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Zusammenfassung.Im vorliegenden Artikel wird eine setzer erreichen aufgrund ihrer Toleranz gétmm Nich-
vollstangige, d.h. unter Einbeziehung des Eingangssignalgtidealititen wie Bauelementerauschen und Komponenten-
Aquivalenz zwischen zeitkontinuierlichen und zeitdiskreten mismatch auch inifr analoge Zwecke eher ungeeigneten
¥ A-Modulatoren im Zustandsraum hergeleitet. Es wird CMOS-Implementierungen mit niedrigen \ersorgunsspan-
ebenfalls gezeigt, wie eine wichtige Nichtideatjtdas sog. nungen und schlecht definierten Transistorparametern er-
"excess loop delay”, in den Berechnungen ilmisichtigt  staunliche Ergebnisse, indem sie einen Grof3teil der Funk-
werden kann. Die dargestellte Methode dient dazu, dertionalitat in die digitalen Bbcke verlagern (digitale Dezi-
Entwurf und dabei vor allem die Stabdisuntersuchungen, mation) und somit effizient die Konzepte tiekkopplung”
von zeitkontinuierlichen As auf die bereits empirisch und "Uberabtastung” verbinden. &trend bis vor weni-
intensiv erforschten zeitdiskreten Systemdizirufihren. gen Jahrerk A-Modulatoren meist zeitdiskret in Form von
switched-capacitor Schaltungen realisiert wurden, liessen die
Abstract. In the article at hand a complete equivalency, enorm wachsenden Bandbreiteanforderungen das Interesse
i.e. including the input signal, between continuous-time andan zeitkontinuierlichen Modulatoren in den letzten zehn Jah-
discrete-timeX A-modulators in state-space is derived. In ren stark anwachsen, vgDrtmanns und Gerfer§2006.
addition, it is shown, how one can incorporate the importantDabei bedienten sich die ersten Designer von zeitkontinu-
non-ideality of "excess loop delay” into the formalism. The ierlichen Modulatoren meist des in der zwischenzeit ange-
method introduced is supposed to facilitate the design, espesammelten immensen Vorrats an Wisddrer zeitdiskrete
cially the stability analysis part of the design, of continuous- Modulatoren und der Entwurf bestand in der Regel in ei-
time X As by making use of the empirically thoroughly ex- ner Abbildung der optimalen Parametéir den zeitdiskre-
amined discrete-time systems. ten Modulator auf das zeitkontinuierliche Gegékt da-
von ausgehend, die Optimaitbliebe durch die Transforma-
o tion erhalten. In der Annahme, dass die Staduiltusschlies-
1 Einleitung slich durch ein NichtJberladen des Quantisierereingangs
o i _ gewahrleistet werdendnne, wurde zur Transformation aber
Es ist eine a_I_Igemelr) bekannte Tatsache, dass, vqrnehmll diglich das Ein- Ausgangsverhalten zwischen Quantisie-
aus Koster}gmden, in den letzten \.].ahrze.hnten ein Trendrungsfehlereingang und Quantisierereingang, also die sogne-
zur Verschiebung von der Analogdame hin zu digitalen o nnte Rausdibertragungsfunktion, verwendet, wobei die
Realisierungen in modernen VLSI-Prozessen erkennbar iSiniemen zustandsvariablen und somit die gesamte interne
Aufgrund der damit verbundenenasidig wachsenden An- pynamik dess A-Modulators, in der Regel komplett ver-
forderungen_an die Lelstun@:‘mgken_ von An%Iog—/DlgnaI nachBssigt wurden, vglCherry und Snelgrove(2000, so
Umsetze.rn in Bezug auf Bandbreite un.d. dynamic ran-yass hier eine genauere Untersuchung des dynamischen Ver-
ge”, sowie des Wunsches analoge und digitale Schaltung$sjtens und dessen Auswirkung auf die Stailibtig ist. In
teile in dem selben, kosténstigen CMOS-Prozess reali- o1 \rliegende Arbeit wird daher eifiguivalenzbeziehung
sieren zu Bnnen, ist in den letzten zwei Jahrzehten das;y, 7\,standsraum zwischen zeitkontinuierlichen und zeitdis-
Interesse arzA-Umsetzern rapide gestiegen. Diese UM- i otan Modulatoren hergeleitet, die auch das Eingangssignal
Correspondence tal. Anders des Systems bicksichtigt und somit auchif Stabili&ts-
(anders@tet.uni-hannover.de) betrachtungen die géimschte Austauschbarkeit von zeitdis-
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Abb. 1. Offene Kette des Rauschformungssytems.

n
kretem und zeitkontinuierlichem Modulator liefert. DAC &

Nach einem kurzen &kblick auf die bisher meist ver-
wandte Methode nach Cherry, v@herry und Snelgrove
(--2009’ n Abs._Z Werden_ln Abs.3 dann die nonNerldlgen Abb. 2. Offene Kette — Zustandsraumdarstellung mit Eingangssi-
Aquivalenzbeziehungen im Zustandsraum hergeleitet und eanal.
wird gezeigt, wie "excess loop delay” in dem Formalismus
bericksichtigt werden kann. Abschlie3end folgt eine Zusam-
menfassung und ein kurzer Ausblick.

wln]=wnT) aufweisen. Im Zeitbereictabst sich diese Be-
dingung wie folgt darstellen

2 Aquivalenz zwischen zeitkontinuierlichen und zeitdis-

-1 ] ,
kreten Modulatoren Z7{Heq(2)} = L7 H{Hpa(s)Hppise(s)} |t=nTS ) 1)

wobei Hpa(s) die Laplace-Transformierte der DAC-
Impulsantwort undH,,(z) die z-Transformierte deaqui-
valenten zeitdiskreten Schleifenfilters ist. Ein Vorteil die-
ses Verfahrens ist, dass auch Nichtidésdih wie "excess
eIoop delay” leicht in den Formalismus eingebettet werden
diskreter Modulatoren ziickgegriffen werden kann und es konnen.. AIIerd_!ngs stehtd|esem_ Vorteil dgr schwerwiegende
N . ) . N Nachteil gegetber, dass das Eingangssignal komplett ver-
daher vilnschenswert ist, dieses Wissen auighden Ent- o . . o
wurf zeitkontinuierlichert As nutzbar zu machen. Deswei- nachassigt erd. '.“md somit der bere(_:hnete zeltdls_krete Mo-
) . dulator fir Stab|Ilﬁitsbetrachtungémlcht mehraquivalent

teren ist auch die Simulationszeit, d.h. die Zeit die die transi- Lo ; N .
. . . : . . zum urspinglichen zeitkontinuierlichen Modulator ist. Als
ente Simulaion eines Diskretzeitmodulators, bei gegebenem . o .
: L o T alternatives Verfahren wird im folgenden eine Betrachtung
SimulationsintervallATy;,,, berbtigt wesentlich krzer als

die Simulationszeitifr einen zeitkontinuierlichen Modula- im Zustandsraum vorgestellt, die a§threier und Zhang

tor. Dies kann dadurch eikit werden, dassif die transiente (le?i?u?nedrv?gﬁgr(tz%oazlszg(r)uvsgﬁf zgsdlgisne \év:dsi?er: ;f;g?-
Simulation eines zeitdiskreten Modulators lediglich Matri- g ' gangssig

zenmultiplikationen und Additionen voiten sind, vathrend IS"Cht'gtIW',r,q' zls atj/Chf er:ne I?e‘tl:_k?]lghttlgung von “excess
far die Simulation eines zeitkontinuierlichen Modulators CoP G€'@Y" 1N dem Veriahren aglich ISt

zusatzlich noch vektorwertige Faltungsintegraleagtlwer-

den nussen. Folglich gab es auch immer schon Bestrebun3 Aquivalenz im Zustandsraum

gen, funktionellaquivalente zeitdiskrete Modulatoreiirf

einen gegebenen zeitkontinuierlichen Modulator zu finden.p 54
Dabei beschankten sich die meisten Autoren in der Ver-
gangenheit auf einAquivalenz des Rauschformungsverhal-

Wie bereits in der Einleitung erihnt, ist ein funktionelle
Aquivalenz zwischen zeitkontinuierlichen (CT-) und zeitdis-
kreten (DT-)X A-Modulatroen aus einer Reihe vonifBiden
erstrebenswert. Ein sehr wichtiger Grund ist dabei, dass b
reits auf eine relative gro3e Erfahrurig den Entwurf zeit-

Schleifenfilter eines zeitkontinuierlichenz A-
Modulators &sst sich im Zustandsraum wie folgt darstellen

tens zwischen den beiden Modulatoren und verréessid- . ul(t
; . : 1)=A t [B:1Bc2] ®
ten somit das geraddiff Stabiliatsbetrachtungen immens Xe(t) = Acxe(t) + [Be1Be2 r(t)
wichtige Eingangssignal. Um nun ein identisches Rauschfor- u(@®) |- @)

mungsverhalten bei genulltem Eingangssignal und innerhalb w(t) = Cexe(t) + [De1De2] r(t)

der Alltigkeitsgrenzen des additiven weil3en Rauschmodells

fir den Quantisierer zu erlangen, hal@herry und Snel- Da sich der Ausgang des DAC als Faltung einer Serie von
grove (2000, gezeigt, dass ein&quivalenz der in Abbl Dirac-Impulsen, die mit der Folgg[n] gewichtet ist, mit der
dargestellten offenen Kette des Rauschformungssystems dpAC-Impulsantwort:,, () germafl

den AbtastzeitpunktenT hinreichend &ir ein identisches o o

Verhalten der beiden Systeme, zeitdiskreter und zeitkonti- _ _ _ _

nuierlicher Modulator, ist. Nach Snelgrove und Cherry sindr([) = haa(0)x ) YIS —IT) =) ylllhaa(t =IT) 3)
also zwei Modulatoren genau dardmuivalent, wenn sie
bei gleicher Eingangssequeng[n] der offenen Rausch- lin = A Modulatoren ist die Stabikit abtangig vom Eingangs-
formungskette ge#fd Abb.1 das gleiche Ausgangssignal signal.

=0 =0
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schreibendsst und die bisung von Gl. 2) durch

t
5t = MO o)+ [ 0P BB (j‘&;) ar(4)

fo

gegeben ist, edit man durch Einsetzen von GB)(in Gl. (4)
das zeitliche Verhalten der offenen Kette gd$rAbb.2 als

t
xe(t) = e x (10) + / A= B au()dx

fo
t

o0
#3000 [ AP Bgha 6 Tad(6)
=0

4]

Wahlt man nun den Anfangszustang(zg) zum Zeitpunkt
to=nT genmalx.(tp)=x[n] und wertet Gl. §) am rachsten
Abtastzeitpunkt aus, d.hx.((n+1)T)=x[n+1], so erlalt
man nach der Substitutigo=A+nT

T
x[n+ 1] = eI x[n] + / AT W Bau(u +nT)dpn  (6)
0
00 T
+_ il / AT Bohaa(u + (n = DT)dp.
=0
0

Um nun denaquivalenten zeitdiskreten Modulator zu erhal-

ten, vergleicht man das Ergebnis aus ). ihit der offe-

nen Kette eines generischen zeitdiskreten Modulators, die in

Gl. (7) dargestellt ist.
x[n + 1] = Ax[n] + [B1B2] Bm]

win] = Cx[n] + [D1D2] [5{2”

()

Im folgenden wird noch, um algebraische Schleifen auszu-[ x[n + 1] } [eAfT 32’1} [x[n] }

schlieRen, angenommen, dass der Durchgangsdiieiér-
schwindet.

Zwei Schwierigkeiten behindern den direkten Koeffizi-

entenvergleich zwischen GI6) und Gl. (7). Zum einen
taucht das Eingangssignal(¢) in GI. (6) nicht in der Form

Bi-u.[nT] auf und zum anderenangt der folgende Zu-
stand im Falle des zeitkontinuierlichen Modulators, je nach

223

Zustandsvektors dequivalenten zeitdiskreten Modulators
vornehmen.

Im folgenden wird angenommen, dass die DAC-
Implulsnatwort nur im IntervallO, 7], dasM+1 Abtast-
intervalle umfasse, von null verschieden sei. Dann kann die
unendliche Summe in Gleichutgvie folgt vereinfacht wer-
den.

T
x[n+1] = e*Tx[n] + / AT Bgu(u +nT)dp 9)
0

T
n
+ ) ol / AT B ohga (i + (1 — DT)dp.
I=n—M 0
Das weitere Vorgehen wird nun am Beispiel des in der Pra-
xis wohl relevantesten Falles var=1, also einer DAC-
Impulsantwort, die in die sich in dieachste Abtastperiode
hineinerstreckt, verdeutlicht und dann auf den allgemeinen
Fall eines beliebigeM erweitert.

Far M=1 erhalt man

x[n + 1] = eTx[n] + ueqln] +
T
yin] / AT B o g () +
0

T
Vin — 11 / AT B o+ Thdp.  (10)
0

Durch  Einfuohrung der neuen  Zustandsvariablen
&1[n]=y[n—1] lasst sich diese Gleichung in Matrizenform
darstellen und man eélt die erweiterte Zustandsraum-
darstellung des zeitkontinuierlichen Modulators an den
Abtastzeitpunkten geafd

1[n +1] 0 0 ||é&ln]

|:B2(;l__1) ] yln]l + Uegq [n],

wobei die VektorenBy, and By(,_1) folgendermal3en be-
rechnet werden fissen

(11)

Lange der Impulsantwort des DAC auch von vergangenen T

Ausgangswerten[n — k], k=0, 1, ..., M ab.

Das erste Problemésést sich durch die Eiahrung eines

aquivalenten zeitdiskreten Eingangssignalgn] gemald

T

Uegln] = /eA”(T*“)Bclu(M +nT)dp. €)
0

By — f AT B b g+ Ty (12)
0
T
Bo—1) = f e T B oy (Wyd . (13)
0

Idsen. Wie die folgendedberlegungen zeigen werden muss Aquivalenz zwischen einem zeitdiskretem und zeitkontinuir-
man zur losung des zweiten Problems eine Erweiterung dedichem Modulator besteht also offenbar genau dann, wenn
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die Zustinde und Systemmatrizen des zeitdiskreten Modula4 Diskussion

tors wie folgt geviahlt werden

e nT
*prin] = glEZT;]
- AT B
Apr = eo (2)"}
B e
Bapr = 2(1 l)]
Bipru[n] = ueq4(n]
Cpr =[C. 0]
Dipr = Dec1. (14)

Im allgemeinen Fallir M beliebig schreibt man zaéchst
Gl. (6) mit den neuen GissenA und By

A=t (15)

T
By = [ AT Bahuut (0~ DT (16)
0
folgendermassen um
o0

x[n + 1] = Ax[n] 4 ueqln] + Z y[l1B2. (17)

=0

Anschliessendifhrt man die zustzlichen Zustandsvariablen

€1[n] = y[n — 1]
§2[n] = y[n — 2]

Emln] = yln — M] (18)

ein und erfalt so die erweiterte Zustandsraumdarstelluing f
den zeitkontinuierlichen Modulator an den Abtastzeitpunk-
ten

x[n + 1] x[n] Bo,

£1[n + 1] £1[n] 1

Saln+11 | — 4| &0l | 4| O | y[n]+ue,ln] (19)
0

&ln +1] &k[n]

w[n]:[CCOO...O] (20)
mit den neu definierten Gssen
e Bo—1) Bo—2) *+ Ban—k—1)) Bat—r) |
0 o ... 0 0
- 0 1 0 0 0
A=| o 0 1 0 0 (21)
. 0 0 0 1 0 |
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Es wurde eine volléindigeAquivalenz zwischen zeitkonti-
nuierlichen und zeitdiskreten A-Modulatoren im Zustands-
raum hergeleitet. Die vorgestellte Methode erweitert die
Betrachtungen vorschreier und Zhang1996, und Oliae
(2003, da sie auch das Eingangssignal sowie "excess loop
delay” beficksichtigt. Daher ist es aglich, mit Hilfe der
dargestellten Methode auch Stalditdtbetrachtungeriif den
zeitkontinuierlichen Modulator an seinem zeitdiskreten Ge-
genstick durchzufihren, was in der Regeligstiger ist, da
man dabei mangels eines allgemeitigen Stabiliitskri-
teriums, auf transiente Simulationen @ckgreifen muss,
die fur einen zeitdiskreten Modulator wesentlich schneller
durchgeiihrt werden Bnnen. Dennoch ist efilf die Zukunft
mehr als vilnschenswert, ein solches allgeméihigies Sta-
bilitatskriterium zu finden. Die oben vorgestellte Methode
kann dann dazu dienen, dieses Kriterium, je hachdem ob es
fur zeitdiskrete oder zeitkontinuierliche Modulatoren gefun-
den wurde, auf den jeweils anderen Modulatortypgibert-
ragen.
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