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ZUSAMMENFASSUNG

Seit der erstmaligen Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation in atomaren Ga-
sen im Jahr 1995 hat sich die Untersuchung dieser einzigartigen Quantenphase zu
einem aktiven Forschungsschwerpunkt der modernen Physik entwickelt.
Insbesondere dient die Kombination der Bose-Einstein-Kondensation mit optischen
Gittern als Modellsystem fiir die Festkorperphysik, da das stationére Lichtfeld zu
einem perfekten periodischen Potential ohne Storstellen fiihrt. Einer der spektaku-
larsten dynamischen Effekte periodischer Potentiale ist das Auftreten so genannter
Bloch-Oszillationen. Wahrend sie in Festkorpern aufgrund der starken Dampfung
nur schwer erzeugbar und nur indirekt detektierbar sind, ermoglichen optische Git-
ter ihre direkte zeitlich aufgeloste Beobachtung. Der Vergleich dieser beiden Syste-
me fiihrt zu der Frage, wie eine kontrollierte Stérung des optischen Gitters durch
kiinstlich hinzugefiigte Unordnung die Dynamik quantenentarteter Gase beein-
flusst. Um dieser Fragestellung nachzugehen, wurden die dynamischen Eigenschaf-
ten von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten optischen Gittern experimen-
tell untersucht [1|. Die Voraussetzungen zur Erzeugung von Bloch-Oszillationen
wurden geschaffen, indem der experimentelle Aufbau um einen magnetischen Po-
tentialgradienten erweitert und das optische Gitter neu aufgebaut wurde. Zudem
wurde die Fallengeometrie modifiziert, um die wechselwirkungsinduzierte Damp-
fung der Bloch-Oszillationen innerhalb der experimentell relevanten Zeitskalen zu
unterdriicken [2]. Dies ermoglichte die experimentelle Beobachtung von Bloch-
Oszillationen und die Untersuchung des Einflusses eines zusétzlichen optischen
Unordnungspotentials auf die Dynamik.

Die Dampfung der Schwerpunktsbewegung der Bose-Einstein-Kondensate wurde in
Abhingigkeit von der Unordnungstiefe charakterisiert und ergab eine gute Uber-
einstimmung mit den durchgefiithrten numerischen Simulationen. Zudem konnte die
zugrunde liegende Verbreiterung seines Quasiimpulsspektrums detailliert quanti-
tativ analysiert werden.

Die experimentelle Beobachtung der unordnungsinduzierten Démpfung der Bloch-
Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in inhomogenen Kraftfeldern, sowie
die gute Ubereinstimmung mit den numerischen Berechnungen ist insbesondere
fiir mogliche Anwendungen als Quantensensor zur Messung kleinster Kréfte von
groker Bedeutung.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit konnten die Untersuchungen zur Lokalisie-
rung von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Potentialen [3, 4, 5] mit der
Erforschung der Dynamik in ungeordneten optischen Gittern bedeutend erweitert
werden [1].

Schlagworter: Bloch-Ostzillation, Bose-Einstein-Kondensation, ungeordnete
optische Gitter






ABSTRACT

Since the first experimental realisation of the Bose-Einstein condensation in ultra-
cold gases in 1995 the investigation of this unique quantum phase has become a
major research area of modern physics.

Especially the combination of the Bose-Einstein condensation with optical lattices
can serve as a model system for solid state physics, since the light field constitutes a
perfect periodic potential without any defects. One of the most spectacular effects
in periodic potentials are the so called Bloch oscillations. In solid state systems
strong damping due to disorder renders their realization difficult and they can
only be observed indirectly. Optical lattices however enable their time resolved
observation. A comparison of these systems gives rise to the question how the
controlled addition of disorder to an optical lattice will affect the dynamics of
particles in such a periodic potential.

To address this issue the dynamical properties of Bose-Einstein condensates in dis-
ordered optical lattices were experimentally studied [1]. The experimental require-
ments were meet by implementing a magnetic potential gradient and rebuilding the
optical lattice. Furthermore the trap geometry was changed in order to suppress
interaction induced damping within the experimentally relevant timescale [2]. This
enabled the experimental observation of Bloch oscillations and the investigation of
the effects of an additional disorder on the dynamics.

The dependence of the damping of the centre-of-mass motion on the disorder depth
was characterized and good agreement with the performed numerical simulations
was observable. In addition the broadening of the quasimomentum spectrum, which
is the underlying mechanism of the damping was analysed quantitatively.

The experimental observation of disorder induced damping of the Bloch oscillations
of Bose-Einstein condensates in spatially inhomogeneous potential gradients and
the good agreement with the numerical estimation is of special interest for possible
applications of Bloch oscillations as quantum sensor for the measurement of very
small forces.

Within this work the investigation of the ground state properties of Bose-Einstein
condensates in disordered potentials [3, 4, 5] were significantly extended to the
investigation of dynamical phenomena in disordered optical lattices [1].

Keywords: Bloch oscillation, Bose-Einstein condensation,
disordered optical lattices
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KAPITEL 1

EINLEITUNG

Das Forschungsgebiet ultrakalter Quantengase stellt eine faszinierende Kombinati-
on verschiedener Zweige der modernen Physik dar. Die Anwendung von Methoden
der Quantenoptik zur Manipulation der inneren und &uferen Freiheitsgrade gas-
formiger atomarer Ensembles ermoglicht die Speicherung und Kiihlung atomarer
Wolken in dissipativen Fallen. Mittels verschiedener Methoden ist es so moglich,
die Temperatur um ca. 9 Gréfsenordnungen von 400K auf einige 100nK zu sen-
ken, um in Regime vorzudringen, die nicht ldnger der Maxwell-Boltzmann Vertei-
lung klassischer Vielteilchen-Systeme folgen und in denen die Ununterscheidbar-
keit der Atome zu fundamentalen Forderungen an die Symmetrie der Vielteilchen-
Wellenfunktion fiihrt. Fiir quantenentartete bosonische Ensemble folgt daraus die
so genannte Bose-Einstein Verteilungsfunktion, anhand der 1925 A. Einstein die
Bose-Einstein-Kondensation nicht wechselwirkender Vielteilchen-Systeme vorher-
sagte |6, 7, 8]. Dabei handelt es sich um einen rein quantenstatistischen Effekt bo-
sonischer Teilchen, der auf der hoheren Gewichtung mehrfach besetzter Zusténde
beruht. Fiir ausreichend hohe Phasenraumdichten fithrt dies zu einer makroskopi-
schen Besetzung des Grundzustands der Falle.

Reine Bose-Einstein-Kondensation konnte erstmalig 70 Jahre nach ihrer theore-
tischen Vorhersage in atomaren Gasen geringer Dichte realisiert werden [9, 10, 11].
Der entscheidende Vorteil ultrakalter Quantengase, der die Erzeugung nahezu pu-
rer Bose-Einstein-Kondensate und damit die direkte Untersuchung dieser einzigar-
tigen Quantenphase ermoglicht, liegt in der schwachen Wechselwirkung zwischen
den Atomen. Zudem ist es aufgrund der geringen Dichte moglich, die notwendige
Phasenraumdichte zu erreichen, ohne das das Ensemble in die kristalline Phase
iibergeht. Die Lebensdauer der Kondensate liegt im Bereich weniger Minuten und
ist somit ausreichend, um dieses einzigartige Quantenobjekt zu studieren. Bei der
Bose-Einstein-Kondensation ultrakalter Gase handelt es sich dementsprechend um
eine metastabile Phase.
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Die makroskopische Besetzung des Vielteilchen-Grundzustands
(~ 5 x 10° Atome) hat eine Ausdehnung der atomaren Wolke von einigen 10um
zur Folge. Da sich nahezu alle Teilchen im selben Zustand befinden, ist es moglich,
die makroskopische Wellenfunktion dieses quantenmechanischen Objektes mittels
optischer Methoden direkt abzubilden, und einzigartige Einblicke in fundamentale
Theorien der Quantenphysik zu erhalten.

Von besonderem Interesse ist in diesem Zusammenhang die Untersuchung von
Bose-Einstein-Kondensaten in so genannten optischen Gittern. Dabei handelt es
sich um optische Stehwellen, deren stationéres Lichtfeld zu einem perfekten pe-
riodischen Potential, ohne jegliche Storstellen fiihrt. Die Realisierung von Bose-
Einstein-Kondensaten in optischen Gittern stellt somit ein Modellsystem dar, das
die Untersuchung verschiedenster grundlegender Theorien der Festkdrperphysik er-
laubt, und belegt zudem die ausgeprigte Interdisziplinaritat des Forschungsfeldes
ultrakalter Quantengase, das mit der Quantenoptik, der Atomoptik und der Fest-
koérperphysik verschiedene Forschungsgebiete der modernen Physik miteinander
verkniipft.

Insbesondere handelt es sich bei Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Git-
tern um eine direkte Realisierung des berithmten Bose-Hubbard Modells [12] der
Festkorperphysik. Durch Variation der Gittertiefe und der Gitterkonstante kon-
nen zudem die entscheidenden Parameter des optischen Kristalls verdndert wer-
den. So hat z.B. eine Erhohung der Gittertiefe eine Verringerung der Tunnelrate
zwischen den einzelnen Gitterpldtzen zur Folge. Daher ist es mittels quantenent-
arteter Gittergase moglich, stark korrelierte Systeme zu untersuchen. Eine star-
ke Unterdriickung der kinetischen Energie fithrt bei Erreichen einer kritischen
Gittertiefe zu einem Ubergang aus der superfluiden Phase, die sich durch ihre
Phasenkohéarenz sowie Teilchenzahl-Fluktuationen auf den einzelnen Gitterplét-
zen auszeichnet, in die so genannte Mott-Isolator Phase mit einer festen Teilchen-
zahl pro Gitterplatz [13, 14|. Dariiber hinaus eignen sich optischen Gitter zur
Untersuchung weiterer spektakulérer Vielteilchen-Effekte, wie z.B. der Bose-Glass
Phase [15, 16] aber auch bedeutender Einteilchen-Effekte, wie der so genannten
Anderson-Lokalisation [3, 17, 18, 19, 20].

Im Gegensatz zur Festkorperphysik beschrankt sich die Untersuchung solch
grundlegender Phdnomene nicht auf indirekte Messungen. Die herausragende Stel-
lung quantenentarteter Gittergase resultiert insbesondere aus der direkten Beob-
achtbarkeit des Impulsspektrums des Vielteilchen-Systems mittels des so genann-
ten Flugzeitverfahrens. Dabei wird die atomare Wolke nach einer freien Expansion
von einigen Millisekunden, in denen sie sich entsprechend ihrer Impulsverteilung
ausdehnt, durch Absorptionsaufnahmen abgebildet.

Die Analogie zur Festkorperphysik wirft insbesondere die Frage auf, wie Un-
ordnung die Eigenschaften des perfekten optischen Kristalls beeinflusst. Daher be-
schéftigt sich unsere Arbeitsgruppe seit einiger Zeit mit der Untersuchung von
Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten optischen Gittern. Dazu stehen prin-



zipiell verschiedene Mdoglichkeiten zur Verfiigung. Ungeordnete Strukturen kénnen
mittels zusétzlicher Fremdatome in der atomaren Wolke |21, 22, 23], durch die
Rauhigkeit des Fallenpotentials von Atom-Chips |21, 22, 23] sowie zusétzlicher op-
tischer Dipolpotentiale realisiert werden. Letzteres kann beispielsweise mittels so
genannter nicht kommensurabler Ubergitter [24, 16, 25, 26] geschehen. Sie ermog-
lichen es, durch die Interferenz mehrerer zusétzlicher optischer Stehwellen, Struk-
turen auf das Gitter aufzuprigen, deren Periodizitdtslinge grofer als die Ausdeh-
nung des Kondensats ist und dementsprechend als quasi ungeordnet angesehen
werden kann. In unserer Arbeitsgruppe wurde jedoch eine alternative Moglichkeit
gewdhlt [3, 27|, die auf der Abbildung einer ungeordneten Struktur auf die Positi-
on der Atome beruht. Ahnliche Strukturen zur Erzeugung ungeordneter Potentiale
wurden in Arbeiten aus Florenz und Paris verwendet [28, 29, 30, 31]. Dies ermog-
lichte die erstmalige experimentelle Realisierung von Bose-Einstein-Kondensaten
in ungeordneten optischen Gittern, sowie die Untersuchung des Grundzustands
dieses Systems [3]. Es konnte gezeigt werden, dass das Unordnungspotential zu
einer Streifenbildung im Dichteprofil des Kondensats wahrend der freien Expan-
sion fiihrt [32]. Ziel dieser Untersuchungen war die so genannte Anderson Loka-
lisierung. Dabei handelt es sich um einen faszinierenden Einteilchen-Effekt der
Festkorperphysik, der im Jahre 1958 von P.W. Anderson vorhergesagt wurde [17].
Die Interferenz der an den Unordnungsstrukturen reflektierten Teilwellen fiihrt
dabei zu einer Lokalisierung der energetisch ungebundenen Wellenfunktion, deren
Energie deutlich grofler als das schwache Unordnungspotential ist. Mittels nume-
rischer Simulationen der Gross-Pitaevskii Gleichung konnte gezeigt werden, dass
die Wechselwirkung zwischen den Atomen der Lokalisierung entgegenwirkt, da sie
das Unordnungspotential abschirmt [33, 34, 35, 36]. Zudem zeigte sich, dass eine
kurze Korrelationslénge notwendig ist, um eine Lokalisierungslédnge zu realisieren,
die kleiner als die Ausdehnung des Ensembles ist. Diese hohen Anforderungen ver-
hinderten bisher eine experimentelle Realisierung der Anderson Lokalisierung in
ultrakalten Quantengasen.

Die Untersuchungen zu den Grundzustandseigenschaften wurden im Rahmen
dieser Arbeit in Analogie zu Transportphdnomenen in kristallinen Strukturen auf
die Dynamik von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern erweitert. Einer
der spektakulédrsten Effekte quantenmechanischer Teilchen in periodischen Poten-
tialen sind die so genannten Bloch-Oszillationen. Dabei fiihrt die Beschleunigung
durch einen externen Potentialgradienten zu einer oszillatorischen Bewegung der
Atome, anstatt zu der intuitiv zu erwartenden linearen Beschleunigung. Dieser rein
quantenmechanische Effekt wurde 1929 von F. Bloch [37] fiir die Bewegung von
Elektronen in Kristallen vorhergesagt. Bloch-Oszillationen kénnen dort aufgrund
der Streuung an Storstellen in der Struktur kristalliner Gitter nicht direkt beob-
achtet werden, da sie auf Zeitskalen deutlich unterhalb einer Oszillationsperiode
gedampft werden. So betragt die Dephasierungszeit lediglich einige Femtosekun-
den [38], wahrend die Oszillationszeit in der Grofenordnung einiger Mikrosekunden
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liegt. Die Beobachtung von Bloch-Ostzillationen in Festkdrpern erfordert daher die
Herstellung so genannter Ubergitter, die auf einer sukzessiven Folge verschiedener
Halbleiter-Strukturen beruhen. Die resultierende grofie Periodizitatslange fithrt zu
Oszillationszeiten von einigen Picosekunden, die mittels indirekter Messungen des
Emissionsspektrums der Elektronen gemessen werden kénnen [39].

Optische Gitter hingegen weisen keinerlei Verunreinigungen auf, daher sind fiir
nicht wechselwirkende Teilchen in einem solchen Potential ungedampfte Bloch-
Oszillationen zu erwarten. So konnten bereits Bloch-Oszillationen thermischer En-
sembles [40, 41, 42, 38, 43, 44, 45, 46|, fermionischer Systeme [47] und von Bose-
Einstein-Kondensaten [48, 49, 50, 51, 52| realisiert werden.

Thermische und fermionische Systeme weisen ein vergleichsweise breites Im-
pulsspektrum auf. Dies hat eine starke Reduktion des Kontrasts der Bloch-Oszil-
lationen zur Folge. Die grofse Ausdehnung dieser Ensemble stellt zudem einen
Nachteil bei der hoch aufgelosten Messung kleinster raumlicher Variationen orts-
abhéngiger Kréfte dar [52|. Sie weisen jedoch den Vorteil auf, dass aufgrund der
geringen Dichte bzw. des Pauliprinzips die Wechselwirkung zwischen den Atomen
unterdriickt ist [47].

Bose-Einstein-Kondensate zeichnen sich im Gegensatz dazu durch ihr &ufserst
schmales Impulsspektrum sowie eine geringe raumliche Ausdehnung aus. Bei wech-
selwirkenden Bose-Einstein-Kondensaten fithrt die so genannte dynamische Insta-
bilitdt (Abschnitt 4.1.2) allerdings zu einer Dephasierung der Quasiimpulse und da-
her zu einer Dampfung der Bloch-Oszillationen [53]. Es konnte jedoch experimen-
tell gezeigt werden, dass mittels so genannter Feshbach Resonanzen die Wechsel-
wirkung weitgehend ausgeschaltet werden kann [54]. Mittels dieser Technik konn-
ten kiirzlich d&ufierst langlebige Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten
realisiert [51, 52| und so die Vorteile des schmalen Impulsspektrums mit einer Un-
terdriickung der Wechselwirkung kombiniert werden.

Der Vergleich quantenentarteter Gittergase mit der Festkorperphysik, wirft in
diesen Systemen die Frage auf, wie sich eine Stérung der perfekten Periodizitat
durch ein zusétzliches Unordnungspotential auf die Dynamik von Bose-Einstein-
Kondensate auswirkt.

Um dieser Fragestellung nachgehen zu kénnen, war zunéchst die experimentelle
Realisierung von Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten notwendig.
Dies erforderte die Implementierung zuséatzlicher Magnetspulen zur Erzeugung ei-
nes magnetischen Gradienten zur Beschleunigung der Atome sowie eine Verringe-
rung der Wechselwirkungsenergie durch die Reduktion der Dichte der Kondensate.
Der so zugéngliche Parameterbereich ermoglichte die experimentelle Beobachtung
von Bloch-Oszillationen in optischen Gittern fiir verschiedene Gittertiefen.

In Analogie zur Démpfung in Festkorpern wurde das bestehende ungeordne-
te Dipolpotential verwendet, um die Auswirkungen der Stérung der Gitterstruk-
tur auf die Bloch-Oszillationen zu untersuchen. Dies ermdglichte die erstmalige
experimentelle Beobachtung einer unordnungsinduzierten Dampfung der Bloch-



Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten.

Parallel zur Untersuchung der Dampfung der Schwerpunktsbewegung wurde
die Dephasierung und Verbreiterung des Quasiimpulsspektrums experimentell un-
tersucht. Die Zeitkonstanten der Dephasierung belegen, dass die Verbreiterung des
Impulsspektrums die Ursache der Dampfung der Schwerpunktsbewegung ist, da
verschiedene Teile des Kondensats simultan unterschiedliche Phasen der Oszillati-
on durchlaufen.

Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten sind iiber das grundlegen-
de Interesse an der Dynamik kohérenter atomarer Ensembles in ungeordneten Po-
tentialen hinaus von grofser Relevanz. So wurde vorgeschlagen, Bloch-Oszillationen
von Bose-Einstein-Kondensaten fiir Prazisionsmessungen kleinster Kréfte zu nut-
zen [47, 55, 45, 46, 52|. Dieses Konzept basiert auf der Abhéngigkeit der Periodizitét
der Oszillation von der beschleunigenden Kraft, die eine Messung kleinster Krifte
durch die Bestimmung der Oszillationsfrequenz erlaubt. Fiir eine hohe Sensitivitéat
und Prézision ist somit die Beobachtung einer grofsen Anzahl von Oszillationspe-
rioden unabdingbar. Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchun-
gen zu Bloch-Oszillationen in ungeordneten Potentialen zeigen, dass bereits kleine
Inhomogenitéten in der beschleunigenden Kraft zu einer Dephasierung des Qua-
siimpulsspektrums und somit zu einer Dampfung der Oszillation fiihren. Daher
ist fiir Anwendungen von Bloch-Oszillationen als Quantensensor in inhomogenen
Kraftfeldern eine quantitative Bestimmung der Dampfungskonstanten notwendig.
Die gute Ubereinstimmung der numerischen Berechnungen mit den experimen-
tellen Daten belegt insbesondere die Nutzbarkeit der numerischen Methoden zur
Abschéatzung der Grofe etwaiger Inhomogenitéten.

Die Beschreibung der im Rahmen dieser Doktorarbeit durchgefiihrten experi-
mentellen und numerischen Untersuchungen, sowie der zugrunde liegenden theore-
tischen Zusammenhénge gliedert sich wie folgt:

e Kapitel 2 behandelt sowohl die Theorie, als auch die experimentelle Rea-
lisierung der Bose-Einstein-Kondensation quantenentarteter Gase. Zur Er-
lauterung der grundlegenden Zusammenhédnge wird zunéchst detailliert die
Theorie der Bose-Einstein-Kondensation idealer Gase beschrieben. Es folgt
die Verallgemeinerung auf den experimentell relevanten Fall eines schwach
wechselwirkenden Vielteilchen Systems. In diesem Kontext wird die Gross-
Pitaevskii Gleichung ausfiihrlich diskutiert, da sie fiir die quantitative Analy-
se der Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Git-
tern unerlésslich ist. Abschlieftend werden die experimentellen Methoden zur
Erzeugung der Bose-Einstein-Kondensation, sowie die verwendete Apparatur
und die erforderlichen Anderungen des Lasersystems, der magneto-optischen
Falle sowie des Vakuumsystems beschrieben.
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e Kapitel 3 erlautert die theoretischen Grundlagen quantenentarteter Gitter-
gase sowie die experimentelle Realisierung des verwendeten eindimensionalen
optischen Gitters. Zunéchst wird die Realisierung optischer Potentiale mit-
tels optischer Lichtfelder beschrieben. Es folgt eine ausfiihrliche Einfithrung
in die physikalischen Eigenschaften quantenmechanischer Teilchen in periodi-
schen Potentialen sowie die Erweiterung dieser Zusammenhénge auf wechsel-
wirkende Bose-Einstein-Kondensate in optischen Gittern. Anschlieffend wird
die experimentelle Realisierung des optischen Gitters vorgestellt. Dabei gilt
das besondere Augenmerk den umfangreichen notwendigen Umbauten des
Aufbaus sowie dem neu implementierten hochprézisen Justageschema.

e Kapitel 4 beschreibt die Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten
in optischen Gittern. Zunéchst wird das Verhalten eines einzelnen beschleu-
nigten Teilchens im periodischen Potential analysiert. Die Ursachen der os-
zillatorischen Bewegung werden ausfiihrlich qualitativ beschrieben und auch
quantitativ berechnet. Anschliefend werden die so gewonnenen Erkenntnisse
auf Bose-Einstein-Kondensate in optischen Gittern erweitert. Der entschei-
dende Unterschied zum Einteilchen-Bild, die wechselwirkungsinduzierte dy-
namische Instabilitdt, wird erldutert und ihre Stérke in Abhéngigkeit von
den experimentellen Parametern untersucht. Es folgt die Beschreibung der
zur Realisierung der Bloch-Oszillationen erforderlichen apparativen Mafinah-
men. Im letzten Abschnitt des Kapitels werden die experimentell beobachte-
ten Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten vorgestellt und de-
tailliert charakterisiert.

e Kapitel 5 présentiert die erstmalig experimentell beobachtete Dampfung
der Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Po-
tentialen. Dazu werden zunéchst die zugrunde liegenden physikalischen Zu-
sammenhénge erldutert und die zeitliche Entwicklung der Bloch-Oszillationen
in inhomogenen Kraftfeldern quantitativ abgeschétzt. Nach der Beschreibung
des ungeordneten Potentials und der experimentellen Sequenz erfolgt die Pra-
sentation der experimentell beobachteten unordnungsinduzierten Démpfung
der Schwerpunktsbewegung der Bloch-Oszillationen sowie der Verbreiterung
des Impulsspektrums. Die Dampfungskonstanten werden mit den durchge-
fiihrten Simulationen verglichen.

e Kapitel 6 weist Perspektiven auf fiir die weitere Entwicklung der experi-
mentellen Untersuchungen zur Dynamik von Bose-Einstein-Kondensaten in
ungeordneten Potentialen als auch zur Fortfiilhrung der Untersuchungen zu
Lokalisierungsphdnomenen in ungeordneten Gittergasen.



KAPITEL 2

BOSE-EINSTEIN-KONDENSATION

Bose-Einstein-Kondensate (BEC) atomarer Gase bilden die Basis sémtlicher im
Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Arbeiten. Daher wird in diesem Kapitel zu-
néchst ihre theoretische Beschreibung behandelt. Anschliefsend werden die verwen-
deten Methoden zur experimentellen Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten
sowie die Anderungen am Aufbau der Apparatur erliutert, die zur Realisierung
einer hohen Stabilitit erforderlich waren.

2.1 Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation

Die Bose-Einstein-Kondensation ist ein rein quantenstatistischer Effekt, der bereits
1925 von A. Einstein [7, 8| basierend auf Arbeiten von S. N. Bose [6] vorhergesagt
wurde, und 1995 erstmalig in atomaren Gasen geringer Dichte realisiert werden
konnte |9, 10, 11]. Sie bezeichnet die makroskopische Besetzung eines einzelnen
Quantenzustandes fiir Temperaturen deutlich oberhalb der Energiedifferenz zwi-
schen Grundzustand und erstem angeregtem Zustand kg7, > F; — FEy. Wéahrend
fiir Temperaturen am absoluten Nullpunkt trivialerweise eine makroskopische Be-
setzung des Grundzustandes zu erwarten ist, liegt die Ursache der Bose-Einstein-
Kondensation in der Ununterscheidbarkeit der Teilchen und der daraus resultie-
renden Symmetrieeigenschaften der Vielteilchen-Wellenfunktion bosonischer En-
sembles, und tritt bereits fiir deutlich hohere Temperaturen auf. In fermionischen
Systemen hingegen tritt keine Kondensatphase auf. Das Pauli Prinzip verhindert
hier eine mehrfache Besetzung einzelner Zustéande.

Ultrakalte atomare Gase eignen sich hervorragend zur Untersuchung der Bose-
Einstein-Kondensation. Aufgrund ihrer geringen Dichte und der daraus resultie-
renden geringen Wechselwirkung befinden sich nahezu alle Atome im gemeinsamen
Quantenzustand. Im Gegensatz dazu liegt der Kondensatanteil bei superfluidem
‘He aufgrund der starken Wechselwirkung bei nur ca. 10% [56]. Aufgrund der
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<n;>
N
T

0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 25 3,0
e/kT

Abbildung 2.1: Mittlere Besetzungszahl der Bose-Einstein Verteilungsfunktion als Funkti-
on der Zustandsenergie € fiir T=100nK, u = —10hw, eine Fallenfrequenz von v = 29H 2.

geringen Dichten sind sehr tiefe Temperaturen zum Erreichen der Kondensatpha-
se notwendig, denn der Ubergang erfordert mittlere Teilchenabstéinde n~'/? in der
Grofenordnung der de Broglie Wellenlange (siehe Gleichung 2.20). Fiir Alkali-Gase
liegt diese Temperatur typischerweise bei einigen 100nK. Bei der Bose-Einstein-
Kondensation quantenentarteter Gase handelt es sich somit um eine metastabile
Phase. Das atomare Ensemble ist bei diesen Temperaturen im thermodynamischen
Gleichgewicht nicht mehr gasformig, sondern bildet einen Festkorper. Aufgrund
der Energie- und Impulserhaltung fithren jedoch nur 3-Kérper Stofe zur Entste-
hung von Molekiilen. Daher bedingt die geringe Dichte eine ausreichend langen Le-
bensdauer Untersuchung der Bose-Einstein-Kondensate [57, 58|. Sie zeichnen sich
somit durch eine geringe Dichte und somit vergleichsweise schwache Wechselwir-
kung bei sehr geringen Temperaturen aus. Die Besetzung eines einzigen Zustands
fiihrt zu der Ausbildung eines makroskopischen Quantenobjekts das mit optischen
Methoden direkt beobachtet werden kann und somit detaillierte Studien grundle-
gender quantenmechanischer Zusammenhénge auf makroskopischen Langenskalen
und Zeitskalen ermoglicht.

2.1.1 Ideales Bose Gas

Die aus der Ununterscheidbarkeit der Teilchen folgenden Symmetriebedingungen
fiihren fiir Bosonen zur so genannten Bose-Einstein Verteilungsfunktion |7, 8, 6]

1
elei—m)/ksT — 1’

<n; >= (2.1)
welche die mittlere Besetzungszahl < n; > eines Zustandes bestimmt und in Ab-
bildung 2.1 gezeigt ist. Sie hangt von der Energie ¢; des jeweiligen Zustandes und
der Temperatur 7" ab. Das chemisches Potential p dient der Teilchenzahlerhaltung



2.1. Grundlagen der Bose-FEinstein-Kondensation 9

500

30 }

0 0 100
¢ [ho]

Abbildung 2.2: Bose-Einstein Verteilungsfunktion als Funktion der Temperatur T und
der Zustandsenergie € fiir 4 = —10hw, und v = 29H z.

und wird im Verlauf dieses Kapitels ausfiihrlich diskutiert. Zur Betrachtung ver-
schiedener Grenzfille ist die Einfiihrung der so genannten Fugazitdt z hilfreich

2 = eM/kBT (2.2)

Da die Ausdehnung der atomaren Wellenpakete immer geringer wird, geht die
Bose-Einstein Verteilungsfunktion im klassischen Grenzfall hoher Temperaturen
z < 1 in die Maxwell-Boltzmann Verteilungsfunktion unterscheidbarer Teilchen
iiber

< n; >p=e (@ m/ksT (2.3)

da die Wahrscheinlichkeit von Doppelbesetzungen der Energieniveaus dufserst ge-
ring ist und die Notwendigkeit der Symmetrisierung der Wellenfunktion entfallt.

Abbildung 2.2 zeigt die mittlere Besetzungszahl in Abhéngigkeit von der Tem-
peratur und der Zustandsenergie. Es ist klar zu erkennen, dass die mittlere Beset-
zungszahl mit abnehmender Temperatur fiir alle Zustandsenergien sinkt. Da die
Summe der Besetzungszahlen der Gesamtteilchenzahl entspricht,

Nyes = 3 <1 >, (2.4)
=0

wiirde dies bei konstantem g zu einer Abnahme der Atomzahl fithren. Dies ist
jedoch fiir atomare Ensembles im Gegensatz zu Photonen nicht mdéglich. Daher
steigt das chemische Potential bei sinkender Temperatur und gewéhrleistet so ent-
sprechend Gleichung 2.4 die Teilchenzahl-Erhaltung, da eine Zunahme des che-
misches Potentials, wie in Abbildung 2.3 gezeigt wird, zu einer Verschiebung der
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Abbildung 2.3: Bose-Einstein Verteilungsfunktion als Funktion der Zustandsenergie ¢ und
des chemischen Potentials fiir T'= 100nK und v = 29H z.

Verteilungsfunktion entlang der Energieachse und somit zu einer Vergroferung der
Flache unter der Funktion < n; > (e) fiihrt.

Das chemische Potential muss dabei allerdings kleiner bleiben als die Grundzu-
standsenergie p < €, da sonst in Gleichung 2.1 negative Besetzungswahrscheinlich-
keiten auftreten wiirden. Der Ubergang zur Bose-Einstein-Kondensation erfolgt,
wenn die Teilchenzahlerhaltung erfordert, dass u gegen ¢ strebt, und die Beset-
zung des niedrigsten Zustandes somit makroskopische Werte annimmt (Abbildung
2.4).

Zur Berechnung der Kondensationstemperatur und der thermodynamischen Ei-
genschaften des BEC wird Gleichung 2.4 als Integral iiber die mit der Besetzungs-
wahrscheinlichkeit 2.1 gewichtete Zustandsdichte g(e) dargestellt

Npes = Y <n;> (2.5)
=0

= np +/O°O n(e)g(e)de + no.

Dabei entspricht ng der Besetzung des energetisch niedrigsten Zustandes, und ist
separat zu beriicksichtigen, da die Zustandsdichte fiir € — 0 verschwindet und der
Grundzustand somit selbst bei makroskopischer Besetzung nicht beriicksichtigt
wiirde [59]. Gleichung 2.6 entspricht der Summe thermischer Nyep, und konden-
sierter ng Atome

Nges = Ntherm + nyg. (26)

Die Intergraldarstellung 2.6 ist jedoch nur fiir thermische Energien zuldssig, die

sehr viel grofer sind als der Abstand der Energieniveaus kg7 > €(i + 1) — €(1).
Wiéhrend die vorangegangenen Betrachtungen ganz allgemein fiir das ideale bo-

sonische Gas gelten, beschrankt sich die folgende Behandlung auf dreidimensionale
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Abbildung 2.4: Das obere Bild zeigt die Abnahme des Anteils der thermischen Atome im

Ensemble und das untere den Verlauf des chemischen Potentials jeweils in Abhéngigkeit

von der Temperatur beim Einsetzen der Bose-Einstein-Kondensation fiir eine Fallenfre-
quenz von v = 292Hz und eine Atomzahl von N=2 x 10°.

harmonische Potentiale der Form

Vi(r)= %m(wi x2+w§ y? 4+ w? 2?). (2.7)
Samtliche Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit wurden in einer radialsym-
metrischen Falle durchgefiihrt. Eine Verallgemeinerung auf zwei- und dreidimensio-
nale Fallen, sowie Kasten Potentiale und ungefangene homogene Ensembles findet
sich z.B. in[56, 60, 61]. Die zur Berechnung der Zustandsdichte notwendige Bestim-
mung der Energieniveaus harmonischer Oszillatoren

1 1 1
E= hw$(§ + ng) Jrf‘wy(§ +ny) +hwz(§ +n,) (2.8)

ist ein Standardproblem der Quantenmechanik und wird ausfiihrlich in verschiede-
nen Lehrbiichern [62, 63, 59| beschrieben. Zur Berechnung der Zustandsdichte ist
zunéchst die Gesamtzahl der Zustédnde G(¢) mit Energien kleiner als € zu ermitteln,
indem das Volumen unter der Fliche mit konstanter Energie € bestimmt wird.

1 € €—ey €—€y—€z
G(e) = h3—/ dew/ dey/ de, (2.9)
W:cwywz 0 0 0
&3

—.
6h° wywyw,

Der Vorfaktor 1/(h*wwows) entspricht der Anzahl der Zustéinde pro Energievolu-
men. Er ergibt sich direkt aus Gleichung 2.8. Die Zustandsdichte entspricht der
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Anzahl der Zusténde pro Energieintervall und ist somit durch die Anderung von
2.10 unter Variation der Energie € gegeben

90 = Lo = — <

S — 2.10
de 2h3wxwywz ( )

Mit 2.6 ergibt sich fiir die Anzahl der thermischen, nicht kondensierten Atome

1 o 1
Niherm = ——— de e ——— 2.11

th 2h3wxwywz /0 ele=w)/ksT _ 1 ( )
Eine Verringerung der Temperatur fiithrt zu einem Ansteigen des (negativen) che-
mischen Potentials. Da es aber niemals grofser werden kann als die Grundzustand-
senergie gibt es fiir 4 — ¢y eine kritische Temperatur 7., bei der Nyep der Ge-
samtteilchenzahl N noch entsprechen kann

1 S |
NtheTm =N = m/o dee m. (212)

Eine Reihenentwicklung der Verteilungsfunktion fiihrt auf

1

3
20 wewyw,

Niherm = I'(3)¢(3)(ksT.)?, (2.13)
mit der Riemanschen Zeta Funktion ((3) und der Gamma Funktion I'(3) [64].
Fiir Temperaturen unter 7T, gilt Nyperm < N, da p nicht weiter ansteigen kann. Die
Erhaltung der Gesamtteilchenzahl (Gleichung 2.6) fithrt daher zu einer makrosko-
pischen Besetzung des Grundzustandes. Aus Gleichung 2.13 folgt mit @ = (w,wyw,)
fiir die Kondensationstemperatur
hw N1/3
kyT. = ——x 2.14
’ C(3)17 .
~ 0.94hwN'3,

und fur die Teilchenzahl im Kondensat

T 3
NO:N_Ntherm:N [1_ (_)

) | (2.15)

Anhand dieser Gleichungen ist unschwer zu erkennen, dass die mit der Kondensa-
tion verkniipfte thermische Energie k;7, um ungefihr einen Faktor N'/3 grofer ist
als die Separation der Energieniveaus des harmonischen Oszillators, und dass die
Bedingungen fiir Gleichung 2.6 somit erfiillt sind.

Die Dichteverteilung der thermischen Atome in der Falle ldsst sich in einer
klassischen Betrachtung mit Hilfe der Verteilungsfunktion fr;.ss bestimmen

1

fklass - e(Ep(r)_M)/kBT _ 1 . (2].6)
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Sie entspricht der Besetzungswahrscheinlichkeit pro Phasenraumvolumen. Die Po-
sitionsabhéngigkeit der Energie % + V(r) ist durch die Falle V(r) gegeben. Dies
hat zur Folge, dass die Wahrscheinlichkeit Teilchen mit hoher kinetischer Energie
bei hohen potentiellen Energien zu finden, gering ist. Die Dichteverteilung ergibt
sich aus Gleichung (2.16), indem die Bewegungsfreiheitsgrade durch Integration
iiber die Impulse eliminiert werden. Schlieflich ist es fiir die Dichteverteilung un-
erheblich, welche Geschwindigkeitsverteilung an den jeweiligen Positionen vorliegt

1
Ntherm = d . 2.17

" / pe(%JrV(r)—u)/kBT -1 ( )
Analog zu Gleichung 2.13 fiihrt eine Reihenentwicklung der Verteilungsfunktion
fiir die Phasenraumdichte mit

2(r) = WV ®)/ksT (2.18)

zu [61]
Nitherm /\%“ = 93/2(2’(1')) (219)

Da beim Ubergang in die Kondensatphase z(0) gegen 1 strebt (i — €), gilt fiir
die Phasenraumdichte
n(0) A’ = g32(1) = 2.612. (2.20)

Die Kondensation setzt dementsprechend ein, wenn der mittlere Abstand der Ato-
me der de Broglie Wellenlénge entspricht, und die einzelnen atomaren Wellenpakete
anfangen, zu iiberlappen.

2.1.2 Wechselwirkende Bose-Einstein-Kondensate

Da die Hamiltonfunktion nicht wechselwirkender Gase die Summe von Einteilchen-
Hamiltonoperatoren H = va H; ist, lasst sich die Wellenfunktion eines derartigen
Systems als Produkt der Einteilchen-Wellenfunktionen des Grundzustandes schrei-
ben @y (r1,ra,....r5) = [ do(r;). Das Quadrat der Wellenfunktion |®y (ry,...,rx)|?
entspricht der Wahrscheinlichkeit jeweils gleichzeitig ein Teilchen bei den Koordi-
naten (ry,rs,....,ry) zu finden.

Im Falle wechselwirkender Vielteilchen-Systeme ist die Beschreibung des Sys-
tems ungleich komplizierter, da die Vielteilchen-Wellenfunktion Wy (rq,rs,....,ry)
nicht ohne weiteres faktorisierbar ist. Zur vollstandigen Losung des Problems miiss-
te daher das Problem in Abhéngigkeit von 3N Ortsvariablen gelost werden. Auf-
grund der geringen Dichte des gasformigen Ensembles ist aber eine signifikante
Vereinfachung durch die Beschriankung auf Zwei-Kérper-Wechselwirkungen mog-
lich, da die mittlere freie Weglinge d = 1/n'/? deutlich groRer ist als die charak-
teristische Lénge der interatomaren Wechselwirkungen ry. Stofprozesse mit mehr
als zwei Partnern sind somit extrem unwahrscheinlich und kénnen vernachlassigt
werden.
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Eine zuséatzliche Komplikation ergibt sich aus der Statistik bosonischer Teil-
chen und der daraus resultierenden Notwendigkeit symmetrischer Vielteilchen-
Wellenfunktionen. Daher beschreibt man Vielteilchen-Systeme im allgemeinen im
Rahmen der zweiten Quantisierung, in der die Observablen durch die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren (¥f(r) und ¥(r)) dargestellt werden [65]. Sie erzeugen
bzw. vernichten jeweils ein Teilchen am Ort r. Diese Operatoren haben den Vor-
teil, dass die Wellenfunktionen nicht mehr symmetrisiert werden miissen, da sich
die Statistik bosonischer Teilchen in den Vertauschungsrelationen der Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren widerspiegelt [65]

A

[\if(r),@f(r')} = §(r—1), [qf(r),\if(r')] ~0. (2.21)

Zur Beschreibung quantenmechanischer Systeme mit statistischer Besetzung der
einzelnen Energieniveaus empfiehlt sich die Darstellung der Wellenfunktion durch
Dichtematrizen [60, 62]. Die Beschrankung auf Zwei-Korper-Wechselwirkungen be-
deutet in diesem Zusammenhang, dass anstelle der N-Teilchen Dichtematrix

nM(r] ey, ry) =< UT () U(e)) U ()T () T(r,). Try) > (2.22)
zur Beschreibung des Systems die reduzierte Dichtematrix
n(ry) =< Tie)0(r) > (2.23)

verwendet werden kann [60, 66, 67]. Die Eigenwerte n; der Gleichung

/dr’n(l)(rr’)gbi(r’) = n;¢;(r) (2.24)

entsprechen der Besetzungszahl der jeweiligen Eigenfunktionen ¢;(r). Daher mani-
festiert sich die Bose-Einstein-Kondensation in dieser Darstellung durch einen ma-
kroskopischen Wert von ng. Die zugehérige Einteilchen-Wellenfunktion ¢g(r) wird
als Kondensat-Wellenfunktion bezeichnet und hat die Dichteverteilung
NBEC = |¢0|2-

Die Feldoperatoren lassen sich als Linearkombination der Wellenfunktionen

¢;(r) und der zugehorigen Operatoren a; darstellen [65]
U(r) = go(r)io + Y _ ¢i(r)as. (2.25)
i#0

Dabei spiegelt die gewihlte Darstellung die Bedeutung des makroskopisch besetz-
ten Grundzustandes wider. Die Operatoren aj» und a; erzeugen oder vernichten
jeweils ein Teilchen im Zustand ¢;(r)

CL;r ]nonl,...,ni,...) = Vn; + 1 ‘nonl,...,ni+1,...>
@i |nona ey Miyer) = /M [nona,...ni—1,...) (2.26)
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und folgen den Standard Kommutator Regeln

a,a! =00p, |Gasa8] =0, aL,aT =0 . (2.27)
a0} Jaboah

Diese Grundlagen der Vielteilchen-Theorie finden Verwendung bei der Herleitung
der so genannten Gross-Pitaevskii Gleichung [68, 69], die die Grundlage der quan-
titativen Beschreibung der im Rahmen dieser Arbeit durchgefithrten Untersuchun-
gen darstellt.

Gross-Pitaevskii Gleichung

Da der Hamiltonoperator des betrachteten Systems aus Einteilchen und Zweiteil-
chen Operatoren besteht, erhdlt man in zweiter Quantisierung [60, 65|

H = /\iﬁ(r) <—2h—mv2 + VMF(r)) T (r)dr (2.28)
+% / )T (@)V (e — )T () U(r) dr'dr. (2.29)

Dabei bezeichnen V,.(r) dufere Potentiale, wie z.B. die Magnetfalle und V,;(r—r”’)
das interatomare Wechselwirkungspotential. Mit der Heisenbergschen Darstellung
fiir die Zeitentwicklung von Operatoren

~

in G = [QH} , (2.30)
ot
ergibt sich folgende Operatorgleichung

J - RAVE
+ 94 _ |
Zh@t (rt) 5

+ Varr(r) + / U )V (e —r')U(rt) dr’} U (r,t).

(2.31)
Der mittlere Abstand zwischen den Atomen ist deutlich grofser als die Reichweite
des Wechselwirkungspotentials ry < d. Die Betrachtung der Stofsprozesse zwischen
zwei Atomen kann daher auf den langreichweitigen Teil der entsprechenden Streu-
Wellenfunktion beschréankt und Korrelationen auf kurzen Léngenskalen kénnen
vernachléssigt werden.

Da das Wechselwirkungspotential V;,;(r — r’) ausschliefslich eine Funktion der
Relativkoordinaten p = r — r’ der beiden Teilchen ist, handelt es sich um ein
zentralsymmetrisches Problem. Folglich ist der Drehimpuls L eine Konstante der
Bewegung. Da seine Eigenzustéinde somit auch Eigenfunktionen des Hamilton-
operators sind, erfolgt die Beschreibung der Streuwellenfunktion sinnvollerweise
mittels sphérischer Wellenfunktionen @y ,,,(r) = \/2k2/7 ji(kr) Y™ (0©,p) [62]. Sie
haben die Eigenschaft, dass ihr Betragsquadrat fiir Abstdnde von p < /(I +1)/k
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nahezu null ist. Da Bose-Einstein-Kondensate eine sehr schmale Impulsbreite auf-
weisen .
Bl (2.32)

tragen lediglich s-Wellen zur Streuwellenfunktion bei, da Partialwellen mit hohe-
rem Drehimpuls nicht in den Bereich der Wechselwirkung eindringen. Die Streuung
ultrakalter Teilchen ist somit rdumlich isotrop und wird durch den s-Wellen Streu-
querschnitt a, bestimmt. Negative Werte fiir a, bedeuten attraktive und positive
repulsive Wechselwirkungen.

Daher kann zur Berechnung der Kondensat-Wellenfunktion das komplizierte Wech-
selwirkungspotential V,,;(r —r’) durch ein effektives Potential ersetzt werden, das
die gleiche asymptotische Streuwellenfunktion hat [56]

Vers(r) = go(r). (2.33)
Die Kopplungskonstante
Anh2a,
g= (2.34)
m

stellt sicher, das sie die Streuldnge as des Original-Wechselwirkungspotentials hat.

In der so genannten Bogoliubov Néaherung [70] werden die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren des Grundzustandes durch die Besetzungszahl des Kon-
densats ersetzt

U(r) = VNogolr) + > ¢i(r)i
i#0
= U(r) 4+ 0U(r), (2.35)

da bei makroskopischer Besetzung des Zustandes Ny > 1 die Kommutatoreigen-
schaften von &) und do 2.27 unerheblich werden. Fiir den Fall eines puren Kon-
densats ohne Anregungen folgt so aus der Operatorgleichung die Gross-Pitaevskii

Gleichung (GPE) (68, 69]

VL
2m

ih D w(et) = (_

ot + Veu(r) + g]\I/(r,t)P) U(r,t), (2.36)

die die Grundlage vielfaltiger Untersuchungen zur Physik der
Bose-Einstein-Kondensate darstellt [60].

Im Folgenden werden einige allgemeine Folgerungen aus der Gross-Pitaevskii
Gleichung vorgestellt.
Multiplikation von Gleichung 2.35 mit Wx, und anschlieffender Subtraktion der
entsprechenden komplex konjugierten Gleichung fiithrt zur so genannten Kontinui-

tatsgleichung

dng .
W—f—v-‘]—o. (2.37)
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Die Stromdichte

i = 2%@ WV — (V)T (2.38)

kann mittels des Ansatzes fiir die Wellenfunktion
U(rt) = |U(rt)| e (2.39)

als Gradient der Phase S(r,t)des Kondensats dargestellt werden

h
j(rt) =n(rt) EVS(r,t). (2.40)
Fiir das Geschwindigkeitsfeld des Kondensats
h
v(rt) = — VS(r,t) (2.41)
m

folgt mit V x v(r,t) = 0 das die Stromung rotationsfrei ist, und somit die Charak-
teristika einer Superfliissigkeit aufweist.

Grundzustand wechselwirkender Bose-Einstein-Kondensate

Mit dem Ansatz .
U (r,t) =0 (r)e . (2.42)

fiir die Zeitabhéngigkeit der Kondensat-Wellenfunktion ergibt sich aus Gleichung
2.36 die zeitunabhéngige Gross-Pitaevskii Gleichung

T Vi) + g W) = () (2.43)

Der Ansatz 2.42 folgt in der Bogoliubov Néherung 2.35 aus der Darstellung der
Kondensat-Wellenfunktion als Erwartungswert des Feldoperators ¥y =< zﬁ > (60,
67, 71]. Dies setzt voraus, dass aufgrund der makroskopischen Besetzung die Grund-
zustinde W) und W) mit Teilchenzahlen N und N+1 identisch sind und der Er-
wartungswert des Feldoperators zwischen diesen beiden Zustdnden gebildet werden
kann. Aufgrund des allgemeinen Zusammenhangs fiir die Zeitentwicklung statio-
nirer Zustinde WY (t) = WY (0)e~*Ent/% folgt fiir die Zeitabhingigkeit des Feldope-
rators W (t) oc e {Ev=En-0t/ Mit dem im weiteren Verlauf des Abschnitts niher
begriindeten Zusammenhang p = g—ff ergibt sich Gleichung 2.42.

Alternativ kann die Gross-Pitaevskii Gleichung auch durch einen Variationsansatz
bestimmt werden. Da dabei insbesondere die Funktion des chemischen Potentials
verdeutlicht wird, folgt eine kurze Beschreibung dieser Methode.

Ausgangspunkt der Variationsrechnung ist das Energiefunktional [60]

h? 1
SF = /d3r <—%|V\1/’2+VMF(I')|‘IJ|2+§Q |\1/|4>. (2.44)
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Zur Bestimmung des Grundzustands ist diejenige Wellenfunktion W(r) zu finden,
die dieses Funktional minimiert [72]. Dazu wird die Variation ¥*(r) — U*(r) +
€dU*(r) mit willkiirlichen Abweichungsfunktionen §U*(r) gebildet. Fiir die gesuchte
Wellenfunktion fithrt diese Transformation in linearer Ordnung von §W*(r) zu ei-
nem Verschwinden des Energiefunktionals, da dessen Wert quadratisch mit §U*(r)
ansteigen muss, damit W(r) Gleichung 2.44 minimiert.

Die Teilchenzahlerhaltung

N:/]\If(r)\z (2.45)

kann im Rahmen der Variationsrechnung elegant durch die Einfithrung des chemi-
schen Potentials als Lagrange Multiplikator berticksichtigt werden [72]. Dies fiihrt
auf das zu minimierende Funktional

§E — udN = 0. (2.46)

Da Lagrange Multiplikatoren ein Maf fiir die Anderung des Funktionals unter Va-
riation der Randbedingung sind, entspricht das chemische Potential der Zunahme
der Gesamtenergie des Kondensats, wenn ein Teilchen hinzugefiigt wird

oF

- (2.47)

1
Insbesondere iibernimmt das chemische Potential die Rolle des Energieeigenwertes
in der Gross-Pitaevskii Gleichung und ersetzt die Energie pro Teilchen, die den
Eigenwert der entsprechenden Schrodingergleichung ohne interatomare Wechsel-
wirkung darstellt. Ohne Wechselwirkung sind chemisches Potential und Energie
pro Teilchen identisch, da die Zunahme der Energie in diesem Fall linear in der
Teilchenzahl ist. Die einzelnen Terme des Variationsintegrals 2.46 berechnen sich
in linearer Ordnung wie folgt:

e Kinetische Energie

) /d3rh—2\V\P]2 _ 9 d3rh—2(V[\D*+ SU*) (V) (2.48)
2m e 2m ‘ '
h2
= / d3r%(V6\I/*)(V\I/) (2.49)
2
= / d*r (;—mV(MJ* V) —5\1/*v2x11> (2.50)
_ 3 h_2 *v72
= d’r o0V (2.51)

Im letzten Schritt wurde ausgenutzt, dass das Integral iiber den ersten Term nach
dem Gauftschen Integralsatz in ein Oberflichenintegral {iber ¥ VWU transformiert
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werden kann. Des Weiteren unterliegen die Abweichungsfunktionen auf den Grenz-
flichen der Randbedingung d¥* = 0.

e Potentielle Energie
3 2 d 3 * *
) d T‘fext(r) “I}| = a— d T‘/ext(r)(‘;[/ + eow )\Ij
€
= / &1V (r) 60U (2.52)
e Wechselwirkungsenergie

5{/d3r%g|\11|4] _ %/d%%g[(q’*+65\11*)\Il][(\11*+65\11*)\11]

= /d?’rg MRS (2.53)
e Teilchenzahlerhaltung
3 2 9 3 * *
u&[/dr\@\} = ,ua—/dr(\lf + U U
€
= u / d>réU* v (2.54)

Insgesamt fiihrt auf dies auf die Gleichung
3 * h2 * 772 * 2 *
@ | =pdU™ Y — e GUTNVAY 4 Vo ()00 + g [W[T W6V | = 0. (2.55)
m

Da die Abweichungsfunktionen d¥* unter Beriicksichtigung der Randbedingun-
gen willkiirlich gewéhlt werden konnen, muss der Integrand unabhéngig von ihnen
identisch null sein und es folgt die Gross-Pitaevskii Gleichung.

Sie stellt die Grundlage fiir die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten nume-
rischen Simulationen dar. Wéahrend haufig numerische Verfahren zur Losung der
GPE herangezogen werden miissen, gibt es insbesondere fiir den Fall starker repul-
siver Wechselwirkung eine einfache analytische Losung. Da die kinetische Energie
vom Gradienten der Wellenfunktion abhéngt

h2
Erin = %VQ‘I’(r)a (2.56)

ist ihr Beitrag zur Gesamtenergie um so geringer, je grofer die Ausdehnung des
Kondensats ist. Eine repulsive Wechselwirkung zwischen den Atomen hat eine Ver-
breiterung der Kondensat-Wellenfunktion zur Folge, daher kann der Beitrag der
kinetischen Energie zur Gross-Pitaevskii Gleichung fiir Na/a,s. > 1 vernachléssigt
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werden [73, 74, 60|. Dies fiihrt auf die so genannte Thomas-Fermi Naherung fiir
den Grundzustand

% (0= Vup(r)) fir p=>Vyp(r)

o) = e = { o (2.57)

Mit Gleichung 2.7 und w, = w, = w,) ergibt sich fiir die Ausdehnung der Kondensat-
Wellenfunktion die so genannten Thomas-Fermi Radien

2
Ri="1 iz (2.58)
mw;
Mit der Gleichung fiir die Teilchenzahlerhaltung 2.45 folgt fiir das chemische Poten-
tial in Abhéngigkeit von der Teilchenzahl, der Fallengeometrie und der Streuldnge

n —47-2\2/5
n=5- (15Nal'1%)™". (2.59)
Somit kann bei bekannter Teilchenzahl und Fallengeometrie das chemische Poten-
tial bestimmt werden.

2.2 Experimentelle Erzeugung

Dieser Abschnitt stellt die experimentelle Realisierung der Bose-Einstein-Konden-
sate vor. Die verwendete Apparatur und wurde bereits ausfithrlich in den Doktor-
arbeiten von K. Bongs |76] und D. Hellweg |75], sowie in den Diplomarbeiten von
T. Siidmeyer und M. Romer [77, 78| erldutert. Einen umfassenden Uberblick iiber
verschiedenste Kiihlverfahren und die zugrunde liegenden physikalischen Prinzipi-
en finden sich in [58, 79].

Die zum Erreichen der Kondensatphase nétige Phasenraumdichte von n A3 ~ 1
(Gleichung ist um ca. 15 Grofenordnungen grofer als die Phasenraumdichte des
gasformigen Rubidium-Reservoirs. Die notwendige Erhohung wird mittels einer
mehrstufigen Kiihlprozedur erzielt, die sowohl die Temperatur um viele Grofsen-
ordnungen senkt, als auch die Dichte des Ensembles vergrofert.

Abbildung 2.5 zeigt die verschiedenen Kiihlstufen in einer schematischen Dar-
stellung der Apparatur. Sie besteht aus zwei mit einer differentiellen Pumpstufe
voneinander getrennten Vakuumkammern. Die obere Kammer enthilt das Ru-
bidium Reservoir (Atomofen). Da Rubidium bei Raumtemperatur fest ist, wird
der Ofen zur Erzeugung einer gasférmigen Quelle bei einer Temperatur von ca
420K betrieben. Mittels einer kleinen Offnung im Ofen wird ein gerichteter Atom-
strahl erzeugt, der durch die differentielle Pumpstufe in die Hauptkammer ge-
langt. Das Zwei-Kammer-Design ist notwendig, da zur Erzeugung eines Bose-
Einstein-Kondensats ein extrem niedriger Druck in der Gréfenordnung von weni-
gen 10~ mBar notwendig ist, um die Verluste durch Sté8e mit dem Hintergrundgas
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Abbildung 2.5: Schematische Zeichnung des Aufbaus der Apparatur [75].

zu minimieren. Eine ausfiihrliche Behandlung der verschiedenen Verlustprozesse
findet sich in [57]).

In den folgenden Abschnitten werden die verschiedenen Kiihlstufen erlautert.
Sie ermoglichen es innerhalb von ca. 45 Sekunden Bose-Einstein-Kondensate mit
bis zu 4 x 10° Atomen zu realisieren. Dazu wird der Atomstrahl zuniichst durch
den so genannten Chirplaser abgebremst, und anschliefend mit einem weiteren La-
serstrahl (Umlenker) in die magneto-optische Falle (MOT) umgelenkt. Nach dem
Beladen der MOT innerhalb von 25 Sekunden wird nach einer kurzen Melassenpha-
se das atomare Ensemble in die Magnetfalle umgeladen und mittels evaporativer
Kiihlung innerhalb von 20 s kondensiert.

2.2.1 Laserkiihlung

Das Prinzip der Laserkiihlung beruht auf der gerichteten Absorption und isotro-
pen Emission einzelner Photonen. Durch die Wahl geeigneter Strahlgeometrien
und Laserfrequenzen fithrt dies zu einer dissipativen Kraft, die die einzelnen Ato-
me abbremst. Da die Temperatur eines gasférmigen Ensembles von der Breite
seiner Geschwindigkeitsverteilung abhéngt, fiihrt deren Reduktion zu einer ent-
sprechenden Temperaturverringerung. Eine ausfiihrliche Diskussion der konzeptio-
nellen Schwierigkeiten dieser Definition, die streng genommen nur fiir Systeme im
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thermodynamischen Gleichgewicht gilt, findet sich in [79].

Grundlagen

Die Absorption einzelner Photonen fiithrt zu einem Ubertrag des Photonenimpul-
ses hk auf die Atome. Die resultierende Kraft Fyg, entspricht der Anderung des
atomaren Impulses pro Zeiteinheit

Fs, = hk~. (2.60)

Mit der Linienbreite des atomaren Ubergangs I', der Lichtgeschwindigkeit ¢, der
Wellenlénge des Laserfeldes A und der Sattigungsintensitat

whel’
I, = — 2.61
sat 3)\3 ( 6 )
folgt fiir die Streurate
r 1/1,,
v [Msat (2.62)

T 21+ /1y + 4(A)2) T2

Sie kann mittels der optischen Bloch-Gleichungen sowie der Kopplung der atoma-
ren Niveaus durch das Laserfeld berechnet werden (siche Kapitel 3.1.1) und gibt
die Anzahl absorbierter Photonen pro Zeiteinheit an |79, 80]. Die Verstimmung
zwischen der Frequenz des Laserstrahls wy, und dem atomaren Ubergangs Weg Wird
durch A = wy, —weyg — VK — 0w zeeman charakterisiert. Dabei berticksichtigt 6w zeeman
die Verschiebung der atomaren Niveaus durch den Zeeman Effekt (Gleichung 2.65)
und vk die Dopplerverschiebung des Laserfeldes fiir Atome mit einer Geschwindig-
keit v. Fiir sehr grofe Laserintensitiaten I > I, strebt die Streurate gegen /2, da
die Besetzungswahrscheinlichkeit des angeregten Niveaus der des Grundzustandes
entspricht und somit stimulierte Emissions- und Absorptionsraten identisch sind.

Da die Emission raumlich isotrop ist, verschwindet der so auf das Atom tiber-
tragene Gesamtimpuls im Mittel. Die Absorption einer grofter Zahl an Photonen
aus dem Laserstrahl und die anschliefsende isotrope Emission hat daher eine Kraft
in Richtung des Laserstrahls und ein Heizen senkrecht zur Strahlrichtung zur Folge.

Kiihlung des Atomstrahls

Aufgrund ihrer Temperatur von 420K haben die Atome nach Austritt aus der Dii-
se im Mittel eine Geschwindigkeit von 380m/s und eine Phasenraumdichte von
1 x 10%. Um die Atome einzufangen, wird der Atomstrahl mittels eines ihm entge-
gen gerichteten Lasersstrahls (Chirplaser) abgebremst [81], dessen Intensitét deut-
lich grofser ist als I4,;. Geméak der Gleichungen 2.60 und 2.62 ist zur Maximierung
der Spontankraft eine Kompensation des Dopplereffekts notwendig. Daher wird
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die Frequenz des Chirplasers zunéachst um ca 500 M H z rot verstimmt. Die Spon-

tankraft
r

2
wird so maximiert. Die aus der Bremsbeschleunigung von ca. 105 m/s? resultieren-
de Geschwindigkeitsverringerung reduziert jedoch die Dopplerverschiebung. Um
die Atome weiterhin abbremsen zu kénnen, muss die Laserfrequenz der sich veran-
dernden Dopplerverschiebung angepasst werden, indem die Verstimmung kontinu-
ierlich innerhalb von 4 ms auf ca 50MHz verringert wird. Die hohe Repetitionsrate
von 270Hz fiihrt zu einem gepulsten Atomfluss von ca. 10® Teilchen pro Sekunde
mit einer Geschwindigkeit von ungefdhr 40m/s.

Um zu vermeiden, dass die Experimentierzone permanent von dem Atomstrahl
getroffen wird, wird dieser unter einem Winkel zur Falle eingestrahlt. Mittels eines
Umlenkerstrahls, dessen Propagationsrichtung senkrecht zum Atomstrahl verlauft,
wird er um ca 14° ins Fallenzentrum abgelenkt. Der Umlenkstrahl dient zudem der
Geschwindigkeitsselektion, da nur die gekiihlten Teile des Atomstrahls ausreichend
stark abgelenkt werden, um die MOT zu treffen.

F = hk (2.63)

Magneto-optische Falle und Melassenkiihlen

Die magneto-optische Falle beruht auf der Kombination sechs gegenlaufiger Laser-
strahlen mit einem magnetischen Quadrupolfeld. Sie ermoglicht im Gegensatz zu
konservativen Fallen, wie z.B. Magnetfallen oder Dipolfallen, nicht nur einen raum-
lichen Einschluss, sondern gleichzeitig auch die Kiihlung des atomaren Ensembles.
Es handelt sich somit um eine dissipative Falle die aufgrund der Geschwindigkeits-
selektivitat nach dem Satz von Liouville eine Erhohung der Phasenraumdichte des
Ensembles erméglicht, wihrend geschwindigkeitsunabhéngige Krifte (z.B. Riick-
stellkrafte) lediglich zu einem Fluss der Phasenraumdichte innerhalb des Phasen-
raums fithren, jedoch keine Kompression erméglichen [82].

Die Geschwindigkeitsselektivitit der Kraft und dementsprechend die Kiihlung
der Atome wird durch rotverstimmte gegenldufige Laserstrahlen realisiert. Zur Ver-
einfachung beschrankt sich die folgende Diskussion auf eine 1D-Konfiguration mit
nur einem Strahlenpaar. Auf ein Atom in Ruhe wird in einem solchen Laserfeld im
Mittel allerdings keine Kraft ausgeiibt, da es mit gleicher Wahrscheinlichkeit Pho-
tonen aus beiden (gegenlaufigen) Laserstrahlen absorbiert. Bewegt sich das Atom
gegen die Propagationsrichtung eines der beiden Laserstrahlen, so erscheint dieser
Laserstrahl aufgrund des Dopplereffekts weniger rot verschoben. Die Wahrschein-
lichkeit ein Photon aus diesem Strahl zu absorbieren steigt also, wihrend gleichzei-
tig die Wahrscheinlichkeit sinkt, ein Photon aus dem Strahl in Propagationsrich-
tung zu absorbieren, da dieser stiarker rot verschoben erscheint. Dies resultiert in
einer der Bewegung des Atoms entgegen gerichteten Kraft, die mit steigender Ge-
schwindigkeit des Atoms zunéchst zunimmt, da der gegenlaufige Laserstrahl immer
weniger rot verschoben erscheint. Quantitativ ergibt sich die resultierende Kraft,
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Abbildung 2.6: Geschwindigkeitsabhéngigkeit der Spontankraft fiir typische experimen-
telle Parameter.

indem die jeweiligen Spontankrafte 2.60 der beiden Laserstrahlen Fj;, und Fj, e
addiert werden

r I/ 1a
Fes = F n Fruec = hk— .
g hin - Fruce 214 I/1,q +AA2/T?

(2.64)

Abbildung 2.6 zeigt die resultierende geschwindigkeitsabhéngige Kraft fiir die ex-
perimentell verwendeten Parameter. Durch die Nutzung dreier zueinander senk-
rechter gegenlaufiger Strahlpaare erfolgt eine rdumlich isotrope Abbremsung der
atomaren Bewegung. Diese Konfiguration wird optische Melasse genannt und wur-
de 1985 erstmals experimentell realisiert [83].

Der fehlende rdumliche Einschluss durch die Ortsunabhéngigkeit der Kraft kann
mittels zusétzlicher ortsabhéangiger Magnetfelder realisiert werden, da die Verstim-
mung geméak Gleichung 2.62 von der Zeeman-Verschiebung der atomaren Niveaus
abhéngt [84]

h(steeman = gFmF,uBohrlB‘/h- (265)

Abbildung 2.7 zeigt das Prinzip dieser Konfiguration, die magneto-optische Falle
(MOT) genannt wird. Auf der linken Seite ist die Strahlgeometrie der drei Strahlen-
paare sowie die Anordnung der Magnetspulen in Anti-Helmholtz Konfiguration ge-
zeigt. Die resultierende lineare Variation des Magnetfeldes im Fallenzentrum fiihrt
zu einer entsprechenden Verschiebung der atomaren Energieniveaus. Die Energie
der rotverstimmten Laserstrahlen entspricht der unteren gestrichelten Linie. Da
die Verschiebung der Energieniveaus geméfs Gleichung 2.65 von dem jeweiligen
mp Zustand abhéngt, verschiebt das lineare Magnetfeld den mp = +1 Zustand
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Abbildung 2.7: Schematische Darstellung des Prinzips der magneto-optischen Falle (rech-
tes Bild [76]) sowie der Magnetspulenkonfiguration und der rédumliche Anordnung der
Laserstrahlen (linkes Bild).

fiir einen positiven Versatz des Teilchens verglichen mit dem Fallenzentrum zu ho-
heren Energien und den mpgp = —1 Zustand zu niedrigeren Energien. Die gezeigte
Wahl der Polarisationen der Kiihllaser fiihrt zu einer Ortsabhéngigkeit der Spon-
tankraft, die jeweils zum Fallenzentrum gerichtet ist, und somit als Riickstellkraft
fungiert. Sie resultiert aus der Rotverschiebung der Laserstrahlen und der Absen-
kung des my, = —1 Niveaus fiir positive Auslenkungen, da die Wahrscheinlichkeit
ein in Richtung des Fallenzentrums gerichtetes o Photon zu absorbieren aufgrund
der geringeren Verstimmung sehr viel hoher ist, als die entsprechende Wahrschein-
lichkeit fiir ein 0~ Photon. Fiir negative Auslenkungen vertauschen die Rollen der
jeweiligen Energieniveaus und Polarisationen und die resultierende Kraft zeigt wie-
derum zum Fallenzentrum. Zusétzlich bleibt die im Rahmen der optischen Melasse
(Gleichung 2.64)erlduterten Kiithlung erhalten. Bei der MOT handelt es sich somit
um eine dissipative Falle, die erstmalig 1987 realisiert wurde [85, 86].

In realen Systemen sind jedoch im Allgemeinen zusétzlich so genannte Riickpump-
Laser erforderlich, um ungewollte Verlustkanile zu kompensieren. Bei 8"Rb erfolgt
der Kiihliibergang zwischen den in Abbildung A.1 gezeigten Niveaus F' =2 — F' =
3. Dieser Ubergang hat einen geschlossenen Kiihlkreislauf zur Folge, da aufgrund
der Dipolauswahlregeln nur der Zerfall in das F' = 2 Niveau erlaubt ist. Aufgrund
der geringen energetischen Separation der angeregten Niveaus gibt es aber eine
endliche Anregungswahrscheinlichkeit fiir den Ubergang F = 2 — F’ = 2. Die-
ser Zustand kann in den F' = 1 Zustand zerfallen. Daher muss ein zusatzlicher
Laserstrahl den Ubergang F = 1 — F’ = 2 treiben, um den Kiihlkreislauf zu
schliefsen.

Eine untere Grenze fiir die erreichbare Temperatur in einer MOT ist die so
genannte Doppler-Temperatur. Sie resultiert aus der isotropen spontanen Emission
und dem entstehenden "random walk", und liegt fiir 8"Rb bei ca 100uK [79, 87].
Die experimentell verwirklichte Temperatur der MOT liegt bei ca 120uK und die
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erreichte Atomzahl bei 1 x 10°. Die Phasenraumdichte betrigt somit ca 1075.

Die anschliefsende Kompression der Wolke durch die Erhohung der Magnet-
feldgradienten sowie die nach dem Abschalten der Magnetfelder erfolgende Me-
lassenphase erzielt eine Temperaturverringerung auf ca 20uK bei gleichzeitiger
Dichteerhhung und fiihrt zu einer Phasenraumdichte von ca. 107%. Die durch die
Melassenphase erreichte Temperatur liegt somit deutlich unter der Dopplertempe-
ratur [87|. Die Ursache liegt in der Beriicksichtigung der Aufspaltung der magneti-
schen Sub-Zustdnde in der Beschreibung der Absorptions- und Emissionsprozesse
und wird in [88] detailliert beschrieben.

2.2.2 Magnetfalle und evaporatives Kiihlen

Die mittels optischer Kiihlmethoden erreichte Phasenraumdichte ist trotz der be-
eindruckenden Vergroferung um ca. neun Gréfenordnungen bei weitem nicht aus-
reichend um den Ubergang in die Kondensatphase zu erreichen. Zu diesem Zweck
werden die Atome im Anschluss an die Melassenphase in eine pure Magnetfalle
umgeladen. Die zur Erhohung der Phasenraumdichte notwendige Temperaturre-
duktion erfolgt in dieser konservativen Falle mittels so genannten evaporativen
Kiihlung.

Grundlagen

Die Speicherung der Atome in einer Magnetfalle beruht auf dem so genannten
Zeeman-Effekt, der die Magnetfeldabhéngigkeit der atomaren Niveaus beschreibt.
Diese werden aufgrund der Kopplung des atomaren Spins an das dufsere Magnetfeld
verschoben [84]. Fiir rdumlich variierende Felder hat das ein ebenfalls ortsabhén-
giges Potential zur Folge

Unter der Voraussetzung kleiner Magnetfelder ergibt die Projektion des atomaren
Spins auf die Magnetfeldrichtung das Potential fiir ein Atom im magnetischen
Quantenzustand mpg
B

Vige(r) = et BE)
Die Quantisierungsachse entspricht dabei der ortsabhédngigen Magnetfeldrichtung.
Aufgrund der Bewegung der Atome ist eine Erhaltung der magnetischen Quanten-
zahl nur gegeben, wenn ihr Spin der sich &ndernden Magnetfeldrichtung adiabatisch
folgen kann. Daher muss die relative Anderung des Magnetfeldes

(2.67)

B
Wi, > E (268)

deutlich geringer sein als die so genannte Lamorfrequenz w;, = grup|B|/h. Sie ent-
spricht der Frequenz, mit der der atomare Spin um die lokale Magnetfeldrichtung
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prazediert. Ist Bedingung 2.68 erfiillt, kann der Spin dem sich verdndernden Ma-
gnetfeld folgen, und die magnetische Quantenzahl mp ist erhalten. Anderenfalls
fiihrt die Magnetfeldinderung dazu, dass es zu Ubergingen in andere, moglicher-
weise nicht gefangene, magnetische Quantenzustdnde kommt. Diesen Effekt nennt
man Majorana-Flip [58]. Eine detaillierte Erlduterung adiabatischer Transforma-
tionen von Fallenpotentialen erfolgt im Rahmen von Kapitel 3.3.4.

In Abhéngigkeit vom Vorzeichen des Landrésche Faktors (gr—1 = —gp—2 = —0.5)
und des gewihlten magnetischen my Zustandes fiihrt ein Magnetfeld-Minimum !
geméfs Gleichung 2.67 zu einem Potential Minimum bzw. Maximum (Abbildung
A.1 zeigt die Magnetfeldabhéingigkeit der jeweiligen Zusténde). Zur Speicherung
der Atome eignen sich daher fiir F' = 2 nur die positiven my und fiir F = 1 nur
die negativen mp Zustdnde. Alle im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Unter-
suchungen wurden mit 8’Rb Atomen im Zustand F' = 2, mp = 2 durchgefiihrt.

Magnetfalle

Die verwendete Magnetfalle sowie die Feldverldufe der einzelnen Spulen sind in Ab-
bildung 2.8 gezeigt. Es handelt sich um eine so genannte Ioffe-Pritchard Falle [89]
im Kleeblatt-Design [90]. Der radiale Einschluss wird durch ein Quadrupolfeld mit
linearem Feldverlauf realisiert. Der axiale harmonische Einschluss erfolgt durch
die so genannten Dipolspulen. Die Helmholtzspulen kompensieren das hohe Off-
setfeld der Dipolspulen, indem sie ein entgegen gerichtetes homogenes Magnetfeld
erzeugen. Zur Vermeidung von Majorana Flips muss jedoch geméaft Gleichung 2.68
ein Nulldurchgang der Feldstidrke vermieden werden. Daher ist ein Offsetfeld von
mindestens 0.5 Gaufs notig, das durch eine nicht vollstindige Kompensation des
Dipolfeldes erzeugt wird. Dieses Feld transformiert zudem den fiir By = 0 in Abbil-
dung 2.8 gezeigten lineare Feldverlauf des radialen Einschlusses in eine mit stérker
werdendem Offsetmagnetfeld immer schwécher werdendes harmonisches Fallenpo-
tential. Der Betrag des Feldes im Ursprung der Falle, in dem die Beitrdage der
radialen Feldkomponenten verschwinden, entspricht dem des Offsetfeldes. Von die-
sem Wert des Feldes ausgehend, geht der radiale Feldverlauf asymptotisch in den
linearen Feldverlauf der Quadrupolspulen iiber. Daraus folgt das in der Abbildung
gestrichelt gezeichnete harmonische Fallenpotential in radialer Richtung, dessen
Frequenz mit steigendem Offsetfeld sinkt. Das Magnetfeld im Zentralbereich die-
ser Spulenkonfiguration

0 T B —xy
B=[0]|+B]| -y |+ - —yz (2.69)
1 0 22— 0.5(2? + y?)

! Aufgrund der Maxwell Gleichungen sind keine statischen Magnetfeld-Maxima mdglich.
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Spulengeometrie

Quadrupolspulen Dipotspuler
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Abbildung 2.8: Spulengeometrie und Feldverldufe der magnetischen Falle [76]. Die griin
eingezeichneten Spulen stellen die zusédtzlich implementierten so genannten Bloch-Spulen
dar (Kapitel 4.2.2).

z

fiihrt fiir kleine Ausdehnungen des atomaren Ensembles zu einem anisotropen har-
monischen Fallenpotential

Virr = % (Blp* + B!,2%) . (2.70)

Die Kriimmung in radialer Richtung ist durch

B2 B
Bl = - 2.71
By 2 (271)
gegeben. Die Kriimmung von B” = 1200000G /m? hat gemif
1 1B B
.= — 1] —— 2.72
Jar = 5\ = (2.72)
eine axiale Fallenfrequenz von 14Hz zur Folge. Die radiale Fallenfrequenz
1 :uBB,,o/
ad = —1\ —E 2.73
fraa =5 (2.73)

m
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Abbildung 2.9: Schemazeichnung der Magnetfeldabhéngigkeit der atomaren Energieni-
veaus |76]. Der rote Pfeil entspricht der Radiofrequenz und der blau schattierte Bereich
dem resultierenden Fallenvolumen.

héngt nach Gleichung 2.71 vom Gradienten B’ = 22500G//m und vom Offsetma-
gnetfeld By ab. Sie kann dementsprechend durch Variation von By ohne Beein-
flussung der axialen Fallenfrequenz eingestellt werden. Dies geschieht mittels der
Variation des Helmholtz-Feldes, da By aus der Kombination des Dipol- und des
entgegen gerichtetem Helmholtz-Feld resultiert. Fiir die Evaporation wird sie durch
ein Feld von By = 1G auf eine Frequenz von 290Hz eingestellt, da fiir die im fol-
genden Abschnitt beschriebene evaporative Kiihlung eine hohe elastische Stofsrate
essentiell ist.

Evaporative Kiihlung

Der finale Kiihlschritt zur Erhéhung der Phasenraumdichte ist die so genannte
evaporative Kiihlung [57]. Abbildung 2.9 zeigt den Verlauf der atomaren Ener-
gieniveaus fiir einen harmonischen Potentialverlauf. Durch das Einstrahlen einer
Radiofrequenz (rote Pfeile in der Abbildung) mit

_ IQFMBB(I')‘
h

werden nur an Positionen mit dem passenden Magnetfeld Ubergéinge in nicht ge-
fangene mp Zustédnde getrieben. Diese Reduktion der Fallentiefe hat zur Folge,
dass alle Atome, die in diesen Bereich gelangen, aus der Falle entfernt werden.

Bei der evaporativen Kiihlung wird dieser Effekt ausgenutzt, um die Fallentie-
fe kontinuierlich zu verringern, indem die eingestrahlte Radiofrequenz sukzessive

WRF (2.74)
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zu niedrigeren Frequenzen verschoben wird. Dadurch werden jeweils die heifies-
ten Atome entfernt, da diese iiber ausreichend kinetische Energie verfiigen, um
in die dufseren Bereiche der Falle vorzudringen. Dies entspricht einem Abschnei-
den der Maxwell-Boltzmann Verteilung (Gleichung 2.3) bei hohen Energien. Eine
ausreichend langsame Radiofrequenz-Rampe (Evaporationsrampe) fiithrt zu einer
kontinuierlichen Rethermalisierung des verbleibenden atomaren Ensembles. Da le-
diglich die heifsesten Atome mit einer iberdurchschnittlich hohen kinetischen Ener-
gie entfernt werden, sinkt die mittlere Energie und damit geméf Gleichung 2.3 die
Temperatur.

Die kontinuierliche Reduktion der Radiofrequenz hat neben einer kontinuierlichen
Verringerung der Temperatur des Ensembles auch einen stindigen Teilchenzahl-
verlust zur Folge. Die notwendige Erhohung der Phasenraumdichte um ca. sechs
Grofsenordnungen verringert die Atomzahl wiahrend der Evaporativen Kiihlung um
einen Faktor 1000.

Mit den in Abschnitt 2.2.1 angegebenen Teilchenzahlen und Phasenraumdichten
konnten dementsprechend nahezu pure Bose-Einstein-Kondensate mit Teilchen-
zahlen von bis zu 4 x 10° Atomen realisiert werden.

2.3 Modifikationen des experimentellen Aufbaus

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten umfangreichen Mefsserien erforderten
eine hohe Reproduzierbarkeit und Stabilitéit, die mit dem urspriinglichen Aufbau
des Experiments nicht gewéhrleistet war. Daher waren diverse Modifikationen und
Erweiterungen der Apparatur notwendig. Die Details dieser Umbauten finden sich
in der Diplomarbeit von G. Kleine Biining [91]|. Daher beschrianke im mich an die-
ser Stelle auf eine kurze Zusammenfassung der durchgefiihrten Arbeiten.

Vakuumsystem Aufgrund verschiedener Probleme mit dem Vakuumsystem be-
trug die Lebensdauer des atomaren Ensembles nur ca. 13s. Daher wurde die Vaku-
umapparatur mit einer Kombination aus einer Titansublimationspumpe und einer
kryogenen Falle mit fliissigem Stickstoff erweitert. Der so erreichte Druck in der
Hauptkammer von unter 3 x 10~'*mBar hat eine Lebensdauer von mehr als 20s
zur Folge. Die Teilchenzahlverluste konnten so signifikant verringert werden. Die
gesteigerte Effizienz der evaporativen Kiihlung fiihrt zu einer verringerten Sensi-
tivitat gegeniiber Schwankungen in den Startbedingungen der Evaporationsrampe.

Lasersystem Das urspriingliche Lasersystem zur Erzeugung der MOT-Strahlen,
sowie des Chirp- und des Umlenkerstrahls bestand aus der Kombination eines
Titan-Saphir Laser mit einem Argon-lonen Laser als Pumpquelle. Die hohe War-
tungsanfalligkeit und langen Aufwérmzeiten des Argon-lIonen Lasers, die endliche
Lebensdauer der Argonrohre und insbesondere die Schwankungen der Strahllage
des Titan-Saphir Lasers erforderten einen hohen Justageaufwand. Zuséatzlich fiihr-
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ten die intrinsischen Leistungs- und Frequenzfluktuationen des Titan-Saphir La-
sers zu Schwankungen in den erreichten Temperaturen und Teilchenzahlen. Daher
wurde im Rahmen dieser Arbeit das gesamte Lasersystem durch ein Halbleiter-
Lasersystem ersetzt. Es zeichnet sich durch geringe Linienbreiten, eine hohe Inten-
sitdtsstabilitdt und duflerst geringe Justageanfilligkeit aus. Des Weiteren konnte
die zur Verfiigung stehende Leistung um ca. 25% erhoht werden. Der aufgebaute
optische Strahlengang des neuen Lasersystems findet sich in Abbildung A.3.

Frequenzstabilisierung des Lasersystems Zur Verbesserung der Langzeitsta-
bilitdt wurde das bestehende Stabilisierungsverfahren des Riickpump-Lasers durch
einen so genannten Trombone-Lock ersetzt [92]. Die Beschreibung findet sich im
Anhang (Abbildung A.2). Fiir die Regelungselektronik wurde ein kommerzielles
System (Firma TEM, Typ LaseLock) gewéhlt. Es zeichnet sich insbesondere durch
ein automatisches Einfangverfahren aus.
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KAPITEL 3

(QUANTENENTARTETE GITTERGASE

Dieses Kapitel beschreibt die Eigenschaften ultra-kalter Quantengase in so ge-
nannten optischen Gittern. Dabei handelt es sich um optische Stehwellen, deren
stationéres Lichtfeld aufgrund der Kopplung an die atomaren Energieniveaus zu
einem periodischen Potential fithrt. Im Gegensatz zu Festkorpergittern handelt es
sich bei einem optischen Gitter um eine perfekte Kristallstruktur ohne jegliche
Storstellen. Die Kombination aus der Bose-Einstein-Kondensation mit Methoden
der Quantenoptik ermdglicht somit die Untersuchung fundamentaler Theorien der
Festkorperphysik, die dort nicht ohne weiteres beobachtet werden kénnen.

3.1 Optische Potentiale

3.1.1 Grundlagen

Die Nutzung von Lichtfeldern als konservative Fallen beruht auf dem so genannten
AC-Stark Effekt [80, 93, 94]. Die Kopplung der atomaren Niveaus |g) und |e) durch
einen um A = wy — wy, gegen die atomare Resonanz wy = hw, — hw, verstimmten
Laserstrahl mit der Frequenz wy, fithrt zu einer intensitédtsabhéngigen Verschiebung
der atomaren Energieniveaus.

Dieser Effekt ist qualitativ anhand des klassischen getriebenen harmonischen
Oszillators zu verstehen [95]. Das elektrische Wechselfeld des Laserstrahls

E = Eycoswrt (3.1)

induziert ein atomares Dipolmoment p. Fiir rot verstimmte Laserfrequenzen
wy, < wp sind treibendes und induziertes Feld in Phase, fiir blau verstimmte Laser-
frequenzen wy, > wy sind sie um 180° aufer Phase. Da die Energie eines Dipols im
auferen Feld Wp, = ﬁE von der Orientierung der beiden Dipole zueinander ab-
hangt, fithrt die Wechselwirkung des induzierten Dipols mit dem treibenden Feld

33
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fiir rot verstimmte Laserstrahlen zu einer Verringerung und fiir blauverstimmte
Laserstrahlen zu einer Erhchung dieser Energie.

Zwei-Niveau System

Die quantitative Berechnung der Verschiebung der Energieniveaus durch weit ver-
stimmte Laserfelder lésst sich elegant im Rahmen der Storungstheorie durchfiih-
ren [62]. Die nicht-diagonale Storung Hyyyy fiihrt dazu, dass die ungestorten Eigen-
zustande |7) mit der Energie E; nicht linger Eigenzusténde des Systems sind. Diese
bestehen aufgrund der Kopplung der atomaren Niveaus aus einer linear Kombinati-
on der ungestorten Zustdnde. Die Verschiebung ihrer Energie AFE; im Vergleich zu
den Niveaus der ungestorten Zustdnde berechnet sich geméaft der Storungstheorie
zweiter Ordnung zu

AE; = M (3.2)

Da die Kopplung der atomaren Niveaus mit einer Verdnderung der Photonenzahl
einhergeht, ist diese Gleichung im so genannten dressed state Bild zu 16sen [80]. Die
einzelnen Zustédnde entsprechen dabei einer Kombination aus atomaren Zustanden
und der Anzahl an Photonen im Laserfeld. Ist das Atom z.B. im Grundzustand
(Ey = 0), entspricht die Gesamtenergie dieses Zustandes der Anzahl (n) der Photo-
nen I, = nhwy. Die Absorption eines Photons hat einen Ubergang in den Zustand
mit der Energie

E, =hwy+ (n — Dhwy = —h(wr, — wo) + nhwy, (3.3)

zur Folge. Mit der Energiedifferenz der beiden ungestorten dressed states des
Grund- und des Angeregten Zustandes

A=FE,—E,=—Nh(wp —wp) (3.4)

folgt fiir ein Zwei-Niveau Atom in der so genannten rotating wave Naherung, die
mit der Frequenz wg + wy, oszillierende Terme vernachlassigt,

| (el erg) |

AFE =+ A

| Eo|*. (3.5)

Da sich das Ubergangsmatrix-Element zwischen den atomaren Niveaus durch die
Lebensdauer des Angeregten Zustandes

3

“o 2
= 3.6
S l(elerlg) (3.6
ausdriicken lésst, folgt mit der Intensitit I = 2egc|E?| des Laserfeldes fiir die

schematisch in Abbildung 3.1 dargestellte Energieverschiebung des Grund (-) und
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung der Verschiebung der atomaren Energieniveaus
durch den Ac-Stark-Effekt.

des Angeregten Zustandes (+)

3rc* T
AE =+———1I. 3.7
2wi A (3.7)
Fiir die Streurate ergibt sich aus den Gleichungen (2.62) und (2.61) fiir stark
verstimmte Laserfrequenzen w; < wy

L (1) = s (%)I (x). 33)

Da die Potentialtiefe proportional zu 1/A ist, wihrend die Streurate mit 1/A2
skaliert, kann bei grofser Verstimmung der Laserfrequenz die Streuung vernachlés-
sigt werden. Die Dipolkréfte konnen somit mittels ortsabhéngiger Lichtfelder zur
Realisierung nicht-dissipativer Fallen genutzt werden.

Mehr-Niveau System

Im vorherigen Abschnitt wurde die Berechnung des AC-Stark Effekts zunéchst fiir
den stark vereinfachten Fall eines Zwei-Niveau Atoms durchgefiihrt. Die Erweite-
rung auf Mehr-Niveau Atomen erfolgt geméf Gleichung 3.2 durch Summation der
einzelnen Energie-Verschiebungen des atomaren Niveaus, die aus der Kopplung an
samtliche angeregte Zustiande resultiert

3rc*T 2
AE, = ——— Y
J

(3.9)

Die Ubergangs-Matrix Elemente c¢;; = (j| er’E i) hiingen sowohl von der jeweili-
gen atomaren Wellenfunktion als auch von der Polarisation und der Wellenldnge
der Laserstrahls ab. Wie in Abschnitt 3.3.1 néher erldutert wird, liegt die Wel-
lenlange des Gitterlasers bei 825nm. Zur Berechnung der Energieverschiebung des
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Grundzustandes von 8"Rb 55, /2 ist somit lediglich die Kopplung an die angeregten
Zustande 5P 5 und 5P3/5 zu beriicksichtigen, da die entsprechende Kopplung an
andere Niveaus vernachléssigbar ist. Mit den in [96] angegebenen Werten fiir die
Ubergangs-Matrix Elemente c;j, folgt fiir das Dipolpotential

211 r 2 r
Vi (t) = — o | — SETC R, [ ez I(r). (3.10)
2 W5P1/2 Wspyp — WL w5P3/2 WsP; 5 — WL

-~

Vo

Die Verschiebung der atomaren Niveaus ist direkt proportional zur Intensitat des
Lichtfeldes (Gleichung 3.10). Durch réumlich variierende Lichtfelder kénnen so
ortsabhingige Potentiale generiert werden. Derartige Potential konnen unter an-
derem zur Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Fallen [97], zur
Realisierung verschiedenster Atom-Optischer Elemente [98, 99] zur Manipulatio-
nen und Fiihrung atomarer Ensembles [100, 101], sowie zur Erzeugung optischer
Gitter genutzt werden.

3.1.2 Potential eines gauliformigen Laserprofils

Das gaufformige Intensitatsprofil eines Laserstrahls

() = Iy(2)e ") (3.11)

w(z) = wor/ 1+ (2/2r)°, (3.12)

und der Rayleigh Linge 2z = wim/Ar, sowie der positionsabhingigen Maximalin-
tensitéit Io(z) = 25 fiihrt nach Gleichung (3.10) zu einem ebenfalls gauRformigen
Potentialverlauf

mit dem Strahlradius

272

Vaauss = —Vo e<_w27<z)> [O(z) (313)

Fiir rotverstimmtes Licht entspricht dies einem Potentialminimum (Abbildung 3.2)
und somit einer konservativen optischen Falle fiir Atome, wéhrend blauverstimmtes
Licht ein Potentialmaximum erzeugt.

Eine signifikante Vereinfachung ergibt sich aus dem Vergleich der relevanten
Langenskalen des Strahls und des Kondensats. So ist die Rayleigh Lénge des Git-
terlasers mit zr = 5.67 cm (siehe Abschnitt 3.3.1) deutlich grofser als die Aus-
dehnung des Kondensats von R,, ~ 20um (siehe Kapitel 4.2.1). Der Strahlradius
betrégt mit 143.5um zudem ein Vielfaches der Ausdehnung des Kondensats von
R, < 9pm. Daher kann das gaufsférmige Potential am Ort der Atome durch ein
zylindersymmetrisches harmonisches Potential gendhert werden. In quadratischer
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Abbildung 3.2: Optische Dipolpotential eines gauftférmigen Laserprofils mit einem Strahl-
radius von 140pm und einer Wellenldnge von 825nm. Die z-Achse wurde zur besseren
Sichtbarkeit des Potentialsverlaufs invertiert.

Néaherung folgt mit der Reihendarstellung der Exponentialfunktion aus Gleichung

3.13
2 p 2
() ()
Wo ZR

Fiir die radialen bzw. axialen Fallenfrequenzen des gaukféormigen Dipolpotentials
ergibt sich somit

SVo P 4Vo P
Wrad = 0 i und Wag = %. (3.15)
Tmwp \/ TMZHWy

3.1.3 Potential des optischen Gitters

2p

. 3.14
Tw? ( )

VGauss (P,Z) ~ _%

Die Periodizitdt optischer Gitterpotentiale resultiert aus der Interferenz zweier
kohérenter gegenldufiger Laserstrahlen, die zur Ausbildung einer optischen Steh-
welle fithren. Die Vielseitigkeit optischer Gitter resultiert insbesondere auch aus
der Kombinierbarkeit mehrerer solcher Strahlenpaare. Sie kann zur Realisierung
mehrdimensionaler Gitter bzw. verschiedenster nicht-kubischer Geometrien wie
z.B. Kagomee- und Dreiecksgittern verwendet werden [102, 103, 104, 105]. Die
theoretische Beschreibung beschrankt sich jedoch auf den Fall eindimensionaler
Gitter, da sie die Grundlage fiir simtliche im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihr-
ten Untersuchungen zu Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten bilden.
Zur Erweiterung auf kompliziertere Geometrien sind lediglich die entsprechenden
Potentiale aller Strahlenginge vektoriel zu addieren. Eine gute Darstellung dieser
Zusammenhénge findet sich in [106].
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Abbildung 3.3: Das obere Bild zeigt eine Schemazeichnung des Aufbaus des eindimen-

sionalen optischen Gitters und das untere das resultierende Dipolpotential fiir eine Wel-

lenldnge von 825nm und einen Strahlradius von 140u. Die z-Achse wurde zur besseren
Sichtbarkeit des Potentialsverlaufs invertiert.

Die verwendete Methode zur Erzeugung der gegenldufigen Strahlen des op-
tischen Gitters bedient sich der Retroreflektion eines Laserstrahls mittels eines
Planspiegels. Dieses Schema, sowie das resultierende optische Potential ist in Ab-
bildung 3.3 gezeigt. Da die Reflektion der linear polarisierten elektromagnetischen
Welle ein Potentialminimum in der Spiegelebene zur Folge hat [95], ist keine auf-
wendige Phasenstabilisierung gegenlaufiger Laserstrahlen notwendig [107]. Dabei
wird vorausgesetzt, dass die Kohérenzlange des Laserstrahls deutlich langer als die
optische Weglénge ist. Dies ist fiir die Parameter des verwendeten Aufbaus sicher
erfiillt. Das aus der Kombination der axialen optischen Stehwelle sowie des radialen
Dipolpotentials des Gaufkformigen Laserprofils resultierende optische Potential

2P
Vaitter (0,2) = —4 Vo — e 20 /w(=)? gip? (kz), (3.16)
T

z

kann analog zu Gleichung 3.14 mittels einer Reihenentwicklung in harmonischer
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Néherung dargestellt werden

2P

Vaitter (p,2) = —4 Vg P

Wy

1-2 (wﬁo)2 - (i)j sin? (kz) . (3.17)

Die Potentialtiefe ist aufgrund der Interferenz der gegenlédufigen Strahlen um einen
Faktor 4 hoher als die entsprechende Tiefe des gaufférmigen Dipolpotentials 3.14.
Aus Gleichung 3.17 folgt mit der Reihenentwicklung der Sinus-Funktion fiir die
Fallenfrequenzen der einzelnen Gittertopfe in harmonischer Naherung

hwGitter = 2\/ VG[ET] ET. (318)

Dabei wird das Gitterpotential

2P
Vo =4Vy — (3.19)
Twg
in Einheiten der Riickstofenergie
nk?
E,. = 3.20
5 (3.20)

angegeben. Die Untersuchungen zu geddmpften Bloch-Oszillationen (Kapitel 5)
wurden bei einer Gittertiefe von 2F, durchgefiihrt. Dies entspricht einer Fallenfre-
quenz von wg;ier = 2m X 60kHz. Die entsprechenden Fallenfrequenzen des reinen
Dipolpotentials betragen bei dieser Gittertiefe w, = 27 x 6.3Hz und w,, = 27 X
0.01Hz. Verglichen mit den Fallenfrequenzen der Magnetfalle von w, = 27 x 29Hz
und w,, = 27 x 14Hz konnen sie dementsprechend bei der Interpretation der
Bloch-Oszillationen vernachlassigt werden. Da zudem die Variation der Gittertiefe
entlang der Ausdehnung des Kondensats (ca 40um) geméf Gleichung 3.16 unter
0.1 Prozent betrigt, kann das optische Potential 3.17 stark vereinfacht werden

VG’itter (Z) = _VG Sin2 (kZ) . (321)

3.2 Theorie quantenentarteter Gittergase

Die Eigenschaften quantenmechanischer Teilchen in periodischen Potentialen wei-
chen stark von denen freier Teilchen ab. Daher werden in diesem Kapitel sowohl
der Formalismus zur Beschreibung derartiger Systeme entwickelt und die grundle-
genden Phénomene erlautert.

Zunachst geschieht dies im Einteilchen-Bild, das sich hervorragend eignet, um
die Physik quantenentarteter Gittergase qualitativ zu beschreiben. Die Entstehung
der so genannten Bloch-Béander sowie die Eigenschaften der delokalisierten Eigen-
zustande (Bloch-Zusténde) des periodischen Systems werden detailliert behandelt.
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Abbildung 3.4: Schematische Darstellung des Entstehens der Bandstruktur. Das linke

obere Bild zeigt die Energieniveaus zweier vollstédndig voneinander separierter Poten-

tialmulden, wihrend das rechte die Aufspaltung der ehemals entarteten Energieniveaus

durch den Tunneleffekt skizziert. Das untere Bild zeigt die aus der Kombination vieler
Potentialmulden entstehende Bandstruktur.

Anschliefsend erfolgt eine Beschreibung der Wellenfunktion in der Basis lokalisierter
Wannier-Zustéande.

Zum Schluss wird die Beschreibung des Systems auf den experimentell rele-
vanten Fall wechselwirkender Bose-Einstein-Kondensate in 1D optischen Gittern
erweitert.

3.2.1 Einteilchen-Effekte

Zur Einfiihrung in die komplexe Physik periodischer Systeme wird zunéchst ein
Teilchen in einem Doppelmuldenpotential betrachtet (Abbildung 3.4). Der Grund-
zustand des Systems ist zweifach entartet, da sich das Teilchen sowohl im rechten
(¥,.), als auch im linken (¥;) Potentialminimum befinden kann. Aufgrund des Tun-
neleffektes [62], der einen Ubergang zwischen den Potentialmulden ermdglicht, be-
steht jedoch eine Kopplung zwischen diesen beiden Zustédnden. Dies hat zur Folge,
dass die urspriinglichen Grundzustinde W, und W; nicht langer die Eigenzusténde
des gekoppelten Systems sind [62], sondern als eine Superposition der urspriingli-
chen Zustdnde darstellt werden kénnen. Thre Energien sind dadurch nicht langer
entartet, sondern im Vergleich mit den urspriinglichen Energieniveaus verschoben
(Abbildung 3.4). Der energetisch niedrigere (hohere) Zustand wird in der Atom-
physik als das bindende (anti-bindende) Niveau bezeichnet.

Die Erweiterung des Doppelmuldenpotentials auf Gitterpotentiale mit N Poten-
tialminima hat die Ausbildung von N energetisch aufgespaltenen Energieniveaus
zur Folge. Fiir sehr grofle Systeme liegen die jeweiligen Zusténde sehr dicht beiein-
ander und es kommt zur Ausbildung eines quasikontinuierlichen Energiebandes.
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Da dies fiir jedes Ostzillatorniveau der einzelnen T&pfchen geschieht, ergibt sich
die in Abbildung 3.5 gezeigte Bandstruktur mit Energiebereichen in denen keine
Zusténde existieren, den so genannten Bandliicken.

In diesem Abschnitt werden die soeben qualitativ beschriebenen Eigenzustande ei-
nes periodischen Systems sowie die zugehorigen Eigenenergien berechnet. Zunéchst
werden jedoch einige allgemeine aus der Periodizitét folgende Zusammenhénge er-
ldutert. Die Darstellung in diesem Abschnitt folgt der Notation in [108, 109].

Bloch-Zustande

Aufgrund der Periodizitdat des Potentials mit der Gitterkonstante d
Vi(z)=V(z+d) (3.22)
vertauscht der zugehorige Translationsoperator
Taf(2) = f(z+d), (3.23)

der den Zustand am Ort z in den entsprechenden Zustand am Ort z + d transfor-
miert, mit dem Hamiltonoperator

HY(z) = <—2h—m83 + V(z)) U(z) = EV(2). (3.24)

des Systems
[T;,H]=0. (3.25)

Dies hat zur Folge, dass eine Basis gemeinsamer Eigenzustiande W(z) mit den Ei-
genwertgleichungen

HY(z) = FEV(z) und T,;V(z) =c(d)¥Y(z) (3.26)

gefunden werden kann. Aus der Normierung der Wellenfunktion ¥(z) folgt mit

1= /dz (2 + d)) = /dz le(d)? [T (2)]? = |e(d)? (3.27)

dass sich die Eigenwerte des Translationsoperators als komplexe Zahlen mit dem
2
Betrag |c(d)|” = 1 darstellen lassen

c(d) = ', (3.28)

Daher gilt fiir die Wellenfunktion des Teilchens unter Translation um eine Gitter-
konstante
U(z 4 d) = Ty¥(z) = 10 2). (3.29)
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Die Eigenfunktionen des periodischen Systems (3.24) sind dementsprechend nicht
gitterperiodisch, sondern unterscheiden sich durch einen Phasenfaktor ¢ von Git-
terplatz zu Gitterplatz. Diese Quantenzahl ist eine Erhaltungsgrofe des Systems
und wird Quasiimpuls genannt. Aufgrund der Kommutativitat (Gleichung 3.25)
kann der Quasiimpuls g zur Klassifizierung der Zustdnde verwendet werden. Mit
den gitterperiodischen Funktionen

Ugn (2 +d) = ugn(2) (3.30)

ergibt sich aus dem Zusammenhang 3.29 mit folgender Ansatz fiir die Eigenzu-
stinde des Systems

U,n(2) = €uyn(2). (3.31)
Dieser Ansatz beruht auf Arbeiten von F. Bloch und wird dementsprechend Bloch-
Zustand genannt [37], der so genannte Bandindex (n) dient der Adressierung der
verschiedenen sich ausbildenden Béander. Die Gleichungen 3.22, 3.29 und 3.31 deu-
ten bereits an, dass sowohl die Eigenzustande ¥, ,, als auch die Eigenenergien £,
periodisch in ¢ sind

Uon (2) = VYoramyan (2) (3.32)
Eyn = Egionijdn [ =1.23,.. . (3.33)

Daher kann die Beschreibung der Zustande auf die erste Brillouin-Zone [—¢g,...,q5]
mit den reziproken Gittervektoren gp = % beschriankt werden. Der Beweis dieser
Aussage erfolgt im Verlaufe dieses Abschnitts im Zusammenhang mit Gleichung
3.40. Verglichen mit dem Grenzfall freier Teilchen bedeutet diese Einschrankung
jedoch eine signifikante Reduktion des Zustandsraums. Die Klassifizierung der ein-
zelnen Zustdnde mittels des Quasiimpulses reicht somit nicht zur eindeutigen Be-
stimmung eines Eigenzustandes aus, sondern eine vollstédndige Beschreibung er-
fordert die Angabe des Bandindexes. Beriicksichtigung der endlichen Ausdehnung
des Systems sowie der Normierbarkeit der Wellenfunktionen, bieten sich periodi-
sche Randbedingungen fiir die Wellenfunktion 3.31 an
q:g%l/, v=0,+1,+2..N. (3.34)

Die Quasiimpulse sind dementsprechend quantisiert, konnen aber fiir grofse Syste-
me mit vielen Gitterplitzen N als quasikontinuierlich angesehen werden.

Zur Bestimmung der Eigenfunktionen des periodischen Systems ist zunéchst
der Ansatz 3.31 in die Schrodingergleichung 3.24 einzusetzen

hz iqz iqz
<—%(3§ + V(z)> ey n(2) = B Pugn(2). (3.35)

Ausfiihren der Differentiation und Multiplikation mit e~%# fiihrt auf folgende Glei-
chung fiir die Bloch-Faktoren

(2h (¢* + 2iq0, — 0 + V(z))> Ugn(2) = Equgn(2). (3.36)

m
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Zur Losung wird die Periodizitdt der Wellenfunktion 3.30 sowie des Potentials 3.22
ausgenutzt. Sie erlaubt eine Entwicklung der jeweiligen Funktionen in Fourierrei-
hen [64] mit der Periodizitdtskonstante ¢g und den Entwicklungskoeffizienten ¢f".
Fiir die Bloch-Faktoren ergibt sich somit

Ugn(2) = Z cpnerianz, (3.37)
l

Anhand dieser Darstellung lésst sich zudem die im Zusammenhang mit der Ein-
fiihrung des Quasiimpulses 3.33 aufgestellte Behauptung belegen, dass sowohl die
Eigenzusténde als auch die Energieeigenwerte periodisch in ¢ sind und somit auf
die erste Brillouin-Zone beschrankt werden kénnen. Da jeder Quasiimpuls ¢’ aufser-
halb der ersten Brillouin-Zone durch eine Linearkombination eines Quasiimpulses
innerhalb der ersten Zone ¢ und einer entsprechenden Anzahl reziproker Gitter-
vektoren qp dargestellt werden kann ¢ = ¢ 4 2l'qp, folgt fiir die Wellenfunktion

‘Ijq’,n (Z) _ \Ijq+21’q5,n (Z) _ 6i(q+2l/q3)z Z C;]+21’qB e2ilapz (338)
I
Da iiber Vielfache von 2¢p summiert wird, ergibt sich mit c?”l/qB =cly
Uyn (2) = eila+2l'qp)z Z CEIH,€2i(q+(l+l/)q3)Ze_%ql/qu. (3.39)

l

Das Umbenennen der Summationskonstante [ — p = [ + I’ belegt schlieflich die
Periodizitat der Wellenfunktion

Wysargyn (2) = €07 " @z — g, (). (3.40)

p

Das Potential lisst sich analog zu Gleichung 3.37 darstellen als
V(z) =) Vielar=, (3.41)
!

Fiir optische Gitterpotentiale ist jedoch eine signifikante Vereinfachung moglich,
da aus der Exponentialdarstellung des optischen Potentials 3.21

V(2) = Vgsin? qgz = —1/4Vg(e*15% 4 ¢72487 _ 2) (3.42)

die Entwicklungskoeffizienten der Reihendarstellung

Vi = —1/4Vg
v o= —1avg
i={ 2o (3.43)

Vi =0 [#£0,+1
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Abbildung 3.5: Bandstruktur des periodischen Potentials fiir eine Gittertiefe von 2F,.. Der
schwarze Balken représentiert die Grenze der ersten Brillouin-Zone und die gestrichelte
Linie die Dispersionsrelation eines freien Teilchens.

folgen. Einsetzen der Fourierreihen in Gleichung 3.35 fithrt zu der Bestimmungs-
gleichung fiir die Entwicklungskoeffizienten

[%(qQ +2iq0, — 0%) + Vje*BE LV e 2BE ZVO} Z " %48z (3. 44)
!
= E, Z clreiane,
]
Ausfiihren der Differentiation
% (g + 2lgp)2e¥aEE 4 Z (Vo ez (3.45)

l !
2i(l+1)gp= 2ilgpz _ qn  2ilqpz
Ve + Ve ) = E;» e .
l

und Sortieren nach den orthogonalen, und damit voneinander unabhingigen Ex-
ponentialfunktionen, ergibt das Gleichungssystem

}‘,—LQ
<%(q +2lgp)* + V0> "+ Vol + Vadl = Byl (3.46)

Eine elegante Losungsmethode ergibt sich durch die Umformulierung in eine Ma-

trixgleichung
H.¢wm =g, &@m, (3.47)
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Abbildung 3.6: Ortsraumdarstellung der Bloch-Funktionen fiir Gittertiefen von
10E, (blau), 5E, (rot) und 2E, (schwarz).

mit den Matrixelementen

(21 + q/qB)*E, + %VG furl =10
Hy=1 Ve fir | — ' = +£1 (3.48)
0 sonst.

Die Eigenwerte E,, und Eigenvektoren ¢ (9) sind fiir jeden Quasiimpuls separat
zu bestimmen und ergeben jeweils ein diskretes Spektrum an Energieeigenwerten,
deren Aneinanderreihung im Quasiimpulsraum zur Ausbildung der in Abbildung
3.5 gezeigten Bandstruktur fithrt. Das periodische Gitterpotential bedingt somit
eine drastische Modifikation der ebenfalls gezeigten Dispersionsrelation eines freien
Teilchens. Die periodische Dispersionsrelation F,,(q) belegt zudem die Beschrank-
barkeit auf die markierte erste Brillouin-Zone. Die resultierenden dramatischen
Folgen fiir die Dynamik quantenentarteter Gittergase wird detailliert in Kapitel 4
beschrieben. Die Dichteverteilung der Wellenfunktion |¥,,(2)|* ist in Abbildung
3.6 fiir verschiedene Gittertiefen gezeigt. Sie folgt mit Gleichung 3.37 direkt aus den
Eigenzustinden ¢(™9, durch die Summation ebener Wellen mit der Besetzungs-
wahrscheinlichkeit |¢*?|?. Es ist klar zu erkennen, dass schon kleine Gittertiefen
von 2F, zu einer starken Modulation der Aufenthaltswahrscheinlichkeit fiihren.
Dieser Effekt verstérkt sich mit zunehmender Gittertiefe, so das die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit des Teilchens zwischen den Gittertopfen fiir eine Gittertiefe von
10E), verschwindend gering ist.
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Abbildung 3.7: Relative Besetzung der verschiedenen Impulskomponenten eines Teilchens
im periodischen Potential fiir verschiedene Quasiimpulse.

Abbildung 3.7 zeigt die relative Besetzung der Vorfaktoren |c]|* der Fourierrei-
henentwicklung 3.37 fiir verschiedene Werte des Quasiimpulses innerhalb des ers-
ten Bandes. Es ist deutlich zu erkennen, das die Projektion des Zustandes ¥, auf
ebenen Wellen im Gegensatz zu der Dichteverteilung stark vom jeweiligen Quasiim-
puls abhéngt. Diese Zerlegung des Eigenzustandes des Bose-Einstein-Kondensats
im optischen Gitter nach den Eigenfunktionen freier Teilchen ist die Grundlage fiir
die im Abschnitt 3.2.2 beschriebene Entstehung von weiteren Impulskomponenten
wahrend der freien Expansion, da durch das instantane Ausschalten aller Poten-
tiale der Eigenzustand W, auf die Basis freier Teilchen 3.37 projiziert wird. Die
folgende freie Expansion fithrt zur Abspaltung der von null verschiedenen Impuls-
komponenten p = fi(q + 2lgp) mit signifikanter Besetzung ¢/ .

Wannier-Zustande

Die starke Lokalisierung der Teilchen auf den jeweiligen Gitterplatzen legt eine
alternative Beschreibung der Wellenfunktionen durch die Superposition ebenfalls
lokalisierter Zustdnde nahe. Da sie eine Orthonormalbasis bilden, bieten sich ins-
besondere die so genannten Wannier-Zustiande [108] an

1 —1qz0 >
wy(z — 29) = Wi Eq: e ", L (2). (3.49)

Die Summation iiber die Quasiimpulse der erste Brillouin-Zone hat zur Folge, dass
sie sich nicht {iber das gesamte Gitter erstrecken, sondern um den Ort 2, zentriert
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sind. Die Orthonormalitdt der Wannier-Zustinde folgt mit der entsprechenden
Orthonormalitéatsbedingung der Bloch-Funktionen direkt

1 .
/dz wi(z —z)wy (2 — z) = i Z 2§ G = 04O nm- (3.50)

q

Analog zur Konstruktion der Wannier-Zusténde, kénnen die Bloch-Funktionen
durch Summation tiber samtliche Gitterplatze 2z, aus den Wannier-Funktionen ge-
wonnen werden

U, (2) = ¢LN S ez — ). (3.51)

Die Nutzung der Wannier-Basis bietet Vorteile bei der Beschreibung verschiedens-
ter physikalischer Prozesse, von denen im Folgenden einige kurz vorgestellt werden:

e Bloch-Oszillationen

Die Wannier-Funktionen eigenen sich hervorragend zur Erklarung der aus der re-
lative Verschiebung der Energieniveaus der einzelnen Gittertdpfe zueinander re-
sultierenden Bloch-Oszillationen (Kapitel 4), da sich die Eigenzustande dieses ver-
kippten Gitters direkt aus ihnen konstruieren lassen.

e Vielteilchen-Prozesse

Mit Hilfe der Darstellung der Feldoperatoren in der Basis der Wannier-Zusténde
des nullten Bandes R
U(F) =Y aw(r —r) (3.52)

folgt aus dem Hamiltonoperator des Systems in zweiter Quantisierung (Gleichung
2.29) mit V..4(r) = Viyr(r) + Vi sin(kz2)? der so genannte in der Festkorper-Physik
als Modellsystem genutzte Bose-Hubbard Operator [16, 12]

. 1
H=-J) alaj+> (e—p)+ ) Ui = 1). (3.53)
<2,j> % 7

Dabei erfolgt die erste Summation lediglich {iber néchste Nachbarn. Der Operator
n; bestimmt die Teilchenzahl am i-ten Gitterplatz. Das Tunnelmatrix-Element

J=- / &rw(r —ro) (=h*V?/2m + Vg sin(kz)?) w(r — ro) (3.54)

stellt den mit dem Tunneln von Gitterplatz zu Gitterplatz verbundenen Energiege-
winn dar, und {ibernimmt in optischen Gittern die Rolle der kinetischen Energie.

Der zweite Term beriicksichtigt zum einen das externe Fallenpotential, das fiir
die einzelnen Gitterplidtze zu einem Energieoffset ¢; = Vi p(r;) fiihrt, und stellt
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zum anderen durch die Einfithrung des chemischen Potentials p die Teilchenzah-
lerhaltung sicher (siche auch Abschnitt 2.1.2).

Der letzte Term bestimmt die Wechselwirkungsenergie an den einzelnen Gitter-
plitzen. Pro Atom-Paar betriigt sie U = (47h%as/m) [ |w(r)[*d®r. Da pro Gitter-
platz n; Atome mit den iibrigen n; — 1 Atomen wechselwirken, betréagt die Wech-
selwirkungsenergie des i-ten Gitterplatzes insgesamt %U ni(f; —1).1

Der Bose-Hubbard Hamilton Operator stellt die Grundlage zur Untersuchung
verschiedenster Phénomene quantenentarteter Gittergase dar. Er eignet sich ins-
besondere zur Untersuchung des Zusammenspiels von Tunnelenergie, Wechselwir-
kungsenergie und Energieoffset pro Gitterplatz durch Magnetfallen oder ungeord-
nete Potentiale. Je nach Gewicht der jeweiligen Energie kommt es zur Ausbildung
verschiedenster Phasen [36, 110, 111, 16|, wie z.B. superfluider Phasen [60], isolie-
render Glass-Phasen [17, 18, 3, 19, 20, 15|, oder dem Mott-Isolator [13, 14].

e Tight-Binding Regime

Die Bedeutung der Wannier-Funktionen zeigt sich insbesondere im so genannten
Tight-Binding Regime tiefer Gitter, in dem aufgrund der starken Lokalisierung
nur der Uberlapp der Wannier-Funktionen mit den nichsten Nachbarn relevant
ist (Vo > 5E,) und Tunnelprozesse zwischen weiter entfernten Gitterplitzen ver-
nachléassigt werden kénnen. Fiir dieses Regime ist eine analytische Darstellung der
Dispersionsrelation (Gleichung 3.47) moglich [112, 113]. Dazu wird das entspre-
chende Band F, (¢q) analog zu Gleichung (3.41) in eine Fourierreihe entwickelt

En(q) =) e"e,(id). (3.55)

Dabei entspricht die Position der jeweiligen Wannier-Funktionen dem l-fachen Ab-
stand der Gitterplatze [d und die Entwicklungsfaktoren der Fourierreihe des ent-
sprechenden Bandes werden mit €, (ld) bezeichnet (im Folgenden wird die Darstel-
lung auf das niedrigste Band Ey(q) beschrinkt). Sie konnen mit Hilfe der Wannier-
Funktionen als Erwartungswert des Hamiltonoperators (Gleichung 3.24) berechnet
werden [114]

(w(r —1d)| H |lw(r —I'd)) = /d3rw(r —Ild)Hw(r —1I'd) (3.56)
= e((I' = 1)d). (3.57)
Da fir hinreichend tiefe Gitter nur die Wannier-Funktionen benachbarter Git-

terplétze iiberlappen, sind folglich nur die Koeffizienten in Gleichung 3.55 mit
[ = 0,4+ 1 von null verschieden. Aufgrund der Symmetrie der Dispersionsrelation

'Der Faktor % kompensiert die doppelte Abzéhlung der Paare
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gilt €y(l) = €o(—1). Zudem zeigt der Vergleich mit Gleichung 3.54, dass —2¢y(l) der
Tunnelrate entspricht. Daher folgt fiir die Dispersionsrelation tiefer Gitter

Eo(q) = €o(0) —2J (2 4 g~ 2ald) (3.58)
= €(0) — 2J cos(qd).

Die Tunnelrate in diesem Regime ist somit direkt aus der Breite des jeweiligen

Bandes AE bestimmbar
AFE

4

Typische Breiten der Bandstruktur eines 5F, tiefen Gitters liegen in der Grofen-
ordnung von 6 x 10731J. Daraus folgt eine Tunnelenergie von 1.51073!.J.

J = (3.59)

3.2.2 Vielteilchen-Wellenfunktion

In diesem Abschnitt wird die bisher vorgestellte Theorie nicht-wechselwirkender
atomarer Ensemble in periodischen Potentialen auf Bose-Einstein-Kondensate in
optischen Gittern erweitert. Dies erlaubt die Untersuchungen verschiedenster Viel-
teilchen-Effekte. Die Beschreibung samtlicher durchgefiihrten Experimente ist im
Rahmen der Gross-Pitaevskii Gleichung moglich, die im folgenden auf die Beschrei-
bung von Bose-Einstein-Kondensaten im kombinierten Potential aus Magnetfalle
und optischer Stehwelle erweitert wird. Dazu wird zunéchst eine allgemeine Ab-
schitzung der Impulsbreite eines Kondensats durchgefiihrt. Anschliefend erfolgt
die Beschreibung von Bose-Einstein-Kondensaten in periodischen Potentialen. Der
letzte Abschnitt erldutert die freie Expansion eines Kondensats nach gleichzeitigem
Ausschalten aller Fallenpotentiale.

Impulsbreite eines Bose-Einstein-Kondensats

Die Abschéitzung der Impulsbreite eines Kondensats basiert auf dem Heisenberg-
schen Unschérfeprinzips [115], das einen Zusammenhang mit der Ausdehnung eines
quantenmechanischen Wellenpaketes herstellt

Sz o(hk) =~ g

(3.60)

1

6k %.

(3.61)

Fiir die experimentell verwendeten Parameter (w,, = 14Hz, N=5x10%) betriigt die
axiale Ausdehnung des Kondensats dx &~ 40um. In dem optischen Gitter mit einer
Wellenlange von 825nm sind somit ca. 80 Gitterplitze besetzt. Fiir die Impulsbreite
folgt

Sk ~ 0.0125[1/pum). (3.62)
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Mittels der in Abschnitt 3.3.4 beschriebenen adiabatischen Rampe wird diese Im-
pulsverteilung direkt in eine entsprechende Quasiimpulsverteilung transformiert.
Die Ausdehnung des Wellenpaketes ist daher verglichen mit der Breite der Brillouin-
Zone gering

6k /g ~ 0.001. (3.63)

Somit kann der Impuls des Bose-Einstein-Kondensats kann direkt nach dem Umla-
den als deltaférmig angesehen werden. Die dynamische Entwicklung des Konden-
sats hat jedoch eine Verbreiterung dieses Spektrums zur Folge, wenn das Kondensat
im optischen Gitter durch eine zusétzliche externe Kraft beschleunigt wird. Dieser
Fall wird in den folgenden Abschnitten ausfiihrlich untersucht werden.

Bose-Einstein-Kondensate im 1D optischen Gitter

Analog zu Kapitel 2.1.2 erfolgt die Beschreibung der Eigenschaften von Bose-
Einstein-Kondensaten in periodischen Gitterpotentialen im Rahmen der Gross-
Pitaevskii Gleichung. Die Beschreibung wird zunéchst auf den Fall eines 1D opti-
schen Gitters ohne zuséatzliche Fallenpotentiale beschrankt. Eine Erweiterung auf
den experimentell relevanten Fall der Kombination aus magnetischem Einschluss
und zusétzlichem optischen Potential erfolgt im Anschluss.

Ausgangspunkt der theoretischen Beschreibung ist die mit dem Potential der
optischen Stehwelle (Gleichung 3.21) erweiterte Gross-Pitaevskii Gleichung (2.36).
Mit der mittleren dreidimensionalen Dichte (n) ergibt sich [116]

2 92
(g + 5Besit? () 4 gm0 ) 0(0) = po(e). (360
Dabei wurden die radialen Freiheitsgrade mittels eines Separationsansatzes elimi-
niert. Das Kondensat weifst in dieser Betrachtung des eindimensionalen Potentials
ohne radialen Einschluss eine gleichméfige Dichte in radialer Richtung auf [114].
Da die Wellenfunktionen auch trotz Wechselwirkung periodisch sind, ist geméfs
dem Bloch-Theorem (Gleichung 3.31) ein gitterperiodischer Ansatz der Form

Gygn(2) = Py, (2) (3.65)

moglich?. Die Tilde dient der Unterscheidung der gitterperiodischen Funktionen
Ug (%) eines Bose-Einstein-Kondensats von der entsprechenden Funktion eines ein-
zelnen Teilchens. In Kombination mit Gleichung 3.64 fiihrt dieser Ansatz zur Be-
stimmungsgleichung der Bloch-Faktoren des Kondensats

1
—5 (—ihd, + q)* + s B, sin®(kz) + gnd [lign(2)|*| Ggn(2) = p@,n)ign(2).
(3.66)

2Dieser Ansatz reprisentiert jedoch nicht alle Losungen der Gross-Pitaevskii Gleichung. Wei-
tere stationéire Losungen sind in unter anderem in [117] beschrieben.
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Wie im Falle von Gleichung 2.43 iibernimmt das chemische Potential, das der Teil-
chenzahlerhaltung dient, die Rolle der Eigenenergie in dieser nichtlinearen Schro-
dingergleichungen. Aufgrund der Nichtlinearitdt sind die Energie pro Teilchen, die
sich analog zum Energiefunktional 2.44 berechnet

/2 - 1 _ 9 9 gnd  _ 9| -
en(q) = dzty , (2) | = 5= (=ih0. 4+ q)" + sE,sin”(kz) + "5 [gn(2)|" | tgn(2)
—d/2 ’ 2m 2
(3.67)
und das chemische Potential das sich aus der Gross-Pitaevskii Gleichung durch
Multiplikation mit @ ,(z) und anschliefender Integration ergibt, nicht identisch

d/2 1
tn(q) = / dzuy ,(2) {—% (—ihd. + q)° + sE, sin?(kz) + gnd |ﬂq,n(z)’2} Ugn(2).

—d/2

(3.68)
Aus Gleichung (2.47) folgt fiir den Zusammenhang zwischen Energie pro Teilchen
und chemischem Potential

Oln en(q)]

1n(q) = e (3.69)
Die Periodizitat des chemischen Potentials, dessen Verlauf dem der Energiedisper-
sion freier Teilchen stark dhnelt [114], ist die Ursache dafiir, dass das Verhalten
von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern in vielerlei Hinsicht dem eines

einzelnen Teilchens entspricht.
Modifikationen ergeben sich jedoch insbesondere aus der abschirmenden Wir-
kung der Wechselwirkung zwischen den Atomen, die eine Reduktion der Gittertiefe
zur Folge hat. Das Gesamtpotential aus optischem und Wechselwirkungspotenti-

al ist somit geringer als das reine Gitterpotential. Eine erste Abschéitzung dieses
Effektes ergibt [118]
|E

144C°

Dabei ist C' = mnga,s/k* ein Maf fiir die Wechselwirkungsstirke, mit der Dichte
im Fallenzentrum ng, der s-Wellen-Streuldnge a, und der Wellenzahl des Laser-
strahls k. Diese Gleichung stellt allerdings lediglich fiir Gittertiefen V,;y < 1 eine
gute Naherung dar, und gibt daher die Reduktion der Gittertiefe fiir die expe-
rimentell relevanten Parameter (siehe Kapitel 4) nicht korrekt wieder, sondern
dient lediglich einer Abschétzung der Grofenordnung des Effektes. Fiir eine Git-
tertiefe von 2FE, und eine Dichte von ca. 3 x 10'[1/m?] folgt eine effektive Git-
tertiefe von 1.93F,.. Eine fundierte Abschétzung der Relevanz der abschirmenden
Wirkung der Wechselwirkung ermoglicht der Vergleich der in Kapitel 4 berechne-
ten Amplitude der Bloch-Oszillationen eines einzelnen Teilchens mit der numeri-
schen bestimmten Amplitude eines wechselwirkenden Bose-Einstein-Kondensats,
da diese direkt von der Gittertiefe abhingt. Fiir ein 2F, tiefes Gitter ergibt sich

Verr = (3.70)
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eine Abweichung von lediglich 1.1% in der maximalen Gruppengeschwindigkeit
(vg.EC = 2.71um/msund vy gin—Teichen = 2.68um/ms). Dies entspricht einer ef-
fektiven Gittertiefe von 1.96F, und bestéatigt somit die dufierst geringe Abschir-
mung des Gitterpotentials fiir die experimentell realisierten Parameter.

Diese geringe Abweichung der effektiven von der tatsdchlichen Gittertiefe, die
geringe Impulsbreite, der periodische Verlauf des chemischen Potentials und der
Energie des Kondensats, sowie die mit der Ausbildung der Bandstruktur verbun-
denen Beschrankbarkeit auf die erste Brillouin-Zone zeigen, dass viele Phanomene
von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern sehr gut qualitativ im Rah-
men der Einteilchen-Theorie interpretiert werden kénnen.

Bose-Einstein-Kondensate im 3D externen Potential

Die Analyse von Bose-Einstein-Kondensaten in periodischen Potentialen erfordert
jedoch eine Berticksichtigung der interatomaren Wechselwirkung. Daher wurde
die Experimente zur Dynamik von Bose-Finstein-Kondensaten mit numerisch be-
stimmten Losungen der 3D Gross-Pitaevskii Gleichung verglichen. Dies wird aus-
fiihrlich in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, wihrend dieser Abschnitt der Zusammen-
fassung der Eigenschaften des Grundzustandes von Bose-Einstein-Kondensaten in
optischen Gittern dient.

Die 3D Gross-Pitaevskii Gleichung zur Beschreibung des experimentell realisier-
ten Systems ergibt sich aus der Erweiterung der Gleichung 2.36 mit dem Potential
der optischen Stehwelle (Gleichung 3.21)

.0 R'v? 1 2 2 2 2 -2 2
zhE\If(r,t) =5 + §(mwpp + mwiz?) + s B, sin® (kz) + g|V(r,t)|" ) Y(r,t).
(3.71)

Die numerische Losung dieser zeitabhéngigen Gleichung beruhen auf Algorithmen

die im Rahmen der Doktorarbeit von T. Schulte entwickelt wurden [27]. Sie basie-
ren auf der Implementation eines so genannten Crank-Nicholson Algorithmus zur
Losung der zylindersymmetrischen Gleichung.

Abbildung 3.8 zeigt den numerisch bestimmten Grundzustand eines
Bose-Einstein-Kondensats fiir verschiedene Gittertiefen, sowie die Abhéangigkeit
der Ausdehnung des Kondensats und der Wechselwirkungsenergie von der Gitter-
tiefe. Eine starke Modulation der Dichteverteilung aufgrund des optischen Gitters
ist zu erkennen. Mit zunehmender Gittertiefe nimmt sowohl diese Modulation als
auch die Ausdehnung des Kondensats und damit die Anzahl der besetzten Gitter-
pléatze zu. Der stiarkere Einschluss der Atome auf den einzelnen Gitterplatzen fiihrt
zu einer groferen Wechselwirkungsenergie pro Gitterplatz. Eine Minimierung der
Gesamtenergie ist somit durch eine Verbreiterung des Bose-Einstein-Kondensats
moglich. Anderungen der Gittertiefe miissen daher ausreichend langsam erfolgen,
um zu gewéahrleisten, dass die Dichteverteilung der sich &ndernden Grundzustands-
verteilung folgen kann.
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Abbildung 3.8: Grundzustand des optischen Gitters fiir verschiedene Gittertiefen. Das
linke obere Bild zeigt die axiale Dichteverteilung eines Bose-Einstein-Kondensats in rela-
tiven Einheiten fiir N=5 x 10%, v, = 29H z und v,,; = 14H z iiber die gesamte Ausdehnung
des Kondensats, wiahrend im rechten der zentrale Bereich gezeigt wird. Die rote (schwar-
ze) Kurve zeigt eine Gittertiefe von 2E, (5E;). Das Bild links unten zeigt den Radius des
Kondensats und das rechte die Wechselwirkungsenergie als Funktion der Gittertiefe.

Eine umfangreiche Darstellung der Eigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten
in periodischen Potentialen findet sich in [53, 116, 114, 119]. Eine Beschreibung
des Anregungsspektrums im Rahmen der Gleichung 3.71 und der Bogoliubov-
Néherung erfolgt im Zusammenhang mit der Dynamik von Bose-Einstein- Kon-
densaten im optischen Gitter (Kapitel 4.1.2)

Freie Expansion

Da die rdumliche Periodizitdt des optischen Gitters lediglich 0.5um betrégt, ist
eine direkte Untersuchung der Eigenschaften quantenentarteter Gittergase durch
Absorptionsaufnahmen der Dichteverteilung des Kondensats im optischem Gitter
nur schwer moglich. Daher wird typischerweise mittels der Flugzeit-Methode das
Impulsspektrum des Gittergases analysiert. Nach einer freien Expansion von ei-
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Abbildung 3.9: Absorptionsbild eines expandierten Bose-Einstein-Kondensats fiir eine
Gittertiefe von 6.5F, und eine Flugzeit von 20ms.

nigen ms entspricht die ortsabhéngige Dichteverteilung der Impulsverteilung der
atomaren Wolke zum Zeitpunkt des Ausschaltens, da die zuriickgelegte Strecke
vom jeweiligen Impuls abhéngt [58]. Die quantitative Analyse des Impulsspek-
trums eines Bose-Einstein-Kondensats im optischen Gitter basiert auf der Analyse
der entsprechenden Impulsverteilung eines einzelnen Teilchens im periodischen Po-
tential (Abschnitt 3.2.1) .

Allgemein gilt, dass das Impulsspektrum quantenmechanischer Teilchen der
Fouriertransformierten ihrer Ortsverteilung entspricht [62]. Daher bedingt die pe-
riodische Ortsverteilung eines Gittergases ein diskretes Impulsspektrum. Die Be-
setzung der einzelnen Impulskomponenten héangt dabei von der Fouriertransfor-
mierten der Wellenfunktion eines Gitterplatzes ab, wiahrend die Impulsbreite der
einzelnen Komponenten durch die Ausdehnung der Magnetfalle bestimmt wird. Die
Ursache liegt in der unabhéngigen Expansion der phasenkohdrenten Wellenfunk-
tionen der einzelnen Gitterplédtze. Die Superposition der Teilwellen der einzelnen
Gitterplatze fiihrt nur fiir Impulse mit p, = n27/d und ganzzahligem n zu einer
konstruktiven Interferenz

U(z) =Y emnleestned), (3.72)

da die Phasendifferenz der Teilwellen von benachbarten Gitterplitzen d¢ = p.dh
betrédgt, und sich fiir p, = n27/d somit nur um Vielfache von 27 unterscheiden.
Die Besetzung der jeweiligen Impulskomponenten hiangt von der Impulsverteilung
der Wellenfunktion der einzelnen Gitterplétze ab, da selbstverstéandlich nur Impul-
se konstruktiv miteinander interferieren konnen, die iiberhaupt in der Expansion
der Wellenfunktionen der einzelnen Gitterpliatze vorkommen. Diese Interpretation
zeigt die starke Analogie der Materiewellen-Interferenz und der Interferenz einer ko-
hérenten Lichtwelle. Die Breite der Impulsverteilung der jeweiligen Maxima ist fiir
nicht wechselwirkende Gittergase durch die Impulsbreite des Kondensats gegeben.
Die Wechselwirkung zwischen den Atomen bedingt jedoch eine Verbreiterung der
einzelnen Impulskomponenten. Diese so genannte selbstdhnliche Expansion wird
in [120, 60| ausfiithrlich beschrieben. Die Separation der Impulskomponenten mit
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Abbildung 3.10: Relative Atomzahl in den ersten beiden Nebenmaxima in Abhéngigkeit
von der Gittertiefe. Die rote Markierung entspricht den Parametern der in Kapitel 3.3.4
beschriebenen experimentellen Untersuchung der Auskopplung.

p = +2hk ist klar in Abbildung 3.9 zu erkennen, die ein typisches Absorptionsbild
eines Bose-Einstein-Kondensats nach einer Flugzeit von 20ms zeigt.

Zur quantitativen Bestimmung der Besetzung der einzelnen Impulskomponen-
ten ist die Beschreibung des Impulsspektrums eines einzelnen Teilchens in einem
definierten Bloch-Zustand (Kapitel 3.2.1) auf ein atomares Ensemble mit endlicher
Breite des Quasiimpulsspektrums zu verallgemeinern [121, 60].

Der Ansatz fiir die Wellenfunktion des Kondensats

Ur)= Y f(z—1d), (3.73)
l=—00
der auf der Summation der auf den einzelnen Gitterplatzen lokalisierten Funktionen
f(z — ld) beruht, kann aufgrund seiner Periodizitét in eine Fourierreihe entwickelt
werden

o0
U(p) = Y cer (3.74)
l=—00
Dabei stellt das Quadrat der Koeffizienten ¢; analog zu Gleichung 3.37 die relative
Besetzung der entsprechenden Komponenten dar. Sie entsprechen der Fouriertrans-
formierten der Ortsverteilung zum jeweiligen Impuls [72]
1 [42 '
== (z)e "2laB=, (3.75)
dJ_q
Fiir tiefe Gitter (Vi > 20E,) kann die Ortsverteilung f(z) ndherungsweise mittels
einer Gauffunktion dargestellt werden [121], da sie der funktionalen Ortsabhéin-
gigkeit des harmonischen Grundzustandes entspricht

1 2 2
_ —z%/20
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Damit kann das Integral (3.75) explizit ausgerechnet werden, und es folgt fiir die
einzelnen Fourierkoeffizienten

¢ oc e B, (3.77)
Fiir die relative Besetzung P, der ersten Beugungsordnungen ergibt sich somit

Py = ZEL = P (3.78)
Co

Dieses Modell wurde in [122] mittels eines Variationsansatzes zur Bestimmung der
Breite des Gaufkformigen Potentials auf Gittertiefen V; > 5F, erweitert. Damit
ergibt sich der Zusammenhang zwischen der Gittertiefe und der Besetzung der
ersten und minus ersten Beugungsordnung

16
(In(Pes)]?

Abbildung 3.10 zeigt die Abhéngigkeit der Auskopplung (Py; + P_1) von der Git-
tertiefe.

VolE,] = P (3.79)

3.3 Experimentelle Realisierung

Dieser Abschnitt erldutert die experimentelle Realisierung des 1D optischen Git-
ters, das im Rahmen dieser Arbeit neu konzipiert wurde. Dazu wird zunéchst
der optische Aufbau sowie die experimentelle Prozedur zur Erzeugung von Bose-
Einstein-Kondensaten in optischen Gittern detailliert erlautert. Nach der anschlie-
Kenden Beschreibung des erweiterten Justageschemas des optischen Gitters folgen
Abschnitte zur Eichung der Gittertiefe und zur Adiabatizitat der Gitterrampe.

3.3.1 Aufbau

Der Aufbau des optischen Gitters ist schematisch in der Abbildung 3.3 gezeigt. Das
Gitter wird durch die Riickreflektion eines fernresonanten Laserstrahls realisiert.
Die Interferenz des einlaufenden und des reflektierten Strahls fiihrt zur Ausbildung
eines periodischen Potentials. Zur Erzeugung hoher Intensitdten und somit tiefer
Gitter werden beide Strahlen jeweils auf den Ort der Atomwolke fokussiert. Die
Uberlagerung des Gitterlasers mit den entlang dieser Achse verlaufenden Laser-
strahlen der magneto-optischen Falle erfolgt mittels der Manipulation ihrer Po-
larisationen (Abbildung 3.11). Durch das pneumatische Einfahren bzw. Entfernen
von Verzogerungsplattchen werden die Polarisationen der Laserstrahlen in den ver-
schiedenen Phasen des Experiments so eingestellt, dass sie nach Propagation durch
die Strahlteilerwiirfel die Atome mit der benétigten Polarisation erreichen (o bzw.
o_ Licht fir die Mot und linear polarisiertes Licht fiir das optische Gitter).
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Abbildung 3.11: Strahlengang des optischen Gitters. Das obere Bild zeigt den kompletten
Aufbau. Das mittlere Bild zeigt die Konfiguration wéhrend der MOT-Phase. Samtliche
Verzogerungsplattchen der MOT- und Riickpumper-Strahlen befinden sich im Strahlen-
gang, und nur diese Laserstrahlen sind eingeschaltet. Das untere Bild entspricht der Kon-
figuration nach der Erzeugung des Bose-Einstein-Kondensats. Die Verzogerungsplattchen
der MOT Strahlen wurden aus dem Strahlengang entfernt, und das \/4 Plittchen der

axialen Detektion in den Strahlengang bewegt.
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Abbildung 3.12: Photo des motorisierten Spiegelhalters (links) und der pneumatischen
Verschiebemimik (rechts).

Da leichte Variationen in der Position der Verzogerungsplattchen aufgrund ih-
rer sehr geringen Dicke zu keiner signifikanten Anderung der Strahllage der Laser-
strahlen fithren, ist die Strahllage ausschliefslich durch unbewegliche Strahlteiler
und duferst stabile Spiegel definiert. Der Laserstrahl wird zur Gewéhrleistung ei-
nes perfekten gaukformigen Profils in eine polarisationserhaltende Faser eingekop-
pelt. Der zur Kollimation des Laserstrahls nach der Faser verwendete Auskoppler
befindet sich in einem motorisierten Spiegelhalter, der auf zwei um Verschiebe-
tisch montiert ist (Abbildung 3.12). Er zeichnet sich durch eine &ufserst prézise
Einstellbarkeit (siche Abschnitt 3.3.2) sowie sehr geringe Drifts aus, und ist fiir
die Winkeleinstellung des Strahls verantwortlich, wihrend die Verschiebetische der
x-z Translation dienen. Die so erzielte Trennung dieser Freiheitsgrade vereinfacht
die Justage der Strahllage erheblich, bei gleichzeitig geringer Anzahl an potentiell
instabilen optischen Elementen. Der Einbau einer weiteren CCD Kamera der Fir-
ma IDS-Imaging Development Systems (Model UI-1210-MM) zur Aufnahme des
Gitter- und Detektionsstrahls erleichtert zudem das in Abschnitt 3.3.2 beschriebe-
ne Schema zur Vorjustage des Gitters.

Die resultierende hohe Stabilitat hat zur Folge, dass eine Justage des Gitters
nur alle fiinf Wochen notwendig ist, wihrend die MOT, die unempfindlicher gegen
Strahllage-Variationen ist, keinerlei Justage erfordert.

Die Komponenten und Parameter des 1D optischen Gitters sowie der axialen
Detektion wurden wie folgt gewahlt:

e Laser: Als Laserquelle dient ein Titan-Saphir Laser der Firma Tecknos-
can (Model TIS-SF-07e), der durch einen frequenzverdoppelten Neodym-
Vanadat-Laser (Firma Coherent, Model Verdi V10) gepumpt wird. Zur Rea-
lisierung eines fernresonanten optischen Gitters mit einer vernachlassighbaren
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Abbildung 3.13: Bestimung des Strahlradius am Ort der Atome.

Streurate von unter 0.05s7! (Gleichung 3.8) wurde die Wellenléinge mittels
interner frequenzselektiver Stellelemente auf 825nm eingestellt. In Kombina-
tion mit dem gewéhlten Strahlradius und der maximal zur Verfiigung ste-
henden Leistung von 200mW am Ort der Atome hat dies eine maximalen
Gittertiefe von ca. 60F, zur Folge.

e Strahlradius: Die Kombination der Faser (Schéfter+Kirchhoff, Typ PMC85-
5.2-NA011-3-APC-300P) mit dem verwendeten Auskoppler (Typ 60FC-4-
A15-02) erzeugt einen kollimierten Strahl mit einem 1/e? Radius von 1,4 mm.
Die Brennweite des ersten Achromaten, der den einlaufenden Strahl auf den
Ort der Atomwolke fokussiert, betrégt =700 mm und hat einen berechneten
Strahlradius von ca 138um am Ort der Atome zur Folge. Zur experimentellen
Uberpriifung wurde er in verschiedenen Abstéinden zum Achromaten mit-
tels einer hoch auflésenden Kamera (Dataray WimCamD) vermessen. Durch
einen Fit des funktionalen Zusammenhangs aus Gleichung 3.12 an die Mess-
daten (Abbildung 3.13) ergab sich in guter Ubereinstimmung mit dem theo-
retisch erwarteten Wert ein Strahlradius von 143,5um. Der divergente Strahl
wird im Abstand von 46,6cm zu den Atomen durch einen Achromaten der
Brennweite f=500mm kollimiert und nach Reflektion an einem Planspiegel
durch denselben Achromaten wieder fokussiert. Der resultierende Strahlra-
dius am Ort der Atome betragt 145um und ist somit nahezu identisch zum
Radius des einlaufenden Strahls.

e motorisierter Spiegelhalter Die verwendeten motorisierten Spiegelhalter
zeichnen sich neben dufierst geringen Langzeitdrifts durch eine hohe Positio-



60

Kapitel 3. Quantenentartete Gittergase

60

40 |

Position [um]
8
T

20 -

10

1 A 1 A 1 A 1 A 1 A 1
0 20 40 60 80 100

# Schritte

Abbildung 3.14: Eichung des Versatzes des Gitterlasers am Ort der Atome in Abhéngig-

keit von der Schrittzahl des motorisierten Spiegelhalters.

niergenauigkeit aus. Zur Eichung wurde der Versatz des Gitterlasers am Ort
der Atome unter Variation der Piezoposition anhand eines Testaufbaus be-
stimmt, indem jeweils die Position des gaultférmigen Strahls mit einer hoch-
auflosenden Kamera (Dataray WimCamD) gemessen wurde. Dies ergab einen
Versatz von 0,62 pum fiir die geringste wahlbare Schrittgrofe des motorisier-
ten Spiegelhalter (Abbildung 3.14), der verglichen mit der radialen Gréfse des
Kondensats von ca 20 pm(Abschnitt 4.2.1) und der Grofe der Gitterstrahls
aufserst gering ist.

Intensitatsstabilisierung Zur Kontrolle der Gittertiefe wird die Laserleis-
tung mittels eines Regelkreises stabilisiert. Dazu wird ein kleiner Teil der
Laserleistung (< 1%) durch ein Anti-Reflex beschichtetes Glaspléttchen di-
rekt nach der optischen Faser aus dem Strahlengang abgezweigt, und mit
einer Photodiode detektiert. Durch Variation des Referenzsignals knnen be-
liebige Gitterrampen erzeugt werden.

3.3.2 Justage des optischen Gitters

Die Justage des Gitterstrahls erfolgt mittels einer zweistufigen Prozedur. Die ers-
te Stufe beruht auf der Uberlagerung des Gitterlasers mit dem axialen Detekti-
onsstrahl und wurde [27] entwickelt. Anschliefend erfolgt eine ausfiihrliche Be-
schreibung der Feinjustage des Gitterstrahls anhand der Dipolkrifte gaulformiger
Strahlen.
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Vorjustage

Die Vorjustage des optischen Gitters beruht auf der Uberlagerung des Gitterstrahls
(wo &~ 144pum) mit dem deutlich groferen axialen Detektionsstrahl (wy = 20mm),
der die Atome auf die Detektions-Kamera abbildet (Abbildung 3.11). Die Grofe
dieses Strahls ist ausreichend, um die Atome nach rein geometrischer Vorjustage
zu treffen. Anhand des Absorptionssignals kann er in einem iterativen Verfahren
mittig auf die Position der Atome eingestellt werden. Anschliefend wird der Git-
terstrahl dem Verlauf des Detektionsstrahls an zwei Stellen iiberlagert und somit
ebenfalls auf die Position der Atome justiert. Um eine ausreichende Genauigkeit
der Uberlagerung sicherzustellen, beruht sie auf der Verwendung der Detektions-
Kamera sowie einer zuséatzlich vor der Position der Atome montierten Kamera
der Firma IDS. Dabei wird das Maximum des Gitterlasers jeweils auf die zuvor
bestimmten Positionen des Detektionslasers justiert.

Feinjustage mit Dipolkriften

Die Feinjustage des optischen Gitters beruht auf der Dipolkraft des gaufférmi-
gen Gitterstrahls. Daher wird der riicklaufende Strahl wahrend dieses Verfahrens
blockiert. Ist der Strahl nicht exakt mit der Falle iiberlagert, verschiebt der Gra-
dient des Dipolpotentials die atomare Wolke jeweils in Richtung des Zentrums des
Strahls. Die Starke dieser Auslenkung ist proportional zur Kraft und somit zum
Potentialgradienten des Intensitétsprofils (Gleichung 3.14)

F =ma = —VVguss(r) =V

%e<_“’22<f/*)>] Io(24). (3.80)

Dabei wird der Ort der Atome mit z4 bezeichnet. Fiir die Kraftkomponente in
x-Richtung folgt

21‘2
E, = Vgge<w2<”)>]0(zA) (3.81)
ox
4 o2
- __fvoe< w2<ZA>>. (3.82)
w

Sie ist proportional zur Intensitit Iy(z4). Somit fiihrt eine hohe Leistung im Strahl
zu einer grofsen Auslenkung der Wolke in der Falle. Die Feinjustage des Gitters wird
daher mit einer Leistung von 150mW im Strahl durchgefiihrt. Nach der Erzeugung
des Bose-Einstein-Kondensats in der runden Falle wird das optische Potential fiir
2.5ms eingeschaltet. Anschliefsend werden Magnetfalle und optisches Potential si-
multan ausgeschaltet und die Position der Atome nach 16ms TOF detektiert.

Zur Justage des Gitterstrahls sind in einem iterativen Verfahren jeweils der Versatz
zur Referenzposition in x und y Richtung zu bestimmen, und der Strahl mittels
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Abbildung 3.15: Justageschema des Optischen Gitters. Die linke Bild zeigt die Auslenkung

der atomaren Wolke in Abhéngigkeit vom Versatz des Laserstrahls am Ort der Atome

nach einer Flugzeit von 16ms. Das rechte Bild zeigt den zentralen Bereich des linken

Bildes in Abhéngikeit von der kleinsten ansteuerbaren Schrittgrofse des motorisierten
Spiegelhalters.

des Piezospiegels in die entgegengesetzte Richtung zu bewegen. Mehrfaches Wie-
derholen dieses Zyklus fiihrt schlieflich zu einem Verschwinden des Versatzes und
somit zu einer perfekten Uberlagerung des Dipolpotentials mit der Magnetfalle.
Die Sensitivitat dieser Methode zeigt sich deutlich in der Abbildung 3.15. Der lin-
ke Graph zeigt die Auslenkung der Atomwolke in vertikaler Richtung als Funktion
der Verschiebung des Laserstrahls am Ort der Atome, die durch die Eichkurve
(Abbildung 3.14) berechnet wurde. Die rote Linie entspricht einem Fit mit Glei-
chung 3.82, der einen Strahlradius von wy = 145.3um am Ort der Atom ergab. Die
hervorragende Ubereinstimmung mit der direkten Messung des Strahlradius (Ab-
bildung 3.13) zeigt die Genauigkeit und Zuverlédssigkeit der Methode. Der rechte
Graph zeigt den zentralen Bereich des Auslenkprofils als Funktion der Verschie-
bung der Spiegelposition in Einheiten der kleinsten ansteuerbaren Schrittgrofie des
Piezos. Er verdeutlicht die Sensitivitdt der Methode und die Prézession mit der
die motorisierte Spiegelhalter angesteuert werden. Fiir die zur Messung der Kurve
verwendete Leistung von 150mW fiihrt bereits ein Versatz des Laserstrahls von
0,62um relativ zur Position des Magnetfallenzentrums (ein Schritt des motorisier-
ten Spiegelhalters) zu einer Verdnderung der Position der atomaren Wolke von
11,1um. Dies ergibt eine Justage-Genauigkeit des Gitterlasers von ca 2um. Sie
betréigt somit weniger als 2 Prozent des Strahlradius.

3.3.3 Eichung des Gitters

Die Eichung des Gitters beruht auf der in Kapitel 3.2.1 beschriebenen Entste-
hung von weiteren Dichtemaxima wéahrend der freien Expansion des Kondensats
nach gleichzeitigem Ausschalten des Gitter- und Magnetfallenpotentials. Dort wur-
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de vorausgesetzt, dass sich das Kondensat beim Ausschalten in einem einzigen
Bloch-Zustand, also einem Eigenzustand des Systems befindet, dessen Préparati-
on wird in Abschnitt 3.3.4 beschrieben. Aus dem Verhéltnis der Atomzahlen in
den jeweiligen Maxima kann prinzipiell direkt auf die Gittertiefe geschlossen wer-
den [121, 123|. Da die Besetzung der Seitenbénder bei einer Expansion aus dem
Eigenzustand des Systems jedoch fiir typische Gittertiefen weniger als 20% Prozent
betragt, und die Teilchenzahlbestimmung aufgrund verschiedenster Rauschbeitra-
ge in den Absorptionsaufnahmen einer grofsen Unsicherheit unterliegt, wurde ein
anderes Verfahren gewihlt®. Dabei wird das Gitter abrupt eingeschaltet. Das Kon-
densat befindet sich somit nicht im Grundzustand dieses periodischen Systems,
dies fiihrt zu einer Oszillation der Besetzung des zentralen Maximum, aus der die
Gittertiefe extrahiert werden kann. Die Bestimmung dieser Oszillationsfrequenz ist
aufgrund der groferen Teilchenzahlen im zentralen Maximums und der mittelnden
Eigenschaften der sinusférmigen Fit-Routine deutlich unempfindlicher gegeniiber
Fehlern in der Bestimmung der Absolutzahl der ausgekoppelten Atome.

Das Gitters wird eine Millisekunde nach dem Ausschalten des Magnetfallenpo-
tential, also wihrend des freien Falls, abrupt eingeschaltet und nach einer variablen
Pulsdauer 7 von einigen us wieder ausgeschaltet. Beschreibungen dieses Verfahrens
finden sich unter anderem in [124, 125, 122]. Die Messung erfolgt im freien Fall,
um Einfliisse durch die Magnetfalle auszuschliefen und die Dichte und somit die
Stokrate zwischen den Atomen zu reduzieren [27]. Ansonsten wiirde die Trennung
der Impulskomponenten zu einer starken radialen Streuung, dem so genannten s-
Wellen-Halo fiihren [126, 127|, und die Bestimmung der Gewichtung der einzelnen
Maxima beeintrachtigen.

Das radiale Profil des Gitterlasers (Strahlradius 142pm) fithrt fir den freien Fall
der Atome von 4,9um lediglich zu einer Reduktion der Gittertiefe von 0.2 Prozent
(1(4,9um)/1(0) = 0,998) verglichen mit der Intensitét im Strahlmittelpunkt, und
kann daher vernachlassigt werden.

Erlauterung des Eichverfahrens

Das schlagartige Einschalten des Gitters hat zur Folge, dass die Eigenfunktionen
freier Teilchen nicht linger die Eigenzustiande des Systems sind. Zur Berechnung
der Zeitentwicklung wahrend des Pulses ist daher der Zustand des Kondensats zum
Zeitpunkt des Einschaltens |V (¢ = 0)) auf die neue Eigenbasis (Gleichung 3.31) zu
projizieren. Da die Impulsbreite des Kondensats verglichen mit der Ausdehnung
der Brillouin-Zone als scharf angesehen werden kann (Gleichung 3.61), entspricht
der Eigenzustand zu diesem Zeitpunkt einer ebenen Welle

|B(ka,)) = €0 (3.83)

3Einen Vergleich der Eichmessung mit der direkten Bestimmung der Gittertiefe aus dem
Impulsspektrum eines Kondensats im Grundzustand erfolgt in Kapitel 3.3.4.
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mit dem Wellenvektor? k4, = p/hi. Die Projektion auf die neue Eigenbasis bedeutet,
dass der Zustand durch eine Superposition von Bloch-Zustdnden zu beschreiben
ist. Beim Wechsel des Bezugssystems wird jedoch kein Impuls iibertragen, daher
sind bei der Projektion nur Bloch-Zusténde relevant, deren Quasiimpuls dem Wel-
lenvektor ¢ = k4, entspricht, und die somit zu verschiedenen Béandern gehoren.
Wahrend des Pulses entwickeln sich die Phasen der einzelnen Komponenten der
Superposition in Abhéngigkeit ihrer Energie E,,(q) geméaf [62]

e~ HEn (@t (3.84)

Das Ausschalten des Gitters entspricht der Riick-Projektion des Zustandes auf die
Basis freier Teilchen und ist somit durch eine Superposition aus ebenen Wellen zu
beschreiben. Durch die unterschiedliche Zeitentwicklung der einzelnen Komponen-
ten der Superposition im Gitter hingt die Besetzungswahrscheinlichkeit der ein-
zelnen Komponenten wiahrend der freien Expansion von der Pulsdauer ab. Daher
entsteht ein vom Energieabstand der Bander abhangendes oszillatorisches Verhal-
ten der Gewichtung dieser Komponenten, die sich im TOF als zusétzliche Impuls-
komponenten vom zentralen Maximum abspalten. Die Messung der Oszillations-
frequenz erlaubt somit Riickschliisse auf die Gittertiefe.

Theoretische Beschreibung

Zur Berechnung der Abhéngigkeit der Oszillationsfrequenz von der Gittertiefe ist
insbesondere die Darstellung der Bloch-Eigenzusténde |¥,,) in der Basis freier
Teilchen |®(k4)) hilfreich [124]. Aus Gleichung 3.31 und der Umformung

Uon(2) = €Puy,(2) (3.85)
= Q) dretarm, (3.86)
l
folgt
(Wgn) =D i |@(q + 2lgs) (3.87)
!

Mit dem Zustandsvektor beim Einschaltens des Gitters (¢t = 0)
(W(t = 0)) = [®(ka,)) (3.88)

und der Definition k4, = ka(t = 0) fiir den Wellenvektor des Ensembles zu diesem
Zeitpunkt ergibt sich folgende Darstellung der ebenen Welle im Eigensystem des
Gitters

(Wt =0)) =D (Vgn [®(kao)) [Wyn) - (3.89)

n

4Zur Vermeidung von Verwechslungen mit der Wellenzahl des Gitterlasers k werden die Wel-
lenvektoren des freien Teilchens in diesem Kapitel mit k4 bezeichnet
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Da sdmtliche Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit mit Impulsen hks, < ¢p
durchgefiihrt wurden, kann die Betrachtung auf Werte von k4, innerhalb der ersten
Brillouin-Zone beschrankt werden. Damit folgt fiir das Skalarprodukt

(Wom [P(ka,)) = ZC?’" (©(q + 2lgp) [P(ka,)) (3.90)
l

—= CO
Bei der Projektion auf die Basis der Bloch-Zustdnde sind daher jeweils nur die
Zustéande der verschiedenen Bénder zu beriicksichtigen, deren Quasiimpuls dem
Impuls der ebenen Welle k4, entspricht. Mit der Darstellung von Gleichung (3.91)
folgt fiir den Zustand zum Zeitpunkt ¢ = 0

(Ut =0)) = 44" [Tyn) - (3.91)

n

Mit dem Zusammenhang (3.84) erhélt man fiir die Zeitentwicklung des Zustands
_i k
= Z e~ wEn(d)t, AO ‘\IkaO > . (3.92)

Das Ausschalten des Gitters zum Zeitpunkt 7 projeziert diesen zeitabhédngigen
Zustand wiederum auf die Basis freier Teichen

(D (k) [U(r Ze RER @G (k) W, ) (3.93)

mit dem Skalarprodukt

(@(ka) (Vi) = D ™" (@(ka) |2(kao)) (3.94)

l
- Z CfAO’n(SkA,kAoJrQZQB' (3'95>
l

Aus dem Kronecker-Delta 0y, 1 ,,+21; folgt, dass das Impulsspektrum nach dem
Ausschalten des Gitters nur Impulse mit hky = hka, + 2hlgp beinhaltet. Dies ist
anschaulich direkt zu verstehen, da im fernresonanten, dissipationsfreien optischen
Gitter ein Ubertrag von Impulsen auf die Atome nur durch die Absorption von
Photonen aus dem einen Strahl und stimulierte Emission in den jeweils anderen
Strahl erfolgen kann. Es konnen daher in der Zeitentwicklung nur Impulskompo-
nenten entstehen, die um ein vielfaches von 24k vom Ursprungsimpuls abweichen.
Mit der von der Pulsdauer abhingigen Besetzungswahrscheinlichkeit (Gleichung
3.93) dieser Komponenten ergibt sich fiir den Zustand

() =Y e A Bt T 0™ (D (kg gy ) (3.96)

n
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Abbildung 3.16: Energie der niedrigsten Bénder (links) und die Energiedifferenz des null-
ten und des zweiten Bandes (rechts) als Funktion der Gittertiefe fiir ¢ = 0.

Dieses Ergebnis wird im folgenden in Hinblick auf die Parameter der experimentel-
len Sequenz stark vereinfacht. Da alle durchgefiihrten Experimente zur Eichung des
Gitters mit Bose-Einstein-Kondensaten im Grundzustand der Magnetfalle durch-
gefiihrt wurden, gilt k4, = 0. Des weiteren werden bei der Projektion (Glei-
chung 3.91) des symmetrischen Grundzustandes auf die Eigenbasis des periodi-
schen Systems nur symmetrische Eigenfunktionen besetzt [124], also Bénder mit
geraden Indizes 0,2,4..., da das Skalarprodukt zwischen symmetrischen und anti-
symmetrischen Zustdnden verschwindet [62]. Die verwendeten verhéltnisméfig ge-
ringen Gittertiefen fithren zudem nur zu einer signifikanten Besetzung der beiden
niedrigsten symmetrischen Béander. Insgesamt folgt daher aus dem Zustandsvektor

ZcS o L) (3.97)

’n.
A,

fiir die Besetzungswahrscheinlichkeit |b(0)|* des zentralen Dichtemaximums

’2
DO = fag|* + ladl* + ag]* [af]* x
(e~ {B1O=EsO)r/h | o+i(E1(0)=Es(0))7/Ry (3.98)

Mit der Exponentialdarstellung der trigonometrischen Funktionen ergibt dies eine
sinusformige Oszillation der Besetzungswahrscheinlichkeiten mit der Zeitkonstante

2mh
T=—-~———. 3.99
E5(0) - B1(0) (399
Sie hiangt direkt vom Energieabstand des nullten und des zweiten Bandes und somit
von der Gittertiefe ab. In Abbildung 3.16 ist sowohl die Energie der einzelnen der
Béander fiir ¢ = 0 als auch die Energiedifferenz zwischen dem nullten und dem

zweiten Band in Abhéngigkeit von der Gittertiefe gezeigt.
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Abbildung 3.17: Absorptionsaufnahmen der atomaren Wolke fiir eine Leistung des La-
serstrahls von 43mW. Die Dauer des Laserpulses erhcht sich von oben nach unten jeweils
um 248S.

Experimentelle Ergebnisse

Nach einem freien Fall von 1ms erfolgt ein Puls variabler Lénge von einigen us.
Nach einer zuséatzlichen Fallzeit von 29ms wird das Bose-Einstein-Kondensat radial
mittels einer Absorptionsaufnahme detektiert. Da das Dichteprofil im Flugzeitver-
fahren dem Impulsspektrum des Kondensats entspricht, trennen sich die Seitenbén-
der vom zentralen Dichtemaximum ab, und es ergibt sich das fiir Absorptionsauf-
nahmen expandierender Gittergase typische Bild mehrerer atomarer Maxima. Zur
Eichung des 1D Gitters wurde die Atomzahl im zentralen Maximum fiir verschie-

04

02

Besetzung Seitenpeaks a.u.

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40
Pulsdauer[ps] Pulsdauer{us]

Abbildung 3.18: Relative Atomzahl im zentralen Maximum in Abhingigkeit von der
Oszillationszeit fiir verschiedene Gittertiefen (Linkes Bild: 62mW, rechtes Bild: 72mW).
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Abbildung 3.19: Eichung der Gittertiefe in Abhéngigkeit von der Laserleistung

dene Leistungen des Gitterstrahls durch einen Fit mit dem Thomas-Fermi Profil
(Gleichung 2.57) an die einzelnen Maximums bestimmt. Abbildung 3.17 zeigt Ab-
sorptionsaufnahmen, sowie das zugehdrige Dichteprofil einer Oszillationsperiode
fiir Leistungen im Gitterstrahl von 43mW. Die Oszillationen der Teilchenzahl in
Abhéngigkeit von der Pulsdauer ist in Abbildung 3.18 fiir verschiedene Leistun-
gen gezeigt. Die resultierende Eichkurve der Gittertiefe in Abhédngigkeit von der
Laserleistung findet sich in Abbildung 3.19. Ein linearer Fit an die Daten ergibt
eine Gittertiefe von 0.3F,/mW bei einer Unsicherheit von 5%. Die Abweichung
zur theoretischen Vorhersage von 0.58E,./mWW resultiert zu einem bedeutenden
Teil aus Leistungsverlusten an den verschiedenen optischen Elementen. Insgesamt
befinden sich 6 optische Strahlteiler (Transmission: 0.97% pro Strahlteiler), 3 Lin-
sen (T:0.93;0.99;0.99), und 3 Glasflichen der Vakuumkammer (T:0.97/Fléche) im
Strahlengang (Hin- und Riickreflex). Insgesamt ergibt dies einen Verlust von 31%
und fiihrt auf einen korrigierten theoretischen Wert von 0.4E,/mW. Die verblei-
bende Abweichung von 25% kann Unregelméfigkeiten im Strahlprofil und der Po-
larisation des Laserstrahls angelastet werden.
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3.3.4 Einschaltsequenz

Aus der beschriebenen Eichprozedur ist unmittelbar ersichtlich, dass das optische
Gitter zur Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten im Grundzustand des kom-
binierten Potentials nicht instantan eingeschaltet werden kann, da so auch hohe-
re Béander besetzt wiirden. Stattdessen wird die Gitterintensitédt langsam erhoht,
um sicherzustellen das das Kondensat dem sich verdndernden System folgen kann
und somit jederzeit im sich anpassenden Grundzustand bleibt. Bei der Wahl der
Zeitskala dieser adiabatischen Rampe sind sowohl die Anderung der Bandstruktur
(Einteilchen-Effekt) als auch die Modifikation des Vielteilchen-Grundzustandes zu
beachten.

Adiabatizitat beziiglich der Bandstruktur

Die Veranderung der Potentialtiefe wihrend der Gitterrampe fiihrt zu einem zeit-
abhéngigen Hamiltonoperator (H(t)) des Systems. Daher sind die Eigenzusténde
des Systems ebenfalls nicht konstant, sondern im Prinzip zu jedem Zeitpunkt sepa-
rat zu bestimmen. Fiir sehr langsame Anderungen des Hamiltonoperators kann der
Zustand der einzelnen Teilchen dieser Anderung folgen und bleibt folglich zu jedem
Zeitpunkt im Grundzustand des Systems. Eine zu schnelle Rampe hingegen hat zur
Folge, dass der unveranderte Zustand des Teilchens in der sich verdndernden Eigen-
basis des Systems dargestellt werden muss, und somit aus einer Superposition der
neuen Eigenzustinde besteht (Im Grenzfall einer stufenformigen Anderung ergibt
sich die in Abschnitt 3.3.3 beschriebene Situation). Da die Verdnderung der Gitter-
tiefe aber keinen Impulsiibertrag auf die Atome zur Folge hat, ist der Quasiimpuls
eine Erhaltungsgrofte. Daher wird im Verlaufe dieses Kapitels auf den entsprechen-
den Index verzichtet. Fiir langsame Anderungen des Hamiltonoperators kann die
Eigenwertgleichung zu jedem einzelnen Zeitpunkt separat gelost werden [128, 62]

H{(t) [un(t)) = En(t) [un(t)) - (3.100)

Mit den zeitabhingigen Eigenzustinden |u,(t)) und den Eigenwerten FE,(t) des
optischen Gitters ergibt sich fiir die Darstellung eines beliebigen Zustandes W(t)
in der Eigenbasis des optischen Gitters

(D)) = an(yun(t)ein Jo PO |y, (1)) (3.101)

Zur Bestimmung der Zeitentwicklung der Vorfaktoren a,(t) ist die zeitabhéngige
Schrédingergleichung

m% (1)) = H(t) [W(t)) (3.102)

zu 16sen. Durch das Einsetzen von Gleichung (3.101) ergibt sich unter Verwendung
der Eigenwertgleichung (3.100) folgendes Gleichungssystem fiir die zeitabhéngigen
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Vorfaktoren der Eigenzusténde

> { (1)) - (6| 05 B0 — (3.103)

n

Nach der Multiplikation mit einem beliebigen Zustand (u,,(t)| von links und an-
schliefsender Division durch die Zeitentwicklung des m-ten Zustandes ergibt sich
mit der Orthogonalitit der Eigenzustande (u,,(t) |un(t)) = 0mn

Z (i (2) [y (2)) 7 Jo En()=Er())at’ (3.104)
Zur Berechnung des Erwartungswertes

(i) = [ P (D) 5 (0) (3.105)

ist zundchst die Eigenwertgleichung 3.100 zu differenzieren

OH (1) ) OE,(t) )
() + Hop lun(t)) = == |un(t)) + En(t) 5 |un(?)) - (3.106)

Multiplikation mit (u,,(¢)| fiihrt unter Ausnutzung der Eigenwertgleichung (3.100)
auf
OH )
(um (t)] ot [un(t)) = (En — Ep) (Um(t) (1)) - (3.107)
Setzt man dies in das Gleichungssystem (3.104) ein, folgt schlieklich mit AE,,,, =
E, - E,

inlt) =3 5y (om0 T )

Da die Teilchen zum Startzeitpunkt der Gitterrampe (¢ = 0) im Grundzustand
(a,, = dnp) sind, folgt fiir langsame Variationen der Bandstruktur (AFE = const) [128|

(3.108)

1 oH B
ap Cum(t)] o fua(t ) ex At (3.109)

Die Integration der Gleichung fiihrt schlieklich auf ein Gleichungssystem fiir die
Besetzungswahrscheinlichkeiten samtlicher von |ug(t)) verschiedener Zusténde

Ay =

a(t) ~ zAE2 im| 22 yn>( 'AEmnf—1>. (3.110)

Die ausschliefliche Besetzung des zeitabhéngigen Grundzustandes wahrend der
Rampe ist nur dann gewéhrleistet, wenn die Besetzungszahlen sdmtlicher Zusténde
am(z), m # 0 zu jedem Zeitpunkt gering sind. Daher folgt als Bedingung fiir die
Adiabatizitat

‘<m| %—i] |0>’ <K AE?(t)/h. (3.111)
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Abbildung 3.20: Zeitverlauf der adiabatischen Gitterrampe und der experimentellen
Sequenz des Adiabatizitats-Test

Da die linke Seite der Gleichung zwingend kleiner ist als die Variation des Potentials
OV /0t, folgt fiir ¢ = 0 die hinreichende Bedingung [124]

Ve[ E](t)
ot

Aus Abbildung 3.5 ist ferner zu entnehmen, dass der Energieabstand zwischen den
ersten beiden Béandern mit steigendem ¢ geringer wird. Daher ist diese Abschéatzung
nur fiir ¢ = 0 giiltig. Fiir hohere Quasiimpulse sind die notigen Zeitskalen zur
Realisierung einer adiabatischen Rampe deutlich gréfer. Fiir die experimentell
verwendeten Gitterparameter folgt

< 16E, /. (3.112)

%VG[ET] < 0.4[1ps]. (3.113)

Daher sind fiir die verwendeten Gittertiefen von bis zu 5F, Zeitskalen von wenigen
ms zur Vermeidung einer Besetzung hohere Bander vollkommenen ausreichend.

Adiabatizitét beziiglich Anderungen der Vielteilchen-Wellenfunktion

Sehr viel langere Zeitskalen sind jedoch notwendig, um im Vielteilchen- Grundzu-
stand des Systems zu bleiben, da jede Verdnderung des Potentials hat eine andere
Dichteverteilung bedingt. Diese Anderungen miissen daher langsam genug erfolgen,
um eine Umverteilung der Atome in den neuen Gleichgewichtszustand zu ermogli-
chen. Aufgrund der Mobilitdtseinschriankung der Atome durch das Gitterpotential
ist die bestimmende Zeitskala fiir diesen Prozess die Tunnelrate 3.54. Mit den im
Rahmen der Gleichung 3.59 angegebenen Tunnelenergien folgt eine Zeit von ca.
h/J = 4ms pro Ereignis fiir ein 5E, tiefes Gitter. Da zur Anpassung der Dichte-
verteilung viele sukzessive Tunnelereignisse notwendig sind, kann diese Zahl nur
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Abbildung 3.21: Vergleich der Absorptionsaufnahmen einer adiabatischen (links) und
einer nicht adiabatischen Rampe (rechts) nach einer Flugzeit von 30ms fiir Haltezeiten
von 0,10,20 und 30ms (von oben nach unten).

als Anhaltspunkt fiir eine Gréfenordnung von vielen ms dienen. Die notwendige
Zeit zur Realisierung einer adiabatischen Rampe fiir ein 5FE, tiefes Gitter wurde
in [27] mittels numerischer Integration der Gross-Pitaevskii Gleichung fiir eine ex-
ponentielle Rampe zu 60ms bestimmt. Die entsprechende experimentell realisierte
Rampe sowie die verwendeten Rampen zur Uberpriifung der Adiabatizitét sind in
Abbildung 3.20 gezeigt.

Experimentelle Uberpriifung der Adiabatizitét

Zur Uberpriifung der Adiabatizitit der realisierten Rampe wurden zwei verschie-
dene experimentelle Methoden eingesetzt. Sie beruhen auf der Messung des Im-
pulsspektrums der Bose-Einstein-Kondensate. Bei der ersten Methode wurde das
Gitter adiabatisch eingeschaltet, und nach einer variablen Haltezeit 74 zusammen
mit der Magnetfalle instantan ausgeschaltet. Eine nicht-adiabatische Rampe hétte
analog zur Eichung der Gittertiefe zur Folge, dass die Besetzung héherer Bander
zu einer Oszillation der Atomzahlen in den einzelnen Dichtemaxima fiihren wiirde.
Fiir eine adiabatische Rampe hingegen ist die Besetzung der Seitenbénder unab-
héngig von der Haltezeit, da sich das Kondensat in einem Eigenzustand des Gitters
befindet. Abbildung 3.21 zeigt einen Vergleich der Absorptionsbilder dieser beiden
Falle. Auf dem rechten Bild ist die Oszillation der Besetzung der Seitenbéander fiir
unterschiedliche Haltezeiten bei einer nicht adiabatischen Rampe zu sehen, wah-
rend das linke Bild die entsprechenden Bilder mit konstanter Besetzung fiir die
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Abbildung 3.22: Besetzung der Nebenmaxima in Abhédngigkeit von der Haltezeit fiir eine
adiabatische Rampe und eine Gittertiefe von 5E,.

adiabatische Rampe zeigt. Die quantitative Analyse der Besetzung der Seitenbén-
der ist in Abbildung 3.22 gezeigt. Die starke Streuung ist detektionsbedingt und
resultiert aus der geringen Atomzahl in den Seitenmaxima von ca. 3 x 10* Atomen.
Das daraus resultierende schwache Absorptionssignal wird durch Interferenzstrei-
fen®auf den Bildern iiberlagert. Dies resultiert in einer relativen Ungenauigkeit in
der Bestimmung der Atomzahl von 20 bis 30 Prozent. Ein Vergleich mit Abbildung
3.18 zeigt aber deutlich, dass aufser einer statistischen Streuung keine Oszillation
der Auskopplung zu erkennen ist, und belegt die Adiabatizitidt der Rampe. Die
Auskopplung von ca. 14% stimmt im Rahmen der Messgenauigkeit gut mit dem
mit Gleichung 3.78 theoretisch berechneten Wert von 17,5% tiberein und bestétigt
somit die Ergebnisse der Eichung des optischen Gitters (Kapitel 3.3.3).

Bei der zweiten Methode zur Uberpriifung der Adiabatizitit wurde das Gitter
nach einer variablen Haltezeit mit einer zeitumgekehrten aber ansonsten identi-
schen Rampe wieder ausgeschaltet (Abbildung 3.20). Fiir eine adiabatische Ram-
pe bleibt das Kondensat immer im sich verindernden Grundzustand und befindet
sich nach der Prozedur somit im Grundzustand der Falle. Nach einem TOF von
30ms ist somit nur das erwartete Thomas Fermi Profil eines aus der puren Magnet-
falle expandierenden BEC ohne Seitenbénder vorhanden. Eine nicht-adiabatische
Rampe hétte hingegen zur Folge, dass das Kondensat nach dem Ausschalten des
Gitters von null verschiedene Komponenten im Impulsspektrum aufweist, und es
zur Ausbildung entsprechender Seitenbénder im TOF kommt. Abbildung 3.23 zeigt

5Durch Schwankungen in der Frequenz sowie der Strahllage ergibt sich ein leicht unterschied-
liches Intensitétsprofil der zwei voneinander abgezogenen Aufnahmen des Detektionslasers.
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Abbildung 3.23: Adiabatizitdtstest der Gitterrampe. Das linke Bild zeigt das Absorpti-

onsbild nach adiabatischem Ein- und Ausschalten des Gitters und das rechte Bild ein

Vergleichsbild ohne Gitterrampen aber mit einer der Dauer der Rampen entsprechenden
Haltezeit.

50 100 150

den Vergleich typischer Absorptionsbilder mit und ohne Gitterrampe fiir ansons-
ten identische Parameter. Da keinerlei Auskopplung auf dem Bild mit Gitter zu
erkennen ist, folgt auch aus dieser Messung die Adiabatizitdt der Rampe.



KAPITEL 4

BLOCH-OSZILLATIONEN

Die Dynamik von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern entspricht in
vielen Aspekten den entsprechenden Effekten der Festkorperphysik. Insbesondere
fiihrt die Beschleunigung des atomaren Ensembles im periodischen Gitterpotential
zu einer raumlichen Oszillation der Atome anstatt zu der intuitiv zu erwartenden
linearen Bewegung in Richtung der Kraft, die im Falle freier Teilchen in einem
konstanten Kraftfeld auftritt. Dieser spektakulidre, rein quantenmechanische Ef-
fekt beruht auf der Periodizitat der Eigenzustdnde des Gitters, und wurde 1929 von
F. Bloch fiir die Bewegung von Elektronen in Kristallen vorhergesagt [37]. Die Rea-
lisierung dieser so genannten Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten
stellt eines der zentralen experimentellen Ergebnisse dieser Arbeit dar und bildet
die Grundlage fiir die in Kapitel 5 beschriebenen Experimente zu den Auswirkun-
gen einer zusdtzlichen rdumlich inhomogenen Kraft auf die Bloch-Oszillationen.

Als Grundlage der folgenden Darstellung dienen die Veroffentlichungen [129,
119, 130, 131, 113|, sowie die Lehrbiicher [109, 108, 132].

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden zunéchst die Bloch-Oszillationen
nicht wechselwirkender Teilchen im Bandstruktur-Bild erklart. Die folgende Erwei-
terung dieser Zusammenhéange auf ausgedehnte Wellenpakete bildet die Grundlage
fiir die Interpretation der unordnungsinduzierten Démpfung der Bloch-Oszillationen.
Der zweite Teil dieses Kapitels beschreibt die zur experimentellen Erzeugung der
Bloch-Ostzillationen notwendigen umfangreichen Modifikationen der Apparatur.
Anschliefsend werden die experimentell gemessenen Bloch-Oszillationen fiir Git-
tertiefen von 2F, und 4.5F, analysiert.

5
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N

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung des optisches Gitters mit (rechts) und ohne
(links) zuséatzlichen linearen magnetischen Gradienten.

4.1 Theoretische Grundlagen

4.1.1 Bloch-Oszillationen nicht wechselwirkender Teilchen

Die Oszillation beschleunigter Teilchen in periodischen Potentialen resultiert aus
der unterschiedlichen Phasenentwicklung der Wellenfunktionen auf den einzelnen
energetisch gegeneinander verschobenen Gitterplatzen. Abbildung 4.1 zeigt eine
schematische Darstellung des Potentials eines ungestorten optischen Gitters und
die Uberlagerung mit einem linearen Gradienten, der einer konstanten #uferen
Kraft entspricht. Im ungestorten Fall sind die Energieniveaus der einzelnen Git-
terpléatze entartet, wihrend das zusétzliche lineare Potential eine konstante Ener-
giedifferenz AFE zwischen den einzelnen Gitterplédtzen hervorruft. Da die Zeitent-
wicklung konservativer Potentiale durch den Zeitentwicklungsoperator

Utl) = e wlt = g=nFit (4.1)

gegeben ist [62], entwickeln sich die Phasen der einzelnen Gittertopfe fiir das ver-
kippte Gitter unterschiedlich schnell. Dabei entspricht E; der Energie des l-ten
Gitterplatzes. Aus Gleichung 4.1 folgt, dass die Phasendifferenz zwischen den Git-
terplatzen linear mit der Zeit zunimmt. Da aufgrund der Periodizitdt der Wel-
lenfunktion die Phasendifferenz zwischen den Gitterplatzen dem Quasiimpuls ¢
entspricht, ist dies gleichbedeutend mit einer Vergrofserung des Quasiimpulses. Fiir
ein lineares Potential folgt eine gleichférmige Entwicklung des Quasiimpulses in der
Zeit. Dies driickt sich im so genannten Beschleunigungstheorem aus [133, 134, 135]

q(t) = qo + % t, (4.2)

das im Verlaufe des néchsten Abschnitts ndher begriindet wird. Da die Eigenfunk-
tionen periodisch in ¢ sind und daher auf die erste Brillouin-Zone beschrankt wer-
den konnen, folgt eine periodische Zeitentwicklung des beschleunigten Teilchens.

Die Periodizitatskonstante
27 h

T="27 (4.3)
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héngt ausschliefslich vom Abstand der Gitterplatze d = A\/2 und der beschleunigen-
den Kraft F ab, da sich der Quasiimpuls entsprechend Gleichung 4.2 nach dieser
Zeit genau einmal durch die Brillouin-Zone bewegt hat

F 2T
() =aq++T=q+— =a+2s (4.4)

Da die Geschwindigkeit eines Teilchens durch die Ableitung der Dispersionsrelation
gegeben ist!, wird seine Trajektorie durch die Form der Bandstruktur (Kapitel
3.2.1) bestimmt

o, — L0Ea(q)
G — A 8q )

(4.5)

und ist somit ebenfalls periodisch in q. Die Dispersionsrelation des erweiterten
Zonenschemas und die sich daraus in Abhéngigkeit vom Quasiimpuls ergeben-
de Gruppengeschwindigkeit, sowie die Abhéingigkeit der maximalen Gruppenge-
schwindigkeit von der Gittertiefe ist in Abbildung 4.2 gezeigt. Thre Periodizitét,
und damit die der Bewegung ist klar zu erkennen. Ein Teilchen, dessen Quasiim-
puls ausgehend von gy = 0 aufgrund einer dufseren Kraft durch die Brillouin-Zone
wandert, propagiert zunéchst entsprechend der zunehmenden positiven Steigung
der Dispersionsrelation mit immer groferer Geschwindigkeit in positiver Richtung.
Sobald der Quasiimpuls den Wendepunkt der Dispersionsrelation erreicht, verrin-
gert sich die Steigung und die Geschwindigkeit nimmt ab, bis sie am Rand der
Brillouin-Zone verschwindet, da die Dispersionsrelation ein Maximum aufweist.
Da die Wellenfunktion periodisch in q ist, und die Wellenfunktionen W¥(g) und
U(q + 2¢gp) somit identisch sind, fithrt eine weitere Zunahme des Quasiimpulses
dazu, dass das Teilchen an der linken Grenze der Brillouin-Zone wieder ,auftaucht
(sieche Abbildung). Aufgrund der negativen Steigung propagiert es mit zunehmen-
der Geschwindigkeit in negativer Richtung, bis es bei ¢ = 0 eine volle Oszilla-
tionsperiode durchlaufen hat. Die Asymmetrie der Gruppengeschwindigkeit mit
einem unterschiedlich steilen Verlauf der Gruppengeschwindigkeit im inneren und
auferen Teil der Brillouin-Zone resultiert aus der Form der Dispersionsrelation.

Die beiden Wendepunkte als Punkte grofiter Steigung und somit hochster Ge-
schwindigkeit befinden sich nicht bei gz/2 sondern in den &ufseren Bereichen der
Brillouin-Zone. Mit zunehmender Gittertiefe flacht die Bandstruktur ab.

'Dies wird im Abschnitt 4.1.1 im Rahmen der theoretischen Betrachtungen der Dynamik von
Wellenpaketen belegt.
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Abbildung 4.2: Erweitertes Zonenschema und Gruppengeschwindigkeit in Abhéngigkeit

vom Quasiimpuls. Das obere Bild zeigt den Verlauf des ersten Bandes fiir Gittertiefen

von 2F, (schwarz), 5E, (rot), 8, (griin) und 10E, (blau). Der Balken bei ¢ = ¢p re-

préasentiert die Grenze der ersten Brillouin-Zone. Auf dem Bild unten linkes ist die Grup-

pengeschwindigkeit fiir diese vier Gittertiefen in Abhéngigkeit vom Quasiimpuls gezeigt,

wahrend im rechten die maximale Gruppengeschwindigkeit als Funktion der Gittertiefe
zu sehen ist.

Daher verringert sich zum einen die maximale Gruppengeschwindigkeit, zum
anderen wird sowohl das Band als auch die Geschwindigkeit der Teilchen symmetri-
scher beziiglich der Brillouin-Zone. Im Grenzfall sehr tiefer Gitter ergibt sich eine
cosinusformige Dispersionsrelation (Gleichung 3.59) und Bewegung der Teilchen.

Die Begrenzung der Trajektorie der Teilchen auf einen kleinen Raumbereich
lasst sich anschaulich anhand von Abbildung 4.3 verstehen. Die Verkippung der
Bandstruktur durch das externe lineare Potential fithrt dazu, dass von Punkt 1
ausgehende Teilchen, die sich in Richtung der Kraft bewegen, bei Punkt 2 die
Bandliicke erreichen. Da dort keine Zusténde existieren, kann das Teilchen nicht
weiter beschleunigt werden, sondern kehrt seine Bewegungsrichtung um. Mit dem
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>

z

Abbildung 4.3: Schemazeichnung der Ortsabhiingigkeit der Bandstruktur bei Uberlage-

rung mit einem linearen Potentialgradienten. Die roten Linien kennzeichnen die Beschran-

kung der rdumlichen Bewegung des Teilchens sowie die Breite des Bandes. Die gelbe Linie
stellt das Landau-Zener-Tunneln dar.

Zusammenhang

dE A

= = 4.6
dx 2230 ( )

folgt mit der Breite des Bandes A und der beschleunigenden Kraft F' fiir die
Amplitude der Bloch-Oszillation

Sie betragt fiir typische experimentelle Parameter lediglich einige pm. Daher wer-
den Bloch-Oszillationen gewohnlich mittels der Flugzeit Methode detektiert, da
hier das Impulsspektrum und somit die Gruppengeschwindigkeit zum Zeitpunkt
des Ausschaltens der Falle aufgenommen wird.

Die Reflektion an der Bandkante kann in Analogie zur Reflektion von Licht-
wellen an periodischen Strukturen kristalliner Kérper als Bragg-Beugung interpre-
tiert werden. Diese Interpretation ist allerdings nur fiir sehr kleine Gittertiefen
geeignet, da die atomare Wellenfunktion (Gleichung 3.31) in diesem Fall als ebene
Welle angesehen werden kann, und dem vereinfachten Bild des Einfalls einer ebe-
nen Lichtwelle auf die Kristallstruktur entspricht. Insbesondere kénnen zwar die
stark asymmetrischen Geschwindigkeitsprofile sehr niedriger Gitter in dem Sinne
einer Reflektion interpretiert werden, die fiir tiefe Gitter typischen symmetrischen
Ostzillationen hingegen nicht.
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Abbildung 4.4: Landau-Zener-Tunneln eines atomaren Ensembles fiir eine Gittertiefe von

0.7E, und eine Ostzillationszeit von 1.5 Bloch-Perioden nach einer Flugzeit von 30ms.

Das obere Bild zeigt die Absorptionsaufnahme der Wolke und das untere das zugehorige
Dichteprofil.

Tunnelprozess

Aus Abbildung 4.2 ist ersichtlich, dass niedrigere Gittertiefen zu gréferen Grup-
pengeschwindigkeiten fiihren. Dementsprechend ist auch die rdumliche Oszillati-
onsamplitude nach einer freien Expansion grofer. Da die Bloch-Oszillationen so-
mit leichter detektiert werden konnen, empfiehlt es sich, moglichst kleine Gitter-
tiefen zu wéhlen. Mit kleiner werdender Gittertiefe wird jedoch der Bandabstand
zwischen dem nullten und dem ersten angeregten Band geringer und die Wahr-
scheinlichkeit eines Ubergangs in das angeregte Band steigt. Diesen Effekt nennt
man Landau-Zener-Tunneln [136]. Er ist schematisch in Abbildung 4.3 dargestellt.
Erreicht das beschleunigte Teilchen die Bandkante an Punkt 2 kann es durch die
Potentialbarriere tunneln, und in das hohere Band iibergehen. Die Wahrschein-
lichkeit fiir diesen Prozess ist fiir Teilchen an der Bandkante am hochsten, da die
energetische Separation der Bénder dort am geringsten ist. Nach Ubergang in das
hohere Band propagiert das Teilchen weiter in die urspriingliche Richtung und un-
terliegt keiner Reflektion, da die Steigung des angeregten Bandes umgekehrt zu
der des nullten Bandes ist. Der Anteil eines beschleunigten atomaren Ensembles,
der in das hohere Band iibergeht, trennt sich somit vom reflektierten Teil ab. Dies
ist auf der Absorptionsaufnahme in Abbildung 4.4 zu erkennen. Sie zeigt eine ther-
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Abbildung 4.5: Tunnelwahrscheinlichkeit (links) und der nach vier Tunnelereignissen im
ersten Band verbleibender Anteil des atomaren Ensembles (rechts) als Funktion der Git-
tertiefe.

mische Wolke nach 1,5 Bloch-Oszillationsperioden fiir eine Gittertiefe von 0,7FE,..
Wiéhrend der Grofiteil der Atome (rechte Wolke) die Bewegungsrichtung bei dem
erstmaligen Erreichen der Bandkante umgekehrt hat, und sich nun das zweite Mal
an der Bandkante befindet, ist ein kleiner Teil in das hohere Band iibergegangen
und oszilliert frei in der Magnetfalle. Nach Ausschalten aller Potentiale separiert
er sich entsprechend seiner Geschwindigkeit zu diesem Zeitpunkt vom Rest des
Ensembles ab. Mit der Energiedifferenz zwischen den Béndern an der Bandkante
AFE und der kritischen Beschleunigung

d AE?
oo aan 4.8
TS (48)
ergibt sich fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit pro Ereignis [129, 122]
T = e %/, (4.9)

Sie nimmt mit zunehmender Beschleunigung und geringeren Gittertiefe zu, und
ist in Abbildung 4.5 fiir verschiedene Gittertiefen und eine Beschleunigung von
a = 2.34m/s? gezeigt. Aukerdem ist der nach vier Oszillationsperioden im nullten
Band verbleibende Anteil der Atome dargestellt. Die anfanglich sehr hohe Trans-
missionswahrscheinlichkeit fallt mit zunehmender Gittertiefe stark ab, und ist fiir
Gittertiefen grofer als 1E, irrelevant. Daher wurde fiir die experimentellen Unter-
suchung der Bloch-Oszillationen eine Gittertiefe von 2F, gewahlt, die sich durch
eine grofse Oszillationsamplitude bei vernachlassigbarer Tunnelwahrscheinlichkeit
auszeichnet.
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Wellenpakete endlicher Breite

Dieser Abschnitt dient der Erweiterung der in den letzten Abschnitten beschriebe-
nen Theorie auf nicht wechselwirkende Vielteilchen-Systeme. Dazu wird der For-
malismus zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung eines beschleunigten ato-
maren Wellenpaketes endlicher Breite in einem periodischen Potential entwickelt
[62, 113, 129, 130, 137, 119]. Er ist von grundlegender Bedeutung fiir das qualita-
tive Verstandnis der in Kapitel 5 beschriebenen unordnungsinduzierten Dampfung
der Bloch-Oszillationen.

Zur Vereinfachung wird die Beschreibung zunéchst auf ein gaufkformiges Wellen-
paket im nullten Band des periodischen Potentials ohne zusétzliches Gradientenfeld
beschrankt. Ein solches Wellenpaket lasst sich als Integral {iber die mit der Vertei-
lungsfunktion g¢(q) gewichtete Bloch-Funktionen (Gleichung 3.31) darstellen [62]

B(z) = / " 0 9(@) Va0 (2). (4.10)

—4B

Ohne zusétzliche Potentiale entwickeln sich die Phasen der einzelnen Bestandteile
dieses Wellenpaketes entsprechend dem quantenmechanischen Zeitentwicklungs-
operator und es folgt

95 .
O(z,t) = / dq g(q)e/MFDON o(2). (4.11)

—94B

Diese Ortsraumdarstellung ist zeitabhéngig, da sich die Phasendifferenz zwischen
den einzelnen Bestandteilen dndert. Fiir Wellenpakete mit einer Impulsbreite, die
deutlich kleiner ist als die Brillouin-Zone, kann die Dispersionsrelation durch eine
Taylorreihe gendhert werden [113]

9E(q)
dq

(¢ — q)* 9*E(q)
2 0q?

E(q) = E(q0) + (¢ — q0) + + .. (4.12)

q0

q0

Diese Naherung ist fiir Bose-Einstein-Kondensate aufgrund ihrer duflerst geringen
Impulsbreite (Gleichung 3.61) sicher erfiillt. Vernachlédssigt man Variationen des
Wellenpaketes in der Gréfenordnung der Periodizitdt konnen samtliche beitragen-
den Bloch-Funktionen durch die zentrale Bloch-Funktion genéhert werden [113]

U, 0(2) ~ eiq@zuqmo(z). (4.13)

Damit folgt fiir die Darstellung des Wellenpaketes

B(2,8) = gy o)W E@O) / " dg g(q) €m0 ol ifh(aa)?/ Gmegs (@)
—4B
(4.14)



4.1. Theoretische Grundlagen 83

Die Gruppengeschwindigkeit des atomaren Ensembles

1 9E(q)

UQ(QO) = ﬁ aq

(4.15)

q0

ist somit proportional zur Ableitung der Dispersionsrelation. Die effektive Masse

)_ (4.16)

bestimmt die Rate, mit der das Wellenpaket aufgrund der unterschiedlichen Pha-
sengeschwindigkeit seiner Bestandteile zerfliefst.

Zur Bestimmung der Zeitentwicklung eines Wellenpaketes in einem externen
Gradienten wird zundchst Beschleunigungstheorem nédher betrachtet. Es besagt,
das der Quasiimpuls unter dem Einfluss einer externen Kraft linear mit der Zeit
zunimmt, und geht zurtick auf [133, 134, 135]. Es lédsst sich mit Hilfe des Hamil-
tonoperators des verkippten Gitters

O E(q)
Meyr(qo) = h’ ( 0q?

verstehen [138]. Dabei stellt H, das ungestorten Gitter (Gleichung 3.24) dar. Auf-
grund der gebrochenen Translationssymmetrie durch den linearen Gradienten F'z
sind die Bloch-Zusténde (Gleichung 3.31) keine Eigenzusténde des Systems mehr.
Folglich vertauschen der des Translationsoperator T, (Gleichung 3.23) und der
Hamiltonoperator nicht, und es folgt fiir den Kommutator der beiden Operatoren

[H TV (z) = [Fz T4V (2) = (FTy—TiFz)¥(2)

FzTyV(z) — [z +d| FY(z+d)
_RdTy. (4.18)

Daraus ergibt sich mit der Reihenentwicklung des Zeitentwicklungsoperators [62]
eZ'l‘[t/hj'vde—th/h — e—ith/theth/he—th/h — e—ith/th‘ (419)

Mittels der Zeitentwicklung e~ 4t des Bloch-Zustand |¥ (¢ = 0)) = |\I/q670(z)>, folgt
fiir die Eigenwertgleichung des Translationsoperators

Ty|U(t)) = Tae ™MWy 0(2)) (4.20)
_ efidFt/hefth/th|\Ijq670(z)>

eid(QO-i-Ft/h) ’\D(t» '

Der Vergleich mit Gleichung 3.29 zeigt, das |¥(¢)) ein Eigenvektor des Translati-
onsoperators mit dem Zeitabhéngigen Quasiimpuls ¢(t) = ¢{+ F't/h ist, und somit
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dem Bloch-Zustand W (%) entspricht. Fiir ein Wellenpaket der Form 4.10 folgt,
das sich die einzelnen Komponenten U, o(z) geméf

Uo),0(2) = Yorrno(2) (4.21)

durch die Brillouin-Zone bewegen. Dementsprechend ergibt sich fiir die Zeitab-
héngigkeit der Impulsverteilung ¢(¢,q) = g(¢ + F't/h). Das Zentrum des Impulss-
pektrums bewegt sich somit analog zu der im letzten Abschnitt beschriebenen
Entwicklung des Quasiimpulses eines einzelnen Teilchens mit gy + F't/h durch die
Brillouin-Zone. Die einzelnen Komponenten des Wellenpaketes durchlaufen jedoch
unterschiedliche Phasenentwicklungen? wihrend einer Oszillationsperiode, und die
Form des Wellenpakets kann sich somit wiahrend dieser Entwicklung &ndern. Da
jedoch alle Komponenten nach einer vollen Oszillationsperiode genau einmal die
gesamte Brillouin-Zone durchlaufen haben, entspricht ihre Phasenbeziehung zu die-
sem Zeitpunkt wieder derjenigen zum Zeitpunkt t=0. Mdgliche Oszillationen der
Breite des Wellenpaketes sind daher ebenfalls periodisch und weisen die gleiche
Zeitkonstante wie die Oszillation der Gruppengeschwindigkeit auf. Fiir Heisenberg
limitierte gaufkformige Wellenpakete (Abschnitt 3.2.2), mit der Impulsbreite der
Bose-Einstein-Kondensats, tritt jedoch keine signifikante Oszillation in der Breite
des Wellenpaketes auf.

Zur Veranschaulichung des Zusammenhangs zwischen der Impulsbreite eines
Wellenpaketes und dem Verlauf der Bloch-Oszillationen wird im Folgenden ein Wel-
lenpaket klassischer Teilchen in einem periodischen System in der Tight Binding
Néherung betrachtet, da diese einen analytischen Ausdruck fiir die Dispersionsrela-
tion ermdoglicht (Gleichung 3.59). Die so abgeleiteten Bewegungsgleichungen geben
daher Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten fiir den Fall schwacher
Gitter nicht korrekt wieder. Insbesondere wird die Asymmetrie der Oszillation nicht
berticksichtigt. Sie ermoglichen jedoch einen hervorragenden qualitativen Einblick
in die grundlegenden Zusammenhénge zwischen der Breite des Impulsspektrums
und der Oszillationsamplitude.

Die Hamiltonfunktion (Gleichung 3.59) entspricht in klassischer Nédherung
(¢ — p/h)

H = —2J cos (%d) + Fz. (4.22)

Zunéchst wird die Trajektorie eines einzelnen Teilchens in einem solchen System
mit Hilfe der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen berechnet [139]

L OH 2Jd _ (p

(t) = w - h Sln(hd> (4.23)
OH

o) = -5, =-F

2Die einzelnen Komponenten haben fiir Zeiten, die keine Vielfache der Periodizititskonstante
sind, jeweils unterschiedliche Teile der Dispersionsrelation durchlaufen, und somit unterschiedli-
che Phasen angesammelt.
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Fiir die Anfangsbedingungen des Impulses und der Position des Teilchens

2(t=10) =z und  p(t=0)=po (4.24)
ergibt sich mit der Bloch-Oszillationsfrequenz wg = %l durch Integration der Ha-

miltonschen Bewegungsgleichungen

p(t) = —Ft+pg

2 d
2(t) = FJ cos <w3t - p%) + 2. (4.25)

Die Verallgemeinerung auf ein atomares Ensemble mit einem gaulférmigen Im-
pulsspektrum der Breite Apy und einer Ortsverteilung mit der Ausdehnung Az,
das sich zum Zeitpunkt t=0 am Ort zy = 0 befindet, beruht auf der Verteilungs-

funktion
2 2

1 _ =z __Pp
W(Z'\p) = ————e 2% 255, 4.26
) = gt (4.26)
Dabei entspricht W (z',p) der Wahrscheinlichkeit ein Teilchen mit Impuls p am
Ort 2z an zu finden. Da sich jedes Teilchen des Ensembles geméfs Gleichung 4.25
bewegt, folgt z.B. fiir die zeitabhéngige Position z,(t) eines dieser Teilchen mit

dem Impuls p und der Position 2z’ zum Zeitpunkt t=0

2 d
z,(t) — 2" = FJ cos (wBt — %) . (4.27)

Die Schwerpunktsbewegung des Wellenpaketes folgt aus der Summation sémtlicher
mit W (z',p) gewichteter Trajektorien

< 2(t) >= H A2 dpW (2 p) [2,(t) — 2] . (4.28)

Einsetzen der Gleichungen 4.27 und 4.26 ergibt

1 2J

<) >= 21w A zgApy F

iy _%_LQ d
jdz’dpe 2823 2803 (og (wBt — %) . (4.29)

Mit den Integralen [64]

P/ (2AP3) (g (‘*’_Bt — ﬁ) — o~ PPAP3/(207) (g (%Bt) (4.30)

o 1
/oo V 27TAp0 2 h

und

e 1 2 2
dy——r 7 /28%) — 1 4.31
/c;o A 27TAZO ( )
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Abbildung 4.6: Bloch-Oszillationen eines klassischen Wellenpakets. Das Bild oben links
zeigt den Verlauf der Ostzillation fiir drei verschiedene Breiten des Wellenpakets. Die ein-
zelnen Kurven entsprechen Impulsbreiten von 0.001gp (schwarz), 0.3¢p (rot) und 0.6¢p
(griin). Der Graph oben rechts zeigt die Oszillationsamplituden des Wellenpakets als
Funktion der Impulsbreite Ap. Die unteren Graphen zeigen jeweils den Verlauf der Oszil-
lationen fiir eine zeitlich linear zunehmende Breite des Impulses fiir drei unterschiedliche
Verbreiterungsraten. Fiir den linken Graph gilt v = 2. Der rechte Graph zeigt die ent-
sprechenden Kurven fiir v = 3 (schwarz), v =5 (rot) und v = 7 (griin).

folgt

< z(t) >= 2 e~ AR/ ) (o (w—Bt) . (4.32)
F 2
Die Breite des Impulsspektrums Ap fiihrt somit zu einer Reduktion der Oszil-
lationsamplitude um einen Faktor e~ *Ar3/(2h*) | Dieses in Abbildung 4.6 fiir ver-
schiedene Ap gezeigte Verhalten ldsst sich in dem in diesem Kapitel beschriebe-
nen klassischen Bild sehr gut anschaulich verstehen. Da die Impulsverteilung des
Wellenpaketes in dieser Beschreibung der Quasiimpulsverteilung entspricht, hat
die gleichméfige Bewegung des Wellenpaketes durch die Brillouin-Zone zur Folge,
dass der aufere Teil der gaulsformigen Impulsverteilung die Bandkante zuerst er-
reicht, und somit seine Bewegungsrichtung bereits umkehrt, wihrend das Zentrum



4.1. Theoretische Grundlagen 87

sich noch in Richtung der Bandkante bewegt. Da dieser Anteil des Wellenpake-
tes den Schwerpunkt des Ensembles in Richtung der Ursprungsposition zy = 0
wzieht”, obwohl das Zentrum des Wellenpaketes die Bandkante noch nicht erreicht
hat, folgt eine Verringerung der Oszillationsamplitude des Schwerpunktes. Dieser
Effekt und damit die Reduktion der Oszillationsamplitude ist umso ausgeprég-
ter, je breiter die Impulsverteilung des Wellenpakets ist. Eine Verbreiterung der
Impulsbreite wahrend der Oszillation z.B. durch den Einfluss eines zusétzlichen
Unordnungspotentials hat somit eine kontinuierliche Abnahme der Oszillations-
breite zur Folge. Abbildung (4.6) zeigt die Zeitabhéngigkeit dieser Dampfung der
Bloch-Ostzillationen fiir verschiedene Verbreiterungsraten

Ap = yqpt. (4.33)

Da das Impulsspektrum eines Bose-Einstein-Kondensats zunéchst extrem schmal
ist (entsprechend der in Kapitel 3.2.2 erfolgten Abschétzung gilt Ap ~ 0.001¢gp)
entspricht seine Trajektorie der eines einzelnen quantenmechanischen Teilchens im
periodischen Potential. Die Wechselwirkung zwischen den Atomen fiihrt jedoch zu
Instabilitéten, die die Ausbildung verschiedener Anregungsmoden und eine Ver-
breiterung des Impulsspektrums zur Folge haben. Diese mit der Zeit zunehmende
Verbreiterung des Impulsspektrums hat eine kontinuierliche Verringerung der Os-
zillationsamplitude, und somit eine Dédmpfung der Bloch-Oszillationen zur Folge.

4.1.2 Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten

Viele der Eigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern er-
lauben eine Interpretation im Rahmen des Einteilchen-Bildes. So kann z.B. die
Kondensat-Wellenfunktion als Bloch-Funktion dargestellt werden. Dies fiihrt vol-
lig analog zum Einteilchenbild zu einer periodischen Verlauf des chemischen Po-
tentials und der Energie des Kondensats, sowie zur Ausbildung von Bandliicken
zwischen den einzelnen Bindern. Somit ist auch fiir Bose-Einstein-Kondensate eine
Beschrankung auf die erste Brillouin-Zone moglich. Zudem erméglicht die duferst
geringe Breite des Impulsspektrums eine Interpretation des Zustandes als reinen
Bloch-Zustand, ohne die Notwendigkeit die Zeitentwicklung eines Wellenpakets zu
betrachten. Dies gilt jedoch aufgrund der Wechselwirkung nur fiir unbeschleunig-
te Kondensate in periodischen Potentialen. Erreicht der Quasiimpuls den dufieren
Bereich der Brillouin-Zone |g| > ¢p/2 fithrt die Wechselwirkung zu einem exponen-
tiellen Anwachsen kleiner Anregungen, der so genannten dynamischen Instabilitét,
die eine Dephasierung der Kondensat-Wellenfunktion und durch die damit einher-
gehende Verbreiterung des Impulsspektrums eine Dampfung der Bloch-Oszillation
zur Folge hat. Daher ist zur experimentellen Beobachtung der Bloch-Oszillationen
von Bose-Einstein-Kondensaten eine moglichst geringe Wechselwirkung notwendig.
Dies ist prinzipiell mittels Feshbach Resonanzen moglich. Aufgrund des magneti-
schen Einschlusses durch die Magnetfalle und der im Falle von 8’Rb technisch sehr
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aufwendigen Realisierung konnte diese Technik jedoch in der bestehenden Appa-
ratur nicht eingesetzt werden. Daher wurde zur Unterdriickung der Dampfung
die Wechselwirkung mittels einer Verringerung der Dichte des Kondensats durch
die Reduktion der Teilchenzahl und der Fallenfrequenzen minimiert. Dies ermog-
lichte die experimentelle Beobachtung der Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-
Kondensaten.

Dieser Abschnitt dient der Beschreibung der numerischen Untersuchungen der
Bloch-Ostzillationen von Bose-Einstein-Kondensaten. Insbesondere wird die Ab-
héngigkeit der Dampfung von der Teilchenzahl und der Fallenfrequenz untersucht.
Diese Untersuchungen erweitern die theoretischen Arbeiten von T. Schulte [27, 2],
und analysieren die Parameterbereiche, die eine Beobachtung der Bloch-Oszillat-
ionen mit der bestehenden Apparatur erlauben. Dazu werden zunéchst die auftre-
tenden Instabilitdtsprozesse sowie ihre experimentelle Relevanz erldutert. Anschlie-
fend werden die numerischen Ergebnisse zur dynamischen Instabilitéit prasentiert.

Dynamische und energetische Instabilitat

Bei der Beschleunigung von Bose-Einstein-Kondensaten konnen zwei verschiede-
ne Prozesse zu Instabilitdten fiihren. So kann die auch ohne Gitter auftreten-
de energetische Instabilitdt die Entstehung von Phononen verursachen. Zudem
existiert in optischen Gittern ein zusétzlicher Dephasierungsprozess, die so ge-
nannte dynamische Instabilitdt, die in translationsinvarianten Systemen nicht auf-
tritt [53, 119, 140, 141, 142, 131|. Zunéchst erfolgt eine Abschétzung der instabilen
Bereiche der Brillouin-Zone mittels der 1D Gross-Pitaevskii Gleichung 3.64, ob-
wohl dabei der Einfluss radialer Anregungsmoden in der Analyse vernachléssigt
wird. Dies dient daher lediglich der Erlauterung der zugrunde liegenden Prozesse.
Die quantitative Analyse der zeitlichen Entwicklung der Bloch-Oszillationen hin-
gegen beruht auf numerischen Losungen der 3D Gross-Pitaevskii Gleichung 3.71,
die radiale Anregungen beinhaltet und die Entwicklung der Wellenfunktion somit
korrekt wieder gibt. Die Darstellung ist auf das niedrigste Band beschrénkt, in dem
samtliche experimentellen Untersuchungen durchgefiihrt wurden. Die Quasiimpul-
se der Wellenfunktionen des Kondensats werden im Folgenden mit p bezeichnet

Op(2) = eT*0(2), (4.34)

um eine Verwechslung mit den Anregungsmoden zu vermeiden, deren Quasiim-
pulse in diesem Abschnitt mit ¢ bezeichnet werden. Die energetische Instabilitét
wird auch als Landau-Instabilitdt bezeichnet. Sie wurde das erstmals im Kontext
der Geschwindigkeit einer Superfliissigkeit berechnet [143]. Uberschreitet diese ei-
ne kritische Geschwindigkeit, befindet sich das System nicht mehr im energetisch
niedrigsten Zustand. Vollig analog kann sich auch ein Bose-Einstein-Kondensat
im periodischen Potential durch die Beschleunigung des Quasiimpulses in Zustan-
de entwickeln, die nicht mehr dem energetisch niedrigsten Zustand entsprechen.



4.1. Theoretische Grundlagen 89

Durch Dissipation der Differenzenergie kann es somit in den neuen Grundzustand
iibergehen. Die Analyse der energetischen Instabilitat beruht auf dem Energiefunk-
tional

Eloy(2) = [ d= [6:) Hoou(e) + ZIan()1]. (4.35)

mit dem Operator
1
Hy = (—% (—ihd. + p)* + ssin®(kz) — N) : (4.36)

Zur Beurteilung, ob Zusténde niedrigerer Energie existieren, und der Zustand ¢, (z)
somit keinem Minimum sondern lediglich einem Sattelpunkt der Energieflichen
entspricht, ist die Energie des Systems unter kleinen Variationen

O(z,t) = [9p(2) + 3 (2,t)] e " (4.37)
mit den in z periodischen Storfunktionen
0p(z,t) = ap(z,q)e"” + bi(z,q)e (4.38)

zu bestimmen. Fiir das Energiefunktional folgt

a
Bloy(e)] = Eloy(e)) + [ s (i) 1 (32 ) (.39
p
Die zu negativen Eigenwerten der Matrix
Hy + 2gn|¢,[* gno; )
M = P P 4.40
( gney’ Ho + 2gn|¢y|? (4.40)

gehorenden Eigenfunktionen, stellen Variationen des Zustandes dar, die zu einer
Verringerung der Systemenergie fithren. Diese wurden numerisch bzw. analytisch in
der Tight-Binding Ndherung gelost [53, 119, 140, 141, 142, 131]. Dies fiihrte auf Sta-
bilitdtsdiagramme fiir das Auftreten der energetischen Instabilitdt in Abhéngigkeit
vom Quasiimpuls p und der Gittertiefe. Der Verlauf ist in Abbildung 4.7 skizziert.
Bereits fiir eine Gittertiefe von 2E,. sind grofse Bereiche der Brillouin-Zone ener-
getisch instabil. Da jedoch der Ubergang in einen energetisch niedrigeren Zustand
die Dissipation der Differenzenergie voraussetzt, ist diese Instabilitét ohne entspre-
chende Dissipationskanéle unterdriickt. Daher wurden sédmtliche experimentellen
Untersuchungen zu Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten mit sehr
geringen Temperaturen durchgefiihrt. Dies stellt sicher, dass nahezu pure Konden-
sate ohne signifikanten thermischen Untergrund vorliegen, und somit die Energie
nicht in die thermische Wolke dissipiert werden kann. Da die Gross-Pitaevskii Glei-
chung Effekte der thermischen Wolke nicht beriicksichtigt, bleibt die energetische
Instabilitdt in der numerischen Analyse der Bloch-Oszillationen unberticksichtigt.
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Abbildung 4.7: Stabilitdtsdiagramm der dynamischen und energetischen Instabilitét als
Funktion des Quasiimpuls und der Gittertiefe [27].

Aufgrund der Ergebnisse in [144] ist jedoch zu erwarten, das sie fiir pure Konden-
sate auf den Zeitskalen der durchgefiihrten Experimente keine Rolle spielt. Dies
konnte fiir die relevante Oszillationszeit der experimentellen Untersuchung durch
die experimentelle Beobachtung ungeddmpfter Bloch-Oszillationen bestétigt wer-
den.

Die Analyse der dynamischen Instabilitdt beruht auf der so genannten Bogo-
liubov Néherung. Dazu wird der Ansatz 4.37 in die Gross-Pitaevskii Gleichung
3.64 eingesetzt. In linearer Ordnung folgt fiir die Quasiteilchen-Amplituden das
Gleichungssystem
a \ _ o

o, M " "
by, by,

(4.41)
Dabei entspricht
1 0

=\ 09 _1 (4.42)
der Pauli Matrix. Wiederum bestimmen die Eigenwerte dieser Matrixgleichung
das Verhalten der Anregungsmoden. Fiir reale Eigenwerte hw ist das System sta-
bil. Imaginédre Losungen der Gleichung haben jedoch ein exponentielles Anwach-
sen der entsprechenden Moden zur Folge, da die Zeitentwicklung des Zustandes
durch e gegeben ist, und der Exponent somit fiir imaginire Frequenzen real ist.
Es konnte gezeigt werden, das die dynamische Instabilitdt nur fiir Quasiimpul-
se ¢ > 0.5¢gp auftritt [53, 142]. Die Ursache liegt in der Verdnderung des Anre-
gungsspektrums mit zunehmendem Quasiimpuls p. Beim Erreichen der Instabili-
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tatsgrenze fiihrt die Periodizitat der Dispersionsrelation zu einer Entartung der
Energieniveaus der Phononen und Antiphononen-Anregungen (a,(¢) und b,(q))
an der Grenze der Brillouin-Zone. Die Kopplung durch die Wechselwirkung be-
dingt das Entstehen imaginérer Frequenzen. Daher ist die Stérke der dynamischen
Instabilitdt umso grofer, je grofer die interatomare Wechselwirkung ist. Dies ist
auch unmittelbar an der Matrix 4.40 zu erkennen, da die nichtdiagonal Elemen-
te ohne Wechselwirkung verschwinden, und somit keine imaginéren Losungen zu
Gleichung 4.41 existieren. Die dynamische Instabilitdt hat eine Dephasierung des
scharfen Quasiimpulsspektrums [119] des Kondensats und dementsprechend geméf
der Uberlegungen zu klassischen Wellenpaketen (Gleichung 4.32) eine Dampfung
der Bloch-Ostzillationen zur Folge. Die Entwicklung des Quasiimpuls-Spektrums
mit zunehmender Oszillationszeit wird im Rahmen der numerischen Losungen des
néchsten Abschnitts gezeigt.

Eine ergénzende Interpretation der Bedingung g > 0.5¢p findet sich in [145].
Nur fiir Impulse die diese Bedingung erfiillen, kann die Impuls und Energieerhal-
tung unter Streuung in die entsprechenden Anregungsmoden gewéhrleistet werden.
Experimentelle Untersuchungen der dynamischen Instabilitdt von Bose-Einstein-
Kondensaten in periodischen Potentialen finden sich unter anderem in {122, 50,
144].

Numerischen Losung der Gross-Pitaevskii Gleichung

Dieser Abschnitt dient der quantitativen Analyse der Bloch-Oszillationen von Bose-
Einstein-Kondensaten fiir experimentell mit der bestehenden Apparatur realisier-
bare Parameter. Dazu wurde die 3D Gross-Pitaevskii Gleichung um ein zusétzliches
lineares Potential erweitert

Vorad(z) = F z. (4.43)
Damit folgt
- 2 ,
—%V + Vaitter(2) + Varr(r) + Vgaa(2) + g |V (x)[7| U(r) =ik 0,¥(r). (4.44)

Abbildung 4.8 zeigt die so numerisch bestimmte Zeitentwicklung des Schwerpunkts
eines Bose-Einstein-Kondensats sowie den Vergleich mit der Trajektorie eines ein-
zelnen Teilchens geméf Abbildung 4.2. Die hervorragende Ubereinstimmung wéh-
rend der ersten fiinf Oszillationsperioden belegt klar, das viele Aspekte der Bloch-
Ostzillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern im Rahmen der
Einteilchen-Theorie interpretiert werden kénnen. Insbesondere zeigt der identische
Verlauf der asymmetrischen Oszillation, das die Dispersionsrelationen des Bose-
Einstein-Kondensats und die eines einzelnen Teilchens im periodischen Gitterpo-
tential nahezu identisch sind. Die &dufserst geringen Abweichungen in den Oszil-
lationsamplituden nach einer Flugzeit von 30ms belegen, dass die Abschirmung
des periodischen Potentials durch die Wechselwirkung duferst gering ist (siehe
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Abbildung 4.8: Vergleich der Schwerpunktsbewegung eines einzelnen Teilchens (schwarz)
mit der eines wechselwirkenden Bose-Einstein-Kondensats (rot) fiir folgende Parameter:
a=2.34m/s?, vg = 2E,, Vp=29H2z, Vg = 14H z, und Nggom = 5 X 10%.

Diskussion im Zusammenhang mit Gleichung 3.70). Da zudem die Zeitentwick-
lung entsprechend des Beschleunigungstheorems durch die Phasenentwicklung der
einzelnen Gitterplatze bestimmt wird (Kapitel 4.1.1), folgt aus der identischen Os-
zillationsperiode eine vergleichbare Entwicklung der Phasendifferenz zwischen den
Gitterplatzen. Signifikante Abweichungen zwischen den beiden Trajektorien sind
erst nach ca. 5 Oszillationen zu erkennen. Die Dampfung der Oszillationsamplitude
des Kondensats durch die Dephasierung des Quasiimpulses aufgrund der dynami-
sche Instabilitéit ist klar zu erkennen, und macht deutlich, das ein quantitativer
Vergleich der Experimentellen Daten mit der Theorie eine vollstdndige Losung der
Gross-Pitaevskii Gleichung voraussetzt.

Die in der Abbildung 4.8 verwendeten Fallenparameter und Teilchenzahlen fiir
die numerische Simulation entsprechen den experimentell verwendeten Parame-
tern. Die mit diesen Parametern beobachtbaren vier ungedampften Oszillationspe-
rioden ermoglichen die Untersuchung der Auswirkungen eines zusétzlichen unge-
ordneten Potentials auf die Bloch-Oszillationen. Sie konnten durch die im Verlauf
dieses Abschnitts beschriebenen Simulation der Gross-Pitaevskii Gleichung fiir ver-
schiedenste Fallengeometrien und Teilchenzahlen identifiziert werden. Abbildung
4.9 zeigt exemplarisch eine der durchgefiithrten Simulation. Zur Bestimmung der
Stiarke der Démpfung und insbesondere zum Vergleich der Simulationen mit den
experimentellen Daten ist eine quantitative Bestimmung der Dampfungskonstan-
ten unabdingbar. Sie wurden jeweils durch den ebenfalls gezeigten Fit mit einem
gedampften Oszillationsverlauf bestimmt. Die dazu verwendete Funktion
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Abbildung 4.9: Numerisch bestimmte Oszillation des Schwerpunkts eines Bose-Einstein-
Kondensats (schwarze Punkte) fiir v, = 29Hz, v, = 14Hz und N=5 x 10%. Die rote Linie
reprasentiert einen Fit mit Gleichung 4.45..

zgp0(t) = Ag 77" 2po(t). (4.45)

beruht auf der ungeddmpften Oszillation zgo(t) und einer gaukformigen Einhiillen-
den mit dem Dampfungskoeffizienten o. Die ungeddmpfte Zeitentwicklung zpo(t)
wurde aus der Form der Gruppengeschwindigkeit eines einzelnen Teilchens (Abbil-
dung 4.2) generiert. Dazu wurden die Abhéngigkeit der Gruppengeschwindigkeit
vom Quasiimpuls anhand des Bloch-Theorems in eine von der Zeit abhéngende
rdumliche Ostzillation transformiert. Anschliefend wurde diese nicht durch einen
einfachen analytischen Zusammenhang ausdriickbare Funktion durch eine Fourier-
reihe mit 10 Elementen gendhert. Die so gewonnene analytische Funktion dient als
Fit-Funktion und besteht ausschlieflich aus trigonometrischen Funktionen mit Os-
zillationsfrequenzen, die einem vielfachen der Bloch-Frequenz entsprechen. Als freie
Parameter der Fit-Routine (Gleichung 4.45) fungierten die in der Fourierreihendar-
stellung von zpo(t) enthaltenen Oszillationsfrequenzen und die Gesamtamplitude
Ag der Oszillation, sowie der Dampfungskoeffizient . Abbildung 4.9 zeigt einen
solchen Fit an die numerisch bestimmte Schwerpunktsbewegung des Kondensats
fiir eine Teilchenzahl von 5 x 10* und eine radiale Fallenfrequenz von 153Hz.

Die Wahl der Einhiillenden wurde aufgrund der starken Analogie der Oszilla-
tion eines Bose-Einstein-Kondensats und der eines klassischen Wellenpaketes end-
licher Breite gewéhlt. In Abschnitt 4.1.1 wurde gezeigt, das eine verschwindende
Breite des Impulsspektrums des Wellenpaketes eine Bewegung des Schwerpunktes
zur Folge hat, die der Trajektorie des ungeddmpften Teilchens entspricht. Eine
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Abbildung 4.10: Zeitliche Entwicklung des Quasiimpulsspektrums fiir 4 Bloch-Perioden

von jeweils 4.66ms, einer Fallenfrequenz von 292Hz und einer Teilchenzahl von 5 x 10%.

Die Dephasierung des Quasiimpulsspektrums durch die dynamische Instabilitdt und das
damit verbundene Auftreten zusétzlicher Quasiimpulse ist klar zu erkennen.

Verbreiterung des Impulsspektrums bedingt jedoch eine Reduktion der Oszilla-
tionsamplitude. Mit Gleichung 4.32 ergibt sich unter der Annahme einer linearen
Zunahme der Breite des Quasiimpulses in der Zeit (Ap/h = o~'t) eine gaukférmige
Einhiillende [131]. Diese Form der Einhiillenden erklart auch die zunéchst langsam
gedampfte Oszillation, und die anschlieffende schnelle Reduktion der Oszillations-
amplitude, da eine signifikante Verbreiterung des Impulsspektrums notwendig ist,
um eine Verringerung der Amplitude zu verursachen. Die Annahme einer linea-
ren Zunahme des Quasiimpuls-Spektrums stellt zwar eine Vereinfachung der in
Abbildung 4.10 gezeigten, numerisch bestimmten dufserst komplexen Entwicklung
des Quasiimpuls-Spektrums dar, ermdglicht aber die Bestimmung der Starke der
Dampfung und gibt die Form der Einhiillenden fiir die experimentell realisier-
ten Beobachtungszeiten gut wieder. Die Abhéngigkeit der Dampfung der Bloch-
Oszillationen von der radialen Fallenfrequenz ist in Abbildung 4.11 gezeigt. Die
linke Hélfte zeigt exemplarisch den Verlauf der Zeitentwicklung fiir verschiedene
Fallenfrequenzen. Eine mit zunehmender Fallenfrequenz steigende Dampfung ist
klar zu erkennen. Die Ursache liegt in der mit der Dichteverteilung einhergehen-
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Abbildung 4.11: Dampfung der Bloch-Oszillationen in Abhéngigkeit von der radialen
Fallenfrequenz. Die linke Abbildung zeigt den zeitlichen Verlauf der Bloch-Oszillationen
fiir Fallenfrequenzen von 29Hz (schwarz), 139Hz (blau), 182Hz (rot) und 292Hz (griin)
und Teilchenzahlen von 5 x 10%, wihrend in der rechten die Dampfungskonstanten in
Abhéngigkeit von der radialen Fallenfrequenz aufgetragen sind.

den Erhéhung der Wechselwirkungsenergie. Die rechte Hélfte der Abbildung zeigt
die Abhéngigkeit Dampfungskonstanten von der radialen Fallenfrequenz. Thre Ver-
ringerung von 290Hz auf ca. 29Hz hat demnach eine Reduktion der Dédmpfung um
einen Faktor von 14 zur Folge. Des Weiteren ist zu erkennen, dass eine weiterge-
hende Senkung der Fallenfrequenz fiir die experimentell relevante Zeitskala keine
bedeutende Verdnderung der Dampfungskonstante mehr nach sich zieht. Da eine
Fallenfrequenz von 29Hz zudem ausreichend ist, um die Atome trotz Gravitation
in der Falle zu halten, wurden samtliche Experimente bei dieser Frequenz durch-
gefiihrt. Die radiale Fallenfrequenz von 290Hz entspricht der Standardkonfigurati-
on der Magnetfalle (Abschnitt 2.2.2) und resultiert aus bei dem zur Evaporation
verwendeten Offset Magnetfeld von By = 1G. Die apparativen Mafnahmen zur
Senkung dieser Frequenz werden detailliert im Abschnitt 4.2.1 beschrieben. In die-
sem Zusammenhang erfolgt auch eine Berechnung der Wechselwirkungsenergien
der jeweiligen Fallengeometrien, die die Behauptung belegt, dass die Erhohung der
Fallenfrequenz zu einer Erhohung der Wechselwirkung fiihrt.

Abbildung 4.12 zeigt Abhéngigkeit der Dampfung von der Teilchenzahl fiir die
gewihlte Fallenfrequenz von 29Hz. Eine Reduktion der Atomzahl von 3 x 10° auf
5 x 10* hat demnach eine Verringerung der Dampfung um einen Faktor von 5 zur
Folge. Diese Atomzahl stellt daher einen guten Kompromiss zwischen der Reduk-
tion der Dampfung und dem Kontrast der Absorptionsaufnahmen dar. Die Damp-
fung kann zwar durch eine dariiber hinausgehende Verringerung der Teilchenzahl
weiter reduziert werden, jedoch sind Teilchenzahlen unter 1 x 10* nach einer Flug-
zeit von 30ms nur noch schlecht detektierbar. Zudem ist eine Teilchenzahl deutlich
unter 5 x 10* experimentell nicht zuverlissig realisierbar. Die schwache Abhingig-
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keit der Dampfungskonstante bei dieser Teilchenzahl hat zudem den Vorteil, dass
leichte Schwankungen in der Teilchenzahl, die experimentell nicht vermieden wer-
den konnen, die Beobachtung der Bloch-Oszillation nicht signifikant beeinflussen.
Aufgrund dieser Untersuchungen wurde eine Fallengeometrie mit Frequenzen
von 29Hz radial und 14 Hz axial, sowie einer Teilchenzahl von 5 x 10* fiir die
Experimente zu Bloch-Ostzillationen von Bose-Einstein-Kondensaten gewahlt.
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4.2 Experimentelle Realisierung

Dieser Abschnitt erldutert die apparativen Maknahmen zur experimentellen Er-
zeugung von Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten. Insbesondere ist
eine starke Reduktion der Wechselwirkungsenergie notwendig, um die Dampfung
der Oszillationsamplitude durch die dynamische Instabilitat soweit zu senken, dass
ungedampfte Oszillationen beobachtet werden kénnen. Dies wurde durch die Ver-
ringerung der Fallenfrequenzen sowie die Realisierung kleiner Teilchenzahlen er-
reicht und wird im ersten Teil dieses Abschnitts beschrieben. Im weiteren Verlauf
folgt die Beschreibung der Implementierung und Eichung eines magnetischen Gra-
dientenfeldes zur Beschleunigung des atomaren Ensembles.

4.2.1 Transformation der Fallengeometrie

Um moglichst hohe elastische Stofsraten wahrend der evaporativen Kiihlung zu ge-
wahrleisten, wurde die Magnetfalle so konzipiert |76], dass sie iiber einen hohen
radialen Einschluss von ca. 290Hz verfiigt. Die zur Reduktion der Wechselwirkung
notwendige Verringerung der radialen Fallenfrequenz nach der Evaporation erfolgt
mittels einer 340ms langen adiabatischen Rampe, wihrend der das Offsetmagnet-
feld By(t) kontinuierlich erh6ht wird. In Kapitel 2.2.2 wurde detailliert erlautert,
dass die radiale Fallenfrequenz von der Stiarke des Offsetfeldes abhéngt

1 B B;Q B
= /= -2, 4.4
Jo 2r\l m (BO 2 (4.46)

Experimentelle Realisierung

Um radialee Fallenfrequenzen von 29Hz zu erreichen ist geméf Gleichung (4.46)
ein Offset-Magnetfeld von ungefihr 90G notwendig. Dies wurde durch eine alter-
native Beschaltung der Spulen der eigentlichen Magnetfalle realisiert. In Abschnitt
2.2.2 wurde beschrieben, dass das Offsetmagnetfeld durch Subtraktion des Helm-
holtzfeldes von dem Dipolfeld festgelegt, und somit durch eine Verringerung des
Helmholtzfeldes vergrofiert wird. Experimentell wurde dies durch die Absenkung
des Stroms in den Helmholtzspulen realisiert, indem parallel zu ihnen ein variabler
Widerstand eingebaut wurde. Dies ist schematisch in Abbildung 4.13 anhand des
Schaltplans der Magnetfalle gezeigt. Der zusétzliche zur Verringerung des Strom-
flusses in den Helmholtzspulen eingebaute Zweig ist in rot gekennzeichnet. Durch
eine Verdnderung seines Widerstands ist selektiv eine Anderung der Stromstirke
in den Helmholtzspulen moglich. Da dieser Zweig somit die radiale Fallenfrequenz
festlegt, ist eine hohe Stabilitiat seines Widerstandes unabdingbar. Gleichzeitig ist
zur adiabatischen Verdnderung der Fallenfrequenzen aber auch seine kontinuier-
liche Einstellbarkeit notwendig. Zur Erfiillung beider Kriterien wurde eine Rei-
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Abbildung 4.13: Schaltplan der Magnetfalle. Der zusétzlich implementierte Pfad ist in

rot gekennzeichnet. Die schwarzen Linien entsprechen der Magnetfallen Konfiguration,

wahrend die grauen Linien die MOT Phase reprasentieren, in der die Helmholtz Spulen

in Anti-Helmholtz Konfiguration durchflossen werden. Die verschiedenen IGBTs dienen

dem Umschalten der Spulenkonfiguration zwischen MOT und Magnetfallen Phase. Die

Spulenbezeichnungen entsprechen: Helmholtzspulen (HH), Dipolspulen (DP), Quadru-
polspulen (QP) und Posaunenspulen (PS).

henschaltung bestehend aus vier parallel geschalteten Hochleistungs Mosfets® der
Firma Advanced Power Technology (Typ 10M07JVR) und einem manuell einstell-
barem Endwiderstand gewahlt. Die Mosfets dienen der kontinuierlichen Veréande-
rung des Widerstandes wahrend der Transformation der Falle. Am Ende dieser
Transformation ist ihr Widerstand nahezu null, und die Fallenfrequenz wird aus-
schliefflich durch den &ufserst temperaturstabilen Endwiderstand festgelegt. Zur

3eine Parallelschaltung mehrerer Mosfets ist notwendig, um den Innenwiderstand und die pro

Mosfet abfallende Leistung zu verringern
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QmOhm] | I[A] | Bo|G] || v,[Hz] (Theorie) || v,[Hz| (Messwerte)

103 62 90,3 29,08 29

506 | 13,25 | 21,31 62,4 62,2

1480 2,5 | 10,36 90,1 91

2160 3,82 | 7,96 102,4 102,7

4000 2,05 | 5,47 124,5 119,3

6666 | 122 | 429 139.4 138.,9

10000 0,8 3,7 152,2 152,7
00 0 1 292 2922

Tabelle 4.1: Berechnete und gemessene radiale Fallenfrequenzen in Abhéngigkeit vom
Widerstand des externen Zweiges, dem Offsetmagnetfeld und dem Strom.

Realisierung verschiedener Fallengeometrien kann dieser Widerstand in diskreten
Schritten variiert werden, da er aus einer Reihen und Parallel Schaltung diverser
hochstabiler Widerstédnde der Firma Vishay Sfernice (Serie LTO) besteht. Dies
stellt zudem sicher, dass der Leistungsabfall pro Widerstand gering ist und Tem-
peratureffekte somit keine Rolle spielen. Fiir das Offset Feld folgt in Abhéngigkeit
vom Widerstand des zusétzlichen Zweiges R.,; mit den Feldern der Helmholtz Spu-
len By = 393G und der Dipolspulen Bp;, = 397G, sowie dem Innenwiderstand
der Helmholtzspulen (Ryy = 30mOhm) [77]

Rext

By = Bpip Rt Rorm Bun (4.47)
Die zur Bestimmung der resultierenden radialen Fallenfrequenzen notwendigen
Werte der axialen Kriimmung (B” = 127G/cm?) und des radialen Gradienten
(B; = 229G /em) wurden durch die Messung der entsprechenden Schwingungsfre-
quenzen im Vorfeld der Berechnungen bestimmt und stimmen hervorragend mit
den in der Arbeit [77] angegebenen Werten (B} = 120G//m?* und B, = 225G /m)
iiberein. Durch die Wahl des Endwiderstands sind radialen Fallenfrequenzen von
292Hz bis 29Hz moglich. Zusammen mit den zugehorigen Werte der Widersténde,
Strome und Offsetfelder sind sie in Tabelle 4.1 aufgelistet.
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Abbildung 4.14: Messung der radialen Fallenfrequenzen. Die durch den Fit mit einer

harmonischen Oszillation bestimmten Fallenfrequenzen betragen: 292Hz (oben links),

91hz (oben rechts), 62Hz (unten links) und 29Hz (unten rechts). Die zugehorigen Werte
des externen Widerstandes finden sich in Tabelle 4.1.

Messung der Fallenfrequenzen

Die berechneten Fallenfrequenzen wurden durch Frequenzmessungen der entspre-
chenden Dipolschwingungen {iberpriift [58|, indem die atomare Wolke nach der
kontrollierten Anregung der Schwingung fiir eine variablen Zeit in der Falle gehal-
ten wird, bevor diese instantan ausgeschaltet wird. Abhéingig von der jeweiligen
Haltezeit durchlauft die Wolke zum Zeitpunkt des Ausschaltens unterschiedliche
Phasen der Ostzillation. Die resultierende Variation der Position der Wolke nach
einer festen Flugzeit spiegelt die Oszillation in der Falle wieder und erlaubt die
direkte Messung der Oszillationsfrequenz. Die Schwingungen wurden durch einen
Versatz der Atomwolke respektive des Fallenzentrums angeregt. Dies wurde in
axialer Richtung durch kurzfristiges Einschalten des im néchsten Abschnitt be-
schriebenen Gradientenfeldes realisiert. In radialer Richtung erfolgte die Anregung
mittels einer leichten Verschiebung der Position des Potentialminimums, die aus
einer abrupten Anderung des Offsetmagnetfeldes resultiert. Abbildung 4.14 zeigt
exemplarisch radiale Schwingungsmessungen fiir zwei verschiedene Widerstéande.
Die hervorragende Ubereinstimmung mit den theoretischen Berechnungen kann
Tabelle 4.1 entnommen werden, und ist zusétzlich graphisch in Abbildung 4.15
gezeigt. Die axiale Fallenfrequenz ist geméafs Gleichung 2.72 unabhingig vom Off-
setfeld und wird daher ausschliefslich durch die axiale Kriimmung der Dipolspulen
bestimmt. Dies konnte Messungen der axialen Fallenfrequenz bei radialen Fallen-
frequenzen von 29 bzw. 292 Hz bestétigt werden.

Die Fallenfrequenzen der fiir die weiteren Untersuchungen verwendeten Fallen-
geometrie betragen somit 292Hz radial und 14Hz axial.
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Abbildung 4.15: Die Kurven entsprechen jeweils der berechneten Abhéngigkeit der radia-

len Fallenfrequenzen vom Offsetmagnetfeld (oben links), dem Widerstand des externen

Zweigs (oben rechts), sowie dem zugehorigen Strom (unten links), die Punkte den expe-
rimentell ermittelten Schwingungsfrequenzen.

Adiabatizitat der Transformation

Die Adiabatizitat der Transformation der Fallengeometrie ldsst sich entsprechend
Kapitel 3.3.4 mittels der Bedingung

AFE?
h

i 55 0] <

(4.48)

abschétzen. Sie stellt sicher, dass ein Teilchen im zeitabhéngigen Grundzustand
des sich verdndernden Potentials bleibt und keine Ubergéinge in angeregte Niveaus
stattfinden. Die in diesem Abschnitt folgende Diskussion beriicksichtigt nicht die
durch die Wechselwirkungsenergie des Bose-Einstein-Kondensats bedingte Beset-
zung vieler FEigenzustiande des harmonischen Potentials, die zu der Thomas-Fermi
Verteilung (Gleichung 2.57) fiihrt. Zudem wird auch die Verschiebung des Poten-
tialminimums durch die Verdnderung des Offset-Feldes nicht beriicksichtigt, die
ebenfalls zur Anregung radialer Dipolschwingungen fiihren kann. Die berechnete
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Abbildung 4.16: Adiabatizitdt der Rampe zur Verringerung der radialen Fallenfrequenz.

Das rechte Bild zeigt den zeitabhéngigen Verlauf der radiale Fallenfrequenz fiir die ex-

perimentell verwendete Rampe und das linke Bild den jeweils berechneten Wert der
Adiabatizitdtsbedingung geméf Gleichung 4.55.

Form der adiabatischen Rampe dient daher lediglich als Anhaltspunkt fiir die ex-
perimentelle Optimierung, die am Ende dieses Abschnitts erlautert wird. Mit dem
zeitabhéngigen Potential

V(p,t) = mw(t)*p? (4.49)

folgt aus Gleichung (4.48)

IV (p,t) < AFE?

4.50
ot h (4:50)
Die Separation der harmonischen Oszillatorzustinde AE = hw fiihrt auf
av<p7t> 2
— < hw”. 4.51
o < hw (4.51)
Mit der Ableitung des Potentials
t
% = 2mw(t)w(t)p? (4.52)
ldsst sich Gleichung (4.48) schlieklich durch
2mw(t)w(t)p* < hw? (4.53)

ausdriicken. Da die Verdnderung des Potentials in den dufleren Bereichen der Falle
(p = lrqq) am stérksten ist, folgt mit der radialen Ausdehnung des zeitabhéngigen
Grundzustandes

h

MWyaq(t)

lrad(t) = (454>
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Abbildung 4.17: Test der Adiabatizitdt der experimentell zur Verringerung der radia-
len Fallenfrequenz verwendeten Rampe. Das linke (rechte) Bild zeigt die verbleibende
Oszillation in y-Richtung (x-Richtung).

schlieflich die Adiabatizitdtsbedingung

rad

hwrad (t>

2moloa®) (4.55)

Die berechnete Form der zeitlichen Entwicklung der Fallenfrequenz wurde in den
zugehorigen Zeitverlauf des Offsetmagnetfeldes umgerechnet. Mit Gleichung 4.47
konnte dies in den zu realisierende Zeitverlauf des Widerstandes des externen Zwei-
ges umgerechnet werden. Die so gewonnene Rampe wurde sukzessive experimentell
optimiert, indem sie in viele Teilschritte unterteilt, und die Schwingungsamplituden
nach jedem Teilschritt minimiert wurden. Die so bestimmte insgesamt 340ms lange
adiabatische Rampe sowie den sich daraus ergebenden Verlauf der Adiabatizitéts-
bedingung ist in Abbildung 4.16 gezeigt. Die verbleibenden Restschwingungen in
radialer sowie axialer Richtung nach einer Flugzeit von 30ms sind in Abbildung
4.17 gezeigt und betragen 20pm in radialer und 12um in axialer Richtung. Dies
entspricht einer maximalen Geschwindigkeit zum Zeitpunkt des Ausschaltens von
Vg, = 0,8m/s bzw. vy 4, = 0,48m/s. Mit dem Zusammenhang

a(t) = %UG sin(27mt/T) (4.56)

folgen maximale Beschleunigungen von 0,074um/ms® und 0,044um/ms?. Vergli-
chen mit der im néchsten Abschnitt beschriebenen Beschleunigung zur Erzeugung
der Bloch-Oszillationen von 2,34m/s? folgt eine relative Beschleunigung von

0,044 0,074
max,r — - = 0702 mazr.y — - = 0,03 4.57
e = 931 fmazy = "9 34 (4.57)
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Abbildung 4.18: Wechselwirkungsenergie in Abhéngigkeit von der Fallenfrequenz (links,
N = 5 x 10*) und der Teilchenzahl (rechts) fiir radiale Fallenfrequenzen von
29,62,91,139,182 und 292Hz (von unten nach oben).

Dies bewirkt in axialer Richtung eine Modulation der Bloch-Beschleunigung im
Prozentbereich, wihrend die resultierende radiale Oszillationsamplitude in der Fal-
le mit 4um duferst gering ist. Aufgrund des Strahlradius von ~~ 140um fiihrt dies
zu keiner signifikanten Anderung der Gittertiefe wihrend einer Oszillationsperiode.
Diese Restschwingungen kénnen somit bei der Analyse der Bloch-Ostzillationen ver-
nachléssigt werden.

Reduktion der Wechselwirkungsenergie

Dieser Abschnitt dient der Berechnung der Wechselwirkungsenergie der verschie-
denen experimentell einstellbaren Fallenfrequenzen (Tabelle 4.1),; und belegt somit
die in Abschnitt 4.1.2 gefiihrte Argumentation, dass die Reduktion der Fallenfre-
quenzen mit einer Reduktion der Wechselwirkungsenergie einhergeht.

Die Berechnung der Wechselwirkungsenergie in Abhéngigkeit von der Fallen-
frequenz beruht auf dem Energiefunktional (Gleichung 2.53)

WW = /V Prgln(r)]2 (4.58)

Dabei wird das Integrationsvolumen durch die Thomas-Fermi Radien (Gleichung
2.58) bestimmt, wihrend die Dichteverteilung durch die Thomas-Fermi Verteilung
(Gleichung 2.57) gegeben ist. Die Berechnung basiert auf dem Potential der reinen
Magnetfalle ohne optische Potentiale. Da die Auswirkung des optischen Gitters
auf die Wechselwirkungsenergie und die Breite des Kondensats fiir eine Potential-
tiefe von 2F, jedoch sehr gering sind (Abbildung 3.8), wurde auf eine numerische
Berechnung der Anderung der Wechselwirkungsenergie im kombinierten optischen
und magnetischen Potential verzichtet. Abbildung (4.18) zeigt die berechneten
Wechselwirkungsenergien fiir verschiedene Teilchenzahlen und Fallenfrequenzen.
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Auf dem linken Bild ist zu erkennen, das die Reduktion der Fallenfrequenz von
292Hz auf 29Hz eine Verringerung der Wechselwirkungsenergie um einen Faktor
6.4 erzielt. Die Punkte entsprechen der Berechnung mittels der Gleichung (4.58),
die auf der Thomas-Fermi Naherung beruht, wiahrend die Sterne die numerische Lo6-
sung der Gross-Pitaevskii Gleichung 2.43 kennzeichnen. Die hervorragende Uber-
einstimmung belegt die Anwendbarkeit der Ndherung, und diente zudem als Kon-
trolle der numerischen Berechnungen. Der rechte Graph zeigt die Abhéngigkeit der
Wechselwirkungsenergie von der Teilchenzahl fiir verschiedene Fallenfrequenzen.
Neben der Reduktion der Wechselwirkungsenergie mit abnehmender Teilchenzahl
ist insbesondere zu erkennen, dass die Abhéngigkeit der Wechselwirkungsenergie
von der Teilchenzahl um so geringer wird, je geringer die Fallenfrequenz ist. Der
Flache Verlauf dieser Kurve im Bereich des experimentell realisierten Falls von
29Hz Falle und 5 x 10* Teilchen zeigt, dass experimentell bedingte Schwankun-
gen der Teilchenzahl nur geringe Auswirkungen auf die Wechselwirkungsenergie
und somit auf die Dephasierung durch die dynamische Instabilitdt haben (siehe
Diskussion im Zusammenhang mit Abbildung 4.12) .

Ein weiterer Vorteil der geringen Wechselwirkungsenergie ist die deutlich hohe-
re Dichte und geringere Ausdehnung der atomaren Wolke nach einer Flugzeit von
30ms, da der Abbau der Wechselwirkungsenergie nach dem Ausschalten der Ma-
gnetfallenpotentiale eine so genannte selbstdhnliche Expansion zur Folge hat [120].
Eine Verringerung der Wechselwirkungsenergie fithrt demnach zu einer geringe-
ren Expansion des Kondensats. Dies bedingt eine gute Detektierbarkeit kleiner
Atomzahlen und ein hohes Kontrast zu Rausch Verhéltnis, dass fiir eine zuverlés-
sige Auswertung der experimentellen Daten unabdingbar ist. Die lange Flugzeit
wurde gewahlt, um eine grofe Amplitude und somit gute Sichtbarkeit der Bloch-
Oszillationen zu gewéhrleisten.

4.2.2 Beschleunigung der Bose-Einstein-Kondensate

Die zur Beobachtung der Bloch-Oszillationen notwendige Beschleunigung der Ato-
me kann durch zwei verschiedene Mo6glichkeiten realisiert werden. Zum einen kann
mittels eines bewegten Gitters eine Beschleunigung der Atome im Bezugssystems
des Gitters erreicht werden [113, 48, 122, 41]. Diese Methode beruht auf der Ver-
wendung zweier gegenlaufiger Laserstrahlen zur Erzeugung des Gitters die eine
Frequenzdifferenz aufweisen und so zu einer Translation der optischen Stehwelle
fiihren. Mit einer in der Zeit zunehmenden Frequenzdifferenz ist daher ein be-
schleunigtes Gitter realisierbar. Diese Methode hat den Vorteil, dass der Quasi-
impuls des Bloch-Zustandes des Bose-Einstein-Kondensats kontrolliert eingestellt
werden kann, indem das Gitter bis zum Erreichen des gewiinschten Quasiimpul-
ses beschleunigt, und anschliefend die Frequenzdifferenz konstant gehalten wird.
Nachteilhaft ist jedoch, dass eine aufwendige Ansteuerung und Stabilisierung der
Frequenz der Laserstrahlen notwendig ist. Des Weiteren ist eine Beobachtung der
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Abbildung 4.19: Schematische Darstellung des optischen Gitters und der Bloch-Spulen
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Abbildung 4.20: Vergleich des gemessenen Magnetfeldverlaufs (rote Punkte) mit der theo-
retischen Berechnung (schwarze Linie). Die rechte Abbildung zeigt den zentralen Bereich
des im linken Bild dargestellten Magnetfeldverlaufs.

Bloch-Oszillationen im Bezugssytem des Gitters nicht moglich, sondern die mittels
der Absorptionsaufnahmen bestimmten Positionen des Schwerpunktes der atoma-
ren Wolke, miissen im nachhinein in die Bewegung in diesem Bezugssystem um-
gerechnet werden. Dies stellt erschwert die anschauliche Interpretation der Daten.
Insbesondere im Hinblick auf die Realisierung des ungeordneten Potentialgradien-
ten wurde eine direkte Beschleunigung der Atome mittels magnetischer Gradienten
gewahlt, da die Kombination dieses Gradienten mit dem zuséatzlichen ungeordne-
ten Potential als inhomogenes Kraftfeld interpretiert werden kann. Dies ermog-
lichtes die Auswirkungen eines solchen ungeordneten Potentials auf die Bloch-
Oszillationen zu untersuchen (Kapitel 5). Der magnetische Gradient wird durch
zusétzlich implementierte Magnetspulen erzeugt, die im folgenden als Bloch-Spulen
bezeichnet werden. Thre Anordnung ist schematisch in Abbildung 4.19 gezeigt. Sie
sind entlang der elongierten Achse des Kondensats in einem Abstand von jeweils ca.
83 mm zu der Position der Atome angebracht. Thr Radius betragt 18,5mm. Sie wer-
den in Anti-Helmholtz Konfiguration betrieben, und haben jeweils 55 Drahtwick-
lungen. Aufgrund des Verhéltnisses von Abstand zu Radius ergibt sich nicht der



4.2. Experimentelle Realisierung 107

Magnetfeld [G]

6 L 1 L 1 L 1 L 1 L 1
-10 -5 0 5 10 15

Position [mm]

Abbildung 4.21: Magnetfeldgradient der Bloch-Spulen

Feldverlauf eines optimalen Anti-Helmholtz Paares [95], sondern der in Abbildung
4.20 gezeigte Verlauf. Die Realisierung einer echten Anti-Helmholtz Konfiguration
war aufgrund raumlicher Einschrénkungen durch die Spulen der Magnetfalle nicht
moglich, die weder einen kleineren Abstand noch einen grofseren Radius gestatte-
ten. Das realisierte Bloch-Spulenpaar stellt somit unter den durch die bestehende
Apparatur gegebenen Randbedingungen die optimale Losung dar. Zur Charakte-
risierung der Bloch-Spulen wurde ihr berechneter Feldverlauf mit dem in einem
Testaufbau vermessenen Verlauf verglichen (Abstand der Spulen 127mm, Strom
10A, Magnetfeldsensor: Firma SIGNALTEC, Typ 867-4001 ). Die Ergebnisse fin-
den sich in Abbildung 4.20 und zeigen eine hervorragende Ubereinstimmung. Der
aus dem zentralen Bereich dieser Messung (Abbildung 4.21) bestimmte Gradient
betragt 0,47G/mm. Die Parameter des Messaufbaus entsprechen jedoch nicht den
Parametern des tatséichlichen Aufbaus, da der tatséchliche Abstand der Spulen mit
166mm signifikant von den verwendeten 127mm abweicht. Aufgrund des schlechten
Zugangs und vielfaltiger raumlicher Randbedingungen konnte der realisierbare Ab-
stand im Vorfeld der Implementierung der Spulen nur abgeschétzt werden. Die gute
Ubereinstimmung der Messergebnisse des Testaufbaus mit der theoretischen Be-
rechnung ermdglicht jedoch die Berechnung des Feldverlaufs fiir die experimentell
realisierten Parameter. Fiir einen Abstand der Spulen von 166mm, einen Radius
von 18,5 mm im Mittelpunkt der 55 Wicklungen pro Spule, sowie den maximal
moglichen Strom von 30A ergibt dies einen Magnetfeldgradienten am Ort der Ato-
me von 0,397G /mm. Daraus ergibt sich mit

a="EsB (4.59)
m
eine maximale Beschleunigung von 2,55m/s%.
Die endgiiltige Eichung der Spulen erfolgte mittels der auf das atomare Ensem-
ble ausgetlibten Kraft. Dazu wurde das inhomogene Kraftfeld nach dem Ausschal-
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Abbildung 4.22: Eichung der Beschleunigung durch die Bloch-Spulen. Das Bild oben links
(rechts) zeigt die axiale (radiale) Position des atomaren Ensembles in Abhéngigkeit von
der Beschleunigungszeit. Die unteren Bilder zeigen die mit dieser Methode bestimmten
Eichkurven der axialen (links) bzw. radialen (rechts) Beschleunigung in Abhéngigkeit von
der an die Bloch-Spulen angelegten Spannung. Die Fits mit dem in rot eingezeichneten
Linearem Zusammenhang ergibt a = 0.08U (axial) und a = 0.009U radial.

ten der Magnetfalle, also wahrend des freien Falls der Atome, fiir eine variable Zeit
eingeschaltet. Direkt nach Beendigung der Beschleunigung durch das Ausschalten
des Feldes wurde jeweils die Position der Atome mittels einer Absorptionsaufnah-
me bestimmt. Die Bewegung der Atome senkrecht zur Fallrichtung folgt daher dem
allgemeinen Zusammenhang einer beschleunigten Bewegung

2(t) = 20 + vt + %th. (4.60)
Abbildung 4.22 zeigt die so gewonnenen Messkurven fiir verschiedene Stéarken des
Magnetfeldgradienten in Abhéngigkeit von der Beschleunigungszeit, sowie einen
Fit mit dem funktionalen Zusammenhang 4.60. Die Messungen ergaben eine maxi-
male Beschleunigung von 2,38m/s? in Richtung des Gitters sowie geringe Beschleu-
nigung von 0,26m/s* senkrecht zum Gitter. Die Abweichungen zum erwarteten
Wert erkléren sich in axialer Richtung aus der Unkenntnis des exakten Abstandes
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Abbildung 4.23: Experimentelle Sequenz zur Erzeugung der Bloch-Oszillationen

der Spulen zu der Position der Atome. Die unbeabsichtigte Beschleunigung in ra-
dialer Richtung resultiert aus einer leichten Diskrepanz zwischen der Spulenachse
und der Symmetrieachse der Magnetfalle. Da diese Verkippung des Fallenpotentials
einen maximalen Versatz der Atome respektive des Fallenzentrums von lediglich
4pum zur Folge hat, kann diese geringe Auslenkung analog zur entsprechenden Dis-
kussion im Zusammenhang mit Gleichung 4.56 vernachléassigt werden.

Die realisierte maximale Beschleunigung von 2.38m/s? ist entsprechend der nu-
merischen Untersuchungen aus Abschnitt 4.1.2 ausreichend, um in Kombination
mit der Reduktion der Wechselwirkung die Beobachtung von Bloch-Oszillationen
von Bose-Einstein-Kondensaten zu ermoglichen, da eine hohe Beschleunigung ge-
méaf Gleichung 4.3 eine hohe Oszillationsfrequenz erzeugt, und so die Zeit im dy-
namisch instabilen &ufseren Bereich der Brillouin-Zone reduziert. In [49] konnte
gezeigt werden, das fiir vergleichbare Experimentelle Parameter eine Beschleuni-
gung von iiber 1m/s? bereits zu einer deutlichen Reduktion der Dephasierung des
Kondensats fiihrt.

4.3 Ergebnisse

Dieser Abschnitt stellt mit der experimentelle Beobachtung der Bloch-Oszillationen
von Bose-Einstein-Kondensaten fiir Gittertiefen von 2F, und 4,5F, eines der zen-
tralen Ergebnisse dieser Arbeit vor. Im Einklang mit den theoretischen Ergebnissen
des Abschnitts 4.1.2 konnten jeweils vier ungeddampfte Oszillationsperioden beob-
achtet werden.

Die experimentelle Sequenz zur Realisierung der Bloch-Oszillationen ist in Ab-
bildung 4.23 gezeigt. Nach der Erzeugung des Bose-Einstein-Kondensats wird der
radiale Finschluss innerhalb einer 340ms langen adiabatischen Rampe auf eine
Fallenfrequenz von 29Hz verringert. Anschlieffend wird das optische Gitter mittels
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Abbildung 4.24: Absorptionsbilder der Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-
Kondensaten fiir eine Gittertiefe von 2F, mit einer Fallenfrequenz v, = 29Hz,
Teilchenzahlen von N=5 x 10* und einer Beschleunigung von a=2,38m/s?. Die
Oszillationszeit erhoht sich zwischen den einzelnen Absorptionsbildern jeweils um 0,5ms.

einer ebenfalls adiabatischen Rampe auf die jeweilige Gittertiefe Vi eingestellt.
Nach einer Haltezeit von 10ms werden die Atome fiir eine variable Zeit 7 mit-
tels der Bloch-Spulen beschleunigt. Schlieflich werden alle Potentiale gleichzeitig
abrupt ausgeschaltet und das atomare Ensemble nach einer Flugzeit von 30ms
detektiert.

Die beobachteten Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten sind in
Abbildung 4.24 fiir eine Gittertiefe von 2F, als Serie von Absorptionsbildern ge-
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Abbildung 4.25: Numerisch berechnete Besetzung der einzelnen Impulskomponen-
ten wahrend der Bloch-Oszillation. Gittertiefe und Beschleunigung sind identisch zu
Abbildung 4.24.

zeigt. Es sind vier ungedampfte Oszillationsperioden zu erkennen. In der vertika-
len Richtung wurde die Oszillationszeit in Schritten von 0,5ms erhoht. Die Oszil-
lation ist klar als eine Bewegung des zentralen Maximums nach links und dem
periodischen Auftreten eines zweiten Maximums am rechten Rand zu erkennen,
das sich ebenfalls nach links bewegt. Wahrend der Zeitentwicklung nimmt die
Gewichtung des urspriinglichen Hauptmaximums ab, wiahrend die dies neu ent-
standenen Maximums zunimmt. Nach einer vollen Oszillationsperiode ist das ur-
spriingliche Hauptmaximum verschwunden, und wurde durch das neu entstandene
ersetzt. Die Zeitentwicklung der Impulse und ihrer Gewichtung ist in hervorra-
gender Ubereinstimmung mit der in Abbildung 4.25 gezeigten Berechnung der
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Abbildung 4.26: Schwerpunktsbewegung der in Abbildung 4.24 gezeigten Bloch-
Oszillationen. Die schwarzen Punkte entsprechen den experimentellen Messwerten, wah-
rend die rote Kurve einen Fit mit Gleichung 4.45 fiir das 2F, tiefe Gitter darstellt.

Besetzungswahrscheinlichkeit der jeweiligen ebenen Wellen (Kapitel 3.2.1).

Die periodische Bewegung zeigt sich ebenfalls in der in Abbildung 4.26 gezeigten
Oszillation des Schwerpunktes zexp, der durch die mit der relativen Teilchenzahl
N(2)/Nrotar gewichtete Summation der axialen Positionen berechnet wurde

N(z)
Zexp = ; N z. (4.61)

Die gemessene Oszillationsamplitude von 73um sowie die Periodizitétslange von
4,5ms stimmen sehr gut mit den theoretischen Vorhersagen von 80um und 4,66ms
iiberein. Zudem erlaubt die Fit-Routine zwar Variationen in der Amplitude und der
Periodizitéat, jedoch keine Verdnderung der Form der Oszillation. Diese Form hangt
sowohl von der Beschleunigung, als auch von der Gittertiefe ab, die die Asymmetrie
bestimmt (Abbildung 4.2). Daher belegen sowohl die Amplitude und Periodizitét
als auch die gute Ubereinstimmung in der Oszillationsform die hervorragende Kon-
trolle iiber die Bloch-Oszillationen, sowie die zuvor durchgefiihrten Eichmessungen
der Gittertiefe und der Beschleunigung durch die Bloch-Spulen (Abbildungen 3.19
und 4.20). Die Beobachtung von vier ungeddmpften Oszillationsperioden besté-
tigt zudem die theoretischen Vorarbeiten aus Kapitel 4.1.2 zu den Auswirkungen
der dynamischen Instabilitdt fiir die experimentell realisierten Parameter. Eine
identische Mefiserie wurde fiir eine Gittertiefe von 4,5ms durchgefiihrt. Abbildung
4.27 zeigt die entsprechende Schwerpunktsbewegung. Die Periodizitat von 4,44ms
sowie die Ostzillationsamplitude von 45um stimmen gut mit den entsprechenden
theoretischen Werten von 4,66ms und 39,9um iiberein. Die Oszillationsamplitu-
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Abbildung 4.27: Schwerpunktsbewegung der Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-

Kondensaten fiir eine Gittertiefe von 4,5ms und ansonsten zu der Abbildung 4.26 iden-

tischen Parametern. Die schwarzen Punkte entsprechen den aus den Absorptionsbildern

bestimmten Schwerpunkten, wihrend die rote Kurve einen Fit mit Gleichung 4.45 fiir
das 4,5F, tiefe Gitter darstellt.

de des 4,5F, tiefen Gitters ist somit um ca. 40% geringer als die des 2F, tiefen
Gitters. Daher wurden die Untersuchungen zur unordnungsinduzierten Ddmpfung
der Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten bei einer Gittertiefe von
2F, durchgefiihrt. Dies minimiert die Effekte experimentell bedingter Schwankun-
gen in der Position des Kondensats nach einer Flugzeit von 30ms. Sie betragen
fiir ein 2F, tiefes Gitter lediglich 12% der Gesamtoszillation, und erlauben eine
sichere Bestimmung der Schwerpunktsbewegung mittels eines Fits des entspre-
chenden aus der Bandstrukturanalyse gewonnen funktionalen Zusammenhangs an
die Messdaten. Fiir ein 4.5F, tiefes Gitter hingegen entsprechen sie bereits 22%
der Gesamtamplitude. Prinzipiell wiirde eine weitere Reduktion der Gittertiefe
eine grofere Oszillationsamplitude nach sich ziehen, und wére dementsprechend
noch unempfindlicher gegen Schwankungen in der Position des Kondensates. Die
verwendbare Gittertiefe ist jedoch durch den Tunneleffekt (Abschnitt 4.1.1) nach
unten beschrankt, der fiir zu niedrige Gitter bei dem Erreichen der Bandkante einen
Ubergang eines Teils des atomaren Ensembles in ein héheres Band erméglicht. Da-
her wurde fiir die weiteren experimentellen Untersuchungen eine Gittertiefe von
2F, gewahlt.
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KAPITEL 5

BLOCH-OSZILLATIONEN IN
UNGEORDNETEN POTENTIALEN

Dieses Kapitel behandelt die Auswirkungen eines zusétzlichen ungeordneten Poten-
tials auf die Dynamik der Bose-Einstein-Kondensate in periodischen Potentialen.

Im ersten Teil wird aufbauend auf den Betrachtungen in Abschnitt 4.1 die
Déampfung von Bloch-Ostzillationen in ungeordneten Potentialen eingehend erlau-
tert. Im Anschluss werden der zur Erzeugung des Unordnungspotentials verwende-
te Aufbau und die experimentelle Sequenz beschrieben. Es folgt eine ausfiihrliche
Beschreibung der experimentellen sowie der numerischen Ergebnisse.

Die erstmalig experimentell beobachtete unordnungsinduzierte Dampfung der
Bloch-Oszillationen sowie der Vergleich mit den numerischen Untersuchungen stel-
len eines der wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit dar [1].

5.1 Unordnungsinduzierte Dampfung

In diesem Abschnitt werden zunéchst die grundlegenden Auswirkungen ungeordne-
ter Potentiale auf Bloch-Oszillationen qualitativ diskutiert, bevor die Form der zeit-
lichen Entwicklung der Dampfung abgeschétzt wird. Diese Betrachtungen dienen
ausschlieflich dem grundlegenden Verstédndnis des Ursprungs der unordnungsindu-
zierten Dampfung der Bloch-Oszillationen. Der quantitative Vergleich der experi-
mentellen Daten mit der Theorie (Abschnitt 5.3) beruht auf numerischen Losungen
der Gross-Pitaevskii Gleichung.

Der Ursprung der unordnungsinduzierten Dampfung der Bloch-Oszillationen
liegt in der Ortsabhéngigkeit der zeitlichen Entwicklung der Quasiimpulse. Das
zusédtzliche Unordnungspotential verschiebt die Energieniveaus der einzelnen Git-
tertopfe gegeneinander, so dass die Energiedifferenz zwischen den Topfen im Ge-
gensatz zu einem ungestorten linearen Potentialgradienten nicht langer konstant ist

115
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Abbildung 5.1: Potentialverlauf der Kombination aus Gitter-, Gradienten- und Unord-

nungspotential. Das linke Bild zeigt den Potentialverlauf des optischen Gitters mit ma-

gnetischem Gradienten, das untere den des Unordnungspotentials und das rechte Bild die

Kombination der drei Potentiale. Sie kann insbesondere auch als die Kombination des pe-

riodischen Potentials mit einem inhomogenen in der Steigung variierenden Gradientenfeld
interpretiert werden.

(Abbildung 5.1) sondern réaumlich variiert E = § E(z). Da die Zeitentwicklung der
Wellenfunktionen der einzelnen Gittertopfe durch ihre jeweilige Energie bestimmt
wird, fiihrt die ortsabhéngige Energiedifferenz zu einer ebenfalls ortsabhéngigen
Entwicklung der Phasendifferenz A¢(t,z) zwischen den einzelnen Gitterpléatzen.
Ap(t,z) = 5ET(Z) t. (5.1)
Da die Phasendifferenz dem Quasiimpuls entspricht (Gleichung 3.31), erzeugt ihre
raumlich nicht konstante Entwicklung zusétzliche Komponenten im Quasiimpulss-
pektrum des Bose-Einstein-Kondensats. Dies hat eine Reduktion der Oszillations-
amplitude der Bloch-Oszillationen zur Folge, da unterschiedliche Teile des Qua-
siimpulsspektrums zeitgleich unterschiedliche Phasen der Oszillation durchlaufen
(Abschnitt 4.1.1). Schlieflich weist jeder Quasiimpuls geméf Abbildung 4.2 eine
von der Ableitung der Energiedispersion abhéngende Gruppengeschwindigkeit auf.
Eine zeitlich lineare Verbreiterung des Quasiimpulsspektrums hat geméfs der Dis-
kussion in Abschnitt 4.1.1 eine gaukférmige Einhiillende der Oszillationsamplitude
zur Folge [130, 131]. Diese Form der zeitlichen Entwicklung der Oszillationsam-
plitude ergibt sich fiir das in Abbildung 5.1 gezeigte kombinierte Potential auch
unmittelbar aus der Interpretation des magnetischen Gradienten mit Unordnung
als inhomogenes, raumlich variierendes Gradientenfeld (Kraftfeld). Da die Frequenz
der Bloch-Oszillationen direkt von der beschleunigenden Kraft abhéngt (Gleichung
4.3), haben variierende Krifte entlang der Ausdehnung des Kondensats das Auftre-
ten verschiedener Oszillationsfrequenzen, und somit die Dampfung der Oszillation
zur Folge. Dieser Prozess steht in enger Analogie zu der von angeregten Atomen
emittierten elektromagnetischer Strahlung, die aufgrund der natiirlichen Linien-
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breite der atomaren Uberginge ebenfalls geddmpft wird. Unter der Annahme, das
die zusétzlichen Oszillationsfrequenzen in einem Bereich Aw um die Oszillations-
frequenz der ungestorten Bloch-Oszillation wy gleichverteilt sind

0 fir w< —Aw
Flw)=1¢ 1/Aw fir —Aw<w>Aw , (5.2)
0 fir w>Aw

ergibt sich aus dem Fourierspektrum der Oszillationsfrequenzen
F'(w) = 7[F(w —wp) + F(w + wp)] (5.3)

durch eine Fouriertransformation die zeitliche Entwicklung der Trajektorie des ato-
maren Ensembles [146]

z(t) = /dwF’(w)ei‘”t (5.4)

= /dw [F(w— wp) + F(w + wp)]e™”

— Lelw—ot/Z [61'Awt/2 . e—iAwt/Q] Leiint/Q [eiAwt/2 . 6—1‘Awt/2]
Aw 2it Aw 2it
1 1 . . . .
— A_2_t (ezwot + e—zwot) (ezAwt . e—zAwt) )
w 21
Mit dem Zusammenhang
(ewot + 6_i‘“°t) = 2c0s(wot) (5.5)

folgt unter der Voraussetzung einer geringen Verbreiterung des Impulsspektrums
(Aw/2)t < 1 aus der Reihentwicklung der Sinc- und Exponentialfunktion

1 A
z(t) = cos(wpt) [ — E(TWt)Q} ~~ 6(1/6)(A“’t/2)2008(w0t). (5.6)

Die gaufformige Form der Einhiillenden begriindet die Verwendung der Fit-Funktion

zg50(t) = Ag /7" 2po(t). (5.7)

zur Analyse der unordnungsinduzierten Dampfung. Sie wurde bereits zur quantita-
tiven Bestimmung der Starke der wechselwirkungsinduzierten Dampfung genutzt.
Sowohl die Betrachtungen in Abschnitt 4.1.1 als auch die so eben durchgefiihrte
Abschétzung stellen jedoch ausschliellich qualitative Analysen dar, die lediglich der
Begriindung der gewéhlten Fit-Funktion dienen. Sie beruhen auf einer angenomme-
nen linearen zeitlichen Verbreiterung des Impulsspektrums bzw. einer stufenférmi-
gen Verbreiterung des Spektrums der Oszillationsfrequenzen (Gleichung 5.2). Die
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Abbildung 5.2: Schwerpunktsbewegung des Bose-Einstein-Kondensats fiir eine
Gittertiefe von 2F,, eine Beschleunigung von 2,34m/s?> und Unordnungstiefen
von 0 (schwarz), 70 und 130x1073E,..

tatsichliche Entwicklung des Quasiimpulsspektrums ist jedoch deutlich komplexer
als diese vereinfachenden Annahmen (Abbildung 4.10). Der so gewonnene funktio-
nale Zusammenhang gibt jedoch die Entwicklung der experimentell beobachteten
Déampfung sowie der numerischen Losungen der Gross-Pitaevskii Gleichung fiir
die betrachteten Zeitskalen gut wieder und eignet sich somit hervorragend zur
quantitativen Bestimmung der Dampfungskoeffizienten, sowie dem Vergleich der
experimentellen und numerischen Daten.

Die quantitative Berechnung der dynamischen Entwicklung des Bose-Einstein-
Kondensats in einem periodischen Gitterpotential unter Beschleunigung durch das
inhomogene Gradientenfeld beruht auf numerischen Losungen der Gross-Pitaevskii
Gleichung 4.44. Dazu wird sie analog zu den Betrachtungen in Abschnitt 4.1.2 um
ein zusétzliches ungeordnetes Potential Vi (z) erweitert

2
—;—mVQ + VL (2) + Vi (2) + Varr(r) + Varaa(2) + g |9 (r) | ¥(r) = ih 0,0 ().

(5.8)
Abbildung 5.2 zeigt exemplarisch die damit numerisch bestimmte Schwerpunkts-
bewegung des Kondensats fiir verschiedene Tiefen des im néchsten Abschnitt be-
schriebenen Unordnungspotentials [27]. Eine mit der Unordnungstiefe zunehmen-
de Dampfung ist klar zu erkennen. Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihr-
ten numerischen Untersuchungen dienen der Analyse und Interpretation der ex-
perimentellen Daten und werden dementsprechend im Zusammenhang mit ihnen
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Abbildung 5.3: Intensitétsprofil des Unordnungslasers. Der im rechten Bild gezeigte Aus-
schnitt entspricht dem Verlauf des Intensitétsprofils auf der Hohe der atomaren Wolke.

in Abschnitt 5.3 erldutert. Detaillierte theoretische Untersuchungen geddmpfter
Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in verschiedenen von der Un-
ordnungsstarke abhdngenden Regimen wurden in einer kiirzlich in Zusammenarbeit
mit T. Schulte, M. Lewenstein und L. Santos erfolgten Veroffentlichung présen-
tiert [2].

5.2 Experimentelle Realisierung

Dieser Abschnitt erlautert die experimentellen Methoden zur Beobachtung der un-
ordnungsinduzierten Dampfung der Bloch-Oszillationen. Er baut auf Abschnitt 4.2
auf und beschreibt die Erzeugung der Unordnungsstruktur, ihre Charakterisierung
und beschreibt die verwendete experimentelle Sequenz.

5.2.1 Unordnungspotential

Das Unordnungspotentials wird durch ein entlang der Symmetrieachse der Falle
raumlich variierendes Intensitdtsprofil (Abbildung 5.3) eines senkrecht zur Achse
verlaufenden Laserstrahls realisiert. Der entsprechende Strahlengang ist in Ab-
bildung 5.4 dargestellt. Die Intensitdtsmodulation wird durch ein Chromsubstrat
mit rdumlich variierender Transmission im Strahlengang des Laserstrahls erzeugt,
das mittels eines verkleinernden Teleskops auf die Position der Atome abgebildet
wird. Abbildung 5.5 zeigt sowohl einen 400um grofsen Ausschnitt des verwendeten
Unordnungspotentials, als auch seine Tiefe in Abhéngigkeit von der Position der
Wolke im ungeordneten Potential. Diese Tiefe wird analog zu [29, 3] als die doppel-
te Standardabweichung des Potentials in einem Ausschnitt in der Grofenordnung
des Bose-Einstein-Kondensats definiert. Diese Definition hat jedoch leichte Varia-
tionen der Unordnungstiefe fiir unterschiedliche Ausschnitte der Unordnung zur
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.4: Strahlengang des ungeordneten optischen Gitters.
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Abbildung 5.5: Zur Messung der unordnungsinduzierten Dampfung verwendetes Unord-
nungspotential. Die linke Abbildung zeigt den Potentialverlauf auf Hohe der atomaren
Wolke, sowie den Mittelwert (rot) und die zur Definition der Unordnungstiefe verwendete
Standardabweichung (blau). Das rechte Bild zeigt die Unordnungstiefe in Abhéngigkeit
von der Position des jeweiligen Ausschnitts von 60um. Die durchschnittliche Unordnungs-
tiefe betrigt 0.0138x1073E, fiir die verwendete Laserleistung und die Standardabwei-
chung in der Unordnungstiefe 0.033x103E,..
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Abbildung 5.6: Experimentelle Sequenz der Untersuchungen zur unordnungsinduzierten
Déampfung der Bloch-Oszilationen

Folge. Sie wurden mittels der in Abbildung 5.5 gezeigten Abhéngigkeit der Unord-
nungstiefe von der Wahl des Ausschnittes quantitativ zu ca 20% bestimmt. Die
Korrelationslédnge des gezeigten Unordnungsprofils betragt 8um und ist aufgrund
der numerischen Apertur der Abbildungsoptik beugungslimitiert.

Die maximal mit der verfiigharen Laserleistung erzeugbaren Unordnungstiefen
betragen ca. 1 E, und sind damit mehr als ausreichend, um eine signifikante Stérung
der perfekten Periodizitdt des optischen Gitters zu erzeugen. Die maximale im
Rahmen dieser Arbeit verwendete Unordnungstiefe betrug lediglich 135x1073E,
und fiihrte bereits zu einer drastischen Dampfung der Bloch-Oszillationen.

5.2.2 Experimentelle Sequenz

Die verwendete experimentelle Sequenz zur Beobachtung der unordnungsinduzier-
ten Dampfung der Bloch-Oszillationen ist in Abbildung 5.6 gezeigt. Nach der Er-
zeugung des Bose-Einstein-Kondensats wird zur Reduktion der dynamischen In-
stabilitat die radiale Fallenfrequenz in 350ms von 292Hz auf 29Hz gesenkt. Ent-
sprechend der in Abschnitt 4.1.2 beschriebenen experimentellen und numerischen
Untersuchungen erméglicht dies in Kombination mit einer Teilchenzahl von 5 x 10*
Atomen im Bose-Einstein-Kondensat ohne zusétzliche Unordnung die Beobach-
tung von vier ungeddmpften Bloch-Oszillationsperioden. Nach der Verringerung
der Fallenfrequenzen wird das Gitterpotential innerhalb von 60ms adiabatisch auf
eine Gittertiefe von 2F, erhoht (Abschnitt 3.3.4). Diese Gittertiefe stellt entspre-
chend der Ergebnisse in Abschnitt 4.1 einen guten Kompromiss zwischen der Un-
terdriickung des Landau-Zener-Tunnelns und einer grofen Oszillationsamplitude
der Bloch-Oszillationen dar. Nach einer zusétzlichen Haltezeit von 10ms wird fiir
eine variable Zeit 7 sowohl das lineare Gradientenfeld als auch das Unordnungspo-
tential instantan eingeschaltet und das Kondensat so einer rdumlich inhomogenen
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Beschleunigung unterworfen. Anschlieffend werden sdmtliche Potentiale gleichzei-
tig ausgeschaltet und die atomare Wolke nach einer Flugzeit von 30ms mittels eines
20pus langen Laserpulses durch eine Absorptionsaufnahme detektiert.

5.3 Ergebnisse

Dieser Abschnitt présentiert mit der experimentell beobachteten Dampfung der
Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Gitterpoten-
tialen das zentrale Ergebnis dieser Arbeit. Zusétzlich werden umfangreiche numeri-
sche Untersuchungen zur Interpretation der Daten vorgestellt. Es folgt eine Analyse
der experimentell beobachteten Verbreiterung des Quasiimpulsspektrums des Kon-
densats, sowie die fiir weitgehend dephasierte Kondensate beobachtete vollstandige
Besetzung der ersten Brillouin-Zone.

5.3.1 Dampfung der Schwerpunktsbewegung

In diesem Abschnitt erfolgt zunéchst eine Beschreibung der beobachteten Damp-
fung der Schwerpunktsbewegung, sowie der Vergleich mit den entsprechenden nu-
merischen Simulationen fiir die experimentellen Parameter. Im Anschluss werden
zur Unterscheidung der unordnungsinduzierten Dampfung von einer denkbaren
Verstarkung der wechselwirkungsinduzierten Dampfung umfangreiche numerische
Untersuchung durchgefiihrt.

Experimentelle Ergebnisse und Vergleich mit den Simulationen

Die experimentell beobachtete unordnungsinduzierte Dampfung der Schwerpunkts-
bewegung ist in Abbildung 5.7 fiir verschiedene Werte der Unordnungstiefe gezeigt.
Gittertiefe und Beschleunigung sind identisch zu den Parametern der experimentell
beobachteten ungeddmpften Bloch-Oszillationen im ungestorten optischen Gitter
(Abbildung 4.26). Die mit der Unordnungstiefe zunehmende Dampfung ist klar zu
erkennen. Die entsprechenden Dampfungskonstanten sind in Abbildung 5.8 zusam-
men mit den numerischen Losungen der Gross-Pitaevskii Gleichung 5.8 als Funk-
tion der Unordnungstiefe aufgetragen. Die Parameter der Simulation entsprechen
den experimentellen Parametern der Tiefe des optischen Gitters, der Fallenfre-
quenzen und der Unordnungstiefe fiir einen typischen Verlauf des Unordnungspo-
tentials. Die in Abschnitt 5.2.1 bestimmte Unsicherheit in der exakten Tiefe des
Unordnungspotentials wird durch die Fehlerbalken an den experimentellen Daten
repriasentiert. Der grau unterlegte Bereich entspricht einer detektionsbedingten Un-
sicherheit in der Atomzahl von 30%, die in den numerischen Simulationen beriick-
sichtig wurde. Die leichte systematische Abweichung zwischen den numerischen
und den experimentellen Daten resultiert aus der Abhéngigkeit der Ddmpfung von
der exakten Form des Unordnungspotentials.
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Abbildung 5.7: Unordnungsinduzierte Démpfung der Schwerpunktsbewegung von Bose-
Einstein-Kondensaten fiir eine Gittertiefe von (2E,.), eine Beschleunigung von (2,34m/s?)
und Teilchenzahlen von 5 x 10%. Die Unordnungstiefen betragen von oben nach unten
35,70,105 und 135 x 1073 E,.. Die Punkte entsprechen den MeRdaten, wihrend die Kur-
ven einen Fit mit Gleichung 5.7 darstellen. Die beobachtete Oszillationszeit wurde mit
zunehmender Unordnung verringert, da die Dephasierung des Quasiimpulsspektrums ei-
ne starke Reduktion des Kontrastes und daher eine Verringerung des Signal-zu-Rausch
Verhaltnisses zur Folge hat.
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Abbildung 5.8: Dampfungskonstanten 1/0 der Einhiillenden aus Abbildung 5.7 (rot) sowie
der zugehorigen numerischen Berechnungen (schwarze Punkte, sowie grau schattierter
Bereich) fiir ein typisches Unordnungspotential. Entsprechend der experimentellen Daten
wurde die Anzahl der verwendeten Bloch-Perioden in der Bestimmung der numerischen
Dampfungskonstanten mit zunehmender Unordnungstiefe verringert.

Die in Abschnitt 5.2.1 beschriebene Definition des Unordnungspotentials be-
riicksichtigt nicht den tatsdchlichen Potentialverlauf, sondern nur das Ausmafs der
gemittelten Abweichung vom Durchschnittswert des optischen Potentials. Daher
kann der Potentialverlauf fiir identische Unordnungstiefen variieren. Eine genaue
numerische Bestimmung der Dampfungskonstanten setzt daher seine exakte Kennt-
nis voraus. Abbildung 5.9 zeigt den Vergleich der experimentellen Dampfungs-
konstanten mit der numerisch fiir verschiedene Positionen des Kondensats im ex-
perimentell verwendeten Unordnungspotential (Abb. 5.5) bestimmten Dampfung.
Die Dampfungskonstanten wurden fiir jeweils um 10um voneinander abweichen-
de Positionen des Kondensats bestimmt. Die so fiir die einzelnen Unordnungstie-
fen bestimmten minimalen und maximalen Dampfungskonstanten entsprechen der
Ausdehnung des grauen Bereichs. Die Position der Atome respektive des Unord-
nungspotentials kann mit dem bestehenden Aufbau in der relaxierten Magnetfalle
nicht exakt bestimmt werden, da das Offsetmagnetfeld ungefahr 90G betragt, die
Frequenz des Detektionslasers aber auf die magnetfeldfreie Ubergangsfrequenz ein-
gestellt ist.

Im Rahmen dieser Unkenntnis der exakten Position der atomaren Wolke im
Unordnungspotential ist eine gute Ubereinstimmung der berechneten mit den ge-
messenen Dampfungskonstanten zu erkennen. Dies belegt, dass eine Vorhersage der
zu erwartenden Dampfung die Kenntnis des genauen Verlaufs des Unordnungspo-



5.3. Ergebnisse 125

0,12
P
7
e
0,10 |- y °
e
7
| ¢
— e
o 008 [ -
-— -
— e
g’ s < [ ]
Q 0,06 [ i
g -
© e < - -
~ ~ - -
0,04 < -
’ P -
v _e-
- “
[ ] -~
0,02 _ -
| ¢
" 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140

Disorder [10° E]

Abbildung 5.9: Unordnungsinduzierte Ddmpfung fiir verschiedene Ausschnitte des expe-

rimentell verwendeten Unordnungspotentials. Die roten Punkte entsprechen den experi-

mentellen Daten und die schwarzen Quadrate die extremalen Dampfungskonstanten zu

den jeweiligen Unordnungstiefen. Der grau unterlegte Bereich représentiert die Variation
der Dampfung fiir die verschiedenen Ausschnitte.

tentials voraussetzt. Bereits Variationen in der Position der atomaren Wolke in der
Grofsenordnung von 10um beeinflussen die Dédmpfung nachhaltig.

Die in diesem Abschnitt prasentierte erstmalige experimentelle Beobachtung
der Dampfung von Bloch-Oszillationen in ungeordneten Potentialen, sowie die gute
Ubereinstimmung mit den durchgefiihrten numerischen Untersuchungen sind iiber
das Grundlegende Interesse an der Dynamik von Bose-Einstein-Kondensaten in un-
geordneten Potentialen hinaus von hoher Relevanz fiir die Anwendung von Bloch-
Oszillationen als Quantensensor zur Messung kleinster Krafte [47, 55, 45, 46, 52].

Numerische Untersuchungen zur Interpretation der Dampfung

Die Interpretation der experimentell beobachteten Démpfung der Bloch- Oszil-
lationen im ungeordneten Potential als eine unordnungsinduzierte Dampfung im
Sinne der in Abschnitt 5.1 beschriebenen Dephasierung des Quasiimpulses erfor-
dert weiterfiihrende numerische Untersuchungen. Prinzipiell ist auch eine Erh6hung
der Wechselwirkungsenergie durch das zuséatzliche Unordnungspotential und somit
eine Verstarkung der dynamischen Instabilitdt denkbar. Bereits rein qualitative
Vergleiche der relevanten Energien lassen diese These allerdings unwahrscheinlich
erscheinen. So betrigt die Unordnungstiefe mit maximal 135x1073E, lediglich 7%
der Gittertiefe, und fithrt daher nur zu einer leichten Variation des Gitterpotentials.
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Abbildung 5.10: Unordnungsinduzierte Dampfung ohne Wechselwirkung. Die roten Punk-

te mit Fehlerbalken entsprechen den experimentellen Daten, die schwarze Punkte den

Simulationen der Abbildung 5.8 und die blauen Rechtecke wechselwirkungsfreien Kon-
densaten, bei ansonsten identischen Parametern.

Zur quantitativen Untersuchung dieser These wurden verschiedene numerische
Untersuchungen durchgefiihrt. Abbildung 5.10 zeigt einen Vergleich der experimen-
tellen Daten mit den numerischen Simulationen aus Abbildung 5.8 sowie dem nu-
merisch bestimmten Verlauf der Dampfung fiir wechselwirkungsfreie Bose-Einstein-
Kondensate. Es ist klar zu erkennen, dass auch die Bloch-Oszillationen wechselwir-
kungsfreier Kondensate stark durch die Unordnung geddmpft werden, wenn auch
etwas geringer. Dies ist vermutlich in der geringeren Ausdehnung nicht wechselwir-
kender Kondensate begriindet. Die geringere Variation des Unordnungspotentials
iiber die Ausdehnung des Kondensats bedingt ein kleineres Spektrum an Energie-
differenzen zwischen den einzelnen Gitterpldtzen und fiihrt somit zu einer gerin-
geren Dampfung. Die numerisch beobachtete Dampfung der Bloch-Oszillationen
nicht wechselwirkender Kondensate belegt, dass es sich bei der Dédmpfung durch
das Unordnungspotential eine unordnungsinduzierte Dampfung vorliegt. Eine Un-
terscheidung zwischen der Stiarke der unordnungs- und wechselwirkungsinduzierten
Déampfung erfordert jedoch eine quantitative Abschiatzung der Verstarkung der dy-
namischen Instabilitdt durch die grofere Dichte. Dazu wird zunéchst fiir verschie-
dene Tiefen des in Abbildung 5.5 gezeigten Unordnungspotentials die Wechsel-
wirkungsenergie bestimmt (Abbildung 5.11). Die Erhdhung der Wechselwirkungs-
energie aufgrund der groferen Dichte im Unordnungspotential wird dabei auf die
Energie des Kondensats im ungestorten Gitter normiert. Thre Berechnung beruht
auf der numerischen Integration des Dichteprofils des Kondensats entsprechend
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Abbildung 5.11: Die linke Abbildung zeigt die auf die Energie des ungestérten Kondensa-

tes im optischen Gitter normierte Erhohung der Wechselwirkungsenergie in Abhéngigkeit

von der Unordnungsstéirke. Die rechte Abbildung zeigt die Abhéngigkeit der Ddmpfungs-
konstanten von dieser relativen Erhohung der Wechselwirkungsenergie.

Gleichung 4.58 zu verschiedenen Zeiten der Ostzillation. Da sich das Profil durch
die Zeitentwicklung des Quasiimpulses wiahrend der Bloch-Oszillationen leicht an-
dert, ist in der Abbildung jeweils der Mittelwert der Wechselwirkungsenergie iiber
die experimentell relevante Zeitskala von 20ms aufgetragen. Eine Zunahme der
Wechselwirkungsenergie durch die Unordnung ist zu erkennen, sie betragt aller-
dings fiir die maximale experimentell verwirklichte Unordnungstiefe lediglich 20%.
Zur Abschitzung der Auswirkungen auf die Bloch-Oszillationen ist in Abbildung
5.11 die Dampfung als Funktion dieser Erhéhung der Wechselwirkungsenergie ge-
zeigt. Sie wurde kiinstlich durch die Vergrofserung der s-Wellen-Streulédnge erhoht,
und analog zur Bestimmung der Zunahme der Wechselwirkungsenergie im Unord-
nungspotential durch die Integration des Dichteprofils des Kondensates bestimmt.
Der Abbildung ist zu entnehmen, das selbst eine Erhéhung um einen Faktor 2,1
lediglich zu einer Dampfungskonstante von 0,017 fiihrt, die im Vergleich mit der
unordnungsinduzierten Dampfungskonstante von 0,12 gering ist. Die leichte Er-
héhung der Wechselwirkungsenergie kann daher nicht fiir die beobachtete starke
Dampfung verantwortlich sein.

Zur Uberpriifung, ob die kiinstliche Erhohung der Wechselwirkungsenergie zu
realistischen Ergebnissen fiihrt, sind in Abbildung 5.12 die Wechselwirkungsener-
gie und Dampfungskonstanten als Funktion der Teilchenzahl im Kondensat gezeigt.
Die fiir 25 x 10* Atome bestimmte relative Wechselwirkungsenergie von ungefihr
2,25 und die Dampfungskonstante von 0,018 sind konsistent mit den entsprechen-
den Werten in Abbildung 5.11, und belegen die Aussagekraft dieser numerischen
Untersuchungen.

Die Untersuchungen beriicksichtigen zwar lediglich die Vergrofserung der Gesamt-
Wechselwirkungsenergie. Die minimale Strukturgréfse 84m hat jedoch einen glatten
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Abbildung 5.12: Wechselwirkungsenergien (links) und die resultierende Dampfung der
Bloch-Oszillationen (rechts) in Abhéngigkeit von der Teilchenzahl. Die Dampfungskon-
stanten sind der Abbildung 4.12 entnommenen.

Verlauf des Unordnungspotentials ohne hohe lokale Einschliisse zur Folge. Zudem
fiihrt die Kombination des linearen Gradienten und des Unordnungspotentials zu
einem rédumlich inhomogenen Kraftfeld, nicht aber zu einem zusétzlichen stati-
schen rdaumlichen Einschluss, der stdrkere lokale Dichtevergréfserungen ermogli-
chen wiirde. Daher stellt die Betrachtung der Gesamtenergie ein geeignetes Maf
zur Bestimmung der Wechselwirkungseffekte dar. Die beobachtete Zunahme der
Déampfung der Bloch-Ostzillationen durch das Unordnungspotential beruht daher
auf der Storung der Periodizitit des Potentials und nicht auf einer moglichen Dich-
teerhohung. Es handelt sich somit um eine unordnungsinduzierte Dampfung, die
auch fiir nicht wechselwirkende Bose-Einstein-Kondensate auftritt. Daher sind die-
se Untersuchungen von hoher Relevanz fiir die Anwendung von Bloch-Oszillationen
als Quantensensor zur Messung kleinster Kréafte. Schon Inhomogenitiaten auf Lan-
genskalen der Ausdehnung der Kondensate fithren zu einer signifikanten Dampfung
der Ostzillationen.

5.3.2 Verbreiterung des Impulsspektrums

Die Ursache der Dampfung liegt geméls der Betrachtungen in Abschnitt 5.1 in
der Verbreiterung des Quasiimpulsspektrums durch des Entstehen zusétzlicher
Impulskomponenten wahrend der Zeitentwicklung der Wellenfunktion. Dies ist
in Abbildung 5.13 fiir eine Unordnungstiefe von 135 x 1073E, iiber eine volle
Bloch-Oszillationsperiode gezeigt. Die Verbreiterung der urspriinglich scharfen Im-
pulskomponenten durch die Dephasierung des Quasiimpulsspektrums ist klar zu
erkennen und wird besonders im Vergleich mit experimentell gemessenen unge-
storten Bloch-Oszillationen deutlich (Abbildung 4.24). Die numerisch bestimmte
Verbreiterung des Quasiimpulsspektrums ist konsistent mit der experimentell be-
obachteten Verbreiterung des Impulsspektrums
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Abbildung 5.13: Falschfarbenbild der Quasiimpulsentwicklung wéahrend einer Bloch-
Oszillationsperiode fiir eine Unordnungstiefe von 105 x 1073 E,.. Die Gittertiefe, Fallen-

parameter und die Beschleunigung sind identisch zu den in Abbildung 5.7 présentierten
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Abbildung 5.14: Absorptionsbilder des Bose-Einstein-Kondensats fiir eine Oszillationszeit
von 0.5 Bloch-Perioden mit einer Beschleunigung von 2.4m/s?, einer Gittertiefe von 2 E,
nach einer Flugzeit von 30ms fiir Unordnungstiefen von 0 x 1072E,. (linke Spalte) und
105 x 1073 E,. (rechte Spalte). Die mittlere Reihe zeigt die zugehérigen
die untere Reihe die mittels der numerischen Simulationen bestimmten Quasiimpulsver-

Dichteprofile und
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Abbildung 5.15: Anteil der Atome im Dichtemaximum des Kondensats nach einer Flug-
zeit von 30ms in Abhéngigkeit von der Bloch-Oszillationszeit. Die Symbole représentieren
vier verschiedene Unordnungstiefen von 0E, (schwarze Kreise), 35 x 1072E,. (rote Qua-
drate), 70 x 1073E, (blaue Punkte), und 135 x 1073E,. (griine Dreiecke). Die Linien
entsprechen jeweils einem Fit mit einer exponentiellen Abhéngigkeit. Die in Abbildung
5.14 zu erkennenden Interferenzstreifen verursachen eine Uberschétzung der Gesamtteil-
chenzahl, die durch numerische Summation bestimmt wird, wihrend die Teilchenzahl in
den BEC-Maxima durch einen Fit mit einer Thomas-Fermi Verteilung berechnet wird.
Daher ist Ny;.q. selbst fiir pure Kondensate ohne erkennbaren thermischen Hintergrund
nur 0,5.

in ungeordneten Potentialen. Abbildung 5.14 zeigt einen Vergleich der nu-
merischen und experimentellen Dichteprofile sowie die zugehorigen Absorptions-
bilder der Bose-Einstein-Kondensate fiir Unordnungstiefen von 0 x 1073E, und
105 x 1073E, nach einer halben Bloch-Oszillationsperiode. Im ungestorten Fall
liegen scharfe Dichtemaxima vor, wihrend im ungeordneten Fall sowohl in den
experimentellen Daten, als auch in den Simulationen eine Verbreiterung des Im-
pulsspektrums sowie ein signifikanter Hintergrund durch das Entstehen zuséatzlicher
Quasiimpulse erkennbar ist. Um diesen Effekt quantitativ zu untersuchen, wurde
der in den Dichte-Maxima des Kondensats Npgc verbleibende Anteil Ny, der
Atome bestimmt, indem das Verhéltnis

Nfrac - NBEC/NGesamt (59)

zur Gesamtteilchenzahl Ngesam: gebildet wurde. Dies entspricht der Vorgehenswei-
se der Veroffentlichung [49], in der die Auswirkung der dynamischen Instabilitit
untersucht wurde. Abbildung 5.15 zeigt Ny, in Abhéngigkeit von der Bloch-
Ostzillationszeit fiir verschiedene Unordnungstiefen. Die Punkte entsprechen den
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Abbildung 5.16: Zerfallskonstanten 7 der Abbildung 5.15 in Abhéngigkeit von der Un-
ordnungstiefe.

experimentellen Daten, wahrend die Linien eine Fit-Funktion mit einer exponenti-
ellen Abhédngigkeit zeigen. Eine Abnahme von Ny,q. mit fortschreitender Oszilla-
tionszeit ist klar erkennbar. Insbesondere zeigt der Vergleich mit der ungestorten
Zeitentwicklung der Bloch-Oszillationen (Abbildung 4.26), dass diese Dephasie-
rung der Dampfung der Schwerpunktsbewegung vorausgeht. Besonders deutlich
wird dies fiir eine Unordnungstiefe von 0F,.. Sie zeigt bereits eine deutliche Reduk-
tion von Ny,q.t, wihrend die Oszillation des Schwerpunktes innerhalb der experi-
mentellen Beobachtungszeit ungeddmpft ist. Diese belegt in Kombination mit der
guten Ubereinstimmung der gaufformigen Fit-Funktion mit den experimentellen
Daten (Abbildung 5.7), dass die Verbreiterung des Impulsspektrums der Dampfung
zugrunde liegt. Erst eine signifikante Verbreiterung fiihrt zu einer beobachtbaren
Verringerung der Oszillationsamplitude.

Die Zerfallskonstanten 7 aus Abbildung 5.15 sind in Abbildung 5.16 als Funk-
tion der Unordnungstiefe aufgetragen. Die Abnahme des Anteils der Atome in
den Dichtemaxima mit zunehmender Unordnungsstéirke zeigt, dass eine stirkere
Unordnung eine schnellere Dephasierung des Quasiimpulsspektrums zur Folge hat.
Dies seht im Einklang zu der beobachteten starkeren Dampfung der Schwerpunkts-
bewegung (Abbildung 5.7).
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5.3.3 Vollstandige Dephasierung iiber die erste Brillouin-
Zone

Die Dephasierung des Quasiimpulses wihrend der Bloch-Oszillation fiihrt fiir aus-
reichend lange Oszillationszeiten zu einer gleichmafigen Besetzung der ersten Bril-
louin-Zone. Die aus der Periodizitét folgende Bandliicke verhindert jedoch Uber-
génge in hohere Bénder. Eine direkte Ubertragung dieser Quasiimpulsverteilung
auf die entsprechende Impulsverteilung des Kondensats in der reinen Magnetfal-
le kann mittels einer adiabatischen Reduktion der Gitterleistung erzielt werden
(Abschnitt Abschnitt 3.3.4). Nach dem Ausschalten des magnetischen Einschlus-
ses fiihrt dies fiir vollstindig dephasierte Kondensate zu einer Expansion, die ein
rechteckiges Dichteprofil aufweist, da sie die gleichméfige Besetzung der Brillouin-
Zone widerspiegelt, und somit durch die Impulse der reziproken Gittervektoren be-
grenzt wird. Entsprechende Absorptionsaufnahmen sind in Abbildung 5.17 fiir un-
terschiedliche Teilchenzahlen gezeigt. Die nahezu vollsténdige Dephasierung wurde
unter Ausnutzung der dynamischen Instabilitit durch sehr lange Oszillationszei-
ten und hohe Teilchenzahlen erreicht. Dazu wurde des optische Gitter zunéchst
adiabatisch eingeschaltet. Anschliefsend folgte eine 80ms lange Beschleunigungs-
phase. Nach dem adiabatischen Ausschalten des Gitters wurde die Magnetfalle
ausgeschaltet und das atomare Ensemble nach einer Flugzeit von 30ms detektiert.
Das rechteckige Dichteprofil, sowie die Begrenzung auf die durch die roten Mar-
kierungen gekennzeichnete erste Brillouin-Zone ist klar zu erkennen. Die rechte
Hiélfte der Abbildung zeigt jeweils Vergleichsmessungen zu &hnlichen Teilchenzah-
len ohne Beschleunigung, die mit einer identischen experimentellen Gitter-Sequenz
erzeugt wurden. Sie weisen die typischen scharfen Maxima nicht dephasierter Kon-
densate, sowie einen mit der Teilchenzahl zunehmenden thermischen Untergrund
auf. Das fehlen hohere Impulskomponenten zeigt, das die Vergleichsbilder unbe-
einflusst sind durch das adiabatische Ein- und Ausschalten des Gitters, wihrend
die beschleunigten Kondensate die gesamte Brillouin-Zone ausfiillen. Die Verbrei-
terung der dephasierten Kondensate in der radialen Richtung, resultiert aus der
Anregung radialer Moden durch die dynamische Instabilitat [142, 27].

Die Begrenzung des Dichteprofils der dephasierten Kondensate auf die erste
Brillouin-Zone belegt zudem die Adiabatizitat der Gitterrampe (Abschnitt 3.3.4),
da eine nicht-adiabatische Rampe die Besetzung hoherer Bander zur Folge hétte.
Bei dem adiabatische Ausschalten des Gitters wiirden sie aufgrund der Impuls und
Energieerhaltung

(h(q+ @))?

p=q+Ihqg und E =
2m

= E(q) (5.10)

in Impulse transformiert werden, die hoheren Brillouin-Zonen entsprechen. Bei
der Transformation der periodischen Bandstruktur E(q) in die Dispersionsrelation
freier Teilchen werden z.B. die Quasiimpulse des ersten angeregten Bandes auf
Impulse



5.3. Ergebnisse

133

Mg

-
TX'Y'Y'T'T'Y'

-

~eeeoee— " W
300 400 500 600 700 800 900 1000 500 90 1000 1100 1200
—
[ e - .
© - 7
[ Tha'} - ——
(O] A
] -
= e =
Q . -
) 4r
S .F
%] 3
2 Lf
o ?r
! W A A
L ]
0 L 1 1 1 1
100 200 300 600 700 800 900 1000 1100

Okw

= -
L

' i

0 100 200 300 400 500 600 700

Z [um]

300 400 800 900

z [um]

Abbildung 5.17: Vollstindige Besetzung der ersten Brillouin-Zone fiir eine Gittertiefe
von 6.5E, und Teilchenzahlen von 5 x 10° (Oben), 3 x 10° (Mitte) und 1.5 x 10° nach
einer Flugzeit von 30ms. Die obere Hailfte der sechs Bilder zeigt jeweils die Absorptions-
aufnahmen, wihrend die untere dem radial aufsummierten Dichteprofil entspricht. Die
linke Spalte zeigt die dephasierten Kondensate und die rechte die Vergleichsbilder ohne
Beschleunigung der Atome. Die rote Markierung entspricht der Ausdehnung der ersten

Brillouin-Zone.

in der zweiten Brillouin-Zone tibertragen. Nur so konnen gleichzeitig Energie-

und Impulserhaltung erfiillt werden.
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KAPITEL 6

AUSBLICK

Ultrakalte Ensembles in optischen Gittern eroffnen die Moglichkeit, Theorien die
im Kontext der Festkorperphysik erstmalig entwickelt wurden, in einem System
der Atomphysik zu untersuchen. Dies zeigt die hohe Interdisziplinaritdt dieses
Feldes. Insbesondere die Fahigkeit, die Parameter der optischen Felder kontrol-
liert zu manipulieren, begiinstigt die Untersuchung der Auswirkungen zusétzli-
cher Unordnungspotentiale auf die statischen und dynamischen Eigenschaften von
Vielteilchen-Systemen in periodischen Potentialen.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden die Untersuchungen der Grundzu-
standseigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Gitterpoten-
tialen auf die dynamische Entwicklung der Kondensate in optischen Gittern unter
dem Einfluss einer konstanten Kraft erweitert. So konnten die aus der Festkorper-
physik bekannten Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten experimen-
tell beobachtet werden. Durch den Einsatz einer zusétzlichen Unordnungsstruk-
tur konnte zudem erstmalig experimentell eine unordnungsinduzierte Dampfung
der Bloch-Oszillationen beobachtet werden, die in enger Analogie zur Dephasie-
rung der Bloch-Oszillationen von Elektronen in Festkorpern steht. Dieses Ergebnis
steht in guter Ubereinstimmung mit den durchgefiihrten umfangreichen Simulatio-
nen zur Ddmpfung der Bloch-Oszillationen, die auf der Gross-Pitaevskii Gleichung
basieren.

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind von grofer Bedeutung fiir die Anwendung von
Bloch-Oszillationen als Quantensensor zur Messung kleinster Kréfte, da sich die
Unordnung als Inhomogenitét in den beschleunigenden Kraftfeldern interpretieren
lasst. Sie konnen somit als Ausgangspunkt fiir weiterfiihrende detaillierte Untersu-
chungen der Eignung von Bloch-Oszillationen als Quantensensor dienen. Dies setzt
jedoch eine signifikante Reduktion der Wechselwirkungsenergie voraus, da die dy-
namische Instabilitédt fiir die mit der aktuellen Apparatur erreichbaren experimen-
tellen Parameter zu einer Dampfung der Bloch-Oszillationen fiihrt. Eine nahezu
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vollstdndige Unterdriickung der Wechselwirkung kann mittels so genannter Fesh-
bach Resonanzen erfolgen [54], mit deren Hilfe kiirzlich nahezu ungeddmpfte Bloch-
Oszillationen mit vielen tausend Oszillationsperioden beobachtet wurden [52]. Die
Realisierung der fiir 8"Rb notwendigen homogenen Magnetfelder von 1007G [147]
stellen jedoch aufgrund der hohen Feldstérken eine grofte technische Herausforde-
rung dar. Da zudem der eingeschrankte optische Zugang keine Erweiterung des
bestehenden optischen Gitters erlaubt und die Magnetfalle des Kleeblatt-Designs
aufgrund intrinsischer Schwankungen des Offset-Magnetfeldes die kontinuierliche
Produktion von Bose-Einstein-Kondensaten mit konstanter Teilchenzahl erschwert,
werden derzeit ein neues Vakuumsystem sowie eine neue Magnetfalle aufgebaut.
Aufbauend auf den Erfahrungen dieser Arbeit gilt dabei ein besonderes Augenmerk
der Realisierung eines guten optischen Zugangs. Dies ermdglicht die Erweiterung
der im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Untersuchungen auf ein grofes Spek-
trum interessanter Experimente.

Bloch-Oszillationen nicht wechselwirkender Ensemble

Im Rahmen der derzeitigen Umbauten ist insbesondere geplant, die Untersuchun-
gen quantenentarteter Gase auf mehratomige Ensembles bestehend aus Rubidium,
Kalium und Césium zu erweitern. Die Fahigkeit neben 8'Rb z.B. auch das bosoni-
sche *K zu kondensieren, eréffnet die Moglichkeit, Feshbach-Resonanzen zu nut-
zen [148], um die Wechselwirkung auszuschalten. Dies gestattet die Weiterfithrung
der Untersuchungen zur Anwendbarkeit der Bloch-Ostzillationen von Bose-Einstein-
Kondensaten als Quantensensor zur hochprizisen Messung kleinster Kréfte [52, 51].
Die mit dem Verschwinden der dynamischen Instabilitéit einhergehende Beobacht-
barkeit extrem vieler Oszillationsperioden ermoglicht es, die Auswirkungen sehr
viel kleinerer Unordnungstiefen zu untersuchen, da diese erst nach vielen Oszilla-
tionsperioden zu einer signifikanten Reduktion der Oszillationsamplitude fiihren.

Zuséatzlich konnen Bloch-Ostzillationen quantenentarteter fermionischer Ensem-
bles untersucht werden, die effektiv nicht wechselwirkend sind und daher die Be-
obachtung ungeddmpfter Bloch-Oszillationen erlauben. Das Pauliprinzip bedingt
jedoch eine grofe Breite ihres Quasiimpulsspektrums [47] und eine starke Reduk-
tion der Oszillationsamplitude. Zudem stellt die im Vergleich mit Bose-Einstein-
Kondensaten grofse rdumliche Ausdehnung quantenentarteter fermionischer Sys-
teme einen signifikanten Nachteil bei der hoch aufgelosten rdumlichen Messung
kleinster Kréfte dar. Daher sind insbesondere nicht wechselwirkende Bose-Einstein-
Kondensate die geeignete Wahl zur Fortfithrung der Untersuchungen zu unord-
nungsinduzierter Dampfung von Bloch-Oszillationen.

Transport in ungeordneten Strukturen

Von grofem Interesse sind zudem Experimente zur Expansion ultrakalter Gase in
zwei bzw. dreidimensionalen ungeordneten Systemen [149, 150]. Dabei hat die In-
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terferenz der gestreuten Teilwellen der atomaren Wellenfunktion eine Verringerung
der Mobilitat der expandierenden Wolke zur Folge. Die resultierenden Abweichun-
gen von der ballistischen Expansion driicken sich in einer Reduktion der Diffusions-
konstante des Ensembles aus und beruhen ausschlieflich auf Einteilchen-Effekten.
Die Beobachtung dieser Lokalisierungseffekte setzt daher analog zur Anderson Lo-
kalisierung eine Reduktion der Wechselwirkung voraus [150], die mittels einer Fesh-
bach Resonanz elegant realisiert werden kann. Untersuchungen der Transporteigen-
schaften zweidimensionaler Systeme sind z.B. in tiefen eindimensionalen optischen
Gittern moglich, die zur Ausbildung einzelner voneinander unabhéngiger scheiben-
artiger Bose-Einstein-Kondensate fithren. Die notwendigen Unordnungsstrukturen
lassen sich mittels der so genannten Laserspeckle-Strahlung [151] erzeugen.

Grundzustand ungeordneter Gittergase

Die Moglichkeit die Wechselwirkung der Atome mittels einer Feshbach Resonanz
zu unterdriicken, gestattet zudem die Weiterfiihrung der Untersuchungen zu nicht
klassischer Lokalisierung des Grundzustandes eines Bose-Einstein-Kondensats in
ungeordneten optischen Gittern. In unseren Arbeiten zur Anderson-Lokalisierung
konnte gezeigt werden [3], dass eine Reduktion der Abschirmung des Unordnungs-
potentials durch die Wechselwirkung unabdingbar ist, um Lokalisierungseffekte zu
beobachten. Zudem ist die Verwendung von Unordnungsstrukturen mit kiirzerer
Korrelationsldnge notwendig, da die Anderson Lokalisierung auf der Interferenz
der gestreuten Teilwellen beruht. Dies kann durch die Verwendung eines so ge-
nannten Ubergitters realisiert werden. Es beruht auf der Interferenz zusétzlicher
stehender Wellen und erzeugt so Strukturen in der Grofenordnung der Gitterkon-
stante. Die Periodizitét eines solchen Ubergitters kann linger als die Ausdehnung
des Kondensats gewahlt werden und stellt so ein quasi ungeordnetes Potential zur
Verfiigung [24]. Es wurde kiirzlich eingesetzt, um Unordnungseffekte im wechsel-
wirkungsdominierten Regime zu untersuchen [36, 16, 25]. Die Reduktion der Wech-
selwirkung in Kombination mit Unordnungsstrukturen in der Gréfsenordnung des
Abstandes der Gittertopfe lasst die experimentelle Realisierbarkeit einer Anderson-
artigen Lokalisierung in ungeordneten Gittergasen erwarten [3].

Mehrdimensionale Gitter

Der gute optische Zugang der neuen Apparatur wird insbesondere die Implementie-
rung komplexer Gittergeometrien erlauben. So ist nicht nur die Realisierung eines
3D kubischen Gitters moglich [14], sondern auch komplizierterer Geometrien, wie
z.B. so genannter Kagomé- [102, 103, 104| oder Dreiecksgitter [105]. Sie gestatten
die Erweiterung der Untersuchungen von Transporteigenschaften quantenentarte-
ter Gase auf komplexere Gitterstrukturen, die dreidimensionale reale Festkorper
reflektieren.
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Sowohl der in Kapitel 3.3 beschriebene Gitteraufbau, der sich durch eine dufserst
hohe Langzeitstabilitdt und préazise Kontrolle der Strahllage auszeichnet, als auch
das neue Justageschema, erfiillen die hohen Anforderungen an die Stabilitdt und
Justage solch komplexer Strahlgeometrien und kénnen daher als Grundlage fiir die
experimentelle Implementierung dieser Gitterstrukturen dienen.

Molekiile in optischen Gittern

Eine weitere hoch interessante Entwicklung im Themenfeld quantenentarteter En-
sembles ist die Untersuchung ultrakalter Molekiile. Basierend auf den vorhande-
nen langjéahrigen Erfahrungen bei der Manipulation mehratomiger Ensembles, und
der kiirzlich erfolgten Realisierung heteromolekularer Molekiile in einer gekreuz-
ten Dipolfalle, ist eine Erweiterung der Untersuchungen auf die Produktion von
Molekiilen in 3D optischen Gittern sehr gut moglich. Der Einsatz eines optischen
Gitters bietet in diesem Zusammenhang den grofen Vorteil einer Separation der
Molekiile. Die Fahigkeit exakt ein Molekiil pro Gitterplatz zu realisieren, fiihrt zu
einer signifikanten Verringerung der inelastischen Streuraten und daher zu einer
Verldngerung der Lebensdauer der Molekiile [152, 153, 154].

Die experimentelle Untersuchung der dynamischen sowie der statischen KEigen-
schaften quantenentarteter Gittergase stellt ein aufstrebendes Forschungsgebiet
dar. Die Féahigkeit immer komplexere Gitterstrukturen und Unordnungspotentiale
sowie ultrakalte Molekiile herstellen zu konnen, lassen fiir die Zukunft viele in-
teressante experimentelle und theoretische Entwicklungen erwarten, die zu einem
grundlegenden Verstéandnis der modernen Physik beitragen werden.



ANHANG A

ANHANG

Dieses Kapitel dient der Zusammenstellung der in dieser Arbeiten fiir die verschie-
densten Berechnungen und Simulationen verwendeten atomaren Daten von Rubidi-
um und einiger allgemeiner Konstanten, sowie der Dokumentation der zur Realisie-
rung einer stabilen und reproduzierbaren Erzeugung der Bose-Einstein Kondensate
notwendigen Umbauten des Lasersystems der magneto-optischen Falle.

A.1 Zusammenfassung wichtiger Konstanten

Das Termschema von 8’Rb und insbesondere die in Abschnitt 2.2 beschriebenen
von den verschiedenen Lasern getriebenen Ubergénge sind in Tabelle A.1 gezeigt.
Die im Rahmen dieser Arbeit verwendeten Konstanten und atomaren Werte von

87Rb finden sich in Tabelle A.1.

Streulénge
Masse
Linienbreite D1
Linienbreite D2
Wellenldange D1
Wellenldnge D2
E,(825nm 3" Rb )
h

5.77 x 1079
1.443 x 10725
276.065 x 10°
275.746 x 10°
794.98 x 1079
780.25 x 1079

2.22987 x 10730
1.0546 x 10~ 34

Tabelle A.1: Zusammenfassung wichtiger Konstanten
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Abbildung A.1: Termschema von Rubidium

A.2 Modifikation des Laseraufbaus

Den Aufbau des im Rahmen dieser Arbeit vollstdndig neu aufgebauten Lasersys-
tems findet sich in Abbildung A.3. Aufgrund diverser in Abschnitt 2.3 beschrieben-
der Probleme war es notwendig, den bestehenden Laseraufbau, der auf einem mit
einem Argon-Ionen Laser gepumpten Titan Saphier Lasers basierte, durch eine Di-
odenlasersystem zu ersetzen. Es zeichnet sich durch eine Hohe Stabilitét, einefache
Handhabung, hohe Laserleistung und geringe Linienbreite bei geringen Platzbedarf
aus. Zudem wurde das Verfahren zur Frequenzstabilisierung des Riickpumplasers,
das auf der Dopplerfreien Séttigunsspektroskopie beruhte [155], durch einen so
genannten Trombone-Lock ersetzt, der schematisch in Abbildung A.2 gezeigt ist.
Er beruht auf der Detektion des Schwebungssignals des zu stabiliserenden LAses
mit einem im folgenden als MAsterlaser bezeichneten Referenzlaser. Dazu dient
im realisierten optischen Aufabu der ebenfalls neu implementierte Kiihllaser der
magneto-optischen Falle. Der zur Stabilisierung [156] notwendige Nulldurchgang
des Fehlersignals bei der gewiinschten Laserfrequenz wird durch die Selbstinterfe-
renz des Scwebungssignals erreicht. Dieses wird durch eine schnelle Photodiode
detektiert und nach verschiedenen Verstiarkerstufen in einem Leistungsaufteiler
in zwei gleichhohe Signale aufgeteilt. Eines dieser beiden Signale wird iiber eine
Verzogerungsstrecke geleitet, und anschlieffend mit dem anderen Signal in einem
Frequenzmischer iiberlagert. In Abhéngigkeit von der Linge der Verzogerungsstre-
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Verzdgerungsstrecke
einstellbarer
I: Phasenverschieber X
Leistungs-
aufteiler
Fehlersignal I
—» Regelungselektronik Auskoppler Verstarker
-20 dB +20 dB
Verstarker Frequenz-
+24.dB teiler
+30 dB
Masterlaser + Riickpumperlaser Bias-Tee Frequenz-
> 9V DC zahler
—» Schwebungssignal bei 6,8 GHz

Abbildung A.2: Trombone-Lock

cke fithrt die Uberlagerung der beiden Radiofrequenzsignale fiir eine einstellbare
Differenzfrequenzen zwischen dem Master- und Riickpumperlaser zu einem Null-
durchgang, auf den der Riichpumplaser stabilsert werden kann. Sie betrégt fiir die
Kombination von Riickpumper und Kiihllaser 6,835MHz. Neben dem konzeptionell
einfachen und dem technisch duféerst robusten und zudem preisgiinstigen Aufbau
zeichnet sich dieses System durch eine hohe Flexibilitat aus. Durch Variation der
Lange der Verzogerungsstrecke sind sehr leicht verschiedenste Laserfrequenzen des
Riickpumplasers einstellbar.
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