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SO(5) Symmetry in Electronic Ladder Systems:
Exact Solutions, Phase Diagrams and Correlations

Abstract

In this thesis exact solutions, phase diagrams and correlation functiof® @f) symmetric
electronic two-leg ladder models are examined.

After the classification of all electronic states on one resp. two rungs of the ladder according
to the SO(5) symmetry all possible invariant couplings on a rung are constructed using pro-
jection operators onto these states. On two rungs some physically interg&stingsymmetric
couplings are presented where a ladder model, introduced by Scalapino et al. [1], is reprodu-
ced within this approach (SZH model). Furthermore the physical relevance of these models
and their connection with pure spin ladder models is discussed. Afterwards a highly correlated
SO(5) symmetric matrix product wave function is presented whose local matrices contain all
16 states on a rung.

In the second part of the thesis this wave function is used as a variational ansatz to examine
the ground state phase diagram of the SZH model and some of its extensions. For the SZH
model the ansatz is particularly suitable for a description of the system in the range

of the hopping amplitudes. Especially, for a growing hopping amplitudihe approximation

of the variational wave function to the exact ground state improves. The phase diagram in the
strong coupling limit is exactly reproduced and for the first time the region of intermediate and
weak coupling can now be studied in detail. In addition to the well-known phases of the strong
coupling regime a new quartet phase occurs at intermediate values. For a further examination of
the phases ground state correlation functions are determined and an attempt is made to detect a
hidden order in the model. Subsequently, different extensions of the SZH model are discussed
and the ground state phase diagrams and correlation functions are calculated.

In the following the SZH model is exactly diagonalized on two rungs. On a complete line the
ansatz represents the exact global ground state of the system-att| and att | = ¢;. Finally

the translationally invariant ansatz will be generalized to describe systems exhibiting dimeri-
sation. Now it is possible to prove the existence of a phase with a spontaneous dimerisation.
Furthermore, all symmetries of the SZH model and also excitations above the ground state are
discussed.

In the last part of the thesiSU(2) symmetric electronic chains arftD(5) symmetric ladder
models with exact ground states are constructed. To this end, a matrix product wave function for
an electronic chain is defined that takes the spinor properties of electrons into account. Using
projection operators one can build entire classes of Hamilton operators whose ground states are
given by this finitely correlated wave function. This method is applied toSthé5) invariant

ladder models whereby a new ladder model with an exact ground state is presented.

Keywords: correlated electrons; Hubbard model; matrix product ground states
PACS: 71.10.Pm, 71.10.Hf, 71.10.Fd






SO(5)-Symmetrie in elektronischen Leiterstrukturen:
Exakte Losungen, Phasendiagramme und Korrelationen

Kurzzusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden exaktediLingen, Phasendiagramme und Korrelationsfunk-
tionen elektronische§O(5)-symmetrischer Leitermodelle mit zwei Holmen untersucht.

Nach der Klassifizierungasiitlicher elektronischer Zumttde geral? derSO(5)-Symmetrie auf

einer bzw. zwei Sprossen der Leiter werden mittels Projektionsoperatorenadlenei in-
varianten Kopplungen auf einer Sprosse konstruiert. Auf zwei Sprossen werden dann einige
physikalisch interessantgO (5)-symmetrische Kopplungen gséntiert, wobei ein von Scala-

pino et al. [1] vorgestelltes Leitermodell unter Verwendung der Projektionsoperatoren repro-
duziert wird (SZH-Modell). AuRerdem wird die physikalische Relevanz dieser Leitermodelle
diskutiert und ihre Verbindung mit reinen Spinleitermodellen. Anschliel3end wird eine hochkor-
relierte,SO(5)-symmetrische Matrixprodukt-Wellenfunktion vorgestellt, deren lokale Matrizen
sdmtlichel6 Zustinde auf einer Sprosse enthalten.

Im zweiten Teil der Arbeit wird diese Wellenfunktion als Variationsansatz verwendet, um das
Grundzustandsphasendiagramm des SZH-Modells und einiger Erweiterungen zu bestimmen.
Im SZH-Modell zeigt sich, da der Ansatz im Bereich > 2t der Hipfamplituden zur Be-
schreibung des Systems sehr gut geeignet ist. Besonders bei wachseptEmplitudet
verbessert sich die Approximation der Variationswellenfunktion an den exakten Grundzustand.
Das Phasendiagramm im Limes starker Kopplung wird in diesem Zugang exakt reproduziert
und der Bereich mittlerer und schwacher Kopplung kann jetzt erstmals genau untersucht wer-
den. Dabei tritt zustzlich zu den bereits bekannten Phasen bei starker Kopplung eine neue
Quartett-Phase bei mittleren Kopplungen auf. Zur weiteren Charakterisierung der Phasen wer-
den statische Korrelationsfunktionen bestimmt, und es wird versucht, eine versteckte Ordnung
im Modell zu finden. Anschliel3end werden verschiedene Erweiterungen des SZH-Modells dis-
kutiert und die Grundzustandsphasendiagramme und Korrelationen berechnet.

Im folgenden wird das SZH-Modell auf zwei Sprossen exakt diagonalisiert. Dabei zeigt sich,
dal3 auf einer vollstridigen Linie der Variationsansatz global den exakten Grundzustand des
Systems bef, = 2¢, und beit, = ¢ liefert. SchlieBlich wird der translationsinvariante Ansatz
verallgemeinert, um Dimerisierung zu beschreiben. Mit diesem Ansatz wird die Existenz einer
Phase mit spontaner Dimerisierung nachgewiesen. Bei der weiteren Untersuchung werden nun
samtliche Symmetrien des SZH-Modells und auch Anregungear dem Grundzustand disku-

tiert.

Im letzten Teil der Arbeit werdefU (2)-symmetrische elektronische Ketten usi@d(5)-symme-
trische Leitermodelle mit exakten Grundzarstien konstruiert. Zuerst wird eine Matrixprodukt-
Wellenfunktion fir eine elektronische Kette definiert, die wiederum die Spinoreigenschaften der
Elektronen barcksichtigt. Mittels Projektionsoperatorenrkien dann ganze Klassen von Ha-
miltonoperatoren erzeugt werden, deren Grundzustand durch diese endlich korrelierte Wellen-
funktion gegeben ist. Dieses Verfahren wird auf 8li@(5)-invarianten Leitermodelle angewen-

det, wobei ein neues Leitermodell mit einem exakten Grundzustaseptiért wird.

Schlagworte: Korrelierte Elektronen; Hubbard-Modell; Matrixprodukt-Grundzumsté
PACS: 71.10.Pm, 71.10.Hf, 71.10.Fd
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Einleitung 1

Einleitung

Seit Beginn der systematischen physikalischen Untersuchungen der Materie in ihren verschie-
denen Zustandsformen ist das theoretische ¥adstis der elementaren Eigenschaften von Fest-
korpern stets ein zentraler Punkt der Forschung gewesen. In diesem Zusammenhang sind bereits
sehr viele physikalische Eigenschaften in Fegblein gemessen und theoretisch ardvorden.
Allerdings existieren nichtui alle experimentell gefundenen Effekte auch valtstige Theori-

en.

Ein prominentes Beispielf ein Plahomen, das bisher nur ansatzweise verstanden wurde, ist
die Hochtemperatursupraleitung, die 1986 von Bednorz undevientdeckt wurde. Sie tritt
hauptsichlich in Kuprat-Verbindungen auf, di@hérungsweise eine zweidimensionale Struk-

tur besitzen. Bereits ein quantenmechanisches Mode#ifi zweidimensionales Material wie
diese Kupratschichten ist zu kompliziert, um es exaktaaeh. Dabei ist es wichtig, dal’ das
Spektrum exakt bestimmt wird, da sonst die Wechselwirkungen, die z.B. die Supraleitung oder
andere Effekte verursachen, nicht genau charakterisiert weaterek und esiberhaupt nicht

klar ist, was in dem Material bei bestimmten Temperaturen vorgeht. Allerdings gibt es bisher
nur wenige zweidimensionale Modelle wie beispielsweise das Ising-Modell [1], die exakt gel”
werden lohnen. Sie sind aber nicht geeignet, um Verbindungen mit einer zweidimensionalen
Struktur zu beschreiben.

In einer Dimension hingegen existieren sehr viele Methoden, um das Spektrum der Systeme zu
berechnen und somit die physikalischen Eigenschaften zu bestimmen (zumindest im Bereich
tiefer Temperaturen). Durch die enormen Fortschritte in der Nanotechnologie in den letzten
Jahren ist es oglich geworden, diese quasi-eindimensionalen Strukturen zu erzeugen, an de-
nen dann verschiedene Modelle getestet werdem&i. So sind Materialien wiei, C'uO- und
YoBaNi,_, Zn,O5 synthetisiert worden, deren Eigenschaften erfolgreich durch Spinketten be-
schrieben werden.

Das relativ gute Verstidnis der physikalischen Prozesse in einer Dimensiomogrant es,

durch die Betrachtung von Leitermodellen di@derung der physikalischen Eigenschaften
beimUbergang von einer zu zwei Raumdimensionen zu untersuchen, um salbeekii¢ zwei-
dimensionalen Systeme zu erfahren. Es gibt einige zwei- bzw. dreidimensionale Verbindungen,
die effektiv als schwach gekoppelte Leitermodelle beschrieben wearek; wie beispiels-
weise KCuCl; und SroCusOs. ES lassen sich aber auch Materialien mit einer Leiterstruktur
direkt synthetisieren, so dal’ insgesamt diese quasi-eindimensionalen Strukturen experimentell
sehr gut zugiglich sind. Der entscheidende Vorteil gegleer den reinen zweidimensionalen
Systemen ist allerdings, daf3 die Leitermodelle noch mit den bereits in einer Dimension ver-
wendeten Methoden untersucht werdemkén. Aus diesen @nden ist das Studium dieser
Systeme sowohl experimentell als auch theoretisch sehr interessant.

Bei den meisten Materialien, die durch Leitermodelle beschrieben werolenek, handelt

es sich um reine Spinleitersysteme. Einige physikalische Eigenschaften in Verbindungen wie
LiV,05 und NaV;05 lassen sich aber auch durch elektronische Leitermodelle bestimmen [2].
Diese elektronischen Leitersysteme wie beispielsweise die Hubbard-Leiter bilden ein wichtiges



2 Einleitung

Bindeglied zwischen den elektronischen Modellen in einer und in zwei Raumdimensionen. So
wird beispielsweise vermutet, dal3 sich die Hochtemperatursupraleitung in den Kupraten durch
ein zweidimensionales Hubbard-Modell beschreilaft.IFolglich kbhnen diese elektronischen
Leitermodelle vielleicht Hinweise geben, wie die Supraleitubgrhaupt entsteht, da sie in ei-

ner Dimension nicht auftritt.

Zur Bestimmung des Spektrums eines Systems ist die Kenntnis seiner Symmetrien hilfreich.
Eine sehr interessante Symmetrie ist dabeitiig5)-Symmetrie, die im Rahmen der Diskus-

sion der Hochtemperatursupraleiter 1997 von Zhang [3] eutgefvurde. Er konstruierte ein
Modell, dessen niederenergetischer Sektdrariingsweise eing0 (5)-Symmetrie zeigte und

zur Beschreibung einiger Eigenschaften wie beispielsweise dee Mér Supraleitung und der
antiferromagnetischen Ordnung im Phasendiagramm der Hochtemperatursupraleiter verwendet
wurde.

Ein anderer Zugang ist die Konstruktion mikroskopischer, elektronischer Systeme mit einer
SO(5)-Symmetrie, um anschlieRend das Verhalten im Bereich niedriger Energien zu bestim-
men. Scalapino, Zhang und Hanke entwickelten zu diesem Zweck@(n)-invariantes, elek-
tronisches Leitermodell mit zwei Holmen und berechneten das Grundzustandsphasendiagramm
im Limes starker Kopplung [4]. Die Eigenschaften dieses Modells sind auch im Bereich schwa-
cher Kopplung mittels Bosonisierung bestimmt worden [5, 6]. Diese Leitersysteme sind auf-
grund ihrer vielen Realisierungen in Materialien, die in enger Verbindung zu Hochtemperatur-
supraleiter stehen, sehr interessant [7].

In dieser Arbeit wird im Kapitel 1 ein Verfahren vorgestellt, das esagimht, allgemeine
SO(5)-invariante elektronische Leitermodelle mit zwei Beinen ursath&te-Nachbar-Wechsel-
wirkungen explizit zu konstruieren. Dabei werdemglicheSO(5)-invarianten Terme auf einer
Sprosse und zwischen zwei benachbarten Sprossen klassifiziert und einige, physikalisch inter-
essante Modelle psentiert. In diesem Rahmen wird die physikalische Relevanz dieser Systeme
diskutiert und auch ihre Verbindung zu reinen Spinleitermodellen. Es wird eine hochkorrelierte,
SO(5)-symmetrische Vielteilchenwellenfunktion vorgestellt, die im folgenden als Variations-
ansatz zur Untersuchung der Leitersysteme dient.

Im zweiten Teil werden die Grundzustandsphasendiagramme und Korrelationen verschiede-
ner SO(5)-invarianter Leitersysteme mittels eines Variationsverfahrens bestimmt. Die exakte
Diagonalisierung auf zwei Sprossen egticht dann die Berechnung einiger exakter, globaler
Grundzustinde in den Modellen und somit den Vergleich mit den Resultaten aus den Varia-
tionsberechnungen. Anschliel3end wird der Ansatz verallgemeinert, um Phasen mit spontaner
Dimerisierung beschreiben zohkiien. Am Ende dieses Kapitels wird noch auf die Symmetrien
und Anregungen im SZH-Modell eingegangen.

Im Kapitel 3 werden exakblsbare Modelle @Sentiert. Zuerst wird am Beispiel eingt/(2)-
invarianten elektronischen Kette ein Verfahren vorgestellt, um Systeme mit exakten Grund-
zustinden explizit zu konstruieren. Diese Methode wird dann aufdié5)-invarianten Leiter-
systeme angewendet, und es werden einige Modelle mit exakten Grusnttieisttingegeben.



KAPITEL 1

SO(5)-symmetrische Leitermodelle

Die verschiedenen @nde, die @if das starke Interesse & (5)-invarianten Systemen und

auch an Leitermodellen sprechen, sind bereits eingehend in der Einleitung diskutiert worden.
In diesem Kapitel wird nun eine Methode vorgestellt, mit der belielbigk5)-symmetrische
elektronische Leitermodelle mit zwei Beinen explizit konstruiert werdemleih. Dabei werden

alle moglichen Kopplungen auf einer Sprosse und zwischen benachbarten Sprossen entspre-
chend derSO(5)-Symmetrie klassifiziert und die physikalisch interessantesten Modadlern”
untersucht. Anschlie3end wird unter Verwendung eines Matrixproduktansatzes eine hochkorre-
lierte, SO(5)-invariante Vielteilchenwellenfunktion pséntiert, die in den folgenden Kapiteln

zur genauen Untersuchung einig&p(5)-symmetrischer Modelle dient.

1.1 Konstruktion elektronischer SO(5)-symmetrischer Lei-
termodelle

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist eine zweibeinige, elektronische Leiter, auf der lokal auf
den Ptzenr kanonische Erzeugungs- und Vernichtungsoperatdrén) undc, (z) fur Elek-

tronen des oberen Holmes bz (x) undd, (x) fur Elektronen des unteren Holmes definiert
werden ¢ =1, | ist die Projektion des Spins). Zur Konstrukti6id (5)-invarianter physikali-

scher GoR3en in diesem System und zur anschlieBenden Klassifikationl élléust&inde auf

einer Sprosse beglich dieser Symmetrie werden die fermionischen Operatoren in einem vier-
dimensionaler5O(5)-Spinor angeordnet [4, 8, 9, 10]

T
U, () :z(ca:c), ¢, (x), di(x), d}(x)) (x gerade) (1.1)
bzw. bei ungeraden Sprossen
T
U, (z) :z(dT(a:), d, (), 4(35),01(9;)) (z ungerade) (1.2)
Dieser Spinor gehorcht den bekannten kanonischen Antikommutatorrelationen

{Wh(2), Ws(y)} = 0(x = y)das  und  {¥, (), Uy(y)} = {¥h(2), ¥i(y)} =0 (1.3)

und dient zur Definition der zehn lokalen Operatofgp(z) mit

1
Lap(7) := —5\1@ (2) T80, (x), a,b=1,...,5, (1.4)
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die auf jeder Sprosse eine SO(5)-Algebra generieren. Dabei sind diedBenl** zehn an-
tisymmetrische4{ x 4)-Matrizen, die ihrerseits eine adjungierte irreduzible Matrixdarstellung
der SO(5) bilden'. Die Basis des Hilbertraums auf einer Sprosse wird nun sagiéwdaR sie

in der quadratischen Casimir-Ladung d&p(5)-Algebra

Clx) =) L2(x) (1.5)
a<b

und auch bexglich der totalen Ladun@ = 1 (cfc + d'd — 2) und derz-Komponente des Spins
5% = L(c'o.c + d'o.d) (mit der Paulimatrixr.) diagonal ist. Ausgehend von den Eigenwerten
von C'(x) kann der Hilbertraum in sect&)(5)-Multipletts zerlegt werden:

e Drei SO(5)-Singuletts C' = 0), (fur die explizite Form vorR siehe Anhang A.4)

R
Iy _ _aqd—ady o1 <‘T>_‘¢>>
W) = |9) = — 75 0) = A\ +

1

i) = e~ ™) s
1 _

U = R~ ).

e Ein SO(5)-Vektorquintett C' = 4), das den ferromagnetisch polarisierten Zustand bei

Halbflllung entlalt
t N | -
N>’ > > ¢>+‘T>} a=1,...,5. (1.7)

o) ¢ {\‘>

e Zwei SO(5)-Spinorquartetts( = 5/2), in denen eine ungerade Anzahl von Elektronen
auf einer gegebenen Sprosse enthalten sind

\I[(l) ~ \IjaQ {_>7 _>7 T>7 \L>}7 =L
Wia) ~ V2VDE )| ) ) g 2

vy ~ ﬂwume{ T>7 ¢>, “>, “>}, h—1..4

/I\
/I\

!
!

(1.8)

r/ ]

Das Vektorquintett (1.7) kann auch direkt aus d&fi(5)-Spinoren konstruiert werden, und
zwar unter Verwendung eines Operafors

1
ne () == 5\1@ (z) T, (x), a=1,...,5. (1.9)

1Eine kurze Einfihrung in die Darstellungstheorie d&©(5) und der im folgenden relevantend®én wird im
Anhang A.1 pasentiert. Dabei wird in A.1.2 auch auf die allgemeine Definition der Spinoren in zwei Dimensionen
und der Einschaiikung auf Leitermodelle eingegangen.

2Dieser Operaton, wird bei Scalapino et al. [4] Superspin Vektor genannt und steht in direkter Beziehung zu
den Operatoref, = Lcfge, §y = Ldf@d und A, AT (it AT = icfo,dh).



1.1. Konstruktion elektronischer SO(5)-symmetrischer Leitermodelle 5

Die explizite Form der Diracschen-MatrizenT* ist im Anhang A.1.1 gegeben. Mit dieser
Definition ergibt sich it das Vektorquintett

1

1 1
|\v<”@>>=ﬁ<min5>|ﬂ>, |\véf§(4)>=ﬁ<n2in3>|ﬂ>, W)y = ng|).  (L.10)

Insgesamtdidt sich ein Zustan|dfff2y> auf einer Sprosse durch die Dimensibtles zugebrigen
SO(5)-Multipletts und durch einen za#Zlichen Index:, der die Multipletts gleicher Casimir-
Ladung kennzeichnet, charakterisieren. Die Zndg innerhalb eines Multipletts besitzen un-
terschiedliche Eigenwerte baglich der Operatorety und S* und werden durch den Index
numeriert ¢ = 1,...,d). Auf ahnliche Weise &rfinen die Zustiide auf mehreren Sprossen
in SO(5)-Multipletts unterteilt werden, wobei natich auch Multipletts mit sehr groRen Di-
mensioneni entstehen (siehe z.B. Abschnitt 11# tiie Klassifizierung der Zuatide auf zwei
Sprossen). Die Zuatide (1.6)—(1.8) auf einer Sprosse dienen im folgenden der Konstruktion
SO(5)-symmetrischer Systeme.

Jedes elektronische Leitermodell mit einer lokat&n(5)-Symmetrie auf einer Sprosse hat die
Entartung der Energie innerhalb der Zarstié eines jeden Multipletts zu erhalten. Der zugieh™
ge SO(5)-invariante Hamilton-Operator auf einer Sprogskann aus diesem Grund stets als
Summe von Projektionsoperatoren auf die Zas (1.6)—(1.8) geschrieben werden

5 2 4 3

1 1 k,l k l k,l k l
ho = As Y WEUEL] + Y0 A DN+ >0 A W) (Tl (1.11)

pn=1 k=1 p=1 k=1

Die Kopplungskonstantexj" erfiillen aufgrund der Hermitizit vonh,, die Bedingung\'/"" =
(/\g’k))*. Die Projektionsoperatoren auf die einzelnen Zng#

WOy (1.12)

Akl (k)
Pd,u T |\I[ d,

d,pt
sind vollseindig im Anhang A.3.1 angegeben, dargestellt durch die Elektronerzeugungs- und
Vernichtungsoperatorer] , d! bzw. c_,d,. In dieser Basis der Operatoren auf einer Sprosse

o) o"

lautet der Projektionsoperator auf das erste Singulett

A 1 1 1z al
0o = 1W50)(Togl = —55e(x) () +

—

(Se(@)Sa())?, (1.13)

QO =

mit dem Spinoperato$, () = scl(x)dc(x) (analogS,(z) fur die untere Sprossd. Der in den
Spinoperatoren bilineare Term bezeichnet die Spinaustauschwechselwirkung zwischen benach-
barten Pdtzen, die in vielen physikalischen Systemen bei tiefen Temperaturen die dominieren-
de Wechselwirkung darstellt und je nach Vorzeichen der Kopplung eine ferromagnetische oder
antiferromagnetische Ordnung bevorzugt. In einigen eindimensionalen Modellen tritt sie auch
zusammen mit dem biquadratischen Wechselwirkungsterm auf uraecm bei bestimmten
Verhéltnissen der Kopplungskonstanten die exakisurig des Modells, wie z.B. beim AKLT-
Modell [11, 12], der integrablen, isotropen SdirHeisenbergkette [13, 14] und déiU/(3)-
symmetrischen Spih-Kette [15].

3In den rachsten Abschnitten wird diese alskénde Schreibweiserfdie Projektionsoperatoren und der kom-
plette Ausdruck abwechselnd verwendet.
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Ein andererSO(5)-invarianter Term ist das Paamféen zwischen den beidena®én einer
Sprosse

Py + By = dldlc,e, + He., (1.14)

der die Propagation eines Elektronenpaares beschreibt und besonders bei der Supraleitung wich-
tig werden kann.

Es gibt noch viele weiter€O(5)-symmetrische Operatoren auf einer Sprosse, wsietli-
cheinvarianten Terme durch Linearkombinationen der Projektionsopera@%ﬁm) gebildet

werden knnen, so dal3 eine ganze Klasse von elektronischen Leitermodellen konstruiert wer-
den kann. Das erstéO (5)-symmetrische Leitermodell wurde von Scalapino, Zhang und Han-

ke [4] vorgestellt und ist eine Verallgemeinerung einer Hubbardfeier Anteil des SZH-
Hamiltonoperators, der nur die Kopplungen auf einer Sprossakitutet

HSp - HSpin/Ladung + HHiipfen

= Z [ U <(ncT(:v) — %)(7lc¢(x) — %) + (c — d)> + V (ne(x) — 1) (ng(z) = 1)

x

+ 7 S.(2)Sy(x) — 2t, (ch(x)d, (z) + H.c.)] : (1.15)

mit der Austauschamplitudé = 4(U + V). Diese Bedingung ad garantiert die Entartung
der flinf Zustinde desSO(5)-Quintetts (1.7) und somit die lokalgO (5)-Symmetrie des Sy-
stems. Die benachbarten Sprossen werdeniber das Hpfen einzelner Elektronen gekoppelt,
das auchSO(5)-invariant ist (siehe Abschnitt 1.2). Dieses ModelRt sich auf einer Sprosse
natirlich auch durch eine Linearkombination von lokalen Projektionsoperatoren bei der Wahl

0 —2t;

— U _
Ao = V 0 « 0

2

—IU -3V 2v2t, -2V2t,
) )\4 = <
* % -V

> und /\5:%+V

der Kopplungskonstantenin (1.11) darstellen.aakch zu den Wechselwirkungen in der Hub-
bardleiter werden in diesem System auch die Spinaustauschwechselwifkumd die Cou-
lombwechselwirkung” zwischen den beiden &ten einer Sprosse betrachtet. Die Bedingung
anJ zur Erhaltung defO(5)-Symmetrie wirft natiflich die Frage auf, ob es Materialien gibt,

die sich mit diesem Modell beschreiben lassen. Im allgemeinen ist die Coulombwechselwirkung
U auf einem Platz stark repulsiv und die Spinwechselwirkuregne kleine positive Gif3e, so

dalR3 folglich die Wechselwirkun@ zwischen den benachbarteraién stark attraktiv sein
mu3te und nicht wie zu vermutenang eine repulsive Coulombwechselwirkung. Diese attrak-
tive, lokale Wechselwirkung wrde danndif eine Paarung von Elektronen sorgen. Es gibt nun
tatsAchlich eine grof3e Menge von supraleitenden Materialien, bei denen eine solche Paarung
auftritt. Sie lassen sich hervorragend mit dem zweidimensiortaleti — V' Modell

H = Z —t (cggcja + H.c.) +U Z”iT”ii +V Z nin; (1.16)

<ij>,0 <ij>

4Im folgenden wird dieses Modell mit SZH-Modell bezeichnet nach den Anfangsbuchstaben der Autorenna-
men.
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mit der KopplungV” < 0 beschreiben [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]. Besonders die Arbeit
von Micnas et al. [16] erldit sehr gut die verschiedenen Mechanismen, uli@l&s Auftreten

dieser attraktiven lokalen Wechselwirkung verantwortlich senrieén. Diese attraktive Wech-
selwirkung tritt auch beim zweidimensionalen Modell von van Duin und Zaanen [24] auf, das
sogar fir bestimmte Modellparameter eipean field “SO(5)-Symmetrie besitzt. Aus diesem
Grund ist zu erwarten, daf? auch bei den quasi-eindimensionalen Leitermodellen die Bedingung
J = 4(U + V') zu physikalischen Systemealffien kann, die geeignet sind, um Materialien mit
einer Leiterstruktur zu beschreiben (analog zum Modell (1.a6Weidimensionale Systeme

wie z.B. Kupraten mit Schichtenstrukturen). Weitere Argumeutealié physikalische Relevanz

des SZH-Modells sind auch seine Verbindung mit dem/ Leitermodell bei einer bestimmten

Wah! der Kopplungskonstanten, bewiesen von Eder et al. [25] und die approxiriative-
Symmetrie der niedrigliegenden Anregungen in allgemeinen Hubbard-Leitermodellen mit zwei
Beinen bei Halbifillung (siehe z.B. [5, 26]). DaSO(5)-symmetrische SZH-Modell (1.15) mit
seinen vielen invarianten Erweiterungen ist somit ein sehr interessantes System, das in den fol-
genden Kapiteln eingehend untersucht wird. Die hohe Symmetriegticht dabei sogar die
Bestimmung des exakten Grundzustandes in bestimmten Bereichen der Kopplungskonstanten.

1.2 Kopplung benachbarter Sprossen

Zur Beschreibung realer quasi-eindimensionaler elektronischer Systeme ratflichgu den
Wechselwirkungen auf einer Sprosse auch die Kopplung zwischen benachbarten Sprossen be-
racksichtigt werden. Diese Kopplungsterme sollen die Symmetrie erhalten ussemsomit

mit den zehn Generatoren d80(5) L.,(x,y) := La(x) + Lap(y) (a,b = 1,...,5), definiert

auf den Sprossenundy, kommutierenSamtliche SO(5)-symmetrischen Termeokihen wie-

der als Linearkombinationen von Projektionsoperatoren geschrieben wevesei nun auf

die Zustinde auf zwei Sprossen projiziert wird. Zur Definition der Projektionsoperatoren er-
folgt zuréichst die Konstruktion der Zustde auf zwei Sprosserbér alle Tensorprodukte der
Zus@nde einzelner Sprossen (insgesamt gil2bésZusiéinde (6 x 16)). Anschliel3end werden

diese Wellenfunktionen nach Berechnung der Casimir-Ladung

Cla,y) ==Y L2(x,y) (1.17)

a<b

in die verschiedene’O(5)-Multipletts unterteilt. Die Wellenfunktionen auf zwei Sprossen
konnen nun aus Tensorprodukten entstehen, bei denen sich auf einer der beiden Sprossen ein
Singulett-Zustand befindet (% (1,4, 5)). Diese Tensorproduktelfiren auf einfache Produkt-
zustinde wie z.B. derbO(5)-Singuletts auf zwei Sprosséﬂ!éﬁ%)xhﬂé{@y mit der Casimir-
LadungC(z,y) = 0. Es kdnnen auf diese Weise aber auch Quartetts und Quintetts mit den
entsprechenden Casimir-Ladungén= 5/2 bzw. C' = 4 gebildet werden. Insgesamt gibt

es neun Singuletts, if Quartetts und sechs Quintetts mit dieser Struktur. Die restlichen 169
Zusi@nde auf zwei Sprossen entstehen durch die Bildung der Tensorprodukte der Quartetts (1.8)
und Quintetts (1.7) auf einer Sprosse. Die Zerlegung dieser Tensorprodukte in irreduzible Dar-

5Analog zu (1.11) in Abschnitt 1.1



8 Kapitel 1. SO(5)-symmetrische Leitermodelle

stellungen defO(5) ergibt

494 = 1954 10,
495 = 4@ 16, (1.18)
505 = 14104 14

(die Zahlen bezeichnen die Dimension der zuayejen irreduziblen Darstellung). Beispiels-
weise ist eines der vig¥O(5) Singuletts im Tensorprodukt der Quartett-Zarsté (1.8)

1
U5 (o)) = 5 (10D IEE) — Wi e +ewE) + 1 wihed)) . @19)

Eine komplette Liste der4 SO(5)-Singuletts auf zwei Sprossen ist im Anhang A.2 gegeben.
Ahnliche Linearkombinationen der Sprossenauslé treten in den anderen Zarstien auf, wo-
bei nun zuatzlich Ioherdimensionale Darstellungen mit den Casimir-Ladur@en 6 fur die
DekuplettsC' = 10 fur die 14-dimensionale und = 15/2 fur die 16-dimensionalen Darstel-
lungen erscheinen. Die Zastde innerhalb der Multiplettsokinen wiederum weiter baglich
ihrer verschiedenen Eigenwerte v@iir, y) = Q(x) + Q(y) undS*(x,y) = S*(x) 4+ S*(y) un-
terteilt werden. In Abbildung 1.1 sind die Quantenzahlen derahdst aller roglichen irredu-

(@)

N

[

.md@ °

)

(d) (e)

ABBILDUNG 1.1: Die irreduziblen5O(5)-Darstellungen auf einem Paar von Sprossen zerlegt
beaziglich der Eigenwerte vo®) und S*: (a) das Quartett (mit Casimir-Ladurig = 5/2), (b)

das Quintett' = 4), (c) die zehndimensional€’(= 6), (d) die 14-dimensionale{ = 10)

und (e) die 16-dimensional€’(= 15/2) irreduzible Darstellung (zwei Kreise bedeuten zwei
Zustinde mit identischen Eigenwerten).

ziblen Darstellungen de¥O(5) auf zwei Sprossen angegeben. Insgesamt gibt &nguletts,
16 Quartetts, zehn Quintettsyrif Dekupletts, einl4-dimensionales Multiplett und vier6-
dimensionale Multipletts. Diese Klassifikation wird nun verwendet, um Projektionsoperatoren
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zu definieren, diéJberginge zwischen den Zusiden der Multipletts gleicher Casimir-Ladung
erzeugen. Beispielsweise bewirkt der Operator

Pog (. y) = [Wg(a, ) (WG, )] (1.20)

einenUbergang von einenSO(5)-Singulett zu einem anderen. Diese Operatoren erhalten die
SO(5)-Symmetrie des Modells und wie schon im Abschnitt Luf gine Sprossedtinen nun
samtlicheSO(5)-invarianten Terme auf zwei Sprossen durch Linearkombinationen der Projek-
tionsoperatoren ausgenikt werdefR. Auf diese Weise kann der allgemeinsogtiche SO(5)-
symmetrische Hamiltonoperator auf zwei Sprossen (3.22) konstruiert werderarddicke
invarianten Wechselwirkungen beinhaltet (siehe Abschnitt 3.2). Im folgenden werden aber nur
die physikalisch interessanteste®(5)-symmetrischen Kopplungen betrachtet und die Erwei-
terung des SZH-Modells auf einer Sprosse mit diesen Wechselwirkuradprem nitersucht.

Der wichtigste Kopplungsterm ist dasupfen einzelner Elektronen entlang der beiden Holme
der Leiter

Hy =2t > [ch(@)e,(y) + di(2)de(y) + Hec] (1.21)
<z, y>
der das itinerante Verhalten der Elektronen beschreibt. Er kann unter Verwendung der alternie-
renden Definition der Spinoren (1.1,1.2) in eine manifé&té5) symmetrische Form gebracht
werden

Hy = =2t > U, ()R Uy(y) + Hec. (1.22)
<z, y>
(fur die Definition der MatrixR siehe Gleichung (A.4)). Dieser Term ergibt zusammen mit den
Kopplungen auf einer Sprosse (1.15) das komplette SZH-Modell [4]. Die physikalischen Eigen-
schaften dieses Modells sind im Limes starker Kopplund{ >t , ;) bereits von Scalapino
et al. bestimmt worden. Sie berechneten das Grundzustandsphasendiagramm des Systems mit-
tels Strungstheorie bei, = ¢ (siehe Abbildung 1.2)

v=-2U v
V=-3U/4
la
Il
| \ ABBILDUNG 1.2 - Phasen-
b <\ diagramm des SZH-Modells
~ bei starker Kopplung, und
N U V gemessen in Einheiten von
) =4 =1)
[l

V=-U

8lm Anhang A.3.2 werden diese Operatoren und ihre Darstellung in kanonischen Erzeugungs- und Vernich-
tungsoperatoren detaillierter behandelt.
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und fanden vier verschiedene Phasen bei Hellinfi:

In der Phasé (fur0 < V' < —2U) sind nur die beide§'O(5)-Singuletts aus (1.6) mit der Dop-
pelbesetzung relevant und das Modell kann dort auf ein Ising-artiges System in einem Magnet-
feld abgebildet werden (die beiden Singuletts entsprechen dabei demdegiy* () = +1)).

Der effektive Hamiltonoperator lautet [4]

H= Z (—ho®(z) + K(o°(z +1)0*(x) — 1)) (1.23)

mit b = 1 /)20 + V[ und K = ¢#/|U/2 — V|. Auf der Linie s = K gibt es nun einen
Phaseunbergang zwischen zwei Ising-Phasgrund [,. Bei h > K tritt die Phased, auf (das
entsprichtl’ > —3U/4 beit, = ¢, in der Abbildung 1.2). Sie ist eine ungeordnete Ising-
Phase und besitzt eine Anregungs{é uber dem Grundzustand. Die Phaggh < K bzw.

V' < —3U/4) hingegen ist eine Ladungsdichtewellen-Phase, in der der Grundzustand aus einer
alternierenden Anordnung déiO(5)-Singuletts|¥%)) und |¥§)) auf benachbarten Sprossen
besteht (siehe Abbildung 1.3.a). Diese beiden Phasen koexistieren allerdings dierKopp-
lungent < 2t|, beit, > 2t verschwindet die Ladungsdichtewellenphase, und es ist nur noch
die ungeordnete Ising-Phase vorhanden.

Eine weitere Phase ist die Phadg die fir V> —U,U > 0undV > —2U, U < 0 auftritt. Sie
besitzt eine d-Wellen Symmetrie, und der Grundzustaftgich als Produkt von Singuletts auf
den einzelnen Sprossen schreiben (Produkt detaﬁdet'\lféf@, siehe Abb. 1.3.b). Durch diese
Struktur des Grundzustandes ist der erste angeregte Zustand durch eine &rlexgjetiennt,
wobei diesg Spinliicke der Energie zur Erzeugung eines Magnons entspricht

AR
AL

—1

| A| LA
@ i [ o VU

ABBILDUNG 1.3: Schematische Darstellung des Grundzustandes in der Ladungsdichtewellen-
Phasel, (a) und in der Phasgl (b).

!
|

PhaselI1 (V < —U,V < 0) ist die Superspin-Phase, in der d&9(5)-Quintett dominiert
und die Grundzustandseigenschaften des Systems bestimmt. Zur weiteren Untersuchung dieser
Phasel 11 haben Scalapino et al. eine endlich korrelierte Wellenfunktion verwendet

L
w571y = Spur(H n, |Q>> , (1.24)

r=1

bei der in dieser Form periodische Randbedingungen vorausgesetzt werden (die Sprdsse
wird mit der ersten Sprosse identifiziert). Es wilgei den Index. summiert, und die Spur wird

’Ersetzung eines Singuletts durch einen Sp#ustand des Quintetts auf einer Sprosse.
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im (4 x 4)-Matrixraum genommen, in dem die Matriz€f definiert sind. Durch diese Spur-
bildung wird die Wellenfunktion ein globalesO(5)-Singulett. Werden nun zum Hamilton-
operator (1.15) und (1.21) zaizliche Vielteilchenwechselwirkungen hinzugenommen, so wird
der Zustand (1.24) ein exakter Grundzustand des so erhaltenen Modells mit Erietgie.

Er ist nicht eindeutig, da der Hamiltonoperator nur auf ein bestimmtes Multiplett projiziert und
die Zustinde in den anderen Multipletts auch die Eneigie= 0 besitzen und mit (1.24) ent-
artet sind. In dem betrachteten, auf d&3(5)-Quintett reduzierten Hilbertraum soll allerdings
der so erweiterte Hamiltonoperator mit dem Grundzustand (1.24) die wesentliche Physik des
SZH-Modells beschreiben — in Analogie zum AKLT-Modell [11, 12], das als Beispietifie
Haldane-Spinkette mit Spifi = 1 und einer Energieickeuber dem Grundzustand dient.

Die Wellenfunktion (1.24) wird der Ausgangspunkt zur Konstruktion einer allgemeinen hoch-
korrelierten Vielteilchen-Wellenfunktion sein, die alleé Zus&inde auf einer Sprosse beinhaltet
(siehe Abschnitt 1.3) und gper ir Variationswellenuntersuchungen des Grundzustandspha-
sendiagramms des SZH-Modells und vieler verschied®agl )-symmetrischer Erweiterun-
gen jenseits starker Kopplung dient (siehe Kapitel 2).

Der Hipfterm (1.21) ist eine von vielen dgjlichkeiten, um Kopplungen zwischen benachbar-
ten Sprossen einzulfiren, aber die lokaléO(5)-Symmetrie setzt Bedingungen an die explizite
Form dieser Terme. So ist die Wechselwirkurig zwischen benachbarten Sprossen aus dem
t —U —V Modell (1.16) in dieser Form nict®O(5)-symmetrisch. Des weiteren kann auch die
Einfuhrung einer zuszlichen bilinearen Spinwechselwirkuraiynlich zu der auf einer Sprosse
mit einer entsprechenden EinsahKung an die zugeiige Kopplungskonstantg,, (analog zu

J = 4(U + V), siehe Abschnitt 1.1), die Invarianz nicht erhalten. SoaftISich das zweidi-
mensionale System (1.16) nicht einfach auf 80 (5)-symmetrisches Leitersystem mit einer
zusatzlichen Spinwechselwirkung reduziereochstens unter Hinzunahme von weiteren Ter-
men zu diesen beiden Kopplungdp, und V,,, die zwar die Symmetrie erhalten, sich aber
physikalisch sehr schwer motivieren lassen.

Es gibt allerdings eine Reihe weiterer, physikalisch interess&iiés)-symmetrischer Terme,

die zur Beschreibung aglicher Materialien dienendtinen. So ist das Diagonaipfen einzel-

ner Elektronen zwischen zwei Sprossen ebenfalls invariant

> [di(x)e,(y) = ch(x)d, (y) + Hel] (1.25)

wobei zur Erhaltung der Symmetrie ein Vorzeichenwechsel zwischen den Termen erforderlich
ist. Diese Vorzeichenwechsel beruhen teilweise auf der alternierenden Definition der Spinoren
und somit auch der Generatoren der Algebra auf den benachbarten Sprossen (siehe (1.1,1.2)).
Der Hiipfterm (1.25) erzeudiberginge zwischen allen Multipletts mit gleicher Casimir-Ladung

wie bereits (1.21). Er ist aufgrund des Vorzeichens nicht mehr invariant unter der Vertauschung
vonc¢, undd, (keine Sprossen-Paai).

WeitereSO(5)-invariante Terme sind auch die Zwei-Paapftérme zwischen zwei Sprossen

W)l @)d](@)e, (@)e, (@), (y)d, (y) + Hee.| (1.26)
bzw.

4} (@)dl () d ()] )y (@) ey v)e, (@)e, (v) + He | (1.27)
8Zum Beweis siehe Abschnitt 1.3 bzw. B.1.
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die nurUberginge zwischen den Singuletts bewirken und schlieBlich Wechselwirkungen der
Form

(o), (@) + cl(0)dy () b w)el () () (y) + He, (1.28)

bei denen Multipletts verschiedener Casimir-Ladung beteiligt sind. Explizite Aokdrfir
einige der vielen weiteren Kopplungen zwischen benachbarten Sprossg€ (ajt Symmetrie

sind im Anhang A.3.2 angegeben.

Die bisher betrachteten Kopplungen waren haagich elektronische Wechselwirkungen oder
Einteilchenterme wie die tfyfterme, aber der gf3te Teil der untersuchten Leitersysteme in der
Literatur sind reine Spinsysteme wie z.B. die allgemeine, isotrope, translationsinvariange Spin-
Heisenbergleiter mit dem lokalen Hamiltonoperator auf zwei Sprossen (siehe Ref. [27])

U+ en)SH(0)i(e) + 5 (T — )30 5u(0) + T 50)3.0) + T80 aly)
+ IpSu(@)Suly) + TpSal@)Suly) + Vi (Su)Se)) (Sul)Sulw)) (1.29)
+ Voo (S@)Sulw)) (Su@)Sew)) + Vaw (Sel@)Sa(@) (Se0)Salw)) -

Dieses Modell ist, unalarigig von der Wahl der verschiedenen Kopplungskonstanten, in kei-
nem Punkt des Parameterraunt&3(5)-symmetrisch. Allerdingsa3t sich die Invarianz unter
Hinzunahme bestimmter Terme und Einsutkiing der Kopplungen erreichen, z.B. ist

hfv,y =

|

— — —

— 5.@)8.(y) - Sal@)Saly) + Se(w) Sula) + Sal) Soly)
b2 @) @) e, W)y ) — o), ) + FHe] (130

invariant unterSO(5)-Transformationen. Bei freier Wahl der Kopplungsparameter in (1.29)
werden allerdings sehr viel mehr Zusatzterme zur Erhaltung der Symmetoédiedie sich
physikalisch auch sehr schwer motivieren lassen. Aus diesem Grund werden in den folgenden
Kapiteln nur das SZH-Modell und einige interessante Erweiterungen detaillierter untersucht
werden, da sie am besten geeignet sindgiche Materialien mit einer elektronischen Leiter-
struktur zu beschreiben.

1.3 Matrixprodukt-Ansatz

Der Matrixproduktansatz ist eine endlich korrelierte Vielteilchenwellenfunktion mit der allge-
meinen Form

0) =[o.=[]D_ Alia)lix) (1.31)

r=1 i

bei offenen Randbedingungen, wolgi Matrizen am Ortr sind, deren Matrixelemente die
lokalen Zustinde|i,) mit unterschiedlichen AmplitudeA,s(i,) enthalten {(i,) ist die ent-
sprechende Matrix der Amplituden der Zastie). Die Struktur der Matrizes, ist abléngig
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von der Symmetrie des Modells und der Anzahl der Zod€ auf einem Platz

Diese Wellenfunktionen (1.31) wurden erfolgreich zur Untersuchung der Grundzustandspha-
sendiagramme und Korrelationsfunktionen verschiedener Systeme wie den eindimensionalen
Spinketten mit Spin [11, 12, 28, 29], den Spinleitern mit Spin2 [27, 30, 31, 32] und Spin-
modellen mit anderen Werten des Spins an einem Platz [33, 34, 35] bzw. anderen Symmetrien
[36] verwendet. Bei vielen Modellen liefert der Ansatz bei entsprechender Wahl der Magrizen
sogar den exakten Grundzustand wie z.B. bei der $PKLT-Kette [11, 12], dem Majumdar-
Ghosh Modell [37] oder dem Shastry-Sutherland Modell [38, 39], um nur eine kleine Auswabhl
zu geben. Dort wird der Matrixproduktansatz (1.31) oft mit periodischen Randbedingungen de-
finiert (Identifikation des Platzes+ 1 mit dem ersten Platz des Systems), wobeazzigih wie

in Gleichung (1.24) noch die Spur im Matrixraum genommen wird, damit die Wellenfunktion
ein globales Singulett beglich der Symmetrie wirll In einigen Fillen lassen sich nicht nur die
exakten Grundzuatide berechnen, sondern sogar anregteadidst (exakt bzw.atierungswei-

se, siehe z.B. [27, 31, 32, 40]), so dal3 eine genauere Charakterisierung der jeweiligen Phasen
moglich ist.

Aul3er den (quasi-) eindimensionalen Spinsystemen gibt eslichtauch eindimensionale,
elektronische Modelle [41, 42, 43, 44] undh€rdimensionale Systeme [45, 46, 47], die endlich
korrelierte Grundzusiide besitzen und physikalisch sehr interessant&igeh bereits disku-

tiertes elektronisches System mit einem Matrixprodukt-Grundzustand ist das effektive Modell,
das die Physik in der Superspin-Phase des SZH-Modells beschreibt (siehe Abschnitt 1.2). In die-
ser Phase werden im endlich korrelierten Grundzustand (1.24) lokal numdigdsginde (1.10)

des Vektorquintetts mit den zugetdigen tinf Matrizen'® verwendet, dabei entsprechen Oie
Matrizen den Amplitudem(i,) in (1.31). Im folgenden wird nun die Wellenfunktion (1.24)
verallgemeinert undamtliche 16 Zustinde auf einer Sprosse heksichtigt, um anschlielRend

das SZH-Modell und einige Erweiterungen in allen Bereichen der Kopplungskonstanten zu un-
tersuchen (Kapitel 2) und usiO(5)-symmetrische Leitersysteme mit exakten Grundaud¢h

zu konstruieren (Kapitel 3).

Die Erweiterung der Wellenfunktion erfordert bestimmte Einaoktingen an die Matrizen
A.p(iy) der einzelnen Zuatide auf einer Sprosse, die durch die Symmetrie gegeben sind. Als
Beispiel dienen die zweibeinigef[/(2)-invarianten Spinleitern mit einem Spir2 auf jedem

Platz. Dort gibt es insgesamt auf einer Sprosse vierafw (das Singulett) und die drei
Triplett-Zusgindelt,,)). Eine Maglichkeit zur Definition der lokalen Matriy,. ist nun (Transla-
tionsinvarianz vorausgesetzt)

g = al|s) + bz o%|ta), a=zx,y, 2. (1.32)

Die Matrizenc® sind die drei Paulimatrizen, die ihrerseits ef1é(2) bilden und die Gewichte

a undb sind beliebige reelle Zahlen. Die Verkpfung derSU (2)-Multipletts der Zusahde mit
den entsprechenden Multipletts der Matrixdarstellungensdé&r2) — das Singuletts) mit der
Einheitsmatrixl bzw. das Triplettt,) zusammen mit den drei Paulimatrizen — garantiert die
Erhaltung der Gruppenstruktur d&€/(2) im Matrixraum (und somit auch im Hilbertraum des

9Bei offenen Randbedingungen gibt es eine von der Dimension der Maigizabhéngige Entartung des
Zustandes, afirend bei periodischen Randbedingungen der Zustand eindeutig ist.

10Bei den lwherdimensionalen Modellen sind es im allgemeinen keine Matrizen mehr an einem, Rtatzlern
Tensoren bherer Stufe, die ihrerseits auf Vertexmodellarén.



14 Kapitel 1. SO(5)-symmetrische Leitermodelle

Modells) bei der Bildung der einzelnen Matrixprodukte. . ;. Der Ansatz (1.32) kanruf die
SU(2)-Symmetrie durch die Verwendung von Matrixdarstellungen irreduzibler Tensoroperato-
ren viel allgemeiner formuliert und auch auf andere Systeme erweitert werden (siehe z.B. [48]).
Bei derSO(5)-invarianten, elektronischen Leiteokiien nun analog zur Spinleiter die Zu-

stinde auf einer Sprosse teilweise mit den entsprechenden Matrixdarstellungen der Multipletts
kombiniert werden. Der erste Schritt dazu wurde bereits von Scalapino et al. gemacht, als
sie den Matrixproduktansataif'die Superspinphase formulierten (siehe Gleichung (1.24)).
Dabei wurde dassO(5)-Quintett (1.7) mit dendihf MatrizenT* verkniipft, die im @ x 4)-
dimensionalen Matrixraum eine Vektordarstellung d€ér(5) bilden (siehe Gleichung (A.3)).

Die drei SO(5)-Singuletts (1.6) &ihnen nun einfach durch die Kombination mit der Einheits-
matrix hinzugenommen werden, so dai die Matrix g,. folgt

3
0o = pelna|Q) + > pi A (1.33)

=1

mitden Amplituderp; der einzelnen Multipletts. Die Zlmh'deﬁf(()%) sind Linearkombinationen

der Singuletts aus (1.6). Das erste Singulettit)) = |¥{')) und die beiden anderam ;")
sind die symmetrischen und antisymmetrischen Kombinatignen

BG) ~ (W Rap Wl F 0, R0, ) [9). (1.34)

Die im Ansatz (1.33) nicht becksichtigten Quartetts (1.8) besitzen aufgrund ihrer Spinorei-
genschaft keine entsprechenden Matrizen, mit denen sie kombiniert wesdeark da es im

(4 x 4)-Matrixraum keine vierdimensionale Spinordarstellung$ier5) gibt. Allerdings lassen

sich in einem vierdimensionalen Raum vier Vektoren definieren, die die Transformationseigen-
schaften eines Spinors unter den zehn Generatbtemler SO(5) im Matrixraum besitzen
(siehe Anhang A.1.1) und die sich mit den Quartetts kombinieren lassen. Diese Spinoren sind
v; ~ & (1 = 1,...,4) mit den kartesischen Einheitsvektorén die den kompletten Raum
aufspannen. Natlich laf3t sich dann jed€O(5)-Transformation"**#; wieder in diese vier
Spinoren zerlegen. Der Matrixproduktansatz (1.33) wird nun so erweitert, dal3 die Spihoren
zusammen mit den Quartetts dienfte Spalte einer3(x 5)-Matrix g, bilden bzw. die transpo-
nierten Spinoren’ die flinfte Zeile. Die Struktur der lokalen Matrix. mit allen16 Zus&inden

ist

(1.35)

)
“ T q

| (e s Sty | |2

)

—lgz)  —la) 1) lg) | 0O

Dabei sind die vier Zustide|q,) (o = 1,..,4), die mit den Spinorem; kombiniert werden,
lga) = p4|lQF) + ps|Q, ), wobei|QE) die symmetrische und antisymmetrische Kombination

IDas Minuszeichen entspricht dabei der symmetrischen Kombination (mit Ampfit)@aifgrund der Defini-
tion von| () (x)) und | ) ().
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der Quartetts aus (1.8) ist

o= {20 D= =)

> . m} (1.36)

i}
und mit den Amplitudem, bzw. ps gewichtet wird.
Die Wellenfunktion (1.31) mit der Matrix (1.35) ist nun symmetrisch unter Transformationen
der SO(5), da die Gruppenstruktur auch bei der Bildung der Matrixprodykte ,; erhalten
bleibt. Die Multiplikation zweier benachbarter Matrizen karmm die einzelnen Ricke inner-
halb der Matrizery,. und g,.; — dem(4 x 4)-Block mit denI"-Matrizen und der Einheitsma-
trix und den beiden RIcken, die die Spinor-Quartetts enthalten — getrennt voneinander unter-
sucht werden. Innerhalb dé$ x 4)-Blocks liefert das Matrixprodukt auf zwei Sprossen aul3er
SO(5)-Singuletts (audl x 1) und SO(5)-Quintetts (aud™® x 1) noch einSO(5)-Dekuplett
T%n, (2)ny(z + 1)|Q,)|Q041) 2 Analog ergibt die Multiplikation dieses Blocks auf einer
Sprosse mit dem Spinoren des Quartetts auf der andearefigfSpalte bzw. Zeile) aufgrund
der Struktur def4 x 4)-Matrizen in der Matrixg, g, 11 wieder nur Quartettzuatide in der ent-
sprechenden Spalte bzw. Zeile, obwohl z.B. nach (1.18) auch ein 16-dimensionales Multiplett
vorkommen naf3te. Schliel3lich gibt es noch die beidengfichen Produkte der Spinoren auf
den benachbarten Sprossen; zum einen das Skalarprgditktlas aufgrund der Anordnung
der Quartetts eity O(5)-Singulett bildet, und zum anderen das dyadische Progdak{Multi-
plikation der finften Spalte vom, mit der flinften Zeile vory,.. ), das sich zerlegemaBt in ein
SO(5)-Singulett, ein Quintett und ein Dekuplett mit den zugegén Matrizen.
Insgesamt sind im Matrixprodukt auf zwei Sprossen z@{5)-Singuletts, zwei Quartetts, ein
Quintett und ein Dekuplett enthalte2b(Zustinde, genau wie die Dimension der Matrix). Diese
Zusinde sind Linearkombinationen der Zarstie der einfachsten Basis auf zwei Sprossen. Sie
kdnnen beaglich der SpinSU(2) Subalgebra in Spin-Singulett, Dublett und Triplettzumsté
unterteilt werden (Zustide mitS* > 1 geloren zur 14 und 16-dimensionalen Darstellung,
siehe Abbildung 1.2). Aus diesem Grund ist es nicloghth, unter Verwendung des Ansatzes
die Entstehung von ferromagnetischen Daorei mit Zusahden loheren Spins zu beschreiben.
Ein analoges Argument giluf"die loheren Eigenwerte der Laduidgy die zu starken lokalen
Abweichungen der Hallbdlung geloien.
Bei der Bildung weiterer Matrixprodukte auf mehreren Sprossen (.Bg.g..1) zeigt sich,
dald sich an der grundlegenden Struktur der Produktmatrix rectasrt. Selbst bei der Multi-
plikation des im Vergleich zur Matriy, neu hinzugekommenen Dekupletts auf zwei Sprossen
([e®) im (4 x 4)-Block mit den anderen Matrizen bzw. Spinoren der Zngg der weiteren
Sprossendl3t sich die daraus entstehende Matrix stets in die bereits bekanmiBarzzérle-
gen. Die allgemeine Form des Matrixproduktansatzes mit offenen Randbedingungen lautet

L
=11 - (1.37)
r=1

2Das Dekuplett entsteht ali§ I = 24,, + 2iT'%?, wahrend diel 4-dimensionale Darstellung bei der Bildung
des Tensorproduktes der beiden Quintetts aufgrund der Matrixstruktur verschwindet.
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bzw. nach der Multiplikation aller Matrizes, ist | ') in Form einer Matrix gegeben:

1 1
AP
b (1) g, (D) 20) |, (2) 1)|‘1’5113>
AT W o ) + AT W5 ) + (AP [y 1 42D
10 | 10, b> 5 | 5,> ( 0 | 0,o> 0 | o,0>> ;N&%) .(1.38)
I‘If44>
2 2 2 2 2 2 2 2 2,2 2
AP APy APl APl Aé o)

Dabei sind die GmBenA ) die Amplituden der globalen Vielteilchen- Zastde|\If > (sie-

he die in den vorherlgen Abschnitten verwendeten Bezelchnungswmdeflvlultlpletts der
SO(5)). Mogliche Phasenfaktoren werden nun in den Definitionen deaAdstabsorbiert. Die

Zustnde in den Matrixelementen sind globale Vielteilchenwellenfunktionen urahgidpvon

den sechs Parameterp die die Amplituden der lokalen Multipletts (1.6) — (1.8) am jeweiligen

Ort = darstellen (siehe (1.35)).

Fir UntersuchungeSO(5)-invarianter Leitermodelle ist der Matrixproduktansatz mit offenen

Randbedingungen weniger geeignet, so dal} nocitzicdi in (1.38) die Spur im Matrixraum

genommen wird

[Wo) = Spur(H gx({pi})> , (1.39)

damit der Ansatz ein globaleSO(5)-Singulett bildet (entspricht nun periodischen Randbe-
dingungen). Die Singulett-Struktur bei Spurbildung ist bereits direkt in (1.38) ersichtlich, da
die MatrizenI'** undI'® spurlos sind und somit der einzige Beitrag von den beiden Singuletts
auf der Diagonalen kommtyf'einen direkten Beweis unter Verwendung von globalenauerit™
Transformationen siehe Anhang B%)In dieser translationsinvarianten Form dient die Wellen-
funktion (1.39) im folgenden Kapitel 2 als Ausgangspunkt Variationsuntersuchungen ver-
schiedenstef O(5)-invarianter Modelle, wobei die Variablen (i = 1, ..., 6) die Variationspa-
rameter darstellen. Im Abschnitt 2.5 wird dann auch auf die Erweiterung der Wellenfunktion zur
Behandlung von Dimerisierung und des Auftretens dimerisierter Phasen in den Grundzustands-
phasendiagrammen einiger Modelle eingegangen. Schlie3lich werden im Kapitel 3 Modelle
vorgestellt, deren Grundzustand durch die Wellenfunktion (1.39) exakt gegeben ist.

13per Ansatz ist auch invariant unter bestimmten Vorzeichenwechsel der Parametd. flihrtpy, — —pa
und ps — —ps auf den selben globalen Zustand (1.39). Diese Vorzeichenwechsel entsprechen dabei ebenfalls
globalen, uniren Transformationen.
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KAPITEL 2

Phasendiagramme und KorrelationenSO(5)-invarianter
Leitermodelle

Im vorherigen Kapitel 1 wurde eine Methode zur Konstruktion allgemeiner elektronischer,
SO(5)-symmetrischer Leitermodelle mit zwei Beinerapentiert, und die physikalisch inter-
essantesten Kopplungen auf einer bzw. zwischen zwei benachbarten Sprossen wurden disku-
tiert. Dabei lag der Schwerpunkt der Diskussionen auf dem SZH-Modell, das aufgrund sei-
ner Struktur und seinekhnlichkeit mit der Hubbard-Leiter am geeignetesten erscheint, reale
Materialien zu beschreiben oder als ein effektives Modell zu dienen. Es ist bereits im Limes
starker und schwacher Kopplung mit verschiedenen Methoden untersucht worden (siehe z.B.
[4, 5, 6, 25, 26, 49]), allerdings gibt es bisher keine aBlichen Aussagenbéer das Grundzu-
standsphasendiagramm bei mittleren Koppluragksti. Gegenstand dieses Kapitels wird nun
zum einen die Untersuchung des SZH-Modells gerade in diesem physikalisch relevanten Be-
reich mittlerer Kopplung sein, zum anderen aber auch die Erweiterung dieses Modells durch
andere, interessante)(5)-invariante Kopplungen und das Studium ihrer Auswirkungen auf
das Phasendiagramm. Dabei wird die in Abschnitt 1.3 vorgestellte Wellenfunktion (1.39) als
Variationswellenfunktion verwendet, um die Grundzustandsphasendiagramme und Korrelati-
onsfunktionen der verschiedenéi®)(5)-symmetrischen Modelle zu untersuchen (Abschnitt
2.1 bis 2.3). Die exakte Diagonalisierung einiger Systeme auf zwei Sprossen in Abschnitt 2.4
ermoglicht dann die Bestimmung weiterer Eigenschaften. In Abschnitt 2.5 wird die translati-
onsinvariante Wellenfunktioruf'den Fall des Auftretens einer Dimerisierung verallgemeinert.
Schliel3lich werden in Abschnitt 2.6 allgemein die Symmetrien undlmafien Anregungen des
SZH-Modells r@her betrachtet.

2.1 Grundzustandsphasendiagramm des SZH-Modells

Das SZH-Modell ist im Bereich mittlerer Kopplungen noch nicht untersucht worden, da die
meisten verwendeten Methoden die Entwickelbarkeit des Hamiltonoperators um kleine Wer-
te der Kopplungsparameter voraussetzen, die es aber gerade dort nicht gibt. Auch sind kei-
ne exakten bsungen bekannt, aus denen auf das Grundzustandsphasendiagramm bei mittle-
ren Kopplungsstrken zumindest in Teilbereichen geschlossen weraemte. Im folgenden

wird nun versucht, dieseucke zwischen starker und schwacher Kopplung zu schliel3en, um
das komplette Phasendiagramm des SZH-Modells zu bestimmen. Zur Berechnung der Grund-
zustandswellenfunktion und ihrer Energie wird dabei ein Variationsverfahren verwendet. Die
Gute dieses Verfahrenalkt sich dann durch die VariadyH absclatzen, die die Abweichung

der Wellenfunktion von einem exakten Eigenzustand des Systems angibt.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die translationsinvariante Wellenfunktion (1.39), mit



18 Kapitel 2. Phasendiagramme und Korrelationen SO(5)-invarianter Leitermodelle

der unter Verwendung der sechs Gewichieler lokalen Multipletts als Variationsparameter
die Variationsenergie des SZH-Modells bestimmt wird. Mit dieser Wellenfunktion ergibt sich
fur die Spin- und Ladungswechselwirkungen auf einer Sprosse

ESprosse = <\D0|HSpin/La.dung|\I[0>
U U 7
~ (p3+p3) (5 —V) + 5pa <5+V> —p? <§U+3V> (2.1)

(siehe Gleichung 1.15). Der Variationsparametast das Gewicht des lokale¥0 (5)-Quintetts
(1.7),p gebort zum Singulett2), undp, bzw. p; sind die Amplituden der symmetrischen und
antisymmetrischen Linearkombination der beiden andéi@rb)-Singuletts in (1.6). Die Va-
riationsenergie desupfterms auf einer Sprosse ist

2,2
Ey, = (Yol Huiipten|Yo) ~ 11 {8291]?2 +2 <I%> (w— h1>:| ) (2.2)

2

und der Hipfterm (1.21) zwischen zwei benachbarten Sprossen liefert
By, ~ 1 [paps (25p5 + 0 — p5 — p3) + ha (paps — Spiws) + (pi — p3) (5pape — P1ps)] (2.3)

mit den GoRRert hy := 5p2 + p? + p3 + p2, he := p} + p2 undw := \/h? + 16h3.

Im Fall starker Kopplung{(,V' > t,,%;) kdnnen nun die reinen pfterme (2.2) und (2.3)
vernach#issigt werden. Die Minimierung der Variationsenergie in bezug auf die Parameter
und die anschlie3ende Bestimmung der einzelnen Phasen liefert das bekannte Grundzustands-
phasendiagramm in Abbildung 1.2, das von Scalapino et al. mittelsi8jstheorie berech-

net wurde. Der translationsinvariante Ansatz erlaubt allerdings auch beclschtigung der
Hupfterme nicht die Bestimmung der Phasengrérize —3U /4 bzw. die Unterscheidung zwi-

schen den beiden Ising-Phasgnund I;, die bei der Kopplung, = ¢, auftreten. Zu diesem
Zweck muf3 eine dimerisierte Variationswellenfunktion verwendet werden, wie sie im Abschnitt
2.5 vorgestellt wird.

Die einzelnen Phasen werden im Variationsansatz durch die Eigenwerte der Projektionsopera-
toren auf die sechs lokalen Multipletts festgelegt, d.h. nach Berechnung der Grundzustands-
energie und der Bestimmung der Werte der sechs Variationspargmateeinem Punkt in der

U — V-Ebene (bei festen Werten ven undt;) werden mit dem so erhaltenen Grundzustand
|Wy) aus (1.39) die Erwartungswerte der Projektionsoperatoren auf die im Ansatz enthaltenen
sechs Multipletts berechnet. Es ergibt siohdie drei Singulettsin (1.35) mit, = [¥§))(T{],
i=1,..,3

P = (V| B;| W) ~ p? (2.4)

(die ZusH'nde|\Tf§?)> sind in (1.34) definiert). Analogdtinen auch die Erwartungswerte der Pro-
jektionsoperatoren auf die beiden Quartetts und auf das Quintett aus (1.35) mit den Amplituden
P4, ps Undpg berechnet werden. Diese Erwartungswétisind natirlicherweise auf den Wert

Eins normiert und der gfdte WertP,,,.. dient jetzt zur Festlegung der Phase: Z.B. gilt in der
Superspinphasgl I im Phasendiagramm in Abbildung 1.2 bei starker Kopplifag- p2 ~ 1,

1Diese drei neu definierten GRenh, , he undw werden im folgenden nochelufiger verwendet werden.
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wahrend die anderen Gewichte verschwinden. Die Variationsparaareterri sich dabei stetig
beimUbergang von einer Phase zur anderen, wobei die Phasengrenze so definiert wird, daR sie
auf dem Punkt liegt, in dem die Parameter gleich grol sind (siehe z.B. Abbildung 2.1 als ein
Beispiel tir das qualitative Verhalten von zwei Parametern beim Phdszgang).

1
& P, ABBILDUNG 2.1 - Beispiel einer Entwicklung der
Werte der Variationsparameterundp, bei einem Pha-

senibergang von der Phage zur Phase, (normiert).

Es werden bei dieser relativ willklichen Festlegung der Phasen und ihren Phasengrenzen
natirlich auch Phasen auftretenrkien, bei denen mehrere Parametegleich grol3 sind und

sich dieses Verdtnis nichtandert. Inwiefern nun die durch den Variationsansatz festgelegten
Phasen und die zugehgen Phasaterginge auch physikalischer Natur sindnlgit im wesent-

lichen von der Grundzustandswellenfunktion und den verschiedenen Korrelationsfunktionen ab,
die die physikalischen Eigenschaften des Systems bestifamen

Bei der Anwendung des Variationswellenansatzes auf das SZH-Modell bei starker Kopplung er-
gibt sich insgesamt, daf? die Phdsgurch den symmetrischen Singulettzustand mit Amplitude

p2 dominiert wird, der Grundzustand in der Phdgebesteht aus einem Produkt von Singuletts

(p1) auf den einzelnen Sprossen, und die PhiaSeist die bereits bekannte Superspinphase
(das Quintett mit Gewichpg ist dort relevant). In diesem Zugang mit translationsinvarianten
Parametermp; auf den einzelnen Sprossen ist es allerdings niaddlidh, die von den dpfam-
plitudent; und?; abhingige Phasengrenze zwischen den beiden verschiedenen Ising-Phasen
I, und I, in Abbildung 1.2 zu reproduzieren, da die Grundansk dort eine Dimerisierung
aufweisen (siehe z.B. Abb. 1.3.a).

Es zeigt sich insgesamt, dafd der Variationsansatz bei starker Kopplung sehr gut geeignet ist, um
den Grundzustand des SZH-Modells in den einzelnen Phasen approximativ zu beschreiben und
um die zugehbiige Energie zu berechnen. Im folgenden wird nun der Ansatz zur Analyse des
kompletten Phasendiagramms bei schwacher und mittlerer Kopplung verwendet.

2.1.1 Phasendiagramm bei schwacher Kopplung

Zur Untersuchung des SZH-Modells im Bereich schwacher Kopplungen auf einer Sprosse wird
zuerst das nicht-wechselwirkende System thie= V' = 0 betrachtet. Diesedight-binding®-
Modell kann exakt diagonalisiert werden (siehe Anhang A.4), so dal3 die Bandstruktur bei
Halbflillung bestimmt werden kann. Es gibt zwei Energietér

€x(k) = £2t, —4tcos(k), —7m<k<m, (2.5)

und zwei Rlle miissen unterschieden werden:
Flr die Werte der Kopplungeh < 2t schneidet die Fermienergie die beidean8ér (siehe

2Dje Grundzustandskorrelationsfunktionen des SZH-Modells werden im AbschnitaBet nhtersucht wer-
den.
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Abbildung 2.2.a) undut ¢, > 2t sind sie durch eine Energieike voneinander getrennuf”
denUbergang bet, = 2t siehe Abbildung 2.2.b).

() (b)

ABBILDUNG 2.2: Bandstruktur eines zweibeinigen Leitermodalis(§)¢, = ¢ und (b)t, =

Das System ohne EnergieKe ¢, < 2¢)) ist unter Verwendung der Bosonisierung der nied-

rig liegenden Moden in der &ie der vier Fermipunkte untersucht worden, um das Phasen-
diagramm bei schwacher Kopplung zu erhaltéhl( < ¢,,t). Lin et al. [5] berechneten
durch eine Renormierungsgruppenanalyse, dal3 das System im Bereich schwacher Kopplung
zu einem integrabler§O(8)-symmetrischen Gross-Neveu-Modell getrieben Wiie sagten
weiterhin das Auftreten zaszZlicher Phasen voraus, die bei starker Kopplung nicht vorhanden
sind, wie beispielsweise eine mehrkomponentige Luttingessttikeitsphase, die im Bereich

der Superspin-Phagd I auftritt. Allerdings sind diese Resultate umstritten (siehe die Kritik
von Ref. [49]), da nicht klar ist, inwiefern die urgprglicheSO(5)-Symmetrie korrekt beick-
sichtigt wurde bzw. ob bei einer Renormierungsgruppenanalysghaupt noch Aussagebér

die Symmetrie gemacht werdeworkien. Somit ist die genaue Struktur des Phasendiagramms
bei schwacher Kopplung noch nicht eindeutig getdiorden. Auch der Variationsansatz (1.39),
der erfolgreich zur Beschreibung des SZH-Modells bei starker Kopplung verwendet wurde, ist
bei schwacher Kopplung im Bereic¢h < 2¢| nicht geeignet, da endlich korrelierte Wellenfunk-
tionen immer zu einem exponentiellen Abfall der Korrelationsfunktiongmdi (siehe Kapitel

2.2), der die Existenz einer EnergieKe zwischen dem Grundzustand und dem ersten angereg-
ten Zustand andeutet.

Das SZH-Modell bei schwacher Wechselwirkung mit einer Eneugled iber dem Grundzu-
stand im nicht-wechselwirkenden Systetn § 2¢))) ist durch eine Bosonisierung nictudbar,

so dal dort andere Methoden angewendet werdessem. Hier eignet sich jetzt der Matrix-
produktansatz (1.39) sehr gut, um als Variationswellenfunktion bei schwachen Kopplungen zu
dienen, da aufgrund der Struktur des Ansatzes schon indirekt eine Enekgidléucksichtigt

wird. Aus diesem Grund wird das SZH-Modell und viele verschiedene Erweiterungen in den
folgenden Abschnitten nur im Berei¢h > 2t untersucht werden. Dabei wird versucht, das
komplette Phasendiagramm auch im Bereich mittlerer Koppluadsst zu bestimmen.

3Das SZH-Modell ist bei Halbfllung undt, = t| untersucht worden.
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2.1.2 Phasendiagrammdi t, > 2t

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Bestimmung des kompletten Phasendiagramms des SZH-
Modells flir die Kopplungert; > 2¢;, also im Bereich der Hgfamplituden, wo das System ei-

ne Energialickeuber dem Grundzustand bei schwacher Kopplling < ¢, , ¢, besitzt (siehe

die Diskussion im vorherigen Abschnitt). Zu diesem Zweck wird der Ansatz (1.39) als Varia-
tionswellenfunktion verwendet, um die Grundzustandsenergien bzw. die Gruawidesh der

U — V-Ebene bei festen Werten ven und# naherungsweise zu bestimmen. Dabei liegt der
Schwerpunkt der Untersuchungen auf dem Bereich- 2t, wahrend golRere Werte von

nur am Rande diskutiert werden.

Fir das Verlltnis¢, = 2¢ liefert der Variationsansatz im Fall des nicht-wechselwirkenden
Systems{/ = V = 0) den exakten Grundzustahdier sich aus der Walph = —%,pg = %
undp; =0 (@ = 3, ...,6) fur die sechs Variationsparameter ergibt. Er lautet

L
o) ~ I (—eldl + cld} - did] - clef) (@) J0). (2.6)

r=1

und er entspricht der komplettemlking der Moden mit Energie (k) in der Dispersionsre-

lation (2.5), so dal3 dieses System ein Bandisolator ist. Aufgrund der energetischen Entartung
verschiedener Multipletts béi = V' = 0 (siehe Abschnitt 2.4.1) ist es nicht klar, ob der
Grundzustand auch eindeutig ist. Werden nun die Kopplungen auf einer Sprosse eingeschaltet
(U, V #£0), so zeigt sich, dalR der Zustand (2.6) auf einer Liniee —2U mit U < 0im Phasen-
diagramm den exakten Grundzustand des Modells darstellt (zum Beweis siehe Abschnitt 2.4.1).
Er ist dort sogar eindeutig, und es lassen smmiche Grundzustandskorrelationen exakt be-
rechnen (Abschnitt 2.2). Der Variationsansatz ist somit nicht nur bei starker, sondern auch bei
schwacher Kopplung bzw. bei mittlerere8tén der Kopplungen, zumindest in desti"der Li-

nieV = —2U, sehr gut geeignet, um den Grundzustand zu approximieren. Aus diesem Grund
wird der Ansatz im folgenden zur Untersuchung des kompletten Phasendiagramms in diesem
Bereich der Werte der ifamplitudert ;. und#; verwendet. Die Quakt dieser Methode wird

dabei durch die Standardabweichugpg(AH)?) = \/(H?) — (H)? von der Energie gemes-

sen, die die Abweichung der Variationswellenfunktion von einem exakten Eigenzustand angibt.
Die Variationsuntersuchungen liefern das komplette Phasendiagramm in Abbildung 2.3, in dem
neben den drei bereits bekannten Phasen eireZicsie Phase bei mittlerer&@ke der Kopp-
lungen auftritt.

Im Fall schwacher Kopplung gibt es nur zwei Phasen, die ungeordnete Isingpfraseder
Amplitudep,) und die d-Wellenphasl (mit Gewichtp,), die bereits vom Phasendiagramm bei
starker Kopplung bekannt sind (siehe Abbildung 1.2). Die Superspinphase (Amplitude)
verschwindet in diesem Bereich der Kopplungskonstabtemd V. Schlief3lich besitzen auch

die SO(5)-Quartetts keine signifikanten Gewichig (ps ~ 0), wie es von einem Bandisolator

zu erwarten ist. Die Struktur der Grundzustandswellenfunktion selbehigich zu (2.6) und

auch die Werte der Standardabweichung sind klein, so dal3 die Approximation an einen exak-
ten Eigenzustand des Systems sehr gut ist und somit der Ansatz bei schwacher Kopplung auch
guantitativ gute Resultate liefert.

4Der Energie dieser Grundzustandswellenfunktion stimmt mit der Energie aus der exakten Diagonalisierung
uberein.
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v=-2U
11,‘ \V
%,
%
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AN I
I 5l
ABBILDUNG 2.3 - Phasendiagramm
5 5 fL'lrtL = QtH mit t” = 1: die Pha-
‘ ‘ sengrenzen sind durch Vergleich der
~ 2 y U Amplituden der verschiedenen Mul-
tipletts festgelegt worden.
_5 L
[l
.,
AN
™~
V=-U

Bei den hier und im folgenden betrachteten Werten depfeimplitudent, > 2t tritt die
Ladungsdichtewellenphadg und somit ein Phaseibérgang in der Isingphadeunablangig

von den Werten der Kopplungen nicht mehr auf (siehe das Modell (1.23) und die daraus re-
sultierende Bestimmungsgleichuhg= K fur den Phasarbergang). Die Isingphadeist jetzt
vollstandig ungeordnet und entspricht der PhAs@& der Abbildung 1.2.

Bei Betrachtung des kompletten Grundzustandsphasendiagramms in Abbildung 2.3 erscheint
nun eine zuatzliche Phase im Bereich mittlerer Kopplurig {” = ¢, ), in der dieSO(5)-
Quartetts bzw. die symmetrische Kombinatj@y') aus (1.36) mit der Amplitudg, das gol3te
Gewicht besitzen. Auch der symmetrische Singulett-Zus(&rjmaB\Ifg — U, RsV;)[2) —

der den Grundzustand in der Phdskeschreibt — hat dort ein signifikantes Gewicht, so daf3

die Struktur des Grundzustandes in diesem Bereich nicht mehr so einfach ist wie z.B. im Punkt
U =V = 0 mit dem zugehiigen Zustand (2.6). Insgesamt gibt es in dieser Phase mehrere
lokale Multipletts, die im Grundzustand des Systemsahitlich gro3en Amplituden auftreten.
AufRerdem ist es aufgrund der groBen Werte der Standardabwei¢hiig)?) bei mittleren
Kopplungsstrken (besonders im Bereich der Quartett-Phase), die einer schlechten Approxi-
mation der Variationswellenfunktion an einen exakten Eigenzustand des Systems entsprechen,
nicht moglich, die PhasengrenzenaaiSer zu bestimmen bzw. detaillierter auf die Grundzu-
standseigenschaften einzugehen.

Natirlich kann es vorkommen, dal3 der Grundzustand eine sehr komplexe Struktur besitzt und
nicht mal raherungsweise durch den Variationsansatz approximiert wird. Der Matrixprodukt-
ansatz ist beispielsweise zur Beschreibung von Phasen mit masselosen Anregungéemeder ~
haupt Luttinger-Rlissigkeitsphasen, wie sie bei schwacher Kopplung im Phasendiagramm des
SZH-Modells fir ¢, = ¢t auftreten (siehe Abschnitt 2.1.1), nicht geeignet. Allerdings ist es
moglich, dald selbst in diesem Fall die Variationsenergie zumindest eine ghriNig an die
exakte Grundzustandsenergie ag@ritiert. Au3erdem gibt der Ansatz in den Phasen, in denen

er grof3e Standardabweichungen erzeugt wie in der Quartett-Phase, schon einige Hinweise auf
die Struktur des exakten Grundzustandes. Diese Phasssem dann noch mit anderen Ver-
fahren untersucht werden. Zur genauen Charakterisierung der Quartett-Phase und zur Bestim-
mung der Phasengrenzen werden im Abschnitt 2.2 Korrelationsfunktionen berechnet und im
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Abschnitt 2.4 wird durch die exakte Diagonalisierung des Systems auf zwei Sprossen versucht,
mehruber die Struktur des Grundzustandes zu erfahren. Dort zeigt sich auch, ob der Ansatz in
dieser Phase zur Beschreibung des Grundzustarmhaupt geeignet ist.

Bisher besctarikte sich die Berechnung des Grundzustandsphasendiagramms £ 2t

gerade auf den Bereich, in dem sich im nicht-wechselwirkenden System die Enekgielvi-

schen dem Grundzustand und dem ersten angeregten Zadaeid Siehe Abb. 2.2.b). Bereits

hier erwies sich der Ansatz als sehr gut geeignet, um die verschiedenen Phasen mit ihren Grund-
zusinden im kompletten Phasendiagramm approximativ zu beschreiben, so dafi Bereich

t, > 2t mit einer echten Energiatke zwischen den beiden Energaellern eine qualitative
Verbesserung der bisherigen Resultate erwartet werden kann. Zu diesem Zweck wurde das Pha-
sendiagramm des SZH-Modells mit = 4t berechnet (siehe Abb. 2.4).

v=-2U
\%

ABBILDUNG 2.4 - Das Grundzu-
standsphasendiagramm des SZH-

\s U] Modells firt, = 4t(t; =1)
-5 -

V=-U

Bei diesen Werten der Kopplungen bleibt die allgemeine Struktur des Phasendiagramms erhal-
ten. Es vergoRert sich nur die Quartett-Phase und einige Phasengrenzen verschieben sich etwas.
Die Skalierung der Quartett-Phase mit(ihre VergioRerung mit wachsendemigfamplitude!)

legt dabei die Vermutung nahe, dal? es sich hierbei um eine metallische Phase mit itinerantem
Verhalten der Elektronen handelt. Dasndé auch die stets grof3e Standardabweichung in die-
sem Bereich des Phasendiagrammsazekl, da der Ansatz (1.39) dann zur Beschreibung des
Grundzustandes nicht geeignet ist.

Im restlichen Phasendiagramm hingegen zeigt sich wie erwartet, daf3 die Standardabweichung
fur die Variationswellenfunktion, besonders bei mittleren Kopplungen, kleiner wird verglichen
mit dem Fallt; = 2¢, so dal3 der Ansatz eine sehr gute Approximation an einen exakten Ei-
genzustand des Systems &geiitiert. Diese Tendenz setzt sich mit steigenden Wertei,von

und somit mit einer Vergif3erung der Energietke fort. Sie liefert aber im wesentlichen keine
neuen Erkenntnisse, so dal3 hier auf eine weitere Untersuchung verzichtet werden kann.

Zur ndheren Bestimmung der Phasengrenzen und der physikalischen Struktur innerhalb der
Phasen werden nun inanhisten Abschnitt die statischen Grundzustandskorrelationen im SZH-
Modell beit; = 2t untersucht.
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2.2 Korrelationen des SZH-Modells im Grundzustand

Die Physik im Grundzustand eines Modells wird durch die Grundzustandskorrelationsfunktio-
nen bestimmt, deren Berechnung sehr wichtig ist, um die theoretischen Vorhersagen mit expe-
rimentellen Resultaten vergleichen zarkien. Zur weiteren Untersuchung des SZH-Modells
und zur genauen Charakerisierung der Phasen in Abbildung 2.3 werden daher im folgenden
alle moglichen statischen Korrelationen im Grundzustand bestimmt. Im Fall von endlich kor-
relierten Wellenfunktionen wie (1.39pkinen diese Korrelationsfunktionen sehr einfach unter
Verwendung einer Transfermatrix-Methode berechnet werden (siehe Anhang B.2).

Die Wellenfunktion (1.39) mit den sechs freien Parameigmeprasentiert den Grundzustand

fur eine groRRe Klasse von Modelfetm thermodynamischen Limeg (— oo) konnen nun dit

diese Systeme verschiedenste Korrelationsfunktionen bestimmt werden (eine detaillierte Liste
ist im Anhang B.2 gegeben). Diese Korrelationen sind aufgrund der allgemeinen Struktur von
Matrixproduktzusthden stets kurzreichweitig, d.h. sie zerfallen exponentiell bzw. verschwin-
den. Als Beispiel dient hier die Zweipunktfunktion, die die Korrelation zweien($&riO(r)
undO(0) an unterschiedlichen Orten beschreibt. Sie besitzt die folgende Form

(OF(r)0(0)) = A({p:}) e €, (2.7)

bei der die AmplitudeA({p;}) und die Korrelationslige({p;}) von den Parametern der
Wellenfunktion abhihgen. Bereits die Erwartungswerte eines Operators an einemiPtitz
Einpunktfunktionen, sind teilweise von den Variationsparameteaihangig, sofern sie nicht
sogar identisch verschwinden.

Fir das SZH-Modell mit, = 2#; konnen nun die verschiedenen Korrelationen im Grundzu-
stand in den einzelnen Phasen in der V-Ebene (siehe Abb. 2.3) berechnet werden. Dabei
werden die Werte der Paramejerim Ansatz (1.39) durch die Minimierung der Energie fest-
gelegt. Es zeigt sich, dal3 einige der Erwartungswerte von Operatoren, die nur auf einer Spros-
se wirken, verschwinden. Beispiele dafind der Erwartungswert des Gesamtspins auf einer
SprosséS(z)) = 0 oder der Erwartungswert des OrdnungsparanfatienssO (5) nach der De-
finition von Zhang [3}n.(z)) = 0 (a = 1,. .. , 5). Andere Einpunktfunktionen wie die mittlere
Teilchenzahl auf einer Sprosée(z)) = 2 (entspricht wie erwartet Halbflung) liefern para-
meterunabarigige Werte. Diese Korrelationen, die direkt von den Variablesbhengig sind

wie beispielsweise die elektronischen Erwartungsweffer)c,(z)), sind im Anhang B.2.1 an-
gegeben.

Weitaus interessanter als die lokalen Erwartungswerte sind die Zweipunktfunktionen, da sie et-
wasuber die physikalische Ordnung in dem System aussagiemda. Sie besitzen die allgemei-

ne Struktur (2.7) und werden durch die Korrelati@amgjen sowie den zugetien Amplituden
vollstandig charakterisiert. Im folgenden werden einige ausdgte Zweipunktfunktionenuir”

das SZH-Modell bestimmt, wobei die Korrelatioasgen und die Amplituden jeweils auf Krei-
senin deil/ — V-Ebene berechnet werden (mit Raditis= /U? + V2 = 3), die die einzelnen
Phasen/,/ und die Quartett-Phase im Phasendiagramm in Abbildung 2.3 schneiden. Damit
ist es noglich, die im Vergleich zum Phasendiagramm bei starker Kopplung neu auftretende
Quartett-Phase genauer zu untersuchen. Das Verhalten der Korrelationen im Bereich starker

5Siehe Abschnitt 3.2ufi" die allgemeine Struktur dieser Modelle.
SFir die genaue Definition dieses Operatog$z) siehe Gleichung (1.9).
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und schwacher Kopplung (entspridRt> 1 bzw. R < 1), insbesondere in der Superspinphase
IT1,wird im Anschluf3 diskutiert.

Fur einige dieser Erwartungswerte im SZH-Modesihkien nun relativ einfache Ausdike an-
gegeben werden, wie z.Burfdie Korrelationen mit dem Ordnungsparameteder SO(5) an
unterschiedlichen Sprossen. Sie lauten

2(b1paps — 2p1ps)® [ 2(p7 + p5 + p3 — 3pg) e
a 0 :60, , ,b:].,...,5 2.8
(na(r)n5(0)) = dap o — T a (2.8)

mit den bereits bekannten @3énh, = 5p; + p + p3 + p3, ho = pi + P2, w = \/h} + 1613

und dem aus der Normierung stammenden Wert (w — hy)/(2hy). Des weiteren &inen

auch andere Erwartungswerte wie die Spin-Spin-Korrelationsfunktiofieitr) 5. 4(0)) (siehe
Abbildung 2.5) oder die Elektron-Elektron-Korrelationé, (r)c;(0)), a, 8 € {g,u} (siehe
Abbildung 2.6) berechnet werden. Sie werden aber aufgrund ihrer komplizierten Struktur nur
graphisch angegeben.

Die Spin-Spin-Korrelationsfunktionets, 4(r)S..4(0)) in Abbildung 2.5 besitzen nur im Be-
reich der Quartett-Phase eine nicht verschwindende Amplitude. Dort tritt ein kleiner Unter-
schied in der Strke zwischen den Spin-Korrelationen auf dem gleichen Holm der Leiter und
den Spin-Korrelationen zwischen unterschiedlichen Holmen auf. Weiterhin ist in diesem Be-
reich des Phasendiagramms die KorrelatiangE sehr klein: Ein Indiaf 'sehr starke B¢hste-
Nachbar-Wechselwirkungen und gegen eine langreichweitige Ordnung. Die aaggeppitze

bei¢ ~ 21 konnte trotz der dort verschwindenden Amplitude eigiicher Hinweis auf einen
Phasenbergang zwischen den Phadeand /7 sein, wo die Korrelationalige divergiert (ent-
spricht der LinieV = —2U im Phasendiagramm in Abb. 2.3).

In(2) ABBILDUNG 2.5 - Korrelationstinge

und Amplitude der Spin-Spin-Korrela-
tionsfunktion auf einem Kreis mit Ra-
diusR = 3 in derU — V -Ebene bei

. t,. = 2t undt; = 1, die gestrichel-

| te Linie geloit zu (S, (r)Sea)(0))
und die durchgezogene zu

<§C(d) (T)gd(c) (0)).

s 21

¢

Dieses unterschiedliche Verhalten der Korrelationsfunktion in den einzelnen Phasen ist ein wei-
terer Hinweis darauf, daf3 sich die Quartett-Phase nicht nur durch etwas andere Werte der Va-
riationsparameter von den aus dem Phasendiagramm bei starker Kopplung bekannten physika-
lischen Phasert und /1 unterscheidet, sondern daf3 hier eine neue, physikalische Phase mit
anderen Eigenschaften vorliegt.

Einige weitere, interessante Korrelationsfunktionen sind die Elektron-Elektron-Korrelationen

in Abbildung 2.6, die zwischen geraden und ungerades3&n¢, ,(x) = (ci(x) + ¢ (x)) £
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(d+(x) 4+ d,(x)) berechnet werden. Diese Zweipunktfunktionen unterscheiden sich allerdings
nur durch die absoluten Werte ihrer Amplitudéndie Korrelationshnget ist unablaingig von

der betrachteten Linearkombination. Sie istdlle Winkelo klein, mit einem Extremum im Be-

reich der Quartett-Phase. Die Amplituden hingegenre€n sehr grol3e Werte annehmen. Dabei

ist dieAnderung der Korrelationahiget (¢) und der zugetrigen Amplitude gerade im Bereich

des Phasarbergangs in die Quartett-Phase bei m bzw. ¢ ~ 7/47 maximal. In dieser Phase
besitzen auch die Amplituden und die Korrelati@mgjé im Vergleich mit den anderen Phasen
des Phasendiagramms eine andere Form. Dies ist ein weiterer Hinweis auf die neue, physikali-
sche Struktur der Quartett-Phase.

1
0.8

0.6
€ ABBILDUNG 2.6 - Die Korrelations-

o lange und Amplitude des Erwartungs-

wertes(c} ,(r)c,,(0)) auf einem Kreis

., mit Radiusk = 3 in derU —V -Ebene

] beit, = 2t,t, = 1, die gestrichelte
Linie getort zu(c! ., (r)c,,,(0)) und

die durchgezogene z(u;(u) (r)ey (g (0))-

0.2

[oc]@]

In(A)

Die Korrelationsfunktion (2.8), die eine agliche Ordnung bemjlich derSO(5) beschreibt,
weist ebenfalls ein leicht unterschiedliches Verhalten in den einzelnen Phasen auf (siehe Abbil-
dung 2.7), auch wenn es nicht so ausggpist.

20

10
In(&)
0
ABBILDUNG 2.7 - Amplitude und
10 Korrelationséinge der Korrelationsfunk-
* tion (n,(r)n,(0)) auf dem Kreis mit
10 R =3 inderU — V-Ebene bet, =
In(A) 2t undt) = 1.
-10
20 s 21
@

In der Korrelationsdhge zeigt sich wieder eine ausgagte Spitze bep ~ gw bei verschwin-
dender Amplitude, analog zum Verhalten whbei der Spin-Spin-Korrelation. Im Bereich der
Quartett-Phasaridert sich die Korrelationastiges ebenfalls wieder, verglichen mit den Phasen
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TundI].

Insgesamt zeigt sich bei der Berechnung einiger statischen Korrelationsfunktionen in diesem
Bereich des Phasendiagramms, daf3 die neue Quartett-Phase eine andere physikalische Struktur
besitzt als die anderen Phasen (starkei$te-Nachbar-Korrelationen) und dali3 die vorher rela-

tiv willk urlich festgelegten Phasengrenzen physikalischer Natuf.sind

Die hier berechneten Korrelationsfunktionen lassen sich im Limes starker Kopplung im SZH-
Modell untersuchen, wobei hier statt der Quartett-Phase jetzt die Superspidplicagtritt.

Die Spin-Spin-Korrelationen besitzen dabei nur in dieser Superspin-Phase eine nicht verschwin-
dende Amplitude, bei allerdings sehr kleinen Werten der Korrelatmge (wieder ein Zei-

chen starker Hchste-Nachbar-Wechselwirkung). Die Elektron-Elektron-Korrelationen treten
hingegen auch in den anderen Phasen auf, ebenfalls mit kleinen Korrekatigasi{die Werte

von¢ liegen dabei im Bereich.12 — 0.25).

Analog zur Bestimmung der Korrelationen bei starker Koppluagrien nun auch die Korre-
lationsfunktionen in den beiden Phasemnd /7 im schwach koppelnden System berechnet
werden (/,V < t,,t; im Phasendiagramm in Abbildung 2.3). Hier treten bei den Spin-Spin-
Korrelationen extrem grof3e Korrelatioasljen bei sehr kleinen Amplituden auf (mit ausge-
pragten Spitzen an den beiden Grenzlinienahwend die reinen Elektron-Elektron-Korrela-
tionen grofRe Amplituden bei kleinen Werten vhesitzen.

Die bisher betrachteten statischen Korrelationsfunktionen konnten einen sehr guten Einblick in
die physikalische Struktur des SZH-Modells in den einzelnen Phasen geben, wobei insbeson-
dere die neue Quartett-Phase mit ihren teilweise starlarhdte-Nachbar-Wechselwirkungen
auffiel. Leider &3t sich dabei die exakte Lage der Phasengrenzen nicht genauer bestimmen, so
daR weiterhin dieAnderung der Variationsparameter als Anhaltspunkteinen Phaserer-

gang verwendet werden mulur=€ine genauere Bestimmung der Struktur in den einzelnen
Phasen ms$sen die niedrigliegenden Anregungdsei’ dem Grundzustand und eventuell dyna-
mische Korrelationen berechnet werden. Die Bestimmung von angeregtamdeistivird aber

der Gegenstand der Untersuchungen in Abschnitt 2.6 sein, so dal3 hier auf eine weitere Diskus-
sion verzichtet wird.

Im folgenden wird das Auftreten eineraglichen, versteckten Ordnung im Matrixproduktan-
satz (1.39) betrachtet, die ebenfalls weitere Hinweise auf die physikalische Natur in den einzel-
nen Phasen liefern kann.

2.2.1 \Versteckte Ordnung

Eine besondere Eigenschaft der endlich korreliertenahakt ist das Auftreten eingstring

order”, einer versteckten langreichweitigen Ordnung in der Wellenfunktion (gudden or-

der* genannt), die bei geeigneter Definition eines Ordnungsparameters auftritt. Diese versteck-
te Ordnung wurde zuerst von den Nijs und Rommelse [50] im Rahmen von Untersuchungen
von VBS-Modellen (valence bond solid*) eingefirt. Sie bewiesen, daf die Grundauste

der VBS-Modelle eine String-Ordnung besitzen. Daraufhin wurden die Untersuchungen dieser
neuen versteckten Ordnung auf Spinketten$nit 1 ausgedehnt (siehe z.B. [51, 52, 53]), bei

"Die Phasengrenzen wurden durch die Eigenwerte der Projektionsoperatoren auf die lokalen Multipletts fest-
gelegt, siehe Abschnitt 2.1.
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denen der Ordnungsparameter folgendermaf3en definiert wird

7—1

string (= lim <Sf‘ H exp(iﬁS,?)SJ‘-“> , o=,z (2.9)
[i=il = k=it1

Die Bestimmung der String-Ordnung wurde auah diie allgemeinen VBS-Modelle mit Spin

S von Totsuka und Suzuki [54] mit einer entsprechenden Modifikation der Definition von (2.9)

durchgetihrt. Diese Ordnungsparameter sind aber nicht nur erfolgreictspinketten defi-

niert worden, sondern auchrfLeitersysteme, wobei der Spinoperatram Platz durch den

Spinoperatolsy = S¢; + Sg; auf einer Sprosse ersetzt wird (siehe [53] éine zweibeinige

Spinleiter).

In diesem Abschnitt wird nun versucht, einen Ordnungsparameteddin Variationsansatz

(2.39) zu finden, um damit vielleicht eine langreichweitige Ordnung in einigen Phasen des SZH-

Modells nachzuweisen. Dabei liefert die Verwendung der Definition des Ordnungsparameters

O¢iring der zweibeinigen Spinleitersysteme keine brauchbaren Resultaderi’/Ansatz (1.39):

Er verschwindetiberall. Zur Definition eines geeigneten Ordnungsparameters muf3 sicherlich

die SO(5)- Symmetrie bascksichtigt werden, so daf3 es sich anbietet, statt des Opefdtans

(2.9) den Operaton® zu verwenden (siehe Gleichung (1.9)). Der entsprechende Ordnungspa-

rameter lautet nun

j—1

string := im0 H exp(imng)nj ), a=1,..,5. (2.10)
i—j|—o0 bt

Er lal3t sich analog zu den anderen Korrelationen wieder durch eine Transfermatrixmethode be-

rechnen (siehe Anhang B.2). Im thermodynamischen Limes oo, wo der golite Eigenwert

dominiert, ergibt sich dannaferungsweise

1 a li—il
O ~ iy (@ 2007 1 (2) (2.11)

Hier ist Z(n”) die zum Operaton® getorende Transfermatrix und’ und A sind die goR3ten

Eigenwerte der Transfermatrizéfiexp(irn®)) bzw.G = Z(1) mit den Eigenvektored,. und

é,. Damit der Ordnungsparameter nun nicht identisch verschwindet bzw. divergiert, muf3 of-

fensichtlichA = ;. gelten. Dabei lassen sich die Eigenwerfenur numerisch berechnen, so

daR auch das Vedfthis ;.“/A nur im Rahmen der Rechengenauigkeit bestimmt werden kann.

Zur Untersuchung der Phasen des SZH-Modells werden die Ordnungsparaif)gterana-

log zu den statischen Korrelationsfunktionen auf Kreisen inlder V-Ebene mit Radiug?

um den Ursprung berechnet, wobei achst nur die Veraltnisse der Eigenwerte” und \ be-

trachtet werden. In der Abbildung 2.8 ist z.B. das \&thi5 ;' /) fur den Ordnungsparameter

mit « = 1 angegeben, berechnet bei starker KoppluRg~ 100). Die vier anderen Eigen-

werte ;* (a = 2,...,5) weisen eine fast identische Afhgigkeit vom Winkelp auf (es gilt

=t ~ u?), so daR es im folgenden ausreicht, sich bei der Untersuchung auf den Eigenwert

p = pt der TransfermatrixZ (exp(imn')) zu beschanken.

Die bekannten Phasengrenzen bei starker Kopplung sind in der Abbildung 2.8 sehr deutlich

erkennbdt, und die Phasen selbst unterscheiden sich durch drei verschiedene Werte des Eigen-

8Zum Vergleich siehe das Phasendiagramm in Abbildung 1.2 bei starker Kopplung; die Wikel80° und
315° entsprechen dabei genau den Phasengrérizen-2U,V = 0 (beiU < 0) undV = —U (beiU > 0).



2.3. SO(5)-symmetrische Erweiterungen 29

wertesy. In der Phasé [ ist ;1 ~ 0 (im Winkelbereich) < ¢ < 115° und315° < ¢ < 360°),
in der Ising-Phase ~ A (115° < ¢ < 180°) und in der Superspinphagé’ . ~ 2\. Zur
Unterscheidung der drei Phaseane'somit der Ordnungsparameter

J a\ li—il+1
Otelli = 1) = <He><p<mnz>> - (%) a=1..5  (212)
k=i

sehr gut geeignet, da er nur vom Valtmis der beiden Eigenwerie¢ und A abhangt.

1

w/A ABBILDUNG 2.8 - Das Verfaltnis der Eigenwertg”

und)\ fura =1 (u = u'), berechnet auf einem Kreis in
derU — V -Ebene bei starker Kopplung.

° 180" 315° 360°

o

115

Aus der Abbildung 2.8 ergibt sich weiterhin, daichstens im Bereich der Ising-Phaséber-
haupt eine langreichweitige String-Ordnung mit nicht verschwindenden Ordnungsparametern
nach (2.11) roglich ist. Die Berechnung vofi&, Z(n")é,.) in dieser Phase zeigt, daR dort

siring = 0 gilt und somit insgesamt bei starker Kopplung keine String-Ordnung auftritt. Im
Fall schwacher und mittlerer Kopplungen sind in allen Phasen bereits die Eigemtdatts-
ner als), so daf3 auch dort keine langreichweitige Ordnungigkehi des Ordnungsparameters
(2.11) vorhanden ist.
Obwohl es nun sicherlich im Ansatz (1.39) aufgrund seiner Struktur eine versteckte Ordnung
geben mul3, ist es dennoch sehr schwierig, einen geeigneten Ordnungsparameter zu definieren,

der diese wiederspiegelt.

2.3 SO(5)-symmetrische Erweiterungen

Das SZH-Modell ist nur eines von sehr vielen elektronischen Leitersystemen mitsgéj-
Symmetrie. Es lassen sich, wie bereits im ersten Kapitel gezeigt wurde, eine Vielzahl von in-
varianten Kopplungen auf einer Sprosse und zwischen benachbarten Sprossen definieren, die
geeignet sind, eventuell Materialien mit einer elektronischen Leiterstruktur zu beschreiben. Die-
se zuaizlichen Wechselwirkungen werden nun der Gegenstand der Untersuchungen in diesem
Abschnitt sein, wobei das SZH-Modell mit einigen dieser Kopplungen erweitert wird und die
entsprechenden Grundzustandsphasendiagramme und Korrelationen-bet (¢, = 1) un-

ter Verwendung des Variationsansatzes (1.39) berechnet werden.

Zundchst wird im folgenden Abschnitt 2.3.1 die Erweiterung des SZH-Modells mit einigen
physikalisch interessante¥0 (5)-invarianten Kopplungen auf einer Sprosse behandelt, bevor
im Abschnitt 2.3.2 zuatzliche Kopplungen zwischen zwei benachbarten Sprossen betrachtet
werden.
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2.3.1 Kopplungen auf einer Sprosse

Sdmtliche Wechselwirkungen auf einer Sprossarken durch die Verwendung der Projekti-
onsoperatoren aus Abschnitt 1.1 konstruiert werden, und eine detaillierte Liste aligir m”~
chen Terme ist im Anhang A.3.1 zusammengestellt worden. Werden nun unter Verwendung
des Ansatzes (1.39) die Bagé zur Variationsenergie jedes einzelnen dieser Terme berechnet,
So ergibt sich dif den Erwartungswert der Projektionsoperatoﬁé;fb) auf die verschiedenen
Singulett-Zusthde

2
AL\ DY 52,2 \ 1 2 53,3 \ 1 2

<P(070)> — Ea <P(0,0)> - %(pQ +p3> ) <P(0,0)> - %(pQ - p3> )

<P(lo’,2o) + P(Qd,lo)> = (p3 + p2), <P(lo’,?6) + P(?S,l())> = (ps —p2), (2.13)

. . 1
2.3 3,2 . 2 2
<P(0,0) + P(0,0)> = E(p:& —p3)-
Die Variationsenergien der entsprechenden Operatoren der Quartethdest’ | sind

4

S51,1 _w—h1 2 52,2 _w—h1 2

;(P@,N ~ why (s —1s)°, ;UDM,N)) = m(m +ps)7,
4

(P + P = u( 2 p?) (2.14)

(4,10 (4! — wha Py —Ds), .
pn=1

und die Energie des Projektionsoperators auf das Quintett ist
~ 5p2
0,0 \ __
> (P =" (2.15)

In

mit den bekannten @&Renh, h, undw.

Das SZH-Modell kann nun mit beliebigefiQ (5)-symmetrischen Kopplungen auf einer Spros-

se erweitert werden, die sich auch aus Linearkombinationen der Projektionsoperatoren zusam-
mensetzendrinen. Dabei m$sen bei der approximativen Bestimmung der Grundzustandsener-
gie entsprechend die Anteile der Zusatzterme (2.13)—(2.15) an der Variationseneugie ber”
sichtigt werden. Diese aglichen Erweiterungen des SZH-Modellsifén dann zu Modifikatio-

nen im Grundzustandsphasendiagramm in Abbildung 2.3: Z.B. verursachen die@'gmﬁ

und Zu@(%iﬁ eine Verschiebung der Phasengrenzen, ohne allerdings die allgemeine Struktur
zudndern (bir die explizite Form der Operatoren siehe Gleichung (1.13) und (A.22)).

In den folgenden beiden Abschnitten werden nun zweatalishe Wechselwirkungen und ihre
Auswirkungen auf das Phasendiagramm explizit untersucht.

2.3.1.1 Paarhipfen auf einer Sprosse

Ein interessantef O (5)-symmetrischer Zusatzterm ist dasipién von Elektronenpaaren von
einem Holm zum anderen auf einer Sprosse. Der Beitrag dieses Terms zur Variationsenergie
des SZH-Modells (2.1)—(2.3) ist

~ ~ t air
toair (Lo + Poiy) = tpan{didlcre, + He) = lzu (p? — pd). (2.16)



2.3. SO(5)-symmetrische Erweiterungen 31

Je nach Wahl des Vorzeichens der Kopplungskonstapignvird dieses Paarttpfen der Elek-
tronen energetisch bevorzugt bzw. untexdkt; und das unter Verwendung des Variationsansat-
zes berechnete Phasendiagramm des erweiterten Modelisdest sich dementsprechend. Im
folgenden sind die Phasendiagramme und zaggh Korrelationendi einige Werte der Kopp-
lungskonstantery,,;. berechnet worden.

Fir die Kopplungt,.i: < 0 mit |¢,..:| < t spaltet sich im Phasendiagramm in Abbildung 2.3
die ungeordnete Ising-Phagamit der Amplitudep, in zwei Singulett-Phasen auf: eine sym-
metrische Phasg(p,) wie bisher und eine neue antisymmetrische Pligse (siehe z.B. Ab-
bildung 2.9.a mit der Kopplung,,i;. = —1). Die Phasengrenzen zwischen den benachbarten,
anderen Phaseandern sich dabei nur leicht. Wird nun die Kopplungsst'|t ;| kontinuier-

lich erhoht, so verschiebt sich digbergangslinie zwischen den Phadép,) und I(ps) immer
weiter in Richtung der Phasd. Schlief3lich ist bet,,;, = —4 die symmetrische Phadép-)
vollstandig verschwunden (siehe Abb. 2.9.b), allerdings treten dieaddstinit der Amplitude

p2 hoch auf der Phasengrenze auf (dortust~ p;). Mit der stetigen Erbhiung der Kopp-
lungsséirke verschieben sich auch die anderen Phasengrenzen und die Struktur der Quartett-
Phase veridert sich stark (siehe Abb. 2.9 ffas Phasendiagramm niif;, = —4).

v=-2U
|

\
I
5 5 5

5
J\
T~

5

(a) v=-U (b) v=-U

ABBILDUNG 2.9: Phasendiagramme des SZH-Modells mit Payafidry auf einer Sprosse mit
der Amplitude (a) i = —1 und (b)t . = —4 beit, = 2¢), ¢, = 1.

Die Standardabweichung ist in den beiden betrachteten Phasendiagrammen in Abbildung 2.9
aulRerhalb der Quartett-Phase klein, so dal3 der Variationsansatz dort sehr gute Resultate liefert.
Im Bereich der Quartett-Phase werden allerdings die Werte der Varianz sehr grof3 und die Varia-
tionswellenfunktion ist dort folglich keine guteddérung mehr an einen exakten Eigenzustand
des Systems. Das ist aber aufgrund des metallischen Charakters der Quartett-Phase- verst”
lich.

Analog zum Abschnitt 2.2 lassen sich audmsliche Grundzustandskorrelationsfunktionen
berechnen, um die Phasen genauer zu charakterisieren. Die Korrelationen werden wieder auf
Kreisen in derU — V-Ebene mit Radius? = /U? + V2 berechnet, wobei im folgenden
hauptsichlich die Phasen bei mittlereradké der Kopplungskonstanten betrachtet werden (ent-
sprichtR = 3). Hir die Kopplung,.i» = —4 ergibt sich beispielsweise, dal sich bei der Zwei-
punktfunktion(n,(r)n,(0)) des Ordnungsparameters ¢&p(5) die Korrelationsiihge deutlich

beim Ubergang von einer Phase in eine andamdett (siehe Abb. 2.10). Weiterhin ist in der
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Quartett-Phase die Korrelatioaskje bei nicht verschwindender Amplitude sehr klein, ein Hin-
weis auf starke Bchste-Nachbar-Wechselwirkungen. In den anderen Phasen ist die Amplitude
fast identisch Null, so daf3 die Korrelationsfunktion dort verschwindet. Die Berechnung der an-
deren Korrelationsfunktionemwhit zuahnlichen Resultaten, auch in den Bereichen starker und
schwacher Kopplung im Phasendiagramm in Abbildung 2.9.

15

10
In(&) s
0 ABBILDUNG 2.10 - Amplitude und
m 21

Korrelationsénge der Korrelationsfunk-
tion (n,(r)n,(0)) bei Radiusk = 3

in derU — V-Ebene €ii t,n, = —4,

(. =2t,t =1).

-5
10

In(A)

-10

¢

Bisher wurden nur negative Werte der Kopplungskonstatytgrbetrachtet, so daf} dasipfen

von Elektronenpaaren energetisch besfigt wurde. Bi die im folgenden betrachteten positi-

ven Kopplungen wird das Paarpféen je nach $trke der Kopplung mehr oder weniger unter-
drickt. Dabei wird das Grundzustandsphasendiagramm entsprechend modifiziert.

Fur kleine, positive Kopplungef),;. > 0 tritt keine antisymmetrische Phase auf: Die allgemei-

ne Struktur des Phasendiagramms in Abbildung 2.3 mit den vier bekannten Phasen bleibt erhal-
ten. Bei kontinuierlicher Vergf3erung der Hpfamplitudet,.;, > ¢, wird die Quartett-Phase
allerdings immer kleiner (siehe Abb. 2.1drff,.;, = +4), bis sie schlie3lich ganz verschwin-

det. Die ungeordnete Ising-Phakhingegen wird gol3er und erstreckt sialbér den Ursprung

hinaus.
V=-2U
V

ABBILDUNG 2.11 - Das Grundzustands-
-7 \ 7 phasendiagramm des SZH-Modells mit
Paarlupfterm auf einer Sprossetft,,;. =
+4, (tL = 2t||, tH = 1).

V=-U

Im Phasendiagramm in Abbildung 2.11 ist die Standardabweichung im Bereich starker und
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schwacher Kopplung sehr klein, so dal3 der Variationsansatz dort sehr gute Resultate liefert.
Bei mittleren Kopplungssiken ist der Ansatz nuwuf'den Winkelbereict) < ¢ < 7 und

3r/2 < ¢ < 27 geeigne