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Abstract

This thesis provides an approach to fractional powers of closed linear opera-
tors via a functional calculus for Stieltjes transforms of distributions.

The functional calculus is based on a new algebraic operation for dis-
tributions, namely the Stieltjes convolution. Given distributions U and V,
their Stieltjes convolution U ®V is again a distribution satisfying the product
formula

SlU® V] =6[U]- &[V].

Stieltjes convolution is an associative, commutative, and bilinear oper-
ation. Suitable conditions guarantee that the Stieltjes convolution of inte-
grable functions is an integrable function, too. These results are used to
construct a ®-convolution algebra of distributions with unit.

The definition of the functional calculus is motivated by an operational
calculus for Laplace transforms of distributions due to L. Schwartz. However,
the problems concerning the Stieltjes convolution of integrable functions and
the regularization of distributions require methods which are more involved
than those of L. Schwartz. The principal feature of the functional calculus
is the following: Stieltjes convolution of distributions carries over to com-
position of the corresponding operators. The functional calculus is used to
introduce fractional powers and to prove the power rules.

Keywords: Stieltjes transform, convolution of distributions, fractional
powers of operators.



Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden gebrochene Potenzen abgeschlossener
linearer Operatoren im Rahmen eines Funktionalkalkiils fiir Stieltjes-Trans-
formierte von Distributionen konstruiert.

Der Kalkiil verwendet eine neue algebraische Operation fiir Distributio-
nen, die als Stieltjes-Faltung bezeichnet wird. Ist U ® V' die Stieltjes-Faltung
der Distributionen U und V', und bezeichnet & die Stieltjes-Transformation,
so gilt der Produktsatz

GlU®V]=6[U]-&[V].

Gezeigt wird, dafl die Operation ® die iiblichen algebraischen Eigenschaf-
ten einer Faltung wie Bilinearitdt, Kommutativitdt und Assoziativitit be-
sitzt. Ferner werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, dafi die
Stieltjes-Faltung integrierbarer Funktionen wieder eine integrierbare Funk-
tion ist. Dies ermoglicht dann die Konstruktion einer ®-Faltungsalgebra mit
Einselement.

Die Definition des Funktionalkalkiils fiir Stieltjes-Transformierte von Dis-
tributionen ist durch einen Funktionalkalkiil von L. Schwartz motiviert. Die
Probleme bei der Stieltjes-Faltung integrierbarer Funktionen und bei der Re-
gularisierung von Distributionen erfordern jedoch andere, subtilere Methoden
als bei L. Schwartz. Eine wesentliche Eigenschaft des Kalkiils ist, daf} er die
Faltung zweier Distributionen in die Verkettung der zugehorigen Operatoren
iibersetzt. Als Anwendung des Funktionalkalkiils werden gebrochene Poten-
zen eingefiihrt und Eigenschaften wie etwa die Potenzgesetze bewiesen.

Schlagworter: Stieltjes-Transformation, Faltung von Distributionen, ge-
brochene Potenzen von Operatoren.
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Kapitel 0

Einleitung

Ein Funktionalkalkiil ist ein Homomorphismus, der auf einer Algebra skala-
rer Funktionen definiert ist und in eine Algebra linearer Operatoren abbildet.
Insbesondere wird das Produkt zweier Funktionen auf die Verkettung der zu-
gehorigen Operatoren abgebildet. In der Regel ist ein linearer Operator A
gegeben, und jeder Funktion f der Funktionenalgebra soll ein linearer Ope-
rator f(A) zugeordnet werden. Realisiert wurden derartige Kalkiile zuerst
unter der Voraussetzung, dal A ein beschrénkter linearer Operator ist. Dies
gilt beispielsweise fiir den Riesz-Dunford-Kalkiil [7, Ch. VIL.3], der auch ge-
brochene Potenzen des gegebenen stetigen linearen Operators liefert. Zu
historischen Vorldufern dieses Kalkiils siehe auch [7, Ch. VIIL.11].

Eine wichtige Erweiterung ist der Fall, dal der gegebene Operator A
der infinitesimale Erzeuger einer Halbgruppe von Operatoren ist. Fiir diese
Situation wurden Funktionalkalkiile erstmals gegen Ende der 40er Jahre ent-
wickelt. E. Hille [13] betrachtete in seinem Kalkiil Laplace-Transformierte
endlicher Borel-Mafle. Erweitert wurde dieser Kalkiil von R.S. Phillips [32,

, 31], der damit Konstruktionen von N.P. Romanoff [36], S. Bochner [1]
und W. Feller [10] verallgemeinert hat.

Der Kalkiil von Hille-Phillips liefert ausschliellich stetige lineare Ope-
ratoren, insbesondere neue Halbgruppen von Operatoren, “untergeordnete
Halbgruppen” in der Terminologie von S. Bochner. Gebrochene Potenzen
des infinitesimalen Erzeugers der gegebenen Halbgruppe ergeben sich auf in-
direktem Wege, und zwar als Erzeuger untergeordneter Halbgruppen. Diese
Methode eignet sich allerdings nur fiir Exponenten aus dem Intervall (0, 1).

A.V. Balakrishnan [I] hat die Algebra aus Laplace-Transformierten von
Hille-Phillips durch Verwendung von Multiplikatorfunktionen so erweitert,
dafl sein Kalkiil auch eine direkte Konstruktion gebrochener Potenzen bein-
haltet. Ungeféhr gleichzeitig wurden Funktionalkalkiile fiir die Laplace-Trans-
formierten der Distributionen aus dem Raum Z;,(R,) eingefiihrt. Dieser
Distributionenraum wurde von L. Schwartz eingefiihrt und auf zwei verschie-

dene Weisen charakterisiert [10]. Beide Charakterisierungen wurden zum
Aufbau von Funktionalkalkiilen verwendet, die eine von L. Schwartz [39]
selbst, die andere von E. Nelson [31], der auf diese Weise auch die gebroche-

nen Potenzen von infinitesimalen Erzeugern erhielt. J.L. Lions-J. Peetre [21]
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haben den Ansatz aus [39] zur Charakterisierung der ganzzahligen Potenzen
von Halbgruppenerzeugern verwendet. Aufgegriffen wurde der Schwartz’sche
Kalkiil auch in einer Arbeit von J. Faraut [9], in der auch die Konstruktion
gebrochener Potenzen gestreift wird. Umfassende Untersuchungen der ge-
brochenen Potenzen auf der Grundlage des Schwartz’schen Kalkiils wurden
von O.E. Lanford-D.W. Robinson [23] und U. Westphal [18] durchgefiihrt.

Die gebrochenen Potenzen von Halbgruppenerzeugern lassen sich aber
auch mit Laplace-Transformierten von integrierbaren Funktionen behandeln,
wie U. Westphal [15, 10] gezeigt hat.

Die Konstruktionsprinzipien lassen sich grob in zwei Kategorien einteilen.
Bei der einen Methode wird zunéchst eine Darstellung des zu konstruieren-
den Operators auf einer Teilmenge seines Definitionsbereiches angegeben.
Anschlielend wird gezeigt, dal der so definierte Operator abschliebar ist,
und seine kleinste abgeschlossene Fortsetzung ist dann der gesuchte Operator.
Diese Methode wird in [1, 31] verwendet. Die zweite Konstruktionsmethode
beruht auf Approximationsprozessen. Sie besitzt gegeniiber der erstgenann-
ten Methode den Vorteil, dafl der konstruierte Operator auf seinem gesamten
Definitionsbereich dargestellt wird. Die gebrochenen Potenzen kénnen auf
unterschiedliche Weise approximiert werden: durch Marchaud-Integrale [15],

durch gebrochene Differenzen [16] oder mit Hilfe der Regularisierungen von
Distributionen aus dem Raum 27, (R;) [9, 23, 18].
Zu neueren Arbeiten iiber Halbgruppenerzeuger siehe [3, 38, 17]. Eine

etwas allgemeinere Klasse von Operatoren wird in [5] betrachtet.

In dieser Arbeit ist gerade der Fall von Interesse, dafi der gegebene lineare
Operator A kein Halbgruppenerzeuger ist.

Einen Funktionalkalkiil fiir abgeschlossene Operatoren mit unbeschrank-
ter Resolventenmenge wurde 1950 von A.E. Taylor [11] entwickelt. Dieser
Kalkiil liefert wieder abgeschlossene Operatoren, darunter die ganzzahligen
Potenzen des gegebenen Operators.

Gebrochene Potenzen wurden gegen Ende der 50er Jahre von M.A. Kras-
nosel’skii-P.E. Sobolevskii [21] fiir invertierbare, abgeschlossene Operatoren
eingefithrt. Ungefihr zu dieser Zeit hat A.V. Balakrishnan [2] gebrochene Po-
tenzen fiir eine sehr allgemeine Klasse abgeschlossener Operatoren definiert.
Seine Konstruktion wurde von verschiedenen Autoren aufgegriffen [22, 25, 26,

, 28, 30]. H. Komatsu [20] hat die gebrochenen Potenzen von Operatoren
aus derselben Klasse wie in [2] nach einer anderen Methode eingefiihrt und
ihre Eigenschaften ausfiihrlich studiert. Einen Funktionalkalkiil, der auch ge-
brochene Potenzen enthélt, wurde von F. Hirsch [14, 15, 10] eingefiihrt und
in jiingerer Zeit von C. Martinez-M. Sanz [29] weiterentwickelt. Die Kon-
struktionen in [2, 20, 14, 15, 16, 25, 29] beruhen allesamt auf dem Prinzip
der kleinsten abgeschlossenen Fortsetzung.
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Kapitel 0. FEinleitung

Dagegen haben H.W. Hovel-U. Westphal [17] gebrochene Potenzen abge-
schlossener Operatoren durch einen Grenzprozef3 definiert. Diese Methode
bietet, wie bereits erwahnt wurde, den Vorteil, daf§ die Potenzen auf ihrem
gesamten Definitionsbereich dargestellt werden.

Das Hauptziel dieser Arbeit ist die Konstruktion gebrochener Poten-
zen abgeschlossener linearer Operatoren im Rahmen eines Funktionalkal-
kiils fiir Stieltjes-Transformierte von Distributionen aus einer Teilmenge von

!
1 (Ry).
Als Vorbild im weiteren Sinne dient der Kalkiil von L. Schwartz, der in
seiner urspriinglichen Form [39] aber auf eine allgemeinere Darstellungstheo-

rie von Halbgruppen in lokalkonvexen Réumen abzielt und nicht auf gebro-
chene Potenzen von Operatoren eingeht. Die Konstruktion der gebrochenen
Potenzen ist durch eine Arbeit von U. Westphal [18] motiviert, in der ein
Funktionalkalkiil fiir Laplace-Transformierte von Distributionen entwickelt
wurde, um hierdurch einen systematischen Zugang zu den gebrochenen Po-
tenzen der infinitesimalen Erzeuger von gleichméfig beschrankten Halbgrup-
pen der Klasse (Cp) zu ermoglichen. Demgegeniiber wird in dieser Arbeit
eine allgemeinere Klasse abgeschlossener linearer Operatoren betrachtet.

Die Einfithrung des Funktionalkalkiils in dieser Arbeit unterscheidet sich
auch wesentlich von dem Ansatz, den F. Hirsch zur Definition seines Funktio-
nalkalkiils benutzt hat. Dies ermdoglicht hier insbesondere die Konstruktion
der gebrochenen Potenzen fiir beliebige positive Exponenten, wiahrend die
Konstruktion in [14] nur Exponenten zwischen Null und Eins zulafit.

Neu ist insbesondere die Stieltjes-Faltung von Distributionen, die hier
die Rolle der Laplace’schen Faltung im Kalkiil von L. Schwartz einnimmt.
Da die Stieltjes-Faltung wesentlich “sproder” als die Laplace’sche Faltung zu
handhaben ist, erfordert der Aufbau des Kalkiils erheblich mehr Aufwand.
Stieltjes’sche Faltungsprodukte wurden bisher ausschlieflich fiir Funktionen
konstruiert [17, 41, 28]. Die Faltung ermdglicht es, das Produkt der Trans-
formierten zweier Distributionen wieder als Transformierte einer Distribution
darzustellen. Mit Hilfe der Stieltjes-Transformation lassen sich Faltungsglei-
chungen von Distributionen herleiten, die durch den Kalkiil in eine Verket-
tung von Operatoren iibersetzt werden.

Die Stieltjes-Transformation bzw. -Faltung von Distributionen wird je-
weils in zwei Varianten eingefiihrt. Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit ist der
Theorie der Stieltjes-Faltung gewidmet.

Das Kapitel 1 dieser Arbeit referiert einige Aussagen iiber Distributionen.
Die Ausfithrungen konzentrieren sich auf eine spezielle Klasse von Distribu-
tionen, die sogenannten integrierbaren Distributionen.

In Kapitel 2 wird die Stieltjes-Transformation fiir Distributionen einge-



fithrt. Als Vorbild dient die Definition der Laplace-Transformation von Dis-
tributionen, deren Tréger nach unten beschrénkt ist. Die klassische Stieltjes-
Transformation wird derart modifiziert, dafl die Potenzfunktion (0, 00) 3 s —
s fiir jedes o > 0 als Transformierte einer geeigneten Distribution dargestellt
werden kann.

Gegenstand des Kapitels 3 sind zwei algebraische Operationen fiir Distri-
butionen, die verschiedene Varianten einer Stieltjes-Faltung sind. Jede die-
ser beiden Faltungsoperationen korrespondiert zu einer der beiden Stieltjes-
Transformationen, die in Kapitel 2 eingefiihrt wurden. Gezeigt wird, dafl
die beiden Stieltjes-Faltungen dhnliche algebraische Eigenschaften besitzen,
wie sie aus der Literatur von der Laplace’schen Faltung von Distributionen
bekannt sind. Von besonderer Bedeutung sind die Faltungsprodukte inte-
grierbarer Funktionen.

In Kapitel 4 wird schliellich der Funktionalkalkiil fiir eine Klasse abge-
schlossener linearer Operatoren entwickelt, mit dessen Hilfe die gebrochenen
Potenzen derartiger Operatoren konstruiert und Eigenschaften wie die Po-
tenzgesetze hergeleitet werden. Auflerdem wird der Nachweis erbracht, dafl
die so definierten gebrochenen Potenzen zu den Konstruktionen in [2, 20, 17,

| dquivalent sind.

An dieser Stelle méchte ich Frau Prof. Dr. U. Schmidt-Westphal fiir ihre
Unterstiitzung und fiir die Betreuung dieser Arbeit ganz herzlich danken.
Herrn Prof. Dr. G. Miihlbach danke ich fiir seine freundliche Bereitschaft,
das Korreferat zu dieser Dissertation zu iibernehmen.



Kapitel 1

Hilfsmittel aus der
Distributionentheorie

Dieses Kapitel enthélt einige speziellere Aussagen und Schreibweisen fiir Dis-
tributionen. Weitere Bezeichnungen sind im Symbolverzeichnis auf S. 71
erlautert. Fiir die allgemeine Theorie der Distributionen sei auf die Literatur
verwiesen, z.B. auf die Biicher von L. Schwartz [10], .M. Gelfand-G.E. Shi-
lov [12] und J. Horvath [15].

Der Wert des linearen Funktionals U an der Stelle ¢ wird mit (U, ¢)
bezeichnet. Eine Funktion f, die zunéchst nur auf einer offenen Teilmenge
des R™ definiert ist, wird stets trivial auf den ganzen R™ fortgesetzt, und
die Fortsetzung wird dann wieder mit f bezeichnet. Die Aussage “f gehort
zu L'(0,00)” soll stets ausdriicken, daf f auf (—oo,0) verschwindet. Eine
lokal integrierbare Funktion wird mit der von ihr erzeugten reguléren Distri-
butionen identifiziert, und fiir die beiden Objekte wird dieselbe Bezeichnung
verwendet.

Dagegen werden die Schreibweisen fiir gewohnliche und distributionelle
Ableitungen unterschieden. Ist kK = (k1,...,k,) € N{ ein n-dimensionaler
Multiindex der Ordnung |x| := k1 +. ..+ Ky, so bezeichnet 0%p = O - - - Olimp
die gewohnliche Ableitung der |x|-mal differenzierbaren Funktion ¢ : R® — R
zum Multiindex k. Die distributionelle Ableitung von U € 2'(R") zum
Multiindex « wird mit D"U bezeichnet und ist wie iiblich durch

(DU, ¢) = (U, (=1)"orp), 0 € 2(R")

definiert.

Von besonderer Bedeutung fiir diese Arbeit sind die Radume der integrier-
baren Distributionen Z;,(R"), die wie in [10, Ch. VI, §8] und [I8, Ch. 4,
§5] als topologische Duale geeigneter Funktionenrdume eingefithrt werden
(vgl. auch die Réume K’{M,} in [12] und [11]). Dafiir sei zunéchst

BR") :={p € C*(R"); 0"y ist beschrankt fiir alle k € N} .

Z(R™) ist mit der lokalkonvexen Topologie versehen, die von der abzéhlba-
ren Halbnormenschar (p,)xeny erzeugt wird, wobei p,, : Z(R") — R durch
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Pe(p) == 1|0%¢|| ., definiert ist. Z(R™) enthilt den Vektorraum C°(R™), der
aber nicht dicht in Z(R™) liegt. Die AbschlieBung von C2°(R") in Z(R") ist

der Raum

BR") == {p e C°[R"); lim 9%p(u) =0 fir alle k € Ng}. (1.1

[[ul|—o0

27, (R") ist definiert als der topologische Duale des lokalkonvexen Raumes
A(R"), wenn dieser die von Z(R") induzierte Relativtopologie trigt. Ein
lineares Funktional U : #(R") — R ist genau dann in Z;,(R"), wenn ein

m € Ny und ein C' > 0 derart existieren, daf fiir alle p € Z(R") gilt:

(U, ¢)| < ¢ max 107l - (1.2)

Die Einschrénkung eines linearen Funktionals U € 27,(R™) auf den Vek-
torraum C2°(R™) ist stetig beziiglich der Topologie von Z(R"), d.h. U ist
eine Distribution. Ist umgekehrt U € 2'(R™) derart, daB (1.2) fiir alle
@ € C®(R™) gilt, so besitzt U genau eine stetige Fortsetzung auf Z(R").
Somit kann Z;,(R") als ein Unterraum von 2'(R") aufgefafit werden.

Die von einer lokal integrierbaren Funktion f erzeugte regulidre Distribu-
tion ist genau dann in 27, (R"), wenn f eine integrierbare Funktion ist. Wie
L. Schwartz [10, Ch. VI, §8, Th. XXV] gezeigt hat, gehort eine Distributi-
on U € 2'(R") genau dann zu Z;,(R"), wenn U eine endliche Summe von
Ableitungen integrierbarer Funktionen ist, etwa

U= > D°f, (1.3)

lk|<m

wobei m € Ny und f, € L'(R") fiir alle £ € NJ mit || < m. Dies ist genau
dann der Fall, wenn fiir jede Testfunktion ¢ € C°(R™) die Faltung U * ¢
zu L'(R™) gehort. Zu beachten ist, da die Darstellung (1.3) im allgemeinen
nicht eindeutig bestimmt ist.

Jede integrierbare Distribution besitzt geméfl dem Satz von Hahn-Banach
eine stetige Fortsetzung auf Z(R"), die im allgemeinen aber nicht eindeu-
tig bestimmt ist. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung ist garantiert, wenn der
Raum % mit einer geeigneten Topologie versehen wird [10, p. 203]. Alterna-
tiv 148t sich eine eindeutige Fortsetzung auch mit Hilfe einer Approximation
der Eins (0,),en konstruieren (vgl. [0]). Eine Folge (0,),en aus C2°(R™) heifit
Approximation der Eins, wenn sie in #(R") beschriankt ist und wenn zu je-
der kompakten Menge K C R"™ ein natiirliche Zahl v, € N derart existiert,
daB o,(u) = 1 fiir alle v > v und alle u € K. Diese Eigenschaften von
(0y)ven garantieren, daB fiir jedes o € Z(R") die Folge (o, - ¢)yen in ZB(R")
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Kapitel 1. Hilfsmittel aus der Distributionentheorie

gegen ¢ konvergiert. Ist ¢ € Z(R"), so ist die Folge (g, - ¢),en in B(R™) be-
schrinkt, und sie konvergiert mit allen ihren Ableitungen punktweise gegen
die entsprechende Ableitung von .

Stellt man U € Z;,(R"™) wie in (1.3) dar und ist (0, ),en eine Approxima-
tion der Eins aus C°(R™), so wird durch

<Ua 90> - hm <U Ov - >

/Z DM fo(u) 0%p(u) du, o € BR™),

|k|<m

(1.4)

ein stetiges lineares Funktional U : 2 (R™) — R definiert. Die Definition von
U ist unabhiingig sowohl von der Wahl der Approximation der Eins als auch
von der Darstellung (1.3). Die Konvergenzaussage lim,_.o(U, ¢,) = (U, ¢)
gilt bereits, wenn die Folge (¢, ) beschrénkt in Z(R™) ist und mit allen ihren
Ableitungen punktweise gegen die entsprechende Ableitung von ¢ € Z(R")
konvergiert. Im Folgenden wird jede integrierbare Distribution mit ihrer
durch (1.4) definierten Fortsetzung identifiziert.

Der Tréger einer Distribution U ist bekanntlich die kleinste abgeschlossene
Menge F' C R™ derart, dal (U, ¢) = 0 fiir alle p € Z(R") mit FNsupp ¢ = 0.
Fiir den Tréager der Distribution U wird ebenfalls das Symbol supp U verwen-
det. Ist U eine integrierbare Distribution, so ist (U, ¢) = 0 sogar fiir jede
Funktion ¢ € Z(R"), deren Triager in R™ \ supp U enthalten ist. Wie in der
Literatur tiblich, bezeichnet &”(R") den Raum der n-dimensionalen Distribu-
tionen mit kompaktem Tréger. &'(R") ist ein Unterraum von Z;,(R™). Im
Fall der Raumdimension n = 1 bezeichnet 2’'(R,) die Menge aller Distribu-
tionen aus 2’(R), deren Triger in R, enthalten ist, und entsprechend ist das
Symbol 77, (R,) zu verstehen. Fiir alle U € Z;,(R.) konnen die Funktionen
f. in der Darstellung (1.3) aus L'(0, 00) gewiihlt werden, also f.(u) = 0 fiir
u < 0. Zum Beweis dieser Aussage vgl. [9, p. 298, Prop. 0.5].

Das Produkt U - ¢ einer integrierbaren Distribution U € 2;,(R") und
einer Funktion ¢ € Z(R") ist die Distribution aus 2;,(R™) mit

(U-0,0)=U, 0-9p) Ve BR").

Das Tensorprodukt U @ V' der Distributionen U € 2'(R™) und V' €
Z'(R™) ist die eindeutig bestimmte Distribution in 2'(R™*"), welche die
Bedingung

UaV,.pay)=(U, ¢ -(V.4) Vee2[R"), ¢ec2R") (1.5)

erfiillt. Dabei ist das Tensorprodukt ¢ ® ¢ : R™*" — R der Funktionen
@ :R™ — R und ¢ : R® — R definiert durch

(P @) (u,v) == (u) -¢p(v)  VuecR™ veR"
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Das Tensorprodukt ist eine bilineare (d.h. eine beziiglich jeder Komponente
lineare) Operation. Fiir Tensorprodukte mit drei Faktoren gilt das Assozia-
tivgesetz. Fiir den Trager des Tensorproduktes gilt die Formel

supp(U @ V') = supp U x supp V.

Bei der Anwendung des Tensorproduktes U ® V' auf eine Testfunktion ® €
P (R™™) gilt der verallgemeinerte Satz von Fubini:

UV, @) = (U(u), (V(v), ®(u,v))) = (V(v), {U(u), ®(u,v))).  (1.6)

In dieser Gleichung wird implizit ausgedriickt, da die Abbildungen R™ >
u— (V(v), ®(u,v)) bzw. R" 5 v — ((U(u), ®(u,v)) Testfunktionen sind,
auf die sich die Distribution U bzw. V anwenden 1dt. Dabei bedeutet die
Schreibweise U(u), daf8 die Distribution U auf Funktionen der Variablen u
wirkt, und entsprechend ist die Notation V' (v) zu interpretieren.

Wichtig ist hier wieder der Spezialfall, da U zu 2;,(R™) und V zu

" (R™) gehort. Die Darstellung (1.3) liefert, daB U @ V' € 27, (R™*™"). Die

Beziehung (1.5) gilt dann sogar fiir alle ¢ € Z(R™) und alle v € A(R"),
und die Gleichung (1.6) sowie die sich anschlieBenden Bemerkungen gelten
ganz entsprechend fiir Funktionen aus Z(R™") bzw. aus Z(R™H").

Ein einfaches, aber wichtiges Beispiel einer integrierbaren Distribution ist
das Dirac-MaB d;,y mit Tréger im Punkt a € R", das bekanntlich durch

(Opay, ) = p(a), ¢ € BR")

definiert ist. Speziell setzt man ¢ := d;p;. Im Fall der Raumdimension n = 1
wird die k-te Ableitung D*§ von § (k € Np) mit §*) bezeichnet. §%*) gehort
fir alle k € Ny zu 27, (R;).

11



Kapitel 2

Stieltjes-Transformierte von
Distributionen

2.1 Die gewo6hnliche Stieltjes-Transformation

Stieltjes-Transformierte von Funktionen und Maflen sind ein klassisches The-
ma der Analysis (siche z.B. [19]). Geniigt ein signiertes Borel-Maf} 1 auf R,
der Bedingung

> 1
d 2.1
/O —dlpl(w <0 Vs>0, (2.1)

so ist seine Stieltjes-Transformierte S[u] : (0,00) — R definiert durch

S[yl(s) = /Ooo . i dpw), 5> 0, (2.2)

Stieltjes-Transformierte von Distributionen haben demgegeniiber eine er-
heblich geringere Beachtung erfahren. In [35] werden Stieltjes-Transformierte
von solchen Distributionen betrachtet, die Ableitung einer lokal integrierba-
ren Funktion sind. Diese Klasse von Distributionen enthilt aber nicht den
Raum Z;,(R.), der in dieser Arbeit von Bedeutung sein wird.

Der Definitionsbereich der Stieltjes-Transformation S wird in diesem Ab-
schnitt auf eine Menge von Distributionen, die den Raum 2, (R,) enthélt,
ausgedehnt. Als Vorbild dient die Definition der Laplace-Transformation fiir
temperierte Distributionen, deren Triger nach unten beschrinkt ist (siehe
z.B. [51, Ch. 8.3]). Der Definitionsbereich der Stieltjes-Transformation kann
aber nicht so weit gefafit werden wie derjenige der Laplace-Transformation.
Der Grund dafiir ist, dafl der Kern der Laplace-Transformation u — e~"* eine
viel schneller abfallende Funktion als der Kern der Stieltjes-Transformation
ur 1/(s+u) ist.

Eine formale Definition der Stieltjes-Transformierten S[U] der Distribu-
tion U ist

S[UI(s) := (U(u), 1/(s + u)).

12



2.1. Die gewohnliche Stieltjes-Transformation

Eine exakte Definition erfordert aber neben gewissen Bedingungen an U,
daBl der Kern der Stieltjes-Transformation als eine auf ganz R definierte,
unendlich oft differenzierbare Funktion aufgefalit werden kann. Dazu wihlt
man fiir jedes s > 0 eine Funktion y, aus #(R) derart, dafl

1

Xs(u) = p—— Vue (- 00) (2.3)

fiir ein € € (0, s).

Definition 2.1. Ist U € 2'(R;) derart, daBB U - x; € Z;,(Ry) fiir alle
s > 0, so heifit U Stieltjes-transformierbar. Die Funktion S[U] : (0, 00) — R,
definiert durch

S[UJ(s) := (U - xs, 1) (s >0)

heifit dann die gewdhnliche Stieltjes-Transformierte von U.

Hierbei ist die Anwendung der Distribution U -y, auf die konstante Funk-
tion 1 € #A(R) im Sinne von (1.4) unter Verwendung einer Approximation
der Eins erkldrt. Das Ergebnis (U -y, 1) héngt nicht von der Wahl der
Funktion x, ab: Erfiillt auch 1, € #(R) die Bedingung (2.3), so verschwin-
det die Differenz y; — ¢ auf einer offenen Obermenge des Trégers von U,
und es folgt (U - (xs — ¢s), 1) =0, also (U - x5, 1) = (U - ¢, 1).

Jede Distribution U € Z;,(R,) ist Stieltjes-transformierbar, und es gilt:

S[UI(s) = (U, xs)  ¥s>0.

Offenbar bildet die Menge aller Stieltjes-transformierbaren Distributionen
einen linearen Teilraum von 2'(R,), und S ist eine lineare Abbildung.

Die Transformation S wird als gewohnliche Stieltjes-Transformation be-
zeichnet, um sie von einer anderen Transformation zu unterscheiden, die im
néchsten Abschnitt eingefithrt wird. Der Bedarf fiir diese neue Transformati-
on ergibt sich aus den Anwendungen im Kapitel 4 dieser Arbeit. Dort wird fiir
jedes k € Ny eine Distribution aus Z;,(R,) benétigt, deren Stieltjes-Trans-
formierte die Potenzfunktion (0,00) 3 s — s* ist. Fiir die S-Transformation
existieren jedoch keine Distributionen in Z;,(R;), die diese Forderung erfiil-
len. Dies ist eine Konsequenz daraus, dafl die gewohnliche Stieltjes-Transfor-
mierte S[U] einer Distribution U € Z;,(R,) die Grenzwerteigenschaft

lim S[U](s) = 0

§—00

besitzt, die mit Hilfe der Darstellung von U als endliche Summe von Ablei-
tungen von Funktionen aus L'(0, 00) leicht zu zeigen ist.

13



Kapitel 2. Stieltjes-Transformierte von Distributionen

2.2 Die modifizierte Stieltjes-Transformation

Definition 2.2. Ist U € 2'(R,) eine Stieltjes-transformierbare Distributi-
on, so heifit die Funktion S[U] : (0,00) — R, definiert durch

S[U](s) :=1/s S[UJ(1/s)
die modifizierte Stieltjes-Transformierte von U.

Der Wert von S[U] an der Stelle s > 0 ergibt sich damit aus
S[U](s) = (U -4, 1),

wobei fiir jedes s > 0 eine Funktion Y,/ € Z(R) wie in (2.3) zu wihlen und
s == 1/5 X175 zu setzen ist. Die Funktion ¢, gehért dann zu @(R) und hat
die Darstellung

1
1+su

Ys(u) (2.4)

fiir u aus einer offenen Obermenge von R,. Daher ist die &-Transformier-
te eines signierten Borel-Mafles p auf Ry, das die Bedingung (2.1) erfiillt,
gegeben durch

S[)(s) = /Ooo 1 jsu du(u) Vs> 0. (2.5)

Ist f:(0,00) — R eine meBbare Funktion mit

[0 <,

u

so laBit sich die gewohnliche Stieltjes-Transformierte S|f] auch als modifizierte
Stieltjes-Transformierte &g einer integrierbaren Funktion ¢ darstellen. Ist
nédmlich ¢ : (0,00) — R definiert durch g(v) := 1/v f(1/v), so liefert die
Substitution v = 1/u, dafl

st = [ A au— [T 0y — s

fiir alle s > 0. Dabei konvergieren die Integrale absolut, was fiir s = 0 gerade
g € L'(0, 00) bedeutet.

Die gewohnlichen Stieltjes-Transformierten zweier integrierbarer Distri-
butionen sind genau dann gleich, wenn ihre modifizierten Stieltjes-Transfor-
mierten iibereinstimmen. Daher ist jede Eindeutigkeitsaussage fiir die S-
Transformation zu einer iiber die G-Transformation dquivalent. Zwei Funk-
tionen f,g € L'(0,00) stimmen iiberein, wenn sie dieselbe S-Transformierte
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2.2. Die modifizierte Stieltjes-Transformation

besitzen, und dies ist genau dann der Fall, wenn f und g dieselbe G-Transfor-
mierte besitzen. In Kapitel 3.2.5 wird eine Teilmenge von Z;,(R,) angege-
ben, deren Elemente durch ihre Stieltjes-Transformierte eindeutig bestimmt
sind.

Abschlielend werden noch einige konkrete Stieltjes-Transformierte von
Distributionen aus Z;,(R,) berechnet. Diese Beispiele zeigen insbesonde-
re, daf} sich die Potenzfunktion (0,00) > s +— s* fiir jedes k € Ny als &-
Transformierte einer integrierbaren Distribution darstellen 148t.

Beispiel 2.3. Nach (2.5) ist &[0(x](s) = 1/(1 + As) fiir alle s > 0.

Beispiel 2.4. Fiir k € N gilt:

1
S [E (5(’“)} (s) = s* Vs> 0. (2.6)
Zum Beweis dieser Aussage sei s > 0 und sei ¢, € B(R) mit h,(u) =
1/(1 + su) fiir alle w > 0. Dann ergibt sich die Gleichung (2.6) unmittelbar
aus

&™) (s) = (5, <—1)k¢;k>>:( st = Kl

L+ su)rt|
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Kapitel 3

Stieltjes-Faltung von
Distributionen

In diesem Kapitel werden auf dem Raum Z;,(R) die beiden Operationen
® und ® eingefiihrt, die den in Kapitel 2 eingefiihrten Stieltjes-Transforma-
tionen S bzw. & angepafit sind und die beide als Stieltjes-Faltung bezeich-
net werden. Diese Bezeichnung ist dadurch gerechtfertigt, daf§ das Produkt
der Stieltjes-Transformierten zweier Distributionen als Transformierte ihrer
Faltung dargestellt werden kann. Die Eigenschaften der ®-Faltung werden
ausfithrlicher studiert, weil mit ihrer Hilfe in Kapitel 4 ein Funktionalkalkiil
fiir eine Klasse abgeschlossener Operatoren entwickelt wird.

3.1 Die gewdhnliche Stieltjes-Faltung

Dieser Abschnitt behandelt die Stieltjes-Faltung ®, die je zwei Distributionen
U,V € 2;,(Ry) eine Stieltjes-transformierbare Distribution U ® V' zuordnet,
so dafl

S[U V] = S[U]- S[V]. (3.1)

Eine Stieltjes-Faltung lokal integrierbarer, Stieltjes-transformierbarer Funk-
tionen wurde bereits von H.W. Hovel-U. Westphal [17] definiert. Im Ab-
schnitt 3.1.3 wird gezeigt, dafl diese Faltung unter natiirlichen Voraussetzun-
gen mit der ®-Faltung von Funktionen aus L'(0, c0) iibereinstimmt.

3.1.1 Definition der gewohnlichen Stieltjes-Faltung

Die Definition der Stieltjes-Faltung von Distributionen orientiert sich an der
Definition der klassischen Faltung von Distributionen. Das Analogon zur
Gleichung (3.1) ist der Produktsatz fiir die Laplace-Transformation von Dis-
tributionen (vgl. [51, Ch. 8]): Besitzen U,V € 2'(R,) die Laplace-Transfor-
mierten Z[U] bzw. Z[V], so ergibt sich die Laplace-Transformierte Z[U V|
der Distribution U % V' als das Produkt

LU V] =.2[U]- L[V (3.2)
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3.1. Die gewdéhnliche Stieltjes-Faltung

Dabei ist U = V definiert durch
UV, x):= <U® V, X+> (3.3)

fiir alle Y € Z(R), wobei die Funktion y* : R? — R jeweils durch y™ (u,v) :=
X(u+v) gegeben ist. Aufgrund der Giiltigkeit der Gleichung (3.2) wird UV
auch als Laplace’sche Faltung von U und V bezeichnet. Die Definition der
Operation * verwendet neben dem Tensorprodukt von Distributionen auch
die lineare Abbildung y — Y, die jeder auf R definierten Testfunktion y die
auf dem R? definierte, unendlich oft differenzierbare Funktion y* zuordnet.
Zum Beweis der Gleichung (3.2) wahlt man fiir y den Kern der Laplace-
Transformation, d.h. fiir festes z > 0 ist x(u) = exp(—uz), u > 0. Entschei-
dend ist dann, dafl die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion eine
Darstellung der Funktion ' als Tensorprodukt xy ® y erlaubt, da
(

X" (u,v) = x(u) - x(v) Vu,v>0.

Analog zur Definition der Laplace’schen Faltung *x verwendet die Defi-
nition der Operation ©® das Tensorprodukt von Distributionen und einen
linearen Operator A, der C2°(R) in C°°(R?) abbildet. Die Definition des
Operators A muf} so getroffen werden, daf8 die Gleichung (3.1) erfiillt wird.
Dies ist der Fall, wenn A dem in (2.3) definierten Kern x5 (s > 0) von S eine
Funktion Aly,] zuordnet, die sich durch das Tensorprodukt x,® y, darstellen
1aBt.

Um einen Ausdruck fiir A[x] zu erhalten, der linear von y abhéngt, wird
die Multiplikation mit —s als linearer Operator auf dem eindimensionalen
Banachraum R aufgefafit. x,(u) ist dann gerade der Wert der Resolvente
R(u;—s) von —s an der Stelle v > 0. Mit Hilfe der Resolventengleichung
ergibt sich die Beziehung

R(u; —s) — R(v; —s)
w=v (3.4)

Xs(u) - xs(v) = R(U; —8) R(’U; —s) = —

_ Xs (u) — xs(v)

fir alle w,v > 0 mit u # v. Die Definition des Operators A ergibt sich
daraus, daB8 man im Differenzenquotienten in (3.4) die Funktion y, durch ein
beliebiges y € C'(R) ersetzt.

Definition 3.1. Fiir y € C'(R) sei A[x] : R? — R,

W =X
A o) =4 u—w fix w7 0.
X' (u) fir u = v.
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Kapitel 3. Stieltjes-Faltung von Distributionen

Alx](u,v) ist gerade die dividierte Differenz erster Ordnung der Funktion
X zu den Stiitzstellen u,v € R. Diese ist bekanntlich von der Reihenfolge der
Argumente u und v unabhéngig. Ferner sei festgehalten, dafi der Operator

A : CY(R) — C(R?) linear ist.

Der Operator A wurde bereits implizit in den Arbeiten [, 29] verwendet.
In [29] wurde der Fall betrachtet, dafl das lineare Funktional
CYR.) 3y — Al d(u @ v) (3.5)
R+ XR+

ein Stieltjes-transformierbares Mafl auf R, ist, wenn p und v Stieltjes-trans-
formierbare Mafle auf R sind. Das durch (3.5) definierte Funktional wird im
allgemeinen jedoch kein Maf}, sondern eine Distribution sein, wie das folgende
Beispiel zeigt. Ist p:= v := dgyy, wobei A > 0, so gilt fiir alle y € C*(R):

o AN) = [ Adrey) =0 = (-Diay. ). (36)

R+ XR+

und —Ddyyy ist kein MaS.

DaB die Zuordnung x — (U ® V, A[x]) fir U,V € Z;,(R) tatséchlich eine
Distribution definiert, ergibt sich aus dem Abbildungsverhalten des Opera-
tors A, das nun untersucht wird.

Lemma 3.2. Ist x in C*(R), so gehort A[x] zu C*(R?), und fiir alle k,m €
Np und alle (u,v) € R? gilt:

OO AX] (u,v) = /01(1 — )k gm y (ktmtL) (1= t)u+tv) dt. (3.7)

Beweis. Fiir £k = m = 0 gilt die Gleichung (3.7) nach dem Hauptsatz der
Analysis, und fiir beliebige k,m € Ny ergibt sie sich durch Differentiation
unter dem Integral. Aus der Darstellung (3.7) ergibt sich dann auch die
Stetigkeit der partiellen Ableitungen von Aly]. O

Satz 3.3. A ist eine stetige lineare Abbildung jeweils von #(R) in %(R?)
und von Z(R) in B(R?).

Beweis. Fiir y € Z(R) folgt aus der Gleichung (3.7), daf§
lorog Alll, < IV Vkme N,

Insbesondere ist A[x] € Z(R?), und A ist als Abbildung von %(R) in Z(R?)
stetig. Somit ist auch die Restriktion von A auf den Unterraum Z%(R) von
A (R) stetig, und zu zeigen bleibt die Grenzwerteigenschaft

L0 (0 00 O 05" A (11, v) = 0 (3.8)
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3.1. Die gewdéhnliche Stieltjes-Faltung

fiir y € Z(R) und k,m € Ny.
Dafiir sei € > 0. Mit Hilfe der Leibnizregel zur Ableitung von Produkten

ergibt sich die Existenz von Konstanten Cy, C4,... ,Ciry,, > 0 derart, dafl
k+m '
|ofo5 Al (w,0)| < D> Cy XVl fu—of T (3.9)
§=0

fir alle u,v € R mit v # v. Man wihle R > 0 so, daf§ die rechte Seite
von (3.9) fiir |u —v| > R kleiner als ¢ ist und daB |[x*™™ ™ (w)| < ¢, falls
|lw| > R.

Dann gilt fiir alle u,v € R mit max {|u|, |[v|} > 2R, da8

0705 Alx](u, v)| < e. (3.10)

Ist ndmlich |u —v| > R, so gilt diese Aussage gemifl der Wahl von R. Ist
jedoch |u —v| < R, so ist |(1 —t)u+tv| > R fur alle t € [0,1], und die
Ungleichung (3.10) ergibt sich mit Hilfe der Darstellung (3.7). O

Definition 3.4. Fiir U,V € 2/,(R) setze U © V : Z(R) — R,
UoV.x)={UaV,-A]), x€ZBR).
U ® V heifit die gewohnliche Stieltjes-Faltung von U und V.

Fir alle U,V € 2;,(R) ist die Stieltjes-Faltung U © V als Verkettung der
stetigen linearen Abbildungen —A : Z(R) — Z(R?) und UQV : Z(R?*) — R
wieder in 77, (R).

Ein einfaches Beispiel einer ®-Faltung liefert die Gleichung (3.6). Sie
besagt gerade, dafl d;ny © 0pny = Dogry, A > 0.

3.1.2 Eigenschaften der gew6hnlichen Stieltjes-Faltung

Es wird nun gezeigt, dafl die Operation ® dhnliche Eigenschaften wie die La-
place’sche Faltung von Distributionen besitzt und daf sie die Gleichung (3.1)
erfiillt, was ja eine Zielsetzung dieses Abschnittes war. Zunéchst wird der
Trager der Distribution U ® V' untersucht.

Lemma 3.5. Fiir y € C'(R) gilt: supp A[x] C (supp x x R) U (R x supp ).

Beweis. Ist y € C'(R), so verschwindet die Funktion A[x] auf der offenen
Menge (R \ supp x)?. Nach Definition des Triigers gilt dann: supp Alx] C

R?\ (R \ supp x)* = (supp x x R) U (R x supp x). O
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Kapitel 3. Stieltjes-Faltung von Distributionen

Ist der Tréager von y kompakt, so ist nach Lemma 3.5 der Tréger von
Alx] in der Vereinigung zweier achsenparalleler Streifen im R? enthalten.
Im Unterschied hierzu ist der Triger der Funktion x* aus der Definition
der Laplace’schen Faltung [siehe (3.3)] in einem Streifen enthalten, der zur
Nebendiagonalen des R? parallel ist. Daher ergibt sich fiir den Triiger der
gewOhnlichen Stieltjes-Faltung U ® V' eine andere Formel als fiir den Triger
der Laplace’schen Faltung U % V', der gerade die Summe der Triger von U
und V ist.

Satz 3.6. Fir U,V € Z;,(R) ist der Tréger der Distribution U ® V' in der
Vereinigung der Tréager von U und V' enthalten.

Beweis. Seien U,V € Z;,(R) und F := suppU UsuppV. Dann ist F
abgeschlossen, und der Triger der Distribution U ® V ist in F? enthalten.
Ist nun y € A(R) derart, dafi suppy C R\ F, so ist nach Lemma 3.5
der Triiger der Funktion A[y] in R?\ F? enthalten und daher (U ® V, x) =
(UeV, —A[x]) = 0. O

Folgerung 3.7. 7;,(R;) und &'(R) sind abgeschlossen beziiglich der ®-
Faltung.

Folgerung 3.7 zeigt, dal mit den Stieltjes-transformierbaren Distributio-
nen U,V € 2;,(R;) auch ihr Faltungsprodukt U © V' Stieltjes-transformier-
bar ist. Dafl der Zusammenhang zwischen den gewohnlichen Stieltjes-Trans-
formierten von U, V und U®V tatséchlich durch die Gleichung (3.1) gegeben
wird, ist die Aussage des niachsten Satzes.

Satz 3.8. Fiir U,V € 7,,(R,) gilt: S[U® V] = S[U]- S[V].

Beweis. Sei s > 0 und x; € %’(R) derart, dafl (2.3) gilt. Gemé&f Satz 3.3
gehort die Funktion —A[y,] zu Z(R?). Fiir alle (u,v) aus einer offenen
Obermenge des Trigers von U ® V ist —A[xs](u,v) = xs(u) @ xs(v). Aus
der Definition des Tragers und den Eigenschaften des Tensorproduktes folgt
dann, daf

UV, Al = (U V, xs ®xs) = (U, xs) - (V. Xs) -
Diese Gleichung bedeutet gerade, dafi S[U ® V](s) = S[U](s) - S[V](s). O

Aus Satz 3.8 folgt, daB8 in 2;,(R;) kein Einselement der ®-Faltung exi-
stiert. Wéare némlich e € 2, (R, ) ein Einselement, so miifite S[e] die kon-
stante Funktion 1 sein. Dies ist aber unmoglich, weil S[e] im Unendlichen
verschwindet, wie zum Ende des Abschnittes 2.1 dargelegt wurde.
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Zum Beweis des Assoziativgesetzes fiir die ®-Faltung ist es zweckméBig,
eine “Iterierte” A? des Operators A dadurch einzufithren, daf fiir jedes y €
C>(R) die Abbildung A?%[x] : R* — R durch

A? [X](ua v, w) = A[A[X](7 w)](ua ’U)

definiert wird. Dann ist A%[x](u, v, w) die dividierte Differenz zweiter Ord-
nung von Y zu den Stiitzstellen u, v, w € R.

Die fiir den Beweis des Assoziativgesetzes benotigten Eigenschaften der-
artiger Funktionen A%[y] gibt das folgende Lemma.

Lemma 3.9. Ist y € Z(R), so ist A?[y] € Z(R?), und es gilt:
A?[x)(u, v, w) = A%[x](v, w, u) VY (u,v,w) € R (3.11)

Beweis. Analog zur Darstellung der partiellen Ableitungen der Funktion
Alx] in (3.7) 148t sich der Wert der partiellen Ableitung 0F9L05 A%[x|(u, v, w)
von A?[y] darstellen als

1 rl
/ / (1 o t)k tl (1 . 7_)k’—i-l-&-l 7M.
0 Jo

oy rm+2) ((1 — 7)1 —t)u+ tv] + Tw) dtdr,

fiir alle (u,v,w) € R und alle k,I,m € Ny. Hieraus ergibt sich dann, daf
die Funktion 9roLo A%[x] stetig und beschrinkt ist.

Die Gleichung (3.11) ist ein Spezialfall der bekannten Tatsache, dafl die
dividierten Differenzen unabhéngig von der Reihenfolge der Stiitzstellen sind.

[

Die algebraischen Eigenschaften der ®-Faltung sind im néchsten Satz
zusammengestellt.

Satz 3.10. Die gewohnliche Stieltjes-Faltung ist bilinear, kommutativ und
assoziativ.

Beweis. Die Kommutativitit ergibt sich daraus, dal A[x] fiir alle y € Z(R)
eine symmetrische Funktion ihrer Argumente ist. Die Bilinearitéit folgt aus
der entsprechenden Eigenschaft des Tensorproduktes, und zu zeigen bleibt
noch das Assoziativgesetz. Dafiir seien U,V,W € Z;,(R) und x € #A(R).
Dann gilt:

(UoV)oW, x)=W(w), (UoV)(z), —Al](z,w)))
= (W(w), (U(w) @ V(v), AAX](, w)](u,v)))
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denn fiir jedes feste w € R gehort die Funktion —A[x](-,w) zu Z(R). Da
(UeV)eW e 2;,,(R?) und da nach Lemma 3.9 A?[y] € Z(R?), folgt

(UoV)oW, x)=(UaV)aW, A%x]).

Wegen der Assoziativitidt des Tensorprodukts und wegen (3.11) ergibt sich
derselbe Ausdruck auch fir (U ® (Vo W), x). O

Hinsichtlich der Distributionenableitung verhéalt sich die ®-Faltung anders
als die Laplace’sche Faltung *. Wihrend sich die Ableitung von U x V' auf
einen der beiden Faktoren U und V “abwilzen” 1&8t, gilt fiir die Ableitung
von U ® V die Formel

DUGV)=DU®V +U® DV, (3.12)

die der klassischen Poduktregel fiir Ableitungen von Funktionen &hnelt. Der
Beweis von (3.12) beruht auf der Gleichung A[x'] = 01A[x] + A[x].

3.1.3 Faltungsprodukte regulirer Distributionen

Wiéhrend die Laplace’sche Faltung zweier integrierbarer Funktionen stets
eine integrierbare Funktion ist, mufl dies fiir ihre ®-Faltung nicht gelten.
D.V. Widder hat zwei integrierbare Funktionen fi, fo : (0,00) — R an-
gegeben, fiir die das Produkt S[fi] - S[f2] nicht als S-Transformierte einer
integrierbaren Funktion dargestellt werden kann [17]. Dies bedeutet insbe-
sondere, dafl die Distribution f; ® f; keine integrierbare Funktion ist.

Unter zusétzlichen Voraussetzungen an die zu faltenden Funktionen f1, fo
148t sich dennoch zeigen, daf3 f;® f eine integrierbare Funktion ist. In diesem
Fall stimmt f; ® fo mit der von H.W. Hével-U. Westphal [17] eingefiihrten
Stieltjes-Faltung iiberein. Diese Faltung ist durch ein Integral definiert, des-
sen Integrand eine spezifische Struktur besitzt. Es ist zweckméfig, hierfiir
eine abkiirzende Bezeichnung einzufiihren.

Fiir f : (0,00) — R sei der Kern K[f] : (0,1) x (0,00) — R definiert
durch

() — f(tu)
N t—1 ’

In [17] wird die Stieltjes-Faltung f;z f> : (0,00) — R der lokal integrier-
baren, Stieltjes-transformierbaren Funktionen fi, fo : (0,00) — R definiert
durch

K[f](t,u) ;

0<t<1l,u>0. (3.13)

(2 fo)(w) = — i (u) / KLfal(t,0) di — folu) / KIf)(Lu)dt  (3.14)
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fiir fast alle u € (0,00). Die Funktion f f ist wohldefiniert und erfiillt die
Produktformel

Slfizfol = S[f] - S[fa],
wenn f; und fy fiir alle s > 0 folgende Bedingungen erfiillen [17, Th. 1.1]:

/Ooo /01 Siu |fi(u) K[f](t,u)] dtdu < oo fiiri,j = 1,2 und ¢ # j.
(3.15)

/OOO S—l—;tu |f1(tw) fo(u) + fi(u) fo(tu)| du < oo fii. auf (0,1).  (3.16)

Werden die Voraussetzungen (3.15) und (3.16) durch dhnliche, aber stér-
kere Bedingungen an f; und f, ersetzt, so 14t sich die oben angekiindigte
Aussage iiber f; ® fo zeigen.

Satz 3.11. Geniigen die Funktionen f;, fo € L'(0,00) den Bedingungen
00 1
/ / i) K1)t w)| dedu < oo firij=1,2undi#j,  (3.17)
o Jo

/OO |f1(tw) fa(u) + fi(u) fo(tu)| du < oo fiir fast alle t € (0,1),  (3.18)
0

so ist fi ® fo wieder in L'(0,00), und f; ® fo = fi* fo.

Der Beweis ist vollig analog zu dem von [17, Th. 1.1] und wird daher nicht
ausgefiihrt.

Eine Stieltjes-Faltung von holomorphen Funktionen, die noch gewisse
Grenzwert- und Integrabilitdtsbedingungen erfiillen, wurde von C. Martinez-
M. Sanz [28] implizit verwendet (siehe dort Lemma 2.12 und Lemma 2.13).
Unter geeigneten Voraussetzungen stimmt diese Faltung - bis auf das Vor-
zeichen - mit der Stieltjes-Faltung von Hovel-Westphal iiberein. Fiir eine
Stieltjes-Faltung von Funktionen aus LP(0,00) mit p > 1 siehe [11].

3.2 Die modifizierte Stieltjes-Faltung

3.2.1 Definition der modifizierten Stieltjes-Faltung

Ziel dieses Abschnittes ist es, mittels der Operation ® je zwei Stieltjes-trans-
formierbaren Distributionen U,V € 2;,(R,) eine Stieltjes-transformierbare
Distribution U ® V zuzuordnen, so dafl

GlU®V]=6[U]-&[V]. (3.19)
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Zielsetzung und Vorgehensweise sind also @hnlich denen bei der Einfiih-
rung der ®-Faltung. In diesem Abschnitt bedarf es eines linearen Operators
q: C'(R) — C(R?) mit der folgenden Eigenschaft: Fiir jedes positive s ord-
net q dem in (2.4) definierten Kern v, von & eine Funktion q[¢);] zu, die sich
durch das Tensorprodukt ¥ ® 1, darstellen 148t.

Definition 3.12. Es sei m : C'(R) — C'(R) definiert durch m[x](u) :=
u- x(u) fir u € R, x € CY(R). Ferner sei der Operator q : C*(R) — C(R?)
definiert durch q := A om.

Fiir jedes y € C*(R) L}t sich die stetige Funktion q[x] : R? — R darstel-
len durch

wex(w) =vx®) e £

alx](u,v) = u—v
xX(w) +u-x'(u) falls u = v.

Zwischen den Abbildungen A und q besteht auch der Zusammenhang

alx)(w, v) = x(u) +v- AlxJ(u, v) = x(v) +u- AJ(w,0)  Vu,veR.

Fiir die Anwendung des Operators m auf das Produkt x - ¢ mit x,¢ €
C'(R) gilt offensichtlich die Beziechung m[y - ¢] = x - m[¢)]. Die Ableitungen
der Funktion m[y] ergeben sich fiir y € C*°(R) nach der Leibnizregel zu
m[x]® = m[x®] + k- x*&Y fiir alle k € Ny.

Fir U,V € 2;.(R) soll das lineare Funktional U ® V, &hnlich wie die
Distribution U ® V, als Verkettung des Tensorproduktes U ® V' mit einem
linearen Operator, ndmlich ¢, definiert werden. Dabei mufl q auf einen Teil-
raum von C*°(R) eingeschrankt werden, so dafl der Wertebereich dieser Re-
striktion im Definitionsbereich von U ® V, also in %(R?), enthalten ist. An-
ders als der Operator A bildet jedoch g den Raum Z(R) nicht in Z(R?) ab.
Diese Tatsache fithrt, im Vergleich zur ®-Faltung, zu gewissen Einschrén-
kungen bei den Aussagen iiber die ®-Faltung.

Eine denkbare Wahl fiir den Definitionsbereich von U ®V wire der Raum
2(R), da mit y auch m[x] eine Testfunktion ist. Um die Produktformel (3.19)
zu zeigen, mufl U ® V' aber auf einem Funktionenraum definiert sein, der den
Kern der Stieltjes-Transformation enthélt. Diese Forderung wird nicht von
P(R) erfiillt, sondern vom Urbild des Raumes #(R) unter der Abbildung m.
Fiir diesen Funktionenraum soll eine eigene Bezeichnung verwendet werden.

Definition 3.13. Sei %;(R) = {x € BR); m[y] € B(R)}. Der Vek-
torraum % (R) trage die lokalkonvexe Topologie, die von den Halbnormen
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Pk @+ Z1(R) — Rmit py(x) := HX(k)HOO bzw. qi(x) = Hm[X](k)Hoo (k € No)
erzeugt wird.

Eine Funktion y € C*(R) gehort genau dann zu %;(R), wenn sie fur
alle k& € Ny die Bedingung sup,cg ‘u . X(k)(u)| < oo erfiillt. ~ Die Topo-
logie von %;(R) ist die grobste lokalkonvexe Topologie, beziiglich der so-
wohl die natiirliche Einbettung von 2% (R) in %(R) als auch die Abbildung
m: %1 (R) — B(R) stetig sind. B;(R) 148t sich fiir eine geeignete Wahl der
Funktionen M, p € Ny, auch als ein Raum K{M,} im Sinne von Gelfand-
Shilov [12, II, Ch. II] auffassen.

Es bezeichne %] (R) den topologischen Dualraum von %;(R). Dann ist
die Restriktion jedes linearen Funktionals U € % (R) auf C°(R) eine Dis-
tribution, und die Einschrankung jeder integrierbaren Distribution auf den
Raum % (R) gehort zu #](R).

Die Definition des lokalkonvexen Raumes %, (R) und des Operators q sind
gerade so getroffen worden, dafl q eine stetige, lineare Abbildung von % (R)
in #(R?) ist. Sind U,V € 2;,(R), so ist die Verkettung der stetigen, linearen
Abbildungen U @ V : B(R?) — R und q : %;(R) — %(R?) ein Element von
£, (R) und damit insbesondere eine Distribution. Dieses lineare Funktional
ist dann das Faltungsprodukt U ® V' von U und V.

Definition 3.14. Fir U,V € 2;,(R) setze U ® V : %(R) — R,
UeV,x)=UeV.axl), x€Z(R).
U ® V heifit die modifizierte Stieltjes-Faltung von U und V.

Das Funktional U ® V ist durch seine Restriktion auf den Unterraum
C>®(R) von %;(R) eindeutig bestimmt. Zwischen den Faltungsprodukten
U®V und U ® V besteht offensichtlich der Zusammenhang

UV, x)=(UoV, —m|x]) vV x € % (R). (3.20)

Die Distribution U ® V' wird sich als Stieltjes-transformierbar erweisen,
aber sie ist im allgemeinen nicht integrierbar. Daher wird in Abschnitt 3.2.4
eine Teilmenge von 77, (R, ) konstruiert, die abgeschlossen beziiglich der ®-
Faltung ist.

Ein einfaches Beispiel zu Definition 3.14 ist die ®-Faltung von ganzzahli-
gen Ableitungen des Dirac-Mafes §.

Beispiel 3.15. Sind k,l € Ny, so ist

Loswglso_ L sme,

k! Il (k +1)!
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denn fiir alle x € % (R) gilt:
(09 @Y, x) = (=1)*"919,A[m[x]](0,0)

(:;) (_1)k+l /01(1 _ t)ktlm[x](k+l+l)(0) dt
I'k+1)T(+1)

— (_ k+1 . CE))
(—1) Tt 112) (k+141)-x (0)
kL skt
(k+l'< X

]

3.2.2 Eigenschaften der modifizierten Stieltjes-Faltung

Fiir den Tréger der modifizierten Stieltjes-Faltung U ®V von U,V € 2;,(R)
gilt eine &hnliche Formel wie fiir den Trager der gewohnlichen Stieltjes-
Faltung von U und V (siehe Satz 3.6).

Satz 3.16. Sind U,V € Z;,(R), so ist supp(U ® V') C suppU Usupp V.

Auf einen Beweis wird verzichtet, da die Argumentation aus dem Beweis
von Satz 3.6 weitgehend iibernommen werden kann.

Folgerung 3.17. &'(R) ist abgeschlossen beziiglich der ®-Faltung.

Gezeigt wird nun, dafl die ®-Faltung mit Distributionen, deren Trager
kompakt ist, nicht aus Z;,(R) herausfiihrt.

Proposition 3.18. Ist U € Z;,(R) und V € &'(R), soist U® V € Z;,(R).

Beweis. Sei U € 7;,(R) und V € &'(R). Es bezeichne 1 die konstante
Funktion mit Wert 1. Da 1 € Z(R), ist (V, 1) wohldefiniert. Ferner be-
zeichne ¢ die Identitédtsabbildung auf R. Dann ist V - ¢ eine Distribution mit
kompakten Tréger, die insbesondere zu Z;,(R) gehort. Daher existiert die
gewohnliche Stieltjes-Faltung U © (V' - ¢) und ist wieder in Z;,(R). Gezeigt
wird nun, dafl

UV =V, 1)U—-Uoc(V-u. (3.21)
Fiir alle x € C°R gilt ndmlich:

UV, )= (U(u) @V(v), x(u) + 1(v) Alx](u, v))
= (U(u) @ V(v), x(u) ® 1(v)) + (U(w) @ (V(0)u(v)), Alx](u,v))
= <U7 X> <‘/a 1> - < (V L)v X>
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Der Blick auf (3.21) zeigt, daB U ® V' die Linearkombination zweier Distri-
butionen aus Z;,(R) ist und damit selbst zu 2, (R) gehort. O

Ein Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis der Produktformel (3.19). Vor-
aussetzung fiir die Giiltigkeit dieser Gleichung ist aber, dal die Distribution
U ® V Stieltjes-transformierbar ist, wenn U und V in 2;,(R,) sind. Das
néichste Lemma liefert hierfiir eine hinreichende Bedingung.

Lemma 3.19. Ist U € #(R) und suppU C R, so ist U Stieltjes-transfor-
mierbar (im Sinne von Definition 2.1).

Beweis. Sei s > 0 und x, € #(R) derart, daB (2.3) erfiillt ist. Zu zeigen
ist, da8 die Distribution U - x, zu Z;,(R) gehort.

Aus der Stetigkeit von U beziiglich der Topologie von %;(R) folgt die
Existenz eines C' > 0 und eines m € Ny, so daB fiir alle ¢ € C°(R) gilt:

(0, o] <O (z -9 + 3 e sowuw) |

Mit der Leibnizregel fiir Ableitungen von Produkten folgt weiter, daf3

m k
k » i ,
@l <0303 (5 (=l + im0 - ).
k=0 j=0
Diese Ungleichung bedeutet gerade, dafl die Distribution U - x; stetig beziig-
lich der Topologie von #(R) ist, d.h. U - x5 € Z;.(R). O
Satz 3.20. Fir U,V € 2/, (Ry) gilt: S[U ® V] = &[U] - G[V].

Beweis. Nach Satz 3.16 ist supp(U ® V') C R,, und nach Lemma 3.19 ist
U ® V als Element von %] (R) Stieltjes-transformierbar.

Sei also s > 0. Ferner sei 15 € %;(R) so gewéhlt, dal (2.4) gilt. Nach
Satz 3.3 gehort q[tps] = Am[e]] zu B(R?). Da q[t)] auf einer offenen Ober-
menge des Trigers von U ® V mit der Funktion ¢, ® 1, aus Z(R?) iiberein-
stimmt, folgt

UV, ) = UV, s @) = (U, ¥s) - (V, ¥s),
also S[U & V](s) = S[U](s) - S[V](s). O

In algebraischer Hinsicht wird sich zeigen, dafl die ®-Faltung im Vergleich
mit der ®-Faltung je einen Vor- bzw. Nachteil aufweist. Der Vorteil ist die
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Existenz eines Einselementes, der Nachteil sind Einschrankungen beim As-
soziativgesetz, da ®-Faltungsprodukte integrierbarer Distributionen im all-
gemeinen nicht zu 77, (R) gehoren.

Ahnlich wie fiir den Operator A wird eine “Iterierte” g des Operators g
eingefiihrt. Definiere fiir jedes Y € C°(R) die Abbildung g?[x] : R* — R
durch
0*[\](w, v, w) == qla[x] (-, w)](w,0),  (u,0,w) € R
Die fiir den Beweis des Assoziativgesetzes benotigten Eigenschaften derarti-
ger Funktionen ¢%[x] (x € C>°(R)) nennt das nichste Lemma.

Lemma 3.21. Fiir x € C®(R) gehort die Funktion g?[x] zu Z(R?), und
g?[x] ist symmetrisch in dem Sinne, dafi der Funktionswert g*[x](u,v,w)
unabhéngig von der Reihenfolge der Argumente u, v, w € R ist.

Beweis. Sei x € C°(R) und ¢ := m[x]. Fiir alle u,v,w € R 148t sich der
Wert q 2[x](u, v, w) = Am[A[](-,w)]](u,v) durch zweimalige Anwendung
) darstellen als

von (
// (1=7)A=tu+ (1 —7)tv+Tw) drdt +

+/0 /0 (1T=tu+tv) (1 =7) " ((1=7)(1 = tyu+ (1 = 7)tv + Tw) dr dt.

Differentiation “unter dem Integral” liefert Darstellungen fiir die partiellen
Ableitungen von g2[x], aus denen ihre Stetigkeit folgt. Somit ist q*[x] €
C>(R3).

Daf} der Funktionswert g2[x](u, v, w) unabhéngig von der Reihenfolge von
u,v,w € R ist, laft sich fiir paarweise verschiedene Argumente aus der Dar-
stellung

u? x(u) V2 x(v) w? y(w)
—o)u—w)  w-w-w)  (w—u)w-0v)
(3.22)

qQ[X] (uv v, U)) =

entnehmen. Da q*[x] stetig ist, gilt diese Symmetrieeigenschaft sogar fiir alle
u,v,w € R.

Zu zeigen bleibt, dafl alle partiellen Ableitungen von g?[x] beschrinkt
sind. Angenommen, es existierten k,l,m € Ny derart, dafl die partiel-
le Ableitung 970L05q*[x] nicht beschriinkt ist. Dann gibt es eine Folge
(Uy, Vyy Wy ) pen, SO dad

lim [|(uy, vy, w,)|| = oo und lim |870505 4 [x](uy, vy, w,)| = 00.  (3.23)
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Da der Triager von x kompakt ist, folgt aus der Darstellung (3.22), dafl eine
der Koordinatenfolgen (u, ), (v,) oder (w,) eine beschriankte Teilfolge enthélt.
O.B.d.A. sei dies die Folge (w, ), und (w,) selbst sei beschrankt. Eine weitere
Darstellung von g*[y] ist

a*[x] (u, v, w) = q[q[x](-, v)] (u, w)
= q[x](u,v) +w - Alg[x](-; v)](u, w)
= q[x](u, v) + w - A%[m[x]](u, v, w) VY (u,v,w) € R

Offensichtlich ist die Funktion R* 3 (u, v, w) — q[x](u,v) in B(R?). Da mit
X auch m[x] zu C>°(R) gehort, ist nach Lemma 3.9 die Funktion A?[m[x]]
ebenfalls in Z(R3). Fiir die partielle Ableitung 079505 q?[x] gilt daher die
Abschétzung

9F0R07 2\, v, )] < [|okobal]l| + [l - 050405 A% H
+m - || okakor- w .

Aus dieser Ungleichung und der Beschrianktheit der Folge (w,) ergibt sich,
daB auch die Folge (0¥9,05q*[x](u,, vy, w,)) beschrénkt ist, im Widerspruch
u (3.23). O

Satz 3.22. Die modifizierte Stieltjes-Faltung ist eine bilineare, kommutative
Operation mit dem Dirac-Mafl § als Einselement. Sie ist im folgenden Sinne
assoziativ: Sind U, V,W € 2;,(R) derart, daB U®V und V@ W zu Z;,(R)
gehoren, soist (U@ V)@ W =U® (Ve W).

Beweis. Die Bilinearitdat der ®-Faltung folgt aus der Bilinearitdt des Ten-
sorproduktes. Die Kommutativitiat der Faltung ergibt sich aus der Tatsache,
daB die Funktion q[y] fiir jedes y unabhéngig von der Reihenfolge ihrer Ar-
gumente ist. Das Einselement der ®-Faltung ist ¢, denn fiir alle U € Z;,(R)
und alle x € C°(R) gilt:

(U®36, x) = (U(u), qx](u,0)) = (U, x) .
Zum Beweis der Assoziativitat reicht es zu zeigen, daf3
(UeV)eW, x)=UaVeW,¢?)=Ue(VeW),x) (324

fir alle Testfunktionen y € C*°(R). Der Beweis dieser Gleichung benutzt
Lemma 3.21 und verlduft vollig analog zum Beweis des Assoziativgesetzes
fiir die ®-Faltung (vgl. Satz 3.10). O
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Ein ®-Faltungsprodukt von drei Faktoren U,V,W € 2;,(R) lafit sich
auch dann sinnvoll definieren, wenn U ® V und V @ W nicht zu Z;,(R)
gehoren. Setzt man U® V @ W : Z(R) — R,

UeVeW, x)=UaVeW, ¢xX]), X € 2(R)

so ist U ® V ® W eine Distribution. Existiert eines der “geklammerten”
Faltungsprodukte (U®V)@®W bzw. U®(V@W), so stimmt es mit U®V @ W
iiberein [siche (3.24)].

Was die Stetigkeit der ®-Faltung betrifft, reicht die folgende, relativ
schwache Aussage fiir die Zwecke dieser Arbeit aus.

Proposition 3.23. Fir V € 2;,(R) ist die Abbildung

(Z11(R),01) — (Z'(R), 02)
U —U®V

stetig, wenn o := o(2,,(R), Z(R)) und o3 := 0(Z'(R), 2(R)) gesetzt wird.

Beweis. Sei {U;; i € I} ein Filter auf 2;,(R), der beziiglich o1 gegen U €

"1 (R) konvergiert, und sei x € Z(R). Dann ist auch m[y] in Z(R), und
nach Satz 3.3 gehort g[y] = Am[y]] zu Z(R?). Daher ist die Funktion
(V(v), q[x](-,v)) in B(R). Man erhilt

lim (U; ® V, x) = lim (U;(u), (V(v), q[x](u,v)))
= (U(u), (V(v), a[x](u,v)))
={UaV, x).

Also konvergiert die Filterbasis {U; ® V' ; i € I} beziiglich o5 gegen U ® V.
]

Im Spezialfall, da V' € Z;,(R) und (¢,) eine Folge aus C'°(R) ist,
die beziiglich o( ’LI(R),@(R)) gegen das Dirac-Mafl § konvergiert, liefert
Proposition 3.23, dafl die Folge (V ® ¢,,) gegen V ® 6 = V konvergiert. Um
eine derartige Folge (p,,) zu erhalten, reicht es, ein ¢ € C2°(0, 00) mit ¢ > 0
und [ ¢(u) du = 1 zu wihlen und ¢, (u) := no(nu) fir u € R, n € N zu
setzen.

Die Ableitung der Distribution U®V (U,V € 2;,(R)) laBt sich nach der
Formel

DU®V)=DU®V +U&DV)+UOV (3.25)
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berechnen, die aus der Gleichung q[x'] = 01q[x] + 92q[x] — A[x] (x € % (R))
folgt. Anders als die entsprechende Formel (3.12) fiir die Ableitung eines ®-
Faltungsproduktes weist die rechte Seite von (3.25) einen dritten Summanden
auf. Auffallend ist, dafl in (3.25) die ®-Faltung zur Darstellung der Ableitung
eines ®-Faltungsproduktes benotigt wird.

3.2.3 Faltungsprodukte regulédrer Distributionen

Dieser Abschnitt gibt hinreichende Bedingungen an, unter denen die ®-
Faltung zweier Funktionen aus L'(0, 00) wieder eine L'(0, co)-Funktion ist,
analog zu den Aussagen des Abschnittes 3.1.3

Der folgende Satz ist das Gegenstiick zum Satz 3.11 {iber die ®-Faltung.
Sein Beweis entspricht weitgehend dem Beweis von [17, Th. 1.1], wird hier
aber dennoch wiedergegeben, da das Beweisprinzip spéter noch zur Anwen-
dung kommen wird.

Satz 3.24. Geniigen f1, fo € L'(0,00) der Bedingung

/OO/1|fi(u)uK[fj](t,u)|dtdu<oo fitr i, j — 1,2 und i £ j, (3.26)
0 0

so gehort f1 ® fo : R — R wieder zu L'(0, 00), und fiir fast alle u > 0 gilt:

(fi® fo)(u) = / K[fo](t,u) dt + fo(u / K[fi](t,u)dt. (3.27)

Dabei sind die Funktionen K[fi] und K[f,] wieder durch (3.13) definiert.
Beweis. Die Funktion f : (0,00) — R sei f.i. auf (0,00) durch die rechte

Seite der Gleichung (3.27) definiert. Wegen (3.26) ist f € L'(0, c0).
Es sei x € C°(R). Gezeigt wird, daB

(f1® f2, q / / (f1(u) K[fo](t, u) + fo(uw) K[f1](t, ) ux(uw) dudt.
(3.28)

Die Funktion (u,v) — fi(u) f2(v) q[x](u,v) ist nach dem Satz von Tonelli
auf (0,00) x (0,00) integrierbar. Fiir das Integral

1 ® for al) = /( R ACEIOE N COE RO RCED
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erhélt man durch Zerlegung des Integrationsbereiches (0, 00) x (0, 00) in die
Mengen {(tw,w); 0 <t <1, w>0} und {(w,tw); 0<t <1, w>0} und
anschliefende Anwendung der Substitutionsregel und des Satzes von Fubini

/D /0 " (fltw) fo(w) + ) fo(tw) th(t“;)__ll"X(w) dwdt.  (3.30)

Mit der gleichen Argumentation, angewandt auf f(o 50)x(0.00) 41 (u) fa(v) d(u, v),
ergibt sich die Konvergenz des iterierten Integrales

/0 /Ooo(fl(tw)fz(w) + fi(w) fo(tw)) wdw dt.

Daher existiert fiir fast alle £ € (0, 1) auch das Integral

/Ooo(fl(tw)f2(w) + fl(w)fg(tw))x(tw) tw dw,

das sich durch Anwendung der Substitutionsregel in die Form

/O T (A AE ) + A R) ux( e (331)

transformieren 1aft. FEinsetzen des Integrals (3.31) in (3.30) liefert, daf
(f1 ® fa, q[x]) tatséchlich durch (3.28) gegeben ist.

Aus der Voraussetzung (3.26) und der Beschrénktheit von x folgt die
absolute Konvergenz der iterierten Integrale

/000/0 | fi(w) w K[f;](t,w) x(u)| dt du (1,7 =1,2 und i # j).

Daher ist auch das iterierte Integral (3.28) absolut konvergent, und nach dem
Satz von Tonelli kann die Integrationsreihenfolge in (3.28) vertauscht werden.

Dies ergibt die Gleichung (f, x) = (f1 ® fo, q[x]) = (f1 ® fo, X)- [

Ein Vergleich der Voraussetzungen von Satz 3.24 mit denen von Satz 3.11
zeigt: (3.26) ergibt sich daraus, dafl der Integrand auf der linken Seite
von (3.17) mit dem Faktor u multipliziert wird. Dagegen benétigt der Beweis
von Satz 3.24 keine Entsprechung fiir die Bedingung (3.18) in Satz 3.11.

Erfiillen die Funktionen f, fo die Voraussetzungen der beiden Sétze 3.11
und 3.24, so besteht zwischen den integrierbaren Funktionen f; ® f, und
f1 ® fo der Zusammenhang

(f1® f2)(u) = (—u) - (f1 © f2)(u) f.i. auf R,
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3.2. Die modifizierte Stieltjes-Faltung

der sich auch aus der allgemeineren Beziehung (3.20) folgern 148t.

Aus dem einfachen Prinzip, daf§ das Produkt einer integrierbaren Funk-
tion und einer beschrankten, mefibaren Funktion integrierbar ist, ergibt sich
eine Folgerung aus Satz 3.24, von der noch haufig Gebrauch gemacht wird.

Folgerung 3.25. Sind fy, fo € L'(0,00) derart, daf

sup {u /1 |K[fi](t,u)] dt} < 00 firi=1,2, (3.32)

u>0

so ist f1 ® fy die Funktion aus L'(0,00) mit der Darstellung (3.27).

Es stellt sich die Frage, welche elementaren Eigenschaften der Funktionen
f1 und f> hinreichend fiir die Giiltigkeit von (3.32) sind. Derartige Kriterien
sollen im Rest dieses Abschnittes erarbeitet werden.

Gesucht sind also Eigenschaften der Funktionen f;, die Abschétzungen
fiir das Integral auf der linken Seite von (3.32) liefern. Ist f € L'(0,00) , so
gilt fiir das Teilintegral [ dt die Ungleichung (vgl. auch [17, p. 182])

sop {u [ IKIf 0] de} < 1281 (3:33)

u>0

Um das Teilintegral fnl dt in (3.32) zu majorisieren, wird der Integrand als

Differenzenquotient der Funktion ¢ +— ¢~ f(t~'u) — f(tu) aufgefalt und mit
Hilfe des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung abgeschétzt. Daher wer-
den in diesem Abschnitt nur noch differenzierbare Funktionen betrachtet.

Proposition 3.26. Sei f € C'(0,00) N L'(0, 00) derart, dafl

sup [u f(u)] < oo und  sup|u® f'(u)| < oo.
u>0 u>0

sup {u /01 KTt )| dt} < 0. (3.34)

Beweis. Sei M® := sup,.o|u**t f¥)(u)| fiir k = 0,1. Ferner sei n € (0,1)
gewahlt. Dann gilt fiir alle u > 0:

/\K (t,u)| dt

<(1—=mn) sup ’7’ 2u f (7 ) + 7% f (7 ) 4 P f(Tu)‘
’I7<T<1

<(1-7) (n MO 4=t MO 4 n—2M<1>).

Dann gilt:
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Kapitel 3. Stieltjes-Faltung von Distributionen

Diese Abschétzung impliziert, in Verbindung mit der Ungleichung (3.33), die
Giiltigkeit von (3.34). O

Bekanntlich ist die Laplace’sche Faltung von beliebig vielen integrierba-
ren Funktionen wieder eine integrierbare Funktion. Satz 3.24 und Propo-
sition 3.26 liefern hinreichende Bedingungen dafiir, daf§ die ®-Faltung der
beiden Funktionen fi, fo € L*(0,00) eine integrierbare Funktion ist. Im all-
gemeinen wird allerdings das Faltungsprodukt f; ® fo den Voraussetzungen
von Proposition 3.26 nicht gentigen.

Es sollen nun hinreichende Bedingungen dafiir angegeben werden, dafl das
Faltungsprodukt (... (fi ® fo) ®...) ® f, von n Funktionen f, fo,... , f, €
L'(0,00) wohldefiniert ist und eine L'(0,o0)-Funktion ist. Die Proposi-
tion 3.26 wird dahingehend verallgemeinert, dafl die Bedingungen an die
erste und zweite Ableitung von f durch Bedingungen an alle Ableitungen
ersetzt werden. Insbesondere miissen die zu faltenden Funktionen unendlich
oft differenzierbar sein.

Definition 3.27. A(0,00) sei die Menge aller Funktionen f € C*°(0, 00),
die der folgenden Bedingung geniigen:

/ |ukf(k)(u)‘ du < oo und sup |uk+1f(k)(u)‘ <oo VEkeN,.
0 u>0

Eine Funktion f € C*°(0, 00) gehort genau dann zu A(0, o), wenn sie fiir
alle k € Ny die Bedingungen [;[u* f*)(u)| du < oo und

lim w0 () = lim w0 (u) = 0 (3.35)

u—0+ U—00
erfiillt. Dafl die Bedingung (3.35) notwendig ist, zeigt man mit partieller
Integration.
Es ist klar, dafl der Raum C2°(0,00) in A(0,00) enthalten ist. Offen-

sichtlich ist A(0,00) ein linearer Teilraum von L'(0, c0). Es soll nun gezeigt
werden, dafl A(0, c0) abgeschlossen beziiglich der ®-Faltung ist.

Lemma 3.28. Ist f € A(0,00), so ist die Funktion fol K{[f](t,-) dt unendlich
oft differenzierbar auf (0,00). Ihre k-te Ableitung, k € Ny, ergibt sich aus
OF [V K[f)(t,u)dt = [} OFK[f](t,w)dt und erfiillt

sup {um

u>0

oF /OIK[f](t,u) dt'} < 00. (3.36)
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3.2. Die modifizierte Stieltjes-Faltung

Beweis. Zunichst sei zur Abkiirzung M® := sup,., [u*! f®)(u)], k € No.
Fiir die partielle Ableitung O* K'[f] der Funktion K[f] fiir 0 <t < 1, u > 0,
k € Ny gilt:

k-1 f(k) (tilu) —tk f(k) (tu)

OLKIf](t.u) = o (3.37)
Seien nun k € Ny und 7 € (0, 1) gewihlt. Gezeigt wird, da8
b b
E%/@%wawﬁi/dﬁKMQth Vu >0 (3.38)

in den beiden Féllen a =0, b =nund a=mn, b= 1.
Sei also @ = 0 und b = 7 in (3.38). Es ist zweckméBig, den Integranden
auf der linken Seite als Summe

B t—k—lf(k) (tilu) _ tk+1f(k)(tu)

(k)
— + % ) (tu) (3.39)

0L K[ f1(t,u)

darzustellen und beide Summanden getrennt zu untersuchen.
Sei € > 0. Um fiir u € (¢, 00) die Beziehung

9 n t—k—l f(k‘) (t—lu) _ tk+1 f(k) (tU,)

“A t—1

B /77 t’k*Qf(kJrl)(t*lu) _ tk+2f(k+1)(tu)
0

dt

(3.40)

dt
t—1

zu erhalten, benutzt man den Satz von der majorisierten Konvergenz. Der
betreffende Differenzenquotient ist fiir alle ¢ € (0,7) gleichméBig beschrankt
durch 2 M*+1(1 — )~1e=%2. Dies zeigen der Mittelwertsatz und die Un-
gleichung

‘t—m—lf(m) (t_lu) _ tm-i-lf(m) (tu)’ _ 2 M(m)
1—t ~(1=n)umt

Vm € N, (341)

in der man m := k + 1 setzt.

Da e > 0 beliebig war, gilt (3.40) sogar fiir alle u € (0, 00).

Das Integral [ t* f®) (tu) dt = w7 [ oF f®)(v) dv des zweiten Sum-
manden in (3.39) ist ebenfalls eine differenzierbare Funktion der Variablen
u. Fiir die Ableitung an der Stelle v > 0 ergibt sich

o, / "0 £ () e = () O () — / "k 1)k 9 () do)
0 0

nt””f%+nauyﬁ,
0
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Kapitel 3. Stieltjes-Faltung von Distributionen

wobei partielle Integration und die Beziehung lim,_q4 v**1f®)(v) = 0 be-
nutzt wurden. Kombiniert man diese Gleichung mit (3.40) und (3.39), so
erhéilt man die Gleichung (3.38) im Fall a =0, b = n.

Aus (3.39) und aus (3.41) fiir m := k folgt auBerdem die Abschétzung

sup {ukH /0 "Rt )| dt} <

u>0

279 M®)
(1—n)

Der Beweis von (3.38) im Fall @ = n, b = 1 ist dem Beweis der Glei-
chung (3.40) ahnlich. Man wéhlt ein positives € und zeigt die Differenzier-
barkeitsaussage zunéchst nur fiir u > €. Der zu untersuchende Differenzen-
quotient ist fiir ¢ € (n, 1) gleichméBig beschriinkt durch sup{ |0 K[f](¢, u)|;
n<t<l1, u> e}, wie der Mittelwertsatz zeigt. Das Supremum ist endlich,
denn fiir m € Ny, t € (,1) und u € (g, 00) gilt die Abschétzung

00 K[f1(t,w)] < sup [0 (77" fU (77 ) — 7 U (7)) |
n<r<1
<yl ((m +1)n+ mM(m) 4 n+ 1M(m+1))
- Uk Uk ’
in der m := k + 1 zu setzen ist. Da e > 0 beliebig war, gilt (3.38) fiir alle

u> 0.
Aus (3.43) folgt im Fall m := k weiter, daf

Tk )
—i—/o " fE ()| dv. (3.42)

(3.43)

sup {ukH /n ORIt w) dt} < oo. (3.44)

u>0

Aus den Ungleichungen (3.44) und (3.42) ergibt sich schlielich auch (3.36).
0

Satz 3.29. A(0, c0) ist abgeschlossen beziiglich der ®-Faltung.

Beweis. Seien fi, fo € A(0,00). Nach Proposition 3.26 erfiillen f; und fo
die Voraussetzungen der Folgerung 3.25, und daher ist f; ® fo die Funktion
mit der Darstellung (3.27). Mit Lemma 3.28 folgt, daBl f; ® f, unendlich
oft differenzierbar auf (0, c0) ist. Die m-te Ableitung (m € Ny) lafit sich mit
Hilfe der Leibnizregel als Summe darstellen, deren Summanden von der Form

(1)

beziehungsweise

w £ (u) O /0 K[f;|(t,u)dt — (k=0,... ,m) (3.45)

("7 s P [ Kileod k=0 1) (o)
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3.2. Die modifizierte Stieltjes-Faltung

sind, wobei 7,7 = 1,2 und ¢ # j. Fiir den k-ten Summanden in (3.45) gilt
nach Lemma 3.28, dafl

sup
u>0

1
w008 [ KU a| <
0

< sup ‘um_k“ffm*k)(U)‘ - sup
u>0 u>0

1
uk“@fj/ KIf;](t,u) dt‘ < o0
0

und

r

U™ Ufi(m_k) (u) 65 /1 K[fj](t, u) dt‘ du <
0

< / 1P )| - sup
0

u>0

1
ukH@{f/ K[f;](t,u) dt' < 00.
0

Die Summanden in (3.46) lassen sich entsprechend abschétzen. Somit ist
f1 ® f2 in A(O, OO) ]

Folgerung 3.30. C2°(0, 00) ist abgeschlossen beziiglich der ®-Faltung.

Beweis. Seien ¢, ps € C°(0,00). Dann gehoren ¢; und s zu A(0, 00), und
nach Satz 3.29 gilt dies auch fiir ¢ ® 2. Somit ist ¢; ® ¢, eine unendlich oft
differenzierbare Funktion. Daf} der Trédger von ¢; ® ¢ kompakt ist, ergibt
sich aus Folgerung 3.17 oder aus der Darstellung (3.27). ]

3.2.4 Die Faltungsalgebra .o/

In diesem Abschnitt wird eine Teilmenge von 27, (R ) betrachtet, die eine ®-
Faltungsalgebra ist und damit als Analogon zur *-Faltungsalgebra Z;,(R})
angesehen werden kann.

Um die Definition dieser Menge zu motivieren, sei daran erinnert, dafl jede
integrierbare Distribution U € 2, (R) eine endliche Summe von Ableitungen
integrierbarer Funktionen ist. Dabei 1d8t sich die Distributionenableitung
D*f der Funktion f € L'(R) auch als Laplace’sche Faltung von f mit der
k-ten Ableitung des Dirac-MafBes §*) ausdriicken:

DFf=6W s f  keN,. (3.47)

Es ist naheliegend, die Laplace’sche Faltung * in (3.47) durch die modifizierte
Stieltjes-Faltung ® zu ersetzen und die entstehenden Faltungsprodukte zu
untersuchen.

Lemma 3.31. Sei f € L'(R) und k € Ny. Dann ist 6% @ f in 2,,(R).
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Kapitel 3. Stieltjes-Faltung von Distributionen

Beweis. Ist k& = 0, so gehort 6% & f = f zu Z,,(R). Sei also k > 1 und
sei x € C°(R). Die partielle Ableitung 9¥q[x](0, v) berechnet man fiir v # 0
mit der Leibnizregel:

Ora](0,v) = 0 (x@) o M)

u—v

k—1 (k — 1)! X(j)(()) k! (X(B) —x(v))
“FL e T o (349
k=1 ) A
(-2 50)

wobei der Ausdruck in den Klammern das Restglied zum Taylorpolynom von
x der Ordnung k — 1 mit Entwicklungspunkt 0 ist. Daher existiert zu jedem
v # 0 ein &, derart, daBB 9Fq[x](0,v) = x¥)(&,). Hieraus folgt

(699 £ abd)] < [ 1) ota0.0)] o < 171 X,

wobei y € C®(R) beliebig war. Also gehért 6 ® f zu 2;, (R). O

Jede endliche Summe von Faltungsprodukten §%) & fy, f, € L'(R), ist
nach Lemma 3.31 eine Distribution aus 2;,(R). Damit die Gesamtheit al-
ler derartigen Summen eine ®-Faltungsalgebra bildet, werden ausschliefilich
Funktionen f aus dem Raum A(0, 00) zugelassen, der abgeschlossen beziig-
lich der ®-Faltung ist (siehe Abschnitt 3.2.3).

Definition 3.32. Es bezeichne o7 die folgende Teilmenge von Z;,(R.):

m

{Ue2,(Ry);3meNTfo, fi,... fm €M0,00): U= W@ fi}.

k=0

Der néchste Satz erbringt den Nachweis, daf§ &7 die gewiinschten Eigen-
schaften besitzt.

Satz 3.33. & ist eine ®-Faltungsalgebra, die in 2, (R ) enthalten ist.

Beweis. Die Inklusion &/ C 2;,(R) ist klar. Dafl ./ ein Vektorraum ist
ergibt sich daraus, da§ A(0, co) dieselbe Eigenschaft besitzt.

Es wird nun gezeigt, dafl ¥ abgeschlossen beziiglich der ®-Faltung ist.
Hierfiir reicht es nachzuweisen, da8 fiir k,1 € Ny und f,g € A(0, c0) gilt:

P e@f)eVeg) e (3.49)
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3.2. Die modifizierte Stieltjes-Faltung

Seien also k,1 € Ng und f,g € A(0,00). Nach Beispiel 3.15 ist §*) ® 6¥) =
KN (k4 D! 6%+ und nach Satz 3.29 gehért f ® g zu A(0,00). Die Aus-
sage (3.49) folgt dann aus der Gleichung

kN
(k+ D!
Es sei darauf hingewiesen, daf§ die Anwendung des Assoziativgesetzes (Satz

3.22) zuléssig ist, weil nach Lemma 3.31 alle geklammerten Faltungsprodukte
zu 27, (R) gehoren. O

PefHe@eg=(0"efei)eg= s @ (f @ g).

Beispiel 3.34. Fiir alle k¥ € N gehort die k-te Ableitung 6%*) des Dirac-
Mafes § zu .
Gezeigt wird zunéchst, dal im Fall £ = 0 fiir geeignete Testfunktionen

o, 1 € C°(0,00) gilt:
0 =1ho+ 0" ® . (3.50)

Hierfiir wiihle man ein 1) € C2°(0, 00) derart, daB ¢ > 0 und [~ ¢ (u) du = 1.
Dann sind 1)y := ¢ und ¥, := m[¢)] in C°(0,00). Fiir alle y € Z(R) gilt:

0 u

<w0+5/®w1’ X> :/Oooq/;(u))du)du—l-/oouw(u)wdu
= Oow(u) dux(O) = <57 X>7

0

und dies ist gerade die Aussage von (3.50). Ist nun k > 1, so folgt aus (3.50)
und Beispiel 3.15, dal 6% = 60 @ § = §®) @ g +0* D @ (K + 1)1y, O

Jede Distribution U € 2’(R) kann mit Hilfe der Laplace’schen Faltung
regularisiert werden: fiir alle ¢ € C2°(R) ist das Faltungsprodukt U * ¢ eine
unendlich oft differenzierbare Funktion und damit eine regulédre Distribution.
Ist speziell U aus Z;,(R), so ist die Funktion U * ¢ integrierbar.

Fiir die modifizierte Stieltjes-Faltung gilt nach Proposition 3.18 die relativ
schwache Aussage, da8 U ® ¢ € Z7,(R), falls U € Z;,(R) und ¢ € C*(R).
Eine stiarkere Aussage wird nun fiir Distributionen aus der kleineren Menge
o gezeigt: das ®-Faltungsprodukt jeder Distribution aus .o/ mit geniigend
vielen Testfunktionen ist eine Funktion aus A(0,00). Dabei ist wesentlich,
daf die Tréger der Testfunktionen im offenen Intervall (0, co) enthalten sind.

Satz 3.35. Zu jedem U € & existiert eine natiirliche Zahl m € N derart,
daB fiir alle n > m und alle ¢, ... ,p, € C*(0,00) gilt:

U®p1®...® ¢, € A0,00).
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Beweis. Es geniigt, die Aussage des Satzes fiir U = §®) ® f mit k € Ny und
f € A(0,00) zu beweisen. Da A(0, o0) abgeschlossen beziiglich der ®-Faltung
ist, reicht es zu zeigen, daf fiir alle k,n € Ny mit n > k gilt:

@@ ®p, € A0,00)  Vipr,... 0, € CX(0,00).  (3.51)
Fiir k£ = 0 ist diese Aussage richtig, weil ¢ das neutrale Element der ®-Faltung

ist und weil C2°(0, 00) eine Teilmenge von A(0, co) ist.
Sei nun k£ > 1. Fiir alle y € C°(R) gilt wegen (3.48), daf

(9. x) =04k [0t ol x(w) o +

4 (=1)* k! Z/ v F p(v) du - X |(O>
=070 J:
Setzt man Cj := (=1)* 7+ El/50 [ 0i~F p(v)dv fiir j = 0,... ,k — 1 und

YR =R, ¥(v) = (=1)Fklv="p(v), so liBt sich die Gleichung (3.52) auch
in der Form
k-1
Wep=yp+> C;ov (3.53)

j=0

schreiben. Dabei ist ¢ € C°(0,00), und die reellen Zahlen Cj; sind fiir
J = 0,...,k — 1 wohldefiniert, weil die Testfunktion ¢ in einer Umgebung
der Null verschwindet.

Durch Induktion erhélt man aus (3.53), daf (3.51) fiir alle £ € N und fiir
n=k+ 1 gilt. Ist dann n > k + 1 und sind ¢4, ... , ¢, € C(0,00), so ist

W@ @ @, =P @01 ® @ 1) ® (Prya ® - ® py,)

das Faltungsprodukt zweier Funktionen aus A(0,00) und daher in A(0, c0).
0

3.2.5 Eindeutigkeitssaussagen fiir die modifizierte
Stieltjes-Transformation

Die Stieltjes-Transformation soll zur Herleitung von Faltungsgleichungen ver-
wendet werden, d.h. aus einer Gleichung der Form &[U & V] = &[]
soll die Identitdt U ® V = W gefolgert werden konnen. Dieser Schlufl ist
aber nur zuldssig, wenn die beteiligten Distributionen durch ihre Stieltjes-
Transformierte eindeutig bestimmt sind. In diesem Abschnitt werden die
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erforderlichen Eindeutigkeitsaussagen iiber die Stieltjes-Transformation be-
reitgestellt. Dabei wird folgendes Prinzip angewendet: die Distributionen
werden durch ®-Faltung mit Testfunktionen regularisiert, um dann die Ein-
deutigkeit der Stieltjes-Transformation von Funktionen zu benutzen.

Es sei noch bemerkt, dal Faltungsprodukte der Form U ® @ ®- - - ® ¢y mit
Ue 2, (R)und ¢q,...,¢, € C°(R) unabhéngig von der Reihenfolge der
Klammersetzung sind: Das Assoziativgesetz (Satz 3.22) 148t sich anwenden,
da alle geklammerten Faltungsprodukte wegen Proposition 3.18 zu Z;,(R)
gehoren. Daher wird - wie auch sonst {iblich - auf Klammersetzung verzichtet.

Satz 3.36. Seien Uy, U, € Z7,(R,) derart, daB ein m € N existiert mit
U®p1 ® - ® pn € L'(0,00)

fir alle ¢y,... ,¢m € C°(0,00) und ¢ = 1,2. Stimmen die Stieltjes-Trans-
formierten von U; und Us iiberein, so ist U; = Us.

Beweis. Fiir ¢1,..., ¢, € C(0,00) sind U1 ® o1 ® - - - ® @, und Uy ® 01 @
-+ - ® p,,, Funktionen aus L'(0, 00) mit

SlU1® 1 ® - ® o)

G[Ul] : 6[%] e G[SOm}
S[Us] - &[] - ... - Blpn]
=6[Ua®p1 ® - ® pp).

Da integrierbare Funktionen durch ihre Stieltjes-Transformierte eindeutig be-
stimmt sind, gilt fiir alle 1,... , o, € C2(0,00), dall

Uy®o1® - ® 0y =Us® 01 ® - ® Q.

Wihlt man eine Folge (¢m)ven aus C°(0, 00), die beziiglich o(Z; ., 93) ge-
gen das Dirac-Mafl ¢ konvergiert, so folgt mit Proposition 3.23 die Gleichung

U1 ® - @01 =Ua®@ 01 ® -+ ® Q1

fir alle p1,..., pm_1 € C(0,00). Werden nacheinander die Grenziibergéin-
ge Yym_1 — 0,...,01 — 0 vollzogen, so liefert wiederholte Anwendung von
Proposition 3.23 die gewiinschte Identitat U; = Us. O

Folgerung 3.37. Sind U,V,W € & derart, dafl G[U ® V] = S[W], so ist
UV =W.
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Kapitel 4

Gebrochene Potenzen
abgeschlossener Operatoren

Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wird ein Funktionalkalkiil fiir die modifi-
zierten Stieltjes-Transformierten der Distributionen aus einer Teilmenge von
" (Ry), die die Faltungsalgebra <7 enthélt, entwickelt. Als Vorbild dient
der Kalkiil von L. Schwartz [39], der auf der Laplace-Transformation und der
Laplace’schen Faltung von Distributionen beruht. Die im Abschnitt 3.2 fest-
gestellten Unterschiede zwischen der Laplace’schen und der Stieltjes-Faltung
machen jedoch eine andere Vorgehensweise als bei L. Schwartz erforderlich.
Der Funktionalkalkiil wird im zweiten Abschnitt dieses Kapitels dazu ver-
wendet, gebrochene Potenzen abgeschlossener linearer Operatoren zu kon-
struieren. Hierbei wird ausgenutzt, dafl sich fiir jedes a > 0 die Potenz-
funktion (0,00) 5 s — s als modifizierte Stieltjes-Transformierte einer Dis-
tribution aus &/ darstellen lat. Die Potenzgesetze ((—A)")’B = (—A)*
und (—A)* (=A)? = (—A)**? werden durch Anwendung des Kalkiils bewie-
sen. Gezeigt wird, dal die Definition der gebrochenen Potenzen zu fritheren
Konstruktionen dquivalent ist. Engere Beziehungen werden insbesondere zur
Definition der gebrochenen Potenzen von H.W. Hovel-U. Westphal [17] her-
gestellt.

4.1 Ein Funktionalkalkiil fiir Stieltjes-Trans-
formierte integrierbarer Distributionen

Es bezeichne % die Klasse aller abgeschlossenen linearen Operatoren A, die
auf einem Teilraum D(A) eines Banachraumes X definiert sind, in X abbilden
und deren Resolvente R(\; A) := (A — A)~! als stetiger linearer Operator

auf X fur alle positiven \ existiert. Ferner moge eine (von A abhéngige)
Konstante M > 0 existieren, so dafl

INROGA)| <M ¥YA> 0. (4.1)
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Betrachtet werden hier ausschliefilich solche Operatoren aus £, deren
Definitionsbereich in X dicht liegt. Aus der gleichméfigen Beschréanktheit der
Familie von Operatoren {AR(\; A); A > 0} folgt mit dem Satz von Banach-
Steinhaus die Grenzwertaussage

lim AR(\;A)z =2 VzelX. (4.2)

A—00

Die einfachsten Beispiele von Operatoren aus £ sind fiir jedes s > 0 die
Abbildungen A, : R — R mit

Asx = —su, z € R. (4.3)

Die Klasse aller dicht definierten Operatoren aus £ ist eine echte Er-
weiterung der Klasse aller infinitesimalen Erzeuger gleichméflig beschréank-
ter Halbgruppen [13]. Ein Funktionalkalkiil fiir infinitesimale Erzeuger wur-
de in [18] wie folgt eingefiihrt: Es sei {T'(t);t € R} eine gleichméafig be-
schriankte Halbgruppe der Klasse (C) von stetigen linearen Operatoren eines
Banachraumes X in sich. Ferner sei U € Z;,(R;). Wie schon in Kapitel 1
beschrieben wurde, ist die Laplace’sche Faltung U % ¢ von U mit jeder Test-
funktion p € C°(R, ) eine Funktion aus L'(0, 00). Daher 148t sich der lineare
Operator G(U) : D(G(U)) — X durch den Limes

GU)x = li;n /OOO(U * ) (t) T(t)z dt, z € D(G(U)) (4.4)

definieren, wobei ¢ einen bestimmten Filter auf C2°(R;) durchlauft. Der
Definitionsbereich D(G(U)) besteht gerade aus allen z € X, fiir die der
Grenzwert in (4.4) existiert.

Die Definition (4.4) soll nun auf Operatoren der Klasse % iibertragen
werden. Dafiir sei im folgenden A : D(A) — X aus J# fest, und D(A) sei
dicht in X. Fiir die Resolvente von A wird meist nur abkiirzend R(\) statt
R(\; A) geschrieben.

Da der Operator A im allgemeinen kein Halbgruppenerzeuger ist, mufl
an die Stelle der Halbgruppe {7T'(¢); t € Ry} in der Gleichung (4.4) eine an-
dere operatorwertige Funktion treten. Dabei wird natiirlich von der Re-
solventenfunktion (0,00) 3 A +— R(\; A) Gebrauch gemacht. Diese Funk-
tion kann als eine Verallgemeinerung des Kernes der gewohnlichen Stieltjes-
Transformation angesehen werden, weil im Spezialfall der Abbildung A,
aus (4.3) gerade R(X\; Ay) = (A + s)7! fiir A\, s > 0 ist. Daher ist auch plau-
sibel, daf3 der Kalkiil eine Funktionenalgebra von Stieltjes-Transformierten
verwenden wird.

Der Funktionalkalkiil soll den Stieltjes-Transformierten der Distributio-
nen aus einer Teilmenge von Z;,(R;) jeweils einen abgeschlossenen, dicht
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definierten, linearen Operator auf X zuordnen. Dabei soll das Produkt zwei-
er Stieltjes-Transformierten auf die Verkettung der zugehorigen Operatoren
abgebildet werden. Da das Produkt der Stieltjes-Transformierten zweier Dis-
tributionen die Transformierte ihrer Faltung ist, liefert der Kalkiil eine Uber-
setzung von Faltungsgleichungen in Operatorgleichungen. Dies entspricht
der Tatsache, dafl der Kalkiil von L. Schwartz die Laplace’sche Faltung von
Distributionen in die Verkettung der zugehérigen Operatoren iibersetzt.

Da in dieser Arbeit zwei Varianten der Stieltjes-Transformation bzw.
-Faltung eingefiihrt wurden, ist zu kldren, welche davon verwendet werden
soll. Ein zentrales Ziel dieser Arbeit ist die Konstruktion der gebrochenen
Potenzen (—A)® von —A fiir @ > 0. Diese umfassen auch die ganzzahligen
Potenzen (—A)* (k € N). Im Spezialfall des in (4.3) definierten Operators
A, kann — A, mit der positiven, reellen Zahl s identifiziert werden, und daher
entspricht (—A,)* fiir jedes & € N der reellen Zahl s*. Wie in Kapitel 2 ausge-
fiihrt wurde, kann die Potenzfunktion (0,00) 3 s +— s* zwar als modifizierte
Stieltjes-Transformierte, aber nicht als gewthnliche Stieltjes-Transformierte
einer Distribution aus Z;,(R;) dargestellt werden. Daher fillt die Wahl
zwangslaufig auf die modifizierte Stieltjes-Transformation &.

Als Verallgemeinerung des Kerns der &-Transformation, also der skalaren
Funktion (0,00) 3 u + (1 + su)~!, wird man die operatorwertige Funktion

(0,00) Durs (I —uA)' =u'R(u™")

ansehen. Die Zahl s > 0 entspricht dem Operator —A, und daher wird fiir
gewisse Distributionen U aus 2;,(R.) formal

S[U)(—A) = (U(u), v 'R(u™)) (4.5)

gesetzt. Daf} die Stieltjes-Transformierte von U gewissermaflen an der Stelle
—A ausgewertet wird (und nicht an der Stelle A), ist auch dadurch moti-
viert, dafl wesentliche Informationen {iber einen linearen Operator in seinem
Spektrum enthalten sind. Der “Integrationsbereich” auf der rechten Seite
von (4.5) ist die Menge R, und diese enthélt den reellen Teil des Spektrums
von —A.

Die formale Gleichung (4.5) liefert eine exakte Definition im Fall, da8
U eine integrierbare Funktion ist. In einer zweiten Stufe wird der Kalkiil
auf eine Menge integrierbarer Distributionen, die noch spezifiziert werden
muf, ausgedehnt. Um die relativ komplizierte Bezeichnung G[U](—A) zu
vermeiden, wird stattdessen die Bezeichnung 2R(U) benutzt.

Definition 4.1. Sei f € L'(0,00) derart, daf

/000/0 lo(u) u K[f](t,u)| dtdu < oo Ve CX(0,00). (4.6)
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Dann ist der Operator R(f) : X — X definiert durch
) —/ fw)u ' R(u)z du, z e X. (4.7)

Die Wohldefiniertheit des Operators R(f) ergibt sich daraus, dafl fiir
jedes z € X die Funktion (0,00) 3 z — u 'R(u™")z stetig und wegen (4.1)
auch beschriankt ist. Daher konvergiert das Integral in (4.7) absolut:

” U u ! xdu du ||z
/0|f()||| R(u )z <M/ w)| du ||z

Aus dieser Ungleichung folgt weiter, dafl der lineare Operator R(f) be-
schrankt ist mit

IR < M fll g (4.8)

Die Bedingung (4.6) in der Definition 4.1 ist im Hinblick auf die beabsich-
tigte Erweiterung des Kalkiils erforderlich. (4.6) gewéhrleistet, dafl durch die
Gleichung (4.7) derselbe Operator definiert wird wie im Fall, da8 die integrier-
bare Funktion f als Element von Z;,(R,) aufgefaBt wird. Die Bedingung
(4.6) ist sicher erfiillt, falls

sup{u /01 |K[f](t,u)] dt} < 0. (4.9)

u>0

Offensichtlich ist die Zuordnung f +— R(f) linear. Gezeigt wird nun, dafl
der ®-Faltung zweier L'(0, 0o)-Funktionen die Verkettung der zugehérigen
Operatoren zugeordnet wird, wenn die beteiligten Funktionen die Vorausset-
zungen der Folgerung 3.25 oder des Faltungssatzes 3.24 erfiillen. Das néchste
Lemma ist so formuliert, daf die beteiligten Funktionen aus L'(0, 0o) die ein-
schrankende Bedingung (4.6) nicht erfiillen miissen.

Lemma 4.2. Geniigen fi, fo € L'(0,00) der Bedingung

1
sp {u [ KTl ar} <00 farj =12
0

u>0

oder der schwicheren Bedingung

00 1
/ / |filw) u K[f;](t,u)| dt du < oo firi,j = 1,2 und i # j,
o Jo

so gilt fir alle z € X:

| st R [T pe) et R dodu =

_ /0 T ® ) () u RN du. (4.10)
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Beweis. Sei x € X. Mit Hilfe der Resolventengleichung und dem Satz von
Tonelli 1&8t sich die linke Seite der Gleichung (4.10) in der Form

/(0 )x(0 )fl(u) fa(v) s )z:f(v_ i d(u,v) (4.11)

schreiben. Setzt man y : (0,00) — X, x(u) := v 'R(u~1)x, so entspricht der
Quotient in (4.11) formal der Funktion q[x]. Da y stetig und beschrénkt ist,
148t sich das Integral in (4.11) mit denselben Begriindungen wie im Beweis
von Satz 3.24 [vgl. dort die Gleichungen (3.29)und (3.28)] in die Gestalt

/000 (fl(U)u/OlK[fQ](t,u) dt+f2(u)u/01K[f1](t,u) dt>u_1R(u_1)xdu

bringen, und nach Satz 3.24 ist dies gerade [;°(fi®f2)(u) u ' R(u)z du. O

Um den Operator R(U) auch fiir Distributionen aus Z;,(R) zu definie-
ren, wird jede Distribution U durch Funktionen aus L'(0, c0) approximiert.
Fiir solche Funktionen liefert die Definition 4.1 einen auf dem ganzen Raum
X definierten Operator, und wie in (4.4) ergibt sich der Operator R(U) durch
einen Grenzprozef.

Die Approximationen von U aus dem Raum L'(0, 0o) sollen durch ®-Fal-
tung von U mit Testfunktionen gebildet werden. Im Gegensatz zur Laplace’-
schen Faltung ist dies bei der modifizierten Stieltjes Faltung nur fiir Distribu-
tionen aus einer Teilmenge von 27, (R, ) moglich. Der Kalkiil beschrénkt sich
daher auf solche Distributionen aus Z;,(R, ), die sich mit Hilfe der Stieltjes-
Faltung auf dhnliche Weise regularisieren lassen wie die Elemente der Fal-
tungsalgebra o7 (vgl. Satz 3.35). Die ®-Faltung jeder Distribution U mit
geniigend vielen Testfunktionen aus C'°(0, 00) muf eine L'(0, 0o)-Funktion
ergeben, die die Ungleichung (4.9) erfiillt.

Definition 4.3. Fiir n € N sei
an = {U € 921(R+) ) Vgpl,... » Pn € CEO(O,OO) Elf € Ll<0,00) :

1
f=U®p®---® ¢, und sup{u/O |K[f](t,u)]dt}<oo}.

u>0

Ferner sei € := U,en%,.

Die Folge (%, )nen ist wachsend beziiglich der Mengeninklusion, und zu
jedem U € ¥ existiert ein minimales m € N mit U € €,,. Fir U € €,
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und ¢ € C°(0, 00) ist das Faltungsprodukt U ® ¢ wegen Proposition 3.18 in
" (Ry). Ist n > 1, so gehért U @ ¢ offensichtlich zu 6,_;.
Satz 3.35 und Proposition 3.26 zeigen, dafl die Faltungsalgebra <7 in der
Menge € enthalten ist.
Um den Operator R(U) wie angekiindigt durch einen GrenzprozeB ein-
zufithren, wird die Filterbasis § := {F.; ¢ > 0} auf C2°(0, c0) durch

F. = {go € C(0,e); ¢ >0,

/Ooogo(u)du—l' gs} (e >0)

definiert. Im Unterschied zu den Filterdefinitionen in [39, 18] werden hier
nur solche Testfunktionen zugelassen, deren Triger im offenen Intervall (0, ¢)
enthalten ist. Diese Anderung gewihrleistet, da die Testfunktionen die Vor-
aussetzungen von Satz 3.35 erfiillen.

Im Hinblick auf die ®-Faltungsprodukte aus n Testfunktionen in der De-
finition der Mengen %, ist es sinnvoll, fiir jede natiirliche Zahl n € N die
Filterbasis §*" := {F®"; ¢ > 0} mit

Fo={p1®- - ®pn; o1,... ,opn €} (6>0)

zu betrachten. Ist nun U € %,,, e > 0 und ¢ € F®", so existiert der Operator
R(U ® ) im Sinne von Definition 4.1. Fiir jedes z € X bildet das System
der Mengen

RUpz; e FF'} (e>0)

eine Filterbasis auf X. Ist diese konvergent, so definiert ihr Grenzwert
%%n R(U ® ¢)r den Wert eines Operators an der Stelle .

Definition 4.4. Es sei n € Nund U € %,,. Dann ist R,,(U) : D(R,(U)) —
X der Operator mit Definitionsbereich

DR,(U)) :=={z € X; %gn R(U ® @)z existiert},

definiert durch

R, (U)x = lsiérgﬂ‘i(U ® p)z, x € D(R,(U)).

Die Verwendung der Filterbasis §*" zur Definition des Operators R, (U)
bedeutet, dafl gleichzeitig n Grenziibergéinge beziiglich der Filterbasis § voll-
zogen werden. Denkbar wire auch, diese Grenziibergéinge nacheinander aus-
zufithren. Es 148t sich aber zeigen, dafl der hierdurch definierte Operator mit
R, (U) iibereinstimmt.
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Gezeigt wird, dal die Definitionen 4.1 und 4.4 konsistent sind: Erfiillt
die integrierbare Funktion f die Bedingung (4.6) und gehort sie gleichzeitig
zu €, so ist R, (f) = R(f) fiir alle n € N. Fiir die Distributionen aus % soll
eine dhnliche Aussage gezeigt werden, dafi ndmlich der Operator R, (U) nur
von der Distribution U, aber nicht von der natiirlichen Zahl n mit U € %,
abhéngt. Dies wird zunéchst fiir das Dirac-Mafl § nachgewiesen.

Lemma 4.5. Fiir alle n € N und alle z € X ist lglén R(p)xr = z, also

R, (0) = 1.

Beweis. Sein € N,z € X und n > 0. Aus der Grenzwertaussage (4.2) folgt
die Existenz einer positiven Zahl € derart, dafl fiir alle p; € F_ gilt:

[R(p1)z — || <. (4.12)

Im Fall n = 1 ist das Lemma damit bewiesen. Sei nun n > 1 und ¢ € F*",
etwa o =1 ® -+ ® @, mit @q,...,0, € F.. Ferner sei ¥y := 1 ® --- ® @i
fir k =1,... ,n. Nach Lemma 4.2 ist dann R(¢x) = R(¢Yr_1) R(px), wobei
wegen (4.8) die Abschitzung ||R(Yr-1)]] < M(1 +¢)" gilt (k = 2,... ,n).
Mit (4.12) folgt, daB

[R(p)z —zf| < Z [R(r)r — R(p-1)z|| + |R(W1)z — 2|
<(n—1)M+e)n+n.
O

Es sei nun f eine Funktion aus L'(0, c0), die der Bedingung (4.6) geniigt
und die zu %, gehort (n € N). Ferner sei ¢ > 0 und ¢ € F®". Dann sind die
Funktionen f ® ¢ und ¢ ebenfalls in L'(0, 00). Beide Funktionen erfiillen die
Bedingung (4.9) und damit auch (4.6). Daher sind die Operatoren R(f ® @),
R(f) und R(y) wohldefiniert, und nach Lemma 4.2 gilt:

R(f®p)r=R(p)R(f)x VzelX.

Nach Lemma 4.5 folgt dann, dafl R, (f) = R(f).

Im néchsten Satz wird der Nachweis erbracht, daf§ auch die Operatoren
R, (U) von der natiirlichen Zahl n mit U € %, unabhingig sind. Hierfiir
wird gezeigt, dal diese Operatoren abgeschlossen sind und daf3 ihr Defini-
tionsbereich in X dicht liegt.
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Satz 4.6. Sei U € .

(i) Sei n € N derart, daBl U € €,,. Ferner seien 91,... 1, € C(0,00)
und ¢ := 1 ® -+ ® 1b,. Dann gilt fir jedes z € X, daBl R(Y)z zu
D(R,,(U)) gehort und dafl

R, (U)R(W)r =R(U ® ¢)z. (4.13)
Fiir alle z € D(R,,(U)) gilt:

R() R (V)2 = R(U @ ). (4.14)

(ii) Fir alle n € N mit U € 6, ist R, (U) ein abgeschlossener, dicht defi-
nierter Operator auf X.

(iii) Sind m,n € Nmit U € €, N €, so ist R,,(U) = R, (V).

Beweis. Zu (i). Sei x € X. Ferner seien ¢ > 0 und ¢ € F*®". Dann sind
U®p, Y und (U ® @) ® Y = U ® (¢ ® 1) Funktionen aus L'(0, 00), die
jeweils die Bedingung (4.9) erfiillen. Daher sind die Operatoren R(U & o),
R(¢) und R(U ® ¢ ® 1) wohldefiniert, und nach Lemma 4.2 gilt:

RU ® ) R(Y)r =RU ® o ®Y)x. (4.15)
Analog erhélt man die Gleichung
R(p)RU @Y)r =RU ® o ®Y)z. (4.16)

Kombination der Gleichungen (4.15) und (4.16) und Anwendung des Lem-
mas 4.5 liefern die Grenzwertaussage

h%%l RU ® ) R(Y)r =RU ®Y)z.
»,FOn
Dies bedeutet, dal R(¢)z in D(R,,(U)) ist und dafl (4.13) gilt.
Sei nun & € D(R,(U)), € > 0 und ¢ € F#*. Mit derselben Begriindung
wie bei der Gleichung (4.15) erhélt man

R(Y)RU ® )z = R(p) R(U @ ).

Bildet man nun auf beiden Seiten dieser Gleichung den Grenzwert beziiglich ¢
geméiB der Filterbasis §*", so konvergiert die linke Seite gegen R(v¢)) R, (U)x,
da der Operator R(¢)) stetig ist. Die rechte Seite strebt nach Lemma 4.5
gegen R(U ® ¢)x. Dies zeigt die Giiltigkeit der Gleichung (4.14).
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Zu (ii). Sei n € N derart, daB U € 6,,. Wegen Teil (i) und Lemma 4.5 ist
der Definitionsbereich D(R,,(U)) dicht in X.

Gezeigt wird nun, da§ Operator R, (U) abgeschlossen ist. Dafiir sei (z,)
eine Folge aus D(R,,(U)) derart, daf die Grenzwerte z = lim, . z, und
y = lim,_ o R (U)z, existieren. Fiir alle ¢ > 0, ¢ € F®" und v € N gilt
wegen Teil (i), dafl

RU @ p)z, = R(p) R (U),.

Da die Operatoren (U ® ) und JR(p) stetig sind, liefert der Grenziibergang
v — oo die Gleichung

RU ® p)z = R(p)y.

Die rechte Seite dieser Gleichung konvergiert wegen Lemma 4.5 beim Grenz-
iibergang beziiglich ¢ gegen y. Daher konvergiert auch die linke Seite gegen
y, und dies bedeutet, dafl x € D(R,,(U)) und R, (U)y = y.

Zu (iii). Es sei x € D(R,(U)). Ferner seien ¢ > 0 und ¢ € F*™. Gezeigt
wird zunéchst, daf

RU ® p)r = R(p) R, (U)z. (4.17)
Hierfiir seien 7 > 0 und ¢ € F*". Nach Teil (i) gilt:

RU @ ¢)x =R(Y) R, (U)x.
Mit Lemma 4.2 folgt

R(W)RU ®p)r =RU®p®Y)x
= R(p) R(U ® ¢)z = R(p) R(Y) R (V).

Durch Grenziibergang beziiglich ¢ ergibt sich hieraus die Beziehung (4.17).
Aus (4.17) folgt durch Grenziibergang beziiglich ¢, dal x € D(R,,,(U)) und
daB R,,(U)x = R, (U)z.

Da die Voraussetzungen an m und n symmetrisch waren, ist damit auch
Teil (iii) bewiesen. O

Der Teil (iii) von Satz 4.6 erlaubt es, den Operator R(U) jetzt auch fiir
U € € zu definieren.

Definition 4.7. Ist U € € und n eine natiirliche Zahl mit U € %,,, dann sei

R(U) = R, (U).
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Es sei daran erinnert, dafl n € N die zur Definition des Operators R, (U)
verwendete Filterbasis §®" angibt. Die Forderung an n € N, dal U zu %,
gehort, ist aber nicht notwendig, um den Operator R(U) zu charakterisieren,
wie das néchste Lemma zeigt.

Lemma 4.8. Sei U € € und x,y € X. Dann sind folgende Aussagen &dqui-
valent:

(i) z € D(R(U)) und R(U)z = y.

(i) Im € NVe > 0Vp € F®™: 2 € D(R(U®yp)), und hggl R(Up)x = y.
0, Fom

Ist dies der Fall, so gilt die Aussage (ii) sogar fiir jedes m € N.

Beweis. “(i) = (ii)”: Gezeigt wird, daB (ii) fiir jede natiirliche Zahl m gilt.
Hierfiir seim € N, ¢ > 0 und ¢ € F®™. Zu zeigen ist: x € D(R(U ® ¢)) und
R(U ® p)r = R(p)y. Hieraus folgt dann, dafl liggl RU @ p)r =y.

@7 m

Sei also n € N derart, daBB U € %,,. Dann ist auch U ® ¢ € %,. Sind
n>0und ¢ € FP", so gilt nach Satz 4.6, Teil (i) und Lemma 4.2:

R(p) R)RU)r = R(0) RU @ )z = RU @ ¢ ® Y)a.

Der Grenziibergang beziiglich ¢ ergibt, daf§ die linke Seite der Gleichung
gegen R(p) R(U)zx konvergiert. Bezogen auf die rechte Seite der Gleichung
bedeutet diese Konvergenzaussage, dafl x € D(R(U ® ¢)) und R(U & @)z =
R(p) R(U)z = R(p)y.

“(ii) = (i)”: Die Aussage (ii) gelte fiir ein m € N. Es sei n € N derart,
daBl U € ,,. Ferner seien ¢ > 0 und ¢ € F#™ sowie > 0 und ¢ € F¥". Da
U ® ¢ in %, ist, gilt nach Lemma 4.2 und Satz 4.6, Teil (i), daB

R()RU @ Y)r =RU ® ¢ ®Y)xr = R(W) R(U ® ¢).

Hieraus folgt durch Grenziibergang beziiglich ¢ fiir jedes feste ¢ die Glei-
chung R(U ® ¢)x = R(Y)y . Der Grenziibergang beziiglich v liefert dann
die Aussage (i). O

Satz 4.9. Seien U,V € € derart, dal U ® V € ¢, und sei x € D(R(V)).
Es gehort z genau dann zu D(R(U ® V), wenn R(V)x in D(R(U)) ist. Ist
dies der Fall, so gilt:

RU @ V)z = R(U) R(V ).
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Beweis. Man wihle m,n € N derart, da U € %,,, V € €, und U ® V €
Cmin- Sind ;1 > 0, ¢ € FP" und ¢ € F*", so erfiillen die Funktionen
U ® ¢ und V ® ¢ die Voraussetzungen von Lemma 4.2, und es gilt:

RU@ )RV eY)z=R(U®)@V@a))z=RUSV ®p)®Y)z.

Die linke Seite dieser Gleichung konvergiert beim Grenziibergang beziiglich
¥ gegen R(U ® ¢) R(V)z. Aus der Konvergenz der rechten Seite folgt mit
Lemma 4.8, daB z € D(R((U ® V) ® ¢)) und

RU®p)RV)e=R(USV) ® p)z.

Durch Grenziibergang beziiglich ¢ folgt mit Lemma 4.8 die Aussage des
Satzes. u

Satz 4.9 148t sich insbesondere auf Distributionen U,V € &/ anwenden,
weil ihr Faltungsprodukt U ® V' zu &7 gehort und weil o7 in € enthalten ist.

Folgerung 4.10. Seien U,V € & und x € D(MR(V)). Es gehort = genau
dann zu D(R(U ® V)), wenn R(V)z in D(R(U)) ist. Ist dies der Fall, so
gilt: R(U & V)z = R(U)R(V)z.

4.2 Gebrochene Potenzen

4.2.1 Einfiihrung der gebrochenen Potenzen

In diesem Abschnitt sei A wieder ein fester Operator aus der Klasse ", mit
dichtem Definitionsbereich und Wertebereich im Banachraum X.

Der Gegenstand dieses Abschnittes sind die gebrochenen Potenzen (—A)*
von —A. Die Konstruktion der gebrochenen Potenzen und die Herleitung
ihrer Eigenschaften soll mit Hilfe des in Abschnitt 4.1 eingefiihrten Funktio-
nalkalkiils erfolgen. Hierfiir bedarf es zuerst geeigneter Distributionen aus
%, denen der Kalkiil die gebrochenen Potenzen zuordnet.

Zur Konstruktion der ganzzahligen Potenzen (—A,)* = s* der Operatoren
—A, fiir s > 0 und k € Ny sind die Distributionen 1/k!6*) geeignet, wie das
Beispiel 2.4 zeigt. Diese Distributionen gehtren nach Beispiel 3.34 zu & und
damit auch zu €. Die ganzzahligen Potenzen des allgemeinen Operators —A
behandelt der nichste Satz.

Satz 4.11. Fiir alle k € Ny ist R(1/k!0%)) = (—A)*.
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4.2. Gebrochene Potenzen

Beweis. Fiir k£ = 0 gilt die Aussage des Satzes nach Lemma 4.5. Fiir k£ > 1
wird sie durch vollstdndige Induktion bewiesen. Gezeigt wird zunéchst, daf3

R(S) = —A. (4.18)

Sei x € X und p € C°(0,00). Fiir die reelle Zahl C I~ e(u)u™t du und
die Testfunktion 1 € C2°(0, 00) mit ¥ (u) = @(u) u™! gilt nach (3.53):

Y®p=CHo—1.

Hieraus folgt

RO ® p)r = /000 ew)u (I —u'Ru™"))zdu

- (4.19)
:/ o) (—A)u ' R(u Nz du
0
Da der Operator —A abgeschlossen ist, folgt weiter
RO ®p)r = (—A)R(p)z. (4.20)

Sei nun z € D(R(9’)). Nach Lemma 4.8 konvergiert die linke Seite von (4.20)
beim Grenziibergang beziiglich ¢ gegen SR(d')x. Die entsprechende Konver-
genzaussage fiir die rechte Seite liefert zusammen mit der Abgeschlossenheit
von —A, daB x € D(—A) und —Az = R()z.

Es sei umgekehrt € D(—A). Dann folgt aus der Gleichung (4.19), da8

R ® p)r =R(p) (—A)z.

Durch Grenziibergang beziiglich ¢ folgt mit Lemma 4.8, dal = € D(R(J'))
und R(0")z = —Az. Damit ist (4.18) gezeigt.
Sei nun k € N und R(k!"! 6%)) = (—A)*. Zu zeigen ist:

R((k+ 1)1 g¢H) = (—A)k, (4.21)
Ausgangspunkt ist die Faltungsgleichung (siehe Beispiel 3.15)
(k4 DIt — 17160 @ o (4.22)

Fir x € D(R(¢')) = D(—A) gilt nach Folgerung 4.10: x gehort genau dann
zu D(R(0*)), wenn R(6')z in D(R(OW)) = D((—A)*) ist. Ist dies der
Fall, so gilt

R((k+ 1)1 6™ D)z = Rk ) R()z = (—A)F 2. (4.23)
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Diese Gleichung gilt insbesondere fiir alle x € D((—A)**1).

Umgekehrt sei nun z € D(R(6*V)). Wegen (3.51) sind die beiden
Distributionen 6+ und ¢’ Elemente der Menge ©rr2. Seien also € > 0 und
¢ € F®*2 Nach Satz 4.6 (i) gehort R(p)x sowohl zu D(R(8')) = D(—A)
als auch zu D(R(6*TV)). Wie vor der Gleichung (4.23) ausgefiihrt wurde,
ist (—A)R(p)z in D((—A)*) und

R((k+ DI 6FD) R(p)a = (—A)F (—A) R(p)z.
Nochmalige Anwendung von Satz 4.6 (i) liefert
R(p) R((k+ DI 6F )z = (—A)F R(p)a.

Da der Operator (—A)*¥+1 abgeschlossen ist, folgt durch Grenziibergang be-
ziiglich o, dal z € D((—A)**1) und gﬁ{((k; + 1)1t 5(k+1))x = (—A)F1y. O

Satz 4.11 lafit sich dahingehend interpretieren, dafl die k-te Ableitung
der Funktion (0,00) 2 u +— u™'R(u™!) im Punkt v = 0 gerade durch den
Operator k! A* gegeben ist, und diese Aussage 4Bt sich exakt beweisen. Als
Ausgangspunkt dient die Tatsache, daB die Funktion A — R(\) auf der
Resolventenmenge von A eine analytische Funktion ist. Durch Induktion
zeigt man, daf fiir jedes + € X die Funktion (0,00) 3 v — u'R(u™)z
unendlich oft differenzierbar auf (0, 00) ist mit der j-ten Ableitung

F(u'Ruz) =jlu? Ru™) (' R(u™) — I)jx, u>0,75€Np.

Fiir 2 € D(A¥) und j = 0,... ,k ist lim, o4+ &% ("' R(u"")z) = j! Az und
daher

3i(u_1R(u_1)x)|u:O =jl Alw fir j=0,... k.

Satz 4.11 regt dazu an, die gebrochene Potenz (—A)* von —A mit Hilfe
der gebrochenen Ableitung 6(® des Dirac-MaBes ¢ der Ordnung o > 0 zu
konstruieren. Fiir o € Ny setzt man 6@ := D?§. Ist m — 1 < o < m fiir ein
m € N, so ist die Distribution §(*) wie in [23, 48] durch

= m=l (8
090 = e [ et - A
0 k=0 '

uk} du, x € B(R)
(4.24)

definiert (vgl. [10, Ch. II, §2] oder [12, I, Ch. I, §3.3]).
Die gebrochene Ableitung der Ordnung o von U € Z'(R.) wird in [10,
Ch. VI, §5] und [12, I, Ch. I, §5.5] als Laplace’sche Faltung U * §(*) definiert.
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4.2. Gebrochene Potenzen

In [23, 48] werden die gebrochenen Ableitungen §(®) des Dirac-Mafes
benutzt, um gebrochene Potenzen von Halbgruppenerzeugern zu definieren.
Auf dhnliche Weise lassen sich nun die gebrochenen Potenzen von —A ein-
fithren. Damit dies im Rahmen des in Abschnitt 4.1 entwickelten Kalkiils
geschehen kann, wird zunichst gezeigt, da die Distributionen 6, a > 0,
zur Faltungsalgebra 7 gehoren.

Lemma 4.12. Fiir alle o > 0 ist §(® € .

Beweis. Der Fall, dafl a eine natiirliche Zahl oder Null ist, wurde bereits im
Beispiel 3.34 behandelt.

Seim € Nund m — 1 < a < m. Gezeigt wird: Es existieren Funktionen
f,9 € A(0,00) und reelle Zahlen Cy, ... ,C,,_; derart, daB

-1
2 §5) §(m)
5(04) :f+ E CkF‘i‘g@W (425)
P ! !

Hierfir wéhle man eine Testfunktion ¢ € C2°(R), die in einer Umgebung der
Null konstant 1 ist. Dann gilt fiir alle x € #(R), dafl

(T(=a) 6, x) = /°° S x(u) du — Yy /OOO L= 0 g, x(0) +

0 uotl ua—i-l—k k!

k=0
) 1 <« x®(0)
+ yotrl-m ym [X(u) B k! Uk] du-
Mit den Bezeichnungen
1 —
F1(0,00) = R, fu) = ook
(=1)™t(u)

(4.26)

g:(0,00) = R, g(u) := T (Ca) g’

_ (=DM 1 — (u) )
Cy = M—a) ), it du firk=0,... m—1

gilt dann die Beziehung (4.25) [man benutze hierfiir die Gleichung (3.48)].
Es ist offensichtlich, da§ f und g zu A(0, c0) gehoren. ]

Definition 4.13. Fiir a > 0 sei (—A4)* := R(T(a+ 1)1 ).
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Es ist naheliegend, die gebrochene Potenz (—A)%z fir x € D((—A)%)
dadurch zu berechnen, daf in der Gleichung (4.24) die skalare Funktion y
durch die vektorwertige Funktion R, 3 u — u 'R(u™!)z ersetzt wird. Dies
ist zwar nicht fiir alle = aus dem Definitionsbereich von (—A)® zuléissig, aber
auf einer Teilmenge von D((—A)%) erhdlt man auf diese Weise eine exakte
Darstellung der gebrochenen Potenz.

Proposition 4.14. Sei m € N und m — 1 < o < m. Dann ist D(A™) in
D((—A)%) enthalten, und fir alle x € D(A™) gilt:

(A= ;s 11) e /0 e [u‘lR(u_l)x - tz:;uk/lkx} du

B sin((ov — m +

- D) /0 TR (—A) 2 d),

™

(4.27)

Beweis. Es sei @ € D(A™). Aus (4.25) ergibt sich zunéchst, dafl = zu
D((—A)®*) gehort. Wie im Beweis der Gleichung (4.25) sei ¢ € CX(R), so
da in einer Umgebung der Null v = 1 ist. Wendet man den Kalkiil R
auf (4.25) an, so erhélt man wegen (4.26), da8

F1—y(u)

ua+1
m—1
1 —=1(u)
_;/0 i A du (4.28)
> ah(u)

ua—i—l—m

MNa+ DHI(—a)(—A)% = /o u ' R(uYrdu —

+ u ' R(u) AMx du,

und hieraus folgt mit Hilfe der Identitét

u'Ru e — Y (uA)r =u ' Ru™) (ud)™

3

i

die Giiltigkeit des ersten Gleichheitszeichens in (4.27). Aus (4.28) folgt auch,
daf

(— Ay = Snllo = m+ Ur) /0 et R (—A)™ du

™

Mit der Substitution A = u~! erhiilt man hieraus die Giiltigkeit des zweiten
Gleichheitszeichens in (4.27). O
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Die Integraldarstellung (4.27) wurde von A.V. Balakrishnan [2] zur Defi-
nition der gebrochenen Potenz (—A)*x fiir € D(A™) benutzt. Hierauf soll
noch im Abschnitt 4.2.3 eingegangen werden.

4.2.2 Die Potenzgesetze

Gegenstand dieses Abschnittes sind die Potenzgesetze der Multiplikativitét
der Exponenten

(=A)")7 = (=4~ (4.29)
und der Additivitdt der Exponenten
(A" (—4)7 = (=A4)**".

Abweichend von anderen Darstellungen wird in dieser Arbeit zunéchst die
Multiplikativitdt der Exponenten gezeigt. Mit Hilfe dieses Potenzgesetzes
188t sich fiir 0 < g < « die Inklusion

D((=4)%) c D((-4)")

auf relativ einfache Weise herleiten. Diese Inklusion wird dann zum Beweis
der Additivitdt der Exponenten benutzt.

Bei allen Beweisen wird die modifizierte Stieltjes-Transformierte von §(®
benotigt. Der Wert der G-Transformierten der Distribution I'(a 4 1)~ §(®)
an der Stelle s ist die gebrochene Potenz (—A)® des in (4.3) definierten
Operators —A; (s > 0). Man wird daher erwarten, da & [['(a+1)~' 6] (s)
gerade s ist, und das néchste Lemma zeigt, dafl dies tatséchlich der Fall ist.

Lemma 4.15. Fiir a > 0 gilt:
S[T(a+1)1d@](s)=5s* Vs>0. (4.30)

Beweis. Wegen Beispiel 2.4 ist nur der Fall zu untersuchen, dafl o ¢ Ny. Sei
also m € N derart, dal m — 1 < a < m. Ferner sei s > 0 und 15 € #B(R), so
daB s(u) = 1/(1 + su) fir alle w > 0. Dann gilt nach (4.24):

S[6)(s) = <5(a), bs) = ﬁ /000 u ! L —|—15u - mzl(—su)k)} du

k=0

= 1 /OO u_o‘_l—<_8u)m du
I'(—a) J, 1+ su

—1)m oo, m—a—1
= (-1) s"‘/ 4 du
0

1+u
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Damit die in der Gleichung (4.29) auftretenden Operatoren sinnvoll de-
finiert sind, mufl der Operator —(—A)* wieder zur Klasse % gehoren. Be-
kanntlich ist dies fiir 0 < o < 1 der Fall [1, 17, 25, 28], und diese Tatsache
soll im Rahmen des in Kapitel 4.1 entwickelten Funktionalkalkiils gezeigt
werden. Nach Satz 4.6 ist —(—A)® ein abgeschlossener, dicht definierter
Operator. Um den Nachweis zu erbringen, da§ —(—A)® zu J# gehort, ist es
erforderlich, fiir alle A > 0 die Existenz einer stetigen Inversen des Operators
I+ A(—A)“ zu zeigen. Ferner ist nachzuweisen, dafl

sup || (1 + A(=A)*) || < oo
A>0

Aus der Theorie der gebrochenen Potenzen ist bekannt, dafl die Resolvente
R\ (—A)*) (0 < a < 1, A > 0) mit Hilfe der Funktion f,  : (0,00) — R,

1 u®

T(a)D(1—a) u2 + 2\ cos(am) u® + A2’

far(u) == u >0
dargestellt werden kann. Das Integral [ u™!f, \(u) konvergiert (absolut)
und hat den Wert A. f, ) ist Stieltjes-transformierbar mit der Transformier-
ten

S[fanr](s) = (A + s Vs> 0.

Diese S-Transformierte wird nun als G-Transformierte einer integrierbaren
Funktion dargestellt (vgl. Kap. 2, S. 14). Fir 0 < @ < 1 und A > 0 sei
Tax : (0,00) — R definiert durch

ra(u) == ()\u)_lfa,l/)\(u_l), u > 0.
Dann ist 74, € L*(0,00) mit [~ 74 x(u) du =1, und es gilt:

1 1 1

YD S VRPN pe i (4.31)

Damit der in Kapitel 4.1 entwickelte Kalkiil auf die Funktionen r, ) an-
gewendet werden kann, wird gezeigt, dafl sie zum Funktionenraum A(0, co)

gehoren.

Slranl(s)

Lemma 4.16. Fiir 0 < a <1 und A > 0 ist 7, € A(0, 00).

Beweis. Durch vollstéandige Induktion iiber k£ € Ny zeigt man zunéchst, dafl
sich die k-te Ableitung von 7, in der Form
P k(ua)

7,(k) u) = ua*k*1 _ 7 u .
) oy >0 (4.32)
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4.2. Gebrochene Potenzen

darstellen 148t, wobei P, und ), Polynome sind mit grad P, + 2 < grad Qy
und Qk(u) > Qr(0) > 0 fiir alle u € R,

Sei nun k € N fest. Aus der Gleichung (4.32) und aus den Eigenschaften
von P und @y ergeben sich die Abschéatzungen

k,.(k) (u) = {O(ua_ ) (u— 0+),

O@™™™)  (u—o0),

aus denen die (absolute) Konvergenz des Integrals [~ ukrgkz\(u) du und die

Grenzwertaussagen ulir(r)gr uktt rgkz\(u) = JLIIOIO ukt? rékl(u) = 0 folgen. O

Satz 4.17. Sei 0 < a < 1. Dann gehort der Operator —(—A)® zur Klasse
2, und fiir alle A > 0 gilt:
R(ran) = (I + A=) = AR —(—4)%). (4.33)
Beweis. Sei A > 0. Zunichst wird die Gleichung (4.33) gezeigt. Geméifl
Lemma 4.15 und der Gleichung (4.31) gilt die Beziehung
S J+ A o S S o+ A o 1=6
s (043 e )| =Sl 8 3 2| =1 = ot

Alle Distributionen in dieser Gleichung gehoren zu o7, wie Lemma 4.12 und
Lemma 4.16 zeigen. Die Eindeutigkeit der G-Transformation auf o7 (Folge-
rung 3.37) liefert die Faltungsgleichungen

) A—(S(a) ) /\—5(&) )
( - r<a+1>)®“’*‘“’*®( - r<a+1>)‘ |

Nach Folgerung 4.10 bildet der Operator R(r,,y) den Raum X in D((—A)%)
ab, und es gilt:
(I+MN—=A)*)R(ra))z =2 VzelX. (4.34)
Aus Folgerung 4.10 ergibt sich auferdem, dafl
R(rapn) ([ +AN=A)Y)z=2  VzeD((—A)"). (4.35)

Die Gleichungen (4.34) und (4.35) zeigen, dafl der Operator I + A\(—A)* die
stetige Inverse R(r,,\) besitzt. Dies bedeutet, dal A~ zur Resolventenmenge
von —(—A)* gehort und daB (4.33) gilt.

Fiir die Norm des Operators 2R(r,,») erhilt man aus der Ungleichung (4.8)
und der Gleichung ||raa|/;; = 1 die Abschitzung

1R (ra)l < M,

wobei M die Konstante aus (4.1) ist. Daher ist sup,. ||[R(rax)|| < M, und
—(—A)* gehort zur Klasse . O
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Esseinun « € (0, 1) fest. Zum Beweis des Potenzgesetzes (4.29) wird nach
dem Vorbild von [18] ein Zusammenhang zwischen den Funktionalkalkiilen,
die von den beiden Operatoren A und —(—A)® erzeugt werden, hergestellt.
Dabei wird weiterhin die Bezeichnung R fiir den Kalkiil zum Operator A
verwendet, wihrend :8* den Kalkiil zum Operator —(—A)* bezeichnet.

Jeder Funktion f aus L!(0,c0) soll eine Funktion f, zugeordnet werden,
so dafl die Beziehung R*(f) = R(f,) gilt. Dies geschieht unter Verwendung
der Funktionen r, ), deren Rolle derjenigen der aus der Stochastik bekannten
stabilen Lévy-Dichten in [18] entspricht.

Fiir f € L'(0, 00) sei die Funktion f, : (0,00) — R definiert durch

fa(u) := /OOO FA) raa(u) dA. (4.36)

Lemma 4.18. Fiir alle f € L'(0,00) gilt:
(i) fo € A0, 00).
(il) S&[fa](s) = S[f](s%) fiir alle s > 0.
(iif) R(fa) = R4(f).
Beweis. Zur Vorbereitung des eigentlichen Beweises sei festgehalten, dafl

B () = AV E (o) Yy >0, keNg A0, (4.37)

«,

Diese Gleichung erhélt man fiir £ = 0 durch eine einfache Rechnung, und
durch k-malige Differentiation ergibt sie sich auch fir £ > 1. Aus (4.37) folgt
jeweils mit der Substitution v = A=Y, daB

sup{u* ! rgkz\(u)} = sup{v"*! r((lki (v)} = M, (4.38)
u>0 v>0
und
/ u® rék;(u) du = / " rak%(u) dv =: I (4.39)
0 0

fiir alle A > 0 und alle k£ € Ny. Dies bedeutet, daf§ das Supremum bzw. das
Integral auf der linken Seite von (4.38) bzw. (4.39) vom Parameter A\ > 0
unabhéngig ist.

Nun zum Beweis von Teil (i). Es sei f € L'(0,00). Mit dem Satz von
der majorisierten Konvergenz zeigt man, dafl die Funktion f, unendlich oft
differenzierbar auf (0, co) ist und daf sich ihre k-te Ableitung (k € Ny) durch

£ () = / TS (u>0)
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darstellen 148t. Hieraus ergibt sich mit (4.38) die Abschétzung
supla** 9 (0)| < supd [ @l AV aA b < 0 17
u> u> 0

und mit (4.39) folgt die Abschétzung

/|u |du</ / & )] [FO)] dudA = L, [1fllp0

Fiir den Beweis von (ii) sei s > 0. Dann gilt:

//f rax(®) ) du.
1+ su

wobei das iterierte Integral absolut konvergiert. Daher kann die Integrations-
reihenfolge vertauscht werden, und mit (4.31) folgt, dafl

9= [ rwshalma= [T a el

1+ s>\

Der Beweis von Teil (iii) benutzt die Gleichung (4.33) und ist ansonsten
analog zu dem von Teil (ii). O

Nach diesen Vorbereitungen kann nun das Potenzgesetz von der Multipli-
kativitit der Exponenten bewiesen werden.

Satz 4.19. Fiir 0 <a <1 und g > 0 gilt: ((—A)D‘)ﬁ = (—A)*P,

Beweis. Sei 0 < o < 1 und 3 > 0. Ferner sei m € N, so da 6% € €,,, und
seien € > 0, p € F¥". Gezeigt wird zunéchst, daB

(—A)*P R (p)x fir z € X,

R (p) (—A)Px fiir z € D((—A)*?).
(4.40)

R T(B+1) 0P @ p)a = {

Nach Lemma 4.15 und Lemma 4.18, (ii) gilt fiir alle s > 0:

S[(MB+1)'6P @) ](s) =6[T(B+1)"6? ® ] (s%)
= (s)7 &lg](s”) = 57 S[pal(s)
= &[T (af+ 1)) @ p,](s).
Da alle Distributionen in dieser Gleichung zu o7 gehoren, liefert die Eindeu-

tigkeit der Stieltjes-Transformation derartiger Distributionen die Faltungs-
gleichung

TB+1)"'6PD @) =T(af+1)"'5 @ p,.
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Mit Lemma 4.18, Teil (iii) erhélt man

R(D(B+1)7107 @ ¢) =R((N(B+1)767 & p)a)
=R(M(aB+ 1)1 @ ).
Aus dieser Gleichung folgt mit Folgerung 4.10, daf3

(—A)PR(py)r  fiir x € X,

R T(B+ 1) @ )z = {%(%) (AP fiir z € D((—A)*?),

und mit der Gleichung R(¢,) = R*(p) ergibt sich dann die Aussage (4.40).
Aus (4.40) folgt durch Grenziibergang beziiglich ¢, dafl x genau dann
zum Definitionsbereich von (—A)*? gehort, wenn x im Definitionsbereich

von ((—A)?*)7 ist, und in diesem Fall gilt: ((—A)a)ﬁx = (—A)*z. O

Aus der Multiplikativitat der Exponenten 148t sich die angekiindigte In-
klusionsaussage iiber die Definitionsbereiche der gebrochenen Potenzen fol-
gern.

Satz 4.20. Fiir 0 < 8 < « gilt die Inklusion
D((-4)%) € D((-4)"). (4.41)

Beweis. Sei m € N derart, dal « < m. Zunéchst sei m = 1. Um die
Aussage des Satzes in diesem Fall zu zeigen, setze man B := —(—A)®. Da
a < 1, gehort B zur Klasse 27, und nach Satz 4.19 gilt:

(=B = ((—A)")"* = (~A)", (4.42)

Da 3/a < 1, liefert Proposition 4.14 die Inklusion D(—B) C D((—B)%*),
und wegen (4.42) bedeutet dies gerade, daB D((—A)*) C D((—A4)?).

Nun zum Fall, dafl m eine beliebige natiirliche Zahl ist. Da a/m < 1,
folgt wieder nach Satz 4.19, daf3

(=A™ = (a)ke/m (k=0,... ,m).
Hieraus folgt weiter, daf3
D((=A)*) € D((=A)*/™)  fir k=0,... ,m. (4.43)

Aus der skalaren Gleichung

ﬁ/m m m
s’ = S s>0
a/m
14+s —~
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ergibt sich die Faltungsgleichung

5Oy s en o m N s(ka/m)
TG+l (F(ﬁ/m+ 0 ®7’a/m71) ®§ <k> Fhaymy1y 4

wobei ® fiir ein ®-Faltungsprodukt aus m identischen Faktoren steht. Bei
Anwendung des Funktionalkalkiils auf I'(8/m+1)"18®/™ &r, ,, 1 ergibt sich
der Operator

(=A™ R(r o pym)-
Der Operator R(ra/m,1) = R(1; —(—A)*/™) bildet den Raum X in den Defi-

nitionsbereich von (—A)®™ ab, und wegen 0 < 3/m < a/m < 1 ist dieser in
D((—A)P/™) enthalten. Somit ist (—A)%™R(ra/m1) auf ganz X definiert.
Mit dieser Tatsache und mit (4.43) folgt, da§ der Kalkiil die Faltungsglei-
chung (4.44) fiir jedes x € D((—A)®) in die Operatorgleichung

(=42 = (=A™ R(ram1))" Z @) (—A)ke/my (4.45)

k=0

iibersetzt. Folgerung 4.10 zeigt insbesondere, dal D((—A)*) C D((—A)").
[

Aus Folgerung 4.10 und aus Satz 4.20 folgt schliefSlich die Additivitat der
Exponenten.

Satz 4.21. Seien a,3 > 0 und * € X. Es gehort x genau dann zu
D((=A)**#), wenn z € D((—A)?) und (—A)’z € D((—A)*). Ist dies der
Fall, so gilt:

(—A)+By = (—A)* (—A)Pa. (4.46)

Beweis. Seien o, > 0. Aus Lemma 4.15 und der Eindeutigkeit der &-
Transformation fiir Distributionen aus .« ergibt sich die Faltungsgleichung

§la) 5(8) §le+B)

D(a+1) ® Np+1) T(a+p+1)
Hieraus ergibt sich mit Folgerung 4.10 die Giiltigkeit der Gleichung (4.46) im
Fall, daf3 beide Seiten wohldefiniert sind.
Ist z € D((—A)") und (—A)’z € D((—A)~), so zeigt Folgerung 4.10,
daB z in D((—A)**?) ist und daB die Gleichung (4.46) gilt.
Ist umgekehrt z € D((—A)*™), so zeigt Satz 4.20, daB = € D((—A)").
Wieder mit Folgerung 4.10 folgt, daB (—A)%z € D((—A)*). O
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4.2.3 Aquivalente Konstruktionen gebrochener
Potenzen

Die Definition der gebrochenen Potenzen nach dem Vorbild des Schwartz’-
schen Funktionalkalkiils ist durch die Verwendung der Filterkonvergenz rela-
tiv abstrakt formuliert. Andere Autoren benutzen konkretere Approximatio-
nen der gebrochenen Potenzen. So definieren H.-W. Hovel-U. Westphal [17]
die gebrochene Potenz (—A)%, 0 < a < 1, durch den Limes

lim — / : A NI = AR(N))z dA (4.47)

fiir diejenigen x € X, fiir die der Grenzwert existiert. Dabei ist C, =
[(a) (1 — a).

Es sei nun o € (0,1) fest. Gezeigt werden soll, dafi der durch (4.47)
definierte lineare Operator mit der gebrochenen Potenz (—A)%, die durch
Definition 4.13 gegeben ist, iibereinstimmt. Dafiir wird zunéchst, analog
zu [17, Prop. 2.5], eine Darstellung der gebrochenen Potenz bewiesen:

o0 oo 1 _ -1 -1
(—A)a/ ulpa(aul)ulR(ul)xdu:/ ! “uai(“ Do du. (4.48)
0 €

Dabei sind € > 0 und x € X beliebig, und p, ist die skalare Funktion, die
in [17] als das Riemann-Liouville-Integral [37] der Funktion (0,00) 3> w +—
['(a) (1 —w)%" von der Ordnung 1 — « definiert wurde, also

1 u
Pal(u) := —/ (u—w)™ (1 —w); " dw, u > 0.
Ca Jo
Nach [17, Lemma 2.2] ist die Funktion p, Stieltjes-transformierbar, weil

das Integral [;* u™'p,(u) du (absolut) konvergiert, und fiir ihre gewdhnliche
Stieltjes-Transformierte gilt:

N 1 Pt
s S[pa](s)—s/ )\+sd/\ Vs >0. (4.49)

0

Geméfl dem im Abschnitt 2.2 beschriebenen Prinzip wird in dieser Arbeit
an Stelle der Funktion p, die Funktion (0,00) > u — u ! po(u~!) benutzt.
Fiir den Beweis der Gleichung (4.48) ist es zweckméfig, fiir jedes positive ¢
die Funktion ¢, : (0,00) — R durch

Qoe(u) == ™ po(eut) (u>0)
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4.2. Gebrochene Potenzen

einzufithren. Fiir die modifizierte Stieltjes-Transformierte der integrierbaren
Funktion g, . ergibt sich durch Substitution aus (4.49) die Beziechung

saemmJg)zllwuﬂkl<1— ! >(ﬂb Vs> 0. (4.50)

14 su

Definiert man fiir jedes € > 0 das MaB po aus Z;,(R;) durch

(rae ) = | Tue T (x(0) - x(w) du, x € BR),

so besagt die Gleichung (4.50) gerade, daf}
ST (a+1)710] - &[gac] = Slpas- (4.51)

Mit dem Eindeutigkeitssatz fiir & (Satz 3.36) soll hieraus die Faltungsglei-
chung

T(a+ 1) ® que = poe (4.52)

gefolgert werden, und durch Anwendung des Funktionalkalkiils soll schlief3-
lich (4.48) bewiesen werden. Dafiir mufl gezeigt werden, daf§ die Distri-
butionen auf beiden Seiten der Gleichung (4.52) den Voraussetzungen von
Satz 3.36 geniigen.

Zunichst wird die Funktion ¢, . auf der linken Seite von (4.52) untersucht.
Das néchste Lemma zeigt insbesondere, da8 ¢, . die Bedingung (4.6) erfiillt
und daf der Operator 2(g,,.) wohldefiniert ist.

Lemma 4.22. Sei g € A(0,00) und £ > 0. Dann gilt:

/!/ ) Kgo](t, w)| dt du < oo. (4.53)

Das Faltungsprodukt g ® g, ist eine Funktion aus L'(0,00), und fiir alle
x e X gilt:

R(qa.c) R(g)r = R(9) R(Gae)r = /0 Oo(g ® oe)(w) u ' Rlu™ )z du.  (4.54)

Beweis. Nach [17, Eq. (2.10)] besitzt die Funktion p,, die Darstellung

(w) = Cot i w (1 —w) dw falls 0 < u < 1,
a\U) =
b ct [ w*a(w—l) Ldw falls u > 1.
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Dieser Darstellung entnimmt man, dafl lim, o4 po(u) = lim, o po(u) = 0.
Ferner ist p, auf (0,00) \ {1} stetig differenzierbar mit der Ableitung

po’(w) = Colu™*(1—u)™ Vu>0u#l

Daher ist go. auf (0,00) \ {€} stetig differenzierbar, und fiir jedes n € (0,¢)
gilt, daB

sup {u |ga(w)] ; u >0, [u—c| >n} < oo (4.55)
und
sup {u? |ga (W) 5 u >0, [u—e| >n} < occ. (4.56)

Aus (4.55) und (4.56) folgt fiir 0 < < £/2 die Ungleichung

1
sup {u / | K [qacl(t,u)] dt; u>0, |u—c¢| > 277} < 0. (4.57)
0

Ist nun g € A(0,00), so ist g auf (0,00) stetig und integrierbar. We-
gen (4.57) ist die Aussage (4.53) bereits bewiesen, wenn gezeigt ist, daf

//26/0 | K [qa.c|(t, w)| dt du < oo. (4.58)

£

Mit den beiden Substitutionen v = u/e und w = v~ folgt

2e 1 9 1
/ / | K [qac)(t, u)| dtdu:/ /
/2 JO 172 Jo

2 1
_ / / K pa] (, w)| w™ dt duw,
172 J0

und das resultierende Integral konvergiert nach [17] (siehe dort die Ausfiih-
rungen vor der Gleichung (2.12)).

Wegen (4.53) folgt aus Satz 3.24, daBl g ® ¢, . eine Funktion aus L'(0, 00)
ist, und die Gleichung (4.54) ergibt sich aus Lemma 4.2. O

pa(tv™t) =t pa (t~ o)
t

— v hdt dv

Lemma 4.23. Seie > 0 und ¢ € C°(0,00). Dann ist i, ®¢ eine Funktion
aus L'(0,00), und fiir alle z € X gilt:

/0 (e ® ) () u R(u )z du = R(p) / i “;af“_ Jvdu  (4.59)
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Beweis. Es ist zweckmifig, zunéchst die Funktion f,. : (0,00) — R,

0 fir 0 <u<e,
fae(u) = { o ..
U firu>e¢

einzufithren. Mit ihrer Hilfe 148t sich das Maf ji, . darstellen durch

<MO¢,57 X) = /O‘oo fa,s(u) MCZU VX € :@(R)

Es sei nun x € C°(R) fest. Der Wert der Faltung p,. ® ¢ an der Stelle x
ist gegeben durch das absolut konvergente Doppelintegral

<,ua€ ® Q, X / / fas [ ](072)) B q[X](u’U) du dv

u

- / / Fae (1) () Al (0, v) du do,

und diese Gleichung 143t sich dahingehend interpretieren, daf ji, . ® ¢ die ©-
Faltung von f, . und ¢ ist. Dies gilt aber nur formal, weil f,, . nicht zu Z;,(R)
gehort. Dennoch 148t sich mit derselben Argumentation wie im Beweis von
Satz 3.11 (vgl. auch den ausfiithrlichen Beweis von Satz 3.24) die Beziehung

(e ® 0 X) = — / / T (Fe ) KL (b 10) + o) K [fone] (1)) (u)

(4.60)

herleiten. Da die iterierten Integrale

/ /|fa6 o|(t,u)| dt du
//w Klfacl(t, w)] dt du

konvergieren, kann die Integrationsreihenfolge in (4.60) nach dem Satz von
Tonelli vertauscht werden. Es folgt, dafl yi, ® ¢ eine Funktion aus L'(0, 00)
ist, die fast iiberall auf (0, c0) die Darstellung

und

(e ® 9) (1) = — foe (1) / Kl (t,w) di — olu) / Klfol)(tou)dt (461)
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besitzt. Damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.
Fiir den Beweis der Gleichung (4.59) sei € X. Dann gilt:

R(p) /OO [—u" RO -

ua—i—l

—_14mtéwjggu)wuou_UKUA)_U_U%U{wxdudu

u—v

Hieraus erhdlt man mit derselben Argumentation beim Beweis von (4.61)
den Ausdruck

B /ooo / (Fac (WKLt 1) + o(w) K [fael(t, ) u Rlu" ) dt du,

und wegen (4.61) ist dies gerade [;° (pta.e ® @) (u) u™ R(u™")z du. O

Die Gleichung (4.48) wird in der folgenden Proposition, das als Analogon
zum Teil (i) von Satz 4.6 angesehen werden kann, prizisiert. An die Stelle
der Testfunktion ¢ in Satz 4.6 tritt hier die integrierbare Funktion g, .

Proposition 4.24. Sei ¢ > 0 und x € X. Dann gilt:
(i) R(ga,)z ist in D((—A)*), und

(—A)* R (qae)r = /OO = uuai(u )xdu. (4.62)

€

(ii) Gehort z zu D((—A)%), so gilt:

R (o) (—A)x = /00 L= u;:im_l)xdu. (4.63)

Beweis. Zunichst wird, wie bereits angekiindigt, die Faltungsgleichung
(4.52) gezeigt.
Nach (4.25) existieren ein Cy € R und Funktionen f, g € A(0, c0), so daf
8= f4Coo+d®g.

Hieraus folgt, daB fiir jedes ¢ € C(0, 00) das Faltungsprodukt 6 ® ¢ eine
Funktion aus A(0, c0) ist. AuBerdem folgt die Gleichung

0 ® oe = f ® qae+ Coae+0 ®(9® qur), (4.64)
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wobei die Faltungsprodukte f®¢q, . und g®¢q, . nach Lemma 4.22 Funktionen
aus L'(0,00) sind. Lemma 3.31 zeigt, daf die Distribution ¢’ ® (¢ ® gq..)
zu 9, (R;) gehort, und damit ist auch 6 ® g,. in Z;,(Ry). Ist nun
p € C(0,00), so folgt aus (4.64), dal

(0 ® Goe) ® = (f® ) ® Gae+Cop®Gaec+ (I ®p)®7) ® qu,
(4.65)

wobei f ® ¢ und (0’ ® ¢) ® g Funktionen aus A(0,00) sind. Wieder mit
Lemma 4.22 folgt, daB (6 ® q,.) ® ¢ in L(0, 00) ist.
Somit geniigen die Distributionen I'(ov +1)716(®) @ Joe und fi, o den Vor-
aussetzungen von Satz 3.36, und aus (4.51) folgt die Faltungsgleichung (4.52).
Nun zum Beweis von Teil (i) der Proposition. Dafiir sei z € X und
¢ € C°(0,00). Nach Lemma 4.22 und Lemma 4.23 gilt dann:

%(F(oc + 1)@ @ gp) R(Gae)r = %(F(oz + 1)@ @ Joe ® go)x
= / (Hae ® @) (w) u "' R(u)z du
0

= R(yp) /oo U u_lR(u_l)xdu.

uaJrl

Der Grenziibergang beziiglich ¢ zeigt, daB R(¢a,)z in D((—A)*) ist und
daf (4.62) gilt.
Zu (ii). Ist z € D((—A)*) und ¢ € C2°(0, 0), so gilt:

I—u'R(u™)

ol x du.

M) RO ® e = R(p) | N

Da der Operator f(q,.) stetig ist, ergibt sich hieraus durch Grenziibergang
beziiglich ¢ die Gleichung (4.63). O

Wie zu Beginn dieses Abschnittes angekiindigt wurde, erweist sich die
Definition 4.13 als dquivalent zur Definition der gebrochenen Potenzen von
H.W. Hovel-U. Westphal [17].

Satz 4.25. Sei0 < @ < lund z € X. Es gehort 2 genau dann zu D ((—A)*),
wenn der Grenzwert

x du

1 /°° I —u'R(u™)

uaJrl

existiert, und in diesem Fall gilt:

1 © 7 _ -1 -1
(—A)% = lim —/ u Rlu )xdu.

e—0+ C, uatt
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Beweis. Die Aussage des Satzes ergibt sich aus Proposition 4.24 und aus
der Grenzwertaussage

lim %(qaﬁg)x =C,Lx VreX,

e—0+
deren Beweis dem von [17, Eq. (2.15)] weitgehend entspricht. O

A.V. Balakrishnan konstruiert in [2] die gebrochenen Potenzen eines Ope-
rators —A, wobei A aus der Klasse % ist, wie folgt: Ist m — 1 < a < m fiir
eine natiirliche Zahl m, dann ist J* : D(A™) — X definiert durch

) _sin(am) / AR Az dA fallsm— 1< < m,
J% = ™ 0
(—A)ym1g falls « = m — 1.

Es 148t sich zeigen, daff J* abschliebar ist, und Balakrishnan definiert die
gebrochene Potenz von —A als kleinste abgeschlossene Fortsetzung von J¢.
Der resultierende Operator soll hier mit J bezeichnet werden.

Es wird nun der Nachweis erbracht, dafl die von Balakrishnan konstruierte
gebrochene Potenz eines Operators —A aus £ mit der gebrochenen Potenz
(—A)* im Sinn der Definition 4.13 iibereinstimmt, wenn D(A) dicht in X ist.

Hierfiir sei m € N und m — 1 < a < m. Nach Proposition 4.14 stimmen
Jound (—A)* auf D(A™) iiberein. Somit ist (—A)* eine abgeschlossene Fort-
setzung von J*, und die Minimalitét von J® ergibt, da D(J*) C D((—A)%)
und (—A)*z = Jog fiir alle x € D(J9).

Sei nun z € D((—A)*) und ¢ € C*(0,00). Dann gehort R(p)z zu
D((—A)**!) und damit auch zu D(A™). Da (—A)* und J* auf D(A™)

iiberstimmen, gilt dann:
JER(p)r = (—A)* R(p)z = R(p) (—4)"z.

Da der Operator J@ abgeschlossen ist, zeigt der Grenziibergang beziiglich ¢,
daB z € D(J*) und Joz = (—A)“z. Somit ist gezeigt, daB J* = (—A)".

Da Balakrishnans Definition der gebrochenen Potenzen &dquivalent zu
den Konstruktionen der gebrochenen Potenzen von H. Komatsu [20] und
F. Hirsch [14] ist, sind alle genannten Konstruktionen dquivalent zur Defini-
tion 4.13. Ist A der infinitesimale Erzeuger einer gleichméflig beschrankten
Halbgruppe der Klasse (Cjp), so bestehen weitere Aquivalenzen zu den Kon-
struktionen der gebrochenen Potenzen von U. Westphal [15, 10].
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Erlduterung

die unendlich oft differenzierbaren Funktio-
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die Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf
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