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Zusammenfassung

Wir ubertragen die von Ebelingif vollstindige Durchschnitte gegebene Defini-
tion der Monodromiegruppe und der Coxeter—Dynkin—Diagramme auf reduzierte
Kurvensingularisiten(X,0) c (C3,0).

Fiir Raumkurvensingulagtén (X,0) C (C3,0), deren Ideal (in geeigneten
Koordinaten) von der Forr(lf(x,y),xz,yz) ist, wobeif eine isolierte Kurvensin-
gularitit (C,0) C (C?,0) mit u(C) > 2 definiere, beweisen wir einen Struktursatz
fur die Diskriminante der semi—universellen Deformation. Sodann zeigen wir,
daR(X,0) p—konstant in einen vollatidigen Durchschnitty,0) deformiert und
daR ein Coxeter—Dynkin—Diagramm vQX, 0) aus einem ebensolchen vpn 0)
sowie aus einer isolierten Ecke besteht.

Anschliel3end berechnen winrféinige Raumkurvensingulaai&n der Multi-
plizitat drei Coxeter—Dynkin—Diagramme. Zu diesem Zweck verwenden wir die
von ACampo und Gusein—Zade entwickelte Methode der reellen Morsifikation,
erweitert um den Tripelpunkt.

Schlagworter: Singularit aten, Monodromiegruppen, Deformationen,
Coxeter-Dynkin-Diagramme

Abstract

Based on Ebeling’s definition for isolated complete intersection singularities we
define the monodromy group and Coxeter-Dynkin-diagrams for any reduced curve
singularity(X,0) c (C3,0).

If in a suitable coordinate system the ideal definig0) is of the form
(f(x,y),xzyz), wheref defines a plane curve singular{@, 0) with pu(C) > 2, we
prove a structure theorem for the discriminant of the semi-universal deformation.
Furthermore we prove théx, 0) deformsu—constantly into an isolated complete
intersection singularityY,0) and that a Coxeter-Dynkin diagram ©X,0) con-
sists of a Coxeter-Dynkin diagram ¢Y,0) together with one additional vertex
not connected with any other vertex.

We calculate Coxeter-Dynkin diagrams for some space curve singularities of
multiplicity three. To this end we use the method of real morsification, introduced
by ACampo and Gusein-Zade in order to study plane curve singularities, extended
to triple points.

Keywords: singularities, monodromy groups, deformations,
Coxeter-Dynkin diagrams






Einleitung

Es seif : (C"1,0) — (C,0) ein holomorpher Funktionskeim, der einen Keim ei-
ner Hyperfliche(f—1(0),0) mit einem isolierten singafen Punkt im Ursprung
definiert. Iste € R™ hinreichend klein gewfilt, so istXs := f~1(8) N Bg(0) fur

o€ C mit 0 <| d |« € eine h—dimensionale, differenzierbare Mannigfaltigkeit
mit Rand, die sogenannMilnorfaser, dabei bezeichnB(0) eine offene Kugel

in C"1 vom Radiuse und mit dem Ursprung als Mittelpunkt. Es ist wohlbekannt
(vgl. [Mi]), daf? die Milnorfaser homotopagjuivalent zu einem Bouquet vgn
n—Splaren ist — dabei igt die Milnorzahl. Die Milnorzahl gibt auch die Anzahl

der quadratischen Singulai€n an, in die die Singulaatvon f im Ursprung

nach einer generischen Deformation adtf” Die sogenannteausgezeichneten
Basender Homologiegruppéls(Xs; Z) = Z* erhélt man durch die Wahl gewis-

ser Wegesysteme, welche gigerschiedenen kritischen Werte einer generischen
Deformation mit dem nicht—kritischen Wedtverbinden. Die Basiselemente ei-
ner ausgezeichneten Basis heiBerschwindende ZykeDie Schnittzahlen dieser
Zykel definieren auH,(Xs;Z) eine Bilinearform. Man nennitl,(X5;Z) verse-

hen mit dieser Bilinearform daMlilnorgitter der Singularigt (f~1(0),0). Ein
Coxeter-Dynkin—Diagrammier Singularigit (f ~1(0),0) istim wesentlichen eine
graphische Darstellung der Schnittzahlen der verschwindenden Zykeln. Solche
Diagramme sind von besonderem Interesse beim Studium der Topologie isolierter
Singularigten.

Isolierte Hyperfichensingulariten besitzen eine semi—universelle Deforma-
tion mit glattem Basisrauns. Die DiskriminanteD C S, d.h. die Menge von
Punkten irS, Uber denen singaté Fasern liegen, ist eine irreduzible Hypashe.
Das Bild der natilichen Darstellung der Fundamentalgruppe 8e+D in der Au-
tomorphismengruppe des Milnorgitters heifl3t Menodromiegruppeler Singu-
laritat (f~1(0),0). Mit Hilfe eines Coxeter—Dynkin—Diagramms der Singulatrit”
(f~1(0),0) laRt sich die Monodromiegruppe bestimmen.
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Die Monodromiegruppen isolierter Hypadfiensingulariten sind von ACampo,
Brieskorn, Ebeling, Gabrielov, Gusein—Zade und andererubdgffi untersucht
worden, vgl. [AGV], [AC], [Brl], [Br2], [Eb1], [Ga], [G-Z2].

N. ACampo ([AC]) und S.M. Gusein—Zade ([G-Z1]) habeurfébene Kur-
vensingularidten, die durch einen geeignet gavtén holomorphen Funktions-
keim f : (C2,0) — (C,0) gegeben werden, eine suf€ anschauliche Methode
entwickelt, die sogenannteelle Morsifikationmit deren Hilfe Coxeter—Dynkin—
Diagramme berechnet werdearkien. Insbesondere gestattet diese Methode die
Berechnung von Coxeter—Dynkin—Diagrammendieeinfacherebenen Kurven-
singularigitenAy, Dy, Eg, E7 undEg, siehe [Arn] oder Satz A.1.

Ebeling [Eb2] hat 1987 in seiner Habilitationsschrift das Studium dieser In-
varianten auf vollsindige Durchschnitte erweitert. Insbesondere werden in [Eb2]
fur alle einfachen Kurvensingulaai&n inC3, die ein vollstindiger Durchschnitt
sind (siehe Giusti, [Gi], oder Satz A.2), Coxeter—Dynkin—Diagramme angegeben,
bis auf die SingulardtenZg undZio. In [EG1] haben Ebeling und Gusein—Zade
diese Luicke geschlossen und mit Methoden der reellen Morsifikation auctyf”
undZ;o Coxeter—Dynkin—Diagramme erstellt.

Ebenfalls von Ebeling und Gusein—Zade ([EG2]) stammt eine Berechnungs-
maoglichkeit flir Coxeter—Dynkin—Diagramme von volistdigen Durchschnitten
in C3, die Stabilisierung von fetten Punkten@? sind. Die Konstruktion beruht
auch hier auf Methoden der reellen Morsifikation.

Man kann das Milnorgitter, die Monodromiegruppe sowie Coxeter—Dynkin—
Diagramme auchui beliebige (reduzierte) Kurvensingulatigh(X,0) c (C3,0)
definieren. Solche Singulaaien (allgemeiner: Cohen—Macaulay—-Singuddet’
der Kodimension 2) sind nach dem Satz von Hilbert und Burch (vgl. [Art2])
determinantielld.h. ihr Ideal wird von den maximalen Minoren einer (t 4+ 1)—
Matrix holomorpher Funktionen erzeugt. Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist
es, fir einige ausgewlilte Kurvensingularitten inC3, die keine vollsiihdigen
Durchschnitte sind, Coxeter—Dynkin—Diagramme zu berechnen.

A. Frihbis hat in ihrer Diplomarbeit gezeigt, dal3 es neben den Singué&arit”
aus Giustis Liste noch weitere einfache Kurvensingwgeit inC2 gibt, die kei-
ne vollséndigen Durchschnitte sind. Diese Singuketi sind in [Fr] aufgelistet
(siehe auch Satz A.3); ihre Gleichungen werden durch di€2Minoren einer
2 x 3—Matrix gegeben. Da sich unser spezielles Augenmerk auf ebendiese ein-
fachen Singulardten richtet, wollen wir uns in dieser Arbeit auf Kurvensingula-
ritaten besclariken, deren Ideal von den maximalen Minoren einer32Matrix
erzeugt wird. Desweiteren sei an dieser Stelleadmt, dal3 das Ideal jedes Kur-
venkeimgX,0) C (C3,0) mit embdin{X) = 3 und multX) = 3 ebenfalls von den
maximalen Minoren einer 2 3—Matrix erzeugt wird, vgl. [JS1].
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Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt:

Das erste Kapitel ist den (numerischen) Invarianten einer reduzierten Kurven-
singularigit(X,0) C (C",0) gewidmet. Wir zitieren einige grundlegende Resulta-
te, die den Arbeiten [BG] und [Grl1] entnommen sind.

Ferner stellen wir eine Berechnungsgtichkeit flir die d—Invariante einer re-
duzierten Kurvensingulagt{X, 0) bereit; diese beruht auf der Idee, die Kurven-
singulariit (X,0) generisch in eine Ebene zu projizieren und d&fX) aus der
d—Invariante der (durch das Projizieren entstandenen) ebenen Kurvensiagularit”
abzuleiten, vgl. [MP].

Im zweiten Kapitel werden wirdi reduzierte Kurvensingulaatén in(C3,0)
feinere Invarianten definieren.

Der lokale RingOx o einer isolierten Kurvensingulaat{X,0) c (C",0) ist
ein Cohen—-Macaulay—Ring. Deswegen (%t0) im Fall (X,0) c (C3,0) eine
Cohen—Macaulay-Singulaaitder Kodimension zwei. Wie bereits efnt, sind
diese Singularéten nach dem Satz von Hilbert und Burch determinantiell.

Die Strukturaussage, daf? das Ideal ¥&h0) von den maximalen Minoren
einert x (t+1)—Matrix M erzeugt wird, gilt nicht nurdi’ die Singularist selbst,
sondern auchuf’ jede ihrer Deformationen, d.h. jede Deformation \(oh0)
erbdlt man durch Stfen der MatrixM. Auf diese Weise et man auch die
semi-universelle Deformation vdix,0), deren Basisraum glatt ist.

Nach Theorem 2 in [Sch] sind Cohen—Macaulay—Sing@tett der Kodimen-
sion zwei, deren Dimension kleiner als vier is@gbar. Aus diesem Grund besitzt
(X,0) eine Milnorfaserung, d.h. die Fas¥ Uber einem allgemeinen Punkt ei-
nes Repasentantem : X — Sder semi—universellen Deformation voK, O) ist
glatt. Die Diskriminanted C Sder semi—universellen Deformation ist — wie bei
den isolierten Singula@téen vollséindiger Durchschnitte — eine Hypeaxdhie (vgl.

[Str]), die i. a. allerdings nicht mehr irreduzibel ist. Dieses Tatsache gestattet es,
die Definition der Monodromiegruppe und die der Coxeter—Dynkin—Diagramme,

die Ebeling in [Eb2] &ii vollstindige Durchschnitte gegeben hat, auf isolierte
Raumkurvensingulagten (X,0) c (C3,0) auszudehnen. AuRerdem definieren

wir in Anlehnung an [Eb2] das Milnorgitter, verschwindende Zykel, stark— bzw.
schwach ausgezeichnete Wegesysteme, sowie stark— bzw. schwach ausgezeichne-
te Systeme von verschwindenden Zykeln, die solchen Wegesystemen zugeordnet
sind.

AbschlieRend wird im zweiten Kapitel die Frage diskutiert, wann ein stark—
bzw. ein schwach ausgezeichnetes System von verschwindenden Zykeln ein Er-
zeugendensystem des Milnorgitters bildet.
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In Kapitel 3 studieren wir “Wedge—Singulaaten”. Unter diesem Begriff wol-
len wir Raumkurvensingulagtén (X,0) c (C3,0) verstanden wissen, die aus
einer isolierten Kurvensingulaat{C,0) c (C?,0) durch Vereinigung mit einer
transversalen Geradénhervorgehen. Wird die ebene KurvensingukriC, 0)
etwa durch die Gleichung(x,y) = 0 gegeben, dann wird die Wedge—Singuérit”
X:=CVvLdurchdas Ideadf(x, Y),XzZ, yz) beschrieben; hier identifizieren wir die
(transversale) Gerademit derz—Achse.

Ist (C, 0) ein gewshnlicher Doppelpunkt, der etwa durch die Gleichugg- 0
gegeben wird, so isK = A; VL ein gewshnlicher Tripelpunkt. In [BG] wurde
bereits gezeigt, dal3 die Monodromiegruppe eines Tripelpunktes trivial ist; ein
Coxeter—Dynkin—Diagramm besteht in diesem Fall aus drei isolierten Ecken.

In der allgemeinen Situation, in welch@, 0) weder regudf noch quadratisch
ist, beweisen wir zuschst einen Struktursatazifdie Diskriminante der semi—
universellen Deformation. Es zeigt sich, dal3 die Diskriminante aus zwei irredu-
ziblen Komponenten besteht. AnschlieRend zeigen wir,(#aB) p—konstant in
einen vollséindigen Durchschnifly, 0) deformiert. Wir beenden das dritte Kapitel
mit dem Beweis der Behauptung, dal3 ein Coxeter—Dynkin—DiagramniX/d)
aus einem ebensolchen vovi, 0) sowie aus einer isolierten Ecke besteht (Satz
3.8). Am Beispiel der Wedge—Singulai€n zeigt sich, dald ein Coxeter—Dynkin—
Diagramm einer isolierten Kurvensingulat{X,0) c (C3,0) nicht mehr zusam-
menkangend zu sein braucht — im Gegensatz zu den isolierten Singtgantoll-
stindiger Durchschnitte.

Das Kapitel 4 befal3t sich mit dem Tripelpunkt. Es dient als Vorbereitung
fur die Berechnung von Coxeter—Dynkin—Diagrammen mit Hilfe (einer geeigne-
ten Version) der reellen Morsifikation. Wir betrachten reelle Milnorfasern des
Tripelpunktes und beschreiben dessen (drei) verschwindende Zykel. Man kann
den Inhalt des vierten Kapitels als Verallgemeinerung der Behandlung der reellen
Doppelpunkte (der Sattelpunkte) bei der reellen Morsifikation ebener Kurvensin-
gularititen auffassen, vgl. [AC] und [G-Z1].

In Kapitel 5 berechnen winir'einige Raumkurvensingulaait&n der Multipli-
zitat drei Coxeter—Dynkin—Diagramme. Zu diesem Zweck bleem’wir die von
N. ACampo und S. M. Gusein—Zade entwickelte Methode der reellen Morsifika-
tion, erweitert um den Tripelpunkt (Kapitel 4).

Der Abschnitt 5.1 befal3t sich mit Kurvensingulatén, deren Ideal von den
maximalen Minoren einer Matrix

Yy z X . 2
< z gxy) y) Mg € mezo

erzeugt wird. Solchen Kurvensingulat€&h ist gemein, dal in ihren Deformatio-
nen tochstens ein Tripelpunkt aufreten kann.
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In Abschnitt 5.2 studieren wir eine Serie von Singuktet), deren Risenta-
tionsmatrix die folgende Bauart besitzt:

(Xﬁiz 5 i)miﬂzz

Im Gegensatz zu den in 5.1 studierten Singuddei tritt hier die Schwierig-
keit auf, dal3 einige kritische Werte nicht reell sind und die dazwiggéri ver-
schwindenden Zykel nicht durch einen reellen Zykel aseritiert werdenddinen.

Das abschlieRende sechste Kapitel ist in zwei Abschnitte unterteilt. In Ab-
schnitt 6.1 sollen am Beispiel der (einfachen) Singuleitd, 1(2) und Eq2(2)
(vgl. [Fr] oder Satz A.3) einige Schwierigkeiten aufgezeigt werden, die bei der
Berechnung von Coxeter—Dynkin—Diagrammen auftretamien.

In Abschnitt 6.2 wollen wir Satz 3.8 anhand der SinguédtiD, Vv L und
Es vV L mit Methoden der reellen Morsifikation basigen.

An dieser Stelle mchte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Gusein-Zade fiucht-
bare Gesm@che vahrend seines Besuches in Hannover im Sommer 1997 bedan-
ken. Herrn Prof. Dr. van Straten danke ich flie Bantwortung einiger wichtiger
Fragen per e-mail.

Desweiteren bedanke ich mich bei Herrn Dipl.-Math. Michael Friedland,
Herrn Dr. Michael lohne und Herrn Dr. Jeroen Spandaw fiele nitzliche
Anregungen und Hinweise, mit denen sie zu dieser Arbeit beigetragen haben.

Mein besonderer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Ebeling, der das Thema dieser
Arbeit anregte und der michafrend der Zeit ihrer Fertigstellung betreute und
ermutigte. Auchdi seine langhrige Untersitzung nochte ich ihm danken.
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Kapitel 1

Einige Grundlagen

1.1 Invarianten reduzierter Kurvensingularit aten

Es sei(X,0) C (C",0) eine reduzierte Kurvensingulatit"Den lokalen Ring be-
zeichnen wir wieublich mit Ox o. Es seir(X) = r(X,0) die Anzahl der Zweige
von (X,0), undn : (X,n"1(0)) — (X,0) sei die Normalisierung vofX,0). Ist
(X,0) =Ui_1(X,0) die Zerlegung voriX,0) in irreduzible Komponenten, so gilt
(X,n71(0)) = LU{_1(C,0) und n.0g ,-10) = D1 C{ti}. Die &-Invariante von
(X,0) ist ’
6()() = 6()(,0) =dim¢ U*OX’nfl(o) /Ox}o.
In [BG] wird fur eine beliebige reduzierte KurvensingulatitX,0) c (C",0)
die Milnorzahl
H(X) = H(X,0) := dimc(wx,0/dOx o)
definiert. Dabei istx o := EX‘B;%O(OX,OaQ%n.o) der dualisierende Modul. Es
wird gezeigt, daR Ui’ Kurvensingulariten, die ein vollstidiger Durchschnitt
sind, die gegebene Definition mit der klassisclderéinstimmt. Insbesondere
werden die in den achsten zwei &zen aufgefhirten fundamentalen Aussagen
bewiesen, die die BezeichnuiMjlnorzahlrechtfertigen.

Satz 1.1(vgl. 1.2.1,1.2.4in [BG]) Es s€X,0) C (C",0) eine reduzierte Kurven-
singularitat. Dann gilt:

1. uX)=25(X)—r(X)+1.

2. X)) =0<= (X,0) ist regufr.

3. UX) > d(X) und yX) > embdin(X) — 1
4

. Ist eine der unter 3. aufgéfrten Ungleichungen eine Gleichung, dann
auch die andere, un@X, 0) ist ein gevdhnlicher n-fach—Punkt.
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10 EINIGE GRUNDLAGEN

Satz 1.2 (vgl. 4.2.2,4.2.4, 6.1.7 in [BG]) Es sei:g%*,0) — (D,0) eine flache
Familie reduzierter Kurven und pX — D ein guter Repdisentant. Dann gilt mit

X i= pL(t), u(X) = Xert U(X;, X) undd(X) = XEZXt 3(X;,X) fur alle t € D:

1. X% ist zusammerédngend

2. H(Xo) — H(X) = dimcH* (%, C)

3. Die Funktionen D> t — p(X;) und D>t — (%) sind oberhalbstetig.
4. Folgende Aussagen siaduivalent:

(@) u(X) ist konstantir alle t,
(b) 3(X) undy yex, (r(X,x) — 1) sind konstantiir alle t,
(c) HY(X,C)=0furallet,
(d) X% ist zusammenziehbdirfalle t.
In der Regel wird man dié—Invariante eineirreduziblenKurvensingulariat
direkt nach der Definition berechnenuriéduzibleKurvensingularisiten liefert

der folgende Satz bzw. das anschliel3ende Korollar ein sghlicties Hilfsmittel
zur Berechnung dieser Invariante.

Satz 1.3 Fur eine reduzible, reduzierte Kurvensingulati{X,0) c (C",0) mit
(X,0) = (X1,0) U (X2,0) und (X1,0) N (Xz,0) = 0 gilt:

O(X) = d(X1) +0(X2) + dimCO(cn’o/ (1(X1) +1(X2)).

Einen Beweis dieses Satzes findet man z.B. in [BG]. Als unmittelbare Folge-
rung erlalt man — vgl. [BG] — das
;
Korollar 1.4 Sei(C",0) D (X,0) = J (X;,0) die Zerlegung der KurvéX,0) in
i=1
r
irreduzible Komponenten. Setigfec {1,...,r —1}: (Y;,0)= U (X],0). Dann
j=i+1

gilt:

r r—1
8(X) = 3 8(X)+ 3 dimcOcno/ (10%) +1(%))
r r—1

und ) = 3G <1125 dimeOcno/ (1(X) +1(Y))



INVARIANTEN REDUZIERTER KURVENSINGULARITATEN 11

Wir stellen noch eine weitere Berechnungsgiichkeit flir die d—Invariante
bzw. fiir die Milnorzahl einer reduzierten KurvensingulatitX,0) c (C",0)
bereit. Die zugrundeliegende Idee dabei ist, die KuiXe0) in eine geeigne-
te Koordinatenebene zu projizieren und dann die InvariantenXo0) aus den
Invarianten der ebenen Kurvensingulariherzuleiten.

Die folgenden &tze (1.6 und 1.7) stammen von D. Mond und R. Pellikaan
und sind der Arbeit [MP] entnommen. Bevor wir sie zitieren, wollen wir kurz an
die Definition derFitting—Ideale erinnern (eine awsfilichere Darstellung dieser
Ideale findet sich in den Arbeiten [MP], [Tel] oder in [LoO]).

Es seiR ein kommutativer Ring mit Eins uni¥ ein endlich erzeugteR—
Modul. Es sei

RRERI M -0 (1.1)
eine Aufbsung vorvi.

Definition 1.5 Fur g > k > q— p definieren wir das k-te Fitting—Ideal von M
(als R—-Modul) als das Ideal in R, welches von dgr- k) x (q— k)—Minoren der
Matrix ® erzeugt wird. Falls es kein@ — k) x (q— k)—Minoren gibt, da k zu grof3
(k > qg) bzw. zu klein (k q— p) ist, definieren wir dieses Ideal als R bzw. als
Null. Wir bezeichnen das k—te Fitting—Ideal (videlich) mit ik (M).

Dal die Definition vorF (M) nicht von der exakten Sequenz (1.1) abbt
undF(M) infolgedessen eine Invariante des Modulsst, hat z.B. Looijenga in
[Loo] ausgetihrt.

Es sei nunf : X — Y eine endliche holomorphe Abbildung zwischen kom-
plexen Riumen. Dann ist,Ox eine kolarente Garbe vo@y—Moduln, vgl. [GR].
Jetzt definieren wir di&—te Fitting—Ideal-Garbé&( f.Ox) als die Garbe, die zu
der Pegarbe getrt, welche einer offenen Mend¢ C Y dask—te Fitting—Ideal
desrl (U,Oy)-ModulsT (U, f.0Ox) zuordnet. Der Tager vonOy / Fo(f.Ox) ist
f(X). Der folgende Satz besagt, d&@(f.Ox) unter gewissen (naheliegenden)
Voraussetzungen das reduzierte Bild definiert.

Satz 1.6 (vgl. Prop. 3.1 und Prop. 3.2 in [MP]) Es s¢K,%) der Keim einer
n—dimensionalen Cohen—Macaulay—Vaiiet Xy, %), ..., (Xm, X) deren irreduzible
Komponenten und es sei (X,%) — (C™1,0) ein endlicher Abbildungskeim; X
sei das (reduzierte) Bild voX unterTt, und I(X;) bezeichne das Ideal aller Funk-
tionen inOCM’O, die auf X verschwinden. Ferner sej der Grad der Abbildung
(X, %) — (X,0). Dann gilt

Fo(m.0g) = _rll (%) (1.2)
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Theorem 1.7 (Thm. 3.6 in [MP]) Es se(C X) der Keim einer reduzierten Kur-
vensingulariét, (C1,%),..., (G, %) deren irreduzible Komponenten, und es Bei
(C,%) — (C?,0) eine endliche Abbildung.;@ei das (reduzierte) Bild vag unter
. Es gelte

o GACfuri#j
e Der Grad der AbbildundG;, %) — (G;,0) ist eins.
Dannist(C,0):= U(C. 0) C (C?,0), versehen mit der Strukturgaribe(m.O¢ 5),

nach Satz 1.6 elne reduzierte Kurvensinguéritind es gilt:
5C) = 3(C)—dimcOge o/ F1(mOg)o. (1.3)
Beispiel 1.8 Die Kurvensingularit (X,0) C (C# 0) werde durch das Ideal
| = (38— X3, XoXa — X1X4, X5 — X2Xa, XoX4 — XoXa, XaX4 — X3, X5 — X3X2)

definiert. Es gilt:5(X) = 4 (X kann durcht — (t4,t5,t7,t% parametrisiert wer-
den). Wir wollend(X) nun mit Hilfe von (1.3) herleiten. Die Einscmkungrt
der Projektion(C*,0) — (C?,0), (X1, X2,X3,X4) — (X1,X3), auf (X,0) erfiillt die
Voraussetzungen derm&e 1.6 und 1.7. Wir wollefro(1.0x) bzw. F1(1.0x)
berechnen und berechnen zu diesem Zwhegtht.Ox )o (bzw. F1(1t.0x )o) als das
O-te (bzw. 1-te) Fitting—Ideal vo@x o als O¢2 g—-Modul mittels der Abbildung
T : O(Cz’o — Ox0. Es seieg =1, ¢1 = xp undez = x4. Es ist leicht einzusehen,
dal{ep,e1,e2} ein Erzeugendensystem v g als O(Cz’o—ModuI darstellt. Die
Relationen zwischen diesen Erzeugenden sind in den Zeilen der Matrix

0 X3 —X1
o= 3 —x¢ 0
—Xi' 0 X3

notiert. Nun gilt: Fo(1.0x )0 = det® = x{ —x§ und F1(11.0x )0 = (¢, X3, X2%3).
Mit (C,0) := ({x{ —x3 = 0},0) C (C?,0) folgt nun aus Theorem 1.7:
5()() = 5(C) — dim(co(czp/ Fl(T[*Ox)o =9-5=4

Neben ded-Invariante und der Milnorzahl sollen jetzt noch zwei andere In-
varianten von reduzierten Kurvensingulatéin Ervéhnung finden, amlich die
Tjurina—Zahlund derCohen—Macaulay—Tyiese sind wie folgt definiert:

Tjurina—Zahl T=T1(X) := dimcTy,
Cohen—Macaulay—Typ =£t(X) := dimg(wx,o0/mx,owx0).
Hierbei bezeichnenx o das maximale Ideal des Rin@ o. Wir wollen uns

nun darauf beschriken, die Bedeutung der zuletzt eingatén Gol3en fir glatt-
bare Kurvensingulariéten darzustellen:
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Satz 1.9 (Greuel, [Grl]) Es sei(X,0) C (C",0) eine reduzierte, @ittbare und
quasihomogene Kurvensingulait Dann gilt:

T(X) > HX)+t(X)—1 (1.4)

Weiterhin gilt: Der Basisraum der semi—universellen Deformation @r0) ist
genau dann glatt, wenfl.4) eine Gleichung ist.

Wir haben in diesem ersten Abschnitt die grundlegenden Invarianteadu-
zierte Kurvensingulargten vorgestellt. & eine ausihrliche Behandlung dieser
und weiterer Invarianten sei auf die Artikel [Gr1] und [BG] verwiesen.

1.2 Kurvensingularitaten in (C3,0)

Der lokale RingOx o einer reduzierten KurvensingulaitX,0) C (C",0) ist als
reduzierter noetherscher Ring der Dimension 1 ein Cohen—-Macaulay—Ring. Im
Spezialfalln = 3 ist (X, 0) also eine Cohen—Macaulay—-Singularider Kodimen-

sion 2. Der lokale Rin@x o = Ocs o /| besitzt daher nach [Art2] eiff@.s —freie
Auflosung der Form ’ ’

0— 0%+ 0d

[0}
C3,0 c30 O<C3,o — Ox 0 —0, (1.5)

wobeiW eineq x (q— 1)—Matrix und® eine 1x g—Matrix ist.

Satz 1.10 (Hilbert—Burch, [Bu]) Es sei R ein noetherscher kommutativer Ring mit
lundI=(fy,...,fq) CReinldeal. Ferner se¥ = (W1 ... Wq) eine gx (q—1)—
Matrix und® = (fy, ..., fq) € Mat(1,q;R) so, dal’

0—>Rq_1i>qu>R—>R/|—>0

eine R—freie Aufisung von Rl ist. Mit $() werde die Untermatrix voi¥, die
durch Streichen der i-ten Zeile véb entsteht, bezeichnet und mit'u= detw()

die Determinante vok(). Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Nichtnulltei-
leracR, sodaBif=aul), 1<i<q, ist.

Aus dem Satz von Hilbert und Burch folgt, dal’ das Ideal einer reduzierten
Kurvensingularigt (X,0) c (C3,0) von den maximalen Minoren einer Matrix
M € Mat(g,q— 1;C{x,y,z}) erzeugt wird; solche Kurvensingulai€n sind also
determinantiell Der Cohen—Macaulay—-Tytp=t(X) hat nun folgende Bedeutung:
Der Rang des dchsten Syzygienmoduls in (1.5) ist gerdadd.h.t =q—1. Im
Fallt(X) = 1 handelt es sich bé&KX, 0) um einenvollstindigen Durchschnitt~ir
vollstandige Durchschnitte verwenden wir gelegentlich auch diewshkigICIS.
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1.2.1 Deformationen

Es sei(Y,0) c (C™™M 0) eine n—dimensionale Singulasit eines vollsihdigen
Durchschnitts. Wird das Ideal vdiY,0) von den holomorphen Funktionskeimen
f1,....,fm € m<2cn+m.o erzeugt, so gibt es zwischen dénnur triviale Relationen.
Infolgedessen liefert jede @ting derf; eine Deformation voriY, 0).

Ist andererseit$X,0) C (C",0) eine Cohen—Macaulay—Singulatitter Ko-
dimension zwei, die etwa von den maximalen Minoffen.., fq,1 einer Matrix
M € Mat(q,q+ 1;C{z,...,z,}) erzeugt wird, so gibt es im Fadj > 2 zwischen
den Funktionskeimeffy, ... fq, 1 nichttriviale Relationen. Das bedeutet, daf nicht
jede Serung derf; auch eine Deformation vofX, 0) liefert.

Satz 1.11(Theorem 5.1, (3) in [Art2]) Es s¢éK,0) C (C",0) eine Cohen—Macau-
lay—Singularitit der Kodimension zwei, die von den maximalen Minoren einer
Matrix M € Mat(g,q+ 1;C{z,...,z,}) erzeugt wird. Dann gilt:

(i) Das Stren der Eintége von M (und anschliel3endes Minorenbilden) liefert
eine Deformation voliX,0).

(i) Jede Deformation voriX,0) erhalt man durch geeignetesdén der Ein-
trage der Matrix M.

Insbesondere edft’ man also durch geeignete®&iii der Eintage der definie-
renden Matrix auch die semi—universelle Deformation (§r0). Der Basisraum
der semi—universellen Deformation ist glatt ([Sch]).

Aus dem richsten Satz folgt, daR jede reduzierte KurvensingatantC3, 0)
glattbar ist.

Satz 1.12(Schaps, [Sch]) Es s€X,0) c (C",0) eine Cohen—Macaulay-Singu-
laritat der Kodimension zwei, und es gelte 6. Dann ist die Singularit (X,0)
glattbar.

Im zweiten Kapitel werden windi reduzierte Kurvensingulaatén in(C3,0)
(kurz: Raumkurvensinguladtén) weitere Invarianten definieren.



Kapitel 2

Die Monodromiegruppe und
Coxeter—Dynkin—Diagramme

Sei(Xp,0) eine Raumkurvensingulaait' damit meinen wir hier und im folgenden
stets einen reduzierten Kurvenkeim(in®, 0). In diesem Abschnitt definieren wir
weitere Invariantenui’ (Xp, 0), ndmlich dasMilnorgitter, die Monodromiegruppe
und Coxeter—Dynkin—DiagrammeNir werden sehen, dal’ wir die in [Eb2] ent-
haltene Definition dit vollstindige Durchschnitte auf Raumkurvensinguédeti
Ubertragen &ihnen.

Wir haben in Abschnitt 1.2 festgestellt, dal3 das Ideal Mgrvon den ma-
ximalen Minoren einer MatriM € Mat(t,t + 1;C{x,y,z}) erzeugt wird, wobei
t = t(Xo) den Cohen—Macaulay—Typ vaiXo,0) bezeichne. Desweiteren ha-
ben wir gesehen, dal? man jede Deformation (X50) durch geeignetes &n
der Einteige vonM erlélt. Insbesondere ealt'man auf diese Weise auch die
semi—universelle Deformation, deren Matrix wir riiit bezeichnen wollen. Der
analytische Mengenkeirfi, 0) C (C3 x CT,0), der von den maximalen Minoren
Fi,...,R+1 von M erzeugt wird, ist der Totalraum der semi—universellen Defor-
mation. Den Basisraum bezeichnen wir i§8t0).

2.1 Die Milnorfaserung

Aus Satz 1.12 folgt, dal3 die Faséber einem allgemeinen Punkt aus dem Ba-
sisraum der semi—-universellen Deformation singudéeitfrei ist. Anders aus-
geduckt bedeutet dies, da’ die KurvensingukritXo,0) eine Milnorfaserung
besitzt. Diesen Sachverhalt wollen wir nurapisieren.

Es selU c C3'T eine kleine und offene Umgebung vore@C3*T derart, daR
alle Funktionskeimé; : (C*+,0) — (C,0) aufU durch holomorphe Funktionen
F : U — C représentiert werdenddinen. Ferner bezeichiBg(0) C U eine offene
Kugel vom Radiug in C3+T mit dem Ursprung als Mittelpunk.

15
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Wir wahlen nun geeignete Rgm€ntanten vo(i, 0) und(S 0) = (C',0): Sei

X = {(zN)eU : F(zA) =..=R+1(zA) =0,]A|<p}NB(0),
S = {AeC": |A\|<p}

und sei
p:X—S

die Projektion auh.

Wir wahlene so klein, dallp := {(z,0) € U : F(z,0)=0,1<i<t+1} die
Sphare S := 0B:(0) = {(zA) € C3 x C : |(z\)| = €} transversal schneidet.
Dies ist noglich nach dem Kurvenauswahllemma, vgl. [Mil]. Nun kann man
ein geeignetep € R mit 0< p< € finden, so dal3 auch alle benachbarten Fasern

Y\ ={(zA) €U :F(zA) =...=R11(zA) =0}

mit |A| < p die SphireS; transversal schneiden.

Die kritische MengeéC der Abbildungp: X — S also die Menge aller Punkte
von X, die singuéir sind oder in denepkeine Submersion ist, wird durch die Glei-
chungenF; = ... = R 1 = 0 sowie durch die % 2—Minoren der Jacobi—Matrix

w mit z= (z1,2p,23) gegeben, vgl. [Loo, 4A].

Mit D := p(C) C Shezeichnen wir die Diskriminante vam d.h. die Menge
der Punktes € S uber denen keine glatten Fasern liegen. Van Straten hat be-
wiesen, daf3 der KeirtD,0) — wie bei den isolierten Singulaaitén vollséindiger
Durchschnitte — eine Hypedithe ist, vgl. [Str]. Wir gebefD,0) die reduzierte
Struktur.

Nun ist die Abbildung

Px—p-tp): X — p (D) —S-D

die Projektion eines differenzierbaren Faserthéls. Die dadurch beschriebene
Faserung heililnorfaserung Die typische Faser

Xs:=pH(s)

hei3tdie Milnorfaserder Singulariét (Xo,0). Sie besitzt den Homotopietyp eines
Bouquets voru 1-Splaren. Aus der Morsetheorie (vgl. [AF]) folgamlich, dal3

die Milnorfaser den Homotopietyp eines endlichen CW-Komplexes der Dimen-
sion < 1 und damit eines Bouquets von 1-@péri hat. Dal3 die Anzahl dieser
Spharen gerade die Milnorzahl ist, ergibt sich aus Satz 1.2.

Die Schnittform(-, -) definiert auf dem ModuH1(Xs; Z) eine schiefsymmetri-
sche Bilinearform. Das PaaH1(Xs;Z), (-,-) ) ist somit ein schiefsymmetrisches
Gitter, das sogenannkgilnorgitter.
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2.2 Die grundlegende Konstruktion

Die Definition ftir die Coxeter—Dynkin—Diagramme basiert auf den folgenden
Konstruktionen. Diese und auchapi'e Definitionen und Methoden orientieren
sich wesentlich an den Arbeiten [Eb1] und [Eb2], in denen die entsprechende
Situation fir Hyperfichen bzw. dif vollstindige Durchschnitte betrachtet wird.
Ferner sei auf den Artikel [Br2] hingewiesen.

Wir betrachten eine allgemeine Gerddgurch Oc C', die die Diskriminante
D in 0 transversal schneidet. Die Koordinaten @&sseien so gewafilt, dall mit
der letzten Koordinatenachse zusammaéhfDann definiert der Mengenkeim

(X0,0) = ({(ZA) €U :F(zA) =0, A; =0, 1<i <t+1, 1< j<T—1},0)

eine isolierte determinantielle&thensingularét der Einbettungsdimension vier,
also eine Cohen—Macaulay-Singulatit™
Wir wahlen nurSvon der FornS=T x D mit

T = {teC"?!: |t|<p1}

und D = {{eC: [{|<n},
wobeip; undn so klein und geeignet geailt seien, dal’ folgendes gilt: Sei
X' ={(zN) eU: F(zA) =..=FR:1(ZA) =0,(A1,...,Ar_1) € T} NB(0)

undp’: X' — T die Projektion aufAq,...,Ar_1). Dann ist
. -1
Pl—p 10y - X' — P (D) — T Dy

die Projektion eines differenzierbaren Fasmxtbélé(Dp, ist hier die Diskriminan-
te der Abbildungp’). Die typische FaseX ist eine Milnorfaser der Singulaait”
(X0,0). Nach [Loo, Proposition 5.4]dinenp; und n daniber hinaus sogar so
klein gewahlt werden, dal3 die Kompositiom p: X — T topologischaguivalent
zu dem Remsentantep’ : X’ — T ist, wobeit: S— T die Projektion auf die
erstent — 1 Koordinaten bezeichne. Das bedeutet insbesondere, dal} die Man-
nigfaltigkeitenX; und X; := (1o p)~1(t) furt ¢ Dy den gleichen Homotopietyp
besitzen.

Die Einschenkungmp der Abbildungm: S— T auf D ist endlich. Wir
wahlen nun einen Punkte T, der nicht im Bild des Verzweigungsortes v
liegt. Sodann betrachten wir die Abbildung

P C3xTxD > X — D
' (zt,a) — a

IMan beachte, daR die SingulaititXo,0) nach Satz 1.12 eine Milnorfaserung besitzt.
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Y

(. J

=4

Abbildung 2.1: Der BasisrauB= T x D und die KreisscheibB

Durch die spezielle Wahl vanschneidet die Kreisscheili® := {t} x D die Dis-
kriminanteD in genaum = m(D) reguliren Punktersy, ..., sy, siehe Abb. 2.1.
Hierbei bezeichnem die Multiplizitat der Diskriminante im Nullpunkt. Jede Fa-
serXs entralt genau eine Singulaat, rEmlich eine quadratische; der singrd”
Punkt vonXs seix;. Aul3erhalb diesem singuliren Fasern ist die Abbildurfg
die Projektion eines differenzierbaren Fasgrthéls.

2.2.1 Verschwindende Zykel und die Monodromiegruppe

Wir untersuchen nun die lokale Situation der Singusdeiti( X, x;). Da diese Sin-
gularititen allesamt geglinliche Doppelpunkte sind, gibt es nach dem komplexen
Morse—Lemmaudi jedes 1< i < meine kleine UmgebunB; vonx; in X; und in
diesen Umgebungen lokale Koordinaten vi), so da®p, in diesen Koordinaten
in der Form

P(ui,vi) = ¥ + V7 +5

geschrieben werden kann uBglin diesen Koordinaten eine offene Kugel vom
Radiusg;j ist.

Fir jedes Ki<msei nunD; eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt und Radius
ni. Die Radienn; seien so klein gewafilt, dal3 die folgenden drei Bedingungen
erfullt sind:

o furalle 1I<i < mist die Kreisscheib@_w ganz inD! enthalten
o furi+ jgilt DiND; =0
e furalle 1<i <mist

Perpi(G-(s  BINP (i —{s}) —Di—{s}

eine Milnorfaserung
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Wegesysteme

Im weiteren werden wir bed! = {t} x D auf den Index t” verzichten,D! wird
also mitD identifiziert werden.

Wir beginnen mit der Wahl eines nicht-kritischen Wersesuf dem Rand der
abgeschlossenen KreisscheibeSodann betrachten wir geordnete Systeme von
Wegeny; : [0,1] — D, fur 1<i <m, mit:

* Vi(0)=s
e V(1) =s
e Vi(d) eD—{sy,...,5m} furd € (0,1)

e Vi schneidet den Rand der Kreisschel]ﬁiegenau einmal und zwar zum
Zeitpunktd = q;

Fur jedes Ki<mund hinreichend kleine8 mit 0 < 9 enthalten die Fasern
VonPg ~p-1(,_{5}) Uber den Punkten (8), also

(Perp13 () (M) ={(u,v) €Bi: W+W=v(8)—s},

in den jeweils gewhlten Koordinatensystemen eine 1-8@®;(9). Fird — 0
ziehen sich diese Sphen auf einen Punkt zusammen. Durch Parallelverschiebung
langs der Wegg konnen wir fir jedesd € (0,1] m Sprérend;(9) konstruieren.
Insbesondereddinen wir dadurch die Spién in die FaseXs transportieren. Nun
wahlen wir Lir &;(1) in der FaseXs Orientierungen und erhalten schlieflich Ele-
mente der Homologiegruppty (Xs; Z):

Definition 2.1 Die Homologieklass®; := (1) € Hi(Xs;Z) heift ein &ngsy;
verschwindender Zykel.

Bemerkung 2.2 (i) Wie bei den isolierten Singulaatén vollséindiger Durch-
schnitte definiert jeder Doppelpunkis, x;) nicht nur einen verschwindenden Zy-

kel & € H1(Xs; Z), sondern auch eingerschwindende Zelg € Hy(X, Xs; Z). Da

wir uns in dieser Arbeit auf die verschwindenden Zykel konzentrieren wollen,
wurde auf eine Darstellung der verschwindenden Zellen verzichtet. Diese findet
man z.B. iNEb2], [La] oder[Di] .

(i) Fur die Selbstschnittzahlen der verschwindenden Zykel @iitd;) = 0.

Jedem Weg; ordnen wir wie folgt einen Wegy zu. Wir definieren:

~

W =¥ T
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Hierbei istt; eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes der Kreisschei-
be Dj mit dem Anfangs- und Endpunkt; und fiir den Wegyi gilt: ¥i = Vi|(a;,1-
Damit ist der Wegw; ein geschlossener Weg i mit Anfangs- und Endpunig
und hei3einfache Schleife zy.

Jede Schleifey € M1(D — {sy,...,Sm},s) definiert einen Automorphismus
hi := hy. € Aut(H1(Xs;Z)). Dieser heiBPicard-Lefschetz-Transformaticum
Wegy; und reingt nur von der Homotopieklasse vanin D — {s;, ..., Sn} ab. Nach
derPicard-Lefschetz-Formgilt fur & € H1(Xs; Z):

hi(8) =3—(3,5) - 5.

Definition 2.3 Die Mengel aller Automorphismenh € Aut(Hy(Xs;Z)), die
durch die Homotopieklassen von Wedgn € M1(D — {sy,...,Sn},S) induziert
werden, also das Bild des Homomorphismus

p,{ Ny(D—{s1,....5m},S) — Aut(Hi(XsZ))
' W% — By,

heil3t die Monodromiegruppe der SingulétitXo,0).

Aus [Loo,7.1] folgt, daR die Inklusiof® — {si,...,Sn} — S— D eine Sur-
jektion der Fundamentalgruppéiy (D — {s1,...,Sn},S) — M1(S—D,s) liefert.
Infolgedessen ist die Monodromiegruppe wohldefiniert uadgtnicht von der
Wahl der Geradehbzw. von der Wahl des Parametéiab.

Wir nennen das Wegesystém, ..., ym) Stark ausgezeichnewenn die folgen-
den drei Bedingungen et sind:

e Die Wegey; sind nicht selbstberschneidend.
¢ Der einzige gemeinsame Punkt vprundy; furi # j ist der Punks.

e Die Wegey; seien in der Reihenfolge numeriert, in der sie den Punkt
erreichen. Hierbeiailt man vom Rand der Kreisscheilfein s aus im
Uhrzeigersinn.

Wir nennen das Wegesystei, ..., ym) Schwach ausgezeichnélls das zu
diesem Wegesystem gafige System von einfachen Schleiféwy, ..., wy,) die
Gruppely (D — {sy, -..,Sm}, S) frei erzeugt.

Bemerkung 2.4 (i) Es ist klar, dal3 ein stark ausgezeichnetes Wegesystem insbe-
sondere auch schwach ausgezeichnet ist.

(i) Die zu einem schwach ausgezeichneten Wegesy§tem., ym) getorenden
Automorphismerthy, ..., hy) erzeugen die Monodromiegruppe
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Abbildung 2.2: Beispiel eines stark ausgezeichneten Wegesystems=f7.

2.2.2 Definition der Coxeter—Dynkin—Diagramme

Ein geordnetes Systeltyi,...,ym) von Wegen, das die kritischen Wergemit
dem nicht-kritischen Wer verbindet, definiert nach obigem ebenfalls ein System
(81,...,0m) von verschwindenden Zykeln. Wir nennen das Systém...,dm)
schwach ausgezeichrietw. stark ausgezeichngtlls (yi, ..., ym) schwach ausge-
zeichnet bzw. stark ausgezeichnet ist.

Ein Coxeter—Dynkin—Diagramrder Singularigt (Xp,0) ist im wesentlichen
eine graphische Darstellung der Schnittmafdx d;)1<i j<m der verschwinden-
den Zykel. Genauer:

e Die Ecken{ey,....,en} des Graphen werden mit den Zykeldy, ...,0m)
identifiziert: g < &;.

e Firi < j werden die Ecker undej mit einer Kante vom Gewich(;, 8;)
verbunden.

Ein so definiertes Diagramm ist malich noch keine Invariante der Singu-
laritat (Xp,0), denn verschiedene Wegesysteme werden i.a. auch verschiede-
ne Coxeter—Dynkin—Diagramme liefern. Abschlie3end werden wir, Ebeling in
[Eb2] folgend, begninden, dal3 die nachstehend definierten Merig‘é‘ﬁ und®sd
tatsichlich Invarianten voiiXp, 0) sind und somit nicht von der Wahl vdérundt
abhangen.
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Definition 2.5 Die Menge aller Coxeter—Dynkin—Diagramme zu schwach (bzw.
zu stark) ausgezeichneten Systemen von verschwindenden Zykeln bezeichnen wir

mit WA (bzw. mitoSd),

Die Wahl der Indices begrdet sich durch die englische Bezeichnung der
schwach bzw. stark ausgezeichneten Systearaliofiweakly distinguishedzw.
strongly distinguished

Es sei(y1,...,Ym) €in schwach ausgezeichnetes Wegesystem(&nd., o)
das dazu gatrige System von verschwindenden Zykeln. Wir betrachten die fol-
genden Operationen auf dem-Tupel(dy, ..., Om):

A Operation von(Z / 2Z)™, Orientierungswechsel

Kj (81, ..., 8m) = (81, ..., 5] _1,—8},8j 41, ..., 0m) fur j € {1,...,m}

B Operation deZopfgruppe
Bm bezeichne die Zopfgruppe mmit Strdngen undiy, ..., am_1 Seien ihre
Standarderzeugenden. Dann opegrtir j € {1,...,m— 1} wie folgt:

Gj(617 "'76m) = (617 "'76j—17 hj(6j+1)76j76j+27 "'76m)

C Operation der symmetrischen Grughg

0(617---,5m) = (60(1)7---760(m))7 oc Sm

D “Gabrielov—Transformationen”

ai(j)(01,....,0m) = (81,...,0j-1,hi(dj),dj+1,--.,0m)
Bi(i) = (ai(D)ilv hLje{l...m}

Definition 2.6 Es seien(yi, ...,ym) und (Y3, ..., Ym) Zwei geordnete Wegesysteme
und (8, ...,0m) bzw. (8], ...,8y,) die dazu gebrigen Systeme von verschwinden-
den Zykeln mit den Coxeter—Dynkin—Diagrammen D uhdWlir nennen D und
D’ stark (bzw. schwachgquivalent, wenn sie sich durch Iteration von Operatio-
nen vom Ty@A undB (bzw.A, B, C undD) ineinanderuberiihren lassen.

Satz 2.7 (Gabrielov) Zwei Coxeter—Dynkin—Diagramme 59 sind stark
aquivalent.

Satz 2.8 (Humphries) Je zwei Diagramme D' € ®Wd sing schwaclaquivalent.

Die Beweise zu diesera®en findet man in [Hu] bzw. [G-Z3].
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Satz 2.9 Die Mengen’DSd und oWd hangen nicht von der speziellen Wahl der
generischen Geradend S und des Parameters T ab, sind also Invarianten
der Singularitt (Xp,0).

Beweis Die in [Eb2] (fur vollstindige Durchschnitte) gegebene Bagiing fir
diese Behauptun@f3t sich auf die Situation von Raumkurvensingugdeitiliber-
tragen, da die Diskriminante der semi—universellen Deformgtiof — S ei-
ner solchen Singulaat'wie bei den isolierten Singulaain vollséindiger Durch-
schnitte eine Hypewiche ist. O

2.2.3 Die Bedeutung der GruppeHi(X;Z)

Wir betrachten die (reduzierte) exakte Homologiesequenz des Pa&res).
Diese Sequenz reduziert sich auf

0 Ho(X Z) — Ha(Xe, X6 Z) & Hi(X6i Z) — Hi(Xei Z) (2.1)
Die relativen Homologiegruppen sind bekannt [E8]:

Zm fallsq=2
Hq(Xt,XS;Z)%{ o fa||sg7é2 (2.2)

Aul3erdem folgt aus [L&5], dal’ die verschwindenden Zellén ...,8m eine Ba-

sis desZ—ModulsHa(X;, Xs; Z) bilden. Unter dem Verbindungshomomorphismus
0. : Hao(Xt, Xs;Z) — Hi(Xs; Z) werden die verschwindenden Zellen auf die ver-
schwindenden Zykdl, ..., &, abgebildet. Eine naheliegende (und auch wichtige)
Frage ist nun, ob die verschwindenden Zy&g|...,dy ein Erzeugendensystem
desZ-Moduls H1(Xs; Z) bilden. Der exakten Sequenz (2.1) entnimmt man, daf3
dies genau dann der Fall ist, webh (X¢;Z) = 0 bzw. Hy1(X{;Z) = 0 gilt. In
diesem Fall ist die exakte Sequenz ekezeexakte Sequenz freig—Moduln:

0 — Ha(Xi; Z) — Ha(Xt, X Z) %5 Hy(Xs, Z) — O. (2.3)

Aus der Sequenz (2.3) gewinnt man desweiteren eine Fotmdld Multiplizitat
mder Diskriminante, alsauif'die Anzahl der verschwindenden Zykel:

M= H(Xo) -+ rang(Hz(X;: 2)) . (2.4)

Damit haben wir zwei wichtige Konsequenzen dargelegt, die sich im Fall des Ver-
schwindens vomi(Xt; Z) einstellen. D& Xo, 0) eine normale Fchensingularét

ist, folgt aus [GS, Theorem 2], daf3 die erste Betti—ZahlXpwerschwindet. Da-

her beschftigen wir uns nun mit der Frag®ann ist H(X;;Z) torsionsfrei?
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Fir t(Xo) = 1 ist nicht nur(Xo,0), sondern aucliXo,0) eine isolierte Singu-
laritat eines vollsitihdigen Durchschnitts. Nach Hamm, [Ha], ist die Milnorfaser
X{ daher homotopijuivalent zu einem Bouquet vpiiXp) 2-Sptaren. In diesem
Fall gilt alsoH1(X; Z) = Hi(X{;Z) = 0.

Im allgemeinen Fall, d.ht(Xp) > 2, gibt es, abgesehen von der bereits er-
wahnten Tatsache, ddf3(X/) = 0 ist, noch Formelnui die Eulercharakteristik
und die Signatur der Milnorfaser (nach Wahl, [Wa3]). Aber die Frage nach der
Torsionsfreiheit vorH; (X;Z) bleibt unbeantwortet, falls von derdéhensingu-
laritat (Xo,0) lediglich bekannt ist, da sie normal ist. Daher machen wir die
zusatzliche Annahme, daf¥o, 0) einerationale Flachensingularéfist.

Definition 2.10 (Artin, [Artl]) Sei (X,0) eine normale Richensingularit und
m: X — X eine Aufdsung von(X,0) mit E = r1(0). (X,0) ist rational, falls
ROy = 0 gilt.

Der folgende Satz zeigt, dg,0) furt(Xo) > 3 nicht rational sein kann.

Satz 2.11 (Wahl, [Wal]) Es se(X,0) eine determinantielle, rationale &then-
singularitat der Einbettungsdimension=e embdingX,0) > 4. Dann wird das
Ideal I(X') durch die2 x 2—Minoren einer2 x (e— 1)—Matrix gegeben.

Der rédchste Satz liefert ein hinreichendes Kriteriuom flas Verschwinden
von Hi(Xt;Z) = Hy1(X{;Z) und ist ein einfaches Korollar aus dem Beweis von
Theorem 4.1 in [MS].

Satz 2.12Es sei(Xp,0) C (C3,0) eine isolierte Kurvensingulasit, die von den
maximalen Minoren eineR x 3—Matrix erzeugt wird. Die Fdchensingulart
(Xo,0) C (C#,0), die man(Xp,0) wie beschrieben zuordnet, sei rational. Dann
erzeugen die verschwindenden Zy&gl..., &y, die Gruppe H(Xs;Z) und es gilt
die Gleichung (2.4).

Beweis (vgl. Beweis von Theorem 4.1 in [MS]) Als rationale Singularibesitzt
(Xo,0) eine simultane Aufisunguber der Artin—Komponente, vgl. [Wa2]. Auf

der anderen Seite i€Xo,0) C (C*,0) eine Cohen—Macaulay—Singulatitier Ko-
dimension 2, und der Basisraum der semi—universellen Deformation einer solchen
Singularigit ist glatt. Es folgt, dal3 die Artin—-Komponente der ganze Basisraum
der semi—universellen Deformation v@Xo,0) ist. Jede Milnorfasek ist also
homotopi@quivalent zum exzeptionellen Divisor der minimalen Astiihg von

Xo, und das bedeutet insbesondere, Ha(X’; Z) verschwindet. O

Wir werden sehen, dald Satz 2.12 &lle Singulariaten, die wir in dieser Ar-
beit studieren wollen, anwendbar ist!



Kapitel 3
Wedge—-Singulariaten

In diesem Abschnitt wollen wir RaumkurvensingulatéinX studieren, die man
erkdlt, indem man durch die isolierte Singulatittiner ebenen Kurv€ in der
xy-Ebene eine transversale Gerddkegt, die wir mit derz-Achse identifizieren
werden. Die Klasse von SingulatEn, denen ein derartiges Bildungsgesetz zu-
grunde liegt, nennen wi¥Wedge-Singulardten und wir verwendenui sie die
NotationX =CV L.

Es wird sich herausstellen, da® fdie Wedge-Singulaatén eine relativ kon-
krete Aussagelber die Struktur der Diskriminante der semi-universellen Defor-
mation p : X — S mdglich ist. Falls die ebene Kurvensingulati{C,0) ein
gewohnlicher Doppelpunkt ist, nennen wir = A; VL einengewdhnlichen Tri-
pelpunkt In diesem Fall setzt sich die Diskriminaribeaus drei Hyperebenen
zusammen. Das Coxeter—Dynkin—Diagramm des Tripelpunktes besteht aus drei
Ecken, die untereinander nicht verbunden sind. Die Monodromiegruppe des Tri-
pelpunktes ist trivial; diese Tatsache wurde bereits in [BG] von Buchweitz und
Greuel bewiesen.

25
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In der allgemeinen Situation, in d&C,0) weder regudf noch quadratisch ist,
besteht die Diskriminante hingegen aus zwei irreduziblen Komponenten, wobei
eine Komponente in geeigneten Koordinaten eine Hyperebene ist. Diese Struk-
turaussage wird es insbesondere agiithen, die Gestalt der Coxeter-Dynkin—
Diagramme eingehend zu untersuchen. Dabei wird sich herausstellen, dal3 die
Coxeter—Dynkin—Diagramme aus zwei Komponenten bestelaemjcti aus einer
isolierten Ecke sowie aus einem Coxeter-Dynkin—Diagramm einer ausgezeichne-
ten ICIS Y. Ferner wird gezeigt, daR in Y deformiert und zwap-konstant.
Infolgedessen kann man von einer gewissen A#ind&r Singularat X zur ICIS
Y sprechen.

3.1 Ein Satzuber die Struktur der Diskriminante

Es sei(C,0) C (C?,0) eine ebene, reduzierte Kurvensingulaitiie durch einen

holomorphen Funktionskeirh e méz o definiert wird, und es s€iX,0) C (C3,0)

die Vereinigung vonC,0) mit der zAchse, d.h. [(X) = (xzyz f(x,y)). Wir
beginnen mit einem einfachen Lemma.

Lemma 3.1 Es gilt:
0(X)=9(C)+1 und KX)=pC)+1 (3.2)

Beweis Die Formel fir §(X) ist eine simple Konsequenz aus Satz 1.3. Danach
gilt namlich:

O(X) = &(C)+d(L)+dimcOcso/(1(L)+1(C))
= 8(C)+0+dimcOcs o/ (X,Y,Z f(XY))
o5(C)+1

und mithin wegen (X) =r(C) +1

U(X) = 25(X) —r(X)+1=25(C)+2— (r(C) + 1)+ 1=p(C) + 1.

Es gibt Funktionemy, g2 € mc2 o, S0 dafd siclH in der Form

f(Xv y) = ygl(xv y) - ng(X, y)

darstellen &3t. Eine solche Darstellung vdnist natirlich nicht eindeutig. Man
Uberlegt sich jedoch schnell, dali’ die folgenden Ansiingen unaldrigig von der
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Wahl der Funktioneg; undg, sind. An sgterer Stelle werden wiuf'g; undg,
spezielle Wahlen treffen. Die:22-Minoren der Matrix

M;(é@gw m?ﬁ)

erzeugen das Ideal der SingulatitX, 0).

Aus [Fr, Lemma 4.9] folgt, daf? die Matri¥t der semi—universellen Defor-
mation von(X,0) die Gestalt

o — ( z Gi(x,y,b) Ga(x.y,C) )
a X y

besitzt, mitac C, (b,c) € C*1, §1(x,y,0) =g1(x,y) unddz(x,y,0) =ga(X,y).

Wir wahlen einen guten Regséntantemp : X — Sder semi—universellen De-
formation von(X, 0). Die kritische Meng€ der Abbildungp : X — Swird durch
die MinorenM1,M> und M3 von 2t sowie von den X 2-Minoren der Matrix

% gegeben. Diese Matrix hat die Gestalt

z—a%(xy,b) ‘%WMW X
—a%%(x,y,c) z—a%k(xy,0) y
oG b & 001 b & 0
Yo XY, 0)—G2(x ¥, 0 —x752 (X ¥, ©) yam%)+m@%> Xy X Y0
y

Anhand dieser Beschreibung sieht man unmittelbar, daf3 die DiskrimiDedhite
Hyperebene
H:={(ab,c)eS: a=0}

enthalt — fur jedess € H ist ndmlich(0,0,0) € Xs singubir. Diese Tatsache ist aber
auch anschaulich klar: Die Fasashéer Punkters € H sind Kurven, die aus der
Vereinigung einer ebenen Kurve mit einer transversalen Geraderz-@igise)
bestehen und daher im Ursprung “mindestens” eine quadratische Sirajudarit”
sitzen.

Sei nuna € C* so klein gevehlt, dal3a* := (a,0,...,0) in Sliegt. Die tiber
dem Punka* € Sliegende Faser werde mit= p~(a*) N X bezeichnet; sie wird
durch die Minoren der Matrix

<z & (xy) m%W)

a X y

beschrieben.
Wir unterscheiden zweiddle:
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3.1.1 Der Tripelpunkt

In diesem Fall kiinen wir annehmen, daf§x,y) = y> —x? ist. Die (X, 0) definie-

rende Matrix ist also
[z Yy X
w-(57)

Abbildung 3.1:A; vV L — Der Tripelpunkt

Y wird durch die Gleichungerz— ay = 0 undyz— ax= 0 beschrieben, denn
die Gleichungy? — x2 = 0 errglt man aus diesen beiden durch Elimination zon
Es ist leicht zu verifizieren, daR in den Punkter{0,0,a) und (0,0, —a) jeweils
eineA;-Singularigt besitzt.

Nach [Fr] hat die MatriXt der semi—universellen Deformation das Aussehen

Em:<z y+b x+c)_
a X y

Man kann leicht nachrechnen, daf3 die Fadrar einem Punkia, b, c) € Smit
a = 0 genau dann Singulagitén enthlt, fallsb? — c? = 0 gilt. Daraus ergibt sich
nun als Gleichungui’ die Diskriminante der semi—universellen Deformation des
Tripelpunktes:

D:a(b?—c?) =0.

Die Diskriminante besteht also aus drei Komponenten und die Multiglizain
D im Ursprung ist ebenfalls drei.

SeienB; undB; kleine, abgeschlossene Kugeln mit den Mittelpunke0, a)
und(0,0, —a) und mit der EigenschafB; "B, = 0. Ferner sef eine Umgebung
vona* in S, die so klein gewhlt sei, dafp: p~1(S)NXNB; — S furi=1, 2 eine
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Milnorfaserung ist. Sese S — (S ND) und seiY; = By N Xs bzw. Yo = Bo N Xs.
Nun ergibt sich aus [Loo, Prop. 7.13] die folgende exakte Sequenz:

0— Hi(Y; Z) @ H1(Y2; Z) 5 Hi (X, Z) — Hi(Y;Z) — 0

Da alle in dieser Sequenz beteiligten Moduln torsionsfrei sind - alle vorkom-
menden Fasern haben den Homotopietyp eines Bouquets vorateBphind da
rangH1(Y1;Z) ®H1(Y2; Z)) = rangH1(Xs; Z)) = 2, folgt H1(Y; Z) =2 0, undi, ist
ein Isomorphismus. Daher besii1(Xs; Z) eine Basis aus zwei sich nicht schnei-
denden verschwindenden Zykénund &, mit der Selbstschnittzahl 0. Der dritte
verschwindende Zykel; lalit sich durch diebrigen beiden ausdcken und man
erhéilt: (31,87) = (31,83) = (B2,83) = 0. Mithin besteht das Coxeter—Dynkin—
Diagramm des Tripelpunktes aus drei isolierten Ecken

und die Monodromiegruppeist trivial.

3.1.2 Der allgemeine Fall

Wir wollen nun den allgemeinen Fall behandeln, in welcl{€n0) weder regui
noch quadratisch ist. Den Funktionskefrk®nnen wir eindeutig in der Form

f(x,y) = *x2ha(X) +xy (X, y) +y* h(y)

mith; € C{x} C C{x,y}, hy € C{x,y} undhz € C{y} C C{x,y} darstellen. Ferner

kdnnen wir annehmen, dth cm
2 C2,0

und g emezy oder hgemezg

gilt.
Begriindung Diese Annahme ist nuruf'den Fall j>f # 0 zu beguhden. Da
die Singulariéit von (C,0) weder regui noch quadratisch ist, besitzt in die-
sem Fall die Hesse—Matrix voh im Nullpunkt den Rang 1. Deswegen gilt
j2f(x,y) = (ax+ By)? mit a, B € C?>—{(0,0)}. Ista =0 oderp = 0, so gilt
die obige Annahme. Im Fatt # 0 und3 # O fuhren wir die lineare Koordinaten-
transformatiorx = %’ durch. Schreiben wif nun in den neuen Koordinaten in
der Formxhy (%) + Ryha(%,y) + y2hs(y), so gilthy € mc2 o undhs € mez 0.

Ohne Einschaitkung behandeln wir nun den Fal, hs me2 o Wir wahlen
die Funktionerg; undg, folgendermalf3en:

ai(xy) = yhs(y) +xha(xy)
g(xy) = —xh(x).
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Dann giltg; € mé2.0' Die Fasely Uiber dem Punkga, 0, ...,0) wird durch die zwei

folgenden Gleichungen beschrieben:

xz—agi(xy) = 0,
yz—ag(xy) = 0,

denn die Gleichund (x,y) = yai(X,y) — Xgz(X,y) erhélt man wieder durch Eli-
mination vonz. Wir weisen im folgenden nach, daf3in dieser Situation - im
Gegensatz zum 1. Fall - genau eine Singuddritésitzt, die darber hinaus im
Ursprung liegt.

Die singuBiren Punkte vorY mussen die beiden obigen Gleichungen sowie
die maximalen Minoren der Jacobi-Matrix

zZ— a%(xuy) _aaa_%/l(xuy> X
—a%2(xy) z-afE(xy) vy

annullieren. Durch geeignetes Kombinieren dies@f {Gleichungen ert man
die folgenden drei Gleichungen:

yoL(X,y) —Xg(xy) = 0

001 g B
% (X,y) —92(X,y) — X& xy) =0
091 99 _
ay (X7 y) +g1(X7 y) X ay (X7 y) - 0

Diese drei Gleichungen sind atsuivalent zu den drei Gleichungéfx,y) =0,

%(x, y)=0 undg—;(x, y) = 0 und beschreiben daher gerade die siagan Punkte
der KurveC. Das bedeutet: 15, yo,2p) eine (echte) Singulagt'vonY, dann ist
(X0, Yo) €in singuirer Punkt vorC. Nun haben wir aber vorausgesetzt, dalR@?
eine isolierte Singulart vonC ist. Somit haben mwgliche Singulariten vonY

die Gestalt(0,0,7). In derartigen Punkten sieht die Jacobi-Matrix wie folgt aus

(beachtey; € m? undaa—g;(o, 0) =0):

€2,0
( 3 ; 0)
6 .
—-a%2(0,0) z O

Nun folgt durch Minorenbildung in der obigen Matrix, dafd= 0 gelten muf3.
Damit haben wir nachgewiesen: Besitzt die ebene KGreee isolierte Singula-
ritat in O, die weder regal’'noch quadratisch ist, dann ealthdie FaselY genau
eine (echte) Singulaat; dieuberdies im Nullpunkt liegt.
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Satz 3.2 Es qilt 3(Y) = 3(C)+1,
Y) = pC)+1,

die Deformation X— Y ist also p-konstant ungtkonstant.

Beweis Die KurveY wird nach der Koordinatentransformatiar- azdurch die
zwei folgenden Gleichungen beschrieben:

Xz—gi(xy) = Xz—yhg(y) —xhy(xy) = 0
yz—G2(x%y) = yz+xh(x) =0

Das von den Funktionefi(X,y,z) = xz— yhg(y) — xhp(x,y) und Fx(x,y,2) =
yz+ xh(X) erzeugte ldeal bezeichnen wir ndit Das Ideall; werde von den
maximalen Minoren der Matrix

( ha(y) z X )

z—ha(xy) —h(x) y

erzeugt, d.hly = (F1, R, Fs), wobeiFs(x,y,2) = 22— zhp(x,y) + h1(X) ha(y) ist.
Schlief3lich definieren wir noch das lddat= (x,y) und behaupten

1Nl = J (32)

Beweis der BehauptundEs ist nur die Inklusiori; N> C J nachzuweisen. Sei
dazuG € I1Nly. WegenG € |1 gibt es Funktionery, Gy, Gz € C{x,y,z} mit

G = G1F1 + GoF + G3Fs. Es giltFy, R € 12 und damit auchGiF + GoF € .
WegenG € I, folgt daher auclszFs € |,. Desweiteren folgt auSszzhp(x,y) € 12
und Gz hy (x) ha(y) € I2: G372 € |,. Daher istGs notwendigerweise von der Form
G3(X,Y,2) = G31(X,Y,2) X+ G32(X,Y,2) y fur gewisseGz 1, Gz 2 € C{x,y,z}. Nun
folgt:

(GSFS) (X7 Y, Z) = (GS,l(Xv Y, Z) X+ GS,Z<X7 Y, Z) y) ' (ZZ —Z hZ(Xv y) + hl(X> h3<y>)
= (Z G371(X7 Y Z) - G372(X7 Y, Z) hl(X)) ’ (XZ_ yh3(y) —X hz(X, y)) +
(h3(y) Ga1(X,Y,2) + Gz 2(X, Y, 2) (z— ha(x,Y) ) - (Yz+ Xy (X,Y))

Also gilt GsFs € (F1, F2) = J und infolgedessen auch € J.

Den durch das Idedj definierten Kurvenkeim nennen wix. Aus (3.2) folgt
nun:Y =V (J) =V(I1Nl2) = V(I1) UV(l) = CUL. Daher lshnen wir wieder
Satz 1.3 anwenden. Dieser liefert:

~ ~

8(Y) = 8(C) +3(L) +dimcOgs o/ (11 + 12) = 8(C) + 2.

Die Einscheinkung der Projektiomn : (C3,0) — (C2,0), (x,Y,2) — (x,y), auf
den Keim(C,0) liefert eine endliche Abbildung vom Grad 1, deren Bild gerade
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die ebene KurvéC,0) ist. Deswegen é&rinen wir Satz 1.7 anwenden und erhal-
ten3(C) = &(C) — dimgO¢z o/ F1(1.0g g). Og o wird als Oc2 g—Modul von den
Elementereg = 1 unde; = Zerzeugt. Die Relationen zwischefunde; werden
durch die Zeilen der Matrix

< Xy (X) y )
—yhg(y) —xhp(x,y) x

gegeben. Das |deE|1(T[*OC o) wird nun von den Eintxen dieser Matrix erzeugt,
und man erkennt sofort: dt@ﬁ)(cz o/ F1(1..0g o) = 1. Damit haben wir bewiesen,
daR die DeformatioiX — Y 8—konstant ist. Wegen(Y) = r(C) + 1 = r(X) ist
diese Deformation augle-konstant. O

Beispiel 3.3 Die Gleichungf (x,y) := x* +y® = 0 beschreibt die ebene Kurven-
singularitit Es. Nach Lemma 3.1 giltdi die Wedge—Singulaat’X = EgV L:
H(X) =7 undd(X) = 4. Der vollstindige Durchschnitty, 0) wird durch das Ideal
(xz—y?, yz+x3) beschrieben und ist eine einfache Singutantm TypU;. Auch
hier gilt: p(Y) =7 undd(Y) =

Aus der Offenheits-Eigenschaft der VersatitPou] folgt, dal? die verselle De-
formation p : (X,0) — (S 0) von (X,0) einen RepaSentanten besitzt, so daid
p:(X,0) — (Sa") mit { = (0,0,0,a") € C3 x C' eine verselle Deformation
von (Y,0) ist. Im folgenden gehen wir davon aus, dalR der bereitsabbe/Re-
prasentant diese Eigenschaft besitzt — dazu sind die MeBgad X eventuell zu
verkleinern.

Mit den Bezeichnungen

S = {a x{(b,c)eC"1:(ab,c)eS}
Xa = p_l(Sa) nx
Pa ‘= Pz,

behaupten wir: Der Abbildungskeim

Pa - (%al) - (Sﬁv a*)

ist ebenfalls eine verselle Deformation vpn 0). Die Beguindung dafi ist, daf}
fur s;,s € Smit 5 = (a,b,c) mit & # 0 unda; # a; die FasernXs, und X,
analytisch aquivalent sind. Diegeuivalenz wird einfach durch die Abbildung
Xs; = Xsp, (X,Y,2) — (XY, alz) gegeben. Wir bezeichnen die Diskriminante des
Rep@sentantem, : Xa — Savon pa: (Xa,0) — (Sy,a") mit D. D ist irreduzibel.

Wir haben soeben den folgenden Satz bewiesen:
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Satz 3.4 Sei (C,0) eine ebene Kurvensinguladit, die weder regé@r noch ein
gewdhnlicher Doppelpunkt ist. Dann gilt mit den eingkften Bezeichnungen die
folgende Strukturaussage: Die Diskriminante D der semi—universellen Deforma-
tion der Wedge-Singulaét X = CV L besitzt eine Darstellung

(D,0) 2 (H,0)U(C,0)x(D,0).

Die KomponentéC, 0) x (D, 0) ist irreduzibel, und es gilt §D) = m(D) + 1.

Abbildung 3.2: Die Struktur der Diskriminante

Bemerkung 3.5 (i) D. Mond und D. van Straten haben ebenfalls einen Slagx -

die Struktur der Diskriminante bewiesen (Theorem 1.1 in [MS]). Allerdings be-
nutzt ihr Beweis andere Methoden als der Beweis, den wir hier gegeben haben.
Im Gegensatz zu Satz 3.4 basiert ihre Beschreibung auf Invarianten der@®&urve
die ICIS Y wird nicht betrachtet.

(i) Falls die ebene Kurvensingulait(C,0) quasihomogen ist, sind die Raum-
kurvensingulariten (X, 0) und (Y,0) ebenfalls quasihomogen. In diesem Fall
konnen wir Satz 1.9 anwenden und erhaltef¥) = 1(X) — 1. Dann ist die De-
formationps : (Xa,0) — (Ss, @) von (Y, 0) wegen diniS;,a*) = 1(X) —1=1(Y)

sogar semi—universell.

Mond und van Straten geben in [MS] ebenfalls eine Formetfé Multipli-
zitat der Diskriminante der semi—universellen Deformation an:
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Satz 3.6 (Theorem 4.1 in [MS]) Es gilt
m(D) = mult(C) 4+ p(C).

Wie ergibt sich die Formel aus Satz 3.6? Der Beweis dieses Satzes besteht
aus zwei Teilen, die zusammen die Behauptung des Satzes liefern. Den zweiten
Teil des Beweises haben wir schon atwt und als Satz 2.12 formuliert. Im
ersten Teil des Beweises betrachten Mond und van Straten eine 1—parametrige
generischdeformation der MatrixM:

G < z qu(x,y)-+aux,y) gz(x,y>+av<x,y>)
a X y

mit u,v € C{x,y} unda € C. Sodann zeigen sie, daf die isoliertadfiénsingu-
laritat (X ,0) C (C%,0) (in den Variablerx,y,z und a), die durch die maximalen
Minoren der MatrixM definiert wird rationalist und daR ihr Aufhsungsgraph aus
mult(C) — 1 Komponenten besteht. Nun liefert Satz 2.12 weget) = p(C) + 1
die Behauptung des Satzes 3.6.

Bemerkung 3.7 (i) Aus den &tzen 3.2, 3.4 und 3.6 folgt unmittelbar: Beschreibt
die Gleichungygi(x,y) — xg2(x,y) = O eine isolierte ebene Kurvensingulatit”
(C,0) C (C?,0), die weder regui noch quadratisch ist, dann beschreibt das Ide-
al (xz— g1(x,y), yz— g2(x,y)) C Ocz o €inelCIS (Y,0) C (C3,0), fur die gilt:

u(Y) = u(C) + 1 undm(D) = mult(C) + u(C) — 1, wobeiD die Diskriminante

der semi—universellen Deformation voyi 0) bezeichne.

(ii) Fur die in Abschnitt 2.2 betrachtete Situation folgt desweiteren aus Satz 2.12:
Ein stark ausgezeichnetes System von verschwindenden Z¥keln &y, p der
SingularigitX = C Vv L bildet ein Erzeugendensystem vaa(Xs; Z) (mit den Be-
zeichnungen aus Abschnitt 2.2).

3.2 Monodromiegruppen

Die in Satz 3.4 angegebene spezielle Struktur der Diskriminanteghicht es,
eine Aussageber die Coxeter—Dynkin—Diagramme der Wedge-Sing it zu
machen. Wir wissen bereits aus der Deformationsbezieburg Y, dal3 ein
Coxeter—Dynkin—Diagramm voX ein ebensolches von “enthélt”.

Auf der anderen Seite wissen wir nach Satz 3.4, dal} die Diskrimidante
der semi—universellen Deformation anseiirreduziblen Komponenten besteht.
Daher mul3 ein Coxeter—-Dynkin—Diagramm vdrauch nicht notwendigerwei-
se zusammerangend sein. Der folgende Satz zeigt, dal3 ein Coxeter—Dynkin—
Diagramm vorX tatsachlich aus zwei disjunkten Graphen besteht.
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Satz 3.8 Sei(C,0) eine ebene Kurvensingulaiit die weder reg@r noch qua-
dratisch ist. Dann gilt: Ein Coxeter—Dynkin—Diagramm der SinguktrK=CVL
besteht aus zwei Komponenteédymiich aus einem Coxeter—Dynkin—Diagramm
der Singulariit Y sowie aus einer isolierten Ecke. Genauer gilt: Besitzt Y ein
stark ausgezeichnetes System von verschwindenden Dikelrﬁm(b) mit dem
Coxeter-Dynkin—Diagramm G, dann besitzt X ebenfalls ein stark ausgezeichne-
tes System von verschwindenden ZyReln..,3mp) mit dem Coxeter—Dynkin—
Diagramm GU €yp).

Beweis Wir verschieben die ebene Kur@(langs einer beliebigen Komponente
von C) ein wenig, so daf3 die dadurch neu entstehende Kxyegne Singulart
vom Typ(C,0) und eine vom Ty enthglt, siehe Abb. 3.3.

Abbildung 3.3: Die DeformatiolX — Xg

Sicherlich kann man eine solche Translation durch eine Deformation der Para-
metrisierung erreichen. Diese Deformation der Parametrisierung ist aber wegen

8(Xs) = 8(C) + 8(A1) = 8(C) + 12 5(X) auchd-konstant und induziert folglich
eine Deformation voiX. Die X5 beschreibende Matrix ist von der Form:

z Gi(Xy,bo) G2(X,Y,Co)
0 X y

mit gewisser(bp, co) € S.
Wir wahlen nun eine komplexe Geralda C', die die Diskriminant® C Sin
Null transversal trifft.l; sei eine zU parallele Gerade iff", die durch den Punkt
s e Sverlauft.
B1 und B, seien erneut hinreichend kleine, abgeschlossene Kugeln, zentriert
um die zwei singudien Punkte voXs und mit der EigenschafB; NB, = 0. S sei
eine Umgebung vogin S, die so klein gewhlt sei, dafp: p~1(S)NnXNB — S
furi =1, 2 eine Milnorfaserung ist. Jetzt verschieben wir die Geta@é wenig
und zwar so, dal3 die dadurch entstehende Gdgadie Diskriminante inm(D)
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reguliren Punktety, ..., typy Schneidet, von dengC) +1=m(D, s) in der klei-
nen Umgebun@ liegen. Ohne Einschrikung seien dies die Punkie...,t,x)-
Seis; € SNlz—(SNI2ND) und seiY; = B1NXs, bzw. Y2 = BN Xg;,. Nun liefert
Proposition 7.13 in [Loo] die folgende exakte Sequenz:

0 — Hi(Y5 Z) @ H1 (Yo, Z) - Hy(Xe; Z) — Hi(Xs, Z) — O.

Erneut sind alle auftretenden Fasern homotagigvalent zu einem Bouquet von
1-Spldren und die dazugehgen Moduln somit torsionsfrei. Deswegen folgt
H1(Xs;Z) 22 0, undi, ist ein Isomorphismus.

Wir wahlen ein ausgezeichnetes System von Wég)q@igm(m, das die Punk-
tetj, 1 <i < m(D), mit dem nicht-kritischen Wewg; verbindet. i 1 <i <m(D)
seid; ein langsy; verschwindender Zykel. Wir nehmen ohne Einsatkting an,
dalR das Paafy;,d1) zu derAs-Singulariéit der FaseXs gelort. Die Elemente
{81,...,8yx)} bilden eine Basis voil1(Y1;Z) © Hi(Y2; Z) bzw. vonH;(Xs,; Z),
dabei ist der Zyked, ein erzeugendes Element vbia(Y:;Z). Daher lassen sich
alle Zykel{d,x)+1,--»Omp)} durch diese Basiselemente austkén:

H(X)
5 = Zl aij& furp(X)+1< j<m(D)und gewisse; € Z. (3.3)

Nun gilt:

(01,85)) = O fur1l<j<p(X)
und damit wegen (3.3)

(01,6) = O furl<j<m(D)

Man sieht: Die zw, gehorende Ecke; ist im Coxeter—Dynkin—Diagramm mit
keiner derubrigen Ecken verbundemr; liegt also isoliert. Es ist klar, dal3 die
Tatsache, dal3 eine Ecke des Coxeter—Dynkin—Diagramms mit keinebidgeri
Ecken verbunden ist, nicht von dem speziell gbitén Wegesystem aahgt.

Die Behauptung des Satzes ergibt sich nun aus der Deformationsbeziehung
X —Y, denn wir lohnen, analog zu obigdsberlegungen, zliparallele Geraden
I3 undl4 in C' finden mit: I3 verlauft durch den Punka* € Sundl4 geht aus
I3 durch minimales Verschieben hervor und schneidet die DiskriminamtéD)

~

Punkten, von denem(D) in einer kleinen Umgebung des Punk&édiegen. O

Korollar 3.9 Die von den symplektischen Transvektiongd)s=56— (3, &))-6; er-
zeugte Monodromiegruppeder Singulariit X stimmt mit derjenigen der Singu-
laritat Y Uberein.
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Satz 3.10Die folgende Tabelle gibiif jede einfache Kurvensingulaéit (C,0)
das Tripel(C, X =CVL,Y) an:

C yaly) ey [CVL  (Faf el [Y  (a-gi(xy).yz-g(x)) |

Ao y3—x2 A>VL (é g ;) Az (Xz—y?,yz—X)

Ay, k>3 yrktl_x2 AcVL (S ’ ;) Dk+1 (xz—yX,yz—X)

Dy, k>4 Yoy Dk VL (S A ny> Skt1 (xz—y*2,yz—xy)

Es Y3 EgVL (2 v Xj) Uy (x2—y3,yz-32)

E; xy3—x3 EsVL (é Xxyz Xy2> Us (Xz—xy2,yz—x?)

Es yY—x3 EsVvL (S yx4 Xyz) Ug (xz—y* yz—x?)
Der Beweis folgt unmittelbar aus dem bisherigen und der Klassifikation der ein-
fachen Singulardten vollséindiger Durchschnitte nach Giusti [Gi]. O

Bemerkung 3.11 Nach [Fr] ist die Wedge-Singulaat’X = CV L genau dann
einfach, wenrC einfach ist.



Kapitel 4
Der Tripelpunkt

Dieser kurze Abschnittber den Tripelpunkt spielt eine zentrale Rolle in der vor-
liegenden Arbeit. Es werden reelle Milnorfasern betrachtet, die verschwindenden
Zykel des Tripelpunktes beschrieben, und es wird diatése) Berechnung von
Schnittzahlen zwischen den Zykeln des Tripelpunktes und “angrenzenden” Zy-
keln vorbereitet. Bei der Berechnung von Coxeter-Dynkin—Diagrammen werden
wir oft auf diesen Abschnitt zuckgreifen.

Der Tripelpunkt(X,0) C (C2,0) werde durch die Matrix

x z O
M=Mo,o,o=<0 7 y)

definiert, und der Totalraurfi, 0) der semi—universellen Deformation vQX, 0)

werde durch die Matrix
([ x z+c b
Ma,b,c = ( a 7 y)

beschrieben; den Basisraum bezeichnen wir wiede(®). Ferner vahlen wir
geeignete Repisentanten

xz—a(z+c) = 0
X = {(xy,zab,c)eC3xC3: xy—ab = 0 »}NB(0)
y(z+c)—bz = 0

S = {(ab,c) € C3}NB,(0).
Hierbei sindB¢(0) und B, (0) offene Kugeln inC® bzw. in C* mit Radiene bzw.
p (< €) und Mittelpunkt O, wobek > O wie ublich hinreichend klein gealilt

sei. Die DiskriminanteD der Deformationp : X — Sist leicht zu berechnen:
D = {(a,b,c) € S: abc= 0}, sie besteht also aus den drei Koordinatenebenen

38
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{a=0}, {b=0} und{c=0}. Firabc+ 0 mit (a,b,c) € Sist die Faser

_ xz—a(z+c) = 0 B
Xabe = {(x%Y,2)€C>: xy—ab = 0 »}NBg(0)
y(z+c)—bz = 0

glatt, wobeie’ := /€2 — (aa+bb+ cC) ist.

Sind die Svrparameten, b undc reell, so lohnen, abaigig von deren Vor-
zeichen, acht verschiedene reelle Kur¥gn . N R? auftreten, die jeweils aus drei
Komponenten bestehen.uiFdie Berechnung weiterer Dynkindiagramme ist es
erforderlich, die Schnittzahlen der relativen Zykel — also der Komponenten der
reellen Milnorfaser — und der verschwindenden Zykel zweier verschiedener Mil-
norfasern miteinander vergleichen zankien, analog zur Situation von ebenen
Kurven, denn hier werden verschwindende Zykel, die zu einem Maximum bzw.
zu einem Minimum getren, in der Umgebung eines benachbarten Doppelpunk-
tes durch geeignete relative Zykel rapentiert. B

Wir beginnen mit der Betrachtung einer Milnorfasé, c mit a,b,c > 0. Um
einen Eindruck vom qualitativen Aussehen der reellen Kixae: N R3 zu erhal-
ten, betrachten wir ziathst die singaie FaseK, b o (Mit a,b > 0), die durch die
Gleichungerg(x—a) =0, z(y— b) = 0 undxy = abgegeben wird. Anhand dieser
Gleichungen sieht man: Die Kurvg o besteht aus der Geraden= a,y = b)
sowie der Komponent&z = 0,xy = ab). Diese beiden Komponenten bilden im
Punkt(a, b,0) einen Doppelpunkt, den managtén kann, indem man in der defi-
nierenden Matrixc # 0 wahlt. Rir c € R™ sieht die reelle Kurve(a7b7cﬂ]R3 dann

wie in Abbildung 4.1 aus.
z

By

Abbildung 4.1:X; c NR3 mit a,b,c > 0
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Es zeigt sich, daf} jede der drei Komponenten VQ,B,CQRS anrdhernd in ei-
ner Koordinatenebene liegt - das gilt ndich nicht nur fir den Falla,b,c > 0,
sondern auchuif'die anderen sieben Situationen, in denen deefarameter reell
sind. Diese Eigenschafufiit zu der folgenden Bezeichnung: Die Komponen-
te der reellen Raumkurv)éa,b,cmR% die rdherungsweise in desy-Ebene (bzw.
xzEbene,yzEbene) liegt, definiert bis auf Orientierung einen relativen Zykel
Oy € Hi(Xap.c 0Xab.c; Z) (0ZW. 8z, dy; € H1(Xap.c: 0Xab,c; Z)). Die relativen
Zykel dyy, Oy, Oy, Seien wie in Abbildung 4.1 orientiert.

Wir kommen nun zu den drei verschwindenden Zykeln des Tripelpunktes.
Grob gesagt ist jedem der dreiogvarameteia, b und c ein verschwindender
Zykel zugeordnet. Das soll jetzt anhand des Parameateesdeutlicht werden.
Zundchst seiera, b und c ungleich Null gevahlt, etwa (wie obeng, b, c > 0.
Was passiert, wenn wir nusmgegen Null gehen lassen und dabaind ¢ nicht
verdndern? Dann werden zwei der drei Komponenten Xgp N R3 zusam-
mengezogen, arlich diejenigen, die amamernd in dexy-Ebene bzw. in der
xz-Ebene liegen, siehe Abbildung 4.2.

<

a>0 a=0

Abbildung 4.2: Das Kontrahieren des Zykéls R > a— 0

Die Kurve Xo ¢, die man schlief3lichui'a = 0 ertslt, wird durch die maximalen
Minoren vonMgj, ¢, also durch das Idedky, Xz, y(z+ c) — bz) beschrieben. Sie
besteht aus den Komponenten= 0, y(z+c) —bz=0) und(y =0, z= 0) (also
derx-Achse), die im Punkt0, 0, 0) einen gewhnlichen Doppelpunkt bilden. Der
verschwindende Zykel, der zu diesem Doppelpunktogebrid der die Kompo-
nentendyy unddy, zusammenzieht, soll m¥ € Hy(Xap,c; Z) bezeichnet werden.
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Die beiden anderen verschwindenden Zykel des Tripelpunktes fungieren vollkom-
men analog: Ista, b, c) € SNR*3 fest gevahlt und lassen wir dann den Parame-
ter b (bzw. c) gegen Null gehen, werden die Komponendgnund dy, (bzw. dy,

und dy;) zusammengezogen und bilden schlielighd= 0 (bzw. ¢ = 0) einen
gewohnlichen Doppelpunkt. Diese beiden verschwindenden Zykel nennen wir
entsprechendy und;.

Bemerkung 4.1 (i) Das Kontrahieren des ZykeB (also der Prozefa — 0)

liefert, wie wir bereits gesehen haben, eine siagellKurve, die die<—Achse
enttelt. Entsprechend ealt'man beim Kontrahieren des Zykag (bzw. des
Zykels &,) eine singudire Kurve, die als Komponente eine aarAchse (bzw.

zur z-Achse) parallele Gerade besitzt. Ist daber Dreg = D — Dgjng Wobei
Dsing= {(a,b,c) € D : ab=0,ac= 0, bc= 0} ist, so enthlt die KurveX; eine
Gerade als Komponente, die entweder eine Koordinatenachse ist oder zumindest
zu einer solchen parallel ist. Wenn man nun weil3, um welche Koordinatenachse
es sich dabei handelt, wei3 man daher auch, welcher der Byk&| undd, ver-
schwindet, wenn man sich von einem reayeli Werts' € S— D dem kritischen
Werts € Dreg nadhert. Diesen Zusammenhang werden wir in eineatespi Ab-
schnitt verwenden.

(i) Aus der soeben gegebenen Beschreibung der verschwindenden Zykel wird
ferner deutlich, dal3 sie jeweils genau zwei Komponenten der reellen Milnorfa-
ser schneiden. Umgekehrt schneidet jede Komponente einer rellen Milnorfaser
genau zwei verschwindende Zykel. Dal3 sich die verschwindenden Zyks)

undd; untereinander nicht schneiden, haben wir bereits in dem Absciaittdie
Wedge-Singularaten gesehen.

Unser Ziel ist im folgenden, einen orientierungserhaltenden Diffeomorphis-
mus® : Xapc — X_apc ZU konstruieren, der es gestattet, die Komponenten der
reellen MiInorfasernXa,b,CHR3 bzw. Xfa,b,cmR3 miteinander zu identifizieren.
Wenn wir diesen Diffeomorphismus zur Vagling haben, d&inen wir dann auch
die Schnittzahlen der verschwindenden Zy&gldy undd, und der relativen Zy-
kel dyz, Oxy und &y, auf Hi(Xapc, 0Xabc; Z) bzw. aufHi(X_apc, 0X_apc Z)
miteinander vergleichen.

Zunachst betrachten wir die Menge
2 2

Z+C
+ —|—|Z‘2§8/2}

DNo={zeC:a®

Z+cC

[\ ist diffeomorph zu einer Kreisscheibe mit zwepdhiern, siehe Abb. 4.3. Wir
haben nun den folgenden Diffeomorphismus:

. { Ny — )Za,b,c
¢O- a(z+c) bz

z —

Z z7+C’ )
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Abbildung 4.3:A¢

Die MengeAg N (R x {0}) besitzt drei Komponenten, die wir nffy, F> undF3
bezeichnen, siehe Abb. 4.3. Diese versehen wir mit der induzierten Standard-
orientierung vonR. Dann werderfF;, F, und F3 mittels ¢o auf dy;, dxy und Oy,
abgebildet und zwar so, dal} sich die gétén Orientierungen entsprechen.

Nun benutzen wir den Weg

v t — (a-€%bc)’

der die Punktéa, b, c) und(—a, b, c) miteinander irSverbindet. Der Weg liefert
fur jeded € [0,1] einen Diffeomorphismus

A — Xy(t).b.
o { walos,

z = ( z ’z+c’z)

mit
2 2
2 —|—|Z‘2§8/2}.

Z+C
g

B = {ze C:yt)?]- =

Aber ganz offensichtlich gilt wegejy(t)| = afur allet € [0,1]: Ag = A, d.h. fiir
jedest € [0,1] haben wir einen Diffeomorphismus

Ot Do — Xy(t) -
Die ¢ definieren die folgende 1-parametrige Familie von Diffeomorphismen:
D= diodgt: Xabe — iy(t),b,c-

Der Realteil der Fasé?vmbx = )Ca,b,(; sieht qualitativ folgendermal3en aus:
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|

Wir Ubertragen die Orientierungen véi, F, und F3 mittels ¢, auf 6;2, 6§(y und
d,,. Esistklar, daf der Diffeomorphismdg : Xapc — X_apc die relativen Zy-
kel By, Oxz, Oyz € H1(Xap,c, 0Xab,c: Z) auf 6;(),, Sz, 6§/z € Hi(X_apc, X _apci Z)
abbildet. Ferner ist der Diffeomorphismdg orientierungserhaltend, so daf3 wir
& = P1.(8x), & = P1..(dy) und &, := P1,(3;) mit &, &y und &; identifizieren
konnen. Damit haben wir alsaifi € {xy, xz yz} undj € {x,y, z}:

(8,8}) = (P1.(5), P1.(5)) = (5, 5)).

Wir kdbnnen also nun die Schnittzahlen der Komponenten der reellen Milnorfasern
mit den verschwindenden Zykeln in den Fas&gy c und X_5 ¢ miteinander
vergleichen.

Natlirlich kann man einerseits vollkommen analddleerlegungen auctuf”
die Flle (b>0c<0), (b<0.c>0) und (b<0c<0) anstellen und andererseits
auf die gleiche Art und Weise auch geeignete Diffeomorphiskagir — Xa —bc
bzw. Xabc — Xab,—c konstruieren, die es ewyglichen, die Objekte in diesen
Fasern miteinander zu identifizieren.

Zusammenfassend bedeutet dies: Seidnc € R* vom Betrag hinreichend
klein gewahlt; ferner segy € {a,—a}, by € {b,—b}, ¢; € {c,—c}. Dann gibt es
einen orientierungserhaltenden Diffeomorphisiiys 5 Xay by.c;» der die drei
Komponenten der reellen Milnorfasmg,b,cml%{3 auf diejenigen der reellen Mil-
norfaserXs, p, ¢, NR3 abbildet und zwar so, daR die Komponenten, diestienrid
in derxy-Ebene (bzwxz bzw. yzEbene) liegen, unter diesem Diffeomorphismus
miteinander identifiziert werderokinen.

Das folgende Lemma wird sich als selutzlich erweisen:
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Lemma 4.2 Es sei(a,b,c) € SN R*3. Dann bestehen in der Fase@’b’c unter
den Schnittzahlen der verschwinden Zykeby, undd, mit den Komponentedyy,
dx, unddy; folgende Beziehungen:

(éxy7 6x) = _(6x27 6X>

(Oxy,8y) = —(8yz9)
(Oxz:07) = —(8206)

Beweis Es genigt, das Lemmaui den Falla,b,c > 0 zu beweisen. Da die Be-
griindung fir alle drei Gleichungen die gleiche ist, besufkén wir uns auRerdem

auf den Nachweis der ersten Gleichung. Dazu betrachten wir die kgge(mit

b,c > 0), die im Nullpunkt einen Doppelpunkt besitzt. Dieser Doppelpunkt kann
gegHttet werden, indem man in der definierenden Madrix O setzt. ki klein
gewdhltesa € R reprsentieren daniyy und 8y, in einer kleinen Umgebung

des Ursprungs die zwei Komponenten der reellen Milnorfaser des Doppelpunktes
Xob,c. Nun sinddyy und dy; als solche nicht kadrent orientiert, so daf3 sie den
Zykel & mit verschiedenem Vorzeichen schneiden. a

Auf der rdchsten Seite findet man eine Tafel, in der schematisch alle acht ver-
schiedenen Milnorfasern dargestellt sind. Dieser Tafel entnimmt man insbeson-
dere, wie sich die Orientierungen der relativen Zykel mittels der soeben beschrie-
benen Diffeomorphismen aufeinanddaeitragen. An dieser Stelle sind wir etwas
ungenau, da wir in der Tafel die Bilder vdgy, dx, und dy, (suggestiverweise)
wieder mitdyy, &, und dy; bezeichnen werden. Die Koordinatenachsen in den
folgenden Bildern seien so bezeichnet, wie in Abbildung 4.1.
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1. a>0b>0,c>0

3. a>0,b<0,c>0

7. a<0,b<0,c>0

b

Ox

2
<

\f

. a<0,b>0,c>0

-

!

-

Y

Oxz

dyz

Y

Ox

2. a>0,b>0,c<0
Oyz

dyz

Oz

Sxy

—
[

4. a>0,b<0,c<0
Oxy

—

F&(z

6. a<0,b>0,c<0
.
<

8. a<0,b<0,c<0

y

/i

Abbildung 4.4: Die reellen Milnorfasern des Tripelpunktes



Kapitel 5

Raumkurven der Multiplizit at drel

Es sei(X,0) C (C3,0) eine isolierte Kurvensingulastder Einbettungsdimension
embdimX) = 3 und der Multiplizieit multX) = 3. Durch die erste Bedingung
werden solche Singulaatén ausgeschlossen, die isomorph zu ebenen Kurven-
singulariiten sind. Nach Lemma/Definition 1.4 in [JS1] wifd,0) durch die
maximalen Minoren einer 2 3—Matrix M gegeben, wobe¥ die folgende Form

besitzt: ) b(x)
y z+c(X X )
M = ( z ax) y+dx) ) mita,b,c,d € C{x}.

Die n—Invariante einer solchen Kurve ist wie folgt definiert (vgl. Theorem 4.2
in [MS] oder Lemma/Definition 1.4 in [JS1]):

n(X) :=min{ord(a), ord(b), ord(c), ord(d) }.
Die spezielle Bauart der MatriM haben D. Mond und D. van Straten in [MS]

genutzt, um durch iteriertes Aufblasen eine Fornoeldie Multiplizitat der Dis-
kriminante von(X,0) zu erhalten:

Satz 5.1 (Theorem 4.2 in [MS]) Es sei Y eine Raumkurve, die kein éoitiger
Durchschnitt ist, und es s@) der Totalraum einer generischeér-parametrigen
Glattung von'Y . Gilt numult(Y) = 3, dann ist)) ein rationaler Tripelpunkt, des-
sen Aufbsungsgraph aus einer zentralen3)—Kurve und drei Ketten vof-2)—
Kurven der lange {Y) — 1 besteht.

Als Folgerung aus diesem Satz altan (vgl. Satz 2.12):

Korollar 5.2 (Corollary 4.4 in [MS]) Die Milnorzahl der Fhche®) ergibt sich
als Anzahl der exzeptionellen Kurven in der minimalendsufihg vor), namlich
1+ 3(n(Y) —1). Fur die Multiplizitat der Diskriminante der semi—universellen
Deformation von'Y gilt daher:

m=u(Y)+1+3- (n(Y) - 1).

46
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Man sieht, daR die Situationmifil(X) = 1 am einfachsten ist, denn in diesem
Fall hat marm = p(X) + 1.

5.1 Die einfachste Situationn(X) = 1.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt auf solche Raumkurvensingalamtkonzen-
trieren, deren RxSentationsmatrix von einer einfachen Bauart ist. Im folgenden
bezeichng X,0) C (C3,0) eine isolierte Raumkurvensingulait die durch die
maximalen Minoren einer Matrix der Form

z X :
M = ( 32/ axy) y) mthEm(zcz,o
definiert wird. Dann gilt multX) = 3, embdintX) = 3 undn(X) = 1. Insbe-
sondere lassen sich die nach [Fr] einfachen Singatants(1), E;(1) undEg(1)
durch eine solche Matrix definieren.

Die Einschainkung der Projektiomn: (C3,0) — (C2,0), (x,Y,2) — (x,Y), auf
den Kurvenkeim(X,0) liefert eine endliche Abbildung vom Grad 1, deren Bild
eine ebene KurvensingulaattC,0) ist. Den(C,0) definierenden Funktionskeim
f erhalten wir wie folgt (vgl. Satz 1.6 und Beispiel 1.8)x o wird als O(Cz’o—
Modul von den Elementety = 1 unde; = zerzeugt. Die Relationen zwischeg
unde; werden durch die Zeilen der Matrix

2 ox
( —Xg(X,y) y)
gegeben. Der Funktionskeirin berechnet sich als Determinante dieser Matrix,
d.h.
fxy) =xg(xy) -y
Nun liefert Satz 1.7:3(X) = 8(C) — dimcO¢2 g/ F1(1.0x 0). Das Fitting—
Ideal F1(1.0x o) wird von den Eintagen der obigen Matrix erzeugt, und man

erkennt sofort: dil‘@O(Cz’o/Fl(Tl;kOx,o) = 1. Es ist klar, dafX undC die gleiche
Anzahl von Zweigen haben. Wir halten das Ergebnis in einem Lemma fest.

Lemma 5.3 Mit den oben eingéhrten Bezeichnungen gilt:
O(X)=9(C)—1 und KX)=pC)-2
O

Bemerkung 5.4 Ein Coxeter—Dynkin—Diagramm der Singulati{X,0) besteht
ausm= W(X)+ 1= p(C) — 1 Ecken und besitzt daher eine Ecke weniger als ein
Coxeter—Dynkin—Diagramm der Hypea@lfiensingularét(C,0).
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Im folgenden setzen wir wie bei der reellen Morsifikation ebener Kurven vor-
aus, dal3 sich das Polynofrin ein Produkt

f(X7y> = fl(x7y) Tt fr<X7y)

zerlegen &Rt mit reellen Polynomeffy, ..., f;, wobeir = r(C) = r(X) die An-

zahl der Zweige voi€ bzw. X angibt. Unter Zuhilfenahme der Arbeiten [A'C]
oder [G-Z2] erlaubt diese Voraussetzung den folgenden Schluf3: Man kann die
ebene KurveC in eine Kurve deformieren, die ausschlief3lich quadratische und
D4-Singulariéiten besitzt, di@iberdies alle reell sind. Durch eine anschliel3ende
Translation der Koordinaten kann man erreichen, daR3@r8ingularigit im Ur-
sprung liegt. Danach werden alle ande2pSingulariéiten entfaltet, d.h. man
bringt die drei Komponenten einer solchen Singuddriti'allgemeine Lage und
erkélt drei (reelle) Doppelpunkte. Die dadurch entstehende KGyweird durch

ein Polynomf; definiert, das von der Form

fr(%,Y) =X2g(%,Y) — Y3+ %A (X, Y) — XY B (X,Y),

m|tA{, B[ € m(czp, ist.

Beispiel 5.5g(x,y) = x°y = f(x,y) = X’y —y® (E1a)

oo

In diesem Beispiel ist etwé (x,y) = (y — 2t3%) (X + 2t%) (x+t2)2x2 — y?).

C

Die DeformationC — C; vonC kdnnen wir zu einer Deformation vox “lif-
ten”. Zu diesem Zweck wird di¥ definierende Matrid wie folgt gesbit:

M = ( Z—-Bi(xy) g(xy)+A(XY) Y )

Wenn man die durch diese Matrix beschriebene Kutvie die Ebene projiziert,
erhbdlt man geradé€;.

Lemma 5.6 Die Kurve X besitzt im Ursprung eine Singulaéitvom Typ AV L
(also einen Tripelpunkt) und sonst nur Doppelpunkte als Singétert die in
1:1-Korrespondenz zu den Doppelpunkten vpst€hen. Ferner ist die Deforma-
tion X — X% d—konstant.
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Beweis Zundchstuberzeugt man sich davon, daBei jedem Punkt vo@; genau
ein Punkt vonX; liegt:

e Uber(0,0) € G liegt der Punki0,0,0) € X

e Ist(0,0) # (x,¥) € G, so kann man di&; definierenden Gleichungen nach
zauflosen:

<o XY FAL(XY))
—-y#£0:z= S

- x#£0:2= Y +B(xY)

Insbesondere folgt daraus, daBet Doppelpunkten vo@; auch Doppelpunkte
von X; liegen.

Nun behandeln wir die Singulaait'von X; im Ursprung, die wir mit(Y,0)
bezeichnen wollen. Aus der Oberhalbstetigkeit @amd Lemma 5.3 folgt:

8(%) < 8(X) = 8(C) — 1.

Nun besitzt die Kurve 6(C) — 3 Doppelpunkte, d&; so viele Doppelpunkte
besitzt. Daraus folgt:

(%) = 3(C) —3+8(Y) < 5(C) —1,

also
oY) <2

Wegenp(Y) = 23(Y) —r(Y)+1<4—3+1=2 und embdinlY) = 3 folgt jetzt
aus Satz 1.1(Y,0) ist ein Tripelpunkt. Also giliu(Y) = 2 und die Deformation
X — X ist d—konstant. O

Bei der reellen Morsifikation ebener Kurveratlt man als generische Gera-
de im Basisraum der Deformation die Koordinatenachse des Parameters, der die
Funktion in konstanter Richtungast™- dieser Parameter heil3e etiaEine reel-
le Morsifikation definiert dann eine zu dieser Koordinatenachse parallele Gerade.
Fur hinreichend klein geahiltesA enthalten die entsprechenden KurvanX 0
(bzw. A < 0) in den®-Regionen (bzws-Regionen) Zykel, die zu einem Maxi-
mum (bzw. Minimum) gebfen. Insbesondere verschwinden diese Zykel, wenn
sich der Parameteér den kritischen Werten der jeweiligen Maxima bzw. Minima
nadhert. Die Faseuber dem WerA = 0 enttdlt alle reellen Doppelpunkte (also
alle Sattelpunkte) der definierenden Funktion.

Wir werden sehen, daf3 sich diese grundlegende Idee bei der reellen Morsifika-
tion von ebenen Kurven auch auf die hier betrachteten Raumkurvensingaarit”
ubertragendl3t. Wesentlich ist dabei die richtige Wahl der generischen Geraden
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im Basisraum. Wir werden nun nachweisen, dal’ die Koordinatenachse des Para-
metersa, der den(2,2)-Eintrag der definierenden Matrix in konstanter Richtung
stort, das Gewischte leistet.

Die KurveX; a werde durch die maximalen Minoren der Matrix

Mt.a = < z—Bi(xy) gxy)+A(xy) —a y)

definiert. Die Projektion vor , in die xy-Ebene liefert die ebene Kure 5, die
durch das Polynom

fra(X.y) = XX y) + XA (X, Y) — ¢ —y* — XyR (X, Y)
definiert wird.

Lemma 5.7 Die a-Achse schneidet die Diskriminante D der semi—universellen
Deformation von(X,0) in O transversal.

Beweis Wir fassen nura nicht als Stirparameter, sondern als neue Variable auf.
Dann definieren die Minoren der Matrix

Nl:@ gey)—a 5)

eine isolierte Fdchensingularit'(Xo,0) C (C4,0). Aus dem in [MS] gegebenen
Beweis fir Satz 5.1 folgt sofort:(Xo,0) ist ein rationaler Tripelpunkt, dessen
Auflosungsgraph aus einér3)—-Kurve besteht. Diese Aussage kann auch wie
folgt begindet werden: In [Tj2] wird gezeigt, daf’ die maximalen Minoren der

Matrix
P4y Z Z3
Ny =
< 3 1+723 2o )

einen rationalen Tripelpunkt inC# 0) definieren, dessen Aaiungsgraph aus
einer (—3)—Kurve besteht. Nun zeigt die Koordinatentransformatiga y — X,
z1=Y,22=—a—z+9(x,y), z3=z—Y, dald die durciN, definierte Fichensingu-
laritat zu(Xo,0) isomorph ist.

Es folgt, daR die Milnorzahl vofiXp,0), d.h. die zweite Bettizahl einer Mil-
norfaser vorXg, eins ist. Infolgedessen ist die-Achse nicht im Tangentialkegel
von (D, 0) enthalten. O

Mit |; bezeichnen wir die zua-Achse parallele Gerade im Basisraum, die
durch den Sifparametet definiert wird (tir t = O fallt 1o mit der a-Achse zu-
sammen). Bi"hinreichend klein gealiltest schneidet; die Diskriminante in der
Nahe des Ursprungs nur m= pu(X) + 1 Punkten (mit Vielfachheiten gahlt).
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Daher kanra € R* so klein gevehlt werden, dal3 die Fasky, glatt ist. Auf der
anderen Seite ist die ebene Kug, nicht glatt; sie besitzt im Ursprung eide-
Singularigt, deren Tangentialkegel dyeAchse ist. Abgesehen von dieser Kuspe
ist die KurveG; 5 jedoch glatt. Ihr Realteﬂ:t,aﬂR2 besitzt tira > 0 (bzw.a < 0)
Zykel, die innerhalb def-Regionen (bzwo-Regionen) voirt; NR? liegen. Dies
sind gerade die Komponenten der Niveaulifijz y) € R? : @ = a}. Dadie
KurveG 5 aul3erhalb des Ursprungs lokal isomorph zur singaltnitfreien Kurve
Xt.a ist, stehen diese Zykel in 1 : 1-Korrespondenz zu gewissen ZykelXyon

Fira— 0, a# 0, schmiegen sich die Zykel v 5 an die Rinder der jewei-
ligen®&— bzw. ©-Regionen vort; an.

Falls man hingegea betragsmnRRig wachseralit, verschwinden diese Zykel.
Das soll nun kurz verdeutlicht werden: Sei etRa&ine &-Region vonC; N R?,
die nicht an den Ursprung if? angrenzt. Die Funktioa: (x,y) — % besitzt
dann auf der kompakten Mengesin Maximum mit dem kritischen Weat. SeiR
nun eine an den Ursprung angrenzeadB®egion und sea € R™ vom Betrag her
hinreichend klein gewatfilt. Sei3 die in R liegende Komponente der Niveaulinie

{(xy) e R?: L’éy) = a} und seiR das von3 berandete kompakte Gebiet. Nun

X
kdnnen wir wie oben argumentieren: Die Funkten(x,y) — w nimmt auf
R ihr Maximum an.

Zwei Bemerkungen sind an dieser Stelle angebracht. Zum einen sehmw”
daf3 sich alle kritischen Werte vawum den Ursprung herum konzentrieren. Um
diesen Bestand einzusehen, untersucht man die drei Gleichungh, diefinie-
ren, sowie die neun Gleichungen, die man als2-Minoren der Jacobi—Matrix
erhdlt, unduberlegt sich dann schnell, da® féden dieser kritischen Wergé(t)
gilt: lim¢_pa*(t) =0.

AulRerdem sei darauf hingewiesen, dég@ im Inneren der RegioneR von
G exakt einen kritischen Punkt besitzt. Andernfallsrde diea-Achse die Diskri-
minante mmlich nicht transversal uriddiese folglich nicht irm(mit Multiplizit'at
gezhlten) Punkten nahe Null schneiden.

Zusammenfassend erhalten wir:

e Die KurveX; o = X besitzt im Ursprung einen Tripelpunkt und sonst genau
0(C) — 3 Doppelpunkte, die aufgrund der lokalen Isomorphie zwiscken
undC; (aul3erhalb des Ursprungs) den DoppelpunktenGiantsprechen.

e Die KurveX; 5 besitzt fir hinreichend klein geahltesa > 0 (bzw. a < 0)
reelle Zykel, die in 1 : 1-Korrespondenz zu derRegionen (bzw. zu den
&-Regionen) dek; NR3 zugrunde liegenden Kun@ NR2 stehen.

Alle diese Zykel ziehen sich auf einen Punkt zusammen, falls anbe-
tragsnallig wachsen und gegen bestimmte (kritische) Werte getfiendie
reprasentieren alseerschwindende Zykel
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5.1.1 Die Berechnung der Schnittzahlen

Der nun folgende Abschnitt basiert auf der Arbeit [AC] und ist durch den (“Bau-
stein”) Tripelpunkt erginzt worden.

Wir kommen nun zu den FaseKa, zurtick. Wir haben bereits gesehen, dafld
die (kritischen) Wert@y, ..., ay, Uber denen singalé Fasern liegen, reell sind und
sich in einer kleinen Kreisscheilizbefinden.

Abbildung 5.1: Die Kreisscheib®

Die kritischen Wertey, ..., an seien der Gol3e nach angeordn@n<...<aj);
ap sei der kleinste positive unay sei der gof3te negative kritische Wert. uF”
p<i<qista =0.

Als ausgezeichneten nicht-kritischen Wedheén wir einen Punlkd™ auf dem
positiven Abschnitt der imagarén Achse. &' 1<i<m verbinden die Wege
Vi 1 [0,1] — D die kritischen Werteay, ...,am mit dem nicht-kritischen Wer&*,
siehe Abb. 5.1.

Die Zahla € R™ sei so beschaffen, daR das abgeschlossene Interealti]
nur 0 als kritischen Wert endiit. Die Wegey_q bzw. yy seien Parametrisierungen
der Strecken voa* nach—a bzw. a.

Durch Parallelverschiebungri@s der Wegg_o bzw. yy kdnnen wir die ver-
schwindenden Zykedy,...,0m € Hi(X a+;Z) in H1(X —a;Z) bzw. Hi(Xt o Z)
transportieren:

& = hy (%)
6I/ = hya*(éi)
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Es wird sich im weiteren alsutZlich erweisen, die folgenden Indexmengen
Zu verwenden:

. = {1,...,p}

b = {p+1,..,p+8(C)—-3}

It = {p+6(C)—2,p+d6(C)—1,p+dC)}={l1 I3}
le = IpUlT

I = {q=p+3(C)+1,...m}.

Wir orientieren die Zyked, furi € I, undd’ furi € I_ wie folgt: Die Bilder
der Zykel unter der Projektion in digy-Ebene re@mSentieren - wie wir bereits

gesehen haben - die Komponenten der Niveaulifigy) € R?: w =a} bzw.

{(x,y)€R?: ft—(;‘zl) ——a}. Die Zykelin der rechten Halbebefiéx,y) € R?: x> 0}
orientieren wir entgegen des Uhrzeigersinns; die Zykel in der linken Halbebene
{(x,y) €R?: x < 0} werden dagegen im Uhrzeigersinn orientiert, sieche Abb.. 5.2
AnschlieBendibertragen wir diese Orientierungen auf die Zy&e(i € |) und

&' (i € 1), die ihrerseits (mittels der Abbildungég’ bzw. h, ! ) die Orientie-
rungen der Zyked; € Hi(X a+;Z), i € 1L Ul _, festlegen.

Abbildung 5.2: Die KurveX; (bzw. G)

Die verschwindenden Zyké,. 1, ...,0p,5c)—3 € H1(X a1; Z), die zu unseren
0(C) — 3 Doppelpunkten gedrén, orientieren wir so, dald

s\ 44 ) 1€l und jelp
(6"61)_1fur{iel|3 und jel_,

falls die zui (bzw. j) gehorende Region an den zubzw. i) gelorenden Doppel-
punkt angrenzt. Andernfalls schneiden sich diager dieser Zykel nicht und wir
haben(3;,5;) =0.

IMan beachte, daR die durdéhdefinierte KurveG; diey—Achse nurim Ursprung schneidet.
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Schlie3lich nissen wir noch die drei Zyké, , 9,,, 9, des Tripelpunktes ori-
entieren. Jeder der an den Tripelpunkt angrenzenden Zykej,, ;, unddj,
schneidet genau zwei Zykel des Tripelpunktes. Dabei schnéjdemd d;, bzw.
i, unddj, jeweils die gleichen Zykel, dies seiép unddy, bzw. &, undd,,. Aus
der Tafel aus dem letzten Abschnitt (Abb. 4.4) folgt:

(6i176|2§ = E6|27611§
(6i176|3 O, Oj;
(3iy,81,) = (31,9, (5.1)
(6i276|3 = (91,9,

Begriindung Wir begtinden exemplarisch die Gleichung,,d,) = (3,,9j,).

Die KurveX; besitzt im Ursprung drei Komponenten, die sich dort zu eferL-
Singulariait zusammensetzen. Wir betrachten lokal die Situation um diesen Tri-
pelpunkt und identifizieren dort lokal jede Komponente mit einer Koordinaten-
achse, etwa wie folgt:

Unter dieser Identifikation repséentiert der Tager des Zykel§i’1 einen relativen

Zykel &y, im Bild 2 (oder Bild 6) von Abb. 4.4. Entsprechend rapentiert der
Trager des Zykels-3j, einen Zykely,im Bild 3 (oder Bild 7). In Kapitel 4 haben

wir gesehen, dal3 es einen orientierungserhaltenden Diffeomorphismus gibt, der
dyz und &, miteinander identifiziert. Daraus folg(g , &) = (=6;,9), also
(Gi1,01,) = (915, 8j,)-

Wir orientierend,, , 9,, 9, so, daf? sich folgende Schnittzahlen ergeben:
Eaipab% = E6|27611§ =1
0i;,0;) = (01;,0);) = 1
(6i276|1) - (6|176j2) =1

Aus Lemma 4.2 folg(—&;,,8,) = —(&i;,0;) < (9i,,8,) = (8i,,8,) und daher
wegen (5.1):
(6i276|3) = (6|3761'2) =1
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Falls der Zykeld;, i € I Ul_, nicht an den Tripelpunkt angrenzt, hat man
natirlich (3;,3),) = (&,d,) = (&,8,) = 0, da sich die Tager der Zykel nicht
schneiden. Das gleiche Argument liefert au3erdem:

(8i,8;) =0fir(i,j) € (laxlo) U (I- x1-) U (I3 x14).

Nachdem alle Zykel mit einer Orientierung versehen und alle offensichtlichen
Schnittzahlen angegeben wurdeonkén wir nun dazwbergehen, die Schnitt-
zahlen zwischen Zykeln aus den Mendenund |_ zu berechnen. Zu diesem
Zweck bemtigen wir die Wegey, undy_, die jeweils einen Halbkreis mit An-
fangspunkt-a und Endpunktt parametrisieren:

01y - A J01y - A
Y+ - t o —qg.eTit Y- t = g.e Tt

Wir konnen die Zykeb| € Hi(X,—a;Z), | € |-, sowohl mittelshy, .. als auch
hy_. in H1(X,a; Z) abbilden. Aus Symmetriegnden (vgl. [AC]) haben wir:

(3 hy,+(8])) = —(&hy_«(3])) (5.2)
Die Picard-Lefschetz-Formel liefetif den Weg/fy_:
(ol L) (@) = hy@)+ 5 & (5.3)
kele
(9.8j)=1

Damit erhalten wir@ifi € I undj el_:

(8,8) = 52( 2
= 22(8hy.(8))
(52 %(( by (3)) = (&.hy .(8)) )
2 (o)) 5 &)~ (8 (@)

1
—5 kZ (3 ,5)

Cle
(9.8j)=1
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Diese Schnittzahl ist O, falls die 24 bzw. d; geforendend-Regionen bzw.
©-Regionen nicht benachbart sind und nicht beide an den Tripelpunkt angrenzen.
Es bleiben nun noch dreigiié zu diskutieren:

1. & und9; schneiden nur die Zykel des Tripelpunktes (und keinen der Dop-
pelpunkte) gemeinsam.
Mit den Bezeichnungen aus Abbildung 5.2 sind das diteR;,,5;,) und
(3i,,5j,). Unter Beticksichtigung deri 8, &, und3;, gewéhlten Orien-
tierungen berechnen sich beide Schnittzahlen zu

2. §; und d; schneiden einen Zykel des Tripelpunktes und einen Zykel eines
Doppelpunktes gemeinsam.
Die zu diesen Zykeln getiénden Regionen sind also benachbart und gren-
zen beide an den Tripelpunkt. Dies sind die beideiie=(3;,,5;,) und
(3i,,8j,) und wir erhalten erneutd;, d;) = —1.

3. Die zu g bzw. d; gelvrendend- bzw. ©-Regionen sind benachbart und
grenzen nicht beide an den Tripelpunkt an.
Dieser Fall ist bereits von ACampo behandelt worden. Auch hier stellt sich
die Schnittzahl-1 ein.

5.1.2 Beispiele

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daR die Schnit{@ai¥;) Null ist, falls

(i,j) e (l+ xI)U(l- x1-)U(ls x Is). Daher lohnen wir bei den nachstehenden
Coxeter—Dynkin—Diagrammen auf eine Numerierung der Ecken verzichten. Es
genigt anzugeben, zu welcher der Mendenl_ oderl, die Ecke (genauer der
Index der Ecke) gatrt. Zum besseren Veestdnis werden die Ecken, die Zykeln
reprasentieren, die zum Tripelpunkt gelein oder an den Tripelpunkt angenzen,
mit den Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt versehen.

Beispiel 5.8 Das einfachste Beispiel in dieser Sektion ist die Singubg(1),
die durch die Matrix

y z X

z Xy

gegeben wird oder auch durth- (t3,t4 t°) parametrisiert werden kann. In die-
sem Fall ist als@(x,y) = x> und f (x,y) = x* — y® definiert eine ebene Kurvensin-
gularitit vom TypEg. Wir deformieren diese Singulaaitwie skizziert

N



DIE EINFACHSTE SITUATION: n(X) = 1. 57

Diese Deformation wird durch(x,y) = x* — y® 4 tx?y gegeben. Die “geliftete”
Deformation vorEg(1) wird durch die Matrix

y z X
z 4ty y
rep@sentiert. Wir erhalten folgendes Coxeter—Dynkin—Diagramm:

I1 j2 I3 j1 >

® - o

y z X
zZ Xy y

definiert eine Singulaft'vom TypE;(1). Sie besteht aus zwei Komponenten,
namlich aus der Spitzé&?, t3,t%) und aus der Geradeft,0,0). Man kann die
zugrunde liegende ebene KurkZge wie folgt deformieren

/ [~
——
e\
und erfalt dadurch eine DeformatiomifEz(1)
y z x\__ (VY z X
zZ Xy vy zZ Xy+ty y /)

Die Koordinatentransformatiofx, y, z) — (X, y, —z+ x? +tx) liefert nun das
folgende reelle Bild:

Beispiel 5.9 Die Matrix

E7(1) — =
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Dieser Deformation ist nachstehendes Coxeter—Dynkin—Diagramm zuzuordnen:

i /
I2 i1, I3

©

Beispiel 5.10 Wir wollen noch einmal die Singula&gt'Ez(1) behandeln, aller-
dings gehen wir jetzt von einer anderen reellen MorsifikationEspaus. Diesmal

betrachten wir die Deformatiofy(x,y) = X3y —y3 — §x2y+ 2txy?, die qualtitativ

das folgende bewirkt:
E— L_\

=

t=0 t>0

Die E7(1) definierende Matrix wird also wie folgt gest®

N 2 7
Z Xy y Z+2ty xy—3y y
Um die dazugebrige reelle Morsifikation vorEz(1) zu veranschaulichen,

fuhren wir wieder eine geeignete Koordinatentransformation dupehy, z) —

(X, Y, —Z+ X2 — %x) =: (X, Y, Z). Die maximalen Minoren der Matrix

< f i )

2
Z-x*+5%x+2ty 0y
liefern die folgenden Bilder:

s

t=0 t>0
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Diese Morsifikation fihrt auf das folgende Coxeter—Dynkin—Diagramm:

I> J1 I3 j2 I1

® ® O

Beispiel 5.11 Die SingularititEg(1) kann man durch— (t3,t> t7) parametrisie-
ren. Die dazu gedrigen Gleichungen sind die (maximalen) Minoren der Matrix

y z X
z ®y)
Wir konzentrieren uns erneut auf die zugrunde liegende ebene Kurvensingu-
laritat, alsoEg : x° —y® = 0. Diese knhnen wir etwa wie folgt deformieren:

Es

/%_

XP—y3=0 Xo—yB—t6x3 1354 — 3tx3y+3t2xy2=0,t>0
Zu dieser Deformation geint'das Coxeter—Dynkin—Diagramm

Iy

j2
Bemerkung 5.12 Mit sehrahnlichen Methoden kann man auclr tlie Wedge—
SingulariitenAy vV L mit k > 2 Coxeter—Dynkin—Diagramme erstellen. Hier bietet
sich folgende generische Deformation desga&ritationsmatrix an:

z Xy z X+ay
ny—>a y x)/)°

Man kann die Wedge-Singulaattivie folgt deformieren

k ungerade k gerade

)<>©K O<><>K




60 RAUMKURVEN DER MULTIPLIZIT AT DREI

und erfalt dann als Coxeter—-Dynkin—Diagramm:

(. J

k—1Ecken

Damit haben wir das Ergebnis aus Kapitel 3 (vgl. Satz 3.8lich dald ein
Coxeter—Dynkin—Diagramm der Singulati#i, vV L aus einem Coxeter—Dynkin—
Diagramm der Singula@at Dy 1 (Az fur A2 VL) und einer isolierten Ecke besteht,
mit Methoden der reellen Morsifikation bastjt.

5.2 Die SerieJ o(l)

Mit (Xo,0) C (C3,0) bezeichnen wir die Raumkurvensingulatjtdie durch die

Matrix N
_ y z
Mo= ( X-z 0y )
definiert wird.

Die Kurve Xp besteht @it jedesl € N>, aus drei Komponentenamilich aus
einerAy _1—Singularitit in derxy-Ebene(x? —y? = 0, z= 0) und aus der Kom-
ponente(z= X,y = 0). Fiir| = 1 handelt es sich um einen Tripelpunkt, den wir
bereits eingehend untersucht haben. Daher wolleh wi2 annehmen.

Mit Hilfe von Satz 1.3 berechnet man

3(X) = 2
und  p(Xo) = 4l -2
AuRRerdem entnimmt man den Eiatfén vonMgp: n(Xp) = 1. Daraus ergibt sich

nach Korollar 5.2t die Multiplizitat der Diskriminante der semiuniversellen De-
formation
m(D,0) =7 — 4.

Es seier}1 < ... < B fest gevahlte reelle Zahlen. Diesen Zahlen ordnen wir
das Polynonps(x) = |‘|'j:1(x—s{3]) zu. Rirs# 0 bezeichnen wir dieNullstellen
von ps mit Xj = ;.

Das Polynomps definiert eine — durcls parametrisierte — Deformation vofy,
namlich durch die Matrix

(e o V)
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Die RaumkurveXs werde durch die maximalen Minoren der Mathk defi-
niert. Diese Kurve bestehtifs+# 0 aus den drei Komponentéyn= ps(x), z=0),
(y= —ps(X),z=0) und(z= ps(x), y = 0), und es ist unschwer einzusehen, daf}
Xs in den Punkter{x;,0,0) einen Tripelpunkt besitzt. Die Abbildung 5.3 vermit-
telt einen Eindruck der rellen KurdéNR3 furse R+.

/

Abbildung 5.3: Die KurveXsNR3 mitse Rt undl =5

Fur unsere Konstruktion betigen wir im Basisraund der semi—universellen
Deformation eine Geradk, die die DiskriminanteD in O transversal trifft. Zu
diesem Zweck untersuchen wir eine einparametrigeusitj vonMp, die mit einer
Geraden im Basisraum korrespondiert. Wir verwenden die maximalen Minoren

der Matrix
Mo.— [ Y3 2 %
%a=\X-z a vy /)

Die Gerade im Basisraui® die mit dieser einparametrigenddiing vonMg
verbunden ist, bezeichnen wir nhit

Lemma 5.13 Die Gerade L schneidet die Diskriminante D der semi—universellen
Deformation von(X, 0) in O transversal.

Beweis Fr fest gevahltesa # 0 definiert die MatrixVig 5 eine glatte Kurve (diese
Behauptung kann leicht verifiziert werden; sie folgt auch aus Lemma 5.14, das
wir anschlieRend beweisen werden). Damitgt, die Pasentationsmatrix einer
isolierten Féichensingularit'(Xo,0) C (C#0), wenn wira nicht mehr als (fest
gewdhlten) Sviparameter ansehen, sondern alsazighe Vednderliche. Das
bedeutet, dal nicht in der Diskriminant® enthalten ist.

Es bleibt zu zeigen, dald daniber hinaus auch nicht im Tangentialkegel von
(D,0) enthalten ist. Dies folgt aus dem in [MS] gegebenen BewgiSktz 5.1.
Da wir den Beweis dieses Satzes in dieser Arbeit nicht aufgéfiaben, wollen
wir es an dieser Stelle nicht dabei belassen, auf [MS] zu verweisen, sondern wir
werden den von Mond und van Straten gegebenen Beulssiragen auf unsere
hier betrachtete spezielle Situation, kurz wiedergeben.
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Wir blasen die Richensingularét’Xo im Nullpunkt auf und ersetzen zu die-
sem Zweck in der MatriMg, die Variablen(x,y,z a) durch (x,xy,xz xa). In
der so entstandenen Matrix sind alle Eage durchx teilbar. Nachdem wir alle
Eintrdge durclx geteilt haben, erhalten wir eine Matrix folgender Gestalt

. +a z %1
Mo7a:( y )

X1-z a vy

Die exzeptionelle Menge, die wir durch das Einsetzen xen0 in M, er-
halten, istisomorph zu einem Tripelpunkt; sie besteht also aus drei exieptionellen
Kurven, die sich im singalfen Punkt der durcMg , definierten Richensingu-
laritat treffen. ’

Den soeben beschriebenen Prozefirien wirl — 2—mal wiederholen. Dabei
kommen jedesmal drei neue exzeptionelle Kurven hinzu. Schlief3lich erhalten wir

eine Matrix der Gestalt
« [ Yyta z X
Moa = < X—z a y)'

Die durchMg?, definierte Fiichensingularit’ [al3t sich durch erneutes Auf-
blasen aufisen. Die dazugehige exzeptionelle Kurve ist eine glatte, getwi-
stete Kubik. Damit besteht der Aofliingsgraph der &hensingularitt (Xo,0)
aus einer zentralefi—-3)—Kurve und drei Ketten vori—2)—Kurven der lahge
I —1=n(Xp) — 1; die Rationali&t von(Xo, 0) folgt z.B. aus Characterisation (1.4)
in [JS2]. Rir die KurvensingularétXo bedeutet das: Verschiebt man die Gerade
L ein wenig, so schneidet die daraus resultierende Géralite DiskriminanteD
in u(Xo) +1+3(1 —1) =71 — 4= m(D,0) Punkten (mit Vielfachheiten gahlt).
Somit istL nicht im Tangentialkegel vofD, 0) enthalten. O

Die Geradd. schneidet die Diskriminante der semi—universellen Deforma-
tion von (X,0) in 0 also transversal. Jede GeradeSjrdie ausL durch minima-
les Verschieben hervorgeht, schneifein m(D,0) Punkten (mit Vielfachheiten
gezhlt). Eine solche Gerade wollen wir im folgenden studieren. Daahblen
wir s€ R* hinreichend klein und fest. Die Kuryé& ; werde durch die maxima-
len Minoren der Matrix

A

definiert.

Wir wollen jetzt ervehnen, @ir welche Werte vora die Kurve Xsa Singula-
ritaten besitzt, in welchen Punktéry,z) € Xs 5 diese liegen und von welchem
Typ sie sind. Es wurde bereits herausgestellt, @z dem kritischen Weet =0
eine Faser mit Tripelpunkten liegt. Mit Hilfe des folgenden Lemmas lassen sich
samtliche kritischen Werte bestimmen.
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Lemma 5.14 Die Kurve ¥ werde durch die maximalen Minoren der Matrix

— yta z x)+c _
N_<q(X)—z—c a vy )7 mitqe R[X, degq) >1 und ce R,

definiert. Mit(q,...,{x bezeichnen wir die (paarweise verschiedeneigungen
der Gleichung ¢x) = 0. Falls c# 0 ist, gelte|q({j)| > |c| fur 1 < j <k. Dann
besitzt die Kurve Y genau dann Singulaiten, falls ac {—c,0,c} ist oder falls
a eine der k Gleichungen

a'+ (2¢% + 14cq(T) + 1104(Zj) ) a® + c* — 2c3q(Lj) + 2c* (L) — a*(Zj) =0

annulliert mit je {1,...,k}.

Beweis Die KurveYY besitzt im Punktx,y, z) genau dann eine Singaritat, wenn
das Quadrup€lx,y,z a) die folgenden zwlf Gleichungen dst:

a(y+a)—z(q(x) —z—c) =0 (A)
y(y+a) -~ (X +0)(ax) ~z-¢)=0  (B)
yz—a(q(x) +c¢)=0 (C)
(x)(z(2y+a)+a(—2q(x) +2)) =0 (1)

o (%) (2(a(X) + )+ (00 + 2. O 290+ 2)=0 (2
a(q(x) +¢) — (2y+a)(—q(x) +2z+c) =0 (3)
q(x)(Z-a%) =0 (4)

q (x)(—yz+a(—q(x) +2z+c)) =0 (5)
ay—z(—q(x)+2z+c)=0 (6)
d(X)(2-20(x) +2)+a@y+a) =0  (7)
() (Y(-200) +2) +agx) +0)) =0  (8)
(2y+a)y—2z(q(x)+c)=0 (9)

Dabei definieren die Gleichungga ), (B) und (C) gerade die KurveXg,, und
die Gleichunger(1) — (9) entstehen aus denx22—Minoren der Jacobi—Matrix
der Abbildung

(C3,00 — (C30)

a(y+a) —2z(q(x) —z—c)
xy,2) { y(y+2a) —(a(¥) +¢) (q(x) —z—c)
yz—a(q(x) +¢)

Wir unterscheiden mehrereale:
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e y=0:Die Gleichunger{B), (C) und(9) liefern: z(q(x) +c) =0,
(q(X) +¢) = 0 und(q(x) +¢)(q(x) —z—c) = 0.

Q

e ((X)+c=0:Aus den Gleichunge(B) und(6) folgt: (z4+c)z=0und
(z+c)a=0.
ez—c: B a2_2_0. Man tiberzeugt sich leicht davon, daR
fur das Quadrupe(lx,0, —c,a) mit q(x) = —c und a® = ¢ alle
Gleichungen erllt sind, d.h.—c undc sind kritische Werte.
e z=0:Aus(2) bzw. (A) folgt: ¢ (x)c? = 0 unda = 0.
e c=0:=q(x)=0. Indiesem Fall istx,0,0) €YY mitq(x) =0
ein singuéirer Punkt vom Ty@dm o(m), wobeimdie Vielfach-
heit der Nullstellex vonq ist.

e c#£0:=(d(x) =0, alsox € {C1,...,{k}. Nun flihrt unsere

eingangs gemachte Annahiee< |q(¢;)| wegeng({j)+c=0
zu einem Widerspruch.

e ((X)+c# 0:Dann giltz=0,a= 0 undq(x) = c. Es folgt: Die Faser
Xso besitzt in den Punktefx,0,0) mit g(x) = c eine Singularit.

e y#0:In diesem Fall gilt aucta # 0 (die Annahmea = 0 wird durch die
GleichungenC) und(9) zu einem Widerspruch geffitt). Desweiteren gilt
g(x) +c # 0 (ware ramlich das Gegenteil der Fall, savden die Gleichun-
gen(B) und(9) y+a= 0 und 3/+a= 0 ergeben, also einen Widerspruch
zur Annahmey # 0).

e J'(x) #0: Aus Gleichung(1) erhélt man danryz+ az— aq(x) = 0.
Diese Gleichung liefert zusammen mit der Gleichy@: z= —c.
Durch das Einsetzen von= —c in die Gleichung(2) erhélt man
q(x)(g(x)+c) =0, also (wegem(x) + ¢ # 0): q(x) = 0. Damit folgt
wegena#0 aus(A): a=—y. Nun liefert das Einsetzen van= —y,
q(x)=0 undz= —cin die Gleichunger{7) und(9): ¢ —y?> =0 und
y? 4 ¢ = 0, also einen Widerspruch.

e J(x) =0:Esgiltalsox e {s,...,{x}. In diesem Fall erhalten wir aus
den GleichungeB) und(9) bzw. (B) und(C) die Gleichungen:
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Diese Gleichungen liefern

5¢°(2)) + 99 )e+4c?
a?+ 30?((j) — 3c? (d)

y=a

In diesem Ausdruck kann der Nenner nicht Null werden, denn an-
dernfalls wirde aug(a) und (b) folgen: 592(Z;) + 9cq(Z; )+4c2 0

+ (q(¢j) +¢)(5q(¢;) +4c) = 0= 5q({;) +4c=0, daq({j) +c# 0.
Ware ¢ = 0, wiirden wir auchq({j) = O erhalten, was aber wegen
a(¢j) + ¢ # 0 nicht sein kann. Im Falt # 0 liefert 59(¢;) +4c =10
einen Widerspruch zur Voraussetzuep< |g(¢j)|.

Unter Bericksichtigung vorg(;) + ¢ # O liefert das Einsetzen von

_ g5%(4)+9q(g)c+4c?
Y= 3037

in (a) nun:
'+ (2c2+14cq(Z) + 11622 ) a2 +-c*—2c3q(Z)) +2cP () —q* () =O.

Bei den Nullstellen diesér 1 Gleichungen handelt es sich tathlich
um kritische Werte, denn wegen# 0 lait sichYs lokal durch die

Gleichungen
fSaxy) = (Y+a)y’ — (d(x) —c)y+a((x)+¢)*=0
und z = 7a(q(>3+c)

beschreiben. Man braucht also nicht alle Gleichungen (B), (C),

(1) — (9) auf ihre Giltigkeit zu tiberprifen; es geugt dies tir die
. afsa sa
Gleichungenfs,(¢j,y) =0, 52(Lj,y) = 0 und’fe v (j,y) =0zutun.

Diese Gleichungen sind aber weges {{j, ... Zk} erfullt, wenn (a)

und (b) erfullt sind. .

Korollar 5.15 Es bezeichng; die im Intervall(x;j, Xj+1) (1 < j <1 -1) liegen-
de Nullstelle von p Dann gilt: Die Kurve X besitzt in den Punkte(x;,0,0)
Tripelpunkte. FEir a# 0ist (X,Y,2) € Xsa genau in den folgenderéfien ein sin-
gularer Punkt(1 < j <I—1):

x=%;, a /—11+5x/§

ENl, y= V-2+V5ps(E))l. z 35 (E;
x=§j, a \/*“*5 &), y=—vV—-2+5ps(E))l, z 35 (E;
t3

) )], z=
) )|, z=
DI y=—vV=2—VBIps(E))l, 2= —/ (&
EDlL y= vV-2—VBIps(E))], z=—1/Zpg(E

153
|Ps
XZEJ? \/ _11_ p
>|ps

,11 5,5
X:Eh
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Beweis Die erste Aussage ist klar. Im Fall# O folgt aus Lemma 5.14, dafd
eine dell — 1 Gleichungen

a'+11p3(&j)a® — ps(&j) =0

annulliert, d.h.a = /=155 p 81 fur ein j € {1,...,| — 1}. Aus den Glei-
chungen(d) und(c) (aus dem Beweis von Lemma 5.14) lassen sich nun die sin-

gularen Punktéx,y,z) € Xsa mit a= +/ ZE8p (g ermitteln. O

AulRerhalb des Nullpunktes liegen also-22 relle und 2 — 2 rein imagiraie
kritische Werte. Da die Faseko genaul Tripelpunkte besitzt und da die Multi-
plizitat der Diskriminanten(D,0) = 7| — 4 ist, liegenuber jedem der kritischen
Wertea’, aj, *aj” und®a; Fasern mit genau einem getwilichen Doppelpunkt.
Durch geeignete Wahl dé¥, ..., ) kann man erreichen, dal3 diesé{4) kriti-
schen Werte paarweise verschieden sind.

Wir wahlen einen nichtkritischen Weat in der rechten oberen Halbebene.
Ferner vahlen wir wie in Abbildung 5.4 skizziert ein stark ausgezeichnetes Wege-
system

W =1y 1<j<-1, °Y} 1<j<1-1, Yoo ¥ 1<j<i-1, °Y] 1<j<i-1},

das die kritischen Werte mit dem nichtkritischen verbindet.

Hﬁ"r—l

Abbildung 5.4: Die Verteilung der kritischen Werte
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Die zu den reellen kritischen Werten gebiiden Zykeﬁl*, O € Hi(Xsa; Z)
transportieren wir wieiblich langs geradliniger Wegg bzw. y_q in FasernXsq
bzw. Xs -« Mit 0 < a <min{ay,...,a ;}. Sodann betrachten wir die zugrunde-
liegenden ebenen Kurvely o bzw CS a, wobei die KurveCs, ausXsa durch
Projektion in diexy-Ebene entsteht, d.&s 5 wird durch die Gleichung

y3 ps y"’a(ps )_|_y2):

gegeben.

In den reellen Kurvesq NR? bzw. Cs _q NIR? finden wir die Zykeld;” bzw.
d; wieder (etwas genauer: die Bilder dera@er vonhyq*(()]*) bzw. hyfa*(éj_)
unter der Projektion in digy-Ebene). Sie entsprecheamlich gerade den ge-

schlossenen Komponenten der Niveaulifiig y) € R? : % =a} bzw.

{(xy) € R?: % = —a}, die in den®- bzw. ©-Regionen vorCs g liegen.

Abbildung 5.5: Die ebene Kurnvgso furl =5

Wir machen von dieser Darstellung der Zykel Gebrauch, um sie mit einer
Orientierung zu versehen: Der ZykéT (bzw. —6j_) werde fir gerades] im
Uhrzeigersinn undui'ungerade$ entgegen des Uhrzeigersinns orientiert.

Nun kommen wir zu den verschwindenden Zykeln Hdéripelpunkte, i
die wir die Notationd}, 35 und &} fur 1< j <| vereinbaren. Diese Bezeich-
nung rechtfertigt sich wie folgt: Wir afilen um denj-ten Tripelpunkt ein loka-
les Koordinatensystem, das die Kompone(yte- —sgn p5(X;j)) ps(X), z= 0) mit
der e;-Achse, die Komponentéy = sgr(ps(Xj)) ps(X), z= 0) mit der ex-Achse
und die Komponentéz = ps(X), y = 0) mit der es-Achse identifiziert (in einem
spateren Lemma werden wir die Koordinatentransformation, die diese Identifika-
tion ernoglicht, explizit angeben).

€3

’>é% &

/‘ :
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In Bemerkung 4.1 wurde elitert, wie jedem verschwindenden Zykel eines
Tripelpunktes eineindeutig eine Koordinatenachse zugeordnet werden kann. Auf
dieser Zuordnung beruht die Bezeichnung der Zy%eb? und33.

Aus dem Abschnitt 5.1, in welchem wir die Situation lokal @menTripel-
punkt betrachtet haben, folgt, dald sich bei geeigneter Orientierung dieser Zykel
folgende Schnittzahlen einstellen:

(6I ,8%) = 62 ,83) a‘i &) = 6!: 8% =1,
(6;! 6&) _ 5+ ) _ 6£+17. j ) (6i+1, 6]- ) z 1, (5.4)
(6] ’ 6]) (6 6]+1> (617 61 ) (6]+17 S ) 0.

Es ist klar, daR sich die Zykdl” und §; bzw. &; und g, fur j # k nicht
schneiden, da die &ger dieser Zykel disjunkt sind. Aus dem gleichen Grund
ist (6?,6?) = (6?,6;) =0 fU_r 1_§ j<l-1,ke{1,..,j—1j+2,..,1}und
1<n< 3. Desweiteren gilt(3;", §2) =0 furalle 1< j, k<I, 1 <iy,i» <3.

Aus der verallgemeinerten ACampo-Methode folgt:

1

(5,9, = _51<Z<| ((57,.30)-(3¢.3,)+(57, . )-(32,33,)+(57, . 8)-(35.57,))

. 0, fa||S‘j1—j2| > 2,
- -1, fa||S‘j1—j2| <1

Wir kommen nun zu den imagamén kritischen Werten. Es ist zwec&fig,
die Koordinatentransformationgn= iy unda =ia miti = v/—1 durchzutihren.

o= (o2 i )= (o % %)

Die KurveCs 4 = Gsjq wird in diesen Koordinaten durch die Gleichung
p°+an®+ p5()n —aps(x) = 0

beschriebena € R sei so klein gewhlt, daB das Intervall-ia,ia] nur Null als
kritischen Wert besitzt. Dann gilt:

_ —11-5/5 11+5\5
o = ia® < | ————Ips(&)) = ——5—Ps(&))
bzw.
SV ) fari<j<lo1

2
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Das bedeutet, daR die Gleichupd(x) = =21£5V542 genau 2 reelle Losungen
fur x besitzt. In jedem der Intervallgj, Xj1) (1 < j<I1-1)liegen jeweils zwei
dieser losungen, die wir mit]}r und Nis1 bezeichnen, siehe Abb. 5.6. Ferner

nennen wir die kleinstedsungn; und die go‘Btenﬁ.

----------------------------------- ﬂ LR EEEEEEE) SRy Ll yZ%S\/EGZ

ng Ny N ny N3 Ny Nz nNg s ne
Abbildung 5.6: Die Igsungen der Gleichungg(x) = =—t5V542 fir | — 5

Mit diesen Bezeichnungearbérzeugt man sich schnell davon, @af, NRZin
den Punkter(n;, V‘E’ a) bzw. (n , V‘E’ a) vertikale Tangenten, an den Stellen
&j bzw. inden Punkte(u,-,—a) horlzontale Tangenten und in den Punktgn0)
Doppelpunkte besitzt. Aus diesen Informationen leitet man ab, daf3 die reelle
Kurve Cs;iq NRR? qualitativ so aussieht, wie in Abbildung 5.7 skizziert.

Abbildung 5.7: Die KurveCsj, NR? furl =5
Wir betrachten im folgenden das kubische Polynom

Osax(n) = °+an® + pE(x)n — apf(X).
Die Diskriminante dieses Polynoms if; , x = 4(a*p2(x) — 11apd(x) — p8(x)).
Ihr entnimmt man, da@sx fur 0 < p2(x) < =L45¥542 drei reelle Nullstellen

und fiir p2(x) > =145V542 eine reelley(x) und ein Paari(x), 3(x)) komplex-
konjugierter NuIIsteIIen besitzt. Diese Feststellungaer die bereits vorhande-
nen InformationemberCs .
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Wir konzentrieren uns auf den Faif(x) > =1L5V542 Die Losungen die-
ser (Un)-Gleichung liegen iR — U'jzl(nj‘,nr). Wir wahlen einx € [nj+,r]j‘+1]
und betrachten auf diesem Intervall die komplexesurigemz(x) undys(x) der
Gleichungy3+an?4 p2(x)y—ap2(x) =0. Wir haben bereits festgestellt, daf
r]j+ <X<Nj;, die zwei Losungem(x) undnz(X) verschieden sind und daf sie
furx — qj+ bzw. x — nj, ; zusammenfallen. Daher beschreibe(x) undys(x)
fur jedes Interval[n]*, r|j_+1] bis auf Orientierung einen Zykel att (Csjq; Z) =
H1(Csa;Z). Dieser wiederum definiert einen Zyk’e‘i}r € H1(Xsja; Z). Dies gilt
fur beliebigea=ia mit 0 < a < min{|*a]|,...,|*a" ,|}.

Es ist klar, daf3 der ZykéIBJ-+ verschwindet, wenn wia langs der imagiaren

Achse in den kritischen Weta" = L5V | (85)| = i/ 225 pg )| lau-

fen lassen, denn danm@hérn sich die im Intervalk;, Xj1] liegenden losungen
r]j+ und Nit1 der Gleichungp3(x) = %az immer mehr dem Werg; an.
Das bedeutet, daf3 sich die Intervame?, r|j+] — und damit auch dieuter” ihnen
liegenden Zyke!’t')lfr —fura— ‘ajr auf einen Punkt zusammenziehen.

Falls wir a gegen Null gehen lassen, wachsen die Inter\/{aire r|j_+1] und
naéhern sich den Intervallex;, Xj+1] an. Gleichzeitig schrumpfen die Realteile
O(h2(x)) undd(n3(x)) der Ldsungemz(x) undyz(x) furx € (r]l*, Nj.1), wovon
man sich etwa mit Hilfe der Formeln von Cardano ([vdWierzeugt:

_(Wg,_a,x + Ws—,a,x> +v _S(WS—,a,x - \N;—a,x) —2a

2(X) = 5
a(x) = _(W;Ta,x + WS—,a,X> tv _S(W;Ta,x - W;,a,x) —2a
B 6

mit Wy = f/ ~ a3+ 18ap2(x) +3v/3ps()y/ PA(X) + 11a2p2(x) — o

und Weox = f/ —a3+18ap§(><)—3ﬁ>ps(><)\/ pE(x) + 11a?p(x) — a*.

Wegenx € (N}, Nj,4) ist Dsax < 0, d.h. pé(x) + 11a”p;(x) — a* > 0. Daher

konnen die Zahlemyg, , undwg, , reell gewahit werden, was wir nun auch an-

nehmen wollen. Man sieht: I(i)(mv;aXerga «) = 0. Daraus ergibt sich sofort,
aﬁ} thas) thas)

daB fir a — 0 die Realteilé](y2(x)) und O (n3(x)) der Ldsungemz(X) undnz(x)
schrumpfen.

Nun folgt auch, daf die Imaganteile (y2(x)) und O(ys(x)) der Losungen
y2(X) = in2(X) undys(X) = in3(x) fura— 0 ebenfalls schrumpfen. Vollzieht man
den Grenmbergang za = 0, so ergibt sich, daf3 der Zyl<t‘f‘5j+ mit dem Rand der

j. Region der Kurvéz = 0, p2(x) — y? = 0) zusammergilt.
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Bemerkung 5.16 (i) Aus der Beschreibung der Zyl<t~1’5;r furl<j<I|-1folgt
unmittelbar:(*g; , *3;)) = 0 fur j1 # jo.

(i) Vollig analog zur Behandlung der Zyk&d', die langs dermpositivenima-
gindren Achse verschwindenpkiien wir auch die Zykeld, fur 1< j<Il -1
beschreiben, dieahgs denegativerimagindren Achse verschwinden. Man ath”
fur a > 0 die KurveCs i, NR? ausCsj, N R? einfach durch Spiegelung an der
x-Achse. Auch hier haben wir infolgedessen die Schnittzafféf, *5;,) = 0
fur j1 # j2.

(iii) Es sei auRerdem bemerkt, daR fléRegion der Kurvéz= 0, pZ(x) —y? = 0)
“zwei” verschwindende Zykel entspringeraml'lch‘6]-+ und‘6j‘.

Wir haben soeben einen Eindruck von den ZyK&n und*d; erhalten. Al-
lerdings ist die gegebene Beschreibung der Zykeldie Berechnung der noch
fehlenden Schnittzahlen ungeeignet, da degér'der Zykel (in den betrachteten
Fasern) weder reelle noch rein imagia ' Werte besitzen. Um die Zykel dennoch
in geeigneten Fasern “sichtbar zu machen”, modifizieren wir unsere Konstruktion
ein wenig:

Fire c Rmit0 < || <« min1§j§|_1{aj+} definieren wir die Matrix

. yta z p()+(-D'e
M%ﬂ‘( ps(x)—z— (~1'e a y )

deren maximale Minoren die Kurvé&, definieren.

Wie wirkt sich diese Modifikation auf die Lage der kritischen Werte aus? Die
Antwort gibt Lemma 5.14: &f'a € {—¢, O, €} besitztX{, jeweils| quadratische
Singularititen. Diese sind aus dem kritischen Wert 0 entstanaleer, dem eine
Faser mit Tripelpunkten lag.

Die Lage derubrigen kritischen Werte]", a;’, *a;” und *a;" wird nur uner-
heblich vedndert; sie sind nach wie vor reell bzw. rein imaginDas Lemma
5.14 liefert: Ist(x,y,z) € X, ein singuéirer Punkt mita ¢ {—¢, 0, €}, so gilt
x € {&1,...,§ -1} undamuf eine der Gleichungen

a*+Usj(e)a®+Vsj(e) =0

annullieren mitj € {1,...,1 — 1}, Us j(€) = 26?2+ 14(—1)'eps(&;) + 11p2(&;) und
Vsj(e) =€ — 2(—1)'83ps(ﬁj) +2(—1)'ep(&;) — pd(&;). Diese Gleichungen be-
sitzen fir hinreichend klein und fest gahltese € R ausschlielich reelle bzw.
rein imagirgre Losungendi a; ihre Losungen wollen wir im folgenden mn‘r8
und a;, (reelle Losungen) bzw. mi1.'aﬁ8 und *a; . (rein imagirare Losungen)
bezeichnen.
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Wir mussen die &lle € > 0 unde < 0 getrennt behandeln. Da sich die Bear-
beitung beider &lle vollig analog gestaltet, wollen wir uns lediglich auf den Fall
€ > 0 konzentrieren. Die Ergebnisse, die wir hier erzielen werden, gelten genauso
auch fir den Falle < 0.

Die beschriebene ModifikatiorMsa — Mg,) ermoglicht es, “mehr” Fasern
zu betrachten, da wir nicht nur didérD = {ac C: |a] < p} liegenden Fasern
Xsa zur Verfligung haben, sondern (allgemeiner)uberZ =D x [0, ] liegenden
Faserr»(spfa mit (a,B) € Z betrachten wollen. MiD bezeichnen wir die Teilmenge
von Z, Uber deren Punkte singu Fasern liegen, das Komplement \rin Z
nennen witZ*.

)’ .q"'.aX DX{O}

— —¢€
alﬁe"'a4ﬁ£

Abbildung 5.8: Der ZylindeZ furl =5

Mit Y5 : [0,1] — Z bezeichnen wir einen Weg id mit Anfangspunkt(a,€)
und Endpunkta,0), der diese Punkte geradlinig verbindet. Fernahlgh wir in
der Kreisscheib® x {€} C Z ein stark ausgezeichnetes Wegesystem

+ - + - +
W (e) = {yj’gl§j§|—la .VLglgjgl—l, Ye » Yo Ye o Vjel<j<I-1, .yj7gl§j§|—l}7

das die kritischen Werte mit dem nicht-kritischen Waft= (a*,€) € D x {&}
verbindet und das die folgende Forderungibif”

Isty: [0,1] — D ein Weg, der den kritischen W, €) € D x {€} mit

dem kritischen Werfa,0) € D x {0}, aus welchem er durch die Mo-
difikation Msa — Mg, hervorgegangen ist, verbindet und sind W

bzw. y. € W (¢) die Wege der stark ausgezeichneten Wegesysteme, di(35_5)
die beiden kritischen Wert@, 0) bzw. (a¢, €) mit den jeweiligen nicht-
kritischen Werter(a*,0) € D x {0} bzw. (a*,€) € D x {€} verbinden,

dann sind die Wegegy; * und i+ homotop inZ* U Bild ().
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Aufgrund der Bedingung (5.5) gibt es einen Weg[0, 1] — Z* mit Anfangs-
punkt (a*,€) und Endpunkia*,0), der aus dem Wegyy; * durch minimales
Storen hervorgeht und der id* homotop zup,- ist. Fallsdg in D x {€} langsye
verschwindet, so gibt es genau eineirx {0} langsy verschwindenden Zykel
o mit

Ny, (Be) = N+ (Oe) = £d.

Nun orientieren wide so, dafd in dieser Gleichung “+” steht. Danonkien
wir & € Hy(X¢,-;Z) mittelshy,.. mit & € Hi(Xsa; Z) identifizieren.

Diese Identifikation gestattet es, die Kreisscheibe {e}, das aufD x {&}
gewehlte WegesysteriV (¢) sowie die Menge der verschwindenden Zykel, die
langs der Wege al¥ (€) verschwinden,di die Berechnung weiterer Schnittzah-
len zu verwenden.

JEE
/ !
/ !

/]

/// View WM 1e
e

+ 4
Aer8_1e

Yigr

\\

BerB_1e

Ve Visse

Abbildung 5.9: Die Verteilung der kritischen Wertelinx {&}

Unser Interesse gilt in erster Linie den Fas¥fn ,, X, und X, fur ein fest
gewdhltesa € R* mit 0 < a < €. Um einen Eindruck von der Gestalt der reellen
FasernXg, NR3 bzw. XE o NR3 zu bekommen, betrachten wir zactist die Fa-

serXsfomR3. Diese Kurve besitzt in dety-Ebenel — 1 Zykel; diese khnen wir
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mit den geschlossenen Komponenten der Niveaupgig) — y> = €2 identifizie-

ren. Die Komponente in detzEbene wird durch das Eiafiren vorne nach oben

(I ungerade) bzw. nach untehderade) verschoben. Daher folgt, dal3 nur jede
zweite geschlossene Komponente Van= 0, p2(x) —y? = £2) die Komponente
(y=0, z= ps(X) — (—1)'e) schneidet, siehe Abb. 5.10. Die anderen (geschlosse-

Abbildung 5.10: Die Kurvext,nR* fur| =5 unde > 0

nen) Komponenten vofz = 0, p2(x) — y? = £2) schneiden die Komponente in der
xz-Ebene nicht; sie liegenuf'ungeradeg zwischen denj-ten und dem+ 1-ten
Tripelpunkt und definieren Zykel. Diese Zykel sind gerade die Bilder der Zykel

'6{8, wenn wir diesedngs des Wege;gg in die FaselX,, transportieren.

Bemerkung 5.17 An dieser Stelle wird der Grundif die vorgenommene Fall-
unterscheidung > 0 und e < 0 deutlich, denn im Falt < O wird die in der
xz-Ebene liegende Komponerzte- ps(X) entlang der—Achse in dieentgegenge-
setzteRichtung verschoben, was dazihft, dafd nun die geschlossenen Kompo-
nenten vor(z= 0, p3(x) —y? = £2) mit geradenindex isoliert liegen und gewisse
Zykel definieren, siehe Abb. 5.11.

7 __ NS

Abbildung 5.11: Die Kurvex,NR? fur| =5 unde < 0

Es sei nure # 0 fest gevahlt. Wir miissen wissen, welche verschwinden-
den Zykel der Tripelpunkte kontrahiert werden, wenn wir den Pararaeteder
KreisscheibéD x {€} in die kritischen Werte (e oder—e laufen lassen. Die Ant-
wort liefert das folgende Lemma.
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Lemma 5.18 Sei je {1,...,1}. Dann gilt:
0 5
FurDx{e}>a— (—1)le verschwindet der Zyk 6-{7E :
~(-1)e 5.

Beweis Wir fuhren fir hinreichend klein gealilte Parametea und € in einer
kleinen Umgebung um depn Tripelpunkt folgende Koordinatentransformation
durch:

% = —y+T(ps(x) ~2)
y+Ti(ps(X) —2)

=
I

Zj=Z

Hierbei isttj := sgr(ps(x;)). Es gilt

| .
N o >0 <|—j=0(mod?2
ps(XJ)—n!;l]#j(XJ X”>{ <0 &l—j=1(mod?2),

und dahenrj = sgr(py(x;)) = (—1)' .

Diese Koordinatentransformationen identifizieren jeden der drei Zweige, die sich
lokal in der KurveXs zu einem Tripelpunkt zusammensetzen, mit einer Koordi-
natenachse. In den Koordinatepyj undZj wird X¢, lokal, d.h. in einer kleinen
Umgebung des. Tripelpunktes, durch die maximalen Minoren der Matrix

7. 5. _ 1\ _1\e _
((_1y_1 ZJ+( 1) Ja ( 1)18 a) (5.6)

Ye+a zj—(-1)"la %

beschrieben.
Begriindung In den neuen Koordinaten gilt:

ME. — yN—J;)N(j +a Z; ijj;ij +Z +(-1'e
sa = TjVjZXj —(-1ie a Vj??j
( yi —Xj+2a 27; Tj()~(j+}7j)+22j+2(—l)|£ )
> ~ ~ | ~ ~
Vi+X—2t5(-1)'s 2152 Ti(Yj — %))

5% 5. Ay 5. (1l
- ¥ Xj+2a | 27 x,+yJ+ZI,zJj~L2T,( 1)'e
Vi+X —2t15(-1)'e 2tja Vi — X
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-~ Ji— %X +2a 7 X+¥+2t(-D'e
)7j+)~(j—2'[j(—1)|8 Tja yj—Xj—2a
- 2)7,-+2a+2T,-(—1)'e Z; )?j—i—)N/j—FZTj(—l)IE
2)7,-—21j(—1)'e—2a Tja Yj —Xj—2a
- Ji+a+t(-D'e  Z  K+F+2r(-1'e
Ji—1(-D'e—a T1ja Ji — % —2a
- Ji+tat+t(-D'e  Z % +1j(-1)'e—a
Ji—t1i(-l'e—a 1@ —Xj—a+tj(-D'e
- 2y Zj +1ja 2T,-(—1)'s—2a
Ji—1;(-D'e—a 1ja —%—a+1(—1)'e
~ Zj+T1ja
- (~ i ZRAIL th(—l)'a—al )
Ji—T1j(—1)'e—a Tja —X;—a+T1j(—1)'e
- ¥i Zj+1ja Tj(-1)'e—a
Ji—1;(-D'e—a 2tja —%—a+1;(—1)'e
5. 5 T e
- ( ylI Z+152 Tj( 1)~s a)
—Tj(-1)'e—a —Zj +Tja —X;
~>

( Y 7+ (-1 la (—1)ia_a>
(—1

Ye+a z—(-1)'a %

Nun verwenden wir Bemerkung 4.1 aus dem Abschubigrden Tripelpunkt,
in der ervahnt wurde, daf? (und wie) jedem verschwindenden Zykel eines Tripel-
punktes eineindeutig eine Koordinatenachse zugeordnet werden kann. Setzen wir
in der Matrix in (5.6) fir a die Werte 0 (—1)/s und —(—1) ¢ ein, so erhalten wir
singukire Kurven, die eine zug-Achse, eine zuxj-Achse bzw. eine zuyj-Achse
parallele Gerade enthalten. Das bedeutst:a= 0 verschwindet der Zykaﬂ?’s,

fura— (—1)le der Zykels} . und flira — —(—1)le der Zykeld] . -

Bemerkung 5.19 Die Tatsache, daflufa — O die Zykeléis, mit1<j<lI, ver-

schwinden, kann man auch schon den Abbildungen 5.10 und 5.11 entnehmen.

Ferner ergeben sich aus diesen beiden Abbildungen die folgenden Schnittzahlen:
o (*°5/,8,)=0furl<j<l-1lund1<k<|

j.e

o (°5/, 8,) =0furi<j<l-lundke{l,..,j-1,j+2,..I}

1€

o (5 55’8) =0fur1<j<l—1lundke{l,.,j—1,j+2,..,1}

1,
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Flr das soeben bewiesene Lemma war es niohignzwischene > 0 und
€ < 0 zu unterscheiden. Im folgenden konzentrieren wir uns wieder auf den Fall
g > 0. Wir betrachten zwuachst die reelle Kurvexg, NR3, siehe Abb. 5.12. In

Abbildung 5.12: Die Kurvex¢, NIR3 furl =5 unde > 0

ihr finden wir die aus den verschwindenden Zykén &, ... hervorgegange-
nen ZykeIES;r 5:{57 wieder. Wir kennen bereits die Schnittzahlen dieser Zy-
kel mit den verschwindenden Zykeln der Tripelpunkte; diese sind unter (5.4) no-
tiert. Davon wollen wir Gebrauch machen, uar fingeradeg die Schnittzahlen
(*0) . B1e), (*8]¢. OF¢), (*3]e: Bf11e), (*8]¢, 3541¢) zu berechnen. Aus Abbil-

], 1,£ 7).E ],€
dung 4.4 (Bild 8 und Bild 1) sowie aus Lemma 4.2 folgt:
( .618’61 ) = (61 1 &8) = ( £e’.6+2r = -1
( .61 8761+18) = (6]+l£’ j+1s) = ( J+1s7.6,) = -1
In der FaseX$_, berechnen wir in entsprechender Weise die Schnittzahlen
( .6187 ie) = ( i-Le’ ie) = (61287.67L)+ =1
( .61 & ]+l€) = ( j+1e ]+l€) = (6J+187 .6j,s) =1
Bemerkung 5.20 (i) Fir j =1 bzw. j =1 — 1 kdnnen wir dieses Argument streng

genommen nicht anwenden, da wir keine Zy&gl &, bzw. &', & definiert
haben. Unter Verwendung der in Kapitel 4 eingatén orientierungserhaltenden
Diffeomorphismen kann man die obigen Gleichungen aber auch £ 1 bzw.

] =1 —1 verifizieren.

(i) Die Verbindung zu den Bildern der Abbildung 4.4 wird gerade durch die in
Lemma 5.18 angegebene Koordinatentransformation hergestellt.

Nun kénnen die Schnittzahle(ﬁ{s,’()*) und (6?8,6 o) fur 1<k<l-1
und ungerades & j < | — 1 berechnet werden. Dazwiien wir die ACampo-

Methode anwenden, da dieayér der Zykel

O Max<k<i-1{q} <a < —¢
*d/¢ p inden FaserX$, mit{ —e<a<e reell sind
5;,5 gE<a< minlskg,l{alts}
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Wir erhalten schlief3lich
(6I:,s’ .6?:8) = ( 6?_8’ O )

(7051 (he 30+ (310,00 (F 2050) )
{ fallsk= j,

fallsk #

und entsprechend

(e *8je) = ~3((8c88:) (e °30e) + (8e 8fiae) (BF110°32) )
B -1, fallsk=j,
a 0, fallsk##j.

Die bisherigen Berechnungen des Falls- 0 bezogen sich ausschlief3lich
auf Schnittzahlen, die (f'ungeradeg) den Zykel‘t’)lﬁS enthielten. Wir lohnen
die erzielten Ergebnisse nun zur Berechnung enfsprechender Schnittzahlen be-
nutzen, die @f ungeradeg) den Zykel® 6 ¢ enthal- J
ten, ramlich unter Verwendung folgender Ideatit”
*5; . = the-(* 6+ ¢); ¢ bezeichne hierbei eine einfa-
che Schleife nD x {€} um den Punkg¢ mit Anfangs—
und Endpunktai. Wie ergibt sich diese Idenat? —
Dazu betrachten wir den Zykét’)J ¢» der Bngs des

Weges‘yjﬁ Yerschwmde, siehe rechte Abbildung. Da. )
der Zykel '6& (bis auf Orientierung) mit dem Zykel %e
*d/ Ubereinstimmt, gilt nung; . = +hy+(*5/ ;). In dieser Gleichung steht*”,

da wir die Zykel‘6‘ bzw. ‘6‘ noch nicht orientiert haben. Das tun wir an dieser

Stelle: Der Zykel’6 sei so orientiert, daR®; . —h¢*('6lfe) gilt. Die Picard—
Lefschetz—Formel Ilefert

.6is = _.Eis (6+ 6128)612,8 (6+ 61+18)6j+1£

), ),
o o+ 2
- = 6],8_6j 6]+18

Durch Verwendung dieser Relation lassen sighufigerades € {1,....1 — 1}
und 1< k < | folgende Schnittzahlen berechnen:

_ -1, fallsk=]
+ e _ ) )
* (B¢ %)—{ 0, fallsk+ |

1, fallsk=j,
o (*8,,8,) =4 —1 fallske{j—1j+1},
0, fallskg {j—1,j,j+1}
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-1, fallsk=j,
(6]8,6) (5]_375,5): 1, fallsk=j+1,

0, fallsk¢{j,j+1}
o (°5/.8,) =0.

j.er
Damit ist der Falk > 0 abgeschlossen. Wie bereits bemerkt, erhaltenwwir f*
den Falle < O (in diesem Fall ist der Indekgeradg die gleichen Schnittzahlen.
-2, fallsk=j,
AbschlieBend berechnen wif?3; ,*5,)=q 1, fallske {j—1,j+1},
0, fallskeg {j—1,j,j+1}.
Nun sind alle Schnittzahlen bekannt, und wir haben folgenden Satz bewiesen:

Satz 5.21 Die durch die maximalen Minoren der Matrixg\efinierte Kurvensin-
gularitat (Xo,0) C (C3,0) besitzt ein stark ausgezeichnetes System von verschwin-
denden Zykeldd;; 1< j<I-1}, {'61-*; 1<j<l-1}, {8;1<j<I,1<i<3},
{6j_; 1<j<I-1}, {‘6]*; 1<j<I-1} (dabei ist die Reihenfolge der Zykel inner-
halb der Klammern nicht von Bedeutung) mit folgenden Schnittzahlen:

o (6-+ 6*):(6-‘,6 ) (* 6+ ‘6*) (* S, % ) =0

(8%, 82) = (*57, &) = (&, °57) =0

_ 1, k=j+1,
o (55,30 =(3.35) :{ 0 Sonét
_ 1, ke{j,j+1},
« (8, 8) = (3% 3)) ={ 0. WA
4 2 — ex+ 1 ext 17 k:J,
o (8. 8) = (5k’51) (3, 8¢ ) =~ (87, 6k):{ 0, sonst

— _17 ke{1_17j7j+1}7
+ _
(61 &) _{ 0, sonst

_17 sza
. ('6,-,6&)—(6&,'61*)—('6,»6&)—(62,'6,*)—{ 1 k=j+1,
0, sonst
1, k=],
o (%3,8)=9q -1 ke{j-1j+1},
0, sonst
_27 k_Ju
° (-51?,-5;): 1, ke{j—1,j+1},
0, sonst O
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Beispiel 5.22 Fir die Singularitit J>0(2), also fir | = 2, erhalten wir folgendes
Coxeter-Dynkin—-Diagramm (mig1 =93], £,=°8; , 3502, e4=85, 65283, €5=03,
o723}, 6202, 9=y, €10="3]):

Abbildung 5.13: Ein Coxeter-Dynkin—Diagramm der Singukrib o(2)



Kapitel 6

Abschliel3ende Bemerkungen

6.1 Kurvensingularitaten der Multiplizit at drei

Im funften Kapitel haben wirdi’ einige Raumkurvensingulaatén der Multipli-

zitat drei Coxeter—Dynkin—Diagramme angegeben. Wir haben gesehen, dal? sich
Kurvensingularidten, derem—Invariante eins ist, leichter behandeln lassen, als
Kurvensingulariaiten mit einer gs3erem—Invariante. Anhand der Singulatén

J2 1(2) undE12(2) wollen wir einige Probleme und Schwierigkeiten aufzeigen, die

im Fall n = 2 auftreten khnen. Insbesondere soll dadurch verdeutlicht werden,
daf sich dieser Fall nicht so allgemein behanda®t,livie der Falh = 1.

6.1.1 Jo1(2)

In Abschnitt 5.2 haben wirdi die einfache Kurvensingulagitvom TypJ, o(2)

ein Coxeter—Dynkin—Diagramm erstellt. Diacfiste einfache Singulaaitin der
Liste von A. Frihbis, siehe [Fr] oder Satz A.3, ist die Singulatr®; 1(2). Die Pia-
sentationsmatrizen der SingulatigéhJ, o(2) undJ;1(2) sind von sehahnlicher
Bauart: kir k € {0,1} beschreibt die Matrix

y oz xRtk
(xz—z 0 vy ) (6.1)

eine Singularit vom TypJok(2). Aufgrund dieser Tatsache ist es naheliegend
anzunehmen, dali3 die in 5.2 benutzten Methoden auchd einfache Singulaat”
J2 1(2) ein Coxeter—Dynkin—Diagramm liefern.

In Abb. 6.1 sind die reellen Kurven, diarffestessc R* durch die Matrix

( y z (x+25)k(x2—sz))
X¥—-£—-z 0 y

definiert werden, gegeivérgestelit.

81
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Abbildung 6.1: Reelle Deformationen der SingulateriJ; o(2) undJ; 1(2)

Diese Bilder stitzen die Vermutung, dafd man ein Coxeter—Dynkin—Diagramm der
SingularititJ, 1(2) erhélt, indem man die in 5.2 angestelltdberlegungen ledig-
lich um die zusizliche Schleife (im rechten Bild von Abb. 6.1) “amyt”’, zumal
nach Korollar 5.2 @i die Multiplizitatm der Diskriminante der semi—universellen
Deformationm= 11 gilt.

Tatsachlich ist esiichtmoglich, die Methoden aus 5.2 aualr fiie Singularit
J21(2) anzuwenden. Das Scheitern des Ansatzesupelgt 'sich dadurch, da
die in 5.2 betrachtete generischeoisitig (durch den Parametay im Fall der
SingularititJ, 1(2) nicht mehr generisch ist: Die Gerade im Basisraum der semi—
universellen Deformation, die mit derdting

<y+a z >€3) 6.2)

X*—z a y

der Pasentationsmatrix korrespondiert, schneidet die Diskriminante in Null nicht
transversal, vgl. nachstehende Bemerkung 6.1.

Es zeigt sich also, dal? man die Eade der definierenden Matrix andersrst
muf als in (6.2). Man kann sich davaberzeugen, dal3 diedting

y z X+a
<x2—z a vy ) (6.3)

generisch ist. &'t man auf der anderen Seite die Eage der PaSentationsmatrix
der SingularititJ; o(2) so wie in (6.3), erhlt mankeinegenerische $tung, denn
fur jedes fest gealiltea € C besitzt die durch die maximalen Minoren der Matrix

y z ¥X+a
-z a vy

definierte Kurve in den Punkteitiy/3a, 3a, —a) eine Singulart.

Bemerkung 6.1 Um den soeben angesprochenen Sachverhalt zu verdeutlichen,
geben wir auf der achsten Seite die (MitISGULAR, [GPS], berechneten) Glei-
chungen der Diskriminanten folgender Deformation an:

y+a z Xtk4p
<x2—z c+dx y k€ {01}
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e k=0:

40964c® — 81922b%c® 4+ 4096ab*c® + 16384&c* + 112644&b2c* —
55296&b%c* + 276485c* + 24576&c® + 1024008b%c® — 110592aBc® +
163844c + 1658888b2c® — 55296Wc® + 4096&8c’ + 110592aBc’ +
27648Fc8+15365b2d? — 30723%3c2d? + 15362b°c2d? — 153@°bc3d? +
14336°0h3c3d? — 460&bPcid? + 8704%bdd? — 2688@2h3ctd? +
89856°c*d? + 117763bcd? + 4608Gb3c>d? + 7603b3c8d? + 17288d* —
345@00%d* + 172&%*d* + 576@‘cd* + 768°b%cd* — 2572&Shicd* +
1228&hPcd* + 6080c2d? + 39296x*b2c?d* — 261 7&2b*c2d* — 921@°%c2d* —
608M@°c3d* 4 554243b%c3d* — 345@b*c3d? — 5764 c*d? — 4104@&2h%cd? +
8640 c*d* — 17283c>d* — 3888&kAcd?* — 11664%c®d* — 360Bhd® +
5264a*b%d® + 588&2b°d® — 409&'d® + 800a°bcf — 3180&3b3cd® +
5760@GbPcd® — 180a*b2d® 4 9072a2b3c2d® — 22464°c2d® — 54003bc3d® —
777603c3d® — 3499D3c*d® — 312%8d8 + 450%b%d® — 43222b*d8 —
13824°%d8 — 2700G3b%cd® + 31104b*cd® — 3499b*c?d® — 11664°d1% =0

e k=1:

44236838b°c® + 2985984Bc*+ 20000@%c® + 307800@°h%c* +
1390348@3%b*c® + 1511654455 + 165888@%b*c3d + 1119744@kPc*d +
16588&2b6c2d?2 + 58320@°hc® + 771573@3b3c’ + 25509168°c? —
64800&’bc*d — 8852976*h3c®d — 30233088k°cSd + 7500@Sbc2d? +
106272@°b3c3d? + 363916@2b°c*d? + 78796&3b°c2d® + 149299D7c3d3 +
186624°b°d* + 1327104b’cd* + 31492&°c® + 4251528°p%c® +
1434890110 — 174960@’cd — 24091992%b%c’d — 8290479@k*cqd +
218700@8c*d? + 31987062°b%c®d? + 116208432°b*c®d? + 7500@&°c%d +
108864@°b%c3d3 + 2221992@%h*c*d3 + 1234517765c°d3 + 8437%1004 +
132900@'b%cd* + 6906384*b*c2d* + 1203724@b°c3d* + 69984@&°h*d° +
5018112°2h8cd® — 44236&°%d° — 405324°5bhPd® — 541282%3b3ctd® —
1700611B°c’d® + 24624G’bc3d* + 368072k*b3c*d?* + 8030664b°cd* —
25462%8bcd® — 3512808&°b3c2d® — 61585922b°c3d® — 2504@°h3d6é —
37756&3b°cd® — 25194247c2d® — 1492992b'd” + 31492&8c7d® +
425152&3b%c8d® + 14348901%c°d® — 171460&/c?d* — 2361960@*b2c8d* —
81310473ab*%c’d* +  200037@8c3d® +  2941515@°b%c*d®  +
107351082%b*c>d® +  90037%%d® +  1319012a%Hh%c2d®  +
70565742°b%c3d® + 1488034866 d® + 7864m'b%d’ + 8419464%b*cd’ +
5574225@b°c2d’ + 699842h6d8 — 10001885bc*d® — 132860253h3c2d® —
4304672b°c8d8 + 777924"bc2d” + 1102248@%*h3c3d” + 3348078ab°ctd’ —
25210%8hd® — 353637@°b3cd® — 6908732%b°c2d® — 21870GS3h°d? —
170061107cd® + 82354%°d° + 122523023°%b%cd® + 52081218&3b*c2d® +
4304672b°%3d° + 675126@*b*d10 + 4782969@b%cdl® — 1434890H'd2 =0

In diesen Gleichungen ist der “Tangentialanteil” fett gedruckt.
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6.1.2 Ex(2)

Mit (Xo,0) C (C3,0) bezeichnen wir die isolierte Kurvensingulatitinit Pe&-

sentationsmatrix 2
(Y z

Wie tiblich fuhren wir zurchst eine geeignete reelle Deformation durch. Da-
zu betrachten wirdi festes und hinreichend klein gehltess € R* die Matrix

Mo (Y z ¥ s
STz x-)+3sy y )

die die KurveXs definiere. Diese Kurve besitzt in den Punk(dfs%,o, 0) einen
Tripelpunkt. In Abbildung 6.2 ist die reelle KurvgNR3 skizziert.

Abbildung 6.2: Die KurveXsNR3

Nun berotigen wir im Basisraun® der semi—universellen Deformation eine
Geradel, die die Diskriminantd® in O transversal trifft. Zu diesem Zweck ver-
wenden wir die maximalen Minoren der Matrix

_(yt+a z %
MO,a—( z »R-a y)'

Wie in Abschnitt 5.2uberzeugt man sich davon, dif 5 tatsichlich einege-
nerischeStorung vonXg definiert. Verschiebt man die damit verbundene Gerade
L etwas, so schneidet die daraus resultierende Gédratie DiskriminanteD in
m=m(D,0) = pu(Xo) + 1+3(n(Xo) — 1) = 8+ 1+ 3 = 12 Punkten (mit Vielfach-
heiten geahlt).

Die KurveXs o werde durch die maximalen Minoren der Matrix

Moo — ( YH2 z ¥ s
a7\ z x-S +3sy-a vy

definiert.
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Wir haben bereits eralint, daf? die Kurvs = Xs o zwei Tripelpunkte besitzt.
Wie verdndert sich diese Kurve, wenn wir den Paramaténgs der reellen Achse
aus dem Ursprung herauslaufen lassen? Maarlégt sich, daluf hinreichend
klein gewdhltesa € R* die reellen KurverXsq NR3 bzw. Xs o NR? qualitativ
wie folgt aussehen:

S X

Abbildung 6.3: Die reellen KurveMsq NR3 undXs g NR3

Die in diesen beiden Bildern auftretenden reellen Zykelasentiererver-
schwindend&ykel, da sie sich auf einen Punkt zusammenziehen, veeariR
vergrol3ert wird. Diese Zykel seien wie in Abb. 6.3 orientiert.

Die verbleibenden zwei kritischen Werte sind rein imagjaen Eintagen der
Matrix Ms s entnimmt man ainlich: Ist(xo, Yo, 20) € Xs,a €in singuéirer Punkt, so
auch(xo,Yo,20) € Xsa und (—Xo, —Yo,20) € Xs—a. Wegenm(D,0) = 12 miissen
die zwei noch nicht betrachteten kritischen Werte daher rein inaagein.

Bemerkung 6.2 Mit Hilfe des Computeralgebra—ProgrammsiSULAR, [GPS],
erhélt man: Rit hinreichend klein gealiltess € R ist die FaseXsa genau dann
singulr, wenna eine Nullstelle des Polynoms

688747536230 + 123974556482s%° + 64053520848°s%8 +
757622289687’ + 3719236694426 — 1112483168%?3 +
8264970432%?5 — 23814225504%s??2 + 68874753624 —
177121490832*s?1 — 510985481618's?° — 65141203428as1° —
1373195435516 42427131652&8's18 — 2568869154%s1°
148042456488'sl’ — 69240456485s1% — 2636797665816
3350779828a0s!3 — 1883426904%s'® + 193274221584%!2
320417288 + 339312022118Fs!! — 4447132288

296908410338°s10 + 876876678%s" + 146114900298
540197116a%° + 41152665278 + 154582321388
61087278245’ + 19777084748°s* + 38742048855

129053951488 + 2223566410 + 450874544455

80353879285+ 573956288

ist, die in einer kleinen Umgebung des Ursprungs liegt.

++ 4+t
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Wir wahlen einen nichtkritischen West in der rechten oberen Halbebene.
Ferner vahlen wir wie in Abbildung 6.4 skizziert ein stark ausgezeichnetes Wege-
system. ‘

e

aio, a1 ap, a

a3""

Abbildung 6.4: Die Verteilung der kritischen Werte

Wir kommen jetzt zu den verschwindenden Zykeln der Tripelpunkiediese
wahlen wir, Abschnitt 5.2 folgend, die Bezeichnuﬁig 612 undé? furi<j<o2.
Wir wahlen um beide Tripelpunkte lokale Koordinatensysteme, welche die drei
Komponenten der Tripelpunkte jeweils mit einer Koordinatenachse identifizieren,
siehe Abb. 6.5. Die Bezeichnung der verschwindenden Zykeher&iCh wie in
Abschnitt 5.2 durch die Bemerkung 4.1.

Mﬁ de

Abbildung 6.5: Lokale Koordinatensysteme

Wie in Abschnitt 5.1.1uberlegt man sich, daB die Zykaf, & und &; fur
1 < j <2 so orientiert werdenddinen, daf3 sich folgende Schnittzahlen ergeben:

(51,5%) (51,5) = -1
(82,87) = (8%, 810) = (517510) 2(527 o= 1

(52, 011) = (52, 011) = -1, (6.4)
(85,810) = (82,85) =(8,8) =(8,310) = L
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Alle nicht unter (6.3) aufgeftirten Schnittzahlen der For(®., &) mit j €
{1,2},i € {1,2,3} undk € {1,2,10,11} oder (3}, 3?2) mit j1,j2 € {1,2} und
i1,i2 € {1,2,3} sind Null. Desweiteren gil{d;, 2) = (310, 11) = 0, da sich
die Trager der Zykel nicht schneiden. Zur Berechnungud®igen Schnittzahlen
unter diesen Zykeln beamén wir wieder den ACampo—Ansatz. Dieser liefert:

(81,810) =1, (31, 811) =0, (2, 310) = —1, (82, 011) = 1.

Damit kennen wir alle Schnittzahlen unter den verschwindenden Zykeln, die
zu den reellen kritischen Werten gebi.

Die bisherige Vorgehensweise unterscheidet sich nicht von derjenigen, die wir
in 5.2 benutzt haben. Allerdings ergeben sich bei dem Versuch, auctageni
Ideen aus 5.2 zubertragen, Schwierigkeiten. Im Gegensatz zur in 5.2 studierten
SerieJ| o(l) ist es nicht noglich, die verschwindenden Zykel, die zu den beiden
imagiréren kritischen Werten gehén, mit Hilfe einer einfachen Koordinaten-
transformation zu beschreiben. Trotzdem besteht die Vermutung, dal3 sich diese
beiden Zykelrahnlich verhalten, wie die entsprechenden Zykel in 5.2. Es ist an-

zunehmen, dald der geschlossene 1-Zykel
Z C XsoNR3, der durch diee— und e3—

Z Komponenten der beiden Tripelpunkte definiert
wird, zwei verschwindende Zykel festlegt, die
langs der imagiaren Achse verschwinden. Wie
in Abschnitt 5.2 lonnen wir diese Zykel in ge-
eigneten Fasern “sichtbar zu machen”, indem
wir unseren Basisraum vefsérn: ki hinrei-

chend klein gewhltese € R* definieren wir die Matrix

Me [ YTa z X —s
sa= \ z—g x(¥*-8%)+3sy—a y '

Die maximalen Minoren voiVs , definieren die Kurvex¢,.

Zunédchst interessiert uns, welche Auswirkung der neue Parameig die
Verteilung der kritischen Werte hat. Es ist klar, daf3 sich die Lage der Werte
ai, ap, ag, ajo, a11 und azo nur unerheblich varidert;, diese Werte sind immer
noch reell bzw. rein imager. Explizite Berechnungen mit Computeralgebra—
Programmenudhren zu der Annahme, dalR aus dem kritischen Wert skdhs
verschiedene reellkritische Werteail, aiz, 1< i < 3, entstehen, wobei sich die
Bezeichnung dieser kritischen Werte von der Bezeichnung der daaigeh ver-
schwindenden Zykel ableitet. Desweiteren ist anzunehmen, dal3 sich diese Werte
wie folgt verteilen:
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1 33
ap, &

Auch die letzte Annahmal3t sich durch explizite Berechnungen motivieren.
Mit Hilfe eines Computers berechnet man beispielsweiss+ 0.5 die folgenden
kritischen Werte (wir machen keine Aussagdrei’ Fehlerabsatzungen):

e=0:a€ {0, +0.01890699371+0.06726640170+0.4539583608}
€ =0.001:a € {4+0.0002322093223+0.0004804400500+0.0004984029433
+0.01844421556+0.06768588031,1+0.4545337768}

Ebenfalls mit Hilfe geeigneter Computer-
Programme lassen sich die zu den kritische

Werten gebienden singalien Kurven zeich-
nen. Beispielsweise sieht die reelle Kurve, die
zu dem kritischen Wera = 0.0002322093223
gelort, qualitativ wie nebenstehend skizziert

aus. Man sieht, dal’ zu diesem kritischen Wert
der verschwindende Zyké§ getort.

Die Uber die Lage der kritischen Werté gemachten Vermutungen lassen
sich auch durch die Gegebérstellung der reellen Kurvetf,NR3 undXf, NR3
untermauern. ’

dex Ve

Abbildung 6.6: Die reellen KurveK¢, NR3 undXf, NR?

Man sieht, daf3 sich die beiden Kurven in kleinen Umgebungen der Tripel-
punkte unterscheiden. Das bedeute&f3t. man den Parametay beginnend im
Ursprung, éings der reellen Achse in den Punkiaufen, so werden dabei gewis-
se kritische Werteiberschritten.

Unserer Annahme zufolge regméntiert der Zyked;, im linken Bild von Abb.
6.6 einen —d&ngs der imagiaren Achse — verschwindenden Zykel. Der Kurve
XéomR3 entnimmt man sofort(d;, 812) = (811,812) = 0.
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Wie in Kapitel 5 lassen sich die Schnittzahlen des Zykelsmit den ver-
schwindenden Zykeln der Tripelpunkte ermitteln; maradéirh™

(83, 812) = (83, 812) = 1, (8%, 812) = (83, 812) = —1, (&%, 812) = (83, B12) = 0.

Die ACampo—Methode liefert nufd;,d12) = —1 und(d10,012) = 1. Wie in
Abschnitt 5.1 berechnen wir die Schnittzahlen, die den Zgkednthalten, unter
Verwendung der Picard—-Lefschetz—Formglbe-
zeichne eine einfache Schleife mit Anfangs— und o a
Endpunkta®, die die kritischen Wert@3, a3 und
ab umlauft. Jetzt orientieren wir den Zykég so, N
daRd3 = —hy+(d12) gilt. Die Picard—Lefschetz—

Formel liefert die Relatiordg = —&12 — & — 83,

aus welcher sich alle noch fehlenden Schnittzah-

len berechnen lasse(®;,03) =0, (d2,03) = —1,

(63, 5ij) = (6;,612), (53,610) = (63, 511) =1 und(63, 512) = —2. Schlief3lich erhal-
ten wir (unter der Identifikatios =&, furi € {1,2,3,10,11, 12}, e, =85, 5= 83,
e =03, 67282, eg= &5 undey=5}) folgende

Vermutung 6.3 Die Singulariit E1»(2) besitzt ein stark ausgezeichnetes System
von verschwindenden Zykeln mit folgendem Coxeter—Dynkin—Diagramm:
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6.2 Wedge-Singulariiten: Zwei Beispiele

Sei(X,0) C (C3,0) eine isolierte Singularit, die durch das ldegkz yz, f(x,y))
gegeben wird, wobéi eine ebene KurvensingulatiC, 0) C (C?,0) definiere. In
Kapitel drei (Satz 3.2) haben wir gesehen, d4R0) p—konstant in eine isolierte
Singularigt eines vollsihdigen DurchschnittgY,0), deformiert. Insbesondere
haben wir gesehen, wie die Coxeter—Dynkin—Diagramme (0i0) aussehen:
Sie bestehen aus einem Coxeter—Dynkin—-Diagramm der Singal@fjO) und
einer zusizlichen Ecke, die mit keiner dembiigen Ecken verbunden ist (Satz
3.8). Wir wollen in diesem Abschnituf'zwei einfache Wedge—Singulaién,
namlich fiir die SingulariitenD4 Vv L und Eg VV L, mit Hilfe geeigneter reeller
Morsifikationen Satz 3.6 verifizieren. Wir erinnern daran, dal diese Singudarit”
(w-konstant) in die Singula@aténSs bzw. U7 deformieren.

6.2.1 DgVL
Die Singularitit (Xo,0) c (C3,0) vom Typ D4V L werde durch die maximalen

Minoren der Matrix )?
([ Z Xy
MO_(O ; X).

gegeben. Wir “verschieben” zanhst die Gerad¢y = z= 0} in derxy-Ebene;
die daraus resultierende Kur¥g besitzt die Pasentationsmatrix

Mo (2 XyHsx ¥+ sy
ST\0 vy X '

Abbildung 6.7: Die reelle Kurvé&NR3 mitse R

Wir bendtigen eine einparametrige dting vonMg, die mit einer (generi-
schen) Geraden im Basisraum korrespondiert. Nach Satz 3.6 trifft diese Ge-
rade die Diskriminante der semiuniversellen Deformation in (mit Multi@izit”
gezhlten) 7 Punkten.
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Als generische $tung betrachten wir die Minoren der Matrix

Z Xytsx+a y+sy
Msa = a y X )

die die KurveXs, definieren.

Es ist klar, dalXs = Xso singubr ist, denn diese Kurve besitzt einen Tripel-
punkt und zwei Doppelpunkte (in den Punkiexy,z) = (+s,s,0)). Daniber hin-
aus wird die KurveXs ; genau fir a = i%is singukr (dies folgt aus dem nachste-
henden Lemma 6.4).

Auch bei der Behandlung dieser Singulatriom TypD4 Vv L fuhren wir eine
Modifikation durch: ki BeR werde die Kurve)(ga durch die maximalen Minoren
der Matrix

ME. — ( Z xy+sx+a Y +sy+pB )
Sva - a
y X
definiert.

Lemma 6.4 Firse R* und0<e < % besitzt die Kurve & genau dann Singu-
laritaten, falls a die Gleichung

NCT VS —4e
Ts)(a— i—

annulliert. Fir € # 0 besitzen die Kurvend und X _, zwei Doppelpunkte als
Slngularlaten ramlich r X&.: (xy,2) € {(al,al,saz) (0p,02,€01)} und fur
X§ (x,y,2) € {(— 0(1,(11,80(2) (—ap,002,€01)}, wobeia; unda, Losungen der
Glelchunga2+sa + 5 = 0sind. Die Kurve X, istim Nullpunkt singudr; dabei

handelt es sichifr € = 0 um einen Trlpelpunkt undif € # 0 um einen Doppel-
punkt. Desweiteren besitzt die Kurvéok Xsin den Punkteri+s,s,0) Doppel-

punkte. Dieliber den kritischen Werteni Y<-%s und i*S;-%s liegenden Kurven
enthalten genau einen singuén Punkt, @&mlich einen Doppelpunkt.

a(a—e)(a+e)(a+i

BeweisWie im Beweis von Lemma 5.14 ist ein Gleichungssystem mit 12 Glei-
chungen zudsen, wobei drei dieser Gleichungen durch die maximalen Minoren
der Matrix Mg , gegeben werden, also

yz—a(xy+sx+a) =0 (A)
xz—a(y? +sy+€) =0 (B)
(x* —y?)(y+5) +ax—ey =0, (C)
und dieubrigen neun Gleichungen durch diec2—Minoren der Jacobi—Matrix
—a(y+s) z—ax y
z —a(2y+s) X

2x(y+s)+a —3y?—2sy—e+x> 0
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Wir unterscheiden wieder mehreralle. Mit M(i, j), 1 <i, j < 3, wollen wir
den 2x 2 —Minor der Jacobi—Matrix bezeichnen, der durch Streichen-den
Zeile und derj—ten Spalte entsteht und mii, j) die GleichungM(i, j) = 0.

e a=0:m(3,3)=2z=0,m(1,2) = x(y+s) =0.

e x=0: Die GleichungenC) undm(2,1) liefern: —y?(y+s)—ey=0
und 32+ 2sy? + ey = 0. Aus diesen beiden Gleichungen folgt wider-
um:y?(2y+s) = 0.

e y=0:Indiesem Fall is{0,0,0) € X{, ein singuérer Punkt. Bf
€ # 0 handelt es sich dabei um einen Doppelpunkt ung £ 0
um einen Tripelpunkt.

e y#£0: Also gilt s= —2y. Aus —y?(y+5s) — ey = 0 folgt dann

y(y?>—€) =0, alsoy? = ¢ und% = ¢. Die letzte Gleichung steht

im Widerspruch zur Annahme< %.

e X+ 0: Dann gilts= —y und damit auctey = 0 (wegen(C)). Die
Annahmee # 0 wirdey = 0, also aucts= 0, liefern und damit einen
Widerspruch zur Voraussetzusg R*. Also gilt e = 0. Es folgt: Die
Kurve Xgo besitzt in den Punktefits,s,0) einen Doppelpunkt.

e a#0:Indiesem Fall gilt dann auch# 0 (aus den Gleichunge) und
m(3,2) ertdlt man z= a?). Wegeny # 0 wird X§4 dann lokal durch die
Gleichungen(x* — y?)(y +s) — &y +ax= 0 undz = 2% beschrieben.
Gesucht sind alsodsungen des Gleichungssystems

(x> —y?)(y+5s) —ey+ax=0 (1)
2X(y+s)+a=0 (2)
~3y* - 2sy+x*—e=0 (3).

Nun gilt: “(1) —x(2) —y(3)” < (x—y)(x+Y)(2y+s) =0.
e Xx=Yy:Aus(2)und(3) folgt: 2y(y+s)+a=0und—2y(y+s) —e=0,
alsoa= ¢ undy?+sy+ £ = 0.

e X=—Y:(2)und(3) liefern: —2y(y+s) +a=0 und—2y(y+s)—&=0,
alsoa= —¢& undy?+sy+ 5 =0.

* 2y 5= 0: Hier ergeber(2) und (3): xs+a— 0 undx— £i¥5;%
alsoa = FiYS-%sg

O
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Die folgende Abbildung vermittelt einen Eindruck von den ebenen KuBign

undC¢ _,; dabei entsteht die Kur& , ausx$, durch Projektion in diey-Ebene,
d.h.C¢, wird durch die Gleichung

(X —y?)(y+8s) —ey+ax=0

definiert.

> < 7 N

Abbildung 6.8: Die reellen Kurve@g, undC¢

Man sieht: das $tén der Gleichungen durch den neuen Parangdiewirkt,
daf3 der Tripelpunkt der Fas&g “entfaltet” wird, d.h. aus diesem Tripelpunkt
entstehen drei Doppelpunkte, die sich auf die Kur¥gp, Xs. undXs_; vertei-
len. Ferner werden die zwei Doppelpunkte der Kux¢én verschiedene Fasern,
namlich X, und X _, “verschoben”.

Wie Ublich sei der Parameterin einer hinreichend kleinen, abgeschlossenen
Kreisscheib@ enthalten. In dieser Kreisscheibe betrachten wir das folgende stark
ausgezeichnete Wegesystem:

a3""'

Abbildung 6.9: Die Verteilung der kritischen Werte
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Nun betrachten wir die reelle Kur\XéomR{3:

Abbildung 6.10: Die reelle Kurvééong’ mitse R*

Es ist klar, daf3 sich die verschwindenden Zy&egld,, 84, &5 und dg, die
zu den kritischen Werten; = a = €, a4 = 0 undas = ag = —¢ gehoren, un-
tereinander nicht schneiden, da dieader dieser Zykel (ff" hinreichend klein
gewdhltese) in kleinen (disjunkten) Umgebungen der Punkie0, 0), (s, —s,0)
und (—s,—s,0) liegen. Zudem wissen wir bereits, dal® sich die aus dem Tri-
pelpunkt hervorgegangenen verschwindenden Z§ked, und dg untereinander
nicht schneiden.

Wir zeigen nun, dal? der Zyksle Hy(X,; Z) aus Abb. 6.10 zwei verschwin-
dende Zykel re@Sentiert:

Lemma 6.5 Der Zykeld € Hl(XéO; Z.) verschwindet, falls a, von Null ausgehend,
entlang der imagiaren Achse in die kritischen Wertg & —iivszzf"'es bzw. a =
i Y525 Jauft.

Beweis Wir definieren folgende Mengen:

Z = Dxl Z]
D = {(ap)eZ: XEistnichtglat}
Z* = Z—DU{(O,s),(iivszz_A'as,s)}

In Z betrachten wir die Wege:

s
(]):[S,Z]HD, t — (0,t)
& VL — 4t
UJ+-[572]—>D7 t = (i——st
V. [0, »DDx{e}CcZ, t i 52_4sst,e)




WEDGE-SINGULARITATEN: ZWEI BEISPIELE 95

o 1 . D x {e}

=

Wy

Dx{$}

Abbildung 6.11: Der ZylindeZ

Wir zeigen: d € H1(X§0;Z) verschwindetdhgsy,. Dazu machen wir uns
zurdchst klar, da® langs des Wegef verschwindet. Wir untersuchen der Ein-

fachheit halber anstelle der Raumkung die ebene Kurvélgo, die durch die
Gleichung(x® —y?)(y+s) = By gegeben wird. In der
reellen ebenen Kurvet, NR? finden wir den Zykel
d wieder, siehe rechte Abbildung. Die reelle Funktion +
(x,y) — (X> —y?)(y+s) nimmt innerhalb des Gebie-
tesG:= {(x,y) ER?: y> —s x>y x< -y} CR? - n <
negative Werte an. Daraus folgt, dal? di€&&iiegen-
den Losungen der Gleichung? — y?)(y+s) = By fur hinreichend kleinep > 0
einen Zykel bilden, der sichuf'wachsendeB zusammenzieht. Wenn jefgtden
(kritischen) Wert%2 annimmt, wird dieser reelle Zykel auf den Pui@—3) kon-
trahiert.

Sei ¢, ein Weg inZ* mit Anfangspunkt(0,&) und Endpunk{(i VSZZ“‘ES, £),
der ausp;l o ¢ durch minimales Sifen hervorgeht und der i&* homotop zuy;
ist. Dann gilt:d € Hi(XSy; Z) verschwindetdingsy. .

Vollkommen analog beweist man, daf H1(XZ(;Z) auch Bings

VS —4e

V_:[0,1] -D~Dx{e}CcZ, t (- 5

st, €)

verschwindet. O
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Auf Grund des Lemmas bezeichnen wir den Zykelktinftig mit &3 bzw. &7.
Wir geben diesem Zykel eine feste Orientierung. Aus Abb. 6.10 folgt, daf®sich
und ds dann so orientieren lassen, daf3 sich folgende Schnittzahlen ergeben:

(31,33) = (81,87) = (33,35) = (87,05) = 1

Ferner ist uns aus Kapitel 4 bekannt, da3 der Zgkek 67) genau zwei ver-
schwindende Zykel des Tripelpunktes mit Schnittzahlschneidet. Dies sind die
Zykel &, und dg, deren Orientierung wir durch die Forderung

(82,03) = (&,07) = (83,8) = (87,8) = 1
festlegen. Schliellich erhalten wir
Satz 6.6 Die durch die maximalen Minoren der Matrix gVlefinierte isolierte

Kurvensingulariéit (Xo,0) C (C3,0) besitzt ein stark ausgezeichnetes System von
verschwindenden Zykeln mit folgendem Coxeter—Dynkin—Diagramm:

Abbildung 6.12: Ein Coxeter—Dynkin—Diagramm der Singuéiiiz \ L

Bemerkung 6.7 Wir haben soeben nicht nuuif'die Singulariéit Xo vom Typ
D4V L ein Coxeter—Dynkin—Diagramm erstellt, sondern “gleichzeitig” augh f*
die isolierte Raumkurvensingulaait(Yp,0) C (C3,0) vom Typ Ss, die durch die
maximalen Minoren der Matrix

(17 1)

also durch das Ideal= (yz— xy, xz— y?) gegeben wird. Die durch die Gleichun-
genyz— xy— sx—a = 0 undxz— y? — sy— £ = 0 definierte Kurvers, ist (wieder
fur fest gevahltes unde) genau dann singat, wenna die Gleichung

(a—¢)(a+¢)(a+i 5 s)(a—iTs) =0

erfullt; man erlalt also bis auh = 0 die gleichen kritischen Werte wie zuvor.
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6.2.2 EsVL

Mit den gleichen Methoden wie im vorangegangenen Abschnitt behandeln wir
jetzt die Singularii (Xo,0) C (C3,0) vom TypEg VL, die durch die maximalen

Minoren der Matrix
Mo— [ 2 ¥ y?
°“\lo vy x )

gegeben wird. Die Entfaltung
fs(X,y) = X* — y° + 365> 4 85Xy — 55%y?

der Funktionfg(x,y) = x* —y® definiere die ebene Kun@s, d.h. Cs:= f51(0);

diese Kurve besitztuf festess € C* in den Punkter(0,0), (—v/6s3,—6s%) und
(v/6s3, —6%) Doppelpunkte, sieche Abb. 6.13. Die Entfaltufigdes Funkti-
onskeimsf fuhrt unmittelbar zu einer Deformation der SingulairXy = Co VL,

namlich durch die Matrix

(z % + 363X+ 8sxy )?+5$2y>
MS: 0 )
y X

deren maximale Minoren die Kurvg definieren.

Abbildung 6.13: Die reellen KurveBsNR? undXsNR3 mit se R+

Im folgenden ses € R fest gevahlt. Als generische 8tiing verwenden wir
die Minoren der Matrix

M _<z % + 365°x + 8sxy+a y2+552y)
sa— )

a y X

die die KurveXs 5 definieren.
Nach Satz 3.6 giltdi’ die Multiplizitat m der Diskriminante der semi—uni-
versellen Deformation der Singulait(Xy,0): m= u(Cp) + mult(Co) = 9.
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Ubera = 0 liegt eine singuie Faser, denn die Kurvg o = Xs besitzt einen
Tripelpunkt und zwei Doppelpunkte.uFa # 0 wird die KurveXsa genau dann
singukr, fallsa die Gleichung

1434890%* + 136810539522 — 15925248008' = 0

annulliert. Diese Gleichung wurde mitN&sULAR, [GPS], berechnet. Man er-
kennt: Neben dem kritischen Weaat= 0 gibt es noch zwei reelle und zwei rein
imagirére kritische Werte.

Erneut fihren wir mite einen weiteren Srparameter eine € R sei hinrei-
chend klein und fest geatilt. Die KurveX$, werde durch die Matrix

ve _ (2 X +365%x+ 8sxy+-a Yy +55°y+¢
sa a y X

definiert.
Mit SINGULAR lassen sich auch hier die kritischen Werte berechnen; es sind
die Nullstellen des Polynoms &

1434890&° + 1368105395a’s? — 15925248008°s!8 — 2021977728's%s +
65881866248°s!%e — 27209779@’ss? — 253647492096°s%2 +
210213273608°s1%2 + 36323092992°%3 — 869231886338°s1%e3 +
1778153478°s%* + 15536769269784s1e? — 6879707136082%4 —
214416228358se® + 28428478709745%° — 4437049344353¢5
3142545113088'%6 + 4159792742488’ + 2672820224<%€® +
4194304¢°.

Man entnimmt diesem Polynom (oder auch der Mamgo): Die Kurve X;O

besitztim Ursprung einen Doppelpunkt. Die reelle Ku)@gﬂ]Rg’ sieht qualitativ
wie folgt aus:

N%
ZiN

i

Abbildung 6.14: Die reelle Kurvé,NR3

Um zu erfahren, welche Auswirkung der neue (reelle) Paranzegerf die
Lage der kritischen Werte hat, wollen wir untersuchen, wie sich die Kifye
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verdndert, wenn man den Parameddéangs der reellen Achse bewegt. Aus Sym-
metriegtinden (x,Y,2) € X&, < (—X,y,2) € X$_,) beschanken wir uns darauf,
den Falla € R* zu untersuchen. Desweiteren gghés, die durch die Gleichung

X — y3 + 3683 + 85y — 55%y% — gy + ax=0

definierte ebene Kurv€t, zu betrachten. In der folgenden Abbildung ist ein-
getragen, wo die reelle Funktid(x,y) = x* — y3 + 365°x? + 8sxXy — 582 —
positive bzw. negative Werte annimmit:

\/

2] 2]

4 N

Wegen(x,y) € C¢, < f&(x,y) = —axwerden tir wachsendea die Komponenten

der reellen KurvélgamRZ in der linken Halbebene aneinandergezogeahnend
sie sich in der rechten Halbebene voneinander entfernen:

V \/
A ﬁ
o7 N / N
Schlie3lich entstehen in der linken Halbebene zwei (reelle) Doppelpunkte. Die
dazugebrigen kritischen Werte bezeichnen wir rajtundaz. Man tiberlegt sich
schnell, dai die zu diesen Werten gedriden RaumkurveXs,, und X§,. eben-
falls Doppelpunkte enthalten; einer davon ist aus dem Tripelpunkt entstanden und
der andere aus dem Doppelpu(ﬂét\/@, —62,0) der FaseXso. Esistklar, dafd
es sich beag := —az unday := —ap ebenfalls um kritische Werte handelbér de-
nen jeweils ein Doppelpunkt liegt. Auch hier ist einer der Doppelpunkte aus dem
Tripelpunkt entstanden und der andere aus dem Doppelui@ied, —6s%,0) der
FaseliXso. Desweiteren zeigt sich, dal3 die djtunddg bezeichneten Komponen-
ten der reellen Kurveg ; verschwinden, falls maac R* vergioRert bzwa € R~
verkleinert. Dleubrlgen zwei kritischen Wertay undag sind rein imagiar. Wie
in Lemma 6.2.2 kann man zeigen, dafd der Zykel H1(X{,;Z) verschwindet,

falls a, von Null ausgehend, entlang der imaajieii Achse in die kritischen Werte
az oderag lauft.
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Der Strparametea sei in einer kleinen, abgeschlossenen KreisscHeibnt-
halten. InD wahlen wir ein stark ausgezeichnetes Wegesystem:

Der Zykeld; schneidet nur einen der anderen verschwindenden Zydeillicli
denjenigen, der unter der ModifikatioM{, — Mg,) aus dem reellen Doppel-

punkt (v/6s3, —6s%,0) der FaseiXso hervorgegangen ist. Dieser Zykel gehzu
dem kritischen Werbg odera;. Wir konnen ohne Einschrikung annehmen,
daf} es sich dabei um den zu dem kritischen \dgrgelorenden Zykebg han-
delt (andernfalls kann man auf das 9-Tugél,...,8) bzw. auf das geualilte
Wegesystem die Zopfgruppenoperatimg anwenden; dabei werdady und o7
“vertauscht”). Entsprechend bemgydet sich die Annahme, da¥3 nur den Zy-
kel &3 schneidet. Wir orientieren die Zykés und & nun so, dald sich fol-
gende Schnittzahlen ergebe(®;,ds) = (d3,8s) = 1. Desweiteren edit' man:
(04,06) = —(J6,009) = (03,04) = (83,09) = 1.

Der Zykeld4 (bzw. dg) schneidet nebeds undds noch zwei verschwindende
Zykel, die zu dem Tripelpunkt geinén. Dies sind die Zykel, unddy, die wir so
orientieren lonnen, daf}d,, 84) = (82,09) = (d4,07) = —(87,09) = 1 qilt.

Es ist klar, daf3 sich die verschwindenden Zy¥kglds, &5, dg undd; unterein-
ander nicht schneiden, da diea@er dieser Zykel (fi'hinreichend klein gealiltes
£) in kleinen (disjunkten) Umgebungen der Punf@g0, 0), (—v/6s3, —6s2, 0) und
(vV6s3,—652,0) liegen. Zudem wissen wir bereits, daR sich die aus dem Tri-
pelpunkt hervorgegangenen verschwindenden Z§keds und &7 untereinander
nicht schneiden.

Damit sind alle Schnittzahlen berechnet, und wir haben den folgenden Satz
bewiesen:
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Satz 6.8 Die durch die maximalen Minoren der Matrix gvtlefinierte isolierte
Kurvensingulariéit (Xo,0) C (C3,0) besitzt ein stark ausgezeichnetes System von
verschwindenden Zykeln mit folgendem Coxeter—Dynkin—Diagramm:

Abbildung 6.15: Ein Coxeter—Dynkin Diagramm der Singulkztris \ L

Auch an dieser Stelle sei eahiit, daR die hier angestelltdberlegungen auch
fur die isolierte Raumkurvensingulait(Yo, 0) C (C3,0) vom TypU-, die durch
die maximalen Minoren der Matrix

z @ Y

1y x )’
also durch das ldedlyz— x3, xz— y?) gegeben wird, ein Coxeter—Dynkin-Dia-
gramm liefern.

Das in Satz 3.8 angegebene Resultatigéeh der Gestalt der Coxeter—Dyn-
kin—Diagramme von Wedge-Singulatén gibt desweiteren Anlaf? zu folgender
Vermutung: Es sefX,0) c (C3,0) eine isolierte Kurvensingulast; und es sei
p:(X,0) — (S 0) die semi—universelle Deformation vgX,0). Mit (D, 0) werde
wie ublich die Diskriminante der semi—universellen Deformation bezeichnet, der
wir die reduzierte Struktur geberiD, 0) werde durch einen holomorphen Funk-
tionskeima € OCT,O beschrieben, und = a; - ... - a, sei die Zerlegung vom
in irreduzible Faktoren. Es ist wohlbekannt, daf3 ein Coxeter—Dynkin—Diagramm
von (X, 0) ein zusammerdrigender Graph ist, falls die Diskriminante irreduzibel
ist (vgl. [Loo]; der dort tir vollstindige Durchschnitte aufgdiite Beweisdi3t
sich auf die Situation von Kurvensingulaién in(C3,0) Ubertragen).

Vermutung 6.9 Ein (und damit jedes) Coxeter—Dynkin—Diagramm {¥n0) be-
steht aus n disjunkten Teilgraphen.



Anhang A

Einfache Kurvensingularitaten

Satz A.1 (Arnol'd, [Arn]) Jeder Keim einer einfachen ebenen Kurvensinguddrit
ist R —aquivalent zu einer der folgenden Normalformen:

| Bezeichnung Normalform|

A k>1 Xk+1+y2
D, k>4 | xy+y<?
Es x3+y4

E; X3+ xy?
Es X3+y5

Satz A.2 (Giusti, [Gi]) Jeder Keim einer einfachen Kurvensingulatiin C3, der
ein vollséindiger Durchschnitt ist, isSK —aquivalent zu einer der folgenden Nor-

malformen:

| Bezeichnung Normalform

S k=5  [(C+y*+7 73 y7)
T (X+y*+2, y7)
Tg (+y+7Z, y2)
To (X+y*+2,y7)
U (X°+yz xy+2°)
Us (X°+yz+2°, xy)
Ug (X*+yz xy+ 74
We (x2+z3 y +xz)
Wo (x°+yZ, y ’ 4+ X2)
Zg (X+2,y +z3)
Z10 (x2+y22 y +23)
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Satz A.3 (Friihbis, [Fr]) Jeder Keim einer einfachen Kurvensingulatiin C3,

der kein vollstandiger Durchschnitt ist, isK —aquivalent zu einer der folgenden

Normalformen:

Bezeichnung\ Normalform

| Milnorzahl | Multiplizitat |

z y X
AL, k>1 <Ox )%> k+1 3
zy
Eo(1) <XZ y) 4 3
Z+X° Yy X
E+(1) < 0 Zy) 5 3
zy X
Eg(1) <XZ y) 6 3
Z+x2 y X
J20(2) < 0 3z y) 6 3
z+x2 y X3
J21(2) < o y) 7 3
z y X
K2 2
DcVL, k>4 <ZOX y) k+1 4
0 x y
z Y —X°
EsVL <0 X y) 7 4
z 0 —xX°—y°
E;VvL <OX y ) 8 4
z Y —X°
EsVvL <0 X y) 9 4
Z X y
S <ny2—22) 6 4
i Z X y
T; <nyz_23) 7 4
JE <2Xy’8) 7 4
X z Yy
2
Wy <Z>2X) 8 4
X z Yy
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