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Zusammenfassung

Der Ausgangspunkt der Dissertation ist die Definition des Begriffs fasteuklidischer Raum. Zu
diesem gelangt man, indem man spezielle nicht-kommutative Geometrien — die fastaffinen
Réume — zusammen mit einer Kongruenzrelation betrachtet und analoge Axiome wie fiir eu-
klidische Rdume fordert.

Das Hauptergebnis ist die algebraische Darstellung desarguesscher fasteuklidischer Rdume mit-
tels regularer Fastvektorrdume mit einer nullteiligen symmetrischen Bilinearform.

Dieses Ergebnis wird in folgenden Schritten erzielt:

Es werden fastaffine Koordinatenrdume iiber regulédren Fastvektorrdumen einer Dimension > 2
betrachtet, wobei der zugrundeliegende Fastkorper eine Charakteristik # 2 besitzt und sein
Kern mit seinem Zentrum iibereinstimmt. Mit Hilfe einer nullteiligen symmetrischen Biline-
arform wird eine Relation auf der Menge der Punktepaare (z,y) definert, fiir die die Verbin-
dungslinien von x nach y und von y nach x iibereinstimmen, d.h. x und y lassen sich durch
eine Gerade verbinden. Die transitive Hiille dieser Relation ist eine Kongruenzrelation und der
Koordinatenraum zusammen mit dieser Relation ist ein fasteuklidischer Raum.

Die Angabe eines Beispiels zeigt, dafl fasteuklidische Ebenen nicht notwendig desarguessch sind.
In einer fasteuklidischen Ebene besitzt jede Gerade ein Lot. Ferner existiert zu jedem Punkt p
genau eine Punktspiegelung mit Zentrum p und zu jeder Geraden G genau eine Geradenspiege-
lung mit Achse G. Das Produkt dreier Geradenspiegelungen an kopunktalen Geraden ist wieder
eine Geradenspiegelung. Es erweist sich, dafl in fasteuklidischen Ebenen zueinander senkrechte
Linien bereits Geraden sind.

Die Bewegungsgruppe einer fasteuklidischen Ebene wird von der Menge der Geradenspiegelun-
gen erzeugt, insbesondere ist jede Bewegung das Produkt von hochstens vier Geradenspiege-
lungen.

Fordert man in fasteuklidischen Ebenen die desarguesschen Axiome, so lassen sich Drehstrek-
kungen definieren. Fiir einen Punkt p bildet die Menge der Drehstreckungen mit Fixpunkt p eine
kommutative Gruppe, mit deren Hilfe sich eine Variante der pappusschen SchlieSungsaussage
beweisen ld8t, welche fiir die algebraische Darstellung ben6tigt wird.

Fasteuklidische Rdume einer Dimension > 3 sind stets desarguesch. In desarguesschen fasteukli-
dischen Raum existiert zu jedem Punkt p und jeder Geraden G eine zu GG senkrechte Hyperebene
durch p. Ferner existiert zu jeder Geraden G genau eine Geradenspiegelung mit Achse G.

Mit Hilfe der Geradenspiegelungen werden in desargueschen fastaffinen Raumen Linearformen
definiert, die zu einer nullteiligen symmetrischen Bilinearform fithren, welche die Kongruenz
beschreibt.

Damit existiert zu jedem desarguesschen fasteuklidischen Raum ein Fastkorper einer Charakte-
ristik # 2, dessen Kern und Zentrum iibereinstimmen und ein regulérer Fastvektorraum einer
Dimension > 2 iiber diesem Fastkorper mit einer nullteiligen symmetrischen Bilinearform, so
dafl der fasteuklidische Raum isomorph zu der Koordinatengeometrie iiber diesem Fastvektor-
raum mit der durch die Bilinearform definierten Kongruenzrelation ist.

fastaffiner Raum, euklidischer Raum, Kongruenz



Abstract

The starting point of the dissertation is the definition of neareuclidean spaces. One is led to
this definition by observation of special noncommutative geometries (nearaffine spaces) which
are combined with a congruence relation for which analogous axioms like in euclidean spaces
are holding.

The main result is the representation of desarguesian neareuclidean spaces by regular nearlinear
spaces combined with an anisotropic symmetric bilinear form.

This result is achieved by taking the following steps:

Nearaffine coordinate spaces constructed out of nearlinear spaces with a dimension > 2 are
observed, where the corresponding nearfield is of characteristic # 2 and its kernel is equal to its
center. A relation on the set of ordered pairs of points (z,y), where the line from z to y equals
the one from y to x (that is # and y are connected by a straight line), is defined with the aid
of an anisotropic symmetric bilinear form. The transitive hull of this relation is a congruence
relation, which together with the coordinate space forms a neareuclidean space.

By giving an example the existence of neareuclidean spaces which are not desarguesian is
proven. In a neareuclidean space to every straight line there is a perpendicular line. To every
point p there is exactly one reflection with center p and to every straight line G there is exactly
one reflection with axis G. The product of three reflections which axis’ incide with one point
is another mirror reflection. In neareuclidean planes a pair of orthogonal lines is already a pair
of orthogonal straight lines.

The set of motions of a neareuclidean plane forms a group and this group is generated by
the set of mirror reflections. In particular every motion is the product of at most four mirror
reflections.

If the desarguesian axioms are postulated in a neareuclidean plane, the definition of stretching
rotations is possible. For a point p the set of stretching rotation with center p forms a commu-
tative group. With the aid of this group a variant of the theorem of Pappus is proven, which is
neccessary for the representation of neareuclidean spaces.

Neareuclidean spaces of a dimension > 3 are always desarguesian. In a desarguesian neareucli-
dean space there exists to every point p and every straight line G' a hyperplane which incides
with p and which is orthogonal to GG. Moreover there exists to every straight line G exactly one
reflection with axis G.

In desarguesian neareuclidean spaces linear forms are defined with the aid of mirror reflections,
which describe the congruence relation.

To every desarguesian neareuclidean space there exists a nearfield of characteristic # 2, which
kernel and center are equal, a regular nearlinear space of a dimension > 2 constructed out of
this nearfield and an anisotropic symmetric bilinear form, so that the neareuclidean space is
isomorphic to the coordinate geometry constructed out of the nearlinear space together with
the congruence relation, which is induced by the bilinear form.

nearaffine space, euclidean space, congruence
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FEinleitung 2

Einleitung

Die nicht-kommutative Geometrie befafit sich mit Inzidenzstrukturen, in denen die Verbin-
dungslinie von einem Punkt x zu einem zweiten Punkt y nicht notwendig gleich derjenigen
von y nach x ist. 1973 hat J. André eine Klasse nicht-kommutativer Geometrien — die fastaf-
finen Raume — eingefiihrt. Zu diesen gelangt man durch Ubertragung der Konstruktion affi-
ner Rdume aus Vektorrdumen (kommutative Geometrie) auf Fastvektorraume (lineare Rdume
iiber Fastkorpern). Seit dieser Zeit sind viele weitere nicht-kommutative geometrische Struk-
turen untersucht worden (P-R&ume, schiefaffine Rdume, semiaffine Radume, schiefprojektive
Réume), und es wurden Bezichungen zu anderen Teilen der Mathematik hergestellt, wie z.B.
Graphentheorie (Pfalzgraf, André), Gruppentheorie (André) und Kreisgeometrie (Jakobowski).

Grundlage dieser Arbeit sind die Ergebnisse von J. André und H. Tecklenburg zur algebraischen
Darstellung fastaffiner Raume und die Entwicklung der linearen Algebra iiber Fastkérpern von
J. André und K. Miiller.

In der euklidischen Geometrie betrachtet man in affinen Rdumen zusétzlich Kongruenzrelatio-
nen. Fordert man gewisse Vertriglichkeiten mit den Inzidenzaxiomen, erhélt man euklidische
Réume. Diese sind stets desarguessch, und die Kongruenzrelation 18t sich mittels einer null-
teiligen quadratischen Form auf dem darstellenden Vektorraum beschreiben.

In der vorliegenden Arbeit werden fasteuklidische Raume eingefithrt und untersucht. Diese
entstehen durch Verallgemeinerung des Axiomsystems von H. Karzel ([7],[8]) aus fastaffinen
Réaumen mit einer Kongruenzrelation.

Das erste Kapitel stellt die Grundlagen zusammen: In 1.1 und 1.2 werden die Grundbegriffe
definiert und Folgerungen angegeben. Teilraumeigenschaften und die Dimensionierung fastaf-
finer Rdume sind in 1.3 zusammengefa$t. Abschnitt 1.4 enthélt die benttige lineare Algebra
iiber Fastkorpern, aus der insbesondere die Bilinearformen wichtig sind. AbschlieSend werden
in 1.5 desarguessche fastaffine Raume algebraisch dargestellt.

Im zweiten Kapitel werden fasteuklidische Rdume betrachtet.

Die Begrifte fasteuklidische Ebene und fasteuklidischer Raum werden in Abschnitt 2.1 definiert.
Fasteuklidische Rdume sind reguldr und besitzen die Eigenschaft, dal die Diagonalen eines
Parallelogramms nicht parallel sind. Ein fasteuklidischer Raum mit kommutativer Verbindung
ist ein euklidischer Raum im Sinne von [7]. Das Axiomsystem fiir fasteuklidische Radume ist
also eine Verallgemeinerung des Axiomsystems fiir nicht-fanosche euklidische Réume.
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Beispiele fasteuklidischer Rdume werden in 2.2 in Form von Koordinatengeometrien iiber re-
guldren Fastvektorrdumen mit nullteiliger symmetrischer Bilinearform angegeben. Dabei muf3
der Kern des zugrundeliegenden Fastkorpers mit dessen Zentrum iibereinstimmen. Ferner muf3
die Charakteristik des Fastkorpers ungleich 2 sein.

Zur Konstruktion einer Kongruenzrelation auf einer fastaffinen Koordinatengeometrie wird mit
Hilfe der Bilinearform eine reflexive symmetrische Relation = definiert, welche die Kongruenz
von Punktepaaren (x,y), (u,v) beschreibt, fiir die die Verbindungslinie von y —x und v — u
eine Gerade ist. Die transitive Hiille der Relation = ist eine Kongruenzrelation, mit der die
Koordinatengeometrie zu einem fasteuklidischen Raum wird. Der Beweis dieser Aussage bildet
den Inhalt von Abschnitt 2.2.

In Abschnitt 2.3 werden SchlieSungsaussagen untersucht. Da fastaffine Rdume einer Dimensi-
on > 3 stets desarguessch sind, wird die Betrachtung auf fasteuklidische Ebenen beschrankt.
Es gilt das kleine Axiom von Desargues und zwei weitere SchlieBungsausagen, mit deren Hil-
fe gezeigt wird, daf ein fasteuklidischer Raum eine reguldr auf der Punktmenge operierende
Translationsgruppe besitzt.

Fasteuklidische Ebenen sind i.a. nicht desarguessch. Dies wird durch Angabe eines Beispiels
einer nicht-desarguesschen fasteuklidischen Ebene gezeigt. Dies ist ein deutlicher Unterschied
zur kommutativen Geometrie, da euklidische Ebenen stets desarguessch sind.

Abschnitt 2.4 definiert den Begriff der Bewegung sowie den der Spiegelung an einem Punkt
und an einer Geraden. Es wird gezeigt, dafl zu jedem Punkt genau eine Spiegelung an diesem
existiert.

Der wichtige Begrift der Orthogonalitit zwischen Linien wird in Abschnitt 2.5 definiert. An-
schlieend wird gezeigt, dafl sich die Definition vereinfachen 1&48t, wenn man sich auf Geraden
beschrankt.

Mit Geradenspiegelungen in fasteuklidischen Ebenen und ihren Eigenschaften befafit sich Ab-
schnitt 2.6. Die Existenz eines Lots zu jeder Geraden wird bewiesen. Damit wird gezeigt, dafl
zu jeder Geraden genau eine Spiegelung an dieser existiert und daf je zwei verschiedene Punk-
te, welche sich durch eine Gerade verbinden lassen, einen Mittelpunkt besitzen. Es zeigt sich,
dafl aufeinander senkrecht stehende Linien in einer fasteuklidischen Ebene bereits Geraden sind
(Diese Aussage gilt i.a. nicht in fasteuklidischen Rdumen). Zum Schlufl wird das Analogon zum
(aus der kommutative Geometrie bekannten) Dreispiegelungssatz bewiesen und gezeigt, dafl
jede Bewegung einer fasteuklidischen Ebene das Produkt von hochstens vier (und i.a. nicht
weniger) Geradenspiegelungen ist.

Unter Hinzunahme des Axioms von Desargues werden in Abschnitt 2.7 Drehstreckungen in
fasteuklidischen Ebenen definiert. Diese bilden eine kommutative Gruppe. Mit Hilfe der Dreh-
streckungen wird eine Variante der pappusschen Schliefungsaussage bewiesen, die fiir die alge-
braische Darstellung fasteuklidischer Raume wichtig ist.

Der Begriff der Orthogonalitit von Teilraumen sowie dessen Eigenschaften sind der Inhalt von
Abschnitt 2.8. Zu einer Geraden wird die Existenz einer Lothyperebene gezeigt.
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Mit diesen Hilfsmitteln werden Geradenspiegelungen in fasteuklidischen Rdumen in Abschnitt
2.9 definiert. Analog zur Situation in fasteuklidischen Ebenen existiert zu jeder Geraden genau
eine Spiegelung an dieser Geraden.

Schlielich werden in Abschnitt 2.10 desarguessche fasteuklidische Raume algebraisch darge-
stellt. Es wird auf die algebraische Darstellung fastaffiner Raume (Abschnitt 1.5) aufgebaut,
indem eine nullteilige symmetrische Bilinearform auf dem darstellenden Fastvektorraum kon-
struiert wird, welche die Kongruenz beschreibt. Aulerdem wird gezeigt, dafl in dem Fastkorper,
welcher dem darstellenden Fastvektorraum zugrundeliegt, Kern und Zentrum iibereinstimmen.
Der Darstellungssatz fiir desarguessche fastaffine Rdume ist somit auf desarguessche fasteukli-
dische Rédume erweitert worden.

Frau Prof. Dr. H. Tecklenburg und Herrn Prof. Dr. H. Hotje mo6chte ich fiir die Betreuung
dieser Arbeit danken.




Kapitel 1

Grundlagen

Die fiir diese Arbeit relevanten Begriffe und Sétze aus der Theorie der fastaffinen R4ume und
der Fastvektorrdume werden in diesem Kapitel zusammengestellt. Sie konnen in [1], [2], [3],
[10], [11], [14], [15], [17] nachgelesen werden.

1.1 Fastaffine Raume

Es existieren verschiedene Moglichkeiten, fastaffine Raume zu definieren. Die hier verwendete
Variante benutzt ein Modell von J. Pfalzgraf [12].

Definition 1.1.1
Es seien X, D nichtleere Mengen, X := {(z,y) € X? | z # y} und

0 { X® - D
L (@y) = (zy)
eine surjektive Abbildung. Das Tripel (X, D, ()) heift P-Raum.

a) Die Elemente von X heiflen Punkte, die Elemente von D heiflen Richtungen des Raumes.
(x,y) heifit Richtung von x nach y.

b) Es wird folgende Verbindungsoperation definiert:

e
| (z,y) xuy:z{x}U{zGX|<x,z):<x,y>}

Die Menge x uy heifit Linie von = nach y. £ bezeichne die Menge der Linien des Raumes.

¢) z € X heifit Aufpunkt der Linie L € £, wenn ein Punkt y € X \ {z} existiert, so daf gilt:
L=xzuy. Firz € X sei £, :={L € £ | x ist Aufpunkt von L}.

d) Eine Linie L € £ heifit Gerade, wenn jeder Punkt x € L Aufpunkt von L ist. & bezeichne
die Menge der Geraden des Raumes. Fiir x € X sei &, := £, N &.
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Definition 1.1.2
Ein P-Raum (X, D, ()) heifit fastaffiner Raum, wenn die folgenden Axiome gelten:

(T) VeeX Vde D Jye X\{z}: (z,y)=d

(Tam) Vz,y,z 2,y € X mit (x,y) = (2',¢y) und z # z,y Iz € X :
(z,2) = (2,2) und (y,2) = (v, 7))

(S) V(z,y) € X®:  (z,y) = (y,2)

(Z) V(z,y) € X® IneN Izg,...,z, € X mit x = 20,2, =y Vi€ l,...,n:
T;—1UT; (S )

(G) VGe® VLe£\&: |GNLI<1
(R) Jx,y,z € X paarweise verschieden VG € & : {x,y,2} Z G
Ein fastaffiner Raum (X, D, ()) heifit regulir, wenn gilt:

VG,He®mit |GNH|=13gcG\H 3he H\G: guhe®

Definition 1.1.3
In einem fastaffinen Raum (X, D, ()) heiflen zwei Linien L, M € £ parallel zueinander in Zeichen
L || M, wenn Punkte [,I',;m,m' € X existieren, so daf gilt:

L=1ul', M=mum, {I')=(m,m)

Satz 1.1.4 ([1] I11.§2/§4, 111.§2/§4)
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum.

a) Jede Linie besitzt entweder genau einen Aufpunkt, oder sie ist eine Gerade.

b) Zu jeder Linie L € £ existiert genau eine Richtung d € D, so daf} gilt:
Viz,y) e X®: L=zuy = (z,y)=d
¢) Zu einem Punkt x € X und einer Linie L € £ gibt es genau eine zu L parallele Linie mit
Aufpunkt z. Diese wird mit {x || L} bezeichnet.
d) | ist eine Aquivalenzrelation auf £.

e) Eine Parallele zu einer Geraden ist wieder eine Gerade.

f) Es gilt die ParallelogrammschlieBungsaussage:
(Pgm) Vz,y,z€ Xmitx#y,z Jwe X : (z,y) = (z,w), (x,2) = (y,w)
Ist eine der Linien z vy, x Uz eine Gerade, so ist der Punkt w nach (G) eindeutig bestimmt,
und es wird folgende Bezeichnung verwendet: w =: Pgm(x, y, 2).

Fiir z,y € X sei Pgm(z,z,y) := Pgm(z,y,x) :=y.




Fastaffine Raume 7

Bemerkung 1.1.5

a) Aus Satz 1.1.4 folgt, dal der Begriff fastaffiner Raum mit dem aus [14] und [2] iiberein-
stimmt.

b) Ein fastaffiner Raum, in dem jede Linie eine Gerade ist, ist ein affiner Raum. ([2] I11.§1)

Definition 1.1.6
Zwei fastaffine Raume (X, D, ()), (X', D', ()’) heiflen isomorph zueinander, wenn eine Bijektion
a: X — X' existiert, so daf} gilt:

V(IL’,y), (U,U) € X(z) : <$7y> = (u,v> ~ <Oé(£(]),04(y)>/ - <a(u),o¢(v)>l

Die Abbildung « heifit dann Isomorphismus, und es wird die Schreibweise
(X,D,()) = (X', D', ()) verwendet.

« induziert eine Bijektion von D nach D', indem eine Richtung d = (x,y) € D auf die Richtung
{(a(z), Oz(y)>/ € D' abgebildet wird.

Definition 1.1.7
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum.

a) Ein Isomorphismus von (X, D, ()) auf sich heifit Automorphismus oder Kollineation. Die
Menge der Automorphismen von X wird mit Aut(X) bezeichnet.
Ein Punkt x € X heifit Fixpunkt einer Kollineation o € Aut(X), falls a(x) = z gilt.

b) Eine Kollineation § € Aut(X) heifit Dilatation, wenn gilt:
VLef: L|L)

Die Menge der Dilatationen von X wird mit Dil(X) bezeichnet. Fiir z € X bezeichne
Dil,(X) die Menge der Dilatationen von X mit Fixpunkt x.

c¢) Eine Dilatation 7 € Dil(X) heifit Translation, wenn sie fixpunktfrei ist und wenn gilt:

Ve,ye X : <$,T(x)> = <y,7'(y)>,

oder wenn sie die Identitét ist. Fiir 7 # idx heift (x,7(x)) die Richtung der Translation
7. Die Menge der Translationen wird mit Tra(X) bezeichnet. Fiir G € & sei

Trag(X) := {7 € Tra(X)* |Vz € X : zu7(z) | G} U {idx}

Satz 1.1.8 ([2] I11.§2, [14] I1.§5)
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum.

a) Eine Kollineation erhilt Aufpunkte und Parallelitdten:
VaecAut(X) Ve X VLe L1 all) € Ly
Vae Aut(X) VL Me L: L|M < ol)| aM)

Das Bild einer Geraden unter einer Kollineation ist also wieder eine Gerade.
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b

Eine Dilatation mit zwei verschiedenen Fixpunkten ist die Identitét.
Aut(X) ist beziiglich der Komposition von Abbildungen eine Gruppe.

)

c)

d) Dil(X) ist ein Normalteiler von Aut(X).
)
)

e) Fir G € & ist Trag(X) ein Normalteiler von Dil(X).

f) Fir z € X und 7 € Tra(X) gilt: 7 Dil,(X) 77" = Dil; () (X).

1.2 SchlieBungsaussagen

Definition 1.2.1
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum. Die folgenden SchliefSungsaussagen werden definiert:

( 2,a1,a0,a3 € X mit z # ay, as, az

b, € zua; \{z,a;} (i €{1,2,3})
D(z;a1,a9,a3;b1,b9,b3) = < zuay, zuag, zuas paarweise verschieden
zua € &

[ (a1, a2) = (b1, b2), (a1, a3) = (b1, b3)

(ay,a9,a3,b; € X mit ay # by

bl' € {CLZ' H alubl} (Z € {2,3})

d(a1, as, as; by, by, b3) = a1 uby, asuby, agubs paarweise verschieden
ajub, € &

( (a1, a2) = (b1, b2), (a1, a3) = (b1, b3)

ai, as, as, by € X mit a; # by

bz‘ S {CLZ‘ || alubl} (l S {2,3})

d’(ay, asz, as; by, by, by) &= a1 uby, asuby, aszubs paarweise verschieden
aiuag, apuas € 0]

[ (a1, a2) = (b1, b2), (a1, a3) = (b1, b3)

(3G € B, : ay,a3,a5 € G\{z}

dH € 8. \{G} : as,a4,a6 € H\{z}
P'(z;a4,...,a6) & ay, as, as paarweise verschieden
ajuas, apuaz € &

L (a1, a2) = (as,a6), (a2, a3) = (a4, as)

(D) D(z;ay, ag, as; by, by, b3) = (ag,as) = (b, b3) (Axiom von Desargues)
(d) d(a1, ag, as; by, by, b3) = (as,as) = (by, bs) (kleines Axiom von Desargues)
(d’) d’(ay, ag, as; by, b, b3) = (az,as) = (be,bs)

(P)  Pza1,...,a5) = (a1,a4) = (as,ag)

Der Raum (X, D, ()) heiBt desarguessch, wenn er den beiden Axiomen von Desargues geniigt.
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Satz 1.2.2 ([14] I1.§6, [15])
Es sei (X, D, ()) ein desarguesscher fastaffiner Raum.

a) Fir G € & operiert Trag(X) regular auf G:
Ve,ye G 3 1py € Trag(X) : my(x) =y
b) Tra(X) ist eine abelsche Gruppe, die reguldr auf X operiert:
Ve,ye X Fh1y € Tra(X): 1(x) =y
c) Fir z € X und L € £, operiert Dil,(X) reguldr auf L\{z}:
Ve,ye L\{z} 310€Dil,(X): d(z)=y

1.3 Basis, Dimension, Flateigenschaften

Da ein fastaffiner Raum mit 3L € £: |L| = 2 ein affiner Raum iiber GF(2) ist ([2] IIL§1),
wird im folgenden V L € £: |L| > 3 vorausgesetzt.

Definition 1.3.1
Es sei (X,D,()) ein fastaffiner Raum, z € X und $ C &,. Zwei Punkte z,y € X heiflen
verbindbar mittels §) in Zeichen = ~¢g y, wenn gilt:

dneNyg Jzg,...,zp € X mit x = xg, 2, =y Vie{l,...,n}: {z||ziiuz;} €9
Eine Teilmenge T" C X heifit Teilraum von X in Zeichen T' < X, wenn gilt:
(T1) Vz,yeT: zuycCT
(T2) Vz,yeT Fxg,...,x, €T mit z =x¢, 2, =y Vie{l,....n}: z;,3ur, €6

Die Menge der Teilrdume von X wird mit (X)) bezeichnet.

Fiir T € T(X) bezeichne D(T) := {(z,y) | (z,y) € T®} die Menge der Richtungen, £(T) :=
{L € £| L C T} die Menge der Linien und &(7") := & N £(T') die Menge der Geraden des
Teilraumes 7T'.

Satz 1.3.2 ([10] §3)
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum.

a) FirT <X, Le &T)und z € T gilt: {z || L} CT.
b) Fiir einen Teilraum 7' < X mit [T'| > 2 ist (T, D(T), <>|T(2)) ein fastaffiner Raum.
c) Die Abbildung

P6.) — IX)

. 5 e {reX|z~ga} firH#0
0 fir 9 =10

ist wohldefiniert und besitzt folgende Eigenschaften:
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z

a) VI€eZ(X)VHC&.(T): H <T
b) VHC B, : HCE(H)
Q) VH,ICB.: HCT = H T

Definition 1.3.3
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum und z € X.

a) Eine Menge $ C &, heifit Erzeugendensystem von 7' < X, wenn gilt: 9 =T.
b) Eine Menge $) C &, heiBt unabhéingig, wenn gilt: VG € $: G ¢ H\{G} .

c) Eine Menge $ C &, heifit Basis von T' < X, wenn sie unabhéngig und Erzeugendensystem
von T ist.

Satz 1.3.4 ([10] §3)
In einem fastaffinen Raum (X, D, ()) mit z € T' < X und |T'| > 2 148t sich jede unabhéngige
Menge $ C &,(T') zu einer Basis von T ergénzen. Je zwei Basen von T sind gleichméchtig.

Definition 1.3.5
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum und 7' < X. Falls |T| > 2 gilt, sei §) eine Basis von 7.
Dann heifit die Kardinalzahl
|9| fir [T > 2
dim(7) := 0 fir|7|=1
-1 firT=90

die Dimension von 7'. Ein fastaffiner Raum der Dimension 2 heifit fastaffine Ebene. T5(X) :=
{F < X | dim(F) = 2} bezeichne die Menge der Ebenen in X.

Lemma 1.3.6 ([14] 1.§2)
In einer fastaffinen Ebene (F, D, ()) gilt:

VGe®d V0Lel: GIL = |GNLj=1

Satz 1.3.7 ([14] IV.§10)
Ein fastaffiner Raum (X, D, ()) mit dim(X) > 2 ist desarguessch.

Satz 1.3.8 ([10] §4)
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum.

a) Fir 6 C T(X) gilt: 6 € T(X).
b) Die Abbildung

MT eS(X)|AcT)
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ist ein Hiillenoperator, d.h. es gilt:
a) VACX: AcCA
b) VACX: A=A4
¢c) VABCcX: AcB = ACB
¢) Fiir endlichdimensionale Teilrdume S, 7 € T(X) mit SNT # O gilt:

dim(SUT) 4+ dim(SNT) = dim S + dim T
Definition 1.3.9

Ein Teilraum H eines fastaffinen Raumes (X, D, ()) heifit Hyperebene, wenn eine Gerade G € &
existiert, so dafl X = G U H gilt.

Lemma 1.3.10 ([10] §4)
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum und H € T(X) eine Hyperebene. Dann gilt:
VLLMefmit L||M: |[LNH =1 = |[MnH|=1

Definition 1.3.11
Ein Teilraum T eines fastaffinen Raumes (X, D, ()) heifit Flat, wenn gilt:

(F1) VLef£: |LNT|>1 = LCT
(F2) Va,yeT VLeg YMeg,: |[LnMN(X\T)|>2 = z=y
(In [10] wird nur (F1) gefordert.)

Satz 1.3.12 ([10] §4)
In einem fastaffinen Raum (X, D, ()) mit 7" C X gilt:

T erfillt (T1) = T e %(X)

Satz 1.3.13 ([14] L.§3, [10] §4, [4] §5)
In einem desarguesschen fastaffinen Raum (X, D, ()) gilt:

Te%(X) = T istein Flat

1.4 Fastvektorriaume

1.4.1 Fastkorper

Definition 1.4.1
Es sei I eine Menge mit zwei bindren Operationen +, - : F' x F' — F. Das Tripel (F,+,-) heifit
(Links-) Fastkorper, wenn gilt:
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a) (F,+) ist eine Gruppe (mit neutralem Element 0).

b) (F*,-) ist eine Gruppe (mit neutralem Element 1).
) YaeF: 0-a=0

d) Ya,b,ce F: a-(b+c)=a-b+a-c

Die Menge K(F) :={a€ F |Vbce F: (b+c¢)-a=0b-a+c-a} heiit Kern und die Menge

Z(F):={a€e F|VbeF: a-b=>-a} Zentrum des Fastkorpers F.

C

Satz 1.4.2 ([17] 1.§2/§3)
Es sei (F,+,-) ein Fastkorper.

a) VaeF: a-0=0

b) Ya,be F: —(a-b)=(—a)-b=a-(-b)
c) (F,+) ist abelsch.

d) VaeF: a*=1 & a=1lodera=-1
e) K(F) ist ein Schiefkérper mit Z(F) C K(F).

Definition 1.4.3
Es sei F' ein Fastkorper. Die Charakteristik des Kerns K (F') heifit auch Charakteristik des
Fastkorpers F.

1.4.2 Fastvektorriume

Definition 1.4.4

Es sei (V,+) eine Gruppe und F' C End(V,+). Fiir a € F und x € V wird das Bild von x
unter a mit ax bezeichnet. Das Tripel (V, +, F') heifit F-Gruppe, wenn die folgenden Axiome
erfiillt sind:

a) Die Abbildungen
O:{V — V’ 1:{‘/ — V’ _1:{\/ - V
x — 0 X — X X — —X
gehoren zu F.
b) F* ist eine Untergruppe von Aut(V,+).
c) Va,be F ¥YxeV*: ax=bx = a=b
Die Menge
QV)={xeV |Va,be F ce€ F: ax+bx = cx}
heifit Quasikern der F-Gruppe (V, 4+, F).

Eine F-Gruppe heifit Fastvektorraum, wenn jedes Element x € V' als Summe von Quasikern-
elementen darstellbar ist.
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Satz 1.4.5 ([1] §1/§2)
Es sei (V,+, F') ein Fastvektorraum.

a) (V,+) ist abelsch.
b) Vqe Q(V)* Va,be F Fyc€ F: aq+bq=cq
c) Firqe Q(V)* sei

B : FxF — F
4 (a,b) — ¢, wobei gilt: aq+ bq = cq

Dann ist (F, @g, -) ein Fastkorper. Sein Kern wird mit K (F') bezeichnet.
d) YaeQV) Va,be F YAEF*:  (a®yq D)\ = aX B b

n
. . . . q
Fiir a) ©q ag ©q - - - ©q an, wird die Schreibweise E a; verwendet (ay,...,a, € F).
i=1

Definition 1.4.6
Es sei (V,+, F') ein Fastvektorraum und q € Q(V)*. Dann heifit die Menge

Rq(V):={r e Q(V)" | @q = &x} U {0}
g-Kern von (V,+, F).

Satz 1.4.7 ([1] §2)
Es sei (V,+, F') ein Fastvektorraum und q € Q(V)*.

a) Rq(V) ist eine Untergruppe von (V, +).
) Rq(V)={x€eV |Va,be F: ax+bx = (a®qb)x}
&) VAEF*: Ryg(V) = ARy(V).
) F(R(V)) € Q).
) VXER,(V) VAEF: XxeRqV) = e Kq(F).

Definition 1.4.8
Existiert in einem Fastvektorraum (V, 4+, F') zu je zwei Elementen q,r € Q(V)* mit r ¢ Fq ein
Element a € F*, so dal q + ar € Q(V)* gilt, so heifit (V, +, F') regulér.

Lemma 1.4.9 ([1] §2)
Ein Fastvektorraum (V, +, F') ist genau dann reguldr, wenn gilt:

Vaq,reQ(V) mitr ¢ Fq Jae€ F*: ar € Ry(V)

Satz 1.4.10 ([1] §4)
Es seien F', I Mengen und

- FxF—F & :FxF—-F firtel
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bindre Operationen, so daf fiir jedes i € I das Tripel (F, @;, ) ein Fastkorper ist.

FU = {(z;); € F" | {i € I | x; # 0} ist endlich}

FO « p) 5 pd)
‘ { ((%)z, (yz)z) = (20)i ® (Wi)i = (T Bi vi)i
Dann ist (FU), @, F) ein Fastvektorraum. Ein Element a € F wird dabei mit der Abbildung
O gpd)
“ { ()i — (a-z);
identifiziert. Es gilt:
Q(FY) = F{(k); e FD |Viel: k€ K(F,&,)}

Stimmen alle Additionen @; (i € I) iiberein, so ist (F), @, F) regulir.

Definition 1.4.11
Es sei (V) +, F) ein Fastvektorraum. Eine Teilmenge U C V heifit Unterraum von V' in Zeichen
U <V, wenn U eine additive Untergruppe von V ist und wenn gilt:

Ve F VxelU: MxeU

Die Menge der Unterrdume von V' wird mit $4(V') bezeichnet.

Satz 1.4.12 ([11] L.2)

Es sei (V, 4+, F) ein Fastvektorraum.

a) Fir U e (V) ist (U, —i—‘UQ, F) ein Fastvektorraum.
b) Fiir U C Y(V) gilt: YV € UV).

¢) Die Abbildung

~. { BV) — V)
' A — (U eyUX)|AcU}

ist ein Hiillenoperator, d.h. es gilt:
a) VACV: ACA

b) VACV: A=A
¢) VANBCV: ACB = ACB

Definition 1.4.13
Es sei (V,+, F) ein Fastvektorraum und B = (b;); € Q(V)~.

a) B heifit Erzeugendensystem von V', wenn gilt:

VeeV 3(331)16[7([) . x:Z$zbz

iel
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b) B heifit unabhingig, wenn gilt:

iel
c) B heifit Basis von V| wenn B unabhéingig und ein Erzeugendensystem von V' ist.

Satz 1.4.14 ([1] §3, [2] L.§3)
Es sei (V,+, F) ein Fastvektorraum und B = (b;); € Q(V)!.

a) Ist B unabhingig, so kann B zu einer Basis von V' ergéinzt werden. Existiert ein Element
qe QV)* mit Vi € I : b; € Ry(V), so kann B zu einer Basis von V ergénzt werden,
deren Komponenten in Rq (V') liegen.

b) Fiir je zwei Basen B = (b;);cr und C = (c;);ey gilt: |I| = |J].
c¢) Ist B eine Basis von V, so gilt:
\V/XGV E|1 XB:<JIZ')Z'€F(I) . X:szbz
iel

Definition 1.4.15
Es sei (V. +, F') ein Fastvektorraum und B = (b;); € Q(V)! eine Basis von V. Dann heift die
Kardinalzahl dim (V') := |I| die Dimension von V.

Satz 1.4.16 ([11] 1.2)
Fiir endlichdimensionale Unterrdume U,V € (V) gilt:

dmT UV +dim(UNV) = dimU + dim V

1.4.3 Semilineare Abbildungen

Definition 1.4.17

Es seien (V,+, F') und (V',+/, F") Fastvektorrdume.

Ein Abbildungspaar (¢ : V — V', $: F — F’) heifit semilinear, wenn gilt:
a) ¢ ist ein Gruppenhomomorphismus von (V,+) nach (V',+).

b) @ ist bijektiv.

) Vae FVxeV: olax)=p(a)(p(x))

(¢, ) heiBt linear, wenn F' = F’ und $ = idp gilt; es wird dann die Schreibweise ¢ statt
(p,idr) verwendet.

Esseiq € Q(V)*. Eine lineare Abbildung [, : V' — F heifit g-Linearform auf V. Der Fastkorper
(F,®q, ) wird in diesem Zusammenhang mit dem Fastvektorraum (F', @, F') identifiziert.

Die Fastvektorraume (V, +, F') und (V’, 4/, F’) heiflen isomorph zueinander, wenn es eine semi-
lineare Abbildung (¢, ®) zwischen ihnen gibt, so daf ¢ bijektiv ist. Das Paar (¢, %) heifit dann
Isomorphismus, und es wird die Schreibweise (V,+, F) = (V' 4/, F') verwendet.
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Satz 1.4.18 ([11] 11.1/2)
Es seien (V,+, F)) und (V', 4/, F') Fastvektorrdume, (¢ : V — V',  : F — F’) eine semilineare
Abbildung und q € Q(V)* mit p(q) # 0'.

a) ¥ ist ein Fastkérperisomorphismus von (F, @q, -) nach (F”, &, ).
b) ¢(Rq(V)) C Ryq)(V'). Die Gleichheit gilt, wenn ¢ bijektiv ist.

c) Aus U € (V) folgt p(U) € UV").

d) Ist ¢ bijektiv, so ist das Bild einer Basis von V' eine Basis von V',
Ist ¢ linear, so gilt:

e) ¢ ist durch die Werte auf einer Basis von V' eindeutig bestimmt.

f) Stimmen (V,+, F) und (V', 4, F’) iiberein, so gilt: g = @y(q)

Satz 1.4.19 (vgl. [1] §5)

Zu einem Fastvektorraum (V,+, F') gibt es eine Indexmenge I mit |I| = dim(V) und binére
Operationen - : Fx F'— Fund @, : F x F' — F fir i € I, so da8 fiir ¢ € I das Tripel (F,®;, )
ein Fastkorper ist und

(V.+.F) = (F98F)
gilt, wobei @ wie in Satz 1.4.10 definiert ist.

Ist (V,+, F') regulér, kénnen die bindren Operationen so gewéhlt werden, dal &, = @, fiir alle
1,7 € 1 gilt.

Beweis: Es sei B = (b;);cr eine Basis von V und &, := @y, fiir i € I. Nach Satz 1.4.5.c) ist
(F, ®;,-) ein Fastkorper fiir i € I. Fir x,y € V mit xp = (2;);, yp = (y;); und X\ € F gilt:

(x+y)s = (Z zibi+ ) yibi>B = (Z(% i yz‘)bi)B =xpDyn

1€l i€l el
(AX)p = (/\inbZ) = (Z(/\xi)bi) = Axp
icl B icl B

Damit ist das Abbildungspaar (x — xp, idg) ein Isomorphismus.

Ist (V,+, F) regulir, wird B mit Hilfe von Lemma 1.4.9 so gewéhlt, dafl gilt:
dqe (V)" Viel: b;eRyV)

1.4.4 Bilinearformen

In diesem Abschnitt sei (V,+, F) ein reguldrer Fastvektorraum, q € Q(V)* und B = (b;); €
Rq(V)! eine Basis von V. Damit ist B auch eine Basis des Rechtsvektorraumes (Rq(V),+,
Kq(F)).
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Definition 1.4.20
Eine Abbildung f, : V X Rq(V) — F heifit g-Bilinearform auf V', wenn gilt:

a) Vx,x' €V Vy € Rg(V): [fa(x+xy) = fq(x,¥) Bq fa(X,y)
b) VxeV Vy,y' € Rg(V): fa(x,¥y +Y') = fa(X,y) Bq fa(x.¥')
c) Vae F VxeV VyeRy(V): fqlax,y)=afq(x,y)

d) VEe Ky(F) VxeV Vy e Ry(V): fq(x,¥k) = fq(x,¥)k

(In [11] V.1 wird der Begrift Bilinearform allgemeiner definiert.)
Eine g-Bilinearform fy heifit symmetrisch, wenn gilt:

Vx,y € RQ(V) : fQ(Xv Y) - fQ(Y7X)
Mit BLiq (V') wird die Menge der g-Bilinearformen auf V' bezeichnet.
Lemma 1.4.21
Fiir fq € BLig(V) und x,y € Rq(V) gilt: fq(x,y) € Kq(F).
Beweis: Die Abbildung

{Fx — Fx
v/ = fq(Z7y>X

ist linear. Mit Satz 1.4.18.f) folgt ©x = D, (x,y)x Und damit Ry (V) = Ry, (xy)x(V). Satz 1.4.7.e)
liefert fy(x,y) € Kx(F) = Kq(F). O

Satz 1.4.22 ([11] V.§1)

Zu fq € BLig(V) existiert genau eine Matrix Mp(fq) := (mi;)i; € Kq(F)™!, so daB}
VZ,j € I . mij = fq(bi,b]’)

gilt. Damit 148t sich fq in der Form

q
VX eV Vy € Ry(V):  falx,y) = Y ximyy;

1,5€l
darstellen. f, ist genau dann symmetrisch, wenn gilt:
Vi,jEII mg; = My,

Definition 1.4.23
Ein Paar (x,y) € V X Rq(V) heiBit fq-orthogonal in Zeichen x Ly, y, wenn gilt:

fQ(X’ y) =0

Fiir y € Rq(V) sei ya == {x eV |x Ly, y}.
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Lemma 1.4.24 ([11] V.§3)
Fiir y € Rq(V) gilt: y*tfa € U(V).

Definition 1.4.25

Eine Bilinearform fy € BLig(V') heifit nullteilig, wenn gilt:
Vx e Rq(V): fqlx,x)=0 = x=0

1.5 Algebraische Darstellung desarguesscher fastaffiner
Raume

Definition 1.5.1
a) Essei (V,+, F') ein Fastvektorraum und

@
Dp :={Fx|xeV"}, O+ : { (x‘,/y) — 113((;/)— X)

Dann heifit (V, Dp, ()+ ) die Koordinatengeometrie tiber (V. +. F).
b) Essei (X, D,()) ein desarguesscher fastaffiner Raum, 0 € X und

o;{X - X +0-{XXX — X R = Dily(X)U {0}

z = 0 (z.y) — T0x(y)
Dann heifit (X, +, Fo) der 0-Koordinatenraum tiber (X, D, ()).

Satz 1.5.2
Essei (V, 4+, F') ein Fastvektorraum. Dann ist (V, Dp, ()4 r) ein desarguesscher fastaffiner Raum
gleicher Dimension, und es gilt:

a) V(x,y) e V@ xuy=x+F(y —x)
b) £={x+Fz|xeV, zecV*}
&={x+FqlxeV,qeQ(V)}

)

)

d) VxeV: 1x= (2~ x+12)
)

e) TV)={x+U|xeV,UecV)}
Beweis: [2] II.
a)-d) [2] II.

e) ,D“ EsseilU € h(V), x €V und u,u’ € U. Dann gilt mit b):
(x+uwux+u)=x+u+Fu —u)Ccx+U

woraus mit Satz 1.3.12 x + U € T(V) folgt.
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LC Essel T € T(V)und x € T. Mit U := 7x(T) € T gilt T = 190x(U) = x+ U. Fiir
y,z € U und a € F gilt nach e¢) y + 2z = 79(z) € U und nach b) ay € Ouy C U, so da8
U € (V) folgt.

O

Satz 1.5.3
Es sei (X, D,()) ein desarguesscher fastaffiner Raum mit 0 € X. Dann ist (X, +q, Fy) ein
Fastvektorraum gleicher Dimension, und es gilt:

a) Q(X)={zre X |0uxec&}Uu{0}

b) Fiir ¢ € Q(X)* gilt:
R,(X) = {a:e Q(X)\Ougq | TuqE 65} U {:BGqu | Jy e Q(X)\Oug: quy, yux € 05}

o) UX)={T e%(X)|0eT}

Beweis: [15].
a) [15].
b) Dies folgt direkt aus b) und Lemma 1.4.9.

¢) Essei U € U(X). Dann gilt 0 € U. Fiir z,y € U ist zuy = 2 +¢ (DilyU{0})(y —o z) € U,
also folgt mit Satz 1.3.12 U € T(X).

Es sei T € T(X) mit 0 € T. Dann gilt fur x,y € Tund 0 € Fyp: v +y = 79.(y) € T und
d(z) € Oux C T. Damit folgt T € U(X).

|

Satz 1.5.4

a) Ein desarguesscher fastaffiner Raum (X, D, ()) ist isomorph zu der Koordinatengeometrie
jedes seiner Koordinatenrdume (X, +, £p) fiir 0 € X. (idx ist z.B. ein Isomorphismus.)

b) Ein Fastvektorraum (V, +, F') ist identisch mit dem 0-Koordinatenraum iiber seiner Koor-
dinatengeometrie (V, Dg, ()4 r).

Beweis:

a) Esseien x,y,u,v € X. Mit Satz 1.5.2 a) folgt:

(x,y) = (u,v) < <0,7’x70(y)> = <0,7’u70(v)> < {0,y —ox) =(0,v—qu)
& Ou(y—ox)=0u(v—u) < Fy(y—oz)=Fo(v—ou)
And <9§, y>+0,Fo = <u> U>+0,F0

b) Dilg = F™*:
, D% Essei a € F*. Dann gilt fiir x,y € V:

(ax, ay)s.r = Flay — ax) = Fa(y —x) = F(y —x) = (X, ¥)4.r
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a ist also eine Dilatation.

,C“ Essei § € Dilg und x € V*. Dann gilt 6(x) € 0ux\{0} = F*x, so da} ein Element
a € F* mit 6(x) = ax existiert. Da die Abbildung z — az, z € V trivialerweise eine
Dilatation ist, folgt mit Satz 1.1.8.b) 6 = a.

+ = +o:
Es seien a,b € V. Die Abbildung x — a + x ist trivialerweise eine Translation, die 0 auf a
abbildet. Nach Satz 1.2.2.b) ist sie identisch mit 79 5. Es gilt: a+9b = 19a(b) =a+b.

|

Satz 1.5.5 ([14] IV.§10)
Ein desarguesscher fastaffiner Raum (X, D, ()) erfiillt die Diagonalenbedingung:

(Di) Fiir fiinf paarweise verschiedene Geraden zuy, ruz, zuw, yuz, yuw € & mit
x,y,z,w e X gilt: zuw € G.

(In [14] wird (Di) schwécher formuliert.)

Beweis: Es sei 0 € X. Dann ist (X, D, ()) nach Satz 1.5.4.a) isomorph zur Koordinatengeometrie
iber (X, 4+, Fp). Mit den Sdtzen 1.4.7.a), 1.5.2, 1.5.3 und Lemma 1.4.9 folgt:

Tuy, Tuz, Tuw, Yyuz, yuw €S = y—z, z—x,w—2, 22—y, w—y € Q(X)

(z-2)-(y-—2)=2-yeQX), (w-2)-(y—2)=w-yecQX)
= z—r,w—z€eR, (X)) = (w—z)—(2—2)=w-—2€R, ,(X)CQX)

Also gilt zuw € &. ]
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Kapitel 2

Kongruenz

2.1 Fasteuklidische Riume

Definition 2.1.1
Es sei X eine nicht-leere Menge. Eine Aquivalenzrelation = C (X?)? heilt Kongruenzrela-
tion auf X, wenn gilt:

(K1) Va,be X: (a,a)=(bb)
(K2) Va,be X: (a,b)=(b,a)
(K3) Va,b,ce X: (a,b)=(c,c) = a=0b

Definition 2.1.2
Es sei (E,D,()) eine fastaffine Ebene und = eine Kongruenzrelation auf E. Das Quadrupel
(E, D, (),=) heiit fasteuklidische Ebene, wenn die folgenden Axiome gelten:
(KP) Va,byec,de Emitc¢ aube &:
(a,b) = (¢,d) und (a,b) = (¢,d) < d=Pgm(a,b,c)oder d=Pgm(b,a,c)
(KL) Va,byec,de Emitc¢ aube &:
d =Pgm(a,b,c) = (a,c)=(b,d)
(KG) Va,b,e,d;d € Emitc€aube Bundd ¢ aub:
(a,d) = (a,d’) und (b,d) = (b,d') = (c,d)=(c,d)
(KZ) VzabeEmitz¢aube® Vee zua Vde zub:
(5,0) = (5,0) und {a,b) = (e;d) = (5,¢) = (2,0)
(KV) Vz,a,b,c,d € Emit aub, buc, cud, dua € & und ¢ € zua :
(z,a) = (2,b) = (z,¢) = (2,d) = (auce® & bude )
(KT) Vz,a,b€ Emitaz#bund (z,a) =(z,0) 3n €N Jcy,...,c, € Emit a =cy,c, =b
Vie{l,...,n}: c¢_jug € BGund (2,¢-1) = (2,¢)

(KR) 3Fz,a,b,m,m’ a’ € E paarweise verschiedenmit zua, zum, aub, mum’ € & und
z ¢ aub,meaub, d € zua N mum :
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(z,a) = (2,0), (z,m) = (2,m'), (a,m) = (m,b), (m,ad") = (a’,m’)

Spéter wird gezeigt, dafl in einer fasteuklidischen Ebene Axiom (KT) mit n = 2 gilt.

a d d i : h 1 a
a b o
g z
h
i '3 a Z
(KG) (KZ) (KV) (KR)

Abbildung 1

Definition 2.1.3
Es sei (X, D, ()) ein fastaffiner Raum und = eine Kongruenzrelation auf X. Das Quadrupel
(X, D, (),=) heifit fasteuklidischer Raum, wenn gilt:

(KER) VE € %(X): (E,D(E), ()| 0= N(E*)?) ist eine fasteuklidische Ebene
(KLR) Va,b,c,de X mitc¢ avbe ®:

d =Pgm(a,b,c) = (a,c)=(b,d)
(KGR) Va,b,c,d,d € X mit c€ aube &,d ¢ aubund dud € & :

(a,d) = (a,d") und (b,d) = (b,d') = (¢, d) = (c,d)

Bemerkung 2.1.4
a) Eine fasteuklidische Ebene ist ein fasteuklidischer Raum.

b) In einer desarguesschen fasteuklidischen Ebene ist das Axiom (KV) beweisbar, da es ein
Spezialfall der Diagonalenbedingung ist.

¢) Das Axiom (KLR) folgt nicht aus Axiom (KL) fiir fasteuklidische Ebenen, da fiir Punkte
a,b,c,d € X mit aub € & und d = Pgm(a, b, ¢) der Fall dim (auc) > 3 eintreten kann. Es
gabe dann keine Ebene E € Ty(X) mit auc C E.

d) Das Axiom (KGR) folgt bereits im kommutativen Fall (Alle Linien sind Geraden.) nicht
aus dem Axiom (KG) fiir fasteuklidische Ebenen.

Im folgenden sei (X, D, (), =) ein fasteuklidischer Raum.

Lemma 2.1.5
In einem fasteuklidischen Raum (X, D, ()) existieren in jeder Ebene E € T5(X) zu jedem Punkt
x € F mindestens vier Geraden in &,(F).

Insbesondere ist jeder fasteuklidische Raum regulér.
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Beweis: Es sel z € X und F € T5(X) mit x € E. Nach (KR) existieren sechs verschiedene
Punkte z,a,d’,b,m,m' € E, so daB gilt:
zua, zum, aub, mum’ € &, z ¢ aub, meaub, da €zuanN mum
(z,a) = (2,b), (2,m)=(z,m'), (a,m)=(m,b), (m,d)=(d,m).

Die vier Geraden zua, zum, aum, a’ um sind paarweise verschieden und je zwei besitzen einen
Schnittpunkt.

Die Geraden {z || zua}, {z || zum}, {z || mua}, {z || mud'} sind damit paarweise nicht-par-
allel.

Der Raum ist regulér, da zu x € X und G, H € &, mit G # H eine Gerade [ € & existiert
mit [ f G, H. Essei g€ G\{z} und h:=HN{g | I}. Wegen H } I gilt h # z. O

Bemerkung 2.1.6
Ein fasteuklidischer Raum, in dem jede Linie eine Gerade ist, ist ein euklidischer Raum im Sinne
von [7]. Die Bedingung, daf jede Gerade mindestens vier Punkte enthilt, folgt aus Lemma 2.1.5.

Da in einem fasteuklidischen Raum das Axiom (KR) gilt, sind euklidische Rédume, die einen
Koordinatenkorper der Charakteristik 2 besitzen, keine fasteuklidischen Raume.

Satz 2.1.7
In einem fasteuklidischen Raum (X, D, ()) gilt

(KPR) Va,b,c,d € X mit aube & und ¢ ¢ aub:
(a,b) = (¢,d) und (a,b) = (¢,d) < d=Pgm(a,b,c)oder d=Pgm(b,a,c)

Beweis: Es sei dim(X) > 3 (Sonst folgt die Behauptung aus (KP).) und a,b,¢,d € X mit

- C d
LT
X 2
L sl
¥z
.0}
X
hi
b

Abbildung 2: n =4

aube B und ¢ ¢ aub. Es sei B C B, eine Basis von X mit aub € B (Deren Existenz sichert
Satz 1.3.4.). Aufgrund von Lemma 1.3.10 ist e := {c || aub} N B\{aub} wohldefiniert.
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Nach (Z) existieren Punkte zy,...,z, € X mit a = x¢,z, = e und z;_;uz; € & fiir
ie{l,...,n}. Wegen aub ¢ B\{aub} gilt z;_y Lz faubfirie{l,... n}.
Gilt e = ¢ so wihle einen Punkt 2/, € x, vz, \{z,_1,2,}. Gilt e # ¢, so existiert in der Ebene

{evz,_1,euc} nach Lemma 2.1.5 eine Gerade G mit G }f euc, eux, 1, cuz,_1, und es sei
/.
z =eux,—1 N {c| G}.

Damit gilt fiir die Punkte zf, := xo,...,2},_; = xp_1, 2,2}, := cdie Aussage aub ff ] vz, €
& firie{l,...,n+1}.

Yo :=0b, y;:=Pgm(x ,y;_1,2}) firie{l,...,n+1}
Mit dem kleinen Axiom von Desargues folgt:

d(x/baaxé;ylvba y2) = <CL, ZL’/2> - <b7 y2>

d(l‘/n, a, x;H-l; Yns b, yn+1) = <CL, I';H_1> = <b, yn+1>.

Also ist Y41 = Pgm(a, b, 2}, ;).
,<=“ Es gelte O.B.d.A. d = Pgm(a, b, ¢) = y,41. Dann folgt mit (KP):

(a’b) = (xlhyl) == ('T;wyn) = (Ca d)
»=" Es gelte (a,b) = (¢,d), (a,b) = (¢,d) und d # Pgm(b, a,c). Aus
(a’v b) = (xllayl) == (I;wyn)

folgt mit (KP): d = Pgm(z!, yn, ¢) oder d = Pgm(y,, !, c).

Wire d = Pgm(y,, 2, ¢), so folgte:
d(yn,c,b;2),,dya) = (e, b) = (d,a).

Dies widerspriche aber d # Pgm(b, a, ¢). Folglich gilt d = Pgm(«!,, y,, ¢) und
d(yn,d,b; 2, c,a) = (d,b) = (c,a).

) n’

Also ist d = Pgm(a, b, ). O

Lemma 2.1.8
In einem Parallelogramm sind gegeniiberliegende Seiten kongruent:
Va,b,c,d € X mit ¢ ¢ aub € & und (a,b) = (c,d), (a,c) = (b,d) :
(a,b) = (¢,d) und (a,c) = (b, d).

Beweis: (a,b) = (¢, d) folgt aus (KPR) und (a,c) = (b,d) aus (KLR). O
Lemma 2.1.9

Zu drei Punkten a,b,c € X mit aub € & existieren hochstens zwei Punkte d,d’ € {c || aub},
so dafl (a,b) = (¢,d) = (¢, d') gilt.
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Beweis: Es sei ¢ ¢ aub. Fir d € {c| aub} mit (a,b) = (¢, d) gilt nach (KPR):
d = Pgm(a, b, c) oder d = Pgm(b, a, c).

Es sei nun ¢ € aub. Zu ¢ € X \auvb existiert nach (KPR) ein Punkt d’ € {¢' || aub} mit
(a,b) = (¢, d"). Mit Hilfe des bereits Bewiesenen folgt fiir d € aub mit (a,b) = (¢, d):

d =Pgm(d,d, c) oder d = Pgm(d',c, c).

Satz 2.1.10
Fiir drei Punkte a,b,c € X mit ¢ ¢ aub € & gilt:

Pgm(a, b, c) # Pgm(b, a, c).

Beweis: Zuerst wird folgende Aussage bewiesen:
Fiir p,q,r € X mit r ¢ puq € & gilt:

(1) Pgm(p,q,r) = Pgm(q,p,7) = Ve X\pug: Pgm(p,q,z) = Pgm(q,p,x)

Es gelte Pgm(p, ¢, ) = Pgm(q, p,r), und es sei x € X \pugq.

Abbildung 3

T/ = Pgm(p7q7r)’ x/ = Pgm(p7Q’x)7 q/ = Pgm(l’, 'T,7q)7 ‘/BN = Pgm(Qa q/’x/)

Aus Pgm(p, q,7) = Pgm(q, p,r) folgt (p,r) = (g,7") und (p,r") = (¢, 7). Ferner gilt mit (KPR):

(r,7") = (p,q) = (#,2") = (¢,¢).

Mit (KPR) angewandt auf die Punkte ¢, ¢, r,r’ folgt {q,r) = (¢’,7’) oder (q,7") = (¢’,r) und

somit

, 1.313 ,

(¢.r"y={(q¢,r)y= (") = (", ¢)="p = per'ud =" p=gq

oder

1.3.13
(¢ ,r)y={q,r"y=(p,r) = (r,d)=(rp) = perugd =" p=¢.
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Insgesamt folgt Pgm(p, ¢, z) = Pgm(q, ¢, z) = Pgm(q, p, ) und damit (1).
Annahme: Es existieren Punkte p, ¢, € X mit r ¢ puqg € &, so daB gilt:

Pgm(p, ¢,7) = Pgm(q,p,7)
Unter dieser Annahme gilt fiir je drei Punkte z,y,2 € X mit z ¢ zuy € &:

(2) Pgm(z,y, z) = Pgm(y, z, 2)
Der Beweis von (2) erfolgt in mehreren Schritten.

a) Ist (x,y) # (p,q) und = & pugq, so gilt nach (1):

Pegm(p,q,z) = Pgm(q,p,x) =2’ ¢ zuvy = Pgm(x,2’,p) =Pgm(z,z,p) =¢q
=  Pgm(z,2',y) =Pgm(z’,z,y) =y = Pgm(z,y,2’) =Pgm(y,z,2") =y

/

= Pgm(z,y,2) = Pgm(y, z, ).

b) Ist (z,y) # (p.q) und x € pug, sogilt mit s := Pgm(p, ¢, 7): Pgm(r, s,p) = Pgm(s,r,p) = ¢.
Der Beweis ist analog zu a), wobei r,s die Rollen von p,q iibernehmen.

c) Ist (z,y) = (p,q), so gilt mit s := Pgm(p, q,r): Pegm(p,r,q) = Pgm(r, p,q) = s. Der Beweis
ist analog zu a) bzw. b), wobei  und ¢ die Rollen tauschen.

Damit ist die Aussage (2) gewiesen.

Axiom (KR) liefert die Existenz dreier verschiedener Punkte a,m,b € X, soda m € aub e &
und (a,m) = (m,b) gilt. Es sei ¢ € X \aub. Dann gilt fiir m’ := Pgm(a, m, ¢) nach Axiom
(KPR) und (2):

m' = Pgm(m, b, c) = Pgm(b, m, ¢).

Damit folgt (a,c) = (m,m') = (b, c). Mit (F1) erhélt man a = b im Widerspruch zu (KR). Die
obige Annahme ist also falsch, womit der Satz bewiesen ist. O

Lemma 2.1.11
Zu drei Punkten a,b,c € X mit aub € & existieren genau zwei Punkte d,d’ € {c || aub}, so
daB (a,b) = (¢,d) = (¢, d') gilt.

Beweis: Nach Lemma 2.1.9 existieren hochstens zwei Punkte mit der geforderten Eigenschaft.

Es sei ¢ ¢ aub. Fir d := Pgm(a,b,c) und d' := Pgm(b,a,c) gilt d # d’ wegen 2.1.10. Mit
(KPR) folgt die Kongruenz (c,d) = (¢,d’) = (a,b).
Es sei nun ¢ € aub. Mit Hilfe des bereits Bewiesenen existiert zu p € X \aub ein Punkt

q € {p || aub} mit (a,b) = (p, q). Analog zum vorigen Beweisschritt folgen fiir d := Pgm(p, q, ¢)
und d’' := Pgm(q, p, ¢) die Aussagen d # d’ und (¢,d) = (¢,d") = (p,q) = (a,b). O

Definition 2.1.12
Ein Punkt m € X heifit Mittelpunkt von (a,b) € X, wenn (a,m) = (m,b) und (a,m) = (m, b)
gilt.
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Satz 2.1.13

In einem fasteuklidischen Raum besitzen alle Paare (a,b) € X® mit aub € & hochstens
einen Mittelpunkt. Existiert dieser, so wird er mit Mp(a,b) bezeichnet. Offensichtlich gilt:
Mp(a,b) = Mp(b, a).

In Abschnitt 2.6 wird die Existenz des Mittelpunktes bewiesen.

Beweis: Es seien m, m’ € aub Mittelpunkte von (a,b) € X?. Da der Raum regulir ist, existiert
ein Punkt ¢ € X \aub mit auc, cum € .

Abbildung 4
d:=Pgm(a,b,c), e:=Pgm(a,c,m), € :=Pgm(a,c,m)
g :=Pgm(e,m,b), ¢ :=Pgm(e,m' b)
Es gilt b # e,d, ¢, g, und mit (KPR) folgt:
(d,b) = (e,;m) = (¢/,m) = (g,b) = (¢, 0).
Nach Satz 2.1.10 gilt d # g und d # ¢’, woraus mit Lemma 2.1.9 g = ¢’ folgt. (KPR) liefert:

(m,b) = (a,m) = (c,e) = (¢,m) = (e,b) = (m,g)
(m',b) = (a,m) = (¢,¢/) = (c,m) = (,b) = (m/,g).

~—
~—

—~

Mit Satz 2.1.10 erhilt man: ¢ = Pgm(b, e, m) # Pgm(e,b,m) = g. Aus ¢,g € m' ue, muc folgt
mit mum’ € & und (F2) die Aussage m’ = m. O
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2.2 Fasteuklidische Koordinatenraume

Lemma 2.2.1
In einem reguldren Fastvektorraum (V,+, F') gilt:

JaeQ(V) : Ky(F)=Z(F) = VYreQ(V) : K.F)=Z(F).

Beweis: Es sei A € F* und a,b € F', und es gelte K4(F) = Z(F) fiir ein Element q € Q(V)*.
Fir k € Kyg(F) gilt mit Satz 1.4.5.d):

(a @qD)ATEA = (aXNTTA Dg BATIA)A RN = (aX ! @pg DATHAN RN
= (e Drg AR = (AN Tk Bpg DATTR)A
=a\ "'k ®q DAL RN.

Damit folgt A" 'K q(F) A C Kq(F) = Z(F) und Kyo(F) C Z(F). Die andere Inklusion gilt in
jedem Fastkorper.

Da nach Lemma 1.4.9 zu r ein Element A € F* mit @, = @4 existiert, folgt K,(F) = Kq(F) =
Z(F). O

Bis zum Ende dieses Abschnitts sei (F,+,-) ein Fastkorper mit einer Charakteristik # 2 und
(V,+, F') ein regulirer Fastvektorraum mit q € Q(V)*. Mit Uy (V') wird die Menge seiner zwei-
dimensionalen Unterrdume bezeichnet.

AuBlerdem wird vorausgesetzt, dafl eine nullteilige symmetrische g-Bilinearform auf V' existiert,
die im folgenden mit fq bezeichnet wird, und daf Kq(F) = Z(F') gilt.

Definition und Satz 2.2.2
Fiir z € Q(V) sei z™fa := y*/a, wobei y € Rq(V) mit Fz = Fy gilt.

z/a ist wohldefiniert:
Nach Lemma 1.4.9 existiert zu q und z ein Element A\ € F* mity = Az € Ry(V). Es sei p € F*

ein weiteres Element mit der Eigenschaft y' := uz € Rq(V). Dann gilt y’ = uA™'y, woraus mit
Satz 1.4.7.¢) pA~! € K4(F) folgt.

faxyY)=0 & [fqxpAy) = foxyud ) = foxy)pAd T =0 & fe(x,y) =0

Definition und Satz 2.2.3
Fir g € Rq(V)*, G:= Fgund x € V sel xg := fq(g,8) ' fq(x,8) 8.

Xq ist wohldefiniert:
Da fq nullteilig ist, gilt f4(g,8) # 0. Zu g’ € Rq(V)* mit F'g’ = Fg existiert ein Element
k € F* mit g’ = kg, welches nach Satz 1.4.7.e) in Kq(F)* liegt.
xa = fo(g, &) fa(x,8) & = fa(rg, rg) ™ fa(x, k) Kg
-1 _
= (hfa(g.8)r)  falx.8) w8 = falg.8) " fa(x.8) 8
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Lemma 2.2.4

Es sei g € Rq(V)* und G := Fg.

a) VxeV: xlpg & x¢=0
b)

c) Vx,yeV VApueF: (Ax+4+puy)g= ¢+ 1yc
d) VEeU(V)mitge E VxeE: x—xc€Q(V)

VxeV: x—xglypg

Beweis: Aus Lemma 1.4.21 folgt f4(g,8) € Kq(F).

a) g =0=fq(g.8) ' fa(x,8)g & [fqx,8)=0
)

b) fq(X_XG7 ) = fq(x_ fq(g g _1fq(x g)g g)
= fa(x,8 @qfq(fq g.2) 'fax.2)g, g)

= fa(X,8) ©q fo(8,8)" fq(X g) fa(g,8)
=0

) (x4 py)e = fq(g.8)  faOhx + uy,8) g = fq(8.8) (M fa(x,8) B p fq(y.8)) 8
= fa(8,8) A fa(x.8) g + fq(8,8) ' fa(y.8) & = Mx¢ + nyc

d) Nach b) gilt x — x¢ Ly, g Satz 1.4.24 liefert g'/a € $(V). Da fq nullteilig ist, gilt g £, &
und damit gt/ ¢ L. Es folgt dim(g*fa) = 1 und x — x¢ € Q(V).

Definition 2.2.5
In der Koordinatengeometrie (V, Dp, ()+ r) werden die folgenden Relationen eingefiihrt:

= {(xy)@v) € (V) | (y=x) = (v—u) € Q(V)" und fyly — x.8).
falv = u,g) # 0 und foly = %,8) fav — u,8) " = fo(v —w,8) faly — x,8) "'}

U{(y). (v) € (V) | (y = %) = (v —u) = 0},
wobei g € Rq(V)* mit Fg = F((y —x) — (v —u)) gilt.

_Jfa
=Q

=fa .— {((x,y),(u,v)) c(VH? 1 3IneN Ix,y1,..., X0, yn €V :

(6 y) =5 (xy) =5 =5 ya) =5 (uv)]

Die Relation =/a ist die transitive Hiille von Eg‘. Die Relation Eg‘ ist wohldefiniert, da zu
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g,8 € Ry(V)* mit F'g = F'g’ ein Element k € Ky(F)* mit g’ = kg existiert, so daf gilt:

fq( >g)fq( ,g') ! :fq(v—u,g') fq(y—x,g')_l
& foly —x,k8) fq(v —u kg) " = fq(v —u,kg) fqly —x,kg) "
& foy =%, 8)k (fa(v —w.g)r) " = fo(v—u,g)k (foly —x,8)K)
<~ fq( —X g) fq( ,g) P = fq(v_u g) fq( —X g) g

Offensichtlich gilt fiir x,y,a € V die Kongruenz (x,y) = fq (x+a,y +a).

Im folgenden werden meist die Schreibweisen =g und = statt qu und =/4 verwendet, wenn q
und fq fest vorgegeben sind.

Satz 2.2.6
Ist V' ein Vektorraum, so gilt fiir x,y € V* mit x # y:

(0,x)=(0,y) < falx,x) = fo(y,y)-

Die Definition der Relation = féllt also mit der aus der euklidischen Geometrie bekannten ([7])
zusammen.

Beweis: Es sei q € V*. Dann gilt Rq(V) = Q(V) = V. Folglich ist (F, @, -) ein Schiefkérper.
Aus F = K((F) = Z(F) folgt, daf (F, ®q, -) sogar ein Korper ist. Wegen Q(V) = V' stimmen
= und = iiberein.

Unter der Bedingung fq(x,y — %), fq(y,y — x) # 0 gilt:

faxy = %) foly,y —=x) 7' = fo(y, ¥y — %) fo(x,y —x) 7"

& foxy —x) fox,y —x) = fo(y, ¥y — %) fo(y, ¥y — %)
& fo(x fo(xy = %) (y = %)) = foly, foly, ¥y —%) (y — %))
< fq(X> faly —x,y — X)_lfq(x,y —Xx)(y — X)) =
fa(y, fa(y =%,y = %) oy, y — %) (y — %))
& faXXpy—x) = fa(¥, YPy—x)
& fq(X XF(y—x) — YF(y—x) T YFy-x) = [a(¥: YFy—x) = XFr(y—x) T XP(y—x))
& falx( Fly—x) + Yre-x) = fa(y, (¥ = X)ry—x) + Xry—x)
& fq(xv X—y + Yry—x) = fa(¥, ¥ — X+ Xpy-x)
& fo(X,%) Sq [o(X,Y — YFy—x) = [a(¥,Y) Oq fa(¥, X — XF(y—x)
& fa(x,%) Oq fa(X = XFy—x), Y = YF(y-—x) Oa fa(Xr(y—x): Y — YF(y—x) =
fa(y,y) ©4q faly — YF(y—x); X — XF(y—x) ) Oq fq(YF(y x), X — XF(y— X))
& fo(x,X) Oq fo(X — XFy-—x), Y — YFy-x) @qo =
fa(y:¥) Sq fa(X = Xp(y—x): Y — YF(y—x) ©

= fq(xa X) = fq(Yay>
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Aus fq(x,x) = fo(y,y) folgt:
fa(%,X) ©q fo(x,¥) = fo(¥,¥) Oq fa(y;X)
= fq(_x7y_x):fq(y7y_x)
_ My =% = 5(falysy = %) S falxy = %)) = 3 faly =%y =x) #0
fq(xay —X) = _fq(}’>y -x)#0
O

Satz 2.2.7
Die Relation = ist eine Kongruenzrelation.

Beweis: Nach Definition ist = reflexiv, symmetrisch und transitiv. Fiir x,y,z € V gilt:

K1) x-x)-(-y)=0 = (xx)=q¢(y.y)

(K2)  Fiir x =y folgt die Behauptung aus (K1). Firy —x € Q(V)* gilt:
(y—x)—(x—y)=2(y —x) € Q(V)".

Es existiert ein Element A € F*, so daBl A\(y — x) € Rq(V) gilt.

)
fay = x Ay —x)) = A fq(AMy —x), My —x)) #0
fq(X_Ya)‘(y_X)) = _)‘_1fq<)‘(y )7)‘( )) 7&0

fay =My = %)) fa(x — ¥, Ay — %))
= fa((x = ¥) Ay = %)) fa(~(y = %), Ay —x))
= fa(x =¥ Ay = %) fo(y —x Ay — %))
Damit folgt (x,y) =¢ (v,x).

Ist y—x ¢ Q(V), so gilt mit Axiom (Z): n := dim({y — x}) € N. Es sei (b;); € Rq(V)"

eine Basis von {y — x}.
i—1

c;i=b; =Y (bi)pe, firie{l,...,n}

Jj=1

Fir: e {1,...,n} gilt ¢; # 0, da (b;); eine Basis ist, und ¢; € Rq(V), da (b;); € Rq(V)"

ist.

Es gilt fur k,l € Nmit n > k > I: fq(cg, ¢1) = fq(ci,cx) = 0, was durch Induktion

iiber k gezeigt wird:

fa(ca,c1) = fq(bs — (b2)Fc1>C1) =0
k-1
falew, 1) = ( Z (b) ch,Cl> fa(br; c1) ©q Zq Ja((br) e, 1)
= fQ(bk7 Cl) Oq fQ((bk)Fc“ Cl) = fq( (bk)Fc“ Cl) =
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Abbildung 5: n =3

Es existieren Elemente A1, ..., A, € F' mit 2(y —x) = >_\; ¢;. Wegen dim({y — x}) =
ngilt \; 0 firi € {1,...,n}. =1

X; ::y—x—z/\jcj furi € {0,...,n}
j=1
Damit gilt fiir i € {1,...,n}:

X; — X1 = _)\z C; € Q(V>*
i1
(Xi1)re; = falCi,ei) ™' fq (y —X— Z AjCjs Ci) Ci
j=1

i—1
= falcie)™! <fq(y —X,¢;) Oq Zq Aj fa(cj, Cz’)) Ci
j=1

= fa(ci i) faly —x,¢:) ¢ = (y — X) o,

(Xi)re, = fq(ci,ci) ™ fq (y - X— Z Aj €y, Ci) Ci
j=1

fa(xi,¢i) i = fqlci, €i)(Xi)re; = —fq(ci, €i)(Xim1) pe, = — fq(Xi1, i) ¢
= fq(xi,¢) = —fq(xiz1,¢)
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Es gilt fq(x;,¢;) # 0, da ansonsten dim(y — x) < n wére.
fa(Xi,€i) fq(Xio1, €)™ = = fq(xi, €0) fq(xi, €)™ = fq(Xi1,€5) fq(xi, )7
Insgesamt ergibt sich:
(0,%0) =q (0,x1) =¢ -+ =¢ (0,%y)
= (xy) = (XX +x) = (X,x1 +X) =q -
=0 (X%, +X) = (X, x -y +X) = (y,%).

(K3)  Es gelte (x,y) =¢ (z,2). Da fiir g € Ry(V)* stets fq(z —z,g) = 0 ist, folgt aus der
Definition von =¢: (y —x) — (z —2) = 0. Also gilt x =y.

Es gelte nun (x,y) = (z,z). Dann existieren Elemente x1,y1,...,X,, ¥, € V mit
(x,¥) =0 (x1,¥1) =¢ - - =¢ (Xn,¥n) =¢ (2,2). Aus dem vorigen Beweisschritt folgt:
Xn=¥n = Xp-1=Y¥Yp-1 = ++ = X1=YyY1 = X=Y
O
Lemma 2.2.8

Fir x,y € V mit (0,x) =¢ (0,y) gilt:

a) YAe F: (0,\x) =¢ (0,\y)

yeFx\{x} = y=-—=xeQ()

XEY = Xpy-x) = “YF(y-x)

5(X+Y) =X —Xpy—x) =Y — Yry-x)
VipeF: (0, x—ux) =g (0, \y — uy)

o

C

oL

)
)
)
)

Beweis: Da fiir x = 0 alle Aussagen trivial sind, sei im folgenden x # 0.

a) Essel g € Ry(V)* mit Fig = F(y — x), und es gelte A # 0, x # y (Sonst ist nichts zu
zeigen. ).

fQ(X7 g)v fQ<Y7g) 7é 0 = fq(/\x7 g)v fQ(Ay>g) 7é 0

fa(Xx, 8) fq(Ay, g)_l = A fq(x,8) fo(y, g)_l)‘_l
= A fqly, g) fq(X7 g)_l)‘_l = fa(Ay, g) fq()‘xa g)_l

b) Essei A € F* mit y = Ax. Aus 0,x — Ax € x + Fx und x — Ax € Q(V)* folgt mit Satz
1.3.13 x € F(x— A\x), so daB x € Q(V) gilt. Fiir g € Rq(V)* und p € F* mit x = pg gilt:

fq(Xa g) fq(AX, g)_l = fq(/\X7 g) fq(X7 g)_l

fq(Xa g) fq(Xa g)_l)‘_l =\ fq(Xa g) fq(Xa g)_l

Salpp ™%, 8) fqlppn™'x,8) A = A fq(pp™'x,8) fo(ppn'x,8)”
1fq(8,8) fo(g,8) ' AT = M fo(g,8) fo(g.g) n!

pp AN =t = At =0 = 1=22 = A=-1L

1

S
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c) Esselge Ry(V)* mit G:= Fg = F(y —x). Dann gilt:

fq(XGag) = fq(x7 g) ©q fq(X —X@,8) = fq(X, g)#0
fq(YGag) = fq(Yag) @q fq(y - yGag) = fq(y7g) 7£ 0

fCI(XG7 g) fq(yGa g)_l = fq<X7 g) fq<y’ g)_
fa(y.8) fa(x.8) 7" = folye, 8) fa(xa. 8) 7"

1

Damit ist (0,x¢) =¢ (0,y¢), so dal mit b) die Behauptung folgt.
d) Esseige Ry(V)" mit G := Fg = F(y —x). Mit c) folgt:
X—y=(X-Yy)c=X¢—Y¢ = X—Xg=Y-—Y¢
5(x+y)=35(x—%X¢+y—yo) =x—Xg.
e) Essel g € Ry(V)* mit G := Fg = F(y — x), und es gelte A # p (Sonst ist nichts zu
zeigen.). Aus fq(x,8), fq(y,8) # 0 folgt:
X = i) + (% — pix) — (Ax = pix)a, )
Ax — ix)c ; 8) By fa((Ax — px) — (Ax — ix)c, 8)
AX — MX)G ) g) = fq(AXG — HUXG, g)

Analog erhilt man fq(\y — 1y, ) = (A Syq 1) fa(yer g) £ 0.
Nach c) gilt xg = —y¢g, woraus Gy, = By, folgt.

faOx — 1x, 8) fa(Ay — 1y, 8) ™ = (A Oxg 1) fa(*%6,8) fa(—%a,8) 7 (A Sy 1)

= ()‘ Oye ,u) fq(_XG7 g) fq(XGa g)il (>‘ Oxq /ﬁ>71
= fa(Ay — 1y, 8) fo(Ax — px,g) ™!

Lemma 2.2.9
Firx e V,y € Rq(V) und A\, p € F* gilt:

xlry © (0, Ax+py)=q (0, \x — puy).
Beweis: Es gelte x,y # 0, da ansonsten nichts zu zeigen wire.

Es gilt: (A\x + py) — (Ax — py) = 2uy € Q(V)*.
77$“:

faOx 4 py,y) = fq(AX,y) ©q fa(1y,y) = fa(py,y) = 1fq(y,y) # 0
faOx =y, y) = fqOOx,y) @q fo(—1y,y) = fo(—1y,y) = —ufq(y,y) #0
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faOx+ py,y) faOx — py,y) ™ = fa(uy. y) fo(—py.y) ™
= fo(—1y,y) fo(uy.y)™"

= faOx — py,y) fa(Ox + py,y) ™

»<=“ Mit Lemma 2.2.8.c) folgt:

()‘X + /Ily)Fy = _<)\X - IUY)Fy = >\XFy + Uyry = _)\XFy + UYFy
= /\XFy = _)\XFy = >\XFy =0
= Xpy = 0 = X_qu y.

Lemma 2.2.10
In einer Ebene E € Us(V) gilt fiir x,y € F mit x # y:

(O’X) =Q <OvY) = (va) =Q (07 _Y)'

Beweis: Es sei y ¢ F'x (Sonst folgt die Behauptung aus Lemma 2.2.8.b).).
Aus (0,x) =¢ (0,y) folgt mit Lemma 2.2.4.b) und d) 1(x+y) € Q(V) und i (x+y) € (x—y)*/a.
Damit gilt nach Lemma 2.2.9:

(0, 5(x—y)—5(—x-y)) = (0, 5(x—y) +3(-x—¥)) = (0,x)=q (0,~y).

Lemma 2.2.11
Fir x,y € V gilt:

(0,x) =0 (0,y) und x€ Q(V) = yeQ(V).

Beweis: Es gelte y ¢ F'x, da sonst die Behauptung mit Lemma 2.2.8.b) folgt. Es sei g € Rq(V)*
mit G := Fg = F(y —x). Nach Lemma 2.2.8.c) und d) gilt:

x—sz%(x—Fy), Yzy—YGJFYG:%(XJFY)—XG-

Wegen 3 (x+y) € {0,x,x¢} € t(V) folgt mit Lemma 2.2.4.d): 3(x+y) € Q(V). Nach Lemma
1.4.9 gilt: 2(x +y),x,xg € Re(V). Mit Satz 1.4.7.a) folgt:

y=3(x+y)—x¢ € Re(V) CQ(V).

Satz 2.2.12
Die Relation = erfiillt die Axiome (KLR), (KPR) und damit in jeder Ebene E € T5(V) die
Axiome (KP), (KL).
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Beweis:
Esseien a,b,c,d € V mitb—a € Q(V)* und ¢ ¢ a+ F(b—a). Dann folgt mit Lemma 2.2.8.b)
und (K2):
d = Pgm(a,b,c) oder d = Pgm(b,a,c)
< b—-—a=d-c oder b-—a=—(d—c)
< d—-ceF(b—a) und (0,b—a)=p (0,d—c)
< d—ce F(b—a) und (a,b) =g (c,d)

d =Pgm(a,b,c) = c—a=d-b = (0,c—a)=;(0,d—Db)
= (a,c) =q (d,b)

Satz 2.2.13
Die Relation = erfiillt in jeder Ebene E € T5(V') das Axiom (KR).

Beweis: Nach Satz 1.5.2.e) existieren Elemente x € V und U € (V) mit £ = x+ U. Da V
reguldr ist, existiert ein Element u € Ry(V)* N U. Es sei v e Q(V)* N U mit v ¢ Fu. Dann
gilt nach Lemma 2.2.4.b): v — vp, Ly, u. Da U offensichtlich zweidimensional ist, folgt mit
Lemma 2.2.4.d): v — vp, € &. Aufgrund der Regularitét von V existiert ein Element A\ € F*
mit A(v — vpy) € Rq(V).
z: =X, a:=X+u+AV—Vpy), bi=x+u—ANV-—vpy)
m:=x+1u, a:=X+Upa,, M :=X+2Upa, —U
Es gilt nach Satz 1.4.7a) und Lemma 2.2.4.d):
a—z=u+AV—-—vp) €QV), m—z=uecQV
b—a=-2\v—-vp,) €QV), m —m=2upn,—u) cQV).
Mit Lemma 2.2.9 folgt:

/

(z,a) =g (z,b), (z,m)=¢ (z,m’'), (a,m)=¢g (m,b), (m,a’)=q (a’,m’).

Satz 2.2.14
Die Relation = erfiillt in jeder Ebene E € T5(V) folgende Bedingung:

Vz,a,b,c,cde Emitz¢ a+F(b—a)c®, c—zcFla—z),d—z€ F(b—2z):
(z,a) =@ (z,b)undd —ce F(b—a) = (z,c¢)=¢(z4d).
Beweis: Aus z ¢ a+ F(b—a) folgt b—2z, d—2z # 0 und F(b—a) # F(b — z). Es existiert ein
Element A € F* mit ¢ —z = A\(a — z). Es gilt:

—(c—z)+Ab—-2z)=XA-a+z+b—-2z)=Ab-—a)c F(b—a)
—(c—2z)+AXb—-2) € —(c—2z)+ F(b—2z).
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Aus den Vorraussetzungen folgt:

d-ze€eFb-2) = —(c—2z)+(d—-z)€ —(c—2z)+F(b—2z)
d-ceF(b—-a) = —(c—z)+(d—1z) € F(b—a).

Wegen |(—(c —z) + F(b—1z)) N F(b—a)| =1 gilt:

—(c—2z)+Ab—-2), —(c—2z)+(d—2z) € (—(c—2z)+F(b—2z)) N F(b—a)
= —(c—z)+Ab—-—2z)=—(c—2)+(d—2z).

Damit gilt A(b — z) = d — z. Mit Lemma 2.2.8.a) folgt (z,¢c) =¢ (z,d). O
Satz 2.2.15
Die Relation = erfiillt folgende Bedingung:
Va,b,c,d,d e Vmitcea+F(b—a)#{a},dé¢da+F(b—a),d—d eQ(V):
(a,d) =¢ (a,d’), (b,d) =g (b,d") = (c,d)=¢ (c,d).

Beweis: Es sei d # d’ (Sonst ist nichts zu zeigen.) und g € Rq(V)* mit G := Fg = F(d — d).
Aus (a,d) =¢ (a,d’) und (b,d) =¢ (b, d’) folgt mit Lemma 2.2.8.c):

(d — a)G = —(d, — a)G, (d — b)G = —(d, — b)G
Es sei e :=3(d +d’).

+3a-d), g)g
,g) g+ fa(z3(a—d), g)g

(fa(g,8) ' fala—d, &) g+ fo(g.8) ' fqla—d' g)g)
) ((a —d)g+ (a— d’)G)

fala—e,g)g = fq(
(

& fqla—eg) =

Analog erhélt man fq(b — e, g) = 0. Es existiert ein Element A € F' mit c =a+ A(b — a).

fale—e.g) = fq(a+ A(b—a) —e,g)
= fq(a —e,8) Bq f(l<)‘(b —e)—Aa-—e), g)
= fa(a—e,g8) Dg A fq(b—e,g8) Oq A fq(a—e,g) =0
Mit Lemma 2.2.9 folgt:

(0,(c—e)+(d—e))=¢ (0,(c—e)—(d—e)) < (0,c—d)=q(0,c—4d)
& (c,d) =g (c,d).
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Satz 2.2.16
In einer Ebene E € iUy (V) gilt:
Vx,y,z € E paarweise verschieden mit (0,x) =¢ (0,y), (0,y) =¢ (0, z)
x—zeQV) = xy,ze@QV) und (0,x) =g (0,2)

Beweis: Es gelte x = —y oder y = —z. O.B.d.A. wird nur der Fall x = —y betrachtet. Aus
Lemma 2.2.8.b) folgt x,y € Q(V) und aus Lemma 2.2.11 z € Q(V).

Aus (0,y) =¢ (0,2) folgt mit Lemma 2.2.8.d) und ¢): 2(y +2) =y — Yp—y) = Z — ZF(s—y)
und yp(z—y) = —Zr(z—y)-

X ==Y = —Yiey) * Yy — Y = 2Py — 3(¥ +2)
Z =25 y) + 2~ Zr(y) = ZE(ay) + 3(Y + 2)

Mit Lemma 2.2.4.b) und Lemma 2.2.9 folgt (0,x) =¢ (0, z).
Es gelte nun x # —y und y # —z. Die Punkte 0,y,y — Yr(y-x),¥Y — YF(z—y) Sind paarweise
verschieden, und es gilt: ypy—x), Yr@—y) € @(V). Mit Lemma 2.2.4.d) folgt: y — ypy—x),y —
YF(z—y) S Q(V>

(¥ = ¥Py—x) = (¥ = YF@-y) = 5(x+¥) — 5(y +2) = 5(x —2) € Q(V)

Mit (Di) angewandt auf die Punkte y — ypy—x), ¥ — Yr@-y), 0,y folgt y € Q(V'), woraus mit
Lemma 2.2.11 x,z € Q(V) folgt.

Nach Lemma 1.4.9 existiert ein Element A € F* mit Ax, \y, Az € Rq(V'). Mit Lemma 1.4.21
folgt: fq(Ax, A(y — %)), fa(Ay, My — x)) € Kq(F).

(0,x) = (0,y)
& fax Ay = %) fay Ay = %) = fa(7, Ay — X)) fa(x Ay —x))

& )Flfq()\x, My — X)) fq(Ay, My — x))_ A=
A (A, Ay = X)) fa(Ox, Ay — %)) 7' A
& JoOx Ay = %) faQy. Ay = %) = £, Ay — %) fa(Ax Ay — %))
o My ) = ooy )
& fq(Ax, fq A, Ay = %) My —x)) = fa( Ay, faQy, Ay —x) Ay — x))
& fa(Ax, fa(Ay = %), Ay = %)) faOx, Ay = %)) Ay = %)) =
fq(Ay, faAy = %), My = %) fahy, My = %) Ay —x))
& fa(Ax, (W) re—x) = fa(\y, AY)ry—x)
S oA, AX =Y +¥)rtyx) = fa(AY s MY = X+ X) pry )
S fa A%, AX—Y) + AYriy ) = faAy, Ay — %) + AXpyx)
S fa(Ax, A =AMy = Yry—x)) = fa(Ay s Ay = Ax = Xpy-x))
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& fq(Ax, Ax) 64 fq()\x, My — )) Oq
faAy, Ay) ©4q fq()‘Ya Ax — XF(y—x) )) Oq
& fa(Ax,Ax) Oq fa(Ax, Ay — —)) ©q fq( Xr(y—x) s MY = Yry-x)) =
faQAy, AyY) ©q fa(Ny , AMx = Xpy—x) )) Oq fa(AYFiy—x) » Alx — XF(y—X)))
& fa(Ax,A%) ©q fa(MX = Xr(y—x) s MY = Yre-x)) =
fay, Ay) ©q fa(My = ¥ry—x) s A(X = Xpy—x))
& fa(Ax, Ax) = fq(Ay, AY)
Analog folgt fq(Ay, A\y) = fq(Az, Az). Damit gilt fy(Ax, Ax) = fq(Az, A\z), so daB sich mit einer
analogen Rechnung die Behauptung ergibt. O
Satz 2.2.17

In jeder Ebene E € Uy (V) gilt:

Vx,y,z,w € E paarw. verschieden mit (0,x) =¢ (0,y), (0,y) =¢ (0,2z), (0,2) =¢ (0,w) :
(0,%) =¢ (0,w).

Beweis: Liegt einer der Punkte x,y,z, w in Q(V), so liegen nach Lemma 2.2.11 alle vier in
Q (V) und die Behauptung folgt aus (Di) und Satz 2.2.16.

Es seien x,y,z,w € E\Q(V). Aufgrund von Lemma 2.2.8.b) gilt F'’x # Fy # Fz # Fw.

Es gelte x = —z. Fiir ¢ := (z + w) folgt ¢ € (W — z)"/a und damit ¢ € Q(V). Mit Lemma
2.2.9 folgt:

=(c+x)—c=(c—z)—¢c, w=(w—c)+c=(c—z)+c = (0,x)=q (0,w).

Der Fall y = —w wird analog behandelt.

Gilt x = —w, so folgt 3(y — w) = 3(y +x) € Q(V). Mit (Di) angewandt auf die Punkte
sy +2), 5(z+w),0,z folgt z € Q(V) im Widerspruch zur Voraussetzung.

Es seien nun F'x, F'y, F'z, F'w paarweise verschieden.

a=3(x+y), b:=3y+2), c=3z+w)

Die Existenz von r folgt aus F'x # Fz.

a) z—r¢ F(w—z)undz —r ¢ (w —z)fa:
Es sei s := (r+ F(z—r)) N Fc. Mit Lemma 2.2.9 gilt

a€(y—x), be(z—y), ce(w—z)h
und damit folgt (r,y) =¢ (r,z) und (s,z) =¢ (s, w).

Z:=(r+F(z-r) N (a+Flz—y)), w:=(s+F(w-s)) N (z+F(w-2z))
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Abbildung 6
Mit Satz 2.2.14 folgt (r,a) =¢ (r,2z') und (s,z') =¢ (s, w').
b =i(a+7), ¢ :=1i(z+w)
Es gilt mit Lemma 2.2.9:
b c(z —a)tta, e (w —2), b cFb, ccFec

und es folgt (0,a) =¢ (0,2') und (0,z") =¢ (0,w’). Wendet man (Di) auf 0,z',a,w’ an,
ergibt sich w' —a € Q(V). Mit Satz 2.2.16 folgt (0,a) =¢ (0, w’).

d:=i(a+w), t:=Fd n (s+F(w—s))

Die Existenz von t folgt aus F'y # Fw. Es gilt d’ € (w' — a)*/a. Mit Lemma 2.2.9 und
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Satz 2.2.15 folgt:

ac(r—a)fa =

—~
=

1

2
= (0,§r>z (zr.a) = (0,31) = (37,7
= (0,i(r—2)+12) = (0,i(r—2) - iz
= 7z c(r—2z) = 72 c(s—7z)n
= (0,i(s—2)+12') =0 (0,1(s —2) — 12)
= (0,38) =q (38.2) = (0,35) =q (35, W)
= (0,3(s—w)+1iw') = (0,i(s — W) —iw)
= weis-—w)h = welt—w)
S (04w ) =0 (0.4~ w) — 1w)
= (0,5t) =¢ (5t W) = (0,3t) =¢ (5t,2)
= (0,3(t —a)+3a) = (0,5(t —a) — 3a)
= ac(t—a)tf,

Damit folgt t € x + F(y — x). Die Betrachtung der Punkte 0,d’,t,a, w’ liefert mit Satz
2.2.15 (t,w') =¢ (t,a). Es existieren Elemente p,v € F* mit pu(z —y) = 2’ — a und
v(w—2z) =w —2z'. Mit Lemma 2.2.8.¢) und Satz 2.2.16 folgt:

(a7 Y) =Q (Z/7Z) =Q (W/7 W) = (a7 Y) =Q (W/7W>
=  (a,x) =g (W,w).

Es sei X' := (a+ F(t —a)) N (w+ F(a—w')). Nach Satz 2.2.14 gilt (a,x') =¢ (W, w)
und damit x’ = x oder x’ =y (Lemma 2.2.8.b)).

Annahme: Es gilt X’ = y und damit y —w € Q(V'). Mit Satz 2.2.16 bezogen auf die Punkte
y,z,w folgt y,z,w € Q(V), was ein Widerspruch zur Voraussetzung ist. Somit gilt x’ = x.

Zud:=Ft N (x+ F(w —x)) existiert ein Element A € F* mit d — t = A\(d’ — t). Wegen
Fw —a)=F(w—-—x)gitw—t=XAw —t)und x—t = Aa—1t).

d—x=(d—t)— (x—t) = A(d' —t) — Ma—t) = \(d' — a)
=AW —-d)=Aw —-t)—AXd -t)=(w—-t)—(d—t)=w—-d

Mit Lemma 2.2.9 folgt:
(0,d—(d—x)) =0 (0,d+(d—x)) = (0,x)=¢q (0,w).

z—reF(w—az):
Der Beweis verlauft analog zu a), wobei die Punkte t, w’ und d’ abweichend zu a) wie folgt
gesetzt werden:
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¢) z—1€(W—2z)a:
Damit gilt z — r € F(3(w + z)) = F(—w — z). Ersetzt man w durch —w so folgt mit b)
unter Verwendung von Lemma 2.2.10 die Behauptung.

O

Lemma 2.2.18
Fiir x,y,z € V paarweise verschieden mit (0,x) =¢ (0,y) =¢ (0, z) ist

0:={xy,z} N (y—x)" N (z—y)"
wohldefiniert, und es gilt:
(0, x) = (0",y) =q (0',2).
Fir w € {x, y, z} gilt:
(0,2z) =g (0,w) < (0,2)=q (0',w).

Beweis: O.B.d.A. sei V endlichdimensional. Ansonsten kann man sich auf den Teilraum
{0,x,y,2z} beschrinken.

Da x, y, z paarweise verschieden sind, gilt F(y —x), F(z—y) € ® und F(y —x) }f F(z —y).
Wegen F(y —x) ¢ F(y —x)*fa und F(z —y) ¢ F(z —y)*fa folgt mit Satz 1.3.8.c):

{X’ Y Z} A (y - X)qua {X7 Yy, Z} N (Z - Y)J_fq € 8.

Da F(y —x) }f F(z —y) ist, besitzen diese Geraden einen Schnittpunkt. Damit ist 0’ wohldefi-
niert.

Mit Lemma 2.2.4.b) und Lemma 2.2.8.d) folgt 1(x +y) — 0’ € (y — x)*/a. Unter Verwendung
von Lemma 2.2.9 erhilt man:

(0,x)=(0,x—0) = (0

Analog folgt (0',y) =¢ (0',2z), womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

(x+y) -0 —i(y—x)
(x+y)—0+i(y—x))=(0,y—0)=(0,y).

1
2
1
12
Da V regulér ist, existieren r,s, t € Rq(V') mit
Fr=F(y—-x), Fs=F(z—y), Ft=F(w—1z), r+s=t.
Damit folgt
fQ(0,7t) = fOI(Olv I‘) @q fQ<O/7 S) =0

und somit 0’ € (w — z)>fa.
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’7¢“:
Aus (0',2) =¢ (0',w) folgt 2(z+w) — 0’ € (w —z)"/a und damit 2(z+ w) € (w — z)"fa. Mit
Lemma 2.2.9 erhdlt man:

(0,z) = (0,

|
Q
—~
=

=
Aus (0,z) =g (0,w) folgt 2(z+ w) € (W — z)/a und damit 3(z+w) — 0’ € (w — z)"fa. Mit
Lemma 2.2.9 erhdlt man:

—_

(0,z) = (0,i(z+w)—0 —

72
Q (0.5(z+w)—0"+

—

Lemma 2.2.19
Fir x,y € V* mit (0,x) = (0,y) gilt nach Definition:

dx=x%0,X1,...., X, =y €V : (0,%)=¢ (0,x1) =¢ ... =0 (0,x,).
Ist n minimal mit dieser Eigenschaft, so gilt:

VX =X0,X1,...,X, =y € V mit (0,x0) =¢ (0,x1) =¢ --- =¢ (0,x,) :

dim {x¢, X1,...,X,} = n.

Beweis: Fiir n = 1 und n = 2 ist die Aussage trivial.

Es sei n = 3.

Annahme: Es gilt dim {xg, x1, X3, x3} < 3.

Da x1 — X }f xo — x7 ist, gilt dann dim {xg, X1, X2, x3} = 2. Mit Lemma 2.2.18 folgt fiir

0/ = {X07X17X27X3} N (Xl - XO)qu N (X2 o Xl)J—fq
die Kongruenz
(0',%0) =q (0',x1) =¢ (0", x2).

Wegen (0,x3) =¢ (0,x3) gilt (0',x2) =¢ (0',x3). Nach Satz 2.2.17 gilt damit (0’,x0) =¢
(0’,x3), woraus mit Lemma 2.2.18 die Kongruenz (0,x) =¢ (0,x3) folgt. Das ergibt einen
Widerspruch zur Minimalitat von n.

Es sei nun n > 4.

Annahme: Es gilt dim {xg,x1,...,X,} < n.

Dann gibt es einen Index kg € {4,...,n} mit den folgenden Eigenschaften:

dim{Xo,...,l’ko_Q} :k0—2, dim{Xo,...,]?ko} < ky.
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Die folgenden Teilrdume werden definiert:

Ek() = {Xk:o—Qan‘o—th’o}7 Tk‘o = {X07 s an‘o—Q}-

Die Punkte xj,_2,Xg,—1, X, sind paarweise verschieden, da ansonsten £y nicht minimal wére.
Aus F(Xpy—1 — Xkyg—2) 7# F(Xg, — Xgo—1) folgt, dal Ej, zwei verschiedene Geraden enthélt und
somit eine Ebene ist.

Wegen obiger Annahme und der Wahl von £y folgt mit Satz 1.3.8.c): dim(T, N Ex,) > 1.
Es sei 0/ := (Xpy_2 — Xpg_1)"70 N (Xpg_1 — Xpy)"7a N Ej,. Mit Lemma 2.2.18 folgt:

(0/7Xk0—2) =Q (0/7Xk0—1) =Q (O/Jxko)'

Es existiert also eine Gerade Gj, € By, , mit Gr, C Tk, N Ey,. Es gilt Gy, ¢ Hg, denn
sonst wire nach Lemma 2.2.11 x5, o — 0", x4, 1 — 0, x3, — 0’ € Q(V), was nach Satz 2.2.16
(0, xp,—2) =¢ (0',xy,) ergdbe. Analog zum Fall n = 3 folgte (0,xy,—2) =¢ (0,Xy,), was ein
Widerspruch zur Minimalitat von n wére.

Es sei x4 1= (X2 — 0') = 2(Xpy—2 — 0') pg,, € El,- Lemma 2.2.9 liefert

(0, %ky—2) =¢ (0,%k,2 = 0') = (0, (X2 = 0') = (Xpy—2 — 0') gy, + (Xp—2 — 0') gy, )
=Q (07 (Xko—Q - 0,) - (Xk0—2 - 0/>ng0 - (Xko—Q - Ol)ngO)
= (O’X;co—l —-0) =q (0,7X;co—1)

woraus mit Satz 2.2.17 (0',x,_,) =¢ (0',xy,) folgt. Analog zum Fall n = 3 erhilt man
(0, x4—2) =Q (07X20—1> und (07X20—1> =Q (0, Xx,)-

Es gilt x}, _; € {X0, ..., Xg,—2}.
Ist kg = 4, so ergibt sich wie im Fall n = 3 ein Widerspruch zur Minimalitét von n.
Ist ko > 4, wird x;_1 durch x}_, ersetzt.

Es gibt einen Index k; € {4,...,n} mit den folgenden Eigenschaften:

dim {xg, ..., T2} =k —2, dim{xg,..., 25} <k
Wegen x| € {Xo,...,Xk,—2} kann k; < kg gewéhlt werden.
Analog erhélt man Indizes ko, ..., k,, mit ky > ko > --- > k,,, und k,, = 4. Man erhilt so wie
bereits gezeigt einen Widerspruch zur Minimalitdt von n. O

Satz 2.2.20
Fir x,y € V gilt:

(0,x)=(0,y) undy —xe€Q(V) = (0,x)=¢(0,y).

Beweis: Fiir x = y ist die Behauptung trivial. Fiir den weiteren Beweis wird eine Fallunter-
scheidung gemacht.
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X = —y:
Es gilt x = —3(y —x) € Q(V). Es sei A € F* mit Ax € Rq(F).

Fal36,0) = A0, A) £ 0, faly, Ax) = —A Lo (A, Ax) £ 0
fa(x, A%) fq(y, Ax)™H = = fo(x, A%) fo(x, A%) 7" = fo(y, Ax) fq(x, Ax) ™!
Damit folgt (0,x) =¢ (0,y).
XF#Y, XF# =Y
Es existieren Punkte yy,21,...,¥n-1,2Zn_1 € V mit
(O,X) =Q (}’1,Z1) =Q - ---=qQ (ynflaznfl) =qQ (an>

O.B.d.A. sei n € N minimal mit dieser Eigenschaft. Fiir xg := x, x,, ;= y und x; :=2z; —y; (i €
{1,...,n—1}) gilt (0,x;_1) =¢ (0,x;) fiir i € {1,...,n}.

n=2:

Es sei F := {xg,x1, X2} € To(V). O.B.d.A. sei V endlichdimensional (Sonst kann man sich auf
den Teilraum {0, xg, x1, X2} beschrianken.). Nach Satz 1.3.8.c) gilt:

EN(x;—xp)a € & EN(xg—x) € &,

Da n minimal ist, sind die Punkte xg, X, Xy paarweise verschieden, und es gilt: F'(x; — xq) #
F(x9 — x1). Damit ist

0 = (x; —%Xo)FaN(xy— %) FaNE
wohldefiniert. Mit Lemma 2.2.9 folgt aus 3(xo + x1) — 0’ € (x; — Xg)fa:

(0',%x0) = (0,%x9 — 0') = (0, 3(x0+x1) — 0 — (x1 — %))
=0 (0,3(x0+x1) = 0"+ 3(x1 — x0)) = (0,x; — 0') = (0', xy).

Analog folgt (0',x;) =¢ (0',x2), so daB man mit Satz 2.2.16 (0’,x¢) =¢ (0’,x2) erhilt.

Lemma 1.4.9 impliziert die Existenz eines Elementes A € F* mit x; — X, X9 — X1, Xo — X €

Ryq(V).

0 € (x1 —Xo)fa N (xg—x1)a = f,(0, A7 (x1 —%g)) = f,(0, A7 (x2 — 1)) =0
= fq (O/, )\_1(X2 —X]+x7 — Xo)) =0
= 0 € (xy—x0)ta

Lemma 2.2.4.b) und 2.2.8.d) liefern:
3(X0 +x2) = 0" = 3((x0 — 0') + (x2 = 0')) = (%0 = 0') = (X0 = 0') pxyxo) € (X2 — o) a.

Insgesamt folgt 2(xo +X2) € (X2 —Xg)"/a, so daf sich mit Lemma 2.2.9 die Behauptung ergibt.
n > 3:
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Nach Lemma 2.2.19 gilt dim {xg,...,x,} =n. Firi € {2,...,n — 1} gilt mit Satz 1.3.8.c):

dim {xq,...,x;} =4, dim{x;, ..., X, X0} =n—1i+1

= dim({xo,...,xi}ﬂ{xi,...,xn,xo}) =1.

Damit gilt x; —x¢ € Q(V) fir i € {1,...,n}. Mit dem vorigen Beweisschritt folgt:

(0,x0) =¢ (0,x1) = (0,x0) = (0,x2) = -+ = (0,%q) =g (0,x,).
O
Satz 2.2.21
Die Relation = erfiillt in jeder Ebene E € T5(V) das Axiom (KZ).
Beweis: Die Behauptung folgt aus den Satzen 2.2.14 und 2.2.20. O
Satz 2.2.22
Die Relation = erfiillt das Axiom (KGR).
Beweis: Die Behauptung folgt aus den Satzen 2.2.15 und 2.2.20. O

Satz 2.2.23
In jeder Ebene E € Us(V) gilt fiir x,y € E:

(0,x)=(0,y) = dzeFE: (0,x)=q(0,2) = (0,y).

Beweis: Es sei y — x ¢ Q(V), da die Behauptung sonst aus Satz 2.2.20 folgt. Es existieren
Punkte y1,21,...,¥n-1,2p—1 € V mit

(0,x) =¢ (y1,21) =@ *** =@ (Yn-1,2Zn-1) =q (0,¥).

O.B.d.A. sei n € N minimal mit dieser Eigenschaft. Fiir xg := x, x,, ;= y und x; :=z; —y; (i €
{1,...,n—1}) gilt (0,x;_1) =¢ (0,x;) fiir i € {1,...,n}.

n=2:

Gilt x; € E so folgt die Behauptung. Aus x; ¢ F folgt E' := {xo,x1, X2} # E. Es gilt
dim {0, xg, X1, X2} = 3, so dal mit Satz 1.3.8.c) folgt:

dlm(E' N E’l) =1 = xy,—Xx3€ Q(V)
Mit z := x und Satz 2.2.20 folgt die Behauptung.

n > 3:

Es gelte dim {xo, ...,x,} = n, sonst wird wie im Beweis von Satz 2.2.20 ein Widerspruch zur
Minimalitdt von n hergeleitet. Aus F(y —x) € £\& und F(y —x) C E folgt {x,y} = E.
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Gilt x; € E, so folgt:

E C{xo,...,%,}, dim{xy,....,x,}=n—-1, x0¢& {x1,...,Xn}
& am(EN T x]) = L
Damit gilt x,, — x; € Q(V), woraus mit Satz 2.2.20 (0,x1) =¢ (0,x,) im Widerspruch zur
Minimalitat von n folgt.

Gilt x; ¢ E, sosei G € Gy, (E) mit G =x9+ Fgund g € Q*(V). Dann gilt G C {xo,..., Xy}
Fir x_; :=x0 — 2(X0) pg € E folgt mit Lemma 2.2.9: (0,x_1) =¢ (0,Xo).

Es gelte zundchst G ¢ {xg,...,Xn_1}-

E, = {Xn—27xn—laxn}a Gn = {X—17XO> s 7Xn—2} N E,

Mit Satz 1.3.8.c) folgt:

dim{xg,...,x,} =n, dim(F,) =2, dim{x_1,X0,...,X,2}=n—1

= dim(En N {X_l,Xo,...,Xn_Q}) =1 = G,ea86.

Es sei g, € Q(V)* mit G,, = x,,_o + F'g,.
Analog zum Beweis von Satz 2.2.20 (Falln = 2) sei 0/ := (X, —X,_1) a0 N (Xp_1—Xp_2) " Fa N E,.

Firx),_, = (x,-2—0") —2(x,-2 — 0') pg, € £, gilt mit Lemma 2.2.9 und dem Beweis von Satz

2.2.20:

(0/7Xn) EQ (0/7X1’L*1)7 0/7Xn71) EQ (0/7Xn72>7 (0/7Xn72) EQ (0/7X;1—1)
= (0',x) =¢ (0',x, )
= (Oaxn—Q) =Q (O’X;z—l)v (O7X;’L—1) =Q (OaXN)°

Mit der Minimalitédt von n folgt:

: : ;
dim{x_1,%q,...,X, 2} =dim{xg,...,X, 2,%x,, 1} =n—1
/ /
X,—1 € {X717X07-"7Xn72} = {X07'-'7Xn72axn—1} C {X717X07"'7Xn72}
/ —
= {X07'-'7Xn72axn—1} - {X717X07-"7Xn72}
/
= X1 €{Xp,...,Xp-2,X),_1}
3 3 / P . /
Gilt G C {x¢,...,Xp_1}, so folgt fiir x|, | :==%xp,-1: x_1 € {X0,...,Xpn_2,X, 1}
Analog werden Punkte x/,_,,...,x} € V konstruiert, so daf} gilt:
/ /
X1 €{X0,. , Xp-3,X, ot, ..., X_1 € {x0,x;}.

Damit folgt x} € F, so daf} sich analog zum oben betrachteten Fall (x; € E) ein Widerspruch
zur Minimalitdt von n ergibt. O

Satz 2.2.24
Die Relation = erfiillt in jeder Ebene E € T5(V) das Axiom (KT).
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Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 2.2.23. O

Satz 2.2.25
Die Relation = erfiillt in jeder Ebene E € T5(V') das Axiom (KG).

Beweis: Es seien a,b,c,d,d' € Emitcea—b e Q(V)",d ¢ F(b—a) und (a,d) = (a,d’),
(b,d) = (b,d). Fiir d' —d € Q(V) folgt die Behauptung aus den Sdtzen 2.2.20 und 2.2.22.

d

Abbildung 7

Es gelte d' —d ¢ Q(V). Nach Satz 2.2.23 existieren Punkte da, dp € E mit

(a,d) =¢ (a,da) =¢ (a,d’), (b,d)=¢ (b,dy) =¢ (b,d’).

Es gilt:
A" :=2(d — a)pp_a) + 2a —d
= 2((1 — a)F(b,a) + 2(& — b) + 2b—d
= 2<d — a)F(b_a) + 2(8. — b)F(b—a) + 2b —d
= 2(d — b)ppa) +2b —d
d—a= (d — a)F(b,a) + ((d — a) — (d — a)F(b,a))
d” —a = (d — a)F(b,a) — ((d — a) — (d — a)F(b,a))
d—b=(d=b)rp-a + ((d=b) = (d=b)rp-a)
d"—b = (d—Db)rp a — ((d=Db) = (d—b)pp_a)

Mit Lemma 2.2.4.b) und 2.2.9 folgt (a,d) =¢ (a,d”) und (b,d) =¢ (b,d").

Aus d” = d, folgt (a,d’) = (a,d”). Fir d” # d, liefert Satz 2.2.17 (a,d’) =¢ (a,d”). Analog
erhélt man (b,d’) =¢ (b,d").
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Es gilt mit Lemma 2.2.4.b) und 2.2.8.d):
2((d"—a) +(d' —a)) & (
3((d"=b) +(d' = b)) € (

= 3((d" —a)+(d —a)) —5((d" - )(d b)) =b-ac (d’—d)"a.

Nach Voraussetzung gilt b —a € (d” — d)*7a, so daB8 (d” — d')*/a = (d” — d)*7a folgt. Damit
gilt d’ — d € Q(V) im Widerspruch zur Voraussetzung,. O

(d// d/ B a))qu _ (d// . d/)J_fq
(d// b d — b))qu _ (d// i d/)J_fq
(

Satz 2.2.26
Die Relation = erfiillt das Axiom (KER).

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Séatzen 2.2.12, 2.2.13, 2.2.21, 2.2.24, 2.2.25 und Bemer-
kung 2.1.4.b). O

Satz 2.2.27
(V,D(V), ()y,=) ist ein fasteuklidischer Raum.

Beweis: Die Behauptung folgt aus den Satzen 2.2.12, 2.2.22 und 2.2.26. O

Satz 2.2.28
Es sei A € F™*.

a) Die Abbildung

fA_{VxRAq(V) — F
4 (x,y) = fa(x,A7ly)

ist eine nullteilige symmetrische (Aq)-Bilinearform.

b) Essei B = (b;); € Rq(V)! eine Basis von V. Dann gilt AB := (Ab;); € Ryq(V)! und
Myp(fq) = A Mp(fq)-

c) Die Abbildungen f, und fé fiihren zu identischen Kongruenzrelationen =/ und =14 auf

V.

Beweis:

a) Nach Satz 1.4.7.c) ist fé‘ wohldefiniert. Die Bilinearitét folgt direkt aus den entsprechenden
Eigenschaften von fqy. Es selen x,y € Ryq(V).

fax,y) = fo(x,A7y) = MqAT'x, A y) = Mq(Aly, A7) = foly, %) = fa(y, %)
faxx)=0 & MM 'x,A'x)=0 & x=0
b) Essei Mp(fq) = (my;) und 4, j € 1.
Ami; = A fq(bi, b;) = fa(Aby, Ab;)
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c) Es selen x,y,u,v € V mit (y —x) — (v—u) € Q(V)" und g € Rq(V)" mit Fg =
F((y —x) — (v —u)). Dann gilt A\g € Ry\q(V)".

fq(y_xag>qu(v_u7g>7£0 A f(;\(y—x,)\g),fé‘(v—u,)\g)%O

fq(y — X, g) fq<V - uag)il = fq(v - uag) fq(y — X, g)il

& flly—x2g) falv—uig) ! = fi(v—u)g) fily —x \g)"!
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2.3 Schlieflungsaussagen in fasteuklidischen Ebenen

Da fastaffine Rd&ume einer Dimension > 3 desarguessch sind, beschréinkt sich dieser Abschnitt
auf Ebenen. Im folgenden sei (E, D, (), =) eine fasteuklidische Ebene.

Satz 2.3.1
Eine fasteuklidische Ebene geniigt dem kleinen Axiom von Desargues.

Beweis: Es gelte d(aq, as, as; by, b, bs).
Ist a; € ayuag so folgt die Behauptung aus der ParallelogrammschlieBungsaussage. Es sei also
im folgenden a; ¢ asuas.

Zunéichst sei asuas € .

Cz Az b:

Al

d Ci a d" b:

Cs as bs

Abbildung 8
c1:=ajuby Naguag ¢ :=Pgm(ay,as,c1), c3:=Pgm(a,as, )
d:= alubl N {CQ ” aguag}, d, = alubl N {Cg || CLQIJCLg}
Nach Satz 2.1.10 ist a; # d,d’ und ¢; # d,d’, so daf§ gilt:

(c1,a1) = (ca,a2) = (d, 1)
(c1,a1) = (e3,a3) = (d,¢q)

Es sei d’ := ayuby N {bs || azuas} und d” := a;uby N {b3 || azuas}. Unter der Annahme
&'+ d" gilt:

} = d=d = <CL2,(13> = <CQ,C3>.

(bl,a1) = (bz,a2) = (Cl’d//)
(b1,a1) = (b, a3) = (c1,d")

} = ¢ = Mp(d",d")

(c1,b1) = (c2,b2) = (d, d")
(Cl,bl) = (03753) = (d, d”/)

Damit hétte das Paar (d”,d") zwei Mittelpunkte. Es gilt also d” = d” und damit (ag,as) =
<b27 b3> .

} = d=Mp(d",d").




SchlieBungsaussagen 52

Es sei asuaz € £\® und ajuay € 6.
Mit Hilfe des bereits Bewiesenen und b, := aguby N {bs || asuas} folgt:

&
a
ds

b, b

AN
{

Abbildung 9

d(a37a17a2;b3ablab/2> = <a17&2> = <b17b/2>
<b1,bz> = (al,a2> = <bl,b/2> = by= blg = (ag,a3> = <b2,53>-

Analog behandelt man den Fall ayuasz € £\& und a;uaz € &.

Es sei nun aj uag, ajuas, aguaz € £\ .
Da die Ebene E regulér ist, existiert ein Punkt a4 € E mit asuay, aguas € &, so dal as uay,
aguag jf apuby gilt. Mit by := Pgm(asg, by, ay) und dem bereits Bewiesenen folgt:

dz b:

[/

~

o k] bs

Abbildung 10

d(a2aa17a4;b27blab4) = <a17a4> — <blyb4>
d(a1,az, as;bi,b3,00) = (az, as) = (b3, ba)
=

d(a4,a2,a3;b4,62,b3) <a2,a3) = <bz>bg>-

Satz 2.3.2 (vgl. [5] IL.§7)
Eine fasteuklidische Ebene geniigt dem Axiom (d’).
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Beweis: Es gelte d’(aq, as, as; by, be,b3) und a;ub; € £\ &, da die Behauptung sonst aus (d)
folgt.

Es sei aquag ¢ &.
Nach Lemma 2.1.5 existieren Geraden G, H € &, so dal G, H, a; uas, a; uas paarweise nicht-
parallel sind.

Abbildung 11

cr:={a1 ||G}n{by || H}, ¢ :=Pgm(ay,ci,a2), c3:=Pgm(a,cy,az)
Mit (d) folgt:

d(ay, by, cr5a9,b2,00) = (b, c1) = (by, c2)
d(ay, by, ci5a3,b3,¢c5) = (b1,c1) = (b3, c3)
d(aq,ag,as;¢1,¢9,¢3) = (ag,as) = (g, c3)
d(c1,co,c3;01,b0,b3) = (ca,c3) = (by, b3)

Insgesamt folgt (as, az) = (be, bs).

Es sei nun ayuas € &.
Nach Lemma 2.1.5 existiert eine Gerade G € &, so dafl G, ayuas, a;uas, asuaz paarweise
nicht-parallel sind.

Abbildung 12

c1:={a1 || G} n{by || aquas}, ¢z :=Pgm(as,ci,az), c3:=Pgm(ay,cy,as)
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Nach (d) gilt:

d(ay, b1, c15a9,b0,¢c0) = <51701>=<52,02>
d(a1,b1,61;a3,b3,03) = <bl7C1>=<b3,C3>

d<a17a27a3;clac27c3) = <a27a3> = <CQ7C3>'
Insgesamt folgt:

(027C3> = <a2,a3) = <b1701> = <b2,C2> = c3E€Ebuc
<bg,03> = <b1701> = <b2,62> = b3 c b2|_|62
<b2,b3> = <52702> = <51,C1> = <a2,a3>.

Satz 2.3.3
Die Menge Tra(FE) der Translationen ist eine abelsche Gruppe, die regulir auf E operiert.

Beweis: Im Beweis von Satz 1 in [15] wird unter Verwendung von Satz 8.3 in [5] gezeigt, daf ein
fastaffiner Raum, welcher den Axiomen (d) und (d’) geniigt, eine abelsche Translationsgruppe
besitzt, die reguldr auf der Punktmenge operiert. Das in den Voraussetzungen von Satz 1 in
[15] geforderte Axiom (D) wird fiir diesen Teil des Beweises nicht verwendet. O

Beispiel 2.3.4
Eine fasteuklidische Ebene ist i.a. nicht desarguessch (im Gegensatz zum kommutativen Fall)
wie das folgende Beispiel zeigt:

Es sei E:=R? D:={-1,1} x (RU{oc}) und

( E® — D
(

(+1,00) fiir x =y

("’1, 0) fUI' Yo — X = Y1 — X1

(+1, (g2 — 22) — (11 — 1)) (Y1 — 1) 7?)
: fir |y — 22| > |y1 — 4|

<> ((1'171'2)7 (ylayZ)) = .

(—1,00) fir xo=1ys

) fir oy — a0 = —(y1 — x2)

(T2 — y2) — (z1 + yl))(xl - yl)f?’)

fir |y, — x2| < |y1 — 21

\ \

(E,D,()) ist eine fastaffine Ebene mit
G0 = {R(1,0),R(0,1),R(1,1),R(1,—1)}.

Anschaulich gesprochen ist eine echte Linie L mit Aufpunkt (0,0) eine kubische Parabel, die
im Aufpunkt die Tangente R(1,1) oder R(1, —1) besitzt. Sie geniigt fiir [ € L\ {(0,0)} einer
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der beiden Gleichungen

L={(z,y) € E|y=az’+2} mit (1,a)=((0,0),1)
L={(z,y) € E|z=ay’+y} mit (-1,a)=((0,0),1).

Die Ebene ist nicht desarguessch, da sie nicht die Diagonalenbedingung erfiillt, wie folgendes
Beispiel zeigt:

a:=(0,0), b:=(1,0), c:=(1,1), d:=(0,-1)
b—a,c—a,d—a,c—b d—beQ(E), aber d—c¢ Q(E).

Es sei G die von den Spiegelungen in der euklidischen Ebene R? an den Geraden R(1,0), R(0, 1),
R(1,1), R(1,—1) erzeugten Gruppe. Damit wird folgende Relation definiert:

= = {((@r ). ) - (), (v1,02)) ) € (B2
JgeG: g((yr — 21,52 — 12)) = (V1 — U, vy —U2)}~

Aus der Definition folgt unmittelbar, dafl = eine Kongruenzrelation ist, welche die Axiome
(KP), (KL), (KG), (KZ), (KT) erfiillt.

Die Betrachtung der Punkte
2:=(0,0), a:=(1,1), b:=(-1,1), m:=(0,1), o :=(5,3), m:=(1,0)

liefert die Giiltigkeit von (KR).

Es seien a, b, c,d € E, so daf die Voraussetzungen von (KV) erfiillt sind. Dann sind die Punkte
a, b, c,d Eckpunkte eines Quadrates, dessen Kanten parallel zu R(1,0), R(0,1) oder R(1,1),
R(1, —1) sind. Beide Diagonalen des Quadrates sind also Geraden der Ebene E. Folglich ist das
Axiom (KV) erfiillt.

Damit ist (£, D, (), =) eine fasteuklidische Ebene.
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2.4 Bewegungen

Im folgenden werden spezielle Kollineationen, die Bewegungen betrachtet. Es sei (X, D, (), =)
ein fasteuklidischer Raum.

Definition 2.4.1
Eine Kollineation o € Aut(X) heifit Bewegung, wenn fiir je zwei Punkte a,b € X gilt:

(a,b) = (a(a), a(b)).

Die Menge der Bewegungen wird mit Bew(X) bezeichnet.

Satz 2.4.2
Beziiglich der Komposition ist Bew(X) eine Gruppe, die die Gruppe Tra(X) enthélt.

Beweis: Da = eine Aquivalenzrelation ist, ist Bew(X) eine Gruppe.

Es sei 7 € Tra(X)* und a,b € X.

a="b: Mit (K1) folgt (a,a) = (7(a), 7(a)).

avb € G und 7(a) ¢ auvb:

Es gilt (a,b) = (7(a), 7(b)) und {(a,7(a)) = (b,7(b)). Mit (KPR) folgt (a,b) = (7(a), 7(b)).
aub€ & und 7(a) € avb:

Fiir o’ € X \aub gilt 7 = 7y +(a)Ta, und damit (a,b) = (@', 75.0/(b)) = (7(a), 7(b)).

aub¢ & und aut(a) € &:

Es gilt (a,b) = (7(a),7(b)) und (a,7(a)) = (b, 7(b)). Mit (KLR) folgt (a,b) = (7(a), 7(b)).
aub¢ & und aut(a) ¢ &:

Nach (Z) existieren Punkte xq, . .., z, mit a = z¢,x, = 7(a) und z;_juz; € G fiiri € {1,...,n}.

(a7 b) = (Txoﬂm (CL), Tzo,21 (b>) = (TthTwo,Il (a)7 Tz1,20 Two,x1 (b)) =
T = (Txn_1,zn C Tagn (@) Tan_yam ‘Txo,m(b)) = (T(a)a T<b>)

Definition 2.4.3
Eine Bewegung o € Bew(X)* heifit Spiegelung am Punkt z € X, wenn fiir jede Linie L € £,
gilt: o(L) = L. Der Punkt z heifit Zentrum der Spiegelung o.

Eine Bewegung o € Bew(X)* heifit Spiegelung an der Geraden G € &, wenn die Punkte auf G
genau die Fixpunkte von ¢ sind und wenn gilt:

VeeX: o(x)e{z}UG.
Die Gerade G heifit Achse der Spiegelung o.

Satz 2.4.4
An jedem Punkt z € X gibt es genau eine Spiegelung o,. Diese ist eine involutorische Dilatation.
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Beweis: Es sei o, die folgende Abbildung:
{ X —- X
o

Fiir a,b € X mit a # b gilt:
(a,b) = <Tz,a Tb,2 (D), T2 Ta,Z(a)> = <7—bz,z(b)v Tg,z(a» = <Ta,2(z)v Tb,Z<2)> = <UZ(a>> UZ(b)>
(a,b) = (Tm Ty,2(D), Top TGVZ(CL)) = (lez(b),ﬂiz(a)) = (TQVZ(Z),TZ,,Z(Z)) = (az(a),crz(b)).

Fir z € X gilt:

0,0,(r) =0,T,.(2) = TTI‘Z(Z%Z(Z) = TZJZYI(Z)(Z) =T,.(2) = .

Damit ist o, eine Bewegung und eine involutorische Dilatation.

Es sei L € £, mit [ € L\{z}. Dann gilt (z,1) = (0.(2),0.(1)) = (z,0.(1)), woraus L = zul =
zuo,(l) = 0,(L) folgt. Also ist o, eine Spiegelung an z.

Es sei 0 € Bew(X)* eine weitere Spiegelung an z. Dann gilt fiir € X \{z} mit zuz € &:

(z,2) = (z,0.(2)) = (2,0(2)), (2,2)= (2,0.(x)) = (2,0(z)).

Nach Satz 1.1.8.a) ist o eine Dilatation. Mit Satz 1.1.8.b) folgt z # o.(x) und = # o(x).
SchlieBlich liefert Lemma 2.1.9: 0, (z) = o(x).

Die Dilatation o, 0~! besitzt somit mindestens zwei Fixpunkte und ist nach Satz 1.1.8.b) die
Identitat. Es gilt also o, = 0. O
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2.5 Orthogonalitéit

In diesem Abschnitt wird eine Relation L auf der Menge der Linien £ eingefiihrt. Es sei wieder
(X, D, (), =) ein fasteuklidischer Raum.

Definition 2.5.1
Zwei Linien L, M € £ heiflen orthogonal zueinander in Zeichen L | M, wenn ein Punkt z € X
mit L, M € £, existiert und wenn gilt:

Vi, lI" e L\{z} mit (2,) = (2,I') Vme M: (m,1)=(m,l').

Lemma 2.5.2

Fir L, M € £ gilt:

a) LLM = L#M

b) LLM = MLL

c) VoeBew(X): LLM = ol)LoM)

Beweis:
a) Esgelte L L L. Firze XmitLe £,,l€ L\{z} und " :=0,(l) folgt dann (z,1) = (2,1’
und (1,1) = (1,1") im Widerspruch zu (K3).

b) Esseiz € X mit L, M € £, und L L M. Ferner seien m, m’ € M\{z} mit (z,m) = (z,m’)
und [ € L\{z}.
Mit Lemma 2.1.9 und Satz 2.4.4 folgt o,(m) = m/. Aus L 1L M folgt fur I' := o,(I):
(m/,1) = (m/,l'). Da o, eine Bewegung ist, gilt (m,{) = (m’,l') und somit (m,l) = (m/,1).

¢) Da o eine Bewegung ist, bleiben Kongruenzen und Aufpunkte erhalten.
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Lemma 2.5.3
Es sei z € X und G, H € .. Existieren Punkte go € G\{z} und hg, hj € H\{z} mit hg # h

und (z, ho) = (2, hy), (go, ho) = (g0, hy), so gilt: G L H.

Beweis: G U H ist eine Ebene. Fiir g € G\{z} gilt nach Axiom (KG): (g, ho) = (g, hj). Es sei
he H\{z} und ¢’ := 0.(g9), ' := o,(h). Dann gilt:

Abbildung 13

(Z7h) = (’27 h/)v (g/7h0) = (gv h6) = (gvh(J)'

Mit Axiom (KG) folgt (g,h) = (¢',h) = (g, 1'). O
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2.6 Geradenspiegelungen in fasteuklidischen Ebenen

Im folgenden sei (E, D, (), =) eine fasteuklidische Ebene.

Lemma 2.6.1
a) VG € ® Va e G 3 hochstens eine Linte Le £: G LLundz €L
b) VG HIc®bmitGLH: GLI & H|I

Beweis:

a) Annahme: Es existieren L, L' € £,, so dafl gilt: L, L/ 1 Gund L # L’. Es sei [ € L\{z}.
Nach Lemma 2.1.5 existiert eine Gerade H € ® mit G, L, L' }f H.

Abbildung 14

g=Gn{l|H}, ¢ :=0.(9), U':=L"n{l|H}
Es gilt:

gelul' ed®, ¢ ¢iul, (g9,0)=(,0), (g,0)=(,1).
Nach Axiom (KG) folgt (g,9’) = (g, g) im Widerspruch zu (K3).
b) Esseiz:=GNH, ge G\{z} und h,h' € H mit h # h' und (z,h) = (z,h’). Dann gilt
(9,h) = (9, 1).

,<=“ Essei H | I. Dann gilt G }f I, und somit existiert nach Lemma 1.3.6 ein Punkt
2 e GNI. Es gilt

(Tz,z’ (g)u Tz,z’(h)) = (Tz,z’ (9)7 Tz,z’(h/>)u (Zlu Tz,z’(h)) = (2/> T2,z (h,))
woraus mit Lemma 2.5.3 G L [ folgt.

=" Essei G L I. FirI':={z| I} folgt analog zum vorigen Beweisschritt G L I’. Nach
a) gilt I’ = H, woraus H || I folgt. O

Definition 2.6.2
Existiert zu G € & eine Gerade H € & mit G 1L H, so heiit H ein Lot von G.
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Satz 2.6.3
Existiert zu G' € & ein Lot, so gilt:

Veelk 33 He®: G LHundzxze H.

Es wird die Schreibweise H =: {x L G}g verwendet, wobei der Index F weggelassen wird,
wenn keine Verwechselungen zu befiirchten sind.

Beweis: Es sei [ ein Lot von G. Fiir H := {x || I} gilt nach Lemma 2.6.1 H 1 G und z € H.
Ist H' € & eine weitere Gerade mit dieser Eigenschaft, so gilt mit z := G N H nach Lemma
26.1 H={2 L G} und {z || H'} L G, woraus H || H und damit H = H' folgt. O

Definition 2.6.4
Es sei € E und G € &. Existiert zu G ein Lot, so heifit
e =G N{x LG}g

Lotfuipunkt von z auf G.

Lemma 2.6.5
Es sei G € 8, 2 € X\G und z,g,9 € G paarweise verschiedene Punkte mit (z,¢9) = (2,¢).
Existiert zu G ein Lot, so gilt:

(v, 9) = (z,d) = zuvzlG.

Beweis: Es sei 2/ := z¢ und ¢" := 0,/(g), 2’ := 0. (z). Es gilt:

Abbildung 15

(z,9) = (x,9) = (2. ¢") = (v,9"), (@.¢) = (x,9) = (z,9) = (', ¢").

Aus 2’ € zua! folgt mit (KG): (2/,¢') = (2/,4¢"). Wegen g # ¢, ¢" ist ¢ = ¢” und damit z = 2’.
O
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Satz 2.6.6
An jeder Geraden G € &, zu der ein Lot existiert, gibt es genau eine Spiegelung:

{X — X
oG .

r = Trag (IG>

Diese ist involutorisch.

Die Menge der Geradenspiegelungen wird mit Spi(E) bezeichnet.

Beweis:
o¢ ist bijektiv und involutorisch:
Fir z € E gilt:

06 0G(T) =06 Tous(Ta) = 206 (xa), (Teeg (Ta))a ((Tx,wc (xG»G)
= Trae(26) 26 (TG) = Try o (@6) 7o (2) (TG)

= Tupz(Ta) = .

Damit ist g og = idg.

o¢ erhélt Kongruenzen:
Es seien z,y € E und 3/ := Pgm(x, 25, y). Dann gilt:

(UG (-1')7 (e (y)) = (Tx,xc (mG)> Tyya (yG)) = (Tx,xc (mG)> Ty ya Tyy' (yG))
= (26, Ty e We)) = (26, 06(Y)) = (16.y) = (2,y).
o ist eine Kollineation:

Es seien z,y,z € E mit (z,y) = (z,2) und z € G. Ist xuy = G oder xuy L G, so gilt nach
Definition von og:

(oa(x),06(y)) = (z,y) = (r,2) = (06(x), 06(2)).
Essei zuy # Gund zuy L G.

/

v =o0q(y), 2 :=o0¢(z), Z:=zuyn{z|yuy}, 2 :=o0,.(x)

Nach Axiom (KZ) gilt (x, z) = (x, 2”) und mit Hilfe des bereits Bewiesenen folgt (z, z) = (z, 2/).
Aus zuz = zuz2"” L G folgt mit Lemma 2.5.3 (z,2') = (2/,2') und (z,2") = (2/,2"). Axiom
(KG) angewandt auf die Punkte z, 2, z¢, 2/, 2" liefert (z¢,2') = (2¢,2”). Aus z # 2/, 2" und
(z¢,2) = (zq, 2') folgt mit Lemma 2.1.9 2/ = 2” und damit (z,y’) = (x, ).

Es seien z,y,u,v € E mit (z,y) = (u,v).

y, = Pgm(x, yer)v U/ = Pgm(ua U7UG)7 U” = Pgm(fEG,y/aUG)
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Mit Hilfe des bereits Bewiesenen gilt:

<0G(x)ng(y)> = <Tac,xc(xG)’Ty7yG(yG’)>
- <xG’Tl’Gax Ty.ya (yG)> = <va7—y’7y Ty.ya (yG)>
= <xG’Ty’7yc (?/G)> = <TxG,UG (2@)s Tague Ty we (yG)>
= <uGaTy’,v” Ty ya (?JG)> = <UG7 Tyt Ty e (?JG)>
= <“Gv7'ya,vg Ty ya (yG)> = <“G7Ty’,yc (U/c/:)>
= <ug,ﬂ,~7vfé (ve)) = {ug,o6(V"))
= <uG, ag(v')> = <uG, Tl (U/G>>
= (Tuue (UG); Tuug Ty, (V6)) = (06(W), Towr Tor iy, (V)
= (06(u), T, (VG)) = (06(u), Tuwe (va))

= <ag(u)7ag(v)>.

Eindeutigkeit:
Essei x € E\G und z € G\{z¢}. Dann gilt fiir 2’ := og(x):

¥ exvrg, (v,xg)= (2, 20), (v,2)=(2,2).
Ist o eine Spiegelung an G, so gilt:
o(z') € o(xurg) =o(r)uag, (O'(l'),l’g) = (a(x'),xg), (U(Q;),z) = (O’((I},),Z).

G. Also gilt o(zua’) || xua’ und z¢ € zua’,o(zxua’), woraus o(xua’) = zuz’ und o(z)

Damit folgt o(zuz’) = o(x)uo(z’) € & und o(z)vzg € . Mit Lemma 2.5.3 folgt o(xua’) L
oa(r) = o folgt. O

Lemma 2.6.7
Es seien G, H € & mit G L. H. Dann gilt:

a) V1 e Trag(E): og=1logT

b) V7 e Tray(E): og=T1ogT

Beweis: Es sei x € E.

a) Fir 7 € Trag(F) gilt:

T logT(x) =771 Tr(z),m(2)c (T(x)G) =7 Tr(o)r(ze) T(Ta)

= Tr(@)ir(ae) (T6) = Toag(T6) = 06(2).
b) Fiir 7 € Tray(E) gilt:

TogT(T) =T Tr2) r(2)e (T(m)g) =T Tra) e (Za)

= Tz, (z) Tr(z),zq (wG) = Ta,zq (Zlfg) = O-G’(:E)~
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Lemma 2.6.8
Fiir zwei aufeinander senkrecht stehende Geraden gilt die Diagonalenbedingung (siehe 1.5.5):

Ya,b,c,d € Emit aub, auc, buce & : aublauc = auPgm(a,b, c) € B.

Beweis: Es gilt 0,1, Ta(buc) € . Mit Lemma 2.6.7.b) folgt:

Oallc Tb,a(buc) = Uauc(Tb,a<b> UTb,a(C)) = Uauc(aUTb,a(C)) = Uauc(a> U (Uauch,a(C))

=au (Uauch,a(c)) =au (Tl;al aauc(c)) = auT.p(c) =au Pgm(a,b,c).

Satz 2.6.9
Die Komposition zweier Spiegelungen an zueinander orthogonalen Geraden ist die Spiegelung
an ihrem Schnittpunkt.

Beweis: Fiir z,z € Fund G, H € &, mit G L H gilt mit Lemma 2.6.7.a):

OH Ug(l’) =0H Tg,zq (IG) = Tz,zq O-H(xG) = Te,zq Txc,(xg)H ((xG)H)

= Tana o2 (2) = Tag,z Taaa (2) = Tuz(2) = 02(2).

Lemma 2.6.10
Besitzen die Geraden G, H € & mit G }f H Lote, so besitzt auch oy (G) ein Lot, und es gilt:

Ooy(G) —=0HOGOH-

Beweis: Es sei I € ® mit G L I. Da oy eine Bewegung ist, gilt oy (I) L oy(G). Fir z € oy (G)
gilt oy (z) € G und

ogogog(r) =ogoy(x) =x.
Wegen ogoy # og gilt ogogoyg # idg. Damit ist oy ooy die Spiegelung an der Achse

O‘H(G) O

Satz 2.6.11
Ein Paar (a,b) € E® mit aub € & besitzt einen Mittelpunkt, falls zu aub ein Lot existiert.

Beweis: Da die Ebene E regulér ist, existiert ein Punkt ¢ € {a L avb}\{a} mit buc € &.

d =o0,(c), d:=Pgm(a,b,c), d:=Pgm(a,b,c)

e:=aud Nbuc, € :=aud Nbud, m:=cue Naub
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c d
e
/] m
a b
>
¢' d

Abbildung 16
Es gilt:

gaup(e) = gaupland N buc) = o,up(aud) N ouup(buc) =aud Nbud =€
Also ist eve || auc.

(c,a) = (a,d) und aub L aue = (b,c) = (b,()
(d,b) = (b,d') und aub L bud = (a,d) = (a,d)

Mit Axiom (KZ) folgt (a,e) = (a,€’) und (b,e) = (b, ¢€).

{a,e) = (a,d) = (', b) = (b,€') und (b,e) = (b,c) = (d',a) = (a,€')
Axiom (KP) liefert (a,e) = (b,€¢’) und (a,e’) = (b,e). Insgesamt folgt (a,e) = (b,e). Aus
eue’ L aub folgt die Behauptung. O

Lemma 2.6.12
Zu drei Punkten a,b,c € X mit aub,auc € & und aub L auc existiert ein Punkt m € X, so
daf gilt:

(a,m) = (b,m) = (¢,m), (b,m) = (c,m).

Der Punkt m ist durch b und c¢ eindeutig bestimmt. Damit ist m der Mittelpunkt des Paares
(b, c).

Beweis: Aus aub L auc folgt mit Satz 2.6.11 die Existenz der Punkte my, := Mp(a, b) und
me = Mp(a, c). Es sei m := {my L auvb}n{m, L auc}. Mit (KP), (KL) und Satz 2.1.10 folgt:
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Aus my = Mp(a,b) und mumy, L aub folgt (a,m) = (b, m).

Es sei ' € E mit a’ub,a’vec e & und ¢’ ub L o' uc. Die Punkte my, m.,m’ € X werden analog
zum ersten Teil des Beweises konstruiert. Es gilt:

2 _ 2_ 2 2 _
szm - (Tmb7m Tbimb) - T’H’Lb,m Tb,mb - Ta,C Tb,a - Tb,C

2 2 2 2
7-b,m’ = (ngﬂm' Tb,m;,) = ng,m 7-b,m’b = Ta/,c To,a’ = Th,e-

Damit folgt fiir 7 := Tb_nl»u Tom die Aussage 72 = idp.

Annahme: Es existiert eine Gerade G € ® mit 7(G) # G.
Fir z,y € G mit x # y gilt

m(y) = Pem(z,7(x),y), y=1(y) = Pgm(z,7(z),7(y))
= Pgm(w,T(:p),y) =71(y) = Pgm(T(x),a:,y)

im Widerspruch zu Satz 2.1.10. Damit folgt 7 = idg und m = m/. O

Satz 2.6.13
Jede Gerade besitzt ein Lot.

Beweis: Es sei G € &. Nach Axiom (KR) existieren Punkte z,a,b,m,m’, a’ € F mit

zua, zum, aub, mum' € &, z ¢ avb, meauvdb, d€zuanmum

(z,a) = (2,0), (2,m)=(z,m), (a,m)=(m,b), (m,ad)=(a,m).

Im Beweis von Lemma 2.1.5 wurde gezeigt, dafl die Geraden zua, zum, aum, a’ um paarweise
nicht-parallel sind. Aus den obigen Kongruenzen folgt mit Lemma 2.5.3:

zum Laum, zud Lmud.

Essei H :=zumund I := zud fir G ¢ &, bzw. [ := mud fir G € &,. Damit besitzen H
und I Lote, und es gilt GNH NI = (.

Es gelte G }f H,I und G L H,I (Ansonsten besitzt G ein Lot nach Lemma 2.6.1.). Folgende
Punkte werden definiert:

g=HnNI, h:=ING, i:=GNH

g =AnllH}n{i|[ 1}, n={i|I}n{gll G}, @"={g|Gtn{h| H}
R":={h LH}NH, " ={LI}NnI, m:=huh"Nivi".

Es gilt nach Axiom (KP):
(W, g9) = (i,h) = (9.7), (',h)=(g,1) = (h, ), (d.7) = (h,g) = (i, h).
Nach Lemma 2.6.12 existiert ein Punkt m, € E, so dafl gilt:

(mg, h") = (mg, h) = (my, 1), (my,i") = (my,h) = (my,i), (Mg, h) = (mgy,1).
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Abbildung 17

Wendet man Axiom (KV) auf die Punkte my, h, h”,4,7" an, so folgt h"ui" € &.
Nach Lemma 2.6.12 existiert ein Punkt m’ € E, so daf§ gilt:

(m', 1) = (m',g) = (m';m), (m',i") = (m',g) = (m',m), (m',g) = (m',m).

Axiom (KV) auf die Punkte m/,m,h”, g,i" angewandt, ergibt mug € &. Mit Lemma 2.5.3
folgt:

(m, 1)y = (m,q)=(m,i') = mug Liuh

Nach Lemma 2.6.1 besitzt G somit ein Lot.

Lemma 2.6.14
Fiir z,y,u,v € X mit (z,y) = (u,v) gilt:

ruye® = wuuved.

Beweis: Es sei w := 7,,(v). Nach (KT) existieren Punkte yo,...,y, € X mit y = yo,yn = w,
so daB furi e {1,...,n} gilt: y,_1vy; € & und (z,y;-1) = (2, ;).
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Mit Lemma 2.6.5 folgt fir i € {1,...,n}:

ru Mp(yi—1,%:) € 6, vu Mp(yi—1,¥i) Lyicivys = yi = 0.0 Mp(yi,l,yi)(yi—ﬂ-

Damit folgt (z,y0) € & = (z,01) €S = - = (2,y,) € G und uvv =7, ,(vUy,) € 6.
O

Lemma 2.6.15
In einer fasteuklidischen Ebene sind zwei Linien, die aufeinander senkrecht stehen, bereits
Geraden.

Beweis: Es sei z € X und L,M € £, mit L L M. Nach Lemma 2.1.5 existiert eine Gerade
G € &\6, mit G} L, M, so dafl nach Lemma 1.3.6 die Punkte [ := GN L und m:=GNM
existieren. Damit gilt fiir I := o.(I): (m,l) = (m,l').

Analog zum Beweis von Lemma 2.6.14 existieren Punkte xq,...,x, € X mit [ = x¢,z, =, so
daf fiir i € {1,...,n} und m; := Mp(z;_1, x;) gilt:

Tiqur; €GB, (myxiq) = (m,x;), mum; €SB, muz; € 6.

Es sei ny := Mp(m, x1). Mit Lemma 2.6.12 folgt (ny,m) = (n1,m1) = (n1, 1) = (n1,ma), so
dafl mit Axiom (KV) aus mux; € & die Aussage m;umsy € & folgt.

2
T2 = Tzy,2o Tao,ar (‘T()) = Tzl,mgﬂil,ml (ZEO) = (Twlﬂm Tm1,df1) ([Eo) = Tg‘bl,mg (l’o)

= .l’()I_I.I'QEQj

Analog erhélt man zouzs € &, ..., xoux, € &. Mit (F1) folgt L € &, woraus mit Satz 2.6.13
und Lemma 2.6.1 M € & folgt. O

Satz 2.6.16
Die Hohen eines Dreiecks aus Geraden schneiden sich in einem Punkt:

Va,b,c € Emit aub,buc,cua € Gund c ¢ aub Am e E :

m = auap e N bubeye N cucyyp.

Beweis (analog zum Beweis des Satzes 2.6.13):

Gilt aub L buc oder buc L cua oder cua L aub, so schneiden sich die Héhen in einem
Eckpunkt des Dreiecks. Im folgenden seien deshalb aub, buc, cua paarweise nicht-orthogonal
zueinander.

m:=auap e N bub. g
A:={albuc}, B:={bl| cua}, C:={c| aub}
ad:=BNnC, V:=CnA, J¢:=ANB

Es gilt nach Axiom (KP):
(b',a) = (¢,b) = (a, ), (,b) =(a,c) = (b,d"), (d,c)=(ba)=(cl).
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Mit Lemma 2.5.3 folgt:

(a',m)=(d,m)=@O,m) = cum={cLlaub}

Lemma 2.6.17
Esseiz € Fund G, H € &, mit G # H. Dann ist z der einzige Fixpunkt der Bewegung o5 og.

Beweis: Fiir € E mit og og(z) = z gilt:

og(z) =op(zr) e{z LG}Nn{x LH} = oglx)=0p(z)==x
= rzeGNH = zx=z2

Satz 2.6.18
Essei z € Fund G, H,I € &,. Dann gilt:

ElJG@ZI Oj=0@g0ogoy.

Beweis: Es sei ¢ := og oy oy, und es gelte G # H und H # [ (Sonst wird J := [ bzw. J :=G
gewahlt.). Nach Lemma 2.6.17 gilt:

Veel\{z}: ¢r)=0gongor(z)=0gou(x)+# .

Wiéhle x € I\{z}. Gilt og(z) € G, soist zup(z) =xvoy(z) € B.

OcOu (X) G

Abbildung 18

Gilt og(z) ¢ G, so werden die Punkte z, oy (x), ogop(x), 0, og(z), x betrachtet. Es gilt:

(z,0u(x) = (2,0¢0u(x) = (2,0.0n(x)) = (2,2)

ou(z)u(ocon(z)), (ccon(x))u(o.on(z)), (0.0n(x))uz, zuoy(z) € S.

Aus oy (z)u (0. oy(z)) € & folgt mit (KV): zup(z) € 8.
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Es sei J :={z L zup(z)}. Offensichtlich gilt o, ¢(z) =

(z,2) = (2,9(z)) = zup(r)LzuMp(z,e@)=J = o) =)

Damit gilt oy p(x) = . Es sei i € T\{z,x}.

iczuz = o59(i) € (os0@)u(osp(z) =zuz

Da o ¢ eine Bewegung ist, folgt mit Lemma 2.1.13:

(z,1) = (z,05¢(i)) und (2,i) = (2,05 0(1)) = i=o0,9(i).

Es gilt also 0y ¢ = idg oder o; ¢ = ;. Letzteres wiirde zu o; = 07 0~ = o 0 fithren, was
ein Widerspruch zu Lemma 2.6.17 wére. Folglich gilt o; = . O

Lemma 2.6.19
Fiir z € F ist die Menge

Dre,(F) :={ogony | G,H € &,}

eine kommutative Untergruppe vom Index 2 der von den Spiegelungen o; mit I € &, erzeugten
Gruppe.

Beweis: Dafl Dre,(F) eine Untergruppe vom Index 2 ist, folgt sofort aus Satz 2.6.18. Es seien
ocgom, oc o € Dre,(E). Da Spiegelungen involutorisch sind, gilt mit Satz 2.6.18:
(cgon)(ogrom) = og(onoe on) = og(ow ocr o)

(O'G oy O'G/)O'H = ( oqr Of Jg)O'H = (O’G/ O'H/)(O'G O'H).

Satz 2.6.20
Jede Bewegung a € Bew(FE) ist das Produkt von héchstens vier Geradenspiegelungen.

Beweis:
a besitze einen Fixpunkt:
Es seien z,z € E mit a(z) = z und = # 2.

Gilt z = a(z) und zuz € &, so folgt fiir y € zux:

(2,9) = (z,0(y),  (2,9) = (z,0(y)).
Mit Satz 2.1.13 folgt y = a(y), so daBl o = 0, ,, oder a = idg ist.

Gilt z = a(z) und zuz € £\ &, so existiert nach (Z) ein Punkt 2’ € E mit zua', 2’ vz € 6.
Ist 2/ ua(2’) € 8, so folgt mit Lemma 2.6.5:

(zx—( ),

=  zUu Mp(x o )), TUu Mp(x/

') ( (fc’))

(z,
x)L = zuz € B.




Geradenspiegelungen in Ebenen 71

Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Ist 2’ va(x’) € £\, so existiert nach (KT) und Satz 2.6.18 ein Punkt z” € E mit 2’ ux”,
"va(z’) € & und (z,2') = (2,2”) = (z,a(a’)). Nach Lemma 2.6.14 gilt zuz” € &. Mit
Lemma 2.6.5 folgt:

Oé(l‘l) =0{z1la"Ua(a")} O{z L' Uz} Oz g (.Z'/)

Nach Satz 2.6.18 existiert eine Spiegelung o € Spi(FE) mit a(x’) = o(2’), woraus z'va(z') € &
im Widerspruch zur Voraussetzung folgt.

Gilt zua(z) € &, so sei m := Mp(z, a(z)). Damit ist zua(z) L zum, also besitzt die Bewe-
gung o, ,,, @ die Fixpunkte z und x. Mit Hilfe des ersten Beweisschritts ist a das Produkt von
hochstens zwei Geradenspiegelungen.

Gilt zua(x) € £8, so existiert nach Axiom (KT) unter mehrfacher Anwendung von Satz 2.6.18
ein Punkt 2’ € Emit zua’, 2’ va(z) € G und (z,2) = (2,2') = (2, ()). Es sei m := Mp(z,2’)
und n = Mp(:v’, a(x)). Dann besitzt die Bewegung o, 0., a die Fixpunkte z und z. Aus
dem ersten Beweisschritt folgt, dafl o das Produkt von héchstens drei Geradenspiegelungen ist.
Mit Satz 2.6.18 reduziert sich die Anzahl der Faktoren auf zwei.

« besitze keinen Fixpunkt:

Es sei G € 6.

Gilt a(GQ) || G, so sei ¢ € G und 2/ = {x L G} Na(G), m := Mp(z,2’) und n = o/,
falls 2’ = a(z) ist, bzw. n := Mp(2/,a(z)), falls 2’ # a(x) ist. Fir I := {m || G} und
H :={n L G} folgt, dal die Bewegung o; oy a einen Fixpunkt besitzt, welcher x ist. Mit Hilfe
des bereits Bewiesenen existieren Geraden J, K € &, so dafl ;05 @ = 05 ok gilt. Damit folgt:
O =0HgO0Oj0j0K.

Gilt a(G) } G, so sei z := G N a(G). Damit ist zua(z) € &. Es sei m := Mp(z,a(z)) und
H = {m il zua(z)}. Die Bewegung oy a besitzt einen Fixpunkt, so dafi die Behauptung
analog wie im Fall a(G) || G folgt. O

Bemerkung 2.6.21
Es existieren Bewegungen, die nicht Produkt von hochstens drei Geradenspiegelungen sind.

Beweis: Es sei x € E'und 7 € Tra(E)* mit zu7(x) € £\ 6. Satz 2.3.3 garantiert die Existenz
von 7.

Aus der Fixpunktfreiheit von 7 folgt mit Lemma 2.6.17: 7 # og oy fiir G,H € & mit G }f H.

Wire 7 = og oy fiir G,H € & mit G || H, so folgte zu7(z) L G und damit zu7(x) € & im
Widerspruch zur Voraussetzung.

Es gelte 7 = ogogoyr fur G,H, I € &.Ist G || H || I, so folgt G L zu7(x) € &. Andern-
falls besitzt H einen Schnittpunkt mit G oder I. Existiert ein Punkt y € G N H, so gilt
o1(y) u (owoc(y)) = or(y)uy € & und damit 7(y)uy € &. Existiert ein Punkt y € HN I, so
gilt yut(y) = yuog(y) € &. In allen Féllen ergibt sich ein Widerspruch zu xur(z) € £\ &.
O
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2.7 Drehstreckungen in desarguesschen fasteuklidischen
Ebenen

Im folgenden sei (E, D, (), =) eine desarguessche fasteuklidische Ebene mit z € E und

N .{ExE ~ FE
o (r,y) — T..(y)

Dann sind die Gruppen Tra(E) und (E,+,) isomorph. Die Abbildung 7 — 7(2) ist z.B. ein
Isomorphismus.

Da keine Verwechselungen zu befiirchten sind, wird statt 4+, das Zeichen 4 verwendet.

Lemma 2.7.1
Fiir § € Dre.(E)* gilt:

Yoy e BE\{z} mity € zuz:  (z,6(x)) = (y.8(y)).
Beweis: Es existieren Geraden G, H € &, mit G # H und § = o oy. Fiir z € H gilt
<$»5($)> = <5L’>UG UH(«T)> = <9€>UG(33)> = <y>UG<y)> = <?J»5(y)>,
und fiir z € oy (G) gilt
(2,0(2)) = (z,060u(x)) = (x,0u(x)) = (y.ou(y)) = (y,0(y)).
Es sei # ¢ H und = ¢ og(G). Dann gilt fiir o' := o (x) und ¢ := o (y):
(xg, 2"y = (ym,y), (&,0(x)) = (¥, 0()), (rm x)= (ym,y).

Es sei ¢ := {yg || zwud(x)} N zud(z). Nach (Tam) und (F2) ist y” wohldefiniert. Mit dem
Axiom von Desargues folgt:

D(zxm, 2, 6(x);ym ', y") = (20(x)=y") = ' =iy
D(zxm,2,6(x);ym,y,0(y)) = (x,0(x)) = (y,0(y)).

Lemma 2.7.2
Die Mengen Dre, (E) und Spi,(E) := {o¢ € Spi(F) | G € 6.} sind Teilmengen von Aut(E, +).

Beweis: Es sei G € &, und z,y € E. Dann gilt mit Lemma 2.6.7:

Ug(l' + y) = 0@ Tz,x(?/) =0G Tz2q Ta:g,:v(y) = Tzaq 0G Ta:g,x(y) = Tzzq Tm_Gl’;g UG(y)
= Tzxq Taxg OG (y) = Tzzq TT%IG (:E),Tm7.rG (zg) 0G (y) = Tz2q Tzg,oq(x) OG (y)
= Troa(x) 0(Y) = 0c(z) + 06 (y).
Da Dre,(F) durch die Menge Spi,(F) erzeugt wird, folgt die Behauptung. O
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Satz 2.7.3
Fiir 6 € Dre,(E)* gilt:

d —idg € Aut(E) N Aut(E, +).
Beweis:
Homomorphie: Fiir z,y € F gilt:
(0 —idp)(z +y) =d(z+y) - (x+y) =d(x) —z+d(y) -
= (0 —idg)(z) + (0 —ide)(y).
Injektivitat: Fiir x,y € F gilt mit Lemma 2.6.17:

r)—zx=0y)—y = drz—y=2x—y = x—y=z = T=U.
Kollinearitét: Es sei L € £, und z,y € L\{z}. Dann gilt nach Satz 2.7.1:

<$ o(x > = <y, y)> = <z,5(m) — x> = <z,5(y) — y>.
Es seien z,y,u,v € E mit (x,y) = (u,v). Mit Hilfe des bereits Bewiesenen gilt:
(0(x) = 2,0(y) —y) = (2,0(y) = d(2) —y +x) = (2,0(y —x) — (y — 7))
= (z,6( v—u)— (v—u)) =(z,6(v) — 6(u) —v+u)
= <5 —u,d(v >

Surjektivitit: Ist o involutorisch, so gilt fiir z € E:
6(6(x)+z)=a+0(z) = d@x)+r=2 = @) -—z=-z-ux
Es sei y € F mit zuy € &. Dann gilt:

(0 —idg)(—Mp(z,y)) = Mp(z,y) + Mp(z,y) = y.

Ist 6 nicht involutorisch, so existieren Geraden G, H € &, mit G # H und G [ H, so dafl
§ = ogoy gilt. (Wiare G L H, so folgte mit Lemma 2.6.10: 6> = ogogogog = Oou(H)OH =
ogog — ldE)

Es sei y € F mit A := zuy € & (Abbildung 19).

Zu A’ :={z L A} existiert nach Satz 2.6.18 eine Gerade B € &, mit o4 0gopy = op. Da ¢
nicht involutorisch ist, folgt A" £ B. Mit 2’ := 04(B) N {y || B} und z := o4/ (2’) € B gilt:

dzr)—x=opop(x)—x=0cx(x)—x=0cpopn(@)—ax=2"—z=y.

Es sei y € F mit zuy € £\ 6.
Dann existiert ein Punkt a € E mit zua, auy € &. Zu a und y — a existieren Urbilder z, 2’
beziiglich § — idg.

drx+a2)—(z+2)=0@r)—x+6@@)—2' =a+y—a=y
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5u(B)

Abbildung 19

Definition 2.7.4
Die von der Menge Dre,(E) U {d —idg | 0 € Dre,(FE)*} erzeugte Gruppe heifit Gruppe der
Drehstreckungen um den Punkt z und wird mit Dst,(E) bezeichnet.

Lemma 2.7.5
Die Gruppe Dst,(F) ist eine kommutative Untergruppe von Aut(FE) und Aut(E, +).

Beweis: Die Automorphismeneigenschaften folgen direkt aus Lemma 2.7.2 und Satz 2.7.3. Es
seien §,¢ € Dre,(FE)*. Dann gilt fiir z € E:

(6 —idg)(e —idp)(z) = 0(e(z) —z) —e(z) +
=de(x) —0(x) —e(x) +x
ed(x) —d(x) —e(x) +x

Mit Lemma 2.6.19 folgt die Kommutativitidt der Gruppe Dst, (E). O

Lemma 2.7.6
Fiir o € Dst,(E)* gilt:

Vaz,y € E\{z} mity € zuz: (z,a(x)) = (y,a(y)).

Beweis: Es sei zuz € &. Fiir a € Dre,(E)* folgt die Behauptung aus Lemma 2.7.1.
Es sei @« = § —idg fiir 0 € Dre,(E)* und § = og oy fiir G, H € &,. Dann gilt mit Lemma 2.7.1:

<5($),Oé(l‘)> - <Z7 —ZL’> - <Z,Z‘> - <Zay> - <Z7 _y> - <5(y>>a<y)>7 <CL‘,5(CL’)> - <y75(y)>'
Mit (D) folgt:
D(2;6(x), z,a(2);0(y),y,ay)) = (z,a(z)) = (y,a(y)).
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Es sel a = ay, -+ - g mit v, ..., 0, € Dre,(E)*U{d —idg | 0 € Dre,(E)*}. Fiiri € {0,...,n}
gilt <x, Q- ao(x)> = <y, oy -ag(y)> was mit Induktion iiber ¢ gezeigt wird:

Wie bereits bewiesen gilt <x, ao(x)> = <y, ao(y)>.

Die Behauptung gelte fiir j —1 € {0,...,n—1}. Ist zu (aj_1 -+~ ao(2)) = 20 (0 - - - (), s0
folgt die Behauptung fiir j aus Satz 1.1.8.a). Fiir zu (aj_1 -+~ ap(z)) # zu (a; - - - ao(2)) gilt:

D(Z; Oéj—1"'040($), Z, Oéj"'ao(x)§ Oéj—l"'Oéo(?J)a Y, Oéj"'Oéo(?/))

= (w05 (@) = (y, 05 ao(y)).

Damit erhélt man (z,a(z)) = (y, a(y)).
Es sei nun zuzx € £\®.

Es existiert ein Punkt ¢ € F mit zua,auvz € &. Nach Satz 1.2.2.c) existiert eine Dilatation
A € Dil,(E) mit A(z) = y, und es gilt (a,z) = (A(a),y). Aus Satz 1.1.8.a) folgt a(zua) =
zua(a) € ® und aus dem bisherigen Beweis (a, a(a)) = (A(a),w A(a)). Mit (D) folgt:

oA(a) aly)

Abbildung 20

D(z; a(a), a, a(z); aMa), Aa), a(y))

=
D(Z;CL,.T),O{(I');A(a)7y7a(y)) =

Satz 2.7.7
Zu je zwei Punkten a,b € E\{z} mit zua, zub, aub € & und z ¢ aub gibt es genau eine
Drehstreckung o € Dst,(F), die den Punkt a auf den Punkt b abbildet.
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Beweis: Mit A :=zua, B:=zubund C :={z || aub} = zu(a—0b) € & gilt:
oola—b)=a—-b = ocla)—a=o0c(b)—b = ocoala)—a=o0cop(b)—1>
= (ocop—idg) Hocoa —idg)(a) = b.

Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dafl abelsche transitiv operierende Gruppen bereits
scharf transitiv operieren. O

Satz 2.7.8
Eine desarguessche fasteuklidische Ebene geniigt dem Axiom (P’).

Beweis: Es gelte P’(z;a4,...,a¢). Dann existieren Drehstreckungen oy, as € Dst, mit ay =
aj(ay) und az = as(ag). Mit Lemma 2.7.6 folgt:

<a1,oz1(a1)> = <a5,a1(a5)>, <a2,a2(a2)> = <CL4,042(CL4)>

ai(as) = a(zuas) N{as || aguas} = ag, as(ay) = a(zuay) N{ay || aguaz} = as

<CL1, a4> = <042 (07] (CL1>, (67) Oél(CL4>> = <Oég aq (CL1>, (03] 062<6L4)> = <CL3, CL6>.

Satz 2.7.9
Fiir einen Punkt z € F und drei verschiedene paarweise nicht-orthogonale Geraden G, H, I €

&, mit i € I'\{z} gilt:
((ic)n), = ((in)a),

Beweis: Es seien g :=iqg, h :== iy, ¢ := hg, V' :== gy, ¢ := G N hui, " := H N gui. Dann
gilt:

Abbildung 21

P’(Z, g/’ h’g//’ h/’g’ h//) :> <g/’ h/> — <g//7 h//>.
Mit (Di) angewandt auf die Punkte z,i,¢”, h” folgt ¢" uh” € &. Nach Satz 2.6.16 schneiden

sich die Hohen des Dreiecks z, ¢”, h” in einem Punkt, also gilt I L ¢” uh” und damit I 1L ¢'uh/,
woraus die Behauptung folgt. O
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2.8 Orthogonale Teilradume

Im folgenden sei (X, D, (), =) ein fasteuklidischer Raum.

Definition 2.8.1
Zwei Teilraume S, T € T(X) mit dim(S), dim(7") > 0 heiBen orthogonal zueinander in Zeichen
S L T, wenn sie einen Schnittpunkt z € X mit {z} = S N T besitzen und wenn gilt:

Vse S\{z} VteT\{z}: zuslzut.

Definition 2.8.2
Fir G €  und z € G sei

{zr L G} := U{xuy |y € X\{z} und zuy L G}.

Ist (X,D,(),=) eine fasteuklidische Ebene, so fillt diese Definition mit der aus Satz 2.6.3
zZusamimen.

Satz 2.8.3
Fir G € & und z € G ist {x L G} eine Hyperebene, die zu G orthogonal ist.

Beweis: Zunéchst werden die folgenden Aussagen gezeigt.
a) Fir g € G\{z} und ¢ := 0,(g) gilt:

Vag,...,x, € X mit 2 =29 und z;yux; € &, {z || z;oyve;} LG furie{1,...,n}:
(9, 2n) = (¢, 2n)-

Induktion iiber n:

Es gilt zquxy L G, woraus die Behauptung fiir n = 1 folgt. Gilt die Behauptung fiir n — 1,
so wéhle 2/, € x,_juz,, so dafl x, vz, € & ist. Dies ist moglich, da der Raum regulér
ist. Nach Induktionsvoraussetzung gilt:

g
G Xa
x4
X /
I P P - X3
| X X2 ¥
gF

Abbildung 22: n =4
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(gaxn—l) = (glvwn—l)a (9737;1) = (glax;z)
Mit (KGR) folgt (g,x,) = (¢, zn).
b) T:={He®, | HLG}Y c {zLlG}.
Es sei t € T\{z}. Zu t' € zut existieren Punkte xg,...,z, € T mit x = xy, 2z, = t' und

{z || z;.quz;} L G firi € {1,...,n}. Nach a) gilt fiir g € G\ {z} und ¢ = 0,(g) die
Aussage (g,t') = (¢, t'). Also gilt xut L G und somit t € {x L G}.

c) T ist eine Hyperebene.

Es sei y € X \(GUT). Es existieren Punkte zg,...,x, € X mit 2 = zg,x, = y und
riqux; €& firi e {1,...,n}.

Gi = {iL‘Z H G} fiir 7 € {O,,n}, EZ = {l’l_l}UGz firi € {1,,71,}
Yo := xo, Y;i:=G;N {ZL’i_l L G’L}EI fiir 1 € {1, ce ,n}

Die Punkte yo,...,y, liegen nach b) in {x L G} und damit gilt y € GU {x L G}. Aus
G L G folgt mit a) G ¢ {z L G} (Sonst wire jeder Punkt auf G Mittelpunkt des Paares
(9,9 fiir g € G\{z} und ¢’ := 0,(g).) und mit b) G ¢ T. Damit ist T eine Hyperebene.
d) {z L G} C T (Abbildung 23).
Es existiere eine Linie L € &, mit L L G und L ¢ T. Wahle y € L\{z}. Dann gilt fiir
g € G\{z} und ¢" := 02(9): (9,9) = (9, v).
Nach Lemma 1.3.10 ist ' := TN {y || G} wohldefiniert. Es seien zo,...,z, € T mit
r = x0,, = ¢y und x; jux; € & fur i € {1,...,n}. Es wird y, := y definiert und
rekursiv ein Punkt y; € {x; || G} \{z:} gewéahlt, so daB y;11 vy € S\{yir1 || ziy1vzs}
gilt (i € {n —1,...,1}). Dies ist moglich, da die Ebene {y; 1, %11, z;} nach Lemma 2.1.5
eine Gerade durch y;,; enthélt, die nicht parallel zu G, x; 1 ux;, y;11 uz; ist. Es existieren
Schnittpunkte

Vi =Yy uy Nepqua; €T firie{l,...,n—1}.
Nach Voraussetzung gilt (g,v.) = (¢',y}) furi € {1,...,n — 1}. Mit (KGR) folgt:

(9 0m) = (0 )y (0,0 1) =0 ) = (9 Yn-1) = (9", Yn1)

(g7y2) = (glay2>7 (gay1> = (glvyi) = (973/1) = (gluyl)'
Mit Lemma 2.6.1 und 2.6.5 folgt in der Ebene G U {x;}:
(g,y1)=(d 1) = zupeSundzuy, L G = y = 21.

im Widerspruch zur Wahl von ;.

Aus b), ¢) und d) folgt, daB {x L G} eine Hyperebene ist.
Da zu jedem Punkt y € {z L G} Punkte zo,...,2, € T mit x = 29,2, =y und z;_juz; € &
fir i € {1,...,n} existieren, folgt mit a):

Vge G\{z} Vye{z LG}: (g9,y) = (02(9),y).
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Abbildung 23: n =4

Damit gilt fiir jede Linie L € &, mit L C {z L G} die Aussage L L G. Also ist G L {z L G}.
O

Satz 2.8.4
Zu G € & und x € X existiert genau eine Hyperebene H € T(X), so daf} gilt:

Gl Hundzxe H.
Es wird die Schreibweise H =: {x L G} verwendet.

Beweis: Es sei g € G. Nach Lemma 1.3.10 ist 2’ := {¢ L. G} N {x || G} wohldefiniert. Dann ist
H = 7y,({9 L G}) eine Hyperebene, die z enthélt und orthogonal zu G ist.

Existiert eine weitere Hyperebene H' mit G L H' und x € H';sosei h:= HNG, h := H' NG
und H” = 7y ,(H'). Aus H H" L G folgt H,H" C {h L G}. Nach Satz 2.8.3 ist damit
H = H". Also gilt x € H' N1y ,(H'), woraus 7, = idx und H = H' folgt. O

Lemma 2.8.5
Firze X, Ge &, und () # $H C &, gilt:

VHeH: GLH = GLl%.
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Beweis: Fiir jede Gerade H € ) gilt H 1 G'und damit H C {z L G}. Da {z L G} ein Teilraum
ist, folgt § C {z L G}, so daB sich die Behauptung aus G L {z L G} ergibt. a

Definition 2.8.6
Es sei z € X und G € &. Dann heifit

rg: =G N {z L G}

LotfuBipunkt von x auf G. Ist (X, D, (), =) eine fasteuklidische Ebene, so fillt Definition 2.6.4
mit dieser zusammen.

Satz 2.8.7
Fiir einen Punkt z € X und drei verschiedene paarweise nicht-orthogonale Geraden G, H, I €

&, mit i € I'\{z} gilt:
(Ge)y), = ((im)g),

Beweis: Es gelte I ¢ G U H, da sonst die Behauptung aus Satz 2.7.9 folgt.

H i
h I
./
]
h' I
[ [
z e 3 G

Abbildung 24

g:=ig, h:==iy, ¢ :=hg, h:=gu, j:={9LGlagog N{h L H}eoy

Wegen G Jf H ist j wohldefiniert. (Di) angewandt auf die Punkte 2,7, g, h und g, h, z, j liefert
guh € ®und J :=zuj € &. Mit Satz 2.7.9 folgt ((jg)H)J = ((jH)G)J und damit J L ¢'uh/.

Nach Lemma 2.8.5 gilt {gui,guj}g 1 G und {hui, huj}h 1 H.

LGN G HY = isjLie (G GIHY
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Aus {j || guh'} L Jund {j || ¢uh'} L ivuj folgt {7 || ¢ uh'} L {jui,juz}j und damit
I L{grll g uh}.

I¢GUH = Juhlffdug = Ii{{g’IHg’uh’}?g}ug’}gl

Damit gilt A’ ug; L I, woraus die Behauptung folgt.
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2.9 Geradenspiegelungen in fasteuklidischen Ridumen

Satz 2.9.1
An jeder Geraden G € & gibt es genau eine Spiegelung:

{X — X
oG .

r = Trag ($G>

Diese ist involutorisch.

Ist (X, D, (),=) eine fasteuklidische Ebene, so ist dieser Satz identisch mit Satz 2.6.6.

Beweis:
o¢ ist bijektiv, involutorisch und erhélt Kongruenzen:
Der Beweis verlduft analog zum ebenen Fall (Satz 2.6.6).

o¢ ist eine Kollineation (Abbildung 25):
Es seien z,y,z € X mit x € G und (x,y) = (x, 2). Fiir y, z € G ist die Behauptung trivial. Fiir
ruy L G gilt:

(0c(x),06(y)) = (x,0.(y)) = (x,0.(2)) = (0g(x),00(2)).

Esseizuy # G, xuy £ G und 2’ := 0¢(2). Dann existieren Punkte 2z, ..., 2z, € {zg L G} mit
26 = 20,20 = 2,80 daB z;_juz € & fir i € {1,...,n} gilt. Die nachfolgenden Punkte werden
fir i € {0,...,n} definiert:

zi=0.(2), yi={ye LG}Nwuz, y={yc LG}Nzuz

)

Fir i € {1,...,n} werden die folgenden Punkte definiert:

w; := Pgm(z;i_1,2i,2¢), w;:=0,.(w;)
vi:={ye L G} Nazuvw;, v, :={ye L G}Nzuw,.
Nach (F1) gilt fiir i € {1,...,n}:
H{ye LG} Nzuz|=|{ye L G} Nzuz] =|{yc L G} Nzuw| =[{yc L G} N zuw)| =1.
Mit (Tam) und (F1) folgt fiir i € {1,...,n}

<3/G7Ui> = <zG7wi> = <Zg,’w;> = <vaU£>

<yz‘—17?ﬁ> = <Zz‘—1,Zi> = <ZG7wi> = <yGavi>7 <y£—17y£> = <Zi—17 Z;> = (z(;,w;) = <?JG7U§>7

und fiir ¢ € {2,...,n}

<yi—1,yc> = <Zz'—1, 2G> = <Zi7wi> = <?Jz’»Uz'>, <y§_1ayG> = <Z§_17ZG> = <Z£aw§> = (yg,vl'»).

w}) und damit (z,w;) =

Es sei ¢ € {1,...,n}. Da o, eine Bewegung ist, gilt (z2¢,w;) = (zg,
= (z,v}). Lemma 2.5.3 liefert

(z,w}). Mit Axiom (KZ) in der Ebene {z, z¢,w;} folgt (z,v;)




Geradenspiegelungen in Rdumen 83

H

Abbildung 25: n =3

zu Mp(v;,v)) L v;uv), so daB mit Lemma 2.6.1.a) in der Ebene {x,yq,v;} die Aussagen yg =
Mp(vi, v;) und (ya,vi) = (ya, v;) folgen.

Mit (KPR) auf die Punkte y; 1, vi, yg, v; und vy, 9}, ya, vi angewandt folgt:
(yi1,9:) = (Ye, vi) = (e, vi) = (Yio1, ¥i)-
Insgesamt gilt:
Yo =Tt Tt (UG) = Tyignos =" Tyro (UG)
= Ty " Tymano1 (Y6) = Tyuwo (Y6) = Tyye(Wa) = oc(y).

Es seien z,y,u,v € E mit (x,y) = (u,v). Analog zum Beweis von Satz 2.6.6 folgt:

<UG($)7 UG(?J)> = <UG(U), Ug(v)>.

Eindeutigkeit:

Es sei o eine weitere Spiegelung an G. Fir x € X \G mit zuzg € & und 2’ := og(x) folgt
analog zum Beweis des Satzes 2.6.6: ¢ € o(zua’) L G. Aus o(x) € {z} UG folgt o(xua’) =
zuz' und damit o(z) = og(z).
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Zux € X\G mit zurg € £\& existieren Punkte o, ..., 2, € {xr L G} mit ¢ = x¢, 2, = x
und x;_jux; € & firi € {1,...,n}. Fir y; := Pgm(z1, ¢, 22) gilt:

o) = o(Pgm(zg,21,1)) = Pem(zq,0(21),0(p1)) = Pem(za, oa(r1), 0c(y1))
= UG(Pgm(ZEG, L1, yl)) = T2.
Analog erhélt man o(x3) = x3,...,0(x,) = z,. Damit gilt o = o¢. O

Lemma 2.9.2
Es sei G € & und g € G. Dann gilt:

a) VreTrag(X): og=1"logT
b) V7 e Tra(X) mit gur(g9) LG: og=TocT

Beweis: Der Beweis ist analog zum ebenen Fall (Lemma 2.6.7). g
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2.10 Algebraisierung desarguesscher fasteuklidischer
Raume

Es sei (X, D, (), =) ein desarguesscher fasteuklidischer Raum mit 0 € X und F' := Dily(X)U{0},
sowie + = +o wie zu Beginn des Abschnitts 2.7 definiert.

Dann ist (X, 4+, F') ein regulidrer Fastvektorraum, dessen Koordinatengeometrie isomorph zu
(X, D, ()) ist (siehe Satz 1.5.4).

Im folgenden wird gezeigt, dafl sich die Relation = durch eine nullteilige symmetrische Biline-
arform beschreiben 1&8t.

Satz 2.10.1
Fiir ¢ € Q(X)* gilt: Kq(F) =Z(F).

Da Z(F') nicht von der Operation &, abhéngt, wird die Schreibweise K (F) := K,(F) verwendet.

Beweis: Da in jedem Fastkorper F' die Inklusion Z(F) C K(F) gilt, muf§ nur die andere
Inklusion gezeigt werden. Es sei k € K (F)*, A € ¥ und ¢’ € Q(X)\ Fq.

ri=rxq, r:=F¢ 0{r|qud}, s:=X, §:=F¢ n{s|qud}
(r,d) = (Ar,Aq) = (Mg, s), (s,4) = (ks, 5q) = (kAg, 1)
Fiir k, A # 1 und x # A\, A1 folgt mit (P’):
P(0;q 7, s, Acq) = {(¢,s) = (", \kq)
(r' kAq) = (k¢ ks) = (¢, s) = (r', Akq) = KX= k.
In allen anderen Féllen folgt trivialerweise kA = Ax. Also gilt k € Z(F). O
Satz 2.10.2
Fiir ¢ € Q(X)* ist die Abbildung op, linear.

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma 2.7.2 zeigt man mit Lemma 2.9.2, dafl op, additiv ist.
Essei A € Flund = € X.

x e Fq:
Es gilt Az € Fq und opy(Az) = Az = Aop,(2).

v € {0L Fq}:
Es gilt Ax € {0 L Fgq} und

0rg(AT) = Taz0(0) = —Az = AN(—2) = AT 0(0) = Aopy(x).

r ¢ Fq,{0 L Fq}:
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Es gilt Az ¢ Fq,{0 L Fq} und Aop,(z) € Ouop,(z).

org(Az) = op(Ouz N {Az L Fq}) = opg(0uz) N op({Az L Fg})
=0uor,(z) N {Az L Fq}

(Az)u(Aopg(z)) = Mauopg(z)) L Fg = Aopg(z) € {dz L Fq}
Also gilt: Aopy(x) = opy(Az). O

Satz 2.10.3
Fiir ¢ € Q(X)* ist die Abbildung

. X — F
1 x = l(x), wobel gilt: opy(x) +x =1,(z)q

eine ¢-Linearform, und es gilt:

a) l,(q) =2

b) Iy () A = 1y ()

c) ly(x)=0 & FxlFq
d) Ve e Ry(X): l(x)e K(F)

Beweis: [, ist wohldefiniert, da op,(0py(2) + ) = © + opy(2) und damit opy(z) + 2z € Fq gilt.
Mit Satz 2.10.2 folgt:

ly(Ax) g = ops(Ax) + Az = Nopg(z) + ) = Ay (x) g = [;(Ax) = X, (2)

lLx+y)g=op(z+y)+ (x+y) =0px) + T+ 0p(y) +y=1,(2) g+ 1,(y) q
= (lq(x) Dy lq(Q)) q
= l(z+y) =1(z) Bgly(y).

a) (@) g=o0rg(q) ta=q+q=2q¢ = I(q)=2
b) (l/\q(x) )‘) q=lx(7) (N\q) = OF(\q) () +x=opg(r) +x =1 (1) = I(r)A=1()

c) l(x)=0 & opr)+r=0 & o0pl2)=-2 & Towp,(Trg) = Te0(0)
& T0aTewr,(Trq) = Towp,(Trg) =0 & 1p,=0 <& z€{0L Fq}
& Fx Ll Fq

d) Aus z € R (X) folgt mit Satz 1.4.18.b) op,(x) € Ry(X) und damit op,(z) + 2z € R,(X).
Dq = Dory(a)ta = Dig(a)g

Mit Satz 1.4.7.e) folgt l,(x) € K(F).
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Lemma 2.10.4
Es sei ¢ € Q(X)* und r, s € R,(X)*. Dann gilt:

Ls(r) 1y(s) 1 (q) = 1,(s) Is(q) Ly (7).
Beweis: Mit Satz 2.10.3.d) folgt I5(r), {,(s), I.(q) € K(F).
Gilt Fq L Fr, Fr L Fs oder F's 1 Fq, so sind beide Seiten der Gleichung 0.
Gilt ¢ = pr, so folgt p € K(F') und
Ls(1) L (8) L (pir ) Ls(r) L (s) = Hl (r) = pls(r) l(s) I(r) M_l
Ls(pr) U:(8) Lur (1) = 15(q) 1:(8) Ly (7).
Analog werden die Félle r = us und s = ug behandelt.

Es seien nun Fq, Fr, F's unabhéingig und paarweise nicht-orthogonal. Dann existieren a, 3 €
K(F)* mit ¢ := sp; = aqg und 1’ := sp, = [r. Mit Satz 2.10.3 folgt:

0=ly(s—q) =lg(s) = lg(q) =lg(s) =2 & ly(s) =2
0=1lu(s—7")=1u(s) = l(r) =1 (s) =2 & lu(s)=2
Es existieren o/, 8" € F* mit ¢" := rp, = o'q' und r" := qpp, = B'r’.
=ly(r' = q") =1ly(r') —d'ly(¢) = ly(r') =" 2 & (') =0a 2
0=1(d =) = ) = B 10) = () =B -2 & bulg)=F -2

Nach Satz 2.8.7 gilt:

" = qp, = (eg)rs = ((5r)Fq) py = ((8£9)Fr) oy = (A ) s = T'hs-
Es existiert v € F™* mit s” = vs.
0=1(q"—s") =ad'li(¢') = 7yls(s) = a
0=1,(r" = 5") = B'L,(r") = vls(s) = B'L(r") —
Insgesamt folgt:
(1) 1g(s)1:(q) = Bls(r) I,(s) o™ ali(q) 871 = 1s(B7) lag(s) lgr(aq)
’ ¢)=0""y-2.2.8-2=a""y-2-2.0'-2
') = Us(aq) s (s) lag(Br) = aly(q) L. (s) B~ Bly(r) @™

=
=

Satz 2.10.5
Fiir ¢ € Q(X)* ist die Abbildung

X x Ry(X) - F
]

(z,y) — { () lg(y) Ly (@)™ fir y ¢ {0 L Fq}
7 folx,y+q) 4 fo(v,q) fiilry € {0 L Fq}
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eine symmetrische nullteilige ¢-Bilinearform, und es gilt:

Vee X" Vye R(X)": FxLlFy < f/x,y)=0.
Beweis: f, ist wohldefiniert, da fiir y € {0 L Fq} gilt: y +¢ ¢ {0 L Fq}. Mit Satz 2.10.3.d)
folgt ly(y). 1y (q) € K(F) fiir y € Ry(X).

Linearitdt im ersten Argument:

Es seien 1,20 € X, y € Ry(X) und A € F. Firy ¢ {0 L Fq} gilt:
fo(zr + @2,y) = Ly (@1 + 22) 1y (y) Ly (@) ™" = (Iy(21) B Ly (22)) L4(y) L, (q) ™
= ly(z1) l4(y) ly(q>_1 Dy ly(22) [4(y) ly(q>_1 = fo(@1,y) Bq folz2,9)
foQz,y) = 1,(Ax) lg(y) ly<q)_1 = My () 14(y) ly(q)_l = A folz,y).
Fir y € {0 L Fq} gilt:
fo(@r +22,y) = f(x1 + 22,y + q) S¢ fo(T1 + 72, 9)
= fo(¥1,¥ + @) B¢ fo(T2,y + @) ©4 fo(21,9) ©4 fo(22,9)
= fo(@1,9) @4 fo(z2,v)
foQz y) = fo(Az,y +q) ©4 fo(Ax,q) = A fo(@,y + q) ©4 A [y, q)
= Mfo(z,y +0) © folw,q)) = A folz,y).

Symmetrie:
Fir z,y € R, (X)\{0 L Fq} gilt mit Lemma 2.10.4:

(

Fal@,y) = 1y(@) () 1y (@)™ = Ly(2) lg(y) lo(a) Lo(@) ™ Ly(@) ™ = La(y) 1y (@) lg(2) Lo(a) ™ 1y (a) ™
= Lo(y) lg(7) 1) = fy(y, ).

Firz € R/(X)\{0 L Fq} und y € R, (X) N {0 L Fgq} gilt:

fq(xay) = fq(ZE,y +q) Sq fq(xaq) 2 fq(y +q, ) Sq fq(%x) = fq(yax)-
Fir z,y € R,(X) N {0 L Fgq} gilt:

o, y) = fo(@,y + ) ©4q fulw, ) 2 foly + 0, 7) ©4q fulg,x) = fo(y, 7).

Linearitdat im zweiten Argument:
Es sei B = (b;)ier € Ry(X)! eine Basis von X und (x;); := zp. Dann gilt:

fq(x,y1 +1y2) = Jq (Z zib;, y1 + y2> = Zq T; fq(bi,?h + 1)

il il
= Zq i fo(yr + Yo, bi) = Zq i (fo(y1,b5) @q foly2,0:))
il il
= Zq i (fa(bi ) ®q fo(biy 1)) = Zq(fcz Jabiyn) @q i fo(bi, y2))
iel il
= Zq Z; fq(bi7y1) 6Bq Zq X fq(biny)
iel il

= Jq (Z ;b; , y1> Dq fq <Z ;b , y2> = fo(z,y1) &4 fo(, y2).

el i€l
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Firoz e X* und y € Ry(X)* gilt Fz L Fy & fy,(x,y) =0:
Essei z € X* und y € R (X)\{0 L Fgq}. Dann gilt ,(y),l,(¢) # 0 und

folz,y) = 1,(z) l,(y) ly(q)’1 =0 & Il(z)=0 & FzlFy.

Esseiz € X*undy € Ry (X)* N {0 L Fg}. Dann gilt y+¢ € R,(X) und damit l,,,(¢q) € K(F).
Mit Lemma 2.8.5 folgt:

0= fy(z,y) = fo(z,y + q) ©q f4(z,q)
= ly1q(z) lg(y + q) ly+q(Q)_1 S lg() ly(q) lq(Q)_l
= ly+q(7) (lq(y) Dy lq(Q)) ly+q(CI)_1 g lg()
= lytq(z) - 2- ly+q(q)_l g ly()
0 = 2ly14(7) OS¢ lg(2) ly14(q) = ly+q(22) Sg ly+q(l4(2) @)
= ly1q (22 — 1y(2) @) = lysq(22 — ope(z) — 2)
= ly+q (x - UFq(x))
z—opg(x) =0 oder F(z—opy(z)) L F(y+q)
opg(z) =2 oder F(x—opy(x)) L F(y+q),Fq
€ Fq oder F(x—opy(z)) L Fy,Fq
x € Fqg oder F(x—an(a:)),Fq 1 Fy
Fx I Fy.

(3

S R R

fq ist nullteilig:
Es sei x € R (X)*. Fiir x ¢ {0 L Fq} gilt:

) = 1) 1y @) Lla) ™ = 20y(@) Lla) ! £ 0.
Fir z € {0 L Fq} gilt 2+ ¢ € Ry(X) und ly(x + q), litq(z) € K(F).

folw,x) = folz, 2 +q) ©4 fo(.q)
= lLoq(7) lg(z + q) lw+q(q>71 Oq lg() ly(q) lq(q)il
= liyg(r +q—q) ly(z +q) lx-i—q(q)_l
= (lfv+q(x +q) OS¢ lx+q(q))lq(35 +q) lx+t1(‘])_1
= litg(x + q) ly(z + q) lﬂc+q(q)_1 Sq Lotq(@) lg(x + ) lutq(q)
=2l4(z +q) l:erq(q)il Sq lg(z +q)
=2 (lq(x) Dq lq(q)) l:erq(q)il O lg() ©¢ l4(q)
= 4lz+q(Q)_1 OSq 2

-1

Unter der Annahme f,(z,z) = 0 gilt:

lw+q<q) =2= l:erq(x +q) = lw+q($) Dq l:fc+q(q) = lx+q<x> =0.

Die letzte Aussage ist falsch wegen F(x + ¢) £ F(x). Folglich gilt f,(x,x) # 0. O
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Lemma 2.10.6
Es sei ¢ € Q(X)*.

a) Zur € Ry (X)* existiert ein Element A € K(F)*, so dafl gilt:
VeeX Vye Ry(X):  [olz,y) = fr(z,y) A
b) Fiir r € R,(X)* mit (0,¢q) = (0,r) gilt f, = f,-
¢) Fiir A € F* gilt:
VeeX Vye Ry(X): fale, y) = fylz,y) A
d) Fir g e R/ (X)* und z € X gilt:
vy = f4(9,9) " fal@,9) 9.
Beweis:

a) Es sei zundchst r ¢ {0 L Fq}.

y ¢ {0L Fq}, {0L Fr}:
Es sei A :=1,(r)l,(¢)~* € K(F). Dann folgt mit Lemma 2.10.4:

fo(z,y) = 1,(2) l,(y) I, (q )
= 1y(2) L (y) L (y) 7 1y (r) 1y ()~ (@) Lr(@) ™ g (y) (@)™
= 1y(2) 1:(y) 1y(r) 7 1y (1) (@) L (9) 1 (9) ™ () 1y (@)™
= fr(@,9) L (y) I (r) (@) L)~ 1 (0) 7y (g) ™
= fo(z,y) ly(r) l:(q) ™
= fr(z,y) A

ye{0L Fq},y ¢ {0L Fr}:
Es existiert ein Element p € F* mit y+ ug ¢ {0 L Fr}.

fox,y) = fo(z,y + pa) ©4 fo(z, pq) D fo(wy + pg) A Oq fr(w, ug) X = fr(z,y) A

y¢&{0L Fq},ye{0L Fr}:
Es existiert ein Element v € F* mit y +vr ¢ {0 L Fq}.

folx,y) = folz,y +vr) oy fy(x,vr) 2 fr(xy+vr) e, fr(z,vr) A= fo(z,y) A

Es sei nun r € {0 L Fg}. Fiir s € R, (X) mit s ¢ {0 L Fq}, {0 L Fr} gilt:
fol@,y) = fu(2,9) 1g(s) 1s(@) ™" = frl@,9) Ls(r) Ln(5) ™ Ha(s) La(q) ™

b) Aus Mp(q,7) = (¢ + r) folgt mit Lemma 2.6.5 qur L F(q + r). Es wird die Ebene
{0, g, 7} betrachtet. Fiir G := F(q+7r) gilt r = 0¢(¢). Mit Lemma 2.6.10 folgt: o op, 06 =

Ooc(Fq) = OFr:
L(q)r =0p(q) + ¢ =0corg06(q) + 0c(r) = o (orqoc(q) + )
= 06 (0rq(r) +7) = 06(ly(r) q) = 1,(r) oa(q) = l,(r) 7
= L(q) =l4(r)

Aus dem Beweis von a) folgt die Behauptung.
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c) Fury ¢ {0 L Fq} gilt:

Fra(@, Ay) = by () g (M) Ly (Ag) ™ (
= 1,() L,(y) N A (g) P AT =
Fir y € {0 L Fq} gilt mit Satz 1.4.5.d):

Faa(@Ay) = fag(@, Ay + Ag) ©xg frg(m, Aq) = fo(x,y +q) At Oxg fo(,9) A
(fq(x Y +q) O fylz, Q)))‘ ! = folz,y) A~ g

d) Nach Satz 2.8.4 ist z¢ der einzige Punkt auf F'g mit der Eigenschaft zp,uz L Fyg. Gilt
g ¢ {0 L Fq}, so folgt:

folg.9) folz,9) g = (1
l

) AT ( -
Falz,y) A

)ig(9) Ly(0) ™) " (@) ,(9) L,(a) Vg
l(9) " 1y(9) " 1y(2) 1, (9) y(a) ' g

Gilt g € {0 L Fq}, soseir € R,(V) mit (0,¢q) = (0,r) und g ¢ {0 L Fr}. Mit ¢) und dem
vorigen Beweisschritt folgt:

fol9,9) " fala,9) g = fr(9,9) " frl(w,9) g = 27" (ory(w) + ).
Insgesamt gilt:
(0,2) = (0,0p4(x)) = (z,0p4(x) + 7) = (2,2 fy(9,9) " fol@.9) 9)-
Mit Lemma 2.5.3 folgt zu (f,(g,9) " f4(x,9) 9) L Fg und damit zr, = f,(g,9) " fo(z,9) g.
O

Satz 2.10.7
Fir z,y € X* und g € R,(X) mit xuy € & und (0, g) = (z,y) gilt:

fa(7,9), f4(y, 9)?’50

0.2)=0y) & {fq(xg)fq( 91 = £,(4.9) fulw.g)!

Beweis:
»,="“ Lemma 2.6.5 liefert Ou Mp(z,y) L xuy, woraus mit Lemma 2.6.1.a) Ouz,0uy L xuy

folgt. Damit gilt f,(z,g) # 0 und f,(y, g) # 0.
Es sei m := Mp(z,y). Aus (z,y) = (0, g) folgt xp; = T o(x) und yry = 7 o(y).

YFg = Tm,0 (Y) = Tmo Ty (z) = Tzy Tm,0 (z) = Tz,m<ng) = Tfm,o(m),rm,o(m) (ng)
=72, 0(Trg) = —Trg

Mit Lemma 2.10.6.d) folgt:
fox.9) 9= 1(9,9) xrg = —f4(9,9) yrg = —fo(y.9) 9 = fo(z.9) = —f4(y, 9)
fo@,9) foy.9) ™t = —folz, 9) folz,9) 7" = foly, 9) folz,9) 7"
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»<="1 Aus (0, g) = (z,y) folgt Fg = F(y — z) und damit 0 # f,(y — z, g).
fo(@.9) foy.9) ™" = fay, 9) Julw, 9)”"

& folz,9) = f4(y, 9) fq(ilf,g) fo(y, 9)
= foy.9) fol@,9)" foly — x + 2,9)
= f4(y,9) fo(z,9)” fq( —,9) & f4(y,9) fo(x, )_lfq(x,g)
= fo(y:9) fo(z,9)” 1fq( —,9) Dq f4(y,9)

< folz,9) @q fo(y.9) = f4(y. 9) fq($a9)_1fq(y_$>g)

e folo—y.9) = fo(y.9) folx,9) 7 foly — . 9)

& foly, )fq(gj gt =-1

& foly,9) = —fo(,9)

Damit folgt:

for+y,9) = fo(z,9) ©q f4(y,9) = fyz
= Flx+y)LlFg = 0u
(

Aus (z,3(z +y)) = (3(z+y),y) und (z,5(z +y)) = (:(z +y),y) folgt (0,z) = (0,y). O

Satz 2.10.8

Zu einem desarguesschen fasteuklidischen Raum (X, D, (),=) und 0,¢ € X mit Oug € & exi-
stiert eine nullteilige symmetrische Bilinearform f, auf dem 0-Koordinatenraum tiber (X, D, ()),
so daf8 die von f, induzierte Kongruenzrelation =/« mit der Relation = iibereinstimmt.

Beweis: Es sei f, wie in Satz 2.10.5 definiert. Fiir z,y,u,v € X ist die folgende Aussage zu
zeigen:

(@.y) = (o) & (2,9) =" (u0).

Es sei y — x # v — u (Sonst ist die Aussage trivial.).

»=": Nach (KT) existieren Punkte zg,...,z, € X mit y —g x = x¢, 2, = v —g u und
riqux; € & firi e {1,...,n}, so daf gilt:
(an -0 l‘) = (0,1’1> = = (Oaxn—l) = (O’U -0 U’)
Mit Satz 2.10.7 folgt:
__fq _fq _Jq _Jq
0,y —ox) =g (0,71) =5 -+ =g (0,2,1) =5 (0,0 =g ).
Also gilt: (x,y) = (u,v).
,<=": Es existieren Punkte z1,y1,...,2,,y, € X mit
(,9) =6 (wn,0) =5 =6 (Ta,ya) = (w,0).
0.B.d.A. seien die Punkte y —qx, y1 —0 %1, ..., Yn —0Tn, U—ou paarweise verschieden. Mit Satz
2.10.7 folgt
(O,?J—O Qf) = (07y1 -0 xl) = - = (Ovyn _Dxn) = (07U_0 U),

so daf} sich aus der Transititdt von = die Behauptung ergibt. O
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