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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung kombinatorischer Markov-Ketten mithilfe
der Doob-Martin-Theorie. Es werden unter anderem strukturelle Aussagen im Falle nicht lo-
kalendlicher Ketten bewiesen und eine hinreichende Bedingung fiir stetige Erweiterung von
Markov-Funktionen auf den Martin-Rand gegeben. Zwei grofiere Anwendungen, die Asymp-
totik von Rekorden und ein leader-election-Algorithmus, werden im Detail ausgefiihrt.

Nach der Einfithrung werden wir im zweiten Kapitel ausfiihrlich die Doob-Martin-Theorie
einfithren und die zentralen Resultate beweisen. Hierbei gehen wir insbesondere auf nicht lo-
kalendlichen Ketten ein.

Die Theorie wird in Kapitel 3 zunédchst anhand erster Beispiele veranschaulicht. Unter den
Beispielen finden sich zentrale diskrete Strukturen wie Zahlvektoren von Verteilungen auf N
und Erdés-Rényi-Graphen.

Im vierten Kapitel verwenden wir funktionentheoretische Methoden, um zusammen mit
der Doob-Martin-Theorie die Asymptotik von Rekorden zu untersuchen. Wir ergidnzen am
Ende des Kapitels Betrachtungen zu Markov-Ketten, die mit der Asymptotik von Rekorden im
direkten Zusammenhang stehen.

Danach betrachten wir in Kapitel 5 ein aus der Literatur bekanntes Auswahlverfahren in
verteilten Systemen. Diese leader election hingt vom Maximum geometrisch verteilter Zufalls-
grofen ab, das wir wieder mit unseren Methoden untersuchen werden.

Im letzten Kapitel betrachten wir Markov-Funktionen, die eine kombinatorische Markov-
Kette wieder auf eine kombinatorische Markov-Kette abbilden, und geben eine hinreichende
Bedingung dafiir an, dass sich diese Funktion stetig auf den Doob-Martin-Rand fortsetzen lasst.

Beispiele fiir diese Situation schlieflen das Kapitel.

Schlagworter: Kombinatorische Markov-Ketten, Doob-Martin-Theorie, Auswahlalgorithmen
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Abstract

This dissertation deals with the analysis of combinatorial Markov chain via Doob-Martin
theory. We will prove structural statements in case of non locally finite chains and give a suf-
ficient condition for a continuous extension of Markov functions to the Martin boundary. Two
applications, the asymptotics of records and a leader election algorithm will be given in detail.

After an introduction we will elaborate the Doob-Martin theory and will prove the central
results. We will especially focus on non locally finite chains.

By means of first examples the theory will be illustrated in Chapter 3. Among others we
will deal with important discrete structures like counting vectors of distributions on N and
Erdés-Rényi graphs.

In the fourth chapter we will use methods from complex analysis to investigate together
with Doob-Martin theory the asymptotics of records. We will add considerations on closely
related combinatorial Markov chains at the end of the chapter.

Thereafter we will examine an easy, well known leader election algorithm in distributed
systems. This algorithm depends on the maxima of geometric distributed random variables,
which we will study using our methods.

In the last chapter we will consider Markov functions, i.e. functions which map a combina-
torial Markov chain to a combinatorial Markov chain, and will give a sufficient condition for
their continuous extendability to the Martin boundary. Finally, we will give some examples for

this situation.

Keywords: Combinatorial Markov chains, Doob-Martin theory, election algorithms
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1 Einleitung

Viele zufallige kombinatorische Objekte lassen sich iiber eine stochastische Prozedur konstru-
ieren: Mochten wir zum Beispiel n Karten mischen, so kénnen wir diese sukzessive auf einen
Stapel legen, indem jede Karte zufillig und gleichverteilt in eine der Positionen des bereits ge-
bildeten Stapels geschoben wird. Das Ergebnis ist dann eine zufillige Permutation vom Umfang

n.

Formal betrachten wir Markov-Ketten X = (X,,)nen mit Werten in einer kombinatori-
schen Familie F. Jedem kombinatorischen Objekt + € I kénnen wir einen Gréflenparameter
¢r(x) € N zuordnen. Im Kartenmischbeispiel ist dies die Anzahl der Karten. Die Familie
zerfillt so in disjunkte Teilmengen F,,, n € N, der Objekte der Gré8e n. Die stochastische Pro-
zedur liefert zum Zeitpunkt n ein zufélliges Objekt der Grofle n, d.h. P(X,, € F,,) = 1. Wir
sagen, dass X die Raum-Zeit-Eigenschaft hat. Folglich ist die Markov-Kette X transient. Wir

verwenden die Bezeichnung aus [Grii13] und nennen X eine kombinatorische Markov-Kette.

Fiir die asymptotische Analyse der stochastischen Prozedur bendtigen wir Grenzwertaus-
sagen uiber die kombinatorische Markov-Kette X. Die Betrachtung randwerttheoretischer As-
pekte diskreter Markov-Ketten geht auf [Doo59] zuriick: Eine transiente Markov-Kette X mit
Werten in einer hochstens abzéhlbar unendlichen Menge F wird durch ihre Startverteilung p
und ihre Ubergangsmatrix P beschrieben. Die Matrix P lasst sich als Operator auf der Menge
R¥ der reellwertigen Funktionen auf I auffassen. Die Matrix P — I, wobei I die Einheitsmatrix
sei, ist dann das diskrete Analogon des Laplace-Operators der Potentialtheorie. Das originire
Ziel in [Do059] ist die Beschreibung aller beziiglich dieses Operators nichtnegativen harmoni-
schen Funktionen. Dazu sei 7 € F ein beliebiger Referenzpunkt. Es reicht, die Menge 7 aller
am Punkt z( zu 1 normierten, nichtnegativen harmonischen Funktionen zu kennen. Die Menge
H ist konvex und kann demnach durch ihre Extrempunkte beschrieben werden. Nach einem
Vorgehen aus [Mar41] wird der Zustandsraum F mit einer Metrik d versehen und zu F vervoll-
standigt. Wir nennen deswegen OF := F \ F Martin-Rand. Die Vervollstindigung F ist kom-
pakt und heif3t Doob-Martin-Kompaktifizierung. Zu jedem Punkt oo im Martin-Rand gehort eine
superharmonische Funktion s, und die Extrempunkte von H " liegen vollstindig im Martin-

Rand und werden als minimaler Martin-Rand bezeichnet. Weitere gute einfiihrende Quellen fiir
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dieselbe Konstruktion finden sich in [Hun60], [Dyné69], [KSK76], [Saw97] und [Woe09]. Wih-
rend in der Originalarbeit [Do059] und in [Saw97] und [Woe09] ein Referenzpunkt o € F
bzw. in [Dyn69] ein Referenzmaf auf (IF, B(FF)) fiir die Konstruktion gew#hlt wird, werden
in [Hun60] und [KSK76] verallgemeinerte Ketten mit zufalligem Start- und Endzeitpunkt be-
trachtet. Wir werden allerdings nur die erste Konstruktion betrachten, denn kombinatorische
Markov-Ketten starten zum Zeitpunkt 1 in ;. Neben der Vervollstindigung ist es auch mog-
lich, die Kompaktifizierung rein topologisch iiber eine Stone-Cech-Kompaktifizierung ohne
Einfithrung einer Metrik zu definieren (siehe z.B. [Woe09, S. 188f]).

Die Konsequenzen der potentialtheoretischen Uberlegungen, die sich fiir stochastische Pro-
zesse ergeben, werden sehr ausfithrlich in [Doo84] beschrieben. Wir verwenden, dass eine
kombinatorische Markov-Kette X fast sicher in ihrer Doob-Martin-Kompaktifizierung kon-
vergiert und der fast sichere Grenzwert bis auf Nullmengen die terminale o-Algebra von X

erzeugt.

Interessante Beispiele fiir die fast sichere Konvergenz kombinatorischer Markov-Ketten
finden sich in [EGW12]. Dort wird eine grofie Klasse kombinatorischer Markov-Ketten un-
tersucht. Hierunter fallt unter anderem der BST-Prozess, die Markov-Kette, die sich aus dem
bekannten binary-search-tree-Algorithmus ergibt. Weitere kiirzlich veroffentlichte Arbeiten in
diesem Bereich sind [EGW16], die sich mit Rémys Algorithmus zur Konstruktion binirer Bau-
me befasst, und [EW16], die den minimalen Martin-Rand der radix sort trees bestimmt. Bei
letzterem ist zu beachten, dass dort die Teilmengen F,, nicht endlich sind. Auf diese Beson-
derheit bei kombinatorischen Markov-Ketten werden wir bei der ausfiihrlichen Beschreibung
der Theorie eingehen. Die Doob-Martin-Theorie liefert fast sichere Grenzwertaussagen fiir die
kombinatorischen Strukturen selbst, aber sie kann auch genutzt werden, um die Asympto-
tik einiger Funktionale dieser Strukturen zu untersuchen. Mithilfe von Martingalmethoden ist
es dann zum Beispiel moglich, die fast sichere Konvergenz der internen Pfadlinge und den

Wiener-Index bei bindren ([Grii14b]) und rekursiven Baumen ([GM15]) zu bestimmen.

Die Tatsache, dass der fast sichere Limes bis auf Nullmengen die terminale o-Algebra des
Prozesses X erzeugt, kann genutzt werden, die terminale o-Algebra auf Trivialitat zu unter-
suchen. Daraus wiirde ein Verschwinden der Zufalligkeit im Grenzwert folgen. In [Griil4a]

finden sich Beispiele hierfiir.

Eine weitere zentrale Idee stammt auch aus [Do059]: Jede normierte, nichtnegative har-
monische Funktion A liefert eine Markov-Kette mit Werten in F, die wir h-Transformierte nen-
nen wollen. Alle h-Transformierten haben dieselben Riickwértsiibergangswahrscheinlichkei-
ten, die Ubergangswahrscheinlichkeiten der zeitinvertierten Prozesse.

Uber h-Transformation ist es dann mdoglich, verschiedene Prozesse miteinander in Be-
ziehung zu setzen. Zum Beispiel hangen die klassische Pélya-Urne und Nord-Ost-Irrfahrten

([BK64]) oder der binary-search-tree- und der digital-search-tree-Algorithmus iiber hA-Trans-



formation zusammen ([EGW12]).

Die Betrachtung h-Transformierter liefert einen weiteren Zugang zur Doob-Martin-Theo-
rie: Ausgehend von einem qualitativen Ubergangsgraphen werden alle Wahrscheinlichkeits-
mafle gesucht, die dieselben Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten haben. Diese Frage-
stellung hat ihre Urspriinge in der Darstellungstheorie. Der gewichtete, gerichtete Ubergangs-
graph hangt mit sogenannten Bratelli-Diagrammen zusammen. Die Bestimmung aller Mafle im
obigen Sinn ist dann dquivalent zur Bestimmung aller Charaktere der zum Bratelli-Diagramm
gehorigen AF-Algebra oder der beziiglich der Graphgewichte harmonischen Funktionen. Eine
gute Einfithrung in diesen Ideenkreis bietet das Buch [Ker03]. Ein zentrales Resultat aus diesem
Bereich ist die Bestimmung aller Charaktere der unendlichen symmetrischen Gruppe ([VK81]).
In den Arbeiten, die diese Fragestellungen untersuchen, geht es nicht um die Beschreibung der

Vorwirtsmechanismen der zugehorigen Markov-Ketten.

In der vorliegenden Arbeit soll es dagegen darum gehen, nicht nur die Martin-Rénder der
gegebenen Beispiele zu bestimmen, sondern auch die zugehorigen h-transformierten Ketten
so explizit wie moglich anzugeben. Des Weiteren wird die Theorie kombinatorischer Markov-
Ketten mit vollstandigen Beweisen angegeben mit Beriicksichtigung méglicherweise nichtend-
licher IF),’s. Als komplett neuen Aspekt der Theorie mdchten wir die stetige Fortsetzbarkeit von
Markov-Funktionen - solche Funktionen, die eine kombinatorische Markov-Kette wieder auf

eine kombinatorische Markov-Kette abbilden - auf den Martin-Rand untersuchen.

Im zweiten Kapitel werden wir ausfiihrlich die Doob-Martin-Theorie kombinatorischer
Markov-Ketten einfithren und alle zentralen Resultate beweisen. Hierbei gehen wir auf die Be-
sonderheiten bei nichtlokalendlichen Ketten ein und erkldren den Zusammenhang der Theorie

fiir kombinatorische Markov-Ketten zu der Randtheorie bei gerichteten, gewichteten Graphen.

Zur Veranschaulichung der Theorie werden wir in Kapitel 3 zunéchst erste Beispiele geben
und die Bestimmung der Doob-Martin-Kompaktifizierung im Detail durchfiithren. Zunéchst
untersuchen wir Ketten, deren Randverteilung zum Zeitpunkt n die Gleichverteilung auf der
Menge [n] ist. Je nach Ubergangsmechanismus - also gegebenen Riickwirtsiibergangswahr-
scheinlichkeiten - unterscheiden sich die Martin-Rénder voneinander. Des Weiteren betrachten
wir Ziahlvektoren von Verteilungen auf N und eine Markov-Kette mit Werten in Aquivalenz-

klassen von Erd6s-Rényi-Graphen.

Auch die asymptotische Anzahl der Rekorde einer Folge von reellen ii.d Zufallsvariablen
mit stetiger Verteilungsfunktion lasst sich mithilfe der Doob-Martin-Theorie untersuchen. Da-
zu verwenden wir fiir diese Rekord-Kette im vierten Kapitel funktionentheoretische Methoden.
Dadurch erhalten wir im Gegensatz zu bereits vorhandenen Resultaten konkrete Darstellun-
gen der erweiterten Martin-Kerne. Wir gehen anschlieffend noch auf kombinatorische Markov-

Ketten ein, die im direkten Zusammenhang mit der Rekord-Kette stehen.

Als zweite groflere Anwendung der Theorie betrachten wir in Kapitel 5 ein einfaches Aus-
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wahlverfahren in verteilten Systemen, das in der Forschung schon viel Aufmerksamkeit erhal-
ten hat. Diese leader election hingt vom Maximum geometrisch verteilter Zufallsgréf3en ab, das
wir wieder mit unseren Methoden untersuchen werden. Auch hier konnen wir alle zugehori-
gen h-Transformierten explizit angeben. Teile dieses Kapitels sind bereits in der Arbeit [GH16]
veroffentlicht, wobei die vorliegende Arbeit die dort ausgelassenen Details und Erweiterungen
erganzt.

Im letzten Kapitel betrachten wir Markov-Funktionen und geben eine hinreichende Bedin-
gung dafiir an, dass sich diese Funktion stetig auf den Doob-Martin-Rand fortsetzen l4sst. Wir

schlieflen dieses Kapitel mit der Angabe von Beispielen fiir diese Situation.

Die fiir jedes Kapitel relevante Literatur findet sich direkt in dem jeweiligen Text. Sofern

nicht anders definiert verwenden wir die gangige Notation der Wahrscheinlichkeitstheorie.



2 Die Doob-Martin-Theorie

2.1 Die Doob-Martin-Kompaktifizierung

Wir betrachten im Folgenden einen stochastischen Prozess X = (X,)nen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, A, P). Da wir uns fiir wachsende diskrete Strukturen interessieren, soll
X Werte in der Menge F = U;’Ozl F,, annehmen, wobei die Teilmengen F,,, n € N, disjunkt
und hochstens abzahlbar seien. Den Spezialfall endlicher Mengen F,, betrachten wir gesondert

im Unterabschnitt 2.2.

Insbesondere lasst sich jedes Element z € F eindeutig einer Teilmenge F,, zuordnen; wir
haben also eine Funktion ¢ : F — N mit ¢p(x) = n, falls z € F,, gilt. Fiir bessere Lesbarkeit
setzen wir hier |z| := ¢p(z). Dem sukzessiven Wachstum kombinatorischer Strukturen oder
deren Funktionale tragen wir Rechnung, indem wir fordern, dass der Prozess X die Raum-
Zeit-Eigenschaft besitzt: Fir alle n € N gilt P(X,, € F,,) = 1. Zum Zeitpunkt n ist X,
fast sicher eine kombinatorische Struktur der Grofle n. Fir den Prozess X seien zudem die
Vergangenheit und die Zukunft unabhéingig gegeben den gegenwirtigen Zustand. Formal: Die
o-Algebren

Fop 1= 0({X1, .. ,Xm}) und G, = U({Xn,Xn+1, .. }), n>m,

seien bedingt unabhingig gegeben X, fiir alle n € N. Abkiirzend schreiben wir hierfir
Fm WL Gy (2.1)
Xm

~N—1, IV € N, Markov-Ket-
ten mit Werten in F sind. Sind umgekehrt diese Prozesse Markov-Ketten, so gilt Gleichung (2.1)
fir alle m € N, n > m (siehe [Kal02, Lemma 8.1]). Durch die Raum-Zeit-Eigenschaft erhalten

Hieraus folgt unmittelbar, dass sowohl X als auch (Xn_y)n=01

g dyeeey

wir immer zeithomogene Markov-Ketten.

Wie allgemein tiblich wollen wir fortan die kanonische Konstruktion der Markov-Kette
X betrachten, d.h. wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (FY, P(F)®N, PX), dessen o-

5
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Algebra P(F)®N von den speziellen Zylindermengen
Clx1,...,zn) = {y=(y1,90,...) EFN : yy=x;, i€ [n]}, neN,

erzeugt wird, wobei [n] := {1,2,...,n} die Menge der ersten n natiirlichen Zahlen sei.

Die meisten kombinatorischen Strukturen haben nur ein Objekt der Gréf3e 1. Daher for-
dern wir zusatzlich #F; = 1. Die Kette X startet also in einem deterministischen Zustand
e € Fy. Wir gehen davon aus, dass X schwach irreduzibel ist: Jedes Element x € F wird mit
positiver Wahrscheinlichkeit von X besucht, dh. P(X,, = ) > 0 fur || = n, n € N. An-
dernfalls verkleinern wir entsprechend den Zustandsraum. Einen stochastischen Prozess X,
der alle vorhergegangenen Forderungen erfillt, nennen wir eine kombinatorische Markov-
Kette. Wir merken an, dass sich die erste Definition kombinatorischer Markov-Ketten nur auf
Ketten mit endlichen F,,’s bezog (siehe [Grii13]), wir aber sehen werden, dass sich auch fir

abzihlbar unendliche IF,,’s interessante Beispiele ergeben und die Erweiterung sinnvoll ist.

Die Verteilung einer Markov-Kette ist bekanntlich eindeutig durch ihre Startverteilung und
ihre Ubergangswahrscheinlichkeiten charakterisiert. Fiir X ist wegen unserer Forderungen die
Startverteilung die Einpunktverteilung J. in e. Fir zwei Elemente z € F,,,, y € F,,, m,n € N,
m < n, schreiben wir p}!, (z,y) := P(X,, = y| X, = z) fur die Ubergangswahrscheinlichkei-
ten. Die Indizes dienen zur schnelleren Identifikation der Grofien der z’s und y’s. Istn = m+1,
lassen wir die Indizes weg. Wir erhalten dadurch eine Matrix P = (p(ac, y))my cp- Sofern es
eindeutig ist, um welche kombinatorische Markov-Kette X es sich handelt, werden wir die-
se nicht speziell auszeichnen, weisen aber darauf hin, dass unterschiedliche Markov-Ketten
natiirlich unterschiedliche Ubergangswahrscheinlichkeiten haben kénnen. Wir werden sehen,
dass die Rickwartsiibergangswahrscheinlichkeiten eine wichtige Rolle bei Raum-Zeit-Ketten
spielen und setzen daher analog o}, (x,y) := P(X,, = x| X,, = y). Auch hier werden wir die

Indizes bei Einschrittiibergangswahrscheinlichkeiten weglassen.

Die Matrix P lasst sich als Operator auf der Menge RF = {f : F — R} der reellwertigen

Funktionen auf IF auffassen, indem wir fiir eine Funktion f € RF

Pf(x) =Y plx,y)f(y), Vz€eF, (2.2)

yelF

definieren. Wir wollen nur noch solche Funktionen betrachten, bei denen die Summe in (2.2)
endlich ist, und nennen diese P-integrierbar. Wir bezeichnen eine P-integrierbare Funktion
s € RF als superharmonisch, falls Ps < s gilt. Bei Gleichheit heifit die Funktion harmo-
nisch. Die Bezeichnung ,harmonisch® hat ihren Ursprung in der Potentialtheorie. Das Ana-
logon des dortigen Laplace-Operators ist in unserem Fall P — I, wobei I die Einheitsmatrix
sei. Wir bezeichnen mit S(X) := {f € R : Pf < f} die Menge der superharmonischen,
mit #(X) := {f € RF : Pf = f} die Menge der harmonischen Funktionen auf F. Insbe-
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sondere interessieren wir uns fiir die nichtnegativen, normierten (super-)harmonischen, also
diejenigen Funktionen f € RF, die zusitzlich zur (Super-)Harmonizitit f > 0 und f(e) = 1
erfiillen. Die Mengen ST (X) und %" (X) enthalten die nichtnegativen super- bzw. harmoni-
schen Funktionen und werden mit einer 1 als Index versehen, wenn die Funktionen normiert
sind. Diese sind Unterraume des topologischen Raumes R¥, der wie iiblich mit der Produktto-

pologie versehen wird.

Wir kénnen die Funktionen s € S;"(X) verwenden, um neue Prozesse mit Werten in F zu

erhalten. Die Ubergangsmatrix P° des neuen Prozesses definieren wir fiir 2,y € F durch
S 1 2 S o
p(z,y) = @p(x,y)S(y) fir s(z) >0, p°(z,y) := 0 firs(z) =0.

In Anlehnung an [Doo59] nennen wir die Markov-Kette mit den (Sub-)Ubergangswahrschein-
lichkeiten p®(-, -) Doobs s-Transformierte oder s-Prozess X°. Diese haben die Randvertei-
lungen

P(X; =zx) = s(z)P(X,, = z) (2.3)

fur || = n, n € N. Aus probabilistischer Sicht interessieren uns spéter nur die h-Transfor-
mierten fiir h € H{ (X), weil bei diesen ,keine Masse auf dem Weg verloren geht“. Die Menge

der erreichbaren Zustdande
Fé:={zeF:PX, =x)>0fireinn € N}

kann sich durch Nullstellen der superharmonischen Funktion verkleinern. Wir schreiben fiir
diese Teilmenge auch FX°, wenn wir verdeutlichen wollen, um welche Markov-Kette es sich
handelt. Die Matrix P? ist dann ein Operator auf dieser verkleinerten Menge, allerdings nicht

notwendigerweise stochastisch:
LEmMMA 2.1 Die Matrix P?® ist genau dann stochastisch, wenn s € H*(X) gilt.

Beweis. Es sei x € F*. Dann erhalten wir, falls die Funktion s € Ht (X) harmonisch ist,

Yo piwy) = Y 1)p(w,y)8(y) - L S plz,y)s(y) = 1.

ye]Fs yer S(CC S(x) yGJFS

Ist die Funktion s € ST(X) \ H*(X) echt superharmonisch, so existiert ein z € F* mit
s(z) > Ps(x). Fir dieses z ist

Zps(l‘,y) = PS(x) < 1,

y€eFs

und daher ist die Matrix P* echt substochastisch. O
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Das vorhergegangene Lemma zeigt, dass die Verteilung von X * kein Wahrscheinlichkeits-
maf ist, falls s echt superharmonisch ist. Um diesen Makel zu beseitigen, fithren wir ausgehend

, ein. Fur eine echt su-

von der Konstruktion in [Dyn69] ,Grabeszustidnde® 1%, x € F, m > |x
perharmonische Funktion s € ST(X) \ H*(X) definieren wir dann fiirr z € F$

ps(xa.l-ﬁ+l) = 1- Zps($7y)7 p(Tﬁqun«H) = 17 m>n. (2'4)
yels

Erweiterungen wollen wir kiinftig durch fett gedruckte Zeichen kennzeichnen. Die erweiterte

Matrix P? ist folglich stochastisch auf

F=Ful]) | )

2€F m=|z|+1

Erreicht die Kette X einen Grabeszustand {,, stirbt sie fiir immer. Die Gréf3enfunktion setzen
wir dann als ¢p(z) = ¢p(z) fir € F und ¢p({%,) = m, z € F, m > |z|. Der Unterschied
unserer Konstruktion zum Vorgehen in [Dyné69] ist, dass wir die Raum-Zeit-Eigenschaft er-
halten, den Prozess nach dem Todeszeitpunkt also nicht abbrechen lassen. Es sei ] (X*) die
Menge der normierten, nichtnegativen harmonischen Funktionen auf F bezliglich der auf F
erweiterten Matrix P*. Wir merken an, dass weiterhin S;"(X*) die Menge der nichtnegati-
ven, normierten superharmonischen Funktionen beziiglich der auf F® definierten Matrix P*
ist. Diese ist nach Lemma 2.1 nicht notwendigerweise stochastisch.

Wir werden daher ab jetzt kombinatorische Markov-Ketten X auf [F und ihre s-transfor-
mierten Ketten, s € Sf' (X), mit Werten in F betrachten. Die schwache Irreduzibilitit der
Transformierten bezieht sich dann natiirlich auf F® und wir lassen wegen der besseren Les-
barkeit den Index s bzw. X* haufig weg und schreiben dafiir X, um zu kennzeichnen, dass es
sich um eine s-transformierte Kette handelt und wir gegebenenfalls den erweiterten Zustands-
raum F betrachten miissen. Mit 4 = 1 ist X" natiirlich auch eine transformierte Kette - die
Ausgangskette X. Wir merken an, dass allgemein fiir eine harmonische Funktion h € H{ (X)
natiirlich F* \ F = {) gilt, da dann P”" stochastisch ist.

Es gilt ein zentraler Zusammenhang zwischen s-transformierten Ketten und Riickwarts-

iibergangswahrscheinlichkeiten.

SATZz 2.2 Esseien X und Y zwei kombinatorische Markov-Ketten mit Werten in der (erweiterten)
kombinatorischen Familie F. Auflerdem gelte FY C FX; jeder Zustand, der von Y erreicht wird,
wird auch von X erreicht. Dann haben X und Y auf FY genau dann dieselben Riickwirtsiibergangs-
wahrscheinlichkeiten, wenn es eine harmonische Funktion h € ${(X) gibt, sodass L(X") =

L(Y) gilt. Insbesondere ist die Funktion h dann gegeben durch

h(z) = ;z) fir x €FY, h(z) =0, z¢F)
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Beweis. Sei £L(X") = L(Y) fiir ein h € $7 (X). Dann gilt fir v € FX und y € F¥_,

PXh=2) 4
P(Xg-H = y)p (

I
=
s
<
S~—
=
<
S~—
I

M(w,y) = ,y) o(z,y).
Nehmen wir umgekehrt an, dass X und Y auf FY dieselben Riickwirtsiibergangswahrschein-

lichkeiten haben. Fiir x € FY. definieren wir dann die Funktion

und h(z) := 0 fir z ¢ FY. Mit dieser erhalten wir fiir fir z € FY undy € FY

(@ y)h(y) = @@»ww

und die Harmonizitit folgt hieraus trivialerweise. O

Der Satz 2.2 liefert uns auch nachtraglich eine Begrindung dafiir, bei den Riickwérts-
iibergangswahrscheinlichkeiten keinen Index fiir die harmonische Funktion zu verwenden.
Auflerdem legt der Satz eine Mischungseigenschaft nahe. Fiir zwei harmonische Funktionen
h;, hy € $H] (X) ist die h-Transformierte der Mischung der beiden Funktionen die Mischung

der beiden h;-transformierten Ketten, ¢ = 1, 2. Formal:
LEMMA 2.3 Fiir zwei harmonische Funktionen hy, hy € ${ (X) und a € [0, 1] gilt
L(xemt=ohy — qr(x™M) + (1 - a)L(xh2).

Beweis. Die Verteilung einer Markov-Kette ist durch die Randverteilungen und die Riickwarts-
iibergangswahrscheinlichkeiten eindeutig festgelegt. Es seien Y := Xohi+(1—a)hz2 ypng 7 ejn
Prozess mit £(Z) := aL(X™) + (1 — a)£(X"2). Aus der Definition von Z folgt mit (2.3) fiir
r € F£

P(Z, =) = (ahi(z) + (1 — a)hy(z))P(X, = z) = P(Y, =z).

Eine Erweiterung der Gleichung (2.3) liefert mit der Markov-Eigenschaft der Kette X

P(Zy11 = xpt1|Zn = xpy. .., Z1 = 1)
(Oéhl(zn+1) +(1- a)h2($n+1))P(Xn+1 = Tptl,---, X1 =1)
(Ozhl(acn) +(1- a)hg(:bn))]P’(Xn =Ip,..., X3 =21)
_ (ahl(an) +(1- a)hg(acn+1))IP’(Xn+1 = Tpi1, Xpn = Tp)
(ahy(z,) + (1 — a)he(zy))P(Xy = zp)

= ]P)(Zn+1 = Tn+l |Zn = xn)
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Der Prozess Z ist also eine Markov-Kette mit den Riickwértsiibergangswahrscheinlichkeiten
fuirx € F,undy € F%H

]P(Zn-f—l = y,Zn = .’L’)
P(Z, = x)
- aIP’(ngH = y,Xg1 =z)+(1— a)P(Xgﬁ_l = y,Xg2 =)
B aP(Xh = 7) + (1 — a)P(Xh2 = )
ah; (Y)P(Xpt1 =y, X = 2) + (1 — o)y (y) PXp1 = y, X = )
ah; (2)P(X, = z) + (1 — a)h2(2)P(X,, = )

0z(w,y) =

= ov(z,y).

wobei wir Satz 2.2 benutzt haben. Die Ketten Y und Z haben daher dieselben Randverteilungen

und dieselben Rickwiértstibergangswahrscheinlichkeiten. d

Zur Beschreibung aller beziiglich P nichtnegativen, normierten harmonischen Funktionen
auf F benotigen wir fur z € F, und y € F,,, m,n € N, den Martin-Kern

P(X, =y |Xm =x) 1

Kx(z,y) = FX, — ) = PX, =) om (2, Y)

zur kombinatorischen Markov-Kette X, wobei wir Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten
fiir m > n gleich 0 setzen. Der Name geht auf [Mar41] zuriick. Ist klar, um welche kombinato-
rische Markov-Kette es sich handelt, sparen wir uns den Index. Fiir jedes = € F ist die Funktion

y — K(x,y) wegen

K(z,y) = ———o(z,y) < 00— =t cC
@9) = px, =y 2@y = v
nach oben beschrinkt. Es sei &7 (X) die Menge der normierten, nichtnegativen superharmo-

nischen Funktionen auf F bzgl. P.
LEMMA 2.4 Firy € Fist K(-,y) € &1 (X) \ 97 (X) eine echt superharmonische Funktion.

Beweis. Seiy € F beliebig und |y| = n. Mit der Markov-Eigenschaft folgt fiir alle z € FX mit
|x| < n —2,dass

]' n
;p(x,z)K(z,y) = W;P(%Z)Pﬂ(zay)
P(Xn =Y ’ X|z| = $)

= PX, =) = K(z,y).
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Fur |z| = n — 1 ist nach obiger Gleichung

P(Xn =Yy | anl = ZC)

PK(z,y) =PXp =y[Xn1 =2) < F(X, =

Schliellich gilt fur || = n, dass K(x,y) = 1,(z) > PK(x,y) = 0. Die Funktion K (-, y) ist

also fiir alle y € F superharmonisch und im Punkt y echt superharmonisch. O

BEMERKUNG 2.5 Natiirlich ist fiir y € F¥X auch K (-, y) € &1 (X) \ $] (X) eine echt super-
harmonische Funktion. Mit dieser kénnten wir eine weitere Markov-Kette X (+¥) definieren,
die dann wieder substochastisch wire, sodass wir Grabeszustdnde hinzufiigen miissten, um
diese stochastisch zu machen. Diese Konstruktion liefie sich dann unendlich weit fortsetzen,
aber da es uns spater hauptséachlich um die Ausgangskette X und deren h-transformierte Ket-

ten X" h e H, geht, belassen wir es bei dieser Bemerkung,.

Wir nutzen nun die Martin-Kerne, um eine Metrik auf F zu definieren. Dafiir sei w : F —
Ry, > cpw(x) < oo, eine positive Gewichtsfunktion. Mithilfe dieser Funktion kénnen wir
die Funktion d : F x F — R durch

= > w(z) ’K” Bl S —1.(y)| (2.5)

z€F z€F

definieren.

SATz 2.6 (a) Die Funktion d ist eine Metrik und der metrische Raum (F, d) ist diskret.
(b) Eine Folge (yn)nen € FY ist genau dann eine Cauchy-Folge beziiglich d, wenn

(i) entweder die Folge einfriert (d.h., es existiert ein ng € N und einy € F, sodass y, = y
furallen > ng),

(ii) oder die Folge jede endliche Teilmenge A C F schlieflich verlisst (d.h., es existiert ein
no € N, sodass yn, ¢ A fiir allen > ng) und die Werte des Martin-Kerns K (x, yy,) fiir

alle x € F in R konvergieren.

Beweis. (a) Die Nichtnegativitit der Funktion d ist offensichtlich, ebenso, dass d(z, x) = 0 ist.
Fur z # y gilt d(z,y) > w(x) > 0. Die Symmetrie und die Dreiecksungleichung sind klar.
Wegen B, ;) (z) = {y € F : d(z,y) < w(x)} = {z} ist (F,d) diskret.

(b) Friert eine Folge (y,)neny € F'schlieBlich ein, ist es offensichtlich, dass die Folge eine
Cauchy-Folge beziiglich d ist. Sei (y,)nen € F eine Folge mit lim,, oo K (2, 1,) < oo fiir
alle x € F, die jede endliche Teilmenge schlieBlich verlésst. Insbesondere ist (K (2, yn) ) nen

eine Cauchy-Folge in R. Da ) w(2) absolut konvergiert, erhalt man mit dem Satz der
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majorisierten Konvergenz

(\K(z,yn) — K(z,ym)l

i dy o) = lim S w(z) # L0) ~ 1o

m,n—00 Cz
z€F
. K(z, — K(z,
m,n—00 Cy
z€F
=0,

wobei wir fiir den zweiten Term ausgenutzt haben, dass y,, jede endliche Teilmenge schlief3-

lich verlasst.

Ist umgekehrt (y,)nen eine Cauchy-Folge, so ist (K (x,yn))nen eine Cauchy-Folge fiir
jedes x € F, denn fiir alle € > 0 und fiir alle m,n > N(e) € N gilt

€ > d(Ym,yn) > Zw(z)‘K(Z’yn)—K(Z»ym)l

z€F €z
w(z)
> c ’K(x7ym) _K(xayn)|7
\\”T,_/

>0

und wegen der Vollstandigkeit von R konvergiert (K (x, yn))nen, fur alle x € F. Die Folge
(Yn)nen bleibt entweder schliellich in einer endlichen Teilmenge von F, woraus, weil F
diskret und (yn,)nen, eine Cauchy-Folge ist, folgt, dass y, = y fireiny € Fund n > ng
fir ein ng € N ist. Andernfalls verlasst y,, schliellich jede endliche Teilmenge. O

Satz 2.7 Die Vervollstindigung F des metrischen Raumes (F, d) ist kompakt.

Beweis. Es sei (1, )nen € FY eine Folge in F. Da {K (z,-) : x € F} abzihlbar ist, erhalten wir
mit einem Diagonalfolgenargument eine Teilfolge (v, )ken, sodass K (z, yn, ) konvergent fur
alle x € Fist. Dann ist diese Teilfolge nach Satz 2.6 eine Cauchy-Folge. Wegen Satz A.1ist (F, d)
total beschrankt. Die Vervollstindigung eines metrischen Raumes (X, d) ist genau dann kom-
pakt, wenn dieser Raum total beschrankt ist ((Eng89, Corollary 4.3.30]). Die Vervollstandigung
F ist daher kompakt. O

Wir nennen den kompakten metrischen Raum (F, d) die Doob-Martin-Kompaktifizie-
rung der kombinatorischen Markov-Kette X. Die Teilmenge OF := F \ F nennen wir den
Doob-Martin-Rand zu X. Die Metrik d setzen wir auf tibliche Weise auf die Vervollstindigung
F fort. Wir erhalten zudem wegen der Definition der Metrik d direkt:

KOROLLAR 2.8 Die MengeF ist diskret in (F, d) und OF ist eine abgeschlossene Menge.

Beweis. Wegen des zweiten Terms in (2.5) der Metrik d gilt fir « € JF und eine Folge (Y, )nen,
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die gegen « konvergiert, dass

d(z,a) = lim d(x,y,) > w(x)

n—0o0

fiir alle # € F. Damit ist wieder B,,(;)(z) = {x}, also F diskret und offen, und demzufolge OF
abgeschlossen. O

Wegen

K (wy) = Ko 2)] < A, 2)

ist die Abbildung y — K(z,y) gleichmiaBig stetig auf F fiir alle z € F und lasst sich nach
[Jan05, Lemma S. 68] stetig auf F fortsetzen. Fiir ein o € JF nennen wir K (z, ) den erwei-

terten Martin-Kern. Wir nennen X bzw. P lokalendlich, falls fur alle x € F

#{yGF:p(:I:,y)>O} < 00

gilt. Dies ist natiirlich insbesondere der Fall, wenn wir endliche Mengen F,,, n € N, vorliegen

haben. Ist #F,, < oo, so gilt dies natiirlich auch fiir den erweiterten Zustandsraum F.

LEMMA 2.9 Der erweiterte Martin-Kern K (-, ) ist ein Element in & (X). Ist die Ubergangs-
matrix P lokalendlich, so gilt K (-, &) € $1 (X). Fiir eine Folge (Y, )nen, die in der Doob-Martin-
Topologie gegen o € OF konvergiert, fiir die aber |y, | nicht gegen oo konvergiert, ist K (-, o) echt

superharmonisch.

Beweis. Fir ein o € OF finden wir nach Satz 2.6 eine Folge (yy, )nen, sodass K (-, y,,) punktwei-
se gegen K (-, ) konvergiert. Nach Lemma 2.4 ist K (-,y,) fur alle n € N eine superharmo-
nische Funktion, daher ist auch der punktweise Limes eine superharmonische Funktion. Ein

Anwenden des Operators P liefert uns fiir 2 € FX

PK(x,yn) = Zp(ac, 2)K (2, yn)-
z€F

Ist P lokalendlich, so kdnnen wir wegen der Endlichkeit der Summe Grenzwertbildung und
Summation vertauschen und erhalten, dass K (-, «) harmonisch ist.

Fir eine Folge (¥, )nen, die in der Doob-Martin-Topologie gegen o € OF konvergiert, fir
die aber |y, | nicht gegen oo konvergiert, gibt es zumindest eine Teilfolge (yy, )ken, die in der
Grofle schliellich beschrénkt durch ein ng € N bleibt. Dann ist natiirlich K (z, o) = 0 fiir alle

x € F mit |z| > ny, also ist K (-, «) echt superharmonisch. O

Das erste zentrale Resultat der Theorie liefert uns nun die fast sichere Konvergenz einer

kombinatorischen Markov-Kette in der Topologie der Doob-Martin-Kompaktifizierung. Auf
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dem metrischen Raum (F, d) betrachten wir als o-Algebra die von den offenen Mengen er-

zeugte Borel-o-Algebra 3. Wegen Korollar 2.8 ist OF eine messbare Menge.

SaTz 2.10 Eine kombinatorische Markov-Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-
Topologie gegen eine Zufallsgrofie Xo mit P(X € OF) = 1.

Beweis. Nach Satz 2.6 (b) miissen wir zeigen, dass die Zufallsvariablen K (x,X,,), x € FX, fast

sicher konvergieren. Es sei also « € Fy. Dann haben wir wegen (2.1), dass fir n > k
E[K(2,Xn) |Gnt1] = E[K(2,Xy) | Xy 41]
gilt. Betrachten wir nun also ein konkretes y € FX, ;, so folgt

E[K(2,X,) | X1 = 3] = 3 K(2,2)P(Xy = 2| Xoe1 = )

z€FX
R D — A T
P(Xy = x) ’ ’
z€FX
1 "

Wir haben also die Gleichheit
E [K(SE, Xn) | gnJrl] = K(l‘, Xn+1)‘
Die Kette der o-Algebren G, D G, 4+1 D ... ist absteigend. Fiir alle z € FX ist daher

(K(]Z,Xn), gn)n>\x|

ein Rickwirtsmartingal. Nach dem bekannten Konvergenzsatz fiir Rickwartsmartingale (siehe
z.B. [Kle06, Satz 12.14]) konvergiert K (z,X,,) fiir alle 2 € FX fast sicher (und sogar in L')
gegen eine Zufallsvariable K (z, X, ). Die Markov-Kette X verlasst (sogar sicher) wegen der
Raum-Zeit-Eigenschaft jede endliche Teilmenge und daher hat der Grenzwert X, fast sicher
Werte in OF. O]

Wir mochten die Verteilung des fast sicheren Grenzwertes X, die Austrittsverteilung
der Kette X, genauer bestimmen. Zunéchst kénnen wir aus Lemma 2.3 folgern, dass die Aus-
trittsverteilung der Mischung zweier kombinatorischer Markov-Ketten die Mischung der zu-

gehorigen Austrittsverteilungen ist:
KOROLLAR 2.11  Fiir zwei harmonische Funktionen hy, hy € $1 (X) und o € [0,1] gilt

LX) = alL(XB) + (1 - a)L(XER2).
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Beweis. Dies folgt aus Lemma 2.3 und Satz 2.10. O

Die Austrittsverteilung kénnen wir nach Satz 2.10 als ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
(OF, B|og) auffassen. Weiter definieren wir fiir = € FX,y € F,

P, X =vy) =PXm =y| X, =2),

die bedingte Verteilung der kombinatorischen Markov-Kette X, gegeben, dass diese zum Zeit-

punkt n € Nin z ist.

SaTz 2.12  Fiir alle Elemente x € FX und alle B € Bor gilt
P.(Xo € B) = / K(z,a)dP*>=(a).
B

Insbesondere ist der erweiterte Martin-Kern K (x, -) die Radon-Nikodym-Dichte SEI;X%.

Beweis. Die Verteilung von X, mit Startverteilung ¢, ist natiirlich absolut stetig beziiglich der
Verteilung von X, mit Startverteilung d., da wir ,spéter starten®. Aulerdem wissen wir aus
Satz 2.10, dass

Py(Xoo € OF) = Pe(Xoo € OF) = 1 (2.6)

gilt. Zwei Wahrscheinlichkeitsmafie ;4 und v auf einem topologischen Raum (2 mit Borel-o-
Algebra A stimmen tiberein, falls p(f) = v(f) fur alle beschriankten gleichmaBig stetigen
Funktionen f : Q@ — R gilt ([Bil99, Theorem 1.2]). Sei also f : F — R eine beschrinkte
stetige Funktion und wegen der Kompaktheit von F gleichmifig stetige Funktion. Einfache

Umformungen liefern fiir x € Fz(n, n >m,

= 3 ) R X = T,y
yeF, "

= Y SWE@ P, = y) = E(f(X)K(x.X,)).
y€Fn

Wegen der Beschrinktheit von f und K (x,-) konnen wir den Satz der majorisierten Konver-

genz anwenden und erhalten dann

E. (f(Xoo)) = Ee(f(xoo)K(xaxoo))' (2-7)

Indikatorfunktionen kdnnen von stetigen Funktionen approximiert werden. Die Gleichung
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(2.7) wird dann zu
P,(Xo € B) = / K(z,a) dPX*>=(a)
B

fir alle offenen Mengen B € OF. Da die Borel-o-Algebra von den offenen Mengen erzeugt

wird, folgt zusammen mit (2.6) die gewiinschte Aussage. O

Mit den bedingten Verteilungen erhalten wir noch eine andere Charakterisierung der Kon-
vergenz in der Doob-Martin-Theorie. Ein Argument dieser Art findet sich auch in [F6175], wo

es im Zusammenhang mit stochastischen Feldern verwendet wird.

Sarz 2.13 Eine kombinatorische Markov-Kette X konvergiert genau dann fast sicher in der
Doob-Martin-Topologie gegen eine Zufallsgrofie X, wenn die bedingten Verteilungen Px fast

sicher schwach konvergieren.

Beweis. Fiir die speziellen Zylindermengen

o) = AXe =21, X = 21 )

erhalten wir fiir n > k und beliebiges z,, € F,

]P)e(Xl = Tky--- ,Xk = .’L'k,Xn = .%'n)

IP>e()(n = wn)
Pe(Xn = Tn ’Xk = .%'k)
= P.(A
Aer,a) P.(X,, = )
= PG(A($1,...7:Ek))K(xk> l'n)
Daher ist Px, (A(z,,..2,)) = Pe(A(zy,...20)) K (71, Xp) und die Verteilung Py, konvergiert

genau dann schwach fur P-fast alle w € €2, wenn X,, fast sicher in der Doob-Martin-Topologie

konvergiert. d

Die Austrittsverteilung der h-transformierten Prozesse X! dient aber nicht nur dazu, die
Verteilung bei spiterem Start dieses Prozesses zu erhalten, sondern auch um harmonische

Funktionen zu beschreiben.

Satz 2.14 Sei h € $] (X) eine harmonische Funktion. Dann gilt die Integraldarstellung

h(z) = K(z,a) dIP’XgO(a) = IE(K(:U,XZ‘O)), Vr € FX.
OFX

Beweis. Wir betrachten zunichst h = 1. Im Beweis zu Satz 2.10 haben wir schon gesehen, dass

K(x,X,) in L' gegen K (x,X,,) konvergiert. Daher konvergieren auch die ersten Momente,
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d.h.
lim E(K(z,X,)) = E(K(z,Xx)).

n—oo

Fiur n > |z| erhalten wir

Xn =y | Xz =)
P(X, =)

E(K(r.X,)) = Y B, = y) "

y€F

= 1,

demnach wie gewiinscht E(K (2, X)) = 1. Fiir andere h € 7 (X) ist nach Definition der
h-transformierten Kette )

K* = — K 2.8

(z,y) i) @ y) (2.8)

fiir h(x) > 0 und 0 sonst. Fiir 2 € F? erhalten wir das Resultat analog wegen

1= lim B(K*r,X2) = E(K"(, X)) = h(lx)IE(K(x,XL‘O)).

Fiir z ¢ F? gilt natiirlich ]P’(X‘}?‘J| =y) = Ofiralle y € FXmit P(X},| = y | X}, = ) > 0.Daher
konvergiert K (x, X™) fast sicher gegen 0 und wir erhalten auch fiir diese = die gewiinschte

Darstellung. O

Fir die erweiterten Martin-Kerne gilt natirlich ebenso die Gleichung (2.8). Wir kénnen in
Satz 2.14 statt der Austrittsverteilung auch ein beliebiges Wahrscheinlichkeitsmaf} j5 auf OF

verwenden:

LEmMMA 2.15  Es sei i ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (OF, B|g). Dann ist

s(x) = K(z,a)dp(a), z€F
OF

ein Element von &7 (X).

Beweis. Die Normiertheit folgt aus K (e, -) = 1. Aufgrund des Satzes von der monotonen Kon-

vergenz konnen wir fir z € F,
Pse) = Y pleolst) = Y [ s K a)dule)
yeF'rH»l y€F7L+1 ¥

Integration und Summation vertauschen. Nach Lemma 2.4 sind die erweiterten Martin-Kerne

S p@yKya) < Kwa)
y€Fn 11

superharmonisch, und folglich auch s. O
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Sind wir in der Situation, dass p auf die o € OF konzentriert ist, fir die K (-, o) harmonisch

ist, so ist # = [, K (z, )dp(cr) wieder harmonisch. Angenommen, es gilt

1= K(z,a)du(a), Vax €F.
OF

Aus Satz 2.12 oder Satz 2.14 folgt, dass

1= K(z,a)dP*=(a), Vz €F,
OF
gilt. Wir haben also fiir h = 1 zwei Integraldarstellungen. Kénnen wir daraus schliefen, dass
p = PXeo gilt? Hierzu brauchen wir einen weiteren Begriff. Eine normierte, harmonische Funk-
tion h heifit minimal, falls fir alle normierten harmonischen Funktionen h; mit h; < h folgt,
dass h; = h. Minimale harmonische Funktionen nennen wir auch extremale harmonische

Funktionen, denn es lésst sich zeigen:

SaTz 2.16 Die Extremalpunkte 0S7 (X) der konvexen Menge & (X) lassen sich zerlegen in
067 (X) = {Kx(-,y) : y € FFU{h € H]{(X) : hist minimal}.

Beweis. [Woe09, Theorem 7.6] O

Es gilt folgender Zusammenhang zwischen den minimalen harmonischen Funktionen und

den erweiterten Martin-Kernen:

SaTz 2.17 Essei h € $ (X) eine minimale harmonische Funktion. Dann existiert ein o € OF,
sodass h = K (-, a).

Beweis. [Woe09, Theorem 7.50] Wir wissen aus Satz 2.14, dass sich die minimale harmonische
Funktion h darstellen l4asst durch

h(r) = | K(@q)dP% ().

Es sei B € Bjgp eine Borel-Menge, fiir die IP)X}f;o(B) € (0,1) gilt. Dann definieren wir die

Funktionen

1

hp(z) = W/BK(%’Y)dPXg"(W),

1 h
hg. = K dPpXs
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die natiirlich normiert und superharmonisch sind und die eine Zerlegung
h = P(XX € B)hp + (1 - P(X% € B))hge

liefern. Nach Satz 2.16 gilt folglich h = hp = hpgec. Insbesondere ist
[ B@)dP% () = h@PB) = [ K)dPh () (29
B B

fiir alle Borel-Mengen B € Bj, denn fiir Borel-Mengen mit P(X% € B) € {0,1} gilt die

Gleichung (2.9) trivialerweise. Daher konnen wir
PX({a € OF : K(-,a)=h}) = 1 (2.10)

folgern. Wegen unserer Konstruktion der Doob-Martin-Kompaktifizierung kann diese Menge
nur einen Punkt enthalten, d.h., es gibt ein @« € OF mit h = K (-, av). O

Wir bezeichnen
OFmin = {a € OF : K(-, «) ist minimal}

als den minimalen Martin-Rand. Dieser ist eine Borel-Menge ([Woe09, Lemma 7.52]).

KoRrRoLLAR 2.18 Ein Punkt o € OF ist genau dann im minimalen Rand OF i, enthalten, wenn
£(xEC2) = 5, gilt

Beweis. Wir folgern sofort aus Gleichung (2.10) im Beweis zu Satz 2.17, dass die Bedingung
notwendig ist.

Sei umgekehrt L(xﬁi"’“)) = 0q. Angenommen, K (-, ) ist harmonisch, aber nicht mini-
mal bzw. ein Extremalpunkt der Menge d& (X). Dann gibt es zwei normierte harmonische
Funktionen hy, hy € ﬁf(X) mit h; # hy und ein 8 € (0, 1) mit

K(a) = Bhy + (1 — B)hy.

Nach Korollar 2.11 ist dann

)

(-, h h
bo = P="" = GRS 4 (1 B,

h h.
also PXet = PXod — 0. Satz 2.14 liefert uns nun

hi(z) = [ K(z7)P%() = K(z,a),
OF

ho(z) = 6FK(m,7)IP>X]£ () = K(z,0),
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fir x € F im Widerspruch zu unserer Annahme, dass h; und hy verschieden sind. O

Mithilfe dieses Korollars und Resultaten aus der Choquet-Theorie kénnen wir nun das
zweite Hauptresultat - neben der fast sicheren Konvergenz in der Doob-Martin-Topologie -
beweisen. Die Austrittsverteilung ist das eindeutige darstellende Maf3 der Funktion h = 1, das

auf den minimalen Rand konzentriert ist.

SaTz2.19 Esseih € $ (X) eine normierte harmonische Funktion. Dann existiert ein eindeutig
bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf$ pj, auf (OF, Bo) mit

,U*h(aF\aFmin) = 07

sodass

h(z) = K(z,a)dpp(a), =z €F
8Fmin

Dieses Maf3 ist gegeben durch L(X™).

Beweis. Wir wollen einen Satz aus der Choquet-Theorie verwenden und weisen deswegen zu-
erst nach, dass & (X) kompakt und metrisierbar ist. Es sei (s )neny € &7 (X)N eine Folge
superharmonischer Funktionen, die in der Produkttopologie gegen eine Funktion s : F — R
konvergiert. Dann gilt mit dem Lemma von Fatou, dass
Ps = Pliminfs, < liminfPs, < liminfs, = s. (2.11)
n— 00 n—0o0 n—0o0

Die Menge & (X) ist daher abgeschlossen. Aufierdem erhalten wir dadurch, dass die Funktio-

nen normiert sind, fur x € F,,
1 = s(e) >P's(z) > P(X,, =x)s(z) = cyps(x).

Dies bedeutet, dass nicht nur die Martin-Kerne in x durch ¢, nach oben beschrinkt sind.
Die normierten superharmonischen Funktionen sind folglich in [ ], [0, c;] enthalten, einer
nach dem Satz von Tychonov kompakten Menge. Da &7 (X) abgeschlossen ist, ist die Menge
auch kompakt. Die Metrisierbarkeit folgt ebenso aus dem Enthaltensein in [ [, [0, c.]. Nach
dem Satz von Choquet ([Phe66, Theorem S. 15]) lasst sich jedes Element aus der kompakten,
konvexen und metrisierbaren Menge &7 (X) als Mischung iiber die Extremalpunkte darstel-
len. Fiir alle s € &7 (X) existiert nach Satz 2.16 ein Wahrscheinlichkeitsma8} /5 auf F mit
s(F U OFin) = 1, sodass

s(x) = /FK(:U,oz)d/,Ls(a)

fir alle © € F. Aus Lemma 2.4 wissen wir, dass die Funktionen K (-,y), y € F, aus der Men-

ge der Extremalstellen von & (X) echt superharmonisch sind. Fiir normierte harmonische
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Funktionen h € ﬁf(X) gibt es also ein Wahrscheinlichkeitsmaf} pp, mit iy, (OFin) = 1 und

hr) = [ K(na)dm(o)

fiir alle € F. Daraus konnen wir fiir B € B|(9F folgern, dass
P(X2 € B) = / P(XE0) e B)duy(a). (2.12)
8Fmin

Der minimale Rand ist eine Borel-Menge und wir erhalten daraus PX% (OFmin) = 1. Es bleibt
die Eindeutigkeit zu zeigen. Angenommen, es gébe zwei unterschiedliche Mafle 1 und po, die
auf den minimalen Rand konzentriert sind und die harmonische Funktion h darstellen. Dann
miisste es eine Borel-Menge B € Bjgf,, geben, auf der sich die Mafle unterscheiden. Die

Gleichung (2.12) und Korollar 2.18 sagen uns, dass

Pt eB) = [ P e Bdm(e) = [ p(@)due) = m(B)

und analog

POt e B) = [ PO € () = [ Ln()dinta) = pa(B)
Frnin Frnin

Wegen der Eindeutigkeit der Austrittsverteilung erhalten wir einen Widerspruch und das dar-

stellende Mafl der harmonischen Funktion h ist eindeutig und durch PX (OFmin) = 1 gege-

ben. O

Die Gleichung (2.12) des vorangegangenen Beweises zusammen mit Satz 2.12 liefert uns
auch die Austrittsverteilung der h-transformierten Ketten mit spaterem Start:

Finin

KOROLLAR 2.20  Fiir beliebiges h € ${ (X) und x € F" gilt fiir eine Borel-Menge B € Bjs

Po(Xs € B) = h(lx> /a P(XK() € B)K (z, a)dP¥ ().

Wollen wir in konkreten Beispielen die Austrittsverteilung der kombinatorischen Markov-
Kette X bestimmen, so mussen wir erst ermitteln, welches der minimale Rand der Kette ist. Das
Maf3, das dann die Funktion konstant 1 uber diesem minimalen Rand darstellt, ist nach Satz
2.19 die Austrittsverteilung. Das Nachweisen der Minimalitét éiber die Definition minimaler

harmonischer Funktionen kann aber unter Umstanden sehr mithsam sein. Deshalb geben wir
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ein weiteres Kriterium zum Nachweis der Minimalitat an. Wir schreiben

T = ﬂ G, = ﬂ o{Xn, Xn+1,---}
n=1 n=1

fir die terminale o-Algebra der Kette X und verzichten wiederum auf einen Index, sofern

klar ist, um welche Markov-Kette es sich handelt.

LEMMA 2.21 Eine Funktion h € ${ (X) ist genau dann minimal, wenn der Prozess X" eine
P-triviale terminale o-Algebra hat, also fiir alle A € T P(X" € A) € {0,1} gilt.

Beweis. Seih € $7 (X) eine harmonische Funktion und der Prozess X" habe triviale terminale
o-Algebra. Dann konvergiert X nach Satz 2.10 fast sicher gegen eine Zufallsvariable X" .
Offensichtlich gilt die Inklusion (X2 ) C 7. Aus der Trivialitit der terminalen o-Algebra,
konnen wir folgern, dass Xgo fast sicher konstant ist, was nach Korollar 2.18 genau dann der

Fall ist, wenn h minimal ist.

Nehmen wir umgekehrt an, dass 7 nicht trivial ist. Dann gibt es eine Borel-Menge B € T
mit « := P(X € B) € (0, 1). Dann kénnen wir durch

P(Xh =2 |Xh € B)
P(X,, =) ’

P(Xh = 2| XP € BY)

h)(z) = P(X, — ) )

xGFg.

hy(z) =

zwei Funktionen hy, hy € $](X) definieren. Diese Funktionen sind harmonisch, denn nach
P(xk =x)
||

Satz 2.2 gilt h(x) = F(X|, =)

, und wir erhalten

S ple () = 3 pley)

yeF yeF IP)(Xn+1 = y)

P(xh, , =y|XP e B)
y€F ( n+l y)

h(x
"% 23] 2 7@ P € B X0 =)

 PXh=2)P(Xh=z|X"eB)
T PX,=2) PXi-=gx) ha ().

(2.13)

Der Nachweis, dass hy harmonisch ist, verlauft natiirlich analog. Mit diesen beiden harmo-
nischen Funktionen haben wir eine Zerlegung der Funktion h gefunden, denn mit obigem «
gilt

h = a-h; +(1—a)hs.
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Konnen wir nun ein € F,,, n € N, finden, sodass
P(Xh =z |XP e B) # P(X! = 2| X" € BY),

so haben wir eine nichttriviale Zerlegung gefunden und h kann nicht minimal sein. Hierfiir

definieren wir die Funktion hp durch

P(Xh =2 |Xh € B)
P(Xh = z)

hp(z) = , = c€Fn

Wir verfahren wie in (2.13), um zu zeigen, dass hz harmonisch beziiglich P! ist. Analog defi-
nieren wir auch hge. Nach Gleichung (2.3) haben wir fiir die Verteilungen der transformierten
Ketten

c((x)") = c(exren). o ()") = c(xxten).

Die Markov-Ketten sind durch ihre Randverteilungen eindeutig festgelegt. Galte also fiir alle
x € X, dass
P(Xh = 2| X" e B) = P(X! = 2| X" € BY),

so wirde auch
P(xh e B|x" e B) = P(x" € B|X" € B°)

gelten - ein Widerspruch. O

Hieraus kénnen wir nun den letzten Satz dieses Abschnitts folgern. Bisher haben wir noch
nicht erklart, warum wir gerade die Doob-Martin-Kompaktifizierung gewhlt haben, wenn es
nur darum ginge, dass die kombinatorische Markov-Kette in der Topologie dieser Kompakti-
fizierung fast sicher konvergiert. Wir hitten auch die Alexandroff-Kompaktifizierung wihlen
konnen, und alle Ketten wiren fast sicher gegen den hinzugefiigten Punkte {co} konvergiert.
Der Vorteil ist, dass unser fast sicherer Grenzwert die terminale o-Algebra fast sicher erzeugt,
wobei fast sichere Gleichheit zweier o-Algebren C und D so definiert sei, dass fiir alle C' € C
ein D € D existiert, sodass

P(CAD) =0

gilt, und fir alle DcDeinCcC existiert, sodass
P(DAC) = 0.

Wir schreiben hierfiir C = D.

P—f.s.

SATz 2.22  Fiir eine kombinatorische Markov-Kette X gilt TP = 0(Xoo).
—I.s8.
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Beweis. Die Inklusion O'(Xoo% < T istklar. Sei B € T ein terminales Ereignis. Wir konnen aus
—I.8.

der Darstellung der Randverteilung und dem bisher Gezeigten ohne Weiteres folgern, dass

P(X € B) = / P(XK0) e B)dPX> ()
8Fmin
gilt. Aulerdem wissen wir aus Lemma 2.21, dass P° (XK("a) € B) € {0,1} fur alle a € OFpin

gilt. Dementsprechend erhalten wir fiir die Menge
Ap = {a € OFmin : IP’(XK("O‘) € B)= 1},
dass
P(X € B,Xs € Ap) = /8 P (x5 e B, xK() ¢ AB> dPX~(a) = P(X € B)
Friin
und

P(X € B,Xo € AS) = / P (xK0) e B, xK() ¢ ACB) dPX" (a) = 0
6Fmin

gilt. Zusammengenommen ist also P(X € BA Xy € Ap) = 0 und wir erhalten die ge-
wiinschte Inklusion TP < 0(Xoo). O

2.2 Der Doob-Martin-Rand gerichteter, gewichteter Graphen

Wir haben schon in Lemma 2.9 gesehen, dass fiir eine kombinatorische Familie F = U>2 | [F,,,
die lokalendlich ist, d.h., es gilt #F,, < oo fir alle n € N, die erweiterten Martin-Kerne
harmonisch sind. Bei der Konstruktion der Doob-Martin-Kompaktifizierung miissen wir al-
so nur Folgen untersuchen, deren Folgeglieder in der Grof3e gegen oo konvergieren. Die Be-
zeichnung kombinatorische Markov-Kette bezieht sich in der Literatur auf diesen Spezialfall
([EGW12],[Gru13],[GM15]). Wir wollen in diesem Abschnitt diese Konstruktion vorstellen und
den Zusammenhang zur Theorie aus dem vorherigen Abschnitt skizzieren.

Wir untersuchen den lokalendlichen Ubergangsgraphen einer kombinatorischen Markov-
Kette mit Werten in F. Wir betrachten demnach einen unendlichen gerichteten Graphen G' =
(F, E) mit Knotenmenge F = | J;7 ; F,. Die Kanten verbinden nur Knoten aus F,, mit Knoten
aus Fp, 11, n € N. Wir schreiben symbolisch v,, ,/* vp41, falls es eine gerichtete Kante von v,
nach v, gibt. Aulerdem existiert ein ausgezeichneter Ursprung [y = {e}. Wir versehen jede
Kante e € E mit einem Gewicht w : E — R- und nennen das Paar (G, w) einen gerichteten,
gewichteten Graphen. In Anlehnung an die englischsprachige Literatur konnten wir auch

von einem gradierten Graphen (graded graph) oder einem Verzweigungsgraphen (branching
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graph) sprechen, und dieser steht im Zusammenhang zu sogenannten Bratelli-Diagrammen
([KOO98],[GKO00],[Ker03],[GP05],[Gne11],[ GG15]).
Wegen der lokalen Endlichkeit ist es klar, dass es reichen wird, sich auf die Folgen in I zu

konzentrieren, die mogliche Werte der Markov-Kette X sind. Daher sei

T = {(U17U27"‘) L Up EFn, Un, /Un+1}

die Menge der unendlichen Pfade in G versehen mit der Topologie des projektiven Limes.
Mithilfe der Gewichtsfunktion w lassen sich endlichen Pfaden ¢t = (¢, tm+1,- .., tn) durch

Multiplikation der zugehorigen Kantengewichte Pfadgewichte zuordnen, d.h. fir m < n sei

n—1
w(t) = H’w(ti,tzqu).

Existiert keine Kante zwischen zwei Knoten v,,, und v,,, m < n, so setzen wir w (v, v,) := 0.

Fir v,, € IF,, nennen wir

die Summe der Gewichte aller endlichen Pfade vom Ursprung nach v,,, die Dimension von v,,.

Fur den Ursprung setzen wir d(e) = 1.

Sei T die Borel-o-Algebra auf 7'. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (7, ¥) heifit zentral,

wenn fur t = (t1,%2,...) € Tundn € N
w((t1, ... tn))

P((t1,.. .ty 1)|t,) = —— ) 2.14

((t1, 1) [tn) a0 (2.14)

gilt, sofern die bedingte Wahrscheinlichkeit definiert ist. Dabei sei in kanonischer Weise fiir

m<n
P((Um,...vn)) == P({t €T : t; = v firi =m,...,n}).

Endliche Pfade mit demselben Endpunkt ¢,, haben unter einem zentralen Mafl eine Wahrschein-
lichkeit proportional zu ihrem Pfadgewicht. Insbesondere haben bei einer Gewichtsfunktion
w = 1 alle Pfade mit demselben Endpunkt dieselbe Wahrscheinlichkeit. Au3erdem definieren
wir eine Funktion ¢ : F — R durch

v L P(Un) . P((Ul,...,vn))
p(vn) = o)~ oo o)’ (2.15)

wobei nach (2.14) die v; € [F;, i € [n — 1] beliebig sein diirfen. Damit legt ¢ das Maf} P

eindeutig fest.

Wir bezeichnen mit P die Menge aller zentralen Mafie auf (7', ¥). Fiir jedes ¢ erhalten wir
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die Riickwartsrekursion mit v,, € IF,,

Z w((vn,vn+1))s0(vn+1): Z w((vn,vnﬂ))P((vl""’U”’U"H))

Un+1€Fn41 Un4+1€Fn4+1 U)(('U17 e Uns Un+1))
_ P((v1,...,vn)) (2.16)
w((vl,...,vn))
= p(vn).

Wir nennen nichtnegative Funktionen ¢ mit ¢(e) = 1, die die obige Gleichung erfiillen, nor-
mierte, nichtnegative harmonische Funktionen auf dem Paar (G, w). Jede normierte, nicht-
negative harmonische Funktion definiert ein zentrales Maf} auf (7', %) und umgekehrt. Auf
einem gerichteten, gewichteten Graphen ist die Bestimmung aller normierten harmonischen
Funktionen dquivalent zur Bestimmung aller zentralen Mafle. Mit H; = H{ (G) bezeichnen
wir die Menge der nichtnegativen normierten harmonischen Funktion auf G. Beide kénnen wir

als Teilmengen des R" mit der dortigen Topologie der punktweisen Konvergenz betrachten.

SATZ 2.23 Die Mengen HT und P sind affin hombéomorph, d.h., es existiert ein Homdéomorphis-
mus ® : ”Hf — P, sodass fiir a« € [0, 1] und @1, ps € Hf

gilt.

Beweis. Es ist klar, dass wir als Bijektion ® die Abbildung wihlen, die mit Gleichung (2.15)

assoziiert ist. Fiir eine harmonische Funktion ¢ € H{ und v € F sei
O:H 2P, 0(p)(v) = d(v)e(v).

Dies liefert ein Element P € P, indem wir P(v) := ®(p)(v) setzen. Dass diese Abbildung
bijektiv ist, folgt unmittelbar aus (2.15) und (2.16). Fir ein o € [0, 1] und zwei harmonische

Funktionen ¢y, po € H; ist natiirlich fir v € F

D(apr + (1 - a)p2)(v) = d(v)(ap1(v) + (1= )p2(v)) = a®(p1)(v)+ (1 - a)®(p2)(v),

also ist die Abbildung affin. Wegen der Lokalendlichkeit konnen wir analog zum Vorgehen in
(2.11) zeigen, dass H{™ abgeschlossen ist. Wegen der Bijektivitit wissen wir, dass alle harmo-

nischen Funktionen ¢ € HT die Gestalt aus (2.15) fir ein zentrales Mafy P € P haben und

daher
T

veF
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gilt. Als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist ;" wieder kompakt. Auferdem
haben wir ® punktweise definiert und erhalten deshalb fir lim,,_,, @, = ¢, dass

lim ®(¢,)(v) = lim d(v)pp(v) = dv)e(v) = ®(p)(v), veTF.

n—oo n—oo

Die affine, bijektive Abbildung ® ist also stetig. Stetige, bijektive Abbildungen von einem kom-

pakten in einen Hausdorff-Raum sind automatisch Homéomorphismen (Lemma A.6). d

KOROLLAR 2.24  Die Mengen P und H{ sind Choquet-Simplizes, d.h. konvexe, kompakte Men-

gen, bei denen jeder Punkt als eindeutige Mischung der Extremalpunkte geschrieben werden kann.

Beweis. Wir haben schon im Beweis zu Satz 2.23 gesehen, dass die Menge H” kompakt ist. Die
Konvexitdt und Metrisierbarkeit sind klar. Wir verfahren dann wie im Beweis zu Satz 2.19. Das
Bild eines Choquet-Simplex unter einem affinen Homéomorphismus ist wieder ein Choquet-

Simplex, also folgt der zweite Teil aus Satz 2.23. O

Die Randwerttheorie der gerichteten, gewichteten Graphen fragt nach den Extremalpunk-
ten der Simplizes aus dem vorherigen Korollar und deren geometrischer Beschreibung. Auch
wir haben in dieser Konstruktion keine ausgezeichnete Markov-Kette X angegeben. Aller-
dings sind die Elemente P € P Wahrscheinlichkeitsmafle auf dem Pfadraum (7', ¥). Sei also
X = (X,)nen ein stochastischer Prozess auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) mit
Werten in IF und Verteilung PX € P. Wir nutzen nun die multiplikative Struktur der Gewichts-

funktion.

LEMMA 2.25 Ein Prozess X mitPX € P ist eine Markov-Kette mit den Ubergangswahrschein-
lichkeiten
d(vn—l)P(Xn = Un) w((”n—h”n))gp(vn)

p(vn—1,vn) = w((vn-1,vn)) PIO) J6 ey o) , n>2.

Beweis. Mit der Multiplikativitat der Pfadgewichte erhalten wir

P(X,, = v, Xp—1 = Vp—1,..., X1 = 01)
P(Xy—1 =vp-1,..., X1 =0v1)
_ w((vl, e ,vn))]P’(Xn = vp)d(vp—1)
N w((vl, e vn_l))]P’(Xn_l = Up—1)d(vy)
d(vp—1)P(Xy, = vyp)
d(vp)P(Xp—1 = vp—1)

]P)(Xn = Un‘Xn—l = Up—1,.-.,X1 = Ul) =

= w((vp—1,vn))

und mit einer Zerlegung nach den ersten n — 2 Zustanden und der Verwendung der Gleichung
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(2.14)

P(Xn = Un | Xn-1= Unfl)

th(h,...,tn_g)e]&><---><Fn_2 P(Xn = Un, Xn—l = Un—1, Xn—2 =tp-2,... 7X1 = tl)
P(anl = fUnfl)

t1,--tn—2,Un—1,Un -
zt:(tlv"vtn—?)eFl><“'><Fn—2 e d(UQn)v = ))P(Xn = ’Un)

]P)(X’I’L—l = Un—l)
d(vn—1)P(Xy = vy) _ w((vn—la vn))@(vn)
d(vn)P(Xp—1 = vn—1) o(vn-1) .

= w((vn,l,vn))

Der Prozess X erfiillt also die Markov-Eigenschaft. O

Aus (2.14) folgt auch unmittelbar, dass alle Markov-Ketten Y mit Verteilung P¥ € P die-

selben Riickwirtstibergangswahrscheinlichkeiten

p(vn—la Un)]P)X (Un—l)
PX (vy,)

Q(Unfla Un) = P(anl = Un—1 |Xn = Un) =

w((vn_l,vn))d(vn_l)
d(vy,)

haben. Bezeichnen wir mit d(vy,, v,,) die Summe aller Pfadgewichte von v,, nach v,, m < n,

so erhalten wir insbesondere

d(vp)d(vp, vn)‘

o) (2.17)

Q% (Uma Un) =
Zentrale Maf3e sind also nichts anderes als Verteilungen von Markov-Ketten auf dem Pfadraum,

die alle dieselben Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten haben.

BEMERKUNG 2.26 Die Randverteilungen P, eines Mafles P auf (7, %) sind Wahrschein-
lichkeitsmafie auf den Raumen (I,,, F,,) mit Borel’scher o-Algebra F,, beztiglich der diskreten
Topologie. Mit der Definition der Abbildung ¢ erhalten wir fiir P € P

w (U?’La Un+1) d(Un)
Z ( d(,U )) Pn-l—l(”n-i—l) = Z Q(’l}n, vn+1)Pn+1(Un+1)
Un4+1€Fn+1 n+1 Vnt+1€FL 11 (2.18)
= Pn(vn)

und nennen eine Folge (P, ),cn, die diese Gleichung erfiillt, kohdrent (vgl. Bemerkung 6.9).

Sei X = (Xp,)nen eine Markov-Kette mit Verteilung P¥X ¢ P. Dann erhalten wir fiir die
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bedingte Verteilung gegeben einen zukiinftigen Zustand mit der Markov-Eigenschaft

P(X,, = vp| X = o)
P(X,, = v,)

VUm) K x (U, Un),

Umn)

P(Xl :Ul,...,Xm:Um‘Xn:Un) = P(Xl :Ul,...,Xm
X

= P(Xl = Vi,..

wobei K x (-, -) der Martin-Kern zu X sei. Nach Satz 2.13 konvergiert diese bedingte Verteilung
genau dann schwach gegen eine Verteilung P € P, wenn der Martin-Kern fiir alle v,,, € IF fiir
n — oo konvergiert. Es liegt also nahe, die Grenzwerte P dieser bedingten Verteilungen auch

als Martin-Rand zu bezeichnen.

Nun koénnen wir aber mit den Zutaten unseres gerichteten, gewichteten Graphen die be-

dingte Verteilung mit (2.14) auch anders ausdriicken:

P(X) =v1,..., X = v, Xpn = vp)
P(X,, = vy)
P(Xl :Ul,...,Xm :Um,Xm+1 :tm+1...,Xn :Un)
Z P(X,, = vy,)

P(Xlzvl,...,Xm:Um|Xn:Un) =

t:(tm+17~--»tn—1)€Fm+l X XFp—1

_ Z w((vl,...,vm,t,vn))

d(vy,)

t:(tm+1a~--»tn71)€F7n+l X XFp_1

_ d(vm,vp)
= Ww((vl,...,vm)).

Die bedingte Verteilung konvergiert genau dann schwach gegen eine Verteilung P € P, wenn

der ,alternative Martin-Kern“

f((vm, V) = CW

fir alle v,,, m € N, konvergiert. Es ist zu beachten, dass dieser Martin-Kern nicht von der Wahl
der zentralen Markov-Kette abhiangt. Die Menge aller solchen schwachen Grenzwerte sei der
Martin-Rand OF. Fir ein o € OF sei P, € P das zugehorige Mafl. Wir schreiben aulerdem

wieder K (-, ) fiir den erweiterten Martin-Kern. Zusammengefasst erhalten wir:

SaTz 2.27 Essei X = (X,,)nen eine kombinatorische Markov-Kette mit einer Verteilung P €

‘P. Dann konvergiert X,, genau dann fast sicher in der zugehorigen Doob-Martin-Topologie, wenn

. d(vm; Xn)
1 N e e
Jim S

fast sicher fiir alle vy, € IF konvergiert.

Aus den in Abschnitt 2.1 bewiesenen Aussagen kénnen wir einen wichtigen Satz zur Be-
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stimmung der extremalen Punkte der zentralen Mafe folgern (siehe [Ker03, Theorem 3, S. 10]):

SaTz 2.28 Essei P € ‘P ein Extremalpunkt der konvexen Menge P. Dann hat die Menge

d(Um, tn
{t =(t1,t2,...) €T : lim (v, tn)

A e ) existiert fir alle vy, € F}

das P-Maf3 1.

BEMERKUNG 2.29 (a) Pfade t = (t1,t3,...) € T, bei denen K (v, t,) fir alle v,, € F
konvergiert, werden auch reguldr genannt. Sie bilden die méglichen Pfade aus 7', auf die

jede Markov-Kette mit einer Verteilung P € P konzentriert ist.

(b) Fur eine Markov-Kette mit einer Verteilung P € P gilt fiir eine Menge A € 7 in der
terminalen o-Algebra der Kette, dass mit s € A auch alle ¢t € A liegen, die schlief8lich mit
s iibereinstimmen. Nach Lemma 2.21 ist die terminale o-Algebra trivial, wenn P extremal
ist, und deshalb wird das Maf} P auch hiufig ergodisch beziiglich der Aquivalenzrelation
schlief3lich iibereinstimmender Pfade genannt (siehe [Ker03, S. 10]).

(c) Ist die Gewichtsfunktion w = 1, so lauft die Bestimmung des Martin-Kerns auf ein Z&hlen
der Pfade hinaus (siehe z.B. Abschnitt 6.1).

Beim Betrachten der h-Transformierten kénnen wir entweder ein analoges Resultat zu Satz
2.2 angeben oder wir transformieren die Gewichtsfunktion (siehe [Ker03, Section 1.2.2]) Wir
betrachten auf einem gerichteten Graphen GG nun zwei Gewichtsfunktionen w; und ws. Wir
nennen die gewichteten Graphen (G, w) und (G, w2) @hnlich, wenn es eine positive Funk-

tion g : F — R gibt, sodass
wa(u,v) = g(u)w; (u,v) !
2(u,v) = 1(U, V) ——=
g(w)
fur alle u,v € V mitu v gilt. Sind (G, w1 ) und (G, wa) zwei dhnliche Graphen, so gilt fiir

die Riickwartstibergangswahrscheinlichkeiten fir u v

1
g(€)duw, (u) m

L
g(v)

1
g(€)duw, (U)W

w2(( v)) w, (10) g(u)wi (u,v)

u7
oy (V

Ow, (uv U) =

wQ(( ) ))dwz (u)

U, v
— o0 = 0w, (u,v).

Zentrale Mafe auf ahnlichen gewichteten Graphen haben also dieselben Riickwartsiibergangs-
wahrscheinlichkeiten. Daher sind die Martin-Rander dhnlicher gewichteter Graphen homéo-

morph. Wihlen wir als Funktion g eine zu einem bzgl. w; zentralem Maf3 gehorige harmonische
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Funktion ¢ (das Mafl P muss schwach irreduzibel sein, damit ¢ positiv ist), so erhalten wir als
wo die Ubergangswahrscheinlichkeiten der zu P gehorigen Markov-Kette X. Offensichtlich
ist dann K, (u,v) = Kx (u,v); der ,alternative® und der gewohnliche Martin-Kern stimmen

uiberein.

Wir konnen nun Satz 2.2 umformulieren und erhalten

PROPOSITION 2.30 ([KERO3, PROPOSITION 2, S. 66])  Es seien (G, wy) und (G, w2) zwei dhnli-

che Graphen mit transformierender Funktion g. Dann gilt fiir allev € F

Als Zusammenhang der Abschnitte 2.1 und 2.2 erhalten wir insgesamt

Sarz 2.31 Essei X = (X,,)nen eine kombinatorische Markov-Kette mit Werten in der kom-
binatorischen Familie F = | J;2 | F,, und dem gerichteten, gewichteten Ubergangsgraphen G =
(F,w), wobei

w(vn—lavn) = P(Xn = Un ’Xn—l - 'Un—l)v Up—1 € IE"rz—l; Uy € F7

sei. Dann ist die Menge aller zentralen Mafle P auf G die Menge aller Verteilungen kombinato-
rischer Markov-Ketten mit Werten in F mit denselben Riickwdrtsiibergangswahrscheinlichkeiten
wie X.

Gehen wir allerdings nicht von einer ausgezeichneten Markov-Kette X aus, so ergibt sich
ein wesentlicher Unterschied der Herangehensweisen der Abschnitte 2.1 und 2.2. Um dies zu

verdeutlichen, benutzen wir ein Beispiel aus [GP05]:

BEISPIEL 2.32 Wir betrachten einen gerichteten, gewichteten Graphen G = (V, E) mit

Knotenmenge

V = {@,051,052,...,Bg,ﬁ:;...,’}/l,’yg,...}.

Die Kanten haben alle Gewicht 1 und der Wurzelknoten () habe eine Kante zu a; und 71, «;
und v; Kanten zu a1 und S;41 bzw. ;1 fir alle ¢ € N, und 3; zu ;41 fiir alle i > 2 (siehe
Abbildung 2.1). Da alle Kantengewichte gleich 1 sind, miissen wir zur Bestimmung des Martin-

Kerns Pfade zahlen und erhalten fiirm < n
d(an) = d(')/n) = d(am7 an) = d(/BmmBn) = d('Yma'Yn) = 1,

d(Bn) = 2(n—1), d(am,Bn) = d(ym,Bn) = 2(n —m),
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woraus
f{(amvan) = K(’Ym”Yn) =1,
K(Oéma’Yn) = K(’mean) = K(ﬂmaVn) = K(ﬁmyan) =0,

~ 1
K(Bmvﬂn) = om_9

K(amaﬁn) = K(’YWHBTL) =

n—m
on —2’

folgt. Fiir eine Folge v = (v, )nen,, konvergiert der Kern K (w, v,,) genau dann fiir alle w € V/
bein — oo, wenn ein ng € Ny existiert, sodass sich v,, fiir alle n > ng auf einem der Strahlen
a, 3, befindet. Der Martin-Rand ist also isomorph zur dreielementigen Menge {«, 3,7 }. Die

erweiterten Martin-Kerne sind

- 1, v=oau,fureinm € N,
K(v,a) = ’ "
0, sonst,
. 1, v=ry,, fireinm €N,
K(v,y) =
0, sonst,
1 N
- 5, V=Qpm V U= fir einm € N,
K(’U, ﬁ) _ 3 m Tm
0, sonst.

Dann gilt fiir das zugehorige zentrale Maf3 Py
1 1
P3( Xy =vy) = iPa(Xn =)+ §P7(Xn = Up).

Die Markov-Kette, die schliefSlich auf den mittleren Strahl konzentriert ist, ist eine Mischung
der Ketten, die auf den linken bzw. rechten Strahl konzentriert sind. Dies lasst sich auch anhand

der Riickwartsiibergangswahrscheinlichkeiten ablesen, denn es gilt nach (2.17)

n—m m—1
2(n —

Qnm(amaﬁn) = Q%(vaﬁn) = 1)7 Q?n(ﬁmyﬁn) =

n—1"

Abbildung 2.1: Ein Ausschnitt des Graphen
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Gegeben, dass sich die Kette zum Zeitpunkt n € N in 3,, befindet, ist die Wahrscheinlichkeit,
zum Zeitpunkt m € N in a,, bzw. 7, zu sein, asymptotisch % fir n — oo. Der Zeitpunkt,
an dem die Kette auf den Strahl 8 wechselt, ist gleichverteilt auf den Méglichkeiten gegeben
X, = B, denn fiir I < n gilt

P(min{k : X; =8} =1| X,, = Bn)
= IP(X[,1 S {Ckl—l,'Ylfl}le =05 |Xn = 571)
1

= P(Xio1 € {1, v} Xo = B)P(Xy = By | Xy = Bn) = n—1

Der minimale Rand lasst sich mit der zweielementigen Menge {«, 7y} identifizieren und ist echt

kleiner als der Martin-Rand. Fiir den Graphen G gilt allerdings:

PRrROPOSITION 2.33  Es gibt kein zentrales Maf3 P auf dem Graphen GG des Beispiels 2.32, sodass
P(v) > 0 firallev € V gilt.

Beweis. Angenommen, wir haben ein zentrales Maf§ P auf dem Pfadraum. Fir festes n > 3
miissen alle Pfade {0, a1, ..., @m, Bm+1,---,5Bn}, m < n, dieselbe Wahrscheinlichkeit ha-
ben. Insbesondere haben damit die Pfadstiicke {1, i, Bint1} und {1, B, Bim1} die-
selbe Wahrscheinlichkeit. Wegen p(8pm, Bm+1) = 1 und p(@m, fm+1) < 1, muss folglich
p(ak—1,Br) < p(ag—_1, k) sein. Daraus folgt, dass

ok = plag_1,B%) € (0,1/2), firalle k > 2.
Fir k > 2 seiny, := {pik—| . Dann gilt

1
nk—l'

— < pp <
ng

Aus der Beziehung (1 — pg)pr+1 = pk erhalten wir

1 1 — pr
N1 = |—— | = = np —1,
Pk+1 Pk

1 1

g >/ = —.
pk+nk2_nkfnk—2 5

und damit induktiv

Dies ist ein Widerspruch. Es kann also kein schwach irreduzibles Maf3 P auf G geben. O

In der Herangehensweise aus Abschnitt 2.1 gibe es keine Markov-Kette, die den Graphen

G als Ubergangsgraphen besitzt.

BEMERKUNG 2.34 Bei Ubergangsgraphen, die nicht lokalendlich sind, ist es nach Lemma 2.9
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moglich, dass der minimale Rand nicht gleich dem vollen Rand ist, da im minimalen Rand nur
harmonische Funktionen liegen. Beispiel 2.32 verdeutlicht, dass es auch im lokalendlichen Fall
Beispiele gibt, fiir die der minimale Rand nicht der volle Martin-Rand ist, nur gab es dort keine
zugehorige schwach irreduzible Markov-Kette. Es gibt allerdings auch Beispiele fiir Raum-Zeit-
Ketten, bei denen der minimale und der volle Martin-Rand nicht ibereinstimmen, aber eine
passende schwach irreduzible Kette existiert (siehe [VM15]). Die Frage, ob der minimale und
der volle Rand iibereinstimmen, ist in manchen Fillen noch unbeantwortet (siehe z.B. [GK00]),
trotz struktureller Ahnlichkeiten zu Beispielen, bei denen diese Frage beantwortet ist (sieche
[GG15])).



3 Erste Beispiele

In diesem Kapitel wollen wir anhand erster Beispiele die Theorie erlautern. Dazu untersuchen
wir zunichst lokalendliche Markov-Ketten, die in jedem Schritt auf der Menge [n] gleichver-
teilt sind, betrachten dann ein Urnenmodell, das als einfachstes, aber nicht triviales Beispiel
fiir eine nicht lokalendliche kombinatorische Markov-Kette dient, und zeigen im letzten Bei-
spiel, dass die Doob-Martin-Topologie in manchen Fillen mit bereits bekannten Topologien

ubereinstimmt.

3.1 Gleichverteilungen auf [n]

In diesem Beispiel betrachten wir als kombinatorische Familie die Mengen IF,, = {n} X [n] mit
[n] :={1,...,n} fir alle n € N. Die erste Komponente gibt den Zeitparameter vor. Natiirlich
kénnten wir diesen auch implizit angeben, indem wir Markov-Ketten auf der Familie F =
U, F, mit F,, = {(i,j) € N*> : i 4 j = n} betrachten. Da sich in unseren Beispielen
allerdings die Konvergenzen in der jeweiligen Doob-Martin-Topologie auf den Zeitparameter
beziehen, werden wir die erste Darstellung verwenden. Wir mochten auf dieser Familie die

Ubergangswahrscheinlichkeiten so definieren, dass wir zu jedem Zeitpunkt n € N
L(Xy) = dny @ unif[n], (3.1)

also in der zweiten Komponente die Gleichverteilung auf [n] haben. Da es um kombinatori-
sche Markov-Ketten gehen soll, ist klar, dass bei allen uns hier interessierenden Markov-Ketten
P(X1 = (1,1)) = 1 gelte.

Zur Bestimmung der Doob-Martin-Kompaktifizierung betrachten wir wegen Satz 2.6 Fol-
gen (ng, jk)nen, die jede endliche Teilmenge verlassen, deren Zeitparameter folglich gegen oo

geht:

LeEmMA 3.1 Es sei F eine lokalendliche kombinatorische Familie. Dann erhalten wir fiir jede

Folge (2,)nen € FY, die jede endliche Teilmenge schlieflich verlisst, dass

nlgn;o¢(xn) = 00.

35
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Beweis. Sei (z,)nen € FY eine Folge, die jede endliche Teilmenge von F schlieflich verlasst.

Gébe es ein ng € N, sodass ¢(zy,) < ¢p < oo fiir unendlich viele n > ng und ein ¢y € N gélte,

So ware .
0
Ty € U F; =: FF CF fir unendlich viele n > ng, #F < oo,
i=1
die Folge verlief3e die endliche Teilmenge F’ also schlief3lich nicht. O

3.1.1 Unabhingige Zuwichse

Eine erste naive Idee konnte es sein, den néchsten Zustand unabhiangig vom momentanen
Zustand zum Zeitpunkt n zufillig und gleichverteilt aus der Menge [, auszuwahlen. Wir
erhalten so offensichtlich eine Markov-Kette X = (X;,)nen, fiir die £L(X,,) = d,y ® unif[n]
gilt. Der Martin-Kern von (X, )en ist dann

P(Xn = (n,7) ‘ Xm = (m,z))

K((mvl)’(nvj)) = P(Xn: (n,j)) =1

fur (m,i) € Fp, (n,7) € Fp, n > m, weil X,, und X,,, unabhéngig sind. Demzufolge ist die
Doob-Martin-Kompaktfizierung gegeben durch die Einpunktkompaktifizierung ' = F U {oo}.
Diese Erkenntnis bleibt natiirlich nicht auf die vorliegende Familie beschrankt, sondern wir

haben allgemein:

Sarz 3.2 Essei X = (X, )nen eine kombinatorische Markov-Kette mit Werten in der kombi-
natorischen Familie ', deren Komponenten X,,, n € N, unabhdngig sind. Dann ist die zugehorige
Doob-Martin-Kompaktifizierung die Einpunktkompaktifizierung F=FuU {o0}.

3.1.2 Die Bremer-Kette

Als zweite Markov-Kette, die die Bedingung (3.1) erfillt, betrachten wir den Prozess X =
(X1 )nen mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
.
iit+1) 7="
p((ni),(n+1,7) = ¢ 1 =iy,
1+ 1
0, sonst,

fiir n € N, insbesondere hiangen die Ubergangswahrscheinlichkeiten nicht vom Zeitparameter
n ab. Die Markov-Kette geht also entweder vom Zustand ¢ einen Schritt nach oben oder wihlt
zufillig und gleichverteilt ein j € [i]. Die Idee zu dieser Kette stammt von J. Bremer ([Bre10])

und wir nennen sie deswegen Bremer-Kette. Fiir den Nachweis, dass X die Gleichung (3.1)
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erfullt, bendtigen wir noch, dass fir allen € N
n n

1 11 n
Zi(iJrl) - ;<i_i—|—1> T on+l 3.2)

=1

gilt.
Fir n = 1 ist Gleichung (3.1) schon per Definition erfiillt. Fiir den Schritt von n nach n + 1

erhalten wir mit (3.2)

IP>()(n+1 = (TL+ 17j)) = Z IP)(‘XnJrl = (n+ 17j) ‘ Xn = (n’ Z))]P)(XTL = (nvl))
(n,i)€Fn

:% S P(Xnp = (n+1,5)| Xn = (n,))

(nvi)EFn

Il
S| =
/\A
INgh
~.
—
.
+ |~
—_
~—
<
.||
—

n\ i(i+1) — i(i+1) J
1 n j—1 j5—1 1
= — + -

ni\n-+1 J J n+1

furalle j € [n+ 1].

Satz 3.3 (a) Eine Folge (ng, ji)ren € FY, fiir dieny, — oo fiirk — oo gilt, konvergiert genau
dann in der Doob-Martin-Kompaktifizierung der Bremer-Kette, wenn ny — ji konvergiert
oder bestimmt divergiert. Der Doob-Martin-Rand OF der Bremer-Kette X ldsst sich mit (No U
{o0}) zusammen mit der diblichen Topologie der Einpunktkompaktifzierung der erweiterten
natiirlichen Zahlen Ny identifizieren. Der minimale Martin-Rand OF i, entspricht dem vollen
Martin-Rand.

(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen {o0}.

(c) Die erweiterten Martin-Kerne fiir o € OF sind durch K (-, 00) = 1 fiir « = oo und

1, m-—1=q,
K((m,z),a) = ]., m—1< «,

0, sonst,

fiir o € Ny gegeben. Bei den K (-, a)-transformierten Ketten, o € Ny, friert X,, 1 — X, 2 fast

sicher beim Wert o ein.
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Beweis. Wir betrachten die Ubergangswahrscheinlichkeiten p2, ((m, i), (n, 7)) firn > m. Nur
die Zustande (n,j) € F, mitj € {1,...,n—m+i} kénnen von (m, i) aus in n — m Schritten
erreicht werden. Wir behaupten, dass
- ) n—j)=m-=—t
t+n—m
pfn((mal%(nv‘])) = , n—j73>m-—a1,

0, sonst,

gilt. Dafiir setzen wir £ = n — m und machen eine Induktion tber k fir

i

v ik
Z—+—k’ j Z+ )

P(Xpnik = (m+k,j) | Xpn = (m,1)) = e AR
0, sonst.

Fur k = 1ist dies die Definition der Ubergangswahrscheinlichkeiten. Fiir den Induktionsschritt
k — k+ 1 zerlegen wir nach dem Wert zum Zeitpunkt m + k. Um den Zustand (m + &k +1, j)
zu erreichen, muss sich die Kette zum Zeitpunkt m + k in einem der Zustédnde aus der Menge
{(m+k,1) €Fpyr : Le{j—1,...,i+ k}} befinden. Somit erhalten wir mit (3.1) und der
Induktionsvoraussetzung fir j € {1,...,7+ k}

P(Xmiht1 =(m+k+1,5) | X = (m, 1))

i+k
= > pptF((myd), (m+ k1) - p((m+ k1), (m + k+1,5))
I=j—1
i+k—1 k 1
- Z;(w+k—nu+kyzu+n
+ R ((myd), (m 4k, j— 1) - p((m+k,j — 1), (m +k+1,5))

_A,_perk((m,i), (m+k7i+k)) -p((m+ k’i—i_k)’(m—i_k—i_ 17'7))

B k <i+k—1_j—1>
S (+E-DG+k)\ itk g

N k j-1, i 1
G+k—D@+k J§ itk (+kli+k+1)
k(i+k+1) 41 k41

(i+k)26G+k+1) ((+Ek)@GE+k+1)

und fir j = ¢ + k + 1 ergibt sich sofort

i

B(Xmhrr = (m+ k4 1,) [ Xon = (i) = s
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Damit erhalten wir den Martin-Kern der Markov-Kette (X, )nen:

,L, n—j=m-—z1,
z—l—n—m( )
K m?i7n?. = mn=—m _> —1
(( ) ])) (i+n—m-—1)(+n—m)’ noy e me
0, sonst,

fir (m,i) € Fp, (n,j) € Fp, n > m.
Wir betrachten eine Folge (ny, jx)ren € FY, die jede endliche Teilmenge schlieBlich ver-

lasst. Nach Lemma 3.1 folgt nj, — oo fir k — co. Angenommen, es gilt limy_, o, ng — jr = 0.

Fir alle (m, i) € F und alle € > 0 existiert dann ein k(m, i, €) € N, sodass
‘K((m72)7 (nkajk’)) - 1| < €

fiir alle k > k(m, i, €). Fiir solche (ny, ji ) ken konvergiert K ((m, 1), (ny, ji)) fir alle (m, i) €
F gegen 1. Konvergiert ng — ji gegen ein a € Ny, d.h., es existiert ein kg € N, sodass ny —jr =
o fur alle k > kg ist, dann gilt

i, m—1=aq,
lim K((m,q), (ng,jk) = 1, m—i<a
k—o0

0, sonst,

fiir solche (ng, jr)ken konvergiert K((m, i), (nk,jk)) fir alle (m,i) € F. Damit haben wir
bewiesen, dass die Bedingung der Konvergenz aus Teil (a) hinreichend ist, und haben die Ge-
stalt der zugehorigen erweiterten Martin-Kerne aus (c) gezeigt. Es bleibt, die Notwendigkeit

nachzuweisen.

Wir nehmen dafiir umgekehrt an, dass K ((m, @), (ng, ji)) fir alle (m, ) € F konvergiert.
Dann gilt entweder limy,_,, N — jr = 00 oder es existiert ein kg € Nund ein A C Ny, #4 <
00, sodass ny — jx € A fir unendlich viele k > ky. Angenommen, es gibt kein k1 > ko, sodass
ng — jr = a fur ein « € A und alle k > k; gilt. Dann existiert ein g € A, mit ng, — jr = g
fir unendlich viele k > kg und ng — ji # o fur unendlich viele k > kg. Fiir ¢ > 1 kann somit
K ((i + a0, 1), (nk, ji)) nicht konvergieren. Dies ist ein Widerspruch.

Die Doob-Martin-Kompaktifizierung lasst sich also mit F' U (NO U {oo}) identifizieren. Als

stetige Fortsetzung des Martin-Kerns erhalten wir K (-, oo) = 1 und fir a € Ny

1, m-—1=q,
K((m,i),a) = <1, m—i<a,

0, sonst.
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- X ha

Abbildung 3.1: Ein méglicher Pfad von X und X"

Die stetigen Fortsetzungen des Martin-Kerns sind nach Lemma 2.9 harmonisch. Wir schrei-

ben abkiirzend

he = K(-, @)

fuir « € Ny U {oo}. Fir diese betrachten wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten der h,-
transformierten Markov-Kette X "o = (X)), cn:

(pha):; ((m, i), (n,j)) = anm((m,i), (n?j))ha(n’j)

p%((mvi)a(nuj)% m_i<a7n_j<a
n—o +1 < .
n=m m—-i1<aq,n—j=«
_ Z(’[/—i—l)? ) Y .7
1, n=m+l,n—j=m-—i=aq,
0, sonst.

Fur o € Ny lasst sich die h-transformierte Markov-Kette in drei Zeitbereiche aufteilen. Bis
zum Zeitpunkt « folgt X" der Ursprungskette. Ab den Zeitpunkten n > a bewegt sich die
Kette zwischen den Geraden y = x und y = = — a, bis sie schlieB3lich ab einem zufilligen
Zeitpunkt 7(w) nur Werte auf der Geraden y = x — « annimmt. Der zufillige Zeitpunkt ist

der, an dem die Ursprungskette diese Gerade unterschreitet. Ein beispielhafter Pfad findet sich
in Abbildung 3.1. Fiir diese Ketten gilt

Pl (T(w) <o) = 1.

Daraus folgt, dass P« (X, = a) = 1 gilt, und die Prozesse X" haben daher fiir alle a €
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Ny triviale terminale o-Algebra. Die Trivialitit der terminalen o-Algebra der Originalkette
ist offensichtlich, denn mit Wahrscheinlichkeit 1 finden unendlich viele Spriinge statt. Daher
haben wir nach Lemma 2.21, dass der minimale Martin-Rand 0F,,j, gleich dem ganzen Martin-
Rand OF ist. Die Austrittsverteilung von X ist nach Satz 2.19 daher £(X o) = d{0}- Aufgrund
der Extremalitat der Kette X gilt

L(Xoo| X =(n,])) = LX), VnEN, jE[n];
die Austrittsverteilung hangt nicht vom Startzustand ab. O

3.1.3 Sprung auf den hochsten Wert

Die Markov-Kette (X}, ),cn habe diesmal die Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
L 1
n+17 j n—"_?
n,i),(n+1,7)) = n =
N e
0, sonst,

fiir n € N. Die Markov-Kette springt also entweder auf den grofitmoglichen Wert oder bleibt
in ¢. Da wir fir jeden Zustand genau zwei mogliche Nachfolgezustiande haben, erfiillt X offen-
sichtlich Gleichung (3.1).

Satz 3.4 (a) Eine Folge (ng, ji)ren € FY, fiir dieny, — oo fiirk — oo gilt, konvergiert genau
dann in der Doob-Martin-Kompaktifizierung der obigen Markov-Kette, wenn ji konvergiert
oder bestimmt divergiert. Der Doob-Martin-Rand OF von X ldsst sich mit (N U {c0}) zu-
sammen mit der iiblichen Topologie der Einpunktkompaktifzierung der natiirlichen Zahlen N

identifizieren. Der minimale Martin-Rand OF iy, entspricht dem vollen Martin-Rand.
(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen {oco}.

(c) Die erweiterten Martin-Kerne fiir o € OF sind durch K (-, 00) = 1 fiir « = oo und

m, 1=aq,
K((m,i),a) =<1, m+1<a
0, sonst,

fiir . € N gegeben. Bei den K (-, a)-transformierten Ketten, o € N, friert X,, o fast sicher bei

« ein.

Beweis. Um den Martin-Kern der kombinatorischen Markov-Kette X zu bestimmen, betrach-

ten wir wieder zuerst die Ubergangswahrscheinlichkeiten p?, ((m, %), (n, j)) fiir n > m. Ent-
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weder die zweite Komponente der Kette bleibt im Zustand ¢, oder sie springt in einen der

moglichen Zustinde aus der Menge {m + 1, ..., n}. Fir den ersten Fall erhalten wir
m m—+1 n—1 m
(Xn = (m.9)] (m 1)) m+1 m-+2 n n
Beim zweiten Fallist j = m+k, k=1,...,n —m, dh, die Kette muss zum Zeitpunkt m + k

auf jeden Fall springen und kann danach nur die Zustidnde mit zweiter Komponente m + k
annehmen. Davor sind alle 2°~! Kombinationen aus Spriingen oder Verbleiben der zweiten

Komponente moglich. Damit ergibt sich fiir j = m + k
P(X,, =(n,m + k) | X, = (m, 1))

Z J1 Jk—1 1 m+4+k n—1
— (m+1)---(m+k—-1)) m+k m+k+1 n

J

1 o 1
T (m+1) - (m+k—1) Zﬁ'”]’“’l n’
J

wobei die Summe iiber alle j € {(j1,...,jk-1) : ji € {IL,m+1—1},1 € [k — 1]} lauft.

Demzufolge erhalten wir

Zh"'jk4 = (m+1)--(m+k-1),

und damit ergeben sich die Ubergangswahrscheinlichkeiten

. . 1
P(Xn = (n,J) | Xon = (mul)) = o
fir j = m+ 1,...,n. Zusammengefasst liefern diese Uberlegungen fiir den Martin-Kern der
Markov-Kette X
m, J =1,
K((m,i),(n,5)) =1, je{m+1,...,n}
0, sonst,

fur (m,1) € Fyp, (n,7) € Fpy n > m.

Wir verfahren analog zu Abschnitt 3.1.2: Es sei (ny, ji.)ren € F eine Folge, die jede end-
liche Teilmenge von FF schlieB8lich verldsst. Angenommen, es gilt neben limg_,, ny = oo auch
limy_, o jx = 0o. Dann finden wir fiir jedes (m, i) € Fein k(m, i) € N, sodass jr > m+ 1 fur

alle k > k(m, 1) ist. Fiir solche (ng, ji)ken konvergiert K ((m, i), (ng, ji)) fir alle (m, i) € F
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gegen 1. Konvergiert j; gegen ein o € N, dann gilt

m, 1=aq,
lim K((m,i),(nk, k) = 1, m+1<a
k—o00

0, sonst,

fiir solche (ng, ji)ren konvergiert K((m, i), (nk,jk)) fir alle (m, i) € F.

Nehmen wir wieder umgekehrt an, dass K ((m, i), (ng, ji)) fiir alle (m, i) € F konvergiert.
Dann gilt entweder lim_,, j = 00 oder es existiert ein kg € Nund ein A C N, #A4 < o0,
sodass jr € A fiir unendlich viele k& > kg gilt. Angenommen, es gibt kein k1 > kg, sodass
jr = afiurein @ € A und alle k& > k; gilt. Dann existiert ein g € A, mit j = jp fur
unendlich viele & > kg und jr # «o fur unendlich viele £ > kq. Fir m > 1 kann somit
K ((m, jo), (nk, jx)) nicht konvergieren. Wir erhalten wieder einen Widerspruch zu unserer

Annahme, dass K ((m, i), (n, ji)) fiir alle (m, i) € F konvergiert.

Die Doob-Martin-Kompaktifizierung ldsst sich also mit F U (NU {co})) identifizieren. Als

stetige Fortsetzung des Martin-Kerns erhalten wir K(-,00) = 1 und fir & € N

m, 1=aq,
K((m,i),a) =<1, m+1<a
0, sonst,

Auch hier kiirzen wir die erweiterten Martin-Kerne mit hq ((m, 7)) = K((m,i),a), a € N

ab. Fiir X" erhalten wir die Ubergangswahrscheinlichkeiten

P ((m.i), (n,)), n<a
<h n 1, j=n=a,n=m+1,
p)
m 1, n>a,n=m+1,1=j=aq,

0, sonst.

Bis zum (deterministischen) Zeitpunkt o — 1 folgt X" der Ursprungskette, ab « ist die zweite
Komponente konstant «. Ein beispielhafter Pfad findet sich in Abbildung 3.2. Die Trivialitét

der terminalen o-Algebra der h-transformierten Ketten ist daher auch offensichtlich.

Wir erhalten wieder, dass X,, — X fast sicher konvergiert, wobei

L(Xoo) = §oe). O
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Xh(x

\j

Abbildung 3.2: Ein méglicher Pfad von X und X"«

3.2 Ein Urnenmodell mit unendlich vielen Farben

Fiir unser Urnenmodell betrachten wir zunichst eine Folge von unabhingigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen (Z,,),ecn, die alle geometrisch verteilt seien mit Parameter 6 €
(0,1),dh.P(Z; = k) = (1 — 6)*716, k € N. Der Satz von Glivenko-Cantelli ([Kal02, Pro-

position 4.24]) besagt, dass die empirische Verteilungsfunktion

1 n
Fo(r) = - Z Liz,<z)
=1

fast sicher gleichméfig gegen die Verteilungsfunktion F' der Z; konvergiert. Wir wollen nun

diesen Sachverhalt mit einer kombinatorischen Markov-Kette verkniipfen.

Sei dazu F = | J;” , ), die kombinatorische Familie mit

F, = {(al,ag,...)eNgo : Zai:n}.
i=1

Auf dieser betrachten wir die kombinatorische Markov-Kette X = (X},)nen, mit den Uber-

gangswahrscheinlichkeiten
P(Xpi1=a+ej|Xn=a) = (1-0)7719, acT,,

wobei e; der j-te Einheitsvektor im RN sei. Die Zufallsgroie X, lasst sich also als Zahlvektor
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zur Folge der Z;’s auffassen, d.h., dass

Xnj = #{ien]: Z;=j} (3.3)

gilt. Alternativ ist X ein Urnenmodell, bei dem in jedem Zug geméif einer geometrischen Ver-

teilung mit Parameter 6 eine Kugel mit Nummer j € N hinzugefiigt wird.

Betrachten wir zwei Elemente a € F,,,, b € F,,, m < n, mit a < b, wobei ‘<’ elemente-
weise zu verstehen ist. Es seien i1, . . ., i, die paarweise verschiedenen Indizes, fir die a;, > 0
gilt. Weiter seien ji, ..., js jene mit b;, — aj, > O und kq,..., k.1 jene mit by, > 0. Alle

Reihenfolgen des Hinzufiigens der Kugeln haben dieselbe Wahrscheinlichkeit, sodass wir

(X =a) = <m> (1-0)" o)™ (m . a) ((1-0)10)"

Ay

‘ (m -3 ail) (1 - 0)1g)"

air
_ ( m )(1 _ 9)2’{:1 ail (ilfl)em
Ajqy e v ey Qg

erhalten. Dadurch ergeben sich die Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten

P(X, =b| X, = a)P(X,, = a)

om(a,b) =

_ (bj1 —CLJ':L:%J‘S —ajs)(l — H)Zle(bjl—a]‘l)(jl—l)@n—m (ail ,Tb,air)(l o 0)2}:1 aj, (il_l)em
! e TS by, (k-1 r+s
(bkl""’bkr+s)(1 - 9)2121 kl( l )9 +
- ol B! bl Ly (b
= n! (biy —aiy)'ai,! (b, —ai)la;,! (") 11, )

In unserem Urnenmodell ist die Riickwartsiibergangswahrscheinlichkeit die Anzahl der Mog-
lichkeiten n — m Kugeln zu entfernen, sodass aus der Konfiguration b die Konfiguration a
entsteht, geteilt durch die Gesamtzahl aller Moglichkeiten, n — m Kugeln aus der Urne zu
entfernen. Speziell fiir m = n — 1 ist

a; +1

P(Xp—1=a|X,=a+ej) = — (3.4)

In jedem Riickwirtsschritt entnehmen wir zufillig und gleichverteilt eine Kugel.

Der Martin-Kern zur Markov-Kette X ist dann fura € F,,,, b € F,,, m < n, mit a < b, wie
iiblich gegeben durch

K(a,b) = om(a,b).
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Sarz 3.5 (a) Die Doob-Martin-Kompaktizierung I lisst sich mit

{Be [0, 1N Zﬁlgl} U {(b,i) : beF\ {0}, i € N,i > [p|}

identifizieren. Der Martin-Rand ist demnach
{6601 Zﬁzgl}u{bz beF\{0}, ieN,i>|[b|}.

Eine Folge (by)ren € FY konvergiert genau dann in der Doob-Martin-Kompaktifizierung,

wenn die Anteile ﬁ, j € N, punktweise in R konvergieren.

(b) Der minimale Rand ist der unendlich-dimensionale Wahrscheinlichkeitssimplex

A : {56 [0, 1N 251_1}

(c) Es gilt L(Xoo) = 05 mit B; = (1 — )7~ 1.

Beweis. Um die Doob-Martin-Kompaktifizierung dieser Kette zu bestimmen, betrachten wir
wegen Satz 2.6 nun Folgen (b;)ren € FY, die jede Teilmenge schlieBlich verlassen, und wollen
untersuchen, fiir welche dieser Folgen der Martin-Kern K (a, by) fir alle @ € F mit k& — oo
konvergiert.

Wir nehmen zunéchst an, dass die Komponentensumme |by,| der Folge (by)xen schliefllich
beschrinkt bleibt, d.h., es existiert ein kg € Nund ein ng € Ny, sodass |by| < ng fir alle & > ko

gilt. Wir nehmen zusatzlich an, dass die Komponenten des Vektors by, konvergieren, wir also
VjieN3k; >ko : bpy=b;Vk>k;, b;eN,

SO

haben. Es sei b = (131, 132, ...) der Vektor der komponentenweisen Grenzwerte. Ist ng = b ,
konvergiert by, gegen b und kann demnach nicht alle endlichen Teilmengen schliefSlich verlas-
sen. Daher gehen wir davon aus, dass |b;| > lA)j fiir alle j € N. Fiir die Riickwartsiibergangs-

wahrscheinlichkeiten erhalten wir dann mit l;j -ej = (0,...,0, l;j, 0,...)

bkl 5 ([bk] = b))'b;! 1
%, (bi-€irbe) = b |! (o’
bj
Ist l;j = 0 fur alle j € N, so ist dieser Ausdruck immer konstant 1. Ansonsten kann dies

natiirlich nur konvergieren, wenn |by| fir £ — oo konvergiert.

Gibt es dagegen einen Index jo, fiir den by j, nicht konvergiert, so haben wir bekannter-
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maflen

b, = li]ggfbk’jo < h}?l}supbk,jo =: bj,.
Dann gibt es Teilfolgen (by,)scry und (by, )sen, fiir die by, j, gegen b; und by, j, gegen bj,

konvergiert. Entlang dieser Teilfolgen gilt dann aber

lim Q‘fbk’s‘(gjo : €j0,bk5) = 0, lim Q‘fbk’tl(gjo '6j07bkt) > 0,

$—300 bjO t—o0 bjo

der Martin-Kern K (bj, - ej,, bi;) kann also nicht konvergieren. Die Grenzwerte bilden einen

Teil des Martin-Randes und wir identifizieren diese mit der Menge
B = {(b,i) : be F\{0}, i € N,i > [b|} U {0},

wobei b = b und i = limy_, o |b| entspricht. Fiir ein Element (b,i) € B ist der erweiterte
Martin-Kern dann durch obige Uberlegungen fiir a € Fy,
1 1 N
s — 7y e (), a<b
K(a, (b)) = { FXm=a) () 7

0, sonst.

Nehmen wir nun an, dass |by| — oo fir & — oo gilt. Konvergieren die Komponenten
bii/|bi| fur alle i € N gegen ein 5; € [0,1], so ist klar, dass die Summe der Grenzwerte
dieser Komponenten kleiner oder gleich 1 ist. Wir untersuchen die Riickwértsiibergangswahr-
scheinlichkeiten beziiglich eines a € F,,,, wobei wieder i1, .. ., i, die paarweise verschiedenen
Indizes mit a;, > 0 sein sollen. Wir nehmen an, dass ein ky € N existiert, sodass a < by, fur
alle k£ > ko, denn ansonsten sind die Rickwartsiibergangswahrscheinlichkeiten unendlich oft
0. Wir erhalten fiir k& > kg

0l%l(a,b) = < m )b’”l bk —an 1 by bk — i 1
Wiy --n i) (bl fbe| = a1 o] —ai [bk] — i, —ai, +1
bk i, b, — @i, +1

okl =mtai, bl —m+ 1
m ; i
SN ( )5511...5;.
ail,...,air

k—o0
Der erweiterte Martin-Kern konvergiert fiir diese Folge fiir alle @ € F. Wir sehen auch sofort,

dass die Bedingung fiir Folgen mit |b;| — oo fiir & — 0o notwendig ist, denn mit dem j-ten

Einheitsvektor gilt

b
oM (ej b)) =
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Wir konnen diese Grenzwerte als Teil des Martin-Randes mit der Menge

Ay = {ae 0,1 : Zaigl}
i=1

identifizieren. Fiir ein 8 € A ist dann der erweiterte Martin-Kern durch

ail

m ai,
K(CL’ﬁ) N IP)(‘va = CL) <ai17~-->air>/8i ﬁzr

gegeben.

Abschlieflend miissen wir uns nur noch tberlegen, was fir Folgen (by)ren passiert, bei
denen die Grofe der Folgenglieder weder schlieBBlich beschriankt bleibt noch gegen oo geht.
Dazu bemerken wir zunichst, dass K (-,b) = K(-,8) gilt, falls 0 = b € Bund 0 = 8 € A..
Diese beiden Punkte sind also identisch. Fiir 0 # (b,¢) € B sei b; eine Komponente von b, die
grofer als 0 ist. Fiir § € Ay, gilt dann

K(0.0) = K(.8) = K(enbi)) = Kleps) & 2 =5

7

Allerdings sehen wir auch, dass dann

K( (b)) = K(,B8) = K((bj+1)-¢ (b)) = K((bj+1)-¢;,5)
o 0= ﬁ;)jﬂ

gelten muss. Wegen b; /i > 0 kann es daher kein 5 € A geben mit K(-, (b, z)) = K(-,0).

Fur eine Folge (b, ) ken, bei der die Grofie der Folgenglieder weder schlieflich beschrankt bleibt

noch gegen oo geht, gibt es natiirlich Teilfolgen, entlang derer Ersteres bzw. Letzteres zutrifft.

Konvergiert by, entlang dieser Teilfolgen, so ist wegen unserer Uberlegungen der Grenzwert

verschieden, solange nicht beide gegen 0 konvergieren. Insgesamt lasst sich Doob-Martin-Rand
durch

{56 0,1 : iﬁiﬁ 1}U{(b,i) :beF\{0}, i e N,i> |b]}
=1

beschreiben.
Fiir Elemente (b, i) € {(b,7) : b € F\ {0}, i € N,i > |b|} ist der erweiterte Martin-Kern
K (a, (b,4)) = 0 fiir alle a € F mit |a| > |b], also echt superharmonisch.

Fir § € Ay gilt fiir a € F,,, wobei wir die Darstellung (3.4) der Riickwirtsiibergangs-

wahrscheinlichkeiten benutzen,

PK(a,8) = > p(a,D)K(b,8) = Y pla,a+e;)K(a+e;, )
j=1

b>a
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o0

_ZIP’ m+1—a+e]|Xm—a)< m+1 >
st (Xmt1 =a+ej) Qiyy ooyt + 1,000 a5,

a;

.ﬁ, 1...5‘?1“...5%
21 7 *

r

_Z m—a|Xm+1—a+e])< m+1 >
= m—a) ail,...,aj—i—l,...,air
B B B

= 1 a; +1 (m+1)! ai, ai,
N a)zm—l—lal1 a; + 1) (a )ﬁj '811 By

1 - N
N W(ail,...,air>ﬂ B, ZBJ = K(a Zg].

Fur § € Ay ist K(-, 8) harmonisch, fiir § € A \ A ist K (-, 3) echt superharmonisch. Wir

wissen folglich, dass der minimale Martin-Rand
aIE‘min - Aoo

in A enthalten sein muss. Fiir ein § € A sind die K (-, 3)-transformierten Ubergangswahr-

scheinlichkeiten bei a € FF,,,

! P X =aq
pK( ’ﬁ)(a’a—i_ej) - m ( mail ) ai, 'p(a7a+6j)
(aily'“yai,r)ﬂil e Bir
+1 a; ai,
((111, ,Z;L—&—l, .,a )53 5211- 'Bir

P(Xm.H =a+ej)

iqsee05 1,04,
= 5]. al( a]m )a Q(a7a+€]) = /8].

Qi ooy Qi

Die K (-, §)-transformierte Kette X X (-#) ist also das Urnenmodell, bei dem wir in jedem Zug
eine Kugel mit der Nummer j € N mit Wahrscheinlichkeit 3; hinzufiigen, also der Zahlvektor
zu einer Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen (Z,,),cn mit Wahr-
scheinlichkeitsmassenfunktion 3. Dann gilt fiir die j-te Komponente wegen der Darstellung in
(3.3)

= Fa(j) — Fa(i — 1),

wobei F), die empirische Verteilungsfunktion zur Folge der Z;’s sei. Nach dem Satz Von Gli-
venko-Cantelli konvergiert F;, fast sicher gleichmafig gegen F', also konvergiert X (-8 /n
fast sicher gegen F'(j) — F/(j — 1) = ;. Die K(-, 3)-transformierte Kette konverglert also in
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der Doob-Martin-Kompaktifizierung fast sicher gegen 3, was nach Korollar 2.18 bedeutet, dass
aIFrnin = A<>o

Fiir die Ausgangskette mit den Geo(6)-verteilten Zufallsvariablen Z; ist daher £(X) = dg,

wobei 3 die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion zu den Z;’s ist. ]

BEMERKUNG 3.6 (a) Der Beweis macht deutlich, dass die Wahl der Verteilung § € Ay
als Geo()) willkiirlich war. Wir haben nur diesen speziellen Fall gewahlt, um spater einen
Zusammenhang zu Kapitel 5 zu erhalten. Wir konnen den speziell gew&hlten Prozess als
Jrrfahrt auf NON mit Schritten ey, Y ~ Geo(f) auffassen. Jedes § € A liefert eine
weitere Irrfahrt. Gibt es eini € Nmit ; = Ofuir alle j > ¢, so haben wir eine ,,gewohnliche”
Irrfahrt (vgl. Abschnitt 6.1).

(b) Fir 8 € Ay ist klar, wie die K (-, 3)-transformierten Markov-Ketten aussehen: Wir be-
trachten das Urnenmodell, bei dem in jedem Zug eine Kugel gemaf3 der Verteilung mit der
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion 3 hinzugefiigt wird. Ist 3 € A, \ A, so haben wir
in jedem Zug die Wahrscheinlichkeit 1 — Z;’il Bj, dass wir keine Kugel hinzufiigen, son-
dern den Prozess stattdessen ,beenden®; im erweiterten Zustandsraum endet X% (8) fast
sicher auf einem Strahl (J[T’Jx| 10 T .). Hier liefen sich noch weitere Uberlegungen

(76)

anstellen: Wann ist der Todeszeitpunkt? Wie sieht die Verteilung von X, 5 in diesem

Fall aus?

Fir ein (b,i) € B\ {0} sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten fir a € F,,, a < b,
a; < bj, gegeben durch

X0 (a0 4 ¢))

P(Xy, =a
= G—m)lml bi!m ! by plaate)
7! (b“ — ail)! ai1! (bir — air)! aiT!
7! (bil — ail)! aill (bj — aj)! (Ij! (bi,« — CLiT)! aiT!
P(Xmi1 = a+ej)
_ bi—g
i—m

Diese Markov-Kette hat denselben qualitativen Ubergangsgraphen wie X (%) hat aber

entgegen dieser schon zu den Zeitpunkten m < |b| die Wahrscheinlichkeit i:—':;' auszuster-

ben.

(c) Wir kénnen eine konkrete Konstruktion zu einer K (-, 3)-transformierten Kette, 5 € A,

angeben: Wir unterteilen das Intervall in Teilintervalle 1, Io, ... der Liange 1, 5o, .. ..
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Uy
| e R X1 = (0,1,0,..)
0 S G+& G+&L+E 1
Ui U,
| o e Xy =(0,1,0,0,1,0....)
0 &1 &1+& &1+86+& o1
Us U Us
| o L X5 =(1,1,0,0,1,0...)
0 S S +&% G+H6HE+E |
Us U,U, Us
| e —h—H— Xy =(1,2,0,0,1,0...)
0 &1 &1+& S1+86+E& o1
Us Us U Uy Us
| e L X5 =(1,3,0,0,1,0...)
0 & G+ G+&+E o1

Abbildung 3.3: Die Konstruktion fiir eine Realisierung einer GEMj 1-Verteilung

Dann wihlen wir eine Folge Uy, Us, ... von unabhangigen und unif(0, 1)-verteilten Zu-
fallsvariablen und kénnen fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten der K (-, §)-transfor-
mierten Kette

pla,a+ej) = P(Ujq41 € L)

schreiben. Mit dieser Konstruktion ist auch klar, wie wir bei einem zufilligen Wahrschein-
lichkeitsmaf} i auf A, verfahren: Wir wihlen ein § € A, gemafl der Verteilung x4 und
unterteilen dann [0, 1] wie oben nach dem Vektor /3. Eine bekannte Familie zufélliger Ma3e
auf A sind die (verallgemeinerten) Griffith-Engen-McCloskey-Verteilungen (siehe [Pit06,
Chapter 3]): Fir 0 < o < 1 und 6 > —a schreiben wir GEM,, g fiir die Verteilung des
A -wertigen ZufallsgroBle £ = (&;);en gegeben durch
i—1
&G =20, &G=GJa-¢) firi>1, (3.5)

i=1

wobei die (;, ¢ € N, unabhangig und ihre Verteilungen durch
(i ~ Beta(l —a,0+ia)

gegeben sind.

Die Darstellung in (3.5) legt den Begriff stick-breaking-Prozess nahe.Fira = Qundf =1
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steht dies im Zusammenhang mit dem gewo6hnlichen Chinese-Restaurant-Prozess (siehe
Abschnitt 4.2) und kann zur Konstruktion rekursiver Baume und der Untersuchung von
Baumfunktionalen verwendet werden ((EGW12],[GM15]). Fiir diesen speziellen Fall findet
sich ein Beispiel der angegeben Konstruktion der A-Transformierten in Abbildung 3.3. Fiir
die allgemeine Darstellung lokalendlicher kombinatorischer Markov-Ketten in dieser Form

verweisen wir auf [Ger16].

3.3 Die Erd4s-Rényi-Kette

Bei der nachsten Markov-Kette ist die Topologie der Doob-Martin-Kompaktifizierung eine be-
reits bekannte Topologie.

Ein einfacher Graph G = (V, E) ist ein Tupel bestehend aus einer endlichen Menge V' und
einer Teilmenge E C [V]? der zweielementigen Teilmengen von V (siehe z.B. [Die00]). Insbe-
sondere sind bei diesen Graphen keine Schleifen erlaubt. Es sei G[n] die Menge der einfachen
Graphen G = (V, E) mit Knotenmenge V' = [n] und damit sei G := |, G[n] die Men-
ge aller einfachen Graphen. Fir H,G € G sei I'(H, G) die Menge der injektiven Funktionen
Y V(H) — V(G). Wir definieren

T(H,G) = {Yel(H,G) : {¢),¢()} € B(G) & {i,j} € E(H)},

HH,G) = #T(H,G), p(H,G) = ?;éfHGé) _ (U(GZ)(_C;)}!(H))!t(H,G).

Die Menge T'(H, G) ist die Menge der adjazenztreuen Abbildungen.

Es sei X,,, n € N, eine Zufallsgrofle mit Werten in G[n], sodass X, jede der (Z) mogli-
chen Kanten unabhingig voneinander mit Wahrscheinlichkeit 6 € [0, 1] enthalt. Wir schreiben
ER(n,0) fur die Verteilung von X,, und nennen X, einen Erdos-Rényi-Graphen der Grofle n
(siehe z.B. [JLR00, S. 2]). Wir definieren eine kombinatorische Markov-Kette X = (X, ),cn mit
Werten in G und P(X,, € G[n|) = 1, indem wir mit dem einzigen moglichen einfachen Gra-
phen X; = G| mit einem Knoten starten, und beim Schritt von n zu n + 1 einen Knoten n + 1
zu V und die n Kanten zu den vorhandenen Knoten mit Wahrscheinlichkeit # unabhangig von-
einander hinzufiigen. Wir definieren die Abbildungen o7, : G[n] — G[m], o7 (Gy) = Gn|
als Einschriankung eines Graphen G,, € G[n] auf die Knoten aus [m] und deren inzidente KZIrZ]-
ten. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten zu X ergeben sich dann fir G,,, € G[m], G,, € G[n],
m<n,

0e(Gn)=e(Gm) (1 — )(3)=e(@r)=(3)+e(Cm) " falls 6™ (Gy) = G,

anLz(va Gn) = ’

0, sonst.

Aus einem Zustand zum Zeitpunkt n lassen sich aufgrund der Bewertungen alle vorherigen Zu-
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05 O Og O

Abbildung 3.4: Die isomorphen Graphen einer Isomorphieklasse aus G

>

stande zuriickgewinnen (entferne jeweils den Knoten mit der gréfiten Bewertung und dessen
inzidente Kanten), sodass die Doob-Martin-Kompaktifizierung dieser Kette die Endenkompak-

tifizierung des Ubergangsgraphen — eines Baumes - ist (siehe [Grii13, Abschnitt 6.1]).

Um einen interessanteren Grenzwert zu erhalten, fassen wir die Graphen zu Isomorphie-
klassen zusammen. Wir betrachten die Abbildung ¢ : G — G, die einem Graphen G € G|n]
seine Isomorphieklasse G = Iso((G) zuordnet, wobei wir die Menge der Isomorphieklassen der
einfachen Graphen mit 7 Knoten mit G, bezeichnen. Es sei #G die Méachtigkeit der Isomor-
phieklasse zu G € G. Durch ¢ wird ein stochastischer Prozess Y = (Y}, )nen auf der Menge
der Isomorphieklassen definiert durch Y,, := ¢(X,,) fir alle n € N, der nach dem folgenden
Satz eine Markov-Kette ist, die Erdos-Rényi-Kette.

SaTz 3.7 (a) Der Prozess Y ist eine Markov-Kette.

(b) Eine Folge (Gy,)necn konvergiert in der zuY gehorigen Doob-Martin-Kompaktifizierung genau
dann, wenn fiir alle H € G die Folge (p(H, G"))neN fiir beliebigen Vertreter H € H und
beliebige Vertreter G,, € G, konvergiert.

Fiir den Beweis des Satzes benétigen wir ein Hilfsmittel aus der Gruppentheorie. Fiir einen
Graphen G,, € G[n] sei a(G,,) die Anzahl der Automorphismen von G, also die Anzahl der
Permutationen 7 € S,, mit 7(G,,) = G, wobei eine Permutation 7 auf den Bewertungen der

Knoten wirkt.

LeEmMA 3.8  Fiir die Anzahl der zu G, € G[n] isomorphen Graphen gilt

Beweis. Die Automorphismen zu einem Graphen G,, € Gy, bilden eine Untergruppe Aut(G,,)
der S,,, die Automorphismengruppe oder den Stabilisator von G,,. Die Isomorphieklasse
¢(G,,) ist auch die Bahn des Graphen G, unter S,,. Bekanntlich ist S,, eine endliche Grup-
pe mit n! Elementen. Sei GG eine endliche Gruppe, die auf einer Menge X wirkt. Fir ein x € X

sei G o x die Bahn und G, der Stabilisator von z. Aus dem Bahnensatz der Gruppentheorie
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(JS06, Satz 1.6.4]) ergibt sich dann
G| = |Gox|-|Gal.

Die gewiinschte Aussage folgt dann aus G = S,,, G o x = ¢(G,,) und G, = Aut(Gy). O

Beweis des Satzes 3.7. Es gilt offensichtlich P(Y,, € G,,) = 1. Fir zwei Elemente G,,, € G,,, und
G, € Gn, m < n, sei

Pm(Gm; Gn) = P (Gm, Gr) = Z P (Gmy Gr).
Gn€Gy,

Fiir einen beliebigen, aber festen Vertreter G,,, € Gy, € Gy, sei
T(Gm, Gp) = #{G, € G, : 0] (G,) = Gp}

die Anzahl der Pfade im Ubergangsgraphen zu X von G, zu einem Element G,, € G,, € G,,.
Dies ist unabhéngig von der Wahl des Vertreters G,,, € Gy, da fiir den Ubergangsmechanis-
mus zu X die Bewertungen der Knoten des Graphen G, keine Rolle spielen, sondern nur die

Isomorphiestruktur. Wir erhalten damit
PGy Gr) = TGy, Gy )0 (O =(C) (1 — ) () (G~ () +e(Gm),

Dabei ist e(G,,) die Kantenanzahl eines Vertreters G,, € G,,, denn alle Elemente einer Isomor-
phieklasse haben dieselbe Kantenanzahl. Damit ist p}’, (G, G,,) unabhéngig von der Wahl des
Vertreters G,,, € G,,. Dies ist eine hinreichende Bedingung dafiir, dass der Prozess Y wieder
eine Markov-Kette ist ([KS76, Theorem 6.3.2]). Im Sinne von Kapitel 6 ist das Zusammenfas-
sen zu Aquivalenzklassen von Graphen eine starke Markov-Funktion. Insbesondere hat Y die

Ubergangswahrscheinlichkeiten p(G,,, G,) und fir G,, € G, gilt
P(Y, = Gy) = p(G1,Gp) = #G,6°C) (1 — 0)(2) ~<(Gn),

Der Ubergangsmechanismus zu Y funktioniert also dermaflen, dass wir zuféllig und gleichver-
teilt einen Graphen aus der Isomorphieklasse G,, des momentanen Zustandes auswéhlen. Mit
dem Ubergangsmechanismus zu X gehen wir zu einem Graphen mit n + 1 Knoten. Anschlie-
Bend bilden wir mittels ¢ wieder auf die zugehorige Isomorphieklasse ab.

Fiir den Martin-Kern von Y erhalten wir

7(Gm, Gn) 1
#Gn ge(Gm) (1 — )(7)—e(Gm)’

K(Gn,Gy) =

Der zweite Faktor hangt nicht von n ab, sodass wir fir die Konvergenz nur den ersten Faktor
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untersuchen miissen.

Esist klar, dass fur G,,, H,, € G,, «(Gy,) = a(H,,) gilt, die Automorphismengruppen selbst

allerdings verschieden sein kénnen.

Wir betrachten ein Paar (Gy,, Gp,) € G[m]xG[n], m < n.Zujedemder 7(¢(Gr,), #(Gy))
Graphen H), € ¢(G,,) mit 0]',(H,) = G, gibt es genau einen Pfad im Ubergangsgraphen zu
X, da X ein vollstindiges Gedichtnis hat. Fiir solches H], € G[n] existiert eine Permutation
L € Sy, mit o(Gy,) = H},, weil G,, und H, aus derselben Isomorphieklasse stammen. Dann gilt
fir alle 7 € Aut(G,,), dass ¢ o 7(G,,) = H], ist. Wir behaupten, dass

{reS, :n(Gp)=H)} = {top : pecAut(Gy)}

gilt. Dass die zweite Menge Teilmenge der ersten ist, ist sofort einzusehen. Umgekehrt gilt
fir 7 € S, mit 7(G,,) = H}, dass 1 ™! o 7(G,,) = Gy, also lisst sich 7 schreiben als ¢ o ¢
mit einem ¢ € Aut(G,,). Es gibt also a(G,,) Permutationen 7’ € S, sodass 7'(G,) = H),
ist. Die Einschrankung von 7" auf [m] liegt dann in T'(G,,, Gy,). Permutieren wir die Bilder
der Elemente m + 1,...,n in 7/, so erhalten wir ein 7" € S,,. Die Einschrinkungen von
7" und 7" auf [m] stimmen tberein. Es gilt 7”(G,) = H, mit ¢]',(H])) = G,,, aber nicht

notwendigerweise H], = H]'. Wir erhalten somit

O‘(Gn)T(Qb(Gm)a ¢(Gn)) .

(n—m)!

t(Gm,Gn) =

Sei umgekehrt ¢ € T'(G,,, Gy,) eine adjazenztreue Abbildung von G,, nach G,,. Wir kon-
nen v zu einer Permutation © € S,, erginzen und haben dafiir (n — m)! Méglichkeiten. Mit
einem so erhaltenen 7 gilt 7(Gy,) = H,, furein H,, € ¢(G,,), da ¢(G,,) die Bahn von G,, unter
der Operation der S,, auf G[n] ist. Auferdem muss fur dieses H,, o)), (H,) = Gy, gelten. Da es

nach oben Gezeigtem «(Gy,) Permutationen 7 € S, mit 7(Gy,) = H,, gibt, erhalten wir

t(Gm, Gpn)(n —m)!
a(Ghn) N

Insgesamt haben wir also

(G, Gr) =

woraus sich mit Lemma 3.8 die Gleichheit

7((Gm), 9(Gn) (n — m)t(Gom, Gy)
( #o(Gr) ) - >n(! = p(Gm,Gr),

ergibt. O
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BEMERKUNG 3.9 (a) Wir erhalten also dieselbe Topologie, die wir erhalten wiirden, wenn
wir die Kette X betrachten und in jedem Schritt die Knoten zufillig neu bewerten (siehe
[Griil4a]). AuBBerdem stimmt diese Topologie mit einer graphentheoretischen Topologie

konvergenter Graphen iiberein (siehe [Lov12]).

(b) Die Frage, ob sich die Isomorphie-Abbildung stetig auf den Rand der bewerteten Erdés-
Rényi-Kette fortsetzen lasst, kann nicht mit den Methoden aus Kapitel 6 beantwortet wer-
den. In [Lov12] wird man auf Graphone als Limesobjekte gefithrt und die Isomorphie von

Graphen geht in die schwache Isomorphie der Graphone tber.

(c) Mithilfe des Bahnensatzes lasst sich leicht Burnsides Lemma beweisen ([LW92, Theorem
10.5]). Mit diesem wird man auf ,Pdlyas Theorie des Zdhlens® gefithrt ([LW92, Chapter
35]), eine Theorie fiir das Z&hlen kombinatorischer Strukturen, die als Ausgangspunkt bei

der Analyse weiterer kombinatorischer Markov-Ketten dienen kann.



4 = Die Asymptotik von Rekorden

Bei den Beispielen im vorangegangenen Kapitel 3 konnten wir jedes Mal den Martin-Kern ex-
plizit angeben und diesen dann auf seine Asymptotik untersuchen. Da wir nach Satz 2.6 aber
nur das asymptotische Verhalten des Martin-Kerns benétigen, um die Doob-Martin-Kompakti-
fizierung zu bestimmen, ist eine explizite Kenntnis der Ubergangs- oder Riickwértsiibergangs-
wahrscheinlichkeiten nicht nétig. Wir wollen im kommenden Abschnitt ein Beispiel genauer
untersuchen, bei dem eine explizite Bestimmung des Martin-Kerns nicht méglich scheint, aber

funktionentheoretische Methoden dennoch Aussagen iiber die Asymptotik liefern.

4.1 Die Rekordanzahlen

Wir betrachten eine Folge Z = (Z,,)nen von reellen i.i.d Zufallsvariablen auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P) mit stetiger Verteilungsfunktion F'. Die Z;’s nehmen fast sicher
nie die gleichen Werte an, d.h.,

N = (3itj: Zi=2} = | J{Z =2}
1,7EN
i£]

ist eine Nullmenge, denn fiir 7 # j ist wegen der Stetigkeit von F’

P(Z; = Zj) P%  P%i ((x,x) = R) = /R (/{ }d]P’Zj(y)> dIP’Z"(x)

= /F(x)—F(m—)dIP’Zi(:c) =0,
R

die Menge N ist also eine abzdhlbare Vereinigung von Nullmengen.

Zu 7 definieren wir die Folge Y = (Y}, )nen mit

1, Z,>Z;,Vie|n—1],
v w>ZiVieh—1]
0, sonst,

die angibt, ob Z,, ein Rekord ist oder nicht. Fiir eine allgemeine Ubersicht der Theorie der

57
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Rekorde empfehlen wir [ABN98]. Sei
A= {(z1,...,2n) ER" 1 x1 <0< ... < T}

die Menge der aufsteigend geordneten n-Tupel. Da die Z;’s unabhéngig sind, sind sie insbe-

sondere austauschbar und fiir jede Permutation 7 € S,, gilt

1
P((Z1,...,2Zn) € A) = P((Zz)s- -1 Znn)) €A) = —.

n!
Damit erhalten wir fiir die Wahrscheinlichkeit, dass Z,, ein Rekord ist,

n—1)!
P(Yn=1) = > P((Zray-- > Znn) €A) = ( — r_
e |

S| =

Die Y;’s sind also jeweils Ber(1/1)-verteilt. Ebenso elementar l4sst sich die Unabhéngigkeit der
Y;’s zeigen.
Sei S = (Sp)nen, Sp = i, Y; die Anzahl der Rekorde unter den n ersten Z;’s. Als

kombinatorische Familie betrachten wir
0

F = |JFn Fn={n}x[n]
n=1

Wegen der Unabhéngigkeit der Y;’s ist X = (X,,)nen, Xpn = (n,Sp), mit Werten in F =
Ui2, F; eine Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
i
n+17 j Z—"_?
p(n,i),(n+1,j) = i =)
( R P
0, sonst.

Wir bemerken die Ahnlichkeit zum Beispiel aus Abschnitt 3.1.3, bei der die Markov-Kette Werte
in derselben kombinatorischen Familie annimmt und vergleichbare Ubergangswahrscheinlich-
keiten besitzt, allerdings der Ubergangsgraph sich unterscheidet. Wir nennen X die Rekord-
Kette. Es sei I : C — C die komplexe Gammafunktion.

SaTZ 4.1 (a) Der Doob-Martin-Rand OF der Rekord-Kette X ldsst sich mit der Menge [0, c0) U

{0} identifizieren, zusammen mit der iiblichen Topologie hierauf. Eine Folge (ny, ji)ken €

FN konvergiert genau dann in der Doob-Martin-Kompaktifizierung, wenn loékn . konvergiert

oder bestimmt divergiert. Jedes Element aus dem Martin-Rand ist minimal.

(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen 1.
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(c) Fiir die erweiterten Martin-Kerne gilt fiir o € JF, o < o0,

. _m!T(1+ )
K _ i—11
((m7l)706) a F(m+0[)
und
m!, i=m,
K((ma Z),OO) =
0, sonst.

Die hq := K (-, a)-transformierten Ketten fiir « € OF, o < oo, haben die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten o
Cj=itl,
n—+ao
h ) . n .
*((n,2),(n+1, = , =1,
p (( ), ( J)) o j=1
0, sonst,
und fiir o« = o0
. . L, j=1+1,
p"=((n,i),(n+1,7)) =
0, sonst.

Um das asymptotische Verhalten der Anzahl der Rekorde von Z zu untersuchen, betrachten

wir wieder den Martin-Kern

P(Xn = (n,0) | Xim = (m, k)

K ((m,k), (n,1)) := P(X, = (n,1))

Wir konnen in diesem Fall den Martin-Kern nicht so einfach wie in den vorherigen Fallen
angeben. Da wir nach Satz 2.6 nur die Asymptotik des Martin-Kerns kennen miissen, um die
Doob-Martin-Kompaktifizierung zu bestimmen, reicht es aus, auch die Ubergangswahrschein-

lichkeiten nur asymptotisch anzugeben, d.h., wir suchen einen Ausdruck, sodass

K((m’ Z)v(nka]k)) ~ a((mvi))(nkvjk)) bei ¢((nk’]k)) — 00

und die Asymptotik von a((m, i), (n, jk)) leichter zugénglich ist. Zunéchst wollen wir zeigen,
dass K ((m, ), (ng, ji)) fiir alle (m, ) € F konvergiert, falls j, ~ alogng, o € (0, 00) gilt.
Die Randfille « = 0 und o« = oo werden wir separat untersuchen. Hierfiir werden wir noch

folgendes Monotonieargument aus [GP05, Lemma 6, Lemma 7, Theorem 9] benétigen:

LEMMA 4.2 (a) Eine Folge (ny, jx)ven € FY konvergiert genau dann in der Doob-Martin-
Kompaktifizierung der Rekord-Kette X, wenn K ((m, 1), (ng, ji)) fiir allem € N konver-
giert.

(b) Fiir (m,1) € F undn > m ist K ((m, 1), (n, j)) monoton fallend inj =1,...,n.
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Beweis. (a) Die Notwendigkeit der Bedingung folgt aus Satz 2.6. Fiir eine harmonische Funk-
tion h € Hi (X)) gilt

h((m+1,i+1)) h((m+1,1))

h((m, 1) = m+ 1 R

welches dquivalent zu
h((m+1,i+1)) = (m+ 1)h((m,i)) — mh((m+ 1,7))

ist. Induktiv folgt, dass fiir jede harmonische Funktion A ((m, i)) eine Linearkombinati-
on der Werte an den Punkten (k, 1), & < m, ist. Damit ergibt sich die Aussage, weil die

erweiterten Martin-Kerne der Rekord-Kette wegen der Lokalendlichkeit harmonisch sind.

(b) Fiir n = m ist die Aussage richtig. Gehen wir also davon aus, dass die Aussage fir ein
n > m richtig ist. Dann gilt fiir a, 8 € [0, 1]

aK ((m,1),(n,j —1)) + (1 = a)K((m,1), (n, ))
> K((m,1),(n,j)) (4.1)
>

BK ((m, 1), (n,j + 1)) + (1 = B)K ((m, 1), (n,7)).

Wihlen wir fiir o = P(X,, = (n,j — 1) | Xp41 = (n+ 1,7)), so folgt

aK ((m,1),(n,j —1)) + (1 — a)K((m,1),(n, j))
P(Xn = (m, 1) [ X, = (n,j — 1))
]P’(Xm = (m, 1))
P(Xm = (m,1) | X, = (1, 7))
P(Xm = (m,1))

= P(X, = (n,j = 1) | Xpp1 = (n+1,7))

B [P’(Xm =(m,1)| Xpnt1 = (n+ 1’]')) B .
- P(X, = (m, 1)) = K((m,1),(n+1,5).

Analog gilt mit 3 =P(X,, = (n,j) | Xp41 = (n+ 1,5 + 1))
BK ((m,1),(n,j+1)) + (1= B)K((m,1),(n,j)) = K((m,1),(n+1,j+1)).

Setzen wir diese beiden Gleichungen in (4.1) ein, so ergibt sich Teil (b). O

Beweis des Satzes 4.1. Es sei
n
Sm,n = Z Y, m <mn,
t=m-+1

die Anzahl der Rekorde im Tupel (Zy,+1, ..., Zy). Mit dieser Definition der S, ,,’s kénnen
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wir den Martin-Kern auch schreiben als

P(Spmn=J—1)

K((m,i), (n,5)) = P(Sn = )

Fir Sy ist P(Smpn = j — 1) = [277]ps,, . (2) der (j — i)-te Koeffizient der wahrscheinlich-
keitserzeugenden Funktion pg,, ,, (2) zu Sy, . Mit der Unabhangigkeit der Y;’s erhalten wir

pson() = BE) = [ B = [
Jj=m-+1 J—]
m—142)(n—242) - (m+2)
m! T(n+2) P(m+1)'(n_1+z>-F(z).

n

n! D(m+2z)  T(m+2)

Hier ist zu beachten, dass nur der Binomialkoeffizient von n abhingt und deswegen nur dieser
fiir die asymptotische Analyse eine Rolle spielt. Den ersten Faktor bezeichnen wir mit g,,,(z) :=
I'(m + 1)/T'(m + z). Die Funktion I'(m + z) ist fiir alle m € N meromorph und besitzt an
keiner Stelle den Wert 0 [FB00, Satz IV.1.2]. Daher sind 1/T'(m + z) und somit auch g¢,,(2)

analytische Funktionen.

Nach dem binomischen Lehrsatz gilt (nj?z)

[FO90, S.220] bzw. [Hwa95, S.346] die asymptotische Entwicklung

o (5o ()

gleichmafBig fiir alle |z| < 7 fur jedes feste n > 0 bein — oo. Mit Cauchys Koeffizientenformel

= [2"](1 — x)~*. Hierfur haben wir nach

([FS09, Theorem IV.4]), einer Folgerung aus dem Residuensatz, und dem Radius r = (j —

i)/ logn erhalten wir!

1 DSy (2)

P(Sm,n :j_i) = [zj_i]ﬁSm,n(Z) = Tm i+l

|2|=r

1 n?t z(z—1) 1
= omf, 9B <1+ om0 (m)) dz

|z|=r
11

(i—it1 z(z—1) 1
L . gm() exp(zlog )Y (1 T O (712 dz.

Wir haben nun eine Darstellung des Martin-Kerns als Quotient von Kurvenintegralen und

nach unseren Voriiberlegungen suchen wir nun deren Asymptotik. Wir nutzen die Linearitat

'Es ist der Unterschied zwischen der Laufvariablen 7 und der imaginsren Einheit i zu beachten.
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des Integrals und untersuchen zunéchst

1 o
L = gm(2) exp(zlogn)z~U~*dz

27 |z|=r

und verfahren im Folgenden wie im Beweis zu Theorem 2 aus [Hwa95]. Wir fithren eine Tay-

lorentwicklung fiir g,,, mit Entwicklungspunkt r durch und haben fir |z| <17

L = gm(T)?{ exp(zlogn)z~U~Ddz
21 Jz)=r

/
+ ggL(T‘) 7{ (z — ) exp(zlogn)z U= dz 4 ¢
1 |z|=r

mit Restterm ¢ in Integraldarstellung, v : [0,1] — C, ~(t) := 7+ (z — r)t,

€= or b explzlogm)s 0 [ Q) - dca:
T Jlz|=r v
1 o 1
= 5= exp(zlogn)z_(]_zﬂ)/ (z—7)2(1 —t)gl (r+ (z — r)t) dt dz.
T J|z|=r 0
Die beiden Integrale
Iy = = exp(zlogn)z*(j*”l)dz
’ 2mi |z|=r ’
1 -
Iip = 9 ‘ler(z—r) exp(zlogn)z~U~H1d,

lassen sich wieder mithilfe von Cauchys Koeffizientenformel bestimmen:

- (logn)?~
Ly = [#77"exp(zlogn) = ——,
(277 ) G =)
Lo = [Z27" Yexp(zlogn) — r[z? | exp(zlogn) (4.2)

(logn)/ == j —i(logn)~'
(j—i—1)! logn (j—1)!

= 0.

Die Berechnung des Integrals I; o erkldrt, warum fiir den Radius r gerade (j —¢)/ log n gewahlt
wurde. Der zweite Term der Taylorentwicklung mit Entwicklungspunkt r fillt dadurch weg.

Es bleibt fiir die Asymptotik von I, den Restterm abzuschétzen. Sei

k= sup |gp,(2)]
|z|<n

die endlich ist, da Ableitungen analytischer Funktionen wieder

eine Oberschranke von |g// |,
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analytisch sind. Dann gilt mit der Kurve o : [—7, 7] — C, B(s) := res,

€l =

1 - !
— f exp(zlogn)z~ U~ / (z—7)2(1 = t)gl (r+ (z —r) t)dtdz
2mi Jé] 0

1
2

/ exp(re'® log n)(re'®)~U=+1

—T

1
: / (re'® —r)2(1 — t)g" (r + (re'® —r)t) dtire*ds
0

1 s

< - is ] is|—(j—i+1)
< o 7ﬂ\exp(re ogn)||re*|
1 . . .
. / Ire's —r[2|1 —t||gh(r + (re'® — r) )| dt |ire™|ds
0
s 1
< zi | exp(re log n)| ]r|_(]_7’+1)/ 72 — 1?1 — | dt |r|ds
T™J—m 0

24i—j 7 . .
< m’z / |exp(rel® logn)| €' — 1% ds.
T

—T

Mit r = (5 — i)/ log n wird daraus

HT2+i_j ™ . 9
1€] < 5 / lexp((j —i)(coss +isins)||e’® — 1] ds
™ —T
24+1—j T .
= / exp((j — i) cos s)|e!* — 1| ds.

27 -

Wir zerlegen das Integral in zwei Teile

w/2 ) )
J1 = / exp((j—i)coss)|e* —12ds Jp := / exp((j —1) cos s)|e!* —1]*ds.
—7/2 w/2<]|s|<m
Die Funktion cos s ist auf 7/2 < |s| < 7 negativ, daher gilt f;r/Q exp((m — 1) cos s)ds < /2
und wegen |e'* — 1| < 2 folgt J, < 4. Fiir J; erhalten wir mit
is

e — 1| = |coss —1+isins| = /2(1 — coss)
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und den Substitutionen s = arccos(1 — y) und y = z/(j — 1)
w/2 )
J1 = / exp((j — i) cos s)|e!® — 1> ds
—7/2
w/2
= dexp(j —1) / (1 —cos(s))exp(—(j —i)(1 — coss))ds
0

Y yexp(—(j —9)y)

= 4exp(] ) 0 \/Ty) Yy

1
< 4exp(j—z')/ y'/? exp(—(j —i)y) dy
0

(4.3)

m—1
= dexp(j —i)(j — i)3/2/ 22 exp(—z)dz
0

< dexp(j—1)(j—14)” 3/2/ 22 exp(—z)dz
0

= dexp(j —i)(j — 1) "¥°T(3/2).

Wir erhalten daher
25T(3/2) exp(j —i)r i 24i—j
1€l < - G0 +2kK7r
eXP( i) r¥t 2+i—j
< G )3/2 +2kKkr .

Mit der Stirling-Formel erhalten wir fir n > 0

nlexp(n)

< exp(1/12n),
2rnn™ p(1/12n)

woraus fur m > 2
exp(m — 1) - exp(1/12)v27
(m —1)m=—1/2 (m—1)!

folgt. Insgesamt erhalten wir dann wieder mit r = (j — i)/ logn fiir die Asymptotik des Rest-

terms &

(J— Z)3/2 (logn)? (j — i)i—it1/2
Y I N
= O(Ghar o) = o (65 m)

Nach diesen funktionentheoretischen Uberlegungen ergibt sich fur I3

~ (logn)!"T(m+1) (log n)i—i~2
= (j —)! F(m+r)+ ((j—i—l)!)
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_ (lo'gn).j_i F(m+1) L0 j—1 '
(j—0)! \I'(m+r) (logn)?

Fiir |z| < 7 verfahren wir mit

1
I = — 1 =
2 T gm(z) exp(zlogn)z

jirn 2z —1) d

2n 5

analog, indem wir wieder eine Taylorentwicklung von ¢,,,(z) durchfithren. Bei der Berechnung
der Integrale /5 1 und I » wie in (4.2) ergeben sich wegen der zusatzlichen z-Potenzen weitere

Terme und wir erhalten insgesamt

I = <1ogn>f—i{r(m+1>< L(G-i(-i-1) 1 j—z‘)

(j—=0)! | T(m+7r)\2n (logn)? "~ 2nlogn
Cgm(r) (20 —0)(G i) g
2n < (logn)? + (log n)2>

0 (fim) (o)

Es bleibt den Rest

I3 = L gm(2) exp(zlogn)z~U=*0 (12> dz

21 |z\:r n

zu untersuchen. Hier verfahren wir wie im Beweis zu [Hwa95, Theorem 1]. Wegen der Gleich-
mafigkeit in z fiir [z < n gilt

1
O <27‘(‘1 /|er dZ)

1 o
=0 ( /||— lgm (2)] exp(Rzlogn) |z|~ 0= +D dz) .

n2

(i 1
g(2) exp(zlogn)z 07—

I3

Hier konnen wir ausnutzen, dass |z| < 7 fur ein festes ) gilt, um | g,,(z)| wegen der Analyzitit
abschitzen zu konnen. Wieder mit » = (j — )/ logn und Berechnung des Kurvenintegrals

iiber die Kurve 3 : [-m, ] — C, a(s) := re'® folgt
1 j—t s
Is = O (7% /_7r exp((j — i) cos s) ds) :
Wir formen wie bei (4.3) um und erhalten
T o /2 o exp(j — i)
exp((j —i)coss)ds < 2 exp((j —i)coss)ds + 1 < 2/mT—Fr——
0 J—i

—Tr

+ .
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Mit der Stirling-Formel erhalten wir schlieflich
(logn)?™"
I3 = O F——— |-
’ (n (7 —1)

Zusammengefasst konnen wir nun die Asymptotik der Wahrscheinlichkeiten fiir n — oo

durch

IED(Sm,n =j— Z) =

%m+b+m
_ Lognp [ (Tlmt1) (G-
T i) {<r<m+r>+0<<logn>2>)

m+1) (1 @G-9)F—-i-1) 1j—i
* L'(m+r) <2n (logn)? o logn) (4.4)
Cgm(r) (2 =) —i-1) J—
T

angeben.

Seinun (ny, jx)ken € FY eine Folge, die jede endliche Teilmenge von IF schlieBlich verlasst,
insbesondere gilt limy_,o, g = co. Wir nehmen an, dass ji ~ alogny fir ein a € (0, 00)
gilt. Dann folgt fiir beliebiges (m,i) € F

Jk—1 alogng —1

TR 1= ~ Q.
log ny, log ng k—o0

Wir wihlen nun ein 7 > « und wegen der Analyzitit von g,,(z) gilt dann
lim gm(rk) = gm(a) und lim ¢),(rg) = g, (o) < .
k—ro0 k—ro0

Damit lasst sich die Asymptotik des Martin-Kerns untersuchen. Fiir den Nenner setzen wir

m = ¢ = 1 und haben mit (4.4)

L Qo
. e (e — 0! " U= 1)! 1 Im(Tk)
K((m,Z)a (nkyjk)) 1 (log nk)jk_l - (]k _ i)! (lognk)i_l 91(Qk)
771)'91(@6)

ne (e —

wobei g, := (jr — 1)/ log ny, sei. Wir haben eine feste Anzahl von i — 1 Faktoren der Gréen-
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ordnung o log ny/ log ng, sodass insgesamt fiir beliebiges (m, i) € T gilt:

i—19m() _ i1 L(m+1) I'(1+a)

kILH;oK((m’i),(nk’jk)) =« g1(a) @ r'2 T'(m+a)
_ gl ta)
- T'im+a)

Fir a € (0, 00) konnen wir nun die erweiterten Martin-Kerne

i—im!T (14 a)

K((m,i),oz) = T(m +a)

definieren. Diese sind stetig in « fiir alle (m, i) € F. Mithilfe der Analyzitat der Gammafunktion
I'(z) fiir Rz > —1 erhalten wir

K ((my9).0) = Tim K ((myi)a) = {7
m,),0) = lim m,i), o) =
a—0 0, i>2.

Dies ist, wie sich leicht nachweisen ldsst, eine harmonische Funktion und die zuhérige h-
Transformierte ist die Kette, bei der nur zum Zeitpunkt 1 ein Rekord eintritt. Wir nutzen die

Funktionalgleichung der Gammafunktion und erhalten

K((m,i),00) : = lim K((m,i),a)

a—r00
= lim ai_limlr(l +a)
a—00 I'(m+ «)
— i ai-l mII'(1+ «)
a—00 (m+a)l'(m—1+«)
— i ai-l mII'(1+ «)
a—00 (m+a)-~-(2—|—a)f‘(1—|—a)

m!, 1 =m,

0, sonst.

Auch diese Funktion ist harmonisch und die zugehérige transformierte Kette ist diejenige, die
in jedem Schritt einen Rekord hat. Beide Ketten sind auf einen Strahl konzentriert und nach
Lemma 2.21 sind die Funktion K (-,0) und K (-, 00) minimal. Fir & € (0, 00) lasst sich sehr
leicht zeigen, dass bgi%{;)‘”) in Wahrscheinlichkeit gegen 1 konvergiert (Bemerkung 4.3 (c)).

Nach dem bisher Gezeig%en und Satz 2.10 gilt diese Konvergenz auch fast sicher. Wir wollen

nun zeigen, dass fir limg_, o, J =0

log ng

lim K ((m, 1), (nk, jk)) = K((m,i),0)

k—o0
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und fiir limy, o Ik %)
log n

lim K , VN - K .
kigolo (<m71)7(nk7]k)) ((ma Z),OO)

gilt. Wir verwenden hierzu die Stetigkeit der Abbildung o — K (-, ) und das Monotonie-
argument aus Lemma 4.2 (b). Wir nehmen nun an, dass (ny, ji)jen eine Folge ist, fiir die
Ji/logny — 0 fir k — oo gilt. Es sei X* die h-Transformierte, die zu den erweiterten Martin-
Kernen K (-, ), € [0,00) U {00} gehort. Dann gilt fiir € > 0 mit Satz 2.2

1> P(Xp = (m, 1) | Xp, = () = P(X5, = (m, 1) | X5, = (nk, i)

Wegen Lemma 4.2 (a) betrachten wir nur die Elemente (m, 1), m € N. Die Monotonieei-
genschaft aus Lemma 4.2 (b) iibertrédgt sich natiirlich auf die Rickwértswartsiibergangswahr-
scheinlichkeiten, sodass wir durch sukzessives Erhéhen von ji,

P(Xy, = (m,1)| X5 = (ng, ji))

m

\%

> P(X;, = (m,1)| X5, = (nk,jr + 1))
> ... > P(Xy, = (m, 1) | Xy, o/ log X5, | > ¢€/2)

m

erhalten. Durch Grenziibergang erhalten wir dann

1 =P(X), = (m,1)) > lim P(X,, = (m,1)| X, = (g, i) > P(XS, = (m, 1)).

m pu—
k—o0

Die Stetigkeit der Abbildung o — K (-, ) liefert uns nun die gewiinschte Aussage, dass

k—o0
Fir ji/logng — oo fiir k — oo verfahren wir in dhnlicher Weise. Insgesamt wissen wir nun,

dass K ((m, ), (nk, ji)) konvergiert, wenn ji / log nj, konvergiert oder bestimmt divergiert.

Nehmen wir umgekehrt an, dass fiir eine Folge (ny, ji) jen die Martin-Kerne fiir jedes
(m,i) € F konvergieren, aber ji/lognj nicht konvergiert und nicht bestimmt divergiert,

so gilt

0<pB := liminf Jk < lim sup Jk

=:v < 00.
k—oo logmny kooo lOgng

Wir finden also Teilfolgen (ny,, jk.)sen und (ng,, jk, )ien, fur die limg_,o0 ji./logng, = B
und lim¢_, o0 i,/ log ng, = v gilt. Fir (2,1) € F haben wir

K((2,1),a) = a€[0,00) K((2,1),00) = 0,

1+a’

der erweiterte Martin-Kern ist also streng monoton fallend als Funktion des zweiten Argu-
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ments. Damit ist

lim K((27 1)? (nks’jks)) > tliglo K((27 1)> (nkt’jk‘t))v

§—00

und der Martin-Kern kann fiir die Folge (ny, jk)ren nicht konvergieren.

Der Martin-Kern konvergiert folglich genau dann, wenn ji/ log nj, konvergiert oder be-
stimmt divergiert und der Martin-Rand lasst sich mit OF := [0, 00) U {oo} identifizieren und
der tblichen Topologie hierauf identifizieren.

Die ho-Transformierten von X fiir h, := K(-,a), a € JF, liefern fir « € [0,00) die

Ubergangswahrscheinlichkeiten der transformierten Kette X "o

1

pha(<m7i)7(naj)) = ha(m’i)p((mai)7(nv.j))ha(naj)
S n=m4l =i+l
m—+ «
m ..
= , n=m+1,j=1,
m—+ «
0, sonst,

und fiir &« = 00

) ) 1, n=m+1,5=11+1,
P> ((m,1), (n,5)) =
0, sonst.

Die hq-Transformierten stehen in Verbindung mit der aus der Populationsgenetik bekann-
ten Ewens-Sampling-Formula ESF(«) mit Parameter « (siehe z.B. [ABT03, Chapter 4 & 5]).
Die Anzahl der Rekorde erhilt einen Bias durch «. Auch hier gilt wegen der Konvergenz in
Wahrscheinlichkeit, dass S,,/ log n fast sicher gegen a konvergiert. Der minimale Martin-Rand

stimmt also mit dem vollen Rand uberein. O

Seien s(n, k), n, k € Ng, k < n die vorzeichenlosen Stirlingzahlen 1. Art. Die Wahrschein-

lichkeit, dass zum Zeitpunkt n genau k Rekorde vorkamen, lasst sich mit ihrer Hilfe auch als

s(n, k)

n!

P(Sn = (n,k)) =

darstellen, denn unter den n! Permutationen der Lange n gibt es s(n, k) mit genau k Zyklen, al-
so k Rekorden. Alle h,-Transformierten haben natiirlich dieselben Riickwértsiibergangswahr-

scheinlichkeiten

P(Sn—1=(n—1,0)| Sp = (n, k))
_ P(Sh—1 = (n—1,1))P(Sn = (n, k) | Sp—1 = (n — 1,1))
IP’(Sn = (n, k))
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(n—1)s(n—1,k)

=k
s(n, k) ’ ’
— s(n—l,kz—l)7 I k1
s(n, k)
0, sonst.

Wir erhalten hieraus auch sofort die Rekursion s(n + 1,k) = n - s(n, k) + s(n, k — 1) fur die
Stirlingzahlen 1. Art.

BEMERKUNG 4.3 (a) Wenn es uns einfach nur darum gegangen wire, die fast sichere Kon-
vergenz der normierten Rekordanzahlen gegen 1 zu beweisen, so hitte eine Version des

starken Gesetzes der grofien Zahlen ausgereicht, denn es gilt

o0 (o]

Y, -1 > 1 1
E Var( L ) = E e < / dx = < 00
= logn 9 log 2

2 2 2
— n°log"n zlog®x

Daher folgt mit Satz A4, dass S2=In fast sicher gegen 0 konvergiert. Die fast sichere Kon-

logn
vergenz von S,/ log n wurde erstmals von Rényi ([Rén62]) gezeigt.

(b) Die Doob-Martin-Kompaktifizierung der Rekord-Kette lasst sich auch mithilfe der Metho-
den aus Abschnitt 2.2 bestimmen (siehe hierzu [GP05, Case o = 0]). Wir gehen dabei vom
Ubergangsgraphen der Rekord-Kette aus und die zentralen Mafie sind durch die Riickwirts-
ibergangswahrscheinlichkeiten festgelegt, die sich aus der Rekursion der Stirling-Zahlen
1. Art ergeben. Die bereits benutzten Monotonieargumente und ebenfalls analytische Me-
thoden liefern das analoge Resultat zu Satz 4.1, ohne dass jedoch auf den Beweis und die

erweiterten Martin-Kerne eingegangen wird.

(c) Die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit von S,,/ log n folgt natirlich aus der fast sicheren

Konvergenz. Dies ist aber auch direkt zu zeigen. Wir erhalten mit

E(S,) = Z% ~ log(n), var(S,) = Z (1 - 212> ~ log(n),

n
i=1 =1

und dem Satz von Chebychev fiir € > 0

S 1 Sn _ var(Sy) 1
P(‘E(Sm ‘1' >6) - ezvaI"(E(sn)) = EES)E "~ Flogn o Y

Mit dem Continuous Mapping Theorem erhalten wir fiir a,, ~ by, dass X, /ay, 52X genau

dann gilt, wenn X, /b, L X.Daher konvergiert S,/ log n in Wahrscheinlichkeit gegen 1.
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Das p-te zentrale Moment, p > 1, von 5, ist ebenso asymptotisch log n, daher gilt

= (|gey !

also konvergiert S,/ log n auch im p-ten Mittel gegen 1.

p 1 »
) = mE s~ BSIP) — 0

Ebenso lasst sich asymptotische Normalitét zeigen. Es sei € > 0. Dann gilt fir ¢ > 2

i—1 —1)2 1
i—1, (i-1)

- 1
1\2 (‘1'3 )2 3 i > elogn, -
Y; — > dP = [ < 17—
/’Yi—}’>elogn ( ' t 73 ’ P 6logn < i
0, sonst

Damit gilt

1 ¢ 1
i 3 [ (vi-3) ap =0,
n—oc logn iz1 J|Yi—%|>elogn v

Die Folge Y erfillt also die Lindeberg-Bedingung und nach [Kal02, Theorem 5.12] gilt dann

Sp —E(Sy)

(S —, N(0,1).

4.2 Die harmonische Poisson-Kette

Wir wollen eine im Bezug zum Resultat des vorherigen Abschnitts interessante Markov-Kette
untersuchen. Dazu betrachten wir den Chinese Restaurant Process (CRP) II = (II,,),en
(siehe [Pit06, Abschnitt 3.1] fiir eine Einfithrung). Dieser ist eine Markov-Kette, die fir n € N
Werte in der Menge S,, der Permutationen vom Umfang n annimmt und deren Randverteilun-

gen zum Zeitpunkt n die Gleichverteilung auf S,, sind, d.h.,

gilt. Eine Permutation m € S,, und damit auch II,, l4sst sich auf kanonische Weise in ihrer Zy-
klendarstellung schreiben. Beim CRP kommt beim Ubergang von n zu n 4+ 1 mit Wahrschein-
lichkeit n%rl ein neuer Zykel mit dem Element n + 1 hinzu, andernfalls wird n + 1 Element
eines bestehenden Zykels, indem einer der n bestehenden Elemente zufillig und gleichverteilt
als Vorgéanger ausgewahlt wird. Es sei C,, ; die Anzahl der Zyklen der Lingei in11,, fur: € N.
Wir nennen den Zufallsvektor C,, = (C}, ;)ien den Zahltyp zu II,,. Wir definieren

S, = icn (4.6)
=1
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die Anzahl der Zyklen der zufilligen Permutation I11,,. Aufgrund der Konstruktion des CRP

erhalten wir

N

£(Sn) = E(Sn)

fur alle n € N, wobei S,, wie in Abschnitt 4.1 definiert sei.

SaTz 4.4 ([ABTO03, THEOREM 1.3]) Der Zdhltyp C,, des CRP konvergiert mit n — oo in Ver-
teilung gegen C = (C1,Cy,...), wobei C; unabhdngige und Po(%)—verteilte Zufallsvariablen

seien.

Daher interessieren wir uns in diesem Fall fiir die Konvergenz von S,, := Y I | C;, die
Summe der ersten n Variablen des Grenzwertes aus Satz 4.4. Die Summe unabhéngiger Poisson-

verteilter Zufallsvariablen ist wieder Poisson-verteilt mit der Summe der Parameter der Sum-

manden als neuem Parameter. Folglich ist Sn Poisson-verteilt mit Parameter H,, = Z?:l %,
der n-ten harmonischen Zahl. Wir betrachten einen stochastischen Prozess X = (X}, )nen,

mit X,, = (n,S,) firn € Nund Xy = (0,0) auf der Menge
F:= UIFn, F, :={(n,7) : j € Ng}.
n=0

Die erste Komponente kann wie in Abschnitt 3.1 als Zeitparameter aufgefasst werden. Es gilt
P(X; € F;) = 1, daher ist X offensichtlich eine kombinatorische Markov-Kette, die aber im
Gegensatz zum vorherigen Abschnitt nicht mehr lokalendlich ist. Die Kette hat die Ubergangs-

wahrscheinlichkeiten

1)
1y (&)
exp < > e j >,

n+1

0, sonst.

p((n,i), <n+ 17])) -

Wir nennen X harmonische Poisson-Kette.

SaTz 4.5 (a) Der Doob-Martin-Rand OF der harmonischen Poisson-Kette X ldsst sich mit der

Menge [0, 00) U{oc} identifizieren, zusammen mit der iiblichen Topologie hierauf. Eine Folge

(nk, ju)ren € FY konvergiert in der Doob-Martin-Kompaktifizierung, wenn loéknk konver-
giert oder bestimmt divergiert. Der minimale Martin-Rand OF iy, entspricht dem halboffenen
Intervall [0, 00).

(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen 1.

(c) Fiir die erweiterten Martin-Kerne gilt fiir o« € OF, a < o0,

K((m,i),a) = exp(Hpn(l —a))d’
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und
K((m7 Z)v OO) = 5(0,0) (m7 7’)

Die hy = K(-, a)-transformierten Ketten fir o € OF iy erhdlt man, wenn man in (4.6)
Co = (Ca,1,Ca2, . ..) mit unabhdngigen, Po()-verteilten Zufallsvariablen Cy ;, i € N,
wahlt.

Beweis. Analog zu den Rekordanzahlen des vorherigen Abschnitts sei Sm,n = > iy Ci.
Auch S’mn ist Poisson-verteilt mit Parameter H,, — H,,. Damit erhalten wir den Martin-Kern

firi,j € Ngund m < n
K((m, i), (n,5)) = P(Xn = (1) | X = (m,1) _ B(Spun = j = 9)

 exp(Hy, — Hy) e tm) = wn

J
exp(—,) 5

_ jl (Hp— Hp) ™'
A ) 7 R

Wir betrachten nun eine Folge (n, jx)xen € FY von Elementen aus F, die jede endliche Teil-
menge schliefilich verlédsst. Bleibt ny schliefllich in einer endlichen Teilmenge von N, muss
Jk — oo gelten. Fur jedes feste (m,i) € F\ {(0,0)} ist der zweite Faktor in (4.7) von der
Gréfenordnung j¢, konvergiert daher langsamer gegen oo, als der dritte Faktor gegen 0 kon-
vergiert. Fir diese (m,7) konvergiert der Martin-Kern dann gegen 0. Den Grenzwert dieser
Folgen identifizieren wir mit dem Punkt oco. Verlasst n; hingegen alle endlichen Teilmengen
A C N schliellich, so betrachten wir zunachst Folgen, fiir die ji ~ alogng, o € (0, 00), fiir
k — oo gilt. Mit der bekannten Tatsache, dass H,, ~ logn fir n — oo gilt, erhalten wir

K((m7i)a (nkajk)) ~ exp(Hpm) (jkjk! o (log Zzg_n‘gz)]k_l

! H,, \’* 1
= eXp(Hm) K | <1 ) (

Ge—0)! " logmy logng — Hm)' (4.8)
H alogny (alogng)
~ H, 1— m —_—
exp(Hum) < log nk> (logng — Hp,)"

—— exp(Hp) exp(—aHy,)a! = exp(Hp (1 — a))ai.

k—o0
Fur Folgen, firr die j; = o(log ny) gilt, konvergiert (4.7) fir (m,0), m € Ny, gegen exp(H,,),
fur alle anderen Werten ¢ € N gegen 0. Fir o € [0, 00) erhalten wir dann die erweiterten

Martin-Kerne

ha((m,i)) == K((m,i),a) = exp(Hn(l—a))a’, (m,i)€F.
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Durch Grenziibergang lim, o0 K (-, @) = d(0,0}) folgt, dass fiir Folgen mit log ny, = o(j,) der
Martin-Kern gegen dieselbe Funktion konvergiert wie bei Folgen, bei denen ny, schliefilich be-
schrinkt bleibt. Dies rechtfertigt auch die Bezeichnung co. Wir bemerken hier, dass K (-, 00) =
K(-,(0,0)) gilt, aber wegen der Definition (2.5) die Punkte (0,0) und oo in der Doob-Martin-
Kompaktifizierung der harmonischen Poisson-Kette verschieden sind. Die K (-, 00)-transfor-
mierte Kette und die & (', (0, O)) -transformierte Kette sind dennoch identisch.

Es bleibt zu zeigen, dass es fiir die Konvergenz des Martin-Kerns auch notwendig ist, dass
Jr/ log ny konvergiert oder bestimmt divergiert. Da nach Satz 2.6 der Martin-Kern fiir alle

(m, i) € F konvergieren muss, reicht es (1, 0) zu betrachten und wir erhalten

K (0.0 ) = esntt) (M=)~ expi) ((1 1 )1>

B log ng

Der Martin-Rand lasst sich also mit [0,00) U {co} identifizieren. Da wir es nicht mit einer
lokalendlichen Kette zu tun haben, miissen wir noch nachweisen, dass die h,, auch tatsiachlich

harmonisch sind. Fir (n,7) € F gilt

>_K((n+1.3),a)p((n,), (n +1,5))
j=t

= Y e (tha(1 - ) exp <_ : ) ()"

—
= n+1/) (j—1)!

= exp (Hn+1(1 —a) — ! > alim
= exp(Hp(1 —a))a’ = K((n,i),a).

Die h,-Transformierten der Markov-Kette mit a € [0, 00) haben die Ubergangswahrschein-

lichkeiten fiir j > ¢

P ((n,4), (n+ 1,5))

_ h((lm))p((n, i), (n+1,5))ha((n+1,5))

AT
B eXp(Hn(1 “a))ai P <_n—1k 1) <Z7+i)z)' exp(Hns1(1 = a))o’

) 5)”
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Diese Ubergangswahrscheinlichkeiten gehoren zu der Markov-Kette X, die wir analog erhal-
ten, wenn wir anstatt C' den Vektor C, = (Z,;)icn mit unabhangigen, Po(c/7)-verteilten

Co,; betrachten. Es sei damit ga,n die Summe der ersten C,, ;’s. Analog zur Gleichung (4.5)

folgt fiir e > 0
]P) (

dass Sam / log n in Wahrscheinlichkeit gegen « konvergiert. Aus Satz 2.10 folgt, dass der Quo-

Son ‘ ) var(Su.n) 1
— —a|>e| < ( : ~

- 2 2 oo
logn eE(Sa,n)) e“logn n—

tient S’Q,n / log n sogar fast sicher gegen a konvergiert. Wegen Korollar 2.18 ist der minimale

Rand daher [0, 00), denn K (-, 00) ist eine echt superharmonische Funktion. O

BEMERKUNG 4.6 Die Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten der Poisson-Kette sind fiir
j > i durch

i = () (552 (o) - )2 0-%)

gegeben. Gegeben einen Zustand (n, j) ist die zweite Komponente zum Zeitpunkt m < n

Bin ( 7, %’:) -verteilt. Dies erklart nochmal die Konvergenz in (4.8). Fiir eine Folge (ng, jk)ken

mit ng — oo und ji/logng ~ a € (0, 00) konvergiert Bin(jk, gm > fiir ¥ — oo in Verteilung
nE

gegen ein Po(aH,, )-verteilte Zufallsvariable.

4.3 Die Rekordzeitpunkte

Wir konnen auch die Zeitpunkte 7T, des n-ten Rekordes der Folge Z betrachten. Formal ist
T = (T},)nen durch

T'=1, T,=min{ieN:Z;>Zp, ,}, n>2,

gegeben. Wenn es zum Zeitpunkt n mindestens k Rekorde gegeben hat, so ist der Zeitpunkt des
k-ten Rekordes hochstens n, d.h. S, > k < T < n. Mit diesem Zusammenhang zwischen
T und S lasst sich zeigen, dass log(7},)/n fast sicher gegen 1 konvergiert. Dies lasst sich auch
wie folgt einsehen: Der Prozess X = (X, )nen mit X, := (n,T},) ist eine Markov-Kette mit
Werten in der kombinatorische Familie F = | J;2, F,,, F; = {(1,1)}, F,, = {(n,i) : i > n},

n > 2, und mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(Xpp1=(n+1,7)| X = (n,i)) = { GG -1
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Fiir den Martin-Kern zu X erhalten wir

P(Tn:j‘Tm:Z) P(Si,j,lzn—m—l, Ynzl)

K((m,i), (”’j)) = P(T, = j) - P(Sj_l =n—-1Y;= 1)
B P(Si7j_1 =n—m-—1)
]P’(Sj—l =n—1)

Eine Vertauschung der Parameter im Vergleich zu Abschnitt 4.1 liefert die Aussage, dass die

Rekordzeitpunkte fast sicher exponentiell wachsen.

Satz 4.7 (a) Der Doob-Martin-Rand OF der Markov-Kette X lisst sich mit der Menge [0, 00) U
{oc} identifizieren, zusammen mit der tiblichen Topologie hierauf. Eine Folge (ng, ji)ren €

FN konvergiert in der Doob-Martin-Kompaktifizierung, wenn

105 kj k konvergiert oder bestimmt

divergiert. Jedes Element aus dem Martin-Rand ist minimal.

(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen 1.



5 Leader Election

In verteilten Systemen kann es haufig niitzlich sein, einen Prozessor zu wihlen, der die Ko-
ordination des Systems tibernimmt. Diese leader election kann durch diverse Algorithmen
behandelt werden. Oft hat das verteilte System eine Ringstruktur (siehe [AW04, Chapter 3]).
Bei Systemen, die einen vollstandigen Graphen bilden, gibt es Auswahlverfahren, die in linea-
rer Zeit arbeiten (siehe [Vil+05]).

Wir wollen einen besonders einfachen Auswahlalgorithmus im Falle vollstindiger Gra-
phen untersuchen. Jeder der n Teilnehmer wirft in jeder Runde eine Miinze mit der Wahr-
scheinlichkeit § € (0, 1) fir ‘Kopf’. Die Teilnehmer, die wahrend einer Runde ‘Kopf® wer-
fen, scheiden aus dem Auswahlprozess aus. Diejenigen, die ‘Zahl’ geworfen haben, nehmen an
der nichsten Auswahlrunde teil. Die Prozedur endet, sobald nur ein Teilnehmer tibrig bleibt
oder alle verbleibenden Teilnehmer ‘Kopf” werfen. Einfache Auswahlalgorithmen dieser Bau-
art sind Gegenstand zahlreicher Arbeiten ([BO90], [Pro93], [ESS93], [FMS96], [KP96], [JS97],
[BGO03], [LP09], [KM14]). Haufig wird hier allerdings von einer fairen Miinze ausgegangen und
bei einem Gleichstand (alle verbleibenden Teilnehmer werfen ‘Kopf’) das Auswahlverfahren
fortgesetzt. Eine Realisierung in einem verteilten System ware natiirlich die Ausgabe eines
0-1-Streams, wobei die 1 mit Wahrscheinlichkeit 6 gesendet wird. Eine Realisierung mit 8 Teil-
nehmern, 6 = 0.2 und 2 Gewinnern findet sich in Abbildung 5.

Aqc: o 0 0 0 0 0 0 1
Ag: 1

Agj: 0O 0 0 0 0 0 0 0 1
Ay 0 1

As 0O 0 0 0 0 0 0 0 1
Ag : 1

A7 o 0 0 0 0 1

Ag: 0 1

Abbildung 5.1: Ein Auswahlverfahren mit den Gewinnern A3 und A;

77
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Zur Analyse der Verfahrens betrachten wir einen Vektor
Z = (Zi,...,2Zy)
von unabhéingigen, Geo(f))-verteilten Zufallsvariablen mit dem Maximum

M, = maxZ,.

i<n

Fir die am Ende verbleibenden Teilnehmer L,, und die Anzahl der Runden R,, gilt

Z(n:nfl)a L,=1,
My +1, Ln 22,

Ly = #{1<i<n: Z; =M}, R, :=

wobei Z(,,.,_1) die (n — 1)-te Ordnungsstatistik zu Z sei. Um es an bestehende Resultate anzu-
passen, werden wir von nun an auch den letzten Teilnehmer noch ,auswerfen lassen®, sodass
wir
. Mna Ln = 17
L, = #{1<i<n: Z;,=M,}, R, := (5.1)
M,+1, L,>?2,

erhalten.

Im ersten Unterabschnitt wollen wir das Maximum geometrisch verteilter Zufallsvariablen
einzeln betrachten. Danach nutzen wir die Kopplung aus (5.1) fiir die Untersuchung der Mul-
tiplizitat und des Maximums. AbschlieBend betrachten wir die Anzahl N,, der Teilnehmer in
der n-ten Runde, wenn wir mit k Teilnehmern beginnen, indem wir diese eine Kette riickwirts

laufen lassen und k¥ — oo betrachten.

5.1 Die Maximums-Kette

Wie wir bei der Betrachtung des Auswahlalgorithmus’ gesehen haben, ergibt sich aus dem
Maximum geometrisch verteilter Zufallsvariablen und dessen Multiplizitat die Anzahl der be-
notigten Runden. In einem ersten Schritt wollen wir die asymptotische Entwicklung dieses
Maximums mit einer kombinatorischen Markov-Kette beschreiben. Allgemein kdnnen wir auf
einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) eine Folge Z = (Z;);cn von unabhangigen, iden-
tisch verteilten Zufallsgréf3en mit Werten in N betrachten. Wir interessieren uns fiir die Folge
M = (M,,)nen der Maxima
M, := maxZ,.

i<n
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Ist der Triger von P?! nach oben beschrinkt, d.h., dass P(Z; = ng) > 0und P(Z; > n) =0
fir alle n > ng fir ein ng € N, so gilt offensichtlich

]P’(lim Mn:n()):l.

n—oo

Wir schreiben F'(n) = > (P(Z; = k), n € N, fiir die Verteilungsfunktion der Z; und
beschrianken uns auf die (interessanten) Verteilungen mit F'(n) < 1 fur alle n € Ny. Wir
nehmen auflerdem an, dass F'(n) > 0 ist fiir alle n € Ny. Andernfalls fithren wir einen Shift
auf den natiirlichen Zahlen durch. Resultate zur Verteilungskonvergenz und dafiir notwendige

Bedingungen finden sich in [And70].

Wir betrachten wie tiblich die Raum-Zeit-Kette X = (X,,)nen,, Xn := (n, My,). Diese ist

eine kombinatorische Markov-Kette auf der kombinatorischen Familie
o0
Fi=|JFn Fn:={(nj):jeN},neN, Fo=/{(0,0)},
n=0

und Xy := (0, 0) mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

P(Mp—m <j), i=J,

P(Xy = (n,7) | X = (m,7)) = SP(My_y, = 5), i< 7,
0, sonst,
F(j)m—m, i =7,

= {FO)T=FE -0, i<,

0, sonst.

Die zugehorigen Riickwértsiibergangswahrscheinlichkeiten erhalten wir dann als

P(Xm = (m, i) | X5 = (1, 5))

(P(My, = i,max{Zpy1,..., Zn} <0) . .
P(Mn = J) T
_ ) P(M,, =i,max{Zpmy1,...,Zn} =17) i< j
]P)(Mn = ]) 7 ’
0, sonst,
P(M,, = )P(M,—p, <1) Iy
P(M, = j )
= P(Mm - Z‘)I[D(]wn—m = J) i<
P(Mn = J) ’ ’
0, sonst,
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(F@)™ = F(i —1)™) F@)"™™

FGr-FG-oDr e

— JEQO" - FE-D)™M)(FG"T - FG-D) i
FGyr=F(G-1)n» ’ ’

0, sonst.

Die Riickwértsiibergangswahrscheinlichkeiten hingen also von der Verteilung £(Z;) ab. Un-
terschiedliche Folgen von Maxima lassen sich also nicht als h-Transformierte voneinander dar-
stellen. Insbesondere trifft dies auf die uns interessierende Folge geometrisch-verteilter Zufalls-
variablen zu.

Als Martin-Kern zur Kette X erhalten wir dann

P(Ma-m <j) . .
) Z ]7
P2
K., 0)) = § Faen =i
n =17
0, sonst,
PG .y
= e
_ jJgrm-Fyg-n~m
- - - , 1<
F(G)" — F(j — 1) ’
0, sonst,
F()™ s
— =17
_ (F(G-1)
= (%) )
_ 1- (50)
= N (4) . .
F m n b < b
(4) T (F(j71)> i<
F(5)
0, sonst.

Sei nun Z die fiir uns relevante Folge unabhingiger und Geo(f)-verteilter Zufallsgréfien mit

festem 6 € (0, 1). Wir nennen X die Maximums-Kette.

Satz 5.1 (a) Die Doob-Martin-Kompaktifizierung F der Maximums-Kette X ldsst sich mit der

Menge
(NU {oo})?

identifizieren, zusammen mit der diblichen Topologie hierauf. Eine Folge (ng, ji)ren € FYN

konvergiert in der Doob-Martin-Kompaktifizierung, wenn
(i) ng—>neN, jp =7 €N,
(ii) npy - n € N, jr — oo,

(iii) ni — 0o, jr — j € N, oder
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(iv) ni — 00, jr — oo.
Der minimale Rand ist durch {oo} x (NU {co}) gegeben.
(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen (00, 00).

(c) Die hiso, 1y = K (-, (0o, J))-transformierten Ketten fiir J € N haben die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten
1-(1-6
T—a—g’ 'TI= J
h . . _py—1
pteeN ((n,i), (n+1,7)) = 6(1—0) .
( ) T—-gr ‘<IsS
\0, sonst.

Beweis. Fur eine geometrische Verteilung mit Parameter 6 haben wir F'(n) = 1 — (1 — )",

n € N. Wir erhalten dann

(- (1 -y o
1-—(1—-6)y)n—1—(1—0)-Hn’ =7
1—(1—=0)))"™—(1—(1-9)yi—hHn—m

1-(1-600)—1—1—-6)0"1H)n

K((m7 i), (TL,])) = (5.2)

Wir betrachten (ng, ji )ren € F, die jede endliche Teilmenge A C [ schlieBlich verlassen.
Hier konzentrieren wir uns zunéchst auf drei Falle: Nur der Parameter ji, nur der Parameter ny
oder beide Parameter verlassen schliefilich jede endliche Menge. Im ersten Fall muss j;, — oo
gelten (vergleiche Abschnitt 4.2). Fiir festes n € Nund (m, 1) € F, m < n, gibtes ein ky € N,
sodass ji > ¢ fiur alle k > kg. Wir erhalten dann durch Ausmultiplizieren und Ausklammern
des Terms (1 — §)7x—!

N e (") (== 0) ) () (-t
K((m,1i),(n, = ;
(fm, ), (m,3) > () (== -2 () (=@ — g)in—1)!

i G (GO Sl Wl S (Y (@ —e )T

)!
Sy (D (=1HL = )=t — 33 (1) (=1)H((L = )1

In Zahler und Nenner dieses Bruchs konvergiert fiir £ — oo nur der erste Summand der ersten

Summe nicht gegen 0 sondern gegen —(n — m)(1 — 0) bzw. —n(1 — 8). Fiir festes n € N und
(m,i) € F, m < n, gilt daher

n—m

lim K ((m,i), (n, ji) =

k—o0

n

Da ny, im ersten Fall schliefilich beschrankt bleibt, konvergiert fiir diese Folgen der Martin-

Kern genau dann, wenn nj, gegen ein N € N konvergiert. Wir identifizieren die Grenzwerte
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dieser Folgen mit dem Tupel (N, 00) und die erweiterten Martin-Kerne K ((m, i), (N, 00))

sind superharmonische Funktionen (Lemma 2.9), also nicht minimal.

Fir den zweiten Fall gelte ny — oo und jj, bleibe schliellich in einer endlichen Menge.

Durch die letzte Umformung in (5.2) folgt hier

((1-Q1-0)7)"™ o
1 1—(1-6)i—1\™’ =17
: ) T
K (m>Z)a(n7]) = N\ _m _(1—g)i—1\" 1v—m

A--0) - (%) a-a-op ™

1 1—(1-6)-1\" 1<

- (W)
Wir sehen unmittelbar, weil % < 1 und der erste Term im Zahler nicht von n abhéngt,

dass der Martin-Kern in diesem Fall genau dann fiir alle (m, ¢) € F konvergiert, wenn jj, gegen
ein J € N konvergiert. Wir bezeichnen die Grenzwerte dieser Folgen mit (0o, .J) und der

zugehorige erweiterte Martin-Kern ist dann durch

K ((m,i), (00, J)) = (l_(ll_gy)m i< J,

0, sonst,

gegeben. Dass die Funktionen h; := K (-, (00, J)), J € N, auch tatséchlich harmonisch sind,
folgt aus

> p((m,d), (m+ 1,k))hy ((m +1,k))

. 1 m+1 ' J
_ (1_(1_9)J> ((1 —a-o)- 3 (1—6)’“9)

k=i+1

= (=) 0-0-9 = (=)

Einfache Rechnungen ergeben die Ubergangswahrscheinlichkeiten aus Teil (c) des Satzes. Aus
diesen folgt, dass bei den zugehorigen transformierten Ketten die zweite Komponente nach
oben durch J beschrinkt ist. Es ist klar, dass diese obere Schranke fast sicher angenommen
wird; die transformierten Ketten haben daher triviale terminale o-Algebra und die Punkte

(00, J), J € N, gehoren zum minimalen Martin-Rand.

Es bleibt, den dritten Fall zu untersuchen. Wir nehmen an, dass auch j, — oo fur k — oo

gilt. Wir betrachten also fur jedes (m, i) € F nur den Fall, dass ji > i fir alle £ > k¢ und ein
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ko € N. Wir formen den Martin-Kern um zu

1—(1—9)]’*1)"_’”

; 1- ( 1-(1-6)7
K((m,i),(n,j)) = (1= (1=07)™" P
- ()

Da (1 — 6) € (0,1) gilt, konvergiert der erste Faktor wegen unserer Annahme gegen 1. Wir

wollen Zahler und Nenner des zweiten Faktors separat untersuchen. Diese unterscheiden sich

offensichtlich nur um m Faktoren der Gestalt

1—(1—6)yr1t
1—(1-6)i

4 0
= — — jk—li = —
L= (1= 0yt a5 = 1— ay.

Die Folge (aj)ren konvergiert mit & — oo gegen 0, daher erhalten wir mit der Tatsache, dass

log(1 —z) = —x + O(z?) fiir z — 0,

(1 —ag)™ = exp(nglog(l —ag)) = exp (—nkak + (’)(nkaz))

= exp(—ngax + o(nkay))

fiir K — oco. Angenommen, niy konvergiert gegen ein 5 € (0, 00). Dann konvergiert nkaz

gegen 0 und wir erhalten als Grenzwert fiir den Martin-Kern

: . S 1—exp(B)
kh_)ngoK((m,z),(nk,]k)) = (B 1.

Offensichtlich konvergiert K (-, (ng, ji)) auch gegen 1, wenn nyoy, bestimmt divergiert.

Nehmen wir an, dass ngay fir & — oo gegen 0 geht. Aus der Reihenentwicklung der

Exponentialfunktion folgt sofort, dass exp(—x) ~ 1 — z fur z — 0 gilt. Wir haben somit

, , 1 — exp(—nyox) 1— (1= (ng —m)oy)
K((m,z), (nk>]k)) ~ 1 _ exp(—(nk — m)ak) ~ 1 _ (1 — nkak)
_ kT m, k — oo,
ng

also konvergiert der Martin-Kern auch in diesem Fall gegen 1.

Es bleibt, den Fall zu untersuchen, bei dem nyoy, divergiert. Fiir jede Teilfolge (ng, v, )ien
gilt dann
[0,00) U{o0} 38 = lilminfnklozkl.
- —00

Zu dieser Teilfolge finden wir eine Teilfolge (1, o,  )men, die gegen 3 konvergiert. Fiir diese
Teilfolge konvergiert nach unseren vorherigen Uberlegungen K (-, (ng, . jk, )) gegen 1. Wir
benutzen Lemma A.5 und erhalten, dass auch bei divergierendem njay, der Martin-Kern gegen

1 konvergiert. Wir identifizieren diesen Grenzwert mit dem Tupel (00, 00).
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Mit der Untersuchung der drei Fille haben wir alle moglichen Grenzwerte bereits abge-
deckt, denn ist (ng, ji)ken keinem der drei Félle eindeutig zuzuordnen, so finden wir Teilfol-
gen, fiir die dies der Fall ist. Da sich alle erweiterten Martin-Kerne paarweise unterscheiden,
miussen sich die Grenzwerte entlang dieser Teilfolgen unterscheiden und der Martin-Kern kann
fiir diese Folge nicht konvergieren.

Der Martin-Rand JF lasst sich also insgesamt mit (N U {c0})? und der gewdhnlichen To-

pologie hierauf identifizieren. Fiir festes j € N iiberschreitet wegen

n—0o0 n—oo

n
P(lim M, >j) = 1 -P(M, <jVneN) = 1 lim J[[P(X;<j) =1
=1

die Zufallsgrofle M, fast sicher alle Grenzen fiir n — oo und X konvergiert in der Doob-
Martin-Topologie fast sicher gegen (00, 00). Wir erhalten, dass die terminale o-Algebra 7 (X)

trivial ist und mit Lemma 2.21 ist der Punkt (0o, 00) auch im minimalen Rand enthalten. ]

5.2 Die Multiplizitats-Kette

Die Anzahl der benétigten Runden und die Anzahl der Gewinner nach diesen Runden ist nach
Gleichung (5.1) gekoppelt. Es liegt also nahe, die Kette aus dem vorherigen Abschnitt 5.1 um
die Multiplizitat L,, des Maximums M,, zu erganzen. Wir erhalten so eine kombinatorische
Markov-Kette X mit Werten in der Familie

F=|JFn Fo={(n4l):4leN j>21<n}U{(n,1,n)}, neN,
n=0

Fo = {(0,0,0)}.

Allgemein betrachten wir wieder auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .4, P) eine Folge
Z = (Z;)ien von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsgrofien mit Werten in Ny und
Verteilungsfunktion F' mit F'(n) € (0,1) fiir alle n € N. Es sei wieder

M, := maxZ;

i<n

das Maximum der ersten n Variablen und
L, := #{ien]: Z;=M,}

die Multiplizitat des Maximums. Haben wir zum Zeitpunkt m den Maximalwert ¢ mit Mul-
tiplizitat k, so gibt es fiir den Zeitpunkt n > m zwei Moglichkeiten: Entweder sind alle Z,
t € {m+ 1,...,n} kleiner oder gleich i, oder mindestens eines der Z; ist grofler als 7. Im

zweiten Fall hangt die Multiplizitit des Maximums zum Zeitpunkt n also nur von den Varia-
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blen Z,,+1, ..., Zy ab, ist also unabhéngig von der Multiplizitat des Maximums zum Zeitpunkt
m. Folglich hat X = (X,)nen, mit X,, = (n, My, L,), n € N, Xy = (0,0,0), die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten fir m < n
("TMP(Zy = i) kR - )nme Uk = g
P(Xn = (n,5,0) | Xn = (m,i, k) = § (";"VP(Z1 = j)'F(j — )", i< j,

0 sonst.

Als Martin-Kern zur Kette X erhalten wir dann analog

( ) ( )l kF( ) n—m—(l—k)

0Bz = FG—yt

K((m>i7k)7(n>j>l)) = ( I )P(Zl :])IF( - )n—m—l i< i
(P(Z =) FG -1 g

0, sonst,

(1) K .
—kIp(Zy =i) KRG — 1) =,

=1 )F(j—l)—m, i < g,

\ 0 sonst.

Seinun Z wieder die fiir uns relevante Folge unabhangiger und Geo(f)-verteilter Zufallsgroien

mit festem 0 € (0, 1). Wir nennen X dieses Mal Multiplizitdts-Kette.

Sarz 5.2 (a) Die Doob-Martin-Kompaktifizierung F der Multiplizitits-Kette X ldsst sich mit
der Menge

FU{(N,L) e N*|L < N}U (Nxz x (0,1]) U ({oo} x [0,1]) U{(1,1)}
identifizieren. Eine Folge (n, js,ls)sen € FY konvergiert in der Doob-Martin-Kompaktifizie-
rung, wenn

(i) ns > N €N, js —>o00,ls > LeEN,

(ii) ns — 00, js — J € N>o, Is/ns — a € (0,1],
(iii) ns — 00, js — 00, ls/ns — a € [0,1],

(iv) ng — 00, js = 1, ls/ns — 1.

Der minimale Rand ist durch (N>2 x (0,1]) U {(c0,0)} U {(1,1)} gegeben.

(b) Die Kette X konvergiert fast sicher in der Doob-Martin-Topologie gegen (00, 0).
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(c) Die h(jn) := K(-,(J,a))-transformierten Ketten fiir J € N haben die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten
( (1-(1—-06)1
6(1—0)—1! o
(1—0[)1_((1_)9)1]_1, Z:j<¢],l:k+1,
R ; ; — 0(1—9)i~t
b 7 ((maz7k)7(m+17j7l)) (1_a)1_((1_)9>J_17 i<j<J’l:1,
«, 1<j=J 1=1,
«, 1=73=J 1l=k+1,
0, sonst.

Fir den Beweis des Satzes bendtigen wir zwei Hilfsaussagen.

LEMMA 5.3 Es sei (ng, ls)sen € (NQ)N eine Folge, fiir die ls < ng fiir alle s € N gilt und bei
der ng schlieflich beschrinkt bleibt. Dann konvergiert (”Sl:m) (?j) - genau dann fiir allem € N,
wenn (ng, ls) gegen ein (N, L) € N? konvergiert.

Beweis. Die Riickrichtung ist offensichtlich. Fir die Hinrichtung betrachten wir die Spezialfille

m = 1 und m = 2, fir die der Quotient nach Voraussetzung konvergieren muss. Der Quotient

ng — 1\ [ns -1 ng — g
()

Da ng schliellich beschrénkt bleibt, gibt es ein sg € N und ein ng € N, sodass (ns,ls) € [ng]2

ist im ersten Fall

fiir alle s > so. Wegen der Endlichkeit der Menge [ng]? konvergiert (5.4) gegen ein ¢ € Q,
0 < a < b < ny. Es gibt nur endlich viele Tupel (N;, L;) € [no]?, sodass
Ni — Li a

N = (5.5)

Angenommen, (n, ;) konvergiert nicht gegen ein (N, L) € [ng]?. Dann gibt es mindestens
zwei Paare (N1, L1) # (Na,L2), die Gleichung (5.5) erfillen, mit (ns,ls) = (N1, L) fir
unendlich viele s € N und (ns,ls) = (N2, L) fur unendlich viele s € N. Aus (5.5) folgt, dass
Ny =c-Nound Ny — L1 = ¢+ (Ng — Ly) fiirc = % Fiir m = 2 hat der Quotient die Gestalt

()G - e
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Auch dieser muss konvergieren und wir haben daher, dass

(Ny — Ly)(Ny — Ly — 1)
Ni(Ni - 1)

— Ll)(Nl — L1 — l/C)
C2N1(N1 — 1/6)

(N2 — LQ)(NQ - L2 - 1) . 02(N1
No(Ny — 1) B

gelten muss. Dies ist dquivalent dazu, dass

(N1—1)<N1—L1—1/C)—(Nl—l/c)(Nl—Ll—l) = Ll(l—l/c) =0

Da L; > 0, muss ¢ = 1 gelten, und wir haben, dass (N1, L1) = (Ng, L2) und (ns,ls) —
(N1, Ly) fur s — oo. O

LEMMA 5.4  Es sei (ng,ls)sen € (NQ)N eine Folge, fiir die l; < ng fiir alle s € N und bei der
T}z:;n) (755)_1 genau dann fiir allem € N, k € Ny,
k < m, wennls/ns gegen ein o € [0, 1] konvergiert. In diesem Fall gilt

-1
ng—m\ [n
1. S S — ]{:1_ m—k’.
sggo(ls_k)<l5> o *)

Beweis. Ein Ausfaktorisieren liefert

ns —m\ (ng) " quln——
<ls—k)<ls> :Hns—q L k=

q=0

ns — 0o fiir s — oo gilt. Dann konvergiert (

Gilt nun l;/ns — a € [0,1] fiir s — oo, so konvergiert der erste Faktor gegen o und der
—a)™ % dam € Nund k € Ny fest sind. Konvergiert der Quotient fiir alle

—1
ng — 1\ /g _ 1_LS’
lS ls nS

woraus folgt, dass [s/ns — a € [0,1] bei s — oo auch notwendig ist. O

zweite gegen (1
m € Nund k € Ny, so auch

Beweis des Satzes 5.2. Aus der Darstellung (5.3) folgt hier fur die Darstellung des Martin-Kerns

(7)) ey ey i

K((m,i, k), (n,5,0) = <n - m> <n> *1(1 ey i<

l l

0,

sonst.

Um Fallunterscheidungen und Schreibarbeit zu sparen, nehmen wir in natiirlicher Weise

an, dass (}) =0, fallsa < 0 oder b ¢ {0, ..., a} gilt.
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Wir betrachten Folgen (n, js, ls)sen € FV, die jede endliche Teilmenge A C F schlielich

verlassen. Wir nehmen wieder zunichst an, dass ns schlieBBlich beschrénkt ist; folglich auch ;.

Mit Lemma 5.3 konvergiert der Martin-Kern fiir Folgen, bei denen n 4 beschrankt bleibt und
Jjs — oo fiir s — oo gilt, wenn (ng, ) gegen ein (N, L) konvergiert und wir bezeichnen diesen
Grenzwert mit (N, L). Die erweiterten Martin-Kerne sind wieder superharmonisch (Lemma
2.9).

Gilt andererseits, dass ng — oo fiir s — 00, so konnen wir wieder aus der Gestalt des
Martin-Kerns ersehen, dass wir die Asymptotik des Quotienten der Binomialkoeffizienten un-
tersuchen mussen. Hierzu benutzen wir ein Resultat aus der Theorie der Pdlya-Urnen (siehe
auch Abschnitt 6.1):

Firng — oofiir s = oo nehmen wir nun zunéchst an, dass j; gegen ein J € Nkonvergiert.
Fir i > J ist dann K ((m, 4, k), (ns, js, ls)) schlieBlich 0. Ist i = J, so existiert ein sy € N,

sodass

(om0 nt) = (7)) <?§>1(9<l oy E (1 gy

fiir alle s > s¢ gilt. Nach Lemma 5.4 wissen wir, dass dieser Ausdruck genau dann konvergiert,

wenn s /ng gegen ein a € [0, 1] konvergiert. Ist i < J, so existiert wieder ein sy € N, sodass

S e [ K

fur alle s > sq gilt. Wieder nach Lemma 5.4 wissen wir, dass dieser Ausdruck genau dann
konvergiert, wenn s /ns gegen ein a € [0, 1] konvergiert. Wir identifizieren den Grenzwert

dieser Folgen mit (.J, &) und haben die erweiterten Martin-Kerne

AF(1—a)m RO -0 ) 11— =,
K((m,ik),(J,a)) = ¢ (1—a)™(1—(1-0)""H", i< J,

0, sonst.

Wir weisen darauf hin, dass (J, 1) zu unterscheiden ist von (/V, 1), dem Grenzwert bei ein-
frierendem Zeitparameter, erlauben uns aber diesen leichten Missbrauch der Notation. Zudem

sehen wir, dass fir J > 2

K((m,z’,k), (J—LM)) _ {(1—(1—0)J1)m, i<J—1,

0, sonst,

= K((m,i,k),(J,0))

gilt. Wir identifizieren also den Punkt (J, 0) mit (J -1, %)
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Gilt j; — oo fiir s — 00, so konvergiert K ((m, i, k), (ns, js, ls)) wieder genau dann, wenn
ls/ns gegen ein «v € [0, 1] konvergiert und wir identifizieren diesen Grenzwert mit (0o, ) mit

zugehorigem erweiterten Martin-Kern
K((m7 i7 k)? (007 Oé)) = (1 - a)m

fir alle (m, i, k) € F.
Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenz der j; in der Einpunktkompaktifizierung der na-
turlichen Zahlen notwendig fir die Konvergenz der Martin-Kerne im Falle n; — 0o ist. Dazu

nehmen wir zunichst an, dass weiterhin [, /ns konvergiert, j, allerdings nicht. Dann gilt, dass

N> J_:= ligglfjs < li7rln_>s;pjS =:Jy € NU{oo}.
Dann konnen wir Teilfolgen (js, )uen und (js, Jven finden, sodass js, gegen J_ fir u — oo
und js, gegen Jy fir v — oo konvergiert. Konvergiert I /ns gegen ein a € (0, 1), erhalten
wir, dass
lim K ((m,J-+1,1), (ns,, Jsur ls,)) = 0,

U— 00

aber

lim K((m, J_+1, 1)7 (nSU7j8v7l3v))

al—a)™ 01 -0)- )1 -1 -0 )™ Jp=J_+1,
=9 (1 —a)™1—-(1-6)+"1)m, J_+1<J < oo,
(1—-a)

m J+:OO.

)

(67

Analog gehen wir vor, falls I = o(ns), denn in diesem Fall folgt

lim K ((m, J-,1), (s, js,:1s,)) = 0,

U— 00

1—(1=6)+H=m  J_ < oo,
lim K ((m, J_,1), (nsy, jsu» ls)) = (1= =67") *
V—00 1’ J+ = OQ.

Abschlielend ist fur I ~ ng

hm K((m? J_7 m)’ (nsu.7j5u7 lsu)) = (9(1 - G)Ji_l)_m7

U—00

lim K ((m, J_,m), (ns,, s, 1s,))) = 0.

vV—00

In all diesen Fallen kann der Martin-Kern nicht fiir alle (m, i, k) € N konvergieren.
Wenn weder js noch I /ng konvergieren, kénnen wir solche Teilfolgen finden, dass I5/n

gegen den Limes Inferior a_ bzw. den Limes Superior o entlang dieser Teilfolgen konvergiert.
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Sollte j; entlang einer dieser Teilfolgen nicht konvergieren, so konnen wir dieselbe Argumen-
tation wie oben verwenden, um zu zeigen, dass der Martin-Kern nicht konvergieren kann.

Konvergiert j; gegen J € N entlang beider Teilfolgen, nutzen wir

lim K((m, J, m), (nsuajsuv lSu))

U— 00

a™(f(1—6)"" )™
aT(@(l o Q)J—l)—m
= lim K ((m,J,m), (ns,, js,» ls,)),

V=00

N

und fir J = oo benutzen wir (1 — a_)™ > (1 — a4)™.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, was passiert, wenn js gegen .J; entlang der ersten und
gegen Jo # Jp entlang der zweiten Teilfolge konvergiert. Wieder betrachten wir verschiedene
Falle und passen (m, i, k) € F dementsprechend an. Fir J; < Ja < 0o betrachten wir

lim K((m, Ja,m), (nsu,jsu,lsu)) =0 < af(0(1 - O)JQ_I)_m

U—00

= lim K((m, J2,m), (nsvajsvv ZSU))'

V=00

Fur J; < Jy = oo unterscheiden wir zwischen

lim K((m,Ji +1,m), (ns,, jsur1s.)) = 0 < (1—ay)™

U— 00
= hm K((m7 Jl + 17 1)? (nvSU?jsv? lsv))

vV—00

fir ay < 1und

lim K((m,l,l),(nsu,jsu,lsu)) = (1_a7)m(1_(1_9)J1—1)—m >0

U—r 00
= lim K((m,Jy +1,1), (ns,, fs, ls,))
fir oy = 1, denn falls J; = 1 gilt, muss v = 1 sein. Gilt Jo < J; = o0, so ist

lim K((ma ']2+171)’(n8u’j8u7l8u)) :(1_a7)m >0

U—00
= lim K((m,J2+1,1), (ns,, Js, Ls,))-
Fir J; < oo und a— > 0 wihlen wir (m, Ji,m) und fur a— = 0 wéhlen wir (m, Jo + 1,1).

Insgesamt folgt nach diesen diversen Fallunterscheidungen die Notwendigkeit der Konvergenz

der j, in der Einpunktkompaktifizierung N.

Firr a € [0,1] ist K (-, (00, @)) nur dann harmonisch, wenn o = 0 gilt. Fiir & > 0 kénnen

diese Funktionen also nicht im minimalen Martin-Rand liegen. Die Funktionen /& (-, (J, a)),
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J € N sind harmonisch, denn fiir (m, i, k) € N, i < J, gilt

> p(myi k), (m+1,5,0)K((m+1,4,1), (J, @)
(m+1,5,1) €Fppt1
J

= > p((myis k), (m+ 1,5, 1)) K ((m+1,5,1), (J, o))
J=i+1

+ p((m,i, k), (m+1,4,k)) K ((m + 1,4, k), (J, o))
+ p((m,i,k),(m+1,i,k+1))K((m+1,i,k + 1), (J,))

- Z_: 6(1— 0)11(1 — o)™ (1 — (1 — )7 1) ™!

j=i+1
+a(l-—a)"(1-(1-0)7""H™"
+(1-(1- > )<1—a> 1( —(1—g)7 ™!
+ 01 -0 (1 - )" (1 - (1 -0 T

= (1=a)"(1-(1- 9)“)’”{@ +(l-a)(1-(1-g

(a-o-a-0 " +1-a-0 o -0 }
= (1-a)™(1-1-0)""1" = K((m,i,k),(J,a)),

und fiir (m, 4, k) € N, i = J, erhalten wir

> p(mi k), (m+1,5,D)K ((m+1,4,1), (J,))
(m~+1,5,0)E€F 41

= p((m, J k), (m+1,J, k:))K((m +1,J,k), (J, a))
+ p((m, J k), (m+ 1,0,k +1))K((m+1,J,k+1),(J, o))
= (1-(1-8)7 Yokl —a)y™ ke -6 ) 1@ -l
+0(1— )7 TP (1 — o)™ E (01— 0)7 ) T (1 - (1 - 9)
= K((m,J,k),(J,a)).

Die Ubergangswahrscheinlichkeiten der A ,)-transformierten Ketten aus Teil (c) ergeben sich

analog durch einfache Rechnungen.

Die erweiterten Martin-Kerne h; ) sind nur harmonisch fiir (J,a) € (N> x (0,1]) U
{(00,0)} U{(1,1)}. Wir haben nur noch zu zeigen, dass alle diese Funktionen auch minimal
sind. Fiir X (') ist dies offensichtlich. Fiir (J, &) wollen wir die h( j,«)-transformierten Ketten

genauer beschreiben, um Korollar 2.18 anwenden zu kénnen. Dazu sei Z7 = (Z),cn eine
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Folge unabhéangiger Zufallsvariablen, fiir die
L(Z = £z Z; <T-1)

gilt. Wir bedingen also die Ausgangsfolge Z darauf, dass die Z;’s mit Wahrscheinlichkeit 1
kleiner J sind. Es sei x/ = (X )nen die zu Z7 gehérige Multiplizitits-Kette. Zudem sei ¢/ =
(¢))nen die Markov-Kette mit Werten in IF mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

1, 1<j=J1=1,
. . 1—0[7 Z:j:J7l:k7
p((m,i, k),(m+1,5,1)) =
a, i=5=J,l=k+1,
\0,sonst.

Dann ist die h( jq)-transformierte Kette X hire) die Mischung der Ketten x” und ¢, also
Xhoeo = a¢ + (1 -a)x’.

In jedem Schritt verlassen wir mit Wahrscheinlichkeit o« > 0 das Regime der y-Kette und
bewegen uns nur noch auf der Menge {(J,!) : [ € N}, wobei wir in jedem Schritt den zweiten
Parameter [ mit Wahrscheinlichkeit o um eins erhéhen oder mit Wahrscheinlichkeit (1 — «)
in [ bleiben. Der Parameter « erfiillt hier eine Doppelrolle. Ab dem Verlassen des x-Regimes ist
X"1.0) eine Nord-Ost-Irrfahrt mit Parameter « (siche Abschnitt 6.1), die minimal ist. Die Kette
X"h(re) konvergiert demnach fast sicher gegen (J, ) und ist nach Korollar 2.18 minimal. Fir
(00,0) ist X0 = X. Wir wissen, dass lim,, o, P(M,, > i) = 1firallei € Nund L,, = 1
fir unendlich viele n € N. Daher konvergiert X,, in Verteilung gegen (00, 0), nach Satz 2.10

fast sicher und wieder mit Korollar 2.18 ist (0o, 0) daher im minimalen Rand enthalten. O

5.3 Die Anzahl der Teilnehmer

Wir wollen nun mit unseren Methoden die Anzahl der Teilnehmer IV,, untersuchen, wenn wir
mit j € N Teilnehmerns starten und die Auswahl n Runden gedauert hat. Die Anzahl der
verbleibenden Teilnehmer ist natiirlich eine antitone Funktion. Deswegen betrachten wir ei-
ne Markov-Kette, bei der wir keine ausgezeichneten Ubergangswahrscheinlichkeiten sondern
nur zugehorige Ruckwirtstiibergangswahrscheinlichkeiten festlegen (vgl. Abschnitt 2.2). Die
Wahrscheinlichkeit, dass wir bei urspriinglich j Teilnehmern nach einem Durchgang nur noch

i =0,...,J Teilnehmer haben, ist durch

(Z) (1 — gyigi=i
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gegeben. Es sei X = (X}, )nen die kombinatorische Markov-Kette mit Werten in

F = |JFn Fo={0,0)}, Fn={n}xN,

n=0

und den Ruckwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten

(‘?)(1-9)@'93'—2 i>0,i=0,...,7

1=75=0,

0, sonst.

AuBlerdem definieren wir die Folge W = (W;);cn von unabhingigen Zufallsvariablen mit den
Dichten )

filx) = m exp (—i:c - e_:”) , x€R. (5.7)
Fir die harmonischen Zahlen H,, gilt lim, -, H, — logn = ~ mit der Euler-Mascheroni-

Konstante v = 0.57721 ... .

Sarz 5.5 Sei X eine kombinatorische Markov-Kette mit den Riickwdrtsiibergangswahrschein-
lichkeiten aus (5.6).

(a) Der Doob-Martin-Rand OF zu X ist R := RU{—o00, +-00}, die Menge der erweiterten reellen
Zahlen, wobei eine Folge (n, ji)xen genau dann gegen ein z € R konvergiert, wenn

lim (c(0)log(jx) — ni) = 2, (5.8)

k—00

mit
1

c(0) = “Tog(1=0)"

(b) Es seien W; und (;,© € N unabhdngige Zufallsvariablen, wobei die W;’s die Dichte aus (5.7)

besitzen und die (;’s Exp(i)-verteilt sind. Fiir z € R ist dann der erweiterte Martin-Kern

1
——e . : R . . >
' P(Xm:i)P(WZ<C°°(m’Z’Z) <Wi+¢), i>1,
K((m’l)az) - 1 - |
B, =9 P =07, i—o,
mit
m—+z
N H |
Coo(m, 1, 2) i — -
Aufierdem gilt K (m, i, ~o0) = 511y (m. ) und K (-, +00) = 100

P(X,, = 1)
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(c) Fiirz € RU{—oc} sind die erweiterten Martin-Kerne K (-, z) harmonisch.
Beweis. Wie gewohnt betrachten wir Folgen (ng, ji)ken, die jede Teilmenge schlieflich ver-

lassen. Da wir nur Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeiten gegeben haben, benutzen wir die

Darstellung

K((m>i)v (nk>]k)) = ! )) Qnmk ((ma Z)a(nkvjkz))

P(Xp = (m,i
des Martin-Kerns. Zunéchst betrachten wir die Elemente (m,i) € F, fiir die ¢ > 1 gilt. Die
Riickwirtsiibergangswahrscheinlichkeit o/ ((m, %), (nk, ji)) korrespondiert mit der Situati-
on, dass von jj Teilnehmern nach n; — m Runden immer noch 7 Teilnehmer vorhanden sind.
Dies ist genau dann der Fall, wenn die zugehorigen Z;’s grofler als nj, — m sind. Wir erhalten

also
ok ((my i), (ng, gi)) = P(#{1 <1 <jix : Zy > ng —m} =i). (5.9)

Es geht also um die Anzahl geometrisch verteilter Zufallsvariablen, die eine bestimmte Grofie
iiberschreiten. Wir werden den Zusammenhang zwischen geometrisch und exponentialver-
teilten Zufallsvariablen ausnutzen, um eine Darstellung der Ordnungsstatistiken letzterer zu

verwenden. Dazu sei (&;);en eine Folge unabhéngiger, Exp(1)-verteilter Zufallsvariablen. Dann

gilt

L([e(0)&:1) = L(Z)
fur alle ¢ € N mit ¢(f) := —m. Die Kardinalitit der Menge aus (5.9) konnen wir dann
auch als

#{1<I<yji :Z1>np—m} = #F{1 <1 <ji : [c(0)&] > np —m}
= #{1 <1< 1§ 2 e(0) (e —m)}

schreiben. Wir weisen darauf hin, dass die zweite Gleichheit nur auflerhalb einer Nullmenge
gilt. Mithilfe der Ordnungsstatistiken (j,.1) < ... < §(j,.j,) erhalten wir fiir die zu untersu-

chende Riickwirtstibergangswahrscheinlichkeit

ot ((m, 1), (ks i) = P (EGigegp—i) < e(0) ™ (g —m) < EGiyejpin)) - (5.10)

Der Vektor der Ordnungsstatistik unabhangiger, Exp(1)-verteilter Zufallsvariablen hat nach
Erkenntnissen von Sukhatme und Rényi (siehe z.B. [SW86, Exercise 1, S. 336]) die Darstellung

'C(f(]kl)v v 7§(]kjk)) = ‘C(gjka C]k + Cjk—la cee 7Cjk =+ Cjk—l +...+ Cl)u

wobei die (;’s unabhéngig und Exp(i)-verteilt sind. Es sei F,, := o((1,...,(,) die von den
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ersten n (;’s erzeugte o-Algebra. Dann ist (M,, ;, F,)n>; mit

My = > <<z—}> = > G- H.+H,

I—it+1 I=i+1

wegen der Unabhangigkeit der (;’s ein quadratintegrierbares Martingal, das dann fiir n — oo
fast sicher gegen eine Zufallsvariable W; konvergiert. Nach [BG03] ist W; absolut stetig mit
der Dichte f; aus (5.7). Wegen

Enijn—i+1) = SGnign—i) ~ Gi

ist £, .j,—i+1) —&(jpjr—i) unabhéngig von §;, .;, ;). Nehmen wir an, dass j,, — oo fir k — oo,

so konvergiert nach dem Satz von Cramér-Wold ([Kal02, Corollary 5.5])
(€t = Hiw + His Ejueji—ir) — Hj + Hi)

in Verteilung gegen (W;, W;+(;). Es sei (ay ) ke eine Folge reeller Zahlen, die von unten gegen
a € R konvergiert. Fur (X, Y) =t (X,Y), wobei X und Y eine stetige Verteilungsfunktion
haben, gilt dann

P(Xp <ap <Yy) = P( Xk <a<Yy)-P(X; € [ak,a),Yk > a)+P(Xg < ag, Yy € (ak,a]).

Der erste Summand der rechten Seite konvergiert nach dem Portmanteau-Theorem ([Kal02,
Theorem 4.25]) gegen P(X < a < Y') und die anderen beiden Terme wegen der Stetigkeit der

Verteilungsfunktionen gegen 0. Daher konvergiert

=P (f(jkijk—i) < c(‘g)_l(nk - m) < f(jk:jk—i+1))
= P (&Gijei) — Hjp + Hi < c(0) " (n, —m) — Hj, + Hi < E(yjo—ivry — Hiy, + Hi)

wenn ci(m, i) == c(0) " (ng —m) — Hj, + H; fir k — oo konvergiert. Wegen limy,_, Hj, —
log k = ~ ist dies genau dann der Fall, wenn ¢(0) log ji. — nj gegen ein z € R konvergiert. Die

’?(g)z . Fir ¢ = 0 erhalten wir

Folge ci(m, i) konvergiert dann gegen coo(m,i,2) :== H; — v —

analog zu den obigen Uberlegungen

ngk((mvo)? (nk”]k)) = ]P)(é-(jkijk) = 6(0)_1(nk - m))

= P (s 6} <c(0) (e =)

1<I<jy,

= (1 — exp(—c(8) " (ng —m)))™

= (1—(1—@)m—m)*,
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Wenn c(0) log ji. — ni gegen ein z € R konvergiert, so ist dies dquivalent dazu, dass jj, ~
(1 —0)~™ % fur k — oo. Wir erhalten

Jim g ((m0), (ng, ) = exp (~(1-6)7").

Fir z € R erhalten wir die erweiterten Martin-Kerne

1 . |

K((m ) z) _ mP(WZ < Coo(myiyz) < Wi+ (), i>1,
»Y) 1 o N

Bx, = o0 (-0 -07"7), i,

Fir eine Folge (2 )gen mit 2z — —oo fiir K — oo konvergieren die erweiterten Martin-Kerne

gegen K (m,i, —o0) = )ﬂ{izo}((m,i)) und fiir z;, — 400 fir £ — oo erhalten

P(X,, =1
wir K ((m,i),400) = L(g0)((m,7)). Gilt jz = O(1), so miissen wir ny — oo haben, damit
(ng, ji) jede endliche Teilmenge schliefllich verldsst. Die Darstellung in (5.10) impliziert, dass

wir in diesem Fall die Konvergenz der Folge (ng, ji)ren gegen —oo erhalten.

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dass fir die Konvergenz in der Doob-Martin-Topologie
die Bedingung in (5.8) notwendig ist. Dazu merken wir abermals an, dass es nach Satz 2.10
reicht, die Notwendigkeit fiir ein (m,i) € F zu zeigen. Wir wéhlen in diesem Fall (m,i) =
(1,0). Die Funktion f(z) = exp (—(1 — §)~'~%) ist streng monoton fallend in z, f(z) € (0,1)
fir alle z € R, lim,,_~ f(2) = 1 und lim, . f(z) = 0. Wenn wir also eine Folge

(nk, jk)ken haben, bei der die Bedingung (5.8) nicht gilt, so gilt

—o00 < z_ = hgninf(c(@) log(jk) — ni) < limsup(c(0)log(jx) — nk) =: 24 < +oo.
—00

k—o0

Wir finden dann Teilfolgen (ng_, jk, ) sen und (ng,, jk, )ten, die gegen z_ bzw. z; konvergieren.
Wegen der Eigenschaften der Funktion f gilt dann

Sli_gloK((l,O))(nks’jks) = ]P)()(,ll:o)f(z)
7 IP>()(11:())f(Z+> = lim K ((1,0), (n,, k.-

Der Martin-Kern kann nicht konvergieren und die Bedingung (5.8) muss notwendig sein.

Es bleibt zu zeigen, dass die h,’s fir alle z € R U {—o0} harmonisch sind. Fir z = —oco
ist dies Kklar. Fiir z € R sei (ng, ji)rxen eine Folge, die in der Doob-Martin-Kompaktifizierung

gegen z konvergiert, dann gilt fir ein (m, i) € F

S p((m i), (m + 1)K ((m+ 1,5). )

j=i
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= ]P)(Xm :1 (m’ Z)) ;Q((m,z)a (m+ 1,]))P(W] < coo(m + Lj;z) < Wj + Cj)
P - ) 2 e, 1,9)) Jin gty ((m - 1,9), (e )

)

.
Il

Wenn wir jetzt zeigen konnen, dass Summation und Limes vertauscht werden kénnen, so ist

die Harmonizitit gezeigt. Dies folgt aber leicht aus

o0 [e.e] .
S o((my i), (m 4 1, 3)) @ (1 4+ 1,9), (4 ) < Z( )ef i(1- gy
j=t J=i
1 o0
s—,z G—1)-(—i+1)§
1\ !
- (1 L) <
(5.11)
und dem Satz der majorisierten Konvergenz. O]

An diesen Satz schliefit sich in natiirlicher Weise eine Frage an: Gibt es iiberhaupt eine

kombinatorische Markov-Kette mit diesen Riickwértsiibergangswahrscheinlichkeiten?

SATZ 5.6 Es existiert eine kombinatorische Markov-Kette mit den gewiinschten Riickwdrtsiiber-

gangswahrscheinlichkeiten.

Beweis. Wir wollen eine Kette konstruieren, die die gewiinschten Riickwértsiibergangswahr-
scheinlichkeiten besitzt. Fiir den Beweis wiirde es ausreichen, konkrete Ubergangswahrschein-
lichkeiten anzugeben und nachzuweisen, dass eine Markov-Kette mit diesen die gewiinschten
Rickwartsiibergangswahrscheinlichkeiten besitzt, aber zum besseren Verstindnis geben wir
eine Konstruktion an. Dazu sei V' ~ Geog(n), n € (0, 1), eine Zufallsvariable, die eine geome-
trische Verteilung mit Parameter 7 besitzt, die die Misserfolge zahlt. Damit definieren wir eine

Zufallsvariable W mit der bedingten Verteilung £L(W |V = j) = Bin(j,1 — 0), d.h.
P(W =i|V =j) = <Z> (1 - 6)igi—.

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von W = ¢ gegeben V' = j ist gerade die gesuchte Riick-
wartsiitbergangswahrscheinlichkeit und wir wollen eine Konstruktion finden, die W durch x,

und V' durch x4 fir alle n € N ersetzt. Einfache Umformungen liefern fiir ¢ € Ny

=Y PW=i,V=j) = > P(W=i|V=jPV =)
j=0 Jj=t
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— f: <Z> (1—0)"(1—0)""(1—n)n

— p((1—0)(1 —n))' Z (Z) (o= )™
A i+1
= n((1-6)(1-n) (1—91+r;0>

— 1 jR— Z
1—60+n0 1—60+n0)

Eine Zufallsvariable X ist Geog(p)-verteilt, p € (0, 1), wenn fiir k € NgP(X = k) = (1—p)Fp

gilt. Die Zufallsvariable W ist folglich Geog ( )—Verteilt. Nehmen wir also an, dass

(5] Di
——~= Die
1—0+1t0

_n
1—-0+n0
x1 ~ Geoy(t1), t1 € [0,1], so muss x2 Geog(t2)-verteilt sein mit ¢; =
Umkehrfunktion zu ¢; — t;_; ist gegeben durch

t(1—0)
1—th

fo(t) =
Damit definieren wir fiur ¢; € [0, 1] die Folge (¢;);en rekursiv durch

tn—i—l = f@(tn)'

Induktiv erhalten wir
tl( 1-— 9)"71

t =
R T e e ) Lt

denn fiir n = 1 ist dies klar und fir n — n + 1 gilt

_ n—1
. folt) ta(1—0)  1—t;+t(1— )1
ntl = olln fr e 1
1— 6t, — o)
Z (-0

1—t1+t(1—6)n1
ti(1—0)"
1—t1+t(1—0)""1 —0t;(1 —o)n1°

Fur die Ubergangswahrscheinlichkeiten erhalten wir

P(xns1 = (n+1,7) | xn = (n, 7))
POtn = (n,4) | Xnt1 = (0 +1,)POtns1 = (n +1,5))
P(xn = (n,1))
_ (A= 0( — tas1) tasa
(1 - tn)itn
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1-6t, 1-6t,
(1 —tp)ty,

_ <J> (1- 9)i+19j—i(1 _ tn)j—z‘(l _ th)_(j“)

7

= (Ja-ore (1o )

_ p\n—1 —(3+1)
(1, h-6)
11—t +61(1— 9)"_1

() (1 —0)ipi— (1 - tn<1—9>>j tn(1-6)

7

_ <J> (1= ) 107 (11 (1 — 0)" L+ 1— 1)+

(=) T (1= 0+ 1 — 1)U,

Der Prozess (n, Xn)nen ist eine kombinatorische Markov-Kette mit den gewiinschte Riick-
wirtsiibergangswahrscheinlichkeiten. Hier haben wir implizit den Erweiterungssatz von Kol-
mogorov ([Kal02, Theorem 6.16]) verwendet. O

Wir kénnen aber noch weitere Dinge tiber den im vorherigen Beweis konstruierten Prozess

sagen.

Sarz 5.7 Essei X die im Beweis zu Satz 5.6 konstruierte Markov-Kette. Dann gilt fiir den fast-

sicheren Grenzwert X oo

LX) = L (10g@ Y)

mit © =

1 t1®>
1_0undY Exp( .

Beweis. Die Zufallsvariablen ¢(6) log X, — n konvergieren fast sicher gegen eine Zufallsvaria-

ble X . Mit der Verteilungsfunktion einer Geog(p)-verteilten Zufallsgréfie erhalten wir

P(c(8)log X, —n < z) = P <Xn < exp (”C(;)”» _ P(X, < (1— )@+

= 1 (1—t,)la=07C)

=
R

—>1—exp<—(1—9)—$—1 ! >

n—00 1—1t

- [(1-0) (=4 41
1—t1 4+ 1—9) 1)
) (1)~ 11

Nach dem Continuous Mapping Theorem konvergiert ¢(6) log X, — n genau dann fast sicher

gegen X, wenn ©¢(0)log Xn—n — @—Z fast sicher gegen @~ konvergiert. Fiir eine Geog(py, )-
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verteilte Zufallsvariable Y;, mit lim,_, p, = 0 gilt, dass Y,,/EY,, in Verteilung gegen eine

Exp(1)-verteilte Zufallsvariable Y., konvergiert. Die Zufallsvariable X,, hat den Erwartungs-

wert
tl(l — 9)71—1
1—t¢ 1 — g1 1—t¢
Ex, = 1ot o 1ohau o0 1ohge
tn t1(1—0)" t
11—t +6(1— 9)”_1

Somit konvergiert o T Verteilung gegen eine Exp(1)-verteilte Zufallsvariable. Ins-

— 11
besondere hat X, dieselbe Verteilung wie logg(Y'), Y ~ Exp (1'51(?1 ) O

Wir wollen nun abschlieflend zeigen, wie unsere Resultate das oszillierende Verhalten der
Multiplizitat erklaren konnen. Dazu ,drehen wir die Zeit um®, damit wir eine Markov-Kette
erhalten, die (5.6) als Vorwirtstibergangswahrscheinlichkeiten hat. Dazu dehnen wir den Zeit-
bereich auf Z aus und betrachten den Pfadraum N2 mit der Borel-o-Algebra B beziiglich der
Produkttopologie. Wir weisen darauf hin, dass ein Wahrscheinlichkeitsmaf} P auf N7 vollstin-
dig durch die Wahrscheinlichkeit der Mengen

Aliy, ... i) ={(js) ENZ : jy =iy, t=r,....s}, T7,SE€EL, <5, ip,... 05 € Ny,

beschrieben wird. Die Auswahlprozedur beginnt mit j Teilnehmern und hat die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten wie in (5.6). Wir lassen das Verfahren zum Zeitpunkt —k beginnen. Wir
erhalten daher ein Wahrscheinlichkeitsmaf} P, k € N, auf (NZ7 B) durch

Pr(A(ir, ..., 1))

( s—1
IT o((t+1i40), (£,31), r< =k, ip=...=ig=j
t=—k
— s—1
Qf((rv ir)7 (k7]k)) H Q((t + 17it+1)7 (ta it))7 r> —k‘, ir < jka
t=r
0, sonst.

Die Erweiterung der Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir einen Zeitparameter n < 0 ist klar,
da (5.6) nicht von diesem abhéngt. Ein Prozess X = (X,),cz mit Verteilung P, modelliert den

Auswahlprozess, der zum Zeitpunkt —k mit j; Teilnehmern startet, d.h., es gilt

Pe(Xpt1 =i Xn =7) = o((n+1,5),(n,i)), n > —k.

Dann kénnen wir mithilfe des Satzes 5.5 zeigen:
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Satz 5.8 Fiir eine Folge (ji.)ren € NV natiirlicher Zahlen, sei (Py)ren die zugehorige Folge
der Mafe auf (N%, B). Dann konvergieren die Mafe (Py)ren genau dann schwach fiir k — oo,
wenn

lim (c(6) logji — k) = =z

k—oo

fiir ein z € R. Ein Prozess X = (Xy,)nez, der als Verteilung das Grenzmaf3 P* hat, ist Markov
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten aus (5.6) und es gilt

lim (c(9)log X, +n) = 2 (5.12)

n——oo

P*-fast sicher.

Beweis. Um die schwache Konvergenz zu zeigen, betrachten wir die Wahrscheinlichkeiten der

Mengen A(iy, . .. ,és)), r <S8, ip,...,1s € Ng, und fiir alle £ € Nmit —k < r gilt

s—1

Pk (A(iTv s 7i5>) = Q’f((ﬁ ir)u (kajk)) H Q((t + 17 it+1)7 (tvit))'

t=r

Dies konvergiert nach Satz 5.5 genau dann, wenn
c(0)log jik — k

fir k — oo gegen ein z € R konvergiert. Der schwache Grenzwert eines Markov’schen Mafies
ist wieder Markov’sch. Satz 2.13 und abermals Satz 5.5 liefern dann die zweite Aussage, denn

damit konvergiert Y = (Y}, )peny mit Y, := X_,,, n € N, P*-fast sicher gegen z. O
BEMERKUNG 5.9 (a) Auf dem Pfadraum NZ kénnen wir den Linksshift

T:NJ— NG, (ik)kez = (ip41)kez,

definieren. Auf Prozessebene ist dies der Ubergang von (X}, )nez zu (Xp+1)nez. Mit diesem
liefert dann (5.12) aus Satz 5.8, dass (IP’Z)T = P*~!. Die Dauer des Auswahlalgorithmus ist
invariant unter einem Linksshift, hdngt also von z nur iiber den Nachkommaanteil ab.
Dies liefert einen Zusammenhang zur bereits bewiesenen logarithmischen Periodizitat aus
[BOYO].

(b) Der Ubergang von Satz 5.5 zu 5.8 kann als Bestimmen des Martin-Eintritts-Randes auf-
gefasst werden. Dieser steht im Gegensatz zu dem von uns bisher betrachteten Martin-
Austritts-Rand in der Bestimmung der sogenannten harmonischen Mafle (siehe [D0059,
Abschnitt 13]). Informell erhalten wir eine Beziehung zwischen dem Martin-Eintritts-Rand

und dem Martin-Austritts-Rand der zeitumgekehrten Kette.
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(c) Starten wir die Auswahlprozedur zum Zeitpunkt 0 mit n Teilnehmern, so konnen wir den
Prozess der Anzahl der Teilnehmer auch als einen Galton-Watson-Prozess ansehen: Jeder
Teilnehmer hat mit Wahrscheinlichkeit 1 — 6 einen, und mit Wahrscheinlichkeit 6 kei-
nen Nachfolger. Diese Markov-Kette hat nicht die Raum-Zeit-Eigenschaft, aber wir konnen
auch hier den Martin-Eintritts-Rand bestimmen (denn die Zeit ist umgekehrt) und erhal-
ten den Torus S?! ([ARO06, Theorem 1.2]). Wir weisen aber darauf hin, dass der Austausch
von Summation und Limes in (5.11) wegen der fehlenden Lokalendlichkeit nicht aus der

allgemeinen Theorie folgt!.

! the interchange of limit and summation being nontrivial but justified by the general theory*, [AR06, S. 593]



6 Uber das Zusammenfassen von

Zustainden

Als Motivation dieses Abschnitts wollen wir mit einem Beispiel beginnen, das einen sehr be-
kannten stochastischen Prozess mit der kombinatorischen Markov-Kette aus Abschnitt 4.1 ver-
bindet.

BEISPIEL 6.1 Ein gewurzelter binirer Baum t ist eine prifixstabile Teilmenge von {0, 1}*,
d.h,, ist u = wuq ... wu; ein Element von t, so sind fiir £ < [ auch alle v = vy ... vy mit u; = v;,
i = 1,...,k, Elemente von t. Das leere Wort () sei der Wurzelknoten des Baumes. Elemente
w = wi... wy € {0,1}*, deren direkter Vorganger w := wj ...wy_; Element von ¢ ist, w
selbst jedoch nicht, heiffen externe Knoten des Baumes t. Wir bezeichnen mit B,, die Menge
aller bindren Bdume mit n Knoten und mit B = | J;” | B,, die Menge aller endlichen biniren

Baume.

Sei (N )nen eine Folge unabhingig und identisch verteilter Zufallsvariablen mit £(n;) =
unif (0, 1). Zu dieser definieren wir eine Folge ((t,,, Ln))n cn bewerteter bindrer Biume wie
folgt: Wir beginnen mit (), L1) und L1 () = n1. Zu gegebenem (t,, L,,) konstruieren wir
(tn+1, Ln+1): Beginnend mit dem Wurzelknoten vergleichen wir fir den aktuellen Knoten u
Mn+1 mit Ly, (w). Ist np41 < Lyp(u), so wihlen wir als nachsten Knoten u0, andernfalls u1. Wir
fahren fort, bis der aktuelle Knoten u ein externer Knoten von t,, ist. Der Baum (t,,+1, Lp+1)
sei dann t,,4+1 := ¢, U {u} und Ly,41(v) := Ly(v) fiir v € t,, und Ly 41(u) := np41. Durch
Weglassen der Bewertungen ist der stochastische Prozess X = (X,,)nen, X5 = tp, eine
kombinatorische Markov-Kette mit Werten in B ([Grii14b]) und heif3t BST-Kette nach dem
binary-search-tree-Algorithmus. Es gilt P(X,, € B,,) = 1 fir alle n € N. Beim Ubergang von
n zun+ 1 wird einer der n + 1 externen Knoten von t,, zufillig und gleichverteilt ausgew#hlt.
Hierbei spielt nur der Rang von 7,41 unter den ersten n 7;’s eine Rolle. Nummerieren wir die
externen Knoten von t,, von links nach rechts (in der kanonischen Darstellung eines bindren
Baumes, der von unten nach oben wichst), und ist der Rang von 7,11 gleich k € [n + 1], so
wird der externe Knoten k hinzugefigt. Ist 1,11 ein Rekord, so wird der am weitesten rechts

gelegene Knoten hinzugefiigt.

103
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Wir betrachten nun die Menge F := U, F,,, F,, := {n} X [n]. Damit konnen wir die
Abbildung ¢ : B — F durch

o(tn) == (n,ry) mitry, := max{k eEN: (kl .1.). 1 1 € tn}

definieren. Die Funktion ¢ bildet auf die Anzahl der Rekorde unter den ersten n 7;’s ab. Der
stochastische Prozess Y = (Y, )neny mit Yy, := ¢(X,,) ist wieder eine Markov-Kette mit den

Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
S
Nl J=1+1
p((n,),(n+1,5)) = i =
((ny9), ( ) T =
0, sonst,

und liefert uns demnach die bekannte Rekord-Kette aus Kapitel 4.

Zu der Markov-Kette X ist auch die Doob-Martin-Kompaktifizierung bekannt ((EGW12]).
Dafiir definieren wir fir t € B und u € t den Teilbaum t(u) := {v € ¢t : u < v} von ¢ mit
Waurzel u. Eine Folge (t,,),cn von bindren Biaumen mit #t,, — oo fiir n — oo konvergiert
genau dann in der Doob-Martin-Kompaktifizierung, wenn fiir alle u € {0, 1}* das Verhaltnis
#t,(u)/#t, konvergiert. Das Verhiltnis aller Teilbaumgroien zur Gesamtknotenzahl muss
also konvergieren. Der Doob-Martin-Rand 0B lésst sich mit der Menge aller Wahrscheinlich-
keitsmafBle auf {0, 1}°° identifizieren. Ein solches Wahrscheinlichkeitsmaf ist definiert durch

seine Werte auf den Mengen
Ay = {ve{0,1}* s u<v}, ue{0,1}"

Die Grenzzufallsvariable X ist also ein zufilliges Maf auf {0, 1}°° und nach ([Grii14b, Theo-
rem 1]) gilt fiir alle u € {0,1}*

Xoo(Au) = N@j1) — Ny, 1=inf{n €N 1 u € Xp}, n6j) < Mit1 < Mizj1)-

Lasst sich die Abbildung ¢ stetig auf den Doob-Martin-Rand fortsetzen?

Hierzu konstruieren wir uns eine spezielle Folge ¢ = (t,,),en von bindren Baumen: Wir

beginnen mit dem Wurzelknoten, d.h. t; = {(}. Es sei

l, = max{k‘GN: 0...0 Eltn}, Tn = max{kGN: 1...1 Efﬂn}
N—— ——
(k—1)-mal (k—1)-mal

die Anzahl der Knoten in t,, im ganz linken bzw. ganz rechten Ast, also [y = r; = 1. Dazu
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f(x)
2log(x)
7(z)
log(x)

Abbildung 6.1: Die Funktion 7 im Bezug zu log(z) und 2log(x)

definieren wir rekursiv zwei Folgen a = (ap)neny und b = (by)nen,. Dazu sei root(f) das
Maximum der Nullstellenmenge einer reellwertigen Funktion f, root(f) = oo, falls diese leer

ist. Damit sei

bg :=1, b, = root(2log(an) — log(m)) Vn €N,
an = root(2log(z) — x + b1 —log(bp—1)) Vn €N.

Es gilt a,, < b, < ap41 fir alle n € N. Mit Hilfe von a und b definieren wir die Funktion
7 :[1,00) = R durch

T —bp—1 +log(bp—1), bn—1 <z <ap, n€N,

2log(an), an <x <b,, neN.

Die Funktion ist also linear zwischen b,,_1 und a,,, konstant zwischen a,, und b,,, und hat bei
a, den Wert 2log(ay,) und bei b,, den Wert log(b,, )(siehe Abbildung 6.1). Dann kénnen wir t
als eine Folge aus nur zwei Asten konstruieren, indem wir 7, := [7(n)] und l,, :=n+1—1r,
setzen. Dann befinden sich im rechten Ast O(log n) Knoten und fiir jeden Knoten « im linken
Ast gilt #t,,(u)/n — 1 fur n — oo. Diese Folge bindrer Baume, fur die offensichtlich #t,, —
oo fir n — oo gilt, konvergiert in der Doob-Martin-Kompaktifizierung der BST-Kette gegen
das Einpunktmaf p auf {0, 1} in (0,0, .. .). Fur die Folge ¢(t) = (qb(fﬁn))neN gilt allerdings
nach Konstruktion

$2(tn)

=1, limsup = 2,
n—oo  logn n—oo logn

wobei mit ¢2(t,,) die zweite Komponente von ¢(t,) gemeint sei. Die Folge ¢(t) konvergiert

nach Satz 4.1 demnach nicht in der Doob-Martin-Kompaktifizierung der Rekord-Kette.

Nach Lemma 2.9 haben wir im Falle nicht lokalendlicher Ketten die Moglichkeit, dass Fol-

gen gegen ein Element des Martin-Randes konvergieren, bei denen der Groflenparameter der
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Folgenglieder aber schliefllich beschrankt bleibt. Bilden wir nun von dieser Kette auf eine lo-
kalendliche Kette ab, so kann es nach Satz 2.6 solch eine Folge keine Bildfolge haben, die gegen
ein Element des Martin-Randes konvergiert. In diesem Fall konnen wir daher keine stetige Er-
weiterung dieser Abbildung haben, die Elemente des Martin-Randes auf Elemente des Martin-
Randes der groberen Kette abbildet. Wir wollen daher wie in Abschnitt 2.2 nur lokalendliche
kombinatorische Markov-Ketten betrachten. In diesem Fall kénnen wir den zweiten Summan-
den in der Definition der Metrik d aus (2.5) weglassen, da dieser nur bei nicht lokalendlichen
Ketten ohne die Raum-Zeit-Eigenschaft benotigt wird (siehe [Saw97]). Die Gewichtsfunktion
wy ist frei wahlbar, solange sie summierbar ist, und daher setzen wir ohne Einschrankung

wegen f, := #F, < 0o

fir allen € N.
Wir wollen nun Zustande aus F zusammenfassen. Dazu sei ¢ : ' — G eine Abbildung von
FF in eine weitere kombinatorische Familie G = |, Gy, sodass ¢(F,,) = G, fur allen € N

gilt. Aulerdem sei fir y € G

Flyl :=={z €F : ¢(x) =y}

die Menge der Urbilder von y € G. Es sei X = (X,,)nen eine kombinatorische Markov-Kette
mit Werten in F. Wir nennen ¢ eine (schwache) Markov-Funktion fiir X, wenn ¢(X ) wieder
eine kombinatorische Markov-Kette mit Werten in G ist. Wir nennen eine Funktion f : X — )
von einer endlichen Menge & in eine endliche Menge ) eine starke Markov-Funktion fiir
eine Markov-Kette Y = (Y},),eny mit Werten in X, falls f(Y") fir jede Startverteilung £(Y7)

eine Markov-Kette ist.

SaTz 6.2 Esseien ¢ : ' — G eine Abbildung von F in eine weitere kombinatorische Familie
G = U2, Gy, sodass ¢(F,,) = Gy, fiir allen € N gilt, und X = (X,,)nen eine kombinatorische
Markov-Kette mit Werten in . Fiir allen € N sei ¢ eine starke Markov-Funktion fiir die Prozesse
X" = (Xp—m)m=o0,....n—1. Dann gilt:

(a) Die Funktion ¢ ist eine Markov-Funktion.
(b) Die Abbildung ¢ ldsst sich stetig auf den Martin-Rand OF fortsetzen.

Beweis. (a) Die Ubergangswahrscheinlichkeiten von X ™" sind die Riickwirtsiibergangswahr-
scheinlichkeiten zu X und als Startverteilung erhalten wir £(X,,). Aus diesem Grund er-

halten wir fir das Tupel (y1,...,Yn—1,Yn) € XZ:l Gy,

P(¢(Xn) = Yn | (b(Xn—l) =Yn—1,--- 7¢<X1) = yl)
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_ P(A(Xn) = Yny O(Xno1) = Yn1,- -, B(X1) = 1)
a P(¢ (Xn 1) = Yn-1,.- -, 0(X1) = y1)
P(¢(Xn") = yn)P(A(X"1) = g1 | 6(XR") = yn)
P(fﬁ(Xm )= yn—l)
= P(¢(XN) = Yn ’ (ZS( Xn-1) = yn—l)-

Da das Tupel (y1,...,Yn—1,Yn) beliebig gewdhlt war, erhalten wir, dass Y := ¢(X) die
Markov-Eigenschaft hat und demnach eine Markov-Kette ist.

Wir beweisen diese Aussage, indem wir verwenden, dass die Doob-Martin-Kompaktifizie-
rung eine Vervollstandigung eines metrischen Raumes ist (Satz 2.7). Nach [KS76, Theorem
6.3.2] ist die Eigenschaft, dass ¢ eine starke Markov-Funktion fur die Ketten X", n € N
ist, 4quivalent dazu, dass fir € G,, und y € G,,, m < n, gilt, dass

Z IP)(AXm =z | Xn = y) (6.1)

z€F[Z]

nicht von der Wahl von y € F[g] abhingt. Wir konnen wieder eine summierbare Gewichts-
funktion wg : G — Ry wihlen und gehen so vor, dass wir wg mit wy in Verbindung

bringen kénnen. Fir z € G, n € N, sei also auch
2—"7,
fn

Der Prozess Y = ¢(X) ist nach Teil (a) eine Markov-Kette und deren Martin-Kern bezeich-

we(Z) =

nen wir mit Ky (-, -) und konnen damit die Metrik

S NTE \KY (2,7) — Ky (%,9)

zeG CY(Z)

definieren. Damit erhalten wir fir € G,,,, x € F[Z|und g € G,,,, y € F[g], n1,n2 € N,

do(@.§) = 3 we(x)PY (B8~ Ky (G )

Z€G cy (2)
= > > we(BP(Yy = 2)|Ky (2,3) — Ky (2,9)]
n=1zeG,
N oy o [PV =2V =) BV =2|Ye, =)
= nz_:lgecm wg(2)P(Y, = 2) P, = 2) — Y, =
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wg (%) Z [P(Xn = 2| Xp, =) = P(Xpn = 2| Xn, = 2)|

NE

n=1zeG, z€¢—1(3)
3 . P(Xo=2| Xy =) P(Xn= 2| Xn, = 2)
=D > we(®) ) P(Xp=2) X =7) X
n=1z2eG, 2€¢~1(3) P(Xn - Z) P(Xn = Z)
oo i K ’ _x 7
= Z wg(2) Z |Kx (2 x)( ) x(2,9)]
n=12zeG, Z€¢_1(2) C\Z
3 [Kx(z,2) = Kx(2,y)|
- Z wF(Z) C(Z) = dF($,y).

Die Abbildung ¢ ist daher Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante K = 1. Damit ist ¢
insbesondere gleichméfig stetig und wir erhalten durch einen bekannten topologischen
Sachverhalt (siehe z.B. [vQO01, Satz 12.14]), dass sich ¢ stetig auf die Vervollstandigung,

und damit auf den Doob-Martin-Rand fortsetzen lésst. O

Fir die Eigenschaft, dass ¢ eine Markov-Funktion fiir X ist, reicht es zu zeigen, dass ¢
eine starke Markov-Funktion fiir die Riickwértsketten ist. Daher gilt Satz 6.2 auch fiir alle
h-transformierten Ketten. Aus der Gleichung (6.1) folgt auch, dass ¢(X) die Rickwértsiiber-

gangswahrscheinlichkeiten

(ov)m (&,9) = D P(Xm=x[X,=y)
z€F[Z]

besitzt. Unser anfingliches Beispiel erfilllt (6.1) nicht. Die naheliegende Frage ist daher, ob die

Bedingung (6.1) notwendig fiir eine stetige Erweiterung ist. Die Antwort hierauf ist negativ:

BEISPIEL 6.3 Wir betrachten eine Markov-Kette X, die folgenden qualitativen Ubergangs-

graphen besitzt: Die kombinatorische Familie ist also F = [ J;” ; F,, mit

Fi:={0}, ,Fo:={o1,}, F3:={p1,52,03}, Fpn:={x,}, n>4



6.1. DIE SORTIERTE POLYA-URNE 109
Auflerdem gelte
IP(XQ = Q4 ‘ X1 = @) =

1=1,2, P<X3:Bj’X2:Oéi) = —,1=1,2, j=14,04+ 1.

N | =

Bis auf 3 und x4 haben alle Elemente genau einen Vorgénger. Wir erhalten

1

P(X2:ai|X3:/B2): 7i:1727 P(X3:/8]’X4:$4):7 j:1737

1
P(Xg :52’X4 :.%'4> = 5

Die Doob-Martin-Kompaktifizierung ist offensichtlich die Alexandroff’sche Einpunktkompak-
tifizierung. Wir definieren nun die Abbildung ¢ : F — G durch

z3, :E:B‘vi:]-aQa:&a
o(z) = l

x, sonst,

die die Zustdande 31, 82 und B3 zu einem gemeinsamen Zustand z3 zusammenfasst, aber an-
sonsten die Identitat auf F ist. Die kombinatorische Familie G unterscheidet sich von F also
nur in der Menge Gg = {x3}. Fir n # 3 gilt G,, = F,,. Dann ist ¢(X) offensichtlich wieder
eine Markov-Kette, deren Doob-Martin-Kompaktifizierung ebenfalls der Einpunktkompaktifi-
zierung entspricht. Die stetige Fortsetzung bildet den Punkt co auf oo ab. Aber es gilt

1
PXp,=a1|Xpt1=51) =1 # 3 = P(X, = a1 | Xnt1 = F2),

sodass Bedingung (6.1) verletzt ist. Die Bedingung ist also nicht notwendig fiir die Existenz

einer stetigen Fortsetzung.

Wir wollen nun Beispiele angeben, bei denen die Bedingung (6.1) erfiillt ist, und die stetigen

Erweiterungen bestimmen.

6.1 Die sortierte Polya-Urne

Als erstes Beispiel wollen wir das vielleicht bekannteste Urnen-Modell auf das Zusammen-
fassen von Zustanden untersuchen: die Pélya-Urne mit k Farben, k > 2. Eine Urne enthalte
dazu k Kugeln mit paarweise unterschiedlichen Farben. In jedem Zug wird der Urne eine Kugel
zufallig und gleichverteilt entnommen, die Farbe der Kugel begutachtet und diese zusammen
mit einer Kugel der gleichen Farbe zuriick in die Urne gelegt. Formal betrachten wir die kom-
binatorische Markov-Kette X = (X, )neng, Xi = (Xi1,..., Xik), Xo = 0, mit Werten in der
kombinatorischen Familie F = | JO°  F,,, F,, = {z € N§ : |z| = n}, und den Ubergangswahr-
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scheinlichkeiten .
T + .
T, x+e;) = , 1=1,...,k,
mit dem i-ten Einheitsvektor e; und der tiblichen Schreibweise |z| := Zle x;. Der Zufalls-

vektor X, zahlt also die bis zum Zeitpunkt n € Ny hinzugefiigten Kugeln. Um Verwirrungen
zu verhindern, weisen wir darauf hin, dass manchmal bei diesem Modell auch die vorhandenen
Kugeln gezihlt werden und zum Zeitpunkt n = 1 gestartet wird. Der besseren Ubersicht wegen
lassen wir die Kette beim Zeitpunkt n = 0 starten. Fiir alle n € Ny gilt #IF,, = ("i]jfl), denn
es gibt ("t’f—l) Maoglichkeiten, die n hinzugefiigten Kugeln auf die k verschiedenen Farben zu

verteilen.

SaTz 6.4 Essei X die Polya-Urne mit k Farben.

(a) Eine Folge (z,)neny € FY mit |z,| — oo konvergiert genau dann in der Doob-Martin-
Kompaktifizierung zu X, wenn die Anteile
Tni

lim = q; t=1,...,k,
n—oo |y

konvergieren.

(b) Der minimale und der volle Rand stimmen iiberein und lassen sich mit dem k — 1-dimensio-

nalen Wahrscheinlichkeitssimplex

k
Ay = {(al,...,ak)eRi:Zai—l}
i=1

mit der Topologie der punktweisen Konvergenz identifizieren.

(c) Der fast sichere Grenzwert X, ist Dir(1, ..., 1)-verteilt.

Beweis. Fiir eine Konfiguration ,, = (Zp,1, . . ., Tpn %) zum Zeitpunkt n sind alle Reihenfolgen,
in der die n Kugeln hinzugefiigt wurden, gleich wahrscheinlich. Damit erhalten wir fiir die

(n — m)-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten, n > m, x,, € Fy,,, z,, € Fp, zp, < p,

P(X, =xn | Xon = 2m)

< i )
Tnl —Tm,dy- s Tnk — Tmk

) (wm,l + 1)(xm,1 + 2) IR ST ($m,k + 1)($m,k + 2) c Tk
(m+k)(m+k+1)---(n+k—1) '

Da die Kette deterministisch in 0 startet, erhalten wir insbesondere die Randverteilungen der
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Kette, denn fir z,, € IF,, gilt

n Tn1!l o xp! 1 1
P(X, = = - : = = . 6.2
( n xn) (wn,la . 71-”7’{) k- (n + k- 1) (n-l—:—l) #]Fn ( )

Zu jedem Zeitpunkt n € Ny ist X, auf den Moglichkeiten gleichverteilt. Fiir £ = 2 erhalten
wir somit ein weiteres Beispiel fiir die in Abschnitt 3.1 betrachtete Situation. Fiir eine bessere

Ubersicht kiirzen wir den Multinomialkoeffizienten

Tn Tn,ls---rTnk

n—m m Tn,1\ ... (%Tn,k
P( Xy = 2 | X = 20) = ($"_xm) (xm) = (wml)(n)(zmk)

()

als Riickwirtsiitbergangswahrscheinlichkeiten hat. Gegeben X,, = x,, ist X,,, m < n, multiva-

ab. Auflerdem gilt, dass X

riat (verallgemeinert) hypergeometrisch verteilt mit den Parametern x,, und m (siehe [Kle06,
Beispiel 1.105.(vi)]). Damit erhalten wir fiir den Doob-Martin-Kern Kx

Ky (o 2,) = EEn =20l X =am) _ (o Vo (m+k—1)
myn ]P)(Xn:xn) (:E’n;l) me!...xm’k!
_ (-Tn,l_xm,1+1)"'a7n,1"'(xn,k_xm,k+1)"'$n,kk"’(m+k_1)
m—m+1)(n—m+2)---n Tl X!

Der erste Bruch hat in Zahler und Nenner eine feste Anzahl von m Faktoren, der zweite Bruch
héngt nicht von z,, ab. Fiir eine Folge (z,)nen mit |z,| — oo konvergiert K (z,,, x,,) fur alle

T, € F, wenn die Anteile

Tni

lim

= Oy, i:1,...,/€,
n—oo |y

konvergieren. Um die Notwendigkeit dieser Bedingung einzusehen, reicht es, die £ Einheits-

vektoren e; fiir x,, einzusetzen. Der Doob-Martin-Rand OF zu X lasst sich also mit dem k — 1-

dimensionalen Wahrscheinlichkeitssimplex

k
Ay = {(al,...,ak) ER{? : Zaizl}
i=1

identifizieren. Der erweiterte Martin-Kern ist dann

- ke (mAk—1
Kx(vm,a) = af™" - a,™" (!. ').

Tm,1: " Tm k-
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Die h-transformierte Kette X" mit h = Kx(-,a) fir ein o = (aq,...a;) € Ay hat die
Ubergangswahrscheinlichkeiten fir x,, € F,,, i = 1,... K,

1

n

P(Xpi1 =xn + e | Xn =xp)h(z, +€) = a.
Dies ist die Irrfahrt auf IF mit Parameter a.. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen konver-
gieren die relativen Anteile %X ! fast sicher gegen cv. Der minimale Martin-Rand OF ist also der
volle Martin-Rand JF. Die erweiterten Martin-Kerne K x (,,, @) sind Dichten der Dirichlet-
Verteilung (siehe z.B. [Kle06, Definition 24.25]) mit Parameter (2, 1+1, . .., T, x+1) beziiglich
der Gleichverteilung unif(Ayg), d.h.

Kx(zm,a)(k —1)1*(da) = 1,
Ag
wobei /¥ das k-dimensionale Lebesgue-Maf sei. Nach Satz 2.12 konvergieren also die relati-
ven Anteile der Polya-Urne mit Startbesetzung (x1,. .., zy) fast sicher gegen eine Dir(x; +

1,...,x + 1)-verteilte ZufallsgroBe.

Wir vergleichen auf A, die Teilraumtopologie 7o bzgl. der Standardtopologie auf R mit der
Doob-Martin-Topologie Tpy. Konvergiert eine Folge (o )ien, € AIEO bzgl. 7o gegen o € Ay,
fir i — oo, dh, dass a; ; — «; fiir j = 1,...,k gilt, so konvergiert offensichtlich auch
Kx(xpm, ;) gegen Kx (2, ) fir i — oo fur alle z,,, € F und damit bzgl. 7py;. Konvergiert
umgekehrt K x (2, a;) gegen K x (2, o) fir i — oo fir alle z,,, € F, so auch Kx(ej, ;) =
k- oy gegen Kx(ej,a) = k- oy fari — oo firalle j = 1, ..., k. Daraus folgt, dass c; auch
bzgl. 79 gegen « konvergiert. Die Doob-Martin-Topologie und die Standardtopologie stimmen

also tiberein. O

Zu einer Polya-Urne mit k Farben betrachten wir nun den Prozess Y = (Y;,)nen,, ¥i =
(Yi1,...,Yir), bei dem die Kugelanzahlen absteigend sortiert sind, d.h. Y; = (X;.z, ..., Xi:1).
Der Prozess Y nimmt also Werte in G = | J77 Gy, G, = {x = (21,...,24) € Fy, : 21 >
xg > ... > xp} an, und wir nennen diesen sortierte Pélya-Urne mit k Farben. Es sei ¢ :
F — G die Abbildung, die einen Vektor = € [F absteigend ordnet. Auf der Menge IF,,, n € Ny,

wirkt die symmetrische Gruppe S, indem fiir z,, € ), und 7 € Sy,

W(.fn) = (xn,ﬂ(l)v R 7xn,7r(k))

gesetzt wird. Es sei G,, = 0% / Sk der Quotientenraum von F,, bzgl. Sy. Fir z,,, € F,, und z,, €
F,, m < n, erhalten wir fur beliebiges 7 € Sy und der Tatsache, dass S = {mo7 : ™ € S},

S P(X=m(am) | Xn =an) = Y P(Xp = m(xm) | X = 7(2n)). (6.3)

TESK TESK
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Wegen (6.1) und Satz 6.2 (a) ist Y wieder eine Markov-Kette.
SATZ 6.5 EsseiY die sortierte Polya-Urne mit k Farben.

(a) Eine Folge (Z,)neny € GY mit |Z,| — oo konvergiert genau dann in der Doob-Martin-

Kompaktifizierung zu Y, wenn die Anteile

. -%n,i .
lim — = o4, i=1,...,k,
n—00 |xn|

konvergieren.

(b) Der minimale und der volle Rand stimmen iiberein und lassen sich mit dem k — 1-dimensio-

nalen Simplex
ANk = {(al,...,ak) EAL a1 > ag > ... Zak}

mit der Topologie der punktweisen Konvergenz identifizieren.

(c) Die stetige Erweiterung ¢ : A, — Ay, ist gegeben durch
d)((ala R ,Oék;)) = (a(k:k)v s 7a(k:1))'

Beweis. Aufgrund der Gleichverteilung (6.2) gilt firr die Polya-Urne mit k Farben, dass fir z €
F,, (Z)(:E) =2z,n € Ny,

L(Xn|o(Xn)=2) = U.Ilif({y €Fn : d(y) = ‘%}) (6.4)

Gegeben den Wert von Y, ist X, auf den Urbildern gleichverteilt. Wir merken, dass diese
Eigenschaft im Allgemeinen nicht fiir die h-transformierten Ketten X" erfiillt ist. In diesem
Beispiel ist die obige Eigenschalft fiir alle Irrfahrten mit Parameter o # (%, e %) nicht erfillt.
Aus (6.4) und (6.1) folgt dann firr den Martin-Kern zu Y mit y,, € G, yn € Gy, Ty € Flym],
Ty € Flyn], m < n,

P(Yn = Ym | Yo = yn)
1
#F[ym |P( X, = ) xe%m] ( z | )
1 P(Xm = 2| Xn = z0) (6.5)
= >

#m] o= P(Xm=1)

1
= K yLn ).
#F[ym] :ce]FZ[ym] X(x v )

KY(yma yn) =
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Wegen der Endlichkeit der Summe, dem Permutationsargument wie in (6.3) und Satz 6.4 er-
halten wir, dass der Martin-Kern zu Y genau dann fir eine Folge (yy,)ien mit |yp, | P
— 00

konvergiert, wenn die Anteile

lim 8 — o, i=1,... .k
l—o0 ‘ynl|
konvergieren. Wegen der Ordnungseigenschaft von Y gilt dann auch a1 > as > ... > a.

Der Doob-Martin-Rand lasst sich also mit dem k& — 1-dimensionalen Simplex

Ay ={(a1,...,05) EAp : a1 > ... > oy}

identifizieren. Als erweiterten Martin-Kern erhalten wir

1

Ky (ym @) = #F[ym]

Z Kx(z,a).

xEF[ym]

Nach Satz 6.2 (b) existiert eine stetige Fortsetzung von ¢ auf F, die in diesem Fall offen-
sichtlich durch

d)(Oé) = (a(k:k)7 S 7a(k:1))7 a € OF

gegeben ist. Die Werte in A, werden durch ) absteigend geordnet. Elemente in Ay, fiir die
a; = o, © # j, gilt, haben mehr als ein Urbild - die Abbildung & ist also nicht bijektiv.

Nun zeigen wir, dass die Standardtopologie 7y auf Aj, mit der durch Y definierten Doob-
Martin-Topologie Tpy iibereinstimmt. Dass die Konvergenz in der Standardtopologie die Kon-
vergenz in der Doob-Martin-Topologie impliziert, ist wie in Satz 6.4 offensichtlich. Nehmen
wir also an, dass (o, )nen, € AI,?O bzgl. 7pm gegen ein a € A}, konvergiert. Wir betrachten
die Funktion f : Ay, — E C R¥ mit E := f(A},), die definiert ist durch

k k k
f(ozl,...,ak) = E (7% E aiaj, E aiajal,...,alag'--ak
=1

ij=1 ijl=1

i<j i<j<l
Diese Funktion ist offensichtlich stetig und differenzierbar. Wir wollen zeigen, dass diese Funk-
tion injektiv und nach Definition dann bijektiv ist. Die Umkehrabbildung f~! ist dann wegen
der Kompaktheit von A stetig (Lemma A.6). Seien dazu v = (1, ..., ) und 8 = (B1, ..., Bk)
Elemente aus A mit f(a) = f(). Fassen wir die Argumente von f als Veréinderliche z;, i =
1,...,k, auf, so sind die Komponenten von f die elementarsymmetrischen Polynome vom
Grad k. Diese sind ein Erzeugendensystem fiir den Ring aller symmetrischen Polynome vom
Grad k. Daher ist f(«) = f(8) genau dann, wenn 7w(«) = f fiir ein m € Sy, ist. Wegen der
Ordnungseigenschaft folgt daraus & =  und damit die Injektivitat. Fir j = 1...,k und ein
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o€ A gilt

J )
k(k+1)--(j+k—1)
Ky <Z 62‘,04) = il Z Qr(1) """ Or(j)
i=1

TESE

o k(k+1)- (k- 1) S i,

(_];) 11 <...<1ij

Die Konvergenz der Folge o in der Doob-Martin-Topologie 7py impliziert die Konvergenz von

E Anyip * " O

i1<...<ij

in der Standardtopologie auf F firalle j = 1, ..., k. Wegen der gezeigten Stetigkeit der Funk-
tion f~! folgt hieraus, dass auch v, ; gegen «v; konvergiert, wobei o = (g, . . ., o) der Grenz-
wert in 0G fir n — oo sei. Wir erhalten folglich auch, dass die Doob-Martin-Topologie Tpa

auf OG mit der Standardtopologie 7 iibereinstimmt. O

BEMERKUNG 6.6 Zwei Simplizes bzgl. der Standardtopolgie in R sind affin homéomorph,
wenn sie dieselbe Dimension haben ([Eng89, Corollary, S.413]). Die Mengen OF und 0G sind

also homéomorph, allerdings ist ¢ kein solcher affiner Homdomorphismus, denn z.B. ist

%¢(el)+%§£(€2) = € 7é <;7;707"'70> = (Z;(;el—i_;eQ) .

6.2 Geordnete binire Baume

In diesem Abschnitt wollen wir im Gegensatz zu Beispiel 6.1 eine Abbildung auf binédren Bu-
men beschreiben, die (6.1) erfullt. Dafiir definieren wir fur v = u; ... u € {0, 1}* eine Abbil-
dung ¢, : {0,1}* — {0, 1}* durch

v u L v
ou(v) = ’ (6.6)
up - ug(l — Vg1 Vkg2 .0, u <0,

fir v = vy...v € {0,1}*. Die Abbildung ¢, bildet also das Komplement an der k + 1-
ten Stelle des Wortes v, sofern u (echter) Prifix von v ist. Wir fassen diese Abbildungen zur
Menge ® := {¢, : {0,1}* — {0,1}* : u € {0,1}*} zusammen. Die ¢, € ® lassen sich
auf B hochziehen, indem fir t € B die Abbildung ¢,, auf alle v € t angewandt wird. Diese
Abbildung liefert wieder ein t’ € B, da die Prifixstabilitit invariant unter ,, ist. Anschaulich
gesprochen vertauscht ¢, bei einem bindren Baum t im Knoten u den linken und den rechten

Teilbaum in u. Gehort Knoten w nicht zu t, bleibt ¢ natiirlich unverandert. Hiermit konnen
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wir eine Aquivalenzrelation ~¢ auf B definieren. Zwei Baume s,t € B heiflen dquivalent,
geschrieben s ~¢ t, falls es Abbildungen ¢,,, € ® gibt,7 =1,...,k, k € N, sodass

Puy, © Pup_q o---o<pul($) =t

gilt. Die Menge aller Produkte zusammen mit der Verkniipfung o ist die von ® erzeugte Gruppe
(®). Die Anzahl der internen Knoten ist invariant unter ¢,,, sodass zwei dquivalente binire

Baume die gleiche Anzahl interner Knoten haben. Es sei dann
B, = B, / ~

die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich ® der biniren Bidume mit n Knoten. Wir nennen
dann die Menge B,, der Aquivalenzklassen die Menge der ungeordneten bindren Biaume. Die
Anzahlen (#By,)nen sind die Etherington-Wedderburn-Zahlen (Folge A001190 in Sloane’s
Online Encyclopedia of Integer Sequences). Etherington und Wedderburn definieren #B,,_; als
die Anzahl der verschiedenen Moglichkeiten in einer kommutativen, nicht-assoziativen Alge-
bra A die Potenz ™, x € A, zu zerlegen ([Eth37],[Wed23]). Demzufolge ist - 2% = 22 -z = 2.

Zum Beispiel lasst sich 26 als

faktorisieren. Interpretieren wir - als Aufteilung in linken und rechten Teilbaum und die Héhe

der Potenz von z in den Faktoren als Anzahl der externen Knoten in dem jeweiligen Teilbaum,

so erhalten wir die Bijektion zwischen solchen Produkten und binaren Baumen. Das Kommu-

tieren zweier Faktoren entspricht der Anwendung eines ¢,, € ® auf den bindren Baum. Wire
1

die Algebra nicht-kommutativ, so erhielten wir die Catalan-Zahlen C,, = #B,, = ) (2:)

Die ersten Folgenglieder der Etherington-Wedderburn-Zahlen sind
1,1, 1,2, 3,6, 11, 23, 46, 98, ....

Die Abbildung 6.2 zeigt jeweils einen Vertreter der 6 Elemente aus Bs. Fir die Etherington-
Wedderburn-Zahlen ist keine geschlossene Formel bekannt, aber es existieren asymptotische

Resultate ([Ott48]) und die erzeugende Funktion 7T erfiillt

T(2)? +T(2%)

T(z) = z+ 5

(siehe [Sta99, Exercise 6.52]). Wir wollen nun einen stochastischen Prozess Y = (Y},)ncn mit

Werten in der Menge B definieren. Nehmen wir an, dass Y,, ~ unif(B,,) gilt, so konvergiert
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VANV
S

Abbildung 6.2: Jeweils ein Vertreter der 6 Aquivalenzklassen Bs

Y,,, geeignet normiert, in der punktierten Gromov-Hausdorff-Topologie in Verteilung gegen
den Continuum Random Tree ([MM11]). Es kann aber keine Markov-Kette Y’ = (Y,),,cn mit
Werten in B geben, die die Baume sukzessive aufbaut, indem Blétter angehéngt werden, und
fir die ;! ~ unif(B,,) gilt, denn fiir die rot markierten Vertreter in Abbildung 6.3 gilt wegen
P(Y) = t4| Y4 = t3) = 1, dass aus P(Y{) = 5 schon P(Y} = t4) > 1 folgt.

Es sei X wieder die BST-Kette aus Beispiel 6.1. Wir wollen nun die Abbildung ¢ : B — B
betrachten, die einen bindren Baum auf seine Aquivalenzklasse abbildet. Dazu beobachten wir,
dass durch die Anwendung eines Elementes ¢, € ®,u € {0, 1}* aufzwei Elemente B,, > t,, C
tnt+1 € Bnt1, n € N die Enthaltenseinsrelation beibehalten wird, d.h. ¢, (t,) C @y (tnt1).
Fiir die Randverteilung von X,,, n € N, gilt bekanntermaflen ([SF96, Theorem 6.1]) fir t € B,

Das Produkt der Reziproken der Teilbaumgrofien dndert sich nattirlich nicht, wenn in einzelnen

Knoten linker und rechter Teilbaum vertauscht werden. Daher haben wir

Abbildung 6.3: Ausschnitt eines Ubergangsgraphen einer Markov-Kette auf B
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L(X,|o(X,) =t) = unif({t € B, : ¢(t) =t}), (6.7)

die bedingte Gleichverteilung wie in (6.4). Fir ein Element ¢ € (®), der von ® erzeugten

Gruppe, gilt, dass

Z P(Xp = tn | Xnt1 = tpt1) = Z ]P)(Xn = o(tn) | Xpt1 = ‘P(¢n+1))
tn EB[ty] tn EB[ty]

- Z ]P)(Xn - ¢n ‘ Xn—l—l == (P(ﬂ?n—l-l))a tn c Bny
tn EB[ty]

also ist die Eigenschaft (6.1) erfilllt. Der stochastische Prozess Y := ¢(X) ist nach Satz 6.2
(a) eine Markov-Kette und ¢ besitzt eine stetige Fortsetzung auf den Doob-Martin-Rand 0B.
Wir nennen Y die ungeordnete BST-Kette. Da wir nach (6.7) wie in Abschnitt 6.1 die beding-

te Gleichverteilung fiir die Kette Y haben, hat diese einen Martin-Kern wie in (6.5) und wir
erhalten (vgl. Satz 3.7):

SaTrz 6.7 EsseiY die ungeordnete BST-Kette.

(a) Eine Folge (t,)neny € BY mit |t,| — oo konvergiert genau dann in der Doob-Martin-

Kompaktifizierung zu'Y', wenn eine Folge von Vertretern (t,,)nen, tn, € B[#,] existiert, sodass

#tn(u)
#tn

fiir alle uw € {0,1}* konvergiert.

(b) Es sei M die Menge aller WahrscheinlichkeitsmafSe auf {0, 1}°°. Dann ldsst sich der Doob-
Martin-Rand mit

OB = M/Nq)

identifizieren, wobei zwei MafSe pu,v € M bzgl ~¢ dquivalent sind, falls fiir alle u =
uy - up € {0, 1} gilt, dass entweder ji(Ay) = v(Ay) oder p(Ay) = v(Ay, .y, (1—uy))-

(c) Die stetige Erweiterung ¢ : OB — OB bildet ein Maf3 1 € M auf seine Aquivalenzklasse ab.

BEMERKUNG 6.8 (a) Die Abbildungen ¢,, u € {0, 1}*, aus (6.6) sind in kanonischer Weise
Abbildungen von {0, 1}*° nach {0, 1}*° und wir haben wieder die Gruppe (®), die auf
{0,1}°° wirkt. Ein Element o € OB aus Satz 6.7 (b) ist eine Menge von Maflen. Es sei
i € a.Dann ist v € M genau dann in « enthalten, wenn es ein ¢ € (®) gibt, sodass

u¥ = v gilt.

(b) Wir konnen Y als trickle-down-Prozess auffassen. Fiir Definitionen und Resultate hierzu
siehe [EGW12]. Als gerichteten azyklischen Graphen I betrachten wir analog zur BST-
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Kette den vollstindigen bindren Baum {0, 1}*. Die routing-Prozesse Y* = (Y,*),cn im
Punkt u € {0, 1}* sind sortierte Pélya-Urnen mit 2 Farben.

BEMERKUNG 6.9 Es gibt zahlreiche weitere kombinatorische Markov-Ketten, bei denen die
Doob-Martin-Kompaktifizierung bekannt ist und sich die Frage nach der stetigen Fortsetzung

einer Markov-Funktion ¢ stellt.

(a) Fur kombinatorische Markov-Ketten mit Werten in den Kompositionen einer natiirlichen
Zahl n, bei der im Rickwartsmechanismus die Teile der Komposition relativ zur Gréf3e
verringert werden, ist der Martin-Rand die Menge U/ aller offenen Teilmengen des Inter-
valls [0, 1] ([Gne97]). Ein v € U kann in kanonischer Weise als Vereinigung disjunkter
offener Intervalle aufgefasst werden. Die Abbildung ¢ ordne einer Komposition von n die
zugehorige Partition zu, d.h., die Teile werden der Grofle nach sortiert. Die zugehorigen

Markov-Ketten haben
o0
Ay = {(an)nGN GRI_TI_ T2 >, Zan < 1}
n=1

als Martin-Rand ([Kin78]). Die stetige Fortsetzung bildet ein v € U auf die geordneten
Intervallgrofien ab. Dies kann als infinitesimale Version der in Abschnitt 6.1 behandelten

Poélya-Urne mit k Farben angesehen werden.

(b) Ein analoges Resultat zu (a) ergibt sich, wenn wir Zigzag-Diagramme betrachten. Ein
Zigzag-Diagramm der Grofie n ist ein Diagramm von n Késtchen, bei dem das j-te Kéastchen
rechts neben oder unterhalb des (j—1)-ten Késtchens angefiigt wird. Ein Zigzag-Diagramm
der Grofle n entsteht aus einer Permutation m € S,,, indem wir das j-te Kastchen rechts
anfiigen, falls 7(j) > 7(j — 1) gilt. Andernfalls fiigen wir das j-te Kistchen unterhalb an.
Es sei Zy,, n € S die Menge aller Zigzag-Diagramme mit n Késtchen, Z = |J, | Z,, die
Menge aller Zigzag-Diagramme. Die Abbildung ¢, : S,, — Z, bilde eine Permutation auf
ihr zugehoriges Zigzag-Diagramm ab. Wir nennen zwei Permutationen 7,1 € S,,_1 und
T, € S, kohdrent, falls m,,_1 aus 7, entsteht, indem wir in der Tabellenschreibweise das
Element n 16schen. Ein Zigzag-Diagramm \,_1 € Z,_; ist Vorgénger eines Diagramms
An € Zn, falls es fur eine Permutation m,, € S,, mit (,(m,) = A, eine kohédrente Permutati-
on7,_1 € S,_1 gibt, sodass {,—1(m—1) = A\p—1. Der Rickwirtsmechanismus einer kom-
binatorischen Markov-Kette mit Werten in Z wihlt zufillig und gleichverteilt aus einem
der Vorgénger eines Diagramms A € Z. Der Martin-Rand zu diesem Ubergangsgraphen ist

der metrische Raum

u? = ({(Uy,U,) : Uy und U, sind disjunkte offene Mengen von (0,1)},d),
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wobei fur die Metrik

AUy, U,), (Vi,V})) = sup{ditans (US, VE), ditans (US, VE) }

gelte ([Tar15, Corollary 3]). Die Abbildung ¢ sortiere die Reihen eines Zigzag-Diagramms
der Grofle nach. Wir erhalten dann ein Young-Diagramm. Fiir den zugehorigen Ubergangs-

graphen der Young-Diagramme ist der Martin-Rand durch

AR = {(an),(ﬁn) ERY tar>a> B2/ Y ant B < 1}
n=1
gegeben ([Ker03, Chapter 0.2, Theorem 8]). Die stetige Fortsetzung von ¢ bildet dann U =
(Uy, U,) auf die absteigenden Intervalllingen von U und U, ab.

(c) Offensichtlich ist (6.1) erfiillt, wenn ¢ eine bijektive Abbildung ist. Die stetige Fortsetzung
ist dann eine Bijektion zwischen den zugehdrigen Martin-Rdndern. Zum Beispiel ist die
natiirliche Korrespondenz ¢ zwischen bindren und ebenen Baumen ([Knu69]) eine Bijek-
tion. Aus der BST-Kette wird dann eine Markov-Kette, Harris-Kette genannt. Auch bei
dieser Kette wird beim Ubergang von n nach n + 1 einer der externen Knoten zufillig und
gleichverteilt ausgew&hlt und in einen internen Knoten umgewandelt. Der Martin-Rand

der Harris-Kette ist die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafie auf

(NOO U O (N’“ X {0}00) ,A> = (N, A)
k=0

mit der von den Mengen

oo

A, = {UENOOUU (ka{o}oo) : u<v}, u € N*
k=0

erzeugten o-Algebra A ([EGW12, Theorem 6.1]). Wir erhalten eine stetige Fortsetzung der

Korrespondenz ¢ auf den Martin-Rand der BST-Kette, die einem Wahrscheinlichkeitsmaf3

auf {0, 1}°° ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf (N, .A) abbildet ([Mic15, Satz 5.5]). Dazu brau-

chen wir nur die Urbilder der A,,’s unter der natiirlichen Korrespondenz zu betrachten.



A Hilfsmittel

Satz A.1 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wenn jede Folge in X eine Teilfolge hat, die Cauchy
ist, dann ist X total beschrdnkt.

Beweis. Wenn X nicht total beschrankt ist, dann existiert zu einem ¢ > 0 ein z, sodass
X # Be(xg). Weiterhin existiert ein 1 € X\B(z9), sodass X # B(zg) U B.(z1). Hat
man Iy, . . ., r; gewahlt, so kann man ein 51 € X\ Uf:o Be(z;) wahlen, da X nicht total
beschrankt ist. Die so definierte Folge (xj)ken, kann nach Konstruktion keine Teilfolge haben,
die Cauchy ist. O

Sarz A.2 (KHINCHIN-KOLMOGOROV-KRITERIUM,[KALO2, LEMMA 4.16]) Es sei X1, Xo, ... eine

Folge von zentrierten, unabhdngigen Zufallsvariablen, fiir die

o0

> E(X?) < oo
n=1
gilt. Dann konvergiert > > | X,, P-fast sicher.

LEMMA A.3 (KRONECKERS LEMMA)  Es sei (2, )nen eine Folge von reellen Zahlen und (a,)nen

eine isotone Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit a,, T co. Dann gilt

n=1 =1
KoroLLAR A4 Es sei X1, Xa,... eine Folge von unabhdngigen Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P) und (ay,)nen eine isotone Folge nichtnegativer reeller Zahlen

mit ap, T 00. Dann gilt

n

o0

Xn 1

— ] < = lim — X; —E(X;)) = 0 P-fastsicher.
g:lvar(an) 00 i - 151( i —E(X)) fast sicher.

fir n € N. Diese sind zentriert

Beweis. Wir definieren die Zufallsvariablen Xn = %n()(n)

121
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und wegen
oo B 0 X
E(X2) = —
S E(X2) Zvaf<an> <
n=1 n=1
konvergiert nach Satz A.2 Y > | %ﬂ()@)

Kroneckers Lemma A.3. O

P-fast sicher. Die Folgerung ergibt sich also aus

LEmMMA A.5 Es sei (z,,)nen eine Folge von reellen Zahlen. Dann konvergiert x,, genau dann
gegen einx € R, wenn fiir jede Teilfolge (2, )ren eine Teilfolge (xy,,)ien existiert, die gegen x

konvergiert.

Beweis. Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist offensichtlich. Nehmen wir an, dass die Be-
dingung erfiillt ist, x,, allerdings nicht gegen = konvergiert. Dann existiert ein ¢ > 0, sodass
fur alle n € N ein N > n existiert, fur das |[xny — x| > € gilt. Daher kénnen wir mit ng := 1
rekursiv

ng = min{n > ng_1 : |z, — x| > €}, keN,

definieren. Dann ist (z,, ) ken eine Teilfolge, die nach Konstruktion keine konvergierende Teil-

folge haben kann. O

LEMMA A.6 Es seien X ein kompakter Raum, Y ein Hausdorff-Raum und f : X — Y eine
stetige, bijektive Abbildung. Dann ist f ein Homéomorphismus.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass das Urbild einer abgeschlossenen Menge A C X abgeschlos-
sen unter f ! ist. Da f bijektiv ist, ist das Urbild von A unter f~! gerade f(A). Es reicht also
zu zeigen, dass das Bild abgeschlossener Mengen A C X abgeschlossen ist. Da X kompakt ist,
ist A kompakt und damit auch f(A) C Y. Eine kompakte Teilmenge eines Hausdorff-Raums

ist abgeschlossen. O
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