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Abstract

We consider general quasilinear parabolic equations in one space dimension comple-
mented by a nonlinear dynamic boundary condition, i.e. a boundary condition which
involves a time derivative. We solve an associated linear problem and derive optimal
Schauder estimates in classes of Hdlder continuous functions. This result is used to
obtain a local existence result for the nonlinear problem. Moreover, we establish gener-
alized Bernstein - Nagumo conditions ensuring global in time existence of solutions.

Keywords: Quasilinear parabolic problems, classical solutions, global existence, dy-
namic boundary condition



Zusammenfassung

Wir betrachten allgemeine quasilineare parabolische Gleichungen in einer Raumdimen-
sion komplementiert durch eine nichtlineare dynamische Randbedingung. Wir l6sen
das assoziierte lineare Problem in Klassen Holder-stetiger Funktionen und beweisen
eine optimale Schauder-Abschatzung. Dieses Ergebnis wird benutzt, um die lokale
Wohlgestelltheit des nichtlinearen Problems nachzuweisen. Dariiber hinaus geben wir
verallgemeinerte Bernstein - Nagumo Bedingungen an, die die globale Existenz von
Losungen sicherstellen.

Stichworte: Quasilineare parabolische probleme, klassische Lésungen, globale Existenz,
dynamische Randbedingung
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EINFUHRUNG

Darstellung des Problems. In der vorliegenden Arbeit werden lineare und quasilineare
parabolische Gleichungen mit Zeitableitung in den Randbedingungen im rdumlich eindi-
mensionalen Gebiet (0, 7") x (—[, ) untersucht. Wir betrachten quasilineare Differential-
gleichungen der Art

up — alt, x, u, uy)uyy = f(t, z,u,uy), (t,x) € (0,T) x (=1,1), (D

mit den Randbedingungen
wp £ b(t, £, u, ug)u, = g(t, £, u, uy), t e (0,7), ()

und der Anfangsbedingung
u(0,z) = up(x), x €[], 3)

wobei T',] > 0 fest gewihlte Zahlen und a, f, b, g reellwertige Funktionen auf (0,7) x
(—1,1) x R? bzw. (0,T) x {—I,1} x R? sind. Obwohl diese Gleichungen fiir die ein-
dimensionale Ortsvariable = formuliert sind, bezeichnen wir die Ortsableitung u, auch
als Gradienten. Unser Hauptaugenmerk ist auf die Frage gerichtet, unter welchen Vor-
aussetzungen (1), (2), (3) globale klassische Losungen besitzt. Der Weg zur Antwort auf
diese Frage fiihrt iiber die Untersuchung des zu (1), (2), (3) korrespondierenden linearen
Problems, der lokalen Losbarkeit von (1), (2), (3) und die Herleitung geeigneter a-priori
Abschitzungen. Das Studium dieser Teilaufgaben haben im wesentlichen den Verlauf und
die Struktur dieser Arbeit bestimmt. Die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit konnten fiir
die allgemeine Randbedingung (2) formuliert werden, allerdings mussten wir uns bei ei-
nigen Aussagen auf die Randbedingung

wg + b(t, £, u)u, = g(t, £, u), te (0,7, (2a)

mit gradientenunabhéngigen Nichtlinearitdten beschrinken, die offensichtlich einen Spe-
zialfall von (2) darstellt. Deshalb werden wir liberwiegend vom Randwertproblem (1),
(2), (3) sprechen, es sei denn, das gegebene Resultat ist nur fiir die Randbedingung (2a)
giiltig.

Die rasante Entwicklung der Theorie von linearen und nichtlinearen elliptischen bzw.
parabolischen Differentialgleichungen (zweiter Ordnung) in den vergangenen Jahrzehn-
ten hat in vielen Klassikern [1], [16], [21], [24]-[26] ihren Niederschlag gefunden. Viele
Aussagen in diesen Werken sind vor allem am Beispiel von Dirichlet- bzw. Neumann-
Randbedingungen und entsprechenden Verallgemeinerungen sowie dem Cauchy-Problem
formuliert worden, gleichwohl die verwendeten Methoden sich oft auf ein viel breiteres
Spektrum von Randwertaufgaben anwenden lassen. Die Randbedingungen vom Typ (2)
unterscheiden sich von den obengenannten durch die darin enthaltene Zeitableitung. Sie
sind in der Literatur meistens als dynamische Randbedingungen (,,dynamical* bzw. ,dy-
namic boundary conditions*) bekannt. Gelegentlich [22], [8] findet man sie aber auch
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unter dem Namen (verallgemeinerte) Wentzell- oder einfach die Zeitableitung enthal-
tende Randbedingung (russischsprachige Literatur). Sie tauchen in verschiedenen Zu-
sammenhingen auf, wie gewissen Prozessen des Wirmeaustausches [10], mathemati-
scher Modellierung chemischer Reaktoren [13], Linearisierung des (Einphasen) Stefan-
Problems [3] etc. Diese Aufzihlung ist bei weitem nicht vollstdndig. Fiir einen ausfiihr-
licheren Uberblick naturwissenschaftlicher Prozesse bzw. mathematischer Fragestellun-
gen, die zu solchen Randwertproblemen fiihren, verweisen wir auf [13] und die darin an-
gegebene Literatur. Eine ausfiihrliche physikalische Herleitung der dynamischen Randbe-
dingungen als eine Verallgemeinerung der Wentzell-Randbedingungen fiir Wiarmeleitungs-
und Wellengleichungen finden wir in [22]. Das folgende Beispiel, das eine eindimensio-
nale Version des physikalischen Modells aus [10] ist, demonstriert, wie die Zeitableitung
fiir die Beschreibung eines Randprozesses bei einem Wirmeaustausch zwischen zwei
Medien involviert wird.

Physikalisches Modell. Wir betrachten Warmediffusion in einem eindimensionalen Stab
(2 mit einer (vernachldssigbar) diinnen, gut wirmeleitenden Umrandung {2;. Man stelle
sich etwa einen mit einer Fliissigkeit gefiillten Zylinder vor, der an beiden Enden durch
eine diinne Metallscheibe verschlossen ist, deren Warmeleitfahigkeit die der Fliissigkeit
erheblich iibersteigt. Sei u(t, z) die Temperaturverteilung und f (¢, z, u) eine Warmequel-
le innerhalb des Stabes.

Metall Metall
Q1-] . . Q1
Fliissigkeit +
v(t) | § u(to) ° T~

Die Temperaturverteilung innerhalb des Stabes geniigt bekanntlich der Warmeleitungs-
gleichung

w(t, x) — (a(t, v, u)uy), = f(t,x,u),

wobei a der Warmeleitungskoeffizient ist. Dabei haben wir hier angenommen, dass so-
wohl der Wirmeleitungskoeffizient als auch die Quellenstérke nicht nur von Zeit und Ort,
sondern auch von der Temperatur abhéingen.

Um die Randbedingung herzuleiten, betrachten wir den rechten Rand von (). Wir neh-
men an, dass die Wirme durch den Rand von (2 flieBend in 2; akkumuliert wird. Ferner
wird angenommen, dass {2; so diinn ist, dass die dort produzierte bzw. dorthin geflossene
Wirme sofort gleichmifBig umverteilt wird, was mathematisch bedeutet, dass die Tem-
peratur v in €2; zu jedem Zeitpunkt ¢ in der Ortsvariable x konstant ist. So ist die im
Zeitintervall [t,t + At] in ; akkumulierte Energie A E einerseits proportional zu dem
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Unterschied der Temperatur zu gegebenen Zeitpunkten, d.h.
AFE = Clo(t+ At) — v(t)],

mit einer positiven Konstante C, die von Materialeigenschaften (genauer: von der Wirme-
kapazitit) des Mediums in €2; abhidngt. Andererseits gilt

t+AL t+At

se= [ setuyde+ [ g

t t
wobei J der Wirmefluss durch den Rand von €2 und g eine sich in €2, befindende Wirme-
quelle ist. Ferner ist es physikalisch sinnvoll, anzunehmen, dass sich der Wirmefluss J
(aus bzw. in €2) proportional zum Temperaturgradienten u, auf dem Rand von €2 verhilt,
d.h.

J(t, 1) = =b(t, 1, u)u.(t,1),
wobei b die Wiarmeleitfahigkeit des Randes von €2 ist. Das Einsetzen in die obigen Glei-
chungen liefert zunéachst

N t+At
CU(HAAti—U(t):ALt( / —b(&, 1 u)u, (€, 1) dE + / g(élv(ﬁ))df)»

t t

und mit At — 0 ergibt sich
Cuy(t) = —=b(t, I, u)ug(t,1) + g(t, v(t)).
SchlieBlich nehmen wir an, dass auf dem Rand von 2 die Temperatur der beiden Medien
ibereinstimmt, d.h.
u(t,l) = v(t).
Daraus erhalten wir die Randbedingung
Cuy(t,1) = =b(t, L, u(t,1)u.(t, 1) + g(t,u(t,1)).

Da (' eine positive Konstante ist, entspricht diese Gleichung offensichtlich der Randbe-
dingung (2a).

Einordnung der erzielten Ergebnisse. In den vergangenen Jahrzehnten wurden ver-
schiedene Aspekte von Randwertaufgaben mit dynamischen Randbedingungen durch An-
wendung unterschiedlicher Techniken untersucht, wir konnen hier nur einige von diesen
Arbeiten erwidhnen [3]-[11], [13], [22]. Mit Hilfe der Theorie der Operatorhalbgruppen
wurden Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen sowohl fiir die Modellgleichungen [23], als
auch fiir allgemeine lineare und nichtlineare Gleichungen bewiesen [10], [13], [29]. Ein
anderer klassischer Zugang zu linearen Differentialgleichungen, der auf der Berechnung
des Losungspotentials fiir die korrespondierende Modellgleichung mit Hilfe der Fourier-
Laplace Transformation (und anschlieender Konstruktion eines Regularisators) basiert
[25, Kap. 4], fand fiir dynamische Randbedingungen in [8], [9], [37], [4] Anwendung.
In [37] wurden zudem 2D-Gebiete mit Ecken betrachtet. In verschiedenen Arbeiten [38],
[33], [8] ,[5] wurde der Zusammenhang zwischen dem Vorzeichen des Koeffizienten b
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in dynamischen Randbedingungen vom Typ (2) und der Wohlgestelltheit der Aufgabe
diskutiert.

Mehrere Autoren [10], [11], [13]-[15], [18], [19], [29], [31] haben sich mit der globalen
Losbarkeit sowie damit zusammenhidngenden Fragen wie a-priori Abschidtzungen bzw.
Blow-up Phinomenen beschiftigt. Fiir quasilineare (elliptische bzw. parabolische) Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung besteht ein klassischer programmatischer Ablauf,
ndmlich a-priori Abschétzungen, die fiir den Nachweis der globalen Existenz notwendig
sind, zu gewinnen, bekanntlich [25], [21], [26] aus

e Abschitzung des Absolutbetrages der Losung,
e Abschitzung des Absolutbetrages des Gradienten der Losung,
e Abschitzung einer geeigneten Holdernorm des Gradienten der Losung.

Dabei liefern fiir die Durchfiihrung des ersten und dritten Schrittes das Maximumprinzip
bzw. das De Giorgi-Nash Theorem iiber Holderregularitit von Losungen linearer Diffe-
rentialgleichungen die theoretische Grundlage, wihrend es fiir den zweiten Schritt keinen
solchen Standardweg zu geben scheint. Dadurch ist die Abschidtzung des Absolutbetra-
ges des Gradienten der schwierigere Teil beim Beweis der globalen Existenz. Bekannt
ist allerdings, dass fiir Gleichungen vom Typ (1) diese Abschétzung durchgefiihrt werden
kann, wenn man das Wachstum der rechten Seite f(¢,x, u,u,) fiir |u,| — oo geeignet
einschriankt. Dabei kann in ,,guten Fillen fiir die rechte Seite ein Polynom mit einem
kritischen Exponenten als Kriterium fiir das Langzeitverhalten der Losung angegeben
werden, was bedeutet, dass, wenn die rechte Seite langsamer als dieses Polynom wichst,
max |u,| abgeschitzt werden kann. Andernfalls kann man einen Blow-up (des Gradien-
ten) in endlicher Zeit nachweisen.

Den Ausgangspunkt fiir unsere Untersuchungen bilden die Resultate aus [10] und [36].
In [10] wurden Kriterien fiir die Existenz globaler klassischer Losungen fiir die Rand-
wertprobleme vom Typ (1), (2a), (3) untersucht. Es wurde gezeigt, dass, wenn die rechte
Seite f(t,x,u, Vu) nicht schneller als |Vu|'™® wichst, mit @ € [0,1) im semilinearen
und o = 0 im quasilinearen Fall, dann das maximale Existenzintervall [0, ¢") nur dann
endlich ist, wenn der Absolutwert der Losung fiir ¢ — ¢+ explodiert. AuBerdem zei-
gen die Autoren, dass, wenn die rechte Seite schneller als |Vu|2+a wichst, die Losung
einen (reinen) Gradienten Blow-up in endlicher Zeit entwickeln kann, d.h. das folgende
Verhalten der Losung moglich ist: Der Absolutwert der rdumlichen Ableitung der Losung
explodiert in endlicher Zeit, wihrend der Absolutwert der Losung beschrinkt bleibt. Das
gleiche Verhalten der Losung, im Fall, dass die rechte Seite f eine Singularitit enthilt,
wurde in [31] gezeigt.

Fiir die quasilineare parabolische Differentialgleichung vom Typ

u — a(t, x,u, Du)D;ju = f(t,x,u, Du)

ist gut bekannt (vgl. [25, Kap. VI, §3], [26, Kap. 10], [32, Kap. 35]), dass das quadratische

Wachstum der rechten Seite im Gradienten, genauer des Quotienten £ gz%’ ; fiir [p| — oo,

eine nahezu optimale Voraussetzung darstellt (zumindest im Falle von Dirichlet- oder
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Neumann-Randbedingungen), unter der eine globale a-priori Abschitzung des Absolut-
wertes des Gradienten moglich ist. Eine scharfe Formulierung dieser Wachstumsbedin-
gung erreicht man, indem man die das Wachstum beschrinkende Funktion als Losung
einer geeigneten gewohnlichen Differentialgleichung sucht (vgl. (4.13)) und somit deren
Integraldarstellung bestimmt. Daraus ergibt sich etwa die Forderung

f(t,z, u,p) ’
5
| < D, )
wobei ¢ eine positive Funktion ist mit
+oo§d€
- = (©)
¥()

Man beachte, dass die Funktion v sogar schneller als quadratisch wachsen kann und trotz-
dem die Bedingung (6) nicht verletzt (vgl. Bemerkung 4.2 a)). Diese Voraussetzung, auch
als Bernstein-Nagumo Bedingung bekannt, scheint ihren Ursprung in den Arbeiten [7]
und [30] zu haben, wo sie als Kriterium fiir die Existenz globaler Integralkurven der
gewohnlichen Differentialgleichung

y' = flz,y,y)

auftaucht. Die Bedingung ist scharf in dem Sinne, dass ihre Verletzung in verschiede-
nen Situationen zu einem Gradienten Blow-up fiihren kann [10], [32], vgl. dazu auch
den einfiihrenden Teil in [36] sowie die dort angegebene Literatur. Allerdings konnte im
Falle der Gleichung (1), d.h. wenn die Raumvariable eindimensional ist, die Bedingung
(5)—(6) mit Hilfe der Methode der Verdoppelung der Variable abgeschwicht werden [36].
Ferner ist auch bekannt, dass das Langzeitverhalten einer Losung auch durch die gege-
bene Randbedingung beeinflusst werden kann [32]. Ausgehend hiervon haben wir unsere
Untersuchungen mit den folgenden Fragestellungen gestartet:

e Unter welchen (zusitzlichen) Voraussetzungen ist die Bernstein-Nagumo Bedin-
gung (5)—(6) fiir die globale Abschitzung des Gradienten von beschriankten, klas-
sischen Losungen von (1), (2), (3) bzw. (1), (2a), (3) hinreichend?

e Kann bei der Abschitzung von max |u,| die Bernstein-Nagumo Bedingung auch
fiir die Randwertprobleme mit dynamischen Randbedingungen abgeschwicht bzw.
ersetzt werden?

e Kann die Abschitzung von max |u,| auch durchgefiihrt werden, wenn man dyna-
mische Randbedingungen an einem Ende des Intervalls (—[, /) mit ,klassischen®
Randbedingungen an dem anderen Ende kombiniert?

e Unter welchen Voraussetzungen fiihren die a-priori Abschitzung des Gradienten
zu globaler Existenz der (klassischen) Losungen von (1), (2), (3) bzw. (1), (2a),
(3)?

Die Antworten auf die ersten drei Fragen findet man in den Theoremen 4.1, 4.3 und 4.5,
vgl. auch die Bemerkung 4.4. Die Untersuchung der globalen Losbarkeit der gestellten
Probleme erstreckt sich gewissermal3en iiber die ganze Arbeit. Das Problem haben wir
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fiir (1), (2a), (3) vollstindig und fiir (1), (2), (3) zum wesentlichen Teil gelost (mehr dazu
unten).

Wie oben schon erwihnt, basiert die Methode, die wir fiir den Beweis der Theoreme
4.1,4.3 und 4.5 verwendet haben, auf der Verdoppelung der Raumvariable, die zum ersten
Mal in [28] vorgeschlagen wurde. Diese Methode wurde in den Arbeiten [34]-[36] wei-
terentwickelt und auf die Gleichung (1) im Falle homogener Dirichlet-, Neumann- oder
gemischter Randbedingungen angewandt. In Theorem 4.1 konnten wir dieses Verfahren
nach einer geeigneten Modifizierung erfolgreich auf das Problem (1)—(3) anwenden. Da-
bei erforderte die Inklusion der Randbedingung (2) die neuen Wachstumsbedingungen
(4.6)—(4.9).

Der Beweis ist so konstruiert, dass man den Gradienten im Inneren und auf dem Rand
des betrachteten Gebiets gewissermallen separat abschitzt. Daher ist es auf eine einfa-
che Weise moglich, Theorem 4.1 mit den Resultaten von [36] zu kombinieren, und somit
die Gradientenabschitzung fiir die Gleichung (1) auch dann durchzufiihren, wenn sie an
einem Ende des Intervalls (—/,1) die dynamische Randbedingung (2) und an dem ande-
ren Ende Dirichlet-, Neumann- oder gemischte Randbedingung erfiillt. Fiir die homogene
Dirichlet- Randbedingung haben wir es im Theorem 4.5 explizit formuliert. Dieses Resul-
tat ist insbesondere interessant, da in diesem Fall die Verletzung der Wachstumsbedingung
(5)—(6) zwangsldufig einen Blow-up des Gradienten nach sich zieht (vgl. die Bemerkung
4.6). Somit ist die Wachstumsbedingung an f von Theorem 4.5 offensichtlich scharf.

SchlieBlich konnten wir in Theorem 4.3 dhnlich wie in [36] auf die Wachstumsbedin-
gungen an f bzw. g fiir eine gewisse Klasse von Funktionen verzichten: Die Abschitzung
des Gradienteg bleibt giiltig, wenn man die rechte Seite in (1) bzw. (2) jeweils um einen
Summanden f(t,z,u, u,) bzw. g(t,z,u, u,) erweitert - Funktionen, die zwar beliebig
schnell in |u,| wachsen konnen, jedoch gewissen Homogenititsbedingungen unterliegen
(vgl. (4.41)—(4.43)). Dabei sind die Bedingungen (4.41) schon aus [36] bekannt, wahrend
(4.42) und (4.43) durch die Randbedingung (2) bedingt und somit neu sind. Ausgehend
aus dem oben vorgestellten physikalischen Modell des Wirmeaustausches lassen sich
diese Bedingungen auch leicht physikalisch interpretieren: Das Explodieren des Tempe-
raturgradienten auf dem Rand des betrachteten Gebietes ist nicht moglich, falls die Diffe-
renz zwischen den internen und externen Wirmequellen ausgleichende Wirkung auf den
Temperaturanstieg (-abfall) hat.

Die Gradientenabschidtzungen der Theoreme 4.1, 4.3 und 4.5 spielen eine Schliissel-
rolle im Beweis der globalen Existenz der jeweiligen Randwertaufgabe. Wie oben schon
erwihnt, haben wir das entsprechende Existenzresultat fiir das Problem (1), (2a), (3) in
Theorem 4.10 formuliert, dessen Beweis iiber die ganze Arbeit verteilt ist. Darauf gehen
wir im nédchsten Abschnitt ausfiihrlicher ein.

Aufbau der Arbeit. Die Arbeit besteht aus vier Kapiteln. Das erste Kapitel hat einen
Hilfscharakter. Hier werden die Notation festgelegt, begriffliche Vereinbarungen getroffen
sowie die parabolischen Holderrdaume, die den funktionalanalytischen Rahmen fiir unsere
Untersuchungen bilden, eingefiihrt und einige wichtigen Eigenschaften angefiihrt.



Im zweiten Kapitel betrachten wir das mit (1), (2), (3) assoziierte lineare Problem (2.1)—
(2.3). Als Hauptresultat dieses Kapitels beweisen wir in Theorem 2.1 die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung dieser Randwertaufgabe im Holderraum C'*227%(Qr) und
eine entsprechende Schauder-Abschitzung. Dabei haben fiir den rigorosen Beweis dieses
Theorems einige Ergebnisse aus [8] eine wesentliche Rolle gespielt.

Durch eine Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes beweisen wir im dritten
Kapitel in Theorem 3.1 unter zusitzlichen Strukturbedingungen (3.1)—(3.2) an a, f, bund
g die Existenz einer lokalen Losung von (1), (2a), (3), d.h. die Existenz einer Losung in
u € CY22((0,¢) x (=1,1)) fiireine > 0 und o € (0,1). Ausgehend von dieser Aus-
sage beweisen wir in Theorem 3.2 die Existenz einer C'*2-27*-Lgsung von (1), (2a), (3)
im ganzen Gebiet (0,7") x (—I,1) fiir ein vorgegebenes, beliebiges 7' > 0, vorausgesetzt,
man kennt eine a-priori Schranke fiir die geeignete Holdernorm des Gradienten, genauer

.. (1+%,2+a)
fir |u. g, * :

Diese Holder-Abschitzung fiir die Losung des allgemeinen Problems (1), (2), (3) fithren
wir im letzten Kapitel in Theorem 4.7 durch. Dieses Theorem beweisen wir, nachdem wir
die a-priori Abschitzungen fiir max |u,|q,., auf die wir bereits oben eingegangen sind,
gewonnen haben. Auflerdem bestimmen wir in Theorem 4.9 die a-priori Schranke fiir
max |u| (die bis dahin immer als gegeben angenommen worden ist) der Losung von (1),
(2a), (3), unter zusitzlichen Wachstumsbedingungen an f und g. Schlielich fassen wir
alle Resultate iiber das Problem (1), (2a), (3) in Theorem 4.10 zusammen, indem wir
Bedingungen fiir die globale Existenz der Losung dieser Aufgabe angeben.
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1. NOTATION, LOSUNGSBEGRIFF, FUNKTIONENRAUME, HILFSRESULTATE

Fiir ein Intervall () C R und ein ¢ > 0 sei

Q= (0,t) x Q
und
Si(Q) = (0,1) x 9Q.

Ist aus dem Kontext klar, beziiglich welchen Intervalls ) die Menge S;(Q)) zu verstehen
ist, so schreiben wir der Einfachheit halber stets S; = S:(Q).
Ist ferner

Q= (=1,1),
so sind (1) und (2) formuliert in

QT = (OaT) X Q>

bzw.
ST = (O,T) X {—l,l}

Wo keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, schreiben wir die Argumente der Funk-
tionen nicht explizit hin, z.B.

a(t, T, u, Uz )Ugy := a(t, x, u(t, ), ug(t, ) ) Uy (t, x).

Die Schreibweise (¢, £1) in (2) bzw. (2a) bedeutet, dass diese Randbedingung aus zwei
Gleichungen auf (0,7") x {—{} und (0,7") x {l} besteht. Fiir eine Funktion, definiert
auf S, wird die jeweilige Norm (Halbnorm) als Maximum dieser Norm (Halbnorm) an
beiden dieser Rinder verstanden. So ist z.B.

(b(-, £, ), ug (-, £1)) f;f
= max {<b(., Lt =), g, =D)) oy o (b Lult 1), ug(, l>>>§§})}

(die Definition von < . >ESC)T) folgt unten in diesem Abschnitt).

Ferner verstehen wir unter einer (klassischen) Losung des gestellten Problems immer
eine im klassischen Sinne differenzierbare Funktion, die die jeweilige Gleichung bzw.
Randbedingung punktweise erfiillt. So ist z.B. die Funktion u eine Losung des Problems
(1), (2), (3), falls u € CH2(Qr) N C(Qyr), die Ableitungen u, und u, stetig fortsetzbar auf
St sind und v die Gleichungen (1), (2), (3) punktweise erfiillt.

Wie schon erwihnt, bilden parabolische Holderrdume den funktionalanalytischen Rah-
men in dieser Arbeit. Wir erinnern deren Definition und einige wichtige Eigenschaften.
Dabei beschrinken wir uns hier auf den rdumlich eindimensionalen Fall, bemerken aber,
dass mit geeigneten Regularitdtsforderungen an das Gebiet diese Definitionen und die
meisten Eigenschaften auch fiir zylindrische (vgl. z.B. [8], [25, Kap. 1] oder [27, Kap. 8])
oder auch allgemeinere (vgl. [26, Kap. 4]) Gebiete des R"*! giiltig sind.



11

Fiir ein Intervall Q C R und Zahlen k& € Nund « € [0, 1) bezeichnen wir mit C*7*(Q)
den Raum aller reellwertigen, k-mal stetig differenzierbarer Funktionen auf @), fiir die die

Norm
k+a) i o
[ulgy ™ =" [Dulog + [ulfy’
i<k

endlich ist, wobeli

|ulo,q := suplu()],
z€Q

W]’ =0, falls a=0,
und

o Di —Di
[u]ég) = Z sup | Du(z) au(y)|7 falls « € (0,1).
=k TYEQ |z —yl
Die parabolischen Holderrdume C“2*#+2(Q7) fir T > 0, k € Nund a € (0,1)
definieren wir nun als Menge der Funktionen mit endlicher Norm

. . ( k4o k+0¢)
= Y |DIDiulg, + ()2 T, (1.1)

2jo+i<k

ulg? " =

wobel, falls £ = 0,

(5,2) (%) a
(W™ = (u), 5+ ()%

mit
(5) (3) (@) (o)
‘= sup bzw. (u), .= sup |u(t,- ;
(u), Q7 xEQ[ u(-,x )](O,T) (u) Qr te(O,T)[ ()]0
und, falls k > 1,
(k+a k+a) ( ) +a)
(o, = > (DI'Diuwyg" + > (DIDju) tch- (1.2)
2jo+j=Fk 2jo+j=k—1

In dieser Arbeit ist meistens k£ € {0, 1,2}, deshalb schreiben wir diese Spezialfille hier
explizit aus:

(3.a) (5,2)
|U|Q2T = |u|07QT + < >Q2T ) (1.3)
(Tvl+a) _ (%704) (HTQ)
|ulg, = lulo.or + |ualo@r + (ua) gy~ + (W) g, (1.4)

24« (5.2)
|ulg, =lulo.r + |ualo@r + [tazlo.or + [utlogr + (taz) gy

(5:0) (%) (1.5)
+(ug,  + (Ua)y gy -
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Bemerkung 1.1. Da die (globale) Holder-Stetigkeit die gleichmdpflige Stetigkeit impli-

ziert, kann eine auf einem Gebiet Holder-stetige Funktion, auf den Rand dieses Gebiets

eindeutig stetig fortgesetzt werden. Somit folgt aus den obigen Definitionen offensichtlich,
Skt (Or) ist, so ist

dass, fallsu € C 2
D)’Diu e C(Qr), fir 2jo+j<k

Bemerkung 1.2. Der zweite Summand in (1.2) und folglich auch der letzte Summand in
(1.4) bzw. (1.5) ist iiberfliissig (vgl. [26] Seite 46 und [27], Aufgabe 8.8.6), da die folgende
Abschditzung giiltig ist:

(7L j ] a/2,a
> (DPDIuyg, <culo,+ 3o (DPDInG.

2jo+|jl=k—1 2j0+|j|=k

Allerdings lassen sich durch die Inklusion von diesem Term in der Definition einige Rech-
nungen bequemer aufschreiben.

Wir werden unten Holder-Seminormen fiir Produkte mehrerer Holder-stetiger Funk-
tionen abschitzen. Dabei verwenden wir eine einfache Rechenregel, die man wie folgt
herleiten kann. Sei () C R ein Intervall, o € (0,1) und f;,f2 € C*(Q). Dann folgt aus

1@ (@) = h) LW [A@1E) = LW+ 1LG)IA(E) — [y

|z =yl |z —y|o
dass
[flfﬂQ < ‘fl‘QQ [fﬂQ + ‘f2‘07Q [fl]Q- (1.6)
Es ist klar, dass man diese Rechenregel durch Induktion auch auf Produkte von mehr

als zwei Funktionen verallgemeinern kann, und dass sie auch fiir die Seminormen (u)S‘T)

giiltig ist, d.h.
<ka> < Z (4705 Hfz OQ) (1.7)
z;ék

Folgende Interpolationsungleichungen, genauer deren multiplikative Versionen (vgl.
(1.9)), werden wir oft in unseren Berechnungen benutzen. Wir formulieren sie hier fiir
unseren Spezialfall Q2 = (0,7") x (—I,[), obwohl sie auch fiir geeignete zylindrische
Gebiete des R™*! giiltig sind.

Theorem 1.3. Es gibt eine Konstante ¢ = c(l), so dass fiir jedes € > 0 und jede Funktion
u € CYF22(Qy) gilt

Juclogr < elur)i™ + ce™% lulo.gr
(1+“ 24a)

[tz |o,gr < e(u +cs_5 ulo.0r
g; P 4 e [ufo,00 (1.8)
(1+5,2+a)

+ ce~(Ha) [u|0.Qps

+2.2+
T

e(w)g,
|ux|o QT < e(u)
(uadis,” < e(ubgr
(g, <efu)

(1 ) _a
elu Q +ce 2 |U|O7QT.
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Beweis. Fiir den Beweis siehe [27], Theorem 8.8.1. ]

Da die obigen Ungleichungen fiir jedes ¢ > 0 gelten, konnen durch geschickte Wahl
dieser Zahl die folgenden multiplikativen Interpolationsungleichungen leicht bewiesen
werden.

Korollar 1.4. Es gibt ein c = c(1), so dass fiir jedes u € C*t22+%(Qr) gilt

[utlo.0r + [tazo,gr < CU224/rj+a Ul 2/(24a)

|ux|OQT < CU21_{_02{+OC Ul 1/(24a)

Y

Y

(1.9)
<ux>( < CU21+a /(2+a) U-&—(l+o¢)/(2+o¢)7
<U>( 2 U;—{;-l—a Ul a/(2+a)’
1+4 5 2+a)

wobei Uy := |ulo.q, und Uzyo = (u) g,
Beweis. Seiu € C'75:27%(Qr). Laut Theorem 1.3 gibt es ein ¢ = c(I) mit
lutlo.or < ca+ Ceab,

wobei a := <ut)(2’ und b := |u|o g, Diese Ungleichung ist fiir beliebiges ¢ > 0 giiltig.
Wir setzen ¢ := (%) 7% und erhalten

|“t|onT§a(2)2+a+ b(b)";

a
2 . _a 2 ., _a
= q2+«a b2+a —I— ca2ta b2+a

=(1+ c)a%iab(l_%ia)

_ 1 (%,0)\ 7ha (1-5%3)
= ( +c>(<ut>QT )" (1uboar )
<(1+QUEZT, .

Durch das Einsetzen des gleichen ¢ in die zweite Ungleichung von (1.8) konnen wir
|tz0,0, genauso abschitzen, und wir erhalten die erste Ungleichung von (1.9). Die Wahl
eines geeigneten ¢ liefert auch die restlichen Ungleichungen. Ein passendes € kann gefun-
den werden, indem die jeweilige rechte Seite in (1.8) als Funktion von € minimiert wird

(vgl. auch [27, Aufgabe 8.8.2]). ]
Bemerkung 1.5. Laut (1.9) kann man alle Summanden der Norm | - |( 251 s auf
1+

(u), QT) gegen Uy und U, interpolieren. Nach Bemerkung 1.2 ist die Abschditzung die-
1+
ser Halbnorm iiberfliissig. Da wir aber spdter genau wissen miissen, wie <U>§7QT) ge-

1+ 24a) | . , e
gen |ulo g, und (u)égT 22+e) interpoliert werden kann, fiihren wir hier diese Rechnung
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ausfiihrlich durch. Seien zundichst (t,z), (s,z) € Qr. Dann folgt, falls |t — s| < 1, aus
dem Mittelwertsatz und der ersten Ungleichung in (1.9), dass
lu(t,x) —u(s,x)| _ |u(t,x) —u(s, x|
|t — S|1+Ta - |t — s
und, falls |t — s| > 1, dass
u(t,z) — u(s, x)|

[t — 5|72

< |ugogy < cUgiet U, 2/

< |U(t,l’) - U(S,l’)| < 2U0

Folglich ist

1fa « — a
() g < cUZ @y =2t Loy, (1.10)

SchlieBlich wollen wir hier noch bemerken, dass in Kapitel 2 eine zusitzliche Notation
verwendet wird, die wir in Abschnitt 2.1 vereinbaren.
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2. LINEARE GLEICHUNG

In diesem Kapitel betrachten wir die lineare Randwertaufgabe

up — alt, T)ug, = f(t, ), (t,z) € (0,T) x (=1,1), 2.1
ug + b(t, £)u, = g(t, +1), t e (0,7), (2.2)
u(0, ) = up(x), x e [=11]. (2.3)

Wir werden beweisen, dass unter Voraussetzung gleichmifiger Parabolizitit, geeigneter
Kompatibilitéts- und Regularitidtsbedingungen und einer Vorzeichenbedingung an b, die-
ses Problem im Holderraum C'+2-2+%(Q;) eindeutig 16sbar ist. Bevor wir diese Aussage
als ein Theorem formulieren, treffen wir geeignete Annahmen.

Da wir den rdumlich eindimensionalen Fall betrachten, kann man sowohl die gleichmé&Bi-
ge Parabolizitit als auch die geeignete Vorzeichenbedingung an b auf eine einfache Weise
dadurch fordern, dass es positive Zahlen ¢, €5, &1, & gibt, so dass

0<e < a(t,m) < &, (t,l’) € Qrp, 2.4)
und
0<ey<b(t,+]) <&, te(0,T) 2.5)

Ferner bemerken wir, dass, falls eine Funktion u € C 172(§T) das Problem (2.1)-(2.3)
im klassischen Sinne 16st, sich die Zeitableitung u; in den Eckpunkten (0, £/) sowohl
aus der Rand- als auch aus der Anfangsbedingung bestimmen ldsst. Deshalb ist offen-
sichtlich, dass fiir die klassische Losbarkeit von (2.1)-(2.3) in C''*2:27%(Q) folgende
Kompatibilititsbedingung erfiillt sein muss:

(vgl. Bemerkung 1.1).

Nun konnen wir unter diesen Voraussetzungen das Hauptresultat dieses Kapitels for-
mulieren.

Theorem 2.1. Fiir ein o € (0,1) seien a € C2*(Qp), b € C 2 (Sy) und die Be-
dingungen (2.4)—(2.5) seien erfiillt. Dann existiert fiir die Funktionen f € C2°(Qy),
g € C’HTQ(ST) und ug € C*t%(Q), falls sie der Voraussetzung (2.6) geniigen, eine ein-
deutige Losung u € CY2:27%(Qy) des Problems (2.1)~(2.3) mit u, € C 2% (Sy), und es
gibt eine Konstante
_ (5.@) (45
C(T) _C(T751>€27|a|QT v|b|ST )7

so dass

(145 .2+0) (%) (5.@) 2+a (%)
ulg,, 2 + |uel g, " < e(T) (I +|uo|§j,l)>+|g|3; ), (2.7

wobei c(T') eine (exponentiell) wachsende Funktion von T ist.

Bemerkung 2.2. Die Behauptung des obigen Theorems fiir den Fall von Raumdimensio-
nen strikt grofler als 1 findet man in (8, Theorem 1.1]. Allerdings ist dort nur ein Teil
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des Beweises gegeben. Wir bendtigen diese Aussage vor allem fiir den Beweis der Exi-
stenz lokaler Losungen nichtlinearer Probleme und wollen deshalb genau wissen, wie die
Konstante c(T') von den Parametern, durch die sie bestimmt wird, abhdngt. Aus diesem
Grund geben wir einen rigorosen Beweis des Theorems 2.1. Hierzu verwenden wir einige
Abschdtzungen aus [8].

Die Methode, die wir zum Beweis des Theorems 2.1 verwenden, ist in [25, Kap. 4]
fiir Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen ausfiihrlich beschrieben. Wir reduzieren
dabei das Problem (2.1)—(2.3) durch Konstruktion einer Hilfsfunktion (vgl. Abschnitt 2.4)
auf das Problem mit Anfangswert 0, genauer, auf die Losung des Problems

Vg — a(t, x)vxx - f(tv ZL’), (t,l’) € (OaT) X (_l> l),
vy £ b(t, £l)v, = g(¢, £1), t e (0,7), (2.8)
v(0,2) =0, z € [-1,1],

in CM5 2+ (Qr), wobei f € C5(Qp) und g € C" 2" (Sy) mit
f(0,z) =g(0,£l) =0, z€(=L1).

Die folgenden Funktionenrdume bieten den geeigneten Rahmen fiir die Untersuchung
dieses Problems: Fiir ein Intervall () und reelle Zahlen [, 7" > 0 notieren wir mit C' %’Z(GT)
die Unterrdume von C' %’l(QT) derjenigen Funktionen, deren Zeitspur 0 ist, genauer,

o l oF f z
§’l = §’l ¢ — — = —
CH@n) = {rectien: Floa =0 k=o..[3]} 9
bzw.
o ok f
l L l L) — —
¢l([0,T]) = {f e C'0.1): S (0) =0, k=0,..[ } (2.10)
wobei [s] := max{z € Z : z < s}.Istv € C'T227%(Qy) eine Losung von (2.8), so ist
offensichtlich

v(0,z) =v(0,2) =0, z€ (=11,

dh. v € CY52t(Qy). Somit ist das in (2.8) gestellte Problem #quivalent dazu, dass
man fiir jedes Paar f € C'*(Qp) und g € C"2*(Sy) eine Funktion v € C'+ 5.2 (),)
bestimmt, mit

v(t,x) —alt, x)ve(t,z) = f(t,x), (t,x) € (0,T) x (=1,1),

vy (t,0) £ b(t, ) v, (t, £1) = g(t, 1), t € (0,T). (2.11)

Wir bemerken noch, dass wir fiir dieses Problem keine Kompatibilitdtsbedingung stellen
miissen, da fiir uo = 0 und jedes Paar f € C'2(Qy), g € C2*(S7) die Gleichung (2.6)
offensichtlich immer erfiillt ist.

Nun formulieren wir die Aussage, die im Beweis des Theorems 2.1 die entscheidende
Rolle spielt.
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Theorem 2.3. Fiir ein o € (0,1) seien a € C5(Qr), b € C"2°(Sy), und es seien (2.4)
und (2.5) erfiillt. Dann existieren fiir jedes Paar [ € %1 “Qr), g € CHTQ(ST) positive
Zahlen
_ (5,0) )
T = T(‘€17527 ‘a|QT ) ‘b|ST 7l)
und

Cc = 0(517 (91, €9, 527 l)?

so dass das Problem (2.11) eine eindeutige Losung v € C1+5 2+a () besitzt, fiir die die
folgende Abschdtzung gilt

1+ 24a)

v ‘QT +| t‘sT C(m +‘ 52 ) (2.12)

Die Hauptidee des Beweises ist, die lineare Randwertaufgabe (2.11), die variable Koef-
fizienten a und b enthilt, auf korrespondierende Anfangs-Randwertaufgaben mit konstan-
ten Koeffizienten zuriickzufiihren. Fiir diesen Zweck wird das betrachtete Gebiet in hinrei-
chend kleine Gebiete zerlegt, in denen die Koeffizienten eingefroren werden. Danach wer-
den mittels Zerlegung der Eins die Losungen der Modellgleichungen im jeweiligen Gebiet
zu einer Losung zusammengefiigt. Auf diese Weise wird die Invertierbarkeit eines geeig-
neten Operators A zwischen den Riumen C''+5:2t(0),) und C7 2" (Q,) x O+ 2+ (5 )
bewiesen, was zu der eindeutigen Losbarkeit von (2.11) dquivalent ist. Die Abschitzung
(2.12) folgt dann aus der Abschiitzung der Operatornorm von A~!,

2.1. Notation und Hilfsresultate. Bevor wir die Modellgleichungen formulieren, fithren
wir hier eine zusitzliche Notation ein und zitieren einige Resultate, die wir in diesem
Kapitel verwenden werden.

2.1.1. Notation. Wir nutzen die Bezeichnungen
R* := (0, 0), R:=R" xR",
D :=R" xR, D:=RxR™,
R :=RT x (—00,1), R :=RT x (—1,00)
und
By :={(t,x) e B: t <T},

fiirein B C R So ist zum Beispiel R?;y = (—00,T') x Rund D(7) = (0,T) x R. Diese
Notation werden wir immer dort benutzen, wo es aus Platzgriinden sinnvoll erscheint.

Ferner notieren wir mit f° die triviale Fortsetzung fiir ¢ < 0 einer Funktion f, die nur
fiir t > 0O definiert ist, d.h.

t,z) wenn ¢ >0
ot z) = 4 0 — 2.13
fita) 0, wenn t < 0. ( )
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2.1.2. Zerlegung der Eins. Auf dem Intervall Q = [—[, [] konnen wir die folgende Zer-
legung der Eins definieren (fiir die Existenz einer solchen Zerlegung verweisen wir auf
[25, Kap. 1V, §4]):
Fiir ein beliebiges A > 0 seien N € N und Intervalle W Q® mit —N < k < N so
gewihlt, dass
a)whcQ®WcQ wd U o®= Q¥ =
lk|<N k|<N
b) fiir jedes x € € gibt em k € {—N,..,N} so, dass z € w*) und der Abstand
zwischen z und Q \ w®) nicht klemer 1st als \;
c) es gibt ein Ny € N so, dass hochstens N, verschiedene Q) einen nicht leeren
Schnitt haben; L o
d) fir k € {—N +1,..., N — 1} enthalten die Mengen w(*) und Q*) keine Rand-
punkte, haben einen gemeinsamen Mittelpunkt &, und ihre Linge ist A bzw. 2.
AuBerdem ist £y := —l € wN und &y =1 € w),
Bekanntlich (vgl. z.B. [2, Satz 7.14]) gibt es (*) € C=(Q®), k = —N, ..., N, mit
folgenden Eigenschaften:

0< g(k) <1, C(k)(x) — {

1, falls z € w®),
0, falls ze€Q\Q®

und es gibt fiir jedes m € N ein ¢(m) > 0, so dass

o) c(m
e < ;m) (2.14)
LT o,
Ferner definieren wir die Funktionen
) _ C(k)
T R
|k|<N

fiir die offensichtlich gilt
p® =0inQ\Q® und 0<p® <1
AuBerdem folgt aus der Eigenschaft c) der Intervalle Q*), dass
1<) (KW@ <Ny zeq.
|k|<N

Folglich kann man wegen (2.14) leicht iiberlegen, dass fiir jedes m € N ein ¢(m) > 0

existiert, mit

om ,u(k)
ox™

c(m)

(2.15)

oam AT
Es gilt auBerdem
> u® (@)W (x z e (2.16)

|k|<N
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2.1.3. Aquivalente Normen auf v € C%'(Q),) und andere Hilfsresultate. Sei Q) die

oben angegebene Zerlegung von 2 und 7 > 0. Dann definiert o = (0,7) x Q&)
k= —N, ..., N, eine Zerlegung von {2, und offensichtlich ist

(5:0) (5:0)
{u}g”™ = max(u) %, < oo. (2.17)

L L A
Wie wir sehen werden, wird durch {-}Ei’l) eine zu | - |§i’l) iquivalente Norm auf C'2(€2,)
definiert.

Lemma 2.4. Sei u € C#4(Q,). Fiir jedes k € N mit k < | gibt es ein ¢ = c(k, 1), so dass

S IDPDiule, <er'® Y (DPDI) 2.18)
2jo+j=k 0<l—2jo—5<2 Bl
Beweis. Siehe [25, Kapitel IV, Lemma 4.1]. O
Lemma 2.5. Sei
T =N\, (2.19)

mit x < 1 und \*x < T. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, die nicht von \ und x
abhdingt, so dass fiir jedes u € C' é’l(ﬁT) gilt

1 1 1
(" < e < efupg”. (2.20)
Beweis. Siehe [25, Kapitel IV, Lemma 4.2]. O

Bemerkung 2.6. Aus Lemma 2.4 folgt, dass fiir eine Funktion u € C %’l(ﬁT) der erste
Summand der rechten Seite von (1.1) durch den zweiten nach oben abgeschditzt werden
kann. Kombinieren wir dies mit der Aussage von Lemma 2.5, so ist offensichtlich, dass

durch | - |8:r%’2+a), (-)Sj%’2+a) und {-}Sj%’2+a) dquivalente Normen definiert werden
(auf dem Raum C'+2:2+(().)),
In Lemma 2.22 werden wir Funktionen bzw. deren Summen abschéitzen, die durch die

oben definierten Funktionen ), ((®) auf Q*) abgeschnitten sind. Wir werden dabei die
folgenden zwei Lemmata anwenden.

Lemma 2.7. Seien s < [l] + 1 und 1y, eine s-mal differenzierbare Funktion, definiert auf
QW) so dass

O*y
ox*
mit T und \ wie im Lemma 2.5. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, die weder von T noch

von \ abhdngt, so dass fiir jede Funktion u € O3l (Q(Tk)) gilt

L L
() < clu) 2y

Qs-k) — Qs-k) .
Beweis. Siehe [25, Kapitel IV, Lemma 4.3]. O

Cs

(2.21)

0.0% A®
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Lemma 2.8. Seien Q%) k € {—N, ..., N}, wie oben und
w(t, z) = Z w®(t, ),

|k|<N
wobei w € C2H(Q,) mit w®) (¢, 2) = 0, wenn z € Q\ Q®). Dann ist

(5.0 Ko (5:0)
{w}ﬂi < Ny ﬁg%(w( )>QQ<Tk>'

Beweis. Siehe [25, Kapitel IV, Lemma 4.4]. O

2.1.4. Wirmeleitungsgleichungen. Wir wollen hier kurz einige Eigenschaften der Wérme-
leitungsgleichung bzw. des Wirmeleitungskerns erinnern. Fiir f € C'(R?) sei

U« f(t,z) := / /F(t — 1,z —y)f(7,y)dydr, (2.22)

—oo R

wobei [' den Wirmeleitungskern

1=
T(t,z) = § vam© o wemn £>0, (2.23)
0, wenn ¢ <0,

bezeichnet. Wiichst f (¢, ) nicht zu schnell fiir |z| — oo (nicht schneller als e*” fiir ein
c > 0), so gilt

(0 — 0pe) (T % f)(t, ) = f(t,x) fiir (t,z) € R?

d.h. T'x f 16st die homogene Wirmeleitungsgleichung in R Ist f zusitzlich in C'z (R%T) ),
soistI'* f € C’1+%’2+°‘(R%T)) und es gibt eine Konstante ¢ > 0, die nicht von T" abhiingt,
mit

e

1+ 4 24« S a
(D s U3 < c(pl5), (2.24)
(T) (T)

Ferner erinnern wir, dass das Dirichlet-Problem fiir die nicht homogene Wirmeleitungs-

gleichung mit nicht konstantem Wiarmeleitungskoeffizienten, d.h.

w(t, x) — alt, v)ug,(t,x) = f(t,z), (t,z) € Qr,
u(t,x) = o(t, x), (t,z) € (0,T) x 0Q), (2.25)
u(0, ) = ug(x), x € Q,

unter Annahme der gleichmifBigen Parabolizitit und der iiblichen Regularitéts- bzw. Kom-
patibilititsbedingungen im Holderraum C**%:2+%(Qr) eindeutig losbar ist. Dies wollen
wir im folgenden Theorem, das einen Spezialfall von [25, Kap. IV, Theorem 5.2] darstellt,
festhalten.
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Theorem 2.9. Seien Q C R ein Intervall, T > 0 und a € C2°(Qr). Ferner sei die
Bedingung (2.4) erfiillt. Dann gibt es fiir die Funktionen f € C2%(Qr), ¢ € C*T2(Qr)
und ug € C*T*(Q), falls sie die Kompatibilititsbedingungen

U(O, ZL’) = ¢(07 ZL’), Cbt(ov ZL’) - a(oﬂ)uoxw (07 ZL’) = f(ov ZL’), T € a@v (2.26)

erfiillen, eine eindeutige Losung u € C'*2:27%(Qr) von (2.25) und es gibt eine Konstante
c=c(e1,T), so dass

[ulge 7 < (1" + 16ls, )+ uol3™). @.27)
2.2. Modellgleichungen. In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Modellaufgaben. Sie
enthalten Gleichungen mit konstanten Koeffizienten, die mit (2.1), (2.2) korrespondieren,
d.h. sie entstehen aus (2.1) und (2.2) durch das Einfrieren von a(t, z) bzw. b(¢, z) in den
Punkten (0, &).

Die erste Modellaufgabe ist das Cauchy-Problem im Halbraum R* x R fiir die nicht
homogene Wirmeleitungsgleichung mit Anfangbedingung. Wir konnen es mit Hilfe der
oben eingefiihrten Rdume C2l wie folgt formulieren:

Modellaufgabe 1: Fiir Konstantena, 7 > 0, € (0, 1) undein f € Cse (R%T)) suchen

wir eine Funktion w € C H%’Z*O‘(R%T)) mit
wi(t, 1) — aweo(t, x) = f(t,x),  (t,2) €(0,T) xR. (2.28)

Die zweite Aufgabe besteht aus der nicht homogenen Wirmeleitungsgleichung, gekop-
pelt mit dynamischen Randbedingung, genauer:
Modellaufgabe 2: Fiir Konstanten a, —b,7 > 0, @ € (0,1) und Funktionen f €
° 14«

C5*(Ripy) und g € C5°([0,T]) suchen wir eine Funktion u € C'*%2t(R ), die
folgende Randwertaufgabe erfiillt:

wg(t, ) — aug,(t,x) = f(t, ), (t,z) € (0,T) x R,
w(t,0) + buy(t,0) = g(t), te(0,7).

Die folgenden zwei Aussagen iiber die Losbarkeit der Modellprobleme 1 und 2 spielen
eine fundamentale Rolle im Beweis des Theorems 2.3.

(2.29)

Theorem 2.10. Die Modellaufgabe 1 hat eine eindeutige Losung w € CO'1+%’2+Q(R(T))
und es gibt eine von T unabhiingige Konstante C = C(a) mit

(145 2+0) (5.0)
(W)t < C(f) i (2.30)

Beweis. Diese Aussage ist gut bekannt und ist fiir den allgemeinen n-dimensionalen Fall
z.B. in [25, Kapitel IV, Theorem 6.1] bewiesen. O

Theorem 2.11. Die Modellaufgabe 2 besitzt eine eindeutige Losung u € C 1524 9(Rpy)
° 14«

mit u,(-,0) € C" 2 ([0,T]) und es gibt eine Konstante

1 1
Cr = Cr (o, max{a, o |b], m},T),
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so dass

(1+3,24a) (£52) (3.2 (452)
Whiand "+ (o < Cr (N5 + (o) ) (231)

wobei Cr wachsend in T ist.

Der Beweis dieser Aussage ist der Hauptinhalt des Abschnitts 2.2. Eine Methode, die
fiir die Untersuchung solcher Modellprobleme verwendet wird, besteht im Wesentlichen
in der Herleitung einer expliziten oder impliziten Darstellungsformel der Losung mittels
einer geeigneten Integraltransformation und der Durchfiihrung von Schauder-Abschitzun-
gen fiir die hergeleitete Losung (vgl. [25, Kapitel IV, §2], [8], [9]). Diese Methode wen-
den wir auf das Modellproblem 2 an und gehen dabei wie folgt vor: Zunéchst betrach-
ten wir das Problem (2.32), das einen Spezialfall von (2.29) darstellt und zeigen, dass
dessen Losung durch das Faltungsintegral (2.36) gegeben ist. Dabei konnen wir, da wir
den rdumlich eindimensionalen Fall betrachten, mit Laplace-Transformation auskommen
(statt Fourier-Laplace Transformation, wie im allgemeinen n-dimensionalen Fall). In den
Lemmata 2.12-2.16 und dem anschlieenden Satz 2.17 fiihren wir fiir diese Losung die
Abschitzung der entsprechenden Holdernorm durch. Ferner beweisen wir im Satz 2.19
ein einfaches Vergleichsprinzip, das die eindeutige Losbarkeit von (2.29) sichert. Nach
diesen Vorbereitungen beweisen wir Theorem 2.11 im Abschnitt 2.2.4.

2.2.1. Losungspotential fiir homogene Wirmeleitungsgleichung mit dynamischer Rand-
bedingung. Wie angekiindigt betrachten wir zunichst den Spezialfall von (2.29) mit

a = 1und f = 0, genauer, wir betrachten eine beschrinkte klassische Losung v des

Problems

ve(t, ) — vge(t,x) =0, (t,z) € (0,00) x (0,00),
v (t,0) 4+ bu,(t,0) = g(1), t e (0,7), (2.32)
v(0,2) =0, z € (0, 00),

und wenden darauf die Laplace-Transformation in der ¢-Variable an, die fiir eine geeignete
Funktion f definiert ist durch

o0

L)) = Fipo)i= [ e st
0
wobei p € C mit Re p > 0. Das transformierte Problem lautet
p:&/(p7 .T) - a:v:v(p7 .T) = 07
po(p,0) + b, (p, 0) = g(p).
Folglich ist fiir eine geeignete Funktion F’
U(p,x) = F(p)e VP

eine beschriankte Losung der ersten Gleichung von (2.33). (Das formale Vorgehen bei
der Herleitung einer Darstellungsformel fiir die Losung von (2.32) ist an dieser Stelle ge-
rechtfertigt, da wir spiter rigoros zeigen, dass durch die hergeleitete Formel die eindeutige

(2.33)
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Losung von (2.32) in der gewihlten Funktionenklasse gegeben ist.) Das Einsetzen von v
in die transformierte Randbedingung liefert

pF(p) — by/pF(p) = g(p)

und daher
g(p)
F(p) = )
(p) P—bp
Somit ist
_\/ﬁw
e ). 234
o=t (5 ) (2.34)
Wir zeigen unten, dass
t
VP or
=Lt ¢ :—2/— — - 2.
Glt.o)i= 17 () [ gt =60 239)

mit I aus (2.23). Ferner gilt fiir geeignete Funktionen f; und f5 (vgl. z.B. [12, 4.1 (20)])
L(fr* )(t) = fi(p) fa(p),

wobei
fi e folt) := /fl(t — 1) fo(T)dT.
0

Somit ist wegen (2.34) und (2.35) die Funktion
t
v(t,r) =G x4 g(t,x) = /G(t —7,2)g(T)dr, (t,x) € (0,T) x RT, (2.36)
0

eine Losung der Randwertaufgabe (2.32).

Diese Behauptung werden wir im Folgenden ausfiihrlich beweisen. Zunéchst aber ge-
hen wir kurz darauf ein, wie man die Gleichung (2.35) herleiten kann. Laut [12, 5.6 (1)]
gilt fiir jedes x > 0

1 o2 1 22 ar
L~ e™™VP) = % e 1t = —22< te_4t> = —2—(t, z).
7r

4t 0x \\/4 ox
Somit ist fiir —b, z,£ > 0
L—l(e—(ﬂc—bf)\/ﬁ) — _QM‘ (2.37)
ox
Ferner ist laut [12, 4.1 (4)] fiir ¢ > 0
0, wenn ¢ <&,

L‘l(e_fpf(P)) = {f(t — &) wenn t > ¢&.
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Deshalb folgt aus (2.37), dass

L‘l(e_spe_(x_bg)\/ﬁ) _ 0, wenn t < ¢,
—22—1;(15—5,:17—65), wenn ¢ > &.

Daraus ergibt sich

L(—QO/g—l;(t—f,x—bf)dg) - L(—2Z?;(t—g,x—bg)dg)

or
= / L( —2o(t =& o - b§))d§ = / e Pem@bVP e
x
0 0
e VP
== b\/ﬁ

Somit gilt (2.35) und folglich auch (2.36).

Wir zeigen nun, dass v, gegeben durch (2.35) und (2.36), die Gleichung (2.32) im Punkt
(t,x) 16st, falls g in ¢ stetig ist. Zuerst bemerken wir, dass fiir I", definiert in (2.23), gilt

YPOFL(t,x)  P(t,x) -
otioxzk s ’
wobei s eine von der Differentiationsordnung abhéngige positive reelle Zahl und P ein
Polynom in /7 und x ist. Damit gilt fiir z # 0

PO (t,x)
S0r  opor

FolglichistI" € C*°(R x R™) mit

QoL (t,x) =0, wenn t <O0.
Somit ist fiir b < 0 auch G € C>°(R* x R") und
G(t,z) — 0, wenn t — 0. (2.38)

Wir rechnen leicht nach, dass fiir alle (¢, z) € RT x R

(00 = 0r)G(t.2) = (01 — ) — 2 j gr

i
0

(t— & x = bE)dg)

= —2lim a—1‘;(15 —&x—0bf) — 2/&6(@ — Op)I(t — &, — bE)dE
0
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und folglich
(Op — Opz)u(t, )

/Gt—sx ds)
0

t

= lim G(h,2)g(t) + / (0, — 0.)G(t — 5,2)g(s)ds = 0, (t,7) € R* x R*,
%

0
d.h. v erfiillt die erste Gleichung von (2.32). Um zu {iberpriifen, dass auch die Randbe-

dingung erfiillt ist, rechnen wir zunéchst nach, dass fiir alle (¢, z) € RT x R gilt

(0 + 00,)G(t,z) = —2g—£(t,x). (2.39)
Es gilt
¢
oG(t,x)
5 = 2§/ xF(t T, — br)d
0
[0 0
@E% _xF (t—71,2—0br)+ / aa—xf(t — T, — bT)dT)
0
0
— /%E (t — 7,2 —br)dr
0
und
o 0
/0_0_ (t — 7,2 — br)dr.
0
Somit ist

t

(0 + 00,)G(t,x) = =2 / %(& + 00,)I'(t — 7,2 — br)dT

t t

:2/%<%F(t—7,x—bﬂ>d7’:2/%<§xf(t—7x bT))dT

0 0
. or ar

= 29{3 8_x(t — 71,0 —bT) — 2%(15@)
or

— 2% (t,1).
)
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So folgt aus (2.36) und (2.39)

t t

(O + b0, )v(t, x) = (8t+b8x)/G(t—7', x)g(r)dr = —Q/g—l;(t—ﬂ x)g(T)dT.
0 0
Deshalb miissen wir nur noch zeigen, dass
t
li 2 8Ft dr = g(t 2.40
lim =2 [ = (t — 7,2)g(7)dr = g(t). (2.40)
0
Es gilt
T 0 Oo—x 1 2 —1 T T a2
/_28 (1, x)dT 2/; 47r7-6 dr 2ﬁ/me Tdr
0 0 0
und mit £ := # erhalten wir
[ or 1 [
_9 - - - —£ —
/ 25— (r.a)dr 2ﬁ/4e d = 1. (2.41)
0 0
Dann ist
For
—2/%(t—7,x)g(7)d7
0
[ or
= -2 %(t,x)g(t—T)dT
0
_ Ooar 0
= 2/%(15,17)9 (t —7)dr
0
rar
=2 [ S (t.0)o(0) - glt) + ¢ — 7))
0
rar rar
—g)( -2 [ Gomo)ir) 42 [ S male® - ¢t - s
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Wir zeigen, dass, wenn g stetig in ¢ ist, dann ist

[or
lim [ = (7,2)(¢°(t) — ¢°(t — 7))dT = 0. (2.42)
z—0 al’
0
Da t eine Stetigkeitsstelle von g ist, konnen wir fiir jedes € > 0 ein § > 0 so wihlen, dass
€
sup [g°(t) —g"(t = 7)| < 3.
7€(0,0)
Wir erhalten zunéchst
00 - -y = [
0 5
5
/ ar
_l_ -
0

°(t) = g"(t — 7))dr

%) — g°t — 7))dr =: I, + L.

Dann ist

3
sup e~ i r < =
TERRF / 3/2‘ N N 2

wenn z hinreichend klein ist, und mit (2.41) und durch unsere Wahl von § folgt auch, dass

5
or
12| < ‘/%(Tﬁ)dT
0

Somit gilt (2.42) und damit auch (2.40). Folglich erfiillt v die Randbedingung in (2.32).
Dass v auch die Anfangsbedingung erfiillt, ist offensichtlich.

11| < x7 sup [g°(t) — ¢°(t — 7)|

T r€(0,t)

9
sup |g°(t) — ¢°(t —7)| < 5
7€(0,9)

2.2.2. Holderabschitzung von G *, g. Wir wollen nun fiir v, gegeben durch (2.35)—
(1+%.2+a)

(2.36), eine Abschitzung vom Typ (2.24) erhalten, genauer, wir wollen (G *; g) Rer

durch (g )( S ") nach oben abschitzen. Dafiir schitzen wir nach etwas Vorbereitung in den
Lemmata 2.15-2.16 die notwendigen Holder-Seminormen ab und fassen diese Abschétzun-
gen im Satz 2.17 zu dem erwiinschten Ergebnis zusammen. An dieser Stelle moéchten wir
bemerken, dass die nachfolgenden Abschitzungen (2.44), (2.45), (2.57) und (2.75) das
eindimensionale Analogon der Abschitzungen (4.6), (4.7), (4.14) und (5.6) aus [8] dar-
stellen und auf gleiche Weise bewiesen werden.

Beim Beweis der Lemmata 2.12-2.15 werden wir oft benutzen, dass sup 2™e~**" fiir

a > 0und m,n € N durch eine Konstante nach oben abgeschitzt werden kann, wobei das
Supremum iiber R, falls n € N eine gerade Zahl ist, und andernfalls iiber [0, c0) gebildet
wird. Deshalb setzen wir

M = max sup z"e ", (2.43)

ammn .
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wobei das Maximum iiber die endlich vielen Zahlen m, n und a gebildet wird, die in den
Lemmata 2.12-2.15 vorkommen.

Lemma 2.12. Sei G wie in (2.35) gegeben. Dann gibt es C1,Cy > 0, so dass

|G(t,z)| <Ci, (t,z) € RT xRT, (2.44)
und
‘86;;’ I)) < % (t,2) € R* x R*. (2.45)

Beweis. Laut (2.35) und (2.23) gilt

t
G(t,x) = —2/ O0(t —u,z — bu) du = N / v —bu (Z< = du. (2.46)

ox t—u3/2
0

Mit d := x — bt und der Substitution £ =t — w ist

t
2V/FG(t,x) = / dé,—/ffe-“?%” ¢

0

t/2 t
A+ B et d+bE e (2.47)
=] Tor ¢ dé + or ¢ " d
0 t/2
= Il + Ig.
Fiir { € (0,%) und d = x — bt mit —b, ¢,z > 0 gilt, dass (dzlf)Q > 1%6 und somit
t/2 t/2d?
d _a&
‘]1|§/€3w€ 165d£: / m S/me 16"'d7—<00 (248)
0 0
wobei wir die Substitution 7 = 5—2 verwendet haben. Offensichtlich ist das letzte Integral

konvergent und dessen Wert von ¢, x und b unabhéngig. Mit der Substitution z = C?{f;g

erhalten wir fiir I

t

| = ‘/—ze - dg‘ < max(z ‘%)/%dgg./\/llnz (2.49)

z€R
t/2 t/2

Somit folgt (2.44) aus (2.47)~(2.49) mit C; := 5~ (M 2+ [ Tg%e_lfi%dT)
0

Um die Ungleichung (2. 45) zu zeigen, benutzen wir die Gleichung (2.39). Demnach
96(t2) | die GroBen ’aa (t2) | und ’ar(m abschitzen. Aus (2.23)

ot ox

konnen wir anstelle von ’
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und mit ¢; := % erhalten wir
So(ta)| = s mome T S (La) € (0,00) X (0,00). (250)

Fur gllt zunéchst

t

4\/_867(15 ;) 0 /z(x—bu)e ot

T o t—w)3/?

(2.51)

/ (Z(;bu)f I (,’L' — bu)2 _ (Z(tb“))z) d
—u —— € —u Uu.
t—u3/2 2(t — u)5/?
0

Wir schitzen zunichst den zweiten Summanden des Integranden ab. Fiir u € (0, ¢) ist

(x — bu)2  (z—bu)? 4 (g; — bu)2 C@—bw)?  (z—bu)?
— ¢ Alt-u) = e 8(t—u) ¢ 8(t—u)
2(t — u)5/? (t —u)3/2 8(t —u) (2.52)
4M _ (szu)2 :
———¢ 8(t—u) |
= (t—u)¥?
_ (z—bu)? _(e=bw)? .
Dae it—w < e 8w jst, folgt aus (2.51), (2.52) und mit ¢, := 4M + 1, dass
2G( / :
t,x) 1 _(w—bw)
- —u)
W f e e
0
Fir z > Ound b < 0 ist
t t
1 _(g(bu))z d 1 _81()2u2) 7:§?+2w)bu d
- t—u — - t—u t—u
| O A !
0 0

t

1 2 2
< - - S(t u) d
= | t—upr© B

0
/2 t
1 242 1 5242
— - 8(t—u) - 8(t—u)
/(t_u)3/2e du+/(t_u)3/2e du
0 t/2

= ]3 + I4.
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Da

t/2
1 2 a2 T e
I3 < (max 7> /e 8(—u) dy < (—) /e_ st du
o<u<i (t —u)3/2 t
0

folgt mit der Substitution £ = \“/—% und ¢3 1= 232 [ e=€/8 d¢, dass
0

Um [, abzuschitzen, folgern wir zunéchst, dass

t t/2
2,2 2,2
L] < /%e‘—ﬁttu) du < /%e—bms de.
/ (t —u)¥ ) &
t/2

[oe) 77_2 .
Mit der Substitution y = ﬁé und ¢4 := 8 [ €72 dr erhalten wir
0

Aus (2.53), (2.54) und (2.55) folgt

0G(t,x) < 1
Ox 27

Nun folgt (2.45) mit Cy := ¢1 + 5. =ca(c3 + c4) aus (2.39), (2.50) und (2.56).

1
’b co(cs + 04)? (t,r) € RT x R*.

Lemma 2.13. Fiir G gegeben durch (2.35) gibt es ein C3 = C3(b, T'), so dass

—.G(t,x)‘ <Cp !

B < m> (t,x) € (0,T) xR*, je{l,2}

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)
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821“ (x(;if)f
w ‘ - ’ ( t—17) 3/2 .
4 (l’ - bT>2 _(;(bT)f (;(th)f) ‘
- (& t—=7) e —T
(t—7)32 8(t — )
< 1 1+4M _ (g(m)z (2.58)
(& t—T1
47 (t— 7)3/2
< 1 _(;(;ﬁr)f
mit ¢; 1= 1:\%\4 und
9T (t ‘ ‘ ( (zr—br) _@om?  (z-— br)? e_(Z(bT))z) ‘
o a - € T — =5 t—T
Ox3 T, T 47 \2(t — )52 W= )P

t—7)2\8(t—71)

<1

8v/2 ((9: - bT)2>3/26_

TSN
11vV2 M _@bn?
< Ve T .
W (s

02 _ (sz7)2
— e 8(t—) s
(t —71)2
mit ¢y = %M. Somit ist
QT 1 _(z—bn)?
W(t 7,0 —br)| < (c1 + cz)me s

; 2
Wir setzen § := %. Dann ist mzzﬁ > §(2% + b?7?) und fiir

_(z—b7)2 _CL‘2+5272 5z 2442
e 8(t—r) S e 8(t—r) S e t—7

1 (( 3f) ((ZL’ —67)2)1/26_@177)2

(:L‘fb‘r)2

8(t—) e_ 8(t—)

(@=b1)2 (z—br)?

e M ) (2.59)

je{1,2}).  (2.60)

—b, 7,2 > 0 gilt
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Daraus, aus (2.60) und aus (2.35) erhalten wir fiir j = 1,2

18jG foZand
§8x1 ‘_/ 8x1+1 (t—7,2—br)|dr
t _6ac2+7-2
< e t—7 d
< (a1 + ) / m T (2.61)
t/2 696 +7— t (S”C +7—
e T
(c1 +c2) / P CEE dT_I_/—(t—T)(?ﬂ)/?dT)'
0 t/2

22 /2 .

Wir setzen c3 := % max [e T (#) ] = % max e~%(1 + a)?/? und erhalten fiir t €
(0,T)

t/2 2 t/2

[ e -4 +7_ d < —6# 1 d
LT e T =C (t — )z’
0 0
_2 (2912 _ 1)e=0% Ll & o (2.62)
J /2 7 (t+a2)i/2 T (L 4 g2)i/2

Um das zweite Integral von (2.61) abzuschitzen, iiberlegen wir zunéchst, dass fiir 9, a > 0

2+j a 247 o4y )
B —6-)=¢, 2az ——a?). 2.63
max 2™ = exp(—d-) =¢; * a* exp( C4a) (2.63)
mit ¢4 := —=L. Ferner gilt
t 2,2 t
_5Z +7 Py
(& t—7 1 _sZ +(3)
. '_/ @—T)WC”S/ Gonewnt 0 2.64)

t/2 t/2
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_24
So folgt aus (2.63) und mit ¢5 := 4c, > M, dass
t

1 _6w2+(%)2
/ (t—r)(2+j)/2e =T
t/2

t

o2 ()?)2 e / dr

2+j
2

t/2
¢ .o
< —% 1 <§> 2+ E 2 3+221 _5(w2+(%)2)2/04 (265)
=G 2N /2 2\ 1/2 5 €
(24 (1)) (= ()
<C 2;] 1 max 3+22Je 5§_4
: 2\J/2 >0
(+(5))
Cs

Somit haben wir /; und /5 durch die rechte Seite von (2.57) abgeschitzt. Folglich erhalten
wir die Behauptung aus (2.61). (]

Als niéchstes beweisen wir eine Darstellungsformel, die in den Beweisen der Lemmata
2.15 und 2.16 verwendet wird.

Lemma 2.14. Fiir g € C(R") und G gegeben durch (2.35) gilt

%(G x g)(t,x) = / W[Qo(ﬂ —g®)]dr, (t,z) e Rt xR", (2.66)

—00

wobei ¢° die triviale Fortsetzung von g ist (vgl. (2.13)).

Beweis. Wir erinnern, dass

G g(t,z) = /G(t —7,x)9(T)dr.

Folglich erhalten wir mit (2.38), dass
t

(Gt = TG+ [Ty ar

[e=]

(2.67)

t t

:/8G(ta—t T’x)g(T) dr — / 8G(t—7',x)g0(7_) i

0 —00
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Also miissen wir nur noch zeigen, dass

¢
oG(t—r1,z) B
/ g g (t)dr = 0.

—0o0

Wir formen das Integral um:

/aG(t_T’x)go(t)dT:—go(t) / OG(t —1,x) ir

ot or
- e (2.68)
- —go(t)(limG(h, )+ lim G(h, x))
h—o0
= ¢"(t) lim G(h, z).
h—o0
Somit muss noch gezeigt werden, dass

lim G(h,z) = 0. (2.69)

h—o00

Wir erinnern (vgl. (2.46)), dass

x — bu _(H,uﬁ

G(t,x) 2\/,/ t—u3/2 = du.

Mit a := x — bt (beachte, dass a > 0, da b < 0) und der Substitution £ := ¢ — u erhalten
wir

t
a+ b§ _ (atve)?

1= 2\/7_TG(t, IL’) = We_ 4 dé- (270)
0
Fiir beliebiges ¢ > 0 wihlen wir (¢) € (0, 1), so dass
1 e 1
1 < = 2.71
85 <3 /a (2.71)
und spalten [ wie folgt auf:
st b , be ,
a—+ (a+b§) a—+ _ (atb8)
1] < )/ o ¢ )/ an® ° dé| =: |I,| + || (2.72)
0

Fiir £ € (0,0t),b< 0,0 € (0,1) und (t,z) € RT x RT gilt
a+bé>x—bt+6bt>(1—-80z—(1—=90)bt=(1—-09a>0
und somit

_ (a4b6)? _ (1-8)%a?
e 14 <e 3
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Folglich ist

ot
a _(1-8§3d?
|[1| < ’/@6 48 dg’
0

Durch die Substitution 4 = ( \/z) erhalten wir

4 [e.e] o0
|| < T3 / e dy = / e du.

a(1-6) u bt)(l 3)

Da wiederum § € (0, 1) fest gewihlt und b < 0 ist, sieht man, dass & gf)/(—l D 5 oo,

wenn t — oo. Wir konnen somit ¢ so grofl wihlen, dass

1] < (2.73)

[\DI(‘f)

Als niichstes zeigen wir, dass /5 unabhéngig von der Wahl von ¢ abgeschitzt werden kann.
Es gilt

a~+ bE _ (atb9)? a—+ bE _(atbe)?
— 2o 4 4£

_z
< max’xe 1

m&tt] £L/2 = T £1/2 ¢ 2>0 =2
Somit ist nach unserer Wahl von ¢ (vgl. (2.71)), dass
1
1| < \/_/ d = V/2elog < < % (2.74)

Nun folgt (2.69) aus (2.70), (2.72), (2.73) und (2.74). Die Behauptung des Lemmas folgt
nun aus (2.67), (2.68) und (2.69). ]

Lemma 2.15. Fiir jedes 8 € (0, 1) gibt es eine Konstante Cy = C4(3,b,T) > 0, so dass

d ®) 5
<§ (G % g)>t’Rm < C4<9>E0,’T) (2.75)

fiir jedes g € CO'B([O, T)).

Beweis. Laut Lemma 2.14 ist

gt (G g)(t,x) = / W[go(f) —g(t)]dr, (t,z) € RT x RF.

— 00
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Somitistfirh > 0mitt +h < T
Q(G* )(t+h )—Q(G* )(t, )
8t tg , L 8t tg , L
t+h
_/8G(t+h—7',x)

DB — gt + B dr

—00

t

- [ o) — glogar

—00

t+h

- [ HHE i) — g+l ar

A ot (2.76)
- [ =m0 — gloyar
t—h

t—h
N / <8G(t8—t T, I)g(t) _OG(t +af;— T, x)g(t N h)) ir

t—h

OG(t+h—T,2) OG({t—T,2)\ ,

* / ( ot - ot )g (7) dr.

—00

Wir integrieren den dritten Summanden unter Beriicksichtigung von (2.69) und formen
dann das Ergebnis passend um:

t—h

/ <8G(ta—t T, aj)g(t) _OG(t —l—af;— T, w)g(t N h)) i

= ( —Gt—1,2)9(t) + Gt +h—T,2)9(t + h))
= — G(h,2)g9(t) + G(2h,x)g(t + h)

= G(2h,z)g(t + h) — G(2h,x)g(t) + G(2h, x)g(t) — G(h,x)g(t)
= G(2h,z)g(t + h) — G(2h,x)g(t)

t—h

N / (_ oG(t +ai;— T, ) N 8G(ta—t T, x))g(t) i

t—h

— 00

—0o0
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Das Einsetzen in (2.76) liefert

2 (G *; g)(t+ h,x) — 2 (G, g)(t, x)

It ot
t+h
L[ e
t—h
_ / W[g%) —g(@)]dr (2.77)
+ G(2h, z)[g(t + h) — g(1)]
N / (8G(t —I—af;— T, ) B 0G(ta—t T, ZL’)) [6°(7) — g(t)] dr

:Ill - [2 + Ig + I4.

Die Abschitzungen fiir /; bis I3 sind relativ einfach, da wir hier die Holder-Stetigkeit von
g direkt ausnutzen konnen. Um [; abzuschitzen, verwenden wir auBBerdem (2.45):

|11|</\8G”h Digo(r) — g(t-+ )| dr

ot

t+h

/|t+h (0T|t+h 717 dr

< ng <9>(0,T) he.

Auf die gleiche Weise folgt fiir 15, dass

(2.78)

n < [ [ 00 - oo ar

t
C (2.79)
< [ 2 @l - P r

und schlieflich mit (2.44), dass

s < [Glogr (9)orm B < Colg)ior B°. (2.80)

T)
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Das Integral I, formen wir zunédchst um

7 ja%”+A ) ) 16" ~ a(e) .

Ferner liefert die Darstellung von 2§ durch (2.39), dass

8t2

t—h h
Ft+A—7,2) PG+ \\—r1,1)
= b : dA) 0r) — g(t)] d
= [ [ (= P 9°(7) — g(®)) dr
—oo 0
s A ) OPG(t+ A )
Ft+A—1,2 t+A—T,2x
- b : ) 0(7) — ()] drdA.
[ [ (-2 o =R 0 — gt e
0 —oc0
(2.81)
Wir wollen die einzelnen Summanden des Integranden abschitzen. Zunéchst rechnen wir
nach, dass mit ¢; := iﬂ:
O*T'(t, x) 1 r2\1/2 .21 22\3/2 _,2 1 &
77:— e _7——2(—> t — <—
‘ Do ‘ 47r‘3<4t> crm-2Ag) TTE|<E
Damit ist
A YO g
t+A—7,2)
9 — ()] d dA)
/] 2D 0 — glt)] dr
0 —oco
h t—h
< 2,y m‘// HA t—r|5d7d)\‘
0 —oo (2.82)
h t—h
< 2c1{g (OT // t—l—)\—r (t+ X — 1) drd\
0 —o©
2(28 — 1)
4 hP.
SaBa—p) Yo
Ferner folgt wieder aus (2.23) und mit ¢, := 11\2/4", dass

4t

B 2 2 2% 2 < O
P e (me ™ - e )| < o

Damit und mit Hilfe von (2.57) konnen wir den zweiten Summanden in (2.81) abschétzen.

. . . 2 —_ .
Dabei benutzen wir erneut die Formel (2.39), um daraus W zu bestimmen. Da
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B € (0,1), erhalten wir mit c5 := 2(cy + C3) max{2b, b?}, dass

h t—h
[ [ t;gx 1g0(r) - g(t)] dra)

: \i (A Ay
h t—h
< (e2+Cy) ‘// tH e _17)2 — ) ') — 9] drd|
h t—h
< (e2 + Cy) max{2h, b} ><07T>‘ / / <(t +A —17)3/2‘5 MES 1— 7)2—13) d””‘

l\)l»—l

0
< (ca+ c3> max{2b, 5%} ()0, |(2h)773 — B3 4 (20)7 — 7|

<c3 <9> (0,7) h’ﬁ7

(2.83)
wobei wir in der letzten Ungleichung 0.B.d.A. angenommen haben, dass |h| < 1 und
somit |h|5+% < |h|?. Aus (2.81), (2.82), (2.83) und mit ¢; := ¢; 25((21 B)) + ¢ ergibt sich,
dass

Ii < ea{g) gk’ (2.84)
und dann folgt aus (2.77)—(2.80), (2.84) und mit C, := C; + %Cg + ¢4 die Behauptung des
Lemmas. O]

Lemma 2.16. Fiir jedes o € (0, 1) gibt es eine Konstante Cs = C5(a, b, T'), so dass

0 (a) lta
<8t (G *, 9)>x . < C5|9|Eo,2T)) (2.85)

fiir jedes g € C=* ([0, TY)).
Beweis: Wir schitzen zunichst 8‘2? ab und beweisen dann mit Hilfe dieser Abschitzung,
der Darstellung (2.66) und des Mittelwertsatzes die Behauptung des Lemmas.

Zuniachst folgt aus (2.39), dass

0*G 02G or?
Es gilt (vgl. (2.58))
0T 1 2
81’2 (t,x ‘ < 75376 8t (2.87)
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mit c¢; aus Lemma 2.13. Aus (2.35) und (2.59) folgt ferner

[ ors
ox PR
0 ) (2.88)
11v2 1 _(@-bn)?
< ————e¢ S (7.
S3=M ] Tt !
0

0*G
@(ta x)’

S’Q T, —br)dr

Um das letzte Integral abzuschitzen, teilen wir das Integrationsintervall (0, ¢) auf. Wir
erhalten, dass

t/2 t/2
1 _ (z—bn)? 1 _ (@—b1)?
e 3¢-7) dr < max ( e 8@-7) dT)
(t—7)? 0<r<t (t— 1)
0 0
4 2T (2.89)
—e 8t —
2 2
:1?2
e 8t
=2T 2
und
t t
1 _ (z=b7)? _ (@—b7)? 1 _ (z=b7)?
26 8-7) dr < max e 16G-7) ( 26 T6(t—7) d7->
(t=7) 0<r<t (t—71)
t/2 t/2
t
22 1 22 p2,2
< e_st/ e 16(t T)elﬁ(t T)e 16(t—7) (T
- (t—7)2
t/2
t
22 1 2,2
< e 8t / e 16— dr
- (t—71)2
" (2.90)
22 1 242
<e s / e -7 drt
- (t—71)2
t/2
b2¢2
<ew / e e de
t/2
12
_z? _vi2y 232 64de w
<e e~ 64 dn—e Stt_QZb_Qt—Q'

2/t
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Also folgt aus (2.88)—(2.90) und mit ¢, := 121—\/\/5./\/1(2T + 2—3), dass

g, x)‘ < cpe % 2.91)

Aus (2.86), (2.87), (2.91) und mit c3 := 2¢; + |b|cy erhalten wir

2
2 1 2 1 % L falls t<1
(t,x>\ < [bleae™ 5 55 + 2167 2 < {636 25 = e

‘Eﬁﬁx 3”5 s, falls ¢ > 1.

Nun benutzen wir, wie eingangs angekiindigt, diese Abschidtzung, um die Behauptung des
Lemmas zu zeigen, indem wir zusitzlich auf die Darstellungsformel (2.66) zuriickgreifen.
Aus (2.66) und dem Hauptsatz der Integralrechnung folgt fiir 0 < z < y, dass

gwﬁm@@—g@ﬁmmw
j/u/ja et = 7 lo(r) — g(0)] dr
E//aé% (t — 1) — g(0)] dpd
(2.93)
/ / O (ot — ) — (1) e
//a A [9(t — p) — g(t)] dpudé€
hn

Eine solche Aufteilung des Integrals ist durch die Fallunterscheidung in (2.92) bedingt.
Aus (2.92) folgt

y 1
_2 1 &2 1 Lta | (H9)
ni<e [ [ iott—n - Idud€<03//e o 0) 3 dide.
x 0
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n

o

Durch die Substitution n := % und mit ¢4 := c¢3 fe 8 1+a dn (¢4 < 00, da 1+°‘ <1
0 n

erhalten wir

1+a n
1] < cslg) o // 2

T £2

(2.94)

(1%2) ey 1 (1

< eulglod / a6 = eala)loh) £ 0" =) S alyly e ™

Die letzte Ungleichung gilt wegen o € (0, 1). Auf die gleiche Weise schitzen wir /5 ab.
Zuerst gilt

[ 12| < 2[g]o,0.1) //‘8 % ,u,S)‘d,udS.

Ferner folgt mit (2.92) und ¢;5 := 038 3 f 1+% du, dass
1M

Yy oo Yy oo
0*G 2 1
il < —&
r T8 1
1N 3
Scs/l/(€—2> Wdﬂdf

1
< 3872

gl—a dg

1
< cs—|z —y|™
«

Dabei haben wir benutzt, dass e=* < z‘kTa, wenn z > 0. Somit ist

2
[Io| < Csa|g‘o,(o,T)|$ —y|*. (2.95)

Insgesamt folgt aus (2.93), (2.94), (2.95) und mit C; := é(@ + 2c¢5), dass

22 (G g)(t.2) = 2 (G 9)(t,9)| < L]+ 1] < Cilgligdle —ul*. (296)

was offensichtlich zu der Behauptung des Lemmas dquivalent ist. U

Aus den Lemmata 2.15 und 2.16 folgt nun leicht die Abschitzung fiir die notwendige
Holdernorm der durch (2.36) gegebenen Losung des Modellproblems 2 (vgl. (2.32)), die
wir im folgenden Satz beweisen.
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Satz 2.17. Seien g € C"2"([0,T]), b < 0 und « € (0, 1). Dann gibt es eine Konstante

Co(T) = Co (0, max { . %} 7).

so dass
2+a) ( 1Jr—O‘)

1
(G gyt <D 9o - 2.97)
wobei C¢(T') eine wachsende Funktion von T ist.

Beweis. Aus den Lemmata 2.15 und 2.16 folgt, dass
0 (3,2 (M)
< (G g)>R<T) <G+ C5)|g‘(07§“) :

Da aber GG *; g die homogene Wirmeleitungsgleichung erfiillt, ist offensichtlich, dass

82 (%,0) 1+a)

(52 (Gx9) " < (C+Colgl
R(r)

(1+a

e (g) 0.7) ) und somit per Definition

Ferner folgt wegen g(0) = 0, dass |g|o,0,r) < T2

Loy, (159)
‘9|(0T <(1+7T )<9>(0,%“)'

Zusammen mit den obigen Ungleichungen ergibt sich daraus (2.97) fiir
Co(T) = (1+T732%)(Cy + Cs).
O
2.2.3. Ein Maximumprinzip fiir die Modellaufgabe 2. Bevor wir eine Losung von (2.29)

konstruieren, beweisen wir ein Maximumprinzip, das die Eindeutigkeit dieser Losung ga-
rantiert. Fiir diesen Zweck beweisen wir zunéchst ein Hilfsresultat.

Lemma 2.18. Seien a,—b,S,T > 0 und Rrs = (0,T) x (0,5). Ferner sei w €
CY?(Rrs) N C(Rrs) eine Funktion, deren Ableitungen erster Ordnung auf (0, T) x {0}
stetig fortsetzbar sind. Dann folgt aus

wy(t, x) — awg(t, ) >0,  (t,z) € (0,T) x (0,5),
wy(t,0) 4+ bw,(t,0) >0, t e (0,7),
w(t, S) >0, t e (0,T),
w(0,z) >0, z € (0,9),
dassw > 0in (0,7) x (0, 5).
Beweis: Sei w = we . Dann ist W, + W = we™!, Wy, = wye ', Wyy = Wyze ' und
daher
wy(t, x) + w(t, x) — awy(t,z) >0, (t,x) € (0,T) x (0,5), 2.98)
wy(t,0) + w(t,0) + bw,(t,0) > 0, te(0,7T), '
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und

w(t,S) >0, te(0,7),

w(0,2) >0, =z €(0,9).

Wir nehmen an, dass die Funktion w und daher auch w einen negativen Wert in (0, 7") x
(0,.S) annehmen. Dann muss w das negative Minimum in einem Punkt (¢y, zo) € [0, 7] x
[0, S] erreichen. Falls (to, z) € (0,7] x (0,S), dann gilt w(tg, zo) < 0, wy(to, xo) < 0,
Wy (to, o) > 0 und folglich
ﬁ)}(to, ZL’Q) + Z’E(to, ZL’Q) — G,'L’Exx(t(), 1’0) < 0,
was ein Widerspruch zu (2.98) ist. Falls (o, z¢) € (0,7] x {0}, dann ist w(ty,0) < 0,
wy(ty,0) < 0und w,(to,0) > 0. Folglich, da b < 0,
’L’Et(to, 0) + ﬁ?(to, 0) + bﬁ;x(to, 0) < O,

was ebenfalls ein Widerspruch zu (2.98) ist. Dass w kein negatives Minimum fiir x = S
bzw. t = 0 annehmen kann, ist wegen (2.99) offensichtlich. Damit ist w > 0 und somit
auch w > 0 auf Rpg. O

(2.99)

Da die Modellaufgabe 2 in einem unbeschriankten Gebiet gestellt ist, ist Lemma 2.18
zum Beweis der eindeutigen Losbarkeit dieses Problems nicht direkt anwendbar. Man
kann aber ein geeignetes Maximumprinzip beweisen, indem man eine Schrankenfunktion
konstruiert, mit deren Hilfe man das Lemma 2.18 auch im Falle S = oo anwenden kann.
Dies zeigen wir im folgenden Satz.

Satz 2.19. Seien a,—b,T > 0 und v € C“*(R(r)) N C(R(r)) beschrinkt mit stetig
fortsetzbaren Ableitungen u; und u, auf (0,T) x {0}. Dann folgt aus

w(t,x) — aug(t,x) =0, (t,x) € (0,T) x (0,00),
w(t,0) + bu,(t,0) =0, te(0,7),
u(0,z) =0, x € (0,00),

dass u = 0.

Beweis. Seien M := sup |u|, S > 0 und vs(t,z) := 2%“(% +t). Dann ist
Rer)

(0; — apz)vs =0 in (0,T) x RT,

4Ma bx 4Ma .
(0, + b0, )vslumo = —5 (1+;>\x_0: 5 >0 fir te(0,7),
2Ma /S? .
vs(t,9) = = <%+t)>M, fir te(0,7),
Mz
vs(0,z) = ° > 0.

52
Dann ist klar, dass die Funktionen w; := vg — u und wy := vg + w alle Voraussetzungen
von Lemma 2.18 in (0,7") x (0, S) erfiillen. Deshalb ist w; > 0, wy > 0 und somit

—vg<u<wg in (0,T) x (0,5) (2.100)
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fiir jedes S > 0. Offensichtlich gilt

Slim vs(to, mo) =0, (to,x) € (0,T) x RY. (2.101)
— 00
Aus (2.100) und (2.101) folgt die Behauptung. [

2.2.4. Beweis von Theorem 2.11. Seien f € Co’%’a(R(T)), g € C5%([0,T]) gegeben und
seiw € C 1+%’2+°‘(]R(T)) die Losung des Problems (2.28). Dann ist leicht einzusehen, dass

Woi=w+ G g (2.102)
mit
7=~ (0 + b0;)wl.—o (2.103)
das Problem (2.29) fiir a = 1 16st, denn mit L := 0; — 0,, und B := 0, + bd, erhalten wir
L =Lw+LG#+g) =f in (0,T)xR" (2.104)
und
Bu' = Bw + B(G *; g)
= Bw + B(G % g) — B(Gy * Bw|,—0)

= Bw + B(G *; g) — Bw|—o
=B(Gx*9) =y auf (0,7") x {0}.

(2.105)

Die Abschitzung (2.31) erhalten wir wie folgt: Sei ¢; := C + Cg(7T") die Summe der
Konstanten in (2.30) und (2.97) und ¢3 := ¢;(¢1b + 1). Dann ist

(1+5,2+a) (1+5,2+a) _\(1+5,2+a)

( />R(T)2 < w>R%T)2 + (G #, 9>R%T)2
(142 24a) (e

<w>R%T)2 t+a <9>(07T)

IN

(1+2,24a) )
w)ge 7 + e (9o + (Bu)o))
1

IN

(2.106)

(1+5,2+a)

(
< @l b (9diody + wlio)
(

(T)
14+2 24« Ha 142 24«
< (whgy 7 e (o) + bl )

< (+5%) (5a)
S G <g>(o7T) + <f>R? :

Ahnlich erhalten wir die Abschitzung fiir u/ (-, 0). Aus (2.105) folgt, dass

uy(t,0) = g(t) — bul,(t,0), te (0,7)
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und somit

(2.107)

Den Fall a # 1 kann man einfach behandeln. Ist ndmlich u die Losung von

U(t, x) — Upe(t,x) =0 fir (¢t,z) € (0,7) x R,

_ b _
w(t,0) + %ux(t, 0)=g(t) fir te(0,7),
u(0,2) =0 fir =€ R",

solost u(t, z) = u(t, %) das Problem (2.29) und die Abschitzung (2.31) folgt aus (2.106)
und (2.107).

Die Eindeutigkeit der Losung folgt direkt aus dem Satz 2.19: Seien u; und uy zwei
verschiedene Losungen von (2.29) aus Clts.2ta (%) Damit sind sie erstens beschrinkt
und zweitens u;(0,2) = u2(0,2) = 0. Dann erfiillt die Funktion w := u; — uy alle
Voraussetzungen des Satzes 2.19 und ist somit gleich 0 auf (0,7") x R*.

2.3. Beweis von Theorem 2.3. Wie wir im Folgenden zeigen, folgt das Theorem 2.3
als Korollar aus den Lemmata 2.21 und 2.22, die wir in diesem Abschnitt beweisen. Die
Idee des Beweises besteht darin, dass man das Problem (2.11) als eine Operatorgleichung
in geeigneten Funktionenrdaumen zu formuliert, die anhand der Modellprobleme (2.28)
und (2.29) unter Anwendung elementarer Methoden der Funktionalanalysis gelost werden
kann.

Wir definieren den Operator

A O QL) — HoQ)

(2.108)
u+— (Lu, Bu).

durch
L(t,x,@t,ax) = (% —a(t,x)am, B(t, :i:l,@t,ax) = (% + b(t, :i:l)@x (2109)

mit dem Definitionsbereich

° o l4a ,——

GO, = {ue CHER@,) u e CH ()

versehen mit der Norm

(1+5.2+a) (A=)
|u|0°5+%’2+“(@) = lulg, + |l g,?

und den Zielraum
°o 14+«

Ho(Q,) = C32(Q,) x C5°(S,)
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versehen mit der Norm

(5-2) Lpe)
(s Do,y = fla +lals,” (2.110)

Es ist offensichtlich, dass die eindeutige Losbarkeit von (2.11) dquivalent zur Invertierbar-
keit von A ist. Um zu zeigen, dass A invertierbar ist, konstruieren wir einen beschriankten
Operator

R:HYQ,) — @),
so dass fiir jedes h € H*(Q,) und jedes v € C, e 2JFOZ(QT) gilt
ARh =h+Th (2.111)

und
RAv = v+ Who, (2.112)

wobei 7' und W beschriinkte Operatoren in (0, ) bzw. ¢, +%’2+Q(QT) sind, deren Ope-
ratornorm beliebig klein ist, wenn 7 klein ist. Wahlen wir nun 7 so, dass

1Tl 2 e froy < 1 (2.113)

und

HWH 1+?- 2+a Cl+%,2+a) < 1, (2114)

so impliziert dies die Invertlerbarkelt von (Id + T') bzw. (Id + W), woraus zusammen
mit (2.111) und (2.112) die links- bzw. rechtsseitige Invertierbarkeit und somit auch die
Invertierbarkeit von A folgt. Die Abschitzung (2.12) ist dquivalent zu der Abschétzung
der Operatornorm von A, die z.B. aus (2.111) wie folgt gewonnen werden kann:

JA7Y +%,2+aZHR(IdJrT)‘IHE(HaC |
<RI g s | T+ T) gy

oo A 1+ 24a
LH=Cr (2.115)

Der Operoatoerird wie folgt konstruiert. Fiir f € Cge (D(ry) sei R f die eindeutige
Losung in C**%:%%%(D,)) von
u(t, ) — a(O,fk)um(t,x) = f(t,z), (t,x) € (0,7) xR, (2.116)
falls k € {—N +1,. — 1}. Ferner sei RY)(f, g) fiir f € C%“(%) und g €
C2* ([0, 7)) die elndeutlge Losung aus C, 2 2+a(Rl )) von

w(t, ) — a0, Duge(t,z) = f(t,x), (t,z) € (0,7) x (—00,),
wg(t,1) + 0(0, Dug(t,1) = g(t), te(0,7),

und REM(f, g) fiir f € C% (R, )) und g € C"2%([0,7]) die eindeutige Losung aus

é’;+%’2+a(R( l)) von

w(t, ) — a0, —Dug(t, ) = f(t,x), (t,z) € (0,7) x (=1, 00),
u(t, =) — b(0, =)u(t,—1) = g(t), t e (0,7).

(2.117)

(2.118)
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Die eindeutige Losbarkeit fiir (2.116) ist durch Theorem 2.10 gegeben. Die eindeutige
Losungen von (2.117) und (2.118) erhalten wir durch einfache Koordinatentransformation
aus der Losung von (2.29) (vgl. Theorem 2.11). So 16st z.B. u(t, x) := v(t, —x + 1) das
Problem (2.117) genau dann, wenn v das Problem

v (t, ) — a0, v, (t, ) = f(t,x), (t,z) € (0,7) x (0,00),
v (t,0) — b(0,1)v,(t,0) = g(t), t € (0,7),

(2.119)

1ost, wobei f(t,x) := f(t,—x + ).
Ferner seien die Funktionen ¢*) und 1) wie im Abschnitt 2.1.2 definiert. Wir definie-
ren nun den Operator R durch

R:H(Q,) — @),

2.120
(f.9) — > u®o®, 2.120)
[k|<N
mit
W [ROCOF, wem [ <N-L o
RW(CWf,g(-,£l)),  wenn [k]=N. '
Aus dem Theorem 2.10, dem Theorem 2.11 und mit f* := ¢ f folgt
(k) p(k)\(I+35.240) )\ (5:0) <N _
(RW f >D(ﬂ <C(f Dy k] <N -1 (2.122)
und
(1+2,24a) (£2)
(RW(FD, (-, 20)) ™+ (QRP (D, g, £0) (-, £)) )
@ o 15ay (2.123)
< CT(<f(k)>R2?:’l) + <g(7 :l:l)>(0j-) )7 ‘k‘ ==£N

wobei C und Cr die Konstanten aus (2.30) und (2.31) sind.

Bemerkung 2.20. Bevor wir die Lemmata 2.21 und 2.22 formulieren, wollen wir erin-
nern, dass laut Bemerkung 2.6 durch {U}QTT&’HO{) (vgl. (2.17)) und |U\§§Tak+
lente Normen auf Okt (Q0,) definiert werden. Somit ist durch

hllae,y =AY +1967, R =(F.9) € Ho@), 2.124)
auch eine zu |h|]°{a(ﬁ7_) (vgl. (2.110)) dquivalente Norm auf f[“(ﬁT) definiert. Die Aqui-
valenzkonstante ist dabei nicht von der gewdhlten Zerlegung der Eins abhdngig, da in

(2.18) und (2.20) die Konstante c weder von der Feinheit der Zerlegung (d.h. von \), noch
von der Grafe des Zeitintervalls (d.h. von 7), noch von dem Verhdltnis k = 5 abhiingt.

Lemma 2.21. Der durch (2.120) definierte Operator R ist beschrinkt, d.h. es gibt ein
c > 0 mit

a) L, .
dquiva-

(1+2 ,2+a) (1+2 2+q)
{Rh}o, > 4+ (0Rh)g 27 < bl o,y (2.125)

Dabei hdngt c nicht von \ und T ab.
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Beweis. Der Beweis ist identisch zu dem Beweis von [25, Kap. IV, Theorem 7.1]. ]

Im folgenden Lemma beweisen wir de facto die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage
des Theorems 2.3.

Lemma 2.22. Fiir alle h € H*(Q,) und v € é’i+%’2+a(§T) gelten die Gleichungen

(2.111) bzw. (2.112), wobei T’ ein beschrinkter Operator auf H Q) und W ein be-

5,2+ (—

. o1+ . . . .
schrinkter Operator auf C, ),) ist. Die Operatornorm von T bzw. W ist kleiner

als %, wenn T hinreichend klein ist.

Beweis. Seien L und B die durch (2.109) definierten Operatoren. Wir beweisen zunéchst
die erste Aussage: Wir zeigen, dass es einen Operator

T: H*Q,) — H*(Q,)
h — (Tl h, Tgh)
gibt, der die Gleichung (2.111) erfiillt, und dass es ein ¢ = ¢(7) gibt, so dass

(5:2) =)
1Tl ogey = I Tl o,y < (171G +191657) = clblloga,), 2126)

mit ¢ — 0, wenn 7 — 0.
Um 77 und 75 zu bestimmen, extrahieren wir aus

ARh = (LRh, BRR) = (f + Tih, g + Toh),

den Vektor (f, g). Um anschliefend fiir den Vektor (7} h, T>h) die Ungleichung (2.126) zu
zeigen, machen wir davon Gebrauch, dass laut Bemerkung 2.20 sowohl die Feinheit der
Zerlegung A als auch die Lénge des Zeitintervalls 7 und das Verhiltnis x = 5 beliebig

klein gewéhlt werden kann, ohne dass die Berechnung von {T1 h} é% ) relevant beeinflusst

wird. Deshalb setzen wir
-

My = max{A,r, ﬁ} (2.127)

Als erstes bestimmen wir 77 h. Es gilt

LRh =LY p®o® =3 1,00
k

[k|<N

= 30 [®0) — altx) (1), |
k<N

= 5 [P —a(t, x) (u;@v(m +2u®y® 4 u(%;@)} (2.128)
[k|<N

= > [19 (0 = a(0,6)0%) — (alt 2) — a(0, &M
k<N

~alt, ) (10 + 20)]
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Wenn wir beriicksichtigen, dass

k
o) —a(0,6)ull) = fO, fO=¢®f und Y uMc® =1
k

erhalten wir

LRh=Y" W’f) £ - (a(t, ) — a(0, Sk))u(’“)vé’?
k

aftx) (p® 4 20)] 12
:f + T1h7
wobei
Tihi= =3 [< (t,2) = a(0,))nM 0 + at, 2)uEo® + 20(t, )P0l
® ® (2.130)
= — Z + D + D).
Aus den Lemmata V 4.2, V 4.4 in [25] und der Dreiecksungleichung folgt
. (52)
(Tih)g ™ = <Z(D§’“) + DY + D§k>)> i
k T
(5,2
< D(k) D(k) D(k) } 2
_{Ekj(l+ )+ i)}
(Q
k k 2
ESllip<Z(D§ )+ D! )—I-D( ))>Q(Tk) (2.131)
(5,2
< Ny sup <(D§k) + ng) + Dék))>ﬂzk)
k 7
3 a
(k) \ 2
< Ny Z sgp <Dz >Q(k)
1=1

Somit geniigt es, (ng)>(%’a) unabhingig von k abzuschitzen. Nach Definition gilt:
(DY ~((a() — a0, 6 5
=((al) a0, )W) 2132)
+ ()~ a0, 60
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Wir schitzen die beiden Summanden separat ab. Es gilt

<(a( ) — a(0, &)t (k)>(;)(k)

3)

§<(a(-, -) — a(0, gk))vg’;>>imk)
<(at) - a0.60) T[]
o) = 00,80 ()15

Dabei haben wir zunichst beriicksichtigt, dass 1(*) nicht von ¢ abhingt und deshalb als ein
konstanter Faktor betrachtet werden kann, ferner, dass ‘ ,u(k)‘ < 1, und schlieBlich haben
wir das Produkt von zwei Funktionen durch (1.7) abgeschiitzt.

Nun betrachten wir die beiden Summanden wieder einzeln. Im ersten Summanden der
letzten Zeile beriicksichtigen wir erstens, dass die Addition einer Konstante die entspre-
chende Holder-Seminorm nicht dndert. Zweitens gilt wegen v®) € €52t (Qk)) dass

(2.133)
(k)

%_

*)(0, ) = 0 und folglich vg(c';)(O, x) = 0. Somit ist }vg(f;)}oﬂ(k) < T%<U¥;)>ii(ak2 und wir
erhalten o

=) ) (1+%,2+a)
<a( ') — a(0, £k>> a® Vs 0.0 = < (a > (")T2< >tQ(k) - <a> ‘Q(Tk)
Im zweiten Summanden von (2.133) beriicksichtigen wir, dass

’a( -) — a(0, fk)’ ) = al-,-) — a('fk)‘ oa® T ’a("&“) _a(o’fk)’ovﬂ(ﬁ

N (%)
<@y + 74 el E),

< (78
Wir setzen ¢4 := cyc3(A\*+272) (a>§’a), wobei cp die Summe der Konstanten aus (2.122)
und (2.123) ist und c3 die Konstante aus (2.21). Dann erhalten wir aus (2.133) und den
letzten beiden Rechnungen, dass

o]

(%)
()~ a(0.6)

($.0) o IF2240) e ey, 1 (50) %)
< (a)g. T2 U(k)}mk) AT+ ) a)g] <U“’g§°’)>m<’“>
N o, (1+%,2+0a)
< (2 a)d Vo] L oo

Q(k)

+a)>

a g o 1fe
<o o)t O+ 27%) (|19 o g

< (M) (115 +16]5):
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Hierbei haben wir auflerdem benutzt, dass offensichtlich <v >( w = ‘ ‘ 1(1_)_ 2te)
und ‘ f ‘Q(k) < ‘ f ‘Q . Somit haben wir den ersten Summanden der letzten Zeile von
(2.132) aTbgesch’citzt. Um den zweiten Summanden abzuschitzen, setzen wir zunéchst
ce = (272 + XY + c5(1 + /{%)027%)<a)§£’a), wobei ¢; die Konstante aus (2.15) ist.
Durch die Anwendung von (1.7) erhalten wir

(a)
<(a(', ) = a(0, fk))u(k)va(cljc)>x o)

()
(o) (k) (k) (k) _
<@ || o+ (1) (@l — a0 el
()
F ()| (at) a6
(.2) (« () @ ($,0) a (%)
<(a)f T<z><v;?> i O e (o) " 2135
2240 0 gy (5e)
+ [v®) o (A" +72)(a)g
(5.0) o (59 | a2y (50) (1+3.240)
< (6775 + e (143 78 @G + O+ 78 0l o],
(a 1+a
< Cﬁ(‘f‘sf )
Aus (2.134) und (2.135) folgt
(2,0) o Lia
sgp <D§k)>92(k) < (c4+06)(}f}§i’ ( ) (2.136)
Als nichstes betrachten wir
(5.a) (5.a)
(R)\'277 _ k
<D2 >Q(k) _< ( )lu’gcx) ()> (k)
T (2.137)

(%) ()
_ (k) F) (k) ()
_< (-, )y >t79(7,c) +< () ) Mz v >I7Q<Tk>.

Um den ersten Summanden abzuschitzen, verwenden wir wieder, dass ,u('f) nicht von ¢
abhingt, die Formel (1.7) und schlieBlich, dass man | ,ugi)| 0.0® durch (2.15) abschéitzen

. (5:2) .
kann. Mit 7 := cscarfaly’” erhalten wir

@ _ e, (3 ()
() ) < 55 (@E 1l g0 + lalg g0 005

<

(%) k k) (3)
(@i 71 g + lalygo0 7 ) E)

>~

(1+%,24a)

T (%)
< (8 + o) O

(50) (1£)
< C7(|f|Q2T +19ls.? )
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AuBerdem haben wir hier verwendet, dass, da v*) C 1+%’2+°‘(Qg€)) ist, ist
k k
0@ g < 7 [0 g0

sowie

|U(k)(81,l’) — v(k)(SQ,xﬂ ls1 — 52\1_%

WE) < sup  sup

) :cEQ(rk) 0<s1<s2<7 |31 — 52|% |81 _ s2|1—%
w3 8 riri-g 2.139
< o7 < {0 B 7301 @139

E)\(5)
= T<U§ )>t§25_k)‘

Nun schitzen wir den zweiten Summanden von (2.137) ab. Mit

cg i= c5Co (2K + /~€1+%)|a|§’a)

gilt
()
k k
<a:u§cx)v( )>w9(k)
(@) k), (k) < (k)>(a) (k)
<) ]+ () e
()
k k
+ <U( )> *) alu’:(vx) (k)
z,Q5 0,5 (2140)
(a) Cs (k) Cs 142/ (k)\2
<(a 29, )2 |t ’0799) T \2to lalog, 772 <Ut >t,9£’“)

(k) Cs
+7 <U alo,0,
¢ m,Q.(,k) ‘ | Y

() )
<es(|£162" +lgls.””).

Zusitzlich zu den Abschitzungen, die wir bereits oben Beriicksichtigt haben, haben wir
im zweiten Summanden verwendet, dass

() C
k) 5
<““>m,g<,k) S Y

Dies kann man leicht aus dem Mittelwertsatz folgern, indem man | ugi)m| 0ot durch (2.15)

abschitzt. Aus dem Mittelwertsatz und der Definition von ()t% folgt auch, dass

(%)
0l

0¥y g0 < TE ()
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SchlieBlich haben wir im dritten Summanden benutzt, dass

() F)(t 1) — o) (¢
<U(k)> o = sup sup ‘U ( ,LU) Ua ( 7y)|
Q2 t€(0,7) a,ycQ®) |z =y
t (k k
Jo Lt (s, 2) = o (s, 9)Id s

< sup sup -
te(0,7) z,yeQ®) |ZB - y|

(@) (@)
(k) (k)
< sup ¢ <v > <T < > .
ey N oo 2,0

T

Somit folgt aus (2.137), (2.138) und (2.140), dass

(3.0) o)
s%p<D§k)>sz) < (er+es) (7157 + 1915 =) (2.141)

Nun betrachten wir ng) = a,u;k)vg(ck). Zunichst benutzen wir wieder die Tatsache, dass

1, nicht von ¢ abhdngt und die Formel (1.7). Wir erhalten

(3) (s (9)
<a:u:(nk) Z(B)> Q(k) = |lu’x |0 Q(k)<< > Q(k)|v |0 Qg_k) + |a‘079-(rk)<vg(vk)>t7g_(rk)>'

Wieder betrachten wir die beiden Summanden einzeln. Mit ¢g = c5coK272 <a)§£’a)

gilt
(k) (3) |, (k < G5, \(5
11 o (a), 2 10571 g X<a>m<k>|v oo
14+a
C5 (g7a) 1+a (k) (T)
<X< >Qz T <Um >t,Q$.k)

1 [}
T\2 a (%,a) k (1+§,2+a)
<ear(33) @ ()
(3.2 (159)
§09<|f|927 +1glg.° )
(3,2

: 1
und mit ¢y := cscor2(a) g’

[e3

(3) c (3)
k k 2 5 k 2
|1 )|0,Q;k>|a|0795k)<vi )> <5 |a|079<j)<% )>t

X o
14+a
¢G5, \(5.0) 2/ o\ (2
< = 2
~ )\ <a’>QT T <Um t,Qg-k)

1 [t
TN, (@) g\ TEAT)
<es(a) @a" ()
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Fiir die Abschitzung der Holder-Regularitét in  von D:(,)k) erhalten wir erneut mit (1.7)
zunichst, dass

() N
<aufhé“>wgg)§ @w;;gﬂufnaggﬂvfnagg>
+ <u;’f>><a;<k>\a|0 a0 V8] 00
+ <,ka)> Q(k) |a'|0 Q(k) |/J“x |0 Q(k)

und schitzen dann die einzelnen Summanden ab. Es gilt
(5%

(3:0)C5 1ta
<a> Q(k)|lu’ac |0Q(k)|v |OQ(k) << >Q2-(rk;1 XT 2 <U§k)

<o (2)

(5) (%)
< a(I£16” +1gls.””)-

QP

o, (2,0) (145 ,24a)
3™ (o)

[SIE

1+a <o)

Fiir den zweiten Summanden erhalten wir mit ¢;; := c5Cak 2 (a>§i , dass
(452)
(k) A O OAN
<:um > Q(k) |CI,| Q(k)|vm | Q(k) S )\1+a <a’>Q(k) T 2 Um tQ(k)

1+a

(1+% 5 2+a)
<aly)  @E7 ()0

<C11<|f‘ +|Q‘L)

—

und schlieBlich fiir den dritten Summanden mit ¢j5 ;= c5Cok 2 <a)$’a), dass

(3,0)Cs
o )

(2,0) (3) &
< F( >QQT <U:/(UI;)>t7QS_k)TZ

(30) ()
§C12<|f‘927 +19ls.? )

Bei der letzten Rechnung haben wir verwendet, dass

(Ug(gk)> Q(m‘a|o§z(k>‘“r ‘09(’“) < |Um |Oﬂ(k)>\1 *{a)

(k) (k) 1-a
vy (t,x) —vp (T T —
(W) 4 < sup sup vz (2, ) 2 ()l | |1_a
2T e(07) 2 yen® |z —y| |z — 9|
< ‘Umm ‘0 Q(k) sup ‘:1" - y‘l_a < ‘U;(gl;)‘o Q(k)>\1_a
2,yeQ(®) ol

(%)
m\'2) a1 g
§<vm>m(k)72)\ )

S AT
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Aus den obigen Rechnungen folgt

su <D<k>>(%’a)<(2c + 0+ e+ en) (|l + (gl 7)) (2.142)
kp 3 g = \EO T 0Tl 12 Q. Ils, : .

Aus (2.131), (2.136), (2.141) und (2.142) schlieBen wir
(Tih) > < e(Ms) ||h] o (2.143)
wobei ¢(M3) — 0, wenn M3 — 0.
Wir betrachten den Randoperator B zunéchst auf (0, 7) x {/}:
B(t,1,0;,0,)Rh
= (0 +b(t,1)0;) Y u®o®

k| <N
= (0 + b(t,1)0,) (™ ™)

= 1™y ™ (1) (u;Nw(N) 4 u(N)véN’>
— ™ (vt(N) + (0, Z)U;M) 4 b(t, DM@ (b(t, ) — b0, 1))M<N>U;N>
= g(t, 1) + b(t, M) 4 (b(t, 1) — b(0, l))u(NM;N)
= g(t.1) + T"h,
wobei

TOh = b(t, ™M™ 4 (b(t, 1) — b0, 1))M<N>U<N>.

T

Die erwiinschte Abschéitzung fiir TQ(I) erhalten wir wie folgt: Mit

1+«

Ci3 = 0205/5 (b>(ST2 )(7'% +1)
(1£)

1+«

b(-, 1 gﬂN>U<N>>
<( ),u (0,7)x{l}
L= (452

(=)
< |/’L§,‘N)|O7S7(_N) <<b(7 l)>(0,3—) |U(N)‘07S7(_N) + |b(7 l)|0,(0,7') <U(N)>t7S7(_N)>
1+a

(%% (N) (%%) 1, (N)\ (%)
< 2 (02 710l g0 + 0 D)2 7 o))
\ (0,7) 0,5¢ (0,7) 5 (2.144)

oy

< e (0(, D)2 (8 4+ D)™y
1
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(152) 1, (N\(%)
1,5 ST <U§ )> 25<N)

beriicksichtigt, die genauso wie (2.139) hergeleitet werden kann. SchlieBlich gllt mit
Ha)(b)gf ) dass

Bei dieser Rechnung wurde unter anderem die Ungleichung (v(™))

C1q4 ‘= 2027'(

<(b(~, 1) — b(0, l))M(N)Ug(EN)>(1§a)

(0,m)x {1}
< ‘N(N)|O,S$N)(<b('vl) b(0, l)> 2T) ‘ :E:N)‘o,sim
(%)
+ (-, 1) — b(0, 1)]o,(0,7) <”rN)>t, 2@) (2.145)

1+a o, (3£9) (1+2,24a)
<272 <b)(07i) lo®™) 952

e

<eu((NE”+ 05,
Analog kann man den Randoperator B auf (0, 7) x {—[} betrachten und zeigen, dass
B(t,—1,0,,8,)Rh = g(t,1) + T\ "h,
wobel

TS h o= —b(-, =DM oM — (b(-,—l)—b( g)) oM.,

Es ist offensichtlich, dass Tz(_l) wie in (2.144) und (2.145) abgeschitzt werden kann.
Insgesamt erhalten wir

+“) (5%)

(Tyh) = = max (02 Omy )
< (c13+ 014)||h||HQ (2.146)
< ¢ (Ms)|A]l g

wobei ¢ (M3) — 0, wenn M3 — 0. Aus (2.143) und (2.146) folgt nun (2.126) und somit
(2.113).

Um die Gleichung (2.112) zu erhalten, konnen wir dhnlich wie in (2.128), (2.129) aus
RAwv die Funktion v extrahieren. Die erwiinschte Abschitzung fiir Wv := RAv — v
wird mit den gleichen Methoden durchgefiihrt, die wir bei den Abschitzungen (2.143)
und (2.146) verwendet haben, deshalb verzichten wir an dieser Stelle auf eine detaillierte

Ausfiihrung dieser Rechnungen. Fiir mehr Details verweisen wir auf den Beweis von [25,
Kap. IV, Theorem 7.2]. ]

Bemerkung 2.23. Wie aus dem obigen Beweis ersichtlich ist, konnen wir A\ und T z.B. so
wiihlen, dass ||T|| < 3, folglich ||(Id — T)~'|| < 2. Die Abschiitzung (2.12) folgt dann
aus (2.108), (2.115) und (2.125).
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2.4. Beweis von Theorem 2.1. Der Beweis von Theorem 2.1 kann mit Hilfe von Theo-
rem 2.3 genauso hergeleitet werden wie in [25, Kap IV, § 8] beschrieben. Deshalb machen
wir hier nur eine Skizze des Beweises. Die Losung wird in zwei Schritten konstruiert. Im
ersten Schritt 16st man das Problem (2.1)—(2.3) lokal, indem man es auf das Problem
(2.11) durch die Konstruktion einer Hilfsfunktion zuriickfiihrt. Sei U € C'*%(Sy) mit

Uy(-, +l) € C7=°(Sy) so, dass

U0, £1) = uo(£l), U0, %1) = Fb(0, +)ug, (£1) + g(0, +1). (2.147)
und . .
UGS 10052 < ea(uol & + lgls? ), (2.148)

mit einer positiven Konstante ¢; (man konnte z.B. U (¢, ) := uo(£l)+[Fb(0, £l)uqg, (1)
+¢(0, 1))t setzen). Dann setzt man U in Q7 durch eine Funktion v € C1*2:27%(Q) fort,
indem man das folgende Problem 16st:

v(t,z) — a(t, x)ve(t, ) = f(t, x) (t,z) € (0,T) x (=1,1),
u(t, 1) = U(t, 1) te 0,7, (2.149)
v(0,2) = up(z) x € [=1,1].

Wegen (2.147) und (2.6) gilt offensichtlich, dass

Ui(0, £1) = a(0, £l)ug,, (0, £1) + f(0,£l)
und somit erfiillt das Dirichlet-Problem (2.149) die Kompatibilitdtsbedingungen des Theo-
rems 2.9. Deshalb gibt es eine eindeutige Funktion v € C'*+22+%(Q);), die das Problem
(2.149) 16st und eine positive Konstante co = ¢o(e1, |a|§2%T’a), T) mit

ol 5 < e (16 + ol + 015, 2.150)
Wir setzen
g/ =4g— (at =+ b(ta il)ax)v|sT

Dann ist leicht nachzuvollziehen, dass ¢ € C"*(Sr). Somit gibt es laut Theorem 2.3
ein 7 > 0 und eine eindeutige Funktion v’ € C'*%-2+%(().), die das Problem

w(t,x) — alt, el (t ) = 0, (t,7) € (0,7) x (~L,1),
w(t,0) £ b(t, £l (1, ) = ¢/ (8, £0), £ € (0,7),
16st, und ein

a 1ta
c3 = 03(61,52, |a|§)2T,a)’ |b|(sT2 )>T)
mit

14+«

D < (1915 F) 10 £ b, D80S, @151

(1+9 .2+
g2 3lg\QT

Damit ist offensichtlich
u(t, ) :==u/(t,z) + v(t, v)



59

die Losung von (2.1)—(2.3) in (0,7) x (—I,1). Aus (2.148)-(2.151) und (2.2) folgt (vgl.
auch den Beweis von Theorem 2.11), dass ein

_ (5.0) (%)
ey = cy(er, €9, lalgl 7 [blg,” 7, T)
existiert, so dass
[ 14+« [ 1+
" | < e (LI + ol $ + 1916, 2.152)
Somit haben wir eine C'+2?**_Lsung von (2.1)—(2.3) in €2, konstruiert.

Im nédchsten Schritt kann man sich iiberlegen, wie man die Losung in ganz {27 kon-
struiert. Die Funktion uj := u'(Z,-) € C***(—l,1) erfiillt die Kompatibilititsbedingung
(2.6) und kann als ein neuer Anfangswert betrachtet werden. Das bedeutet, dass wir wie
oben eine Losung u? € C'T2:2+((Z,20) x (—1,1)) konstruieren konnen, die das Pro-
blem (2.1)—(2.3) mit diesem neuen Anfangswert 16st. Es ist leicht nachzuvollziehen, dass
auf (Z,7) x (—1,1) die Funktionen ' und u? iibereinstimmen, denn die Funktion v' — u?
liegt in CO’H%’“O‘([%, 7] x [=1,1]), 16st das Problem (2.11) mit f = g = 0 und kann somit
wegen (2.12) nur die triviale Losung sein. Somit wurde eine Losung von (2.1)—(2.3) in
(0,37) x (—1,1) konstruiert. Nun ist auch klar, dass man durch ein solches Vorgehen in
endlich vielen Schritten das ganze Intervall (0, 7") ausschopfen kann. Man kann sich ein-
fach tiberlegen, dass (2.7) schrittweise wie die Abschitzung (2.152) hergeleitet werden
kann: Die Konstante ¢(7") in (2.7) hingt von der Konstante ¢ in (2.12) ab, genauer, von
der n-er Potenz von ¢, wobei n die Anzahl der fiir die Ausschopfung des Intervalls (0, 7")
notwendigen Schritte ist, d.h. n = [%} + 1.

Bemerkung 2.24. Da es fiir unsere Zwecke ausreichend ist, haben wir das lineare Pro-
blem so formuliert, dass wir sowohl in der Gleichung als auch in der Randbedingung
nur die Ortsableitungen hochster Ordnung betrachten. Dadurch vereinfacht sich die Vor-
zeichenbedingung an den Koeffizienten b, wodurch sich auch die Fixpunktabbildung im
Beweis des Theorems 3.1 etwas einfacher gestalten ldft. Eine Einbeziehung der Terme
niedrigerer Ordnung ist jedoch ohne grofien zusdtzlichen Aufwand moglich, indem man
diese Terme als einen Storungsoperator auffasst, der durch Interpolationsungleichungen
fiir kleine Zeiten geeignet abgeschiditzt werden kann (vgl. den Operator A, im Beweis von
[25, Kap. 1V, Theorem 7.2]).
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3. LOKALE LOSUNGEN

In diesem Kapitel zeigen wir, dass unter geeigneten Regularitits-, Kompatibilitits-,
Vorzeichen- und Strukturbedingungen an a, f, b, g und uy das Problem (1), (2a), (3)
lokal klassisch losbar ist, genauer, dass dieses Problem eine klassische Losung u €
C'*52%(Q,) fiir ein ¢ > 0 besitzt. Diese Behauptung wird mittels eines Standard-
Fixpunktargumentes bewiesen. Dazu betrachten wir eine geeignete Losungsabbildung
eines zu (1), (2a), (3) assoziierten linearen Problems, dessen Losbarkeit durch das Theo-
rem 2.1 gegeben ist. Die Existenz eines Fixpunktes dieser Abbildung ist zu der lokalen
Losbarkeit von (1), (2a), (3) dquivalent und wird mit Hilfe des Schauderschen Fixpunkt-
satzes bewiesen.

Im folgenden formulieren wir Forderungen an (1), (2a), (3), die garantieren, dass das
korrespondierende lineare Problem den Bedingungen des Satzes 2.1 geniigt. Damit die
Koeffizienten und rechten Seiten des linearen Problems in geeigneten Holderrdumen lie-
gen, fordern wir, dass es ein a@ € (0,1) gibt, so dass es fiir jedes Kompaktum K C
Q7 x R x R eine Konstante c;,(K) > 0 gibt, mit

la(ty, v1, 21, p1) — a(tz, 2, 22, po)|

< en(jty — t2|% + |z1 — 22| + |21 — 22| + [P1 — Do),

| f(t, @1, 21, p1) — [(t2, 22, 22, o) G-b
< en(lts — to]2 + |o1 — @™ + |21 — 22| + [p1 — p2l),
und
|b(t1, £, 21) — b(ta, 1, 25)| < cn(|ts — t2|11i+ 121 — 2)), a2

lg(t1, £, 21) — g(ta, £, 20)| < en(|ts — ta| 2 + |21 — 22])

fiir (ti,ﬂfi, Zi,pi> S IC, 1= 1, 2.

Ferner muss aufgrund der Bedingung (2.4) der Koeffizient a in (1) im folgenden Sinne
gleichmiBig parabolisch sein: Fiir jedes Kompaktum K; C Qp x R x R gibt es ein
9 = 61(K1) > 0, so dass

a(t,z,z,p) >0, firalle (t,x,z,p)€ K. (3.3)

Ahnlich fordern wir wegen (2.5), dass es fiir jedes Kompaktum Ky C [0,7] x R ein
09 = 52(/C2) >0 glbt mit

b(t,£l,z) > 9, firalle (t, z2) € Ks. (3.4)
SchlieBlich, damit auch die Kompatibilitdtsbedingungen erfiillt sind, fordern wir, dass
Fb(0, £, up)uo, + (0, £, up) = a(0, £, uo, oy )toze + f(0, £, ug, uoz).  (3.5)
Unter diesen Bedingungen beweisen wir die folgende Aussage:

Theorem 3.1. Es seien die Funktionen a, f und b, g auf (0, 1) x Q@ x R xR bzw. (0,T) x
Q x R gegeben und die Voraussetzungen (3.1)—(3.4) seien erfiillt. Dann existiert fiir jedes
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ug € C*T*(Q), das der Bedingung (3.5) geniigt, ein € > 0, so dass das Problem (1), (2a),
(3) eine Losung u € C'+2:2+%(Q),) besitzt.

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes. Da uy €
C?*t(Q), ist ug insbesondere auch in C'*(2) und wir kénnen

My =1+ |ug|§ (3.6)

setzen. Ferner definieren wir fiir ein ¢ € (0, 7)),

U = {v e CHF o) ol 2 < My
und betrachten die Zuordnungsvorschrift
Jo: U — CHEZ(Q),
v— Jou = u,
wobei u eine klassische Losung des folgenden linearen Problems ist:
w — a(t, x)uge = f(t,x), ()€ Qe
up £ b(t, )u, = §(t, +1), te(0,e), (3.7
u(0, ) = uo(z), z €[],
mit
a(t,x
flt.a
b,

(t,z,v(t, x), v (t, T)),

):=a

)= f(t,x,v(t,x),v.(t, x)), (3.8)
) :

)

(t, £, v(t, 1)),

b
g(t, £l g(t, £l v(t, £1)).

Wir zeigen in mehreren Schritten, dass .J. eine wohldefinierte Abbildung ist, die fiir ein
geeignetes £ > () die Voraussetzungen des Schauderschen Fixpunktsatzes erfiillt und so-
mit einen Fixpunkt besitzt. Der Fixpunkt ist offensichtlich eine Losung von (1), (2a), (3).

Im ersten Schritt beweisen wir, dass J. fiir jedes ¢ € (0,T') wohldefiniert ist. Um das
Zu tun, miissen wir zeigen, dass (3.7) den Voraussetzungen des Theorems 2.1 geniigt und
somit eine eindeutige Losung in C'227%((),) besitzt. Wir zeigen zunichst, dass a, f, b
und g in den geeigneten Holderrdumen liegen. Sei

IC = ﬁT X [—M(], M()] X [—M(], Mo], (39)

und die Konstante ¢, (K) sei so gewihlt, dass die Bedingungen (3.1) und (3.2) erfiillt sind.
Sei ferner

¢1 := max {Supla(t,fc, z,p)|,sup|f(t, z, z, p)|, sup|b(t, il,z,p)l7sup\g(t,x,z,p)|}-
K K IC K
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Seien nun v € U, und (¢, z), (s, x) € Q. mit |t — s| < 1. Aus der Bedingung (3.1) folgt,
dass

la(t,x) —a(s,x)| = |a(t,z,v(t, x), v.(t, z)) — a(s,z,v(s, x), v.(s, x))]

<en(lt = sl% + [o(t,2) = v(s,2)| + |oalt,2) = va(s,2)])

a 1ta « e a
<on(lt = o1 + (g 1= s+ (o Bll - %)
lta 144 a
<on(1+ oS ) — o5
S Ch(l + Mo)‘t — 8‘%

Ha o
Hier haben wir lediglich die Definitionen von /. und der Norm | - ‘ng e

die Tatsache, dass |t — s| < 1 und somit fallend im Exponenten ist.

Den Fall |t — s| > 1 kann man einfacher behandeln. Fiir jedes v € U gilt |v]g 0. < My
und |vzlpo. < My. Da a laut (3.1) in jeder Variable Holder-stetig und somit insbe-
sondere stetig ist, ist |a]o o, durch m€X|a| nach oben beschrinkt. Deshalb gilt fiir alle

(t,x), (s,z) € Q- mit |t — s| > 1, dass

benutzt, sowie

la(t,z) —a(s,z)| < 2|aloa. < 2¢|t— s|%.

Somit ist «a fiir jedes v € U. Holder-stetig in der ersten Variable mit Holder-Exponenten
5 und die Holderkonstante héingt nur von ¢, My und ¢, ab.

Analog kann man die Holder-Stetigkeit von @ auch in der zweiten Variable zeigen.
Seien v € U, und (t,y), (s,y) € Q. mit |z — y| < 1. Dann gilt

\Zi(t,x) o a<t7y>| = |a(t,x,v(t,x),ux(t,x)) o a(t7y7v(t7y>7vx(tvy))‘
< ez =yl + Jolt,2) — ot y)] + [valt2) — valt)])

< an(Jo =yl + ool — ol + (o).l — 9%

IN A

H_a71+a) o
en (14 |v]g? )z =y
cn(1+ M) |z —y|*.

Den Fall |z — y| > 1 kann man vollig analog zu dem Fall |t — s| > 1 behandeln. Folglich
ist

@ < e(en, My, ).

Genauso konnen wir zeigen, dass

(PEY < elen, My, 1)
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Ahnliche Rechnungen liefern die Holder-Stetigkeit von b und g. Fir |t — s| < 1 gilt
b(t, £1) — b(s, £1)| = |b(t, £1, v(t, 1)) — b(s, £1, v(s, +1))]
< en(lt =" + ot @) = v(s, )]

o 1t+a o
< en(lt =I5 + )i It - sI5°)

HJJ_;’_Q,
< ch(1+|v|§)T2 ))|t—s|
(14a)

< en(l+ Mo)lt — s
Analog gilt fiir gund ¢, s € (0,7") mit [t — s| < 1, dass

(+a)
2

(+a)

SN s < (1 M)t —s|

1ta
1G(t, 1) — (s, £)| < cn(1+ o]}, 2

Die Fille |t — s| > 1 kann man wie oben behandeln. Fassen wir die obigen Uberlegungen
zusammen, so ist offensichtlich, dass es eine Konstante
co = co(cp, Moy, c1)

gibt, die nicht von ¢ abhéngt, so dass
max 4 @ (5.0 (750 750~ (HY
X ‘CL‘QE 3 |f‘QE 5 |b‘s€ 3 |g|55 S 027 S E (07T). (3.10)

Somit erfiillen @, f, b und g die Regularititsbedingungen des Theorems 2.1. Die Glei-
chung (3.5) garantiert, dass auch die Kompatibilitdtsbedingung erfiillt ist. Folglich exi-
stiert laut Theorem 2.1 eine eindeutige Losung u € C'*2-27%(€),) von (3.7). Damit ist .J,
fiir jedes € € (0,7") eine wohldefinierte Abbildung.

Im néchsten Schritt zeigen wir, dass fiir hinreichend kleine ¢ die Abbildung J. die
Menge U. in sich abbildet. Dafiir miissen wir zeigen, dass fiir jedes v € U.

(52,14a)
| Jov Qe

Da e < T ist, folgt aus (2.7) und (3.10), dass ein

3 = 03(517 527 Ch, M07 Cl)

< M. (3.11)

existiert, so dass fiir jedes v € U.
(1+%.2+a)

| Jev|g, < ¢s, (3.12)
wobei c3 nicht von ¢ abhdngt. Wir definieren auf 2. eine Hilfsfunktion h durch
h = J.v — g,

und
uo(t, z) == wup(z), (t,z) € (0,e)x [—L,1].
Da uy € C?T*(Q) und u konstant in der ersten Variablen ist, kann man leicht iiberlegen,

dass
ao e C1+%,2+a (Qe)
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und
1+ 2 72+a 2+a

ol = Juoly ™.
Deshalb und weil J.v € C'*2 v2+a(§z ), ist dann auch h € C'*2-27%((),) und

|h|(1+ 5:.2+a) (1+ 5:.2+a) 24a)

« (1+%, o
<|Ja + oS FEHY < ey 4 JugEH = ey, (3.13)

< 14a)

Wir zeigen, dass |h|Q — 0, wenn € — 0. Nach Definition gilt

< 1+a) 2 a Ita
B2 = [hlog. + [haloa, + (ha) 5 + (W) 2.

Laut (1.9) und (1.10) kann man alle Summanden auf der rechten Seite durch Produkte

1422
abschitzen, die als Faktoren verschiedene Potenzen von |h|o o und (h) tQ i

und zwar gilt

enthalten,

|h|Q 1o 1ta) < 3Hy + s H21J/r(§+a)H01 1/(2+«) +H(1+a)/(2+a)H(Z)l—(l+oc)/(2+o¢)

24«

)

+H2/(2+a Hl 2/(2+a)]
. (1+5,2+a) .
wobei Hy = |hloq., Hoya = (h)q. und ¢; = ¢5(I) die Konstante aus (1.9)
bezeichnet. Da h(0, ) = 0, erhalten wir aus dem Mittelwertsatz, dass
Bloo. = sup [A(t,z)| < elhylon. < elhly 25

< < ¢4. (3.14)
(t,x)ENe

Setzen wir dies in die obige Gleichung ein und nehmen wir 0.B.d.A. an, dass € < 1, so
gilt

|h|Q”T“71+a) < 3cie + 05 (0481—1/(2+a) 4 eyt (ta)/(24a) _|_C4€1—2/(2+a))

(3.15)
S 3(1 + 05)0481—2/(24-04).
Wir kdnnen
e = e(cy, ¢5) = (1,61, 82, e, [uo|***, ¢1) (3.16)
offensichtlich so wihlen, dass
(B2i4a) 1
|2, < 5 (3.17)
Daraus folgern wir leicht mit Hilfe der Dreiecksungleichung, dass
|J€ |Q 2 2 1+a) < | 0|Q 2 2 1+a) + |J’U—UQ|Q 2 < 14+a)
@) 1+a) a 1
|U0| (1+ +|h|92 1+ <| 0| (1+ +§<MO

Somit haben wir gezeigt, dass J.(U.) C U., wenn ¢ hinreichend klein ist.

Bis jetzt haben wir bewiesen, dass J. fiir hinreichend kleine ¢ eine wohldefinierte
Selbstabbildung auf I/ ist. Da . topologisch ein Ball und somit insbesondere eine kon-
vexe Menge ist, miissen wir, um den Schauderschen Fixpunktsatz anwenden zu konnen,
nur noch die Existenz einer Topologie auf U/, zeigen, bzgl. der die Abbildung J. stetig
und die Menge U/. kompakt ist.
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Bekanntlich kann man mit dem Satz von Arzela-Ascoli zeigen, dass /. kompakt in
C%1(Q.) ist. Man kann auch leicht einsehen, dass J. auf U. beziiglich der Norm in
C%1(€.) stetig ist: Sei (v;) eine Folge in U mit v; — v in C%'(Q.). Wir zeigen, dass
w; = Juv; — Jvin C%'(Q.). Aus (2.7) folgt, dass {w;} beschrinkt in C'+2:2+%(Q,)
ist. Wiederum kann man mit dem Satz von Arzela-Ascoli zeigen, dass C'+2:2%(Q,) in
C?(Q.) kompakt eingebettet ist. Somit ist der Abschluss von {w;} kompakt in C"?(2, ).
Sei w; eine in C12(€), ) konvergente Teilfolge von w; mit dem Grenzwert w. Dann gilt

wi—a(t, T, 0, V) Wey — f(t, 2,0,0;)
= lim (f@t —a(t, z,v;, v, )W;,, — f(t,a?,v,-,viw)) =0, (t,x)€ Q.
1— 00
ferner
wytb(t, £, v, v)w, — g(t, £, v, v,)
= hm (ﬁjzt + b(t, :l:l, Vi, UZI)’[EZZ - g(t, :l:l, Vs, Uzz)) = 0, t e (0, 5),
11— 00
und offensichtlich
’lU(O,l’) = wl(oax) = UQ(ZL'), LS [_l> l]a
was insgesamt bedeutet, dass
w = J.v.

Somit besitzt .J.v; in CY2(Q.) nur den einzigen Haufungspunkt J.v. Folglich ist .J.v der
Grenzwert von J.v; in C%2(€),) also insbesondere auch in C%1(€).). Somit haben wir ins-
gesamt gezeigt, dass .J. auf . bzgl. der Norm in C%!(€),) eine stetige Selbstabbildung ist,
was bedeutet, dass J. : Y. — U. alle Voraussetzung des Schauderschen Fixpunktsatzes

erfiillt und somit einen Fixpunkt © = J.u € U; besitzt. u 16st offensichtlich das Problem
(1), (2a), (3) in €2,.. Dass u in C' 1+%’2+°‘(Q€) liegt, haben wir bereits oben gezeigt. O

Das Theorem 3.1 sichert die lokale Losbarkeit des Problems (1), (2a), (3). Nun wen-
den wir uns der Frage zu, unter welchen zusitzlichen Voraussetzungen dieses Problem
auch global 16sbar ist, d.h. eine Losung in ganz {2 besitzt. Im Beweis des Theorems
3.1 haben wir das gegebene nichtlineare Problem mittels der Fixpunktabbildung .J. mit
einem linearen Problem assoziiert, das laut Satz 2.1 eindeutig 16sbar ist. Damit die Ko-
effizienten dieses linearen Problems die notwendigen Regularitdtsbedingungen erfiillen,

muss die Funktion, die in die Nichtlinearititen eingesetzt wird (vgl. (3.8)), eine endliche

Ita g tq . . .
| - |Qj 1) Norm haben. Es stellt sich heraus, dass, falls dieselbe Norm fiir die Losun-

gen von (1), (2a), (3) eine globale (d.h. von € unabhéngige) a-priori Schranke besitzt, es
dann eine Losung fiir dieses Problem in ganz )y gibt. Diese Behauptung beweisen wir
im folgenden Theorem.

Theorem 3.2. Seien alle Voraussetzungen des Theorems 3.1 erfiillt. Ferner seien ein 3 €
(0,1) und ein Cz > 0 so gegeben, dass fiir jede klassische Losung u von (1), (2a), (3) in
Q.mite <T
(552148
|U|QE2

' <oy (3.18)
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gilt. Dann besitzt das Problem (1),(2a),(3) eine klassische Losung u in Qr. Ferner ist
u € C'227(Qy), wobei v := {a, B}).

Beweis. Wir setzen
go :=sup{e € [0,T]: (1), (2a), (3) besitzt eine klassische Losung in C1+%’2+7(Q€)}.

Wir zeigen, dass ¢y = 7. Laut Voraussetzung sind die Bedingungen des Theorems 3.1
fiir ein o € (0, 1) erfiillt. Da nach unserer Wahl v < « ist, sind diese Bedingungen auch
erfiillt, wenn wir o mit «y ersetzen. Somit folgt aus Theorem 3.1 die Existenz einer Losung
von (1), (2a), (3) in C'+2:277(€),) fiir ein ¢ > 0. Folglich ist ¢, > 0. Wir zeigen, dass
wegen (3.18) nicht ¢y < 7' gelten kann.

Da y < f3 gibt es aufgrund von (3.18) ein C., = C,(Cj, 1), so dass fiir jede klassische
Losung von (1), (2a), (3) in Q. mite < T

lu |Q2 R yen (3.19)

gilt. Offensichtlich 16st jede Losung u von (1), (2a), (3) auch (3.7) mit v = u. Wegen
(3.19) kann man wie oben (vgl. (3.10)) iiberlegen, dass es ein

C1 = Cl(Ch, Cﬁ/) = Cl(Ch, Cﬁ, l)
gibt, so dass
mac { @l TG, BISE 3157} <o (3.20)
Also gibt es wegen (2.7) ein

Co = 02(51,52,Ch,01) = 02(51’527%7 Cﬁ ‘u0|(2+a )7

so dass fiir jede klassische Losung u. von (1), (2a), (3) in 2. mite < T

‘ (1+32,247)

< e (3.21)

|ue

gilt. Laut der Definition von ¢, gibt es eine wachsende Folge (¢;) mit Grenzwert &, so
dass (1), (2a), (3) eine klassische Losung u; in 2., besitzt. Offensichtlich gibt es dann fiir
jedes t; < egein N € N, so dass g; > t; fiir > N und u; die Gleichung (1), (2a), (3) in
Qy, 16st. Wir wissen, dass C'+22+7(Q,, ) in C'* 2(ﬁtl) kompakt ist. Ferner ist wegen (3.21)

die Menge {u;,i > N} beschrinkt bzgl. | - 1+ 2

(;), die in CY%(€),,) gegen einen Grenzwert u1 konvergiert. Offensichtlich ist u; eine
klassische Losung von (1), (2a), (3) in ﬁtl. Wir wihlen nun beliebiges to mitt; <ty < £.
Da ¢; wachsend gegen ¢ konvergiert, kann man wieder eine Teilfolge von (u;) finden, die
gleichmiBig gegen eine Funktion u; konvergiert, die eine klassische Losung von (1), (2a),
(3) in €, ist. Aufgrund der Eindeutigkeit der Grenzwerte in C'2(€);,) stimmt uy mit u;
in ), iiberein. Auf diese Weise kann man durch sukzessive Wahl der Teilfolgen eine
Funktion u., € 01,2(960) konstruieren, die das Problem (1), (2a), (3) in jedem Q, C
2., und folglich auch in (2., 16st. Nun gilt wegen der Voraussetzung (3.18) auch fiir u,,
die Abschitzung (3.19) und folglich auch (3.21). Somit ist u., € C'*2**7(€),,) und

. Somit besitzt (u;) eine Teilfolge
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folglich sind u.,, Oyu.,, Oyuc, und O, u., gleichméBig stetig auf 2., wodurch sie sich
auf {e0} x (=, 1) stetig fortsetzen lassen. Dann ist offensichtlich

ug = Uey(€0,7) € C(QH)(Q)

und wu erfiillt die Kompatibilitdtsbedingungen (3.5) fiir die Anfangszeit ;. Wir wissen
bereits, dass £g > 0. Wir nehmen an, dass €y < 7'. Dann gibt es laut Theorem 3.1 eine > 0
mit g + € < 7T und ein u*, das die Gleichungen (1), (2a) in Q* := (gg,0 + &) X (=1,1)
16st und der Anfangsbedingung

u*(eg,x) = uj(x), x€[-11],

geniigt. Dann ist

w(t J}) = {Ugo(t,l'), (t,l’) € [0750) X (—l,l),
L) u*(t, x), (t,2) € [g0,80 + &) X (=1,1),

eine klassische Losung von (1), (2a), (3) in [0, e9+¢) x (=, 1). Dies ist aber laut Definition
von € unmoglich. Folglich ist die Annahme, dass €y < 7', falsch. Somit folgtey = 7. [

Aus Theorem 3.2 folgt die Existenz einer globalen klassischen Losung von (1), (2a),
(3), vorausgesetzt, die Abschitzung (3.18) ist erfiillt. Ein analoges Resultat fiir das allge-
meinere Problem (1), (2), (3) konnte mit den oben verwendeten Methoden nicht bewiesen
werden. Wir wollen es kurz nédher erldutern. Wihlt man nédmlich den gleichen Fixpunktan-
satz, wie im Beweis des Theorems 3.1, so stellt sich heraus, dass derselbe Definitionsbe-
reich U, fiir eine analoge Fixpunktabbildung im Falle der Randbedingung (2) ungeeignet
ist. Denn, falls man eine Funktion v € U in b und g aus der Randbedingung (2) einsetzt
(vgl. (3.8)), so sind v, und somit auch b und § nur in C'2 (S:) (selbst wenn b und g in der
letzen Variable Lipschitz-stetig sind) und erfiillen somit nicht die fiir die Losbarkeit des
linearen Problems notwendigen Regularitdtsvoraussetzungen (vgl. Theorem 2.1). Somit
wire eine zu J. analoge Zuordnungsvorschrift in diesem Fall keine wohldefinierte Abbil-
dung. Dieses Problem konnte man 16sen, indem man im Definitionsbereich der Fixpunk-
tabbildung nur Funktionen zulésst, deren erste Ortsableitung mindestens in C' = (S.) fiir
ein a € (0, 1) ist. Wahlt man nun den Definitionsbereich der Fixpunktabbildung als eine

Teilmenge von C HT&vk*“(Qe), so muss k > 2 gelten. In diesem Fall wire ein zu (3.7)
analoges lineares Problem zwar 16sbar, die Losung aber wiirde keine hohere Regularitit
besitzen, als die Funktionen aus dem Definitionsbereich. Somit konnten wir diese Losung
nicht wie in (3.15) interpolieren und zeigen, dass die Abbildung J. fiir ein geeignetes ¢
eine Selbstabbildung ist.

Aufgrund des Satzes 2.1 liegt dennoch die Vermutung nahe, dass man durch eine ge-
eignete Fixpunkttechnik (evtl. durch die Anwendung eines anderen Fixpunktansatzes oder
sogar durch eine geschicktere Wahl des Definitionsbereichs der Fixpunktabbildung) die
zu den Aussagen der Theoreme 3.1 und 3.2 analogen Aussagen auch fiir das Problem (1),
(2), (3) beweisen kann. Dies ist der Gegenstand aktueller Untersuchungen.
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4. A-PRIORI ABSCHATZUNGEN UND GLOBALE EXISTENZ

Wie aus dem Theorem 3.2 ersichtlich ist, reduziert sich der Beweis der Existenz einer
globalen klassischen Losung von (1), (2a), (3) darauf, dass man fiir die lokalen Losungen

148
u dieses Problems ein 3 € (0,1) und eine a-priori Schranke fiir |u|, * 1) figr jedes

e < T findet. Wie schon in der Einfithrung erwéhnt, gewinnt man diese Abschitzung
aus der allgemeinen Theorie der linearen parabolischen Differentialgleichungen zweiter
Ordnung, falls man a-priori Schranken fiir max |u| und max |u,| bereits kennt, da man
in diesem Fall die nichtlineare Gleichung (1) wie eine lineare Gleichung mit beschriank-
ten Koeffizienten behandeln kann (fiir Details vgl. Theorem 4.7 und den Beweis von [25,
Theorem 5.1]). Wie auch bereits gesagt, ist der schwierigere Teil bei diesem Ablauf die
a-priori Abschitzung von max |u,|, was auch unser Hauptanliegen in diesem Kapitel ist.
Diese Abschitzung fiithren wir im Abschnitt 4.1 fiir die Losungen des allgemeinen Pro-
blems (1), (2), (3) unter verschiedenen Bedingungen durch (vgl. Theoreme 4.1, 4.3 und
4.5). Dabei betrachten wir die a-priori Schranke fiir max |u| zunichst als gegeben. An-
schlieBend zeigen wir im Theorem 4.7, wie man die erwiinschte a-priori Abschétzung fiir

a1 . . . .
|u|QT2 Ie) ebenfalls fiir die Losung des allgemeinen Problems (1), (2), (3) in Abhéngig-
keit von rrg)ax|u| und %ax|ux| erhilt. Im nichsten Abschnitt in Theorem 4.9 zeigen wir,

T T

wie man die a-priori Abschitzung fiir max |u| im Falle des Randwertproblems (1), (2a),
(3) mit Hilfe des parabolischen Maximumprinzips gewinnen kann. Nun folgt die globale
Existenz fiir das Problem (1), (2a), (3) aus den gewonnenen a-priori Abschitzungen und
Theorem 3.2. Dieses Resultat haben wir in Theorem 4.10 explizit formuliert. Die glo-
bale Existenz der Losung im Falle der Randbedingung (2) konnten wir nicht vollstidndig
beweisen. Das fehlende Glied in der Beweiskette ist ein zu dem Theorem 3.1 analoges
Theorem fiir das Randwertproblem (1), (2), (3) (fiir Details siehe die Bemerkung nach
Theorem 3.2).

4.1. A-priori Abschétzungen fiir max |u,|. Wir wollen unsere Vorgehensweise kurz
erlautern. Um den Betrag des Gradienten der Losung u abzuschitzen, ist es offensichtlich
ausreichend, eine obere Schranke fiir W zu finden, wenn |z —y| klein ist. Um das
zu tun, benutzen wir die Methode der Verdoppelung der Raumvariable aus [36], die man
kurz wie folgt zusammenfassen kann: Wir betrachten die Gleichung (1) in zwei Punkten
(t,x), (t,y) € Qr und erhalten durch die Differenzbildung eine Differentialgleichung
fiir die auf der Menge (0,7") x (—[,l) x (—I,[) definierte Funktion u(t,x) — u(t,y),
deren Raumvariable offensichtlich nicht mehr ein- sondern zweidimensional ist. Ferner
definieren wir eine Funktion / als die Losung einer geeigneten Differentialgleichung (vgl.
(4.13)), die man mit mit Hilfe eines Maximumprinzips mit der Funktion u(t, z) — u(t, y)
vergleichen kann. Die erwiinschte Abschitzung fiir max |u, | folgt aus der Ungleichung

ut, z) —ult, y)| < h(lz —yl),

die in einer Umgebung der Menge {(¢,z,y) € (0,7) x (=1,1) x (=1,1) : = = y}, dh.
fiir kleine Werte von |x — y|, giiltig ist.
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4.1.1. Abschitzung unter der Berstein-Nagumo Bedingung.

Theorem 4.1. Sei u eine klassische Losung von (1), (2), (3) mit

max |u| < M. 4.1)
Qr
Es gelte
a(t,z,z,p) >0, (t,z,z,p) € Qp x [-M, M] x R. 4.2)
Ferner sei ug eine Lipschitz-stetige Funktion mit
uo(z) —uo(y)| < Klo —y|,  x,ye[-11]. (4.3)

Auperdem existiere ein qo > K sowie eine reellwertige Funktion ¢ € C'([0,00)) mit
Y > 1 und

o0

2oy, (4.4)

¥(p)

q0
so dass

|f(t, 2, z,p)| < alt,z,z,p)(pl), (t,x,2,p) € Qp x [-M, M] xR (4.5)

und
g(t, 1, z,p) < b(t, 1, z,p)p, (4.6)
—g(t, =1, z,p) <b(t,—1, 2 p)p, 4.7)
g(t, =1, z,—p) < b(t, =1, 2, —p)p, (4.8)
—g(t,l,z, p) < b(t,l,z,— )P, 4.9)
fiir (t,z) € (0,T] x [-M, M| und p > qo. Dann existiert ein
c=c(q, M, ¢, K), (4.10)
so dass
max |u,| < c. (4.11)

T

Beweis. Durch die Voraussetzung (4.4) existiert ein ¢; > qo so, dass

q1
pdp

PEL _ o 4.12
Y(p) (12

q0
Wir definieren auf dem Intervall [y, ¢;] die Funktion 7 durch

o q1 ﬂ
T(£) T . ¢(P)’ 5 S [QO7QI]'

Da 1) strikt positiv ist, ist 7 offensichtlich strikt monoton fallend auf [y, ¢;] mit
q1 dp

: o) =2M und 7(q;)=0.

70 := 7(q0) =
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Somit ist die Funktion 7 auf ihrem Definitionsbereich umkehrbar und die Umkehrfunktion
q := 77!, definiert auf dem Intervall [0, 7], ist offensichtlich auch fallend, mit

g(0)=770)=q1 und q(n) =7""(10) = go-
Somit konnen wir auf [0, 7] eine Funktion % definieren durch

q1

dp
he) = | 292
© ¥(p)
q(é)
Offensichtlich ist h(§) = e o ¢(§) mit
_ q1 &
o) C w(p)

Dann erhalten wir durch die Verwendung der Kettenregel, des Satzes iiber die Differen-
zierbarkeit des Integrals nach der oberen Grenze und des Satzes iiber die Differenzierbar-
keit der Umkehrabbildung, dass

(&) = €(q(€)d' (&) =€ (&) (v 1) (&) = e’(q(&))ﬁ = 6,(q(€))7,(q1(§))
o—q§) 1
= o) oL 1z
und 1
R'(E) =¢(&) = = —1(q(£)).

AuBerdem ist

h(0) = e(q(0)) = e(q1) =0,
h(1o) = e(q(70)) = e(qo) = 2M.

Somit ist & zweimal differenzierbar auf (0, 75) und 16st das Problem:

; 5 S (0,7'0),

h/(g Z 05 5 S (O7T0)7 (4 13)

Da ' > qo > K und h(0) = 0, gibt es laut dem Mittelwertsatz fiir x,y € [—, ] mit
|z —y| < 1peiné € [0, |x — yl], so dass

hlz —yl) = K (§)]r —y| > K|z —yl.
Folglich ist wegen (4.3), dass
[uo(w) —uo(y)| < h(lz —yl), =,y €[-L1], |z —y| <. (4.14)
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P={(x,y) eQxQ:0<x—y <7},

Pr:
S, Pr :
SoPr :
S3Pr :
SyPr -

SPTZ

BPTI
FPTI:

m Mm Mm m
v/ B v/l

I
—
(@n)
—
X
e

=l<e<—l+7, y=—I, te (0,7},
rrx=10L1l-1<y<l, t€<07T]}7

cx =y, te€(0,T]}, (4.15)
crx—y =1, t € (0,1},

und veranschaulichen sie fiir ein festes ¢ (d.h. 2D-Projektion dieser Mengen) durch das
folgende Bild:

SQPT

S3Pr;

S4Pr

SlpT
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Wir definieren in Py folgende Hilfsfunktionen:

U(t? Z, y) = U(t, [L’) - U(t, y)7

w(t,z,y) :=v(t,z,y) — h(z —y), (4.16)

w(t,x,y) = e ‘wt, z,y).
Die rdumlichen partiellen Ableitungen, d.h. die Ableitungen nach der zweiten bzw. dritten
Variable dieser Funktionen notieren wir als Ableitung nach x bzw. y. Um die Notation
moglichst iibersichtlich zu halten, verwenden wir die beiden Symbole u, und u,, auch fiir
die Ableitung nach der Raumvariablen der nur von zwei Variablen abhingiger Funktion
u, d.h.

Uy 1= Uy = OaU.

Im Folgenden zeigen wir, dass w in P kein positives Maximum annehmen kann. Fiir
(t,z,y) € Pr\I'Prsind (¢, z) und (¢, y) Elemente von Q27. Deshalb ist dort die Gleichung
(1) erfiillt, d.h.

—uy(t, ) + alt, z, u, up) g + f(t, 2,0, u,) =
— Uy (tv y) + a’(t7 y7 u, uy)uyy _'_ f(tu y7 Uu, uy) =
Aus der Definition von v folgt,

0 4.17
0 4.17)

(b, 2, y) = (ult, ) —ult,y))e = ua(t, ),
vy(t,x,y) = (ult,z) —ult,y))y = —uy(t,y),
Vee(E, 2, Y) = U (t, ),
Uyy(t, 2, y) = —uyy(t, y).
Wenn wir dies in (4.17) einsetzen, erhalten wir
—uy(t, ) + a(t, z,u, v,) Ve + f(t, z,u,v,) =0,
—u(t,y) — alt,y, u, —vy)vy, + f(t,y,u, —v,) = 0.
Durch Subtraktion dieser Gleichungen und das Beriicksichtigen von
—vy(t, ,y) = —uy (¢, ) + ue(t, y),
erhalten wir die Gleichung
—vg(t, 2, y) + alt, z,u, V) Ve + f(E, 2, u,v,)

4.18
+ a(t7 Yy, u, _Uy)vxx - f(t7 Yy, u, _Uy) = 0. ( )
Aus (4.5) folgt
t,x,u,v,) < alt,r,u, v, Vel),
( ) < af JU(|vzl) “.19)
_f(tayaua ) S (t7y7u7 _Uy)w(|vy|)'
Wir fiihren die folgende Notation ein:
At,z) == alt, x,u,v,),
(t,) ( ) (4.20)

A(t,y) == alt,y, u, —vy).
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Damit erhalten wir aus (4.18) und (4.19), dass
—ui(t, @, y) + At ) (e + (|0a2])) + At y) (vyy + ©(J0y])) = 0.
Ferner folgt aus der ersten Gleichung von (4.13), dass
At z)(h"(x —y) + 0([I' (x = y)]) + Alt, y) (W' (@ — y) + »(|W (2 — y)])) = 0.
Wiederum durch Subtraktion und unter der Verwendung der Gleichungen
wt(t7 x, y) = Ut(t7 z, y)7
www(tu z, y) = U$$<t7 €, y) - hl/('x - y)7
wyy(tv x,y) = Uyy(tv‘rv y) - h//(x - y)7
die sich unmittelbar aus der Definition von w (vgl. (4.16)) ergeben, erhalten wir
_wt(ta ZIZ', y) + A(ta x)wx:c(ta ZIZ', y) + A(t7 y)wyy(ta ZIZ', y) + T(t, ZIZ', y) Z Oa (421)
wobei
r(t, 2, y) = Y(va(t, z, 9)]) — (1B (@ — y)|) + oy (¢ 2, 9)]) — LR (2 — y)]).

Durch die Multiplikation von (4.21) mit e~ und wegen der Gleichungen

t

—t ~ ~ — ~ —t ~
—we” T = —w; — w, Wy = = Wyg, Wyy€ = Wyy, 4.22)

die aus der Definition von w (vgl. (4.16)) folgen, ergibt sich

[—wy — W+ A(t, ) Wyy + AL, Y)Wy, + e > 0. (4.23)

|(t717y)€ﬁT\FPT B

Wir nehmen nun an, dass die Funktion w das positive Maximum in (to, 9, yo) € Pr\I'Pr
annimmt. Dann gilt in diesem Punkt

~w(t07$oayo) >0, iﬂt(tmx(]uyO) >0, 4.24)

Wy (to, To, Yo) <0, Wy, (to; Zo, Yo) < 0.
AuBerdem ist

Wy (to, To, Yo) = Wy(to, To, Yo) =0,
woraus wieder mit der Definition von w die Gleichung
e~ (va(to, 20, Yo) — h'(x0 — yo)) = e (vy(to, 20, yo) + h'(z0 — %o)) = 0.

folgt. Folglich ist

vz (to, To, Yo) = —vy(to, Zo, Yo) = ' (x0 — yo) (4.25)
und somit

r(to, o, yo) = 0. (4.26)

Da A(ty, zo) und A(tg, yo) wegen (4.2) nicht negativ sind, folgt aus (4.24) und (4.26),
dass
(—wy —w + A(t, ) Wyy + A(t, y)wy, + re_t)| < 0. (4.27)

(to,o,y0)
Das ist ein Widerspruch zu (4.23). Also kann @ kein positives Maximum in Pz \ T'Pr
annehmen.
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Wir miissen noch zeigen, dass w auch auf I'Pr kein positives Maximum annehmen
kann. Wir unterscheiden dabei zwei Fille: 79 < 2{ und 7y > 2[. Sei zunichst 79 < 2{ und
(t,1,y) € SoPr.Da 1y < 21, gilt —] < y < [. Also erfiillt die Funktion « in den Punkten
(t,y) und (¢, () Gleichungen (1) bzw. (2), d.h.

_ut(ta y) + a’(ta ya U, uy)uyy + f(t7 y7 U, uy) = 07
—uy(t, 1) — b(t, 1, u, up)u, + g(t, [, u,ug) = 0.

Wir erinnern, dass
Uy(t7l7y) = _uy(t7y)7 Uyy(t7l7y) = _uyy(tuy)u Ur(tal7y> = u:v(ta l)
Durch das Einsetzen in die obigen Gleichungen ergibt sich, dass
_ut<t7 y) - a<t7 Yy, u, _Uy)vyy + f(t7 Yy, u, _Uy) = 07
_Ut(t, l) - b(t’ l? u? ,UZ')USC _l_ g(t7 l? u? USC) = O

Wenn wir die obere Gleichung von der unteren subtrahieren und dabei (4.5) sowie die
Definition von v beriicksichtigen, erhalten wir

_’Ut(ta l7 y) + a’(ta Yy, u, _'Uy)vyy + a’(ta Yy, u, _Uy)¢(|vy|)
—b(t, 1, u, v )v, + g(t, 1, u,v,) > 0.
Mit
ri(t, L y) == —=b(t, [, u, v.)v. + g(t, 1, u, vy)
und A(t,y) wie in (4.20) ist
—u(t, Ly) + A, y) (vyy + ¥ (lvyl) +71(t L y) = 0. (4.28)
Da (t,1,y) € SoPr und somit 0 < [ — y < 79, folgt aus (4.13), dass
At y) (" (1 —y) + (|01 — y)[)) = 0.
Ziehen wir diese Gleichung von (4.28) ab und beriicksichtigen, dass
wt(tu l, y) = Ut(t7 l, y)7 wyy(t7 la y) = Uyy(t7 l? y) - h//(l - y),
so erhalten wir
[—we + At y)wyy + AL y) (W (fogl) = ¢ (R])) + 7],
Multiplikation mit e~ und Beriicksichtigung von (4.22) liefert

o~ ~ —t —t
[—wy —w + A(t,y)wy, + ree”" + 1€ ]|(t’l’y)652PT >0, (4.29)

(tlLy)eSaPr —

wobei

ra(t, L y) = At y) (@ (|vy (8, L y)) — v = y)l))-
Wir nehmen nun an, dass w in (tg,l,yo) € Sz Pr das Maximum annimmt. Dann gilt in
diesem Punkt

f&(tm la yO) > 07 ﬁ;t(th layO) 2 07 {I}yy(th la yO) S 0.
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Ferner, ist (o, [, yo) ein innerer Punkt von Sy Pr und es gilt deshalb
wy(to, 1, y0) = 0.
Aus der Definition von w folgt dann unmittelbar, dass
e (vy(to, 1, y0) + W' (I = yo)) = 0.
Folglich ist
—vy(to, 1, y0) = h'(1 — yo) (4.30)
und somit
ro(to, 1, yo) = 0.
Ferner muss gelten, dass
Wy (to, 1, y0) = e (v (to, 1, yo) — W' (1 — o)) > 0.
Daraus folgt wegen (4.13), dass
v (to, 1, y0) > h' (1 —yo) > qo >0 (4.31)
und schlieflich mit (4.6), dass
r1(to, I, y0) = —b(to, l, u, vy)ve + g(to, [, u,v,) < 0.
Insgesamt folgt, dass

(—w; — W+ A(t, Y)Wy, + ree " + rle_t°)|(t o) <0, (4.32)
0,¢,90

was ein Widerspruch zu (4.29) ist. Somit kann w in S5 Pr kein positives Maximum an-
nehmen.

In der gleichen Art und Weise untersuchen wir w auf Sy Pr. Sei (¢, z, —1) € S Pr. Aus
(1) und (2) folgt, dass

—uy(t, x) + a(t, T, u, Uz )Upe + f(t, 2, u,uy) =0,
—ug(t, —1) + b(t, =1, u, uy)u, + g(t, =1, u,u;) =0
und aus der Definition von v, dass
Ui (t,w, —1) = ug(t, @),  ve(t,x, =) = ug(t,2), vt x, —1) = —u,(t,—1).
Einsetzen liefert
—uy(t, x) + a(t, z,u, vy )vee + f(t, 2, u,v,) =0,
—u(t, =) — b(t, =1, u, —vy)v, + g(t, =1, u, —v,) = 0.
Durch Subtraktion dieser Gleichungen erhalten wir
—v(t, @, =) + a(t, x, u, v,) Ve + f(t, 2,0, 0,)
+0(t, =1, u, —vy)v, — g(t, =1, u, —v,) = 0.
Mit
rs(t, z, —1) == b(t, =1, u, —vy)v, — g(t, =1, u, —v,),
A(t, z) wie in (4.20), und weil wegen (4.5)
ft,zu,v,) < alt, z,u, v)Y(|vg),
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erhalten wir
—v(t, x, =) + A(t, ) (Vg + V(|vg])) + 73(t, 2, —1) > 0.
Wiederum gilt wegen (4.13), dass
A(t, z) (W' (z 4+ 1) + (B (z + 1)) = 0.

Wir subtrahieren diese Gleichung von der letzten Ungleichung, beriicksichtigen dabei,
dass

wy(t, x, =) = v (t, x, =1),
Wee(t, 1, —1) = Voo (t, z, —1) — W' (x + 1)

und erhalten
[—we + A(t, @) wae + A, 2) (W (J0a]) = D(IR])) + 73]

Mutltiplikation mit e~* liefert

e~ ~ —t —t
[—w; — W+ A(t, ©) Wy + rae”" + 13e ]‘(t,x,—l)eslPT >0, (4.33)

|(t,x,—l)ESlPT -

wobei

ra(t,x, =1) == At 2)(Y(|va(t, 2, =D)]) — (R (x + D).
Wir nehmen nun an, dass w in einem Punkt (¢o, xo, —1) € S;Pr mit o # [ das positive
Maximum erreicht. Dann ist

w(to, xg, —1) >0,
—Wy(to, Tg, —1) > 0, W, (t, z9, —1) = 0,
Wy (to, To, —1) < 0.
Aus w,(ty, xo, —1) = 0 folgt
e (v (to, w0, —1) — W (zo + 1)) = 0.
Dann ist offensichtlich
|ve(to, L yo)| = [ (0 + 1)
und somit
r4(to, 1, 0) = 0.
Ferner gilt
— Wy (to, 2o, —1) = e (—vy(to, g, —1) — I/ (zo + 1)) > 0.
Mit (4.13) folgt daraus, dass
—vy(to, xo, —1) > W (zo +1) > qo > 0,
dann mit (4.7), dass
—g(to, =1, u, —vy) < b(ty, —l,u, —v,)(—vy)
und schlieBlich, dass
r3(to, xo, —1) < 0.
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Insgesamt folgt

(—w; — W+ A(t, 2)Wey + rye”" + rge_t)| <0.
(to,ro,—l)

Das ist ein Widerspruch zu (4.33). Also kann w auch auf S; Pr kein positives Maximum
erreichen.

Nun betrachten wir w auf S3 Pr und Sy Pr. Fiir (t, z,y) € SsPr giltz = y.Dah(0) =0
(vgl. (4.13)), erhalten wir unmittelbar aus der Definition von w

w(t,z,y) = e (ult,r) —ult,y) — hr —y)) =0, (t,2,y) € SsPr.

Insbesondere nimmt w auf S3 Pr kein positives Maximum nicht an.

Fiir (t,x,y) € S4Pr gilt x — y = 79. Nach (4.13) ist h(7y) = 2M = 2max |u(t, x)|,

Qp
woraus direkt folgt, dass
w(t,ﬂ?, y) = u(t,x) - U(t,y) - h(TO) < 07

d.h. auch auf S, Pr kann w kein positives Maximum annehmen.
SchlieBlich miissen wir w noch auf B Pr betrachten. Fiir (¢, x,y) € BPy giltt = 0 und
deshalb folgt aus (4.14) offensichtlich, dass
w(t,z,y) = (uo(z) — uo(y) — h(z —y)) < 0.

Also kann w auf I' Py kein posigves Maximum annehmen, falls 7y < 2.
Nun betrachten wir w auf I'Pp fiir den Fall, dass 7, > 2[. Der Unterschied zu den
bisherigen Betrachtungen besteht darin, dass die Menge S4 Pr nun leer ist und, dass die
Mengen S} Pr und S, Pr zusitzlich die Menge {(t,1,—1) : t € (0,T]} enthalten. Wir
miissen also noch zeigen, dass w auch auf dieser Menge kein positives Maximum anneh-
men kann.
In den Punkten (¢, ) und (¢, —) erfiillt die Funktion u die Randbedingung (2), d.h.
_ut(t7 l) - b(t7 l? u? uSC)uZ' _l— g(t7 l? u? ul‘) = 07
—ug(t, =) + b(t, =1, u, uy)u, + g(t, =1, u,u,) = 0.
Durch Subtraktion erhalten wir die Gleichung
—w(t, 1, —=1) = b(t, [, u, up)u, + g(t, 1, u, u,
1= = bt L, + g0, ) i
- b(t> _l> u, ux)ux - g(ta —l, u, ux) =0.

Wir nehmen an, dass w in (to, [, —!) fiir ¢ € (0, 7] ein positives Maximum erreicht. Dann
ist

W, (to, 1, —1) = e (ux(to, 1) — h'(20)) > 0,
—wy(to, 1, =) = e " (uy(to, —1) — K (21)) > 0
und folglich gilt wegen (4.13) offensichtlich, dass
Uz (to, 1) > h'(20) = g0 > 0,
uy(to, —=1) > W' (21) > g0 > 0.
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Dann folgt aus (4.6) und (4.7) zunéchst, dass
—b(t, 1, u, uz)u, + g(t, 1, u,uy) <0,
_b(tv —l, u, ux)ux - g(t> _l> u, u:c) < 0

und somit aus (4.34), dass
—wy(to, 1, —1) > 0. (4.35)
Andererseits, da w auf {(to, [, —[) : t € (0,7} ein positives Maximum annimmt, gilt
f&(tm lv _l) > 07 ﬁ;t(t()a l7 _l) > 0
und somit
—wt(to, [ —l) = —€t(w(t0, [ —l) + at(to, [, —l)) < 0.

Das ist ein Widerspruch zu (4.35). Somit haben wir insgesamt gezeigt, dass w in Py kein
positives Maximum erreichen kann. Deshalb folgt aus der Stetigkeit von w, dass

w(t,z,y) <0, (t,x,y) € Pr,
Durch analoge Uberlegungen kann man zeigen, dass auch die Funktion
wy = u(t,y) —ult,x) — h(zr —y)

kein positives Maximum in Py erreichen kann und deshalb

ﬁh(txay) SO, (t,a?,y) 6FT~
Also gilt

u(t, z) —u(t,y)| < h(z—y), (tz,y)€ Pr.
Aufgrund der Symmetrie der Variablen schlieBen wir leicht, dass
|U(t,$)—U(t,y)| Sh(y-l’), (t,l’,y) E@T»

wobel

QT = {(t,ﬂ?,y) : (t,y,.i(}) S PT}
(d.h. Q ist die Spiegelung von Pr an der Ebene {(¢,7,7) € R® : z = y}).

Insgesamt gilt dann
u(t, z) —u(t,y)| < h(lz —yl), (t,2,y) € Qp U Pr,
wobei
@TU?T = {(t,l’,y) S R3 0 0 < |$_y‘ < 70, ‘.CL’| < l7 |y| < l7 te [07T]}
Da h(0) = 0 ist, folgt daraus, dass
u(t,z) —ult,y)| _ hllz —y]) — h(0)
T =y B |z -yl

und man erhélt durch die Grenzwertbildung, dass

|um(t,x)\ < h/(O) =q1, (t,l’) € Qr. (4.36)

) (tax7y)€@TUFT
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Das bedeutet, dass (4.11) mit ¢ = ¢ erfiillt ist. Da die Zahl ¢; wiederum durch die
Bedingung (4.12) bestimmt wird, ist offensichtlich, dass sie nur von K, M, gy und
abhéngt. U

Bemerkung 4.2. a) Die Bedingung (4.5) kann man wegen der Parabolizititsbedingung
(4.2) auch in der Form
f(t7 x? Z7 p)

Yl < 4.37
alt,x,zp)| = "I 7
schreiben. Diese Bedingung ist gut bekannt in der Theorie der parabolischen Gleichungen
2. Ordnung. Oft wird fiir die Funktion 1) ein quadratisches Polynom gewdihlt. Diese Wahl

f(t,z,z,p)
a(t,x,z,p)

als p“™, so kann man einen Blow-up des Gradienten nachweisen, sowohl auf dem Rande
als auch im Inneren des betrachteten Gebietes. Die in (4.4) gegebene Integralformulie-
rung der Wachstumsbedingung ist noch etwas schdrfer. Es ist offensichtlich, dass im All-

),

allerdings werden durch (4.4) einige Funktionen auf der rechten Seite zugelassen, die
asymptotisch zwischen p* und p** liegen, wie z.B. p? log p.

ist in gewisser Hinsicht optimal. Wéichst der Quotient in der Variable p schneller

24+

2

gemeinen ¢(p) = p>* auch diese Bedingung verleizt (wenn z.B. [ p~“dp < 2max |ug
K

b) Wie schon in der Einfiihrung erwdihnt, hat sich die Notwendigkeit der Voraussetzungen
(4.6)—(4.9) durch die dynamische Randbedingung (2) ergeben. Wir wollen eine einfache
Situation schildern, wann diese Voraussetzungen erfiillt sind: Ersetzt man die Bedingung
(4.4) durch die restriktivere Bedingung

oo

d
% — o0, (4.38)

dann existiert zu jedem qy > 0 ein q; > 0, das die Gleichung (4.12) erfiillt. Dann kann
man leicht nachvollziehen, dass die Voraussetzungen (4.6)—(4.9) erfiillt sind, wenn bei-
spielsweise der Koeffizient b(u, u,) positiv und von 0 weg beschrinkt und die Funktion
g(u, u,) beschrinkt ist.

q

4.1.2. Rechte Seiten mit beliebigem Wachstum. In [36] wurde im Falle der klassischen
Randbedingungen (4.46) gezeigt, dass die Gradientenabschédtzung auch in einer allge-
meineren Situation durchgefiihrt werden kann, und zwar kann man die rechte Seite in
(1) durch einen geeigneten Summanden f; (¢, x, u, u,) erweitern, der nun in der Variable
u, beliebig schnell wachsen darf, aber einer Art Homogenititsbedingung (vgl. (4.41))
unterliegt. Eine genaue Analyse des Beweises des Theorems 4.1 zeigt, dass diese allge-
meinere rechte Seite auch unter der Randbedingung (2) zugelassen werden kann, falls
wir die rechte Seite von (2) um einen geeigneten Summanden g; erweitern und zusitzlich
fordern, dass die Summe von f; und g; das ,richtige Vorzeichen hat (vgl. (4.42) und
(4.43)).

Wir betrachten also die Gleichung
wg—a(t, , U, ug) gy = f(t, 2, u,uy)+ f1(t xu,ug), (8 x) € (0,T)x(=1,1), (4.39)
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mit der Randbedingung

wp £ 0(t, £, u, ug)u, = g(t, £l u,uy) + g1(t, £ u,ug), t€(0,7), (4.40)
wobei f; und g; den folgenden Bedingungen geniigen:

fl(t7y7u17p) - f1<t,$,U2,p) 2 07

4.41)
fl(t7$7u17 _p> - fl(t7y7u27 _p> Z 0
fir—-l<z<y<l, -M<u <uy <M, p>0,
fl(t7$7u17p1) - gl(ta l7u27p2) Z 07 (442)
filt,z,ur, —p1) — gi(t, =1 ug, —pa) > 0
fir—l<z<Il, =M <u; <us <M, gy < p1 < ps,und schlieflich
gl(t7l7u17 _pl) - fl(t7$7u27 _p2) Z 07 (443)

a1(t, =lur,pr) — fi(t, z, ug,p2) >0
fir-l <z <[, —M <u <uy <M, g <p2<pr1.

Unter diesen zusitzlichen Bedingungen kann man die folgende Aussage beweisen.

Theorem 4.3. Sei u eine klassische Losung von (4.39), (4.40), (3) und die Bedingungen
(4.1)—(4.9) sowie (4.41)—(4.43) seien erfiillt. Dann gibt es eine Konstante c wie in (4.10),
so dass
max |u,| < c.
Qp

Beweis. Der Beweis ist bis auf geringfiigige Anderungen identisch mit dem Beweis des
Theorems 4.1. Wir zeigen es exemplarisch an folgenden zwei Rechnungen. Falls wir die
Gleichung (1) durch die Gleichung (4.39) ersetzen und dem Beweis des Theorems 4.1 bis
zu Ungleichung (4.23) folgen, so erhalten wir statt dieser Ungleichung die Ungleichung

— Wy — W+ A(t, ) Wey + A(t,y)W,, +re" B

[—w (t,x) (2, Y)Wy, ]|(t,m,y)€PT\FPT (4.44)
Z fl(t7 Y, u, _Uy) - fl(t7 €, U, U:E)'

Falls w ein positives Maximum in (¢, [, yo) € Pr \ ' Py annimmt, dann gilt (vgl. (4.25))

'Ux(t07 l7 yO) = _Uy(t()a l7 yO)
So folgt aus (4.44) und (4.41), dass
[—wy — 0 + A(t, 2)Wae + A(t, y)Wyy + Te_t]‘ > 0.

(to,70,y0)
Dies ist ein Widerspruch zu der Ungleichung (4.27), die genauso wie im Beweis von
Theorem 4.1 hergeleitet werden kann.
Wir folgen weiter dem Beweis des Theorems 4.1 und betrachten w auf S, Pr. Ersetzen
wir f durch f + f; und g durch g + g1, so erhalten wir anstelle der Ungleichung (4.29)
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zunéchst die Ungleichung

_ T, — G+A(, YD - -
(—wy — WHA(L, Y)Wy, + r2e”" +116€ >|(t,z,y)eszPT (4.45)

2 e_t[f1<t7 Y, u(tu y)v _Uy<t7 lv y)) - gl(tv lv u<t7 y>7 _Uy(tv lv y))]

Nimmt man nun an, dass w in (to,[,y0) € SePr ein positives Maximum annimmt, so
kann man iiberlegen (vgl. (4.30), (4.31)), dass

U:c(t07 l7 yO) 2 _'Uy(t07 lv yO) Z qo-
Somit folgt aus (4.42) und (4.45), dass

(—wy —w+ A(t, y)wy, + roe 4+ et

)|(t0,l,y0)€S2PT -
was der Ungleichung (4.32) widerspricht.

Die restlichen Uberlegungen im Beweis des Theorems 4.1 bleiben entweder unveriindert
oder konnen auf die gleiche Art und Weise wie oben angepasst werden. UJ

Bemerkung 4.4. a) Die Bedingungen (4.42), (4.43) sind vor allem aus dem mathema-
tischen Grund gestellt worden, dass die in dem Beweis von Theorem 4.1 verwendete
Methode der Verdoppelung der Variable auch fiir rechte Seiten wie in (4.39) und (4.40)
angewendet werden kann. Allerdings kann man diese Bedingungen anhand des in der
Einfiihrung vorgestellten Modells des Wiirmeaustausches auch folgendermaflen physika-
lisch interpretieren: Das Explodieren des Temperaturgradienten auf dem Rand des be-
trachteten Gebietes ist nicht moglich, falls die Differenz zwischen den internen und exter-
nen Wirmequellen f, — g, die Temperaturen im Inneren und auf dem Rande des Gebietes
angleicht.

b) Man beachte, dass, mit f; = g, = 0, die Bedingungen (4.41)—(4.43) erfiillt sind.
Deshalb, und weil f und g nur die Bedingungen des Theorems 4.1 erfiillen miissen, um
der Voraussetzungen des Theorems 4.3 zu geniigen, ist dieses Theorem offensichtlich eine
Verallgemeinerung des Theorems 4.1.

4.1.3. Dynamische Randbedingungen kombiniert mit klassischen Randbedingungen.
In [36] wurde die Gradientenabschitzung fiir klassische Losungen von (1) unter einer der
Randbedingungen

u(t, =) = u,(t,1) =0,
u(t, 1) = u(t,1) =0, (4.46)
u:v<t7 _l) + Ul(t7 _l7 U) = u:v<t7 l) + Ul(t7 lu u) =0

und mit Anfangsbedingung (3) durchgefiihrt (vgl. [36, Lemma 1-Lemma 3]). Eine Analy-
se der Beweise dieser Lemmata und des Theorems 4.1 zeigt, dass wir unter den gleichen
Voraussetzungen wie in Theorem 4.1 die a-priori Abschitzungen fiir max |u,| auch dann
erhalten konnen, wenn wir die Randbedingungen (4.46) mit den dynamischen Randbe-
dingungen (2) kombinieren, genauer, wenn die Funktion « die Gleichungen (1), (3) 16st
und an einem Ende des Intervalls [/, [] die dynamische Randbedingung (2) und an dem
anderen Ende eine der Randbedingungen in (4.46) erfiillt. Als Beispiel formulieren wir
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dieses Resultat fiir die folgende Konstellation: u erfiillt fiir x = —[ die dynamische Rand-
bedingung

ug — b(t, =l u, up)u, = g(t, —l,u,uy), te0,7), (4.47)
und fiir x = [ die homogene Dirichlet-Randbedingung
u(t,l)=0, te(0,7). (4.48)

Theorem 4.5. Sei u eine klassische Losung von (1), (4.47), (4.48), (3). Ferner seien die
Bedingungen (4.1)—(4.5), (4.7) und (4.9) erfiillt. Dann gibt es eine Konstante c wie in
(4.10), so dass
max |u,| < c.
Qp
Beweis. Der Beweis unterscheidet sich vom Beweis des Theorems 4.1 nur in der Betrach-
tung von w bzw. w; auf S, Pr. Man muss zeigen, dass w bzw. w kein positives Maximum

auf So Pr annehmen konnen. Dies kann genauso wie in [36, Lemma 3] durchgefiihrt wer-
den. ]

Bemerkung 4.6. Theorem 4.11 ist besonders im Hinblick auf das in [10, Proposition
2.14] bewiesene Blow-up Resultat interessant. Die Autoren betrachten das Problem

Up — Uy = Y(Uy), t>0 0<ux<l,
u(t,0) = 0, t>0,
u(t, 1) + ug(t,1) = 0, t>0, (449)
u(0, z) = ug(x), t>0,

das einen Spezialfall von (1), (4.47), (4.48), (3) darstellt, und beweisen, dass, falls 1) €
C?(R, (0, 00)) mit
lim infi(s) > 0
S§—00

die Bedingung (4.38) verletzt, es dann ein | > 0 gibt, so dass fiir jedes uy € C?([0,1])
mit ug(0) = 0 jede klassische Lisung von (4.49) eine Singularitiit des Gradienten in
endlicher Zeit entwickelt, auch wenn die Losung selbst beschrdnkt bleibt (vgl. auch [10,
Remark 2.15]).

Man beachte, dass fiir das Problem (4.49) die Voraussetzungen (4.2), (4.6)—(4.9) erfiillt
sind. Falls nun die Funktion 1) die Bedingung (4.38) erfiillt, dann ist fiir jede beschrink-
te klassische Losung u von (4.49) auch die Bedingung (4.4) fiir jedes qy > 0 erfiillt. Ist
somit u eine beschriinkte Losung von (4.49) mit einem beliebigen Lipschitz-stetigen An-
fangswert ug, dann kann |u,| laut Theorem 4.5 nicht in endlicher Zeit explodieren, d.h. in
dieser Konstellation ist das oben geschilderte Phidnomen eines reinen Gradienten-Blow-
up ausgeschlossen. Theorem 4.5 verschdrft also die Aussage in [10] in folgender Weise: Ist
(unter der Voraussetzungen von [10, Proposition 2.14]) u die Losung des Problems (4.49)

auf [0,t) x [=1,1], so dass sup|u,|—o00, wenn t — t*, und gleichzeitig sup|u| < M, so
t Qt+
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folgt, dass

l\DI}—t

/ rdp.

Y(p

0

4.2. A-priori Abschiitzung fiir (u,)%). Wie man aus Theorem 3.2 sieht, ist die a-
priori Abschitzung einer geeigneten Holdernorm des Gradienten der letzte entscheiden-
de Schritt im Beweis der Existenz einer globalen klassischen Losung von (1), (2a), (3).
In Theorem 4.8 zeigen wir die Existenz einer solchen Abschitzung fiir das allgemeine
Problem (1), (2), (3). Es stellt sich dabei heraus, dass fiir diese Abschédtzung die Voraus-
setzungen des Theorems 4.1 fast ausreichend sind. Um das zu zeigen, bendtigen wir das

folgende Resultat aus [25] liber die Holderregularitéit von Losungen der eindimensionalen
quasilinearen parabolischen Gleichungen vom Typ (1).

Theorem 4.7. Seien a sowie f stetig in jeder Variable und u € C*?(Qr) eine klassische
Losung von (1) mit
M := max|u]

Qr
und
M, := max|uy|.
Qp
Ferner gelte fiir positive Zahlen v und i, dass
v S a(taxazvp) S M, (tvxazap) € ﬁT X [_M7 M] X [_Mlle]a (450)
und _
|f(t T,z p)‘ < H, (tvaZup) < QT X [_M7 M] X [_MlaMl]' 4.51)

Auferdem sei u(0,-) € C*T*(Q) fiir ein o > 0 und u(-, £1) € C*((0,T)). Dann gibt es
6 =0(v,pu, My, ) € (0,1)
und eine positive Konstante
c = c(v, p, My, (u.(0,-))q, o, max |u(t, +1)])
te[0,7
so, dass
(G4 o 4.52

(uz)gy, < c. (4.52)

Beweis. Diese Aussage ist ein Teil von [25, Kap. VI, Theorems 5.1]. U
Mit Hilfe dieses Theorem kann man leicht die folgende Aussage beweisen.

Theorem 4.8. Seien a, f sowie b, g stetige Funktionen auf Qr xR? bzw. auf St xR? und
u € CY%(Q7) eine klassische Losung von (1), (2), (3). Ferner seien alle Voraussetzungen
des Theorems 4.1 erfiillt. Dann gibt es ein

d=0(M,a,a,f bg) e (0,1)
und eine positive Zahl
= C(M7 l’ ¢7 K’ <ux(07 ')>%7 O[, CL, f? b7 g)7
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so dass
() 4.53
(uz)qy, < c. (4.53)

Beweis. Da alle Voraussetzungen des Theorems 4.1 erfiillt sind, gibt es eine positive end-
liche Zahl

My = My(M, 1,9, K), (4.54)
mit

M, := max|u,|.
Qp

Die Funktionen a und f sind laut Voraussetzung stetig und durch die Bedingung (4.2)
ist a > 0. Deshalb miissen a und | f| auf jedem Kompaktum ihr positives Minimum und
Maximum annehmen. Wir setzen

v:=mina(t,z, z,p), p:=maxa(t,z,z,p), Mo :=max|f(t, z,z p)
fiir (¢, 7, z,p) € Qp x [-M, M] x [—=M,, M;] und

p = max{ju, 2}

Dann erfiillen v und i die Bedingungen (4.50) bzw. (4.51). Wegen der Randbedingung
(2) haben wir au3erdem, dass
maxfuy (-, £)| < max(b(t, £, 2 p)lp| + lg(t £, 2, p)]),
wobei das Maximum auf der rechten Seite fiir (¢, z, p) € [0,7] x [—=M, M| x [—M;, M|
gebildet wird, d.h. es gibt ein ¢; = ¢; (M, My, b, g) mit
max|u (-, )| < 1.
[0,7]
Die Behauptung folgt nun aus dem Theorem 4.7. U

4.3. A-priori Abschitzung fiir max |u|. In vorigen Abschnitten dieses Kapitels haben
wir die a-priori Abschitzungen fiir |u,|o o, und <u>§fTa) einer Losung u von (1), (2), (3)
unter dem Vorbehalt durchgefiihrt, dass wir |u|o o, bereits kennen. Aus diesen Abschitzun-
gen zusammen mit Theorem 3.2 folgt die Existenz einer globalen Losung fiir (1), (2a),
(3) (vgl. Theorem 4.8). Bevor wir die Behauptung prizise formulieren, mochten wir als
Beispiel zeigen, unter welchen zusétzlichen Voraussetzungen man eine a-priori Schranke
fiir |u|o o, fiir eine Losung w von (1), (2a), (3) bestimmen kann.

Wir nehmen an, dass f und g den folgenden Wachstumsbedingungen geniigen: Es gibt
positive Zahlen By, By, B3 und By, so dass

uf(t,r,u,0) < Byu® + By fiir (t,2,u) € Qp xR (4.55)
und

ug(t,z,u) < Bsu® + By fiir (t,z,u) € Qp x R. (4.56)
Ferner fordern wir, dass

a(t,z,u,0) >0 fir (t,z,u) € Qr xR (4.57)
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und
+b(t, £, u) >0 fir (t,u) € (0,7) x R, (4.58)

Theorem 4.9. Sei u eine klassische Losung von (1), (2a), (3). Ferner seien die Bedingun-
gen (4.55)—(4.58) erfiillt. Dann ist

max |u| < M, (4.59)
Qp
mit
B B
Mi= inf e max{ \/ 2 \/ =@

)\>ma1(I{IB1,B3} ¢ max ?—l??]( [uol, A—B"V\— B3 (4.60)

Beweis. Fiir ein \ > max{ B, Bs} betrachten wir auf Q7 die Hilfsfunktion
v(t,z) = u(t,z)e ™. (4.61)

Da u und daher auch v stetig auf 7 ist, muss v in einem Punkt (ty, 7o) € Q7 das Maxi-
mum annehmen. Bezeichne

I'Qr :={0} x [-,]]U ST
den parabolische Rand von {27. Es sind die folgenden Félle moglich:

Fall 1: v(ty, z9) < 0, d.h. insbesondere, dass v in keinem Punkt von Q7 einen positiven
Wert annimmt.

Fall 2: v(to, 7o) > 0 und (tg, 79) € Qr \ ['Qy, d.h. v nimmt ein positives Maximum an,
und zwar nicht auf dem parabolischen Rand von Q.

Fall 3: v(to, z0) > 0 und (o, z) € I'Qr, d.h. v nimmt ein positives Maximum auf dem
parabolischen Rand von 27 an.

Da wir die Funktion v zunichst von oben abschétzen wollen, miissen wir den ersten Fall
nicht weiter betrachten, also betrachten wir gleich den zweiten. Da in diesem Fall (¢, x¢)
nicht auf dem parabolischen Rand liegt, muss in diesem Punkt neben v (¢, xo) > 0 gelten,
dass

vz (to, o) = 0,  ge(to, o) <0 und w(to, x9) > 0. (4.62)
Ferner, da u = ve*, folgt aus (1), dass
v 4 e — a(ty, 2o, ve M0, 0) e = f(to, 20, v, 0). (4.63)
Aus (4.62) und (4.57) folgt, dass
vi(to, zo)eM >0 und  — a(ty, zo, ve™™, 0)v e > 0. (4.64)

Somit folgern wir zunéchst aus (4.63), dass
e < f(tg, 2o, ve, 0).
Daher ist mit (4.55), und weil per Annahme v(to, xo) > 0, auch

M (tg, m9)e® < f(to, xo, ve ™, 0)v(tg, 20)eM® < Biv(to, xo)e* + By
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und somit

B
M%wﬁée”mfyfg fiir jedes A > Bj. (4.65)

Im dritten Fall, d.h. falls (o, zo) € ['Q7, gibt es zwei Moglichkeiten. Falls ¢y = 0 ist, ist
v(to, ko) = u(0,zg) < r[n%{ [uo (4.66)
und falls ¢y # 0, dann ist ({9, z0) € St = (0,7) x {£l}. In diesem Fall konnen wir

auf die Randbedingung (2a) zuriickgreifen. Sei zunidchst (¢y, zo) € (0,7) x {l}. Wegen
(4.58) und weil in (%o, o) das positive Maximum angenommen wird, gilt

v(te, 1) =0, w(te,]) <0 und b(ty, 1, veM)v,(to,1) > 0.
Daraus folgt zusammen mit der Randbedingung (2a), dass

Mo(tg, Dero < wy(tg, 1e o + Av(to, Dee + b(to, 1, ver®)v, (to, 1)
= g(to, 1, veM).
Folglich erhalten wir mit (4.56), dass
M2 (tg, 1)e*M0 < g(to, [, veM)u(ty, e < Bsv?(to, 1)e*M + By.

Den Fall (ty, zo) € (0,T) x{—I} behandeln wir analog und schlieBen, dass falls (¢y, z¢) €

St, dann ist
B
v(to, x0) < e Moy | fiirjedes A > Bs. (4.67)
A— Bj
Insgesamt folgt aus (4.65), (4.66) und (4.67), dass

< mas {masluol /525 5o )
maxuv max max (u .
Q. VA =BV A= By

Durch analoge Betrachtungen von min v auf Q7 schliet man, dass

minv<min{ max|u| \/ B, —\/ B }
ar 0 V=B V- B;

o] < ol 5\ )
ma. ma ma. .
Tl ufUO =B\ A= B,

So folgt aus (4.61), dass

und folglich

ma < max e max |v] < ’\Tma ma \/ \/
X |ul (0% x v <e x X|u0| o 33

Qr T

Diese Ungleichung gilt offensichtlich fiir jedes A > max{ By, Bs}. Daraus folgt unmittel-
bar die Behauptung. U
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4.4. Globale Existenz. Nun konnen wir die vorangegangenen Ergebnisse zusammenfas-
sen.

Theorem 4.10.
1. Seien die Funktionen a, f, b und g so gegeben, dass sie die Voraussetzungen (3.1)—(3.4)

erfiillen.

2. a) Es gebe eine Konstante M > 0, so dass fiir jedes T € (0,T) und fiir jede Losung u
von (1), (2a), (3) in Q. die Ungleichung max |u| < M gilt
Q,

oder

b) es seien die Bedingungen (4.55)—(4.56) erfiillt.

3. Es gebe Funktionen uy € C*T*([—1,1]) und ¢ € C'([0,1)) mit ¢» > 1 so, dass a, f
und ) die Bedingungen (4.4)—(4.5) erfiillen mit K := r[n%( |uo, | und mit der Konstante

M, die entweder durch die Bedingung 2 a) oder im Falle der Bedingung 2 b) durch (4.60)
bestimmt ist. Ferner seien fiir die Funktionen b und g die Bedingungen (4.6)—(4.9) erfiillt.

4. Fiir die Funktionen a, f, b, g und uq sei die Kompatibilititsbedingung (3.5) erfiillt.

Dann gibt es eine globale klassische Losung u des Problems (1), (2a), (3) in Qp mit
u € C1+§’2+B(QT)ﬁ'ir ein 5 € (0,1).

Beweis. Die Behauptung folgt aus den Theoremen 3.2, 4.8 und 4.9. U

Bemerkung 4.11. Man beachte, dass aus den Bedingungen (4.4)—(4.5) und (4.55)—(4.56)
eine untere Schranke fiir die maximale Existenzzeit der Losung bestimmt werden kann.
Gilt z.B. g = f(t,x,u,0) = 0, so folgt aus (4.59)—(4.60), dass fiir eine Lisung von (1),
(2a), (3) in Qr a-priori die Gleichung
max [u] = max [u|,
T Q

gilt, solange die Bedingungen (4.57) und (4.58) erfiillt sind. Geniigt dann f der Bedingung
(4.5) und

o0

d
P28~ 2 max fug), (4.68)

. ¥(p) Q

dann gibt es laut Theorem 4.10 eine klassische Losung von (1), (2a), (3) fiir jedes T" > 0
(vorausgesetzt, 'T' erfiillt die restlichen Bedingungen). Unter den gleichen Bedingungen
und falls 1) statt (4.68) der stirkeren Bedingung (4.38) geniigt, gibt es sogar zu jedem
Anfangswert ug € C*T(Q) eine Losung fiir jedes solche T > 0.

Zum Schluss mdchten wir noch bemerken, dass unter der verwendeten Methode der
Verdoppelung der Variable die a-priori Abschitzungen des Gradienten auch fiir allge-
meinere Gleichungen als (1) gemacht werden konnen. In [36] wird anstelle von (1) die
Gleichung

w = F(t, z,u, Uy, Uyy) (4.69)
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betrachtet. In Kombination mit homogenen Dirichlet-, homogenen Neumann- und ge-
mischten Randbedingungen (vgl. (4.46)) beweisen die Autoren eine globale Abschitzung
des Gradienten. Vorausgesetzt ist dabei die stetige Differenzierbarkeit der Funktion £ in
der letzten Variablen mit 05 F > 0, so dass (4.69) in der Form

up = O F(t, o, U, Upy Mgy )Ugy + F(t, 2,1, u,,0)

fiir ein A € [0, 1] geschrieben werden kann. Entsprechende Wachstumsbedingungen wer-
den an die Funktion F'(t,x,u,u,,0) gestellt. Da auch dieser Beweis derart gefiihrt ist,
dass der Gradient im Inneren und auf dem Rande gewissermallen separat abgeschitzt
wird, konnen wir die Gleichung (4.69) komplementiert mit den dynamischen Randbedin-
gungen (4.6)—(4.9) zulassen, und wir erhalten ein zu Theorem 4.1 analoges Resultat. Auf
diese allgemeinere Formulierung haben wir allerdings verzichtet, um den Beweis nicht zu
tiberladen.
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