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Zusammenfassung

Seit der ersten Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten (BEC) haben sich
diese als erfolgreiche Modellsysteme zur Untersuchung grundlegender physikali-
scher Fragen entwickelt, die Relevanz für viele Gebiete der Physik haben. Neben
der Untersuchung der quantenphysikalischen Grundlagen von BEC geht die For-
schung derzeit einen Schritt weiter, hin zum �Quanteningeneurwesen�. Hierbei wer-
den gezielt die Quanteneigenschaften ausgenutzt, um Konzepte und Experimente
hinsichtlich spezi�scher Anwendungen, wie der Simulation physikalischer Systeme
zu entwickeln.

Im Rahmen der vorliegenden Dissertation werden anhand von 87Rb - Spinor-
kondensaten zwei grundlegende E�ekte untersucht, welche durch die vielfältigen
Wechselwirkungen hervorgerufen werden und zu einer dynamischen Besetzung der
verfügbaren Spinzustände führen. Der erste Teil dieser Arbeit beschreibt die Be-
setzung höherer räumlicher Moden eines externen Potentials und die daraus re-
sultierende spontane Symmetriebrechung. Es wird gezeigt, dass durch die Wahl
eines gleichzeitig vorliegenden homogenen Magnetfeldes gezielt Fallenmoden be-
setzt werden können, die Aufgrund ihrer räumlichen Dichteverteilung und Energie
eindeutig identi�ziert werden können. Auÿerdem wird dargestellt, dass eine Über-
lagerung mehrerer räumlicher Moden in einem zylindersymmetrischen Potential
dazu führen kann, dass sowohl die räumliche als auch die lokale Symmetrie der
Magnetisierung spontan gebrochen werden1.

Im zweiten Teil der Arbeit wird das Entstehen nichtklassischer Zustände des
atomaren Ensembles und deren potentielle Nutzung für interferometrische Mes-
sungen jenseits des Schrotrauschlimits untersucht. Dazu wird zunächst die Varianz
der Teilchenzahldi�erenz zwischen den Zeeman-Zuständen betrachtet, die durch
die Spindynamik besetzt werden. Bei einer Gesamtteilchenzahl von 7800 Atomen
liegt diese mit −6,91+0,89

−0,99 dB unterhalb des klassischen Schrotrauschlimits und of-
fenbart die nichtklassische Natur des Zustandes. Dieser Wert wird einzig durch das
Rauschen in der Teilchenzahldetektion limitiert. Weiterhin werden Experimente
vorgestellt, die zeigen, dass sich der erzeugte nichtklassische Zustand eignet, um
eine interferometrische Sensitivität zu erreichen die um −1,6+0,98

−1,1 dB besser ist, als
es für einen vergleichbaren klassischen Zustand der Fall wäre. Wird zudem das
Detektionsrauschen berücksichtigt, so ergibt sich ein Wert der um −2,5+0,98

−1,1 dB
besser ist, als es mit dem Experimentaufbau und unkorrelierten Teilchen möglich
wäre2. Somit ergibt sich aus dieser Arbeit ein neuer Ansatzpunkt zur Realisierung
eines Atominterferometers mit einer Sensitivität jenseits des Schrotrauschlimits.

Schlagworte: Bose-Einstein-Kondensat, Spindynamik, Symmetriebrechung, nicht-
klassische Zustände, interferometrische Sensitivität unterhalb des Schrotrauschens

1M. Scherer et al., Phys. Rev. Lett., 105(13). 135302, (2010)
2B. Lücke et al., Science, 334(6057): 773-776 (2011)
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Abstract

Since the �rst realization of trapped atomic gases and Bose-Einstein condensa-
tes (BEC), these ultracold ensembles have evolved into a successful model system
to study fundamental quantum mechanical questions with relevance in many areas
of physics. In particular Bose-Einstein condensates with several spin degrees of
freedom o�er fascinating avenues in this sense. In addition to the investigation of
the fundamental e�ects governing BEC current research is thus realizing a new
type of �quantum engineering�. Here the special properties of quantum physics are
used in order to develop concepts and experiments in terms of speci�c applications
as for example the simulation of physical systems.

In this thesis 87Rb spinor condensates are used to examine two fundamental
e�ects. These are caused by the various interactions, which lead to a dynamical
population of the available spin states. The �rst part of this thesis is investigating
the occupation of higher spatial modes in an external trapping potential and the
resulting spontaneous symmetry breaking. It is shown that, by the choice of an
additional homogeneous magnetic �eld, targeted modes can be occupied, which
can be unambiguously assigned due to their spatial density distribution and their
related energy levels. It is further shown that a superposition of several spatial
modes in a cylindrically symmetric potential can lead to the spontaneous breaking
of the spatial and of the local symmetry of the magnetization1.

The second e�ect studied is the emergence of non-classical states of matter wa-
ves and their use for interferometric measurements with a sub shot-noise sensitivity.
First it is shown that the variance of the di�erence in the number of particles bet-
ween the Zeeman-states populated by the spin dynamics are −6,91+0,89

−0,99 dB below
the expected shot noise at a total number of 7800 atoms. This result is only limited
by the noise of the detection system. Moreover, experiments are presented which
show that the generated non-classical state can be used to obtain a sensitivity of
an interferometric measurement by −1,6+0,98

−1,1 dB below shot noise. If the detection
noise is taken into account, a sensitivity of −2,5+0,98

−1,1 dB in respect to the best pos-
sible value which could have been achieved with the given experimental setup and
uncorrelated particles is achievable2. So this work shows a possible way towards the
realization of an atom interferometer with a sensitivity beyond the shot noise limit.

Keywords: Bose-Einstein condensate, spin dynamics, symmetry breaking, non-
classical states, sub shot noise interferometric sensitivity
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Kapitel 1

Einleitung

Seit der Entwicklung der Quantenmechanik Anfang des 20. Jahrhunderts [1�5]
wurde viel über ihre Interpretation diskutiert [6�8]. Dies hing vorwiegend damit
zusammen, dass die Theorie eine Vielzahl von Eigenschaften o�enbart, die jeglicher
Intuitionen aus der Alltagswelt widersprechen. Dies veranlasste Albert Einstein,
Boris Podolski und Nathan Rosen dazu, einen gemeinsamen Artikel zu verö�ent-
lichen, in dem sie die Frage stellten, ob die quantenmechanische Beschreibung
der physikalischen Realität komplett sei, oder ob es noch lokale versteckte Varia-
blen gäbe [9]. Der Grund für diese These war, dass sie sich die Existenz quan-
tenmechanisch korrelierter Zuständ nicht vorstellen konnten. Wie kann es sein,
dass beispielsweise die Kenntnis der Polarisation eines Photons ausreicht, um die
Polarisation eines zweiten Photons vollständig zu bestimmen unabhängig davon
wie weit die Photonen voneinander getrennt sind (EPR-Paradox)? Einstein sprach
in diesem Zusammenhang von einer spukhaften Fernwirkung. Später wurde für
dieses Phänomen, zweier quantenmechanisch korrelierter Gröÿen, der Begri� der
Verschränkung (engl. Entanglement) [10] geprägt. Um überprüfen zu können, ob
die Quantenmechanik vollständig ist, oder ob Einstein, Podolski und Rosen recht
hatten, stellte Bell mehrere Ungleichungen auf [11]. So lässt sich durch Experi-
mente nachweisen, dass die Quantenmechanik vollständig ist und nicht durch die
postulierten lokalen versteckten Variablen erweitert werden muss [12,13].

Eine Entwicklung, die die Experimentalphysik revolutionierte und die Tests der
Bellschen Ungleichungen in greifbare Nähe rückte, war die Er�ndung des ersten
Lasers durch Theodore H. Maiman [14]. Die Eigenschaften des Lasers ermöglichten
es erstmals gezielt Messungen quatenphysikalischer E�ekte vorzunehmen. Der La-
ser lieferte somit einen wichtigen Beitrag zur Entwicklung der Quantenoptik [15].
In diesem Zuge wurden die ersten Tests der Bellschen Ungleichungen [16�18] mit-
tels verschränkter Photonen durchgeführt. Zwar existiert noch kein Experiment,
welches alle möglichen Schlup�öcher (engl. Loopholes) gleichzeitig berücksichtigt,
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2 Kapitel 1. Einleitung

dennoch wurden bisher keine Hinweise auf lokale versteckte Variablen entdeckt,
da in allen Tests die Bellschen Ungleichungen gebrochen wurden. In diesen Expe-
rimenten wurden die EPR-Paare noch auf unterschiedliche Arten erzeugt. Mitt-
lerweile hat sich jedoch die parametrische Abwärtskonversion (engl. parametric-
down-conversion) als Standardwerkzeug etabliert. Dabei werden die verschränkten
Photonen mit Hilfe des nichtlinearen Kerre�ekts eines Kristalls erzeugt. Tri�t ein
Pumpphoton auf einen solchen Kristall, so kann dieses in zwei Photonen mit der
halben Frequenz zerfallen, die das EPR-Paar bilden.

Neben seinem Anteil an der beschleunigten Entwicklung der Quantenoptik führ-
te die Er�ndung des Lasers auch zur Entwicklung der modernen Metrologie, in der
mit Hilfe von Laserinterferometern sehr präzise Messungen möglich sind. In ei-
nem solchen Interferometer wird ein Laserstrahl mit einem Strahlteiler auf zwei
unterschiedliche Pfade aufgeteilt, die anschlieÿend auf einem zweiten Strahlteiler
überlagert werden. Das Ausgangssignal hängt dann von dem Phasenunterschied ab,
der sich auf den beiden Pfaden zwischen den aufgespaltenen Strahlen entwickelt.
So können beispielsweise Inertialsensoren gebaut werden, mit denen die Gravita-
tion [19] und die Erdrotation [20] präzise gemessen werden. Auÿerdem dienen sie
zur Messung kleinster Weglängenunterschiede mit denen Gravitationswellen nach-
gewiesen werden sollen [21�23]. Allerdings stoÿen diese Interferometer mittlerweile
an fundamentale Grenzen ihrer Messgenauigkeit. Eine Begrenzung ist der quan-
tenrauschende Strahlungsdruck, der auf die Spiegel wirkt und verhindert, dass eine
Steigerung der Laserintensität die Genauigkeit noch weiter erhöht. Dies wiederum
hat zur Folge, dass der Fehler durch das Schrotrauschen der Photonen, welches
durch die quantenmechanischen Eigenschaften hervorgerufen wird, nicht weiter
verringert werden kann.

Eine Möglichkeit die Genauigkeit dennoch zu erhöhen, ist die Verwendung von
gequetschten Zuständen (eng. squeezed states) [24]. Dies sind Zustände deren kon-
jugierten Variablen weiterhin die Heisenbergsche Unschärferelation erfüllen. Im
Gegensatz zu einem kohärenten Zustand, wie er bei einem Laser vorliegt, sind die
Standardabweichungen jedoch ungleich verteilt. Dadurch kann eine der beiden Va-
riablen auf Kosten der zweiten eine Standardabweichung aufweisen, die unterhalb
der des kohärenten Zustands liegt. Für solche gequetschten Zustände existiert ei-
ne Vielzahl von Vorschlägen, um die reduzierte Unschärfe der einen Variable zum
Beispiel in einem Interferometer für Messungen jenseits des Schrotrauschlimits zu
nutzen [24�27].

In der Optik werden diese Zustände standardmäÿig durch eine parametrische
Verstärkung erzeugt [28], ähnlich der beschriebenen parametrischen Abwertskon-
version zur Erzeugung verschränkter Photonen. Die Unterschiede liegen darin, das
der Pumpstrahl bedeutend stärker ist und zusätzlich ein schwacher Strahl mit der
halben Frequenz auf den nichtlinearen Kristall gegeben wird. Durch die Konver-
sion des Pumpstrahls wird der schwache Strahl verstärkt und in seinen Variablen
gequetscht. Durch die Verwendung eines gequetschten Strahls ist es vor kurzem
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gelungen, das Quantenrauschen im Gravitationwellendetektor Geo600 um bis zu
3,5 dB zu reduzieren [23,29] und damit die Sensitivität zu erhöhen.

Aufgrund des Welle-Teilchen-Dualismus [30,31] lässt sich Interferometrie nicht
nur mit Licht sondern auch mit massiven Teilchen wie Elektronen oder Atomen
realisieren. Insbesondere Atominterferometer werden bereits für viele metrologi-
sche Messungen verwendet [32, 33]. Die bekannteste Anwendung ist die De�nition
der Sekunde, die experimentell mittels Atomuhren bestimmt wird [34�36]. Neben
diesem Beispiel lassen sich auch Atominterferometer realisieren, mit denen genau
wie mit Lichtinterferometern, die Gravitation [37,38] oder die Erdrotation [19,39]
gemessen werden kann.

Werden ultrakalte atomare Ensembles für die Interferometrie verwandt, so kön-
nen bei geringerem Platzbedarf ähnlich hohe Sensitivitäten wie für Lichtinterfero-
meter erzielt werden. Die dafür typischerweise benutzte Laserkühlung, ist mittler-
weile eine Standardtechnik, die in vielen Laboren weltweit eingesetzt wird [40�42].
Ein Problem dieser Methode ist jedoch, dass es technisch aufwendig ist, die Teil-
chenzahlen immer weiter zu erhöhen. Daher wird zur Zeit untersucht, wie ge-
quetschte Zustände auch in atomaren Ensembles realisiert werden können, um In-
terferometrie jenseits des Schrotrauschlimits zu erreichen. Eine Möglichkeit stellt
die Verwendung zerstörungsfreier Methoden zur Bestimmung der Teilchenzahlen
kalter, atomarer Ensembles dar, wie es in den Gruppen von Eugene Polzik [43],
Vladan Vuleti¢ [44], James Thompson [45] und Morgan Mitchell [46] verwandt wer-
den. Dazu wird vor der Interferometrie die Zahl der Teilchen im Eingangszustand
genau vermessen. Dieses Wissen kann bei der Auswertung verwendet werden, um
eine interferometrische Sensitivität jenseits des Schrotrauschens zu erzielen.

Die zerstörungsfreien Messmethoden beruhen dabei auf der Licht-Atom-Wech-
selwirkung. In der Gruppe von Eugene Polzik geschieht dies, indem der Ausgang
eines optischen Mach-Zehnder-Interferometers betrachtet wird, in dessen einen
Pfad sich die Atome be�nden. Das Ausgangssignal des Mach-Zehnder- Interfe-
rometers gibt dann Auskunft über die Anzahl der Teilchen [43]. Bei einer Atom-
zahl von 105 Atomen konnten damit gequetschte Zustände mit Fluktuationen von
−3,4± 0,7 dB unterhalb des Schrotrauschens gemessen werden. Die Gruppen von
Vladan Vuleti¢ und James Thompson nutzen einen ähnlichen Ansatz. Die kalten
Atome be�nden sich hier innerhalb eines Fabry-Perot-Interferometer mit hoher
Finesse, dessen Ausgangssignal zur Bestimmung der Teilchenzahl dient [44, 45].
Die gemessenen Werte für die reduzierten Fluktuationen lauten −3,8± 0,4 dB bei
einer Teilchenzahl von 5× 104 Atomen in dem Arbeiten von Vladan Vuleti¢ und
−2,6± 0,3 dB bei einer Teilchenzahl von 7× 105 Atomen in den Arbeiten von Ja-
mes Thompson. In der Gruppe von Morgan Mitchell erfolgt die zerstörungsfreie
Detektion durch die Analyse der Polarisation eines verstimmten Laserstrahls, beim
Durchlaufen der atomaren Wolke. Aufgrund des Faraday-E�ekts ändert sich diese
in Abhängigkeit der Teilchenzahlen [46,47]. Hier werden reduzierte Fluktuationen
von bis zu −3,8 dB bei einer Gesamtteilchenzahl von 8,4× 105 Atomen beobachtet.
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Neben dem Schrotrauschen bildet die thermische Geschwindigkeitsverteilung
eine Limitierungen der Atominterferometrie mit kalten Ensembles, da sie die Ko-
härenz- und Beobachtungszeit begrenzt. Um die Evolutionszeiten und damit die
Präzision dennoch zu erhöhen, müssen die Atome weiter bis zum sogenannten
Bose-Einstein-Kondensate (BEC, engl. Bose-Einstein condensate) gekühlt werden.
Dabei wird der Vielteilchengrundzustand eines externen Potentials mit einer ma-
kroskopischen Zahl von Atomen besetzt, die durch eine gemeinsame kohärente
Wellenfunktion beschrieben werden kann. Die Theorie dahinter geht auf Albert
Einstein [48, 49] zurück, der diese Form der Materie auf Grundlage der Überle-
gungen von Satyendranath Bose [50] 1925 vorhergesagt hat. Erst 70 Jahre später
konnten diese BECs erstmals in reiner Form in den Laboren von Eric Cornell,
Carl Weiman [51] und Wolfgang Ketterle [52] realisiert werden. Ähnlich zum Fall
des Laser für Licht erö�nen BECs die Möglichkeit zur Quantenoptik mit kohä-
renten atomaren Zuständen. Werden solche BECs unter Schwerelosigkeit herge-
stellt, sodass die Gravitation die Beobachtungszeit nicht mehr limitiert, so können
sehr lange Entwicklungszeiten realisiert werden [53]. In Satelliten könnten diese
beispielsweise zur Messung des Äquivalenzprinzips [54] oder zum Nachweis von
Gravitationswellen [55] dienen.

Allerdings sind die Teilchenzahlen in BECs aufgrund der notwendigen Kühl-
methoden [56,57] noch geringer, als die lasergekühlter Atome, wodurch das Schro-
trauschen die interferometrische Messung stark beeinträchtigt. Daher ist es sinn-
voll, auch hier gequetschte Zustände zu verwenden. Auch hier existieren erste Ex-
perimente die zeigen, wie diese nichtklassischen Zustände in BECs erzielt wer-
den können. In den Experimenten der Arbeitsgruppen von Markus Oberthaler
[58, 59] und Phillip Treutlein [60] werden gequetschte Zustände in BECs erzeugt,
indem erst eine klassische Mischung zwischen den Niveaus |F = 1,mF = −1⟩ und
|F = 2,mF = 1⟩ 87Rb Grundzustandes hergestellt wird. Durch die Wechselwirkung
zwischen den Atomen der beiden Niveaus, die über eine Feshbachresonanz einge-
stellt werden kann, entsteht dann der spingequetschte Zustand. Mit diesem Verfah-
ren sind in diesen Arbeitsgruppen reduzierte Fluktuationen in BECs von 6,9+0,8

−0,9 dB
bei 2600 Atomen [58, 59] beziehungsweise 3,7± 0,4 dB bei 1250 Atomen [60] be-
obachtet worden. Um diese Werte zu erhalten, wurde allerdings das unabhängig
bestimmte Photonen-Schrotrauschen der Detektion abgezogen.

Bose-Einstein Kondensate mit dem Spinzustand als Freiheitsgrad, sogenannte
Spinorkondensate [61], bieten ebenfalls die Möglichkeit zur Erzeugung nichtklas-
sischer Zustände [62�65]. Diese entstehen durch die Wechselwirkung der Atome,
die dafür sorgen kann, dass zuvor unbesetzte Spinzustände dynamisch besetzt wer-
den [66�68]. Dieser Prozess ist analog zur optischen parametrischen Verstärkung,
da er durch den gleichen Hamiltonoperator beschrieben werden kann. In der vor-
liegenden Arbeit bildet diese dynamische Besetzung die Grundlage aller weiteren
Untersuchungen. Hier dient der Zustand |F = 2,mF = 0⟩ von 87Rb als Ausgangszu-
stand. Durch die Wechselwirkung bildet sich der nichtklassische Zustand zwischen
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dem |F = 2,mF = 1⟩- und dem |F = 2,mF = −1⟩-Zustand. Bei einer Teilchenzahl
von 7800 Atomen konnte damit ein Wert für die Fluktuationen der Teilchenzahldif-
ferenz gemessen werden der mit −6,91+0,89

−0,99 dB unterhalb des Schrotrauschenlimits
liegt (ohne Abzug des Photonenschrotrauschen).

In jüngster Zeit wurden darüber hinaus ähnliche Experimente in anderen Ar-
beitsgruppen vorgestellt [63�65]. So sind in der Gruppe von Markus Oberthaler
in einem äquivalenten Prozess reduzierte Fluktuationen von −6.9 dB bei einer
Teilchenzahl von ≈ 200 Atomen beobachtet worden (mit Abzug des Photonen-
Schrotrauschens) [65]. In der Arbeitsgruppe von Michael S. Chapman [63,64] wird
der Anfangszustand |F = 1,mF = 0⟩ genutzt. Damit konnten reduzierte Fluktua-
tion von −7 dB bei einer Teilchenzahl von bis zu 2000 Atomen gemessen werden.

Werden die gemessenen reduzierten Fluktuationen, die bisher in BECs er-
zielt worden sind, so zeigt sich, dass der Wert aus der vorliegenden Arbeit mit
−6,91+0,89

−0,99 dB zu den besten zählt. Ein entscheidender Vorteil ist hier, dass dieser
Wert bei einer Teilchenzahl von 7800 Atomen erreicht worden ist, die deutlich über
denen der anderen Arbeiten liegt.

Neben der Erzeugung nichtklassischer Zustände bieten Spinor-Bose-Einstein
Kondensate die Möglichkeit, eine Vielzahl physikalischer Phänomene unter kon-
trollierten Bedingungen zu untersuchen [69�76]. So kann zum Beispiel die para-
metrische Verstärkung kleiner Fluktuationen [67,77] oder der magnetische Grund-
zustand analysiert werden [61, 78�83]. Eine weitere Möglichkeit ist die Struktur-
bildung und die damit verbundene Symmetriebrechung anfangs homogener Syste-
me [68,77,78,84�89]. Eine solche Untersuchung ist auch Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit. Dies ist besonders interessant, da Symmetriebrechungen im Allgemei-
nen in der Physik in den unterschiedlichsten Disziplinen, wie der Kosmologie [90],
der Teilchen- [91] oder auch der Festkörperphysik [92,93] auftauchen. Wie gezeigt
wird, erlauben Spindorkondensate die Möglichkeit die Strukturbildung und unter-
schiedliche Formen der Symmetriebrechung unter kontrollierten experimentellen
Bedingungen zu untersuchen.
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Kapitel 2

Theorie

Das folgende Kapitel legt die Grundlagen der Quantentheorie, um die Dynamik
von Spinorkondensaten zu beschreiben. Nach einer anschaulichen Darstellung der
Spindynamik wird der Hamiltonoperator des Systems vorgestellt. Dabei werden
auftretende Wechselwirkungen und das e�ektive Potential näher betrachtet. Zudem
werden die Näherungen präsentiert, die verwendet werden, um eine analytische
Lösung der Dynamik zu erhalten. Die Theorie baut auf den Ansätzen aus [76, 77,
97�99] auf und folgt den Publikationen [66�68,100�102]. Darin ist die Theorie um
den Ein�uss eines externen Potentials erweitert worden. Die Präsentation folgt in
Anlehnungen an die Doktorarbeiten von Oliver Topic [103].

Die Theorie ist zum Groÿteil in enger Kooperation mit der Arbeitsgruppe von
Luis Santos an der Leibniz Universität Hannover entwickelt worden [104,105]. Vie-
le Teile des folgenden Kapitels sind daher mit Hilfe der theoretischen Notizen von
Frank Deuretzbacher und der Doktorarbeit von Garu Gebreyesus entstanden. Da-
zu zählen die Zeitentwicklung der Spindynamik im 2D-Kastenpotential, die daraus
resultierende Symmetriebrechung sowie das Entstehen der nichtklassischen Zustän-
de.

Im Anschluss wird vorgestellt, wie die Dynamik durch Vakuum�uktuationen
beein�usst wird und wie diese dafür sorgen, dass unterschiedliche Symmetrien des
Systems spontan gebrochen werden können. Auÿerdem wird gezeigt, dass durch die
Spindynamik ein nichtklassischer Zustand entsteht, der als Zwillings-Fock-Zustand
[106] bezeichnet wird.

Danach wird das Bild der verallgemeinerten Blochkugel eingeführt [27]. Die-
se erlaubt eine geometrische Anschauung des Zwillings-Fock-Zustandes. Zudem
ermöglicht diese Darstellung eine einfache Beschreibung der Wirkung eines Strahl-
teilers bei Anwendung auf eine solchen nichtklassischen Zustand. Dies ist insbeson-
dere wichtig wenn dieser verwendet werden soll, um die Sensitivität von Atomin-
terferometern zu verbessern. Die De�nition der Sensitivität, wie diese bestimmt

7
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werden kann und wie sie durch technisches Rauschen modi�ziert wird, bildet den
Abschluss dieses Kapitels.

2.1 Spindynamik

Wie der Begri� Spindynamik schon ausdrückt wird hier beschrieben, wie sich die
Besetzung der Spinzustände eines atomaren Ensembles mit der Zeit verändert. Die
Experimente, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, sind alle mit 87Rb durchge-
führt worden. Als Anfangszustand für die Dynamik dient hier immer der Hyperfein-
zustand des Grundzustandes 52S1/2 mit einem Gesamtdrehimpuls von F = 2 und
dem Zeemanzustand mF = 0. Im Folgenden wird die verkürzte Ket-Schreibweise
|F,mF ⟩ verwendet. Wie sich im späteren Verlauf herausstellt, kann das System auch
als Kondensat mit einem Gesamtspin von F = 1 beschrieben werden. Somit ist die
folgende Beschreibung auf beide Hyperfeingrundzustände von 87Rb anwendbar.

2.1.1 Anschauliche Erklärung

Was passiert bei der Spindynamik? Eine anschauliche Erklärung ist die folgen-
de: Be�nden sich anfangs alle Atome in dem Zustand |2,0⟩, so ist es durch die
Drehimpulserhaltung erlaubt, dass zwei Atome miteinander stoÿen und dabei ih-
ren Zeemanzustand ändern, wie in der Abbildung 2.1 gezeigt. Nach der Kollision
be�ndet sich somit eines der Teilchen in |2,1⟩ und das andere in |2,− 1⟩ [107]. We-
gen der Energieerhaltung kann eine solche Spin-ändernde Kollision nur statt�nden,
wenn die Energie des Endzustandes mit der des Anfangszustandes übereinstimmt.

m =  1
F

m =0
F m =±1

F

m =0
F

±

oder

oder

Abbildung 2.1: Intuitives Bild eines Spin-änderndern Stoÿes zwischen zwei Atomen in
|2,0⟩ (nach [107]). Da die beiden Atome ununterscheidbar sind, wird erst bei einer Mes-
sung nach dem Stoÿ entschieden, welches der beiden auf |2,+ 1⟩ und welches auf |2,− 1⟩

projiziert wird.

Durch Anlegen eines Magnetfeldes werden beispielsweise die Endzustände auf-
grund des quadratischen Zeemane�ekts energetisch unterschiedlich stark ausein-
ander geschoben und der spinändernde Stoÿ kann nicht mehr statt�nden. In dem



2.1. Spindynamik 9
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=
Spindynamik
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(a)
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Abbildung 2.2: Anschaulische Darstellung der Zusammenhänge zwischen spinändernden
Stöÿen, dem quadratischen Zeemane�ekt und den Energienieveaus des externen Potenti-
als. (a) Der quadratische Zeemane�ekt führt zu einem Energieunterschied ∆E zwischen
den Übergängen |2,0⟩ → |2,+ 1⟩ und |2,0⟩ → |2,− 1⟩. (b) Wenn dieser Unterschied zu
dem Abstand zwischen der Grund- und einer höheren Mode des Potentials passt, können
Spin-ändernde Stöÿe auftreten, bei denen die |2,± 1⟩-Zustände höhere Potentialmoden

besetzen.

Hyperfeinzustand F = 2 wäre die Energie nach dem spinändenden Stoÿ beispiels-
weise geringer, wie in Abbildung 2.2 (a) gezeigt. Damit die Kollision aus Abbildung
2.1 weiterhin statt�nden kann, muss die Energiedi�erenz wieder abgegeben wer-
den. Dies kann durch die Besetzung höherer Fallenmoden geschehen, wenn die
Spindynamik in einem externen Potential statt�ndet (Abb 2.2 (b)). Dazu muss die
freiwerdende Energie des Stoÿes mit dem energetischen Abstand zu einer höheren
Fallenmode übereinstimmen. Beides zusammen, quadratischer Zeemane�ekt und
diskrete Fallenniveaus, führen also dazu, dass spinändernde Stöÿe wieder erlaubt
sind, wie in Abbildung 2.2 (c) gezeigt. Mit diesem einfachen Bild wird bereits deut-
lich, dass die Zahl der transferierten Atome in dem Zustand |2,+ 1⟩ immer exakt
der Zahl in |2,− 1⟩ entsprechen muss. Zudem sollten sie in derselben Fallenmode
entstehen.

2.1.2 Der Hamiltonoperator

Nach der anschaulichen Darstellung der Spindynamik wird der Prozess von der
theoretischen Seite her genauer betrachtet. Der Hamiltonoperator für ein allge-
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meines System aus wechselwirkenden Teilchen kann beschrieben werden durch die
Addition des Hamiltonoperators des Einteilchensystems und einem Operator, der
die Wechselwirkung der Teilchen untereinander beschreibt,

Ĥ = Ĥ0 + ĤWW . (2.1)

Zur weiteren Analyse werden die einzelnen Komponenten dieses Operators in zwei-
ter Quantisierung betrachtet. Der Einteilchenoperator des vorliegenden Systems
sieht folgendermaÿen aus:

Ĥ0 =

∫
d3r
∑
mF

ψ̂†
mF

(
− h̄2

2m
∇⃗2 + Vext + EZ

mF
− µ

)
ψ̂mF

. (2.2)

Er setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie, dem externen Potential Vext
der verwendeten Dipolfalle, der Energieverschiebung EZ

mF
der Zeemanzustände,

hervorgerufen durch das angelegte Magnetfeld und dem chemischen Potential µ,
welches von der Teilchenzahl abhängt.

Der Wechselwirkungsoperator berücksichtigt Zweikörperstöÿe zwischen den je-
weiligen Spinkomponenten und kann geschrieben werden als Summe der einzelnen
Wechselwirkungsterme ÛmF ,m′

F ,mf ,m
′
f
[108]

ĤWW =

∫
d3r

∑
mF ,m′

F ,mf ,m
′
f

ψ̂†
mF
ψ̂†
m′

F
ÛmF ,m′

F ,mf ,m
′
f
ψ̂m′

f
ψ̂mf

, (2.3)

wobei die Spinzustände der Teilchen vor dem Stoÿ mitmf ,m′
f und danach mitmF ,

m′
F bezeichnet werden. Diese Terme können in zwei Kategorien eingeteilt werden,

die Spin-erhaltenden und Spin-ändernden Kollisionen. Die Spin-erhaltenden Terme
können durch ein Molekularfeld (engl. Mean �eld) beschrieben werden, in dem sich
die einzelnen Teilchen bewegen. Dadurch wird der Einteilchenoperator (2.2) mo-
di�ziert. Die spinändernden Stöÿe sorgen dafür, dass die anderen Zeemanzustände
dynamische besetzt werden, wobei der Gesamtspin erhalten bleiben muss.

In dem beschriebenen System wird nur der Anfang des dynamischen Prozes-
ses betrachtet, in diesem verhält sich die Dynamik in erster Näherung linear in
den Operatoren. Dies führt zu einer deutlichen Vereinfachung des Problems, da
die sogenannten Bogoliubovnäherung angewendet werden kann. Hierbei wird ange-
nommen, dass nur kleine Störungen den Anfangszustand ändern. Der Feldoperator
ψ̂(r⃗,t) kann in dem Fall beschrieben werden, durch einen Vektor ψ⃗(r⃗,t) mit skala-
ren Einträgen plus einen Störoperator δψ̂(r⃗,t). Für das System mit Spin F = 2,
sieht der Bogoliubovansatz folgendermaÿen aus:

ψ̂(r⃗,t) =
(
ψ0(r⃗) + δψ̂(r⃗)

)
e−iµt =



ψ−2

ψ−1

ψ0

ψ1

ψ2

 (r⃗) +


δψ̂−2

δψ̂−1

δψ̂0

δψ̂1

δψ̂2

 (r⃗)

 e−iµt . (2.4)
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Die Zeitentwicklung der ungestörten Systems wird in dieser Gleichung durch das
chemische Potential µ beschrieben. Die Transferraten von Stöÿen in den |2,± 2⟩-
Zuständen sind viel geringer als die für Übergänge nach |2,± 1⟩. In dem betrach-
teten Zeitraum kommt es daher zu keiner nennenswerten Besetzung der |2,± 2⟩-
Zustände und das System kann auf ein e�ektives F = 1-Spinsystem reduziert
werden [82,109,110].

Weiterhin wird der |2,0⟩-Zustand als unendlich groÿes Reservoir betrachtet.
Änderungen dieses Zustandes sind sehr klein im Vergleich zum Anfangszustand
(n0 ≫ ⟨δψ̂†

0δψ̂0⟩), bei dem sich alle Teilchen in |2,0⟩ be�nden und werden ver-
nachlässigt. Mit diesen Annahmen vereinfacht sich der Bogoliubovansatz (2.4) wie
folgt:

ψ̂(r⃗,t) =

 0√
n0(r⃗)
0

+

δψ̂−1

0

δψ̂1

 (r⃗)

 e−iµt . (2.5)

Die Annahme, dass es zu keiner Population der |2,± 2⟩-Zustände kommt, führt au-
ÿerdem dazu, dass sich die Zahl der zu berücksichtigenden Wechselwirkungsterme
UmF ,m′

F ,mf ,m
′
f
auf drei reduziert. Der einzige erlaubte Kanal für spinändernde Stöÿe

ist der U1 ≡ U1,−1,0,0. Bei diesem Prozess ändert sich der Spin des einen Atoms von
mF = 0 nach mF = 1 und der des Anderen von mF = 0 nach mF = −1. Für die
spinerhaltenden Stöÿe müssen nur der Term U0 ≡ U0,0,0,0 für die Wechselwirkung
der mF = 0 -Atome untereinander und die Terme U1,0 und U−1,0 für die Wechsel-
wirkung zwischen Atomen in mF = 0 und mF = ±1 berücksichtigt werden1. Es
kann gezeigt werden, dass die folgenden Beziehungen U1,0 = U−1,0 ≡ U0,±1,0,±1 und
U0,±1,0,±1 = U1 + U0 gelten [108].

Um den Hamiltonoperator für die Transferdynamik zu erhalten, wird der obige
Ansatz (2.5) mit den vorgenommenen Annahmen in die Gleichung (2.1) mit (2.2)
und (2.3) eingesetzt und bis zur zweiten Ordnung in der Störung δψ̂mF

entwickelt
[66, 99]. Die Ortsabhängigkeit wird dabei nicht mehr explizit aufgeführt, um die
Übersichtlichkeit zu verbessern. Der Hamiltonoperator für den Transfer in |2,± 1⟩
erhält die Form:

Ĥ =

∫
d3r

∑
mF=±1

δψ̂†
mF
Ĥe�δψ̂mF

+ Ωe�

[
δψ̂†

1δψ̂
†
−1 + δψ̂1δψ̂−1

]
. (2.6)

Der zweite Summand in (2.6) beschreibt die spinändernden Stöÿe mit der e�ektiven
Wechselwirkungsstärke Ωe� = U1n0(r⃗). Der erste Summand steht für den e�ektiven
Einteilchenoperator. Im Gegensatz zu dem Einteilchenoperator Ĥ0 in Gleichung
(2.2) ist in Ĥe� das durch das Molekularfeld hervorgerufen Potential berücksichtigt.
Zudem taucht nur der quadratische Term q ∝ B2 der Zeemanenergie EZ

mF
=

−mFp + m2
F q auf. Die Energie aufgrund des linearen Zeemane�ekts bleibt bei

1Wie diese berechnet werden können ist in Anhang A.1 dargestellt
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elastischen Stöÿen erhalten und trägt somit nicht zur Dynamik des Systems bei.
Der e�ektive Einteilchenoperator sieht folgendermaÿen aus:

Ĥe� = − h̄2

2m
∇⃗2 + Ve�(r⃗) + q . (2.7)

Hierbei werden alle Beiträge, die zu einer Modi�kation des räumlichen Potentials
für die Atome in den Zuständen |2,± 1⟩ führen, in einem e�ektiven Potential der
Form

Ve�(r⃗) = Vext(r⃗) + (U0 + U1)n0(r⃗)− µ (2.8)

zusammengefasst.

2.1.3 Das e�ektive Potential

Um ein tieferes Verständnis der Dynamik zu bekommen, ist es sinnvoll den Hamil-
tonoperator (2.6) in der Basis der Eigenfunktionen des Einteilchenproblems dar-
zustellen. In der obigen Form können die Eigenfunktionen nur durch numerische
Verfahren gefunden werden. Allerdings können durch eine genauere Betrachtung
des e�ektiven Potentials (2.8) und der Dynamik in den verschiedenen Raumdimen-
sionen Näherungen gefunden werden, die das vorliegende System und die wesent-
lichen Aspekte gut beschreiben und eine analytische Lösung ermöglichen. Wie die
einzelnen Terme das e�ektive Potential beein�ussen und wie es vereinfacht werden
kann ist in der Abbildung 2.3 schematisch gezeigt und wird im Folgenden näher
erläutert.

Wird der Term mit U1 des e�ektiven Potentials (2.8) vernachlässigt, so gleicht
der e�ektive Einteilcheoperator (2.7) dem für ein einkomponentiges Bose-Gas.
Wie in [111] gezeigt ist, kann in diesem Fall eine Abschätzung für die Dichte-
verteilung n0(r⃗) in Gleichung (2.8) angegeben werden. Unter Verwendung der
Gross-Pitaevskii-Gleichung bei Vernachlässigung der kinetischen Energie (Thomas-
Fermi-Näherung) ergibt sich dann,

n0(r⃗) =

{
1
U0
(µ− Vext(r⃗)) für µ > Vext(r⃗)

0 sonst
(2.9)

Dieses Ergebnis kann so interpretiert werden, dass die Atome in einem Bose-
Einstein-Kondensat den Boden des externen Potentials bis zum chemischen Po-
tential µ au�üllen, wie in Abbildung 2.3 (a) gezeigt. Dadurch ergibt sich für ein
zusätzliches |2,0⟩-Atom ein �aches Potential im Bereich des Kondensates. Auÿer-
halb des Kondensates ist das Potential weiterhin durch die externe Falle gegeben.

Für die Atome in |2,± 1⟩modi�ziert der Term proportional zu U1 des e�ektiven
Potentials (2.8) den �achen Boden. Je nach Vorzeichen von U1 hebt oder senkt sich
das Potential proportional zur Dichteverteilung n0(r⃗). Ist U1 positiv, wie im Fall
von F = 2, so ergibt sich eine abstoÿende Wechselwirkung und das Potential wird
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Abbildung 2.3: Skizze zur Verdeutlichung des e�ektiven Potentials für die Atome in
|2,± 1⟩ und der angewendeten Näherungen. (a) Zeigt wie das harmonische Potential
durch die Wechselwirkung der |2,0⟩ Atome untereinander modi�zieren wird. Für zusätz-
liche Atome in |2,0⟩ ergibt sich das harmonische Potential mit einem �achen Boden.
(b) Kommen zusätzlich Atome in |2,± 1⟩ hinzu, hebt sich das Potential aufgrund der
unterschiedlichen Wechselwirkungsterme parabelförmig an. (c) Um analytisch Lösungen

berechnen zu können, wird das Potential durch ein Kastenpotential genähert.

parabelförmig angehoben (vgl. Abb. 2.3 (b)). Bei negativem U1 wie im Fall von
F = 1, wird das Potential entsprechend abgesenkt. Im betrachteten Fall von F = 2,
ist das Maximum der Anhebung mit U1n0,max ≈ h× 30 Hz relativ klein verglichen
mit der verwendeten mittleren Fallenfrequenz von ω̄ =

√
ωxωyωz ≈ 150 Hz. Es ist

daher möglich, diese Modi�kation des Potentials für die weiteren Betrachtungen
zu vernachlässigen, um eine analytische Lösung zu erhalten.

Das externe Potential Vext wird in dem Experiment durch eine rotverstimmte
gekreuzte Dipolfalle (siehe Kapitel 3) realisiert. In erster Ordnung kann dieses
durch einen dreidimensionalen harmonischen Oszillator

Vext(r⃗) =
1

2
m(ω⃗r⃗)2 (2.10)

beschrieben werden. Die Gröÿe m bezeichnet die atomare Masse und ω⃗ dem drei-
dimensionalen Vektor der Fallenfrequenzen in den drei Raumrichtungen. In diesem
Fall kann die Ausdehnung des Kondensates in die verschiedenen Richtungen durch

den Thomas-Fermi-Radius RTF,i =
1
ωi

√
2µ
m

angegeben werden [108].
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Die bisherigen Betrachtungen beziehen sich auf das e�ektive Potential für die
|2,± 1⟩-Atome innerhalb des Kondensates, also ri < RTF,i. Auÿerhalb des Kon-
densates ri > RTF,i verschwindet das Molekularfeld und das chemische Potential,
sodass das e�ektive Potential allein durch die Dipolfalle erzeugt wird. Die Flanken
des harmonischen Oszillators sind in diesem Bereich sehr steil und können somit
durch unendlich hohe Wände angenähert werden (vgl. Abb. 2.3 (c)).

Mit diesen Approximationen ergibt sich für das e�ektive Potential ein dreidi-
mensionales Kastenpotential mit der Breite der Thomas-Fermi-Radii R⃗TF ,

Ve� =

{
0 für ri < RTF,i

∞ sonst.
(2.11)

Nach der Betrachtung des e�ektiven Potentials, ist der nächste Schritt die Be-
trachtung der Dimensionen des Systems. Die vorgestellten Experimente sind in
unterschiedlichen Fallenkon�gurationen durchgeführt worden. Die erste Kon�gu-
ration ist die zylindrische Falle in der die beiden radialen Fallenfrequenzen nahezu
gleich groÿ sind ωr ≡ ωx ≈ ωy und die axiale Frequenz dazu relativ klein ist
ωa ≡ ωz < ωr. Wie die Experimente zeigen, bedeutet dies für die Einteilchenei-
genzustände des e�ektiven Potentials, dass die Energieabstände der entstehenden
Zustände entlang der starken Richtungen in der Regel gröÿer sind, als die typi-
schen Energien spinändernder Stöÿe. Die zugehörigen Moden können in diesem
Fall energetisch aufgelöst werden. Im Gegensatz dazu liegen die Energieabstände
der axialen Richtung enger beieinander und können nicht beobachtet werden. Aus
diesem Grund ist das System zur Detektion der Atome so aufgebaut, dass die bei-
den starken Potentialachsen senkrecht zur Detektionsrichtung stehen, damit diese
gut abgebildet werden können. Dies bedeutet, dass entlang der schwachen Fallen-
achse integriert wird (siehe Kapitel 3). Daher ist es zulässig, das dreidimensionale
Kastenpotential auf ein zylindersymmetrisches zweidimensionales Kastenpotential
mit Radius RTF,a zu reduzieren.

Eine zweite Kon�guration, die in den Experimenten verwendet wird, ist die el-
liptische Falle mit einer starken Fallenfrequenz und zwei schwächeren ωx > ωy, ωz.
In diesem Fall dominiert die starke Fallenfrequenz die Dynamik und die anderen
beiden Richtungen können mit den gleichen Argumenten wie für die runde Falle
vernachlässigt werden. Das e�ektive Potential vereinfacht sich somit auf ein eindi-
mensionales Kastenpotential der Breite 2RTF,x.

2.1.4 Lösung des Einteilchenoperators im eindimensionalen

Kastenpotential

Mit den gezeigten Näherungen des e�ektiven Potentials Ve� können analytische
Lösungen des e�ektiven Einteilchenoperators He� aus Gleichung (2.7) angegeben
werden. Für ein homogenes Kondensat ohne Potential sind die Lösungen und die
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daraus resultierenden Folgen für die Spindynamik in [99] gezeigt. Die Lösungen
für einen allgemeines Kastenpotential können analog hergeleitet werden und sind
in [103] dargestellt. An dieser Stelle wird die Vorgehensweise wiederholt und die
wichtigsten Ergebnisse kurz skizziert.

0 2RTF,xRTF,x

E
n
e
rg

ie

0 2RTF,x
E

n
e
rg

ie
RTF,x

Radius, rRadius, r

Wellenfunktion, φ Wahrscheinlichkeitsverteilung, | |φ
2

(a) (b)

Abbildung 2.4: Darstellung der (a) Eigenfunktionen ϕn(x) und der (b) Wahrscheinlich-
keitsdichten |ϕn(x)

2| des 1D-Kastenpotentials.

Die Lösung des Einteilchenproblems im Kasten sind einfach zu bestimmen. Mit
der Randbedingung, dass die Funktion auÿerhalb des Kondensates verschwinden
muss ϕn(0) = ϕn(2RTF,x) = 0, ergeben sich ebene Wellen als Lösung,

ϕn(x) =
1√
RTF,x

sin(knx) für 0 < x < 2RTF,x (2.12)

mit der diskreten Wellenzahl kn = n2π/RTF,x und n ∈ N/{0} . Die zugehörigen
diskreten Eigenenergien lauten ϵn = h̄2k2n/(2m). In der Abbildung 2.4 sind diese
Eigenfunktionen (a) und die Wahrscheinlichkeitsdichten (b) des Kastenpotentials
graphisch dargestellt.

Wird der Ansatz δψ̂mF=1(x) =
∑

n ϕn(x)ân und δψ̂mF=−1(x) =
∑

n ϕn(x)b̂n für
die Eigenoperatoren des wechselwirkenden Systems gemacht und in den Hamilton-
operator (2.6) eingesetzt, so kann er als Summe über die Einteilchenoperatoren
Ĥ =

∑
n Ĥn geschrieben werden mit,

Ĥn = (ϵn + q)
(
â†nân + b̂†nb̂n

)
+ Ωe�

[
â†nb̂

†
n + ânb̂n

]
. (2.13)

Die Operatoren â†n (b̂†n) und ân (b̂n) sind die Erzeuger-, bzw. Vernichteroperatoren
für Atome in der n-ten Fallenmode und dem ZeemanzustandmF = +1 (mF = −1).

Mit der Heisenberg'schen Bewegungsgleichung ih̄ d
dt
Â =

[
Â,Ĥ

]
, wobei die eckigen

Klammern den Kommutator darstellen, ergibt sich dann für die Zeitenwicklung



16 Kapitel 2. Theorie

der Erzeuger- und Vernichteroperatoren in Matrixschreibweise das folgende Di�e-
rentialgleichungssystem,

ih̄
d

dt

(
ân
b̂†n

)
=

(
ϵn + q Ωe�

−Ωe� −ϵn − q

)(
ân
b̂†n

)
. (2.14)

Durch Lösen dieser Di�erentialgleichung können die Zeitentwicklungen der Opera-
toren bestimmt werden. Daraus ergeben sich alle relevanten Parameter. An dieser
Stelle wird aber auf die explizite Berechnung verzichtet, da in Abschnitt 2.2 die
Herleitung der Zeitenentwicklungen für die Erzeuger- und Vernichteroperatoren
mit Hilfe der Quadraturen ausführlich dargestellt wird. Hier werden nur die wesent-

lichen Ergebnisse präsentiert. Die Eigenwerte E± = ±
√
(ϵn + q)2 − Ω2

eff [66, 99]

der Matrix geben Auskunft über das Verhalten des Systems. Wenn (ϵn+ q) ≥ Ωeff

gilt, so sind sie reell und es �ndet keine Besetzung der |2,± 1⟩-Zustände statt, das
System ist stabil. Für den Fall (ϵn+q) ≤ Ωeff sind die Eigenwerte imaginär und es
kommt zu einem exponentiellen Anstieg der Besetzung der |2,± 1⟩-Zustände. Da-
mit dieser Prozess überhaupt starten kann müssen sich zu Anfang bereits Atome in
diesen Zuständen be�nden. Diese kann entweder durch eine künstliche Erzeugung
erfolgen oder aber aufgrund von Vakuum�uktuationen [67].

Die Dynamik ist am stärksten, wenn sich die Eigenenergie des e�ektiven Po-
tentials und die quadratische Zeemanenergie gerade aufheben q = −ϵn. In diesem
Fall gilt E± = ±i|Ωeff | Abhängig von dem angelegten Magnetfeld ist diese Bedin-
gung für unterschiedliche Fallenmoden erfüllt und es kommt zu Resonanzen in der
Transferrate [66,101].

2.1.5 Einteilchenlösung des zylindersymmetrischen 2D Kas-

tenpotential

Die Lösungen für die zylindrische Falle erfolgen analog zum eindimensionalen Fall.
Die Wellenfunktionen des Hamiltonoperators ohne Wechselwirkung haben die fol-
gende Form,

ϕnl(r,φ) =
1√

πRTFJl+1 (βnl)
Jl

(
βnl

r

RTF

)
eilφ (2.15)

mit den entsprechenden Eigenenergien

ϵnl =
h̄2β2

nl

2mR2
TF

. (2.16)

Dabei sind Jl die Besselfunktion erster Art und der Parameter βnl repräsentiert
die zugehörige n-te Nullstelle von Jl. Im Gegensatz zum 1D-Fall treten hier zwei
unterschiedliche Quantenzahlen n ∈ N/{0} und l ∈ {−n, − n + 1,...,n} auf. Die
Bedeutung dieser Zahlen wird klar, wenn die, sich aus Gleichung (2.15) ergebenden
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Abbildung 2.5: Simulationen der Dichteverteilung mit Gleichung (2.15) für die ersten Ei-
genfunktionen des 2D-Kastenpotentials. Von oben nach unten vergröÿert sich die radiale

Quantenzahl n und von links nach rechts die Drehimpulsquantenzahl l

Dichteverteilungen gra�sch dargestellt werden, wie in Abbildung 2.5 zu sehen. Die
radiale Quantenzahl n beschreibt die Anzahl der auftretenden Maxima entlang des
Radius. Die Quantenzahl l hingegen entspricht einem Drehimpuls. Dies führt zur
Bildung eines Vortex erkennbar an einem Minimum im Zentrum der Verteilung.
Die Ausdehnung dieses Minimums ist dabei abhängig von dem Betrag |l|.

Es ist zu beachten, dass es bei Verteilungen mit Drehimpuls immer zu einer
zweifachen Entartung kommt, da für die Nullstellen der Besselfunktion −βn,l =
βn,−l gilt. Somit ergibt sich jeweils die gleiche Energie (2.16) ϵn,|l| = ϵn,−|l| für
die gegenläu�gen Drehrichtungen. Die Mode, die mit dem Uhrzeigersinn dreht
l = |l|, wird als Vortex und die die entgegen des Uhrzeigersinns dreht als Antivortex
l = −|l| bezeichnet. Interferenzen zwischen diesen Moden führen zu einer veränder-
ten Dichterverteilung. Die stärke der Besetzung der Vortexmode im Vergleich zur
Antivortexmode kann dabei stark schwanken, sofern die Spindynamik nur durch
Vakuum�uktuationen [67] initiiert wird. Simulationen solcher Dichteverteilungen
für eine gleiche Besetzung der Drehimpulsrichtungen sind in Abbildung 2.6 darge-
stellt. Dort ist erkennbar, dass die Dichteverteilungen ausgezeichnete Orientierung
aufweisen können und dadurch die Zylindersymmetrie des Potentials nicht mehr
erhalten ist. Diese Symmetriebrechung wird in dem Abschnitt 2.3 intensiver un-
tersucht.

Für die weitere Analyse ist es hilfreich, analog zum 1D-Fall die Gesamtwel-
lenfunktion des Systems in den Eigenfunktionen der Einteilchenlösung δψ̂1(r⃗) =∑

nl ϕnl(r⃗)ân,l, δψ̂−1(r⃗) =
∑

nl ϕnl(r⃗)b̂n,l zu entwickeln und in den Hamiltonope-
rator einzusetzen. Wird die Entartung der Drehimpulsrichtungen berücksichtigt,
so kann der Hamiltonoperator auch hier als Summe der Einteilchenoperatoren ge-
schrieben werden Ĥ =

∑
n,|l| Ĥn,|l|. Für die Komponenten von Ĥ müssen dann zwei
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Abbildung 2.6: Simulationen der Dichte für Superpositionen der Eigenfunktionen mit ge-
genläu�gen Drehimpulsen. Von oben nach unten vergröÿert sich die radiale Quantenzahl

n und von links nach rechts die Drehimpulsquantenzahl l

unterschiedliche Fälle betrachtet werden. Der erste ist der Fall ohne Drehimpuls
l = 0. Dann gilt,

Ĥn,0 = (ϵn,0 + q)
(
â†n,0 ân,0 + b̂†n,0 b̂n,0

)
+ Ωe�

(
â†n,0 b̂

†
n,0 + ân,0 b̂n,0

)
. (2.17)
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Im zweiten Fall mit Drehimpuls l ̸= 0 muss zusätzlich die Entartung beachtet
werden. Die Gleichungen erhalten damit die folgende Form,

Ĥn,|l| =(ϵn,|l| + q)
∑
l=±|l|

(
â†n,l ân,l + b̂†n,l b̂n,l

)
(2.18)

+ Ωe�

(
â†n,l b̂

†
n,−l + ân,l b̂n,−l

)
+ Ωe�

(
â†n,−l b̂

†
n,l + ân,−l b̂n,l

)
.

Analog zu Gleichung (2.14) könnten auch hier die Bewegungsgleichungen für die
Zeitentwicklungen der Erzeuger- â†n,l, b̂

†
n,l und Vernichteroperatoren ân,l, b̂n,l ermit-

telt werden. Die Lösung dieser Gleichungen ist allerdings recht aufwendig. Ele-
ganter geht es, wenn die Quadraturen des parametrischen Verstärkungsprozess
verwendet werden, wie im nächsten Abschnitt beschrieben.

2.2 Zeitentwicklung und Fluktuationen

In diesem Kapitel werden die Zeitentwicklungen der Erzeuger- und Vernichter-
operatoren berechnet. Damit können die Besetzungen der einzelnen Fallenmoden
und Zeemanzustände sowie deren Korrelationen ermittelt werden. Die Rechnungen
für das 1D- und das zylindersymmetrische Kastenpotential sind dabei äquivalent.
Zunächst werden die Quadraturen des parametrischen Verstärkungsprozesses [15]

X̂
(1)
n,l,mF=1 =

(
e+iθn,l ân,l + e−iθn,l b̂†n,−l,

)
√

2 sin(2θn,l)
= (X̂

(1)
n,−l,−1)

† (2.19)

X̂
(2)
n,l,1 =

(
e−iθn,l â†n,l + e+iθn,l b̂n,−l

)
√

2 sin(2θn,l)
= (X̂

(2)
n,−l,−1)

†,

mit cos(2θn,l) =
(
ϵn,|l| + q

)
/Ωe� eingeführt. Sie erfüllen die Vertauschungsrelatio-

nen
[
X̂

(1)
n,l,mF

,X̂
(2)

n′,l′,m′
F

]
= iδnn′δll′δmFm′

F
, wobei δjj′ die Diracsche Deltafunktion

darstellt. In Matrixschreibweise sehen die Gleichungen (2.19) folgendermaÿen aus:(
X̂

(1)
n,l,1

X̂
(2)
n,−l,−1

)
︸ ︷︷ ︸

≡ ⃗̂
X

=
1√

2 sin(2θn,l)

[
eiθn,l e−iθn,l

e−iθn,l eiθn,l

]
︸ ︷︷ ︸

≡A

(
ân,l
b̂†n,−l

)
︸ ︷︷ ︸

≡⃗̂a

. (2.20)

Der Grund für diese Darstellung wird klar, wenn der Hamiltonoperator aus Glei-
chung (2.18) in diesen Quadraturen geschrieben und die Zeitentwicklung bestimmt
wird. Für den Hamiltonoperator ergibt sich

Ĥn,l =
En,l

2

∑
mF ,l=±|l|

(
X̂

(1)
n,l,mF

X̂
(2)
n,l,mF

+ X̂
(2)
n,l,mF

X̂
(1)
n,l,mF

)
. (2.21)
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Die Gröÿe En,l =
√

(ϵn,l + q)2 − Ω2
e� setzt sich aus der Einteilcheneigenenergie, dem

quadratischen Zeemane�ekt und der e�ektive Wechselwirkung Ωe� zusammen.
Die heisenbergsche Bewegungsgleichung erhält somit die einfache diagonale

Form, ih̄ d
dt
X̂

(1,2)
n,l,mF

=
[
X̂

(1,2)
n,l,mF

,Ĥn,l

]
= iEn,lX̂

(1,2)
n,l,mF

. Damit können die Zeitenent-

wicklungen der Quadraturoperatoren aus Gleichung (2.19) einfach ermittelt wer-
den. In Matrixschreibweise lauten sie,(

X̂
(1)
n,l,mF

(t)

X̂
(2)
n,−l,−mF

(t)

)
=

[
eiEn,lt/h̄ 0

0 e−iEn,lt/h̄

]
︸ ︷︷ ︸

≡T

(
X̂

(1)
n,l,mF

X̂
(2)
n,−l,−mF

)
(2.22)

Um daraus die Zeitentwicklungen für die Erzeuger- und Vernichteroperatoren zu
bestimmen, muss lediglich die Beziehung ⃗̂a(t) = A−1TA⃗̂a angewendet werden:

(
ân,l(t)

b̂†n,−l(t)

)
=

1

sin (2θn,l)

[
sin (

En,lt

h̄
+ 2θn,l) sin

En,lt

h̄

− sin
En,lt

h̄
− sin (

En,lt

h̄
− 2θn,l)

](
ân,l
b̂†n,−l

)
=

[
Un,l Ũn,l

Ũ∗
n,l U∗

n,l

](
ân,l
b̂†n,−l

)
. (2.23)

Damit wiederum können die zeitabhängigen Erwartungswert der Teilchenzahlen
berechnet werden:

⟨n̂mF=±1(t)⟩ = ⟨ψ̂†
±1(t)ψ̂±1(t)⟩

=
∑

n,l,n′,l′

ϕ∗
n,lϕn′,l′ ⟨Vak.|â†n,l(t)ân′,l′(t)|Vak.⟩

=
∑
n,l

|ϕn,l|2|Ũn,l|2

=
∑
n,l

|ϕn,l|2
Ω2
e�

E2
n,l

sin2

(
En,lt

h̄

)
(2.24)

wobei |Vak.⟩ für den Vakuumzustand steht. Der Parameter im Argument des Si-
nus En,l =

√
(ϵn,l + q)2 − Ω2

e� ist entscheidend für das Verhalten des Systems. Ist
die Summe der Einteilcheneigenenergie gröÿer als die e�ektive Wechselwirkung
ϵn,l + q ≥ Ωe�, so ist En,l reell. In diesem Fall ist der Zustand mit mF = 0 sta-
bil und es kommt zu keiner nennenswerten Besetzung der mF = ±1-Zustände.
Wenn hingegen ϵn,l + q < Ωe� gilt, ergibt sich ein imaginärer Wert von En,l. In
dem Fall kann der Sinus durch einen Sinus Hyperbolicus ersetzt werden und die
Zeitentwicklung des Erwartungswertes der Teilchenzahl (2.24) erhält dadurch die
folgende Form:

⟨n̂±1(t)⟩ =
∑
n,l

|ϕn,l|2
Ω2
e�

|En,l|2
sinh2

(
|En,l|t
h̄

)
. (2.25)
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Es kommt damit zu einer Besetzung der |2,± 1⟩-Zustände, in dem die Anfangsbe-
setzungen ⟨ψ̂†

±1ψ̂±1⟩ der jeweiligen Moden verstärkt werden. Diese anfängliche Be-
setzung kann entweder durch eine manuelle Erzeugung von Atomen in den |2,± 1⟩-
Zuständen oder wie oben gezeigt durch Vakuum�uktuationen [67] erzeugt werden.
Der |2,0⟩-Zustand ist somit nicht mehr stabil. Die Gröÿe |En,l|/h̄ wird daher im
Folgenden als Instabilitätsrate bezeichnet. In Abbildung 2.7 (a) sind die Raten der
ersten acht Moden des zylindrischen Potentials in Abhängigkeit der quadratischen
Zeemanenergie aufgetragen. Sie werden immer dann maximal Emax, wenn die qua-
dratische Zeemanenergie q = −ϵn,l zu einer Eigenenergie des Einteilchenzustandes
passt. Dies kann auch so interpretiert werden, dass der Grundzustand des Systems
jeweils für unterschiedliche Magnetfelder durch unterschiedliche Fallenmoden ge-
geben ist [112]. In dem Fall läuft die Dynamik dieser einen Mode sehr viel schneller
ab als alle anderen und dominiert die Dynamik. Abbildung 2.7 (b) zeigt daher den
Verlauf der maximalen Instabilitätsrate. Durch eine bestimmte Wahl des Magnet-
feldes kann also gezielt eine Mode ausgewählt werden, in der die Dynamik ablaufen
soll. Wird auÿerdem die Zeit t lang genug gewählt, so ist es möglich, die Gleichung
(2.25) weiter zu vereinfachen

⟨n̂±1(t)⟩ ≈ |ϕmax|2
Ω2
e�

4E2
max

e2Emaxt/h̄ . (2.26)

Es ergibt sich eine exponentiell steigende Population der |2,± 1⟩-Zustände. Dieses
Verhalten wird als parametrische Verstärkung bezeichnet und tritt auch in anderen
Gebieten der Physik auf. In der Optik beispielsweise wenn Licht auf einen Kristall
mit einem nichtlinearen Brechungsindex tri�t. Durch die Wechselwirkung mit dem
Kristall kommt es dazu, dass einzelne Photonen vernichtet und gleichzeitig zwei
neue Photonen mit der halben Wellenlänge erzeugt werden [15, 28]. Der Hamil-
tonoperator für diesen Prozess ist analog zur Gleichung (2.6), wodurch sich die
gleiche Zeitentwicklung für die mittlere erzeugte Photonenzahl ergibt. Auch hier
können Vakuu�uktuationen oder eine Anfangsbesetzung verstärkt werden. Diese
wird in der Regel durch einen Laser mit geringer Intensität Vorgegeben. Dieser
Prozess stellt eine Standardtechnik dar, um nichtklassische Zustände des Lichtes
zu erzeugen.

Die relativen Erwartungswerte sowie die Quadrate und Standardabweichungen
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Abbildung 2.7: Verlauf der Instabilitätsraten der ersten acht einzelnen Moden (a) und der
maximalen Instabilitätsrate, in Abhängigkeit der quadratischen Zeemanverschiebung.

können analog berechnet werden. Man erhält dann die folgenden Beziehungen:

⟨n̂−⟩ ≡ ⟨(n̂1 − n̂−1)⟩ = 0 (2.27)

⟨n̂+⟩ ≡ ⟨(n̂1 + n̂−1)⟩ = 2⟨n̂⟩ (2.28)

⟨n̂2
±1⟩ = 2⟨n̂⟩2 (2.29)

⟨n̂mF
n̂−mF

⟩ =
∑

n,l,n′,l′

⟨n̂n,l⟩⟨n̂n′,l′⟩ (1 + cos 2(θn,l − θn′,l′)) (2.30)

σn̂±1 = ⟨n̂⟩ (2.31)

σn̂− = 0 (2.32)

σn̂+ = 2⟨n̂⟩ . (2.33)

Interessant ist hierbei, dass die Dichte-Dichte Korrelationsfunktion ⟨n̂mF
n̂−mF

⟩
der unterschiedlichen mF -Zustände von den unterschiedlichen Mischungswinkeln
θn,l der instabilen Moden abhängt. Dies zeigt, dass Quanteninterferenzen zu spon-
taner Symmetriebrechung der Magnetisierung führen können, was im nächsten
Abschnitt 2.3 näher betrachtet wird.

Weiterhin fällt auf, dass der Erwartungswert ⟨n̂−⟩ und die Standardabweichung
σn− der Teilchenzahldi�erenz verschwinden. Das heiÿt, dass im |2,− 1⟩-Zustand
immer exakt die gleiche Teilchenzahl entsteht wie in |2,+ 1⟩. Die Fluktuationen
der Teilchenzahldi�erenz sind somit geringer als die eines klassischen Zustandes
⟨n̂kl,±mF

⟩ = ⟨n̂kl⟩ dessen Fluktuationen ⟨∆(n̂kl,1 − n̂kl,−1)⟩ =
√

2⟨n̂kl⟩ durch die
Breite der Poissonverteilung gegeben sind. Solche Zustände werden als gequetsch-
ten Zustände (engl. squeezed state) bezeichnet. Da diese Eigenschaften nur durch
die Quantennatur des Prozesses erklärt werden können werden gequetschte Zu-
stände zu den nichtklassischen Zuständen gezählt.

Im Gegensatz dazu sind die Fluktuationen der einzelnen Teilchenzahlen ⟨n̂mF
⟩,

sowie deren Summe ⟨n̂+⟩ antigequetscht. Allerdings handelt es sich bei ⟨n̂+⟩, ⟨n̂−⟩
nicht um ein Paar konjugierter Observablen, da ihre Vertauschungsrelation ver-
schwindet [n̂+,n̂−] = 0. Die konjugierte Observable der Teilchenzahldi�erenz n−
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(Summe n+) ist viel mehr die Di�erenz φ− ≡ φ1−φ−1 (Summe φ+ ≡ φ1+φ−1) der
einzelnen Phasen der |±1⟩-Moden. Eine nähere Betrachtung dieser gequetschten
Zustände, deren konjugierter Variablen und wie die Quanteneigenschaften genutzt
werden können erfolgt in den Abschnitten 2.4 bis 2.6.

2.3 Fallenmoden und Symmtriebrechung

Wie in dem vorangegangenen Abschnitt dargestellt, kann es aufgrund entarteter
Drehimpulszustände zu einem Bruch der räumlichen Symmetrie kommen. Diese
Symmetriebrechung kann zu einer Weiteren führen. So ist es vorstellbar, dass die
Dichteverteilung für den |2,+ 1⟩-Zustand eine andere Orientierung aufweist als die
des |2,− 1⟩-Zustandes. In diesem Fall wäre der Gesamtspin des Systems lokal von
Null verschieden. Dies ist gleichbedeutend damit, dass Bereiche mit unterschied-
lichen Magnetisierungen auftreten und somit die Symmetrie der lokalen Magne-
tisierung gebrochen ist. Diese Form der Symmetriebrechung kann hervorgerufen
werden, wenn unterschiedliche instabile Moden miteinander interferieren.

In diesem Abschnitt sollen daher die Winkelverteilungen der Dichten der jewei-
ligen |2,± 1⟩-Zustände, sowie deren relative Orientierung theoretisch untersucht
werden. Es wird gezeigt, wie die räumlichen Korrelationen der Dichten der ein-
zelnen Zustände und die der relativen Dichteverteilung zwischen den Zuständen
aussieht und wie diese Korrelationen mit der räumlichen und der Spinsymmetrie
zusammenhängen.
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Analog zu dem vorangegangenen Kapiteln können die räumlichen Korrelations-
funktionen ausgerechnet werden. Im allgemeinen Fall ergibt sich der Ausdruck,

⟨n̂mF
(r⃗)n̂m′

F
(r⃗′)⟩ = ⟨ψ̂†

mF
(r⃗)ψ̂mF

(r⃗)ψ̂†
m′

F
(r⃗′)ψ̂m′

F
(r⃗′)⟩ (2.34)

= δmF ,m′
F

[∑
i,k

|ϕi(r⃗)|2|ϕk(r⃗′)|2|Ũi|2|Ũk|2

+
∑
i,j

ϕ∗
i (r⃗)ϕj(r⃗)ϕ

∗
i (r⃗

′)ϕj(r⃗′)|Ũi|2|Uj|2
]

+ δmF ,−m′
F

[∑
i,k

|ϕi(r⃗)|2|ϕk(r⃗′)|2|Ũi|2|Ũk|2

+
∑
i,j

ϕ∗
i (r⃗)ϕj(r⃗)ϕ

∗
i (r⃗

′)ϕj(r⃗′)Ũ
∗
i UiŨ

∗
j Uj

]
, (2.35)

wobei die Indizes i,j,k ∈ (n,l) aus jeweils einem Tupel der beiden Quantenzah-
len bestehen, die die Mode charakterisieren. Zur besseren Übersicht ist in dieser
Gleichung die Zeitabhängigkeit nicht explizit angegeben. Die erste Klammer in
Gleichung 2.35 beschreibt dabei die Autokorrelationsfunktion der Dichteverteilung
innerhalb eines mF -Zustandes und die Zweite beschreibt die Kreuzkorrelation zwi-
schen den beiden Zuständen mit entgegengesetztem Vorzeichen. Werden die Lö-
sungen des 2D-Kastenpotential eingesetzt und wird berücksichtigt, dass nur die
Moden mit den gröÿten Instabilitätsraten relevant sind, so können verschiedene
Fälle betrachtet werden.

• 1. Fall: Nur eine instabile Mode ohne Drehimpuls l = 0
In diesem Fall gilt

⟨n̂mF
(r⃗)n̂mF

(r⃗′)⟩ = ⟨n̂mF
(r⃗)n̂−mF

(r⃗′)⟩ ∝ 2⟨n̂mF
(r⃗)⟩⟨n̂mF

(r⃗′)⟩. (2.36)

Die Auto- und die Kreuzkorrealationsfunktion sind identisch und proportio-
nal zum Produkt der Dichteverteilungen. Es liegt daher keine Winkelabhän-
gigkeit vor und das System bleibt symmetrisch.

• 2. Fall: Zwei instabile Moden mit entgegengesetztem Drehimpuls

l = ±1,±2,...
In diesem Fall lässt sich die Korrelationsfunktion nicht mehr als Produkt der
Dichten schreiben, sonder sie hat die Form

⟨n̂mF
(ρ,ϕ)n̂mF

(ρ′,ϕ′)⟩ ∝ J2
l (βn,lρ

′)

[
3

2
+

1

2
cos (2l(ϕ′ − ϕ0))

]
e4|U1|n0t/h̄ .

(2.37)
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(n,l)= (1,±1) (2,±2)

Abbildung 2.8: Simulierte Korrelationsfunktionen der (1,±1) und der (2,±2) Drehimpuls-
moden nach Gleichung (2.37). Zur Erstellung der Abbildungen der Ortsvektor r⃗ festgelegt

worden.

Dabei sind die Ortsvektor (r⃗, r⃗′) in Polarkoordinaten r⃗ = (ρ,0) mit ρ ≡ r
RTF

angegeben. Zudem ist der Vektor r⃗ = (0,ϕ0) festgelegt worden. Die Kreuz-
korrelation hat die gleiche Form wie die Autokorrelation. Für die (1, ± 1)-
und die (2,± 2)-Moden sind die Formen der Korrelationsfunktion in der Ab-
bildung 2.8 dargestellt. Diese sind abhängig von dem räumlichen Winkel ϕ
mit einem frei wählbaren Anfangswinkel ϕ0. Somit existieren ausgezeichne-
te Achsen der Dichteverteilungen und die räumliche Zylindersymmetrie ist
gebrochen. Der Winkel ϕ0 kann durch äuÿere Ein�üsse oder durch Vakuum-
�uktuationen bestimmt werden. Im Fall der Vakuum�uktuationen sollte sich
für die Verteilung des Orientierungswinkel eine Gleichverteilung ausbilden,
da alle Orientierungen gleichberechtigt auftreten können.

Die Spinsymmetrie bleibt allerdings erhalten, da die Auto- und die Kreuzkor-
relationen gleich sind. Dies hat zur Folge, dass die Orientierung der Mode der
|2,+ 1⟩-Atome identisch mit der Mode der Atome in |2,− 1⟩ sein muss. Die
entstehenden Dichtepro�le in den Zeemanzuständen sind dementsprechend
korreliert und es tritt keine lokale Struktur in der Magnetisierung auf, die
die Spinsymmetrie brechen würde.

Eine zweite Möglichkeit, die Korrelation zwischen den Moden der beiden
Spinzuständen und damit die Erhaltung der Spinsymmetrie zu erklären, wird
im nächsten Abschnitt 2.4 erläutert. Dort wird die identische Orientierung
der Dichteverteilung durch die Quetschung der Phasendi�erenz ϕ− = ϕ+1 −
ϕ−1 erklärt.

• 3. Fall: Drei instabilste Moden am Beispiel für (n,l) = (1,0), (1,+1),
(1,− 1)

In den Bereichen in denen die Instabilitätsraten benachbarter Moden in etwa
gleich sind, wird die Dynamik nicht mehr nur durch eine einzige maximale
Instabilitätsrate bestimmt. In dem Fall müssen also beide Moden berücksich-
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Autokorrelation Kreuzkorrelation Differenz

-

-

=

=

(1,±1)

(2,±2)

(n,±l) (a) (b) (c)

Abbildung 2.9: Auto- und Kreuzkorrelation für Überlagerungen benachbarter Moden
ohne (1,0), (2,0) und mit Drehimpuls (1, ± 1), (2, ± 1) Drehimpulsmoden. (a) zeigt die
Autokorrelation, (b) die Kreuzkorrealtion und (c) die Di�erenz nach Gleichung (2.39)

tigt werden. Für die Autokorrelationsfunktion ergibt sich dann

⟨n̂mF
(ρ,ϕ)n̂mF

(ρ′,ϕ′)⟩ ∝ 3J2
0 (β1,0ρ

′) (2.38)

+ J2
1 (β1,1ρ

′)

[
5

2
+

1

2
cos 2(ϕ′ − ϕ0)

]
+ 2J0(β1,0ρ

′)J1(β1,1ρ
′) cos(ϕ− ϕ0).

Der Einfachheit halber sind hier alle gemeinsamen Vorfaktoren weggelassen
und ρ so gewählt, dass J0(ρ) = J1(ρ) gilt. In dieser Gleichung tauchen zwei
verschiedene Kosinusterme auf. Wobei der eine das doppelte Argument des
anderen hat. Für die Dichteverteilung bedeutet dies eine axiale �links-rechts�
Asymmetrie zusätzlich zu der zylindrischen Asymmetrie. Für diesen Fall un-
terscheidet sich auch die Kreuzkorrelation von der Autokorrelation. Für die
Di�erenz der beiden Funktionen ergibt sich

∆mF ,−mF
≡ ⟨n̂mF

(ρ,ϕ)n̂mF
(ρ′,ϕ′)⟩ − ⟨n̂mF

(ρ,ϕ)n̂−mF
(ρ′,ϕ′)⟩

≈ J0(β1,0ρ)J1(β1,1ρ)J0(β1,0ρ
′)J1(β1,1ρ

′) cos(ϕ′ − ϕ0)

× (U1n0)
2

4λ20

(E1,0 − E1,1)
2

4λ20
e4λ0t/h̄ (2.39)

mit λ =
√
(U1n0)2 − (En,l + U1n0 + q)2. In Abbildung 2.9 sind die Auto- (a)

und die Kreuzkorelation (b), sowie die Di�ernenz nach Gleichung (2.39) dar-
gestellt. Der Unterschied führt dazu, dass sich Verschiedene räumlichen Dich-
teverteilungen zwischen den beiden Spinkomponenten ergeben, was gleichzu-
setzen ist mit einer Symmetriebrechung der Magnetisierung.
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• 4. Fall: Verallgemeinerung des 3. Falls mehrerer instabiler Moden

(n,l) = (n1,± l1), (n2,± l2)
Im Allgemeinen können benachbarte Moden unterschiedliche Drehimpuls-
quantenzahlen haben. In diesem Fall sieht die Verallgemeinerung der Di�e-
renz aus Gleichung (2.39) zwischen Auto- und Kreuzkorrelation folgender-
maÿen aus

∆mF ,−mF
≈ Jl1(βn1,l1ρ)Jl2(β1,1ρ)Jl1(βn1,l1ρ

′)Jl2(βn2,l2ρ
′)

× {cos [(l1 − l2)(ϕ
′ − ϕ0)] + cos [(l1 + l2)(ϕ

′ − ϕ0)]}

× (U1n0)
2

8λ20

(E1,0 − E1,1)
2

4λ20
e4λ0t/h̄ . (2.40)

Für das Beispiel der Benachbarten (2,0) und (2, ± 1)-Moden ist diese Glei-
chung ebenfalls in Abbildung 2.9 gezeigt Auch in diesem Fall ist erkenn-
bar, dass Interferenzen zwischen unterschiedlichen räumlichen Moden zu ei-
ne Symmetriebrechung der Magnetisierung führen können. Diese Interferenz
kann analog zu einem Schwebungssignal zwischen unterschiedlichen Drehim-
pulsen angesehen werden.

Durch diese Betrachtung der räumlichen Korrelationsfunktionen ist ersichtlich,
dass das vorliegende System geeignet ist, um gezielt unterschiedliche Formen der
Symmetriebrechung zu studieren.

2.4 Nichtklassische Zustände

Wie in Abschnitt 2.2 erwähnt, kann der Prozess der Spindynamik als eine parame-
trische Verstärkung eines bestimmten Anfangszustands angesehen werden. Dieser
Prozess existiert ganz analog auch in der Optik und ist daher wohlbekannt und
ausgiebig untersucht (siehe z.B. [15]). Die dabei entstehenden Zustände haben die
besondere Eigenschaften, dass sie verschränkt sind und dadurch die angesproche-
ne Quetschung auftritt. Dies wird durch die spezielle Form des Hamiltonopera-
tors (2.18) beziehungsweise durch dessen zugehörigen Zeitentwicklungsoperator
Ŝ2 ≡ e−iHn,lt/h̄ hervorgerufen. Er hat die Form eines Zweimodenquetschopera-
tors (engl. two-mode squeezing operator) Ŝ2(ξ) = e−iξ mit dem Quetschparameter
ξ = Hn,lt/h̄. Die in den Gleichungen (2.27) bis (2.33) berechneten Korrelationen
sind eine direkte Konsequenz dieser Zweimodenquetschung. Die zugehörigen Kon-
jugierten Variablen sind die Superpositionen der in Gleichung (2.19) eingeführten
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Quadraturen

X̂
(1,2)
+ = X̂

(1,2)
n,l,mF

+ X̂
(1,2)
n,−l,−mF

(2.41)

=

(
e±iθn,l ân,l + e∓iθn,l b̂†n,−l,

)
√

2 sin(2θn,l)
+

(
e∓iθn,l â†n,l + e±iθn,l b̂n,−l

)
√
2 sin(2θn,l)

(2.42)

X̂
(1,2)
− = X̂

(1,2)
n,l,mF

− X̂
(1,2)
n,−l,−mF

. (2.43)

Diese Zweimodenquadraturen erfüllen die Vertauschungrelationen
[
X̂

(i)
± ,X̂

(j)
∓

]
= 0

und
[
X̂

(1)
± ,X̂

(2)
±

]
= 2i. Daraus ergeben sich, dass die Paare X̂(1)

+ ,X̂
(2)
+ und X̂(1)

− ,X̂
(2)
−

jeweils konjugierte Operatoren darstellen. Nach Anwendung der Zeitentwicklung
wird einer der zugehörigen Erwartungswerte ⟨(X̂(1)

± )2⟩ = ± 1
sin(2θ)

e−2|En,l|t/h̄ ge-

quetscht, während der andere ⟨(X̂(2)
± )2⟩ = ± 1

sin(2θ)
e+2|En,l|t/h̄ gestreckt wird. Falls

⟨(X̂(1,2)
± )⟩2 = 0 gilt, ist die Varianz (∆X̂

(i)
± )2 = ⟨(X̂(i)

± )2⟩ gleich dem Erwartungs-
wert. Daher ist die heisenbergsche Unschärferelation weiterhin für alle Zeiten erfüllt
(∆X̂

(1)
± )2(∆X̂

(2)
± )2 = 1

sin2(2θ)
≥ 1.

2.4.1 Teilchenzahleigenfunktion des Zweimodenquetschope-

rators

In einem Experiment sind die gezeigten Zweimodenquadraturen in der Regel nicht
zugänglich, so dass andere Observablen gefunden werden müssen, um den Zustand
und dessen Eigenschaften zu vermessen. Eine gut messbare Gröÿe ist die Teilchen-
zahl der verschiedenen Spinkomponenten. Die zugehörigen konjugierten Observa-
blen sind die Phasen. Im Kapitel 2.2 ist gezeigt, wie sich die Erwartungswerte und
Fluktuationen der einzelnen Teilchenzahlen und der Di�erenz verhalten. Da die
Fluktuationen der Teilchenzahldi�erenz verschwinden, sollten exakt gleich viele
Teilchen in beiden Moden entstehen.

Die Teilchenzahlzustände werden als Fockzustände bezeichnet. Dementspre-
chend werden Zustände, die die Teilchenzahlen zweier Moden gemeinsam beschrei-
ben, Zweimodenfockzustand genannt. Ein solcher wird im Allgemeinen als Tensor-
produkt zweier Einmodenfockzustände |na⟩+1⊗|nb⟩−1 mit na-Teilchen in Mode +1
und nb-Teilchen in Mode −1 dargestellt. Im Folgenden wird die verkürzte Schreib-
weise |na,nb⟩F verwendet.

Um die Eigenfunktion des Zweimodenquetschoperators zu erhalten wird dieser
in der Basis der Zweimodenfockzustände betrachtet [15]. Dazu wird die Tatsache
genutzt, dass der Vakuumzustand ein Eigenzustand des Vernichtungsoperator mit
Eigenwert Null darstellt

ân,l |0,0⟩F = 0. (2.44)

Auÿerdem wird durch Anwenden des Quetschoperators auf den Vakuumzustand
der Zustand des gequetschten Vakuums erzeugt |ξ⟩2 ≡ Ŝ2(En,l) |0,0⟩F . Wird die
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Gleichung (2.44) von links mit dem Quetschoperator multipliziert und dessen
unitäre Eigenschaft verwendet, so erhält man die Eigenwertgleichung für den ge-
quetschten Zustand

Ŝ2(ξ)ân,l,mF
Ŝ†
2(ξ)Ŝ2(ξ) |0,0⟩F =

(
Un,lân,l,mF

+ Ũn,lâ
†
n,l,−mF

)
|ξ⟩2 = 0 , (2.45)

mit Un,l und Ũn,l gemäÿ Gleichung 2.23. Unter der Voraussetzung, dass der Va-
kuumzustand in der Lösung enthalten sein muss ergibt sich für den Eigenzustand
mit der Normierungskonstante C00,

|ξ⟩2 = C00

∑
m

(
Un,l

Ũn,l

)m

|m,m⟩F (2.46)

=
(ϵn,l + q)2

E2
n,l

1

coth2(En,lt/h̄)

×
∑
m

[
ϵn,l + q

Ω
+ i

En,l

Ω
coth(En,lt/h̄)

]m
|m,m⟩F (2.47)

Wie aus der anschaulichen Erklärung aus Abschnitt 2.1.1 und den Überlegungen
zur Zeitenentwicklungen für die Teilchenzahldi�erenz (2.27) und deren Standard-
abweichung (2.31) erwartet, tauchen in der Summe nur Zustände |m,m⟩F auf, bei
denen sich in beiden Moden die gleiche Teilchenzahl be�ndet. Ein solcher Zustand
wird als Zwillingsfockzustand (engl. twin Fock state) bezeichnet. In einem Expe-
rimentzyklus werden immer die Teilchenzahlen in den Moden gemessen. Für den
Zustand bedeutet dies, dass er immer auf einen Zwillingsfockzustand projiziert
wird. Diese Zustände haben kein klassisches Pendant, da sie nicht als Produkte
von Einteilchenzuständen dargestellt werden können. Diese bieten daher die Mög-
lichkeit neuartiger Anwendungen.

2.4.2 Phaseneigenfunktion des Zweimodenquetschoperators

Die Phasen der mF -Zustände bilden wie erwähnt die konjugierten Observablen der
Teilchenzahlen. Soll jetzt der gequetschte Zustand in der Basis der Eigenoperatoren
der Phasen dargestellt werden, so muss beachtet werden, wie diese Phasenoperato-
ren eingeführt werden. Es gibt eine Vielzahl von Publikationen über dessen Exis-
tenz und Vorschläge, wie ein solcher Operator aussehen könnte (siehe z.B. [15]). An
dieser Stelle wird sich auf die Verö�entlichungen von Barnett und Pegg [113�115]
und deren De�nition eines hermitischen Phasenoperators beschränkt. Sie beschrei-
ben den Phasenoperator auf einem (s + 1)-dimensionalen Zustandsraum. In der
Basis der Fock-Zustände ist der Phasenzustand gegeben durch

|θm⟩ =
1√
s+ 1

s∑
n=0

ein(θm) |n⟩ . (2.48)
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Hierbei sind die s + 1 Eigenwerte der Phasenzustände θm = θ0 + 2πm/(s + 1)
äquidistant verteilt und beschränken sich auf ein Intervall von θ0 bis θ0+2π verteilt,
wobei θ0 eine Referenzphase darstellt. Der hermitesche Phasenoperator ist dann
gegeben durch

ϕ̂ =
s∑

m=0

θm |θm⟩ ⟨θm| (2.49)

Die Vertauschungsrelation ⟨p|[ϕ̂θ, n̂] |p⟩ = −i(1 − (s + 1)| ⟨p| θ0⟩|2) muss unter
dem Gesichtspunkt betrachtet werden, dass sie auf einen beliebigen Zustand |p⟩
angewendet wird. Der Term | ⟨p| θ0⟩|2 stellt dabei die Wahrscheinlichkeit dar, dass
die Phase der Zustandes dem Wert θ0 entspricht. Im Kontinuumslimes s → ∞
kann dies auch durch P (θ0)2π/(s+1) ausgedrückt werden, wobei P (θ0) der Wahr-
scheinlichkeitsdichte der und 2π/(s + 1) den Abständen der Zustände entspricht.
Aus der Vertauschungsrelation ergibt sich die Unschärferelation ∆n∆θ̂θ ≥ 1

2
|1 −

2πP (θ0)| zwischen dem Phasen- und dem Teilchenzahloperator. Eine Besonderheit
ist, dass sie von der Wahrscheinlichkeit P (θ0) der gewählten Anfangsphase θ0 des
2π-Intervalls abhängt. Dies wird verständlich, wenn eine periodische Wahrschein-
lichkeitsdichte P (θ) auf dem 2π-Intervall mit einem schmalen Maximum betrachtet
wird, wie in der Abbildung 2.10 verdeutlicht. Ist θ0 so gewählt (vgl. Abb 2.10 (a)),
dass das Maximum in der Mitte des Intervall liegt, so ergibt sich eine geringe
Standardabweichung. Be�ndet sich der Anfang des Intervalls hingegen auf dem
Maximum der Verteilung (vgl. Abb 2.10 (b)), so ist die Verteilung an den Rändern
des Intervalls am gröÿten, wodurch sich eine groÿe Standardabweichung ergibt. Bei
der Verwendung des vorgestellten Phasenoperators muss daher das Intervall mit
Bedacht gewählt werden. Nähere Informationen darüber können aus den Referen-
zen [114,115] erhalten werden.
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Abbildung 2.10: Diese Graphik soll verdeutlichen, dass die Standardabweichung der Phase
von der Wahl des Intervalls abhängt.

Werden Phasensummen oder -di�erenzen gebildet, so erstreckt sich der Bereich
auf ein 4π Intervall was zu weiteren Komplikationen in der Interpretation der
Wahrscheinlichkeitsdichte führen kann. Werden die Summe oder Di�erenz relativ
zu einer dritten Phase gemessen, so ist es natürlich dies in dem 4π Intervall zu
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betrachten. Interessiert hingegen nur die Summe oder die Di�erenz zwischen den
beiden Phasen, so ist es sinnvoller den Bereich auf ein 2π Intervall zu beschränken,
um die Interpretation zu vereinfachen. Die Wahl eines 4π Intervalls kann ansonsten
zu Artefakten führen, die für die Korrelation der relativen Phasen irrelevant sind.
Wie so etwas aussehen kann, wird anhand der Abbildung 2.11 verdeutlicht. Hier ist
gezeigt, wie die Wahrscheinlichkeitsverteilung für die Summe zweier unkorrelierter
Phasen auf unterschiedlichen Intervallen aussehen. Im Fall des 4π-Intervalls (vgl.
Abb 2.11 (a)), ergibt sich ein Maximum bei 2π, welches physikalisch gesehen kein
Bedeutung hat. Wird die Summe modulo 2π bestimmt (vgl. Abb 2.11 (b)) so ergibt
sich ein Gleichverteilung, wie sie für unkorrelierte Phasen erwartet wird.
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Abbildung 2.11: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Summe zweier unkorrelierter Phasen
ϕma und ϕmb (a) auf einem 4π- und (b) auf einem 2π-Intervall (nach Ref. [113]).

Unter Beachtung der oben genannten Punkte, kann der in Gleichung (2.46)
angegebene Eigenzustand, durch die Entwicklung der Fockzustände in der Basis
der Einzelmodenphasenzuständen angegeben werden

|ξ⟩2 =
C00

s+ 1

∑
m

∑
ma

∑
mb

(
Un,l

Ũn,l

ei(En,l−(ϕma+ϕmb))

)m

|ϕma,ϕmb⟩ . (2.50)

Mit dieser Darstellung der gequetschten Zustände können analog zu [113] die Er-
wartungswerte und Fluktuationen der Phasensumme ϕ+ und der Di�erenz ϕ− er-
mittelt werden. Da die Gleichung (2.50) explizit von der Phasensumme nicht aber
von der Di�erenz abhängt, ergibt sich für die Wahrscheinlichkeitsdichte der Pha-
sendi�erenz eine Konstante über den gesamten 2π-Bereich. Die Di�erenz ist somit
vollkommen unbestimmt und die Standardabweichung nimmt den gröÿtmöglichen
Wert ∆ϕ− = π√

3
an. Die Wahrscheinlichkeitsdichte der Phasensumme hingegen

ist abhängig vom Eigenwert der Phasensumme selbst und dem Quetschparameter
En,l. Der Erwartungswert und dessen Standardabweichung werden eine Funktion
dieses Quetschparameters. Für groÿe En,l beziehungsweise im Falle groÿer Zeiten
mit dem vorgestellten Hamiltonoperator (2.18) verschwindet die Standardabwei-
chung der Phasensumme limt→∞ ∆ϕ+ = 0. Die Summe der beiden Phasen ist somit
perfekt bestimmt.
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Im Kapitel 2.3 ist gezeigt, dass im Fall einer besetzten Fallenmode mit Dre-
impuls, die Autokorrelationsfunktion der individuellen Dichte identisch mit der
Kreuzkorrelation der relativen Dichten der |2,± 1⟩-Zustände ist. Die Orientierun-
gen sind somit gleich. Erst Mischungen zwischen mehreren Fallenmoden können
zu unterschiedlichen Orientierungen führen. Mit der Erkenntnis, dass die Phasen-
summe der beiden Zustände gequetscht ist, kann das Auftreten der identischen
Orientierungen auf eine andere Art interpretiert werden. Die ausgerichteten Dich-
teverteilungen entstehen aufgrund der Überlagerungen aus Vortex- und Antivor-
texmode. Der Phasenunterschied dieser beiden Moden gibt die Orientierung der
Verteilung vor. Wird eine Fallenmode mit l ̸= 0 angeregt, so müssen aufgrund
der Drehimpulserhaltung die Vortexmode (l=|l|) in |2,1⟩ mit der Antivortexmo-
de l = −|l| in |2,− 1⟩ in der Phasensumme gequetscht. Das gleiche gilt für die
Vortexmode in |2,− 1⟩ mit der Antivortexmode in |2,1⟩. Es gilt also

ϕl,mF
+ ϕ−l,−mF

= ξ (2.51)

ϕl,−mF
+ ϕ−l,mF

= ξ . (2.52)

Die Phasensummen sind in beiden Fällen identisch zu dem Quetschoperator ξ und
es gilt somit

ϕl,mF
+ ϕ−l,−mF

= ϕl,−mF
+ ϕ−l,mF

. (2.53)

Durch einfaches Umstellen der Gleichung lässt sich zeigen, dass die Phasendi�e-
renzen der Vortex- und der Antivortexmode für den |2,1⟩ Zustand gleich ist zu der
Di�erenz des |2,− 1⟩ Zustandes

ϕl,mF
− ϕ−l,mF

= ϕl,−mF
− ϕ−l,−mF

. (2.54)

Daraus folgt, dass die Orientierungen der Dichteverteilung beider Zeemanzustände
identisch ist. Erst die Überlagerung mit benachbarten Fallenmoden kann dazu
führen, dass die Phasendi�erenz der beiden Zustände nicht mehr übereinstimmt.

2.5 Die verallgemeinerte Blochkugel

In den vorangegangenen Abschnitten ist gezeigt, dass die Ausgangszustände der
Spindynamik nichtklassische Eigenschaften aufweisen können. Diese sind besonders
interessant, weil sie neuartige Anwendungen ermöglichen, die mit klassischen Sys-
temen nicht realisierbar sind. Beispiele dafür sind die Quantenkryptographie oder
die Quanteninformationsverabeitung. Die reduzierten Fluktuationen einer Obser-
vable gequetschter Zustände können dazu verwendet werden, die Sensitivität von
Interferometern zu verbessern. Dies wird beispielsweise derzeit an den Gravitati-
onswellendetektoren mit gequetschtem Licht erfolgreich eingesetzt [29].

Der durch die Spindynamik entstehende Zustand ist in Abschnitt 2.4 als Super-
position von Zwillings-Fock-Zuständen (2.46) identi�ziert worden. In einen Experi-
mentzyklus bildet sich daher immer ein Zwillings-Fock-Zustand mit exakt der glei-
chen Teilchenzahl in beiden mF -Zuständen. Die Verteilung der Gesamtteilchenzahl



2.5. Die verallgemeinerte Blochkugel 33

ist dabei durch die Wahrscheinlichkeitsdichte des gequetschten Zustandes (2.46) ge-
geben und unterliegt starken Schwankungen. Werden solche Zwillingsfockzustände
als Eingangszustände von Interferometern verwendet, so kann eine Sensitivität er-
reicht werden, die nicht durch das Schrotrauschen 1/

√
n+ limitiert ist, welches das

fundamentale Limit klassischer Interferometer darstellt.
Um zu verstehen, wie sich ein Interferometer mit einem bestimmten Eingangs-

zustand verhält ist es sinnvoll, dies in einer anderen Darstellung zu betrachten, in
der der Zustand und die Operationen einer Interferometersequenz einfach darge-
stellt werden können. Die folgende Beschreibung bezieht sich im wesentlichen auf
die Verö�entlichungen [26,27,106] sowie auf das Buch [15].

Die Grundlage ist die Äquivalenz zwischen der SU(2)- und der SO(3)-Gruppe,
welche zu der verallgemeinerten Blochkugel führt. Damit können die Zustände und
die Operationen einer Interferometersequenz ellegant beschrieben werden. Diese
Darstellung der SO3-Gruppe wird in der Mathematik auch als Schwingerdarstel-
lung bezeichnet. In ihr kann der Zustandsoperator als reeller dreidimensionaler
Vektor dargestellt werden. Die Operationen auf diesen Zuständen werden als Ro-

tationen des sogenannten Blochvektors ⃗̂
J um bestimmte Achsen angesehen, wie

in Abbildung 2.12 dargestellt. Er setzt sich aus Kombinationen der Erzeuger- und
Vernichteroperatoren folgendermaÿen zusammen,

⃗̂
J =

ĴxĴy
Ĵz

 =
1

2

 â†b̂+ b̂†â

−i(â†b̂− b̂†â)

â†â− b̂†b̂

 . (2.55)

Hierbei werden die Indizes für die Fallenmoden weggelassen, da das System
zunächst nur für den Fall betrachtet werden soll, dass nur eine Fallenmode besetzt
ist. Der Eigenwert der Komponente Jz = ⟨n̂−⟩/2 beschreibt die Teilchenzahldif-
ferenz zwischen dem beiden Zeemanzuständen. Die Gröÿen Jx,y beschreiben die
Phasendi�erenz. Das Betragsquadrat |Ĵ2| = n1+n−1

2

(
n1+n−1

2
+ 1
)
des Vektors ist

verbunden mit der Gesamtteilchenzahl n+ des Systems.

Unter der Voraussetzung, dass Teilchenzahlerhaltung gilt, liegt ⃗̂
J immer auf

der Ober�äche einer Kugel mit festem Radius. Diese Kugel wird in der Literatur
als verallgemeinerte Blochkugel bezeichnet. Sie erlaubt eine anschauliche Visuali-
sierung der quantenmechanischen Zustände und Operationen. Die Projektion des
Vektors auf die z-Achse gibt die Teilchenzahldi�erenz an und die Projektion auf
die xy-Ebene ergibt die Phasendi�erenz. An den Polen be�ndet sich das System
also in genau einem der |2,± 1⟩ Zustände. Auf dem Äquator liegt dementsprechend
eine Überlagerung aus beiden vor.

Der Vektor ⃗̂J ist analog zu einem quantenmechanischen Drehimpuls und erfüllt

die Kommutatorrelationen
[
Ĵi,Ĵj

]
= εijkĴk, mit dem Permutationssymbol εijk. Aus

dieser Vertauschungrelation folgt dann die Unschärferelation ∆Ĵx∆Ĵy ≥ 1
2
|⟨Ĵy⟩|.
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Jx

Jy

Jz

J

Φ

Abbildung 2.12: Geometrische Darstellung des verallgemeinerten Blochvektors auf der
Blochkugel

Damit kann eine semiklassische Version der heisenbergschen Unschärferelation für
die Teilchenzahl- und die Phasendi�erenz ∆(n1 − n−1)∆(ϕ1 − ϕ−1) ≥ 1 abgeleitet
werden. Im Gegensatz zum vorangegangenen Kapitel wird hier die Phasendi�erenz
als klassische Variable betrachtet, wodurch sich die Rechnung vereinfacht. Diese
semiklassische Herleitung kann im Anhang A.2 nachgeschlagen werden.

Jx

Jy

Jz

Jx

Jy

Jz

Jx

Jy

Jz

(a) kohärenter Zustand (b) gequetschter Zustand (c) Zwillings-Fock-Zustand

Abbildung 2.13: Blochkugeln mit Bereich der Unschärfe für (a) einen kohärenten, (b)
einen gequetschten und (c) einen Zwillings-Fock-Zustand.

Auf der verallgemeinerten Blochkugel kann diese Unschärfe durch einen Bereich
auf der Ober�äche dargestellt werden, in dem der Vektor enden kann. In Abbil-
dung 2.12 ist die Unschärfe durch die blaue Scheibe dargestellt. Weitere Beispiele
sind in der Abbildung 2.13 gezeigt. Abbildung 2.13 (a) zeigt einen kohärenten Zu-
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stand mit ∆(n−) = ∆(ϕ−). Die Unschärfe beider konjugierter Variablen ist gleich
groÿ und es ergibt sich eine kreisförmige Scheibe. Die Abbildung 2.13 (b) stellt ein
Beispiel eines gequetschten Zustandes mit ∆(n−) > ∆(ϕ−) dar. Hierbei ist der Be-
reich der Unschärfe durch eine Ellipse gegeben, deren groÿe Halbachse parallel zur
Jz-Richtung des Koordinatesystems zeigt. Ein Zwilling-Fock-Zustand mit unbe-
stimmter Phasendi�erenz ∆(ϕ−) = π/

√
3 und einer Teilchenzahldi�erenz von Null

(∆(ϕ−) = π/
√
3, ∆(n−) = 0) ist in Abbildung 2.13 (c) dargestellt. Darin ist die

Unschärfe durch einen in�nitesimal dünnen Ring entlang des Äquators gegeben.
Da Ĵ2 und Ĵz vertauschen bilden sie eine geeignete Basis, um die Zustände

darzustellen2. Ein beliebiger Zwei-Moden-Fock-Zustand mit den Eigenwerten na

und nb bekommt dann die Form

|na,nb⟩F = |j,µ⟩z (2.56)

mit den Eigenwerten j(j +1) von Ĵ2 und µ von Ĵz. Die Operatoren J± = Jx + iJy
sind die Leiteroperatoren für µ, es gilt,

J± |j,µ⟩z =
√
(j ∓ µ)(j ± µ+ 1) |j,µ± 1⟩z , (2.57)

Die Gröÿen j und µ hängen auf folgende Weise mit den Eigenwerten der Fockbasis
zusammen,

j =
na + nb

2
=
n+

2
(2.58)

µ =
na − nb

2
=
n−

2
. (2.59)

Der Zwillingsfockzustand erhält in dieser Basis die Form,∣∣∣∣n+

2
,
n+

2

⟩
F

= |j,0⟩z . (2.60)

Handelt es sich um einen Zustand, bei dem nur einer der beiden Zeemanzustände
besetzt ist, dann sieht er in der neuen Basis folgendermaÿen aus,∣∣n+,0

⟩
F
= |j,j⟩z bzw.

∣∣0,n+
⟩
F
= |j,− j⟩z . (2.61)

In diesem Fall zeigt der Blochvektor auf den oberen der beiden Pole. Dieser Zustand
wird im weiteren als Einzel-Fock-Zustand bezeichnet. Der gequetschte Zustand wie
aus Abbildung 2.13 (b), kann beispielsweise durch

|ψs⟩ =
1√
2
|j,0⟩z +

1√
2
|j,1⟩z . (2.62)

dargestellt werden [26].
Die Darstellung der unterschiedlichen Zustände in dieser verallgemeinerten

Blochbaseis erlaubt es, die einzelnen Operationen eines Interferometers und dessen
Wirkung auf den jeweiligen Eingangszustand zu veranschaulichen.

2die Wahl von Jz als Quantisierungsachse ist dabei nicht zwingend notwendig, sie erweist sich
allerdings im Hinblick auf ein Interferometer als hilfreich
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2.6 Interferometer mit nichtklassischen Zuständen

Der typische Ablauf einer interferometischen Messung wird anhand der Skizze in
Abbildung 2.14 am Beispiel einer sogenannten Ramseysequenz vorgestellt. Als ers-
tes wird der Eingangszustand auf einen Strahlteiler gegeben, welcher die beiden
Eingänge miteinander koppelt. Anschlieÿend erfolgt die freie Phasenentwicklung.
Dazu werden die beiden Ausgänge des ersten Strahlteilers über unterschiedliche
Pfade geleitet. In diesem Bereich können sich die Phasen der beiden Pfade auf-
grund äuÿerer Ein�üsse unterschiedlich entwickeln. Diese sind es, die in der Regel
gemessen werden sollen. Dabei kann es sich beispielsweise um Weglängendi�eren-
zen [23], Rotationen [19,39] unterschiedliche Lamorfrequenzen im Magnetfeld oder
der den Ein�uss der Gravitation handeln. Nach der freien Phasenentwicklung wer-
den die beiden Pfade an einem zweiten Strahlteiler wieder kombiniert, an dessen
Ausgängen sich das Interferometersignal ergibt. Dieses hängt von der Phasendi�e-
renz der beiden Pfade ab und gibt damit Rückschlüsse auf den externen Ein�uss.

t

n+1

n-1

Strahl-
teiler I

+1

-1

θ1

θ2

Strahl-
teiler II

freie Phasenentwicklung

π/2 π/2

Eingang Ausgang

Abbildung 2.14: Schematische Skizze einer typischen Interferometersequenz. An einem
Strahlteiler wird der Eingangszustand auf zwei Pfade verteilt. Bevor diese an einem zwei-
ten Strahlteiler wieder zusammengeführt werden, erfolgt eine freie Phasenentwicklung.
Aus dem Ausgangszustand lässt sich auf die Phasendi�erenz ∆θ = θ1 − θ2 zurückrech-

nen.

Zur Beschreibung der Sequenz können die einzelnen Schritte (erster Strahl-
teiler, freie Phasenentwicklung und zweiter Stahlteiler) als Operationen angesehen
werden, die aus jeweils zwei Eingängen zwei Ausgänge generieren. In zweiter Quan-
tisierung lassen sich solche Transformationen allgemeinen durch Anwenden einer
unitäre 2× 2-Matrix der Form(

âout
b̂out

)
=

(
cos β

2
ei(α+γ)/2 sin β

2
ei(α−γ)/2

− sin β
2
e−i(α−γ)/2 cos β

2
e−i(α+γ)/2

)(
âin
b̂in

)
(2.63)

beschreiben. Die Gröÿen α, β und γ stellen dabei die Eulerwinkeln dar. Eine Se-
quenz aufeinanderfolgender Operationen lässt sich somit durch Multiplikationen
der jeweiligen Matrizen der einzelnen Transformationen beschreiben. Aufgrund
der Beziehungen zwischen der SU(2)- und der SO(3)-Gruppe ergeben sich analoge
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Transformationen im Bild der verallgemeinerten Blochkugel, die als Rotationen

des Blochvektors ⃗̂
J um bestimmte Drehachsen interpretiert werden können. Im

Heisenbergbild erhält die Transformation aus Gleichung (2.63) die Form,

⃗̂
Jout = eiαĴzeiβĴyeiγĴz

⃗̂
Jine

−iαĴze−iβĴye−iγĴz (2.64)

Im Schrödingerbild ergibt sich dementsprechend,

|ψout⟩ = eiαĴzeiβĴyeiγĴz |ψin⟩ . (2.65)

In der Abbildung 2.15 sind solche Rotationen auf der Blochkugel graphisch dar-
gestellt. In Abbildung 2.15 (a) ist eine Drehung um die Jz-Achse zu sehen und
In Abbildung 2.15 (b) wird um Jy rotiert. Es kann allerdings auch um beliebige
Achsen gedreht werden.

Jx

Jy

Jz

Jx

Jy

Jz
(a) (b)

Abbildung 2.15: Rotationen auf der Blochkugel. (a) Drehung um die Jz-Achse. (b) Dre-
hung um Jy-Achse.

2.6.1 Quantenmechanische Beschreibung des Strahlteilers

Wie gezeigt, ist der Strahlteiler ein zentrales Element des Interferometers. Sei-
ne Aufgabe besteht darin, die Eingänge miteinander zu koppeln [106, 116, 117].
Dadurch wird ihnen eine de�nierte Phasendi�erenz aufgeprägt. Dies geschieht, in-
dem der erste Strahlteiler die Teilchenzahldi�erenz der Eingänge auf die Di�erenz
der Phasen projiziert. Der zweite Strahlteiler kehrt diesen Vorgang wieder um. Er
projiziert die Phasendi�erenz nach der freien Entwicklung wieder auf eine Teil-
chenzahldi�erenz am Ausgang des Interferometers.

Für die theoretische Beschreibung des Strahlteilers bieten sich mehrere äqui-
valente Möglichkeiten. Allen ist gemein, dass aus Gründen der Energieerhaltung
ein Phasenunterschied von π zwischen der re�ektierten und dem transmittierten
Welle auftreten muss. Bei der ersten Variante, dem symmetrische Strahlteiler wird
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dieser Phasenunterschied gleichmäÿig auf beide Wellen aufgeteilt [15]. Die Winkel
aus Gleichung (2.63) sind dann gegeben durch α = −γ = π/2 und β = ±ϕ. In
der Literatur ist dieser am gebräuchlichsten. Die Gleichung (2.63) erhält dann die
Form, (

âout
b̂out

)
=

(
cos ϕ

2
±i sin ϕ

2

±i sin ϕ
2

cos ϕ
2

)(
âin
b̂in

)
, (2.66)

Dies entspricht einer Rotation des verallgemeinerten Blochvektors um die x-Achse
mit dem Winkel ±ϕĴout

x

Ĵout
y

Ĵout
z

 =

1 0 0
0 cosϕ ± sinϕ
0 ∓ sinϕ cosϕ

Ĵ in
x

Ĵ in
y

Ĵ in
z

 . (2.67)

In der zweiten weniger geläu�ge theoretische Beschreibung des asymmetrischen
Strahlteilers tritt der π-Phasensprung in der Re�exion auf. Die Winkel werden
dann zu α = γ = 0 und β = ±ϕ. Die Gleichungen für die Vernichter und den
verallgemeinerten Blochvektor werden dann zu,(

âout
b̂out

)
=

(
cos ϕ

2
∓ sin ϕ

2

± sin ϕ
2

cos ϕ
2

)(
âin
b̂in

)
(2.68)Ĵout

x

Ĵout
y

Ĵout
z

 =

 cosϕ 0 ± sinϕ
0 1 0

∓ sinϕ 0 cosϕ

Ĵ in
x

Ĵ in
y

Ĵ in
z

 , (2.69)

was einer Rotation von ⃗̂
J um die y-Achse mit dem Winkel ϕ entspricht. Prinzipiell

kann ein Strahlteiler auch durch Drehung um eine beliebige Achse in der xy-Ebene
realisiert werden.

In allen Fällen bestimmt der Winkel ϕ wie stark die Eingänge miteinander
gekoppelt werden. Für einen Winkel von ϕ = ±π/2 ergibt sich beispielsweise ein
50/50 Strahlteiler. Dies kann auch ausgedrückt werden als,

Ĵout
z = e±iπ

2
Ĵ(x,y) Ĵ in

z e
∓iπ

2
Ĵ(x,y) , (2.70)

beziehungsweise mit |ψin⟩ = |j,µ⟩z,

|ψout⟩ = e±iπ
2
Ĵ(x,y) |j, µ⟩z . (2.71)

Für das Ausgangssignal ⟨Ĵout
z ⟩ ist es also unerheblich, um welche Achse in der

xy-Ebene gedreht wird.



2.6. Interferometer mit nichtklassischen Zuständen 39

2.6.2 Die freie Phasenentwicklung

Nach dem ersten Strahlteiler kommt die freie Entwicklung der Phasen θ1 und θ2.
Die Phasendi�erenz, die dabei auftritt ist abhängig von der zu messenden Gröÿe.
Diese Operation lässt sich im Bild der zweite Quantisierung durch eine 2×2-Matrix
der Form (

âout
b̂out

)
=

(
eiθ1 0
0 eiθ2

)(
âin
b̂in

)
(2.72)

darstellten. Im Bild des verallgemeinerten Blochvektors, ist dies gleichbedeutend
mit einer Rotation um die z-Achse mit einem Winkel, der der Phasendi�enz θ =
θ2 − θ1 entspricht, Ĵout

x

Ĵout
y

Ĵout
z

 =

cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

Ĵ in
x

Ĵ in
y

Ĵ in
z

 . (2.73)

Diese Transformation kann auch dargestellt werden als,

⃗̂
Jout = eiθĴz

⃗̂
J ine−iθĴz , (2.74)

|ψout⟩ = e−iθĴz |ψin⟩ . (2.75)

2.6.3 Das Ausgangssignal des Interferometers

Das nächste Element ist wiederum ein Strahlteiler, der die beiden Pfade wieder
zusammenführt und die Phasendi�erenz auf das Ausgangssignal projiziert. Das
Ausgangssignal des Interferometers für einen beliebigen Eingangszustand lässt sich
aus der Hintereinanderausführung der obigen Elemente zusammensetzten,

|ψout⟩ = e−iπ
2
Ĵxe−iθĴze−iπ

2
Ĵx |ψin⟩ = e−iπĴye−iθĴy |ψin⟩ (2.76)

⃗̂
Jout = e−iπ

2
Ĵxe−iθĴze−iπ

2
Ĵx ⃗̂J inei

π
2
ĴxeiθĴzei

π
2
Ĵx |ψin⟩

= e−iπĴye−iθĴy ⃗̂J ineiπĴyeiθĴy . (2.77)

Die Sequenz entspricht demnach einer Drehung mit der zu messenden Phasendif-
ferenz θ und einem Phasensprung von π um die y-Achse. Dies wird anhand der
Abbildung 2.16 verdeutlicht. Hier ist die komplette Interferometersequenz im Bild
der Blochkugel für einen Einzel-Fock-Zustand |j,j⟩z (Abb. 2.16(b)) nach Gleichung
(2.61) und für den Zwillings-Fock-Zustand |j,0⟩z (Abb. 2.16(c)) graphisch darge-
stellt. Der erste Strahlteiler rotiert die Zustände hier mit einem Winkel von π/2 um
die x-Achse. Während der freien Phasenentwicklung kommt es zur Rotation um die
z-Achse mit dem Winkel θ1 − θ2. Der dritte Strahlteiler dreht den Zustand noch-
mals um π/2 um die x-Achse. Die gesamte Sequenz entspricht somit einer Drehung
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t

N+1

N
-1

+1

-1

z

x
y

θ1

θ2

π/2

π/2

π/2

π/2

θ1-θ2

θ1-θ2

Strahl-
teiler I

Strahl-
teiler II

freie PhasenentwicklungEingang Ausgang

π/2 π/2

(a)

(b)
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Abbildung 2.16: Verlauf der Interferometersequenz auf der Blochkugel für eine kohärenten
und einen Zwillings-Fock-Zustand. In (a) ist noch einmal der schematische Ablauf gezeigt.
Darunter ist gezeigt wie sich diese auf den (b) Einzel- und (c) auf den Zwillings-Fock-

Zustand auswirkt.

um die y-Achse mit einem Wert von −(θ1−θ2)−π. Sie ist somit identisch mit einer
Strahlteileroperation aus Gleichung (2.69) mit dem Winkel ϕ = −(θ1 − θ2)− π.

In der Literatur taucht der Phasensprung um π aus Gleichung (2.76) in der
Regel nicht auf,

|ψout⟩ = e−iπ
2
Ĵxe−iθĴzeiπĴxe−iπ

2
Ĵx |ψin⟩ (2.78)

= e−iπ
2
Ĵxe−iθĴzei

π
2
Ĵx |ψin⟩ (2.79)

= e−iθĴy |ψin⟩ . (2.80)

Die Theorie wird ohne den Phasensprung übersichtlicher und kann ohne Beschrän-
kung der Allgemeinheit im Folgenden vernachlässigt werden, da diese lediglich
mit der De�nition des betrachteten Ausgangszustand zusammenhängt. Die Ergeb-
nisse, für das Ausgangssignal und die interferometrische Sensitivität sind davon
unbeein�usst und somit identisch. Eine volle Interferometersequenz lässt sich in
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dem Fall durch eine Rotation des Blochvektors um die y-Achse mit dem Winkel
ϕ = θ1 − θ2 ≡ θ darstellen.

Dies ermöglicht eine Messung der Sensitivität eines Zustandes, unabhängig von
äuÿeren Ein�üssen. Es reicht, das Ausgangssignals eines einzelnen Strahlteilers zu
betrachten, der den Eingangszustand mit einem bestimmten Winkel θ um die y-
Achse dreht (vgl. Abschnitt 2.6.1).

Dies hat zum einen den Vorteil, dass nur eine Operation angewendet werden
muss, und sich somit der Ein�uss des Strahlteilers selbst reduziert. Ein weiterer
Vorteil ist die weitgehende Entkopplung von äuÿeren Ein�üssen. Soll die interfe-
rometrische Sensitivität eines Zustandes vermessen werden, so ist es ratsam dies
unabhängig von äuÿeren Parametern vorzunehmen. Bei einer typischen Interfero-
metersequenz ist dies allerdings nicht möglich, da in der Regel eine Phase gemessen
wird, die stark von einer externen Gröÿe abhängt. Schlieÿlich sollen in der Regel
diese externen Gröÿen genau bestimmt werden. Dieser Ein�uss tritt bei einmali-
gem Anwenden des Strahlteilers ohne eine freie Phasenentwicklung nicht auf. Daher
kann allein die Abhängigkeit des Zustandes auf eine kontrollierte Phase betrachtet
werden.

Bevor die Sensitivität eines Zustandes betrachtet werden kann, muss erst ge-
klärt werden, wie die Phasendi�erenz anhand der Teilchenzahldi�erenz des Interfe-
romterausgangs bestimmt werden kann. In dem Abschnitt 2.5 ist bereits erwähnt,
dass die Projektion Ĵz des Blochvektors auf die z-Achse der halben Di�erenz der
Teilchenzahlen der beiden Zustände entspricht. In einem Experiment ist dies eine
gut bestimmbare Gröÿe, da lediglich Teilchenzahlen gemessen und Di�erenzen ge-
bildet werden müssen. Hängt diese Gröÿe zudem noch von der Phase selbst ab, so
eignet sie sich zu deren Bestimmung.

Für einen gegebenen Eingangszustand und einer gegebenen Phase ergibt sich
dann eine spezi�sche Verteilung der Messgröÿe Ĵz, aus der die Phase und deren
Fehler bestimmt werden können. Dazu müssen die charakteristischen Gröÿen er-
mittelt werden, die die Verteilung beschreiben. Diese sind beispielsweise gegeben
durch den Erwartungswert ⟨Ĵz⟩ und dessen Varianz (∆Ĵz)

2 = ⟨Ĵ2
z ⟩ − ⟨Ĵz⟩2. Der

Erwartungswert der Verteilung kann über die Gleichung

⟨Ĵz⟩ = ⟨ψout|Ĵz |ψout⟩

= ⟨ψin|ei
π
2
ĴxeiθĴze−iπ

2
Ĵx Ĵze

iπ
2
ĴxeiθĴze+iπ

2
Ĵx |ψin⟩

= − sin θ⟨ψin|Ĵx |ψin⟩+ cos θ⟨ψin|Ĵz |ψin⟩ (2.81)

bestimmt werden. Um die zugehörige Varianz bestimmen zu können, wird zusätz-
lich noch das Quadrat des Mittelwertes benötigt,

⟨Ĵ2
z ⟩ = ⟨ψout|Ĵ2

z |ψout⟩
= sin2 θ⟨ψin|Ĵ2

x |ψin⟩+ cos2 θ⟨ψin|Ĵ2
z |ψin⟩

− sin θ cos θ⟨ψin|ĴxĴz + ĴzĴx |ψin⟩ . (2.82)
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Wie zu erkennen, hängen die Erwartungswerte von der Phase θ und der Wahl
der Eingangszustände |ψin⟩ ab. Um zu sehen, inwieweit sich diese Gröÿen eignen,
werden sie für den Einzel-Fock-Zustand, den speziellen gequetschten Zustand aus
Gleichung (2.62) und den Zwillings-Fock-Zustand exemplarische berechnet.
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Abbildung 2.17: Wahrscheinlichkeitsverteilungen für unterschiedliche Eingangszustän-
de.(a) Einzel-Fock-Zustand; (b) gequetschter Zustand; (c) Zwillings-Fock-Zustand

Ausgangssignal des Einzel-Fock-Zustands

Als erstes soll der Einzel-Fock-Zustand |j,j⟩z aus Gleichung 2.61 betrachtet wer-
den. Hierbei werden alle Teilchen auf einen der beiden Eingänge des Strahlteilers
gegeben. An dem anderen Eingang liegt dementsprechend der Vakuumzustand vor.
Auf der Blochkugel zeigt der Vektor auf einen der beiden Pole. Die Unschärfe des
Zustandes ist gegeben durch eine kreisförmige Scheibe analog zu Abbildung 2.13
(a). Dieser Zustand entspricht einem klassischen Zustands und wird verwendet,
um das Ausgangssignal des klassischen Interferomters zu beschreiben.

Wird |ψin⟩ = |j,j⟩z in die Gleichungen (2.81) und (2.82) eingesetzt, so ergeben
sich die folgenden Beziehungen der relevanten Gröÿen

⟨Ĵz⟩kl = j cos θ (2.83)

⟨Ĵ2
z ⟩kl =

1

2
j sin2 θ + j2 cos2 θ (2.84)

σĴz,kl =

√
j

2
sin θ . (2.85)

Die zugehörige Verteilungen für zwei verschiedene Winkel sind in Abbildung 2.17
(a) dargestellt. Es ergeben sich Gauÿverteilungen, mit winkelabhängigen Mittel-
werten und Standardabweichungen. Wird der Mittelwert in Abhängigkeit von θ
dargestellt, so ergibt sich eine theoretische Kurve, wie sie in Abbildung 2.18 (a)
gezeigt ist. Die graue Fläche entspricht dem Wert der ersten Standardabweichung.
Um den Verlauf besser mit den anderen Eingangszustände vergleichen zu können
ist der Graph um π/2 verschoben. Anhand dieser Kurve lässt sich die Phasendif-
ferenz des Interferometers beziehungsweise die eingestellte Phase des Strahlteilers
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ermitteln. Die Genauigkeit dieser Bestimmung wird durch das Rauschen limitiert.
Dies wird in dem Graph darunter deutlich, in dem eine vergröÿerte Darstellung des
Nulldurchgangs der Kurve in dem Intervall {π+0,1;π− 0,1} gezeigt ist. Die Stan-
dardabweichung in σĴz,kl sorgt für einen Fehler in der Phasenbestimmung. Wie
später gezeigt wird, stellt die Sensitivität die mit diesem Zustand erreicht wer-
den kann, ein unteres Limit für die Interferometrie mit �klassischen� unkorrelierten
Eingangszuständen dar.
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Abbildung 2.18: Theoretische Ausgangssignale ⟨Ĵz⟩ der Interferometersequenz in Abhän-
gigkeit der Phasendi�erenz θ der unterschiedlichen Eingangszustände mit j = 100. Die

farbige Fläche entspricht jeweils dem Bereich der Standardabweichung σĴz.

Ausgangssignal des gequetschten Zustands

Die Betrachtung des Ausgangssignals eines gequetschten Zustandes wird am Bei-
spiel des speziellen Eingangszustand |ψin⟩ = |ψs⟩ aus Gleichung (2.62) erläutert.
Für diesen Fall sind die relevanten Gröÿen gegeben durch

⟨Ĵz⟩s = −1

2

√
j(j + 1) sin θ +

1

2
cos θ (2.86)

⟨Ĵ2
z ⟩s =

1

2

[
j(j + 1)− 1

2

]
sin2 θ +

1

2
cos2 θ (2.87)

σĴz,s =
1

2

√
[j(j + 1)− 1] sin2 θ + cos2 θ . (2.88)

Für diesen Eingangszustand sind die Verteilungen unterschiedlicher Winkel in Ab-
bildungen 2.17 (b) dargestellt. Es zeigt sich, dass die Breite der Verteilung für
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kleine Winkel schmaler ist, als für die Sequenz mit nur einem Eingang. Für groÿe
Winkel nimmt die Breite und damit die Standardabweichung des Mittelwertes zu.

Für das Ausgangssignal des Interferometer in Abbildung 2.18 (b) bedeutet die-
ses Verhalten, dass der blaue Bereich, der die Standardabweichung darstellt vom
Winkel abhängt. Im Bereich um π/2 ist σĴz,s und damit der Fehler der Winkel-
bestimmung besonders groÿ. Allerdings erreicht die Standardabweichung im Be-
reich um π Werte, die unterhalb der des Einzel-Fock-Zustandes liegen. Wie in
der vergröÿerten Darstellung erkennbar. Die Genauigkeit für die Bestimmung der
Phasendi�erenz ist in diesem Bereich demnach erhöht.

Zwillings-Fock-Zustand

Der nächste Zustand, der betrachtet werden soll ist der Zwillings-Fock-Zustand
|n+/2,n+/2⟩, bei dem exakt die gleiche Anzahl von Teilchen an den beiden Ein-
gängen des ersten Strahlteilers vorliegt. In der Schwingerdastellung ist er durch
|j,0⟩z gegeben. Dieser Zustand entspricht dem Ring entlang des Äquators auf der
Blochkugel aus Abbildung 2.13 (c). Der Erwartungswert des Ausgangssignals ver-
schwindet ⟨Ĵz⟩ZF = 0, und kann daher nicht zur Bestimmung der Phase verwendet
werden. Dies wird deutlich, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilungen in Abbildung
2.17 (c) betrachtet werden. Die Verteilungen entsprechen einer Projektion des ge-
drehten Rings auf der Blochkugel. Dabei ist interessant, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte am Rand der jeweiligen Verteilung am gröÿten ist. Dies bedeutete, dass
beispielsweise nach einer Rotation um π/2, bevorzugt alle Atome nur in einem der
beiden Zustände zu �nden sind. Dies ist auch aus den rechten Graphen in Abbil-
dung 2.18 erkennbar. Der Mittelwert verschwindet und die Standardabweichung
(grüne Fläche) ändert sich deutlich in Abhängigkeit der Phase.
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Abbildung 2.19: Theoretisches Ausgangssignal ⟨Ĵ2
z ⟩ZF des Interferometers mit dem

Zwillings-Fock-Zustand.

Statt des Mittelwerts, kann also die Standardabweichung beziehungsweise die
Varianz zur Bestimmung Phase θ verwendet werden. Da ⟨Ĵz⟩2ZF = 0 gilt, entspricht
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die Varianz (σĴz,ZF )
2 = ⟨Ĵ2

z ⟩ZF dem Erwartungswert des Quadrats von Ĵz,ZF

⟨Ĵ2
z ⟩ZF =

1

2
j(j + 1) sin2 θ (2.89)

=
(n+)2 + 2n+

8
sin2 θ . (2.90)

Dies kann so interpretiert werden, dass über das Rauschen von ⟨Ĵz⟩ZF die Phase
θ gemessen werden kann.

Um die Varianz der Varianz (∆Ĵ2
z,ZF )

2 = ⟨Ĵ4
z ⟩ZF − ⟨Ĵ2

z ⟩2ZF von ⟨Ĵ2
z ⟩ZF zu be-

stimmen, wird weiterhin der Erwartungswert

⟨Ĵ4
z ⟩ZF =

1

8
sin4 θ

[
2j2 (j + 1)2 + j (j + 1) (j − 1) (j + 2)

]
(2.91)

+ sin2 θ cos2 θ [j (j + 1)] (2.92)

benötigt. Dieser ergibt sich für den allgemeinen Fall analog zu Gleichung (2.82).
Wie das Ausgangssignal ⟨Ĵ2

z ⟩ZF aussieht, ist in der Abbildung 2.19 dargestellt.
Auch hier zeigt die Vergröÿerung, dass die Fluktuationen im Bereich um π geringer
sind, als die des klassischen Einzel-Fock-Zustandes.

In der Abbildung 2.20 sind zum Vergleich alle drei Ausgangssignale im Intervall
{π − 0,1; π + 0,1} aufgetragen. Es zeigt sich, dass die Fluktuationen im Fall des
Zwillings-Fock-Zustands noch geringer ausfallen, als die des gezeigten gequetschten
Zustandes |ψs⟩. Die Phasensensitvität eines Interferometers sollte dementsprechend
am besten sein, wenn von den hier vorgestellten Zuständen ein Zwillingsfockzu-
stand verwendet wird.
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Abbildung 2.20: Vergleich der theoretischen Ausgangssignale des Einzel-Fock (grau)
(⟨Ĵz⟩kl), des gequetschten (blau) (⟨Ĵz⟩s) und des Zwillings-Fock-Zustand (orange)

(⟨Ĵ2
z ⟩ZF ) im Intervall {π − 0,1;π + 0,1}.
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2.7 Die interferometrische Sensitivität

Im Allgemeinen gibt die Sensitivität eines Interferometers an, wie präzise die Phase
θ gemessen werden kann. Oder, bildlich gesprochen, wie groÿ der minimale Abstand
zweier Messungen unterschiedlicher Phase sein darf, damit beide eindeutig unter-
scheidbar sind. Mit Hilfe der Abbildung 2.21 wird diese Anschauung klar. Hier
sind der Einzel-Fock und der Zwillings-Fock-Zustand für zwei verschiedene Dre-
hungen auf der Blochkugel und deren Projektionen auf die Jz-Achse dargestellt.
In der Blochkugel des gedrehten Einzel-Fock-Zustandes (a) ist erkennbar, dass der
minimale Abstand unterschiedlicher Phasen gröÿer sein muss als für den Zwillings-
Fock-Zustand (b). Als Faustregel gilt, dass zwei überlagerte Gauÿverteilungen von-
einander unterscheidbar sind, wenn der Abstand der beiden Maxima mindestens
dem Wert der Standardabweichung entspricht. Für den Zwillings-Fock-Zustand
kann eine solche Regel, nicht so direkt aufgestellt werden. Dennoch ist ersichtlich,
dass sich bereits bei kleinen Phasenunterschieden die Verteilungen deutlicher von-
einander unterscheiden, als es für den Einzel-Fock-Zustand der Fall ist. Wie dieser
anschauliche Begri� der Sensitivität theoretisch beschrieben werden kann, wird im
Folgenden gezeigt.

Eine Möglichkeit zur Bestimmung der Sensitivität ist es, den Fehler in der
Phasenbestimmungen über die Gauÿsche Fehlerfortp�anzug zu berechnen. Dabei
wird der Fehler σS(θ) des Messsignals ⟨S(θ)⟩ auf den Fehler σθ der zu messenden
Gröÿe θ übertragen. Die Formel dafür lautet,

σθ =
1
√
p

σS(θ)
d
dθ
⟨S(θ)⟩

. (2.93)

Der Faktor 1/
√
p berücksichtigt dabei die Reduktion des Fehlers, bei Mittelung

über p unabhängige Messungen. Die Ableitung des Interferometersignals im Nenner
berücksichtigt, wie stark sich das Signal mit der Phase ändert. Dies kann sich leicht
anhand der Graphen in Abbildung 2.22 klargemacht werden. Hier wird das Signal
des Einzel-Fock-Zustandes für unterschiedliche Steigungen und gleicher Standard-
abweichung miteinander verglichen. Die reduzierte Steigung kann beispielsweise
durch Teilchenzahlverluste hervorgerufen werden. Die eingezeichneten Linien ver-
deutlichen, dass der Fehler der Phasenbestimmung bedeutend gröÿer wird, wenn
sich die Steigung verringert, das Rauschen aber gleich bleibt.

Die Sensitivität des Einzel-Fock-Zustandes lässt sich mit Hilfe der Ergebnisse
aus (2.83) und (2.85) bestimmen. Das Ausgangssignal ist dabei gegeben durch
S(θ) = ⟨Jz⟩kl. Einsetzen der Gröÿen in die Gleichung (2.93) ergibt den Fehler der
Phasenbestimmung,

∆θkl =
1
√
p

σĴz,kl
d
dθ
⟨Ĵz⟩kl

=
1

√
p
√
n+

, (2.94)

wobei verwendet wird, dass j = N/2 gilt. Dieses Ergebnis stellt das klassische
Limit dar, welches auch als Schrorauschlimit der Sensitivität bezeichnet wird. Das
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Abbildung 2.21: Bildliche Darstellung der Sensitivität. (a.1) Projektion und (a.2) Bloch-
kugel eines Einzel-Fock-Zustand. (b.1) Projektion und (b.2) Blochkugel eines Zwillings-
Fock-Zustand. Je geringer der Winkelunterschied ist, für den zwei Projektionen noch

voneinander unterschieden werden können, desto sensitiver ist der Zustand.

untere Limit für die Sensitivität eines klassischen Interferometers skaliert somit
mit der Wurzel der Teilchenzahl ∝ 1/

√
n+.

Dieses Limit der Sensitivität kann mit Hilfe gequetschter Zustände und dem
Zwillings-Fock-Zustand übertro�en werden. Für den vorgestellten gequetschten Zu-
stand |ψs⟩ ergibt sich eine Sensitivität von

∆θs =
1
√
p

σĴz,s
d
dθ
⟨Ĵz⟩s

(2.95)

=

√
1

p

[j(j + 1)− 1] sin2 θ + cos2 θ

[
√
j(j + 1) cos θ + sin θ]2

(2.96)

Dieser Wert ist abhängig von der Phase selbst und hat Minima bei θ = (0,1,2,3,..)π.
Die Sensitivität lautet dann

∆θs =

√
1

p

4

n+(n+ + 1)
. (2.97)
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Abbildung 2.22: Anschauliche Darstellung wie die Sensitivität von der Steigung abhängt.
(a) Für eine groÿe Steigung ist der Fehler bedeutend kleiner gegenüber der Kurve (b) mit

einer geringeren Steigung.

Für groÿe Teilchenzahlen n+ ≫ 1 kann diese Gleichung genähert werden durch

σθs =

√
1

p

2

n+
. (2.98)

Die Sensitivtität des hier vorgestellten gequetschten Zustandes ist also im Idealfall
um den Faktor 2√

n+
besser, gegenüber einem vergleichbaren Einzel-Fock-Zustand.

Durch die Verwendung des Zwillingsdockzustandes kann dieser Wert nochmals
verbessert werden. Wie erwähnt ist das Ausgangssignal in diesem Fall gegeben
durch den Erwartungswert S(θ) = ⟨Ĵ2

z ⟩ZF des Quadrats. Mit Hilfe der Gleichungen
(2.89) und (2.91) kann die Phasenunsicherheit bestimmt werden. Es ergibt sich

∆θZF =
1
√
p

∆Ĵ2
z,ZF

d
dθ
⟨Ĵ2

z ⟩ZF

(2.99)

=

√
1

p

[j(j + 1)− 2] tan2 θ + 4

8j(j + 1)
. (2.100)

Auch hier hängt die Sensitivität von der Phase selbst ab. Die Minima liegen eben-
falls bei den Werten θ = (0,1,2,3,..)π. Der kleinste Wert der Phasensenunsicherheit
lautet somit

∆θZF =

√
2

p

1

n+(n+ + 2)
. (2.101)

Wird auch diese Gleichung 2.101 für groÿe Teilchenzahlen n+ ≫ 1 genähert, so
ergibt sich

∆θZF =

√
2

p

1

n+
. (2.102)

Dieses Ergebniss ist bei gleicher Teilchenzahl wiederum bedeutend geringer als im
klassischen Fall. Gegenüber dem gequetschten Zustand ist die Sansitivität nochmal
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den Faktor 1√
2
besser. Das Schrotrauschlimit kann also mit Hilfe von gequetsch-

ten und Zwillings-Fock-Zuständen unterboten werden. Die Abhängigkeit ∝ (n+)−1

wird als Heisenberglimit bezeichnet und stellt das fundamentale untere Limit für
die interferometrische Messunsicherheit dar.

2.7.1 Bayes'sche Analyse und Fischerinformation

Die Bestimmung von θ mit Hilfe der unterschiedlichen Erwartungswerte ⟨Ĵz⟩kl
und ⟨Ĵ2

z ⟩ZF zeigt bereits, dass die Nutzung von Zwillings-Fock-Zustände prinzipi-
ell geeignet ist, um Interferometrie mit einer Sensitivität unterhalb des Standard-
quantenlimits zu betreiben. Allerdings erstreckt sich dabei der Bereich erhöhter
Sensitivität nicht über das gesamte Winkelintervall, sondern beschränkt sich auf
eine kleinen Teil. Diese Beschränkung kann durch eine Form der Bayes'sche Analy-
se aufgehoben werden. Im Gegensatz zu der obigen Analyse, in der nur bestimmte
Kenngröÿen der Projektion auf Ĵz verwendet werden, um θ zu bestimmen, nutzt
die Bayes'sche Analyse die komplette Form der Verteilung [118].

Im Fall des Einzel-Fock-Zustandes ändert sich nichts, da hier die Verteilung
bereits vollständig durch den Mittelwert und die Varianz beschrieben wird. Im
Fall des Zwillings-Fock-Zustandes hingegen ist dies nicht der Fall. Die charakte-
ristische Verteilung mit den gröÿten Wahrscheinlichkeiten, Werte zu messen, die
an den äuÿeren Punkten (vgl. Abb. 2.17) liegen, enthält mehr Information über
die Phase als allein aus der Breite ⟨Ĵ2

z ⟩ZF gewonnen werden kann. Die Bayes'sche
Analyse nutzt genau diesen Punkt aus. Das Grundprinzip dieser Methode wird
im Folgenden kurz skizziert, wobei der Verö�entlichung von [27,106] gefolgt wird.
Eine ausführliche Darlegung würde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Bei der Bayes'schen Analyse wird betrachtet, wie sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilung bei Variation eines Parameter verhält. Anschlieÿend wird für eine gege-
bene Messung die wahrscheinlichste Verteilung ermittelt, mit der dann die Phase
bestimmt wird. Zunächst werden dazu die bedingtenWahrscheinlichkeiten P (µ|θ,j)
benötigt. Diese geben die Wahrscheinlichkeit an, bei einer Messung den Wert µ für
die Projektion auf Ĵz zu messen, wenn die Phase θ und die Gesamtteilchenzahl j
gegeben sind.

Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, kann der Erwartungswert aus Glei-
chung (2.81) in Form von Wahrscheinlichkeiten ausgedrückt werden,

⟨Ĵz⟩ =
∑
µ,µ′

⟨ψout|j,µ⟩zz⟨j,µ|Ĵz|j,µ′⟩zz⟨j,µ′|ψout⟩ (2.103)

=
∑
µ

|z⟨j,µ|ψout⟩|2µ (2.104)

Die einzelnen bedingten Wahrscheinlichkeiten sind demnach gegeben durch,

P (µ|θ,j) = |z⟨j,µ|ψout⟩|2 . (2.105)
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Im Falle des Zwillings-Fock-Zustandes haben sie die folgende Form

P (µ|θ,j) = |z⟨j,µ|eiθĴy |j,0⟩z|2

=
(j − µ)!

(j + µ)!

[
P µ
j (cos θ)

]2
, (2.106)

und hängen demnach von den zugeordneten Legendrepolynome P µ
j (cos θ) ab. Wie

diese Verteilungen aussehen ist in Abbildung 2.23 für unterschiedliche Werte von
j und θ gezeigt. Es fällt auf, dass immer nur jeder zweite Wert von µ eine endliche
Wahrscheinlichkeit aufweist. Für die Werte dazwischen ist sie Null. Je nachdem ob
die Teilchenzahlen an den Eingängen gerade oder ungerade sind, können auch an
den Ausgängen nur gerade oder ungerade Teilchenzahlen gemessen werden. Dies
ist auf Quanteninterferenze�ekte der korrelierten Teilchen zurückzuführen. Im Fall
von n+ = 2 → j = 1 und θ = π/2 wie in der Abbildung 2.23 ganz unten links
gezeigt, ist dies der bekannte Hong-Ou-Mandel E�ekt [119] bei dem auf jeden
Eingang eines Strahlteilers nur ein Photon gegeben wird. Hinter dem Strahlteiler
werden beide Photonen mal am ersten mal zweiten Ausgang detektiert. Es kommt
nie vor, dass je ein Photon an jedem Ausgang vorliegt.
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Abbildung 2.23: Wahrscheinlichkeitsverteilungen nach Gleichung (2.106) für unterschied-
liche Winkel θ und Gesamtteilchenzahlen n+ bzw. j

Diese Form der Verteilung kann allerdings nur beobachtet werden, wenn immer
die gleiche Anzahl von Teilchen präpariert wird, keine Verluste auftreten und die
Gesamtteilchenzahl auf einzelne Atome genau bestimmt werden kann. In dem hier
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vorgestellten Experiment ist dies nicht möglich, da schon der Prozess zur Erzeu-
gung der Zwillings-Fock-Zustände über die Spindynamik dazu führt, dass die Teil-
chenzahlen sehr stark schwanken. Zudem ist die Detektion von atomaren Ensem-
bles mit einer zuverlässigen Einzelatomgenauigkeit, eine sehr schwierige Aufgabe.
Zwar gibt es verschiedene Gruppen, denen es bereits gelungen ist einzelne Atome
zu detektieren [120�125], aber diese Techniken sind ungeeignet um die Atomzahl
gröÿere Ensembles exakt zu bestimmen.

Um dennoch einen analogen Graphen wie in Abbildung 2.23 zu erhalten muss
der Ausgang jedes Experiments auf die jeweilige Gesamtteilchenzahlen normiert
werden. Dies und das Rauschen der Detektion führen dann zu einem Graphen, wie
er bereits in der Abbildung 2.17 als Projektion eines Rings auf Ĵz eingeführt worden
ist. Es handelt sich somit lediglich um eine Näherung der eigentlichen Verteilung.

Der nächste Punkt besteht darin, aus einer experimentell gemessenen Vertei-
lung den Wert der Phase zu bestimmen. Dazu werden die bedingten Wahrschein-
lichkeiten berechnet, dass der Winkel θ vorliegt, wenn für p statistisch unabhängige
Messungen ein Wert von µ bestimmt worden ist. Diese Wahrscheinlichkeiten hän-
gen mit denen aus Gleichung (2.105) über das Bayes'sche Theorem [126] zusammen

P (θ|µ1,µ2, . . . ,µp,j) ∝
p∏

i=1

P (µi|θ,j) . (2.107)

Der Wert von θ mit der gröÿten Wahrscheinlichkeit wird dann genommen, um die
Phase zu bestimmen. Da bei dieser Methode die komplette Form und das Verhal-
ten der Verteilung eingeht, können so o�ensichtlich alle zur Verfügung stehenden
Informationen genutzt werden. Dies ist auch Tatsächlich der Fall, wie in [106] ge-
zeigt.

Ein Maÿ für die Information, die aus solchen bedingten Wahrscheinlichkeiten
gewonnen werden kann ist die sogenannte Fisher-Information [94�96]

F =
∑
µ

1

P (µ|θ)

(
d
dθ
P (µ|θ)

)2

. (2.108)

In der Regel ist diese abhängig von dem verwendeten Eingangszustand und der
am Ausgang betrachteten Gröÿe. Die Fisher-Information kann als das Quadrat
einer �statistischen Geschwindigkeit� angesehen werden [96]. Analog zu einer echten
Geschwindigkeit v = dx/dt, die angibt wie sich die zurückgelegte Strecke mit der
Zeit ändert, gibt die �statistischen Geschwindigkeit� an, wie stark sich die Form
der Verteilung in Abhängigkeit des Parameters θ ändert.

Es kann gezeigt werden, dass im klassischen Fall n+ unkorrelierter Teilchen, für
die Fisher-Information Fkl = n+ gilt. Nur für nichtklassische korrelierte Teilchen
kann diese Beziehung gebrochen werden. So ergibt sich für den Zwillings-Fock-
Zustand ein Wert von FZF = n+(n++2)

2
. Die Fisher-Information ist somit auch eine
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Gröÿe um zu überprüfen, ob ein Zustand nichtklassisch korreliert ist. Sie bietet die
Möglichkeit, den Grad der Verschränkung zu quanti�zieren (n+ < F ≤ (n+)2) [96].

Die unterschiedliche Skalierung der Fisher-Information in Abhängigkeit des ver-
wendeten Zustandes erinnert an die Skalierung der Sensitivität. In der Tat hängen
beide Gröÿen miteinander wie folgt zusammen,

σθCR =
1√
p · F

. (2.109)

Der Wert σθCR wird als Cramer-Rao-Grenze [96,127,128]bezeichnet und stellt die
fundamentale untere Schranke der Phasensensitivität für einen gegebenen Zustand
dar. Gilt in der obigen Gleichung F = FZF , so ist sie identisch zur Gleichung
(2.101). Der Unterschied beider Gleichungen besteht allerdings darin, dass (2.109)
unabhängig von der Phase ist, während (2.101) nur in der Nähe von θ = 0 gültig
ist. Die Sensitivität, aus der Analyse über die Gauÿ'sche Fehlerfortp�anzung ist
daher immer gröÿer gleich diesem Wert σθGauÿ ≥ σθCR.

In dem vorliegenden Fall kann die Cramer-Rao-Grenze also theoretisch mit Hilfe
der Bayes'schen Analyse erreicht werden. In der Realität, mit einer nicht perfekten
Detektion, verschiebt sich jedoch diese Grenze, wie der nächste Abschnitt zeigt.

2.7.2 Ein�uss des Detektionsrauschens auf die Sensitivität

In diesem Abschnitt soll herausgefunden werden, wie sich die Sensitivität einer
Messung verhält, wenn sie unter nicht idealen Bedingungen erfolgt. Die gröÿte
Limitierung in dem vorliegenden Experiment ist dabei das Rauschen der Teilchen-
zahlbestimmung durch die Detektion. Die Darstellung folgt den Ausführungen in
[62]. Wird angenommen, dass dieses Rauschen einer Gauÿverteilungen folgt (σdr),
so kann es quadratisch zu dem idealen Mittelwert ⟨Ĵ2

z ⟩ZF addiert werden [129],

⟨Ĵ2
z ⟩gdr = ⟨J2

z ⟩ZF + σ2
dr . (2.110)

Die zugehörige Varianz ändert sich in der Form

(∆Ĵ2
z )

2
gdr = (∆Ĵ2

z )
2
ZF + 4σ2

dr⟨Ĵ2
z ⟩ZF + 2σ4

dr . (2.111)

Werden diese modi�zierten Gröÿen in die Gleichung (2.93) der Gauÿschen Fehler-
fortp�anzung eingesetzt, so divergiert die Sensitivität bei θ = 0, da die Ableitung
im Nenner verschwindet, der Zähler aber endlich bleibt. Dies bedeutet, dass die
Sensitivität maximal schlecht wird, da die Breite der Verteilung nur durch das
Detektionsrauschen bestimmt wird und keine Informationen über die Phase ent-
hält. Abbildung 2.24 zeigt den Verlauf der Sensitivität für unterschiedliche Werte
des Detekionsrauschens (durchgezogene Linien) bei einer Gesamtteilchenzahl von
7000 Atomen. Das Minimum liegt in etwa bei dem Winkel, wo der Erwartungswert
des idealen Systems mit dem Detektionsrauschen übereinstimmt ⟨Ĵ2

z ⟩ZF ∼ σ2
dr.
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Abbildung 2.24: Verlauf der Sensitivität für unterschiedliche Werte des Detektionsrau-
schen. Die durchgezogenen Linien entsprechen dem Verlauf der Sensitivität berechnet
über die Gauÿ'sche Fehlerfortp�anzung. Die gestrichelten Kurven der stellen den Verlauf

der Sensitivität der Bayes'schen Analyse dar.

Ähnliches gilt für den Fall der Bayes'schen Analyse [130] (gestrichelte Kurve).
Für die bedingte Wahrscheinlichkeit mit Gauÿ-verteiltem Rauschen ergibt sich,

Pgdr(µ|θ) ∝
∑
µ′

e−(µ−µ′)/(2σ2
dr)P (µ|θ) . (2.112)

Auch hier verschwindet die Ableitung d
dθ
Pgdr(µ|θ) für θ = 0 und die Sensitivität

nach Gleichung (2.109) divergiert dementsprechend. Für ein Detektionsrauschen
von σdr = 20 Atomen ist der Vorteil der Bayes'schen Analyse nur gering. Dieser
tritt erst bei noch kleineren Rauschwerten hervor. In dem Fall liegt die Sensitivität
über einen deutlich gröÿeren Bereich unterhalb des Schrotrauschens.

2.8 Ein�uss mehrerer Moden und Saatatome auf

das Interferometersignal

Die bisherigen Betrachtungen des Ausgangssignals sind für den Fall, dass nur eine
einzige Mode des Potentials mit einem Zwillings-Fock-Zustand besetzt ist. In dem
Abschnitt 2.3 ist allerdings gezeigt, dass die Spindynamik dazu führen kann, dass
mehrere räumliche Moden gleichzeitig besetzt werden. Wie eine Überlagerung meh-
rerer Moden das Ausgangssignal für einen Zwillings-Fock-Zustand ändert, wird da-
her in diesem Abschnitt erläutert. Auÿerdem wird gezeigt, was passiert, wenn Saa-
tatome die Spindynamik und damit die Erzeugung des Zwillings-Fock-Zustandes
beein�ussen [105].
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2.8.1 Ein�uss mehrerer besetzter Moden

Da die einzelnen Moden nicht miteinander korreliert sind, setzt sich im Fall mehre-
rer überlagerter Moden das Signal ⟨Ĵ2

z ⟩ZF aus Gleichung (2.89) aus einer Mischung
mehrere Moden zusammen

⟨J2
z ⟩ZF,m =

m∑
i

1

2
ji(ji + 1) sin θ . (2.113)

Wird angenommen, das alle m Moden mit der gleichen Anzahl an Atomen besetzt
sind (ji = j0), so kann deren Ein�uss auf das Ausgangssignal relativ zum Fall
einer besetzten Mode mit j =

∑m
i ji = mj0 einfach betrachtet werden. Für das

Verhältnis ergibt sich dann

⟨J2
z ⟩ZF,m

⟨J2
z ⟩ZF

=

∑m
i ji(ji + 1) sin θ

j(j + 1) sin θ
(2.114)

=
mj0(j0 + 1)

mj0(mj0 + 1)

j0≫1−−−→ 1

m
. (2.115)

Der Wert des Signals reduziert sich somit um den Kehrwert der Anzahl besetzter
Moden. Aus diesem Grund ist es für die Messung wichtig, dass möglichst nur eine
Mode besetzt wird.

Um Abzuschätzen welcher Bereich am besten geeignet ist, um einen Zwillings-
Fock-Zustand in nur einer Mode zu präparieren, sind in der Theoriegruppe von
Luis Santos numerische Simulationen durchgeführt worden. Diese verwenden im
Gegensatz zum vereinfachten Modell in Abschnitt 2.2 das vollständige dreidimen-
sionale e�ektive Potential zur Berechnung der Instabilitätsraten. Die Simulationen
haben gezeigt, dass die zylindrische Falle ungeeignet ist. Durch die Fallenfrequenz
von 40 Hz können auch Moden entlang der schwachen Fallenachse besetzt werden,
die nicht vernachlässigt werden können. Die beste Situation wird daher erreicht,
wenn die Moden der unterschiedlichen Fallenachsen möglichst weit auseinander
liegen und die sich ergebenden Magnetfeldresonanzen möglichst schmal sind. Die
elliptische Falle mit Fallenfrequenzen von ω⃗ = 2π(183 Hz,151 Hz,122 Hz) erweist
sich in diesem Punkt als günstiger.

Zur Abschätzung eines geeigneten Magnetfelds, um einen Zwillingfockzustand
in einer räumlichen Mode zu erzeugen, sind in der Abbildung 2.25 mehrere nume-
rische Simulationen unterschiedlicher Parameter dargestellt. Abbildung 2.25 (a)
ist die Standardabweichung nach einem θ = π/2-Puls, geteilt durch die mittlere
Gesamtteilchenzahl σn−/⟨n+⟩ = σJz/⟨J⟩ gegen das angelegte Magnetfeld aufge-
tragen. Die unterschiedlichen Kurven entsprechen unterschiedlichen Dauern der
Spindynamik. Darunter in Abbildung 2.25 (b) sind die zwei stärksten Instabili-
tätsraten aufgetragen. Es zeigt sich, dass σJz/⟨J⟩ immer dann am gröÿten ist,
wenn der Abstand zwischen den beiden Raten maximal wird und die Zeitdauer
der Dynamik möglichst lang ist. In dem Fall ist die Besetzung einer Mode sehr
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viel gröÿer, als die der anderen, die nur noch in einem geringen Maÿe zu dem
Ausgangssignal beitragen.

Alternativ zur Präparation des Zwillings-Fock-Zustandes in nur einer Mode,
wäre es auch denkbar, ein Messverfahren zu entwickeln, mit dem die Teilchenzahlen
separat für jede Fallenmode bestimmt werden. In diesem Fall könnte die Wirkung
des Interferometers beziehungsweise des Strahlteilers, individuell für jede Mode
untersucht werden. In optischen Systeme ist etwas ähnliches vor kurzem realisiert
worden [131].
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Abbildung 2.25: Ein�uss mehrerer Potentialmoden und Saatatome auf das Signal eines
Zwillings-Fock nach Anwenden eines π/2-Pulses. Links oben ist der numerische simulier-
te Wert der Standardabweichung nach dem Puls in Abhängigkeit des Magnetfeldes für
unterschiedliche Zeiten aufgetragen. Darunter sind die berechneten maximalen Instabili-
tätsraten dargestellt. Auf der rechten Seite oben ist die Standardabweichung für unter-
schiedliche Anzahlen von Saatatomen aufgetragen. Darunter ist der Quotient zwischen
den Wahrscheinlichkeiten für die parametrische Verstärkung anfänglicher Saatatome und

Vakuum�uktuationen dargestellt.

2.8.2 Ein�uss der Saatatome

Ein weiterer Punkt, der sich negativ auf das Ausgangssignal des Zwillings-Fock-
Zustandes auswirkt, ist die Anwesenheit von Saatatomen zu Beginn der Spindy-
namik, wie in Abbildung 2.25 (c) zu sehen. Hier reduziert sich die Standardab-
weichung, wenn die Anzahl der Saatatome erhöht wird. Dies wirkt sich besonders
stark im Bereich bis 1 G aus. Es ist derselbe Bereich, in dem die Wahrscheinlich-
keit, dass Vakuum�uktuationen verstärkt werden, deutlich verringert ist gegenüber
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der Verstärkung einer kleinen Anfangsbesetzung. Dies wird durch Abbildung 2.25
(d) verdeutlicht. Dieses Verhalten lässt sich dadurch erklären, dass Saatatome be-
vorzugt in der ersten Fallenmode erzeugt werden, da hier der Überlapp mit dem
Ursprungskondensat am gröÿten ist. In dem Fall wird der Zustand der Saatatome
parametrisch verstärkt. Der entstehende Zustand ist dann kein Zwillings-Fock-
Zustand mehr, sondern höchstens ein gequetschter Zustand. Im Extremfall ent-
steht nur ein kohärenter Zustand und die Standardabweichung reduziert sich um
den Faktor 1/

√
2.

Aufgrund der obigen Betrachtungen ist es daher wichtig für die Experimente,
dass nur eine einzige Fallenmode angeregt wird, in der sich keine Saatatome be�n-
den. Anhand der numerischen Simulationen, sollte der Bereich um 1,3 G dafür am
besten geeignet sein. Hier erreicht das Signal nach Anwenden des π/2-Pulses ihr
Maximum und der Ein�uss der Saatatome hält sich in Grenzen. Hinzu kommt, dass
bei diesem Wert, die Instabilitätsrate am gröÿten ist. Dadurch kann die Gesamt-
teilchenzahl des Zwillings-Fock-Zustandes maximiert werden, bevor der Ein�uss
von Verlusten relevant wird.



Kapitel 3

Aufbau

In diesem Kapitel werden der Aufbau und die Techniken beschrieben, die es er-
möglichen ultrakalte Spinorgase zu erzeugen, zu manipulieren und präzise nach-
zuweisen. Der gröÿte Teil des Aufbaus ist bereits in mehreren Verö�entlichun-
gen [132,133] sowie in Doktor- und Diplomarbeiten dargelegt [103,134�138].

Ursprünglich ist das Experiment konstruiert worden, um ultrakalte Mischun-
gen aus bosonischen 87Rb und fermionischen 40K herzustellen und zu Molekülen zu
assoziieren. Zu diesem Aspekt sind Publikationen erschienen, die die Wechselwir-
kungen beider Elemente [139] sowie die Erzeugung schwach gebundener ultrakalter
heteronuklearer Moleküle [140] mittles Radiofrequenzen behandeln.

Darüber hinaus sind bereits Untersuchungen der Spindynamik 87Rb vorgenom-
men worden. Die ersten Beobachtungen der magnetfeldabhängigen Resonanzen des
Transfers sind in der Publikation [66] erschienen. Die parametrischer Verstärkung
von Vakuum�uktuationen in Spinorkondensaten wird in der Verö�entlichung [67]
behandelt.

In dem folgenden Kapitel wird der experimentelle Aufbau näher beschrieben.
Der Fokus liegt dabei auf den benötigten Verbesserungen, um die spontane Sym-
metriebrechungen und das Entstehen nichtklassischer Zustände zu untersuchen.
Da der Weg zum Bose-Einstein Kondensat in den Arbeiten [103, 134, 135] bereits
ausführlich beschrieben ist, wird dieser im ersten Abschnitt nur kurz skizziert. Der
zweite Abschnitt beschreibt die verwendeten Detektionssysteme die zur Au�ösung
der räumlichen Strukturen und zur präzisen Teilchenzahldetekion verwendet wer-
den. Im Anschluss werden die unterschiedlichen Kon�gurationen der Dipolfalle
vorgestellt und gezeigt, wie diese charakterisiert werden. Der vierte Abschnitt be-
schreibt die Präparation der internen atomaren Zustände mit Hilfe von Radio und
Mikrowellen. Der Abschnitt über die unterschiedlichen Magnetfelder, die einer-
seits zur Kompensation des O�setfeldes und andererseits zum Anlegen homogener
Magnetfelder verwendet werden, bildet den Abschluss dieses Kapitels.

57
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Abbildung 3.1: Aufbau des Vakuumsystems [134]

3.1 Skizze der experimentellen Sequenz

Im Folgenden werden die Schritte zur Erzeugung der BEC's und zur Untersuchung
der Spindynamik vorgestellt. Die Abbildung 3.1 zeigt den Aufbau des Vakuum-
systems, in dem die Experimente statt�nden. Zunächst wird ein Ensemble von
Atomen in einer Vakuumzelle gefangen und gekühlt. Dies geschieht durch eine ma-
gnetooptische Falle (MOT, engl.: magneto-optical trap) [40�42], bei der sich die
Atome im Zentrum eines magnetischen Quadrupolfeldes mit Hilfe der Laserküh-
lung aus allen drei Raumrichtungen sammeln. Als Atomquelle dienen Dispenser,
die etwa alle zwei Wochen für eine Stunde angeschaltet werden, um den MOT
Bereich mit 87Rb -Atome zu �uten. Dies lagern sich rasch an den Wänden an.
Zum Laden der MOT werden die Atome mittels lichtinduzierte Desorption (engl.
Light induced atom Desorption, LIAD) [132] wieder von den Glaswänden gelöst.
Dadurch erhöht sich der Hintergrundgasdruck und es können etwa 109 Atome in
der MOT gefangen werden.

Von dort werden die Atome nach einer Melassephase in eine weitere Glaszelle
mit einem geringeren Druck transportiert. Dazu werden sie durch optisches Pum-
pen [141] in den magnetisch fangbaren Zustand |2,2⟩ gebracht. Durch eine Erhö-
hung der Gradienten des Quadrupolfeldes können die Atome somit rein magnetisch
gefangen werden. Die Spulen für dieses Magnetfeld sind auf einem Transportschlit-
ten montiert, der zwischen den beiden Glaszellen hin und her fahren kann. Damit
werden die Atome in 1,3 s durch eine di�erentielle Pumpstufe hindurch in die Ex-
perimentierzelle transportiert [142]. Die di�erentielle Pumpstufe dient dazu, eine
Druckdi�erenz von zwei Gröÿenordnungen zwischen beiden Zellen zu erreichen. So
herrscht in der MOT-Zelle einen Druck von ∼ 10−9 mbar, während in der Experi-
mentierzelle ein Druck von ∼ 10−11 mbar vorliegt.

Dort angekommen werden die Atome umgeladen in eine Magnetfalle in Quadru-
pol -Io�e Kon�guration (QUIC, engl. quadrupol-Io�e con�guration) [143]. In dieser
werden die Atome durch Radiofrequenzevaporation [144] bis nahe an den Punkt
der Quantenentartung weiter gekühlt. Eine kontrollierte Variation der Ströme in
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den Transportspulen und in den drei Spulen der QUIC-Falle erlaubt anschlieÿend,
einen rein magnetischen Transport der Atome [133]. Dieser wird verwendet, um
die Atome ins Zentrum verschiedener Magnetfeldspulenpaare zu verschieben, mit
denen die homogenen Magnetfelder für die Experimente erzeugt werden. In dem
Zentrum sind etwaige Magnetfelgradienten am geringsten.

Als nächstes werden die Atome in eine Dipolfalle umgeladen, die ein Fangen
aller Zeemanzustände erlaubt. Die Falle besteht aus zwei gekreuzten, fokussier-
ten, rotverstimmten Laserstrahlen [145] und wird im Abschnitt 3.3 ausführlicher
beschrieben. Durch eine sukzessive Verringerung der Laserintensität können die
Atome in der Falle weiter bis zur Bose-Einstein Kondensation evaporativ gekühlt
werden [57].

Die anschlieÿenden Schritte sind maÿgeblich für die Spindynamik und werden
daher im Folgenden ausführlicher beschrieben. Diese unterscheiden sich in einigen
Details für die verschiedenen Experimente. Der grundsätzliche Ablauf bleibt aber
gleich. Zunächst wird ein homogenes Magnetfeld angelegt (Abschnitt 3.5.1), bei der
die Spindynamik statt�nden soll. Gleichzeitig werden die Intensitäten der Dipol-
falle verändert, um die erforderlichen Fallenfrequenzen zu erhalten (Abschnitt 3.3).
Im Anschluss daran werden die Atome in den benötigten Zeemanzuständen prä-
pariert und die Spindynamik so gestartet (Abschnitt 3.4). Nach einer bestimmten
Entwicklungszeit wird die Dipolfalle ausgeschaltet und die Atome zustansselektiv
detektiert (Abschnitt 3.2).

3.2 Detektion von Spinorgase

Die Detektion erlaubt es, eine Vielzahl von Informationen über die atomaren En-
sembles zu erhalten. Neben der Teilchenzahl können beispielsweise die Temperatur,
die Dichte, die Form, die Position und der interne Zustand bestimmt werden. Die-
se Daten sind die Grundlagen jeder Auswertung, die hier vorgestellt werden. Aus
diesem Grund wird die Detektion als erstes beschrieben.

Die unterschiedlichen Experimente stellen verschiedene Anforderungen an den
Nachweis der Atome. Die Experimente zur spontanen Symmetriebrechung erfor-
dern eine gut aufgelöste Darstellung der räumlichen Dichteverteilung der Zustän-
de und eine gute Bestimmung der Fallenparameter. Die genaue Bestimmung der
Teilchenzahlen ist dabei nebensächlich. Die Untersuchung des nichtklassischen Zu-
stands hingegen verlangt eine sehr präzise Bestimmung der Atomzahl. So muss
beispielsweise die Teilchenzahl einer Wolke von 10000 Atomen auf unter 100 Ato-
me beziehungsweise 1 % genau bestimmt werden, um Fluktuationen unterhalb des
Schrotrauschlimits nachzuweisen. Daher werden in den unterschiedlichen Experi-
menten verschiedene Detektionssysteme verwendet, die für die jeweilige Anwen-
dung optimiert sind.

Das Grundprinzip der Detektion ist in beiden Fällen dasselbe und beruht auf
dem Prinzip der Absorptionsdetektion [111,134]. Dabei werden die Atome mit ei-
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nem resonanten Laserstrahl beleuchtet. Der Schatten, der durch die Absorption
der Atome entsteht, wird über diverse Linsen auf den CCD-Chip (engl.: charge-
coupled device =̂ ladungsgekoppeltes Element) einer Kamera abgebildet und so
detektiert (Atombild). Anschlieÿend werden noch ein Bild des Strahls ohne Atome
(Strahlbild), sowie zwei Hintergrundbilder ohne Beleuchtung gemacht. Je eins der
Hintergrundbilder wird dann von dem Atom- und dem Strahlbild abgezogen, be-
vor diese weiterverarbeitet werden, um alle relevanten Informationen zu erhalten.
Näheres dazu �ndet sich in Abschnitt 3.2.3.

Die hier vorgestellten Experimente erfordern einen individuellen Nachweis der
Teilchenzahlen der jeweiligen Zeemanzuständen. Diese zustandsselektive Detektion
wird ermöglicht, indem die Zustände mit Hilfe eines so genannten Stern-Gerlach-
Experiments [146] räumlich getrennt werden und somit auf unterschiedliche Berei-
che des CCD-Chips abgebildet werden. Das Prinzip beruht auf den unterschied-
lichen Beschleunigungen der einzelnen Spinkomponenten aufgrund eines inhomo-
genen Magnetfeldes. Dazu wird zunächst die Dipolfalle ausgeschaltet, so dass die
Atome unter dem Ein�uss der Gravitation nach unten fallen und frei expandie-
ren. Während dieser Fallzeit (TOF, engl time-of-�ight) wird für eine bestimmte
Zeit durch eine Zusatzspule ein Magnetfeldgradient erzeugt, wodurch sich die ein-
zelnen Spinkomponenten räumlich voneinander trennen. Durch eine ortsaufgelöste
Detektion können sie somit separat untersucht werden. Dabei muss darauf geach-
tet werden, dass der Gradient ausreichend stark und lang gewählt wird, damit der
Abstand der Wolken groÿ genug ist und diese nicht überlappen.

Die verwendete Spule besteht aus 10 Windungen und ist auf die ober Quadru-
polspule der QUIC-Falle gewickelt (vgl.: Abb 3.25), was einem Radius von 4 cm
entspricht. Der Strom durch die Spule wird geregelt, und liegt je nach Experiment
zwischen 110 A und 200 A, was Gradienten von 37 G/cm bis 70 G/cm entspricht.
Um diese hohen Ströme schnell zur Verfügung zu stellen wird als Stromquelle ein
Kondensator mit 150 mF und einer Spannung von 63 V verwendet, der in der üb-
rigen Zeit des Experimetzyklusses geladen wird. Die Dauer von 2,5 ms für den
Gradienten und eine anschlieÿende TOF von weiteren 2,5 ms bis 7,5 ms reichen
aus, um die Wolken gut voneinander zu trennen.

3.2.1 Detektion der räumlichen Strukturen

Zur Identi�kation der unterschiedlichen Fallenmoden und zum Nachweis der spon-
tanen Symmetriebrechung wird wie erwähnt eine Detektion benötigt, die eine Auf-
lösung der räumlichen Strukturen ermöglicht. Dazu wird ein Gradient der Stern-
Gerlach-Detektion von 37 G/cmmit einer anschlieÿenden TOF von 7,5 ms gewählt.
Während dieser Zeit expandieren die Wolken selbstähnlich, wodurch die ursprüng-
liche Struktur in der Falle lediglich vergröÿert wird [147,148].

Der Aufbau dieser Detektion entlang der y-Achse ist in Abbildung 3.2 darge-
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Abbildung 3.2: Aufbau zur Detektion der räumlichen Strukturen.

stellt. Der Detektionsstrahl für die Absorptionsaufnahmen hat eine Strahltaille von
3,6 mm und wird aus dem Strahl ausgekoppelt, der auch zur Laserkühlung in der
MOT verwendet wird. Dadurch ist die maximale Leistung des Strahls limitiert.
Die Wellenlänge ist resonant zu dem Übergang F = 2 → F ′ = 3 zwischen dem
Grundzustand 52S1/2 und dem angeregten Zustand 52P3/2. Über eine λ/2-Platte
und einen Polarisationsstrahlteiler wird der Strahl senkrecht polarisiert. Bevor er
auf die Atome tri�t, wird er noch an einem Kantenspiegel mit einem der beiden
horizontalen Strahlen der Dipolfalle überlagert. Dies erlaubt eine einfache Justage
der Dipolfalle. Allerdings verschlechtert der Kantenspiegel die Qualität des Strahl-
pro�ls.

Die Dauer der Belichtungszeit ist mit 20 µs recht kurz gewählt, um den Ein�uss
der Photonen relativ kurz zu halten und somit die Strukturen nicht zu zerstören.
Der Schatten wird über eine Teleskopoptik um einen Faktor von drei vergröÿert.
Die Atome be�nden sich dazu im Brennpunkt einer ersten Linse mit Brennweite
f1 = 90 mm. Über eine zweite Linse (f2 = 300 mm), deren vorderer Brennpunkt
mit dem hinteren der ersten Linse übereinstimmt, wird der Schatten auf der Ka-
mera (PCO Pixel�y 270XD) abgebildete. Diese ist so positioniert, dass sich der
CCD-Chip im hinteren Brennpunkt der zweiten Linse be�ndet.

Ein analoger Aufbau zur Detektion der Atome entlang der z-Richtung existiert
ebenfalls [135]. Dieser dient zur Kontrolle der Strukturen in der xy-Ebene, zur
Erleichterung der Dipolfallenjustage und zur Messung der Fallenfrequenz entlang
der y-Richtung. Dazu kann der Detektionsstrahl über die λ/2-Platte und den Pol-
strahlteiler auf einen zweiten Detektionspfad eingestellt werden. Der Strahl geht
dann senkrecht von oben durch die Experimentierzelle. Durch Spiegel und Linsen
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wird er dann auf eine zweite Kamera (Theta System SIS-S285 ) geführt. Damit
ist es auch prinzipiell möglich die Atome aus beiden Richtungen gleichzeitig zu
detektieren. Es ist zu Beachten, dass in dem Fall das Detektionssignal auf den
einzelnen Bildern schwächer wird, da die Atome aus beiden Richtungen Photonen
absorbieren.

3.2.2 Detektion der nichtklassischen Zustände

Zum Nachweis der nichtklassischen Zustände ist das obige System ungeeignet.
Das Rauschen der Teilchenzahlbestimmung von etwa 500 Atomen ist zu groÿ. Ein
Grund dafür ist, dass der Detektionsstrahl durch recht viele optische Elemente
geht, bevor er auf die Atome und auf die Kamera tri�t. Jedes dieser Elemen-
te kann Interferenzen auf dem Strahl erzeugen. Insbesondere die Glaswände der
Vakuumzelle selbst sorgen für einen starken Etalone�ekt und führen damit zu In-
terfrenzstreifen. Diese Interferenzen wirken sich insbesondere dann störend auf die
Detektion aus, wenn sie sich zwischen der Aufnahme des Atombilds und der des
Strahlbilds ändern. So etwas kann bereits durch leichte Vibrationen der einzelnen
Elemente verursacht werden. Eine Möglichkeit wäre, den Ein�uss der Störe�ekte
durch geeignete Algorithmen [149] oder Nachbearbeitung der Aufnahmen zu mi-
nimieren [150�152]. Am besten ist es aber, wenn die Interferenzen erst gar nicht
auftreten, oder zumindest reproduzierbar sind, so dass sie auf dem Atom- und
dem Strahlbild identisch sind. Weiterhin ist es sinnvoll, eine separate Lichtquelle
zu verwenden, mit dem die Intensität über einen weiten Bereich variiert werden
kann, um den optimalen Wert zu ermitteln.

Die neue Detektion ist folgendermaÿen aufgebaut. Als Quelle dient ein separa-
tes Lasersystem welches auf eine Rubidiumspektroskopie stabilisiert ist [137]. Ein
Trapezverstärker (TA, tapered ampli�er) in dem System ermöglicht ein groÿen Ein-
stellbereich der Intensität [153]. Eine optische Faser dient zum einen der Reinigung
der optische Mode, sowie dem Transfer des Lichtes zum Experiment. Der Aufbau
hinter der Faser ist in der Abbildung 3.3 dargestellt. Der Auskoppler erzeugt einen
sauberen Gauÿstrahl mit einer Strahltaille von 0,5 mm. Dahinter wird der Strahl
mit Hilfe eines Spiegel in die Glaszelle auf die Atome gegeben. Um Interferenzen
an den Ober�ächen zu minimieren, wird er zum einen mittels einer λ/4-Platte zir-
kular polarisiert und zum anderen nicht mehr senkrecht durch die Zelle sondern
unter einem Winkel von 7◦ relativ zur ursprünglichen Richtung eingestrahlt. Der
Strahl ist dadurch nicht mehr mit dem Dipolfallenstrahl überlagert und durchläuft
somit nicht mehr den Kantenspiegel.

Das Abbildungssystem ist auf eine achromatische Linse der Brennweite f =
60 mm reduziert worden. Diese Linse hat einen Abstand von 90 mm zu den Ato-
men und 180 mm zur Kamera. Bei der Kamera handelt es sich um eine iXon+
DV885 der Firma Andor. Diese verspricht eine bessere Quantene�zienz und ei-
ne geringeres Ausleserauschen als die zuvor verwendete. Über einen Tubus sind
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Abbildung 3.3: Aufbau zur Detektion der nichtklassischen Zustände.

Linse und Kamera direkt miteinander verbunden. Dieser Aufbau sorgt für eine
bessere mechanische Stabilität des Systems. Ein Wackeln der Linse relativ zur Ka-
mera kann ansonsten dazu führen, dass das Atom- und das Strahlbild nicht gut
zueinander passen.

Der abgebildete Bereich der Atome auf dem CCD-Chip ist relativ klein. Zur
Auswertung der Bilder wird daher nur ein bestimmter Ausschnitt (ROI, engl. re-
gion of interest) verwendet. Die Gröÿe hängt dabei von der Ausdehnung und der
Separation der Atomwolken ab. Zur Bestimmung der Teilchenzahlen in den ein-
zelnen Zuständen, werden runde Masken innerhalb der ROI de�niert, in denen die
Signale der einzelnen Pixel addiert werden. In Abbildung 3.4 sind die Maskengröÿe
und Position für ein typisches Detektionsbild in Falschfarben dargestellt. Um even-
tuelle mechanische Schwankungen der Dipolfalle oder des Abbildungssystems zu
kompensieren, wird zugelassen, dass der Mittelpunkt dieser Masken um ±1 Pixel
in beide Richtungen verschoben werden kann. Das Optimum wird dabei durch das
Auswerteprogramm automatisch bestimmt, indem die Teilchenzahl innerhalb der
jeweiligen Maske maximiert wird. Der Bereich auÿerhalb der Masken dient dazu,
die Intensität des Detektionsstrahls zu bestimmen. Zudem wird dieser Bereich ver-
wendet, die Intensität des Atom- und des Strahlbildes miteinander zu vergleichen
und entsprechend anzupassen.

Die verwendeten Lichtpulse sind zirkular polarisiert, haben eine Dauer von
70 µs und eine Intensität von 1,6 mW/cm2. Zusätzlich liegt ein Magnetfeld von
3,6 G entlang der y-Achse des Aufbaus an. Diese Werte wurden empirisch ermittelt
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Abbildung 3.4: Typisches Bild der Atomwolken in Falschfarben. Mit Hilfe der gezeigten
Farbskala kann die Atomzahl pro Pixel abgelesen werden. Die weiÿen Kreise entsprechen

den Masken zur Bestimmung der Atomzahlen.

und ermöglichen Unsicherheit in der Bestimmung der Atomzahldi�erenz zwischen
den |2,± 1⟩ Zuständen von absolut 40 Atomen, was ausreichen sollte, um Fluktua-
tionen unterhalb des Schrotrauschlimits experimentell zu beobachten. Gegenüber
dem vorhergehenden Detekionssystem ist dies eine deutliche Verbesserung, wie in
Abbildung 3.5 deutlich sichtbar wird. Hier werden Absorptionsaufnahmen atoma-
rer Wolken mit ≈ 7000 Atomen und ≈ 1500 Atomen der beiden Detektionsysteme
miteinander verglichen.

Die Unsicherheit der Atomzahlbestimmung wird ermittelt, indem über mehrere
Aufnahmen ohne Atome die Teilchenzahlen bestimmt werden, die das Programm
berechnet. Die Standardabweichung dieser Messreihe entspricht dann der Unsicher-
heit. Dieses Vorgehen ist zulässig, da sich das Schrotrauschen der Photoelektronen
für die Bilder mit und ohne Atome kaum ändert. Auf die gleiche Art wird zusätzlich
bei jeder Messung mit Atomen das Rauschen in Masken, über und unterhalb der
ROI bestimmt. Dies erlaubt eine fortwährende Kontrolle des Detektionsrauschens.

~ 7000 Atome ~ 1500 Atome ~ 7000 Atome ~ 1500 Atome

(a) alte Detektion (b) neue Detektion

Abbildung 3.5: Vergleich der beiden Detektionsssyteme durch je zwei Absorptionsaufnah-
men atomarer Ensembles mit ≈ 7000 Atomen und mit ≈ 1500 Atomen. (a) Aufnahmen
des alten Systems aus Abbildung 3.2. (b) Aufnahmen des neuen Systems aus Abbildung

3.3

Für diese neue Detektion, musste die zweite Detektionsrichtung zunächst abge-
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baut werden. Diese kann aber vergleichsweise schnell wieder implementiert werden,
indem über einen zweiten Auskoppler und einen Spiegel das Detektionslicht auf die
Atome gegeben wird. Die Achse und der optische Aufbau hinter der Zelle kann in
dem Fall beibehalten werden. Ein Umstecken der Faser ermöglicht so den Wechsel
zwischen den beiden Detektionsrichtungen.

3.2.3 Bestimmung der absoluten Teilchenzahl

Die absolute Bestimmung der Teilchenzahl mit einer möglichst geringen Unsicher-
heit ist essentiell für den Nachweis nichtklassischer Zustände mit Fluktuationen
unterhalb des Schrotrauschlimits. In dem vorangegangenem Abschnitt ist gezeigt,
wie die Bilder zur Detektion der Atome aufgenommen werden. Nun soll vorge-
stellt werden, wie sich daraus die Teilchenzahlen ermittelt lassen und wie diese
Bestimmung absolut geeicht werden kann. Die Ausführungen folgen der Verö�ent-
lichung [154] von Gaël Reinaudi aus der Gruppe von David Guery-Odelin.

Wird eine Atomewolke mit resonantem Licht entlang der z-Achse bestrahlt, so
absorbiert sie dieses. Mit Hilfe des Lambert-Beer'scheen Gesetzes [155, 156] un-
ter Berücksichtigung des Sättigunge�ekt lässt sich die Änderung der Intensität I
entlang der Einfallachse beschreiben,

dI
dz

= −n0(r⃗)σ
e�
0

I

1 + I/Ie�sat
. (3.1)

Hierbei stellt n0(r⃗) die atomare Dichteverteilung dar. Die e�ektive Sättigungsin-
tensität Ie�sat und der resonante Streuquerschnitt σe�0 ∝ 1/Ie�sat sind durch die Ei-
genschaften des verwendeten Übergangs F = 2 → F ′ = 3 sowie der Polarisation
des Lichtes gegeben. Die Werte für das e�ektive Zweiniveausystem können in [157]
nachgelesen werden.

Im Experiment wird zirkular polarisiertes Licht verwendet. Das angelegte ho-
mogene Magnetfeld sorgt zudem dafür, dass die Entartung der Zeemanzustände
aufgehoben ist. Für die Bestimmung von Ie�sat müssen auch Änderungen dieses Wer-
tes berücksichtigt werden, die durch E�ekte wie die Verstimmung, die Abweichung
von dem idealen Zwei-Niveausystem und den Winkel der Einstrahlrichtung von
7◦ relativ zum Magnetfeld hervorgerufen werden. Dafür wird der Faktor α einge-
führt, mit dem die e�ektive Sättigungsintesität Ie�sat = αIσsat in Beziehung zur Sät-
tigungsintesität Iσsat des Übergangs für reines zirkular polarisiertes Licht gestellt
wird. Dieser Faktor muss auch bei dem Streuquerschnitt berücksichtigt werden
(σe�0 = σ0/α). Wird dies in Gleichung (3.1) eingesetzt, nach der Teichendichte
aufgelöst und entlang des Strahls integriert (y-Achse), so erhält man∫

n0(x,y,z)dy = − 1

σ0

∫ IA

IS
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Abbildung 3.6: Messung zur Bestimmung der e�ektiven Sättigungsintensität. (a) zeigt
die Abhängigkeit der berechneten Atomzahlen von der Detektionsintensität für unter-
schiedlich Sättigungsintensitäten. (b) zeigt die Standardabweichung in Abhängigkeit von
Sättigungsintensitäten. Das Minimum entspricht dem Wert der orangefarbenen Kurve in

(a).

Diese Gleichung entspricht der Säulendichte der Atome entlang der Detektionsrich-
tung. Durch Addition dieser Dichte der einzelnen Pixel kann dann die Teilchenzahl
bestimmt werden. Abgesehen von α hängt diese Gleichung nur noch von bekann-
ten Gröÿen ab. Die Parameter IS und IA entsprechen den Intensitäten vor und
nach der Absorption durch die Atome. Nach präziser Eichung der Kamera können
sie aus dem Strahl- und dem Atombild auf jedem Pixel des CCD-Chips berechnet
werden.

Um den Faktor α und damit die e�ektive Sättigungsintensität zu ermitteln
wird ein Experiment verwendet, in dem bei gleichbleibenden Bedingungen BEC's
hergestellt werden. Die Teilchenzahlen von Zyklus zu Zyklus sind so möglichst
stabil.

Zur Detektion wird die Intensitäten über mehr als drei Gröÿenordnungen zwi-
schen 0,1 mW/cm2 und 45 mW/cm2 variiert. Dabei wird die Belichtungszeit je-
weils so gewählt, dass die Kamera immer in etwa die gleiche Anzahl von Photonen
registriert. Aus den Bildern werden dann mit Gleichung(3.3) für unterschiedli-
che α die Teilchenzahlen bestimmt. Diese sind in Abhängigkeit der Intensität in
Abbildung 3.6 (a) für unterschiedliche Werte der e�ektiven Sättigungsintensität
dargestellt. Aufgrund der Präparation sollte die Teilchenzahl über den gesamten
Bereich konstant bleiben. Daher wird der Wert von α beziehungsweise von Iσsat
gewählt, welcher immer die möglichst gleiche Teilchenzahl ergibt. Um diesen Wert
zu ermitteln wird die Standardabweichung der Teilchenzahlbestimmung in Abhän-
gigkeit von α bestimmt und minimiert (vgl. Abb. 3.6 (b)). Das Minimum liegt bei
einem Wert von α = 1,81. Dies entspricht einer e�ektiven Sättigungsintensität von
Iσsat = 3,02(6) mW/cm2.
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Abbildung 3.7: Verlauf der Strahlen der Dipolfalle für zwei unterschiedliche Fallenkon-
�gurationen. (a) Einer der Strahlen verläuft horizontal und der zweite vertikal. In (b)

verlaufen beide Strahlen horizontal.

3.3 Die Dipolfalle

Das nächste Element, was in diesem Kapitel vorgestellt wird, ist die Dipolfalle. Der-
artige Fallen werden von vielen Arbeitsgruppen für Experimente mit ultrakalten
Atomen verwendet. Das Prinzip beruht dabei auf der Kopplung eines Lichtfeldes
an die atomaren Übergänge [111]. Diese Kopplung führt zu einer Verschiebung der
Energieniveaus, die von der Verstimmung abhängt und proportional zur Intensität
des Lichtes UDip(r⃗) ∝ I(r⃗) ist. Ein räumliches Pro�l der Intensität, führt somit zu
einem räumlichen Potential für die Atome. Ist die Verstimmung geringer als die
atomare Übergangsfrequenz (rotverstimmt), so entsteht ein attraktives Potential
um die Orte maximaler Intensität. Es gibt eine Vielzahl von Realisierungen solcher
Fallen. Beispiele hierfür sind fokussierte und gekreuzte Gauÿstrahlen oder durch
Überlagerung gegenläu�ger Laser entstehende optische Gitter.

3.3.1 Aufbau der Dipolfalle

Im vorliegenden Fall wird das Potential durch zwei senkrecht aufeinander ste-
hende, fokussierte, gauÿförmige Laserstrahlen erzeugt. Im Folgenden werden zwei
Kon�gurationen unterschieden, die in Abbildung 3.7 dargestellt sind. In (a) ist die
vertikal gekreuzte Dipolfalle gezeigt, die aus einem horizontalen Strahl entlang der
y-Achse und einem vertikalen entlang der z-Achse gebildet wird. Die Abbildung
3.7 (b) zeigt die horizontale Falle, die sich aus zwei Strahlen entlang der x-Achse
und der y-Achse zusammensetzt. Durch diese beiden Kon�gurationen können un-
terschiedliche Geometrien der Falle realisiert werden.

Als Quelle dient ein Festkörperlaser (Innolight, Typ: Mephisto) mit einer Wel-
lenlänge von 1064 nm und einer maximalen Ausgangsleistung von 2 W. Dieser wird
in zwei Teilstrahlen aufgespaltet, die jeweils durch einen akusto-optischen Modu-
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lator (AOM) (Crystal Technology: 3111-197 ) geführt werden, welche zum Schal-
ten und zum Stabilisieren der Laserintensität dienen. Um Interferenzen zwischen
den beiden Strahlen zu minimieren, werden die entgegengesetzten Ordnungen der
AOMs verwendet, so dass ein Strahl um +110 MHz und der andere um −110 MHz
in der Frequenz verschoben wird.

Hinter den AOMs werden die Strahlen in optische Fasern eingekoppelt, um das
Modenpro�l des Lasers zu reinigen, so dass am Auskoppler (Schäfter und Kirchho�:
60FC-T-M40 ) eine reine Gauÿmode vorliegt. Dahinter haben die Strahlen jeweils
einen Durchmesser von 7,2 mm (1/e2).

In jedem Strahl wird über eine 0,5◦-Keilplatte ein kleiner Anteil des Lichtes auf
je eine Fotodiode (Roithner Lasertechnik: PT511 ) gegeben. Dieser Teil dient als
Signal einer Regelschleife, mit der die Leistung über die AOMs stabilisiert wird.

Bevor die Strahlen über Linsen in das Zentrum der Glaszelle fokussiert werden,
werden die Polarisationen der Strahlen über λ/2-Platte senkrecht zueinander ein-
gestellt und durch Polarisationsstrahlteiler ge�ltert um Interferenze�ekte weiter zu
minimieren.

x

z

oder

vertikal gekreuzte Falle horizontal gekreuzte Falle

x

z

UDip

(a) (b)

Abbildung 3.8: Mögliche Potentiale der Dipolfallenkon�gurationen in der xz-Ebene. (a)
Zeigt wie sich das Potential bei Verringerung der Intensität des vertikalen Strahls verhält.
Durch die Gravitation können in vertikalen Dipolfalle nur elliptische Potentiale entstehen.
In (b) sind die möglichen Potentiale der horizontalen Dipolfalle dargestellt. Von links
nach rechts wird dabei die Intensität des zweiten horizontalen Strahls variiert. Damit
und durch die Justage können elliptische Potentiale mit gedrehten Hauptachsen und

zylindrische Potentiale generiert werden.

In den Experimenten aus [66,67] wird die Kon�guration aus Abbildung 3.7 (a)
verwendet. Der horizontale Strahl wird mit einer f = 200 mm Linse fokussiert und
der vertikale mit einer f = 600 mm Linse. Diese Falle erlaubt die gröÿten Unter-
schiede der Fallenfrequenzen und kommt so dem eindimensionalem Kastenpoten-
tial am nächsten. Durch Variation der Laserintensitäten können unterschiedliche
elliptische Potentiale in der xz-Ebene erzeugt werden, wie in der Abbildung 3.8 (a)
dargestellt. Entlang der y-Richtung liegt hier immer der schwächste Einschluss vor.
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Diese Richtung ist deshalb in der Abbildung nicht gezeigt. Ein zylindrisches Poten-
tial mit zwei starken und einer schwachen Richtung kann aufgrund des Ein�usses
der Gravitation in dieser Kon�guration nicht erreicht werden.

Um eine solches zylindrischen Potential zu erzielen, wird die horizontal ge-
kreuzte Dipolfalle aus Abbildung 3.7 (b) benötigt. Dazu wird der vertikale Strahl
durch einen horizontalen Strahl entlang der x-Achse ersetzt. Dieser wird mit ei-
ner f = 300 mm Linse fokussiert und durch ein Loch in der QUIC-Spule auf die
Atome gegeben. Diese horizontal gekreuzte Dipolfalle ermöglicht es, verschiede-
ne Fallentypen einzustellen (vgl. Abb. 3.8 (b)). Durch Variation der Intensität
und der Justage des zweiten horizontalen Strahls können neben der zylindrischen
auch elliptische Fallenkon�gurationen realisiert werden, bei denen die Richtung der
stärksten Fallenfrequenz gedreht werden kann. Dies wird im nächsten Abschnitt
näher beleuchtet.

3.3.2 Charakterisierung der Dipolfalle

Für die Experimente ist die Kenntnis und die Kontrolle des zugrundeliegenden
Potentials der Dipolfalle sehr wichtig, da es die möglichen Fallenmoden de�niert,
die durch die Spindynamik besetzt werden können. Zur Messung der spontanen
Symmetriebrechung muss beispielsweise gewährleistet sein, dass ein zylindersym-
metrisches Potential vorliegt. Für die Messungen der nichtklassischen Korrelatio-
nen hingegen ist es am besten, wenn nur eine einzige räumliche Mode besetzt wird,
da es ansonsten zu einer Verringerung des Ausgangssignals hinter dem Strahlteiler
kommt (vgl. Abschnitt 2.8).

Wie in [145] beschrieben, ist das Potential für 87Rb in einer Dipolfalle allgemein
gegeben durch

UDip(r⃗) =
πc2

2

[
1

ω3
D1

(
ΓD1

ωD1 − ωL

+
ΓD1

ωD1 + ωL

)
(3.4)

+
2

ω3
D2

(
ΓD2

ωD2 − ωL

+
ΓD2

ωD2 + ωL

)]
I(r⃗) .

Hierbei steht ωL für die Frequenz des Lasers und die Gröÿen ΓD1,D2 und ωD1,D2 für
die Streuraten und die Übergangsfrequenzen der D1- und der D2-Linie. Wie in der
Gleichung zu sehen, ist das Potential proportional zur räumlichen Intensitätsver-
teilung I(r⃗), die durch die gekreuzten Gauÿstrahlen erzeugt wird. Für die kalten
Atome lässt sich das Potential in erster Näherung durch unabhängige harmonische
Oszillatoren in den drei Raumrichtungen mit der atomaren Masse m beschreiben.
Die relevanten Fallenfrequenzen können über die zweiten Ableitungen der Glei-
chung (3.4) erhalten werden,

ωi =

√
∂2

∂2i

UDip(x,y,z)

m
. (3.5)
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(a) (b)

Abbildung 3.9: Graphen einer typischen Fallenfrequenzmessung. Oben sind die x- und
die z-Koordinate des Schwerpunkts in Abhängigkeit der Haltezeit in der Dipolfalle nach
Abschalten des Magnetfeldgradienten aufgetragen. Die Parameter der eingezeichneten
Anpassung lauten t0 = 378 ms, α = 38,61◦, x0 = 18,788 µm, y0 = 12,752 µm, ϕx′ =
ϕz′ = 0◦, ωx′ = 2π × 171 Hz und ωz′ = 2π × 161 Hz Darunter ist jeweils der Bereich von

0 ms bis 100 ms vergröÿert dargestellt.

Das Potential erhält dann die folgende Form,

U(x,y,z) = −1

2
m
(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)

. (3.6)

Die Kenntnis der Fallenfrequenzen ωi genügt demnach, um die Falle vollständig zu
charakterisieren.

Zur Bestimmung wird ein einfaches Schema verwendet, welches auf der Beob-
achtung der Oszillation des Masseschwerpunkts in der Falle beruht [158]. Dieses
erlaubt eine direkte Messung der Fallenfrequenz. Dazu wird nach der Evaporation
das Bose-Einstein-Kondensat in dem magnetfeldsensitiven Zustand |2,2⟩ belassen.
Dann werden die Intensitäten der Dipolfalle auf die Werte gefahren, für die die
Fallenfrequenz gemessen werden soll. Mit Hilfe der QUIC-Spule (siehe Abbildung
3.25) wird anschlieÿend ein Magnetfeldgradient erzeugt, der eine Auslenkung der
Atome in dem Dipolfallenpotential hervorruft. Dabei darf der Gradient nicht so
stark gewählt werden, dass die Atome die Falle verlassen und die harmonische Nä-
herung des Potentials nicht mehr angewendet werden kann. Weiterhin sollte der
Gradient langsam eingeschaltet werden, damit die Atome dem kombinierten Po-
tential aus Gradient und Dipolfalle adiabatisch folgen können. Das Ausschalten
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hingegen erfolgt abrupt. Dadurch fängt die Atomwolke an, in der Dipolfalle zu os-
zillieren, analog zu einem ausgelenkten Pendel. Die Oszillationsfrequenz entspricht
direkt der zu messenden Fallenfrequenz. Zur Auswertung wird für unterschiedliche
Zeiten nach Abschalten des Gradienten die Position des Masseschwerpunktes des
BECs aus den Absorptionsaufnahmen bestimmt. Unter der Voraussetzung, dass
die Auslenkung nicht parallel zu den Hauptachsen des Potentials erfolgt, können
durch diese Sequenz mehrere Fallenfrequenzen gleichzeitig angeregt und gemessen
werden.
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Abbildung 3.10: Bewegung des Schwerpunktes im ursprünglichen und im transformier-
ten Koordinatensystem. Links sind die x- und die z-Koordinaten des Schwerpunktes
gegeneinander aufgetragen. Auf der rechten Seite sind die transformierten Koordinaten

x′ = x cosα+ z sinα und z′ = z cosα+ x sinα dargestellt.

Die Bestimmung des Masseschwerpunkts gibt die Koordinaten relativ zum Be-
zugssystem der Kamera aus. Stimmt dieses System nicht mit dem Hauptachsen-
system des Potentials überein, so ergibt sich eine Überlagerung zwischen den Os-
zillationen der beiden Richtungen. Dies ist in Abbildung 3.9 exemplarisch für eine
Messung dargestellt. Oben sind die x- und die z-Koordinate des Schwerpunktes
im Bezugssystem der Kamera in Abhängigkeit der Haltezeit dargestellt. Darunter
ist je eine Vergröÿerung der ersten 100 ms zu sehen. Die Überlagerung führt zu ei-
nem Schwebungssignal mit einer Schwebungsfrequenz, die der Di�erenz der beiden
Fallenfrequenzen entspricht. Die eingezeichnete Kurve ist eine Funktion der Form

x(t) = e−
t
t0 [x0 cosα sin (ωx′t+ ϕx′) + z0 sinα sin (ωz′t+ ϕz′)] , (3.7)

die an die Daten angepasst worden ist. Die Exponentialfunktion mit der Zeitkon-
stante t0 berücksichtigt die Dämpfung der Oszillation. Der Winkel α beschreibt
die Orientierung des Hauptachsensystems relativ zur Kamera. Die weiteren freien
Parameter der Anpassung sind die Amplituden x0, z0, sowie die Frequenzen ωx′,z′

und Phasen ϕx′,z′ der überlagerten Oszillationen.
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Abbildung 3.11: Fallenfrequenzmessung aus Abbildung 3.9 im gedrehten Beszugssystem
der Haubtachsen für die x′-Koordinate. (a) Komplette Messung (b) Messung für die ersten

100 ms. In beiden Graphen ist keine Schwebung mehr erkennbar.

Ob die Anpassung die richtigen Werte ergeben hat, kann leicht überprüft wer-
den. Wenn die x- und z- Koordinate gegeneinander aufgetragen werden. Es ergibt
sich eine Lissajous-artige Figur, die durch ein Rechteck beschränkt ist. Diese zeigt
die Abbidlung 3.10 (a), in der die Messpunkte im Koordinatensystem der Kame-
ra dargestellt sind. Die Kantenlängen des Rechtecks entsprechen den Amplituden
x0 und z0. Der Winkel relativ zur Koordinatenachse ist gleich dem ermittelten
Winkel α aus Gleichung (3.7). Wird eine Koordinatentransformation der Form
x′ = x cosα+ z sinα und z′ = z cosα+x sinα vorgenommen, so entspricht dies ei-
nem Wechsel in das Koordinatensystem der Hauptachsen. Dies wird in Abbildung
3.10 (b) dargestellt. In diesem System ist die Orientierung des Rechtecks parallel
zu den Achsen ausgerichtet. Die Oszillationen entlang der Richtungen x′ und z′

sind entkoppelt und dementsprechend verschwindet das Schwebungssignal wie in
Abbildung 3.11 dargestellt.

Zylindrische Falle

Für die Untersuchungen zur spontanen Symmetriebrechung wird eine Falle mit ei-
ner Zylindersymmetrie benötigt. Das heiÿt, dass beispielsweise die zwei stärksten
Fallenfrequenzen möglichst gleich groÿ sein müssen. Um die optimalen Einstellun-
gen für das Erreichen einer solchen Kon�guration zu �nden, sind für unterschied-
liche Einstellungen und Justagen eine Vielzahl der in Abbildung 3.9 dargestellten
Fallenfrequenzmessungen vorgenommen worden.

Dabei hat sich herausgestellt, dass die Justage der Strahlen zueinander sehr
wichtig ist. Die entscheidenden Punkte sind in der Abbildung 3.12 illustriert. In
(a) ist ein transversaler Versatz der Strahlen, so dass sich die Zentren der Strahlen
nicht kreuzen. Abbilung 3.12 (b) zeigt einen longitudinalen Versatz, der sich da-
durch äuÿert, dass der Kreuzungspunkt der Strahlen nicht am Ort der beiden Foki
liegt. Die Abbilung 3.12 (c) zeigten einen Astigmatismus eines Strahles. In die-
sem Fall kommt es zu unterschiedlichen Fokuspositionen der beiden longitudinalen
Achsen eines Gauÿstrahls. Alle diese E�ekte führen dazu, dass die Fallenfrequen-
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Abbildung 3.12: Ilustration der Justagefehler (a) Strahlversatz, (b) Fokussposition und
(c) Astigmatismus

zen durch Variation der Intensitäten nicht perfekt angeglichen werden können, da
die Situation nicht mehr perfekt symmetrisch ist. Dies wird anhand der Abbildung
3.13 verdeutlicht. Hier sind für eine bestimmte Justage die Werte der beiden Fallen-
frequenzen (Abb. 3.13 (a)) und die Winkel der Hauptachsen (Abb. 3.13 (b)) gegen
die Intensität des zweiten horizontalen Strahls dargestellt. Wird die Intensität suk-
zessive erhöht, so nähern sich die Frequenzen zwar an, aber ab einem bestimmten
Wert driften sie wieder auseinander. Gleichzeitig dreht sich das Hauptachsensys-
tem des Potential und damit das Aspektverhältnis zwischen der starken und der
schwächeren Fallenfrequenz. Es entsteht eine Art vermiedene Kreuzung.

Um den Bereich der vermiedenen Kreuzung zu minieren und somit die Fallenfre-
quenzen möglichst aneinander anzupassen, muss die Justage der Dipolfalle genau
eingestellt werden. Dazu werden als erstes die Linsen so eingestellt und gedreht,
dass der Fokus, der auf die Kamera abgebildet wird möglichst rund ist, um den
Ein�uss des Astigmatismus zu minimieren. Diese Einstellung ist noch ohne Atome
möglich und geht daher recht schnell. Um den transversalen Versatz der beiden
Dipolstrahlen zu ermitteln, werden die Atome ohne Evaporation in der Dipolfalle,
nach der TOF betrachtet. Aufgrund der hohen Intensitäten können so Atome in
den Armen der Falle gefangen werden. Dadurch sind diese auf den Absorptions-
aufnahmen erkennbar und können zueinander justiert werden. Die nächste Stu-
fe der Optimierung besteht darin, die Absorptionsaufnahmen von Bose-Einstein-
Kondensaten in der xz-Ebene zu betrachten. Im Idealfall sollten die Kondensate
für jede Flugzeit rund sein und nicht elliptisch werden. Danach erfolgen Messungen
mit Spindynamik, um zu sehen, ob sich die erwarteten räumlichen Strukturen der
zylindrischen Falle bilden.

Die letzt Stufe der Optimierung erfolgt durch Messungen der Fallenfrequenzen
bei leichter Variation der Intensitäten. Die besten Parameter, die für die Rea-
lisierung einer zylindersymmetrischen Fallen erreicht worden sind, lauten ω′

x =
2π × 187 Hz, ω′

z = 2π × 183 Hz und ω′
y = 2π × 67 Hz. Die entsprechenden Leis-

tungen zur Erzeugung der Dipolfalle betragen 24 mW für den ersten horizontalen
Strahl entlang der y-Achse und 60 mW für den zweiten in x-Richtung. Wie sich
herausgestellt hat, ist der verbleibende Unterschied in den zwei starken Frequenzen
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Abbildung 3.13: Fallenfrequenzen und Winkel der stärksten Fallenrichtungen für eine
festgelegte Justage. In (a) sind die beiden stärksten Fallenfrequenzen in Abhängigkeit
der Leistung des 2. horizontalen Strahls der Dipolfalle gezeigt. (b) Zeigt wie sich die
Winkel der Hauptachsen dabei ändern. Die kleinen Linien auf den Punkten zeigen jeweils

den entsprechenden Winkel an.

gering genug, um die spontane Symmetriebrechung zu beobachten.

Elliptische Falle

Wie im Abschnitt 2.8 erläutert, ist die zylindrische Falle eher ungeeignet, um die in-
terferometrische Sensitivität zu bestimmen, da hier auch Moden entlang der schwa-
chen Fallenrichtung angeregt werden können. Am besten ist es, wenn der Abstand
der Moden entlang der drei Raumrichtungen möglichst groÿ ist. Dadurch sollte es
möglich sein, gezielte einzelne Moden einzustellen.

Die besten Parameter sind direkt mit Hilfe der relevanten Experimente zum
Strahlteiler bestimmt worden (vgl. Kapitel 6). Sie lauten ω′

x = 2π × 183 Hz, ω′
z =

2π×151 Hz und ω′
y = 2π×122 Hz. Dafür werden Intensitäten von 15 mW für den
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ersten und 200 mW für den zweiten horizontalen Strahl benötigt.

3.4 Zustandspräparation und Manipulation von

Spinorgasen

Die Experimente zur Spindynamik setzen voraus, dass die anfängliche Besetzung
der unterschiedlichen Spinzustände genau bestimmt und präpariert werden kann.
Der experimentelle Ablauf ist darauf optimiert, das nach der Evaporation ein Bose-
Einstein-Kondensat in dem Zustand |2,2⟩ vorliegt. Dabei handelt es sich um einen
gestreckten und damit stabilen Zustand. In diesem �ndet keine Spindynamik statt.
Um diese zu starten, muss das Kondensat in den Zustand |2,0⟩ präpariert werden1.

Diese Präparation ist von groÿer Bedeutung und einer ständig fortschreitenden
Entwicklung unterworfen. In den verschiedenen Experimenten sind daher unter-
schiedliche Techniken zum Einsatz gekommen. Zum einen sind das schnelle adia-
batische Passagen (engl. rapid adiabatic passage) [159, 160] mit Radiofrequenzen
oder Mikrowellen und zum Anderen sind es Mikrowellenpulse mit festen Frequen-
zen und für feste Zeiten, sogenannte Rabiübergänge [161].

3.4.1 Präparation durch Radiofrequenzen

In den ersten Experimenten zur Spindynamik sind schnelle adiabatische Passagen
mit Hilfe von Radiofrequenzen im Bereich von 55 MHz verwendet worden. Dabei
koppelt die Radiofrequenz an die Zeemanzustände. In dem gekoppelten Zustand
ergeben sich vermiedene Kreuzungen zwischen benachbarten Zuständen (vgl. Abb.
3.14 (a)). Wird die Frequenz adiabatisch über eine solche Kreuzung variiert, so
können die Atome in einen anderen Zeemanzustand transferiert werden. Der Vorteil
dieser Technik ist, dass sie unsensibel auf Frequenz- oder Magnetfeldrauschen ist.
Allerdings werden recht hohe Magnetfelder (≈ 80 G) benötigt, um das Kondensat
in genau einem Zustand zu präparieren. Bei geringeren Magnetfeldern führen die
Breiten der Übergänge dazu, dass es zu einer Mischung mit den benachbarten
Zuständen kommt. Ein weiteres Problem stellt die Dauer der RF-Passage von
etwa 5 ms. Diese führt dazu, dass es in dem F = 2-Zustand zu einer merklichen
Reduktion der Teilchenzahlen durch Hyperfeinniveau-ändernde Stöÿe kommt.

Die Breite der Radiofrequenzübergänge kann allerdings ausgenutzt werden, um
eine gleichmäÿge Besetzung der Zustände in |F = 2,mF = ±1⟩F zu erzielen. Dazu
wird eine feste Radiofrequenz verwendet, die in der Mitte der Übergangsfrequen-
zen |2,0⟩F → |2,1⟩ und |2,0⟩F → |2,− 1⟩ liegt. Durch die Wahl der Einstahldauer
kann so die Teilchenzahl in den Zuständen eingestellt werden. Dies kann einer-
seits dazu dienen, eine Anzahl von Saatatomen [67,101] zu erzeugen, oder um die

1Die Spindynamik kann auch durch Präparation in den Anfangszuständen |1,0⟩ [63] sowie
|2,± 1⟩ statt �nden. Dies ist allerdings nicht Teil dieser Arbeit.
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Abbildung 3.14: Schnelle adiabatische Passagen für (a) Radio- und (b) Mikrowellen

Korrelationen der Spindynamik mit denen der künstlich hergestellten Mischung zu
vergleichen (siehe Kapitel 6).

Die Erzeugung der Radiofrequenz ist in der Abbildung 3.15 skizziert. Die Ra-
diofrequenzrampen werden von einem Frequenzgenerator (VFG-150 ) der Firma
Toptica erzeugt und mit einem Verstärker (Ampli�er Research,10W1000 ) auf 10 W
verstärkt. Zur Stabilisierung der Ausgangsfrequenz ist der verwendete Frequenzge-
nerator an das 10 MHz-Signals eines Masers (VCH-1006, Vremya-CH) phasensta-
bil angebunden. Eine Stärke des Frequenzgenerators ist, dass eine Frequenzrampe
einprogrammiert und auf einen TTL-Trigger hin, ausgegeben werden kann. Die so
generierte Radiofrequenzrampe wird über eine Antenne auf die Atome gegeben.
Diese besteht aus einer Leiterschleife mit zwei Windungen und ist direkt an der
Experimentierzelle angebracht. Durch das evaneszente Feld ergibt sich eine ausrei-
chend hohe Intensität am Ort der Atome.

50dB/10W

Maser Funktionsgenerator Verstärker AntenneSchalter

Abbildung 3.15: Radiofrequenzaufbau für die schnelle adiabatische Passage.

3.4.2 Schnelle adiabatische Passagen mit Mikrowellen

Um Verluste durch Stöÿe im F = 2-Zustand zu verringern, kann die adiabatische
Passage mittels Mikrowellen erfolgen (vgl. Abb. 3.14 (b)). Allerdings werden hier-
für zwei unterschiedliche Passagen benötigt. Die erste Passage erfolgt nach dem
Transfer in die Dipolfalle aus dem Zustand |2,2⟩ in |1,1⟩. Dort �nden keine Hyper-
feinniveau ändernde Stöÿe statt, was die Teilchenzahlen am Ende der Evaporation
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bedeutend erhöht. Die zweite Passage |1,1⟩ → |2,0⟩ erfolgt im Anschluss an die
Evaporation. Die Magnetfelder der Mikrowellenpassagen können gegenüber der
RF-Passage geringer gewählt werden, da die Hyperfeinübergänge im Vergleich zu
den Zeemanübergängen bedeutend schmaler sind. Im Experiment ist ein Feld von
6 G gewählt worden. Dementsprechend werden Frequenzrampen im Bereich von
6847,3± 0,5 MHz für den ersten und 6838,9± 0,5 MHz für den zweiten Übergang
benötigt. Diese Rampen erfolgen jeweils in einer Zeit von 5 ms.

Der prinzipielle Aufbau dieser Mikrowelle ist in der Abbildung 3.16 dargestellt.
Als Ausgangspunkt für die Erzeugung der Mikrowellenrampen dient der gleiche
Synthesizer (VFG-150 ) wie für die Radiofrequenz. Er dient als Referenzfrequenez
für einen Mikrowellenoszillator (MITEQ M/N BCO-10-6800-0-15P). Dieser gibt
abhängig von der Referenz direkt die gewünschte Mikrowellenfrequenz aus. Über
einen Verstärker (Industrial Electronics, AM 53 ) wird das Signal an eine Antenne
und von dort auf die Atome gegeben. Ein Nachteil des Oszillator ist, dass er einige
Zeit benötigt (≈ 5 ms) bis er sich auf die gewünschte Frequenz eingestellt hat.
Auÿerdem ist das Rauschen relativ hoch und kann somit nicht für die Präparation
durch Mikrowellenpulse eingesetzt werden (siehe nächsten Abschnitt 3.4.3). Diese
adiabtischen Mikrowellenpassagen sind verwendet worden, um die Atome für die
Untersuchungen der spontanen Symmetriebrechung zu präparieren.

Maser Funktionsgenerator Schalter

4
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B
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-1
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d
B

Oszillator
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Abschwächer

Verstärker

ZirkulatorenAntenne

Abbildung 3.16: Mikrowellenaufbau für die schnelle adiabatische Passage.

3.4.3 Mikrowellenpulse zur Manipulation und Präparation

atomarer Zustände

Gepulste elektromagnetische Wellen haben den Vorteil, dass sie wesentlich kürzer
ausfallen können, gegenüber den adiabatischen Passagen. Durch bestimmte aufein-
anderfolgende Pulssequenzen können zudem beliebige Anfangszustände realisiert
werden.
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Im Experiment werden Sequenzen mehrerer Mikrowellenübergänge zwischen
verschiedenen Zeemanzuständen der beiden unteren Hyperfeinniveaus (F = 1 ↔
F = 2) verwendet, um die Atome in dem richtigen Anfangszustand zu präpa-
rieren. Die erlaubten Übergänge mit ∆mF ∈ {−1,0,1} sind sehr schmal, so dass
bereits geringe Magnetfelder von ≈ 1 G ausreichen die Entartung aufzuheben. Da-
durch wird diese Technik allerdings sehr sensibel auf Magnetfeldschwankungen.
Diese ändern die Energien zwischen den Zeemanzuständen und somit die atomare
Übergangsfrequenz. Erst durch eine aktive Stabilisierung der verwendeten Magnet-
feldrichtung (siehe Abschnitt 3.5.1) ist es gelungen die erforderliche Stabilität der
Präparationssequenz zu gewährleisten.

Aufgrund der geringen Linienbreite der einzelnen Übergänge kann das System
zurückgeführt werden, auf die Beschreibung der Wechselwirkung eines Zweinive-
ausystems mit einer Mikrowelle. Die Kopplung an die benachbarten Niveaus kann
dementsprechend vernachlässigt werden. Die Behandlung kann analog zu Abschnitt
2.6 mit Hilfe der Blochkugel erfolgen.

Anfangs be�nden sich die Atome in einem Zustand bei dem der Blochvektor auf
den Nordpol zeigt |j,j⟩z (vgl. Gl. (2.61)). Die Wechselwirkung mit der Mikrowelle
kann durch die Rotationen des Blochvektors um eine bestimmte Achse beschrie-
ben werden. Diese Achse ist nicht zwangsläu�g durch eine der Koordinatenachse
gegeben, sondern in der Regel beliebig im Raum orientiert. Eine solche allgemeine
Rotation kann dargestellt werden durch

ÛR |j,j⟩z = exp
(
−iΩe� t

⃗̂
J · n⃗

)
|j,j⟩z . (3.8)

Diese kann auch Analog zu Gleichung (2.65) durch die Hintereinanderausführung
mehrerer Rotationen um die Koordinatenachsen beschrieben werden. In der Glei-
chung (3.8) bezeichnet der Parameter Ωe� =

√
Ω2

R +∆ω2 die e�ektive Rabifre-
quenz. Sie setzt sich zusammen aus der quadratische Summe der resonanten Ra-
bifrequenz ΩR und der Verstimmung ∆ω ≡ ω0 − ωµW zwischen der atomaren
Übergangsfrequenz ω0 und der Frequenz der eingestrahlten Mikrowelle ωµW . Die
Frequenz ΩR ∝

√
I ist proportional zur Wurzel der eingestrahlten Intensität und ist

abhängig von der Polarisation der Mikrowelle und den Übergangmatrixelementen.
Der Einheitsvektor n⃗ = (sinα cos β, sinα sin β, cosα)T stellt die Rotationsachse

dar, um die der Blochvektor ⃗̂J gedreht wird. Hierbei ist α der Winkel zur z-Achse.
Er ist über die Beziehung tanα = ΩR

∆ω
mit der Rabifrequenz und der Verstimmung

verknüpft. Der Winkel β beschreibt die Phase in der xy-Ebene und wird durch die
Phase der Mikrowelle vorgegeben. Eine solche Rotation kann man sich vorstellen
als gleichzeitige Rotation um eine feste Achse in der xy-Ebene, mit der Frequenz
ΩR und um die z Achse mit ∆ω.

Be�nden sich Anfangs alle Atome im selben Zustand so entspricht diese Rota-
tion im resonanten Fall (∆ω = 0) einer Oszillation der Besetzungswahrscheinlich-
keiten zwischen den beteiligten Zuständen mit der Frequenz ΩR. Dieser Vorgang
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wird als Rabioszillation bezeichnet [161]. Wird die Einstrahldauer t so gewählt,
dass die Puls�äche ΩRt = π einer halben Periode entspricht (π-Puls), so kann ein
vollständiger Transfer von einem zum anderen Zustand erzielt werden. Zudem kön-
nen durch die Wahl anderer Zeiten t beliebige Mischungen zwischen den Zuständen
erzeugt werden.

Dies wird klar, wenn der Opererator ÛR aus Gleichung (3.8) mit dem in Ab-
schnitt 2.6 beschriebenen Operator (2.66) für den Strahlteiler verglichen wird. Mit
ϕ = ΩRt sind beide identisch. Durch Variation der Zeit können somit Strahltei-
ler für unterschiedliche Mischunsverhältnisse zwischen den Zeemanzuständen der
beiden Hyperfeinniveaus realisiert werden. Ein 50: 50-Strahlteiler entspricht bei-
spielsweise einer Puls�äche von ΩRt = π/2. Die Zeiten t, die für einen π-Pulse
benötigt werden, liegen im Experiment zwischen 10 µs und 200 µs abhängig von
dem verwendeten Übergang. Die Zeiten sind somit bedeutend kürzer als die der
adiabatischen Passagen.

Kann zusätzlich die Phase der Mikrowelle kontrolliert werden, so ist es möglich
durch sogenannte Kompositpulse [162] etwaige Störein�üsse durch Frequenz- oder
Intensitätsrauschen der Mikrowelle zu verringern. Ein Kompositpuls besteht aus
einer Folge unterschiedlicher Einzelpulse mit unterschiedlichen Phasen β. Im Bild
der Blochkugel entspricht dies aufeinanderfolgender Rotationen um unterschied-
liche Achsen in der xy-Ebene. Werden die Pulslängen und die jeweiligen Phasen
geschickt gewählt, so ist es möglich störende Ein�üsse zu minimieren.

Wie sich diese für unterschiedliche π-Pulse auf der Blochkugel bemerkbar ma-
chen, ist in der Abbildung 3.17 dargestellt. Die Bilder zeigen einen einfachen Puls
(Abb. 3.17 (a)) und einen speziellen 90y180x90y-Kompositpuls (Abb. 3.17 (b)),
wenn bei gleichbleibender Pulsdauer (Intensität) die Intensität (Pulslänge) ver-
ringert (Abb. 3.17 (1)) oder die Mikrowellenfrequenz verstimmt wird (Abb. 3.17
(2)). Der schwarze und die farbigen Pfeile stellen jeweils den gedrehten Blochvektor
nach einem idealen und einem nicht idealen π-Puls dar. Die farbigen Linien auf
der Blochkugel entsprechen den Pfaden der Blochvektorenden während der unter-
schiedlichen Pulssequenzen. Im Fall des einfachen Pulses endet der Blochvektor
nach der Rotation mit verringerter Intensität nicht mehr auf dem Südpol. In der
Darstellung des Kompositpulses ist zu sehen, dass die Blochvektoren mit reduzier-
ter Intensität oder Verstimmungen näher an dem Südpol der Blochkugel sind, als
dies mit einem einzelnen π-Puls der Fall wäre. Was bei diesem Kompositpuls ge-
nau passiert, ist in Abbildung 3.17 (b.1) gut zu sehen. Hier wird der Blochvektor,
zuerst mit π/2 um die y-Achse gedreht. Anschlieÿend erfolgt ein π-Puls mit einer
um 90◦ gedrehten Phase, der den Vektor um die x-Achse dreht. Die letzte Rotation
entspricht wieder einer π/2-Drehung um die y-Achse. Im Bild 3.17 (b.2) passiert
genau das Gleiche nur das hier die Drehachsen durch die Verstimmung geändert
sind. Mit Hilfe von Kompositpulsen ist es demnach möglich, den Ein�uss von In-
tensitäts, Pulslängen und Frequenzschwankungen auf den Transfer zu reduzieren.
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Abbildung 3.17: Vergleich eines (a) normalen π-Pulses mit einem (b) 90y180x90y Kompo-
sit π-Pulses im Bild der Blochkugel. In (1) sind diese Pulse für unterschiedliche Leistungen

und in (2) für unterschiedliche Verstimmungen gezeigt.

3.4.4 Erzeugung der Mikrowellenpulse

Die Erzeugung der benötigten Mikrowellenpulse hat eine Optimierung durchge-
macht, in der die Frequenzgenauigkeit, die Kontrolle der Pulslängen und der Aus-
gangsleistung sowie die Ansteuerung sukzessive verbessert worden sind. In den
ersten Experimenten zur Untersuchung der nichtklassischen Korrelationen wird
die Mikrowelle für beide Pulse separat generiert. Für die Bestimmung der interfe-
rometrischen Sensitivität des nichtklassischen Zustandes wird hingegen ein anderer
Aufbau verwendet, der sich durch eine groÿe Flexibiltät auszeichnet.

Erzeugung der Mikrowellenpulse für die Untersuchung der nichtklassi-

schen Korrelationen

Im ersten Aufbau dienen zwei Synthesizer vom Typ Marconi 2024 und Rhode &
Schwarz SMG-01 dazu, die Grundfrequenzen im Bereich von 976 MHz - 977 MHz
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bereitzustellen. Diese werden jeweils auf die 10 MHz Referenz des Masers stabi-
lisiert. Um die Pulslängen präzise einstellen zu können, werden diese Frequenzen
zunächst auf schnelle Mikrowellenschalter (Minicircuits ZYSWA-2-50RD) gegeben.
Diese werden mittels Funktionsgeneratoren der Sorten Agilent 33220A und Keit-
hley 3390 angesteuert, indem sie auf einen Trigger hin, einen Rechteckpuls genau
de�nierter Länge an den TTL-Eingang der Mikrowellenschalter geben. Die Signale
werden dann über Verstärker auf Speicherschlatdioden (engl. Step Recovery Diode,
Herotec GC 100RC ) gegeben. Diese erzeugen einen Kamm der höheren harmoni-
schen Frequenzen. Durch Filterung mit einer Kombiation aus Hoch- und Tiefpass
kann gezielt die siebte Harmonische ausgewählt werden. Diese entspricht dann der
gewünschten atomaren Übergangsfrequenz. Über einen Kombinierer (Minicircuits,
ZN2PD-9G+) können anschlieÿend beide Frequenzen über den Verstärker (Indus-
trial Electronics, AM 53 ) auf 10 W verstärkt werden. Zum Schutz des Verstärkers
durch Re�exionen wird das Signal durch zwei Zirkualoren an eine Antenne und so
auf die Atome gegeben.

4
0

d
B

/1
0

W

-1
0

d
B

Maser

Synthesizer

Speicher-
schaltdiode

Verstärker

fester
Abschwächer

Hochpass- /
Tiefpassfilter

Diode

Schalter

Antenne

2
9

d
B

 /
 1

W
4

0
d

B
 /

1
W

3
0

d
B

 /
 1

W
3

0
d

B
 /

 1
W

S
R

D
S

R
D

t

tFunktions-
generator

2)

1)

2)

3)

3)

4)

4)

5)

5)

5)

5)

5)

6)

6)

7)

7)

8)

8)

8) 9)10)11)

2)

1)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

Kombinierer

Abbildung 3.18: Aufbau für die Erzeugung der Mikrowellenpulse zur Präparation der
Atome in dem Anfangszustand der Spindynamik. Dieser Aufbau ist für die Experimente

zur spontanen Symmetribrechung verwendet worden.

Erzeugung der Mikrowellenpulse für die Untersuchungen der interfero-

metrischen Sensitivität der nichtklasssichen Zustände

Zur Implementierung der Strahlteiler und zur Vermessung der interferometrischen
Sensitivität werden weitere Pulse mit unterschiedlichen Frequenzen benötigt. Um
dies zu ermöglichen könnte der erste Aufbau um zwei Funktionsgeneratoren und
zwei Synthesizer erweitert werden. Die bessere Alternative wäre aber, wenn alle
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Pulse mit den selben Geräten erzeugt werden könnten. Dazu ist ein neues System
aufgebaut worden.

Ausgangspunkt der Frequenzerzeugung ist ein Synthesizer vom Typ Marconi
2024, der auf eine feste Frequenz von 2320,000 MHz eingestellt ist. Dieser wird
an einen Frequenzverdreifacher (Minicircuits, ZX90-3-812+ ) gegeben. Der Vor-
teil des Verdreifachers gegenüber der Speicherschaltdiode neben dem Preis ist der,
dass die anderen harmonischen Frequenzen stark unterdrückt sind. Anschlieÿen-
de Hoch- und Tiefpässe werden dadurch über�üssig. Das so erzeugte Mikrowel-
lensignal ist dann ca. 145 MHz über den atomaren Resonanzen. Daher wird die
Ausgangsfrequenz des Verdreifachers über einen Verstärker auf einen Mischer (Mi-
nitcircuits, ZMX-7GR) gegeben. Dort werden die Summe und die Di�erenz des
Mikrowellensignals und eines zusätzlichen Radiofrequenzsignal gebildet. Die Fre-
quenz des Radiosignals wird so gewählt, dass die Di�erenzfrequenz der atomaren
Übergangsfrequenz entspricht. Dieses Radiosignal wird mit Hilfe des Toptica VFG-
150 Frequenzgenerators erzeugt. Dieser ist wie der Synthesizer phasenstabil an die
Referenz des Masers gekoppelt. Ähnlich zu den Radiofrequenzpassagen können da-
mit vorab verschiedene feste Frequenzen von unterschiedlicher Dauer einprogram-
miert werden, die dann auf einen Trigger der Experimentsteuerung hin ausgegeben
werden. Weiterhin verfügt dieser Frequenzgenerator über vier Digitalausgänge, die
ebenfalls mit dem eingespeichertem Programm angesteuert werden können. Zum
präzisen Einstellen der Pulslänge wird einer dieser Ausgänge verwendet. Er steuert
den schnellen Mikrowellenschalter der das Signal weiter an einen Verstärker und
auf die Antenne gibt.
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Abbildung 3.19: Neuer Aufbau für die Erzeugung der Mikrowellenpulse zur Präparation
der Atome in dem Anfangszustand der Spindynamik. Dieser Aufbau ist für die Experi-

mente zu den nichtklassische Zuständen verwendet worden.

Diese Form der Steuerung ermöglicht ein schnelles Umschalten zwischen ver-
schiedenen Frequenzen. Die einzelnen Pulse für die Präparation und den Strahl-
teiler werden also vor der Sequenz an den Frequenzgererator gesendet und an
den jeweiligen Stellen des Experiments über Trigger von der Experimentsteuerung
abgefragt. Somit können alle Pulse mit dem gleichen Aufbau generiert werden, wo-
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durch es auch einfach wird zusätzliche Pulse hinzuzufügen. Ein weiterer Vorteil ist
der, dass der Frequenzgenerator eine volle Kontrolle der Pulsphasen erlaubt. Dies
ermöglicht den Einsatz von Kompositpulsen zur Fehlerkorrektur.

3.4.5 Charakterisierung der Mikrowellenübergänge

Zur Einstellung der Pulsparameter müssen die Frequenzen der unterschiedlichen
Übergänge, sowie die zugehörigen Rabifrequenzen genau bestimmt werden. Die
Messungen dafür erfolgen separat für jeden einzelnen Übergang.

Bestimmung der Resonanzfrequenz

Die Bestimmung der Resonanzfrequenz erfolgt nach dem folgenden Schema. Zu-
nächst werden Mikrowellenpulse fester Länge t und variabler Frequenz ν auf die
Atome gegeben. Im Anschluss erfolgt die zustandsselektive Detektion der Atome
(siehe 3.2), um die Teilchenzahlen der beide relevanten Zuständen zu ermitteln.
Zur Auswertung wird die Teilchenzahl eines Zustandes noch auf die Gesamtteil-
chenzahl normiert

pa(ν,t) =
na

na + nb

. (3.9)

Wird dieser Wert für unterschiedliche Frequenz gemessen, so ergibt sich eine cha-
rakteristische Kurve. Der funktionale Zusammenhang zur Beschreibung kann durch
Anwenden der Gleichung (3.8) auf den gegebenen Anfangszustand erhalten werden
und lautet

pa(ν,t) =
Ω2

R

Ω2
R + 4π2(ν − ν0)2

sin2

[
1

2
t
√

Ω2
R + 4π2(ν − ν0)2

]
. (3.10)

Durch Anpassen dieser Funktion an die gegebenen Daten ergeben sich dann die
benötigten Gröÿen. Die Parameter zur Anpassung sind die Resonanzfrequenz ν0
und die Rabifrequenz ΩR. Eine typische Kurve ist in der Abbildung 3.20 (a) ge-
zeigt. Die Messungen der Frequenz werden genauer je länger der Puls wird, da
dann die Breite des zentralen Maximum und die Abstände zu den Nebenmaxima
geringer werden. Alternativ kann auch eine Ramseysequenz [32] zur Messung der
Resonanzfrequenz verwendet werden.

Diese Messungen dienen auch zur Bestimmung der Magnetfelder und der zuge-
hörigen Eichkurven aus Abschnitt 3.5.1. Dafür sind in Abhängigkeit des angelegten
Stroms die Resonanzfrequenz des magnetfeldsensitiven Übergangs |2,2⟩ → |1,1⟩
gemessen worden. Über die Breit-Rabi-Formel [157,163] (vgl. Abschnitt 3.5) kann
dann das Magnetfeld berechnet werden. Alle Datenpunkte die in Abschnitt 3.5.1
gezeigt werden entsprechen jeweils einer Messung der Übergangsfrequenz nach dem
obigen Schema.
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Abbildung 3.20: Typische Messung zum ermitteln der Pulsparameter. In (a) ist die Mi-
krowellenspektroskopie des |1,1⟩ → |2,0⟩-Übergangs gezeigt. Die eingezeichnete Kur-
ve entspricht einer Anpassung der Gleichung (3.10) an die Messdaten mit der vorge-
gebenen Pulslänge von t = 120 µs sowie den freien Parametern ΩR = 38,4 kHz und
ν0 = 6835,54807(3) MHz. (b) zeigt die zugehörige resonante Rabioszillation. Daraus er-

gibt sich eine π-Pulslänge von tπ = 83,0(1) µs

Bestimmung der Pulslängen

Bei der vorhergehenden Bestimmung der Resonanzfrequenz wird auch ein Wert
für die Rabifrequenz ermittelt. Allerdings ist dieser nicht genau genug. Aus diesem
Grund wird zu deren Bestimmung eine andere Sequenz verwendet. Dabei wird die
zuvor ermittelte Resonanzfrequenz des Pulses fest eingestellt und die Pulslänge
variiert. Wird dann die Teilchenzahl eines Zustandes gegen die Zeit aufgetragen,
so ergibt sich eine Oszillation mit der Rabifrequenz. Diese kann durch Anpassen
einer Sinusschwingung an die Daten erhalten werden. Eine typische Rabioszillation
zeigt die Abbildung 3.20 (b). Die für die Präparation wichtige Länge des π-Pulses
und des π/2-Pulses können daraus direkt abgelesen werden. Um eventuelle Fehler,
durch die Flanken der Pulse zu vermeiden, kann zusätzlich noch eine Messung
in einem kleinen Intervall {tπ − ε,tπ + ε} um tπ herum gemacht werden. Eine
Anpassung dieser Daten an eine Parabel ergibt dann eine genauere Bestimmung
π-Pulslänge.

3.4.6 Beschreibung der Pulssequenzen zur Präparation der

atomaren Zustände

Für die Präparation über Mikrowellenpulse reicht es aus, wenn das Magnetfeld im
Bereich von etwa 1 G liegt. Dies erlaubt es die Pulse bei den gleichen Magnetfeldern
einzustrahlen, die für die Spindynamik verwendet werden. Dadurch werden keine
zusätzlichen Magnetfeldrampen benötigt. Die Zeit zwischen der Präparation und
dem Start der Spindynamik kann so weiter reduziert werden, wodurch sich die
nutzbare Teichenzahl weiter erhöht. Ein weiterer Vorteil der Pulse ist der, dass sie
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einen kontrollierteren Start der Spindynamik erlauben.
Das erste Schema zur Präparation der Atome ist in Abbildung 3.21 dargestellt.

Nach dem Transfer in die Dipolfalle werden die Atome durch einen π-Puls von
|2, 2⟩ in den Zustand |1,1⟩ gebracht. In diesem Zustand werden die Atome weiter
evaporiert zudem ist der Zustand stabil und somit �ndet keine Spindynamik statt.
Durch den zweiten Transfer in den |2, 0⟩-Zustand kann die Spindynamik gestartet
werden.

|2,2> |1,1>
und Evaporation

π
|1,1> |2,0>

π Spindynamik

F=2

F=1

mF = -2 -1 0

π

1 2

F=2

F=1

mF = -2 -1 0

π

1 2

F=2

F=1

mF = -2 -1 0 1 2

(a) (b) (c)

Abbildung 3.21: Skizze zur Veranschaulichung der Präparationssequenz. (a) Transfer von
|2, 2⟩ nach |1,1⟩ und Evaporation; (b) Transfer nch |2, 0⟩; (c) Spindynamik.

Reinigungssequenzen

Um sicher zu gehen, dass nach der Präparation alle Atome im richtigen Zustand
|2,0⟩ sind, sind zwei unterschiedliche Methoden entwickelt worden, um Atome in
den anderen Zuständen aus der Falle zu entfernen. Dies ist besonders wichtig, da
bereits kleinste Besetzungen in den, |2,± 1⟩, die Dynamik sehr stark beein�ussen
wie in Abschnitt 2.8 diskutiert. Ein weiterer wichtiger Aspekt der Reinigungsse-
quenz ist der, dass damit auch die Anfangsteilchenzahl des |2,0⟩ variiert werden
kann. Somit können unterschiedliche Teilchenzahlbereiche betrachtet und der je-
weils günstigste für die Experimente eingestellt werden.

Bei der erste Realisierung einer Reinigungssequenz werden nach der Präpara-
tion in |2,0⟩ die Atome in den falschen Zeemanzuständen mit Hilfe eines Magnet-
feldgradienten aus der Falle gedrückt [103]. Dafür wird ein Strom von 30 A an die
QUIC-Spule für 15 ms angelegt. Der dadurch erzeugte Gradient von 1,95 G/Am
genügt, um die verbleibenden Atome in den mF = ±1-Zuständen aus der Dipol-
falle zu entfernen. Die Atome in mF = 0 bleiben dabei ungestört. Werden bewusst
nicht alle Atome in mF = 0 präpariert, so ist es möglich damit die Teilchenzahl
für die Spindynamik zu reduzieren. Diese Technik wird auch bei der Präparation
durch die schnellen adiabatischen Rampen eingesetzt.

Die Nachteile dieser Methode bestehen darin, dass sie recht viel Zeit benötigt
und dass der Gradient zusätzlich relativ lange braucht, bis er vollständig abge-
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Abbildung 3.22: Präparationssequenz mit entfernen der ungewünschten Atome durch
Magnetfeldgradienten.(a) Transfer von |2, 2⟩ nach |1,1⟩ und Evaporation; (b) Transfer
nach |2, 0⟩; (c) Transfer nach |1, 0⟩; (d) entfernen der Atome durch Magnetfeldgradient;

(e) Transfer nach |2, 0⟩; (f) Spindynamik.

klungen ist. So kann es passieren, dass er noch die Spindynamik beein�usst und
es zu erhöhten Teilchenzahlverlusten kommt. Insbesondere in Verbindung mit der
RF-Passage wirken sich diese Nachteile stark aus, da die Verlustrate aus dem |2,0⟩-
Zustand recht hoch sind. Mit Hilfe der Mikrowellenpulse können diese Probleme
verringert werden, indem die Atome vor dem Herausdrücken durch einen zusätz-
lichen π-Puls in den |1,0⟩-Zustand präpariert werden (vgl. Abb. 3.22 ). Die deut-
lich geringeren Verluste des Zustandes erlauben das Einfügen langer Wartezeiten.
Mit einem zweiten π-Puls werden die Atome dann wieder in den Anfangszustand
gebracht. Die Pulse sind so schmal, dass dadurch keine Saatatome in |2,± 1⟩ ent-
stehen können.

Die zweite Reinigungssequenz ist in der Abbildung 3.23 dargestellt. Hier werden
resonante Lichtpulse verwendet, um die Atome in den ungewollten Zuständen zu
entfernen. Nach dem ersten Mikrowellenpuls von |2,2⟩ nach |1,1⟩ wird für die Dauer
von 40 µs ein Lichtpuls eingestrahlt, der resonant zu dem Übergang F = 2 → F ′ =
3 von 87Rb ist . Der Pulsübertrag von h̄k ist ausreichend um die Atome in F = 2
aus der Falle zu entfernen. Die Atome in F = 1 hingegen bleiben unbeein�usst.
Im Anschluss daran erfolgt ein zweiter Mikrowellen-π-Puls , der die Spindynamik
startet . Ist der erste Puls nur ein Bruchteil eines π-Pulses, so kann dadurch die
Anfangsteilchenzahl reduziert werden.
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Abbildung 3.23: Präparationssequenz mit Entfernen der Atome durch einen resonanten
Laserpuls. (a) Transfer von |2, 2⟩ nach |1,1⟩ und Evaporation; (b) Entfernen der F = 2-

Atome durch resonanten Lichtpuls ; (c) Transfer nach |2, 0⟩; (d) Spindynamik.

Der Vorteil des Lichtpulses ist der, dass alles bereits bei dem richtigen Ma-
gnetfeld für die Spindynamik erfolgen kann. Es werden keine zusätzlichen Zeiten
gebraucht, um andere Felder an und auszuschalten. Zwar können eventuell Atome
in dem |1,1⟩ verbleiben, diese haben aber keinen Ein�uss auf die Dynamik.

Für die Experimente zu Untersuchung der räumlichen Modenstruktur und der
Symmetriebrechung wurde der Zustand durch den Gradienten gereinigt. Für die
Untersuchung des nichtklassischen Zustandes kam die zweite Variante zum Einsatz.
Denn insbesondere hier muss das Magnetfeld sehr stabil bleiben.

Der Mikrowellenstrahlteiler für interne Zustände

Nach der Spindynamik be�nden sich gleich viele Teilchen in den Zuständen |2,1⟩
und |2,− 1⟩. Wie in der Theorie gezeigt, sollten diese Zustände miteinander nicht-
klassisch korreliert sein. Um diese Eigenschaften zu analysieren, soll ein Strahltei-
ler zwischen diesen Zuständen realisiert werden. Eine direkte Kopplung der beiden
mF = ±1-Zustände über Radiofrequenzen ist wegen ∆mF = 2 verboten.

Um dieses Problem zu umgehen wird ein Schema verwendet, wie es in der Ab-
bildung 3.24 dargestellt ist. Nach der Spindynamik werden über einen π-Puls alle
Atome aus dem |2,1⟩-Zustand in |1,0⟩ transferiert. Dadurch werden auch die nicht-
klassischen Korrelationen mit |2,− 1⟩ auf diesen Zustand übertragen. Als nächstes
folgt der eigentliche Strahlteilerpuls mit variabler Länge, der die Zustände |2,− 1⟩
und |1,0⟩ miteinander koppelt. Damit beide Zustände gleichzeitig detektiert wer-
den können (siehe Abschnitt 3.2) folgt dann ein weiterer π-Puls, um die Atome
wieder von |1,0⟩ nach |2,1⟩ zu transferieren.

3.5 Magnetfelder

In dem Kapitel 2 wird deutlich gemacht, dass das anliegende Magnetfeld einen
groÿen Ein�uss auf die Spindynamik hat. Die Energie durch den quadratischen
Zeemane�ekt führt zu unterschiedlichen Instabilitätsraten der Fallenmoden. Dies
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Abbildung 3.24: Pulssequenz zur Realisierung des Strahlteilers zwischen den Ausgangs-
zuständen der Spindynamik. (a) Spindynamik; (b) erster Transferpuls von |2,− 1⟩ nach
|1,0⟩; (c) Strahteilerpuls zwischen |2,1⟩ und |1,0⟩; (d) zweiter Transferpuls von |1,0⟩ nach

|2,− 1⟩

wiederum führt zu Resonanzen des Transfers durch die Spindynamik in Abhän-
gigkeit des Magnetfeldes. Die Energieverschiebung der Zeemanzustände durch ein
Magnetfeld kann über die Breit-Rabi Formel [157,163]

EJ=1/2,mJ ,I,mI
= − Ehfs

2(2I + 1)
+ gIµBmFB ± Ehfs

2

[
1 +

4mF

2I + 1
x+ x2

]1/2
(3.11)

mit

x =
(gJ − gI)µBB

Ehfs

(3.12)

beschrieben werden. Hierbei entspricht Ehfs = Ahfs(I + 1/2) der Hyperfeinstruk-
turaufspaltung mit der Hyperfeinstrukturkonstante Ahfs. Die Parameter I und J
stehen für die Drehimpulse des Kerns und der Elektronen mit den jeweiligen Pro-
jektionen mF = mI ± mJ auf die Quantisierungsachse. Die zugehörigen Landé-
Faktoren sind durch gI bzw. gJ und das Bohr'sche Magneton durch µB gegeben.

Für die Untersuchung der Spindynamik und der daraus resultierenden nicht-
klassischen Zustände ist die möglichst genaue Kenntnis der Zeemanaufspaltung
zwischen den verschiedenen Hyperfein- und Zeemanzuständen essentiell. Die an-
liegenden Magnetfelder müssen daher sehr gut eingestellt und vermessen werden
können. Zur Erzeugung werden eine Vielzahl unterschiedlicher passiv und aktiv
geregelte Magnetfeldspulenpaare verwendet, die die erforderliche Magnetfeldkon-
trolle ermöglichen.

3.5.1 Erzeugung der relevanten Magnetfelder

Die Magnetfelder, die währende der Spindynamik benötigt werden, können durch
drei unterschiedliche Spulenpaare erzeugt werden. Deren Anordnung ist in der
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Abbildung 3.25: Skizze der verschiedenen Magnetspulenpaare

Abbildung 3.25 dargestellt. Je nach Anforderungen des Experiments kommen un-
terschiedliche Paare zum Einsatz. Für die ersten Untersuchungen der Spindyna-
mikresonanzen [66] und der parametrischen Verstärkung der Vakuum�uktuatio-
nen [67] sind die Quadrupolspulen der QUIC-Falle neu verschaltet worden, um ein
homogenes Magnetfeld entlang der z-Achse zu generieren. Dafür wird mit Hilfe
mechanischer Relais (Finder: 62.83.9.006.0000 ) die Stromrichtung in einer Spule
umgedreht, sodass beide gleich sind und sich statt des Quadrupolfeldes ein homo-
genes Feld am Ort der Atome ausbildet. Zudem wird auch die Stromquelle mit
Hilfe von Relais gewechselt.

Für die QUIC-Falle werden stabile hohe Ströme benötigt, die von Netzteilen
der Firma Heinziger (PTNhp 16-60 ) geliefert werden. Für die Erzeugung des ho-
mogenen Feldes hingegen werden geringere, schnell schaltbare Ströme benötigt.
Diese werden über eine Stromquelle der Firma HighFiness (BCSP7 ) erzeugt.

Die Experimente zur spontanen Symmetriebrechung stellen andere Vorausset-
zungen an das Magnetfeld. Dieses sollten am besten senkrecht zu den beiden star-
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ken Einschlussrichtungen der Dipolfalle stehen, um die Symmetrie zu wahren. Im
Experiment liegen diese Achsen in der xz-Ebene, sodass ein homogenes Magnet-
feld entlang der y-Richtung benötigt wird. Dazu sind zwei rechteckige Spulen der
Dimension 37 mm × 80 mm in einem Abstand von 95 mm an dem Halter der
QUIC-Falle befestigt (vgl.: Abb. 3.25). Als Stromquelle dient hier eine selbstge-
baute Schaltung, die den Strom aus Autobatterien bezieht. Dieser wird über einen
Messwiderstand gemessen und mittels Regelschleife auf einen vorgegebenen Wert
stabilisiert. Für die Untersuchung der nichtklassischen Zustände wird dieses Spule-
paar benutzt, um die Quantisierungsachse während der Detektion festzulegen. Die
Stromquelle ist dafür durch eine kommerzielle Stromquelle der Firma HighFiness
(UCS 30/15 ) ersetzt worden.

Für die Messungen der nichtklassischen Zuständen ist ein hochstabiles Magnet-
feld notwendig. Dies ist insbesondere für die Implementierung des Strahlteilers
wichtig, der die beiden Eingangszustände miteinander mischt. Es muss gewährleis-
tet sein, dass der Mikrowellenstrahlteiler immer möglichst stabil die gewünschte
Kopplung zwischen den Eingangszuständen erzeugt (siehe Abschnitt 3.4).

Aus diesem Grund ist ein weiteres Spulenpaar mit einem Magnetfeld parallel
zur x-Achse aufgebaut worden. Die beiden Spulen bestehen aus je einem 18-adrigen
Kabel, deren einzelne Adern so miteinander verbunden ist, dass sich eine Spule mit
18 Windungen ergibt. Die Kabel sind um die Experimentierzelle herum befestigt
und gebogen, so dass die Atome zentral zwischen den Spulen liegen. Sie haben
einen Radius von 220 mm und einen Abstand von 200 mm zueinander. Die Spulen
sind somit nahe der Helmholtzkon�guration, wodurch ein sehr homogenes Feld
zwischen den Spulen gewährleistet werden kann.

Diese Magnetfeld wird aktiv stabilisiert. Wie in Abbildung 3.25 zu sehen be-
�ndet sich daher direkt an der Experimentierzelle ein Magnetfeldsensor der Firma
Bartington Instruments (MAG03-IEv2 ). Der geringe Abstand zu den Atomen und
die Gröÿe der Spulen erlaubt es, das Magnetfeld am Ort der Atome zu stabilisieren.
Dazu wird aus dem Signal des Sensors und einer externen Referenz ein Fehlersi-
gnal generiert, welches über den Modulationseingang der versorgenden Stromquelle
(HighFinesse BCSP7 ) an die Spulen gegeben wird. Damit ist es möglich das Ma-
gnetfeldrauschen entlang der x-Achse von vormals σBx = 5 mG auf σBx = 0,3 mG
zu reduzieren (siehe Abschnitt 3.5.3).

3.5.2 Kompensation des O�setmagnetfeldes

Zur Kompensation der Magnetfelder am Ort der Atome wurden rechteckige Spu-
lenpaare an einer Kä�gkonstruktion mit den Dimensionen 80 cm×122 cm×85 cm
um die Experimentierzelle aufgebaut. Deren Magnetfelder stehen senkrecht aufein-
ander. Die Tatsache, dass die Kompensationsspulen verhältnismäÿig groÿ sind hat
mehrere Vorteile. Die Spulen versperren keinen optischen Zugang oder die Mög-



3.5. Magnetfelder 91

M
a
g
n
e
tf
e
ld

 [
G

]

Strom [A]

c =81mG/A

B =113mG
||,z

z,0

0

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

-1 10 2 3-1 10 2-2 -1 10 2-2

Strom [A] Strom [A]

c =46mG/A

B =32mG
||,y

y,0

c =93mG/A

B =67mG
||,x

x,0

x-Richtung y-Richtung z-Richtung

Abbildung 3.26: Eichkurven für die Kompensation der O�setfelder. Die Kurven entspre-
chen der Gleichung (3.13) mit den angegebenen Parametern.

lichkeit in der Nähe der Zelle zu arbeiten. Zudem ist das erzeugte Feld im Bereich
der Atome sehr homogen, sodass sie dort keine relevanten Gradienten aufweisen.
Auÿerdem werden Vergleichsweise hohe Ströme benötigt um die erforderlichen Ma-
gnetfelder zu erzeugen, wodurch sich Stromschwankungen der verwendeten Netz-
geräte nur sehr gering auf Schwankungen der Magnetfelder auswirken.

Die Magnetfelder der Kompensationsspulen sind einmalig vermessen worden.
Die Eichkurven sind in Abbildung 3.26 abgebildet. Diese zeigen das Magnetfeld
in Abhängigkeit des angelegten Stroms für alle drei Spulenpaare. Damit kann der
benötigte Strom zur Kompensation jeder einzelnen Magnetfelrichtung bestimmt
werden. Um die Punkte der Eichkurven zu erhalten ist die Frequenz des magnet-
feldsensitivsten |2,2⟩ → |1,1⟩ Übergang spektroskopische ermittelt worden (vgl.
Abschnitt 3.4). Aus dieser Frequenz kann das Magnetfeld mit Hilfe der Breit-Rabi-
Formel (3.11) berechnet werden. Diese Form der Messung erlaubt eine sehr genau
Bestimmung des Absolutbetrags des Magnetfeldes am Ort der atomaren Wolke.
An die Eichkurven wird jeweils die Funktion

|B| =
√(

c∥I +B∥,0
)2

+B2
⊥ (3.13)

=

√(
c∥(I − I∥,0)

)2
+B2

⊥ (3.14)

angepasst, um den Kompensationsstrom zu ermitteln. Der angelegte Strom ent-
spricht I, das O�setmagnetfeld entlang der betrachteten Richtung ist durch B∥,0
gegeben und die O�setfelder senkrecht dazu sind in der Gröÿe B⊥ zusammenge-
fasst. Die Gröÿe c∥ entspricht der Proportionalitätskonstante zwischen Strom und
Magnetfeld. Für die jeweiligen Richtungen lauten sie c∥,x = 0,093(4) G

A
, c∥,y =

0,046(1) G
A
und c∥,z = 0,081(2) G

A
. Der Strom der benötigt wird um das O�setma-

gnetfeld auszugleichen ist durch I∥,0,i = −B∥,0/c∥,i gegeben. Mit diesen Messungen
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kann das Feld vor der Kompensation bestimmt werden. Es ergeben sich die Werte

Bx,0 = −67(5) mG (3.15)

By,0 = −32(5) mG (3.16)

Bz,0 = −113(5) mG . (3.17)

Mit eingeschalteter Kompensation reduzieren sich diese auf

Bx,0 = −10(5) mG (3.18)

By,0 = −6(5) mG (3.19)

Bz,0 = −29(5) mG . (3.20)

Als Stromquellen für die Kopmensationsspulen werden in der x und z das gleich
Netzgerät HP 6624A verwendet. Die y-Richtung wird mit einer Stromquelle vom
Typ Heinzinger TN32-130 betrieben.

3.5.3 Vermessung der Magnetfeld- und der Intensitätsschwan-

kungen

Wenn Messungen mit hoher Präzision durchgeführt werden sollen, muss über-
prüft werden, wie hoch die Schwankungen der experimentellen Parameter sind.
In dem vorgestellten Experiment interessieren insbesondere die Stabilität des Ma-
gnetfeldes und der Mikrowellenpulse des Strahlteilers. Die Vermessung der atoma-
ren Resonanz mittels unterschiedlicher Methoden kann Auskunft darüber geben.
Dazu eignet sich beispielsweise eine statistische Analyse des Transfers bestimmter
Übergänge, für feste Pulslängen und Frequenzen. Ein Vergleich mit Monte-Carlo-
Simulationen erlaubt dann eine Abschätzung der Schuss-zu-Schuss Schwankungen.
Dadurch lassen sich auf die Schwankungen der einzelnen Parameter zurückschlie-
ÿen. So äuÿern sich Schwankungen des Magnetfeldes in Änderungen der atoma-
ren Resonanzfrequenzen und führen damit zu einer Verstimmung der Mikrowelle.
Schwankungen in der Intensität der Mikrowelle führen zu einer geänderten Ra-
bifrequenz. Die ermittelten Pulslängen stimmen so beispielsweise nicht mehr mit
dem gewünschte Längen des π- oder π/2-Pulses überein.

Um die Schwankungen zu vermessen, wird der Transfer durch bestimmte Mikro-
wellenpulse analysiert. Dabei wird betrachtet, wie stark der Mittelwert des Transfer
schwankt, wenn mehrerer Experimente unter gleichen Bedingungen erfolgen. Be-
sonders geeignet dafür sind Vielfache des π/2-Pulses (π/2; 3π/2; 5π/2; ...). Durch
eine geeignete Wahl des betrachteten Übergangs kann ausgewählt werden, welche
Schwankungen genauer betrachtet werden sollen. Um die Schwankungen der Inten-
sität zu betrachten ist der |2,0⟩ → |1,0⟩ Übergang besonders geeignet, da dieser in
erster Ordnung insensitiv auf Veränderungen des Magnetfeld reagiert. Der Über-
gang |2,2⟩ → |1,1⟩ hingegen ist besonders sensitiv auf das Magnetfeld und eignet
sich damit dessen Schwankungen zu vermessen.
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Abbildung 3.27: Messung zur Bestimmung des Magnetfeldrauschens und des Rauschen
der Mikrowellenintensität

Zur Überprüfung der ermittelten Schwankungen können andere Übergänge be-
trachtet werden. Besonders interessant ist dabei der Strahlteilerübergang |2,1⟩ →
|1,0⟩. Durch den Vergleich mit numerischen Monte-Carlo Simulationen können so
die ermittelten Werte der Schuss-zu-Schuss Schwankungen bestätigt werden. Die
Abbildung 3.27 zeigt eine solche Vergleichsmessung. Die blauen Punkte mit den
Fehlerbalken entsprechen den gemessenen Standardabweichungen des Transfers auf
dem |2,1⟩ → |1,0⟩-Übergang für unterschiedliche nπ/2-Pulse (n = 1; 3; 5; ...). Die
Werte sind aus Verteilungen ermittelt worden, wie sie im Inset der Abbildung
am Beispiel des 11π/2-Puls dargestellt ist. Die grauen Punkte entsprechen den
Werten, die mit Hilfe einer Monte-Carlo Simulation ermittelt worden sind. Dabei
ist angenommen worden, dass das Magnetfeld um 330 µG und die Intensität um
0,35 % schwankt. Diese Werte sind auch konsistent mit anderen durchgeführten
Messungen. So können die Magnetfeldschwankungen auch mittels Ramseyspektro-
skopie [32, 164] bestimmt werden, bei der Intensitätsschwankungen die Messung
nur minimal beein�ussen.
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Kapitel 4

Spindynamik

Die Spindynamik ist die Grundlage aller hier vorgestellten Experimente. Sie hängt
stark von äuÿeren Ein�üssen ab und wird daher im folgenden Kapitel für bestimm-
te Fallenkon�gurationen näher betrachtet. Diese Untersuchungen sind analog zu
denen aus Ref. [66,67,101,103] und charakterisieren die grundlegenden Eigenschaf-
ten der Spindynamik.

Als erstes wird die zeitliche Abhängigkeit des Transfers betrachtet. Diese er-
laubt Aussagen über den Gültigkeitsbereich der vorgestellten Näherungen aus Ab-
schnitt 2.1.2. Aus den Messungen der Zeitabhängigkeiten werden die Evolutions-
zeiten für die Spindynamik festgelegt, um zu gewährleisten, dass die Experimente
im jeweils besten Regime ablaufen.

Der nächste Punkt ist die Untersuchung der Magnetfeldabhängigkeit. Diese ist
sehr stark durch das externe Potential geprägt. Die Form gibt Auskunft über die
beteiligten Fallenmoden der Dynamik. Durch eine geeignete Wahl des Magnetfeldes
können damit bestimmte Moden ausgewählt und genauer untersucht werden.

4.1 Zeitabhängigkeit der Spindynamik und para-

metrische Verstärkung

In Gleichung (2.26) wird gezeigt, dass die zeitliche Besetzung der |2,± 1⟩-Niveaus
einem mit einem exponentiellen Verlauf genähert werden kann. Diese wird durch
die Fallenmode mit der gröÿten Instabilitätsrate bestimmt. Zur Untersuchung des
Verstärkungsprozesses wird die Zeit der Spindynamik verändert und betrachtet,
wie sich die Population der einzelnen Zustände verhält.
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4.1.1 Zeitabhängigkeit in der zylindrischen Falle

Die erste Fallenkon�guration, die betrachtet werden soll, ist die zylindrische Falle.
Wie in Abschnitt 3.3 erwähnt, dient diese zur Analyse der Strukturbildung und
der spontanen Symmetriebrechung aufgrund der Spindynamik. Ein entscheidender
Punkt für die Auswertung ist, dass die räumlichen Dichteverteilungen möglichst
gut zu erkennen sind. Dementsprechend muss die Dauer der Dynamik ausreichend
lange gewählt werden, so dass die betrachteten Moden mit vielen Atomen besetzt
werden. Zu lang darf die Zeit allerdings nicht sein, da ansonsten die Strukturen
aufgrund von Stoÿprozessen verwaschen und so unscharf werden.
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Abbildung 4.1: Zeitentwicklung des Transfers aller fünf Spinzustände für die zylindrische
Falle. (a) zeigt alle in einem gemeinsamen Graph. Die Abbildungen (b)-(f) zeigen die
Zeitabhängigkeit separat für jeden Spinzustand. Die gestrichelten Kurven entsprechen
einer Anpassung an die Daten bis 20 ms mit der Funktion A sinh(t/τ) mit A = 0.005 ±
0,002 und τ = (4,6± 0,4) ms für die blaue Kurve und 1− 2A sinh(t/τ) für die Schwarze.

In der Abbildung 4.1 sind die Teilchenzahlen aller Spinkomponenten relativ
zur Gesamtteilchenzahl gegen die Spindynamikdauer aufgetragen. Jeder Punkt
entspricht einer Mittelung über 16 unabhängige Messungen. Die eingezeichneten
Fehlerbalken entsprechen den zugehörigen Standardabweichungen. Das gewählte
Magnetfeld von 1,06 G zeigt entlang der y-Achse und steht so senkrecht zu den
beiden stärksten Fallenachsen. Zur Detektion wird das alte System verwendet, wie
in Abschnitt 3.2.1 beschrieben. Dessen Detektionslimit liegt bei etwa 500 Atomen.
Aus diesem Grund ist der Verlauf der Messkurve bis zu einem Wert von etwa
10 ms �ach. Erst ab dort ist der aus Gleichung (2.26) erwartete, exponentielle
Anstieg für die Population der |2,± 1⟩-Zustände zu erkennen (Abb. 4.1 (c),(d)).
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Dieser hält bis zu einer Zeit von etwa 20 ms an. Danach hat die Population der
|2,± 1⟩-Zustände einen Wert von jeweils ≈ 25 % erreicht und ändert sich nur noch
marginal. Die Population in |2,0⟩ erreicht gleichzeitig einen Wert von etwa ≈ 50 %.
Es kommt zu einer Art Sättigung, bei der sich die relative Population der Zustände
kaum mehr ändert. Die eingezeichneten Kurven entsprechen einer Anpassung an
die Daten bis 20 ms mit der Funktion A sinh(t/τ) für die |2,± 1⟩-Komponenten
und 1 − 2A sinh(t/τ) für die |2,0⟩-Komponente. Für die Parameter ergeben sich
A = 0.005±0,002 und τ = (4,6± 0,4) ms. Für andere Magnetfelder ist der Verlauf
der Kurve ähnlich. Er unterscheidet sich lediglich durch die Stärke des Anstiegs
und durch den Zeitpunkt der Sättigung.

Dieser Sättigungse�ekt kann auf mehrere Faktoren zurückgeführt werden. Zum
einen sorgt die Entleerung des |2,0⟩-Zustandes dafür, dass sich der Prozess der Spin-
dynamik verlangsamt. Es bildet sich ein Gleichgewicht in dem die sich die gleiche
Anzahl von Atomen in |2,0⟩ und in der Summe aus |2,1⟩ und |2,− 1⟩ be�nden.
Die Näherung des unendlich groÿen Reservoirs ist somit nicht mehr legitim. Zum
anderen zeigen die Transferkurven, dass es ab diesem Zeitpunkt zu einer nachweis-
baren Population der |2,± 2⟩-Zustände kommt. Diese wird hervorgerufen, durch
spinändernden Stöÿen zwischen den erzeugten |2,± 1⟩ Zuständen mit dem |2,0⟩
BEC.

Ein weiterer wichtiger Punkt, der zur Sättigung führt, ist der Verlust von Teil-
chen aufgrund Hyperfeinniveau-ändernder Stöÿe. Diese führen ebenfalls zu einer
Reduktion der Teilchenzahl des Ursprungskondensates [80,103]. Ohne sie wäre der
Prozess der Spindynamik kohärent wie in Referenz [109] für einen anderen An-
fangszustand beschrieben und würde zu Oszillationen der Besetzungszahlen der
Zustände führen. Anhand der Messdaten ist analog zu der genannten Publikation
eine leichte Oszillation in den Populationen der Zuständen mF = 0 und mF = ±1
zu erahnen. Im Rahmen der statistischen Messfehler ist diese jedoch nicht signi�-
kant.

Die Abbildung 4.2 zeigt die zeitliche Entwicklung der Standardabweichungen,
der Messungen aus Abbildung 4.1. Es ergibt sich ein ganz ähnliches Bild wie für die
Populationen der Zustände. Auch hier ist zu Anfang der erwartete exponentielle
Verlauf zu sehen. Dieser weist auf ein Verhalten hin, wie es aufgrund von Gleichung
(2.31) erwartet wird. Ab einem Wert von 20 ms fällt der Wert der Standardabwei-
chung schnell ab. Dies ist derselbe Zeitpunkt, zu dem in der Abbildung 4.1 die
Sättigung einsetzt. Diese sorgt neben einer maximalen relativen Population der
Ausgangszustände auch für eine Reduktion der zugehörigen Fluktuationen. Auch
hier repräsentieren die eingezeichneten Kurven eine Anpassung an die Daten bis
20 ms mit der Funktion A sinh(t/τ) für |2,± 1⟩ beziehungsweise 2A sinh(t/τ) für
|2,0⟩. Die Parameter stimmen mit A = 0.004± 0.002 und τ = (5,5± 0,7) ms im
Rahmen des Fehlers mit den Werten der relativen Besetzungen aus Abbildung 4.1
überein, wie es von der Theorie vorhergesagt wird (vgl. Gl. (2.31)).
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Abbildung 4.2: Zeitentwicklung der Standardabweichung des Transfers aller fünf Spin-
zustände für die zylindrische Falle. (a) zeigt alle in einem gemeinsamen Graph. Die Ab-
bildungen (b)-(f) zeigen die Zeitabhängigkeit separat für jeden Spinzustand. Die gestri-
chelten Kurven entsprechen einer Anpassung an die Daten bis 20 ms mit der Funktion
A sinh(t/τ) für die |2,± 1⟩-Zustände und 2A sinh(t/τ) für den |2,0⟩-Zustand. Die so er-

haltenen Parameter lauten mit A = 0.004± 0.002 und τ = (5,5± 0,7) ms

4.1.2 Zeitabhängigkeit in der elliptischen Falle

Für die elliptische Falle sieht der Verlauf der Zeitabhängigkeiten ganz analog zum
zylindrischen Fall aus, wie in Abbildung 4.3 gezeigt. Auf der linken Seite ist die
absolute Teilchenzahl und auf recht ist die zugehörige Standardabweichung in Ab-
hängigkeit der Spindynamikdauer dargestellt. Das homogene Magnetfeld dieser
Messung entspricht einem Wert von 1,23 G und zeigt entlang der x-Achse. Bei die-
sem Feld werden auch alle weiteren Untersuchungen bezüglich der nichtklassischen
Eigenschaften vorgenommen.

Im Gegensatz zu der vorherigen ist diese Messung mit dem neuen Detektions-
system aufgenommen worden, welches auf die präzise Detektion der Teilchenzahlen
in den |2,± 1⟩-Zustände optimiert ist. Der Verlauf des Ursprungskondensates ist
hier nicht dargestellt, da in diesem Bereich fast alle Photonen des Detektionslichts
absorbiert werden.

Auch in diesen Graphen ist der anfängliche exponentielle Anstieg der Gesamt-
teilchenzahl klar zu erkennen. Die Sättigung tritt hier bereits bei Werten gröÿer
15 ms ein. Genau wie zuvor erreicht die zugehörige Standardabweichung ihren Ma-
ximalwert bei eben diesen 15 ms.

Jeder Punkt aus Abbildung 4.3 entspricht einer Mittelung über 100-300 Mess-



4.1. Zeitabhängigkeit der Spindynamik und parametrische Verstärkung 99

Spindynamikzeit [ms]

G
e
s
a
m

tt
e
ilc

h
e
n
z
a
h
l,

n
[1

0
]

+
3

0

2

4

6

8

10

12

0

1

2

3

4

Spindynamikzeit [ms]

S
ta

n
d
a
rd

a
b
w

e
ic

h
u
n
g

Δ
n

[1
0

]
+

3

0 10 20 30 40

æ æ æ æ æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ æ

æ æ

æ

æ
æ

æ

æ

æ

0 10 20 30 40

æ æ æ æ æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

(a) (b)

Abbildung 4.3: (a) Zeitentwicklung des Transfers der |2,± 1⟩ Spinzustände für die ellip-
tische Falle. Die eingezeichnet Kurv entsprichch einer Anpassung an die Daten bis 15 ms
mit der Funktion A sin(t/τ) mit A = 137±37 und τ = (3,8± 0,3) ms. (b) Zeitentwicklun-
gen der zugehörigen Standardbweichung. Auch hier entspricht die Kurve einer Anpassung

A sin(t/τ). Daraus ergeben sich die Werte A = 92± 28 und τ = (4,0± 0,4) ms.

punkten. Dies erlaubt eine detailliertere Analyse der Verteilungen der Gesamtteil-
chenzahlen in |2,± 1⟩. Dafür sind diese für ausgewählte Zeiten in Abbildung 4.4
in Form von Histogrammen aufgetragen. Das zuvor diskutierte Verhalten kann an-
hand dieser Graphen veranschaulicht werden. Für gröÿere Zeiten nimmt die Breite
der Verteilungen immer weiter zu. Bei einemWert von 15 ms tritt jede Teilchenzahl
zwischen 0 und 12000 Atomen auf. Dementsprechend verschiebt sich mit zuneh-
mender Zeit auch der Mittelwert zu gröÿeren Teilchenzahlen.

Die Sättigung wird ersichtlich, wenn die Zeit weiter vergröÿert wird. In dem
Fall verringert sich die Wahrscheinlichkeit, dass durch die Spindynamik geringe
Teilchenzahlen in den |2,± 1⟩-Zuständen entstehen. Dementsprechend verringert
sich die Breite der Verteilung und es bildet sich ein schmales Maximum. Auÿerdem
ist die Zahl nach oben bei einem Mittelwert von etwa 8500 Atomen begrenzt. Im
weiteren Verlauf ändern sich die Form und die Position der Verteilung kaum noch.
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Für die Untersuchungen der nichtklassischen Eigenschaften ist es einerseits
wichtig, dass die Spindynamik im Regime der exponentiellen Verstärkung liegt.
Ansonsten könnte der Zustand durch den E�ekt der Sättigung langsam zerstört
werden. Andererseits muss die Zeit möglichst lang gewählt werden, damit sich eine
dominante Mode herausbilden kann und der Ein�uss schwächerer Moden mög-
lichst gering ist. Dies hat auch den Vorteil, dass die Population in den |2,± 1⟩-
Ausgangszuständen möglichst groÿ wird, um mit dem gegebenen Detektionssystem
die nichtklassischen Eigenschaften nachweisen zu können. Aus diesen Gründen er-
folgen die Experimente am oberen Rand der exponentiellen Verstärkung bei 15 ms.

4.2 Magnetfeldabhängigkeit und Resonanzen

Ein weiterer wichtiger Punkt, der hier untersucht wird, ist die Abhängigkeit der
Spindynamik vom angelegten homogenen Magnetfeld. Bereits in den ersten Expe-
rimenten zur Spindynamik in dieser Arbeitsgruppe sind dabei interessante Phäno-
mene entdeckt worden [66]. So hat sich gezeigt, dass für bestimmte Magnetfelder
Resonanzen des Transfers in die |2,± 1⟩-Zustände auftreten. Theoretisch ist dies
bereits in Abschnitt 2.1.5 bei der Behandlung der Spindynamik im Kastenpotential
diskutiert worden.

Die exakten Positionen und Höhen der Resonanzen können aus diesem einfa-
chen Modell allerdings nicht errechnet werden. Wie bereits in Abschnitt 2.8 er-
wähnt, werden daher numerische Methoden verwendet, bei denen das gesamte
e�ektive Potential berücksichtigt wird, um das Verhalten vollständig zu beschrei-
ben [66,67]. Kopplungen zwischen verschiedenen Fallenniveaus führen dann dazu,
dass die Transfere�zienz unterschiedlich starke Maxima aufweist. Mit der Numerik
kann auch die Verringerung des Transfers aufgrund von Teilchenverlusten in der
Falle berücksichtigt werden. So ist es gelungen, eine gute Übereinstimmung der
experimentellen Daten mit den theoretischen Simulationen zu erzielen [67]. Die-
se Untersuchungen haben weiterhin ergeben, dass die Stärken und die Positionen
der Resonanzen stark vom e�ektiven Potential abhängen. So führen Änderungen
der Dichte beziehungsweise der Gesamtteilchenzahl n+ zu einer Verschiebung der
Resonanzen proportional zu (n+)2/5. Zudem führt ein Ändern der gewählten Fal-
lenfrequenzen zu einer anderen Form der Magnetfeldabhängigkeit.

Für die hier vorgestellten Experimente ist es demnach wichtig, wie sich die Spin-
dynamik für die unterschiedlichen Kon�gurationen verhält. Dazu wird im Vorfeld
jeweils die Magnetfeldabhängigkeit ermittelt. Die Sequenz ist ähnlich zu der, wie
sie in den ursprünglichen Experimenten [66,67] verwendet werden.

Für den Start der Spindynamik müssen mehrere Bedingungen erfüllt werden.
Als erstes muss ein Bose-Einstein-Kondensat im Zustand |2,0⟩ in der gewünschten
Falle erzeugt werden. Zusätzlich muss ein Magnetfeld zwischen 0 G und 3 G ange-
legt werden. Die Reihenfolge der einzelnen Schritte kann unterschiedlich ausfallen.
Im Verlauf der Untersuchungen sind mehrere Vorgehensweisen entwickelt worden,
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um die Spindynamik zu starten.
Eine Möglichkeit ist, dass die Präparation der Atome über die adiabatischen

Rampen bei einem Magnetfeld zwischen 6 G und 10 G geschieht, wie in Abschnitt
3.4 erklärt. Bei diesen Magnetfeldern konnte bisher keine Spindynamik beobachtet
werden. Diese wird anschlieÿend gestartet, indem das Magnetfeld auf den Sollwert
heruntergefahren wird. Dieses Verfahren wird für die Untersuchungen der Ma-
gnetfeldabhängigkeit in der zylindrischen Falle verwendet. Zum Zeitpunkt dieser
Untersuchungen ist die aktive Magnetfeldstabilisierung noch nicht implementiert
gewesen. Erst diese ermöglicht es, die Zustände der Atome durch gezielte Mikrowel-
lenpulse zu manipulieren (vgl. Abschnitt 3.4.3). Damit wird das zweite Verfahren
erst ermöglicht.

Die Atome werden zunächst im |1,1⟩-Zustand präpariert. Dieser ist stabil und
daher tritt keine Spindynamik auf. Anschlieÿend wird der Sollwert des Magnetfel-
des eingestellt. Die Dynamik wird gestartet, indem die Atome durch einen ange-
passten Mikrowellenpuls in den Ausgangszustand |2,0⟩ transferiert werden.

Die anschlieÿende Entwicklungszeit sollte für den ganzen Magnetfeldbereich,
auf dem die Spindynamik untersucht werden soll, nicht im gesättigten Regime lie-
gen. Für die zylindrische Falle wird daher ein Wert von 17 ms und für die elliptische
ein Wert von 15 ms ausgewählt. Nach dieser Zeit wird die Dipolfalle ausgeschal-
tet und die Dynamik so gestoppt. Während der anschlieÿenden Fallzeit erfolgt die
zustandsselektive Detektion. Wird der Anteil der transferierten Atome gegen das
Magnetfeld aufgetragen, so ergibt sich eine charakteristische Resonanzstruktur.
Diese kann auf das Energiespektrum in der Falle übertragen werden, indem die
Messpunkte gegen die quadratische Zeemanenergie aufgetragen werden. Der Wert
für die Umrechnung lautet 72 Hz/G2 für den Fall der |2,± 1⟩-Zustände.

4.2.1 Magnetfeldabhängigkeit in der zylindrischen Falle

Für die zylindrische Falle mit den Fallenfrequenzen 187 Hz, 183 Hz und 67 Hz
ist die Magnetfeldabhängigkeit der Spindynamik in Abbildung 4.5 gezeigt. Jeder
Punkt entspricht einer Mittelung über 68 Messungen. Die Struktur ähnelt dem
analogen Graphen, aus der Verö�entlichung [67]. Für die zylindrische Fallengeo-
metrie erlaubt die Symmetrie eine einfache Zuordnung der Resonanzen mit dem in
Abschnitt 2.1.5 beschriebenen Modell des zweidimensionalen Kastenpotentials. Die
Abstände der Eigenenergien aus (2.16) werden dazu an die Positionen der Maxima
angepasst. Für den Thomas-Fermi-Radius als einzigen freien Parameter ergibt sich
so ein Wert von RTF = 3,7 µm. Die grauen Linien in der Abbildung entsprechen
den so erhaltenen Eigenenergien, wenn die quadratische Zeemanenergie aus dem
Magnetfeld berechnet wird. Die zugehörigen Zahlen entsprechen den Quantenzah-
len n,l für die radiale und die Drehimpulsanregung. Der Vergleich zeigt, dass die
relativen Abstände zwischen Eigenenergien recht gut zu denen der Resonanzen
passen. Die Gröÿe des Thomas-Fermi-Radius ist konsistent mit einem Wert von
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Abbildung 4.5: Magnetfeldabhängigkeit der Spindynamik in der zylindrischen Falle. Die
Messpunkte sind durch die blauen Punkte gekennzeichnet, mit den entsprechenden Feh-
lerbalken gegeben durch den statistischen Fehler. Die orangefarbene Kurve ist ein Spli-
ne durch die Messpunkte. Die grauen Linien entsprechen den berechneten Positionen
der Eigenenergien nach Gleichung (2.16) mit RTF = 3,7 µm. Für jede Energie sind die

Quantenzahlen (n,l) angegeben.

3,9 µm, der unabhängig mit Hilfe der Gross-Pitaevskii-Gleichung berechnet wurde.
Die zugehörigen räumlichen Moden werden im Abschnitt 5.1 des nächsten Kapitel
näher untersucht.

4.2.2 Magnetfeldabhängigkeit in der elliptischen Falle

Die Resonanzkurve für die elliptische Falle ist in der Abbildung 4.6 dargestellt.
Wird sie mit der Kurve aus Abbildung 4.5 verglichen, so erscheint die Struktur
sehr ähnlich. Dies liegt daran, dass gegenüber der Messung aus Abbildung 4.5
lediglich die Intensität eines Dipolstahls verändert worden ist. Der Unterschied
zwischen beiden besteht lediglich in den unterschiedlichen Resonanzpositionen. So
hat sich die Position der stärksten Resonanz aus Abbildung 4.5 von etwa 1,4 G
nach 1,23 G verschoben.

Für die elliptische Falle kann die Zuordnung der Resonanzen nicht so einfach
erfolgen wie für die zylindrische Falle. Aus diesem Grund wird der Verlauf analog
zu Ref. [66] mit den numerisch berechneten Instabilitätsraten verglichen. In Ab-
bildung 4.6 (b) sind aus diesem Grund noch einmal die Graphen (b) und (e) aus
Abbildung 2.25 gemeinsam in Abhängigkeit des Magnetfeldes dargestellt. Die linke
y-Achse gibt den Wert der Instabilitätsraten der Moden an, die durch die durch-
gezogenen Linien gekennzeichnet sind. Auf der rechte Achse ist das Verhältnis



4.3. Abhängigkeit von der Anfangsteilchenzahl für die elliptische Falle 103

0

2

4

6

8

10

G
e

s
a

m
tt

e
ilc

h
e

n
z
a

h
l,
 n

+
 [

1
0

]
3

0

0,5

1,0

1,5

2,0

In
s
ta

b
ili

tä
ts

ra
te

 [
H

z
]

40

30

20

10

0

P
/P

S
a
a

t
V

a
k
u

u
m

0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5

æ

æ æ æ æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ
æ æ

æ

æ

æ

æ
æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ

æ æ
æ

æ

æ
æ

æ æ

æ æ
æ

æ
æ

æ æ æ

Magnetfeld G@ D

(a)

(b)

Abbildung 4.6: (a) Magnetfeldabhängigkeit der Spindynamik in der elliptische Falle. (b)
Die zwei berechneten gröÿten Instabilitätsraten (linke y-Achse) zusammen mit dem Ver-
hältnis der Verstärkung von Saatatomen und der von Vakuum�uktuationen (rechte y-

Achse) aus Abbildung 2.25.

der Verstärkung von Saatatomen und Vakuum�uktuationen angegeben (gestichel-
te Kurve). Die Positionen der Maxima der stärksten Instabilitätsrate passen gut zu
den Positionen der gezeigten Resonanzenkurve. Die Experimente zu den nichtklas-
sischen Zuständen erfordern, dass nach Möglichkeit nur eine Fallenmode angeregt
wird. Zudem sollte sie weitestgehend insensitiv auf Saatatome sein. Wie in Ab-
schnitt 2.8 diskutiert, sind beide Bedingungen recht gut bei einem Magnetfeld von
≈ 1,2 G erfüllt.

4.3 Abhängigkeit von der Anfangsteilchenzahl für

die elliptische Falle

Dieser Abschnitt betrachtet das Verhalten der Spindynamik in Abhängigkeit der
Anfangsteilchenzahl des ursprünglichen |2,0⟩-Kondensates. Das Verhalten der Re-
sonanzmaxima bezüglich dieser Gröÿe wird bereits in den Arbeiten [66, 101, 103]
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eingehender behandelt. Deshalb wird an dieser Stelle nur untersucht, wie sich
die Besetzung der Ausgangszustände ändert, wenn die anfängliche Gröÿe des Ur-
sprungskondensats |2,0⟩ variiert wird.

Die Experimente dazu �nden in der elliptischen Falle statt. Die Zeit der Spindy-
namik (15 ms) und das Magnetfeld (1,23 G) werden jeweils konstant gehalten. Zum
Einstellen der Anfangsteilchenzahl wird vor der Reinigungssequenz (vgl. Abschnitt
3.4) die Länge des ersten Präparationspulses verändert. Die Anfangsteilchenzahl
wird bestimmt, indem nach der Spindynamik die Atome aller drei Spinzustände
addiert werden. Die Abbildung 4.7 (a) zeigt die Abhängigkeit der Anfangsteilchen-
zahl von der Pulslänge. Die Pulslängen liegen im Intervall von {π/4,π/2}. Der
Grund für diese Wahl ist anhand der Abbildung 4.7 (b) ersichtlich. Dieser zeigt die
Zahl der Atome in den |2,± 1⟩-Zustände nach der Spindynamik in Abhängigkeit
der Anfangsteilchenzahl. Da die Instabilitätsrate En =

√
(ϵn + q)2 − Ω2

e� implizit
über Ωe� = U1n0(r⃗) von der Dichte und damit der Teilchenzahl abhängt, würde
man einen exponentiellen Anstieg erwarten. Bis zu einer Anfangsteilchenzahl von
≈ 25000 Atomen in |2,0⟩ ist dieser auch zu erahnen. Für höhere Teilchenzahlen
verläuft die Steigung fast linear und wird ab ≈ 40000 Atomen deutlich �acher.
Dies lässt darauf schlieÿen, dass der parametrische Verstärkungsprozess ab einem
Wert von ≈ 25000 Atomen hier nicht mehr im linearen Regime verläuft sondern
das System bei der Zeit von 15 ms bereits im Bereich der Sättigung betrieben wird.
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Abbildung 4.7: Teilchenzahlabhängigkeit der Spindynamik (a) Abhängigkeit der Anfangs-
teilchenzahl in |2,0⟩ von der Länge des Präparationspulses. (b) Transferierte Atom in

|2,± 1⟩ in Abhängigkeit der Anfangsteilchenzahl in |2,0⟩



Kapitel 5

Räumliche Moden und spontane

Symmetriebrechung

Das folgende Kapitel beschreibt die experimentellen Ergebnisse zur Ausbildung
räumlicher Moden und der dabei auftretenden spontanen Symmetriebrechung. Es
enthält somit den ersten Teil der Hauptresultate der vorliegenden Arbeit die auch
in der Publikation [68] vorgestellt werden.

Im ersten Abschnitt werden die Beobachtungen der räumlichen Dichtevertei-
lungen beschrieben, die sich als Folge der Spindynamik im e�ektiven Potential
ergeben. Es wird gezeigt, wie sich die Form der Verteilungen unter Variation der
Fallenfrequenzen ändert.

Anschlieÿend werden die räumlichen Moden der zylindersymmetrischen Falle
eingehender untersucht. Dazu werden ausgewählte mittlere Dichten dargestellt und
mit den theoretischen Simulationen aus Abschnitt 2.1.5 verglichen. Die Anpassung
einer Superposition an die Dichteverteilungen gibt dann eine Abschätzung für den
Ein�uss der Moden bei unterschiedlichen Magnetfeldern.

Der letzte Abschnitt des Kapitels beschreibt die Beobachtung und die Analyse
der spontanen Symmetriebrechung durch die Spindynamik. Es wird gezeigt, dass
sich die Dichteverteilungen mit einer klaren Orientierung bilden, die die räumli-
che Symmetrie brechen. Darüber hinaus treten bei bestimmten Magnetfelderen
unterschiedliche Dichtenverteilungen der |2,± 1⟩ -Zustände auf, die in einer lokale
Magnetisierung und damit einer Brechung der Spinsymmetrie resultieren.

5.1 Räumliche Moden

Wie im Theorieteil gezeigt, führt die Spindynamik dazu, dass unterschiedliche Ei-
genzustände des e�ektiven Potentials besetzt werden können (vgl. Abschnitt 2.1.5).

105



106 Kapitel 5. Räumliche Moden und spontane Symmetriebrechung

Im Experiment äuÿert sich dies durch unterschiedliche räumliche Dichteverteilun-
gen. Diese können durch die Detektion nach der TOF aufgelöst und damit analy-
siert werden. Die Formen der Verteilungen hängen stark vom e�ektiven Potential
ab und erlauben so eine weitere Möglichkeit die Falle qualitativ zu charakterisieren.
Auf den Magnetfeldresonanzen der Spindynamik treten die reinsten Eigenmoden
des e�ektiven Potentials auf, so dass auch hier die zugehörigen Quantenzahlen (n,l)
den unterschiedlichen Resonanzpositionen zugeordnet werden können.

5.1.1 Räumliche Moden in der elliptischen Falle

Das die Spindynamik zu unterschiedlichen räumlichen Strukturen der Dichtevertei-
lungen in den |2,± 1⟩-Zuständen führt, zeigen bereits die Publikationen [66, 101].
In der Abbildung 5.1 sind die zugehörigen Absorptionsaufnahmen auf den Ma-
gnetfeldresonanzen nochmals dargestellt. Die Detektionsrichtung ist so gewählt,
dass sie parallel zur Hauptachse der schwachen Fallenfrequenz liegt. Zu sehen sind
die räumlich getrennten, atomaren Wolken der unterschiedlichen Zeemanzustände
nach erfolgter Spindynamik mit anschlieÿender Stern-Gerlach-Separation (vgl. Ab-
schnitt 3.2). Die groÿe Wolke in der Mitte zeigt das Ursprungskondensat in |2,0⟩,
während die äuÿeren Wolken die transferierten Atome in |2,± 1⟩ darstellen.

Auf der ersten Resonanz (B = 0,65 G) ähneln die Strukturen der |2,± 1⟩-
Wolken der des Ursprungskondensats. Auf der zweiten Resonanz (B = 1,29 G)
hingegen bildet sich eine Tripelstruktur mit drei in einer Reihe liegenden Maxi-
ma aus, die sich deutlich von der |2,0⟩-Wolke unterscheidet. Um eine anschauliche
Erklärung für diese Verhalten zu bekommen, muss die verwendete Fallenkon�gura-
tion betrachtet werden. Die hier verwendete vertikal gekreuzten Dipolfalle besitzt
Fallenfrequenzen von ω = 2π(47,132,176) Hz. In einer ersten grobe Näherung kann
diese Kon�guration als eindimensionales Kastenpotential betrachtet werden (vgl.
Abschnitt 2.1.3 und Abb. 2.4). Auf der ersten Resonanz besetzen die Atome in
|2,± 1⟩ die Grundmode des Kastenpotentials, während auf der zweiten Resonanz
die dritte Mode besetzt wird. Die zweite kann in dieser Kon�guration nicht beob-
achtet werden, da die zugehörige Instabilitätsrate wegen des geringen Überlapps
dieser Mode mit dem Ursprungskondesat zu klein ist. Dies gilt auch für höhere
Moden, die in dieser Kon�guration ebenfalls nicht beobachtet werden können.

Anhand der Tripelstruktur des zweiten Resonanzmaximums lässt sich das Ver-
halten des Potentials bei Änderung der Dipolfalle veranschaulichen. Im vorange-
gangenen Kapitel zur Magnetfeldabhängigkeit ist gezeigt worden, dass sich bei Än-
derung der Fallenfrequenzen die Form der Resonanzkurven nicht sonderlich ändert
(vgl. Abb. 4.5 und Abb. 4.6). Es ergibt sich immer ein hohes Maximum im Bereich
um 1,3 G, welches sich nur leicht verschiebt. Werden die Dichteverteilungen dieses
Maximums für unterschiedliche Fallenkon�gurationen aufgenommen, so ergeben
sich die Absorptionsbilder, wie sie in Abbildung 5.2 für den |2,+ 1⟩-Zustand dar-
gestellt sind. Die Form des |2,− 1⟩-Zustandes sieht jeweils identisch aus. Für jede
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m =+1F m =0F m =-1F

(a) B=0,65 G

(b) B=1,29 G

Abbildung 5.1: Gemessen räumliche Dichtepro�le der Daten aus [66]. Die Bilder sind auf
den Maximalwerten des Resonanzgraphen aufgenommen.

Aufnahme sind die gemessenen Fallenfrequenzen und das Verhältnis der beiden
stärksten Fallenfrequenzen ωmed/ωmax angegeben.

Abbildung 5.2 (a) ist eine Vergröÿerung der Tripelstruktur des |2,+ 1⟩-Zustands
der vorherigen Abbildung 5.1(b). Der Wechsel zur horizontalen Dipolfallenkon�-
guration (vgl. 3.3) erlaubt eine Reduktion des Verhältnisses ωmed/ωmax (Abb. 5.2
(b)). Die Tripelstruktur bleibt erhalten, die zuvor runden Maxima bekommen al-
lerdings eine elliptische Form. Werden die Fallenfrequenzen durch Variation der
Intensitäten weiter angepasst, so vergröÿern sich die beiden äuÿeren Ellipsen und
deren Enden biegen sich nach innen (Abb. 5.2 (c)). Sie bilden damit Ausschnitte
eines Ringes um das zentrale Maximum. In Abbildung 5.2 (d) haben sich die beiden
Ellipsen miteinander vereinigt und bilden einen symmetrischen Ring. Hier sind die
beiden starken Fallenfrequenzen fast identisch. Diese Kon�guration entspricht am
nächsten einem zylindersymmetrischen Potential und ist für die Untersuchungen
zur spontanen Symmetriebrechung verwendet worden.

(158Hz, 132Hz) (171Hz, 161Hz, 77Hz) (187Hz, 183Hz, 67Hz)(176Hz, 132Hz, 47Hz)

ωmed/ =0,75ωmax ωmed/ =0,83ωmax ωmed/ =0,94ωmax ωmed/ =0,98ωmax

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 5.2: Entwicklung der Tripelstruktur für unterschiedliche Fallenkon�guratio-
nen. Von links nach rechts nähert sich das Verhältnis ωmed/ωmax der beiden stärksten
Fallenfrequenzen der eins. Die Falle ähnelt daher immer mehr einem zylindrischen Po-

tential.
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Mit Hilfe der Tripelstruktur kann auch das Drehen des Aspektverhältnisses der
Dipolfalle bei nicht perfekter Justage beobachtet werden (vgl. Abschnitt 3.3.2).
Die Abbildung 5.3 (a) zeigt die Rotation der Tripelstruktur wenn die Leistung des
schwachen Dipolstrahls sukzessive erhöht wird, während die Leistung des starken
Strahls konstant bleibt. Unterhalb der Aufnahmen (Abb. 5.3 (b)) sind die Orien-
tierungen der Hauptachse mit der gröÿten Fallenfrequenz gegen die Leistung des
schwachen Dipolstrahls aus Abbildung 3.13 aufgetragen. Die Winkel der Struktu-
ren folgen sehr gut der Orientierung der Hauptachse mit der starken Fallenfrequenz.
Dies unterstützt die Aussage, dass in der elliptischen Falle die gröÿte Fallenfrequenz
die Dynamik dominiert und das System in erster Näherung als eindimensional be-
trachtet werden kann.

Leistung des schwachen Strahls der Dipolfalle [mW]
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Abbildung 5.3: Hier ist gezeigt, dass die Orientierung der Tripelstruktur dem Winkel der
Hauptachse mit der stärksten Fallenfrequenz folgt. (a) zeigt Absorptionsaufnahmen der
gedrehten Tripelstrukuren mit zugehörigen Fallenfrequenzen. In (b) ist noch einmal die
Richtung der stärksten Hauptachse bei Änderung der Intensität des horizontalen Strahls

aus Abbildung 3.13 gezeigt.

5.2 Die gemittelten Dichteverteilungen der zylin-

drischen Falle

Von besonderem Interesse sind die räumlichen Strukturen des zylindersymmetri-
schen Potentials. Die Symmetrie erlaubt eine einfache Beschreibung und Interpre-
tation der entstehenden Moden. Die theoretischen Simulationen, entsprechend der
in Abschnitt 4.2 zugeordneten Quantenzahlen (n,l), sind in der Abbildung 5.4 (a)
dargestellt. Darunter sind die gemittelten experimentellen Dichteverteilungen bei
den jeweiligen Magnetfeldresonanzen zu sehen (Abb. 5.4 (b)). Zum Vergleich sind
zusätzlich die Messpunkte auf der Resonanzkurve gekennzeichnet (Abb. 5.4 (c)).
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Abbildung 5.4: (a) Simulierten Dichteverteilungen für die angegebenen Quantenzahlen
(n,l). (b) Gemittelte experimentelle Absorptionsaufnahmen. (c) Resonanzkurve mit Mar-

kierungen der verwendeten Magnetfelder.

Zur Erstellung der gemittelten Dichten werden alle 68 Absorptionsaufnahmen eines
Magnetfeldwertes verwendet. Die Helligkeitsskalierung aller Aufnahmen ist iden-
tisch gewählt und gibt somit Auskunft über die Stärke des jeweiligen Transfers. Ab
der (n = 3,l = ±2)-Mode ist dieser leider zu gering und erlaubt keine Beobachtung
der entsprechenden räumlichen Moden. Die gemittelten Dichteverteilungen für alle
Magnetfelder der Resonanzkurve können in Anhang A.3 nachgeschlagen werden.

Der Vergleich zwischen den simulierten und den gemessenen Dichten zeigt, dass
sich das reale System gut durch das einfache Modell des zylindrischen Kastenpo-
tentials beschreiben lässt. Auÿerdem bestätigt sich so die Zuordnung der Quan-
tenzahlen zu den Maxima der Resonanzkurve (vgl. Abschnitt 4.2).

Einzig im Fall der (1, ± 1) und der (2, ± 2)-Mode, scheinen die Simulationen
und die gemessenen Daten nicht zueinander zu passen. Dies ist auf die Tatsache
zurückzuführen, dass diese Moden energetisch gesehen nahe an den benachbarten
(1,0) beziehungsweise (3,0)-Moden liegen (vgl. Abschnitt 2.2 und Abb. 2.7). Dies
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B=0,77G B=1,92G

m =1F

m =-1F

(a) (b)

Abbildung 5.5: Vergleich der gemittelten Absorptionsaufnahmen bei (a) 0,77 G und (b)
1,92 G mit simulierten Superpositionen. Für die Simulation der Überlagerung der (1,±1)-
Mode mit der (1,0)-Mode sind die Funktionen ∝ 2ϕ1,0(r,φ1,0)+ϕ1,1(r,φ1,1) für den |2,1⟩-
Zustand und ∝ 2ϕ1,0(r,φ1,0)+ϕ1,−1(r,φ1,−1) für den |2,− 1⟩-Zustand verwendet worden.
Im Fall von (2, ± 2) mit (3,0) entspricht die simulierte Verteilung in beiden Fällen der

Funktion ∝ 2ϕ3,0(r,φ3,0) + ϕ2,2(r,φ2,2) + ϕ2,−2(r,φ2,−2).

führt zu Überlagerungen mit den benachbarten Moden. Da die zugehörigen Insta-
bilitätsraten in dem Bereich zwischen den benachbarten Moden ähnlich hoch sind,
reicht die Zeit nicht aus, damit sich eine Dominanz der (1,±1)- bzw. (2,±2)-Moden
ausbilden kann. Eine Verlängerung der Zeit ist nicht möglich, da sich die Dynamik
bereits nah des Sättigungsregimes bewegt.

Um die These der überlagerten Moden zu stützen, werden in der Abbildung
5.5 die gemessenen Pro�le mit simulierte Superpositionen benachbarter Moden
verglichen. Die relativen Stärken der simulierten Superposition der (1,0)- mit den
(1,1)- und (1,−1)-Moden sind durch Vergleich mit der Messung bestimmt worden.
Das Gleiche gilt für die Superposition der (2, ± 2)-Moden mit der (3,0)-Mode.
Es ergibt sich daraus eine qualitative Übereinstimmung der theoretischen und der
gemessenen Daten.

Wird dieses Konzept der überlagerten Moden weitergeführt, so können auch
die Pro�le zwischen den Maxima durch die Simulationen reproduziert werden.
Auÿerdem ergibt sich so eine Möglichkeit die Stärken der jeweiligen Moden auf
den unterschiedlichen Maxima zu analysieren. Dafür wird bei der Auswertung der
Absorptionsaufnahme eine Superposition der ersten sechs räumlichen Moden durch
eine Anpassungsroutine automatische an das jeweilige Dichtepro�l angepasst. Die
anzupassende Funktion sieht folgendermaÿen aus,

|Φs(r,φ)|2 =|A1,0ϕ1,0(r,φ) + A1,1e
iα1,1ϕ1,1(r,φ) (5.1)

+ A1,−1e
iα1,−1ϕ1,−1(r,φ) + ...+ A3,0ϕ3,0(r,φ)|2

Die Gröÿen r und φ sind die Variablen. Die freien Parameter sind die Wichtungen
An,l und die Phasen αn,±l der Drehimpulszustände. Werden die Mittelwerte der
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Abbildung 5.6: Gezeigt sind die Parameter der Anpassung des Superpositionszustandes
|Φs(r,φ)|2 der ersten sechs Eigenmoden gemäÿ nebenstehender Legende (vgl. Text).

|An,l|2 der unterschiedlichen Magnetfelder aufgetragen, so ergibt sich der Graph in
Abbildung 5.6. Die durchgezogene orangefarbene Linie entspricht der Resonanz-
kurve aus Abbildung 4.5. Werden alle ermittelten Parameter quadratisch addiert,
so ergibt sich die schwarze Linie. Die gestrichelten Kurven entsprechen den Moden
ohne Drehimpuls. Es ist gut zu sehen, dass diese wie erwartet auf den zugeordne-
ten Resonanzpositionen dominieren. Das Gleiche gilt auch für die Moden mit Dre-
himpuls, die durch die gepunkteten Kurven gekennzeichnet sind. Diese gezeigten
Kurven sind quadratische Summen der entartete Moden mit l und −l. Die Abwei-
chungen zwischen den beiden durchgezogenen Kurven, kann durch den gröÿeren
Fehler der Anpassungsroutine erklärt werden. Diese ist stärker von der Qualität der
Aufnahmen abhängig welche durch verschiedene E�ekte beeinträchtigt wird (vgl.
Abschnitt 3.2.1). Zudem sind der Schwerpunkt und der Radius für die Anpassung
festgelegt worden, um unsinnige Ergebnisse weitestgehend zu vermeiden. Dadurch
kann es passieren, dass diese Gröÿen leicht von den realen Werten abweichen, wo-
durch die angepassten Dichteverteilungen eine geringere Teilchenzahl aufweisen
kann. Dennoch bietet diese Form der Auswertung einen zusätzlichen Einblick in
die Struktur der Resonanzkurve. Es bestätigt sich einmal mehr die Zuordnung der
Quantenzahlen zu den entsprechenden Resonanzmaxima. Um quantitativere Aus-
sagen tre�en zu können, müsste die Auswertung insensitiver auf die Bildstörungen
erfolgen. Dazu könnten die Strukturen zum einen über einen skaleninvarianten Al-
gorithmus besser identi�zieren werden wie in Ref. [149] gezeigt wird. Zum anderen
besteht die Möglichkeit, statt des einfachen Strahlbildes, eine Überlagerung meh-
rerer Strahlbilder zu generieren, mit der die Bildfehler minimiert werden [150�152].
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5.2.1 Symmetriebrechung der (1, ± 1)-Mode durch externe

Ein�üsse

Wie bereits theoretisch hergeleitet (vgl. Abschnitt 2.3), kann eine Superpositi-
on benachbarter Moden zu einer Brechung der räumlichen und der Spinsymme-
trie führen. Dies fällt insbesondere bei Betrachtung der gemittelten Aufnahmen
für 0,77 G in Abbildung 5.5 auf. Hier ist eine Asymmetrie in der Verteilung zwi-
schen der |2,+ 1⟩ und der |2,− 1⟩-Wolke erkennbar und die räumliche Symmetrie
ist somit gebrochen. Neben der räumlichen gilt dies auch für die Spinsymmetrie.
Der Spin ist nicht mehr homogen über die Wolke verteilt, sondern es bilden sich
Domänen, in denen eine der Spinkomponenten dominiert. Dies wird anhand von
Abbildung 5.7 besonders deutlich. Hier sind die beiden Verteilungen noch einmal
dargestellt (Abb. 5.7 (a),(b)), wobei der Spin gemäÿ der nebenstehenden Skala
farblich kodiert ist. Werden diese beiden Bilder übereinander gelegt (Abb. 5.7 (c)),
so entspricht dies der räumlichen Magnetisierung über die gesamte Wolke, bevor
die einzelnen Zeemanzustände durch die Stern-Gerlach-Aufspaltung voneinander
getrennt werden. Nach der Spindynamik ist das vormals homogene unmagnetisier-
te System somit in ein System mit einer dipolaren Spinverteilung übergegangen
und die Spinsymmetrie ist lokal gebrochen.

Magnetisierung

1

0

-1

m =1F m =-1F

(a) (b) (c)

Abbildung 5.7: Magnetisierung der gemittelten Bilder auf der (1,± 1)-Resonanz entspre-
chend der Farbskala. (a) Farblich kodierte Spinverteilung der |2,+ 1⟩-Wolke. (b) Farblich
kodierte Spinverteilung der |2,− 1⟩-Wolke. (c) Spinverteilung der Überlagerten Wolken.
Dies entspricht der räumlichen Magnetisierung über die gesamte Wolke vor der Stern-

Gerlach-Aufspaltung. Es zeigt sich eine lokale Brechung der Spinsymmetrie.

Das Auftreten dieser Asymmetrie bei den gemittelten Dichten zeigt, dass diese
Symmetriebrechung nicht spontan erfolgt, sondern durch externe Ein�üsse her-
vorgerufen wird, die bei jedem Experimentdurchlauf ähnlich sind. Im idealen Fall
ist keine Vorzugsrichtung ausgezeichnet und die Symmetrie wird erst durch Va-
kuum�uktuationen spontan gebrochen. Gemittelt sollte dies zu einer homogenen
Verteilung führen. Die Erklärung für diese Form der Symmetriebrechung sind Saa-
tatome, die sich vor der Spindynamik in den mF = ±1-Zuständen be�nden. Wie
in [67] gezeigt, werden in diesem Fall nicht die Vakuum�uktuationen sondern die
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m =1F

m =-1F

Haltezeit: 0ms 2ms 4ms 8ms 10ms 12ms

φ= 0,4π 0,5π 0,6π 0,7π 0,8π 0,9π

(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.8: Sequenz zur Dichteoszillation der (1,0),(1,± 1)-Superposition. Von links
nach rechts wird die Haltezeit in der Dipolfalle nach der Spindynamik geändert. (b)
Gemessene Dichteverteilungen. (a), (c) Simulationen. Für die Simulationen werden die
relativen stärken der beteiligten Moden festgehalten. Es wird lediglich die relative Phase
φ zwischen den (1,0) und den (1, ± 1)-Eigenfunktionen variiert. Die Funktionen für die
Simulationen sehen folgendermaÿen aus: ∝ 2ϕ1,0(r,φ1,0 + φ) + ϕ1,1(r,φ1,1 − φ) und ∝

2ϕ1,0(r,φ1,0 − φ) + ϕ1,1(r,φ1,−1 + φ).

Saatatome parametrisch verstärkt. Die Erzeugung dieser geschieht vorwiegend in
der (1,0)-Mode, da hier der gröÿte Überlapp mit den Ursprungskondensat besteht.
Bereits kleinste Störungen, wie verbleibende Magnetfeldgradienten können dann
die Symmetrie brechen, zumal die spezielle Form der Superpositionsmode aufgrund
ihres dipolaren Charakters sehr sensitiv auf äuÿere Magnetfeldgradienten ist.

Wird diese Asymmetrie genauer betrachtet, so können Schwingung der Dichten
innerhalb der Dipolfalle beobachtet werden. Dies ist in der gemessenen Bilderse-
quenz in Abbildung 5.8 (b) dargestellt. Von links nach rechts tauschen die beiden
Spinkomponenten ihre Position in der Falle. Die Aufnahmen sind entstanden, in-
dem nach der Spindynamik bei 0,64 G das Magnetfeld auf einen Wert von 9,8 G
erhöht wird, um weitere Spindynamik zu unterdrücken. Anschlieÿend folgt eine
variable Haltezeit in der Dipolfalle, bevor die Atome detektiert werden. Die be-
obachtbaren Schwingungen können auf eine Oszillation der relativen Phasen der
beteiligten Superpositionszustände zurückgeführt werden. Dies zeigt die Simula-
tionen, die ober- und unterhalb der gemessenen Dichten dargestellt sind (Abb.
5.8(a),(c)).

Zur Extraktion der Oszillationsfrequenz sind die Koordinaten der Schwerpunk-
te relativ zueinander ermittelt worden. Die zugehörigen Graphen sind in Abbildung
5.9 dargestellt. Eine Anpassung durch eine gedämpfte Sinusfunktionen ergibt Wer-
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Abbildung 5.9: Schwerpunktskoordinaten der (1,0),(1,±1)-Superposition in Abhängigkeit
der Zeit für (a) der relativen x- und (b) der relativen y- Koordinaten der Wolken. Zur
Erstellung dieser Graphen, sind die der Schwerpunkte der Aufnahmen in Abbildung 5.8

bestimmt worden.

te von νx = 40± 3 Hz und νy = 45± 3 Hz für die Oszillationsfrequenz, was in etwa
dem theoretisch berechneten energetischen Abstand der ersten beiden Moden von
34 Hz entspricht.

5.3 Die einzelnen Dichteverteilungen

Die Betrachtung der gemittelten Bilder gibt bereits Einblicke in die Eigenschaften
der Spindynamik und die zugehörigen Symmetrien. Durch sie wird ersichtlich, in
wie weit äuÿere Störungen die Zylindersymmetrie des e�ektiven Potentials beein-
�ussen. Mit den gemittelten Verteilungen lässt sich allerdings nicht feststellen ob
spontane Symmetriebrechungen auftreten. Der Theorie nach sollten sich diese in
der räumlichen Struktur spontan ausbilden, wenn nur Moden mit gleicher Quan-
tenzahl n und gegensätzlichen Drehimpulsen miteinander interferieren. Nach obiger
Analyse ist dies auf der (1, ± 1)-Resonanz durch die Überlagerung mit der (1,0)-
Mode und äuÿeren Ein�üssen nicht möglich. Die Resonanzen der Quantenzahlen
(2, ± 1) und (3, ± 1) hingegen erscheinen vielversprechender, da die gemittelten
Dichteverteilung bei 1,66 G und 2,31 G zylindersymmetrisch sind. Auf den zu-
gehörigen Bildern ist somit keine Symmetriebrechung aufgrund äuÿerer Ein�üsse
erkennbar.
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1,0 1, 1± 2,0 2,±1 2, 2± 3,0 3,±1

m =1F

m =-1F

0,52G 0,77G 1,28G 1,67G 1,92G 2,05G 2,31GB=

(a)

(b)

Abbildung 5.10: Vergleich zwischen (a) den theoretischen Simulationen (vgl. Text) und
(b) ausgewählten einzelnen Absorptionsaufnahmen auf den jeweiligen Resonanzpositio-

nen.

Um diese Moden genauer zu untersuchen, werden die einzelnen Absorptions-
aufnahmen analysiert. Analog zur Abbildung 5.4 werden die simulierten Dichten
(Abb. 5.10(a)) mit den gemessenen Dichten (Abb. 5.10(b)) für ausgewählte Ein-
zelaufnahmen auf den Resonanzen dargestellt. Die Annahmen zum erstellen der
Simulationen werden weiter unten beschrieben. Ohne die Mittelung ist das Signal-
zu Rauschverhältnis bedeutend geringer. Aus diesem Grund sind die Bilder nach-
träglich individuell skaliert, um die räumlichen Strukturen hervorzuheben. Die Hel-
ligkeit der Aufnahmen tri�t daher im Gegensatz zu Abbildung 5.4 keinerlei Aussage
über den absoluten Transfer.

Die ungemittelten Aufnahmen der Abbildung 5.10 o�enbaren, dass sich die
räumlichen Strukturen der Moden ohne Drehimpuls nicht von den gemittelten Bil-
der unterscheiden. Wie erwartet kommt es für diese Werte zu keiner Brechung der
Symmetrie. Die Simulationen der Dichten der (1, ± 1)- und der (2, ± 2)-Moden
sind wie in Abbildung 5.5 Superpositionen mit den benachbarten Moden. Auf der
Aufnahme der (1, ± 1)-Mode ist zudem die oben diskutierte induzierte Symme-
triebrechung noch deutlicher zu erkennen.

Interessanter sind allerdings die Moden (2,±1) und (3,±1)mit Drehimpuls. Die
einzelnen Aufnahmen unterscheiden sich deutlich von den gemittelten Bildern aus
Abbildung 5.4. Die Strukturen der Wolken sind nicht länger zylindersymmetrisch
sondern weisen eine klare Orientierung auf. Die räumliche Symmetrie ist demnach
gebrochen. Dies ist auf eine Superposition der Vortex- und der Anitvortexmode zu-
rückzuführen. Die Simulationen zeigen jeweils eine solche Überlagerung, welche die
Strukturen sehr gut wiedergeben. Der Orientierungswinkel der Dichte wird durch
die relative Phase zwischen Vortex- und Antivortexmode gegeben und ist in der
Simulation frei gewählt.
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Weiterhin ist insbesondere bei (2, ± 1)-Resonanz zu erkennen, dass die Ori-
entierung der Strukturen der |2,+ 1⟩- und der |2,− 1⟩-Wolke nicht in die gleiche
Richtung zeigen. Analog zur (1, ± 1)-Mode führt dies dazu, dass die lokale Ma-
gnetisierung nicht erhalten bleibt. Dies deutet daher auf einen Ein�uss benach-
barter Moden hin. Wie noch gezeigt wird, tragen hier keine äuÿeren Störungen
zur Brechung der Spinsymmetrie bei. In den nächsten Abschnitten werden diese
Symmetriebrechungen eingehender studiert.

5.4 Analyse der Symmetriebrechung

Aus dem obigen Vergleich der gemittelten mit den einzelnen Absorptionsaufnah-
men geht hervor, dass die (2, ± 1)-Mode das Potential hat, um das Auftreten
spontaner Symmetriebrechung zu beobachten. Dafür spricht, dass die gemittelten
Bilder keinen Hinweis darauf geben, dass eine Symmetriebrechung aufgrund äuÿe-
rer Ein�üsse vorliegt. Weiterhin ist auf den einzelnen Aufnahmen eine Brechung der
räumlichen Symmetrie und der Symmetrie der lokalen Magnetisierung erkennbar.
Auÿerdem ist das Signal zu Rauschverhältnis gut genug, um häu�g klare Struktu-
ren detektieren zu können, die keine allzu lange Datenaufnahme erfordern und eine
einfache Auswertung erlauben. Im Vergleich dazu stellt bei der (3,± 1)-Resonanz
insbesondere der letzte Punkt ein Problem dar.

Um die auftretenden Symmetriebrechungen der (2,±1) genauer zu untersuchen,
sind bei sechs verschiedene Magnetfeldern zwischen 1,59 G und 1,85 G, jeweils 540
Messungen aufgenommen worden. Um dabei das Signal zu Rauschverhältnis zu
optimieren ist die Spindynamikzeit auf 20 ms erhöht. Dadurch kann der Bereich
der parametrischen Verstärkung voll ausgenutzt werden. Die Durchführung dieser
Messung erfordert eine sehr hohe Stabilität und Zuverlässigkeit des Experiments,
da die Daten an einem Stück, über ein komplettes Wochenende Tag und Nacht,
aufgenommen worden sind.

Die Abbildung 5.11 zeigt die gemittelten Bilder der Messung für die unter-
schiedlichen Magnetfelder. Darunter ist ein Ausschnitt der Resonanzkurve zu se-
hen, auf der die Messpunkte gekennzeichnet sind. Die Aufnahme zeigen, dass die ge-
mittelten Dichteverteilungen für alle Magnetfelder weiterhin zylindersymmetrisch
sind. Die Bilder bei 1,69 G, 1,74 G und 1,79 G weisen ein klar erkennbares Mini-
mum im Zentrum der Wolke auf. Dies lässt darauf schlieÿen, dass dort die (2,±1)-
Mode dominiert. Bei den anderen Feldern treten dementsprechend Überlagerungen
mit den benachbarten Moden häu�ger auf, wodurch aus den gemittelten Bildern
nicht mehr eindeutig die dominante Mode bestimmt werden kann. Dies ist auch
auf den Einzelbildern zu erkennen und ist der Grund, für die Wahl des Magnet-
feldintervall. Bei gröÿeren oder kleineren Feldern können überhaupt keine klaren
Strukturen der (2,± 1)-Mode mehr detektiert werden.

Die gemittelten Bilder geben bereits einen ersten Hinweis, über die Art der
Symmetriebrechung. Hier wird keine bestimmte Orientierung bevorzugt, was dar-
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Abbildung 5.11: (a) Gemittelte Aufnahmen der Messung zur Symmetriebrechung im Be-
reich der (2,± 1)-Resonanz (b) Vergröÿerter Bereich des Resonanzgraphen 4.5 mit einge-

zeichneten Messpunkten der gezeigten Aufnahmen.

auf schlieÿen lässt, dass alle möglichen Winkelkonstellationen während der Mes-
sung besetzt worden sind. Die zeigt, dass im Gegensatz zur (1,± 1)-Mode bei der
Symmetriebrechung, hier Saatatome und Magnetfeldgradienten keine Rolle spielen.
Vielmehr sorgen Vakuum�uktuationen dafür, dass bei jeder Messung ein anderer
Winkel auftreten kann.

Eine genauere Analyse bietet die Auswertung der Einzelbilder. Typische Ab-
sorptionsaufnahmen aus der Messreihe sind in Abbildung 5.12 gezeigt. Die meisten
Bilder zeigen eine Struktur, wie in Abbildung 5.12 (a) dargestellt. Die Dichtever-
teilungen zeigen eine klare Orientierung an, deren Winkel bestimmt werden kann.
Allerdings können auch andere Strukturen auftreten, wie die Aufnahmen (b)-(e)
zeigen. Diese lassen keine eindeutige Winkelbestimmung zu. Das Bild (b) zeigt
beispielsweise eine Überlagerung zwischen der (2, ± 1) mit der (2,0)-Mode, die
weiterhin eine Zylindersymmetrie aufweist. Ähnliches gilt in Bild (c). Auch hier
bleibt die anfängliche Symmetrie erhalten und der Verteilung kann kein Winkel
zugeordnet werden. Die Struktur entspricht einer reinen (2,+ 1)- beziehungsweise
(2, − 1)-Mode, in der keine Superposition der beiden Drehimpulsmoden auftritt.
Dies lässt sich damit erklären, dass die relative Stärke zwischen den Vortex- und
Antivortex Moden frei wählbar ist. Was dazu führen kann, dass für den |2,+ 1⟩
nur eine der beiden Drehimpulsmoden angesprochen wird. In dem |2,− 1⟩-Zustand
wird dann Aufgrund der Drehimpulserhaltung die entsprechend andere Mode an-
geregt. In diesem Fall entstehen die räumlichen Verteilungen nicht aus einer In-
terferenz sondern aus einer reiner Vortex- und einer reinen Antivortexmode. Mit
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Hilfe der Detektion können diese nicht voneinander unterschieden werden. Eine
weitere Struktur, die auftreten kann, zeigt die Abbildungen (d). Bei dieser ist die
Stärke des Transfers durch die Spindynamik und damit das Signal- zu Rauschver-
hältnis zu gering um eine Winkelbestimmung vornehmen zu können. Dies kann
ebenfalls durch störende E�ekte, wie ungewolltes Heizen in der Dipolfalle hervor-
gerufen werden. Dadurch können sich auch Bilder ohne klar erkennbare Strukturen
ausbilden, wie in (e) gezeigt. Um die Symmetriebrechung zu untersuchen, werden
daher nur Messungen oberhalb einer festgelegten Teilchenzahl verwendet. Zudem
werden zwei unterschiedliche Verfahren angewandt, um den Winkel der Dichtever-
teilungen zu bestimmen. Damit können Aufnahmen, wie in Abbildung 5.12 (b)-(e)
gezeigt, aussortiert werden. Die Daten, die nicht durch diese Raster aussortiert
worden sind, werden verwendet um die Verteilungen der Winkel zu erstellen und
so die Art der Symmetriebrechung zu analysieren.

(a) (b) (c) (d) (e)

m =1F

m =-1F

Abbildung 5.12: Typische Aufnahmen der Messung zur Symmetriebrechung im Bereich
der (2,± 1)-Resonanz

Analyse durch Anpassung der theoretischen Dichteverteilungen an die

Daten

Bei der ersten Methode werden die Funktion Φ2,±1(x, φ) = A2,+1ϕ2,+1(x,φ+φ0) +
A2,−1ϕ2,−1(x,φ) der überlagerten Vortex- und Antivortexmoden an die Wolken der
|2,+ 1⟩- und |2,− 1⟩-Zustände angepasst. Die Funktion ist dieselbe, wie sie zur Si-
mulation der Dichteverteilung der (2,± 1)-Mode verwendet wird (vgl. Abb. 5.10).
Der Parameterbereich für die Bestimmung des Mittelpunktes und der Ausdehnung
der Strukturen werden stark eingeschränkt, da diese durch Position und Form des
Potentials gegeben sind und für alle Messungen gleich sind. Für die Amplituden
wird angenommen, dass sie gleich groÿ sind A ≡ A2,1 = A2,−1. Diese sowie die rela-
tive Phase φ0 zwischen den Moden, sind freie Parameter. Die Phase φ0 legt dabei
den Winkel der räumlichen Strukturen fest. Durch die Anpassungsroutine wird sie
immer mit demselben absoluten Winkel verglichen und entspricht daher der Ori-
entierung der Wolken. In der Abbildung 5.13 ist eine solche Anpassung zu sehen.
Neben der ursprünglichen Absorptionsaufnahme (Abb. 5.13 (a)) ist die Funktion
Φ2,±1 mit angepassten Parametern (Abb. 5.13 (b)) und die Di�erenz beider Bilder
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gezeigt (Abb. 5.13 (c)). Diese wird durch die Anpassungsroutine minimiert. Da
die Winkel der gemessenen und der angepassten Dichte gut übereinstimmen, ist
die Di�erenz sehr �ach. Eine stichpunktartige Kontrolle der angepassten Funktion
und der Residuen zeigt, dass sich dieses Verfahren zur Winkelbestimmung eignet.

m =1F

m =-1F

-

-

=

=

Messung Angepasste
Funktion

Differenz

(a) (b) (c)

Abbildung 5.13: Hier ist ein Vergleich einer (a) gemessenen mit einer (b) angepassten
Dichteverteilung dargestellt. Die angepasste Funktion dient dazu, den Winkel der Orien-
tierung zu ermitteln. In (c) ist die Di�erenz zu sehen, um zu verdeutlichen, dass beide

Verteilungen gut übereinstimmen.

Analyse durch Bestimmung des Quadrupoltensors

Für die zweite Methode wird ausgenutzt, dass die asymmetrische Dichtverteilung
ein nicht verschwindendes Quadrupolmoment aufweist. Dies erlaubt, für jede ein-
zelne Wolke einen zugehörigen Quadrupoltensor

Qij =
∑
k

nk

(
3(r⃗k)i(r⃗k)j − δij(r⃗k)

2
)

(5.2)

zu bestimmen. Die Summe geht über alle Pixel k der Kamera in einem festge-
legten Bereich um die einzelnen Wolken. Die Gröÿe nk entspricht der gemessenen
Teilchendichte auf dem jeweiligen Pixel und r⃗k dem zugehörigen Ortsvektor. Der
Ursprung ist dabei so gewählt, dass er im festgelegten Zentrum der Wolke liegt. Die
Indizes i,j ∈ {x,y} repräsentieren die einzelnen Komponenten des Tensors und des
Ortsvektors. Um daraus den Winkel der Dichteverteilung zu bestimmen, werden
die Eigenwerte und Eigenvektoren des Tensors berechnet. Diese geben Auskunft
über die Orientierung der räumlichen Mode. Der Eigenvektor mit dem gröÿten Ei-
genwert zeigt entlang der Richtung mit der gröÿten Intensität. Beispielhaft wird
dies in Abbildung 5.14 für die dargestellten Aufnahmen verdeutlicht, in denen
die ermittelten Eigenvektoren des Quadrupoltensors eingezeichnet sind. Der Win-
kel des Eigenvektors des gröÿten Eigenwertes (orangefarbener Pfeil) relativ zur
x-Achse der Kamera entspricht der Phase, die auch schon durch die erste Methode
bestimmt worden ist. Somit lassen sich beide Ergebnisse miteinander vergleichen.
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m =1F m =-1F

Eigenvektor des großen
Eigenwerts

Eigenvektor des kleinen
Eigenwerts

Abbildung 5.14: Bestimmung der Orientierung der Wolken durch Berechnung des Qua-
drupolmoments. Die eingezeichneten Pfeile entsprechen dem Eigenvektoren des gröÿten

(orange) und des kleinsten (blau) Eigenwertes.

Vergleich der Methoden zur Winkelbestimmung

Im Idealfall ergeben beide Methoden jeweils den gleichen Winkel. Dies ist allerdings
aufgrund der stark unterschiedlichen Qualität der Aufnahmen der Spindynamik wie
in Abbildung 5.12 nicht immer der Fall. Um unbrauchbare Bilder auszusortieren,
sind beide Methoden miteinander verglichen worden. Für beide Zeemanzustän-
de sind in Abbildung 5.15 die Ergebnisse der zwei Messverfahren zur Winkelbe-
stimmungen gegeneinander aufgetragen. Aufgrund der Symmetrie der überlagerten
Vortex- /Antivortexmoden bei Rotation um 180◦ sind die ermittelten Winkel je-
weils auf das Intervall von −90◦ bis 90◦ beschränkt. Wie erwartet, ist eine klare
Korrelation zwischen beiden Methoden zu erkennen. Allerdings gibt es auch Ausrei-
ÿer, bei denen die Winkel stark voneinander abweichen. Die Standardabweichung
der Winkeldi�erenzen des Datensatzes hat einen Wert von σφ = 15◦. Für die wei-
teren Untersuchungen werden nur die Experimentdurchläufe verwendet, bei denen
der Unterschied zwischen den Bestimmungsmethoden kleiner als ∆φ = 40◦ ist.
Diese Daten sind in der Graphik 5.15 durch blaue Punkte gekennzeichnet. Deren
Anteil entsprechen einem Wert von 78 % aller Messungen. Die verbleibenden 22 %
sind durch die schwarzen Quadrate gekennzeichnet und werden für die weitere
Auswertung ausgeschlossen. Eine Verringerung des Winkelintervalls ∆φ zur Da-
tenauswahl hat gezeigt, dass die im Folgenden gezeigten Ergebnisse bezüglich der
Winkelverteilung stabil sind. Somit bietet die Kombination der Winkelbestimmung
mittels zweier unabhängiger Verfahren eine gute Möglichkeit zur Datenauswertung
und zur Diskriminierung unbrauchbarer Messpunkte.

5.4.1 Spontane Brechung der räumlichen Symmetrie

Nach Bestimmung der Orientierungen der einzelnen Wolken in den |2,± 1⟩- Zu-
ständen, können deren statistische Verteilungen analysiert werden. Diese sind in
Abbildung 5.16 (a), (b) für die unterschiedlichen Magnetfelder dargestellt. Wie be-
reits bei Betrachtung der gemittelten Dichten vermutet (vgl. Abb. 5.11), ergeben
sich für die Orientierungen der individuellen Wolken Gleichverteilungen der Win-
kel über das gesamte Intervall zwischen −90◦ und 90◦ für alle sechs Magnetfelder.
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Abbildung 5.15: Vergleich der beiden Methoden zur Winkelbestimmung. Hier sind die
ermittelten Winkel beider Methoden gegeneinander aufgetragen. Auf der linken Seite ist
das Ergebnis für die Wolke in |2,+ 1⟩ und auf der rechten Seite für die Wolke in |2,− 1⟩

dargestellt.

Dies lässt den Schluss zu, dass die Winkel jeder Messung rein zufällig sind und
durch Vakuum�uktuationen bestimmt werden. Folglich ist die Symmetrie hier im
Gegensatz zu der (1, ± 1)-Mode spontan gebrochen und wird nicht durch äuÿere
Ein�üsse gestört.

Das leichte Maximum in der Winkelverteilung um 0◦, welches insbesondere bei
dem Magnetfeld von 1,74 G erkennbar ist, kann auf die kleine verbleibende Asym-
metrie zwischen den beiden starken Fallenfrequenzen zurückgeführt werden. Die
Abweichung dieses Maximalwertes vom Mittelwert liegt allerdings noch innerhalb
einer Standardabweichung und ist daher nicht signi�kant.

5.4.2 Spontane Brechung der lokalen Spinsymmetrie

Die Betrachtung der Winkeldi�erenzen gibt Auskunft darüber, in wie weit die
lokale Symmetrie der Magnetisierung gebrochen ist. Ist die Di�erenz der Winkel
zwischen der |2,+ 1⟩- und der |2,− 1⟩-Wolke Null, so haben sie die gleiche Orientie-
rung und es treten keine Strukturen der Magnetisierung auf. Unterscheidet sich die
Di�erenz hingegen von Null, so ist die Magnetisierung nicht mehr homogen über
die gesamte Wolke, sondern es kommt zu Domänen in denen eine Spinkomponente
überwiegt. Durch diese Strukturbildung ist die Spinsymmetrie lokal innerhalb der
Wolke gebrochen. Die Abbildung 5.16 (c) zeigt die Verteilung der Winkeldi�erenzen
zwischen den |2,+ 1⟩ und der |2,− 1⟩-Wolken für unterschiedliche Magnetfelder.



122 Kapitel 5. Räumliche Moden und spontane Symmetriebrechung

-90 0
0

20

40

-90 0 -90 0 -90 0 -90 0 -90 0 90

0

5
10
15

0
5

10
15

Orientierungswinkel [°]

R
e
la

ti
v
e
 H

ä
u
fi
g
k
e
it
 [
%

]
B= 1,59G 1,64G 1,92G 1,74G 1,79G 1,85G

m =1F

m =-1F

Differenz

(a)

(b)

(c)

Abbildung 5.16: Winkelverteilungen der (2, ± 1)-Mode bei unterschiedlichen Magnetfel-
dern. (a) Histogramme der Winkelverteilung des |2,+ 1⟩-Zustands (b) Histogramme der
Winkelverteilung des |2,− 1⟩-Zustands. (c) Verteilungen der Winkeldi�erenzen zwischen

den beiden Wolken.

Hierbei ist die Verteilung aus Symmetriegründen auf das Intervall von −90◦ bis
90◦ beschränkt.

Es ist deutlich zu sehen, dass es für alle Magnetfelder zu einem Maximum
um 0◦ kommt. Das bedeutet, dass beide Dichteverteilungen bevorzugt die gleiche
Orientierung aufweisen und die Spinsymmetrie daher meistens erhalten bleibt. Al-
lerdings fällt auf, dass sich die Verteilungen der einzelnen Magnetfelder deutlich in
der Breite unterscheiden. In Abbildung 5.17 ist dieser Umstand explizit dargestellt.
Hier sind die Standardabweichungen der Winkeldi�erenzen gegen das Magnetfeld
aufgetragen. Bei einem Feld von 1,79 G erreicht die Breite mit 22◦ ein Minimum.
Dieses stimmt mit der Unsicherheit bei der Winkelbestimmung überein. Bei den
anderen Feldern steigt jedoch die Wahrscheinlichkeit, dass die Orientierungen der
Wolken unterschiedliche Winkel haben. Das bedeutet auch, dass räumliche Struk-
turen in der Magnetisierung der Wolken auftreten können und die lokale Spinsym-
metrie somit gebrochen wird. In Abbildung 5.18 ist eine Messung gezeigt, bei der
diese Form der Symmetriebrechung besonders deutlich aufgetreten ist (Abb. 5.18
(a), (b)). Die Magnetisierung ist wie in Abbildung 5.7 gemäÿ der gezeigten Farbs-
kala kodiert. Auch hier ist die Magnetisierung der Gesamtwolke vor der Trennung
der einzelnen Zeemanzustände gezeigt (Abb. 5.18 (c)). Für diese spezielle Messung
ergibt sich eine Verteilung, die Ähnlichkeiten mit einem Quadrupol hat.

Mit den theoretischen Überlegungen der Symmetriebrechung aus Kapitel 2.3
können die obigen Beobachtung mit Hilfe der gequetschten Zustände interpretiert
werden. Dort ist gezeigt, dass die Phasensumme der beiden Zustände gequetscht
ist, falls nur zwei Moden mit gegenläu�gen Drehimpulsen (±l)angeregt werden.
In diesem Fall sind die Winkel beider Dichteverteilungen gleich. Mischungen mit
benachbarten Moden hingegen führen zu einer weiteren Phase, wodurch sich un-
terschiedliche Orientierungen ergeben können. Daraus lässt sich folgern, dass bei
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Abbildung 5.17: Standardabweichung der Verteilung der Winkeldi�erenz der (2, ± 1)-
Moden zwischen den beiden Wolken in Abhängigkeit des Magnetfeldes.
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Abbildung 5.18: Spontan gebrochene lokale Magnetisierung der (2, ± 1)-Mode. Ist (a)
die Struktur der Wolke im |2,+ 1⟩-Zustand gegen (b) die in |2,− 1⟩ gedreht, so kommt
es zu (c) einer Struktur in der räumlichen Magnetisierung. Diese ursprüngliche lokale

Symmetrie wird hier spontan gebrochen.

einem Magnetfeld von 1,79 G die reinsten Moden angeregt werden und der Ein�uss
benachbarter Moden minimal ist. Auf den anderen Magnetfeldern wird der Anteil
der benachbarten Moden an dem Zustand immer gröÿer. Dies führt dazu, dass sich
die Verteilung der Winkeldi�erenz verbreitert. Da aber weiterhin die (2,±1)-Mode
dominiert, kommt es zu dem Maximum um den Winkel 0◦.

Leider ist der Ein�uss benachbarter Moden und die Unsicherheit der Winkelbe-
stimmung zu hoch, als dass eine Quetschung der Phasen beobachtet werden könnte.
Um dies zu erreichen, müssten zum einen die Abstände der Moden durch Änderung
der Falle vergröÿert werden. Zum anderen müsste die Genauigkeit der Winkelbe-
stimmung verbessert werden. Wie präzise diese mindestens sein muss, kann mit der
Formel (σϕ)2 = 1

4n+ aus Ref. [115] für die Phasenvarianz eines kohärenten Zustan-
des abgeschätzt werden. Bei einer Teilchenzahl von beispielsweise 10000 Atomen
müsste die Winkeldi�erenz demnach auf unter 2,8◦ genau bestimmbar sein, da-
mit Fluktuationen unterhalb des Schrotrauschens aufgelöst werden könnten. Das
bedeutet, dass das Verfahren zur Winkelbestimmung um mindestens einen Fak-
tor zehn verbessert werden müsste. Ein erster Schritt zur Verbesserung, wäre die
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Reduktion der Abbildungsfehler, wie es mit dem Detektionssystem zum Nachweis
der nichtklassischen Zustände bereits gelingt. Einer stärkere Vergröÿerung und eine
verbesserten Bildauswertung wie in Ref [150�152], könnten ebenso dazu beitragen,
dass die Methoden zur Winkelbestimmung bessere Ergebnisse liefern.



Kapitel 6

nichtklassische Zustände

Das folgende Kapitel enthält den zweiten Teil der Hauptresultate, deren Ergebnisse
in der Verö�entlichung [62] beschrieben werden. Hier wird der Zustand, der durch
die Spindynamik entsteht, bezüglich seiner nichtklassischen Eigenschaften experi-
mentell untersucht. Im ersten Abschnitt werden die Voraussetzungen gezeigt, die
zur exakten Bestimmung des nichtklassischen Zustands benötigt werden und wel-
che technischen Schwierigkeiten dabei auftreten.

Im zweiten Abschnitt wird nachgewiesen, dass es sich bei dem erzeugte Zustand
um einen nichtklassischen handelt. Dazu wird die Korrelation zwischen den Teil-
chenzahlen der beiden Ausgangszustände genau analysiert. Es wird gezeigt, dass
die Fluktuationen der Teilchenzahldi�erenzen über einen weiten Bereich unter-
halb des Schrotrauschens liegen. Die Qualität dieser Messungen ist dabei lediglich
durch das verbleibende Rauschen in der Detektion limitiert. Wie sich die reduzier-
ten Fluktuationen unter Änderung bestimmter Parameter verhalten, ist ebenfalls
Teil der Untersuchungen.

Im dritten Abschnitt wird beschrieben, wie sich die Anwendung des Strahl-
teilers (siehe Abschnitt 3.4.3) auf die Teilchenzahldi�erenz der Ausgangszustände
auswirkt. Es wird gezeigt, dass die theoretischen Vorhersagen durch die Daten ge-
stützt werden. Damit wird bestätigt, dass der Zustand prinzipiell geeignet ist, um
eine interferometrische Phasenbestimmung unterhalb des Schrotrauschens vorzu-
nehmen. Es wird gezeigt welche experimentellen Bedingungen herrschen müssen,
damit die Form des Ausgangssignals möglichst gut mit der Theorie übereinstimmt
und wie sich das Signal ändert, wenn einige Parameter variiert werden.

Anschlieÿend zeigt der vierten Abschnitt, wie die Unsicherheit der Phasenbe-
stimmung ermittelt wird. Für bestimmte Phasenwinkel erreicht sie einen Wert, der
unterhalb des Standardquantenlimits liegt. Der Zustand eignet sich demnach, um
die Unsicherheit interferometrischer Messungen zu reduzieren.

125
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6.1 Schwierigkeiten beim Nachweis nichtklassischer

Zustände

Im Kapitel 2 ist gezeigt, dass durch den Prozess der Spindynamik ein Zwillings-
Fock-Zustand entsteht. Um diesen experimentell mit Atomensembles von bis zu
104 Teilchen eindeutig nachzuweisen, gibt es verschiedene Möglichkeiten, die alle
ähnlich sind und derzeit durch die gleichen technischen Schwierigkeiten limitiert
werden. So müssten beispielsweise die Zweimodenquadraturen und deren zeitli-
cher Verlauf nach Gleichung (2.41) gemessen werden. Dazu wäre denkbar, analog
zur Optik eine Homodynmessung [165] vorzunehmen, die die Wolken mit einem
lokalen Referenzoszillator vergleicht, wie es vor kurzem in Heidelberg in der Grup-
pe von Markus Obertahler demonstriert worden ist [65]. Eine andere Möglichkeit
ist, eine Zustandstomographie durchzuführen. Aus der Messung der konjugierten
Observablen der relativen Gröÿen ⟨n̂−⟩, ⟨ϕ−⟩ und ⟨n̂+⟩, ⟨ϕ+⟩ können direkt die
Fluktuationen untersucht werden. Daraus lässt sich dann die Wignerfunktion ab-
leiten [60, 166]. Damit verbunden ist die exakte Messung der Verteilung der Jz
Komponente aus Abbildung 2.17 nach Anwendung eines Strahlteilers. Auch dar-
aus lässt sich auf das Vorhandensein des Zwillings-Fock-Zustandes zu schlieÿen.

Bei all diesen Methoden treten allerdings technische Schwierigkeiten auf, die
den Nachweis des Zwillings-Fock-Zustandes derzeit noch limitieren. Zum einen
müssen die Messungen sehr genau sein. Ein Fehler von nur einem Atom in der
Atomzahlbestimmung führt bereits dazu, dass beispielsweise ∆n− nicht exakt be-
stimmt wird, was eine nicht-exakte Reproduktion der Verteilung aus Abbildung
2.17 zur Folge hat. Im Rahmen der Messgenauigkeit kann also lediglich die Aussa-
ge getro�en werden, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass ein Zwillings-Fock-
Zustand vorliegt.

Zum anderen führen auch Verluste von Atomen in den |2,± 1⟩-Zuständen da-
zu, dass die nichtklassischen Korrelationen des Zwillings-Fock-Zustandes verrin-
gert werden. In einem solchen Zustand |n+1,n−1⟩F = |n+/2,n+/2⟩F be�nden sich
Anfangs jeweils exakt n+/2-Teilchen in den beiden Zuständen (vgl. Kapitel 2).
Verluste führen dazu, dass nach einer bestimmten Zeit die Anzahl der Atome
n+1 = n+/2−⟨nloss,+1(t)⟩ und n−1 = n+/2−⟨nloss,−1(t)⟩ zufällig reduziert werden.
Für den Erwartungswert der Di�erenz und der zugehörigen Standardabweichung
gelten dann die Beziehungen

⟨n−
loss⟩ = ⟨nloss,−1(t)⟩ − ⟨nloss,+1(t)⟩ (6.1)

σn−
loss =

√
σnloss,−1(t)2 + σnloss,+1(t)2

=
√

⟨nloss,−1(t)⟩+ ⟨nloss,+1(t)⟩

Im Gegensatz zu den Gleichungen 2.25 sind diese Gröÿen somit von Null verschie-
den. Die gemessenen Fluktuationen steigen demnach mit der zeitabhängigen An-
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zahl der mittleren Verluste. Dies geht solange, bis das Niveau des Schrotrauschens
σn−

SR =
√
n+ erreicht ist.

Trotz dieser Einschränkungen erlauben es die derzeitigen technischen Möglich-
keiten, einen Einblick in die Natur des entstehenden Zustands zu erhalten. So
können analog zu [44�46, 58, 60] Korrelationen nachgewiesen werden, die sich nur
durch das Vorhandensein nichtklassischer Zustände erklären lassen. Weiterhin kann
der Zustand dahingehend getestet werden, ob er sich eignet, um interferometrische
Messungen mit einer Genauigkeit jenseits des Standardquantenlimits durchzufüh-
ren.

Zwei Eigenschaften, die einen Hinweis darauf geben, dass bei dem Prozess der
Spindynamik ein nichtklassischer Zustand entsteht, sind bereits in den vorange-
gangenen Kapiteln vorgestellt worden. Da sind zum einen die Fluktuationen der
Gesamtteilchenzahlen ⟨n+⟩ aus Kapitel 4 in den Abbildungen 4.2 und 4.3. Die-
se sind eindeutig gröÿer, als es ein schrotrauschlimitierter Prozess erwarten lieÿe.
Dieser Hinweis auf einen nichtklassischen Zustand ist allerdings eher schlecht, da
sich von einem erhöhten Rauschen nur schwer auf einen nichtklassischen Zustand
schlieÿen lässt. Schlieÿlich kann nie ganz ausgeschlossen werden, dass die erhöh-
ten Fluktuationen nicht doch durch eine technische Rauschquelle hervorgerufen
werden.

Besser wäre es, das reduzierte Rauschen der konjugierten Observable ϕ+ zu
messen. Wie dies funktionieren könnte, ist bereits in Kapitel 5 gezeigt. Die starke
Korrelation der Winkel der Dichteverteilungen bei einem Magnetfeld von 1,78 G,
lässt sich wie gezeigt durch das Quetschen der Phasensumme ϕ+ erklären. Wie
erwähnt müsste dafür allerdings die Messgenauigkeit um einen Faktor zehn ver-
bessert werden, um diese Quetschung zu zeigen.

6.2 Teilchenzahl�uktuationen unter dem Standard-

quantenlimit

In den Experimenten ist bisher das zweite Paar konjugierter Observablen, beste-
hend aus ⟨n−⟩ und ⟨ϕ−⟩ nicht betrachtet worden. Durch das Messen der zugehö-
rigen Fluktuationen sollten hier nichtklassische Korrelationen beobachtet werden
können. Die Observable ⟨ϕ−⟩ ist dafür ähnlich wie die Gesamtteilchenzahl ⟨n+⟩
eher ungeeignet, da auch hier erhöhte Fluktuationen gemessen werden müssten.

Zum Nachweis der nichtklassischen Fluktuationen ist die Teilchenzahldi�erenz
⟨n−⟩ oder äquivalent ⟨Ĵz⟩ besser geeignet. Der Erwartungswert ⟨Ĵz⟩ = 0 und die
zugehörigen Fluktuationen σĴz = 0 sollten jeweils verschwinden. Um sie zu be-
stimmen, muss lediglich die Anzahl der Atome in den beiden Zuständen gemessen
und daraus die Di�erenz gebildet werden. Das Rauschen der vorgestellten Detek-
tion von σsr = 20 Atome (vgl. Abschnitt 3.2), ist ausreichend gering, um ab einer
Gesamtteilchenzahl von n+ > 1600 Atome Fluktuationen unterhalb des Schro-
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trauschlimits zu beobachten.
Eine weitere wichtige Anforderung an die experimentelle Apparatur ist die Sta-

bilität. Schlieÿlich wird eine hohe Zahl an Datenpunkten bei gleichbleibenden Be-
dingungen benötigt, um die statistische Unsicherheit der Messung zu reduzieren
und den nichtklassischen Zustand zweifelsfrei nachzuweisen.

6.2.1 Beobachtung von reduzierten Fluktuationen bei den

besten Parametern

In diesem Abschnitt werden die Experimente in der elliptischen Falle mit den
Frequenzen ω⃗ = 2π (183 Hz, 151 Hz, 122 Hz) durchgeführt. Diese haben sich im
Verlauf der Untersuchungen als besonders günstig erwiesen. Die zylindrische Falle
aus dem vorangegangenen Kapitel hingegen eignet sich nur bedingt für die Mes-
sung reduzierter Fluktuationen und der interferometrischen Sensitivität, wie später
gezeigt wird.

Für das anliegende Magnetfeld wird ein Wert von 1,23 G gewählt. Bei diesem
Feld erreicht die Transferrate der Spindynamik in der elliptischen Falle ihr Maxi-
mum (vgl. Abb. 4.3). Die gewählte Dauer von t = 15 ms entspricht dem maximalen
Punkt, der noch im Regime des exponentiellen Verlaufs liegt. Am Ende der Spin-
dynamik erfolgt der Nachweis über die zustandsselektive und kalibrierte Detektion
aus Abschnitt 3.2.

Werden zur Auswertung die Teilchenzahlen der beiden Zustände gegeneinander
aufgetragen, so sollten im Idealfall alle Punkte exakt auf der Winkelhalbierenden
liegen. Ein solcher Graph mit insgesamt 200 Messpunkten ist in der Abbildung 6.1
(a) dargestellt. Bis auf wenige Ausnahmen liegen alle Punkte innerhalb des oran-
gefarbenen Bereiches im Hintergrund. Das markierte Areal, entspricht der ersten
Standardabweichung, das für eine unkorrelierte Mischung beider Zustände erwar-
tet würde. In diesem Fall sollten dementsprechend 68 % der Messpunkte innerhalb
und 32 % auÿerhalb des orangefarbenen Bereichs liegen. Wie später noch gezeigt
wird, ist die Streuung der Messpunkte um die Winkelhalbierende auf das Rauschen
der Detektion zurückzuführen.

Eine solche unkorrelierte Mischung ist in der Abbildung 6.1 auf der rechten
Seite gezeigt. Sie ist hergestellt worden, indem ein Bose-Einstein-Kondensat zu-
nächst im Anfangszustand |2,0⟩ präpariert wird. Statt über die Spindynamik wird
ein Teil der Atome mit Hilfe einer Radiofrequenz in die |2,± 1⟩-Zustände transfe-
riert (vgl. Abschnitt 3.4.1). Die Frequenz ist so gewählt, das beide Zeemanzustände
möglichst gleichmäÿig besetzt werden. In der Abbildung ist dies nicht ganz gege-
ben. Das Verhältnis von 48,6 % : 51,4 % ist aber dennoch ausreichend gut. Der
Vergleich der beiden Graphen in Abbildung 6.1 zeigt, dass die Fluktuationen im
Fall der Spindynamik bedeutend geringer ausfallen als für die klassisch hergestellte
Mischung.

Um dies weiter zu analysieren, wird jeweils die Di�erenz beider Teilchenzahlen
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Abbildung 6.1: Teilchenzahlen in |2,± 1⟩ nach Spindynamik und für die klassische Mi-
schung gegeneinander aufgetragen. (a) Anzahl der gemessene Atome n+1 im |2,+ 1⟩ Zu-
stand aufgetragen gegen die Atomzahl n−1 im |2,− 1⟩-Zustand nach Spindynamik. (b)

Gleiche Messung wie zuvor nur mit klassisch hergestellter Mischung

einer Messung gebildet und ihre Häu�gkeit in einem Histogramm aufgetragen. Die
Abbildungen 6.2 (a.1), (b.1) zeigen die Graphen für den Spindynamik- (rot) und
den klassischen Fall (blau), unter Verwendung aller Punkte aus Abbildung 6.1. Im
Gegensatz dazu zeigen die Abbildung 6.2 (a.2)-(a.4) und (b.2)-(b.4) die gleichen
Graphen für unterschiedliche Intervalle der Gesamtteilchenzahl. Die Teilchenzahl-
di�erenzen sind dabei für jeden Punkt durch die Gesamtteilchenzahl geteilt. Die
Höhen der Balken entsprechen den prozentualen Häu�gkeiten. Die eingezeichneten
Kurven sind Gauÿfunktionen, zentriert um den gemittelten Wert n−/n+=̂⟨Ĵz⟩/J ,
mit 1/e-Breiten gegeben durch die Standardabweichungen entsprechend σĴz/J .
Zum besseren Vergleich der Verteilung für die Spindynamik mit der für den klassi-
schen Fall, sind diese Gauÿkurven jeweils in Abbildung 6.2 (c.1)-(c.4) gemeinsam
dargestellt. Das Zentrum der Kurven ist dabei auf die Null verschoben. Die zusätz-
lichen schwarzen Kurven entsprechen den Wahrscheinlichkeitsdichten wie sie theo-
retisch für schrotrauschlimitierten Verteilungen erwartet werden. Wird zusätzlich
noch das Rauschen in der Detektion berücksichtigt, so ergeben sich die gestrichel-
ten orangefarbene Kurven.

Das erste Histogramm aller Teilchenzahlbereiche zeigt bereits, dass die Spin-
dynamik zu einer schmaleren Verteilung führt als durch das Schrotrauschen er-
wartet. Dies ist somit ein erster Beweis für die nichtklassischen Eigenschaften des
Zustandes. Diese Form der Darstellung, bei der der gesamte Teilchenzahlbereich
betrachtet wird, gibt allerdings nur eine qualitative Aussage über die reduzierten
Fluktuationen von Jz relativ zu einem gemittelten Schrotrauschen ⟨σsr⟩. Das Schro-
trauschen ∝

√
n+ hängt allerdings stark von der Gesamtteilchenzahl ab. Da der

Prozess der Spindynamik bereits zu einer breiten Verteilung der Gesamtteilchen-
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Abbildung 6.2: Histogramme der gemessenen Verteilung der Di�erenz für unterschiedliche
Bereiche der Gesamtteilchenzahl. (a) Histogramme für die Spindynamik mit ermittelter
Gauÿkurve (vgl. Text). (b) Histogramme für die klassische hergestellte Mischung mit
ermittelter Gauÿkurve. (c) Gemeinsame Auftragung der ermittelten Gauÿkurven zum

Vergleich untereinander und mit dem Schrotrauschen.

zahl führt (vgl. Abb. 4.3), ist es sinnvoller, kleinere Intervalle zu betrachten, auf
denen die Grenze des Schrotrauschens klarer de�niert ist. Dieses Problem führt da-
zu, dass die Breite der klassischen Verteilung gröÿer ist als erwartet. Hinzu kommt,
dass das absolute Rauschen der Detektion teilchenzahlunabhängig ist (vgl. Abb.
3.6). Daher wirkt es sich für den Nachweis reduzierter Fluktuationen bei kleinen
Teilchenzahlen stärker aus als bei groÿen.

Aus diesen Gründen sind in den Abbildungen 6.2(a.2-a.4) und (b.2-b.4) die
Histogramme für verschiedene Teilchenzahlbereiche gezeigt. Der Vergleich der Hi-
stogramme untereinander zeigt, dass sich nach der Spindynamik die Standard-
abweichungen σJz und damit die Breiten der Verteilungen für die verschiedenen
Teilchenzahlen kaum ändern. Sie stimmen gut mit dem Wert für das Detektions-
rauschen von σDR = 20 Atome überein (vgl. Abschnitt 3.2). Erst im letzten Hi-
stogramm (n+ ∈ {10000; 12000}) fällt die Breite mit 30 Atomen etwas gröÿer aus.
Insgesamt wird deutlich, dass das Rauschen der Detektion die Beobachtung der
nichtklassischen Eigenschaften limitiert. Für kleine Teilchenzahlen liegt das De-
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tektionrauschen im Bereich des Schrotrauschens erst bei gröÿeren Teilchenzahlen
liegt es deutlich darunter, wodurch sich der relative Ein�uss verringert. Verluste
scheinen erst ab Teilchenzahlen über 9000 Atome eine Rolle zu spielen. In dieser
teilchenzahlselektiven Betrachtung folgen die Kurven der klassischen Verteilungen
recht gut den gestrichelten theoretischen Kurven, die sich aus der Kombination
von Schrot- und Detektionsrauschen ergeben.
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Abbildung 6.3: Rauschen der Teilchenzahldi�erenzen aufgetragen gegen den jeweiligen
Mittelwert der Gesamtteilchenzahl. (a) Absolutes Rauschen der Teilchenzahldi�erenzen
der einzelnen Intervalle ausgedrückt durch die Standardabweichung. (b) Rauschen der
Teilchenzahldi�erenz relativ zum Schrotrauschen ausgedrückt durch die Varianz, aufge-

tragen in logarithmischer Skala.

Um das Verhalten der Teilchenzahldi�erenz in Abhängigkeit der Gesamtteil-
chenzahl näher zu untersuchen, können die ermittelten Standardabweichungen der
obigen Verteilungen gegen den jeweiligen Mittelwert der Gesamtteilchenzahl auf-
getragen werden. Eine detailliertere Betrachtung über alle Teilchenzahlen kann
erhalten werden, indem neben den oben gezeigten disjunkten Intervallen, auch
Zwischenintervalle berücksichtigt werden, die durchaus überlappen können. Die
Intervallbreite von ∆ = 2000 Atome wird dabei konstant gehalten. In der Aus-
wertung wird weiterhin darauf geachtet, dass in jedem Intervall mindestens acht
Messpunkte liegen, um einen Wert für die Standardabweichung σJz und für de-
ren Fehler ∆(σJz) =

σJz√
2(s−1)

bestimmen zu können. Hierbei ist s die Anzahl der

Messpunkte des betrachteten Teilchenzahlintervalls. Die so erhaltenen Werte wer-
den dann gegen den Mittelwert der Gesamtteilchenzahl des jeweiligen Intervalls
aufgetragen. Das Ergebnis dieses Vorgehens ist in der Abbildung 6.3 (a) darge-
stellt. Das teilchenzahlabhängige Schotrauschen σSR =

√
n+/2 ist im Graph durch

die gestrichelte Kurve gekennzeichnet. Die gepunktete Kurve entspricht dem er-
mittelten Detektionsrauschen von σDR = 20 Atomen und die Strichpunktlinie der
Kombination aus Schrot- und Detektionsrauschen σSD =

√
(σSR)2 + (σDR)2. Die-

se entspricht daher dem Rauschen, welches man bei einem Experiment mit dem
gegebenen Detektionssystem erwarten würde. Der Schnittpunkt des Detektions-
rauschens mit der Schrotrauschkurve liegt bei n̄+ = 1600 Atomen. Erst ab diesem
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Punkt ist es mit dem bestehenden System technisch möglich reduzierte Fluktuatio-
nen zu messen. Die Standardabweichungen der Verteilungen für die Spindynamik
sind durch die orangefarbenen Kurve dargestellt. Die blaue Kurve stellt die un-
korrelierte Mischung der Zustände dar, die mit Hilfe der Radiofrequenz präpariert
worden ist. Die schattierten Flächen um die Kurven entsprechen jeweils den zuge-
hörigen statistischen Fehlern ∆(σJz).

Das zuvor diskutierte Verhalten der Verteilungen kommt in dem Graph noch
deutlicher zur Geltung. Die Kurve der durch die Radiofrequenz erzeugten Mischung
folgt, wie erwartet, der Linie für die Kombination aus Schrot- und Detektionsrau-
schen. Die Kurve der Spindynamik hingegen ist im Wesentlichen konstant und
stimmt bis zu einer mittleren Gesamtteilchenzahl von etwa 9000 Atomen im Rah-
men des Fehlers mit dem Detektionsrauschen überein. Dadurch vergröÿert sich zu-
nehmend der Unterschied zwischen dem beobachteten Rauschen und dem Schrot-
rauschen. Dies wird noch klarer, wenn wie in Abbildung 6.3 (b) dieselbe Kurve auf
einer logarithmischen Skala in Form der Varianz relativ zum Schrotrauschen aufge-
tragen wird. Die schwarzen Linien entsprechen denen aus der linken Darstellung. Zu
Anfang fällt die Messkurve ab und erreicht bei einem Wert von etwa 7800 Atomen
ihr Minimum. Dort ist die gemessene Varianz (σJz/σJz,SR)

2 = −6,91+0,89
−0,99 dB un-

terhalb des Schrotrauschens. In der Standardabweichung ausgedrückt bedeutet
dies, dass die Fluktuationen nur noch 45± 5 % des Schrotrauschens betragen. In
der Literatur ist es gebräuchlich, den logarithmischen Wert der relativen Varianz
anzugeben. Der Vergleich dieser Werte mit anderen BEC-Experimente zeigt, dass
die relativen Fluktuationen hier vergleichbar gut sind. Allerdings wird er bei einer
deutlich höheren Teilchenzahl erreicht (vgl. Kapitel 1).
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Abbildung 6.4: Abhängigkeit der reduzierten Fluktuationen von der Anfangsteilchenzahl.
(a) Teilchenzahlen in |2,± 1⟩ nach Spindynamik gegeneinander aufgetragen. (b) Abso-
lutes Rauschen der Teilchenzahldi�erenzen ausgedrückt durch die Standardabweichung.
(c) Rauschen der Teilchenzahldi�erenz relativ zum Schrotrauschen ausgedrückt durch die

Varianz auf logarithmischer Skala.

Dieser lässt sich zudem noch erweitern, wie in Abbildung 6.4 gezeigt ist. Zum
Erstellen dieses Graphen, sind die gleichen Daten benutzt worden wie für Abbil-
dung 4.7, mit der die Abhängigkeit der Spindynamik von der Anfangsteilchenzahl
untersucht worden ist. Die Messung ist nicht so gut wie die aus Abbildung 6.3, was
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zum einen daran liegt, dass die Spindynamik aufgrund der hohen Teilchenzahlen
teilweise im Bereich der Sättigung abläuft. Zum anderen ändert sich das e�ektive
Potential, und das System wird nicht mehr im Bereich der optimalen Parameter
betrieben. Um dies zu erreichen, müsste nochmals die Magnetfeld- und die Zeitab-
hängigkeit der Spindynamik betrachtet und die entsprechenden Parameter variiert
werden. An dieser Stelle wird darauf allerdings verzichtet, da sich kein zusätzlicher
Erkenntnisgewinn daraus ergeben würde. Trotzdem zeigt diese Messung, dass bei
einer Gesamtteilchenzahl von bis zu 15000 Atomen reduzierte Fluktuationen in der
Gröÿenordnung von −3 dB beobachtet werden können. Nichtklassische Zustände
mit noch gröÿeren Teilchenzahlen lassen sich derzeit nur in kalten, thermischen,
atomaren Ensembles erzielen (vlg. Kapitel 1).

6.2.2 Verhalten der reduzierten Fluktuationen für unter-

schiedliche Spindynamikzeiten

Nach der Betrachtung der besten Parameter soll nun untersucht werden, wie sich
das System verhält, wenn die Dauer der Spindynamik verändert wird. Interessant
ist dabei insbesondere die Zeitabhängigkeit der Fluktuationen für die unterschied-
lichen Teilchenzahlen. Zur Untersuchung werden dieselben Daten verwendet, mit
denen die Graphen aus Abbildung 4.3 erstellt worden sind. Nur werden hier die
relativen Teilchenzahlen der beiden Zustände genauer betrachtet.

Die Abbildung 6.5 zeigt analog zu Abbildung 6.3 die Fluktuationen gegen die
Gesamtteilchenzahlen für eine unterschiedliche Dauer der Spindynamik. Für kleine
Zeiten verhindert das Detektionsrauschen die Beobachtungen reduzierter Fluktua-
tionen. Dies ist erst ab einer Zeit von 9 ms möglich. Für noch gröÿere Zeiten ist
die Standardabweichung immer noch durch die Detektion limitiert und die Teil-
chenzahl schwankt über einen gröÿeren Bereich. Bei 15 ms ist dieser maximal.
Relativ zur Teilchenzahl betrachtet erreichen die Fluktuationen ihr Minimum. Für
noch längere Zeiten verringert sich der Bereich, in dem die Teilchenzahl schwankt
und die gemessenen Fluktuationen sind nicht mehr durch das Detekionslimit be-
schränkt. Dies sind auch die Zeiten, bei denen der Transfer durch die Spindynamik
nicht mehr exponentiell ansteigt und der Bereich der Sättigung beginnt (vgl. Abb.
4.3). Die Verluste führen also dazu, dass sich die nichtklassischen Korrelationen
verringern, wie in den Gleichungen (6.1) motiviert. Bei einem Wert von 40 ms für
die Spindynamik erreichen die Fluktuationen fast den Wert des Schrotrauschens.

Zum direkten Vergleich sind in der Abbildung 6.6 die Fluktuationen in Ab-
hängigkeit der Teilchenzahl für Spindynamikzeiten von 9 ms, 15 ms und 40 ms in
einem gemeinsamen Graph gezeigt. Die Kurve für eine Spindynamikzeit von 15 ms
erstreckt sich über den gesamten Teilchenzahlbereich und die Standardabweichung
ist durch das Rauschen der Detektion limitiert. Dagegen sind die Bereiche für 9 ms
und 40 ms deutlich kleiner. Bei 40 ms kommt hinzu, dass sich die Standardabwei-
chung fast auf dem Niveau des Schrotrauschens be�ndet.



134 Kapitel 6. nichtklassische Zustände

Gesamtteilchenzahl in m =±1, nF

+

S
ta

n
d
a
rd

a
b
w

e
ic

h
u
n
g
,

s
( J

)
z

0 10 20 30 40 50
0

10

20

3ms

0 400 800 1200
0

10

20

0 1000 2000 3000
0

10

20

7ms 9ms

0 2000 4000 6000
0

20

40

0 4000 8000

20

40

0

20

40

0 4000 8000

12ms

0

18ms

0

20

40

0 4000 8000
0

20

40

0 4000 8000 12000
0

20

40

60

0 4000 8000

22ms 30ms 40ms

15ms

Abbildung 6.5: Abhängigkeit der reduzierten Fluktuationen von der Spindynamikzeit.
Für 9 ms Spindynamikdauer ist der Transfer durch die Spindynamik hoch genug, dass
Fluktuationen unterhalb des Schrotrauschens (gestrichelte Linie) beobachtet werden kön-
nen. Bei kleineren Werten, wird dies durch das Detektionsrauschen (gepunktete Linie)
verhindert. Bis zu einem Wert von 15 ms sind die beobachtbaren Fluktuationen durch

das Detektionsrauschen limitiert.

6.3 Strahlteiler für den nichtklassischen Zustand

Nachdem experimentell gezeigt ist, dass der erzeugte Zustand Fluktuationen in
der Teilchenzahldi�erenz zeigt, die unterhalb des Schrotrauschens liegen, besteht
die nächste Aufgabe darin, zu prüfen, wie der Zustand für interferometrische Mes-
sungen genutzt werden kann. Dazu wird untersucht, wie sich das Anwenden des
Mikrowellenstrahlteilers aus der Abbildung 3.24 auf den Zustand auswirkt. Im Bild
der verallgemeinerten Blochkugel entspricht die Anwendung eines Strahlteilers der
Rotation des Zustandes um die Jx-Achse mit einem Winkel θ. Es wird gezeigt, wie
dieser Phasenwinkel über die Messung der Standardabweichung σJz/J bestimmt
werden kann.

Die Experimente verlaufen so, dass direkt nach der Spindynamik vor dem Ab-
schalten der Dipolfalle und bei gleichbleibendem Magnetfeld die Mikrowellenpulse
für die Strahlteilersequenz eingestrahlt werden (vgl. Abschnitt 3.4.3).

Der eigentlich interessante Puls ist der mittlere Mikrowellenpuls, welcher den
eigentlichen Strahlteiler darstellt. Um auszuschlieÿen, dass die beiden π-Pulse
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Abbildung 6.6: Direkter Vergleich Abhängigkeit der reduzierten Fluktuationen von der
Spindynamikzeit. Eingezeichnet sind die Messungen für 9 ms, 15 ms und 40 ms aus Ab-

bildung 6.5

den nichtklassischen Zustand nicht zerstören, wird zunächst deren Ein�uss un-
tersucht. Hierzu wird nach der Spindynamik ein 2π-Puls zwischen den Zuständen
|F = 2,mF = −1⟩ und |F = 1,mF = 0⟩ eingestrahlt (vgl. Abbildung 6.7 (a)). An-
schlieÿend werden die sich ergebenden Fluktuationen der Teilchenzahlen gemessen.
Analog zu Abschnitt 6.2.1 sind in Abbildung 6.7 (b) und (c) die Graphen für die
Standardabweichung und die Varianz in Abhängigkeit der Gesamtteilchenzahlen
gezeigt. Hierin ist zu sehen, dass die Messkurven mit einem kleinen O�set paral-
lel zum Detektionsrauschen verlaufen. Dieser hat seinen Ursprung im zusätzlichen
Rauschen durch den Puls. Dementsprächend fällt auch der Fehler der Standard-
abweichung etwas Gröÿer aus. Dennoch sind die Fluktuationen der relativen Teil-
chenzahlen weiterhin signi�kant unterhalb des Schrotrauschens und liegen immer
noch bei ca. 20 Atomen.

Der Ein�uss der Transferpulse ist also gering und beein�usst den nichtklas-
sischen Zustand nur minimal. Somit kann die Wirkung des eigentlichen Strahl-
teilerpulses auf den nichtklassischen Zustand betrachtet werden. Dieser erfolgt
nach dem ersten π-Puls und koppelt die beiden Zustände |F = 1,mF = 0⟩ und
|F = 2,mF = −1⟩ miteinander. Die komplette Pulssequenz ist noch einmal in der
Abbildung 6.9 (a) skizziert. Wie in 3.4.3 gezeigt, kann der Drehwinkel θ = ΩRτ des
Strahlteilers über die Einstrahldauer τ des Mikrowellenpulses variiert werden. Für
unterschiedliche Längen dieses Strahlteilerpulses ergeben sich die Graphen, wie sie
in Abbildung 6.8 gezeigt sind. Für die angegebenen Winkel sind dort zum einen
die Teilchenzahlen der beiden Zustände gegeneinander aufgetragen (Abb. 6.8(a.1)-
(a.8)) und zum anderen werden analog zu Abbildung 6.2 die resultierenden Histo-
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Abbildung 6.7: Verhalten absoluten und der relativen Fluktuationen des nichtklas-
sischen Zustandes nach Anwenden eines 2π-Pulses zwischen |F = 2,mF = −1⟩ und
|F = 1,mF = 0⟩. (a) Schematische Darstellung der Pulsequenz (b) Absolutes Rauschen
der Teilchenzahldi�erenzen ausgedrückt durch die Standardabweichung. (c) Rauschen
der Teilchenzahldi�erenz relativ zum Schrotrauschen ausgedrückt durch die Varianz auf

logarithmischer Skala

gramme der Teilchenzahldi�erenz für einen Bereich von n+ = 3000− 8000 Atome
gezeigt(Abb. 6.8(b.1)-(b.8)). Die dargestellten Blochkugeln geben an, wie der ge-
drehte Zwillings-Fock-Zustand für die unterschiedlichen Winkel aussehen sollte.

In den Graphen der gegeneinander aufgetragenen Teilchenzahlen ist gut zu er-
kennen, dass die absolute Streuung um die Winkelhalbierende stark von dem Dreh-
winkel und der Teilchenzahl abhängen. Bis zu einem Wert von θ = π/2 werden
die Fluktuationen gröÿer, bevor sie sich dahinter wieder verringern. Die relativen
Schwankungen der Teilchenzahlen bei einem festen Winkel bleiben gleich. Dies ist
daran zu erkennen, dass die Messpunkte in einem Bereich schwanken, der nach
oben und nach unten beschränkt ist und linear von der Teilchenzahl abhängt. Die-
ses Verhalten ist auch auf den Histogrammen der relativen Besetzung zu sehen. Der
Mittelwert bleibt immer Null, allerdings variiert die Ausdehnung und die Form der
Verteilungen mit verschiedenen Winkeln. Die Graphen folgen recht gut den theo-
retischen Verteilungen, die im Hintergrund der Histogramme als schattierte Fläche
dargestellt sind. Das Histogramm für θ = π/2 ist besonders interessant, da es ei-
nem 50:50 Strahlteiler entspricht, der entscheidend für die Implementierung eines
nichtklasssichen Interferometer wäre. Auÿerdem entspricht diese Verteilung einer
Erweiterung des Hong-Ou-Mandel Experiments auf viele Teilchen (vgl. Abb 2.23).
Leider verhindert aber das Rauschen in der Detektion, dass entweder nur gerade
oder nur ungerade Werte der Teilchenzahldi�enz beobachtet werden. Interessant ist
auch der letzte Punkt für θ = 7π/8. Das Histogramm setzt sich aus vergleichsweise
wenig Messpunkten zusammen, dennoch passt es zu der theoretischen Erwartung.
Dadurch wird verdeutlicht, dass nicht viele Punkte benötigt werden, um von einem
gemessenen Histogram den Wert eines unbekannten Winkel abzuschätzen. Dies ist
von besonderem Interesse bezüglich einer möglichen Bayes'schen Analyse.

Werden die Standardabweichungen der Teilchenzahldi�erenzen gegen den ein-
gestellten Winkel aufgetragen, so ergibt sich der Graph aus Abbildung 6.9. Der
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Abbildung 6.8: Verhalten der Teilchenzahlen und Histogramm der Di�erenzen nach An-
wenden des Strahlteilers für die angegebenen unterschiedlichen Winkeln θ. (a.1)-(a.8)
Teilchenzahlen der beiden Zustände gegeneinander aufgetragen (b.1)-(b.8) Resultierende
Histogramme der Teilchenzahldi�erenz für einen Bereich von n+ = 3000− 8000 Atome

gezeigt mit Darstellung der zugehörigen Rotation auf der Blochkugeln.

Verlauf der Messpunkte entspricht recht gut der orangefarbenen Kurve. Diese ent-
spricht dem theoretisch erwarteten | sin(θ)|/

√
2-Verlauf. Der Vergleich zeigt, dass

das Maximum der Theoriekurve von 1/
√
2 ≈ 0,71 im Rahmen des Fehlers des ge-

messenen Maximalwertes von σJz/J = 0,67 ± 0,04 liegt. Die starke Abhängigkeit
des Signals vom aufgeprägten Winkel zeigt, dass sich diese Methode prinzipiell
eignet, um eine Phase zu bestimmen. Schlieÿlich resultieren die unterschiedlichen
Schritte einer interferometrischen Phasenmessung in einer Rotation des Anfangs-
zustandes um die Jy-Achse mit einem bestimmten Winkel. Wie in der Theorie
gezeigt ergibt sich die gleiche Projektion auf die Jz-Achse, wie bei einer einfachen
Rotation durch den Strahlteiler um den gleichen Winkel. Durch gezieltes Einstellen
dieses Winkel kann so das mögliche Ausgangsignal unabhängig analysiert werden
(vgl. Abschnitt 2.6.1). Die hier gezeigte Messung tri�t noch keine Aussage über
die Sensitivität dieser Winkelbestimmung.

Das nicht zwangsläu�g der Maximalwert von 1/
√
2 erreichen werden muss, zeigt

die Abbildung 6.10. Hier ist der gleiche Graph wie in Abbildung 6.9 aufgetragen,



138 Kapitel 6. nichtklassische Zustände

Phasenwinkel, [rad]θ

0 π/2 π 3 π/2 2 π
0

0.2

0.4

0.6

S
ta

n
d
a
rd

a
b
w

e
ic

h
u
n
g
,

(
/

)
σ

J
J

z

F=2

F=1

1

4

1

2

3

mF = -1 0 +1

π
π θ

0

0,2

0,4

0,6

1/  2
(a) (b)

Abbildung 6.9: Verhalten der Standardabweichung σJz/J in Abhängigkeit des Rota-
tionswinkel θ. (a) Darstellung der verwendeten Pulssequenz zur Implementierung des
Strahlteilers (b) Standardabweichungen der Teilchenzahldi�erenzen aufgetragen gegen
den eingestellten Winkel. Die orangefarbenen Kurve entspricht dem theoretisch erwarte-

ten | sin(θ)|/
√
2-Verlauf.

allerdings für die zylindersymmetrische Falle (ω = 2π(187,183,67) Hz) und mit
einer Spindynamikdauer von 16 ms. Diese Messungen sind mit den räumlichen
(n = 2,l = 0)-Moden aufgenommen worden.

Die Abbildung 6.10 (a) zeigt, dass die Messpunkte in diesem Fall nicht auf der
orangefarbenen Theoriekurve liegen. Mit einer angepassten Amplitude (schwarze
Kurve) von 0,17±0,01 ist der Maximalwert hier deutlich geringer. Auch die zugehö-
rigen Histogramme unterscheiden sich deutlich von den theoretischen Erwartungen,
wie auf der rechten Seite von Abbildung 6.10 zu sehen. Für alle Werte von θ ist
lediglich ein Verteilung mit einem zentralen Maximum erkennbar. Für θ = π/4 und
θ = π/2 verbreitert sich die Verteilung leicht, die theoretisch erwarteten, steilen
Flanken an den Auÿenseiten sind jedoch nicht zu erkennen.

Eine Erklärung für dieses Verhalten besteht darin, dass in der Spindynamik
mehrere Moden angeregt werden. Diese interferieren dann unabhängig voneinan-
der, was zu dem gezeigten Verhalten führen würde (vgl. Abschnitt 2.8). Eine solche
Anregung mehrerer Moden ist für die zylindrische Falle durchaus denkbar, da Mo-
den mit Drehimpuls auftreten können, auf denen es immer zu einer Entartung
der gegenläu�gen Drehimpulse kommt. Dies sollte durch die Wahl der (2,0)-Mode
weitestgehend unterdrückt sein. Denkbar ist aber auch, dass es zusätzlich zu An-
regungen entlang der schwachen Fallenfrequenz (67 Hz) kommen kann, da hier die
Moden energetisch nah beieinander liegen. Diese könnten zusätzlich zu den beob-
achteten Moden (Abb. 5.4) angeregt werden. Ein Nachweis gestaltet sich schwierig,
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da sie parallel zu Detektionsrichtung liegen. Andererseits können sie auch nicht
indirekt, über die Magnetfeldabhängigkeit aus Abbildung 4.5, nachgewiesen wer-
den. Die Resonanzen der Spindynamik entlang der starken Richtungen beinhalten
mehrere schwache Moden. Diese können nicht einzeln identi�ziert werden. Wenn
es trotzdem gelingen könnte, alle angeregten Moden gleichzeitig und eindeutig zu
identi�zieren, so sollte sich für jede einzelne Mode die Verteilung ergeben, wie sie in
Abbildung 6.8 gezeigt ist. Wie so etwas funktionieren kann ist in der Referenz [131]
gezeigt. Hier ist es möglich, die einzelnen TEM-Moden eines nichtklassischen La-
sers voneinander zu unterscheiden und das nichtklassische Verhalten der einzelnen
Moden parallel zu untersuchen.
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Abbildung 6.10: Verhalten der Standardabweichung σJz/J in Abhängigkeit des Rotati-
onswinkel θ in der zylindrischen Falle. (a) Standardabweichungen der Teilchenzahldi�e-
renzen aufgetragen gegen den eingestellten Winkel. Die orangefarbenen Kurve entspricht
dem theoretisch erwarteten | sin(θ)|/

√
2-Verlauf die schwarze Kurve entspricht dem glei-

chen Verlauf mit angepasster Amplitude. (b) Zeigt die Histogramme der Verteilungen für
die ersten drei Winkel mit den theoretischen Erwartungen

Ein weitere Grund, der die Messungen aus Abbildung 6.10 erklären könnte, ist
dass hier vermehrt Verluste auftreten, die zu einer Verringerung der nichtklassi-
schen Korrelationen nach Gleichung (6.1) führen. Der Ein�uss von Verlusten auf
die Verteilung nach dem π/2-Strahlteilerpuls wird im nächsten Abschnitt näher
betrachtet.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass sich durch die Messung des Rauschens
der Teilchenzahldi�erenz, ein Wert für den Winkel θ bestimmen lässt. Dafür ist es
am besten, wenn nur eine einzige Mode vorliegt, da eine Überlagerung mehrerer
Moden zu einer Reduktion der Amplitude des Messsignals führt.
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6.3.1 Ein�uss der Spindynamikdauer auf die Verteilung nach

einem π/2-Puls

Bevor die Sensitivität des Zustandes untersucht wird, soll gezeigt werden, wie sich
der π/2-Puls auswirkt, wenn die Spindynamikdauer nicht optimal gewählt ist. Die
Messungen dazu laufen genauso ab, wie zuvor, nur dass hier unterschiedliche Zei-
ten für die Spindynamik gewählt werden, bevor die Stahlteilersequenz mit θ = π/2
erfolgt. Die zugehörigen Graphen sind in der Abbildung 6.11 gezeigt. Der Teil-
chenzahlbereich für die Histogramme ist hier so gewählt, dass die Messpunkte im
Intervall von {⟨n+⟩ − 2000 Atome; ⟨n+⟩+ 2000 Atome} liegen, wobei ⟨n+⟩ für den
Mittelwert der Gesamtteilchenzahl der jeweiligen Messung steht.
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Abbildung 6.11: Verhalten der relativen Besetzung nach einem π/2-Strahlteilerpuls für
unterschiedliche Zeiten der Spindynamik.(a.1)-(a.8) Teilchenzahlen der beiden Zustände
gegeneinander aufgetragen (b.1)-(b.8) Resultierende Histogramme der Teilchenzahldi�e-

renz und Vergleich mit theoretischer Erwartung

Für kurze Zeiten und damit geringe Teilchenzahlen ähneln die Histogramme
eher einer Gleichverteilung, was vermutlich am Detektionslimit liegt. Es ist aber
auch denkbar, dass sich zu dem jeweiligen Zeitpunkt der Spindynamik noch keine
eindeutig dominante Mode ausgebildet hat, ähnlich wie im Fall der zylindrischen
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Falle. Das betrachtete Signal setzt sich also aus einer Überlagerung mehrere Moden
zusammen, was zu einer geringeren Standardabweichung des Messsignals führt.

Für einen Wert von 15 ms stimmt das Histogramm am ehesten mit der Theorie-
kurve überein. Für gröÿere Zeiten führen die Verluste zur Sättigung der Gesamt-
teilchenzahl (vgl. Abb. 4.3) und damit zu einer Reduktion der nichtklassischen
Korrelationen (vgl. Abb. 6.5). Dies hat auch Auswirkungen auf die Verteilungen
nach dem π/2-Puls, deren äuÿere Flanken mit zunehmender Zeit immer weiter
in die Mitte wandern, bis diese gar nicht mehr erkennbar sind. Dementsprechend
reduziert sich die Standardabweichung, wie in Abbildung 6.12 deutlich zu sehen
ist. Der Wert der Standardabweichung ist hier gegen die Dauer der Spindynamik
aufgetragen. Die Kurve hat wie erwartet ein Maximum bei 15 ms und fällt an-
schlieÿend ab. Das bedeutet, dass für gröÿere Spindynamikzeiten die Amplitude
einer Winkelmessung ähnlich wie in Abbildung 6.10 reduzieren würde. Das Maxi-
mum fällt in Abbildung 6.12 mit 0,66±0,03 geringer aus als in Abbildung 6.9, was
daran liegt, dass die Messungen mehrere Wochen auseinanderliegen. In dieser Zeit
können sich einige Parameter wie die Justage der Dipolfalle leicht ändern, so dass
in dieser Messung nicht die optimalen Bedingungen geherrscht haben.

Anhand dieser Messung wird die Beobachtung aus Abschnitt 6.2.2 bestätigt. In
der Sättigung der Spindynamik für groÿe Zeiten, führen die unkorrelierten Verluste
dazu, dass sich die gemessenen Fluktuationen σJz/J = σJz(t)/⟨J(t)⟩ mit der Zeit
vergröÿern, bis sie die Grenze des Schrotrauschens erreichen (vgl. Gl (6.1)). Dies
führt unter anderem dazu, dass sich der Zustand nur noch bedingt für interfero-
metrische Messungen eignet.
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Abbildung 6.12: Verhalten der Standardabweichung nach einem π/2-Strahlteilerpuls in
Abhängigkeit der Dauer der Spindynamik.

6.4 Interferometrische Sensitivität des Zustands

Nachdem jetzt gezeigt ist, wie mit dem erzeugten nichtklassischen Zustand der
aufgeprägte Winkel gemessen werden kann, lautet die nächste Frage, wie gut die
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Sensitivität dieser Messung ist. Reichen die experimentellen Bedingungen aus, um
eine Sensitivität unterhalb des Standardquantenlimits zu messen, wie es von der
Theorie vorhergesagt wird?

Im Abschnitt 2.7.2 ist gezeigt, dass das Minimum der Phasenunsicherheit in
dem Bereich liegt, wo das Ausgangssignal der Phasenmessung in etwa mit dem
Wert des Detektionsrauschens übereinstimmt. Für eine mittlere Teilchenzahl von
7000 Atomen und einem Detektionsrauschen von σDR = 20 Atomen bedeutet dies,
dass im Bereich von etwa 5− 40 mrad eine Sensitivität unterhalb des Standard-
quantenlimit beobachtet werden könnte (vgl. Abb. 2.24). Daher werden für die-
ses Intervall von θ analog zu Abschnitt 6.3 Messungen vorgenommen, in denen
der Wert von ⟨J2

z ⟩ in Abhängigkeit des Winkels bestimmt wird. Zur Auswertung
werden nur die Punkte verwendet, die im Intervall zwischen 6400 Atomen und
7600 Atomen liegen, damit unter anderem das Schrotrauschlimit klarer de�niert
ist. Der zugehörige Graph ist in Abbildung 6.13 gezeigt. Im Gegensatz zu Abbil-
dung 6.9 ist hier nicht die normierte Standardabweichung σ(Jz/J) eingezeichnet
sondern der absolute Erwartungswert ⟨J2

z ⟩. Diese Gröÿe ist aufgrund des verschwin-
denden Mittelwerts ⟨Jz⟩ = 0 gleich der Varianz (σJz)

2 = ⟨J2
z ⟩.

Für die Bestimmung der Sensitivität nach Gleichung (2.93) wird die Ableitung
d⟨J2

z ⟩/dθ benötigt. Dazu werden als erstes die Messdaten mit Hilfe der Bootstrap-
Methode [167] an die Funktion der Form

f⟨J2
z ⟩(θ) = a1 sin

2 θ + b1 (6.2)

mit den freien Parametern a1 und b1 angepasst. Bei dieser Methode werden Zufalls-
zahlen mit den Mittelwerten und Standardabweichungen der Messpunkte erzeugt.
Anschlieÿend erfolgt eine Standardroutine zur Anpassung der erhaltenen Zufalls-
zahlen an die Funktion (6.2). Dieser Vorgang wird mehrfach wiederholt. Das Er-
gebnis ist eine statistische Verteilung verschiedener angepasster Funktionen. Ihr
Mittelwert dient zur Abschätzung der freien Parameter a1 = (6,7± 0,6)× 106 und
b1 = (260 ± 100). Der Vorteil dieser Methode gegenüber einer einfachen Anpas-
sungsroutine ist, dass zusätzlich der statistische Fehler der Funktion ermittelt wird.
Die zugehörige Kurve ist in Abbildung 6.13 als durchgezogene Linie eingezeichnet.
Die schattierte Fläche markiert dabei den Bereich der ersten Standardabweichung.
Aus dieser Funktion kann leicht die Ableitung gebildet werden, die für die Bestim-
mung der Sensitivität benötigt wird.

Mit Hilfe der Gleichungen (2.110) und (2.82) können aus den Parametern a1
und b1 Werte von ⟨n+⟩ = 7320± 330 Atome für die mittlere Gesamtteilchenzahl
und σDR = 16± 3 Atome für das Detektionsrauschen errechnet werden. Diese sind
konsistent mit den unabhängig ermittelten Werten von ⟨n+⟩ = 6989± 200 Atome
und σDR = 20± 1 Atome (vgl. Abschnitt 3.2). Für diese Werte zeigt die gestri-
chelte Kurve in Abbildung 6.13 den erwarteten Verlauf.

Die nächste Gröÿe, die zur Bestimmung der Sensitivität benötigt wird, ist die
Varianz ⟨(∆J2

z )
2⟩. Die dafür notwendigen Daten werden aus derselben Messung
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bestimmt. Sie sind gemeinsam mit einer angepassten (durchgezogene Linie mit
schattierter Fläche) und der erwarteten Kurve (gestrichelte Linie) auf der rechten
Seite von Abbildung 6.13 eingezeichnet. Die angepasste Kurve ist wie zuvor das
Ergebnis eines Bootstrap-Verfahrens mit der Funktion f⟨(∆J2

z )
2⟩(θ) = a2 sin

4(θ) +
b2 sin

2(θ)+c2. Die Parameter, die sich daraus ergeben, lauten a2 = (3,3±0,7)×1013,
b2 = (2,5± 6,6)× 109 und c2 = (1,9± 0,7)× 106.
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Jetzt sind alle Gröÿen bestimmt, um die Phasenunsicherheit

∆θ =
∆J2

z√
p|d⟨J2

z ⟩/dθ|
(6.3)

=

√
a2 sin

4 θ + b2 sin
2 θ cos2 θ + c2

2a1 sin θ cos θ
(6.4)

des Zustandes ermitteln zu können. Die Abbildung 6.14 zeigt den Fehler der Pha-
senbestimmung relativ zum Schrotrauschen ∆θ/∆srθ in Abhängigkeit der Phase.
Die durchgezogene, orangefarbene Kurve ist die entsprechende Form der Gleichung
(6.4) mit den oben ermittelten Parametern. Die schattierte Fläche gibt auch hier
die erste Standardabweichung des Mittelwertes an und die orangefarbene gestri-
chelte Kurve entspricht dem erwarteten Verlauf errechnet aus den Idealkurven aus
Abbildung 6.13. Die experimentell bestimmte Kurve ist zwischen θ = 10 mrad
und θ = 25 mrad kleiner als eins. In diesem Intervall liegt sie somit unterhalb des
Schrotrauschlimits, welches durch die schwarze gestrichelten Linie dargestellt ist.

Die minimale Unsicherheit wird bei einem Wert von θ = 15 mrad erreicht
und beträgt ∆θ/∆θSR = 0,83± 0,1. Dies entspricht einem Wert von −1,61+0,98

−1,1 dB
unterhalb des Schrotrauschlimits. Wenn zusätzlich das Detektionsrauschen berück-
sichtigt wird, so liegt die Unsicherheit sogar −2,5+0,98

−1,1 dB unterhalb dessen, was mit
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dem vorgestellten System und einem unkorrelierten Zustand möglich wäre. Diese
Grenze ist durch die schwarze Strichpunktlinie in der Abbildung gekennzeichnet.
Das Ergebnis einer Sensitivitätsmessung mit einem klassischen Zustand ist in der
Abbildung 6.13 durch die blaue Kurve gezeigt. Der Fehler ist hier wieder durch die
grau schattierte Fläche gegeben.
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Abbildung 6.14: Phasenunsicherheit relativ zum Schrotrauschlimit in Abhängigkeit der
Phase

Die gepunktete grüne Kurve entspricht der Cramer-Rao-Grenze unter Berück-
sichtigung des Detektionsrauschen (vgl. Abb. 2.24, blaue Kurve). Mit Hilfe einer
Bayes'schen Analyse könnte dieses Limit erreicht werden. Da der Vorteil gegen-
über der Analyse mittel Gauÿ'scher Fehlerfortp�anzung nur gering ist, wird hier
auf die Bayes'sche Analyse verzichtet. Ihre Vorzüge kämen erst richtige zum Tra-
gen, wenn es gelänge, das Detektionsrauschen auf σDR = 5 Atome zu verringern.
In dem Fall wäre es möglich, eine Phasenunsicherheit von −13,6 dB unterhalb des
Schrotrauschlimits zu messen, wie in der Abbildung 2.24 gezeigt worden ist.

Aus dem gemessenenWert von∆θ/∆SRθ = 0,83±0,1 kann eine untere Schranke
von F/⟨n+⟩ ≥ 1,45+0,42

−0,29 für den Wert der Fischerinformation abgeschätzt werden.
Dieser Wert ist gröÿer als eins und damit ein Zeichen dafür, dass es sich tatsächlich
um einen nichtklassischen Zustand handelt, der eine nutzbare Form der Verschrän-
kung aufweist. Er eignet sich somit prinzipiell, um interferometrische Messungen
durchzuführen, die eine bessere Sensitivität aufweisen, als eine vergleichbare Mes-
sung, in der klassische Zustände verwendet werden.



Kapitel 7

Ausblick

Die in dieser Arbeit gezeigten Ergebnisse liefern grundlegende Erkenntnisse über
die Natur der Spindynamik in Bose-Einstein-Kondensaten. Insbesondere die Un-
tersuchungen des entstehenden nichtklassischen Zustandes legen die Grundlage für
mögliche Anwendungen und weiterführende Untersuchungen. Im ersten Abschnitt
dieses Ausblicks werden unterschiedliche Realisierungsmöglichkeiten für Interfero-
meter gezeigt, bei denen der erzeugte nichtklassische Zustand als Eingangszustand
dient. Diese Interferometer ermöglichen Messungen unterschiedlicher Gröÿen mit
einer Sensitivität jenseits des Schrotrauschens.

Der zweite Abschnitt zeigt Vorschläge zu weiteren Untersuchungen der Spin-
dynamik. Dort werden mögliche Experimente präsentiert, die zu verschränkten
Atomlasern und zur Beobachtung von EPR-Paaren führen können. Diese könnten
dann verwendet werden, um zum Beispiel einen Test der Bellschen Ungleichung
mittels neutraler Atome durchzuführen.

7.1 Nichtklassische Interferometer

Als erstes wird hier ein Ramseyinterferomter gezeigt, bei dem direkt die Aus-
gangszustände |2,± 1⟩ der Spindynamik als Eingangszustände des Interferometers
dienen. Da die beiden Zustände |2,± 1⟩ eine unterschiedliche Zeemanverschiebung
aufweisen, würde sich dieses Interferometer zum Messen von Magnetfeldern eig-
nen. Soll hingegen der Uhrenübergang von 87Rb |2,0⟩ → |1,0⟩ vermessen werden,
so muss der nichtklassische Zustand zwischen diesen Zuständen realisiert werden.
Wie dies mit dem vorgestellten Experiment erreicht werden kann, wird durch zwei
unterschiedliche Realisierungen gezeigt. Im letzten Teil werden zwei weitere mög-
liche Interferometer beschrieben, die eine Messung von Beschleunigungen und Ro-
tationen ermöglichen.

145
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7.1.1 Implementierung eines Magnetometers mit nichtklas-

sischen Zuständen

Zur Realisierung eines Magnetometers müssen keine Umbaumaÿnahmen getro�en
werden. Wie eine solche Sequenz aussehen könnte ist in Abbildung 7.1 dargestellt.
Nach der Spindynamik erfolgt die gleiche Sequenz, wie bei der Vermessung des
Strahlteilers mit dem Winkel θ = π/2. Anschlieÿend erfolgt eine Wartezeit tθ,
in der sich die Phasen der beiden Zustände unterschiedlich entwickeln. Dann folgt
eine zweite π/2-Strahlteilersequenz, mit der das Ausgangsignal des Interferometers
generiert wird.
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Abbildung 7.1: Interferometersequenz eines Magnetometers mit den erzeugten nichtklas-
sischen Zuständen. Nach der Spindynamik erfolgt ein π/2-Strahlteilerspuls Anschlieÿend
erfolgt eine Wartezeit tθ, in der sich die Phasen der beiden Zustände unterschiedlich
entwickeln. Dann folgt eine zweite π/2-Strahlteilersequenz, um das Interferometer zu

schlieÿen.

Setzt man die Entwicklungszeit tθ = 0 ms, so entspricht diese Sequenz nichts
anderes als einem einfachen π-Puls. Dieser ist bereits Teil der Abbildung 6.9. Für
einen solchen π-Puls sollten die Standardabweichung σJz wieder unterhalb der
Schrotrauschgrenze liegen. Bisher konnte dies allerdings nicht beobachtet werden,
wie in der Abbildung 7.2 zu sehen ist. Auf der linken Seite ist hier die relative
Standardabweichung σJz/σJz,SR für Frequenzen in der Nähe der Resonanz des
Strahlteilerpulses aufgetragen. Auf der rechten Seite ist σJz/σJz,SR im Bereich um
die unabhängig ermittelte π-Pulslänge von tπ = 48,3 µs aufgetragen. In beiden
Fällen liegt das Minimum bei etwa 150 % und damit leicht oberhalb der Schro-
trauschgrenze.
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Den Berechnungen nach sollten die Schwankungen des Magnetfeldes und der
Mikrowellenintensität jedoch hinreichend klein sein, um auch hier Fluktuationen
unterhalb des Schrotrauschens messen zu können. Es ist jedoch jüngst eine Lang-
zeitdrift in dem Transfer durch die Pulse beobachtet worden, die derzeit die Mes-
sung von Fluktuationen unterhalb des Schrotrauschens nach einem π-Puls verhin-
dert. Durch Umbaumaÿnahmen und eine aktive Stabilisierung der Mikrowellenleis-
tung [168] wird derzeit versucht, diese Langzeitdrift zu vermeiden. Durch weitere
Verbesserungen sollte es in naher Zukunft möglich sein, für einen solchen Puls,
Fluktuationen unterhalb des Schrotrauschens zu beobachten und das Magnetfeld
präzise zu bestimmen.
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Abbildung 7.2: Relative Standardabweichung σJz/σJz,SR aufgetragen gegen (a) unter-
schiedliche Frequenzen und (b) unterschiedliche Zeiten des Strahlteilerpulses. Die gestri-

chelte Linie gibt jeweils die Grenze des Schrotrauschens an.

7.1.2 Vermessung des Uhrenübergangs mit nichtklassischen

Zuständen

Es ist denkbar, dass sich mit Hilfe des hier gezeigten Zustands auch die Sensitivität
von Rubidiumatomuhren verbessern lässt. Dies ist besonders interessant, da der
Übergang |2,0⟩ → |1,0⟩ von 87Rb als sekundärer Frequenzstandard international
anerkannt ist. Im folgenden werden zwei mögliche Realisierungen gezeigt, wie die-
ser Übergang unter Verwendung der nichtklassischen Zustände vermessen werden
kann.

In der ersten Realisierung wird der nichtklassische Zustand in den (in erster
Ordnung) magnetfeldinsensitiven Zuständen des Uhrenübergangs präpariert. Dies
kann wieder mit Hilfe von Mikrowellenpulsen geschehen. Wie eine solche Sequenz
aus Präparation und Interferometrie aussehen könnte, ist in der Abbildung 7.3 dar-
gestellt. Dabei muss berücksichtigt werden, dass zunächst das Kondensat in |2,0⟩
in einen anderen Zustand transferiert werden muss, damit es nicht zum Interfe-
rometersignal beiträgt. Zudem müssen alle Pulse präzise sein, da ansonsten der
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Abbildung 7.3: Präparation zur Vermessung des Uhrenübergangs von 87Rb mit dem nicht-
klassischen Zustand. (a) Spindynamik; (b) Präparation des Uhrenübergangs; (c) Erster
Strahlteilerpuls; (d) Freie Entwicklungszeit; (e) zweiter Strahlteilerpuls, (f) Präparation

zur zustandsselektiven Detektion

nichtklassische Zustand beeinträchtigt werden könnte, wodurch sich die Sensitivi-
tät verschlechtern würde.

In der zweiten Realisierung wird der Uhrenübergang auf eine andere Art und
Weise gemessen, die ebenfalls zu einer Sensitivität jenseits des Schrotrauschens
führen kann. Wie in der Verö�entlichung [169] von Luca Pezze und Augusto Smerzi
gezeigt, reicht es aus, wenn nur die Teilchenzahl eines Interferometereingangs durch
einen Fock- oder einen gequetschten Zustand gegeben ist. Der andere Eingang
kann in diesem Fall durch einen kohärenten Zustand gegeben sein. Mit Hilfe der
Dichtematrix lässt sich ein solcher Eingangszustand durch

ρ̂inp = |N⟩a ⟨N | ⊗
∑
n

ρn |n⟩b ⟨n| (7.1)

darstellen. Am Eingang a liegt hier also ein Fock-Zustand mit exakt N -Teilchen
vor. Für die Teilchenzahl am Eingang b hingegen kann nur ein Mittelwert ⟨n̂b⟩inp =∑+∞

n=0 ρnn angegeben werden. Wie in [169] weiter gezeigt wird, ist die interferome-
trische Sensitivität in dem Fall gegeben durch

∆θ =
1
√
p

1√
2N⟨n̂b⟩inp +N + ⟨n̂b⟩inp

. (7.2)

Hierbei steht p wieder für die Anzahl unabhängiger Messungen. Wenn keine Teil-
chen an Eingang b (ρn = δn,0) anliegen, dann ergibt sich kein Gewinn für die Sen-
sitivität und diese wäre wieder durch das Schrotrauschen limitiert ∆θ = 1/

√
pN .

Liegt an dem Eingang b allerdings ein kleine Population ⟨n̂b⟩inp ≪ N vor, so ergibt
sich für die Sensitivität ∆θ ≈ 1√

p
1√

2⟨n̂b⟩inp+1
√
N
. Diese wäre somit unterhalb des
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Schrotrauschlimits. Der Idealfall wäre, wenn der Erwartungswert gleich der Teil-
chenzahl des Fockzustandes N = ⟨n̂b⟩inp wäre. In dem Fall wäre die Sensitivität
durch ∆θ ≈

√
2√
pN

gegeben. Es ergibt sich demnach die gleiche Sensitivität, wie in
Gleichung 2.101 für den Zwillings-Fock-Zustand.

Wie dieser Interferometertyp experimentell mittels Spindynamik realisiert wer-
den könnte, zeigt Abbildung 7.4. Nach dem Entstehen des nichtklassischen Zustan-
des werden die Atome von |2,+ 1⟩ nach |1,0⟩ transferiert. Im Anschluss erfolgt die
Interferometersequenz zwischen dem |1,0⟩- und dem |2,0⟩-Zustand. Am Ende wer-
den die Atome in |2,0⟩ und |2,− 1⟩ gemessen. Bei dieser Sequenz ist die anfängliche
Teilchenzahl in |2,+ 1⟩ zu Beginn unbekannt. Diese kann aber ermittelt werden,
indem bei der Detektion die Teilchenzahl in |2,− 1⟩ gemessen wird. Diese ist auf-
grund des erzeugten Zwillings-Fock-Zustands identisch zu der anfänglichen Teil-
chenzahl in |2,+ 1⟩. Dadurch ist es möglich, den Uhrenübergang interferometrisch
mit einer Sensitivität jenseits des Schrotrauschens zu vermessen, die im Idealfall
genauso gut ist wie für einen Zwillings-Fock-Zustand.
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Abbildung 7.4: Implementierung des Protokolls aus [169] zur Vermessung des Uhren-
übergangs von 87Rb mit dem nichtklassischen Zustand. (a) Spindynamik; (b) Transfer
der Atome in |2,+ 1⟩ nach |1,0⟩; (c)-(e) Interferometersequenz zwischen dem |1,0⟩- und

|2,0⟩; (f) zustandsselektive Detektion der Atome in F = 2.

7.1.3 Inertialsensoren mit nichtklassischen Zuständen

Damit Beschleunigungen in einem Interferometer gemessen werden können müs-
sen die beiden Pfade während der freien Evolution räumlich voneinander getrennt
sein. Spannen sie zudem eine Fläche auf, so können auch Rotationen gemessen wer-
den. Mikrowellenübergänge sind in Atominterferometern daher ungeeignet, da der
Photonenrückstoÿ zu gering ist, um eine Trennung zu erzielen. Es ist besser, die
Übergänge mittels optischer Wellenlängen zu treiben, die einen bedeutend höheren
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Photonenrückstoÿ h̄k aufweisen. Um die Hyperfeinübergänge optisch miteinander
zu koppeln, können sogenannte Ramanübergänge verwandt werden [170,171]. Wie
in Abbildung 7.5 dargestellt ist. Dabei werden zwei Photonen verwendet, um den
Übergang |g⟩ → |e⟩ zu treiben, wobei die Frequenzdi�erenz ∆ν = ν1 − ν2 der ato-
maren Übergangsfrequenz entspricht. Über eine Kopplung an ein weiteres Niveau
|i⟩ kann so der gewünschte Übergang getrieben werden. Die Verstimmung ∆ der
Laser gegenüber |i⟩ sollte dabei so gewählt werden, dass dieses nicht nennenswert
bevölkert wird. In diesem Fall kann der Ramanübergang auf ein e�ektives Zwei-
niveausystem reduziert werden, wie auf der rechten Seite der Abbildung gezeigt.
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Abbildung 7.5: Skizze eines Zwei-Photonen-Raman-Übergangs und Näherung mit einem
einfachen Übergang

Verlaufen die Strahlen antiparallel zueinander, so wird neben dem internen Zu-
stand auch der Impulszustand verändert |g⟩ ⊗ |0h̄k⟩ → |e⟩ ⊗ |2h̄k⟩. Bei parallelen
Strahlen kompensieren sich die Rückstöÿe durch die Photonen wieder zu Null.
Durch geeignete Wahl der Orientierungen und der Laserfrequenzen können so die
Atome in den gewünschten internen und (externen) Impulszuständen präpariert
und manipuliert werden. Schematisch ist dies in Abbildung 7.6 gezeigt. Der nicht-
klassische Zustand zwischen den |2,± 1⟩-Niveaus wird hier mit Hilfe von Raman-
lasern auf die Impulszustände |2,− 1⟩ → |1,0⟩⊗ |0h̄k⟩ und |2,+ 1⟩ → |1,0⟩⊗ |2h̄k⟩
übertragen. Um diese Impulszustände in einer Interferometersequenz nutzen zu
können, müssen Bragg-Pulse eingesetzt werden. Diese funktionieren analog zu den
Pulsen der Ramanlaser, mit dem Unterschied, dass dabei nur der Impuls- und nicht
der interne Zustand geändert wird. Dafür muss die Di�erenzfrequenz der Bragg-
Pulse dem Energieunterschied zwischen den beiden Impulszuständen entsprechen.
Für eine Wellenlänge der Bragg-Laser im Bereich von 780 nm würde der Impuls
2h̄k einem Frequenzunterschied von 15 kHz entsprechen.

Zur Messung der Erdbeschleunigung oder der Rotation kann die Interferome-
tersequenz zum Beispiel in der Fallzeit erfolgen. Dazu werden nach Abschalten der
Dipolfalle die beiden Impulszustände über einen ersten π/2-Bragg-Puls miteinan-
der gekoppelt. Danach nehmen sie unterschiedliche Pfade, wie es für die Messung
benötigt wird. Um diese Pfade wieder zusammenzuführen, erfolgt auf halber Stre-
cke ein π-Bragg-Puls, der die Impulse invertiert. Sind die beiden Zustände wieder
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überlagert, erfolgt der zweite π/2-Bragg-Puls, um das Interferometer zu schlieÿen.
Nach einer weiteren Fallzeit lassen sich die Besetzungen der beiden Impulszustände
durch eine ortsaufgelöste Detektion bestimmen.

Mit einem solchen Interferometer wäre es zum einen möglich den Anteil der
Erdrotation ΩR = ΩErde cos β zu messen, der senkrecht auf der eingeschlossenen
Fläche steht. Der Winkel β steht hier für die Koordinate des Breitengrades. Zum
anderen wäre ein solches Interferometer auch sensitiv auf die Gravitationsbeschleu-
nigung |⃗g|. Dazu müssen die Bragg-Pulse parallel zur Gravitation eingestrahlt wer-
den. Das System wird dadurch insensitiv auf Rotationen und sensitiv auf die Gra-
vitation.
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1
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0-1

|0 kÑ ]
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|2 kÑ ] |0 kÑ ]
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Abbildung 7.6: 1. Möglichkeit zur Realisierung eines nichtklassischen Inertialsensors
zur Messung von Beschleunigungen. Hier wird der nichtklassische Zustand zwischen
den |2,± 1⟩ Niveaus mit Hilfe von Ramanlasern auf die Impulszustände |2,− 1⟩ →
|1,0⟩⊗|0h̄k⟩ und |2,+ 1⟩ → |1,0⟩⊗|2h̄k⟩ übertragen. In der Interferometersequenz dienen

Bragg-Pulse zwischen den Impulszuständen als Strahlteiler und Spiegel.

Eine andere Möglichkeit, um ein beschleunigungssensitives Interferometer zu
implementieren, ist in der Abbildung 7.7 gezeigt. Hier werden die Atome zunächst
mittels Ramanübergang aus dem Zustand |2,− 1⟩ in den Zustand |1,0⟩ ⊗ |2h̄k⟩
überführt. Analog zu Abbildung 7.4 dienen diese Atome zusammen mit den Ato-
men des Kondensates in |2,0⟩ als Eingänge des Interferometers. Die Atome in
|2,− 1⟩ dienen wieder dazu, die Anfangsteilchenzahl in |1,0⟩ ⊗ |2h̄k⟩ zu bestim-
men. Als Strahlteiler und Spiegel können hier Raman-Pulse verwandt werden, die
neben den Impulszuständen auch die internen Zustände ändern. Auch hier könnten
wieder die Rotation und die Fallbeschleunigung gemessen werden.

Auÿer den hier gezeigten Möglichkeiten, sind noch eine Reihe weiterer Rea-
lisierungen denkbar. So könnte auch ein Interferometer zwischen den Zuständen
|2,+ 1⟩ und |1,− 1⟩ realisiert werden. Dies ist interessant, da beide Zustände den
gleichen Zeemane�ekt aufweisen und der Übergang daher insensitiv auf Magnet-
felder und Magnetfeldschwankungen reagiert.
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Abbildung 7.7: 2. Möglichkeit zur Realisierung eines nichtklassischen Inertialsensors zur
Messung von Beschleunigungen. Die Interferometrie läuft hier ähnlich zu Abbildung 7.4
zwischen den Zuständen |1,0⟩ ⊗ |2h̄k⟩ und |2,0⟩ ⊗ |0h̄k⟩ ab. Die Atome in |2,− 1⟩ dienen

wieder zur Bestimmung der Anfangsteilchenzahl in |1,0⟩ ⊗ |2h̄k⟩.

7.2 Weiterführende Experimente zur Untersuchung

der Spindynamik

Neben der interferometrischen Anwendung der nichtklassischen Zustände können
die Ergebnisse auch zu weitergehenden grundlegenden Untersuchungen der Quan-
tenmechanik verwendet werden. Eine Möglichkeit wäre die Betrachtung der räum-
lichen Moden und der Symmetriebrechung für weitere Potentialkon�gurationen.
Besonders Interessant wäre die Implementierung einer kugelsymmetrischen Fal-
le mit drei gleich groÿen Fallenfrequenzen. Bei einer gleichzeitigen Detektion aus
zwei Richtungen könnte die dreidimensionale Dichteverteilung rekonstruiert wer-
den, um zu sehen wie hier die räumliche Symmetrie gebrochen wird. Denkbar wäre
auch mit Hilfe von räumlichen Lichtmodulatoren (engl. spatial light modulators)
beliebige Fallenkon�gurationen zu realisieren [172�174], die zur Simulation unter-
schiedlicher Festkörperstrukturen dienen können. Durch die Spindynamik könnten
auch diese Potentiale hinsichtlich ihrer unterschiedlichen räumlichen Moden und
ihrer Symmetrien untersucht werden.

Von groÿem Interesse wären auch elongierte Dipolpotentiale oder optische Git-
ter. In Referenz [71,175] wird beschrieben, dass elongierte Dipolfallen einen spinu-
nabhängigen Auskoppelmechanismus der durch die Spindynamik erzeugten Atome
in |2,± 1⟩ bieten. Wenn die Fallenfrequenz entlang der schwachen Richtung gering
genug ist, könnte die durch den Stoÿ freiwerdende Energie ausreichen, damit das
verschränkte Atompaar das Potential verlassen kann. Aufgrund der Impulserhal-
tung müsste dann je ein Atom an einem der Fallenenden ausgekoppelt werden.
Ähnliches gilt auch für optische Gitterpotentiale, wo durch die Spindynamik hö-
here Bänder besetzt werden könnten. In beiden Fällen würden zwei verschränkte
Atomlaserstrahlen entstehen, die wiederum zur nichtklassischen Interferometrie
verwendet werden könnten [176]. So könnte sogar ein kontinuierliches Ramseyin-
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terferomter realisiert werden. Durch einen kohärenten Pumpprozess, der zusätzlich
Atome in das Ursprungskondensat hinein lädt [177, 178], könnte die Zeit der kon-
tinuierlichen Interferometrie sogar noch verlängert werden.

Der Auskoppelprozess mittels elongierter Falle oder optischem Gitter kann auch
für grundlegendere Experimente genutzt werden. Ist die Rate sehr gering, so dass
immer nur einzelne Atompaare ausgekoppelt werden, wären diese miteinander ver-
schränkt. Mit Hilfe einer zuverlässigen und zustandssensitiven Einzelatomdetekti-
on könnten diese EPR-Paare [9] nachgewiesen werden. Dies würde einen Test der
Bellschen Ungleichungen [11] mit neutralen Atomen ermöglichen.

7.3 Fazit

Die in dieser Arbeit vorgestellten Ergebnisse zeigen, dass sich eine Vielzahl von Per-
spektiven für weiterführende grundlegende Experimente und konkrete Anwendun-
gen ergeben. So bieten Spinorkondensate die Möglichkeit unterschiedliche Poten-
tiale bezüglich ihrer Dichteverteilungen und Symmetrien zu analysieren. Weiterhin
kann der Prozess der parametrischen Verstärkung in Spinorkondensaten, ähnlich
wie in der Quantenoptik, zur Erzeugung nichtklassischer Zustände dienen. Damit
könnten dann eine Vielzahl von Experimenten die mit verschränkten Photonen
und gequetschtem Licht durchgeführt wurden, mit atomaren Systemen realisert
werden. Weiterhin haben die nichtklassischen Zustände das Potential in zukünfti-
gen Atominterferometer zum Einsatz zu kommen, um Sensitivitäten jenseits des
Schrotrauschens zu ermöglichen.
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Anhang A

Anhang

A.1 Wechselwirkungsterme

Hier werden die benötigten Wechselwirkungsterme U1 und U0 aus Abschnitt 2.1.2
genauer dargestellt (Vergleich auch Ref. [103]). Dazu werden zunächst die Streulän-
gen aF für verschiedene Gesamtspins F für 87Rb benötigt. Diese sind von Prof. Tie-
mann aus spektroskopischen Daten und den Positionen von Feshbach-Resonanzen
bestimmt worden und lauten in Einheiten des Bohrradius aB:

F = 1 : a0 = 101,6(2)aB; a2 = 100,3(2)aB (A.1)

F = 2 : a0 = 879(2)aB; a2 = 91,2(2)aB; a4 = 99,0(2)aB (A.2)

Mit der atomaren Masse m und den Streulängen lassen sich die zugehörigen Wech-
selwirkungsparameter

gF =
4πh̄2aF
m

(A.3)

berechnet [108]. Unter Berücksichtigung der Clebsh-Gordan-Koe�zienten ergeben
sich schlieÿlich die folgenden Gleichungen für die Wechselwirkungsterme:

F = 1 : U0 =
g0 + 2g2

3
(A.4)

U1 =
g2 − g0

3
(A.5)

F = 2; U0 =
7g0 + 10g2 + 18g4

35
(A.6)

U1 =
−7g0 − 5g2 + 12g4

35
(A.7)
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A.2 Semi-klassische Herleitung der Unschärfe zwi-

schen Teilchenzahl- und Phasedi�erenz

Hier soll die Unschärferelation zwischen der Teilchenzahl- n− und der Phasendi�e-
renz ϕ− hergeleitet werden. Dabei wird die Phasendi�erenz als klassischen Gröÿe
betrachtet.

Beweis. Für den Kommutator der Komponenten des verallgemeinerten Blochvek-
tors gilt: [

Ĵi, Ĵj

]
= εijkĴk . (A.8)

Daraus ergibt sich die Unschärferelation:

∆Ĵi∆Ĵj ≥
1

2
⟨Ĵk⟩ . (A.9)

Auÿerdem gilt ⟨Ĵ2⟩ = j(j + 1) mit j = n+/2. In Kugelkoordinaten kann der
Blochvektor auch geschrieben werden als

⟨ ⃗̂J⟩ = j

sin θ sinϕ−

sin θ cosϕ−

cos θ

 (A.10)

wobei ϕ− der Phasendi�erenz der Zwei-Moden-Fock-Basis entspricht. Im weiteren
wird ohne Beschränkung der Allgemeinheit angenommen, dass der Blochvektor
entlang der Jy-Richtung zeigt und daher ⟨Ĵx⟩ = 0 gilt. Daraus folgen die Gleichun-
gen:

∆Ĵx∆Ĵz = j
[
(∆ sin θ) sinϕ− + sin θ(∆ sinϕ−)

]
∆Ĵz (A.11)

= j sin θ(∆ sinϕ−)⟨Ĵz⟩ (A.12)

⟨Ĵy⟩ = j sin θ cosϕ− (A.13)

(A.14)

Für die Unschärferelation aus Gleichung (A.9) ergibt sich dann:

j sin θ(∆ sinϕ−)Jz ≥
1

2
j sin θ cosϕ− (A.15)

∆sinϕ−∆Ĵz ≥
1

2
cosϕ− (A.16)

Mit der Kleinwinkelnährung sinϕ− ≈ ϕ−, cosϕ− ≈ 1 und ⟨Ĵz⟩ = n−/2 wird daraus:

∆ϕ−∆n− ≥ 1 (A.17)
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A.3 Gemittelte Dichteverteilungen der zylindrischen

Falle

Hier sind alle gemittelten Dichteverteilung für die unterschiedlichen Messpunkte
des Resonanzgraphen in Abbildung 4.5 gezeigt. Zusätzlich sind die gemittelte An-
passungen nach Gleichung (5.1) dargestellt, die zur Erstellung der Abbildung 5.6
gedient haben.
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