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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird eine allgemeine Theorie der mehrstelligen residuierten Abbildungen
zwischen geordneten Mengen entwickelt. Ein besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf residu-
ierten Abbildungen zwischen Hiillenbereichen und ihrer Darstellung durch Relationen. Die
erzielten Resultate haben Anwendungen in zahlreichen Disziplinen — darunter Algebra, Logik
und Formale Begriffsanalyse — und bilden insbesondere die Grundlage fiir eine umfassende
Theorie der relationalen und algebraischen Semantik substruktureller Logiken.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist die allgemeine Residuiertheit endlichstelliger Funk-
tionen, welche analog zur gewohnlichen Residuiertheit von bindren Operationen koordinaten-
weise auf Adjunktionen zuriickgefiihrt wird. Dariiber hinaus beriicksichtigen wir systematisch
die moglichen Dualisierungen der zugrundeliegenden geordneten Mengen und fiithren einen
verallgemeinerten Residual-Begriff ein.

Als addquate Voraussetzung fiir weite Teile der Theorie erweisen sich dann superalgebraische
Verbande. Unter anderem zeigen wir, wie Funktionen zwischen superalgebraischen Verbénden
iiber eine fundamentale Adjunktion mit Relationen zwischen den zugehorigen Spektren
verbunden sind, und leiten daraus eine kanonische Darstellung residuierter Abbildungen durch
Relationen ab. Speziell fiir Potenzmengenverbédnde erhalten wir eine fiir die Anwendungen
niitzliche Verallgemeinerung von Axialitdten und Polaritéten.

Hiillenstrukturen, d. h. mit einer Hiillenoperation versehene geordnete Mengen, sind ein
weiteres zentrales Thema der Arbeit. Vorrangig analysieren wir Funktionen zwischen Hiil-
lenstrukturen in Hinsicht auf induzierte Funktionen zwischen Hiillenbereichen. Dies fiihrt
auf einige grundlegende Eigenschaften und insbesondere auf die Stetigkeit von Abbildungen
zwischen Hiillenstrukturen. Wir charakterisieren diese Grundbegriffe fiir verschiedene Klassen
von Funktionen und entwickeln einen einheitlichen theoretischen Rahmen, in den sich bisher
unverbundene Fakten aus verschiedenen Bereichen systematisch einordnen lassen.

Besonders intensiv untersuchen wir residuierte Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen.
Ein wichtiges Ergebnis ist dabei die Bestimmung derjenigen residuierten Abbildungen, die
unter geeigneten Voraussetzungen bijektiv mit den residuierten Abbildungen zwischen Hiil-
lenbereichen korrespondieren. Insgesamt gelangen wir zu einem einheitlichen Darstellungssatz
fiir alle verallgemeinerten residuierten Funktionen und ihre Residuale, der die bisher be-
kannten Félle erheblich erweitert. Eine wesentliche Rolle spielen hier die superalgebraischen
Hiillenstrukturen und eine Verscharfung der Stetigkeit zur sogenannten Vollstetigkeit.

Mit Hilfe der allgemeinen Resultate fiir Hiillenstrukturen begriinden wir schliellich eine
Theorie der Relationen zwischen Hiillenrdumen und speziell zwischen Kontexten der For-
malen Begriffsanalyse. Stetige und vollstetige Relationen werden zudem als Morphismen
betrachtet, und wir beweisen eine Vielzahl kategorieller Aquivalenzen im Zusammenhang mit
Hiillenrdumen, Hiillenstrukturen und vollstdndigen Verbanden. Unter anderem konstruieren
wir eine Hiillenraum-Kategorie, die dquivalent ist zur Kategorie der vollstdndigen Verbénde
und vollstdndigen Homomorphismen.

Schlagworter: Residuale, Hiillenstrukturen, stetige Relationen



Abstract

In this thesis, we develop a general theory of residuated mappings between partially ordered
sets. Special emphasis is placed on residuated functions between closure ranges and their
representation by means of relations. The obtained results have applications in many areas,
including algebra, logic and formal concept analysis. In particular, they provide the basis for
a comprehensive theory of relational and algebraic semantics for substructural logics.

The starting point of our studies is the generalized residuation of maps in several variables.
This is defined via coordinatewise adjunctions, in analogy to the well-known residuation of
binary operators. Moreover, we systematically incorporate the possible dualizations of the
underlying partially ordered sets and introduce a generalized concept of residuals.

For a large part of the presented theory, superalgebraic lattices prove to be the appropriate
setting. Among other things, we show how functions between superalgebraic lattices are
fundamentally connected with relations between the associated join spectra by an adjunction.
From that, we derive a canonical representation of residuated functions using relations. For
power set lattices specifically, this yields a useful generalization of axialities and polarities.

Closure structures, meaning partially ordered sets equipped with a closure operation,
constitute another central theme of the thesis. We primarily analyze functions between
closure structures in terms of their induced functions between closure ranges. This leads us
to several essential properties of mappings with respect to closure operations, among them
continuity. For various classes of functions, we provide numerous characterizations of these
basic concepts and develop an extensive theoretical framework. That allows us to classify
and connect previously unrelated facts from different areas.

Specifically, we study residuated maps between closure structures. As an important result,
we identify those residuated functions that, under suitable assumptions, correspond bijectively
with residuated mappings between closure ranges. We obtain a uniform representation
theorem for all generalized residuated functions and their residuals, extending the known
cases significantly. Here, a central role is played by superalgebraic closure structures, as well
as a special form of continuity: the so-called complete continuity.

By means of the general results on closure structures, we finally establish a theory of
relations between closure spaces and, in particular, between the formal contexts of formal
concept analysis. In addition, continuous and completely continuous relations are utilized as
morphisms. We obtain a number of categorical equivalences between closure spaces, closure
structures, and complete lattices. In particular, we construct a category of closure spaces
that is equivalent to the category of complete lattices and complete homomorphisms.

Keywords: residuals, closure structures, continuous relations
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Einleitung

Residuierte Abbildungen zwischen geordneten Mengen sind als ordnungstheoretischer Spezial-
fall adjungierter Funktoren in den verschiedensten mathematischen Gebieten allgegenwértig
(siehe etwa [38] und [34]). Auch zweistellige residuierte Funktionen — also solche, die in beiden
Variablen residuiert sind — spielen in Algebra, Logik und zahlreichen weiteren Disziplinen eine
wichtige Rolle und bilden insbesondere die Grundlage fiir residuierte algebraische Strukturen
wie residuierte Verbénde oder Quantale ([42], [82]).

Eine zweistellige Abbildung o: P; X P, — () zwischen geordneten Mengen ist genau dann
residuiert (in jeder Variablen), wenn Abbildungen <—: @ x P, — P; und —: P1 X Q — P»
existieren, so dass die folgende Residuiertheitsbedingung gilt:

T1022 XY <= 21 Y—x9 < x9<7T1 =Y.

Die beiden Residuale <~ und — sind in diesem Fall selbst wieder residuiert, sofern sie als
zweistellige Abbildungen < : Q°P x P» — P/® und —: P} x Q°P — P,® aufgefasst werden.

Es ist naheliegend, die Residuiertheit von ein- und zweistelligen auf beliebige endlichstellige
Abbildungen zu verallgemeinern und aulerdem die moglichen Dualisierungen aller beteiligten
geordneten Mengen zu berticksichtigen. Dies wurde fiir Operationen zuerst von Dunn [20] im
Rahmen der sogenannten Gaggle-Theorie unternommen. Allerdings fehlt in der Literatur
neben einer flexiblen Notation vor allem eine systematische Untersuchung der Residuale
mehrstelliger residuierter Funktionen. In dieser Arbeit wird daher unter besonderer Bertick-
sichtigung der Residuale als erstes die Theorie der allgemeinen Residuiertheil entwickelt.
Die Residuiertheit n-stelliger Funktionen wird dabei analog zum zweistelligen Fall durch
eine Residuiertheitsbedingung mit n Residualen festgelegt. Zusammen mit einer Signatur
(o57) = (01,...,0n,T), bestehend aus Vorzeichen, welche fiir die zugrundeliegenden geordne-
ten Mengen jeweils markieren, ob die gegebene oder ihre duale Ordnung betrachtet wird,
ergibt sich der allgemeine Begriff der (o;7)-Residuiertheit. In diesem Sinne ist beispielsweise
das oben erwihnte Residual — eine (+, —; —)-residuierte Abbildung von P; x @ in Ps.

Eine zentrale Stellung nimmt die allgemeine Residuiertheit in der Theorie der substruk-
turellen Logiken ein (siehe Restall [80] fiir eine Einfuhrung; die Kenntnis solcher Logiken
wird zum Verstdndnis der vorliegenden Arbeit jedoch nicht benétigt). Der Grund ist, dass
substrukturelle Logiken als diejenigen Logiken charakterisiert werden kénnen, deren algebrai-
sche Modelle residuierte Strukturen sind (vgl. etwa [21], [42]). So wird zum Beispiel eine der
wichtigsten logischen Verkniipfungen, die Implikation, durch das Residual — einer binéren
residuierten Operation o algebraisch modelliert.

Eine neuere Entwicklung im Bereich der substrukturellen Logiken ist die relationale
Semantik, die sich an die aus der Modallogik bekannte Kripke-Semantik anlehnt und n-
stellige logische Verkniipfungen mit Hilfe (n + 1)-stelliger Relationen interpretiert (eine
Motivation dieser Semantik wird in [80, Kapitel 11| gegeben). Um mit der relationalen
Semantik auch nicht-distributive Logiken behandeln zu kénnen, wurden die zugrundeliegenden
Relationalstrukturen von verschiedenen Autoren um Hiillenoperatoren erweitert und in
manchen Ansétzen noch mit Ordnungsstrukturen versehen oder zu zweisortigen Strukturen
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ausgebaut (u. a. in [80, Kapitel 12], [6] und [45]). Die Relationen miissen dann derart beschaffen
sein, dass sie beim Ubergang zur sogenannten Komplex-Algebra geeignete (o; 7)-residuierte
Operationen auf dem entsprechenden Verband der abgeschlossenen Mengen induzieren.

Dies fiithrt auf die folgende Fragestellung, die fiir viele Anwendungen auch auflerhalb
der Logik und insbesondere fiir die Darstellungstheorie allgemeiner residuierter Strukturen
interessant ist: Unter welchen Voraussetzungen lassen sich fiir eine gegebene Signatur (o; 1)
durch Relationen zwischen Hiillenrdumen auf kanonische Weise sdmtliche (o; 7)-residuierten
Abbildungen zwischen den zugehorigen Hiillenverbdnden realisieren? Daran schliefit sich
sofort die Frage an, ob es vielleicht sogar eine bijektive Korrespondenz von gewissen Re-
lationen zwischen Hiillenrdumen mit allen (o;7)-residuierten Abbildungen zwischen den
Hiillenverbénden gibt. In der Literatur zur relationalen Semantik substruktureller Logiken
wurden diese Fragen bisher nur fiir einige Spezialfille beantwortet. Wir untersuchen daher
systematisch die Beziehung von Relationen und induzierten (o; 7)-residuierten Abbildungen
fiir alle Signaturen (o;7) und entwickeln eine umfassende Theorie, in die sich auch die
bekannten Antworten einordnen lassen.

Die geschilderten Fragen werden dabei in zwei separaten Schritten bearbeitet: Zuerst
betrachten wir, wie sich (o;7)-residuierte Abbildungen zwischen Potenzmengenverbénden
durch Relationen zwischen den Grundmengen realisieren lassen. Danach klidren wir zu
gegebenen Hiillenoperatoren auf den Grundmengen, unter welchen Voraussetzungen (o; 7)-
residuierte Abbildungen zwischen Potenzmengenverbinden durch Hiillenbildung alle (o; 7)-
residuierten Abbildungen zwischen den zugehorigen Hiillenverbéanden induzieren. Es stellt
sich heraus, dass beide Schritte in einem deutlich allgemeineren Rahmen behandelt werden
konnen, in dem superalgebraische Verbinde eine wesentliche Rolle spielen.

Der erste Schritt ergibt sich dann aus dem Verhéltnis von (o; 7)-residuierten Abbildungen
zwischen superalgebraischen Verbdnden und geeigneten Relationen zwischen den \/-Spektren
dieser Verbénde. Der zweite Schritt fithrt auf die Untersuchung von Hiillenstrukturen, worun-
ter wir beliebige geordnete Mengen verstehen, die mit einer Hiillenoperation versehen sind.
Die Theorie der Funktionen zwischen Hiillenstrukturen bildet den Schwerpunkt dieser Arbeit,
und tatséchlich finden wir fir jede Signatur (o;7) im Falle geeigneter (superalgebraischer)
Hillenstrukturen eine bijektive Korrespondenz von bestimmten (o;7)-residuierten Abbil-
dungen zwischen Hiillenstrukturen mit allen (o; 7)-residuierten Abbildungen zwischen den
Hillenbereichen. Die allgemeinen Ergebnisse fiir Hiillenstrukturen beantworten dann einer-
seits durch Spezialisierung auf Hiillenrdume die obige Fragestellung und kénnen andererseits
in einem breiteren Rahmen angewendet werden.

Durch die Anwendung der allgemeinen Theorie auf Relationen zwischen Hiillenrdumen
gelangen wir insbesondere zu sogenannten wvollstetigen Relationen, die in Bijektion zu residu-
ierten Abbildungen zwischen Hiillenverbdnden stehen. Eine geeignete Komposition erlaubt
sogar die Konstruktion einer Kategorie der Hiillenrdume und vollstetigen Relationen, von der
wir zeigen konnen, dass sie zur Kategorie der vollstdndigen Verbéande und residuierten (d. h.
\/-erhaltenden) Abbildungen dquivalent ist. Wir behandeln eine Vielzahl weiterer kategorieller
Aquivalenzen im Zusammenhang mit Hiillenstrukturen, Hiillenrdumen und vollstindigen
Verbénden und kénnen unter anderem Resultate von Erné [27] zu Hiillenraum-Kategorien
mit stetigen Funktionen verallgemeinern.

In allen betrachteten Korrespondenzen zwischen Funktionen und Relationen beriicksichtigen
wir konsequent die natiirlicherweise auftretenden geordneten Mengen (mit der punktweisen
Ordnung von Abbildungen bzw. der Ordnung von Relationen durch die Mengeninklusion).
Auflerdem formulieren wir alle kategorientheoretischen Resultate in solchen Kategorien, die
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Einleitung

iiber der Kategorie der geordneten Mengen und isotonen Abbildungen angereichert wurden
und auch als lokal geordnete 2-Kategorien bekannt sind. Ein grofier Vorteil dieses Vorgehens
liegt darin, dass lokal geordnete 2-Kategorien die Definition von adjungierten Morphismen
erlauben. Diese versetzen uns unter anderem in die Lage, eine Hiillenraum-Kategorie anzu-
geben, die zur Kategorie der vollstandigen Verbédnde und wvollstindigen Homomorphismen
dquivalent ist.

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit ist die Entwicklung der grundlegenden Methoden fiir die
Darstellungstheorie allgemeiner residuierter Strukturen (vgl. hierzu auch [50]) und damit
fiir eine einheitliche Theorie der relationalen Semantik, wie sie in [76] skizziert wurde.
Ein weiteres Gebiet, auf das sich die Resultate zu Hiillenraum-Kategorien und Relationen
zwischen Hillenrdumen gewinnbringend anwenden lassen, ist die Formale Begriffsanalyse
(siehe [44]). Es ergeben sich sowohl bekannte Theoreme als auch neue Zusammenhénge
und Charakterisierungen fiir Relationen zwischen formalen Kontexten (wie Bindungen, G-
Relationen oder relationale Infomorphismen, siche etwa [43], [59]). AuBerdem kénnen aus
der allgemeinen Theorie zahlreiche geliufige kategorielle Aquivalenzen fiir geeignete Kontext-
Kategorien systematisch hergeleitet werden (vgl. [35], [59], [69]), und einige von ihnen lassen
sich auf interessante Weise modifizieren und verallgemeinern.

Wir skizzieren nun den Aufbau der Arbeit. In Kapitel 1 werden zunéchst einige grundlegende
Notationen im Zusammenhang mit mehrstelligen Abbildungen und Relationen eingefiihrt, die
im weiteren Verlauf benttigt werden und von denen nicht alle allgemein iiblich sind. Danach
folgt eine Zusammenstellung der wichtigsten ordnungstheoretischen und kategorientheore-
tischen Grundlagen. Damit die spateren Ausfithrungen auch mit wenigen Vorkenntnissen
nachvollziehbar sind, werden diese Voraussetzungen relativ ausfiihrlich dargestellt. Zudem
werden in den nachfolgenden Kapiteln fast alle Beweise vollstdndig ausgefiihrt.

Die Grundlagen der allgemeinen Residuiertheit werden in Kapitel 2 in einer einheitlichen
Terminologie entwickelt. Fiir alle Signaturen (o;7) behandeln wir erst (o;7)-monotone und
anschliefend (o;7)-residuierte Abbildungen mit den zugehérigen (o;7)-Residualen. Eine
(0; 7)-residuierte Funktion bildet zusammen mit ihren Residualen eine (o; 7)-residuierte Fa-
milie. Im einstelligen Fall ist eine residuierte Familie dasselbe wie eine ordnungstheoretische
Adjunktion, und die wichtigsten Resultate fiir allgemeine Residuale kénnen im wesentli-
chen auf bekannte Fakten fiir gewohnliche Adjunktionen zuriickgefiihrt werden. Danach
erlautern wir lokal geordnete 2-Kategorien und adjungierte Morphismen. Die Mehrzahl der
spéter betrachteten lokal geordneten 2-Kategorien sind sogar sogenannte Quantaloide, d.h.
ihre Morphismenmengen sind vollstdndige Verbande und ihre Kompositionsabbildungen in
beiden Variablen residuiert. Wir diskutieren daher einige fundamentale Eigenschaften von
Quantaloiden und Quantaloid-Homomorphismen.

Der Schwerpunkt von Kapitel 3 liegt auf superalgebraischen Verbdnden. Diese stellen
die addquate Voraussetzung zur weiteren Untersuchung der allgemeinen Residuiertheit dar:
Einerseits kann jede isotone Abbildung zwischen superalgebraischen Verbanden auf geeignete
Weise eindeutig zu einer residuierten Abbildung geglittet werden. Andererseits ldsst sich
zeigen, dass Funktionen zwischen superalgebraischen Verbénden iiber eine Adjunktion mit
Relationen zwischen den zugehdrigen \/-Spektren zusammenhéngen. Eine wichtige Folgerung
ist dann, dass (o;7)-residuierte Abbildungen zwischen superalgebraischen Verbénden in
Bijektion zu sogenannten (o; 7)-Abschnittsrelationen zwischen den \/-Spektren stehen. Da
superalgebraische Verbénde bis auf [somorphie gerade die Abschnittsverbiande sind, gelten alle
Resultate dieses Kapitels auch fiir Potenzmengenverbénde. Daraus ergibt sich insbesondere



die Darstellung der (o;7)-residuierten Abbildungen zwischen Potenzmengenverbanden durch
Relationen zwischen den Grundmengen und somit eine Verallgemeinerung der bekannten
Axialitdten und Polaritdten zwischen Potenzmengenverbénden.

In Kapitel 4 beginnen wir mit der Untersuchung von Hiillenstrukturen. Zunéchst werden ei-
nige relevante Eigenschaften von Hiillenstrukturen vorgestellt, und unter anderem wird gezeigt,
dass vollsténdige Verbénde genau die Hiillenbereiche superalgebraischer Hiillenstrukturen
sind. Danach befassen wir uns hauptséchlich mit Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen
und den aus ihnen durch Hiillenbildung induzierten Abbildungen zwischen Hiillenbereichen.
Das fihrt auf die Stetigkeit und Abgeschlossenheit von Funktionen zwischen Hiillenstrukturen.
AufBlerdem betrachten wir bindende, innenbindende und auflenbindende Abbildungen. Diese
Grundbegriffe werden sowohl fiir beliebige als auch fiir isotone sowie antitone Abbildungen
ausfihrlich charakterisiert und aufeinander bezogen. Allgemeine Prinzipien, die in vielen
konkreten Situationen im Zusammenhang mit Hiillenoperationen auftreten, konnen auf diese
Weise in einer einheitlichen Terminologie dargestellt werden.

Kapitel 5 fithrt dann die beiden zentralen Themen dieser Arbeit — die allgemeine Resi-
duiertheit und Hiillenstrukturen — zusammen. Wir setzen einerseits die Untersuchung der
Grundbegriffe aus dem vorigen Kapitel speziell fiir (o;7)-residuierte Abbildungen zwischen
Hiullenstrukturen fort und erhalten fiir die jeweiligen Signaturen (o;7) zahlreiche niitzli-
che Charakterisierungen und Zusammenhénge. Andererseits beantworten wir in mehreren
Schritten die Frage, fiir welche (o; 7)-residuierten Abbildungen zwischen geeigneten Hiil-
lenstrukturen eine kanonische bijektive Korrespondenz mit (o; 7)-residuierten Abbildungen
zwischen den zugehorigen Hiillenbereichen existiert. Als entscheidender Begriff erweist sich
dabei eine Verschirfung der Stetigkeit zur sogenannten o-Vollstetigkeit. Ein besonderer
Schwerpunkt liegt auf vollstetigen, residuierten Abbildungen zwischen superalgebraischen
Hiillenstrukturen, da ihre Korrespondenz mit residuierten Abbildungen zwischen Hiillenbe-
reichen zu einer kategoriellen Aquivalenz ausgebaut werden kann.

Die Anwendung der abstrakten Resultate fiir Funktionen zwischen Hiillenstrukturen auf
Relationen zwischen Hiillenrdumen erfolgt in Kapitel 6. Sie fithrt unter anderem auf (o;7)-
stetige und (o; T)-vollstetige Relationen zwischen Hiillenrdumen sowie auf Bindungen. Die
Eigenschaften dieser Relationen werden in Hinblick auf moégliche Anwendungen ausfiihrlich
beschrieben. Die Stetigkeit von Relationen erweist sich dabei als eine direkte Verallgemeine-
rung der Stetigkeit von Funktionen im topologischen Sinne. Zum Schluss des Kapitels werden
stetige Relationen, vollstetige Relationen und Bindungen speziell zwischen den Kontexten
der Formalen Begriffsanalyse betrachtet. Wir ordnen bekannte Begriffe in die allgemeine
Theorie ein und erhalten einige interessante neue Charakterisierungen.

In Kapitel 7 werden schliellich Hillenraum-Kategorien ausfiihrlich untersucht. Insbesondere
konstruieren wir die Kategorie der Hiillenrdume und vollstetigen Relationen und zeigen ihre
Aquivalenz mit der Kategorie der vollstindigen Verbénde und residuierten Abbildungen. Auch
der Zusammenhang mit Hullenstruktur-Kategorien wird erldutert, und durch Beschriankung
auf geeignete Unterkategorien ergeben sich zahlreiche weitere kategorielle Aquivalenzen,
darunter solche fir Kontext-Kategorien.
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1 Grundlagen

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Notationen fixiert und einige im weiteren Verlauf
benétigte Voraussetzungen zusammengestellt. Obwohl viele der aufgefithrten Definitionen und
Resultate bereits bekannt sein diirften, empfiehlt sich ihre Lektiire, da einige Schreibweisen
eingefithrt werden, die nicht allgemein tiblich sind. Dies gilt vor allem fiir Bezeichnungen im
Zusammenhang mit Produkten und mehrstelligen Relationen.

1.1 Mengentheoretische Notationen

Sofern nichts anderes festgelegt wird, verwenden wir geldufige logische und mengentheoretische
Notationen, darunter C fiir die Mengeninklusion, PX fiir die Potenzmenge einer Menge X
und X \ A fiir das Komplement einer Menge A in X. Das Komplement von A wird auch mit
—A oder A€ bezeichnet, falls der Bezug auf eine Obermenge X gegeben ist. Wo es notig ist,
unterscheiden wir zwischen Mengen und Klassen.

1.1.1 Relationen und Abbildungen

Definition 1.1.1 (Relationen). Seien X und Y Mengen. Eine (bindre oder zweistellige)
Relation zwischen X und Y ist eine Teilmenge des kartesischen Produkts X x Y. Im Falle
X =Y wird eine solche Relation auch Relation auf X genannt. Die Aussage, dass R eine
Relation zwischen X und Y ist, wird abkiirzend notiert als

R:X<+Y.

Diese Aussage ist auch gemeint, wenn wir im folgenden (nicht ganz korrekt) von der Relation
R: X — Y sprechen, und analoges gilt spater fiir Abbildungen. Anstelle von (z,y) € R
schreiben wir meistens « R y oder R(x,y).

Fir Relationen R: X «Y und S:Y « Z ist die Komposition von R und S definiert
durch

SoR={(z,2): y(x Ry &yS =2)},

und es gilt So R: X — Z. Die Gleichheitsrelation (Identitét) auf X wird mit idx bezeichnet.

Fiir eine Relation R zwischen X und Y sei R = { (y,z) : (z,y) € R} die zu R duale oder
konverse Relation (manchmal auch mit R~! bezeichnet) und R® = (X x Y) \ R die zu R
komplementdre Relation. Es ist (S o R)d = RY 0 S und (RY)° = (R°)4.

Wir verwenden die folgenden niitzlichen Abkiirzungen:
Notation 1.1.2 (Relationen-Schreibweisen). Es gelte R: X « Y. Firz € X, y € Y sei

tR:=z2:={y: 2Ry}, Ry:=yr:={xz:x Ry}
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Fir ACX, BCY sei
AR::{y:(erA)(ny)}:U{xR:xeA},
RB::{x:(HyeB)(wRy)}:U{Ry:yEB}

und auflerdem
AR::{y:(VxeA)(ny)}:ﬂ{xR:xeA},
Br:={xz:(VyeB)(xRy)}=({Ry:y<cB}.

Mit diesen Schreibweisen ist xR = {z}R = {x}R = zf und Ry = R{y} = {y}r = yr.
Offensichtlich gilt RYA = AR und Apa = AR,

Einige wichtige Eigenschaften von Relationen fasst die néchste Definition zusammen.
Definition 1.1.3 (Eigenschaften von Relationen). Eine binédre Relation R auf X heifit
o reflexiv, falls x R x fiir alle x € X gilt;
e transitiv, falls aus x R y und y R z stets x R z folgt;
e antisymmetrisch, falls R y und y R x stets x = y implizieren.

Eine Quasiordnung auf X ist eine reflexive und transitive Relation auf X, und eine antisym-
metrische Quasiordnung ist eine Ordnung. Fine Relation S zwischen X und Y heifit

e linkstotal, falls es zu jedem z € X ein y € Y gibt mit = S y.
o rechtseindeutig, falls aus « S y und = S z stets y = z folgt.
Dual werden die Eigenschaften rechistotal und linkseindeutig definiert.

Die obigen Eigenschaften lassen sich alle elementfrei beschreiben, die ersten beiden folgen-
dermafen:

Lemma 1.1.4. Fiir jede Relation R auf X gilt:

R reflexiv <= idx C R,
R transitiv <= RoRCR.

Jede Quasiordnung R ist somit insbesondere idempotent, d.h. Ro R = R. L]

Fir die vorliegenden Zwecke ist es giinstig, Funktionen als spezielle Relationen aufzufassen.
Wir unterscheiden also nicht zwischen einer Funktion und ihrem Graphen.

Definition 1.1.5 (Abbildungen und Familien). Seien X und Y Mengen. Eine Relation f
zwischen X und Y ist eine Funktion oder Abbildung von X in Y, was wie iiblich auch in der
Form f: X — Y notiert wird, falls sie linkstotal und rechtseindeutig ist. Statt « f y wird in
diesem Fall f(z) =y oder f: z +— y geschrieben.

Es gilt idx : X — X, und die Komposition go f von f: X — Y und g: Y — Z ist gegeben
durch (g o f)(z) = ¢(f(x)). Eine injektive Funktion f: X — Y ist linkseindeutig, eine
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surjektive rechtstotal, und ist f eine bijektive Abbildung, d.h. injektiv und surjektiv, so ist
f~' = f9 ihre Inverse oder Umkehrabbildung.

Fiir AC X und B CY bezeichnet f[A] = Af ={ f(z):x € A} das Bild von A unter f
und f7YB] = fB={x € A: f(x) € B} das Urbild von B unter f. Mit Hilfe von Bild bzw.
Urbild l&sst sich jede Abbildung f von X in Y zu einer Abbildung zwischen Potenzmengen
liften: Die Funktionen f.: PX — PY und f_: PY — PX seien festgelegt durch

f-(A) = f[A] wd f(B)=f[B].

Wird eine Menge [ als Indexmenge aufgefasst, so nennt man eine Abbildung F': [ — X
auch eine (durch [ indizierte) Familie und schreibt sie in der Form F = (F; :i € ) oder
(F})ier mit der Notation F; = F(7).

Es bezeichne YX die Menge aller Abbildungen von X in Y.!

Die im folgenden eingefithrten Schreibweisen f® und f° werden spéter hdufig verwendet.

Definition 1.1.6 (Restriktion und Co-Restriktion von Funktionen). Sei f: X — Y eine
Abbildung, und seien A C X und B C Y. Die Restriktion von f auf A ist die Funktion
fTA=fN(AxY)von AinY. Ist f[X] C B, so ist f auch eine Abbildung von X in B
und wird als solche die Co-Restriktion von f auf B genannt.

Mit f® bezeichnen wir die Co-Restriktion von f auf den Bildbereich f[X], und es sei f°
die Inklusionsabbildung von f[X]in Y, also f°© =idy [ f[X]. Diese Schreibweisen liefern die
bekannte Faktorisierung einer Abbildung iiber ihr Bild: Jedes f: X — Y l&sst sich trivia-
lerweise zerlegen in die surjektive Funktion f®: X — f[X] und die injektive f°: f[X] - Y
mit

feof*=1r.

1.1.2 Schreibweisen fiir Produkte und Familien

Im folgenden stehe n immer fiir eine natiirliche Zahl aus {0,1,2,...}, und es sei
n:={1,...,n}
Insbesondere ist dann 0 die leere Menge (), welche wir auch mit 0 bezeichnen.

Definition 1.1.7 (Allgemeine kartesische Produkte). Sei A = (A4; : i € I) eine Familie von
Mengen. Das (allgemeine) kartesische Produkt der Mengen A; ist

[TA=TLecrAi={a: I = Ujer Ai:a(i) € A; fir allei € I},

und mit der Schreibweise fiir Familien ist a; = a(i) fir allea € [JAund i € I. Gilt A; = X
fiir jedes i € I, so ist [JA = X .

Fiir i € I # 0 bezeichne 7;: [[ A — A; die durch 7;(a) = a; gegebene i-te Projektionsab-
bildung zu [] A.

Im Falle endlicher Indexmengen I = n identifizieren wir das allgemeine kartesische Produkt
[T A= Il;c; Ai mit der Menge

H?ZlAi:H(Al,...,An):AlX...XAn:{(al,...,an)ialEAl, ceey an€An},

1 Eine Verwechslung mit der Notation AT fiir Relationen R ist hier nicht zu befiirchten.



1 Grundlagen

unterscheiden also Tupel nicht von endlichen Folgen. Mit dieser Konvention ist das binére
kartesische Produkt x insbesondere assoziativ, und fiir jede Menge X ist X2 = X" =
X x ...x X. Fir n =0 erhdlt man das leere Produkt 1 :=[[} = {0}. Im folgenden werden
auch 1 x X, X x 1 und X! mit X gleichgesetzt. Ein n-Tupel = (z1,...,2,) ist im Fall
n = 0 das leere Tupel (die leere Menge), und im Fall n = 1 wird es mit seiner einzigen
Komponente identifiziert.

Definition 1.1.8 (Produkte von Abbildungen). Fiir eine durch I induzierte Familie f von
Abbildungen f;: A; — B; sei das Produkt [[ f = [[;er fi: Ilier Ai — [l;er Bi der Abbildun-
gen f; definiert durch ([] f)(z) = (fi(z;) :i € 1).

Mit der Projektionsabbildung m;: [];c; Ai — A; gilt dann 7; o] f = fj om;. AuBlerdem ist
(T ) ies Ai) = Ties filAd und TTgoTT £ = ies(gio i) fiir jede weitere Familie (g, : i € 1)
von Abbildungen g;: B; — C;.

Im Fall I = n schreiben wir das Produkt [[;,c; fi auch als [[;2; fi = [1(f1,...,fn) =
fi X ... X% fn. Gilt speziell f; = h fiir alle i € n, so ist [[I~; f; die Potenz?

h" =hx...X h.
Fiir n = 0 bezeichnen wir mit 1 auch die einzige Abbildung id; = {(0,0)} von 1 in sich.
Es ist vorteilhaft, einige der eingefithrten Bezeichnungen auf Familien auszudehnen:

Notation 1.1.9 (Familien-Schreibweisen). Fur eine Familie A = (A4; : 7 € I ) von Mengen
sei

idg = (idg, :ie1).
Die Identitéat idH 4t ITA — [ A ldsst sich damit schreiben als idH 4 = I1ida = [l;erida,.
Fiir eine Familie f = ( f; : ¢ € I ) von Abbildungen setzen wir
ff=(fliel) und f°=(f:i€el).
Insbesondere ist dann [] f* = [[;c; f7 = (I1 f)°.

Spéter wird es haufiger nétig sein, eine Komponente einer Familie bzw. einen Faktor eines
Produkts abzudndern. Daher lohnt es sich, hierfiir eine handliche Notation einzufiihren.

Notation 1.1.10 (Modifikation der i-ten Koordinate). Sei X eine Menge, A =(A;:j€ 1)
eine Familie von Mengen und ¢ € I. Fiir a € [[A und z € X sei die in der Koordinate ¢
modifizierte Familie a[i — x] definiert durch

x, falls j =1,
aj, falls j #i.

a[ib—mc]j:{

Hierdurch ist auch A[i — X] erkldrt, und es ist

[TA[f— X]={ali—z]:a € [[A z€ X}.

2 Demnach steht die Potenz f™ einer Abbildung f: X — Y im folgenden immer fiir f X ... x f und nicht fir
fo...of (letzteres wire auch nur fiir Selbstabbildungen definiert).
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Im folgenden benétigen wir diese Schreibweise in der Regel nur fiir I = n; es ist dann
ali — x] = (a1,...,0i—1,T,Qj+1,...,a,) und

[TA[i— X]=A1 X ... x A1 X X X Ajy1 X ... X Ay,

Sofern die Stelle 7 aus dem Zusammenhang hervorgeht, schreiben wir dafiir meistens kiirzer
(@1, @, ... ap) bzw. A; X ... x X X ...x A,. Wir ergénzen noch den Fall i =0 & I mit
der Festlegung a[0 — z] := a.

Um die ersten n Komponenten eines (n+1)-Tupels deutlich von der letzten zu unterscheiden,
verwenden wir das Semikolon:

Konvention 1.1.11 (Tupel-Schreibweise). Ein (n + 1)-Tupel (z1,...,z,,y) wird im folgen-
den meistens in der Form

(x1,...,2n;y) oder kurz (x;y)

geschrieben. Die Schreibweise (z;y) soll aulerdem immer implizieren, dass x ein n-Tupel
(z1,...,2y) und y ein Element ist (wobei n aus dem Zusammenhang hervorgeht)! Im Fall
n =1ist (x;y) das geordnete Paar (x,y), und fir n = 0 wird (x;y) mit y identifiziert.

1.1.3 Mehrstellige Relationen und Abbildungen

Mehrstellige Abbildungen sind gewohnliche Abbildungen der Form [ X — Y, deren Definiti-
onsbereich ein (endliches) Produkt ist. Eine Zerlegung dieses Produktes in Faktoren wird in
der Literatur meistens nur implizit als gegeben vorausgesetzt, was zu Missverstindnissen
fihren kann. Dariiber hinaus wird es im weiteren Verlauf von Bedeutung sein, ob eine
solche Abbildung als gewthnliche (einstellige) oder mehrstellige aufgefasst wird. Aus diesem
Grund fiihren wir fiir mehrstellige Abbildungen spezielle Bezeichnungen ein. Dasselbe gilt
fiir mehrstellige Relationen, mit denen wir beginnen.

Definition 1.1.12 (Mehrstellige Relationen). Sei (X;Y) = (X1,...,X,;Y) eine Familie

von Mengen. Eine (n + 1)-stellige Relation zwischen X1, ..., X, und Y, auch Relation tber
(X;Y) genannt, ist eine Teilmenge von X7 X ...x X, x Y, d.h. eine binire Relation zwischen
[IX und Y. Im Fall X; = ... = X,, =Y wird eine solche Relation auch (n + 1)-stellige
Relation auf Y genannt.

Eine Relation R zwischen X7, ..., X,, und Y ist im Fall n = 0 einfach eine Teilmenge von Y’
und im Fall n = 1 eine bindre Relation zwischen X; und Y. Anstelle von (z1,...,2,,y) € R
schreiben wir meistens R(z1,...,%,;y) oder R(z;y).

Fiir i € n entstehe die i-te konverse (oder i-konverse) Relation R~ {iber (X[i — Y]; X;)
aus R durch Vertauschen der i-ten und (n + 1)-ten Koordinate:

(r;9) € R™Y <= (z[i > yl;24) € R.

Offensichtlich ist (R~)~" = R, und im Fall n = 1 ist R~ gerade R%. Die komplementire
Relation zu R ist R® = ([ X x Y)\ R. Es gilt (R™%)¢ = (R®)~%.

Die Schreibweise R~ fiir die i-te konverse Relation geht auf Dunn [20] zuriick. Eine weitere
niitzliche Notation fiir mehrstellige Relationen ist die folgende:
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Notation 1.1.13 (Relationen-Schreibweise). Sei R eine (n+ 1)-stellige Relation iiber (X;Y).
Fir alle (z;25,41) € [IX X Y und alle 7 € n + 1 definieren wir

R(xl,...,$i_1,7, :IZZ'+1,...,:L'n+1) = {Z : (a;l,...,mi_l,z,xiﬂ,...,xn“) S R}

Fiir Mengen X, Y und eine zweistellige Relation R : X « Y ist damit R(z, ) = 2R = zf
und R(_,y) =Ry=vygfirallez e X,yecY.

Definition 1.1.14 (Mehrstellige Abbildungen). Sei (X;Y) = (X1,...,X,;Y) eine Familie
von Mengen. Eine n-stellige Funktion oder Abbildung f von X1, ..., X, in' Y (oder kurz:
von X in'Y'), auch geschrieben als f: (X1,...,X,) — Y, ist eine gewohnliche Abbildung von
[IX in Y. Jede Abbildung von X, ..., X,, in Y ist also insbesondere eine (n + 1)-stellige
Relation zwischen X, ..., X,, und Y. Durch die verwendete Notation

f: X—=Y bzw. f:][X—-Y

wird im folgenden gekennzeichnet, ob f als mehrstellige oder einstellige Abbildung aufgefasst
wird. Ist die Zerlegung des Produkts [[ X offensichtlich, so schlieen wir uns manchmal auch
der verbreiteten Konvention an, von der mehrstelligen Abbildung f: [[ X — Y zu sprechen,
obwohl eigentlich f: X — Y gemeint ist. Fiir f((x1,...,2,)) wird meistens nur f(z1,...,x,)
geschrieben.

Eine nullstellige Abbildung ist nach Definition eine Funktion f: 1 — Y, die wir mit
ihrem einzigen Bildelement f(0) € Y identifizieren. Die nullstelligen Abbildungen von 1
in Y entsprechen demnach genau den Elementen von Y. Sofern die nullstellige Abbildung
f: 1 =Y als Relation aufgefasst wird, identifizieren wir sie mit der einelementigen Teilmenge
()} cv.

Mit Hilfe kartesischer Produkte ldsst sich die Komposition mehrstelliger Abbildungen auf
die gewohnliche Komposition zuriickfithren: Sei f = (f1,..., f,) eine Familie m;-stelliger
Abbildungen f;: (X;1,...,Xim,) = Y; und g eine Abbildung von Y, ..., Y, in Z. Dann
bezeichne go f = go(fi,..., fn) die Abbildung go[] f = go(f1 x...x fn) (wobei fir letztere
alle Abbildungen als gewohnliche aufgefasst werden). Damit erhélt man eine Abbildung von
X171, ey leml, X271, ey X27m2, ey Xn,la ey Xmmn in Z mit

(go <f17 R ,fn))(l'l,---,xn) = g(fl(xl)’ .- vfn(xn))

fur alle m;-Tupel z; € X1 X ... X Xjm, (1 €n).

Ist f: (X1,...,X,) = Y eine n-stellige Abbildung und A = (A;,...,A,) eine Mengen-
Familie mit A; C X; fir alle i € n, so sei das Bild f[A] = f[A1,...,Ay] von Ay, ..., A,
unter f dasselbe wie das Bild von [] A unter der gewohnlichen Abbildung f: [[X — Y, also

FlAL - A = { f(@1, o 20) 21 € A, .y € Ay}

Analog wird die Restriktion f [ A von f auf Ay, ..., A, zuriickgefithrt auf die Restriktion
der Abbildung f: [[X — Y auf [] A.

Je nach Bedarf werden wir spéter flexibel zwischen den Sprech- und Schreibweisen fiir ein-
und mehrstellige Abbildungen wechseln. Aus dem Zusammenhang wird aber immer deutlich
werden, auf welche Weise eine Abbildung gerade aufgefasst wird.

Wir schlieflen diesen Abschnitt mit der Betrachtung einer weiteren vorteilhaften Notation
fiir mehrstellige Relationen und Abbildungen, die das ,,Festhalten®“ aller Variablen bis auf
eine beschreibt.
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Notation 1.1.15 (Reduktion auf die i-te Koordinate). Sei R eine Relation zwischen den
Mengen Xj, ..., X, und Y, und sei i € n. Fiir jedes a = (a1,...,a,) € [[7_; X sei die
binére Relation R{ zwischen X; und Y definiert durch

Ri(xz,y) <= R(a[i—z];y) <= R(ai,...,T,...,an;Yy)

fir alle x € X;, y € Y. Es gilt R} = R?[iﬁz] fur alle z € A;, d.h. die durch Reduktion
entstandene Relation R{ hangt nicht von a; ab. Offensichtlich ist R{(a;,y) dquivalent zu
R(a;y).
Ist f eine n-stellige Abbildung von X = (X1,...,X,) in Y, so ist speziell
fix) = flali = z]) = f(ar,...,a;—1,2,ai11,...,an)

fir alle a € [[X und alle x € X;. Wir schreiben die Abbildung f¢ auch in der Form
flay,...,a;—1, -, Git1,...,ay). Fir zweistellige Funktionen o in Infixnotation ist dann

-0ay) und ogal’@) =(ajo ).

(a1,a2) _ (

o1
Es ist f(a;) = f(a). AuBerdem gilt (idx)¢(x) = a[i — z] und somit f¢ = f o (idx)¢.

Mit der soeben eingefithrten Notation prézisieren wir die anschaulich einleuchtende For-
mulierung, dass eine mehrstellige Abbildung in der i-ten Variablen eine gewisse Eigenschaft
besitzt.

Definition 1.1.16 (Eigenschaften in der i-ten Koordinate). Es sei f eine n-stellige Abbildung
von X = (X1,...,X,)inY, i€ nund £ eine beliebige Eigenschaft. Hat f¢ fir alle a € [[ X
die Eigenschaft £, so sagen wir, die Abbildung f habe in der i-ten Variablen (oder in der
i-ten Koordinate) die Eigenschaft £.

Lemma 1.1.17. Sei R eine Relation zwischen X1, ..., X, und Y. Fiir jedes i € n und alle
a€[[jy X; gilt
(R = (R

Beweis. Nach Definition von R~ ist
(R (y. ) & R '(ali = yJ;x) & R(ali = aliy) & Ri(z,y) & (B})(y,x)
fir alle (z,y) € X; x Y. O
Lemma 1.1.18. Sei f eine Abbildung von X1, ..., X, inY, und sei i € n.
(a) Fir alle Abbildungen g:Y — Z und alle a € J[}_; X ist
(go f)i =gofi

(b) Fiir alle Familien h = (hi,...,hy) von Abbildungen hj: W; — X; (j € n) und alle

(Fon) = 11" o,

Beweis. Zu (a). (g0 f)%(x) = (g0 f)(ali = a]) = g(f(ali — 2])) = (g0 f2)(x). Zu (b).
(f o h)b(w) = FITAGL — w])) = f(ha (b1, hi(w), . ha(ba)) = (" o ) (w). O
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1.2 Ordnungstheoretische Voraussetzungen

In diesem Abschnitt erldutern wir zunéchst einige grundlegende Notationen im Zusammen-
hang mit geordneten Mengen und stellen anschliefend die fiir unsere Zwecke wichtigsten
Resultate iiber Hiillenoperationen und ordnungstheoretische Adjunktionen zusammen. Eine
vollstdndige Darstellung aller ordnungstheoretischen Voraussetzungen kann an dieser Stelle
natiirlich nicht gegeben werden, und wir verzichten bis auf wenige Ausnahmen auf Beweise.
Fiir ausfithrliche Einfithrungen in die Ordnungstheorie sei auf [17] und [26] verwiesen.

1.2.1 Geordnete Mengen und vollstindige Verbande

Wir beginnen mit den elementaren ordnungstheoretischen Definitionen.

Definition 1.2.1 (Quasigeordnete und geordnete Mengen). Ein Paar P = (X, R) heift
quasigeordnete (bzw. geordnete) Menge, falls X eine Menge und R eine Quasiordnung (bzw.
Ordnung) auf X ist. Wir schreiben |P| fiir die zugrundeliegende Menge X und <p fir die
Ordnungsrelation R von P. Sofern der Bezug offensichtlich ist, schreiben wir auch < anstelle
von <p.

Sei P = (|P|,<p) eine quasigeordnete Menge. Dann ist die zu <p duale Relation >p
wieder eine Quasiordnung, und es sei P°P := (|P|,>p) die zu P duale quasigeordnete Menge.

Fiir eine Teilmenge A von |P|ist ASP (bzw. A<,) die Menge aller oberen (bzw. unteren)
Schranken von A in P, und ein gréfites Element (Mazimum) von A ist eine obere Schranke von
A, die in A liegt. Dual wird ein kleinstes Element (Minimum) definiert. Falls P eine geordnete
Menge ist, sind existierende gréfite bzw. kleinste Elemente von A eindeutig bestimmt und
werden mit maxp A bzw. minp A bezeichnet.

Ein Supremum von A in P ist eine kleinste obere Schranke, ein Infimum eine grofite untere
Schranke von A in P. Ist P eine geordnete Menge, so sind existierende Suprema bzw. Infima
von A eindeutig bestimmt und werden mit \/p A oder \/ A bzw. Ap A oder A\ A bezeichnet.

Manchmal bendtigen wir die folgenden geordneten Mengen: 0 := (0,<) = (0,0), 1 :=
(1,<) = ({0},=) und 2 := ({0,1}, <) mit 0 < 1.

Die Systeme der Abschnitte und Schnitte einer quasigeordneten Menge und die zugehdérigen
Operatoren spielen im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle.

Definition 1.2.2 (Abschnitte und Schnitte). Sei P eine quasigeordnete Menge, A C |P|
und z € |P|. Die Menge |p,A = <pA ist der von A erzeugte (untere) Abschnitt, und
lpx = <px = |p{zx} ist das von x erzeugte Hauptideal in P. Dual sind der von A erzeugte
obere Abschnitt TpA = A<p und der von x erzeugte Hauptfilter Tpx = z<p in P festgelegt.
Offensichtlich gilt * <p y < |pz C |py. Der von A erzeugte (untere) Schnitt ist definiert
durch ApA := ASPSP.

Der Abschnittsoperator von P ist die Abbildung |»: P|P| — P|P|, A — |pA, und der duale
Abschnittsoperator T5: P|P| — P|P| ist gegeben durch 1, = | por. Wie iiblich schreiben wir
auch | fir |, und ebenso 1 fiir T5. Es bezeichne

AP :={|lpA:AC|P|}={BC|P|:],B=DB}

die Menge der (unteren) Abschnitte und damit AP°P die Menge der oberen Abschnitte von P.
Der Schnittoperator von P ist die Abbildung Ap: P|P| — P|P|, A — ApA, und es
bezeichne

NP :={ApA: AC|P|}={B<,:BC|P|}={AC|P|: ApA=A}
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die Menge aller (unteren) Schnitte von P.

Fiir jedes x € |P| ist Ap({z}) = |px, und fiir alle A, B C |P| gilt ({pA)SF = ASP
sowie |p(B<,) = B<,. Jeder Schnitt ist also insbesondere ein Abschnitt, und es gilt
Apolp =Ap = |poAp. Der restringierte Schnittoperator A}g: AP — AP, D — ApD,
entsteht durch Restriktion und Co-Restriktion des Schnittoperators Ap auf AP. Damit ist
AL =%0ApolS.

Konvention 1.2.3 (Schreibweisen fiir quasigeordnete Mengen). Bei allen Schreibweisen, die
sich auf die zugrundeliegende Menge | P| einer quasigeordneten Menge P beziehen, verwenden
wir meistens nur die Bezeichnung P statt | P|. So stehen etwa z € P, A C P, PP und idp fiir
r € |P|, AC|P|, P|P| bzw. id|p|. Auch fiir Funktionen f zwischen quasigeordneten Mengen
P und @Q schreiben wir beispielsweise f: P — @ statt f: |P| — |Q| und f[P] fir f[|P|].

Dieselben Konventionen gelten im folgenden auch fiir alle weiteren Strukturen X, deren
zugrundeliegende Menge oder Klasse mit | X| bezeichnet wird, insbesondere Hiillenstrukturen
(Kapitel 4) und Hillenrdume (Kapitel 6).

Definition 1.2.4 (Isotone Abbildungen). Seien P, @) quasigeordnete Mengen. Eine Abbil-
dung f: P — @ heifit

e isoton (oder ordnungserhaltend, monoton), falls gilt: x <p y = f(z) <g f(v);
e antiton (oder ordnungsumkehrend), falls gilt: z <p y = f(y) <q f(x);

e (Ordnungs-)Isomorphismus, falls f eine bijektive isotone Abbildung ist, deren Inverse
f~! auch isoton ist.

P = @ bedeute wie iiblich, dass P und @ isomorph sind, d. h. dass ein Ordnungsisomorphismus
zwischen P und @ existiert. Einen Isomorphismus von P°P in () nennen wir auch dualen
Ordnungsisomorphismus zwischen P und Q.

Isotone Abbildungen lassen sich durch eine Stetigkeitsbedingung charakterisieren:

Lemma 1.2.5. Fine Abbildung f: P — @ zwischen quasigeordneten Mengen P und Q ist
genau dann isoton, wenn f_ untere Abschnitte bewahrt, d. h. falls Urbilder unterer Abschnitte
in Q unter f wieder untere Abschnitte in P sind. O

Als néchstes werden vollstéindige Verbédnde betrachtet.

Definition 1.2.6 (Vollstindige Verbdnde). Eine geordnete Menge L ist ein wvollstandiger
Verband, falls jede Teilmenge von L ein Supremum (und damit auch jede Teilmenge ein
Infimum) in L besitzt.

Fiir jeden vollstdndigen Verband L ist auch L°P ein vollstdndiger Verband mit \/;op A =
A A, aulerdem besitzt L sowohl ein kleinstes als auch ein groites Element, ndmlich 1 :=
1r ==V, 0 bzw. T := T := Ay 0. Wir schreiben x Vi y oder z V y fiir das binére
Supremum \/; {z,y} und ebenso z Ar y oder z Ay fir das bindre Infimum A;{z,y}. Es gilt
rlysSr=cANysSacVy=y.

Eine Teilmenge B eines vollstdndigen Verbandes L ist \/-abgeschlossen, falls fiir alle A C B
das Supremum \/; A in B liegt. Dual werden A-abgeschlossene Teilmengen definiert.

Die geordneten Mengen 1 und 2 sind vollstédndige Verbdnde. Die Schnitte in einem
vollsténdigen Verband L sind genau die Hauptideale, denn es ist Ay A = |, \/ A fiir alle
ACL.
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Definition 1.2.7 (\/-erhaltende Abbildungen). Seien L, M vollstindige Verbande. Eine
Abbildung f: L — M heifit

o \/-erhaltend (\/-Homomorphismus), falls f(\/;, A) = Vs fl4] fir alle A C L gilt;
o A-erhaltend (\-Homomorphismus), falls f(A; A) = Aas fIA] fur alle A C L gilt;
o vollstdndiger Homomorphismus, falls f \/- und A-erhaltend ist.

Jeder Ordnungsisomorphismus zwischen vollstdndigen Verbdnden ist auch ein vollstdandi-
ger Homomorphismus. Zwischen Ordnungs- und Verbandsisomorphismen muss also nicht
unterschieden werden.

Definition 1.2.8 (Potenzmengen-, Schnitt- und Abschnittsverband). Sei X eine Menge.
Der Potenzmengenverband von X ist

PX = (PX,C).

Dieser ist ein vollstdndiger Verband mit \V X =J&X und AX =N X fir X C PX.
Sei P eine quasigeordnete Menge. Es bezeichne

AP := (AP, C)

den Abschnittsverband von P. Auch dieser ist ein vollstandiger Mengenverband, da AP unter
beliebigen Durchschnitten und beliebigen Vereinigungen abgeschlossen ist. 2P heifit auch
Alexandroff-Vervollstindigung und ist die grofite Standardvervollstandigung von P (siehe
Definition 6.1.21).
Der Schnittverband von P sei
NP := (NP,Q).

Er ist die kleinste Standardvervollstandigung von P und wird auch Dedekind-MacNeille-
Vervollstindigung oder Schnittvervollstindigung genannt.

Die Komplement-Operation A — —A auf einem Potenzmengenverband P X ist eine
antitone Involution (also ein selbstinverser dualer Isomorphismus) und wird auch mit —x
bezeichnet. Dazu passend notieren wir die Identitat idpx auf SPX spéter gelegentlich als +x
oder einfach +, d.h. es ist +A = A fir alle A C X.

Lemma 1.2.9. Sei P eine quasigeordnete Menge. Das Komplement eines unteren Abschnitts
von P ist ein oberer Abschnitt von P. Folglich ist die Komplement-Abbildung D — —D wvon
AP in A(P°P) ein selbstinverser dualer Isomorphismus, und es gilt (AP)°P = A(P°P). O

Definition 1.2.10 (Vollstdndige Verbande von Relationen). Ist (X7i,..., X,;Y) eine Familie
von Mengen, so bezeichne

Rel(X1,..., X Y) :=P(X1 x ... x X, x Y)

den vollstdndigen Verband aller Relationen zwischen X, ..., X,, und Y. Fiir eine Fami-
lie (P, ..., Py; Q) quasigeordneter Mengen schreiben wir nach Konvention 1.2.3 meistens
Rel(Py, ..., Py; Q) anstelle von Rel(|Pyi|, ..., |P.l;|Q])-
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Analog zu den Bezeichnungen fiir Vektorrdume unterscheiden wir auch im Falle vollstdndiger
Verbénde zwischen Erzeugendensystemen und Basen, verwenden den Begriff der Basis also im
algebraischen und nicht im topologischen Sinne. Die Definitionen kénnen bereits fiir beliebige
quasigeordnete Mengen gegeben werden.

Definition 1.2.11 (\/-Erzeuger und \/-Basen). Sei P eine quasigeordnete Menge. Eine
Menge J C P heifit \/-dicht in P (auch \/-erzeugende Teilmenge oder \/-Erzeuger von P),
falls fiir alle z,y € P gilt:

Mue)(u<z=u<y = z<uy.

Dual werden A-dichte Teilmengen in P (oder A\-Erzeuger von P) definiert.

Ein beztiglich der Mengeninklusion minimaler \/-Erzeuger (A-Erzeuger) wird \/-Basis
(bzw. A-Basis) von P genannt. Unter einer Basis von P verstehen wir im folgenden eine
\/-Basis.

Eine Teilmenge J eines vollstdndigen Verbandes L ist nun wie erwartet \/-dicht, falls jedes
Element von L als Supremum einer Teilmenge von J dargestellt werden kann.

Proposition 1.2.12. Sei L ein vollstindiger Verband und J C L. Es sind dquivalent:

(1) J ist ein \/-Erzeuger von L.

(2) Zu jedem x € L gibt es ein A C J mit x =\ A.

(3) Fiir alle AC L gilt \| A=\ (({A)NJ).

(4) Fiir jedes v € L gilt z = \/({x N J). O

Definition 1.2.13 (Basierte Verbéande). Besitzt ein vollstdndiger Verband eine \/-Basis, so
wird er \/-basiert oder einfach basiert genannt (und dual erhalt man A-basierte Verbande).

Definition 1.2.14 (\/-irreduzible Elemente). Sei L ein vollstandiger Verband. Ein Element
x € L heifit \/-irreduzibel in L, falls es nicht als Supremum von Elementen dargestellt werden
kann, die alle von x verschieden sind, d. h. falls fiir alle A C L gilt:

r=VA — z€A.

Dual werden in L A-irreduzible Elemente definiert. Es bezeichne JL die Menge der V/-
irreduziblen und ML die Menge der A-irreduziblen Elemente von L.

Die \/-Basis eines basierten Verbandes besteht gerade aus seinen \/-irreduziblen Elementen:

Proposition 1.2.15. Fir jeden \/-Erzeuger J eines vollstindigen Verbandes L gilt JL C J,
und es ist genau dann JL = J (d.h. J der kleinste \/-Erzeuger), wenn J eine \/-Basis von
L ist. O

Wir wenden uns nun Produkten (quasi-)geordneter Mengen zu.

Definition 1.2.16 (Produkte quasigeordneter Mengen). Sei P = (P, : i € I ) eine Familie
(quasi-)geordneter Mengen. Dann wird durch die koordinatenweise Ordnung

r<py <= x;<py;firalleiel (x,y € [LicrlPil)

11
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eine (Quasi-)Ordnung auf dem kartesischen Produkt [[;c;|P;| festgelegt. Die zugehorige
(quasi-)geordnete Menge (I];c7|F;l, <p) wird mit [] P oder [];,c; P; bezeichnet und das
Produkt von P genannt. Entsprechend der Bezeichnung <p fiir gH p schreiben wir im
folgenden auch |p fiir il—[ p und \/p fiir VH p ete.

Wir iibertragen alle geeigneten Schreibweisen und Konventionen fiir kartesische Produkte
von Mengen auch auf Produkte quasigeordneter Mengen. Beispielsweise bezeichnet fiir eine
Familie P = (P,. .., P,) quasigeordneter Mengen P; x ... x P, das Produkt [] P, und fiir
i € n und eine weitere quasigeordnete Menge Q ist Pli — Q] = P1 X ... X Q X ... X P,.
Speziell steht Q" fiir das n-fache Produkt Q) x ... x @, wobei sich im Fall n = 0 das leere
Produkt 1 = [0 ergibt. 1 x @, @ x 1 und Q' werden mit @ identifiziert. Unter einer
mehrstelligen Abbildung von Py, ..., P, in Q verstehen wir eine gewohnliche Funktion von
[IP in Q, also eine Abbildung von |Py|, ..., |P,| in |Q].

Lemma 1.2.17. Sei L = (L; :i € I) eine Familie vollstindiger Verbinde. Dann ist auch
1L ein vollstindiger Verband, dessen Suprema und Infima koordinatenweise gebildet werden:

Ve A=V A= (Vomldlsiel) und ApA=Af A= (AnmlAlsiel)
fiir alle A C ] L. O

Lemma 1.2.18. Sei L = (L; : i € I) eine Familie vollstindiger Verbinde, und fiir jedes i € 1
sei J; ein \/-Erzeuger von L;. Dann ist sowohl die Menge {J_HL[Z' —ulri el &u € ;)
mit J_HL = (L1, :i€1I) als auch [[;c; Ji ein \/-Erzeuger von [] L. O

Schliefllich betrachten wir noch (quasi-)geordnete Mengen von Abbildungen.

Definition 1.2.19 (Punktweise Ordnung von Funktionen). Sei X eine Menge und @ eine
(quasi-)geordnete Menge. Die punktweise Ordnung auf der Menge |Q|* aller Abbildungen
von X in @ ist festgelegt durch

f<g = (VzeX)(f(z)<qg(®)).

Damit ist QX = (|Q|¥, <) wieder eine (quasi-)geordnete Menge.

Sind P und Q quasigeordnete Mengen, so bezeichnen wir mit QF die quasigeordnete Menge
aller isotonen Abbildungen von P in @ (im Unterschied zur quasigeordneten Menge QI
aller Abbildungen von P in Q).

Lemma 1.2.20. Fliir jede quasigeordnete Menge P sind die folgenden vollstindigen Verbinde
isomorph:
AP = 277 = (2P0,

Beweis. Die Abbildung y: AP — 2P die jedem unteren Abschnitt D von P dessen charak-
teristische Funktion xp: P°P — 2 zuordnet, erweist sich als Ordnungsisomorphismus, deren
Inverse jedem f € 2P den unteren Abschnitt f~![{1}] zuordnet. O

Korollar 1.2.21. Fiir jeden vollstindigen Verband M ist auch M ein vollstindiger Verband,
in dem Suprema und Infima punktweise gebildet werden:

VA @)=\ {f@):feF} und (NF)(@)=\, {f(x):feF}
fiir alle F C M und alle x € X.

Beweis. Fiir die Familie L = (L, : * € X ) mit L, := M fiir alle x € X ist MX =[] L, und
die Behauptung folgt aus Lemma 1.2.17. O

12
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1.2.2 Hiillenoperationen und Adjunktionen

In aller Kiirze stellen wir nun die benétigten Grundlagen zu Hiillenoperationen, residuierten
Abbildungen und ordnungstheoretischen Adjunktionen zusammen. Fir die ausgesparten
Beweise sei auf die Literatur verwiesen. Einen umfassenden Uberblick zu Hiillenoperationen
und verwandten Begriffen gibt [36], und zwei exzellente Quellen zu Adjunktionen und
Galois-Verbindungen sind [38] und [34].

Definition 1.2.22 (Hiillenoperationen und Hiillenbereiche). Sei P eine geordnete Menge.
Eine isotone Abbildung v: P — P heif3t Hiillenoperation auf P, falls gilt:

idp < (Extensivitat) und o~y <.

Ist v eine Hiillenoperation auf P, so gilt v oy = ~, d.h. v ist idempotent. Fiir ein Element
x € P nennt man dann ~(z) die Hiille oder den Abschluss von x, und im Fall v(z) = x heifit
x abgeschlossen beziiglich v. Die geordnete Menge (v[P], <), wobei < durch <p induziert
ist, wird Hiillenbereich von ~ genannt und besteht aus den abgeschlossenen Elementen:

WP ={r(x):zeP}={zecPir(z)=z}

Eine Kernoperation auf P ist eine Hiillenoperation auf P°P. Fiir eine Kernoperation x auf
P gilt insbesondere k < idp (Kontraktivitit), und (k[P], <) wird Kernbereich von k genannt.

Hiillen- und Kernoperationen lassen sich ebenso auf quasigeordneten Mengen definieren, dies
wird im folgenden aber nicht benétigt. In der Literatur wird eine Hiillenoperation manchmal
auch als Hiillenoperator bezeichnet. Wir verstehen unter Hiillenoperatoren allerdings spezielle
Hiillenoperationen:

Definition 1.2.23 (Hiillenoperatoren). Sei X eine Menge. Eine Hiillenoperation I" auf dem
Potenzmengenverband ‘BPX = (PX, C) heiit Hillenoperator auf der Menge X.

Proposition 1.2.24. Sei P eine geordnete Menge. Fine Abbildung v auf P ist genau dann
eine Hiillenoperation, wenn

r<y) = @) <)
fiir alle x,y € P gilt. O

Lemma 1.2.25. Sei ~ eine Hiillenoperation auf der geordneten Menge P. Fiir alle x € P
gilt:
Vz)=z < (WeP)(y<z=1(y) <)

Beweis. ,=*“: Aus y < z folgt v(y) < v(x) = x, da ~ isoton ist. ,<*“: Nach Voraussetzung
gilt insbesondere v(x) < x, also vy(x) = = wegen der Extensivitat von ~. O

Hiillenoperationen lassen sich gleichwertig durch Hiillensysteme beschreiben.

Definition 1.2.26 (Hiillensysteme). Ein Hiillensystem einer geordneten Menge P ist eine
Teilmenge C von P, so dass es zu jedem x € P ein kleinstes y € C' mit x < y gibt.

Speziell fiir Potenzmengenverbédnde legen wir fest: Ein Hiillensystem auf einer Menge X
ist ein Hiillensystem von P X.
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Proposition 1.2.27. Sei P eine geordnete Menge. Fir jede Hillenoperation v auf P ist
~[P] ein Hillensystem von P. Umgekehrt lasst sich fir jedes Hillensystem C C P eine
Hiillenoperation vC auf P festlegen durch

fyc(x) =minp{yeC:z<py}.

Die Abbildungen v +— Y[P] und C — ~° sind zueinander inverse duale Isomorphismen
zwischen den geordneten Mengen

e aller Hiillenoperationen auf P (mit der punktweisen Ordnung) und
e aller Hiillensysteme von P (mit der Inklusionsordnung). O

Hiillensysteme sind also gerade die Grundmengen von Hiillenbereichen. Im Falle vollstén-
diger Verbénde lassen sich Hiillensysteme auch auf folgende Weise charakterisieren:

Proposition 1.2.28. Die Hiillensysteme eines vollstindigen Verbandes sind genau seine
N-abgeschlossenen Teilmengen. ]

Speziell sind die Hiillensysteme auf einer Menge gerade die gegen beliebige Durchschnitte
abgeschlossenen Mengensysteme.

Korollar 1.2.29. Durch v+ vy[L] und M — N\ {y € M :x <p y} erhdlt man zueinander
inverse duale Isomorphismen zwischen den wvollstindigen Verbinden

e aller Hiillenoperationen auf L (mit der punktweisen Ordnung) und
e aller \-abgeschlossenen Teilmengen von L (mit der Inklusionsordnung). O

Hiillenbereiche von Hiillenoperationen auf vollstdndigen Verbénden sind wieder vollsténdige
Verbénde:

Proposition 1.2.30. Sei L ein vollstindiger Verband und v eine Hillenoperation auf L.
Dann ist auch der Hillenbereich (vy[L],<) ein vollstindiger Verband, in dem Suprema und
Infima wie folgt gebildet werden:

\/AZW(\/LA) und /\A:/\LA
fiir alle A C ~[L)]. O

Wir behandeln als néchstes Adjunktionen und residuierte Abbildungen. An der folgenden
Definition lasst sich sofort erkennen, dass ordnungstheoretische Adjunktionen dasselbe sind
wie kategorientheoretische, sofern geordnete Mengen als Kategorien aufgefasst werden (siehe
Definition 1.3.8 und Beispiel 1.3.11); vergleiche auflerdem Beispiel 2.3.15.

Definition 1.2.31 (Adjunktionen zwischen geordneten Mengen). Seien P und () geordnete
Mengen. Eine Adjunktion oder ein adjungiertes Paar (f,g) zwischen P und @ besteht aus
isotonen Abbildungen f: P — @ und ¢g: Q@ — P mit

idp <gof und fog<idg.
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Dabei heifit f untere Adjungierte oder Linksadjungierte (von g), und g heifit obere Adjungierte
oder Rechtsadjungierte (von f). Fiir die Aussage, dass (f, g) eine Adjunktion ist, schreiben
wir auch

fg.

Eine Abbildung f: P — @ heifit co-adjungiert, falls es ein g: Q@ — P gibt, so dass (f, g) eine
Adjunktion ist; analog heifit eine Abbildung g adjungiert, falls (f, g) eine Adjunktion fiir ein
geeignetes f ist.

Die Komponenten eines adjungierten Paares (f,g) legen einander eindeutig fest (vgl.
Proposition 2.3.11). Daher schreiben wir f* fiir die obere Adjungierte g von f und g, fir die
untere Adjungierte f von g.

Aus f H g folgt
fogof=f und gofog=y
(siehe Lemma 2.3.10), und fiir jeden Ordnungsisomorphismus f: P — @ gilt offensichtlich
f - f~1, insbesondere also idp - idp.

Fiir jede Adjunktion (f, g) zwischen P und @ ist (g, f) eine Adjunktion zwischen Q°P und
P°P. Tst dariiber hinaus (f/,¢’) eine Adjunktion zwischen @ und einer weiteren geordneten
Menge O, so erhilt man durch (f’ o f,g o ¢’) eine Adjunktion zwischen P und O (siehe auch
Proposition 2.3.11).

Proposition 1.2.32. Zwei Abbildungen f: P — Q und g: Q — P zwischen geordneten Men-
gen P und @ bilden genau dann eine Adjunktion (f,g), wenn sie die Bedingung

r<pgly) <+ [flz)<qy
fiir alle © € P und alle y € Q erfiillen. O

Proposition 1.2.33. Fir jedes adjungierte Paar (f,g) zwischen geordneten Mengen P
und Q gilt:

f injektiv <= g surjektiv <= go f=idp,
g injektiv <= f surjektiv <<= fog=idg.

Sind also f und g beide injektiv (bzw. beide surjektiv), so sind sie bereits zueinander inverse
Ordnungsisomorphismen. 0

Eine Verscharfung der zur Isotonie dquivalenten Bedingung aus Lemma 1.2.5 fiihrt auf
den Begriff der Residuiertheit.

Definition 1.2.34 (Residuiertheit und duale Residuiertheit). Eine Abbildung f: P — Q
zwischen geordneten Mengen heifit residuiert, falls Urbilder von Hauptidealen in ) unter f
wieder Hauptideale in P sind (d.h. f. Hauptideale erhélt).

Dual heifit eine Abbildung ¢g: Q — P residual (oder dual residuiert), wenn g. Hauptfilter
bewahrt.

Residuierte Abbildungen sind dasselbe wie co-adjungierte (also insbesondere isoton) und
im Falle vollstdndiger Verbande auch dasselbe wie \/-erhaltende Abbildungen:
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1 Grundlagen

Proposition 1.2.35. Seien P und Q) geordnete Mengen. Fine Abbildung f: P — Q ist genau
dann co-adjungiert, wenn sie residuiert ist. Ihre obere Adjungierte f* ist dann gegeben durch

f*(y) =maxp{z € P: f(z) <qy} =maxp [ '[loy].

Eine Abbildung g: Q — P ist genau dann adjungiert, wenn sie dual residuiert ist. IThre untere
Adjungierte g, ist in diesem Fall gegeben durch

gx(z) = ming{y € Q : x <p g(y) } = ming g~ [1»2].

Jede residuierte Abbildung zwischen geordneten Mengen erhdlt existierende Suprema, und
jede dual residuierte erhdlt existierende Infima. Zwischen vollstindigen Verbinden sind die
residuierten Abbildungen sogar genau die \/-erhaltenden, und die dual residuierten sind genau
die \-erhaltenden. ]

Im folgenden werden wir iiber co-adjungierte bzw. \/-erhaltende Abbildungen meistens in
der Terminologie der Residuiertheit sprechen. Die obere Adjungierte f* einer residuierten
Abbildung f wird dann auch das Residual von f genannt.

Die oben erwéhnte Verkniipfung von Adjunktionen impliziert, dass mit f: P — @ und
h: @ — O auch die Abbildung ho f: P — O residuiert ist und das Residual (ho f)* = f*oh*
besitzt.

Es folgen einige niitzliche Feststellungen zu residuierten Abbildungen im Zusammenhang
mit \/-Erzeugern.

Proposition 1.2.36. Seien P, QQ geordnete Mengen, f,h: P — Q residuierte Abbildungen
und J eine \/-dichte Teilmenge von P. Es gilt

fI1J<h]J <<= f<h.
Stimmen also f und h auf J diberein, so ist f = h.
Beweis. Essei f [ J <h [ J.Dann gilt fir alle x € P und alle u € J
u<e = fu) <h(u) <hz) = u< f(h(x)),
also z < f*(h(x)) und somit f(x) < h(z). O

Proposition 1.2.37. Seien P und Q) geordnete Mengen. Ist f: P — Q residuiert und J ein
\/-Erzeuger von P, so ist f[J] ein \/-Erzeuger der geordneten Menge (f[P], <), wobei < die
durch <q induzierte Ordnung auf f[P] ist.

Beweis. Es seien x,y € f[P], und fir alle j € J gelte f(j) < z = f(j) < y, also auch
J < f*(xz) = j < f*(y). Nach Voraussetzung ist J \/-dicht in P, also ergibt sich f*(z) < f*(y),
d.h. f(f*(z)) <y. Wegen z € f[P] ist z = f(f*(z)). Damit folgt x < y und insgesamt die
Behauptung. O

Lemma 1.2.38. Seien L, M vollstindige Verbinde und J ein \/-Erzeuger von L. Fiir jede
residuierte Abbildung f: L — M ist

fl@)=Vy{fuw):z>pueJ}=\VyfllcxnJ]
fiir alle z € L. O
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1.2 Ordnungstheoretische Voraussetzungen

Abbildung 1.1: Zur Adjunktion (f,g) in Theorem 1.2.41

Fir punktweise geordnete Mengen residuierter Abbildungen fithren wir eigene Bezeichnun-
gen ein.

Definition 1.2.39 (Geordnete Mengen residuierter Abbildungen). Seien P und @ geordnete
Mengen. Es bezeichne

res(P: Q)

die durch die punktweise Ordnung von Abbildungen geordnete Menge aller residuierten
Abbildungen von P in Q.

Das punktweise Supremum \/-erhaltender Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbanden
ergibt wieder eine \/-erhaltende Abbildung:

Proposition 1.2.40. Seien L, M wollstindige Verbinde. Dann ist auch res(L; M) ein
vollstindiger Verband, in dem Suprema punktweise gebildet werden. O

Residuierte Abbildungen hingen eng mit Hiillenoperationen zusammen. Zunéchst induzie-
ren Adjunktionen stets Hiillen- und Kernoperationen:

Theorem 1.2.41. Fir jede Adjunktion (f,g) zwischen geordneten Mengen P und Q ist
v = go f eine Hiillenoperation auf P und k := f o g eine Kernoperation auf (). Die
zugehorigen Hiillen- bzw. Kernbereiche sind in diesem Fall durch die Bildbereiche von f bzw.
g gegeben:

VPl =glQ] und k[Q] = f[P].

Dariiber hinaus sind f: x — f(z) und §:  — g(x) zueinander inverse Ordnungsisomorphis-
men zwischen dem Hiillenbereich (vy[P], <) und dem Kernbereich (k[Q], <) mit

f=rofor* und g=1"0gor"
(siehe Abbildung 1.1). O

Umgekehrt wird jede Hiillenoperation durch eine Adjunktion induziert:

Lemma 1.2.42. Fir jede Hiillenoperation v auf P ist (v*,~°) eine Adjunktion zwischen P
und (y[P], <) mit
Yoy* =7 und 7°or° =id,p.
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1 Grundlagen

Beweis. Da ~ eine Hiillenoperation ist, gilt idp < v = 7° 0 +*, und fiir alle € y[P] ist
(7* 07°)(@) = 7(x) =z, also 1* 0 7° = idyp) 0

Abschlieflend betrachten wir noch den Spezialfall residuierter Hiillenoperationen.

Proposition 1.2.43. Sei P eine geordnete Menge und ~v: P — P eine residuierte Abbildung.
E's sind dquivalent:

(1) ~ ist eine Hillenoperation auf P. (1*) ~* ist eine Kernoperation auf P.
(2) y=7"0o7. (2°) ~*=~onv*.
Beweis. Siehe [11, Theorem 2.10]. O

Korollar 1.2.44. Sei P eine geordnete Menge und v eine residuierte Hillenoperation auf
P. Dann gilt fir jedes x € P

Y(x)=2 <= () ==
also v*[P] = ~[P].
Beweis. Nach Voraussetzung und Proposition 1.2.43 ist v* eine Kernoperation, und es gilt

Y(x) =z <y (z) > x e y(x) <z e y(r) =z wegen v <idp <. N

1.3 Kategorientheoretische Voraussetzungen

Wir setzen grundlegende Kenntnisse der Kategorientheorie voraus, wie sie etwa in [12]
oder [66] gegeben werden, und beschrianken uns darauf, die wichtigsten Grundbegriffe zu
beschreiben. Es sei bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass Kategorien im folgenden
mittels Morphismenmengen eingefithrt werden. Auch Funktoren werden danach im Hinblick
auf Morphismenmengen definiert, was fiir spatere Verallgemeinerungen von Vorteil ist.

1.3.1 Kategorien, Funktoren, natiirliche Transformationen

Definition 1.3.1 (Kategorien). Eine Kategorie A besteht aus den folgenden Komponenten:
e ciner Klasse |A|, deren Elemente Objekte der Kategorie genannt werden;

e fiir alle Objekte A, B € |A| einer Menge A(A, B), deren Elemente Morphismen von A
nach B genannt werden;

o fiir alle Objekte A, B, C € | A| einer zweistelligen Abbildung (Komposition)
oapc: A(B,C) x A(A,B) — A(A,C),
wobei im folgenden g o f fiir oqpc(g, f) geschrieben wird,;

e fiir jedes Objekt A € |A| einem Morphismus 14 € A(A, A), der Identitit auf A genannt
wird.

Dabei seien die nachstehenden Axiome erfillt.
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1.3 Kategorientheoretische Voraussetzungen

o Assoziativitdt: Fiir alle Morphismen f € A(A, B), g € A(B,C), h € A(C, D) gilt
ho(gof)=(hog)of.
o [dentitdt: Fur alle Morphismen f € A(A, B) ist
lpof=f=/fola.

Wir verwenden die Schreibweise f: A — B fir die Aussage f € A(A, B). Dabei heifit A
Quelle (Domain) und B Ziel (Co-Domain) des Morphismus f.3 Auf jedem A-Objekt A gibt
es genau eine Identitat 14: A — A.

Eine Kategorie A heifit klein, falls |A| eine Menge ist, und A heifit dinn, falls jede
Morphismenmenge A(A, B) hochstens ein Element enthélt. Die zu A duale Kategorie wird
mit A°P bezeichnet.

Eine Kategorie B ist eine Unterkategorie von A, falls |B| C | A| und B(A, B) C A(A, B)
fiir alle A, B € |B| gilt, die Kompositionsabbildungen von B durch Restriktion aus denen
von A entstehen und fiir alle A € |B| die B-Identitat 14 auch die A-Identitit auf A ist. B ist
eine volle Unterkategorie von A, falls dariiber hinaus B(A, B) = A(A, B) fir alle A, B € |B|
erfiillt ist.

Notation 1.3.2 (Bezeichnungen einiger Kategorien). Die in der folgenden Tabelle aufge-
fiihrten Kategorien werden spéter haufig benotigt.

Bezeichnung | Objekte und Morphismen
Set Mengen und Abbildungen
Rel Mengen und Relationen
Qos Quasigeordnete Mengen und isotone Abbildungen
Pos Geordnete Mengen und isotone Abbildungen
SL Vollstdndige Verbénde und residuierte Abbildungen
CL Vollstandige Verbdnde und vollstdndige Homomorphismen

In allen diesen Kategorien ist die Komposition die tibliche Komposition o von Funktionen
bzw. Relationen, und die Identitdten 14 sind die mengentheoretischen Identitéten id4.
Offensichtlich ist Set eine Unterkategorie von Rel, und Pos ist eine volle Unterkategorie von

Qos.

Beispiel 1.3.3. Jede quasigeordnete Menge Q = (|Q|, <g) lasst sich als (kleine und diinne)
Kategorie auffassen: Die Elemente von |@Q| sind die Objekte der Kategorie, und fir z,y € |Q)|
gibt es genau dann einen Morphismus x — y, wenn z <g y gilt. Mit 0 = () und 1 = {0}
lassen sich die Morphismenmengen von () etwa festlegen durch

1, fallsz <qy,

Q(r,y) = {

0 sonst.

Die Transitivitidt der Quasiordnung liefert dann eine eindeutige Komposition fiir diese
Morphismen, und aufgrund der Reflexivitit existieren alle Identitéten.

3 Man beachte, dass Domain und Co-Domain eines Morphismus hier nicht eindeutig bestimmt sein miissen,
da keine paarweise Disjunktheit der Morphismenmengen gefordert wurde.
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1 Grundlagen

Definition 1.3.4 (Funktoren). Seien A und B Kategorien. Ein Funktor F': A — B ordnet
e allen Objekten A € |A| ein Objekt F'(A) € |B| zu (oft einfach als F'A geschrieben) und

e allen Objekten A, A’ € | A| eine Abbildung Fa4/: A(A, A") — B(F A, FA’) zu (wobei
meistens F(f) oder Ff fiir Faa(f) geschrieben wird),

so dass gilt:
e F(gof)=F(g)oF(f) fir alle f € A(A,A"), g A(A", A"),
° F(lA) = 1py fur alle A € ‘A‘

Durch punktweise Komposition ergibt sich aus zwei Funktoren F': A — Bund G: B — C ein
neuer Funktor G'o F': A — C. Es sei 14 der Identitdtsfunktor auf A mit (14)ap = id4(4,5)-
Mit Cat bezeichnen wir die Kategorie aller kleinen Kategorien und Funktoren mit der
angegebenen Komposition und den Identitéten 1 4.

Ist B eine Unterkategorie von A, so erhélt man durch die Inklusionsabbildungen B — B
und f +— f den Inklusionsfunktor B — A.

Definition 1.3.5 (Natiirliche Transformationen und vertikale Komposition). Seien A, B
Kategorien und F,G: A — B Funktoren. Eine natirliche Transformation a: F = G ordnet
jedem A € |A| einen B-Morphismus a4: FA — GA zu, so dass fiir alle f € A(A, A') gilt:

aqg o F(f)=G(f)oaa.

Sind F', F’, F” Funktoren von A nach Bund a: F = F’, o: F’ = F" natiirliche Trans-
formationen, so wird durch
(o' o)y =ayoay

eine natiirliche Transformation o/ e a: F' = F" festgelegt (siehe Abbildung 1.2).

Fiir jeden Funktor F': A — B sei die identische natiirliche Transformation 1p: F' = F
definiert durch (1p)4 = 1pa. Auf diese Weise ergibt sich fur jede kleine Kategorie A und
jede Kategorie B die Funktorkategorie B, die als Objekte alle Funktoren F': A — B und als
Morphismen die natiirlichen Transformationen zwischen solchen Funktoren besitzt.

Definition 1.3.6 (Natiirliche Isomorphismen). Seien A, B Kategorien und F,G: A — B
Funktoren. Unter einem natirlichen Isomorphismus o: F' = G verstehen wir eine natiirliche
Transformation a: F' = G, fiir die jede Komponente a4: FA — G A in B invertierbar ist.
Im folgenden wird dafiir auch die folgende Sprechweise verwendet: aq: FFA = G A ist ein
Isomorphismus, der in der Variablen A natiirlich ist.
Ist A eine kleine Kategorie, so ist ein natiirlicher Isomorphismus a: F 2 G fiir F,G € |B4|
tatséchlich ein Isomorphismus in der Kategorie BA.

Neben der vertikalen Verkniipfung von natiirlichen Transformationen gibt es auch eine
horizontale:

Definition 1.3.7 (Horizontale Komposition natiirlicher Transformationen). Seien A, B, C
Kategorien, F, F': A — B und G,G’: B — C Funktoren sowie a: F = F' und : G = G’
natiirliche Transformationen. Dann wird durch die Komponenten

(Bxa)a =G (aa)o Bra=PBraocG(aa)
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1.3 Kategorientheoretische Voraussetzungen

F G

msmc

Abbildung 1.2: Zur vertikalen und horizontalen Komposition

A

eine natiirliche Transformation 8% a: G o F = G’ o F” festgelegt (siche Abbildung 1.2).

Sind dariiber hinaus Funktoren F”: A — B und G”: B — C sowie natiirliche Transforma-
tionen o’: F' = F" und #': G’ = G” gegeben, so lisst sich das sogenannte Austauschgesetz
beweisen:

(B'xa)e(Bra)=(8ep)x( ea).

Fir 8 % 1p finden sich in der Literatur haufig die Schreibweisen § * F' oder einfach SF,
ebenso wird fiir 1g * a auch G * o oder Gar geschrieben.

Das Austauschgesetz zeigt, dass die Komposition ¢ von Funktoren,
CABC: CB x BA — CA, capc(G,F)=GoF,

durch cgpc(B, ) = B * a zu einem Funktor fortgesetzt werden kann, denn es gilt auerdem
case(lay 1) = e ype(G,F)-

1.3.2 Adjunktionen und Aquivalenzen

FEin zentrales Konzept der Kategorientheorie ist das des adjungierten Funktors. Wir geben
zunéchst eine rein algebraische Beschreibung.

Definition 1.3.8 (Adjunktionen). Seien A, B Kategorien und F': A — B, G: B — A Funk-
toren. Der Funktor G ist rechtsadjungiert zu F' (und F ist linksadjungiert zu G), in Zeichen
F 4 G, wenn es natiirliche Transformationen

n:ly=GoF und e: FoG=1p

gibt, so dass die sogenannten Dreiecksgleichungen

(E*lF)O(lp*n):lp, (1g*5)0(77*1g):1g

erfilllt sind, d.h. es gilt epgq 0 Fng = 1p4 fiir alle A € |A| und Gep o ngp = lgp fiir alle
B € |B| (siche Abbildung 1.3).

In diesem Fall nennt man (F, G) auch ein adjungiertes Paar und (F, G, n, <) eine adjungierte
Situation oder Adjunktion von A nach B. Dabei heifit n die Finheit und ¢ die Co-FEinheit
der Adjunktion.

Ein Funktor ist adjungiert, wenn er einen Linksadjungierten besitzt, und co-adjungiert,
wenn er einen Rechtsadjungierten besitzt.

Adjungierte Situationen lassen sich folgendermaflen verkniipfen:
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1 Grundlagen

1p * *x1
Foly F¥ FoGokF 1ly0G L < GoFo(d
\ cxlp \ lg e
1BOF GOlB

Abbildung 1.3: Dreiecksgleichungen

Proposition 1.3.9. Seien A, B, C Kategorien. Sind
(F,G,n,e): A— B, (F',G' v,y B—C
adjungierte Situationen, so ist auch
(FloF,GoG',(1g*n x1p)en,c o (1pxex1g)): A—C
etne adjungierte Situation. ]

Theorem 1.3.10. Seien A, B Kategorien und F: A — B, G: B— A Funktoren. Es gilt
F 4G genau dann, wenn es eine Bijektion

vap: B(FA,B) = A(A,GB)

gibt, die in A und B natirlich ist.
Dariiber hinaus ist durch (F, G, @) eine adjungierte Situation (F,G,n, ) eindeutig festgelegt:
Aus ¢ erhdlt man n und € durch

na=eara(lpa) und ep=¢gp p(lap);
umgekehrt ergibt sich ¢ aus n bzw. € durch pap(f) = Gf ona und cpZ}B(g) =epokFg. [

Beispiel 1.3.11. Seien P, Q quasigeordnete Mengen, aufgefasst als Kategorien. Funktoren
P — @ entsprechen dann gerade den isotonen Abbildungen von P in ). Zu zwei solchen
Funktoren f, f': P — Q gibt es genau dann eine natiirliche Transformation f = f’, wenn
f < f! beziiglich der punktweisen Ordnung isotoner Funktionen gilt.

Adjungierte Paare (f,g) von Funktoren (isotonen Abbildungen) zwischen geordneten
Mengen P und Q) sind damit genau die ordnungstheoretischen Adjunktionen. Die Existenz
von Einheit und Co-Einheit bedeutet hier, dass idp < go f und fog < idg gilt, die
Dreiecksgleichungen sind automatisch erfiillt. Der Beschreibung adjungierter Situationen in
Theorem 1.3.10 entspricht ordnungstheoretisch

fx) <oy <= x<pgy).

Definition 1.3.12 (Reflektive Unterkategorien). Eine Unterkategorie B von A heift reflektiv
in A, wenn der Inklusionsfunktor B — A einen Linksadjungierten R: A — B besitzt. R heifit
dann Refiektor von A in B.

Eine Unterkategorie B von A ist somit genau dann reflektiv in A, wenn es zu jedem
A € |A| ein B-Objekt RA und einen A-Morphismus r4: A — RA gibt, so dass zu jedem
weiteren A-Morphismus f: A — B in ein B-Objekt B genau ein B-Morphismus g: RA — B
existiert mit f = gory4.
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1.3 Kategorientheoretische Voraussetzungen

Definition 1.3.13 (Eigenschaften von Funktoren). Ein Funktor F': A — B heifit
e treu, falls die Abbildungen Fyp fiir alle A, B € |A| injektiv sind,;
e voll, falls die Abbildungen Fp fiir alle A, B € | A| surjektiv sind;
o wesentlich surjektiv, falls es zu jedem B € |B| ein A € |A| mit FA = B gibt;
o FEinbettung, falls F' treu und auf den Objekten injektiv ist.

Fiir eine Unterkategorie B von A ist der Inklusionsfunktor B — A stets eine Einbettung,
und er ist genau dann ein voller Funktor, wenn B eine volle Unterkategorie von A ist.

Ein Funktor F': A — B ist ein Isomorphismus zwischen Kategorien A und B, falls ein
Funktor G: B — A existiert mit GoF' = 14 und FoG = 15. Ersetzt man hierbei die Gleichheit
durch Isomorphie, so ergibt sich der wichtige Begriff der Aquivalenz von Kategorien.

Definition 1.3.14 (Aquivalenz von Kategorien). Ein Funktor F': A — B heifit Aquivalenz
von Kategorien, falls es einen Funktor G: B — A und natiirliche Isomorphismen G o F = 14
und F' o G = 15 gibt.

Eine adjungierte Aquivalenz von Kategorien ist eine adjungierte Situation

(F,G,n,e): A— B,

in der Einheit und Co-Einheit natiirliche Isomorphismen sind, d.h. es gilt n: 14 =2 Go F
und €: FoG = 1p.
Eine Aquivalenz F: A% — B wird auch Dualitit von A und B genannt.

Mit (F,G,n,e): A — Bist auch (G, F,e71,n71): B — A eine adjungierte Aquivalenz. Un-
ter Verwendung des Auswahlaxioms lésst sich zeigen:

Theorem 1.3.15. Ein Funktor F: A — B ist genau dann eine Aquivalenz von Kategorien,
wenn er voll, treu und wesentlich surjektiv ist. O
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2 Allgemeine Residuiertheit

Der Begriff der Residuiertheit von Abbildungen zwischen geordneten Mengen wird in diesem
Kapitel in zwei Hinsichten verallgemeinert. Zum einen wird er von einstelligen auf mehrstellige
Abbildungen ausgedehnt (durch Residuiertheit in jeder Variablen), zum anderen werden die
moglichen Dualisierungen aller beteiligten geordneten Mengen mit einbezogen. Auf diese
Weise gelangen wir allgemein zu (o; 7)-residuierten Abbildungen.

Zunéchst werden dafiir die sogenannten Signaturen (o;7) = (o1,...,05,;7) eingefiihrt.
Dies sind endliche Folgen von Vorzeichen, die den etwaigen Ubergang zur dualen Ordnung
in den verschiedenen Faktoren des Definitionsbereichs und im Zielbereich anzeigen. Als
Vorbereitung fiir die allgemeine Residuiertheit verallgemeinern wir anschlielend erst isotone
Abbildungen durch Dualisierung zu (o; 7)-monotonen und betrachten dann die vier moglichen
Dualisierungen fiir einstellige residuierte Abbildungen.

Danach werden ausfiihrlich mehrstellige (o; 7)-residuierte Abbildungen zusammen mit ihren
Residualen untersucht. Insgesamt formen diese Abbildungen sogenannte (o; 7)-residuierte
Familien. Die allgemeine Residuiertheit wird dariiber hinaus noch fiir Funktionen zwischen
vollstandigen Verbanden charakterisiert.

Einen besonders wichtigen (und bekannten) Fall stellen zweistellige residuierte Abbildun-
gen dar. Diese spielen auch eine wesentliche Rolle im Zusammenhang mit Quantaloiden,
welche im letzten Teil des Kapitels betrachtet werden: Quantaloide sind Kategorien, deren
Morphismenmengen vollstandige Verbdnde und deren Kompositionsabbildungen in jeder
Variablen residuiert sind. Neben den Grundlagen zu Quantaloiden stellen wir schliellich noch
alle spater benotigten Voraussetzungen zu lokal geordneten 2-Kategorien und adjungierten
Morphismen dar.

2.1 Signaturen und Dualisierung

2.1.1 Vorzeichen-Notationen

Wir beginnen mit der Definition von Signaturen und einigen zugehorigen Notationen.

Definition 2.1.1 (Signaturen). Fur die Vorzeichen + und — sei zunéchst wie iiblich
++=——=+ und +-=-—+=-.

Sei nun o € {4, —}" ein n-Tupel von Vorzeichen. Wir setzen
+o=0 und —o0=(—01,...,—0n),

so dass der Ausdruck 7o fiir 7 € {4, —} erklart ist. Ist & € {4, —}" ein weiteres n-Tupel, so
sei
ao = (101, ...,0p0p).

Damit ist oo = o € {4, —}", und fiir n = 1 ergeben sich die obigen Vorzeichenregeln.
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2.1 Signaturen und Dualisierung

Eine Signatur ist ein (n + 1)-Tupel von Vorzeichen, welches wir stets in der Form
(0;7) = (01,...,00;7) € {+,—}"T!

schreiben (siehe Konvention 1.1.11), d. h. ¢ ist immer ein n-Tupel und 7 immer ein einzelnes
Vorzeichen. Fiir Signaturen (a; 3), (o;7) € {+, —}"T! gilt also (a;B)(0;7) = (ao; 37) =
(01101, « ooy OnOnp; 57_) € {+a _}n—&-l‘

Signaturen sind beispielsweise (4, —; —) und (—o; 7). Unsere Definition von Signaturen
(0;7) ist angelehnt an Dunn [21], wo sie in der Form (o1,...,0,) — 7 geschrieben und
Spuren genannt werden. Wir fithren noch zwei Abkiirzungen fiir Signaturen des speziellen
Typs (+,...,+;7) oder (—,...,—;7) ein:

Konvention 2.1.2 (Positive und negative n-Tupel). Im folgenden stehe [+] immer fiir das n-
Tupel (+,...,+) und [—] immer fiir das n-Tupel (—, ..., —), wobei n aus dem Zusammenhang
hervorgehe.

Damit ist etwa ([+];—) = (+,...,+;—) € {+,—}""!, und fiir o € {+, —}" folgt [+]o =
+o0 =0 und [~]o = —o0.

Analog zur Schreibweise R~ fiir die i-te konverse Relation (siehe Definition 1.1.12) erkliren
wir in Vorbereitung auf den niichsten Abschnitt die i-konverse Signatur (o; 7). Diese entsteht
jedoch im Unterschied zu den Elementen einer konversen Relation nicht nur durch Vertauschen
zweier Komponenten, sondern beinhaltet auBerdem die Anderung ihrer Vorzeichen.

Definition 2.1.3 (Konverse Signaturen). Fiir jedes i € n sei die i-te konverse (oder i-
konverse) Signatur von (o;7) € {+, —}"*! definiert durch

(o;7) " = (oli = —7);—03) = (01, ..., =T, ..., 0n;—0;) € {+,—}"T1.

Offensichtlich ist ((o;7)7%) 7" = (0;7). Im Fall n = 1, also (0;7) € {+, —}2, ist (o;7)" ! =
(—7; —0). Dies liefert

() =) (s =), ()T =), ()T = ()
Wir verwenden Vorzeichen fiir die Dualisierung ordnungstheoretischer Notationen:

Notation 2.1.4 (Vorzeichen-Schreibweise fiir quasigeordnete Mengen). Fir eine quasigeord-
nete Menge P und ein Vorzeichen o € {4, —} sei die Schreibweise P? bestimmt durch

P"=P und P~ = P°P.

Entsprechend stehe <}, fiir <p und <5 fiir <per = >p, d.h. es ist >% = <°.

Diese Notation wird auf Abschnittsoperatoren und weitere ordnungstheoretische Bezeich-
nungen ausgedehnt: Es sei |7 = |pe und 1% = 1po, also insbesondere |, = 1p. Ist P eine
geordnete Menge, so schreiben wir im Falle existierender Suprema bzw. Infima ebenso \/Z
fiir \/po, also insbesondere \/p fiir Ap. AuBlerdem sei max% dasselbe wie maxpo, d.h. maxp
steht fiir minp.

Die nachfolgend erklérte Schreibweise erlaubt nun fiir mehrstellige Abbildungen zwischen
quasigeordneten Mengen eine flexible Kennzeichnung, welche Faktoren des Definitionsbereichs
dualisiert werden.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Definition 2.1.5 (o-Dualisierung). Sei P = (Py,...,P,) eine Familie quasigeordneter
Mengen. Fiir o € {+, —}" sei die o-Dualisierung von P festgelegt durch

P = (P, P,

Damit ist insbesondere [[ P? = [[i, P{*. Wir schreiben <% fir <po. Fiir alle z,y € [[ P
gilt also
<Py <= x gj,’;i y; fur alle ¢ € n.

Analog zum Fall n = 1 stehe |9 fiir {po (also eigentlich LH po) und \/p fur Vpo etc.

Spater ist es giinstig, die Vorzeichen-Schreibweise auch fiir die Identitit bzw. die Komple-
ment-Abbildung auf Potenzmengenverbanden BX zu benutzen. Fir o € {+,—} und A C X
ist 0 A gegeben durch +A4 = A und —A4 = X \ A.

2.1.2 (0;7)-Monotonie

Die Verallgemeinerung der Isotonie einstelliger Abbildungen auf mehrstellige Abbildungen
durch Isotonie in jeder Variablen liefert nichts Neues, wie die folgende Proposition zeigt. Fiir
ihre Formulierung sei an die Schreibweise f{ fiir die Reduktion einer mehrstelligen Abbildung
f auf die i-te Koordinate aus Notation 1.1.15 erinnert.

Proposition 2.1.6. Sei (P;Q) = (Pi,...,Py;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen.
Eine Abbildung f: [[ P — Q ist genau dann isoton, wenn f: P — @ in jeder Variablen
isoton ist (d. h. fir alle i € n und alle a € T] P ist f¢: P; — Q isoton).

Beweis. Ist f als einstellige Funktion isoton, so gilt fiir alle ¢ € n, a € [[ P und z,y € P;:

r<py = ali—z|<pali—y]
= [i(@) = flali = =]) <q f(ali = y]) = [i(y).

Die Umkehrung ergibt sich mit vollstdndiger Induktion iiber die Stellenzahl n von f:
Fiir n = 0 und n = 1 ist nichts zu zeigen. Sei also f eine (n + 1)-stellige Abbildung von
P =(Py,...,P,,Py;1) in Q, die in jeder Variablen isoton ist, und seien u,v € P,4;. Die
n-stellige Abbildung g: (Py,...,P,) — @ sei durch g(x) = f(x;u) definiert. Nach Indukti-
onsvoraussetzung fir g gilt dann fir alle z,y € [[}L; B

(z;u) <p (y;v) = fla;u) =g(z) <q 9(y) = f(y;u) <p f(y;v). O

Aus der Isotonie mehrstelliger Abbildungen entsteht nun durch (o; 7)-Dualisierung der
beteiligten quasigeordneten Mengen der Begriff der (o;7)-Monotonie.

Definition 2.1.7 ((o; 7)-monotone Abbildungen). Sei (P;(Q) eine Familie quasigeordneter
Mengen und (o;7) € {+, —}"! eine Signatur. Eine n-stellige Abbildung f: P — Q heifit
(o;7)-monoton, falls f: [[ P — Q7 isoton ist, d.h. falls fir alle z,y € [ P gilt:

r<py = [flx) <g fy)

Nullstellige Abbildungen sind trivialerweise (o; 7)-monoton (wobei o das leere Tupel ist).
Zwischen quasigeordneten Mengen sind sowohl die (+;+)- als auch die (—; —)-monotonen
Funktionen gerade die isotonen (gleiche Vorzeichen), und die (+; —)- ebenso wie die (—;+)-
monotonen die antitonen (verschiedene Vorzeichen). Fiir (a; ) € {+, —}? sind somit insbe-
sondere die Begriffe («; 8)-, (8; @)-, (—a; —f)- und (Ba; +)-monoton gleichwertig.
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2.1 Signaturen und Dualisierung

Korollar 2.1.8. Sei (P;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen und (o;7) eine Signatur.
Fiir jede n-stellige Abbildung f: P — Q sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist (o;7)-monoton.

(2) f ist fir jedes i € n in der i-ten Variablen (o;;7)-monoton, d. h. fir alle a € T[] P und
x,y € P; gilt

r<py = fla,...,2,...,an) <G flar, ... Y, an).

(3) f ist als Abbildung von P° in QT in jeder Variablen isoton.
(4) f ist (To;+)-monoton.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (1)—(3) folgt aus Proposition 2.1.6 und geeigneter Dua-
lisierung. Unter Verwendung von (1) < (2) ergibt sich auch (2) < (4), da die Eigenschaften
(04; 7)-monoton und (70;; +)-monoton gleichbedeutend sind. O

Die Isotonie von f: [[ P — @ lasst sich also unter anderem als ([+]; +)-Monotonie von
f: P — @ beschreiben und die Antitonie auch als ([—]; 4+)-Monotonie. Wir werden im
folgenden auch eine mehrstellige Abbildung f: P — @ einfach als isoton (bzw. antiton)
bezeichnen, wenn sie in jeder Variablen isoton (bzw. in jeder Variablen antiton) ist.

Bemerkung 2.1.9. Aussage (4) in Korollar 2.1.8 entspricht der Beobachtung, dass fiir die
Beschreibung einer (o; 7)-monotonen Abbildung f von P in @ bereits das n-Tupel « := 70,
also die Dualisierung P auf der Seite von P geniigt: Fiir die (o; 7)-Monotonie ist offensichtlich
nur entscheidend, ob f in der i-ten Variablen jeweils isoton («; = +) oder antiton (a; = —)
ist.

Mit den Bezeichnungen «; = 1 fiir Isotonie und «; = | fiir Antitonie stimmt diese
Beschreibung im Falle n-stelliger Operationen auf einer geordneten Menge mit der klassischen
Definition einer monotonen Operation vom Typ (o, ..., ay) aus [41] iiberein. Dort werden
geordnete algebraische Strukturen als Algebren (A, (f;)icr) erklart, deren Grundmenge A
geordnet ist und deren Operationen f; jeweils eine Monotonie-Bedingung eines gewissen Typs
erfiillen, d. h. in jeder Variablen isoton oder antiton sind (oder beides). Ahnliche Strukturen
treten in [23] unter dem Namen Tonoide auf (siche auch [21] und [6]), wobei wie in unserem
Fall die Vorzeichen-Notation «; = + bzw. a; = — verwendet wird. Wie dies hdufiger der Fall
ist, wurden dieselben Strukturen in vielen weiteren Quellen erneut erfunden, beispielsweise
in [22] als monotone Poset-Expansionen (MPFE) mit der Notation «; = 1 bzw. a; = 0 (siehe
auch [46]).

Inzwischen versteht man unter geordneten Algebren meistens nur noch solche Algebren
mit geordneter Grundmenge, deren Operationen in jeder Variablen isoton sind (vergleiche
etwa [9] oder die Darstellung in [87]). Wichtige Beispiele fiir geordnete Algebren sind
geordnete Gruppen oder, allgemeiner, geordnete Monoide, oft auch mit zugrundeliegender
Verbandsstruktur (siehe [7]).

Im Gegensatz zur erwdhnten Literatur ziehen wir fiir die vorliegenden Zwecke die gegebene
Definition einer (o;7)-monotonen Abbildung ihrer alternativen Beschreibung als monotoner
Funktion vom Typ «a = 70 vor. Die (o;7)-Monotonie passt vor allem nahtlos zur weiter
unten eingefiihrten allgemeinen (o; 7)-Residuiertheit, zu deren Beschreibung ein n-Tupel aus
Vorzeichen nicht mehr ausreicht.
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2 Allgemeine Residuiertheit

(o;7) ‘ Bezeichnung fiir eine (o; 7)-Adjunktion (f, g) ‘ Aquivalente Bedingung
(+;4) | Adjunktion (oder residuiertes Paar) r<gly) e flx)<y
(—;—) | duale Adjunktion (oder duales residuiertes Paar) | ¢(y) <z <y < f(x)
(+;—) | Galois-Verbindung x<gly) e y<f(x)
(—;+) | duale Galois-Verbindung gy <z e f(r) <y

Tabelle 2.1: Verwendete Bezeichnungen fiir (o; 7)-Adjunktionen

2.1.3 Einstellige (o; 7)-Residuiertheit

Als Vorbereitung auf den mehrstelligen Fall betrachten wir zunéchst einstellige residuierte
Abbildungen und ihre Varianten, die sich durch Dualisierung von Definitions- oder Zielbereich
ergeben. Ebenso werden im folgenden Adjunktionen zwischen geordneten Mengen und die
zugehorigen Notationen auf systematische Weise dualisiert.

Viele Autoren bezeichnen Adjunktionen auch als Galois-Verbindungen und fiithren neben
diesen kovarianten (oder isotonen) Galois-Verbindungen gegebenenfalls noch kontravariante
(oder antitone) ein. Auch fiir duale Adjunktionen (oder duale Galois-Verbindungen) finden
sich in der Literatur viele nicht iibereinstimmende Definitionen. Wir nutzen daher die
Gelegenheit, eine einheitliche Terminologie einzufiihren.

Definition 2.1.10 ((o; 7)-Adjunktionen). Seien P und @ geordnete Mengen und (o;7) €
{+, —}2. Eine (0; 7)-Adjunktion (f, g) zwischen P und @ ist eine Adjunktion zwischen P° und
Q7. Wir nennen eine (o;7)-Adjunktion auch ein (o;7)-adjungiertes oder (o;7)-residuiertes
Paar.

In Tabelle 2.1 werden aulerdem die im folgenden verwendeten Bezeichnungen fiir (o; 7)-
Adjunktionen in den vier méglichen Féllen aufgefiihrt.

Ein Paar (f,g) von Abbildungen f: P — @ und g: @ — P ist nach Definition genau dann
eine (o;7)-Adjunktion zwischen P und @, wenn f und g (o;7)-monoton sind und

idp <7 go f, fog<Tidg

erflillen (wobei sich die punktweise Ordnung auf P bzw. () bezieht).
Nach Proposition 1.2.32 wird eine (o; 7)-Adjunktionen (f, g) zwischen geordneten Mengen
P und Q auch durch die Bedingung

r<%g(y) <= flz)<py (2.1)
charakterisiert.

Definition 2.1.11 ((o;7)-residuierte Abbildungen und (c;7)-Residuale). Seien P, @ geord-
nete Mengen und (o;7) € {+, —}2. Eine Abbildung f: P — Q heifit (o; 7)-residuiert, wenn
f: P? — Q7 residuiert ist, d. h. falls eine Abbildung g: @ — P existiert, so dass (f, g) eine
(0; 7)-Adjunktion zwischen P und @ ist.

In diesem Fall ist g eindeutig bestimmt und wird das (o;7)-Residual von f genannt,
geschrieben als

f (*U;T)'
In Tabelle 2.2 sind die im folgenden verwendeten Bezeichnungen fiir (o; 7)-residuierte
Abbildungen aufgelistet. Insbesondere sind (+; +)-residuierte einfach residuierte Abbildungen
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2.1 Signaturen und Dualisierung

(o;7) ‘ Bezeichnung fiir eine (o; 7)-residuierte Abbildung

+; residuiert (oder co-adjungiert)

- dual residuiert (oder residual, adjungiert)
Galois-verbunden (oder Galois-Abbildung)

dual Galois-verbunden (oder duale Galois-Abbildung)

_l’_

—

_|_

)

)

(
(
(
(

~— — —

—+

Tabelle 2.2: Verwendete Bezeichnungen fiir (o; 7)-residuierte Abbildungen

(wobei das (+; +)-Residual einfach Residual genannt wird), und (—; —)-residuierte Abbildun-
gen heilen auch dual residuiert oder residual. Die Komponenten (dualer) Galois-Verbindungen
heiflen (duale) Galois-Abbildungen.

Durch geeignete Dualisierung lassen sich nun alle Eigenschaften von (o; 7)-Adjunktionen
mit (o;7) € {4+, —}? auf Eigenschaften von Adjunktionen zuriickfiihren. Wir notieren nur
die folgenden: Ist f eine (o; 7)-residuierte Abbildung von P in @, so sind f und f(*o_; ” beide
(0; 7)-monoton, also f(*U;T) ofund fo f(*U;T) isotone Abbildungen, und es gilt

idp <7 flpimyo f und  fo fi.) <"idg

(o37)

sowie f o f(*J,T) of=fund f(*U,T) ofo f{"U,T) = f(*U,T). Auflerdem ist
fom(y) =maxp{z € P: f(z) <gy}.

Fiir ein residuiertes f ist mit den friither festgelegten Bezeichnungen f(*+, 4= f*, und fir
ein dual residuiertes g ist gE"_,_) = g2‘+,+),1 = ¢, (siehe Definition 1.2.31).
FEine Abbildung f: L — M zwischen vollstdndigen Verbénden ist nach Proposition 1.2.35

genau dann (o; 7)-residuiert, wenn f: L7 — M7 \/-erhaltend ist. Oder gleichbedeutend:
fOVF A) = Vi f[A] firalle AC L.

Fiir (o;7) € {+, —}?ist (0;7)~! = (=7; —0). Durch einen Blick auf die vier méglichen Fille
ergibt sich damit das nichste Lemma zur Residuiertheit des Residuals einer (o; 7)-residuierten
Abbildung.

Lemma 2.1.12. Sei f: P — @ eine Abbildung zwischen geordneten Mengen und (o;7) €
{+,-Y2. Ist f (0;7)-residuiert, so ist das (o;T)-Residual fioir) (o;7) " L-residuiert, und es
gilt

(fEkUW'))(O';T)—l =

Beweis. (f,g) ist genau dann eine (o;7)-Adjunktion zwischen P und @, wenn (g, f) eine
(0; 7)~'-Adjunktion zwischen @ und P ist. O

Jeder Ordnungsisomorphismus f ist (+;+)- und (—; —)-residuiert (d.h. residuiert und
dual residuiert) mit f(* ) T f(*_,_) = f~1 Jeder duale Ordnungsisomorphismus g ist (+; —)-
und (—;+)-residuiert (d.h. eine Galois-Abbildung und eine duale Galois-Abbildung) mit

* % _ ,—1
I TI=n 79
Zur Verkniipfung (o; 7)-residuierter Abbildungen kénnen wir feststellen:
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2 Allgemeine Residuiertheit

Lemma 2.1.13. Seien P, P', P" geordnete Mengen und o,0',0" € {+,—} Vorzeichen. Ist
f: P — P’ (0;0")-residuiert und g: P' — P" (¢';0")-residuiert, so ist go f: P — P" eine
(o;0")-residuierte Abbildung mit

(90 Nioion) = flor0r) © Gloom)

Beweis. Die Behauptung folgt mit geeigneter Dualisierung aus der Komposition adjungierter
Paare. O

Abschliefilend betrachten wir noch geordnete Mengen (o; 7)-residuierter Abbildungen.

Definition 2.1.14 (Geordnete Mengen (o; 7)-residuierter Abbildungen). Seien P, @) geord-
nete Mengen. Die punktweise geordnete Menge aller (o; 7)-residuierten Abbildungen von P
in @ wird mit res(,.,)(P; Q) bezeichnet. Es ist res . \(P; Q) = res(P; Q).

Proposition 2.1.15. Seien P, Q geordnete Mengen und (o;7) € {+, —}2. Die Abbildung
f— f(*U.T), die jedem (o;7)-residuierten f: P — @Q das (o;7)-Residual f(*J_T): Q — P zuord-
net, ist ein Isomorphismus zwischen den geordneten Mengen

e res,.)(P; Q)7 aller (o;7)-residuierten Abbildungen von P in Q und
o res,.-1(Q; P)™7 aller (o;7) " '-residuierten Abbildungen von Q in P

mit der Inversen g — gz‘ =

Beweis. Nach Lemma 2.1.12 ist nur noch zu zeigen, dass die Abbildung f — f(*a_ ) von
res ;) (P; Q) in res(,..y-1(Q; P) (7; —0)-monoton ist, d.h. dass fiir alle (o; 7)-residuierten
Abbildungen f,h: P — Q gilt:

h<Tf = f(* <7 h>(ka;7')

oiT) =

(damit ist die Inverse g — Y{y.r)-1 cine (—o;7)-, also auch (7; —o)-monotone Abbildung).
Seien also f,h: P — Q (o;7)-residuierte Abbildungen. Dann gilt insbesondere f o f{"gﬁ) <7
idg und idp <° hE‘U.T) o h, aulerdem ist h*U_T) (1;0)-monoton. Aus h <" f folgt nun
ho ff <7 fof(*U;T) <" idg,

(o57) =

also fi v =1idpo fi, ) <7 hi . yoho fi <7 h{,  oidg=nh{,,. O
Nach dieser Feststellung sind die geordneten Mengen res(P; Q) und res_._y(Q; P) dual
isomorph; hingegen sind die geordneten Mengen res( . )(P; Q) und res(;._y(Q; P) isomorph,

und ebenso sind res_.;)(P; Q) und res_.y(Q; P) isomorph.

)

2.2 Allgemeine (o;7)-Residuiertheit

Die Residuiertheit mehrstelliger Operationen (als Residuiertheit in jeder Koordinate) ist im
Rahmen residuierter algebraischer Strukturen wohlbekannt. Wir skizzieren kurz die tibliche
Behandlung des wichtigsten Falls einer zweistelligen Operation, der sich analog auf n-stellige
Operationen iibertragen lasst.
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2.2 Allgemeine (o; 7)-Residuiertheit

Sei P eine geordnete Menge und o eine bindre Operation auf P. Man nennt die zweistellige
Funktion o residuiert und in diesem Fall (P, o) ein residuiertes Gruppoid, wenn die einstelligen
Translationen

ly:x—zoy (yeP) und rp:y—xzoy (xe€P) (2.2)

auf P im bisherigen Sinne residuiert sind. Aquivalent hierzu ist die Existenz zweier (eindeutig
bestimmter) bindrer Operationen < und — auf P, so dass die folgende Residuiertheitsbedin-
gung gilt:

zoy<z <= zT<z+y
— y<zT—>2

Dies ergibt sich leicht mit z +—y = [} (2) und z — 2 = r}(2) aus den bekannten Resultaten
fiir einstellige residuierte Abbildungen. Die Operationen < und — werden linkes bzw. rechtes
Residual von o genannt. Die Schreibweisen und Bezeichnungen fiir diese Residuale weichen
in der Literatur zum Teil erheblich voneinander ab; beispielsweise werden die Residuale einer
als Multiplikation geschriebenen Verkniipfung - oft mit / bzw. \ bezeichnet (oder umgekehrt).
Eine klassische Quelle fiir residuierte algebraische Strukturen ist [11].

In algebraischen Modellen der Logik wird die Ordnung < von P als logische Folgerung
interpretiert. Die Operation o wird in diesem Fall auch Fusion genannt, und < bzw. — heiflen
dann linke bzw. rechte Implikation (siche etwa [80] oder [42]). Die Fusion modelliert dabei
eine intensionale (oder multiplikative) Konjunktion in Verallgemeinerung der extensionalen
(oder additiven) Konjunktion, welche algebraisch durch das binére Infimum beschrieben wird.
Zusammen nennt man (o, <—, —) eine residuierte Familie.

Eine systematische Untersuchung allgemeiner residuierter Familien findet im Rahmen
von Dunns Gaggle-Theorie statt, siehe [20, 21], [23] und [6]. Einige der im folgenden einge-
fihrten Begriffe im Zusammenhang mit residuierten Familien sind entsprechend stark an
die Terminologie von Dunn angelehnt. An anderen Stellen gehen wir allerdings deutlich
iiber die vorhandene Theorie hinaus. So gibt es in der Literatur zur Gaggle-Theorie zum
Beispiel keinen verallgemeinerten Begriff des Residuals. Die Eigenschaften und Darstellungen
allgemeiner Residuale spielen im Laufe dieser Arbeit hingegen eine zentrale Rolle.

2.2.1 Residuierte Familien

Fiir den gesamten Rest des Abschnitts sei — sofern nichts anderes festgelegt wird — stets
(P;Q) = (P1,...,Py;Q) eine Familie geordneter Mengen und (o;7) € {4, —}"! eine
Signatur.

Definition 2.2.1 ((o; 7)-residuierte Familien). Eine (o;7)-residuierte Familie

(fagl)' ,gn)
iber Py, ..., P, und @ (oder kurz: diber (P;Q)) besteht aus n-stelligen Abbildungen
f:P—Q und g;: Pli—Q]— P, (i€n),
so dass die folgende Residuiertheitsbedingung erfillt ist: Fir alle ¢ € nund alle (z;y) € [[ PxQ
gilt
r; <p gi(T1, .Yy Tn) = fl@n, T T0) <G Y (2.3)

Die Abbildung f heifit der Kopf der Familie (f, g1,...,gn). Eine ([+]; +)-residuierte Familie
wird auch einfach residuierte Familie genannt.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Nach dieser Definition ist also das eingangs erwdhnte Tripel (o, <, —) eine residuierte
Familie. Im Fall n = 1 ist eine (o;7)-residuierte Familie offensichtlich dasselbe wie ein
(0;7)-residuiertes Paar (eine (o;7)-Adjunktion), siehe (2.1) auf Seite 28.

In Verallgemeinerung von Proposition 1.2.35 (residuierte Abbildungen sind genau die
co-adjungierten) definieren wir die Residuiertheit mehrstelliger Abbildungen nun mittels
residuierter Familien:

Definition 2.2.2 ((o;7)-residuierte Abbildungen). Eine n-stellige Abbildung f: P — @
hei3t (o; 7)-residuiert, wenn es Abbildungen g1, ..., g, gibt, so dass (f,g1,...,9n) eine
(0;7)-residuierte Familie iber Py, ..., P, und @ ist.

Eine ([+]; +)-residuierte Abbildung f: P — @ nennen wir auch schlicht residuiert.

Die Residuiertheit einer n-stelligen Funktion f: P — @ ist im allgemeinen nicht das-
selbe wie ihre Residuiertheit als einstellige Funktion f: [[ P — @, siehe dazu spéater das
Beispiel 2.2.25! Es muss also sorgfiltig zwischen f als einstelliger und als mehrstelliger
Abbildung unterschieden werden. Trotzdem werden die Bezeichnungen im folgenden wie in
der Literatur recht grofiziigig gehandhabt, sofern keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind.

Konvention 2.2.3 ((o; 7)-residuierte Abbildungen). Wir nennen gelegentlich auch eine
einstellige Funktion f: [[ P — Q (o; 7)-residuiert, wenn sie als mehrstellige Abbildung von
P in Q (o0;7)-residuiert ist (wobei aber stets eine gegebene Zerlegung des Produkts [] P in
die Faktoren Py, ..., P, vorausgesetzt wird). Analoges gelte fiir die (o; 7)-Monotonie.

Manchmal sprechen wir auch von der mehrstelligen Abbildung f: [[ P — Q, wenn ei-
gentlich f: P — @ gemeint ist. Demzufolge bedeutet die Residuiertheit der mehrstelligen
Abbildung f: [[ P — @ also, dass f koordinatenweise residuiert ist (und nicht, dass f als
einstellige Funktion residuiert ist).

Die nédchste Proposition stellt die wichtige Verbindung von mehrstelliger und einstelliger
Residuiertheit her und ist die Grundlage fiir die spatere Definition des i-ten Residuals.

Proposition 2.2.4. Sei f: P — @ eine n-stellige Abbildung und i € n. Die Abbildung f
ist genau dann in der i-ten Variablen (o;;T)-residuiert, wenn es eine n-stellige Abbildung
g: Pli— Q] — P; gibt, so dass (f¢,g¢) fir alle a € T] P eine (04; 7)-Adjunktion zwischen P;
und @ ist, d. h.

v <P glar, ...,y an) = flar,...,2,...,a0) <Qy (2.4)
fir alle x € P;, y € Q gilt. In diesem Full ist g eindeutig bestimmt durch
g(ala e Yy 7an) = g?(y) = (f;,l)?o'“'r)(y) (CL € HP7 Yy € Q)

Beweis. f ist genau dann in der i-ten Variablen (o;; 7)-residuiert, wenn fiir alle a € [] P die
einstellige Abbildung f¢ (o;; 7)-residuiert ist. Mit

g(ali = y]) == (fi){o,m) (¥)
folgt die Behauptung somit aus den Eigenschaften von (o;; 7)-Adjunktionen. O

Damit ergibt sich die erwartete Charakterisierung der Residuiertheit mehrstelliger Abbil-
dungen als Residuiertheit in jeder Koordinate.
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2.2 Allgemeine (o; 7)-Residuiertheit

Korollar 2.2.5. Sei f eine n-stellige Abbildung von P in Q. Es sind dquivalent:

(1) f ist (o;7)-residuiert, d. h. es gibt Abbildungen g1, ..., gn, so dass (f,q1,--.,9n) eine
(o5 7)-residuierte Familie iber Py, ..., P, und Q ist.

(2) f ist fiir jedes i € n in der i-ten Variablen (oy; T)-residuiert.
(8) f ist als Abbildung von P in QT residuiert (d. h. Kopf einer residuierten Familie).

(4) f ist als Abbildung von P in QT in jeder Variablen residuiert.
Dariiber hinaus sind die Abbildungen g1, ..., gn in Aussage (1) eindeutig bestimmit.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) und die Eindeutigkeit der g; folgen aus der Definition (o;7)-
residuierter Abbildungen, indem Proposition 2.2.4 auf jede Koordinate von f angewendet
wird (vergleiche dafiir die Residuiertheitsbedingung (2.3) mit (2.4)). (1) < (3) und (2) < (4)
sind klar. d

Der etwas redundante Begriff der (o;7)-Monotonie wird nun gerechtfertigt durch:
Lemma 2.2.6. Jede (o;7)-residuierte Abbildung ist auch (o;T)-monoton.

Beweis. Eine (o; 7)-residuierte Abbildung ist fiir jedes i € n in der i-ten Variablen (o;; 7)-
residuiert und somit (o;; 7)-monoton. Mit Korollar 2.1.8 ergibt sich die Behauptung. O

Bevor wir uns den allgemeinen Residualen zuwenden, betrachten wir noch \/-Erzeuger im
Zusammenhang mit mehrstelligen residuierten Abbildungen.

Definition 2.2.7 (o-Erzeuger). Sei P = (Pi,...,P,) eine Familie von quasigeordneten
Mengen und o € {+, —}". Eine Familie B = (B, ..., By,) von Teilmengen B; C P; heifit
o-dicht in P (oder o-Erzeuger von P), falls fiir jedes i € n die Menge B; \/?*-dicht in P;
(d.h. ein \/-Erzeuger von P;") ist.

Proposition 2.2.8. Sei B = (By,...,By,) ein o-Erzeuger von P, und seien f,g: P — Q
(o5 7)-residuierte Abbildungen.

Aus f | B < g | B folgt bereits f < g. Sind also die n-stelligen Abbildungen f und g auf
B = (By,...,By) identisch, so ist f = g.

Beweis. Der Beweis erfolgt mit vollstdndiger Induktion iiber die Stellenzahl n der Abbil-
dungen f und g. Der Induktionsanfang gilt fir n = 0 trivialerweise und fiir n = 1 nach
Proposition 1.2.36.
Sei nun o € {+, —}"*1, die (n+1)-stelligen Funktionen f,g: P — Q seien (o; 7)-residuiert,
B o-dicht in Pund f [ B<g | B. Sei z € [[ P. Fiir jedes b € B, 11 sind dann die durch
fb(l'l, ceey :L‘n) = fﬁ_,'_l(b) = f(fL‘l, RN 77 ) b),
gb(ml’ SERE) "En) = g;vl+1(b) = .g(xla <oy In, b)

definierten n-stelligen Abbildungen fy, gp: (Pi, ..., P,) = Q (0; 7)-residuiert mit
fb F (Bla-"7Bn) < 9o f (Bl7"'7Bn)7

und (By,...,By,) ist (01,...,0p)-dicht in (Py,..., P,). Mit der Induktionsvoraussetzung folgt
Jo < gp. Somit gilt fr ., [ Bpy1 < gpyq | Bpyr fiir die 0y, 41-dichte Teilmenge B, 41 von
P, 1, nach Proposition 1.2.36 also fy . < g5 ;. Insgesamt ergibt sich damit f < g. O
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2 Allgemeine Residuiertheit

2.2.2 Verallgemeinerte Residuale

Eine n-stellige residuierte Abbildung besitzt n Residuale. Fiir diese fithren wir zunéchst eine
geeignete Notation ein und zeigen dann die wichtigsten Eigenschaften solcher allgemeinen
Residuale.

Definition 2.2.9 ((o; 7)-Residuale). Sei f: P — @ eine (o; 7)-residuierte Abbildung. Dann
gibt es nach Korollar 2.2.5 eindeutig bestimmte Funktionen g1, ..., gn, so dass (f,g1,...,9n)
eine (o;7)-residuierte Familie ist.

Fiir jedes i € n wird g; das i-te (0;7)-Residual von f genannt (oder kiirzer auch i-tes
Residual von f, sofern der Bezug auf die Signatur (o;7) klar ist). Wir bezeichnen das i-te
(0;7)-Residual g;: Pli — Q] — P; mit

1o
(o37)

und notieren f auch als f((g,)T). Ist f eine ([+]; +)-residuierte Abbildung, so schreiben wir

meistens () anstelle von f(([li], 4y

Wegen der Eindeutigkeit der Residuale ist
1 n
fer (B Fhy 1)

eine Bijektion zwischen der Menge aller (o;7)-residuierten Abbildungen von P, ..., P, in
@ und der Menge aller (o; 7)-residuierten Familien iiber Pj, ..., P, und Q.

Ist n=1und f: P — Q eine einstellige (o; 7)-residuierte Abbildung, so ist f((;;)T) dasselbe
wie f(’kmr). Im Fall n = 0 ergibt sich aus Definition 2.2.2, dass jede Abbildung 1 — @ (d.h.
jedes Element von Q) (o; 7)-residuiert ist.

Mit den Bezeichnungen fiir Residuale erhalten wir sofort die folgende wichtige Beziehung
zwischen dem i-ten Residual einer mehrstelligen und dem gewdhnlichen Residual geeigneter
einstelliger Abbildungen.

Korollar 2.2.10. Sei f: P — Q eine (o;7)-residuierte Abbildung und i € n. Dann ist fir
jedes a € [[ P

()i = ()0
Auferdem gilt fir alle (z;y) € [[P x Q

x; <% f((;);T)(xl, oYy Xy) = f(xr,. Xy xn) <T
Beweis. Nach Definition des i-ten Residuals und Proposition 2.2.4. 0

Das folgende Beispiel fiir zweistellige residuierte Abbildungen und ihre Residuale ist bereits
vom Beginn des Abschnitts bekannt. Danach betrachten wir eine duale Variante.

Beispiel 2.2.11. Sei P eine geordnete Menge. Die oben erwidhnte Fusion-Implikationen-
Familie (o, +—, —) mit

T1o0x9 <y <= 11 <yYx9 <= 19<T1 Y (2.5)

fiir alle z1, 29,y € P ist eine (4, +; +)-residuierte (oder einfach residuierte) Familie auf P.
Der residuierte Kopf der Familie ist o, und seine beiden Residuale sind

=0 und — =0,

Nach Lemma 2.2.6 ist die bindre Operation o insbesondere isoton (in jeder Koordinate).
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2.2 Allgemeine (o; 7)-Residuiertheit

Beispiel 2.2.12. Sei P eine geordnete Menge und (¢, ©, @) eine (—, —; —)-residuierte Familie
auf P, d.h. fir alle 1, x2,y € P gelte

Yy<zr1dbre <= YOr2<11 <+ 210y T2

In Zusammenhéngen der Logik wird @ auch Fission genannt, und © und @ heiflen linke
bzw. rechte Differenz. Dual zu (+,+;+)-residuierten Fusion-Operationen o wird durch
eine (—, —; —)-residuierte Operation @& eine intensionale (oder multiplikative) Disjunktion
algebraisch modelliert. Der Kopf & der Fission-Differenzen-Familie ist in beiden Variablen
dual residuiert und damit insbesondere isoton.

Als extensionalen Spezialfall von & betrachten wir die bindre Vereinigung U auf einem
Potenzmengenverband BX. Diese ist (—, —; —)-residuiert, und das erste (—, —; —)-Residual
von U ist gerade die mengentheoretische Differenz, denn es gilt

BC A UA, <— B\AggAl <~ B\AlgAz
fiur alle Ay, A5, B C X.

Die Residuiertheit einer mehrstelligen Abbildung (in jeder Variablen) hat zur Folge, dass
auch sdmtliche ihrer Residuale beziiglich einer gewissen Signatur residuiert sind. Im néchsten
Theorem wird dariiber hinaus gezeigt, wie dann die Residuale dieser Residuale gebildet
werden. Fiir seine Formulierung erinnern wir an die niitzliche Notation (o;7)~* der i-ten
konversen Signatur von (o;7) (siche Definition 2.1.3).

Theorem 2.2.13 (Residuale einer residuierten Abbildung). Sei f: P — @ eine (o; 7)-residu-
ierte Abbildung. Dann ist fur alle i € n das i-te (o;7)-Residual f((;)v) eine (o; 7) ' -residuierte
Abbildung von Pli — Q] in P;.

Auflerdem ist das i-te Residual des i-ten Residuals von f wieder f, also

(f((;);T))Er?;T)—i =1

und im Fall k € n mit k # i gilt fur alle z € T[] Pli — Q|[k — PB}]

i k k .
NG @) = 18 i ]k o 21),
d. h. das k-te Residual des i-ten Residuals von f entsteht aus dem k-ten Residual von f durch
Vertauschen der i-ten und k-ten Variablen.

Beweis. Nach Voraussetzung ist f fiir i € n in der i-ten Variablen (o;; 7)-residuiert, und fiir
alle a € [ P ist

(FQ )51 (2.6)

nach Korollar 2.2.10 und Lemma 2.1.12 eine (o;;7)'-Adjunktion, also f((?,T) in der i-ten
Variablen (—7; —o;)-residuiert.
Fiir k € n mit k # i ist fio,

Voraussetzung gilt fir alle (z;y) €e [[Px Q und l € n

) in der k-ten Variablen (oj;—o;)-residuiert, denn nach
1
x < f((a);.,—)(l'lw"aml—17y>$l+17"'7$n) — f(:Ela"'vxlv"'axn) STy
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2 Allgemeine Residuiertheit

und somit
L Sak f(((lj?q—) (.1'1, sy TE—1,Y, Tht1, - - - >$n) = (f((i?q—))f[k’_)y] (x2>
— flz1,...,2y) <"y
— x; <% f((;);r)(ml’ T Yy T Ly e e ey Ty) = (f((;)ﬁ))z[z»»y](:Ck)7
d.h.

7 x|7 k x|k
(D) () ety

ist eine (ok; —0;)-Adjunktion. Fiir die n-stellige Abbildung g: P[i — Q][k — P;] — Py mit

9(2) = £ (2l 2]k > #])
ist gi """ (z) = glali = yllk o zl) = fo (@l 2l o y)) = (Fe) 77 (2) und
somit auch
(£ ), grlrdy (2.7)
eine (oy; —o;)-Adjunktion fir alle z[i — y] € [ P[i — Q).
Insgesamt ist f((;);r) somit (o;7) ‘-residuiert, und aus (2.6) und (2.7) ergeben sich die

angegebenen (o; 7)*-Residuale von f((;),T). O

Ist f (o;7)-residuiert, so ist das i-te Residual f((;),T) also insbesondere (o; 7) " ‘-monoton
(siehe Lemma 2.2.6), d. h. in der i-ten Variablen (o;; 7)-monoton und fiir k£ # i in der k-ten
Variablen (o; —o;)-monoton.

Korollar 2.2.14. Es sei f eine n-stellige Abbildung von P in Q, und fir jedes i € n sei
gi eine n-stellige Funktion von P[i — Q] in P;. Fir alle k € n\ {i} entstehe die n-stellige
Abbildung g aus g durch Vertauschen der i-ten und k-ten Variablen, also

ki (2) = g (2]t = 2] [k — z]).
Fiir jedes i € n gilt damit: (f,g1,...,9n) ist genau dann eine (o;T)-residuierte Familie tiber

P, ..., P, und Q, wenn
(giﬂgl,i7"‘7f7"'7gn,i)

eine (o; 1) -residuierte Familie iiber Py, ..., Q, ..., P, und P; ist.

Beweis. Fiir jede (o; 7)-residuierte Familie (f, g1,...,9n) und jedes i € n ist g; = f((;),T). Die
Behauptung folgt somit aus Theorem 2.2.13.

Wir illustrieren die obigen Resultate zu residuierten Familien und Residualen an einer
Fusion-Implikationen-Familie.

Beispiel 2.2.15. Wie in Beispiel 2.2.11 sei (o, <, —) eine residuierte Familie auf einer
geordneten Menge P. Der Kopf o dieser Familie ist nach Definition (+, +; +)-residuiert. Wegen
(+,+;4+) = (=, +;—) und (+,+;+)"2 = (+,—;—) gilt auBerdem: Das erste Residual
— = oW) ist (—, +; —)-residuiert, und das zweite Residual — = o) ist (+, —; —)-residuiert.
Damit lassen sich miihelos alle Monotonie-Eigenschaften der beteiligten Operationen ablesen.
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2.2 Allgemeine (o; 7)-Residuiertheit

Beispielsweise ist < in der ersten Variablen (—; —)-monoton (isoton) und in der zweiten
Variablen (+; —)-monoton (antiton). Weiter ist

C e my = () = (M) = (ofT ) = (o),

z1 4 = ()5 = (PNFH) = (o) = (10 )"

)

mit den Bezeichnungen fiir die Translationen vom Beginn des Abschnitts (siehe (2.2) auf
Seite 31) also wie dort beschrieben - «<— 2o =1[; und 2y — - =1} .

Entstehen die Operationen <P und & aus — bzw. < durch Vertauschen der Variablen,
d.h.ist x1 «Py =y — 21 und y & 2 = x93 < y, so ist nach Korollar 2.2.14

e (<, 0,«P) eine (—, +; —)-residuierte Familie mit dem Kopf < und
e (—,%,0) eine (+, —; —)-residuierte Familie mit dem Kopf —.

Dies sieht man auch leicht direkt, denn zur Residuiertheitsbedingung (2.5) fiir (o, -, —) ist
sowohl dquivalent, dass fiir alle x1,xzo2,y € P

T14— T2 2Y <= T]>Yoxy <= 93Ty
gilt, als auch, dass fir alle z1,zo,y € P
T —=T22Y <= 1Y T2 <= IT2>T10Y

erfullt ist. Insbesondere ist

O AC I

(2) ) &)
CEA) T ) () )

=0= 0G0 G2 = 2

Beispiel 2.2.16. Sei P ein A-Halbverband. Gibt es eine residuierte Familie (o, <—, —) iiber P,
deren Kopf o die Infimum-Operation Ap von P ist (aus Sicht der Logik also der extensionalen
Konjunktion entspricht), so heifit P relativ pseudokomplementdr. In diesem Fall wird auch D
fiir das Residual — geschrieben und x D z das Pseudokomplement von x relativ zu z genannt.
Wegen der Kommutativitit des Infimums ist

TOZ=T —>2=24 0,
aulerdem geniigt als Bedingung fiir die Residuiertheit von A bereits
rNy<z <<= y<zrDz. (2.8)

Fin relativ pseudokomplementérer Verband P mit kleinstem Element 1 p ist ein Heyting-
Verband (eine Heyting-Algebra), der dann auch ein grofites Element Tp = L D L besitzt. In
einer Heyting-Algebra P erhélt man durch

—r:=xD L

ein Pseudokomplement —p auf P. Heyting-Algebren sind die algebraischen Modelle der
intuitionistischen Aussagenlogik.

Das Konditional D ist (4, —; —)-residuiert, in der ersten Koordinate also (+; —)-residuiert
(eine Galois-Abbildung). Mit (2.8) sieht man auflerdem, dass das (+; —)-Residual von - D z
wieder - D z ist. Insbesondere ist demnach (—,—) eine (+4; —)-residuierte Familie (eine
Galois-Verbindung) tiber P. Gilt dariiber hinaus ——x < z, so ist P bereits ein Boolescher
Verband mit dem Komplement —.

Fiir die Modellierung allgemeinerer Negationen betrachtet man auch beliebige Galois-
Verbindungen (~, —) auf geordneten Mengen.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Fiir die meisten Anwendungen residuierter Abbildungen ist neben dem einstelligen Fall
der zweistellige am wichtigsten. Deshalb werden im néchsten Korollar einige zentrale Eigen-
schaften zweistelliger (o;7)-residuierter Abbildungen zusammengefasst.

Korollar 2.2.17. Seien Pi, P», Q geordnete Mengen, (o1,092;7) € {+,—}> und (f, g1, 92)
eine (01, 09; T)-residuierte Familie iber Py, Py und Q. Das heifst, die Abbildungen

[ (P, P) = Q, g1:(Q, ) — P, g2: (P1,Q) = P
erfillen fir alle x1 € Py, x20 € Po, y € Q

flr,22) <"y <= 21 <7 g1(y, v2)
= 13 <72 go(x1,Y).

f ist dann eine (01, 09;7)-residuierte Abbildung, g1 eine (—7,09; —o1)-residuierte und gs
eine (01, —T; —0g)-residuierte mit g; = f((;z 0257) und gg = f((zi i) Demnach ist
g1y, @2) = (A7) (9) = max™ {21 € Py : flan,az) <7y},
(w1,2)\*

g2(x1,y) = (f3 ) 4pery () = max{za € Py : f(a1,22) <7y }.

Auferdem gelten die folgenden Ungleichungen und Gleichungen:
(a) flg1(y,z2),22) <"y (@) f(z1,92(z1,9)) <"y
(b) =1 <7 g1(f(z1,22), 22) (b)) a2 <72 ga(ar, f(x1,72))
() Flor(f(zr,@a),a),m2) = flar,@a) () flar,ga(ar, f(@r,22))) = flar,22)
(d) g1(f(91(y, 22), 22), 72) = g1 (y, 22) (@) ga(@1, (21, 92(21,y
)

y))
(e’) 1 <7 g1(y, 92(x1,y)
0)

) = ga(z1,y
(6) xg <72 gz(g1(y,x2),y )
)

() 91(y,92(91 (v, 22),9)) = g1(y, 22) () 92091 (v, 92(21,9)),y) = ga(z1, ¥

Insbesondere sind fiir alle y € Q die Abbildungen g2(91(y, -),vy) und g1(y, g2( - ,y)) Hiillen-
operationen auf Py bzw. Ps.

Beweis. Die obigen Aussagen folgen aus der Definition (o;7)-residuierter Familien, Korol-
lar 2.2.5, Theorem 2.2.13 und Korollar 2.2.10 sowie den bekannten Eigenschaften adjungierter
Paare. O

In residuierten ¢-Monoiden und &dhnlichen residuierten algebraischen Strukturen (also
Situationen, in denen zusétzlich ein Assoziativgesetz gilt, ein neutrales Element vorliegt, eine
Verbandsstruktur gegeben ist etc.) lassen sich iiber das obige Korollar hinaus natiirlich noch
viele weitere interessante Gleichungen und Ungleichungen beweisen. Einen guten Uberblick
liefert [42].

Analog zum Vorgehen fiir einstellige (o; 7)-residuierte Abbildungen betrachten wir auch fur
mehrstellige noch ihre Verkniipfung und auflerdem geordnete Mengen solcher Abbildungen.
Zunachst zur Komposition:
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2.2 Allgemeine (o; 7)-Residuiertheit

Theorem 2.2.18. Seien Py, ..., P,, P', P" geordnete Mengen, P = (Py,...,P,), 0 €
{+,=}" und o',0" € {+,-}. Ist f: P — P’ eine (0;0")-residuierte und g: P’ — P" eine
einstellige (o'; 0")-residuierte Abbildung, so ist go [ eine (o;0")-residuierte Abbildung von
Py, ..., P, in P" mit

(g f)(a w0l T f((;');a’) o ldP[Z — gzko";a”)]
fiir jedes i € n.

Beweis. Laut Voraussetzung ist f¢ (0;;0')-residuiert und g (o’; 0”)-residuiert, nach Lem-
ma 2.1.13 also (go f)% = go f¢ eine (0;;0”)-residuierte Abbildung fiir alle a € [ P und alle
i € n. Demnach ist g o f (0;0")-residuiert. Aulerdem gilt (siehe Lemma 1.1.18)

(92 Nin)i = (@2 DDy = @2 FVigiony = (FiVigion, ° G
= ( f((?g,)) © Gty = ( f((;);c,/) oidpli = glyrgm]);- O

Theorem 2.2.19. Es seien Py, und P, fiir jedes k € n sowie P" geordnete Mengen, auferdem
seien 0,0’ € {+,—}" und 0" € {+,—}. Weiter sei f = (f1,..., fn) eine Familie einstelliger
(ok; 0,)-residuierter Abbildungen fy: P, — P, (k € n), und g: (Py,...,P)) — P" sei(d’;0")-
residuiert. Dann ist g o f eine (0;0")-residuierte Abbildung von Py, ..., P, in P" mit

(g o f)(o- o-//) (f’b) o‘l cr gEO') 0’” © f[Z — ldpu]

fir alle i € n.

Beweis. Esist (go f)¢ = ngf o fi, und nach Voraussetzung ist f; (0;; o})-residuiert und

gZH fa) (0}; 0")-residuiert, also (g o f)% eine (0;;0")-residuierte Abbildung fiir alle a € [] P
und alle i € n (sieche Lemma 2.1.13). Folglich ist g o f (0;¢”)-residuiert, und es gilt

(90 D)t = (g0 N m = @ Vo )7
= Wiy © @), <fz>(a, o1 © (gl ) 1
= ()it © Gy © fli > idpr]) 0
Nun zu geordneten Mengen (o; 7)-residuierter Abbildungen.
Definition 2.2.20 (Geordnete Mengen (o; 7)-residuierter Abbildungen). Es bezeichne
res g (P; Q)

die punktweise geordnete Menge aller (o; 7)-residuierten Abbildungen von P, ..., P, in Q.
Sofern die Stellenzahl n aus dem Zusammenhang hervorgeht, schreiben wir auch res(P; Q)

fr res([+];+) (P, Q)

Lemma 2.2.21. Fir alle Signaturen («; ), (o;7) € {+, =17+ ist

(res(oa;Tﬁ)(‘P; Q))T = res(cx;ﬁ) (PU; QT)
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2 Allgemeine Residuiertheit

Beweis. Eine (oo 7f3)-residuierte Abbildung von P in @ ist dasselbe wie eine («; 3)-residu-
ierte Abbildung von P? in Q7. Da die punktweise Ordnung der Abbildungen von P in @ nur
von ) abhéngt, ergibt sich die Behauptung. O

Proposition 2.2.22. Fir jedes i € n ist die Abbildung
(4)
Fe Fiay
die jedem (o;T)-residuierten f: P — @Q das i-te (o;7)-Residual f((?,T): P[i — Q] — P; zuord-
net, ein Isomorphismus zwischen den geordneten Mengen
o resi,.)(P; Q)7 aller (o;7)-residuierten Abbildungen von Py, ..., P, in Q und

o res,..)-i(Pli— QJ; P;)~% aller (o 7) " -residuierten Abbildungen von Py, ..., Q, ...,
P, in P;

(%)

mit der Inversen g +— Yigiry—i-

Beweis. Nach Theorem 2.2.13 ist nur noch zu zeigen, dass die Abbildung f — f((;),T) von
res(q;7) (P; Q) in res(,..—i (Pli = QJ; P;) (7; —0;)-monoton ist, d. h. fiir alle (o; 7)-residuierten
Abbildungen f,h: P — Q

h ST f _— f((") <O'~L h(l)

oim) = oiT)

gilt. Sei dafiir h <7 f und a € [[ P. Dann ist A{ <" f¢ und mit Proposition 2.1.15

) = (P igiry <7 (B gy = ()1,

woraus die Behauptung folgt. O

2.2.3 Residuiertheit im Falle vollstandiger Verbande

Als néchstes werden (o; 7)-residuierte Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbéanden cha-
rakterisiert. Zur Vorbereitung beginnen wir mit einer einfachen Feststellung zu mehrstelligen
Abbildungen und iterierten Suprema.

Lemma 2.2.23. Seien X1, Xo Mengen, L ein vollstindiger Verband und f eine zweistellige
Abbildung von X1, Xs in L. Dann gilt fir alle A1 C Xy, As C Xo

V FlAL Ao) = \{V{ Fa1,20) r e € At} i € Ag )
=\V{V{f(z1,22) a2 € A3} 121 € A1 }.
Analoge Aussagen lassen sich fiir n-stellige Abbildungen und dual fir Infima formulieren.
Beweis. Mit der Vollassoziativitidt des Supremums ergibt sich
\/f[Al,Ag] = \/{ fz1,29) 121 € Ay & 29 € A }

:\/U{{f<xlax2):xleAl}:xQEAQ}
:\/{\/{f(xlny):«TleAl}:CEQEAQ}, 0
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2.2 Allgemeine (o; 7)-Residuiertheit

Theorem 2.2.24. Es sei (L; M) = (L1,...,Ly; M) eine Familie vollstindiger Verbinde
und f: L — M eine n-stellige Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist (o;7)-residuiert.
2) Fiir jedes i € n, alle a € [[L und alle A; C L; gilt
( j g

f(al,...,\/UiAi,...,an):\/T{f(al,...,xi,...,an):mieAi}.

(3) f ist als Abbildung von L% in M7 in jeder Variablen \/-erhaltend.

(4) Fiir alle A; C L; (i € n) gilt:

F(Vo A, Vo Ay) =V flAL . A

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen(1)—(3) ergibt sich aus Korollar 2.2.5, da die (einstelligen)
residuierten Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbdnden genau die \/-erhaltenden sind
(siehe Proposition 1.2.35). Aussage (2) besagt somit, dass f fiir alle ¢ € n in der i-ten
Variablen (o;; 7)-residuiert ist.

(2) = (4): Vollstéandige Induktion tber die Stellenzahl n von f. Im Fall n =0 oder n =1
ist nichts zu zeigen. Fiir allei € n + 1 sei nun A; C L; und f: (L1,..., Ly, Lpt1) — M in der
i-ten Variablen (oy; 7)-residuiert. Mit der Abbildung g: (L1, ..., L,) — M, definiert durch

g(xlv’ . 'J'CCTL) = f(xh cee 733717\/0"“ An+1)7

gilt dann nach Induktionsvoraussetzung (fiir g) und Lemma 2.2.23

FOVT AL VI A, VO Apgn) = g(V7 A, VT Ap) = VT glAs, - Ay
=V H{f(@1,... 20, VT Apyr) 2 (21,000, m0) € [T Ai }
=V{VH{f(@,...,eny) Yy € Any1 } i (@1,...,2,) € [T1n; Ai }

=V flA1,..., Ap, Anyi].

(4) = (2): Sei i € n. Nach Voraussetzung gilt fiir alle a € [] L und alle 4; C L;

fiV7Ai) = F(VHa}, .. V7 Agy L VT and)
= \/T f[{an}7"'7Ai7"‘7{a7L}] = \/TfﬂAl]v

also ist f in der i-ten Variablen (oy; 7)-residuiert. O

Laut Aussage (4) des obigen Theorems lisst sich die Residuiertheit einer mehrstelligen
Abbildung also bereits durch eine einzige Aussage fiir alle Variablen formulieren.

Diese Charakterisierung bedeutet jedoch nicht, dass mehrstellige residuierte Abbildungen
von Ly, ..., Ly, in M Suprema beliebiger Teilmengen von [] L bewahren miissen, sofern sie
als einstellige Abbildung von [] L in M aufgefasst werden. Stattdessen bewahren sie im allge-
meinen nur Suprema von Produkten [] A, denn es ist (\y, A1,...,V, An) = VH o ITiey A
Das folgende Beispiel erldutert dies.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Beispiel 2.2.25. Sei (L; M) eine Familie vollstandiger Verbande. Ist f: [[ L — M eine
\/-erhaltende Abbildung, so ist f, aufgefasst als n-stellige Funktion von Ly, ..., L, in M, in
jeder Variablen \/-erhaltend, denn fiir alle i € n, @ € [[ L und A; C L; ist

FiNp, Ai) = f(Vp,fat, - Ve, Ais - Vi fand)
:f(\/HL({al} X ...ox A xoox{an}))

=V fl{lar} x ... x A; x ... x {an}] = Vs FEAL]-

Die Umkehrung ist allerdings falsch. Man betrachte beispielsweise den vollstandigen
Verband 2 = ({0,1}, <) und die Abbildung f: (2,2) — 2 mit

f(0,0) :f(LO) = f(0,1) =0 und f(lal) =1

f ist in jeder Variablen \/-erhaltend, denn f(-,0) = f(0, -) ist die konstante Abbildung mit
dem Wert 0, und f(-,1) = f(1, -) ist die Identitat auf 2. Aufgefasst als einstellige Abbildung
von 2 X 2 in 2, ist f aber nicht \/-erhaltend:

f((l,O)\/(O,l)) :f(lal):17&0:f(170)\/f(0a1)'

Eine zweistellige residuierte Abbildung f: L x M — N zwischen vollstdndigen Verbédnden
L, M und N wird auch Bimorphismus genannt, vergleiche etwa [2], [57]. Mit dem Tensorpro-
dukt L ® M vollstdndiger Verbédnde lassen sich Bimorphismen auf residuierte Abbildungen
zuriickfithren, denn es gilt (siehe [71], [85])

res(L, M; N) = res(L ® M; N).

Beispiel 2.2.26. Ein Quantal ist eine vollstdndige residuierte Halbgruppe, d. h. ein vollstan-
diger Verband L zusammen mit einer assoziativen zweistelligen Operation o auf L, die in
jeder Variablen residuiert ist. Die Residuiertheit in beiden Variablen ist dquivalent zu

zo(VB)=V{zoy:ye B}, (VA)oy=V{roy:xzec A}

fiir alle z,y € L und alle A, B C L. Nach Theorem 2.2.24 lisst sich die Residuiertheit von o
auch charakterisieren durch

(VA)o(VB)=V{zoy:a2€A yeB} (ABCL).

Ist o das bindre Infimum von L, so ist L eine vollstindige Heyting-Algebra (siehe Bei-
spiel 2.2.16), die auch Rahmen oder Lokal genannt wird. Hintergriinde zu Rahmen und
Lokalen finden sich unter anderem in [54].

Ein unitales Quantal (L,o,e) ist ein vollstandiges residuiertes Monoid (d.h. (L, o) ist
ein Quantal mit neutralem Element e). Die Theorie der Quantale wird in [82] ausfiithrlich
dargestellt.

Fiir o-Erzeuger und (o;7)-residuierte Abbildungen zwischen vollstindigen Verbanden
erhélt man die folgende Verallgemeinerung von Lemma 1.2.38.

Proposition 2.2.27. Sei (L; M) = (L1, ..., Ly; M) eine Familie vollstindiger Verbinde
und B = (Bi,...,By) ein o-Erzeuger von L. Ist f: L — M eine (o; 7)-residuierte Abbildung,
so gilt fiir alle x € [[ L

@) =Vil{ f(0) :be[[B&b<] z}.
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2.3 Quantaloide und lokal geordnete 2-Kategorien

Beweis. Nach Voraussetzung und Theorem 2.2.24 ist

f@) = fl@r,. .y x0) = FVEE AR N B, V(52 0 By))
=V s e N By, e, N B = Vi { f(0) : b [IB &b <G a}. O

Unter geeigneten Voraussetzungen gilt auch die Umkehrung der obigen Aussage, siehe
dazu spéter das Korollar 3.1.21.

Mit Hilfe von Theorem 2.2.24 l&sst sich schliellich auch die folgende Verallgemeinerung
von Proposition 1.2.40 zeigen.

Proposition 2.2.28. Sei (L; M) eine Familie vollstindiger Verbinde. Dann ist auch die
geordnete Menge res(,..y(L; M) ein vollstindiger Verband, in dem fir T = + Suprema und
fiir T = — Infima punktweise gebildet werden. O

2.3 Quantaloide und lokal geordnete 2-Kategorien

Alle in den folgenden Kapiteln betrachteten Kategorien haben die Eigenschaft, dass sich
ihre Morphismenmengen auf kanonische Weise mit einer Ordnung versehen lassen und die
Kompositionsabbildungen mit diesen Ordnungsstrukturen vertréglich, also (in jeder Variablen)
isoton sind. Solcherart angereicherte Kategorien sind auch als lokal geordnete 2-Kategorien
bekannt. Sie erlauben insbesondere die allgemeine Definition adjungierter Morphismen und
bilden aus diesem Grund eine wichtige Grundlage fiir die folgenden Kapitel.

Lokal geordnete 2-Kategorien, deren Morphismenmengen sogar vollstédndige Verbande
und deren Kompositionsabbildungen in jeder Variablen residuiert sind, werden Quantaloide
genannt. Tatsdchlich sind die meisten der im weiteren Verlauf auftretenden lokal geordneten
2-Kategorien bereits Quantaloide. In Vorbereitung auf die spateren kategorientheoretischen
Resultate fithren wir in diesem Abschnitt sémtliche benétigten Grundbegriffe fiir lokal
geordnete 2-Kategorien, adjungierte Morphismen und Quantaloide ein.

Alle diese Grundbegriffe lassen sich systematisch in der Theorie der angereicherten Ka-
tegorien behandeln, die wir hier aber explizit nicht voraussetzen. Siehe dazu auch die
Bemerkung 2.3.33 am Schluss dieses Abschnitts.

2.3.1 Lokal geordnete 2-Kategorien

Definition 2.3.1 (Lokal geordnete 2-Kategorien). Eine lokal geordnete 2-Kategorie (oder
auch lokal geordnete Bikategorie) ist eine Kategorie C, so dass

e fiir alle Objekte A, B € |C| die Morphismenmenge C(A, B) mit einer Ordnung <ap
versehen ist (wobei im folgenden meistens nur C(A, B) statt (C(A, B), <ap) geschrieben
wird),

e die Komposition von Morphismen in C (in beiden Variablen) isoton ist, d. h. fiir alle
f,f €C(A,B)und g,¢ € C(B,C) gilt

f<f = gof<gof,
g<g = gof<gof.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Beispiel 2.3.2. Jede Kategorie A lédsst sich mit der Identitdt auf den Morphismenmengen,
also den Antiketten (A(A, B), =) fiir A, B € |A|, als lokal geordnete 2-Kategorie auffassen.
Die Isotonie der Komposition ist in diesem Fall trivialerweise erfullt.

Weitere Beispiele lokal geordneter 2-Kategorien werden weiter unten im Zusammenhang
mit adjungierten Morphismen angegeben. Aus der obigen Definition folgt unmittelbar:

Lemma 2.3.3. Jede Unterkategorie einer lokal geordneten 2-Kategorie ist wieder eine lokal
geordnete 2-Kategorie. O

Neben der gewohnlichen dualen Kategorie lassen sich fiir lokal geordnete 2-Kategorien
noch zwei weitere Duale bilden, indem die Ordnung auf den Morphismenmengen dualisiert
wird.

Definition 2.3.4 (Duale von lokal geordneten 2-Kategorien). Sei C eine lokal geordnete
2-Kategorie. Die lokal geordnete 2-Kategorie C°P entsteht wie iiblich aus C durch Umkehrung
der Pfeile, also C°P(A, B) = C(B, A) fur alle A, B € |C]|.

Ein weiteres Dual C* von C ergibt sich durch C®°(A, B) = C(A, B)P fiir alle A, B € |C|,
also durch die Umkehrung der Ordnung. Offensichtlich ist auch C® eine lokal geordnete
2-Kategorie. Durch Kombination dieser beiden Duale erhidlt man schlieBlich C“°°P mit
C«°P(A,B) =C(B, A)°P.

Wir erweitern nun Funktoren, Isomorphismen und Aquivalenzen zwischen Kategorien auf
naheliegende Weise zu 2-Funktoren, 2-Isomorphismen und 2-Aquivalenzen zwischen lokal
geordneten 2-Kategorien.

Definition 2.3.5 (2-Funktoren und 2-Isomorphismen). Seien C und D lokal geordnete
2-Kategorien. Ein 2-Funktor F': C — D ist ein gewohnlicher Funktor (wobei C und D als
gewohnliche Kategorien aufgefasst werden), so dass fiir alle A, B € |C| die Abbildungen

Fap: (C(A,B),<ap) = (D(FA,FB),<pAFB)

isoton sind.

Ein gewo6hnlicher Isomorphismus F': C — D heiflt 2-Isomorphismus, wenn sowohl F' als
auch F~': D — C 2-Funktoren sind. Wir nennen C und D isomorph, wenn es einen 2-
Isomorphismus zwischen C und D gibt.

Die iibliche Komposition von 2-Funktoren ergibt offenbar wieder einen 2-Funktor, und
auch der Identitatsfunktor 1¢ auf einer lokal geordneten 2-Kategorie ist stets ein 2-Funktor.

Definition 2.3.6 (2-Aquivalenzen). Seien C und D lokal geordnete 2-Kategorien. Eine
2-Aquivalenz von C in D ist ein 2-Funktor F': C — D, zu dem es einen 2-Funktor G: D — C
gibt mit Go F = 1¢ und F o G = 1p (aufgefasst als gewohnliche Funktoren). Gibt es eine
2-Aquivalenz zwischen C und D, so nennen wir C und D dquivalent.

(F,G,n,e): C — D heifit 2-adjungierte 2-Aquivalenz oder einfach adjungierte 2-Aquivalenz,
wenn (F,G,n,¢) eine gewdhnliche adjungierte Aquivalenz von Kategorien ist und F, G
auflerdem 2-Funktoren sind.

Jede (2-adjungierte) 2-Aquivalenz von lokal geordneten 2-Kategorien ist auch eine gewohn-
liche (adjungierte) Aquivalenz der zugrundeliegenden Kategorien.

Aus der bekannten Verkniipfung gewohnlicher adjungierter Situationen ergibt sich speziell
der folgende, fiir spéter niitzliche Sachverhalt.
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2.3 Quantaloide und lokal geordnete 2-Kategorien

Korollar 2.3.7. Seien C, C', D, D’ lokal geordnete 2-Kategorien und I: C' — C, J: D — D’
2-Isomorphismen. Fiir jede adjungierte 2-Aquivalenz (F,G,n,€): C — D sind auch

(FoIl,LTY oG, 1;-1 xnx11,6): C' = D,
(JoF,GoJ ' mlyxexl;-1):C =D

adjungierte 2-Aquivalenzen.
Dabei ist (171 xn*17)a = I~ Y(nr4) fiir jedes A € |C'| und (1y%e*x1;1)p = J(ej-1p5)
fir jedes B € |D'|.

Beweis. Nach Voraussetzung sind (1,171, 11, 11.) und (J, J 1, 11,,) insbesondere ad-
jungierte 2-Aquivalenzen. Mit Proposition 1.3.9 folgt dann die Behauptung. O

Fiir eine kategorielle Aquivalenz F': C — D sind die Abbildungen
Fup:C(A,B) — D(FA,FB)

bekanntlich Bijektionen. Ist F' dariiber hinaus eine 2-Aquivalenz von lokal geordneten 2-
Kategorien, so sind die induzierten Abbildungen F4p sogar Ordnungsisomorphismen. Denn
es lasst sich problemlos zeigen:

Proposition 2.3.8. Seien C und D lokal geordnete 2-Kategorien und F': C — D ein gewdhn-
licher Funktor.

(a) F ist genau dann eine 2-Aquivalenz, wenn F eine gewéhnliche Aquivalenz von Kategorien
und Fap fir alle A, B € |C| ein Ordnungsisomorphismus ist.

(b) F ist genau dann ein 2-Isomorphismus, wenn F ein gewéhnlicher Isomorphismus und
Fyp fir alle A, B € |C| ein Ordnungsisomorphismus ist. O

2.3.2 Adjunktionen in lokal geordneten 2-Kategorien

Mit der in lokal geordneten 2-Kategorien zur Verfiigung stehenden Ordnung von Morphismen
lasst sich der Begriff der Adjunktion fiir isotone Abbildungen zwischen geordneten Mengen
(siehe Definition 1.2.31) auf Morphismen einer beliebigen lokal geordneten 2-Kategorie
iibertragen.

Definition 2.3.9 (Adjunktionen in lokal geordneten 2-Kategorien). Sei C eine lokal geordnete
2-Kategorie. Zwei C-Morphismen f: A — B und g: B — A bilden ein adjungiertes Paar oder
eine Adjunktion (f,g) in C, wenn gilt:

1a<gof, fog<lp.

Wir schreiben dies auch in der Form f = g. Dabei heifit f untere oder linke Adjungierte (von
g) und g obere oder rechte Adjungierte (von f). Ist (f,g) ein adjungiertes Paar, so nennen
wir (g, f) ein co-adjungiertes Paar.

Ein C-Morphismus f: A — B heifit adjungiert (bzw. co-adjungiert), wenn er eine untere
(bzw. obere) Adjungierte besitzt, d. h. wenn ein C-Morphismus g: B — A existiert mit g - f

(bzw. f = g).
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2 Allgemeine Residuiertheit

Es folgen einige fundamentale Eigenschaften von Adjunktionen in lokal geordneten 2-
Kategorien.

Lemma 2.3.10. Sei C eine lokal geordnete 2-Kategorie, und f: A — B und g: B — A seien
C-Morphismen. Bilden f und g eine Adjunktion f g, so gilt
fogof=f und gofog=y,

Beweis. Aufgrund der Isotonie der Komposition ergibt sich f = folg < fogof <1lpof = f,
und analog erhalt man die zweite Gleichung. O

Proposition 2.3.11. Es sei C eine lokal geordnete 2-Kategorie, und es seien f, f': A — B,
9,9:B— A, k: B—C,1l: C— B Morphismen in C.

(a) Es gelte f 4 g und f'Hg'. Aus f < [ folgt ¢ < g; aus g < ¢ folgt f' < f.
(b) Aus f 4 g und f g folgt g=¢'; aus f 4g und f' g folgt f = f.

(¢) Mit f g und k1 gilt auch ko f = gol.

(d) Es gilt 1p 4 1p.

(e) Fiir jeden Isomorphismus i: D — E in C gilt i~ 4i und i 4i L.

(f) Jeder 2-Funktor bewahrt adjungierte Paare: Ist D eine weitere lokal geordnete 2-Kategorie
und F': C — D ein 2-Funktor, so gilt

f4g = F(f)4F(g).

Beweis. Zu (a). Aus f 4 g und f' - ¢’ sowie f < f" ergibt sich ¢ = 1409 < gofog <
go flog < golp=g. Die zweite Behauptung erhilt man analog. Zu (b). Dies folgt leicht
aus (a). Zu (c¢). Gilt f 4 gund k 41, so auch 14 < gof =golpof < golokof
und ko fogol < kolpol =kol < 1¢, also ko f 4 gol. Aussage (d) ist klar, und
(e) gilt wegen i0i ™! = 1gp und it oi = 1p. Zu (f). Da F ein 2-Funktor ist, sind fiir
alle C-Objekte D, E die Abbildungen Fpg isoton. Aus 14 < go f und fog < 1p folgt
somit 1pg = FAA(lA) < Faa(go f) = FBA(Q) o FAB(f) und FAB(f) o FBA(Q) < lpp, also
F(f) - Flg). 0

Aus dieser Proposition ergeben sich einige niitzliche Folgerungen. Zunéchst liefert die
Beschriankung der Morphismen einer lokal geordneten 2-Kategorie auf die adjungierten (bzw.
co-adjungierten) wieder eine lokal geordnete 2-Kategorie.

Definition 2.3.12 (Lokal geordnete 2-Kategorien der (co-)adjungierten Morphismen). Fiir
eine lokal geordnete 2-Kategorie C bezeichne

Adj(C) (bzw. Co-Adj(C))

diejenige lokal geordnete 2-Kategorie, deren Objekte dieselben sind wie die von C (d.h.
|Adj(C)| = |C] = |Co-Adj(C)|) und deren geordnete Morphismenmengen Adj(C)(A, B) (bzw.
Co-Adj(C)(A, B)) aus C(A, B) durch Einschrankung auf die adjungierten (bzw. co-adjungier-
ten) Morphismen entstehen (mit der durch C(A, B) induzierten Ordnung).
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Die Isomorphismen in C sind offenbar dieselben wie in Adj(C) (und auch dieselben wie
in Co-Adj(C)); dies gilt erst recht fiir die Identitdten. Die Komponenten eines adjungierten
Paares sind eindeutig durcheinander bestimmt, und man erhélt die folgende Beziehung
zwischen Adj(C) und Co-Adj(C).

Korollar 2.3.13. Fiir jede lokal geordnete 2-Kategorie C gilt
Co-Adj(C) = Adj(C)“°°P.

Beweis. Wird jedem co-adjungierten C-Morphismus f seine eindeutig bestimmte obere
Adjungierte F(f) zugeordnet, so ergibt sich (mit der Identitdt auf den Objekten) ein 2-
Isomorphismus F': Co-Adj(C) — Adj(C)°°°P, wie mit Proposition 2.3.11 leicht zu erkennen
ist. O

Sind C und D lokal geordnete 2-Kategorien und ist F': C — D ein 2-Funktor, so entstehen
durch Restriktion die 2-Funktoren

F: Adj(C) - Adj(D) wund F: Co-Adj(C) — Co-Adj(D),

die nicht ganz eindeutig wieder mit F' bezeichnet werden. Auch (2-adjungierte) 2-Aquivalenzen
lassen sich entsprechend einschréanken:

Lemma 2.3.14. Es sei (F,G,n,¢): C — D eine 2-adjungierte 2-Aquivalenz von lokal geord-
neten 2-Kategorien C und D. Fir die durch Restriktion entstehenden 2-Funktoren

F: Adj(C) — Adj(D),  G: Adj(D) — Adj(C)

und die zugehorigen natirlichen Isomorphismen n: 1pg5c) = G o I, €: F'o G = 1pqjp) ist
auch
(F,G,m,¢): Adi(C) — Adj(D)

eine 2-adjungierte 2-Aquivalenz. Analoges gilt fiir Co-Adj(C) und Co-Adj(D).
Beweis. Dies ergibt sich aus Proposition 2.3.11, derzufolge 2-Funktoren Adjunktionen bewah-

ren und alle Isomorphismen in C und D sowohl adjungiert als auch co-adjungiert sind. [
Wir kommen nun zu einigen wichtigen Beispielen fiir lokal geordnete 2-Kategorien und

(co-)adjungierte Morphismen.

Beispiel 2.3.15. Die Kategorie Pos der geordneten Mengen und isotonen Abbildungen ist
eine lokal geordnete 2-Kategorie: Die Ordnung auf den Morphismenmengen Pos(P, Q) ist
durch die punktweise Ordnung von Funktionen gegeben (d.h. es ist Pos(P, Q) = Q*), und
fiir alle isotonen Abbildungen f, f’': O — P, g,¢': P — Q gilt offenbar

f<f = gof<gof,
g<g = gof<gof.

Die Adjunktionen in Pos sind genau die ordnungstheoretischen (vergleiche die Definitio-
nen 1.2.31 und 2.3.9). Co-adjungierte Morphismen in Pos sind also gerade die residuierten
Abbildungen, und adjungierte Morphismen sind die dual residuierten Abbildungen. Damit ist

Co-Adj(Pos)(P, Q) = res(P;Q) und  Adj(Pos)(P,Q) = res_._y(P; Q)

fiir alle geordneten Mengen P, Q.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Beispiel 2.3.16. Die Kategorie Rel der Mengen und Relationen ist beziiglich der Inklusion
C eine lokal geordnete 2-Kategorie, denn fiir alle Relationen R, R’ : X « Y, 5,58 :Y « Z
gilt

RCR = SoRCSoR,
SCS =— SoRCS'oR.

Die geordneten Morphismenmengen sind also Rel(X,Y) = PB(X x Y) = Rel(X;Y).
Eine Relation R : X «— Y ist nach Definition genau dann co-adjungiert in Rel, wenn es
eine Relation S : Y « X gibt mit

idy CSoR und RoS Cidy.

Die co-adjungierten Relationen sind bekanntlich gerade die Funktionen (weshalb im englischen
Sprachgebrauch ganz allgemein ein co-adjungierter Morphismus auch map genannt wird).
Folglich ist

Co-Adj(Rel) = Set,

wobei auch Set als lokal geordnete 2-Kategorie aufgefasst wird. Die Inklusionsordnung auf
den Morphismenmengen Set(X,Y) = Y¥ ist die Identitt.

Beispiel 2.3.17. Die Kategorie SL der vollstdndigen Verbénde und residuierten Abbildungen
ist (als Unterkategorie von Pos) eine lokal geordnete 2-Kategorie beziiglich der punktweisen
Ordnung von Funktionen. Ebenso ist die Kategorie CL der vollstdndigen Verbédnde und
vollstdndigen Homomorphismen eine lokal geordnete 2-Kategorie.

Die adjungierten Morphismen in SL sind nach Definition diejenigen residuierten Abbildun-
gen, die obere Adjungierte einer residuierten Abbildung (also selbst dual residuiert) sind.
Somit sind die adjungierten Morphismen in SL genau die vollstdndigen Homomorphismen,
kurz:

Adj(SL) = CL.

Die co-adjungierten Morphismen in SL sind die doppelt residuierten Abbildungen, d. h. die-
jenigen residuierten Abbildungen f: L. — M, deren obere Adjungierte f*: M — L wiederum
residuiert ist.

Als Kategorie ist SL selbstdual. Genauer: Ordnet man jedem vollstdndigen Verband L
seinen dualen Verband D(L) := L°° und jeder residuierten Abbildung f: L — M zwischen
vollstdndigen Verbanden ihre obere Adjungierte D(f) := f*: D(M) — D(L) zu (aufgefasst
als residuierte Abbildung), so erhélt man offensichtlich einen 2-Isomorphismus D: SL — SL°P.
Die Festlegung E(L) := L und E(f):= f*: E(M) — E(L) liefert hingegen einen 2-Iso-
morphismus E: SL — (SL%)°°°P (vergleiche Korollar 2.3.13), wobei SL? die lokal geordnete
2-Kategorie der vollstiandigen Verbénde und dual residuierten Abbildungen (mit der punkt-
weisen Ordnung von Funktionen) bezeichnet.

2.3.3 Quantaloide

Fiir eine umfassende Darstellung der Theorie der Quantaloide sei auf [83] verwiesen.

Definition 2.3.18 (Quantaloide). Ein Quantaloid ist eine Kategorie Q mit den folgenden
Eigenschaften:
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e Fiir alle Objekte A, B € |Q| ist die Morphismenmenge Q(A, B) mit einer Ordnung
<ap versehen, so dass (Q(A, B), <ap) ein vollstdndiger Verband ist (der im folgenden
meist nur mit Q(A, B) bezeichnet wird).

e Die Komposition von Morphismen in Q ist in beiden Variablen \/-erhaltend, d. h. die
zweistelligen Abbildungen ospc: Q(B,C) x Q(A, B) — Q(A, C) sind fiir alle Objekte
A, B,C € |Q)| residuiert:

go(\/F)=\{gof:fer} fiir alle F C Q(A, B), g € Q(B,C),
(VG of=\{gof:geg} fiir alle f € Q(A, B), G C Q(B,C).

Nach Theorem 2.2.24 lasst sich die Residuiertheit der Kompositionsabbildungen auch
charakterisieren durch

VG o(\VF)=\V{gef:feF geg} firalle FC QA B),GC Q(B,C).
Aus der Definition folgt unmittelbar:

Lemma 2.3.19. Jedes Quantaloid ist eine lokal geordnete 2-Kategorie. Jede volle Unterka-
tegorie eines Quantaloids ist wieder ein Quantaloid. O

Quantaloide stellen in folgendem Sinne eine kategorientheoretische Verallgemeinerung von
Quantalen dar:

Beispiel 2.3.20. Die kleinen Quantaloide mit nur einem Objekt entsprechen genau den
unitalen Quantalen (vgl. Beispiel 2.2.26).

Wie fiir lokal geordnete 2-Kategorien iibertragen wir zunéchst die Begriffe Funktor, Iso-
morphismus und Aquivalenz geeignet auf Quantaloide und erhalten so Quantaloid-Homomor-
phismen, Quantaloid-Isomorphismen und Quantaloid-Aquivalenzen.

Definition 2.3.21 (Quantaloid-Homomorphismen). Seien Q und R Quantaloide. Ein Quan-
taloid-Homomorphismus F: Q@ — R ist ein gewohnlicher Funktor von Q in R, so dass fiir

alle A, B € |Q| die Abbildungen
Fap: Q(A, B) = R(FA, FB)

residuiert (d.h. \/-erhaltend) sind.

Ein Quantaloid-Homomorphismus F': @ — R heiit Quantaloid-Isomorphismus, wenn es
einen Quantaloid-Homomorphismus G: R =+ Q mit Go F = 1g und F o G = 1 gibt. In
diesem Fall werden Q und R isomorph genannt.

Augenscheinlich ergibt die iibliche Komposition von Quantaloid-Homomorphismen wieder
einen solchen, und der Identitdtsfunktor 1g ist immer ein Quantaloid-Homomorphismus.

Lemma 2.3.22. Jeder Quantaloid-Homomorphismus ist ein 2-Funktor.

Beweis. Jede \/-erhaltende Abbildung ist insbesondere isoton. O

49



2 Allgemeine Residuiertheit

Definition 2.3.23 (Quantaloid-Aquivalenzen). Seien Q, R Quantaloide. Ein Quantaloid-
Homomorphismus F: @ — R heifit Quantaloid-Aquivalenz, falls es einen Quantaloid-Homo-
morphismus G: R — Q und (gewdhnliche) natiirliche Isomorphismen G o F' = 15 und
F oG = 1 gibt. Q und R werden dquivalent genannt, wenn eine Quantaloid-Aquivalenz
zwischen ihnen existiert.

Eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz (F,G,n,e): Q — R ist eine gewohnliche adjun-
gierte Aquivalenz, so dass F und G Quantaloid-Homomorphismen sind.

Aquivalenzen bzw. Isomorphismen sind fiir Quantaloide dasselbe wie fiir lokal geordnete
2-Kategorien, was wir im néchsten Korollar festhalten.

Korollar 2.3.24. Seien © und R Quantaloide.

(a) Fir jeden gewohnlichen Funktor F: Q — R gilt: F ist genau dann eine Quantaloid-
Aquivalenz (bzw. ein Quantaloid-Isomorphismus), wenn F eine 2-Aquivalenz (bzw. ein
2-Isomorphismus) ist.

(b) Fiir jede gewdéhnliche adjungierte Aquivalenz (F,G,n,e): Q — R gilt: (F,G,n,¢) ist
genau dann eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz, wenn (F,G,n,¢) eine 2-adjungierte
2-Aquivalenz ist.

Beweis. Die Behauptungen folgen aus Lemma 2.3.22 und Proposition 2.3.8, denn jeder
Ordnungsisomorphismus ist insbesondere residuiert. O

Da die Kompositionsabbildungen von Quantaloiden in beiden Variablen residuiert sind, kon-
nen wir nun alle bisher entwickelten Bezeichnungen und Resultate fiir allgemeine residuierte
Abbildungen auf Quantaloide anwenden.

Definition 2.3.25 (Residuale in Quantaloiden). Sei Q ein Quantaloid. Fiir alle A, B, C € |Q)|
ist nach Definition die Kompositionsabbildung ospc von Q(B,C) und Q(A, B) in Q(A,C)
(4, +; +)-residuiert. Somit existieren die beiden Residuale

—apc = (oapc)V und —apc = (oapc)?,

das erste (linke) und das zweite (rechte) Residual der Komposition (sieche Abbildung 2.1).
Die Abbildung
+—apc: Q(A,C) x Q(A,B) — Q(B,C)

ist demzufolge (—, +; —)-residuiert, und
—ABC': Q(Bv C) X Q<A7 C) - Q(A7 B)

ist (4, —; —)-residuiert.
Im folgenden schreiben wir meistens nur o fiir o4, < fiir < apc und — fir —4pc.

Bevor wir einige Folgerungen fiir die Residuale in Quantaloiden notieren, geben wir zwei
wichtige Beispiele fiir Quantaloide.

Beispiel 2.3.26. Die 2-Kategorie Rel der Mengen und Relationen mit der Inklusionsordnung
ist ein Quantaloid:
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A h < f g—h C

7 N
i i

Abbildung 2.1: Linkes und rechtes Residual der Komposition

B
A

B
C

Die geordneten Morphismenmengen Rel(X,Y) = PB(X x Y) sind vollstdndige Mengenver-
bénde, und es gilt

UUSoR=|J{SoR:5€8} fiir alle R € Rel(X,Y), S C Rel(Y, Z),
Sol|JR={J{SoR:ReR} fiir alle R C Rel(X,Y), S € Rel(Y, 2).

Man sieht leicht, dass die beiden Residuale der Komposition von Rel folgendermaflen gebildet
werden: Fiir Relationen R: X « Y, S: Y~ Z, T: X « Zist (T + R):Y « Z bestimmt
durch

T+ R=(T“cRY ={(y,2):Va(z Ry=2T2)}={(y,2): RyC Tz}
und (S - 7T): X « Y durch

ST =(8%T) ={(z,9) : V2(ySz=2Tz2)}={(z,y) : yS CaT},
siehe beispielsweise [38, Theorem 1]. Es gilt

(T+ RI=RI 5 TI=R «T° und (S—>T) =T« 89=7°—-5°
sowie T+ R=T° - R4 und § — T = 5§ < 74,

Beispiel 2.3.27. Die Kategorie SL der vollstdndigen Verbande und residuierten Abbildungen
ist ein Quantaloid:

Zunéchst sind die Morphismenmengen SL(L, M) = res(L; M) mit der punktweisen Ordnung
von Funktionen vollstdndige Verbénde (siehe Proposition 1.2.40). Da das Supremum \/-
erhaltender Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbianden punktweise gebildet wird, erhélt
man auflerdem fiir jedes € L und fiir alle F C SL(L, M), g € SL(M, N)

(goVF)(@)=g(\V{f(x): feFH=V{(gef)@): feF}=N{gof:feFH),
sowie fur alle f € SL(L, M), G C SL(M, N)
(VGof)(x)=(VI)(f(x) =V{(ge f)z):9eG}=(V{gof:geg})(z).

Folglich ist die Komposition von SL in beiden Variablen \/-erhaltend. Mit SL ist dann auch
die isomorphe lokal geordnete 2-Kategorie (SL%)%°P ein Quantaloid.

Ein Grofteil der folgenden niitzlichen Rechenregeln fiir Quantaloide ergibt sich unmittelbar
aus den bekannten Eigenschaften zweistelliger residuierter Abbildungen.
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2 Allgemeine Residuiertheit

Proposition 2.3.28. Sei Q ein Quantaloid, und seien f: A— B, g: B—>C, h: A= C
sowiek: B—D,l: D — B, m: A— FE, n: E— C Q-Morphismen. Dann gilt

gof<h <<= g<h«f < [f<g—h (2.9)
AH) <« (VF) =N\« f:WNeMN feF},
VG = (AH)=/\{g > h:gdeG. MeH}

Insbesondere ist o in beiden Variablen isoton, < ist in der ersten isoton und der zweiten
antiton, und — ist in der ersten antiton und der zweiten isoton. Auflerdem gilt:

(a) (h« flof<h (a’) go(g—h)<h

() g<(9of)« f (b)) f<g—(gof)

(¢c) ((gof)«flof=gof (¢’) gol(g—(gof))=gof
(@) ((hf)of)«f=h«+f (@) g—(g90(g—=Nh)=g—h
(e) f<(h<f)—=h () g<hs<(9—h)

(f) h<((h<f)—h)=h<+f (f) (he(g—h)) >h=g—h
(9) Ip<f+ [ () la<f—f

(h) [+ 1la=f (h’) 1lp—=f=f

(i) f<(f=>0=Ff (i) (f«f—f=f

(j) (hf)«k=h<(kof) (G77) 1—=(g—=h)=(g0l)=h
(k) (m<«h)o(h< f)<m« f (k) (g—=h)e(h—n)<g—n
(1) ko(f+ h)<(kof)«+ h (') (h—g)ol<h-—(gol)
(m) h< f<(hod) < (fod) (m’) g—h<(eog)—(eoh).

Fiir alle h: A — C sind die Abbildungen
f(h<f)—=h und g h<+ (g—h)
Hiillenoperationen auf Q(A, B) bzw. Q(B,C).

Beweis. Die Eigenschaften zu Beginn sind einfache Folgerungen daraus, dass (o, <—, —) eine
(4, +; +)-residuierte Familie ist; die Aussagen (a)—(f) und (a’)—(f’) stammen aus Korol-
lar 2.2.17.

Im Gegensatz dazu werden fiir die Beweise der tibrigen Aussagen zusétzlich das Assozia-
tivgesetz oder die Existenz von neutralen Elementen bendtigt. Im folgenden werden nur die
Aussagen fiir < gezeigt, die entsprechenden fiir — ergeben sich analog.

Zu (g). Aus lpo f = f < f folgt 1 < f « f. Zu (h). Fir jedes a: A — B gilt
a< f 1y ao0ly < f<ea<f. Zu(i). Dies folgt aus (f) und (h). Zu (j). Fir alle
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2.3 Quantaloide und lokal geordnete 2-Kategorien

c: C— D gilt

c<(h+ f)«k <= cok<h<+f
< cokof<h
< c¢<h<+ (kof).
Zu (k). Laut (a) und der Isotonie von o gilt (m < h)o (h <+ f)o f < (m < h)oh < m, also
die Behauptung. Zu (1). Nach (a) ist (f <~ h)oh < f,also ko (f - h)oh < ko f und somit

ko(f <« h)<(kof)<« h.Zu (m). Aus (a) folgt (h < f)o(fod) < hod und daraus bereits
die Behauptung. O

Proposition 2.3.29. Sei Q ein Quantaloid, und f: A— B, g: C = B, h: C — D seien
Q-Morphismen.

(a) Es gilt die ,,Assoziativitat® fiir Residuale:

f=(gh)=(f—g) «h

(b) Aus f =g < (f = g) und h = (g < h) — g folgt

(gh)—=f=h+(f—9).

Beweis. Zu (a). Fir alle a: D — A gilt

a<f— (g« h) foa<g<+h

—

< foaoh<yg
<— aoh<f—yg
— a<(f—g) < h

Zu (b). Nach Voraussetzung und Teil (a) ergibt sich

(gh)=f=@«h) = (g« (f—=9)=(g<h)—=g) <« (f—=9)
=h<+ (f—9). O

Die niichste Proposition zeigt, dass Quantaloid-Aquivalenzen nicht nur die Komposition,
sondern auch ihre Residuale bewahren.

Proposition 2.3.30. Seien Q, R Quantaloide und f: A— B, g: B—>C, h: A— C Q-
Morphismen. Fir jeden Quantaloid-Homomorphismus F: Q — R gilt

F(h<+ f)<F(h)«~ F(f) und F(g— h)<F(g)— F(h).
Ist F: Q — R eine Quantaloid-Aquivalenz, so ist

F(h« f)=F(h) « F(f) und F(g— h) = F(g) — F(h).
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2 Allgemeine Residuiertheit

Beweis. Sei F ein isotoner Funktor. Wegen (h < f) o f < h folgt dann F'(h + f)o F(f) <
F(h), also F(h + f) < F(h) < F(f).

Ist F eine Quantaloid-Aquivalenz, so sind nach Korollar 2.3.24 und Proposition 2.3.8
samtliche Abbildungen F'4/4» Ordnungsisomorphismen. Fiir jedes k: B — C gilt in diesem
Fall also

F(k) < F(h) < F(f) F(ko f)=F(k)o F(f) < F(h)
kof<h
k<h<+ f

F(k) < F(h + f)

1ot

und mit F'(k) = F(h) < F(f) folglich F(h) < F(f) < F(h < f). Die Aussagen fiir —
ergeben sich analog. O

!

Wir betrachten noch speziell das Quantaloid Rel und zeigen, wie Quasiordnungen durch
den Einsatz von Residualen der Relationen-Komposition charakterisiert werden kénnen.

Lemma 2.3.31. Seien X, Y Mengen. Fir jede Relation R: X «—Y ist R — R eine
Quasiordnung auf X und R <+ R eine Quasiordnung aufY .

Beweis. Nach Proposition 2.3.28 gilt im Quantaloid Rel insbesondere 1x € R — R und
(R— R)o(R— R) C R— R, also ist R — R reflexiv und transitiv (siehe Lemma 1.1.4).
Analog folgt die Behauptung fiir R < R. O

Proposition 2.3.32. Flir jede Relation R auf einer Menge X gilt:
R ist eine Quasiordnung <— R—>R=R <= R+ R=R.

Beweis. Ist R eine Quasiordnung, so gilt 1x C Rund RoRC R,alsoR=1x = RO R— R
und R € R — R. Umgekehrt folgt aus R — R = R nach Lemma 2.3.31, dass R eine
Quasiordnung ist. Analog fiir R + R. O

Abschlieflend skizzieren wir, wie die in diesem Abschnitt eingefithrten Begriffe mit so-
genannten V-Kategorien zusammenhédngen. In dieser Terminologie sind insbesondere lokal
geordnete 2-Kategorien dasselbe wie Pos-Kategorien, und Quantaloide entsprechen genau
den SL-Kategorien.

Bemerkung 2.3.33. Quantaloide, lokal geordnete 2-Kategorien und auch beliebige 2-
Kategorien lassen sich einheitlich in der Theorie der angereicherten Kategorien behandeln.
Angereicherten Kategorien liegt im wesentlichen die Idee zugrunde, in der Definition 1.3.1
von Kategorien die Morphismenmengen (also Objekte von Set) durch die Objekte einer
anderen Kategorie V zu ersetzen und ebenso die Kompositionsabbildungen (Morphismen von
Set) durch Morphismen aus V. Dies fiihrt auf sogenannte V-Kategorien. Fiir eine brauchbare
Theorie der V-Kategorien sollte V mindestens eine monoidale Kategorie sein (mit einem
Tensorprodukt-Funktor ®: V xV — V, einem neutralen Element I € |V| und geeigneten
natiirlichen Isomorphismen). Um die Theorie der V-angereicherten Kategorien in weiten Teilen
parallel zur gewohnlichen Kategorientheorie entwickeln zu kénnen, benétigt man dariiber
hinaus abgeschlossene, symmetrische monoidale Kategorien V. Jede kartesisch abgeschlossene
Kategorie ist insbesondere eine solche. Das Standardwerk zur Theorie der angereicherten
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Kategorien ist [58], eine kurze Einfiihrung liefern [14] und [13]. Ein wegweisender Artikel zu
diesem Thema ist aulerdem [64].

Fiir den Fall ¥V = Set sind V-Kategorien dasselbe wie gewohnliche Kategorien. Eine 2-
Kategorie ist hingegen eine tiber Cat angereicherte Kategorie; die Komponenten C(A, B)
einer 2-Kategorie V sind somit kleine Kategorien, und die Kompositionsabbildungen sind
Bifunktoren. Mit natiirlichen Transformationen als Morphismen zwischen Funktoren wird
Cat selbst zu einer 2-Kategorie (mit Cat(A, B) = BA), vergleiche die kategorientheoretischen
Grundlagen ab Definition 1.3.5. Eine 2-Kategorie C ist nun lokal geordnet, wenn die kleinen
Kategorien C(A, B) geordnete Mengen sind (aufgefasst als Kategorien). Auf diese Weise ergibt
sich die in Definition 2.3.1 gegebene Beschreibung lokal geordneter 2-Kategorien; die Isotonie
der Kompositionsabbildungen entspricht gerade der Funktor-Eigenschaft. Bikategorien sind
eine Verallgemeinerung von 2-Kategorien (siehe [4] oder auch [12] und [62]) und werden
auch schwache 2-Kategorien genannt. Lokal geordnete Bikategorien sind jedoch dasselbe wie
lokal geordnete 2-Kategorien und wurden deshalb zu Beginn des Abschnitts als gleichwertige
Bezeichnung fir letztere eingefiihrt.

Die Kategorie Pos der geordneten Mengen und isotonen Abbildungen ist kartesisch abge-
schlossen, und durch den Begriff der Pos-Kategorie erhalt man eine weitere Beschreibung
lokal geordneter 2-Kategorien. Mit dem iiblichen Tensorprodukt vollstdndiger Verbande
erweist sich die Kategorie SL der vollsténdigen Verbénde und residuierten Abbildungen als
abgeschlossene, symmetrische monoidale Kategorie, und SL-Kategorien entsprechen gerade
den Quantaloiden. Ein weiteres einfaches Beispiel liefert der zweielementige Verband 2 (auf-
gefasst als kartesisch abgeschlossene Kategorie mit dem binéren Infimum als Tensorprodukt):
Eine {iber 2 angereicherte Kategorie ist nichts anderes ist als eine quasigeordnete Menge, siehe
auch Beispiel 1.3.3. Es léasst sich zeigen, dass jede abgeschlossene, symmetrische monoidale
Kategorie V selbst wieder eine V-Kategorie ist. Damit ergibt sich erneut, dass Pos eine lokal
geordnete 2-Kategorie und SL ein Quantaloid ist.

Die in der Theorie der V-Kategorien entwickelten Termini V-Funktor, V-natiirliche Transfor-
mation, V-Isomorphismus, V-Aquivalenz etc. ergeben in den jeweiligen Spezialfillen fiir V' die
in diesem Abschnitt und frither eingefithrten Definitionen. Beispielsweise ist ein Set-Funktor
ein gewohnlicher Funktor, ein 2-Funktor (allgemein definiert als Cat-Funktor) zwischen lokal
geordneten 2-Kategorien ist dasselbe wie ein Pos-Funktor, und Quantaloid-Homomorphismen
entsprechen genau den SL-Funktoren. Eine Pos-natiirliche Transformation unterscheidet sich
nicht von einer gewthnlichen natiirlichen Transformation, weswegen fiir diese keine eigene
Bezeichnung festgelegt wurde. Analoges gilt fiir SL-natiirliche Transformationen.

Schliellich sei erwdhnt, dass sdmtliche in dieser Arbeit vorkommenden Begriffe von Ad-
junktionen unter eine sehr allgemeine Definition von adjungierten Paaren in beliebigen
2-Kategorien (oder noch allgemeiner: Bikategorien) subsumiert werden kénnen. Adjunktionen
in 2-Kategorien erhélt man, indem die in Definition 1.3.8 fir Kategorien und Funktoren
erklarte Variante nahezu wortlich auf 2-Kategorien iibertragen wird. Dies wird zum Beispiel
in [63], [12] oder [49] ausgefiihrt. Fiir lokal geordnete 2-Kategorien ergibt sich dann die
Fassung aus Definition 2.3.9. Eine moderne Einfiihrung in die (kategorielle) Ordnungstheorie
mit dem Leitmotiv der Adjunktionen und der Betrachtung einiger der genannten Bikategorien
gibt [88].
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3 Superalgebraische Verbande

Superalgebraische Verbédnde sind bis auf Isomorphie gerade die Abschnittsverbinde. Es wird
sich herausstellen, dass superalgebraische Verbédnde genau den richtigen Ausgangspunkt
fiir die weitere Theorie der allgemeinen Residuiertheit bilden. Dies gilt sowohl fiir die
Realisierung (o; 7)-residuierter Abbildungen durch geeignete Relationen in diesem Kapitel
als auch fiir die Untersuchung (o;7)-residuierter Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen
und ihren Hiillenbereichen in Kapitel 5. Ein entscheidendes Hilfsmittel wird dabei sein, dass
jede isotone Abbildung f: L — M zwischen superalgebraischen Verbdnden auf eindeutige
Weise zu einer residuierten Abbildung f: L — M , gegléittet® werden kann, die mit f auf
der Basis (dem \/-Spektrum) von L iibereinstimmt.

Bevor wir solche Glattungen allgemeiner fiir (o; 7)-residuierte Abbildungen behandeln,
werden zunéchst alle benotigten Grundlagen und Notationen zu superalgebraischen Verbénden
und ihren Spektren eingefiithrt. Im Anschluss an die Glattung von Abbildungen betrachten
wir eine wichtige Klasse von Relationen zwischen quasigeordneten Mengen, die sogenannten
Abschnittsrelationen. Es wird unter anderem gezeigt, wie sich (o; 7)-residuierte Abbildungen
zwischen superalgebraischen Verbédnden durch (o;7)-Abschnittsrelationen zwischen den
zugehorigen \/-Spektren darstellen lassen. Speziell ergibt sich daraus die (aus anderen
Zusammenhiingen bekannte) Aquivalenz des Quantaloids der Abschnittsrelationen mit dem
Quantaloid der superalgebraischen Verbénde und residuierten Abbildungen.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden dann (o;7)-residuierte Abbildungen zwischen
Potenzmengenverbédnden thematisiert. Da Potenzmengenverbénde insbesondere superalge-
braisch sind, kénnen die zuvor erzielten Ergebnisse auf diesen Fall angewendet werden. Ohne
grofferen Aufwand erhalten wir damit eine Verallgemeinerung der geldufigen Korrespondenz
von Axialitdten bzw. Polaritdten mit Relationen, welche eine wichtige Voraussetzung fiir die
spatere Betrachtung von Relationen zwischen Hiillenrdumen darstellt.

3.1 Grundlagen und Glattungen

Die ohne Beweis notierten Fakten dieses Abschnitts sind allesamt wohlbekannt. Fiir Hin-
tergriinde zu superalgebraischen Verbanden (A-Verbénden), volldistributiven Verbédnden
und weiteren erwahnten Begriffen verweisen wir auf [17] sowie auf [24, 27, 30]. Eine Fiille
von zugehorigem Material findet sich auch in [31, 33, 40] im allgemeineren Rahmen der mit
sogenannten Teilmengenauswahlen Z erweiterten ,, Z-Begriffe.

3.1.1 Spektren vollstindiger Verbinde

Wir betonen gleich zu Beginn, dass unter dem Spektrum eines vollstdndigen Verbandes im
folgenden stets sein \/-Spektrum verstanden wird. In der Literatur ist mit dem Spektrum
dagegen meistens das A-Spektrum gemeint (vergleiche etwa [47]), welches im folgenden jedoch
gar keine Rolle spielt und insofern keinen Anlass zur Verwechslung liefert.
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3.1 Grundlagen und Glattungen

Definition 3.1.1 (\/-prime Elemente und Spektren). Sei L ein vollstandiger Verband. Ein
Element u € L heifit \/-prim, falls fiir alle A C L gilt:

Dual werden A-prime Elemente von L definiert.

Die Menge aller \/-primen Elemente von L heifit \/-Spektrum (oder einfach Spektrum) von
L und wird mit S, L oder SL bezeichnet. Die Menge aller A-primen Elemente von L wird
N-Spektrum von L genannt und mit S_L bezeichnet.

Es stehe &L und auch &L fiir die geordnete Menge (S, L, <) = (SL, <), wobei < die
durch L induzierte Ordnung auf S, L ist. Analog sei &_L die geordnete Menge (S_L, <) mit
der durch L induzierten Ordnung. Fiir jedes Vorzeichen o € {+, —} ist somit

S,L=8L° und (6,L) =GSL°.

Wir dehnen diese Schreibweisen auch auf Familien L = (L1, ..., L;,) vollstandiger Verbénde
L; aus: Fur o € {+, —}" sei

SoL = (Sg, L1, ..., Sy, Ly) und GS,L = (&4 L1,...,6,, Ly).
Damit ist S,L = S;31L7 = S"L? und (6,L)7 = &, L7 = &"L°.

Das kleinste Element L, eines vollstdndigen Verbandes L ist offensichtlich niemals \/-prim.
Aus der Definition \/-primer Elemente folgt aufierdem fiir jedes A C L die niitzliche Identitét

(4 Vi, A)NSL = (1, 4) N SL.

Wir notieren einige bekannte Aussagen zu \/-primen Elementen vollstdndiger Verbénde.
Lemma 3.1.2. Jedes \/-prime Element ist auch \/-irreduzibel. O
In vollstindigen Heyting-Algebren (Rahmen, Lokalen) gilt hiervon auch die Umkehrung.

Lemma 3.1.3. Sei L ein vollstindiger Verband. Ein Element u aus L ist genau dann
\-prim, wenn

L\tu=lw

fir ein w € L gilt (und w = max(L \ T, u) ist dariber hinaus \-prim). O

Demnach treten \/- und A-prime Elemente stets in Paaren auf, die den vollstdndigen Verband
L in der angegebenen Weise zerlegen.

Theorem 3.1.4. Fir jeden vollstindigen Verband L sind die geordneten Mengen &4 L und
G_L isomorph vermdge der zueinander inversen Isomorphismen u — max(L \ Tu) und
v — min(L \ Jv). O

Fiir die Identitdt auf SL und den Isomorphismus u +— max(L \ Tu) zwischen GL und
G _ L fiithren wir eine im folgenden héufig verwendete Vorzeichen-Schreibweise ein.
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3 Superalgebraische Verbéande

Definition 3.1.5 (Zuordnung fiir Elemente des Spektrums). Sei L ein vollstandiger Verband
und o € {+, —} ein Vorzeichen. Fiir u € SL sei u definiert durch

v i=ue S, L und v :=max(L\T,u)€S_L.

Wir erweitern diese Notation auch auf den mehrstelligen Fall. Sei L = (Lq,...,L,) eine
Familie vollstandiger Verbande und o € {+,—}". Fiir u € [[S"L = [[;L; SL; sei u’ €
[1S-L =1i=; S, Li festgelegt durch

u? = (ul', ..., upn).

Konvention 3.1.6 (Elemente des Spektrums). Sei L = (Ly, ..., L) eine Familie vollsténdi-
ger Verbénde und o € {4, —}". Wird im folgenden u? € [[S,L geschrieben, so setzen wir
stets voraus, dass u € [[ S™L gilt.

Mit der Bezeichnung v~ = max (L \ T, u) ist fiir jeden vollstdndigen Verband L und jedes
u € SL also
L\ = lyu.

Da u + u~ ein Ordnungsisomorphismus von G L in &_L ist, gilt insbesondere
u<pv <— u® <
fir alle u,v € SL. Dartiber hinaus vermerken wir fiir spatere Umformungen:

Lemma 3.1.7. Seien L ein vollstindiger Verband und o € {+,—}. Fir alle u € SL und
alle x € L gilt:
uw’ <{x <<= nicht (u7 <7 ).

Beweis. Es ergibt sich zunéchst
u<zr <<= ze€ftu <= z¢L\Tu=lJu <<= nicht (z <u")
<= nicht (v~ <™ x)

und damit natiirlich auch v~ <~ x < nicht (u < z). O

3.1.2 Superalgebraische Verbande

Superalgebraische Verbinde sind die \/-prim erzeugten vollsténdigen Verbénde:

Definition 3.1.8 (Superalgebraische Verbiande). Ein vollstandiger Verband L heifit su-
peralgebraisch oder auch A-Verband, falls jedes Element von L Supremum von \/-primen
Elementen ist, d. h. das Spektrum SL ist ein \/-Erzeuger von L.

Die Eigenschaft, ein superalgebraischer Verband zu sein, ist selbstdual: Das \/-Spektrum
eines vollstdndigen Verbands L ist genau dann ein \/-Erzeuger von L, wenn das A-Spektrum
ein A-Erzeuger ist.

Da \/-prime Elemente auflerdem \/-irreduzibel sind, ist das Spektrum eines superalgebra-
ischen Verbands L gerade seine Basis (der kleinste \/-Erzeuger), es gilt also

SL=S,L=JL und S L=ML.
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Fiir endliche Verbande sind die superalgebraischen genau die distributiven (siehe Theo-
rem 3.1.13). Insbesondere sind der einelementige Verband 1 und der zweielementige 2
superalgebraisch. Weitere wichtige Beispiele superalgebraischer Verbénde erhélt man durch
die Abschnittsverbéande:

Beispiel 3.1.9. Fiir jede quasigeordnete Menge P ist der Abschnittsverband AP = (AP, Q)
ein superalgebraischer Verband, dessen Spektrum aus den Hauptidealen von P besteht. Fiir
jedes x € P berechnet man (pz)” = P\ Tpz = —Tpz. Es ist also

S AP ={lpz:z e P} und S AP={P\tpx:2€ P},
und fiir jedes Vorzeichen o € {4+, —} ergibt sich die Identitét
(Jpx)? = 0l%x.
Damit gilt fiir jeden unteren Abschnitt D € AP
(px)? C?°D <« |z CoD <<= az€oD.
Das Spektrum als geordnete Menge ist GUAP = G AP = ({lpx :x € P}, C), und es gilt
GA(PP) = (GAP)P.

Beispiel 3.1.10. Jeder Potenzmengenverband ist nach dem vorigen Beispiel superalgebra-
isch, denn ein Potenzmengenverband ldsst sich stets als Abschnittsverband einer Antikette
auffassen. Fiir jede Menge X ist PX = A(X, =) und somit

SPX ={{z}:zeX} und SPX={X\{z}:2e€ X}
Esist {z}” = X \ {z} = —{z} fur alle z € X, also
{2}7 = ofz}

fiir jedes Vorzeichen o € {+,—}. Damit ergibt sich fir alle A C X die spéter niitzliche
Beziehung
{z}°C° A <— of{z}C°A <« zeodA (3.1)

Die folgenden, auf das Spektrum eines vollstdndigen Verbands eingeschrinkten Supremums-
und Hauptideal-Abbildungen werden noch an verschiedenen Stellen benotigt.

Definition 3.1.11 (Hiillen und Kerne). Sei L ein beliebiger vollstandiger Verband. Die
Kern-Abbildung zu L sei die Restriktion der Supremumsabbildung von L auf ‘BS L, bezeichnet
mit

Lt BSL— L, jL(A) =V, A
Unter der Hiillen-Abbildung zu L verstehen wir die beschréinkte Hauptideal-Abbildung

ar: L —BSL, ar(z) =,z NSL.

Die Bilder ar,(z) werden Hiillen und die Bilder ji,(A) werden Kerne genannt.

Offensichtlich ist ar(x) fiir jedes x € L ein unterer Abschnitt von &L, d.h. |s, 0car = ar.
AuBlerdem ist j;, o ler = jL-

Die Restriktion von jr, auf A& L wird mit le: ASL — L bezeichnet und die Co-Restriktion

o

von az, auf ASL mit a} : L — ASL. Definitionsgemi ist dann j; = jp 0}, und at = |2, oay.
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3 Superalgebraische Verbéande

Die Bezeichnungen Kern bzw. Hiille gehen hier zuriick auf analog gebildete Funktionen im
Falle der dualen Ordnung und A-Spektren, siehe etwa [47]. Aus dem néchsten Lemma folgt,
dass im Falle superalgebraischer Verbénde L tatsdchlich {ar(x) : € L'} ein Hiillensystem
auf dem Spektrum SL und trivialerweise {j;(A) : A C SL} = |L| ein Kernsystem von L
(d. h. ein Hiillensystem von L°P) ist.

Lemma 3.1.12. Sei L ein superalgebraischer Verband. Es gilt
idpsy, <apojr =ler und jpoap=idg,

also ist (jr,ar) ein adjungiertes Paar, j, surjektiv und ay, injektiv. Dariber hinaus ist neben jr,
auch ay, residuiert.

Beweis. Die Funktionen j; und ay, sind offensichtlich isoton. Da SL ein \/-Erzeuger von L
ist, gilt einerseits j;, o af = idy. Andererseits ist fiir alle U C SL

UCleU=({U)NSL =V, U)NSL = (ap o jr)(U),
also idpsy, < ler = ar 0. Fiir jedes A C L gilt schlieflich
ar(V A) =V A)NSL = (1, ANSL=U{leenNSL:z € A} =arl4],
d. h. aj, erhélt beliebige Suprema. O

Entsprechende Aussagen ergeben sich damit auch fir die isotonen Abbildungen le und ai.
Neben le o alL = idy, gilt hier sogar ai oji = idgs. Fiir jeden superalgebraischen Verband
L sind demzufolge die Abbildungen ji und ai zueinander inverse Ordnungsisomorphismen,
also L = 2AGL.

Da Abschnittsverbande stets superalgebraisch sind, erhédlt man natirlich auch die Umkeh-
rung: Ist L ein vollstdndiger Verband und ji ein Isomorphismus, so ist L superalgebraisch.
Dies vermerken wir zusammen mit einer weiteren Charakterisierung superalgebraischer
Verbénde im néchsten Theorem.

Theorem 3.1.13. Fiir jeden wvollstindigen Verband L sind die folgenden FEigenschaften
dquivalent:

(1) L ist superalgebraisch.
(2) L ist algebraisch und volldistributiv.
(8) L ist isomorph zu einem Abschnittsverband einer geordneten Menge.

(4) Die Abbildung j; : ASL — L ist ein Isomorphismus (mit der Inversen ay ). O

Algebraische Verbande sind bekanntlich die kompakt erzeugten vollstdndigen Verbinde
(wobei ein Element u eines vollsténdigen Verbandes L kompakt ist, wenn fir jedes A C L
mit u < \/ A bereits u < \/ F fiir ein endliches F C A gilt). Sie lassen sich auch als
diejenigen vollstdndigen Verbénde charakterisieren, die isomorph zum Unteralgebrenverband
einer Algebra sind (im Sinne der Universellen Algebra mit finitdren Operationen). Werden
dabei nur Algebren mit undren Operationen betrachtet, so ergeben sich wiederum genau die
superalgebraischen Verbéande.

Aus dem obigen Theorem folgt insbesondere, dass jeder superalgebraische Verband eine
vollstdndige Heyting-Algebra ist. Fiir Produkte superalgebraischer Verbénde stellen wir fest
(vergleiche auch Lemma 1.2.18):
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Lemma 3.1.14. Das Produkt superalgebraischer Verbinde ist wieder superalgebraisch. Ist
L= 1(L;:i€l) eine Familie superalgebraischer Verbande, so ist das Spektrum von [] L
gegeben durch

SHL:{J_HL[il—)ui] :iEI&uiGSLi},

wobeiJ_HL:(J_Li:iGI)ist. O

Man beachte fiir eine Familie L = (L, ..., L,) superalgebraischer Verbédnde den Unter-
schied von ST] L (dem Spektrum des Produkts) und [[S"L = [[;-; SL; (dem Produkt der
einzelnen Spektren). Fiir jedes o € {4, —}" ist zwar S, L stets ein o-Erzeuger von L, aber
[[SL =[IS"L ist im allgemeinen nicht das Spektrum von [] L.

Wir fiihren abschlieflend noch verschiedene lokal geordnete 2-Kategorien superalgebraischer
Verbénde ein (jeweils mit der punktweisen Ordnung von Abbildungen) und beginnen dafir
mit der naheliegenden Definition spektrumserhaltender Abbildungen.

Definition 3.1.15 (Spektrumserhaltende Abbildungen). Eine Abbildung f: L — M zwi-
schen superalgebraischen Verbénden heifit spektrumserhaltend, falls f[SL] C SM gilt.

Fiir superalgebraische Verbédnde besteht der folgende bekannte Zusammenhang zwischen
spektrumserhaltenden, residuierten Abbildungen und vollstdndigen Homomorphismen:

Proposition 3.1.16. Eine residuierte Abbildung f: L — M zwischen superalgebraischen
Verbinden ist genau dann spektrumserhaltend, wenn ihre obere Adjungierte f*: M — L
residuiert, also ein vollstindiger Homomorphismus ist. O

Mit anderen Worten: Zwischen superalgebraischen Verbénden sind die spektrumserhalten-
den, residuierten Abbildungen gerade die doppelt residuierten.

Definition 3.1.17 (Kategorien superalgebraischer Verbénde). Es sei AL die Kategorie der
superalgebraischen Verbédnde und residuierten Abbildungen. Als volle Unterkategorie von SL
ist AL ein Quantaloid.

ALY sei die Kategorie der superalgebraischen Verbénde und residuierten, spektrumserhal-
tenden Abbildungen. Als Unterkategorie von AL ist ALY eine lokal geordnete 2-Kategorie.

Schlielich bezeichne ACL die Kategorie der superalgebraischen Verbédnde und vollstandi-
gen Homomorphismen. Auch diese ist eine lokal geordnete 2-Kategorie, da sie eine (volle)
Unterkategorie von CL ist.

Nach Proposition 3.1.16 sind die spektrumserhaltenden, residuierten Abbildungen genau
die co-adjungierten Morphismen in AL, es gilt also

ALY = Co-Adj(AL) = Adj(AL)°P = (ACL)°P,
vergleiche auch Korollar 2.3.13. Die bekannte Aquivalenz der Kategorien ALY und Pos wird
in Theorem 3.2.18 behandelt.
3.1.3 Glattung von Abbildungen

Aus der Theorie der Vektorrdume ist bekannt, dass eine lineare Abbildung f: V — W
zwischen Vektorrdumen durch ihre Werte auf einer Basis B von V bereits vollstindig
festgelegt ist und sich auflerdem jede Abbildung g: B — W eindeutig zu einer linearen
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3 Superalgebraische Verbéande

Abbildung von V' in W fortsetzen lasst. Ein analoger Sachverhalt gilt fiir superalgebraische
Verbénde: Eine residuierte Abbildung f: L — M zwischen superalgebraischen Verbédnden
ist durch ihre Bilder auf dem Spektrum &L bereits vollstandig bestimmt (da das Spektrum
ein \/-Erzeuger ist), und jede isotone Abbildung g: 6L — M lésst sich eindeutig zu einer
residuierten Abbildung von L in M fortsetzen.

Anders ausgedriickt, kann fiir superalgebraische Verbande L und M jedes f: L — M
mit isotoner Restriktion f [ &L auf genau eine Weise derart geglidttet werden, dass die
resultierende Abbildung f: L — M residuiert ist und auf GL mit f iibereinstimmt. Dies
lasst sich auf mehrstellige Abbildungen und beliebige Signaturen (o;7) verallgemeinern. Die
im folgenden néher beschriebene (o;7)-Glattung von Abbildungen zwischen vollstdndigen
Verbénden ist im Gegensatz zur vorher erwédhnten eindeutigen Fortsetzung keine aus der
einschliagigen Literatur bekannte Notation und wird sich im weiteren Verlauf als wichtiges
Hilfsmittel erweisen.

Definition 3.1.18 ((o; 7)-Gléttung von Abbildungen). Es sei (L; M) = (L1, ..., Ly; M) eine
Familie beliebiger vollstindiger Verbinde und (o;7) € {4, —}"*! eine Signatur. Fiir eine n-
stellige Abbildung f: L — M sei die n-stellige Abbildung f(;;T) : L — M, die (o;7)-Gldttung
von f, definiert durch

Fom@) =\ {f0):beTISL&b<] x}
— \/J\; flT a1 NSy Ly, 457 20 N Soy L)

Fiir (o;7) = ([+]; 4+) schreiben wir auch f~ oder f anstelle von J{:+)- Im wichtigen Fall
n=1und (o;7) = (+;+) ist dann

f(z) = V, {fw):z>ueSLy=\/ fllaznSL].

Mit den Ordnungsisomorphismen (-)~ zwischen \/- und A-Spektrum der jeweiligen voll-
stéandigen Verbande kann die (o;7)-Glattung von f: L — M auch geschrieben werden als

Fiomy (@) = \/A;{ Fw’) :ue[S"L & u’ <§ x}.

Das néchste Theorem fasst die grundlegenden Eigenschaften der (o; 7)-Glattung zusam-
men. Man beachte dabei, dass erst fiir die Eindeutigkeitsaussage bendtigt wird, dass die
vollstandigen Verbande Ly, ..., L, superalgebraisch sind.

Theorem 3.1.19. FEs sei (L; M) = (L1,...,Ly; M) eine Familie vollstindiger Verbinde,
(o;7) € {+, ="t  und f: L — M eine beliebige n-stellige Abbildunyg.

(a) Jor) st (05 7)-residuiert.
(b) Ist f | SxL (o;7)-monoton, so sind f und foiry ouf 6oL identisch.
(c) Fir alle g,h: L — M folgt aus g | S,L < h | &,L bereits g(N ) < h?

o7 (o37)"

Dies liefert insbesondere: g < h = gy < hi .

(d) Sind die vollstindigen Verbinde L1, ..., L, superalgebraisch, so gilt: Fiir jede (o;T)-
residuierte Abbildung g: L — M, die auf &,L mit f dbereinstimmt, ist g = f(;;T).
Insbesondere ist also f = f(;,T), falls f schon (o;T)-residuiert ist, und fir alle h: L — M
ergibt sich (h7._\)7. ., = h7

(057)/(037) (o57)°
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3.1 Grundlagen und Glattungen

Beweis. Wir zeigen fiir (a), (b) und (d) den Fall (o;7) = ([+]; +), die {ibrigen Behauptungen
ergeben sich dann durch geeignete Dualisierung.

Zu (a). Seii € n, a € [[L und 4; C L;. Mit der definierenden Eigenschaft \/-primer
Elemente erhélt man

(f7)i Ve, Ai) = f~(ali = Vi, Ai])

=Vu{fuw) :uwellS"L& (Vk € n\ {i})(ur <g, ar) & u; <y, Vi, A}
=V {f(w) :uwellS"L & (Vk € n\ {i})(ur <r, ar) & u; € 11, A }
=Vu{fw) :uwellS"L & (Fz; € Ai)(u <p ali — x;]) }
=Vu{Vu{fw) vwellS"L&u<pali—z]}:a; € A }
—\/M{f szl]):xieAi}

= Var{ (f7)F () s i € Ai} =V (f7)7 Al

also ist f™ in der i-ten Variablen residuiert.
Zu (b). Ist f | &™L in jeder Variablen isoton, so ist fiir alle u € [[ "L

7w =Vyu{fv) ;v e[[S"L&v<pu}= f(u).
Zu (c). Aus g | 6,L < h | 6,L folgt fiir alle x € L
Yoy (@) = Vir{g(0) b€ T[S; L& b <] z}
<m Vi {h(b) b e[S L &b <] x}=hy, (2).

Zu (d). Sei g: L — M residuiert und f | &"L = g | 6" L. Da nach Voraussetzung &"L
ein [+]-Erzeuger von L ist, ergibt sich

9(x) = Var{g(u) cu e [[S"L&u <y x}
=Vu{fw):uel[S"L&u<px}=f"(z). O

Wir notieren die Aussagen des vorigen Theorems noch speziell fiir den am héufigsten
benoétigten Fall (o;7) = (+;+).

Korollar 3.1.20. FEs seien L, M vollstandige Verbinde und f: L — M eine Abbildung.
(a) f ist residuiert.
(b) Ist f | &L isoton, so sind f und f auf SL identisch.

(c) Fir alle g,h: L — M folgt aus g | SL < h | &L bereits g < h.
Insbesondere gilt: g < h = § < h.

(d) Sei L superalgebraisch. Stimmt eine residuierte Abbildung g: L — M auf &L mit f
iberein, so ist g = f.

Somit gilt f = f, falls f schon residuiert ist, und fir alle g: L — M ist § = §. O

Aus Theorem 3.1.19 erhélt man unmittelbar eine Charakterisierung (o; 7)-residuierter
Abbildungen zwischen superalgebraischen Verbénden (vergleiche auch Proposition 2.2.27):
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3 Superalgebraische Verbéande

Korollar 3.1.21. Sei (L; M) eine Familie superalgebraischer Verbinde und (o;7) eine
Signatur. Eine Abbildung f: L — M ist genau dann (o;T)-residuiert, wenn fir alle z € [[ L

f@) =Vi{ f(0) b e lfzn]SL}
gilt, denn dies ist dquivalent zu f = f(;,,r). ]

Die néchste Proposition stellt einen Zusammenhang zwischen der Glattung mehrstelliger
Funktionen und der Glattung einstelliger her.

Proposition 3.1.22. Es sei L = (Ly,...,Ly) eine Familie superalgebraischer Verbinde,
M ein vollstandiger Verband, (o;T) eine Signatur und f: L — M eine Abbildung, so dass
f 1 6sL (o;7)-monoton ist. Dann gilt fir alle i € n und alle u € [[ S, L

(f(;;T))ZL = (f;L)(jr“T)

Beweis. Da f (o;7)-monoton ist, folgt fir jedes z; € L;

(foim)i (i) = [l (uli = ) = Vi{ f(v) 1 v € [1SoL & v <G uli = 2] }
= Vi f(uli = vi]) 1 v; € Sp,Li & vy <T, @i}
= Vir{ fi(vi) s vi € So,Li & vi <T' @i} = (f1)5,.0(0)- O

Wir kommen nun auf die oben angefiihrte Fortsetzungseigenschaft zuriick und werden
sehen, dass sie — und damit ebenso die beschriebene eindeutige Glattung von Abbildungen —
superalgebraische Verbdnde als Grundlage zwingend erfordert.

Definition 3.1.23 (Fortsetzungsbasen). Sei L ein vollstdndiger Verband. Eine geordnete
Menge (B, <) mit B C L und der durch L induzierten Ordnung heifit Fortsetzungsbasis von
L, wenn es zu jedem vollstdndigen Verband M und jeder isotonen Abbildung g: (B, <) — M
genau eine residuierte Abbildung f: L — M gibt, welche g fortsetzt (d.h. f | B = g).

Der Begriff der Fortsetzungsbasis geht auf Markowsky und Rosen [67] zurtick. Eine zur
Fortsetzung isotoner Abbildungen &hnliche Fragestellung untersucht Venugopalan [86]; die
dort betrachtete Fortsetzung von bereits residuierten Abbildungen spielt im folgenden jedoch
keine Rolle.

Aus Korollar 3.1.20 ergibt sich sofort:

Korollar 3.1.24. Fiir jeden superalgebraischen Verband L ist das Spektrum SL eine Fort-
setzungsbasis von L. O

Dies folgt auch aus [89, Theorem 2.10] in einem allgemeineren Zusammenhang. Auerdem
wird in [89] die folgende Umkehrung bewiesen, die zeigt, dass superalgebraische Verbande
flir unsere Zwecke genau die richtige Voraussetzung darstellen:

Proposition 3.1.25. Sei L ein vollstindiger Verband. Ist (B, <) eine Fortsetzungsbasis von
L, so ist L superalgebraisch und (B,<) = &L.

Beweis. Siehe [89, Proposition 3.12]. O
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3.2 Relationen zwischen Spektren

Das relationale Gegenstiick zu (o;7)-residuierten Abbildungen zwischen superalgebraischen
Verbénden bilden die sogenannten (o; 7)-Abschnittsrelationen zwischen den zugrundeliegen-
den Spektren. Wir beginnen mit einer Beschreibung solcher Abschnittsrelationen zwischen
beliebigen quasigeordneten Mengen. Im Anschluss untersuchen wir dann fiir superalgebraische
Verbédnde das allgemeine Verhéltnis von residuierten Abbildungen und Relationen zwischen
Spektren.

3.2.1 Abschnittsrelationen

Abschnittsrelationen sind einfach untere Abschnitte eines nichtleeren, endlichen Produkts
quasigeordneter Mengen.

Definition 3.2.1 ((o;7)-Abschnittsrelationen zwischen quasigeordneten Mengen). Es sei
(P;Q) = (P, ..., P,;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen und (o;7) € {4, —}"*! eine
Signatur. Eine Relation R zwischen Py, ..., P, und @ heiit (o; 7)-Abschnittsrelation zwischen
Py, ..., P, und Q (oder dber (P;Q)), falls R ein unterer Abschnitt von [[ P77 X Q7 ist. Es
sei

ARl (gir) (P, -+, Po; Q) 1= A(PT 7 X ... x P77 x Q)

der vollstandige Mengenverband der (o; 7)-Abschnittsrelationen zwischen Py, ..., P, und Q.
Fir (o;7) = ([+];+) werden (o;7)-Abschnittsrelationen einfach Abschnittsrelationen
genannt. Wir schreiben ARel(P; Q) fiir ARel((1.4)(P; Q).

Im extremen Fall n = 0 ist eine (o;7)-Abschnittsrelation iber (P;(@) nach Definition
dasselbe wie ein unterer Abschnitt von Q7.

Es sei daran erinnert, dass Rel(Py,..., P,; Q) den vollstindigen Mengenverband aller
Relationen zwischen den quasigeordneten Mengen Pj, ..., P, und @ bezeichnet (siehe
Definition 1.2.10).

Wir notieren als néchstes einige Varianten der Beschreibung von Abschnittsrelationen, die
sich leicht aus der Definition ergeben. Weitere interessante Charakterisierungen werden mit
Hilfe der spéter entwickelten Methoden in Theorem 6.2.45 angegeben.

Lemma 3.2.2. Es sei (P;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen, und (o;7), (a; ) €
{+, =} seien Signaturen. Fiir jede Relation R € Rel(P;Q) sind dquivalent:

(1) R € ARel(y.)(P: Q)
(2) R € ARel(4p.50) (P Q7)

(3) R € ARel 5y« (Pli > Q]; P2)

(4) R° € ARel_(5;7) (P Q)

(5) L) R=R

(6) Fiir alle z,2" € [[ P, y,y' € Q mit R(z;y), ' >% = und y' <3 y gilt R(z;y').

Beweis. Mit Lemma 1.2.9 ergibt sich (1) < (4), und die iibrigen Aquivalenzen sind offen-
sichtlich. n
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3 Superalgebraische Verbéande

Fir n =1 und (0;7) = (+;+) ist
ig;:g;R = EQ oRo ZPa

und in diesem Fall ergeben sich speziell die folgenden Charakterisierungen von Abschnittsre-
lationen:

Proposition 3.2.3. Seien P und QQ quasigeordnete Mengen. Fir jede Relation R zwischen
P und Q sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) R ist eine Abschnittsrelation zwischen P und Q.

(2) Firallex,2’ € P, y,y € Q gilt: 2’ >px Ry >qy =2 Ry
(3) >goRo>p CR.

(4) >0oRo>p=R.

(5) >goR=R=Ro>p.

(6) >p C R— R und >9 C R+ R.

Beweis. Dies sieht man leicht mit Lemma 3.2.2 und der Reflexivitidt von Quasiordnungen.
Aussage (5) ist dazu dquivalent, dass >go R C R und Ro>p C R gilt, also auch zu (6). [

Man beachte, dass die Relationen R — R und R < R in der letzten Aussage der Proposition
nach Lemma 2.3.31 Quasiordnungen auf |P| bzw. |@| sind. Vergleiche hierzu auch das spétere
Korollar 6.1.20.

Die iibliche Komposition von Relationen macht aus Abschnittsrelationen wieder solche:
Proposition 3.2.4. Seien P, Q, O quasigeordnete Mengen.

(a) Sind R: P~ Q und S : Q ~ O Abschnittsrelationen, so ist auch SoR: P <« O eine
Abschnittsrelation.

(b) >p ist eine Abschnittsrelation auf P mit >p = iE;;;;idp.
Beweis. Zu (a). Dies ergibt sich leicht mit Proposition 3.2.3. Zu (b). Es gilt
(x,y) € ig;:gidp S (@, eP)d =y &r>p2’ &y<py) s z>py. O

Nach Proposition 3.2.3 gilt dariiber hinaus >goR = R = Ro>p fiir jede Abschnittsrelation
R: P+ Q. Also bilden die quasigeordneten Mengen mit den Abschnittsrelationen eine
Kategorie, in der die Identitit auf einer quasigeordneten Menge P durch die duale Ordnung
>p gegeben ist. Beziiglich der Mengeninklusion ist diese Kategorie sogar ein Quantaloid.

Definition 3.2.5 (Quantaloid der quasigeordneten Mengen und Abschnittsrelationen). Es
bezeichne ARel die Kategorie der quasigeordneten Mengen und Abschnittsrelationen mit der
gewohnlichen Komposition von Relationen und den Identitédten 1p = >p = iE;j;?idP.

Thre Morphismenmengen ARel(P, Q) sind beziiglich der Inklusionsordnung vollstandige
Mengenverbéande. Somit Gbertrégt sich die Quantaloid-Struktur von Rel auf ARel, und es ist
ARel(P,Q) = A(P°? x Q) = ARel(P; Q).

ARely sei diejenige volle Unterkategorie von ARel, deren Objekte genau die geordneten
Mengen sind. Auch ARelg ist demnach ein Quantaloid.
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Da sich die Quantaloid-Struktur fiir beliebige Relationen auf Abschnittsrelationen iibertrégt,
werden die beiden Residuale der Komposition von ARel genauso wie in Rel gebildet, siehe
Beispiel 2.3.26. Aus Lemma 3.2.2 folgt, dass mit R: P <« @Q auch RY:Q°° « P° und
R¢: P°P —~ Q°P Abschnittsrelationen sind.

Bemerkung 3.2.6. Bindre Abschnittsrelationen sind in der Literatur unter vielen ver-
schiedenen Namen bekannt. In [15] und [83] heiflen sie beispielsweise Ordnungsideale, siche
auch [81] fiir weitere Zusammenhénge mit (bi-)kategoriellen Konstruktionen.

Um noch eine Reihe anderer Bezeichnungen fiir Abschnittsrelationen zu erldutern, sei
daran erinnert, dass fiir quasigeordnete Mengen P, ) nach Lemma 1.2.20 die folgenden
vollstandigen Verbéande isomorph sind:

ARel(P, Q) = A(P°P x Q) = (2" *@)°p,

Abschnittsrelationen zwischen P und @ Kkorrespondieren also bijektiv mit isotonen Ab-
bildungen P°P x () — 2. Nun ldsst sich jede quasigeordnete Menge als V-Kategorie fiir
V = 2 auffassen (siche Bemerkung 2.3.33), und die V-Funktoren (also 2-Funktoren, nicht
zu verwechseln mit 2-Funktoren) sind in diesem Fall gerade die isotonen Funktionen. In
der Terminologie der angereicherten Kategorien sind isotone Abbildungen P°P x ) — 2
daher sogenannte P-Q-Bimoduln. Weitere Bezeichnungen fiir solche Bimoduln sind Moduln,
Profunktoren oder Distributoren, siche etwa [58]. Entsprechend findet man alle diese Termini
auch fiir Abschnittsrelationen.

Wir erwdhnen abschlieend zwei weitere Formen, in denen Abschnittsrelationen auftreten.
Bekanntlich erhélt man fiir Mengen X, Y eine bijektive Korrespondenz von Relationen
R: X «— Y mit Funktionen Fr: X — PY durch Fr(z) = zR. Genauso ergibt sich fiir
quasigeordnete Mengen P, @) eine Bijektion zwischen Abschnittsrelationen R : P — @ und
isotonen Abbildungen Fr: P — Q). Letztere lassen sich aulerdem jeweils zu genau einer resi-
duierten Abbildung Gr: AP — 2AQ mit Gr({pz) = Fr(x) liften, und somit korrespondieren
Abschnittsrelationen zwischen P und ) auch bijektiv mit residuierten Abbildungen zwischen
den Abschnittsverbédnden AP und 2AQ (vergleiche Korollar 6.2.47 und Theorem 7.3.17).

3.2.2 Realisierung residuierter Abbildungen durch Relationen

Wir kommen nun zum wichtigen Zusammenhang von (o; 7)-residuierten Abbildungen und
(0; 7)-Abschnittsrelationen. Im folgenden wird moglichst allgemein die Realisierung resi-
duierter Abbildungen zwischen superalgebraischen Verbénden durch Relationen zwischen
den zugehorigen Spektren entwickelt. In vielen Anwendungen ist dies vor allem fiir Ab-
schnittsverbdnde oder noch spezieller fiir Potenzmengenverbénde interessant. Im néchsten
Abschnitt behandeln wir daher auch die Darstellung von residuierten Abbildungen zwischen
Potenzmengenverbianden durch Relationen zwischen den Grundmengen ausfiihrlich.

Seien L und M superalgebraische Verbande. Da die Spektren von L und M \/-Erzeuger
sind, ist eine residuierte Abbildung f: L — M durch ihre Werte auf SL bereits eindeutig
festgelegt, und jedes ihrer Bilder kann als Supremum von Elementen aus SM dargestellt
werden. Somit ldsst sich die gesamte Funktion f in einer Relation zwischen SL und SM
kodieren. Genauer ist fiir alle z € L

F@) = Var (£ u € SL & u <y )
=Vu{Vu{veSM:v<y flu)}:ueSL&u<yz}
=Vu{veSM: (FueSL)(v<uy flu) &u<px)},

67



3 Superalgebraische Verbéande

die Abbildung f wird also aus der Relation R C SL x SM mit
R(u,v) <= v <y f(u)

durch f(x) = Vy{v: Ju(R(u,v) & u <p, =) } wieder zuriickgewonnen.

Diese Kodierung kann leicht auf beliebige (o; 7)-residuierte Abbildungen ausgedehnt werden.
Bei blofler Dualisierung wiirden dafiir neben \/-Spektren im allgemeinen jedoch auch A-
Spektren beno6tigt. Weil fiir superalgebraische Verbénde das \/-Spektrum jedoch isomorph
zum /A\-Spektrum ist (vermoge u — u~), lassen sich A-prime Elemente fiir die Kodierung
komplett vermeiden. Dies fithrt auf die folgenden Definitionen.

Sofern nicht anders vermerkt, sei (L; M) = (L1, ..., Ly; M) fiir den Rest dieses Abschnitts
stets eine Familie superalgebraischer Verbinde und (o;7) € {+, —}"*! eine Signatur.

Wir beginnen mit Relationen zwischen Spektren, aus denen Abbildungen zwischen den
zugehorigen superalgebraischen Verbanden gewonnen werden.

Definition 3.2.7 (Durch Relationen induzierte Abbildungen). Fiir eine beliebige (n + 1)-
stellige Relation R € Rel(&Lq,...,6L,; GM) sei die n-stellige Abbildung

R(>

(o57)

(Ll, ,Ln) — M
festgelegt durch

— \/A;{UT (Fu(R(usv) &u” <G z)}  (zellL).
Im folgenden stehe R fiir R([ i)

Unmittelbar aus der Definition ergibt sich:

Lemma 3.2.8. Sei R € Rel(6"L; SM). Fiir jedes x € [ L ist
\/ U{{v": Rw;v) } - u” € 152N TIS,L }
—\/ {\/ {v" : R(u;v) } :u” € 52 NJIS,L }.
Ist R eine (0;7)-Abschnittsrelation, d. h. R € ARel(,..\(&"L; &M), so gilt fir allew € [[S"L
(U ) \/ {v" : Jw(R(w;v) & w? <7 u?)}
= \/M{v fJw(R(w;v) & w <7 u) }
/{0 R ),
im Fall (o;7) = ([4+];+) also insbesondere R (u1, ..., up) = oy R(ui, ..., un; ). O
In Vorbereitung auf das nichste Theorem notieren wir ein auch spéter hilfreiches Lemma.
Lemma 3.2.9. Fir alle R € Rel(6"L; GM) und alle (x;y) € [[L x M gilt
R(>

(UT)( )<y <<= VuVw(R(u;v) = (v <f z=v" <jry)).
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3.2 Relationen zwischen Spektren

Beweis. Man berechnet

Vo™ Fu(R(u;v) &u” <7x)} <"y

Vo (Fu(R(u; ) &u” <7x)=v" <" y)

VUVU((R )& u” <% z) =" < y)

Vuvo (R(u; (u <7 x =0 <"y)). O

R((>U;T) () <"y

1eed

Das folgende zentrale Theorem zeigt nun zum einen, dass die Abbildungen

R(>

(o:7) - L —- M

in jedem Fall (o; 7)-residuiert sind. Zum anderen beinhaltet es eine niitzliche Identitét fiir die
Berechnung der i-ten Residuale von RD y Die Notation R™* fiir die i-te konverse Relation
erlaubt dabei eine kompakte Schrelbwelse

Theorem 3.2.10. Fir jede Relation R € Rel(8"L;SM) ist R(’U,T): L — M eine (o;7)-
residuierte Abbildung, und fir alle i € n gilt:
(RD )(i) _ (R—i)(>

(@) (57) (o57)

Beweis. Fir alle z € [[ L, y € M ergibt sich mit Lemma 3.2.9, einer Kontraposition und
Lemma 3.1.7

R((>o T)( )<y = VuVw(R(uv) = (u <T 2z =" <y y))
= Vuli = o]V (R_i(u[i v ug) =

ol < 2l o ) = 0% <10 )

(ufi — v]
()5, ali s ) <57
v <5 (R, (ali = )

!

also die Behauptung. O

Nachdem wir aus gegebenen Relationen (o; 7)-residuierte Abbildungen gewonnen haben,
kodieren wir jetzt umgekehrt gegebene (o; 7)-residuierte Abbildungen mit Hilfe von Relationen.
Allgemeiner als zu Beginn angedeutet, ordnen wir zunéchst sogar jeder Abbildung zwischen
superalgebraischen Verbédnden eine Relation zwischen den Spektren zu.

Definition 3.2.11 (Durch Abbildungen induzierte Relationen). Fiir eine beliebige n-stellige
Abbildung f: (Li,...,Ly) — M sei die (n + 1)-stellige Relation

£ € Rel(SLy, ..., &L, GM)
definiert durch
(wv) € 7 = PR, A ugr] C AT

(+1;+)

Anstelle von f2 schreiben wir auch fe..
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3 Superalgebraische Verbéande

Lemma 3.2.12. Fir jede Abbildung f: L — M gilt
(o) € f77 = (YrellL)w” <§ o= < f(2).
Ist f: L — M eine (o;7)-monotone Abbildung, so folgt
() € &7 = T <y f),

also £ (u; ) = 13,(f(u”))” NSM, und im Fall (o37) = ([+];+) st speziell fo(u; ) =
b f(u) NSM.

Beweis. Die erste Aquivalenz erhélt man sofort aus der Definition von f((:;T)

(o7)

Zur zweiten Aquivalenz: ,=“ gilt nach Definition von f.'"’ bereits fiir beliebiges f, und
mit der (o;7)-Monotonie ergibt sich offensichtlich auch die Umkehrung ,,<=* O

Die induzierten Relationen f((:;T) sind immer Abschnittsrelationen:

Proposition 3.2.13. Fir jede Abbildung f: L — M ist féo;T) eine (o;7)-Abschnittsrelation
zwischen 6Ly, ..., 6L, und GM.

Beweis. Seien (z;y), (u;v) € [[S™L x SM, und es gelte f(U T)(x y) und (u;v) <77 (23 y).

Dann ist f[17} 27", ..., 17729"] € 17,47, auBerdem gilt 7 <7 u? und v” <7 y7, d.h. T7u” C
7 und 17,y C 17,v7. Insgesamt folgt also
fIudt At C f et e S T S
und somit f((:ﬁ) (u;v). O

In einem etwas anderen Kontext und mit anderen Bezeichnungen wird fiir einstellige
(0;7)-residuierte Operationen f bereits in [46] gezeigt, dass die Relationen f((:”—)
(0; 7)-Abschnittsrelationen sind.

Der Zusammenhang von induzierten Abbildungen und induzierten Relationen ldsst sich

préazise durch die folgende Adjunktion beschreiben.

binire

Theorem 3.2.14. Die Abbildungen
R RS und fr Floim)

bilden eine (+; 7)-Adjunktion zwischen den vollstindigen Verbinden

o Rel(6"L; &M) aller Relationen zwischen &Ly, ..., &L, und GM und

o MIIE gller Abbildungen von Ly, ..., L, in M.
Beweis. Sei R € Rel(68"L; SM) und f: L — M. Nach Lemma 3.2.9 und der Definition von
f(0'§7') ilt
o &
Re <7 S (Vo € TTL)(RS, . () <5 £(@))
(Vo € [IL)(VuVo((u;v) € R= (u” <§ z = 0" <}, f(2))))
VuVo((u;v) € R= (Vo € [TL)(u? < z = v" <}, f(x)))

RC fom). O

11
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Als néchstes stellen wir eine Verbindung von induzierten Abbildungen und Relationen
sowohl mit der Glattung von Funktionen als auch mit dem Abschnittsoperator her. Aulierdem
wird gezeigt, unter welchen Umstédnden sich die Adjunktion aus dem vorigen Theorem zu
einem Paar von zueinander inversen Isomorphismen einschrinken lésst.

Theorem 3.2.15. (a) Fir alle (o;7)-monotonen Abbildungen f: L — M ist
g,T)\& ~
(f((> ))(J;T) = f(Uﬂ')'

Falls [ eine (o;7)-residuierte Abbildung ist, gilt also ( ((:;T))((;T) = f.

(b) Fiir alle Relationen R € Rel(&"L; SM) ist
(R(DO',T)) \l/(bZZ)GM)

Falls R eine (o;7)-Abschnittsrelation ist, gilt also (R, )(U ™) _ R.

(o37)

Beweis. Zu (a). Sei f: L — M (o;7)-monoton und u € [[S"L. Nach Proposition 3.2.13 ist

éU;T) eine (o; 7)-Abschnittsrelation, also nach Lemma 3.2.8 und Lemma 3.2.12

() @) =\ o7 s £ (i) } =\ {07 07 <7 () } = f(u).

Da ( ((f;T))(DU.T) eine (o;7)-residuierte Abbildung ist, folgt (fs (o T))(U_T) = [, aus Theo-
rem 3.1.19. ’
Zu (b). Sei u € [[S™L und v € SM. Nach Theorem 3.2.10 ist RZ_T) insbesondere (o;7)-
monoton. Mit Lemma 3.2.12 erhélt man
(w;v) € (R@T))(UT) = Vv <TRE \/ {27 Fw(R(w;z) & w <7 u) }

= EIZ(EIw(R(w, z) &w<u)&w §T z)
—  FuwIz(R(w; 2) & (u;0) <77 (w; 2))
= (wv) € Lanlemn Rs

da v” ein \/7-primes Element ist. O

Damit erhalten wir nun die bijektive Korrespondenz von (o;7)-residuierten Abbildungen
zwischen gegebenen superalgebraischen Verbanden mit (o; 7)-Abschnittsrelationen zwischen
den zugehorigen Spektren.

Theorem 3.2.16. Die vollstindigen Verbdinde

® ARel(,.7)(&"L; EM)™ aller (o;7)-Abschnittsrelationen zwischen GLy, ..., L, und
GM und
e res(,.y(L; M) aller (o;7)-residuierten Abbildungen von Ly, ..., Ly in M

sind isomorph vermdge der zueinander inversen Ordnungsisomorphismen

R— RS . und frs f57,

(o57)
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3 Superalgebraische Verbéande

Beweis. Nach Theorem 3.2.10 und Proposition 3.2.13 sowie Proposition 3.2.14 und Theo-
rem 3.2.15. O]

Als weitere Folgerung halten wir noch fest, dass die Glattung fiir monotone Abbildungen
zwischen superalgebraischen Verbanden nichts an der induzierten Relation &dndert:

Korollar 3.2.17. Fir jede (o;7)-monotone Abbildung f: L — M gilt
()& = 1.

Beweis. f((:;‘r) ist eine (o;7)-Abschnittsrelation {iber (6" L; &M ), nach Theorem 3.2.15 also

((féU;T))(Z,;T))S;T) = ((:;T). Wegen der (o;7)-Monotonie von f ist (féU;T))((;T) = fG;T), und
O

insgesamt folgt die Behauptung.

3.2.3 Das Quantaloid der Abschnittsrelationen

Mit den bisherigen Resultaten lésst sich nun leicht zeigen, dass das Quantaloid AL der
superalgebraischen Verbédnde und residuierten Abbildungen dquivalent ist zum Quantaloid
ARel der Abschnittsrelationen (zwischen quasigeordneten Mengen). Diese Aquivalenz wird im
folgenden kurz dargestellt und in Kapitel 7 noch in einen allgemeineren Rahmen eingeordnet.

Zuerst formulieren wir die wohlbekannte Aquivalenz der Kategorien ALY (superalgebraische
Verbéande und spektrumserhaltende, residuierte Abbildungen) und Pos (geordnete Mengen
und isotone Abbildungen), deren Details beispielsweise in [30] ausgefiihrt sind.

Theorem 3.2.18. Eine 2-Aquivalenz der lokal geordneten 2-Kategorien Pos und ALY ergibt
sich, indem jeder geordneten Menge P der superalgebraische Verband AP und jeder isotonen
Abbildung f: P — Q die Abbildung D — |, f[D] von AP nach 2AQ zugeordnet wird. O

Da ALY und ACL dual isomorph sind, folgt daraus auch die bekannte Dualitit der Katego-
rien ACL und Pos, und die Beschrinkung auf endliche Objekte liefert den Darstellungssatz
von Birkhoff fiir endliche distributive Verbénde (siehe etwa [17]).

Neben dem in Theorem 3.2.18 beschriebenen Funktor von Pos in ALY erhélt man eine
Aquivalenz in der umgekehrten Richtung durch einen speziellen Spektrumsfunktor, der
jedem superalgebraischen Verband L sein Spektrum &L und jeder spektrumserhaltenden,
residuierten Abbildung die Restriktion f [ 6L: 6L — &M zuordnet.

Mochte man diese Aquivalenz nun auf die Kategorie AL, also beliebige residuierte Abbildun-
gen verallgemeinern, so funktioniert die Restriktion auf das Spektrum im allgemeinen nicht
mehr. Durch den Ubergang zu anderen Morphismen zwischen geordneten Mengen lisst sich
dieses Problem allerdings beheben, und als Objekte kommen dann sogar alle quasigeordneten
Mengen in Frage.

Die Losung liegt — mit den Ergebnissen aus Theorem 3.2.16 nicht mehr iiberraschend
— im Ubergang von Abbildungen zu Relationen, genauer von isotonen Abbildungen zu
Abschnittsrelationen: Der entsprechend verallgemeinerte Spektrumsfunktor ordnet jeder
residuierten Abbildung f die Abschnittsrelation fo zu. Fiir ein dhnliches Vorgehen, das
A-Spektrum mit Hilfe von Multifunktionen oder mehrwertigen Funktionen (hier im Sinne
linkstotaler Relationen) zu einem Funktor auszubauen, sei auf [52] oder auch [47] hingewiesen.

Die folgenden beiden Propositionen zeigen als erstes, dass im Fall (o;7) = (+;+) die
Abbildungen f + fo und R+ R® funktoriell sind.
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Proposition 3.2.19. Seien L, M, N superalgebraische Verbinde, und seien f: L — M,
g: M — N residuierte Abbildungen.

(a) (9o fle =geo fo.
(b) (idL)D =26L = igéfémldGL

Beweis. Zu (a). Fir u € SL und w € SN ergibt sich, da w \/-prim ist,

(u,w) € (go fe w < g(f(u) =g(Vufe)=Vglufe]
w € lglufe]

Jo(v € ufe & w < g(v))

J(u fo v & v ge w)

(u,w) € g(> ofD-

rreny

Zu (b). Es gilt (u,v) € (idr)e < v <p u fur alle u,v € SL. O

Proposition 3.2.20. Seien L, M, N superalgebraische Verbinde, und seien R : 6L «— &M,
S :6M «— 6N Abschnittsrelationen.

(a) (SoR)® =5%0R".

(b) (Zer)® = (Meibider)” = idp.

Beweis. Zu (a). Da R eine Abschnittsrelation ist, gilt R = (R%)s, also u Rv < v < R%(u)
fir alle w € SL, v € SM. Nun ist fir jedes u € SL nach Lemma 3.2.8

(S© o R%)(u) =S (R%(w)) = V{w: Fv(v Sw&v < R (u))}
=V{w:wwSw&uRv)}=V{w: (u,w) e SoR}
= (SoR)"(u),

die residuierten Abbildungen S® o R und (S o R)® sind also auf einer \/-Basis identisch.
Mit Proposition 1.2.36 folgt daraus die Behauptung.
Zu (b). Mit der Residuiertheit von id; ergibt sich aus Proposition 3.2.19 (>g1)® =

((idr)e)” = idp. O

Definition 3.2.21 (Spektrumsfunktor). Der Spektrumsfunktor G: AL — ARel (siehe Propo-
sition 3.2.19) sei festgelegt durch

6L = (SL,<) fir alle L € |AL|,

&f=fo fiir alle f € AL(L, M).

Theorem 3.2.22. Die Quantaloide AL und ARel sind dquivalent vermége der Quantaloid-
Aquivalenz &: AL — ARel. Da das Spektrum stets eine geordnete Menge ist, ergibt sich auf
dieselbe Weise auch die Aquivalenz der Quantaloide AL und ARely.
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Beweis. Nach Theorem 3.2.16 sind die Abbildungen &y, 5/ fiir alle L, M € |AL| Ordnungsiso-
morphismen, insbesondere ist der Funktor & also voll und treu. Wir zeigen noch, dass er
auBerdem wesentlich surjektiv ist, womit nach Korollar 2.3.24 (und Proposition 2.3.8) die
Behauptung folgt.

Es sei P € |ARel| eine quasigeordnete Menge. Dann ist AP € |AL|, und die geordnete
Menge GAP = ({lpx 1z € P},C) € |ARel| ist in ARel zu P isomorph: Fiir die Relationen
R: P« G2P und S : GAP «~ P mit

(. dry) ER = (lrz,y) €S = lpyCler <<= y<pz

priift man leicht nach, dass sie beide Abschnittsrelationen sind (d.h. >ggpo Ro>p C R
und >po So>gyp C S gilt) und auBerdem

SOR:ZP und Roszzgg{ng
erfillen. Somit sind R und S zueinander inverse ARel-Isomorphismen. O

Man beachte zum Beweis des obigen Theorems, dass eine quasigeordnete Menge P genau
dann ordnungsisomorph zu G2P ist, wenn sie eine geordnete Menge ist. Die Isomorphie-
Begriffe in Qos und ARel sind also voneinander verschieden! Vergleichbares wird spéter auch
allgemeiner fiir residuierte Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbianden und gewissen
Relationen zwischen Hiillenrdumen eine wichtige Rolle spielen. Theorem 3.2.22 wurde bereits
frither entdeckt von Rosebrugh und Wood [81, Theorem 21].

Fiir eine residuierte Abbildung f: L — M zwischen superalgebraischen Verbédnden, die
auflerdem spektrumserhaltend ist, unterscheidet sich &f = f. wie folgt von der bloflen
Restriktion f [ GL: Fiir alle u € SL ist

ufe = \LMf(u) NSM = \I/GJVIf(u)a

und da f [ 6L: 6L — G M isoton ist, erhidlt man

f<> = iﬁéfém(f [ 6[/)7

d.h. fo ist die von f | &L erzeugte Abschnittsrelation.
Wir nennen eine Abschnittsrelation R : P — ) zwischen quasigeordneten Mengen funktio-
nal, falls sie in diesem Sinne von einer isotonen Abbildung r: P — @ erzeugt wird:

_ | (=1)
R=lpagr

Wegen der Isotonie von r ist dies dquivalent zu R = | or(x) fiir alle x € P. Fiir eine geordnete
Menge (Q ist die erzeugende Funktion einer funktionalen Abschnittsrelation R : P — () sogar
eindeutig bestimmt ({o7(x) = o7 (x) impliziert dann r(z) = r/(z)).

Analog zu Funktionen im Quantaloid Rel (siehe Beispiel 2.3.16) lassen sich auch die
funktionalen Abschnittsrelationen als co-adjungierte Morphismen charakterisieren:

Proposition 3.2.23. Eine Abschnittsrelation R : P — @Q zwischen quasigeordneten Mengen
ist genau dann co-adjungiert in ARel, wenn sie funktional ist.
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3.3 Potenzmengenverbéande

Beweis. Sei zunéchst R co-adjungiert, d.h. es gebe eine Abschnittsrelation S : Q ~ P mit
SoRD>pund RoS C >q. Sei z € P. Wegen = >p x folgt dann = (S o R) z, d.h. es gibt
einy € @ mit z Ry und y S z. Gilt auch z R z fir ein z € @, so folgt y (RoS) z und
somit y >¢ z, also ist R = |oy. Das Auswahlaxiom liefert eine Funktion r: P — @ mit
xR = |or(x). Da R eine Abschnittsrelation ist, ergibt sich auBerdem, dass r isoton ist. R ist
folglich funktional. Ist ) eine geordnete Menge, so wird das Auswahlaxiom fiir den Beweis
natiirlich nicht benoétigt.

Sei umgekehrt R funktional, also R = ig;;g; r fiir eine isotone Funktion r: P — Q. Definiere
eine Abschnittsrelation S : Q «* P durch S = |{;/7)(r9). Dann gilt 2R = |,r(z) und Sz =
Tor(x) fir alle x € P. Einerseits impliziert * >p y damit z R r(z) S x und somit auch
x (SoR)y,daS eine Abschnittsrelation ist. Andererseits folgt aus y S = R z, dass y >¢ r(z)
und z < r(x), also auch y >¢ z gilt. Insgesamt ist R somit co-adjungiert. O

Notation 3.2.24 (Kategorie der funktionalen Abschnittsrelationen). Es bezeichne ARely :=
Co-Adj(ARely) die lokal geordnete 2-Kategorie der geordneten Mengen und funktionalen
Abschnittsrelationen.

Durch r — if;;g; r erhélt man einen Ordnungsisomorphismus zwischen Pos(P, @) und der
geordneten Menge ARely (P, Q) aller funktionalen Abschnittsrelationen zwischen P und @,
der sich zu einem Funktor ausbauen lasst. Als Verallgemeinerung von Co-Adj(Rel) = Set
folgt daraus mit der vorigen Proposition:

Theorem 3.2.25. Die lokal geordneten 2-Kategorien ARely = Co-Adj(ARely) und Pos sind
isomorph. O

Hieraus ergibt sich zusammen mit der Aquivalenz von ARely und AL (nach Theorem 3.2.22)
und Co-Adj(AL) = ALY (nach Proposition 3.1.16) erneut die zu Beginn erwiihnte klassische
Aquivalenz von ALY und Pos (sieche Theorem 3.2.18).

3.3 Potenzmengenverbiande

In diesem Abschnitt untersuchen wir (o;7)-residuierte Familien tiber Potenzmengenver-
banden und ihre Realisierung durch Relationen. Fiir (o;7) = (4; —) erhélt man dabei die
wohlbekannten Polaritdten, d.h. Galois-Verbindungen zwischen Potenzmengenverbanden.
Etwas weniger geldufig sind die sogenannten Awialititen, die sich im Fall (o;7) = (+;4) als
Adjunktionen zwischen Potenzmengenverbidnden ergeben. Gewohnlich werden Axialitédten
und Polaritdten auf verschiedene Weise durch Relationen kodiert (wobei iiber geeignete
Komplement-Bildung ein einfacher Zusammenhang besteht), sieche etwa [38] oder [34]. Da
beide Moglichkeiten in diversen Anwendungen eine Rolle spielen, betrachten wir (o;7)-
residuierte Familien {iber Potenzmengenverbédnden zunéchst als verallgemeinerte Axialitdten
und danach als verallgemeinerte Polaritdten. Neben einer systematischen Darstellung der
gebrauchlichen Methoden, (o; 7)-residuierte Abbildungen zwischen Potenzmengenverbinden
durch Relationen zu induzieren, ergeben sich damit auflerdem alle nétigen Werkzeuge, um
in Kapitel 6 die vorher ausgearbeitete Theorie fiir (o; 7)-residuierte Abbildungen zwischen
Hillenstrukturen auch auf Relationen zwischen Hiillenrdumen zu iibertragen.

Sémtliche Inhalte dieses Abschnitts lassen sich relativ leicht direkt beweisen. Da Potenz-
mengenverbénde aber spezielle superalgebraische Verbédnde sind, nutzen wir stattdessen
die Resultate des vorigen Abschnitts. Zu diesem Zweck beginnen wir mit zwei niitzlichen
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3 Superalgebraische Verbéande

Operatoren, die unter Verwendung der Bijektion x — {x} zwischen einer Grundmenge X
und dem Spektrum SPX = {{z} : © € X } gebildet werden. Diese Operatoren erlauben
uns, die bisherigen Resultate nicht nur auf Relationen zwischen Spektren, sondern auch auf
Relationen zwischen Grundmengen zu iibertragen, was fiir Potenzmengenverbénde natiirlich
nahe liegt. Als erstes stellen wir fest:

Lemma 3.3.1. Vermdge der Abbildung x — {z} ist fir jede Menge X die Antikette (X,=)
isomorph zu &PX = GA(X, =). Insbesondere ist >epx = idepx -

Beweis. Die Bijektion x +— {z} ist ein Isomorphismus wegen {z} C {y} < z =y. O
Nun zu den angekiindigten Operatoren (-)” und (- )p.

Definition 3.3.2 (Singleton-Operatoren). Seien X7, ..., X, Y Mengen. Fiir jede Relation
R € Rel(X1,...,X,;Y) sei die Relation R” € Rel(&BX1,...,5BX,; SRY) definiert durch

RY ={({x},.. .. {zn}; {y}) : (21,...,2n;y) ER}.

Fir S € Rel(&BX,...,68X,; &BPY) sei umgekehrt Sp € Rel(X1,...,X,;Y) festgelegt
durch

Sp={ (1., any) €L Xi x Y : ({m}, . {an b {y}) € S}

Lemma 3.3.3. Fiir jede Mengen-Familie (X;Y) und jede Signatur (o;7) € {4+, —}"*! sind
die Abbildungen R — RF und S — Sp zueinander inverse Ordnungsisomorphismen zwischen
den vollstindigen Verbinden

Rel(X;Y) und ARel,.)(&"P"X; GRY).

Beweis. Da alle &R X; und &PY Antiketten sind, ist jede Relation zwischen &P X, ...,
SPX,, und SPY bereits eine (o;7)-Abschnittsrelation. O

Im Fall n = 1 sind die Abbildungen R +— R” und S +— Sp funktoriell:
Lemma 3.3.4. Seien X, Y, Z Mengen.

(a) Fir Relationen R: X «—~Y, S:Y « Z gilt
(SoR)? =8P oR? wnd (idx)” = idepx.

(b) Fiir (Abschnitts-)Relationen R : &PX — SPY, S : GPY — SPZ gilt
(SoR)p=SpoRp wund (idepx)p =idx.

Beweis. Trivial. O

Fir den gesamten Rest des Abschnitts sei nun (X;Y) = (X1,..., X,,;Y) eine Familie von
Mengen und (o;7) € {+, —}""! eine Signatur.
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3.3 Potenzmengenverbéande

3.3.1 Verallgemeinerte Axialitaten

Unter einer durch eine Relation R induzierten (o;7)-Awialitdt verstehen wir eine (o;7)-
residuierte Familie zwischen Potenzmengenverbianden, deren Kopf auf die im folgenden
beschriebene Weise aus R entsteht. Es wird sich herausstellen, dass dann (+; +)-Axialitdten
gerade die im gewo6hnlichen Sinne durch Relationen induzierten Axialitdten sind.

Definition 3.3.5 (Induzierte verallgemeinerte Axialitdten). Fiur eine (n+1)-stellige Relation
R € Rel(Xy,...,X,;Y) sei die n-stellige Abbildung R(HU;T) D (PX1, ..., PBX,) — PY definiert
durch

c

(o57)"

R,y = (R”)

(o5

Wir schreiben R? fiir R(H[ )
Fiir eine n-stellige Abbildung f: (PX1,...,PX,) — PY sei umgekehrt durch

1577 = ),

eine (n + 1)-stellige Relation fa(U;T) € Rel(X1,..., X,;Y) festgelegt. Auch hier stehe f3 fiir
(++)
FERRE

Aus dieser Definition ergeben sich zusammen mit fritheren Resultaten fiir superalgebra-
ische Verbande sofort die néchsten beiden Theoreme. R(EJ,T): (PX1,...,PX,) = PY ist

insbesondere stets (o; 7)-residuiert.

Theorem 3.3.6. Die Abbildungen
Res R und f s 577

bilden eine Adjunktion zwischen den wvollstindigen Verbinden

e Rel(X;Y)™ aller Relationen zwischen X1, ..., X, und Y und
. (‘ﬁY)H;LﬂPX" aller Abbildungen von PBX1, ..., VX, in PY.
Beweis. Nach Theorem 3.2.14. O

Aus dem néchsten Theorem folgt, dass der Operator
()i Rel(X;Y) = res(p.r (R X; PY)

flir 7 = 4 ein Isomorphismus und fiir 7 = — ein dualer Isomorphismus ist.
Theorem 3.3.7. Die vollstindigen Verbinde

e Rel(X;Y)™ aller Relationen zwischen X1, ..., X, und 'Y und

o res,..) (B X;BY) aller (o;7)-residuierten Abbildungen von B X1, ..., PX, in PY
sind isomorph vermdge der zueinander inversen Abbildungen

Re R und s (577

Beweis. Laut Theorem 3.2.16 und Lemma 3.3.3. O
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3 Superalgebraische Verbéande

Wie man mit den im weiteren Verlauf gegebenen Beschreibungen von R? und f5 sieht,
beinhaltet das obige Theorem fir (o;7) = (+;+) insbesondere die bekannte bijektive
Korrespondenz von Axialitdten mit Relationen, wie sie beispielsweise in [38] oder [34] (mit
von unseren abweichenden Bezeichnungen) dargestellt wird.

Wir betrachten nun als erstes, wie sich R(HU,T) iiber die Definition hinaus charakterisieren

lasst und aus R? mit Hilfe des Komplement-Operators entsteht. Fiir Vorzeichen o; € {+,-}
benutzen wir im folgenden héufiger die aus Beispiel 3.1.10 bekannte Bezichung (3.1):

{z;}°1 C7" A;, <= oi{x;} C7" A <— x; €04
Proposition 3.3.8. Sei R eine Relation zwischen X1, ..., X, und Y. Ist A; C X; fiir alle
i1 €n, so gilt
R(A1,..., An) = {y: Jx(R(x;y) & 2 € [Ty Ai) }
— U R(i_) o e T A}
und auferdem R? _\(Ay,...,A,) = TR (01A1,...,0,4,), also

(o37)
R?U;T) =r1o0R%00.

3

Beweis. Nach Definition von R(U.T

) ist
R,y (A1, .., An)

= UT{T{y} c3wy . T (R, . a0 y) &
01{1}1} g"l A1 & ... & Un{xn} QU" An) }
=7{y:Jxr... Jxp(R(z1,....2ny) &x1 €11 & ... & 2z, € 0, 4) }.

Daraus folgen bereits alle Behauptungen. O
Im Falle bindrer Relationen R : X «— Y ist somit
R3(A) :AR:{y:(H:EEA)(:URy)}:U{xR:mEA}

fiir jedes A C X. Auflerdem folgt aus Proposition 3.3.8 unmittelbar:

Korollar 3.3.9. Sei R eine Relation zwischen X1, ..., X, und Y. Es gilt
R?U;T)(Ul{xl}a ooy op{Tn}) =TR(x1, . ;)
fir alle (x1,...,z,) € [1X. O

Als néchstes wird gezeigt, wie die Relationen fa(‘m) gebildet werden.

Proposition 3.3.10. Sei f: (PX1,...,BX,) = PY eine Abbildung, und seien x; € X;
(i € n) sowiey €Y.

(a) Es gilt genau dann féU;T) (X1,...,2n;y), wenn
(VAl - X1) - (VAn - Xn)((xl S Al &... & Tn € An) =Yy Ec Tf(O'lAl, . ,O’nAn))

erfullt ist. Somit ist
fH(U’T) = (rofoo)s.
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3.3 Potenzmengenverbéande

(b) Ist f (o;7)-monoton, so gilt

f§(|U;T) ('1717 s ,l‘n,i) = Tf(O'l{l‘l}, cee 70-n{xn})a

fir (o;7) = ([+]; +) also insbesondere
(@1, amsy) € fa = yef({ml}... {an})
Beweis. Zu (a). Nach Definition von fa(‘m) ergibt sich

(@1, wniy) € 77 = (o {endi{y)) € 17
— (o{x1} S B & ... & op{zn} C°" By) = m{y} <7 f(B1,...,By)
fir alle B; C X; (i € n)
= meaBi&...&x,€0,By)=yeTf(Bi1,...,By)
fir alle B; C X; (i € n)
— (@meA &...&x,€A)=yeTflo1A,...,004,)
fir alle A; C X; (i € n).

Zu (b). Dies folgt aus Lemma 3.2.12 oder direkt aus Teil (a). O

Da fiir (o; 7)-monotone Abbildungen f zwischen Potenzmengenverbidnden zur Bildung

von fz(la;T) nur Singletons, d.h. Argumente der Form ({z1},...,{x,}), eine Rolle spielen, gilt
offensichtlich:

Korollar 3.3.11. Fir jede (o;7)-monotone Abbildung f: PB"X — BY ist
(f(mo/';'r));o-ﬁ) = fﬂ(U;T)’
Beweis. Nach Definition von fE(U;T) und Korollar 3.2.17. O

Im néchsten Theorem wird nun beschrieben, wie die Residuale einer (o; 7)-residuierten
Abbildung R(HU,T) gebildet werden. Damit ergibt sich jeweils die konkrete Realisierung der

gesamten (o; 7)-Axialitdt (und nicht nur ihres (o; 7)-residuierten Kopfes) durch die Relation R.
Das Theorem stellt fiir alle Signaturen (o;7) systematisch dar, was in der Literatur haufig
nur ad hoc konstruiert und fiir Einzelfille nachgewiesen wird.

Theorem 3.3.12. Sei R € Rel(X1,...,X,;Y) und i € n. Es gilt
(RH )(1) _ (R—i)EI

(o37)/ (o37) (o37) =%
und fir alle A, C Xy, (k€ n\{i}) und BCY ist
(REr) (0 (AL, By An) = 03 @i € Xi: R (ouAv, .. {mi}, o onAn) C 7B }
=oi{zi€X;: R(HU;T)(AM oo 0idxit, . Ap) €T B
Speziell fir (o;7) = ([+];+) ist
(RHYD(Ay,...,B,... Ay) = {a;: BP(Ar,... {xi}, ..., Ay) C B}
={ @ V.. Vo Vo ... Va,Vy
(R(z;y) = ((Vk € n\ {i})(2x € Ax) =y € B)) }.
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3 Superalgebraische Verbéande

Beweis. Mit Theorem 3.2.10 gilt zunachst
7 7 —i —i\3
(Rl oy = (BP0 )0 = (RP)T)0 o= (BT s

also die erste Gleichung. Damit ist nach Proposition 3.3.8

(RL.)9D (A, B,... A

(o57)/ (o37)

= —Ji(R_i)El(alAl, e, —TB, ... 0,Ap)
= —oi{w;: w1 ... 3z Fy3wiqr .. xp (R, .. 205 y) &

(Vk € n\ {i})(z € 0 Ax) &y € —7B) }
=—oi{x;: y(Frr.. . Fwim1 3w . T (R(z, o s y) &

(Vk e n\ {i})(zy € 01 AL)) &y € —7B) }
=oi{z; :Vy(Bzr ... Jwim1Twinr .. Frn (R(z1, .. 205 y) &

(Vk € n\ {i})(zr € 0xAr)) =y € TB) }
=oi{x; :Vyly € R (o1 A1,...,{x;},...,004n)) =y €TBY,

woraus sich auch die iibrigen Gleichungen ergeben. O
Mehrstellige residuierte Operationen der Form
3
Rio:m)

treten (in weniger systematischer Schreibweise) in zahlreichen Anwendungen auf und stehen
insbesondere im Mittelpunkt der relationalen Semantik substruktureller Logiken (vergleiche
fir die wichtigsten Signaturen (o;7) etwa [80, Kapitel 11]). Anwendungen in der Linguistik
werden beispielsweise in [61] und [68] betrachtet. Operationen der Form R spielen speziell
in der Modallogik (siehe [8]) und im Darstellungssatz fiir Boolesche Operatoralgebren (BAO)
von Joénsson und Tarski [55] eine wichtige Rolle. Das folgende Beispiel betrachtet Abbildungen
R? ) im Fall n = 1.

(o5

Beispiel 3.3.13. Es seien X, Y Mengen, R: X «— Y eine bindre Relation und (o;7) €
{+, —}? eine Signatur. Fiir die Abbildungen

3

4

_ 3
U;T)—TOR oo

sind in der relationalen Semantik (oder Kripke-Semantik) der Modallogik und allgemeiner
der nichtklassischen Logik auch die folgenden Bezeichnungen iiblich, wobei auf der rechten
Seite jeweils die Werte fiir A C X angegeben werden:

(R) =R, = R, (RA={y: Iz Ry&zeA)},

[R]:=R{_._y=—o(R)o—, [RIA={y:Ve(zr Ry=>x € A)},

[R) := R{;._y = — o (R), [R)A={y:Va(x Ry=>z ¢ A)},

(R] == R(_y = (R)o~ (RlA={y:Je(zRy&z ¢ A)}.
Die zugehérigen Residuale sind nach Theorem 3.3.12

(R)(1py = (RTHT) = [RY), [RI{_o) = (BN = (R,

[R)(4my = (BHE ) = [RY), (RI{_4y = (R4 = (RY]
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3.3 Potenzmengenverbéande

Fir RCX xYist... ‘ zwischen P X und PY eine ...

((R),[RY) Adjunktion

([R], (RY)) duale Adjunktion

([R), [RY) Galois-Verbindung

((R], (RY)) duale Galois-Verbindung

Tabelle 3.1: Durch Relationen induzierte (o; 7)-Adjunktionen zwischen Potenzmengen

Dies liefert die in Tabelle 3.1 aufgefiihrten (o;7)-Adjunktionen zwischen BX und BY.
Insbesondere ist fir alle B CY

(RWYB=RB und [RY(B)={zeX:2zRCB}.

Durch (RY) und [RY] werden in der klassischen Modallogik (fiir X = Y) die logischen
Operatoren fiir Moglichkeit und Notwendigkeit modelliert (siehe [8]). Mit [R) oder [RY)
lassen sich hingegen allgemeine Negationen darstellen, und auch (R] und (R9] kénnen logisch
interpretiert werden (als ,,moglicherweise nicht*). Fiir eine ausfithrliche Erlauterung dieser
Zusammenhénge verweisen wir auf [80] und [23].

Fiir Funktionen f: X — Y ergibt sich speziell

=) =f wd () =[f]=f,
woraus die bekannte Tatsache folgt, dass Bild- und Urbild-Funktion von f eine Adjunktion
(f=, f-) zwischen PX und PY bilden.
Es ist f_(B) = fB, also f_ = (f4)7 = (f). Demnach ist f. nicht nur dual residuiert,
sondern auch residuiert, und das Residual (f_)* ist gegeben durch

(f*(A) =[fIA={yeY : (fV{y}) CA}={yeY: f{y}] C A}
fur alle A C X.

Beispiel 3.3.14. Fiir n-stellige Funktionen f: (X1,...,X,) — Y ist
fRAL . A) = flAL . LA = { f(zy,. . xn) tx € AL, ..., T € Ay )

Ist f speziell eine bindre Operation - auf einer Menge X, also f € Rel(X, X; X), so schreibt
man auch
A-B:=f A B ={z-y:zcA&yecB)}

und nennt A - B das Komplezprodukt von A und B. Die beiden Residuale von f? haben dann
nach Theorem 3.3.12 die Gestalt

(fHDC,B)={ze X :{z} BC O},
(f)P(A,C0)={yeX:A-{y}CC}.
Dies lasst sich natiirlich auch leicht direkt nachpriifen, denn es ist
A-BCC <« AC{zeX:{z}-BCC}
— BC{yeX:A-{ypcC}

Auf diese Weise erhélt man zweistellige residuierte Operationen auf Potenzmengenverbénden,
die in zahlreichen Darstellungssétzen residuierter algebraischer Strukturen auftreten, siehe
beispielsweise [42].
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Im Fall n = 1 sind (-) und ()3 funktoriell:
Korollar 3.3.15. Seien X, Y, Z Mengen.
(a) Fir alle Relationen R: X «~Y,S:Y « Z gilt
(SoR)?=S70R? und (idx)? =idpyx.
(b) Fir alle residuierten Abbildungen f:BX — BY, g: BY — PZ gilt
(9o f)a=g3ofs wund (idpx)s=idx.
Beweis. Dies folgt aus den Propositionen 3.2.19 und 3.2.20 sowie Lemma 3.3.4. O

Somit induzieren (-)? und (- )3 zueinander inverse Isomorphismen zwischen geeigneten
Kategorien.

Definition 3.3.16 (Potenzmengenverbandsfunktor). Es sei ALy diejenige volle Unterkate-
gorie von AL, deren Objekte gerade die Potenzmengenverbande sind. Damit ist die Kategorie
ALy der Potenzmengenverbande und residuierten Abbildungen ein Quantaloid.

B: Rel = ALy bezeichne den Funktor, der jeder Menge X den Potenzmengenverband
PX = (PX,C) und jeder Relation R : X « Y die residuierte Abbildung PR = R7 von LX
in PY zuordnet.

Proposition 3.3.17. Die Quantaloide Rel und ALy sind isomorph, und der Potenzmengen-
verbandsfunktor B : Rel — ALy ist ein Quantaloid-Isomorphismus.

Den inversen Quantaloid-Homomorphismus erhdlt man durch 3~ (L) = U|L| fiir Potenz-
mengenverbinde L und B~ (f) = f5 fiir residuierte Abbildungen f zwischen Potenzmengen-
verbanden.

Beweis. Mit Theorem 3.3.7 und Korollar 3.3.15. O

Der Isomorphismus 3 ldsst sich (mit einem Inklusionsfunktor) leicht zu einer Aquivalenz
von Rel und dem Quantaloid der vollstdndigen atomaren Booleschen Algebren und residuierten
Abbildungen ausdehnen. Diese stellt eine Verallgemeinerung der bekannten Aquivalenz von
Set und der Kategorie der vollstdndigen atomaren Booleschen Algebren und residuierten,
Atome bewahrenden Abbildungen dar. Denn fiir eine Relation R : X — Y bewahrt R = R
genau dann Atome (Singletons), d.h. zu jedem x € X gibt es ein y € Y mit zR = {y},
wenn R co-adjungiert, d.h. eine Funktion ist. Analog hatten wir aus der Aquivalenz der
Quantaloide ARel und AL die bekannte Aquivalenz von Pos und ALY zuriickerhalten (siehe
Theorem 3.2.25).

3.3.2 Verallgemeinerte Polaritaten

Obwohl durch die verallgemeinerten Axialitdten

(Rloimy (B {oimytse-os (R0 n)

bereits alle (o; 7)-residuierten Familien zwischen Potenzmengenverbénden induziert werden,
leiten wir aus ihnen noch eine Variante ab, die in den Anwendungen héufig auftritt. Fir
eine Relation R verstehen wir unter einer durch R induzierten (o;7)-Polaritdt eine (o;7)-
residuierte Familie zwischen Potenzmengenverbianden, deren Kopf auf die in der folgenden
Definition beschriebenen Weise durch R gebildet wird. (+; +)-Polaritdten entsprechen dann
gerade den im gewohnlichen Sinne durch Relationen induzierten Polaritéaten (siche [7]).
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3.3 Potenzmengenverbéande

Definition 3.3.18 (Induzierte verallgemeinerte Polaritdten). Fir R € Rel(Xy,..., X,;Y)
sei die Funktion Rv (‘,]3X1, o PBXL) = PYbestimmt durch

A C
R(U;T) (R )(0, T)"

Wir schreiben auch RY fiir R([ )

Fiir f: (BX1,...,BX,) — PY sei umgekehrt die Relation f177) € Rel(X1,...,X,;Y)
wie folgt definiert:

(0'7' (fga ‘r).

Auch hier bezeichne fy die Relation f, (4

Wir zeigen als erstes, wie die Abbildung R(Vg,T) und die Relation fv ) konkret gebildet
werden.

Proposition 3.3.19. Sei R eine Relation zwischen X1, ..., X, und Y. Ist A; C X; fiir
alle i € n, so gilt

RY(Ay,...,A)) ={y: V$($ €lin, A = R(z;y)) }
=(V{ R(x;_) :z e [T} Ai }
und R(VU;T) (Ay,...,A,) = —((RC)?U;T)(Al, oy AR)) = TRY (0144, ..., 0,A,), also
Rl =ToR"o0.
Beweis. Nach Proposition 3.3.8 ist

R (A Aw) = (B (v An) = — (R (A Ay)
=—7r{y:3zy...Fz, (R(21,...,2nsy) &1 €A1 & ... &z, €E0pAy) }
=7{y:Var..Va,((z1 €A1 & ... &z, € 0 An) = R(z1,...,20y)) }. O

Proposition 3.3.20. Sei f eine Abbildung von BX1, ..., X, in PY, und seien z; € X;
(i€n) yey.

(a) Es gilt genau dann fv(U;T) (T1,...,Tn;y), wenn

(3A1 gXl)(HAnan)(xl EAl&...&xnEAn&yETf(O'lAl,...,UnAn))

erfillt ist. Somit ist f(a ) = =(rofoa),

(b) Ist f (o3 —7)-monoton, so gilt £ (x1,... . xn;_) = Tf(or{z1},....on{wa}), im Fall
(o;7) = ([+];+) also insbesondere

(xl,---,xn;y)efv <~ yef({xl}v"‘7{xn})‘

Beweis. Dies folgt aus Proposition 3.3.10. 0

Das néchste Korollar liefert nun fir (o;7) = (+;+) die bekannte Bijektion zwischen
Relationen und Polaritéten, wie sie etwa in [38] dargestellt ist.
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Korollar 3.3.21. Die vollstandigen Verbdinde
e Rel(X;Y)” aller Relationen zwischen X1, ..., X,, und Y und
o resi,. (P X;BY) aller (o5 —7)-residuierten Abbildungen von BX1, ..., PX,, in PY

sind isomorph vermoge der zueinander inversen Abbildungen

R R und fr fi77.

(o57)

Beweis. Dies erhélt man nach Definition von R\ZU‘ - und Theorem 3.3.7, da R — RC ein

dualer Automorphismus von Rel(X;Y") ist. O
Die Residuale der (o; —7)-residuierten Abbildung R(VU, - werden folgendermaflen gebildet:

Theorem 3.3.22. Sei R € Rel(X1,...,X,;Y) und i € n. Es gilt

v o \@O  _ p-i\Y
(R(UU'))(U;—T) - (R )(a[i»—rr];oi)’
und fir alle Ay, C Xy, (k€ n\{i}) und BCY ist
(R\ZG;T))E?;_T)(Al, B, Ay =0i{z€Xi:TBC R (01 Ay, ... {xi},. . onAn) )}
:O'l'{{L‘iEXiiBgTRV (Al,...,O'i{l‘i},...,An)}.

(o57)

Speziell fir (o;71) = ([+];+) ist (RV)EEZF];_) = (R™)" sowie

(RM)\(Ar, o By Ag) = {i: B C RY(Ar, . {aid o A) )

Beweis. Mit (R™")¢ = (R®)~" gilt nach Definition von R} ) und Theorem 3.3.12

(037
(Rl 0y = (B )y = (B s = (BT s
= (B ooy
Auch die iibrigen Gleichungen ergeben sich mit Theorem 3.3.12. O
Fiir jede Relation R € Rel(X7,..., X,;Y) ist somit
(BT (R, (RT)T)
eine ([+]; —)-residuierte Familie tiber PX1, ..., PX, und PY. Dies folgt auch aus der

néchsten Feststellung.

Korollar 3.3.23. Sei R eine Relation zwischen den Mengen Xy, ..., X, und Y. Fir alle
i €n und alle Ay C Xy, (k€n), BCY gilt:

BCRY(A ..., A;...,A) <= A;x..xAx...xA,xBCR
— A, C(RH(A1,...,B,..., Ay).
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3.3 Potenzmengenverbéande

Beweis. Proposition 3.3.19 liefert die erste Aquivalenz wegen
BCRY(Ay,...,A,) <= VyVa(lye B&z e[l Ar) = (z;y) € R).
Die zweite ergibt sich analog oder aus der ersten mit (R™)" = (Rv)gl}__). O

Beispiel 3.3.24. Seien X, Y Mengen. Fiir eine biniire Relation R : X « Y ist (RY, (RY)Y)
eine Galois-Verbindung zwischen BX und PY, die unter anderem in der Formalen Begriffs-
analyse (siehe [44]) eine zentrale Rolle spielt. Es ist

(R"){1,—) = (RY)Y,
und fiir alle A C X, B CY gilt
RY(A)= A" wnd (R")(,. ,(B) = Bg.
AuBerdem ist R = [R°).
Wir beschliefen diesen Abschnitt mit zwei einfachen Feststellungen zu R> und RY.

Korollar 3.3.25. Seien X1, ..., Xp+1 Mengen. Fir jedes R € Rel( X1, ..., Xp; Xnt1) und
alle (z1,...,%Tn, Tnt1) € HZIII Xy gilt

RP({x1}, ... {zn}) = R(x1, ... xpn, ) = R'{x1}, ... {zn)})
und allgemeiner

R(a:l, ey L1y i1y e 'Tn-i-l) = (Rii)a({xl}, e {xi_l}, {xn+1}, {xi+1}, ceey {a:n})
= (R ({a1}, - {mica b {zna}s {miga } - {2))

fir allei € n+ 1.

Beweis. Nach Korollar 3.3.9 und Proposition 3.3.19. O
Proposition 3.3.26. Sei z € [[ X und i € n. Fir jede Relation R € Rel(X;Y") gilt
Beweis. Fur alle A; C X ist

(R (A;) = {y: Jai(a; € A; & R¥(a;;y)) }
={y:3Jai(a; € A; & R(z1,...,ai,...,Zp;y)) }
= R{a1}, .. Ay, g }) = (RY)WEhtend) (4

und die Behauptung fiir (-)" zeigt man genauso. O
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4 Hillenstrukturen

Nachdem in den vorigen beiden Kapiteln die Theorie der (o;7)-residuierten Abbildungen
entwickelt wurde, wenden wir uns nun den Hiillenstrukturen zu. Unter diesen verstehen
wir geordnete Mengen, die mit einer Hiillenoperation versehen sind. Der Schwerpunkt
dieses Kapitels liegt auf Abbildungen zwischen Hillenstrukturen und den aus ihnen auf
kanonische Weise induzierten Abbildungen zwischen den zugehorigen Hiillenbereichen. Das
néchste Kapitel verbindet dann Hiillenstrukturen mit der allgemeinen Residuiertheit, indem
es speziell die (o;7)-residuierten Abbildungen zwischen geeigneten Hiillenstrukturen zum
Gegenstand hat.

Im folgenden werden zunéchst einige Grundlagen zu Hiillenstrukturen selbst und zur
Realisierung vollstdndiger Verbdnde durch Hiillenbereiche dargestellt. Danach betrachten
wir das Induzieren von Abbildungen zwischen Hiillenbereichen. In diesem Rahmen werden
einige zentrale Grundbegriffe eingefiihrt, darunter stetige, abgeschlossene und bindende
Abbildungen. Die Beziehungen zwischen diesen Grundbegriffen werden ausfiihrlich untersucht:
zuerst allgemein und anschlieend sowohl fir isotone als auch fiir antitone Abbildungen.
Dabei interessieren uns jeweils auch bijektive Korrespondenzen von bestimmten Abbildungen
zwischen Hiillenbereichen mit geeigneten Abbildungen zwischen den zugrundeliegenden
Hillenstrukturen. Zum Schluss des Kapitels behandeln wir schliefSlich noch eine niitzliche
Konstruktion fiir Quantaloide und ihren Zusammenhang mit der Stetigkeit.

4.1 Grundlagen

4.1.1 Grundbegriffe fiir Hiillenstrukturen

Wir beginnen mit einer Reihe von Definitionen und Schreibweisen fiir Hiillenstrukturen.

Definition 4.1.1 (Hullenstrukturen, Hiillenbereiche). Ein Tripel C' = (X, <,7) heifit Hiil-
lenstruktur, falls (X, <) eine geordnete Menge und v eine Hiillenoperation auf (X, <) ist.
Wir schreiben «¢ fiir die Hiillenoperation v von C' und bezeichnen die zugrundeliegende
Menge X von C wie iiblich mit |C|. AuBerdem stehe C< := (X, <) fiir die zugrundeliegende
geordnete Menge! von C.

Fir eine Hilllenstruktur C sei der Hiillenbereich von C der von ~y¢ erzeugte Hiillenbereich

Cy = (vellCl], ).

Konvention 4.1.2 (Schreibweisen fir Hiillenstrukturen). Fir Hiillenstrukturen C' schreiben
wir in ordnungstheoretischen Zusammenhéangen statt C< meistens nur C, beispielsweise <¢
fir <¢_ und |¢ fir Jo_. Somit ist

C = (C<,ve) = (IC|,<¢,ve)-

1 Eine Verwechslung mit der Schreibweise B< fiir eine Menge B und eine Relation < (siehe Notation 1.1.2)
wird durch den Zusammenhang ausgeschlossen.
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4.1 Grundlagen

L

Abbildung 4.1: Diagramm einer Hiillenstruktur

Fiir Hilllenstrukturen C' und D bezeichnet res(C; D) entsprechend die geordnete Menge aller
residuierten Abbildungen von C< in D<. Dariiber hinaus verwenden wir die in Konventio-
nen 1.2.3 erwahnten Schreibweisen auch fiir Hiillenstrukturen, schreiben also etwa = € C
anstelle von z € |C| und f: C — D fir f: |C| — |D|.

Da die Hiillenoperationen auf einer geordneten Menge in Bijektion mit den Hiillensystemen
stehen (sieche Proposition 1.2.27), konnten Hiillenstrukturen alternativ in der Form C =
(X, <, M) angegeben werden, wobei M ein Hiillensystem von (X, <) ist. Somit lieBe sich jede
Hiillenstruktur C auch durch zwei geordnete Mengen, namlich C< und C., beschreiben. Wir
bevorzugen jedoch die Variante C' = (|C|, <¢,7c¢) mit einer Hiillenoperation.

Konvention 4.1.3 (Diagramme von Hiillenstrukturen). Endliche Hillenstrukturen C' wer-
den folgendermaflen als Diagramm dargestellt: Es wird ein gew6hnliches Diagramm der
zugrundeliegenden geordneten Menge C< gezeichnet, in dem fiir abgeschlossene Elemente
(d. h. fiir Elemente des Hiillenbereichs C.) ausgefiillte Kreise verwendet werden.

Abbildung 4.1 zeigt eine Hiillenstruktur C' mit vo(L) = a, vo(a) = a, y¢(b) = T und
vo(T) =T, die im folgenden hiufiger als Beispiel eingesetzt wird.

Als néchstes betrachten wir Produkte von Hiillenstrukturen und einige dazugehorende
Notationen.

Lemma 4.1.4. Sei C = (C; : i € I) eine Familie von Hullenstrukturen. Das Produkt
[Licr Yo, der zugehorigen Hiillenoperationen ist selbst eine Hiillenoperation auf dem Produkt
[L;c1(Ci)< der zugrundeliegenden geordneten Mengen.

Beweis. Nach Definition der Produktordnung iibertragen sich die Isotonie, Extensivitat und
(abgeschwéchte) Idempotenz aller Faktoren ¢, offensichtlich auf ihr Produkt. Wir zeigen
exemplarisch die letzte Behauptung: Wegen ~¢, o 7o, < ¢, fiir alle i € I ist [[;c;vc; ©

Hie[ e, = Hi€I<70i 0 701') < HiEI YC;- O

Definition 4.1.5 (Produkte von Hiillenstrukturen). Sei C' = (C; : i € I') eine Familie von
Hillenstrukturen. Das Produkt von C sei die Hillenstruktur

[IC:= (Hie[(ci)§7 [Licr ’YCZ-)-
Auflerdem verwenden wir die Schreibweisen
Yo =(v¢;:i€l) und Cy:=((Cy)y:i€l).

Damit ist [[v¢o = Mic die Hiillenoperation von [[C, und fiir den Hiillenbereich von [[C
gilt (I1C)y =11C5.
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yc

Yo gte]
Cy

Abbildung 4.2: Co-Restriktion und Restriktion einer Hiillenoperation ¢

Im Fall I = () ergibt sich das leere Produkt (1,1) = (1,<,id;), welches auch mit 1
bezeichnet wird. Es ist dann 1, = (1,<) = 1.

Wir iibertragen alle Schreibweisen und Konventionen fiir Produkte von Mengen bzw.
geordneten Mengen auch auf Produkte von Hiillenrdumen (siehe Definition 1.1.7 und vor allem
Definition 1.2.16). Insbesondere werden dann nullstellige Abbildungen x: 1 — C zwischen
Hiillenstrukturen mit Elementen x € C' identifiziert.

Fiir Hillenoperationen ¢ werden im folgenden héufig die in Abbildung 4.2 gezeigten
Notationen ~¢ fiir die Co-Restriktion auf C,, und ~¢ fiir die Inklusionsabbildung (wegen
der Idempotenz identisch mit der Restriktion von yo auf C,) eingesetzt. Aus bereits frither
erwahnten Fakten ergibt sich:

Lemma 4.1.6. Sei C eine Hiillenstruktur. Die Co-Restriktion v¢&: C' — Cy und die Restrik-
tion (Inklusionsabbildung) v¢ : Cy — C' bilden eine Adjunktion (&, &) mit

Yeove =7,  weve=ide, ey =7  Yoeve =7
Beweis. Nach Lemma 1.2.42 und aufgrund der Idempotenz von Hiillenoperationen. O

Wir fithren nun einige Eigenschaften von Hiillenstrukturen ein, die im weiteren Verlauf oft
benotigt werden.

Definition 4.1.7 (Eigenschaften von Hiillenstrukturen). Eine Hilllenstruktur C' heifit

e vollstindig, falls C< ein vollstdndiger Verband ist;
o superalgebraisch, falls C< ein superalgebraischer Verband ist;
e monoton, falls C< ein Abschnittsverband AP fiir eine quasigeordnete Menge P ist;
o klassisch, falls C< ein Potenzmengenverband PX fiir eine Menge X ist;
o residuiert, falls yo residuiert ist;
o residual, falls y¢ residual (d.h. dual residuiert) ist.

Fir jede Hiillenstruktur C gelten offensichtlich die Implikationen
C klassisch == (C monoton == ( superalgebraisch = C vollsténdig.

Residuierte bzw. residuale Hiillenstrukturen kénnen auch folgendermaflen beschrieben
werden (vergleiche Proposition 1.2.43 fiir eine weitere Charakterisierung residuierter Hiillen-
operationen):
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Proposition 4.1.8. Sei C eine Hiillenstruktur. Es gilt:

Yo residuiert <= ¢ residuiert,
Yo dual residuiert <= 7% dual residuiert.

Beweis. <% (v&,7¢) ist eine Adjunktion, und es gilt yo = & o 7¢&. Also ist mit & auch
Yo residuiert, und mit ¢ ist auch y¢ dual residuiert.

»= " Ist 7¢ dual residuiert, so erhdlt man durch f := (y¢)«07¢ eine untere Adjungierte von
Y&, denn f ist isoton und nach Voraussetzung gilt foy& = (yo)« 078 07& = (Yo)«ove < ide

sowie y& o f =& 0 (Yo)x 0vg =180 e © (Ve)s 0 Yc 0 Yg = V& 0 Yo ° Vg = V& 0V = ide, -
Ist v residuiert, so sieht man analog, dass g := 7& o (y¢)* eine obere Adjungierte von ¢
ist. O

Lemma 4.1.9. Sei C eine Hiillenstruktur.
(a) Fir jeden \/-Erzeuger J von C ist die Bildmenge yc[J] ein \/-Erzeuger von C,.

(b) Ist C residual, so ist auch fir jeden \-Erzeuger M von C die Bildmenge vo[M] ein
N-Erzeuger von C,.

Beweis. Wegen yc[J] = v&[J] und Proposition 1.2.37. O

Die néchsten beiden Feststellungen beziehen sich auf vollstdndige Hiillenstrukturen, danach
betrachten wir spezieller die superalgebraischen. Der Hiillenbereich einer vollstdndigen
Hiillenstruktur ist bekanntlich wieder ein vollstdndiger Verband, und fiir die Bildung von
Suprema und Infima im Hiillenbereich sei an Proposition 1.2.30 erinnert.

Lemma 4.1.10. Sei C' eine vollstindige Hiillenstruktur. Dann ist fir alle A C C
ve(\VorelAl) =ve(\,4) und vc(N\,A) <ve(A elA) = A clAl

Beweis. Da ~¢: C'— C, residuiert ist, gilt 7¢.(Ve 4) = Vi, 7&[A] = v¢ (Ve vel4]), und die
zweite Aussage ist klar. O

Aus Proposition 4.1.8 ergibt sich, dass eine vollstdndige Hiillenstruktur C' genau dann
residuiert (bzw. residual) ist, wenn ¢ (bzw. 7&) ein vollstdndiger Homomorphismus ist.
Auflerdem gilt:

Proposition 4.1.11. FEine vollstindige Hiillenstruktur C' ist genau dann residuiert, wenn
|C,| eine \/-abgeschlossene Teilmenge (und somit C. ein vollstindiger Unterverband) von
C< ist.

Beweis. Nach Lemma 4.1.10 gilt fur alle A C C

Veveldl € Cy = yc(Vevceld]) =Verweld] = vwe(Ned) =VerclAl O
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4.1.2 Hiillenbereiche und vollstiandige Verbande

Superalgebraische Hillenstrukturen spielen erst im néchsten Kapitel eine grofiere Rolle.
Wir stellen aber bereits an dieser Stelle einige niitzliche Informationen iiber sie zusammen.
Besonders interessiert uns dabei die Realisierung vollstdndiger Verbédnde durch Hiillenbereiche
von superalgebraischen Hiillenstrukturen.

Unter den moglichen Attributen superalgebraischer Hiillenstrukturen sind die folgenden
drei erwdhnenswert.

Definition 4.1.12 (Eigenschaften superalgebraischer Hiillenstrukturen). Eine superalgebra-
ische Hiillenstruktur C' heifit

o differenziert, falls vo | SC injektiv ist
(d.h. vo(u) = y¢(v) = u = v fir alle u,v € SC);

o diskret, falls vo [ SC =id¢ [ SC ist
(d-h. vo(u) = u fur jedes u € SC);

o reduziert, falls 7o [SC] C J(C5) gilt
(d.h. yo(u) ist \/-irreduzibel in C, fiir jedes u € SC).

Fiir jede superalgebraische Hiillenstruktur C folgt unmittelbar aus der Definition
C diskret = ( differenziert.

Da v¢[SC] nach Lemma 4.1.9 ein \/-Erzeuger von C ist, erhilt man auBerdem:

Lemma 4.1.13. Fine superalgebraische Hiillenstruktur C ist genau dann reduziert, wenn
vc[SC] = J(Cy) gilt. In diesem Fall ist C,, ein basierter Verband. O

Wie bereits erwahnt, sind Hiillenbereiche von vollstdndigen Hiillenstrukturen wieder
vollsténdige Verbande. Umgekehrt ist fiir jeden vollstdndigen Verband L natiirlich (L,idy)
eine vollstédndige Hiillenstruktur (mit dem Hiillenbereich L).

Interessanter ist, dass bereits die superalgebraischen Hiillenstrukturen geniigen, um alle
vollstdndigen Verbédnde als Hiillenbereiche zu erhalten. Das ist einer der Griinde, warum
superalgebraische Hiillenstrukturen spéter von Bedeutung sind. Bevor wir die Behauptung
beweisen, verschaffen wir uns mit der néchsten Proposition zwei wichtige Klassen von
Beispielen fiir superalgebraische Hiillenstrukturen. Ohne Schwierigkeiten ldsst sich zeigen:

Proposition 4.1.14. Sei P eine quasigeordnete Menge. Mit dem Schnittoperator von P
und seiner (Co-)Restriktion, also

Ap:B|P| — P|P| und Ak: AP — AP
(siehe Definition 1.2.2), ergeben sich die folgenden Aussagen.
(a) (B|P|,Ap) ist eine differenzierte klassische Hillenstruktur.
(b) (AP, A}) ist eine diskrete monotone Hiillenstruktur.
(¢) Die zugehdorigen Hiillenbereiche sind identisch:

(B|P|,Ap), = NP = (NP,C) = (AP, AL).,.
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Ist L ein vollstindiger Verband, so ist NL = {],x : @ € L'} und somit der Hillenbereich
(B|L|, AL)y = (AL, A} ), isomorph zu L. O

Nun zur angekiindigten Realisierung vollstdndiger Verbénde durch Hiillenbereiche superal-
gebraischer Hiillenstrukturen.

Theorem 4.1.15. Die Hillenbereiche (beliebiger, differenzierter oder sogar diskreter) super-
algebraischer Hiillenstrukturen sind genau die vollstindigen Verbdinde.

Beweis. Fiir jede superalgebraische Hiillenstruktur C' ist C ein vollstdndiger Verband.

Sei umgekehrt L ein vollstéindiger Verband. Laut Proposition 4.1.14 ist (AL, A}) eine
(diskrete und damit auch differenzierte) superalgebraische Hiillenstruktur, deren Hiillenbereich
isomorph zu L ist. Ersetzt man die geordnete Teilmenge DL von AL durch die isomorphe
Kopie L und modifiziert die Hiillenoperation Ai entsprechend, so erhdlt man eine diskrete
superalgebraische Hiillenstruktur C' mit C, = L. O

Als néchstes schrianken wir die Klasse der superalgebraischen Hiillenstrukturen auf die
residuierten bzw. residualen ein und charakterisieren die entstehenden Hiillenbereiche.

Theorem 4.1.16. Sei C eine superalgebraische Hiillenstruktur. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(1) C ist residuiert.

(2) C, ist superalgebraisch und c[SC] = SC.,.
(3) 7c[SC] C SC.,.

(4) ve(@) = Velre(w) u e lznSCh.

Beweis. (1) = (2): Sei C eine residuierte, superalgebraische Hiillenstruktur. Zunéchst ist
7c[SC] ein \/-Erzeuger von C. Auierdem gilt v¢[SC] C SC (und damit auch y¢[SC] =
S8C,), denn fiir jedes u € SC und alle A C C, ergibt sich

d.h. yc(u) ist V-prim in C,.
(2) = (3) ist klar. (3) < (1) sieht man folgendermafen:

w0lSCIC 8C, = (VueSC)(VAC O)(vo(u) < \/oW velA] & qe(u) € Le,velAl)
— NVACO)(VueSC)(u<ve(VoA) < ue lovlA])
— MACO)(VueSC)(u<yc(VeA) € u< Vol
=  (VACO)(ve(Ve4) = VerclA])
<= ¢ residuiert.
(1) & (4) folgt bereits aus Korollar 3.1.21. O

Korollar 4.1.17. (a) Die Hillenbereiche (beliebiger, differenzierter oder diskreter) residu-
ierter, superalgebraischer Hiillenstrukturen sind genau die superalgebraischen Verbdnde.

(b) Jede residuierte, superalgebraische Hullenstruktur ist auch reduziert.
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(c) Eine superalgebraische Hillenstruktur C ist genau dann residuiert und diskret, wenn
Yo = idg gilt.

Beweis. Zu (a). Nach Theorem 4.1.16 ist der Hiillenbereich einer residuierten, superalge-
braischen Hiillenstruktur wieder superalgebraisch. Umgekehrt ist trivialerweise jeder su-
peralgebraische Verband L Hiillenbereich der diskreten residuierten superalgebraischen
Hillenstruktur (L,idyz).

Zu (b). Dies ergibt sich aus Theorem 4.1.16, da jedes \/-prime Element insbesondere
V-irreduzibel ist.

Zu (c). Ist C eine superalgebraische Hiillenstruktur, so folgt aus v¢ | SC = id¢ | SC
schon ¢ = idg, falls ¢ residuiert ist. ]

In Vorbereitung auf das néchste Theorem charakterisieren wir volldistributive Verbédnde
mit Hilfe geeigneter superalgebraischer Hiillenstrukturen:

Proposition 4.1.18. FEin vollstandiger Verband L ist genau dann volldistributiv, wenn die
diskrete monotone Hiillenstruktur (AL, A}) residual ist.

Beweis. Nach [39, Theorem 2.3] (vergleiche auch die spétere Proposition 6.1.22) gilt, dass
fiir jede quasigeordnete Menge P der Hiillenbereich (AP, A})., genau dann volldistributiv ist,
wenn A}, dual residuiert ist. Fiir vollstindige Verbéinde L folgt daraus wegen (AL, A}), = L
die Behauptung. O

Theorem 4.1.19. Die Hillenbereiche (beliebiger, differenzierter oder diskreter) residualer,
superalgebraischer Hillenstrukturen sind genau die volldistributiven Verbinde.

Beweis. Bekanntlich ist ein vollstdndiger Verband genau dann volldistributiv, wenn er
das Bild eines Abschnittsverbands unter einem vollstdndigen Homomorphismus ist (siehe
etwa [37, Theorem 2.6] fiir einen Beweis). Nach Theorem 3.1.13 sind die volldistributiven
Verbande somit auch genau die Bilder superalgebraischer Verbande unter vollstdndigen
Homomorphismen.

Ist nun C eine residuale, superalgebraische Hiillenstruktur, so ist die residuierte Abbil-
dung ¢ : C — C, nach Proposition 4.1.8 aulerdem dual residuiert, also ein vollstandiger
Homomorphismus. Folglich ist C, volldistributiv.

Ist umgekehrt L ein volldistributiver Verband, so lisst sich wegen (AL, A} ), = L nach Pro-
position 4.1.18 eine (diskrete) residuale, superalgebraische Hiillenstruktur mit Hiillenbereich
L konstruieren. O

Ist C eine superalgebraische Hiillenstruktur mit einer Hiillenoperation, die zumindest
binére Infima erhélt, so ist C< insbesondere ein Rahmen (eine vollstdndige Heyting-Algebra,
vergleiche Beispiel 2.2.16) und 7¢ ein sogenannter Nukleus. Wie man weif}, ist somit der
Hiillenbereich C., ebenfalls ein Rahmen. Dies folgt auch aus dem spéteren Beispiel 5.3.18.

Da ein vollstdandiger Verband L auflerdem genau dann ein Rahmen ist, wenn die Hiillen-
operation A} : 2L — 2L binére Infima erhélt (fiir einen Beweis siche [39, Theorem 2.1]),
folgt wegen L = (AL, AlL) insgesamt: Die Hiillenbereiche (beliebiger, differenzierter oder
diskreter) superalgebraischer Hiillenstrukturen mit A-erhaltender Hiillenoperation sind genau
die Rahmen.

Spéter werden wir in den Beispielen 5.3.18 und 5.3.20 auch sehen, dass fiir Hiillenstruk-
turen C, die eine Heyting-Algebra mit A-erhaltender Hillenoperation sind, die mogliche
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4.2 Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen

Gestalt von ¢ recht beschrankt ist: Bezeichnet D das Konditional (das zweite Residual des
Infimums) in C, so ist fur alle x € C

vo(r) < (2 D ve(L)) D ye(d).

Falls C' ein Boolescher Verband mit A-erhaltender Hiillenoperation ist, gilt sogar

Yo(z) =z Vye(l).

4.2 Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen

In diesem Abschnitt beginnen wir mit der Untersuchung von zunéchst beliebigen Abbildungen
zwischen Hiillenstrukturen und kanonisch induzierten Abbildungen zwischen Hiillenbereichen.
Im néchsten Abschnitt werden dann spezieller die isotonen bzw. antitonen Abbildungen in
dieser Hinsicht betrachtet, und in Kapitel 5 wird schlieflich die Theorie der (o; 7)-residuierten
Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen entwickelt.

Im Laufe der weiteren Ausfiihrungen werden fiir Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen
die folgenden zentralen Eigenschaften erklart:

stetig, schwach stetig, abgeschlossen, stark abgeschlossen,
bindend, innenbindend, auflenbindend
und o-vollstetig.

Auf diese Begriffe beziehen wir uns im folgenden auch als Grundbegriffe fiir Abbildungen
zwischen Hiullenstrukturen.

4.2.1 Pfeil-Operatoren und Grundbegriffe fiir Abbildungen

Seien C' und D Hiillenstrukturen. Aus einer gegebenen Abbildung f: C' — D ldsst sich auf

kanonische Weise eine Abbildung f : Cy — D, zwischen den zugehorigen Hiillenbereichen
induzieren, indem die Hiillen gebildet werden:

F(©) = p(f(e) fir alle c € C,.

Umgekehrt ist es fiir eine Abbildung ¢: C — D, zwischen Hiillenbereichen naheliegend, sie
durch

D (2) = o(yo(z)) firalle z € C
zu einer Abbildung gE: C — D zwischen den Hiillenstrukturen fortzusetzen.

Die Forderung, dass die induzierte Abbildung ? durch blofle Restriktion aus f entsteht,

also 7(70(33)) = f(yc(x)) fiir jedes z € C gilt, fithrt auf den Begriff der Abgeschlossenheit
von f, da in diesem Fall die Bilder abgeschlossener Elemente unter f wieder abgeschlossen
sind. Erfillt die Funktion f sogar

?(’y(;(x)) = f(z) firallez € C,

so wird sie im folgenden bindend genannt. Gilt hingegen ?(yc(x)) =vp(f(x)) fur alle z € C,
so sprechen wir von der Stetigkeit von f.
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Abbildung 4.3: Induzierte Abbildungen zwischen Hiillenbereichen

Die beschriebenen Pfeil-Operatoren f — 7 und ¢ — 35 bilden zusammen mit den drei
Eigenschaften stetig, abgeschlossen und bindend den Grundstock der folgenden Untersuchun-
gen. Die Zusammenhénge dieser und der weiteren Grundbegriffe fiir Abbildungen zwischen
Hiillenstrukturen werden besonders transparent, wenn sie elementfrei beschrieben werden. Wo
immer es moglich ist, bevorzugen wir daher eine elementfreie Darstellung, und geben dement-
sprechend als erstes eine elementfreie Definition der Pfeil-Operatoren und der drei erwdhnten
Grundbegriffe (und dies gleich allgemein fiir mehrstellige Funktionen). Die Ausgangssituation
ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

Definition 4.2.1 (Induzierte Abbildungen). Sei (C;D) = (C4,...,Cy; D) eine Familie von
Hiillenstrukturen. Fir f: C — D sei f : Cy — D, definiert durch

727730f078,

und fiir ¢: Cy — D, sei 5. C — D festgelegt durch
P =howor.

Mit den fiir Familien, Produkte und mehrstellige Abbildungen eingefiihrten Notationen
ist fur jede Familie (C; D) = (C4,...,Cy; D) von Hiillenstrukturen und jede mehrstellige

Abbildung f: C' — D die induzierte Abbildung 7 =9pofo(Ve,---s7¢,) dasselbe wie
7:7270f01'[78=%50f07ﬁ0

fir die einstellige Abbildung f: [[C — D. Fir die Bildung von ? ist es also gleichgiiltig,
ob wir f als mehrstellige Abbildung f: C'— D oder als einstellige Abbildung f: [[C — D
zwischen den Hiillenstrukturen [] C und D auffassen. Analoges gilt fiir SZ

Definition 4.2.2 (Bindende, stetige und abgeschlossene Abbildungen). Sei (C; D) eine
Familie von Hiillenstrukturen. Eine Abbildung f: C' — D heifit

bindend, falls ypoforno=f gilt;
stetig, falls ypo foyo=vpof gilt;
abgeschlossen, falls vypo foyo = foryc gilt.
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Jede bindende Abbildung f: C' — D ist auch stetig, denn aus f = vp o f oy folgt mit
der Idempotenz von Hiillenoperationen

Yoo f=9poypofoyc=vpo foc.

Analog ergibt sich, dass jede bindende Abbildung abgeschlossen ist. Fiir den Nachweis der
Abgeschlossenheit einer beliebigen Funktion f: C' — D geniigt wegen der Extensivitit der
Hiillenoperation offensichtlich

Ypo fonc < fone.

Wie fiir die Pfeil-Operatoren macht es auch fiir die Begriffe bindend, stetig und abgeschlos-
sen keinen Unterschied, ob f als mehrstellige oder einstellige Abbildung angesehen wird,
denn forye = fo(yey,---,7¢,) ist fir f: C — D identisch mit f o [[vc = f °Mlc fiir
f: 11C — D. Wir halten fest:

Lemma 4.2.3. Sei (C; D) eine Familie von Hiillenstrukturen. Eine mehrstellige Abbildung
f: C — D ist genau dann stetig (bzw. abgeschlossen, bindend), wenn sie als einstellige

Abbildung f: T]C — D stetig (bzw. abgeschlossen, bindend) ist. O

Aus diesem Grund werden die meisten der folgenden Resultate zu den Grundbegriffen und
Pfeil-Operatoren nur fiir einstellige Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen formuliert. Sie
kénnen mit Hilfe der Produkte von Hiillenstrukturen problemlos auf mehrstellige Abbildungen
ibertragen werden. Es sei allerdings bereits hier darauf hingewiesen, dass dies fiir den
Begriff der o-Vollstetigkeit im néchsten Kapitel nicht mehr mdéglich ist. Aulerdem bedeutet
Lemma 4.2.3 nicht, dass f die erwdhnten Eigenschaften genau dann global zukommen,
wenn sie in jeder Variablen gelten (ein Gegenbeispiel fiir die Abgeschlossenheit liefert spéter
Beispiel 4.2.26).

Konvention 4.2.4 (Sprechweise fiir die Grundbegriffe). Gehen die betrachteten Hiillenope-
rationen nur implizit aus dem Zusammenhang hervor, so verwenden wir fiir die Grundbegriffe
die folgende, naheliegende Sprechweise, die wir an der Eigenschaft ,bindend* illustrieren:
Fiir eine Abbildung f: P — @ zwischen geordneten Mengen und Hiillenoperationen vp und
vq auf P bzw. @ sagen wir, f sei bindend beziglich yp und ~q, falls f: (P,vp) = (Q,7q)
bindend ist.

Ebenso beziehen sich alle weiteren Notationen fiir f: P — @, die von Hiillenoperationen
vp und g abhéngen, auf die Abbildung f: (P,vp) = (Q,7q), beispielsweise die induzierte

Abbildung .

An der Definition 4.2.2 ist (zusammen mit Lemma 4.1.6) zu erkennen, dass eine Abbildung
f: C — D genau dann abgeschlossen ist, wenn 7, o (v}, o f 07&) = f 0 ~& gilt. Analog ist
die Stetigkeit von f dquivalent zu (v}, o f o y&) o4& = v}, o f. Diese Beobachtung fiithrt
darauf, dass sich die drei Grundbegriffe bindend, stetig und abgeschlossen systematisch
jeweils aus der Existenz einer Abbildung zwischen Hiillenbereichen und einem geeigneten
kommutierenden Diagramm ergeben:

Theorem 4.2.5. Seien C' und D Hiillenstrukturen. Fir jedes f: C — D gilt:

f bindend <= (3p:C, = Dy)(Ypoyors=1f),
[ stetig <= (3p: Cy = Dy)(poryg =7pof),
[ abgeschlossen <= (Jp: Cy = Dy)(ypow = foa).
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C L D C L D C L D C L D
gls [ %}3 gls | |VZ) glé ‘ ‘7}5 gle ‘ ‘%‘3
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f bindend f stetig f abgeschlossen f beliebig

(f=%) (pore=1pof) (Whop=r o2 (p=7)

Abbildung 4.4: Kommutative Diagramme zu Theorem 4.2.5

In jedem der drei Falle ist dann ¢ eindeutig bestimmt durch

p=1bofore=1,
siehe auch die Darstellung in Abbildung 4.4.

Beweis. Zu ,bindend“: Ist f bindend, so gilt 71%07076 = ypoypofoyzovd = ypofoye = f.
Ist umgekehrt f = ypopong fiir ein : Cy — D., so folgt ypo foyo = f wegen ypoyp = vp
und v& oye = 7.

Zu ,stetig”: Mit der Stetigkeit von f ergibt sich 7075 =pofoyaovd =vpovpofoyc =
Ypovpo f =7 o f. Gilt umgekehrt p o y& =~7 o f fiir ein ¢: C, = D,, so ist

Yoo feyc=9pevpeforc=rpovererc=Tpepers=7p°1p°f
=7pof.
Zu ,abgeschlossen®: Aus der Abgeschlossenheit von f folgt 77, o 7 =7Ho9pofoye =
Yoo foycoye = forycovy = for. Umgekehrt ergibt sich aus vp o o = f o~g fiir ein
p: Cy — D,

Ypofoyc="poforgoyt=porpoport=popors=forzons
= forec.

Zur Eindeutigkeit: Die Gleichung povy¢ = vpo f impliziert ¢ = porygove = ypofoys = 7,

und auch die Gleichung 73, o ¢ = f oqg liefert ¢ = yporypop =vpo fors = f. Aus
vH o pons = f folgt schlieBlich p o4& = Yh orpopord = vpo f (und Yp o @ =
Ypowonmons = fona), also auch in diesem Fall o = f. O

Das néchste Beispiel motiviert die Namensgebung fiir stetig und abgeschlossen, indem es
zeigt, wie die Stetigkeit und die Abgeschlossenheit fiir Funktionen zwischen Hiillenstrukturen
mit den gleichnamigen Begriffen aus der Topologie zusammenhéngen.

Beispiel 4.2.6. Fiir einen topologischen Raum X = (|X|, T) bezeichne A den Abschluss von
A C X, und Ty sei der zugehorige (Kuratowskische) Hiillenoperator auf X, d.h. I'x(A) = A.
Eine Abbildung a: X — Y zwischen topologischen Rdumen ist bekanntlich genau dann

im topologischen Sinne stetig, wenn a[A] C «afA] fiir alle A C X gilt. Mit dem direkten Bild
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as: PX — PY, a,(A) = af[4], den Hiillenoperatoren von X und Y sowie der durch die
Mengeninklusion induzierten Ordnung < von Abbildungen zwischen Potenzmengen lésst
sich die Stetigkeit von o demnach formulieren als a_, o I'y < Iy o a_,. Man sieht leicht, dass
hierzu die folgende Bedingung dquivalent ist:

Iyoa,olx =Iyoa..

Dies ist aber nichts anderes als die Stetigkeit von «_, beztiglich der (klassischen) Hiillenstruk-
turen (PX,Tx) und (PY, Iy).
Das direkte Bild a,: (BX,I'x) — (BY, Iy ) ist beziiglich der Hiillenstrukturen abgeschlos-
sen, falls
Iyoa,ol'x =a.,olx

gilt (dquivalent hierzu ist Ty o a, < a_, o I'x). Das ist gleichbedeutend mit a[A] = a[A] fiir
alle A C X, d.h. die Funktion a: X — Y bildet abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene
Mengen ab, was gerade der Abgeschlossenheit von « im Sinne der Topologie entspricht.

Dies alles gilt allgemeiner auch fiir Abbildungen zwischen beliebigen Hiillenrdumen und
wird in Kapitel 6 weiter entwickelt.

Die Bezeichnung bindend ist motiviert durch den Zusammenhang mit sogenannten Bindun-
gen aus der Formalen Begriffsanalyse, siehe [44]. Auch dies wird in Kapitel 6, insbesondere
im Korollar 6.2.41, ndher ausgefiihrt.

Eine wichtige Rolle spielt die Eigenschaft bindend fiir bijektive Korrespondenzen von
gewiinschten Abbildungen zwischen Hiillenbereichen mit geeigneten Abbildungen zwischen
gegebenen Hiillenstrukturen vermoge der Operatoren ¢ +— $ und f+— f.

Proposition 4.2.7. Fir alle Abbildungen f,g: C' — D zwischen Hillenstrukturen und alle
o, Cy — Dy zwischen den zugehdrigen Hiillenbereichen gilt:

%
(a) ? =~p o fo~c, insbesondere also

%
F—f < f bindend.

(b) % = o, folglich ist o stets bindend.
() f<g=F<7.
(@) p<peG <y,

s =
Beweis. Es ist 7 =yp09hoforgovs =7pofoycund P =45 09h 000 809 = .
Die Aussagen in (c) und (d) gelten, da ~%, und +7, isoton sind. O

Die bindenden Abbildungen zwischen Hillenstrukturen reichen somit aus, um alle Abbil-
dungen zwischen Hillenbereichen kanonisch zu induzieren:

Theorem 4.2.8. Seien C', D Hiillenstrukturen. Die punktweise geordneten Mengen
e aller bindenden Abbildungen von C in D und

o aller Abbildungen von C,, in D,
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sind isomorph vermdge der zueinander inversen Isomorphismen f 7 und p — $
Beweis. Mit Proposition 4.2.7. 0

Die Pfeil-Operatoren verhalten sich beide gutartig in Bezug auf die Komposition, im Fall
von f +— gilt dies fiir stetige oder abgeschlossene und im Fall von ¢ ? sogar fir

beliebige Abbildungen. Allerdings erhélt nur der erste Pfeil-Operator auch die identische
Abbildung.

Lemma 4.2.9. Seien C, D, E Hiillenstrukturen, f: C — D, g: D — E Abbildungen und g
stetig (bzw. f abgeschlossen). Dann gilt

gof:707 und id—g:’%:idcw.

Beweis. Ist g stetig oder f abgeschlossen, so ergibt sich die erste Behauptung wie folgt:

° ) ° o —
Fo T =vhogoypofore=nhogofora=goJ.
Die zweite gilt wegen 7¢& 0 7¢ = 78 0 ye 0 ¢ = ide, - O

Lemma 4.2.10. Seien C, D, E Hiillenstrukturen. Fiir beliebige Abbildungen ¢: Cy — D,
und ¢: D, — E, zwischen den zugehorigen Hiillenbereichen gilt

1/;o<p:zo$ und fd—@:’}/cZidc.

Beweis. Man berechnet
— o . . o . o ° <
pop=rpoypoidp, opors =9p0¢0rhorpoport=1olp
<—
und ide < ¢ =g oide, oyg = ide,- O

Zu den Pfeil-Operatoren zeigen wir noch, wie sie sich fiir mehrstellige Abbildungen in jeder
Variablen auf den einstelligen Fall zurtickfithren lassen.

Lemma 4.2.11. Sei (C; D) eine Familie von Hillenstrukturen und f: C — D. Fir alle
it €n und alle c € [[Cy ist -
(7); =Tt

Beweis. Sei i € n und ¢ € [[Cy. Dann gilt fiir alle d € (C;)y

(F)5(d) = 7 (cli > d)) = vp(f(cli v d))) = 1p(F4(d)) = FE(d). 0

Lemma 4.2.12. Sei (C; D) eine Familie von Hillenstrukturen und ¢: Cy, — D.,. Fiir alle
1€n und alle a € [[C ist

(g)a _ SO(H 'YC)(CL)'

1 )

Beweis. Seii € nund a € [[C. Fir alle z € C; gilt
(%) (2) = o((Te)(ali = a]) = ¢(vei (a1), - 76, (), - e (an))

%
= oIl 3¢, (@) = ol ), m
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4.2.2 Erste Zusammenhinge der Grundbegriffe

Wir setzen nun die Untersuchung der Grundbegriffe stetig, abgeschlossen und bindend
fort und sind neben ihrer weiteren Charakterisierung vor allem an ihren Zusammenhéngen
untereinander interessiert. Fiir beide Zwecke ist es giinstig, sukzessive weitere Grundbegriffe
einzufithren. Den Anfang machen die Eigenschaften innenbindend und auffenbindend, die
eine Verschiarfung der Stetigkeit bzw. der Abgeschlossenheit darstellen.

Definition 4.2.13 (Innenbindende und auflenbindende Abbildungen). Sei (C; D) eine Fa-
milie von Hiillenstrukturen. Eine Abbildung f: C' — D heifit

innenbindend, falls fo~o=f gilt,
auflenbindend, falls ~vpo f=f gilt.

Auch fiir diese beiden Grundbegriffe ergibt sich sofort:

Lemma 4.2.14. Sei (C; D) eine Familie von Hillenstrukturen. Eine mehrstellige Abbil-
dung f: C — D ist genau dann innenbindend (bzw. aufenbindend), wenn sie als einstellige
Abbildung f: T]C — D innenbindend (bzw. auflenbindend) ist. O

Wir werden gleich sehen, dass eine Abbildung zwischen Hiillenstrukturen genau dann
bindend ist, wenn sie sowohl innen- als auch auflenbindend ist. Zuvor betrachten wir auflen-
bindende Abbildungen etwas niaher. Offensichtlich ist, dass jedes f: C' — D mit ypo f < f
bereits auflenbindend ist. Aulerdem sieht man unmittelbar:

Lemma 4.2.15. Fir jede Abbildung f: C — D zwischen Hiillenstrukturen gilt

f abgeschlossen <= f[C,] C D.,,
f aufenbindend <=  f[C] C D,.

Die Figenschaft, auffenbindend zu sein, ist also nur eine Figenschaft des Bildes von f. [
Auflenbindende Hiillenoperationen lassen sich wie folgt charakterisieren:
Korollar 4.2.16. Sei C eine Hillenstruktur und n: C — C' eine Hiillenoperation. Dann gilt:
Yo <n <= 1 aufenbindend.

Beweis. yc < 1 ist nach Proposition 1.2.27 dquivalent zu n[C] C C,,. O

Als néchstes formulieren wir ein hinreichendes Kriterium fiir aulenbindende Abbildungen,
welches sich spéter als sehr niitzlich erweisen wird.

Lemma 4.2.17. Seien C, D Hiillenstrukturen, f: C — D eine Abbildung und A C C. Ist
f1A] N-dicht in D und f[A] C D, so folgt bereits f[C] C D, d.h. f ist auffenbindend.

Beweis. Sei f[A] C D, A-dicht in D und = € C. Dann gilt fiir alle a € A

f@) < fla) = w(f(x) <p(f(a)) = f(a),

nach Voraussetzung also yp(f(x)) < f(x). Somit ist f auBenbindend. O
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In der folgenden Proposition fassen wir die Implikationen der bisher eingefithrten Grund-
begriffe zusammen und zeigen auflerdem, wie sich die Eigenschaft bindend in zwei geeignete
Eigenschaften aufspalten lasst.

Proposition 4.2.18. Sei f: C — D eine Abbildung zwischen Hillenstrukturen. Es gilt

f bindend = f innenbindend = [ stetig,
f bindend = [ auflenbindend = [ abgeschlossen.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) f ist bindend.

(2) f ist innen- und auflenbindend.

(3) f ist stetig und aufenbindend.

(4) f ist abgeschlossen und innenbindend.

Beweis. Ist f bindend, so folgt foyc = (ypofoyc)oye =7 po foye = f, also ist f
innenbindend; analog ergibt sich, dass f auflenbindend ist.

Ist f stetig und auflenbindend, so folgt vp o f ovc = vp o f = f; analog erhélt man
vp o foyc = f, falls f abgeschlossen und innenbindend ist.

Alle iibrigen Implikationen sind damit klar. O

Lemma 4.2.19. Fir jede Hillenstruktur C ist die Identitdt idg stetig und abgeschlossen,
und die Hiillenoperation ¢ ist bindend.

Beweis. Es ist yooido ove = vo ovc = v¢ = Yo o ide und analog vy o ide o vo = ide o ve,
aulerdem gilt vo o vo o vo = Y. 0

Beispiel 4.2.20. FEine stetige und abgeschlossene Abbildung muss nicht bindend sein: Ist C
eine Hiillenstruktur, deren Hiillenoperation nicht die Identitét ist, so ist nach Lemma 4.2.19
zwar idg: C' — C stetig und abgeschlossen, aber wegen ¢ o ide o y¢ = ¢ # idg nicht
bindend.

Zugleich stetige und abgeschlossene Abbildungen sind zuweilen niitzlich und kénnen wie
folgt charakterisiert werden:

Lemma 4.2.21. Sei f: C — D eine Abbildung zwischen Hiillenstrukturen. Es gilt:
f stetig und abgeschlossen <= ~po f= fonc.
Beweis. ,=*: Nach Voraussetzung ist ypo f =~vpo fovo = forc.
= Aus ypo f = fore folgt ypo foyo = foyocoye = f oy, also die Stetigkeit von
f. Analog erhélt man die Abgeschlossenheit. O

Beispiel 4.2.22. Fiir jede Familie C = (C; : i € I) von Hiillenstrukturen und jedes
J € I ist die j-te Projektionsabbildung 7;: [[C — Cj stetig und abgeschlossen, denn es gilt

Yp; ©mj = mj ° [[p.
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Als néchstes betrachten wir, wie sich die bisher betrachteten Eigenschaften unter der
Komposition verhalten.

Proposition 4.2.23. Seien C, D, E Hiillenstrukturen und f: C — D, g: D — E Abbildun-
gen. Es gilt:

go f bindend,
go f bindend.

(i)  f innenbindend wund g auflenbindend

(a) f stetig und g stetig = go f stetig,
(b) f stetig und g innenbindend = go f innenbindend,
(c) f stetig und g bindend = go f bindend,
(d) f innenbindend = go [ innenbindend,
(e) f abgeschlossen wund g abgeschlossen = go f abgeschlossen,
(f) f aufenbindend wund g abgeschlossen — go f aufenbindend,
(9) f bindend und g abgeschlossen =—> go f bindend,
(h) g aufenbindend = go f aufenbindend,
s
s

(j) f bindend und g bindend

Beweis. Zu (a). ypogo foyc=vpogoypofoyc=vp0govpo f=7gogo f. Zu (b).
gofoyc=goeypofoyc=goypof=gof.Zu(c)ygogofoyc=goypofoyc=
goypof=gof.Zu(d). gofoyc=go f.(e)-(h) ergeben sich analog zu (a)—(d). Zu (i).
YyEogofoyo=go foryc=go f.(j) folgt schlieflich aus (i). ]

Die Grundbegriffe fiir Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen kénnen auch auf die FEle-
mente einer Hilllenstruktur C' iibertragen werden, indem Elemente x € C mit Abbildungen
x: 1 — C identifiziert werden. Wegen y; = id; und 1, = 1 = (1, <) ldsst sich dann die
induzierte Abbildung 7’ = Y& ox o~y von 1, in Cy mit dem Abschluss yc(x) identifizieren.
Fiir ein Element c: 1, — C,, des Hiillenbereichs von C' ist umgekehrt = Y& © c ooy eine
Abbildung von 1 in C, entspricht also wieder dem Element c.

Das folgende Lemma zeigt, dass diese Identifizierung keine Konflikte mit fritheren Defini-
tionen verursacht, da die abgeschlossenen Abbildungen 1 — C gerade die abgeschlossenen
Elemente beziiglich der Hiillenoperation ¢ sind.

Lemma 4.2.24. Sei C eine Hiillenstruktur.

(a) Ein Element x € C ist genau dann als Abbildung x: 1 — C' abgeschlossen (bzw. aujfSen-
bindend bzw. bindend), wenn x als Element beziglich o abgeschlossen, also x € C,
ist.

(b) Jedes Element 1 — C' ist innenbindend, also auch stetig.

Beweis. Fir x: 1 — C sind die Aussagen 7o ox oy = x 071 und y¢ o x = x offensichtlich
dquivalent, und letztere bedeutet dasselbe wie yo(z) = z. Wegen v1 = id; sind in diesem Fall
auBerdem die Eigenschaften abgeschlossen, auflenbindend und bindend identisch. Schlie3lich
gilt stets x o y3 = x, d. h. z ist innenbindend. O
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(T, T)
T T
l I (T, 1) (L,T)
i i (L,L1)
1 Co Oy x Cy

Abbildung 4.5: Gegenbeispiel zur Abgeschlossenheit

Nach den nullstelligen untersuchen wir jetzt beliebige mehrstellige Funktionen und priifen,
wie sich die Grundbegriffe als Eigenschaften in den einzelnen Variablen verhalten. Wir
beginnen mit der Abgeschlossenheit.

Lemma 4.2.25. Es sei (C; D) = (C4,...,Cp; D) eine Familie von Hillenstrukturen, und
f: C — D sei eine n-stellige Abbildung. Ist f in mindestens einer Koordinate abgeschlossen,
so ist f schon abgeschlossen.

Beweis. Sei f: C'— D in der i-ten Variablen abgeschlossen (fiir i € n). Dann gilt

(o S or0)(@) = (o ST 06y @i) = (I 000 (@) = (070 (@)
fiir alle z € [] C. O
Die Umkehrung der obigen Aussage gilt nicht, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 4.2.26. Betrachte die Hiillenstrukturen C7, Co und ihr Produkt in Abbildung 4.5.
Die Projektionsabbildung 1 : C; x Cy — (' ist offensichtlich abgeschlossen, aber wegen

Yo, (T1(L,76,(T))) = 70, (L) = T # L = m(L,70,(T))
ist m1: (C1,C2) — C1 nicht in der zweiten Variablen abgeschlossen.

Das néchste Lemma zur Eigenschaft aulenbindend ist naheliegend, da sie nur eine Eigen-
schaft des Bildes ist (siche Lemma 4.2.15).

Lemma 4.2.27. Sei (C; D) eine Familie von Hillenstrukturen. Fir jedes f: C — D sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist aufSenbindend.
(2) f ist in mindestens einer Koordinate aufenbindend.
(8) f ist in allen Koordinaten aufenbindend.

Beweis. Ist f: C' — D fiir ein ¢ € n in der i-ten Variablen aulenbindend, d.h. yp o f¢ = f¢
fiir alle a € [] C, so gilt bereits yp o f = f.

Aus letzterem folgt umgekehrt offensichtlich vp o f¢ = f¢ fiir alle a € [ C und fiir alle
1 EMn. O
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Wie fiir die Isotonie (vergleiche Proposition 2.1.6) ergibt sich auch fiir die Stetigkeit
und ebenso fir die Eigenschaften innenbindend und bindend, dass sie genau dann in jeder
Variablen gelten, wenn sie global gelten:

Theorem 4.2.28. Sei (C; D) eine Familie von Hillenstrukturen. Eine n-stellige Abbildung
f: C — D ist genau dann stetig (bzw. innenbindend, bindend), wenn sie in jeder Variablen
stetig (bzw. innenbindend, bindend) ist.

Beweis. Ist f stetig (bzw. innenbindend), so ist wegen der Stetigkeit von (id¢)¢ und Propo-
sition 4.2.23 auch f¢ = f o (id¢)¢ fiir alle a € [[ C und alle i € n stetig (bzw. innenbindend).

Die Umkehrung ergibt sich mit vollstdndiger Induktion tiber die Stellenzahl n (und der
Beweis fiir die Eigenschaft ,innenbindend“ verlduft analog): Fir n = 0 und n = 1 ist nichts
zu zeigen. Sei f eine (n + 1)-stellige Abbildung von C' = (C4,...,Cp,Cpt1) in D, die in jeder
Variablen stetig ist, und sei y € C4+1. Dann ist die n-stellige Funktion g: (C4,...,Cy) — D,
definiert durch g(z) = f(x;y), in jeder Variablen stetig, und mit der Induktionsvoraussetzung
folgt

(vp o fone)(@;y) = o (f (e, (1), - - v, (B0); V0w 11 (V)
= (f(vey (21), - -+, 70, (T0); 9))
= D(g('YCH(xl)a"'a'ycn(xn)))
=p(9(@1,...,20)) = (yp © f)(z;y)

fiir alle x € [[;—; C;. Somit ist f stetig.

Fiir die Eigenschaft ,,bindend® erhélt man die Behauptung nun aus dem bisher gezeigten
zusammen mit Lemma 4.2.27, da eine Abbildung genau dann bindend ist, wenn sie stetig
und auBenbindend ist. O

Zum Abschluss dieses ersten Uberblicks iiber die Grundbegriffe zeigen wir, wie sie sich im
Zusammenhang mit punktweisen Suprema bzw. Infima verhalten:

Proposition 4.2.29. Es seien C', D Hillenstrukturen, und D sei vollstdndig.

(a) Das punktweise Supremum stetiger (bzw. innenbindender) Abbildungen von C' in D ist
wieder stetig (bzw. innenbindend).

(b) Das punktweise Infimum abgeschlossener (bzw. aufenbindender, innenbindender, binden-
der) Abbildungen von C' in D ist wieder abgeschlossen (bzw. aufenbindend, innenbindend,
bindend).

Beweis. Zu (a). Fiir jede Menge F stetiger Abbildungen von C' in D und jedes x € C erhélt
man mit zweimaliger Anwendung von Lemma 4.1.10

(vp oV Forc)(x) =vp(Vpi{ (fove)(x) : f € F})
=\p{(ypofore)(x): feF})
=w\Vp{(wpofllx): feF})
=w\plflz): feF})
= (ypoVF)(x).

Auch die Behauptung fiir innenbindende Abbildungen priift man leicht nach.
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Zu (b). Sei F eine Menge abgeschlossener Abbildungen von C' in D. Dann ist fiir jedes
xeC

(vp o AF ove)(x) = p(Ap{ (fore)(x) : f e F})
=v(Ap{(vpo forc)(x): fE€F})
=Apl(wpoforc)(x): feF}
=Ap{(forc)(x): feF}
= (NFore)().

Die iibrigen Behauptungen ergeben sich ganz &dhnlich. O

4.3 Isotone und antitone Abbildungen

Setzt man nicht beliebige, sondern isotone bzw. antitone Abbildungen zwischen Hiillenstruk-
turen voraus, so ergeben sich einige weitere interessante Charakterisierungen der bisher
betrachteten Grundbegriffe. Bevor wir diese ndher ausfithren, befassen wir uns mit den
Pfeil-Operatoren im Zusammenhang mit (o; 7)-monotonen Abbildungen.

4.3.1 Monotonie-Eigenschaften der Pfeil-Operatoren

Die Pfeil-Operatoren bewahren (o; 7)-Monotonie:

Lemma 4.3.1. Sei (C; D) eine Familie von Hiillenstrukturen und (o;7) eine Signatur.

(a) Mit f: C — D ist auch 7: C, — D, eine (o;T)-monotone Abbildunyg.

(b) Mit p: C, — C., ist auch $p: C — D eine (o;7)-monotone Abbildung.

Beweis. Dies folgt wegen ? =~} o foryd und $ = vp © ¢ o7& aus der Isotonie von ¢, ,
7¢, (i € n) und v, vp- O

Korollar 4.3.2. Sei (C; D) eine Familie von Hiillenstrukturen und (o;7) eine Signatur. Die
punktweise geordneten Mengen

e aller bindenden, (o;T)-monotonen Abbildungen von C in D und

e aller (o;7)-monotonen Abbildungen von C, in D,

sind isomorph vermdge der zueinander inversen Isomorphismen f 7 und p — $
Beweis. Nach Theorem 4.2.8 und Lemma 4.3.1. O

Bemerkung 4.3.3. Fiir isotone Abbildungen f: C' — D zwischen Hiillenstrukturen gilt

%
foO'YCS’YDOfO’YC:?a

(—
woraus zusammen mit Proposition 4.2.7 folgt, dass f +— 7 eine Hiillenoperation auf der
punktweise geordneten Menge aller isotonen Abbildungen von C' in D ist. Auf diese Weise
erhalt man zu jeder isotonen Abbildung f eine kleinste dariiber liegende bindende und isotone

Abbildung.

104



4.3 Isotone und antitone Abbildungen

Ein weiterer Aspekt der Pfeil-Operatoren ergibt sich bereits aus den Ergebnissen des
vorigen Abschnitts. Wir haben gesehen, dass die Pfeil-Operatoren selbst isoton sind und
unter geeigneten Umstédnden die Komposition und zum Teil auch identische Abbildungen
bewahren. Dariiber hinaus wissen wir jetzt, dass sie ebenso Isotonie und Antitonie erhalten.
Viele Eigenschaften von — oft isotonen oder antitonen — Abbildungen zwischen Hiillenstruktu-
ren konnen auflerdem elementfrei mit Hilfe von Gleichungen oder Ungleichungen ausgedriickt
werden. Von einem zentralen Beispiel hierfiir machen wir fortwdhrend Gebrauch: Eine isotone
Selbstabbildung f einer geordneten Menge ist eine Hiillenoperation, falls sie die Unglei-
chungen id < f und f o f < f erfiillt. Auch haben wir beispielsweise ordnungstheoretische
Adjunktionen (f,g) fir isotone Abbildungen f und g elementfrei durch Ungleichungen in o
und id beschrieben. Im folgenden formulieren wir nun informell ein fiir solche Situationen
niitzliches Prinzip fiir geeignete Abbildungen zwischen Hillenstrukturen, welches besagt,
dass alle erfiillten Ungleichungen (und Gleichungen) in o und id beim Ubergang f — f zu
den Hiillenbereichen auch fiir die induzierten Abbildungen erhalten bleiben. Im Falle von
Ungleichungen in o gilt hiervon auch die Umkehrung fiir ¢ — $

Proposition 4.3.4. (a) Es seien fi, ..., fn Funktionen zwischen Hiillenstrukturen, die
alle bindend (bzw. alle stetig bzw. alle abgeschlossen) sind. Erfillen f1, ..., fn eine
Ungleichung in o und id bzgl. der gegebenen Hiillenstrukturen, so erfillen die induzierten
Abbildungen f1, ..., fn diese Ungleichung bzgl. der zugehérigen Hiillenbereiche. Dies gilt
damit insbesondere fiir Gleichungen, und die Voraussetzung kann in geeigneten Fillen
auf Mischungen von stetigen und von abgeschlossenen Abbildungen abgeschwdcht werden.
Ist beispielsweise f: C — C eine Hillenoperation und bindend (es reicht bereits stetig
oder abgeschlossen), so ist auch f : C, — C., eine Hiillenoperation, denn mit f ist auch

isoton und die bendtigten Ungleichungen tbertragen sich wie folgt:

ide<f = ide, =ido<f,

fof<f — fof=Foj<T.

(b) Sind o1, ..., pn belicbige Abbildungen zwischen Hiillenbereichen, die eine Ungleichung
in o bzgl. der gegebenen Hiillenbereiche erfiillen, so erfiillen die induzierten Abbildungen
ﬁ, cey <p<_n diese Ungleichung bzgl. der zugehorigen Hillenstrukturen. Dies kann in

gewissen Fallen auf Ungleichungen mit id ausgedehnt werden.

Ist etwa ¢: Cy — C eine Hiillenoperation, so auch % C — C, denn es gilt

ide, <¢p = idcﬁfd—cy§$,
pop<p = PoP=pop<¥h.

Beweis. Nach Proposition 4.2.7 sowie Lemma 4.2.9 und Lemma 4.2.10. O

Als Anwendung ergibt sich sofort, dass die bindenden Hiillenoperationen auf einer gegebenen
Hiillenstruktur gerade hinreichen, um alle Hiillenoperationen auf dem Hiillenbereich zu
induzieren:

Korollar 4.3.5. Sei C' eine Hiillenstruktur. Die punktweise geordneten Mengen

e aller bindenden Hiillenoperationen auf C' und
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e aller Hiillenoperationen auf C,

sind isomorph vermoge der zueinander inversen Isomorphismen f — ? und p — SE ]
Das wird am Beispiel von Schnitt- und Abschnittsoperator illustriert.

Beispiel 4.3.6. Sei P eine quasigeordnete Menge. Der Schnittoperator Ap und der Ab-
schnittsoperator | p (siehe Definition 1.2.2) sind Hullenoperatoren auf | P|, d. h. Hiillenopera-
tionen auf dem Potenzmengenverband B|P|. Es gilt

Apolp=Ap=]poAp,

mit anderen Worten: Ap ist bindend beziiglich | . Der Hiillenbereich von |, ist der Ab-
schnittsverband (P, und nach Korollar 4.3.5 ist somit

H
Ap=130Apol}

—
eine Hiillenoperation auf dem Hiillenbereich AP = (B|P|,]p). Dieses Ap ist gerade der
restringierte Schnittoperator Ap. Umgekehrt erhilt man Ap aus A} einfach durch

%
Ap=AL=]%0A%L0ls.

4.3.2 Weitere Zusammenhinge der Grundbegriffe

Viele der behandelten Eigenschaften von Abbildungen zwischen Grundbegriffen lassen sich
fiir isotone bzw. antitone Abbildungen leichter nachweisen. So ist etwa eine isotone Abbildung
f:C — D wegen vyo > id¢ bereits dann innenbindend, wenn f o y¢o < f erfiillt ist. Fr
isotones f ist aulerdem die Stetigkeit offensichtlich gleichbedeutend mit ypo foyo < ypo f
und demnach auch mit f o yo < vp o f. Die letzte Ungleichung ist uns zusammen mit
ihrem Pendant vp o f < f o y¢ bereits in Beispiel 4.2.6 im Zusammenhang mit stetigen bzw.
abgeschlossenen Funktionen im Sinne der Topologie begegnet. Dies nehmen wir zum Anlass
fiir zwei weitere Grundbegriffe:

Definition 4.3.7 (Schwach stetige und stark abgeschlossene Abbildungen). Sei (C; D) eine
Familie von Hiillenstrukturen. Eine Abbildung f: C' — D heif3t

schwach stetig, falls fo~no <~ypo f gilt;
stark abgeschlossen, falls ypo f < fo~no gilt.

Die Namensgebung in dieser Definition ist gerechtfertigt:

Lemma 4.3.8. Jede stetige Funktion ist auch schwach stetig, und jede stark abgeschlossene
Funktion ist insbesondere abgeschlossen.

Beweis. Ist f: C'— D stetig, so folgt foyc < vpo foryc = vp o f, also die schwache
Stetigkeit.

Fiir eine stark abgeschlossene Funktion f: C — D gilt vp o f < f o yo und wegen der
Idempotenz von ¢ somit einerseits yp o f oyo < f o~yc. Andererseits ist ypo foye > foye
bereits wegen der Extensivitdt von yp erfiillt, also f insgesamt abgeschlossen. O
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/ \

’ f innenbindend‘ ’ f auﬁenbindend‘

’ f stark abgeschlossen‘

! !

’ f schwach stetig‘ ’ f abgeschlossen‘

Abbildung 4.6: Implikationen fiir isotone Abbildungen f

Wie fiir die bisher behandelten Grundbegriffe gilt:

Lemma 4.3.9. Sei (C; D) eine Familie von Hiillenstrukturen. Eine mehrstellige Abbildung
f: C — D ist genau dann schwach stetig (bzw. stark abgeschlossen), wenn sie als einstellige
Abbildung f: T]C — D schwach stetig (bzw. stark abgeschlossen) ist. O

Die folgenden, fiir einstellige isotone bzw. antitone Abbildungen zwischen Hiillenstruktu-
ren formulierten Aussagen kénnen mit Produkten von Hiillenstrukturen also miihelos auf
mehrstellige Abbildungen iibertragen werden.

Fiir beliebige Abbildungen folgt die schwache Stetigkeit aus der Stetigkeit, und die starke
Abgeschlossenheit impliziert die Abgeschlossenheit. Im Falle isotoner Abbildungen gelten
hiervon auch die Umkehrungen, wie wir gleich sehen werden. Das erkléirt auch die verschie-
denen Charakterisierungen der Stetigkeit bzw. Abgeschlossenheit im Beispiel 4.2.6, da fiir
jede Abbildung o: X — Y das direkte Bild a_ : PX — PY eine isotone Abbildung ist. Wir
fassen die Beziehungen der Grundbegriffe fiir isotone Abbildungen im néchsten Theorem
und dem zugehorigen Diagramm zusammen.

Theorem 4.3.10. Seien C, D Hiillenstrukturen. Fir isotone Abbildungen f: C — D gilt:

f stetig <= f schwach stetig,
f abgeschlossen <= f stark abgeschlossen.

Insgesamt ergeben sich im isotonen Fall damit die in Abbildung 4.6 dargestellten Implikatio-
nen.

Beweis. Zur Stetigkeit: Sei f schwach stetig, also f o vo < vp o f. Daraus folgt einerseits
vp o foyc < vp o f, andererseits gilt wegen ideg < v¢ und der Isotonie von f auch
ypo f=~po foideg <~po foyc. Somit ist f stetig.

Zur Abgeschlossenheit: Sei f abgeschlossen. Da f isoton ist, erhédlt man vp o f = yp o
foido < ypo forvye = fo~vc mit der Abgeschlossenheit von f. Demnach ist f auch stark
abgeschlossen.

Die Umkehrungen gelten jeweils nach Lemma 4.3.8, und die iibrigen in Abbildung 4.6
dargestellten Implikationen folgen aus Proposition 4.2.18. O
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Im antitonen Fall stellt sich die Situation deutlich anders dar: Jede antitone Abbildung
ist bereits schwach stetig, und eine bindende antitone Abbildung ist dasselbe wie eine stark
abgeschlossene antitone. Bevor wir dies zeigen, charakterisieren wir die Stetigkeit und die
Abgeschlossenheit unter Voraussetzung der Antitonie.

Proposition 4.3.11. Seien C, D Hiillenstrukturen. Fir antitone Abbildungen f: C — D
gilt

f stetig <= f<~po fonc,
f abgeschlossen <= ~ypo foryc < f.

Beweis. Zur Stetigkeit: Ist f stetig, so folgt f < yp o f =~po f ovyc. Fiir die umgekehrte
Implikation erhélt man aus f < yp o f o y¢o mit der Antitonie ypo f < ypo foryo <
vp o foide =vp o f, also die Stetigkeit von f.

Zur Abgeschlossenheit: Ist f abgeschlossen, so folgt zusammen mit der Antitonie yp o
fove = fovye < foide = f. Umgekehrt impliziert vp o f o y¢ < f die Ungleichung

Yypo foyo=9pofoycovyo < foyo.Da~vypo forye > forye stets erfillt ist, ergibt sich
die Abgeschlossenheit von f. O

Auch fiir antitone Abbildungen stellen wir nun die wichtigsten Beziehungen der Grundbe-
griffe in einem Theorem und einem Diagramm zusammen.

Theorem 4.3.12. Seien C', D Hiillenstrukturen und f: C — D eine antitone Abbildung.
Dann ist [ bereits schwach stetig, und die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist bindend.
(2) f ist stark abgeschlossen.
(8) f ist stetig und abgeschlossen.

Insgesamt ergeben sich im antitonen Fall damit die in Abbildung 4.7 dargestellten Implikatio-
nen.

Beweis. Zunéchst impliziert die Antitonie foyo < foide = f <~po f, d.h. f ist schwach
stetig.

(1) & (2): Da f antiton ist und die Eigenschaft bindend als innen- und auflenbindend
charakterisiert werden kann, gilt

fbindend <= pof=f=foy <= pof<[f<fone.

Ist also f bindend, so ist vp o f < f oy und folglich f stark abgeschlossen. Aus letzterem
erhilt man umgekehrt mit der Antitonie von f

Ypof < foy < foidg=f<qpof,

somit ist f bindend.

(1) < (3): Nach Proposition 4.2.18 ist jede bindende Abbildung auch stetig und abge-
schlossen, und fiir antitone Abbildung liefert Proposition 4.3.11 die Umkehrung.

Alle iibrigen Implikationen aus Abbildung 4.7 folgen aus Proposition 4.2.18. O

108



4.3 Isotone und antitone Abbildungen

’ f stark abgeschlossen‘

RN

’ f innenbindend‘ ’ f auBenbindend‘

’ f abgeschlossen ‘

Abbildung 4.7: Implikationen fiir antitone Abbildungen f

4.3.3 Nuklei auf Quantaloiden

In Vorbereitung auf das nichste Kapitel fithren wir eine wichtige Konstruktion ein, um
aus einem gegebenen Quantaloid neue zu gewinnen. Damit erhalten wir gleichzeitig eine
interessante Anwendung fiir zweistellige (schwach) stetige Abbildungen.

Definition 4.3.13 (Quantaloidale Nuklei). Sei Q ein Quantaloid. Ein quantaloidaler Nukleus
N: Q — Q, im folgenden auch einfach Nukleus genannt, ordnet

e jedem Objekt A € |Q| wieder N(A) = A zu (ist also auf |Q| die identische Funktion),
e je zwei Objekten A, B € |Q| eine Hiillenoperation
Nap: Q(A, B) — Q(A, B)
zu (wobei meistens nur N(f) oder N f fiir Nap(f) geschrieben wird),
so dass fiir alle f € Q(A, B), g € Q(B, C) gilt:

Npco(g) e Nap(f) < Nac(go f) (4.1)

Man beachte, dass ein quantaloidaler Nukleus N: Q@ — Q im allgemeinen kein Funktor
ist. IV ist aber ein sogenannter laxer Funktor auf der (lokal geordneten) 2-Kategorie Q
(siche etwa [12]), denn neben N(g) o N(f) < N(go f) gilt wegen der Extensivitiat von
Hiillenoperationen auch 14y < N(14).

Bemerkung 4.3.14. Die Bedingung (4.1) in der Definition eines Nukleus N auf einem
Quantaloid Q besagt gerade, dass jede der Kompositionsabbildungen

oapc: Q(B,C) x Q(A,B) — Q(A,C)
von @ als Abbildung
oapc: (Q(B,C),Npc) x (Q(A,B),Nap) = (Q(A,C),Nac)

zwischen vollstdndigen Hillenstrukturen schwach stetig ist! Elementfrei ldsst sich die Bedin-
gung schreiben als

oac © (Npe X Nap) < Nac coapc,
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woran sich die schwache Stetigkeit sofort erkennen ldsst.

Nun sind die Kompositionsabbildungen eines Quantaloids in beiden Variablen residuiert,
also insbesondere isoton. Laut Theorem 4.3.10 ist (4.1) somit dquivalent dazu, dass die
Komposition oapc stetig ist beziiglich der Hiillenoperationen Ngc X Nap und Nac, also

N(N(g)oN(f)) =N(go f)

gilt. Dies ist nach Theorem 4.2.28 auch gleichwertig mit der Stetigkeit in jeder Koordinate,
d. h. mit

N(N(g)o f)=N(gof)=N(goN(f)).

Das folgende, aus [83] bereits bekannte Theorem zeigt, wie sich aus einem Nukleus N
auf einem Quantaloid Q ein Quantaloid Qy konstruieren lédsst, welches insbesondere eine
Quotienten-Kategorie von Q ist. Der Beweis greift auf ein Theorem zu mehrstelligen stetigen
und residuierten Abbildungen zuriick, das wir erst im Laufe des nachsten Kapitels entwickeln.

Theorem 4.3.15. Sei Q ein Quantaloid und N: Q — O ein Nukleus. Dann ergibt sich
durch die folgenden Festlegungen wieder ein Quantaloid QO :

e Die Objekte von Qn seien dieselben wie von Q, d.h. |Qn| :=19)|.
o On(A, B) sei der Hiillenbereich von Nag, d.h. Qn(A, B) := (Q(A, B), NaB)~-
e Die Komposition ®apc: Qn(B,C) x On(A, B) — On(A,C) sei
®ABC = 9ABC,
also g® f =N(go f).
o Die Identitit ia € On(A, A) sei
. —
1A = 1A
(wobei das Element 14 € Q(A, A) wie iblich mit einer Abbildung 1 — Q(A, A) identifi-
ziert wurde), also ig = Naa(la).
Auferdem ist die Co-Restriktion N*: Q@ — Qn von N ein Quantaloid-Homomorphismus.

Beweis. Als Hiillenbereich einer vollstandigen Hiillenstruktur ist Qn (A, B) jeweils wieder
ein vollstdndiger Verband. Nach Voraussetzung ist jede (zweistellige) Kompositionsabbildung
o4pc stetig und residuiert. In Theorem 5.3.11 wird spéter gezeigt, dass in diesem Fall auch
OABC = cm eine zweistellige residuierte Abbildung ist.

Fiir den Nachweis, dass Qun ein Quantaloid ist, fehlen noch die Assoziativitits- und
Identitatsaxiome. Diese erhilt man leicht mit der Stetigkeit der Komposition von Q (vergleiche
die obige Bemerkung 4.3.14): Fiir alle f € Qn(A, B) ist

h©(go f)=N(hoN(gof))=N(hogof)=N(N(hog)of)=(h®g)O f,
ip®f=N({N(1p)of)=NQ1pof)=f=N(fola)=N(foN(la))=fOia.
N* ist ein Funktor, denn es gilt N%,(14) = Naa(la) = i4 und wegen der Stetigkeit
auBerdem N§-(go f) = Nac(Npc(g) o Nap(f)) = Npe(9) © Nig(f). SchlieBlich sind alle

Co-Restriktionen N§ 5 der Hiillenoperationen N4p residuiert, also ist N*® ein Quantaloid-
Homomorphismus. O
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5 Vollstetigkeit

Die bisherigen Ergebnisse zu (o;7)-residuierten Familien, superalgebraischen Verbanden,
Hillenstrukturen und den Grundbegriffen fiir Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen werden
nun zusammengefithrt. Wir beantworten in diesem Kapitel im wesentlichen die folgende Frage:
Fir welche (o; 7)-residuierten Abbildungen zwischen geeigneten Hiillenstrukturen erhalten
wir durch die kanonische Zuordnung

[T

eine bijektive Korrespondenz mit allen (o; 7)-residuierten Abbildungen zwischen den zugehori-
gen Hiillenbereichen? Dartiber hinaus stellen wir systematisch und ausfiihrlich die wichtigsten
Zusammenhénge zwischen den Grundbegriffen fiir Abbildungen sowie den Pfeil-Operatoren
dar, die unter der speziellen Voraussetzung der (o;7)-Residuiertheit giiltig sind.

Eine weitreichende Anwendung der Resultate dieses Kapitels ergibt sich dann mit den
verallgemeinerten Axialitdten aus Kapitel 3: Die Zuordnung R +— R(HU; - ist eine Bijektion von
der Menge aller Relationen zwischen X1, ..., X,, und Y auf die Menge aller (o; 7)-residuierten
Abbildungen zwischen PXq, ..., PX,, und PY. Sind diese Potenzmengenverbénde zusétz-
lich mit einer Hiillenoperation versehen, dann lassen sich die so entstehenden klassischen
Hiillenstrukturen auch als Hiillenrdume der Form (X;,T'x,) und (Y,Iy) beschreiben. Durch

die Kombination der beiden erwahnten Bijektionen zu

———
R Rl

folgt damit unter anderem, dass geeignete Relationen zwischen Hillenrdumen alle (o;7)-
residuierten Abbildungen zwischen den zugehdrigen Hiillensystemen auf kanonische Weise
induzieren. Dies wird erst im néchsten Kapitel weiter ausgefiihrt, ist aber flir zahlreiche
allgemeinere Feststellungen dieses Kapitels eine wichtige Motivation. Der Inhalt von Kapitel 6
dient daher auch als Beispiel fiir grof3e Teile der im folgenden dargestellten, abstrakteren
Theorie.

Das vorliegende Kapitel hat gewissermafien enzyklopadischen Charakter, und es ist problem-
los moglich, zunichst nur einen Teil zu lesen. Dieser sollte auf jeden Fall die Vorbereitungen
(erster Abschnitt), die ersten vier Unterabschnitte zum einstelligen Fall (zweiter Abschnitt)
und die Zusammenfassung zum Schluss des mehrstelligen Falls (dritter Abschnitt) beinhalten.
Die iibrigen Inhalte kénnen kursorisch zur Kenntnis genommen und spéter bei Bedarf vertieft
werden. Die kurze Zusammenfassung am Ende des Kapitels sei vor allem als allgemeine
Antwort auf die oben erwdhnte Fragestellung empfohlen.

Die Untersuchung (o;7)-residuierter Familien {iber Hiillenstrukturen in diesem Kapitel ist
anhand der Signaturen (o;7) systematisch aufgebaut. Wir beginnen mit dem einstelligen Fall,
der in die vier méglichen Signaturen (o;7) € {+, —}? untergliedert ist. Im Mittelpunkt steht
dabei die Betrachtung von Adjunktionen (also (o;7) = (+;+)) und Galois-Verbindungen
(d.h. (o;7) = (+;—)), auBerdem wird das wichtige Quantaloid der vollstetigen, residuierten
Abbildungen vorgestellt. Im Anschluss an den einstelligen Fall wird dieser in mehreren
Schritten auf den allgemeinen mehrstelligen ausgedehnt, was auch durch eine Unterscheidung
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5 Vollstetigkeit

nach gewissen Signaturen geschieht. Hier ergeben sich vor allem fiir die Signaturen ([+]; +)
und ([+]; —) interessante Ergebnisse.

5.1 Vorbereitungen

5.1.1 o-Vollstetigkeit

Der zentrale Begriff des gesamten Kapitels ist die sogenannte o-Vollstetigkeit, ein weiterer
Grundbegriff fiir Abbildungen zwischen (diesmal vollsténdigen) Hiillenstrukturen. Die Vollste-
tigkeit stellt eine Verscharfung der Stetigkeit dar und wird aufgrund ihrer Bedeutung fiir alle
weiteren Ausfiihrungen bereits an dieser Stelle definiert. Fiir \/- und A-Spektren vollstdndiger
Verbénde und die im folgenden verwendete Schreibweise S,C' sei an Definition 3.1.1 erinnert.

Definition 5.1.1 (o-Vollstetigkeit). Es sei C' = (C1,...,C,,) eine Familie vollstandiger Hiil-
lenstrukturen, D eine Hiillenstruktur und o € {4+, —}". Eine n-stellige Abbildung f: C — D
heiflt o-vollstetig, falls sie stetig ist und dariiber hinaus gilt:

Yo f18,C=f18,C. (5.1)

Unter einer vollstetigen Abbildung f: C' — D verstehen wir eine [+]-vollstetige.
Im Fall n =1 ist eine vollstetige Abbildung somit dasselbe wie eine (+)-vollstetige. Eine
(—)-vollstetige einstellige Abbildung wird im folgenden co-vollstetig genannt.

Ist f: C'— D eine einstellige Abbildung zwischen einer vollsténdigen Hiillenstruktur C
und einer Hiillenstruktur D, so gilt also

f vollstetig <= ~pof[S,.C=f[|S.C,
f co-vollstetig <= ~Apof[S_.C=f[S_C.

Sei (C; D) eine Familie von Hiillenstrukturen, und Ci, ..., C), seien vollstandig. Aufgrund
der Extensivitdt von Hiillenoperationen ist die Bedingung (5.1) in der obigen Definition
o-vollstetiger Abbildungen natiirlich dquivalent zu yp o f | S,C < f [ S§,C. Auflerdem ist
jede stetige und auflenbindende Abbildung f: C' — D offensichtlich o-vollstetig. Somit ist der
Grundbegriff der o-Vollstetigkeit zwischen den Eigenschaften stetig und bindend angesiedelt:

f bindend = f o-vollstetig — f stetig.

Die Umkehrungen dieser Implikationen gelten im allgemeinen nicht, wir werden spéter jedoch
verschiedene Voraussetzungen kennenlernen, unter denen o-vollstetige Abbildungen bereits
bindend sind.

Konvention 5.1.2. Durch die Angabe von o € {4, —}" kénnen wir im folgenden etwas lax
auch eine einstellige Abbildung f: [[C — D o-vollstetig nennen, wenn wir uns eigentlich auf
die mehrstellige Abbildung f: C'— D beziehen. Es sei aber betont, dass die Vollstetigkeit
von f: [[C — D (d.h. f ist (+)-vollstetig) und die Vollstetigkeit von f: C — D (d.h.
f ist [+]-vollstetig) im allgemeinen voneinander verschieden sind, da das Spektrum eines
Produktverbands nicht mit dem Produkt der Spektren der einzelnen Faktoren iibereinstimmen
muss (vergleiche auch Lemma 3.1.14). Analog zur vereinbarten Verwendung des Begriffs der
Residuiertheit in Konvention 2.2.3 werden wir — mit der ndtigen Vorsicht — meistens sogar
von der Vollstetigkeit der mehrstelligen Abbildung f: [[C — D sprechen, wenn eigentlich
die [+]-Vollstetigkeit von f: C'— D gemeint ist.
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5.2 Einstelliger Fall

Die Vollstetigkeit einer mehrstelligen Abbildung f: C — D ist im allgemeinen nicht das-
selbe wie ihre koordinatenweise Vollstetigkeit. Ist f fiir jedes ¢ € n in der i-ten Variablen
o;-vollstetig, so ist zwar f auch o-vollstetig, wie man mit (5.1) leicht erkennt. Die Umkehrung
hiervon muss jedoch nicht gelten.

Ein Element von D, aufgefasst als Abbildung 1 — D, ist genau dann (co-)vollstetig, wenn
es auflenbindend ist (was in diesem Fall dasselbe ist wie abgeschlossen bzw. bindend, sieche
Lemma 4.2.24).

5.1.2 Weitere Bezeichnungen

Neben der o-Vollstetigkeit fiihren wir zur Vorbereitung auf die Betrachtung allgemeiner
(0;7)-residuierter Familien zwischen Hiillenstrukturen noch weitere ,0-Begriffe ein. In
diesem Zusammenhang wird spéter auch der bereits aus Definition 2.2.7 bekannte Begriff
des o-Erzeugers (der o-dichten Teilmenge) benotigt.

Definition 5.1.3 (o-residuale Familien von Hiillenstrukturen). Sei o € {4, —}". Eine
Familie C = (C1,...,C),) von Hiillenstrukturen heifit o-residual, falls fir jedes ¢ € n im Fall
0; = — die Hiillenstruktur C; residual ist.

Definition 5.1.4 (o-stetige Abbildungen). Sei (C; D) = (C4,...,Cp; D) eine Familie von
Hiillenstrukturen und o € {4, —}". Eine n-stellige Abbildung f: C' — D heifit o-stetig, falls
sie fiir jedes ¢ € n im Fall 0; = + in der i-ten Variablen stetig ist (d.h. ypo f?ovye, = ypo f¢
fiir alle a € ] C gilt).

Eine [+]-stetige Abbildung ist somit dasselbe wie eine stetige.

Da wir in diesem Kapitel die wichtigsten Grundbegriffe fir (o;7)-residuierte Abbildun-
gen zwischen Hiillenrdumen untersuchen, legen wir noch einige geordnete Mengen (o; 7)-
residuierter Abbildungen fest.

Definition 5.1.5 (Geordnete Mengen (o;7)-residuierter Abbildungen). Sei (C; D) eine
Familie von Hiillenstrukturen und (o;7) € {+, —}"! eine Signatur. In der folgenden Tabelle
werden die verwendeten Bezeichnungen fiir die punktweise geordnete Menge derjenigen
(0; 7)-residuierten Abbildungen von C' in D angegeben, die zuséitzlich die nebenstehende

Eigenschaft besitzen. Fiir die letzte Zeile seien C4, ..., C, vollstéandig.
Bezeichnung ‘ Abbildungen: (o; 7)-residuiert und ...
cres(,.)(C; D) stetig
clres(,.-y(C; D) abgeschlossen
bres(,.-)(C; D) bindend
ccres(,.) (C; D) o-vollstetig

Alle diese geordneten Mengen sind also in res(,,.)(C; D) enthalten. Wie fiir res(,..)(C; D)
werden wir auch bei den obigen Notationen im Fall (o;7) = ([+]; +) auf die Angabe der
Signatur verzichten. Beispielsweise steht ccres(C; D) fiir die geordnete Menge der vollstetigen,
residuierten (genauer also [+]-vollstetigen, ([+]; +)-residuierten) Abbildungen von C' nach D.

5.2 Einstelliger Fall

Bereits im vorigen Kapitel haben wir fiir Abbildungen f: C' — D zwischen Hiillenstrukturen
gesehen, dass die Zuordnung f — ? von kanonisch induzierten Abbildungen zwischen den
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5 Vollstetigkeit

bindend
(0;7) = ()

stetig abgeschlossen

(o57) = (+5+) (o37) = (=)

beliebig
(0;7) = (= +)

Abbildung 5.1: Hinreichende Bedingungen fiir den Erhalt der (o;7)-Residuiertheit

Hiillenbereichen C und D, einige Eigenschaften £ erhélt. Wird eine solche Eigenschaft &
auch von ¢ — $ in der umgekehrten Richtung bewahrt, so sind nach Proposition 4.2.7 die
punktweise geordneten Mengen

e aller bindenden Abbildungen mit der Eigenschaft £ von C in D und

e aller Abbildungen mit der Eigenschaft £ von C in D,

isomorph vermoge der zueinander inversen Isomorphismen f — 7 und ¢ — sZ Dies
wurde fiir beliebige, isotone bzw. antitone Abbildungen sowie im Fall C' = D auch fiir
Hillenoperationen gezeigt.

Es werden jedoch nicht alle der uns interessierenden Eigenschaften notwendigerweise von
= 35 iibertragen, wie wir beispielsweise fir die Residuiertheit in Kiirze feststellen werden.
Da wir die Funktionen zwischen Hiillenbereichen stets durch Hiillenbildung induzieren,
bleiben nur zwei Strategien, um moglicherweise doch noch eine bijektive Korrespondenz fiir
die jeweils gewiinschte Eigenschaft £ zu erhalten: geeignete Einschrinkung der betrachteten
Hiillenstrukturen C' und D oder Anderung der Zuordnung ¢ — (oder beides zusammen).
Wird die Zuordnung ¢ — % abgeéndert, so miissen es auch nicht mehr nur die bindenden
Abbildungen mit der Eigenschaft £ sein, die alle gewiinschten Abbildungen zwischen den
Hiillenbereichen induzieren.

Hinzu kommt, dass einige Eigenschaften £ auch durch f +— ? gar nicht fiir beliebige
Abbildung f: C — D iibertragen werden. Dies trifft fiir drei der vier Signaturen (o;7) €
{+, —}? insbesondere auf die Eigenschaft der (o;7)-Residuiertheit zu. In Abbildung 5.1 sind
fiir alle Signaturen (o;7) € {+, —}? hinreichende Eigenschaften dafiir angegeben, dass mit
jeder (o;7)-residuierten Funktion f: C'— D auch ?: C, — D, (o;7)-residuiert ist. Die
zugehorigen Aussagen werden im weiteren Verlauf des Kapitels gezeigt, und wir werden
auflerdem sehen, dass in jedem der vier Félle gilt:

x -
(Flioir) = Firey
Die Aufgabe fiir (o;7)-residuierte Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen wird darin

bestehen, einerseits die Klasse der betrachteten Hiillenstrukturen geeignet einzuschréanken
und andererseits passende Bedingungen im Bereich von beliebigen bis bindenden Abbildungen
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5.2 Einstelliger Fall

zu finden, so dass fiir alle Signaturen (o; 7) die gewiinschten, kanonisch induzierten bijektiven
Korrespondenzen entstehen. Wie bereits an dieser Stelle klar sein diirfte, spielt die o-
Vollstetigkeit hierbei eine entscheidende Rolle. Die bisherigen Uberlegungen lassen sich
spater auch auf den allgemeinen Fall mehrstelliger Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen
iibertragen.

5.2.1 Residuierte Abbildungen

In unserer Untersuchung (o; 7)-residuierter Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen beginnen
wir mit dem Fall (o;7) = (4;+), also mit einstelligen residuierten Abbildungen.

Fir residuierte Hiillenstrukturen bewahrt f +— ? die Residuiertheit beliebiger Abbildun-
gen:

Lemma 5.2.1. Sei f: C — D eine Abbildung zwischen Hiillenstrukturen. Ist C' eine residu-
ierte Hullenstruktur, so ist mit f auch f residuiert.

Beweis. Die Co-Restriktion ~%, ist immer residuiert, und nach Proposition 4.1.8 ist nach

Voraussetzung auch die Restriktion ¢ residuiert. Wegen ? = vp o f o folgt somit die
Behauptung. O

Dies gilt fiir beliebige Hiillenstrukturen im allgemeinen nicht mehr. Das néchste Theorem
(gewissermaflen der Hauptsatz zur Stetigkeit und Abgeschlossenheit fiir Adjunktionen tiber
Hiillenstrukturen) zeigt, dass die Stetigkeit einer residuierten Abbildung f eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, dass auch ? residuiert ist.

Theorem 5.2.2. Seien C, D Hiillenstrukturen. Ist (f,g) eine Adjunktion zwischen C und D,
so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist stetig.

(2) g ist abgeschlossen.

(3) vc < goqpof.

(4) forcog<p.

(5) (7, J) ist eine Adjunktion zwischen C, und D,

(6) poyg =~po f fir ein residuiertes p: Cy — Ds.

(7) v& o = gonp fiir ein dual residuiertes : Dy — C..

(8) Es gibt einen \-Erzeuger M des Hillenbereichs D mit ycog | M =g [ M.

Dabei sind ¢ und v eindeutig bestimmt durch ¢ = ? und P = ?
In Aussage (6) geniigt es, die Gleichung fiir eine \/-dichte Teilmenge von C zu verlangen,
in (7) reicht die Beschrinkung der Gleichung auf eine \-dichte Teilmenge von D..
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Beweis. (1) < (3): Da f insbesondere isoton ist, lasst sich die Stetigkeit von f dquivalent
als schwache Stetigkeit f o yo < vp o f formulieren. Letzteres ist gleichbedeutend mit
vo < govpo f, weil g obere Adjungierte von f ist. (2) < (4): Analog ergibt sich wegen der
Aquivalenz von starker Abgeschlossenheit und Abgeschlossenheit von g die Behauptung, da
f untere Adjungierte von g ist. (1) = (2): Sei f stetig, d.h. foyc <~vypo f. Da (f,g) eine
Adjunktion ist, folgt

Yeog=idgoycog<gofoycog<goypofog<goypoidp=gorp,
also ist g abgeschlossen. (2) = (1): Ist g abgeschlossen, d.h. v o g < g o7p, so ergibt sich
foyc < fenycogof<fogoypof<npof,

also ist f stetig. (2) < (5): Da (f, g) eine Adjunktion ist, gilt ide < go f <~ycogoypo foyec
und somit
ide, =& 0idcorg <8 ogorporhofore=Fo f.

Wegen

7O?§idDW Ypofongoytogonp <idp,

Ypo foycogoyp <vypoidp,ovp =D
Joycogovp <7p

YCc©g°YD < gOoVD

g abgeschlossen

rreuy

folgt nun die Behauptung. (1) < (6) und (2) < (7) ergeben sich aus dem bisher gezeigten
und Theorem 4.2.5. (2) = (8) folgt mit M = vp[Q] = D,. (8) = (2): Sei M C D, A-dicht
und ycog | M = g | M. Mit g ist auch g o~ dual residuiert, nach Voraussetzung also
(govp)[M] = g[M] C C, A-dicht in C. Nach Lemma 4.2.17 ist g o 7, somit auBenbindend
und g folglich abgeschlossen.

In (6) und (7) gentigt die Beschrénkung auf eine \/- bzw. A-dichte Teilmenge, da die
Abbildungen ~¢, 77 residuiert und ¢, vy dual residuiert sind. O

Die beiden Grundbegriffe stetig und abgeschlossen hdngen nach dem obigen Theorem also
iiber Adjunktionen zusammen. Man beachte, dass die Aussagen (6) und (7) des Theorems tiber
die aus Theorem 4.2.5 bekannten Beschreibungen hinausgehen. Auf eine Wiederholung &qui-
valenter Formulierungen fiir die Stetigkeit und die Abgeschlossenheit, die bereits allgemeiner
fiir isotone Abbildungen gelten, wurde hier verzichtet, siehe dazu Theorem 4.3.10. Die Aussa-
gen (3) und (4) des obigen Theorems finden sich als Teil einer ahnlichen Charakterisierung
der Stetigkeit bzw. Abgeschlossenheit fiir Adjunktionen auch in [36, Theorem 4.10].

Im né&chsten Korollar formulieren wir einige Aussagen von Theorem 5.2.2 erneut unter
Betonung der unteren Adjungierten, d.h. fiir residuierte Abbildungen. Dual residuierte
Abbildungen werden spéter noch eingehender betrachtet.

Korollar 5.2.3. Fiir jede residuierte Abbildung f: C — D zwischen Hillenstrukturen und
jede \/-dichte Teilmenge J von C sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
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(2) Foat=1por.

(3) ? ist residuiert und 7 o I J=pof1J.

(4) ? ist residuiert und foyo | J <~wypo f|J.

(5) ? ist residuiert und (7)* = f_"2

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Theorem 5.2.2 und Theorem 4.2.5. O

Die Stetigkeit einer residuierten Abbildung f ist also eine hinreichende Voraussetzung
dafiir, dass auch die induzierte Abbildung ? residuiert ist. Fordert man auflerdem, dass das
Residual der induzierten Abbildung gerade die induzierte Abbildung des Residuals ist, also
(7)* = F gilt, so ist die Stetigkeit von f auch notwendig.

In den folgenden drei Beispielen zeigen wir einige der vielen (theoretischen) Anwendungen
von Theorem 5.2.2.

Beispiel 5.2.4. Sei C eine Hiillenstruktur. Die folgenden Aussagen sind wohlbekannt:
(a) Ist C ein V-Halbverband, so auch C., und fir v,w € C ist v Ve, w = yc(v Vo w).
(b) Ist C' ein N-Halbverband, so auch C., und fiir v,w € C, ist v A, w = v Ac w.

(c) Hat C ein kleinstes Element Lo, so ist Lo, = yo(Lc) das kleinste Element von C,.
(d) Besitzt C ein grofites Element T, so ist To, = To das gréfte Element von C.,.

Wir zeigen, wie sich (a)—(d) aus Theorem 5.2.2 ergeben. Dafiir sei d¢: C — C x C die
Diagonalfunktion von C mit

oc(z) = (z,x).

C ist genau dann ein V-Halbverband, wenn §o eine untere Adjungierte besitzt, und diese ist
dann das bindre Supremum Vg: C x C — C' in C, denn

r<cz&y<cz <= (r,y)<cxcoc(z) <= Vel(z,y)<c =z

Dual ist C' genau dann ein A-Halbverband, wenn d¢c eine obere Adjungierte besitzt, welche
in diesem Fall das bindre Infimum Ag: C' x C — C in C ist. Nun gilt trivialerweise

Yoxc ©dc = dc e,

d. h. die Diagonalfunktion dc: C — C x C' ist stetig und abgeschlossen.

Ist also C ein V-Halbverband und somit (V¢,d¢) eine Adjunktion, so folgt aus Theo-
rem 5.2.2, dass (\72, 5—>C) eine Adjunktion zwischen C, x C, und C, ist (auerdem erhélt man
aus dem Theorem die Stetigkeit von V¢, d.h. vo(x) Vo ve(y) < vo(z Ve y), die man mit
der Isotonie von v¢ aber auch leicht direkt sieht urgl> die fiir beliebige Suprema bereits in
Lemma 4.1.10 auftritt). Die induzierte Abbildung ¢ ist gerade die Diagonalfunktion dc,
von C, denn <5—C>(c) = yoxc(c c) = (ve(c),ve(c)) = (¢, c). Folglich ist C, ein V-Halbverband
mit der Supremum-Abbildung \73, also

c\/ovd:c\/_gvd:*yc(c\/cd).
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Ist C;) ein A-Halbverband, d.h. (d¢, A¢) eine Adjunktion, so ergibt sich aus Theorem 5.2.2,
dass (¢, KZ) eine Adjunktion zwischen C, und C., x C, ist. Dariiber hinaus ist A¢ abge-
schlossen. Somit ist Cy ein A-Halbverband mit

c/\cvd:c/\_gvd:fyc(c/\cd):c/\cd.

Man betrachte nun die eindeutige Abbildung !¢: C' — 1. Sie besitzt genau dann eine
untere Adjungierte bo: 1 — C, wenn C ein kleinstes Element hat. Dieses ist dann gerade
1o =bc(0), denn wegen !o(z) = 0 fiir alle z € C' ist auch die rechte Seite in

0<q !C(x) <— bc(O) <cz

stets erfiillt. Dual besitzt !¢ genau dann eine obere Adjungierte tc: 1 — C, wenn C ein
grofites Element besitzt, welches in diesem Fall T = t¢(0) ist. Wie iiblich identifizieren wir
die Elemente 1~ und T mit den Abbildungen bc bzw. to.

Hat also C ein kleinstes Element L, so ist (L¢,!¢) eine Adjunktion. Offensichtlich gilt
y1o0lo =l =!c0o7v¢0, d.h. lg ist bindend, und bereits nach Lemma 4.2.24 ist Lo stetig.
Somit ist auch (L¢,!c) eine Adjunktion, und !¢ = !¢, ist die eindeutige Abbildung von 1 in
C,, also J__>C = v¢(L¢) das kleinste Element L, von ;.

Besitzt C' ein grofites Element T, dann ist (!¢, T¢) eine Adjunktion und somit auch
(@, T—g) Da auflerdem T¢ abgeschlossen ist, erhilt man das grofite Element T von C,

o
durch T¢g = Te.

Beispiel 5.2.5. Sei C eine Hiillenstruktur. Die Beziehungen aus dem vorigen Beispiel lassen
sich auf Diagonalfunktionen 55: C — O fiir beliebige Indexmengen I verallgemeinern. Dabei
ordnet 8/, jedem z € C die Familie (2 : i € I') zu, wobei sich in den speziellen Féillen I = 2 und
I = 0 = () die Abbildungen d¢ bzw. !¢ des vorigen Beispiels ergeben. Analog zu diesen Fillen
ist allgemeiner fiir jede Indexmenge I die Existenz einer unteren bzw. oberen Adjungierten
der Funktion 55 dquivalent zur Existenz einer Supremum- bzw. Infimum-Abbildung von
C! in C. Dies ist natiirlich selbst nur ein Spezialfall der bekannten kategorientheoretischen
Tatsache, dass Co-Produkte die Linksadjungierten und Produkte die Rechtsadjungierten von
Diagonalfunktoren sind. Fasst man eine geordnete Mengen als Kategorie auf, so entsprechen
Co-Produkte den Suprema und Produkte den Infima.

Durch Anwendung von Theorem 5.2.2 erhélt man auf diese Weise erneut die Aussage von
Proposition 1.2.30 iiber die Hiillenbereiche vollstandiger Verbénde:

Ist C' eine vollstindige Hiillenstruktur, so ist C, ein vollstindiger Verband mit

Ve, A=vc(Ve A) und Ao, A= N A fir alle A C C,,.

Die Begriindung verlauft genauso wie im vorigen Beispiel: Fiir jede Indexmenge [ ist die
Diagonalfunktion c% stetig und abgeschlossen, also die [-stellige Supremum-Abbildung
stetig und die I-stellige Infimum-Abbildung abgeschlossen (vergleiche Lemma 4.1.10). Wegen

570 = 657 ergibt sich dann die Behauptung.

Beispiel 5.2.6. Sei C eine Hiillenstruktur und auflerdem ein V-Halbverband. Offensichtlich
ist der Hiillenbereich C, genau dann unter V¢ abgeschlossen (d.h. ein V-Unter-Halbverband
von C), wenn die Supremum-Abbildung V¢ : C x C — C abgeschlossen ist. Da V¢ immer
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5.2 Einstelliger Fall

stetig ist (vergleiche die beiden vorigen Beispiele), ist die Abgeschlossenheit von V¢ nach
Lemma 4.2.21 dquivalent zu

vo(z Vy) =yc(x)Vyc(y)

fir alle x,y € C. Mit anderen Worten: V¢ ist genau dann abgeschlossen, wenn ~vo V-
erhaltend ist. Besitzt C' ein kleinstes Element 1, so ist dieses genau dann abgeschlossen
(d.h. Lo € ), wenn yo(L) = L gilt.

Damit korrespondieren topologische Raume (formuliert mit abgeschlossenen Mengen) genau
mit denjenigen klassischen Hilllenstrukturen C, fiir die Vo und Lo abgeschlossen sind.

Auch in diesem Beispiel lassen sich die bisherigen Feststellungen auf I-stellige Supremum-
Abbildungen fir beliebige Indexmengen I verallgemeinern. Mit derselben Argumentation
wie oben ergibt sich fiir jede vollstindige Hiillenstruktur C' die Aquivalenz der folgenden
Aussagen:

(1) C ist ein vollstindiger Unterverband von C.
(2) Alle Supremum-Abbildungen \jo: CT — C sind abgeschlossen.
(3) v ist residuiert.
Auf diese Weise erhélt man erneut Proposition 4.1.11.
Im Hinblick auf stetige, residuierte Abbildungen vermerken wir noch:

Lemma 5.2.7. Fir vollstandige Hiillenstrukturen C, D ist die geordnete Menge cres(C’; D)
aller stetigen, residuierten Abbildungen von C in D ein vollstandiger Verband, in dem
Suprema punktweise gebildet werden.

Beweis. Das Supremum residuierter Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbénden wird
punktweise gebildet. Nach Proposition 4.2.29 ist auflerdem das punktweise Supremum stetiger
Abbildungen zwischen vollstdndigen Verbdnden wieder stetig. O

Ahnlich wie das Begriffspaar stetig und abgeschlossen im Falle von Adjunktionen verhilt
sich auch das Paar innenbindend und auflenbindend:

Theorem 5.2.8. Seien C, D Hiillenstrukturen und (f, g) eine Adjunktion zwischen C und D.
Dann sind dquivalent:

(1) f ist innenbindend.

(2) g ist aufenbindend.

(3) Es gibt einen \-Erzeuger M der Hillenstruktur D mit yocog | M =g | M.
(4) vc < gof.

(5) go f ist bindend (bzw. innenbindend bzw. aufenbindend).

(6) (9o fIC] € C.
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5 Vollstetigkeit

Beweis. (1) < (4): Da (f,g) eine Adjunktion ist, gilt
forve=f < foyw<f < y<gof

(2) = (4): Wegen id¢ < gof ist ¢ < yoogof = gof, falls g auBlenbindend ist. (4) = (2): Aus
vo < go f folgt yoog < gofog =g, alsoycog = g. (2) = (3) ist klar. (3) = (2): Sei M C Q
N-dicht und ycog | M = g [ M. Dann ist g[M] C C, A-dicht in C, nach Lemma 4.2.17 also
g auBenbindend. (1) = (5): Ist f innenbindend, so ist wegen der Aquivalenz von (1) und (2)
g auenbindend und somit g o f bindend. Analog ergibt sich (2) = (5). (5) = (1): Ist go f
innenbindend, so gilt foyc = fogo foyc = fogo f = f. Analog erhilt man (5) = (2): Ist
g o f auBenbindend, so gilt ypog =9pogofog=gofog=g. (5) < (6): (g0 f)[C] CC,
ist gleichbedeutend damit, dass g o f aulenbindend ist. 0

Fiir jede Adjunktion (f,g) ist g o f eine Hiillenoperation. Die Aquivalenz der Aussagen (4)
und (6) des obigen Theorems folgt also bereits aus Korollar 4.2.16. Auflerdem ist nach
Theorem 1.2.41 (g o f)[C] = g[D], was sofort die Aquivalenz (2) < (6) liefert.

Fiir bindende Abbildungen im Zusammenhang mit Adjunktionen erhélt man:

Korollar 5.2.9. Sei (f,g) eine Adjunktion zwischen den Hillenstrukturen C' und D. Es gilt:
f bindend <= f auflenbindend & g aufenbindend.

Beweis. Die Abbildung f ist genau dann bindend, wenn sie innen- und auflenbindend ist.
Die Behauptung folgt somit aus Theorem 5.2.8. O

Nach Korollar 5.2.3 ist eine residuierte Abbildung f: C — D genau dann stetig, wenn
fovoe I J <~vpo f ] J fir einen \/-Erzeuger J von C gilt und 7 residuiert ist. Auf die letzte
Bedingung kann nach Lemma 5.2.1 verzichtet werden, falls die Hiillenstruktur C' residuiert
ist. Ahnliche Aussagen gelten auch fiir die {ibrigen Eigenschaften:

Lemma 5.2.10. Seien C, D Hiillenstrukturen, f: C — D eine residuierte Abbildung und J
eine \/-dichte Teilmenge von C. Es gilt

f ostetig <=  foyo|[J<~ApoflJ, falls C residuiert ist;
f innenbindend <= fornc [J < fJ, falls C' residuiert ist;
f auflenbindend <= ~ypoflJ < f]J, falls D residuiert ist;
f abgeschlossen <= ~pof|J < fovyo [ J, falls C und D residuiert sind.

Bewets. Mit Proposition 1.2.36. O

Entsprechende Charakterisierungen der Grundbegriffe ergeben sich fir (o; 7)-residuierte
Abbildungen zwischen geeignet residuierten oder residualen Hillenstrukturen auch fir die
iibrigen Signaturen (o;7) € {+, —}?, was wir jedoch nicht weiter ausfiihren werden.

5.2.2 Vollstetigkeit fiir residuierte Abbildungen
Analog zu f — ? bewahrt fiir residuierte Hiillenstrukturen auch ¢ +— $ die Residuiertheit:

Lemma 5.2.11. Seien C, D Hiillenstrukturen. Ist D eine residuierte Hullenstruktur, so ist
mit ¢: C, — D, auch $Z residuiert.
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5.2 Einstelliger Fall
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Abbildung 5.2: Zur kanonischen Fortsetzung residuierter Abbildungen

Beweis. Mit $ = vp © ¢ o v¢& und Proposition 4.1.8 O

Allerdings gilt dies fiir beliebige Hiillenstrukturen im allgemeinen nicht mehr, wie das
folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 5.2.12. Man betrachte die Hiillenstruktur C' aus Abbildung 5.2. Die dargestellte
Funktion ¢ :=idc, : Cy — C, ist residuiert, nicht aber ©:C = C (denn P (Le) # Lo).

Die Idee ist nun, mit den Methoden aus Kapitel 3 — also fiir superalgebraische Hiillenstruk-
turen — die fortgesetzte Abbildung % zu einer residuierten Abbildung

$ = (SE)N = (g)r(jryr)

zu glitten (siehe Definition 3.1.18), um durch ¢ +— % eine bijektive Korrespondenz aller
residuierten Abbildungen zwischen Hiillenbereichen mit geeigneten residuierten Abbildun-
gen zwischen den zugehorigen Hiillenstrukturen zu erhalten. Das nichste Theorem zeigt,
dass dieses Vorgehen auf vollstetige, residuierte Funktionen zwischen superalgebraischen
Hiillenstrukturen fiihrt.

Theorem 5.2.13. Seien C, D Hiillenstrukturen und C' superalgebraisch. Eine residuierte
Abbildung f: P — Q 1ist genau dann vollstetig, wenn es ein residuiertes p: Cy — D~ gibt mit

f18c=%1s8c.

In diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = ?

Beweis. Sei f: C — D residuiert. Ist f vollstetig, so gilt

(_
F18SC=qpoforc | SC=rpof|SC=f]SC.

Umgekehrt folgt aus 33 I SC =vpoporyy | SC = f | SC fiir ein residuiertes ¢: C, — D,
zundchst p o8 [ SC =~} o f [ SC und damit die Stetigkeit von f (sowie die Eindeutigkeit
von ¢) nach Theorem 5.2.2, da SC ein \/-Erzeuger von C' ist. Auerdem gilt in diesem Fall

Yoo fI1SC=vpoypoflSC=qpopons [ SC=fTSC,
also ist f vollstetig. O

Diese Charakterisierung der Vollstetigkeit residuierter Abbildungen impliziert:
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5 Vollstetigkeit

Korollar 5.2.14. Sei C eine superalgebraische und D eine vollstindige Hillenstruktur. Fir
jede residuierte Abbildung ¢: Cy — D, ist

%: C—D
restdutert und vollstetig.

Beweis. Nach Korollar 3.1.20 ist $~ residuiert und auflerdem % 1SC =% | 8SC,dap
isoton ist. Laut Theorem 5.2.13 ist ? somit vollstetig. O

In Vorbereitung auf das néchste Theorem zeigen wir ein hinreichendes Kriterium fiir die
Gleichheit von residuierten induzierten Abbildungen im Falle der Stetigkeit.

Lemma 5.2.15. Seien C', D Hiillenstrukturen, fi, fo: C — D stetige Abbildungen und J
ein \/—Erzeug_e)r von C. Sind f1, fo residuiert und stimmen f1 und fo auf J iiberein, so ist
bereits f1 = fa.

Beweis. Aus f1 [ J = fo [ J ergibt sich wegen der Stetigkeit mit Theorem 5.2.2

Troqe 1 J=ahofilJ=ahofalJ=rFroye ]

Nun ist die Menge & [J] V-dicht in C, da 7@ residuiert ist. Folglich sind die residuierten
Abbildungen fy, fo identisch. O

Wir sehen nun, dass die stetigen, residuierten Abbildungen zwischen superalgebraischen
Hiillenstrukturen bereits alle residuierten Abbildungen zwischen den zugehérigen Hiillen-
bereichen induzieren (denn f — ? ist unter diesen Voraussetzungen surjektiv). Aulerdem
kldren wir das Verhéltnis von f — 7 und @ — %

Theorem 5.2.16. Seien C, D wvollstindige Hiillenstrukturen und C' superalgebraisch. Die
Abbildungen

¢ =D p: cres(C; D) — res(Cy; Dy), [ ?7

U =V¢p:res(Cy; Dy) — cres(C; D), ¢+ %

sind beide isoton, und fir alle f € cres(C; D), ¢ € res(Cy; D.,) gilt

& —

f<7 wmd $=y,
d.h. (®,V) ist eine Adjunktion, ® ist surjektiv und ¥ injektiv.

Beweis. Die Isotonie von ® und ¥ folgt aus Proposi‘g)n 4.2.7 und Korollar 3.1.20.

Sei f: C'— D stetig und residuiert. Es ist f < ?, und wegen der Residuiertheit gilt
wiederum nach Korollar 3.1.20 ~
B =
f=i<7.

Sei p: Cy — D, residuiert. Die Abbildungen % und 33 stimmen auf SC iiberein, % ist
bindend, also stetig, und sZ ist (voll-)stetig und residuiert. Mit Lemma 5.2.15 folgt daraus

= =

Y=%=0 O
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5.2 Einstelliger Fall

Bevor wir die Komponenten der Adjunktion (®¢ p, Ve p) so beschrénken, dass die ge-
wiinschten, zueinander inversen Isomorphismen zwischen der geordneten Menge aller voll-
stetigen, residuierten Abbildungen von C' in D und der aller residuierten Abbildungen von
C, in D, entstehen, betrachten wir die durch (®¢ p, ¥¢,p) erzeugte Hiillenoperation auf
cres(C; D) genauer.

Definition 5.2.17 (Vollstetige Hiillen stetiger, residuierter Abbildungen). Sei C' eine su-
peralgebraische und D eine vollstdndige Hiillenstruktur. Die Funktion ¥¢ p o ®¢ p aus
Theorem 5.2.16 ist eine Hiillenoperation auf dem vollstdndigen Verband cres(C; D) aller
stetigen, residuierten Abbildungen von C in D (in dem Suprema punktweise gebildet werden).
Wir schreiben

—

Fi=f =(wof)” = (@epobon)f)
fiir jedes f € cres(C; D) und nennen f die vollstetige Hiille von f.

Nach Definition ist die vollstetige Hiille f einer stetigen, residuierten Abbildung f stets
vollstetig und residuiert, auBerdem ist f die kleinste vollstetige und residuierte Abbildung g
mit f < g. Im folgenden werden weitere elementare Eigenschaften der vollstetigen Hiille
aufgefiihrt.

Proposition 5.2.18. Seien C, D wvollstindige Hiillenstrukturen, C superalgebraisch, und
seien f,g: C — D stetig und residuiert.

(a) (i) f<g=TF<g (i) f<T, (i) =T
(b) Fiir alle z € C' st

fz) = \/D(~yD o fi[lcxNSC] = \/D{ (vpo f)lu):x >cueSC}.
(c) F1SC=pofSC.

(d) ?:?UHdWDofz’YDOﬁ
(e) ido = 7.

Beweis. Die Aussagen in (a) ergeben sich unmittelbar daraus, dass f + f eine Hiillenopera-
tion ist. Zusammen mit der Stetigkeit von f erhélt man nach Definition der (+;+)-Glattung

_ & <—
f@)= f @)=\ FlanSC =\ (o fore)lenSC] = \/(yp o fllz N SC]

fiir alle z € C, insbesondere also f | SC = vp o f | SC. Dies zeigt die Aussagen (b) und (c).
Zu (d): Aus Theorem 5.2.16 folgt mit den Eigenschaften von Adjunktionen

ﬁ

—=

f=7=7

also die erste Behauptung, und damit auch die zweite, denn

5 <

Ypof=apofoyc=f Z?ZVDOf-

—
Schliefllich gilt (e) wegen idc = idc, = ¢ (vergleiche Lemma 4.2.9). O
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5 Vollstetigkeit

Die vollstetige Hiille f einer stetigen, residuierten Abbildung f ist einerseits die kleinste
vollstetige, residuierte Abbildung, die tiber f liegt.

Andererseits kann die vollstetige Hiille f auch charakterisiert werden als die grifte stetige,
residuierte Abbildung h, die dieselbe Funktion wie f induziert, fiir die also h = 7/jgilt. Dem
liegt die folgende, rein ordnungstheoretische Beobachtung zugrunde, die unseres Wissens in
der géngigen ordnungstheoretischen Literatur noch keine Erwihnung gefunden hat:

Proposition 5.2.19. Seien P, QQ geordnete Mengen und f: P — @ eine residuierte Abbil-
dung. Fiir jedes x € P besitzt die Menge Ef :={y € P: f(y) = f(z)} ein griftes Element
in P, denn es gilt

(ffof)(z)=max{y € P: f(y) = f(z)}.

Durch die Festlegung ~y(x) = max E:{: erhdlt man also zu jedem residuierten f: P — Q eine
Hiillenoperation v auf P, und jede Hiillenoperation auf P entsteht auf diese Weise.

Beweis. Esist Ef C{y € P: f(y) <o f(®)} = f[lof(2)]. Aus der Residuiertheit von f
folgt f o f*o f = f und somit (siche Proposition 1.2.35)

max [ [lof(2)] = f*(f(2)) € EL € f ' [lof(2)],

also max Ef = (f*o f)(z). Alles weitere folgt aus den bekannten Grundlagen zu Adjunktionen
und Hiillenoperationen (siehe Theorem 1.2.41 und Lemma 1.2.42). O

Theorem 5.2.20. Sei C eine superalgebraische und D eine vollstindige Hiillenstruktur. Fir
jede residuierte Abbildung f: C — D sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist vollstetig.
(2) f ist stetig und f = f.
(3) f=max{h € cres(C;D) : 7 = 7}

Beweis. Sei f: C'— D eine residuierte Abbildung. (1) < (2): Falls f stetig ist, erhélt man
mit Proposition 5.2.18

f18C=qpofISC <= [fISC=[[SC = [=F
und damit die Behauptung. (2) < (3): Nach Theorem 5.2.16 ist die Abbildung
®: cres(C; D) — res(Cy; D,y), h+— 7

residuiert, und die vollstetige Hiille ist die zugehorige Hiillenoperation ®* o ®. Die Behauptung
folgt somit aus Proposition 5.2.19. O

Fiir stetige Abbildungen f, h: C — D zwischen Hiillenstrukturen gilt
— S S
hz? = ?:h <= ~vpoh=7pof.

Ist C superalgebraisch und D vollsténdig, so erhélt man die vollstetige Hiille einer stetigen,
residuierten Abbildung f: C'— D also auch durch

f=max{h ecres(C;D):vypoh=~pof}.
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5.2 Einstelliger Fall

Auflerdem ist f = Veres(c;p) 1 h € cres(C; D) W= ? }, d.h. es gilt

F@)=\/ {h(e):hccres(C;D) & T = ] }.

Aus Theorem 5.2.20 folgt insbesondere, dass sich die Menge der vollstetigen, residuierten
Abbildungen zwischen C' und D als Hiillenbereich beziiglich der vollstetigen Hiille f — f
ergibt.

Korollar 5.2.21. Sei C eine superalgebraische und D eine vollstindige Hillenstruktur. Es
1st
ccres(C; D) = cres(C; D),

d. h. die punktweise geordnete Menge ccres(C; D) aller vollstetigen, residuierten Abbildungen
von C in D ist der Hillenbereich der vollstetigen Hiille auf cres(C; D).

Als Hiillenbereich einer vollstindigen Hullenstruktur ist ccres(C; D) selbst ein vollstindiger
Verband, in dem Suprema folgendermaflen gebildet werden:

\/ccres(C;D) F = cres(C;D) F (.F - ccres(C; D))

Beweis. Nach Theorem 5.2.20 und Lemma 5.2.7, siehe auflerdem Proposition 1.2.30. O

Jetzt kommen wir zur angekiindigten bijektiven Korrespondenz fiir residuierte Abbildungen
zwischen Hiillenbereichen:

Theorem 5.2.22. Sei C eine superalgebraische und D eine vollstindige Hillenstruktur. Die
vollstdndigen Verbinde

e ccres(C; D) aller vollstetigen, residuierten Abbildungen von C' nach D und
e res(C,; D) aller residuierten Abbildungen von C, nach D

sind isomorph vermdge der zueinander inversen Operatoren

f— 7 und p+— ﬁ
Beweis. Dies folgt aus Theorem 5.2.16 und Korollar 5.2.21 (siehe Theorem 1.2.41). O

Ist C eine superalgebraische und D eine vollstdndige Hiillenstruktur, so ist die Menge
ccres(C; D) der vollstetigen, residuierten Abbildungen von C' in D wegen der obigen Bijektion
also minimal unter allen Teilmengen von cres(C’; D), deren Elemente vermoge der kanonischen
Zuordnung f ? samtliche residuierten Abbildungen zwischen den Hiillenbereichen C,
und D, liefern.

Das folgende Beispiel beantwortet die interessante Frage, wie sich die superalgebraischen
Hiillenstrukturen beschreiben lassen, deren Supremum-Abbildungen vollstetig sind.

Beispiel 5.2.23. Sei C' eine superalgebraische Hiillenstruktur. Nach Beispiel 5.2.5 sind alle
Supremum-Abbildungen \/: C! — C (wobei I eine Indexmenge ist) sowohl residuiert als
auch stetig, und die Supremum-Abbildungen Ve, : (C,)f — C,, des Hiillenbereichs (es ist
(Cy)f = (CT),) entstehen durch

Ve, = Ve
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5 Vollstetigkeit

Da mit C auch die Hiillenstruktur C' superalgebraisch ist (siche Lemma 3.1.14), liegt die
Frage nahe, wann die Supremum-Abbildungen von C' sogar wvollstetig sind. Sie sind dies genau
dann, wenn die Hiillenstruktur C' diskret ist, d. h.

vo(u) =u fir alle u € SC (5.2)

gilt. Denn die \/-primen Elemente von C! sind von der Form L r[i + u] mit u € SC, und
ihr Supremum ist jeweils gerade u. Die fiir die Vollstetigkeit aller I-stelligen Supremum-
Abbildungen \/- erforderlichen Identitéaten

(ve o Ve)(Letli = ul) = Vo(Letlimu])  (ue SO)
entsprechen somit der Bedingung (5.2).

Abschlielend widmen wir uns noch dem speziellen Fall vollstetiger, residuierter Abbildungen
zwischen residuierten Hiillenstrukturen. Ist C' eine superalgebraische und D eine residuierte,
vollstdndige Hiillenstruktur, so ist mit ¢: Cy — D, auch die Abbildung %: C — D residuiert
(sieche Lemma 5.2.11), also

=" )

Fiir ein vollstetiges, residuiertes f: C' — D folgt daraus f = f = 7 = 7 und somit das
nichste Lemma.

Proposition 5.2.24. Seien C, D wvollstindige Hillenstrukturen, C' superalgebraisch und D
residuiert. Dann gilt fir jede residuierte Abbildung f: C — D

f wollstetig <= f bindend,

Ist f stetig, so folgt auflerdem
=
f=T=wof,

die vollstetige Hille von f ist in diesem Fall also die kleinste isotone und bindende Abbildung
uber f (siehe Bemerkung 4.5.3). O

Lemma 5.2.25. Fir jede residuierte, superalgebraische Hiillenstruktur C ist
@ = ’)Iicv = ”)/Cv_

Beweis. idc = 7o gilt bereits fiir beliebige superalgebraische Hiillenstrukturen C, und
yC = Yo ergibt sich, da ¢ bindend ist. O

5.2.3 Das Quantaloid der vollstetigen, residuierten Abbildungen

Wir wissen, dass die vollstandigen Verbénde genau die Hiillenbereiche superalgebraischer
Hiillenstrukturen sind, und haben dariiber hinaus gesehen, dass die vollstetigen, residuierten
Abbildungen zwischen superalgebraischen Hiillenstrukturen bijektiv mit den residuierten
Abbildungen zwischen den zugehdérigen vollstdndigen Hiillenbereichen korrespondieren. Es ist
naheliegend, diese Feststellungen zu einer kategoriellen Aquivalenz auszubauen. Zu diesem
Zweck fiihren wir zunéchst einige Kategorien ein, deren Morphismen stetige und residuierte
Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen sind.

Die iibliche Komposition stetiger, residuierter Abbildungen ist bekanntlich wieder stetig
und residuiert, und auch jede identische Abbildung ist stetig und residuiert.
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5.2 Einstelliger Fall

Definition 5.2.26 (Kategorien stetiger, residuierter Abbildungen). Es sei CS¢ die Kategorie
der Hiillenstrukturen und stetigen, residuierten Abbildungen (mit der iiblichen Komposition o
und den Identitéten id¢).

Die folgende Tabelle enthélt die Bezeichnungen einiger voller Unterkategorien von CS°
zusammen mit ihren Objekten.

Bezeichnung ‘ Objekte
CCs¢ vollstandige Hillenstrukturen
ACS® superalgebraische Hiillenstrukturen
ACSy monotone Hiillenstrukturen
ACSy klassische Hiillenstrukturen

Die Kategorie CCS® der vollsténdigen Hiillenstrukturen und stetigen, residuierten Abbil-
dungen wird in [36] ausfiihrlich behandelt.

Mit der punktweisen Ordnung der Morphismen ist CS offensichtlich eine lokal geordnete
2-Kategorie. Beschriankt man die Objekte auf vollstdndige Hiillenstrukturen, erh&lt man
sogar Quantaloide:

Lemma 5.2.27. Die Kategorie CCS€® ist mit der punktweisen Ordnung von Funktionen
ein Quantaloid, und die Suprema in den vollstindigen Verbinden CCS(C, D) = cres(C; D)
werden punktweise gebildet. Als volle Unterkategorien von CCS® sind auch ACS®, ACSy und
ACSy Quantaloide.

Beweis. Nach Lemma 5.2.7 iibertrigt sich die Quantaloid-Struktur von SL auf CCS® (siehe
Beispiel 2.3.27). O

Definition 5.2.28 (Kategorien abgeschlossener, dual residuierter Abbildungen). Es sei CS¢4
die lokal geordnete 2-Kategorie der Hillenstrukturen und abgeschlossenen, dual residuierten
Abbildungen (mit der iiblichen Komposition o und den Identitéten id¢), und CCS® sei ihre
volle Unterkategorie der vollstdndigen Hiillenstrukturen.

In den vollstéandigen Verbénden CCS4(C, D) = clres(_._y(C; D) werden die Infima punkt-
weise gebildet (siehe die Propositionen 2.2.28 und 4.2.29).

Bemerkung 5.2.29. Da eine residuierte Abbildung f zwischen Hiillenstrukturen genau
dann stetig ist, wenn ihre obere Adjungierte abgeschlossen ist (Theorem 5.2.2), induziert
f— f* zusammen mit der identischen Funktion auf der Objektklasse nach Proposition 2.1.15

einen 2-Isomorphismus
CS¢ =~ (Cscld)coop‘

Ebenso sind die Quantaloide CCS® und (CCS4)® P jsomorph.

Obwohl abgeschlossene, dual residuierte Abbildungen als Morphismen eine ebenbiirtige
Rolle spielen, werden wir uns im folgenden auf die Betrachtung von Kategorien mit stetigen,
residuierten Abbildungen beschrianken.

Um eine kategorielle Aquivalenz mit der Kategorie SL der vollstéindigen Verbénde und resi-
duierten Abbildungen zu erhalten, wahlen wir nicht alle stetigen, sondern nur die vollstetigen
residuierten Abbildungen als Morphismen zwischen superalgebraischen Hiillenstrukturen.
Allerdings ist noch nicht klar, mit welcher Komposition sich auf diese Weise eine Kategorie
bilden lasst (die gewohnliche Verkniipfung vollstetiger Abbildungen muss nicht wieder voll-
stetig sein). Das klért die folgende Proposition, derzufolge die vollstetige Hiille f — f einen
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5 Vollstetigkeit

quantaloidalen Nukleus auf dem Quantaloid ACS® induziert (siche Definition 4.3.13). Damit
kénnen wir Theorem 4.3.15 zur Konstruktion der gewiinschten Kategorie verwenden.

Proposition 5.2.30. Fir alle superalgebraischen Hillenstrukturen C, D, E ist die gewdhn-
liche Komposition

o = ocpr: ACSY(D, E) x ACS¢(C, D) — ACS¢(C, E)

stetig beziiglich der wvollstetigen Hiille, d. h. fiir stetige, residuierte Funktionen f: C — D,
g: D — FE gilt

gof=gof.

Dies ist bekanntlich gleichbedeutend mit der Stetigkeit der Komposition in jeder Koordinate,

also go f =go f =go f, und auch mit der schwachen Stetigkeit Go f < go f.
Die vollstetige Hiille induziert somit einen Nukleus

N: ACS® — ACS®,

das heifit, die Hiillenoperationen Nop: ACS¢(C, D) — ACS®(C, D) sind durch die vollstetige
Hiille auf ACS¢(C, D) = cres(C; D) gegeben:

Nep(f) =T

Beweis. Mit Lemma 4.2.9 und Proposition 5.2.18 ergibt sich

E—a —
gof=Fof=90Ff=gof

nach Definition der vollstetigen Hiille also go f =go f. O

Definition 5.2.31 (Quantaloide vollstetiger, residuierter Abbildungen). Das Quantaloid
ACS der superalgebraischen Hillenstrukturen und vollstetigen, residuierten Abbildungen sei
mit dem durch die vollstetige Hiille induzierten Nukleus N aus Proposition 5.2.30 definiert
durch

ACS := (ACS®)y,

vergleiche Theorem 4.3.15 fiir die Details dieser Konstruktion. Die geordneten Morphismen-
mengen von ACS sind damit die in Korollar 5.2.21 beschriebenen vollstdndigen Verbénde

ACS(C, D) = ccres(C; D).

Die Komposition ® in ACS ist gegeben durch ®¢cpg = ocpEg, also

go f=golf,
und die Identitdten durch i¢c = idg, also
ic =idc =7e.

ACSg und ACSy bezeichnen die vollen Unterkategorien der monotonen bzw. klassischen
Hiillenstrukturen von ACS. Auch ACSg und ACSy sind Quantaloide.
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5.2 Einstelliger Fall

Nach Definition ist die Co-Restriktion N®: ACS¢ — ACS des durch die vollstetige Hiille
induzierten Nukleus N ein Quantaloid-Homomorphismus (siehe Theorem 4.3.15).

Ohne Beweis sei kurz erwéahnt, dass nicht nur hinsichtlich des Quantaloids CCS€, sondern
auch hinsichtlich des abgeleiteten Quantaloids ACS die bisher betrachteten Produkte voll-
standiger bzw. superalgebraischer Hiillenstrukturen tatsdchlich Produkte im kategoriellen
Sinne sind:

Proposition 5.2.32. Sei C = (C; : i € I) eine Familie vollstindiger Hillenstrukturen.

(a) Mit den iblichen Projektionsabbildungen mw;: []C — C; ist ([ C, (mi)icr) ein kategoriel-
les Produkt von C' in der Kategorie CCS® und auch in der Kategorie CCS.

(b) Sind alle Hillenstrukturen C; superalgebraisch, so erhdlt man mit den vollstetigen Hiillen
der tiblichen Projektionsabbildungen durch (I]C, (7;)icr) ein kategorielles Produkt von C
in ACS. O

Mit dem Quantaloid ACS der superalgebraischen Hiillenstrukturen und vollstetigen, re-
siduierten Abbildungen erhalten wir nun die gewiinschte Aquivalenz zum Quantaloid SL
der vollstdndigen Verbédnde und residuierten Abbildungen, indem wir die fritheren Resul-
tate zu Hiillenstrukturen und vollstetigen Abbildungen ausnutzen. Zunéchst gilt fiir alle
f€ACS(C, D), g € ACS(D, E) (siehe Proposition 5.2.18 und Lemma 4.2.9)

_— = — o
gof=gof=gof=TFof und i¢=idc=idc = ide,.
Damit ergibt sich der folgende Funktor:

Definition 5.2.33 (Hiillenbereichsfunktor). Der Hillenbereichsfunktor £: ACS — SL wird
festgelegt durch

£(C) =0y fiir alle C' € |ACS|,
S(f)=F  firalle f € ACS(C, D).

Theorem 5.2.34. Der Hiillenbereichsfunktor £ ist eine Quantaloid-Aquivalenz, und die
Quantaloide ACS und SL sind demnach dquivalent.

Beweis. Nach Theorem 5.2.22 ist der Funktor £: ACS — SL voll und treu, und nach Pro-
position 4.1.14 ist £ auch wesentlich surjektiv, denn fiir jeden vollstdndigen Verband L
ist C' := (*B|L|, Ar) eine superalgebraische Hiillenstruktur, deren Hiillenbereich £(C) =
NL = ({|,z:x € L}, C)isomorph zu L ist. Dies zeigt insgesamt, dass £ eine kategorielle
Aquivalenz ist.

Fiir den Nachweis, dass £ auch eine Quantaloid-Aquivalenz ist, geniigt es nach Korol-
lar 2.3.24 und Proposition 2.3.8 zu zeigen, dass die Abbildungen £¢p Ordnungsisomorphismen
sind. Auch dies ist in Theorem 5.2.22 bereits geschehen. O

Man beachte, dass der Isomorphie-Begriff der Kategorie ACS auf recht grofle Isomorphie-
klassen fiithrt:

Bemerkung 5.2.35. Jede Aquivalenz von Kategorien bewahrt und reflektiert Isomorphis-
men. Aus der Aquivalenz £: ACS — SL ergibt sich also, dass zwei superalgebraische Hiillen-
strukturen genau dann in ACS isomorph sind, wenn sie ordnungsisomorphe Hiillenbereiche
besitzen!
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5 Vollstetigkeit

Durch die Einschrinkung der Morphismen von ACS auf die adjungierten folgt aus der obigen
Quantaloid-Aquivalenz sofort eine weitere Aquivalenz von lokal geordneten 2-Kategorien.

Korollar 5.2.36. Durch (Co-)Restriktion des Hiillenbereichsfunktors £ entsteht eine 2-Aqui-
valenz der lokal geordneten 2-Kategorien Adj(ACS) und CL = Adj(SL).

Beweis. Nach Theorem 5.2.34 mit Lemma 2.3.14, siehe auch Beispiel 2.3.17. O

Die Kategorie der vollstdndigen Verbande und wollstindigen Homomorphismen ist somit
dquivalent zur Kategorie der superalgebraischen Hiillenstrukturen und adjungierten wvollsteti-
gen, residuierten Abbildungen. Diese Morphismen wollen wir noch etwas niher beschreiben.

Vorbereitend betrachten wir dafiir die beiden Ungleichungen idp < 9oy und potp < idg aus
der Definition einer ordnungstheoretischen Adjunktion (¢, 1)) zwischen geordneten Mengen
P und Q.

Lemma 5.2.37. Seien P, Q geordnete Mengen, p: P — @ residuiert und ¢ : Q — P isoton.
Dann gilt:

idp <oy < "<,
poyp <idg <= YL

Beweis. Zur ersten Aquivalenz. ,=“: Aus idp < 9 o ¢ folgt ¢* =idp o p* <o pop* <
1 oidg =, da 1 isoton ist. ,,<=*: Nach Voraussetzung ist idp < ¢* o < 1o .

Zur zweiten Aquivalenz. ,=“: Aus po1p < idg folgt 1 = idpoyp < p*opor) < p*oidg = ¢*.
&4 Mit Y < * gilt auch oy < pop* <idg. O

Ist also ¢: M — L eine residuierte Abbildung zwischen vollstdndigen Verbénden, so
folgt aus dem obigen Lemma, dass die beiden Bedingungen fiir die Adjungiertheit von ¢ im
Quantaloid SL (siehe Definition 2.3.9) zu einer Ungleichung der Form v < ¢* bzw. ¢* < 4 fiir
ein geeignetes ¢ € SL(L, M) dquivalent sind. In [22] wird bemerkt, dass solche Ungleichungen
in der Notation ¢ < [ und O < ¢ auch in der Sahlgvist-Theorie der Modallogik auftreten.

Adjungierte Morphismen f € ACS(C, D) sind definitionsgeméaf diejenigen Abbildungen,
fiir die ein g € ACS(D, C) existiert mit ¢ 4 f, d. h.

Diese beiden Bedingungen fiir die Adjungiertheit in ACS lassen sich nun folgendermaflen
charakterisieren:

Lemma 5.2.38. Seien C, D superalgebraische Hillenstrukturen und f € ACS(C,D), g €
ACS(D,C).

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1)ip<fog (2)idp<fog, (3)idp<wpofog, (4idp < [ o7,
(5) (9 <1

(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1)gof<ic, (2)gof<io, (9gof<re, (4)Fof <ide,
(5)F <@
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5.2 Einstelliger Fall

In den Aussagen (1)-(4) geniigt es jeweils, die Ungleichung auf eine \/-dichte Teilmenge zu
beschranken.

Beweis. Zu (a). (1) & (2) ist klar wegen idp < idp = ip. (1) = (4) gilt aufgrund von
ZT)) =idp, und f O g = 7 0 7. (4) = (3): Wegen der Stetigkeit von f und g ist

<—

fod =vqofog.

(3) = (2) folgt mit (ygo fog)™ = fog. (4) & (5) gilt schlieBlich nach Lemma 5.2.37. Zu (b).
Dies zeigt man ganz &hnlich wie Teil (a). O

Korollar 5.2.39. Fir alle f € ACS(C, D), g € ACS(D,C) gilt

g inACS = GAFinSL <« f=(F),

und aus jeder dieser dquivalenten Bedingungen folgt

%

pal
g= (7)* und f =g = (9" ovp)™.

Beweis. Die angegebenen Aquivalenzen folgen aus Lemma 5.2.38 (oder alternativ aus der
Beschreibung adjungierter Morphismen in SL und der Tatsache, dass 2-Funktoren adjungierte
Paare bewahren). Aus f = (¢)* erhilt man

7=(7). wmd =4

und somit auch die angegebene Berechnung von f und g (wegen der Stetigkeit von g ist ¢g*
abgeschlossen). O

Eine weitere Charakterisierung adjungierter vollstetiger, residuierter Abbildungen liefert
abschlielend das folgende Lemma.

Lemma 5.2.40. FEin Morphismus f € ACS(C, D) ist genau dann in ACS adjungiert, wenn
fiir alle A C C gilt:
(v © f)(AcvelA]) = Ap(p o AL

Beweis. Die Adjungiertheit von f € ACS(P, Q) ist aquivalent dazu, dass 7 dual residuiert
ist, also

F(Ar,C) =N, F1C]
fir alle C' C P, erfiillt. O

5.2.4 Galois-Abbildungen

Wir setzen die Untersuchung (o; 7)-residuierter Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen fort
und wenden uns als néchstes dem Fall (o;7) = (+; —), also einstelligen Galois-Abbildungen
zu. Hier werden die bindenden Abbildungen (und bei superalgebraischen Hiillenstrukturen
auch die vollstetigen) eine zentrale Rolle spielen.

Genauso wie fiir Adjunktionen hdngen die Begriffe innenbindend und auflenbindend auch
iiber Galois-Verbindungen zusammen:
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5 Vollstetigkeit

Proposition 5.2.41. Seien C, D Hiillenstrukturen, und sei (f,g) eine Galois-Verbindung
zwischen C und D. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist innenbindend.

(2) g ist auflenbindend.

(8) Es gibt einen \/-Erzeuger J von D mit ycog | J=g | J.
(4) ¢ < go f.

(5) go f ist bindend (bzw. innenbindend bzw. auflenbindend).
(6) (90 PCI € C.

Beweis. Dies folgt durch Dualisierung ((D<)°P statt D<) aus Theorem 5.2.8, da in dessen
Beweis von der Hiillenoperation vp keinerlei Gebrauch gemacht wird. O

Da mit (f,g) auch (g, f) eine Galois-Verbindung ist, erhélt man aus der vorigen Proposition
deutlich mehr niitzliche Folgerungen als im vergleichbaren Fall fiir Adjunktionen (vergleiche
Korollar 5.2.9).

Theorem 5.2.42. Sei (f,g) eine Galois-Verbindung zwischen Hiillenstrukturen C und D.
FEs sind dquivalent:

(1) f ist bindend.

(2) g ist bindend.

(3) f und g sind auflenbindend.

(4) f und g sind innenbindend.

(5) ye < gofundyp < fog.

(6) go f und f og sind bindend (bzw. innenbindend bzw. aufenbindend).

(7) Es gibt \/-Erzeuger J von C und K von D mit

ypoflJ=f1J und yocog|K=g]|K.

Beweis. Eine Abbildung zwischen Hiillenstrukturen ist genau dann bindend, wenn sie in-
nenbindend und auflenbindend ist. Aus Proposition 5.2.41 folgen somit alle angegebenen
Aquivalenzen. O

Definition 5.2.43 (Bindende Galois-Verbindungen). Eine Galois-Verbindung (f, g) zwischen
Hillenstrukturen wird bindend genannt, falls f bindend ist, d.h. falls die dquivalenten
Bedingungen aus Theorem 5.2.42 erfiillt sind.

Das folgende Theorem zur Relativierung von Galois-Verbindungen zwischen Hiillenstruk-
turen auf Hullenbereiche ist — in dualer Form und natiirlich in einer anderen Terminologie —
bereits aus [38, Proposition 6] bekannt.
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5.2 Einstelliger Fall

Theorem 5.2.44. Seien C und D Hiillenstrukturen.
(a) Sei (f,g) eine bindende Galois-Verbindung zwischen C und D. Dann ist

)= (7. 7)

eine Galois-Verbindung zwischen C., und D~. Auflerdem kommutiert das in Abbildung 5.3
dargestellte Diagramm, wobei C sowohl der Hiillenbereich zur Hiillenoperation g o f als
auch der zur Hillenoperation 1 o o ist und ebenso D der Hiillenbereich zu f o g und zu
@ o 1. Insbesondere sind auch die dualen Isomorphismen f: x — f(z) und @: x — p(z)
von C in D identisch, und dasselbe gilt fir die durch g und 1 induzierten kanonischen
dualen Isomorphismen § und 1.

(b) Fiir jede Galois-Verbindung (¢, ) zwischen C., und D~ ist umgekehrt

)= (5, 9)

eine bindende Galois-Verbindung zwischen C und D.

Auf diese Weise erhdlt man eine bijektive Korrespondenz von allen bindenden Galois-
Verbindungen zwischen den Hiillenstrukturen C und D mit allen Galois-Verbindungen
zwischen den zugehdorigen Hiillenbereichen Cy und D..

Beweis. Zu (a). Zunéchst gilt fir alle Abbildungen f: C — D und g: D — C

S«
(7,7) Galois-Verbindung <= (7,7) Galois-Verbindung,

denn man berechnet

idcwﬁﬁo?zvéogowo‘fov% < o <ycogorpo forc
P
— idcgjo?

<_
und analog idp, < ? o 7 & idp < ? o 7 Ist nun (f,g) eine bindende Galois-Verbindung,

so folgt -
e
(F.9)

(siehe Proposition 4.2.7), und somit ist auch (ap w 7 7 ) eine Galois-Verbindung,.
Sei C' der Hiillenbereich zu g o f. Nach Theorem 1.2.41 (geeignet dualisiert) ist dann
(go f)IC] = g[D] = |C|, und da g bindend ist, erhalt man auch

(¢ 0 9)[Cy] = ¥[Ds] = [Dy] = (¢ 0 g o yp)[D] = g[D] = [C.

Analog sieht man, dass der Hiillenbereich D zu f o g auch derjenige zu o) ist. Da f bindend
1st sind f und ¢ identisch, analog ergibt sich § = .
Zu (b). Sei (¢,1)) eine beliebige Galois-Verbindung zwischen C,, und D.,. Die Abbildungen

%
$Z und ¢ sind stets bindend. Wegen id¢, < 9 o ¢ gilt aulerdem
: [¢] : [ ] (o] (] o (] (o] [ ] %
ide <0 =12 eide, o1& <2 evoport =12ovorhorpopert =1 ol
— —
und analog idp < % o ¥ wegen id D, < po1). Also ist ($, 1) eine Galois-Verbindung.

Da Galois-Verbindungen durch die Pfeil-Operatoren bewahrt werden, ergibt sich die
bijektive Korrespondenz nach Proposition 4.2.7. O
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Abbildung 5.3: Induzierte Galois-Verbindungen aus Theorem 5.2.44

Fiir jede bindende Galois-Abbildung f: C — D gilt somit

—
(Pl = Foy

Als weitere Folgerung aus Theorem 5.2.44 erhalten wir unmittelbar die bijektive Korrespon-
denz von bindenden Galois-Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen mit Galois-Abbildungen
zwischen den zugehorigen Hiillenbereichen. Im Unterschied zum entsprechenden Resultat
fir vollstetige, residuierte Abbildungen miissen die betrachteten Hiillenstrukturen hierbei in
keiner Weise (etwa auf die superalgebraischen) eingeschriankt werden.

Korollar 5.2.45. Seien C, D beliebige Hiillenstrukturen. Die geordneten Mengen
e bres._y(C; D) aller bindenden Galois-Abbildungen von C' nach D und
o res.(Cy; Dy) aller Galois-Abbildungen von C, nach D,

sind isomorph vermdge der zueinander inversen Abbildungen

f— 7 und > $
Beweis. Nach Theorem 5.2.44. O

Unter der speziellen Voraussetzung, dass C eine residuierte und D eine residuale Hiillen-
struktur ist, wird bereits durch jede Galois-Abbildung f: C — D eine Galois-Abbildung

=} o f o4& kanonisch induziert (vergleiche Proposition 4.1.8).

Sind C' und D beliebige vollstindige Hiillenstrukturen, so ist bres._y(C; D) ein voll-
standiger Verband, in dem Infima punktweise gebildet werden (siehe Propositionen 2.2.28
und 4.2.29). Zu jeder Galois-Abbildung f: C' — D gibt es somit eine kleinste bindende
Galois-Abbildung g: C — D mit f < g (die bindende Hiille von f), und es ist

g(x) = /\D{h(x) 1 f < hebres,(C; D) }.
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5.2 Einstelliger Fall

Analoges gilt fiir innenbindende und fiir aulenbindende Galois-Abbildungen. Man beachte,
dass sich die bindende Hiille fiir Galois-Abbildungen wegen der Antitonie deutlich von der in
Bemerkung 4.3.3 beschriebenen Situation unterscheidet.

Eine Galois-Abbildung f: C' — D zwischen beliebigen Hiillenstrukturen ist nach Korol-
lar 5.2.45 genau dann bindend, wenn eine Galois-Abbildung ¢: C, — D, existiert mit f = $
(vergleiche Theorem 4.2.5). Wir stellen noch einige weitere Charakterisierungen bindender
Galois-Verbindungen zusammen.

Proposition 5.2.46. Es sei (f,g) eine Galois-Verbindung zwischen Hillenstrukturen C
und D, und es sei J ein \/-Erzeuger von C' sowie K ein \/-Erzeuger von D. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(1) (f,g) ist bindend.
(2) ? ist eine Galois-Abbildung und ypo foyo [ J=f ] J.
(3) (7, J) ist eine Galois-Verbindung, f ist stetig und g ist abgeschlossen.

(4) (7,7) ist eine Galois-Verbindung mit
Vo f ot 1 T2 f1J und 120G ovh | K<glK.

(5) Es gibt eine Galois-Abbildung ¢: Cy — D, mitypopong [ J=f1J.

(6) Es gibt eine Galois-Verbindung (p,v) zwischen C., und D~ mit
Ypopor [ J=Ff1J und ~yzoporh | K=glK.

Dariiber hinaus sind ¢ und i eindeutig bestimmt durch ¢ = ? und P = ?

Beweis. (1) = (6): Nach Theorem 5.2.44 ist (p, 1) = (?, 7) eine Galois-Verbindung mit
den gewtinschten Eigenschaften. (6) = (5) ist klar.

Aus 5 [ J = f ] J folgt % = f, da mit ¢ auch % eine Galois-Abbildung ist, und man
erhélt ¢ = 7 Aus ; | K =g | K folgert man analog i = ? Dies zeigt die Eindeutigkeit
von ¢ und 1 sowie die Implikationen (5) = (2) und (6) = (4).

%

(2) = (1) ergibt sich, weil mit 7 auch ? = vp o fyc eine Galois-Abbildung ist und aus
der Voraussetzung somit vp o fyo = f folgt.

(4) = (3): Nach Voraussetzung gilt yp o foyc > f und ¢ o goyp < g, was nach
Proposition 4.3.11 gleichbedeutend ist mit der Stetigkeit von f und der Abgeschlossenheit
von g.

(3) = (1): Da (7, J) eine Galois-Verbindung und g abgeschlossen ist, gilt nach Theo-

rem 5.2.44
F

. =
ide < gof =rcogoypofore=goypoforc.

Daraus folgt ypo foye < f, da (f, g) eine Galois-Verbindung ist, und f ist somit abgeschlossen.
Zusammen mit der Voraussetzung ist f demnach stetig und abgeschlossen, laut Theorem 4.3.12

also bindend. O
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5 Vollstetigkeit

Betrachtet man nicht beliebige, sondern superalgebraische Hiillenstrukturen, so sind die
Begriffe bindend und vollstetig fiir Galois-Abbildungen identisch! Unter dieser Voraussetzung
ist also die Vollstetigkeit auch fiir die Signatur (o;7) = (+; —) die zentrale Eigenschalft.

Proposition 5.2.47. Seien C, D Hiillenstrukturen und C superalgebraisch. Fir jede Galois-
Abbildung f: C — D gilt
f bindend <= f wvollstetig,

also ccres(y._y(C; D) = bres._y(C; D) = res(y,_y(Cy; Ds).

Beweis. Mit Theorem 4.3.12 und Proposition 5.2.41 ergibt sich:

f bindend <= f stetig und auflenbindend
<~ fstetigund ypo f [ SC=f[SC
< f vollstetig. O

5.2.5 Dual residuierte Abbildungen

Die Behandlung des Falls (0;7) = (—;—) wurde implizit bereits im Unterabschnitt zu
residuierten Abbildungen begonnen, da eine duale Adjunktion (f,g) auch als gewohnliche
Adjunktion (g, f) zwischen denselben geordneten Mengen angesehen werden kann. Wir
formulieren einen Teil des Theorems 5.2.2 zu Adjunktionen nochmal unter Betonung der
oberen Adjungierten, d.h. fiir dual residuierte Abbildungen.

Korollar 5.2.48. Fiir jede dual residuierte Abbildung f: C — D zwischen Hiillenstrukturen
und jede \-dichte Teilmenge M des Hillenbereichs C, sind dquivalent:

(1) f ist abgeschlossen.

(2) 3o T =Fog.

(3) 7o f I M= fong| M.

(4) o f I M<fIM.

(5) T ist dual residuiert und (f). = f..

Beweis. Nach Theorem 5.2.2 und Theorem 4.2.5. OJ

Es stellt sich nun die Frage, wie man — ausgehend von der Zuordnung f +— 7 — zu einer
bijektiven Korrespondenz von geeigneten dual residuierten Abbildungen zwischen Hiillen-
strukturen mit allen dual residuierten Abbildungen zwischen den zugehorigen Hiillenbereichen
gelangt. Eine naheliegende Antwort besteht darin, die entsprechenden Resultate fiir residu-
ierte Abbildungen durch den Ubergang h — h* zur oberen Adjungierten auf dual residuierte
Abbildungen zu tibertragen.

Fir superalgebraische Hiillenstrukturen C' und D sind nach Theorem 5.2.22 die vollstandi-
gen Verbinde ccres(D; C) und res(D,; C,) isomorph vermoge h — 7. AuBerdem entsteht
laut Korollar 5.2.3 fiir jedes (voll-)stetige, residuierte h: D — C' die obere Adjungierte der
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5.2 Einstelliger Fall

%
induzierten Abbildung h gerade durch die Induzierte der (abgeschlossenen) oberen Adjun-

%
gierten von h, d.h. es ist = (h)*. Somit ist der vollstéindige Verband res_._y(Cy; D)
aller dual residuierten Abbildungen von C, in D, isomorph zum vollsténdigen Verband

ccres(D; C)* := { h* : h € ccres(D; C) } C clres(_,_y(C; D)

aller oberen Adjungierten von vollstetigen, residuierten Abbildungen von D in C' vermoge
der zueinander inversen Funktionen

f— 7 und ¢+ Q= (ﬁ)* (f € ccres(D; C)*, ¢ € res(_._y(Cy; Dy)).

Fiir jede Adjunktion (1, ) zwischen C,, und D, ist dann (z, ®) eine Adjunktion zwischen
C und D, und analog zu Theorem 5.2.20 lassen sich die oberen Adjungierten vollstetiger,
residuierter Abbildungen folgendermaflen als geeignete abgeschlossene, dual residuierte
Abbildungen charakterisieren:

e~

f €ccres(D;C)" <= feclres_,_y(C;D)und f = 7
<= f=min{g clres_,_\(C;D): 7 = 7 }.

Der Nachteil an der beschriebenen Bijektion ¢ — @ = (&)* ist jedoch, dass sie durch den
Umweg iiber die untere Adjungierte nicht sehr natiirlich ist und sich vor allem nicht auf
den mehrstelligen Fall verallgemeinern lésst. Wiinschenswert fiir eine Verallgemeinerung auf
mehrstellige Abbildungen wiére eine Bijektion ¢ — $§ mit der kanonischen Fortsetzung (wie
im Fall fiir Galois-Abbildungen), gegebenenfalls samt einer Glattung ¢ — (g;)(w_;_) zu einer
dual residuierten Funktion (analog zum Fall fiir residuierte Abbildungen).

Das néchste Beispiel zeigt, dass sich diese beiden Wiinsche im allgemeinen nicht fiir
beliebige Hillenstrukturen realisieren lassen.

Beispiel 5.2.49. Betrachte die superalgebraische Hiillenstruktur C aus Abbildung 5.4. Es sei
¢ :=idc, . Als Identitét auf dem Hiillenbereich von C'ist ¢: C, — C, natiirlich insbesondere
dual residuiert. Die kanonische Fortsetzung 35 =g oide, 0 = v auf C ist aber nicht
dual residuiert (und somit C' nicht residual):

Glanb)=F(L)=LAa=anT =) AFE).

Die (—; —)-Gléattung liefert zwar eine dual residuierte Abbildung
(). C—C,

allerdings erhalten wir auf diesem Weg im allgemeinen keine Inverse mehr zu f +— 7, denn
es ist

P
(0)m) # @
Das sieht man folgendermaflen: Die (—; —)-Glattung f := (ﬁf)(“;_i) = ('yc)(”f.f) bekommt

man nach Definition durch f(z) = Ac{71c(v) iz <ve S C}, esist also f(L) = f(a) =a
und f(b) = f(T) = T. Damit ergibt sich

() =10(f(1) =v0(a) =a # L = o(L).
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5 Vollstetigkeit

L L

Abbildung 5.4: Nicht-residuale Hiillenstruktur C| residuale Hiillenstruktur D

Als Ausweg aus dem geschilderten Problem bietet sich eine weitere Einschrankung der
betrachteten Klasse von Hiillenstrukturen an. Wir haben gesehen, dass die Hiillenstruktur
C aus Abbildung 5.4 nicht residual ist. Beschrénkt man sich jedoch auf residuale Hiillen-
strukturen, so existiert tatsdchlich noch eine andere als die oben beschriebene bijektive
Korrespondenz ¢ — @, ndmlich einfach ¢ — ?, da sich im Falle residualer Hiillenstrukturen
mit ¢ auch % als dual residuiert erweist (eine (—; —)-Glittung liefert dann nichts Neues).
Dies fithrt uns auf die bindenden, dual residuierten Abbildungen (siehe Proposition 4.2.7),
und wir formulieren gleich die gewiinschte bijektive Korrespondenz:

Theorem 5.2.50. Seien C, D Hiillenstrukturen und C residual. Die geordneten Mengen
e bres_._y(C; D) aller bindenden, dual residuierten Abbildungen von C in D und

o res_._(Cy; Dy) aller dual residuierten Abbildungen von C., in D,

sind isomorph vermdoge der zueinander inversen Abbildungen

f»—>? und gp»—>$.

Beweis. Zu zeigen ist nur noch, dass mit ¢: C, — D, auch %: C — D dual residuiert ist.
Tatséchlich sind 73, und nach Voraussetzung ¢ dual residuiert (siehe Proposition 4.1.8), also
ist 35 = vp o p oy eine Komposition dual residuierter Abbildungen, falls ¢ dual residuiert
ist. O

Ist auch D eine residuale Hiillenstruktur, so ist schon fiir jede Abbildung f: C' — D mit
f auch 7 = vp o f o dual residuiert. Zwischen residualen Hiillenstrukturen induzieren
also alle dual residuierten Abbildungen auch dual residuierte Abbildungen zwischen den
Hiillenbereichen.

Fir die Signatur (o;7) = (—;—) spielt ebenfalls die o-Vollstetigkeit eine bedeutende
Rolle, da sich im Falle superalgebraischer Hiillenstrukturen analog zu Proposition 5.2.47
ergibt, dass die Grundbegriffe bindend und co-vollstetig fiir dual residuierte Abbildungen
iibereinstimmen:

Proposition 5.2.51. Seien C, D Hiillenstrukturen und C superalgebraisch. Fiir jede dual
residuierte Abbildung f: C — D gilt

f bindend <= f co-vollstetig,
also ccres_._y(C; D) = bres(_._y(C; D). Ist C auch residual, so folgt dementsprechend
ccres(_,_)(C; D) = res_._y(Cy; D5).

138



5.2 Einstelliger Fall

Beweis. Aus Theorem 5.2.8 folgt

f bindend <= f stetig und auflenbindend
— fstetigund ypo f|S_.C=f[]S_C
< f co-vollstetig. O

Wir betrachten noch den Unterschied von $ und @. Ist C eine residuale und D eine
superalgebraische Hiillenstruktur, so gilt fiir alle dual residuierten Abbildungen ¢: Cy — D,

$<%,

= o
denn (%)« ist nach Voraussetzung stetig und re51du1ert und aus ¢, = (). = (), folgt

é > SZ und somit die Behauptung ( 4,0* < $
Das néchste Beispiel zeigt, dass ¢ und ? im allgemeinen tatséchlich verschieden sind.

Beispiel 5.2.52. Betrachte die superalgebraische und residuale Hiillenstruktur D aus Ab-
bildung 5.4. Fiir ¢ := idp, berechnet man

j=p
_|

T Llla
@ |lalalT

o) || L]a| L|T

_|

und demzufolge p # $

5.2.6 Duale Galois-Abbildungen

Als letzten einstelligen Fall untersuchen wir nun die Signatur (o;7) = (—;4), also duale
Galois-Abbildungen.
Fiir eine beliebige duale Galois-Abbildung f: C' — D zwischen Hiillenstrukturen ist auch
= 7D o f o bereits eine duale Galois-Abbildung, da ~7, stets residuiert und ~¢ stets
dual residuiert ist. Dariiber hinaus gilt sogar

x P
(Dicany = Foor

wie das folgende Theorem zeigt.

Theorem 5.2.53. Fir jede duale Galois-Verbindung (f,g) zwischen Hiillenstrukturen C
und D st ? ? eine duale Galois-Verbindung zwischen C, und D .

Beweis. Sei (f,g) eine duale Galois-Verbindung zwischen C' und D. Dann gilt wegen go f <
ideo auch

70?:fy&ogo'yDofo'ygS’yéogofoygS’yéoidco’yEZidoﬂ/

und ebenso ? o 7 <idp, wegen fog <idp. O
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5 Vollstetigkeit

Abbildung 5.5: Zur Fortsetzung dualer Galois-Abbildungen

Ahnlich wie fiir dual residuierte Abbildungen kénnen wir im Falle residualer Hiillenstruk-
turen auch fiir duale Galois-Abbildungen zwischen Hiillenbereichen eine gute Korrespondenz-
Aussage entwickeln, die sich auf den mehrstelligen Fall verallgemeinern ldsst. Wie das
néichste Beispiel demonstriert, bendtigen wir hier aber zusétzlich die (—; +)-Glattung (und
damit superalgebraische Hiillenstrukturen), um aus der kanonischen Fortsetzung $ eine
duale Galois-Abbildung zu formen. Deshalb ist das folgende Vorgehen dem fiir residuierte
Abbildungen recht éhnlich.

Beispiel 5.2.54. Sei D die bereits im Beispiel 5.2.52 verwendete superalgebraische und
residuale Hiillenstruktur. Die in Abbildung 5.5 dargestellte Funktion ¢: D, — D, ist eine
duale Galois-Abbildung. Fiir E: D — D berechnet man jedoch

x H 1 ‘ a ‘ b ‘ T
?(ac)HT‘T‘a‘a
und somit insbesondere ?(T) #£ 1. Folglich ist % keine duale Galois-Abbildung.

Die gewtinschte bijektive Korrespondenz von dualen Galois-Abbildungen zwischen Hiillenbe-
reichen mit geeigneten dualen Galois-Abbildungen zwischen den zugehorigen Hiillenstrukturen
vermoge @ +—> (?)7_7 4y wird uns unter der Voraussetzung residualer, superalgebraischer
Hiillenstrukturen auf den Begriff der Co-Vollstetigkeit fithren. Aus diesem Grund charak-
terisieren wir im folgenden erst stetige und dann co-vollstetige duale Galois-Abbildungen
zwischen residualen Hiillenstrukturen.

Proposition 5.2.55. Seien C, D Hiillenstrukturen, C' residual und f: C — D eine duale
Galois-Abbildung. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig.
(2) Es gibt einen \-Erzeuger M von C mit ypo foyo | M =~po f | M.
(3) ¢ong =~ po f fir eine duale Galois-Abbildung ¢: C, — D.,.

Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = ?, und es genigt, die Gleichung in (8) fir eine
N-dichte Teilmenge von C zu verlangen.

Beweis. (1) = (2) ist trivial. (2) = (3): Die Abbildung 7075 ist eine duale Galois-Abbildung,
denn ? ist eine duale Galois-Abbildung nach Theorem 5.2.53 und ~¢ ist dual residuiert, da
C residual ist. Auch 7}, o f ist eine duale Galois-Abbildung. Nach Voraussetzung gilt

Tov IM=apofoye | M=qpof M
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5.2 Einstelliger Fall

und somit ? oy =7pof.(3) = (1) gilt nach Theorem 4.2.5. O

Proposition 5.2.56. Seien C, D Hiillenstrukturen, C' superalgebraisch und residual, und
sei f: C — D eine duale Galois-Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist co-vollstetig.

(2) ypofoye IS C=f1S8C
(3) f18.C=%1S8.C fir eine duale Galois-Abbildung - C, — D,.

Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = 7

Beweis. (1) = (2): Ist f co-vollstetig, so gilt ypo foye [S.C=vpof[|S.C=f1S

(2) = (3): Nach Theorem 5.2.53 ist ? eine duale Galois-Abbildung, und laut Voraussetzung

ilt
gi -

F18.C=poforc|S.C=f15C

(3) = (1): Zuniichst ergibt sich ypo f | S.C =ypofp | S.C =
AuBerdem ist p o8 | S.C =% 07h 0008 | S.C =750 |
woraus mit Proposition 5.2.55 die Stetigkeit von f folgt.

ﬂzs =f]
S.C=n fr

DQQ

Korollar 5.2.57. Sei C eine residuale, superalgebraische Hillenstruktur und D eine voll-
standige Hillenstruktur. Fiir jede duale Galois-Abbildung f: C — D gilt:

e ~
[ co-vollstetig <= [ = (7)(_.“.

Beweis. Da f und ? beide antiton sind, ergibt sich laut Theorem 3.1.19

= =
=N, = f180=715C=ywoforc|SC,
also folgt die Behauptung mit Proposition 5.2.56. O

In Vorbereitung auf das nachste Theorem geben wir analog zu Lemma 5.2.15 ein hinrei-
chendes Kriterium fiir die Gleichheit von induzierten dualen Galois-Abbildungen im Falle
der Stetigkeit an.

Lemma 5.2.58. Seien C, D Hﬁllenstrukturen_g gidual f1, fo: C — D stetige Abbildungen
und M eine \-dichte Teilmenge von C. Sind fl, fo duale Galois-Abbildungen und stimmen
f1 und fo auf M dberein, so ist bereits f1 = f2

Beweis. Aus fi [ M = fo [ M und der Stetigkeit von f; und fo folgt

Flont IM=rhofi | M=abhofs| M=fsons | M

Da olo, nach Voraussetzung dual residuiert ist, ist 7&[M] ein A-Erzeuger von C.. Somit sind
f1 und f2 identisch. O

Nun kénnen wir unter passenden Voraussetzungen zeigen, dass die co-vollstetigen, dua-
len Galois-Abbildungen ausreichen, um durch f — f alle dualen Galois-Abbildungen zu
induzieren.
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5 Vollstetigkeit

Theorem 5.2.59. Sei C' eine residuale, superalgebraische Hillenstruktur und D eine voll-
standige Hiillenstruktur. Fiir jede duale Galois-Abbildung p: C, — D ist

(P)y:C—D

eine co-vollstetige duale Galois-Abbildung mit

(%)?—H») = ¥.

Beweis. Sei ¢: C, — D, eine duale Galois-Abbildung. Nach Theorem 3.1.19 ist auch f :=
(ﬁmﬂdmmemwMM®QJMW@mﬂSﬁz$[&Cmﬂ%mﬂm5%6
ist f co-vollstetig. Insbesondere sind f und % stetig, also folgt mit Lemma 5.2.58

7-%-e -

Damit ergibt sich insgesamt die bijektive Korrespondenz:

Korollar 5.2.60. Sei C eine residuale, superalgebraische und D eine vollstindige Hiillen-
struktur. Die vollstindigen Verbinde

° ccres(_;+)(C’; D) aller co-vollstetigen dualen Galois-Abbildungen von C' in D und
o res_.)(Cy; Dy) aller dualen Galois-Abbildungen von C, in D,

sind isomorph vermoge der zueinander inversen Abbildungen

foF o und o (B

Beweis. Nach Korollar 5.2.57, Theorem 5.2.59 und den Eigenschaften der Glattung. O

5.3 Mehrstelliger Fall

In diesem Abschnitt werden sowohl geeignete bijektive Korrespondenzen als auch die wichtigs-
ten Grundbegriffe fiir mehrstellige (o; 7)-residuierte Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen
untersucht. Es ist sinnvoll, die Untersuchungen hauptséchlich in Signaturen der Form (o;+)
und (o; —) einzuteilen. Durch die Betrachtung der mehrstelligen Funktionen in ihren einzel-
nen Koordinaten kénnen dann die in den einstelligen Féllen erzielten Ergebnisse ausgenutzt
werden. Fiir den Rest des Kapitels sei stets o € {4+, —}". Auflerdem sei fiir die weiteren
Ausfiihrungen an die Eigenschaften o-stetig, o-vollstetig, o-residual (siehe die Vorbereitungen
am Anfang des Kapitels) und den Begriff des o-Erzeugers (aus Definition 2.2.7) erinnert.

5.3.1 (0;—)-residuierte Abbildungen

Wir beginnen mit (o; 7)-residuierten Abbildungen im Fall 7 = —. Im folgenden sei immer
(C; D) = (C4,...,Cy; D) eine Familie von Hiillenstrukturen.

Unter den richtigen Voraussetzungen iibertriagt sich die (o; —)-Residuiertheit einer Abbil-
dung zwischen Hiillenstrukturen auf ihre kanonisch induzierte Abbildung, so dass auch die
Residuale der Induzierten auf kanonische Weise entstehen:
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5.3 Mehrstelliger Fall

Theorem 5.3.1. Sei f: C' — D eine (o; —)-residuierte Abbildung. Ist f bindend, so ist auch
?: C, — D, eine (o; —)-residuierte Abbildung, und fir jedes i € n gilt

) —
(D =10,

Statt bindend geniigt hier bereits die schwdchere Voraussetzung, dass f in der i-ten Variablen
im Fall 0; = + bindend und im Fall o0; = — abgeschlossen ist (i € n).

Beweis. Seii € nund ¢ € [[C,. Da f§ nach Voraussetzung (o;; —)-residuiert und bindend
(fiir o; = +) bzw. abgeschlossen (fiir o; = —) ist, folgt mit Theorem 5.2.44 bzw. Korollar 5.2.48

zunéachst, dass .
(Fs=1

(04; —)-residuiert ist (siehe auch Lemma 4.2.11). Insgesamt ist ? damit (o; —)-residuiert.
AuBerdem gilt fiir alle ¢ € [ C[i — D],

i c oy * o * Trew i c i c
(D)D)= (D = Dy = Uy = (FD)E = D)
also die Behauptung. O
Fiir den Pfeil-Operator in der umgekehrten Richtung gilt:

Proposition 5.3.2. Ist C o-residual und ¢: C,, — D, (0; —)-residuiert, so ist .= D
eine bindende und (o; —)-residuierte Abbildung.
Beweis. Die Abbildung $ ist stets bindend. Sei ¢ (0; —)-residuiert, i € n und a € [[C.

Dann ist (ngVC)(a): (Ci)y = D, (04; —)-residuiert und nach Theorem 5.2.44 (fiir o; = +)

bzw. Theorem 5.2.50 (fiir 0; = — und somit C; residual) auch

(g)q _ QO(H vc)(a)

(2
(0i; —)-residuiert (siche Lemma 4.2.12). Insgesamt ist {5 damit (o; —)-residuiert. O

Als Folgerung ergibt sich unmittelbar eine Charakterisierung der bindenden (o; —)-residu-
ierten Abbildungen:

Korollar 5.3.3. Sei C o-residual. Eine (o;—)-residuierte Abbildung f: C — D ist genau
dann bindend, wenn es ein (o; —)-residuiertes ¢: C,, — D, gibt mit

f=%.

Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = ?, und es gentigt, die Gleichung fir einen
o-Erzeuger von C' zu verlangen.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Theorem 5.3.4. Da mit ¢ nach Voraussetzung auch die
Abbildung $ =79 oo (o;—)-residuiert ist, geniigt die Beschrankung der Gleichung auf
einen o-Erzeuger. U

Jetzt konnen wir bereits das Korrespondenz-Theorem fiir (o; —)-residuierte Abbildungen
formulieren.
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5 Vollstetigkeit

Theorem 5.3.4. Sei C o-residual. Die punktweise geordneten Mengen

e bres,,_)(C; D) aller bindenden, (o; —)-residuierten Abbildungen von C in D und
e res(y,_)(Cy; D,) aller (o5 —)-residuierten Abbildungen von C. in D,

sind isomorph vermdge der zueinander inversen Funktionen

f— ? und p — $
Beweis. Wegen Theorem 5.3.1, Proposition 5.3.2 und Proposition 4.2.7. O

Als néchstes werden die Grundbegriffe auenbindend, innenbindend und bindend (in
dieser Reihenfolge) fiir (o; —)-residuierte Abbildungen zwischen beliebigen Hiillenstrukturen
charakterisiert.

Proposition 5.3.5. Es sei B = (By,...,By,) ein o-Erzeuger von C und f: C — D eine
(05 —)-residuierte Abbildung. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist aufSenbindend.

(2) yoo f I B=f1B.
(8) ypo fo | Bi= fb | B; fiir ein b € [[ B und ein i € n.
Wegen der Extensivitit von yp genigt in (2) und (3) natirlich die Ungleichung fiir <.

Beweis. (1) = (2) = (3) ist klar. (3) = (1): Seii € nund b € [[ B mit ypo f° | B; = f? | B;.
Die Menge B; ist oy-dicht in C;, und f? ist (0y; —)-residuiert, also f?[B;] A-dicht in D. Somit
ist auch f[B] D f[B;] A\-dicht in D und auBerdem f[B] C D., woraus mit Lemma 4.2.17
die Behauptung folgt. O

Eine mehrstellige Abbildung f: C — D ist nach Theorem 4.2.28 genau dann innenbindend,
wenn sie in jeder Variablen innenbindend ist. Dass f in jeder Variablen innenbindend ist,
lasst sich zeigen, indem fiir alle ¢ € n und alle @ € [][ C die Abbildung f¢ als innenbindend
nachgewiesen wird. Die ndchste Proposition besagt, dass man sich dabei auf die Elemente
eines o-Erzeugers beschrianken kann, falls f (o;7)-residuiert ist.

Proposition 5.3.6. Sei (0;7) € {+, —}""! eine beliebige Signatur und B = (B, ..., By) ein
o-Erzeuger von C. Eine (o; 7)-residuierte Abbildung f: C' — D ist genau dann innenbindend,
wenn fiir alle b € [| B und jedes i € n die Abbildung f?: C; — D innenbindend ist.

Beweis. Die Richtung ,=* folgt aus Theorem 4.2.28. ,<*: Sei f (o;7)-residuiert und
fi? innenbindend fir alle b € [[B und alle i € n. Nun sei ¢ € n und z € C;. Mit den
Schreibweisen C' = (Cl, ce ;Ci—h Ci-i—la ceey Cn), B = (Bl, ceey Bi—l; Bi+17 ce ,Bn) und

o' =(o1,...,0i-1,0i41,-..,0,) werden durch
g(ala s Ai—1, 05415 - - - 7a’n) = f(ala .. '7ai*17’70i(x)7ai+17' . .,CLn),
h(ala ey A1, Qi 1y - - - 7an) = f(ala sy i1, T Qg 1y - - - 7an)

zwei (o’; 7)-residuierte Abbildungen g, h: C" — D festgelegt, und die Voraussetzung besagt,
dass g und h auf dem o’-Erzeuger B’ von C’ identisch sind. Also ist bereits g = h (siehe
Proposition 2.2.8) und somit f¢ oyc, = f¢ fiir alle @ € [JC und alle ¢ € n, d.h. f ist (in
jeder Variablen) innenbindend. O
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5.3 Mehrstelliger Fall

Korollar 5.3.7. Sei B = (By,...,B,) ein o-Erzeuger von C und f: C — D eine (o;—)-
residuierte Abbildung. Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist bindend.
(2) f? ist bindend fiir alle b € [[ B und alle i € n.
Beweis. Nach Proposition 5.3.5 und Proposition 5.3.6. O

Unter der Voraussetzung superalgebraischer Hiillenstrukturen sind die Grundbegriffe
bindend und o-vollstetig fir (o; —)-residuierte Abbildungen identisch:

Proposition 5.3.8. Sind die Hillenstrukturen C1, ..., C, superalgebraisch, so gilt fir jede
(05 —)-residuierte Abbildung f: C — D

f bindend <= f o-vollstetig,
also ccres,,_y(C; D) = bres(,._y(C; D).
Beweis. Mit Proposition 5.3.5 erhélt man

f bindend <= f stetig und auflenbindend
< [stetigund ygo f [ SoC = f | SoC
< f o-vollstetig. O

Nun charakterisieren wir die Eigenschaft bindend noch speziell fir ([+]; —)-residuierte
Abbildungen. Hervorzuheben ist dabei insbesondere, dass sie sich mit Hilfe der Residuale
allein iiber die Eigenschaft auflenbindend beschreiben lidsst. Um eine kurze Formulierung zu
erreichen, sei an die frither festgelegten Konventionen erinnert, dass im Fall ¢ = 0 sowohl
ali — x| = a als auch f((fi];_) = f gilt.

Theorem 5.3.9. Sei f: C — D eine ([+]; —)-residuierte Abbildung und Co := D. Fir jedes
i €40,...,n} sei auferdem J; ein \/-Erzeuger von C;, und es sei J = (Ji,...,Jpn). Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist bindend.
(2) f¥ ist bindend fir alle uw € [[J und alle i € n.

(3) f([a)r],_) ist aufSenbindend fir alle i € {0,...,n}.

(4) 0,0 f{yy VIl Jol = fi()y,_y 1 J[i = Jo] fir alle i € {0, n}.

Beweis. (1) < (2) gilt nach Korollar 5.3.7. (1) < (3): Fiir ¢ € n ist die Abbildung f genau
dann in der i-ten Variablen innenbindend, wenn f(([l}d_i) in der i-ten Variablen auflenbindend ist

(siehe Proposition 5.2.41). Mit Lemma 4.2.27 und Theorem 4.2.28 ergibt sich die Behauptung,.
(3) & (4) folgt aus Proposition 5.3.5. O

Weitere, iiber das vorige Theorem hinausgehende Charakterisierungen von bindenden,
([+]; —)-residuierten Abbildungen folgen aus Theorem 5.3.42 am Ende des Kapitels. Aus
Griinden der Ubersichtlichkeit geben wir diese bereits hier an:
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5 Vollstetigkeit

Korollar 5.3.10. Fir alle ([+]; —)-residuierten Abbildungen f: C — D sind dquivalent:

(1) f ist bindend.
(2) f(([?_}._) ist bindend fiir mindestens ein i € n.
(3) £{),._, ist bindend fiir alle i € n.

Beweis. Dies gilt wegen (f((@],f))ga].i) = f nach Theorem 5.3.42. O

5.3.2 (0;+)-residuierte Abbildungen

Nun betrachten wir (o;7)-residuierte Abbildungen im Fall 7 = +. Auch hier sei stets
(C; D) = (C4,...,Cy; D) eine Familie von (zunéchst beliebigen) Hiillenstrukturen.

Unter der Voraussetzung der o-Stetigkeit bewahrt der Pfeil-Operator f — ? die (o;+)-
Residuiertheit, und die Residuale der induzierten Abbildung ergeben sich auf kanonische
Weise.

Theorem 5.3.11. Fir jede o-stetige und (o;+)-residuierte Abbildung f: C — D ist die
Abbildung 7 Cy — D, (o;+)-residuiert, und fir jedes i € n gilt

Dies ist also erst recht fir alle stetigen, (o;+)-residuierten Abbildungen der Fall.

Beweis. Sei i € n und c € []C,. Nach Voraussetzung ist f§ (o;;+)-residuiert und im Fall
o; = + auerdem stetig. Mit Korollar 5.2.3 (fir 0; = +) bzw. Theorem 5.2.53 (fiir 0; = —)
folgt daraus, dass die Abbildung
N
()i =1t

(0i; 4 )-residuiert ist. Insgesamt ist somit ? (0;+)-residuiert. Aulerdem gilt fiir alle ¢ €
[I1Ci — D], analog zum Beweis von Theorem 5.3.1

(D)= (D)) = oy = Py = (2405 = (10,5

und folglich die Behauptung. O

Beispiel 5.3.12. Sei Q = (L, 0) ein Quantal, d.h. L ein vollstindiger Verband und o eine
zweistellige assoziative und residuierte Operation auf L (siehe Beispiel 2.2.26).
Ein Nukleus auf @) ist eine Hiillenoperation j: L — L, so dass fur alle z,y € @ gilt:

j(x) e j(y) < jlzoy).

Diese Bedingung besagt gerade, dass die Funktion o: L x L — L beziiglich der Hiillenopera-
tionen j X j und j schwach stetig ist. Wegen der Residuiertheit ist o insbesondere isoton,
und aus der schwachen Stetigkeit folgt daher auch die Stetigkeit von o, d.h.

j(i(x)oj(y)) = j(zoy).
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5.3 Mehrstelliger Fall

Mit Theorem 5.3.11 erhalt man nun leicht die wohlbekannte Tatsache, dass der Hiillen-
bereich eines Nukleus auf einem Quantal wieder ein Quantal ist. Denn fir jeden Nukleus
j auf @ = (L, 0) ist nach dem Theorem die induzierte Abbildung o; := S eine residuierte
Operation auf dem Hiillenbereich (j[@], <), und mit der Stetigkeit zeigt man auflerdem
schnell, dass sich die Assoziativitét von o auf o; tibertrdgt, womit Q; := (§[Q], <,0;) wieder
ein Quantal ist.

Fir unitale Quantale ist dies nur der Spezialfall von Theorem 4.3.15 fiir kleine Quantaloide
mit genau einem Objekt. Der Beweis von Theorem 4.3.15 ist mit Theorem 5.3.11 nun
eingeholt.

Es folgen verschiedene Charakterisierungen der Stetigkeit fiir (o; +)-residuierte und dann
vor allem fiir ([+]; 4)-residuierte Funktionen.

Proposition 5.3.13. FEine (o;+)-residuierte Abbildung f: C — D ist genau dann stetig,
wenn es ein (o;+)-residuiertes p: Cy — D~ gibt mit

pos=1pof

Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = 7 Ist C' o-residual, so geniigt es, die obige
Gleichung fir einen o-Erzeuger von C' zu verlangen.

Beweis. Die Behauptung folgt aus Theorem 5.3.11 und Theorem 4.2.5. Ist C' o-residual,
so kann die Gleichung deshalb auf einen o-Erzeuger beschriankt werden, weil mit f und ¢
auch v}, o f und ¢ o y& (0;+)-residuiert sind (fiir jedes ¢ € n ist V¢, residuiert und nach
Voraussetzung fiir o; = — auch dual residuiert). O

Aus Proposition 5.3.6 zu innenbindenden Abbildungen l&sst sich ableiten:

Korollar 5.3.14. Sei B = (By,...,B,) ein o-Erzeuger von C. FEine (o;+)-residuierte
Abbildung f: C — D ist genau dann stetig, wenn fir alle b € [[ B und jedes i € n die
Abbildung f2: C; — D stetig ist.

Beweis. Sei f (o;+)-residuiert. Dann ist auch v}, o f (o +)-residuiert, und f ist genau dann
stetig, wenn v, o f innenbindend ist. Wegen (7% o f)? = 4% o f? folgt die Behauptung somit
aus Proposition 5.3.6. ]

Als néchstes iibertragen wir die Resultate aus Theorem 5.2.2 zur Stetigkeit und Abge-
schlossenheit residuierter Abbildungen auf den mehrstelligen Fall und betrachten dabei zuerst
nur eine Variable.

Proposition 5.3.15. Sei f: C — D eine (o;+)-residuierte Abbildung. Fir jedes i € n mit
o, = + sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) f ist in der i-ten Variablen stetig.
(2) f((;),+) ist in der i-ten Variablen abgeschlossen.

(3) Es gibt einen \-Erzeuger M des Hillenbereichs D., mit

16,0 figiey | Clivms M) = f3),) 1 Clii = M].
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5 Vollstetigkeit

(4) Es gibt einen o-Erzeuger B von C und einen \-Erzeuger M von D., mit
Yo, 0 F ) | Blims M) = f) ) 1 Bli — M].

Beweis. (1) < (2): Fiir alle a € []C ist nach Theorem 5.2.2 die residuierte Abbildung f¢
(1)
(o54) '

(2) < (3): Wiederum nach Theorem 5.2.2 ist fiir alle a € [][C die Abbildung ( f((;), +))?
genau dann abgeschlossen, wenn es eine /\-dichte Teilmenge M von D, gibt mit

genau dann stetig, wenn (f¢)* = (f )¢ abgeschlossen ist.

vp o (Flo))E T M = (£ ) 1 M.
(3) = (4) ist klar. (4) = (3): Es sei m € M und ¢/ = (01,...,0i-1,0i4+1,---,0n) SOWie
C'=(Cy,...,Ci—1,Cis1,...,Cy) und B' = (Bi,...,Bi_1,Bit1,...,By).
Die Abbildung g: C" — C; sei definiert durch
glar, ..., Qi—1,Qit1,...,0n) = f((;);ﬂ(al, ey Qi 1, My Qg 1y - -5 Q).
Nach Voraussetzung ist g (¢’; —)-residuiert, und es gilt
ve,09 | B'=g1 B

Da B’ eine o’-dichte Familie in C’ ist, folgt aus Proposition 5.3.5, dass g aulenbindend ist.
Insgesamt erhélt man damit das Gewitinschte. O

Als Folgerung erhalten wir nun eine Verallgemeinerung von Theorem 5.2.2; also gewis-
sermaflen den Hauptsatz zur Stetigkeit mehrstelliger residuierter Abbildungen zwischen
Hiillenstrukturen.

Theorem 5.3.16. Sei J = (Jy,...,J,) ein [+]-Erzeuger von C und M ein \-Erzeuger des
Hiillenbereichs D~. Fir jede residuierte Abbildung f: C — D sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) f ist stetig.

(2) Fir alle i € n und alle u € []J ist f} stetig.

(3) Fir alle i € n ist fO in der i-ten Variablen abgeschlossen.

(4) Fir alle i € n und alle u € []J ist (f)¥ abgeschlossen.

(5) Fiir allei € n ist yo, o fO | Cli = M] = f® | Cli — M].

(6) Fiir alle i € n ist yo, o fO | J[i = M] = fO | J[i — M].

Beweis. Dies ergibt sich aus Korollar 5.3.14 und Proposition 5.3.15. O

Das néchste Beispiel demonstriert die Anwendung dieser Charakterisierung stetiger, resi-
duierter Abbildungen auf Quantale und Quantaloide.
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5.3 Mehrstelliger Fall

Beispiel 5.3.17. (a) Wir setzen als erstes das Beispiel 5.3.12 zu Quantalen fort. Ist j

ein Nukleus auf dem Quantal @ = (L,0), so ist Q; = (j[Q], <,0;) mit o; = 7, also
co;jd = j(cod), wieder ein Quantal. Bezeichnen wir wie tiblich die Residuale von o mit
+ = o) und — = o(? und entsprechend das erste und zweite Residual von 0; mit <
bzw. —;, so gilt nach Theorem 5.3.11 in der Pfeil-Schreibweise

i=o = (W= = wmd ;=@ = ()P =@ = 5}

also elementweise d <—; ¢ = j(d < ¢) und ¢ —; d = j(c — d). Nach Theorem 5.3.16
wissen wir jedoch auflerdem, dass die Residuale <— und — wegen der Stetigkeit von o
abgeschlossen sind (nach Lemma 4.2.25 folgt die Abgeschlossenheit schon aus der Abge-
schlossenheit in einer Variablen). Somit gilt fiir alle ¢, d € Q;

d<jc=d<c und c—;d=c—d.

Dies zeigt, wie sich aus dem Theorem zu induzierten residuierten Abbildungen zusammen
mit der Charakterisierung der Stetigkeit die optimale Beschreibung der zugehorigen
Residuale ergibt.

Sei @ ein Quantal. Bekanntlich gilt (siche etwa [82]):

Fine Teilmenge S von Q ist genau dann von der Form Q; fiir einen Nukleus j
auf Q, wenn sie die folgenden Bedingungen erfillt:

e S ist unter beliebigen Infima abgeschlossen.
e Firallese S undallex € Q ist s+ x € S.
o Firallese S und allex € Q istx — s € S.

Begriindung: Die erste Bedingung ist gleichbedeutend damit, dass S ein Hiillenbereich ist
(siche Korollar 1.2.29). Die iibrigen beiden Bedingungen besagen, dass das erste Residual
< in der ersten und das zweite Residual — in der zweiten Variablen abgeschlossen ist.
Mit Theorem 5.3.16 folgt somit bereits die Behauptung.

Mit derselben Argumentation wie in Teil (b) erhédlt man aus Theorem 5.3.16 und den
Bezeichnungen aus Theorem 4.3.15 auch die folgende Charakterisierung quantaloidaler
Nuklei mit Hilfe der Residuale in Quantaloiden (siehe [83]):

Sei Q ein Quantaloid. Fine Unterkategorie S von Q ist genau dann von der
Form Qp fir einen quantaloidalen Nukleus N auf O, wenn gilt:

o Jede Morphismenmenge S(A, B) ist unter beliebigen Infima (in Q(A, B))

abgeschlossen.
o Fir alle f € Q(A, B) und alle h € S(A,C) ist h«+ f € S(B,C).
e Fiir alle g € Q(B,C) und alle h € S(A,C) ist g — h € S(A, B).

In den folgenden drei Beispielen behandeln wir Hiillenstrukturen, deren zugrundeliegende
geordnete Menge eine Heyting-Algebra mit stetiger Infimum-Operation ist. Die Beispiele
kénnen beim ersten Lesen dieses Abschnitts auch gut iibersprungen werden.
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5 Vollstetigkeit

Beispiel 5.3.18. Sei C' eine Hiillenstruktur, so dass C' (oder genauer C<) auBerdem eine
Heyting-Algebra ist. Damit ist C' ein beschrinkter Verband, dessen zweistellige Infimum-
Operation residuiert ist. Das zweite Residual von Ag werde wie bisher mit D¢ bezeichnet
(siehe Beispiel 2.2.16), es gilt also

zANy<z <+ y<zDaz

Nach Beispiel 5.2.4 ist A¢ immer abgeschlossen. Sei nun A¢ auch stetig. Dann ist der
Hiillenbereich C, wieder eine Heyting-Algebra, denn C., ist wieder ein beschrankter Verband
und mit der Stetlgkelt von A¢ folgt laut Theorem 5.3. 11 die Residuiertheit von A¢, = /\c

Die Stetigkeit der abgeschlossenen Operation Ac ist gleichbedeutend damit, dass die
Hiillenoperation ¢ A-erhaltend ist! Dies sieht man sofort an der elementfreien Formulierung
beider Aussagen (vergleiche Lemma 4.2.21):

Yoo A= No(yc X 0)

Das Residual D¢ ist nach Theorem 5.3.16 abgeschlossen in der zweiten Variablen, also
insbesondere abgeschlossen. Wie bereits im vorigen Beispiel gezeigt wurde, erhdlt man das
induzierte Residual D¢, = ¢ daher durch ¢ D¢, d = ¢ D¢ d fiir alle ¢,d € C,.

Im folgenden sei b := Lc, = yo(Lc). Die Abbildung (- D b) ist eine Galois-Abbildung
auf C, und ihr (+; —)-Residual ist wieder (- D b). Wir betrachten nun die durch diese
Galois-Verbindung induzierte Hiillenoperation n auf C, es sei also

n(z) == (x Db) Db.
Da D in der zweiten Variablen abgeschlossen ist, gilt fiir alle z € C
Yo(r Db)=xzDb.

Dies ist dquivalent dazu, dass die Abbildung (- D b): C' — C aufienbindend ist. Aus Propo-
sition 5.2.41 folgt somit einerseits, dass (- D b) auch innenbindend ist, d. h. auch

vyo(x) Db=x Db
fiir alle x € C' gilt, und andererseits folgt aus demselben Theorem
Yo < 1.
Insgesamt haben wir damit gezeigt:

Fiir jede Hiillenstruktur C, die eine Heyting-Algebra ist, gilt: Ist die Infimum-
Operation A¢ stetig (d. h. erhdlt yo bindre Infima), so ist auch C eine Heyting-
Algebra, und es ist yo(x) < (x D Lc,) D Lo, fir alle x € C.

Die letzte Ungleichung kann im allgemeinen nicht zu einer Gleichung verschirft werden.
Fir wvollstindige Heyting-Algebren (d.h. Rahmen oder Lokale) ist eine A-erhaltende

Hiillenoperation dasselbe wie ein Nukleus. Dass der Hiillenbereich in diesem Fall wieder eine

vollstdndige Heyting-Algebra ist, folgt dann bereits mit o = A aus Beispiel 5.3.12.
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5.3 Mehrstelliger Fall

Beispiel 5.3.19. Wir setzen das vorige Beispiel fort: Es sei C' eine Hiillenstruktur, die
auBlerdem eine Heyting-Algebra ist, und es sei b = Lo = (L) sowie

n(x) = (z Db) Db

Dariiber hinaus sei A¢ stetig (d. h. y¢ A-erhaltend) und somit auch C, eine Heyting-Algebra.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) C ist ein Boolescher Verband.

(2) (cDb)Db<c firalleceC,.

(3) yvo =n, d.h. yo(x) = (x D b) Db fir alle x € C.
(4) ve = n.

(5) neve =nc-

Begriindung: (1) < (2) ist wegen b = Lc  wohlbekannt, (2) < (4) ist offensichtlich,
(4) & (3) gilt wegen y¢ < n (siehe voriges Beispiel), und (4) < (5) folgt bereits aus
Korollar 4.2.16, da (5) besagt, dass die Abbildung ¢ auflenbindend bzgl. der Hiillenoperation
7 ist.

Ist speziell vo(x) = (x D L¢) D Le, so ergibt sich die bekannte Booleanisierung der
Heyting-Algebra C': In Heyting-Algebren gilt fiir das Pseudokomplement —z = z O 1 nédmlich
—=(z Ay) = =—x A =y, d. h. y¢ ist in diesem Fall A-erhaltend. Wegen b = yo(L) = (L D
1) D 1L = L ist dann yo(x) = (x D b) D b, aufgrund der gezeigten Aquivalenzen der
Hiillenbereich C,, also ein Boolescher Verband.

Beispiel 5.3.20. Sei C' eine Hiillenstruktur. Wir zeigen:

Ist C' ein Boolescher Verband (was insbesondere fir klassische Hiillenstrukturen
C' der Fall ist), so ist A\c genau dann stetig (d. h. yo N-erhaltend), wenn fir ein
festes b e C

Yo(z) =z Vb

fiir alle x € C gilt. In diesem Fall ist auch C, ein Boolescher Verband und
b= Lc, =vc(Lc). Ist dariber hinaus Lo abgeschlossen (d.h. b= Lc), so folgt
bereits yo = id¢.

Sei also C' ein Boolescher Verband. Gilt y¢(z) = = V b fir alle © € C, so berechnet man
Yo(L)=bund vo(x Ay) = (xAy) Vb= (zVb)A(yVbd) =~vc(x) ANe(y), d. h. y¢o erhilt
bindre Infima.

Sei nun umgekehrt v A-erhaltend. Es bezeichne -z = z D 1 das Komplement von z in
C, und wie in den vorigen beiden Beispielen sei b = Lo, und n(z) = (z D b) D b. Dann gilt

n(x)=-(-zVb)Vb=x Vb

und aulerdem n(yc(x)) = yo(z) Vb = vo(x) fur alle x € C. Es ist also noyc = v¢ und
damit nach dem vorigen Beispiel sowohl vo = 7 als auch C,, ein Boolescher Verband.
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5 Vollstetigkeit

5.3.3 o-Vollstetigkeit fiir (o;+)-residuierte Abbildungen

Wir kommen nun zu einer gemeinsamen Verallgemeinerung der einstelligen Félle (+;+)
und (—;+) auf den mehrstelligen Fall (o;+). Entsprechend verwenden wir anstelle der
Vollstetigkeit bzw. Co-Vollstetigkeit allgemeiner die o-Vollstetigkeit.

Proposition 5.3.21. Sei C = (C4,...,C,) eine o-residuale Familie superalgebraischer
Hiillenstrukturen. Eine (o;+)-residuierte Abbildung f: C — D ist genau dann o-vollstetig,
wenn es ein (o; +)-residuiertes p: Cy — D~ gibt mit

f18,C=%18,C.
In diesem Fall ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = 7

Beweis. Sei f: C — D (o;+)-residuiert. Ist f o-vollstetig, so ist 7 (0; +)-residuiert nach
Theorem 5.3.11 und man erhélt

%
F18,C=vpofore8C=npof|S,C=f]SC.

Gilt umgekehrt f | S,C = % | S,C fiir ein (0;+)-residuiertes ¢: Cy — D~, so folgt
einerseits wegen

povs [ SsC=povpoport [ SeC=vpof[SC

und Proposition 5.3.13 die Stetigkeit von f (sowie die Eindeutigkeit von ¢). Andererseits gilt
auch

o f1SC=9p0o% [8,C=%18C=f18,C,
also ist f o-vollstetig. O

Proposition 5.3.22. Sei C = (C4,...,C,) eine o-residuale Familie superalgebraischer
Hiillenstrukturen und D eine vollstindige Hillenstruktur. Eine (o;+)-residuierte Abbildung
f: C — D ist genau dann o-vollstetig, wenn f o-stetig ist und

%
f = (?)E\;’;&—)
erfillt.

Beweis. Sei f: C — D (o0;+)-residuiert. Ist f o-vollstetig, so ist f auch o-stetig, und es gilt

? TSUC:fTSUC,

%

also f = (?)(NUH_) nach Theorem 3.1.19.
e

Ist umgekehrt f o-stetig und f = (?) )» SO ist ? (0; 4)-residuiert und

(o3+

— =
180 = (i) 18, = £ 18,

nach Proposition 5.3.21 also f o-vollstetig. O
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5.3 Mehrstelliger Fall

Als niitzliches Kriterium fiir den Beweis der anschliefenden Proposition (und als gemeinsa-
me Verallgemeinerung von Lemma 5.2.15 und Lemma 5.2.58) halten wir fest:

Lemma 5.3.23. Es sei C o-residual, B = (By,...,B,) ein o-Erzeuger von C, und es seien
fi,fo: C — D stet_i)ge A_b>bz'ldungen. Sind f1, fa (0;+)-residuiert und stimmen f1 und fo auf
B iiberein, so ist f1 = fo.

- = —
Beweis. Sei fi | B = fa | B, und seien fi1, fa (0;+)-residuiert. Dann sind f; o4& und
f2 0% (05 +)-residuiert, und mit der Stetigkeit von fi, fo folgt

Frons I B=abofilB=1hofal B=foors|B.

Da (7¢,[Bi]; - - -,7¢8, [Bn]) nach Voraussetzung ein o-Erzeuger von C, ist, erhilt man nach
- =
Proposition 2.2.8 schliellich f; = fs. O

Proposition 5.3.24. Sei C = (C4,...,C,) eine o-residuale Familie superalgebraischer Hiil-
lenstrukturen und D eine vollstandige Hillenstruktur. Fir jede (o;+)-residuierte Abbildung
p: Cy — D, ist (Sf)a”r) eine o-vollstetige und (o; +)-residuierte Abbildung mit

PERREE

(g)@;ﬂ = .

Beweis. Sei p: C, — D, (o;+)-residuiert. Die Abbildung (%)
Theorem 3.1.19, und es gilt

(o) I8t (03 +)-residuiert nach

()i 1 8.C =T 1 8,C.

o-vollstetig ist. Da (%)

Daraus folgt einerseits mit Proposition 5.3.21, dass (35)? (o)

o3 +)
und 35 insbesondere stetig sind, ergibt sich andererseits mit Lemma 5.3.23

o =% = 0

Im speziellen Fall residuierter Hiillenstrukturen ist jede o-vollstetige, (o; +)-residuierte
Abbildung bereits bindend:

Lemma 5.3.25. Sei C' = (C4,...,C,) eine Familie superalgebraischer Hiillenstrukturen und
D eine residuierte Hiillenstruktur. Eine (o;+)-residuierte Abbildung von C in D ist genau
dann bindend, wenn sie o-vollstetig ist.

Beweis. Nach Voraussetzung ist mit f: C' — D auch vp o f (o;+)-residuiert, also f genau
dann auflenbindend, wenn vp o f [ S,C = f | S,C gilt. O

Insgesamt ergibt sich aus den vorigen Fakten die folgende bijektive Korrespondenz fiir
(0; +)-residuierte Abbildungen.

Theorem 5.3.26. Sei C = (C1,...,C,) eine o-residuale Familie superalgebraischer Hillen-
strukturen und D eine vollstindige Hillenstruktur. Die vollstindigen Verbdnde

e ccres(,.)(C; D) aller o-vollstetigen, (o; +)-residuierten Abbildungen von C' in D und

o res(,.)(Cy; Dyy) aller (o5 +)-residuierten Abbildungen von C in D
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5 Vollstetigkeit

sind isomorph vermaoge der zueinander inversen Funktionen

f— 7 und @ — (?)(NU;H.

Ist D auferdem residuiert, so ist (‘Z)E}H = fir alle ¢ € res 1) (Cy; Dy) und es gilt
dann ccres(,,y(C; D) = bres,.4)(C; D).

Beweis. Mit Proposition 5.3.22 und Proposition 5.3.24. Den Zusatz sieht man wie folgt:
Nach Voraussetzung ist ¢, fiir jedes @ € n in der i-ten Variablen (o;;0;)-residuiert. Ist
nun D residuiert, d.h. 7% (+;+)-residuiert, so ist fiir jedes (o; +)-residuierte ¢ auch %
(0; 4)-residuiert. Der Rest ergibt sich mit Lemma 5.3.25. O

Im folgenden beschrénken wir uns auf den Fall 0 = [+] und werden sehen, dass sich die
fritheren Ergebnisse fiir einstellige residuierte Abbildungen fast wortlich auf mehrstellige
residuierte Abbildungen iibertragen lassen. Es sei daran erinnert, dass bei den verwendeten
Notationen auf die Angabe der Signatur (o;7) = ([+]; +) in der Regel verzichtet wird.

Korollar 5.3.27. Sei C = (C4,...,Cy,) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen
und D eine vollstandige Hillenstruktur. Die Abbildungen

® = ®c,py: cres(C; D) — res(Cy; D), [ 7,

U = Wep): res(Cy; Dy) = cres(C; D), ¢ = B = (8)" = (B) {1y
bilden eine Adjunktion (D, V), wobei ® surjektiv und V injektiv ist.
Beweis. Die Isotonie von ® und ¥ folgt aus Propositi(gn 4.2.7 und Theorem 3.1.19. Fiir jedes
stetige und residuierte f: C' — D ist aulerdem f < ? und damit

ol
f=i<¥
nach Theorem 3.1.19. Die {ibrigen Behauptungen ergeben sich mit Proposition 5.3.24. [

Genau wie im einstelligen Fall erhélt man somit durch ¥ ¢, pyo®(¢.p) eine Hiillenoperation
auf ccres(C; D) = ccres((4.4)(C; D).

Definition 5.3.28 (Vollstetige Hiillen stetiger, residuierter Abbildungen). C' = (C,...,Cy)
sei eine Familie superalgebraischer Hiillenstrukturen und D eine vollsténdige Hiillenstruktur.
Fiir eine stetige, residuierte Abbildung f: C' — D sei
& &
f= 7 = (?)ZEJF];H = (yypo f)”

die [+]-vollstetige oder einfach vollstetige Hiille von f.

Im Fall n = 1 stimmt die [+]-vollstetige Hiille mit der vollstetigen Hiille einstelliger
Abbildungen aus Definition 5.2.17 iiberein.

Analog zur Verwendung der Bezeichnung [+]-vollstetig (siehe Konvention 5.1.2) kénnen
wir auch von der [+]-vollstetigen Hiille einer einstelligen Abbildung f: [][C — D sprechen,
wenn eigentlich die der mehrstelligen Abbildung f: C' — D gemeint ist. Man beachte aber,
dass die einstellige vollstetige Hiille von f: [[C — D im allgemeinen nicht identisch ist mit
der mehrstelligen vollstetigen Hiille von f: C' — D, da das Spektrum eines Produktverbands
nicht mit dem Produkt der Spektren der einzelnen Faktoren iibereinstimmen muss. Insofern
ist bei der Notation f im folgenden stets entscheidend, ob f als ein- oder mehrstellige
Funktion aufgefasst wird.
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5.3 Mehrstelliger Fall

Korollar 5.3.29. Sei C = (C4,...,C),) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen
und D eine vollstindige Hiillenstruktur. Die Abbildung f — f ist eine Hiillenoperation auf
dem vollstandigen Verband cres(C; D), und der zugehorige Hillenbereich ist

ccres(C; D) = cres(C; D),
In diesem werden Suprema somit wie folgt gebildet:

\/ccres(C;D) F = \/CTGS(C;D) F (]: c ccres(C; D))

Beweis. Nach Proposition 5.3.22 fiir o = [+] und Korollar 5.3.27. O

Nach Definition ist die vollstetige Hiille f einer mehrstelligen stetigen, residuierten Abbil-
dung f: C'— D also die kleinste vollstetige und residuierte Abbildung, die iiber f liegt. Wie
fir den einstelligen Fall werden jetzt weitere einfache Eigenschaften der vollstetigen Hiille
aufgelistet.

Proposition 5.3.30. Sei C = (C4,...,C,) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen
und D eine vollstindige Hiillenstruktur. Fir alle stetigen und residuierten Abbildungen
f,9: C — D gilt:

() (i) f<g=T<g (i) f<T, (iii) [=
(b) Fiir alle x € [[C ist

\/ ’yDof ¢Cla:1ﬂ801,...,¢cn:nn08(]n]
\/ (ypo f)u):x >cue[[S"C}.

(c) f18"C=qpof|S"C.
g _
(d) T =7 undypof=npof.
Beweis. Mit Theorem 3.1.19 und Korollar 5.3.27. O

Ebenso wie im einstelligen Fall lassen sich mehrstellige vollstetige, residuierte Abbildungen
charakterisieren:

Proposition 5.3.31. Sei C = (C4,...,C,) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen,
D eine vollstindige Hiillenstruktur und f: C — D residuiert. Die folgenden Aussagen sind
dquivalent:

(1) f ist vollstetig (d.h. [+]-vollstetig).
(2) f ist stetig und f = f.
(3) f =max{h € cres 1) (C: D) : B = T }.

Beweis. Mit Proposition 5.3.22 ergibt sich (1) < (2), und (2) < (3) folgt aus Korollar 5.3.27
zusammen mit Proposition 5.2.19. O

Die néchsten beiden Lemmata stellen einen Zusammenhang zwischen den Begriffen im ein-
und mehrstelligen Fall her.
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5 Vollstetigkeit

Lemma 5.3.32. Sei C = (C4,...,C,) eine Familie superalgebraischer Hiillenstrukturen und
D eine vollstindige Hillenstruktur. Eine ([+]; +)-residuierte Abbildung f: C' — D ist genau
dann [+]-vollstetig, wenn f}* fir alle u € [[S"C und alle i € n vollstetig ist.

Beweis. Die Aussage f [ S"C = yp o f | S"C ist gleichbedeutend mit der folgenden: Fiir
alle v € [TS"C und mindestens ein ¢ € n ist f} [ SC; = yp o fi | SC;. Die Behauptung
folgt nun mit Theorem 5.3.16. O

Lemma 5.3.33. Sei C = (C4,...,C,) eine Familie superalgebraischer Hiillenstrukturen,
D eine vollstandige Hiillenstruktur, und es sei f: C — D eine stetige, ([+]; +)-residuierte
Abbildung. Dann gilt fiir alle u € [[S"C und allei € n

Ti=TE

Beweis. Nach Voraussetzung ist die einstellige Abbildung f}' stetig und residuiert, und fiir
jedes v € SC; gilt

Fi(w) = Fuli = o)) = (vp o f)(uli = v]) = (vp 0 fi)(v) = Fi(v). =

Wir beschlielen diesen Teil mit einem Beispiel zur mehrstelligen Vollstetigkeit, das uns
erneut auf die diskreten superalgebraischen Hiillenstrukturen fihrt.

Beispiel 5.3.34. Sei C' eine superalgebraische Hillenstruktur. Dann ist C insbesondere
eine vollstdndige Heyting-Algebra, und ist A¢ stetig (d. h. y¢ A-erhaltend), so ist auch der
Hiillenbereich C, eine vollstandige Heyting-Algebra (siche Beispiel 5.3.18). Nach Propositi-
on 5.3.31 wird dieselbe Heyting-Algebra induziert, falls die zweistellige Operation Ag sogar
vollstetig (d.h. (+; +)-vollstetig) ist. Fiir welche superalgebraischen Hiillenstrukturen C' mit
A-erhaltendem ~¢ ist dies der Fall? Die Antwort ist: Genau fiir die diskreten, denn es gilt

Ac (+;+)-vollstetig <= ~o(u) Aye(v) =vc(uAv) =uAv fir alle u,v € SC
=u

=  vo(u) fir alle u € SC.

5.3.4 Zusammenfassung fiir (o;7)-residuierte Abbildungen

In diesem Kapitel wurden einerseits die wichtigsten Grundbegriffe fiir (o;7)-residuierte
Abbildungen auf verschiedene Weise charakterisiert. Andererseits wurden, ausgehend von
der kanonischen Zuordnung

fe 7

bijektive Korrespondenzen von geeigneten (o; 7)-residuierten Abbildungen zwischen Hiillen-
strukturen mit allen (o;7)-residuierten Abbildungen zwischen den zugehorigen Hiillenbe-
reichen etabliert. Wir fassen im folgenden einige dieser Resultate fiir beliebige Signaturen
(o;7) € {+,—}""! zusammen. Dabei legen wir den Schwerpunkt auf eine einheitliche For-
mulierung und machen an einigen Stellen mehr Voraussetzungen, als eigentlich nétig wéren.
Mogliche Abschwéchungen der Voraussetzungen und weitere Details finden sich in den frii-
heren Ergebnissen, die auch in den Beweisen der zusammenfassenden Theoreme erwéhnt
werden.
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5.3 Mehrstelliger Fall

Theorem 5.3.35. Sei (C; D) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen. Fir jede
o-vollstetige und (o; 7)-residuierte Abbildung f: C — D ist auch

?:C,Y—>D7

eine (o;1)-residuierte Abbildung, und es gilt

NOR
(3
(7)(0' T f(a T
Beweis. Nach Theorem 5.3.1 (mit Proposition 5.3.8) und Theorem 5.3.11. O

Die o-Vollstetigkeit einer (o;7)-residuierten Abbildung f zwischen superalgebraischen
Hillenstrukturen garantiert also, dass ihre kanonische Induzierte wieder (o;7)-residuiert
ist. Das obige Theorem gibt auflerdem an, wie die Residuale der induzierten Abbildung auf
diejenigen von f zuriickgefithrt werden kénnen:

(7)87)(4@' = d)) =0, (o (cli = d))) i alle c[i — d] € [[Cy[i = Ds].
Falls f @ abgeschlossen ist, kann bei der Berechnung des induzierten Residuals auf diese
Hiillen- Bﬂdung verzichtet werden. Daher wird in Theorem 5.3.42 am Ende dieser Zusammen-
fassung noch ausfiihrlich angegeben, welche Eigenschaften von f @ ) die o-Vollstetigkeit von
f aufgrund der fritheren Charakterisierungen der Grundbegriffe 1mphz1ert

Wir erwéhnen an dieser Stelle noch eine leichte hinreichende und auch notwendige Be-
dingung dafiir, dass aus einer gegebenen (o;7)-residuierten Familie iiber Hillenstrukturen

bereits durch Restriktion auf die zugehorigen Hiillenbereiche wieder eine (o; 7)-residuierte
Familie entsteht.

Proposition 5.3.36. Sei (C; D) eine Familie beliebiger Hillenstrukturen und f: C' — D
eine (o;1)-residuierte Abbildung.

Ist f und fiir jedes i € n auch f( ) C[i — D] — C; abgeschlossen, so ist ? Cy, — D,
eine (o;T)-residuierte Abbildung mit

F@=1© wd (DY (clivsd) = F2(clim d)

5
fiir alle c € [[Cy, d € Dy und alle i € n, insbesondere also (?)Eg . f((7 )
Offensichtlich gilt hiervon auch die Umkehrung.

Beweis. Sei (f,q1,...,9n) eine (o; 7)-residuierte Familie tiber (C; D) mit abgeschlossenen
Komponenten. Fiir jedes ¢ € n und alle ¢ € [[Cy, d € D, gilt dann

7(01,...,@,...,0“) <"d <<= f(ci,..-yCiyoooycn) <7 d

<~ ciggigi(cl,...,d,...,cn)

< cigaiﬁ(cl,...,d,...,cn),
also ist auch (7, Ji,---,9n) eine (o;7)-residuierte Familie, deren induzierte Komponenten
wegen der Abgeschlossenheit wie angegeben gebildet werden. O
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5 Vollstetigkeit

Fiir adjungierte Paare (f,g) zwischen Hiillenstrukturen gilt: Die Abbildungen f und g
sind genau dann abgeschlossen, wenn f stetig und abgeschlossen ist. Im Fall (o;7) = (+;+)
erhilt man das Kriterium aus Proposition 5.3.36 somit bereits als denjenigen Spezialfall von
Theorem 5.2.2, in dem die stetige residuierte Abbildung f auflerdem abgeschlossen ist.

Die néchste Proposition erldutert, wie man im Falle superalgebraischer Hiillenstrukturen
durch die kanonische Fortsetzung ¢ — % von (o;7)-residuierten Abbildungen zwischen
Hiillenbereichen auf die o-Vollstetigkeit gefiihrt wird.

Proposition 5.3.37. Sei (C; D) eine Familie superalgebraischer Hiillenstrukturen, und C
sei o-residual. Eine (o;7)-residuierte Abbildung f: C — D ist genau dann o-vollstetig, wenn
es ein (o;7)-residuiertes ¢: C, — D, gibt mit

f18,C=%18,C.
Dabei ist ¢ eindeutig bestimmt durch ¢ = ?
Beweis. Nach Korollar 5.3.3 (mit Proposition 5.3.8) und Proposition 5.3.21. O]

Unter geeigneten Voraussetzungen sind o-vollstetige Abbildungen bereits bindend:

Proposition 5.3.38. Es sei (C; D) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen, und
im Fall T = + sei D residuiert. Dann gilt fir jede (o;T)-residuierte Abbildung f: C' — D

f o-vollstetig <= f bindend.
Beweis. Nach Proposition 5.3.8 und Lemma 5.3.25. ]

Zur Formulierung des zentralen Resultats fiihren wir neben der Pfeil-Schreibweise noch
eine weitere Notation ein.

Definition 5.3.39 (Kanonisch induzierte Abbildungen). Sei (C; D) eine Familie superalge-
braischer Hiillenstrukturen und (o;7) eine Signatur. Die Abbildung

£ ccres(o.r) (C; D) — res(g.ry (Cy; Dy)
sei definiert durch

e () =7,

Mit dieser Schreibweise gilt nach Theorem 5.3.35 fiir jede Familie (C; D) superalgebraischer
Hiillenstrukturen und alle f € ccres(,..)(C; D)

(E(U;T) (f)) 87);7) — glo)™ (f((;);f))'
Als wichtigstes Resultat dieses Kapitels konnen die gewiinschten bijektiven Korresponden-
zen nun folgendermaflen zusammengefasst werden:

Theorem 5.3.40. Sei (C; D) eine Familie superalgebraischer Hillenstrukturen, und C' sei
o-residual. Dann gilt

ccres (o) (C; D) = res .0y (Cy; Dsy),
und die Abbildung £(77) ist ein Ordnungsisomorphismus zwischen diesen beiden vollstindigen

Verbanden mit der Inversen
(2(0;7))_1 = (%)&';7)'

Ist T = — oder D residuiert, so ist (£(77)~1 = .
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5.3 Mehrstelliger Fall

Beweis. Nach Theorem 5.3.26 und Theorem 5.3.4. O

Die oben beschriebene Isomorphie von res(,.-y(Cy; D) und ccres .- (C; D) gilt insbeson-
dere fiir den Fall n = 0. Da fiir Elemente von D, aufgefasst als Abbildung 1 — D, die
o-Vollstetigkeit mit der Abgeschlossenheit identisch ist (sieche Lemma 4.2.24), besagt die
Isomorphie in diesem Fall einfach, dass der Hiillenbereich D, genau aus den abgeschlossenen
Elemente von D besteht.

Bemerkung 5.3.41. In Kapitel 3 wurde gezeigt, dass die (o; 7)-residuierten Abbildungen
zwischen superalgebraischen Verbénden in Bijektion zu (o;7)-Abschnittsrelationen zwi-
schen den zugrundeliegenden Spektren stehen. Uber diese Bijektion kénnen auch diejenigen
Relationen zwischen Spektren bestimmt werden, die mit o-volistetigen (o; 7)-residuierten
Abbildungen zwischen (gegebenenfalls residualen) superalgebraischen Hiillenstrukturen korre-
spondieren. Durch die Kombination von Theorem 3.2.16 mit Theorem 5.3.40 ergibt sich dann
ein einheitliches und sehr allgemeines Resultat zur Darstellung von (o; 7)-residuierten Fami-
lien iiber Hiillenbereichen superalgebraischer Hillenstrukturen durch geeignete Relationen.

Wir verzichten auf die Formulierung eines solchen Darstellungssatzes, werden aber im
néchsten Kapitel einen entsprechenden Satz fiir den Spezialfall der klassischen Hiillenstruk-
turen und somit fiir Hillenrdume beweisen (siehe Theorem 6.2.8). Analog liefie sich auch ein
Darstellungssatz fiir monotone Hiillenstrukturen entwickeln (und damit fir Hiillenrdume, die
auf geeignete Weise noch mit einer Quasiordnung versehen sind), worauf wir in dieser Arbeit
aus Platzgriinden jedoch nicht ndher eingehen.

Eine (o;7)-residuierte Familie (f,g1,...,gn) iber superalgebraischen Hiillenstrukturen
Ci, ..., Cpund D ist wegen
0
9= (o
durch ihren Kopf f bereits eindeutig festgelegt. Ist der Kopf f der Familie o-vollstetig, so
erhdlt man laut Theorem 5.3.35 durch

? glv"’vgn

eine (o;7)-residuierte Familie iiber den Hiillenbereichen (C1),, ..., (Cy), und D,. Wie
eingangs bereits angekiindigt, stellen wir nun unter den Voraussetzungen von Theorem 5.3.40
zusammen, welche Eigenschaften sich durch die o-Vollstetigkeit von f fiir die Residuale g;
ergeben (per Fallunterscheidungen nach den Signaturen und den bekannten Zusammenhéngen
der Grundbegriffe). Damit werden insbesondere Signaturen angegeben, fiir die g; abgeschlossen
ist, E} also einfach durch Restriktion aus g; entsteht. Ebenso erwéhnen wir einige wichtige
Félle, in denen die o-Vollstetigkeit schon impliziert, dass f bindend ist, da wir dann auch
durch Restriktion aus f erhalten.

Theorem 5.3.42. Sei (C; D) eine Familie superalgebraischer Hiillenstrukturen, (o;7) eine
beliebige Signatur und C o-residual. Es sei

[ € ccres(,.)(C; D).

Alle in eckigen Klammern angegebenen Folgerungen benutzen die zusdtzliche Voraussetzung:
[Sei D residuiert.]

Fir alle i,k € n mit i # k gelten dann fir das i-te (o;7)-Residual f ) die in der
Tabelle 5.1 aufgefiihrten Eigenschaften. Im Falle der nachfolgenden Szgnaturen erhdlt man
somit:
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5 Vollstetigkeit

(a) Fir (o;7) = ([+];+) ist f insbesondere stetig [bindend|, und f((;)AT) ist abgeschlossen
[auBenbindend]. Dies gilt allgemeiner fir alle (o;7) mit o; = + = 7.

(b) Fiir (o;7) = ([+];+) 7" ist f bindend und f((?,T) innenbindend.

(¢) Fir (o;7) = ([+]; —) ist f bindend und f((;);T) bindend.

Die Voraussetzungen dieses Theorems konnen in einigen Fdllen deutlich abgeschwdcht
werden. Beispielsweise gilt die Aussage (c) bereits fiir beliebige Hiillenstrukturen, wenn die
Voraussetzung f € ccres,..)(C; D) durch f € bres ..y (C; D) ersetzt wird.

T | 0 | ok f((;);T) ist ...

+ | + | + || abgeschlossen [auenbindend],
[in der k-ten Variablen bindend]
+ | + | — || abgeschlossen [auflenbindend]
+ | — | + || [in der k-ten Variablen innenbindend]
_|_ — — —

— | + | + || auBlenbindend,

in der i-ten Variablen bindend,

in der k-ten Variablen bindend

— | + | — || auBlenbindend,

in der ¢-ten Variablen bindend

— | — | + || in der i-ten Variablen innenbindend,
in der k-ten Variablen innenbindend

— | — | — || in der i-ten Variablen innenbindend

Tabelle 5.1: Eigenschaften des i-ten (o;7)-Residuals von f in Theorem 5.3.42

Beweis. Wir schreiben abkiirzend f; fir f((;);T) (1t €n).Seien i,k € n,i # k,und sei f: C — D
o-vollstetig und (o; 7)-residuiert. Aufgrund der Definition ist dann f; in der i-ten Variablen
(—7; —o;)-residuiert, und das Residual entsteht aus f in der i-ten Variablen. In der k-ten
Variablen ist f; (oj; —o;)-residuiert, und das Residual entsteht aus fi in der i-ten Variablen.
Siehe Theorem 2.2.13 fiir eine genaue Formulierung. Analoges gilt natiirlich fiir f.

In einer Fallunterscheidung werden nun insbesondere Theorem 5.2.2, Theorem 5.2.8,
Proposition 5.2.41, sowie Lemma 4.2.25, Lemma 4.2.27 und Theorem 4.2.28 verwendet.

(I) 7 = +. Nach Voraussetzung ist f insbesondere stetig. [Nach Lemma 5.3.25 ist f

bindend.]
(1) 0; = +. Dann ist f in der i-ten Variablen (4; +)-residuiert und stetig [bindend].
Somit ist f; in der i-ten Variablen (—; —)-residuiert und abgeschlossen [auenbin-

dend], also f; abgeschlossen [auflenbindend]|. Man beachte, dass f; damit in der
k-ten Variablen noch nicht abgeschlossen sein muss.

(i) or = +. Analog zu f; ist fx abgeschlossen [auBenbindend]. In der k-ten
Variablen ist f; (4; —)-residuiert, und das Residual entsteht aus fi in der i-
ten Variablen. [Also ist f; in der k-ten Variablen innenbindend und insgesamt
in der k-ten Variablen bindend.]
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5.3 Mehrstelliger Fall

(ii) ox = —. In der k-ten Variablen ist fi (—;-+)-residuiert. In der i-ten Varia-
blen ist fx (+;+)-residuiert, und das Residual entsteht aus f; in der k-ten
Variablen. [Demnach ist fj in der i-ten Variablen innenbindend.]

(2) 0, = —. Dann sind f und f; in der i-ten Variablen (—;+)-residuiert.
(i) o = +. Symmetrisch zum Fall (1)(ii). [Also ist f; in der k-ten Variablen
innenbindend).
(ii) o = —. Dann ist f; in der k-ten Variablen (—;+)-residuiert.
(IT) 7 = —. Nach Proposition 5.3.8 ist f bindend.

1) 0, = +. Dann ist f in der i-ten Variablen (+; —)-residuiert und bindend [bin-
dend]. Somit ist f; in der i-ten Variablen (+4; —)-residuiert und bindend, also f;
auBenbindend und in der i-ten Variablen bindend.

(i) ox = +. Analog zu f; ist fr auenbindend. In der k-ten Variablen ist f;

(+; —)-residuiert, und das Residual entsteht aus fi in der i-ten Variablen.

Also ist f; in der k-ten Variablen innenbindend und insgesamt in der k-ten
Variablen bindend.

(ii) o = —. Dann ist f in der k-ten Variablen (—; —)-residuiert und bindend,

also fj in der k-ten Variablen (4;+)-residuiert und innenbindend. Auch in

der i-ten Variablen ist fj (4;+)-residuiert, und das Residual entsteht aus f;

in der k-ten Variablen. Demnach ist f; in der i-ten Variablen innenbindend.

(2) 0, = —. Dann ist f in der i-ten Variablen (—; —)-residuiert und bindend. Somit

ist f; in der i-ten Variablen (+;+)-residuiert und innenbindend.

(i) or = 4. Symmetrisch zum Fall (1)(ii). Also ist f; in der k-ten Variablen
innenbindend.

(ii) o = —. Dann ist f; in der k-ten Variablen (—;+)-residuiert.

Insgesamt ergibt sich damit Tabelle 5.1. Die Folgerungen (a)—(c) ergeben sich aus der Tabelle
zusammen mit Theorem 4.2.28. U

161



6 Hiullenraume

In diesem Kapitel wird die bisher entwickelte Theorie gewinnbringend auf verschiedene Spezi-
alfille angewendet. Die Ergebnisse zu (o; 7)-residuierten Familien zwischen Hiillenstrukturen
aus dem vorigen Kapitel gelten insbesondere fiir klassische Hiillenstrukturen, also solchen der
Form (PX,y) fiir eine Menge X. Aus Kapitel 3 wissen wir, dass sich alle (o; 7)-residuierten
Familien zwischen Potenzmengenverbdnden durch Relationen zwischen den zugehorigen
Grundmengen realisieren lassen. Nun korrespondieren auflerdem klassische Hiillenstrukturen
bijektiv mit Hilllenrdumen — die fritheren Resultate konnen also insgesamt auf Relationen
zwischen Hillenrdumen tibertragen werden.

Auf diese Weise gelangen wir zum einen zur kanonischen Realisierung von (o; 7)-residuier-
ten Familien iiber Hiillenverbéinden mit Hilfe geeigneter Relationen zwischen Hiillenrdumen.
Zum anderen resultieren aus den Grundbegriffen fiir (o;7)-residuierte Abbildungen auch
entsprechende Grundbegriffe fiir Relationen. Das liefert fiir die verschiedenen Signaturen
die wichtigen Begriffe stetiger, vollstetiger bzw. abgeschlossener Relationen und aulerdem
die sogenannten Bindungen zwischen Hiillenrdumen. Einige dieser Begriffe erweisen sich
als natiirliche Verallgemeinerungen oder neue systematische Herleitungen bereits bekannter
Konzepte. Beispielsweise ist die Stetigkeit von Funktionen zwischen Hiillenrdumen in unserem
Sinne dasselbe wie diejenige im topologischen Sinne, und bindre Bindungen zwischen geeig-
neten Hillenrdumen sind gerade die aus der Formalen Begriffsanalyse bekannten Bindungen
zwischen Kontexten.

Eine besondere Stellung unter den Hiillenrdumen haben die residuierten Hiillenrdume, weil
sie genau den (Abschnittsrdumen von) quasigeordneten Mengen entsprechen. Dies erméglicht,
sdmtliche neuen Grundbegriffe fiir Relationen zwischen Hiillenrdumen auch auf Relationen
zwischen quasigeordneten Mengen zu iibertragen, und liefert insbesondere einen interessanten
Zusammenhang mit den aus Kapitel 3 bekannten Abschnittsrelationen.

Vor diesem Hintergrund ist es niitzlich, nach ein paar elementaren Definitionen zu Beginn
des Kapitels zunéchst einige (iiberwiegend bekannte) Tatsachen zu Hiillenrdumen und quasi-
geordneten Mengen in der bisher entwickelten Terminologie zu formulieren. Im Anschluss
werden dann mittels verallgemeinerter Axialitdten die wichtigsten Grundbegriffe fiir Relatio-
nen zwischen Hiillenrdumen eingefiihrt und einige Theoreme fiir Hiillenstrukturen auf diesen
Fall angewendet. Danach interessiert uns hauptséchlich die Signatur (o;7) = ([+]; +). Wir
charakterisieren die stetigen und vollstetigen Relationen und untersuchen die vollstetige Hiille
von stetigen Relationen. Abschliefend werden mit Hilfe von Polaritdten auch die erwdhnten
Bindungen definiert und auf verschiedene Weise beschrieben.

6.1 Grundlagen

Zur Vorbereitung werden in diesem Abschnitt einige grundlegende Definitionen und Fakten zu
Hiillenrdumen zusammengestellt. Diese sind zwar zu grofien Teilen aus der Literatur bekannt,
wir nutzen aber die Gelegenheit, sie in die Theorie der Hiillenstrukturen sowie der Axialitdten
aus den vorigen Kapiteln einzuordnen. Fiir eine umfassende Ubersicht zu Hiillenrdumen
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6.1 Grundlagen

verweisen wir auf [36], und der Zusammenhang von (topologischen) Hiillenrdumen und
quasigeordneten Mengen wird unter anderem in [30] ausfiihrlich beschrieben.

6.1.1 Grundbegriffe fiir Hiillenrdume
Klassische Hiillenstrukturen werden gewohnlich als Hiillenrdume behandelt:

Definition 6.1.1 (Hilllenrdume). Ein Hullenraum X = (A,T") besteht aus einer Menge A und
einem Hiillenoperator I' auf A (d.h. einer Hiillenoperation auf BA, siche Definition 1.2.23).
Wie iiblich sei | X| = A die zugrundeliegende Menge der Struktur X, und der Hiillenoperator
I' von X werde mit I'y bezeichnet.

Sei X = (|X|,Tx) ein Hiillenraum. Wir schreiben PX := (B|X|,Tx) fiir die durch X
erzeugte klassische Hiillenstruktur, es ist also ygy = I'x. Der Abschluss (die Hiille) einer
Menge A C X wird im folgenden meistens durch

A:=Tx(A4)
gekennzeichnet, sofern der Hilllenraum X aus dem Zusammenhang hervorgeht. Auflerdem sei
CX :=Tx[PX]

das zu X gehorende Hiillensystem auf |X| (siehe Definition 1.2.26). Aufgrund der Bijektion
zwischen Hiillenoperationen und Hiillensystemen nach Proposition 1.2.27 lasst sich ein

Hiillenraum X auch durch ein Hiillensystem auf seiner Grundmenge beschreiben, also in der
Form X = (|X|,CX) angeben.

Es sei an dieser Stelle an die Konvention 1.2.3 erinnert, derzufolge wir auch fiir Hiillenrdume
X statt x € | X|, A C | X[, P|X| und dhnlichen Ausdriicken einfacher x € X, A C X und
PX etc. schreiben.

Lemma 6.1.2. Man erhdlt eine Bijektion zwischen HillenrdGumen und klassischen Hiillen-
strukturen, indem jedem Hiillenraum X = (|X|,Tx) die klassische Hiillenstruktur

PX = (mXu FX) - (PX7 ngX)
zugeordnet wird. O

Definition 6.1.3 (Hiillenverband). Fiir einen Hiillenraum X nennen wir den vollstdndigen
Verband
¢X :=(CX,Q)

der abgeschlossenen Mengen den Hiillenverband von X . Offensichtlich ist €X der Hiillenbe-
reich der von X erzeugten klassischen Hiillenstruktur, also

¢X = (PX),.
Supremum bzw. Infimum von & C CX in €X sind gegeben durch

AX=Nx wd \x={]x.

Mit Hilfe der Korrespondenz zwischen Hiillenrdumen und klassischen Hiillenstrukturen
iibertragen wir die bisher betrachteten Eigenschaften von Hiillenstrukturen auf Hiillenrdume:
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6 Hiillenrdume

Definition 6.1.4 (Eigenschaften von Hiillenrdumen). Ein Hiillenraum X heift
residuiert, residual, differenziert, diskret bzw. reduziert,

falls die klassische (und damit insbesondere superalgebraische) Hiillenstruktur BX die
entsprechende Eigenschaft besitzt (siehe die Definitionen 4.1.7 und 4.1.12).

Ein residuierter Hiillenraum wird auch Alezandroff-Raum (oder A-Raum) genannt. Unter
einer Alezandroff-Topologie (oder A-Topologie) versteht man ein Hiillensystem auf einer
Menge, welches nicht nur gegen beliebige Durchschnitte, sondern auch gegen beliebige
Vereinigungen abgeschlossen ist.

Notation 6.1.5 (Familien-Schreibweisen fur Hillenrdume). Ist X = (X; : ¢ € I) eine Familie
von Hiillenrdumen, so sei analog zu den Bezeichnungen fiir Familien von Hiillenstrukturen

FXZ(FXiZiGI).
Entsprechend werden die Notationen I'y und I'y von denen fiir Hiillenstrukturen ibernommen.

Definition 6.1.6 (o-residuale Familien von Hiillenrdumen). Sei o € {4, —}". Eine Familie
X = (Xy,...,X,) von Hiillenrdumen heiBt o-residual, falls "X = (PX1,...,BX,) eine
o-residuale Familie ist. Das heifit, dass fiir jedes ¢ € n im Fall 0; = — der Hiillenraum X;
residual ist.

Der grundlegende Zusammenhang zwischen Hiillenrdumen und quasigeordneten Mengen
wird durch die Spezialisierung hergestellt:

Definition 6.1.7 (Spezialisierungsordnung). Fiir einen Hiillenraum X sei die Relation
<x C|X| x |X]|, die Spezialisierungsordnung (oder kurz: Spezialisierung) von X, definiert
durch
y<xz = yelx({z})
— {y} S {=z}
— NVAelX)(zreA=yecA).

Offensichtlich ist <x stets eine Quasiordnung auf X, im allgemeinen aber keine Ordnung.
Die zugehorige quasigeordnete Menge wird mit

QX = (1X], <x)
bezeichnet und auch Spezialisierung von X genannt.

Konvention 6.1.8 (Schreibweisen fiir die Spezialisierung). Innerhalb von ordnungstheoreti-
schen Notationen kennzeichnen wir die Spezialisierung QX eines Hiillenraums X meistens
nur mit X. So schreiben wir beispielsweise |y statt |qx, und bereits nach Definition ist
<ax = <x-.

Definition 6.1.9 (Punktabschliisse). Ist X ein Hiillenraum, so bezeichne px: | X| — CX
die Abbildung, die jedem x € X den Punktabschluss

px () := {z} = I'x({z})

zuordnet. Nach Definition der Spezialisierungsordnung ist px: QX — €X offensichtlich eine
Ordnungseinbettung.
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6.1 Grundlagen

Fiir jeden Hiillenraum X besteht das \/-Spektrum SP X aus den einelementigen Teilmengen
von X. Nach Definition ist daher X genau dann differenziert, wenn verschiedene Punkte
auch verschiedene Abschliisse haben. Letzteres ist bekanntlich dazu dquivalent, dass die
Spezialisierung von X antisymmetrisch ist.

Lemma 6.1.10. Sei X ein Hillenraum. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) X ist differenziert.

(2) px: QX — €X st injektiv, d. h. fir alle z,y € X gilt: {x} = {y} =2z =1y.

(3) QX ist eine geordnete Menge. O

Diskret ist ein Hiillenraum X genau dann, wenn alle einelementigen Teilmengen abge-
schlossen sind. Die Reduziertheit von X ist gleichbedeutend damit, dass alle Punktabschliisse
in €X V/-irreduzibel sind, d.h. eine \/-Basis von €X bilden (siehe Definition 4.1.12). In
topologischen Zusammenhéngen sind diese Eigenschaften unter anderen Namen bekannt:

Bemerkung 6.1.11. Die folgenden Eigenschaften von Hiillenrdumen entsprechen den ne-
benstehenden, aus der Topologie bekannten Trennungsaziomen:

Eigenschaften Trennungsaxiom
differenziert To
diskret T
differenziert und reduziert Tp

Die Wahl der Bezeichnungen , differenziert* und ,,diskret* orientiert sich unter anderem an
den gleichnamigen Begriffen aus der Modallogik im Rahmen ihrer allgemeinen relationalen
Semantik, siche etwa [8].

6.1.2 Hiillenrdume und quasigeordnete Mengen

Die bekannten Zusammenhénge zwischen den abgeschlossenen Teilmengen eines Hiillenraums
X mit dem durch die Spezialisierung von X induzierten Abschnittsoperator | x fithren darauf,
dass I'x beziiglich |x bindend ist:

Proposition 6.1.12. Sei X ein Hiillenraum.

(a) Die Hauptideale beziiglich der Spezialisierungsordnung sind gerade die Punktabschlisse
von X, d.h. fir alle x € X ist |xx = {x}. Aquivalent ist |y | SPX =Tx | SPX.

(b) Jede abgeschlossene Teilmenge von X ist ein unterer Abschnitt hinsichtlich der Speziali-
sierungsordnung, d.h. CX C AQX oder gleichbedeutend | x < I'x.

(c) Tx ist bindend beziiglich |x, d.h. es gilt
IxoTlxolx =Tkx.

Beweis. Die Aussagen in (a) und (b) sind leicht einzusehen. Zu (c): Nach Korollar 4.2.16
ist (b) dquivalent zu | x o I’y = I'y. Aus Lemma 4.1.10 folgt mit (a) fiir alle A C X

FX\LXA:FXU{\LXZ‘:*I S A} :FXU{F)(({JJ}) NS A} :FxA,

also auch I'y o | x = I'x. O
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6 Hiillenrdume

Das nédchste Lemma zeigt, wie Hiillenoperatoren und quasigeordnete Mengen iiber die
Operatoren R — R> und f — f5 aus Kapitel 3 zusammenhéngen.

Lemma 6.1.13. Sei X ein Hillenraum und P eine quasigeordnete Menge.
(a) (I'x)3 ist eine Quasiordnung, namlich (I'x)3 = >x.
(b) (>p)? ist ein residuierter Hiillenoperator, nimlich (>p)? = |p.

Beweis. Zu (a). Es gilt (z,y) € (Ix)3 @y e Ix({z}) &y <x x fir alle z,y € X.
Zu (b). Die Abbildungen (>p)? und |, auf PB|P| sind residuiert, und fiir alle 2 € P ist
(=p)’({z}) = 22p = Lpw = Lo ({z}). O

In Kapitel 4 hatten wir fiir den Schnittoperator Ap zu einer quasigeordneten Menge
P bereits die differenzierte klassische Hiillenstruktur (B|P|, Ap) als ein wichtiges Beispiel
kennengelernt (siehe Proposition 4.1.14). Den korrespondierenden Hiillenraum nennen wir
den Schnittraum von P, und analog fiihren wir zum Abschnittsoperator |, den sogenannten
Abschnittsraum ein:

Definition 6.1.14 (Schnitt- und Abschnittsraum). Fiir eine quasigeordnete Menge P sei
der Schnittraum 9P sowie der Abschnittsraum D P von P definiert durch

MP = (|P|,Ap) bzw. DP:=(|P|,in).

Wir betrachten einige Eigenschaften von Abschnittsraumen.

Beispiel 6.1.15. Fiir jede quasigeordnete Menge P ist der Abschnittsraum ©P = (|P|, ]»)
residuiert und reduziert, im allgemeinen aber nicht differenziert. Er ist genau dann differen-
ziert, wenn P eine geordnete Menge ist. Auflerdem ist © P genau dann diskret, wenn P eine
Antikette ist. Der Hiillenverband des Abschnittsraums © P ist natiirlich der Abschnittsver-
band von P:

COP = (PDP), = (PP, Ls), = AP.

Da der Hiillenoperator |, residuiert ist, stellt sich sofort die Frage, wie sein Residual
(Jr)* gebildet wird. Dies folgt miihelos aus den fritheren Resultaten zu Axialitdten: Nach
Beispiel 3.3.13 und Lemma 6.1.13 ist

\L*:(ZH)*:_OSHO_:_OTO_'

Wir wissen aus Proposition 1.2.43, dass ({p)* ein Kernoperator auf |P| (d.h. eine Kernopera-
tion auf P|P|) ist, und laut Korollar 1.2.44 gilt fir jedes A C P

1 -A=A4 = |[A

Das sieht man natiirlich auch leicht direkt, da die Komplemente unterer Abschnitte genau
die oberen Abschnitte sind (Lemma 1.2.9).

Insgesamt kénnen wir nun wie folgt die klassische Bijektion zwischen Alexandroff-Rdumen
und quasigeordneten Mengen beschreiben:

Korollar 6.1.16. Sei A eine Menge. Die vollstindigen Verbinde aller
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6.1 Grundlagen

o residuierten Hiillenoperatoren auf A, enthalten in res(PA;BA), und
e Quasiordnungen auf A, enthalten in Rel(A; A),

sind isomorph vermdge der zueinander inversen Abbildungen T' — (I'3)% und < — (<9)3
(und ebenso vermage I' — T'g und < +— §3). Insbesondere gilt

e DX = X fir jeden residuierten Hillenraum X,
e ODP = P fiir jede quasigeordnete Menge P.
Beweis. Nach Theorem 3.3.7 und Lemma 6.1.13. O
Wir geben noch verschiedene Charakterisierungen von residuierten Hiillenrdumen an.
Proposition 6.1.17. Sei X ein Hiillenraum. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) X ist residuiert (ein A-Raum,).
(2) A=U{{z}:z € A} firalle AC X.
(3) CX ist eine A-Topologie.
(4) X =0QX (d.h. Tx = |x).
(5) €X =2ANX.

Beweis. Die Aquivalenz der Aussagen (1)-(3) ergibt sich aus Theorem 4.1.16 und Propositi-
on 4.1.11. (1) = (4) gilt nach Korollar 6.1.16, und aus X = QX folgt €X = AQX, also
(4) = (5). (5) = (3) ist klar. O

Mit Hilfe von Beispiel 5.3.20 sieht man, dass die Gestalt residualer Hiillenrdume folgender-
mafen festgelegt ist:

Korollar 6.1.18. FEin Hiillenraum X ist genau dann residual, wenn I'x die Form
I'x (A) =AUB

fiir eine feste Menge B besitzt, namlich B = Tx(0). Im Fall Tx(0) = 0 ist dann Tx bereits
die Identitdt auf PX. O

Als néchstes verallgemeinern wir die Aussagen aus Proposition 6.1.12 zu Hiillen- und
Abschnittsoperatoren.

Proposition 6.1.19. Sei X ein Hillenraum und P eine quasigeordnete Menge mit | X | = |P)|.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) <p C<x. (5) lpolx =Tx.

(2) 1r <lx. (6) Ixolp=TIx.

(3) lpolx =lx. (7) Ty ist bindend beziiglich |p.
(4) 1p <Tx. (8) CX C AP.
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6 Hiillenrdume

Beweis. (2) < (4) gilt wegen
lp<lx = |p[SPX I [SPX =Tk [SPX < |p<TIx.

Die Aquivalenzen (1) < (2), (2) < (8) sowie (2) < (3) und (4) < (5) sind klar.

(4) = (6): Aus |p < TIx folgt I'x o |p < T'x oI'x = Iy, also die Behauptung. (6) = (4):
Nach Voraussetzung ist |, < I'x olp =T.

(6) < (7) ergibt sich schliefilich aus der Aquivalenz der Aussagen (5) und (6). O

Korollar 6.1.20. Seien P und Q) quasigeordnete Mengen mit derselben Grundmenge |P| =
|Q|. Dann sind dquivalent:

(1)<pC <@, (2)Ir<lq (3lrolo=la, ({4)laolr=1q, (5) AQ C AP.
Beweis. Dies folgt mit X = @ aus Proposition 6.1.19. O

Abschlieend betrachten wir kurz die sogenannten Standardvervollstdndigungen von quasi-
geordneten Mengen (siehe etwa [39]).

Definition 6.1.21 (Standardvervollstandigungen). Sei P eine quasigeordnete Menge und
X ein Hiillenraum mit |X| = |P|. Der (vollstandige) Hiillenverband €X wird eine Standard-
vervollstindigung von P genannt, falls gilt:

NP CCX C AP.

Proposition 6.1.22. Sei P eine quasigeordnete Menge und X ein Hillenraum mit | X | = |P]|.
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) €X ist eine Standardvervollstandigung von P.

(2) lp <TIx < Ap.

(3) Die Punktabschliisse sind genau die Hauptideale, d. h. {x} = | px fiir alle z € | X]|.
(4) QX = P, d. h. <p ist die Spezialisierung von X.

(5) Tx ist bindend bzgl. |p, und 13() < A},.

.)
(6) Tx ist bindend bzgl. |p, und (AP, Tx) ist eine diskrete monotone Hiillenstruktur.

Beweis. (1) < (2) gilt nach Definition einer Standardvervollstandigung.
Aussage (3) besagt |x = | p. Damit sieht man sofort (3) < (4), und (2) < (3) ergibt sich,
da fiir J := SPX die Aussage |p < I'x < Ap dquivalent ist zu

e J<Ix [J=1xJ<Ap[J=]plJ

(2) < (5): Nach Proposition 6.1.19 ist |, < I'y gleichbedeutend damit, dass I'x bzgl. |»

bindend ist. Damit ist fTX> = |3 o'y 0% eine Hiillenoperation auf AP (siehe Korollar 4.3.5).
13)1 auﬂ> Ap bzgl. | p bindend ist (vergleiche Beispiel 4.3.6), ist genau dann I'y < Ap, wenn
I'x <Ap= A%; gilt.

(5) < (6): Esist Ap({pz) = Ap({z}) = |px fiir alle € X. Somit ist Ii < Ay, dquivalent
zu

Ty | SAP < AL | SUAP = idyp | SAP. 0

168



6.2 Relationen zwischen Hiillenraumen

Dass die ersten vier Aussagen der obigen Proposition dquivalent sind, ist aus der Lite-
ratur bereits wohlbekannt. Interessanter sind hingegen die letzten beiden Beschreibungen
von Standardvervollstdndigungen, denn nach Korollar 4.3.5 ist I'y +— I’—X> =% olxol}
eine Bijektion zwischen den beziiglich |, bindenden Hiillenoperationen auf BX und den
Hiillenoperationen auf dem Hiillenbereich (|X|,]r), = €OP = AP. Die Standardvervollstin-
digungen von P stehen demzufolge in Bijektion zu den diskreten monotonen Hiillenstrukturen
mit der zugrundeliegenden geordneten Menge AP .

6.2 Relationen zwischen Hillenraumen

Mit Hilfe der Korrespondenz von Relationen und (o; 7)-residuierten Familien iiber Potenz-
mengenverbinden aus Kapitel 3 kodnnen wir in diesem Abschnitt eine Reihe von Folgerungen
zu Relationen zwischen Hiillenrdumen aus den Resultaten zu (klassischen) Hiillenstrukturen
ableiten.

Definition 6.2.1 (Relationen zwischen Hiillenrdumen). Sei (X;Y) = (X1,...,Xp;Y) eine
Familie von Hillenrdumen. Unter einer Relation R zwischen X1, ..., X, und Y (oder kurz:
iber (X;Y)) verstehen wir im folgenden einfach eine Relation zwischen den Grundmengen
| X1], ..., |Xyn| und |Y|, und wir schreiben in diesem Fall auch R: X « Y. Funktionen
zwischen Hiillenrdumen werden entsprechend in der Form f: X — Y notiert. Es bezeichne

Rel(X1,...,Xn;Y) :==Rel(| X4|, ..., | Xul; Y]

den vollstdndigen Mengenverband aller Relationen zwischen Xi, ..., X, und Y (siehe
Definition 1.2.10).

Sofern nichts anderes festgelegt wird, sei fiir den gesamten Rest dieses Kapitels stets
(X;Y) = (X1,...,X,;Y) eine Familie von Hiillenriumen und (o;7) € {+,—}""! eine
Signatur.

Fiir jede Relation R € Rel(Xq,...,X,;Y) fassen wir sowohl R( ) als auch R( ) als
n-stellige Abbildungen zwischen den zugehorlgen klassischen Hiillenstrukturen auf, also

R(U;T)’ R(U;T) : (lev e 7q3X”) - %Y'

Wir wissen, dass die Abbildung R(HU;T) in jedem Fall (o; 7)-residuiert ist, und R(VU;T) ist immer
(0; —7)-residuiert. Auflerdem wurde in Kapitel 3 detailliert beschrieben, wie die Werte dieser
beiden Funktionen und auch die ihrer jeweiligen Residuale gebildet werden.

Als erstes werden wir mittels R — R(3 die Grundbegriffe stetig, o-vollstetig und abge-
schlossen fiir Abbildungen zwischen Hullenstrukturen auf Relationen zwischen Hiillenrdumen
iibertragen. Im Anschluss verwenden wir R +— R([ ) = = RY, um iiber bindende Funktionen
zwischen Hiullenstrukturen sogenannte Bindungen zwischen Hiillenraumen zu definieren.

6.2.1 Grundbegriffe fiir Relationen

Definition 6.2.2 (Stetige, vollstetige und abgeschlossene Relationen). Eine Relation R
zwischen Hullenrdumen X, ..., X, und Y heifit

o (0;7)-stetig, falls R(HU,T) stetig ist, d. h. falls gilt:

Ty o R}, oTx =Ty o R},.;
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e (o;7)-vollstetig, falls R(HJ,T) o-vollstetig ist, d. h. falls R (o;7)-stetig ist und dariiber
hinaus fir alle z; € X; (i € n) gilt:

(FY © R(Ha;‘r))({xl}glv SRRE) {l‘n}on) = R?U;T)({Iﬁl}gl, ey {xn}on);

3

e (0;7)-abgeschlossen, falls Ri,.0

abgeschlossen ist, d. h. falls gilt:

Ty 0 Ri,.;y 0 I'x = R,y o Ix.

o;T)

Im Fall (o;7) = ([+]; +) lassen wir wie iiblich die Signatur weg und sprechen von stetigen,
vollstetigen bzw. abgeschlossen Relationen zwischen X1, ..., X, und Y.

Zur Erinnerung: Die Elemente des A-Spektrums von 3| X;| sind gerade die Komplemente
{z;}~ = —{x;} fiir z; € X;, und es ist {z;}T = +{x;} = {=;}.

Fiir die obigen Grundbegriffe erhélt man sofort die folgenden Beschreibungen, die sich
umgekehrt gut als alternative Definitionen der Grundbegriffe fiir Relationen eignen.

Proposition 6.2.3. Sei R € Rel(Xy,...,X,;Y).

(a) R ist genau dann (o;T)-stetig, wenn

R} _(Ay,...,A,) =R}

(o37) (o37)

(A1,..., Ap) fir alle A; C X; (i € n) gilt.

(b) R ist genau dann (o;7)-vollstetig, wenn R (o;T)-stetig ist und

TR(x1,...,2n;_ ) =TR(z1,...,2n;_) fir alle x; € X; (i € n) gilt.

(c) R ist genau dann (o; T)-abgeschlossen, wenn

R(HU_T) (A1,...,A,) = R(HU;T) (Ay,..., Ap) fiir alle A; C X; (i € n) gilt.
Beweis. Die Aussage (b) folgt aus Korollar 3.3.9, lisst sich aber auch leicht direkt tiberpriifen,
und der Rest ist klar. O

Konvention 6.2.4 (Sprechweise fiir Hiillenoperatoren). Ist R eine Relation zwischen Men-
gen Ay, ..., A, und A,+1 und ist I'; ein Hiillenoperator auf A; fiir alle 4 € n + 1, so sagen
wir auch, R sei (o;7)-stetig beziiglich Ty, ..., I, und T'y41, falls R als Relation zwischen
den Hiillenrdumen (A41,T4), ..., (A, Ty) und (Apy1,Tny1) (03 7)-stetig ist. Analoge Sprech-
weisen gelten fiir die iibrigen auf Relationen iibertragenen Grundbegriffe, vergleiche die
Konvention 4.2.4 fiir Hiillenstrukturen.

Bemerkung 6.2.5. Wir hatten in Beispiel 4.2.6 gesehen, dass eine Funktion f: X — Y
zwischen Hiillenrdumen genau dann im tblichen topologischen Sinne stetig (bzw. abge-
schlossen) ist, wenn f_ : X — PY in unserem Sinne stetig (bzw. abgeschlossen) ist. Wegen
fo=f= f(3+; 4 st die oben definierte Stetigkeit (bzw. Abgeschlossenheit) fiir Relationen
also eine Verallgemeinerung der bekannten Begriffe fiir Funktionen aus der Topologie.

Fir die geordneten Mengen aller stetigen bzw. vollstetigen Relationen zwischen gegebenen
Hiillenrdumen fiihren wir noch eigene Notationen ein.
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Notation 6.2.6 (Geordnete Mengen stetiger bzw. vollstetiger Relationen). Mit
CRe|(U;T)(X1, N ,Xn; Y) bzw. CCRel(U;T) (Xl, N ,Xn; Y)

bezeichnen wir die beziiglich der Mengeninklusion geordneten Mengen aller (o; 7)-stetigen
bzw. aller (o;7)-vollstetigen Relationen zwischen X7, ..., X,, und Y.
Wie {tiblich sei CRel(X;Y) = CRel([4}.4)(X;Y) und CCRel(X;Y) = CCRel([1,4)(X;Y).

Lemma 6.2.7. CRel(,..)(X1,...,Xpn;Y) idst ein vollstindiger Verband, dessen Supremum
im Fall T = + durch die Vereinigung gegeben ist.

Beweis. Nach Lemma 5.2.7 und Theorem 3.3.7. OJ

Zu zwei zentralen Theoremen fiir CCRel(4.-) (X1, ..., Xy;Y) gelangen wir nun, indem die
entsprechenden Resultate fiir Hiillenstrukturen aus der Zusammenfassung am Ende des
vorigen Kapitels auf Hiillenrdume iibertragen werden. Vorbereitend sei daran erinnert, dass
flir eine beliebige Relation R zwischen Hiillenrdumen Xy, ..., X, und Y die durch R(HU;T)
kanonisch induzierte Abbildung

3—>
Ry (€Xy,...,C¢X,,) > ¢Y

bestimmt ist durch - ]
Riom) =Ty 0 Rig;ry o Ix-
Nach Proposition 3.3.8 ist somit fiir alle C; € CX; (i € n)

—
R,y (Cy,...,Cp) = TR(01CY, . .., 04 Ch)

=7{y:3z1...Jxp(R(z1,...,2n3y) &1 € 01C1 & ... & 2, € 0,C)) }.

Das erste Theorem beschreibt, wie unter geeigneten Voraussetzungen alle (o;7)-residu-
ierten Abbildungen zwischen Hiillenverbanden durch (o;7)-vollstetige Relationen zwischen
Hiillenrdumen auf kanonische Weise dargestellt werden kénnen.

Theorem 6.2.8. Ist X o-residual, so sind die vollstindigen Verbinde
o CCRel(y:r)(X;Y)7 aller (o; 7)-vollstetigen Relationen zwischen Xy, ..., X, und Y und
o res(,.;)(€"X;€Y) aller (o;7)-residuierten Abbildungen von €Xy, ..., €X, in Y

isomorph vermdége der zueinander inversen Abbildungen

% .
R+ R? und @ — (%)SU’T).

(o37)

Beweis. Dies folgt aus Theorem 5.3.40 und Theorem 3.3.7. Laut Korollar 3.3.11 ist

~ 0T <\ (o7
((Q)(U;T)); ): (@); ) O

— (o
Die Relation (® )(30’7) ergibt sich dabei nach Proposition 3.3.10 durch

@1,y ) =7@(01{m ), on{Tn)).

Das zweite Theorem zeigt, wie die Residuale der induzierten (o; 7)-residuierten Abbildungen
zwischen Hiillenverbanden berechnet werden.
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6 Hiillenrdume

Theorem 6.2.9. Fir jede (o;7)-vollstetige Relation R zwischen X1, ..., X, undY ist

3
R7,.y: (€Xy,...,€X,) > €Y

eine (o;7)-residuierte Abbildung mit dem i-ten (o;7)-Residual (i € n)

2 ND A O pmid
(Riper) ey = (Riper) (o) = (B )iy i

(o57)/ (o57) (o57)/ (a;7)
Beweis. Nach Theorem 5.3.35 und Theorem 3.3.12. OJ

Ist S € Rel(X1,...,X,;Y) eine (0; 7)-abgeschlossene Relation, so ist

—
Sty (C1y- ., Cn) =787(01Ch, ... ,0,C) v alle C; € CX; (i € n).
N :

Sowohl fiir die Berechnung von R(HU;T) als auch seiner Residuale (R_’)?U;T),i ist dies unter Um-
stdnden niitzlich. In Kapitel 5 wurde ausfithrlich untersucht, unter welchen Voraussetzungen
die Residuale von o-vollstetigen, (o; 7)-residuierten Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen
abgeschlossen sind (siehe insbesondere Theorem 5.3.42), und dies lasst sich natiirlich iiber
die Korrespondenz S +—» S(HU; T) auf (o; 7)-vollstetige Relationen {ibertragen.

Auflerdem lassen sich in einigen Féllen bereits unter schwécheren Voraussetzungen als in
Theorem 6.2.9 (0;7)-residuierte Familien tiber Hiillenverbanden kanonisch induzieren. So
erhilt man beispielsweise schon durch stetige Relationen immer auch residuierte Abbildungen
zwischen Hiillenverbénden (und auf diese Weise alle, da jede vollstetige Relation stetig ist),
vergleiche Theorem 5.3.11. Wir verzichten aber auf eine Wiederholung all dieser Details fiir
Relationen.

Die Bedeutung der Theoreme 6.2.8 und 6.2.9 liegt darin, dass sie systematisch fiir alle
Signaturen (o;7) zeigen, wie sich auf kanonische Weise alle (o;7)-residuierten Familien
iiber geeigneten Hiillenverbénden aus Relationen konstruieren lassen. In der Literatur treten
entsprechende Konstruktionen in der Regel nur ad hoc und in Spezialféllen auf (vergleiche
fiir den Bereich der relationalen Semantik substruktureller Logiken etwa [6], [80] oder [45]).

Sowohl aus dem vorigen Kapitel als auch aus Kapitel 4 lassen sich zahlreiche interessante
Charakterisierungen und Zusammenhéange der Grundbegriffe (o;7)-stetig, (o; 7)-vollstetig
und (o; 7)-abgeschlossen fiir Relationen herleiten. Aus Platzgriinden tiberspringen wir die
allgemeine Darstellung fiir sdmtliche Signaturen und beschrianken uns im weiteren Verlauf
auf ausgewéhlte Fakten fiir den Fall (o;7) = ([+]; +).

6.2.2 Stetige Relationen

Stetige Relationen zwischen Hiillenrdumen X1, ..., X, und Y sind fiir uns vor allem deshalb
von Bedeutung, weil sie iiber

R— ;ﬁ
genau die residuierten Abbildungen zwischen den Hiillenverbanden €X1, ..., €X,, und €Y

induzieren (man kombiniere Theorem 6.2.8 mit Theorem 5.3.11 oder argumentiere mit der
vollstetigen Hiille). Fiir die praktische Anwendung stetiger Relationen sind daher moglichst
viele brauchbare Charakterisierungen wiinschenswert.

Die folgenden Beschreibungen der Stetigkeit fiir Relationen ergeben sich miihelos aus
fritheren Ergebnissen zu stetigen Funktionen zwischen Hiillenstrukturen:
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6.2 Relationen zwischen Hiillenraumen

Proposition 6.2.10. Sei R eine Relation zwischen Hillenrdumen X1, ..., X, und Y. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) R ist stetig.

(2) R3(Aq,...,A,) = R (A4, ..., A,) fir alle A, C Xy (k € n).

(3) RP(Aq,...,A,) C R3(Ay,..., A,) firalle Ay, C Xy (k € n).

(4) Fir alle i € n und fir alle Ay, C Xy (k € n) gilt

R (A1,..., A5, ..., A) CRI(AL,..., A ... Ay

(5) Fir alle i € n und alle x, € Xy, (k€ n), A; C X, gilt

R}, A, dzn) SR (@), Ar o {2 )

(6) Fiir alle i € n ist (R?)® in der i-ten Variablen abgeschlossen.
(7) Fiir alle i € n und fiir alle A, C Xy (k € n\{i}), BCY gilt

BeCY — —(RHY(A,...,-B,...,A,)eCX;.

(8) Fir alle i € n und alle x, € Xy, (k€n\{i}), BCY gilt

BeCYy = —(RH({x1},...,—B,...,{z,}) €CX..

(9) Fir alle i € n und fir alle Ay C Xy, (k€n\{i}), BCY gilt

BeCY = {z;€X;:RAy,... {x;},...,A4,) CB}eCX,.

(10) Fiir alle i € n und alle z, € Xi, (k € n\{i}), BCY yilt

BelY — {.%'iEXZ'2R(.’,1:‘1,...,£L’i,...,$n,_)QB}ECXZ'.

(11) Es gibt einen \-Erzeuger M des Hiillensystems €Y, so dass fir alle i € n, alle x, € X
(k € n\ {i}) und alle M € M gilt:

{.Z‘Z'EXZ‘CR(.%'l,...,[I}i,...,a}n,_)QM}ECXZ‘.

Beweis. Die Aussagen (2)—(11) sind aus den folgenden Griinden jeweils dquivalent zu (1):
Aussage (2) besagt nach Definition, dass R stetig ist. (3) besagt, dass R? schwach stetig
ist (R7 ist insbesondere isoton). Laut (4) ist R? in jeder Variablen (schwach) stetig, siche
Theorem 4.2.28. Zu (5) siehe Korollar 5.3.14. Fiir die Aussagen (6)—(11) sieche Theorem 5.3.16
und Theorem 3.3.12. O

Das néchste Beispiel zeigt, wie sich stetige bindre Operationen zu einer residuierten Familie
auf einem Hiillenverband liften lassen.
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6 Hiillenrdume

Beispiel 6.2.11. Wir betrachten Proposition 6.2.10 fiir den Fall n = 2, einen Hillenraum
A = Xy = X5 = Y und speziell fiir Funktionen zwischen Hillenrdumen. Es sei o eine
zweistellige Operation auf |A|, also (|A], o) eine bindre Algebra. Ist o stetig beziiglich T4, so
induziert das Komplexprodukt von o eine in beiden Variablen residuierte Operation

~

® . — O

auf dem Hiillenverband €A (siehe Beispiel 3.3.14 fiir das Komplexprodukt und seine Residuale).
Es ist

CeD=T4(CoD)={zoy:zecC&kyecD}.
Die Residuale « = o(1) = (03)(13 und — := o) = (07)?) sind dann gegeben durch
E+~D={zcA:{z}oDCE} und C—-E={zcA:Co{z}CE}

fiir alle C, D, E € CA (die Residuale (07)) und (07)® des Komplexproduktes sind wegen
der Stetigkeit von o insbesondere abgeschlossen).

Um die Stetigkeit von o zu garantieren, geniigt nun nach Proposition 6.2.10 die Forderung,
dass fiir alle abgeschlossenen Mengen E € CA und alle y € A auch die Mengen

{reA:zoyecF} und {reA:yoxecE}

abgeschlossen sind. Fiir die Translationen l,:  — x oy und r,:  — y o x auf A sind diese

Mengen gerade die Urbilder [,/ LE] bzw. Ty LE).

Es ist instruktiv, parallel zu den allgemeinen Ausfithrungen die Stetigkeit von Relationen
zwischen Hillenrdumen speziell fiir Abschnittsréume zu betrachten, also Hiillenrdume der
Form ®P = (|P|,]p) fiir eine quasigeordnete Menge P. Dabei léasst sich gewinnbringend
ausnutzen, dass Abschnittsrdume stets residuiert sind.

Jede Relation zwischen quasigeordneten Mengen P, ..., P, und ) kann auch als Relation
zwischen den zugehorigen Abschnittsraumen D P, ..., D P, und D@ aufgefasst werden. Das
ermoglicht uns spéter insbesondere, die in Kapitel 3 eingefiihrten (o; 7)-Abschnittsrelationen
als bestimmte Relationen zwischen Abschnittsraumen zu charakterisieren und so in die
entwickelte Theorie einzuordnen (siehe Theorem 6.2.45).

(0; 7)-Abschnittsrelationen zwischen Pj, ..., P, und @ wurden definiert als untere Ab-
schnitte von [[ P77 x Q7, also diejenigen Relationen R € Rel(P; Q) mit ig;:’g))R = R. Wir
erwiahnen zuerst einen niitzlichen Hilfssatz zu den erzeugten Abschnitten ig;g)R, den man
leicht beweist.

Lemma 6.2.12. Sei (P;Q) = (Py,...,P,;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen und
R € Rel(P; Q) eine beliebige Relation. Es gilt

(\LE};?QJ)—)R)(ml, cee 7xna7) = \I,ZQRHLL;;TL . ,i;ﬁ(]}n)
fiir alle (x1,...,2,) € [ P. .

Mit diesem Lemma und der Residuiertheit von Abschnittsrdumen ergibt sich nun aus
Proposition 6.2.10 ohne Schwierigkeiten:

Proposition 6.2.13. Sei (P;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen und R € Rel(P; Q).
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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6.2 Relationen zwischen Hiillenraumen

(1) R ist stetig beziiglich |5, ..., 17 und |7, d.h. R € CRel(®"P7;DQ").
(2) LoRP(P 2, .. 5 an) = LR ({a1}, ... {zn}) fir alle z € ] P.
(3) R ar, ... 3 an) C LR ({z1}, ..., {zn}) fir alle z € ] P.
4) Zu allen z;, 2t € Py, y' € Q mit 2t <F x; (i € n) und R(zy,...,2";y") gibt es einy € Q
1 T —P; 1 n
mit R(z1,...,zn5y) und y' <5 y.
(5) (Lipi) R) (@1, @ps ) = L5 R(21, ..., 20 ) fiir alle z € [] P. O

Fiir Funktionen erhalten wir hieraus die bekannte Tatsache, dass die Isotonie dasselbe ist
wie die Stetigkeit beziiglich unterer Abschnitte.

Korollar 6.2.14. Sei (P;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen und f: P — @Q eine
Abbildung. Es gilt

f (o;7)-monoton <= [ stetig beziiglich |7, ..., 17" und |g,.

Beweis. Die (o;7)-Monotonie der Funktion f entspricht gerade der Aussage (4) in Propositi-
on 6.2.13, -

Beispiel 6.2.15. (a) Sei (P;Q) = (Py,..., P,; Q) eine Familie quasigeordneter Mengen. Ist
f: P — Q eine isotone Funktion, d.h. f: ®D"P — Q@ stetig, so lasst sich f zu einer
residuierten Familie

G, ()

iiber den Abschnittsverbanden AP, ..., AP, und AQ liften. Die Komponenten dieser
Familie werden wie folgt gebildet (vergleiche Theorem 3.3.12):

F(Dla'-an) :\LQf[D17'~'7D7L] :¢Q{f(x1,...,a:n) X € Dl, R L~ Dn}
und

(F)@(Dl,...,E,...,Dn):{xi:f[Dl,...,{a;i},...,Dn] CE},

da (f?)(i) (in der i-ten Variablen) abgeschlossen ist. Wegen der Isotonie (Stetigkeit) von
f gilt auflerdem

P AL Lo A) = Laf Um v e An) = Lof[As. ... A
fir alle A; C P; (i € n).

(b) Wir betrachten speziell den Fall n = 2. Sei (P, -) eine binére geordnete Algebra (siehe
auch Bemerkung 2.1.9), also - eine zweistellige isotone Operation auf der geordneten
Menge P. Dann ist - stetig beziiglich des Abschnittsoperators von P, und mit dem
Komplexprodukt A-B = {z-y:x € A, y € B} € P|P| nach Beispiel 3.3.14 erhilt
man aus der geordneten algebraischen Struktur (P, -) eine vollstdndige und residuierte
Struktur (AP, e, +—, —) mit

CeD=|p(C-D)

und den beiden Residualen F < D ={z € P:{z} - DC FE}und C — E ={y €
P : C-{y} C E}. Dies ist gerade der Spezialfall von Beispiel 6.2.11 fiir residuierte
Hiillenrdume.
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Nach den Abschnittsrdumen kehren wir wieder zu beliebigen Hiillenrdumen zuriick und
stellen als néichstes einige wichtige Charakterisierungen von zweistelligen stetigen Relationen
R zusammen. Wir erinnern dafiir an die Schreibweisen (R) = R? und (R)* = (R™1)?

(=) =
[R4] aus Beispiel 3.3.13.

Korollar 6.2.16. Sei R eine Relation zwischen Hillenrdumen X und Y, und sei M eine
N-dichte Teilmenge von €Y. Es sind dquivalent:

(1) R ist stetig.

(2) AR = AR fiir alle AC X.

(3) AR C AR fiir alle AC X.

(4) R ist (—; —)-abgeschlossen.

(5) Fir alle B € CY ist —(R(—B)) € CX.

(6) Fir alle BeCY ist{x:2RC B} e€(CX.

(7) Fir alle M e M ist {x:Vy(xt Ry=y e M)} eCX.
(8) (@, ﬁ) ist eine Adjunktion zwischen €X und €Y.
(9) @ ist residuiert und {x}R C xR fiir alle z € X.
(10) Es gibt eine residuierte Abbildung ®: €X — €Y mit

d({z}) = (RY({z}) = xR fiir alle x € X.

(11) Es gibt eine dual residuierte Abbildung ¥: €Y — €X mit

W(M) = [RY(M) fiir alle M € M.

—
In diesem Fall sind ® und ¥ eindeutig bestimmt durch ® = @ und ¥ = [RY], also

®(C) = (R)(C) fiir alleC € CX,  W(D)=[RY(D) fiir alle D €CY.
Beweis. Nach Proposition 6.2.10 sowie Theorem 5.2.2 und Korollar 5.2.3. 0

Bemerkung 6.2.17. In der klassischen Topologie gibt es verschiedene Stetigkeitsbegriffe fiir
Relationen zwischen topologischen Raumen X und Y, die iiblicherweise iiber Multifunktionen
definiert werden. Unter einer Multifunktion (oder mehrwertigen Funktion) F von X in Y
versteht man eine gewohnliche Abbildung F': X — PY, und die Multifunktionen von X in Y
korrespondieren offensichtlich bijektiv mit den Relationen zwischen X und Y (via F' — Rp,
x Rpyeye F(x)).

Einen guten Uberblick iiber die Stetigkeit fiir Multifunktionen (und damit fiir Relationen)
gibt Berge [5]. Ubertrigt man die dort angegebenen Definitionen in geeigneter Formulierung
auf allgemeine Hiillenrdume, so entspricht der Stetigkeit bindrer Relationen in unserem Sinne
gerade die Unterhalbstetigkeit.
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Beispiel 6.2.18. Sei R eine bindre Relation zwischen quasigeordneten Mengen P und Q).
Die Stetigkeit von R beziiglich der Abschnittsoperatoren von P und @ ist dquivalent zur
schwachen Stetigkeit von R¥, d.h. zu R o |, < |, 0 R°. Wegen | = >7 gilt somit nach
Theorem 3.3.7 und Korollar 3.3.15

R:DP D@ stetig <= Ro>pC >poR,

was sich natiirlich ebenso an Proposition 6.2.13 ablesen lasst. Diese Stetigkeitsbedingung
tritt in den Anwendungen beispielsweise in [16] auf.

Eine Abbildung f: P — @ ist nach der obigen Bedingung genau dann isoton, wenn sie
fo>p C >qgo f erfillt.

Wir haben gesehen, dass die Stetigkeit einer bindren Relation R : X «— Y zwischen Hiillen-
riumen gleichbedeutend ist mit der (—; —)-Abgeschlossenheit von R4 : Y « X. Sie ist jedoch
im allgemeinen nicht zur Abgeschlossenheit von R? dquivalent! Fiir Funktionen f: X — Y
stellt sich dies allerdings anders dar, denn nach Beispiel 3.3.13 gilt

POy =) ==

Die (—; —)-Abgeschlossenheit von f9 ist daher dasselbe wie die Abgeschlossenheit. Im Falle
von Funktionen zwischen Hiillenrdumen ldsst sich die Stetigkeit demnach wie iiblich dadurch
charakterisieren, dass Urbilder abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen sind. Direkt
zeigt sich dies auch an Aussage (5) in Korollar 6.2.16, da fir alle Abbildungen f: X — Y
und B C Y gilt: —(f~'[-B]) = f~![B].

Im néchsten Korollar geben wir noch weitere Beschreibungen der iiblichen Stetigkeit von
Funktionen zwischen Hiillenrdumen an, die sich aus den Resultaten fiir Relationen ergeben.
Die meisten der folgenden Charakterisierungen sind bereits aus der Topologie bekannt oder
finden sich in [27]. Interessant ist hingegen die Aussage (8): Wie man wei}, ist einerseits
jede stetige Abbildung isoton hinsichtlich der Spezialisierungsordnungen, und andererseits
induziert jede stetige Funktion f: X — Y eine residuierte Abbildung ®: €X — €Y durch
®(C) = f[C]. Die Umkehrungen sind im allgemeinen jeweils falsch. Aus beiden Folgerungen
zusammen lasst sich die Stetigkeit jedoch zuriickgewinnen.

Korollar 6.2.19. Sei f: X — Y eine Funktion zwischen Hillenrdumen X, Y, und sei M
eine \-dichte Teilmenge von €Y. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) f ist stetig (d.h. f.:PBX — PY ist stetig).

(2) fIA] = f[A] fir alle A C X.

(3) flA] C flA4] fiir alle A C X.

(4) f4 ist abgeschlossen (d.h. f_:BY — PX ist abgeschlossen,).
(5) Fiir alle B € CY st f~'[B] € CX.

(6) Fiir alle M € M ist f~1[M] € CX.

(7) (f=, f<) ist eine Adjunktion zwischen €X und €Y.

é
(8) f- ist residuiert, und f: QX — QY ist isoton.
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6 Hiillenrdume

(9) Es gibt eine residuierte Abbildung ®: €X — €Y mit Popx =py o f.

(10) Es gibt eine dual residuierte Abbildung V: €Y — ¢X mit W(M) = f~1[M] fiir alle
MeM.

In diesem Full sind ® und U eindeutig bestimmt durch ® = f—: und U = f—:, also

®(C) = f[C] fiiralle C €CX,  W(D)= f ' D] fiiralle D cCY.

Beweis. s ist 7 = (f) = f- und (/) = (FN7__, = [f4] = (f9) = (%) = f_. Die
Behauptungen ergeben sich somit aus Korollar 6.2.16. Fiir die zweite Hélfte von Aussage (8)
verwendet man dabei

(Vy e N)(fwl € {f)}) = (zyeX)(ze{y} = fl2) € {fW)})
= (Vz,ye X)(x <xy= flz) <y f(y)) H

Beispiel 6.2.20. Seien P und @) quasigeordnete Mengen. Ist f: P — @ eine isotone Abbil-
dung, d.h. f: ®P — DQ stetig, so induziert f bekanntlich eine Adjunktion (®,¥) zwischen
den Abschnittsverbinden 2AP und 24Q) durch die Festlegung

O(D) = lofID),  W(E)=f'E] (DeAP, E € AQ).

— —
Das ergibt sich nun mit ® = f, und ¥ = f._ aus Korollar 6.2.19 (und fiir n = 1 auch aus
Beispiel 6.2.15).

Neben den Abschnittsraumen liefern auch die Schnittréume wichtige Beispiele stetiger
Funktionen:

Beispiel 6.2.21. Seien L und M vollstindige Verbdnde. Fiir jede Abbildung ¢: L — M
gilt:
 residuiert <= ¢ stetig beziiglich Ay und Ayy.

Denn fiir jeden vollstdndigen Verband N ist COIN = NN = {]z : x € N}, d.h. das
Hiillensystem des Schnittraums 9N = (| V|, Ax) besteht aus den Hauptidealen von N. Die
Abbildung ¢: ML — MM ist somit genau dann stetig, wenn Urbilder von Hauptidealen
unter ¢ wieder Hauptideale sind — und dies ist gerade die Residuiertheit von ¢.

Die schnittstetigen Abbildungen zwischen quasigeordneten Mengen werden unter anderem
in [32] betrachtet.

Abschlieend stellen wir einen Zusammenhang her zwischen der Stetigkeit mehrstelliger und
der Stetigkeit bindrer Relationen. Damit lassen sich viele Charakterisierungen der Stetigkeit
mehrstelliger Relationen aus dem zweistelligen Spezialfall zuriickgewinnen.

Lemma 6.2.22. Eine (n+1)-stellige Relation R € Rel(X1,...,X,;Y) ist genau dann stetig,
wenn fir alle i € n und alle x € T[}_|Xk| die bindre Relation RY € Rel(X;,Y) stetig ist.

Beweis. Nach Theorem 5.3.16 ist die Stetigkeit der n-stelligen Abbildung R dazu #quivalent,
dass fiir alle i € n und alle z € [[;_;|X}| die einstellige Abbildung (RH)E{“}’“"{%}) stetig
ist. Mit Proposition 3.3.26 folgt somit die Behauptung. O

178



6.2 Relationen zwischen Hiillenraumen

6.2.3 Vollstetige Relationen

Durch die kanonische Zuordnung R +— ]? erhdlt man aus den stetigen Relationen zwi-
schen Hilllenrdumen X, ..., X,, und Y sdmtliche residuierten Abbildungen zwischen den
Hiillenverbanden €X1, ..., €X,, und €Y. Nach Theorem 6.2.8 reichen hierfiir bereits die
vollstetigen Relationen aus (und auch nicht weniger als diese). Insofern gilt unser Interesse
im folgenden der Charakterisierung vollstetiger Relationen und aulerdem der Beschreibung
der vollstetigen Hiille, die zu jeder stetigen Relation die kleinste sie umfassende vollstetige
Relation liefert.

Die vollstetige Hiille lisst sich dhnlich wie die behandelten Grundbegriffe iiber R +— R>
vom abstrakten Rahmen (siehe Definition 5.3.28) auf Relationen zwischen Hiillenrdumen
iibertragen.

Definition 6.2.23 (Vollstetige Hiille fiir Relationen). Fiir eine stetige (n+1)-stellige Relation
R € CRel(Xy, ..., X,;Y) zwischen Hiillenrdumen sei

RY = (R?)3
die wvollstetige Hiille von R.
Nach Definition der vollstetigen Hiille gilt somit fiir jede stetige Relation R
(RV)? = R3. (6.1)
Proposition 6.2.24. Die vollstetige Hiille besitzt die folgenden grundlegenden Eigenschaften:
(a) Fiir jede stetige Relation R € CRel(X;Y') ist R wvollstetig, also R'' € CCRel(X;Y).

(b) Fir jedes R € CRel(X;Y) und alle x; € X; (i € n) ist

Rr(xla sy ) = R(x1, .. 20 ).
Im Fall bindrer Relationen R (d.h. n =1) ist somit x(R') = zR.

(¢) Die vollstetige Hiille R — R ist eine Hiillenoperation auf CRel(X;Y), und der zugehérige
Hiillenbereich ist CCRel(X;Y).

(d) CCRel(X;Y) ist ein vollstandiger Verband, in dem Suprema wie folgt gebildet werden:
VR = (UR)" fir alle R C CCRel(X;Y).

Beweis. RT ist vollstetig, da (RT)? = R eine vollstetige Abbildung ist. Mit Proposition 5.3.30
erhilt man fur jedes R € CRel(X;Y)
(@1, s y) €BY <= ye B({mb..., {za})
— yeR{x1},... . {za})
— yeR(x,...,xn;_).

Dass R ~ R eine Hiillenoperation mit dem Hiillenbereich CCRel(X;Y) ist, folgt aus
Korollar 5.3.29. Damit ergibt sich auch die Bildung des Supremums in CCRel(X;Y") (die
Vollstéandigkeit von CCRel(X;Y) wurde bereits in Theorem 6.2.8 formuliert). O
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Die vollstetige Hiille einer stetigen Relation R ist die kleinste vollstetige Relation, die R
umfasst. Sie ist aulerdem die grofite stetige Relation S, die dieselbe residuierte Abbildung
zwischen Hiillenverbdnden induziert wie R:

Theorem 6.2.25. Fir jede Relation R € Rel(X;Y') sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(1) R ist vollstetig.
(2) R ist stetig und R = RY.

(3) R ist stetig und R(x1,...,xn;_) € CY fir alle v € T]11|Xi].

(4) R:max{SECReI(Xl,...,Xn;Y):S?:]?}.
(5) R=U{S € CRel(X1,...,X,;Y) : Ty 0 S7 =Ty o R7}.

Beweis. Nach Proposition 5.3.31 sowie Proposition 6.2.24 und Lemma 6.2.7. O
Fiir eine stetige Relation zwischen X1, ..., X,, und Y berechnet man die vollstetige Hiille
durch

(x1,...,20;y) €ERY = yely({zeY:(x1,...,20;2) € R}).

Wie sieht die vollstetige Hiille speziell fiir stetige Funktionen f: (Xy,...,X,) — Y aus? Das
néchste Lemma liefert eine Beschreibung mit Hilfe der Spezialisierung von Y.

Lemma 6.2.26. Sei f: X — Y eine stetige Abbildung. Dann gilt

(wy)eff = ye{f@)=flz) <= y<vflx)
fiir alle (z;y) € [Ty |1X:] x [V, und es ist
(== of
Beweis. Der erste Teil ist klar, und der zweite folgt aus
(W, fwnd) = T mn ) = b f(@n, ) = e f{ands - {an )]
mit der Residuiertheit von ()3 und |, o f7. O

Fiir eine einstellige stetige Abbildung f: X — Y zwischen Hiillenrdumen X und Y ist
demnach (f)? = |, o f. und auBerdem f'' = >y o f.

Beispiel 6.2.27. Fiir jede quasigeordnete Menge P sind nach Proposition 6.1.22 sowohl die
Spezialisierung des Schnittraums 9t P als auch die Spezialisierung des Abschnittsraums © P
durch die Quasiordnung <p gegeben.

Ist ¢: L — M eine residuierte Abbildung zwischen vollstédndigen Verbédnden L und M,
d.h. ¢: ML — MM stetig (siche Beispiel 6.2.21), so gilt also nach Lemma 6.2.26

zoly =y <y ).

Ist f: P — @ eine isotone Abbildung zwischen quasigeordneten Mengen P und @, also
f: P — DQ stetig (siehe Korollar 6.2.14), so ergibt sich ebenso

zfly <= y<ofla).
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6.2 Relationen zwischen Hiillenraumen

Beispiel 6.2.28. Seien P und ) quasigeordnete Mengen und R : O P «— D(Q eine stetige
Relation zwischen den Abschnittsrdumen. Dann gilt Ro >p C > o R (siche Beispiel 6.2.18).
Da Abschnittsraume residuiert sind, gilt (RF)3 —RI= loo R (vergleiche auch Propositi-
on 5.2.24) und somit fiir die vollstetige Hiille

RF = (ﬁ)g = ZQ o R.

Laut der Charakterisierung aus Theorem 6.2.25 ist daher > o R die grofite stetige Relation
S:®OP «— DQ, die [SY(D) = [RY(D) fiir alle D € AQ erfiillt.

Auch fiir die Vollstetigkeit gibt es einen einfachen Zusammenhang zwischen binédren und
mehrstelligen Relationen, die diese Eigenschaft besitzen:

Lemma 6.2.29. Eine (n + 1)-stellige Relation R € Rel(X1,...,X,;Y) ist genau dann
vollstetig, wenn fir alle i € n und alle x € [[p_;|Xk| die bindre Relation R € Rel(X;,Y)
vollstetig ist.

Fiir alle R € CRel(X1,...,X,;Y) und jedes i € n ist (RY)? = (R¥).

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich analog zu Lemma 6.2.22 mit Lemma 5.3.32, die
zweite priift man leicht direkt nach oder verwendet Lemma 5.3.33. O

Zu Beginn des Kapitels haben wir in Proposition 6.1.12 gesehen, dass fiir jeden Hiillen-
raum X der Hullenoperator I'xy beziiglich des Abschnittsoperators |y bindend ist. Analoges
gilt interessanterweise fiir Abbildungen R?, falls R eine vollstetige Relation ist.

Proposition 6.2.30. Fiir jede vollstetige Relation R € CCRel(X1,...,X,;Y) ist R? bindend
beziiglich Lx,, ..., Ix, und |y.

Beweis. Fir alle x; € X; (i € n) gilt aufgrund von Proposition 6.1.12 und der Vollstetigkeit
von R

W (s ) € W B o) = BTy ond)
= RH({x1}7 s {xn}),

wegen der Residuiertheit von R also |, o R? o Ixps o dx,) < R3. Da R? isoton ist, folgt
damit die Behauptung. O

Die vollstetige Hiille R einer stetigen Funktionen f: (Xi,...,X,) — Y ist gegeben durch
R(z1,...,xn;_) ={f(z1,...,25)}. In den Anwendungen kommt es hiufiger vor, dass eine
Relation auf diese Weise aus einer Funktion erzeugt wird. Wir fiihren dafiir die folgende
Sprechweise ein:

Definition 6.2.31 (Funktionale Relationen). Eine Relation R zwischen X, ..., X, und Y
heiflt funktional,' wenn es eine Funktion f: (X1,...,X,) — Y gibt, so dass

R(xy,...,zn;_) = {f(fUl,---,ﬂﬁn)}

fir alle (z1,...,2,) € [T/1|X;| gilt. In diesem Fall sagen wir, R werde von der Funktion f
erzeugt, und nennen f auch eine erzeugende Funktion von R.

1 In der Literatur werden manchmal auch linkstotale und rechtseindeutige Relationen — nach unserer Definition
also Funktionen — funktional genannt. Das ist hier ausdriicklich nicht der Fall: Funktionale Relationen sind
im allgemeinen keine Funktionen, sondern werden von Funktionen erzeugt.
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6 Hiillenrdume

Die erzeugende Funktion einer funktionalen Relation ist im allgemeinen nicht eindeutig be-
stimmt. Die Eindeutigkeit gilt allerdings fiir differenzierte Hiillenraume: Wird R € Rel(X;Y)
durch zwei Abbildungen f,g: X — Y erzeugt und ist Y differenziert, so folgt aus {f(z)} =
R(z; ) ={g(x)} wegen der Differenziertheit f(x) = g(z).

Die von einer stetigen Funktion erzeugte funktionale Relation ist offensichtlich bereits
vollstetig:

Lemma 6.2.32. Sei R € Rel(X;Y) eine Relation und f: X — Y eine stetige Funktion. R
wird genau dann von f erzeugt, wenn R = fU gilt. In diesem Fall ist R also vollstetig.

Ist der Hiillenraum Y differenziert, so gilt auferdem f' = g' = f = g fiir jede weitere
stetige Funktion g: X — Y. ]

Problemlos lassen sich auch die niachsten beiden Propositionen zeigen, die wir ohne Beweis
angeben. Aus der ersten ist ersichtlich, dass jede erzeugende Funktion einer vollstetigen,
funktionalen Relation schon stetig sein muss.

Proposition 6.2.33. Sei f: X — Y eine Funktion. Es gilt
f stetig <= R stetig <= R wvollstetig,

falls R € Rel(X;Y') die durch f erzeugte funktionale Relation ist. O

Die zweite Proposition zeigt, dass die durch funktionale, vollstetige Relationen induzierten
Abbildungen zwischen Hiillenverbdnden Punktabschliisse bewahren:

Proposition 6.2.34. Eine vollstetige Relation R € CCRel(X;Y") ist genau dann funktional,
wenn es zu allen (z1,...,zy) € [T72|Xi| ein y € |Y| gibt mit

R [on]) = Rler, . ami ) = (o).

Ist Y differenziert, so ist dariber hinaus die stetige Funktion f: X =Y mit R = f*
eindeutig bestimmt und y = f(x1,...,xy). In diesem Fall wird das Auswahlaxiom fir den
Beweis nicht bendtigt. L]

6.2.4 Bindungen

Nachdem wir bisher mit Hilfe von (o; 7)-Axialitdten einige Grundbegriffe fiir Abbildungen
zwischen Hiillenstrukturen auf Relationen zwischen Hiillenrdumen iibertragen haben, ver-
wenden wir nun Polarititen, also die Korrespondenzen R +— RY. Damit gelangen wir von
bindenden ([+]; —)-residuierten Abbildungen zu sogenannten Bindungen zwischen Hillenréau-
men. Diese stellen eine Verallgemeinerung der aus der Formalen Begriffsanalyse bekannten
Bindungen dar (siehe [44]), worauf wir spéater noch niher eingehen.

Definition 6.2.35 (Bindungen). Eine Relation R zwischen Hiillenrdumen X, ..., X, und
Y heiBt Bindung, wenn die Abbildung RY: "X — PBY bindend ist, d.h. falls gilt:

FYORVOPX:RV.

Die durch Mengeninklusion geordnete Menge aller Bindungen zwischen Xi, ..., X,, und Y
wird mit

Bond(X1,..., X,;Y)

bezeichnet.
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Lemma 6.2.36. Bond(X7,...,X,;Y) ist ein vollstandiger Verband, in dem das Infimum
durch den mengentheoretischen Durchschnitt gegeben ist.

Die Menge aller Bindungen zwischen X1, ..., Xy, Y ist somit ein Hillensystem auf
i1 | Xl < [Y].
Beweis. Nach Proposition 2.2.28, Proposition 4.2.29 und Korollar 3.3.21. 0

Fiir jede Relation R € Rel(X;Y) zwischen Hiillenrdumen ist bekanntermafien RY eine
([+]; —)-residuierte Abbildung von "X in PY und

_>
R =TPoR"oTl%: €"X — CY

die kanonisch induzierte Abbildung zwischen den zugehorigen Hiillenverbénden. Ist R eine
Bindung, so gilt nach Definition fiir alle A; C X; (i € n)

- S
RY(Ay,...,A,) =RY(A1,...,A,) = R"(Ay,..., A,)
={y:Vor.. Vo, (11 € &1 & ... &z, € Ay) = R(z1,...,2059)) }.

Aus den allgemeinen Ergebnissen fiir Hiillenstrukturen aus dem vorigen Kapitel erhalten
wir nun die beiden zentralen Theoreme zu Bond(X;Y'). Das erste beschreibt, wie sich iiber
allgemeine Polaritédten alle ([+]; —)-residuierten Abbildungen zwischen Hiillenverbénden
durch Bindungen zwischen Hiillenrdumen realisieren lassen.

Theorem 6.2.37. Die vollstindigen Verbdinde

e Bond(Xy,...,X,;Y) der Bindungen zwischen X1, ..., X, und Y und
o res(y),—)(€Xy, ..., CX; €Y) der ([+]; —)-residuierten Abbildungen von €X1, ..., €X,,
in CY

sind isomorph vermoge der zueinander inversen Abbildungen

- —
R—R" und @~ (®)y.

Beweis. Die Behauptung ergibt sich aus Theorem 5.3.40 und Korollar 3.3.21. Man beachte
dabei
bFES([_H;_) (Q:nX; @Y) = ccres(H];_) (QnX; Q:Y),

siehe auch Proposition 5.3.8. 0

Im zweiten Theorem wird erldutert, wie die Residuale der induzierten ([+]; —)-residuierten
Abbildungen gebildet werden.

Theorem 6.2.38. Fiir jede Bindung R zwischen X1, ..., X, und Y ist

.)
R": (¢X4,...,€X,) = CY

eine ([+]; —)-residuierte Abbildung mit dem i-ten ([+]; —)-Residual (i € n)

— a7 —
NO) _ pvy\ () _ p—i\VY
(B7)((y = (B = (BT
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Beweis. Nach Theorem 5.3.35 und Theorem 3.3.22. O

Mit R ist auch die i-te konverse Relation R™* eine Bindung:

Lemma 6.2.39. Fir alle Relationen R € Rel(X;Y') und jedes i € n gilt
ReBond(Xy,...,X,;Y) <= R 'cBond(Xy,...,Y,..., X X))
Insbesondere ist also eine bindre Relation R : X «— Y zwischen Hiillenrdumen genau dann

eine Bindung, wenn die duale Relation RY:Y « X eine Bindung ist.

Beweis. Dies folgt wegen (RV)E%.,) = (R™%)" aus Korollar 5.3.10. O

Demnach wird fiir jede Bindung R € Bond(X;Y) das i-te Residual der induzierten
Abbildung zwischen den Hillenverbéanden wie folgt berechnet:

PN O e NV
(B ) (At By Ay) = (RT)Y(Ar, -, B, Ay)

fur alle Ay, C Xy, (ken)\ {i}), BCY.

Wir stellen nun eine ganze Reihe von Charakterisierungen zusammen, die sich fiir Bindungen
leicht aus den allgemeineren Resultaten zu bindenden ([+]; —)-residuierten Abbildungen
ergeben. Es vereinfacht die Formulierung, X, fiir Y zu schreiben.

Theorem 6.2.40. Fir jede Relation R zwischen Hiillenrdumen X1, ..., X, und Xp41 sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) R ist eine Bindung.

(2) Fiir alle i € n+1 und alle x € [[}2]| Xy| ist

R(.Z’l, sy i1y s Tl ey xn+1) €CX;.

(8) Fiir alle Ay, C X, (k € n) gilt

Rv(Aila s 7Tn) = Rv(Ab . aAn)

(4) Fir alle Ay, C Xy (k € n) und alle i € n gilt

RY(Ay,...,A;, ..., Ay) =R (A1,..., Ai, ..., Ay).
(5) Fiir alle x € [[}_;|Xk|, jedes i € n und alle A; C X; gilt

R'{a1 ), Ag o dand) = R¥ (), o Auy o {an))

(6) Fiir jedes i € n und alle Ay C Xy (k€n), BC X1 ist

(RTHY(Ay,...,B,...,A,) €CX; und R(Ay,...,A,) €CXpy1.
(7) Fiir jedes i € n und alle (z1,...,m,;y) € [[}11Xy| st

(R}, {yts - {zn)) € CXs und RY({z1}, ..., {zn}) € CXpy1.
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(8) Fiir alle A, C X (ken+1) und allei € n+1 gilt

Ay X ..o XA x ... xA, 1 CR = A x...xA;x...xA,;1 CR.

(9) Firalleien+1, A; C X; und x € HZI%\XM gilt

{Tx...xAix..x{zpp1} CR = {m}x...xAx...x{x,1} CR.

(10) Fir alle Ay, C Xy (k€n+1) gilt

A1><...><An+1QR - EX...XAn+1§R.

Beweis. (1) < (3) gilt nach Definition einer Bindung, und (1) < (4) erhélt man mit
Theorem 4.2.28. Die Aquivalenz von (1) zu jeder der Aussagen (5)—(7) folgt aus Theorem 5.3.9.
Beachte fiir (6) und (7), dass

v (4) _ (p—i\¥
(%) (g, = (BT

gilt. Aussage (2) ist nur eine andere Formulierung von (7). Die Aquivalenz (6) < (8) ergibt
sich aus Theorem 3.3.23, denn fiir jeden Hiillenraum X und alle C' C X ist genau dann
C eCX,wenn (AC C = ACC) firr alle A C X gilt (sieche Lemma 1.2.25). (7) < (9) erhilt
man analog zu (6) < (8). Zu (8) < (10): Durch iterierte Anwendung von (8) folgt (10); die
Umkehrung ist klar wegen

Ay x oo X Ay x oo x Apl CAL X X Ay O

Besonders interessant sind hierbei die Beschreibungen von Bindungen in den Aussagen (2)
und (10). Mit ihnen ldsst sich erkennen, dass viele separat in der Literatur auftretende
Notationen denselben Begriff bezeichnen. Dies gilt umso mehr fiir den Fall bindrer Bindungen,
die wir aus diesem Grund als néchstes in zahlreichen Varianten charakterisieren. Fast alle
der folgenden Aussagen erhélt man sofort aus den bekannten Theoremen zu bindenden
Galois-Abbildungen, was die Niitzlichkeit der allgemeinen Theorie demonstriert.

Korollar 6.2.41. Seien X, Y Hiillenraume und R : X «— Y eine Relation. Die folgenden
Aussagen sind dquivalent:

(1) R ist eine Bindung.

(2) 2R =28 und yg = yg fir alez e X, yeY.
(3) ?:ARfdralleAgX.

(4) EQZRﬁiralleAgX.

(5) AR = AR und A% = AR fir alle A C X.

(6) Bg = By, fiir alle BC Y.

(7) Br C Bg fiir alle BC Y.

(8) Br = Bgr und Br = Bg fiir alle BCY.

185



6 Hiillenrdume

(9) AR = AR und By = By, firalle ACX, BCY.

(10) At = AR und Br = Bpg fir alle AC X, BCY.

(11) AC ARR und B C BR® firalle ACX, BCY.

(12) A%y = AR und BrR = BRP fir alle AC X, BC Y.

(13) ZRR:ARR:T%undERR:BRR:Wde alle ACX,BCY.

(14) Fiir alle AC X, BCY gilt: Aus Ax BC R folgt Ax BC R und Ax BCR.

(15) Fiir alle ACX,yeY git Ax{y} CR= Ax{y} CR, und fiirallex € X, BCY
gilt {r} x BC R= {z} x BCR.

(16) Fiir alle AC X, BCY gilt mit Ax BC R auch A x B C R.

— j—
(17) R”: €X — €Y st eine Galois-Abbildung, und fiir alle x € X gilt {az}R =2k,
(18) Es gibt eine Galois-Abbildung ®: €X — €Y mit ®({z}) = 2 fiir alle x € X.

(19) Es gibt eine Galois-Verbindung (®, V) zwischen €X und €Y mit

d({z}) =2 fir allex € X, U({y}) =yr firaleyecY.

% %
Dariiber hinaus sind ® und ¥ eindeutig bestimmt durch ® = RY und ¥ = (RY)Y, also
®(A) = A" fir alle A€ CX,  W(B)=Bg firalle B€CY.

Beweis. Die Aquivalenzen ergeben sich aus Theorem 6.2.40 sowie Proposition 4.2.18, Theo-
rem 4.3.12 sowie Theorem 5.2.42 und Proposition 5.2.46. O

Wie bereits fiir stetige und vollstetige Relationen gibt es auch fiir Bindungen einen
Zusammenhang zwischen dem mehrstelligen und dem zweistelligen Fall:

Lemma 6.2.42. FEine (n + 1)-stellige Relation R € Rel(X1,..., X,;Y) ist genau dann eine
Bindung, wenn fir alle i € n und alle x € [[}_;|Xk| die bindre Relation R} € Rel(X;,Y)
eine Bindung ist.

Beweis. Nach Proposition 5.3.5 ist die n-stellige Abbildung R" genau dann bindend, wenn
fir alle ¢ € n und alle x € []}_;|X%| die einstellige Abbildung

(RV)({$1}7---7{$7L})

bindend ist. Mit Proposition 3.3.26 folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung 6.2.43. Unter dem Namen bi-abgeschlossene Relationen werden binare Bin-
dungen R zwischen Hiillenrdumen X und Y in [19] behandelt, wobei die in Aussage (2) des
obigen Korollars 6.2.41 gegebene Definition verwendet wird (d. h. die Mengen xR und Ry
sind fiir alle x € X, y € Y abgeschlossen).
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Beispiel 6.2.44. Seien L und M vollstindige Verbdnde. Das Tensorprodukt L ® M ist
bekanntlich isomorph zum vollstdndigen Verband res . y(L; M) aller Galois-Abbildungen
von L in M (siehe [2], [71], [85]). Nun ist jeder vollstindige Verband N isomorph zum
Hullenverband €MN = NN = ({lyz : x € N },C) des Schnittraums MN = (|N|, Ay).
Damit gilt

L@ M =res._y(L; M) = res._y(EML; CMM).
Mit Theorem 6.2.37 folgt daraus

L ® M = Bond(9ML; MM),

d. h. das Tensorprodukt von L und M ist isomorph zum vollstdndigen Verband aller Bindungen
zwischen den Schnittrdumen von L und M.

Die Relationen aus Bond(9ML; MM ) (die Tensoren), mit denen sich das Tensorprodukt
L ® M darstellen lisst, wurden von Shmuely [85] als G-Ideale eingefithrt. Korollar 6.2.41
liefert somit eine Fiille an Beschreibungen von G-Idealen. Beispielsweise ist eine Relation
R C L x M genau dann eine Bindung zwischen 9L und 9TM, wenn fir alle AC L, BC M
gilt:

AxBCR — ApAxAyBCR. (62)

Dies ist gleichbedeutend damit, dass R ein unterer Abschnitt von L x M ist und auflerdem
AxBCR = M A VuB)€ER

fur alle A C L, B C M erfiillt. Erné [29] verallgemeinert mit Hilfe der Charakterisierung (6.2)
das Tensorprodukt von vollstdndigen Verbdnden auf beliebige geordnete Mengen; die verall-
gemeinerten G-Ideale sind dann also Bindungen zwischen Schnittrdumen von geordneten
Mengen.

Nach Bindungen zwischen Schnittraumen betrachten wir nun — analog zum Vorgehen bei
stetigen Relationen — speziell die Bindungen zwischen Abschnittsraumen. Interessanterweise
zeigt sich dabei, dass sich Abschnittsrelationen zwischen quasigeordneten Mengen (siche
Definition 3.2.1 und Lemma 3.2.2) als Bindungen und auch als vollstetige Relationen zwischen
geeigneten Abschnittsrdumen beschreiben lassen.

Theorem 6.2.45. Sei (P;Q) = (Pi,...,Py; Q) eine Familie quasigeordneter Mengen, und
R € Rel(Py,...,P,;Q) eine Relation. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(1) R ist eine (0;T)-Abschnittsrelation, d. h. R € ARel(,..\(P1, ..., Pp; Q).

(2) R ist eine Bindung beziglich 1%, ..., 1%, 15, d.h. R € Bond(®"P~7;DQ").
(3) R ist vollstetig beziiglich 7}, ..., 1% und |7, d.h. R € CCRel(D"P7;DQT).
(4) R? ist bindend bzgl. 17, ..., 1% und |7,

(5) R(H[_H;T) ist bindend bzgl. 1%, ..., 170 und lo.

(6) Fir alle A; C P; (i €n) gilt

RIH Ay, L An) = R7(Ay, ... Ay) = [GR7 (A, ... Ay).
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(7) RP% ... A5 an) = Rz, ..., an; ) = Lo R ({21}, .., {&n}) fir alle z € [] P.
(8) Fir alle A; C P; (i € n) gilt

RIMH AL, .. 1 An) = RY(Ay, .. Ap) = 1R (A, ., Ay).

P,

(9) R' (15 a1, ..., M5 an) = R(@1, ..., @n; ) = LoR ({21}, ..., {zn}) fiir alle z € ] P.
(10) Fir alle A; C P; (i €n), BCQ gilt:
Al X ... x Ay xBCR = 1hAx...x10 A, x]BCR.

(11) Mit Py := Q und o = (03 —7) gilt fiir alle x € [[}2] P, und alle i € n+ 1

(67}
R(z1,...,01,_,%iy1,...,Tny1) € AP

Beweis. Zu (1) < (2): R ist genau dann eine (o; 7)-Abschnittsrelation zwischen P, ..., P,
und @, wenn R¢ eine (—o; —7)-Abschnittsrelation zwischen P, ..., P, und @ ist. Somit
ist Wegen der Aquivalenz von (1) und (4) die Aussage (1) gleichbedeutend damit, dass
(R°)? bindend bzgl. Ty oo T und 17 ist. Da (R%)?(Ay,...,A,) genau dann ein unterer
Abschnitt von Q77 ist, wenn RY(Ay,..., A,) = —((R%)?(A1,..., A,)) ein unterer Abschnitt
von Q7 ist, ergibt sich die dquivalente Aussage, dass RY bindend bzgl. Ty oo T und |7,
ist. Insgesamt folgt damit die Behauptung.

(3) & (4) folgt aufgrund der Residuiertheit von Abschnittsraumen aus Lemma 5.3.25. (4) <
(6) ist klar, und (6) < (7) ergibt sich wieder mit der Residuiertheit von Abschnittsoperatoren,
da R¥ ([+];+)-residuiert ist. Zu (4) < (5): Ist R7 auBenbindend beziiglich |}, so gilt
(Lemma 1.2.9)

loo Ry =leoTo R =lgoT0lj0R7 =10l 0 R7=70R = R,

Ist umgekehrt R( J57) auflenbindend bzgl. |4, so folgt

[+
iéoRaziéoToToRa iQoToR([Jr iQOTO\LQOR[HT)

3 3

=70olgo Ry =70 Rifyyn = B
Zu (4) < (1): Aufgrund der Residuiertheit ist R? genau dann bindend beziiglich 7}, ...,
7. und |, wenn iQRa(icplml, oot xy) = R(zq, ..., xy; ) fur alle x € [] P gilt. Dies ist

nach Lemma 6.2.12 gleichbedeutend mit | P"Q))R R, also mit Aussage (1).

(2) & (8) ist klar (Proposition 4.2.18). Die Aquivalenz der Aussagen (2), (10) und (11) gilt

nach Theorem 6.2.40. (8) < (9) folgt schliefllich wegen der Residuiertheit der Abschnittsope-
ratoren und Proposition 5.3.5. O

Wir kénnen also festhalten:
ARel(gry(P1; ..., Pp; Q) = Bond(D Py 7', ..., D P, 7" DQ7)
= CCRel(®P/*,...,DP7";2Q").
Nach Aussage (11) des obigen Theorems kénnen Abschnittsrelationen auch dadurch beschrie-
ben werden, dass sie in den ersten n Variablen jeweils ein unterer und in der letzten Variablen
ein oberer Abschnitt sind. Aulerdem impliziert Aussage (4), dass jede Abschnittsrelation

zwischen Py, ..., P, und @ insbesondere abgeschlossen ist beziiglich |p , ..., |p, und |o.
Fir die vollstetige Hiille von stetigen Relationen zwischen Abschnittsraumen folgt:
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6.3 Relationen zwischen formalen Kontexten

Korollar 6.2.46. Sei (P;Q) eine Familie quasigeordneter Mengen. Fiir jede stetige Relation
R € CRel(@"P7;02Q7) ist die vollstetige Hiille gegeben durch

r —osr
R =GR,

Beweis. RY ist die kleinste vollstetige Relation, die die stetige Relation R umfasst, nach
Theorem 6.2.45 also die kleinste (o7; 7)-Abschnittsrelation zwischen P und @, die R umfasst.
Dies ist gerade der von R erzeugte (—o; 7)-Abschnitt in [ P x Q. O

Da Abschnittsrelationen genau die vollstetigen Relationen zwischen Abschnittsrdumen sind,
ergibt sich aus den fritheren Resultaten zu vollstetigen Relationen, dass Abschnittsrelationen
genau die residuierten Abbildungen zwischen Abschnittsverbédnden induzieren (vergleiche
auch Bemerkung 3.2.6 und Theorem 7.3.17).

Korollar 6.2.47. Sei (P; Q) eine Familie quasigeordneter Mengen. Die vollstindigen Ver-
bande

e ARel(P; Q) aller Abschnittsrelationen zwischen Py, ..., P, und Q und
o res(A"P;AQ) aller residuierten Abbildungen von APy, ..., AP, in AQ

sind isomorph vermoge der Abbildung
R»—u—g:%oRﬂw;
mit I?(iplAl, cosdpy An) = RP(Ax, ..., Ay) fiir alle A; C P; (i € n).
Beweis. Nach Theorem 6.2.8 gilt mit dem angegebenen Isomorphismus
ARel(P; Q) = CCRel(D"P;DQ) = res(€"D" P; €DQ) = res(A" P; AQ),

und fiir jede Abschnittsrelation R ist R? bindend. O

6.3 Relationen zwischen formalen Kontexten

H&ufig entstehen Hiillenrdume durch eine Polaritét: Ist I eine bindre Relation zwischen
Mengen G und M, so ist (17, (I4)") eine Galois-Verbindung zwischen PG und M (vergleiche
Beispiel 3.3.24), und folglich sind (G, (I)" o IV) und (M, I¥ o (I%)") Hiillenrdume.

Die zugrundeliegenden Tripel (G, M, I), bestehend aus Mengen G und M sowie einer
Relation I € G x M, sind so universell, dass verschiedene bekannte Theorien auf ihnen
aufbauen, darunter die Formale Begriffsanalyse (siehe [44]), die Theorie des Information
Flow ([3]) und die Theorie der Chu Spaces ([78]).

Im folgenden verwenden wir die Terminologie der Formalen Begriffsanalyse, in der die
erwdhnten Tripel K = (G, M, I) formale Kontexte (oder einfach Kontexte) genannt werden.
Die Elemente von G heiflen Gegenstinde, die von M Merkmale des Kontextes K, und fiir die
sogenannte Inzidenzrelation I wird g I m gelesen als ,,g hat das Merkmal m*“

Wir fithren eine praktische Schreibweise fiir die beiden durch einen Kontext induzierten
Hiillenrdume ein:
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6 Hiillenrdume

Notation 6.3.1 (Induzierte Hilllenrdume). Fiir einen Kontext K = (G, M, I) seien die
induzierten Hiillenrdume K, und K_ definiert durch

K+ = (G7 (Id)VOIV)7 K_ = (Mu-[vo(‘[d)v)‘
Damit ist Tk, (4) = A fiir alle A C G und Ix_(B) = B, fiir alle B C M.

Ein (formaler) Begriff eines Kontextes K = (G, M, I) ist ein Paar (A, B) mit A C G,
B C M sowie A = B und By = A. Die Menge aller Begriffe von K bezeichnen wir mit BK,
und der Begriffsverband von K sei die durch (A, B) < (C,D) :< A C C < D C B geordnete
Menge BK := (BK, <). Fiir (A4, B) € BK heifit A der Umfang und B der Inhalt des Begriffs
(A, B).

Die Hiillensysteme CK, bzw. CK_ der ,Galois-abgeschlossenen“ Mengen bestehen genau
aus den Begriffsumfingen bzw. den Begriffsinhalten des Kontextes K. Offensichtlich ist der
vollstandige Hiillenverband €K, (der Umfangsverband) isomorph zum Begriffsverband BK,
und €K_ (der Inhaltsverband) ist dual isomorph zu BK.

Grundlegend in der Formalen Begriffsanalyse ist das Zusammenspiel zwischen Kontexten
und vollstdndigen Verbédnden in der Form von Begriffsverbdnden. Deshalb lohnt es sich, die
bisher entwickelte Korrespondenz von allgemeinen residuierten Abbildungen zwischen Hil-
lenverbdnden mit geeigneten Relationen zwischen Hiillenrdumen speziell fiir Begriffsverbénde
und Kontexte zu betrachten. Auf diese Weise lassen sich zahlreiche in der Literatur vorkom-
mende Typen von Relationen zwischen Kontexten in die allgemeine Theorie einordnen. Fiir
zweistellige Relationen wird sich insbesondere herausstellen, dass sich die Grundbegriffe stetig,
vollstetig und Bindung sehr {ibersichtlich mit Hilfe der Residuale der Relationen-Komposition
beschreiben lassen.

6.3.1 Stetige und vollstetige Relationen

Die bisherigen Resultate zu stetigen und vollstetigen Relationen zwischen Hiillenrdumen
(siehe insbesondere Proposition 6.2.10 und Theorem 6.2.25) kénnen miihelos auf Relationen
zwischen Kontexten iibertragen werden, indem fiir jeden beteiligten Kontext K einer der
beiden induzierten Hiillenrdume K oder K_ zugrundegelegt wird. Wir beschranken uns im
folgenden auf bindre Relationen zwischen den Gegenstandsmengen von Kontexten.

Fiir das néchste Theorem sei zum einen an das Quantaloid Rel der Mengen und Relationen
erinnert (siche Beispiel 2.3.26): Die Residuale <— und — der Komposition o in Rel sind
gegeben durch

T+ R={(y,2):Ve(zr Ry=2T z)}, S—>T={(z,y):Vz2(ySz=2T=z)}.

Zum anderen verwenden wir fiir Relationen I € G x M und A C G, B € M auch die
folgenden abkiirzenden Schreibweisen, sofern keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind:

AlIm fir (Vge A)(gIm),
gl B fir (Vme B)(gIm).

Damit gilt m € AT &« AT m & AC myund g € Bf & g I B & B C g sowie
{g} Imsglmsgl{m}.

Die Stetigkeit einer bindren Relation zwischen Kontexten lésst sich nun auf zum Teil
verbliffende Weise beschreiben, unter anderem (fiir die duale Relation) allein mit Hilfe von
Inzidenzrelationen und der erwédhnten Residuale.
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6.3 Relationen zwischen formalen Kontexten

Theorem 6.3.2. Seien K = (G, M,I) und L = (H,N,J) Kontezte und R : Ky «— L4 eine

Relation. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) R ist stetig.
(2) Fiir jedesn € N ist {ge G: (Vhe H)(gRh=hJn)} e CK,.

(8) FEs gibt eine Relation S :L_ — K_, so dass fir alle g € G und allen € N gilt:

gl (nS) < (gR)Jn.

(4) Es gibt eine Relation S :L_ —~K_ mit S — I = J < R%.
(5) (I + (J+ RY)) —=1I=J<«+ R4
(6) REC ((I+ (J+ RY)) = 1)—J.

Beweis. (1) < (2): Die Menge {n;: n € N } aller Merkmalsbegriffe von L ist eine A-dichte
Teilmenge von €L, und die Behauptung folgt somit aus Korollar 6.2.16. Zu (2) < (3): Die
Relation S : L_ « K_ sei definiert durch S = I < (J < RY), d.h.

nSm <= {JeG:(¢JR)JIJn}Im <= (g e@)((¢R)JIJn=4gIm).
Es gilt
gl (nS) <<= (VmeM)(nSm=glm).

Aussage (3) besagt somit gerade, dass die Menge {g € G : (gR) J n} fir jedes n € N ein
Begriffsumfang von K ist. Wegen

(gR)Jn <= (VheH)(gRh=hJn)

ist dies gleichbedeutend mit (2). Die Aquivalenz (3) < (4) priift man mit den oben angege-
benen Bestimmungen der Residuale <— und — leicht nach. Offensichtlich gilt auch (5) = (4),
und mit S = I + (J < RY) ergibt sich aus den bereits gezeigten Implikationen zudem
(2) = (5). Zu (5) < (6): Aus den Rechenregeln fiir Quantaloide in Proposition 2.3.28 folgt
I+ (J+RY)Y)=I=J+R — [+ (J+<RY))—=ICJ«R!
— RIC(I+ (J«RY)) =1 - O
Die Stetigkeit einer Relation R zwischen (G, M, I); und (H, N, J); lasst sich also insbe-

sondere durch
RYC ((I+ (J+ RY) —=1)—=J

charakterisieren. Gilt hierbei auch die umgekehrte Inklusion, so gelangt man erstaunlicherweise
genau zur Vollstetigkeit:

Theorem 6.3.3. Seien K = (G, M,I) und L = (H, N, J) Kontexte und R : K «— L, eine
Relation. Es sind dquivalent:

(1) R ist vollstetig.

(2) R ist stetig, und fir jedes g € G ist gR € CL,.
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(3) R ist stetig, und es gilt RY = (J < RY) — J.
(4) RY= ((I + (J+ RY)) = 1) —J.

Beweis. (1) < (2) gilt nach Theorem 6.2.25. Zu (2) < (3): (Vg € G)(gR = (gR)” ;) ist
dquivalent zu RY = (J + RY) — J. Zu (3) = (4): Nach Voraussetzung und Theorem 6.3.2
gilt (I < (J + RY)) = I =J < R und somit

RI=(J+RY) > J=(I+ (J+RY) =1 —J

(4) = (3) folgt mit Theorem 6.3.2 und den Rechenregeln fiir Quantaloide aus Propositi-
on 2.3.28. O

Wie im obigen Beweis ersichtlich ist, erhélt man die vollstetige Hiille einer stetigen Relation
R :K; « L; zwischen Kontexten K = (G, M, I) und L = (H, N, J) durch

R'=J%« (R— J% = ((J « RY) - J)*.

An den vorigen beiden Theoremen lésst sich auflerdem erkennen, dass sowohl die Stetigkeit
als auch die Vollstetigkeit fiir Relationen zwischen Kontexten in der Pradikatenlogik erster
Stufe formuliert werden kénnen. Im Falle beliebiger Hiillenrdume beinhalten die frither gege-
benen Beschreibungen der (Voll-)Stetigkeit hingegen Potenzmengen, also Quantifizierungen
iiber Teilmengen.

Es ist naheliegend, ein Paar (R, S) von Relationen R : K4 ~ L; und S : L_ — K_, welches
die Bedingung

gI (nS) <= (gR)JIn firallege G,ne N (6.3)

aus Theorem 6.3.2 erfiillt, eine relationale Adjunktion zwischen den Kontexten K und L zu
nennen (siehe Abbildung 6.1).

R

G H
0 e
M S N

Abbildung 6.1: Relationale Adjunktion (R, S) zwischen Kontexten K und L

Sind R, S Funktionen und die Kontexte von der Form K = (|P|,|P|,<p) und L =
(1Q],1Q], <) fir geordnete Mengen P und @, so lautet die Bedingung (6.3) fiir (f, g) := (R, S)

v<pgly) <= [fla)<qy firaleze|P| yelQ|

Der Begriff der relationalen Adjunktion ist demnach eine Verallgemeinerung der ordnungs-
theoretischen Adjunktion.

Wir nennen eine relationale Adjunktion (R, S) zwischen Kontexten K und L mazimal,
wenn beziiglich der Mengeninklusion gilt:

R =max{ R’ € Rel(K;;Ly) : (R, S) relationale Adjunktion },
S =max{ S € Rel(L_;K_) : (R, S’) relationale Adjunktion }.
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Eine Relation R : Ky « L4 heifle relational residuiert, wenn es ein S : L_ +— K_ gibt, so dass
(R, S) eine relationale Adjunktion ist. Unter einer maxzimal relational residuierten Relation
R : Ky «— L4 verstehen wir eine solche, fiir die ein S : L_ « K_ existiert mit

R = max{ R € Rel(K;;L,) : (R, S) relationale Adjunktion },

also der ersten der beiden obigen Maximalitédtsbedingungen.

Nach Theorem 6.3.2 sind die relational residuierten Relationen genau die stetigen. Es lasst
sich leicht zeigen, dass die mazimal relational residuierten genau die vollstetigen Relationen
zwischen Kontexten sind. Die Vollstetigkeit einer Relation R zwischen Kontexten ist auflerdem
dazu dquivalent, dass R die erste Komponente einer mazimalen relationalen Adjunktion (R, S)
ist. Zu relationalen Adjunktionen und ihrer moglichen Verallgemeinerung zu relationalen
(0; 7)-residuierten Familien zwischen Kontexten lielen sich noch viele weitere interessante
Resultate erwdhnen, auf deren Darstellung wir jedoch aus Platzgriinden verzichten. Wir
stellen aber noch ihren Bezug zu einigen in der Literatur auftretenden Notationen her:

Bemerkung 6.3.4. Von relationalen Adjunktionen gelangt man durch den Ubergang zur
dualen Inzidenzrelation auf der rechten Seite in (6.3) zu sogenannten relationalen Galois-
Verbindungen. Einen sehr guten Uberblick zu relationalen Galois-Verbindungen zwischen
Kontexten — allerdings im Sinne mazximaler — gibt Ganter [43]. Dort wird bereits erwéhnt,
dass maximale relationale Galois-Verbindungen dasselbe sind wie die Kontext-Galois- Ver-
bindungen von Xia [90], und auch, dass maximale relationale Adjunktionen gerade den
Chu-Korrespondenzen bei Mori entsprechen (siehe [69, 70]). Ganter untersucht auferdem
die von Xia eingefithrten G-Relationen. Eine G-Relation ist die erste Komponente einer
maximalen relationalen Galois-Verbindung; bis auf Dualisierung des rechten Kontextes
sind G-Relationen somit genau die vollstetigen Relationen zwischen Kontexten. Auch die
Beschreibung von G-Relationen durch die Bedingungen (2) aus Theorem 6.3.2 und (2) aus
Theorem 6.3.3 findet sich schon bei Ganter.

Als relationale Infomorphismen treten relationale Adjunktionen (R,.S) bei Kent [59] auf.
Kent benutzt der Sache nach die in Aussage (4) des Theorems 6.3.2 vorkommende Bedingung

S —I=J<+ RY,

beschreibt jedoch die Stetigkeit der dualen Relation RY : L, «~ K, mit Paaren (5’, R) von
Relationen S : K_ —~ L_ und R: K, « L, in derselben Richtung. Auf diese Weise lasst
sich in den obigen Charakterisierungen der Stetigkeit mit Hilfe der Residuale <— und — die
Dualisierung von Relationen vermeiden.

Die hier erwahnte Literatur zu relationalen Adjunktionen und verwandten Begriffen ist
sicher nicht erschopfend, da stetige bzw. vollstetige Relationen zwischen Kontexten (im
Unterschied zu solchen zwischen beliebigen Hiillenrdumen) wiederholt in verschiedenen
Zusammenhéngen unter anderen Namen erneut erfunden wurden (ein aktuelles Beispiel
ist [48]).

Die Erkenntnis, dass es sich bei den angefithrten Begriffen um Stetigkeitsbegriffe fiir Relatio-
nen handelt, ist unseres Wissens allerdings neu und erméglicht fiir geeignete Formulierungen
der Stetigkeit die Verallgemeinerung von Kontexten auf beliebige Hiillenraume.

6.3.2 Korrespondenz von Bindungen und vollstetigen Relationen

Auch Bindungen lassen sich problemlos von Hiillenrdumen auf Kontexte tibertragen, indem
fiir die auftretenden Kontexte K = (G, M, I) einer der beiden Hiillenrdume K oder K_
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herangezogen wird. Schreibt man fiir die Hiillenoperatoren Ik, bzw. Ix_ die Hiillen A=
Ik, (A) als A’ bzw. die Hiillen B = I'x_(B) als B;’ (und entsprechend fiir die iibrigen
beteiligten Kontexte), so erhélt man aus Theorem 6.2.40 und Korollar 6.2.41 zahlreiche
Charakterisierungen speziell fiir Bindungen zwischen Kontexten. Damit sieht man unter
anderem:

Bemerkung 6.3.5. Fir Kontexte K = (G,M,I) und L = (H,N,J) sind Bindungen
R:Ky «— L_ in unserem Sinne dasselbe wie die Bindungen von K zu L der Formalen
Begriffsanalyse (siehe [44]), was sich direkt an der Bedingung (2) aus Korollar 6.2.41 ablesen
lasst:

g7 = g%, nrlr =ng (9ge G,neN),

d.h. g% ist stets ein Begriffsinhalt von L. und ng ein Begriffsumfang von K. Bindungen
zwischen K und L sind als duale Bindungen aus der Formalen Begriffsanalyse bekannt. Die
Korrespondenz von Bindungen (bzw. dualen Bindungen) zwischen Kontexten und residuierten
Abbildungen (bzw. Galois-Abbildungen) zwischen den zugehérigen Begriffsverbanden finden
sich bereits in [44], siche auch [43].

Unter dem Namen kompatible Relationen treten (n + 1)-stellige Bindungen zwischen
Kontexten bei Gehrke [45] auf, wobei zur Definition die Bedingung (2) aus Theorem 6.2.40
benutzt wird.

Ebenso wie stetige und vollstetige Relationen lassen sich offensichtlich auch Bindungen
zwischen Kontexten im Rahmen der Pradikatenlogik erster Stufe beschreiben.

Fiir bindre Bindungen zwischen Kontexten erwdhnen wir noch die elementfreie Beschreibung
mit Hilfe von Residualen.

Lemma 6.3.6. Seien K= (G, M,I) und L = (H, N, J) Kontezte. R : K; ~— L_ ist genau
dann eine Bindung, wenn gilt:

(I+~R)y—-I=R=J+ (R—J).

Abschlielend skizzieren wir einen Zusammenhang von Bindungen und vollstetigen Relatio-
nen zwischen Kontexten, der fiir bindre Relationen schon bekannt ist.

Definition 6.3.7 (Induzierte Relationen zwischen Kontexten). Seien K; = (Gj, M;, I;)
(i € n) und L = (H,N,J) Kontexte. Fiir eine Relation R € Rel(G1,...,G,; H) sei R? €
Rel(G1,...,Gp; N) definiert durch
(91, gm;n) €R? <= (Yh€ H)(R(g1,---,gn;h)) = h J n),
und fir S € Rel(Gq,...,Gp; N) sei umgekehrt Sy € Rel(Gy, ..., Gy; H) festgelegt durch
(g1,---,gn;h) €Sy <= (Yne N)(S(g1,.--,9n;n) = h J n).

Damit ist fiir alle g; € G; (i € n)

Ra(gla" . agnaf) = (R(gla 7gn;7))‘]’
So(g1s--s9n ) = (S(g15- -+, 9n5 ) ;-

Ohne Schwierigkeiten ldsst sich zeigen:
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Proposition 6.3.8. Seien K; = (G, M;,I;) (i € n) und L = (H,N,J) Kontexte. Die

vollstindigen Verbinde
o CCRel((Ki)4,...,(Ky)4+;Ly) aller vollstetigen Relationen und
e Bond((Ky)+,...,(K,)+;L_) aller Bindungen

zwischen den Kontexten Ky, ..., K,, und L sind dual isomorph vermaoge der zueinander
inversen Abbildungen R — R° und S +— Sj. O

Sind K = (G,M,I), L = (H,N,J) Kontexte und R: K — L4, S:K; «~ L_ binére
Relationen, so ist
RP=J«RY und Sy=(S—J)

Ein Blick auf Theorem 6.3.2 verrit, dass R genau dann stetig ist, wenn R? eine Bindung ist.
Die vollstetige Hiille von R ist in diesem Fall gegeben durch RT = R?.
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Fiir jeden Hiillenraum X ist der Verband €X der abgeschlossenen Teilmengen ein vollstandi-
ger Verband. Auflerdem ist jeder vollstdndige Verband L isomorph zu einem Hiillenverband,
nidmlich dem Verband ML = ML der Hauptideale. Das fiihrt zu der Frage, ob sich durch
geeignete Wahl von Morphismen zwischen Hiillenrdumen eine Hiillenraum-Kategorie kon-
struieren lésst, die dquivalent zur Kategorie SL der vollstindigen Verbénde und residuierten
Abbildungen ist — oder sogar dquivalent zur Kategorie CL der vollstdndigen Verbénde und voll-
stdndigen Homomorphismen. Diese Frage kann mit vollstetigen Relationen als Morphismen
zusammen mit einer geeigneten Komposition positiv beantwortet werden.

Wir fithren dafiir als erstes das Quantaloid der Hillenrdume und stetigen Relationen
ein und konstruieren aus diesem das Quantaloid der vollstetigen Relationen. Im Anschluss
wird dann ausfithrlich die adjungierte Quantaloid-Aquivalenz zwischen dem Quantaloid
der vollstetigen Relationen und dem Quantaloid SL dargestellt. Aus Kapitel 5 ist bereits
bekannt, dass der Hiillenbereichsfunktor zwischen ACS und SL eine Aquivalenz ist. Auch
dieser lisst sich zu einer adjungierten Aquivalenz ausbauen. Dariiber hinaus untersuchen wir
Aquivalenzen zwischen dem Quantaloid ACS und dem Quantaloid der vollstetigen Relationen,
so dass sich insgesamt alle wichtigen Passagen zwischen superalgebraischen Hiillenstrukturen,
klassischen Hiillenstrukturen, Hiillenrdumen und vollstdndigen Verbdnden (zusammen mit
den jeweiligen Morphismen) ergeben.

Die genannten Aquivalenzen liefern durch Spezialisierung auf gewisse Unterkategorien eine
Vielzahl weiterer Resultate, von denen wir nur einige wenige darstellen. Wir beschranken
uns dabei auf Hillenraum-Kategorien und betrachten fiir diese speziell sowohl adjungierte
bzw. funktionale vollstetige Relationen als auch differenzierte, reduzierte bzw. residuale
Hiillenrdume. Hier kénnen insbesondere die fritheren Resultate zu Abschnittsrelationen
und weitere bekannte Notationen in einer umfassenden Theorie zusammengefiihrt werden.
Abschlielend skizzieren wir noch einige Folgerungen, die sich aus den Hiillenraum-Kategorien
fiir Kategorien von formalen Kontexten ergeben.

7.1 Hiillenraum-Quantaloide
7.1.1 Das Quantaloid der stetigen Relationen
Die gewohnliche Komposition von stetigen Relationen liefert wieder solche:

Lemma 7.1.1. Seien X, Y, Z Hillenrdume. Sind R: X «— Y, S :Y «— Z stetige Relationen,
so ist auch So R : X «— Z stetig. Auflerdem ist die Identitdt idx : X — X stetig.

Beweis. Da R+ R? funktoriell ist (siehe Korollar 3.3.15 und auch Theorem 3.3.7), folgen die
Behauptungen aus den allgemeineren Feststellungen Proposition 4.2.23 und Lemma 4.2.19
zu stetigen Abbildungen zwischen Hiillenstrukturen. O

Das fiihrt auf die folgende Kategorie.
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Definition 7.1.2 (Kategorie der stetigen Relationen). Es bezeichne CRel die Kategorie der
Hillenrdume und stetigen Relationen (mit der iiblichen Komposition von Relationen und
den tiblichen Identitéten).

Beziiglich der Mengeninklusion auf den Morphismenmengen ist CRel offensichtlich eine
lokal geordnete 2-Kategorie (vergleiche Rel aus Beispiel 2.3.16). Die Mengen CRel(X,Y)
werden im folgenden also auch als geordnete Mengen aufgefasst und stimmen so mit der
fritheren Definitionen von CRel(X;Y") iiberein.

Die Kategorie der Hiillenrdume und stetigen Relationen ist sogar ein Quantaloid:

Lemma 7.1.3. Die lokal geordnete 2-Kategorie CRel ist ein Quantaloid, in dem das Supre-
mum stetiger Relationen durch die Vereinigung gegeben ist:
Vera oy R = UR  fiir alle R C CRel(X,Y).

Beweis. Nach Lemma 7.1.1 und Lemma 6.2.7 iibertragt sich die Quantaloid-Struktur von
Rel auf CRel. O

Das Quantaloid der Hiillenrdume und stetigen Relationen ist offensichtlich isomorph zum
Quantaloid der klassischen Hiillenstrukturen und stetigen, residuierten Funktionen. Der
zugehorige Isomorphismus wird wie folgt bezeichnet:

Definition 7.1.4 (Hiillenstrukturfunktor). Es sei : CRel — ACSg der Funktor, der jedem

Hiillenraum X die klassische Hiillenstruktur SBX = (PX,Ix) = (PX,C, Ix) und jeder
stetigen Relation R die stetige residuierte Abbildung ‘PR = R zuordnet.

Theorem 7.1.5. Die Quantaloide CRel und ACSg sind isomorph, und P: CRel — ACSy st
ein Quantaloid-Isomorphismus.

Der inverse Quantaloid-Homomorphismus P~ ACSy — CRel ordnet jeder klassischen
Hiillenstruktur C' den Hiillenraum B~ (C) = (B~ C|, v¢) und jeder stetigen, residuierten
Abbildung f zwischen klassischen Hiillenstrukturen die stetige Relation =1 f =P~ f = f5
2U.

Beweis. Nach Theorem 3.3.7 und Korollar 3.3.15. OJ

Bemerkung 7.1.6. Analog zu CRel liele sich auch ein Quantaloid der Hillenrdume und
(—; —)-abgeschlossenen Relationen sowie der Mengeninklusion festlegen, welches vermoge der
Identitit auf den Objekten und R — R zu CRel dual isomorph ist. Man vergleiche hierzu
Bemerkung 5.2.29 und beachte fiir den Zusammenhang mit (ACS¢4)°°P dass R — R,
nach Theorem 3.3.7 ein dualer Isomorphismus ist. Auf (—; —)-abgeschlossene Relationen
werden wir im folgenden aber nicht weiter eingehen.

Aus topologischer Sicht sind die kanonischen Morphismen zwischen Hiillenrdumen gerade
die stetigen Funktionen. Fiir die entsprechende Unterkategorie von CRel fithren wir die
folgende Bezeichnung ein.

Notation 7.1.7 (Kategorie der Hiillenrdume und stetigen Funktionen). Es bezeichne Clo
die Kategorie der Hillenrdume und stetigen Funktionen (mit der gewohnlichen Komposition
und den gewohnlichen Identitéten).
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7 Hiillenraum-Kategorien

Notation 7.1.8 (Beschrinkung auf differenzierte Objekte). Sei C eine Kategorie, deren
Objekte Hiillenrdume (bzw. Hiillenstrukturen) sind. Dann bezeichne Cy diejenige volle
Unterkategorie von C, deren Objektklasse genau aus den differenzierten Hiillenrdumen (bzw.
differenzierten Hiillenstrukturen) aus |C| besteht.

Es steht somit Clog fir die Kategorie der differenzierten Hiillenrdume (die also die Tp-
Eigenschaft erfiillen) und stetigen Funktionen. Cloy kann als lokal geordnete 2-Kategorie
aufgefasst werden:

Lemma 7.1.9. Clog ist eine lokal geordnete 2-Kategorie beziiglich der folgenden, durch die
Spezialisierungsordnung induzierten punktweisen Ordnung der Morphismenmengen:

f<g = (reX)(fz)<yglx) <= [fcg
fiir alle f,g € Clog(X,Y).

Beweis. Jede stetige Funktion f: X — Y ist isoton beziiglich der Spezialisierungsordnung
von X und Y. Auflerdem sind QX, QY geordnete Mengen, da die Hiillenrdume X, Y
differenziert sind. Somit gilt Clog(X,Y) C Pos(QX,QY), und die Eigenschaft, eine lokal
geordnete 2-Kategorie zu sein, iibertragt sich von Pos auf Clog. Schlieilich gilt

ffegd = (WmeX){f@}ciy@)) <= (zeX)(f(x)<yg@). O

7.1.2 Das Quantaloid der vollstetigen Relationen

Uber die Isomorphie von CRel und ACSg; léasst sich schnell ableiten, dass die vollstetige
Hiille R — R' einen Nukleus auf dem Quantaloid CRel der stetigen Relationen induziert.
Genauso wie wir das Quantaloid der superalgebraischen Hiillenstrukturen und vollstetigen,
residuierten Abbildungen aus dem der stetigen, residuierten Abbildungen erhalten haben,
kann damit auch das Quantaloid der vollstetigen Relationen aus dem der stetigen konstruiert
werden.

Proposition 7.1.10. Die Kompositionsabbildungen von CRel sind stetig beziiglich der voll-
stetigen Hiille, d. h. fiir alle stetigen Relationen R: X «Y und S :Y « Z zwischen Hiillen-
raumen gilt

(ST o RO = (So R)T.

Somit induziert die vollstetige Hiille einen Nukleus N : CRel — CRel auf dem Quantaloid der
Hiillenrdume und stetigen Relationen. Dabei ist N auf der Klasse |CRel| der Objekte die
Identitit, und fir X,Y € |CRel| ist Nxy: CRel(X,Y) — CRel(X,Y") die vollstetige Hiille auf
CRel(X,Y), also

Nxy(R) = R.

Beweis. Nach Definition der vollstetigen Hiille und Proposition 5.2.30 gilt mit Theorem 3.3.7
und Korollar 3.3.15

(5" o BN = (((57)30 (B)3)°)3 = (570 BO); = (570 BY); = (S o B)Y)s
= (SoR)'. O
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Definition 7.1.11 (Das Quantaloid der vollstetigen Relationen). Mit dem durch die vollste-
tige Hiille induzierten Nukleus N aus der vorigen Proposition sei das Quantaloid CCRel der
Hiillenrdume und vollstetigen Relationen definiert durch

CCRel = CRely

(siehe Theorem 4.3.15 fiir die Details). Die Morphismenmengen CCRel(X,Y") sind somit
identisch mit den bereits frither betrachteten vollstdndigen Verbdnden CCRel(X;Y") aller
vollstetigen Relationen zwischen X und Y. Die Komposition ® in CCRel ist nach Definition
gegeben durch

SOR=(SoR)" = ((SoR)F);=(SToRI); = (570 R)s,
und laut Proposition 6.2.24 ist
#(SOR)=z(SoR)' =z(SoR).
Die Identitédt auf X in CCRel ist gerade die duale Spezialisierungsordnung von X:
ix = (idx)" = ((idx)?)5 = (idpx); = (Tx)™)3 = (Ix)3 = >ax
(vergleiche auch Korollar 3.3.11 und Lemma 6.1.13).

Die obige Gleichung (idsp X)3 = >y fiir ix sieht man nach Definition von ()3 und der
vollstetigen Hiille auch leicht elementweise:

(z,9) € (dypx); < ye{z}

In Korollar 3.3.15 hatten wir gezeigt, dass (-)? und (-)3 funktoriell sind beziiglich der
gewoOhnlichen Komposition von Relationen und Funktionen. Dasselbe gilt auch hinsichtlich
der Komposition ©.

Lemma 7.1.12. Seien X, Y, Z Hillenrdume.

(a) Fir alle vollstetigen Relationen R: X «~Y,S:Y «— Z gilt
(SOR=5ToRF=9"0R und (ix)” =idpx = igy-
(b) Fiir alle vollstetigen residuierten Abbildungen f: BX — PY, g: PY — PZ gilt
(90 fla=g30fz und (igx)3=ix.
Beweis. Aussage (a) folgt unmittelbar aus der Definition von CCRel. Zu (b). Es ist

s r
(9o fla=(((geNHa)N)s=((go fa) =(gaofz) =930 f3
und (igy)3 = (idgy) 5 = ((idx)?); = (dx)" = ix. O
Analog zum Fall fir stetige Morphismen ist das Quantaloid der Hillenrdume und vollsteti-
gen Relationen isomorph zum Quantaloid der klassischen Hiillenstrukturen und vollstetigen,

residuierten Abbildungen. Einen Isomorphismus erhalten wir durch geeignete Einschrinkung
des Funktors 93: CRel — ACSg;.
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7 Hiillenraum-Kategorien

Definition 7.1.13 (Hiillenstrukturfunktor). Aus dem Hiillenstrukturfunktor S ergibt sich
nach Lemma 7.1.12 durch Restriktion und Co-Restriktion ein ebenso bezeichneter Funktor
P: CCRel — ACSg, der wiederum Hiillenstrukturfunktor genannt wird. Analog entsteht der
inverse Funktor 1: ACSy — CCRel.

Nach Konstruktion ist nun klar:
Theorem 7.1.14. Die Quantaloide CCRel und ACSy sind isomorph. Dabei sind
PB: CCRel - ACSy und P~': ACSq — CCRel
zueinander inverse Quantaloid-Isomorphismen.

Beweis. Vergleiche Lemma 7.1.12 und Theorem 3.3.7. O

Wir betrachten noch den Spezialfall funktionaler vollstetiger Relationen R : X «— Y. Das
waren solche, die durch R = fU aus einer stetigen Funktion f: X — Y erzeugt werden,
welche fir differenzierte Hiillenrdume sogar eindeutig bestimmt ist (siehe Definition 6.2.31
und die nachfolgenden Resultate).

Lemma 7.1.15. Seien X, Y, Z Hillenrdume.

(a) Sind R: X «Y,S:Y « Z funktionale vollstetige Relationen, so ist auch die vollstetige
Relation S ® R : X ~ Z funktional.

Dariiber hinaus gilt: Aus R = fU und S = g" folgt S© R = (go f)T.
(b) Die vollstetige Relation ix : X ~ X ist funktional, und es ist ix = (idx)".
Beweis. Ist R = fU und S = ¢", so folgt mit Proposition 7.1.10
SoR=g"0f =(g o f) =(g0 )"
Der Rest ist klar. O

Definition 7.1.16 (Kategorie der funktionalen vollstetigen Relationen). Es sei CCRel”
(bzw. CCRely) die Kategorie der (differenzierten) Hiillenriume und funktionalen, vollstetigen
Relationen. Als Unterkategorien des Quantaloids CCRel sind CCRelY und CCRely lokal
geordnete 2-Kategorien.

Theorem 7.1.17. Die lokal geordneten 2-Kategorien Clog und CCRely sind isomorph.

Beweis. Da im Fall differenzierter Hillenrdume die (stetige) erzeugende Funktion einer
funktionalen vollstetigen Relation eindeutig bestimmt ist, erhélt man nach Lemma 7.1.9 und
Lemma 7.1.15 einen 2-Isomorphismus F': Clog — CCRelj durch F(X) = X fiir X € |Clog|
und F(f) = f! fiir f € Clog(X,Y). O

Ist R: X « Y eine funktionale, vollstetige Relation mit R = f, so ist die kanonisch
induzierte residuierte Abbildung von €X in €Y gegeben durch

o
R—(fP-F-p-7
mit f-(C) = fIC] fiir alle C € CX, und ihr Residual ist
By =)y =T =T

H
mit f.(D) = f~1[D] fiir alle D € CY (siehe Korollar 6.2.19).
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ACS

ACSy CCRel

Abbildung 7.1: Quantaloid-Aquivalenzen

7.2 Quantaloid- Aquivalenzen

In diesem Abschnitt wird fiir jeden Funktor aus Abbildung 7.1 gezeigt, dass er Teil einer
adjungierten Quantaloid-Aquivalenz ist.

In der folgenden Tabelle erinnern wir zunédchst an die beteiligten Quantaloide und danach
an die bereits bekannten Funktoren.

Bezeichnung | Quantaloid
ACS Superalgebraische Hiillenstrukturen und vollstetige, residuierte Abbil-
dungen (mit ® und i¢)
ACSy Klassische Hiillenstrukturen und vollstetige, residuierte Abbildungen
CCRel Hillenrdume und vollstetige Relationen (mit ® und ix)
SL Vollstdndige Verbénde und residuierte Abbildungen

Im vorigen Abschnitt wurde der Hiillenstrukturfunktor 93: CCRel — ACSy festgelegt:

P(X) = (PX,Tx)  fiir X € |CCRell,

PB(R) = R? fir R € CCRel(X,Y).

P: CCRel — ACSg ist ein Quantaloid-Isomorphismus, dessen Inverse Bl ACSy — CCRel
gegeben ist durch

FHC) = (B Ol ve)  fir C € |ACSy],
P = fo fiir f € ACSy(C, D).
BEs war R7(A) = AR = {y : 3z(z R y)}, und es gilt (z,y) € f3 & y € f({z}). In

Kapitel 5 wurde bereits gezeigt, dass der Hiillenbereichsfunktor £: ACS — SL eine Quantaloid-
Aquivalenz ist (siehe Theorem 5.2.34). Dabei war £ bestimmt durch

£(C) = C, fiir C € |ACS|,
e(f)=7F = o fond  fir f e ACS(C, D).
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7 Hiillenraum-Kategorien

ACSy, ist eine volle Unterkategorie von ACS. Wir fithren noch eine Notation fiir den zugeho-
rigen Inklusionsfunktor ein:

Definition 7.2.1 (Inklusionsfunktor). Es bezeichne J: ACSyy — ACS den Inklusionsfunktor,
d.h. es sei
Jjo)=c fur C' € |ACSg|,

I(f)=f  fiir f € ACSp(C, D).

Der Inklusionsfunktor ist trivialerweise ein 2-Funktor.

7.2.1 Hiillenraume und vollstindige Verbinde

Zu jedem Hiillenraum X erhélt man einen vollstindigen Verband durch den Hiillenverband
€X. Diese Zuordnung lasst sich zu einem Funktor ausbauen, welcher durch Komposition aus
bereits vorhandenen Funktoren entsteht.

Definition 7.2.2 (Hiillenverbandsfunktor). Der Hiillenverbandsfunktor €: CCRel — SL sei
definiert durch € := £3B = £ o J o *P. Damit ist

¢(X) = (CX, Q) = (PX), fir X € |CCRell,
¢(R) = B fiir B € CCRel(X, Y),
also €(R)(C) = CR fiir alle C € CX.

Um einen Funktor in der umgekehrten Richtung zu konstruieren, ordnen wir zunéchst
jedem vollstdndigen Verband L seinen Schnittraum 9L zu, da €L = NL zu L isomorph
ist. Wie lasst sich nun zu einer residuierten Abbildung ¢: L — M zwischen vollstdndigen
Verbénden eine vollstetige Relation zwischen den Schnittrdumen 9L und MM festlegen, so
dass insgesamt ein 2-Funktor entsteht? Aus Beispiel 6.2.21 wissen wir, dass die Residuiertheit
von ¢ gleichbedeutend ist mit der Stetigkeit von @: ML — IMM. Es liegt somit nahe, der
stetigen Abbildung ¢ ihre vollstetige Hiille

M(p) ="
zuzuordnen. Nach Definition der vollstetigen Hiille (vergleiche auch Beispiel 6.2.27) gilt
(z,y) €9t = yeAu{p@)}) =lup(z) <= y<mep() (7.1)

Die Co-Restriktion N*: CRel — CRely = CCRel des durch die vollstetige Hiille R — N(R) =
R induzierten Nukleus N auf CRel ist ein Quantaloid-Homomorphismus (Theorem 4.3.15
und Proposition 7.1.10), es ist also fur alle ¢ € SL(L, M), ¢ € SL(M, N)

o) =@ o) =gl ©¢" und (idp)" = > = iz
Dariiber hinaus gilt fur alle ¢, € SL(L, M)
p<9 = o Cyl,

denn ¢ < ¢ ist dquivalent zu x¢" = |,0(z) C |yY(z) = 2¢b fiir jedes x € L. Insgesamt
erhalten wir folglich einen 2-Funktor 9)t: SL — CCRel.
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7.2 Quantaloid-Aquivalenzen

Definition 7.2.3 (Schnittraumfunktor). Der 2-Funktor 9t: SL — CCRel ist definiert durch
M(L) = (|L|,AL) fir L € |SL|,
M(p) = " fir ¢ € SL(L, M)

und wird Schnittraumfunktor genannt.

Unser Ziel ist nun, die 2-Funktoren €: CCRel — SL und 9%: SL — CCRel zu einer adjun-
gierten Quantaloid-Aquivalenz

(€, 9, n,e): CCRel — SL
auszubauen. Dafiir ben6tigen wir als erstes einen natiirlichen Isomorphismus
n: lccret = Mo L,

also insbesondere zu jedem Hiillenraum X einen CCRel-Isomorphismus nx : X « IMEX.
Nach Definition ist MEX = (CX, A¢x), wobei der Schnittoperator A¢x gegeben ist durch

AQX(X):¢¢X\/¢XX:{C€CXCQI‘X(UX)} (72)

fiir alle X C CX. Eine kanonische Abbildung von |X| in CX ist px: X — €X aus Defini-
tion 6.1.3, die jedem x € X den Punktabschluss px(z) = I'x({z}) = | xx zuordnet. Wir
fassen px im folgenden meist als Abbildung von X in MEX, also als Abbildung zwischen
Hiillenrdumen auf. Als solche ist px stetig, denn fiir alle X C CX gilt

px Donex (X)] = px' [Aex (X)) = {z € X : px(2) € Aex(X) } =Tx(UX),

also sind Urbilder abgeschlossener Mengen unter px wieder abgeschlossen. Die Relation
nx : X ~ IMEX sei nun die vollstetige Hiille von py, also

nx = (px)".

Fir (z,C) € | X| x CX gilt dann
(z,C0)enx <= CelAex({Ixz}) == CClxm

Im Gegensatz zur stetigen Abbildung px in der Kategorie CRel besitzt die vollstetige Relation
nx in der Kategorie CCRel stets eine Inverse 7];(1. Diese erhélt man einfach durch Dualisierung
der Ordnung: Fur (C,z) € CX x | X| sei

(C,z) €ny' = lxxCC <= =zecC.

Fiir jedes C' € CX ist dann 0" (C, ) =Cny' ={r€ X :2 € C} = C € CX, und fiir alle
A eCX gilt

{CeMEX :Cny! CAY={CECX:CCA}=xAcCCMEX.

Somit ist n)_(l :MEX — X eine vollstetige Relation (Korollar 6.2.16 und Theorem 6.2.25).
Tatséchlich sind nx und 17;(1 zueinander inverse CCRel-Isomorphismen, d.h. sie erfiillen
n)_(l Onx =ix und nx © n)_(l = ignex . Denn einerseits gilt fiir jedes ©z € X

z(ny' ©nx) =Tx(z(ny o px)) =Ix(px(z)ny') = Ix(px(2)) = lxz = zix,
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und andererseits ergibt sich fiir alle A,C € CX

(A,C) e (nx ©nx') <= CeAex(Alpxony')) =Aex({Ixz:z € A})

~— (CCA

— (A, C ) € imex-
Der letzten Aquivalenz liegt zugrunde, dass fiir jeden Hiillenraum Y die Identitéit iy gerade
durch die duale Spezialisierungsordnung von Y gegeben ist (vergleiche Definition 7.1.11) und
dass jede quasigeordnete Menge P die Spezialisierung des Schnittraums 9P ist (da CIMP
die kleinste Standardvervollstdndigung von P ist, siche Proposition 6.1.22). Somit ist ignex
die duale Ordnung O von €X.

Wir zeigen noch, dass n: 1ccrel = 91 o € mit den Komponenten 7x eine natiirliche Trans-

formation ist. Seien X und Y Hiillenrdume und R : X «— Y eine vollstetige Relation. Fiir
jedes z € X gilt aufgrund der Vollstetigkeit von R

.?%%(ixx) =zR=Iy(zR) =Ty (U{lyy:x Ry}),

zusammen mit (7.2) also

PR o)l = Ay (R (1x)}) = Aev({2R)) = Ler R
={Cecy:Cclv(U{ly:z Ry} }=Aev({lvy:2 Ry}) =z(py o R)"

und folglich
MER O nx = (l?igopx)F =(pyoR) " =n @R

Insgesamt ist demnach 7: 1ccrel = M o € ein natiirlicher Isomorphismus.

Bemerkung 7.2.4. Falls die obige vollstetige Relation R : X — Y sogar funktional ist, also
R = fT fiir eine stetige Funktion f: X — Y, so folgt die gerade bewiesene Gleichung fiir die
natiirliche Transformation bereits aus fritheren Resultaten: Nach Korollar 6.2.19 gilt

%
Joopx=pyof
H
und wegen MER = (]g)F = (=)' somit
g r r
MEROnNx = (foopx) =(pyof) =ny ®R.
Als néchstes suchen wir einen natiirlichen Isomorphismus
e:CoM=1g,.

Ein solcher ist leicht zu finden: Fiir jeden vollstdndigen Verband L ist €L = NL = L, und
die Abbildung e : €ML — L mit e1(},x) := z ist ein Ordnungsisomorphismus. Uberdies
ist er in L natiirlich, weil fiir jede residuierte Abbildung ¢: L — M zwischen vollstandigen
Verbénden aufgrund von

M= (Y = =

== =0l =AY 0p.0A]
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eMmeExX MEML

Abbildung 7.2: Dreiecksgleichungen fiir (€, 9, 7,¢): CCRel — SL

fiir alle z € L gilt:

(ev 0 @Mp) () = emr(bar Vg L)) = Vg ldo] = p(x) = (poer) (o).

Damit haben wir bereits €: 91 o € = 1g, als natiirlichen Isomorphismus nachgewiesen.

AbschlieBend zeigen wir, dass (€, 0, 7, ) eine adjungierte Situation ist, also die in Abbil-
dung 7.2 dargestellten Dreiecksgleichungen gelten. Zum einen muss dafiir egx o €nx = lex
fiir jeden Hiillenraum X gelten. Es ist

ﬁl“ = — A
¢X

Cnx = (pk)? =px =px = o (px)-oT%,

und damit verifiziert man fiir alle C € €¢X
(eex 0 €nx)(C) = cex(Aex({Ix({z}) : 2 € C})) = cex({exC) = C = 1ex (C).

Zum anderen ist fiir jeden vollstdndigen Verband L die Gleichung Mep, ® nonr, = iopr, z2u
zeigen. Es gilt
(eropme)(z) =er(Ar({z})) =er(lrz) =2
fir alle z € ML = (|L|,AL), also e, o ponr, = idgnr. Damit folgt nach Definition von 9t auch
Mer, © nomr = (e, 0 pygr)" = (e 0 pane)" = idipy, = i
Alles in allem haben wir bewiesen:

Theorem 7.2.5. Die Quantaloide CCRel und SL sind dquivalent, und
(€, M, n,e): CCRel — SL

ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. O

Die vollstetigen Relationen sind also die aus verbandstheoretischer Sicht passenden Mor-
phismen zwischen Hiillenrdumen.

Bemerkung 7.2.6. Aus der Aquivalenz von CCRel und SL folgt, dass zwei Hiillenriume X
und Y genau dann in CCRel isomorph sind, wenn die vollsténdigen Verbénde €X und €Y ihrer
abgeschlossenen Mengen isomorph sind (vergleiche Bemerkung 5.2.35). Die Isomorphieklassen
von Hiillenrdumen sind beziiglich vollstetiger Relationen demnach bedeutend gréfer als sie
es aus topologischer Sicht, d.h. hinsichtlich stetiger Funktionen, sind.
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7 Hiillenraum-Kategorien

7.2.2 Hiillenstrukturen und vollstindige Verbande

Wir betrachten weitere Verbindungen zwischen den in Abbildung 7.1 auf Seite 201 darge-
stellten Quantaloiden. Wie bereits erwéhnt, ist der Hiillenbereichsfunktor £: ACS — SL eine
Quantaloid-Aquivalenz und der Hiillenstrukturfunktor 93: CCRel — ACSy ein Quantaloid-
Isomorphismus. Zusammen mit dem Inklusionsfunktor J: ACSyp — ACS und den Quantaloid-
Aquivalenzen € und 91 ergeben sich durch Komposition eine Reihe interessanter 2-Funktoren,

darunter B B
£3=L07: ACSp — SL und PM =P o M: SL — ACSy.

Offensichtlich entsteht £J durch Restriktion von £ auf ACSy, und wegen € = LIP ist
£i=copL.

Damit resultiert aus der Anwendung des Quantaloid-Isomorphismus 9 auf die in Theo-
rem 7.2.5 formulierte Quantaloid-Aquivalenz sofort das folgende Korollar.

Korollar 7.2.7. Die Quantaloide ACSqp und SL sind dquivalent, und
(L3, M, 1y #7% Lg1,2): ACSy — SL

ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. Dabei ist fiir jeden Hiillenraum X

(g * 7 * Ig-1)gx = Bnx) = (pPx)” = (px)~ = lex © (px)--
Beweis. Mit Korollar 2.3.7. O

Als néchstes mochten wir einen 2-Funktor in der entgegengesetzten Richtung des Hiil-
lenbereichsfunktors £ festlegen. Ein solcher 2-Funktor von SL in ACS ist mit B9 bereits
vorhanden.

Definition 7.2.8 (Hiillenstruktur-Schnittraumfunktor). Der Funktor &: SL — ACS, den wir
auch Hillenstruktur-Schnittraumfunktor nennen, sei definiert durch K := JPM = T o P o M,

also
R(L) = PM(L) = (P|L|,AL) fiir L € |SLJ,

R(p) =PM(p) = (¢") P =pF = oy,  fiir p € SL(L, M),

siehe auch Lemma 6.2.26. Natiirlich ist £ ein 2-Funktor, und aus £ entsteht umgekehrt 30
durch Co-Restriktion.

Wir skizzieren, wie sich £: ACS — SL und &: SL — ACS zu einer adjungierten Quantaloid-
Aquivalenz ausbauen lassen. Dies kann ganz dhnlich wie in Korollar 7.2.7 fiir ACSy und SL
erreicht werden. Nach Definition ist

LoR=LToPM=CoM.

Somit kénnen wir als Co-Einheit der gewiinschten adjungierten Aquivalenz den bereits in
Theorem 7.2.5 und Korollar 7.2.7 vorkommenden natiirlichen Isomorphismus €: £ o 8 = 1g
wéhlen. Auch die Einheit 7: 1aocs = K o £ kann nach dem Vorbild von 1;4‘3 * 1) % 153—1 aus
Korollar 7.2.7 festgelegt werden, wie die Identitat

(80 £)(C) = (PMo £3)(C)
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im Falle klassischer Hiillenstrukturen C' = X nahelegt. Fiir jeden Hiillenraum X ist

(Lgg *n* Lp-1)px = (Px)-s
und die Abbildung (px)-: PBX — PMEX = (PM o £3)(PX) wird folgendermaBen gebildet:
(px)-(A) = px[A] = {Ixz:z € A} =Tx[lgxANSPX].

Wir verallgemeinern die Abbildung (px)- von klassischen Hiillenstrukturen X auf beliebige
Hiillenstrukturen C' und definieren Po: C' — R£C = (B|C, |, Ac,) durch

Po(z) = vo[dex NSC].

Man sieht leicht, dass Pc = (78 | SC)- o ac eine stetige, residuierte Abbildung ist (dabei ist
ac: C — BSC die Hiillen-Abbildung mit ac(z) = {cx N SC aus Definition 3.1.11). Nun sei
fc: C — RLC die vollstetige Hiille von Pg, also

iic :=Pc = lc, oPc.

Dann ist jc(z) = |, vo[{cz NSC], und man kann auf direkte Weise nachpriifen, dass 7jc ein
ACS-Isomorphismus mit der Inversen ﬁalz REC — C, A — - A ist. Ohne Schwierigkeiten
lasst sich auflerdem zeigen, dass der Isomorphismus 7jc natiirlich in C ist. Schliellich gelten
auch die Dreiecksgleichungen, und man erhilt insgesamt:

Theorem 7.2.9. Die Quantaloide ACS und SL sind dquivalent, und
(£, R,7,¢): ACS — SL
ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. O
Aus diesem Resultat ergeben sich durch geeignete Restriktion natiirlich erneut Korollar 7.2.7
und damit auch Theorem 7.2.5.

7.2.3 Hiillenstrukturen und Hiillenraume

Aus den oben gezeigten Quantaloid-Aquivalenzen ergeben sich durch geeignete Komposi-
tion auch bisher noch nicht erwédhnte Verbindungen in Abbildung 7.1 (Seite 201). Einen
Weg in der umgekehrten Richtung des Inklusionsfunktors J: ACSy — ACS, also von beliebi-
gen superalgebraischen zu klassischen Hiillenstrukturen, liefert die Quantaloid-Aquivalenz

PME: ACS — ACSg, die folgendermafien gebildet wird:

PML(C) = (PIC,, Ac,)  fitr C € JACS],

PME(f) = le, o (f)-  fir f € ACS(C, D).
Analog zu J und PME fithrt der 2-Funktor 3P: CCRel — ACS von Hiillenriumen zu super-
algebraischen Hiillenstrukturen, und eine Quantaloid-Aquivalenz in der entgegengesetzten

Richtung erhalten wir durch 9M£: ACS — CCRel, also

ML(C) = (IC,],Ac,)  fir C € |ACS],
me(f) = (F)F fiir f € ACS(C, D).
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Die soeben betrachteten Methoden, aus einer superalgebraischen Hiillenstruktur C eine
klassische Hiillenstruktur bzw. einen Hillenraum zu konstruieren, haben den Nachteil, dass
sie gewissermaflen einen ,,Umweg“ iiber den Hiillenbereich C, nehmen. Wir werden im
folgenden noch einen niitzlichen direkten Weg darstellen, indem wir das Spektrum SC' von C
zu einem Hiillenraum ausbauen (und gleichzeitig PSC' zu einer klassischen Hiillenstruktur).
Auf diese Weise erhalten wir 2-Funktoren X: ACS — CCRel und PBX: ACS — ACSy. Der
letztere wird sich unter anderem als Linksadjungierter des Inklusionsfunktors J herausstellen,
womit insbesondere ACSys als reflektive Unterkategorie von ACS nachgewiesen ist.

Fiir die folgenden Konstruktionen verwenden wir die fiir vollsténdige Verbénde L bestimmte
Kern-Abbildung

Lt PSL—- L,  j(A) =V, A

und die Hillen-Abbildung
ar: L - BSL, ar(z)=4,zNSL

aus Definition 3.1.11. Nach Lemma 3.1.12 ist (j1,ar) fiir superalgebraische Verbiande L ein
adjungiertes Paar mit
jroar =1id; und idngL <arojr.

Damit sieht man sofort, dass sich fiir jede superalgebraische Hiillenstruktur C' die Isotonie,
Extensivitat und Idempotenz der Hiillenoperation ¢ auf die zusammengesetzte Abbildung
ac oo ojo: PSC — PSC iibertragen. Folglich ist

XC:=(S8C,acovcojc)

ein Hiillenraum und PXC = (PSC,ac o y¢ o jo) eine klassische Hiillenstruktur. Nach
Definition gilt fiir alle A C SC

Ixc(4) = leve (Ve A) N SC,

und das zugehorige Hiillensystem ist
CXC = (ac ov0)|C] = aclCy]l = {lcyc(x)NSC : 2z € C'}.

Nachdem wir auf diese Weise mit jeder superalgebraischen Hiillenstruktur einen Hiillenraum
und eine klassische Hiillenstruktur assoziieren konnen, stellt sich als néchstes die Frage, wie
sich auch jeder vollstetigen, residuierten Abbildung f: C — D eine vollstetige Relation X f
zwischen XC und XD zuordnen lasst. Fiir die Antwort greifen wir auf Definition 3.2.11 zurtck.
Dort hatten wir bereits aus jeder Abbildung zwischen superalgebraischen Verbédnden eine
Relation zwischen den zugehorigen Spektren geformt. Fiir f € ACS(C, D) sei dementsprechend

Xfi=fo.

Da neben f auch die Abbildungen jo und ap residuiert sind, gilt zusammen mit Lemma 3.2.12
fir alle (u,v) € SC x SD

(u,v) € Xf=fo <<= v<p f(u)
<= velpflu)NSD = (apo fojo)({u})
> (w,v)€(apofojo)a=P '(apo fojc).
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7.2 Quantaloid-Aquivalenzen

Damit wissen wir auch, wie die korrespondierende Abbildung PXf zwischen den klassischen
Hiillenstrukturen PXC und PXD aussieht. Es ist

PxXf =apo foje,

d.h. PXf wird analog zur Hiillenoperation ac o y¢ o jo gebildet. Da f residuiert und D
superalgebraisch ist, gilt fir jedes A C SC

@%f(A) = in(VC A)NSD = | f[A]NSD.
Wir zeigen nun, dass durch

PX(C) = (PSC,acocojo)  fiir C € |ACS],
PBX(f) = apo fojo fir f € ACS(C, D)
tatsichlich ein 2-Funktor PX: ACS — ACSy festgelegt wird. Hinsichtlich der superalgebra-

ischen Hiillenstrukturen €' und PXC sind die residuierten Abbildungen jo: PXC — C und
ac: C — PXC selbst sowohl stetig als auch abgeschlossen, denn es gilt

jco(acoycojo)=7cojc und acovyc = (acoycojc)oac.

Folglich ist die Abbildung PXf fiir jedes f € ACS(C, D) residuiert und stetig. Auch die
Vollstetigkeit tibertragt sich von f auf PXf: Zunichst ist SPXC = {{u} : uw € SC }, und
mit jo({u}) = u folgt

(Ygep © BXS)({u}) = (ap o yp o f)(u) = (ap o f)(u) = PXf({u})

fir alle u € SC. Damit ist fir alle f € ACS(C, D), g € ACS(D, E)

PX(g© ) =PX(g© f)=apo(9© f)ojc =agogo fojc
=agogo fojo="PXgoPX[ =PXg O PX/[.

Auflerdem gilt PXic = iq?aeC’ denn fir jedes u € SC' ist

PXic({u}) = (ac o ic)(u) = (ac 0 10)(u) = Ygxc({u}) = igpe ({u)).

SchlieBlich ist jede der Abbildungen f — ap o f o jc von ACS(C, D) in ACSy(PXC, BXD)
isoton, insgesamt also X ein 2-Funktor.

Damit ist auch X = P! o PX als 2-Funktor nachgewiesen, den wir in der folgenden
Definition nochmal festhalten.

Definition 7.2.10 (Hillenraum-Spektrumsfunktor). Der 2-Funktor X: ACS — CCRel ist
festgelegt durch

X(C) = (SC,acoycojo) fir C € |ACS|,
X(f) = fo=(apo fojc)s  fir f€ACS(C,D)

und wird Hiillenraum-Spektrumsfunktor genannt.
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Als néchstes beweisen wir, dass jede superalgebraische Hiillenstruktur C' in ACS zur
klassischen Hiillenstruktur 8XC isomorph ist. Auf der Suche nach einem geeigneten Iso-
morphismus stehen uns zunéichst die stetigen, residuierten Abbildungen jo: BXC — C und
ac: C — PXC zur Verfiigung. Diese besitzen in der Kategorie ACS® jedoch im allgemeinen
keine Inverse. Thre vollstetigen Hiillen sind allerdings in ACS invertierbar: Fiir alle u € SC,
d.h. {u} € SPSC, gilt

ac ojc({u}) = ((ac ovc ojc) o ac o jo)({u}) = (ac o ve o jo)({u}) = igxc({u}),

also einerseits
acOjo=acojc = ipxc-
Andererseits ist
jc ®@3c =jcoac =idc =ic.
Somit sind a¢ und j¢ zueinander inverse ACS-Isomorphismen.

Dariiber hinaus kénnen wir feststellen, dass nach Definition des Funktors BX fiir jedes
f € ACS(C, D) gilt:

apOf=apof=PXfoac =PXfOac
und B o

D OPXf =jpoPXf = fojo=[fOje
Nun ist ACSyp eine volle Unterkategorie von ACS. Wegen IPXC = PXC fiir alle C € |ACS|
und PXC = PXIC fiir alle C € |ACSy| haben wir damit bereits gezeigt, dass durch

ac:=ac (CelACS|) und jo:=jc (C € |ACSy|)

natiirliche Isomorphismen a: lacs = JoPX und j: PXoJ = 1acsy, festgelegt werden. Dem-
nach sind PX: ACS — ACSg und J: ACSy — ACS Quantaloid-Aquivalenzen.

Wir zeigen abschlieBend, dass (BX,7,3,]) eine Adjunktion ist. Die dafiir benétigten
Dreiecksgleichungen lauten

ipxc ©BXac =ic (C€|ACS|), Tjc@ac=ixc (C € |ACSy)).

Nach Definition von X erhilt man die erste Gleichung

jrj}ag(j © ‘3%50 = jci}x(j © (ajq}xc oacojc) = jq}agc ©apxc ©acC ojoc =acojo = iq}xca
und die zweite ist einfach die bereits bekannte Identitit jo ® ag = ic.

Theorem 7.2.11. Die Quantaloide ACS und ACSy sind dquivalent, ACSy ist eine volle,
reflektive Unterkategorie von ACS und

(PX,7,3,]): ACS — ACSyq
eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. O

Korollar 7.2.12. Die Quantaloide ACS und CCRel sind dquivalent, und

(X,7%,3, 11 %] * 1) : ACS — CCRel
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ist eine adjungierte Quantaloz’d—fl"quz'valenz.
Dabei ist (11 *j* 1) x = ‘Bfl(jigx) = ((J'q‘gx)ﬂ)r fiir jeden Hiillenraum X, und diese
CCRel-Isomorphismen zwischen XIBX und X sind bestimmt durch

({z}v) € ((gx)a)" <= velx({z}) < y<xu,

denn es ist (jpx)3 ={({z},z) 2 € X }.

Beweis. Dies folgt mit Korollar 2.3.7 aus Theorem 7.2.11. O

7.3 Folgerungen fiir weitere Hiillenraum-Kategorien

In diesem Abschnitt zeigen wir nur einige von vielen moglichen Folgerungen aus den bisher
bewiesenen Quantaloid-Aquivalenzen, die sich durch Restriktion oder leichte Modifikation
der beteiligten Funktoren ergeben. Insbesondere beschranken wir uns dabei im wesentlichen
auf Hiillenrdume und vollsténdige Verbénde, also auf Unterkategorien von CCRel und SL. Die
im folgenden dargestellten kategoriellen Aquivalenzen fiir Hiillenriume lassen sich aber auch
auf geeignete Hiillenstrukturen, also auf Unterkategorien von ACS bzw. ACSy iibertragen.

7.3.1 Adjungierte vollstetige Relationen

Da wir bisher iiberall konsequent die Ordnung auf den Morphismenmengen betrachtet, also
mit lokal geordneten 2-Kategorien anstelle von gewohnlichen Kategorien gearbeitet haben,
kénnen wir aus der Aquivalenz von CCRel und SL aus Theorem 7.2.5 miihelos schlieflen,
dass die Hilllenraum-Kategorie Adj(CCRel) zur Kategorie CL = Adj(SL) der vollstéandigen
Verbande und wollstindigen Homomorphismen aquivalent ist.

Vor diesem Hintergrund rekapitulieren wir speziell fiir das Quantaloid CCRel, wann ein
Morphismus adjungiert ist: Eine vollstetige Relation R : X — Y zwischen Hiillenrdumen ist
genau dann adjungiert in CCRel, wenn es eine vollstetige Relation S : Y «— X gibt mit S 4 R,
d. h. mit

SORCix und iy CR®S.

Hierbei ist S ® R C ix dquivalent zu S o R C (idX)F, und iy € R©® S ist dquivalent zu
idy C (Ro S)!. Somit ist S 4 R in CCRel gleichbedeutend mit

(Vz € X)(z(SoR)C{z}) und (VyeY)(yecy(RoS)).
Eine weitere Charakterisierung adjungierter vollstetiger Relationen liefert Lemma 5.2.40:

Lemma 7.3.1. Eine vollstetige Relation R: X « Y ist genau dann adjungiert in CCRel,
wenn fir alle X C PX

(ﬂ{Z:AGX})R:ﬂ{E:AeX}
erfillt ist. O

Wie oben erwéhnt, folgt aus Theorem 7.2.5 (mit Lemma 2.3.14 und einer geeigneten
Restriktion der beteiligten 2-Funktoren) das zentrale Resultat fiir die lokal geordnete 2-
Kategorie der adjungierten vollstetigen Relationen:
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Korollar 7.3.2. Die lokal geordneten 2-Kategorien Adj(CCRel) und CL sind dquivalent, und
(€, M, n,e): Adj(CCRel) — CL
ist eine 2-adjungierte 2- Aquivalenz. O

Entsprechende Folgerungen fiir adjungierte Morphismen ergeben sich fiir alle bisher und
im weiteren Verlauf untersuchten Aquivalenzen zwischen lokal geordneten 2-Kategorien,
was wir jedoch nicht weiter ausfithren. Analog zu adjungierten lassen sich natiirlich auch
co-adjungierte Morphismen betrachten.

7.3.2 Differenzierte Hiillenraume

Fiir jeden vollstdndigen Verband L ist der Schnittraum 9L differenziert (vergleiche auch
Proposition 4.1.14). Eine Restriktion bzw. Co-Restriktion von € und 9% auf das Quantaloid
CCRelg der differenzierten Hilllenrdume und vollstetigen Relationen liefert somit unmittelbar:

Korollar 7.3.3. Die Quantaloide CCRelg und SL sind dquivalent, und
(€, M, n,e): CCRely — SL
ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. ]

Alle bisher untersuchten Funktoren zwischen Hillenraum- und Hiillenstruktur-Kategorien
bewahren die Differenziertheit von Hiillenrdumen bzw. Hiillenstrukturen.

Lemma 7.3.4. Die Funktoren B, P71, 3, BX und damit auch X, IP bewahren die Diffe-
renziertheit von Objekten.

Beweis. Die Isomorphismen 3 und P~ erhalten die Differenziertheit laut der Definition
differenzierter Hiillenrdume, und der Inklusionsfunktor J bewahrt sie trivialerweise.

Sei nun C' eine differenzierte superalgebraische Hiillenstruktur, also v¢ [ SC injektiv. Die
Abbildung jo | SPSC ist injektiv wegen jo({u}) = u, und es gilt jo[SPSC| C SC. Da auch
ac injektiv ist, folgt insgesamt die Injektivitdt von Ygxc = ac °Yc °jc, d. h. die klassische
Hiillenstruktur PXC ist differenziert. O

Fiir jeden vollstdndigen Verband L ist aufgrund der Differenziertheit des Hiillenraums
INL also auch AL = PML differenziert. Insgesamt ergibt sich somit, dass siamtliche der
bisher betrachteten Aquivalenzen giiltig bleiben, wenn die Objektklassen der beteiligten
Hiilllenraum- bzw. Hillenstruktur-Kategorien auf die differenzierten Objekte eingeschrénkt
werden. Dasselbe gilt auch fiir die im folgenden dargestellten Aquivalenzen.

7.3.3 Reduzierte Hiillenrdume

Als néchstes schranken wir die Klasse der Hillenrdume auf die reduzierten ein. Dementspre-
chend werden statt beliebiger vollstandiger Verbdnde nun die basierten betrachtet.

Notation 7.3.5 (Quantaloide fiir reduzierte Hiillenrdume, basierte Verbande). Es bezeichne
CCRel, das Quantaloid der reduzierten Hiillenrdume und vollstetigen Relationen, und BL sei
das Quantaloid der basierten vollstdndigen Verbédnde und residuierten Abbildungen.
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Ist X ein reduzierter Hiillenraum, so ist €X ein basierter Verband, denn die Menge p[X] =
{{z} : 2 € X } aller Punktabschliisse ist in diesem Fall eine Basis (ein kleinster \/-Erzeuger)
von €X (vergleiche Definition 6.1.4). Durch geeignete Restriktion des Hiillenverbandsfunktors
¢ erhalten wir also einen 2-Funktor

¢V: CCRel, — BL.

In der umgekehrten Richtung lédsst sich der Schnittraumfunktor 2 folgendermaflen zu

einem 2-Funktor
MY : BL — CCRel,

abdndern: Fiir jeden basierten vollstandigen Verband L wird zunéchst durch
AJ(A) =AL(ANJTL=1,\V,ANJL (ACJL)

ein Hiillenoperator AY auf der Basis JL definiert. Es ldsst sich leicht zeigen, dass der
Hiillenraum
M'(L) = (JL,AL)
reduziert ist (und auch differenziert). Das System der abgeschlossenen Mengen von 9V L ist
offensichtlich
CM'L={|,z2NnJL:x €L}, (7.3)
und die Spezialisierungsordnung von MY L ist <; N (JL x JL). Sei nun p: L — M eine

residuierte Abbildung zwischen basierten vollstindigen Verbdnden. Wir legen die Relation
MY () : MYL ~ MY M fest durch M N (JL x TM), also

(u,v) € MY (p) = v <p p(u)

(vergleiche (7.1) auf Seite 202). Tatséchlich ist 91V () eine vollstetige Relation: Die Stetigkeit
ergibt sich nach Korollar 6.2.16, da fiir jede abgeschlossene Menge |,y N JM aus CONY M
auch

{ue JL:uMo ClyyNIM}y={uec JL: (Yve TM)(v <py pu)=v<py)}
={ueJL:pu)<pyy}
:\LLSO*(y)mjL

eine abgeschlossene Menge aus CONY L ist, und zusammen mit udMYp = |y, po(u) N TM €
COMY M fiir alle u € MY L folgt die Vollstetigkeit. Ohne Schwierigkeiten lassen sich auch die
iibrigen Eigenschaften beweisen, die 9" : BL — CCRel,. zu einem 2-Funktor machen.

Bemerkung 7.3.6. Den modifizierten Schnittraumfunktor 91V : BL — CCRel, nennen wir
in Anlehnung an die Terminologie aus [27] und [52] auch (verallgemeinerten) Hiillen-Kern-
Funktor. Analog zu den Kern- und Hiillen-Abbildungen j;, bzw. ay, fiir superalgebraische
Verbdnde L aus Definition 3.1.11 sieht man fir jeden basierten Verband L, dass die Kerne
A~V A und die Hillen z — |,z N JL ein adjungiertes Paar zwischen LJ L und L mit
surjektiver erster Komponente induzieren (und somit die Komposition AY(4) =,V ANJL
eine Hiillenoperation AY auf 37 L mit dem in (7.3) angegebenen Hiillenbereich ist).

9MY L ahnelt einem Schnittraum: Fiir jeden A-Erzeuger N von L lisst sich mit der Relation

R:=<;,N(JL x N)

der Hiillenoperator AY analog zu einem Schnittoperator als AY = (R9)" o RY, also AY(A) =
Al g fiir alle A C JL, schreiben.
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Nach Definition ist fiir jeden reduzierten Hiillenraum X
MEX = (TEX, Ax) = ({To] 2 € X 1, ALy),
und man iiberzeugt sich leicht von der Stetigkeit der Punktabschluss-Abbildung
px: X — MeVX.
Durch 7Y := (px)' erhalten wir somit eine vollstetige Relation zwischen X und 9t€Y X mit

(‘%@) 677}/( <~ y<xux,

die auflerdem in X natirlich ist. Man verifiziert auch problemlos, dass auf diese Weise ein
natiirlicher Isomorphismus 1": lccrel, = MY o € entsteht. Dabei ist die Inverse von 7y
bestimmt durch

{zhy) e mx)™ <= y<xu

Fiir jeden basierten vollstdndigen Verband L ist
CYMVL = ¢(JL,AY) = ({l,zanJL:x € L}, C),

und mit den Ordnungsisomorphismen ¢y : €VOMYL — L, A — \/; A bekommen wir einen
natiirlichen Isomorphismus £V: €Y o MY = 1g| . Insgesamt kénnen wir schlie8lich folgern:

Theorem 7.3.7. Die Quantaloide CCRel, und BL sind dquivalent, und
(e, m"¥,n", e"): CCRel, — BL
ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. O

Speziell untersuchen wir jetzt noch die basiserhaltenden Morphismen von BL, d.h. die-
jenigen Abbildungen ¢: L — M zwischen basierten Verbanden, die p[J L] C JM erfiillen.
Es stellt sich die Frage, welche Morphismen auf Seiten von CCRel,. iiber die obige Aqui-
valenz mit den basiserhaltenden, residuierten Abbildungen zwischen basierten Verbanden
korrespondieren. Die Antwort liefert Proposition 6.2.34, derzufolge die induzierte Abbil-
dung ¢YR = €R: €X — €Y einer vollstetigen Relation R : X « Y zwischen reduzierten
Hiillenrdumen genau dann Basiselemente (d. h. Punktabschliisse) bewahrt, wenn R funktional
ist.

Notation 7.3.8 (2-Kategorien fiir reduzierte Hiillenrdume, basierte Verbénde). Es bezeichne
CCRel) die lokal geordnete 2-Kategorie der reduzierten Hiillenriume und funktionalen,
vollstetigen Relationen. Clo, o stehe fiir die lokal geordnete 2-Kategorie der differenzierten,
reduzierten Hilllenrdume und stetigen Funktionen.

BL" sei die lokal geordnete 2-Kategorie der basierten vollstindigen Verbinde und basiser-
haltenden, residuierten Abbildungen.

Durch Restriktion erhalten wir aus €Y: CCRel, — BL einen 2-Funktor
¢V: CCRelY — BL".

Ist ¢: L — M eine basiserhaltende, residuierte Abbildung zwischen basierten vollstadndigen
Verbinden, so kénnen wir die Restriktion ¢ | JL: MY L — MY M bilden, und diese erweist
sich als stetig. Somit ist

MY (p) = (p | TL)
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eine funktionale, vollstetige Relation, und wir gelangen zum restringierten 2-Funktor
oMY BLY — CCRel.

Fiir die oben definierten natiirlichen Isomorphismen ¥ und " sieht man, dass n% funktional
ist (wegen 1% = (px)') und €} basiserhaltend (wegen e} (|, uNJL) = u fiir alle u € JL).
Damit folgt aus Theorem 7.3.7:

Theorem 7.3.9. Die lokal geordneten 2-Kategorien CCRelY und BLY sind dquivalent, und
(e, m¥ nY,e"): CCRelY — BLY
ist eine 2-adjungierte 2-Aquivalenz. O

Aus den fritheren Uberlegungen zu differenzierten Hiillenrdiumen ergibt sich als Korol-
lar sofort, dass zu BLY auch die lokal geordnete 2-Kategorie CCReIXO aller differenzierten,
reduzierten Hiillenrdume und funktionalen, vollstetigen Relationen dquivalent ist. Aus Theo-
rem 7.1.17 wissen wir, dass CCReIXO zur lokal geordneten 2-Kategorie Clo, g der differenzierten,
reduzierten Hilllenrdume und stetigen Funktionen isomorph ist. Zusammen impliziert dies
die folgende Aquivalenz fiir Hiillenrdume und stetige Funktionen:

Korollar 7.3.10. Die lokal geordneten 2-Kategorien Clo, o und BLY sind dquivalent. O

Bemerkung 7.3.11. Die im vorigen Korollar formulierte kategorielle Aquivalenz wurde
bereits von Erné [27] in einem grundlegenden Artikel zu Hiillenraum-Kategorien und voll-
stdndigen Verbdnden bewiesen. Erné gibt mit Hilfe sogenannter invarianter Auswahlen 3, die
jedem vollstdndigen Verband aus einer gegebenen Klasse von Verbénden einen \/-Erzeuger
Y (L) zuordnen, ein weitreichendes Theorem an, aus dem sich durch verschiedene Wahl
von Y zahlreiche kategorielle Aquivalenzen zwischen gewissen Hiillenraum-Kategorien und
geeigneten Kategorien von vollstandigen Verbdnden gewinnen lassen. Die dabei betrachteten
Hillenrdume X sind insbesondere differenziert (7p-Raume), ihre Punktabschliisse werden
verbandstheoretisch durch

YEX)={{z}:z X} (7.4)

beschrieben, und als Morphismen zwischen Hiillenrdumen werden stetige Funktionen ver-
wendet; die betrachteten Morphismen zwischen den zugehoérigen vollstdndigen Verbénden
sind residuierte Abbildungen ¢: L — M mit der Eigenschaft ¢[3(L)] C X(M). Setzt man
in diesem — hier nur grob geschilderten — Rahmen ¥ = 7, ordnet also jedem basierten
vollstandigen Verband L seine Basis J L zu, so ergibt sich gerade Korollar 7.3.10.
Umgekehrt sehen wir, dass durch die Verwendung von wvollstetigen Relationen anstelle von
stetigen Funktionen die Aquivalenz zwischen Clo, o und BLY zu einer Aquivalenz zwischen
CCRel, und BL verallgemeinert werden kann (dies entspricht dem Weg von Korollar 7.3.10
zuriick zu Theorem 7.3.7). Die Morphismen auf Seiten der basierten Verbéande sind dann
nicht mehr nur basiserhaltende, sondern beliebige residuierte Abbildungen. Das bedeutet mit
¥ = J, dass auf die Bedingung ¢[¥(L)] C (M) verzichtet wird. Auerdem ist in dieser
Verallgemeinerung auf Seiten der Hiillenrdume die Differenziertheit nicht mehr notig.
Schwicht man die Voraussetzung (7.4) ab zu { {z} : z € X } C ¥(¢X) (was im Fall ¥ = J
keinen Unterschied macht), so erhalt man auf dieselbe Weise auch fiir weitere ¥ aus der
jeweils bei Erné beschriebenen Aquivalenz eine Verallgemeinerung auf vollstetige Relationen
und beliebige residuierte Abbildungen! Die bekannten Spezialfille lassen sich dann, wie

215



7 Hiillenraum-Kategorien

CCRelA
0 N
AN ,
JA=¢VD
ARel
G
‘D/(s‘ >
by r}/ /\’
v >
ALy

Abbildung 7.3: Quantaloid-Aquivalenzen fiir residuierte Hiillenriume

fir ¥ = J gezeigt, durch die Beschrankung auf differenzierte Hiillenrdume mit (7.4) und
funktionale, vollstetige Relationen zuriickgewinnen.

Ist beispielsweise ¥ (L) = L fur jeden vollstdndigen Verband L, dann ist die Verallgemeine-
rung auf vollstetige Relationen einfach die Aquivalenz von CCRel und SL aus Theorem 7.2.5.
Fir ¥ = &, wenn also jedem superalgebraischen Verband L sein \/-Spektrum SL zugeordnet
wird, ergibt sich als Verallgemeinerung die Aquivalenz der Quantaloide CCRel4 (residuierte
Hiillenrdume mit vollstetigen Relationen) und AL (superalgebraische Verbénde und residuierte
Abbildungen), die im folgenden noch etwas niher beschrieben wird.

7.3.4 Residuierte Hiillenrdume

Die néchste Unterkategorie von CCRel, die wir untersuchen, ist das Quantaloid CCRel 4 der
A-Ré&ume und vollstetigen Relationen. Hierbei kénnen wir insbesondere einen Zusammenhang
mit dem Quantaloid der Abschnittsrelationen aus Kapitel 3 herstellen, weil Abschnittsrela-
tionen gerade vollstetige Relationen zwischen Abschnittsrdumen sind. In diesem Rahmen
werden wir neben der Notation ®P fiir Abschnittsrdume auch QX (Spezialisierung) und
AP (Abschnittsverband) zu Isomorphismen zwischen geeigneten Quantaloiden ausbauen.
Insgesamt kldren wir die Beziehungen der in Abbildung 7.3 dargestellten 2-Funktoren.

Zur Erinnerung: AL ist das Quantaloid der superalgebraischen Verbénde und residuierten
Abbildungen (sieche Definition 3.1.17), und ARel bezeichnet das Quantaloid der quasigeordne-
ten Mengen und Abschnittsrelationen (vergleiche Definition 3.2.5).

Definition 7.3.12 (Quantaloid der A-R&dume und vollstetigen Relationen). Es bezeichne
CCRely diejenige volle Unterkategorie von CCRel, deren Objekte genau die residuierten
Hiillenrdume (d. h. die A-Réume) sind. Die Kategorie CCRel4 der A-Rdume und vollstetigen
Relationen ist somit ein Quantaloid.

Es wird sich gleich zeigen, dass die Quantaloide CCRel 4 und ARel isomorph sind und sogar
genau dieselben Morphismen besitzen. Damit ergibt sich insbesondere, dass die Komposition
©® in CCRely4 einfach die gewohnliche Komposition von Relationen ist! Die Identitéat auf X in
CCRely ist wie liblich die duale Spezialisierungsordnung ix = ‘3_3*1(I‘X) =(Tx)3 =>x.
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Bemerkung 7.3.13. Mit den abstrakten Grundbegriffen fiir Abbildungen zwischen Hiil-
lenstrukturen kénnen wir gut erklaren, warum die Komposition ® von CCRels mit der
gewOhnlichen Komposition o identisch ist. Der Grund ist, dass fiir residuierte Abbildungen
zwischen residuierten superalgebraischen Hillenstrukturen die Eigenschaften vollstetig und
bindend iibereinstimmen (siehe Proposition 5.2.24) und die gew6hnliche Komposition binden-
der Abbildungen wieder bindend ist (siehe Proposition 4.2.23). Das iibertréigt sich via R + R?
nach Korollar 3.3.15 auf vollstetige Relationen R zwischen residuierten Hiillenrdumen.

In Theorem 6.2.45 wurde gezeigt, dass eine Abschnittsrelation zwischen quasigeordne-
ten Mengen P und @ dasselbe ist wie eine vollstetige Relation zwischen den residuierten
Abschnittsrdumen D P und ©Q. Fiir beliebige Hillenrdume X und Y und eine vollstetige
Relation R : X « Y ist nach Proposition 6.2.30 R> bindend beziiglich | x und |y, d.h. R ist
vollstetig beziiglich QX und QY und somit eine Abschnittsrelation zwischen den Spezia-
lisierungen QX und QY. Damit erhélt man aus der Bildung der Spezialisierungsordnung
bzw. des Abschnittsraums trivialerweise die folgenden beiden 2-Funktoren:

Definition 7.3.14 (Spezialisierungs- und Abschnittsraumfunktor). Der Spezialisierungs-
funktor Q: CCRel4 — ARel sei festgelegt durch

Q(X) = (|X],<x) fir alle X € |CCRel 4|,

Q(R) =R fir alle R € CCRel4(X,Y),

und der Abschnittsraumfunktor ©: ARel — CCRel4 durch

D(P) = (|P|,1») fiir alle P € |ARell,
D(R) =R fir alle R € ARel(P, Q).

Fiir jede quasigeordnete Menge P ist QP = P, und ist X ein residuierter Hiillenraum,
so gilt auch ®QX = X (sieche Korollar 6.1.16). Daraus ergibt sich sofort:

Theorem 7.3.15. Die Quantaloide CCRel4 und ARel sind isomorph vermége der zueinander
inversen Quantaloid-Isomorphismen Q und ©. Die Isomorphismen sind konkret, induzieren
auf den Morphismenmengen also die identische Abbildung. O

Wir wissen, dass der Potenzmengenverbandsfunktor B: Rel — ALsy, der jeder Menge X den
Potenzmengenverband P X und jeder Relation R : X «— Y zwischen Mengen die residuierte
Funktion R7: PX — PY zuordnet, ein Quantaloid-Isomorphismus ist. Hierzu fithren wir
nun das Analogon fiir Abschnittsverbdnde und Abschnittsrelationen ein.

Definition 7.3.16 (Inklusionsfunktor, Abschnittsverbandfunktor). Es sei ALg diejenige
volle Unterkategorie von AL, deren Objekte gerade die Abschnittsverbénde sind. Damit ist
die Kategorie ALy der Abschnittsverbdnde und residuierten Abbildungen ein Quantaloid.
Der zugehorige Inklusionsfunktor wird im folgenden notiert als

J: ALy — AL.

2A: ARel — ALy sei der Funktor, der jeder quasigeordneten Menge P den Abschnittsverband
AP = (AP, C) und jeder Abschnittsrelation R : P~ @ die residuierte Abbildung

EZlR:}?:%oRao@l

von AP in AQ zuordnet. Es gilt (AR)(D) = R7(D) fiir jeden unteren Abschnitt D, da R
eine Abschnittsrelation ist.
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Die bijektive Korrespondenz von Abschnittsrelationen zwischen quasigeordneten Mengen
P und @ mit residuierten Abbildungen zwischen den Abschnittsverbdanden 2AP und 21Q
wurde bereits in Bemerkung 3.2.6 und Korollar 6.2.47 erwdhnt und kann mit den fritheren
Resultaten zu residuierten Abbildungen zwischen Hiillenverbédnden leicht zu einem Quantaloid-
Isomorphismus ausgebaut werden:

Theorem 7.3.17. Die Quantaloide ARel und ALy sind isomorph, und der Abschnittsver-
bandfunktor A: ARel — ALy ist ein Quantaloid-Isomorphismus. Der inverse Funktor A"
agiert auf den Morphismenmengen wie folgl: Fir jedes residuierte ¢ € ALy (AP, AQ) ist

A ()= (P)a=(P)3=(Ugopols)s, also
(z,y) €Al = yep(le).

Beweis. Zunéchst ist 2A: ARel — ALy ein Funktor wegen

AP = ¢(|P|,1r) = €OP und AR = R — ¢OR.

Offensichtlich ist 2L bijektiv auf den Objekten. Nach Theorem 6.2.45 und Theorem 6.2.8 sind
die induzierten Abbildungen Apg: ARel(P, Q) — ALy (AP, AQ) auerdem Ordnungsisomor-

phismen. Da |, und |, residuierte Hiillenoperatoren sind, gilt schliefllich 9 = ¥ fiir jedes
v € ALy (AP, AQ). O

Analog zu Rel = ALy (sieche Proposition 3.3.17) erhalten wir also ARel = ALy, und wir
haben bereits gesehen, dass CCRel 4 = ARel gilt. Nun kommen wir zur Aquivalenz von CCRel4
und AL.

In Bemerkung 7.3.11 wurde erlidutert, dass sich mit demselben Vorgehen wie fiir die Aquiva-
lenz (€Y, MY, ¥, e"): CCRel,, — BL bei reduzierten Hiillenriumen und basierten Verbinden
auch eine Quantaloid-Aquivalenz

(e¥, m¥,n¥,e"): CCRely — AL

fir residuierte Hilllenrdume und superalgebraische Verbéande zeigen lésst, indem statt der
Basen JL basierter Verbdnde die Spektren SL superalgebraischer Verbiande eingesetzt
werden. Wir betrachten kurz, wie in diesem Fall die beteiligten Funktoren und natiirlichen
Transformationen aussehen.

Ist X ein residuierter Hiillenraum, so ist €X ein superalgebraischer Verband (vergleiche
Theorem 4.1.16 und Proposition 6.1.17). Durch geeignete Restriktion des Hiillenverbands-
funktors ¢ entsteht also der 2-Funktor ¢V: CCRel4, — AL. Es ist offensichtlich

¢V =FoAoN =3AN.

Durch Komposition erhélt man daraus den 2-Funktor J2A = ¢€V®: ARel — AL. In der umge-
kehrten Richtung kennen wir bereits aus Kapitel 3 den Spektrumsfunktor

S: AL — ARel,

der nach Theorem 3.2.22 eine Quantaloid-Aquivalenz ist (vergleiche auch Definition 3.2.11
fiir die induzierten Abschnittsrelationen G¢ = ¢ ). Es sei auflerdem an die Abbildungen

jo:PSL— L, jr(A) =V, A und ap: L—PSL, ap(zx)=],zNSL
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sowie die aus ihnen abgeleiteten Abbildungen ji: ASL — L und ai: L — AS L aus Definiti-
on 3.1.11 erinnert. Fiir superalgebraische Verbéande L sind diese vier Funktionen insbesondere

residuiert.
Der Hiillen-Kern-Funktor 9tV: AL — CCRel, ist gegeben durch MY(L) = (SL, A}) fiir
L € |AL| und MY (p) = Mp N (SL x SM) fiir ¢ € AL(L, M). Nach Lemma 3.1.12 ist

\/ .
AL =arojr = ler,

also MYL = (SL,les.) = DSL ein residuierter (sowie reduzierter und differenzierter) Hiillen-
raum. Fir jede residuierte Abbildung ¢: L — M zwischen superalgebraischen Verbédnden
und alle (u,v) € SL x SM gilt

(u,v) €My = v<py o) <= (4,v) <€ pe

und folglich MYy = pe. = G = DSyp. Somit hat der Hiillen-Kern-Funktor fiir superalge-
braische Verbande und residuierte Hiilllenrdume die Form

mY =D6.

Die induzierte Relation . ist eine Abschnittsrelation zwischen GL und &M, d.h. eine
vollstetige Relation zwischen (SL,lsr) und (SM, sy ). Fiir jedes u € SL gilt auerdem
upe = Lup(u) NSM = (apr o pojr)({u}) = (ah; o ¢ 0 j1 ) (leru), die Relation ¢ lisst sich
also auch schreiben als

Mo =D6p =P (ayopojr) =(alopoji)s=A"1(al, 0cpoji).
Den natiirlichen Isomorphismus 1" : lccRel A= MY o ¢V erhidlt man durch
(@, lxy) €nx <= y<xa < (xzy) €@y
Wegen €VMY L = €DSL = ASL fiir alle superalgebraischen Verbinde L sind die Kompo-

nenten von ¢¥: € o MY = 1L gegeben durch die Ordnungsisomorphismen e} = ji mit der

Inversen (eY)~! = at (vergleiche auch Theorem 3.1.13).

Fiir diese Funktoren und natiirlichen Transformationen sieht man nun genauso wie im Fall
von reduzierten Hiillenrdumen:

Theorem 7.3.18. Die Quantaloide CCRel4 und AL sind dquivalent, und
(e, Y, n",e"): CCRely — AL
ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. 0

Esist JA = ¢V oD und & = Qo DG = D! o DS. Aus Theorem 7.3.18 folgt mit
Korollar 2.3.7 somit auch die folgende adjungierte Aquivalenz zwischen ARel und AL.

Korollar 7.3.19. Die Quantaloide ARel und AL sind dquivalent, und
(3, 8,19 1" x 1p,e"): ARel — AL

ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz.
Dabei ist (1q *nY x1p)p = Q(nyp) = ndp fir jede quasigeordnete Menge P. O
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Hieraus ergibt sich erneut die frither in Theorem 3.2.22 gezeigte Quantaloid-Aquivalenz
G: AL — ARel. Im Beweis von Theorem 3.2.22 wird auch schon die oben erwidhnte, in ARel
invertierbare Abschnittsrelation ngp : P~ SAP mit (z,lry) € ndp < y <p x verwendet.

Korollar 7.3.20. Die Quantaloide ALy und AL sind dquivalent, und
(3,2[6, IR E: 77\/ * 1 * 19[—1,8\/): ALy — AL

ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. Damit ist insbesondere ALy eine volle reflektive
Unterkategorie von AL.
Es ist (1o % 1gq % 0¥ * 1p * 1og—1)ep = A(ndp) fir jede quasigeordnete Menge P. O

Damit sind nun alle in Abbildung 7.3 auf Seite 216 dargestellten Aquivalenzen fiir residuierte
Hillenrdume gezeigt.

Genau wie fiir reduzierte Hiillenrdume in Korollar 7.3.10 folgt auch hier der Spezialfall fiir
differenzierte, residuierte Hiillenrdume und funktionale, vollstetige Relationen sowie superal-
gebraische Verbénde und spektrumserhaltende, residuierte Abbildungen. Bezeichnet Cloy4 o
(bzw. CCRel}; () die lokal geordnete 2-Kategorie der differenzierten A-Réume und stetigen
Funktionen (bzw. funktionalen, vollstetigen Relationen), so ist Clo4 o dquivalent zur lokal
geordneten 2-Kategorie ALY der superalgebraischen Verbinde und spektrumserhaltenden,
residuierten Abbildungen.

Es gilt CCReIX’O = Clog,p, und analog ist bereits nach Theorem 3.2.25 die lokal geord-
nete 2-Kategorie ARelj der geordneten Mengen und funktionalen (d.h. co-adjungierten)
Abschnittsrelationen isomorph zu Pos, der lokal geordneten 2-Kategorie der geordnete Men-
gen und isotonen Abbildungen. Da die Spezialisierungen differenzierter A-Rdume gerade
geordnete Mengen und die stetigen Funktionen in diesem Fall mit den isotonen identisch
sind (vergleiche Korollar 6.2.14), sind auch Clo4 o und ARely isomorph. Daraus folgt das
bekannte Resultat

Clog 0 = Pos

und somit ein weiteres mal die klassische Aquivalenz von ALY und Pos aus Theorem 3.2.18.

7.3.5 Formale Kontexte

Wir betrachten abschlieBend, wie sich die Resultate fiir Hiillenraum-Kategorien auf geeignete
Kontext-Kategorien ausdehnen lassen. Jeder formale Kontext K = (G, M, I) induziert einen
Hiillenraum K, = (G, Ik, ) mit Ik, (A) = Al fiir alle A C G. Mit vollstetigen Relationen
R : Ky «— L, als Morphismen zwischen Kontexten K und L wird die Quantaloid-Struktur
von CCRel somit auf die Klasse der Kontexte libertragen.

Notation 7.3.21 (Quantaloid der Kontexte und vollstetigen Relationen). Es sei CCRelg
das Quantaloid aller Kontexte und vollstetigen Relationen (mit der Komposition ® und den
Identitaten ix).

In Theorem 6.3.3 wurden bereits verschiedene Charakterisierungen von vollstetigen Rela-
tionen zwischen Kontexten angegeben. Die Identitédt auf einem Kontext K = (G, M, I) in
CCRelg ist ix = ig, = >k, also die duale Spezialisierungsordnung von K. Sie hat die
Form

ix = (I — 1),
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denn nach Beispiel 2.3.26 gilt fir alle g, h € G

g<k, h <= gehl; = HWl¢d = (ghel-=I

und somit <g, = I — I (vergleiche Lemma 2.3.31). Dual sieht man <g_ = (I + I)d.

Der Hillenverbandsfunktor ¢: CCRel — SL kann nun zu einem 2-Funktor
¢T: CCRelx — SL

abgeindert werden, indem man jedem Kontext K seinen Umfangsverband ¢TK := ¢K
zuordnet (fiir die Morphismen &ndert sich nichts). Auch aus 9t: SL — CCRel, dem Schnitt-
raumfunktor, erhalt man leicht einen geeigneten 2-Funktor

MT: SL — CCRelg,

indem jedem vollstindigen Verband L der Kontext 9™ (L) := (|L|,|L|, <) zugewiesen
wird. Es ist dann (ML) = (|L|,(-)SF<,) = (|L]|,AL) = ML, und MT agiert auf den
Morphismenmengen genau wie 9.

Die natiirlichen Isomorphismen 7: 1ccrel = Mo €und e: € o M = 1. lassen sich hiernach
offensichtlich auch auffassen als

n: lccrelxy = Mrol™ bzw. e: €T oMM = 15,

(esist €T oM™ = CoM und ((M* o €)(K))L = (Mo €)(K,) fiir jeden Kontext K). Somit
iibertragt sich die Quantaloid-Aquivalenz aus Theorem 7.2.5 von Hiillenrdumen auf Kontexte,
und es gilt:

Theorem 7.3.22. Die Quantaloide CCRelg und SL sind dquivalent, und
(e, 9", n,e): CCRelg — SL
ist eine adjungierte Quantaloid-Aquivalenz. O

Durch die Einschrankung auf adjungierte Morphismen erhalten wir sofort die néchste
Folgerung fiir die Kategorie der vollstadndigen Verbédnde und vollstdndigen Homomorphismen.

Korollar 7.3.23. Die lokal geordneten 2-Kategorien Adj(CCRelg) und CL sind dquivalent,

und
(et Mm* n,e): Adj(CCRelg) — CL

ist eine 2-adjungierte 2-Aquivalenz. O

Anstelle adjungierter vollstetiger Relationen R : Ky « L4 als Adj(CCRelg)-Morphismen
zwischen Kontexten K = (G, M, I) und L = (H, N, J) kénnen natiirlich auch adjungierte
Paare (R, S) vollstetiger Relationen R : Ky «— L4 und S : Ly « K, verwendet werden (R
und S sind eindeutig durcheinander bestimmt). Aus Platzgriinden verzichten wir auf eine
néhere Untersuchung dieser Kontext-Morphismen. Es sei allerdings erwahnt, dass sich die
Adjungiertheit einer vollstetigen Relation R : K, «— Ly zwischen den Gegenstandsmengen
aquivalent durch die Existenz einer (eindeutig bestimmten) vollstetigen Relation 7" : L_ — K_
zwischen den Merkmalsmengen beschreiben ldsst, so dass das Paar (R, T) begriffserhaltend
ist, d. h. fur alle (A, B) gilt:

(A,B) € BK = (E(A),T?(B)):((BT)J,(AR)J)G’BL.
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Wie im Falle der Stetigkeit und Vollstetigkeit (siche Theorem 6.3.3) kann auch diese Bedingung
(und damit die Adjungiertheit von R in CCRelg) tibersichtlich mit den Residualen der
Relationen-Komposition ausgedriickt werden:

ICT—(J+RY und (J«RY+ (T —J)—=1)CJ (7.5)

Auf diese Weise erhilt man statt adjungierter Paare (R,S) vollstetiger Relationen also
begriffserhaltende Paare (R, T) vollstetiger Relationen, und diese Morphismen kénnen durch
komponentenweise Komposition mit @ verknipft werden.

Bemerkung 7.3.24. Wir nennen einen Kontext K differenziert, falls die Hillenrdume K
und K_ differenziert sind (in der Formalen Begriffsanalyse heifit K in diesem Fall bereinigt).
Analog verstehen wir unter einem reduzierten Kontext K einen solchen, fiir den Ky und K_
reduziert sind. Es sei hier nur kurz erwahnt, dass sich die in Theorem 7.3.7 und Theorem 7.3.9
bewiesenen Aquivalenzen fiir reduzierte Hiillenrdume problemlos auf reduzierte Kontexte
iibertragen lassen, wobei die zugehorige Klasse vollsténdiger Verbédnde dann auf die doppelt
basierten Verbédnde, d.h. solche mit einer \/- und einer A-Basis, beschrinkt wird. Fiir
differenzierte Kontexte erhilt man ein Analogon zu Korollar 7.3.3.

Erné [35] untersucht eine Vielzahl von Kontext-Kategorien und zeigt kategorielle Ad-
junktionen oder sogar Aquivalenzen mit gewissen Kategorien von vollstindigen Verbénden,
insbesondere solchen mit vollstdndigen Homomorphismen (vergleiche auch [32]). Die Mor-
phismen zwischen Kontexten K und L bestehen bei Erné aus Paaren stetiger Funktionen
a: Ky - Ly und B: Ko — LL_, die geeignete weitere Eigenschaften erfiillen. Insbesondere
heift ein Paar (a, B) begriffserhaltend, falls

(A,B) e BK = (B[B],,alA]’) € BL

gilt, und ein begriffserhaltendes Paar («, 3) stetiger Abbildungen wird dann begrifflich genannt.
Diese begrifflichen Morphismen korrespondieren nun (im Falle differenzierter Kontexte) tiber
die vollstetige Hiille (v, 8) > (al, B7) genau mit den oben beschriebenen begriffserhaltenden
Paaren (R,T) vollstetiger Relationen, fiir die R und T funktional sind! Die bei Erné fiir
begriffliche Paare gezeigten kategoriellen Aquivalenzen ergeben sich damit als geeignete
Spezialfille aus Theorem 7.3.22, indem beispielsweise differenzierte, reduzierte Kontexte
zusammen mit begriffserhaltenden Paaren funktionaler, vollstetiger Relationen betrachtet
werden. Analog lassen sich die sogenannten begriffsstetigen Paare bei Erné von Funktionen
auf Relationen zwischen Kontexten verallgemeinern. Diese entsprechen dann gewissen co-
adjungierten vollstetigen Relationen.

Die Bedingung (7.5) fir Morphismen der Form (R,T') zwischen Kontexten wurde vor
kurzem erneut entdeckt in [48], allerdings in einer elementweisen (und redundanten) Be-
schreibung.

In engem Zusammenhang mit begriffserhaltenden Paaren (R, T") vollstetiger Relationen
stehen auch die von Hartung [51] angegebenen Morphismen zwischen topologischen Kontexten.

Es seien weiterhin K = (G, M, I) und L = (H, N, J) Kontexte. In Proposition 6.3.8 hatten
wir gesehen, dass die vollstetigen Relationen zwischen K und L in bijektiver Korrespondenz
mit den Bindungen zwischen K| und IL_ stehen, wobei die zueinander inversen Bijektionen
durch

R—RI=J«R! und S~ Sy=(5—J)1
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gegeben waren. Dies legt nahe, auch Bindungen als Morphismen zwischen Kontexten zu
betrachten, und tatséchlich lasst sich hierfiir eine geeignete Komposition festlegen.

Wir nennen eine Relation eine Bindung zwischen K und L, falls sie eine Bindung zwischen
K4 und L_ ist. Fir i € {1,2,3} seien K; = (G, M;, I;) Kontexte. Ist S; eine Bindung
zwischen K; und Ks und Sy eine Bindung zwischen Ky und K3, so erhdlt man eine Bindung
S5 ¢ 57 zwischen K; und K3 durch

(g,m) €5,08 <= me 931]252.

Es ist S2 0 S1 = Sy < (S1 — I2) = (I + S2) — S1, und man priift leicht nach, dass fiir ¢ die
Assoziativitat gilt. Die Rolle von Identitédten beziiglich ¢ iibernehmen die Inzidenzrelationen
der Kontexte: Sie sind stets Bindungen, und fiir jede Bindung S zwischen K und L gilt
JoS=85=5¢1

Notation 7.3.25 (Kategorie der Kontexte und Bindungen). Bondg sei die Kategorie der
Kontexte und Bindungen (mit der Komposition ¢ und den Identitdten 1x = I fiir K =
(G,M,I) € |Bondg]).

Es lasst sich zeigen, dass der oben erwédhnte Zusammenhang von vollstetigen Relationen
und Bindungen zwischen Kontexten beziiglich der zugehorigen Kompositionen funktoriell ist.

Lemma 7.3.26. Die Bijektionen R — R? und S +— Sg sind funktoriell: Fir alle vollstetigen
Relationen Ry : (Ki)4 «— (Kg)4 und Ry : (Ko)y «— (K3)y ist

(R2 © R1)? = (R2)” o (R1)°

und (ig)? = I = 1g; fir alle Bindungen Sy : (K1)y «~ (Ko)_ und So : (Ko)4 «— (K3)_ gilt
(520 51)a = (S2)0 © (S1)a;

und (1g)g = Iy = ix. n

Die Kategorie Bondg der Bindungen ist hinsichtlich der Mengeninklusion eine lokal
geordnete 2-Kategorie. Betrachtet man (Bondg ), also die duale Ordnung auf den Morphis-
menmengen, so erhilt man sogar ein Quantaloid, welches zu CCRelg isomorph ist.

Theorem 7.3.27. Die Abbildungen R — R? und S — Sy induzieren zwei zueinander inverse
Isomorphismen zwischen den Quantaloiden CCRelx und (Bondg ). O]

Damit erweisen sich Bindungen ebenso wie vollstetige Relationen als kanonische Mor-
phismen zwischen Kontexten. Analog zu den oben beschriebenen begriffserhaltenden (bzw.
adjungierten) Paaren vollstetiger Relationen koénnen iiber den Isomorphismus von CCRelg
in (Bond ) natiirlich auch begriffserhaltende (bzw. adjungierte) Paare von Bindungen als
Kontext-Morphismen eingefithrt werden.

Bemerkung 7.3.28. Die Komposition ¢ von Bindungen wurde (in anderer Notation) bereits
von Ganter und Wille [44] angegeben, siche auch [43].

Auf elegante Weise werden Bindungen mit dieser Komposition und auflerdem gewisse
Bindungspaare, die co-adjungierten Paaren in Bondg entsprechen, bei Kent [59] behandelt
(wobei Bindungen von K in L dort als Bindungen zwischen L_ und K aufgefasst werden).
Kent zeigt die Aquivalenz einer entsprechenden Kontext-Kategorie mit der Kategorie CL der
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vollstdndigen Verbande und vollstandigen Homomorphismen und gibt zudem einen Zusam-
menhang von Bindungen und relationalen Infomorphismen an, vergleiche Bemerkung 6.3.4.

Der Zusammenhang von Bindungen und vollstetigen Relationen (in der Form von Chu-
Korrespondenzen) zwischen Kontexten wird ausfithrlich von Mori [70] untersucht. Weiteres
Material zu Morphismen zwischen Kontexten (insbesondere zu dualen Bindungen) findet
sich in [60].

Schlieflich gibt auch Gehrke [45] (vgl. [22]) als Morphismen zwischen differenzierten
und reduzierten Kontexten K und L gewisse Paare von Relationen (R, S) an, die sich als
begriffserhaltende Paare von Bindungen R : K; «— L_ und §: K_ « L} in die allgemeine
Theorie einordnen lassen, die wir in dieser Arbeit entwickelt haben.
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ARel(P;Q), 65
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Basis, 11
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basiserhaltend, 214
Begrift, 190
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Begriffsverband, 190
bres(,.-)(C; D), 113
Bikategorie, 55

lokal geordnete, 43
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bindend, 93, 94, 132
Bindung, 182, 194
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BL, 212
BLY, 214
Bond g, 223
Bond(X;Y), 182
Boolescher Verband, 37
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CX, 163

¢, 202

¢V, 213, 214, 218
¢+, 221

¢X, 163
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CCRelY, 214
CCRel)y, 215
CCRel(X;Y), 171
CCReI(U;T) (X; Y), 171
ccres(C; D), 113
ceres(,. (C; D), 113
CCSe, 127
CCsed 127
CL, 19
Clo, 197
Clog, 198
Cloa,0, 220
Clo,., 214
clres(y;) (C; D), 113
Co-Adj(C), 46
co-adjungiert, 15
Funktor, 21
Morphismus, 45
co-adjungiertes Paar, 45
Co-Einheit, 21
Co-Restriktion, 3
co-vollstetig, 112
CRel, 197
CRel(X;Y), 171
CReI(U;T) (X; Y), 171
cres(C; D), 113
cres(o.ry (C; D), 113
Cse, 127
csed 127

D

D, 217

DP, 166

Differenz, 35

differenziert, 90, 164, 222
diskret, 90, 164

doppelt basiert, 222
doppelt residuiert, 48
Dreiecksgleichungen, 21
dual Galois-verbunden, 29
dual residuiert, 15, 29
duale Galois-Abbildung, 29
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duale Kategorie, 19

duale lokal geordnete 2-Kategorie, 44

duale quasigeordnete Menge, 8
duale Relation, 1
Dualitét, 23

E

Einheit, 21
erzeugende Funktion, 181

Erzeuger

F

N-, 11
o-, 33
V-, 11

Familie, 3

modifizierte, 4
residuierte, 31
(o 7)-residuierte, 31

Fission, 35
Fortsetzungsbasis, 64
Funktion, siehe Abbildung
funktional, 74, 181
Funktor, 20

Abschnittsraum-, 217
Abschnittsverband-, 217
adjungierter, 21

adjungiertes Paar, 21
Aquivalenz, 23
co-adjungierter, 21
Hiillenbereichs-, 129, 201
Hiillenraum-Spektrums-, 209
Hillenstruktur-, 197, 200, 201

Hillenstruktur-Schnittraum-, 206

Hiillenverbands-, 202
Inklusions-, 20, 202, 217
Isomorphismus, 23
linksadjungierter, 21
Potenzmengenverbands-, 82
rechtsadjungierter, 21
Reflektor, 22
Schnittraum-, 203
Spektrums-, 73, 218
Spezialisierungs-, 217
treuer, 23

voller, 23

wesentlich surjektiver, 23
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Galois-Abbildung, 29
duale, 29
Galois-Verbindung, 28
bindende, 132
duale, 28
relationale, 193
Galois-verbunden, 29

ve, 86, 87
Ve, 88

Ve, 88

Ty, 163, 164

geordnete Menge, 8
Glattung, 62

H
Hauptfilter, 8
Hauptideal, 8
Heyting-Algebra, 37
vollstandige, 42
Heyting-Verband, 37
Homomorphismus
A-, 10
Quantaloid-, 49
V-, 10
vollstandiger, 10
Hiille, 13, 163
Hiillenbereich, 13, 86
Hillenbereichsfunktor, 129, 201
Hiillenoperation, 13
Co-Restriktion, 88
Restriktion, 88
Hiillenoperator, 13, 163
Hiillenraum, 163
A-Raum, 164
Abschnittsraum, 166
differenzierter, 164
diskreter, 164
reduzierter, 164

residualer, 164
residuierter, 164
Schnittraum, 166

Hiillenraum-Spektrumsfunktor, 209

Hillenstruktur, 86
differenzierte, 90
diskrete, 90
klassische, 88
monotone, 88
Produkt, 87
reduzierte, 90
residuale, 88
residuierte, 88
superalgebraische, 88
vollstandige, 88

Hillenstruktur-Schnittraumfunktor, 206
Hiillenstrukturfunktor, 197, 200, 201

Hiillensystem, 13, 163
Hillenverband, 163
Hiillenverbandsfunktor, 202

I

3, 202

idy, 1,2, 4

Implikation, 31

Infimum, 8
A-abgeschlossen, 9
A-Basis, 11
/A\-dicht, 11
M\-erhaltend, 10
N\-Erzeuger, 11
A-Homomorphismus, 10
N-irreduzibel, 11
A-prim, 57
A\-Spektrum, 57

Infomorphismus
relationaler, 193

Inklusionsfunktor, 20, 202, 217

innenbindend, 99

irreduzibel
A-, 11
V-, 11

isoton, 9, 27

J

JL, 11

3, 217
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R, 206
kartesisches Produkt, 3
Kategorie, 18
angereicherte, 54
Bikategorie, 55
duale, 19
diinne, 19
kleine, 19
lokal geordnete Bikategorie, 43
lokal geordnete 2-Kategorie, 43
2-Kategorie, 55
Kernbereich, 13
Kernoperation, 13
klassisch, 88
komplementére Relation, 1
Komplexprodukt, 81
Komposition
von Abbildungen, 2
von Morphismen, 18
von Relationen, 1
Kontext, 189
differenzierter, 222
reduzierter, 222
konverse Relation, 1
i-te, b
konverse Signatur
i-te, 25
Kopf, 31

L

£, 129, 201

£ 158

linkseindeutig, 2

linkstotal, 2

Lokal, 42

lokal geordnete Bikategorie, 43

lokal geordnete 2-Kategorie, 43
duale, 44

M

ML, 11

M, 203

MY, 213, 215, 219
mt, 221

MP, 166

maxp A, 8
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minp A, 8
Minimum, 8
Modallogik, 80
Modifikation, 4
monoton, 9, 88
Morphismus, 18

N

NP, 8

MNP, 10

natiirliche Transformation, 20

natiirlicher Isomorphismus, 20
Nukleus, 109, 146, 149

O

Objekt, 18

Ordnung, 2

Ordnungsideal, 67

Ordnungsisomorphismus, 9
dualer, 9

P

px, 164

PX,1

B, 82

BX, 10

B, 197, 200, 201

PX, 163

[+]-vollstetige Hiille, 154
Polaritat, 75

Pos, 19
Potenzmengenverband, 10
Potenzmengenverbandsfunktor, 82
prim

/\'a 57
V-, 57
Produkt

von Abbildungen, 4

von Hiillenstrukturen, 87

von Mengen, 3

von quasigeordneten Mengen, 12
Projektionsabbildung, 4
Pseudokomplement, 37
Punktabschluss, 164

Q
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Quantal, 42, 146, 149
Quantaloid, 48, 149
Quantaloid-Aquivalenz, 50
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quasigeordnete Menge, 8
duale, 8
Produkt, 12
Quasiordnung, 2

R

Rahmen, 42

rechtseindeutig, 2

rechtstotal, 2

Reduktion, 7

reduziert, 90, 164, 222

reflektiv, 22

Reflektor, 22

reflexiv, 2

Rel, 19

Rel(X;Y), 10

Relation, 1, 169
abgeschlossene, 170
Abschnitts-, 65
antisymmetrische, 2
Bindung, 182, 194
duale, 1
funktionale, 181
komplementére, 1
Komposition, 1
konverse, 1

1-te, 5
linkseindeutige, 2
linkstotale, 2
mehrstellige, 5
rechtseindeutige, 2
rechtstotale, 2
Reduktion, 7
reflexive, 2
relational residuierte, 193
relationale residuierte
maximal, 193

(0; 7)-abgeschlossene, 170
(o; T)-stetige, 169
(o; 7)-vollstetige, 170

stetige, 169
transitive, 2
vollstetige, 170
adjungierte, 211
relational residuiert, 193
maximal, 193
relationale Adjunktion, 192
relationale Galois-Verbindung, 193
relationale Semantik, 80
relationaler Infomorphismus, 193
res(P; @), 17, 30, 39
res ) (P; Q), 30, 39
residual, 15, 29, 88
Residual, 16
der Komposition, 50
i-tes, 34
linkes, 31
rechtes, 31
residuiert, 15, 29, 32, 88
doppelt, 48
relational, 193
maximal, 193
residuierte Familie, 31
Kopf, 31
residuiertes Gruppoid, 31
residuiertes Paar, 28
duales, 28
Restriktion, 3, 6

S
SL, 57
S_L, 57
S, L, 57
SsL, 57
G, 73, 218
6L, 57
&6_L, 57
6. L, 57
&,L, 57
Schnitt, 8, 9
unterer, 8
Schnittoperator, 8
restringierter, 9
Schnittraum, 166
Schnittraumfunktor, 203
Schnittverband, 10
Schnittvervollstandigung, 10
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untere, 8
schwach stetig, 106
Set, 19
o-dicht, 33
o-Dualisierung, 26
o-Erzeuger, 33
o-residual, 113, 164
o-stetig, 113
o-vollstetig, 112
(O’ 7)-abgeschlossen, 170
; 7)-Abschnittsrelation, 65
; 7)-adjungiertes Paar, 28
; 7)-Adjunktion, 28
; 7)-Axialitat, 77
; 7)-Glattung, 62
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,7') Polaritéat, 82
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re81du1erte Famlhe 31
residuiertes Paar, 28
; T)-stetig, 169
; 7)-vollstetig, 170
Signatur, 25

i-te konverse, 25
SL, 19, 201
SLY, 48
Spektrum, 57

N-, 57

V-, 57
spektrumserhaltend, 61
Spektrumsfunktor, 73, 218
Spezialisierung, 164
Spezialisierungsfunktor, 217
Spezialisierungsordnung, 164
Standardvervollstdndigung, 10, 168
stark abgeschlossen, 106
stetig, 93, 94, 96, 169

schwach, 106
substrukturelle Logiken, 80
superalgebraisch, 58, 88
Supremum, 8
\/-abgeschlossen, 9
\/-Basis, 11
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\/-dicht, 11
V-erhaltend, 10
V-Erzeuger, 11
V-Homomorphismus, 10
V-irreduzibel, 11
V-prim, 57
V-Spektrum, 57

T

Tensor, 187
Tensorprodukt, 187
transitiv, 2
Translation, 31
Trennungsaxiom, 165
treu, 23

U
Unterkategorie, 19
reflektive, 22

volle, 19
A%
Verband

A-, 58

Abschnitts-, 10
basierter, 11
Begriffs-, 190
Boolescher, 37
doppelt basierter, 222
Heyting-, 37
Hiillen-, 163
\-basierter, 11
Potenzmengen-, 10
Schnitt-, 10
superalgebraischer, 58
\/-basierter, 11
vollstandiger, 9
Vervollstandigung
Alexandroff-, 10
Dedekind-MacNeille-, 10
Schnitt-, 10
Standard-, 10, 168
voll, 19, 23
vollstandig, 88
vollstandiger Homomorphismus, 10
vollstandiger Verband, 9
vollstetig, 112, 170
adjungiert, 211
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einer Abbildung, 123, 154
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X, 209
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2-adjungierte 2-Aquivalenz, 44
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