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Zusammenfassung

In dieser Arbeit werden mathematische Formulierungen zur Beschreibung
der Verformung von Korpern, die von dufleren Kréaften verursacht wer-
den betrachtet. Dabei wird im Besonderen das Signorini-Kontakt Pro-
blem betrachtet. Die numerischen Verfahren zur Loésung der sich erge-
benden partiellen Differentialgleichungssysteme werden vorgestellt. Der
Schwerpunkt liegt dabei auf der Entwicklung eines effizienten Verfahrens
insbesondere im Hinblick auf die Vorkonditionierung.

Zunéchst wird fiir das Signorini Problem eine Finite-Element Least-
Squares Formulierung angegeben. Die Verschiebungen u werden durch
Standard-Elemente, die Spannungen o durch Raviart-Thomas-Elemente
approximiert.

Das durch die Diskretisierung entstehende lineare Gleichungssystem hat
eine nicht positiv definite Steifigkeitsmatrix A. Um eine positiv defini-
te Matrix zu erhalten wird das System mithilfe der Nullraum-Methode
transformiert.

Es ist jedoch wichtig die Randbedingungen des moglichen Kontaktrandes
zu beriicksichtigen, welcher a priori nicht bekannt ist. Um dies auch effizi-
ent umsetzen zu kénnen, wird eine Aktive-Mengen-Strategie angewandst.

Um das Verfahren noch zu verbessern werden unterschiedliche Vorkon-
ditionierer verwendet. Dabei liegt das Hauptaugenmerk auf der Vorkon-
ditionierung nach Hiptmair, hierbei wird eine Basiserweiterung bei den
Raviart-Thomas-Elementen vorgenommen. Es werden die divergenzfrei-
en Unterrdume hinzugefiigt, diese sind bei dem verwendeten Beispiel sehr
leicht zu bestimmen.

Die Implementierung der vorgestellten Verfahren zeigt am Beispiel des
Hertz’schen Kontaktproblem, dass die Vorkonditionierung von Hiptmair
eine starke Reduktion der CG-Schritte bewirkt.

Stichworte: Signorini-Problem, Least-Squares, Aktive-Mengen, Vorkon-
ditionierung, Finite-Elemente






Abstract

This thesis deals with mathematical formulations to describe the defor-
mation of bodies caused by external forces. In particular, the Signorini
contact problem is observed. The numerical methods for solving the re-
sulting partial differential equations are introduced. The thesis focusses
on the development of an efficient method in particularly with regard to
the preconditioning.

Initially a finite-element least-squares formulation for the Signorini pro-
blem is given. The displacements u are approximated by standard ele-
ments, the stresses o by Raviart-Thomas elements.

The linear equation system resulting from the discretization, has a non-
positive definite stiffness matrix A. To obtain a positive definite matrix
the system is transformed via the null-space method.

It is important to respect the boundary conditions of the possible contact
boundary, which is not known a priori. To implement this efficiently, an
active-set strategy will be applied.

Different preconditioners are used to improve the methods. The main
focus is on the preconditioning after Hiptmair, which means a basis ex-
tension for the Raviart-Thomas elements. The divergence-free subspaces
will be added,which can be determined very easily for this example.

Using the example of the Hertz contact problem, the implementation of
the presented method shows, that the preconditioning of Hiptmair causes
a strong reduction of the CG-steps.

Keywords: Signorini-Problem, Least-Squares, active set, preconditio-
ning, Finite-Elements
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Die mathematische Modellierung von Vorgidngen in der Natur ist von grofser Bedeutung
fiir viele Bereiche der Technik. Unter Anwendung mathematischer Abstraktionen entste-
hen Modelle zur Beschreibung der Abldufe in der Natur. Die Losung der so entstehenden
Gleichungen ist der wichtigste Teil der angewandten Mathematik.

Zur Behandlung der bei der Modellierung entstehenden partiellen Differentialgleichungen
wird haufig die Methode der finiten Elemente genutzt. Der entscheidende Schritt dabei ist
die Umformulierung der Differentialgleichung und der Darstellung der Aufgabe durch ein
endlichdimensionales Gleichungssystem.

Anschaulich betrachtet geht es in dieser Arbeit darum die Verformungen von Gegenstédnden
zu berechnen. Wirken Krifte auf einen Korper, wird dieser sich nach bestimmten Gesetz-
mafigkeiten verformen, es gilt diese Eigenschaften in ein mathematisches Modell zu fassen
und zu berechnen.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden kénnen verwendet werden, um eine numeri-
sche Approximation zu berechnen, wie Gegenstéinde unter Belastung ihre Form verédndern.
Als populérstes Beispiel sind die computersimulierten Crash-Tests zu nennen. Aber auch
bei der Fertigung von Bauteilen ist es von Bedeutung zu simulieren, wie diese sich unter
Krafteinwirkungen verhalten. Dann ist es moglich die Bauteile sowohl in ihrer Form als
auch in ihren Materialeigenschaften zu optimieren.

Fiir den Nutzer solcher Berechnungen ist es nicht nur wichtig, dass die Ergebnisse zuverlés-
sig und moglichst genau sind, sondern auch, dass die Ergbnisse schnell berechnet werden
kénnen. Daher ist es wichtig das Modell und die Rechenalgorithmen so zu verbessern, dass
man moglichst schnell zu hinreichenden genauen Ergebnissen gelangt.

In dieser Arbeit wird eine Least-Squares Formulierung fiir das Signorini-Kontakt-Problem
betrachtet. Die Idee der Methode der kleinsten Quadrate oder Least-Squares Methode
wurde schon im 17. Jahrhundert von Carl Friedrich Gaufs entdeckt. Legrende war dann
allerdings der erste, der die Least-Squares Methode in einer Publikation erwéhnte. Die An-
wendung der Least-Squares Methode auf die finiten Elemente wurde dann aber erst in den
1970er Jahren populir. Fiir einen Uberblick iiber Finite-Element Least-Squares Formulie-
rungen sei auf [BG09| verwiesen.

In jedem Schritt der Finiten-Element Methode muss ein lineares Gleichungssystem gelost

13



1 Finleitung

werden. In der Regel ist dies ein Gleichungssystem mit sehr vielen Unbekannten. Je feiner
das Gitter, mit dem man das zu simulierende Gebiet iiberziehen muss, gewahlt wird, desto
grofer ist die Anzahl der Freiheitsgrade. Und damit erhoht sich auch die Zahl der Unbe-
kannten fiir das lineare Gleichungssystem. Daher ist es bei immer feiner werdendem Gitter
wichtig effiziente Losungsstrategien zu haben.

Ziel dieser Arbeit ist es eine Finte-Element Least-Squares Formulierung fiir das Signorini-
Kontaktproblem anzugeben und zu untersuchen. Dabei werden durch den Finite-Element
Ansatz sowohl die Verschiebungen u als auch die Spannungen o approximiert. Dabei wer-
den Standard-Elemente und Raviart-Thomas-Elemente als Ansatzraume gewéhlt.

Die durch den Finite-Element Ansatz entstehende Steifigkeitsmatrix A ist in diesem Fall
nicht positiv definit. Fiir viele Losungsansétze ist es aber notwendig, dass die Matrix positiv
definit ist. Daher wird das Ausgangssystem mithilfe der Nullraum-Methode transformiert,
so dass ein System mit positiv definiter Matrix entsteht.

Beim Signorini-Kontaktproblem gibt es Randbedingungen, die nur auf dem Kontaktrand
gelten. Bei der Approximation der Verschiebungen und der Spannungen tritt nun das Pro-
blem auf, dass der tatsédchliche Kontaktrand nicht bekannt ist. Daher wird als Losungsan-
satz, die Aktive-Mengen-Strategie gewéhlt. Bei dieser wird zu Beginn des Verfahrens ein
moglicher Kontaktrand festgelegt und im Laufe des Verfahrens dann entsprechend vergro-
Kert oder verkleinert.

Um moglichst effiziente Verfahren zu erhalten werden verschiedene Vorkonditionierungs-
techniken angewandt. Es wird dabei auf Standardansitze wie Jacobi oder Gauf-Seidel
zuriickgegriffen aber auch auf Idee von Hiptmair. Bei dieser wird eine Basiserweiterung um
die divergenzfreien Unterrdume durchgefiihrt. Der Vergleich der Ergebnisse fiir die unter-
schiedlichen Vorkonditionierer zeigt, dass die Erweiterung geméf Hiptmair eine wesentliche
Reduktion der Anzahl der CG-Schritte liefert.

1.2 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 2 werden die in spéteren Kapiteln benotigten grundlegenden Definitionen und
Gleichungen angegeben. Desweiteren werden die Sobolev-Raume eingefiihrt und die Grund-
begriffe Spannung und Dehnung aus der Mechanik werden intuitiv erklart.

In den beiden folgenden Kapiteln werden allgemein die fiir diese Arbeit relevanten Ab-
schnitte der Elastizitdtstheorie und der numerischen Mathematik zusammengefasst.
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1.2 Aufbau der Arbeit

Kapitel 3 hat das Ziel das der Arbeit zugrunde liegende Signorini-Problem zu erldutern.
Dazu werden zu Beginn zunéchst einige grundlegenden Begriffe der Mechanik dargestellt.
Wichtig sind in diesem Zusammenhang die Begriffe Verschiebungen, diese werden mit u
bezeichnet, und Spannungen o.

Kapitel 4 erklart die Grundlagen der Numerischen Mathematik. Zunédchst werden Losungs-
strategien fiir lineare Gleichungssysteme und Vorkonditionierungstechniken vorgestellt. Im
weiteren werden einige Grundlagen der Numerischen Optimierung naher erlautert, wie z.B.
das CG-Verfahren oder die Aktiven-Mengen-Strategie. Zuletzt wird dann das Grundprin-
zip der Finiten-Elemente beschrieben.

In Kapitel 5 werden dann die im vorherigen Kapitel vorgestellten numerischen Methoden
auf das Signorini-Kontakt Problem angewandt. Der Finite-Element Ansatz approximiert
dabei sowohl die Verschiebungen u mithilfe von Standard-Elementen als auch die Span-
nungen o mithilfe von Raviart-Thomas-Elementen.

Im Anschlufs werden im letzten Abschnitt die numerischen Ergebnisse fiir das Hertz’sche
Kontatkproblem gezeigt. Dabei liegt das Hauptaugenmerk auf dem Vergleich der unter-
schiedlichen Vorkonditionierer, im speziellen der Vergleich des erweiterten Systems mit
dem Originalsystem.

15






2 Grundlegende Definitionen und
Notationen

Im folgenden Kapitel werden die grundlegenden Definitionen, die fiir das Verstédndnis dieser
Arbeit wichtig sind kurz zusammengefasst. Es handelt sich um Grundlagen, die allgemein
bekannt sein sollten. Daher werden die einzelnen Definitionen und Notationen nur kurz
genannt und nicht weiter erlautert.

Bemerkung 2.1 : In dieser Arbeit wird ein Skalar a € R immer in ’Normalschrift’ er-
scheinen, wihrend Vektoren v € R"™ oder Tensoren in fetter Schrift gedruckt werden. Fiir
Matritzen A € R™™ werden Grofbuchstaben verwendet.

Definition 2.2 (Gradient): Mit Vv bezeichnet man den Gradienten eines Vektors v =
(v1,..,v,) € R™. Der Gradient von v ist dann gegeben durch:

Svi . dun

ox1 ox1
Vv =

Svi ., dun

OTn OTn

Definition 2.3 (Divergenz): Der Divergenzoperator wird mit div bezeichnet. Die Diver-
genz eines Vektors v = (vy, .., v,) € R ist gegeben durch:

Die Divergenz eines Tensors o € R™*" ist zeilenweise gemeint und damit erhédlt man als
Ergebnis einen Vektor im R™

. n (50'1'
o4 diver, D1 T
dive =div | : | = : = :
. n 60- .
o, dive, Doy o

2.1 Grundlegendes zu partiellen Differentialgleichungen

Im Folgenden werden grundlegende Definitionen zu partiellen Differentialgleichungen kurz
zusammengefasst. Fiir viele solcher Gleichungen ist es nicht mdéglich eine geschlossene Lo-
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2 Grundlegende Definitionen und Notationen

sung anzugeben, mit Hilfe der Finiten-Elementen ist es jedoch meist moglich eine Nahe-
rungslosung zu finden.

Als Funktionenrdume, in denen diese Ndherungslosungen gesucht werden, bieten sich die
sogenannten Sobolev-Réume an. Versucht man die Rdumem C™ zu verwenden, ergeben
sich Schwierigkeiten, da diese Rd&ume nicht abgeschlossen sind, d.h. dass eine Folge aus C"
gegen ein Element konvergiert, welches nicht in C™ enthalten ist.

Da die Rdume C™ erweitert werden, spricht man von einer schwachen Losung. Fiir die De-
finition der Sobolevriaume, benétigt man zunéchst die Definition der schwachen Ableitung.

Definition 2.4 (schwache Ableitung): Es sei o = (aq, ag, a3) mit a; € Ny ein Multi-
Index, man setzt |a] = ay + as + az. Fir u € C™(Q) wird fir |o| <m

g 0% g%
0x* 0xy? Ox5®

0%y =

als schwache Ableitung bezeichnet. Abkiirzend wird z.B. fir o = (0,1,0) 0, geschrieben
statt 0%.

Es bezeichne 2 C R"(n = 1,2, 3) ein beschrianktes Gebiet mit dem Rand I' := 9€2. Dann
wird die Gesamtheit aller mefsbaren und zur p-ten Potenz iiber €2 integrierbaren Funktionen
mit

v@)={r: [P <

bezeichnet und die Norm lautet

1/p
wm@:[Awmwﬂ |

@) ={s0-» [l < |

Im Falle p = 2 gilt dann

besteht aus allen Funktionen, deren Quadrat iiber €2 integrierbar ist. Das zu diesem Raum
zugehorige Skalarprodukt ist:

(u,v)o.0 = / u(z)v(z) d.
Q
Dieses Skalarprodukt induziert die Norm

lullge = (wu)og
Definition 2.5 : Der Raum C™(Q)(m € N) wird mit der Norm:

1/2

2
olle = | D 10%0l5q

laj<m

18



2.1 Grundlegendes zu partiellen Differentialgleichungen
versehen. Der Sobolev-Raum H™((2) ist die Vervollstandigung von C"™(Q2) bzgl. der Norm
[/[,,.0- Die Norm wird mit Sobolev-Norm bezeichnet.

Bemerkung: Mit dem Skalarprodukt
(U, V) = Z / 0% 0% dx
laf<m ¢

wird H™(2) zu einem Hilbert-Raum.

Definition 2.6 : Es sei V' ein Hilbert-Raum. Die Menge der stetigen linearen Funktionale
f 'V — R bildet mit der Norm:

— )]
||f||\/’ T iilo) ||U||

einen Banach-Raum. Dieser Raum wird mit V'’ bezeichnet und heift Dualraum von V.
Fiir den Wert von f € V' im Punkt v € V' wird die Schreibweise (f,v) verwendet.

Satz 2.7 (Spursatz): Es sei Q C R? ein beschriinktes Lipschitz-Gebiet. Dann gibt es eine
beschrinkte lineare Abbildung v : H'(Q) — L*(9Q) fiir die gilt

17 (@)llp.00 < cllvllq-

Dann ist y(v) = v|aq fiir alle v € H'(2) N C(Q).
Ist eine Spurabbildung v : H'(Q2) — L?*(T") gegeben, kann man einen Funktionenraum iiber
dem Rand I" = 0€) definieren. Von grofer Bedeutung ist dabei der Raum

H'Y? ={we L*T): es existiert ein v € H'(Q)mit w = yv}
die dazugehorige Norm ist gegeben durch
ol gy = inf { ol oy = v € HY(Q),w = v}
Der zu H'/?(T") gehérige Dualraum wird mit H~'/2(T") bezeichnet.
Man definiert:
C' = {ueC™Q) : u=0 auflerhalb der kompakten Menge 2}

Definition 2.8 : Die Vervollstindigung von Cg*(2) bzgl. der Sobolev-Norm |[-[[,, , wird
mit H"(S2) bezeichnet.

Definition 2.9 : Es sei V ein Hilbert-Raum. Die Bilinearform a : V' x V' — R heift stetig,
falls
la(u,v)| < Cs ||lully o]l fiir alle u,v € V

19



2 Grundlegende Definitionen und Notationen

mit einer Konstanten Cl.
Die Bilinearform heiftt V-elliptisch oder koerziv, falls

a(v,v) > Cg|jvlf3 fir allev eV

mit einer Konstanten Cr > 0.

Satz 2.10 (Lax-Milgram): Es sei V' ein Hilbertraum. Die Bilinearform a : V' x V' — R sei
symmetrisch, stetig in V' und V-elliptisch. Desweiteren sei F': V' — R ein stetiges lineares
Funktional, d.h.

|F(v)] < Cpllvly fir alle v € V

mit einer Konstanten C'r. Dann gibt es eine eindeutige Losung v € V, fiir die gilt
a(u,v) = F(v) fir alle v € V.
Diese minimiert den Ausdruck
1
J(v) = §a(v,v) — F(v)

unter allen v € V.

2.2 Optimalitatsbedingungen

In diesem Abschnitt werden kurz die wichtigsten Definitionen, Sétze und Eigenschaften
von Optimierungsproblemen zusammengefasst.

Definition 2.11 : Unter einem lokalen Minimum versteht man einen Punkt x* € R", fiir
den f(x*) < f(x) in einer Umgebung von x* gilt.

Satz 2.12 :(notwendige Bedingung 1. Ordnung) Ist x* ein lokales Minimum von f und ist
f stetig differenzierbar in einer Umgebung von x*, dann gilt V f(x*) = 0.

Satz 2.13 :(notwendige Bedingung 2. Ordnung) Ist x* ein lokales Minimum von f und ist
die Hesse-Matrix V2 f stetig in einer Umgebung von x*, dann gilt V f(x*) = 0 und V2 f(x*)
positiv semidefinit.

Satz 2.14 :(hinreichende Bedingung 2. Ordnung) Ist die Hesse-Matrix V2f stetig in einer
Umgebung von x* mit V f(x*) = 0 und ist V2f(x*) positiv definit, dann ist x* ein strenges
lokales Minimum.

Das am héaufigsten auftretende Problem ist die Minimierung einer Funktion f(x), dabei
muss das Minimum weiteren Bedingungen geniigen, den sogenannten Nebenbedingungen.

20



2.2 Optimalitdtsbedingungen

Im Folgenden wird dann auch von einem solchen Problem ausgegangen:

m%{n f(x) unter den Nebenbedingungen

x€R™
G(x)=0,i€elg (MuN)
Ci(X)zo,ielU

Dabei bezeichnen die Mengen I und [y die Indexmengen fiir die Gleichungs- bzw. Un-
gleichungsnebenbedingungen.

Es sei
G={xeR":¢(x)=0firie lg,c(x)>0firie Iy}

die Menge der zuldssigen Punkte fiir das Problem (MuN).

Definition 2.15 : Unter der lokalen Losung eines Minimierungsproblems unter Neben-
bedingungen (MuN), versteht man einen Punkt x* € G, fiir den f(x*) < f(x) fiir alle
xr € K(x*) N G mit einer Umgebung K (x*) von x* gilt.

Die zu (MuN) gehorige Lagrange-Funktion ist gegeben durch:
LixA) = f(x) = Y halx)

Desweiteren definiert man die Menge der aktiven Indizes:
In(x) =IgU{i € Iy : ¢i(x) =0}

Definition 2.16 : Zu einem gegebenem Punkt x* sei [4(x*) die Menge der aktiven Indizes.
Ist die Menge der zu den aktiven Nebenbedingungen gehorigen Gradienten

{VCi(X*) 11 € IA(X*)}

linear unabhéngig, so erfiillt x* die LICQ-Bedingung.

Satz 2.17 : Es sei x* eine lokale Losung des Minimierungsproblems (MuN) und x* erfiille
die LICQ-Bedingung. Dann existiert ein Vektor von Lagrange-Multiplikatoren A*, so dass
folgende Bedingungen erfiillt sind:

V.L(x*,A") =0
ci(x)=0 firalleie Ig
ci(x) >0 firallei e Iy (KKT)
A'>0 furalle: e Iy
A¢(x*) =0 firalleie IoUly

Die Bedingungen werden als Karush-Kuhn-Tucker (KKT)-Bedingungen bezeichnet.
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2 Grundlegende Definitionen und Notationen

Im Fall einer quadratischen Minimierung unter Gleichungsnebenbedingungen

1
min§xTGx + xT¢ unter den Nebenbedingungen

Ax = b,

ergeben sich die KKT-Bedingungen zu:

G060

Das bedeutet, dass eine Losung x* diesem System geniigen muss.

2.3 Mechanik

In diesem Abschnitt sollen nun zwei grundlegende Begriffe - Spannung und Dehnung - der
Mechanik kurz erklért werden. Dabei geht es darum einen intuitiven Eindruck von diesen
Begriffen zu vermitteln.

Spannung

Durch eine duflere Belastung auf einen Stab, es wird z.B. mit einer Kraft F' an dem Stab
gezogen, werden innere Krifte verursacht. Um diese bestimmen zu konnen wird ein Schnitt
durch den Stab betrachtet. Die in der Schnittfliche wirkenden inneren Kréfte sind Flachen-
kréafte und werden als Spannungen bezeichnet.

Wiéhlt man einen zur Stabachse senkrechten Schnitt s — s, wie in Abbildung 2.1a + b zu
sehen, werden die auftretenden Spannungen mit o bezeichnet. Sie stehen senkrecht zur
Schnittflache und werden daher auch Normalspannungen genannt.

.
\

o

o — [ = i S e \ P\

Abbildung 2.1: Spannungen in einem Stab

Im weiteren wéahlt man den Schnitt nicht senkrecht zur Stabachse, sondern in einer um
den Winkel ¢ gedrehten Richtung, siehe Abbildung 2.1¢ + d. Die Spannungen wirken
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2.3 Mechanik

dann auf der Schnittfliche, die Spannungen kénnen in eine Komponente o normal und ei-
ne Komponente 7 tangential zur Schnittfliche zerlegt werden. Die Tangentialkomponente
wird auch Schubspannung genannt.

Dehnung

Es werden die Verformungen eines elastischen Stabes betrachtet. Es wird ein Stab mit kon-
stanter Querschnittsflache betrachtet, der eine konstante Lange [ hat. Wirkt an den Enden
eine Zugkraft, dann verlangert er sich um Al, siehe Abbildung 2.2. Es ist offensichtlich, dass

Abbildung 2.2: Dehnung eines Stabes mit konstantem &

es zweckmiéifig ist, nicht nur die Verlangerung Al zu betrachten, sondern das Verhéltnis
der Liangendnderung zur Ausgangslidnge zu betrachten:

A

cT

Dabei wird € als Dehnung bezeichnet. Die obige Definition gilt nur, wenn ¢ iiber die gesam-
te Stabldnge konstant ist. Hat ein Stab eine verénderliche Querschnittsflache oder wirken
Volumenkrafte langs der Stabachse, kann die Dehnung vom Ort abhéngen. Im diesem Fall
gelangt man zu einer Definition der 6rtlichen Dehnung, indem man statt des gesamten Sta-
bes nur ein Stabelement betrachtet, sieche Abbildung 2.3. Dieses Element hat die Stabldnge

T dx

1

[ | ]
u + du
NG

C 1 deformierter Stab
i

dr + (u +du) —u

undeformierter Stab

Abbildung 2.3: Dehnung eines Stabes mit variablem &

dz, seine linke Querschnittsflache befindet sich an der Stelle x, die rechte an der Stelle z+dx.
Wird der Stab deformiert, werden die Querschnittsflichen verschoben, diese Verschiebung
bezeichnet man mit u. Die Verschiebung hiangt vom Ort des Querschnitts ab, daher gilt
u = u(x). Verschiebt sich der linke Querschnitt um u, dann verschiebt sich der rechte um
u + du. Die Linge des Elements betriagt im belasteten Stab dz + (u + du) — u = dz + du.
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2 Grundlegende Definitionen und Notationen

Damit ist das Verhéltnis der Langenédnderung zur urspriinglichen Lange und damit die
ortliche Dehnung gegeben durch

_du

e(x) = e

Ist die Verschiebung u(z) bekannt, kann die Dehnung e(x) durch Differenzieren berech-
net werden. Ist hingegen die Dehnung e(z) bekannt erhélt man die Verschiebung durch
Integrieren.
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3 Grundlagen der Elastizitatstheorie

In der Elastizitatstheorie betrachtet man den Zustand von Koépern unter der Einwirkung
von Kriften. Insbesondere werden Spannungen und Verzerrungen betrachtet, die durch
Deformationen entstehen.

Die wesentlichen Bestandteile der Elastizitatstheorie sind die Kinematik, die Gleichge-
wichtsbedingungen und die Materialgesetze. Die folgenden Abschnitte dieses Kapitels und
insbesondere die Abbildungen sind an [Mechl|, [Mech2|, [Mech3| und [Mech4| angelehnt,

fiir genauere Erkldrungen sei darauf verwiesen.

3.1 Verschiebung und Verzerrung

Bei der Deformation eines Korpers spielen die kinematischen Grofen Verschiebung v und
die Dehnung € = du/dx eine Rolle. Nun ist es entscheidend wie man mithilfe dieser Grofen
die Verformung beschreiben kann. Dazu betrachtet man eine ebene Scheibe, wie in Ab-
bildung 3.1 zu sehen. Wird diese Scheibe durch eine Normalspannung o belastet, erfihrt
der Punkt P eine Verschiebung u in eine neue Lage P’. Der Verschiebungsvektor u ist
ortsabhingig, daher dndern sich bei den Teiloberflichen 1 und 2 die Seitenléngen und die

Winkel.

undeformierte Scheibe deformierte Scheibe

® 24
O—TO

Abbildung 3.1: Verformung einer Scheibe

Man betrachtet geméfs Abbildung 3.2 einen Korper K in seinem undeformierten Aus-
gangzustand. Dieser wird durch ein Gebiet Q C R? beschrieben. Ein beliebiger Punkt P
dieses Korpers ist durch X = (X7, X5, X3) € Q beschrieben. Wirken nun Krifte auf den
Korper, so wird dieser sich verformen und in den Koérper K’ iibergehen. Der Punkt P er-
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3 Grundlagen der Elastizitdtstheorie

fahrt dabei eine Verschiebung u und der Punkt befindet sich im deformierten Zustand am
Ort P'. Dieser ist druch den Ortsvektor x = (x1, xo, z3) festgelegt. Damit gilt insgesamt

x—X=u bxw. z—X,=u

undeformierter deformierter
Ausgangszustand Zustand

Abbildung 3.2: Verzerrungszustand

Es sei Q eine Referenzkonfiguration eines Korpers. Es ist  die Teilmenge des R?, die
der Korper im spannungsfreien Zustand einnimmt. Der aktuelle Zustand des Korpers wird
durch eine Abbildung ¢ : Q — R? beschrieben. ¢(x) beschreibt also den Ort des Punktes,
der sich im Referenzzustand am Ort z befindet. Zusétzlich setzt man:

¢ =1id+u (3.1)
Man bezeichnet u als Verschiebung.

Definition 3.18 : Es ist ¢ eine Deformation, wenn
det(Vo) >0

gilt. Dabei ist V¢ der Deformationsgradient, dieser besitzt folgende Matrixschreibweise:

g1 ¢ S
dx1 dxo Oz

d2  O¢2  O¢2
V(b: éxr1 Oz dx3

g3 Ops g3
ox1 0x2 oxs3

Fiir die lokale Anderung der Linge ist folgende Matrix verantwortlich:

C:=V¢'Ve (3.2)
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3.2 Spannungszustand

C heifst Cauchy-Greenscher Verzerrungstensor. Durch
E = 1(0 I)
T2
wird eine Abweichung von der Identitéit definiert, diese wird als Verzerrung bezeichnet.

Héaufig wird fiir C' und E die Matrixdarstellung benutzt, es ist offensichtlich, dass es sich
bei beiden um symmetrische Matrizen handelt. Durch Einsetzen von (3.1) in (3.2) erhélt

e 2T A G
E,, =~ . J - A )
! 2 <5a:j + (5%) + 2 Xk: 0Ty 0%k (3.3)

In der linearen Theorie kénnen die quadratischen Terme vernachléssigt werden. Es ergibt
sich als Naherung die symmetrische Ableitung

i = 2 (SZL']‘ 51}

e(u) = w (3.4)

d.h.

3.2 Spannungszustand

Es wird ein Korper betrachtet, der beliebig belastet ist, zum Beipiel durch Einzelkrafte
F; und Flachenlasten p, siehe Abbildung 3.3a. Betrachtet man einen Schnitt s - s durch
diesen Korper, sind die inneren Kréfte (Spannungen) tiber die gesamte Fliche A verteilt.
Die Spannungen sind im allgemeinen iiber der Schnittfliche verédnderlich.

Daher werden die Spannungen in einem beliebigen Punkt P der Schnittflache definiert.

Abbildung 3.3: Spannungen in einem Koérper

Auf ein Flachenelement AA, in dem der Punkt P enthalten ist, wirkt eine Kraft AF, wie
in Abbildung 3.3b zu sehen ist. Durch den Quotienten AF/AA ( Kraft pro Flache) wird

die mittlere Spannung fiir das Flachenelement definiert. Geht man davon aus, dass fiir den
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3 Grundlagen der Elastizitdtstheorie

Grenziibergang AA — 0 das Verhéltnis AF/AA gegen einen endlichen Wert strebt. Dann
ist der Spannungsvektor im Punkt P eines Schnittes definiert als:

t— 1 AF dF

T AAC0AA  dA

dabei ist AF die Kraft, die auf die Fliche AA wirkt. Der Spannungsvektor héngt von
der Orientierung des Schnittes ab, diese ist durch den Normaleneinheitsvektor n gege-
ben: t = t(n). Man kann t in eine Komponente o senkrecht zur Schnittflache und einen
tangentialen Anteil 7 zerlegen. Die erste Komponente heiftt Normalspannung, die zweite
Schubspannung.
Der Spannungszustand in einem Punkt P ist durch t noch nicht ausreichend beschrie-
ben. Legt man durch P Schnitte in verschiedenen Richtungen, so wirken dort entspre-
chend der unterschiedlichen Orientierung der Flachenelemente unterschiedliche Schnitt-
krafte. Der Spannungszustand in einem Punkt P kann durch die drei Spannungsvektoren
in drei senkrecht aufeinander stehenden Schnittflichen festgelegt werden. Zeckméafig wer-
den diese Schnittflachen als die Koordinatenebenen eines kartesischen Koordinatensystems
aufgefasst. Zur Veranschaulichung denkt man sich die Schnittflichen als Seitenflachen eines
infinititesimalen Quaders mit den Kantenldngen dz,dy und dz in der Umgebung von P,

Abbildung 3.4.
’ A%z
|
|
i
|

K

Tzx

Trz
Oyy

Tyx
dz P,d)—— b s
7 Txy Y
7 Ozx

Abbildung 3.4: Spannungen in drei senkrechten Schnitten

Der Spannungstensor o ist durch die Spannungsvektoren in drei senkrecht aufeinander-
stehenden Schnitten gegeben. Wahlt man diese Schnitte senkrecht zu den Achsen eines x,
y, z - Koordinatensystems ergibt sich o zu:

Oxe Tay Tz
g = Tyr Oyy Tyz
Tze Tzy Ozz

Aufgrund des Momentengleichgewichts ist der Spannungstensor symmetrisch: 7., = 7,4,

Tyz = Tays Tex = Tz Zur Vereinfachung wird die Indexschreibweise verwendet, hierbei wer-
den die kartesischen Koordianten statt mit x, y, z mit x1, 9, x3 bezeichnet, die Richtungen
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3.2 Spannungszustand

werden dann nur noch durch die Indizes 1,2,3 gekennzeichnet. Damit ergibt sich der Span-
nungtensor:

011 012 013

o= 021 022 023

031 032 033
Dabei wird zwischen Normalspannung und Schubspannung nur druch die Indizes unter-
schieden. Gleiche Indizes kennzeichnen Normalspannung, ungleiche Schubspannung. Der
Spannungstensor o ist symmetrisch, dies bedeutet o;; = 0;;

Bei Kenntnis des Spannungstensors kann der Spannungsvektor fiir jede beliebige Schnitt-
richtung berechnet werden. Dazu betrachtet man den Gleichgewichtszustand am infinite-
simalen Tetraeder, der in Abbildung 3.5 zu sehen ist, die Flichen dA haben eine beliebige
durch n; gegebene Orientierung. Daher kann man allgemein schreiben:

Die Gleichgewichtsbedingungen in 1, x5 und x3 Richtungen lauten dann

021

T22

Abbildung 3.5: Infinitesimaler Tetraeder

tldA = UlldAl + O'QldAQ + O'31dA3
todA = 019d Ay 4 099dAs + 032d A3
t3dA = 0'13dA1 + 0'23dA2 + O'33dA3

zusammengefasst ergibt sich

1 = onng + oang + o31ng
lo = 0121 + 022No + 03213
ly = 01311 + O23N2 + T3373
Diese Gleichungen kann man mithilfe der Indexschreibweise und der Summationskonven-

tion schreiben:
ti =o;n; bzw.t=on (3.5)
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3 Grundlagen der Elastizitdtstheorie

Diese Beziehung wird als Cauchysche Formel bezeichnet. Damit ist bei gegebenem Span-
nungstensor o0;;, jedem Normalvektor n; ein Spannungsvektor ¢; zugeordnet, d.h. der Span-
nungszustand ist durch o vollstandig bestimmt.

3.3 Gleichgewichtsbedingungen

Man unterscheidet zwei Arten von Kréften, die auf einen Korper wirken konnen:
1. flichenhaft verteilt wirkende Kréfte, sogenannte Oberflachenkrifte
2. volumenhaft verteilt wirkende Kréfte, sogenannte Volumenkréfte.

Das zentrale Axiom der Mechanik besagt, dass sich in einem Gleichgewichtszustand al-
le Krifte zu null aufaddieren. Zu den Kréften zahlen dabei sowohl die Volumenkréfte als
auch die Oberflachenkrafte. Die Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen erfolgt durch
ein aus dem Korper geschnittenes endliches Teilvolumen V' mit der Oberfliche A, wie in
Abbildung 3.6 zu sehen. Dieses Teilvolumen wird durch die Volumenkraft f; und die Ober-
flachenbelastung (Spannungsvektor) t; belastet. Damit der Koérper sich im Gleichgewicht

Abbildung 3.6: Volumenelement

befindet, muss die Summe der duferen Kréfte verschwinden:

/A fdA + /V £ dV = 0, (3.6)

Mit der Cauchyschen Formel (3.5) folgt daraus:

A |4

Das Oberflachenintegral ldsst sich mithilfe des Gaufsschen Satzes in ein Volumenintegral
umwandeln. Fiir eine einfachere Schreibweise werden die partiellen Ableitungen einer Funk-
tion nach x; symbolisch durch den Index 7 hinter einem Komma gekennzeichnet. Dann gilt:

0 i
/anj dA = / E)ZJ /UJ”dV
J
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3.4 Materialgesetze

Durch Zusammenfassen der Volumenintegrale erhélt man

[ @+ faav o
:

Diese Gleichung kann fiir ein beliebiges Volumen V' nur dann erfiillt sein, wenn der Inte-
grand verschwindet:
05+ fi =0

Damit ist der Korper im Gleichgewicht, wenn gilt:

dive + f =0

3.4 Materialgesetze

Das mechanische Verhalten eines bestimmten Materials wird durch ein sogenanntes Stoff-
gesetz beschrieben. Durch dieses werden die Spannungen und Verzerrungen miteinander
verkniipft. Verhélt sich ein Material in allen Punkten gleich, so nennt man es homogen, an-
dernfalls inhomogen. Sind die Eigenschaften des Materials von der Richtung unabhéngig,
so spricht man von isotropen Material. Bei anisotropen Material sind die Eigenschaften
abhéngig von der Richtung.

Ist die Spannung unabhéngig von der Deformationsgeschichte, damit ist sie ebenfalls un-
abhéngig von der Zeit, wird ein solches Verhalten elastisches Materialverhalten genannt.
Ubertragen auf den dreiachsigen Fall bedeutet dies, dass einem Verzerrungszustand ein-
deutig ein Spannungszustand zugeordnet ist: 0;; = 0;(cx).

Meist besteht ein linearer Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzerrungen, im
einachsigen Fall wird dieser durch das Hookesche Gesetz

o=Fe

beschrieben, dabei wird E als Elastizitdtsmodul bezeichnet. Im dreidimensionalen kann die
lineare Beziehung mithilfe der Summenvereinbarung folgendermafen beschrieben werden:

oij = Eijrien (3-8)
Es gilt also beispielsweise fiir die erste Komponente oy,

o = Ennen + Eingee + Einses
+ Eh191621 + E122822 + E1123€93 (3.9)
+ Eizi€31 + Erigagse + Fhissess

Man bezeichnet Ejj;, als Elastizitdtstensor und seine 81 Komponenten als Elastizitatskon-
stanten. Bedenkt man nun, dass der Verzerrungs- und der Spannungstensor symetrisch
sind, erhélt man, dass auch bei F;j; die Indizes 4,7 bzw. k, [ vertauscht werden kénnen
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3 Grundlagen der Elastizitdtstheorie

Eijii = Eji = Eijie = Ejy,. Damit besitzt der Elastizitatstensor nur 36 unterschiedliche
Komponenten, leicht zu erkennen ist dies wenn man (3.9) vereinfacht

011 = A11€11 + Q12€22 + A13€33 + 2014823 + 2a15E31 + A16€12

In Matrixschreibweise zusammengefasst erhéalt man

011 11 a2 a3 a4 A1 Aie €1
022 G21 Q22 Q23 A4 A25 (26 €22
033 _ Ga31 (32 a3z Aaz4 G35 36 €33
023 (41 G4z (43 Q44 Q45 G4gp 2e93
031 51 As2 G53 G54 A55 (56 2e31
012 a1 G2 Ag3 Qg4 Ge5 Gee 2e12

3.4.1 Homogenes, isotropes Materialverhalten

Bei isotropem Material ist das Verhalten in allen Richtungen gleich. Dies bedeutet, dass sich
bei Rotation des Koordinatensystems der Elastizitatstensor nicht dndert. Damit ergeben
sich die einzelnen Komponenten des Tensors

Eiji = A0ijor + (00 + 0adjn) + K(0irdji — 0udjk),
dabei sind A, u, x Konstanten. Da die Indizes 7,7 bzw. k,[ vertauschbar sind , fallt der
dritte Summand weg, es ergibt sich

Eijin = AijOr + p(0irdji + 0adji).
Demnach sind die Komponenten des Elastizitatstensors durch zwei unabhéngige Konstan-
ten A und g bestimmt. Setzt man nun die letzte Gleichung in (3.8) ein erhélt man
0ij = N0ijOpem + (00 €0 + 0ubjnem) = Aekndi; + p(gij +€ji).
= 04 = Newilij + 2pE; (3.10)
Die Konstanten A und p sind die sogenannten Lamé-Konstanten. Mit dem Elastizitéts-
modul E und der Querkontraktion v, besteht folgender Zusammenhang;:
A 13X + 2u)

Y= R (3.11)
A= i E (3.12)
1+ )1 - 2) B =00+ v '

Gibt man Gleichung (3.10) in Matrixschreibweise an, erhélt man

o(e) = Aspur(e)l + 2pue.
Ersetzt man desweiteren die Konstanten A und p wie in (3.12) angegeben, erhilt man
Ev E

0+ o) = 2 Pwel+ g—5¢

= o) = . fu (s—i— . _]/2y(spur €) I) (3.13)

o(e) =
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3.5 Signorini’s Problem

3.5 Signorini’'s Problem

Das Signorini Problem modelliert den linearisierten Kontakt eines elastischen Koérpers mit
einem festen Hindernis. Da der Teil des Randes, der mit dem Hindernis tatséchlich in
Kontakt tritt nicht bekannt ist, ist das Problem nichtlinear. Um das Signorini Problem
formulieren zu konnen, wird zunéchst gezeigt, wie die Nichtdurchdringung des Hindernis
G gewihrleistet werden kann. Der Korper @ C R® und das Hindernis G C R? seien
beschrénkte Lipschitz-Gebiete. Wie ein solches Problem aussehen kann, ist in Abbildung
3.7 zu sehen.

\\\ Oberflachenkrifte p

/ X

/]

Abbildung 3.7: Signorini Problem

Der Rand 0f) des Korpers besteht aus drei disjunkten Teilen:
0 = TI'pul'yUTl¢

Auf I'p gelten Dirichlet-Randbedingungen, I'y ist Neumann-Rand des Gebietes, auf dem
die Oberflachenkrifte wirken. Desweiteren ist I'c der mogliche Kontaktrand, der tatséch-
liche Kontaktbereich ist eine Teilmenge von I'¢.

Da € und G Lipschitz-Gebiete sind, konnen die Rénder der Gebiete lokal-lipschitz stetig
parametrisiert werden.

Es sei x € 02 ein Punkt auf dem Rand des Gebietes, die Parametrisierung ist dann durch
Ny : (21, x2) — w3 gegeben. Entsprechned gilt die Parametrisierung n, fiir das Hindernis G.
Es wird davon ausgegangen, dass die beiden Punkte ,dicht* beieinander liegen, so dass fiir
beide Parametrisierungen das gleiche Koordinatensystem gewéhlt werden kann. Anschau-
lich ist dies in Abbildung 3.8 zu erkennen.

Betrachtet man die Verschiebung u nun ebenfalls in diesem Koordinatensystem, kann
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3 Grundlagen der Elastizitdtstheorie

Abbildung 3.8: Linearisierter Kontakt

die Bedingung das Hindernis nicht zu druchdringen folgendermafen formuliert werden:
N (21, T2) + us < 0y (21 + U1, 12 + Up).

Bestizen 7, und 7, stetige erste Ableitungen, kann man u linearisieren und erhélt:

0 0
Nz (1, 22) + ug < ny(21, 22) (a—zli 8_22) < (ug, ug)”

umformuliert ergibt sich

0 0
<_3_~Z?’ _8_;7;; 1) (ur, ug,ug) " <y (21, 22) — (1, 2)

Es ist n, = <—g—g§, —g—zz, 1) senkrecht zu 0G, damit erhilt man

ny(uy, ug, uz)t < G (3.14)

wobel

G = 773/(‘751>$2) - Ux(ffl, fEQ)
72y |

den Spalt zwischen {2 und G normalisiert bzgl. n, darstellt.

Das Problem ist nun, dass der Punkt y, in dem wir die &uftere Normale bestimmen miissen,
nicht bekannt ist. Setzt man voraus, dass nur kleinere Deformationen auftreten, kann man
(3.14) auch bzgl. n, formulieren:

ne(ur, ug, uz)’ < g (3.15)

mit

g= ny(%,@) — Ne (21, T2) und 71, = ( Mo O 1) (3.16)

722 Ox’ Oxy
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3.5 Signorini’s Problem

Dann ist Gleichung (3.15) die endgiiltige Kontkatbedingung.

Nun kann die klassische Formulierung des Signorini Problems in Form einer Differential-
gleichung angegeben werden. Fiir die Verschiebung u ist die linearisierte Kontaktbedingung
(3.15) bereits gegeben, fiir die Spannungen werden nun auch noch Bedingungen benoétigt.
Es ist offensichtlich, dass die Spannungen in Normalenrichtung o, Druckspannungen sein
miissen oder verschwinden, d.h.
on(u) <O0.
Desweiteren wird nur der reibungslose Kontakt betrachtet, dies bedeutet, dass der Kérper
sich in tangentialer Richtung frei bewegen kann. Daher gilt fiir die tangentiale Spannnung
or(u)
or(u) =0.
Man nimmt an, dass der Korper auf I'p eingespannt ist, es gilt also:
u=0 aufI'p (3.17)
Auf I'y sind Oberflachenkréfte ¢ gegeben:
o-n =1t aufI'y (3.18)

Hier bezeichnet n = (ny, ng, n3) die dukere Normale auf dem Rand 052.
Die Volumenkrifte werden mit f bezeichnet, der deformierte Korper befindet sich genau
dann im Gleichgewichtszustand, wenn gilt:

—dive = f inQ (3.19)

Der verbleibende Teil des Randes ' tritt unter Krafteinwirkung méglicherweise mit dem
festen Hindernis in Kontakt. Fiir diesen Teil des Randes erhilt man folgende linearen
Bedingungen:
o, <0
or = 0
op(u-n — g) =

u-n—g <20

auf I'c (3.20)

Die Funktion g beschreibt den Abstand zwischen dem Koérper €2 und dem festen Hindernis
G, wie in Gleichung (3.16). Der linearisierte Spannungstensor o ist in den Gleichungen
(3.20) in Normal- und Tangentialteil zerlegt, dabei ist die normale Komponente

Op = Uijninj
und die tangentiale Komponente
(UT>i = O'ijnj' — OpN;.

Gleichung 3 in (3.20) bringt zum Ausdruck, dass man den tatséchlichen Kontaktbereich
nicht kennt. Durch diese Bedingung wird ausgeschlossen, dass der Normalteil der Spannung
o, < 0 ist, obwohl kein Kontakt auftritt, also u-n < 0.

Das Problem (3.19) unter den Nebenbedingungen (3.17),(3.18), (3.20) zu lésen, wird dann
das Signorini Problem in der linearen Elastizitdt genannt.
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4 Mathematische Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir die Arbeit notwendigen mathematischen Grundlagen
dargestellt. Dabei gibt es eine Unterteilung in zwei Hauptbereiche: Numerische Grundlagen
und Numerische Optimierung.

4.1 Losen linearer Gleichungssysteme

Das Losen von linearen Gleichungssystemen ist das am haufigsten gestelle Problem in der
Numerischen Mathematik. Es sei ein Gleichungssystem Ax = b gegeben, dabei ist die
Matrix A € R™" und die rechte Seite b € R" bekannt, gesucht ist x € R".

Viele praktische Probleme fiithren auf sehr grofse Gleichungssysteme, bei denen die Matrix
A eher schwach besetzt ist. Die tiblichen Eliminationsverfahren wie z.B. Gauf-Elimination
sind bei einer solchen Besetzungsstruktur eher ungeeignet, da in Zwischenschritten wieder
stark besetzte Matrizen auftreten.

Daher 16st man solche Systeme mit sogenannten [lterationsverfahren. Bei diesen Verfahren
wird von einem Startvektor x(©) ausgegangen, es wird eine Folge von Vektoren

x@ x5 x@

erzeugt, die gegen die gesuchte Losung x konvergiert.

4.1.1 Relaxationsverfahren

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem(LGS) Ax = b:

a1; Q12 - Qin T by
Q21 Q22 -+ Q2n T2 by
Ap1 Ap2 - Qpnp Tn bn

Die Grundidee der Relaxationsvefahren ist es auszunutzen, dass die Matrix A folgender-
mafen aufgespalten werden kann:

A=B+(A-B), BeR™ (4.1)
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Somit ergibt sich das LGS zu
(B+(A-DB))x=1b & Bx=(B—-Ax+b
Setzt man voraus, dass die Matrix B regular ist, erhdlt man
x*) = BB — A)x® + B~

Satz 4.1 : Das Verfahren
xHD = p=1p — Nx )

konvergiert genau dann fiir alle x(*) € R" gegen die Losung des linearen Gleichungssystems
Ax = b, wenn fiir die zugehérige Iterationsmatrix G = M 1N gilt:

p(G) < 1.
Dabei ist p der Spektralradius der Matrix, dieser ist der betragsméfig grofsite Eigenwert:

p(A) = max [\ (A)]

1<i<n

Jacobi-Verfahren
Das Jacobi-Vefahren setzt voraus, dass fiir die regulare Matrix A € R™*" gilt:

a“‘#o, izl,...,n

Fiir die neue Iterierte x*+1 gilt folgende Komponentenschreibweise:

(k+1) _ .
;% E QG , =1,..,n
J#i

(k+1) _ by — () 1
x, a“ ( Za”x] ), 1 sy T

J7#

Die neue Iterierte x**+1 wird ausschlieRlich aus der alten Iterierten x*) berechnet, daher
wird das Verfahren als Gesamtschrittverfahren bezeichnet.

Die Matrix A kann in drei unterschiedliche Matrizen zerlegt werden A = L+ D + U, wobei

0 0 as1 ... an1
a1 O .
a2 -
D = t. . 7L = 7D =
0 Ann : ’ - Ap-1n
Aip .. Qpn—1 0 0

Mithilfe dieser drei Matrizen lasst sich das Jacobi-Verfahren in Matrixschreibweise angeben:

x"D) = _DYL+U)x® + Db (4.2)
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4.1 Lésen linearer Gleichungssysteme

Gaufs-Seidel-Verfahren
Fiir das Gaufs-Seidel-Vefahren wird ebenfalls voraus gesetzt, dass fiir die regulére Matrix
A e R™" gilt:

aiﬁéO, izl,...,n

Fiir die neue Iterierte x*+1 gilt die Komponentenschreibweise:

(k+1) .
E Qijx; E aU , =1,...n

i—1 n
L) (k+1) (k) .
x, ;T E a;;; ,1=1..n

j=1 j=i+1

Dieses Verfahren benutzt zur Berechnug der i-ten Komponente der neuen Iterierten xgkﬂ)

sowohl die alte Iterierte x*) als auch die (i — 1) bereits bekannten Komponenten der neuen
Iterierten x*+Y. Daher bezeichnet man dieses Verfahren als Finzelschrittverfahren.
In Matrixschreibweise hat das Gauf-Seidel-Verfahren die Form:

x+) = (D + L)7'Ux® + (D + L)"'b (4.3)

4.1.2 Vorkonditionierer

Die Vorkonditionierer spielen bei der Lésung von linearen Gleichungssystemen eine wichtige
Rolle. Unter der Vorkonditionierung eines linearen Gleichungssystems versteht man eine
aquivalente Umformung des Systems Ax = b derart, dass ein Iterationsverfahren schneller
oder iiberhaupt konvergiert. Dabei bleibt die eigentliche Losung des Gleichungssystems
erhalten. Die Idee der Vorkonditionierer ist es die Konditionszahl der Koeffizientenmatrix
A zu verringern, da das Konvergenzverhalten wesentlich von dieser abhéngt.

Das System wird folgendermafsen transformiert

PLAPRy:PLb
X:PRY>

dabei werden die regularen Matrizen P;, und Pgr mit Linksvorkonditionierer und Rechtsvor-
konditionierer bezeichnet. Im konkreten Fall kann eine der Vorkonditionierungsmatritzen
P = I sein, das System heifst dann links- bzw. rechtsvorkonditioniert. Der Vorkonditionie-
rer sollte die Inverse von A mit geringstmoglichem Aufwand bestmdglich approximieren.

4.1.2.1 Splitting assoziierte Vorkonditionierer

Zu Beginn des Kapitels wurden die Relaxationsverfahren vorgestellt, welche auf der Zer-
legung der Matrix A in der Form A = B + (A — B) basieren. Dabei soll B eine leicht

39



4 Mathematische Grundlagen

invertierbare Approximation an A sein. Damit bietet sich die Matrix N = B~ als Vorkon-
ditionierer an.

Definition 4.2 : Es sei durch x**Y = Mx") 4+ Nb eine Splittung Methode zur Losung
von Ax = b gegeben, mit einer reguldren Matrix N. Dann heift P = N der zur Splitting
Methode gehorige Vorkonditionierer.

Damit ergibt die Zerlegung von A eine Klasse von Splitting-assoziierten Vorkonditioneren,
einige davon werden in Tabelle 4.1 dargestellt. Dabei stellt D eine Diagonalmatrix dar,
desweiteren sind L und R strikte linkere untere bzw. rechte obere Deiecksmatrix bzgl. A.
Bei der Implementierung nutzt man aus, dass bei den vorgestellten Vorkonditionierern die
zu invertierende Matrix stets eine Diagonal- oder Dreiecksgestalt hat und bei der Matrix-
Vektor Multiplikation die entsprechende Eliminationstechnik genutzt werden kann.

‘ Splitting-Methode ‘ Assoziierter Vorkonditionierer ‘
‘ Jacobi-Verfahren ‘ Pj,. = D71 ‘
‘ GauR-Seidel-Verfahren ‘ Pgs=(D+ L)™' ‘

| symm. Gauf-Seidel-Verfahren | Psgs = (D + R)™'D(D + L)™!

Tabelle 4.1: Splitting-assoziierte Vorkonditionierer

4.1.2.2 Unvollstandige Cholesky-Zerlegung

Die vollstdndige Cholesky-Zerlegung einer symmetrischen positiven definiten Matrix A in
der Form A = LL7 ist als Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme bekannt. Die
unvollstandige Zerlegung kann zur Vorkonditionierung verwendet werden.

Definition 4.3 : Es sei A € R™™" symmetrisch und positiv definit. Die Zerlegung
A=LL"+F (4.4)

existiert unter den Bedinungungen
(1) 1;; =0, falls (i,5) ¢ M*A
(2) (LLT>Z] = Ay, falls (Z,]) € M'A

dabei sei L = (l;;)i j=1.. » eine regulire untere Dreiecksmatrix und M*:= {(4, j)|a;; # 0}
die Besetzungsstruktur von A, dann heifst (4.4) unvollstindige Cholesky-Zerlegung
der Matrix A.

Die Matrix F' € R™*" ist eine sogenannte Rest- oder Fehlermatrix. Vernachléssigt man die
Matrix F erhilt man eine Matrix A = LL”, deren Inverse ist eine Approximation an A~!
und kann damit als Vorkonditionierer von Ax = b verwendet werden.
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4.2 Least-Squares-Ansatz

Der wesentliche Vorteil einer solchen Zerlegung liegt im Rechen- und Speicheraufwand und
in der Eigenschaft, dass im Fall einer positv definiten, symmetrischen Matrix A gilt:

(LALT)" = LALT
und
(LAL"x,x), = (AL"x,L"x), > 0,Vx € R"\ {0}.

Das bedeutet also, dass die Symmetrie und positive Definitheit auf das Produkt LALT
iibertragen wird. Daher konnen die Verfahren fiir symmetrische positive definite Matri-
zen auch auf das vorkonditionierte System angewendet werden, insbesondere das CG-
Verfahren.

4.2 Least-Squares-Ansatz

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften der Least-Squares-Methode er-
ldutert. Fiir einen umfangreicheren Uberblick sei z.B. auf [BG09] verwiesen.

Es sei ein Gleichungssystem

ri(z) =0

ro(z) =0

ro(x) =0
kurz

R(z)=0

gegeben, die Least-Squares Methode besteht dann darin

n

F(z) = Z ri(r)?

=1

7ZUu minimieren

Ist der Ansatzraum X gentigend groft gewahlt, so dass eine Losung z* € X des Gleichungs-
systems existiert, dann ist F'(z*) = 0. Desweiteren kann man die Residuen r; unterschiedlich
gewichten

F(z) = Z w;rs(z)?

ohne dass sich die Losung z* &ndert. Ist der Ansatzraum zu klein gewéhlt, erhélt man ein
moglichst kleines Residuum R(z*) # 0, welches von den Gewichten w; abhéngt.
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Die Least-Squares-Formulierung fiir partielle Differentialgleichungen beruht auf der Mini-
mierung bzgl. einer Norm des zugehodrigen Residuums des Systems.

Beispiel: Im Beispiel der Poisson-Gleichung
Au=f (4.5)

ist das Residuum R = Au — f. Man sieht, u ist Losung der Poisson-Gleichung genau dann,
wenn

|Au— f2 =0 (16)
dabei ist ||.|| eine vom Problem abhéngige Norm.

Man versucht nun eine Naherungslosung w;, der Poisson-Gleichung zu finden, indem man
Gleichung (4.6) nicht exakt, sondern nur ndherungsweise 16st. Dies bedeutet, dass man
versucht die linke Seite zu minimieren.
In obigen Beispiel bedeutet dies:
. 2
min [[Au — f]]
u

4.3 Numerische Optimierung

In den folgenden Abschnitten werden numerische Optimierungsmethoden vorgestellt, mit
denen das Minimum einer Zielfunktion ¢(z) numerisch bestimmt werden kann. Es sei das
lineare Gleichungssystem

Ax=Db (4.7)

gegeben, wobei A eine symmetrische postiv definite n x n Matrix ist. Das Problem (4.7)
ist dquivalent zu folgendem Minimierungsproblem

1
min ¢(x) 1= §XTAX —b'x (4.8)
es haben (4.7) und (4.8) die gleiche eindeutige Losung. Diese Aquivalenz zeigt, dass die
folgenden Methoden sowohl als Loser fiir lineare Gleichungssysteme als auch fiir die Mini-
mierung von konvexen quadratischen Funktionen verwendet werden kénnen. Desweiteren
ist wichtig festzuhalten, dass der Gradient von ¢ dquivalent ist zum Residuum des linearen

Systems:
Vo(x) = Ax — b = r(x).

4.3.1 Das Verfahren der konjugierten Gradienten
Das lineare konjugierte Gradientenverfahren wurde von Hestens und Stiefel in den 1950er

Jahren entwickelt und ist eine Methode zum Ldésen linearer Gleichungssysteme mit positiv
definiter Koeffizientenmatrix.
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Das erste nichtlineare konjugierte Gradientenverfahren wurde von Fletcher und Reeves in
den 1960er Jahren vorgestellt.

Definition 4.4 : FEine Menge von Vektoren [pg, p1, ..., pi], die ungleich dem Nullvektor
sind, wird als konjugiert bzgl. einer symmetrisch positiv definiten Matrix A bezeichnet,
wenn gilt:

p; Ap; =0 fiir alle i # j. (4.9)

Beim konjugierten Gradientenverfahren werden als Suchrichtungen Vektoren p gewéhlt,
die gerade der Gleichung (4.9) geniigen.

Das konjugierte Gradientenverfahren(CG-Verfahren) basiert auf der sukzessiven Minimie-
rung einer Zielfunktion f gegeniiber der vorherigen Naherung. Dabei besteht die Idee des
Verfahrens darin, in Richtung des steilsten Abstiegs zu suchen, d.h. die Suchrichtung p ist
—V f(x). Jedoch kann es passieren, dass der Winkel zwischen aufeinanderfolgenden Such-
richtungen recht klein ist. In diesem Fall konvergiert das Gradientenverfahren sehr langsam.
Daher wéhlt man als neue Suchrichtung eine Linearkombination der aktuellen Gradienten-
richtung und der vorherigen Suchrichtung. Die neue Suchrichtung p; ergibt sich somit
nur aus der vorigen Suchrichtung py_1, es ist also nicht nétig alle voherigen Suchrichtun-
gen zu speichern. Die sich ergebende Richtung ist automatisch kojugiert zu den anderen.
Ein solch nichtlineares Verfahren der konjugierten Gradienten ist z.B. das Verfahren von
Fletcher /Reeves:

Startnaherung x(©) gegeben; k = 0;
p© = —Vf(x");
while Vf(x®) # 0,
Bestimme «;, aus miﬂr{g f(x® + apty;
ae

VY )
X = X s O = S )

p*t = V(") 4+ pEEp®
k=Fk + 1,

end

Betrachtet man den Spezialfall einer gleichméfig konvexen quadratischen Funktion, d.h.
1
f(x) = éxTAx —x'b + ¢ mitceR,beR",AcR"™",
A sei symmetrisch und positiv definit. Es ergibt sich Vf(x) = Ax — b.

Das quadratische Minimierungsproblem fiir «; in obigen Algorithmus kann fiir diesen Spe-
zialfall explizit gelost werden. Man erhélt:

(P™)" (b — Ax®)
(p®)TAp®)

ap =

43



4 Mathematische Grundlagen

Wihlt man die Abkiirzung r*) = b — Ax® ergibt sich das Verfahren von Fletcher /Reeves
wie im Folgenden. Das Verfahren wird dann nach Hestenes/Stiefel benannt.

Startniherung x® gegeben; k = 0;
r@ = b — Ax©@; p© = ;.
while r® £ 0,

()T
A = 7V o
(p®)7 Ap®*
(I.(k—i-l))Tr(k—i-l)
Bry1 = (r(®)Trk) ;o ptt = e+ 4 g p®;
k=Fk+ 1,

end

Fiir die im Verfahren auftretenden Residuen r®) gilt die Orthogonalititseigenschaft:

*N)Tr® =0 firi=0,1,...,k—1 (4.10)

4.3.1.1 Vorkonditioniertes CG-Verfahren

Das Verfahren der konjugierten Gradienten kann durch eine Transformation des linearen
Systems beschleunigt werden. Man spricht in diesem Fall von Vorkonditionierung. Man
geht von einer verdnderten Variable x in Bezug zu x aus, diese erhélt man durch eine
nichtsingulére Matrix C'

x = Cx.

Entsprechend erhélt man fiir das quadratische Funktional ¢, welches in (4.8) definiert ist

- 1
O(x) == §)A<T(C*TAC*1)>A< —(C"Tb) k. (4.11)
Benutzt man nun das CG-Verfahren um ngS zu minimieren, ist es dquivalent das lineare

System
(CTAC™H% = C T, (4.12)

zu 16sen.

In diesem Fall sind fiir die Konvergenz die Eigenwerte der Matrix C~T AC~! verantwort-
lich. Daher ist es wichtig C' so zu wihlen, dass die Konditionszahl von C~TAC~! kleiner
ist als die Original Konditionszahl von A.

Dabei ist es nicht notig die Transformation explizit zu berechnen. Man wendet den Al-
gorithmus von Hestens/Stiefel auf das Problem (4.11) an, es ist dann in der Variablen
x angegeben. Anschliefend invertiert man den Algorithmus so, dass alle Terme wieder
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auf x beruhen. Das Ergebnis ist im folgenden Algorithmus zu sehen. Oftmals wird nicht
die Matrix C' genutzt sondern die Matrix M = CTC, welche aufgrund der Konstruktion
symmetrisch und positiv definit ist.

Startnéherung x© und Vorkonditionierer M gegeben; k = 0
rl® = Ax® — b,
Lose My @ = r© fijr y(©

p® = —y©.
while r®) £ 0,
(x0T )
Ok = T NT AR’
(p®)7 Ap®
Lose My(k+1) — r(k+1)
(r(k+1))Ty(k+l) ) (k+1) (k+1) (k).
k=Fk + 1,
end

Setzt man in diesem Algorithmus M = I, erhdlt man den Standard Algorithmus von
Hestens/Stiefel aus dem vorherigen Abschnitt. Fiir die Orthogonalitétseigenschaft (4.10)
erhalt man in diesem Fall:

(r(i))TM—lr(j) =0 fir alle 7 # j

4.3.2 Strategie der aktiven Mengen

Es sei eine quadratische Zielfunktion mit affinen Nebenbedingungen wie folgt gegeben:

1
m%gn —x"Gx +x"d unter den Nebenbedingungen
xe n

'x = b, iclq

aiTx S bi, ie]U

a (QMuaN)

Die quadratische Zielfunktion wird durch die symmetrische Matrix G € R™*" und den
Vektor d € R" beschrieben. Desweiteren sind die Nebenbedingungen festgelegt durch i €
IqU Iy, a; € R" und b; € R" .

Man definiert fiir jeden Punkt x € R" die Menge der aktiven Indizes:

Inx) ={iclgUly:alx =b;} = Igu{icly:alx = b;}
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dann kann das Ausgangsproblem umgeschrieben werden:

1
m]iRn ixTGx + x7d unter den Nebenbedingungen
XER™
T

7

alx < by, i € Iy\Ia(x)

a;x = by, i € I4(x)

Es gelten fiir jede Losung x* € R" von (QMuaN) die folgenden KKT-Bedingungen

Gx* +d+ ) Aa=0
i€la(x*)
alx* = by, fiir i€ I4(x*)
alx* < by, fiir i € Iy\I4(x")
AP >0, fir i e Ip\la(x")

Die Grundidee des Verfahrens ist es nun, dass bei Kenntnis der aktiven Indizes I, (x*) am
Losungspunkt die Losung des quadratischen Minimierungsproblems unter affinen Neben-
bedingungen (QMuaN) auch Losung des Minimierungsproblem unter affinen Gleichungs-
nebenbedingungen

1
min —x? Gx + x’d unter den Nebenbedingungen
x€R™ 2 (QMuaGN)

alx = b;, i € I[4(x¥)

ist. Ein Problem der Art (QMuaGN) ist relativ einfach z.B. mit dem CG-Verfahren zu
16sen.

Ausgehend von einem Startpunkt x(©, der zuléssiger Punkt fiir das quadratische Mini-
mierungsproblem unter affinen Nebenbedingungen ist, wird eine aktive Menge I(®) (X(O))
bestimmt. Fiir die Indexmenge I gilt I C IO C I,(x(©). Die Menge der aktiven Indi-
zes wird {iber ein iteratives Verfahren entsprechend vergrofsert oder verkleinert.

Ausgehend von einem zuléssigen Punkt x*) und einer zugehérigen Indexmenge I*), mit
Ig C IW C I,(x®), besteht das Iterationsverfahren aus folgenden zwei Schritten:

(i) Losen des Minimierungsproblem mit Gleichungsnebenbedingungen bzgl. der aktuel-
len Indexmenge:

1
miRnﬁ(x(k) +p)7G(x™ + p) + (x*® + p)Td unter den Nebenbedingungen
peR”

a; (x +p) = b, i € I(k)

k+1

(ii) Aus dem aus (i) erhaltenen Punkt x*) + p wird ein Punkt x**1 konstruiert, der in

der zuldssigen Menge bzgl. aller Nebenbediungungen I U Iy enthalten ist.
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Die Losung des Minimierungsproblems in (i) ist dquivalent zu

1 1
IrelggépTGp +pT(d+Gx") + §(X(k))TGx(k) + (x")Td unter den Neben.
1

alp = b, —alx® e ®

Unter Beachtung der Tatsache, dass konstante Terme in der zu minimierenden Funktion
keine Rolle spielen, sowie dass a;frx(k) = b;, und setzt man desweiteren d® = d + Gx®*),
lasst sich das Problem umschreiben in:

1
min-p’ Gp + p'd® unter den Neben.
peR™ 2

aiTp =0,1¢€ I

(QMuaGN(k))

Dieses quadratische Minimierungsproblem unter Gleichungsnebenbedingungen ist mit den
iiblichen Verfahren wie z.B. CG-Verfahren zu losen.

Bei der genauen Umsetzung von (ii) kann wie folgt vorgegangen werden:
Erfiillt x®*) + p*) auch die Nebenbedingungen:

al (x®) + p®)) < b, fiir i € I;\I1®

1

dann wird x*+t1) = x®) 4 p*) gesetzt.
Sind nicht alle Nebenbedingungen erfiillt, bestimmt man x**1) = x® 4+ o, p® mit o, €
[0,1) groktmoglich, so dass alle Nebenbediungungen:

al'(x® + a,p®) < b, fiir i € I\

erfiillt sind. Dabei wird a;, durch Fallunterscheidung bestimmt:

(i) Fiir alle i € I;\I® mit a7 p®*) < 0 gilt:

al (x® + a;p®™) < aTx® < b,

fiir alle o > 0. Daher werden durch diese Nebenbedingungen keine Einschrénkungen
an oy verursacht.

(ii) Fiir alle i € Iy\I® mit a’p® > 0 ergibt sich folgenden Einschrinkung:

afp*)

ay <

Insgesamt ergibt sich:

bi — a;TX(k) }

ap =min< 1 min
{ TigIk alTp®>o  al pit)
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Die Nebenbedingungen, fiir die in obiger Formel das Minimum angenommen wird, werden
als blockierende Nebenbedingungen bezeichnet. Ist oy, < 1 so wird zu x* 1) = x*) 4 o, p*)
eine neue Indexmenge I%*1) festgelgt, indem man eine oder mehrere blockierende Neben-
bedingungen hinzufiigt.

Die Iteration wird solange durchgefiihrt bis ein Punkt x gefunden ist, der das quadratische
Minimierungsproblem mit Gleichungsnebenbedingungen mit der aktuellen Indexmenge I
16st. Dieses ist genau dann der Fall, wenn das zugehorige quadratische Minimierungspro-

blem (QMuaGN(k)) die Losung p = 0 besitzt.

Hat man eine Losung x gefunden, dann gilt die erste KKT-Bedingung fiir (QMuaGN(k))

iel

mit den Lagrange-Multiplikatoren )\Z, i € I. Fiir die Indizes, die nicht in / enthalten sind,
setzt man \; = 0 fiir i € IU\[ damit ist auch die erste KK'T-Bedingung fiir das Minimie-
rungsproblem (QMuaN) erfiillt:

Gx+d+ Y Na=0.

i€lqgUly

Die zweite und dritte KKT-Bedingung fiir das Problem (QMuaN) lauten

und sind aufgrund der Konstruktion von x erfiillt. Fiir die Lagrange-Multiplikatoren gilt
nach obiger Annahme \; = 0 fiir i € Iy\I D Iiy\1a(x), daher ist die fiinfte KKT-Bedingung
ebenfalls erfiillt

Ai(b; —al'%) = 0 fiir I U Iy

Damit die vierte KKT-Bedingung erfiillt werden kann, muss das Vorzeichen der Lagrange-
Multiplikatoren N fiir i € 1N Iy bestimmt werden. Sind diese alle simtlich nichtnega-
tiv, dann ist auch die vierte Bedingung erfiillt. Es sind damit alle KKT-Bedingungen fiir
(QMuaN) erfiillt, ist die Matrix G positiv definit, ist x eine lokale Losung des Minimie-
rungsproblems.

Ist dagegen einer der Lagrange-Multiplkatoren ;\j fir j € Inly negativ, ist die vierte
KKT-Bedingung nicht erfiillt und x kann keine Losung von (QMuaN) sein. Der Wert des
quadratischen Funktionals lasst sich verkleinern, indem man die zu j gehorige Nebenbe-
dingung aus der Indexmenge I streicht. Auf diese Weise lassen sich alle Nebenbedingungen
mit negativen Lagrange-Multiplikatoren entfernen und man erhélt einen Punkt x, der alle
KKT-Bedingungen erfiillt.
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4.3.3 Nullraum-Methode

Die Nullraum-Methode ist ein Verfahren, mit dessen Hilfe ein quadratisches Minimierungs-
problem unter Gleichungsnebenbedingungen

1
minéxTGx + x’c unter den Nebenbedingungen
Ax = b,
gelost werden kann. Der grofie Vorteil der Methode ist, dass die Matrix G nicht nichtsingular

seln muss.
Ist x* eine Losung von obigem System, dann existiert ein Vektor A* derart, dass gilt:

G A"\ (x*\  [—c
A 0 X)) \b )~
Dies sind gerade die KKT-Bedingungen des quadratischen Minimierungsproblems, der Vek-

tor A" enthalt die Lagrange-Multiplikatoren. Wenn man davon ausgeht, dass sich x* aus
einer Iteration x* = x + p ergibt, kann man das System folgendermafen umschreiben:

(&) )=

h = Ax — b, g = c + Gx, p=x"—x

(4.13)

Es sei Z eine n x (n —m) Matrix, deren Spalten eine Basis des Nullraums von A bilden.
Dies bedeutet Z hat vollen Rang und es gilt AZ = 0.
Dann kann man den Vektor p in zwei Komponenten zerlegen:

p=Ypy+Z2p,

dabei ist Z die Nullraum-Matrix von A und Y ist eine beliebige n x m Matrix, fiir die
[Y'|Z] nichtsingulér ist. Desweiteren ist py ein m-Vektor und p, ein (n — m)-Vektor.
Ersetzt man p entsprechend in der zweiten Gleichung des KKT-Systems (4.13) und be-
riicksichtigt, dass AZ = 0 ist, erhdt man:

(AY>pY =-h.

Hat A den Rang m und [Y|Z] ist laut Konstruktion nichtsinguldr, Daher hat das Produkt
AlY|Z] = [AY|0] den Rang m. Dann ist AY eine m x m Matrix und nichtsinguldr, daher
ist py durch die Gleichung eindeutig bestimmt.

Ersetzt man p auch entsprechend in der ersten Gleichung von (4.13), ergibt sich:

—GYpy —GZp,+ ATX =g
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durch Multiplikation mit Z7 erhilt man:
(ZT'G2Z)p, + AN = - ZTGYpy — Z'g

Dieses System kann dann z.B. mit der Cholesky-Zerlegung fiir die reduzierte Matrix Z7GZ
gelost werden um p, zu bestimmen. Damit kann insgesamt p = Ypy + Zp, bestimmt
werden.

Um dann noch die Lagrange-Multiplikatoren A* zu berechnen, multipliziert man die erste
Zeile von (4.13) mit Y7 und erhélt

(AY)"X* =YT (g + Gp)

dieses System kann dann fiir A* gelost werden.

4.4 Methode der finiten Elemente

Bei der Methode der finiten Elemente wird ein gegebenes kontinuierliches Problem in
ein diskretes iiberfiihrt. Im Unterschied zu klassischen Verfahren werden bei der Finiten-
Elemente-Methode stiickweise definierte Funktionen zugrunde gelegt.

Ein Finite-Elemente-Raum besitzt die folgenden drei typischen Merkmale:

o Zerlegung des Gebietes in geometrisch einfache Teilgebiete, z.B. Dreiecke

e Definition von Ansatzfunktionen iiber den Teilgebieten, stiickweise auf jedem Element
der Zerlegung, z.B. durch ein Polynom von vorgegebenem Grad

e Einhaltung von Ubergangsbedingungen bei den Ansatzfunktionen zur Sicherung glo-
baler Eigenschaften.

Diese drei Teilaspekte stehen in einem gewissen Zusammenhang. Insbesondere lassen sich
durch gewisse Voraussetzungen an die Zerlegung des Grundgebietes und die geschickte
Wahl der Ansatzfunktionen vereinfachte Bedingungen zur Erfiillung der globalen Eigen-
schaften, wie z.B. Stetigkeit oder Differenzierbarkeit angeben.

Definition 4.5 : Eine Zerlegung 7 = {11, T3, ..., Ty} heift zuldssig, wenn folgendene
Eigenschaften erfiillt sind:

N D M
(1) Q = sz:l TV
(ii) Ist T, N7}, genau ein Punkt, so ist dieser Eckpunkt sowohl von 7, als auch von T},.

(iii) Besteht T, N7, fiir v # p aus mehr als einem Punkt, so ist 7, N7}, sowohl eine Kante
von T, als auch von T,.

In Abbildung 4.1 ist auf der linken Seite eine unzuléssige Zerlegung zu sehen, es ist ein
sogenannter hangender Knoten vorhanden. Man erhélt eine zuléssige Zerlegung, indem
man eine zusitzliche Kante einfiigt, wie auf der rechten Seite zu sehen.
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4.4 Methode der finiten Elemente

Abbildung 4.1: Begriff der zulédssigen Zerlegung

In Anlehnung an [GRO5|, Kapitel 4 wird zunéchst ein einfiihrendes Beispiel betrachtet.
Es bezeichne © C R? ein Teilgebiet mit

Q={(z,y):2>0,y>0,x+y<1}.
Auf Q sei eine stetige Funktion f gegeben, gesucht wird eine Funktion u € H}(Q) mit

/ VuVud§) = / fvdQ fiir alle v € Hy(9). (4.14)
Q Q

Fiir eine vereinfachte Darstellung fasst man die linke Seite zu einer Bilinearform a(u,v) =
fQ VuVo df) zusammen. Dies ist gerade die schwache Formulierung der Poisson-Gleichung

—Au = f inQ

4.15
v =0 aufl =H0. ( )

Zur néherungsweisen Losung der Formulierung (4.14) mit der Methode der finiten Ele-
mente wird das Grundgebiet 2 in Rechtecke und Dreiecke zerlegt. Die Teilgebiete werden
mit 2;,7 = 1,...,m bezeichnet. Die gewéhlte Zerlegung des Gebietes €2 in Quadrate
Q;,i=1,...,10 und Dreiecke €2;,7 = 11,...,15 ist in Abbildung 4.2 zu sehen. Als Ansatz-
funktionen wu;, wiahle man Funktionen mit folgenden Eigenschaften
(i) up € C(Q)
(ii) wuplg, ist bilinear auf Q;,i=1,...,10
(ili) wuplg, ist linear auf ;¢ =11,...,15
Es wird ein auf den Gitterpunkten stetiger bilinearer bzw. linearer Ansatz gewahlt. Die
Gitterpunkte werden mit p;,j = 1,..., N bezeichnet. Als Ansatz wéhlt man die nodale

Basis {¢1, ¢2, ..., on}, d.h. ¢,(p,) =1 und ¢, (p,) = 0 fir p # v.
Dann gilt fiir die Losung up,:

N
Uh(fpvy) = Zuuqbu(xay)a
=1
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y
s
Qo N1
Qs | Qo | s

sy

Abbildung 4.2: Zerlegung des Gebietes (2

mit der Linearitdt der Bilinearform af(,-) folgt:

N
a(uh, ¢I/) = Z Sua’(¢m ¢V)

Damit ergibt sich fiir die Variationsformulierung (4.14) das Gleichungssystem:

N
Y sua(duon) = /Q b dQ

pn=1
Mit
A = [0 o) haspens 5 = ulicens f = [ / quydsz]

1<v<N
erhélt man folgende Gleichung As = f. In Anlehnung an die Elastizitdtstheorie wird A mit
Steifigkeitsmatriz bezeichnet.

Bei der Beschreibung des einleitenden Beipiels sind die typischen Merkmale der Methode
der finiten Elemente klargeworden. Im Gegensatz zu klassischen Methoden wird bei den
finiten Elementen eine stiickweise Definition der Ansatzfunktionen gewéhlt. Wichtig ist
die Zuléssigkeit der Ansatzfunktionen zum Ausgangsraum V zu sichern, d.h. V), C V|,
wobei V}, den durch die Ansatzfunktionen aufgespannten Raum bezeichnet. Als typische
Réume treten bei elliptischen Aufgaben die Sobolev-Riume H'(Q2) und H?(Q) auf bzw.
entsprechende Teilraume je nach gestellten Randbedingungen.

Im Folgenden soll kurz die Vorgehensweise zur Aufstellung des linearen Gleichungssystems
dargestellt werden. Dabei erfolgt eine Konzentration auf den zweidimensionalen Fall, d.h.
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4.4 Methode der finiten Elemente

Q c R?. Zur Speicherung einer Triangulierung 7 benétigt man eine Liste der Knoten

{.1'1,152, "'737N}7

gegeben druch die Koordinaten im R? und eine Liste der Elemente

{T17T27 "'7TM}7

gegeben durch die Indizes der zugehdrigen Knoten.

Man stellt das entstehende Gleichungssystem bzgl. der nodalen Basis {¢1, ¢2, ..., on } dar,
d.h. ¢,(x,) =1 und ¢,(x,) = 0 fiir u # v.

Die Nédherung

N
up = Y un(w,)d,
pn=1

erfiillt die Variationsformulierung

N
a(un, @) = Y un(x)aléu d) = flén), v=12 N
pn=1

Damit ergibt sich mit:

A= [a<¢m¢u)]1g,j,u§]vv u = [uh(qju)]lgug]v> f = [f(¢V)]1§V§N

ein lineares Gleichungssystem Au = f.
Das Aufstellen der Steifigkeitsmatrix und der rechten Seite geschieht elementweise, d.h.

a(¢u7¢V) - ZGT(¢M7¢V)'

TeT

Enthélt jedes Element s Knoten, so stellt man fiir jedes Element 7' der Triangulierung 7°
die Element-Steifigkeitsmatrix auf:

CLT(¢17¢1) a‘T(¢S7¢1)
A = : : € R*.

ar(d1,6s) - ar(ds,dy)

In den beiden folgenden Abschnitten werden die in dieser Arbeit verwendeten Finite-
Elemente beschrieben. Das gegebene Gebiet wird in Dreieckselemente zerlegt, fiir die Ver-
schiebungskomponente u werden sogenannte Standardelemente gewéhlt. Die Spannungen
o werden durch Raviart-Thomas-Elemente approximiert.
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4.4.1 Standard-Elemente

Zur Approximatoin der Verschiebungen u werden Standard-Elemente vom Polynomgrad &
gewahlt. Der Ansatzraum auf einer Zerlegung sind Polynome vom Grad < k

Pr = {v(xl,xg) = Z ozijx’ixj}

i+ <ki,j>0
Es sei eine Basis {¢,,v = 1,..., N} fiir V}, gegeben, es gilt also:

Vi = {U cu(r) = Zsygb,,(x)}.

Bemerkung: Anschaulich betrachtet besteht der Raum Py aus linearen Funktionen auf
einem Dreieck T, diese haben als Freiheitsgrade die Eckpunkte des Dreiecks.

Der Ansatzraum Py besteht aus quadratischen Funktionen tiber jedem Dreieck T'. Die Frei-
heitsgrade sind sowohl die Eckpunkte als auch die Kantenmittelpunkte auf jeder Kante.
Anschaulich ist dies in Abbildung 4.3 zu sehen.

Abbildung 4.3: konforme Standardelemente

Fiir die Standard-Elemente gilt folgende Approximationsabschitzung
le(u = Zyw)||* < Crhul g (4.16)

mit einer Konstanten C; und der zugehérigen Interpolierenden Zj, : Hj ()4 — Vj,.

4. 4.2 Raviart-Thomas-Elemente

Um eine Naherungslosung fiir die Spannungen o mit Hilfe von finiten Elementen zu erhal-
ten, wird der unendlich dimensionale Raum H (div, §2) durch einen endlich dimensionalen
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Raum 3;, approximiert. Als geeignete Teilrdume bieten sich die Raviart-Thomas-Elemente
RT), an. Es sei eine zuléssige Zerlegung 7 gegeben, fiir T € 7 ist der Raviart-Thomas
Raum der Ordnung k definiert als:

RT(T) := (Pk(T))2 +xP(T)
dabei bezeichnet P, die Polynome vom Grad < k.

Lemma 4.6 : Fiir jedes Dreieck T gilt fiir v € RT(T)
(i) dive € P(T)
(ii) v-nlor € Ri(0T)

mit R (9T) = {q: q € L*(0T),q

ecks.

e, € Pr(e;) Ve;} dabei bezeichnet e; die Kanten des Drei-

Lemma 4.7 : Fiir £ > 0 und fiir jedes v € RT}(T) gelte, falls

/ v-np,ds=0 Vpr € Ry(0T)
aT

und

/ vepperde =0 Vpy_1 € Py (T)?
T

dann ist v = 0.

Es wird mit RT}, o die Berticksichtigung von Randbedinungungen bezeichnet, es gilt also

RTyo(T) ={v € RT}, : divv =0} .

k=1 k=2

Abbildung 4.4: Raviart-Thomas-Elemente

Beschréankt man die Betrachtung auf die Raviart-Thomas-Elemente niedrigster Ordnung,
RT) (linear) und Ordnung 2 (quadratisch), erhélt man durch die beschriebenen Eigenschaf-
ten eine sehr einfache Darstellung der Raviart-Thomas-Elemente. Die Freiheitsgrade sind
im linearen Fall durch den Wert v - n auf den Kanten von T eindeutig bestimmt. Im qua-
dratischen Fall durch den Wert v - n an den Eckpunkten jeder Kante sowie dem Wert v
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im Mittelpunkt des Dreiecks, siehe Abbildung 4.4.

Fiir den Interpolationsoperator Ry, : Hy(div,Q)¢ — X, der Raviart-Thomas-Elemente
erhélt man die Abschétzung:

|div (o0 — Ryo)||* + ||l — Ryo||> < Crh* (|div olia+ |0'|i9) . (4.17)

4.4.2.1 Vorkonditionierung nach Hiptmair

Es sei eine Zerlegung 7 := {7;}, des Gebietes 2 gegeben, desweiteren seien auf dieser
Zerlegung Raviart-Thomas-Elemente RTj, der Ordnung k definiert.

Die natiirliche diskrete Helmholtzzerlegung eines Vektorfeldes v;, € RT}  ist gegeben durch
vy = v + vp (4.18)

mit
U2 € RT]?’O = {]h c RTk,O : dith = 0}

und
vf € RT} = {jn € RTyo : (G, df)12() =0 VYV df € RT}}

Dabei wird durch RT,?’O der divergenzfreie Unterraum von RT} o bezeichnet. Es zeigt sich,
dass es sinnvoll ist die Kenntnis dieses divergenzfreien Unterraums zur Vorkonditionierung
zu nutzen.

Es wird nach einem Gauf-Seidel-Schritt, bei dem beziiglich der herkémmlichen nodalen
Basis relaxiert wird , eine Relaxation beziiglich einer Basis des divergenzfreien Unterraums
angeschlossen. Die Basisfunktionen des divergenzfreien-Unterraums lassen sich als eine Li-
nearkombination einiger weniger nodaler Basisfunktionen angeben. Bildet man nun durch
Hinzunahme dieser Basisfunktionen des divergenzfreien Unterraums ein Erzeugendensys-
tem, so kann man das Verfahren von Hiptmair als Gauf-Seidel-Relaxation des erweiterten
Systems auffassen.
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5 Least-Squares-Formulierung fiir
das Signorini-Kontaktproblem

Das der Arbeit zugrundeliegende Problem ist das Signorini-Kontakt Problem aus Abschnitt
3.5. Es werden sowohl die Verschiebungen u als auch die Spannungen o berechnet. Man
geht von den Gleichungen fiir das Gleichgewicht und das Materialverhalten aus der linearen
Elastizitéatstheorie aus:

dive =0,

oc—Ce(u)=0 (5.1)

dabei bezeichnet e(u) = (Vu + Vu’)/2 den Verzerrungstensor und C das lineare Materi-
algesetz

T 14v 1—20

mit dem Elastizitdtsmodul F und der Poissonzahl v. Der Rand des Gebietes Q < R
besteht aus drei Teilen 9 = I'p UI'yUT' . Auf I'p sind Dirichlet-Randbedingungen u = u”
vorgegeben, auf I'y Neumann-Randbedingungen o - n = 0 und Kontaktbedingungen

Ce(u) = -~ (s(u)—i— v (spure(u))I)

n-u—-g<0,
n-(o-n)<0, (5.2)
t-(oc-n)=0

auf I'c. Dabei bezeichnen n und t die normalen bzw. tangentialen Richtungen auf dem
Rand 02 und g steht fiir den Abstand eines Randpunktes von 0f2 zum festen Hindernis,
wie in (3.16) angegeben. Die erste Bedingung in (5.2) garantiert die Nicht-Durchdringung,
die zweite steht fiir die Richtung des Oberflachendrucks, die dritte besagt, dass keine Rei-
bung berticksichtigt wird.

Zusatzlich existiert eine Komplementarititsbedingung, diese besagt, dass auf dem Kontak-
trand I'c entweder n-u — g oder n- (o - n) verschwindet. Anschaulich bedeutet dies, dass
in jedem Punkt, in dem kein Kontakt herrscht, die Zugkraft in normalen Richtung null ist.

Die Verschiebungsnebenbedingungen auf I'p und die Spannungsnebenbedingungen auf I'y
werden direkt in die Approximationsrdume integriert, daher definiert man

HLH(Q)={q€ H'(Q) :q=00onTp}
Hy(div,Q) ={w e H(div,Q):w-n=0onI'y}.
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5 Least-Squares-Formulierung fiir das Signorini-Kontaktproblem

Insgesamt ergibt sich dann, minimiere das quadratische Least-Squares-Funktional
F(u,o) = ||divel|? + [|[CV %0 — C/%e(u)]? (5.3)

unter allen u = u” + @ mit @ € HLH(Q)? und o € Hy(div,Q)¢, welche die linearen
Bedingungen (5.2) und die Komplementarititsbedingung

(n-(o-n),n-u—g)r.=0. (5.4)

erfiillen.

Das entstehende Problem ist, dass die Komplementaritéitsbedingung nicht linear ist. Ohne
diese Bedingung wére das Minimierungsproblem ein quadratisches Funktional und einfach
zu losen. Die Komplementaritatsbedingung kann jedoch nicht einfach ignoriert werden, da
das Problem dann nicht wohlgestellt ware. Daher ergibt sich dann das gewichtete Funktio-
nal:

Fo(u,o) = ||divel|* + HCil/za - Cl/za(u)H2 +(n-u—g,n- (o -n)r.. (5.5)

5.1 Der Finite-Element Ansatz

Fir den Finite-Element Ansatz werden Standard-Elemente vom Polynomgrad & fiir die
Verschiebungen u;, und Raviart-Thomas-Elemente RT}, fiir die Spannungen o, gekoppelt.
Die zugehérigen Finite-Element-Réume werden mit V;, € HL(2)? und X}, C Hy(div, Q)?
bezeichnet. Die Randbedingungen fiir die Verschiebungs- und Spannungskomponenten wer-
den durch entsprechende Fortsetzungen u” € H'(Q)? bzw. o¥ € H(div, Q)¢ festgelegt.

Zur Least-Squares-Formulierung (5.5) ist die zugehorige Bilinearform durch

Au,o;v,7) = (div o, div T)gq + (CV%0 — CY2e(u),C Y21 — CY%e(v))oa
1 1
+ §(n-u,n- (t-n))r, + §(n (0-n),n-v)r,

gegeben.
Desweiteren muss bei der Finite-Element Ausgleichsformulierung beachtet werden, die Kon-
taktbedingungen

0
0, (NB)
0

auf I'c geeignet zu implementieren.

Die Menge der Verschiebungen u; und Spannungen o, die den Kontaktbedingungen ge-
niigen, wird als zulédssige Menge

K ={(vp, o) € Vi, x ), : (NB) erfiillt }
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bezeichnet. Es ist K eine konvexe Teilmenge des Raumes V;, x 3;. Die Finite-Element
Auslgeichsformulierung besteht darin, (u,,0;) € K so zu bestimmen, dass
AW” +up, 0" +opu” +up, 0V +04) — (g0 (6" +04) - n)).

= min _ AW” + vy, 0" + 70" + vy, 0V + 1) = (9.0 (6" +71) -m)),
(vi, Th)EK c

minimal wird. Fiithrt man fiir den Raum V,, x 3, eine Basis ein, kann das Minimierungspro-
blem im R" formuliert werden. Die Basen fiir die Raume V;, und X, werden folgendermafsen
bezeichnet:

Vh = Span{¢lv sy d)nu} )
Yy =span{v, ..., 9, }

Mithilfe der Basisfunktionen kann die Steifigkeitsmatrix

G — <Guu qu> _ ( [A<¢]7 Oa d)i? O)]lﬁi,jﬁnu [A(07 d)ga d)z‘? O)]lgifnu,lﬁjﬁns)
Gsu Giss [A(®;,0;0,%)1<i<n 1<i<n, [A09;50,9)]1<ij<n,

und die Vektoren

oD ([A(uDa 0; &;, 0)]195%)
[A(u”,0;0,%,)|1<i<n, )

N ([A(O, o™ ¢, 0)]1§i§nu>
[A(0,a™;0,9)]i<i<n, )

oC Ol1<i<n,
[{g:n- (0™ + ;) - n)>rc}1§i§ns
aufgestellt werden. Insgesamt fithrt dies auf die Minimierung von
1
éxTGx +xc mitc=c?+cV+c”
fiir x = (x4,%s)7 € R" unter den Nebenbedingungen (NB).

Die Nebenbedingungen lassen sich ebenfalls in Matrix-Schreibweise beziiglich x formulie-
ren:

Ax<b,,
Asnx < bsn ,
AstX = bst
mit
— [n ) ¢J|1]1§2Smu71§]§nu 0 - [g —n- UDlrL]lSZSmu
4, = ( : N b ’ |
Asn - 7bsn = ,
(0 (n- (4 n>|z‘]1i<msn,l<j<n5> ([—n‘ (- n)‘i]1§i§m8n>
0 0

(o ) o= ( )
N0 [t ()| icicmaagi<n, ) T U=t (0N 0)| Jicicmy )
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Bei der Finiten-Element Implementierung werden die Bedingungen (5.2) ersetzt durch
punktweise Bedingungen an den Knoten, welche zu den Kanten auf dem Kontaktbereich
gehoren. Zum Beispiel ergben sich fiir £ = 1 die Nebenbedingungen

(n-uy, —g)|,, <O fiir allez; € V,NT¢,
n- (o, -n)l, <0 fiirallez; € M, NTc, (5.6)
t- (ah-n)|xi =0 fir alle z; € M;,,NT'¢

wobei V), und M, die Menge aller Knoten und Kantenmittelpunkt der Triangulierung 7,
bezeichnen. In diesem Fall ist einfach zu sehen, dass (5.6) und (5.2) dquivalent sind, solange
nur lineare Funktionen auf I'c verwendet werden.

Es handelt sich folglich um ein quadratisches Minimierungsproblem unter affinen Neben-
bedingungen. Dieses Problem kann mit verschiedenen Losungsansétzen behandelt werden.
In diesem Fall wird die Aktive-Mengen-Strategie, wie in 4.3.2 beschrieben, gewé&hlt.

n-u—g=0onl¢cy,
n-(oc-n)=0onTlcy,
t-(oc-n)=0o0nT¢.

Es muss also ein Kontaktbereich I'¢, eine aktive Menge, festgelegt werden. Es ergeben sich
somit die aktiven Mengen I, fiir u, und I, fiir . In der k-ten Iteration der Aktiven-
Mengen-Strategie ist ein quadratisches Minimierungsproblem unter affinen Gleichungsne-
benbedingungen zu l6sen:

Minimiere 1
5 +p) GxY +p) + (x4 p)le
unter allen p € R", welche den Bedingungen

AT, 9P = (1)~ A

u

Asn(Ign)> )p = bsn( ) Asn(IsZ ’:)
Astp bst - Astx(k)

geniigen.

Dabei bezeichnen I8 und I{¥) die Néherungen an die jeweiligen aktiven Indexmengen im k-
ten Schritt. Da bei der Aktiven-Mengen-Strategie nur Indizes in 1 und 1 aufgenommen
werden, fiir die die entsprechende Nebenbedingung von z*) aktiv ist, sind die Bedingungen
homogen und die Nebenbedingungen vereinfachen sich zu

A,(IW p=0,
Asn(Is(Z)a )P =0 )
Astp =0.
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Dann ergibt sich aus den KKT-Bedingungen fiir dieses Minimierungsproblem folgendes
Gleichungssystem:

G A I T A (1) )T AT [/ p —c— Gx®
A (LD ) 0 0 0 A | 0
A (I, 0 0 0 || x| 0
At 0 0 0 Ast 0

Fasst man die Nebenbedingungen zu einer Matrix A zusammen, kann man abkiirzend

schreiben:
G AT\ (p\ [—c—GxW
A 0 A 0 '

5.2 Approximationsgiite

In diesem Abschnitt ist es das Ziel, ausgehend von den Abschétzungen fiir die einzelnen
Finite-Elmente-Ansétze, eine Abschitzung der Approximation fiir das Problem zu finden.

Lemma 5.1 : Fiir jede Kante F der Triangulierung 7;, bezeichne Q, die orthogonale
Projektion in die Polynome vom Grad k£ — 1. Dann gilt fiir den Interpolationsoperator Ry,
der Raviart-Thomas-Elemente

n-(Rpo-n)=9Qu(n- (o n))

Beweis: Der Interpolationsoperators der Raviart-Thomas-Elemente, eingeschrankt
auf eine Kante F, stimmt aufgrund der Konstruktion mit der lokalen L?(E) ortho-
gonalen Projektion @ in die Polynome vom Grad k — 1 iiber ein. Daher gilt:

Rpo-n= Qo -n),

hier ist die L?(E) Projektion Q; komponentenweise gemeint fiir o - n. Die Definition
von Q, fiithrt auf
(Qn(o-n),w)p = (o -n,w)g

fiir alle Polynome w vom Grad k— 1(komponentenweise). Wéhlt man w = wn, wobei
w ein skalares Polynom vom Grad k — 1 ist, so erhélt man
(Qn(o-n),wn)p = (o -n,wn)g
und damit
(n-(Qn(e-m)),w)p=(n-(¢-n)wp.

Dies bedeutet, dass n - (Qp,(o - n)) iibereinstimmt mit der skalaren L?(E) orthogonalen
Projektion Qj von n - (o - n). O
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Der zusétzliche Randterm in (5.5) kann daher folgendermafen abgeschétzt werden:

(n-Zpyu—g,n- (Rpo -n)))r. = (Zp(n-u) — g, Qn(n- (0 -n)))r.

(T u—g), Q- (@ 0o +{Tog — 0, Qaln - (o W D

Lemma 5.2 : Angenommen es existiert eine exakte Losung von (5.1), unter den NB (5.2),
(5.4) derart, dass es nur eine endliche Anzahl von Kanten gibt, an denen I'cy und I'c g
aneinander grenzen. Dann gilt fiir k = 1,2,

(n-Zpu—g,n- (Ryo -n))r.

2k (5.8)
< Crh™ (I u = gllyzenre + llgllzere) 0 (0 n)ll-1/z4nre -
Beweis: Fiir den ersten Term auf der rechten Seite in (5.7) gilt:
(Zn(n-u—yg),Qu(n (o -m)))r. = > (Zn(n-u—g),Qn- (0 n))p,

EﬂFcyd;«é(B,EﬁFc,S;ﬁ@

wobei, wie schon erwédhnt, nur eine endliche Anzahl von Kanten in dieser Summe
auftauchen. Mit der Annahme p = n-u— g und ¢ = n- (o - n) kénnen wir jeden
Kantenterm einzeln betrachten (Z,p, Qnq)g. Es bezeichne &, den Kantenmittelpunkt
und &; und & die Eckpunkte einer Kante F, insbesondere diese die in I'c 4 und I'c s
enthalten sind. Aufgrund der Tatsache, dass der Integrant ein Polynom vom Grad 3
darstellt, bekommt man:

(Znp, Qna)E = /(Ihp)(QhQ> ds

E

- e (@) €)(@u)(E) + ST e Qa6 )

dabei wird die Tatsache, dass (Z,p)(&q) = 0 ist, ausgenutzt
Im Fall k =1 (Qpq konstant),

(0n0) (&) = (Qua) (&) = % /E 4(6) de |

dies fiihrt auf
1
6

2

B Quade = (@) + 5T [ at©) de =506 [ atorae.

Fir £ = 2 (Qnq linear) erhélt man
(@ua)(&) = 5 [ al6)de . §(Qu(&) — (Qu)é) = 7 [ al6)le — o) e,

hi T hy
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5.2 Approximationsgiite

und das bedeutet

@ Quae = (ot + 3p(e)) [ at@a vt [ atone - ae.

Allgemeinen bedeutet dies:

(Tap, Qe < 2500 [p(6) [E 19(6)] d (5.9)

Dadurch, dass p in der Umgebung von &; verschwindet, erhélt man:

I3 13
1 -] [ 7o | < [t n < 1o

fiir alle £ € E, if p € H'(F). Gleichermafen gilt, wenn p € H*(E),

9] < h|p" o,

)] < h ( / ||p"r|0E) B s

Allgemeiner, wenn p € H'(E),

und daher

[
)] < hi P o,

In gleicher Weise impliziert die Tatsache, dass ¢ in einer Umgebung von & verschwin-

det:
/ q(&)
ss

wenn ¢ € H'(E) und allgememer, wenn q € H'(E),

/ (&)1 dé < gV o
E

Die erwiinschte Abschéatzung

n) dn| dg < B3||q o

suplp(€)| [ 101 d < CHEplass.lal-ojzrne (5.10)
E

fiir £ = 1,2 folgt aus der Interpolation zwischen den Sobolev-Raumen. Kombiniert
man (5.10) mit (5.9) bekommt man letztlich

(Zn(n-u—g), Q- (o -n))r, <Crhf|n-u—glliprreln: (o n)|-1/omre

fiir den ersten Term in (5.7). Den zweiten Term in (5.7) kann man schreiben als:

(Tng — 9,9 = /E K1(€) (99nq)" (&) d&
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5 Least-Squares-Formulierung fiir das Signorini-Kontaktproblem

oder

(Tng — 9, Qna)E = /E K3(8) (9Qnq) ™ (&) dé¢

fiir £ = 1, 2. Dabei bezeichnen K7 und K3 den Peano Kern der Trapez und der Simpson
Quadraturformel Es sind (Z,9)(Qpq) Polynome vom Grad 1 und 3, inbesondere im Fall
=1 und k = 2. Fiir £ = 1 erhélt man direkt

(Tug — 9, Ona) i < / K1(9)] (9Qna)"(6)] de
E
1
< 51 [ 1901 1uale)] de
FE
1 1
< 30" lo2ll Quallos < Shlollellallos

wobei man ausnutzt, dass Qpq konstant ist auf E. Nutzt man fiir £k = 2 die Tatsache,
dass Qpq linear ist auf E, erhilt man

(Tog — 9, Qua)is < /E K(6)] 1(9Q0a) ()] de

1 " ’
< ot [ (9901 12u(©)] + 4" 1(Qua ) de
E
1 " ’
< @h% (190, 11Qnallo.z + 19" o,z 1(Cna) llo.5)
C
< eglblolla llalle

Die letzte der oben auftretenden Ungleichungen folgt aus der H!-Stabilitéit der lokalen
L?-Projektion Q,, dies bedeutet, es existiert eine Konstante C; derart, dass gilt:

|th|1,E < C’1|q|17E for all q € HI(E) .

Theorem 5.3 : Sei (u,0) € HY(Q)? x H(div,Q)? die exakte Losung des Kontaktpro-
blems, welche (5.1) unter den Nebenbedingungen (5.2) und (5.4) geniigt. Desweiteren sei
(up, o) € (P +Uy,) x X, die Finite-Element Approximation, welche das Least-Squares-
Funktional (5.5) minimiert unter den Nebenbedingungen (5.2). Dabei werden die in diesem
Abschnitt vorgestellten Finite-Element-Radume vom Grad k genutzt. Dann gilt, wenn das
Problem ausreichend regulér ist, so dass die rechte Seite existiert:

le (u—w)|[+|div (6 — )| + lo — o4
< Chk (|u|k+17g+ |d1V 0‘|k’Q+ ’0’|k,Q (5.11)

0w —glliyzsnre + l9llrre + [0 (o n)||-1/245r0)
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5.3 Nullraum-Methode

Beweis: Fiir das Least-Squares-Funktional gilt:
Fo(up,04) > Crll|(a —up, 0 — a)][|? (5.12)
und
Folan, o) <2||[(u — w0 — a3)|[[* + (0w, — g,n - (o - n))r,, (5.13)

mit der Norm auf H'(Q)? x H(div, Q)%

. a 1/2
1l(w, @)l = (IIC"*e(@)|]* + |div &||* + [|IC™?a||*) .

Fiir den Beweis dieser Abschétzung sei auf [ACS09| verwiesen.
Aus (5.12) und (5.13) folgt:

le (w—w,)|* + ||div (6 — &) ||* + [|lo — oul* < CrFe(uy, 04) < CiFe(Tnu, Ryo)
< Cy (le (w = Zpu)|]? + ||div (60 — Ryo)||* + |lo — Ruo|?
+(n-Zpu—g,n- (Ryo -n))r.) .

Kombiniert man dies mit (4.16), (4.17) und (5.8) erhélt man (5.11).

5.3 Nullraum-Methode

Wihlt man die oben vorgestellte Finite-Element-Ausgleichformulierung entsteht das Pro-
blem, dass die Steifigkeitsmatrix G nicht positiv definit ist. Dies ist sehr entscheidend
bei der Wahl der Losungsstrategien und der Vorkonditionierer. Daher wird die Nullraum-
Methode, wie in 4.3.3 beschrieben, auf das Problem angewendet, um eine positiv definite
Matrix ZTGZ zu erhalten.

Von jeder Niherungslosung wird gefordert, dass die Nebenbedingungen Ap = 0 erfiillt
werden. Es wird eine Matrix Z gesucht, deren Spalten eine Basis des Nullraums von A
bilden.

Bei dem betrachteten Signorini-Kontaktproblem ist die Konstruktion einer solchen Matrix
sehr einfach. Fiir die Erfiillung der Nebenbedingungen ist nur der Kontaktbereich I'¢ re-
levant, daher ist der Eintrag fiir jeden Freiheitsgrad, der nicht auf dem Kontaktrand liegt,
der Einheitsvektor. Bei Freiheitsgraden auf dem Kontaktrand muss unterschieden werden,
ob die zugehorige Nebenbedingung in der aktuellen Indexmenge I oder I{¥) enthalten ist
oder nicht. Ist die Nebenbedingung nicht enthalten, wird wieder der Einheitsvektor einge-
tragen. Fiir die Nebenbedingungen aus den Indexmengen lassen sich die Spalten fiir Z aus
den jeweiligen Werten in A bestimmen.

Das Problem geht dann iiber in

7'GZq = -Z"(c + GxM).
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5 Least-Squares-Formulierung fiir das Signorini-Kontaktproblem

Die Matrix ZTGZ ist positiv definit, zumindest wenn man die Indexmengen L(Lk) und IS(Z)
geniigend grofs wahlt. Daher ist es sinnvoll die Indexmengen eher zu iiberschétzen als zu
unterschitzen.

Die Lagrange-Multiplikatoren konnen dann im Nachhinein berechnet werden

AATA = —A(c + G(x® +p))

Die Matrix AT A ist nichtsingulir, da die Zeilen von A den Nebenbedingungen entsprechen
und diese sind linear unabhéngig.

5.4 Vorkonditionierung

Es bieten sich verschiedene Vorkonditionierer fiir Z7GZ an. Es werden matrix-orientierte
Vorkonditionierer wie Gaufs-Seidel oder die unvollstdndige Cholesky Zerlegung betrach-
tet. Und auf der anderen Seite Vorkonditionierer, die auf der Finite-Element-Struktur der
Matrix G beruhen, wie der Vorkonditionierer von Hiptmair. Die matrix-orientierten Vor-
konditionierer sind intuitiv zu implementieren, daher wird nur auf den Vorkonditionierer
nach Hiptmair naher eingegangen.

5.4.1 Hiptmair-Vorkonditionierer

Viele Vorkonditionierer, die die Struktur der verwendeten Finite-Element-Raume nut-
zen, werden durch eine Erweiterung der zugrundeliegenden Basis aus Finite-Element-
Ansatzfunktionen definiert. Der Finite-Element-Raum wird somit {iber ein Erzeugenden-
system dargestellt, in dem die Darstellung nicht mehr eindeutig ist. Dementsprechend fiihrt
die Variationsformulierung auf ein singuldres Gleichungssystem, welches aber konsistent ist,
es besitzt also unendlich viele Losungen. Die Interpretation von Vorkonditionierern auf der
Grundlage von Erzeugendensystemen erweiterter Finite-Element-Basisfunktionen wird bei
[Gri94] speziell fir Multilevel-Vorkonditionierer ausfiihrlich beschrieben.

In diese Klasse fillt auch die von Hiptmair vorgeschlagene erweiterte Relaxation fiir die
Raviart-Thomas-Elemente und andere H (div)-konforme Elemente, wie in Abschnitt 4.4.2.1
beschrieben.

Im Folgenden wird die Kombination der Nullraum-Methode mit der erweiterten Darstel-
lung des Erzeugendensystems fiir das Signorini-Kontakt Problem dargestellt. Dabei sei
der Ansatzraum fiir die Spannungen ¥, durch Raviart-Thomas-Elemente der niedrigsten
Ordnung gegeben. Die erweiterte Darstellung ist dann gegeben durch

2h = Spa’n{’lpl? s 7¢nsa¢17 cee J¢ﬁs} )
wobei {pi, 1 =1,...,n, die Basisfunktionen fiir den divergenzfreien Unterraum

) ={o, €%, :dive, =0}

66



5.4 Vorkonditionierung

bezeichnen.

Im speziellen Fall des Signorini-Problems und Raviart-Thomas-Elementen als Ansatzfunk-
tionen, handelt es sich dabei (fiir beide Zeilen des Spannungstensors) um wirbelférmige
Anordnungen, die jeweils aus einer Linearkombination von Basisfunktionen aller an einem
Eckpunkt der Triangulierung angrenzenden Kanten bestehen, wie in Abbildung 5.1 darge-
stellt.

Es ergibt sich dann beziiglich des Erzeugendensystems die erweiterte Matrix

Abbildung 5.1: Divergenzfreie Funktionen

Gy GT
Ge — N uu ~ Su
<Gsu Gss)

mit

Das Prinzip der Aktiven-Mengen-Strategie lédsst sich auf das erweiterte System tibertragen.
Dann ist in jdem Schritt zu minimieren

1
5((Xe)(k) +p9) G ((x)* +p) + ((x)® + p) e’
unter allen p¢ € R" (2 = ny, + ng + 1), welche den Bedingungen
AZ(LS’“), :)pe =0,
Ain([s(rl?7 :)pe =0 )

Asp© =0
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5 Least-Squares-Formulierung fiir das Signorini-Kontaktproblem

geniigen muss. Dabei sind die erweiterten Nebenbedingungsmatrizen durch

A — [0 ¢,] icicmii<jzn, 0 0
v 0 0 0/’

0 0 0
0 [ (¢ n)| i<icmani<j<n, [0 (%, - 0)| Ji<icmoni<i<in |

)

" 0 0 0
N0 6 (¢ 0) ] icicmansin, [t (@) 0)| hi<icm.a<i<n,

)

gegeben.
Zur Implementierung der Nullraum-Methode muss eine erweiterte Nullraum-Matrix aufge-
stellt werden. Es bietet sich der Ansatz

. Z 0
Z_(OZ)

an. Die Konstruktion entsprechender Spalten der Matrix Z funktioniert problemlos, wenn
mindestens eine Kante, auf der die zugehdrige Basisfunktion 4, nicht verschwindet, zu

10 gehort. Dann verschwinden auf dieser Kante sowohl die Tangential- als auch die Nor-
malkomponente von 1p; - n und die entsprechende Spalte ist einfach aus Z zu streichen.

Problematischer ist der Fall, wenn beide Randkanten aus dem Tréger von 1?) ; nicht zu I, s(lnC)
gehoren.

Abbildung 5.2: Divergenzfreie Funktionen am Rand

Es werden mit £ und E°“ diejenigen Randkanten bezeichnet, an denen die ,Wirbel-
Basisfunktionen* 1le und zAij (fiir beide Spannungskomponeneten) in das Gebiet hinein
bzw. aus dem Gebiet heraus zeigen. Die entsprechenden Normalenvektoren seien mit n*”
und n° bezeichnet. Desweiteren sei n = (ny,ny) eine ,mittlere Normalenrichtung, die
zum Beispiel durch

out ) n 1 )
6°"" = arctan (%) , 0" = arctan (n?n) , 0=—(0"""+60"), n=(cosb,sinb).
ng nj 2

definiert werden kann. Um eine Basis des Nullraums aufzustellen, benétigt man fiir je-
den Knoten j, deren beide Kanten angrenzenden Kanten nicht in 1% enthalten ist, eine
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5.4 Vorkonditionierung

Basisfunktion fiir beide Spannungskomponenten. Diese Basisfunktion muss der Nebenbe-
dingungen t™ - (o - n™) = 0 auf £ sowie t°* - (o - n°*) = 0 auf E° geniigen.
Die erweiterte Nullraum-Matrix ist dann von der Gestalt

e_ZO
Z—(wz>

Das positiv semidefinite lineare Gleichungssystem lautet diesbeziiglich
(Z6>TGeze e _ _(Ze)T(ce + Gex(k)) )

Auf dieses lineare Gleichungssystem lésst sich das CG-Verfahren unter Einastz eines positiv
definiten Vorkonditionierers anwenden.
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6 Numerische Ergebnisse

6.1 Hertzsches-Kontakt-Problem

Es wird der elastische, reibungslose Kontakt eines Halbkreises mit einer nicht durchdring-
baren Fliche betrachtet. Diese Flache ist durch die x;-Achse gegeben. Der Halbkreis hat
den Mittelpunkt (0,0.4) mit dem Radius 0.4. Das Material des Halbkreises sei homo-
gen und isotrop mit dem Elastizititsmodul £ = 270269N/mm? und der Querkontraktion
v = 0.248. Auf dem Dirichletrand T'p = {(x1,22) : =04 < 21 < 0.4, = 0.4} ist eine
Verschiebung up = —0.005 auf I'p gegeben. Auf dem moglichen Kontaktrand gelten die
Bedigungen (3.20). Das kontinuierliche Problem wird mit linearen Standard-Elemente fiir
die Verschiebungen u und Raviart-Thomas-Elementen RT; fiir die Spannungen o diskre-
tisiert. In Abbildung 6.1 ist die Triangulierung des Gebietes fiir A = 0.1 zu sehen.

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

-0.1f : : : : : : : ]
-04 -03 -02 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Abbildung 6.1: Hertzsches-Kontakt-Problem
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6 Numerische Ergebnisse

6.2 Ergebnisse fiir das Hertz-Kontakt-Problem

Im Folgenden werden die numerischen Ergebnisse des in Matlab implementierten Pro-
grammes dargestellt. Dabei liegt immer das im vorherigen Abschnitt vorgestelle Hertz’sche
Kontaktproblem zugrunde.

Zunéchst einmal wird das Gebiet trianguliert, dann wird die Steifigkeitsmatrix aufgestellt,
dabei werden die Verschiebungen u durch lineare Standard-Elemente und die Spannun-
gen o durch Raviart-Thomas-Elemente erster Ordnung approximiert. Es wurde in Mat-
lab eine Aktive-Mengen-Strategie umgesetzt. Die innerhalb der Aktiven-Mengen-Strategie
entstehenden Systeme werden mit der von Matlab bereitgestellten Funktion fiir das PCG-
Verfahren gelost. Dabei wird als Toleranz immer 10~ gewiihlt.

Im Folgenden werden zunéchst die Ergebnisse fiir die einzelnen Vorkonditionerer vorge-
stellt. Dabei sind die Ergebnisse auf die Splitting assoziierten Vorkonditionierer und die
Basiserweiterung von Hiptmair beschrénkt. Die unvollstdndige Cholesky-Zerlegung als Vor-
konditionierer hat sich, gerade auf feineren Gittern, als sehr empfindlich gegeniiber der
Abweichung von der kompletten Zerlegung erwiesen. Daher konnen fiir diesen Vorkondi-
tionierer keine Ergebnisse prasentiert werden.

Zusammenfassend werden dann die Ergebnisse der einzelnen Vorkonditionierer verglichen.

Alle Vorkonditionierer werden auf verschieden feinen Triangulierungen angewendet, diese
sind in den Abbildungen 6.2 - 6.6 zu sehen.

Abbildung 6.2: Triangulierung h = 0.2
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Abbildung 6.3: Triangulierung A = 0.1

Abbildung 6.4: Triangulierung h = 0.05

73



6 Numerische Ergebnisse

K
I 1%
%
I
2N/
m_m_v
A

Wi

A

</ NAT
ORES
YAV
SN SAA
SO
£ =
SVAYA.%
)\ Y
/_V\r/\/»,_w,v\s

s,

T
A \
K A\Wﬂw

I/
SORT

N
YA

NN/
ISAN
RN/
IVAVAYA,
RN/
A_wu@wm,ﬂ\_vm_
ORI
QN

/N

N

SN
AT \/0\
D

ININIES
N

%

VioV%
Al
SRPE
V% e
AVE
RIND

Ve
NI
A
v

<l

| >
Y7

4

1%

[

L,,M_m_é.,«»

)

|
IR
PEERIN,
A
NN/
AN/

>

>

I,
N

, A
A%

YA

4’@/
S
ﬂ@»ﬂ A

AN

N 4\7/4\7/
ANk
Y.

D YA
SRRINNDS
S
VorAY,
AAX
A
OAK
SN
A
QAR
>

A

h =0.025

ierung

Triangul

Abbildung 6.5

AV

D

DS
VS

m
4

N

227

Triangulierung h = 0.0125

Abbildung 6.6

74



6.2 Ergebnisse fiir das Hertz-Kontakt-Problem

6.2.1 Splitting assoziierte Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse fiir Splitting assoziierte Vorkonditionierer vorge-
stellt. Es wird das Jacobi- und das Gauk-Seidel-Verfahren als Vorkonditionierer verwendet.
Das Verfahren konvergiert fiir beide Vorkonditionierer und im Laufe des Verfahrens wird
das Funktional F¢(up, o) kontinuierlich verringert. In Tabelle 6.1 werden auf den unter-
schiedlich feinen Gittern die Anzahl der Freiheitsgrade, der Wert des Funktionals am Ende
des Algorithmus’ und die Anzahl der aktiven Indizes verglichen.

Aus der Tabelle ist zu erkennen, dass sich der Wert des Funktionals Fe(uy, o) auf den

‘ h ‘ dim U, dim X, ‘ Fo(up, o) ‘ #Ia(uy) #la(on) ‘
| 0.2 | 24 72 | 413714 e-5 | 1 8 |
| 0.1 | 102 306 | 2.22561 e-5 | 1 14 |
005 | 334 1010 | 7.20265 e-6 | 1 26 |
0025 | 1366 4122 | 2.19026 e-6 | 3 48 |
| 0.0125 | 5598 16842 | 5.88697 -7 | 5 98 |
| 0.00625 | 22284 66956 | 1.73242 -7 | 11 192 |

Tabelle 6.1: Ergebnisse fiir den Gauf-Seidel Vorkonditionierer

feineren Gittern immer weiter minimiert. Es ist jedoch auch zu erkennen, dass die Anzahl
der Freiheitsgrade sehr stark ansteigt.

Die Abbildungen 6.7 - 6.12 zeigen die Verteilung des Least-Squares Funktionals iiber dem
gegebenen Gebiet. In den Abbildungen ist die farbige Skala beziiglich des 10er Logarithmus
angegeben. Die Abbildungen zeigen, dass der kritische Bereich, also der Bereich in dem das
Funktional am grofsten ist, der Kontaktbereich ist.
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-5.2
-5.4
-5.6
-5.8
-6

-6.2
-6.4
-6.6
-6.8

Abbildung 6.7: Least-Squares Funktional logl0 auf h = 0.2

Abbildung 6.8: Least-Squares Funktional log10 auf h = 0.1
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6.2 Ergebnisse fiir das Hertz-Kontakt-Problem

Abbildung 6.9: Least-Squares Funktional log10 auf h = 0.05

Abbildung 6.10: Least-Squares Funktional logl0 auf A = 0.025
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6 Numerische Ergebnisse

Abbildung 6.11: Least-Squares Funktional logl0 auf h = 0.0125

Abbildung 6.12: Least-Squares Funktional logl0 auf h = 0.00625
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6.2 Ergebnisse fiir das Hertz-Kontakt-Problem

6.2.2 Erweitertes System nach Hiptmair

In diesem Teil werden die Ergebnisse fiir die Vorkonditionierung geméafs Hiptmair darge-
stellt. Dabei wird wie im vorherigen Kapitel beschrieben eine Basiserweiterung vorgenom-
men. Es wird die erweiterte Steifigkeitsmatrix aufgestellt, diese wird dann mithilfe der
Nullraum-Methode transformiert, dass eine positiv definite Matrix entsteht. Dem PCG-
Vefahren wird die transformierte erweiterte Steifigkeitsmatrix iibergeben, die Toleranz wird
dann weiterhin mit 10~® angegeben. Da die Matlab-Funktion fiir das vorkonditionierte
CG-Verfahren genutzt wird, wird das erweiterte System dann noch mit der Jacobi- oder
Gaufs-Seidel Methode vorkonditioniert.

In Tabelle 6.2 sind die Ergebnisse fiir das erweiterte Symstem mit Gauf-Seidel Vorkondi-
tionierer zu sehen. Fir die jeweiligen Triangulierungen wird der Wert des Least-Squares
Funktional F¢(uy, o) und die Anzahl der aktiven Indizes zum Ende der Iterationen dar-
gestellt.

In den Abbildungen 6.13-6.17 ist die Verteilung der Spannungen iiber dem gesamten Gebiet

| h | dim U, dim 2y, | Fo(up,0h) | #1a(w)  #1a(oy) |
| 0.2 | 24 72 | 413714 -5 | 1 8 |
| 0.1 102 306 | 2.22561 e-5 | 1 14 |
005 | 334 1010 | 7.20265 e-6 | 1 26 |
0025 | 1366 4122 | 2.19026 e-6 | 3 48 |
| 0.0125 | 5598 16842 | 5.88697 -7 | 5 98 |
| 0.00625 | 22284 66956 | 1.73242 -7 | 11 192 |

Tabelle 6.2: Ergebnisse des erweiterten Systems mit Gauf-Seidel Vorkonditionierer

dargestellt. Es wird der Betrag, bzgl der Frobenius-Norm, der Spannungen jeweils in den
Dreiecksmittelpunkten dargestellt. Es ist insbesondere bei den feineren Triangulierungen
zu sehen, dass die Spannungen im Kontaktbereich am grofsten sind. Dies ist auch zu erwar-
ten, da der Korper mit dem Hindernis in Kontakt ist und dadurch Spannungen entstehen.
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0.018
0.016
0.014
0.012
0.01

0.006

0.004

Abbildung 6.13: Spannungsverteilung auf Gitter h = 0.2

0.04
0.035

0.03

0.025

0.02
0.015
0.01

a

0.005

Abbildung 6.14: Spannungsverteilung auf Gitter h = 0.1
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0.07
0.06
10.05
10.04

10.03

0.02

0.01

Abbildung 6.15: Spannungsverteilung auf Gitter h = 0.05

0.12
0.1
10.08

10.06

10.04

0.02

Abbildung 6.16: Spannungsverteilung auf Gitter h = 0.025
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10.08

10.06

Abbildung 6.17: Spannungsverteilung auf Gitter A = 0.0125

6.2.3 Vergleich der unterschiedlichen Vorkonditionierer

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der in den beiden vorherigen Abschnitten vorge-
stellten Vorkonditionierer miteinander verglichen. Die Verteilung des Funktionals und der
Spannungen iiber dem Gebiet ist bei allen Vorkonditionierern gleich. Man erhélt also mit
den verschiedenen Vorkonditionierern die gleichen Werte fiir das Least-Squares-Funktional.
Daher wird beim Vergleich nur auf die Anzahl der CG-Schritte und damit auf die Geschwin-
digkeit des Algorithmus’ geachtet.

In den folgenden Tabellen ist die Anzahl der CG-Iterationsschritte zur jeweiligen Reduktion
des Residuums um den Fakotr 107® aufgelistet.
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6.2 Ergebnisse fiir das Hertz-Kontakt-Problem

‘ h ‘ Originalsystem ‘ erweitertes System ‘

|02 |96 | 51

0.1 | 326/408 | 123/169 |

| 0.05 | 607/782 | 214/327

| 0.025 | 1024/1604/1035/1033 | 442/713/652/633 |
|

| 0.0125 | 2185/3070/1931/1921/1948/1738 | 819,/1442/1308/1278/1280,/1271

Tabelle 6.3: CG-Schritte bei Jacobi Vorkonditionierer

‘ h ‘ Originalsystem ‘ erweitertes System ‘
| 0.2 | 58 | 21 |
| 0.1 | 161/211 | 44/60 |
| 0.05 | 285/378 | 77/113

| 0.025 | 534/754/462/437 | 153/244/221/215 |
| 0.0125 | 879/1195/716/669/668/671 | 299/475/438/431/352/426

0.00625 | 1676/2481/1161,/1200/1161/1167/ | 582/957/856/838 /856859
1162/1200/1164,/1202/1201/1201 | 684/677/675/833/825/831

Tabelle 6.4: CG-Schritte bei Gauft-Seidel Vorkonditionierer

Die Tabellen 6.3 und 6.4 vergleichen die Anzahl der CG-Schritte fiir das Originalsystem
und das erweiterte System. Das Originalsystem beinhaltet dabei nur die Basisfunktionen
der Standard- und der Raviart-Thomas-Elemente. Das erweiterte System ist durch die Ba-
siserweiterung um die divergenz-freien Funktionen gegeben. Beide Systeme wurden durch
die Nulraum-Methode transformiert, damit ein positiv definites System gegeben ist.

Es ist klar zu sehen, dass der Ubergang zum erweiterten System eine deutliche Reduktion
der Interationschritte liefert. Da die Verringerung der CG-Schritte sehr hoch ist, gleicht es
die leichte Erhohung der Dimension des System klar aus.

Fiir den Jacobi-Vorkonditionierer sind in Tabelle 6.3 fiir die Triangulierung h = 0.00625
keine Ergebnisse mehr angegeben. Beim Vergleich mit der Tabelle 6.4 fallt auf, dass die
Erweiterung des System zwar eine Verbesserung liefert, diese aber im Bereich des Gauf-
Seidel-Vorkonditionierers fiir das Originalsystem liegt.

Es ist also leicht ersichtlich, dass das erweiterte System mit Gaufs-Seidel-Vorkonditionierer
am effizientesten ist. Durch einen geringen Mehraufwand lésst sich eine erhebliche Reduk-
tion der CG-Schritte erreichen.
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6.3 Fazit

Es ist erkennbar, dass das erweiterte System eine wesentliche Reduktion der Iterations-
schritte bewirkt. Die Anzahl der CG-Schritte wéachst allerdings noch immer proportional zu
1/h. Eine gleichméfige Konvergenz beziiglich der Feinheit der Triangulierung lésst sich mit
Multilevel-Verfahren erreichen. Um diese realisieren zu konnen, muss die Losung des groben
Gitters auf das feine Gitter transformiert werden, um diese als Startndherung verwenden
zu konnen. Dafiir miissen Interpolationsoperatoren sowohl fiir die Standard-Elemente als
auch fiir die Raviart-Thomas-Elemente geschrieben werden. Dabei ist es notwendig die
Nebenbedingungen zu beriicksichtigen, es ist als nicht moglich auf Standardoperatoren zu-
riick zu greifen. Zeitlich war es aber nicht moglich diese Erweiterungen im Rahmen dieser
Arbeit zu realisieren. Daher wiirde es ausreichen nur diesen Bereich zu verfeinern.
Sicherlich wére es auch sinnvoll bei einer Erweiterung auf Multilevel-Verfahren das Gitter
adaptiv zu verfeinern, da die Ergebnisse zeigen, dass das Funktional im Kontatkbereich
am groften ist.

Im Rahmen dieser Arbeit ist es gelungen ein effizientes Verfahren zu implementieren. Es
wurde eine Aktive-Mengen-Strategie realisiert, in welcher die auftretenden KKT-Systeme
mit dem von Matlab vorgegebnem PCG-Verfahren gelost werden. Die Anwendung der Idee
von Hiptmair als Vorkonditionierer hat das Verfahren wesentlich effizienter gemacht.
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