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ZusammenfassungGegenstand dieser Arbeit ist die probabilistishe Analyse zweier Algorithmen,die jeweils aus einer Folge von Daten einen binären Baum erzeugen. Dies sindder digital searh tree- und der binary searh tree-Algorithmus. Durh dieVerwendung zufälliger Daten erhalten wir zufällige binäre Bäume.Nahdem wir in Kapitel 1 eine Einführung der grundlegenden Begri�e undKonzepte geben, untersuhen wir in Kapitel 2 zunähst das asymptotisheVerhalten der Pfadlänge im digital searh tree. Es stellt sih heraus, dass kei-ne Verteilungskonvergenz vorliegt; jedoh kann eine Familie von Verteilungengefunden werden, der sih die untersuhte Gröÿe entlang von Teilfolgen asym-ptotish nähert.In Kapitel 3 verwenden wir statistishe Methoden, um aus einzelnen Merkma-len eines vorgegebenen Baumes Aufshluss zu erhalten auf seine Gesamtgröÿeoder auh, von welhem Algorithmus er erzeugt wurde. Man erkennt, dass auf-grund der rekursiven Struktur vershiedener Verteilungsfamilien auf binärenBäumen das in Kapitel 4 weiter untersuhte Teilbaumgröÿenpro�l eine suf-�ziente Statistik für die Gesamtheit dieser Familien darstellt. Möhte manzwishen BST- und DST-Algorithmus untersheiden, stellt sih heraus, dassdie interne Pfadlänge bereits alle relevante Information hierfür enthält.Kapitel 4 widmet sih dann dem Teilbaumgröÿenpro�l und insbesondere des-sen Asymptotik. Im Gegensatz zum konventionellen Knotenpro�l betrahtenwir die Anzahl von Knoten im Baum, deren Teilbaum eine bestimmte Gröÿebesitzt. Dies erleihtert insbesondere den rekursiven Zugang zur stohastishenStruktur der vorgegebenen Bäume. Mit Hilfe der Kontraktionsmethode wei-sen wir für die Verteilung der Anzahl kleiner Teilbäume asymptotish einemehrdimensionale Normalverteilung nah. Die groÿen Knoten fassen wir zu�Eisbergen� zusammen und erhalten je nah Baumtyp vershiedene Grenzpro-zesse. Das allgemeine Resultat wird auf vershiedene Verteilungsfamilien aufbinären Bäumen angewandt und sogar auf die niht-binäre Baumstruktur desRandom Reursive Tree übertragen.Shlagwörter: Verteilungskonvergenz, Teilbaumgröÿenpro�l, Kontraktionsme-thode iii





AbstratThis dissertation deals with the probabilisti analysis of two spei� algo-rithms, eah of whih onstruts a binary tree out of a given sequene of data.These are the digital searh tree and the binary searh tree algorithm. Sinewe onsider random input the trees are also random.After the introdution of basi notions and onepts in Chapter 1 we investi-gate in Chapter 2 the asymptoti behaviour of the pathlength in a digital searhtree. It turns out that there is no weak onvergene. Instead we introdue afamily of probability measures whih approximates the distribution of interestasymptotially along subsequenes.In Chapter 3 we make use of statistial methods to estimate the total size or totest hypotheses regarding the type of algorithm from a single quantity derivedfrom the given tree. It turns out, that the subtree size pro�le is su�ientfor the whole family of reursively strutured distributions on binary trees.For example, if we have to distinguish between a binary searh tree and adigital searh tree, the pathlength of the given tree will already ontain all theinformation needed.Chapter 4 then deals with the subtree size pro�le and in partiular with theorresponding asymptotis. In ontrast to the well-known node pro�le the sub-tree size pro�le ounts the number of nodes in a tree whih are root to a subtreeof a ertain size. This failitates the reursive analysis of the stohasti stru-ture of the given trees. Using the ontration method we prove asymptotimultivariate normality for the subtrees with a small size. The large subtreesare umulated to �iebergs� for whih we obtain di�erent limit proesses de-pending on the type of tree. The result is of some generality and is then appliedto di�erent distribution families on binary trees. We arry this over even tothe non-binary struture of random reursive trees.Keywords: onvergene in distribution, subtree size pro�le, ontration me-thod
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1 EinführungNihtlineare Datenstrukturen sind aus der modernen Informatik niht mehrwegzudenken. Darunter fallen gerihtete und ungerihtete Graphen ebenso wiebinäre und gewöhnlihe Bäume. Knuth shreibt in [Knu97, S. 308℄ dazu, Baum-strukturen seien�the most important nonlinear strutures that arise in omputeralgorithms.�Thema dieser Arbeit ist die Analyse bestimmter stohastisher Strukturenauf binären Bäumen. Wir geben zunähst Knuths rekursive De�nition einesbinären Baumes an:Ein binärer Baum ist eine endlihe Menge von Knoten, die entweder leer istoder aus einer Wurzel und zwei disjunkten binären Bäumen besteht, die wirden linken und rehten Teilbaum nennen (vgl. [Knu97℄, S. 312). Ist t ein binärerBaum, so shreiben wir L(t) für den linken, R(t) für den rehten Teilbaum.Aufgrund der Tatsahe, dass ein Knoten eines binären Baumes immer zweiTeilbäume besitzt (die leer sein können), kann man den Rand �t eines binärenBaumes t de�nieren. An jeder Stelle, an der ein leerer binärer Baum als lin-ker oder rehter Teilbaum eines Knotens auftritt, hängen wir einen externenKnoten an. Die Menge der externen Knoten eines Baumes bildet seinen Rand.Zur besseren Untersheidung der externen Knoten von den Elementen von tnennt man letztere daher mitunter interne Knoten; ist nur von Knoten dieRede, sind immer interne gemeint. (Vgl. Abbildung 1.1)Betrahtet man einen einzelnen (internen) Knoten v eines binären Baumes t,so kann man v aufgrund der Disjunktheit der Teilbäume eindeutig als Wurzeloder als Element von L(t) bzw. R(t) identi�zieren. Dies lässt sih rekursivfortsetzen, bis man v als Wurzel eines Teilbaumes gefunden hat. Die Anzahl1



1 Einführung
linker Teilbaum � Wurzelknotenk rehter Teilbaum (leer)i Wurzelknoten des rehten Teilbaumsdes linken TeilbaumsAbbildung 1.1: Veranshaulihung eines binären Baumes. Kreise stehen für interne,Quadrate für externe Knoten.der Rekursionsshritte, die dafür nötig sind, nennt man die Tiefe des Knotens.Die Wurzel von t hat also die Tiefe 0, die Wurzeln von L(t) und R(t) habenjeweils die Tiefe 1 und so fort.Kodiert man nun einen solhen (Rekursions-)Abstieg mit �0� für links und�1� für rehts, so erhält man zu v ein Tupel (v1; : : : ;vk) 2 f0;1gk, welhes veindeutig identi�ziert. Die Länge k des Tupels ist dabei genau die Tiefe desKnotens v. Diese Darstellung der Knoten als (endlihe) Folgen über der Mengef0;1g motiviert eine alternative De�nition des Begri�s binärer Baum, die andie Interpretation der theoretishen Informatik eines solhen Tupels als eineZeihenkette oder ein Wort der Länge k über einem Alphabet (hier: f0;1g)angelehnt ist:Ein binärer Baum ist eine endlihe, prä�xstabile Teilmenge von f0;1g�.Dabei ist f0;1g� die Menge aller Wörter über dem Alphabet f0;1g, alsof0;1g� := 1[k=0f0;1gk ;und eine Menge t heiÿt prä�xstabil, falls für jedes v = (v1; : : : ;vk) 2 t, k 2 N,auh jedes Prä�x (v1; : : : ;vj), j = 0; : : : ;k, ein Element von t ist. Das Tupel2



der Länge 0 entspriht dem leeren Wort, also dem Wurzelknoten, welhen wirmit ; bezeihnen. Das heiÿt: ; als Baum ist der leere Baum, der Baum f;gist derjenige, der nur aus dem Wurzelknoten besteht. Der binäre Baum inAbbildung 1.1 lässt sih also shreiben als f;; (0);(0;1)g. In der Informatiktri�t man häu�g die Shreibweise � als Bezeihner für das leere Wort.Betrahtet man nun eine beliebige Folge � 2 f0;1gN von Nullen und Einsen, soist � ein Pfad, der naheinander die Knoten (�1; : : : ;�j), j = 0;1;2; : : :, besuht,bis man den Baum verlässt und auf einen externen Knoten tri�t. Die Tiefedieses externen Knotens ist die Länge des Pfades �.Auf ähnlihe Weise ist die externe Pfadlänge als die Summe der Tiefen allerexternen Knoten de�niert. Analog ist die interne Pfadlänge die Summe derTiefen aller internen Knoten. Zum Beispiel beträgt für den binären Baum inAbbildung 1.1 die interne Pfadlänge 3 und die externe 9. Es lässt sih leihtzeigen, dass für einen aus n 2 N0 Knoten bestehenden binären Baum dieexterne Pfadlänge immer um 2n gröÿer ist als die interne Pfadlänge (siehez.B. [Mah91℄, S. 83). Unter strukturellen Gesihtspunkten können die beidenBegri�e also austaushbar verwendet werden.Der Teilbaum t(r) eines Knotens r 2 t ist diejenige Teilmenge von t, derenElemente r als Prä�x besitzen; die ersten jrj Stellen werden dabei gelösht,so dass r der Wurzelknoten von t(r) ist. Für den Baum in Abbildung 1.1 giltbeispielsweise t((0)) = f;; (1)g.AlgorithmenWieder aus der Informatik entlehnt sind zwei wihtige Algorithmen, die auseinem n-Tupel von Daten einen binären Baum erzeugen. Dies sind der bina-ry searh tree- und der digital searh tree-Algorithmus (abgekürzt: BST bzw.DST). Beide dienen dem Speihern von Daten und insbesondere dem shnel-len Wiederau�nden derselben. Der BST-Algorithmus besitzt dabei eine starkeVerwandtshaft zum berühmten Sortieralgorithmus Quiksort, und zwar inder niht-randomisierten Variante, bei der immer das erste Element der zusortierenden Liste als Pivot dient. 3



1 EinführungZwar ist Quiksort ein rekursiv arbeitender Algorithmus, der BST-Algorithmusverfährt jedoh iterativ. Die stohastishe Struktur der beiden Algorithmen istgleih. Wir beshreiben zunähst die Vorgehensweise von BST.Ausgangspunkt ist eine Folge (x1; : : : ;xn) von vershiedenen Datenwerten. t1ist der Baum, der nur aus dem Wurzelknoten mit dem Wert x1 besteht. Austk entsteht nun tk+1 durh Einfügen von xk+1. Dazu wird xk+1 mit dem Wertdes Wurzelknotens (also x1) verglihen; ist xk+1 kleiner, steigen wir nah linksab, bei �gröÿer� rehts. Nun vergleihen wir xk+1 mit dem Wert des dadurherreihten Knotens und wiederholen diese Prozedur, bis wir auf einen externenKnoten tre�en; dort wird xk+1 eingefügt.Da für den Algorithmus nur die absoluten Ränge der Datenwerte entsheidendsind, können wir zu derjenigen Permutation � von f1; : : : ;ng übergehen, dievon diesen Rängen gebildet wird � kurz: �(k) ist der absolute Rang von xkinnerhalb der gegebenen Folge. Abbildung 1.2 zeigt t9 und die Entstehung vont10 zu der Permutation (7;9;4;2;5;8;3;10;1;6).74 92 5 81 3 6 10 �
Abbildung 1.2: Funktionsweise des BST-AlgorithmusDer Zusammenhang zu Quiksort lässt sih ebenfalls an dieser Abbildungveranshaulihen: Das Pivot (hier: das erste Element) spaltet die zu sortie-4



rende Permutation in die beiden Teilpermutationen (4;2;5;3;1;6) aus Elemen-ten, die kleiner als das Pivot sind, und (9;8;10) aus den übrigen Elementen.Diese Teilpermutationen werden ihrerseits wieder sortiert. In der Sprahe derbinären Bäume: Setze das Pivot in den Wurzelknoten und bilde aus den vergli-hen zum Pivot kleineren Elementen den linken, aus den gröÿeren den rehtenTeilbaum.Aus dem erzeugten binären Baum erhält man durh einen sogenannten in-order -Durhlauf (d.h. �besuhe linken Teilbaum, dann Wurzel, dann rehtenTeilbaum�) die Daten in sortierter Reihenfolge zurük.Im Gegensatz zum BST-Algorithmus �ndet beim DST-Algorithmus keine Sor-tierung statt; der DST-Algorithmus dient lediglih dem Speihern und Auf-�nden von Daten. Ausgehend von einer Folge (xn)n2N von Zahlen aus demEinheitsintervall erzeugt er eine Folge (tn)n2N0 von binären Bäumen: t0 ist derleere Baum, t1 besteht nur aus der Wurzel, die mit x1 bewertet wird. Wennder Baum tn die Werte x1; : : : ; xn enthält, so erhalten wir daraus tn+1, indemwir anhand der Binärdarstellung von xn+1 im Baum absteigen, d.h. dem Pfadxn+1 folgen, bis wir auf einen externen Knoten stoÿen. An dieser Stelle wirdxn+1 abgelegt.Ein Beispiel: In Abbildung 1.3 sind t9 und die Entstehung von t10 durh dasEinfügen von x10 zu der Zahlenfolge (xn)n=1;:::;10 = (0110, 1011, 0011, 0010,0111, 0011, 1011, 0001, 0100, 1010) dargestellt.Suht man nun nah einem bestimmten Datum, so durhläuft man den Baum,als wolle man dieses Datum einfügen. Tri�t man selbiges dabei an, so ist dieSuhe erfolgreih, tri�t man auf einen externen Knoten, so ist das gegebeneDatum im Baum niht vorhanden.Stohastik und probabilistishe AnalyseBetrahten wir nun für festes n 2 N0 die Menge Tn der binären Bäume mit nKnoten. Der einfahste Fall eines Wahrsheinlihkeitsmaÿes auf dieser Mengeist die Gleihverteilung, bzw., da es sih bei Tn um eine endlihe Menge han-delt, das Laplae-Experiment auf Tn. Einen Baum, der aus Tn gleihverteilt5



1 Einführung x1x3 x2x4 x5 x7x8 x6 x9 x10Y
Abbildung 1.3: Funktionsweise des DST-Algorithmusausgewählt wird, bezeihnen wir als Catalan-Baum. Dieser Baum-Typ spieltjedoh nur in Abshnitt 4.5.4 eine Rolle.Bei der Analyse von Algorithmen sind Kriterien wie die Laufzeit oder dieGesamtanzahl an benötigten Vergleihen oft direkt abhängig von der Strukturder Eingabedaten. Beispielsweise läuft die oben beshriebene Variante vonQuiksort bei bereits sortierten Daten in einer Zeit ab, die proportional zumQuadrat der Anzahl der Eingabedaten ist. Im Mittel erreiht der Algorithmusdagegen für eine typishe, unsortierte Eingabe eine Laufzeit proportional zun log n (bei n Eingabedaten).Die Stohastik bildet nun die Struktur dieser Eingabedaten nah und ana-lysiert den Algorithmus auf der Basis einer zufälligen Eingabe. Typish istdabei die Verwendung von unabhängigen auf dem Einheitsintervall gleihver-teilten Daten. Diesen Zugang zur Analyse von Algorithmen nennt man auhprobabilistishe Analyse.So ist es mittels der weiter oben vorgestellten Algorithmen möglih, auf kano-nishe Art und Weise eine Verteilung auf Tn zu konstruieren. Mehr noh: Durh6



das iterative Konzept der Algorithmen erhält man eine Familie (Pn)n2N0 vonWahrsheinlihkeitsmaÿen, wobei Pn auf P(Tn) de�niert ist:Aus einer Folge (Uk)k2N von unabhängigen, auf dem Einheitsintervall gleih-verteilten Zufallsvariablen konstruieren wir eine Folge (Tn)n2N0 binärer Bäumemittels des DST-Algorithmus und erhalten so die Verteilungsfamilie (PDSTn ).Für den BST-Algorithmus kann man etwas allgemeiner vorgehen. Haben dieDaten (Uk) dieselbe stetige Verteilung und sind unabhängig, so hängt (PBSTn )niht von L(U1) ab, da Tn nur von der Folge der Ränge von U1; : : : ;Uk abhängt.Diese bilden aber stets eine auf der Menge der Permutationen von f1; : : : ;nggleihverteilte Permutation.ÜberblikIn Kapitel 2 beshäftigen wir uns mit der Asymptotik der Länge eines Pfadesim Digital Searh Tree. Die Beobahtung, dass die Wartezeit für das Erreiheneiner bestimmten Tiefe eine bestimmte stohastishe Struktur aufweist, führtzu einer allgemeineren Betrahtungsweise in einem erneuerungstheoretishenKontext.Im darau�olgenden Kapitel wenden wir uns statistishen Fragestellungen zu.Wir setzen die stohastishe Struktur eines zufälligen binären Baumes als ge-geben voraus. Anhand der Tiefe des externen Knotens zum Pfad (0;0; : : :)wollen wir mit statistishen Methoden Shätzwerte für die Anzahl der Kno-ten im ganzen Baum erhalten. Zusätzlih geben wir exakte und approximativeKon�denzshranken für diesen Wert an.Eine andere Fragestellung, die wir untersuhen, ist die, ob ein gegebener Baummittels DST- oder BST-Algorithmus erzeugt wurde. Der optimale Test lässtsih dabei so formulieren, dass die Testgröÿe die interne Pfadlänge des vorge-gebenen Baumes ist.Dies ist die Motivation, das Pro�l der Teilbaumgröÿen in Kapitel 4 näherzu untersuhen, aus dem sih unter anderem auh die interne Pfadlänge be-stimmen lässt. Wir klassi�zieren die einzelnen Knoten nah der Gröÿe desTeilbaums, dessen Wurzel sie sind. Eine analoge Vorgehensweise ist häu�g bei7



1 Einführungder Analyse kombinatorisher Strukturen anzutre�en � in diesem Fall bildendie binären Bäume ebendiese kombinatorishe Struktur.Von Interesse ist dabei die Verteilung der Knoten auf diese Klassen, da sieAufshluss über die Balane des Baumes gibt. Auf den algorithmishen Ur-sprung aus der Informatik übertragen, lassen sih also Aussagen über dasTeilbaumgröÿenpro�l auf Aussagen über die Laufzeit des betro�enen Algo-rithmus übertragen.Hauptanliegen dieses Kapitels ist dann die Untersuhung asymptotisher Frage-stellungen.LiteraturWann immer spezielle Literatur verwendet wird oder der Vertiefung des Hin-tergrundes dienlih sein kann, wird sie an Ort und Stelle angeführt. Darüberhinaus seien an dieser Stelle einige Quellen genannt, die sih in ihrem Ge-biet als Referenz durhgesetzt haben. Dies ist zuvorderst das Standardwerkvon Knuth ([Knu73℄,[Knu97℄) zur grundlegenden Theorie von Suh- und Sor-tieralgorithmen. Zufällige Bäume und insbesondere die stohastishe Strukturbinärer Bäume werden bei Mahmoud ([Mah91℄) ausführlih behandelt. Ziehtman einen analytisheren Zugang zur Analyse von Algorithmen vor, so kanndas Buh von Sedgewik und Flajolet ([SF96℄) als Einstieg dienen. Bezüg-lih wahrsheinlihkeitstheoretisher Grundlagen sei auf die Werke von Feller([Fel71℄) und Billingsley ([Bil68℄,[Bil86℄) verwiesen, für statistishe Grundlagenreferenzieren wir Bikel und Doksum ([BD76℄).
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2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogenerErneuerungsprozessEs seien Y1;Y2; : : : unabhängige und niht-negative Zufallsvariablen auf einemWahrsheinlihkeitsraum (
;A;P ). Wir betrahten die Yk als Lebensdauernund de�nieren die Gesamtlebensdauer Sn der ersten n Komponenten alsSn := nXk=1 Yk; n 2 N:Zusammen mit S0 � 0 ist so Sn der Zeitpunkt der n-ten Erneuerung. Dererste Erneuerungszeitpunkt fällt also mit dem Ausfall der ersten Komponentezusammen.Nun betrahten wir für t � 0 die Zahl Nt der Erneuerungen bis einshlieÿlihzum Zeitpunkt t Nt := supfn 2 N0 : Sn � tg:Der Prozess (Nt)t�0 heiÿt Erneuerungsprozess; Abbildung 2.1 zeigt ein Bei-spiel. An dieser Abbildung kann man auh eine für die Erneuerungstheorietypishe Manipulationsmöglihkeit ablesen: Es gilt nämlih für k 2 N0 undt � 0 Nt = k genau dann, wenn Sk � t < Sk+1;insbesondere erhalten wir durh Vereinigung dieser Ereignisse für k;k+1; : : :P (Nt � k) = P (Sk � t); für alle k 2 N0 und alle t � 0: (2.1)In der klassishen Erneuerungstheorie geht man davon aus, dass die Lebens-dauern identish verteilt sind. In diesem Fall nennt man (Nt) einen homogenenErneuerungsprozess. 9



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozess6
-123

45
S0 Y1 S1 Y2 S2S3 S4

Y5
S5Abbildung 2.1: Ein Pfad eines ErneuerungsprozessesWir betrahten nun eine Familie von Lebensdauerverteilungen, die in gewis-ser Art und Weise exponentiell wahsen. Es wird sih herausstellen, dass imGegensatz zum klassishen Fall (siehe [Fel71℄, XI.5) auh nah einer entspre-henden Normierung keine Verteilungskonvergenz vorliegt. Statt dessen stellensih Fluktuationen in der asymptotishen Verteilung ein, die durh eine Familievon Wahrsheinlihkeitsmaÿen modelliert werden können.Diese niht-homogene Erneuerungstheorie lässt sih auf das Verhalten einesPfades im digitalen Suhbaum übertragen. Es sei (Tn) eine Folge von binärenBäumen, die vom DST-Algorithmus aus einer Folge (Un) von unabhängigen,unif(0;1)-verteilten Zufallsvariablen erzeugt werden (vgl. Kapitel 1). Die indiesem Kapitel untersuhte Fragestellung ist die nah der Tiefe, in welher dernahfolgende Datenwert Un+1 eingefügt wird. Bei der beispielhaften Betrah-tung des Pfades (0;0; : : :), also einem �nur links�-Abstieg durh den Baum,erkennt man, dass die stohastishe Wartezeit auf einen hier eingefügten Kno-ten mit zunehmendem n exponentiell wähst. Diesen Zusammenhang werdenwir in den nahfolgenden Abshnitten erläutern.Zu diesem Zwek betrahten wir in Abshnitt 2.1 zunähst ganz allgemein ex-ponentiell wahsende Lebensdauern und stellen fest, dass eine normierte Versi-on des Erneuerungsprozesses in Verteilung gegen eine Familie von Grenzmaÿen10



2.1 Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozesseskonvergiert. Shlieÿlih wenden wir die gewonnenen Resultate in Abshnitt 2.2auf einen Spezialfall an, der der oben beshriebenen Situation entspriht. Indiesem Fall lässt sih die Familie der Grenzmaÿe mit Hilfe einer Mishung vonWahrsheinlihkeitsmaÿen darstellen; dies untersuhen wir in Abshnitt 2.3.Als erstes wollen wir das exponentielle Wahstum der Lebensdauerverteilungenformalisieren. Dazu sei (Yk)k2N eine Folge von niht negativen und unabhän-gigen Zufallsvariablen, für die ein � > 1 existiert, so dass��kYk distr���! Y1 und ��kEYk ! EY1 (2.2)für eine Zufallsvariable Y1, jeweils mit k ! 1. Auÿerdem fordern wir, dassalle beteiligten Erwartungswerte existieren, alsoEYk <1 für alle k 2 N und EY1 <1: (2.3)Beispiel 2.1 Sei Yk geometrish verteilt mit Parameter qk für alle k 2 N undein festes q 2 (0;1). Dann gilt mit P (Yk > j) = (1� qk)j für � = q�1:P (��kYk � x) = P (Yk � bq�kx)= 1� (1� qk)bq�kx! 1� e�xund wir haben die erste Hälfte von (2.2) für Y1 exponentialverteilt mit Pa-rameter 1. Die zweite Hälfte von (2.2) ist sofort klar, denn es gilt EYk = q�kund ��kEYk = 1 = EY1 , und auh (2.3) ist trivialerweise erfüllt.2.1 Verteilungsasymptotik des ErneuerungsprozessesNatürlih strebt der Erneuerungsprozess sowohl bei identish verteilten alsauh unter der Annahme von exponentiell wahsenden Lebensdauern (2.2)mit wahsendem Zeitparameter gegen unendlih. Wir beshäftigen uns dahermit einer normierten Variante, deren Grenzverteilung niht degeneriert ist: Das11



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessim Falle von exponentiell wahsenden Lebensdauern logarithmishe Wahstumdes Erneuerungsprozesses legt es nahe, die Verteilung vonNt � blog� tzu betrahten. Wie bereits am Anfang des Kapitels erwähnt, liegt für die-sen normierten Prozess keine Verteilungskonvergenz vor. Entlang von Teilfol-gen, die einer bestimmten Bedingung genügen, erhält man jedoh Konvergenz.Diese Teilfolgenkonvergenz lässt sih dann zusammenfassen zu einer Konver-genzaussage, die unter Zuhilfenahme einer Familie von Wahrsheinlihkeits-maÿen formuliert werden kann.Eine wihtige Rolle für die Verteilungsasymptotik des Erneuerungsprozessesspielt die Zufallsgröÿe S1 := 1Xk=0��kY1;k; (2.4)wobei Y1;0;Y1;1; : : : unabhängig und identish L(Y1)-verteilt sind. Setzen wir(2.2) und (2.3) voraus, speziell also die Existenz des Erwartungswertes von Y1,so ergibt sih mit dem Satz von der monotonen KonvergenzES1 = 1Xk=0��kEY1 = EY11� �:Damit folgt insbesondere, dass S1 fast siher endlih ist; die Summe (2.4)konvergiert also fast siher.Darüber hinaus ergibt sih die Verteilung von S1 als Grenzwert der Vertei-lungen der skalierten Partialsummen ��nSn. Eine analoge Konvergenzaussagebeweisen wir zunähst für Folgen reeller Zahlen.Lemma 2.2 Ist (xn)n2N eine Folge reeller Zahlen mit limn!1 xn = x 2 Rund � > 1, so gilt limn!1 n�1Xk=0��kxn�k = x1� �:12



2.1 Verteilungsasymptotik des ErneuerungsprozessesBeweis. Für n 2 N sei fn : N0 ! R de�niert durhfn(k) := (xn�k; k = 0; : : : ;n� 1;0 sonst.Da (xn) konvergiert, ist supn2N jxnj und damit auh supn2N kfnk1 endlih.De�niert man auf (N0 ;P(N0)) das Maÿ � durh �(fng) := ��n, n 2 N0 , soist � ein endlihes Maÿ und man erhält mit dem Satz von der majorisiertenKonvergenzlimn!1 n�1Xk=0��kxn�k = limn!1ZN0 fn d� = xZN0 d� = x � 1Xk=0��k = x1� �:Für die stohastishe Version dieser Aussage benötigen wir noh ein Hilfsmittelaus dem Gebiet der probability metris. Es setzt Konvergenz bezüglih derWasserstein-Metrik und shwahe Konvergenz miteinander in Beziehung. DieWasserstein-Metrik ist de�niert alsdW(�; �) := inf�E jX � Y j : L(X) = �;L(Y ) = �	;wobei � und � zwei Wahrsheinlihkeitsmaÿe sind. Der Einfahheit halbershreiben wir dW(X;Y ) anstelle von dW(L(X);L(Y )). Das folgende Lemma er-gibt sih auh als Spezialfall von Theorem 6.3.3 in [Ra91℄. Die Argumentationim zweiten Teil des hier angegebenen Beweises kann jedoh im nahfolgendenSatz noh einmal verwendet werden.Lemma 2.3 Seien X, Xn, n 2 N, nihtnegative Zufallsvariablen mit jeweilsexistierendem Erwartungswert. Dann sind äquivalent, jeweils mit n!1,(i) dW(Xn;X) ! 0,(ii) Xn distr���! X und EXn ! EX .Beweis. (i) ) (ii): Zu L(Xn) und L(X) existiert aufgrund der In�mumsei-genshaft von dW eine Folge (Yn) von Zufallsvariablen auf demselben Wahr-sheinlihkeitsraum mit L(Yn) = L(Xn) für alle n 2 N und L(Y ) = L(X), für13



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessdie nah Voraussetzung giltE jYn � Y j ! 0 mit n!1:Da alle beteiligten Erwartungswerte existieren, folgt die Verteilungskonvergenzaus der Chebyshevshen Ungleihung, die Konvergenz der Erwartungswertetrivialerweise aus der Dreieksungleihung.(ii) ( (i): Für diesen Beweisshritt benötigen wir zwei Hilfsmittel. Nah demzweiten Teil von Theorem 5.4 in [Bil68℄ gilt: Sind Z;Z1;Z2; : : : nihtnegative Zu-fallsvariablen mit jeweils existierendem Erwartungswert, und gilt Zn distr���! Zsowie EZn ! EZ, jeweils mit n ! 1, so ist fZn : n 2 Ng gleihgradig inte-grierbar. Weiter besagt ein Standardresultat zur gleihgradigen Integrierbar-keit, dass für eine Folge von Zufallsvariablen Z1;Z2; : : : gleihgradige Integrier-barkeit und Konvergenz in Wahrsheinlihkeit gegen eine weitere Zufallsvaria-ble Z ein notwendiges und hinreihendes Kriterium bilden für die Konvergenzvon Zn gegen Z im Mittel, d.h. E jZn �Zj ! 0 (siehe z.B. [Bau74℄, Satz 20.4).Nah dem Einbettungssatz von Skorohod lassen sih nun Zufallsvariablen Yund Yk, k 2 N, auf einem gemeinsamen Wahrsheinlihkeitsraum (
;A;P )�nden, so dass sogar Yn ! Y mit n ! 1 fast siher gilt. Insbesondere kon-vergiert (Yn) dann in Wahrsheinlihkeit gegen Y , und die beiden Hilfsmittelimplizieren E jYn � Y j ! 0. Damit folgt sofortdW(Xn;X) � E jYn � Y j ! 0:Das folgende Lemma ist eine Erweiterung von Lemma 1 aus [DG07℄. Der Be-weis untersheidet sih vor allem durh den Gebrauh der Wasserstein-Metrikwesentlih von dem dort gegebenen.Lemma 2.4 Unter den Bedingungen (2.2) und (2.3) gilt��nSn distr���! S1sowie E��nSn ! ES1 , jeweils mit n!1.14



2.1 Verteilungsasymptotik des ErneuerungsprozessesBeweis. Die Behauptung ist nah Lemma 2.3 äquivalent zudW���nSn; S1� ! 0; n!1:Dies wiederum folgt nah der Dreieksungleihung für die Wasserstein-Metriksofort aus den beiden TeilaussagendW���nSn; n�1Xk=0��kY1;n�k� ! 0 (2.5)und dW�S1; n�1Xk=0��kY1;n�k� ! 0: (2.6)Wir betrahten zunähst (2.6). Da Y1;0;Y1;1; : : : unabhängig sind und dersel-ben Verteilung genügen, giltdW�S1; n�1Xk=0��kY1;n�k� = dW�S1; n�1Xk=0��kY1;k�� E ���� 1Xk=0��kY1;k � n�1Xk=0��kY1;k����= 1Xk=n��kEY1;0nah De�nition (2.4) von S1. Der verbleibende Ausdruk ist eine Nullfolge inn, da � > 1 und EY1;0 endlih ist.Für den Nahweis von (2.5) benutzen wir eine Variante der Quantilkonstruk-tion. Sei (Un)n2N eine Folge von unabhängigen, jeweils auf dem Einheitsin-tervall gleihverteilten Zufallsvariablen. Seien Fk die Verteilungsfunktionen zuYk, k 2 N, und sei F die Verteilungsfunktion zu Y1. Dann de�nieren wir~Yk := F�1k (Uk) und ~Y1;k := F�1(Uk) für k 2 N:Dabei bezeihnet G�1(x) := inffy 2 R : G(y) � xg die Quantilfunktionzu einer Verteilungsfunktion G. Klar ist, dass dann gilt L(Yk) = L( ~Yk) undL(Y1;k) = L( ~Y1;k) für alle k 2 N. Aufgrund der Unabhängigkeit von fYk :15



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessk 2 Ng bzw. fUk : k 2 Ng haben also auh (Y1; : : : ;Yn) und ( ~Y1; : : : ; ~Yn) eben-so dieselbe gemeinsame Verteilung wie (Y1;1; Y1;2; : : :) und ( ~Y1;1; ~Y1;2; : : :).Daraus folgt nun mit ~Sn :=Pnk=1 ~Yk, dass giltL�Sn� = L� ~Sn� (2.7)Weiterhin erhält man durh Umkehr der Summationsreihenfolge��nSn =distr ��n n�1Xk=0 ~Yn�k = n�1Xk=0��k(��(n�k) ~Yn�k); n 2 N;und es folgt nah DreieksungleihungdW���nSn; n�1Xk=0��kY1;n�k�� E ����n�1Xk=0��k���(n�k) ~Yn�k� � n�1Xk=0��k ~Y1;n�k����� n�1Xk=0��kE �����(n�k) ~Yn�k � ~Y1;n�k��� = n�1Xk=0��kxn�k;mit xk := E �� ~Y1;k � ��k ~Yk��; k 2 N:Der Wert von xk hängt von Uk nur über dessen Verteilung ab. Die zum Anfangdes Beweises analoge Konstruktion können wir also durhführen mit U �unif(0;1), Y 01 := F�1(U) und Y 0k := F�1k (U). Wir erhaltenxk = E jY 01 � ��kY 0kj:Nah Konstruktion und als Konsequenz aus dem Einbettungssatz von Skoro-hod konvergiert ��kY 0k ! ~Y 01 mit k !1 fast siher. Wie im zweiten Teil desBeweises zu Lemma 2.3 benutzen wir die dort verwendeten zwei Hilfsmittel,um auh hier aus den Voraussetzungen (2.2) und (2.3) zu folgern, dass (xk)eine Nullfolge ist. Mit Lemma 2.2 folgt insgesamt die Behauptung.16



2.1 Verteilungsasymptotik des ErneuerungsprozessesWir de�nieren nun eine Familie von Wahrsheinlihkeitsmaÿen fQ� : � 2 [0;1℄gdurh Q� := L�b� log� S1 + �� für 0 � � � 1: (2.8)Der folgende Satz zeigt, dass der normierte Erneuerungsprozess sih dieser Fa-milie asymptotish nähert. Dabei erhalten wir entlang solher Folgen (tn), fürdie flog� tng konvergiert, sogar Verteilungskonvergenz. fxg bezeihnet dabeiden frational part einer reellen Zahl x, also fxg := x� bx.Satz 2.5 Gelte (2.2), (2.3) und sei L(Y1) stetig. Ist (tn)n2N eine Folge reellerZahlen mit tn !1 und flog� tng ! � für ein � 2 [0;1℄, so gilt mit n!1L�Ntn � blog� tn� w�! Q�:Beweis. Wir de�nieren zwei Abkürzungen: Für n 2 N seikn := blog� tn; und �n := flog� tng:Das erneuerungstheoretishe Standardargument (2.1) liefert hier für beliebigesj 2 Z und n so groÿ, dass j � �kn,P �Ntn � kn = j� = P �Skn+j � tn� � P �Skn+j+1 � tn�:Wir betrahten zunähst nur den ersten Ausdruk auf der rehten Seite. Fürdas gegebene Ereignis gilt die folgende Äquivalenz:Skn+j � tn () � log����kn�jSkn+j�+ �n � � log����kn�jtn�+ �nund auf der rehten Seite bleibt nah Vereinfahen� log����kn�jtn�+ �n = kn + j � log� tn + �n = j:Nah Lemma 2.4 und dem ontinuous mapping theorem (siehe z.B. [Bil68,S. 31℄) konvergiert mit n!1� log����kn�jSkn+j� distr���! � log� S1: (2.9)17



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener ErneuerungsprozessUm nun links �n und rehts � hinzuaddieren zu können, ohne dabei die Ver-teilungskonvergenz zu stören, gebrauhen wir Theorem 4.1 aus [Bil68℄. DiesesTheorem besagt, dass für Zufallsvariablen X;X1;X2; : : : und Z;Z1;Z2; : : : mitXn distr���! X und Zn p�! Z gilt, dassXn+Zn distr���! X+Z. Wir verwenden diesenSatz mit Xn = � log�(��kn�jSkn+j) und Zn � �n. Nah Voraussetzung ist(�n) eine konvergente Folge reeller Zahlen, insbesondere konvergiert (�n) alsoin Wahrsheinlihkeit. Zusammen mit (2.9) folgt aus dem zitierten Theorem� log����kn�jSkn+j�+ �n distr���! � log� S1 + � (2.10)mit n!1. Analoges gilt, wenn wir den Index j um eine Position nah rehtsvershieben.Um nun den GrenzübergangP �Skn+j � tn� ! P �log� S1 � j�; n!1;aus der soeben nahgewiesenen Verteilungskonvergenz zu folgern, müssen wirnoh zeigen, dass die Verteilungsfunktion von � log� S1+� in j stetig ist. Diesist insbesondere der Fall, wenn S1 eine stetige Verteilungsfunktion besitzt.Nah Voraussetzung ist L(Y1) stetig, und aus der De�nition (2.4) von S1erhalten wir die VerteilungsgleihheitL(S1) = L(��1S1) ? L(Y1):Damit ist L(S1) eine Faltung mit mindestens einer stetigen Verteilung unddamit selbst stetig.Insgesamt haben wir alsoP �Ntn � kn = j� ! P �� log� S1 + � � j�� P �� log� S1 + � � j + 1�= P �b� log� S1 + � = j� = Q��fjg�und damit folgt die Behauptung.18



2.1 Verteilungsasymptotik des ErneuerungsprozessesWir wollen die Aussage dieses Satzes nun verallgemeinern in dem Sinne, dassdie Familie fQ� : � 2 [0;1℄g für beliebige Folgen (tn) mit tn ! 1 den asym-ptotishen Ersatz einer Grenzverteilung darstellt. Dazu benötigen wir zunähstnoh eine Stetigkeitsaussage.Lemma 2.6 Ist S1 stetig, so ist die Abbildung[0;1℄ 3 � 7! Q� = L�b� log� S1 + ��stetig im Sinne der Verteilungskonvergenz.Beweis. Wir müssen zeigen, dass für eine Folge (�n) 2 [0;1℄N mit �n ! � dieshwahe Konvergenz Q�n w�! Q�erfüllt ist. Sei also (�n) eine solhe Folge. Dann genügt zu zeigen, dass für jedesj 2 Z gilt, dass limn!1Q�n�fjg� = Q��fjg�:Sei also j 2 Z. Aus dem Beweis zu Satz 2.5 ist bekannt, dassQ�n�fjg� = P �� log� S1 � j � �n� � P �� log� S1 � j + 1� �n�:Nah Voraussetzung ist die Verteilung von S1 stetig, somit ist die Verteilungvon � log� S1 ebenfalls stetig und es folgtP �� log� S1 � j � �n� � P �� log� S1 � j + 1� �n�! P �� log� S1 � j � �� � P �� log� S1 � j + 1� ��= Q��fjg�:Der Totalvariationsabstand zweier Wahrsheinlihkeitsmaÿe � und � auf einemmessbaren Raum (
;A) ist de�niert alsdTV(�; �) := supB2A���(B)� �(B)��: 19



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener ErneuerungsprozessSind die Wahrsheinlihkeitsmaÿe auf abzählbaren Mengen wie in diesem Fallauf Z konzentriert, so giltdTV(�; �) = 12Xj2Z����(fjg) � �(fjg)���:Des Weiteren konvergiert eine Familie von Wahrsheinlihkeitsmaÿen, die al-le auf derselben abzählbaren Menge konzentriert sind, nah She�és Lemma(siehe z.B. [Bil86℄, S. 218) genau dann in Verteilung, wenn der Totalvariati-onsabstand zum Grenzmaÿ im Limes vershwindet. Wir können die Aussagevon Satz 2.5 also formulieren alslimn!1dTV�L�Ntn � blog� tn�; Q�� = 0 (2.11)für alle Folgen (tn)n2N , für die gilt, dass tn ! 1 und flog� tng ! �, jeweilsmit n!1.Damit ergibt sih eine neue Formulierung von Satz 2.5, die auf die Beshrän-kung der Konvergenz entlang bestimmter Teilfolgen verzihtet:Satz 2.7 Gelte (2.2), (2.3) und sei L(Y1) stetig. Dann istlimt!1 dTV�L�Nt � blog� t�; Qflog� tg� = 0:Beweis. Wir shreiben zur Abkürzunga(t) := dTV�L�Nt � blog� t�; Qflog� tg�und ~a�(t) := dTV�L�Nt � blog� t�; Q��:Angenommen, es existiert eine Folge (tn)n2N mit tn !1 und a(tn)!  > 0.Dann existiert dazu eine Teilfolge (tnk) mitlim supn!1 flog� tng = limk!1flog� tnkg =: �:Nah der Formulierung (2.11) der Aussage von Satz 2.5 gilt dann ~a�(tnk)! 0.Zusammen mit Lemma 2.6 folgt a(tnk)! 0. Widerspruh.20



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DST2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTSei nun (Un)n2N eine Folge unabhängiger, auf dem Einheitsintervall gleihver-teilter Zufallsvariablen. Sei (Tn)n2N0 die Folge der (zufälligen) DSTs, die vonder Folge der Un erzeugt werden (vgl. Kapitel 1). Wir betrahten für eine festeFolge � 2 f0;1gN den Pfad entlang eines Baumes Tn, n 2 N. Dabei seiXn(�) dieLänge des Pfades. Diese Gröÿe wird in der Literatur oft als unsuessful searhbezeihnet, da sie Aufshluss über die Zeitkomplexität einer (vergeblihen)Suhoperation gibt (vgl. [Mah91, S. 271℄).Man kann � auh als eine Intervallshahtelung für den Wert P1k=1 2�k�k 2[0;1℄ ansehen; die Intervalle haben die Länge 2�k, k 2 N. Fragt man sih, mitwelher Wahrsheinlihkeit Un+1 in das Intervall der Länge 2�k fällt, das von�1; : : : ; �k de�niert wird, so wird klar, dass für n 2 N0 und k � n giltP �Xn+1(�) = k + 1 jXn(�) = k� = 2�k: (2.12)Auÿerdem sieht man an (2.12), dass �Xn(�)�n2N eine homogene Markovketteauf dem Zustandsraum N0 ist: Für die Verteilung von Xn+1(�) sind bedingtunter Xn(�) die Werte von Xn�1(�);Xn�2(�); : : : ;X0(�) unerheblih. DieseMarkovkette ist ein sog. reiner Geburtsprozess (es gibt nur Zustandswehselvon k nah k + 1, k 2 N0 ), daher kann sie über die Verweilzeiten in deneinzelnen Zuständen beshrieben werden. Ein Übergang vom Zustand k in denZustand k+1 �ndet statt, wenn eine der U -Variablen in ein durh � bestimmtesIntervall der Länge 2�k fällt. Die Wartezeit Yk+1 für dieses Ereignis ist damitgeometrish verteilt mit Erfolgswahrsheinlihkeit 2�k, das heiÿt, es gilt füralle k 2 N P �Yk = j� = �1� 2�k+1�j�1 � 2�k+1; j 2 N:Die Verweilzeit im Zustand 0 ist dadurh konstant auf 1 festgelegt.Diese Markovkette ersheint auh als ein Spezialfall des approximate oun-ting. Aus der Motivation, beim Zählen von häu�g auftretenden EreignissenSpeiherplatz zu sparen, entwikelte zunähst Morris in [Mor78℄ die Idee, dieexplizite Zählung jedes einzelnen Ereignisses zu ersetzen durh einen Zähler,21



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessdessen Wert sih nur mit einer vom Zählerstand abhängenden Wahrsheinlih-keit erhöht. Im Fall einer Wahrsheinlihkeit von 2�k bei Zählerstand k 2 Nerhalten wir die obige Markovkette. Verallgemeinert wurde dieses Prinzip un-ter anderem von Flajolet, Kirshenhofer, Louhard und Prodinger in [Fla85℄,[KP91℄, [Pro94℄ und [LP08℄. Das Hauptinteresse gilt dort dem Erwartungs-wert und der Varianz des (zufälligen) Zählerstands nah einer groÿen Anzahlvon Ereignissen. Mit überwiegend analytishen Methoden werden asympto-tishe Resultate nahgewiesen, die von sehr kleinen periodishen FunktionenGebrauh mahen.Nun stellen wir den Zusammenhang zu der im vorigen Abshnitt untersuhtenErneuerungstheorie her. Interpretiert man die Verweilzeiten als Lebensdauern,so ist �Xn(�)�n2N nihts anderes als der (nur zu diskreten Zeitpunkten beob-ahtete) Erneuerungsprozess zu den (ebenfalls diskreten) geometrish verteil-ten Lebensdauern. Wir überprüfen zunähst die Bedingungen (2.2) und (2.3):Mit � = 2 gilt für k !1P ���kYk � x� = P �Yk � b�kx�= �1� 2x2kx�b2kx�1 ! e�2x = P �Y1 � x�mit einer mit Parameter 2 exponentialverteilten (und damit trivialerweise ste-tigen) Zufallsvariable Y1. Wegen EYk = 2k�1 ist die Bedingung an die Er-wartungswerte trivialerweise erfüllt, nah Satz 2.5 gilt also für alle gegen 1konvergierenden Folgen (nm)m2N von natürlihen Zahlen mit flog2 nmg ! �für m!1, dass Xnm(�)� blog2 nm distr���! Q�:Dabei ist wie oben Q� für � 2 [0;1℄ die Verteilung von b� log2 S1 + � undS1 =distr 1Xk=0 2�kY1;k (2.13)mit unabhängigen Exp(2)-verteilten Zufallsvariablen Y1;k, k 2 N0 .22



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTZusätzlih zu der aus Abshnitt 2.1 gefolgerten Verteilungsasymptotik wollenwir eine Obershranke für den Totalvariationsabstand der beteiligten Wahr-sheinlihkeitsmaÿe angeben. Um dies zu erreihen betrahten wir zunähst dieKolmogorov-Smirnov-Distanz von 2�nSn und S1. Dazu zunähst ein Lemma,welhes die Handhabung von Kolmogorov-Smirnov-Abständen erleihtert. k �k1 bezeihne die Supremumsnorm.Lemma 2.8 (a) Seien X, Y Zufallsvariablen und fX eine Dihte zu X. Danngilt dKS(X;X + Y ) � kfXk1 + P (jY j > ) 8 > 0:(b) Sind zusätzlih X und Y unabhängig, so istdKS(X;X + Y ) � kfXk1E jY j:() Sind f und g Dihten, so folgtkf ? gk1 � kfk1:Beweis. Für eine Zufallsvariable Z mit Dihte f gilt für alle  2 R und " > 0P �Z 2 [;  + ")� � "kfk1: (2.14)Sei nun  > 0. Dann istP (X � z � ) � P (X + Y � z) + P (jY j > )und P (X + Y � z) � P (X � z + ) + P (jY j > ):Also giltP (X � z � )� P (jY j > ) � P (X + Y � z) � P (X � z + ) + P (jY j > );23



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessund somit folgt��P (X + Y � z)� P (X � z)��� max�P (X � z + ) + P (jY j > )� P (X � z);P (X � z)� P (X � z � ) + P (jY j > )	= max�P �X 2 (z; z + ℄�; P �X 2 (z � ; z℄�	+ P (jY j > ):Beide Terme im Maximum werden nah (2.14) durh kfXk1 nah oben be-grenzt, damit folgt Teil (a). Sind nun X und Y unabhängig, so gilt��P (X � x)� P (X + Y � x)��= ��P (X � x; Y � 0) + P (X � x; Y < 0)� P (X + Y � x; Y � 0)� P (X + Y � x; Y < 0)��= P (X � x < X + Y; Y � 0) + P (X + Y � x < X; Y < 0)= ZY�0 P (X � x < X + y)P Y (dy) + ZY <0 P (X + y � x < X)P Y (dy)� ZY�0 jyj kfXk1P Y (dy) + ZY <0 jyj kfXk1P Y (dy)= kfXk1E jY j:Damit ist Teil (b) gezeigt. Sind nun f und g Dihten, so gilt für alle x 2 R(f ? g)(x) = Z 1�1 f(t)g(x� t) dt� Z 1�1 kfk1g(x� t) dt = kfk1:Eine hilfreihe Erkenntnis beim Beweis des folgenden Satzes ist, dass sih dernatürlihe Logarithmus beshränken lässt durh1� 1x � log x � x� 1; x > 0:Die zweite Ungleihheit ist dabei sofort klar. Für die erste setzen wir zunähstx = 1 ein und erhalten in diesem Fall Gleihheit; beim Vergleih der Ableitun-gen stellt man fest, dass 1�1=x für x < 1 shneller wähst als der Logarithmus,für x > 1 ist es umgekehrt.24



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTSetzen wir nun 1 � x in diese Ungleihungskette ein und beshränken denGültigkeitsbereih auf das o�ene Einheitsintervall, so ergibt sih� x1� x � log(1� x) � �x; x 2 (0;1):Alle beteiligten Ausdrüke sind negativ, nah Multiplikation mit �1 erhaltenwir durh Kehrwertbildung1x � 1 � 1� log(1� x) � 1x; x 2 (0;1): (2.15)Satz 2.9 Sei �1 := 1 und �n := (� log(1 � 2�n+1))�1 für n = 2;3; : : :. Seiweiter �n := 2n��1n , sowie  � 1 die eindeutige Lösung von e1� = 1=2. Danngilt für alle n 2 NdKS�2�nSn; S1� � �(1 + )�nn+ 2�2�n:Beweis. Sei (Zk)k2N eine Folge unabhängiger, jeweils Exp(1)-verteilter Zufalls-variablen. Wir de�nieren ~Yk := b�kZk+ 1:Dann gilt für j 2 NP � ~Yk � j� = P ��kZk < j� = P �Zk < �j log(1�2�k+1)� = 1�(1�2�k+1)j ;also ist ~Yk � Geom(2�k+1) und 2�nPnk=1 ~Yk hat dieselbe Verteilung wie2�nSn. Nah De�nition (2.4) von S1 und aus der Tatsahe 2�1Zk � Exp(2) =L(Y1) folgt weiter, dass S1 =distr P1k=1 2�kZk. Shlieÿlih stellen wir nohfest, dass durh Umkehren der Summationsreihenfolge folgt2�n nXk=1 2k�1Zk = 2�n nXk=1 2n�kZn�k+1 =distr nXk=1 2�kZk: 25



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener ErneuerungsprozessDie folgenden drei Hilfsaussagen beenden nun den Beweis:�1(n) := dKS�2�n nXk=1 ~Yk; 2�n nXk=1�kZk� � n��1n�2(n) := dKS�2�n nXk=1�kZk; 2�n nXk=1 2k�1Zk� � n��1n  + 2�n;�3(n) := dKS� nXk=1 2�kZk; 1Xk=1 2�kZk� � 2�n;denn es giltdKS�2�nSn; S1� = dKS�2�n nXk=1 ~Yk; 1Xk=1 2�kZk�� �1(n) + �2(n) + �3(n) � �(1 + )�nn+ 2�2�n:Aufgrund der De�nition von ~Yk gilt o�ensihtlihVn := 2�n nXk=1�kZk � 2�n nXk=1 ~Yk � Vn + n2�n;und das bedeutet für die beteiligten Verteilungsfunktionen eine punktweiseUngleihungskette in umgekehrter Rihtung. Damit lässt sih der maximaleAbstand der Verteilungsfunktionen von 2�nPnk=1 ~Yk und Vn abshätzen durh�1(n) � dKS�Vn; Vn + n2�n�:Vn ist eine Summe von unabhängigen Zufallsvariablen; sind also fVn , fZ undgn Dihten zu Vn, Z1 und 2�n�nZn, so folgt aus gn(x) = 2n��1n fZ(2n��1n x),dass kgnk1 = 2n�n kfZk1 = �n:Lemma 2.8.() impliziert kfVnk1 � kgk1 = �n und Lemma 2.8.(b) liefert�1(n) � �nn2�n:26



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTAus (2.15) erhalten wir für k 2 N2k�1 � 1 � �k � 2k�1;und damit ist0 � 2�n nXk=1 2k�1Zk � 2�n nXk=1�kZk � 2�n nXk=1Zk:Wir wollen Lemma 2.8.(a) anwenden und dafür zunähst die dort auftretendenWahrsheinlihkeiten abshätzen.Die momenterzeugende Funktion zu Zk istEetZk = Z 10 etxe�x dx = 11� t ; 0 � t < 1;damit gilt nah der Markovshen UngleihungP� nXk=1Zk � n� � e�nt� 11� t�nfür alle 0 � t < 1. Mit t = 1 � 1= (wegen  � 1 ist dies innerhalb des für tzulässigen Bereihes) wird die Obershranke zu� e�t1� t�n = �e�+1�n = 2�n;und somit ergibt sih mit demselben Ordnungsargument wie oben und  = nin Lemma 2.8.(a)�2(n) = dKS� nXk=1�kZk; nXk=1 2k�1Zk�� dKS� nXk=1�kZk; nXk=1�kZk + nXk=1Zk�� nkfP�kZkk1 + 2�n� n��1n + 2�n; 27



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessdenn nah Lemma 2.8.() ist die Supremumsnorm der Dihte von Pnk=1 �kZkkleiner gleih der der Dihte von �nZn. Dies ist exponentialverteilt mit Para-meter ��1n , und dieser Parameter gibt auh das globale Maximum der zugehö-rigen Dihte an.Die Abshätzung von �3 geshieht shlieÿlih mittels Lemma 2.8.(b): Da dieZufallsvariablen Zk, k = 1;2; : : : unabhängig sind, gilt�3(n) = dKS� nXk=1 2�kZk; nXk=1 2�kZk + 1Xk=n+1 2�kZk�� kfWnk1E ���� 1Xk=n+1 2�kZk����;wobei fWn eine Dihte zu Wn :=Pnk=1 2�k+1Zk ist. Es gilt dabei kfWnk1 �kfZk1 = 1 und E ���� 1Xk=n+1 2�kZk���� = 1Xk=n+1 2�kEZk = 2�n;also �3(n) � 2�n.Bemerkung 2.10 Mittels eines geeigneten numerishen Verfahrens erhält man � 2:678347. Die verwendete Obershranke in Satz 2.9 ist damit für n � 5trivial, da sih ein Wert gröÿer als 1 ergibt. Die Besha�enheit der Folge (�n)ermögliht so die Abshätzung (1 + )�n � 15=2 für n � 6 und wir erhaltenals alternative Formulierung des obigen SatzesdKS�2�nSn; S1� � �152 n+ 2�2�n:Weiterhin ist 15=2n + 2 � 8 für n � 4. Damit können wir die Aussage desSatzes vereinfahen zu dKS�2�nSn; S1� � n2�n+3:Mit den Abshätzungsmöglihkeiten für den Kolmogorov-Smirnov-Abstandvon 2�nSn und S1 aus Bemerkung 2.10 nehmen wir nun eine ähnlihe Aus-sage für den Totalvariationsabstand von L(Xn(�) � blog2 n) und Qflog2 ng28



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTin Angri�. Für bessere Lesbarkeit shreiben wir wieder kn := blog2 n und�n := flog2 ng. Wieder einmal benötigen wir ein kleines Lemma aus der Ana-lysis:Lemma 2.11 (a) Für k 2 Z ist1Xj=k j2�j = (1 + k)21�k:(b) Für x 2 R+ gilt Xj�x j2�j � (1 + x)21�x:() Für jtj < 2 gilt 1Yk=1 11� 2�kt � � 11� t=2�2:Beweis. Wir zeigen zunähst Teil (a) mit vollständiger �zweiseitiger� Induk-tion: Für k = 0 betrahten wir eine geometrish verteilte Zufallsvariable mitParameter 1=2, deren Erwartungswert als die linke Summe geshrieben werdenkann. Dass selbiger gleih 2 ist, veri�ziert dann den Induktionsanfang.Weiter gilt 1Xj=k+1 j2�j = (2 + k)2�k() 1Xj=k j2�j = (2 + k)2�k + k2�k= (1 + k)21�k;und diese Aussage lässt sih für k � 0 als Induktionsshluss von k auf k � 1verwenden wie auh, für k � 0, als Shluss von k auf k + 1.Für Teil (b) de�nieren wir die Funktion g : R ! R durh g(x) := (1+ x)21�x.Betrahtet man die Ableitung, sieht man leiht, dass g links von log2(e=2)29



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessstreng monoton wahsend, rehts davon streng monoton fallend ist. Für x �log2(e=2) � 0;442 können wir also Teil (a) mit k = dxe verwenden, und erhal-ten die Obershranke durh ein Monotonieargument. Weiter ist g(0) = g(1) =2 und g(x) > 2 für x 2 (0;1), also folgt die Behauptung auh für diesen Fall.Zum letzten Teil des Lemmas: Bekannterweise lässt sih der Logarithmus inder Potenzreihenentwiklung um 1 shreiben alslog(1� x) = � 1Xj=1 xjj ; jxj < 1:Damit ergibt sih1Yk=1 11� 2�kt = exp�� 1Xk=1 log�1� 2�kt��= exp� 1Xj=1 1Xk=1 (2�kt)jj � = exp� 1Xj=1 tjj 1Xk=1 2�kj�:Nun ist der Wert der inneren geometrishe Reihe gerade 1=(2j � 1) und damitkleiner oder gleih 2�j+1. Damit shätzen wir insgesamt nah oben ab:1Yk=1 11� 2�kt � exp�2 1Xj=1 (t=2)jj �= exp��2 log(1� t=2)� = � 11� t=2�2:Satz 2.12 Für n 2 N und " 2 (0;1) giltdTV�L(Xn � kn); Q�n� � �53(1� ") log2 n+ 14��n2��(1�") + 6 exp��n"�:Beweis. Seien " 2 (0;1) und n 2 N fest. Wir wollendTV�L(Xn � kn); Q�n� = Xj2Z��P (Xn � kn = j)�Q�n(fjg)��30



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTnah oben begrenzen. Dafür betrahten wir zunähst die beteiligten Ausdrükeeinzeln: Es gilt nah (2.1) für j � �knP (Xn � kn = j) = P (Xn = j + kn)= P (Skn+j � n) � P (Skn+j+1 � n);sowie Q�n(fjg) = P (b� log2 S1 + �n = j)= P (� log2 S1 � j � �n) � P (� log2 S1 � j + 1� �n)= P (2kn+jS1 � n) � P (2kn+j+1S1 � n):Da die Verteilungen von S1 und 2�nSn denselben Kolmogorov-Smirnov-Ab-stand haben wie die von 2�n+kn+jSn und 2kn+jS1 (und analog mit j + 1anstelle von j), lässt sih also abshätzen��P (Xn�kn = j) � Q�n(fjg)��� ��P (Skn+j � n) � P (2kn+jS1 � n)��+ ��P (Skn+j+1 � n) � P (2kn+j+1S1 � n)��� dKS�2�kn�jSkn+j; S1� + dKS�2�kn�j�1Skn+j+1; S1�:Nun spalten wir die oben angeführte Summe auf. Für diejenigen Summanden,deren Index niht kleiner als �"kn ist, erhalten wirXj��"kn��P (Xn � kn = j)�Q�n(fjg)��� Xj��"kn�dKS�2�kn�jSkn+j; S1� + dKS�2�kn�j�1Skn+j+1; S1��;Indexvershiebung liefert mit Bemerkung 2.10: : : � Xj�(1�")kn�152 j + 2�2�j + �152 (j + 1) + 2�2�j�1� 274 Xj�(1�")kn 2�j + 454 Xj�(1�")kn j2�j 31



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessund mit Lemma 2.11.(b) ergibt dies: : : � 27 � 2�(1�")kn�1 + 454 �(1� ")kn + 1�21�(1�")kn� �45(1 � ")kn + 72�2�(1�")kn�1:Für j < �"kn verwenden wir die Dreieksungleihung. Dazu shätzen wirzunähst den Tail von S1 mit Hilfe der Markovshen Ungleihung ab. Nah(2.13) gilt S1 =distr 1Xk=0 ~Ykmit L( ~Yk) = Exp(2k) und ~Y1; ~Y2; : : : unabhängig; wegen L(2�kY1;k) = L( ~Yk)bedarf dies keiner weiteren Begründung. Als direkte Konsequenz daraus istEetS1 = 1Yk=1 11� 2�kt ; jtj < 2;die momenterzeugende Funktion zu S1, also folgt mit Lemma 2.11.()P (S1 � x) � e�tx� 11� t=2�2; jtj < 2: (2.16)Weiter giltXj<�"kn��P (Xn � kn = j)�Q�n(fjg)��� P (Xn � kn < �"kn) + Q�n�(�1;� "kn)�� P �Xn < (1� ")kn�+ P �b� log2 S1 + �n < �"kn�: (2.17)Für den ersten Ausdruk ziehen wir wieder das erneuerungstheoretishe Stan-dardargument (2.1) heran:P �Xn � (1� ")kn � 1� = P �Xn � b(1� ")kn � 1�= P �Sb(1�")kn�1 � n�= P �2�b(1�")kn�1Sb(1�")kn�1 � n2�b(1�")kn�1�;32



2.2 Asymptotik der Einfügetiefe bei DSTdies wiederum ist niht weiter von P (S1 � 2�b(1�")kn�1) weg als die ent-sprehende Kolmogorov-Smirnov-Distanz aus Bemerkung 2.10. Somit giltP �Xn � (1� ")kn � 1� � �152 �(1� ")kn � 1�+ 2� � 2�b(1�")kn�1+ 169 exp��n2�(1�")kn�;wobei wir (2.16) mit t = 1=2 verwendet haben.Für den zweiten Summanden in (2.17) verwenden wir wieder Abshätzung(2.16), diesmal mit t = 1:P �b� log2 S1 + �n � �"kn � 1� � P �� log2 S1 � (1� ")kn � log2 n�� P �S1 � n2�(1�")kn�� 4 exp��n2�(1�")kn�:Wir fassen zusammen:dTV�L(Xn � kn); Q�n� � �45(1 � ")kn + 72�2�(1�")kn�1+ �152 �(1� ")kn � 1�+ 2� � 2�b(1�")kn�1+ 169 exp��n2�(1�")kn� (2.18)+ 4 exp��n2�(1�")kn�:Nun istn 2�(1�")kn = n 2�(1�") log2 n+(1�")flog2 ng = n" � 2(1�")flog2 ng;und da der Exponent der Zweierpotenz niht negativ wird, kann man diesnah unten durh n" abshätzen. Damit erhalten wir für die letzten beidenSummanden in (2.18) insgesamt die Obershranke6 exp��n"�;grob abgeshätzt, denn 16=9 + 4 � 6. Für die übrigen Summanden stellen wirfest, dass wegen flog2 ng � 1 gilt2�(1�")kn = n�(1�") � 2(1�")flog2 ng � �n2��(1�"); 33



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozessund wir können die ersten beiden Summanden in (2.18) nah oben begrenzendurh �53(1� ")kn + 14� � �n2��(1�"):Die Behauptung folgt.Bemerkung 2.13 Die Obershranke des vorhergegangenen Satzes ersheintauf den ersten Blik etwas unübersihtlih. Für groÿe n ist es jedoh für be-liebiges festes " immer der erste Summand, der langsamer gegen Null strebt.Aus Satz 2.12 kann man also die folgende Aussage erhalten:Zu  < 1 existieren ein C > 0 und ein n0 2 N, so dass für alle n > n0 giltdTV�L(Xn � kn); Q�n� � C � log2 n � n� :Im Sinne einer Konvergenzgeshwindigkeit �verliert� auÿerdem der Logarith-mus gegen die Potenz. Damit folgern wir shlieÿlihdTV�L(Xn � kn); Q�n� = O(n�); n!1;für alle  < 1.2.3 Darstellung der GrenzverteilungFür die im vorhergegangenen Kapitel erhaltene Grenzverteilung wollen wirnun mit Hilfe von harakteristishen Funktionen eine Darstellung der Ver-teilungsfunktion dieser Grenzverteilung erhalten. Hauptansatzpunkt ist dabeieine Partialbruhzerlegung. Ähnlihe Darstellungen erhalten auh Louhardin [Lou87℄ und Flajolet in [Fla85℄, diese verwenden jedoh einen wesentlihanalytisheren Zugang und arbeiten u.a. mit Mellin-Transformationen.Lemma 2.14 Seien b := Q1j=1(1� 2�j) und, für k 2 N,ak := �b k�1Yj=1�1� 2j���1:34



2.3 Darstellung der GrenzverteilungDann gilt für alle x 2 ZQ��(�1;x℄� = 1Xk=1 ak exp��2k+��1�x�:Beweis. Sei zunähst n 2 N fest. Wir beginnen mit einer Partialbruhzerle-gung von Qnk=1(1 � 2�kz)�1. Der AnsatznYk=1�1� 2�kz��1 = nXk=1 an;k�1� 2�kz��1 (2.19)führt nah geeigneter Multiplikation und Einsetzen von z = 2k mit k = 1; : : : ;nauf an;k = �k�1Yj=1�1� 2j� n�kYj=1�1� 2�j���1:Dieses Vorgehen zur Bestimmung der Koe�zienten in der Partialbruhzerle-gung nennt man mitunter auh die �Zuhaltemethode�.Nah (2.7) ist L(S1) eine Faltung von Exponentialverteilungen. Die harak-teristishe Funktion zu Exp(2k) lautet z 7! (1 � 2�kz)�1, also steht auf derlinken Seite von (2.19) die harakteristishe Funktion zur Faltung Exp(2) ?: : : ? Exp(2n). Auf der rehten Seite von (2.19) steht eine Linearkombinationharakteristisher Funktionen, die zu einer Mishung von Verteilungen gehört.Dies geht hier jedoh über die üblihe Mishung von Wahrsheinlihkeitsmaÿenhinaus, da die Koe�zienten an;k alternieren. Bezüglih der Verteilungen lässtsih (2.19) also nah dem Eindeutigkeitssatz für harakteristishe Funktionenshreiben alsExp(2) ? Exp(22) ? : : : ? Exp(2n) = nXk=1 an;k Exp(2k): (2.20)Wir wollen nun auf beiden Seiten den Grenzübergang n!1 betrahten, umdaraus L(S1) = 1Xk=1 ak Exp(2k) 35



2 Die DST-Pfadlänge als niht-homogener Erneuerungsprozesszu erhalten. Aus (2.20) folgt sofortP (Y1 + : : :+ Yn � x) = nXk=1 an;k exp(�x2k); x � 0;wobei Yk � Exp(2k) für k 2 N und Y1; : : : ;Yn unabhängig. Dabei reiht unsfür x � 0 die punktweise Bildung des Limes. Mit der Stetigkeit von untensteht nah dem Grenzübergang links P (S1 � x), rehts brauhen wir zweizusätzlihe Erkenntnisse. Dass giltlimn!1an;k = ak;ist dabei leiht zu sehen. Auÿerdem brauhen wir ein Argument für die Zuläs-sigkeit der Vertaushung von Limes und Summe. Sei x > 0. Dazu de�nierenwir das Maÿ �x auf N durh�x(fkg) := exp(�x2k):Mit fn : N ! R, k 7! 1fk�ngan;k, k 2 N, gilt kfnk1 � b�1. Da �x(N) < 1folgt nah dem Satz von der majorisierten Konvergenz mit f := limn!1 fnlimn!1 nXk=1 an;k exp(�x2k) = limn!1ZN 1f1;:::;ngfn d�x= ZN f d�x = 1Xk=1 ak exp(�x2k):Damit folgt für x 2 ZQ��(�1; x℄� = P �b� log2 S1 + � � x�= P �� log2 S1 < x+ 1� ��= P �S1 > 2�x�1+�� (2.21)= 1Xk=1 akP � ~Yk > 2�x�1+��= 1Xk=1 ak exp��2�x�1+�+k�:Diese Darstellung können wir verwenden, um die Zähldihte dieses Grenzmaÿeszu skizzieren, siehe Abbildung 2.2.36



2.3 Darstellung der Grenzverteilung
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Abbildung 2.2: Massenfunktionen k 7! Q�(fkg) für vershiedene Werte von �.
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3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeIn digitalen Suhbäumen �nden sih shnell statistishe Fragestellungen undAnwendungen. Eine naheliegende Fragestellung ist zum Beispiel folgende: An-genommen, man beobahtet die Tiefe eines einzelnen Pfades, wie sollte mandie Zahl der Knoten im gesamten Baum shätzen? Auf die Problematik des ap-proximate ounting (vgl. S. 21) übertragen ist dies sozusagen der stohastisheRükshluss von einem Zählerstand auf die Anzahl der gezählten Werte.Eine weitere Fragestellung aus dem Bereih der Statistik ist dann diese: Istein binärer Baum gegeben, kann man anhand seiner Struktur erkennen, obdieser durh den BST- oder den DST-Algorithmus entstanden ist? Gibt esvielleiht sogar eine einzelne Kenngröÿe, die die relevante Information für dieseUntersheidung bereits vollständig enthält?Bei DST-erzeugten binären Bäumen untersuhen wir zunähst die Möglihkeit,das Likelihood-Prinzip auf das Problem des Shätzens der Knotenzahl n an-zuwenden. Beobahtet wird dafür die Länge eines vorgegebenen Pfades, derenVerteilung wir im vorhergegangenen Kapitel untersuht haben. Der Shätzerfür den Parameter (!) n, der sih daraus ergibt, wird unter asymptotishenGesihtspunkten wie auh im Vergleih zu anderen Shätzern betrahtet. Imdarau�olgenden Abshnitt geben wir Kon�denzshranken für die unbekannteAnzahl der Knoten an. Hier können wir die asymptotishen Shlussfolgerun-gen in Kapitel 2 verwenden und approximative Kon�denzshranken angeben.Shlieÿlih wenden wir uns dem oben beshriebenen Entsheidungsproblemzu.Für binäre Bäume, die aus dem BST-Algorithmus hervorgehen, sind die ent-sprehenden Resultate zum Teil bereits bekannt. Daher beshränken wir unsfür den BST-Fall auf einen kurzen Abshnitt zu approximativen Kon�denzin-tervallen. 39



3 Statistishe Konzepte für binäre Bäume3.1 Shätzen der KnotenzahlIn einem zufälligen digitalen Suhbaum mit unbekannter Anzahl n von Knotenwird entlang eines Pfades � 2 f0;1gN die Tiefe K := Xn(�) des externenKnotens beobahtet. Die Knotenzahl soll anhand dieser Beobahtung geshätztwerden.Aus dem vorigen Kapitel übernehmen wir die Darstellung von Xn(�) als Mar-kovkette. Es gilt P (Xn+1(�) = k + 1jXn(�) = k) = 2�k und daraus folgtP �Xn(�) = k� = 2k P �Xn+1(�) = k + 1;Xn(�) = k�= 2k P �Xn(�) < k + 1 � Xn+1(�)�= 2k �P �Xn+1(�) � k + 1� � P �Xn(�) � k + 1��;denn (Xn) hat für festes � nur Sprünge der Höhe 1. Wir benutzen das erneue-rungstheoretishe Standardargument (2.1), S. 9, und erhaltenP �Xn(�) = k� = 2k �P (Sk+1 � n+ 1) � P (Sk+1 � n)�= 2k P (Sk+1 = n+ 1):Dabei ist (Sk) die Folge der Partialsummen zu (Yk), mit Yk � Geom(21�k) fürk 2 N und (Yk) unabhängig. Insbesondere erkennt man an dieser Darstellung,dass die Verteilung von Xn(�) niht von der Wahl von � abhängt.Das Problem der Maximierung von n 7! P (Xn(�) = k) für festes k ist alsoäquivalent dazu, das Maximum der Wahrsheinlihkeitsmassenfunktion vonSk+1 zu �nden.Lemma 3.1 Für jedes k 2 N besitzt die Wahrsheinlihkeitsmassenfunktionvon Sk ein eindeutiges Maximum.Beweis. Der Beweis gliedert sih in zwei Teile. Wir nutzen zunähst das Kon-zept der diskreten Unimodalität, wie es von Keilson und Gerber in [KG71℄entwikelt wird, um zu zeigen, dass für die Folge (pn) mitpn := P (Sk = n); n 2 N;40



3.1 Shätzen der Knotenzahl(mindestens) ein M 2 N existiert, so dasspn � pn�1 für n �M;pn+1 � pn für n �M:In der Notation von [KG71℄ heiÿt eine solhe Verteilung (diskret) unimodal.Darüberhinaus sind solhe Verteilungen streng unimodal, deren Faltung miteiner beliebigen unimodalen Verteilung wieder unimodal ist. Zwei Resultateaus [KG71℄ werden nun verwendet:� Die Klasse der streng unimodalen Verteilungen ist unter der Faltungabgeshlossen.� Geometrishe Verteilungen sind streng unimodal.Es ist klar, dass hieraus sofort die strenge Unimodalität von Sk gefolgert wer-den kann.Nun zum zweiten Teil des Beweises. Wir zeigen, dass es kein n � k gibt mitpn = pn+1:Zerlegen wir nah den Werten der Y1; : : : ;Yk, so erhalten wirpn = X1�j1;:::;jkj1+:::+jk=nP �Y1 = j1; : : : ; Yk = jk�= X1�j2;:::;jkj2+:::+jk=n�1 kYi=2 21�i(1� 21�i)ji�1= 2�k(k�1)=2 X1�j2;:::;jkj2+:::+jk=n�1 2�Pki=2(i�1)(ji�1) � kYi=2(2i�1 � 1)ji�1:Die �feinste� Zweierpotenz in dieser Summe wird dabei für 1 = j2 = : : : = jk�1und jk = n� k + 1 erreiht, die verbleibende Potenz einer ungeraden Zahl istwieder ungerade. In der Summe kommen nun nur �gröbere� Zweierpotenzenhinzu, also ist pn ein ungerades Vielfahes von2�k(k�1)=2�(k�1)(n�k) = 2�(k�1)(n�k=2) =: N: 41



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeAnalog ist pn+1 ein ungerades Vielfahes von2�(k�1)(n+1�k=2) = 21�kNund damit können pn und pn+1 niht gleih sein.Die Identi�kation dieses eindeutigen Maximums ist jedoh niht trivial � manrehnet mit einer Maximalstelle in der Gröÿenordnung von 2K . Es gibt jedoheinen numerish gut zugänglihen Weg über eine Rekursionsvorshrift für dieWahrsheinlihkeitsmassenfunktion zu Xn(�).Für das Zustandekommen des Ereignisses fXn(�) = kg gibt es zwei möglihevorhergehende Situationen: fXn�1(�) = kg und fXn�1(�) = k�1g. Nah demSatz von der totalen Wahrsheinlihkeit ist alsoP (Xn(�) = k) = P (Xn(�) = kjXn�1(�) = k) � P (Xn�1(�) = k)+ P (Xn(�) = kjXn�1(�) = k � 1) � P (Xn�1(�) = k � 1)= (1� 2�k)P (Xn�1(�) = k) + 2�k+1P (Xn�1(�) = k � 1);vergleihe (2.12). Shreiben wir abkürzend pn;k := P (Xn(�) = k) so erhaltenwir die etwas übersihtlihere Darstellungpn;k = �1� 2�k�pn�1;k + 21�kpn�1;k�1 (3.1)Damit können wir die Maximum-Likelihood-Shätzfunktion k 7! n̂ML(k) be-rehnen: Folgende R-Zeilen erzeugen einen Vektor der ersten kmaxWerte dieserFunktion.1 kmax <- 202 nmax <- floor(2^(kmax+.5))34 p <- matrix(0,nmax ,kmax)5 p[1:nmax ,1℄ <- (1/2)^(1:nmax -1)67 for (n in 2:nmax)8 p[n,2:kmax℄ <- (1-2^(-(2:kmax))) * p[n-1,2:kmax℄9 + 2^(1-(2:kmax)) * p[n-1,2:kmax -1℄1011 ml <- whih.max(p[,1℄)12 for (k in 2:kmax)13 ml <- (ml, whih.max(p[,k℄))1415 ml42



3.1 Shätzen der KnotenzahlDas oben erwähnte exponentielle Wahstum führt jedoh shnell zu einer re-henzeitbedingten Beshränkung in der Wahl von kmax. In Tabelle 3.1 sinddie Werte des Maximum-Likelihood-Shätzers für einige (kleinere) Werte vonk angegeben. Durh die zusätzlihe Berehnung des Logarithmus des jeweiligenShätzwertes kommen wir bereits der Asymptotik auf die Spur.k n̂(k) log2 n̂(k)1 2 12 4 23 8 34 19 4.2479285 39 5.2854026 80 6.321928
k n̂(k) log2 n̂(k)7 162 7.3398508 325 8.3442969 652 9.34872810 1306 10.3509411 2614 11.3520412 5230 12.35260

k n̂(k) log2 n̂(k)13 10462 13.3528714 20925 14.3529415 41852 15.3530116 83706 16.3530417 167415 17.3530718 334831 18.35307Tabelle 3.1: Werte des ML-Shätzers für kleine Beobahtungen kBetrahtet man in Tabelle 3.1 die letzten Werte des logarithmierten Shätzers,so könnte man vermuten, dass log2 n̂(k) � k gegen einen festen Wert konver-giert. Wir wollen diese Vermutung mit einigen heuristishen Überlegungenstützen, eine genauere Untersuhung wird Gegenstand von [DG09℄ sein.Die Shätzfunktion, deren Werte wir oben numerish bestimmt haben, lautetn̂ML(k) = argmaxn2N P �Xn(�) = k�:Damit n̂ML(k) mit groÿem k niht in der Unendlihkeit vershwindet, betrah-ten wir die normierte Variantelog2�n̂ML(k)� � k:Dabei gilt wegen der Bijektivität des Logarithmus als Funktion von R>0 nahR log2 argmaxn2N P �Xn(�) = k� = argmax�2log2 N P �X2� (�) = k�;wobei log2 N = f� 2 R : 2� 2 Ng. 43



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeMit demselben Bijektivitätsargument für die lineare Abbildung x 7! x � kvershieben wir nun die Maximalstelle, indem wir die Argumente der argmax-Bildung entsprehend anpassen:log2 n̂ML(k) � k = argmax�2Ak P �X2�+k = k�:Dabei ist Ak := log2 N � k = f� 2 R : 2�+k 2 Ng. Diese Mengenfolge istisoton, denn mit x 2 Ak existiert eine natürlihe Zahl n mit x = log2 n � k,und da mit n auh 2n 2 N ist, gilt x = log2(2n)� 1� k = log2(2n)� (k + 1),d.h. x 2 Ak+1. Weiterhin liegt der GrenzwertA := 1[k=1Akdieser Mengenfolge diht in R. Es gilt sogar noh mehr. Zu jedem a 2 Rexistiert eine Folge (ak)k2N mit ak 2 Ak für alle k 2 N und limk!1 ak = a:Sei a 2 R beliebig, dann ist d2k+ae 2 N für alle k 2 N undak := log2d2k+ae � k 2 Akleistet das gewünshte, wie man mit der Stetigkeit des Logarithmus leihteinsieht:limk!1ak = limk!1�log2d2k+ae � k� = log2 limk!1�d2k+ae2k � = log2 2a = a:So liegt es nahe, zu shlieÿen, dass alsolimk!1 �log2 n̂ML(k) � k� = argmax�2R limk!1P �Xnk(�) = k�mit nk := b2�+k gilt. Nah Satz 2.5 erhalten wir auf der rehten SeiteP �Xnk(�) = k� = P �Xnk(�)� blog2 nk = �b�� ! Qf�g��b��;also insgesamtlimk!1 �log2 n̂ML(k)� k� = argmax�2R Qf�g��b�� � 0:3530830:44



3.1 Shätzen der KnotenzahlMit diesem rein analytishen Ergebnis für die Shätzfunktion können wir zueiner Konsistenzaussage für den Shätzer selbst gelangen. Dafür stellen wirzunähst fest, dass mit wahsendem n auh die beobahtete Pfadlänge gegenunendlih strebt. Formal: limn!1Pn(K > C) = 1für jedes feste C > 0. Mit � als Maximalstelle der Funktion � 7! Qf�g(�b�)gilt also Pn�j log2 n̂ML �K � �j > "� ! 0mit n!1 für alle " > 0. Daraus folgt2�K � n̂ML p�! 2� � 1;2773:Es bleibt die Frage, ob der berehnete Shätzer erwartungstreu ist, und wiesih seine Varianz mit wahsender Knotenzahl verhält.Wir betrahten zunähst einen weiteren Shätzer für die Knotenzahl, der siho�ensihtlih vom Maximum-Likelihood-Shätzer untersheidet:n̂0(K) := 2K � 1:Im Kontext des approximate ounting ist Cn der (zufällige) Zählerstand nahZählung von n Objekten. Durh eine leihte Di�erenz in den Anfangsbedin-gungen erhalten wir auf den Fall des digitalen Suhbaums bezogen L(Kjn) =L(Cn�1). In diesen Kontext übertragen �nden wir die folgenden Resultate zuErwartungswert und Varianz dieses Shätzers in [Fla85℄. Dort steht in Pro-position 0: E2Cn = n + 2 und var(2Cn) = n(n + 1)=2. Der Ansatz ist dabeiinsofern vershieden, als dass grundsätzlih von einem bekannten n ausgegan-gen wird.Unter der Bedingung, dass n der �wahre� Parameter ist, erhalten wir als Er-wartungswert des Shätzers n̂0En n̂0 = E�2Cn�1 � 1� = n; 45



3 Statistishe Konzepte für binäre Bäumeder Shätzer ist also erwartungstreu. Für die Varianz ergibt sihvarn�n̂0(K)� = var�2Cn�1� = n(n� 1)2 :Natürlih ist eine Varianz in der Gröÿenordnung vom Quadrat der geshätztenGröÿe niht gerade ein Zeihen für die Zuverlässigkeit des Shätzers. Anderer-seits ist aber ebenso klar, dass sih aus der Beobahtung einer einzelnen Pfad-länge kaum das Aussehen des Baumes in den übrigen Pfaden erraten lässt.Um nun die Überlegungen zum Shätzen der Knotenzahl abzushlieÿen, wollenwir die betrahteten Shätzer vergleihen. Aus den vorhergehenden Überlegun-gen wird dabei klar, dass gilt n̂ML(K)n̂0(K) ! 2�in Wahrsheinlihkeit, mit wahsender Knotenzahl. Asymptotish shätzt alsoder Likelihood-basierte Shätzer bei identisher Beobahtung immer um einenFaktor von 2� � 1:27 gröÿer als der erwartungstreue Shätzer.3.2 Kon�denzshrankenBeobahtet man wieder die Tiefe K des externen Knotens entlang eines festenPfades � 2 f0;1gN , so lassen sih Kon�denzshranken für die Gesamtzahl derKnoten angeben. In der Situation des approximate ounting lassen sih dieseShranken verwenden, um, basierend auf dem Wert des Zählers, stohastishpräzise Aussagen über die Anzahl der gezählten Ereignisse zu mahen.Zunähst ein paar Vorüberlegungen: Zu einem � 2 (0;1) de�nieren wir � : (N ! N;k 7! inffn 2 N : P (Sk � n) � 1� �g;wobei L(Sk) = ?kj=1Geom(21�j) wie oben.  �(k) ist also das (1 � �)-Quantilder Verteilung von Sk. O�ensihtlih ist k 7! Sk in dem Sinne monoton wah-send, dass für k;n 2 N giltP (Sk � n) � 1� � =) P (Sk�1 � n) � 1� �;46



3.2 Kon�denzshrankenalso ist  � (shwah) isoton. Weiter de�nieren wir �1� (n) := inffk 2 N :  �(k) � ngin gewisser Analogie von Verteilungs- und Quantilfunktion. Eben diese Ana-logie inspiriert das folgendeLemma 3.2 Für alle k;n 2 N gilt �1� (n) � k ()  �(k) � n:Beweis. Seien n;k 2 N. Wegen der Isotonie von  � folgt aus  �1� (n) � k, dassk 2 fj 2 N :  �(j) � ng, also ist  �(k) � n. Sei umgekehrt  �(k) � n, dannmuss auh  �1� (n) � k gelten.In ihrer Eigenshaft als Quantilfunktion erfüllt � 7!  �(k) natürlih die Glei-hungenP (Sk �  �(k)) � 1� � und P (Sk <  �(k)) < 1� �: (3.2)Damit konstruieren wir nun die Kon�denzshranken.Satz 3.3 Beobahtet man entlang des Pfades � 2 f0;1gN die Tiefe K desexternen Knotens, so ist 1��(K) bzw.  �(K + 1)eine (1��)-Kon�denzuntershranke bzw. eine (1��)-Kon�denzobershrankefür die Gesamtzahl n der Knoten des Baumes.Beweis. Es ist für alle n 2 N zu zeigen, dassPn(n �  1��(K)) � 1� � sowie Pn(n �  �(K + 1)) � 1� � 47



3 Statistishe Konzepte für binäre Bäumegilt. Für die Untershranke folgt dabei aus Lemma 3.2Pn�n �  1��(K)� = Pn�n >  1��(K)� 1�= Pn� �11��(n+ 1) > K�= Pn�Xn(�) <  �11��(n+ 1)�= Pn(S �11��(n+1) > n)= Pn�S �11��(n+1) � n+ 1�:Setzt man in Lemma 3.2 k =  �(n), so erhält man  �( �1� (n)) � n, alsoergibt sih mit (3.2)Pn�n �  1��(K)� � Pn�S �11��(n+1) �  1��( �11��(n+ 1))�� 1� (1� (1� �)) = 1� �:Für die Obershranke erhalten wir analog nah Lemma 3.2Pn(n �  �(K + 1)) = Pn(K + 1 �  �1� (n))= Pn(Xn(�) �  �1� (n)� 1)= Pn(S �1� (n)�1 � n):Setzen wir in Lemma 3.2 k =  �1� (n)�1, so erhalten wir n �  �( �1� (n)�1),und damit können wir weiter abshätzenPn(S �1� (n)�1 � n) � Pn(S �1� (n)�1 �  �( �1� (n)� 1)) � 1� �nah Gleihung (3.2).Bemerkung 3.4 Zur tatsählihen Berehnung der beshriebenen Shrankenwollen wir zwei vershiedene Ansätze vorstellen.� So, wie die Funktion  de�niert wurde, liegt es nahe, die Verteilungvon Sk für vorgegebenes k zu untersuhen. Dazu bedienen wir uns derwahrsheinlihkeitserzeugenden Funktionen und einer Computeralgebra-Software wie etwa Maple. Es istz 7! pz1� (1� p)z ; z 2 R48



3.2 Kon�denzshrankendie wahrsheinlihkeitserzeugende Funktion zur geometrishen Vertei-lung auf N mit Erfolgswahrsheinlihkeit p, somit ergibt sih als erzeu-gende Funktion zu ?kj=1Geom(21�k)gk(z) = kYj=1 21�jz1� (1� 21�j)z :Die folgende Befehlsfolge liefert also  �(k) für vershiedene Werte k und�: 1 g := (z,n) -> produt((2^(1 -i)*z)2 /(1-(1-2^(1-i))*z),i=1..n):3 for a in [0.95, 0.975℄ do4 for k in [2,3,4,5,6,7℄ do5 j := 0:6 quant := 0:7 while quant < a do8 j := j+1:9 quant := quant + oeff(series(g(z,k),10 z=0, j+1),11 z,j):12 end do:13 printf("psi_%g(%d) = %d\n", a, k, j):14 end do:15 end do:Leider ist der (insbesondere algebraishe) Rehenaufwand sehr hoh.� Als weitere Möglihkeit ergibt sih ein Zugang zur Verteilung von Skdurh das erneuerungstheoretishe Standardargument (2.1) zusammenmit der Rekursion (3.1). Wir arbeiten mit dem vorher angegebenen R-Programm weiter und speihern die Werte der Verteilungsfunktion inder Tabelle pkumul:1 pkumul <- matrix(0,nmax,kmax)2 pkumul[,1℄ <- p[,1℄3 for (k in 2:kmax)4 pkumul[,k℄ <- pkumul[,k-1℄ + p[,k℄56 alpha <- .97 konfober <- whih.max(pkumul[,1℄ <= alpha)8 for (k in 2:kmax)9 konfober <- (konfober ,10 whih.max(pkumul[,k℄ <= alpha))11 konfober 49



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeDamit erhält man einen Teil der in Tabelle 3.2 angegebenen Werte, die mannatürlih auh, etwa wie in Tabelle 3.3, zu Kon�denzintervallen zusammenfas-sen kann. Hierbei arbeiten wir zunähst mit equal tails. Allerdings ist zu be-denken, dass die Kon�denzintervalle umso kleiner werden, je weniger man dieKon�denzuntershranke berüksihtigt: Nehmen wir beispielsweise das 0:95-Kon�denzintervall, so ist dessen Länge 593 für k = 7. Die Kon�denzober-shranke mit denselben Parametern ist aber 538, wir erhalten also ein kleineresKon�denzintervall, indem wir nur die Obershranke berüksihtigen. Als Al-ternative kann man auh Likelihood-basierte Kon�denzintervalle betrahten.3.3 Approximative Kon�denzshranken (DST)Aus Abshnitt 2.1 wissen wir, dass 2�kSk mit k !1 in Verteilung gegen S1konvergiert. Dies können wir für eine Approximation der Kon�denzshrankenverwenden, indem wir für die Funktion  anstelle der Quantile von Sk dieje-nigen von 2kS1 verwenden. Sei also~ �(k) := inffx > 0 : P (S1 � 2�kx) � 1� �g;dann ist analog zu Satz 3.3 ~ 1��(K) eine approximative (1 � �)-Kon�denz-untershranke für den unbekannten Parameter n.Aus der De�nition von ~ ist sofort ersihtlih, dass gilt~ �(k) = 2k � ~ �(0):Es genügt also, die Quantile von S1 zu bestimmen um daraus durh Multipli-kation mit der der Beobahtung entsprehenden Zweierpotenz die Kon�denz-ober- und -untershranken zu erhalten.Wir verwenden die Darstellung von L(S1) als Pseudo-Mishung von Expo-nentialverteilungen aus Abshnitt 2.3. Daraus ergibt sihP (S1 � x) = 1� P (S1 > x) = 1� 1Xj=1 aj P ( ~Yj > x);50



3.4 Approximative Kon�denzshranken (BST)wobei L( ~Yj) = Exp(2j) für alle j 2 N und aj de�niert wie in Abshnitt 2.3.Mit L(2j ~Yj) = Exp(1) folgt weiterP (S1 � x) = 1� 1Xj=1 ajP (2j ~Yj > 2jx) = 1� 1Xj=1 aj exp��2jx�:Da die Beträge der Koe�zienten aj sehr shnell sehr klein werden, lässt sih dieVerteilungsfunktion gut auf numerishem Wege bestimmen. Eine graphisheDarstellung der Verteilungsfunktion �ndet sih in Abbildung 3.1, die numeri-shen Werte dazu stehen in Tabelle 3.5. Einige approximative Werte für dieKon�denzshranken stehen in Tabelle 3.4. (Die Tabellen �nden sih auf denSeiten 61 bis 63.) Man sieht leiht, dass bereits bei kleinen Werten die Asym-ptotik sehr gut greift.3.4 Approximative Kon�denzshranken (BST)Für binäre Bäume, die aus dem BST-Algorithmus hervorgehen, gibt es eineInterpretation der Pfadlänge eines vorgegebenen Pfades � 2 f0;1gN als Anzahlvon Rekorden. Sind U1;U2; : : : unabhängige, auf dem Einheitsintervall gleih-verteilte Daten, r1 := 1 und, für k 2 N,Rk := Urk mit rk+1 := minfj > rk : Uj < Rkg;dann ist R1 > R2 > : : : eine absteigende Folge von Rekorden. Dies ist genaudie Folge der Datenwerte, die entlang des Pfades (0;0; : : :) besuht werden.Beshränkt man sih auf die ersten n Datenwerte, so ist die Länge diesesPfades die Anzahl der absteigenden Rekorde in der Folge U1; : : : ;Un. Einenanalogen Zugang �ndet man ebenso für einen beliebigen Pfad �. In der Tatergibt sih (im Gegensatz zum Geburtsprozess bei DST) in diesem Fall für dieVerteilung der Pfadlänge eine Faltung von Bernoulliverteilungen. Unabhängigvon � ist stets für n 2 N L(Xn(�)) = ?nk=1 Ber� 1k�: 51



3 Statistishe Konzepte für binäre Bäume
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F (x)

Abbildung 3.1: Verteilungsfunktion F von S1Der Suhe nah einem Shätzer für die Gesamtzahl an Daten ausgehend voneiner vorgegebenen Anzahl von Rekorden haben sih bereits Moreno Rebolloet al. in [MBCB96℄ gewidmet. Sie shlagen drei vershiedene Shätzer vor, de-ren Asymptotik von Cramer in [Cra00℄ untersuht wird. Wir beshäftigen unsdaher in diesem Kapitel für den BST-Fall nur mit approximativen Kon�denz-shranken.Ist nun Xn die Anzahl der Rekorde in U1; : : : ;Un, so ergibt sih aus dem52



3.4 Approximative Kon�denzshranken (BST)zentralen Grenzwertsatz, dass mit n!1 giltXn � log nplog n distr���! Z;mit einer standardnormalverteilten Zufallsvariable Z (vgl. z.B. [ABN98, S.12℄). Dieses Resultat ist auh im Zusammenhang mit dem BST-Algorithmuswohlbekannt. Daraus können wir approximative Kon�denzshranken ablei-ten.Satz 3.5 Zu � 2 (0;1) sei q� das �-Quantil der Standardnormalverteilung.Weiter sei ~ �(k) := exp��pk + (q�=2)2 � q�=2�2�; k 2 N:Beobahtet man entlang eines festen Pfades � die Pfadlänge K, so ist~ �(K) bzw. ~ 1��(K)eine approximative Kon�denzober- bzw. -untershranke zum Niveau 1�� fürdie Anzahl der Knoten im gesamten Baum, approximativ in dem Sinne, dassmit wahsendem Parameter n das Kon�denzniveau im Grenzübergang n!1eingehalten wird.Beweis. Wir rehnen nah. Da pk + x2 > x für alle k 2 N und alle x 2 R,gilt für x > �plognPn�n � exp��pK + x2 � x�2�� = Pn�plogn+ x � pK + x2�= Pn�(plogn+ x)2 � K + x2�= Pn�K � log n � 2xplog n�:Nun ist L(Kjn) = L(Xn(�)), also folgt mit der Verteilungsasymptotik: : : = Pn�Xn(�)� lognplogn � 2x� ! �(2x); mit n!1: 53



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeDabei bezeihnet � die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung.Setzen wir nun x = q�=2 so ergibt sih durh Übergang zum Komplemen-tärereignis die Behauptung für die Untershranke. Mit x = q1��=2 folgt dieBehauptung für die Obershranke.Bemerkung 3.6 Die Bedingung, die wir zu Beginn des Beweises angenom-men haben, ist für interessante Untershranken trivialerweise erfüllt, da hierdas entsprehende Quantil positiv ist. Wie groÿ muss nun n sein, damit manauh bei negativen Quantilen, wie sie sih bei der Obershranke ergeben, dieseApproximation verwenden kann? Nennt man nmin denjenigen Wert von n, abdem q� > �2plog n erfüllt ist, so ergeben sih folgende Werte� 0.90 0.95 0.975 0.99 0.999nmin 2 2 2 4 11Für Beobahtungen K � 4 kann man also problemlos mit � � 1=100 arbeiten,ab K � 11 sogar auf � = 1=1000 reduzieren.Einige Werte dieser Shranke sind in Tabelle 3.6, S. 63, zusammengefasst.Im Vergleih mit den entsprehenden DST-Werten wird deutlih, dass derstohastishe Untershied in der Balane zwishen BST und DST erheblihist. Führt im DST-Fall eine Erhöhung des beobahteten Wertes um 1 noh zuungefähr einer Verdopplung des Wertes der Obershranke, ist dies bei BSTder Faktor 4.3.5 EntsheidungsproblemeWie zu Beginn des Kapitels angekündigt, wollen wir zu einem gegebenen Baumuntersuhen, mit welhem Algorithmus � DST oder BST � dieser Baum ent-standen ist. Sei dazu t ein binärer Baum ohne Datenwerte. MitH0 : t entstand durh den BST-Algorithmus;H1 : t entstand durh den DST-Algorithmus;54



3.5 Entsheidungsproblemehaben wir einen Test mit einfaher Hypothese und einfaher Alternative vor-liegen. Nah dem Lemma von Neyman-Pearson ist damit die Testgröÿe füreinen optimalen Test durh den Quotienten der Zähldihten gegeben, denn diebeteiligten Wahrsheinlihkeitsmaÿe sind beide diskret und besitzen denselbenTräger, nämlih die Menge der binären Bäume mit n Knoten.Ist nun Tn ein durh den BST- oder den DST-Algorithmus aus einer FolgeU1; : : : ;Un von unabhängigen, unif(0;1)-verteilten Variablen erzeugter binärerBaum, so sind linker und rehter Teilbaum von Tn bedingt unabhängig unterder Knotenzahl im linken Teilbaum. Das bedeutetP �Tn = t��#L(Tn) = #L(t)� = P �L(Tn) = L(t)��#L(Tn) = #L(t)�� P �R(Tn) = R(t)��#L(Tn) = #L(t)�: (3.3)Für den DST-Algorithmus sieht man dies wie folgt: Ausgangspunkt sind nEingabedaten U1; : : : ;Un, die unabhängig sind und derselben unif(0;1)-Vertei-lung genügen. Seien nun Uj1 ; : : : ;Ujk , 2 � j1 < j2 < : : : < jk � n, genaudiejenigen k Datenwerte, die kleiner als 1=2 sind, d.h. deren erstes Bit �0� ist.Dann sind Uj1 ; : : : ;Ujk gleihverteilt auf (0;1=2) und unabhängig von den üb-rigen Datenwerten. Insbesondere hängen also linker und rehter Teilbaum nurüber ihre jeweilige Gröÿe voneinander ab. Bedingen wir unter dieser Gröÿe, soerhalten wir entsprehend Unabhängigkeit. Weiterhin ist für die Struktur deslinken Teilbaums das erste Bit niht von Bedeutung, dieses können wir durhMultiplikation mit 2 löshen. Dadurh erhalten wir für 2Uj1 ; : : : ;2Ujk wiederdie vorausgesetzte unif(0;1)-Verteilung, also einen DST-verteilten Baum mitk Knoten. Für die Verteilung des rehten Teilbaums reiht ein Symmetriear-gument.Um auh für den BST-Fall die bedingte Unabhängigkeit zu erklären, gehenwir von einer zufälligen Permutation � aus, die gleihverteilt aus der MengeSn der Permutationen von f1; : : : ;ng ausgewählt wird. Aus Kapitel 1 wissenwir bereits, dass sih damit die Verteilung der BST-erzeugten Bäume nihtändert. Die Gröÿe des linken Teilbaums wird durh das erste Element derPermutation bestimmt. Streihen wir aus � diejenigen Werte, die kleiner odergleih �1 sind, so erhalten wir die (immernoh zufällige) Permutation ��.55



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeAnalog ergibt sih �+. Für die bedingte Unabhängigkeit der Teilbäume istnun zu zeigen, dass für alle Permutationen � 2 Sn und alle k = 1; : : : ;n giltP (�� = ��; �+ = �+ j �1 = k) = P (�� = ��j�1 = k)P (�+ = �+j�1 = k):Dies lässt sih leiht nahrehnen. Es istP (�� = ��; �+ = �+ j �1 = k) = #f� 2 Sn : �� = ��; �+ = �+; �1 = kg#f� 2 Sn : �1 = kg= �n�1k�1�(n� 1)! = 1(k � 1)! 1(n� k)! ;denn es gibt �n�1k�1� Möglihkeiten, die Positionen der Elemente von �� in �festzulegen. Andererseits gibt es bei festem k genau (k � 1)! Permutations-möglihkeiten für die Elemente von �� bzw. (n� k)! für �+. Damit folgtP (�� = ��j�1 = k) = #f� 2 Sn : �� = ��; �1 = kg(n� 1)!= �n�1k�1�(n� k)!(n� 1)! = 1(k � 1)! ;und analog P (�+ = �+j�1 = k) = 1(n� k)! :Insgesamt erhalten wir die behauptete bedingte Unabhängigkeit.Weiterhin sieht man an dieser Rehnung, dass L(��j�1 = k) = unif(Sk�1)gilt. Der linke Teilbaum hat also bedingt unter seiner Knotenzahl k dieselbeVerteilung wie ein BST-erzeugter Baum mit k Knoten. Damit ergibt sihP �L(Tn) = L(t)��#L(Tn) = #L(t)� = P �T#L(t) = L(t)�: (3.4)Analog ergibt sih diese Aussage auh für R(Tn).Nun können wir die bedingte Unabhängigkeit der Teilbäume wie folgt ausnut-zen.56



3.5 EntsheidungsproblemeLemma 3.7 P (Tn = t) = Yu2tP �#L(Tn(u)) = #L(t(u))�:Beweis. Rekursiv über die Anzahl der Knoten. Für n = 1 ist die Aussagetrivialerweise rihtig, gelte sie also für alle natürlihen Zahlen kleiner als n.Multipliziert man (3.3) mit P (#L(Tn) = #L(t)), so erhält man nah Glei-hung (3.4)P (Tn = t) = P �#L(Tn) = #L(t)� � P �T#L(t) = L(t)� � P �T#R(t) = R(t)�:Wegen #L(t) + #R(t) = n � 1 sind insbesondere #L(t) und #R(t) beidekleiner oder gleih n � 1, und für die äuÿeren Wahrsheinlihkeiten gilt dieInduktionsvoraussetzung, d.h.P (Tn = t) = Yu2L(t)P �#L(Tn(u)) = #L(t(u))�� P �#L(Tn) = #L(t)�� Yu2R(t)P �#L(Tn(u)) = #L(t(u))�:Zieht man die �groÿen� Produkte zusammen, fehlt nur noh der Faktor fürden Wurzelknoten, der jedoh in der Mitte der drei Faktoren steht; insgesamtfolgt die Behauptung.Bis hierhin konnten wir gleihe strukturelle Eigenshaften von BST- und DST-erzeugten Bäumen ausnutzen, daher war keine Untersheidung der Wahr-sheinlihkeitsmaÿe nötig. Betrahtet man jedoh die einzelnen Faktoren imvorangegangenen Lemma, so ist shnell klar, dass diese vom erzeugenden Al-gorithmus abhängen. Von hier an untersheiden wir also die Wahrsheinlih-keitsmaÿe durh einen selbsterklärenden Index.Um die Lesbarkeit weiter zu erhöhen, führen wir noh die folgenden Abkür-zungen ein. Zu u 2 t seik(u) := #t(u); l(u) := #L(t(u)); und r(u) := #R(t(u)): 57



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeDer BST-bezogene Teil des nahfolgenden Lemmas ist bereits als Theorem 6.1in [SF96℄ zu �nden.Lemma 3.8 Ist t ein binärer Baum mit n Knoten, so giltPBST(Tn = t) = Yu2t 1k(u) ; PDST(Tn = t) = n! � 2n�Pu2t k(u) �Yu2t 1k(u) :Beweis. Nah Lemma 3.7 ist die entsheidende Gröÿe die jeweilige Wahr-sheinlihkeit des Ereignisses�#L(Tn) = k	; k = 0; : : : ;n� 1:Im BST-Fall heiÿt dies, dass genau k der Datenwerte U2; : : : ;Un kleiner sindals U1, dass also U1 den absoluten Rang k + 1 besitzt. Da die Permutationender Ränge der U1; : : : ;Un alle gleihwahrsheinlih sind, folgtPBST�#L(Tn) = k� = 1n; für alle k = 0; : : : ;n� 1;#L(Tn) ist also gleihverteilt auf f0; : : : ;n�1g, und damit ist die erste Gleih-heit bereits klar.Im DST-Fall ist#L(Tn) gerade die Anzahl der Datenwerte, die in das Intervall[0;12 ) fallen, so man den ersten Wert (die Wurzel) auÿer Aht lässt. Damit er-gibt sih sofort, dass#L(Tn) einer Binomialverteilung genügt: Ein Experimentmit Erfolgswahrsheinlihkeit 12 wird n� 1 mal wiederholt. Damit können wirLemma 3.7 benutzen und erhaltenPDST(Tn = t) = Yu2t�k(u)� 1l(u) �2k(u)�1:Wir shauen uns das Produkt der Binomialkoe�zienten etwas genauer an.O�ensihtlih gilt für alle u 2 tnk(u)� 1 = l(u) + r(u);58



3.5 Entsheidungsproblemealso ist Yu2t�k(u)� 1l(u) � =Yu2t �k(u)� 1�!l(u)!�k(u) � 1� l(u)�!=Yu2t k(u)!l(u)!r(u)! � 1k(u) :Nun ist jeder Knoten u 2 t entweder linker oder rehter Nahfolger einesanderen Knotens u0 2 t � mit Ausnahme der Wurzel. Das bedeutet, dass jedesk(u0)! sih genau entweder als l(u)! oder als r(u)! wieder�ndet, solange u0 nihtder Wurzelknoten ist. Leere Teilbäume spielen wegen 0! = 1 hier keine Rolle.Damit vereinfaht sih das erste Teilprodukt zuYu2t k(u)!l(u)!r(u)! = (#t)! = n!und es folgt die Behauptung.Als Dihtequotienten erhalten wir damitPDST(Tn = t)PBST(Tn = t) = n! � 2n�Pu2t k(u):Für die Summe der Teilbaumknotenzahlen gibt es nun vershiedene Vereinfa-hungs- und Umformungsmöglihkeiten. Wie oft ein einzelner Knoten in derSumme gezählt wird, d.h., in wievielen Teilbäumen ein Knoten vorkommt,hängt direkt von seiner Tiefe im Baum ab. Es gilt alsoXu2t k(u) = Xu2t�h(u) + 1� = n+Xu2t h(u);wobei h(u) die Tiefe des Knotens u bezeihnet. (Vergleihe dazu auh Ab-shnitt 4.1.2 im folgenden Kapitel.)Da die Transformation x 7! 2�x monoton ist, kann man also bemerkenswer-terweise die Pfadlänge des vorgegebenen Baumes als Testgröÿe in einem opti-malen Test BST gegen DST verwenden. 59



3 Statistishe Konzepte für binäre BäumeSatz 3.9 Der optimale Test ' für H0 gegen H1 zum Niveau � ist von derForm '(t) = 8>><>>:1; falls P (t) < (t); falls P (t) = (t)0; falls P (t) > (t):Dabei bezeihnet P (t) die interne Pfadlänge von t und der kritishe Wert (t)ist das �-Quantil der Verteilung von P (Tn) mit n = #t unter BST.Beweis. Folgt aus dem Lemma von Neyman-Pearson und den vorhergegange-nen Überlegungen.Über die Asymptotik der Verteilung der Pfadlänge im BST-erzeugten Baumkann man auh einen Test konstruieren, der das geforderte Niveau zumindestasymptotish einhält.Für die Pfadlänge Pn eines binären Baumes gilt unter H0Pn � 2n log nn P -f.s.���! Zmit einer quadratish integrierbaren und niht degenerierten Zufallsvariable Z(Theorem 7.3 in [Mah00℄). Damit können wir zu einem vorgegebenen Testni-veau � 2 (0;1) eine Folge von kritishen Werten angeben, so dass der Test dasTestniveau asymptotish einhält.Sei dazu q� das �-Quantil der Grenzverteilung, dann erfülltCn = nq�+2n log ndiese Bedingung. Denn es giltPBST(Pn � nq� + 2n log n) = PBST�Pn � 2n lognn � q��! PBST(Z � q�) = �:
60



3.5 Entsheidungsproblemekn� 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.992 2 2 2 2 5 6 7 83 3 3 3 3 12 14 17 204 4 5 6 7 26 31 36 435 8 9 11 13 54 65 76 906 14 17 21 26 110 133 155 1847 28 34 42 52 223 268 312 3718 54 68 83 104 448 538 627 7459 108 136 166 208 898 1079 1258 149310 214 271 331 415 1797 2160 2518 2989Tabelle 3.2: Werte von  �(k) für vershiedene � und k (DST)k 1 2 3 4 5 6 7 8 9� = 0:1 von 1 2 3 6 11 21 42 83 166bis 5 12 26 65 133 268 538 1079 2160� = 0:05 von 1 2 3 5 9 17 34 68 136bis 6 14 31 76 155 312 627 1258 2518Tabelle 3.3: DST-Kon�denzintervalle zum Niveau 0:9 und 0:95kn� 0.01 0.025 0.05 0.1 0.9 0.95 0.975 0.992 0.8 1.1 1.3 1.6 7.0 8.4 9.8 11.73 1.7 2.1 2.6 3.2 14.1 16.9 19.7 23.44 3.3 4.2 5.2 6.5 28.1 33.8 39.4 46.85 6.7 8.4 10.3 13 56.2 67.6 78.8 93.56 13.3 16.9 20.7 25.9 112.5 135.1 157.6 187.07 26.7 33.8 41.3 51.9 224.9 270.3 315.1 374.08 53.4 67.6 82.6 103.7 449.8 540.5 630.2 748.19 106.7 135.2 165.2 207.4 899.7 1081.1 1260.5 1496.110 213.4 270.4 330.4 414.9 1799.4 2162.2 2520.9 2992.3Tabelle 3.4: Approximative DST-Kon�denzshranken mittels ~ . 61
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3.5 Entsheidungsprobleme
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4 Das Teilbaumgröÿenpro�lDie Untersuhung von Pro�len und Kenngröÿen hat eine groÿe Tradition beider Analyse diskreter Strukturen. Statt eine Struktur direkt zu betrahten,beshreibt man ausgesuhte Charakteristika und deren Verhalten unter be-stimmten Voraussetzungen. Meist lassen die erhaltenen Ergebnisse dann wie-der Rükshlüsse auf die eingangs untersuhte Struktur zu.Das konventionelle Pro�l eines (binären) Baumes bildet eine nihtnegativeganze Zahl k ab auf die Anzahl Uk der externen bzw. internen Knoten auf Höhek. Man untersheidet das externe Knotenpro�l und das interne Knotenpro�l.Im Falle des binären Baumes gehen diese auseinander hervor, weshalb meistensnur von einem Knotenpro�l oder hier insbesondere vom konventionellen Pro�ldie Rede ist.Das konventionelle Pro�l hat insbesondere bei der iterativen Betrahtung desWahstums eines binären Baumes groÿe Vorteile: Beim Einfügen eines Knotensin einen Baum in Tiefe k ändert sih im internen Pro�l ausshlieÿlih Uk, imexternen Pro�l wähst Uk+1 um 2, während Uk um 1 abnimmt. Natürlih mussbei dieser Betrahtungsweise die Einfügetiefe k (zumindest ihrer stohastishenStruktur nah) bekannt sein; die Verteilung von k hängt jedoh meist direktvon den Werten des Pro�ls ab.Wir wollen nun die Perspektive auf den Baum ändern und ein weiteres Pro�leinführen: Dazu betrahten wir zu einer natürlihen Zahl j die Anzahl kn;jder Knoten, deren Teilbaum aus genau j Knoten besteht. Der erste Index nbezieht sih dabei auf die Gesamtzahl der (internen) Knoten im Baum. Dasso erhaltene Pro�l kn = (kn;1;kn;2; : : :) nennen wir Teilbaumgröÿenpro�l odersubtree size pro�le. 65



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lWie shon in Kapitel 1 angekündigt, interessieren wir uns vor allem für dasVerhalten dieses Pro�ls bei immer gröÿer werdenden Bäumen. Dabei ergebensih vershiedene �interessante Bereihe� dieses Pro�ls. Bei der Untersuhungdes Anfangsstükes, also von (kn;1; : : : ;kn;d) für festes d 2 N und wahsendes n,sprehen wir von Mäusen. Die Asymptotik der Mäuse wird in Abshnitt 4.3.1für den Fall des binären Suhbaums behandelt. Betrahten wir umgekehrtdie �groÿen Knoten�, so sprehen wir mitunter von Eisbergen. Ein zentralesResultat dieses Kapitels ist Satz 4.17, ein funktionaler Grenzwertsatz für sto-hastishe Prozesse, die sih aus der Betrahtung dieser Eisberge ergeben.4.1 Elementare EigenshaftenWir wollen zunähst ein paar elementare Eigenshaften festhalten. Da derWurzelknoten stets der einzige Knoten ist, dessen Teilbaum aus allen Knotendes Baumes besteht, giltkn;n � 1; für alle n 2 N:Gröÿere Teilbäume als den des Wurzelknotens kann es freilih niht geben,also kn;j � 0; für alle n;j 2 N mit j > n:Aus diesem Grund ignorieren wir von Zeit zu Zeit die �leeren� Komponentenund shreiben (kn;1; : : : ;kn;n) anstelle von (kn;1;kn;2; : : :).Zählt man alle Knoten zusammen, so erhält man die Gesamtknotenzahl n; diesist auh der Fall, wenn wir die Menge der Knoten zerlegen nah der jeweiligenGröÿe ihres Teilbaums. Folglih gilt1Xj=1 kn;j = nXj=1 kn;j = n:
66



4.1 Elementare Eigenshaften

Abbildung 4.1: Vertaushen von zwei Teilbäumen in gleiher Tiefe. Zum linken Baumgehört das Teilbaumgröÿenpro�l (3;1;2;0;0;0;1); rehts ergibt sih nahVertaushen der markierten Teilbäume (3;2;0;1;0;0;1).4.1.1 Abgrenzung zum konventionellen Pro�lDie wesentlihen Untershiede zwishen Teilbaumgröÿenpro�l und konventio-nellem Knotenpro�l lassen sih insbesondere an solhen Operationen auf Bäu-men festmahen, unter denen diese Pro�le invariant sind. Ein Beispiel fürdiese Invarianz ist die Vertaushung von linkem und rehtem Teilbaum ei-nes ausgewählten Knotens. Dabei ändern sih nämlih weder konventionellesKnotenpro�l noh Teilbaumgröÿenpro�l.Anders sieht es aus, wenn man zwei Teilbäume vertausht, deren Wurzelkno-ten dieselbe Tiefe besitzen. Man überlegt sih leiht, dass das konventionellePro�l hiervon unbeein�usst bleibt; denn die Anzahl der Knoten auf einem be-stimmten Level ändert sih niht. Das Teilbaumgröÿenpro�l ist unter dieserOperation jedoh im Allgemeinen niht invariant. Ein Beispiel zeigt Abbil-dung 4.1.Es gibt jedoh eine Möglihkeit, Teilbäume so zu vertaushen, dass sih dasTeilbaumgröÿenpro�l niht ändert: Die Teilbäume müssen nur dieselbe Anzahlvon Knoten haben.Lemma 4.1 Sei tn ein binärer Baum mit n Knoten und u;v 2 tn mit #t(u) =#t(v). Dann gilt: durh Vertaushen von t(u) und t(v) ändert sih das Teil-baumgröÿenpro�l von tn niht. 67



4 Das Teilbaumgröÿenpro�l

Abbildung 4.2: Vertaushen von zwei Teilbäumen mit gleiher Knotenzahl. Dass diekonventionellen Pro�le der beiden Bäume vershieden sind, sieht manbereits an der untershiedlihen Gesamthöhe.Beweis. Wir stellen zunähst fest, dass sih für keinen Knoten auÿerhalb vont(u) und t(v) die Knotenzahl seines Teilbaums ändert: da t(u) und t(v) dieselbeKnotenzahl haben, gilt dies auh für alle Ahnen von u bzw. v.Die Beiträge von t(u) und t(v) zum Teilbaumgröÿenpro�l ändern sih jedohebenfalls niht durh das Vertaushen. Insgesamt bleibt das Pro�l also kon-stant.
Mit diesem Lemma haben wir einen weiteren Untershied zum konventionel-len Pro�l gefunden: Dieses ist nämlih im Allgemeinen niht invariant unterder beshriebenen Vertaushungsoperation. Ein Beispiel hierfür liefert Abbil-dung 4.2.68



4.1 Elementare Eigenshaften4.1.2 Interne und externe PfadlängeWir shreiben V (t) für die externe Pfadlänge eines binären Baumes t, P (t) fürdie interne. Bereits in Kapitel 1 wurde erwähnt, dass stetsV (t) = P (t) + 2 �#tgilt. Weiterhin ist klar, dass mit h(u) de�niert als die Höhe des Knotens u, �tals die Menge der externen Knoten von t giltV (t) = Xv2�t h(v) und P (t) = Xu2t h(u):Es ist leiht zu sehen, dass man die Pfadlänge aus dem externen oder internenKnotenpro�l berehnen kann. Desweiteren lässt sih die Pfadlänge aber auhaus dem Teilbaumgröÿenpro�l berehnen. Für die Beweise in diesem und imnähsten Teilabshnitt nutzen wir die Abkürzung t� für die Menge t n f;g derKnoten von t ohne den Wurzelknoten.Lemma 4.2 P (t) = n�1Xj=1 j � kn;j:Beweis. Wir betrahten einen einzelnen Knoten u 2 t�. Wie oft wird bei derBerehnung der internen Pfadlänge nun die Streke von u zu seinem Vorfahrgezählt? Genau so oft, wie t(u) Knoten besitzt. Damit folgtP (t) =Xu2t h(u) = Xu2t�#t(u) = n�1Xj=1 jkn;j :4.1.3 Wiener-IndexFür einen zusammenhängenden Graphen bezeihnet der Wiener-Index dieSumme aller Abstände zwishen ungeordneten Knotenpaaren. Die Gröÿe geht69



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lauf den Chemiker H. Wiener zurük, der damit Korrelationen zwishen be-stimmten Eigenshaften organisher Substanzen und deren Molekülstrukturennahweisen konnte. Siehe dazu auh [Nei02℄.Bezeihnet man den Wiener-Index zu einem binären Baum t mit WI(t), solässt sih dieser wie folgt berehnen:Lemma 4.3 WI(t) = #t �Xu2t�#t(u) � Xu2t��#t(u)�2:Beweis. Für zwei Knoten u;v 2 t sei g(u;v) die maximale Tiefe eines gemein-samen Vorfahr von u und v. Wir zeigen zunähstXu;v2t g(u;v) = Xu2t��#t(u)�2:Induktion: Bei #t = 1 sind beide Seiten Null. Sei also #t = n und die Aussagefür kleinere Bäume bewiesen. t zerfällt in L(t) und R(t), und da g(u;v) nurdann vershieden von Null ist, falls u und v beide aus L(t) oder beide aus R(t)stammen, gilt Xu;v2t g(u;v) = Xu;v2L(t) g(u;v) + Xu;v2R(t) g(u;v):Jetzt shreiben wir g�(u;v), wenn wir die Tiefe bezüglih L(t) bzw. R(t) mei-nen, und erhalten nah InduktionsvoraussetzungXu;v2t g(u;v) = Xu;v2L(t)�g�(u;v) + 1� + Xu;v2R(t)�g�(u;v) + 1�= Xu2L(t)��#t(u)�2 + �#L(t)�2 + Xu2R(t)��#t(u)�2 + �#R(t)�2= Xu2L(t)�#t(u)�2 + Xu2R(t)�#t(u)�2= Xu2t��#t(u)�2:70



4.1 Elementare EigenshaftenDer Abstand d zweier Knoten ist d(u;v) = h(u)+h(v)�2g(u;v), also folgt fürden Wiener-Index2 �WI(t) = 2 Xfu;vg�t d(u;v) = Xu;v2t d(u;v)= Xu;v2t h(u) + Xu;v2t h(v) � 2 Xu;v2t g(u;v)= 2#t �Xu2t h(u) � 2Xu2t��#T (u)�2:Die Beziehung Pu2t h(u) = Pu2t� #t(u) wurde bereits in Abshnitt 4.1.2nahgewiesen.Natürlih kann man so den Wiener-Index auh als Funktion des Teilbaumgrö-ÿenpro�ls shreiben: Mit n = #t und (kn;1;kn;2; : : :) als Teilbaumgröÿenpro�lzu t gilt WI(t) = n � n�1Xj=1 j � knj � n�1Xj=1 j2 � knj = n�1Xj=1 j(n� j)knj :4.1.4 Beziehungen zwishen den GröÿenO�ensihtlih lassen sih alle in diesem Abshnitt eingeführten Pro�le undKenngröÿen für einen gegebenen Baum eindeutig bestimmen. Die gesamtenBeziehungen sind in Abbildung 4.3 dargestellt. Ein Pfeil von A nah B bedeu-tet dabei, dass sih die Gröÿe B aus der Gröÿe A eindeutig bestimmen lässt.Ein fehlender Pfeil heiÿt, dass diese Bestimmung im allgemeinen niht möglihist. Dabei liefern Abbildungen 4.1 und 4.2 bereits die nötigen Gegenbeispielefür die Niht-Beziehung zwishen Teilbaumgröÿen- und konventionellem Pro-�l. Dass sih der Wiener-Index niht aus letzteren berehnen lässt, sieht manebenfalls an Abbildung 4.1: die externen Pro�le der beiden Bäume sind gleih(somit auh die internen), die Wiener Indizes sind jedoh vershieden � näm-lih 52 und 50. 71



4 Das Teilbaumgröÿenpro�l binärer Baum+ U jTeilbaumgröÿenpro�l externes Pro�l internes Pro�l-�?Wiener-Index q N +interne/externe PfadlängeAbbildung 4.3: Beziehungen zwishen Pro�len und Kenngröÿen4.2 Rekursive VerteilungsfamilienNun konstruieren wir auf der Menge Tn der binären Bäume mit n Knoteneine Verteilung Qn. Ausgangspunkt ist eine Familie (�n)n2N von diskretenVerteilungen, wobei für alle n 2 N gilt, dass �n auf f0;1; : : : ;n�1g konzentriertist. Wir erhalten eine Zufallsgröÿe Tn mit der Verteilung Qn wie folgt: Ist Ineine Zufallsvariable mit der Verteilung �n, so interpretieren wir In als dieKnotenzahl des linken Teilbaums von Tn. Dadurh ist die Zahl der Knoten imrehten Teilbaum auf n � 1 � In festgelegt. Dazu fordern wir, dass, bedingtunter In, linker und rehter Teilbaum von Tn unabhängig sein sollen (vgl.Abshnitt 3.5). Auÿerdem habe der linke Teilbaum die Verteilung QIn , derrehte die Verteilung Qn�1�In . Da In und n � 1 � In stets eht kleiner als nsind, reiht nun eine Anfangsbedingung um (Qn) vollständig festzulegen. Dazusetzen wir � vollkommen kanonish � Q0 als auf den leeren Baum konzentrierteVerteilung. Zur Veranshaulihung siehe auh Abbildung 4.4.Die oben beshriebene Rekursion können wir formalisieren. Ähnlih wie aus derSumme von unabhängigen Zufallsvariablen auf Verteilungsebene die Faltungwird, shreiben wir Æ für die Verknüpfung von zwei binären Bäumen zu einemneuen Baum. An einen neuen Wurzelknoten wird der links vom Operator ste-hende Baum links, der rehts stehende rehts angehängt. Es gilt beispielsweise72



4.2 Rekursive VerteilungsfamilienTn
In n�1�Inunabhängig9 zAbbildung 4.4: Veranshaulihung der Konstruktion von Tn als Qn-verteilte Zufalls-gröÿefür einen binären Baum t stetst = L(t) Æ R(t):Sei } der entsprehende Operator auf Verteilungsebene, dann lautet die obenbeshriebene RekursionsvorshriftQn = QIn } Qn�1�In ; n 2 N; In � �n: (4.1)Beispiel 4.4 (a) Ist In = n� 1 fast siher für alle n 2 N, so sind alle rehtenTeilbäume leer. Damit ist Qn auf die nah links absteigenden lineare Listekonzentriert.(b) Ist P (In = n � 1) = P (In = 0) = 1=2 für alle n 2 N, so erhalten wirebenfalls eine lineare Liste. Beim Abstieg wird jedoh �per Münzwurf�entshieden, ob es links oder rehts weitergeht.() Ist In auf f0;1; : : : ;n� 1g gleihverteilt, so erhalten wir für Qn die Vertei-lung, die der Binary Searh Tree-Algorithmus erzeugt. Dieser Verteilungs-familie wenden wir uns im nähsten Abshnitt zu.Die Gleihheit (4.1) lässt sih direkt auf das � nun zufällige � Teilbaumgröÿen-pro�l (Kn;1;Kn;2; : : :) übertragen. Die Verknüpfungsoperation Æ bedeutet fürdas Teilbaumgröÿenpro�l die Addition der Pro�le zu L(Tn) und R(Tn) sowie73



4 Das Teilbaumgröÿenpro�leinem Vektor (0; : : : ;0;1) 2 Rn , der den (neuen) Wurzelknoten repräsentiert.Wir erhalten Kn =distr KIn + K 0n�1�In + Æn; n 2 N; (4.2)mit L(K 0) = L(Kn) für alle n 2 N, Æn = (0; : : : ;0;1) 2 Rn und In = #L(Tn),wobei (Kn)n2N , (K 0n)n2N und (In)n2N unabhängig sind. Auh diese Rekursionlässt sih (einfaher) auf der Ebene der Verteilungen ausdrüken. Shreibenwir �n = L(Kn) so gilt�n = �In ? �n�1�In ? Æ(0;:::;0;1); n 2 N:4.3 Binary Searh TreeIm Sinne dieser rekursiven Verteilungsfamilien ergibt sih nun aus der Kon-struktion des BST-Baumes die Verteilung von In. Die Gröÿe des linken Teil-baums ist genau die Zahl der U2; : : : ; Un, die kleiner als U1 sind. Ist Rn;1 derabsolute Rang von U1 in fU1; : : : ;Ung, so gilt In = Rn;1 � 1 und Rn;1 istauf f1; : : : ;ng gleihverteilt. Folglih ergibt sih für L(In) die Gleihverteilungauf f0; : : : ;n� 1g. Zusammen mit der beshriebenen Unabhängigkeitsstrukturführt umgekehrt also die Verteilung von In zwangsläu�g auf einen binärenBaum, dessen Verteilung der eines vom BST-Algorithmus erzeugten Baumesentspriht. Für den Nahweis der bedingten Unabhängigkeit der Teilbäume seihier abermals auf Abshnitt 3.5 verwiesen.Die Rekursion (4.2) ermögliht nun die Herleitung einer Rekursion für denErwartungswertvektor des Teilbaumgröÿenpro�ls. Dass dieser existiert, siehtman leiht an Kn1 + : : :+Knn = n <1. Durh Zerlegen nah dem Wert vonIn erhält man aus (4.2) für den Vektor der Erwartungswertean : = EKn = EKIn�1 + EK 0n�In + Æn= nXi=1 P (In = i)�EKi�1 + EK 0n�i�+ Æn74



4.3 Binary Searh Tree= 1n� nXi=1 ai�1 + nXi=1 an�i�+ Æn= 2n nXi=1 ai�1 + Æn: (4.3)Mit vollständiger Induktion können wir daraus ableiten, dass mit n 2 N giltEKnn = 1 und, für j < n,EKnj = 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2) ; 1 � j � n� 1; (4.4)dabei ist wegen Knn = 1, n 2 N, fast siher die erste Aussage klar. Diesist für n = 1 auh der Induktionsanfang. Sei nun 1 � j � n � 1. NahInduktionsvoraussetzung und (4.3) gilt alsoanj = 2n nXi=1 ai�1;j + Ænj= 2n�ajj + n�1Xi=j+1 aij�= 2n�1 + n�1Xi=j+1 2(i+ 1)(j + 1)(j + 2)�= 2n�1 + 2(j + 1)(j + 2)hn(n+ 1)2 � (j + 1)(j + 2)2 i�= 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2) ;und dies shlieÿt die Induktion.Aus diesen Erwartungwerten (4.4) lassen sih bereits vershiedene asymptoti-she Eigenshaften des Teilbaumgröÿenpro�ls ablesen. Zum Beispiel erhaltenwir für eine Folge j(n) < n mit j(n)=pn!1EKn;j(n) = 2n+ 2j(n)2 + 3j(n) + 2 ! 0 mit n!1: 75



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lDa es sih ausshlieÿlih um nihtnegative Zufallsvariablen handelt, impliziertdies Kn;j(n) p�! 0 mit n!1: (4.5)Dabei bezeihnet p�! die Konvergenz in Wahrsheinlihkeit. Feng, Mahmoudund Panholzer haben dies in [FMP08℄ mit Hilfe von erzeugenden Funktionengezeigt.Obige Aussage gilt jedoh niht in �kumulierter� Form: Betrahtet man dieAnzahl der Teilbäume mit einer proportional zu n wahsenden Mindestanzahlvon Knoten, d.h. für festes � 2 (0;1) jene Teilbäume, die mehr als �n Knotenbesitzen, so erhält man mit Xn;� :=Pnj=d�neKnjEXn;� = 1 + n�1Xj=d�ne 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2)= 1 + 2(n+ 1) n�1Xj=d�ne� 1j + 1 � 1j + 2�= 1 + 2(n+ 1)� 1d�ne+ 1 � 1n+ 1� = 2(n+ 1)d�ne+ 1 � 1:Also folgt, mit n! 1, EXn;� ! 2=� � 1 > 1. Die Untersuhung der Asym-ptotik der Verteilung von Xn;� ist Gegenstand von Abshnitt 4.4. Den sto-hastishen Prozess � 7! Xn;� bezeihnen wir im Weiteren auh als Eisberg-Prozess.Natürlih liefert Gleihung (4.4) auh die Erwartungswerte von Wiener-Indexund interner wie externer Pfadlänge. Wir nennen Hn, n 2 N, die n-te harmo-nishe Zahl, also Hn :=Pnj=1 1=j. Mit (Wn)n2N als Folge der Wiener Indizes,(Pn)n2N als Folge der internen Pfadlängen folgtEPn = n�1Xj=1 j � EKnj = n�1Xj=1 j � 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2)= 2(n+ 1) n�1Xj=1� 2j + 2 � 1j + 1�76



4.3 Binary Searh Tree= 2(n+ 1)�Hn+1 � 32 + 1n+ 1 � 12�= 2(n+ 1)Hn + 2� 4(n+ 1) + 2 = 2(n+ 1)Hn � 4n;sowie EWn = n � EPn � n�1Xj=1 j2 � EKnj :Mit n�1Xj=1 j2 � 1(j + 1)(j + 2) = n�1Xj=1�1 + 1j + 1 � 4j + 2�= n� 1� 3�Hn+1 + 32�+ 12 � 1n+ 1= n� 3Hn+1 + 4� 1n+ 1folgt alsoEWn = 2n(n+ 1)Hn � 4n2 � 2n(n+ 1) + 6(n+ 1)Hn+1 � 8(n+ 1) + 2= 2n2Hn + 8nHn + 6Hn � 6n2 � 10n:Diese Erwartungswerte wurden bereits von Neininger in [Nei02℄ ermittelt. Erverwendet dazu eine Rekursion, die direkt auf Wiener-Index und interne Pfad-länge eingeht.4.3.1 Asymptotik des Anfangsstükes (Mäuse)Wir wollen nun zeigen, dass, für festes d 2 N, das Anfangsstük (Kn1; : : : ;Knd)des Teilbaumgröÿenpro�ls mit wahsendem n asymptotish mehrdimensionalnormalverteilt ist. Aufgrund der rekursiven Struktur des Pro�ls bietet sih da-für die Kontraktionsmethode an. Diese Methode wurde bei der Analyse vonAlgorithmen erstmals 1991 von Rösler im Zusammenhang mit Quiksortin [Rös91℄ angewendet und hat sih seither als wihtiges Werkzeug in diesemGebiet etabliert. Sie wurde von Rösler selbst wie auh von Rahev und Rü-shendorf unabhängig weiterentwikelt und 2001 von Neininger in [Nei01℄ für77



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lmultivariate Asymptotik erweitert. Ausgehend von einer Rekursionsgleihungwie (4.2) erhält man nah geeigneter Normierung durh den Grenzübergangn ! 1 eine Rekursionsgleihung für die Grenzverteilung. Liegt hierbei eineKontraktion vor, so ist deren Fixpunkt nah dem Banahshen Fixpunktsatzunter gewissen Voraussetzungen eindeutig.In der Form, wie Rösler die Kontraktionsmethode entwirft, ist diese allerdingsniht geeignet, Konvergenz gegen Normalverteilungen nahzuweisen; denn dieFixpunktgleihung, die sih im Limes ergibt, ist bezüglih der von Rösler ver-wendeten L2-Metrik keine Kontraktion. Auh Neininger verwendet in [Nei01℄noh ausshlieÿlih die Konvergenz in L2.Ein Ausweg aus diesem Dilemma ist die Wahl einer anderen Metrik. Hierzulegten Rahev und Rüshendorf 1995 den Grundstein, vgl. [RR95℄. In [NR04℄�ndet sih shlieÿlih das Resultat, welhes wir hier verwenden wollen.Sei nun Yn := (Kn1; : : : ;Knd), d 2 N weiterhin fest. Dann gilt wie obenYn =distr YIn + Y 0n�1�In + bn; n 2 N: (4.6)Hier ist wieder (Y 0n) eine unabhängige Kopie von (Yn) und bn = (Æ1n; : : : ; Ædn).Für die Normierung suhen wir zusätzlih zum bereits bekannten Erwartungs-wertvektor die Kovarianzmatrix.Lemma 4.5 Es gibt ein � 2 Rd�d so, dass für alle n � 2d+ 2 gilt�n := �ov(Ynk;Ynj)�k;j=1;:::;d = (n+ 1) � �:Beweis. Sei k � j und hn := EYnkYnj. Dann liefert die Rekursion (4.6)hn = E�YIn;k + Y 0n�1�In;k + Ænk��YIn;j + Y 0n�1�In;j + Ænj�= 1n n�1Xi=0 E�Yi;kYi;j + Yi;kY 0n�1�i;j + Yi;kÆnj+ Y 0n�1�i;kYi;j + Y 0n�1�i;kY 0n�1�i;j + Y 0n�1�i;kÆnj+ ÆnkYi;j + ÆnkY 0n�1�i;j + ÆnkÆnj�78



4.3 Binary Searh Tree= 2n n�1Xi=0 hi + 2n n�1Xi=0 EYi;kY 0n�1�i;j+ Ænj 2n n�1Xi=0 EYi;k + Ænk 2n n�1Xi=0 EYi;j + ÆnkÆnj :Der erste Summand in der letzten Zeile ist Null, da für n = j wegen k � jalle Yi;k = 0 sind für i = 0; : : : ;j � 1. Wegen der Unabhängigkeit von Y undY 0 folgt weiternhn = 2 n�1Xi=0 hi + 2 n�1Xi=0 ai;kan�1�i;j + 2Ænk n�1Xi=0 ai;j + nÆnkÆnj :Subtraktion von (n� 1)hn�1 und Division durh n liefern alsohn = n+ 1n hn�1 + 2n n�2Xi=0 ai;k�an�1�i;j � an�2�i;j�+ 2n(Ænk � Æn�1;k) k�1Xi=0 ai;j + ÆnkÆnj � n� 1n Æn�1;kÆn�1;j:Damit folgt�(n)kj = hn � ankanj= n+ 1n �hn�1 � an�1;kan�1;j�+ n+ 1n an�1;kan�1;j � ankanj+ 2n n�2Xi=0 ai;k�an�1�i;j � an�2�i;j�+ 2n(Ænk � Æn�1;k) k�1Xi=0 ai;j + ÆnkÆnj � n� 1n Æn�1;kÆn�1;j= n+ 1n �(n�1)kj + r(n)kj (4.7)für ein geeignetes Rn = (r(n)kj )k;j=1;:::;d 2 Rd�d . Wir betrahten dieses Rn etwas79



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lgenauer: r(n)kj = n+ 1n an�1;kan�1;j � ankanj+ 2n n�2Xi=0 ai;k(an�1�i;j � an�2�i;j) + ~r(n)kj ; (4.8)wobei ~r = 0 wegen n > 2d und k � d. Die Summe lässt sih mit Hilfe dergeshlossenen Form (4.4) für den Erwartungswert des Teilbaumgröÿenpro�lszerlegen. Dabei ist ai;k = 8>><>>:0 für i < k1 für i = k2(i+1)(k+1)(k+2) für i > k:und an�1�i;j � an�2�i;j = 8>>>>><>>>>>:0 für i > n� 1� j1 für i = n� 1� j2j+1 � 1 für i = n� 2� j2(j+1)(j+2) für i < n� 2� j:und es folgtn�2Xi=0 ai;k(an�1�i;j � an�2�i;j)= n�3�jXi=k+1 4(i + 1)(k + 1)(k + 2)(j + 1)(j + 2)+ 2(j + 1)(j + 2) + 2(n� j � 1)(k + 1)(k + 2)� 2j + 1 � 1�+ 2(n� j)(k + 1)(k + 2) ;wobei die letzten drei Summanden diejenigen für i = k, i = n � 2 � j undi = n� 1� j sind. Die Summe darf Null werden, falls sie keinen Summandenbesitzt, also k+1 = n� 3� j +1 gilt, d.h. k+ j = n� 3. Für kleinere n wirddie Rehnung an dieser Stelle falsh. Wegen k;j � d führt dieser Shritt aufdie Voraussetzung n � 2d+ 2 im Lemma.80



4.3 Binary Searh TreeWir kürzen g(k;j) := ((k + 1)(k + 2)(j + 1)(j + 2))�1 ab und erhalten: : : = g(k;j) � h2�(n� j � 2)(n� j � 1)� (k + 1)(k + 2)�+ 2(k + 1)(k + 2)+ 4(n� j � 1)(j + 1)� 2(n� j � 1)(j + 1)(j + 2)+ 2(n� j)(j + 1)(j + 2)i= g(k;j)h2(n� j � 1)(n� j � 2) + 4(n� j � 1)(j + 2) + 2(j + 1)(j + 2)i= g(k;j) � 2n(n+ 1):Für die ersten beiden Summanden in (4.8) gilt shlieÿlihn+ 1n an�1;kan�1;j � ankanj = n+ 1n � 2n(k + 1)(k + 2) � 2n(j + 1)(j + 2)� 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2) � 2(n+ 1)(k + 1)(k + 2)= g(k;j) � h4n(n+ 1)� 4(n+ 1)2i= �4(n+ 1)g(k;j);also folgtr(n)k;j = g(k;j) � h�4(n+ 1) + 2n � 2n(n+ 1)i = 0 für n � 2d+ 2:Damit folgt die Behauptung; denn wählt man beispielsweise� := 12d+ 3�2d+2;(dies zeigt die Behauptung für n = 2d+ 2) so folgt aus (4.7) für n � 2d+ 3�(n)kj = n+ 12d+ 3�(2d+2)kj + nXi=2d+3 n+ 1i+ 1 � r(i)kj = (n+ 1) � �kj:Sei nun M d3 die Menge der Wahrsheinlihkeitsmaÿe � auf Rd mit endlihemdritten Moment, also Z jxj3 �(dx) < 1: 81



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lWir betrahten die TransformationT : M d3 ! M d3 ; � 7! L�pU �X +p1� U �X 0�;mit L(X) = L(X 0) = �, U � unif(0;1) und U;X;X 0 unabhängig. Als Ab-bildung auf M d3 ist T jedoh keine Kontraktion; denn da beispielsweise alleNormalverteilungen � = Nd(0;�) für beliebige Kovarianzmatrix � die Glei-hung T� = � erfüllen (dies ist ein Vorgri� auf den Beweis zu Satz 4.9), gibtes mehr als einen Fixpunkt.Wir können jedoh die Menge der in Frage kommenden Wahrsheinlihkeits-maÿe, d.h. den De�nitions- und Wertebereih von T so einshränken, dass Teine Kontraktion bzgl. der Zolotarev-Metrik � ist (vgl. [RR95, S. 264℄) undeinen eindeutigen Fixpunkt besitzt. FürM d3 (b;�) := f� 2 M d3 : EX = b; ov(X) = � für X � �gist die Einshränkung von T auf M d3 (0;�)~T : M d3 ! M d3 ; � 7! ~T (�)wohlde�niert.Wir transformieren also Yn so, dass die transformierte Verteilung aus M d3 ist.Dazu sei Xn := ��1=2n (Yn � an), mit an 2 Rd der Erwartungswertvektor zuYn. (Zum linearalgebraishen Hintergrund insbesondere symmetrisher undpositiv de�niter Matrizen verweisen wir auf [Str80, Kap. 6℄.) Wir shreibendie Rekursion (4.6) für Yn zu einer Rekursion für Xn um:Xn =distr ���1=2n �1=2In �XIn + ���1=2n �1=2n�1�In�X 0n�1�In+ ��1=2n �aIn + an�1�In � an�= A1nXIn + A2nX 0n�1�In + vn;mitA1n = ��1=2n �1=2In , A2n = ��1=2n �1=2n�1�In und vn = ��1=2n (aIn+an�1�In�an).Lässt man nun informell n ! 1 gehen, so konvergieren A1n und A2n gegenpU Idd und p1� U Idd und man erhält die VerteilungsgleihungX1 =distr pU �X1 + p1� U �X 01;82



4.3 Binary Searh Treewobei U;X1;X 01 unabhängig sind mit L(X 01) = L(X1). Aus der Matrizen-multiplikation wird hier ein Skalarprodukt, da nur Einheitsmatrizen beteiligtsind. Dies ist genau die Formulierung des Fixpunktes der oben de�niertenAbbildung ~T .Damit dieser Shluss über die heuristishe Argumentation hinaus Gültigkeiterlangen kann, führen wir Theorem 4.1 aus [NR04℄ an. Wir formulieren einenSpezialfall1 dieses Theorems in unserer NotationSatz 4.6 (Neininger & Rüshendorf) Sei (Xn) de�niert wie oben mit existie-rendem dritten Moment. Wir nehmen an�A(n)1 ;A(n)2 ;b(n)� L3�! �A�1; A�2; b��; (4.9)E�kA�1k3op + kA�2k3op� < 1 (4.10)E1fIn�kg[fIn=ngkA(n)1 k3op ! 0; undE1fn�1�In�kg[fn�1�In=ngkA(n)2 k3op ! 0; n!1; (4.11)für alle k 2 N. Dann konvergiert Xn gegen X in dem Sinne, dass�3(Xn;X) ! 0 mit n!1;wobei L(X) 2 M d3 (0;Idd) gegeben ist als der eindeutige Fixpunkt der Vertei-lungsgleihung X =distr A�1X +A�2X 0 + b�;mit (A�1;A�2;b�);X;X 0 unabhängig und L(X) = L(X 0).Die Voraussetzungen für die Konvergenzaussage dieses Satzes weisen wir imFolgenden nah. Zunähst zu (4.11):Lemma 4.7 Für beliebiges k 2 N gilt mit n!1E�1fIn�kgkA1nk3op + 1fn�1�In�kgkA2nk3op� ! 0; (4.12)1Je nah den spezi�shen Eigenshaften der Rekursion kann man die �3� in M d3 zu einems, 1 < s � 3 verallgemeinern. Hier beshränken wir uns auf den Fall s = 3. Auÿerdemkann die rehte Seite der Rekursion aus mehr als zwei Summanden bestehen � auh hierbeshränken wir uns auf zwei. 83



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lBeweis. Sei k 2 N beliebig. Dann istC1 := maxn�1=21 3op;�12�2�1=23op; : : : ;� 1k�k�1=23opoendlih und von n unabhängig. Ist n groÿ genug, so ist ( 1n+1�n)�1=2 = ��1=2und C2 := k��1=2kop ist ebenfalls von n unabhängig. Es gilt also für C :=C31 � C32 E�1fIn�kgkA1nk3op�= E�1fIn�kgrIn + 1n+ 1 � � 1n+ 1�n��1=2� 1In + 1�In�1=23op�� E�1fIn�kgrIn + 1n+ 1 � ��1=23op � � 1In + 1�In�1=23op�� C �rk + 1n+ 1 � E1fIn�kg = C � �k + 1n+ 1�3=2 ! 0:Die Konvergenz des zweiten Summanden folgt analog.Auÿerdem müssen mit n!1 auh die beteiligten Skalierungsmatrizen in L3konvergieren, vgl. (4.9):Lemma 4.8 Mit n!1 gilt bezüglih der Konvergenz in L3(A1n; A2n)! (pU Idd;p1� U Idd) und vn ! 0:Beweis. Zu zeigen istEkA1n �pU Iddk3op ! 0 mit n!1:Wegen (In=n;(n � 1 � In)=n) ! (U;1 � U) folgt daraus bereits der ersteTeil der Behauptung. Sei U � unif(0;1) und In := bnU, dann ist In �uniff0; : : : ;n� 1g und (In + 1)=(n+ 1) konvergiert mit n!1 fast siher ge-gen U , insbesondere folgt aufgrund der Beshränktheit von In=n und U , dass84



4.3 Binary Searh TreeEkp(In + 1)=(n + 1)Idd � pU Iddk3op ! 0. Nah Dreieksungleihung reihtalso zu zeigenE��1=2n � �1=2In �rIn + 1n+ 1 � Idd3op ! 0 mit n!1:Wir zerlegen nah dem Wert von In: Für In > 2d + 1 gilt nämlih nahLemma 4.5��1=2n � �1=2In = rIn + 1n+ 1 � � 1n+ 1�n| {z }=� ��1=2� 1In + 1�In| {z }=� �1=2 = rIn + 1n+ 1 � Idd;und für die Konvergenz ist nihts zu zeigen. Für die Fälle In � 2d+1 verwendenwir wieder die Dreieksungleihung und dann (4.12) mit k = 2d+ 1E1fIn�2d+1gkA1n �p(In + 1)=(n + 1) � Iddk3op� E1fIn�2d+1gkA1nk3op + E1fIn�2d+1gkp(In + 1)=(n+ 1)Iddk3opund beide Summanden gehen gegen Null.Zuletzt bleibt noh vn ! 0 in L3 zu zeigen. Bei n > 2d+1 ist fIn � dg\fn�1� In � dg fast siher leer und für 1 � j � d gilt alsoE �����1=2n vn�j���3 = E jaIn ;j + an�1�In;j � anj j3= E1fIn>d; n�1�In>dg���� 2(In + 1)(j + 1)(j + 2) + 2(n� In)(j + 1)(j + 2) � 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2) ����3+ E1fIn�d; n�1�In>dg����ÆjdÆIn;d + 2(n� In)(j + 1)(j + 2) � 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2) ����3+ E1fIn>d; n�1�In�dg���� 2(In + 1)(j + 1)(j + 2) + ÆjdÆn�1�In;d � 2(n+ 1)(j + 1)(j + 2) ����3� 0 + � 2(d+ 1)(j + 1)(j + 2)�3 � d+ 1n + � 2(d + 1)(j + 1)(j + 2)�3 � d+ 1n ! 0:Insbesondere ist also k�1=2n vnk3 beshränkt und für n > 2d giltEkvnk3 = (n+ 1)�3=2 � Ek��1=2�1=2n vnk3 ! 0: 85



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lShlieÿlih bleibt noh die Kontraktionsbedingung. Es giltEpU3 + Ep1� U3 = 45 < 1:Dies zeigt (4.10), da A�1 = pU Idd und A�2 = p1� U Idd.Bei vielen Anwendungen der Kontraktionsmethode erhält man zwar Konver-genz gegen eine Grenzverteilung � diese ist aber nur implizit als Fixpunkt einerTransformation gegeben. Im vorliegenden Fall ist es jedoh leiht möglih, die-se Verteilung explizit anzugeben:Satz 4.9 Mit den obigen Bezeihnungen und n!1 giltL���1=2n (Yn � an)� w�! Nd(0;Idd):Beweis. Wir rehnen zunähst nah, dass Nd(0; Idd) 2 M d3 (0;Idd) Fixpunktvon T ist: Bedingt unter U = u 2 (0;1) giltL�XjU = u� = L�pu �X 0 +p1� u �X 00jU = u�= L�pu �X 0� ? L�p1� u �X 00�= N(0;u � Idd) ? N(0; (1 � u) � Idd) = N(0;Idd)und dies hängt niht von u ab; damit ist Nd(0;Idd) tatsählih der gesuhteFixpunkt von T .Shlieÿlih liefert Theorem 4.1 in [NR04℄ die Konvergenz von Xn gegen denFixpunkt von T bezüglih der Zolotarev-Metrik, diese wiederum impliziert diebehauptete shwahe Konvergenz.Innerhalb des vorhergegangenen Beweises haben wir gesehen, dass die Folgeder �n ab einem (von d abhängenden) n0 konstant bleibt. Daher ergibt sihdas folgendeKorollar 4.10 Mit n!1 und �d de�niert wie oben giltL�Yn � anpn � w�! Nd(0;�d):86



4.3 Binary Searh TreeBemerkung 4.11 Die Matrizen �1;�2; : : : sind konsistent in dem Sinne, dasses eine unendlihe Matrix � gibt, so dass für alle d 2 N die linke obere d� d-Teilmatrix von � gerade �d ist. Die Berehnung ist rekursiv mittels (4.7)möglih. Für d = 4 ergibt sih�4 = 0BBBB� 245 � 145 � 1105 � 1210� 145 23420 � 11840 � 131890� 1105 � 11840 24525 � 7900� 1210 � 131890 � 7900 255
1CCCCA :Wir haben nun für beliebiges k 2 N die Konvergenz des Anfangsstükes desTeilbaumgröÿenpro�ls gegen eine mehrdimensionale Normalverteilung nahge-wiesen. Dieses Resultat ermögliht insbesondere Aussagen über die asympto-tishe Unabhängigkeitsstruktur der Komponenten des Teilbaumgröÿenpro�lsbzw. entsprehender Linearkombinationen seiner Komponenten.Die Untersuhung der eindimensionalen Konvergenz von einzelnen Komponen-ten �ndet sih wohl erstmals bei Devroye in [Dev91℄ mit einem Argument übereine Version des zentralen Grenzwertsatzes für m-abhängige Zufallsvariablen.Auh Feng, Mahmoud und Panholzer betrahten nur die Konvergenz einzelnerKomponenten. Sie benutzen in [FMP08℄ erzeugende Funktionen und groÿesanalytishes Werkzeug um einen �Phasenübergang� für die Konvergenz derVerteilung von Kn;j(n) zu beshreiben: Für j(n)=pn! 0 ist Kn;j(n) asympto-tish normal, für j(n)=pn ! 1 gehen die Komponenten gegen Null. (Ver-gleihe die entsprehende Bemerkung auf Seite 76.) Geht nun j(n) so gegenunendlih, dass j(n)=pn!  2 R, so ist Kn;j(n) asymptotish Poisson-verteiltmit Parameter 2=2.In [Fu07℄ wird darüberhinaus nahgewiesen, dassdTV�Kn;j;Po(EKn;j )� ! 0;für jede Folge j = jn mit jn < n und jn ! 1. Wie in der vorher zitiertenArbeit werden auh hier erzeugende Funktionen und analytishe Methodenverwendet. 87



4 Das Teilbaumgröÿenpro�l4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeZu Beginn des vorhergegangenen Abshnitts haben wir beobahtet, dass dieZahl der Knoten mit einer bestimmten Gröÿe k gegen Null konvergiert, wennk = k(n) mit n!1 shnell genug wähst. Wir haben auÿerdem gezeigt, dassdies niht auf die gemeinsame Verteilung der Komponenten dieses Endstükesverallgemeinert werden kann.In diesem Abshnitt widmen wir uns der Anzahl der Knoten, deren Teilbaumeinen bestimmten Mindestanteil an der Gesamtknotenzahl hat.Ziel dieses Abshnitts ist ein funktionaler Grenzwertsatz, der basierend aufeiner Art Kontraktionsmethode für stohastishe Prozesse Verteilungskonver-genz beweist. Dieses Resultat werden wir in Abshnitt 4.5 auf vershiedeneVerteilungen auf binären Bäumen anwenden können.4.4.1 Ein Raum von WahrsheinlihkeitsmaÿenSei C die Menge der Funktionen von (0;1) nah N0 , die monoton fallend, stetigvon rehts und �-integrierbar sind für das Maÿ �, welhes durh die Lebesgue-Dihte �(dx) = xdx; x 2 (0;1);gegeben ist. Auf C de�nieren wir mittels � den Abstandd(f;g) := Z jf � gj d� = Z 10 tjf(t)� g(t)j dt;für f;g 2 C.Lemma 4.12 (C;d) ist ein separabler, vollständiger, metrisher Raum.Beweis. Wir zeigen zunähst, dass d eine Metrik auf C ist. Seien also f;g;h 2 C.Klar ist d(g;f) = d(f;g) � 0 = d(f;f) und aus der Dreieksungleihung fürden gewöhnlihen Betrag ergibt sih sofortd(f;g) � d(f;h) + d(h;g):88



4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeSeien nun f;g 2 C mit d(f;g) = 0. Dann ist f(t) = g(t) für alle t 2 (0;1) n Nund N ist eine Lebesgue-Nullmenge. Wir zeigen N = ; und damit f = g.Angenommen N 6= ;. Sei also t 2 N und jf(t) � g(t)j > 0. Mit f und gist auh t 7! jf(t) � g(t)j stetig von rehts, also existiert eine rehtsseitigeUmgebung Ut zu t mit jf(t)� g(t)j > 0 für alle t 2 Ut. Wegen `(Ut) > 0 kannaber niht Ut � N gelten und es wäre d(f;g) > 0. Widerspruh.Nun zur Vollständigkeit: Bekannterweise ist der Maÿraum (L1; �) insbesonderevollständig, wenn � die Lebesguedihte �(dx) = xdx besitzt. Dabei werdensolhe Funktionen, die sih nur auf einer `-Nullmenge untersheiden, durheine Interpretation über Äquivalenzklassen miteinander identi�ziert. Sei also(fn)n2N eine Cauhyfolge in (C;d) und ( �fn)n2N � L1 die Folge der zugehörigenÄquivalenzklassen. Dann existiert eine Klasse �f als Grenzwert der Folge ( �fn)und es gilt Z j �fn � �f j d� ! 0 mit n!1:Daraus folgt die Existenz einer Teilfolge (fnk) mit fnk 2 �fnk , die �-fast überallgegen ein ~f 2 �f konvergiert. Da alle fnk �-fast überall monoton fallen undden Wertebereih N0 haben, gilt dies auh für ~f . Damit ist die Menge N derSprungstellen von ~f höhstens abzählbar und mitf(t) := ( ~f(t) falls t =2 N;~f(t+) sonst,ist shlieÿlih f stetig von rehts. Damit ist f 2 C und bezüglih der Metrik dauh Limes der Folge (fn):d(fn;f) = Z 10 tjfn(t)� f(t)j dt = Z(0;1)nN tjfn(t)� ~f(t)j dt = Z j �fn � �f j d� ! 0mit n!1. Somit ist (C;d) vollständig.Zuletzt weisen wir nah, dass (C;d) separabel ist. Dazu betrahten wir dieMengeB := 1[n=1Bn mit Bn := n nXk=0 1(0;ak) : a0 � : : : � an 2 Q \ [0;1℄o: 89



4 Das Teilbaumgröÿenpro�l6
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b8;b7 b6 b5 b4 b3 b2 b1 b0Abbildung 4.5: Veranshaulihung der Darstellung einer Funktion f aus C und ihrerSprungstellen b0; : : : ;b8.Da jedes Bn abzählbar ist, ist auh B als abzählbare Vereinigung abzählbarerMengen abzählbar. Wir zeigen nun, dass sih C als Abshluss von B ergibt.Dabei ist B � C leiht zu sehen, spätestens aber anhand der folgenden Kon-struktion einleuhtend: Sei f 2 C und die Folge (bn)n2N0 de�niert durhbn := infft 2 [0;1℄ : f(t) � ng;für n 2 N0 , dann ist f = 1Xk=0 1(0;bk):Der Vorstellung behil�ih ist dabei ho�entlih Abbildung 4.5.Insbesondere erhält man auf diese Weise umgekehrt für jede monoton gegenNull fallende Folge (bn)n2N0 2 [0;1℄N0 ein (eindeutiges) f 2 C, solange diezusätzlihe Bedingung�Z 10 tf(t) dt =� 12 1Xk=0 b2k < 1erfüllt ist, die sih aus der geforderten �-Integrierbarkeit von f ergibt.90



4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeWir wählen die Folgen (bnk)k2N so, dass bnk 2 Q und bnk shwah isoton gegenbn geht mit k ! 1, wobei insbesondere jbn � bnkj < 2�k gelten soll. Dieslässt sih leiht über die jeweiligen Binärdarstellungen der bn bewerkstelligen.De�niert man nun fn := nXk=0 1(0;bkn); n 2 N;so ist2 fn 2 Bn, und es verbleibt zu zeigen, dass d(f;fn)! 0 mit n!1. Wirerhalten d(f;fn) = d� 1Xk=0 1(0;bk); nXk=0 1(0;bkn)�= Z 10 t��� 1Xk=0 1(0;bk)(t)� nXk=0 1(0;bkn)(t)��� dt= Z 10 t��� 1Xk=n+1 1(0;bk)(t) + nXk=0 1[bkn;bk)(t)��� dt= 1Xk=n+1Z bk0 t dt + nXk=0 Z bkbkn t dt= 12 1Xk=n+1 b2k + 12 nXk=0�b2k � b2kn�:Der erste Summand ist wegen12 1Xk=0 b2k = Z 10 t 1Xk=0 1(0;bk)(t) dt = Z 10 tf(t) dt <1summierbar und konvergiert daher gegen Null. Für den zweiten Summandenerhalten wir mit b2k � b2kn = (bk + bkn)(bk � bkn) � 2 � 2�n12 nXk=0�b2k � b2kn� � nXk=0 2�n = (n+ 1)2�n ! 0mit n!1. Es folgt die Behauptung.2Die Indizes der bnk sind absihtlih �vertausht�. 91



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lNun zurük zur Stohastik: Sei M die Menge der Wahrsheinlihkeitsmaÿe Pauf C mit der BedingungZC Z 10 tjx(t)j dt P (dx) < 1:Als �-Algebra betrahten wir auf Funktionenräumen grundsätzlih die von denProjektionen t 7! f(t), t 2 (0;1), f 2 C, erzeugte �-Algebra. Auf M de�nierenwir den Abstand der Maÿe Q;Q0 2 M alsd(Q;Q0) := inf�Ed(X;Y ) : X � Q;Y � Q0	:Lemma 4.13 (M ; d) ist ein vollständiger metrisher Raum. Konvergenz be-züglih d impliziert shwahe Konvergenz.Beweis. Der Beweis ist eine Zusammenstellung von Resultaten aus [Ra91℄.Allerdings soll der besseren Nahvollziehbarkeit halber ein wenig auf die dortverwendete Terminologie eingegangen werden. Alle Bezeihnungen, die in die-sem Beweis eingeführt werden, verlieren mit dem Beweisendezeihen ihre Gül-tigkeit oder nehmen wieder ihre alte Bedeutung an.Zentraler Ansatzpunkt ist das Monge-Kantorovih Mass Transferene Pro-blem. Es soll dabei eine bestimmte Masse von einem Maÿraum (U1;P1) aufeinen Maÿraum (U2;P2) transferiert werden, wobei eine Kostenfunktion  :U1 � U2 ! R+ die Transportkosten festlegt. Nennt man nun P(P1;P2) denRaum der Wahrsheinlihkeitsmaÿe auf U1 �U2, die die Randverteilungen P1und P2 besitzen, so geht es darum, die von  abhängenden Gesamtkosten�(P ) := Z (x;y)P (dx;dy); P 2P(P1;P2);zu minimieren.Auf diese Weise erhalten wir auf einem separablen, metrishen Raum U imSpezialfall U1 = U2 = U einen metrishen Raum P(U) von Wahrsheinlih-keitsmaÿen auf U , ausgestattet mit der Metrik�̂(P1;P2) := inf��(P ) : P 2P(P1;P2)	:92



4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeWählt man die oben auf C de�nierte Metrik d als Kostenfunktion , so erhältman entlang der Berehnungen auf Seite 123 in [Ra91℄�(x) = Z 10 tjx(t)jdt; x 2 U;und damit M = P�(U) als Raum der Wahrsheinlihkeitsmaÿe P auf U , fürdie Z �(x)P (dx) < 1:Nah Theorem 6.3.3 gilt, dass (P�(U);�Æ) vollständig ist, wenn der zugrun-deliegende Raum U separabel und vollständig ist. Dabei ist �Æ eine weiterezum Monge-Kantorovih-Problem gehörende Metrik. Theorem 6.1.1 sagt aus,dass �Æ und �̂ übereinstimmen, falls es sih bei der Kostenfunktion  um eineMetrik auf U handelt.In unserem Fall ist der vollständige, separable, metrishe Raum (C;d) und mansieht leiht, dass die Metrik d mit �̂ übereinstimmt. Damit folgt der erste Teilder Behauptung.Darüberhinaus geben wir einen Auszug aus Theorem 6.3.1 an: Es gilt fürP , P1;P2; : : : 2 P�(U), dass die Konvergenz von Pn gegen P bezüglih däquivalent ist zuPn w�! P und limC!1 supn2N Z �(x)1f�(x)>CgPn(dx) = 0;siehe dazu auh Seite 123 in [Ra91℄.4.4.2 Voraussetzungen für die KonvergenzWir nennen eine Verteilung � ein kontrahierendes Split-Maÿ, falls gilt(i) � ist auf das Einheitsintervall konzentriert: ��[0;1℄� = 1,(ii) � ist symmetrish: Hat U Verteilung �, so gilt L(U) = L(1� U),(iii) für die Kontraktionsbedingung: R x2�(dx) < 12 . 93



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lBeispiel 4.14 a) Ist U � unif(0;1), so gilt EU 2 = 13 sowie P (1 � U � x) =P (U � x) = x für x 2 (0;1), also ist unif(0;1) ein kontrahierendes Split-Maÿ.b) Die symmetrishe Beta-Verteilung mit Parameter k + 1, k 2 N0 hat dieDihte f(x) = (2k + 1)!(k!)2 xk(1� x)k; x 2 [0;1℄:Man sieht leiht, dass diese Verteilung symmetrish ist. Weiter giltZ 10 x2f(x) dx = : : : = k + 22(2k + 3) < 12 für alle k 2 N0 :Also ist auh diese Verteilung ein kontrahierendes Split-Maÿ. Für k = 0fällt diese Verteilung übrigens mit der vorher betrahteten Gleihverteilungzusammen.) Ist U eine Zufallsvariable mit P (U = 0) = P (U = 1) = 1=2, so gilt zwarL(U) = L(1 � U), allerdings ist EU2 = 1=2. Also ist die Verteilung von Ukein kontrahierendes Split-Maÿ.Das folgende Lemma zeigt insbesondere, dass die unter ) genannte Verteilungdie einzige symmetrishe Verteilung auf dem Einheitsintervall ist, die niht diegeforderte Kontraktionseigenshaft besitzt.Lemma 4.15 Sind Teile (i) und (ii) obiger De�nition erfüllt, so sind äquiva-lent:a) R u �(du) < 1=2 für ein  > 1,b) R u �(du) < 1=2 für alle  > 1,) �(f0;1g) < 1.Beweis. Für u 2 (0;1) und  > 1 gilt u < u, also ist wegen EU = E(1�U) = 12Z u �(du) < Z u �(du) = EU = 12 ;solange die Masse niht in den Randpunkten konzentriert ist. Damit folgenbereits alle behaupteten Äquivalenzen.94



4.4 Allgemeine Asymptotik für Eisberge4.4.3 Die harakterisierende RekursionAuf M de�nieren wir nun in Abhängigkeit von � die Transformation T� : M !M durh Q 7! L�1 + 1fU��gX �U + 1f1�U��gX 0 �1�U �;wobei L(X) = L(X 0) = Q, U � �, und U;X;X 0 unabhängig. Für jedes� 2 (0;1) ergibt sih also mit Y � T�QY� =distr 1 + 1fU��gX �U + 1f1�U��gX 0 �1�U ;mit X;X 0 � Q unabhängig. Wegen �=U � � und der vorausgesetzten Antito-nie der Pfade ist X�=U � X� und damitE Z 10 tYt dt � 12 + 2 � E Z 10 tXt dt < 1;somit führt T� niht aus M heraus.Lemma 4.16 Ist � ein kontrahierendes Split-Maÿ, so ist T� eine Kontraktionbezüglih d.Beweis. Seien Q;Q0 2 M und " > 0, dann existieren aufgrund der In�mums-eigenshaft X � Q und Y � Q0 mitE Z 10 tjXt � Ytjdt � d(Q;Q0) + ":Seien (X 0;Y 0) =distr (X;Y ), U � � und U; (X;Y ); (X 0;Y 0) unabhängig. Dazusei, für alle t 2 (0;1),Rt := 1 + 1fU�tgX tU + 1f1�U�tgX 0 t1�U ;St := 1 + 1fU�tgY tU + 1f1�U�tgY 0 t1�U : 95



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lDann ist L(R) = T�Q, L(S) = T�Q0, und somit giltd(T�Q;T�Q0) � E Z 10 tjRt � Stjdt� Z 10 t � E1fU�tg��X tU � Y tU ��dt+ Z 10 t � E1f1�U�tg��X 0 t1�U � Y 0 t1�U ��dt:Wegen L(U) = L(1� U) sind die beiden Summanden o�ensihtlih identish.Wir erhalten durh Zerlegen nah dem Wert von Ud(TQ; TQ0) � 2Z 10 tE1fU�tgjX tU � Y tU j dt= 2Z 10 tZ 1fu�tgjX tu � Y tu j �(du) dt:Mit Fubini und der anshlieÿenden Substitution s := t=u im inneren Integralwird dies zu2Z 10 tZ 1fu�tgjX tu � Y tu j �(du) dt = 2Z Z u0 tjX tu � Y tu j dt �(du)= 2Z u2 Z 10 sjXs � Ysj ds �(du)= 2Z u2�(du) � �d(Q;Q0) + "�:Da " > 0 beliebig war, ergibt sih insgesamtd(T�Q;T�Q0) � K � d(Q;Q0);mit einem K < 1.Wir können nun die Vollständigkeit von M ausnutzen, die wir im vorigenAbshnitt nahgewiesen haben. Als Kontraktion besitzt T� einen eindeutigenFixpunkt, den wir Q nennen. Damit kommen wir zum Hauptresultat diesesKapitels.96



4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeSatz 4.17 Sei (In)n2N eine Folge von Zufallsvariablen. Dabei gelte P (In 2f0; : : : ;n � 1g) = 1 für n 2 N sowie limn!1 P (In = j) = 0 für alle j 2 N.Auÿerdem konvergiere L(In=n) mit n ! 1 shwah gegen � 6= 12(Æ0 + Æ1).Sei weiter (Xn)n2N0 eine von (In) unabhängige Folge stohastisher Prozesseauf C. Genügt dann (Xn)n2N0 der Rekursion X0 � 0, X1 � 1 und, für n > 1,� 2 (0;1℄Xn;� =distr 1 + 1fIn>�ngXIn;�nIn + 1fn�1�In>�ngX 0n�1�In; �nn�1�In ; (4.13)mit (X 0n), (Xn), (In) unabhängig und L(Xj) = L(X 0j) für alle j 2 N0 , so folgtlimn!1 d(X;Xn) = 0, insbesondere gilt also L(Xn) w�! Q.Beweis. Sei " > 0. Aufgrund der In�mumseigenshaft der Metrik d existierenZufallsgröÿen X und Xi, i 2 N, mitZ 10 t E ��Xi;t �Xt�� dt � d(Xi;X) + ":Weiterhin erlaubt die Skorohod-Einbettung die Konstruktion von (In)n2N undU � � so, dass In=n sogar fast siher gegen U konvergiert. De�niert man nunY� := 1 + 1fU>�gX �U + 1f1�U>�gX 0 �1�U ; � 2 (0;1℄; undYn;� := 1 + 1fIn>n�gXIn;�nIn + 1fn�1�In>�ngX 0n�1�In; �nn�1�In ; � 2 (0;1℄;für n > 1, dazu Y0 � 0 und Y1 � 1, so gilt einerseits Y =distr X; denn Y hatdie Verteilung T�Q = Q. Andererseits ist Yn =distr Xn für alle n 2 N0 nahder Voraussetzung (4.13) des Satzes. Also folgtd(Xn;X) � Z 10 t E ��Yn;t � Yt�� dt� Z 10 t�E ��1fIn>ntgXIn; ntIn � 1fU>tgX tU ��+ E ��1fn�1�In>ntgXn�1�In; ntn�1�In � 1f1�U>tgX t1�U ��� dt97



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lWir betrahten zunähst nur den ersten Erwartungswert. Der zweite wird dannanalog behandelt; insbesondere ist In in dem Sinne �asymptotish symme-trish�, dass mit In=n ! U folgt (n � 1 � In)=n ! 1 � U , und U und 1 � Uhaben dieselbe Verteilung.Mit der Dreieksungleihung zerlegen wir das Problem der Konvergenz:��1fIn>ntgXIn; ntIn � 1fU>tgX tU �� � ��1fIn>ntgXIn; ntIn � 1fIn>ntgX ntIn ��+ ��1fIn>ntgX ntIn � 1fIn>ntgX tU �� (4.14)+ ��1fIn>ntgX tU � 1fU>tgX tU ��:Hier o�enbart sih bereits das weitere Vorgehen: Während das Integral überdem ersten Summanden durh die Abstände d(Xi;X), i < n, abgeshätztwerden kann, konvergieren der zweite und dritte Summand (und dadurh auhderen Integrale) gegen Null. Einerseits, weil der Grenzprozess X stetig ist,andererseits, weil In=n nah Voraussetzung gegen U konvergiert.Wir beginnen mit dem letzten Summanden. Es ist mit Fubini IZ 10 t E ��1fIn>ntgX tU � 1fU>tgX tU �� dt = E Z 10 t�X tU � 1ft zwishen In=n und Ug� dtDa die Pfade von X antiton sind, folgt wegen t=U � t, dass Xt=U � Xt füralle t 2 (0;1) gilt, also lässt sih der Integrand nah erneuter Anwendungvon Fubini I durh t EXt nah oben beshränken. Wegen L(X) 2 M ist dieseMajorante integrierbar, und nah dem Satz von der majorisierten Konvergenzfolgt somit, dass dieser Summand wegen In=n! U vershwindet.Für die Bearbeitung des zweiten Summanden stellen wir zunähst fest, dasswegen X� 2 N0 mit Wahrsheinlihkeit 1 gilt, dass X nur abzählbar vieleSprünge hat, somit also `-fast überall stetig ist. Mit Fubini I und der Substi-tution s := nt=In giltZ 10 t E ��1fIn>ntgX ntIn � 1fIn>ntgX tU �� dt = E1fIn>0g Z In=n0 t ��X ntIn �X tU �� dt:Sollte das Argument � von X� je gröÿer als 1 werden, nehmen wir in Überein-stimmung mit Wertebereih und Monotonie stetsX� = 0 an. Wegen In=n! U98



4.4 Allgemeine Asymptotik für Eisbergeist (Ins=(nU))n eine fast siher gegen s konvergierende Folge. Wie beim vori-gen Summanden lässt sih der Integrand leiht majorisieren: Mit der Antitonievon X folgt wegen nt=In � t und t=U � t, dass sih das Integral durh2 Z 10 tXt dt < 1nah oben beshränken lässt. Mit majorisierter Konvergenz und der zuvorbeobahteten Stetigkeitseigenshaft folgt also auh für diesen Summanden dieKonvergenz gegen Null.Der Shlüssel zur Konvergenz der Verteilung von Xn gegen Q ist jedoh dieUntersuhung des ersten Summanden in (4.14). Wir verwenden Fubini I, zer-legen nah dem Wert i von In und substituieren s := nt=i. Damit erhaltenwir Z 10 t E ��1fIn>ntgXIn; ntIn � 1fIn>ntgX ntIn �� dt= Z 10 t n�1Xi=0 P (In = i)1fi>ntgE ��Xi;nti �Xnti �� dt= n�1Xi=0 P (In = i)� in�2 Z 10 s E jXi;s �Xsj ds� n�1Xi=0 P (In = i)� in�2�d(Xi;X) + "�Mit an := d(Xn;X) ergibt sih insgesamtan � 2 n�1Xi=0 P (In = i)� in�2(ai + ") + O(1) mit n!1:Es verbleibt nun zu zeigen, dass lim supn!1 an = 0. Wir stellen zunähst fest,dass sih an asymptotish grob abshätzen lässt durhan � 2 E� Inn �2�supi<n ai + "�+ O(1) 99



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lalso ist die Folge (an) beshränkt. Sei a := lim supn!1 an, dann existiert einn1 2 N so, dass an � a + " für alle n > n1. Auÿerdem folgt aus In=n ! U ,dass E(In=n)2 ! EU2 , da alle beteiligten Zufallsvariablen auf [0;1℄ beshränktsind. Weiterhin ist EU2 < 1=2 nah Lemma 4.15. Also existiert ein � < 1 undein n2 2 N mit 2 E� Inn �2 � � für alle n > n2:Wir setzen n0 := maxfn1;n2g und erhalten für n > n0an � 2 n0�1Xi=0 P (In = i)(ai + ")+ 2 n�1Xi=n0 P (In = i)� in�2(ai + ") + O(1):Betrahtet man nun auf beiden Seiten den Limes superior, so vershwindet dieerste Summe, da limn!1 P (In = j) = 0 für alle j 2 N vorausgesetzt war. Inder zweiten Summe können wir ai � a+" abshätzen; die verbleibende Summebegrenzen wir anshlieÿend durh E (In=n)2 nah oben. Insgesamt folgt alsoa � �(a+ 2"); d.h. a � 2�1� � � ";und da " > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.4.4.4 Darstellung und Eigenshaften der GrenzverteilungWie sieht nun dieser Grenzprozess aus? Wir können eine Art �Grenzbaum�konstruieren, an dem wir die Besha�enheit der Verteilung des Grenzprozessesveranshaulihen wollen.Seien Uv, v 2 f0;1g�; unabhängige Zufallsvariablen mit der Verteilung �. Wirbewerten einen �unendlihen binären Baum�, also die Menge f0;1g� aller mög-lihen Knoten, mit der Bewertungsfunktion �. Dabei sei �(v) de�niert als dasProdukt der Variablen Uv0 bzw. 1� Uv0 ;100



4.4 Allgemeine Asymptotik für Eisberge1U; 1� U;U;U0U;U0U00
U;(1� U0)?
6U;(1� U0)U01Abbildung 4.6: Veranshaulihung der Gewihtsfunktion �.bei einem Abstieg in v0 nah links, bzw. rehts, wobei v0 die Knoten von derWurzel bis zum direkten Vorfahr von v durhläuft. So erhalten wir�(v) := jvj�1Yj=0 U1�vjvjj (1� Uvjj )vj ; v 2 f0;1g�: (4.15)Dabei bezeihnet vjj die Einshränkung von v auf dessen erste j Komponenten.Abbildung 4.6 zeigt eine Veranshaulihung von �.Wir betrahten die zufällige Funktion X : (0;1) ! N, die einer Zahl � 2 (0;1)die Anzahl der Knoten mit einer Bewertung gröÿer als � zuordnet:X(�) := #fv 2 f0;1g� : �(v) > �g:Nah Konstruktion ist X stetig von rehts und monoton fallend, also gilt vor-behaltlih der Integrierbarkeitsbedingung L(X) 2 M . Dies wird im Beweis desfolgenden Satzes nahgewiesen.Satz 4.18 L(X) = Q: 101



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lBeweis. Wir zeigen zunähst, dass X für alle � 2 (0;1) die Verteilungsrekur-sion X� =distr 1 + 1fU��gX�=U + 1f1�U��gX 0�=(1�U) (4.16)erfüllt, wobei U � �, L(X) = L(X 0), und X;X 0;U unabhängig sind.Man überlegt sih leiht, dass für den Beitrag des linken Teilbaums zu X� giltXL� := #fv 2 f0;1g� : v1 = 0; �(v) > �g = #fv 2 f0;1g� : ~�(v) > �U; g:Dabei ist ~� die Bewertungsfunktion des linken Teilbaums, also~�(v) = jvj�1Yj=1 U1�vjvjj (1� Uvjj )vj :Aufgrund der iid-Eigenshaft der Uv haben XL� und X�=U; bedingt unter U;dieselbe Verteilung. Ist dabei U; < � sind beide Null. Die analoge Argumen-tation für den rehten Teilbaum belegt damit die obige Rekursion.Damit ist L(X) ein Fixpunkt der Abbildung T . Können wir also L(X) 2 Mzeigen, so ist der Beweis erbraht. Die Pfadeigenshaften wurden oben bereitserwähnt.Für alle � 2 (0;1) gilt X� = Xv2f0;1g� 1f�(v)>�gund damit nah monotoner KonvergenzEX� = Xv2f0;1g� P ��(v) > ��:Wir zerlegen nah der Tiefe jvj von v. Der Wurzelknoten hat die Bewertung1 > � für alle � 2 (0;1); unter Berüksihtigung von vj 2 f0;1g und der102



4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeUnabhängigkeit der Uv, v 2 f0;1g�, folgt nun wegen 1� Uv =distr UvEX� = 1 + 1Xk=1 Xv2f0;1gk P�k�1Yj=0U1�vjvjj (1� Uvjj )vj > ��= 1 + 1Xk=1 Xv2f0;1gk P�k�1Yj=0Uvjj > ��= 1 + 1Xk=1 2k � P�k�1Xj=0 logU~vjj > log��;mit ~v = (0;0; : : :).Wir verwenden die Markovshe Ungleihung. Zur Vereinfahung der Shreib-weise gehen wir zu U0;U1;U2; : : : anstelle von U;; U0; U00; : : : über. Für allet � 0 gilt demnahP�k�1Xj=0 logUj > log�� � e�t log � � �E exp(t logU0)�k:= ��t � �EU t0�kLaut Lemma 4.15 erhalten wir mit t = 3=2 für den Erwartungswert von U t0einen Wert � < 12 . Damit folgtEX� � 1 + ��3=2 1Xk=1(2�)k= 1 + ��3=2 � 2� � 11� 2� < 1:Shlieÿlih gilt alsoZ 10 t EXt dt � Z 10 t dt+ Z 10 t�1=2 2�1� 2� dt= 12 + 2 � 2�1� 2� < 1;und damit L(X) 2 M . 103



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lBemerkung 4.19 Die Gröÿe, deren Existenz wir soeben nahgewiesen haben,taugt auh als Maÿ für die Balane eines Baumes. In einem unbalaniertenBaum häufen sih die Knoten typisherweise bei einem gröÿeren Wert � alsbei einem ausgeglihenen Baum. Interessanterweise hängt jedoh R tEXt dtnur über EU2 (bei U � �) von � ab. Es giltZ 10 tEXt dt = 12(1 � 2EU2) :Dies sehen wir wie folgt: Nennen wir � := R 10 t EXt dt, so folgt durh Einsetzender Rekursion unter Ausnutzung der Symmetrie von �� = Z 10 t EXt dt = Z 10 t �1 + 2 E1fU>tgX tU � dt= 12 + 2 Z 10 t Z 1t EX tu �(du) dt= 12 + 2 Z 10 Z u0 t EX tu dt �(du)= 12 + 2 Z 10 u2 Z 10 s EXs ds �(du)= 12 + 2Z u2�(du) � �:Au�ösen nah � liefert obige Gleihheit. O�ensihtlih kann � niht kleinerals 1 werden; die �beste� Balane sollte also ein Algorithmus mit EU2 = 1=4(und damit varU = 0) erreihen.Zum Ende dieses Abshnitts wollen wir noh nahweisen, dass das zweite Mo-ment EX2� von X� für jedes � 2 (0;1) existiert.Lemma 4.20 Für � 2 (0;1) giltEX2� < 1:Beweis. Wir benutzen wieder die DarstellungX� = Xv2f0;1g� 1f�(v)>�g:104



4.4 Allgemeine Asymptotik für EisbergeWie bei jeder Summe entstehen beim Quadrieren vershiedene Typen vonSummanden. Für u;v 2 f0;1g� kann man drei Möglihkeiten untersheiden:1. u = v, d.h. summiert über diesem Typus erhalten wir exakt X�.2. u ist im Teilbaum T (v) mit der Wurzel v enthalten (oder umgekehrt). Indiesem Fall ist1f�(u)>�g �1f�(v)>�g = 1f�(u)>�g �oder 1f�(u)>�g �1f�(v)>�g = 1f�(v)>�g �auÿerdem lässt sih, zerlegt nah der Tiefe k von u, auf k � 1 vershiedeneArten ein entsprehender Ahn v �nden. Der Beitrag dieser Summanden istalso 2 � 1Xk=1(k � 1)2k1fU1���Uk>�g;wobei U1; U2; : : : iid mit Verteilung �.3. Die Teilbäume T (u) und T (v) sind disjunkt. Seim die maximale Tiefe einesgemeinsamen Vorfahr r von u und v, k die relative Tiefe von u im Teilbaumzu r, j entsprehend für v. Für u gibt es damit 2k Möglihkeiten, für v unterBerüksihtigung der Disjunktheit der Teilbäume noh 2j � 2maxfj�k;0g;denn ist j � k, so �sperrt� u genau einen Knoten (nämlih den jeweiligenAhnen, vgl. 2.), ist j > k, so sind 2j�k Knoten durh Nahkommen vonu �besetzt�. Summiert man diesen Typus von Summanden, so erhält manalso1Xm=0 2m 1Xk=1 1Xj=1 2k�2j � 2(j�k)+�1fU1���Um�V1���Vk>�g � 1fU1���Um�V 01 ���V 0j>�g;mit U1; : : : ;Um; V1; : : : ;Vk;V 01 ; : : : ;V 0j iid mit Verteilung �.Diese drei Typen addieren wir nun zusammen. Dabei zerlegen wir im drittenFall nah dem Wert von U1 � � �Um; zu diesem Zwek bezeihne � die Verteilung105



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lvon U1 � � �UmEX2� = EX� + 2 � 1Xk=1(k � 1)2kP �U1 � � �Uk > ��+ 1Xm=0 2m 1Xk=1 1Xj=1 2k�2j�2(j�k)+� Z P �V1 � � � Vk > �u�P �V 01 � � � V 0j > �u� �(du);Wie im Beweis zu Satz 4.17 verwenden wir die Markovshe Ungleihung umP �U1 � � �Uk > �� � ��3=2 � �kmit einem � < 1=2 zu erhalten. Damit erhalten wir für das Integral als Ober-shranke Z 10 u3 �(du) � ��3�k+j = �EU31 �m��3�k+j;denn das Integral ist nihts anderes als das m-fahe Produkt des dritten Mo-mentes der Verteilung �. Nah Lemma 4.15 gilt nun, dass �0 := EU31 < 1=2gilt und somit folgtEX2� � EX� + 2��3=2 1Xk=1(k � 1)(2�)k+ ��3 1Xm=0(2�0)m 1Xk=1(2�)k 1Xj=1(2�)j ;da alle beteiligten Summen konvergieren, ist somit der Beweis erbraht.4.5 Eisberge bei binären BäumenDie allgemeine Formulierung von Satz 4.17 ermögliht die Anwendung auf eineVielzahl von rekursiven Verteilungen. In diesem Abshnitt werden wir sowohldie bereits bekannten Algorithmen BST und DST unter diesem Gesihtspunktuntersuhen als auh das sog. Median-of-(2k + 1)-Quiksort.106



4.5 Eisberge bei binären BäumenEtwas aus der Reihe fällt die Klasse der Catalan-Bäume (vgl. Kapitel 1).Hier ist der zentrale Satz wertlos. Aus den in Erklärungen, die wir in Ab-shnitt 4.5.4 anführen werden, wird dabei klar, dass der Eisberg-Prozess mitwahsender Knotenzahl fast siher überall unbeshränkt ist. Um diesem Di-lemma zu entgehen, betrahten wir die einzelnen Knotengröÿen. In diesem Fallergibt sih eine Grenzverteilung, die eine Darstellung des asymptotishen Teil-baumgröÿenpro�ls des Catalan-Baums im Sinne eines Erneuerungsprozessesmotiviert.4.5.1 Binary Searh TreeAus Beispiel 4.4 ist bekannt, dass die Knotenzahl In des linken Teilbaumsder Gleihverteilung auf f0; : : : ;n� 1g genügt. Als Grenzverteilung von In=nergibt sih damit die Gleihverteilung auf (0;1), diese ist nah Beispiel 4.14 einkontrahierendes Split-Maÿ. Shlieÿlih gilt P (In = k) � 1=n ! 0 mit n!1für alle k 2 N und damit sind die Voraussetzungen für Satz 4.17 erfüllt.Über die Aussage dieses Satzes hinaus wollen wir nun zeigen, dass wir für den(gegen Null konvergierenden) Abstand der Verteilungen von Xn und X bzgl.d im BST-Fall sogar eine konkrete Obershranke angeben können.Dazu berehnen wir zunähst den Erwartungswert des Grenzprozesses, alsodie Funktion � 7! EX� . Die Anwendung des Erwartungswertoperators auf dieRekursionsgleihung für ein X, welhes der Grenzverteilung genügt, liefertEX� = 1 + E1fU��gX�=U + E1f1�U��gX�=(1�U); � 2 (0;1):Wir erhalten durh Zerlegen nah dem Wert von U und unter Ausnutzung derSymmetrie L(U) = L(1� U)EX� = 1 + 2Z 1� EX�=u du:Man rehnet leiht nah, dass diese Rekursion von EX� = 2=��1 erfüllt wird:107



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lEs gilt 1 + 2Z 1� �2u� � 1� du = 1 + 2��1� �2�� 2(1 � �)= 2� � 1 = EX� : (4.17)In Abshnitt 4.5.1.2 berehnen wir auÿerdem die Varianzfunktion des Grenz-prozesses.4.5.1.1 KonvergenzgeshwindigkeitWir konstruieren den Baum Tn, auf dessen Teilbaumgröÿenpro�l sih Xn be-zieht, wie folgt: Sei ~I; := n und für v 2 f0;1g� seiL�~I(v;0)j~Iv� = uniff0; : : : ; ~Iv � 1g und ~I(v;1) := ~Iv � ~I(v;0) � 1:Ist ~Iv = 0, so setzen wir auh alle Iv0 mit v0 Nahkomme von v konstant Null.Dann gibt ~Iv jeweils die Gröÿe des Teilbaums Tn(v) an und nah Konstruktionerzeugen alle v 2 f0;1g� mit ~Iv � 1 einen binären Baum mit n Knoten. Diebedingte Unabhängigkeit der Teilbäume ist erfüllt, da ~Iv mit jvj = k von allen~Ivjj , j = 0; : : : ;k � 1, nur durh ~Ivjk�1 abhängt. Ebenso hängen natürlih dienahfolgenden �Knoten� oder Teilbaumgröÿen nur durh ~Iv vom bisherigenGeshehen ab. Bedingt unter ~Iv sind sie unabhängig.Ausgehend von einer Folge Uv, v 2 f0;1g�, von unabhängigen und jeweils auf[0;1℄ gleihverteilten Zufallsvariablen wählen wir nunIv := n � �n(v); mit�n(v) := 1nb: : : bnU1�v1; (1� U;)v1 : : : U1�vkvjk�1(1� Uvjk�1)vk;wobei v 2 f0;1g�; jvj = k. Dann ist wegen �n(;) = 1 die AnfangsbedingungI; = n erfüllt und für v 2 f0;1g� mit jvj = k giltI(v;0) = n � 1nbIv � Uv;108



4.5 Eisberge bei binären Bäumenalso L�I(v;0)jIv� = uniff0; : : : ;Iv � 1gund I(v;1) = bIv � (1� Uv) = Iv + b�IvUv = Iv � I(v;0) � 1;fast siher. Damit gilt Iv =distr ~Iv für alle v 2 f0;1g�, ebenso bleibt die obenbeshriebene Unabhängigkeitsstruktur erhalten. Also bilden diejenigen v 2f0;1g� mit Iv � 1 einen BST-verteilten Baum mit n Knoten.Bemerkung 4.21 Ein interessantes kombinatorishes Resultat, das sih hier-aus ergibt, ist#�v 2 f0;1g� : �n(v) � 1n	 = n fast siher.Im Beweis des folgenden Satzes wird diese Erkenntnis jedoh keine Rolle mehrspielen.Das kumulierte Endstük Xn;� lässt sih nun shreiben als die Anzahl derKnoten v 2 Tn, für die Iv > n�, d.h. �n(v) > �, erfüllt ist.Satz 4.22 Für n 2 N giltd(X;Xn) � 3Hnn � 5n + 3Hnn2 :Insbesondere konvergiert L(Xn) mit n!1 shwah gegen Q.Beweis. Wir stellen zunähst fest, dass für alle v 2 f0;1g� gilt�n(v) � �(v): (4.18)Vergleihe dazu auh die De�nition (4.15) von � auf Seite 101. Nah der bereitsbekannten Konstruktion lassen sih die beteiligten Verteilungen darstellen alsX� = #�v 2 f0;1g� : �(v) > �	und Xn;� = #�v 2 f0;1g� : �n(v) > � und �n(v) � 1n	: 109



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lO�ensihtlih ist nah (4.18) also Xn;� � X� für alle n 2 N und alle � 2 (0;1).Somit folgt limn!1d(Xn;X) � limn!1Z 10 t E jXn;t �Xtj dt= limn!1Z 10 t �EXt � EXn;t� dt:Beide beteiligten Erwartungswerte haben wir bereits bestimmt: Den von Xtauf Seite 108 und den von Xn;� in Abshnitt 4.3. Wir berehnen jedoh derEinfahheit halber zunähst die Integrale: Es giltZ 10 t EXt dt = Z 10 t � �2t � 1� dt = 32 ;sowie Z 10 t EXn;t dt = Z 10 t � �2(n+ 1)dnte+ 1 � 1�= 2(n+ 1) nXk=1 Z knk�1n t dtdnte+ 1 � 12= 2(n+ 1) nXk=1 Z knk�1n t dtk + 1 � 12= 2(n+ 1) nXk=1 2k � 12n2(k + 1) � 12= : : : = 32 � 3Hnn + 5n � 3Hnn2 :Damit erhalten wir die behauptete Obershranke für den betrahteten Ab-stand: d(X;Xn) � 3Hnn � 5n + 3Hnn2 :110



4.5 Eisberge bei binären Bäumen4.5.1.2 Eigenshaften der GrenzverteilungAus früheren Abshnitten wissen wir bereits, dass die Erwartungswertfunktionder Grenzverteilung Q� 7! 2� � 1 = EX� ; � 2 (0;1); (4.19)mit X � Q, lautet. Auh die Varianz lässt sih bestimmen. Wir benutzendafür die bekannte Formel	(�) := varX� = var�E [X� jU ℄� + E var[X�jU ℄: (4.20)Das U , unter dem wir hier bedingen, ist dabei das U aus der Verteilungsre-kursion (4.16). Daraus erkennt man nun, dass für � > 12 jeweils nur einer derbeiden Summanden1fU��gX�=U und 1f1�U��gX�=(1�U)vershieden von Null sein kann. Sei also zunähst � > 12 , dann erhält mandurh Anwenden des bedingten Erwartungswertes auf die Verteilungsrekursionund mit den Rehenregeln für bedingte ErwartungswerteE [X� jU ℄ = 1 + 1fU��gE [X�=U jU ℄ + 1f1�U��gE [X�=(1�U) jU ℄:Nah (4.19) folgt alsoE [X� jU ℄ = 1 + 1fU��g�2U� � 1� + 1f1�U��g�2(1 � U)� � 1�: (4.21)Wegen � > 12 sind die Bedingungen der Indikatorfunktionen disjunkt, daherfällt beim Quadrieren ein gemishter Term weg:E [X� jU ℄2 = 1 + 1fU��g�2U� � 1�2 + 1f1�U��g�2(1� U)� � 1�2+ 2 � 1fU��g�2U� � 1� + 2 � 1f1�U��g�2(1� U)� � 1�= 2 � E [X� jU ℄ � 1 + 1fU��g�2U� � 1�2+ 1f1�U��g�2(1� U)� � 1�2 (4.22)111



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lDie Berehnung des zweiten Momentes dieses bedingten Erwartungswertes er-folgt nun durh Zerlegen nah dem Wert von U und unter Ausnutzung derVerteilungssymmetrie L(U) = L(1� U):E�E [X� jU ℄2� = 2EX� � 1 + 2 � Z 1� �2u� � 1�2du= 2 � � 2� � 1�� 1 + �3�� 2� � 1�3 � 1�= 4� � 3 + �3� 8�3 � 12�2 + 6� � 2�= �1� 2�3 + 83�2 : (4.23)Damit erhalten wir für den ersten Summanden in (4.20)var�E [X� jU ℄� = E�E [X� jU ℄�2 � �EE [X� jU ℄�2= �1� 2�3 + 83�2 � � 2� � 1�2= �2�3 � 2 + 4� � 43�2 :Für die bedingte Varianz gilt nah De�nition von 	 und unter Ausnutzungder Verteilungsrekursionvar[X�jU ℄ = 1fU��g	��U � + 1f1�U��g	� �1� U �;also erhalten wir durh Zerlegung nah U und unter erneuter Verwendung derSymmetrie von L(U)E�var[X�jU ℄� = 2 � Z 1� 	��u� du = 2� � Z 1� 1u2	(u) du;im letzten Shritt wurde naheliegend substituiert.Insgesamt folgt damit für � > 12 die folgende Darstellung:	(�) = 2� � Z 1� 1u2	(u) du� 2�3 � 2 + 4� � 43�2 : (4.24)112



4.5 Eisberge bei binären BäumenLemma 4.23 Für � > 12 ist 	 unendlih oft stetig di�erenzierbar, und es gilt	(1) = 0.Beweis. Folgt sofort aus (4.24) und Lemma 4.20.Mit diesem Lemma können wir also durh einmaliges Di�erenzieren zusam-men mit der Randbedingung eine alternative Darstellung für 	 erhalten. Derbesseren Lesbarkeit geshuldet shreiben wir 	0(�) für die Ableitung nah �.Die Produktregel für die Di�erentiation zusammen mit dem Hauptsatz derDi�erentialrehnung liefert	0(�) = 2 � Z 1� 1u2	(u) du� 2� � 1�2	(�) � 23 � 4�2 + 83�3= � 1�	(�) + 2� � 8�2 + 4�3 ;dabei haben wir das Integral durh die entsprehende Umformulierung von(4.24) ersetzt. Diese Di�erentialgleihung (mit der Randbedingung aus Lem-ma 4.23) wird durh 	(�) = 2� 8 log�� + 2� � 4�2gelöst.Nun betrahten wir � 2 (0;1). Durh Quadrieren von (4.21) kommt in (4.22)der Summand 2 � 1f��U�1��g�2U� � 1��2(1� U)� � 1�hinzu, damit müssen wir � falls � � 12 � in (4.23)2 � Z 1��� �2u� � 1��2(1 � u)� � 1� du = 4 � Z 1=2� �4u� 4u2�2 � 2� + 1� du= 4�3 + 2� 4� + 43�2 113



4 Das Teilbaumgröÿenpro�laddieren und erhalten somit, für � 2 (0;1),var�E [X� jU ℄� = 1f�> 12g��2�3 � 2 + 4� � 43�2� + 1f�� 12 g 2�3 :Damit folgt wie oben	(�) = 8>>><>>>:2� � Z 1� 1u2	(u) du� 2�3 � 2 + 4� � 43�2 ; � > 122� � Z 1� 1u2	(u) du+ 2�3 ; � � 12 : (4.25)Lemma 4.24 	 ist für � 6= 12 unendlih oft stetig di�erenzierbar und stetigin � = 12 .Beweis. Die Stetigkeit in 12 lässt sih leiht nahrehnen; denn das Integral hatfür �+ und �� denselben Wert und kann daher unbeahtet bleiben. Hier, wieauh bei der Di�erenzierbarkeitsaussage wird wieder Lemma 4.20 verwendet.
Analog zum Vorgehen für den Fall � > 12 wird di�erenziert, die Di�eren-tialgleihung gelöst unter der Randbedingung 	(12 ) = 	(12+). Wir erhalteninsgesamt denSatz 4.25 Für � 2 (0;1) istvarX� = 8>><>>:2 + 2� � 4�2 � 8 log�� ; � > 128 log 2� 5� ; � � 12 :In Abbildung 4.7 ist die Varianzfunktion skizziert.114
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varX�

Abbildung 4.7: Varianzfunktion 	 : � 7! varX� im BST-Fall4.5.2 Digital Searh TreeIm Digital Searh Tree-Algorithmus werden die Datenwerte nah ihrer Binär-darstellung in den binären Baum einsortiert. Geht man von gleihverteiltenDaten aus dem Einheitsintervall aus, so landen solhe, die kleiner als 12 sind,links, die anderen rehts und in Folge dessen ist In binomialverteilt mit Para-metern n� 1 und 12 .Nah dem Gesetz der groÿen Zahlen folgt 1nIn ! 12 , die Grenzverteilung � istdas Einpunktmaÿ in 12 , also sind die Voraussetzungen für Satz 4.17 erfüllt. Dadie von U abhängenden Indikatorvariablen nun aufgrund der Besha�enheitvon � deterministish sind, ist auh der Grenzprozess deterministish. Wir115



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lbehaupten XDST(�) = �1 + 1Xk=1 1[2�k;2�k+1)(�) � 2k; � > 0;und weisen dies wie folgt nah: Einsetzen der rehten Seite in die Rekursionliefert 1 + 1fU>�gX �U + 1f1�U>�gX 0 �1�U= 1 + 2 � 1f�<1=2g��1 + 1Xk=1 1[2�k;2�k+1)(2�)2k�= �1 + 2 � 1[ 12 ;1)(�) + 1Xk=1 1[2�k�1;2�k)(�)2k+1= �1 + 1Xk=1 1[2�k;2�k+1)(�) � 2k = X(�):Von der ersten zur zweiten Zeile benutzen wir, dass � < 12 bereits von � 2[2�k�1;2�k) impliziert wird, so k 2 N gilt; im letzten Shritt wurde der Sum-mationsbereih vershoben. X ist also Fixpunkt der Rekursion und es bleibtlediglih der Nahweis, dass L(X) 2 M gilt. Die Pfadeigenshaften stehenauÿer Frage, weiter gilt mit Fubini I und dem Satz von der monotonen Kon-vergenz E Z 10 tXt dt = �12 + 1Xk=1 2k � 12��2�k+1�2 � �2�k�2� = 1;und damit ist die obige Behauptung bewiesen. Es überrasht niht, dass folg-lih nah Bemerkung 4.19 der DST-Algorithmus unter allen binären Bäumen,die aus der Konstruktion über rekursive Verteilungsfamilien nah Abshnitt 4.2hervorgehen, die bestmöglihe Balane erreiht.4.5.3 Median-of-(2k + 1)-QuiksortDer Algorithmus des Median-of-(2k+1)-Quiksort versuht, den gewöhnlihenQuiksort-Algorithmus dadurh zu verbessern, dass niht das erste auftretende116



4.5 Eisberge bei binären BäumenElement in den Wurzelknoten gesetzt wird, sondern der Median der ersten(2k+1) Elemente. Somit entsheidet der absolute Rang desjenigen Elementes,welhes unter den ersten (2k + 1) Elementen den Rang k + 1 hat, über dieEinordnung in linken und rehten Teilbaum. Mit k = 0 erhält man den BST-Algorithmus.Um die Verteilung von In zu bestimmen, nutzen wir aus, dass die absolutenRänge von n unabhängigen, auf dem Einheitsintervall gleihverteilten Zufalls-variablen eine zufällige Permutation von f1; : : : ;ng bilden; dabei ist jede Per-mutation wieder gleih wahrsheinlih. Für In = j muss das k-kleinste Elementder ersten 2k+1 genau das j-kleinste von allen sein. Stellen wir uns eine Urnemit n Kugeln vor, von denen 2k+1 markiert sind, so erhalten wir In = j genaudann, wenn beim sukzessiven Ziehen gerade im (j + 1)-ten Zug die (k + 1)-temarkierte Kugel zum Vorshein kommt. Dafür müssen unter den ersten j Ku-geln genau k markierte sein und im letzten Zug eine weitere markierte Kugelgezogen werden. Somit giltP (In = j) = �n�2k�1j�k ��2k+1k ��nj� � k + 1n� j :In diesem Fall ist In+1 negativ hypergeometrish verteilt mit den Parameternn, 2k + 1 und k + 1 (vgl. [JK69, S. 309℄). Grenzverteilung für In=n ist damitdie symmetrishe Betaverteilung mit Parameter k + 1: Wir zeigenP (In=n = bnx=n)1=n ! (2k + 1)!(k!)2 xk(1� x)k; für alle x 2 [0;1℄: (4.26)In den Randpunkten ist nihts zu zeigen, sei also x 2 (0;1). Wir verwendendie Notation xk für die absteigende Potenz, d.h. xk := x(x� 1) � � � (x� k+1).Es gilt n � P (In = bnx) = n�bnxk ��n�bnx�1k �� n2k+1�= nbnxkbn(1� x)k(2k + 1)!k!k!n2k+1= (2k + 1)!(k!)2 � bnxkbn(1� x)k(n� 1)2k ; 117



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lund der zweite Faktor konvergiert gegen xk(1 � x)k. Dass daraus bereits diebehauptete Konvergenz gegen die Beta-Verteilung folgt, sieht man wie folgt.Es ist mit einer geeigneten SubstitutionP (In=n � x) = bnxXj=0 P (In = j)= Z dnxe0 P (In = by) dy= Z dnxe=n0 nP (In=n = bnz=n) dz:Ein nahezu triviales Majorisierungsargument führt zusammen mit (4.26) aufP (In=n � x) ! Z x0 (2k + 1)!(k!)2 xk(1� x)k:Mit Satz 4.17 erhalten wir also die Konvergenz der Eisberg-Prozesse auh imMedian-of-(2k + 1)-Quiksort-Fall.Für die Balane ergibt sih aus EU2 = (k + 2)=(4k + 6) der Wert � = 1 +1=(2k + 2). Vergleihe auh Beispiel 4.14 und Bemerkung 4.19. Für groÿes knähern wir uns also mehr und mehr der Balane des DST-Baumes an.4.5.3.1 Erwartungswert des GrenzprozessesWie bei den BST-Eisbergen kann man auh in diesem Fall den Erwartungswertaus der Rekursion bestimmen. Dies wird mit wahsendem k jedoh zunehmendkomplizierter. Für k = 1 erhält manEX� = 127� + 2�67 � 1; (4.27)für gröÿere k wollen wir einen Algorithmus angeben, der auf eine explizite Dif-ferentialgleihung für die Erwartungswertfunktion des Grenzprozesses führt.118



4.5 Eisberge bei binären BäumenDazu sei �k(x) := EX(k)� , und fk(x) die Dihte der Beta(k+1;k+1)-Verteilung.Mit rn(x) := Z 1x t�n�k(t) dt gilt r0n(x) = �x�n�k(x); (4.28)und damit erhalten wir aus der Rekursion für den Grenzprozess mit einerSubstitution t = x=u�k(x) = 1 + 2Z 1x fk(u)�k(x=u) du= 1 + 2(2k + 1)!k!2 Z 1x xt2�xt �k�1� xt �k�k(t) dt= 1 + 2(2k + 1)!k!2 Z 1x xk+1t�(k+2) kXj=0�kj�(�1)jt�jxj�k(t) dt= 1 + 2(2k + 1)!k! kXj=0 (�1)jj!(k � j)! � xk+j+1rk+j+2(x):Lemma 4.26 Für l = 0;1; : : : ;k gilt�(l)k (x) = Æl0 + 2(2k + 1)!k! kXj=0 (�1)jj!(k � j)! � (k + j + 1)!(k + j + 1� l)!xk+j+1�lrk+j+2(x):Beweis. Induktion. Für l = 0 ist nihts zu zeigen. Wir betrahten nun zu-nähst einen später benötigten Ausdruk. Mit einer einfahen kombinatori-shen Gleihheit folgtkXj=0�kj��k + j + 1l �(�1)j = kXj=0�kj� lXi=0 �ji��k + 1l � i�(�1)j= lXi=0 �k + 1l � i��ki� kXj=0�k � ik � j�(�1)j : 119



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lDie innere Summe ist genau (�1)k, falls i = k, und 0 sonst, daher ergibt sihinsgesamt Null, solange l < k. Dies gilt natürlih auh noh nah Multiplika-tion von l!=k!, also folgtkXj=0 (�1)jj!(k � j)! � (k + j + 1)!(k + j + 1� l)! = (0 für 0 � l < k 2 N:(�1)k für l = k: (4.29)Nah Produktregel und (4.28) gilt�xk+j+1�lrk+j+2(x)�0 = (k + j + 1� l)xk+j+1�(l+1) � x�(l+1)�k(x);setzt man dies in die Induktionsvoraussetzung ein, so erhält man mit (4.29)ddx�(l)k (x) = 2(2k + 1)!k! kXj=0 (�1)jj!(k � j)! (k + j + 1)!(k + j + 1� (l + 1))!� xk+j+1�(l+1)rk+j+2(x)und dies zeigt die Behauptung.Dieses Lemma legt das weitere Vorgehen nahe: Die (k + 1)-te Ableitung von�k verlässt das obige Shema und die beteiligten r-Terme lassen sih durh ge-shikte Linearkombination früherer Ableitungen eliminieren. Wir betrahten�(k+1)k (x), welhes wir aus Lemma 4.26 (mit l = k) erhalten:�(k+1)k (x) = ��(k)k (x)�0= 2(2k + 1)!k! kXj=0 (�1)jj!(k � j)! (k + j + 1)!(j + 1)!� �(j + 1)xjrk+j+2(x)� x�(k+1)�k(x)�= 2(2k + 1)!k! kXj=0 (�1)j(k + j + 1)!j!2(k � j)! xjrk+j+2(x)+ 2(2k + 1)!k! (�1)k+1x�(k+1)�k(x);120



4.5 Eisberge bei binären Bäumennah (4.29). Sei nun (a0; : : : ;ak) so de�niert, dasskXl=0 al(k + j + 1� l)! = j! für alle j = 0; : : : ;k:Man überlegt sih leiht, dass dieses Gleihungssystem für jedes k 2 N eineeindeutige Lösung besitzt. Mit Lemma 4.26 folgt danna0x�(k+1)��k(x)� 1�+ kXl=1 alx�(k+1�l)�(l)k (x)= kXl=0 al (2k + 1)!k! kXj=0 (�1)jj!(k � j)! (k + 1 + j)!(k + 1 + j � l)!xjrk+j+2(x)= (2k + 1)!k! kXj=0 (�1)j(k + j + 1)!j!(k � j)! xjrk+j+2(x) kXl=0 al(k + j + 1� l)!= �(k+1)k (x) + 2(2k + 1)!k! (�1)kx�(k+1)�k(x):De�niert man nun ~a0 := a0 + (�1)k+1 2(2k+1)!k! , ~al := al für l = 1; : : : ;k, sowie~ak+1 := �1, und multipliziert die gesamte Gleihung mit xk+1, so ergibt sih�k(x) als Lösung der gewöhnlihen Di�erentialgleihung (k+1)-ter Ordnungk+1Xl=0 ~alxl�(l)k (x) = a0; �k(1) = 1; �(l)k (1) = 0; für l = 1; : : : ;k + 1:Beispiel 4.27 a) Für k = 1 lautet das LGS für die al:a02 + a1 = 1 und a06 + a12 = 1;also folgt a0 = �6 und a1 = 4. Die Di�erentialgleihung6�1(x) + 4x�01(x)� x2�001(x) = �6führt mit den entsprehenden Randbedingungen auf die am Anfang die-ses Abshnitts angegebene Erwartungswertfunktion (4.27). 121
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�Abbildung 4.8: � 7! EX� im Fall des Median-of-11-Algorithmus (k = 5)b) Für k = 5 erhält man als Lösung des LGS(a0; : : : ;a5) = (�332640; 181440;�45360; 6720;�630; 36);eine numerishe Lösung der Di�erentialgleihung ist in Abbildung 4.8 zusehen.4.5.4 Catalan-BäumeAls Catalan-Baum bezeihnen wir zu einem vorgegebenen n 2 N einen aufder Menge der binären Bäume mit n Knoten gleihverteilten Baum (vgl. Ka-pitel 1). Es ist bekannt, dass esCn = 1n+ 1�2nn �122



4.5 Eisberge bei binären Bäumenbinäre Bäume mit n Knoten gibt; Cn heiÿt n-te Catalanshe Zahl. Ist also Tnein Catalan-Baum und tn ein binärer Baum mit n Knoten, so giltP (Tn = tn) = 1Cn :Für die Gröÿe In des linken Teilbaumes erhalten wir damit die folgende Ver-teilung: P (In = k) = CkCn�1�kCn ; k = 0; : : : ;n� 1;denn auf dem Laplaeshen Wahrsheinlihkeitsraum der binären Bäume mitn Knoten zählen wir, wieviele davon einen linken Teilbaum der Gröÿe k be-sitzen. Da ein binärer Baum aber durh seinen linken und rehten Teilbaumvollständig beshrieben ist, ergeben sih genau CkCn�1�k viele Bäume mit nKnoten, die In = k erfüllen.Auh im Catalan-Fall liegt die bereits bekannte Unabhängigkeitsstruktur vor:Bedingt unter In sind linker und rehter Teilbaum unabhängig. Dies lässt sihleiht nahrehnen.Damit können wir auh in diesem Fall die Verteilungsrekursion für das Teil-baumgröÿenpro�l aufstellen:Kn =distr KIn + K 0n�1�In + Æn;mit (Kn), (K 0n), In unabhängig, und In mit oben angegebener Verteilung.Lemma 4.28 Für den Erwartungswert gilt für k � nEKn;k = (n� k + 1) � CkCn�kCn :Beweis. Vollständige Induktion. Für n = 1 ist K1;1 � 1, gelte die Behauptungalso für alle n0 < n. Wir rehnen die Rekursion nah: es gilt mit an;k := EKn;kan;k = EKIn ;k + EKn�1�In ;k + Æn;k; 123



4 Das Teilbaumgröÿenpro�ldie rehten Erwartungswerte zerlegen wir nah dem Wert von In und nutzendabei die Verteilungssymmetrie In =distr n� 1� In aus. Dies ergibt an;n = 1wie behauptet und, für k < n,an;k = 2 n�1Xi=0 ai;kP (In = i):Nah Induktionsvoraussetzung sind alle Summanden bis zu i = k Null, au-ÿerdem können wir wegen i � n � 1 die ai;k durh die behaupteten Werteersetzen. Damit folgt mit einer Indexvershiebung i 7! i+ kan;k = 2 n�1Xi=k(i� k + 1) � CkCi�kCi � CiCn�1�iCn= 2 � CkCn�kCn n�k�1Xi=0 (i+ 1) � CiCn�k�1�iCn�k= (n� k + 1) � CkCn�kCn ;denn die Summe ist gerade der Erwartungswert von In�k + 1, nämlih (n �k + 1)=2. Damit folgt die Behauptung.Aus diesem Erwartungswertvektor können wir wie vorher im BST-Fall be-reits elementare asymptotishe Eigenshaften des Teilbaumgröÿenpro�ls imCatalan-Fall ablesen. Dabei ist die Asymptotik der Catalan-Zahlen selbst vonausshlaggebender Bedeutung. Mit n!1 giltCn � 4np�n3 :In diesem Zusammenhang ist mit an � bn (n!1) gemeint, dass mit n!1gilt an=bn ! 1.Da für k � n=2 niht Kn;k > 1 gelten kann, können wir aus der Asymptotikder Catalanzahlen sofort die asymptotishe Verteilung der �groÿen� Knotenbestimmen:124



4.5 Eisberge bei binären BäumenLemma 4.29 Für jedes k 2 N0 giltKn;n�k distr���! Zk; mit P (Zk = 1) = 1� P (Zk = 0) = 4�k�2kk �:Beweis. Der Fall k = 0 ist trivial. Sei k 2 N. Ist n groÿ genug (n � 2k), sonimmt Kn;n�k nur noh die Werte 0 und 1 an. Der Erwartungswert liefert fürletzteren Fall die Wahrsheinlihkeit. Dabei gilt nah Lemma 4.28P (Kn;n�k = 1) = EKn;n�k = (k + 1) � CkCn�kCn� (k + 1)Ck � 4n�kp�n3p�(n� k)34n! (k + 1)Ck � 4�k = 4�k�2kk �:Wie vorher bei der Untersuhung der Eisberg-Prozesse sind die groÿen Kno-ten natürlih niht asymptotish unabhängig. Wir können die Asymptotik dergemeinsamen Verteilung dieser Knotenzahlen angeben.Satz 4.30 Sei k 2 N, dann gilt, mit n!1�Kn;n�1;Kn;n�2; : : : ;Kn;n�k� distr���! X;und die Verteilung von X ist gegeben wie folgt: Für ein x = (x1; : : : ;xk) 2f0;1gk seien 0 =: j0 < j1 < : : : < jm � k genau die Positionen in x an deneneine 1 steht, auÿerdem �i := ji � ji�1, i = 1; : : : ;k. Dann giltP �X = x� = 2m�2jm� mYi=1C�i�1� � �1� 12 k�jm�1Xi=0 Ci4�i�:Beweis. Sei Xn := (Kn;n�1; : : : ;Kn;n�k) und sei x = (x1; : : : ;xk) 2 f0;1gk .Wir betrahten den Wurzelknoten. Ist nun xj1 die erste Position, an der in xeine �1� auftauht, so bedeutet dies, dass der linke oder der rehte Teilbaumdes Wurzelknotens genau n� j1 Knoten besitzen muss. Bedingt unter dieser125



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lKnotenanzahl sind dessen Teilbäume unabhängig, wir können dieselbe Überle-gung also rekursiv wiederholen. Shlieÿlih ergibt die Betrahtung desjenigenKnotens zu dem der Teilbaum mit n� jm Knoten gehört, dass dieser keinenTeilbaum mit mehr als n� k Knoten besitzen darf. Dies führt aufP (Xn = x) = P�In = n� j1 oder n� 1� In = n� j1;In�j1 = n� j2 oder n� j1 � 1� In�j1 = n� j2;...In�jm�1 = n� jm oder n� jm�1 � 1� In�jm�1 = n� jm;In�jm < n� k und n� jm � 1� In�jm < n� k�:Symmetrie und Unabhängigkeit der I-Variablen ermöglihen die UmformungP (Xn = x)= 2m� mYi=1P (In�ji�1 = ji � ji�1| {z }=�i �1)� � �1� 2P (In�jm � k � jm � 1)�= 2m� mYi=1 C�i�1Cn�ji�1��iCn�ji�1 � � �1� 2 k�jm�1Xi=0 CiCn�jm�1�iCn�jm �:Innerhalb des Produktes kürzen sih nun wegen n � ji�1 � �i = n � ji je-weils der zweite Faktor des Zählers gegen den Nenner des Faktors mit demnähsthöheren Laufindex i. Es verbleibt auÿer den C�i�1 also nur der FaktorCn�jmCn � 4n�jmp�n34np�(n� jm)3 ! 4�jm :Ebenso ergibt sih das asymptotishe Verhalten der Summanden zuCn�jm�1�iCn�jm ! 4�(i+1):Insgesamt folgtlimn!1P (Xn = x) = 2m�2jm� mYi=1C�i�1� ��1� 12 k�jm�1Xi=0 Ci4�i� = P (X = x)wie behauptet.126



4.5 Eisberge bei binären BäumenWir können X als eine Art Erneuerungsprozess interpretieren: Seien Y1;Y2; : : :unabhängige und identish verteilte Zufallsvariablen mitP (Y1 = j) = 21�2jCj�1; j 2 N:Dass dies ein Wahrsheinlihkeitsmaÿ ist, kann man mit Hilfe der erzeugendenFunktion der Catalan-Zahlen1Xj=0 zjCj = 1�p1� 4z2znahweisen. Durh Einsetzen von z = 1=4 erhält man P1j=0 2�2jCj = 2 unddamit 1Xj=1 P (Y1 = j) = 1Xj=0 2�2j�1Cj = 12 1Xj=0 2�2jCj = 1:Die Verteilung von Y1 nennen wir Catalan-Verteilung. Zu diesen �Lebensdau-ern� Yj sei nun Sl :=Plj=1 Yj die Gesamtlebensdauer der ersten l Komponen-ten und N = (Nm)m2N mit N0 := 0 und Nj := supfl : Sl � jg der zugehörige(diskrete) Erneuerungsprozess. Für eine Folge von �Sprungstellen� für N , alsoein x 2 f0;1gk erhalten wir dann mit den Bezeihnungen des vorhergehendenSatzes P (N jf1;:::;kg springt genau in x)= P (Y1 = �1; : : : ; Ym = �m; Ym+1 > k � jm)= � mYi=1P (Y1 = �i)� � �1� P (Y1 � k � jm)�= � mYi=1 21�2�iC�i�1� � �1� k�jmXi=1 21�2iCi�1�= 2m�2jm� mYi=1C�i�1� � �1� 12 k�jm�1Xi=0 Ci4�i�= P (X = x):Das bedeutet insbesondere für den �unendlihen Catalan-Baum�, dass sih die-ser wie folgt konstruieren lässt: Ausgehend von der Wurzel wählen wir zufällig127
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11Abbildung 4.9: Anfangsstük eines unendlihen Catalan-Baumes und der daraus re-sultierende Erneuerungsprozess. Die Sprungstellen sind in diesem Fallx = (0;1;0;0;0;1;1;0;0;1), die Lebensdauern damit Y1 = 2, Y2 = 4,Y3 = 1, Y4 = 3 und Y5 = 1.(je mit Wahrsheinlihkeit 1=2) aus, ob der linke oder der rehte Teilbaumendlih sein soll, und setzen dessen Gröÿe auf Y1 � 1. Der Teilbaum selbst istalso auf der Menge der binären Bäume mit Y1 � 1 Knoten gleihverteilt. Fürden anderen (den unendlihen) Teilbaum wählen wir wieder, ob es �links oderrehts weitergeht� und setzen die Gröÿe des �Sakgassen-Stükes� auf Y2 � 1.Die Prozedur wird unendlih oft wiederholt.Damit haben wir über die Asymptotik des Teilbaumgröÿenpro�ls eine Erklä-rung für den bekannten Sahverhalt gefunden, dass ein �unendliher Catalan-Baum� genau einen unendlihen Pfad besitzt, von dem endlihe Catalan-Bäume abzweigen. Dies wird zum Beispiel bei Janson in [Jan02℄ gezeigt.Zum Ende dieses Abshnitts wollen wir noh nahweisen, dass die Anwendungdes zentralen Resultates für die �Eisberge� an dessen Voraussetzungen shei-tert; denn die Grenzverteilung von In=n ist gerade die Gleihverteilung auff0;1g, vgl. Beispiel 4.14. Dies wollen wir zeigen, in dem wir die Varianz vonIn betrahten.128



4.5 Eisberge bei binären BäumenLemma 4.31 Für n 2 N giltEIn(In + 1) = n(n+ 1)2 � 2n�2 (n+ 1)!1 � 3 � � � (2n� 1) :Beweis. Mittels des Verhältnisses aufeinanderfolgender Catalan-ZahlenCn�1Cn = n+ 12(2n� 1)erhalten wirEIn(In + 1) = n�1Xi=0 i(i+ 1)CiCn�1�iCn= n�1Xi=1 i(i+ 1)Ci�1Cn�2�(i�1)Cn�1 Cn�1Cn CiCi�1= n+ 12(2n � 1) � 2 � n�1Xi=1 i(2i � 1) � P (In�1 = i� 1)= n+ 12n� 1E (In�1 + 1)(2In�1 + 1)= 2(n+ 1)2n� 1 EIn�1(In�1 + 1) + n(n+ 1)2(2n� 1) :Wir nennen qn := EIn(In + 1) und erhalten die Rekursionqn = 2(n+ 1)2n� 1 qn�1 + n(n+ 1)2(2n� 1)mit der Anfangsbedingung q1 = 0; denn I1 � 0. Nun zeigen wir die Aussagedes Lemmas mit vollständiger Induktion. Der Induktionsanfang besteht darin,nahzurehnen, dass die rehte Seite des Lemmas für n = 1 Null ergibt. Ist dieAussage bis n� 1 gezeigt, so folgt aus der obigen Rekursion nah Induktions-voraussetzungqn = 2(n+ 1)2n� 1 �(n� 1)n2 � 2n�3 n!1 � 3 � � � (2n� 3)�+ n(n+ 1)2(2n � 1)= n(n+ 1)2(2n� 1)�2(n� 1) + 1� � 2n�2 (n+ 1)!1 � 3 � � � (2n� 1) ;und die Behauptung folgt. 129



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lHauptansinnen dieses Lemmas ist natürlih die Berehnung der Varianz vonIn. Es gilt dabeivar In = EI2n � �EIn�2= EIn(In + 1)� EIn�1 + EIn�= n(n+ 1)2 � 2n�2(n+ 1)! 2nn!(2n)! � n� 12 �1 + n� 12 �= �n+ 12 �2 � 4n�1Cn :Daraus lässt sih nun die Asymptotik der Verteilung von In=n ableiten:Satz 4.32 Mit n!1 gilt 1n In distr���! Z;und Z ist gleihverteilt auf f0;1g.Beweis. Wir betrahten die Varianz der linken Seite. Es giltvar Inn = 1n2 var In = 14 (n+ 1)2n2 � 4n�1n2Cn :Der erste Summand konvergiert gegen 1=4, der zweite aufgrund des asymptoti-shen Verhaltens der Catalanshen Zahlen gegen Null. Auÿerdem ist In=n aufdas Einheitsintervall konzentriert, die Familie der Verteilungen L(In=n) ist al-so trivialerweise stra�. Die einzige Verteilung auf dem Einheitsintervall mit derVarianz 1=4 ist jedoh oben genannte Gleihverteilung auf den Randpunkten.(Dies ist die maximale Varianz, die eine Verteilung auf dem Einheitsintervallüberhaupt besitzen kann.) Mit einem Standardargument zur Stra�heit folgtdie Behauptung.4.6 Random Reursive TreeBei der Untersuhung asymptotisher Strukturen von binären Bäumen tri�tman häu�g auf analoge Argumentationen zwishen dem Binary Searh Tree130



4.6 Random Reursive Treeund dem Random Reursive Tree. Diese Analogie gründet sih zumeist auf dieÄhnlihkeit der beteiligten erzeugenden Funktionen. In diesem Abshnitt nut-zen wir Ähnlihkeiten in der rekursiven Struktur dieser beiden stohastishenObjekte aus.Allerdings ist ein Random Reursive Tree gar kein binärer Baum. Wir be-trahten die Menge der niht-planaren Bäume mit n Knoten, die eine sur-jektive Gewihtsfunktion mit Werten in f1; : : : ;ng besitzen derart, dass dieGewihte entlang eines jeden Pfades von der Wurzel zu einem externen Kno-ten eine streng isotone Zahlenfolge bilden. Wählen wir Tn gleihverteilt ausdieser Menge, so nennen wir Tn einen Random Reursive Tree.Alternativ kann man solh einen Random Reursive Tree auh iterativ er-zeugen. Dazu beginnt man mit T1, welher nur aus dem mit �1� gelabeltenWurzelknoten besteht. Nun gelangt man von Tn zu Tn+1 durh zufällige gleih-verteilte Auswahl eines Knotens aus Tn, an den der Knoten mit demWert n+1angehängt wird.Bezeihnet man den Wert des Knotens, an den im Shritt von Tn zu Tn+1 derneue Knoten angehängt wird, mit an, so beshreibt die Folge (ak)k=1;:::;n�1den entstandenen Baum Tn vollständig. Auÿerdem ist (ak) die einzige Folge,die auf diesen Baum führt.Auf diese Weise kann man einen Random Reursive Tree mit n Knoten be-shreiben als ein Tupel (a1; : : : ;an�1) mit der Eigenshaft aj � j für allej = 1; : : : ;n� 1. Dabei bedeutet aj = i, dass der Knoten mit dem Wert j + 1an den Knoten mit dem Wert i angehängt wird. (Der Wurzelknoten hat stetsden Wert 1). Wie oben betrahten wir ein einzelnes Tupel, welhes auf derMenge der zulässigen Tupel gleihverteilt sein soll.Um für diesen Algorithmus eine Verteilungsrekursion wie für die binären Bäu-me zu erhalten, zerlegt man in den Teilbaum des Wurzelknotens mit demkleinsten Label und den Rest. Dabei hat der ausgewählte Teilbaum eine Kno-tenzahl, die auf f1; : : : ;n� 1g gleihverteilt ist (siehe z.B. [Mah91℄). Die Eis-berge genügen also der VerteilungsrekursionXn;� =distr 1 + 1fIn>�ngXIn; nIn � + 1fn�In>�ngX 0n�In; nn�In � � 1fn�In>�ng;131



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lwobei wieder X 0 eine unabhängige Kopie von X und In auf f1; : : : ;n � 1ggleihverteilt und von X und X 0 unabhängig ist. Diese Rekursion lässt sihauh aus der Teilbaumgröÿenpro�lrekursion für diesen Baumtyp ableiten: Fürj 2 N gilt Kn;j =distr KIn;j + K 0n�In;j � 1fn�In=jg + Ænj ;nämlih �nden sih Teilbäume der Gröÿe j entweder links, oder als j-Teilbäumedes übrigen Baumes � dann allerdings darf niht der um den linken Teilbaumbeshnittene Baum selbst j Knoten haben. Bei n = j sind alle Summanden fürdie Teilbäume Null, also wird mit dem Kroneker-Delta korrigiert. An diesenbeiden Rekursionen kann man die am Anfang des Abshnitts beshriebeneÄhnlihkeit der rekursiven Strukturen gut erkennen.Niht direkt aus Satz 4.17 aber mit einer vollkommen analogen Argumentationerhalten wir auh hier die Konvergenz des Eisbergprozesses gegen diejenige(eindeutige) Verteilung Q, welhe die folgende Rekursion erfüllt:X� =distr 1fU>�gX �U + 1f1�U>�gX 0 �1�U + 1f1�U��g;X;X 0 � Q et. und U � unif(0;1).Auh hier können wir uns den �Limes-Baum� analog zum BST-Fall vorstellen:einziger Untershied ist, dass die Knoten, deren Pfad mit einem Shritt nahrehts endet, nur als �Verbinder� fungieren. Dies ist eine Variante der Knuth-shen Korrespondenz zwishen Bäumen und binären Bäumen: Die direktenNahfolger des Wurzelknotens im niht-binären Baum sind die Knoten (0),(1;0), (1;1;0),. . . . Diese Beshreibung wird rekursiv auf den gesamten Baumausgedehnt.Im Eisberg-Prozess werden nun diese �Verbinder� niht mitgezählt. Mit diesemArgument folgt sofort, dass Erwartungswert und Varianz existieren müssen,da (bei entsprehender Konstruktion) XRRT� � XBST� für alle � 2 (0;1℄ erfülltist. Wieder einmal lösen wir eine Rekursionsgleihung auf und erhalten für denRandom Reursive TreeEX� = 1� und varX� = ( 1� � 1�2 � 2 log �� ; � � 12 ;2 log 2�1� ; � < 12 :132



4.7 Ausblik4.7 AusblikFür die Untersuhung des Teilbaumgröÿenpro�ls gibt es � abgesehen vom rei-nen kombinatorishen Interesse � mehrere Motivationen. Flajolet, Gourdonund Martinez führen beispielsweise in [FGM97℄ an, dass man aus Erkenntnis-sen über das Teilbaumgröÿenpro�l den Speiherplatz für die Implementierungnihtlinearer Datenstrukturen optimieren kann. Devroye shreibt in [Dev91℄,dass die Untersuhung sogenannter loal ounter, wie beispielsweise der An-zahl der Knoten ohne Nahkommen, zu einem gewissen Grad Aufshluss gebenkann über die Struktur des Baumes.In Kapitel 3 haben wir eine weitere (indirekte) Motivation dadurh erhalten,dass die Pfadlänge als Testgröÿe für einen optimalen Test zur Untersheidungvon BST und DST taugt. Diese Idee lässt sih insoweit ausbreiten, dass dasTeilbaumgröÿenpro�l nah dem Neyman-Kriterium eine su�ziente Statistikfür die Familie der in Abshnitt 4.2 beshriebenen rekursiven Verteilungsfami-lien bildet.Bei der Analyse der Asymptotik sind wir zunähst vom BST-Fall ausgegan-gen. Die �Mäuse�, also die Anfangsstüke des Pro�ls, sind asymptotish mehr-dimensional normalverteilt (Satz 4.9), die Endstüke vershwinden, wenn mansie einzeln betrahtet. Über die Kumulierung der groÿen Knoten haben wirim Sinne des ersten Absatzes dieses Kapitels (S. 65) eine weitere �Kenngröÿe�entwikelt und ihr asymptotishes Verhalten beshrieben. Wie erho�t, lässtdiese Untersuhung wieder den Rükshluss auf den Baum selbst und dessenasymptotishes Verhalten zu.Leider entzog sih der Bereih �zwishen Mäusen und Eisbergen� einer Betrah-tung mit stohastishen Methoden. Hier haben Feng, Mahmoud und Panholzerin [FMP08℄ und Fuhs in [Fu07℄ asymptotishe Poissonverteilung der einzel-nen Komponenten des Teilbaumgröÿenpro�ls nahgewiesen. Dabei kommenim Wesentlihen erzeugende Funktionen und analytishe Methoden zum Ein-satz.Das Verhalten dieser Komponenten lässt sih vielleiht auh aus einer Betrah-tung des Eisbergprozesses für sehr kleine Argumente begründen. 133



4 Das Teilbaumgröÿenpro�lDa die Asymptotik der Eisberge abgesehen von wenigen zusätzlihen Voraus-setzungen nur auf einer Verteilungsrekursion basiert, lässt sih das Resultat(Satz 4.17) auf vershiedene Strukturen übertragen. DST, Median-of-(2k+1)-Quiksort und Random Reursive Tree sind dabei nur ein paar Beispiele �weitere �ndet man im groÿen Gebiet der stohastishen Algorithmen zuhauf.
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