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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit den vollstindig g-additiven Funktionen sowie der

Primfaktorzerlegung von n!.

Sei g eine ganze Zahl mit ¢ > 2. Eine Funktion f : Ny — C nennt man vollstdndig ¢-
additiv, falls £(0) = 0 und f(ag*+b) = f(a)+ f(b) fiir alle ganzen Zahlen a > 1, k > 1
und 0 < b < ¢* gilt. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die Zahlen f(un + v), wobei
f = (f1,..., /1), die f; vollstindig ¢;-additive Funktionen mit ganzzahligen Werten
und u und v [-Tupel aus ganzen Zahlen mit bestimmtem Eigenschaften seien, auf den
Restklassen modulo (my, ..., m;) gleichverteilt sind. Dies stellt eine Verallgemeinerung
eines Satzes von Kim (J. Number Theory 102 (2003), 298-305) dar.

Dieses Resultat wird verwendet, um zu zeigen, dass fiir feste Primzahlen py, ..., p
und fiir feste ganze Zahlen my,...,m; mit p; ¥+ m; oder m; = p{" mit o; > 1, die
Zahlen e, (n!), ..., e, (n!) auf den Restklassen modulo (my, ..., m;) gleichverteilt sind,

wobei e, (n!) den Exponenten bezeichne, mit dem p; in der Primfaktorzerlegung von n!
auftritt. Die Ziffernsumme S,,(n) wird hierbei in ihrer Eigenschaft als vollsténdig p;-
additive Funktion verwendet. Somit wird eine allgemeinere Fassung einer Vermutung
von Erdés und Graham (Monogr. Enseign. Math. 28 (1980), 128) gezeigt.

Schlagworter: ¢-additive Funktion, Primfaktorzerlegung, Fakultét, Gleichverteilung.






Abstract

This thesis deals with completely g-additive functions and the prime factorization of

nl.

Let g be an integer with ¢ > 2. A function f : Ny — C is called completely ¢-
additive if f(0) = 0 and f(aq® +b) = f(a) + f(b) for any integers a > 1, k > 1, and
0 < b < ¢*. In this thesis it is shown that the numbers f(un+v), where f = (f1,..., f1)
and f; are integer valued completely ¢;-additive functions and u and v are [-tuples
of integers with certain properties, is uniformly distributed in residue classes modulo
(ma,...,my). This is a generalization of Kim’s result (J. Number Theory 102 (2003)
298-305).

This result is used to show that for fixed primes pq,...,p; and for fixed integers
my,...,my with p; { m; or m; = pf with a; > 1, the numbers e,, (n!),..., e, (n!) are
uniformly distributed in residue classes modulo (my,...,m;), where e, (n!) denotes

the order of p; in the prime factorization of n!. The sum of digits S,,(n) is used here
because it is a completely p;-additive function with appropriate properties. Hence,
a generalization of a conjecture of Erdds and Graham (Monogr. Enseign. Math. 28
(1980) 128) is shown.

Keywords: g-additive function, prime factorization, factorial, uniform distribution.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die g-additiven Funktionen und die Primfak-

torzerlegung von n!

Sei g eine ganze Zahl mit ¢ > 2. Eine Funktion f : Ny — C nennt man g¢-additiv,
falls £(0) = 0 und f(aq® + b) = f(aq®) + f(b) fiir alle ganzen Zahlen a > 0, k > 0
und 0 < b < ¢* gilt. Eine ¢g-additive Funktion wird vollstindig ¢-additiv genannt, falls
sogar f(aq®+0b) = f(a)+ f(b) fiir alle ganze Zahlen a > 1, k > 1 und 0 < b < ¢* gilt.

Die g-additiven Funktionen wurden 1967/1968 von Gelfond [10] eingefiihrt. Er be-
wies bereits einige Theoreme iiber die Ziffernsumme S,(n) = 377_;n;, wobei n =
E;:o n;q’ die g-adische Entwicklung der positiven ganzen Zahl n sei. Bei der Ziffern-
summe handelt es sich um die am meisten untersuchte vollstandig ¢-additive Funk-
tion. Delange [7], Bésineau [3], Coquet [6], Katai [13] und andere untersuchten die
g-additiven Funktionen weiter. Insbesondere bewies Gelfond [10], dass fiir eine ganze
Zahl m mit m > 2 und (m,q—1) = 1 die Funktion S,(n) auf den Restklassen modulo

m gleichverteilt ist. Im Detail zeigte er, dass fiir ganze Zahlen a die Abschéitzung
N 1-5
{0<n<N:S(n)=amodm}|=—+0(N")
m

gilt, wobei ¢ eine positive Konstante ist, die nur von ¢ und m abhéngt. Aulerdem regte

er die Frage an, ob fiir beliebige ganze Zahlen a;, as und ganze Zahlen my, ms, q1, gz > 2



KAPITEL 1. EINLEITUNG

mit (my,q1 —1) =1, (ma,q2 — 1) = 1 und (q1,¢2) = 1 die Abschétzung

{0 <n < N:S,(n)=a; modmy, Sy,(n)=a; mod me}| = +0O (N9

mimes

gilt. Bésineau [3] bewies, dass die rechte Seite der Gleichung asymptotisch gleich %
ist, erhielt jedoch nicht den angefiihrten Fehlerterm. Noch allgemeiner bewies er, dass

fiir ganze Zahlen aq,as,...,q

N
{0<n<N:S,(n)=a;modm; (1<j<)}|~—— (N—o0)
ml ... ml
gilt, wobei vorausgesetzt wurde, dass (¢;,¢;) = 1 (¢ # j) und (m;,q; — 1) = 1 fiir
1 < j < sind. Bésineau konstruierte hierfiir eine so genannte pseudozufillige Folge in
Abhéngigkeit von S,, und schloss mit Hilfe des Gleichverteilungskriteriums von Weyl

[21] die Aussage.

Kim [14] konnte schliefllich die Aussage inklusive des Fehlerterms beweisen und
sogar die Funktion S,; durch eine beliebige vollstéindig g-additive Funktion f; ersetzen.

Er bewies

N
{0 <n < N: fj(n) = a; mod m; (1§j§l)}|:m—+(’)(N1’5)
1-c~ml

unter bestimmten Voraussetzungen, die aber bei der Ziffernsumme gegeben sind, falls
(mj,q; — 1) = 1 ist. Diese Aussage fand zunéchst direkte Anwendung bei Thuswald-
ner und Tichy [20], die ein Erdds-Kac Theorem fiir Systeme ¢-additiver Funktionen

bewiesen. Das urspriingliche Erdés-Kac Theorem kann in [9] nachgelesen werden.

Es wurde die Vermutung aufgestellt, dass die Exponenten in der Primfaktorzerle-
gung von n! ebenfalls auf den Restklassen modulo eines Tupels aus positiven ganzen
Zahlen m gleichverteilt sind. Im Folgenden wird beschrieben, wie sich diese Vermu-
tung entwickelte. Ziel dieser Arbeit ist es, die Vermutung fiir den Fall zu beweisen,
dass das Tupel m aus Primzahlen bzw. Primzahlpotenzen oder aus Zahlen, die von

der jeweiligen Primzahl nicht geteilt werden, besteht.

Fiir eine Primzahl p und eine positive ganze Zahl n sei e,(n!) der Exponent, mit
dem p in der Primfaktorzerlegung von n! auftritt. In [§] fragten Erdés und Graham,
ob zu jeder festen positiven ganzen Zahl k eine positive ganze Zahl n existiert, so dass

die ersten k Exponenten in der Primfaktorzerlegung von n!, also e,, (n!),.... e, (n!),

10
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gerade sind, wobei p; < ps < --- < pi die ersten k£ Primzahlen seien. Diese Frage
wurde von Berend [I] positiv beantwortet. Er zeigte, dass fiir ein k& unendlich viele
positive ganze Zahlen 1 = ng < n; < ny < --- existieren, so dass fiir jedes j die Zah-
len ey, (n;!), e,,(n4!), ..., ey (n;!) gerade sind und dass nj; —n; <C (j=1,2,...)
gilt, wobei C' nur von k abhéngt und eine berechenbare Konstante ist. Dieses Ergebnis
wurde von Chen und Zhu in [5] wie folgt erweitert. Falls fiir ¢; € {0,1} (1 < i < k)
mindestens ein n existiert, so dass e, (n!) = ¢; mod 2 fiir alle s = 1,..., k gilt, so exi-
stieren unendlich viele positive ganze Zahlen n mit dieser Eigenschaft und der Abstand
zweier aufeinander folgender Zahlen dieser Art ist durch eine Konstante beschrénkt,
die wiederum nur von k abhéngt. AuBerdem bewies Chen [4] die Vermutung von Erdés
und Graham fiir einen allgemeineren Fall. Im Detail zeigte er, dass fiir eine gegebene
positive ganze Zahl k und ¢; € {0,1} (1 <1 < k) unendlich viele positive ganze Zahlen
n mit
ey, (n!) = &; mod 2 (1<i<k)

existieren. Sander [1§] stellte diesbeziiglich eine stidrkere Vermutung auf und zwar dass

gilt
N
|{1§n<N:epi(n!)Esimon(lgiSk)HN? fir N — oo,
wobei es sich bei den Primzahlen pq, ..., p, um k verschiedene Primzahlen handelt, die

aber nicht zwingend die ersten k sein miissen. Luca und Stéanica [16] verallgemeinerten
diese Vermutung wie folgt. Seien pq, ..., pp verschiedene Primzahlen, mq,...,m; > 2
beliebige positive ganze Zahlen und 0 < a; < m; — 1 beliebige Restklassen modulo m;.

Dann wird vermutet, dass

N
H1<n<N:e,(n)=amodm; (1<i<k)}|~——— fir N—o0
ml PR mk
gilt. Sie bewiesen die Aussage

N
{l1<n<N:e,(n)=amodm; (1<i<k)}=———+0(N"),
my - my

fiir den Fall, dass p; { m; fiir ¢ = 1,...,k gilt, indem sie eine vollsténdig g-additive
Funktion definierten, die zum einen kongruent zu e, (n!) ist und zum anderen den
Voraussetzungen entspricht, die von Kim in [I4] formuliert wurden, und wendeten die
Aussage von Kim an. Da aber bei der Konstruktion der Funktion der kleine Satz von
Fermat mit eingeht, muss man fiir den Fall p; | m; eine andere Funktion wéhlen.

Luca und Stanica schlagen fiir den Fall m; = 2 die Ziffernsumme vor, da fiir diese

11
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Sa(n) = ea(n!) — ng gilt, wobei ny die 0-te Ziffer der dyadischen Entwicklung von n

sei. Nimmt man an, dass p; = 2 ist, so sind dann die Kongruenzsysteme
fi2n)=¢g;mod 2 firi=1,...,k
und
fiCln+1)=e+1mod2, fi(2n+1)=¢gmod2 firi=2,....k

zu betrachten, wobei f; die Ziffernsumme sei und f; fir ¢ = 2,...,k wie in [16] de-
finiert seien. Um nun aber mit Hilfe dieser Kongruenzen die gewiinschte Aussage zu
schliefen, bedarf es einer Verallgemeinerung des Satzes von Kim, die besagt, dass die
Zahlen f(un +v), wobei f = (f1,..., fi), die f; vollstindig ¢;-additive Funktionen mit
ganzzahligen Werten und u und v [-Tupel aus ganzen Zahlen mit bestimmtem FKi-
genschaften seien, auf den Restklassen modulo m mit m = (my, ..., m;) gleichverteilt

sind.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden die vollstédndig g-additiven Funktionen zunéchst
naher charakterisiert. Insbesondere wird gezeigt, dass diese bereits durch die Angabe
der ersten ¢ Werte eindeutig festgelegt sind. Im zweiten Teil dieses Kapitels werden
erste Grundlagen fiir einen spéateren Beweis gelegt, indem die Weyl-van der Corput

Ungleichung fiir die Abschédtzung von Exponentialsummen verwendet wird.

In dem darauf folgenden Kapitel werden zunéchst wesentliche Ergebnisse von Kim
sowie die Voraussetzungen, die die betrachteten vollstindig ¢-additiven Funktionen

erfiillen miissen, dargestellt.

Im vierten Kapitel werden die Voraussetzungen fiir die vollstindig g¢-additiven

Funktionen fiir den allgemeineren Fall modifiziert und

N
{0<n<N:flun+v)=amodm}|=———+0O (N
m1m2 .. ml
bewiesen, wobei 0 < § < 1 eine Konstante ist, die nur von q, m und von der Léinge
dieser Tupel abhéngt. Des weiteren werden Folgerungen betrachtet, die sich aus dieser

Aussage ergeben.

12
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Im fiinften Kapitel wird zunéchst das Vorgehen von Luca und Stanica behandelt,
die in [16] eine vollstéindig ¢g-additive Funktion konstruierten, auf die sich die Aussage
von Kim anwenden lasst. Gemé&f der Idee von Luca und Stanica wird daraufhin die
Ziffernsumme sowie das Frgebnis aus dem vierten Kapitel verwendet, um den Fall
m; = p;* zu beweisen. Fiir den allgemeinen Fall m; = k;p;" mit (k;, pi"*) = 1 wird ein
Ergebnis von Berend und Kolesnik [2] angefiihrt. Diese konstruierten eine Funktion,
die kongruent modulo k; bzw. modulo p;* ist, um dann hierauf eine von ihnen gezeigte
Variante des Satzes von Kim anzuwenden. Fiir den Fall a; = 1, geht aus dem Beweis
nicht genau hervor, wie die Aussage folgt, weshalb dieser Fall hier ausgeschlossen wird.
Abschlieflend wird die Giite des Fehlerterms betrachtet.

1.3 Danksagung

An dieser Stelle méchte ich besonders Herrn Prof. Dr. Sander fiir die sehr gute Be-
treuung dieser Arbeit sowie fiir die stetige Unterstiitzung danken. Herrn Prof. Dr.
Elsner danke ich fiir die freundliche Bereitschaft, das Korreferat dieser Dissertation zu

ubernehmen.

Auch Herrn Dr. Luca mochte ich ganz herzlich fiir den Hinweis auf einen Artikel
von D. Berend und G. Kolesnik danken.

Dariiber hinaus danke ich all meine Freunden sowie meinen Eltern fiir die langjéhri-

ge Unterstiitzung.
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Kapitel 2
Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunéchst die vollstédndig g-additiven Funktionen betrachtet
und néher charakterisiert. Insbesondere wird gezeigt, dass sie einen C-Vektorraum bil-
den. Eine Basis dieses Vektorraums wird angegeben. Auflerdem wird erlautert, warum
die vollstandig g-additiven Funktionen bereits durch die Angabe der ersten ¢ Werte
eindeutig festgelegt sind.

Im zweiten Abschnitt des Kapitels wird eine Abschétzung von Exponentialsummen
erldutert, die mit Hilfe der Weyl-van der Corput Ungleichung vorgenommen wird. Diese
Abschétzung wird in Lemma [2.4] explizit formuliert und findet im vierten Kapitel
Anwendung in Proposition [4.9]

2.1 Vollstindig g-additive Funktionen

Man beachte, dass nicht jede ¢g-additive Funktion auch vollstdndig g-additiv ist, auch
wenn die beiden Begriffe in der Literatur nicht immer deutlich voneinander unterschie-
den werden. Ein Beispiel einer ¢g-additiven Funktion, die keine vollstandig g-additive
Funktion ist, ist die van der Corput Folge z(n) (siehe hierzu [15]). Diese ist 2-additiv
und definiert durch z(n) = >2°_;a;277~", wobei n = 37°_a;2/ die dyadische Ent-

wicklung von n sei.

Sei nun V, definiert durch V,, = {f : NU {0} — C : f ist vollstindig g-additiv}. Es

15
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seien f,g € V,, a,b, k ganze Zahlen mit a,k > 1, 0 < b < ¢ und c eine komplexe Zahl.

Dann gilt
(f+9)(0) = f(0)+g(0) =0,
(f+9)(ad" +b) = flag"+b)+ g(ag" +b)
= fla)+ f(b) + g(a) + g(b)
= (f+9)(a)+(f+g)0)
und

(cf)ag" +b) = cf(ag" +1b)
= c(f(a) + f(b))
= (ef)a) + (cf)(b)-

Somit ist V, ein C-Vektorraum.

Offenbar ist eine vollsténdig g-additive Funktion f € V, durch die ersten ¢ Werte,
also f(0), f(1), f(2),..., f(¢g — 1), eindeutig festgelegt, denn zum einen lésst sich jede
nicht negative ganze Zahl eindeutig schreiben als ag®* + b mit 0 < a < ¢, 0 < b < ¢*
und k£ € N. Zum anderen ist durch die Vorgabe der ersten ¢ Werte auch

flag+b) = f(a)+ f(b) (0<a,b<q)
eindeutig bestimmt. Hieraus ergeben sich wiederum eindeutig die Werte fiir
flag* +b) = f(a) + f(b) (0<a<q0<b<q?).
Dieses Argument lésst sich fortsetzen.

Daher bilden die Funktionen ¢; (1 < i < g — 1) mit

ei(x):{ 1 fir z =1,

0 firl<z<gq,x#r1,

die fiir > ¢ vollstdndig g-additiv fortgesetzt werden, eine Basis von V.

Satz 2.1 Sei x eine positive ganze Zahl und e; sei wie zuvor definiert. Dann ist e;(x)

gleich der Anzahl der Ziffern in der q-adischen Entwicklung von x, die gleich i sind.

16
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Beweis. Fiir die Zahlen 1,2, ..., ¢—1 besteht die g-adische Entwicklung nur aus einer
Ziffer und dies ist die Zahl selbst. Also gilt der Satz fiir diese Zahlen laut Definition

der Funktionen e;. Sei nun die Aussage fiir alle natiirlichen Zahlen kleiner n € N mit

ei(n) = e; (gq) — ¢ (g) (1<i<qg—1),

da e; vollstandig g-additiv ist. Nach Voraussetzung ist dies die Haufigkeit, mit der die

q|n erfiillt. Es gilt

n

Ziffer i in der ¢-adischen Entwicklung von 4 auftritt. Da ¢ das n teilt, ist die O-te
Ziffer ng der ¢g-adischen Entwicklung von n gleich Null. Damit unterscheiden sich die
g-adischen Entwicklungen von n und % nur in den Exponenten von ¢. Somit sind auch

die Anzahlen der Ziffern gleich und die Aussage folgt fiir n.

Da eine vollsténdig ¢g-additive Funktion insbesondere ¢g-additiv ist, gilt
ei(n+k)=e; (ﬁq + k:) =¢; <Eq> +ei(k)=ei(n)+e(k) (1<ik<qg-—1).
q q

Fiir n ist die Aussage bereits gezeigt. Zum einen ist laut Definition e;(k) = 1 im Fall
1 = k, zum anderen unterscheiden sich n und n + k in ihrer g-adischen Entwicklung
nur in der O-ten Ziffer. Es gilt np = 0 und (n + k)o = k und es folgt der Satz. O]

Bemerkung 2.2 Durch diesen Satz ldsst sich die Ziffernsumme S, darstellen als

q—1

Sy(n) = iei(n).

i=1
Hieraus folgt direkt, dass man die Ziffernsumme nur insofern modifizieren kann, dass
man sie mit ¢ € C multipliziert und sie trotzdem vollstandig g-additiv bleibt. Gewich-
tet man die einzelnen Ziffern unterschiedlich, addiert man zum Beispiel nur jede zweite

Ziffer, so ist die modifizierte Ziffernsumme nicht mehr vollstandig g-additiv.

2.2 Die Weyl-van der Corput Ungleichung

Eine Exponentialsumme ist eine Summe der Form

17
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wobei f(n) eine reellwertige Funktion ist und die Funktion e durch e(z) = e*™@ defi-

niert sei. Im folgenden werden Summen der Form

S= e(f(n) (2.1)

nel

abgeschitzt, wobei I = (a,b] und a, b ganze Zahlen seien. Durch die Dreiecksunglei-

chung ergibt sich die folgende triviale Abschéatzung

S| <Y le(f) = =b—a,

nel

wobei ausgenutzt wird, dass es sich bei den komplexen Zahlen e (f(n)) um Punkte auf
dem Einheitskreis handelt, die somit dem Betrage nach 1 sind. Nun wird es sicherlich
nur im Spezialfall gegeben sein, dass die triviale Abschétzung bestmoglich ist. So wer-
den sich zum Beispiel zwei Punkte, die sich gegeniiber liegen, gegenseitig ausléschen.
Es ist wiinschenswert, eine genauere Abschétzung zu finden. Hierbei ist die nun fol-
gende Weyl-van der Corput Ungleichung behilflich, deren Beweis in [I2] nachzulesen

ist.

Lemma 2.3 [12, Lemma 2.5] Seien I = (a,b] mit ganzen Zahlen a und b und &(n)
eine komplexwertige Funktion mit der Eigenschaft £(n) =0, falls n ¢ I ist. Fir eine
positive ganze Zahl H gilt

< ML 5 (1 - 'iH') > e

|h|<H

Die folgenden Uberlegungen sind ebenfalls [I2] entnommen. Man definiere

{(n) = { e(f(n) fallsnel

0 sonst

und es sei

Si= 3 e(f(n+h) - fn).

nel(h)
wobei I(h) = {n:n €l und n+ h € I} und h eine ganze Zahl ist. Damit l4sst sich
(2.1) mit der Weyl-van der Corput Ungleichung wie folgt abschétzen

I\+H
5P < TS 15,0,

|h|<H

18



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Nimmt man nun noch an, dass H < |I| ist und nutzt aus, dass S1(—h) = S;(h) gilt,

so erhalt man
o 20117 4|1
15" < N + H E |S1(R)| - (22)

1<h<H

Aus (2.2) erhdlt man direkt das folgende Lemma.
Lemma 2.4 Seien 1 < K < N ganze Zahlen. Dann gilt

IN? AN &
<Y

k=1

2 N—k—1

e(f(n+k)— f(n))]. (2.3)

n=0

Dieses Lemma wird ein wichtiges Hilfsmittel sein, um die Exponentialsummen, die im

vierten Kapitel und insbesondere in Proposition 4.9| verwendet werden, abzuschétzen.
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Kapitel 3
Der Satz von Kim

In diesem Kapitel werden wichtige Ergebnisse von Kim [14] dargestellt. Zunéchst wird
definiert, wann ein [-Tupel a beziiglich der [-Tupel q, m und f zuléssig ist, wobei q, m
aus ganzen Zahlen > 2 und f aus vollstandig g;-additiven Funktionen mit ganzzahligen
Werten bestehen. Mit Hilfe dieser zuldssigen [-Tupel wird der Satz von Kim, Satz
formuliert, der in Abhéngigkeit der Anzahl der zulédssigen Tupel a eine Abschétzung
angibt, wie viele 0 < n < N mit f(n) = a mod m fiir feste a und m existieren, wobei
die Kongruenzen komponentenweise zu betrachten sind. Die Hauptfolgerung hieraus
stellt das Korollar dar. Aulerdem werden einige technische Hilfsmittel von Kim

aufgefiihrt, die in Kapitel 4 weitere Verwendung finden.

Gegeben seien die I-Tupel q = (¢1,¢2,-..,q) und m = (my, ma, ..., m;) aus gan-
zen Zahlen mit ¢;,m; > 2 fir j = 1,...,0 und (¢;,q;) = 1 fiir ¢ # j. Fiir jedes
J sei f; eine vollsténdig g;-additive Funktion mit ganzzahligen Werten und es sei
f = (f1, fo,---, f1). Weiterhin definiere man

Fy = f;(1), (3.1)
dj = ggT{my, (qj — V) F}, f(r) —rF; (2<r <¢; —1)} (3.2)

und es seien F = (F, Fy,...,F), d = (dy,ds,...,d;). Abkiirzend wird f(n) = a

mod m geschrieben, wenn f;(n) = a; mod m; fiir jeden Index j gilt.

Definition 3.1 Fin [-Tupel a = (ay,aq,...,a;) aus ganzen Zahlen heifst zuldssig

21



KAPITEL 3. DER SATZ VON KIM

beziiglich q, m und f, wenn das Kongruenzsystem
Fn=a modd

eine Losung n besitzt.

Mit der Notation

A={a=(a1,a,...,4;) : 0 <a; <m; —1 (1 <j<lI),azuléssig bzgl. q, m und f}

kann nun der Satz von Kim formuliert werden.

Satz 3.2 [I4, Theorem| Seien q, m und f wie zuvor definiert. Fiir beliebige ganzzah-

lige I-Tupel a = (ay, as, ..., a;) und alle positiven ganzen Zahlen N gilt

H0<n < N:f(n)=a mod m}|

% +0 (Nl_‘s) falls a zuldssig ist
—J (3.3)
0 sonst,
wobei § = m ist, mit ¢ = maxj<i<; ¢; und m = maxi<;<;m; und die Konstante

des O-Terms nur von | und q abhdngt.

Aus Satz schlieffit Kim das folgende wichtige Korollar, welches Luca und Stanica
[16] verwenden, um ihren Satz iiber die Verteilung der Exponenten in der Primfaktor-

zerlegung von n! zu beweisen (siehe hierzu auch Kapitel 5, Satz .

Korollar 3.3 [14, Corollary 1] Seien q, m, f und § wie in Satz gegeben. Dann

qgilt
N
0< N :f(n) = d = +O(N"?
{0<n<N it =a modml =1 O(N")

fiir alle Tupel a genau dann, wenn

(Fj,d;) = 1 (1<j<),

22



KAPITEL 3. DER SATZ VON KIM

Im folgenden ist eine Auswahl der Lemmata aufgefiihrt, die in [14] im Beweis von

Satz[3.2 verwendet werden und die auch in der Verallgemeinerung im folgenden Kapitel

benotigt werden. e(x) bezeichne hier wie auch in der restlichen Arbeit ™.

Lemma 3.4 [14, Lemma 1] Fir positive ganze Zahlen n und m gilt

—Z< > {[1) falls m|n,

sonst.

Lemma 3.5 [I4, Lemma 3] Seien 1 < K < N ganze Zahlen und seien a, kompleze
Zahlen mit |a,| <1 firn=0,1,...,N — 1. Dann gilt

NK)

MZ
MN

15
N

n=0 n=

o

Lemma 3.6 [I4, Lemma 7] Seien ¢ > 2 und m > 2 positive ganze Zahlen. Auferdem
sei [ eine vollstindig g-additive Funktion. F' und d seien wie F; und d; in und
in Beziehung zu q und m durch

F= () (3.4)
d = ggT{m,, (q— VE. f(r) = rF(2 <7 < q— 1)} (3.5)

definiert. Dann gilt fiir jede nicht negative ganze Zahl n die Kongruenz
f(n) =nF mod d. (3.6)
Es sei nun h eine ganze Zahl, so dass m { dh gilt und es sei g(n) = e (£ f(n)), mit

einer vollstdndig g-additiven reellwertigen Funktion f. Weiterhin seien zwei Korrela-

tionsfunktionen definiert durch

=2

-1

g(n)g(n + k)

=] =
NS
Ll

CI)N(]{J)(I)N(k + T’).

==
i
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Lemma 3.7 [14, Lemma 9] Fir jede ganze Zahl k und 0 <r < q—1 gilt

(g + 1) = .y (k) + 5,8 (k + 1),

wobes
1q—r—l_
Q. = - g(Z)g(Z—'_r);
L A—
R
B = p g@)gli+r—q) 1<r<qg-1), p=0.
i=q—r
Fiir o, und B, gilt
o <=L 18 <t (1<r<q-1).
q q

Lemma 3.8 [I4, Lemma 10] Firr = 0,1 gilt

Qo qn (1) = N Pron(0) + 1, P (1) + 1P N (1) + Exe v (1),

wobes

1 _
A = 4 Z (Waigr + BiBitr)
i=0
15
My = — Za_iﬁi-‘ﬂﬁ
1=

1
Ve = aZﬁiai—l—r-
=0

Fiir den Restterm Ex n(r) gilt

2
|Exn(r)| < e

a; und 3; seien fiir 0 <i < q—1 wie in Lemma definiert und es seien oy = 0 und
By = 1. Dann gilt die Ungleichung

Al 4 | + el <1 fiir v € {0, 1}
Lemma 3.9 [14, Lemma 13] Firr = 0,1 und eine positive ganze Zahl i gilt

—T1 7q2
(I)qu’qu(’l“) <e <1 + 7) R

wobei T = - ist.
q>m
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Kapitel 4

Eine Verallgemeinerung des Satzes

von Kim

In diesem Kapitel wird zunéchst der Begriff der Zuléssigkeit von a beziiglich q, m und
f, der von Kim eingefithrt wurde und sich auf Kongruenzen der Form nF = a mod d
bezieht, auf Kongruenzen der Form (un + v)F = amod d iibertragen, was zu dem
Begrift der Zulassigkeit beziiglich q, m, u, v und f fiihrt. Darauthin wird in Satz
eine Verallgemeinerung des Satzes von Kim formuliert. Dieser gibt in Abhéngigkeit der
Anzahl der zuléssigen Tupel a beziiglich q, m, u, v und f eine Abschéitzung an, wie
viele 0 < n < N mit f(un + v) = a mod m fiir feste a, m, u und v existieren, wobei
die Kongruenzen wiederum komponentenweise zu betrachten sind. Satz stellt ein

wesentliches Resultat dieser Arbeit dar.

Im zweiten Abschnitt des Kapitels werden die Voraussetzungen fiir den Beweis von
Satz [4.2] geschaffen. Insbesondere wird Proposition [4.9] hergeleitet, welche im Beweis
des Satzes den Fehlerterm liefern wird. Aulerdem werden in Lemma die Tupel a,

die zuléssig beziiglich q, m, u, v und f sind, nédher charakterisiert.

Daraufhin wird im dritten Abschnitt des Kapitel schliefllich der eigentliche Beweis
der Verallgemeinerung des Satzes von Kim, Satz [4.2] durchgefiihrt.

Im vierten Abschnitt werden einige Folgerungen aus Satz bewiesen, wobei Ko-
rollar die wichtigste Folgerung darstellt. Diese wird im fiinften Kapitel dazu die-

nen, die Gleichverteilung der Exponenten in der Primfaktorzerlegung von n! auf den
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Restklassen modulo m zu beweisen, wobei die Eintrége des Tupels m Primzahlen bzw.
Primzahlpotenzen sind oder diese zu den Primzahlen der betrachteten Exponenten tei-
lerfremd sind. Korollar gibt eine Abschiatzung der Anzahl der 0 < n < N mit
f(un + v) = a mod m in Abhéngigkeit des Tupels m an, wobei die Tupel q, u und
f bestimmte Voraussetzungen zu erfiillen haben. Satz [4.13] stellt einen Spezialfall des
Satzes dar, wobei lediglich die Lange der verwendeten Tupel verdoppelt ist und die
Eintriage innerhalb der Tupel u und v jeweils gleich sind, also u = (u,u,...,u) und
v = (v,v,...,v) fir geeignete ganze Zahlen u und v gilt. Korollar ist die entspre-
chende Folgerung aus diesem Satz. Es dient an dieser Stelle dazu, die Hauptresultate
dieses Kapitels mit einem Satz von Berend und Kolesnik, der als Satz zitiert
wird, in Beziehung zu setzen. Dies wird in Bemerkung genauer erldautert. Be-
rend und Kolesnik arbeiteten parallel zu der Entstehung dieser Arbeit an der gleichen

Fragestellung.

Eine Abbildung am Ende dieses Kapitels gibt eine Ubersicht iiber die Beweiskette,
die bis zum Beweis von Satz[4.2]und Korollar [£.12aufgebaut wird. Im mittleren Bereich
der Abbildung sind die Resultate — bis zum entscheidenden Korollar — aufgefiihrt, die
in der Arbeit selbst bewiesen werden, und dies in der Reihenfolge in der sie bewiesen
werden. Die Lemmata rechts und links, welche etwas dunkler hinterlegt sind, sind
Resultate anderer Autoren. Die Pfeile besagen, welche Aussagen fiir den Beweis der

anderen benotigt werden.

4.1 Die Verallgemeinerung des Satzes

Gegeben seien wie auch schon im Kapitel zuvor die [-Tupel q = (q1,¢2, ..., q) und
m = (my,mo,...,my) mit ¢;,m; > 2 fiir j =1,...,0 und (¢;,q;) = 1 fur i # j. Fir
jedes j sei f; eine vollstdndig ¢;-additive Funktion mit ganzzahligen Werten, es sei
f = (f1, fay--., f1). Man definiere

Fy = f;(1), (4.1)
dj = ggT{my;, (qj — V)Fy, fi(r) —rF;(2<r <g¢ — 1)} (4.2)

und es seien F = (F, Fy, ..., F), d = (d,ds,...,d;). Zusétzlich seien zwei weitere

[-Tupel u = (uy,us,...,w) und v = (v1,02,...,v;) gegeben, fiir die u; > 1 und
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v; > 0 fir j = 1,...,0 sowie (uj,q;—j> = (u4,q;) fir t; > 2 gilt. Abkiirzend wird
f(un + v) = a mod m geschrieben, wenn f;(u;n + v;) = a; mod m; fiir jeden Index j

gilt. Man definiere aulerdem w = max;<;<; u;.
Definition 4.1 FEin [-Tupel a = (ay,aq,...,a;) aus ganzen Zahlen heifst zuldssig
beziiglich q, m, u, v und f, wenn das Kongruenzsystem

(un+v)F =a modd

eine Losung n besitzt.

Mit der Notation
A={a=(a1,a0,...,4)) :0<a; <m; —1(1<j <),
a zulassig bzgl. q, m, u, v und f}
wird nun die Verallgemeinerung des Satzes von Kim formuliert.
Satz 4.2 Seien q, m, u, v und f wie zuvor definiert. Fir beliebige ganzzahlige [-Tupel
a=(ay,as,...,a;) und alle positiven ganzen Zahlen N gilt

{0 <n < N:f(un+v)=amod m}
_ { % + O (N'™)  falls a zuldssig ist

0 sonst,

(4.3)

wobei § = s 1st, mit § = max;<;<; ¢; und M = max;<,<;m; und die Konstante

1
12002¢°m
des O-Terms nur von q, u und | abhdngt.

Der Beweis dieses Satzes wird in Abschnitt 4.3 erbracht.

4.2 Technische Hilfsmittel

Um die in Satz4.2|formulierte Verallgemeinerung beweisen zu kénnen, miissen zunéchst

einige Voraussetzungen geschaffen werden.
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Lemma 4.3 Sei f eine vollstindig g-additive Funktion. Es seient und i positive ganze
Zahlen, u > 1 und v > 0 ebenfalls ganze Zahlen. Es sei n = r mod ¢* (0 < r < ¢')
und ur +v = smod ¢* (0 < s < q"—1i). Dann gilt

flun+v+1i) = fun +v) = fs +14) = f(s).

Beweis. Aufgrund der obigen Kongruenzen existieren b,m € Z, so dass n = bg* + r
und ur + v = mq' + s gilt. Nutzt man aus, dass f vollstindig ¢g-additiv ist, so kann

man die folgende Rechnung aufstellen.

flundv+i) — flun+v) = Flulbg' +7) +v+i) — flulbg' +7) +v)
= f(ubq" +ur +v+1) — f(ubg" + ur +v)
= f(ubg" +mq" + s+i) — f(ubg" + mq" + s)
= f((ub+m)q" +s+1i) — f((ub+m)q" +s)
= f(ub+m)+ f(s+1i) — f(ub+m) — f(s)
= f(s+i)—f(s)

Proposition 4.4 Seien N, K positive ganze Zahlen mit VN < K < N, q,m eben-
falls positive ganze Zahlen, [ sei eine vollstindig q-additive Funktion mit ganzzahligen
Werten und d sei wie zuvor in definiert. Dariiber hinaus seien u,v ganze Zahlen
mit u > 1 und v > 0 gegeben. Setze U = (u,q). Dann gilt fiir eine beliebige ganze Zahl
h mit m t dh

2

, Z Z (% <f(n+k)—f(n))) — O(N"7), (4.4)

n= UrnodU

wobei ) = 10q+mQ und die Konstante des O-Terms nur von q abhdngt.

Fiir den Beweis dieser Proposition werden einige weitere Lemmata benotigt, die im
folgenden bewiesen werden. Wie schon zuvor sei h eine ganze Zahl, so dass m { dh
und es sei g(n) = e (% f (n)), wobei f eine vollstindig ¢g-additive reellwertige Funktion

sei und e(z) die Funktion e*™® bezeichne. Fiir den Beweis der Proposition werden
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zunichst die folgenden vier Korrelationsfunktionen definiert, wobei die ersten beiden

bereits aus dem vorigen Kapitel bekannt sind.

1 Nfl_
(k) = - 3 glmg(n+ k)
n=0
1 K-1
q)KJv(T) = ? (I)N(k’)(b]\[(k’+’l")
k=0
L (4.5
(k) =+ g(n)g(n + k)
n=0
n=v mod U
1 K-1
Vi (1) = = D PR (IPR (K +7)
k=0

Damit ist die Behauptung (4.4)) dquivalent zu
D3 n(0) =0 (N7). (4.6)

Der Beweis dieser Aussage wird ab Seite [36] erbracht.

Lemma 4.5 Fiir beliebige ganze Zahlen k und r mit k > 0 und 0 <r < q—1 gilt

Py (gk +1) = a, Py (k) + b, Py (k + 1) (4.7)
mit
1 qg—r—1 L
a, = - g(i)g(i+r)
q =0
i=v mod U
1=
b, :5 Z gli)gli+r—q), (A1<r<qg-—1), b =0,
iEivzrgl_gU
wobei
| <= Bl (sr<g-) (4.8)

Beweis. Es gilt

g+ ) = e 2ftag0) =c (- (700 + o)
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fiir a > 0 und 0 < b < ¢ — 1. Hieraus ergibt sich, dass die Funktion ¢ vollstéindig ¢-
multiplikative ist. Vollstédndige ¢g-multiplikative Funktionen werden entsprechend der
vorigen Gleichung analog zu vollsténdige ¢g-additiven Funktionen definiert. Diese Funk-
tionen wurden unter anderem von Grabner [I1] ndher untersucht. Da laut Definition

U = (u,q) ist, gilt U|g und man erhdlt mit Hilfe der vollstdndigen ¢g-Multiplikativitét

von g
1 gN—-1
aNnlak+7) = gN > g(mg(n+gk+1)
n=0

n=v mod U

= Y gn)gn+qk+r)

n=
v my
1

[l =)

d

n U
q N-1
= Z glgn+i)g(gn +i+ gk +r)

1=0 n=0
gn+i=v mod U

_I_
2
=
=
S
N
_l’_
e
_|_
=
S
=
+
=
|
=

= (¢N)a,Pn (k) + (¢N)b, DN (k + 1).

Die Ungleichungen aus (4.8]) folgen direkt, da die Werte der komplexwertigen Funktion
g auf dem Rand des Einheitskreises liegen und somit dem Betrag nach gleich 1 sind

und die Anzahl der Summanden ¢ — r bzw. r nicht iiberschreitet. O]

Lemma 4.6 Firr =0,1 gilt

Ol N (1) = LPr N (0) + My P N (1) + 1, Pren (1) + exen (1), (4.9)
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mat
2
exn(m)l < 4
q—1
l’r = _Z azaz+r+bbz+r>;
=0
I
my = _Zaibi—l—m
q =0
1
ng = _Zb_iai—l—r-
q =0

a; und b; seien fir 0 <1 < q—1 wie in Lemma definiert und es seien a; = 0 und
b, = 1. Dann gilt

L]+ [me| 4+ Ine] <1 fiir r € {0,1}. (4.10)
Beweis. Laut Definition der Korrelationsfunktionen ®3 v, ®3 und ®y in (4.5) und
mit Lemma [£.5] gilt

qK¢qK qN( )

Mf El

1 qK—1
gK— > @ (k)@ (k +7)
k=0

q—1 K—

2

1=0
—r—

o N (gk + z')fl):;N(qk +i+r)

=0
K-1

Z Z (a’q)N k) +bi®n(k + 1)) (air Py (k) + b P (k + 1))

i=0 k=
q—1

»—AR‘

No

+ - <az<I>N(k‘) bk + )) (e @ (k + 1) + by Ok +2)) .

i

i=q—r
Fir r = 0 gilt also

qg—1 K-1

AK ;e (0) =D D7 (@@ (k) + 0@ (k1 1) ) (a0 (k) + by (k + 1))
=0 k=0

31



KAPITEL 4. EINE VERALLGEMEINERUNG DES SATZES VON KIM

H

qg—1 K-1

Py (@ (R () + @b (R + 1)

(2

Il
o

b0y (k + D)0y (k) + bib Dy (k + 1)@y (K + 1))

RS ( (a0 Tn (1) + BT+ 1)

=

=)

I
o
il

%

+bia; @y (k4 1)0n (k) + b_ibi(pN(k)q)N(k))

+ bib® N (K) Py (K) — b_ibich(O)@N(O))

= qz_: a “a; + b;b; Z Oy (k
=0 k=0
+ qz_:b_zbz (Bn(E)@x(K) — Bx(0)@x(0) )
+qz_:a_zbl - Oy (k)Pn(k+ 1)+ Y bia; - Oy (k+ 1)y (k)

=0 k=0 1=0 k=0
— gK (1o®5c,v(0) + mo®sc (1) + no®re v (1) + xc(0) )
mit

cil0) = e Db (T (RTen() ~ Tn 0 (0)

Da ®5(0), ®x(K) und b; dem Betrag nach hochstens 1 sind, gilt |ex n(0)] < %

Man betrachte nun den Fall 7 = 1. Da laut Definition by = 0, ap = by und a, = 0
sind, gilt

qKq)ZK,qN(l
q—2 K—
=3 (@@ (F) + 0@k + 1)) (aist @ (k) + bisa O (k + 1))

=0 k=0
K—

+ 37 (g 1On(R) + by 1@k + 1)) (a0 (k+ 1) + by (k + 2))
k=0

[y

—_
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+ 3 (@ 1a®n )@k + 1) + by rao@n(k + D@y (k+ 1))

= @1 Y On(k)On(k) + D @bia Y On(k)Px(k+1)
i=0 k=0 =0 k=0
q—2 K-1 q—2

K—1
+ i1 Oy(k+1)Pn(k) + Zb_ibi—l-l Z Pn(k+1)Pn(k+1)
; i=0 k=0

K-1 K-1

k=0 k=0

-1 K-1 q—1 K-1

+ ) biai > On(k+ DN (k) + D bibin > Bn(k+ 1)@ (k + 1)
; i=0 k=0

=0
q—1 K-1 q—1 . K-1

+ ) @b Y On(R)Pn(k+ 1) biai Y Pn(k+ 1)y (k)
=0 k=0 1=0 k=0

ist. Mit dem gleichen Argument wie zuvor, also da ®5(0), @y (K), b; und b;; dem
Betrag nach héchstens 1 sind, gilt |ex n(1)] < 2. Mit (4.8) gilt

1 _ _
|lr| + |mr| + |7’L,«| S - Z (‘a_z'ai-l—r + bibi+r| + |a_zbz+7~| + |biai+r‘)

=0

LS
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14
S QZ ’azaz+r‘+|b bz+r‘+|a'z z+r‘+|b az—i—r‘
14
= qz (Jail + [b:]) (J@isr| + [bigr]))
—0
< §(<q—z _> <q—z—r+i+7")):1
- q q q '

i=0

Lemma 4.7 Firr=0,1 gilt

. 7
P2 g2n (M) < pr|Pren(0)] + 80| PR v (1)] + T
wobei
Pr = |lr)\0 + mr>\1’ + ‘nr)\_l‘ ’
Sp = |lr,U,0 + mypy + 7’Lrl/_1| + |er0 + myvy + nT’Ml :

Beweis. Mit Lemma und Lemma [3.§] erhdlt man

CI)ZQK,qQN(T) = [ ®yx v (0) + M Py gn (1) + 1, Py on (1) + €4xc g (7)
= lr (AO(I)K,N“)) + HQ(I)KJV(l) + VQ(I)KJV(l) -+ EKJV(O))

+m, (A@K,N(O) + 1 Prn(1) + 1 ®Prn (1) + EK,N(1)>

+ n, <>\1‘1)K,N(0) + 1 Pr (1) + 1PN (1) + EK,N(l))

+ eqrqn (1)

= L, XoPrn(0) + L po®r N (1) + Lvg@r v (1) + 1 Br n (0)
+m AP N (0) + My p1 P v (1) + erlm +m, Ex n(1)
+ 1M P (0) + 1y @ v (1) + 12, 77P i N (1) 4 1, Exe v (1)

+ €qr N (T)
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=L PN (0) + LpoPr N (1) + LvoPr (1)
+ m M Pr N (0) + My P v (1) + erlm
+ nTm + nr,ulT,N(l) +n, 71 Pr n(1) + R n(T)
= (I:ho + myA1) P (0) + Ay P v (0)
+ (lrpto + mypn + 0, 01) P v (1)
+ (Lo + mevy + n,Ji7) @ v (1) + R v (1)
mit R n(r) =, Ex n(0) +m, Ex n(1) + nrm+ €4k qn (7). Hieraus folgt mit der

Dreiecksungleichung

|Phe s qen ()| < 0r [@x N (0)] + 0 [Prev (1)] + | Rie v (7)]

mit p, und s, wie oben definiert. Da laut der vorigen beiden Lemmata |Ex n(r)| < %,
leqrcqn ()] < qlK, Il.] <1, |m,| <1und |n,| <1 gilt, folgt
o) = 2a2 2 2 6 17
r) = — — — — — _— = —,
N K K K ¢g¢f K K K
U]

Lemma 4.8 Seien 1 < K < N ganze Zahlen, a,, kompleze Zahlen mit |a,| < 1, sowie
b und m positive ganze Zahlen. Dann gilt

N-1 K-1

1 1 2(N — K)
DI D DR e
nEbn;c())d m nEbn;c?d m
Beweis. Es gilt
N “ K i
n=0 n=0
n=b mod m n=b mod m
K— N-1 K-1
1 1 1
T ety 2 e
n=b mod m n=b mod m n=b mod m
K-1 N-1
1 1 1
_ (N_E) oaty D
n=b mod m n=b mod m
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1 1 K-1 1 N-1
< |— — — —
n=b r;od m nzggod m
SER ) SIS 3%
n=0 n=K
1 1 N-K K—-N N-K
<|l=-=2|K = K
SINTEIC TN NK‘ TN
N-K _N-K 2N-K)
NK + N N

Nun sind die Voraussetzungen geschaffen, um Proposition [4.4] beweisen zu kénnen.

Beweis von Proposition . Wie bereits zuvor in (4.6) erwihnt, ist die Behauptung
(4.4) dquivalent zu @3 \(0) = O (N~"). Zunéchst nehme man an, dass N > ¢* ist.
Andernfalls gilt (4.4)), wenn man die Konstante des O-Terms entsprechend grofl wihlt.

Setze t = [logN}, somit gilt

5logq

log N
— b5logq
& logg® <log N
RN q5t S N

& ¢t <VN.

Man nehme nun an, dass ¢**? < /N ist. Dies ist der Fall, wenn 2t + 2 < 2¢, also
wenn ¢ > 4 ist. Es gilt

L log N - logq®]  [20logq _y
~ |5logg| ~ |5logq| | blogg |

Damit gilt also ¢22 < /N < K < N und es existieren ganze Zahlen M > 1, L > 1
und 0 < R, S < 2 mit N = ¢""2M + R und K = ¢***2L + S. Mit Lemma [4.8| gilt
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fiir jede positive ganze Zahl k

| DN (k) —<I>;2t+2M(k)]
1 N-1 ¢?tt2M—1

Y Z g(n)g(n + k) — 2t+2M Z Jg(n + k)

n=v mod U

Dies liefert

2t

* * FvEn * q
CI)NUf)(I)N(k) = CI)thJrzM(k?)q)qu-y-zM(k?) +0 (W) .

Also folgt

=

P n(0) = Oy (k) Py (F)

0
1

1 q2t
= = <I>Z%+2M(k)<I>ZQMM(k)+O(—).

=| =
T

N

>
Il
o

Laut Lemma gilt

=

_ q2t+2 L—1

1

EX A * 1 EVEEEAAY: L
? oy 2t+2M(k) qu2t+2M(k) - qthL Z ®q2t+2M(k)q>q2t+2M(k)
0 —

£
I

- 2(K _ q2t+2L) 29 2q2t+2
- K K - K

so dass

=

q2t+2L_1

1 2t

e 2 B 0] = iy 3 T i) +0 ().

e
Il

Zusammengefasst gilt also

1 221 - q2t th
q)?(,N(O) = Q%TL Z ®22t+2M(k)®;2tM(k> + O (—> -+ O < )
k=0

K N

q2t q2t
@;2t+2L7q2t+2M(0) + @) <?) + @) (W) . (411)
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Laut Lemma [3.9| gilt fiir » = 0,1 und eine positive ganze Zahl t

. 7
‘¢q2tL7q21M(7’)‘ = |(Dq2tL7q2tM<7")‘ S (& t (1 + T) y
mit 7 = qQ#. Hieraus folgt mit Lemma
‘®22t+2L’q2t+2M(0)‘ = ‘(I)ZQthLquth(O)}
7
< po |q)q2tL’q2tM(0)| + So |®q2tL?q2tM(1)| + qth
7q* 7
< —7t 1 _* .
< (po+ so)e ( +5 ) t AL

Da die Koeffizienten aus den Lemmata [4.6| und [3.8] aus denen sich py und sy zusam-
mensetzen, vom Betrag hochstens 1 sind, gilt |pg— so| < 9, [po— so| ist also beschrankt.
Des weiteren ist 1+ % beschrankt, da q eine feste positive ganze Zahl und L > 1 ist.

Insgesamt erhélt man also

Py n(0) = O(e™)+0 (\%) +0 (qzltL> : (4.12)

wobei die Konstante des O-Terms des ersten Summanden nur von ¢ abhéngt und sich

der zweite Summand aus der Zusammenfassung der beiden Fehlerterme der Abschétzung
(4.11) mit Hilfe der Ungleichung v'N < K < N ergibt. Aufgrund der Definition von
t gilt

log N 1 <

log N
- t <
5logq — 7 bloggq

(4.13)
und damit
_ 10 3
‘> log N - 2log N — log q S 5 log N S log N .
~ bloggq 101logq — 10logq — 10loggq

Dies impliziert

< logN logN log N < log N

7—1010gq B 7—1010gq T 10¢2m2logq —  10g3m?

1
und somit gilt e”™ < N~ 10¢*m%  AuBlerdem erhilt man aus Ungleichung (4.13

< log N

<
5logq

2
& 2tlogqg < glogN
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womit

q2t

1 2 1
— < ——exp| -logN | =N"1
JN = VN p<5 & )

gilt. Ebenfalls mit der Ungleichung (4.13)) gilt

2
& —logg* < ——logN
08¢ <~ lo8

1 1
& log— < —=log N
08 = 5108

1 1
& F < exp (—glogN)

und man erhélt beziiglich des dritten Summanden in (4.12])

1 1
< exp (—glogN) = N"5.

Mit n = 10q+m2 sind die Fehlerterme aus l} von der Ordnung O(N~") und damit
folgt die Behauptung. OJ

Proposition wird nun verwendet, um die folgende Proposition zu beweisen,

welche im Beweis von Satz [4.2] den Fehlerterm der Abschétzung liefern wird.

Proposition 4.9 Die [-Tupel m, q, f, u und v seien wie im ersten Abschnitt des
Kapitels gegeben, h = (hy, ho, ... k) sei ein I-Tupel aus ganzen Zahlen, so dass m; {

d;h; fiir mindestens einen Index i gilt. Dann gilt fiir alle positiven ganzen Zahlen N
N-1 Lo
L fi (un +v;) | = O (NP 4.14
> (L) —0 (st (411

wobei § = — ist und die O-Konstante nur von q,u und [ abhdngt.

12012 3

Beweis. Setze g;(z) =e <%fj(x)> und g(un +v) = H§:1 gj(ujn 4+ v;). Dann gilt

N-1 N-1 1 .
e (Z J L f u]n—i-v])) = He (#fj(ujn—l—vj))

n=0 j=1 my;
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=

l
Hg] u]n—i—U]

J=1

3
i
o

?

g(un +v)

3
o

und die Aussage (4.14)) liasst sich schreiben als

N-1

Z g(un +v)

n=0

=0 (N'). (4.15)

1
Gegeben sei eine positive ganze Zahl N, setze K = [N%} Mit Lemma gilt dann

N— oN? AN KN
<= 4 4.1
; glun+v)| < 7 KZ ;0 glun 4+ v)g(un + v + uk) (4.16)
im Fall 1 < K < N. Setze t; = | 2225 | und Q; = ¢’ < Q, < (k)
denn
2loguK ) 2loguK
log g; < tj < log g;

& 2loguK —logq; <tjlogg; < 2loguk
(uk)? tj =1\ 2
& log (7%2 < logtqu < log(uk)
& . <g/ < (uK)~
Setze N > (qu)*, da fiir 1 < N < (qu)* die Abschiitzung (4.15)) erfiillt ist, wenn
man die Konstante des O-Terms grof3 genug wahlt. Damit ist K > ¢ und es gilt
ukK > uq > g;. Hieraus folgt zum einen ¢; > 2 und zum anderen
TK)?
s <ar < BB o < @K (4.17)
j
Sei nun Q = (Q1,Qs, ..., Q). Zu einem gegebenen [-Tupel r = (1, 7y, ..., ;) definiere

man

P,={neNy:n=rmod Q},

wobei die Kongruenz so zu verstehen ist, dass sie komponentenweise gilt. Da die g;
und damit auch die @); paarweise teilerfremd sind, ist das obige Kongruenzsystem

dquivalent zu einer einzelnen Kongruenz modulo Hé.zl @;. Damit erhdlt man
N
H0<n<N:ne P} = ——7+0() (4.18)
Hj:l Qj
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Setze R = {r = (r1,72,...,1):0<r; <Q; —1fiir j =1,...,l} und definiere zu ei-

nem gegebenen [-Tupel s = (s1, 89,...,5;)
Pi={reR:ur+v=smodQ}.

Die Kongruenz u;r; +v; = s; mod @); besitzt, falls sie 16sbar ist, genau (u;, Q;) ver-
schiedene Losungen modulo ();. Aus diesem Grund sowie aufgrund der Definition von

u; gilt

~

I I I !
X sz:l(ujj %) _ [T @) =TT a7 = [[(w0) <7
Hj:l Q; j=1 j=1 j=1

fiir den Fall, dass das Kongruenzsystem losbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn

S

fir j = 1,...,0 die Aussage (u;,Q;)|(s; — v;) gilt. Diese Bedingung lésst sich in
v; = s; mod (uj,q;) umformulieren, da laut Voraussetzung (u;, Q;) = (uj,q;) gilt.

Des weiteren werden definiert

S={s=(s1,52,...,5):0<s; <Qj — 1 so dass
dr € R mit ur + v =s mod Q}
80:{52(31,52,...,51):0§sj§Qj—qu—1sodass

dr € R mit ur + v =smod Q}.

Betrachte nun die innere Summe der rechten Seite von (4.16)). Fiir 1 < k < K gilt

N—k—-1
Z g(un + v)g(un + v + uk)

n—=

I
1N
N
=
c
3
_I_
<
g
c
3
_I_
<
+
=
=

(4.19)
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Wenns € Sg,n € P, und r € I/D\S, so folgt n = r; mod Q;, u;r; +v; = s; mod Q; und
0<s;+ujk<@jfiralej=1,...,lund k =1,..., K. Damit folgt in diesem Fall
aus Lemma [4.3 und da e(x) = e(—z) fiir reelle Zahlen x gilt

g(un + v)g(un+v + uk)

e
s

g;(ugn + v;)g; (un + v; + ujk)

_J f] uin + v; + u; )_fj(ujn+vj))>

- ||MN
3

# (f5(sj + )_fj(sj))>

(85 4 usk).

Dabher gilt fiir die erste Dreifachsumme in (4.19))

N—-k—1

ZZ Z g(un + v)g(un + v + uk)

SESO I‘EPS nnglz?r

und somit erhalt man
N—k-1
glun + v)g(un + v + uk)
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!
+ Z Z Z < (un +v) (un+v—|—uk:)—ng(sj)gj(3j+ujk)>

s€S\So repPy 70 j=1

Nun wird ), mit (4.18) sowie den trivialen Schranken |g;(z)| < 1 und |g(z)] < 1
abgeschétzt. Aulerdem wird die folgende Abschéitzung bendtigt. Es gilt

l
‘8\80| S Z’{SOSSJSQj—l,Ql—ulKSSlSQz—lfurZ#j,
=1
dr € R mit ur + v = s mod Q}|

IA

!
Z]{szogsjSQj—l,Qi—uiKESiSQi—lfﬁri7§j}‘
i=1

IA
N
EN
IS
N———
2|
|-
i[M-
=
|
S
EN
IS

wobei die vorletzte Ungleichung direkt aus ( < Q; folgt (siehe (4.17))). Mit b,

und (| - ) erhélt man somit

<q

22,1
N—k—-1 !
= Z Z Z ( un +v) (un—l—v+uk‘)—ng(sj)gj(sj—l—ujk))
S€S\So re Py =P =1
!
< Z Z Z (‘ un + v g(un—l—v-l—uk)’ + ngj<8j+u]‘k)>
S€8\So rely =% 1
N—k-1 1
< YY Y 2<2|8\so||P|< o<1>)
seS\SorePy =0 HJ 1 @
<

20g ! N—k—1
Q; +O(1
uk Jl_[ ( HJ IQJ ( )>
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2lql+1 l
< —
< (W -k-1)+0 H

N 1
< 27— = . 4.2
< 2 ﬂKw(KjHlQ]) (4.20)
Fiir ), wird wiederum (4.18) sowie bl = H;Zl(uj,qj) und (u;,q;) < g verwendet.
Es gilt
>
! N—k—1
= 2 oGt w3 31
ses j=1 I‘EPS nEPr
!
N—k—1
= ZHQJ $7)9;(sj + u;k) H(U“QZ) <—l + O(D)
seS j=1 Hm:l m
! l
N—k—-1 —
= JJw e (l— + O(U) > 11 9i(s)g;(s; +usk)
i=1 Hm:l Qm seS j=1
l l Q;—1
N—-—k—-1
= (ui, qi) ( ] O<1)) H Z 9;(s7)9;(s; + u;k)
i=1 | j=1 55=0
j=v; mod (u q])
l (u q-) ! Q-1
< WN-k-D][2"™T] > 9i(s)gi(si +uk)
i=1 Qi j=1 5;=0
sj=v; mod (uj,qj)
l Q;—1
=1 j=1 s5=0
sj=v; mod (uj,qj)
T (i) T S
= (N—k;—l)H S H Z 9;(85)g;i(s5 + ujk)
i=1 Qi j=1 s5=0
sj=v; mod (u]-,q]-)
l
+ O <H Qz’) : (4.21)
i=1

21

Aus (4.17) und der Definition von K folgt H§:1 Q; < (uK)* < (HNTW> = Ni <
uN'-a < % Damit sind die rechte Seite in 1) und der Fehlerterm in 1 von

44



KAPITEL 4. EINE VERALLGEMEINERUNG DES SATZES VON KIM

der Ordnung % Fasst man zusammen, so gilt also

N—k—1
Z g(un + v)g(un + v + uk)

n=

l Qj—1

= - p[TMETT Y el +ub

j 1 sj:O

sj=v;j mod (uj,qj)

1=
J

g(un + v)g(un + v + uk)

N2
e (7)
Q;—1

& .Cli) 11 > 9i(s)gi(s; +uk)

k=1 |i=1 =1 ;=0
s;=v; mod (uj,qj)

g(un + v)g(un + v + uk)

+
)
A~
| %
~—

Q-1
AN S 1 4 4
<% 11-11 95(s)9;(sj + usk)
k=1 |i=1 ' j=1 55=0
sj=v; mod (uj,qj)
N2
ol —=—
4N2—l N2
A o=
K 3 K
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Fiir die Abschétzung von ), wird zunéchst die Hélder-Ungleichung verwendet.

gilt

(SRS
Yl

1
K

1 Q-1
T 5 D0 gi(si)gi(si +uk)
=1\ 55=0
sj=v; mod (uJ.qj)
T K 1 Q;—1
) H Z — Z 9;(55)95(s5 + ujk)
=1\ k=1|"%J 55=0
sj=v; mod (uj,qj)
I+1\ 741
K 1 Q-1
> 0, > gi(si)gilss + usk)
1| k=1|7%) 55=0
sj=v; mod (uj,qj)
I+1\ T
11 el
174 > 0, o ai(s)gs(s; + uk)
k=1 | YJ 55=0
sj=v; mod (uj,qj)
2\ 71
11 el
% > 0. Yo 9i(s)gi(s; +uk)
k=1| %7 ;=0
sj=v; mod (u]-,qj)
2\ 7T
1 &1 e
e > 0 > 9i(s)gi(si +uk)
k=1 J s5=0
sj=v; mod (uj,qj)
2\ 71
1 Qi—1
> 0. > gilsi)gi(si + uik) 7
k=1 ¢ 5;=0

J

sj=v;j mod (uj,qj)

s;=v; mod (u;,q;)

9i(55)95(s5 + ujk)
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wobei ausgenutzt wurde, dass

Q;—1
1 R
0 Yo ails)gls +uk)| <1
J 5:=0

J
sj=v; mod (uj,qj)

ist. Der zweite Faktor in (4.22) wiederum l&sst sich durch

2\
1 K 1 Qi_l )
ER el 9i(s:)gi(si + uik)
(K; Qi Z:o
s;=v; mod (u;,q;)
2\ T
1 u; K 1 Qi1 -
< EZ a Z 9i(si)gi(si + ') (4.23)
— i 5;,=0
k=1 5;=v; mlod (u;,q4)
2\ T
1 uK 1 Qi—1
<lzXlg X w@dattr)
k=1 ! _ S’:do< )
s;=v; mod (u;,q;

abschéitzen, wobei u;k = k' gesetzt wurde. Damit ergibt sich insgesamt

2\ +1
l 1 K 1 Q;—1
SKH EZ 0. Z g](sj)g]<8] +Uj/{;)
j= = J .
‘;#1 k=1 5j =V rrfodo(q j qj)
2\ T
1 ukK 1 Qi—1
?Z a Z gi(Si)gi(Si—l—k‘/)
k=1 v s;=0
s;=v; mod (u;,q;)
2\ W1
1 ! 1 K 1 Qj_l
=ut K - — (e Ng.(c. iy
j#i sj=v; mod (uj,qj) (424)
2\ &1
1 uk 1 Qi—1
/
K 2o, > abalsi+ k)

s;=v; mod (u;,q;)
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Laut Voraussetzung der Proposition gilt m; { d;h; fiir mindestens einen Index j.
Sei dies der Index 7 aus . Um nun Proposition anwenden zu konnen, muss
VQ; < uK < Q; gezeigt werden. Laut gilt 7K < Q; und Q; < (uK)>. Zichen
der Wurzel in der zweiten Ungleichung fithrt zu dem gewiinschten Ergebnis. Damit
gilt laut Proposition

1 uKk 1 Qi—1
LY AR
k:/ 1 s5;=0
s;=v; mod (u;,q;)
2
Qi—1 b
e — (filsi +K) — f(si )
UKZ > (2 (hts 1) = s5)

s;=v; mod (u;,q;)
=0 (Q;") =0 ([uK)™),
wobei n; = mqf}mg und die Konstante des O-Terms nur von ¢; abhéngt.
Sei x > 2 eine reelle Zahl. Dann gilt
1 1 1 1
5x2{m}<:>§x—{x}20®x—{x}25x®[x]>§, (4.25)

da {z} <1 1st Mit der Annahme, dass N > (qu)* ist, gilt N 5 > qu > 20, woraus
1

folgt, dass N‘” > 1. Somit folgt K = [%} > N3 it (4.25). Setzt man n = Fé??

— 2u

so ist p < m; und
-n -n -n
(@K) ™" < (@K)™" < 2 <N%) — 2INF < N,

Es gilt also
2

1 uK 1 Q-1

_k, ) Qz ; Mgi(si—i—k/) =0 <NTTZU)

s;=v; mod (u;,q;)

Die iibrigen Faktoren in (4.24)) werden mit 1 abgeschétzt, so dass
> = o(kNwin) = o (KN )
3

gilt. Schlieflich erhidlt man fiir (4.16))
2

]Vz:lgun+v :4N2 Z ( ) O(NQ_G%>+(’)<N2_%>.
n=0
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Dad = m = 1oz ist, sind die Exponenten in den Fehlertermen < 2 — 2§ und die
Proposition ist bewiesen. [

Das folgende Lemma ist eine allgemeinere Version des Chinesischen Restsatzes.

Der Beweis ist nachzulesen in [19].

Lemma 4.10 [19, Theorem 5.4.3] Das Kongruenzsystem

a;x =b;modm; (i=1,...,k)
hat genau dann eine Lésung, wenn fir alle i,j € {1,... k}
d; = (a;,m;)|b; und A= M = 0 mod (%, @)
d;d; d; " d,
gilt. Die Léosungen sind dann eindeutig modulo kqgV <ZL—11, e Tg—:)

Dieses Lemma ist ein wichtiges Hilfsmittel, um das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma 4.11 Seien q, m, u, v, f, F und d wie im ersten Abschnitt des Kapitels
definiert.

(i) Einl-Tupela = (ay,as,...,q) aus ganzen Zahlen ist genau dann zuldssig beziglich

q, m, u, v und f, wenn

(u; Fy, dj)|(a; —viFy) (1 <j<1), (4.26)
a; F; = ajF} mod (d;,d}) (i #j), (4.27)
Cok 4 F * Uiy 4 -
wobei a; = ) Fr= W Fd) und d; = Wy selen.

(ii) Wenn a zuldssig ist, so gilt

{0 <n < N:(un+ v)F =amodd}
:{ N1o®) firN>1

, 4.28
5 falls D|N (4.28)

wobei D = kgV (dy, ds, ..., dJ) sei.

49



KAPITEL 4. EINE VERALLGEMEINERUNG DES SATZES VON KIM

(i1i) Die Menge A der beziglich q, m, u, v und f zuldssigen [-Tupel geniigt der
Gleichung

Al = <H Z‘-) D. (4.29)

j
j=1

Beweis. Sei a zuldssig beziiglich q, m, u, v und f. Dies ist laut Definition genau
dann der Fall, wenn das Kongruenzsystem (un + v)F = a mod d eine Losung besitzt.
Dieses Kongruenzsystem ist wiederum aquivalent zu unF = a — vF mod d. Laut des
Allgemeinen Chinesischen Restsatzes, Lemma [4.10] besitzt dieses Kongruenzsystem
genau dann eine Losung, wenn die Gleichungen (4.26]) und erfiillt sind. Ebenfalls
laut des Allgemeinen Chinesischen Restsatzes ist die Losung des Kongruenzsystems
eindeutig mod D und es folgt die Gleichung ([4.28). Nun ist noch (iii) zu zeigen. Man

definiere

A*:{a:(abag,...,al):Ogajgdj—l(lgjgl),

a zuléssig bzgl. q, m, u, v und f}.

Ist ein Tupel a* = (aj,...,a]) € A* gegeben, so ist laut Definition jedes Tupel
der Form a = (a} + kidy, ..., af + kid;), wobei ki, ..., k; ganze Zahlen seien, ebenfalls
zuldssig beziiglich q, m, u, v und f. Ist ferner 0 < k; < % fiir alle 7, so gilt fiir die

J
Eintréige von a die Abschétzung 0 < a; < m; (1 < j <), womit a ein Element der
Menge A ist. Daher korrespondieren zu jedem a* € A* genau H§'=1 <TZZ—;) dieser Tupel
a. Ist umgekehrt ein a € A gegeben, so existiert ein eindeutiges Tupel a* € A*, so
dass a von der obigen Form ist. Daher gilt
l
m; .
=TT (%)
- J
7j=1

und es geniigt zum Beweis von (4.29)), zu zeigen, dass
|A*| =D

ist. Sei dazu ein beliebiges Tupel a = (a4, ...,q;) mit 0 < a; <d; (1 < j <) gegeben

und sei

!
N(a) = {0§n<de:(un+v)FEamodd}.
j=1
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Da D = kgV (d}, ds, ..., dJ) ist, teilt D das Produkt H;Zl (ul‘iﬁ und damit auch das

Vielfache Hé’:1 d;. Damit folgt aus Teil (ii) des Lemmas

Lo
Himidi flls a e A*,

W(a)lz{ P

0 sonst
und es gilt
AL d
> W)l = a5 (4:30)
amodd

Auf der anderen Seite gilt aber

S N@=Y Y o= Y Y

amodd amodd o<n<[]t . d. l . a mod d
=" Hj:l J O§n<Hj=1 d; (un+v)F=a mod d
(un+v)F=a mod d

Da es fiir jedes n ein eindeutiges Tupel a mod d gibt, das die Kongruenz (un+ v)F =

a mod d erfiillt, ist die letzte Doppelsumme gleich Hé’:1 d;. Setzt man dies in die linke
Seite von (4.30)) ein, so folgt (4.29). O

Damit sind alle Hilfsmittel bereit gestellt, um Satz [4.2] beweisen zu kénnen.

4.3 Der Beweis von Satz 4.2

Beweis von Satz [4.2] Sei C(N) = [{0<n < N:f(un+v)=amod m}|. Es ist
zu zeigen, dass C'(N) = |7]Y|+(9 (N179) gilt, falls a zuléissig ist und sonst 0. Man nehme

zunéchst an, dass C'(V) # 0. Dann existiert eine ganze Zahl n mit 0 < n < N, so dass
[i(un +v;) = a; mod m; (1<j<.

Da laut Definition d; ein Teiler von m; ist, sind diese Kongruenzen auch mod d;
giiltig. Mit Lemma folgt fj(un + vj) = (ujn + v;)F; mod d; und man erhélt
insgesamt (u;n + v;)F; = ajmod d; fiir 1 < j < [. Damit wére a laut Definition

zuldssig. Also ist C(N) = 0, falls a nicht zuléssig ist.

Man nehme nun an, dass a zuléssig ist. Das zu betrachtende Kongruenzsystem

f(un+v) = a mod m ist 4quivalent dazu, dass m| (f(un + v) — a) komponentenweise
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gilt. Nach Lemma [3.4] kann man nun schreiben

J
Seien
H = {h=(hyho...,h):0<h;<m; (1<j<I)},
H() = {h:(hl,hQ,...,hl):Oghjﬁmjundmj|djhj (1§j§l)}

Umsortieren liefert nun

W) = o NZHmZ (Pl nlzey,)

= 16 (& (fi(un + v;) —aj)>

m;

?‘

Z EJJ (fi(ujn +v;) — aj))

25
_ H’; <213+22:> , (4.31)

j=1"1%
wobel
N-1 Lo
Z = e (Z J' (fj(u]n+v])—aj)>
1 n=0 heHg j=1 "
und
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61(1, h1)62(h1) —|— 61(1, hg)eg(hg) —+ -+ 61(1, hk)eg(hk) —+ - —|—
61(]\7 — ]_, hl)eg(hl) + 61(N — 1, hg)eg(hg) + 4 61(N — 17 hk)eg(hk)

= ea(hy) Z e1(n,hy) +--- +ex(hy) Z e1(n, hy)

0
Lo N-1 Lo
- e (—Z#@) Ze (Z #fj(“jn‘i_vj)) :
heH\Ho j=1 "

mit e;(n,h) = e <Z§:1 %fj(ujn + Uj)), ea(h) = e <— 22:1 Z—i@) und H\H,
{hy,...,h.}. Da h € H\H, ist, folgt aus Proposition

i e <Z %fj(ujn + Uj)> =0 (Nl_‘;)

n=0 j=1 """
mit § = m. Also ist
D =0 ([H\Ho|N'?) = O (N'7?). (4.32)
2

Die Bedingung m;|d;h; ist dquivalent zu
wie folgt schreiben

m m my .
Hoz{h: <d—11h’1,d—22h’2,...,d—lh§> :ogh;gdjug]gw}.

Setze Hy = {h’ = (hi, hb, ..., h}) : 0 < B} <d;(1<j

J
Z e <Z%(fj(an+vj)_aj)> = Z e(

heHo  \j=1 W' eH),

d
m

73—;|hj. Setze hl; = hj—jj. Somit ldsst sich H,

[)}. Dann ist

Laut Lemma[3.6/gilt f;(u;jn+v;) = (un+v;)F; mod d;. Dies und erneutes Umsortieren
liefert

>, = i 6(2%((“jn+%)Fj—%)>

1 n=0 h/eH’ j=1
N—-1 1 d;—1 h/
_ J

= H § € <d_ ((ujn +v;) F; a]))
n=0 j=1 \h/=0 J
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Nach Lemma [3.4] ist die innere Summe gleich dj, falls (u;n + v;)F; = a; mod d; ist
und 0 andernfalls. Also gilt

l
Z: (de) HO<n < N:(umn+wv))F;=a;modd; (1<j<I}.
1 =1

Mit (4.28)) und (4.29) und der Annahme, dass a zuléssig ist, folgt

> o= (ﬁdj) <%+0(1))

1

= %Hmj +O(1). (4.33)

Setzt man nun (4.32) und (4.33)) in (4.31)) ein, so erhédlt man

C(N) = % +0O (N,

was zu zeigen war. O

4.4 Folgerungen

Mit Satz kann nun das folgende wichtige Resultat geschlossen werden. Es findet

direkte Anwendung im zweiten Abschnitt des fiinften Kapitels.

Korollar 4.12 Seien q, m, u, v, f und § wie im ersten Abschnitt des Kapitels bzw.
in Satz[4.9 gegeben. Dann gilt

N
0< N:f = d - 4+ O(N'Y? 4.34
{0<n <N flun+v) =amodm}| = ————— £ O(N')  (434)

fiir alle Tupel a genau dann, wenn

(wFjd) = 1 (1<j<U), (4.35)
(did) = 1 (1<i<j<lI). (4.36)
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Beweis. Sei zunichst die Gleichung (4.34)) fiir alle a erfiillt. Damit existiert fiir alle

a ein n mit f(un + v) = a mod m, woraus
f(un+v)=amodd
folgt, da d|m komponentenweise gilt. Aus Lemma folgt
f(un+v) = (un+ v)F mod d.
Und aus diesen beiden Kongruenzen folgt wiederum
(un +v)F =amodd,

was laut Definition gleichbedeutend damit ist, dass alle a zuléssig beziiglich q, m, u,
v und f sind. Damit ist |A| = Hé:l m;. Insbesondere ist also (v1Fy +1,...,uF; + 1)
zuléssig, so dass aus Lemmam (i) (u;Fj,d;) = 1 folgt. Damit gilt d} = d; fiir alle j.
Aus Lemma (iii) folgt

l

!
m;
Al =] m; = (H d_j> D,
1 j=1

woraus direkt folgt, dass D = kgV (d},...,d}) = kgV (dv,....d;) = Hé’:1 d;, was

impliziert, dass die d; paarweise teilerfremd sind.

Seien nun die Gleichungen und erfiillt. Dann gilt wegen (4.35)) trivia-
lerweise (u;F}, d;)|(a; — v;F}). AuBerdem folgt (dj,d;) = 1, womit a; F} = a}F; mod
(d;, d;) ebenfalls gezeigt ist. Mit Lemma m (i) folgt dann, dass alle Tupel a zulissig
sind. Die zu beweisende Abschéitzung ergibt sich damit direkt aus Satz O

Die beiden folgenden Aussagen dienen dazu, das in Satz beschriebene Resultat
von Berend und Kolesnik [2] mit dem Hauptresultat diese Kapitels, Korollar [4.12] in

Beziehung zu setzen.

Satz 4.13 Gegeben seien die ganzzahligen 2l-Tupel @ = (q1,q2,...,qx) und m =
(ma1,ma,...,my) mit q¢;,m; > 2 fir j = 1,...,20 und (¢;,q;) = 1 fir i # j. Sei

m € Nso. Fiir jedes j sei f; eine vollstindig gj-additive Funktion mit ganzzahligen
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Werten, es sei £ = (f1, fa, ..., fa). Auflerdem sei (m,q?) = (m,q;) firt; > 2. Fir
beliebige ganzzahlige 21-Tupel a = (ay, as, ..., ay), a,m € Z und alle N € N gilt

{0 <n < N:n=amodm,f(n) =amod m}
B { ﬁ +0 (Nl_d) falls a zuldssig ist

0 sonst,

wobet 6 = 50

des O-Terms nur von I, m und q abhdngt.

m ist, mit @ = maxi<;<9 ¢ und m = max<;<g m,; und die Konstante

Beweis. Es gilt

{H0<n < N :n=amodm, f(n)=amod m}|

N
:HOSV< {—} + k: fi(mr +a) =a; mod my, ...,
m

fa(mv 4+ a) = ay mod mgl}
B % +0 (([%} + /@)1_5) falls a zulissig ist

0 sonst,

wobei k € {0,1} in Abhéngigkeit von N passend gewéhlt wird und in der letzten
Gleichung Satz angewendet wurde. Hieraus folgt direkt die Aussage des Satzes. [J

Aus diesem Satz kann man nun wiederum das folgende Korollar schliefien.
Korollar 4.14 Seien q, m und f und 6 wie in Satz[{.13 gegeben. Fiir beliebige ganz-
zahlige 21-Tupel a = (a1, aq, ..., ay), a,m € Z und alle N € N gilt

{0 <n < N:n=amodm,f(n)=amodm}
N

= + O (N'?) (4.37)
mmyms - - - 1My
fiir alle Tupel a genau dann, wenn
(mFd) = 1 (1<j<2), (4.39)
(di,d;) = 1 (1<i<j<2). (4.39)
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Beweis. Der Beweis verlauft ganz analog zu dem von Korollar [4.12) wobei Satz an
Stelle von Satz [4.2| verwendet wird. Sei zunéchst die Gleichung (4.37) fiir alle a erfiillt.
Damit existiert fiir alle a ein 0 < n < N mit n = a mod m und f(n) = a mod m. Dies

ist gleichbedeutend damit, dass ein v (0 < v < [£]) existiert mit
f(mv +a) =amod m,

woraus
f(mv +a) =amodd

folgt, da d|m komponentenweise gilt. Aus Lemma folgt

f(mv + a) = (mv + a)F mod d.
Und aus diesen beiden Kongruenzen folgt wiederum
(mv + a)F = amod d,

was laut Definition gleichbedeutend damit ist, dass alle a zuléssig beziiglich q, m,
u=(m,...,m), v=(a,...,a) und f sind. Damit ist |A| = H?lzl m;. Insbesondere
ist also (aFy +1,...,aFy + 1) zuléssig, so dass aus Lemma [1.11] (i) (mF}, d;)|1 folgt.
Damit gilt d} = d; fiir alle j. Aus Lemma (iii) folgt

2 a .
7=1 J=1
woraus direkt folgt, dass D = kgV (dj,...,d}) = kgV (dy,...,dy) = Hjlzl d;, was

impliziert, dass die d; paarweise teilerfremd sind.

Seien nun die Gleichungen (4.38) und (4.39) erfiillt. Dann gilt wegen (4.37) trivia-
lerweise die Teilbarkeitseigenschaft (mF}, d;)[(a; — aF}). AuBerdem folgt (dj,d;) =1,
womit a; ' = a}F; mod (d}, d;) gezeigt ist. Mit Lemma (i) folgt dann, dass alle
Tupel a zuléssig sind. Die zu beweisende Abschétzung ergibt sich damit direkt aus

Satz 413 0

Der folgende Satz entstammt einem Artikel von Berend und Kolesnik [2]. Diese
folgten ebenfalls der Idee von Luca und Stanica und modifizierten den Satz von Kim,
jedoch nicht in der Allgemeinheit, wie es in [16] angedacht wurde. Ihr Resultat lautet
wie folgt.
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Satz 4.15 [2] Theorem 2.6] Seien q1,...,q > 3 paarweise verschiedene ganze Zahlen.
Fiir jedes 1 < j < seien f; und fi; vollstindig q;-additive Funktionen mit ganzzahli-
gen Werten und £ = (f1,..., fa). Seien m; und my1; (1 < j <) teilerfremde positive

ganze Zahlen mit

ggT{my, fj(r) —rF; (2<r<g¢ —1)} = 1, (4.40)
geT{musj, fiyj(r) —rF; 2<r<¢; -1} =1 (4.41)
und m = (myq,...,my). Sei M = maxi<j<mjmyy; und a = (ay,aq,...,ay) ein 2l-

Tupel mit ganzzahligen Eintrdagen. Dann gilt fiir ganze Zahlen m > 2 und a

{0 <n < N:n=amodm, f(n) =amod m}|

SO (N!0, (4.42)

mml .. -m2l

wobel § = T TTog 778153 18t.

Bemerkung 4.16 Vergleicht man nun Korollar mit Satz so stellt man fest,
dass Korollar mit der Bedingung (g;,¢q;) = 1 fiir 1 < i < j < 2[ eine stérkere
Anforderung an die g; stellt als Satz [4.15 Wiirde man dies auch in Satz fordern,
so wéren aber mit den Gleichungen (4.40) und insbesondere die Gleichungen
und erfiillt. Auflerdem wird in Korollar zusétzlich vorausgesetzt,

dass (m,q;-j ) = (m,q;) fir t; > 2 gilt. Diese Voraussetzung stammt aus dem Satz

, in dem gefordert wurde, dass (uj, q;-j ) = (uj, q;) fitr t; > 2 gilt. Diese Bedingung
ist hier notwendig, da sich, wie in Lemma geschehen, @7 (qk + r) sonst nicht in
Abhéngigkeit von @y (k) und ®n(k + 1) darstellen ldsst und somit der Satz mit den
Mittel von Kim nicht mehr zu beweisen ist. Es ist nicht klar, ob der Satz ohne
die genannte Bedingung gilt. Ein dritter Unterschied liegt im Fehlerterm. Berend und
Kolesnik [2] erhalten einen etwas besseren Fehlerterm, da sie in ihrem Beweis schon

frithzeitig die Voraussetzungen, die sie an q, m und f stellen, ausnutzen.
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Kapitel 5
Die Primfaktorzerlegung von n!

In diesem Kapitel wird zunéchst ein Satz von Luca und Stanica [16] vorgestellt sowie
dessen Beweis naher erldautert. Diese konstruierten eine vollstéindig ¢;-additive Funk-
tion, die kongruent zu e, (n!) ist und auf welche sich der Satz von Kim, Satz
anwenden lasst. Da bei der Konstruktion der kleine Satz von Fermat verwendet wird,
welcher voraussetzt, dass p;  m; gilt, konnen Luca und Stanica mit der Verwendung
von Satz auch nur fiir diesen Fall die Gleichverteilung der Exponenten in der

Primfaktorzerlegung von n! zeigen.

GeméB der Idee von Luca und Stanica, den Satz von Kim zu verallgemeinern, wie
es im vierten Kapitel durchgefithrt wurde, wird daraufhin im zweiten Abschnitt die
Ziffernsumme sowie Korollar verwendet, um den Fall m; = p; bzw. m; = pJ* mit
a; > 1 zu beweisen. Die Ergebnisse sind schrittweise in den Sétzen [5.3] und
sowie in Bemerkung formuliert. Das erwiinschte Resultat, dass neben den m;, die
nicht von p; geteilt werden, auch Eintrdge in m enthalten sein diirfen, die Potenzen
der jeweiligen Primzahlen sind, kdonnte auch zu einem Satz zusammen gefasst werden.

Hierauf wurde aber zu Gunsten der besseren Verstandlichkeit verzichtet.

Im allgemeinen Fall eignet sich die Ziffernsumme jedoch nicht fiir einen Beweis, da
sich die Kongruenz zu ey, (n!) modulo m; im Allgemeinen nicht geeignet formulieren
lasst. Um diese Problem zu umgehen spalten Berend und Kolesnik [2] die Kongruenzen
modulo m; in zwei Kongruenzen modulo k; und modulo p;* auf. Auf diese wenden sie
ihre Modifikation des Satzes von Kim, Satz [£.15 an. Dieses Vorgehen wird im dritten
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Abschnitt des Kapitel erlautert. Jedoch geht aus dem Beweis nicht hervor, wie die
Aussage fiir den Fall a; = 1 geschlossen wird, weshalb dieser Fall in der Formulierung
von Satz 5.9 ausgeschlossen wird.

Abschlieend wird im vierten Abschnitt des Kapitels der Fehlerterm betrachtet.
Wie anhand der Beispiele zu sehen ist, kann zwar der Fehler auch deutlich geringer
ausfallen als O (N 1*5), jedoch ist dies nicht die Regel, so dass der Fehlerterm, der in

den vorigen Abschnitten erhalten wird, nicht deutlich verbessert werden kann.

5.1 Der Fall p; f m;

Satz 5.1 [16, Theorem 1] Seien py,...,p, verschiedene Primzahlen, my, ... ,my belie-
bige positive ganze Zahlen mitm; > 2 (i=1,...,0) und0<a; <m;—1 (i=1,...,1)
beliebige Restklassen modulo m;. Auflerdem wird angenommen, dass p; 1 m; fir alle

1=1,...,1 gilt. Dann qilt

N
{0<n<N:e,(n)=a;, modm;, 1<i<l}=——+0(N")
ml‘..ml

mit 6 = %ﬁ, wobel D = maxy<;<; p; und M = maxy<;<;m; sind.

12012p

Beweis. Fiir einen festen Index 7 sei \; eine minimale positive ganze Zahl, so dass

Ag
27l — () mod m,; erfiillt ist. Zunachst wird die Existenz dieser Zahl

pi—1
gezeigt. Laut dem kleinen Satz von Fermat gilt pf(m")

die Kongruenz
—1=0 mod my, falls (p;, m;) =

1, was gleichbedeutend mit p; 1 m; ist, was wiederum in diesem Satz vorausgesetzt wird.

w(m;) w(mg) _
Diese Kongruenz ist dquivalent zu pip__l L' =0 mod @:’Iﬁ, woraus ~——; L=
mod m; fiir den Fall (p; — 1,m;) = 1 folgt. ¢ sei hier die Eulersche ¢-Funktion. Im
Fall (p; — 1,m;) > 1 wihle man ein geeignetes z, so dass m; = Ty it (pi,x) = 1.
(@) _ (@) _
Dann gilt also p;;_ll = 0 mod (p__x—lw) und damit PZ;_I = 0 mod m;. Dies leistet

zum Beispiel = (p; — 1)m;.

Offensichtlich ist A\; > 2, da m; > 2 und die Kongruenz somit fiir A; = 1 nicht gilt.

"
1

Um nun \; abzuschétzen, schreibe man m; = m;m, wobei m, und m; teilerfremd
sind, all die Primfaktoren von m; den Term p; — 1 teilen und m! teilerfremd zu p; — 1

ist. Es ist offensichtlich, dass m! und m! eindeutig bestimmt sind.
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p‘-ti—l .
L— = () mod m;, denn diese

Dann erfiillt die Zahl p; = mip(my) die Bedingung Z-—;

C e . . . Hi_q
Kongruenz ist dquivalent dazu, dass die beiden Aquivalenzen p};__l =0 mod m} und
7
i1 . . . He_
B =0 mod m! gelten. Da m” teilerfremd zu p; — 1 ist, ist = 0 mod m/
i1 i i i ) pi—1 i

wiederum dquivalent zu pi* — 1 = 0 mod m!. Nun gilt nach dem kleinen Satz von

Fermat ,
pli—1= (pf(m;l)> "—1=1-1 mod m/,

womit die zweite Kongruenz gezeigt ist. Aus m}|(p; — 1) folgt, dass p; = 1 mod m;

ist. Damit gilt

plméw(mé’) _1

mip(my)—1

= e T g 1

pi — 1
= mip(m)) mod m;

= 0 mod m..

Falls m; = 2 ist, so ist p; # 2 und somit ist dann \; = m, = m; = 2. Falls m; > 2 ist,

so ist entweder m; > 2 oder p(m}) = ¢(m;) > 2. Insbesondere ist \; < m; < m.

Setze nun ¢; = pf‘l Man beachte, dass (g;,¢;) = 1 fiir ¢ # j und § = max;<;<; ¢; <
p™ gilt. Definiere die vollstindig ¢;-additive Funktion f; wie folgt. Sei a eine ganze

Zahl mit 0 < a < ¢; — 1 und mit p;-adischer Entwicklung
_ 2 i—1
a = ag+ a1p; + asp; + - -+ + ax,—10; (5.1)

mit 0 <a; <p, —1fir 5=0,1,...,\; — 1. Setze

0 Ai—1
p;, — 1 p;—1 D; -1
i(a) = + 4+ tay 1 ————m— 5.2
fila) aopi—l alpi—l it pi—1 (5:2)

und setze die Funktion f; auf allen nicht negativen ganzen Zahlen fort, so dass sie

vollstandig g;-additiv ist. Dies erhélt man wie folgt. Sei n > 0 und schreibe
n = ng + nap; + nop; + -+ - + mp (5.3)

mit 0 <n; <p;,—1fiir j =0,1,...,7. Nun sei fiir alle nicht negativen ganzen Zahlen

j die Zahl j mit j = j mod ); der kleinste Rest modulo A;. Dann sei

filn) = anpg — (5.4)

pi— 1

=0
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Als néchstes ist zu zeigen, dass f;(n) = e,,(n!) mod m; ist. Hierfiir wird zunéchst
n— Spl

induktiv gezeigt, dass ey, (n!) = gllt wobei Sy, (n) die Ziffernsumme der p;-

adischen Entwicklung von n sei.

—Sp;(n) _ 1-1
pi—1 pi—1l

dass die Behauptung fiir n gilt. Sei £ > 0 der kleinste Index mit ny # p; — 1. Im Fall

Ist n = 1, so gilt e, (n!) = 0 fiir alle p; und =

= (0. Man nehme an,

ng=---=ngist k=t+1, da nyy; = 0 ist. Dann gilt
n+1 = 1+ (p—1)+pi—Dpi+-+ (i — D"+ + -+ + nap’
= (g +1)pf + - +mypl (5.5)
= pf ((ne+ 1)+ negaps + -+ +nupi ") .

Hieran kann man ablesen, dass e,,(n + 1) = k ist. Zusammen mit der Induktionsver-

mutung folgt daraus

ep((n+ 1)) = ep(nl(n+1)) = ep(n!) +ep((n+1))

_ n_Spi(n>+k
pi — 1
_ =S, (m) + k(- D)
pi—1
(n+1) = (S, (n) + 1= k(p = 1))

pi—1
Fiir die Ziffernsumme von n + 1 gilt laut (5.5)

Spi(n+1) = (nk+1)+nk+1+'-~+nt,
fiir die Ziffernsumme von n gilt
Spi(n) =k(pi — 1) +np +nppr + -+

und damit
Spi(n + 1) = sz(n) +1-— k<pz - 1)?
womit die Behauptung fiir n + 1 folgt.
Somit gilt

n— sz(n)
pi—1

- (et
' k=0 k=0

Ep; (n‘) =
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s k_ 1
= Y = : (5.6)
",

= > (PP T+ 1)
k=1

s

= Z (el ™" iy s+ ) (5.7)
k=1

= an mod p;
k=1

= S,(n)—ne mod p; (5.8)

fiir eine geeignete nicht negative ganze Zahl s. Vergleicht man (5.4 mit (5.6)), so folgt,

dass es geniigt, die Kongruenz

pr—1_ph—1

mod m;
pi—1 pi—1

zu zeigen. Es gilt

. _
3 3
m ;
ol = p1 od m;
pF—pF
& S = mod m;
4,
kpk—k_q
2N pl(l;?il ) =0 mod m;
T i
k—k
|
& plpi—l = mod my,

da p; und m; teilerfremd sind. Die letzte Kongruenz gilt, da (k — E) ein Vielfaches von

Um nun Korollar anwenden zu konnen, priife man, ob (Fj,d;) = 1fiir 1 <j <lI
und (d;,d;) =1 fir 1 <i < j <[ gilt. Wéhle r = p;. Dies ist moglich, da \; > 2 ist
und somit p; < ¢; — 1. Dann gilt

fi(r) —rF, = fi(p:)) — p:F5 = filp:) — pifi(1) = fi(pi) = 1,

laut Definition von F; und da f;(1) = 0 ist. Somit ist d; = 1 fiir 1 < i < [ und die
beiden genannten Bedingungen sind erfiillt. Damit folgt die Behauptung mit Korollar
B3l O
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5.2 Der Fall m; = p;® mit o; > 1
Das folgende Lemma dient der Vorbereitung fiir den Beweis von Satz 5.3
Lemma 5.2 Seien N =t mod m mit NNym e N, t € Ny und 0 <t < m. Dann gilt

(2]

r=0

und N
0<mv+r<N f’d’r’OSV<|:—:|+liT und 0<r<m,
m
) 1 fir 0<r<t )
wobel K, = sei.
0 fir t<r<m

Beweis. Laut Definition von k, und da N =t mod m ist, gilt

(1) - S ()2 [

3

Il
=)

r r=

Nun ist also noch die zweite Behauptung zu zeigen. Sei zunéchst 0 < r < ¢ und
0<r< [N} + Kk, — 1. Dann gilt

m

N N
m1/+r§m({—} +/§T—1)+r—m[—}+r—N—t+r<N.
m m

ImFall t <7 <mund 0 < v < [X] + £, — 1 gilt

N N
mu+r§m<[—]+nr—1)+r:m{—} —m+r=N—-t—m-+r<N.
m m

Zunéchst wird nun der Fall betrachtet, in dem m; = p; fiir 1 < i </l und j €
{1,...,1} gilt.
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Satz 5.3 Seien py,...,p verschiedene Primzahlen und ey, ..., € {0,1,...,p; — 1}
fir ein 5 € {1,...,1}. Dann gilt

N
H0<n < N:epy(nl)=e modp;, 1§i§l}|:E+O(N1_5)
J

mit d = wobeil D = maxy<;<; p; Sei.

1
120125 p2 !

Beweis. Definiere fiir ¢ = 1,...,l mit ¢ # j die Funktionen f; wie im Beweis von
Satz . Dann gilt wiederum f;j(n) = e,,(n!) fiir 7 = 1,...,] mit ¢ # j. Definiere
fi(n) = S,,(n), wobei S, (n) die Ziffernsumme der p;-adischen Entwicklung von n
bezeichne. Mit gilt

ep, (n!) =Sy, (n) —ng mod p;.
Mit dieser Definition von f betrachte man nun also das Kongruenzsystem

| & mod p; firi=1,...,l mit i # j

filn) =
gi+n9 mod p; sonst,

wobei ng = 0 ist, falls p;|n. Man setze € = (e1,...,¢j_1,€; + N0, Ej+1, - - -, €1), Wobei die

J-te Komponente mod p; betrachtet wird. Damit ist

H0<n < N:f(n)=e¢ mod p,;}|

abzuschéitzen. Der Satz von Kim, Satz [3.2] kann hier nicht angewendet werden, da e
nicht fest ist. Aus diesem Grund betrachte man nun die Félle n = 0 mod p;,n =1
mod pj,...,n =p; — 1 mod p; einzeln. Dann gilt mit Korollar und Lemma [5.2]

HO0<n <N :e,(n!)=¢g modp;, 1<i<I}
={0<n<N:f(n)=e mod p;}|

N
:'{0§V< ])—]+m0:f(pjy)za modpj}‘
J
N
+‘{0§v< p—]—i—m:f(pju+1)zg modpj}‘
J

N
J
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Eee((1))
o (([3]4))
(e

wobei noch zu priifen ist, ob die Voraussetzungen von Korollar erfiillt sind.

Mit ¢; = pg\i firi=1,...,l und ¢ # j und g; = p; ist f; fiir alle ¢ vollstandig
¢;-additiv. Es gilt u = (p;,...,p;), F; = fj(1) =1und F; = f;(1) =0firi=1,...,1
und i@ # j und d; = (pj,p; — 1) = 1. Wahle r = p; fir i # j. Dann gilt erneut
fi(r) = rF; = 1 fir i # j. Damit ist also auch fiir ¢ # 7 d; = 1 und die Vor-
aussetzungen von Korollar [4.12] sind erfiillt. AuBerdem gilt fiir alle ¢ und ¢; > 2
(ui, qfl) = (pj, qu) = (pi, q;) = (u4,qi), da es sich bei ¢; um Primzahlpotenzen handelt.
Damit folgt der Satz. O

Bemerkung 5.4 Mit p = 2 entspricht Satz einer Vermutung von Sander [1§],

welche somit bewiesen ist.

Nun wird der Fall betrachtet, in dem einige m; Primzahlen sind, fiir die iibrigen

aber p; f m; gilt.

Satz 5.5 Seien py,po,...,p verschiedene Primzahlen, my, mo,...,my beliebige posi-
tive ganze Zahlen mit m; > 2 firi =1,...,l und 0 < a; < m; — 1 firt=1,...,1
beliebige Restklassen modulo m;. Fir j, € {1,...,l}, p=1,..., M gelte m;, = p;,.
Auflerdem wird angenommen, dass p; { m; firi=1,...,1 miti# j,. Dann gilt

N

{0<n<N:e,(n)=a; modm; 1<i<Il}=—"—+0(N")
ml--.ml

mit 6 = wobel p = maxy<;<; p; und M = maxy<;<;m; sind.

1
120l2ﬁ3ﬁm2 Y
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Beweis. Fir ¢ = 1,...,l, i # j, seien die Funktionen f; wie im Beweis zu Satz
definiert. Dann gilt wiederum f;(n) = ey, (n!) mod m;, @ # j,. Definiere f; (n) =

Sp,, (n). Laut (5.8) gilt
ej,(n) =S

b, (n) —no  mod pj,,
was dquivalent ist zu
Sj.(n) = €p), (n!) +ny mod pj,.

Mit dieser Definition von f kann man nun das Kongruenzsystem

filn)=a; modm, firi=1,...,lund i # j,

und

a;, +0 mod p;, fallsn=0 mod p;,

aj, +1 mod p;, fallsn=1 mod p;,
. (n) .

aj, + (pj, —1)  modp;, fallsn=p;, —1 mod p;,

betrachten. Nun wende man wiederum das Korollar an. Sei a* = (aj,...,a;) mit

. { a; falls @« # 7,

a; +no fallsi=j,

Da hier wiederum a* nicht fest ist, miissen samtliche Fille beziiglich der Kongruenz

von n modulo der Primzahlen pj ,...,p;,, unterschieden werden. Man setze hierfiir

D = Dj, -+ Djp,- Dann gilt

{H0<n < N: e,(n!)=a modm; (1 <i<I)}
={0<n< N:f(n)=amod m}|

N
:HOSI/< {—] + ko : f(pr) = a” modm}‘
p
N
+’{0§y< [;] +rf(pr+1)=a” modm}‘

N
+...+H()§y< {?] +/§pj1:f(py+p—1)za*modm}’
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ﬂ_|_,£]_1 1-6
A co ([ +n))
my my p
__N +0O (N9
mq---my

Es ist noch zu priifen, ob die Voraussetzungen von Korollar erfiillt sind. Setze
qi :p?i fir 7 # j, und g, = p;, fir p=1,..., M. Es gilt

dju = (mju7 (pJ,u - 1)F.7,u) = (pj,u’pju - 1) = 17

da f; (r) —rF;, = f,(r)=r-1=r—r=0fir2<r <gq, —1 Esgilt d; =1 fiir
i # j, und somit (d;,d;) = 1fir 1 <i<j <l Dad;=1firl <j <[ gilt, ist
(ujFj,d;) =1 fir 1 < j <1 Dadie p; (1 <1i <) paarweise verschieden sind, gilt
(Djy Py @) = (Djy - Djuy» @) fir i =1,..., L und ¢t > 2. O

Man betrachte nun den Fall, in dem m; = p?j fir 1 <i<lundje{l,... 1} gilt.

Satz 5.6 Seien pq,...,p verschiedene Primzahlen und ey, ... g € {0, 1,... ,p?j — 1}
fir ein j € {1,...,1} und eine positive ganze Zahl a;. Dann gilt

‘{O§n<N:epi(n!) =¢; mod pj’, 1 gz'gl}| = %—FO(NI"S)
J

mit 0 = T L d oo wobes P = maxi<;<; pP; Set.

1202573

Beweis. Definiere fiir ¢ = 1,...,l mit ¢« # j die Funktionen f; wie im Beweis von
Satz [5.1] Dann gilt wiederum fi(n) = e, (n!) fiir 4 = 1,...,1 mit 4 # j. Definiere
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fi(n) = Sp,(n). Mit (5.7) gilt
ep,(nl) = Z (napf ™" + il =2 - ey + )

k=1
s

> (nkp?j_l 4+ npy + nk> mod p;’
k=1

= p?jfl(Spj (n) —ng) + -+ p;(Sp, (n) — ng) + (Sp,(n) — ng) mod p?j
<p?j_1 +-4pj+ 1) (Sp,(n) —np) mod p?j.

Da nun
<p?j_1—|—~-—|—pj+1> (1—p;)=1—p;? =1 mod p;’
gilt, kann man mit der genannten Definition von f also das Kongruenzsystem

f»(n)Z{gi mod p;’ firc=1,...,l mit ¢ +# j
G - p;) +no mod p?j sonst,
betrachten. Sei € = (e1,...,€j-1,6;(1 — pj) + no, €41, - - . ,€1), wobei die j-te Kompo-
nente mod pjo-"' betrachtet wird. Dann gilt mit Korollar und Lemma
{0<n<N: e,(nl)=¢emodp’ (1<i<I)}|
= {0 <n < N:f(n)=ecmodp}}|

N ay
:HOSV< —] —i—/fozf(pjy)zamodijH
Pj
N a;
+HO§1/< —} —l—m:f(pjy—l—l)zamodpj’}‘
Pj

+-~+H0§1/<

N o
p—} +bp—1 i f(pjv+pj—1) =¢ modpjj}‘
J

B ()

L1+ kp 15
_'_ + |:in| alp —|—O ([ﬁ] +/€p]1>
p;’ P;
=7 +O(N'")
pjj
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Mit ¢; = p;\ fir i = 1,...,l und 7 # j und ¢; = p; ist f; fiir alle ¢ vollstdndig
gi-additiv. Es gilt u = (p;,...,p;), woraus sich ergibt, dass (uj,q;j> = <pj7p§j) —
(pj,pj) = (uj,q;) ist sowie (ul,qf) = (pj,p;\iti) = (pj,p?i) = (u4,q;) fir alle i # j
gilt, da p; und p; teilerfremd sind. Auflerdem gilt F; = f;(1) = 1 und F; = f;(1) =0
firi=1,...,lund 7 # j und d; = (p?j,pj—l) = 1. Wahle r = p; fiir ¢ # j. Dann
gilt erneut f;(r) — rF; = 1 fiir ¢ # j. Damit ist also auch fir i # j d; = 1 und die
Voraussetzungen von Korollar sind erfiillt. Damit folgt der Satz. U

Bemerkung 5.7 Ahnlich wie in Satz kann nun noch der Fall betrachtet werden, in
dem ein Teil der Moduli m; gleich einer Primzahlpotenz ist und fiir die restlichen p; 1 m;
gilt. Hier muss der Beweis nur in sofern abgeéndert werden, dass das Kongruenzsystem
a; mod my; fiir i #£ 4
filn) = { a;(1 —pi) +no mod p” sonst,7é '
betrachtet wird, wobei f; im Fall i = j, durch S, definiert sei und andernfalls durch

die von Luca und Stanica definierte Funktion aus Satz [B.1l Setzt man

. a; falls @« # 7,
a. =
‘ a;(1 —p;)+mny fallsi=j,

und p = pj, - -+ pj,,, so erhélt man die entsprechende Abschétzung, da auch hier die
Voraussetzungen von Korollar erfiillt sind.

Bemerkung 5.8 Wie bereits erwdhnt, eignet sich die Ziffernsumme im allgemeinen
Fall nicht, da sich die Kongruenz zu e,,(n!) modulo m; im Allgemeinen nicht passend

formulieren lasst. Hierfiir betrachte man zum Beispiel

Zi:nk (28 - 1)

= n1+3n2+7n3+15n4+31n5+---

ea(n!)

= ni+3ng+ng+3ng+ns+--- modo6
= S3(n) —n0—|—2an mod 6.
k=2

2|k
Eine Fallunterscheidung, wie sie in den voran gegangene Beweisen vorgenommen wur-
de, ist hier nicht moglich. Auch kann Sy(n) + 2 Zi‘:z ny nicht als Funktion verwendet
2|k
werden, da diese laut Bemerkung [2.2 nicht vollstandig 2-additiv ist.
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5.3 Der allgemeine Fall m; = k;p;"

Nun wird der allgemeine Fall m; = k;p;" mit (k;,p;") = 1 betrachtet. Dieser wurde
von Berend und Kolesnik [2] bearbeitet. Da aus dem Beweis nicht klar hervor geht,

wie die Aussage fiir a;; = 1 folgt, wird dies hier ausgeschlossen.

Satz 5.9 [2, Theorem 2.1] Seien a = (ay,...,q) und m = (mq,...,my) [-Tupel mit
ganzzahligen Eintrigen. Man schreibe m; = k;p® mit (kj,p?j) = 1. Bs sei a; > 1 fiir

alle 5, dann gilt

{0<n<N:ey,(n)=a;modm; (j=1,...,0)}|
N

1-5
=—+O(N'"), (5.9)
my -« -y
wobei § = m————— ist, mit § = max<;<; ¢; und M = MaX<;<; M;
?m?llogg+81+8 "7V i<t SO
Beweis. Seien py,...,p; unterschiedliche Primzahlen und mq, ..., m; positive ganze

Zahlen grofler 2. In [2] werden die folgenden vier Fille unterschieden:

1. Fall: aj = 1 und k; = 1. Hierbei handelt es sich um den Fall, dass der Modul eine

Primzahl ist. Definiere u; = 2 und 3; = 2.

2. Fall: o;j > 2 und k; = 1. In diesem Fall ist m; eine Primzahlpotenz. Definiere u; = 1

und 5, = a;.

3. Fall: a; = 0 und k; > 1. Hier gilt m; { p;. Dieser Fall wurde bereits von Luca und

Stanica [16] betrachtet und bewiesen. Hier sei u; die kleinste positive ganze Zahl mit

Y
P ”2 20 modk
pj—1

und 5; = u;.
4. Fall: o; > 1 und k; > 1. u; sei wie im 3. Fall definiert und es sei 3; = KgV (o, u;).
Im folgenden sein nun jedoch o > 1.

Man definiere nun fiir 1 < j <[ die vollsténdig g;-additiven Funktionen f;, wobei

q = p}” sei, durch
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falls k; = 1 ist und durch

fi(n) = ey, (n!), n=0,1,...,¢; — 1

andernfalls. Wie bereits in Kapitel 2 erwihnt, ist eine vollstdndig g-additive Funktion
f durch die Angabe der Werte f(0), f(1),...,f(¢ — 1) eindeutig festgelegt. Damit

geniigt es auch hier, die ersten ¢; Werte fiir f; anzugeben. Setze nun

Py —1
p;—1

Vj = 5 ].Sjgl

und definiere g; durch

gi(n) = ey, (n!) +v;n, n=0,1,....

Nun definiere fiir 1 < j < [ die vollstidndig ¢ ;-additiven Funktionen f;, wobei

qi+; = p™ sei, durch

fl+j(n):gj(n)7 nzovla"'>ql+j_17
falls a; > 2 und durch
fiei(n) =0, n=0,1,...,

falls o; = 0. Im Folgenden werden die Félle betrachtet, in denen f; und f;1; nicht der

Nullfunktion entsprechen. Nun ist zu zeigen, dass die Kongruenz
fii(n) =gj(n) mod gy, 1<j<In=0,1,... (5.10)

gilt. Aufgrund der Definition von fi,; ist dies fiir Zahlen 0,...,¢q; offensichtlich.
Man nehme nun an, dass die Kongruenz fiir alle ny < n gilt und schreibe n in der
Form n = cq; + d fiir ganze Zahlen ¢ > 1 und 0 < d < ¢4 — 1. Die pj;-adischen

Entwicklungen von ¢ und d seien gegeben durch

ajfl

t
c:Zcipé-, d= Zdipé».
i=0 i=0
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Da f;4; vollstéandig g4 ;-additiv ist und mit (5.6]) gilt dann

Jei(n) = firj(0) + fre;(d)
ep, (c!) +vjec+ep (dl) +v;d mod g

i i

pt—1
= Zcip] ] +vjc+ ey, (d) +v;d
=0 I
3 i
ph—1
= Zcip]' — +vjc+vjcq; + e, (d) +v;d  mod gy
i=0 7
t pi—1 t pijJri — i
= Zci ’ + ZCZ-]—J +vj(cquyj + d) + ey, (d!)
pr A VA A
t a;j+1 a;j—1 i
p;m = p;—1
= CG——— + d; +v;(cqyj + d)
t+ay i aj—1
p; — 1 p; — 1
= Ciq,—— + d; +v(cqyy + d)
2ty g =T

— ey, (e + DY) + vye; + d),
womit die Behauptung bewiesen ist.
Setze nun ¢ = Hé.zl Qtj. Fira=1,...,¢—1 sei
R(a)={0<n<N:n=amodgq, e,(n!) =a; modm;(1<j<I)}.

Bezeichne N (a) die linke Seite von (5.9). Es gilt N(a) = S°9_{ [R(a)|, so dass es also
genugt
N 1-5
|R(a)] = ——— + O (N'?)

qmy - -my
zu zeigen. Setzt man nun b; = a mod g4, fiir 1 < j </, dann gilt
R(a)={0<n<N:n=amodgq, f;(n)=a; modkj,
fl+j(n) =a; + Ujbj mod qi+j (1 <3< l)}, (511)
da (kj,p?j) =1 ist.

Da ; von u; und «; geteilt wird, sind die Funktionen f; und f;;; beide vollstédndig

pfj -additiv. Aulerdem gilt 3; > 2 und somit pf] > 3 Nun ist noch zu zeigen, dass die
weiteren Voraussetzungen von Satz [4.15] also die Gleichungen (4.40)) und (4.41)) erfiillt
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sind. Es gilt f;(p;) = ep,(p;!) = 1 und f;(1) = 0, womit (4.40) gezeigt ist. AuBerdem
gilt

Jiei(i) = pifies (1) = e, (pj!) +vip; — pj (ep,(1) +v;)
= L4wp; —pjv; =1,

womit auch (4.41]) gezeigt ist.

Nun gilt laut Satz

N
R(a)| = - =+ O (N
| R(a)| o (N)
N -
- m+O(N ), (5.12)

falls alle o;; > 1 sind. O

Bemerkung 5.10 Berend und Kolesnik setzen in ihrem Beweis ¢, ; = p?, fallsa; = 1
ist. In diesem Fall gilt k;q4; = jp§ # kjp;, womit im Nenner des Bruchs in ([5.12)
zusétzliche Faktoren p; auftreten. Diese Definition von p;,; fiir den Fall o; = 1 bleibt
unklar, zumal die vollsténdige ¢;-Additivitét, die fiir die Verwendung des Satzes [4.15]
benotigt wird, bereits durch die Wahl von ¢; = pfj gegeben ist.

5.4 Uber den Fehlerterm

Abschlieffend kann nun noch die Frage gestellt werden, ob der Fehlerterm O (N 1’5)
noch deutlich verbessert werden kann. Es werden drei Beispiele betrachtet. Das erste
Beispiel, welches [2] entnommen ist, verdeutlicht, dass der Fehler auch sehr klein sein
kann. Im zweiten Beispiel ist der Fehler . (v/N), weshalb der Fehlerterm im Allgemei-
nen nicht deutlich verbessert werden kann. Das dritte Beispiel gibt eine Abschéitzung
fir [{0 <n < N :n=0mod6,ez(n!) =0 mod 2}| an, die beziiglich des Fehlerterms

etwas besser ist, als die, die man mit Korollar [£.12] erhalten kann.

Beispiel 5.11 Betrachte die Folge (e2(n!) mod 2)77 . Im Fall 4|n gilt es((n + 1)!) =
ea(n!) und es((n + 2)!) = ea((n + 3)!) = ea(n!) + 1. Hieraus folgt, dass 4 aufeinander
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folgende Folgenglieder, wobei das erste Folgenglied so gew&hlt sei, dass 4|n, zwei Nullen

und zwei Einsen sind. Also ist der Fehlerterm hier durch 1 beschréankt. Fiir die Folge

(ep(n!) mod 2)7° /. wobei p eine Primzahl bezeichne, ist die Situation entsprechend.
Das folgende Beispiel wurde in [2] fiir den Fall p = 3 angefiihrt und wird hier fiir

den allgemeinen Fall, wobei p # 2 wiederum eine Primzahl bezeichne, vorgestellt.

Beispiel 5.12 Betrachte die Folge (e,(n!) mod 2)7° / mit p # 2. Man erhélt mit r =
0,1,...,p° =1

e - [ )

P p? p?

= pn+ E] +n+ey(n))
- (p+1)n+m+ep(n!>

- H +ey(n) mod 2. (5.13)

Im Bereich [0, p? — 1] sind @ der Werte, die von [ﬁ] angenommen werden, gleich 0

und @ der Werte sind gleich 1. Sei nun a, die Anzahl der Nullen und b, die Anzahl

der Einsen in der endlichen Folge (e,(n!) mod 2)? 2:9(; ' Dann folgt aus (5.13

p(p— 1)@ +p(p+ 1)

p(p+1) +p(p—1)b

S — S Sy bs — S bs-
As+1 5 a B +1 5 5
Hieraus folgt mit vollstandiger Induktion, dass
2s S 25 _ oS
aszz%, b, = L 5 b (5.14)

Fiir s = 1 gilt (5.14)) offensichtlich. Man nehme nun an, dass (5.14)) gilt. Dann ergibt
sich

p(p+1) +p(p—1)b

Ag+1 = Ag s

9 2
_ e tl) pr A plp 1) PP oy

9 9 9 9
@ +p)*+p°) | P —-p) > —-p°)
= +

1 A
2p28+2 + 2ps+1 p2(s+1) + ])SH

- A - 9
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und
p(p—1) p(p+1)
bs - S bS
+1 5 a B
_ oplp=l) PPyt plptl) PP o
2 2 2 2
_ @@= | @) =)
4 4
2p2s+2 _ 2ps+1 p2(s+1) _ ps+1
B A - 2
Damit gilt
2s S 2 S
p?*+p° ps—1 p =
2 2 g VP
und
pZS _ ps p25 _ 1 B pS B o
— =—==—p
2 2 2

woraus folgt, dass der Fehlerterm hier Q. (v/N) ist.

Das letzte Beispiel ist wiederum [2] entnommen und wird hier etwas ausfiihrlicher

vorgestellt.

Beispiel 5.13 Man betrachte nun die Ziffern der dyadischen Entwicklung eines Viel-
fachen von 3. D(n) sei die Anzahl der Einsen der dyadischen Entwicklung von n und
S(N) sei durch

Z Y log 3

-~ N
0<j<

definiert. Newman [I7] bewies, dass dann

1 [e% [e%
20" < S(3n) < bn

gilt. Da fiir positive ganze Zahlen n mit n = 0 mod 2 laut (5.8) ey(n!) = Sa(n) gilt,
folgt hieraus direkt, dass

N
{0 <n < N:n=0mod6,ey(n!) =0mod 2} = 3 + O (N'&s?)
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gilt.
Laut Korollar 4.12| und mit Lemma [5.2] gilt

{0 <n < N: n=0mod6,ez(n!) =0 mod 2}
={0<n< N:n=0mod6,S5(n) =0mod 2}|

N
= HOSI/< [E+mo] : Sa(6v) 50m0d2}‘

:%JFO(N“;),

O |
mit 0 = 5555
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Fy, [ ar, 29

P,, A0 by,

Sq(n), EI d,

Ve, [19 d;, 1]

D (k), 23, e(z),

%, (k), g(un +v),

D n(r), 23 g(x), 23

o3 v (1), 9;(x),

oy, 24 L,

B, m,, B]

Ky, [60] Ny, 31

A, pr, B4

A2 g-additiv, [9)

A*, g-adische Entwicklung, [9)

M, B2 sr, B4

Ho, Allgemeiner Chinesischer Restsatz, [49)
Ho,

N(a), C(N),

R, Exponentialsumme,

S’ @

So, A vollsténdig ¢-additiv, [9)

o, [24] vollstéandig g-multiplikativ,
vr, 24 Weyl-van der Corput Ungleichung,
m, 22} [62]

P, [62] Ziffernsumme, [9]

7,22 [63 zuliissig,

ﬂ’ @
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