
Über vollständig q-additive Funktionen und

die Primfaktorzerlegung von n!

Von der Fakultät für Mathematik und Physik

der Gottfried Wilhelm Leibniz

Universität Hannover

zur Erlangung des Grades

Doktorin der Naturwissenschaften

Dr. rer. nat.

genehmigte Dissertation

von

Dipl.-Math. Iris Lieske

geboren am 23. Februar 1978 in Höxter

2007



Referent: Prof. Dr. J. Sander

Korreferent: Prof. Dr. C. Elsner

Tag der Promotion: 13. Juli 2007



Zusammenfassung

Diese Arbeit beschäftigt sich mit den vollständig q-additiven Funktionen sowie der

Primfaktorzerlegung von n!.

Sei q eine ganze Zahl mit q ≥ 2. Eine Funktion f : N0 → C nennt man vollständig q-

additiv, falls f(0) = 0 und f(aqk +b) = f(a)+f(b) für alle ganzen Zahlen a ≥ 1, k ≥ 1

und 0 ≤ b < qk gilt. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die Zahlen f(un + v), wobei

f = (f1, . . . , fl), die fi vollständig qi-additive Funktionen mit ganzzahligen Werten

und u und v l-Tupel aus ganzen Zahlen mit bestimmtem Eigenschaften seien, auf den

Restklassen modulo (m1, . . . ,ml) gleichverteilt sind. Dies stellt eine Verallgemeinerung

eines Satzes von Kim (J. Number Theory 102 (2003), 298-305) dar.

Dieses Resultat wird verwendet, um zu zeigen, dass für feste Primzahlen p1, . . . , pl

und für feste ganze Zahlen m1, . . . ,ml mit pi - mi oder mi = pαi
i mit αi ≥ 1, die

Zahlen ep1(n!), . . . , epl
(n!) auf den Restklassen modulo (m1, . . . ,ml) gleichverteilt sind,

wobei epi
(n!) den Exponenten bezeichne, mit dem pi in der Primfaktorzerlegung von n!

auftritt. Die Ziffernsumme Spi
(n) wird hierbei in ihrer Eigenschaft als vollständig pi-

additive Funktion verwendet. Somit wird eine allgemeinere Fassung einer Vermutung

von Erdős und Graham (Monogr. Enseign. Math. 28 (1980), 128) gezeigt.

Schlagwörter: q-additive Funktion, Primfaktorzerlegung, Fakultät, Gleichverteilung.
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Abstract

This thesis deals with completely q-additive functions and the prime factorization of

n!.

Let q be an integer with q ≥ 2. A function f : N0 → C is called completely q-

additive if f(0) = 0 and f(aqk + b) = f(a) + f(b) for any integers a ≥ 1, k ≥ 1, and

0 ≤ b < qk. In this thesis it is shown that the numbers f(un+v), where f = (f1, . . . , fl)

and fi are integer valued completely qi-additive functions and u and v are l-tuples

of integers with certain properties, is uniformly distributed in residue classes modulo

(m1, . . . ,ml). This is a generalization of Kim’s result (J. Number Theory 102 (2003)

298-305).

This result is used to show that for fixed primes p1, . . . , pl and for fixed integers

m1, . . . ,ml with pi - mi or mi = pαi
i with αi ≥ 1, the numbers ep1(n!), . . . , epl

(n!) are

uniformly distributed in residue classes modulo (m1, . . . ,ml), where epi
(n!) denotes

the order of pi in the prime factorization of n!. The sum of digits Spi
(n) is used here

because it is a completely pi-additive function with appropriate properties. Hence,

a generalization of a conjecture of Erdős and Graham (Monogr. Enseign. Math. 28

(1980) 128) is shown.

Keywords: q-additive function, prime factorization, factorial, uniform distribution.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Die q-additiven Funktionen und die Primfak-

torzerlegung von n!

Sei q eine ganze Zahl mit q ≥ 2. Eine Funktion f : N0 → C nennt man q-additiv,

falls f(0) = 0 und f(aqk + b) = f(aqk) + f(b) für alle ganzen Zahlen a ≥ 0, k ≥ 0

und 0 ≤ b < qk gilt. Eine q-additive Funktion wird vollständig q-additiv genannt, falls

sogar f(aqk + b) = f(a) + f(b) für alle ganze Zahlen a ≥ 1, k ≥ 1 und 0 ≤ b < qk gilt.

Die q-additiven Funktionen wurden 1967/1968 von Gelfond [10] eingeführt. Er be-

wies bereits einige Theoreme über die Ziffernsumme Sq(n) =
∑s

j=0 nj, wobei n =∑s
j=0 njq

j die q-adische Entwicklung der positiven ganzen Zahl n sei. Bei der Ziffern-

summe handelt es sich um die am meisten untersuchte vollständig q-additive Funk-

tion. Delange [7], Bésineau [3], Coquet [6], Kàtai [13] und andere untersuchten die

q-additiven Funktionen weiter. Insbesondere bewies Gelfond [10], dass für eine ganze

Zahl m mit m ≥ 2 und (m, q− 1) = 1 die Funktion Sq(n) auf den Restklassen modulo

m gleichverteilt ist. Im Detail zeigte er, dass für ganze Zahlen a die Abschätzung

|{0 ≤ n < N : Sq(n) ≡ a mod m}| = N

m
+O

(
N1−δ

)
gilt, wobei δ eine positive Konstante ist, die nur von q und m abhängt. Außerdem regte

er die Frage an, ob für beliebige ganze Zahlen a1, a2 und ganze Zahlen m1, m2, q1, q2 ≥ 2

9



KAPITEL 1. EINLEITUNG

mit (m1, q1 − 1) = 1, (m2, q2 − 1) = 1 und (q1, q2) = 1 die Abschätzung

|{0 ≤ n < N : Sq1(n) ≡ a1 mod m1, Sq2(n) ≡ a2 mod m2}| =
N

m1m2

+O
(
N1−δ

)
gilt. Bésineau [3] bewies, dass die rechte Seite der Gleichung asymptotisch gleich N

m1m2

ist, erhielt jedoch nicht den angeführten Fehlerterm. Noch allgemeiner bewies er, dass

für ganze Zahlen a1, a2, . . . , al∣∣{0 ≤ n < N : Sqj
(n) ≡ aj mod mj (1 ≤ j ≤ l)

}∣∣ ∼ N

m1 · · ·ml

(N →∞)

gilt, wobei vorausgesetzt wurde, dass (qi, qj) = 1 (i 6= j) und (mj, qj − 1) = 1 für

1 ≤ j ≤ l sind. Bésineau konstruierte hierfür eine so genannte pseudozufällige Folge in

Abhängigkeit von Sqj
und schloss mit Hilfe des Gleichverteilungskriteriums von Weyl

[21] die Aussage.

Kim [14] konnte schließlich die Aussage inklusive des Fehlerterms beweisen und

sogar die Funktion Sqj
durch eine beliebige vollständig q-additive Funktion fj ersetzen.

Er bewies

|{0 ≤ n < N : fj(n) ≡ aj mod mj (1 ≤ j ≤ l)}| = N

m1 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
unter bestimmten Voraussetzungen, die aber bei der Ziffernsumme gegeben sind, falls

(mj, qj − 1) = 1 ist. Diese Aussage fand zunächst direkte Anwendung bei Thuswald-

ner und Tichy [20], die ein Erdős-Kac Theorem für Systeme q-additiver Funktionen

bewiesen. Das ursprüngliche Erdős-Kac Theorem kann in [9] nachgelesen werden.

Es wurde die Vermutung aufgestellt, dass die Exponenten in der Primfaktorzerle-

gung von n! ebenfalls auf den Restklassen modulo eines Tupels aus positiven ganzen

Zahlen m gleichverteilt sind. Im Folgenden wird beschrieben, wie sich diese Vermu-

tung entwickelte. Ziel dieser Arbeit ist es, die Vermutung für den Fall zu beweisen,

dass das Tupel m aus Primzahlen bzw. Primzahlpotenzen oder aus Zahlen, die von

der jeweiligen Primzahl nicht geteilt werden, besteht.

Für eine Primzahl p und eine positive ganze Zahl n sei ep(n!) der Exponent, mit

dem p in der Primfaktorzerlegung von n! auftritt. In [8] fragten Erdős und Graham,

ob zu jeder festen positiven ganzen Zahl k eine positive ganze Zahl n existiert, so dass

die ersten k Exponenten in der Primfaktorzerlegung von n!, also ep1(n!), . . . , epk
(n!),
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

gerade sind, wobei p1 < p2 < · · · < pk die ersten k Primzahlen seien. Diese Frage

wurde von Berend [1] positiv beantwortet. Er zeigte, dass für ein k unendlich viele

positive ganze Zahlen 1 = n0 < n1 < n2 < · · · existieren, so dass für jedes j die Zah-

len ep1(nj!), ep2(nj!), . . . , epk
(nj!) gerade sind und dass nj+1 − nj ≤ C (j = 1, 2, . . . )

gilt, wobei C nur von k abhängt und eine berechenbare Konstante ist. Dieses Ergebnis

wurde von Chen und Zhu in [5] wie folgt erweitert. Falls für εi ∈ {0, 1} (1 ≤ i ≤ k)

mindestens ein n existiert, so dass epi
(n!) ≡ εi mod 2 für alle i = 1, . . . , k gilt, so exi-

stieren unendlich viele positive ganze Zahlen n mit dieser Eigenschaft und der Abstand

zweier aufeinander folgender Zahlen dieser Art ist durch eine Konstante beschränkt,

die wiederum nur von k abhängt. Außerdem bewies Chen [4] die Vermutung von Erdős

und Graham für einen allgemeineren Fall. Im Detail zeigte er, dass für eine gegebene

positive ganze Zahl k und εi ∈ {0, 1} (1 ≤ i ≤ k) unendlich viele positive ganze Zahlen

n mit

epi
(n!) ≡ εi mod 2 (1 ≤ i ≤ k)

existieren. Sander [18] stellte diesbezüglich eine stärkere Vermutung auf und zwar dass

gilt

|{1 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ εi mod 2 (1 ≤ i ≤ k)}| ∼ N

2k
für N →∞,

wobei es sich bei den Primzahlen p1, . . . , pk um k verschiedene Primzahlen handelt, die

aber nicht zwingend die ersten k sein müssen. Luca und Stănică [16] verallgemeinerten

diese Vermutung wie folgt. Seien p1, . . . , pk verschiedene Primzahlen, m1, . . . ,mk ≥ 2

beliebige positive ganze Zahlen und 0 ≤ ai ≤ mi− 1 beliebige Restklassen modulo mi.

Dann wird vermutet, dass

|{1 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ ai mod mi (1 ≤ i ≤ k)}| ∼ N

m1 · · ·mk

für N →∞

gilt. Sie bewiesen die Aussage

|{1 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ ai mod mi (1 ≤ i ≤ k)}| = N

m1 · · ·mk

+O
(
N1−δ

)
,

für den Fall, dass pi - mi für i = 1, . . . , k gilt, indem sie eine vollständig q-additive

Funktion definierten, die zum einen kongruent zu epi
(n!) ist und zum anderen den

Voraussetzungen entspricht, die von Kim in [14] formuliert wurden, und wendeten die

Aussage von Kim an. Da aber bei der Konstruktion der Funktion der kleine Satz von

Fermat mit eingeht, muss man für den Fall pi | mi eine andere Funktion wählen.

Luca und Stănică schlagen für den Fall mi = 2 die Ziffernsumme vor, da für diese

11



KAPITEL 1. EINLEITUNG

S2(n) ≡ e2(n!) − n0 gilt, wobei n0 die 0-te Ziffer der dyadischen Entwicklung von n

sei. Nimmt man an, dass p1 = 2 ist, so sind dann die Kongruenzsysteme

fi(2n) ≡ εi mod 2 für i = 1, . . . , k

und

f1(2n + 1) ≡ ε1 + 1 mod 2, fi(2n + 1) ≡ εi mod 2 für i = 2, . . . , k

zu betrachten, wobei f1 die Ziffernsumme sei und fi für i = 2, . . . , k wie in [16] de-

finiert seien. Um nun aber mit Hilfe dieser Kongruenzen die gewünschte Aussage zu

schließen, bedarf es einer Verallgemeinerung des Satzes von Kim, die besagt, dass die

Zahlen f(un +v), wobei f = (f1, . . . , fl), die fi vollständig qi-additive Funktionen mit

ganzzahligen Werten und u und v l-Tupel aus ganzen Zahlen mit bestimmtem Ei-

genschaften seien, auf den Restklassen modulo m mit m = (m1, . . . ,ml) gleichverteilt

sind.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im zweiten Kapitel dieser Arbeit werden die vollständig q-additiven Funktionen zunächst

näher charakterisiert. Insbesondere wird gezeigt, dass diese bereits durch die Angabe

der ersten q Werte eindeutig festgelegt sind. Im zweiten Teil dieses Kapitels werden

erste Grundlagen für einen späteren Beweis gelegt, indem die Weyl-van der Corput

Ungleichung für die Abschätzung von Exponentialsummen verwendet wird.

In dem darauf folgenden Kapitel werden zunächst wesentliche Ergebnisse von Kim

sowie die Voraussetzungen, die die betrachteten vollständig q-additiven Funktionen

erfüllen müssen, dargestellt.

Im vierten Kapitel werden die Voraussetzungen für die vollständig q-additiven

Funktionen für den allgemeineren Fall modifiziert und

|{0 ≤ n < N : f(un + v) ≡ a mod m}| = N

m1m2 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
bewiesen, wobei 0 < δ < 1 eine Konstante ist, die nur von q, m und von der Länge

dieser Tupel abhängt. Des weiteren werden Folgerungen betrachtet, die sich aus dieser

Aussage ergeben.
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KAPITEL 1. EINLEITUNG

Im fünften Kapitel wird zunächst das Vorgehen von Luca und Stănică behandelt,

die in [16] eine vollständig q-additive Funktion konstruierten, auf die sich die Aussage

von Kim anwenden lässt. Gemäß der Idee von Luca und Stănică wird daraufhin die

Ziffernsumme sowie das Ergebnis aus dem vierten Kapitel verwendet, um den Fall

mi = pαi
i zu beweisen. Für den allgemeinen Fall mi = kip

αi
i mit (ki, p

αi
i ) = 1 wird ein

Ergebnis von Berend und Kolesnik [2] angeführt. Diese konstruierten eine Funktion,

die kongruent modulo ki bzw. modulo pαi
i ist, um dann hierauf eine von ihnen gezeigte

Variante des Satzes von Kim anzuwenden. Für den Fall αi = 1, geht aus dem Beweis

nicht genau hervor, wie die Aussage folgt, weshalb dieser Fall hier ausgeschlossen wird.

Abschließend wird die Güte des Fehlerterms betrachtet.

1.3 Danksagung

An dieser Stelle möchte ich besonders Herrn Prof. Dr. Sander für die sehr gute Be-

treuung dieser Arbeit sowie für die stetige Unterstützung danken. Herrn Prof. Dr.

Elsner danke ich für die freundliche Bereitschaft, das Korreferat dieser Dissertation zu

übernehmen.

Auch Herrn Dr. Luca möchte ich ganz herzlich für den Hinweis auf einen Artikel

von D. Berend und G. Kolesnik danken.

Darüber hinaus danke ich all meine Freunden sowie meinen Eltern für die langjähri-

ge Unterstützung.
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Kapitel 2

Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunächst die vollständig q-additiven Funktionen betrachtet

und näher charakterisiert. Insbesondere wird gezeigt, dass sie einen C-Vektorraum bil-

den. Eine Basis dieses Vektorraums wird angegeben. Außerdem wird erläutert, warum

die vollständig q-additiven Funktionen bereits durch die Angabe der ersten q Werte

eindeutig festgelegt sind.

Im zweiten Abschnitt des Kapitels wird eine Abschätzung von Exponentialsummen

erläutert, die mit Hilfe der Weyl-van der Corput Ungleichung vorgenommen wird. Diese

Abschätzung wird in Lemma 2.4 explizit formuliert und findet im vierten Kapitel

Anwendung in Proposition 4.9.

2.1 Vollständig q-additive Funktionen

Man beachte, dass nicht jede q-additive Funktion auch vollständig q-additiv ist, auch

wenn die beiden Begriffe in der Literatur nicht immer deutlich voneinander unterschie-

den werden. Ein Beispiel einer q-additiven Funktion, die keine vollständig q-additive

Funktion ist, ist die van der Corput Folge x(n) (siehe hierzu [15]). Diese ist 2-additiv

und definiert durch x(n) =
∑s

j=0 aj2
−j−1, wobei n =

∑s
j=0 aj2

j die dyadische Ent-

wicklung von n sei.

Sei nun Vq definiert durch Vq = {f : N ∪ {0} → C : f ist vollständig q-additiv}. Es
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

seien f, g ∈ Vq, a, b, k ganze Zahlen mit a, k ≥ 1, 0 ≤ b < q und c eine komplexe Zahl.

Dann gilt

(f + g)(0) = f(0) + g(0) = 0,

(f + g)(aqk + b) = f(aqk + b) + g(aqk + b)

= f(a) + f(b) + g(a) + g(b)

= (f + g)(a) + (f + g)(b)

und

(cf)(aqk + b) = cf(aqk + b)

= c (f(a) + f(b))

= (cf)(a) + (cf)(b).

Somit ist Vq ein C-Vektorraum.

Offenbar ist eine vollständig q-additive Funktion f ∈ Vq durch die ersten q Werte,

also f(0), f(1), f(2), . . . , f(q − 1), eindeutig festgelegt, denn zum einen lässt sich jede

nicht negative ganze Zahl eindeutig schreiben als aqk + b mit 0 ≤ a < q, 0 ≤ b < qk

und k ∈ N. Zum anderen ist durch die Vorgabe der ersten q Werte auch

f(aq + b) = f(a) + f(b) (0 ≤ a, b < q)

eindeutig bestimmt. Hieraus ergeben sich wiederum eindeutig die Werte für

f(aq2 + b) = f(a) + f(b) (0 ≤ a < q, 0 ≤ b < q2).

Dieses Argument lässt sich fortsetzen.

Daher bilden die Funktionen ei (1 ≤ i ≤ q − 1) mit

ei(x) =

{
1 für x = i,

0 für 1 ≤ x < q, x 6= i,

die für x ≥ q vollständig q-additiv fortgesetzt werden, eine Basis von Vq.

Satz 2.1 Sei x eine positive ganze Zahl und ei sei wie zuvor definiert. Dann ist ei(x)

gleich der Anzahl der Ziffern in der q-adischen Entwicklung von x, die gleich i sind.
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KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Beweis. Für die Zahlen 1, 2, . . . , q−1 besteht die q-adische Entwicklung nur aus einer

Ziffer und dies ist die Zahl selbst. Also gilt der Satz für diese Zahlen laut Definition

der Funktionen ei. Sei nun die Aussage für alle natürlichen Zahlen kleiner n ∈ N mit

q|n erfüllt. Es gilt

ei(n) = ei

(
n

q
q

)
= ei

(
n

q

)
(1 ≤ i ≤ q − 1),

da ei vollständig q-additiv ist. Nach Voraussetzung ist dies die Häufigkeit, mit der die

Ziffer i in der q-adischen Entwicklung von n
q

auftritt. Da q das n teilt, ist die 0-te

Ziffer n0 der q-adischen Entwicklung von n gleich Null. Damit unterscheiden sich die

q-adischen Entwicklungen von n und n
q

nur in den Exponenten von q. Somit sind auch

die Anzahlen der Ziffern gleich und die Aussage folgt für n.

Da eine vollständig q-additive Funktion insbesondere q-additiv ist, gilt

ei(n + k) = ei

(
n

q
q + k

)
= ei

(
n

q
q

)
+ ei(k) = ei(n) + ei(k) (1 ≤ i, k ≤ q − 1).

Für n ist die Aussage bereits gezeigt. Zum einen ist laut Definition ei(k) = 1 im Fall

i = k, zum anderen unterscheiden sich n und n + k in ihrer q-adischen Entwicklung

nur in der 0-ten Ziffer. Es gilt n0 = 0 und (n + k)0 = k und es folgt der Satz. �

Bemerkung 2.2 Durch diesen Satz lässt sich die Ziffernsumme Sq darstellen als

Sq(n) =

q−1∑
i=1

iei(n).

Hieraus folgt direkt, dass man die Ziffernsumme nur insofern modifizieren kann, dass

man sie mit c ∈ C multipliziert und sie trotzdem vollständig q-additiv bleibt. Gewich-

tet man die einzelnen Ziffern unterschiedlich, addiert man zum Beispiel nur jede zweite

Ziffer, so ist die modifizierte Ziffernsumme nicht mehr vollständig q-additiv.

2.2 Die Weyl-van der Corput Ungleichung

Eine Exponentialsumme ist eine Summe der Form∑
a<n≤b

e (f(n)) ,

17



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

wobei f(n) eine reellwertige Funktion ist und die Funktion e durch e(x) = e2πix defi-

niert sei. Im folgenden werden Summen der Form

S =
∑
n∈I

e (f(n)) (2.1)

abgeschätzt, wobei I = (a, b] und a, b ganze Zahlen seien. Durch die Dreiecksunglei-

chung ergibt sich die folgende triviale Abschätzung

|S| ≤
∑
n∈I

|e (f(n))| = |I| = b− a,

wobei ausgenutzt wird, dass es sich bei den komplexen Zahlen e (f(n)) um Punkte auf

dem Einheitskreis handelt, die somit dem Betrage nach 1 sind. Nun wird es sicherlich

nur im Spezialfall gegeben sein, dass die triviale Abschätzung bestmöglich ist. So wer-

den sich zum Beispiel zwei Punkte, die sich gegenüber liegen, gegenseitig auslöschen.

Es ist wünschenswert, eine genauere Abschätzung zu finden. Hierbei ist die nun fol-

gende Weyl-van der Corput Ungleichung behilflich, deren Beweis in [12] nachzulesen

ist.

Lemma 2.3 [12, Lemma 2.5] Seien I = (a, b] mit ganzen Zahlen a und b und ξ(n)

eine komplexwertige Funktion mit der Eigenschaft ξ(n) = 0, falls n /∈ I ist. Für eine

positive ganze Zahl H gilt∣∣∣∣∣∑
n

ξ(n)

∣∣∣∣∣
2

≤ |I|+ H

H

∑
|h|<H

(
1− |h|

H

)∑
n

ξ(n)ξ(n− h).

Die folgenden Überlegungen sind ebenfalls [12] entnommen. Man definiere

ξ(n) =

{
e (f(n)) falls n ∈ I

0 sonst

und es sei

S1 =
∑

n∈I(h)

e (f(n + h)− f(n)) ,

wobei I(h) = {n : n ∈ I und n + h ∈ I} und h eine ganze Zahl ist. Damit lässt sich

(2.1) mit der Weyl-van der Corput Ungleichung wie folgt abschätzen

|S|2 ≤ |I|+ H

H

∑
|h|<H

|S1(h)| .

18
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Nimmt man nun noch an, dass H ≤ |I| ist und nutzt aus, dass S1(−h) = S1(h) gilt,

so erhält man

|S|2 ≤ 2 |I|2

H
+

4 |I|
H

∑
1≤h≤H

|S1(h)| . (2.2)

Aus (2.2) erhält man direkt das folgende Lemma.

Lemma 2.4 Seien 1 ≤ K ≤ N ganze Zahlen. Dann gilt∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

e (f(n))

∣∣∣∣∣
2

≤ 2N2

K
+

4N

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣
N−k−1∑

n=0

e (f(n + k)− f(n))

∣∣∣∣∣ . (2.3)

Dieses Lemma wird ein wichtiges Hilfsmittel sein, um die Exponentialsummen, die im

vierten Kapitel und insbesondere in Proposition 4.9 verwendet werden, abzuschätzen.
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Kapitel 3

Der Satz von Kim

In diesem Kapitel werden wichtige Ergebnisse von Kim [14] dargestellt. Zunächst wird

definiert, wann ein l-Tupel a bezüglich der l-Tupel q, m und f zulässig ist, wobei q, m

aus ganzen Zahlen ≥ 2 und f aus vollständig qj-additiven Funktionen mit ganzzahligen

Werten bestehen. Mit Hilfe dieser zulässigen l-Tupel wird der Satz von Kim, Satz 3.2,

formuliert, der in Abhängigkeit der Anzahl der zulässigen Tupel a eine Abschätzung

angibt, wie viele 0 ≤ n < N mit f(n) ≡ a mod m für feste a und m existieren, wobei

die Kongruenzen komponentenweise zu betrachten sind. Die Hauptfolgerung hieraus

stellt das Korollar 3.3 dar. Außerdem werden einige technische Hilfsmittel von Kim

aufgeführt, die in Kapitel 4 weitere Verwendung finden.

Gegeben seien die l-Tupel q = (q1, q2, . . . , ql) und m = (m1, m2, . . . ,ml) aus gan-

zen Zahlen mit qj, mj ≥ 2 für j = 1, . . . , l und (qi, qj) = 1 für i 6= j. Für jedes

j sei fj eine vollständig qj-additive Funktion mit ganzzahligen Werten und es sei

f = (f1, f2, . . . , fl). Weiterhin definiere man

Fj = fj(1), (3.1)

dj = ggT{mj, (qj − 1)Fj, fj(r)− rFj (2 ≤ r ≤ qj − 1)} (3.2)

und es seien F = (F1, F2, . . . , Fl), d = (d1, d2, . . . , dl). Abkürzend wird f(n) ≡ a

mod m geschrieben, wenn fj(n) ≡ aj mod mj für jeden Index j gilt.

Definition 3.1 Ein l-Tupel a = (a1, a2, . . . , al) aus ganzen Zahlen heißt zulässig
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KAPITEL 3. DER SATZ VON KIM

bezüglich q, m und f , wenn das Kongruenzsystem

Fn ≡ a mod d

eine Lösung n besitzt.

Mit der Notation

A = {a = (a1, a2, . . . , al) : 0 ≤ aj ≤ mj − 1 (1 ≤ j ≤ l), a zulässig bzgl. q, m und f}

kann nun der Satz von Kim formuliert werden.

Satz 3.2 [14, Theorem] Seien q, m und f wie zuvor definiert. Für beliebige ganzzah-

lige l-Tupel a = (a1, a2, . . . , al) und alle positiven ganzen Zahlen N gilt

|{0 ≤ n < N : f(n) ≡ a mod m}|

=

{
N
|A| +O

(
N1−δ

)
falls a zulässig ist

0 sonst,
(3.3)

wobei δ = 1
120l2q3m2 ist, mit q = max1≤i≤l qi und m = max1≤i≤l mi und die Konstante

des O-Terms nur von l und q abhängt.

Aus Satz 3.2 schließt Kim das folgende wichtige Korollar, welches Luca und Stănică

[16] verwenden, um ihren Satz über die Verteilung der Exponenten in der Primfaktor-

zerlegung von n! zu beweisen (siehe hierzu auch Kapitel 5, Satz 5.1).

Korollar 3.3 [14, Corollary 1] Seien q, m, f und δ wie in Satz 3.2 gegeben. Dann

gilt

|{0 ≤ n < N : f(n) ≡ a mod m}| = N

m1m2 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
für alle Tupel a genau dann, wenn

(Fj, dj) = 1 (1 ≤ j ≤ l),

(di, dj) = 1 (1 ≤ i < j ≤ l).
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Im folgenden ist eine Auswahl der Lemmata aufgeführt, die in [14] im Beweis von

Satz 3.2 verwendet werden und die auch in der Verallgemeinerung im folgenden Kapitel

benötigt werden. e(x) bezeichne hier wie auch in der restlichen Arbeit e2πix.

Lemma 3.4 [14, Lemma 1] Für positive ganze Zahlen n und m gilt

1

m

m−1∑
k=0

e
( n

m
k
)

=

{
1 falls m|n,

0 sonst.

Lemma 3.5 [14, Lemma 3] Seien 1 ≤ K ≤ N ganze Zahlen und seien an komplexe

Zahlen mit |an| ≤ 1 für n = 0, 1, . . . , N − 1. Dann gilt∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

an −
1

K

K−1∑
n=0

an

∣∣∣∣∣ ≤ 2(N −K)

N
.

Lemma 3.6 [14, Lemma 7] Seien q ≥ 2 und m ≥ 2 positive ganze Zahlen. Außerdem

sei f eine vollständig q-additive Funktion. F und d seien wie Fj und dj in (3.1) und

(3.2) in Beziehung zu q und m durch

F = f(1) (3.4)

d = ggT{mj, (q − 1)F, f(r)− rF (2 ≤ r ≤ q − 1)} (3.5)

definiert. Dann gilt für jede nicht negative ganze Zahl n die Kongruenz

f(n) ≡ nF mod d. (3.6)

Es sei nun h eine ganze Zahl, so dass m - dh gilt und es sei g(n) = e
(

h
m

f(n)
)
, mit

einer vollständig q-additiven reellwertigen Funktion f . Weiterhin seien zwei Korrela-

tionsfunktionen definiert durch

ΦN(k) =
1

N

N−1∑
n=0

g(n)g(n + k)

ΦK,N(r) =
1

K

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + r).
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Lemma 3.7 [14, Lemma 9] Für jede ganze Zahl k und 0 ≤ r ≤ q − 1 gilt

ΦqN(qk + r) = αrΦN(k) + βrΦN(k + 1),

wobei

αr =
1

q

q−r−1∑
i=0

g(i)g(i + r),

βr =
1

q

q−1∑
i=q−r

g(i)g(i + r − q) (1 ≤ r ≤ q − 1), β0 = 0.

Für αr und βr gilt

|αr| ≤
q − r

q
, |βr| ≤

r

q
(1 ≤ r ≤ q − 1).

Lemma 3.8 [14, Lemma 10] Für r = 0, 1 gilt

ΦqK,qN(r) = λrΦK,N(0) + µrΦK,N(1) + νrΦK,N(1) + EK,N(r),

wobei

λr =
1

q

q−1∑
i=0

(
αiαi+r + βiβi+r

)
,

µr =
1

q

q−1∑
i=0

αiβi+r,

νr =
1

q

q−1∑
i=0

βiαi+r.

Für den Restterm EK,N(r) gilt

|EK,N(r)| ≤ 2

K
.

αi und βi seien für 0 ≤ i ≤ q− 1 wie in Lemma 3.7 definiert und es seien αq = 0 und

βq = 1. Dann gilt die Ungleichung

|λr|+ |µr|+ |νr| ≤ 1 für r ∈ {0, 1} .

Lemma 3.9 [14, Lemma 13] Für r = 0, 1 und eine positive ganze Zahl i gilt

Φq2iK,q2iN(r) ≤ e−τi

(
1 +

7q2

K

)
,

wobei τ = 1
q2m2 ist.
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Kapitel 4

Eine Verallgemeinerung des Satzes

von Kim

In diesem Kapitel wird zunächst der Begriff der Zulässigkeit von a bezüglich q, m und

f , der von Kim eingeführt wurde und sich auf Kongruenzen der Form nF ≡ a mod d

bezieht, auf Kongruenzen der Form (un + v)F ≡ a mod d übertragen, was zu dem

Begriff der Zulässigkeit bezüglich q, m, u, v und f führt. Daraufhin wird in Satz 4.2

eine Verallgemeinerung des Satzes von Kim formuliert. Dieser gibt in Abhängigkeit der

Anzahl der zulässigen Tupel a bezüglich q, m, u, v und f eine Abschätzung an, wie

viele 0 ≤ n < N mit f(un + v) ≡ a mod m für feste a, m, u und v existieren, wobei

die Kongruenzen wiederum komponentenweise zu betrachten sind. Satz 4.2 stellt ein

wesentliches Resultat dieser Arbeit dar.

Im zweiten Abschnitt des Kapitels werden die Voraussetzungen für den Beweis von

Satz 4.2 geschaffen. Insbesondere wird Proposition 4.9 hergeleitet, welche im Beweis

des Satzes den Fehlerterm liefern wird. Außerdem werden in Lemma 4.11 die Tupel a,

die zulässig bezüglich q, m, u, v und f sind, näher charakterisiert.

Daraufhin wird im dritten Abschnitt des Kapitel schließlich der eigentliche Beweis

der Verallgemeinerung des Satzes von Kim, Satz 4.2, durchgeführt.

Im vierten Abschnitt werden einige Folgerungen aus Satz 4.2 bewiesen, wobei Ko-

rollar 4.12 die wichtigste Folgerung darstellt. Diese wird im fünften Kapitel dazu die-

nen, die Gleichverteilung der Exponenten in der Primfaktorzerlegung von n! auf den
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Restklassen modulo m zu beweisen, wobei die Einträge des Tupels m Primzahlen bzw.

Primzahlpotenzen sind oder diese zu den Primzahlen der betrachteten Exponenten tei-

lerfremd sind. Korollar 4.12 gibt eine Abschätzung der Anzahl der 0 ≤ n < N mit

f(un + v) ≡ a mod m in Abhängigkeit des Tupels m an, wobei die Tupel q, u und

f bestimmte Voraussetzungen zu erfüllen haben. Satz 4.13 stellt einen Spezialfall des

Satzes 4.2 dar, wobei lediglich die Länge der verwendeten Tupel verdoppelt ist und die

Einträge innerhalb der Tupel u und v jeweils gleich sind, also u = (u, u, . . . , u) und

v = (v, v, . . . , v) für geeignete ganze Zahlen u und v gilt. Korollar 4.14 ist die entspre-

chende Folgerung aus diesem Satz. Es dient an dieser Stelle dazu, die Hauptresultate

dieses Kapitels mit einem Satz von Berend und Kolesnik, der als Satz 4.15 zitiert

wird, in Beziehung zu setzen. Dies wird in Bemerkung 4.16 genauer erläutert. Be-

rend und Kolesnik arbeiteten parallel zu der Entstehung dieser Arbeit an der gleichen

Fragestellung.

Eine Abbildung am Ende dieses Kapitels gibt eine Übersicht über die Beweiskette,

die bis zum Beweis von Satz 4.2 und Korollar 4.12 aufgebaut wird. Im mittleren Bereich

der Abbildung sind die Resultate – bis zum entscheidenden Korollar – aufgeführt, die

in der Arbeit selbst bewiesen werden, und dies in der Reihenfolge in der sie bewiesen

werden. Die Lemmata rechts und links, welche etwas dunkler hinterlegt sind, sind

Resultate anderer Autoren. Die Pfeile besagen, welche Aussagen für den Beweis der

anderen benötigt werden.

4.1 Die Verallgemeinerung des Satzes

Gegeben seien wie auch schon im Kapitel zuvor die l-Tupel q = (q1, q2, . . . , ql) und

m = (m1, m2, . . . ,ml) mit qj, mj ≥ 2 für j = 1, . . . , l und (qi, qj) = 1 für i 6= j. Für

jedes j sei fj eine vollständig qj-additive Funktion mit ganzzahligen Werten, es sei

f = (f1, f2, . . . , fl). Man definiere

Fj = fj(1), (4.1)

dj = ggT{mj, (qj − 1)Fj, fj(r)− rFj(2 ≤ r ≤ qj − 1)} (4.2)

und es seien F = (F1, F2, . . . , Fl), d = (d1, d2, . . . , dl). Zusätzlich seien zwei weitere

l-Tupel u = (u1, u2, . . . , ul) und v = (v1, v2, . . . , vl) gegeben, für die uj ≥ 1 und
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vj ≥ 0 für j = 1, . . . , l sowie
(
uj, q

tj
j

)
= (uj, qj) für tj ≥ 2 gilt. Abkürzend wird

f(un + v) ≡ a mod m geschrieben, wenn fj(ujn + vj) ≡ aj mod mj für jeden Index j

gilt. Man definiere außerdem u = max1≤i≤l ui.

Definition 4.1 Ein l-Tupel a = (a1, a2, . . . , al) aus ganzen Zahlen heißt zulässig

bezüglich q, m, u, v und f , wenn das Kongruenzsystem

(un + v)F ≡ a mod d

eine Lösung n besitzt.

Mit der Notation

A =
{
a = (a1, a2, . . . , al) : 0 ≤ aj ≤ mj − 1 (1 ≤ j ≤ l),

a zulässig bzgl. q, m, u, v und f
}

wird nun die Verallgemeinerung des Satzes von Kim formuliert.

Satz 4.2 Seien q, m, u, v und f wie zuvor definiert. Für beliebige ganzzahlige l-Tupel

a = (a1, a2, . . . , al) und alle positiven ganzen Zahlen N gilt

|{0 ≤ n < N : f(un + v) ≡ a mod m}|

=

{
N
|A| +O

(
N1−δ

)
falls a zulässig ist

0 sonst,
(4.3)

wobei δ = 1
120l2q3m2 ist, mit q = max1≤i≤l qi und m = max1≤i≤l mi und die Konstante

des O-Terms nur von q, u und l abhängt.

Der Beweis dieses Satzes wird in Abschnitt 4.3 erbracht.

4.2 Technische Hilfsmittel

Um die in Satz 4.2 formulierte Verallgemeinerung beweisen zu können, müssen zunächst

einige Voraussetzungen geschaffen werden.
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Lemma 4.3 Sei f eine vollständig q-additive Funktion. Es seien t und i positive ganze

Zahlen, u ≥ 1 und v ≥ 0 ebenfalls ganze Zahlen. Es sei n ≡ r mod qt (0 ≤ r < qt)

und ur + v ≡ s mod qt (0 ≤ s < qt − i). Dann gilt

f(un + v + i)− f(un + v) = f(s + i)− f(s).

Beweis. Aufgrund der obigen Kongruenzen existieren b, m ∈ Z, so dass n = bqt + r

und ur + v = mqt + s gilt. Nutzt man aus, dass f vollständig q-additiv ist, so kann

man die folgende Rechnung aufstellen.

f(un + v + i)− f(un + v) = f(u(bqt + r) + v + i)− f(u(bqt + r) + v)

= f(ubqt + ur + v + i)− f(ubqt + ur + v)

= f(ubqt + mqt + s + i)− f(ubqt + mqt + s)

= f((ub + m)qt + s + i)− f((ub + m)qt + s)

= f(ub + m) + f(s + i)− f(ub + m)− f(s)

= f(s + i)− f(s)

�

Proposition 4.4 Seien N, K positive ganze Zahlen mit
√

N ≤ K ≤ N , q, m eben-

falls positive ganze Zahlen, f sei eine vollständig q-additive Funktion mit ganzzahligen

Werten und d sei wie zuvor in (3.5) definiert. Darüber hinaus seien u, v ganze Zahlen

mit u ≥ 1 und v ≥ 0 gegeben. Setze U = (u, q). Dann gilt für eine beliebige ganze Zahl

h mit m - dh

1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

n≡v mod U

e

(
h

m
(f(n + k)− f(n))

)∣∣∣∣∣∣
2

= O(N−η), (4.4)

wobei η = 1
10q3m2 und die Konstante des O-Terms nur von q abhängt.

Für den Beweis dieser Proposition werden einige weitere Lemmata benötigt, die im

folgenden bewiesen werden. Wie schon zuvor sei h eine ganze Zahl, so dass m - dh

und es sei g(n) = e
(

h
m

f(n)
)
, wobei f eine vollständig q-additive reellwertige Funktion

sei und e(x) die Funktion e2πix bezeichne. Für den Beweis der Proposition werden
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zunächst die folgenden vier Korrelationsfunktionen definiert, wobei die ersten beiden

bereits aus dem vorigen Kapitel bekannt sind.

ΦN(k) =
1

N

N−1∑
n=0

g(n)g(n + k)

ΦK,N(r) =
1

K

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + r)

Φ∗
N(k) =

1

N

N−1∑
n=0

n≡v mod U

g(n)g(n + k)

Φ∗
K,N(r) =

1

K

K−1∑
k=0

Φ∗
N(k)Φ∗

N(k + r).

(4.5)

Damit ist die Behauptung (4.4) äquivalent zu

Φ∗
K,N(0) = O

(
N−η

)
. (4.6)

Der Beweis dieser Aussage wird ab Seite 36 erbracht.

Lemma 4.5 Für beliebige ganze Zahlen k und r mit k ≥ 0 und 0 ≤ r ≤ q − 1 gilt

Φ∗
qN(qk + r) = arΦN(k) + brΦN(k + 1) (4.7)

mit

ar =
1

q

q−r−1∑
i=0

i≡v mod U

g(i)g(i + r)

br =
1

q

q−1∑
i=q−r

i≡v mod U

g(i)g(i + r − q), (1 ≤ r ≤ q − 1), b0 = 0,

wobei

|ar| ≤
q − r

q
, |br| ≤

r

q
(1 ≤ r ≤ q − 1). (4.8)

Beweis. Es gilt

g(aq + b) = e

(
h

m
f(aq + b)

)
= e

(
h

m
(f(a) + f(b))

)
= e

(
h

m
f(a)

)
e

(
h

m
f(b)

)
= g(a)g(b)
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für a ≥ 0 und 0 ≤ b ≤ q − 1. Hieraus ergibt sich, dass die Funktion g vollständig q-

multiplikative ist. Vollständige q-multiplikative Funktionen werden entsprechend der

vorigen Gleichung analog zu vollständige q-additiven Funktionen definiert. Diese Funk-

tionen wurden unter anderem von Grabner [11] näher untersucht. Da laut Definition

U = (u, q) ist, gilt U |q und man erhält mit Hilfe der vollständigen q-Multiplikativität

von g

qNΦ∗
qN(qk + r) = qN

1

qN

qN−1∑
n=0

n≡v mod U

g(n)g(n + qk + r)

=

qN−1∑
n=0

n≡v mod U

g(n)g(n + qk + r)

=

q−1∑
i=0

N−1∑
n=0

qn+i≡v mod U

g(qn + i)g(qn + i + qk + r)

=

q−r−1∑
i=0

i≡v mod U

N−1∑
n=0

g(n)g(i)g(n + k)g(i + r)

+

q−1∑
i=q−r

i≡v mod U

N−1∑
n=0

g(n)g(i)g(n + k + 1)g(i + r − q)

=

q−r−1∑
i=0

i≡v mod U

g(i)g(i + r)
N−1∑
n=0

g(n)g(n + k)

+

q−1∑
i=q−r

i≡v mod U

g(i)g(i + r − q)
N−1∑
n=0

g(n)g(n + k + 1)

= (qN)arΦN(k) + (qN)brΦN(k + 1).

Die Ungleichungen aus (4.8) folgen direkt, da die Werte der komplexwertigen Funktion

g auf dem Rand des Einheitskreises liegen und somit dem Betrag nach gleich 1 sind

und die Anzahl der Summanden q − r bzw. r nicht überschreitet. �

Lemma 4.6 Für r = 0, 1 gilt

Φ∗
qK,qN(r) = lrΦK,N(0) + mrΦK,N(1) + nrΦK,N(1) + εK,N(r), (4.9)
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mit

|εK,N(r)| ≤ 2

K
,

lr =
1

q

q−1∑
i=0

(
aiai+r + bibi+r

)
,

mr =
1

q

q−1∑
i=0

aibi+r,

nr =
1

q

q−1∑
i=0

biai+r.

ai und bi seien für 0 ≤ i ≤ q − 1 wie in Lemma 4.5 definiert und es seien aq = 0 und

bq = 1. Dann gilt

|lr|+ |mr|+ |nr| ≤ 1 für r ∈ {0, 1}. (4.10)

Beweis. Laut Definition der Korrelationsfunktionen Φ∗
K,N , Φ∗

K und ΦN in (4.5) und

mit Lemma 4.5 gilt

qKΦ∗
qK,qN(r)

= qK
1

qK

qK−1∑
k=0

Φ∗
qN(k)Φ∗

qN(k + r)

=

q−1∑
i=0

K−1∑
k=0

Φ∗
qN(qk + i)Φ∗

qN(qk + i + r)

=

q−r−1∑
i=0

K−1∑
k=0

(
aiΦN(k) + biΦN(k + 1)

)
(ai+rΦN(k) + bi+rΦN(k + 1))

+

q−1∑
i=q−r

K−1∑
k=0

(
aiΦN(k) + biΦN(k + 1)

)
(ai+rΦN(k + 1) + bi+rΦN(k + 2)) .

Für r = 0 gilt also

qKΦ∗
qK,qN(0) =

q−1∑
i=0

K−1∑
k=0

(
aiΦN(k) + biΦN(k + 1)

)
(aiΦN(k) + biΦN(k + 1))
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=

q−1∑
i=0

K−1∑
k=0

(
aiaiΦN(k)ΦN(k) + aibiΦN(k)ΦN(k + 1)

+biaiΦN(k + 1)ΦN(k) + bibiΦN(k + 1)ΦN(k + 1)
)

=

q−1∑
i=0

(
K−1∑
k=0

(
aiaiΦN(k)ΦN(k) + aibiΦN(k)ΦN(k + 1)

+biaiΦN(k + 1)ΦN(k) + bibiΦN(k)ΦN(k)
)

+ bibiΦN(K)ΦN(K)− bibiΦN(0)ΦN(0)

)

=

q−1∑
i=0

(
aiai + bibi

)K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k)

+

q−1∑
i=0

bibi

(
ΦN(K)ΦN(K)− ΦN(0)ΦN(0)

)
+

q−1∑
i=0

aibi

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + 1) +

q−1∑
i=0

biai

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k)

= qK
(
l0ΦK,N(0) + m0ΦK,N(1) + n0ΦK,N(1) + εK,N(0)

)
mit

εK,N(0) =
1

qK

q−1∑
i=0

bibi

(
ΦN(K)ΦN(K)− ΦN(0)ΦN(0)

)
.

Da ΦN(0), ΦN(K) und bi dem Betrag nach höchstens 1 sind, gilt |εK,N(0)| ≤ 2
K

.

Man betrachte nun den Fall r = 1. Da laut Definition b0 = 0, a0 = bq und aq = 0

sind, gilt

qKΦ∗
qK,qN(1)

=

q−2∑
i=0

K−1∑
k=0

(
aiΦN(k) + biΦN(k + 1)

)
(ai+1ΦN(k) + bi+1ΦN(k + 1))

+
K−1∑
k=0

(
aq−1ΦN(k) + bq−1ΦN(k + 1)

)
(a0ΦN(k + 1) + b0ΦN(k + 2))
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=

q−2∑
i=0

K−1∑
k=0

(
aiai+1ΦN(k)ΦN(k) + aibi+1ΦN(k)ΦN(k + 1)

+biai+1ΦN(k + 1)ΦN(k) + bibi+1ΦN(k + 1)ΦN(k + 1)
)

+
K−1∑
k=0

(
aq−1a0ΦN(k)ΦN(k + 1) + bq−1a0ΦN(k + 1)ΦN(k + 1)

)
=

q−2∑
i=0

aiai+1

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k) +

q−2∑
i=0

aibi+1

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + 1)

+

q−2∑
i=0

biai+1

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k) +

q−2∑
i=0

bibi+1

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k + 1)

+ aq−1bq

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + 1) + bq−1bq

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k + 1)

=

q−1∑
i=0

aiai+1

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(q) +

q−1∑
i=0

aibi+1

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + 1)

+

q−1∑
i=0

biai+1

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k) +

q−1∑
i=0

bibi+1

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k + 1)

=

q−1∑
i=0

(
aiai+1 + bibi+1

)K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k)

+

q−1∑
i=0

bibi+1

(
ΦN(K)ΦN(K)− ΦN(0)ΦN(0)

)
+

q−1∑
i=0

aibi+1

K−1∑
k=0

ΦN(k)ΦN(k + 1)

q−1∑
i=0

biai+1

K−1∑
k=0

ΦN(k + 1)ΦN(k)

= qK
(
l1ΦK,N(0) + m1ΦK,N(1) + n1ΦK,N(1) + εK,N(1)

)
,

wobei

εK,N(1) =
1

qK

q−1∑
i=0

bibi+1

(
ΦN(K)ΦN(K)− ΦN(0)ΦN(0)

)
ist. Mit dem gleichen Argument wie zuvor, also da ΦN(0), ΦN(K), bi und bi+1 dem

Betrag nach höchstens 1 sind, gilt |εK,N(1)| ≤ 2
K

. Mit (4.8) gilt

|lr|+ |mr|+ |nr| ≤ 1

q

q−1∑
i=0

(∣∣aiai+r + bibi+r

∣∣+ |aibi+r|+
∣∣biai+r

∣∣)
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≤ 1

q

q−1∑
i=0

(
|aiai+r|+

∣∣bibi+r

∣∣+ |aibi+r|+
∣∣biai+r

∣∣)
=

1

q

q−1∑
i=0

((|ai|+ |bi|) (|ai+r|+ |bi+r|))

≤ 1

q

q−1∑
i=0

((
q − i

q
+

i

q

)(
q − i− r

q
+

i + r

q

))
= 1.

�

Lemma 4.7 Für r = 0, 1 gilt

|Φ∗
q2K,q2N(r)| ≤ pr|ΦK,N(0)|+ sr|ΦK,N(1)|+ 7

K
,

wobei

pr = |lrλ0 + mrλ1|+
∣∣nrλ1

∣∣ ,
sr = |lrµ0 + mrµ1 + nrν1|+ |lrν0 + mrν1 + nrµ1| .

Beweis. Mit Lemma 4.6 und Lemma 3.8 erhält man

Φ∗
q2K,q2N(r) = lrΦqK,qN(0) + mrΦqK,qN(1) + nrΦqK,qN(1) + εqK,qN(r)

= lr

(
λ0ΦK,N(0) + µ0ΦK,N(1) + ν0ΦK,N(1) + EK,N(0)

)
+ mr

(
λ1ΦK,N(0) + µ1ΦK,N(1) + ν1ΦK,N(1) + EK,N(1)

)
+ nr

(
λ1ΦK,N(0) + µ1ΦK,N(1) + ν1ΦK,N(1) + EK,N(1)

)
+ εqK,qN(r)

= lrλ0ΦK,N(0) + lrµ0ΦK,N(1) + lrν0ΦK,N(1) + lrEK,N(0)

+ mrλ1ΦK,N(0) + mrµ1ΦK,N(1) + mrν1ΦK,N(1) + mrEK,N(1)

+ nrλ1ΦK,N(0) + nrµ1ΦK,N(1) + nrν1ΦK,N(1) + nrEK,N(1)

+ εqK,qN(r)
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= lrλ0ΦK,N(0) + lrµ0ΦK,N(1) + lrν0ΦK,N(1)

+ mrλ1ΦK,N(0) + mrµ1ΦK,N(1) + mrν1ΦK,N(1)

+ nrλ1ΦK,N(0) + nrµ1ΦK,N(1) + nrν1ΦK,N(1) + RK,N(r)

= (lrλ0 + mrλ1) ΦK,N(0) + nrλ1ΦK,N(0)

+ (lrµ0 + mrµ1 + nrν1) ΦK,N(1)

+ (lrν0 + mrν1 + nrµ1) ΦK,N(1) + RK,N(r)

mit RK,N(r) = lrEK,N(0) + mrEK,N(1) + nrEK,N(1) + εqK,qN(r). Hieraus folgt mit der

Dreiecksungleichung∣∣Φ∗
q2K,q2N(r)

∣∣ ≤ pr |ΦK,N(0)|+ sr |ΦK,N(1)|+ |RK,N(r)|

mit pr und sr wie oben definiert. Da laut der vorigen beiden Lemmata |EK,N(r)| ≤ 2
K

,

|εqK,qN(r)| ≤ 2
qK

, |lr| ≤ 1, |mr| ≤ 1 und |nr| ≤ 1 gilt, folgt

RK,N(r) =
2

K
+

2

K
+

2

K
+

2

qK
≤ 6

K
+

1

K
=

7

K
.

�

Lemma 4.8 Seien 1 ≤ K ≤ N ganze Zahlen, an komplexe Zahlen mit |an| ≤ 1, sowie

b und m positive ganze Zahlen. Dann gilt∣∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

n≡b mod m

an −
1

K

K−1∑
n=0

n≡b mod m

an

∣∣∣∣∣∣ ≤ 2(N −K)

N
.

Beweis. Es gilt∣∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

n≡b mod m

an −
1

K

K−1∑
n=0

n≡b mod m

an

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣ 1

N

K−1∑
n=0

n≡b mod m

an +
1

N

N−1∑
n=K

n≡b mod m

an −
1

K

K−1∑
n=0

n≡b mod m

an

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
(

1

N
− 1

K

) K−1∑
n=0

n≡b mod m

an +
1

N

N−1∑
n=K

n≡b mod m

an

∣∣∣∣∣∣
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≤
∣∣∣∣ 1

N
− 1

K

∣∣∣∣ K−1∑
n=0

n≡b mod m

|an|+
1

N

N−1∑
n=K

n≡b mod m

|an|

≤
∣∣∣∣ 1

N
− 1

K

∣∣∣∣K−1∑
n=0

|an|+
1

N

N−1∑
n=K

|an|

≤
∣∣∣∣ 1

N
− 1

K

∣∣∣∣K +
N −K

N
=

∣∣∣∣K −N

NK

∣∣∣∣K +
N −K

N

=
N −K

NK
K +

N −K

N
=

2(N −K)

N
.

�

Nun sind die Voraussetzungen geschaffen, um Proposition 4.4 beweisen zu können.

Beweis von Proposition 4.4. Wie bereits zuvor in (4.6) erwähnt, ist die Behauptung

(4.4) äquivalent zu Φ∗
K,N(0) = O (N−η). Zunächst nehme man an, dass N ≥ q20 ist.

Andernfalls gilt (4.4), wenn man die Konstante des O-Terms entsprechend groß wählt.

Setze t =
[

log N
5 log q

]
, somit gilt

t ≤ log N
5 log q

⇔ log q5t ≤ log N

⇔ q5t ≤ N

⇔ q
5
2
t ≤

√
N .

Man nehme nun an, dass q2t+2 ≤
√

N ist. Dies ist der Fall, wenn 2t + 2 ≤ 5
2
t, also

wenn t ≥ 4 ist. Es gilt

t =

[
log N

5 log q

]
≥
[
log q20

5 log q

]
=

[
20 log q

5 log q

]
= 4.

Damit gilt also q2t+2 ≤
√

N ≤ K ≤ N und es existieren ganze Zahlen M ≥ 1, L ≥ 1

und 0 ≤ R,S < q2t+2 mit N = qt+2M + R und K = q2t+2L + S. Mit Lemma 4.8 gilt
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für jede positive ganze Zahl k

|Φ∗
N(k) −Φ∗

q2t+2M(k)
∣∣

=

∣∣∣∣∣∣ 1

N

N−1∑
n=0

n≡v mod U

g(n)g(n + k)− 1

q2t+2M

q2t+2M−1∑
n=0

n≡v mod U

g(n)g(n + k)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2(N − q2t+2M)

N
=

2R

N
≤ 2q2t+2

N
.

Dies liefert

Φ∗
N(k)Φ∗

N(k) = Φ∗
q2t+2M(k)Φ∗

q2t+2M(k) +O
(

q2t

N

)
.

Also folgt

Φ∗
K,N(0) =

1

K

K−1∑
k=0

Φ∗
N(k)Φ∗

N(k)

=
1

K

K−1∑
k=0

Φ∗
q2t+2M(k)Φ∗

q2t+2M(k) +O
(

q2t

N

)
.

Laut Lemma 3.5 gilt∣∣∣∣∣ 1

K

K−1∑
k=0

Φ∗
q2t+2M(k) Φ∗

q2t+2M(k)− 1

q2t+2L

q2t+2L−1∑
k=0

Φ∗
q2t+2M(k)Φ∗

q2t+2M(k)

∣∣∣∣∣∣
≤ 2(K − q2t+2L)

K
=

2S

K
≤ 2q2t+2

K
,

so dass

1

K

K−1∑
k=0

Φ∗
q2t+2M(k)Φ∗

q2t+2M(k) =
1

q2t+2L

q2t+2L−1∑
k=0

Φ∗
q2t+2M(k)Φ∗

q2t+2M(k) +O
(

q2t

K

)
.

Zusammengefasst gilt also

Φ∗
K,N(0) =

1

q2t+2L

q2t+2L−1∑
k=0

Φ∗
q2t+2M(k)Φ∗

q2tM(k) +O
(

q2t

K

)
+O

(
q2t

N

)
= Φ∗

q2t+2L,q2t+2M(0) +O
(

q2t

K

)
+O

(
q2t

N

)
. (4.11)
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Laut Lemma 3.9 gilt für r = 0, 1 und eine positive ganze Zahl t

|Φq2tL,q2tM(r)| = |Φq2tL,q2tM(r)| ≤ e−τt

(
1 +

7q2

L

)
,

mit τ = 1
q2m2 . Hieraus folgt mit Lemma 4.7∣∣Φ∗

q2t+2L,q2t+2M(0)
∣∣ =

∣∣Φ∗
q2q2tL,q2q2tM(0)

∣∣
≤ p0 |Φq2tL,q2tM(0)|+ s0 |Φq2tL,q2tM(1)|+ 7

q2tL

≤ (p0 + s0)e
−τt

(
1 +

7q2

L

)
+

7

q2tL
.

Da die Koeffizienten aus den Lemmata 4.6 und 3.8, aus denen sich p0 und s0 zusam-

mensetzen, vom Betrag höchstens 1 sind, gilt |p0−s0| ≤ 9, |p0−s0| ist also beschränkt.

Des weiteren ist 1 + 7q2

L
beschränkt, da q eine feste positive ganze Zahl und L ≥ 1 ist.

Insgesamt erhält man also

Φ∗
K,N(0) = O

(
e−τt

)
+O

(
q2t

√
N

)
+O

(
1

q2tL

)
, (4.12)

wobei die Konstante des O-Terms des ersten Summanden nur von q abhängt und sich

der zweite Summand aus der Zusammenfassung der beiden Fehlerterme der Abschätzung

(4.11) mit Hilfe der Ungleichung
√

N ≤ K ≤ N ergibt. Aufgrund der Definition von

t gilt

log N

5 log q
− 1 ≤ t ≤ log N

5 log q
(4.13)

und damit

t ≥ log N

5 log q
− 1 =

2 log N − log q10

10 log q
≥

3
2
log N

10 log q
≥ log N

10 log q
.

Dies impliziert

−τt ≤ −τ
log N

10 log q
= −τ

log N

10 log q
= − log N

10q2m2 log q
≤ − log N

10q3m2

und somit gilt e−τt ≤ N
− 1

10q3m2 . Außerdem erhält man aus Ungleichung (4.13)

t ≤ log N

5 log q
⇔ 2t log q ≤ 2

5
log N

⇔ log q2t ≤ 2

5
log N

⇔ q2t ≤ exp

(
2

5
log N

)
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womit

q2t

√
N
≤ 1√

N
exp

(
2

5
log N

)
= N− 1

10

gilt. Ebenfalls mit der Ungleichung (4.13) gilt

t ≥ log N

10 log q
⇔ t log q ≥ log N

10

⇔ − log q2t ≤ − 2

10
log N

⇔ log
1

q2t
≤ −1

5
log N

⇔ 1

q2t
≤ exp

(
−1

5
log N

)
und man erhält bezüglich des dritten Summanden in (4.12)

1

q2tL
≤ 1

q2t
≤ exp

(
−1

5
log N

)
= N− 1

5 .

Mit η = 1
10q3m2 sind die Fehlerterme aus (4.12) von der Ordnung O(N−η) und damit

folgt die Behauptung. �

Proposition 4.4 wird nun verwendet, um die folgende Proposition zu beweisen,

welche im Beweis von Satz 4.2 den Fehlerterm der Abschätzung liefern wird.

Proposition 4.9 Die l-Tupel m, q, f , u und v seien wie im ersten Abschnitt des

Kapitels gegeben, h = (h1, h2, . . . , hl) sei ein l-Tupel aus ganzen Zahlen, so dass mi -
dihi für mindestens einen Index i gilt. Dann gilt für alle positiven ganzen Zahlen N

N−1∑
n=0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

fj (ujn + vj)

)
= O

(
N1−δ

)
, (4.14)

wobei δ = 1
120l2q3m2 ist und die O-Konstante nur von q,u und l abhängt.

Beweis. Setze gj(x) = e
(

hj

mj
fj(x)

)
und g(un + v) =

∏l
j=1 gj(ujn + vj). Dann gilt

N−1∑
n=0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

fj(ujn + vj)

)
=

N−1∑
n=0

l∏
j=1

e

(
hj

mj

fj(ujn + vj)

)
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=
N−1∑
n=0

l∏
j=1

gj(ujn + vj)

=
N−1∑
n=0

g(un + v)

und die Aussage (4.14) lässt sich schreiben als∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

g(un + v)

∣∣∣∣∣ = O
(
N1−δ

)
. (4.15)

Gegeben sei eine positive ganze Zahl N , setze K =
[

N
1
3l

u

]
. Mit Lemma 2.4 gilt dann∣∣∣∣∣

N−1∑
n=0

g(un + v)

∣∣∣∣∣
2

≤ 2N2

K
+

4N

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣
N−k−1∑

n=0

g(un + v)g(un + v + uk)

∣∣∣∣∣ (4.16)

im Fall 1 ≤ K ≤ N . Setze tj =
[

2 log uK
log qj

]
und Qj = q

tj
j . Dann gilt (uK)2

qj
≤ Qj ≤ (uK)2,

denn

2 log uK
log qj

− 1 ≤ tj ≤ 2 log uK
log qj

⇔ 2 log uK − log qj ≤ tj log qj ≤ 2 log uK

⇔ log (uK)2

qj
≤ log q

tj
j ≤ log(uK)2

⇔ (uK)2

qj
≤ q

tj
j ≤ (uK)2.

Setze N ≥ (qu)3l, da für 1 ≤ N < (qu)3l die Abschätzung (4.15) erfüllt ist, wenn

man die Konstante des O-Terms groß genug wählt. Damit ist K ≥ q und es gilt

uK ≥ uq ≥ qj. Hieraus folgt zum einen tj ≥ 2 und zum anderen

2 ≤ uK ≤ (uK)2

qj

≤ Qj ≤ (uK)2 . (4.17)

Sei nun Q = (Q1, Q2, . . . , Ql). Zu einem gegebenen l-Tupel r = (r1, r2, . . . , rl) definiere

man

Pr = {n ∈ N0 : n ≡ r mod Q} ,

wobei die Kongruenz so zu verstehen ist, dass sie komponentenweise gilt. Da die qj

und damit auch die Qj paarweise teilerfremd sind, ist das obige Kongruenzsystem

äquivalent zu einer einzelnen Kongruenz modulo
∏l

j=1 Qj. Damit erhält man

|{0 ≤ n ≤ N : n ∈ Pr}| =
N∏l

j=1 Qj

+O(1). (4.18)
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Setze R = {r = (r1, r2, . . . , rl) : 0 ≤ rj ≤ Qj − 1 für j = 1, . . . , l} und definiere zu ei-

nem gegebenen l-Tupel s = (s1, s2, . . . , sl)

P̂s = {r ∈ R : ur + v ≡ s mod Q} .

Die Kongruenz ujrj + vj ≡ sj mod Qj besitzt, falls sie lösbar ist, genau (uj, Qj) ver-

schiedene Lösungen modulo Qj. Aus diesem Grund sowie aufgrund der Definition von

uj gilt

∣∣∣P̂s

∣∣∣ =
|R|
∏l

j=1(uj, Qj)∏l
j=1 Qj

=
l∏

j=1

(uj, Qj) =
l∏

j=1

(uj, q
tj
j ) =

l∏
j=1

(uj, qj) ≤ ql

für den Fall, dass das Kongruenzsystem lösbar ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn

für j = 1, . . . , l die Aussage (uj, Qj)|(sj − vj) gilt. Diese Bedingung lässt sich in

vj ≡ sj mod (uj, qj) umformulieren, da laut Voraussetzung (uj, Qj) = (uj, qj) gilt.

Des weiteren werden definiert

S = {s = (s1, s2, . . . , sl) : 0 ≤ sj ≤ Qj − 1 so dass

∃r ∈ R mit ur + v ≡ s mod Q}

S0 = {s = (s1, s2, . . . , sl) : 0 ≤ sj ≤ Qj − ujK − 1 so dass

∃r ∈ R mit ur + v ≡ s mod Q} .

Betrachte nun die innere Summe der rechten Seite von (4.16). Für 1 ≤ k ≤ K gilt

N−k−1∑
n=0

g(un + v)g(un + v + uk)

=
∑
r∈R

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

g(un + v)g(un + v + uk)

=
∑
s∈S

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

g(un + v)g(un + v + uk)

=
∑
s∈S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

g(un + v)g(un + v + uk)

+
∑

s∈S\S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

g(un + v)g(un + v + uk).

(4.19)
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Wenn s ∈ S0, n ∈ Pr und r ∈ P̂s, so folgt n ≡ rj mod Qj, ujrj + vj ≡ sj mod Qj und

0 ≤ sj + ujk < Qj für alle j = 1, . . . , l und k = 1, . . . , K. Damit folgt in diesem Fall

aus Lemma 4.3 und da e(x) = e(−x) für reelle Zahlen x gilt

g(un + v)g(un+v + uk)

=
l∏

j=1

gj(ujn + vj)gj(ujn + vj + ujk)

= e

(
l∑

j=1

hj

mj

(fj(ujn + vj + ujk)− fj(ujn + vj))

)

= e

(
l∑

j=1

hj

mj

(fj(sj + ujk)− fj(sj))

)

=
l∏

j=1

gj(sj)gj(sj + ujk).

Daher gilt für die erste Dreifachsumme in (4.19)∑
s∈S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

g(un + v)g(un + v + uk)

=
∑
s∈S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

=
∑
s∈S

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

−
∑

s∈S\S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

und somit erhält man
N−k−1∑

n=0

g(un + v)g(un + v + uk)

=
∑
s∈S

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)
∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

1
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+
∑

s∈S\S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

(
g(un + v)g(un + v + uk)−

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

)

=:
∑

1
+
∑

2
.

Nun wird
∑

2 mit (4.18) sowie den trivialen Schranken |gj(x)| ≤ 1 und |g(x)| ≤ 1

abgeschätzt. Außerdem wird die folgende Abschätzung benötigt. Es gilt

|S\S0| ≤
l∑

i=1

|{s : 0 ≤ sj ≤ Qj − 1, Qi − uiK ≤ si ≤ Qi − 1 für i 6= j,

∃r ∈ R mit ur + v ≡ s mod Q}|

≤
l∑

i=1

|{s : 0 ≤ sj ≤ Qj − 1, Qi − uiK ≤ si ≤ Qi − 1 für i 6= j}|

≤
l∑

i=1

uK
l∏

j=1
i6=j

Qj

 ≤
l∑

i=1

(
uK

Qi

l∏
j=1

Qj

)

≤

(
l∏

j=1

Qj

)
1

uK

l∑
i=1

qi ≤
ql

uK

l∏
j=1

Qj,

wobei die vorletzte Ungleichung direkt aus (uK)2

qj
≤ Qj folgt (siehe (4.17)). Mit

∣∣∣P̂s

∣∣∣ ≤ ql

und (4.18) erhält man somit

|
∑

2|

=

∣∣∣∣∣∣∣
∑

s∈S\S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

(
g(un + v)g(un + v + uk)−

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

)∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
s∈S\S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

(∣∣∣g(un + v)g(un + v + uk)
∣∣∣+ ∣∣∣∣∣

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣
)

≤
∑

s∈S\S0

∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

2 ≤ 2|S\S0||P̂s|

(
N − k − 1∏l

j=1 Qj

+O(1)

)

≤ 2lql+1

uK

l∏
j=1

Qj

(
N − k − 1∏l

j=1 Qj

+O(1)

)
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≤ 2lql+1

uK
(N − k − 1) +O

(
1

K

l∏
j=1

Qj

)

≤ 2lql+1 N

uK
+O

(
1

K

l∏
j=1

Qj

)
. (4.20)

Für
∑

1 wird wiederum (4.18) sowie
∣∣∣P̂s

∣∣∣ =
∏l

j=1(uj, qj) und (uj, qj) ≤ ql verwendet.

Es gilt∑
1

=
∑
s∈S

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)
∑
r∈cPs

N−k−1∑
n=0

n∈Pr

1

=
∑
s∈S

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)
l∏

i=1

(ui, Qi)

(
N − k − 1∏l

m=1 Qm

+O(1)

)

=
l∏

i=1

(ui, qi)

(
N − k − 1∏l

m=1 Qm

+O(1)

)∑
s∈S

l∏
j=1

gj(sj)gj(sj + ujk)

=
l∏

i=1

(ui, qi)

(
N − k − 1∏l

m=1 Qm

+O(1)

)
l∏

j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)



≤ (N − k − 1)
l∏

i=1

(ui, qi)

Qi

l∏
j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)



+ O

 l∏
i=1

(ui, qi)
l∏

j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

1




= (N − k − 1)
l∏

i=1

(ui, qi)

Qi

l∏
j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)


+ O

(
l∏

i=1

Qi

)
. (4.21)

Aus (4.17) und der Definition von K folgt
∏l

i=1 Qi ≤ (uK)2l ≤
(

uN
1
3l

u

)2l

= N
2
3 ≤

uN1− 1
3l ≤ N

K
. Damit sind die rechte Seite in (4.20) und der Fehlerterm in (4.21) von
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der Ordnung N
K

. Fasst man zusammen, so gilt also

N−k−1∑
n=0

g(un + v)g(un + v + uk)

= (N − k − 1)
l∏

i=1

(ui, qi)

Qi

l∏
j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)


+ O

(
N

K

)
.

Mit (4.16) folgt daraus

∣∣∣∣∣
N−1∑
n=0

g(un + v)

∣∣∣∣∣
2

≤ 2N2

K
+

4N

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣
N−k−1∑

n=0

g(un + v)g(un + v + uk)

∣∣∣∣∣
=

4N

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣
N−k−1∑

n=0

g(un + v)g(un + v + uk)

∣∣∣∣∣+O
(

N2

K

)

≤ 4N2

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
l∏

i=1

(ui, qi)

Qi

l∏
j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)


∣∣∣∣∣∣∣∣

+ O
(

N2

K

)

≤ 4N2ql

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
l∏

i=1

1

Qi

l∏
j=1

 Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)


∣∣∣∣∣∣∣∣

+ O
(

N2

K

)
=:

4N2ql

K

∑
3
+O

(
N2

K

)
.
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Für die Abschätzung von
∑

3 wird zunächst die Hölder-Ungleichung verwendet. Es

gilt

∑
3

=
K∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
l∏

j=1

 1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)


∣∣∣∣∣∣∣∣

=
K∑

k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣1 ·
l∏

j=1

 1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)


∣∣∣∣∣∣∣∣

≤

(
K∑

k=1

1l+1

) 1
l+1 l∏

j=1

 K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
l+1

1
l+1

= K
1

l+1

l∏
j=1

 K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
l+1

1
l+1

= K
l∏

j=1

 1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
l+1

1
l+1

≤ K
l∏

j=1

 1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

= K

l∏
j=1
j 6=i

 1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

·

 1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + uik)

∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

,

(4.22)
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wobei ausgenutzt wurde, dass∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

ist. Der zweite Faktor in (4.22) wiederum lässt sich durch

(
1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣ 1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + uik)

∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

≤

 1

K

uiK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + k′)

∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

(4.23)

≤

 1

K

uK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + k′)

∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

abschätzen, wobei uik = k′ gesetzt wurde. Damit ergibt sich insgesamt∑
3

≤ K
l∏

j=1
j 6=i

 1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

·

 1

K

uK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + k′)

∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

= u
1

l+1 K

l∏
j=1
j 6=i

 1

K

K∑
k=1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1

Qj

Qj−1∑
sj=0

sj≡vj mod (uj,qj)

gj(sj)gj(sj + ujk)

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

·

 1

uK

uK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + k′)

∣∣∣∣∣∣∣
2

1
l+1

.

(4.24)
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Laut Voraussetzung der Proposition gilt mj - djhj für mindestens einen Index j.

Sei dies der Index i aus (4.23). Um nun Proposition 4.4 anwenden zu können, muss
√

Qi ≤ uK ≤ Qi gezeigt werden. Laut (4.17) gilt uK ≤ Qj und Qj ≤ (uK)2. Ziehen

der Wurzel in der zweiten Ungleichung führt zu dem gewünschten Ergebnis. Damit

gilt laut Proposition 4.4

1

uK

uK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + k′)

∣∣∣∣∣∣∣
2

=
1

uK

uK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

e

(
hi

mi

(fi(si + k′)− f(si))

)∣∣∣∣∣∣∣
2

= O
(
Q−ηi

i

)
= O

(
(uK)−ηi

)
,

wobei ηi = 1
10q3

i m2
i

und die Konstante des O-Terms nur von qi abhängt.

Sei x ≥ 2 eine reelle Zahl. Dann gilt

1

2
x ≥ {x} ⇔ 1

2
x− {x} ≥ 0 ⇔ x− {x} ≥ 1

2
x ⇔ [x] ≥ 1

2
x, (4.25)

da {x} ≤ 1 ist. Mit der Annahme, dass N ≥ (qu)3l ist, gilt N
1
3l ≥ qu ≥ 2u, woraus

folgt, dass N
1
3l

2u
≥ 1 . Somit folgt K =

[
N

1
3l

u

]
≥ N

1
3l

2u
mit (4.25). Setzt man η = 1

10q3m2 ,

so ist η ≤ ηi und

(uK)−ηi ≤ (uK)−η ≤ 2η
(
N

1
3l

)−η

= 2ηN
−η
3l ≤ 2N

−η
3l .

Es gilt also

1

uK

uK∑
k′=1

∣∣∣∣∣∣∣
1

Qi

Qi−1∑
si=0

si≡vi mod (ui,qi)

gi(si)gi(si + k′)

∣∣∣∣∣∣∣
2

= O
(
N

−η
3l

)
.

Die übrigen Faktoren in (4.24) werden mit 1 abgeschätzt, so dass∑
3

= O
(
KN

−η
3l(l+1)

)
= O

(
KN

−η

6l2

)
gilt. Schließlich erhält man für (4.16)∣∣∣∣∣

N−1∑
n=0

g(un + v)

∣∣∣∣∣
2

=
4N2ql

K

∑
3
+O

(
N2

K

)
= O

(
N2− η

6l2

)
+O

(
N2− 1

3l

)
.
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Da δ = 1
120l2q3m2 = η

12l2
ist, sind die Exponenten in den Fehlertermen ≤ 2− 2δ und die

Proposition ist bewiesen. �

Das folgende Lemma ist eine allgemeinere Version des Chinesischen Restsatzes.

Der Beweis ist nachzulesen in [19].

Lemma 4.10 [19, Theorem 5.4.3] Das Kongruenzsystem

aix ≡ bi mod mi (i = 1, . . . , k)

hat genau dann eine Lösung, wenn für alle i, j ∈ {1, . . . , k}

di = (ai, mi)|bi und ∆ij =
bjai − biaj

didj

≡ 0 mod

(
mi

di

,
mj

dj

)
gilt. Die Lösungen sind dann eindeutig modulo kgV

(
m1

d1
, . . . , mk

dk

)
.

Dieses Lemma ist ein wichtiges Hilfsmittel, um das folgende Lemma zu beweisen.

Lemma 4.11 Seien q, m, u, v, f , F und d wie im ersten Abschnitt des Kapitels

definiert.

(i) Ein l-Tupel a = (a1, a2, . . . , al) aus ganzen Zahlen ist genau dann zulässig bezüglich

q, m, u, v und f , wenn

(ujFj, dj)|(aj − vjFj) (1 ≤ j ≤ l), (4.26)

a∗i F
∗
j ≡ a∗jF

∗
i mod (d∗i , d

∗
j) (i 6= j), (4.27)

wobei a∗j =
aj−vjFj

(ujFj ,dj)
, F ∗

j =
ujFj

(ujFj ,dj)
und d∗j =

dj

(ujFj ,dj)
seien.

(ii) Wenn a zulässig ist, so gilt

|{0 ≤ n < N : (un + v)F ≡ a mod d}|

=

{
N
D

+O(1) für N ≥ 1
N
D

falls D|N
, (4.28)

wobei D = kgV (d∗1, d
∗
2, . . . , d

∗
l ) sei.
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(iii) Die Menge A der bezüglich q, m, u, v und f zulässigen l-Tupel genügt der

Gleichung

|A| =

(
l∏

j=1

mj

dj

)
D. (4.29)

Beweis. Sei a zulässig bezüglich q, m, u, v und f . Dies ist laut Definition genau

dann der Fall, wenn das Kongruenzsystem (un + v)F ≡ a mod d eine Lösung besitzt.

Dieses Kongruenzsystem ist wiederum äquivalent zu unF ≡ a− vF mod d. Laut des

Allgemeinen Chinesischen Restsatzes, Lemma 4.10, besitzt dieses Kongruenzsystem

genau dann eine Lösung, wenn die Gleichungen (4.26) und (4.27) erfüllt sind. Ebenfalls

laut des Allgemeinen Chinesischen Restsatzes ist die Lösung des Kongruenzsystems

eindeutig mod D und es folgt die Gleichung (4.28). Nun ist noch (iii) zu zeigen. Man

definiere

A∗ =
{
a = (a1, a2, . . . , al) : 0 ≤ aj ≤ dj − 1 (1 ≤ j ≤ l),

a zulässig bzgl. q, m, u, v und f
}
.

Ist ein Tupel a∗ = (a∗1, . . . , a
∗
l ) ∈ A∗ gegeben, so ist laut Definition jedes Tupel

der Form a = (a∗1 + k1d1, . . . , a
∗
l + kldl), wobei k1, . . . , kl ganze Zahlen seien, ebenfalls

zulässig bezüglich q, m, u, v und f . Ist ferner 0 ≤ kj ≤ mj

dj
für alle j, so gilt für die

Einträge von a die Abschätzung 0 ≤ aj < mj (1 ≤ j ≤ l), womit a ein Element der

Menge A ist. Daher korrespondieren zu jedem a∗ ∈ A∗ genau
∏l

j=1

(
mj

dj

)
dieser Tupel

a. Ist umgekehrt ein a ∈ A gegeben, so existiert ein eindeutiges Tupel a∗ ∈ A∗, so

dass a von der obigen Form ist. Daher gilt

|A| =
l∏

j=1

(
mj

dj

)
|A∗|

und es genügt zum Beweis von (4.29), zu zeigen, dass

|A∗| = D

ist. Sei dazu ein beliebiges Tupel a = (a1, . . . , al) mit 0 ≤ aj < dj (1 ≤ j ≤ l) gegeben

und sei

N (a) =

{
0 ≤ n <

l∏
j=1

dj : (un + v)F ≡ a mod d

}
.
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Da D = kgV (d∗1, d
∗
2, . . . , d

∗
l ) ist, teilt D das Produkt

∏l
j=1

dj

(ujFj ,dj)
und damit auch das

Vielfache
∏l

j=1 dj. Damit folgt aus Teil (ii) des Lemmas

|N (a)| =

{ Ql
j=1 dj

D
falls a ∈ A∗,

0 sonst

und es gilt

∑
a mod d

|N (a)| = |A∗|
∏l

j=1 dj

D
. (4.30)

Auf der anderen Seite gilt aber∑
a mod d

|N (a)| =
∑

a mod d

∑
0≤n<

Ql
j=1

dj

(un+v)F≡a mod d

1 =
∑

0≤n<
Ql

j=1 dj

∑
a mod d

(un+v)F≡a mod d

1.

Da es für jedes n ein eindeutiges Tupel a mod d gibt, das die Kongruenz (un+v)F ≡
a mod d erfüllt, ist die letzte Doppelsumme gleich

∏l
j=1 dj. Setzt man dies in die linke

Seite von (4.30) ein, so folgt (4.29). �

Damit sind alle Hilfsmittel bereit gestellt, um Satz 4.2 beweisen zu können.

4.3 Der Beweis von Satz 4.2

Beweis von Satz 4.2. Sei C(N) = | {0 ≤ n < N : f(un + v) ≡ a mod m} |. Es ist

zu zeigen, dass C(N) = N
|A|+O

(
N1−δ

)
gilt, falls a zulässig ist und sonst 0. Man nehme

zunächst an, dass C(N) 6= 0. Dann existiert eine ganze Zahl n mit 0 ≤ n < N , so dass

fj(ujn + vj) ≡ aj mod mj (1 ≤ j ≤ l).

Da laut Definition dj ein Teiler von mj ist, sind diese Kongruenzen auch mod dj

gültig. Mit Lemma 3.6 folgt fj(ujn + vj) ≡ (ujn + vj)Fj mod dj und man erhält

insgesamt (ujn + vj)Fj ≡ aj mod dj für 1 ≤ j ≤ l. Damit wäre a laut Definition

zulässig. Also ist C(N) = 0, falls a nicht zulässig ist.

Man nehme nun an, dass a zulässig ist. Das zu betrachtende Kongruenzsystem

f(un+v) ≡ a mod m ist äquivalent dazu, dass m| (f(un + v)− a) komponentenweise
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gilt. Nach Lemma 3.4 kann man nun schreiben

C(N) =
N−1∑
n=0

l∏
j=1

 1

mj

mj−1∑
hj=0

e

(
fj(ujn + vj)− aj

mj

hj

) .

Seien

H = {h = (h1, h2, . . . , hl) : 0 ≤ hj ≤ mj (1 ≤ j ≤ l)} ,

H0 = {h = (h1, h2, . . . , hl) : 0 ≤ hj ≤ mj und mj|djhj (1 ≤ j ≤ l)} .

Umsortieren liefert nun

C(N) =
1∏l

j=1 mj

N−1∑
n=0

l∏
j=1

mj−1∑
hj=0

e

(
fj(ujn + vj)− aj

mj

hj

)

=
1∏l

j=1 mj

N−1∑
n=0

∑
h∈H

l∏
j=1

e

(
hj

mj

(fj(ujn + vj)− aj)

)

=
1∏l

j=1 mj

N−1∑
n=0

∑
h∈H

e

(
l∑

j=1

hj

mj

(fj(ujn + vj)− aj)

)

=
1∏l

j=1 mj

(∑
1

+
∑

2

)
, (4.31)

wobei ∑
1

:=
N−1∑
n=0

∑
h∈H0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

(fj(ujn + vj)− aj)

)
und ∑

2

:=
N−1∑
n=0

∑
h∈H\H0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

(fj(ujn + vj)− aj)

)

=
N−1∑
n=0

∑
h∈H\H0

e

(
l∑

j=1

(
hj

mj

fj(ujn + vj)−
hj

mj

aj

))

=
N−1∑
n=0

∑
h∈H\H0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

fj(ujn + vj)

)
e

(
−

l∑
j=1

hj

mj

aj

)

=
N−1∑
n=0

(
e1(n,h1)e2(h1) + e1(n,h2)e2(h2) + · · ·+ e1(n,hk)e2(hk)

)
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= e1(1,h1)e2(h1) + e1(1,h2)e2(h2) + · · ·+ e1(1,hk)e2(hk) + · · ·+

e1(N − 1,h1)e2(h1) + e1(N − 1,h2)e2(h2) + · · ·+ e1(N − 1,hk)e2(hk)

= e2(h1)
N−1∑
n=0

e1(n,h1) + · · ·+ e2(hk)
N−1∑
n=0

e1(n,hk)

=
k∑

i=1

e2(hi)
N−1∑
n=0

e1(n,hi)

=
∑

h∈H\H0

e

(
−

l∑
j=1

hj

mj

aj

)
N−1∑
n=0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

fj(ujn + vj)

)
,

mit e1(n,h) = e
(∑l

j=1
hj

mj
fj(ujn + vj)

)
, e2(h) = e

(
−
∑l

j=1
hj

mj
aj

)
und H\H0 =

{h1, . . . ,hk}. Da h ∈ H\H0 ist, folgt aus Proposition 4.9

N−1∑
n=0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

fj(ujn + vj)

)
= O

(
N1−δ

)
mit δ = 1

120l2q3m2 . Also ist∑
2

= O
(
|H\H0|N1−δ

)
= O

(
N1−δ

)
. (4.32)

Die Bedingung mj|djhj ist äquivalent zu
mj

dj
|hj. Setze h′j = hj

dj

mj
. Somit lässt sich H0

wie folgt schreiben

H0 =

{
h =

(
m1

d1

h′1,
m2

d2

h′2, . . . ,
ml

dl

h′l

)
: 0 ≤ h′j ≤ dj(1 ≤ j ≤ l)

}
.

Setze H′
0 =

{
h′ = (h′1, h

′
2, . . . , h

′
l) : 0 ≤ h′j ≤ dj(1 ≤ j ≤ l)

}
. Dann ist∑

h∈H0

e

(
l∑

j=1

hj

mj

(fj(ujn + vj)− aj)

)
=
∑

h′∈H′
0

e

(
l∑

j=1

h′j
dj

(fj(ujn + vj)− aj)

)
.

Laut Lemma 3.6 gilt fj(ujn+vj) ≡ (ujn+vj)Fj mod dj. Dies und erneutes Umsortieren

liefert ∑
1

=
N−1∑
n=0

∑
h′∈H′

e

(
l∑

j=1

h′j
dj

((ujn + vj)Fj − aj)

)

=
N−1∑
n=0

l∏
j=1

dj−1∑
h′j=0

e

(
h′j
dj

((ujn + vj)Fj − aj)

)
=

(
l∏

j=1

dj

)
N−1∑
n=0

l∏
j=1

 1

dj

dj−1∑
h′j=0

e

(
h′j
dj

((ujn + vj)Fj − aj)

) .
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Nach Lemma 3.4 ist die innere Summe gleich dj, falls (ujn + vj)Fj ≡ aj mod dj ist

und 0 andernfalls. Also gilt

∑
1

=

(
l∏

j=1

dj

)
|{0 ≤ n < N : (ujn + vj)Fj ≡ aj mod dj (1 ≤ j ≤ l)}| .

Mit (4.28) und (4.29) und der Annahme, dass a zulässig ist, folgt

∑
1

=

(
l∏

j=1

dj

)(
N

D
+O(1)

)

=

(
l∏

j=1

dj

)(
N

|A|

l∏
j=1

mj

dj

+O(1)

)

=
N

|A|

l∏
j=1

mj +O(1). (4.33)

Setzt man nun (4.32) und (4.33) in (4.31) ein, so erhält man

C(N) =
N

|A|
+O

(
N1−δ

)
,

was zu zeigen war. �

4.4 Folgerungen

Mit Satz 4.2 kann nun das folgende wichtige Resultat geschlossen werden. Es findet

direkte Anwendung im zweiten Abschnitt des fünften Kapitels.

Korollar 4.12 Seien q, m, u, v, f und δ wie im ersten Abschnitt des Kapitels bzw.

in Satz 4.2 gegeben. Dann gilt

|{0 ≤ n < N : f(un + v) ≡ a mod m}| = N

m1m2 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
(4.34)

für alle Tupel a genau dann, wenn

(ujFj, dj) = 1 (1 ≤ j ≤ l), (4.35)

(di, dj) = 1 (1 ≤ i < j ≤ l). (4.36)
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Beweis. Sei zunächst die Gleichung (4.34) für alle a erfüllt. Damit existiert für alle

a ein n mit f(un + v) ≡ a mod m, woraus

f(un + v) ≡ a mod d

folgt, da d|m komponentenweise gilt. Aus Lemma 3.6 folgt

f(un + v) ≡ (un + v)F mod d.

Und aus diesen beiden Kongruenzen folgt wiederum

(un + v)F ≡ a mod d,

was laut Definition gleichbedeutend damit ist, dass alle a zulässig bezüglich q, m, u,

v und f sind. Damit ist |A| =
∏l

j=1 mj. Insbesondere ist also (v1F1 + 1, . . . , vlFl + 1)

zulässig, so dass aus Lemma 4.11 (i) (ujFj, dj) = 1 folgt. Damit gilt d∗j = dj für alle j.

Aus Lemma 4.11 (iii) folgt

|A| =
l∏

j=1

mj =

(
l∏

j=1

mj

dj

)
D,

woraus direkt folgt, dass D = kgV (d∗1, . . . , d
∗
l ) = kgV (d1, . . . , dl) =

∏l
j=1 dj, was

impliziert, dass die dj paarweise teilerfremd sind.

Seien nun die Gleichungen (4.35) und (4.36) erfüllt. Dann gilt wegen (4.35) trivia-

lerweise (ujFj, dj)|(aj − vjFj). Außerdem folgt (d∗i , d
∗
j) = 1, womit a∗i F

∗
j ≡ a∗jF

∗
i mod

(d∗i , d
∗
j) ebenfalls gezeigt ist. Mit Lemma 4.11 (i) folgt dann, dass alle Tupel a zulässig

sind. Die zu beweisende Abschätzung ergibt sich damit direkt aus Satz 4.2. �

Die beiden folgenden Aussagen dienen dazu, das in Satz 4.15 beschriebene Resultat

von Berend und Kolesnik [2] mit dem Hauptresultat diese Kapitels, Korollar 4.12, in

Beziehung zu setzen.

Satz 4.13 Gegeben seien die ganzzahligen 2l-Tupel q = (q1, q2, . . . , q2l) und m =

(m1, m2, . . . ,m2l) mit qj, mj ≥ 2 für j = 1, . . . , 2l und (qi, qj) = 1 für i 6= j. Sei

m ∈ N≥2. Für jedes j sei fj eine vollständig qj-additive Funktion mit ganzzahligen
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Werten, es sei f = (f1, f2, . . . , f2l). Außerdem sei
(
m, q

tj
j

)
= (m, qj) für tj ≥ 2. Für

beliebige ganzzahlige 2l-Tupel a = (a1, a2, . . . , a2l), a, m ∈ Z und alle N ∈ N gilt

|{0 ≤ n < N : n ≡ a mod m, f(n) ≡ a mod m}|

=

{
N

m|A| +O
(
N1−δ

)
falls a zulässig ist

0 sonst,

wobei δ = 1
480l2q3m2 ist, mit q = max1≤i≤2l qi und m = max1≤i≤2l mi und die Konstante

des O-Terms nur von l, m und q abhängt.

Beweis. Es gilt

|{0 ≤ n < N : n ≡ a mod m, f(n) ≡ a mod m}|

=

∣∣∣∣∣
{

0 ≤ ν <

[
N

m

]
+ κ : f1(mν + a) ≡ a1 mod m1, . . . ,

f2l(mν + a) ≡ a2l mod m2l

}∣∣∣∣∣
=


[N

m ]+κ

|A| +O
(([

N
m

]
+ κ
)1−δ

)
falls a zulässig ist

0 sonst,

wobei κ ∈ {0, 1} in Abhängigkeit von N passend gewählt wird und in der letzten

Gleichung Satz 4.2 angewendet wurde. Hieraus folgt direkt die Aussage des Satzes. �

Aus diesem Satz kann man nun wiederum das folgende Korollar schließen.

Korollar 4.14 Seien q, m und f und δ wie in Satz 4.13 gegeben. Für beliebige ganz-

zahlige 2l-Tupel a = (a1, a2, . . . , a2l), a, m ∈ Z und alle N ∈ N gilt

|{0 ≤ n < N : n ≡ a mod m, f(n) ≡ a mod m}|

=
N

mm1m2 · · ·m2l

+O
(
N1−δ

)
(4.37)

für alle Tupel a genau dann, wenn

(mFj, dj) = 1 (1 ≤ j ≤ 2l), (4.38)

(di, dj) = 1 (1 ≤ i < j ≤ 2l). (4.39)
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Beweis. Der Beweis verläuft ganz analog zu dem von Korollar 4.12, wobei Satz 4.13 an

Stelle von Satz 4.2 verwendet wird. Sei zunächst die Gleichung (4.37) für alle a erfüllt.

Damit existiert für alle a ein 0 ≤ n < N mit n ≡ a mod m und f(n) ≡ a mod m. Dies

ist gleichbedeutend damit, dass ein ν (0 ≤ ν <
[

N
m

]
) existiert mit

f(mν + a) ≡ a mod m,

woraus

f(mν + a) ≡ a mod d

folgt, da d|m komponentenweise gilt. Aus Lemma 3.6 folgt

f(mν + a) ≡ (mν + a)F mod d.

Und aus diesen beiden Kongruenzen folgt wiederum

(mν + a)F ≡ a mod d,

was laut Definition gleichbedeutend damit ist, dass alle a zulässig bezüglich q, m,

u = (m, . . . , m), v = (a, . . . , a) und f sind. Damit ist |A| =
∏2l

j=1 mj. Insbesondere

ist also (aF1 + 1, . . . , aF2l + 1) zulässig, so dass aus Lemma 4.11 (i) (mFj, dj)|1 folgt.

Damit gilt d∗j = dj für alle j. Aus Lemma 4.11 (iii) folgt

|A| =
2l∏

j=1

mj =

(
2l∏

j=1

mj

dj

)
D,

woraus direkt folgt, dass D = kgV (d∗1, . . . , d
∗
2l) = kgV (d1, . . . , d2l) =

∏2l
j=1 dj, was

impliziert, dass die dj paarweise teilerfremd sind.

Seien nun die Gleichungen (4.38) und (4.39) erfüllt. Dann gilt wegen (4.37) trivia-

lerweise die Teilbarkeitseigenschaft (mFj, dj)|(aj − aFj). Außerdem folgt (d∗i , d
∗
j) = 1,

womit a∗i F
∗
j ≡ a∗jF

∗
i mod (d∗i , d

∗
j) gezeigt ist. Mit Lemma 4.11 (i) folgt dann, dass alle

Tupel a zulässig sind. Die zu beweisende Abschätzung ergibt sich damit direkt aus

Satz 4.13. �

Der folgende Satz entstammt einem Artikel von Berend und Kolesnik [2]. Diese

folgten ebenfalls der Idee von Luca und Stănică und modifizierten den Satz von Kim,

jedoch nicht in der Allgemeinheit, wie es in [16] angedacht wurde. Ihr Resultat lautet

wie folgt.
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Satz 4.15 [2, Theorem 2.6] Seien q1, . . . , ql ≥ 3 paarweise verschiedene ganze Zahlen.

Für jedes 1 ≤ j ≤ l seien fj und fl+j vollständig qj-additive Funktionen mit ganzzahli-

gen Werten und f = (f1, . . . , f2l). Seien mj und ml+j (1 ≤ j ≤ l) teilerfremde positive

ganze Zahlen mit

ggT{mj, fj(r)− rFj (2 ≤ r ≤ qj − 1)} = 1, (4.40)

ggT{ml+j, fl+j(r)− rFj (2 ≤ r ≤ qj − 1)} = 1 (4.41)

und m = (m1, . . . ,m2l). Sei M = max1≤j≤lmjml+j und a = (a1, a2, . . . , a2l) ein 2l-

Tupel mit ganzzahligen Einträgen. Dann gilt für ganze Zahlen m ≥ 2 und a

|{0 ≤ n < N : n ≡ a mod m, f(n) ≡ a mod m}|

=
N

mm1 · · ·m2l

+O
(
N1−δ

)
, (4.42)

wobei δ = 4
q2M2l log q+8l+8

ist.

Bemerkung 4.16 Vergleicht man nun Korollar 4.14 mit Satz 4.15, so stellt man fest,

dass Korollar 4.14 mit der Bedingung (qi, qj) = 1 für 1 ≤ i < j ≤ 2l eine stärkere

Anforderung an die qi stellt als Satz 4.15. Würde man dies auch in Satz 4.15 fordern,

so wären aber mit den Gleichungen (4.40) und (4.41) insbesondere die Gleichungen

(4.38) und (4.39) erfüllt. Außerdem wird in Korollar 4.14 zusätzlich vorausgesetzt,

dass
(
m, q

tj
j

)
= (m, qj) für tj ≥ 2 gilt. Diese Voraussetzung stammt aus dem Satz

4.2, in dem gefordert wurde, dass
(
uj, q

tj
j

)
= (uj, qj) für tj ≥ 2 gilt. Diese Bedingung

ist hier notwendig, da sich, wie in Lemma 4.5 geschehen, Φ∗
qN(qk + r) sonst nicht in

Abhängigkeit von ΦN(k) und ΦN(k + 1) darstellen lässt und somit der Satz mit den

Mittel von Kim nicht mehr zu beweisen ist. Es ist nicht klar, ob der Satz 4.2 ohne

die genannte Bedingung gilt. Ein dritter Unterschied liegt im Fehlerterm. Berend und

Kolesnik [2] erhalten einen etwas besseren Fehlerterm, da sie in ihrem Beweis schon

frühzeitig die Voraussetzungen, die sie an q, m und f stellen, ausnutzen.
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Kapitel 5

Die Primfaktorzerlegung von n!

In diesem Kapitel wird zunächst ein Satz von Luca und Stănică [16] vorgestellt sowie

dessen Beweis näher erläutert. Diese konstruierten eine vollständig qi-additive Funk-

tion, die kongruent zu epi
(n!) ist und auf welche sich der Satz von Kim, Satz 3.2,

anwenden lässt. Da bei der Konstruktion der kleine Satz von Fermat verwendet wird,

welcher voraussetzt, dass pi - mi gilt, können Luca und Stănică mit der Verwendung

von Satz 3.2 auch nur für diesen Fall die Gleichverteilung der Exponenten in der

Primfaktorzerlegung von n! zeigen.

Gemäß der Idee von Luca und Stănică, den Satz von Kim zu verallgemeinern, wie

es im vierten Kapitel durchgeführt wurde, wird daraufhin im zweiten Abschnitt die

Ziffernsumme sowie Korollar 4.12 verwendet, um den Fall mi = pi bzw. mi = pαi
i mit

αi ≥ 1 zu beweisen. Die Ergebnisse sind schrittweise in den Sätzen 5.3, 5.5 und 5.6

sowie in Bemerkung 5.7 formuliert. Das erwünschte Resultat, dass neben den mi, die

nicht von pi geteilt werden, auch Einträge in m enthalten sein dürfen, die Potenzen

der jeweiligen Primzahlen sind, könnte auch zu einem Satz zusammen gefasst werden.

Hierauf wurde aber zu Gunsten der besseren Verständlichkeit verzichtet.

Im allgemeinen Fall eignet sich die Ziffernsumme jedoch nicht für einen Beweis, da

sich die Kongruenz zu epi
(n!) modulo mi im Allgemeinen nicht geeignet formulieren

lässt. Um diese Problem zu umgehen spalten Berend und Kolesnik [2] die Kongruenzen

modulo mi in zwei Kongruenzen modulo ki und modulo pαi
i auf. Auf diese wenden sie

ihre Modifikation des Satzes von Kim, Satz 4.15, an. Dieses Vorgehen wird im dritten
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Abschnitt des Kapitel erläutert. Jedoch geht aus dem Beweis nicht hervor, wie die

Aussage für den Fall αi = 1 geschlossen wird, weshalb dieser Fall in der Formulierung

von Satz 5.9 ausgeschlossen wird.

Abschließend wird im vierten Abschnitt des Kapitels der Fehlerterm betrachtet.

Wie anhand der Beispiele zu sehen ist, kann zwar der Fehler auch deutlich geringer

ausfallen als O
(
N1−δ

)
, jedoch ist dies nicht die Regel, so dass der Fehlerterm, der in

den vorigen Abschnitten erhalten wird, nicht deutlich verbessert werden kann.

5.1 Der Fall pi - mi

Satz 5.1 [16, Theorem 1] Seien p1, . . . , pl verschiedene Primzahlen, m1, . . . ,ml belie-

bige positive ganze Zahlen mit mi ≥ 2 (i = 1, . . . , l) und 0 ≤ ai ≤ mi− 1 (i = 1, . . . , l)

beliebige Restklassen modulo mi. Außerdem wird angenommen, dass pi - mi für alle

i = 1, . . . , l gilt. Dann gilt

|{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ ai mod mi, 1 ≤ i ≤ l}| = N

m1 · · ·ml

+ O
(
N1−δ

)
mit δ = 1

120l2p3mm2 , wobei p = max1≤i≤l pi und m = max1≤i≤l mi sind.

Beweis. Für einen festen Index i sei λi eine minimale positive ganze Zahl, so dass

die Kongruenz
p

λi
i −1

pi−1
≡ 0 mod mi erfüllt ist. Zunächst wird die Existenz dieser Zahl

gezeigt. Laut dem kleinen Satz von Fermat gilt p
ϕ(mi)
i −1 ≡ 0 mod mi, falls (pi, mi) =

1, was gleichbedeutend mit pi - mi ist, was wiederum in diesem Satz vorausgesetzt wird.

Diese Kongruenz ist äquivalent zu
p

ϕ(mi)
i −1

pi−1
≡ 0 mod mi

(pi−1,mi)
, woraus

p
ϕ(mi)
i −1

pi−1
≡ 0

mod mi für den Fall (pi − 1, mi) = 1 folgt. ϕ sei hier die Eulersche ϕ-Funktion. Im

Fall (pi − 1, mi) > 1 wähle man ein geeignetes x, so dass mi = x
(pi−1,x)

mit (pi, x) = 1.

Dann gilt also
p

ϕ(x)
i −1

pi−1
≡ 0 mod x

(pi−1,x)
und damit

p
ϕ(x)
i −1

pi−1
≡ 0 mod mi. Dies leistet

zum Beispiel x = (pi − 1)mi.

Offensichtlich ist λi ≥ 2, da mi ≥ 2 und die Kongruenz somit für λi = 1 nicht gilt.

Um nun λi abzuschätzen, schreibe man mi = m′
im

′′
i , wobei m′

i und m′′
i teilerfremd

sind, all die Primfaktoren von m′
i den Term pi− 1 teilen und m′′

i teilerfremd zu pi− 1

ist. Es ist offensichtlich, dass m′
i und m′′

i eindeutig bestimmt sind.
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Dann erfüllt die Zahl µi = m′
iϕ(m′′

i ) die Bedingung
p

µi
i −1

pi−1
≡ 0 mod mi, denn diese

Kongruenz ist äquivalent dazu, dass die beiden Äquivalenzen
p

µi
i −1

pi−1
≡ 0 mod m′

i und
p

µi
i −1

pi−1
≡ 0 mod m′′

i gelten. Da m′′
i teilerfremd zu pi − 1 ist, ist

p
µi
i −1

pi−1
≡ 0 mod m′′

i

wiederum äquivalent zu pµi

i − 1 ≡ 0 mod m′′
i . Nun gilt nach dem kleinen Satz von

Fermat

pµi

i − 1 =
(
p

ϕ(m′′
i )

i

)m′
i − 1 ≡ 1− 1 mod m′′

i ,

womit die zweite Kongruenz gezeigt ist. Aus m′
i|(pi − 1) folgt, dass pi ≡ 1 mod m′

i

ist. Damit gilt

p
m′

iϕ(m′′
i )

i − 1

pi − 1
= p

m′
iϕ(m′′

i )−1
i + · · ·+ p

m′
i

i + p
m′

i−1
i + · · ·+ pi + 1

≡ m′
iϕ(m′′

i ) mod m′
i

≡ 0 mod m′
i.

Falls mi = 2 ist, so ist pi 6= 2 und somit ist dann λi = m′
i = mi = 2. Falls mi > 2 ist,

so ist entweder m′
i ≥ 2 oder ϕ(m′′

i ) = ϕ(mi) ≥ 2. Insbesondere ist λi ≤ mi ≤ m.

Setze nun qi = pλi
i . Man beachte, dass (qi, qj) = 1 für i 6= j und q = max1≤i≤l qi ≤

pm gilt. Definiere die vollständig qi-additive Funktion fi wie folgt. Sei a eine ganze

Zahl mit 0 ≤ a ≤ qi − 1 und mit pi-adischer Entwicklung

a = a0 + a1pi + a2p
2
i + · · ·+ aλi−1p

λi−1
i (5.1)

mit 0 ≤ aj ≤ pi − 1 für j = 0, 1, . . . , λi − 1. Setze

fi(a) = a0
p0

i − 1

pi − 1
+ a1

pi − 1

pi − 1
+ · · ·+ aλi−1

pλi−1
i − 1

pi − 1
(5.2)

und setze die Funktion fi auf allen nicht negativen ganzen Zahlen fort, so dass sie

vollständig qi-additiv ist. Dies erhält man wie folgt. Sei n ≥ 0 und schreibe

n = n0 + n1pi + n2p
2
i + · · ·+ ntp

t
i (5.3)

mit 0 ≤ nj ≤ pi − 1 für j = 0, 1, . . . , t. Nun sei für alle nicht negativen ganzen Zahlen

j die Zahl j mit j ≡ j mod λj der kleinste Rest modulo λj. Dann sei

fi(n) =
t∑

j=0

nj
pj

i − 1

pi − 1
. (5.4)
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Als nächstes ist zu zeigen, dass fi(n) ≡ epi
(n!) mod mi ist. Hierfür wird zunächst

induktiv gezeigt, dass epi
(n!) =

n−Spi (n)

pi−1
gilt, wobei Spi

(n) die Ziffernsumme der pi-

adischen Entwicklung von n sei.

Ist n = 1, so gilt epi
(n!) = 0 für alle pi und

n−Spi (n)

pi−1
= 1−1

pi−1
= 0. Man nehme an,

dass die Behauptung für n gilt. Sei k ≥ 0 der kleinste Index mit nk 6= pi − 1. Im Fall

n0 = · · · = nt ist k = t + 1, da nt+1 = 0 ist. Dann gilt

n + 1 = 1 + (pi − 1) + (pi − 1)pi + · · ·+ (pi − 1)pk−1
i + nkp

k
i + · · ·+ ntp

t

= (nk + 1)pk
i + · · ·+ ntp

t
i (5.5)

= pk
i

(
(nk + 1) + nk+1pi + · · ·+ ntp

t−k
i

)
.

Hieran kann man ablesen, dass epi
(n + 1) = k ist. Zusammen mit der Induktionsver-

mutung folgt daraus

epi
((n + 1)!) = epi

(n!(n + 1)) = epi
(n!) + epi

((n + 1))

=
n− Spi

(n)

pi − 1
+ k

=
n− Spi

(n) + k(pi − 1)

pi − 1

=
(n + 1)− (Spi

(n) + 1− k(pi − 1))

pi − 1
.

Für die Ziffernsumme von n + 1 gilt laut (5.5)

Spi
(n + 1) = (nk + 1) + nk+1 + · · ·+ nt,

für die Ziffernsumme von n gilt

Spi
(n) = k(pi − 1) + nk + nk+1 + · · ·+ nt

und damit

Spi
(n + 1) = Spi

(n) + 1− k(pi − 1),

womit die Behauptung für n + 1 folgt.

Somit gilt

epi
(n!) =

n− Spi
(n)

pi − 1

=
1

pi − 1

(
s∑

k=0

nkp
k
i −

s∑
k=0

nk

)
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=
s∑

k=0

nk
pk

i − 1

pi − 1
(5.6)

=
s∑

k=1

nk

(
pk−1

i + pk−2
i + · · ·+ pi + 1

)
=

s∑
k=1

(
nkp

k−1
i + nkp

k−2
i + · · ·+ nkpi + nk

)
(5.7)

≡
s∑

k=1

nk mod pi

≡ Spi
(n)− n0 mod pi (5.8)

für eine geeignete nicht negative ganze Zahl s. Vergleicht man (5.4) mit (5.6), so folgt,

dass es genügt, die Kongruenz

pk
i − 1

pi − 1
≡ pk

i − 1

pi − 1
mod mi

zu zeigen. Es gilt

pk
i −1

pi−1
≡ pk

i −1

pi−1
mod mi

⇔ pk
i −pk

i

pi−1
≡ 0 mod mi

⇔ pk
i (pk−k

i −1)

pi−1
≡ 0 mod mi

⇔ pk−k
i −1

pi−1
≡ 0 mod mi,

da pi und mi teilerfremd sind. Die letzte Kongruenz gilt, da
(
k − k

)
ein Vielfaches von

λi ist.

Um nun Korollar 3.3 anwenden zu können, prüfe man, ob (Fj, dj) = 1 für 1 ≤ j ≤ l

und (di, dj) = 1 für 1 ≤ i < j ≤ l gilt. Wähle r = pi. Dies ist möglich, da λi ≥ 2 ist

und somit pi ≤ qi − 1. Dann gilt

fi(r)− rFi = fi(pi)− piFi = fi(pi)− pifi(1) = fi(pi) = 1,

laut Definition von Fi und da fi(1) = 0 ist. Somit ist di = 1 für 1 ≤ i ≤ l und die

beiden genannten Bedingungen sind erfüllt. Damit folgt die Behauptung mit Korollar

3.3. �
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5.2 Der Fall mi = p
αi
i mit αi ≥ 1

Das folgende Lemma dient der Vorbereitung für den Beweis von Satz 5.3.

Lemma 5.2 Seien N ≡ t mod m mit N, m ∈ N, t ∈ N0 und 0 ≤ t ≤ m. Dann gilt

m−1∑
r=0

([
N

m

]
+ κr

)
= N

und

0 ≤ mν + r < N für 0 ≤ ν <

[
N

m

]
+ κr und 0 ≤ r < m,

wobei κr =

{
1 für 0 ≤ r < t

0 für t ≤ r < m
sei.

Beweis. Laut Definition von κr und da N ≡ t mod m ist, gilt

m−1∑
r=0

([
N

m

]
+ κr

)
=

t−1∑
r=0

([
N

m

]
+ 1

)
+

m−1∑
r=t

[
N

m

]

=
m−1∑
r=0

[
N

m

]
+

t−1∑
r=0

1 =
m−1∑
r=0

[
N

m

]
+ t

= m

[
N

m

]
+ t = m

N − t

m
+ t = N .

Nun ist also noch die zweite Behauptung zu zeigen. Sei zunächst 0 ≤ r < t und

0 ≤ ν ≤
[

N
m

]
+ κr − 1. Dann gilt

mν + r ≤ m

([
N

m

]
+ κr − 1

)
+ r = m

[
N

m

]
+ r = N − t + r < N .

Im Fall t ≤ r < m und 0 ≤ ν ≤
[

N
m

]
+ κr − 1 gilt

mν + r ≤ m

([
N

m

]
+ κr − 1

)
+ r = m

[
N

m

]
−m + r = N − t−m + r < N .

�

Zunächst wird nun der Fall betrachtet, in dem mi = pj für 1 ≤ i ≤ l und j ∈
{1, . . . , l} gilt.
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Satz 5.3 Seien p1, . . . , pl verschiedene Primzahlen und ε1, . . . , εl ∈ {0, 1, . . . , pj − 1}
für ein j ∈ {1, . . . , l}. Dann gilt

|{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ εi mod pj, 1 ≤ i ≤ l}| = N

pl
j

+O
(
N1−δ

)
mit δ = 1

120l2p3pj p2
j

, wobei p = max1≤i≤l pi sei.

Beweis. Definiere für i = 1, . . . , l mit i 6= j die Funktionen fi wie im Beweis von

Satz 5.1. Dann gilt wiederum fi(n) ≡ epj
(n!) für i = 1, . . . , l mit i 6= j. Definiere

fj(n) = Spj
(n), wobei Spj

(n) die Ziffernsumme der pj-adischen Entwicklung von n

bezeichne. Mit (5.8) gilt

epj
(n!) ≡ Spj

(n)− n0 mod pj.

Mit dieser Definition von f betrachte man nun also das Kongruenzsystem

fi(n) ≡

{
εi mod pj für i = 1, . . . , l mit i 6= j

εi + n0 mod pj sonst,

wobei n0 = 0 ist, falls pj|n. Man setze ε = (ε1, . . . , εj−1, εj +n0, εj+1, . . . , εl), wobei die

j-te Komponente mod pj betrachtet wird. Damit ist

|{0 ≤ n < N : f(n) ≡ ε mod pj}|

abzuschätzen. Der Satz von Kim, Satz 3.2, kann hier nicht angewendet werden, da ε

nicht fest ist. Aus diesem Grund betrachte man nun die Fälle n ≡ 0 mod pj, n ≡ 1

mod pj, . . . , n ≡ pj − 1 mod pj einzeln. Dann gilt mit Korollar 4.12 und Lemma 5.2

|{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ εi mod pj, 1 ≤ i ≤ l}|

= |{0 ≤ n < N : f(n) ≡ ε mod pj}|

=

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

pj

]
+ κ0 : f(pjν) ≡ ε mod pj

}∣∣∣∣
+

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

pj

]
+ κ1 : f(pjν + 1) ≡ ε mod pj

}∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

pj

]
+ κpj−1 : f(pjν + pj − 1) ≡ ε mod pj

}∣∣∣∣
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=

[
N
pj

]
+ κ0

pl
j

+O

(([
N

pj

]
+ κ0

)1−δ
)

+

[
N
pj

]
+ κ1

pl
j

+O

(([
N

pj

]
+ κ1

)1−δ
)

+ · · ·+

[
N
pj

]
+ κpj−1

pl
j

+O

(([
N

pj

]
+ κpj−1

)1−δ
)

=
N

pl
j

+O
(
N1−δ

)
,

wobei noch zu prüfen ist, ob die Voraussetzungen von Korollar 4.12 erfüllt sind.

Mit qi = pλi
i für i = 1, . . . , l und i 6= j und qj = pj ist fi für alle i vollständig

qi-additiv. Es gilt u = (pj, . . . , pj), Fj = fj(1) = 1 und Fi = fi(1) = 0 für i = 1, . . . , l

und i 6= j und dj = (pj, pj − 1) = 1. Wähle r = pi für i 6= j. Dann gilt erneut

fi(r) − rFi = 1 für i 6= j. Damit ist also auch für i 6= j di = 1 und die Vor-

aussetzungen von Korollar 4.12 sind erfüllt. Außerdem gilt für alle i und ti ≥ 2(
ui, q

ti
i

)
=
(
pj, q

ti
i

)
= (pi, qi) = (ui, qi), da es sich bei qi um Primzahlpotenzen handelt.

Damit folgt der Satz. �

Bemerkung 5.4 Mit p = 2 entspricht Satz 5.3 einer Vermutung von Sander [18],

welche somit bewiesen ist.

Nun wird der Fall betrachtet, in dem einige mi Primzahlen sind, für die übrigen

aber pi - mi gilt.

Satz 5.5 Seien p1, p2, . . . , pl verschiedene Primzahlen, m1, m2, . . . ,ml beliebige posi-

tive ganze Zahlen mit mi ≥ 2 für i = 1, . . . , l und 0 ≤ ai ≤ mi − 1 für i = 1, . . . , l

beliebige Restklassen modulo mi. Für jµ ∈ {1, . . . , l}, µ = 1, . . . ,M gelte mjµ = pjµ.

Außerdem wird angenommen, dass pi - mi für i = 1, . . . , l mit i 6= jµ. Dann gilt

|{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ ai mod mi, 1 ≤ i ≤ l}| = N

m1 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
mit δ = 1

120l2p3mm2 , wobei p = max1≤i≤l pi und m = max1≤i≤l mi sind.
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Beweis. Für i = 1, . . . , l, i 6= jµ seien die Funktionen fi wie im Beweis zu Satz

5.1 definiert. Dann gilt wiederum fi(n) ≡ epi
(n!) mod mi, i 6= jµ. Definiere fjµ(n) =

Spjµ
(n). Laut (5.8) gilt

ejµ(n!) ≡ Spjµ
(n)− n0 mod pjµ ,

was äquivalent ist zu

Sjµ(n) ≡ epjµ
(n!) + n0 mod pjµ .

Mit dieser Definition von f kann man nun das Kongruenzsystem

fi(n) ≡ ai mod mi für i = 1, . . . , l und i 6= jµ

und

fjµ(n) ≡


ajµ + 0 mod pjµ falls n ≡ 0 mod pjµ

ajµ + 1 mod pjµ falls n ≡ 1 mod pjµ

...

ajµ + (pjµ − 1) mod pjµ falls n ≡ pjµ − 1 mod pjµ

betrachten. Nun wende man wiederum das Korollar 4.12 an. Sei a∗ = (a∗1, . . . , a
∗
l ) mit

a∗i =

{
ai falls i 6= jµ

ai + n0 falls i = jµ

.

Da hier wiederum a∗ nicht fest ist, müssen sämtliche Fälle bezüglich der Kongruenz

von n modulo der Primzahlen pj1 , . . . , pjM
unterschieden werden. Man setze hierfür

p = pj1 · · · pjM
. Dann gilt

|{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ ai mod mi (1 ≤ i ≤ l)}|

= |{0 ≤ n < N : f(n) ≡ a mod m}|

=

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

p

]
+ κ0 : f(pν) ≡ a∗ mod m

}∣∣∣∣
+

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

p

]
+ κ1 : f(pν + 1) ≡ a∗ mod m

}∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

p

]
+ κpj−1 : f(pν + p− 1) ≡ a∗ mod m

}∣∣∣∣
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=

[
N
p

]
+ κ0

m1 · · ·ml

+O

(([
N

p

]
+ κ0

)1−δ
)

+

[
N
p

]
+ κ1

m1 · · ·ml

+O

(([
N

p

]
+ κ1

)1−δ
)

+ · · ·+

[
N
p

]
+ κpj−1

m1 · · ·ml

+O

(([
N

p

]
+ κpj−1

)1−δ
)

=
N

m1 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
.

Es ist noch zu prüfen, ob die Voraussetzungen von Korollar 4.12 erfüllt sind. Setze

qi = pλi
i für i 6= jµ und qjµ = pjµ für µ = 1, . . . ,M . Es gilt

djµ = (mjµ , (pjµ − 1)Fjµ) = (pjµ , pjµ − 1) = 1,

da fjµ(r) − rFjµ = fjµ(r) − r · 1 = r − r = 0 für 2 ≤ r ≤ qjµ − 1. Es gilt di = 1 für

i 6= jµ und somit (di, dj) = 1 für 1 ≤ i < j ≤ l. Da dj = 1 für 1 ≤ j ≤ l gilt, ist

(ujFj, dj) = 1 für 1 ≤ j ≤ l. Da die pi (1 ≤ i ≤ l) paarweise verschieden sind, gilt

(pj1 · · · pjM
, qt

i) = (pj1 · · · pjM
, qi) für i = 1, . . . , l und t ≥ 2. �

Man betrachte nun den Fall, in dem mi = p
αj

j für 1 ≤ i ≤ l und j ∈ {1, . . . , l} gilt.

Satz 5.6 Seien p1, . . . , pl verschiedene Primzahlen und ε1, . . . , εl ∈
{
0, 1, . . . , p

αj

j − 1
}

für ein j ∈ {1, . . . , l} und eine positive ganze Zahl αj. Dann gilt

∣∣{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ εi mod p

αj

j , 1 ≤ i ≤ l
}∣∣ =

N

p
αj l
j

+O
(
N1−δ

)
mit δ = 1

120l2p
3p

αj
j p

2αj
j

, wobei p = max1≤i≤l pi sei.

Beweis. Definiere für i = 1, . . . , l mit i 6= j die Funktionen fi wie im Beweis von

Satz 5.1. Dann gilt wiederum fi(n) ≡ epj
(n!) für i = 1, . . . , l mit i 6= j. Definiere
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fj(n) = Spj
(n). Mit (5.7) gilt

epj
(n!) =

s∑
k=1

(
nkp

k−1
j + nkp

k−2
j + · · ·+ nkpj + nk

)
≡

s∑
k=1

(
nkp

αj−1
i + · · ·+ nkpj + nk

)
mod p

αj

j

≡ p
αj−1
i (Spj

(n)− n0) + · · ·+ pj(Spj
(n)− n0) + (Spj

(n)− n0) mod p
αj

j

≡
(
p

αj−1
i + · · ·+ pj + 1

)
(Spj

(n)− n0) mod p
αj

j .

Da nun (
p

αj−1
i + · · ·+ pj + 1

)
(1− pj) = 1− p

αj

i ≡ 1 mod p
αj

i

gilt, kann man mit der genannten Definition von f also das Kongruenzsystem

fi(n) ≡

{
εi mod p

αj

j für i = 1, . . . , l mit i 6= j

εi(1− pj) + n0 mod p
αj

j sonst,

betrachten. Sei ε = (ε1, . . . , εj−1, εj(1 − pj) + n0, εj+1, . . . , εl), wobei die j-te Kompo-

nente mod p
αj

j betrachtet wird. Dann gilt mit Korollar 4.12 und Lemma 5.2

|{0 ≤ n < N : epi
(n!) ≡ εi mod p

αj

j (1 ≤ i ≤ l)
}∣∣

=
∣∣{0 ≤ n < N : f(n) ≡ ε mod p

αj

j

}∣∣
=

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

pj

]
+ κ0 : f(pjν) ≡ ε mod p

αj

j

}∣∣∣∣
+

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

pj

]
+ κ1 : f(pjν + 1) ≡ ε mod p

αj

j

}∣∣∣∣
+ · · ·+

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

pj

]
+ κpj−1 : f(pjν + pj − 1) ≡ ε mod p

αj

j

}∣∣∣∣
=

[
N
pj

]
+ κ0

p
αj l
j

+O

(([
N

pj

]
+ κ0

)1−δ
)

+

[
N
pj

]
+ κ1

p
αj l
j

+O

(([
N

pj

]
+ κ1

)1−δ
)

+ · · ·+

[
N
pj

]
+ κpj−1

p
αj l
j

+O

(([
N

pj

]
+ κpj−1

)1−δ
)

=
N

p
αj l
j

+O
(
N1−δ

)
.
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Mit qi = pλi
i für i = 1, . . . , l und i 6= j und qj = pj ist fi für alle i vollständig

qi-additiv. Es gilt u = (pj, . . . , pj), woraus sich ergibt, dass
(
uj, q

tj
j

)
=
(
pj, p

tj
j

)
=

(pj, pj) = (uj, qj) ist sowie
(
ui, q

ti
i

)
=
(
pj, p

λiti
i

)
=
(
pj, p

λi
i

)
= (ui, qi) für alle i 6= j

gilt, da pi und pj teilerfremd sind. Außerdem gilt Fj = fj(1) = 1 und Fi = fi(1) = 0

für i = 1, . . . , l und i 6= j und dj =
(
p

αj

j , pj − 1
)

= 1. Wähle r = pi für i 6= j. Dann

gilt erneut fi(r) − rFi = 1 für i 6= j. Damit ist also auch für i 6= j di = 1 und die

Voraussetzungen von Korollar 4.12 sind erfüllt. Damit folgt der Satz. �

Bemerkung 5.7 Ähnlich wie in Satz 5.5 kann nun noch der Fall betrachtet werden, in

dem ein Teil der Moduli mi gleich einer Primzahlpotenz ist und für die restlichen pi - mi

gilt. Hier muss der Beweis nur in sofern abgeändert werden, dass das Kongruenzsystem

fi(n) ≡

{
ai mod mi für i 6= jµ

ai(1− pi) + n0 mod pαi
i sonst,

betrachtet wird, wobei fi im Fall i = jµ durch Spi
definiert sei und andernfalls durch

die von Luca und Stănică definierte Funktion aus Satz 5.1. Setzt man

a∗i =

{
ai falls i 6= jµ

ai(1− pi) + n0 falls i = jµ

und p = pj1 · · · pjM
, so erhält man die entsprechende Abschätzung, da auch hier die

Voraussetzungen von Korollar 4.12 erfüllt sind.

Bemerkung 5.8 Wie bereits erwähnt, eignet sich die Ziffernsumme im allgemeinen

Fall nicht, da sich die Kongruenz zu epi
(n!) modulo mi im Allgemeinen nicht passend

formulieren lässt. Hierfür betrachte man zum Beispiel

e2(n!) =
s∑

k=0

nk

(
2k − 1

)
= n1 + 3n2 + 7n3 + 15n4 + 31n5 + · · ·

≡ n1 + 3n2 + n3 + 3n4 + n5 + · · · mod 6

≡ S2(n)− n0 + 2
s∑

k=2
2|k

nk mod 6.

Eine Fallunterscheidung, wie sie in den voran gegangene Beweisen vorgenommen wur-

de, ist hier nicht möglich. Auch kann S2(n) + 2
∑s

k=2
2|k

nk nicht als Funktion verwendet

werden, da diese laut Bemerkung 2.2 nicht vollständig 2-additiv ist.
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5.3 Der allgemeine Fall mi = kip
αi
i

Nun wird der allgemeine Fall mi = kip
αi
i mit (ki, p

αi
i ) = 1 betrachtet. Dieser wurde

von Berend und Kolesnik [2] bearbeitet. Da aus dem Beweis nicht klar hervor geht,

wie die Aussage für αi = 1 folgt, wird dies hier ausgeschlossen.

Satz 5.9 [2, Theorem 2.1] Seien a = (a1, . . . , al) und m = (m1, . . . ,ml) l-Tupel mit

ganzzahligen Einträgen. Man schreibe mj = kjp
αj mit

(
kj, p

αj

j

)
= 1. Es sei αj > 1 für

alle j, dann gilt∣∣{0 ≤ n < N : epj
(n!) ≡ aj mod mj (j = 1, . . . , l)

}∣∣
=

N

m1 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
, (5.9)

wobei δ = 4
q2m2l log q+8l+8

ist, mit q = max≤i≤l qi und m = max≤i≤l mi.

Beweis. Seien p1, . . . , pl unterschiedliche Primzahlen und m1, . . . ,ml positive ganze

Zahlen größer 2. In [2] werden die folgenden vier Fälle unterschieden:

1. Fall: αj = 1 und kj = 1. Hierbei handelt es sich um den Fall, dass der Modul eine

Primzahl ist. Definiere uj = 2 und βj = 2.

2. Fall: αj ≥ 2 und kj = 1. In diesem Fall ist mj eine Primzahlpotenz. Definiere uj = 1

und βj = αj.

3. Fall: αj = 0 und kj > 1. Hier gilt mj - pj. Dieser Fall wurde bereits von Luca und

Stănică [16] betrachtet und bewiesen. Hier sei uj die kleinste positive ganze Zahl mit

p
uj

j − 1

pj − 1
≡ 0 mod kj

und βj = uj.

4. Fall: αj ≥ 1 und kj > 1. uj sei wie im 3. Fall definiert und es sei βj = KgV (αj, uj).

Im folgenden sein nun jedoch αj > 1.

Man definiere nun für 1 ≤ j ≤ l die vollständig qj-additiven Funktionen fj, wobei

qj = p
uj

j sei, durch

fj(n) = 0, n = 0, 1, . . . ,
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falls kj = 1 ist und durch

fj(n) = epj
(n!), n = 0, 1, . . . , qj − 1

andernfalls. Wie bereits in Kapitel 2 erwähnt, ist eine vollständig q-additive Funktion

f durch die Angabe der Werte f(0), f(1), . . . , f(q − 1) eindeutig festgelegt. Damit

genügt es auch hier, die ersten qj Werte für fj anzugeben. Setze nun

vj =
p

αj

j − 1

pj − 1
, 1 ≤ j ≤ l

und definiere gj durch

gj(n) = epj
(n!) + vjn, n = 0, 1, . . . .

Nun definiere für 1 ≤ j ≤ l die vollständig ql+j-additiven Funktionen fj, wobei

ql+j = pαj sei, durch

fl+j(n) = gj(n), n = 0, 1, . . . , ql+j − 1,

falls αj ≥ 2 und durch

fl+j(n) = 0, n = 0, 1, . . . ,

falls αj = 0. Im Folgenden werden die Fälle betrachtet, in denen fj und fl+j nicht der

Nullfunktion entsprechen. Nun ist zu zeigen, dass die Kongruenz

fl+j(n) ≡ gj(n) mod ql+j, 1 ≤ j ≤ l, n = 0, 1, . . . (5.10)

gilt. Aufgrund der Definition von fl+j ist dies für Zahlen 0, . . . , ql+j offensichtlich.

Man nehme nun an, dass die Kongruenz für alle n0 < n gilt und schreibe n in der

Form n = cql+j + d für ganze Zahlen c ≥ 1 und 0 ≤ d ≤ ql+q − 1. Die pj-adischen

Entwicklungen von c und d seien gegeben durch

c =
t∑

i=0

cip
i
j, d =

αj−1∑
i=0

dip
i
j.
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Da fl+j vollständig ql+j-additiv ist und mit (5.6) gilt dann

fl+j(n) = fl+j(c) + fl+j(d)

≡ epj
(c!) + vjc + epj

(d!) + vjd mod ql+j

=
t∑

i=0

ci

pi
j − 1

pj − 1
+ vjc + epj

(d!) + vjd

≡
t∑

i=0

ci

pi
j − 1

pj − 1
+ vjc + vjcql+j + epj

(d!) + vjd mod ql+j

=
t∑

i=0

ci

pi
j − 1

pj − 1
+

t∑
i=0

ci

p
αj+i
j − pi

j

pj − 1
+ vj(cql+j + d) + epj

(d!)

=
t∑

i=0

ci

p
αj+i
j − 1

pj − 1
+

αj−1∑
i=0

di

pi
j − 1

pj − 1
+ vj(cql+j + d)

=

t+αj∑
i=αj

ci−αj

pi
j − 1

pj − 1
+

αj−1∑
i=0

di

pi
j − 1

pj − 1
+ vj(cql+j + d)

= epj
((cql+j + d)!) + vj(cql+j + d),

womit die Behauptung bewiesen ist.

Setze nun q =
∏l

j=1 ql+j. Für a = 1, . . . , q − 1 sei

R(a) =
{
0 ≤ n < N : n ≡ a mod q, epj

(n!) ≡ aj mod mj(1 ≤ j ≤ l)
}

.

Bezeichne N(a) die linke Seite von (5.9). Es gilt N(a) =
∑q−1

a=0 |R(a)|, so dass es also

genügt

|R(a)| = N

qm1 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
zu zeigen. Setzt man nun bj = a mod qj+l für 1 ≤ j ≤ l, dann gilt

R(a) =
{
0 ≤ n < N : n ≡ a mod q, fj(n) ≡ aj mod kj,

fl+j(n) ≡ aj + vjbj mod ql+j (1 ≤ j ≤ l)
}
, (5.11)

da
(
kj, p

αj

j

)
= 1 ist.

Da βj von uj und αj geteilt wird, sind die Funktionen fj und fl+j beide vollständig

p
βj

j -additiv. Außerdem gilt βj ≥ 2 und somit p
βj

j ≥ 3 Nun ist noch zu zeigen, dass die

weiteren Voraussetzungen von Satz 4.15, also die Gleichungen (4.40) und (4.41) erfüllt
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sind. Es gilt fj(pj) = epj
(pj!) = 1 und fj(1) = 0, womit (4.40) gezeigt ist. Außerdem

gilt

fl+j(pj)− pjfl+j(1) = epj
(pj!) + vjpj − pj

(
epj

(1) + vj

)
= 1 + vjpj − pjvj = 1,

womit auch (4.41) gezeigt ist.

Nun gilt laut Satz 4.15

|R(a)| =
N

qk1p
α1
1 · · · klp

αl
l

+O
(
N1−δ

)
=

N

qm1 · · ·ml

+O
(
N1−δ

)
, (5.12)

falls alle αj > 1 sind. �

Bemerkung 5.10 Berend und Kolesnik setzen in ihrem Beweis ql+j = p2, falls αj = 1

ist. In diesem Fall gilt kjql+j = kjp
2
j 6= kjpj, womit im Nenner des Bruchs in (5.12)

zusätzliche Faktoren pi auftreten. Diese Definition von pl+j für den Fall αj = 1 bleibt

unklar, zumal die vollständige qj-Additivität, die für die Verwendung des Satzes 4.15

benötigt wird, bereits durch die Wahl von qj = p
βj

j gegeben ist.

5.4 Über den Fehlerterm

Abschließend kann nun noch die Frage gestellt werden, ob der Fehlerterm O
(
N1−δ

)
noch deutlich verbessert werden kann. Es werden drei Beispiele betrachtet. Das erste

Beispiel, welches [2] entnommen ist, verdeutlicht, dass der Fehler auch sehr klein sein

kann. Im zweiten Beispiel ist der Fehler Ω±(
√

N), weshalb der Fehlerterm im Allgemei-

nen nicht deutlich verbessert werden kann. Das dritte Beispiel gibt eine Abschätzung

für |{0 ≤ n < N : n ≡ 0 mod 6, e2(n!) ≡ 0 mod 2}| an, die bezüglich des Fehlerterms

etwas besser ist, als die, die man mit Korollar 4.12 erhalten kann.

Beispiel 5.11 Betrachte die Folge (e2(n!) mod 2)∞n=0. Im Fall 4|n gilt e2((n + 1)!) =

e2(n!) und e2((n + 2)!) = e2((n + 3)!) = e2(n!) + 1. Hieraus folgt, dass 4 aufeinander
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folgende Folgenglieder, wobei das erste Folgenglied so gewählt sei, dass 4|n, zwei Nullen

und zwei Einsen sind. Also ist der Fehlerterm hier durch 1 beschränkt. Für die Folge

(ep(n!) mod 2)∞n=0, wobei p eine Primzahl bezeichne, ist die Situation entsprechend.

Das folgende Beispiel wurde in [2] für den Fall p = 3 angeführt und wird hier für

den allgemeinen Fall, wobei p 6= 2 wiederum eine Primzahl bezeichne, vorgestellt.

Beispiel 5.12 Betrachte die Folge (ep(n!) mod 2)∞n=0 mit p 6= 2. Man erhält mit r =

0, 1, . . . , p2 − 1

ep

(
(p2n + r!)

)
=

[
p2n + r

p

]
+

[
p2n + r

p2

]
+

[
p2n + r

p3

]
+ . . .

= pn +

[
r

p

]
+ n + ep(n!)

= (p + 1)n +

[
r

p

]
+ ep(n!)

≡
[
r

p

]
+ ep(n!) mod 2. (5.13)

Im Bereich [0, p2 − 1] sind p(p+1)
2

der Werte, die von
[

r
p

]
angenommen werden, gleich 0

und p(p−1)
2

der Werte sind gleich 1. Sei nun as die Anzahl der Nullen und bs die Anzahl

der Einsen in der endlichen Folge (ep(n!) mod 2)p2s−1
n=0 . Dann folgt aus (5.13)

as+1 =
p(p + 1)

2
as +

p(p− 1)

2
bs, bs+1 =

p(p− 1)

2
as +

p(p + 1)

2
bs.

Hieraus folgt mit vollständiger Induktion, dass

as =
p2s + ps

2
, bs =

p2s − ps

2
. (5.14)

Für s = 1 gilt (5.14) offensichtlich. Man nehme nun an, dass (5.14) gilt. Dann ergibt

sich

as+1 =
p(p + 1)

2
as +

p(p− 1)

2
bs

=
p(p + 1)

2
· p2s + ps

2
+

p(p− 1)

2
· p2s − ps

2

=
(p2 + p)(p2s + ps)

4
+

(p2 − p)(p2s − ps)

4

=
2p2s+2 + 2ps+1

4
=

p2(s+1) + ps+1

2
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und

bs+1 =
p(p− 1)

2
as +

p(p + 1)

2
bs

=
p(p− 1)

2
· p2s + ps

2
+

p(p + 1)

2
· p2s − ps

2

=
(p2 − p)(p2s + ps)

4
+

(p2 + p)(p2s − ps)

4

=
2p2s+2 − 2ps+1

4
=

p2(s+1) − ps+1

2
.

Damit gilt

p2s + ps

2
− p2s− 1

2
=

ps

2
=
√

p2s

und
p2s − ps

2
− p2s− 1

2
= −ps

2
= −

√
p2s

woraus folgt, dass der Fehlerterm hier Ω±(
√

N) ist.

Das letzte Beispiel ist wiederum [2] entnommen und wird hier etwas ausführlicher

vorgestellt.

Beispiel 5.13 Man betrachte nun die Ziffern der dyadischen Entwicklung eines Viel-

fachen von 3. D(n) sei die Anzahl der Einsen der dyadischen Entwicklung von n und

S(N) sei durch

S(N) =
∑

0≤j≤N
3

(−1)D(N−3j), α =
log 3

log 4

definiert. Newman [17] bewies, dass dann

1

20
nα < S(3n) < 5nα

gilt. Da für positive ganze Zahlen n mit n ≡ 0 mod 2 laut (5.8) e2(n!) ≡ S2(n) gilt,

folgt hieraus direkt, dass

|{0 ≤ n < N : n ≡ 0 mod 6, e2(n!) ≡ 0 mod 2}| = N

6
+O

(
N log4 3

)
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gilt.

Laut Korollar 4.12 und mit Lemma 5.2 gilt

|{0 ≤ n < N : n ≡ 0 mod 6, e2(n!) ≡ 0 mod 2}|

= |{0 ≤ n < N : n ≡ 0 mod 6, S2(n) ≡ 0 mod 2}|

=

∣∣∣∣{0 ≤ ν <

[
N

6
+ κ0

]
: S2(6ν) ≡ 0 mod 2

}∣∣∣∣
=

N

6
+O

(
N1−δ

)
,

mit δ = 1
120·25 .
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