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Abstract

The Stefan problem is a model of phase transition in solid-liquid systems.
This accounts for heat diffusion in each phase and exchange of latent heat at the
solid-liquid interface. Its strong formulation is a free boundary problem, since the
interface evolution is a priori unknown. We study a one-phase Stefan problem with
surface tension and kinetic undercooling and its quasisteady approximation. For
the quasisteady problem, we show that classical solutions exist globally and tend
to spheres exponentially fast, provided that they are close to a sphere initially. For
the full problem we show existence of a unique maximal classical solution. Our
analysis is based on the theory of abstract parabolic evolution equations, center
manifold theory, and on maximal regularity.
AMS SUBJECTCLASSIFICATION: 35R35, 35B35.
KEYWORDS: Stefan problem, free boundary problem, center manifold.

Zusammenfassung

Das Stefan-Problem ist ein Modell, welches den Phasenübergang in einem Sys-
tem aus Festk̈orper und Fl̈ussigkeit beschreibt. Hierbei wird die Ẅarmeleitung
in der festen und fl̈ussigen Phase und der Austausch von latenter Wärme an der
Grenzfl̈ache ber̈ucksichtigt. In seiner starken Formulierung ist das Stefan-Problem
ein freies Randwertproblem, denn die zeitliche Entwicklung der Grenzfläche ist a
priori unbekannt. Wir studieren ein Einphasen Stefan Problem mit Oberflächen-
spannung und thermischer Unterkühlung sowie dessen quasistationäre Approxi-
mation. F̈ur das quasistationäre Problem zeigen wir, dass klassische Lösungen
global existieren und mit exponentieller Geschwindigkeit gegen eine Sphäre kon-
vergieren, falls das Anfangsdatum nahe genug bei einer Sphäre liegt. F̈ur das volle
Problem zeigen wir die Existenz einer maximalen klassischen Lösung und deren
Eindeutigkeit. Unsere Analyse basiert auf der Theorie der abstrakten paraboli-
schen Evolutionsgleichungen, der Theorie der Zentrumsmannigfaltigkeiten und
maximaler Regulariẗat.
AMS SUBJECTCLASSIFICATION: 35R35, 35B35.
STICHWÖRTER: Stefan-Problem, freies Randwertproblem, Zentrumsmannigfaltigkeit.
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Kapitel 1

Einleitung

Das Stefan-Problem ist ein Modell, welches den Phasenübergang in einem Sys-
tem aus Festk̈orper und Fl̈ussigkeit beschreibt. Das Stefan-Problem ist nach Josef
Stefan (1835-1893), einem̈osterreichischen Physiker, benannt. Stefan hat dieses
Modell in seiner urspr̈unglichen Form zum Beschreiben von Eisbildung im Po-
larmeer entwickelt, vgl. [65] und [66]. Die zu Grunde liegenden physikalischen
Gesetzm̈aßigkeiten sind die Massenerhaltung und die Energieerhaltung. Um ge-
nauer auf die physikalische Situation eingehen zu können, bezeichnen wir mitΩ
ein Gebiet, welches eine flüssige und feste Phase enthält, etwa Wasser und Eis.
Die Grenzfl̈ache zwischen Eis und Wasser wollen wir mitΓ bezeichnen. Durch
Schmelz- und Erstarrungsprozesse wird sich die Position und das Aussehen der
Grenzfl̈ache mit der Zeiẗandern. Wir haben es also mit einem freien Randwertpro-
blem zu tun. Die unbekannten Größen beim Stefan-Problem sind die Temperatu-
renus undul in der festen bzw. fl̈ussigen Phase und die Position der Grenzfläche
Γ. Die physikalischen Gesetze ergeben, dass sowohl in der festen PhaseΩs als
auch in der fl̈ussigen PhaseΩl die Wärmeleitungsgleichungen

Cs
V ∂tu

s − ks∆us = 0 in Ωs (1.1)

C l
V ∂tu

l − kl∆ul = 0 in Ωl (1.2)

erfüllt sind. Hierbei istCV die Wärmekapaziẗat pro Volumen (d.h. die Ẅarme,
die gebraucht wird, um die Temperatur eines Einheitsvolumens des betrachte-
ten Stoffs um ein Grad zu erhöhen) undk ist die Wärmeleitf̈ahigkeit. Wegen
der Energieerhaltung muss außerdem eine weitere Bedingung an der Grenzfläche
erfüllt sein, die sogenannteStefan Bedingung. Diese Bedingung besagt physika-
lisch, dass die Differenz der Ẅarmemengen, die auf Grund von Wärmeleitung
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zwischen Fl̈ussigkeit und Festk̈orper ausgetauscht werden, gleich der absorbier-
ten bzw. abgegebenen latenten Wärme ist. Seiν ein Normalenvektor anΓ, der von
der flüssigen zur festen Phase zeigt, undV die Normalgeschwindigkeit vonΓt zu
einem Zeitpunktt > 0, die so normiert sei, dass sie positive Werte annimmt, wenn
Γt das GebietΩl(t) lokal vergr̈oßert. Dann lautet die Stefanbedingung

ks∂νu
s − kl∂νu

l = LV,

wobeiL die Dichte der latenten Ẅarme des Phasenübergangs ist (d.h. Ẅarme, die
durch den Phasenübergang ausgetauscht wird, bezogen auf ein Einheitsvolumen).
Schließlich nimmt man beimklassischenStefan-Problem an, dass die Temperatur
der Grenzfl̈ache gleich der Schmelztemperatur ist, d.h. man verlangt

us = ul = 0 auf Γ. (1.3)

Hierbei ist0 die Schmelztemperatur. Man spricht in diesem Zusammenhang von
einemZweiphasen Problem. Ist die Temperatur in einer Phase, sagen wir in der
festen, nahezu konstant, so erhält man das klassischeEinphasenStefan-Problem:

C l
V ∂tu

l − kl∆ul = 0 in Ω(t)

LV + kl∂νu
l = 0 aufΓ(t)

ul = 0 aufΓ(t). (1.4)

Sowohl f̈ur das Einphasen- als auch für das Zweiphasenproblem müssen Anfangs-
daten vorgeschrieben werden, auf die wir aber an dieser Stelle nicht weiter einge-
hen wollen.

Das Stefan-Problem wird seitüber einem Jahrhundert in der mathematischen Li-
teratur diskutiert. F̈ur eine ausgiebige Darstellung möchten wir auf die Mono-
grafie [53] verweisen. Es ist bekannt, dass das klassische Stefan-Problem eine
eindeutige globale schwache Lösung besizt, siehe z.B. [29], [30], [42] und [46,
Seiten 496-503]. F̈ur die Existenz schwacher Lösungen spielt das Maximums-
prinzip eine wesentliche Rolle, wie in den Beweisen in [29] deutlich wird. Re-
sultateüber die Regulariẗat von schwachen L̈osungen f̈ur das mehrdimensionale
klassische Einphasen Stefan-Problem können in [9], [10], [12], [31], [44], [45]
und [51] gefunden werden. Resultateüber die Regulariẗat der schwachen L̈osung
des entsprechenden Zweiphasen Problems werden u.a. in [6], [7], [11], [18], [19],
[55], [62] und [73] diskutiert. Klassische Lösungen des Stefan-Problems werden
in [40] und [52] nachgewiesen. Schließlich wollen wir erwähnen, dass es beim
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Stefan-Problem zu “blow-up” in endlicher Zeit kommen kann. In [5] wird eine
Klassifikation der Singularitäten gegeben. Dafür wird eine Transformation in eine
Semilineare Gleichung benutzt, deren Eigenschaften dann analysiert werden.

Vom physikalischen Standpunkt stellt sich die Frage, was die Ursache von Pha-
sen̈uberg̈angen ist. Man k̈onnte geneigt sein, anzunehmen, dass derÜbergang ei-
ner Phase in die andere durch die Abgabe bzw. Aufnahme von latenter Wärme an
der Grenzfl̈ache zwischen fester und flüssiger Phase verursacht wird. Aber die-
se Interpretation ist physikalisch nicht korrekt. Die Bedingung (1.3) ist ungenau,
weil Phasen̈uberg̈ange durchUnterk̈uhlung, bzw.Überhitzungverursacht werden.
Chalmerssagt: “If the interface is not at the equilibrium temperature, then either
melting or solidification occurs, at a rate which increases with the difference bet-
ween the actual temperature and the equilibrium temperature1”. Visitin geht sogar
so weit diese Aussage umzukehren: “Phase transition occurs only if the solid-
liquid interface isnot at the equilibrium temperature2”. Details zur Modellierung
finden sich z.B. in den Monografien [13], [39] und [69]. Anstelle der Bedingung
(1.3) wollen wir im Folgenden die Bedingung

us = ul = σκ+ αV auf Γ (1.5)

betrachten. Hierbei istσ der Oberfl̈achenspannungskoeffizient undκ steht f̈ur die
mittlere Krümmung vonΓ. Wir treffen die Vorzeichenkonvention, dassκ positiv
sei, falls das Fl̈ussigkeitsgebiet konvex ist. Außerdem istα eine positive Konstan-
te, die in der Literatur als Relaxationskoeffizient bezeichnet wird. Im Grenzfall
α = 0 erḧallt man aus (1.5) das sogenannteGibbs-ThomsonGesetz

us = ul = σκ auf Γ. (1.6)

Im Grenzfallσ = 0 erḧalt man

us = ul = αV auf Γ (1.7)

und spricht vonthermischer Unterk̈uhlung. Wir bezeichnen daher das Stefan-
Problem mit Bedingung (1.5) als Stefan-Problem mit Oberflächenspannung und
thermischer Unterk̈uhlung. Die Wahl des Vorzeichens in den Bedingungen (1.5),
(1.6) und (1.7) unterscheidet sich oft in der Literatur, was zu Verwirrung führen
kann. Man erḧalt z.B. ein anderes Vorzeichen, wenn man statt der Normalenν die

1Aus [13, Seite 129].
2Aus [69, Seite 124].
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Normale−ν benutzt, bzw. wenn man das Vorzeichen vonκ anders definiert. Da-
her wollen wir die Bedingungen (1.6) und (1.7), speziell im Hinblick auf die Wahl
des Vorzeichens, physikalisch diskutieren. Auf molekularer Ebene findet an der
Grenzfl̈ache eine ständige Ver̈anderung statt. Einige Moleküle lösen sich aus dem
Kristall und werden Teil der Flüssigkeit. Andere Molek̈ule aus der Fl̈ussigkeit
kristallisieren an der Grenzfläche. Wenn die Grenzfläche so gekr̈ummt ist, dass
das Fl̈ussigkeitsgebiet konvex ist, so ist jedes Molekül der Grenzfl̈ache im Durch-
schnitt von mehr Molek̈ulen umgeben, die sich in der festen Phase befinden, als
von solchen, die sich in der flüssigen Phase befinden. Daher muss für einen Pha-
sen̈ubergang der festen in die flüssige Phase mehr Energie aufgewandt werden und
somit findet der Phasenübergang bei einer höheren Temperatur statt. Dies recht-
fertigt die Wahl des Vorzeichens in (1.6). Kommen wir nun zu der kinetischen
Bedingung (1.7). Wir betrachten das Erstarren einer Flüssigkeit und nehmen an,
dass wir die Kr̈ummung der Grenzfl̈ache vernachlässigen k̈onnen. Dieser Erstar-
rungsvorgang wird durch eine Unterkühlung der Grenzfl̈ache verursacht, d.h.

us = ul < 0 auf Γ.

Weil die Normale anΓ von der fl̈ussigen in die feste Phase zeigt, ist Erstarrung
gleichbedeutend mitV < 0. Analog kann man beim Schmelzen argumentieren.
Daher ist die Wahl des Vorzeichens in (1.7) physikalisch sinnvoll.

Für das Stefan-Problem mit der Gibbs-Thomson Bedingung (1.6) können analy-
tische Resultatëuber Existenz und Regularität von L̈osungen in [32], [50], [54],
[56] und [20] gefunden werden. In [32] wird der Fall kleiner Oberflächenspan-
nung0 < σ � 1 betrachtet. Die Autoren linearisieren das Problem umσ = 0
und setzen die Existenz von glatten Lösungen f̈ur das klassische Stefan-Problem
voraus, um die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Lösung f̈ur daslinea-
risierte Problem zu zeigen. Außerdem wird der Effekt kleiner Oberflächenspan-
nung auf die Form der Grenzfläche untersucht. In [50] wird die globale Existenz
von schwachen L̈osungen bewiesen. Die schwachen Lösungen in [50] haben zwar
eine scharfe Grenzfläche, sind aber nicht eindeutig. In [54] wird untersucht, wie
ein Ball aus Eis in einer Flüssigkeit schmilzt, wenn man Oberflächenspannung
und kinetische Effekte mit berücksichtigt. Hierbei wird gezeigt, dass das Stefan-
Problem mit Gibbs-Thomson Bedingung i.A. keine globale klassische Lösung be-
sitzt. In [56] wird das Stefan-Problem sowohl mit Bedingung (1.5) als auch mit der
Bedingung (1.6) studiert. Im Fall der Gibbs-Thomson Bedingung wird die Exis-
tenz (ohne Eindeutigkeit) von klassischen Lösungen bewiesen. Schließlich wird
in [20] die Existenz und Eindeutigkeit glatter Lösungen f̈ur das Stefan-Problem
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mit Gibbs-Thomson Bedingung bewiesen. Insbesondere wird gezeigt, dass die
Grenzfl̈ache eine analytische Funktion in Abhängigkeit der r̈aumlichen und zeit-
lichen Variablen ist. Diese Resultate basieren auf maximalerLp-Regulariẗat für
das zugeḧorige lineare Problem, die ebenfalls in der Arbeit bewiesen wird. Dieses
lineare Problem ist aktuell auch in der Arbeit [34] mit Hilfe von Fourier-Laplace
Multiplikatoren studiert worden.

Analytische Resultatëuber das Stefan-Problem mit thermischer Unterkühlung
können u.a. in [24], [25], [26], [41], [27], [28], [71] und [47] gefunden wer-
den. In [24], [25] und [26] wird das asymptotische Verhalten des Stefan-Problems
mit linearer und nichtlinearer thermischer Unterkühlung untersucht. Hierbei wird
haupts̈achlich der eindimensionale Fall betrachtet. In [41] wird ein eindimensio-
nales Modell betrachtet und Konvergenz (für t → ∞) gegen eine Wanderwellen
Lösung oder eine selbstähnliche L̈osung bewiesen. In [27] und [28] wird ebenfalls
ein eindimensionales Stefan-Problem mit thermischer Unterkühlung betrachtet.
Hier wird zus̈atzlich ein D̈ampfungsterm mit berücksichtigt. In den Arbeiten wird
die Existenz und Eindeutigkeit einer klassischen Lösung bewiesen sowie die Exis-
tenz eines endlichdimensionalen Attraktors. In der Arbeit [71] wird nichtlineare
Unterk̈uhlung f̈ur ein eindimensionales Zweiphasenproblem untersucht und un-
ter bestimmten Bedingungen globale Existenz von klassischen Lösungen bewie-
sen. Unter anderen Voraussetzungen wird das Auftreten von blow-up in endlicher
Zeit bewiesen. Resultate für das Einphasen Problem im mehrdimensionalen Fall
können in [47] gefunden werden. In dieser Arbeit wird Existenz und Eindeutig-
keit klassischer L̈osungen f̈ur einen zweidimensionalen Fall bewiesen. Die Auto-
ren merken aber an, dass sich diese Ergebnisse auch auf denn-dimensionalen Fall
verallgemeinern lassen.

Für das Zweiphasen Stefan-Problem mit Oberflächenspannung und thermischer
Unterk̈uhlung (1.5) wurde in [56] und [14] die lokale Existenz und Eindeutig-
keit von klassischen L̈osungen bewiesen. In [57], [58], [59], [60], [61], [35],
[36] und [37] wird das Stefan-Problem mit Oberflächenspannung und thermischer
Unterk̈uhlung zur Beschreibung von Kristallwachstum angewandt. Dafür wird in
[60] und [61] die lokale Existenz und Eindeutigkeit schwacher Lösungen gezeigt,
wenn das Gebiet eine polygoniale Fläche ist. In [35], [36] und [37] werden quali-
tative Eigenschaften wie die Existenz selbstähnlicher L̈osungen und die Stabilität
von Lösungen untersucht.
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Ersetzt man die Gleichungen (1.1) durch

∆us = 0 in Ωs

∆ul = 0 in Ωl,

so spricht man von einemquasistation̈aren Stefan-Problem. Diese Gleichungen
stellen eine Approximation des Stefan-Problems dar, welche sinnvoll ist, wenn
die Wärmekapaziẗat sehr klein ist, oder die Temperatur einen stationären Zu-
stand erreicht hat. Das quasistationäre Stefan-Problem mit Gibbs-Thomson Be-
dingung (1.6) wird als Mullins-Sekerka Modell oder auch als Hele-Shaw Modell
bezeichnet. Das Mullins-Sekerka Modell wurde als Modell für Phasen̈uberg̈ange
eingef̈uhrt, bei denen die Ẅarmekapaziẗat sehr klein ist und daher vernachlässigt
werden kann. Hingegen beschreibt das Hele-Shaw Modell das Verhalten einer
Flüssigkeit zwischen zwei eng aneinanderliegenden Platten. Resultateüber die
Existenz und Regularität von klassischen L̈osungen lassen sich in [21, 22] und
[15] finden. Die Stabiliẗat von Equilibrien wurde in [33] f̈ur das Einphasen Pro-
blem und in [23] f̈ur das Zweiphasen Problem bewiesen.

Für das quasistationäre Stefan-Problem mit Oberflächenspannung und kinetischer
Unterk̈uhlung (1.5) wird in [72] die lokale Existenz und Eindeutigkeit von klassi-
schen L̈osungen bewiesen. In [70] wird das Einphasen Stefan-Problem mit Bedin-
gung (1.5) betrachtet. Es wird ein Parameterε > 0 eingef̈uhrt, der die Ẅarmeka-
paziẗat beschreibt. Schließlich wird der Fallε→ 0 betrachtet und die Konvergenz
gegen die L̈osung des quasistationären Problems bewiesen.

In dieser Arbeit bescḧaftigen wir uns ausschließlich mit dem Einphasen Stefan-
Problem mit Oberfl̈achenspannung und thermischer Unterkühlung. Um die Nota-
tion zu vereinfachen und damit die mathematischen Gesichtspunkte besser heraus-
arbeiten zu k̈onnen, normieren wir die auftretenden physikalischen Konstanten zu
Eins. Freie Randwertprobleme haben die Charakteristik, dass man das unbekann-
te Gebiet und die physikalischen oder geometrischen Größen, beim Stefan Po-
blem die Temperatur, gleichzeitg bestimmen muss. Außerdem haben freie Rand-
wertprobleme eine inḧarent nichlineare Struktur. Dies wird insbesondere darin
deutlich, dass man kein Superpositionsprinzip für Lösungen hat. Denn die be-
treffenden L̈osungen sind i.A. noch nicht einmal auf demselben Gebiet definiert.
Diese nichtlineare Struktur offenbart sich auch, wenn man das freie Randwert-
problem auf ein festes Referenzgebiet transformiert. Wir beginnen in Kapitel 2
damit, die quasistationäre Approximation zu diskutieren. Unsere Vorgehensweise
zur Lösung des quasistationären Problems ist die folgende:

6



Zunächst transformieren wir das freie Randwertproblem auf ein festes Referenz-
gebiet. Dadurch erhalten wir ein gekoppeltes System von Gleichungen, bestehend
aus einem elliptisches Randwertproblem und einer Evolutionsgleichung für die
Funktionρ, welche den freien Rand parametrisiert. Durch gründliches Studium
des elliptischen Randwertproblems erhalten wir einen Lösungsoperator, mit des-
sen Hilfe wir das gekoppelte System von Gleichungen in eine einzige abstrakte
Evolutionsgleichung f̈ur die Funktionρ reduzieren k̈onnen. Wir k̈onnen zeigen,
dass es, ausgehend von einer Anfangsgeometrie in der Klasseh2+β, zu einer so-
fortigen Regularisierung kommt und wir glatte Lösungen erhalten. Dieses Resultat
stellt einen substantiellen Erkenntnisgewinn dar. Denn obwohl es schwer ist, das
Einphasen Problem mit dem komplexeren Zweiphasen Problem zu vergleichen,
wollen wir doch anmerken, dass der Autor in [72] mit einer AnfangsgeometrieΓ0

in C5+α startet und eine L̈osungΓ(t) in der KlasseC4+α erḧalt, d.h. er verliert so-
gar Regulariẗat. Schließlich weisen wir nach, dass Sphären stabile Equlibrien des
quasistation̈aren Stefan-Problems sind. Der Beweis basiert auf Maximaler Regula-
rität, mit deren Hilfe sich eine Zentrumsmannigfaltigkeit konstruieren läßt. Unser
Vorgehen orientiert sich an der Arbeit [23], in der mit diesen Methoden bewiesen
wird, dass Spḧaren stabile Equilibrien für das Mullins-Sekerka Modell sind.

Der restliche Teil dieser Arbeit beschäftigt sich mit dem vollen Problem. Ob-
wohl die lokale Existenz und Eindeutigkeit klassischer Lösungen f̈ur das Stefan-
Problem mit Oberfl̈achenspannung und thermischer Unterkühlung bekannt ist, in-
teressieren wir uns für die Frage, ob man dies auch mit Methoden der Halbgrup-
pentheorie erhalten kann (in den Arbeiten [56] und [14] wurden andere Methoden
benutzt). Dies k̈onnte insbesondere für qualitative Fragestellungen von Bedeu-
tung sein. Da es sich als schwierig erweist, eine adäquate Evolutionsgleichung
sowohl f̈ur die Temperaturu als auch f̈ur die Funktionρ, welche den freien Rand
parametrisiert, zu finden, verfolgen wir einen anderen Ansatz. Nach der Trans-
formation des freien Randwertproblems auf ein festes Referenzgebiet erhalten
wir ein gekoppeltes System von Gleichungen, bestehend aus einem parabolischen
Randwertproblem und einer Evolutionsgleichung für den freien Rand. Nun gehen
wir analog zum quasistationären Fall vor. Doch an Stelle des elliptischen Rand-
wertproblems m̈ussen wir nun ein parabolisches Randwertproblem studieren. Es
gelingt auch in diesem Fall einen Lösungsoperator zu finden, mit dem sich das ge-
koppelte System von Gleichungen in eine einzige abstrakte Evolutionsgleichung
für die Funktionρ reduzieren l̈aßt. Der Preis, den wir dafür zahlen m̈ussen, ist,
dass der L̈osungsoperator nichtlokal in der Zeit ist. Dafür studieren wir in Kapitel
3 quasilineare abstrakte Evolutionsgleichungen mit zeitlich nichtlokaler rechter
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Seite. Diese Resultate benutzen wir dann in Kapitel 4, um die lokale Existenz und
Eindeutigkeit von L̈osungen des Stefan-Problems zu beweisen. Auch hier ist es
uns m̈oglich, eine Regularisierung des freien RandsΓ(t) zu beweisen, welche in
den Arbeiten [56] und [14] nicht erhalten wird.
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Kapitel 2

Das quasistation̈are Stefan-Problem

In diesem Kapitel studieren wir die quasistationäre Approximation des Einpha-
sen Stefan-Problems mit Oberflächenspannung und thermischer Unterkühlung.
Das quasistation̈are Stefan-Problem läßt sich umwandeln in eine einzige abstrak-
te quasilineare Evolutionsgleichung für die Funktionρ, welche den freien Rand
parametrisiert. Die Hauptresultate dieses Kapitels sind Theorem 2.3.5 und Theo-
rem 2.5.6. In Theorem 2.3.5 wird die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen
glatten L̈osung des quasistationären Stefan-Problems bewiesen. In Theorem 2.5.6
zeigen wir, dass die klassischen Lösungen global existieren und mit exponetieller
Geschwindigkeit gegen Sphären konvergieren, falls das Anfangsdatum nahe bei
einer Spḧare liegt.

2.1 Die Problemstellung

Wir normieren die auftretenden physikalischen Konstanten zu Eins. SeiΩ0 ⊂
Rn, n ≥ 2 ein Gebiet mit RandΓ0, das zur Zeitt = 0 von einer Fl̈ussigkeit
ausgef̈ullt wird. Wir interessieren uns für den zeitlichen Verlauf des Schmelz-
bzw. Erstarrungsvorgangs, d.h. wir wollen die FormΩ(t) des Fl̈ussigkeitsgebiets
mit RandΓ(t) und die Temperaturverteilungu(x, t) in diesem Gebiet bestimmen.
Aus (1.4) erhalten wir das folgende System von Gleichungen:

∆u = 0 in Ω(t) (2.1)

V + ∂νu = 0 aufΓ(t) (2.2)

V + κ = u aufΓ(t). (2.3)
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Schließlich muss noch die Anfangsgeometrie festgelegt werden

Γ(0) = Γ0. (2.4)

Hierbei seiΩ0 das Gebiet zur Anfangszeitt = 0 undΓ0 sein Rand.

2.2 Das transformierte System

Wir nehmen an, dassD ein glattes und beschränktes Gebiet imRn ist, dessen
RandΣ eine orientierbare Hyperfläche ist, sodass wirΓ0 als Graphüber Σ in
Normalenrichtung darstellen können. Dies wird im Folgenden erläutert. Seiµ das
äußere Einheitsnormalenfeld aufΣ. Für a > 0 hinreichend klein geẅahlt, ist die
Abbildung

X : Σ× (−a, a) → Rn, (p, r) 7→ p+ rµ(p) (2.5)

ein glatter Diffeomorphismus auf ihr BildR := im(X), d.h.X ∈ Diff∞(Σ ×
(−a, a),R), und

X̄ : Σ× [−a, a] → R̄, (p, r) 7→ p+ rµ(p)

ist ein Hom̈oomorphismus. Wir zerlegen nun die Inverse vonX in X−1 = (P,Λ)
mit

P ∈ C∞(R,Σ), Λ ∈ C∞(R, (−a, a)).

Hierbei istP die Projektion vonR auf Σ, d.h.P (x) ist der am N̈achsten zux
gelegene Punkt vonΣ, undΛ(x) ist der mit Vorzeichen versehene Abstand vonx
zu Σ. Schließlich istR die Menge der Punkte, deren Abstand zuΣ kleiner alsa
ist. Für b ∈ (−a, a) bezeichnen wir mit

Ad := Adb := {ρ ∈ C2(Σ); ‖ρ‖∞ < b} (2.6)

die Menge derzul ässigen Funktionen. Für ρ ∈ Ad definieren wir

θρ : Σ → Rn, p 7→ p+ ρ(p)µ(p)

undΓρ := im(θρ). Somit istΓρ eine C2-Hyperfläche, welche diffeomorph zuΣ ist,
d.h.θρ ∈ Diff 2(Σ,Γρ). Die Annahme, dass wirΓ0 als GrapḧuberΣ in Normalen-
richtung darstellen k̈onnen, bedeutet nun, dass es einρ0 ∈ Ad gibt mit Γρ0 = Γ0.
Wir bezeichnen mitΩρ das Gebiet, welches vonΓρ umschlossen wird (eine exakte
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Definition wird weiter unten gegeben). Wir brauchen im Folgenden eine geeigne-
te FortsetzungΘρ : Rn → Rn von θρ auf den gesamtenRn. Dafür benutzen
wir einen Spezialfall der sogenannten Hanzawa Transformation. Für b ∈ (0, a/4)
wählen wir einϕ ∈ C∞(R, [0, 1]) mit

ϕ(r) =

{
1 für |r| ≤ b,
0 für |r| ≥ 3b,

und sup |ϕ′(r)| < 1/b. (2.7)

Wir definieren nun f̈ur vorgegebenesρ ∈ Ad

Θρ(x) :=

{
X(P (x),Λ(x) + ϕ(Λ(x))ρ(P (x))) für x ∈ R,
x für x /∈ R.

Lemma 2.2.1 Für ρ ∈ Ad gilt Θρ ∈ Diff 2(Rn,Rn).

Beweis:Wir zeigen zun̈achst, dassΘρ ein lokaler Diffeomorphismus ist, d.h.Θρ ∈
Diff 2

loc(Rn,Rn). Für einen inneren Punktx vonRc ist die Aussage klar. Wennx
Randpunkt vonR ist existiert eine UmgebungU vonx mit

ϕ(Λ(y)) = 0 für alley ∈ U ∩R,

alsoΘρ|U = id. Schließlich betrachten wirΘρ aufR. Wir definieren die Hilfs-
funktion

F : Σ× (−a, a) → Σ× (−a, a), (p, r) 7→ (p, r + ϕ(r)ρ(p)).

Das Tangential vonF im Punkt(p, r) hat bzgl. der kanonischen Koordinaten die
Gestalt

T(p,r)F =


0

1Rn−1

...
0

∗ 1 + ϕ′(r)ρ(p)

 .

Beachten wir

|ϕ′(r)ρ(p)| < 1 für ρ ∈ Ad, p ∈ Σ undr ∈ (−a, a), (2.8)

so folgt, dassT(p,r)F ein Isomorphismus ist. WegenΘρ|R = X ◦F ◦X−1 erhalten
wir aus der Kettenregel und dem Satzüber die Umkehrabbildung, dassΘρ|R ein
lokaler Diffeomorphismus ist. Aus(2.8) folgt außerdem, dass die Funktionr 7→
r + ϕ(r)ρ(p) für jedesρ ∈ Ad strikt wachsend ist. Somit istF bijektiv und daher
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gilt dies auch f̈ur Θρ|R = X ◦ F ◦ X−1. Die Bijektivität vonΘρ auf Rn ist nun
klar.

�

Wir setzenΩρ := Θρ(D) und erhalten

Θρ ∈ Diff 2(D,Ωρ), Θρ|Σ = θρ. (2.9)

Wir betrachten nun zeitabhängige Funktionenρ : J → Ad, wobeiJ ein kom-
paktes Intervall der FormJ := [0, T ] für einT > 0 ist. Genauer gesagt erhalten
wir f ür

ρ ∈ C1(J, C(Σ)) ∩ C(J,Ad)

eine Familie
G := {Γ(t) := Γρ(t); t ∈ J}

von Hyperfl̈achen imRn. Die von diesen Hyperfl̈achen umschlossenen Gebiete
bezeichnen wir mitΩ(t) = Ωρ(t), t ∈ J . Im Folgenden wird es n̈utzlich sein,Γ(t)
als Nullstellenmenge einer geeigneten zeitabhängigen Funktion zu beschreiben.
Hierfür definieren wir

φρ : J ×R → R, (t, x) 7→ Λ(x)− ρ(t, P (x)).

Es gilt offenbarΓ(t) = φρ(t, ·)−1(0). Daher l̈asst sich das̈außere Einheitsnorma-
lenfeldν(t, ·) aufΓ(t) am Punktx = X(s, ρ(t, s)) darstellen als

ν(t, s) =
∇φρ(t, x)

|∇φρ(t, x)|

∣∣∣∣
x=X(s,ρ(t,s))

für (t, s) ∈ J × Σ. (2.10)

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass|∇φρ(t, x)| 6= 0 gilt. Dies sieht man
folgendermaßen ein: Für |h| klein genug gilt

x+ hµ(s) = s+ ρ(t, s)µ(s) + hµ(s) = X(s, ρ(t, s) + h).

Dies bedeutet
P (x+ hµ(s)) = P (x) = s

und
Λ(x+ hµ(s)) = Λ(x) + h = ρ(t, s) + h.

Daher erhalten wir

12



∇φρ(t, x) · µ(s)

= lim
h→0

φρ(t, x+ hµ(s))− φρ(t, x)

h

= lim
h→0

Λ(x+ hµ(s))− Λ(x)

h
+ lim

h→0

ρ(t, P (x+ hµ(s)))− ρ(t, P (x))

h
= 1, (2.11)

und somit|∇φρ(t, x)| 6= 0.

Um die Normalgeschwindigkeit vont 7→ Γ(t), zur Zeit t ∈ [0, T ) und am Ort
x = X(s, ρ(t, s)), berechnen zu k̈onnen, f̈uhren wir die Hilfsfunktionψ ein mit

ψ(τ, r) := φρ(t+ τ, x+ rν(t, s)) = Λ(x+ rν(t, s))− ρ(t+ τ, P (x+ rν(t, s)))

für (τ, r) ∈ [0, T − t)× [0, a− b). Offenbar giltψ(0, 0) = 0 und

∂2ψ(0, 0) = ∇φρ(t, x) · ν(t, s) = |∇φρ(t, x)| 6= 0.

Nun folgt aus dem Satz̈uber implizite Funktionen, dass es einε > 0 gibt und eine
Funktionh ∈ C1([0, ε),R) mit ψ(τ, h(τ)) = 0 für τ ∈ [0, ε) und

h′(0) =
−∂1ψ(0, 0)

∂2ψ(0, 0)
=

∂tρ(t, s)

|∇φρ(t, x)|
. (2.12)

Es sei angemerkt, dassx + h(τ)ν(t, s) zu Γ(t + τ) geḧort. Daher isth(τ) der
Zuwachs inx = X(s, ρ(t, s)) ∈ Γ(t) in Richtung der̈außeren Normaleν(t, s).
Somit ist die NormalgeschwindigkeitV (t, s) von t 7→ Γ(t) an der Stellet und
x = X(s, ρ(t, s)) durchh′(0) gegeben und wir erhalten aus(2.12)

V (t, s) =
∂tρ(t, s)

|∇φρ(t, x)|x=X(s,ρ(t,s))

, (t, s) ∈ J × Σ. (2.13)

Wir definieren nun die von den Diffeomorphismenθρ und Θρ induzierten pull-
back und push-forward Operatoren

θ∗ρ : C(Γρ) → C(Σ), u 7→ u ◦ θρ,

θρ
∗ : C(Σ) → C(Γρ), v 7→ v ◦ θ−1

ρ
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bzw.

Θ∗
ρ : C(Ω̄ρ) → C(D̄), u 7→ u ◦Θρ,

Θρ
∗ : C(D̄) → C(Ω̄ρ), v 7→ v ◦Θ−1

ρ .

Wir setzen außerdem

Lρ(s, t) := |∇φρ(t, x)|
∣∣∣
x=X(s,ρ(t,s))

und k̈onnen nach diesen Vorbereitungen die transformierten OperatorenA(ρ) und
B(ρ), welche aufC2(D̄) wirken, einf̈uhren:

A(ρ)v := Θ∗
ρ(∆(Θρ

∗v)) (2.14)

B(ρ)v := γΘ∗
ρ(∇(Θρ

∗v) · ∇φρ). (2.15)

Hierbei steht
γ : C(D̄) → C(Σ), u 7→ u|Σ

für den Spuroperator. Schließlich führen wir die transformierte mittlere Krümmumg

H(ρ) := θ∗ρκΓρ

ein, wobeiκΓρ(t)
für die mittlere Kr̈ummung vonΓρ(t) steht. Wir erhalten die Dar-

stellung

H(ρ) (s, t) =
1

n− 1
div

(
∇φρ(t, x)

|∇φρ(t, x)|

)∣∣∣∣
x=X(s,ρ(t,s))

für (t, s) ∈ J × Σ.

Zur Abkürzung setzen wir noch

G(ρ) := LρH(ρ).

Nach diesen Vorbereitungen können wir das ursprüngliche System von Glei-
chungen (2.1)-(2.4) mit dem freien Rand, in ein System mit festem Rand transfor-
mieren:

A(ρ)v = 0 in J ×D, (2.16)

∂tρ+ LρB(ρ)v = 0 aufJ × Σ, (2.17)

∂tρ+G(ρ) = Lρv aufJ × Σ, (2.18)

ρ(0, ·) = ρ0 aufΣ. (2.19)
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Dieses System läßt sicḧaquivalent umformen zu

A(ρ)v = 0 in J ×D, (2.20)

v + B(ρ)v = H(ρ) aufJ × Σ, (2.21)

∂tρ+G(ρ) = Lρv aufJ × Σ, (2.22)

ρ(0, ·) = ρ0 aufΣ. (2.23)

Im Folgenden wollen wir die DifferentialoperatorenA(ρ) undB(ρ) genauer
untersuchen. Sei nun0 < α < 1. Wir setzen

U := {ρ ∈ h2+α(Σ); ‖ρ‖∞ < b}.

Lemma 2.2.2 Es gilt

A ∈ C∞(
U ,L(h2+α(D̄), hα(D̄))

)
und f̈ur jedesρ ∈ U istA(ρ) ein gleichm̈aßig elliptischer Operator.

Beweis:Seiρ ∈ U , wir setzen[gjk(ρ)] := [gjk(ρ)]
−1, wobeigjk(ρ) := (∂jΘρ|∂kΘρ),

1 ≤ j, k ≤ n die Komponenten des vonΘρ induzierten Metrik Tensorsg(ρ) be-
zeichnet.A(ρ) ist gerade der Laplace-Beltrami-Operator∆g(ρ) bez̈uglich der Me-
trik g(ρ). Mit Ḡ(ρ) := det[gjk(ρ)] erhalten wir daher die folgende Darstellung
vonA(ρ):

A(ρ)v = ∆g(ρ)v =
1√

| det Ḡ(ρ)|

∑
j,k

∂

∂xj

(√
|Ḡ(ρ)|gjk(ρ)

∂v

∂xk

)
, v ∈ C2(D̄).

Es ist
[ρ 7→ Θρ] ∈ C∞(

U , h2+α(U,Rn)
)
,

wobeiU eine offene und beschränkte Menge ist, welchēD entḧalt. Folglich ist

[ρ 7→ gjk(ρ)] ∈ C∞(
U , h1+α(U)

)
, 1 ≤ j, k ≤ n.

Daher haben wir
A(ρ) = ajk(ρ)∂j∂k + aj(ρ)∂j

und für die Koeffizienten gilt

[ρ 7→ (ajk(ρ), aj(ρ))] ∈ C∞(
U , h1+α(D̄)× hα(D̄)

)
, 1 ≤ j, k ≤ n.
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Hieraus folgt der erste Teil der Behauptung und wegenajk(ρ) = gjk(ρ) ist der
zweite Teil nun ebenfalls klar.

�

Wir wollen jetzt den RandoperatorB(ρ) untersuchen.

Lemma 2.2.3 Für alle ρ ∈ U existiert ein~bρ := ~b(ρ) ∈ h1+α(Σ,Rn) mit

B(ρ)v = ~bρ · ∇v, v ∈ h2+α(D̄) und ~bρ · µ > 0.

Außerdem gilt
B ∈ C∞(

U ,L(h2+α(D̄), h1+α(Σ))
)
.

Beweis:Seiv ∈ h2+α(D̄) unds ∈ Σ, wir berechnen

B(ρ)v(s) = Θ∗
ρ

(
γ∇(Θρ

∗v) · ∇φρ

)
(s)

=
(
γ∇(Θρ

∗v) · ∇φρ

)
(Θρ(s))

=
[
∂Θ−1

ρ (Θρ(s))
]T∇v(s) · ∇φρ(Θρ(s))

=
[
∂Θ−1

ρ (Θρ(s))
]
∇φρ(Θρ(s)) · ∇v(s).

Wir setzen nun
~bρ(s) :=

[
∂Θ−1

ρ (Θρ(s))
]
∇φρ(Θρ(s)).

Offenbar gilt~bρ ∈ h1+α(Σ,Rn). Damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.
Es gilt sogar

[ρ 7→ Θρ] ∈ C∞(
U , h2+α(U,Rn)

)
, [ρ 7→ φρ] ∈ C∞(

U , h2+α(U)
)

mit U wie in Lemma 2.2.2. Daher folgt

[ρ 7→ ~bρ] ∈ C∞(
U , h1+α(Σ,Rn)

)
und somit auch

B ∈ C∞(
U ,L(h2+α(D̄), h1+α(Σ))

)
.

Schließlich bleibt noch~bρ · µ > 0 zu zeigen. Wir betrachten dafür die beiden
folgenden kommutativen Diagramme,

Γρ
ι−−−→ Rn

θ−1
ρ

y yΘ−1
ρ

Σ
ι−−−→ Rn

TpΓρ
Tpι−−−→ TpΓρ ⊕NpΓρ

Tpθ
−1
ρ

y yTpΘ−1
ρ

TsΣ
Tsι−−−→ TsΣ⊕NsΣ
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mit p ∈ Γρ unds := Θ−1
ρ (p). WegenΘρ ∈ Diff 2+α(Rn,Rn) undθρ ∈ Diff 2+α(Σ,Γρ)

erhalten wir

TpΘ
−1
ρ

[
TpΓρ

]
= TsΣ und Tp(s)Θ

−1
ρ

[
NpΓρ

]
* TsΣ.

Somit haben wir [
∂Θ−1

ρ (Θρ(s))
]
∇φρ(Θρ(s)) · µ(s) 6= 0. (2.24)

Offenbar giltερ ∈ U für alleρ ∈ U und alleε ∈ [0, 1]. Daher ist die Abbildung

B : Σ× [0, 1] → Rn, (s, ε) 7→
[
∂Θ−1

ερ (Θερ(s))
]
∇φερ(Θρ(s))

wohldefiniert und man sieht leicht ein, dass

B ∈ C
(
Σ× [0, 1],Rn

)
.

Aus (2.24) folgtB(s, ε) · µ(s) 6= 0 für alles ∈ Σ und alleε ∈ [0, 1]. Nun ist

B(s, 0) · µ(s) = ∇φρ≡0(s) · µ(s) = |∇φρ≡0(s)| > 0

und daher erhalten wir, wie behauptet wurde,

~bρ(s) · µ(s) = B(s, 1) · µ(s) > 0, s ∈ Σ.

�

Wir analysieren nun die beiden Gleichungen (2.20) und (2.21). Das vorliegende
elliptische Randwertproblem ist wohlbekannt in der Literatur und wird als ”Re-
gular Oblique Derivative Problem” bezeichnet. In [38, Kapitel 6.7] wird Schauder
Theorie f̈ur dieses Problem entwickelt und Lösbarkeit inC2+α(D̄) untersucht. Wir
zeigen im Folgenden, dass es auch wohlgestellt ist in kleinen Hölderr̈aumen.

Lemma 2.2.4 Seiρ ∈ U undλ ∈ R+. Dann gilt:(
A(ρ), λγ + B(ρ)

)
∈ Isom

(
h2+α(D̄), hα(D̄)× h1+α(Σ)

)
.

Beweis: Es seienλ ∈ R+ und ρ ∈ U beliebig aber fest,f ∈ hα(D̄) und
φ ∈ h1+α(Σ). Wir betrachten f̈ur t ∈ [0, 1] die folgende Familie von elliptischen
Randwertproblemen

Ltu := tA(ρ)u+ (1− t)∆u = f in D,

Ntu := t
(
λγ + B(ρ)

)
u+ (1− t)

(
γu+ ∂µu

)
= φ auf Σ. (2.25)
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Wir wollen anmerken, dassL1 = A(ρ),L0 = ∆,N1 = λγ+B(ρ) undN0 = γ+∂µ

gilt. In [38, Theorem 6.31] wird gezeigt, dass jede Lösungu ∈ C2+α(D̄) von
(2.25) (f̈ur eint) die a priori Abscḧatzung

‖u‖2+α ≤ C(‖φ‖1+α + ‖f‖α) (2.26)

erfüllt. Hierbei ist die KonstanteC unabḧangig vont. Insbesondere folgt aus
(2.26) die Injektiviẗat der Abbildungen[

u 7→ (Ltu,Ntu)
]

: h2+α(D̄) → hα(D̄)× h1+α(Σ).

Um die Surjektiviẗat dieser Abbildungen zu beweisen, genügt es auf Grund der
sogenannten “method of continuity” (vgl. [38, Theorem 5.2]) die Surjektivität von[

u 7→ (∆u, γu+ ∂µu)
]

: h2+α(D̄) → hα(D̄)× h1+α(Σ)

zu zeigen. Es ist wohlbekannt, dass(
∆, γ + ∂µ

)
∈ Lis

(
C2+α(D̄), Cα(D̄)× C1+α(Σ)

)
. (2.27)

Es bezeichneu dieC2+α(D̄) Lösung von

∆v = f in D,

v + ∂µv = φ auf Σ.

Wir wollen zeigen, dass sogaru ∈ h2+α(D̄) gilt. Dafür betrachten wir eine Folge
(fn, φn) in C∞(D̄)× C∞(Σ) mit

(fn, φn) → (f, φ) in hα(D̄)× h1+α(Σ).

Bezeichnen wir mitun die Lösung von

∆v = fn in D,

v + ∂µv = φn auf Σ,

dann impliziert elliptische Regularität un ∈ C∞(D̄), n ∈ N. Ferner folgt aus
(2.27)

un → u in C2+α(D̄)

und somitu ∈ h2+α(D̄).
�
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2.3 Die abstrakte Evolutionsgleichung

Das n̈achste Ziel ist, das transformierte System (2.20)-(2.23) mit den unbekann-
ten Funktionenρ und v als eine einzige abstrakte Evolutionsgleichung für ρ in
geeigneten Banachräumen umzuformulieren. Hierfür definieren wir f̈ur ρ ∈ U ,

W(ρ) :=
(
A(ρ), γ + B(ρ)

)−1
∣∣∣{0} × h1+α(Σ), (2.28)

d.h. für ρ ∈ U undg ∈ h1+α(Σ) istW(ρ)g die eindeutig bestimmteh2+α-Lösung
des elliptischen Randwertproblems

A(ρ)v = 0 in D,

v + B(ρ)v = g aufΣ.

Also istW(ρ)H(ρ) die Lösung des elliptischen Randwertproblems (2.20)-(2.21)
und wir erhalten daher aus (2.22) die Evolutionsgleichung

∂tρ+G(ρ) = LργW(ρ)H(ρ), ρ(0) = ρ0. (2.29)

Wir wollen nun zun̈achst formal aus (2.16)-(2.19) eine weitere Evolutionsglei-
chung herleiten. F̈ur ρ ∈ U bezeichneT (ρ) den L̈osungsoperator von

A(ρ)v = 0 in D,

v = g aufΣ. (2.30)

Fassen wir nun Gleichungen (2.16) und (2.18) als elliptisches Randwertproblem
auf, so ist dessen L̈osungu durch

u = T (ρ)
∂tρ

Lρ

+ T (ρ)H(ρ)

gegeben. Damit folgt aus Gleichung (2.17)

∂tρ

Lρ

+ B(ρ)T (ρ)
∂tρ

Lρ

+ B(ρ)T (ρ)H(ρ) = 0

=⇒
[
I + B(ρ)T (ρ)

]∂tρ

Lρ

+
[
I + B(ρ)T (ρ)

]
H(ρ)−H(ρ) = 0

=⇒ ∂tρ

Lρ

+H(ρ)−
[
I + B(ρ)T (ρ)

]−1
H(ρ) = 0

=⇒ ∂tρ+G(ρ)− Lρ

[
I + B(ρ)T (ρ)

]−1
H(ρ) = 0.
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Damit können wir (zumindest formal) das System (2.16)-(2.19) bzw. (2.20)-(2.23)
in das folgende abstrakte Cauchy-Problem umschreiben,

∂tρ+ Φ(ρ) = 0, ρ(0) = ρ0. (2.31)

mit
Φ(ρ) := G(ρ)− Lρ

[
I + B(ρ)T (ρ)

]−1
H(ρ).

Der OperatorB(ρ)T (ρ) wird als (verallgemeinerter) Dirichlet-Neumann Operator
bezeichnet. Im Folgenden werden wir den Zusammenhang zwischen (2.29) und
(2.31) untersuchen und die formale Herleitung von (2.31) präzisieren. F̈ur ρ ∈ U
läßt sich wieder mit Schaudertheorie zeigen, dass (2.30) für alleg ∈ h2+α(Σ) eine
eindeutige L̈osungu in h2+α(D̄) besitzt, d.h. wir haben(

A(ρ), γ
)
∈ Lis

(
h2+α(D̄), hα(D̄)× h2+α(Σ)

)
. (2.32)

Daher definieren wir wieder für ρ ∈ U ,

T (ρ) :=
(
A(ρ), γ

)−1
∣∣∣{0} × h2+α(Σ). (2.33)

Aus Lemma 2.2.2 sowie der Tatsache, dass die Inversion eine glatte Abbildung
ist, folgt

T ∈ C∞(
U ,L(h2+α(Σ), h2+α(D̄))

)
. (2.34)

Lemma 2.3.1 Es gilt

γW(ρ) =
[
I + B(ρ)T (ρ)

]−1
.

Beweis:Seig ∈ h2+α(Σ) mit g + B(ρ)T (ρ)g = 0. Wir setzenu := T (ρ)g. Dann
ist

A(ρ)u = 0 in D,

u+ B(ρ)u = g + B(ρ)T (ρ)g = 0 aufΣ.

Aus Lemma 2.2.4 folgtu = 0 und daher istg = γu = 0. Damit ist die Injektiviẗat
von

[
I+B(ρ)T (ρ)

]
bewiesen. Sei nunf ∈ h1+α(Σ). Wir setzeng := γW(ρ)f ∈

h2+α(Σ). Dann ist

f = γW(ρ)f + B(ρ)W(ρ)f = g + B(ρ)T (ρ)g =
[
I + B(ρ)T (ρ)

]
g.
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Daher ist
[
I + B(ρ)T (ρ)

]
surjektiv und wir erhalten[

I + B(ρ)T (ρ)
]−1

f = g = γW(ρ)f.

�

Wegen Lemma 2.3.1 stimmen die Evolutionsgleichungen (2.29) und (2.31)über-
ein. Wir werden im Folgenden die Darstellung (2.31) benutzen.

Es ist bekannt, dass der Mittlere KrümmungsoperatorH(ρ) eine quasilineare
Struktur tr̈agt. In [22, Lemma 3.1] und [23, Lemma 3.1] wird die Existenz von
Funktionen

P ∈ C∞(
U ,L(h3+α(Σ), h1+α(Σ))

)
und Q ∈ C∞(

U , h1+α(Σ)
)

(2.35)

bewiesen, mit

H(ρ) = P (ρ)ρ+Q(ρ) für ρ ∈ U ∩ h3+α(Σ).

Wir setzen
F (ρ) := Lρ

[
1 + B(ρ)T (ρ)

]−1
Q(ρ)− LρQ(ρ)

und
A(ρ) := LρP (ρ)− Lρ

[
1 + B(ρ)T (ρ)

]−1
P (ρ).

Damit tr̈agt auch die abstrakte Evolutionsgleichung (2.29) eine quasilineare Struk-
tur und l̈aßt sich schreiben als

∂tρ+ A(ρ)ρ = F (ρ), ρ(0) = ρ0. (2.36)

Um diese Gleichung lösen zu k̈onnen werden wir im Folgenden die FunktionenA
undF weiter untersuchen.

Lemma 2.3.2(
A,F

)
∈ C∞(

U ,L(h3+α(Σ), h1+α(Σ))× h1+α(Σ)
)
.

Beweis:Dies ist eine Konsequenz aus unseren Betrachtungen in Lemma 2.2.2 und
Lemma 2.2.3, sowie von (2.34) und (2.35).

�

Wir können nun das folgende Generationsresultat beweisen:
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Proposition 2.3.3 Für ρ ∈ U gilt:

A(ρ) ∈ H
(
h3+α(Σ), h1+α(Σ)

)
.

Beweis:Seiρ ∈ U . Der OperatorP (ρ) ist ein gleichm̈aßig elliptischer Operator
zweiter Ordnung inh1+α(Σ) mit Definitionsbereichh3+α(Σ), undLρ geḧort zu
h1+α(Σ) und ist strikt positiv. Daher istLρP (ρ) ebenfalls gleichm̈aßig elliptisch
und es gilt

LρP (ρ) ∈ H(h3+α(Σ), h1+α(Σ)).

Im Folgenden bezeichnet(·, ·)θ := (·, ·)0
θ,∞ den stetigen Interpolationsfunktor von

Da Prato und Grisvard [17]. Details finden sich in [1, 2, 49]. Es ist wohlbekannt,
dass die kleinen Ḧolderr̈aume die Interpolationseigenschaft(
hσ0(Σ), hσ1(Σ)

)
θ

= h(1−θ)σ0+θσ1(Σ) falls (1− θ)σ0 + θσ1 6∈ N, (2.37)

haben, wobeiθ ∈ (0, 1). Wegen

Lρ

[
1 + B(ρ)T (ρ)

]−1
P (ρ) ∈ L(h3+σ(Σ), h1+α(Σ)), σ ∈ (0, α)

und (2.37) folgt die Behauptung nun aus bekannten Störungss̈atzen (siehe z.B.
[49, Proposition 2.4.1 (i)]). Wir weisen darauf hin, dass man den Raumh3+σ(Σ)
als stetigen Interpolationsraum zwischenh3+α(Σ) undh1+α(Σ) erḧalt. Aus Glei-
chung (2.37) folgt n̈amlich(

h1+α(Σ), h3+α(Σ)
)

2+σ−α
2

= h3+σ(Σ).

�

Wir zeigen nun, dass der OperatorA(ρ) sogar maximale Regularität hat. F̈ur ei-
ne kurze Darstellung des Konzepts der maximalen Regularität verweisen wir auf
Kapitel 3.

Proposition 2.3.4 Für ρ ∈ U undµ ∈ (0, 1] gilt:

A(ρ) ∈Mµ

(
h3+α(Σ), h1+α(Σ)

)
.

Beweis:Seiσ ∈ (0, α). Wir setzenE1 := h3+σ(Σ) undE0 := h1+σ(Σ). Dann gilt
analog zu Proposition 2.3.3

LρP (ρ) ∈ H(E1, E0), ρ ∈ U .
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Um die Notation zu vereinfachen unterscheiden wir nicht zwischen Realisierun-
gen von Abbildungen in verschiedenen Funktionenräumen. Wir setzenθ := (α−
σ)/2 undX0 := (E0, E1)θ. Ferner bezeichnen wir den Definitionsbereich der
maximalenX0 Realisierung vonLρP (ρ) mit X1, d.h.

X1 = {x ∈ E1; LρP (ρ)x ∈ X0}.

Aus (2.37) ergibt sich

X0 =
(
h1+σ(Σ), h3+σ(Σ)

)
θ

= h(1−α−σ
2

)(1+σ)+α−σ
2

(3+σ)(Σ) = h1+α(Σ).

Elliptische Regulariẗat impliziert nunX1 = h3+α(Σ). Daher k̈onnen wir [64,
Theorem 2.2] anwenden und folgern, dass

LρP (ρ) ∈Mµ(X1, X0), ρ ∈ U , µ ∈ (0, 1].

Schließlich ergibt sich wegen

Lρ

[
1 + B(ρ)T (ρ)

]−1
P (ρ) ∈ L(h3+σ(Σ), h1+α(Σ))

die Behauptung aus bekannten Störungss̈atzen (siehe z.B. [64, Bemerkung 2.1b)]).
�

Nach diesen Vorarbeiten erhalten wir das folgende Existenz-, Eindeutigkeits-
und Regulariẗatsresultat f̈ur die quasilineare Evolutionsgleichung (2.36). Seiβ ∈
(α, 1). Wir setzenV := U ∩ h2+β(Σ). Damit istV eine offene Menge inh2+β(Σ).
Außerdem setzen wirη := (1 + β − α)/2.

Theorem 2.3.5 Für ρ0 ∈ V besitzt die quasilineare Evolutionsgleichung (2.36)
eine eindeutige nichtfortsetzbare Lösung

ρ ∈ C
(
[0, t+(ρ0)),V

)
∩ C∞(

Σ× (0, t+(ρ0))
)
,

wobei wir mit[0, t+(ρ0)) das maximale Existenzintervall bezeichnen. Schließlich
definiert die Abbildung(t, ρ0) 7→ ρ(t, ρ0) einen glatten Halbfluss aufV.

Beweis:Wir stellen zun̈achst fest, dass(
h1+α(Σ), h3+α(Σ)

)
η

= h2+β(Σ).
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Mit Proposition 2.3.4 erhalten wir

A(ρ) ∈Mη

(
h3+α(Σ), h1+α(Σ)

)
, ρ ∈ V .

Seiρ0 ∈ V. Die Existenz einer eindeutigen nichtfortsetzbaren Lösung

ρ ∈ C
(
[0, t+(ρ0)),V

)
∩ C1

(
(0, t+(ρ0)), h

α(Σ)
)
∩ C

(
(0, t+(ρ0)), h

3+α(Σ)
)

für Problem (2.36) und die Tatsache, dass(t, ρ0) 7→ ρ(t, ρ0) ein glatter Halbfluss
aufV ist, folgt aus [64, Theorem 3.1]. Mit einem bootstrapping Argument in der
Skalahl+α(Σ), l ∈ N kann man zeigen, dass die Lösung sogar glatt ist in Raum
und Zeit. Wir verweisen auf [22, Abschnitt 4] für Details.

�

2.4 Die Linearisierung

Wir wollen im Folgenden die L̈osung in der N̈ahe von Spḧaren untersuchen. We-
gen der Translationsinvarianz des quasistationären Stefan-Problems (2.1)-(2.4)
beschr̈anken wir unsere Analyse auf Sphären, deren Mittelpunkt im Koordina-
tenursprung liegt. Wir betrachten also den FallΣ = S, wobeiS = SR eine Spḧare
mit RadiusR um den Punkt0 ist. Um das Langzeitverhalten der Lösung zu unter-
suchen, studieren wir das Verhalten der AbbildungΦ, welche in (2.31) eingeführt
wurde. Wegen

[ρ 7→ Φ(ρ)] ∈ C∞(U1, h
1+α(S)) mit U1 := U ∩ h3+α(S)

ist
K := ∂Φ(0) ∈ L(h3+α(S), h1+α(S)) (2.38)

wohldefiniert. Im Folgenden benutzen wir die Abkürzungen

B := B(0) und T := T (0),

wobeiB(0) undT (0) in (2.15) bzw. (2.33) eingeführt worden sind, d.h.Bv ist die
Ableitung vonv in Richtung der̈außeren Normalenν in S undT g ist die Lösung
von

∆v = 0 in B(0, R)

v = g aufS. (2.39)
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In [23, Lemma 3.1] wird gezeigt, dass die Ableitung des Mittleren-Krümmungs
Operators an der Stelle0 durch folgenden Ausdruck gegeben ist

D := DS := ∂H(0) = − 1

n− 1

(n− 1

R2
+ ∆S

)
. (2.40)

Hierbei bezeichnet∆S den Laplace-Beltrami Operator aufS.

Lemma 2.4.1 Es gilt
K = D −

[
1 + BT

]−1
D.

Beweis:Aus den Gleichungen (2.10) und (2.11) erhalten wirL0 ≡ 1 und aus dem
Beweis von [23, Lemma 3.1] wird ersichtlich, dass

∂Lρ|ρ=0 = 0.

Daher erhalten wir f̈ur h ∈ h3+α(S):

Kh

=Dh− ∂
(
[1 + B(ρ)T (ρ)]−1

)∣∣
ρ=0

[h,H(0)]− [1 + BT ]−1Dh

=Dh−
(
∂inv(1 + BT )∂(B(ρ)T (ρ))

∣∣
ρ=0

(h)
)
H(0)− [1 + BT ]−1Dh

=Dh+ (1 + BT )−1∂(B(ρ)T (ρ))
∣∣
ρ=0

(h)(1 + BT )−1H(0)− [1 + BT ]−1Dh.

Nun istH(0) die mittlere Kr̈ummung der SpḧareSR und daher istH(0) = R−1.
Das elliptische Randwertproblem

∆u = 0 in D,

u+ ∂µu = R−1 aufS

hat die eindeutige L̈osungu ≡ R−1. Aus Lemma 2.2.4 und mit der Notation
von (2.28) sowie der Abk̈urzungW := W(0), erhalten wiru = WR−1. Damit
impliziert Lemma (2.3.1)

(1 + BT )−1H(0) = γWR−1 = R−1.

Wir folgern weiter

B(ρ)T (ρ)R−1 = 0 für alle ρ ∈ U.
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Dennv = T (ρ)R−1 = R−1 ist die eindeutige L̈osung des elliptischen Randwert-
problems (2.39) mitg = R−1. Offenbar istB(ρ)v = 0. Daher erhalten wir

∂
(
1 + B(ρ)T (ρ)

)∣∣
ρ=0

[h,R−1] =
d

dε

∣∣∣
ε=0
B(εh)T (εh)R−1 = 0.

Somit ist gezeigt, dass

Kh = Dh−
[
1 + BT

]−1
Dh.

�

Wir werden nun das Spektrum von−K untersuchen. Dafür wollen wir zun̈achst
einige Eigenschaften des Laplace-Beltrami Operators∆Sn auf der Einheitsspḧare
Sn in Erinnerung rufen. F̈ur eine detaillierte Darstellung verweisen wir auf [67].
Der Operator−∆Sn ist ein selbstadjungierter Operator im HilbertraumL2(S

n)
und hat ein reines Punktspektrum, seine Eigenwerte sindl(l+n−2), l = 0, 1, 2, . . . .
Die KugelflächenfunktionenS(θ) vom Gradl bilden bilden die Gesamtheit der Ei-
genfunktionen des Operators−∆Sn zum Eigenwertl(l+n−2). Außerdem sind die
Kugelflächenfunktionen eine Orthonormalbasis des HilbertraumsL2(S

n). Dies
bedeutet, dass jede Funktionψ ∈ L2(S

n) nach den Kugelfl̈achenfunktionenS(l)
m

entwickelt werden kann,

ψ =
∞∑
l=0

Vn(l)∑
m=0

(
ψ|S(l)

m

)
L2(Sn)

S(l)
m .

Ab jetzt schreiben wir einfach(·|·) für dasL2-Skalarprodukt. Wir beweisen nun
eine Abscḧatzung f̈ur den OperatorDSn, die wir im weiteren Verlauf ben̈otigen
werden.

Proposition 2.4.2 Für alle n ≥ 2 gilt,(
DSng

∣∣g) ≥ (
g
∣∣g), g ∈ h3+α(Sn), g ⊥ {1, S(1)

m ; 1 ≤ m ≤ n}.

Beweis:Wir setzenλl := l(l + n − 2). Seiψ ∈ D(∆Sn) mit ψ ⊥ {1, S(1)
m ; 1 ≤

m ≤ n}. Dann gilt

ψ =
∞∑
l=2

Vn(l)∑
m=0

(
ψ|S(l)

m

)
S(l)

m (2.41)
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und, weil der selbstadjungierte Operator∆Sn ein reines Punktspektrum hat, folgt
(vgl. [67, Satz 21.1])

−∆Snψ =
∞∑
l=2

Vn(l)∑
m=0

(
ψ|S(l)

m

)
λlS

(l)
m . (2.42)

Weiter erhalten wir aus (2.41) und (2.42) mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung(
DSnψ

∣∣ψ)
=

(
− ψ − 1

n− 1
∆Snψ

∣∣ψ)
=

1

n− 1

(
−∆Snψ

∣∣ψ)
−

(
ψ

∣∣ψ)
=

1

n− 1

∞∑
l=2

Vn(l)∑
m=0

(
−∆Snψ|S(l)

m

)(
ψ|S(l)

m

)
−

(
ψ

∣∣ψ)
=

1

n− 1

∞∑
l=2

Vn(l)∑
m=0

λl

(
ψ|S(l)

m

)(
ψ|S(l)

m

)
−

(
ψ

∣∣ψ)
≥ 1

n− 1
λ2

∞∑
l=2

Vn(l)∑
m=0

(
ψ|S(l)

m

)(
ψ|S(l)

m

)
−

(
ψ

∣∣ψ)
=

2n

n− 1

(
ψ

∣∣ψ)
−

(
ψ

∣∣ψ)
=
n+ 1

n− 1

(
ψ

∣∣ψ)
≥

(
ψ

∣∣ψ)
.

Wegenh3+α(Sn) ⊂ D(∆Sn) folgt daher die Behauptung.
�

Im weiteren Verlauf wollen wir den Dirichlet-Neumann Operator als lineare Ab-
bildung vonh1+α(S) nachhα(S) auffassen. In den folgenden beiden Lemmata
werden wir Eigenschaften des Dirichlet-Neumann Operators angeben, die wir bei
der Analyse des Spektrums von−K benutzen werden.

Lemma 2.4.3 Mit 1(x) = 1 für x ∈ S gilt.

a)
(
BT g

∣∣1)
= 0, für alle g ∈ h1+α(S).

b) 0 ist ein Eigenwert vonBT und ker(BT ) = span{1}.

Beweis:
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a) Seig ∈ h1+α(S). Dann erhalten wir mit Hilfe der Greenschen Formel(
BT g

∣∣1)
=

∫
B(0,R)

∆T g dx = 0. (2.43)

Genauer gesagt erhält man (2.43) zun̈achst f̈ur glatte Funktionen mit Hilfe
der Greenschen Formel. Für Funktionen inh1+α(S) folgt (2.43) dann durch
einen Dichteschluß.

b) Es seiBT g = 0 für ein g ∈ h1+α(S). Außerdem bezeichnev := T g die
harmonische Fortsetzung vong auf B(0, R), mit anderen Worten:v ist die
Lösung von (2.39). Wir multiplizierenBT g mit ḡ und erhalten wieder mit
Hilfe der Greenschen Formel(

BT g
∣∣g) =

∫
B(0,R)

|∇T g|2 dx = 0. (2.44)

Auch hier zeigt man (2.44) zunächst f̈ur glatte Funktionen und macht dann
einen Dichtschluß. Daher können wir schließen, dassv und somit auchg =
v|S konstant ist. Offenbar istBT 1 = 0. Daher ist0 ein Eigenwert und der
zugeḧorige Eigenraum wird von1 aufgespannt.

�

Für r > 0 bezeichne

hr
0(S) := {g ∈ hr(S);

∫
S
g dσ = 0}

den Raum aller Funktionen inhr(S) mit Mittelwert 0.

Lemma 2.4.4 Es istBT ∈ Isom(h1+α
0 (S), hα

0 (S)). Ferner gilt,(
(BT )−1g

∣∣g) > 0, g ∈ hα
0 (S) \ {0}.

Ein Beweis findet sich in [23, Lemma 5.3].

Nach diesen Vorbereitungen können wir das Spektrum von−K charakterisieren.

Proposition 2.4.5 Das Spektrum von−K besteht aus einer abzählbaren Menge
von isolierten Eigenwerten{λk; k ∈ N} mit

{λk; k ∈ N} ⊂ (−∞, 0].

Jeder Eigenwert von−K hat endliche algebraische Vielfachheit. Ferner ist 0 ein
Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit (n+1).
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Beweis:

a) WegenK ∈ H
(
h3+α(S), h1+α(S)

)
und der Kompaktheit der Einbettung

vonh3+α(S) in h1+α(S), hat−K kompakte Resolvente. Nun folgt aus [43,
Theorem 6.29], dass das Spektrum von−K aus einer abz̈ahlbaren Menge
von isolierten Eigenwerten mit endlicher algebraischer Vielfachheit besteht.

b) Wir betrachten zun̈achst den Fall, dassS = Sn die Einheitsspḧare mit Mit-
telpunkt 0 ist. Wir zeigen, dass0 ein Eigenwert der Vielfachheit(n+ 1) ist.
Seig ∈ h3+α(Sn) mit Kg = 0. Dann folgt

DSng − (1 + BT )−1DSng = 0

DSng + BT DSng −DSng = 0

BT DSng = 0.

Damit haben wir

BT
(
(n− 1) + ∆Sn

)
g = 0.

Schließlich erhalten wir aus Lemma 2.4.3 b)(
(n− 1) + ∆Sn

)
g = c (2.45)

mit einer Konstantenc. Für c 6= 0 ist (2.45) eine inhomogene Gleichung und
eine spezielle L̈osung ist gegeben durchg0 = (n − 1)−1c. Die Gesamtheit
der Lösungen der zugehörigen homogenen Gleichung(

(n− 1) + ∆Sn

)
g = 0

ist durch Linearkombination der Kugelflächenfunktionen{S(1)
m ; 1 ≤ m ≤

n} vom Grad1 gegeben. Wir k̈onnen daher schließen, dass

ker(−K) = span{1, S(1)
m ; 1 ≤ m ≤ n}. (2.46)

c) Wir zeigen nun, dass die restlichen Eigenwerte von−K in (−∞, 0) enthal-
ten sind. Es sei alsoz ∈ C \ {0} undg ∈ h3+α(Sn) \ {0} mit

zg +Kg = 0 (2.47)
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dann folgt,

zg +DSng − (1 + BT )−1DSng = 0 (2.48)

zg + zBT g +DSng + BT DSng −DSng = 0 (2.49)

zg + zBT g + BT DSng = 0. (2.50)

Aus Lemma 2.4.3 a) folgt, dassBT g undBT Dg Mittelwert 0 haben, d.h
(BT g|1) = 0 und(BT DSng|1) = 0. Daher erhalten wir aus (2.50)(zg|1) =
0 und wegenz 6= 0 somit auch(g|1) = 0. Daher k̈onnen wir den Operator
(BT )−1 auf Gleichung (2.50) anwenden und erhalten

z(BT )−1g + zg +DSng = 0. (2.51)

Wir multiplizieren Gleichung (2.51) mit̄g und integrieren̈uberSn:

z
(
(BT )−1g

∣∣g) + z
(
g
∣∣g) +

(
Dg

∣∣g) = 0.

Wir könneng schreiben alsg = g1 + g2 mit g1 ∈ span{1, S(1)
m ; 1 ≤ m ≤ n}

und g2 ⊥ span{1, S(1)
m ; 1 ≤ m ≤ n}. Aus (2.46) und Gleichung (2.47)

folgt g2 6= 0 und wegen der Symmetrie vonDSn auf L2(S
n) können wir

schließen, dass

z
(
(BT )−1g

∣∣g) + z
(
g
∣∣g) +

(
Dg2

∣∣g2

)
= 0.

Daher k̈onnen wir aus Proposition 2.4.2 und Lemma 2.4.4 folgern, dass
z ∈ (−∞, 0). Somit besteht das Spektrum von−K aus einer diskreten
Menge von reellen Eigenwerten{λk; k ∈ N} mit

· · · < λk+1 < λk < λk−1 < · · · < λ1 < λ0 = 0

und0 ist ein Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit (n+1).

d) Wir betrachten nun den Fall, dassS eine Spḧare mit RadiusR und Mittel-
punkt im Koordinatenursprung ist. Es gilt die Beziehung

DSg = R−2[θ∗R]−1(DSnθ∗Rg), g ∈ C2(S),

hierbei stehtθR für die Streckung um den FaktorR und

θ∗R ∈ Isom(h3+α(S), h3+α(Sn)), [θ∗Rg](x) := g(Rx)

30



bezeichnet den zugehörigen pull-back Operator. Ersetzt man Proposition
2.4.2 durch(
DSg

∣∣g) ≥ R−2
(
g
∣∣g), g ∈ h3+α(S), g ⊥ {1, S(1)

m,R; 1 ≤ m ≤ n},

wobei wir mitS(1)
m,R die Kugelfl̈achenfunktionen auf derR-Spḧare bezeich-

nen, so bleibt der Beweis von a) und b) richtig.

�

2.5 Die Zentrumsmannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt beweisen wir die Existenz einer lokal invarianten,(n + 1)-
dimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit für die Evolutionsgleichung (2.31). Au-
ßerdem zeigen wir, dass diese Mannigfaltigkeit Lösungen exponentiell anzieht.
Schließlich beweisen wir die Eindeutigkeit dieser Mannigfaltigkeit und die Tat-
sache, dass sie ausschließlich aus Equilibrien besteht. Jede Sphäre ist ein Equi-
librium für das quasistationäre Stefan-Problem. Wie im vorherigen Abschnitt sei
Σ = S eine feste Spḧare mit RadiusR, die den Koordinatenursprung als Mittel-
punkt hat. Damit ist0 ein Equilibrium der Evolutionsgleichung (2.31). Wir können
(2.31) umschreiben als

∂tρ+Kρ = g(ρ), ρ(0) = ρ0, (2.52)

mit
g(ρ) = Kρ− Φ(ρ),

wobeiK die Linearisierung der Abbildung[ρ 7→ Φ(ρ)] ist, vgl. Lemma 2.4.1. Die
Gleichung (2.52) ist als eine voll nichtlineare Evolutionsgleichung zu betrachten.
Bei der Konstruktion der lokal invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit werden wir
die Theorie der maximalen Regularität zu Hilfe nehmen. Wie bereits gezeigt wor-
den ist, ist der Kern vonK gegeben durch den RaumXc := span{1, S(1)

m ; 1 ≤
m ≤ n}, der aufgespannt wird von1 und denn linear unabḧangigen Kugel-
flächenfunktionenS(1)

m vom Grad1, siehe Beweis von Proposition 2.4.5. Wir ha-
ben

S(1)
m = R−1pm

∣∣S, 1 ≤ m ≤ n. (2.53)
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Hierbei istpm ein harmonisches Polynom vom Grad1, welches gegeben ist durch
pm(x) = xm für x ∈ Rn, undpm|S bezeichnet die Einschränkung vonpm aufS.
Der RaumXc ist ein endlichdimensionaler Untervektorraum vonh3+α(S) und ist
daher ein topologisch direkter Summand. Es läßt sich sogar ein zuXc komple-
menẗarer Untervektorraum vonh3+α(S) finden, sodass die entsprechende topolo-
gisch direkte Summe den OperatorK zerlegt.

Lemma 2.5.1 Es existiert eine aufh3+α(S) stetige ProjektionP mit im(P ) = Xc,
sodassh3+α(S) = Xc⊕ im(I −P ) eine topologisch direkte Summe ist, dieK re-
duziert.

Beweis:

a) Mit der Darstellung (2.53) sehen wir∫
S
S(1)

m do = 0, für 1 ≤ m ≤ n. (2.54)

Somit haben die Kugelfl̈achenfunktionenS(1)
m Mittelwert 0 und daher ist

H := span{S(1)
m ; 1 ≤ m ≤ n} ein Untervektorraum vonh3+α

0 (S). Lemma
2.4.4 zeigt, dass die Abbildung

〈·, ·〉 : h3+α(S)× h3+α
0 (S) → R, 〈g, f〉 :=

(
g|(BT )−1f

)
+

(
g|f

)
,

(2.55)

wohldefiniert ist, wobei(·, ·) das Skalarprodukt inL2(S) bezeichnet. Ins-
besondere definiert die Einschränkung dieser Abbildung aufH ein Skalar-
produkt. Sei{η1, . . . , ηn} eine Orthonormalbasis vonH bez̈uglich des von
(2.55) induzierten Skalarprodukts. Dann definiert die AbbildungPH mit

PHg :=
n∑

m=1

〈g, ηm〉ηm, g ∈ h3+α(S),

eine stetige Projektion vonh3+α(S) aufH. Wir zeigen nunPHKg = 0 für
alle g ∈ h3+α(S). Tats̈achlich folgt aus Lemma 2.4.1 und der Symmetrie
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vonBT undD

PHKg =
n∑

m=1

(
Kg, (BT )−1ηm)ηm +

n∑
m=1

(Kg, ηm

)
ηm

=
n∑

m=1

(
Kg, (I + BT )(BT )−1ηm

)
ηm

=
n∑

m=1

(
BT Dg, (BT )−1ηm

)
ηm

=
n∑

m=1

(
Dg, ηm

)
ηm

=
n∑

m=1

(
g,Dηm

)
ηm.

Die Behauptung folgt nun wegenDηm = 0 für 1 ≤ m ≤ n. Für jedes
g ∈ h3+α(S) ist PHg ein Element von kerK, alsoKPHg = 0. Somit ist
gezeigt, dassPHK = KPH .

b) Wir definieren eine weitere ProjektionP1 durch

P1g :=
1

|S|

∫
S
g do1, g ∈ h3+α(S),

wobei|S| für das Maß vonS steht. Damit istP1 eine stetige Projektion von
h3+α(S) auf span{1}. Wir zeigenP1Kg = 0 für alle g ∈ h3+α(S). Wir
rufen in Erinnerung, dassu := WDg die Lösung von

∆v = 0 in B(0, R),

v + ∂νv = Dg aufS

ist. Nun folgt aus Lemma 2.3.1∫
S
(I + BT )−1Dg do =

∫
S
u do =

∫
S
Dg do−

∫
S
∂νu do

=

∫
S
Dg do−

∫
B(0,R)

∆u dx =

∫
S
Dg do

und daher

P1Kg =
1

|S|

∫
S
Kg do =

∫
S

(
Dg − (I + BT )−1Dg

)
do = 0, g ∈ h3+α(S).
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Für jedesg ∈ h3+α(S) ist P1g ein Element von kerK, alsoKP1g = 0.
Somit ist gezeigt, dassP1K = KP1.

c) Aus (2.54) folgtP1ηm = 0 für 1 ≤ m ≤ n und mit Lemma 2.4.4 erhalten
wir auch

PH1 =
n∑

m=1

〈1, ηm〉ηm

=
n∑

m=1

(
1|(BT )−1ηm

)
ηm +

n∑
m=1

(
1|ηm

)
ηm = 0.

Damit ist gezeigt, dassP1PH = PHP1 = 0. Folglich ist die AbbildungP
mit

Pg := PHg + P1g, g ∈ h3+α(S)

eine stetige Projektion vonh3+α(S) aufXc. Aus Schritt a) und b) folgt nun
PKg = KPg für alleg ∈ h3+α(S). Daher schließen wir, dassXc⊕ im(I−
P ) eine topologisch direkte Summe ist, dieK reduziert.

�

Bemerkung 2.5.2 Es bezeichneπc die zum Eigenwert0 vonK geḧorende spek-
trale Projektion. Dann gilt

πc
(
h3+α(S)

)
= Xc.

Beweis:Proposition 2.4.5 zeigt, dass0 ein Eigenwert vonK mit endlicher alge-
braischer Vielfachheit ist. Daher ist die zugehörige spektrale Projektion wohldefi-
niert und

dim πc
(
h3+α(S)

)
<∞.

Es ist nicht schwer zu sehen, dass

πc
(
h3+α(S)

)
⊃ Xc,

(ein Beweis findet sich in [49, Proposition A.2.2]). Die spektrale Projektion redu-
ziert ebenfalls den OperatorK. BezeichnetKc den Teil vonK in πc

(
h3+α(S)

)
,
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so istσ(Kc) = {0}, alsoKc nilpotent. Mit Lemma 2.5.1 folgt daher auch die
umgekehrte Inklusion

πc
(
h3+α(S)

)
⊂ Xc.

�

Wir setzenπs := I − πc undXs
1 := πs

(
h3+α(S)

)
. Damit ist

h3+α(S) = Xc ⊕Xs
1

eine topologisch direkte Summe, dieK reduziert. BezeichneKs den Teil vonK in
Xs

1 , so istσ(−Ks) = σ(−K)/{0}. Daher nennt manXs
1 den stabilen Unterraum

von−K.
Für ρ0 ∈ V bezeichneρ(·, ρ0) die Lösung der quasilinearen Evolutionsgleichung
(2.36) und[0, t+(ρ0)) bezeichne ihr maximales Existenzintervall. Wir rufen in
Erinnerung, dass0 < α < β < 1. Sei außerdemk ∈ N\{0} beliebig aber fest.
Wir setzen wiederη := (1 + β − α)/2.

Proposition 2.5.3 a) Es existiert eine offene UmgebungO von 0 in Xc und
eine Abbildung

σ ∈ Ck(O, Xs
1) mit σ(0) = 0, ∂σ(0) = 0, (2.56)

sodass die MannigfaltigkeitMc := graph(σ) ⊂ h3+α(S) lokal invariant ist
für die Evolutionsgleichung (2.36) oder (2.52). Die MannigfaltigkeitMc

entḧalt alle kleinen globalen L̈osungen von (2.52).

b) Seiω ∈ (0,−λ1), wobei wir mitλ1 den ersten von Null verschiedenen Ei-
genwert von−K bezeichnen (siehe Proposition 2.4.5). Dann existiert eine
Konstantec = c(ω, α, β) > 0, sodass

‖πsρ(t, ρ0)− σ(πcρ(t, ρ0))‖3+α ≤
c

t1−η
e−ωt‖πsρ0 − σ(πcρ0)‖2+β (2.57)

für jedesρ0 aus einer hinreichend kleinen Umgebung der0 in h2+β(S). Die
Abscḧatzung (2.57) ist richtig f̈ur alle t ∈ (0, t+(ρ0)) mit πcρ(t, ρ0) ∈ O.

Beweis:Im Folgenden weisen wir nach, dass die Voraussetzungen von [64, Ab-
schnitt 4] erf̈ullt sind. Wir rufen in Erinnerung, dass

U := {ρ ∈ h2+α(Σ); ‖ρ‖∞ < b}, V := {ρ ∈ h2+β(Σ); ‖ρ‖∞ < b}.
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Die MengeU entspricht der MengeUβ und die MengeV entspricht der Men-
ge U aus [64, Abschnitt 4]. Außerdem ist in dieser NotationX1 = h3+α(Σ)
undX0 = h1+α(Σ). Unsere Resultate aus Abschnitt 2.3 implizieren nun die in
[64, Abschnitt 4] vorausgesetzten Bedingungenüber maximale Regularität. Ge-
nauer gesagt garantieren Lemma 2.3.2, Proposition 2.3.3 und Proposition 2.3.4
sowie deren Beweise, dass die Voraussetzungen (4.1)-(4.4) in [64, Abschnitt 4]
erfüllt sind. Mit Proposition 2.4.5 und Bemerkung 2.5.2 erkennen wir, dass0 ein
isolierter Eigenwert vonK mit algebraischer Vielfachheit(n + 1) ist. Schließ-
lich sind wegenΦ(0) = 0 die restlichen Voraussetzungen von [64, Abschnitt 4]
ebenfalls erf̈ullt. Die Existenz einer lokal invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit
erhalten wir daher aus [64, Theorem 4.1]. Genauer gesagt, wird in [64] die Evo-
lutionsgleichung zun̈achst mit einer Abschneidefunktion multipliziert und dann
die Existenz einer global invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit für diese modi-
fizierte Evolutionsgleichung bewiesen. Für eine hinreichend kleine Umgebung
der 0 stimmt die urspr̈ungliche Evolutionsgleichung mit der modifizierten Evo-
lutionsgleichung̈uberein. Daher impliziert die Existenz einer global invarianten
Zentrumsmannigfaltigkeit für die modifizierte Evolutionsgleichung die Existenz
einer lokal invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit für die urspr̈ungliche Evoluti-
onsgleichung. Die Abschätzung (2.57) ist nun ein Konsequenz aus [64, Theorem
5.8].

�

Bemerkung 2.5.4 a) Mc ist eineCk-Mannigfaltigkeit der Dimensionn + 1,
denn sie ist der Graph einerCk-Funktion, die auf einer offenen Teilmenge
vonXc definiert ist. Die Abbildungx 7→ (x, σ(x)) ist eine Parametrisierung
vonMc. Daher ist der Tangentialraum vonMc im Punkt0 gegeben durch
T0(Mc) = im(idXc , ∂σ(0)), und aus (2.56) folgt

T0(Mc) = Xc × {0} ∼= Xc.

Mit anderen Worten istXc tangential zuM c im Punkt0.

b) Schon bei geẅohnlichen Differentialgleichungen sind Zentrumsmannigfal-
tigkeiten im allgemeinen nicht eindeutig, wie das folgende Beispiel von A.
Kelley (vgl. [68, Beispiel 13.7]) zeigt: Wir betrachten das System

ẋ = x2

ẏ = −y.
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Abbildung 2.1: Orbits im Phasenraum zu b)

In diesem Fall besteht der stabile UnterraumXs aus der y-Achse und der
RaumXc besteht aus der x-Achse. Eine mögliche Zentrumsmannigfaltigkeit
ist durch die x-Achse selbst gegeben. Wir finden die Orbits im Phasenraum
durch Integration

y(x) = Ce1/x.

Wobei die KonstanteC durch den Anfangswert bestimmt wird. Daher gibt
es unendlich viele invariante Untermannigfaltigkeiten, die tangential zuXc

im Punkt0 sind.

c) Wir möchten an dieser Stelle betonen, dass wir exponentielle Attraktivität
der lokalen ZentrumsmannigfalltigkeitMc in der Topologie vonh3+α(S)
für Anfangsdatenρ0 ∈ h2+β(S) bekommen. Dieses Ergebnis ist nahezu op-
timal, denn es berücksichtigt bereits den regularisierenden Effekt der qua-
silinearen Evolutionsgleichung (2.36).

d) Wir möchten noch kurz erläutern, was gemeint ist, wenn wir sagen,Mc ent-
halte alle kleinen globalen L̈osungen von (2.36). Seiρ(·) : R → h3+α(S) ei-
ne globale L̈osung von (2.36), wobeiρ(t) für alle t ∈ R in einer hinreichend
kleinen Nullumgebung bezüglich der Topologie vonh3+α(S) enthalten sei.
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Dann ist
πsρ(t) = σ(πcρ(t)), t ∈ R

undπcρ(·) ist Lösung der geẅohnlichen Differentialgleichung

ż(t) +Kcz(t) = πcg
(
z(t) + σ(z(t))

)
, t ∈ R, z(0) = πcρ(0).

Wir bezeichnen mitC die Menge der Spḧaren, die kleine Störungen vonS sind.
Weil Spḧaren Equilibrien des quasistationären Stefan-Problems sind, folgt mit
Proposition 2.5.3 a)C ⊂ Mc. Jede SpḧareC ∈ C ist vollsẗandig durchn + 1
Parameter, n̈amlich durch den Radius und dien Koordinaten des Mittelpunkts,
beschrieben. Es gilt sogarC = Mc. Dies bedeutet:

Proposition 2.5.5 Die lokale ZentrumsmannigfaltigkeitMc besteht nur aus Equi-
librien.

Für einen Beweis verweisen wir auf [23, Proposition 6.4].

Wie oben seiη := (1 + β − α)/2. Das folgende Theorem zeigt, dass für An-
fangswerte, die kleine Störungen einer Spḧare sind, die L̈osung global existiert
und gegen eine Sphäre konvergiert.

Theorem 2.5.6 a) Es existiert eine UmgebungV von0 in h2+β(S), sodass die
Lösung der quasilinearen Evolutionsgleichung (2.36) für jeden Anfangs-
wertρ0 ∈ V global existiert.

b) Seiω ∈ (0,−λ1) undρ0 ∈ V . Dann existiert eine Konstantec = c(ω, α, β) >
0 und ein eindeutigesz0 = z0(ρ0) ∈ O, sodass f̈ur alle t > 0 gilt

‖(πcρ(t, ρ0), π
sρ(t, ρ0))− (z0, σ(z0))‖3+α ≤

c

t1−η
e−ωt‖πsρ0 − σ(πcρ0)‖2+β.

Beweis:Es folgt aus Proposition 2.5.5, dass die Lösung der geẅohnlichen Diffe-
rentialgleichung inXc,

ż(t) +Kcz(t) = πcg
(
z(t) + σ(z(t))

)
, t ∈ R, z(0) = z0, (2.58)

gegeben ist durchz(t) ≡ z0 für z0 ∈ O. Daher ist0 ein stabiles Equilibri-
um der Gleichung (2.58). Deswegen erhalten wir aus [63, Theorem 3.3a)], dass
(0, σ(0)) = (0, 0) ein in h2+β(S) stabiles Equilibrium der quasilinearen Evolu-
tionsgleichung (2.36) ist. Der Vollständigkeit halber wollen wir an dieser Stelle
kurz die Definition vonStabilität in Erinnerung rufen. SeiX ein metrischer Raum
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undϕ : D ⊂ R+ ×X → X sei ein (lokaler) Halbfluss. Eine TeilmengeM ⊂ X
heißt stabil, wenn es für jede UmgebungU vonM eine weitere UmgebungV von
M gibt mit t+(x) = ∞ undγ+(x) ⊂ U für jedesx ∈ V . Damit haben wir insbe-
sondere, dass für Anfangswerte in einer hinreichend kleinen UmgebungV von 0
in h2+β(S) die Lösung von (2.36) global existiert. Wir können [63, Theorem 3.3]
tats̈achlich auf die vorliegende Situation anwenden, denn wir haben es mit einer
parameterunabhängigen Gleichung zu tun. Daher können wir in der Notation von
[63] Λ = F = {0} annehmen. In diesem Fall stimmen die Voraussetzungen von
[63] mit denen von [64, Abschnitt 4]̈uberein, die wir im Beweis von Proposition
2.5.3 verifiziert haben. Schließlich können wirX = h2+β(S) in [63, Theorem 3.3]
wählen, weil (2.36) einen glatten Halbfluss aufV ⊂ h2+β(S) definiert (vgl. Theo-
rem 2.3.5). Damit folgt Behauptung a). Basierend auf unserer Proposition 2.5.3
verläuft nun der Beweis des Teils b) der Behauptung wortwörtlich zum Beweis
von [23, Theorem 6.5(b)].

�

Sei l ∈ N. Man kann zeigen, dassA(ρ) ∈ H
(
hl+3+α(S), hl+1+α(S)

)
für ρ ∈ Ul

mit Ul := U∩hl+2+α(S). Die Resultate in Abschnitt 2.3 und Abschnitt 2.4 bleiben
richtig, wenn manα durch l + α ersetzt. Schließlich erhalten wir das folgende
Resultat, dessen Beweis analog zum Beweis von [23, Proposition 6.6] verläuft.

Korollar 2.5.7 Seiω ∈ (0,−λ1) undr > 0. Dann existiert eine UmgebungV =
V (ω, r) von 0 in h2+β(S) und f̈ur jedesρ0 ∈ V existiert ein eindeutigesz0 =
z0(ρ0) ∈ O sowie eine Konstantec = c(ω, r) > 0, sodass f̈ur alle t ≥ 1 gilt

‖(πcρ(t, ρ0), π
sρ(t, ρ0)− (z0, σ(z0))‖r ≤ ce−ωt‖πsρ0 − σ(πcρ0)‖2+β.

Also zieht das Equilibrium(z0, σ(z0)) die Lösungρ(t, ρ0) exponentiell in der To-
pologie vonhr(S) an.
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Kapitel 3

Quasilineare parabolische
Evolutionsgleichungen

Abstrakte quasilineare parabolische Evolutionsgleichungen wurden schon von vie-
len Autoren untersucht. Wir verweisen an dieser Stelle exemplarisch auf die Wer-
ke [2] und [3] und die darin enthaltenen Literaturangaben. Im Kontext von ma-
ximaler Regulariẗat in stetigen Interpolationsräumen werden quasilineare parabo-
lische Gleichungen in der Arbeit [16] studiert. Wir müssen die Resultate dieser
Arbeit etwas modifizieren, um sie auf das Stefan-Problem anwenden zu können.
So werden wir rechte SeitenF betrachten, die auf einer Menge definiert sind,
in der auch die L̈osung gesucht wird. Insbesondere kannF auch nichtlokal in
der Zeit sein. Quasilineare parabolische Probleme mit solch allgemeinen Nicht-
lineariẗaten, die gewissermaßen auf dem kleinstmöglichen Raum definiert sind,
werden auch in der Arbeit [4] mit Hilfe von maximalerLp-Regulariẗat studiert.
Hauptresultat dieses Kapitels ist Satz 3.4.1, in dem wir lokale Existenz für eine
quasilineare parabolische Evolutionsgleichung beweisen.

3.1 Funktionenräume und maximale Regulariẗat

Im folgenden seiµ ∈ (0, 1], E ein (reeller oder komplexer) Banach Raum und
J = [0, T ] mit einer ZahlT > 0. Wir betrachten Funktionen, die aufJ̇ := J \{0}
definiert sind und eine vorgeschriebene Singularität in der0 haben. Sei

BUC1−µ(J,E) := {u ∈ C(J̇ , E); [t 7→ t1−µu] ∈ BUC(J̇ , E), lim
t→0+

t1−µ‖u(t)‖ = 0}

‖u‖C1−µ := sup
t∈J̇

t1−µ‖u(t)‖E, µ ∈ (0, 1).
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Es ist nicht schwer zu zeigen, dassBUC1−µ(J,E), ausgestattet mit der Norm
‖ · ‖C1−µ , ein Banachraum ist. Wir führen nun den folgenden Untervektorraum
vonBUC1−µ(J,E) ein:

BUC1
1−µ(J,E) := {u ∈ C1(J̇ , E); u, u̇ ∈ BUC1−µ(J,E)}.

Außerdem setzen wir

BUC0(J,E) := BUC(J,E), BUC1
0(J,E) := BUC1(J,E).

Sind E1 und E0 zwei Banachr̈aume, sodassE1 stetig inE0 eingebettet ist, so
setzen wir

E0(J) := BUC1−µ(J,E0), µ ∈ (0, 1],

E1(J) := BUC1
1−µ(J,E0) ∩BUC1−µ(J,E1),

wobei wirE1(J) mit der Norm

‖u‖E1(J) := sup
t∈J̇

t1−µ
(
‖u̇(t)‖E0 + ‖u(t)‖E1

)
ausstatten, die diesen Raum zu einem Banachraum macht. Jede Funktionv ∈
E1(J) hat eine Spur, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.1.1

a) Die Abbildungγ : E1(J) → E0, γv := v(0), ist wohldefiniert, linear und
stetig.

b) Wir setzen

γE1(J) := im(γ)

‖x‖γE1(J) := inf{‖v‖E1(J); v ∈ E1(J), γv = x}.

Der RaumγE1(J) heißtSpurraum vonE1(J). Die Topologie aufγE1(J)
ist die Quotiententopologie des BanachraumsE1(J)/kerγ. Daher istγE1(J)
selbst ein Banachraum und es giltγ ∈ L(E1(J), γE1(J)).

Beweis:Teil a) wird in [16, Remark 2.1] bewiesen und Teil b) ist eine unmittelbare
Konsequenz aus a).

�
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Lemma 3.1.2 (Lemma 2.2 in [16])SeiH(E1, E0) 6= ∅. Dann gilt:

a) γE1(J) = Eµ.

b) E1(J) = BUC1
1−µ(J,E0) ∩BUC1−µ(J,E1) ↪→ BUC(J,Eµ).

c) Es existiert eine Konstantec := c(µ) > 0 unabḧangig vonJ , sodass

‖u‖BUC(J,Eµ) ≤ c‖u‖E1(J), u ∈ E1(J), γu = 0.

d) E1(J) = BUC1
1−µ(J,E0) ∩ BUC1−µ(J,E1) ↪→ BUCµ−σ(J,Eσ), σ ∈

[0, µ].

Beweis: In [16, Lemma 2.2] findet man eine Referenz zu den Teilen a) und b)
sowie einen Beweis der Teile c) und d).

�

In Kapitel 4 werden wir weitere Abschätzungen ben̈otigen, die wir hier zusam-
menstellen und beweisen wollen.

Korollar 3.1.3 SeiH(E1, E0) 6= ∅. Dann gilt:

a) Es existiert eine Konstantec := c(µ) > 0 unabḧangig vonJ , sodass f̈ur
alle u ∈ E1(J) gilt

sup
s,t∈J, s 6=t

‖u(t)− u(s)‖E0

|t− s|µ
≤ c‖u‖E1(J), µ ∈ (0, 1).

b) Es existiert eine Konstantec := c(µ, σ) > 0 unabḧangig vonJ , sodass

‖u‖BUCµ−σ(J,Eσ) ≤ c‖u‖E1(J), u ∈ E1(J), γu = 0, σ ∈ [0, µ].

Beweis:
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a) Seiu ∈ E1(J) und seiens, t ∈ J . Dann gilt

‖u(t)− u(s)‖E0 =
∥∥∥∫ t

s

u̇(τ)dτ
∥∥∥

E0

=
∥∥∥∫ t

s

τµ−1τ 1−µu̇(τ)dτ
∥∥∥

E0

≤ ‖u‖E1(J)

∣∣∣ ∫ t

s

τµ−1dτ
∣∣∣

=
1

µ
|tµ − sµ|‖u‖E1(J)

≤ c(µ)‖u‖E1(J)|t− s|µ.

b) Seiu ∈ E1(J) mit γu = 0 und seiens, t ∈ J . Für σ = µ folgt die Behaup-
tung aus Lemma 3.1.2 Teil c). Sei alsoσ ∈ [0, µ). Dann folgt aus dem Rei-
terations Theorem für die stetige Interpolationsmethode, vgl. [2, Abschnitt
I.2.8], dassEσ = (E0, Eµ)σ/µ. Mit Hilfe der Interpolationsungleichung er-
halten wir

‖u(t)− u(s)‖Eσ ≤ c‖u(t)− u(s)‖1−σ/µ
E0

‖u(t)− u(s)‖σ/µ
Eµ
. (3.1)

Den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.1) können wir mit
Hilfe von Teil a) abscḧatzen. Wir erhalten n̈amlich

‖u(t)− u(s)‖1−σ/µ
E0

≤ c‖u‖1−σ/µ
E1(J) |t− s|µ−σ. (3.2)

Den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.1) schätzen wir
wie folgt ab:

‖u(t)− u(s)‖σ/µ
Eµ

≤
(
‖u(t)‖Eµ + ‖u(s)‖Eµ

)σ/µ

≤
(
2‖u‖BUC(J,Eµ)

)σ/µ

≤ c‖u‖σ/µ
E1(J), (3.3)

wobei wir im letzten Schritt Lemma 3.1.2c) benutzt haben. Die Behauptung
folgt nun aus den Gleichungen (3.1), (3.2) und (3.3) sowie Lemma 3.1.2c).

�
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Definition 3.1.4 (Maximale Regularität) SeienE1 undE0 zwei Banachr̈aume,

sodassE1
d
↪→ E0 undA ∈ H(E1, E0). Außerdem seiJ = [0, T ] für ein T > 0

undµ ∈ (0, 1]. Wir definieren

A ∈Mµ(E1, E0) :⇐⇒
( d
dt

+ A, γ
)
∈ Isom(E1(J),E0(J)× Eµ).

FürA ∈Mµ(E1, E0) heißt(E1(J),E0(J)) ein Paar von maximaler Regularität
fürA.

Bemerkung 3.1.5 a) Sei(E1(J),E0(J)) ein Paar von maximaler Regularität
für einA ∈ H(E1, E0) und sei(f, x) ∈ E1(J)× Eµ gegeben. Dann ist( d

dt
+ A, γ

)−1

(f, x) = e−tAx+

∫ t

0

e−(t−τ)Af(τ)dτ

=: e−tAx+ (JAf)(t).

b) Sei(E1(J),E0(J)) ein Paar von maximaler Regularität für einA ∈ H(E1,
E0). Dann gilt entwederE1 = E0 oderE0 entḧalt einen abgeschlossenen
Unterraum, der isomorph ist zum Raumc0 der Nullfolgen. Hieraus folgt ins-
besondere, dass, wennE0 reflexiv ist undE1 6= E0, die MengeMµ(E1, E0)
leer ist.

Beweis:Teil a) ist ein wohlbekanntes Resultat in der Halbgruppentheorie siehe
z.B. [49, Proposition 4.1.2]. Die Resultate in Teil b) folgen aus [8] und [16, Lem-
ma 2.6].

�

3.2 Das Cauchy-Problem

In diesem Kapitel betrachten wir quasilineare parabolische Evolutionsgleichun-
gen der Form

u̇+ A(u)u = F (u) aufJ̇ ,

u(0) = x. (3.4)
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Hierbei istF auf einer Teilmenge des RaumsE1(J) definiert. Der RaumE1(J) ist
gewissermaßen der kleinste Raum, auf dem manF definieren kann, denn in ihm
wird auch die L̈osung gesucht. Wir wollen (3.4) mit sehr allgemeinen Funktionen
F studieren. Insbesondere kannF auch nichtlokal in der Zeit sein. Um eine sinn-
volle Evolutionsgleichung zu erhalten, müssen wir verlangen, dassF eine Volterra
Abbildung ist, d.h. f̈ur jedesσ ∈ J̇ hängt die Einschr̈ankung vonF (u) auf J̇σ nur
vonu

∣∣
J̇σ

ab.

Definition 3.2.1 SeienX undY nichtleere Mengen undW eine nichtleere Teil-
menge vonX J̇ . Eine Funktionf : W → Y J̇ heißtVolterra Abbildung (oder hat
die Volterra Eigenschaft), wenn für jedesσ ∈ J̇ und jedes Paaru, v ∈ X J̇ mit
u
∣∣
J̇σ

= v
∣∣
J̇σ

die Beziehungf(u)
∣∣
J̇σ

= f(v)
∣∣
J̇σ

richtig ist.

Das wohl prominenteste Beispiel einer Volterra Abbildung ist der klassische Vol-
terrasche Integraloperator. Ein Kernk ∈ C

(
[0, 1]× [0, 1]

)
erzeugt einen Integral-

operatorK : C([0, 1]) → C([0, 1]), definiert durch

(Kx)(s) :=

1∫
0

k(s, t)x(t) dt.

Der OperatorK ist i.allg. kein Volterra Operator, d.h. der Operator besitzt i.allg.
nicht die Volterra Eigenschaft. Hat aber der Kernk die Eigenschaft

k(s, t) = 0 für t > s,

so ist

(Kx)(s) =

s∫
0

k(s, t)x(t) dt.

und man nenntK Volterraschen Integraloperator. In diesem Fall hatK offensicht-
lich die Volterra Eigenschaft.

Kommen wir nun auf das quasilineare Cauchy-Problem (3.4) zurück. Unter einer
Lösung aufJ verstehen wir eine Funktionu ∈ E1(J), die Lösung des linearen
Cauchy-Problems

v̇ + A(u)v = F (u) aufJ̇ ,

v(0) = x (3.5)

ist.
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3.3 Der Fortsetzungs-Operator

Seiτ ∈ J̇ . Damit wir von einer L̈osung aufJτ sprechen k̈onnen, wird es n̈otig sein,
Funktionen ausE1(Jτ ) zu Funktionen ausE1(J) fortzusetzen. Wir definieren

E0
1(J) := kerγ = {u ∈ E1(J);u(0) = 0}.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine solche Fortsetzung existiert, wobei die Fort-
setzung von Funktionen ausE0

1(Jτ ) zu Funktionen ausE0
1(J) besonders schöne

Eigenschaften hat.

Lemma 3.3.1 SeiMµ(E1, E0) 6= ∅. Für jedesτ ∈ J̇ existiert eine Abbildung

extτ ∈ L
(
E1(Jτ ),E1(J)

)
mit extτu ⊃ u für u ∈ E1(Jτ ). Außerdem existiert eine Konstantec ≥ 1, sodass
für alle τ ∈ J̇ und alleu ∈ E0

1(Jτ ) die Abscḧatzung

‖extτu‖E1(J) ≤ c‖u‖E1(Jτ )

richtig ist.

Beweis:Wir wählenA ∈Mµ(E1, E0), d.h.

( d
dt

+ A, γ
)
∈ Isom

(
E1(J),E0(J)× Eµ

)
.

Für f ∈ E0(Jτ ) setzen wir

(
Ef

)
(t) :=

{
f(t), 0 < t ≤ τ(

τ
t

)1−µ
f(τ), τ ≤ t ≤ T.

Es ist leicht zu sehen, dassE ∈ L
(
E0(Jτ ),E0(J)

)
mit ‖E‖ = 1. Wir definieren

nun

extτu :=
(( d
dt

+ A, γ
)−1 ◦ (E , id) ◦

( d
dt

+ A, γ
)∣∣∣

E1(Jτ )

)
u, u ∈ E1(Jτ ).

Damit ist
extτ ∈ L

(
E1(Jτ ),E1(J)

)
.
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Wir zeigen nun, dass extτu eine Fortsetzung vonu ist. Zur Abkürzung sei

(f, u0) :=
( d
dt

+ A, γ
)∣∣∣

E1(Jτ )
u ∈ E0(Jτ )× Eµ.

Dann ist

extτu =
( d
dt

+ A, γ
)−1(Ef, u0

)
,

und folglich löst extτu das Cauchy-Problem

v̇(t) + Av(t) = Ef(t), 0 ≤ t ≤ T

v(0) = u0.

Also löst extτu
∣∣
Jτ

das Cauchy-Problem

v̇(t) + Av(t) = f(t), 0 ≤ t ≤ τ

v(0) = u0,

woraus wir extτu
∣∣
Jτ

= u schließen k̈onnen.
Für den Beweis des letzten Teils der Behauptung genügt es zu zeigen, dass es eine
von τ unabḧangige Konstantec ≥ 0 gibt mit

‖
( d
dt

+ A, γ
)
u‖E0(Jτ )×Eµ ≤ c‖u‖E1(Jτ ) für alleu ∈ E0

1(Jτ ).

Sei alsou ∈ E0
1(Jτ ). Es gilt

‖γu‖Eµ = 0 = ‖γu‖γE1(Jτ ) ≤ ‖u‖E1(Jτ )

und

‖
( d
dt

+ A
)
u‖E0(Jτ ) ≤ sup

t∈J̇τ

t1−µ
(
‖u̇(t)‖E0 + ‖Au(t)‖E0

)
≤ c‖u‖E(Jτ ),

woraus die Behauptung folgt.
�

Korollar 3.3.2 Seix ∈ Eµ undA0 ∈ Mµ(E1, E0). Für u(t) := e−tA0x, t ∈ J
kann extτ so geẅahlt werden, dass

extτ (u
∣∣
Jτ

) = u.
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Beweis:SetzeA := A0 in Lemma 3.3.1. Dann ist( d
dt

+ A0

)
u(t) = −A0e

−tA0x+ A0e
−tA0x = 0, t ∈ J̇

und daher

extτ (u
∣∣
Jτ

) =
( d
dt

+ A0, γ
)−1

(0, x) = u.

�

Mit [16, Remark 2.1(c) & Lemma 2.2] erhalten wir fürx ∈ Eµ undA ∈Mµ(E1, E0)(
t 7→ e−tAx

)
∈ E1(J) ↪→ C(J,Eµ).

Wir definieren,

Wx,r(J) := {v ∈ E1(J); v(0) = x, ‖v− e−tAx‖C(J,Eµ) ≤ r} ∩ B̄E1(J)(e
−tAx,

r

2
).

Dann istWx,r(J) eine abgeschlossene und nichtleere Teilmenge vonE1(J). Sei
nun

F : Wx,r(J) → BUC(J̇ , E0) ∼= C(J,E0)

eine Abbildung mit der Volterra-Eigenschaft. Für τ ∈ J̇ erklären wir die Abbil-
dung

Fτ : Wx,r̄(Jτ ) → C(Jτ , E0)

u 7→ F (ũ)
∣∣
Jτ
,

wobeiũ ∈ Wx,r(J) für eine Fortsetzung vonu steht. Wegen der Volterra-Eigenschaft
ist die AbbildungFτ wohldefiniert, vorausgesetzt, wir können sicherstellen, dass
eine Fortsetzung̃u ∈ Wx,r(J) von u überhaupt existiert. Das folgende Lemma
zeigt, dass dies der Fall ist, wenn wirr̄ geeignet ẅahlen.

Lemma 3.3.3 Seir > 0 beliebig.

∃K ≥ 1 ∀ 0 < r̄ ≤ r

K
∀ τ ∈ J̇ ∀ v ∈ Wx,r̄(Jτ ) ∃ ṽ ∈ Wx,r(J) : ṽ ⊃ v.

Beweis:Setzeu(t) := e−tAx, t ∈ J . Wegen Lemma 3.3.1 und Korollar 3.3.2
existiert ein Operator

extτ ∈ L
(
E1(Jτ ),E1(J)

)
48



und eine Konstantec ≥ 1 mit

extτ (u
∣∣
Jτ

) = u

und
‖extτv‖E1(J) ≤ c‖v‖E1(Jτ ) ∀τ ∈ J̇ , ∀v ∈ E0

1(Jτ ).

Außerdem folgt aus [16, Lemma 2.2 (c)] die Existenz einer KonstantenM ≥ 1
mit

‖v‖C(Jτ ,Eµ) ≤M‖v‖E1(Jτ ) ∀τ ∈ J̇ , ∀v ∈ E0
1(Jτ ). (3.6)

Wir setzenK := cM . Sei nun0 < r̄ ≤ r
K

und v ∈ Wx,r̄(Jτ ). Offenbar gilt
extτv(0) = x. Außerdem haben wir

‖extτv − u‖E1(J) = ‖extτ
(
v − u

∣∣
Jτ︸ ︷︷ ︸

∈E0
1(Jτ )

)
‖E1(J)

≤ c‖v − u
∣∣
Jτ
‖E1(Jτ ) ≤ cr̄ ≤ r

und damit auch

‖extτv − u︸ ︷︷ ︸
∈E0

1(J)

‖C(J,Eµ) ≤M‖extτv − u‖E1(J) ≤Mcr̄ ≤ r.

Also ist extτv ∈ Wx,r(J).
�

Sind keine Missverständnisse zu befürchten, schreiben wir wiederF stattFτ .

3.4 Der Existenzsatz

Im folgenden Satz beweisen wir lokale Existenz für die quasilineare parabolische
Evolutionsgleichung (3.4).

Satz 3.4.1Seiα ∈ (0, 1),Eα := (E0, E1)α ein stetiger Interpolationsraum,Vα ⊂
Eα offen undx ∈ Vα. Ferner sei

A ∈ C1−(
Vα,Mα(E1, E0)

)
. (3.7)
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Mit A0 := A(x) setzen wir f̈ur r > 0

Wx,r(J) := {v ∈ E1(J); v(0) = x, ‖v−e−tA0x‖C(J,Eα) ≤ r}∩B̄E1(J)(e
−tA0x,

r

2
).

Außerdem sei eine Volterra-AbbildungF : Wx,r(J) → C(J,E0) gegeben. Schließ-
lich wollen wir voraussetzen, dass es ein0 < r̄ ≤ r

K
sowie einL > 0 gibt, sodass

für alle τ ∈ J̇ und allev1, v2 ∈ Wx,r̄(Jτ ) gilt

‖F (v1)− F (v2)‖C(Jτ ,E0) ≤ L‖v1 − v2‖E1(Jτ ). (3.8)

Dann existiert eine positive Zeitτ , sodass (3.4) eine Lösung

u(·, x) ∈ BUC1
1−α

(
[0, τ ], E0) ∩BUC1−α

(
[0, τ ], E1

)
∩BUC

(
[0, τ ], Vα

)
(3.9)

hat.

Beweis:(3.4) istäquivalent zu der Gleichung

u̇+ A0u = B(u)u+ F (u),

u(0) = x (3.10)

mit B(z) := A(x)− A(z), z ∈ Vα. Es gilt

B ∈ C1−(
Vα,Mα(E1, E0)

)
und B(x) = 0.

Zur Abkürzung setzen wir‖JA0‖ := ‖JA0‖L(E0(J),E1(J)). Aus [16, Lemma 2.7]
erhalten wir

‖JA0‖L(E0(Jτ ),E1(Jτ )) ≤ ‖JA0‖, ∀ τ ∈ J̇ .

Es existieren Konstantenρ > 0 undL̃ ≥ 1 mit BEα(x, 2ρ) ⊂ Vα, sodass

‖B(z)‖L(E1,E0) ≤
1

4‖JA0‖M
∀ z ∈ B̄Eα(x, ρ),

‖B(z1)−B(z2)‖L(E1,E0) ≤ L̃‖z1 − z2‖Eα ∀ z1, z2 ∈ B̄Eα(x, ρ). (3.11)

Hierbei istM die Konstante aus(3.6). Als Nächstes zeigen wir die Beschränktheit
der AbbildungF für alleτ ∈ J , wobei wir eine obere Schrankeb > 0 finden, die
unabḧangig vonτ ist. Sei alsov ∈ Wx,r̄(Jτ ). Es ist

‖F (v)‖C(Jτ ,E0) ≤ ‖F (v)− F (e−tA0x)‖C(Jτ ,E0) + ‖F (e−tA0x)‖C(Jτ ,E0)

≤ L‖v − e−tA0x‖E1(Jτ ) + ‖F (e−tA0x)‖C(Jτ ,E0)

≤ Lr̄ + ‖F (e−tA0x)‖C(J,E0) =: b. (3.12)
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Wir setzenε := min{ρ
2
, r̄, 1

4‖JA0
‖ML̃

}. Dann finden wir eine positive ZeitT1 ∈ J̇

mit

‖e−tA0x− x‖Eα ≤
ε

2
, t ∈ J1 := [0, T1]

‖e−tA0x‖E1(J1) ≤
ε

2
. (3.13)

Die erste Ungleichung in (3.13) folgt aus der starken Stetigkeit der Halbgruppe
{e−tA0 ; t ≥ 0} aufEα und die zweite Ungleichung ist eine Konsequenz aus [16,
Remark 2.1 (c)]. Wir definieren für τ ∈ J̇1:

Wx(Jτ ) := {v ∈ E1(Jτ ); v(0) = x, ‖v−e−tA0x‖C(Jτ ,Eα) ≤ ε}∩B̄E1(Jτ )(e
−tA0x,

ε

2
)

und statten diese Menge mit der vonE1(Jτ ) induzierten Topologie aus. Damit ist
Wx(Jτ ), als nichtleere und abgeschlossene Teilmenge des BanachraumsE1(Jτ )
ein vollsẗandiger metrischer Raum. Seiv ∈ Wx(Jτ ). Dann gilt f̈ur allet ∈ Jτ die
Abscḧatzung

‖v(t)− x‖Eα ≤ ‖v(t)− e−tA0x‖Eα + ‖e−tA0x− x‖Eα ≤ ε+
ε

2
≤ ρ. (3.14)

Offenbar ist[t 7→ B(v(t))v(t)] ∈ C(J̇τ , E0). Mit (3.11) und (3.14) erhalten wir
für t ∈ J̇τ

t1−α‖B(v(t))v(t)‖E0 ≤
1

4‖JA0‖M
t1−α‖v(t)‖E1

und wir finden somitB(v)v ∈ E0(Jτ ). Außerdem istF (v) ∈ C(Jτ , E0) ⊂
E0(Jτ ). Daher ist die Abbildung

Kx : Wx(Jτ ) → E1(Jτ ), v 7→ e−tA0x+ JA0

(
B(v)v + F (v)

)
wohldefiniert. Wir zeigen nun, dassKx eine Selbstabbildung ist, wennτ klein
genug geẅahlt wird.
Für v ∈ Wx(Jτ ) folgt aus (3.13)

‖v‖E1(Jτ ) ≤ ‖v − e−tA0x‖E1(Jτ ) + ‖e−tA0x‖E1(Jτ ) ≤ ε. (3.15)

Für t ∈ J̇τ bekommen wir aus (3.11), (3.12), (3.14) und (3.15)

t1−α‖B(v(t))v(t) + F (v)(t)‖E0 ≤
1

4‖JA0‖M
t1−α‖v(t)‖E1 + t1−α‖F (v)(t)‖E0

≤ 1

4‖JA0‖M
‖v‖E1(Jτ ) + τ 1−αb

≤ ε

4‖JA0‖M
+ τ 1−αb.
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Damit erhalten wir f̈ur v ∈ Wx(Jτ ) die Abscḧatzungen

‖Kxv − e−tA0x‖C(Jτ ,Eα) = ‖JA0

(
B(v)v + F (v)

)
‖C(Jτ ,Eα)

≤M‖JA0

(
B(v)v + F (v)

)
‖E1(Jτ )

≤M‖JA0‖‖B(v)v + F (v)‖E0(Jτ )

≤M‖JA0‖
( ε

4‖JA0‖M
+ τ 1−αb

)
≤ ε

und

‖Kxv − e−tA0x‖E1(Jτ ) = ‖JA0

(
B(v)v + F (v)

)
‖E1(Jτ )

≤ ‖JA0‖
( ε

4‖JA0‖M
+ τ 1−αb

)
≤ ε

2

für τ klein genug.
WegenKx(v)(0) = x ist somit gezeigt, dassKx eine Selbstabbildung ist. Es bleibt
noch zu zeigen, dassKx eine Kontraktion ist, wennτ klein genug geẅahlt wird.
Für v1, v2 ∈ Wx(Jτ ) gilt

‖Kxv1 −Kxv2‖E1(Jτ )

= ‖JA0

(
B(v1)v1 + F (v1)

)
− JA0

(
B(v2)v2 + F (v2)

)
‖E1(Jτ )

≤ ‖JA0‖
(
‖B(v1)v1 −B(v2)v2‖E0(Jτ ) + ‖F (v1)− F (v2)‖E0(Jτ )

)
≤ ‖JA0‖

(
‖B(v1)(v1 − v2)‖E0(Jτ ) + ‖(B(v1)−B(v2))v2‖E0(Jτ )

+ τ 1−α‖F (v1)− F (v2)‖C(Jτ ,E0)

)
≤ ‖JA0‖

( 1

4‖JA0‖M
‖v1 − v2‖E1(Jτ ) + L̃‖v1 − v2‖C(Jτ ,Eα)‖v2‖E1(Jτ )

+ τ 1−αL‖v1 − v2‖E1(Jτ )

)
≤ ‖JA0‖

( 1

4‖JA0‖M
‖v1 − v2‖E1(Jτ ) + L̃Mε‖v1 − v2‖E1(Jτ )

+ τ 1−αL‖v1 − v2‖E1(Jτ )

)
≤ 1/2‖v1 − v2‖E1(Jτ ) + ‖JA0‖τ 1−αL‖v1 − v2‖E1(Jτ )

≤ 3/4‖v1 − v2‖E1(Jτ ) (3.16)
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für τ klein genug. Wir m̈ochten noch kurz eine in (3.16) benutzte Abschätzung
erläutern:

‖(B(v1)−B(v2))v2‖E0(Jτ ) = sup
t∈J̇τ

t1−α‖
(
B(v1(t))−B(v2(t))

)
v2(t)‖E0

≤ sup
t∈J̇τ

t1−α
(
‖B(v1(t))−B(v2(t))‖L(E1,E0)‖v2(t)‖E1

)
≤ sup

t∈J̇τ

t1−α
(
L̃‖v1(t)− v2(t)‖Eα‖v2(t)‖E1

)
≤ L̃‖v1 − v2‖C(Jτ ,Eα)‖v2‖E1(Jτ ).

Wir können nun den Banachschen Fixpunktsatz benutzen, um zu folgern, dass die
AbbildungKx einen eindeutigen Fixpunkt

u(·, x) ∈ Wx(Jτ ) ⊂ BUC1
1−α

(
[0, τ ], E0) ∩BUC1−α

(
[0, τ ], E1

)
hat.

�
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Kapitel 4

Das volle Stefan-Problem

In diesem Kapitel studieren wir das volle Einphasen Stefan-Problem mit Ober-
flächenspannung und thermischer Unterkühlung. Das Stefan-Problem läßt sich
umwandeln in eine einzige abstrakte quasilineare Evolutionsgleichung für die
Funktionρ, welche den freien Rand parametrisiert. Den Preis, den wir dafür zah-
len müssen, ist dass die rechte Seite der Evolutionsgleichung aus einer Nichtli-
neariẗat besteht, die nichtlokal in der Zeit ist. Das Hauptresultat dieses Kapitels
ist Theorem 4.8.1. In Theorem 4.8.1 wird die Existenz und Eindeutigkeit einer
lokalen klassischen L̈osung des Stefan-Problems bewiesen. Der Beweis dieses
Theorems beruht auf Satz 3.4.1. Daher besteht der größte Teil dieses Kapitels
darin, nachzuweisen, dass die Vorraussetzungen von Satz 3.4.1 tatsächlich erf̈ullt
sind. An dieser Stelle wollen wir betonen, dass die Resultate in diesem Kapitel
in fundamentaler Weise von der a priori Abschätzung aus [48, Theorem 1.4] und
von den Resultaten aus [16, Lemma 2.2] (siehe Lemma 3.1.2) und Korollar 3.1.3
Gebrauch machen.

4.1 Die Problemstellung

Wir normieren die auftretenden physikalischen Konstanten zu Eins. SeiΩ0 ⊂ Rn,
n ≥ 2 ein Gebiet mit RandΓ0, das zur Zeitt = 0 von einer Fl̈ussigkeit ausgefüllt
wird. Wir wollen wieder die FormΩ(t) des Fl̈ussigkeitsgebiet mit RandΓ(t) und
die Temperaturverteilungu(x, t) in diesem Gebiet bestimmen. Aus (1.4) erhalten
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wir diesmal das folgende System von Gleichungen:

∂tu−∆u = 0 in Ω(t) (4.1)

V + ∂νu = 0 aufΓ(t) (4.2)

V + κ = u aufΓ(t) (4.3)

Schließlich muss noch die Anfangsgeometrie und Anfangstemperatur festgelegt
werden

Γ(0) = Γ0, u(0, ·) = u0. (4.4)

Wieder seiΩ0 das Gebiet zur Anfangszeitt = 0 undΓ0 dessen Rand. Außerdem
bezeichne auch hierV die Normalgeschwindigkeit der FamilieΓ(t) und κ die
mittlere Krümmung vonΓ(t).

4.2 Das transformierte System

Wir verwenden die Notation aus Kapitel 2. Für Funktionen

v ∈ C1(D̄), ρ ∈ Ad

führen wir eine AbbildungR(v, ρ) aufD ein durch

R(v, ρ)(y) :=

{
−[ϕ ◦ Λ] · [LρB(ρ)v ◦ P ] · [Bµ(ρ)v](y) für y ∈ RD,
0 für y ∈ D \ RD,

mit Bµ(ρ)v := (Θ∗
ρ(∇Θρ

∗v)|µ ◦ P ) undRD := R∩D.R hat die folgende Abbil-
dungseigenschaft:

Proposition 4.2.1

R ∈ C∞(
h1+α(D̄)× U , hα(D̄)

)
.

Beweis:Dies ist eine Konsequenz aus unseren Betrachtungen in Abschnitt 2.2.
�

Wie in Abschnitt 2.2 diskutiert, k̈onnen wir auch hier das System von Gleichungen
(4.1)-(4.4) durch die Transformationv := Θ∗

ρu in ein System von Gleichungen auf
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dem festen ReferenzgebietD umwandeln. Wir erhalten nämlich

∂tv −A(ρ)v = R(v, ρ) in J ×D, (4.5)

∂tρ+ LρB(ρ)v = 0 aufJ × Σ, (4.6)

∂tρ+G(ρ) = Lρv aufJ × Σ, (4.7)

ρ(0, ·) = ρ0 aufΣ, (4.8)

v(0, ·) = v0 in D. (4.9)

Hierbei haben wirv0 := Θ∗
ρu0 gesetzt. Damit wir im Folgenden unsere Notation

verkürzen k̈onnen, f̈uhren wir einen neuen RandoperatorB̃(ρ) ein durch

B̃(ρ)v := γv + B(ρ)v, v ∈ C1(D̄). (4.10)

Hierbei bezeichnetγ wieder den Spuroperator. Mit Hilfe von Gleichung (4.10)
können wir analog zu unserem Vorgehen in Abschnitt 2.2 das System von Glei-
chungen (4.5)-(4.9)̈aquivalent umformen zu

∂tv −A(ρ)v = R(v, ρ) in J ×D, (4.11)

B̃(ρ)v = H(ρ) aufJ × Σ, (4.12)

∂tρ+G(ρ) = Lρv aufJ × Σ, (4.13)

ρ(0, ·) = ρ0 aufΣ, (4.14)

v(0, ·) = v0 in D. (4.15)

Proposition 4.2.2 Es sei

(v, ρ) ∈
(
C1(J̇ , C(D̄)) ∩ C(J, C2(D̄))

)
×

(
C1(J̇ , C(Σ)) ∩ C(J,Ad)

)
eine L̈osung von (4.11)-(4.15). Dann erfüllt das Paar(u,Γ) mit u := Θρ

∗v und
Γ(t) := Γρ(t), t ∈ J die Gleichungen (4.1)-(4.4) punktweise auf

⋃
t∈J({t}×Ω̄ρ(t)).

Beweis: Sei (t0, x0) ∈ J × R. Wir setzeny0 := Θ−1
ρ(t)(x0) ∈ D. Außerdem

definieren wir f̈ur (t, y) ∈ J̇ ×RD die Hilfsfunktion

Ĥ(t, y) := P (y) + [Λ(y) + ϕ(Λ(y))ρ(t, P (y))]µ(P (y))− x0.

Wegenρ ∈ C1(J̇ × Σ,R) ist Ĥ ∈ C1(J̇ ×RD,R). Wir stellen fest, dass

Ĥ(t, y) = Θρ(t)(y)− x0, (t, y) ∈ J̇ ×RD.
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Daher istĤ(t0, y0) = 0 und

∂2Ĥ(t0, y0) = DΘρ(t0)(y0) ∈ Lis(Rn).

Somit folgt aus dem Satz̈uber implizite Funktionen die Existenz einesε > 0 und
einer eindeutigen Funktionπ ∈ C1(Iε,RD) mit Iε := (t0 − ε, t0 + ε), sodass
Ĥ(t, π(t)) = 0 für allet ∈ Iε. Dies impliziert

π(t) = Θ−1
ρ(t)(x0) ∈ RD für t ∈ Iε.

Außerdem ist

π′(t) = −ϕ(Λ(π(t)))∂tρ(t, P (π(t)))[DΘρ(t)(π(t))]−1µ(P (π(t))) (4.16)

für t ∈ Iε. Wegen

u(t, x0) = Θρ
∗v(t, x0) = v(t,Θ−1

ρ(t)(x0)) = v(t, π(t)), t ∈ Iε

erhalten wir

∂tu(t, x0) = v′(t)(π(t)) + (∇yv(t)(π(t))|π′(t)), t ∈ Iε.

Mit Gleichung (4.6) und Gleichung (4.16) folgt

(∇yv(t)(π(t))|π′(t)) = −R(v, ρ)(π(t)), t ∈ Iε.

Daher sehen wir, dass

∂tu(t, x0) = [Θρ(t)
∗ v′(t)](x0)− [Θρ(t)

∗ R(v, ρ)](x0), t ∈ Iε.

Benutzen wir schließlich Gleichung (4.11), so erhalten wir

Θρ(t)
∗ v′(t) = Θρ(t)

∗ A(ρ)v + Θρ(t)
∗ R(v, ρ)

= ∆u(t) + Θρ(t)
∗ R(v, ρ)

und somit ist

∂tu(t0, x0) = ∆u(t0, x0).

Die Verifikation von Gleichung (4.2) und Gleichung (4.3) ist nun mit unseren
Vorarbeiten aus Kapitel 2 leicht m̈oglich.

�
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4.3 Die abstrakte Evolutionsgleichung

Vom analytischen Standpunkt kann man die Situation in Kapitel 2 so beschreiben,
dass ein elliptisches Randwertproblem mit einer Evolutionsgleichung für den sich
bewegenden Rand gekoppelt wird. Aus diesem Blickwinkel betrachtet ist die hier
vorliegende Situation anders. Denn hier wird ein parabolisches Randwertproblem
(Gleichungen (4.11), (4.12) und (4.15)) mit einer Evolutionsgleichung für den
sich bewegenden Rand gekoppelt (Gleichungen (4.13) und (4.14)). Es bezeichne
Ψ(ρ) := Ψ(ρ, v0) die (formale) L̈osung von

∂tv −A(ρ)v = R(v, ρ) in J ×D, (4.17)

B̃(ρ)v = H(ρ) aufJ × Σ, (4.18)

v(0, ·) = v0 in D. (4.19)

Damit läßt sich das System von Gleichungen (4.11)-(4.15) in eine einzige abstrak-
te Evolutionsgleichung für ρ umformen. Wir erhalten n̈amlich

ρ̇+G(ρ) = LργΨ(ρ), ρ(0) = ρ0. (4.20)

Dies ist eine nichtlineare Evolutionsgleichung, die nichtlokal in der Zeit ist. Wir
wollen zun̈achst das parabolische Randwertproblem (4.17)-(4.19) studieren. Da-
bei werden wir die Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen f̈ur (4.17)-(4.19) be-
weisen. Außerdem werden wir bestimmte Abbildungseigenschaften des Löungs-
operatorsΨ beweisen, die garantieren werden, dass die abstrakte Evolutionsglei-
chung (4.20) eindeutig lösbar ist.

4.4 Einige n̈utzliche Abscḧatzungen

Für das Studium des parabolischen Randwertproblems (4.17)-(4.19) wollen wir
zun̈achst einige Details̈uber die OperatorenA und B̃ und die FunktionenH und
R bereitstellen. Wir beginnen mit etwas Notation. Sei1/2 + α/2 < θ < 1, E1 :=
h4+α(Σ), E0 := h2+α(Σ) undEθ :=

(
h2+α(Σ), h4+α(Σ)

)
θ
. Damit haben wir die

EinbettungEθ ↪→ h3+α(Σ). Schließlich seien Anfangsdatenρ0 ∈ Vθ := Eθ ∩ Ad
und v0 ∈ h2+α(D̄) vorgegeben. Es existiert eine Konstantec > 0, sodass f̈ur
geeignete UmgebungenUα ⊂ h2+α(Σ) ∩ Ad undVα ⊂ h3+α(Σ) ∩ Ad vonρ0 gilt

‖A(ρ)−A(ψ)‖L(h2+α(D̄),hα(D̄)) ≤ c‖ρ− ψ‖h2+α(Σ),

‖A(ρ)‖L(h2+α(D̄),hα(D̄)) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα, (4.21)
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‖B̃(ρ)− B̃(ψ)‖L(h2+α(D̄),h1+α(Σ)) ≤ c‖ρ− ψ‖h2+α(Σ),

‖B̃(ρ)‖L(h2+α(D̄),h1+α(Σ)) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα, (4.22)

‖B̃(ρ)− B̃(ψ)‖L(C1(D̄),C(Σ)) ≤ c‖ρ− ψ‖h2+α(Σ),

‖B̃(ρ)‖L(C1(D̄),C(Σ)) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα, (4.23)

‖∂B̃(ρ)− ∂B̃(ψ)‖L(h2+α(Σ),L(C1(D̄),C(Σ))) ≤ c‖ρ− ψ‖h2+α(Σ),

‖∂B̃(ρ)‖L(h2+α(Σ),L(C1(D̄),C(Σ))) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα. (4.24)

Es existiert einr > 0 mit

‖R(v, ρ)−R(w,ψ)‖hα(Σ) ≤ c(‖v − w‖h1+α(D̄) + ‖ρ− ψ‖h2+α(Σ)),

‖R(v, ρ)‖hα(Σ) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα ∀ v, w ∈ B̄1+α(v0, r), (4.25)

‖H(ρ)−H(ψ)‖hα(Σ) ≤ c‖ρ− ψ‖h2+α(Σ),

‖H(ρ)‖hα(Σ) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα, (4.26)

‖∂H(ρ)− ∂H(ψ)‖L(h2+α(Σ),hα(Σ)) ≤ c‖ρ− ψ‖h2+α(Σ),

‖∂H(ρ)‖L(h2+α(Σ),hα(Σ)) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Uα (4.27)

und

‖H(ρ)−H(ψ)‖h1+α(Σ) ≤ c‖ρ− ψ‖h3+α(Σ),

‖H(ρ)‖h1+α(Σ) ≤ c ∀ ρ, ψ ∈ Vα. (4.28)

Wir setzen außerdem

E1(J) := BUC1
1−θ(J,E0) ∩BUC1−θ(J,E1)

E0(J) := BUC1−θ(J,E0).

Wir erhalten aus [16, Lemma 2.2 (a) und (d)] die beiden Einbettungen

E1(J) ↪→ BUC(J,Eθ),

E1(J) ↪→ BUCθ(J,E0).

Für τ ∈ (0, T ] wird der RaumE1(Jτ ) analog definiert. Schließlich sei

Wρ0,r(Jτ ) := {ρ ∈ E1(Jτ ); ρ(0) = ρ0, ‖ρ−e−tA0ρ0‖C(Jτ ,Eθ) ≤ r}∩B̄E1(J)(e
−tA0ρ0,

r

2
),

mit A(ρ) := LρP (ρ) undA0 := A(ρ0). Für r̄ klein genug ist

ρ(t) ∈ Uα ∩ Vα, ∀ ρ ∈ Wρ0,r̄(Jτ ), ∀ t ∈ Jτ .
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4.5 Eine a priori Abschätzung

Lemma 4.5.1 Für u ∈ C(J, h2+α(D̄)) mit u′ ∈ C(J, hα(D̄)) haben wir
a) u ∈ h1/2(J, h1+α(D̄)) mit

‖u‖h1/2(J,h1+α(D̄)) ≤ c
(
‖u‖C(J,h2+α(D̄)) + ‖u′‖C(J,hα(D̄))

)
,

b) u ∈ h(1+α)/2(J, C1(D̄)) mit

‖u‖h(1+α)/2(J,C1(D̄)) ≤ c
(
‖u‖C(J,h2+α(D̄)) + ‖u′‖C(J,hα(D̄))

)
.

Beweis:a) Seiens, t ∈ J mit s 6= t. Mit [49, Corollary 1.2.7] folgt, dass

‖u(t)− u(s)‖h1+α(D̄) ≤ c‖u(t)− u(s)‖1/2

h2+α(D̄)
‖u(t)− u(s)‖1/2

hα(D̄)

= c‖u(t)− u(s)‖1/2

h2+α(D̄)
‖u(t)− u(s)

|t− s|
‖1/2

hα(D̄)
|t− s|1/2

≤ c‖u(t)− u(s)‖1/2

h2+α(D̄)
‖u′‖1/2

C(J,hα(D̄))
|t− s|1/2. (4.29)

Wegenu(t)− u(s) → 0, |t− s| → 0 folgt daher aus (4.29)u ∈ h1/2(J, h1+α(D̄))
und

sup
s,t∈J, s6=t

‖u(t)− u(s)‖h1+α(D̄)

|t− s|1/2
≤ c

(
‖u‖C(J,h2+α(D̄))‖u′‖C(J,hα(D̄))

)1/2

≤ c
(
‖u‖C(J,h2+α(D̄)) + ‖u′‖C(J,hα(D̄))

)
.

Hieraus folgt der Teil a) der Behauptung. Der Teil b) folgt leicht aus [48, Remark
1.6].

�

Wir betrachten nun

v′(t) = A(ρ(t))v(t) + f(t), t ∈ J
B̃(ρ(t))v(t) = g(t), t ∈ J (4.30)

v(0) = v0,

mit f ∈ C(J, hα(D̄)), g ∈ h1/2+α/2(J, C(Σ)) ∩ C(J, h1+α(Σ)), v0 ∈ h2+α(D̄)

undρ ∈ Wρ0,r̄(J). Außerdem sei die Kompatibilitätsbedingung̃B(ρ0)v0 = g(0)
erfüllt. Dann gilt:
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Satz 4.5.2Es existiert eine Konstantec > 0 sowie eine Zeitτ ∈ J̇ , sodass f̈ur alle
ρ ∈ Wρ0,r̄(J) und alle L̈osungenv von (4.30) die folgende Abschätzung richtig
ist:

‖v′‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) ≤ c
(
‖f‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v0‖h2+α(D̄)

+ ‖g‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ)) + ‖g‖C(Jτ ,h1+α(Σ))

)
.

(4.31)

Beweis:Wir schreiben (4.30) um als

v′ = A(ρ0)v(t) +
(
A(ρ(t))−A(ρ0)

)
v(t) + f(t), t ∈ J

B̃(ρ0)v(t) =
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(t))

)
v(t) + g(t), t ∈ J (4.32)

v(0) = v0,

Aus ([48], Theorem 1.4) folgt die Existenz einer Konstantenc̃ > 0 unabḧangig
vonρ mit

‖v′‖C(J,hα(D̄)) + ‖v‖C(J,h2+α(D̄))

≤ c̃
(
‖
(
A(ρ(·))−A(ρ0)

)
v(·)‖C(J,hα(D̄))︸ ︷︷ ︸

I

+‖f‖C(J,hα(D̄))

+ ‖v0‖h2+α(D̄) + ‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(·))

)
v(·)‖h1/2+α/2(J,C(Σ))︸ ︷︷ ︸

II

+ ‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(·))

)
v(·)‖C(J,h1+α(Σ))︸ ︷︷ ︸

III

+ ‖g‖h1/2+α/2(J,C(Σ)) + ‖g‖C(J,h1+α(Σ))

)
. (4.33)

Im Folgenden betrachten wir die Terme I-III. Hierbei gehen Korollar 3.1.3 und
die Tatsache, dassWρ0,r̄(J) beschr̈ankt ist inE1(J), wesentlich ein.
Term I: Seit ∈ J̇τ .

‖
(
A(ρ(t))−A(ρ0)

)
v(t)‖hα(D̄)) ≤ ‖A(ρ(t))−A(ρ0)‖L(h2+α(D̄),hα(D̄))‖v(t)‖h2+α(D̄)

≤ c‖ρ(t)− ρ0‖h2+α(Σ)‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ ‖ρ(t)− ρ(0)‖h2+α(Σ)

tθ
‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖ρ‖E1(Jτ )‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))
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⇒ c̃‖
(
A(ρ(·))−A(ρ0)

)
v(·)‖C(Jτ ,hα(D̄)) ≤

1

4
‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

für τ klein genug.
Term II: Seiens, t ∈ Jτ mit s 6= t. Wegenθ − (1/2 + α/2) > 0 erhalten wir

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(t))

)
v(t)−

(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(s))

)
v(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤
‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(s))

)
(v(t)− v(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2
+
‖
(
B̃(ρ(s))− B̃(ρ(t))

)
v(t)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤ c‖B̃(ρ0)− B̃(ρ(s))‖L(C1(D̄),C(Σ))

‖v(t)− v(s)‖C1(D̄)

|t− s|1/2+α/2

+ c|t− s|θ−(1/2+α/2)
‖B̃(ρ(s))− B̃(ρ(t))‖L(C1(D̄),C(Σ))

|t− s|θ
‖v(t)‖C1(D̄)

≤ c‖ρ0 − ρ(s)‖h2+α(Σ)‖v‖h(1+α)/2(J,C1(D̄))

+ cτ θ−(1/2+α/2)‖ρ(t)− ρ(s)‖h2+α(Σ)

|t− s|θ
‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖ρ‖E1(Jτ‖v‖h(1+α)/2(J,C1(D̄)) + cτ θ−(1/2+α/2)‖ρ‖E1(Jτ‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖v‖h(1+α)/2(J,C1(D̄)) + cτ θ−(1/2+α/2)‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄)).

Außerdem gilt mitt ∈ J̇τ

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(t))

)
v(t)‖C(Σ)

≤ ‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(t))

)
v(t)‖h1+α(Σ)

≤ ctθ
‖B̃(ρ0)− B̃(ρ(t))‖L(h2+α(D̄),h1+α(Σ))

tθ
‖v(t)‖h2+α(D̄)

≤cτ θ ‖ρ0 − ρ(t)‖h2+α(Σ)

tθ
‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤cτ θ‖ρ‖E1(Jτ )‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤cτ θ‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄)).

Mit Lemma 4.5.1 b) folgt daher

c̃‖
(
B̃(ρ0)−B̃(ρ(·))

)
v(·)‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ)) ≤

1

4
(‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) + ‖v′‖C(Jτ ,hα(D̄)))
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für τ klein genug.
Term III: Wie die Rechnung unter II gezeigt hat, erhalten wir auch hier

c̃‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ(·))

)
v(·)‖C(Jτ ,h1+α(Σ)) ≤

1

4
‖v‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

für τ klein genug. Nun folgt die Behauptung leicht aus (4.33).
�

4.6 Eindeutige Lösbarkeit des parabolischen Rand-
wertproblems

Im folgenden wollen wir stets voraussetzen, dassρ0 ∈ Vθ undv0 ∈ h2+α(D̄) die
Kompatibilitätsbedingung

B̃(ρ0)v0 = H(ρ0)

erfüllen.

Satz 4.6.1Es existiert einτ ∈ (0, T ], sodass das parabolische Randwertproblem

v′(t) =A(ρ(t))v(t) +R(v(t), ρ(t)), 0 ≤ t ≤ τ

B̃(ρ(t))v(t) =H(ρ(t)), 0 ≤ t ≤ τ (4.34)

v(0) =v0.

für alle ρ ∈ Wρ0,r̄(J) eine eindeutige L̈osung

v ∈ C1(Jτ , h
α(D̄)) ∩ C(Jτ , h

2+α(D̄))

hat.

Beweis:Es sei zun̈achstτ ∈ (0, T ] beliebig undr > 0 mit

R ∈ C1−(
B̄1+α(v0, r)× Uα, h

α(D̄)
)
.

Wir definieren

Y := Yτ := {v ∈ h1/2(Jτ , h
1+α(D̄)); v(0) = v0, ‖v − v0‖C(Jτ ,h1+α(D̄)) ≤ r}.
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Für v ∈ Y gilt t 7→ R(v(t), ρ(t)) ∈ C(Jτ , h
α(D̄)). Beachten wir auch insbeson-

dere, dassH(ρ) ∈ h1/2+α/2(Jτ , C(Σ)), so k̈onnen wir aufgrund von [48, Theorem
1.8] schließen, dass das parabolische Randwertproblem

u′(t) =A(ρ(t))u(t) +R(v(t), ρ(t)), 0 ≤ t ≤ τ

B̃(ρ(t))u(t) =H(ρ(t)), 0 ≤ t ≤ τ (4.35)

u(0) =v0

eine eindeutige L̈osung

u := Φ(v) := Φ(ρ, v) ∈ C1(Jτ , h
α(D̄)) ∩ C(Jτ , h

2+α(D̄))

besitzt. Wir zeigen zuerstΦ(v) ∈ Y für τ geeignet geẅahlt. Aus Lemma 4.5.1
folgt Φ(v) ∈ h1/2(Jτ , h

1+α(D̄)). Für t ∈ J̇τ gilt:

‖u(t)− v0‖h1+α(D̄) ≤c‖u(t)− v0‖1/2

hα(D̄)
‖u(t)− v0‖1/2

h2+α(D̄)
(4.36)

=ct1/2
(‖u(t)− u(0)‖hα(D̄)

t

)1/2‖u(t)− v0‖1/2

h2+α(D̄)

≤cτ 1/2‖u′‖1/2

C(Jτ ,hα(D̄))
(‖u‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) + ‖v0‖C(Jτ ,h2+α(D̄)))

1/2.

Gem̈aß Satz 4.5.2 existiert eine Konstantec (unabḧangig vonρ ∈ Wρ0,r̄(J)) sowie
eine Zeitτ > 0 (unabḧangig vonρ ∈ Wρ0,r̄(J)) mit

‖u′‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖u‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ c
(
‖R(v(·), ρ(·))‖C(Jτ ,hα(D̄))︸ ︷︷ ︸

I

+‖v0‖h2+α(D̄)

+ ‖H(ρ(·))‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ))︸ ︷︷ ︸
II

+ ‖H(ρ(·))‖C(Jτ ,h1+α(Σ))︸ ︷︷ ︸
III

)
.

Wir zeigen als N̈achstes, dass es eine Konstantec > 0 gibt, welche unabḧangig
vonρ ∈ Wρ0,r̄(J) geẅahlt werden kann, mit

‖u′‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖u‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) ≤ c. (4.37)

Dafür scḧatzen wir die Terme I-III ab.
I: Wegen‖v−v0‖C(Jτ ,h1+α(D̄)) ≤ r undρ(t) ∈ Uα für allet ∈ Jτ undρ ∈ Wρ0,r̄(J)
finden wir eine Konstantec > 0 (unabḧangig vonρ undv) mit

‖R(v(·), ρ(·))‖C(Jτ ,hα(D̄)) ≤ c.
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II: Wegenρ(t) ∈ Uα für allet ∈ Jτ undρ ∈ Wρ0,r̄(J) haben wir

‖H(ρ(·))‖C(Jτ ,C(Σ)) ≤ c

für ein c > 0. Seiens, t ∈ Jτ mit s 6= t. Weil Wρ0,r̄(J) beschr̈ankt ist inE1(J)
und wegen Korollar 3.1.3 erhalten wir für die folgende Abscḧatzung,

‖H(ρ(s))−H(ρ(t))‖C(Σ)

|s− t|1/2+α/2
≤ |s− t|θ−(1/2+α/2)‖H(ρ(s))−H(ρ(t))‖hα(Σ)

|s− t|θ

≤ cτ θ−(1/2+α/2)‖ρ(s)− ρ(t)‖h2+α(Σ)

|s− t|θ

≤ cτ θ−(1/2+α/2)‖ρ‖E1(Jτ ) ≤ c.

Daher haben wir
‖H(ρ(·))‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ)) ≤ c.

III: Wegenρ(t) ∈ Vα für allet ∈ Jτ undρ ∈ Wρ0,r̄(J) erhalten wir

‖H(ρ(·))‖C(Jτ ,h1+α(Σ)) ≤ c

für ein c > 0. Damit folgt aus (4.36) und (4.37) die Existenz einer Konstanten
c > 0 mit

‖Φ(v)− v0‖C(Jτ ,h1+α(D̄)) ≤ cτ 1/2.

Für τ klein genug erhalten wir daherΦ(v) ∈ Y . Wir zeigen nun, dassΦ eine
Kontraktion ist, fallsτ klein genug geẅahlt wird. Seienv, w ∈ Y . Dann l̈ost
Φ(v)− Φ(w) das folgende parabolische Randwertproblem:

u′(t) =A(ρ(t))u(t) +R(v(t), ρ(t))−R(w(t), ρ(t)), 0 ≤ t ≤ τ

B̃(ρ(t))u(t) =0, 0 ≤ t ≤ τ (4.38)

u(0) =0.

Wenden wir nun Lemma 4.5.1 und Satz 4.5.2 an, so erhalten wir

‖Φ(v)− Φ(w)‖h1/2(Jτ ,h1+α(D̄)) ≤ c
(
‖Φ(v)− Φ(w)‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

+ ‖ d
dt

(
Φ(v)− Φ(w)

)
‖C(Jτ ,hα(D̄))

)
≤ c‖R

(
v(·), ρ(·)

)
−R

(
w(·), ρ(·)

)
‖C(Jτ ,hα(D̄))

≤ c‖v − w‖C(Jτ ,h1+α(D̄)).
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Wegen

‖v(t)− w(t)‖h1+α(D̄) ≤ τ 1/2
‖v(t)− w(t)−

(
v(0)− w(0)

)
‖h1+α(D̄)

t1/2

≤ τ 1/2‖v − w‖h1/2(Jτ ,h1+α(D̄))

für t ∈ J̇τ , erhalten wir

‖Φ(v)− Φ(w)‖h1/2(Jτ ,h1+α(D̄)) ≤ cτ 1/2‖v − w‖h1/2(Jτ ,h1+α(D̄)). (4.39)

Für τ klein genug ist alsoΦ eine Kontraktion. Daher existiert ein eindeutiger
Fixpunkt inY , welcher die L̈osung von (4.34) ist.

�

4.7 Eigenschaften des L̈osungsoperators

Für ρ ∈ Wρ0,r̄(Jτ ) bezeichnen wir mitv := Ψ(ρ) := Ψ(ρ, v0) den eindeutigen
Fixpunkt der AbbildungΦ(ρ, ·) aus Abschnitt 4.6.

Proposition 4.7.1 Die Abbildung

Ψ : Wρ0,r̄(Jτ ) → C1(Jτ , h
α(D̄)) ∩ C(Jτ , h

2+α(D̄))

hat die Volterra Eigenschaft.

Beweis:Seiσ ∈ J̇τ undρ1, ρ2 ∈ Wρ0,r̄(Jτ ) mit ρ1

∣∣
J̇σ

= ρ2

∣∣
J̇σ

=: ρ. Wir setzen

v1 := Ψ(ρ1, v0), v2 := Ψ(ρ2, v0) ∈ C1(Jτ , h
α(D̄)) ∩ C(Jτ , h

2+α(D̄)).

Dann sindv1

∣∣
Jσ
, v2

∣∣
Jσ
∈ C1(Jσ, h

α(D̄)) ∩ C(Jσ, h
2+α(D̄)) Lösungen des para-

bolischen Randwertproblems

v′(t) =A(ρ(t))v(t) +R(v(t), ρ(t)), 0 ≤ t ≤ σ

B̃(ρ(t))v(t) =H(ρ(t)), 0 ≤ t ≤ σ

v(0) =v0.

Nach Vorraussetzung istΦ : Yτ → Yτ ist eine Kontraktion, d.h.cτ 1/2 < 1, wobei
c die Konstante aus Gleichung (4.39) ist. Ausv1, v2 ∈ Yτ folgt v1

∣∣
Jσ
, v2

∣∣
Jσ
∈ Yσ.
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Sei Φ̃(v) für jedesv ∈ Yσ erklärt als die eindeutige L̈osung des parabolischen
Randwertproblems

u′(t) =A(ρ(t))u(t) +R(v(t), ρ(t)), 0 ≤ t ≤ σ

B̃(ρ(t))u(t) =H(ρ(t)), 0 ≤ t ≤ σ

u(0) =v0.

Der Beweis von Satz 4.6.1 zeigt, dassΦ̃ : Yσ → Yσ ebenfalls eine Kontraktion ist.
Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes folgt nunv1

∣∣
Jσ

= v2

∣∣
Jσ

.
�

Als nächstes zeigen wir, dassΨ als Funktion vonρ Lipschitz-stetig ist, d.h. wir
beweisen den folgenden Satz:

Satz 4.7.2Es existiert eine Konstantec > 0 und eine positive Zeitτ ∗ > 0, sodass
für alle 0 < τ ≤ τ ∗ gilt

‖Ψ(ρ1)−Ψ(ρ2)‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ) ∀ ρ1, ρ2 ∈ Wρ0,r̄(Jτ ).

Beweis:Nach Definition sindv1 := Ψ(ρ1) undv2 := Ψ(ρ2) fürρ1, ρ2 ∈ Wρ0,r̄(Jτ )
Lösung von

v′ = A(ρ1)v +R(v, ρ1)

B̃(ρ1)v = H(ρ1) (4.40)

v(0) = v0

bzw. von

v′ = A(ρ2)v +R(v, ρ2)

B̃(ρ2)v = H(ρ2) (4.41)

v(0) = v0.

Wir können (4.40) und (4.41)̈aquivalent umformen zu

v′ = A(ρ0)v +
(
A(ρ1)−A(ρ0)

)
v +R(v, ρ1)

B̃(ρ0)v =
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ1)

)
v +H(ρ1) (4.42)

v(0) = v0
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bzw.

v′ = A(ρ0)v +
(
A(ρ2)−A(ρ0)

)
v +R(v, ρ2)

B̃(ρ0)v =
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2)

)
v +H(ρ2) (4.43)

v(0) = v0.

Wir erhalten

(v1 − v2)
′ = A(ρ1)v1 +R(v1, ρ1)−A(ρ2)v2 −R(v2, ρ2)

= A(ρ0)
(
v1 − v2

)
+

(
A(ρ1)−A(ρ2)

)
v2

+
(
A(ρ1)−A(ρ0)

)
(v1 − v2) +R(v1, ρ1)−R(v2, ρ2) (4.44)

sowie

B̃(ρ0)
(
v1−v2

)
=

(
B̃(ρ2)−B̃(ρ1)

)
v1+

(
B̃(ρ0)−B̃(ρ2)

)
(v1−v2)+H(ρ1)−H(ρ2).

(4.45)
Beachten wir noch (

v1 − v2

)
(0) = 0,

so folgt aus (4.44) und (4.45) sowie der a priori Abschätzung aus [48, Theorem
1.4]

‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤c
(
‖
(
A(ρ1)−A(ρ2)

)
v2‖C(Jτ ,hα(D̄))︸ ︷︷ ︸

I

+ ‖
(
A(ρ1)−A(ρ0)

)
(v1 − v2)‖C(Jτ ,hα(D̄))︸ ︷︷ ︸
II

+ ‖R(v1, ρ1)−R(v2, ρ2)‖C(Jτ ,hα(D̄))︸ ︷︷ ︸
III

+ ‖
(
B̃(ρ2)− B̃(ρ1)

)
v1‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ))︸ ︷︷ ︸

IV

+ ‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2)

)
(v1 − v2)‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ))︸ ︷︷ ︸

V

+ ‖H(ρ1)−H(ρ2)‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ))︸ ︷︷ ︸
V I

+ ‖
(
B̃(ρ2)− B̃(ρ1)

)
v1‖C(Jτ ,h1+α(Σ))︸ ︷︷ ︸

V II

+ ‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2)

)
(v1 − v2)‖C(Jτ ,h1+α(Σ))︸ ︷︷ ︸
V III

+ ‖H(ρ1)−H(ρ2)‖C(Jτ ,h1+α(Σ))︸ ︷︷ ︸
IX

)
. (4.46)

Wir scḧatzen nun die Terme I-IX ab. Diese Abschätzungen basieren auf zwei zen-
tralen Punkten, n̈amlich zum einen der Tatsache, dassWρ0,r̄(Jτ ) beschr̈ankt ist in
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E1(Jτ ) und zum anderen der Tatsache, dassΨ(ρ) sowieΨ(ρ)′ beschr̈ankt sind,
genauer gesagt zeigt der Beweis von Satz 4.6.1

‖Ψ(ρ)′‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖Ψ(ρ)‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) ≤ c für alleρ ∈ Wρ0,r̄(Jτ ).

I: Sei t ∈ Jτ :

‖
(
A(ρ1(t))−A(ρ2(t))

)
v2(t)‖hα(D̄)

≤ c‖A(ρ1(t))−A(ρ2(t))‖L(h2+α(D̄),hα(D̄))‖v2(t)‖h2+α(D̄)

≤ c‖ρ1(t)− ρ2(t)‖h2+α(Σ)‖v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄)).

Daher folgt

‖
(
A(ρ1)−A(ρ2)

)
v2‖C(Jτ ,hα(D̄)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ). (4.47)

II: Sei t ∈ J̇τ .

‖
(
A(ρ1(t))−A(ρ0)

)
(v1(t)− v2(t))‖hα(D̄)

≤‖A(ρ1(t))−A(ρ0)‖L(h2+α(D̄),hα(D̄))‖v1(t)− v2(t)‖h2+α(D̄)

≤ c‖ρ1(t)− ρ1(0)‖h2+α(Σ)‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ ‖ρ1(t)− ρ1(0)‖h2+α(Σ)

tθ
‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖ρ1‖E1(Jτ )‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄)).

Damit ergibt sich

‖
(
A(ρ1)−A(ρ0)

)
(v1 − v2)‖C(Jτ ,hα(D̄)) ≤ cτ θ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄)). (4.48)

III: Um den n̈achsten Term analysieren zu können, stellen wir die folgende
Abscḧatzung voran, die wir leicht aus Lemma 4.5.1 erhalten. Seit ∈ J̇τ , dann
gilt,

‖v1(t)− v2(t)‖h1+α(D̄) ≤ τ 1/2
‖(v1(t)− v2(t))− (v1(0)− v2(0))‖h1+α(D̄)

t1/2

≤ τ 1/2‖v1 − v2‖h1/2(Jτ ,C2(D̄))

≤ cτ 1/2
(
‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
.
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Daher folgt f̈ur t ∈ Jτ ,

‖R(v1(t), ρ1(t))−R(v2(t), ρ2(t))‖hα(D̄)

≤ c
(
‖v1(t)− v2(t)‖h1+α(D̄) + ‖ρ1(t)− ρ2(t)‖h2+α(Σ)

)
≤ cτ 1/2

(
‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
+ c‖ρ1 − ρ2‖C(Jτ ,h2+α(Σ))

und somit

‖R(v1, ρ1)−R(v2, ρ2)‖C(Jτ ,hα(D̄))

≤ cτ 1/2
(
‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
+ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

(4.49)
IV und VII: Im nächsten Schritt werden wir den Term

‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
v1(t)−

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

)
v1(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

betrachten. Wir nehmen O.B.d.A. an, dasst > s gilt und machen die folgende
Fallunterscheidung:

1. Fall: t− s ≥ s > 0. Damit haben wir insbesonderes ≤ t/2, dies bedeutet
t− s ≥ t− t/2 = t/2 und wir erhalten

1

t− s
≤ 2

t
≤ 1

s
.

Wir erhalten daher die folgende Abschätzung:

‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
v1(t)−

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

)
v1(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤
‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
v1(t)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2
+
‖
(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

)
v1(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤ 21/2+α/2
‖B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))‖L(C1(D̄),C(Σ))

t1/2+α/2
‖v1(t)‖C1(D̄)

+
‖B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))‖L(C1(D̄),C(Σ))

s1/2+α/2
‖v1(s)‖C1(D̄)

≤ c
‖ρ2(t)− ρ1(t)‖h2+α(Σ)

tθ
‖v1‖C(Jτ ,C1(D̄))

+ c
‖ρ2(s)− ρ1(s)‖h2+α(Σ)

sθ
‖v1‖C(Jτ ,C1(D̄))

≤ c‖ρ2 − ρ1‖Cθ(Jτ ,h2+α(Σ))

≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).
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2. Fall: t− s < s, s > 0.

‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
v1(t)−

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

)
v1(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤
‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
(v1(t)− v1(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

+
‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))−

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

))
v1(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2
.

Wir betrachten die beiden letzten Terme separat. Mit Hilfe von Lemma 4.5.1
erhalten wir zun̈achst

‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
(v1(t)− v1(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤‖B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))‖L(C1(D̄),C(Σ))

‖v1(t)− v1(s)‖C1(D̄)

|t− s|1/2+α/2

≤ c‖ρ2(t)− ρ1(t)‖h2+α(Σ)‖v1‖h1/2+α/2(Jτ ,C1(D̄))

≤ c‖ρ1 − ρ2‖C(Jτ ,h2+α(Σ))

(
‖v′1‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

Für ξ ∈ (s, t) gilt

|t−s|1−(1/2+α/2) ≤ ξ1−(1/2+α/2) =
ξ1−(1/2+α/2)

ξ1−θ
ξ1−θ = ξθ−(1/2+α/2)ξ1−θ ≤ c(τ)ξ1−θ
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und wir bekommen

‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))−

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

))
v1(s)‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤ |t− s|1−(1/2+α/2)
‖B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))−

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ1(s))

)
‖L(C1(D̄),C(Σ))

|t− s|
· ‖v1(s)‖C1(D̄)

≤ |t− s|1−(1/2+α/2) sup
ξ∈(s,t)

‖∂B̃(ρ2(ξ))ρ
′
2(ξ)− ∂B̃(ρ1(ξ))ρ

′
1(ξ)‖L(C1(D̄),C(Σ))

· ‖v1(s)‖C1(D̄)

≤ c sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖∂B̃(ρ2(ξ))
(
ρ′2(ξ)− ρ′1(ξ)

)
‖L(C1(D̄),C(Σ))

+ c sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖
(
∂B̃(ρ2(ξ))− ∂B̃(ρ1(ξ))

)
ρ′1(ξ)‖L(C1(D̄),C(Σ))

≤ c sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖ρ′2(ξ)− ρ′1(ξ)‖h2+α(D̄)

+ c sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖ρ2(ξ)− ρ1(ξ)‖h2+α(D̄)‖ρ′1(ξ)‖h2+α(D̄)

≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ) + c‖ρ1 − ρ2‖C(Jτ ,h2+α(Σ))‖ρ1‖E1(Jτ )

≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

3. Fall:s = 0. Wie im 1. Fall gezeigt wurde, gilt

‖
(
B̃(ρ2(t))− B̃(ρ1(t))

)
v1(t)‖C(Σ)

|t|1/2+α/2
≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

Schließlich haben wir f̈ur t ∈ Jτ

‖
(
B̃(ρ1(t))− B̃(ρ2(t))

)
v1(t)‖C(Σ)

≤‖
(
B̃(ρ1(t))− B̃(ρ2(t))

)
v1(t)‖h1+α(Σ)

≤‖B̃(ρ1(t))− B̃(ρ2(t))‖L(h2+α(D̄),h1+α(Σ))‖v1(t)‖h2+α(D̄)

≤ c‖ρ1(t)− ρ2(t)‖h2+α(Σ)‖v1‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

Damit wurde gezeigt:

‖
(
B̃(ρ2)− B̃(ρ1)

)
v1‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ) (4.50)
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sowie
‖
(
B̃(ρ2)− B̃(ρ1)

)
v1‖C(Jτ ,h1+α(Σ)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ). (4.51)

V und VIII: Wir betrachten nun

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)
(v1(t)− v2(t))−

(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(s))

)
(v1(s)− v2(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2
.

Dafür verwenden wir die folgende Identität(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)
(v1(t)− v2(t))−

(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(s))

)
(v1(s)− v2(s))

=
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)(
v1(t)− v2(t)−

(
v1(s)− v2(s)

)
+

(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))− B̃(ρ0) + B̃(ρ2(s))

)
(v1(s)− v2(s))

=
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)(
v1(t)− v2(t)−

(
v1(s)− v2(s)

)
+

(
B̃(ρ2(s))− B̃(ρ2(t))

)
(v1(s)− v2(s)).

Wir erhalten nun f̈ur t, s ∈ J̇τ mit t 6= s

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)
(v1(t)− v2(t))−

(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(s))

)
(v1(s)− v2(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤‖B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))‖L(C1(D̄),C(Σ))

‖v1(t)− v2(t)−
(
v1(s)− v2(s)

)
‖C1(D̄)

|t− s|1/2+α/2

+
‖B̃(ρ2(s))− B̃(ρ2(t))‖L(C1(D̄),C(Σ))

|t− s|1/2+α/2
‖v1(s)− v2(s)‖C1(D̄)

≤ cτ θ ‖ρ2(0)− ρ2(t)‖h2+α(Σ)

tθ
‖v1 − v2‖h1/2+α/2(Jτ ,C1(D̄))

+ cτ θ−(1/2+α/2) ‖ρ2(t)− ρ2(s)‖h2+α(Σ)

|t− s|θ
τ 1/2+α/2

‖v1(s)− v2(s)‖C1(D̄)

s1/2+α/2

≤ cτ θ‖ρ2‖E1(Jτ )‖v1 − v2‖h1/2+α/2(Jτ ,C1(D̄))

≤ cτ θ
(
‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
.

Im letzten Schritt haben wir wieder Lemma 4.5.1 benutzt. Man sieht leicht ein,
dass die gleiche Abschätzung auch im Falls = 0 richtig bleibt. Schließlich haben
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wir f ür t ∈ Jτ

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)
(v1(t)− v2(t))‖C(Σ)

≤‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))

)
(v1(t)− v2(t))‖h1+α(Σ)

≤‖B̃(ρ0)− B̃(ρ2(t))‖L(h2+α(D̄),h1+α(Σ))‖v1(t)− v2(t)‖h2+α(D̄)

≤ cτ θ ‖ρ2(0)− ρ2(t)‖h2+α(Σ)

tθ
‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖ρ2‖E1(Jτ )‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ cτ θ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄)).

Damit wurde insgesamt gezeigt

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2)

)
(v1 − v2)‖C(Jτ ,h1+α(Σ)) ≤ cτ θ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) (4.52)

und

‖
(
B̃(ρ0)− B̃(ρ2)

)
(v1 − v2)‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ))

≤ cτ θ
(
‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
. (4.53)

VI und IX: Schließlich betrachten wir den Term

‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))−
(
H(ρ1(s))−H(ρ1(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2
.

Wir nehmen wieder O.B.d.A. an, dasst > s gilt und machen die folgende
Fallunterscheidung:

1. Fall: t− s ≥ s > 0. In diesem Fall haben wir

1

t− s
≤ 2

t
≤ 1

s
.
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Daher erhalten wir weiter

‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))−
(
H(ρ1(s))−H(ρ1(s))

)
‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤
‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2
+
‖H(ρ1(s))−H(ρ2(s))‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

≤ 21/2+α/2 ‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))‖hα(Σ)

t1/2+α/2
+
‖H(ρ1(s))−H(ρ2(s))‖hα(Σ)

s1/2+α/2

≤ c
‖ρ1(t)− ρ2(t)‖h2+α(Σ)

tθ
+ c

‖ρ1(s)− ρ2(s)‖h2+α(Σ)

sθ

≤ c‖ρ1 − ρ2‖Cθ(Jτ ,h2+α(Σ))

≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

2. Fall: t− s < s, s > 0.

‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))−
(
H(ρ1(s))−H(ρ1(s))

)
‖C(Σ)

|t− s|1/2+α/2

= |t− s|1−(1/2+α/2)‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))−
(
H(ρ1(s))−H(ρ1(s))

)
‖C(Σ)

|t− s|
≤ |t− s|1−(1/2+α/2) sup

ξ∈(s,t)

‖∂H(ρ1(ξ))ρ
′
1(ξ)−H(ρ2(ξ))ρ

′
2(ξ)

)
‖C(Σ)

≤ sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖∂H(ρ1(ξ))
(
ρ′1(ξ)− ρ′2(ξ)

)
‖C(Σ)

+ sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖
(
∂H(ρ1(ξ))− ∂H(ρ2(ξ))

)
ρ′2(ξ)‖C(Σ)

≤ c
(

sup
ξ∈(s,t)

ξ1−θ‖ρ′1(ξ)− ρ′2(ξ)‖h2+α(Σ)

+ sup
ξ∈(s,t)

‖ρ1(ξ)− ρ2(ξ)‖h2+α(Σ)ξ
1−θ‖ρ′2(ξ)‖h2+α(Σ)

)
≤ c

(
‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ) + ‖ρ1 − ρ2‖C(Jτ ,h2+α(Σ))‖ρ2‖E1(Jτ )

)
≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

3. Fall:s = 0. Wie im 1. Fall gezeigt wurde gilt

‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))‖C(Σ)

t1/2+α/2
≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).
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Schließlich gilt f̈ur t ∈ Jτ die Abscḧatzung

‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))‖C(Σ) ≤ ‖H(ρ1(t))−H(ρ2(t))‖h1+α(Σ)

≤ c‖ρ1(t)− ρ2(t)‖h3+α(Σ)

≤ c‖ρ1 − ρ2‖C(Jτ ,h3+α(Σ))

≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ).

Damit haben wir gezeigt, dass

‖H(ρ1)−H(ρ2)‖C(Jτ ,h1+α(Σ)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ). (4.54)

und
‖H(ρ1)−H(ρ2)‖h1/2+α/2(Jτ ,C(Σ)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ). (4.55)

Aus (4.46) sowie den Abschätzungen (4.47-4.55) erhalten wir nun

‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

≤ c
(
‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ) + τ θ‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + τ θ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄))

)
.

Wählen wirτ klein genug, etwacτ θ ≤ 1/2, finden wir f̈ur einc > 0

‖v′1 − v′2‖C(Jτ ,hα(D̄)) + ‖v1 − v2‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ). (4.56)

Wir haben also insbesondere

‖Ψ(ρ1)−Ψ(ρ2)‖C(Jτ ,h2+α(D̄)) ≤ c‖ρ1 − ρ2‖E1(Jτ ), (4.57)

womit die Lipschitz-Stetigkeit vonΨ gezeigt ist.
�

4.8 Die eindeutige L̈osbarkeit des Stefan-Problems

Wir nutzen nun wie in Kapitel 2 aus, dass die mittlere Krümmung eine quasilinea-
re Struktur tr̈agt, d.h.

H(ρ) = P (ρ)ρ+Q(ρ) für ρ ∈ Vθ.

Wir setzen

A(ρ) := LρP (ρ) und F (ρ) := LργΨ(ρ)− LρQ(ρ).
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Damit tr̈agt auch die abstrakte Evolutionsgleichung (4.20) eine quasilineare
Struktur und l̈aßt sich schreiben als

ρ̇+ A(ρ)ρ = F (ρ), ρ(0) = ρ0. (4.58)

Um den folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatz für das System (4.11)-(4.15)
formulieren zu k̈onnen, f̈uhren wir noch die folgende Notation ein. Es seiJ ⊂ R+

ein rechtsoffenes Intervall, welches die0 entḧalt. Außerdem seiµ ∈ (0, 1] undE
ein Banachraum. Wir definieren

C1−µ(J,E) := {v ∈ C(J̇ , E); v ∈ BUC1−µ([0, T ], E), T < sup J},
C1

1−µ(J,E) := {v ∈ C1(J̇ , E); v, v̇ ∈ C1−µ(J,E)}.

Theorem 4.8.1 Erfüllen ρ0 ∈ Vθ und v0 ∈ h2+α(D̄) die Kompatibiliẗatsbedin-
gung

B̃(ρ0)v0 = H(ρ0),

so hat das System (4.11)-(4.15) eine eindeutige, nichtfortsetzbare Lösung(v, ρ)
mit

v ∈ C1(J(ρ0, v0), h
α(D̄)) ∩ C(J(ρ0, v0), h

2+α(D̄))

und
ρ ∈ C1

1−θ(J(ρ0, v0), h
2+α(Σ)) ∩ C1−θ(J(ρ0, v0), h

4+α(Σ)).

Hierbei bezeichnetJ(ρ0, v0) := [0, t+(ρ0, v0)) das maximale Existenzintervall.
Außerdem gilt

ρ ∈ C(J(ρ0, v0), Vθ).

Beweis:Analog zu Proposition 2.3.4 erhalten wir

A(ρ) ∈Mµ

(
h4+α(Σ), h2+α(Σ)

)
, ρ ∈ Vθ, µ ∈ (0, 1].

Wir setzenA0 := A(ρ0). Außerdem sei, wie im Beweis von Satz 3.4.1,

Wρ0(Jτ ) := {ρ ∈ E1(Jτ ); ρ(0) = ρ0, ‖ρ−e−tA0ρ0‖C(Jτ ,Eθ) ≤ ε}∩B̄E1(J)(e
−tA0ρ0,

ε

2
).

Wegen Proposition 4.7.1 und Satz 4.7.2 können wir Satz 3.4.1 benutzen und
schließen, dass für eine positive Zeitτ Gleichung (4.58) eine L̈osung

ρ ∈ BUC1
1−θ

(
[0, τ ], E0

)
∩BUC1−θ

(
[0, τ ], E1

)
∩BUC

(
[0, τ ], Vθ

)
(4.59)
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hat. Damit hat das parabolische Randwertproblem (4.34) die Lösung

v := Ψ(ρ) ∈ C1
(
[0, τ ], hα(D̄)

)
∩ C

(
[0, τ ], h2+α(D̄)

)
. (4.60)

Seien nunρ1 undρ2 zwei Lösungen von (4.58) in der Klasse (4.59). Wir setzen

τ1 := sup{t ∈ [0, τ ]; ρ1(s) = ρ2(s) ∀ 0 ≤ s < t}.

Weil ρ1 und ρ2 zu der Klasse (4.59) gehören, liegen f̈ur ein hinreichend kleines
τ ∗ sowohlρ1 als auchρ2 in der MengeWρ0(Jτ∗). Der Banachsche Fixpunktsatz
garantiert eine eindeutige Lösung in dieser Menge und daher istτ1 > 0. Wir
nehmen an, dassτ1 < τ . Offenbar istρ1(τ1) = ρ2(τ1) =: ξ und daher auch
Ψ(ρ1)(τ1) = Ψ(ρ2)(τ1) =: w. Insbesondere ist die Kompatibilitätsbedingung

B̃(ξ)w = H(ξ)

erfüllt. Wir setzenψj(t) := ρj(t + τ1), j = 1, 2, mit t ∈ J2 := [0, τ2] für ein
τ2 ∈ (0, τ − τ1]. Damit istψ1, ψ2 ∈ C1(J2, E0) ∩ C(J2, E1) undψ1, ψ2 lösen das
Cauchy-Problem

ρ̇+ A(ρ)ρ = F (ρ), ρ(0) = ξ.

Für τ2 klein genug geḧorenψ1,ψ2 zu der MengeWξ(J2) (diese Menge wird mit
A0 := A(ξ) wie oben definiert). Wir schließen wieder mit dem Banachschen
Fixpunktsatz, dassψ1 = ψ2. Daher stimmenρ1 undρ2 auf dem Intervall[0, τ1+τ2]
überein und dies ist ein Widerspruch zur Definition vonτ1 und daher istτ1 = τ .
Es bezeichne im Folgendenρ1 die eindeutige L̈osung von (4.58) auf dem Intervall
[0, τ1]. Wir setzenξ1 := ρ1(τ1) undw1 = Ψ(ρ1)(τ1). Dann istξ1 ∈ Vθ ∩ E1 und
die Kompatibiliẗatsbedingung

B̃(ξ1)w1 = H(ξ1)

ist erfüllt. Daher k̈onnen wir wegen Proposition 4.7.1 und Satz 4.7.2 wieder Satz
3.4.1 mitΨ(ρ) = Ψ(ρ, w1) benutzen und schließen, dass die Gleichung

ρ̇+ A(ρ)ρ = F (ρ), ρ(0) = ξ1

eine eindeutige L̈osungρ2 ∈ E1(J2) ∩ C(J2, Vθ), J2 := [0, τ2] hat. Damit l̈ostρ2

auch das lineare inhomogene Cauchy-Problem

ρ̇+ A2(t)ρ = F2(t), ρ(0) = ξ1, (4.61)
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wobei wirA2(t) := A(ρ2(t)) undF2(t) := F (ρ2)(t) mit t ∈ J2 gesetzt haben.
Aus den Abbildungseigenschaften von(A,F ) erhalten wir

(A2, F2) ∈ BUC(J2,L(E1, E0)× E0). (4.62)

Insbesondere istF2 ∈ BUC(J2, E0) ⊂ E0(J2). Wir erhalten aus [16, Lemma
2.8(a)], dassρ2 die eindeutige L̈osung von (4.61) inE1(J2) ist. Andererseits er-
halten wir aus [16, Lemma 2.6], dassA2(s) ∈M1(E1, E0) für s ∈ J2, und damit
folgt wieder mit [16, Lemma 2.8(a)]

ψ :=
( d
dt

+ A2(·), γ
)−1

(F2, ξ1) ∈ C1(J2, E0) ∩ C(J2, E1) ⊂ E1(J2)

aufgrund der Tatsache, dass(F2, ξ1) ∈ C(J2, E0)× E1. Wegen der Eindeutigkeit
der Lösung von (4.61) inE1(J2) folgern wir, dass

ρ2 = ψ ∈ C1(J2, E0) ∩ C(J2, E1). (4.63)

Wir setzen nun

ρ(t) =

{
ρ1(t) für 0 ≤ t ≤ τ1,
ρ2(t− τ) für τ1 ≤ t ≤ τ1 + τ2

undJ := [0, τ1 + τ2]. Aus (4.59) und (4.63) folgtρ ∈ BUC1−θ(J,E1). Außerdem
ist

ρ̇1(τ1) = −A(ξ1)ξ1 + F (ρ1)(τ1) = −A(ξ1)ξ1 + F (ρ2)(0) = ρ̇2(0).

Wir haben daher

ρ ∈ BUC1
1−θ

(
J,E0) ∩BUC1−θ

(
J,E1

)
∩BUC

(
J, Vθ

)
undρ ist die Lösung von (4.58) aufJ . Außerdem setzen wir

v(t) =

{
v1(t) := Ψ(ρ1)(t) für 0 ≤ t ≤ τ1,
v2(t) := Ψ(ρ2)(t− τ) für τ1 ≤ t ≤ τ1 + τ2.

Dann istv1(τ1) = w1 = v2(0) und

v′1(τ1) =A(ρ1(τ1))v1(τ1) +R(v1(τ1), ρ1(τ1))

=A(ρ2(0))v2(0) +R(v2(0), ρ2(0)) = v′2(0).
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Also ist

v ∈ C1(J, hα(D̄)) ∩ C(J, h2+α(D̄))

und (ρ, v) ist die eindeutige L̈osung von System (4.11)-(4.15) aufJ . Schließlich
setzen wir

J(ρ0, v0) :=
⋃
{[0, τ ]; (4.58) hat eine eindeutige L̈osung auf[0, τ ]}.

Es ist klar, dassJ(ρ0, v0) rechts offen ist, weil wir sonst die oben beschriebenen
Schritte wiederholen und so die Lösung fortsetzen k̈onnten, was aber der Defini-
tion vonJ(ρ0, v0) widerspr̈ache.

�
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