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Abstract

The Stefan problem is a model of phase transition in solid-liquid systems.
This accounts for heat diffusion in each phase and exchange of latent heat at the
solid-liquid interface. Its strong formulation is a free boundary problem, since the
interface evolution is a priori unknown. We study a one-phase Stefan problem with
surface tension and kinetic undercooling and its quasisteady approximation. For
the quasisteady problem, we show that classical solutions exist globally and tend
to spheres exponentially fast, provided that they are close to a sphere initially. For
the full problem we show existence of a unique maximal classical solution. Our
analysis is based on the theory of abstract parabolic evolution equations, center
manifold theory, and on maximal regularity.

AMS SUBJECT CLASSIFICATION: 35R35, 35B35.
KEYWORDS Stefan problem, free boundary problem, center manifold.

Zusammenfassung

Das Stefan-Problem ist ein Modell, welches den Phiasergang in einem Sys-
tem aus Festirper und Hissigkeit beschreibt. Hierbei wird die akmeleitung

in der festen und fissigen Phase und der Austausch von latentémvé an der
Grenzflche baicksichtigt. In seiner starken Formulierung ist das Stefan-Problem
ein freies Randwertproblem, denn die zeitliche Entwicklung der Gréctzd ist a
priori unbekannt. Wir studieren ein Einphasen Stefan Problem mit @bblgh-
spannung und thermischer Untalung sowie dessen quasistatioem Approxi-
mation. Rir das quasistati@re Problem zeigen wir, dass klassisclisiingen
global existieren und mit exponentieller Geschwindigkeit gegen einar§on-
vergieren, falls das Anfangsdatum nahe genug bei einér$piegt. kir das volle
Problem zeigen wir die Existenz einer maximalen klassischismuhg und deren
Eindeutigkeit. Unsere Analyse basiert auf der Theorie der abstrakten paraboli-
schen Evolutionsgleichungen, der Theorie der Zentrumsmannigfaltigkeiten und
maximaler Regulariit.

AMS SUBJECT CLASSIFICATION: 35R35, 35B35.

STICHWORTER Stefan-Problem, freies Randwertproblem, Zentrumsmannigfaltigkeit.
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Kapitel 1

Einleitung

Das Stefan-Problem ist ein Modell, welches den Philsergang in einem Sys-
tem aus Festirper und Rlissigkeit beschreibt. Das Stefan-Problem ist nach Josef
Stefan (1835-1893), eineisterreichischen Physiker, benannt. Stefan hat dieses
Modell in seiner urspinglichen Form zum Beschreiben von Eisbildung im Po-
larmeer entwickelt, vgl. [65] und [66]. Die zu Grunde liegenden physikalischen
GesetzraRigkeiten sind die Massenerhaltung und die Energieerhaltung. Um ge-
nauer auf die physikalische Situation eingehen @aren, bezeichnen wir mi?

ein Gebiet, welches einelisige und feste Phase efthetwa Wasser und Eis.

Die Grenzféche zwischen Eis und Wasser wollen wir mibezeichnen. Durch
Schmelz- und Erstarrungsprozesse wird sich die Position und das Aussehen der
Grenzfche mit der Zeiandern. Wir haben es also mit einem freien Randwertpro-
blem zu tun. Die unbekannten @en beim Stefan-Problem sind die Temperatu-
renv® undw! in der festen bzw. fissigen Phase und die Position der Gréutfe

I'. Die physikalischen Gesetze ergeben, dass sowohl in der festen Phatse
auch in der flissigen Phas@' die Warmeleitungsgleichungen

Ciou® —k*Au* =0 inQ* (1.1)
CLou — KA =0 inQ (1.2)

erfullt sind. Hierbei istCy, die Warmekapazdt pro Volumen (d.h. die \&fme,

die gebraucht wird, um die Temperatur eines Einheitsvolumens des betrachte-
ten Stoffs um ein Grad zu eshen) undk ist die WarmeleitBhigkeit. Wegen

der Energieerhaltung muss auf3erdem eine weitere Bedingung an der &1eazfl
erfullt sein, die sogenanntstefan Bedingunddiese Bedingung besagt physika-
lisch, dass die Differenz der #¥memengen, die auf Grund vonahheleitung



zwischen Hlissigkeit und Festkper ausgetauscht werden, gleich der absorbier-
ten bzw. abgegebenen latente@ive ist. Seir ein Normalenvektor afl, der von

der flissigen zur festen Phase zeigt, undie Normalgeschwindigkeit voR,; zu
einem Zeitpunkt > 0, die so normiert sei, dass sie positive Werte annimmt, wenn
I'; das Gebief2!(¢) lokal vergibRRert. Dann lautet die Stefanbedingung

kou® — Eout = LV,

wobei L die Dichte der latenten Afme des Phaséhergangs ist (d.h. @fme, die
durch den Phaséibergang ausgetauscht wird, bezogen auf ein Einheitsvolumen).
Schlief3lich nimmt man beirklassischerstefan-Problem an, dass die Temperatur
der Grenz#hche gleich der Schmelztemperatur ist, d.h. man verlangt

u' =u' =0 aufl. (1.3)

Hierbei ist0 die Schmelztemperatur. Man spricht in diesem Zusammenhang von
einemZweiphasen Problenist die Temperatur in einer Phase, sagen wir in der
festen, nahezu konstant, so &itrman das klassischi&nphaserStefan-Problem:

CLou' —K'Au =0 inQ(t)
LV +kou' =0 aufl'(t)
u' =0 aufl(t). (1.4)

Sowohl fir das Einphasen- als audlr ftlas Zweiphasenprobleniissen Anfangs-
daten vorgeschrieben werden, auf die wir aber an dieser Stelle nicht weiter einge-
hen wollen.

Das Stefan-Problem wird sdiber einem Jahrhundert in der mathematischen Li-
teratur diskutiert. Br eine ausgiebige Darstellungdehten wir auf die Mono-
grafie [53] verweisen. Es ist bekannt, dass das klassische Stefan-Problem eine
eindeutige globale schwachésung besizt, siehe z.B. [29], [30], [42] und [46,
Seiten 496-503]. & die Existenz schwacherdsungen spielt das Maximums-
prinzip eine wesentliche Rolle, wie in den Beweisen in [29] deutlich wird. Re-
sultatetber die Regularétt von schwachendsungen @ir das mehrdimensionale
klassische Einphasen Stefan-Probledomiken in [9], [10], [12], [31], [44], [45]

und [51] gefunden werden. Resultédiieer die Regularétt der schwachendsung

des entsprechenden Zweiphasen Problems werden u.a. in [6], [7], [11], [18], [19],
[55], [62] und [73] diskutiert. Klassischedsungen des Stefan-Problems werden
in [40] und [52] nachgewiesen. Schliel3lich wollen wir @éwmen, dass es beim



Stefan-Problem zu “blow-up” in endlicher Zeit kommen kann. In [5] wird eine
Klassifikation der Singulatdtten gegeben. Daf wird eine Transformation in eine
Semilineare Gleichung benutzt, deren Eigenschaften dann analysiert werden.

Vom physikalischen Standpunkt stellt sich die Frage, was die Ursache von Pha-
serilbergingen ist. Man &nnte geneigt sein, anzunehmen, dasditmrgang ei-

ner Phase in die andere durch die Abgabe bzw. Aufnahme von lateaten&\an

der Grenzfhche zwischen fester undifisiger Phase verursacht wird. Aber die-
se Interpretation ist physikalisch nicht korrekt. Die Bedingung (1.3) ist ungenau,
weil Phaseiiberginge durctunterkiihlung bzw. Uberhitzungverursacht werden.
Chalmerssagt: “If the interface is not at the equilibrium temperature, then either
melting or solidification occurs, at a rate which increases with the difference bet-
ween the actual temperature and the equilibrium temperatuvésitin geht sogar

so weit diese Aussage umzukehren: “Phase transition occurs only if the solid-
liquid interface isnot at the equilibrium temperaturé. Details zur Modellierung
finden sich z.B. in den Monografien [13], [39] und [69]. Anstelle der Bedingung
(1.3) wollen wir im Folgenden die Bedingung

u' =u = ok +aV aufl (1.5)

betrachten. Hierbei ist der Oberfhichenspannungskoeffizient undgteht fir die
mittlere Krummung vonl'. Wir treffen die Vorzeichenkonvention, dasgositiv

sei, falls das Rissigkeitsgebiet konvex ist. AuRerdemdstine positive Konstan-

te, die in der Literatur als Relaxationskoeffizient bezeichnet wird. Im Grenzfall
«a = 0 erhallt man aus (1.5) das sogenan@bs-Thomsoiesetz

w =ul =0k aufl. (1.6)

Im Grenzfallo = 0 erhalt man

v =u=aV aufl’ a.7)

und spricht vonthermischer Unterithlung Wir bezeichnen daher das Stefan-
Problem mit Bedingung (1.5) als Stefan-Problem mit OkeHenspannung und
thermischer Unterkhlung. Die Wahl des Vorzeichens in den Bedingungen (1.5),
(1.6) und (1.7) unterscheidet sich oft in der Literatur, was zu Verwirriitmgei
kann. Man erhlt z.B. ein anderes Vorzeichen, wenn man statt der Normatke

1Aus [13, Seite 129].
2Aus [69, Seite 124].



Normale—v benutzt, bzw. wenn man das Vorzeichen voanders definiert. Da-

her wollen wir die Bedingungen (1.6) und (1.7), speziell im Hinblick auf die Wahl
des Vorzeichens, physikalisch diskutieren. Auf molekularer Ebene findet an der
Grenzflche eine sindige Veanderung statt. Einige Moléle [6sen sich aus dem
Kristall und werden Teil der Eissigkeit. Andere Molelde aus der Rlssigkeit
kristallisieren an der GrenZthe. Wenn die Grenzithe so gekrmmt ist, dass
das Flssigkeitsgebiet konvex ist, so ist jedes Malk#ter Grenzfhiche im Durch-
schnitt von mehr Molelllen umgeben, die sich in der festen Phase befinden, als
von solchen, die sich in deriigsigen Phase befinden. Daher miissfnen Pha-
senibergang der festen in dig¢ifisige Phase mehr Energie aufgewandt werden und
somit findet der Phasé@bergang bei einerdineren Temperatur statt. Dies recht-
fertigt die Wahl des Vorzeichens in (1.6). Kommen wir nun zu der kinetischen
Bedingung (1.7). Wir betrachten das Erstarren einass$igkeit und nehmen an,
dass wir die Kitmmung der Grenzithe vernacllssigen knnen. Dieser Erstar-
rungsvorgang wird durch eine Untékiung der Grenzéiche verursacht, d.h.

w=u <0 aufl.

Weil die Normale arl” von der flissigen in die feste Phase zeigt, ist Erstarrung
gleichbedeutend mit’ < 0. Analog kann man beim Schmelzen argumentieren.
Daher ist die Wahl des Vorzeichens in (1.7) physikalisch sinnvoll.

Fur das Stefan-Problem mit der Gibbs-Thomson Bedingung (hehén analy-
tische Resultatéber Existenz und Regulagit von Losungen in [32], [50], [54],
[56] und [20] gefunden werden. In [32] wird der Fall kleiner Ob&cfienspan-
nung0 < ¢ < 1 betrachtet. Die Autoren linearisieren das Problemams 0

und setzen die Existenz von glattedidungen ifir das klassische Stefan-Problem
voraus, um die Existenz und Eindeutigkeit einer schwaclisuhg fir daslinea-
risierte Problem zu zeigen. AufRerdem wird der Effekt kleiner Oldetienspan-
nung auf die Form der Grenafthe untersucht. In [50] wird die globale Existenz
von schwachen @sungen bewiesen. Die schwachedisungen in [50] haben zwar
eine scharfe Gren#the, sind aber nicht eindeutig. In [54] wird untersucht, wie
ein Ball aus Eis in einer Bbksigkeit schmilzt, wenn man Obeé&thenspannung
und kinetische Effekte mit backsichtigt. Hierbei wird gezeigt, dass das Stefan-
Problem mit Gibbs-Thomson Bedingung i.A. keine globale klassiséisehg be-
sitzt. In [56] wird das Stefan-Problem sowohl mit Bedingung (1.5) als auch mit der
Bedingung (1.6) studiert. Im Fall der Gibbs-Thomson Bedingung wird die Exis-
tenz (ohne Eindeutigkeit) von klassischetsungen bewiesen. Schlie3lich wird
in [20] die Existenz und Eindeutigkeit glattebkungen @ir das Stefan-Problem
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mit Gibbs-Thomson Bedingung bewiesen. Insbesondere wird gezeigt, dass die
Grenzfche eine analytische Funktion in Adotgigkeit der aumlichen und zeit-
lichen Variablen ist. Diese Resultate basieren auf maximaleRegulariat fur

das zugetrrige lineare Problem, die ebenfalls in der Arbeit bewiesen wird. Dieses
lineare Problem ist aktuell auch in der Arbeit [34] mit Hilfe von Fourier-Laplace
Multiplikatoren studiert worden.

Analytische Resultatéber das Stefan-Problem mit thermischer Uniiditkng
konnen u.a. in [24], [25], [26], [41], [27], [28], [71] und [47] gefunden wer-
den. In [24], [25] und [26] wird das asymptotische Verhalten des Stefan-Problems
mit linearer und nichtlinearer thermischer Untiénkung untersucht. Hierbei wird
haupt&chlich der eindimensionale Fall betrachtet. In [41] wird ein eindimensio-
nales Modell betrachtet und Konvergenir(f — oc) gegen eine Wanderwellen
Losung oder eine sell@tnliche Llosung bewiesen. In [27] und [28] wird ebenfalls
ein eindimensionales Stefan-Problem mit thermischer Uiitdudang betrachtet.
Hier wird zusatzlich ein dAmpfungsterm mit bécksichtigt. In den Arbeiten wird

die Existenz und Eindeutigkeit einer klassischésiing bewiesen sowie die Exis-
tenz eines endlichdimensionalen Attraktors. In der Arbeit [71] wird nichtlineare
Unterkilhlung fr ein eindimensionales Zweiphasenproblem untersucht und un-
ter bestimmten Bedingungen globale Existenz von klassischearigen bewie-
sen. Unter anderen Voraussetzungen wird das Auftreten von blow-up in endlicher
Zeit bewiesen. Resultatéif das Einphasen Problem im mehrdimensionalen Fall
konnen in [47] gefunden werden. In dieser Arbeit wird Existenz und Eindeutig-
keit klassischer bsungeniir einen zweidimensionalen Fall bewiesen. Die Auto-
ren merken aber an, dass sich diese Ergebnisse auch awfdierensionalen Fall
verallgemeinern lassen.

Fur das Zweiphasen Stefan-Problem mit Oldatilenspannung und thermischer
Unterkiihlung (1.5) wurde in [56] und [14] die lokale Existenz und Eindeutig-
keit von klassischen &isungen bewiesen. In [57], [58], [59], [60], [61], [35],
[36] und [37] wird das Stefan-Problem mit Ob&dhenspannung und thermischer
Unterkilhlung zur Beschreibung von Kristallwachstum angewandtubDaird in
[60] und [61] die lokale Existenz und Eindeutigkeit schwach@sungen gezeigt,
wenn das Gebiet eine polygonialéEhe ist. In [35], [36] und [37] werden quali-
tative Eigenschaften wie die Existenz seftbstlicher losungen und die Stab#it
von Losungen untersucht.



Ersetzt man die Gleichungen (1.1) durch

Au’ =0 In°
Aul =0 inQ,

S0 spricht man von einemuasistatiodren Stefan-Problem. Diese Gleichungen
stellen eine Approximation des Stefan-Problems dar, welche sinnvoll ist, wenn
die Warmekapazét sehr klein ist, oder die Temperatur einen stdtien Zu-
stand erreicht hat. Das quasistatiom Stefan-Problem mit Gibbs-Thomson Be-
dingung (1.6) wird als Mullins-Sekerka Modell oder auch als Hele-Shaw Modell
bezeichnet. Das Mullins-Sekerka Modell wurde als ModélIPhasetberginge
eingetihrt, bei denen die Wmekapazit sehr klein ist und daher vernaabsigt
werden kann. Hingegen beschreibt das Hele-Shaw Modell das Verhalten einer
Flussigkeit zwischen zwei eng aneinanderliegenden Platten. Redilltatalie
Existenz und Regulaiat von klassischen dsungen lassen sich in [21, 22] und
[15] finden. Die Stabilt von Equilibrien wurde in [33]dr das Einphasen Pro-
blem und in [23] fir das Zweiphasen Problem bewiesen.

Fur das quasistati@me Stefan-Problem mit Obexihenspannung und kinetischer
Unterkithlung (1.5) wird in [72] die lokale Existenz und Eindeutigkeit von klassi-
schen lbsungen bewiesen. In [70] wird das Einphasen Stefan-Problem mit Bedin-
gung (1.5) betrachtet. Es wird ein Parameter 0 eingefihrt, der die Virmeka-
pazitt beschreibt. Schliel3lich wird der Fall- 0 betrachtet und die Konvergenz
gegen die Bbsung des quasistatiaren Problems bewiesen.

In dieser Arbeit besdiftigen wir uns ausschliel3lich mit dem Einphasen Stefan-
Problem mit Oberfichenspannung und thermischer Uniigrking. Um die Nota-

tion zu vereinfachen und damit die mathematischen Gesichtspunkte besser heraus-
arbeiten zu &nnen, normieren wir die auftretenden physikalischen Konstanten zu
Eins. Freie Randwertprobleme haben die Charakteristik, dass man das unbekann-
te Gebiet und die physikalischen oder geometrischeif3ém, beim Stefan Po-

blem die Temperatur, gleichzeitg bestimmen muss. Aul3erdem haben freie Rand-
wertprobleme eine irdrent nichlineare Struktur. Dies wird insbesondere darin
deutlich, dass man kein Superpositionsprinip £osungen hat. Denn die be-
treffenden losungen sind i.A. noch nicht einmal auf demselben Gebiet definiert.
Diese nichtlineare Struktur offenbart sich auch, wenn man das freie Randwert-
problem auf ein festes Referenzgebiet transformiert. Wir beginnen in Kapitel 2
damit, die quasistati@re Approximation zu diskutieren. Unsere Vorgehensweise
zur Losung des quasistatiaren Problems ist die folgende:



Zunachst transformieren wir das freie Randwertproblem auf ein festes Referenz-
gebiet. Dadurch erhalten wir ein gekoppeltes System von Gleichungen, bestehend
aus einem elliptisches Randwertproblem und einer Evolutionsgleichiundje
Funktion p, welche den freien Rand parametrisiert. Durctingiliches Studium

des elliptischen Randwertproblems erhalten wir einéaungsoperator, mit des-

sen Hilfe wir das gekoppelte System von Gleichungen in eine einzige abstrakte
Evolutionsgleichungiir die Funktionp reduzieren knnen. Wir lkbnnen zeigen,

dass es, ausgehend von einer Anfangsgeometrie in der Ki&s4ezu einer so-
fortigen Regularisierung kommt und wir glattésungen erhalten. Dieses Resultat
stellt einen substantiellen Erkenntnisgewinn dar. Denn obwohl es schwer ist, das
Einphasen Problem mit dem komplexeren Zweiphasen Problem zu vergleichen,
wollen wir doch anmerken, dass der Autor in [72] mit einer Anfangsgeoniétrie

in C°t« startet und eine @&sungl’(¢) in der KlasseC" ™ erhalt, d.h. er verliert so-

gar Regularit. Schlief3lich weisen wir nach, dass §m@n stabile Equlibrien des
guasistatioaren Stefan-Problems sind. Der Beweis basiert auf Maximaler Regula-
ritat, mit deren Hilfe sich eine Zentrumsmannigfaltigkeit konstruieét.|Unser
Vorgehen orientiert sich an der Arbeit [23], in der mit diesen Methoden bewiesen
wird, dass Spéren stabile Equilibrientir das Mullins-Sekerka Modell sind.

Der restliche Teil dieser Arbeit besaftigt sich mit dem vollen Problem. Ob-
wohl die lokale Existenz und Eindeutigkeit klassischésuingeniir das Stefan-
Problem mit Oberfichenspannung und thermischer Uniigliang bekannt ist, in-
teressieren wir undif die Frage, ob man dies auch mit Methoden der Halbgrup-
pentheorie erhalten kann (in den Arbeiten [56] und [14] wurden andere Methoden
benutzt). Dies &nnte insbesonderéif qualitative Fragestellungen von Bedeu-
tung sein. Da es sich als schwierig erweist, einagadite Evolutionsgleichung
sowohl fir die Temperatur als auch @ir die Funktionp, welche den freien Rand
parametrisiert, zu finden, verfolgen wir einen anderen Ansatz. Nach der Trans-
formation des freien Randwertproblems auf ein festes Referenzgebiet erhalten
wir ein gekoppeltes System von Gleichungen, bestehend aus einem parabolischen
Randwertproblem und einer Evolutionsgleichuiigden freien Rand. Nun gehen

wir analog zum quasistati@nen Fall vor. Doch an Stelle des elliptischen Rand-
wertproblems rassen wir nun ein parabolisches Randwertproblem studieren. Es
gelingt auch in diesem Fall einerdkungsoperator zu finden, mit dem sich das ge-
koppelte System von Gleichungen in eine einzige abstrakte Evolutionsgleichung
fur die Funktionp reduzierenaf3t. Der Preis, den wir déf zahlen nissen, ist,

dass der bsungsoperator nichtlokal in der Zeit ist. Daktudieren wir in Kapitel

3 quasilineare abstrakte Evolutionsgleichungen mit zeitlich nichtlokaler rechter



Seite. Diese Resultate benutzen wir dann in Kapitel 4, um die lokale Existenz und
Eindeutigkeit von Ibsungen des Stefan-Problems zu beweisen. Auch hier ist es
uns nglich, eine Regularisierung des freien Raihds) zu beweisen, welche in
den Arbeiten [56] und [14] nicht erhalten wird.



Kapitel 2

Das quasistatiorare Stefan-Problem

In diesem Kapitel studieren wir die quasistatiom Approximation des Einpha-

sen Stefan-Problems mit Obé&dhenspannung und thermischer Uniillang.

Das quasistatidire Stefan-Problen@aft sich umwandeln in eine einzige abstrak-

te quasilineare Evolutionsgleichungrfdie Funktionp, welche den freien Rand
parametrisiert. Die Hauptresultate dieses Kapitels sind Theorem 2.3.5 und Theo-
rem 2.5.6. In Theorem 2.3.5 wird die Existenz und Eindeutigkeit einer lokalen
glatten Losung des quasistatiaren Stefan-Problems bewiesen. In Theorem 2.5.6
zeigen wir, dass die klassischeiadungen global existieren und mit exponetieller
Geschwindigkeit gegen Spten konvergieren, falls das Anfangsdatum nahe bei
einer Sphre liegt.

2.1 Die Problemstellung

Wir normieren die auftretenden physikalischen Konstanten zu EinsQ)§&et
R™, n > 2 ein Gebiet mit Rand’y, das zur Zeitt = 0 von einer Hissigkeit
ausgefillt wird. Wir interessieren unsiuf den zeitlichen Verlauf des Schmelz-
bzw. Erstarrungsvorgangs, d.h. wir wollen die Fdnfi) des Flissigkeitsgebiets
mit Randl'(¢) und die Temperaturverteilungz, t) in diesem Gebiet bestimmen.
Aus (1.4) erhalten wir das folgende System von Gleichungen:

Au =0 inQ(t) (2.1)
V+0ou =0 aufl'(t) (2.2)
V+k =u aufl(t). (2.3)
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Schlief3lich muss noch die Anfangsgeometrie festgelegt werden
I'(0) = Iy. (2.4)

Hierbei seif), das Gebiet zur Anfangszéit= 0 undI'; sein Rand.

2.2 Das transformierte System

Wir nehmen an, das® ein glattes und beschinktes Gebiet inR™ ist, dessen
Rand > eine orientierbare Hype#the ist, sodass wir, als GraphuberX in
Normalenrichtung darstellerdknen. Dies wird im Folgenden atltert. Sej. das
auliere Einheitsnormalenfeld auf Fur a > 0 hinreichend klein gedhlt, ist die
Abbildung

X :¥x (~a,a) > R", (p,r) = p+rup) (2.5)

ein glatter Diffeomorphismus auf ihr Bil&® := im(X), d.h. X € Diff (X x
(—a,a),R), und

X :Yx[—a,a) =R, (p,r)— p+rup)

ist ein Hondomorphismus. Wir zerlegen nun die Inverse voin X! = (P, A)
mit
PeC>®R,%), A€ C®R,(—a,a)).

Hierbei ist P die Projektion vonR auf X, d.h. P(z) ist der am Nichsten zu
gelegene Punkt vol, undA(z) ist der mit Vorzeichen versehene Abstand von
zu X.. Schlie3lich istR die Menge der Punkte, deren Abstand>zkleiner alsa
ist. Fur b € (—a, a) bezeichnen wir mit

Ad := Ad, := {p € C*(2); [|pllo < b} (2.6)
die Menge derulassigen Funktionen. Fur p € Ad definieren wir

0,: 2 —R", p—p+pp)ulp)

undrl’, := im(6,). Somitistl", eine C-Hyperflache, welche diffeomorph 2uist,
d.h.0, € Diff*(%,T,). Die Annahme, dass wir, als Graphibery: in Normalen-
richtung darstellen®nnen, bedeutet nun, dass esgjre Ad gibt mitI',, = I'.
Wir bezeichnen mif), das Gebiet, welches vdh, umschlossen wird (eine exakte
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Definition wird weiter unten gegeben). Wir brauchen im Folgenden eine geeigne-
te Fortsetzung, : R — R" von 6, auf den gesamteR". Daflr benutzen

wir einen Spezialfall der sogenannten Hanzawa Transformatiorh € (0,a/4)
wahlen wir einp € C*°(R, [0, 1]) mit

1 far|r| <0, ,
o(r) = { 0 firlr| > 3b, und sup |¢'(r)| < 1/b. (2.7)

Wir definieren nunifir vorgegebenes ¢ Ad

X(P(z),A(x) + p(A(x))p(P(x furz e R,
0y(0) = { X(POAD +eMAP@) frs €

Lemma 2.2.1 Firr p € Ad gilt ©, € Diff>(R*, R").

Beweis:Wir zeigen zuiachst, das®, ein lokaler Diffeomorphismusiist, d.B,, €
Diff2 (R™,IR™). Fur einen inneren Punkt von R¢ ist die Aussage klar. Wenn

loc

Randpunkt vorRR ist existiert eine Umgebung von z mit
e(A(y)) =0furalley e UNTR,

also©,|U = id. SchlieBlich betrachten w9, auf R. Wir definieren die Hilfs-
funktion

F:Y % (—a,a) > X% (—a,a), (p,r)— (p,7+o(r)pp)).

Das Tangential vord” im Punkt(p, r) hat bzgl. der kanonischen Koordinaten die
Gestalt
0
1 n— E
TomF =] ™ 0
* 14+¢'(r)p(p)
Beachten wir

| (r)p(p)| < 1furp € Ad,p € Y undr € (—a,a), (2.8)

so folgt, dasg,, ) F' ein Isomorphismus ist. Wegé),|R = X o Fo X ! erhalten
wir aus der Kettenregel und dem Sétzer die Umkehrabbildung, dass,|R ein
lokaler Diffeomorphismus ist. Aug.8) folgt auRerdem, dass die Funktion—
r + p(r)p(p) fur jedesp € Ad strikt wachsend ist. Somit igt bijektiv und daher
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gilt dies auch fir ©,|R = X o F' o X~'. Die Bijektivitat von©, auf R™ ist nun
klar.
O

Wir setzen(2, := O,(D) und erhalten
0, € Diff*(D,Q,), 6,/ =14,. (2.9)

Wir betrachten nun zeitalngige Funktionep : J — Ad, wobei.J ein kom-
paktes Intervall der Fornd := [0, 7] fur einT > 0 ist. Genauer gesagt erhalten
wir fir

p € CHJ,C())NC(J,Ad)
eine Familie
G:={L(t) :=Tpu; t € J}

von Hyperfchen imR™. Die von diesen Hypeichen umschlossenen Gebiete
bezeichnen wir mif2(t) = Q,),t € J. Im Folgenden wird esiitzlich sein,I'(t)

als Nullstellenmenge einer geeigneten zeitaigiigen Funktion zu beschreiben.
Hierfur definieren wir

¢p: I XR—=R, (tz)— Alz)—p(t, P(x)).

Es gilt offenbarl’(t) = ¢,(¢,-)~'(0). Daher &sst sich daguf3ere Einheitsnorma-
lenfeldv(t, ) aufT'(¢) am Punktz = X (s, p(t, s)) darstellen als

V6,0
’v¢P<t7£)| =X (s,p(t,s))

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, d&ss, (¢, z)| # 0 gilt. Dies sieht man
folgendermalRien ein:UF || klein genug gilt

v(t,s) fur(t,s) € J x %. (2.10)

x+ hu(s) = s+ p(t, s)u(s) + hu(s) = X(s, p(t,s) + h).

Dies bedeutet
P(x+ hu(s)) = P(z) = s

und
Az + hp(s)) = A(x) + h = p(t,s) + h.

Daher erhalten wir
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Vpr(t, CE) ’ [I,(S)
Gp(t, x + hpu(s)) — ¢p(t, )

= lim
h—0 h
T h—0 h P A
=1 2.11)

und somit|Ve,(t, z)| # 0.

Um die Normalgeschwindigkeit voh— I'(t), zur Zeitt € [0,7") und am Ort
x = X(s, p(t,s)), berechnen zudnnen, fihren wir die Hilfsfunktiony ein mit
P(r,r) =@t + 1,2 +10(t,s) =AMz +rv(t,s)) —p(t+ 1, P(x +rv(t,s)))
fur(r,r) € (0,7 —t) x [0,a — b). Offenbar gilty>(0,0) = 0 und

821D(0,0) = V¢P(t7x) ) V(t7 5) = |V¢P(t7x)| # 0.

Nun folgt aus dem Saftiber implizite Funktionen, dass es ein- 0 gibt und eine
Funktionh € C*([0, ), R) mit¢)(7, h(7)) = 0 fur7 € [0,¢) und

v —010(0,0)  Oyp(t, s)
0= 0210(0,0) — [Voy(t,x)|’

Es sei angemerkt, dass+ h(7)v(t,s) zuT'(t + 7) gelbrt. Daher isth(7) der
Zuwachs inz = X (s, p(t,s)) € I'(t) in Richtung defauf3eren Normale(t, s).
Somit ist die Normalgeschwindigkeit (¢, s) vont — I'(¢) an der Stell¢ und
x = X (s, p(t,s)) durchh/(0) gegeben und wir erhalten a(512)

Vi(t,s) = %l s) , (ts)eJ xS, (2.13)

a |V¢p(t7 ZL‘) |z:X(s,p(t,s))

Wir definieren nun die von den Diffeomorphisménund ©, induzierten pull-
back und push-forward Operatoren

(2.12)

0, :C(ly) — C(¥), uruob,,
00 . C(8) — C(T,), v—wvob*
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bzw.
0;: C(Q,) — C(l
0L:C(D)—C(R,), v—voO L
Wir setzen auRerdem

Ly(s,1) = [V,(t, )|

=X (s,p(t,5))

und kbnnen nach diesen Vorbereitungen die transformierten Operatgygrund
B(p), welche aufC?(D) wirken, einfihren:

Alp)v = O7(A(BLv)) (2.14)
Blo)w = ~0,(V(6%) - Vo,). (2.15)

Hierbei steht B
v:C(D)— C(Y), uw uls

fur den Spuroperator. SchlieRlidtfren wir die transformierte mittlere Kmmumg
H(p) = 0} rr,

ein, wobeixr ,, fur die mittlere Kitmmung vorl’,,) steht. Wir erhalten die Dar-
stellung

H(p) (s5,0) = —— div (é;’iﬁiﬁ)

Zur Abklirzung setzen wir noch

fur(t,s) e J x X.
r=X(s,p(t,s))

G(p) == L,H(p).

Nach diesen Vorbereitungerknen wir das ursfingliche System von Glei-
chungen (2.1)-(2.4) mit dem freien Rand, in ein System mit festem Rand transfor-
mieren:

A(p)v=0 inJ x D, (2.16)
O+ L,B(p)v=0 aufJ x 3, (2.17)
oOp+G(p) =Ly aufJxx, (2.18)
p(0,:) =py aufx. (2.19)



Dieses Systenaldt sichaquivalent umformen zu

A(p)v=0 inJ x D, (2.20)
v+ B(p)v=H(p) aufJ x X, (2.21)
dp+Glp) =L aufJxy, (2.22)
p(0,-) =py aufi. (2.23)

Im Folgenden wollen wir die Differentialoperatoref(p) und 5(p) genauer
untersuchen. Sei nunh< « < 1. Wir setzen

U:={peh(2); [lp < b}.
Lemma 2.2.2 Es gilt
A e C®(U, LW (D),h*(D)))
und fir jedesp € U ist A(p) ein gleichn&Rig elliptischer Operator.

Beweis:Seip € U, wir setzeng’*(p)] := [g;1(p)] ", wobeig;x(p) := (9;0,|0:.0,),
1 < j,k < n die Komponenten des vaf, induzierten Metrik Tensorg(p) be-
zeichnet A(p) ist gerade der Laplace-Beltrami-Operafyy,, beiglich der Me-
trik g(p). Mit G(p) := det[g;x(p)] erhalten wir daher die folgende Darstellung
von A(p):

1 0 - ik Ov 9, =
Alpo = B = = G(p),§axj(\/|e<p>rg (P)55)s v ECHD).

Es ist

[,0 — @p] IS COO(U, h2+a(U, Rn)),
wobeiU eine offene und besciinkte Menge ist, welch® enthlt. Folglich ist

P = ginlp)] € CX(URTU)), 1<k <n.

Daher haben wir
A(p) = aji(p)0;0k + a;(p)0;
und fur die Koeffizienten gilt

= (a(p) a;(p)] € C (U, k(D) x h*(D)), 1< jk<n.
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Hieraus folgt der erste Teil der Behauptung und weggtp) = g;i(p) ist der
zweite Teil nun ebenfalls klar.
O

Wir wollen jetzt den Randoperatdi(p) untersuchen.

—

Lemma 2.2.3 Fur alle p € U existiert einl;p = b(p) € KT(Z,R™) mit
B(p)v = Ep Vv, ve€h*™(D) und Ep > 0.

AulRerdem gilt B
B e C®(U, LW (D),h' " *(%))).

Beweis:Seiv € h?**(D) unds € X, wir berechnen
B(p)o(s) = ©,(vV(6%v)-Ve,)(s)
= (1V(020) - V,)(6,(s))
= [00,1(6,(s))] Vu(s) - V,(O,(s))
= [8@;1(@p(s))]v¢p(@p(s)) -Vo(s).

Wir setzen nun B
bo(s) := [00,1(8,(5))] Vo,(O,(5)).

Offenbar giltl;p € h't*(X,R™). Damit ist der erste Teil des Lemmas bewiesen.
Es gilt sogar

[0 = ©,] € CX (U URY)), [p+ ¢p) € C(U,W*T(U))
mit U wie in Lemma 2.2.2. Daher folgt
[p— b,] € C=(U, B (2, R™))

und somit auch )
B e C®(U, LW (D),h' " *(%))).

SchlieRlich bleibt noclb, - 1 > 0 zu zeigen. Wir betrachten dafdie beiden
folgenden kommutativen Diagramme,

L Tpe
r, —— R" 7L, — T,T,&N,I,
- — —1 -1
Qpll l@pl 7,0, l lTp@p
Yy — 5 R" 7.y, L' 7Y@ N,Y
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mitp € I', unds := ©,(p). WegerD,, € Diff >**(R", R") undd, € Diff***(x,T,)
erhalten wir

7,0, [T,T,] = T.S und T,(s)0,'[N,I,] ¢ T.2.
Somit haben wir
[06,(0,())] Vp(©,(s)) - u(s) # 0. (2.24)
Offenbar giltep € U fur allep € U und alles € [0, 1]. Daher ist die Abbildung
B: Tx[0.1] =R (s.8) — [00,1(O.,(5))] V-, (0,(5))
wohldefiniert und man sieht leicht ein, dass
BeC(Xx[0,1],R").
Aus (2.24) folgtB(s, <) - u(s) # 0 furalles € ¥ und alles € [0, 1]. Nun ist
B(5,0) - () = Vdp=o(s) - t(s) = [Vbpmo(s)] > 0

und daher erhalten wir, wie behauptet wurde,

—

by(s) - pu(s) = B(s,1) - u(s) >0, s €.
0

Wir analysieren nun die beiden Gleichungen (2.20) und (2.21). Das vorliegende
elliptische Randwertproblem ist wohlbekannt in der Literatur und wird als "Re-
gular Oblique Derivative Problem” bezeichnet. In [38, Kapitel 6.7] wird Schauder
Theorie tir dieses Problem entwickelt undsbarkeit inC?+*( D) untersucht. Wir
zeigen im Folgenden, dass es auch wohlgestellt ist in kleiriddddaumen.

Lemma 2.2.4 Seip € U und A € R*. Dann gilt:
(A(p), My + B(p)) € Isom(h***(D),h*(D) x h'*t*(%)).

Beweis: Es seien\ € R™ und p € U beliebig aber festf € h*(D) und
¢ € h'T(X). Wir betrachtentiir ¢ € [0, 1] die folgende Familie von elliptischen
Randwertproblemen

Liu :=tA(p)u+ (1 —t)Au = f inD,
Nu:=t(M+B(p)u+ (1—-t)(yu+du) = ¢ aufx. (2.25)
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Wir wollen anmerken, dasls; = A(p), Lo = A, Ny = My+B(p) und Ny = y+9,
gilt. In [38, Theorem 6.31] wird gezeigt, dass jedésungu € C*T*(D) von
(2.25) (fur eint) die a priori Abscltzung

[ull2+a < CI¢l4a + 1 f]la) (2.26)

erfullt. Hierbei ist die Konstant&' unablangig vont. Insbesondere folgt aus
(2.26) die Injektiviit der Abbildungen

[u— (Lyu, Nyw)] : B*T*(D) — h*(D) x h'**(2).

Um die Surjektiviit dieser Abbildungen zu beweisen, gghes auf Grund der
sogenannten “method of continuity” (vgl. [38, Theorem 5.2]) die Surjektiwion

[u— (Au,yu+ d,u)] - K (D) — h*(D) x h'*(¥)
zu zeigen. Es ist wohlbekannt, dass
(A, v+ 3,) € Lis(C*(D),C*(D) x C'(%)). (2.27)
Es bezeichne die C?*(D) Ldsung von

Av=f InD,
v+ov=¢ aufl.

Wir wollen zeigen, dass sogare h*te(D) gilt. Dafur betrachten wir eine Folge
(fn; an) in COO(D) X COO(Z) mit

(fardn) = (f,0)  In h*(D) x (D).
Bezeichnen wir mits,, die Losung von

Av=f, inD,
v+ 00 =¢, aufy,
dann impliziert elliptische Regulaétu, € C>~(D), n € N. Ferner folgt aus

(2.27)
Up — U in  C***(D)

und somitu € h*T*(D).
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2.3 Die abstrakte Evolutionsgleichung

Das rachste Ziel ist, das transformierte System (2.20)-(2.23) mit den unbekann-
ten Funktionerp und v als eine einzige abstrakte Evolutionsgleichuig 4 in
geeigneten Banachumen umzuformulieren. Hienf definieren wir @ir p € U,

W(p) i= (Alp), 7+ B(p)) | {0} x A1 (D), (2.28)

d.h.firp € U undg € A*(2) ist W(p)g die eindeutig bestimmte*+*-Losung
des elliptischen Randwertproblems

A(p)v=0 inD,
v+ B(p)v=g auf .

Also istW(p)H (p) die Losung des elliptischen Randwertproblems (2.20)-(2.21)
und wir erhalten daher aus (2.22) die Evolutionsgleichung

dip+ G(p) = LayW(p)H(p),  p(0) = po. (2.29)

Wir wollen nun zurchst formal aus (2.16)-(2.19) eine weitere Evolutionsglei-
chung herleiten. & p € U bezeichnél (p) den Losungsoperator von

A(p)v =0 in D,
v=yg auf. (2.30)

Fassen wir nun Gleichungen (2.16) und (2.18) als elliptisches Randwertproblem
auf, so ist dessendsungu durch

u=T(p) %+ T(o)H(p)

gegeben. Damit folgt aus Gleichung (2.17)
A 4 BT ()L + BT (0)H(p) = 0
— [+ BOTO) L + [1 + B)T (o) H(p) ~ H(p) = 0

— % +H(p) = [I+B(p)T(p)]

— Op+Glp) — L,[I +B()T(p)]”
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Damit kdnnen wir (zumindest formal) das System (2.16)-(2.19) bzw. (2.20)-(2.23)
in das folgende abstrakte Cauchy-Problem umschreiben,

Op+®(p) =0,  p(0) = po. (2.31)

mit

(p) = Glp) — L, [T+ B()T (p)] " H(p).
Der Operatoi3(p)7 (p) wird als (verallgemeinerter) Dirichlet-Neumann Operator
bezeichnet. Im Folgenden werden wir den Zusammenhang zwischen (2.29) und
(2.31) untersuchen und die formale Herleitung von (2.3&yisteren. br p € U
laRt sich wieder mit Schaudertheorie zeigen, dass (2B@)leg € »*T*(X) eine
eindeutige Bsungu in h***(D) besitzt, d.h. wir haben

(A(p),~) € Lis(h*T(D),h*(D) x h***(%)). (2.32)

Daher definieren wir wiedeff p € U,

T(p) == (A(p),7) "

Aus Lemma 2.2.2 sowie der Tatsache, dass die Inversion eine glatte Abbildung
ist, folgt

{0} x h2o(x). (2.33)

T e C“(u,ﬁ(h““(Z),h““(D))). (2.34)
Lemma 2.3.1 Es gilt
-1

W(p) = [I+B(p)T (p)]

Beweis:Seig € h*T*(X) mit g + B(p)7 (p)g = 0. Wir setzenu := T (p)g. Dann
ist

A(p)u=0 inD,
u+ B(p)u=g+B(p)T(p)g=0 aufi.

Aus Lemma 2.2.4 folgt: = 0 und daher isy = yu = 0. Damit ist die Injektiviét
von [I+ B(p)7 (p)] bewiesen. Seinufi € h'*(X). Wir setzerny := yW(p)f €
h*t(X). Dann ist

F=aWp)f +Bp)W(p)f =g+ B(p)T(p)g = [1 + B(p)T (p)]g.
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Daher ist[ + B(p)7 (p)] surjektiv und wir erhalten

[1+B(p)T(p)] ' f =g =W(p)f.
O

Wegen Lemma 2.3.1 stimmen die Evolutionsgleichungen (2.29) und (2k#t)
ein. Wir werden im Folgenden die Darstellung (2.31) benutzen.

Es ist bekannt, dass der Mittlere idfnmungsoperatoH (p) eine quasilineare
Struktur tégt. In [22, Lemma 3.1] und [23, Lemma 3.1] wird die Existenz von
Funktionen

PeC(U, LX), AT(E))) und Q€ C®(U,r'T (X)) (2.35)
bewiesen, mit
H(p) = P(p)p+ Q(p) furp e U N 1> (%).

Wir setzen
—1

F(p) == L,[1+ B(p)T (p)]  Qp) — L,Q(p)

und

Alp) = LyP(p) = L,[L + B())T (p)] ' P(p).
Damit tragt auch die abstrakte Evolutionsgleichung (2.29) eine quasilineare Struk-
tur und Bt sich schreiben als

O+ Alp)p = F(p),  p(0) = po. (2.36)

Um diese Gleichungilsen zu Bnnen werden wir im Folgenden die Funktionén
und F" weiter untersuchen.

Lemma 2.3.2
(A, F) € C®(U, LKD), h'T(D)) x BT (D).

Beweis:Dies ist eine Konsequenz aus unseren Betrachtungen in Lemma 2.2.2 und
Lemma 2.2.3, sowie von (2.34) und (2.35).
O

Wir kdnnen nun das folgende Generationsresultat beweisen:
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Proposition 2.3.3 Fur p € U qilt:
A(p) € H(h(2), b1 (2)).

Beweis:Seip € U. Der OperatorP(p) ist ein gleichnaRig elliptischer Operator
zweiter Ordnung im!'+(X) mit Definitionsbereich:*"*(X), und L, gelbrt zu
h'**(X) und ist strikt positiv. Daher ist,P(p) ebenfalls gleichraRig elliptisch
und es gilt

L,P(p) € H(h* (%), A+ ().

Im Folgenden bezeichnét -), := (-, -)g ., den stetigen Interpolationsfunktor von
Da Prato und Grisvard [17]. Details finden sich in [1, 2, 49]. Es ist wohlbekannt,
dass die kleinen lderaume die Interpolationseigenschaft

(h°(2),h71 (%)), = b =O70%(s)  falls (1 —60)og+ 0oy €N, (2.37)
haben, wobef € (0, 1). Wegen
L1+ B(p))T ()] Plp) € LI (D), A*(D)), o € (0,)

und (2.37) folgt die Behauptung nun aus bekanntenudigsatzen (siehe z.B.
[49, Proposition 2.4.1 (i)]). Wir weisen darauf hin, dass man den Ratif(X)
als stetigen Interpolationsraum zwischefi“(X) und 4™ (X) erhélt. Aus Glei-
chung (2.37) folgt amlich

(W2 (2), B2 (2)) sag 0 = H7(2),

O

Wir zeigen nun, dass der Operatdfp) sogar maximale Regulaéit hat. Fir ei-
ne kurze Darstellung des Konzepts der maximalen Regatlasgtrweisen wir auf
Kapitel 3.

Proposition 2.3.4 Fur p € U undp € (0, 1] gilt:
A(p) € M, (H2(5), hHH2(2)).

Beweis:Seio € (0, a). Wir setzenE; := h*t°(X) und E, := h'™7(X). Dann gilt
analog zu Proposition 2.3.3

L,OP(p) S H(ElvEO)v p e U.
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Um die Notation zu vereinfachen unterscheiden wir nicht zwischen Realisierun-
gen von Abbildungen in verschiedenen Funktio@emen. Wir setzef := (a —

0)/2 und X, := (Ey, E1)y. Ferner bezeichnen wir den Definitionsbereich der
maximalenX, Realisierung vorL,P(p) mit Xy, d.h.

X1 = {.flf S El, LpP(p)JZ S Xo}

Aus (2.37) ergibt sich

Xo = (h1+o(2), h3+0(2))9 = h(l—a?)(1+a)+“g"(3+a)(2) = p+em).

Elliptische Regularét impliziert nunX; = h*T*(X). Daher Knnen wir [64,
Theorem 2.2] anwenden und folgern, dass

LPP(:O) S M/L(XIJXO)J pE Z/{, IS (07 1]
Schliel3lich ergibt sich wegen
Ly[1+B(p)T(p)] ' Pp) € LW (E), k(%))

die Behauptung aus bekanntedi®ingsatzen (siehe z.B. [64, Bemerkung 2.1b)]).
O

Nach diesen Vorarbeiten erhalten wir das folgende Existenz-, Eindeutigkeits-
und Regular#tsresultatiir die quasilineare Evolutionsgleichung (2.36). Set
(o, 1). Wir setzenV := U N h*+5(X). Damit istV eine offene Menge in**4(x).
AuRerdem setzen wif := (1 + 5 — «)/2.

Theorem 2.3.5Fur p, € V besitzt die quasilineare Evolutionsgleichung (2.36)
eine eindeutige nichtfortsetzbarédung

p € C(I0,£ (), V) N C=(S x (0, ().

wobei wir mit[0,¢"(po)) das maximale Existenzintervall bezeichnen. Schlie3lich
definiert die Abbildundt, py) — p(t, po) einen glatten Halbfluss auf.

Beweis:Wir stellen zurichst fest, dass

(R'Fe(2), h*F(E)), = K*HP(D).
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Mit Proposition 2.3.4 erhalten wir
A(p) € M, (R*T(Z), (D)), pe V.
Seipy € V. Die Existenz einer eindeutigen nichtfortsetzbarésung
p € C(10.7 (p0)), V) N CH (0.4 (o). K*()) N C((0, 1+ (po). h+(2))

fur Problem (2.36) und die Tatsache, dé&sg,) — p(t, po) ein glatter Halbfluss
aufV ist, folgt aus [64, Theorem 3.1]. Mit einem bootstrapping Argument in der
Skalah!**(x), I € N kann man zeigen, dass di&4ung sogar glatt ist in Raum
und Zeit. Wir verweisen auf [22, Abschnitt 4if Detalls.

O

2.4 Die Linearisierung

Wir wollen im Folgenden die &sung in der ldhe von Spéren untersuchen. We-
gen der Translationsinvarianz des quasistadtion Stefan-Problems (2.1)-(2.4)
beschanken wir unsere Analyse auf Splen, deren Mittelpunkt im Koordina-
tenursprung liegt. Wir betrachten also den Bak= S, wobeiS = Sy eine Sphre
mit RadiusRk um den Punko ist. Um das Langzeitverhalten dedsung zu unter-
suchen, studieren wir das Verhalten der Abbilddngvelche in (2.31) eingéhrt
wurde. Wegen

[p— ®(p)] € C=(U, A**(S))  mit Uy :==UNhKTS)
ist
K = 0®(0) € L(h*T*(S), h'T*(S)) (2.38)
wohldefiniert. Im Folgenden benutzen wir die Alskungen
B := B(0) und 7 :=7(0),

wobeiB(0) und7 (0) in (2.15) bzw. (2.33) eingéhrt worden sind, d.h5v ist die
Ableitung vonv in Richtung de@uf3eren Normalemin S und7 g ist die Losung
von
Av =0 1inB(0,R)
v=yg aufs. (2.39)
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In [23, Lemma 3.1] wird gezeigt, dass die Ableitung des MittlereiirKmungs
Operators an der Steltedurch folgenden Ausdruck gegeben ist

D :=Ds:=0H(0) = —

1 n—1
(

-+ As). (2.40)

n—1
Hierbei bezeichnef\s den Laplace-Beltrami Operator aff

Lemma 2.4.1 Es qilt
1

K=D-[14+BT| D.

Beweis:Aus den Gleichungen (2.10) und (2.11) erhalten&yir= 1 und aus dem
Beweis von [23, Lemma 3.1] wird ersichtlich, dass

OL,|y=0 = 0.
Daher erhalten wiridr h € h3+%(S):

Kh
=Dh = 9([L+B(p)T (p)]™")| ,_lh, H(0)] = [L + BT]"'Dh

= Dh — (9inv(1 + BT)&(B(p)T(p))] _,(h)H(0) — [L+ BT] ' Dh
=Dh+ (1+BT)"'9(B(p)T (p))|,_o(h)(L + BT)" H(0) — [1 + BT| "' Dh.

Nun ist H(0) die mittlere Kilmmung der Spire Sy und daher ist (0) = R™.
Das elliptische Randwertproblem

Au =0 in D,
u+ 0,u = Rt aufS

hat die eindeutige dsungu = R~!. Aus Lemma 2.2.4 und mit der Notation
von (2.28) sowie der AbkrzungV := W(0), erhalten wiru = WR~!. Damit
impliziert Lemma (2.3.1)

(1+BT)'H(0)=yWR ' =R
Wir folgern weiter

B(p)T(p)R™' =0 furalle peU.
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Dennv = T (p)R~' = R~! ist die eindeutige isung des elliptischen Randwert-
problems (2.39) miy = R~!. Offenbar istB(p)v = 0. Daher erhalten wir

O(1+ BT (p)|, _olh R = —

= B(sh)T (eh)R™* = 0.

e=0

Somit ist gezeigt, dass

-1

Kh=Dh— [1+BT| Dh.

O

Wir werden nun das Spektrum venK untersuchen. Dafr wollen wir zuréchst
einige Eigenschaften des Laplace-Beltrami Operatgrsauf der Einheitssgire
S™ in Erinnerung rufen. &r eine detaillierte Darstellung verweisen wir auf [67].
Der Operator—Ag- ist ein selbstadjungierter Operator im Hilbertraum(.S™)
und hat ein reines Punktspektrum, seine Eigenwerte/ ine—2),1 = 0,1,2, . ...
Die Kugelflachenfunktionew(#) vom Grad bilden bilden die Gesamtheit der Ei-
genfunktionen des Operators\s» zum Eigenwert(/+n—2). AuBerdem sind die
Kugelflachenfunktionen eine Orthonormalbasis des Hilbertralg{$™). Dies
bedeutet, dass jede Funktigne L,(S™) nach den Kugeléichenfunktioners.”
entwickelt werden kann,

Ab jetzt schreiben wir einfack|-) fur dasL,-Skalarprodukt. Wir beweisen nun
eine Absclatzung fir den OperatoiDg-, die wir im weiteren Verlauf bestigen
werden.

Proposition 2.4.2 Fur alle n > 2 qilt,

) m )

(Dsnglg) = (gl9),  g€h®™(S"), gL{1,90;1<m<n}.

Beweis:Wir setzen); := (Il + n — 2). Seiy) € D(Agn) mity) L {1’57(7%); 1 <
m < n}. Dann gilt

>

oo Va(l)
=YY (v[SY) (2.41)

=2 m=0
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und, weil der selbstadjungierte Operatbg- ein reines Punktspektrum hat, folgt
(vgl. [67, Satz 21.1])

oo Va(l)

—Asep =3 > (WISR)NSH). (2.42)

=2 m=0

Weiter erhalten wir aus (2.41) und (2.42) mit Hilfe der Parsevalschen Gleichung

1
(D) = (= = —<Asnt|0)

— n%( — Agatp|tp) — (¥]9)

oo Va(l)

— (= A5t S) (W155) = (v]0)
=2 m 0

oo Va(l)

M (SO (15D = ()

—1

=2 m=0

Azz (189) (15%) — ()

=2 m

= 2 (wlv) - (W)

n —

n+1

(@) = (]).

Wegenh3+(S™) C D(Agn) folgt daher die Behauptung.
O

Im weiteren Verlauf wollen wir den Dirichlet-Neumann Operator als lineare Ab-
bildung von2!'**(8) nachh(S) auffassen. In den folgenden beiden Lemmata
werden wir Eigenschaften des Dirichlet-Neumann Operators angeben, die wir bei
der Analyse des Spektrums ver' benutzen werden.

Lemma 2.4.3Mit 1(z) = 1 fur z € S gilt.
a) (BTg|1) =0, furallege h'*>(S).
b) 0ist ein Eigenwert vol87 und kefB7) = span{1}.

Beweis:
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a) Seig € h'™*(S). Dann erhalten wir mit Hilfe der Greenschen Formel
(BTg|1) = / ATgdx = 0. (2.43)
B(0,R)

Genauer gesagt &ttt man (2.43) zuachst @ir glatte Funktionen mit Hilfe
der Greenschen FormeliiFFunktionen inh!**(S) folgt (2.43) dann durch
einen Dichteschluf3.

b) Es seiBTg = 0 fur eing € h'**(S). AuRerdem bezeichne := 7 g die
harmonische Fortsetzung vgrauf B(0, R), mit anderen Worterw ist die
Losung von (2.39). Wir multipliziereBB7 g mit g und erhalten wieder mit
Hilfe der Greenschen Formel

(BT g|g) :/ VT g|? dx = 0. (2.44)
B(0,R)

Auch hier zeigt man (2.44) zachst fir glatte Funktionen und macht dann
einen Dichtschluf3. Dahebknen wir schliel3en, dasund somit aucly =
v|S konstant ist. Offenbar ig87'1 = 0. Daher ist0 ein Eigenwert und der
zugeldrige Eigenraum wird voi aufgespannt.

O

Furr > 0 bezeichne
(S) =g € W(S): [ gdo =0}
S
den Raum aller Funktionen #f (S) mit Mittelwert 0.

Lemma 2.4.4 EsistBT € Isom(hyt*(S), hg(S)). Ferner gilt,

((BT) 'glg) >0,  gehng(S)\{0}.
Ein Beweis findet sich in [23, Lemma 5.3].

Nach diesen Vorbereitungeknen wir das Spektrum voAK charakterisieren.

Proposition 2.4.5 Das Spektrum vor K besteht aus einer ahhlbaren Menge
von isolierten Eigenwertefl\;; &k € N} mit

{)\k; ke N} C (—O0,0].
Jeder Eigenwert vor- K hat endliche algebraische Vielfachheit. Ferner ist O ein
Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit (n+1).
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Beweis:

a)

b)

WegenK < H(R***(S),h'™(S)) und der Kompaktheit der Einbettung
von 13t*(S) in h'*%(8S), hat— K kompakte Resolvente. Nun folgt aus [43,
Theorem 6.29], dass das Spektrum veR aus einer alihlbaren Menge
von isolierten Eigenwerten mit endlicher algebraischer Vielfachheit besteht.

Wir betrachten zuichst den Fall, das$ = S™ die Einheitsspéare mit Mit-
telpunkt O ist. Wir zeigen, dagsein Eigenwert der Vielfachheft. + 1) ist.
Seig € h3T(S™) mit K¢ = 0. Dann folgt

DSng— (1+BT)71DS7LQ =

Il
o o o

Damit haben wir
BT ((n—1)+ Agn)g = 0.
Schliel3lich erhalten wir aus Lemma 2.4.3 b)

(n—1)+Agn)g=c (2.45)
mit einer Konstanten. Fur ¢ # 0 ist (2.45) eine inhomogene Gleichung und
eine spezielle bsung ist gegeben durgly = (n — 1)~ 'c. Die Gesamtheit
der Losungen der zugéhigen homogenen Gleichung

(n—1)+Agn)g=0

ist durch Linearkombination der Kugélﬂhenfunktioner{Sﬁ);l <m <
n} vom Gradl gegeben. Wir &nnen daher schlieRen, dass

ker(—K) = spar{1,S); 1 < m < n}. (2.46)

Wir zeigen nun, dass die restlichen Eigenwerte @t in (—oo, 0) enthal-
ten sind. Es seialsoe C\ {0} undg € h3T*(S™) \ {0} mit

zg+Kg=20 (2.47)
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d)

dann folgt,

29+ 2BT g+ Dgng+ BT Dgng — Dgng =0 (2.49)
29+ z2BT g+ BT Dgng = 0. (2.50)

Aus Lemma 2.4.3 a) folgt, dads7 g und B7 Dg Mittelwert 0 haben, d.h
(BT ¢g|1) = 0und(B7T Dgng|1) = 0. Daher erhalten wir aus (2.50)g|1) =
0 und wegerr # 0 somit auch(g|1) = 0. Daher bnnen wir den Operator
(BT)~! auf Gleichung (2.50) anwenden und erhalten

2(BT) 'g+ 29+ Dgng = 0. (2.51)
Wir multiplizieren Gleichung (2.51) mig und integriereriiberS™:
z((BT) "g|g) + z(g|g) + (Dglg) = 0.

Wir kdnneng schreiben alg = g, + g, mit g; € spar{1, S\;1 < m < n}
und g, L spar{l,Sﬁ%);l < m < n}. Aus (2.46) und Gleichung (2.47)
folgt go # 0 und wegen der Symmetrie vabg. auf L,(S™) kdnnen wir
schlie3en, dass

2((BT)""glg) + 2(g]g) + (Dg2|g2) = 0.

Daher lonnen wir aus Proposition 2.4.2 und Lemma 2.4.4 folgern, dass
z € (—00,0). Somit besteht das Spektrum ver/ aus einer diskreten
Menge von reellen Eigenwertei\,; & € N} mit

"‘<)\k+1<)\k<)\k—1<“‘<)\1<)\0:0
undO ist ein Eigenwert mit geometrischer Vielfachheit (n+1).

Wir betrachten nun den Fall, daSsine Splre mit Radius? und Mittel-
punkt im Koordinatenursprung ist. Es gilt die Beziehung

Dsg = R™*[03]"(Ds«frg), g€ C*(S),
hierbei steht; fur die Streckung um den Fakt&rund
O € 1som(h*T*(S), h*T*(S"™)),  [0rg)(x) := g(Rx)
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bezeichnet den zugéhgen pull-back Operator. Ersetzt man Proposition
2.4.2 durch

(Dsg|g) > R_2(g‘g), gE h3+a(5), gL {I,SS?R; 1 <m <n},

wobei wir mit SS?R die Kugelfachenfunktionen auf deg-Sphare bezeich-
nen, so bleibt der Beweis von a) und b) richtig.

O

2.5 Die Zentrumsmannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt beweisen wir die Existenz einer lokal invarianten; 1)-
dimensionalen Zentrumsmannigfaltigkeit tdie Evolutionsgleichung (2.31). Au-
Rerdem zeigen wir, dass diese Mannigfaltigkgisungen exponentiell anzieht.
Schliel3lich beweisen wir die Eindeutigkeit dieser Mannigfaltigkeit und die Tat-
sache, dass sie ausschlie3lich aus Equilibrien besteht. JedeeSgihein Equi-
librium fUr das quasistati@me Stefan-Problem. Wie im vorherigen Abschnitt sei
Y, = § eine feste Spdre mit Radiusk, die den Koordinatenursprung als Mittel-
punkt hat. Damit isb ein Equilibrium der Evolutionsgleichung (2.31). Wibknen
(2.31) umschreiben als

oo+ Kp=g(p), p(0)=po, (2.52)
mit
9(p) = Kp — ®(p),
wobei K die Linearisierung der Abbildunp — ®(p)] ist, vgl. Lemma 2.4.1. Die
Gleichung (2.52) ist als eine voll nichtlineare Evolutionsgleichung zu betrachten.

Bei der Konstruktion der lokal invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit werden wir
die Theorie der maximalen Regulatizu Hilfe nehmen. Wie bereits gezeigt wor-
den ist, ist der Kern vor’ gegeben durch den RauX := spar{l,Sfﬁ); 1<

m < n}, der aufgespannt wird volh und denn linear unabhngigen Kugel-

flachenfunktioners'.) vom Gradl, siehe Beweis von Proposition 2.4.5. Wir ha-
ben

S =R 'pulS, 1<m<n (2.53)
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Hierbei istp,, ein harmonisches Polynom vom Gradvelches gegeben ist durch
pm(x) = x,, fUrz € R, undp,,|S bezeichnet die Einscnkung vorp,, aufS.

Der RaumX ¢ ist ein endlichdimensionaler Untervektorraum vor(S) und ist
daher ein topologisch direkter Summand. BBtlsich sogar ein ziX“ komple-
mentrer Untervektorraum voh**<(S) finden, sodass die entsprechende topolo-
gisch direkte Summe den Operafdrzerlegt.

Lemma 2.5.1 Es existiert eine auf>**(S) stetige Projektior” mitim(P) = X¢,
sodass*™(S) = X @ im(I — P) eine topologisch direkte Summe ist, dige-
duziert.

Beweis:

a) Mit der Darstellung (2.53) sehen wir

/S,SP do=0, furl<m<n. (2.54)
S

Somit haben die Kugeﬁbhenfunktionerﬂﬁ) Mittelwert 0 und daher ist
H :=spaS\);1 < m < n} ein Untervektorraum voht*(S). Lemma
2.4.4 zeigt, dass die Abbildung

() RPTSE) X byt (S) = R, (g, f) = (gl(BT)'f) + (glf),
(2.55)

wohldefiniert ist, wobei-, -) das Skalarprodukt i, (S) bezeichnet. Ins-
besondere definiert die Einsémkung dieser Abbildung auf ein Skalar-
produkt. Sein,,...,n,} eine Orthonormalbasis voH beziglich des von
(2.55) induzierten Skalarprodukts. Dann definiert die Abbildégmit

n

Prg =Y (g m)m, g € W*T(S),

m=1

eine stetige Projektion vol*™<(S) auf H. Wir zeigen nunPy K g = 0 fur
alle g € h*™*(S). Tatsachlich folgt aus Lemma 2.4.1 und der Symmetrie
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b)

von B7 und D

n

PuKg =Y (Kg,(BT) " nm)iim + >_ (K g, 0m) 0m
m=1

m=1

= (Kg,(I+BT)(BT) ") 1hm

m=1

= (BT Dg,(BT) "n)m

m=1

=Y (D, %m) hm
m=1

=Y (9. D) 1.
m=1

Die Behauptung folgt nun wegebn,, = 0 fur1 < m < n. Fur jedes
g € h3t%(8) ist Pyg ein Element von kek, also K Pyg = 0. Somit ist
gezeigt, das®y K = K Py.

Wir definieren eine weitere Projektiap durch
1
Pg:=— / gdol, g€ R*(S),
|S] /s
wobei|S| fur das Maf? vois steht. Damit ist?; eine stetige Projektion von

h3t(S) auf spadl}. Wir zeigenP,Kg = 0 fur alleg € h*T*(S). Wir
rufen in Erinnerung, dass:= WDy die Losung von

Av=0 inB(0, R),
v+0,0=Dg aufS

ist. Nun folgt aus Lemma 2.3.1

/(I+BT)_1ng0:/udOZ/ngo—/&,udo
s s s s

—/ngo—/ Audx—/ngo
S B(0,R) S
und daher

1
PlKQZE/SKgdo:/S(Dg—(I+BT)ng)dOZO, g € h*t(S).
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Fur jedesg € h*™(S) ist P,g ein Element von kek, also K Pig = 0.
Somit ist gezeigt, dasB, K = K P;.

c) Aus (2.54) folgtP,n,, = 0 fur1 < m < n und mit Lemma 2.4.4 erhalten
wir auch

n

Pyl = Z<1>77m>77m

m=1
=Y (UBT) )+ > (1) 7en = 0.
m=1 m=1
Damit ist gezeigt, das®, Py = Py P, = 0. Folglich ist die AbbildungP
mit
Pg:= Pyg+ Pig, g€ h*™(S)

eine stetige Projektion vol*™<(S) auf X . Aus Schritt a) und b) folgt nun
PKg = KPgfuralleg € h***(S). Daher schlieRen wir, dasé® &im (7 —
P) eine topologisch direkte Summe ist, diereduziert.

O

Bemerkung 2.5.2 Es bezeichne* die zum Eigenwer@ von K gelbrende spek-
trale Projektion. Dann gilt

7 (h3(S)) = X°.

Beweis:Proposition 2.4.5 zeigt, dagsein Eigenwert von’ mit endlicher alge-
braischer Vielfachheit ist. Daher ist die zugeige spektrale Projektion wohldefi-
niert und

dim 7°(R***(S)) < oo.
Es ist nicht schwer zu sehen, dass
wc(h3+°‘(8)) D X,

(ein Beweis findet sich in [49, Proposition A.2.2]). Die spektrale Projektion redu-
ziert ebenfalls den Operatdf. Bezeichnetk.. den Teil vonK in w¢(h3t(S)),
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so isto(K.) = {0}, also K. nilpotent. Mit Lemma 2.5.1 folgt daher auch die
umgekehrte Inklusion

T (h*T(S)) C X°.

Wir setzenr® := I — 7° und Xj := 7*(h***(S)). Damit ist
h3+a(8) — X¢ D Xf

eine topologisch direkte Summe, diereduziert. Bezeichn&', den Teil vonK in
X3, soisto(—Ks) = o(—K)/{0}. Daher nennt marx; den stabilen Unterraum
von — K.

Fur po € V bezeichne(-, py) die Losung der quasilinearen Evolutionsgleichung
(2.36) und0,t*(po)) bezeichne ihr maximales Existenzintervall. Wir rufen in
Erinnerung, dase < « < ( < 1. Sei aulBerdem € N\{0} beliebig aber fest.
Wir setzen wieden := (14 3 — «)/2.

Proposition 2.5.3 a) Es existiert eine offene Umgebuégvon 0 in X< und
eine Abbildung

o€ CHO,X5) mita(0) =0, 9o(0) =0, (2.56)

sodass die Mannigfaltigkeit1¢ := graph(c) C h3T*(S) lokal invariant ist
fur die Evolutionsgleichung (2.36) oder (2.52). Die Mannigfaltigkeft
enthalt alle kleinen globalen &sungen von (2.52).

b) Seiw € (0, —\;), wobei wir mitA; den ersten von Null verschiedenen Ei-
genwert von-K bezeichnen (siehe Proposition 2.4.5). Dann existiert eine
Konstanter = ¢(w, «, ) > 0, sodass

c —Ww S c
e “[|7*po — o (m°po)ll2+5 (2.57)

17°p(t, po) = o (mp(t, po))lls+a < 5=,

fur jedesp, aus einer hinreichend kleinen Umgebung dém »>+4(S). Die
Absclatzung (2.57) ist richtigir alle t € (0,t"(pg)) mMit w¢p(t, po) € O.

Beweis:Im Folgenden weisen wir nach, dass die Voraussetzungen von [64, Ab-
schnitt 4] ertillt sind. Wir rufen in Erinnerung, dass

U= {pehD)plleo <b}, V:i={peh*(E);llple < b}
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Die Mengel/ entspricht der Mengé&/s und die Menge) entspricht der Men-
ge U aus [64, Abschnitt 4]. AuRerdem ist in dieser Notati§p = A3 (%)
und X, = A'T(X). Unsere Resultate aus Abschnitt 2.3 implizieren nun die in
[64, Abschnitt 4] vorausgesetzten Bedingungdrer maximale Regulaét. Ge-
nauer gesagt garantieren Lemma 2.3.2, Proposition 2.3.3 und Proposition 2.3.4
sowie deren Beweise, dass die Voraussetzungen (4.1)-(4.4) in [64, Abschnitt 4]
erfullt sind. Mit Proposition 2.4.5 und Bemerkung 2.5.2 erkennen wir, dase
isolierter Eigenwert vor’k’ mit algebraischer Vielfachheit. + 1) ist. Schliel3-
lich sind wegen®(0) = 0 die restlichen Voraussetzungen von [64, Abschnitt 4]
ebenfalls eidllt. Die Existenz einer lokal invarianten Zentrumsmannigfaltigkeit
erhalten wir daher aus [64, Theorem 4.1]. Genauer gesagt, wird in [64] die Evo-
lutionsgleichung zuséchst mit einer Abschneidefunktion multipliziert und dann
die Existenz einer global invarianten Zentrumsmannigfaltigk@itdiese modi-
fizierte Evolutionsgleichung bewieseniureine hinreichend kleine Umgebung
der 0 stimmt die urspiingliche Evolutionsgleichung mit der modifizierten Evo-
lutionsgleichungiberein. Daher impliziert die Existenz einer global invarianten
Zentrumsmannigfaltigkeittir die modifizierte Evolutionsgleichung die Existenz
einer lokal invarianten Zentrumsmannigfaltigkdit fdie urspéngliche Evoluti-
onsgleichung. Die Abs@izung (2.57) ist nun ein Konsequenz aus [64, Theorem
5.8].

O

Bemerkung 2.5.4 a) Mc¢ ist eineC*-Mannigfaltigkeit der Dimension + 1,
denn sie ist der Graph einér*-Funktion, die auf einer offenen Teilmenge
von X ¢ definiert ist. Die Abbildung +— (z, o(z)) ist eine Parametrisierung
von M¢. Daher ist der Tangentialraum vai¢ im PunktO gegeben durch
Ty(M€) = im(idxe,00(0)), und aus (2.56) folgt

To(M°) = X x {0} = X°.
Mit anderen Worten isK “ tangential zuM/ ¢ im Punkto.
b) Schon bei gedhnlichen Differentialgleichungen sind Zentrumsmannigfal-

tigkeiten im allgemeinen nicht eindeutig, wie das folgende Beispiel von A.
Kelley (vgl. [68, Beispiel 13.7]) zeigt: Wir betrachten das System

=z

y=-y.
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d)

\WS
P :

Abbildung 2.1: Orbits im Phasenraum zu b)

In diesem Fall besteht der stabile UnterrauXit aus der y-Achse und der
RaumX ¢ besteht aus der x-Achse. Einégtiche Zentrumsmannigfaltigkeit
ist durch die x-Achse selbst gegeben. Wir finden die Orbits im Phasenraum
durch Integration

y(z) = Ce'/®.

Wobei die Konstanté’ durch den Anfangswert bestimmt wird. Daher gibt
es unendlich viele invariante Untermannigfaltigkeiten, die tangentia zu
im Punkt0 sind.

Wir mbchten an dieser Stelle betonen, dass wir exponentielle Attraittivit
der lokalen Zentrumsmannigfalltigkelt© in der Topologie vor3+<(S)

fur Anfangsdatem, € h**%(S) bekommen. Dieses Ergebnis ist nahezu op-
timal, denn es bércksichtigt bereits den regularisierenden Effekt der qua-
silinearen Evolutionsgleichung (2.36).

Wir mbchten noch kurz edlutern, was gemeint ist, wenn wir sagevif ent-
halte alle kleinen globalendsungen von (2.36). Sei-) : R — h3(S) ei-
ne globale Bsung von (2.36), wobeit) fur allet € R in einer hinreichend
kleinen Nullumgebung béglich der Topologie von?™*(S) enthalten sei.
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Dann ist
mp(t) = o(mp(t)), teR

undrp(-) ist Losung der gedhnlichen Differentialgleichung
2(t) 4+ Kez(t) = mg(2(t) + 0(2(1)), teR, z(0)=np(0).

Wir bezeichnen mit die Menge der Sgiren, die kleine $trungen vonS sind.
Weil Spharen Equilibrien des quasistatémen Stefan-Problems sind, folgt mit
Proposition 2.5.3 al’ ¢ M°. Jede SpareC € C ist vollstandig durchn + 1
Parameter, amlich durch den Radius und dieKoordinaten des Mittelpunkts,
beschrieben. Es gilt sog@r= M. Dies bedeutet:

Proposition 2.5.5 Die lokale Zentrumsmannigfaltigkeit'© besteht nur aus Equi-
librien.

Fur einen Beweis verweisen wir auf [23, Proposition 6.4].

Wie oben seip := (1 + 8 — «)/2. Das folgende Theorem zeigt, dass An-
fangswerte, die kleine 8tungen einer Sgire sind, die bsung global existiert
und gegen eine S@ine konvergiert.

Theorem 2.5.6 a) Es existiert eine Umgebunigvon0 in h**4(S), sodass die
Losung der quasilinearen Evolutionsgleichung (2.3#&) jeden Anfangs-
wertp, € V global existiert.

b) Seiw € (0, —A;) undpy € V. Dann existiert eine Konstante= c¢(w, a, 3) >
0 und ein eindeutiges = z(po) € O, sodassiir alle ¢t > 0 gilt

c s C  _w s c
1 p(; po), 7 p(ts po)) = (20, 0(20)) s a < €™ 17" 0 = o (7 po)ll245-

Beweis:Es folgt aus Proposition 2.5.5, dass digsung der gedhnlichen Diffe-
rentialgleichung inX,

2(t) + Kez(t) = wg(2(t) + o(2(1)), teR, 2(0) = z, (2.58)

gegeben ist durch(t) = z, fur zo € O. Daher ist0 ein stabiles Equilibri-

um der Gleichung (2.58). Deswegen erhalten wir aus [63, Theorem 3.3a)], dass
(0,0(0)) = (0,0) ein in K25 (S) stabiles Equilibrium der quasilinearen Evolu-
tionsgleichung (2.36) ist. Der Vollghdigkeit halber wollen wir an dieser Stelle
kurz die Definition vorStabili&tin Erinnerung rufen. SeX ein metrischer Raum
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undy : D C Rt x X — X sei ein (lokaler) Halbfluss. Eine Teilmengé c X
heil3t stabil, wenn esif jede Umgebun@’ von M eine weitere Umgebung von
M gibt mit¢*(z) = oo und~y™(x) C U fur jedesr € V. Damit haben wir insbe-
sondere, dassif Anfangswerte in einer hinreichend kleinen Umgebiihgon 0
in h2+4(8S) die Losung von (2.36) global existiert. Wibkinen [63, Theorem 3.3]
tatsachlich auf die vorliegende Situation anwenden, denn wir haben es mit einer
parameterunaldmgigen Gleichung zu tun. Dahedrknen wir in der Notation von
[63] A = F = {0} annehmen. In diesem Fall stimmen die Voraussetzungen von
[63] mit denen von [64, Abschnitt 4]berein, die wir im Beweis von Proposition
2.5.3 verifiziert haben. SchlieRlicloknen wirX = h?*#(S) in [63, Theorem 3.3]
wahlen, weil (2.36) einen glatten Halbfluss aut- h2+#(S) definiert (vgl. Theo-
rem 2.3.5). Damit folgt Behauptung a). Basierend auf unserer Proposition 2.5.3
verlauft nun der Beweis des Teils b) der Behauptung wortiich zum Beweis
von [23, Theorem 6.5(b)].

O

Seil € N. Man kann zeigen, das$(p) € H(h'™3+*(S), h'T1H(S)) furp € Y,
mitl, := UNh*+2t2(S). Die Resultate in Abschnitt 2.3 und Abschnitt 2.4 bleiben
richtig, wenn mam durch/ + « ersetzt. Schliel3lich erhalten wir das folgende
Resultat, dessen Beweis analog zum Beweis von [23, Proposition 6.&{ifterl

Korollar 2.5.7 Seiw € (0,—X;) undr > 0. Dann existiert eine Umgeburig =
V(w,r) von0 in h2*7(S) und fir jedesp, € V existiert ein eindeutiges, =
20(po) € O sowie eine Konstante= c(w,r) > 0, sodassir allet > 1 gilt

(7 p(t, po), 7 p(t, po) — (20, 0 (20))llr < ce™" || po — o(po)ll2+5-

Also zieht das Equilibriunizg, o(2g)) die Losungp(t, po) exponentiell in der To-
pologie voni'(S) an.
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Kapitel 3

Quasilineare parabolische
Evolutionsgleichungen

Abstrakte quasilineare parabolische Evolutionsgleichungen wurden schon von vie-
len Autoren untersucht. Wir verweisen an dieser Stelle exemplarisch auf die Wer-
ke [2] und [3] und die darin enthaltenen Literaturangaben. Im Kontext von ma-
ximaler Regularit in stetigen Interpolationdumen werden quasilineare parabo-
lische Gleichungen in der Arbeit [16] studiert. Wiriissen die Resultate dieser
Arbeit etwas modifizieren, um sie auf das Stefan-Problem anwendedrnnek.

So werden wir rechte Seitef betrachten, die auf einer Menge definiert sind,

in der auch die bsung gesucht wird. Insbesondere kanrauch nichtlokal in

der Zeit sein. Quasilineare parabolische Probleme mit solch allgemeinen Nicht-
linearitaten, die gewissermalf3en auf dem kleir@ggiithen Raum definiert sind,
werden auch in der Arbeit [4] mit Hilfe von maximalér,-Regularitit studiert.
Hauptresultat dieses Kapitels ist Satz 3.4.1, in dem wir lokale Existaneitie
guasilineare parabolische Evolutionsgleichung beweisen.

3.1 Funktionenraume und maximale Regularitt

Im folgenden sep € (0, 1], E ein (reeller oder komplexer) Banach Raum und
J = [0,T] mit einer ZahlI" > 0. Wir betrachten Funktionen, die auif:= .J\ {0}
definiert sind und eine vorgeschriebene Singudarit der0 haben. Sei

BUCY(J. E) = {u € C(J, E); [t = ""u] € BUC(J, B), lim #'~*||u(¢)]| = 0}

lulle,,, = supt" *Ju(®)llz, pe€(0,1).
teJ
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Es ist nicht schwer zu zeigen, daB%/C,_,(J, /), ausgestattet mit der Norm
| - lle,_,.,» €in Banachraum ist. Wirlhren nun den folgenden Untervektorraum
von BUC,_,(J, E) ein:

BUC{_,(J.E) == {u € C'(J,E); u,i € BUC\_.(J, E)}.
AuRRerdem setzen wir
BUCy(J,E) := BUC(J,E), BUC;(J,E):= BUC"(J,E).

Sind £ und E, zwei Banachiiume, sodas#; stetig in £, eingebettet ist, so
setzen wir

]EQ(J) = BUCl_M(J, E()), n e (0, 1],
E\(J) := BUC!_,(J, Ey) N BUC\_,(J, ),

wobei wir E, (.J) mit der Norm

lulle, () = sup ' ~# (la(t) ||, + [[u(®)] )
teJ

ausstatten, die diesen Raum zu einem Banachraum macht. Jede Funlktion
E,(J) hat eine Spur, wie die folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 3.1.1

a) Die Abbildungy : E,(J) — Ey, yv := v(0), ist wohldefiniert, linear und
stetig.

b) Wir setzen
VB () = im(3)
|2 llvgs () = f{[[o]l, ) v € Ba (), yo = 2}

Der RaumE, (/) heiRtSpurraum vonE, (.J). Die Topologie auf/E, (/)
ist die Quotiententopologie des Banachradtng/) /kery. Daher istyE, (J)
selbst ein Banachraum und es gjlie L(E,(J),vE.(J)).

Beweis:Teil a) wird in [16, Remark 2.1] bewiesen und Teil b) ist eine unmittelbare

Konsequenz aus a).
0
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Lemma 3.1.2 (Lemma 2.2 in [16])SeiH(E,, Ey) # (. Dann gilt:
a) 7'E,(J) = E,.
b) Ei(J) = BUC}_,(J, Ey) N BUC,_,(J, Ey) = BUC(J, E,).
c) Es existiert eine Konstante= ¢(u) > 0 unabléngig vonJ, sodass

lullsuce,) < cllulle, oy, weE(J), ~u=0.

d) E\(J) = BUCL_,(J, Eo) N BUC,_,(J, 1) = BUC*°(J,E,), o €
[0, ).

Beweis:In [16, Lemma 2.2] findet man eine Referenz zu den Teilen a) und b)
sowie einen Beweis der Teile ¢) und d).
O

In Kapitel 4 werden wir weitere Abséftzungen beitigen, die wir hier zusam-
menstellen und beweisen wollen.

Korollar 3.1.3 SeiH(FE, Ey) # 0. Dann gilt:

a) Es existiert eine Konstante:= ¢(x) > 0 unabténgig vonJ, sodassiir
alleu € E,(J) qgilt

t _
w10 = (9l
st J, st |t — s|#

< cllulle,sy p€ (0,1)

b) Es existiert eine Konstante= c¢(u, o) > 0 unabléangig vonJ, sodass
|ull Bucr-—o(1e,) < cllulle, ), v €E(JS), qyu=0, o€l0,ul.

Beweis:
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a) Seiu € E;(J) und seiers, t € J. Dann gilt

o)~ ), = | [ iy,
= | [ et

t
< HuHEﬂJJL/17#—1dT]

1
=;u%—wmmmu>

Eo

< c(p)|ullescnt = sl

b) Seiu € E;(J) mit yu = 0 und seiers, t € J. Fir o = p folgt die Behaup-
tung aus Lemma 3.1.2 Teil ¢). Sei alsce [0, ;). Dann folgt aus dem Rei-
terations Theoremiit die stetige Interpolationsmethode, vgl. [2, Abschnitt
1.2.8], dassti, = (Ey, E,.)./,. Mit Hilfe der Interpolationsungleichung er-
halten wir

lu(t) = u(s)ls, < cllult) —uls) |57  lut) —uls)IF. (3.2)

Den ersten Term auf der rechten Seite von Gleichung (Rih&n wir mit
Hilfe von Teil a) abschtzen. Wir erhaltendmlich

l-0o l1-0o -0
lu(t) = u(s) |5, < cllullg, (5t — s (3.2)

Den zweiten Term auf der rechten Seite von Gleichung (3.13tgeh wir
wie folgt ab:

o U/
lu(t) = uIE" < (a5, + llu(s)5) """
< (2HUHBUC(J,E#))U/M
< cllullglf), (33)

wobei wir im letzten Schritt Lemma 3.1.2c) benutzt haben. Die Behauptung
folgt nun aus den Gleichungen (3.1), (3.2) und (3.3) sowie Lemma 3.1.2c).

O
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Definition 3.1.4 (Maximale Regularitat) SeienF; und E, zwei Banachiume,

sodassE iR Eound A € H(E, Ey). AuBerdem sef = [0, 7] fureinT > 0
undy € (0, 1]. Wir definieren

d
A€ My(Ey, By) = (E + Am) € 1som(E, (J), Eo(J) x E,).
Fur A € M, (E4, Ey) heil3t(E,(J), Ey(J)) ein Paar von maximaler Regularitat
fur A.

Bemerkung 3.1.5 a) Sei(E,(J),Ey(J)) ein Paar von maximaler Regulait
furein A € H(E1, Ey) und sei(f,z) € E{(J) x E, gegeben. Dann ist

t

d 1
(E + A,7> (f,x) = e Ay +/0 6_(t_T)Af(T)dT
= e Mr + (Jaf)(1).

b) Sei(E,(J),Ey(J)) ein Paar von maximaler Reguladit fir ein A € H(E),
Ey). Dann gilt entwedel; = E, oder E, enthalt einen abgeschlossenen
Unterraum, der isomorph ist zum Raugder Nullfolgen. Hieraus folgt ins-
besondere, dass, wet reflexiv ist unde; # Ey, die MengeM ,(E4, Ey)
leer ist.

Beweis: Teil a) ist ein wohlbekanntes Resultat in der Halbgruppentheorie siehe
z.B. [49, Proposition 4.1.2]. Die Resultate in Teil b) folgen aus [8] und [16, Lem-

ma 2.6].
O

3.2 Das Cauchy-Problem

In diesem Kapitel betrachten wir quasilineare parabolische Evolutionsgleichun-
gen der Form

Ju= F(u) aufJ,
0) =x. (3.4)
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Hierbei istF" auf einer Teilmenge des Rauffig(./) definiert. Der Rauni, (.J) ist
gewissermalien der kleinste Raum, auf dem matefinieren kann, denn in ihm
wird auch die losung gesucht. Wir wollen (3.4) mit sehr allgemeinen Funktionen
F studieren. Insbesondere kafArauch nichtlokal in der Zeit sein. Um eine sinn-
volle Evolutionsgleichung zu erhalteniissen wir verlangen, dasseine \Volterra
Abbildung ist, d.h. @ir jedess € J hangt die Einschimkung vonF (u) auf J, nur

: ab.

Definition 3.2.1 SeienX undY nichtleere Mengen un@’ eine nichtleere Teil-
menge vorX 7. Eine Funktionf : W — Y/ heiRtVolterra Abbildung (oder hat
die Volterra Eigenschaft), weniiirfjedess € J und jedes Paaw,v € X7 mit

ul; =v|; dieBeziehund (u)|; = f(v)|; richtig ist.

Das wohl prominenteste Beispiel einer Volterra Abbildung ist der klassische Vol-
terrasche Integraloperator. Ein Ketre C/([0, 1] x [0,1]) erzeugt einen Integral-
operatork : C([0,1]) — C(]0,1]), definiert durch

1
(Kz)(s) := /k(s,t)a:(t) dt.
0
Der Operatork ist i.allg. kein Volterra Operator, d.h. der Operator besitzt i.allg.
nicht die Volterra Eigenschaft. Hat aber der Kérdie Eigenschaft
k(s,t) =0 furt > s,

SO ist

s

(Kz)(s) = /k(s,t)x(t) dt.

0

und man nenni Volterraschen Integraloperator. In diesem Fall Ravffensicht-
lich die Volterra Eigenschatft.

Kommen wir nun auf das quasilineare Cauchy-Problem (3.4)ckutUnter einer
Losung auf/ verstehen wir eine Funktion € E,(.J), die Losung des linearen
Cauchy-Problems

= F(u) aufJ,
x (3.5)

v+ A(u

Jv
v(0)

ist.



3.3 Der Fortsetzungs-Operator

Seir € J. Damit wir von einer [dsung auf/, sprechen &nnen, wird es dtig sein,
Funktionen au&, (.J;) zu Funktionen aug, (/) fortzusetzen. Wir definieren

E)(J) := kery = {u € E,(J);u(0) = 0}.

Das folgende Lemma zeigt, dass eine solche Fortsetzung existiert, wobei die Fort-
setzung von Funktionen al® (/) zu Funktionen au&!(./) besonders sdme
Eigenschaften hat.

Lemma 3.3.1 SeiM,,(F,, Ey) # 0. Fur jedesr € J existiert eine Abbildung
ext. € £(E1(JT>,]E1(J))

mit extu D u fur u € E;(J;). AuBerdem existiert eine Konstante> 1, sodass
fur alle 7 € J und alleu € E{(J,) die Absckitzung

lextulle, () < cllulle, )
richtig ist.
Beweis:Wir wahlenA € M, (£, Ey), d.h.
(% +A,y) € Isom(E,(J),Eo(J) x E,).

Fur f € Ey(J,) setzen wir

€00

Esistleicht zu sehen, da&sz L(Eo(.J;), Eo(J)) mit||€]] = 1. Wir definieren
nun

f(t), 0<t<T

(%)17“]0(7'), T<t<T.

d - . d
extu := <(E +A,7) "o (&,id) o (a + A,’y)

)u, u € Ei(J,).
]El(']‘r)

Damit ist
ext, € L(E(J;),Ei(J)).
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Wir zeigen nun, dass ext eine Fortsetzung von ist. Zur Abkiirzung sei

(F. ) = (5 +4,7)

S E()(JT) X E#'

1( T
Dann ist

d _
extu = (E + A7) (€S w),

und folglich bst extu das Cauchy-Problem

0(t) + Av(t) =Ef(t), 0<t<T
v(0) = uy.

Also |0st extu

. das Cauchy-Problem

o(t) + Av(t) = f(t), 0<t<rT
v(0) = uyp,

woraus wir extu| , = u schlieRen knnen.
Fur den Beweis des letzten Teils der Behauptungdigeas zu zeigen, dass es eine
von 7 unablangige Konstante > 0 gibt mit

d )
|5 + A ullesny e, < cllulley,)  furallew € Bi(J;).

Sei alsou € E{(J;). Es gilt
lrulls, =0 = llyulle o) < lulleson

und

d (e
1 + A ullsorn) < sup ™ (|[a(®)]lm, + | Au()lls,) < clullsn),
teJ,

woraus die Behauptung folgt.

Korollar 3.3.2 Seixz € E, und Ay € M, (Ey, Ep). Furu(t) == e oz, teJ
kann ext so gevahlt werden, dass

ext (u

5) = u.
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Beweis:SetzeA := Ay in Lemma 3.3.1. Dann ist

d .
(E + Ao)u(t) = —Ape Mox + Age Mo =0, teJ

und daher

d _
eXtT(u|JT) = (a + Ao,7) 1(0,:6) = u.

O

Mit[16, Remark 2.1(c) & Lemma 2.2] erhalten wiifz € £, undA € M, (E, Ey)
(t — e 2) € E(J) = C(J, E,).

Wir definieren,
-

Wor(J) = {v € E1(J); v(0) =z, ||v — e z|lcm,y < r}NBg, (e, 5)

Dann istiV, .(J) eine abgeschlossene und nichtleere TeilmengeB¢d). Sei
nun
F:W,,(J) — BUC(J, Ey) = C(J, E)

eine Abbildung mit der Volterra-Eigenschaftifr € .J erklaren wir die Abbil-
dung

Fri WarlJy) — C(J,, By)

UHF(fL)|J,

wobeiu € W, ,(J) fur eine Fortsetzung vamsteht. Wegen der Volterra-Eigenschaft
ist die AbbildungF,, wohldefiniert, vorausgesetzt, wibknen sicherstellen, dass
eine Fortsetzung € W, ,(J) von u Uberhaupt existiert. Das folgende Lemma
zeigt, dass dies der Fall ist, wenn wigeeignet vihlen.

Lemma 3.3.3 Seir > 0 beliebig.

EIK21V0<F§%VTGJVUEWM(JT)EWEWW(J):@Dv.

Beweis: Setzeu(t) := ez, t € J. Wegen Lemma 3.3.1 und Korollar 3.3.2
existiert ein Operator
ext. € L(E1(J;), Ex(J]))
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und eine Konstante > 1 mit

ext-(u

JT):U

und
HeXtT’U”El(J) < CHUHEl(J-r) V1 € J, Yv € E?(JT)

AulRerdem folgt aus [16, Lemma 2.2 (c)] die Existenz einer Konstahfeh 1
mit

1vllc.my < M|vlgya,y V7€ J, Vv e E)J,). (3.6)

Wir setzenK := cM. Seinun0 < 7 < & undv € W, ;(J;). Offenbar gilt
ext-v(0) = z. AuBerdem haben wir

lext-v — ullg, () = llext-(v—u|, )lle,w)
——
EE?(JT)

<clv— U‘JTHEl(JT) <cr<r
und damit auch

| extv —ullcue,) < M|lextv — ullg, gy < Mcr <.

€EY ()

Alsoistextv € W, ,.(J).

Sind keine Missvergéindnisse zu béfchten, schreiben wir wiedét stattF,.

3.4 Der Existenzsatz

Im folgenden Satz beweisen wir lokale Existeiiz die quasilineare parabolische
Evolutionsgleichung (3.4).

Satz 3.4.1Seia € (0,1), E, := (Ey, E1), €in stetiger Interpolationsraunt,, C
E,, offen unde € V. Ferner sei

A€ C' (Va, Mo(Er, Ey)). (3.7)
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Mit Ay := A(z) setzen wiriir r > 0
,
2

AuRerdem sei eine Volterra-Abbilduag: W, ,.(J) — C(J, Ey) gegeben. Schliel3-
lich wollen wir voraussetzen, dass es @ir 7 < ;= sowie einL > 0 gibt, sodass

fur alle 7 € J und allevy, v, € W, #(J;) gilt
1 F(v1) = F(v2) om0 < Lllvr — vallg, (,)- (3.8)
Dann existiert eine positive Zeit sodass (3.4) einedsung
u(-,z) € BUC|_,([0,7], Eo) N BUC1_o([0,7], E1) N BUC([0,7],Va) (3.9)
hat.

War(J) = {v e E(J); v(0) =z, ||U—€_tA017||C(J,Ea) < T}QEEI(J)(G_MO:E,

Beweis:(3.4) istaquivalent zu der Gleichung

U+ Agu = B(u)u + F(u),
u(0) =x (3.10)

mit B(z) := A(x) — A(2), z € V,. Es gilt
B e C'" (Vo, Mo(Er, Ep)) und B(z) = 0.

Zur Abkurzung setzen wif|J 4, || == [|Ja,ll2Eo().E(s))- Aus [16, Lemma 2.7]
erhalten wir

[ a0 2o (1)1 (1)) < N apll, V7 €.

Es existieren Konstantgn> 0 und L > 1 mit Bg_(z,2p) C V,,, sodass
1

) S T

AT aq | M

|B(21) — B(22)llc(er,m0) < Lll21 — 22||E, V21,20 € B, (7,p).  (3.11)

1B(2) |l ez 20 Vz € Bg,(z,p),

Hierbei ist)M die Konstante aug.6). Als Nachstes zeigen wir die Besémktheit
der AbbildungF’ fur aller € .J, wobei wir eine obere Schranke> 0 finden, die
unablangig vonr ist. Sei alsa € W, -(J;). Es ist
IF(0)llow, ) < I1F () = Fle™ ) |leq,,my + 1F (e @) 0w, m)
< Lljo — e x|z, (1) + | F (e ) | 0(s,.m0)
< Lr + ||[F(e72)| o5y = b. (3.12)
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1

17z - Dann finden wir eine positive Zeff, € J
0

Wir setzere := min{4,7
mit

He’mox —zllg, <=, teJ:=][0,T]

MmN ™

e 0|z, (1) < = (3.13)

Die erste Ungleichung in (3.13) folgt aus der starken Stetigkeit der Halbgruppe
{e~t40 ¢ > 0} auf E, und die zweite Ungleichung ist eine Konsequenz aus [16,
Remark 2.1 (c)]. Wir definiereniif = € J;:

£

3)

und statten diese Menge mit der vBi(.J,) induzierten Topologie aus. Damit ist
W, (J,), als nichtleere und abgeschlossene Teilmenge des BanachFauh$
ein vollséndiger metrischer Raum. Seie W, (J,). Dann gilt ur allet € J,. die
Abschatzung

W, (J,) = {v € Ei(J,); v(0) = 2, [J[v—e 2| 0.5 < }NBg, () (e 0,

9
o) = 2lle, < o) = e allp, + ez —2p, <c+5 <p. (314)

Offenbar ist[t — B(v(t))v(t)] € C(J,, Ep). Mit (3.11) und (3.14) erhalten wir

furt € J, .
< tlfa t

und wir finden somitB(v)v € Eq(J;). AuBerdem istF'(v) € C(J,, Ey) C
Eo(J.). Daher ist die Abbildung
Ko WolJo) = Ei(,), v e Y 4 1y, (B(o)o+ F(v))

wohldefiniert. Wir zeigen nun, dads, eine Selbstabbildung ist, wennklein
genug gewhlt wird.
Furv € W, (J,) folgt aus (3.13)

2| B(())v(t)

[Wlles ) < o= e alle, ) + lle” 0 allzy ) < e (3.15)
Firt € J, bekommen wir aus (3.11), (3.12), (3.14) und (3.15)
-« 1 - -«
N Bu()o(t) + Fo)()]|m, < M—Mtl [o@®)lle, + = 1F )0l
[T
1
< 0l ) + 7T
A Tag [T
3
<———— 717,
Al Tao || M
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Damit erhalten wiriir v € W,(J,) die Absclatzungen

1Kev — e lles, b0 = 140 (B)v + F () llo, )
< M|[Jao (B(v)v + F(v))l[e, )
< M| Jao | B(v)v + F(0)]|zo )

< M|, | ( +717%) <e

<
4| 4o || M
und

1Kzv — e %0l 1) = [[Jag (B()v + F(v)) g, (2,)

< (|74 I +rimp) <=

9
A| Tao[| M 2

fur 7 klein genug.

Wegenk,(v)(0) = x ist somit gezeigt, dass, eine Selbstabbildung ist. Es bleibt
noch zu zeigen, dags, eine Kontraktion ist, wenm klein genug gewhlt wird.
FOr vy, v, € W,(J;) gilt

| Kov1 — Kpvs||g, (1)

= || Jay (B(v1)v1 + F(v1)) = Jay (B(v2)va + F(v2)) |, (1)

< [ Taol (I1B(v1)vr = B(v2)vallge(s,y + | F(01) = F(3) o))

< [ Taol (1B(01) (v1 = v2) o) + 1(B(vr) = B(va))valleg(r,)
+ 7Y F(01) = F(va)llew, k)

1 N
< HJAOH (WH% - UQH&(JT) + L||Ul - U2\|C(JT,EQ)HU2||E1(JT)
0
+ 77 Loy — valgy (1))
1 N
< |UA0||(WHU1 — v, (s,) + LMe|lv1 — vallg, ()
0

+ 7' LlJoy — vollg,(4,))
< 1/2)lvr = vallgy () + [T |7~ Loy — 2|z, ()
< 3/4{lvr — v2lg, () (3.16)
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fur 7 klein genug. Wir ndchten noch kurz eine in (3.16) benutzte Abizing
erlautern:

I(B(v1) = B(va))valleg(s) = supt || (B(vi(t)) — B(va(t)))va(t) ] 5,

teJr

< supt' (|| B(v1(t) — B(va(t)ll e i |02(t) ] 2,)
teJ-

< sup ' (Llva(t) = w2 ()] 5, llv2(t) | )
teJ-

< Lijvy — Valle(,, z)lv2|E ()

Wir konnen nun den Banachschen Fixpunktsatz benutzen, um zu folgern, dass die
Abbildung K, einen eindeutigen Fixpunkt

u(-,x) € W,(J,) € BUCL ([0, 7], Eo) N BUC_o ([0, 7], E1)

hat.
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Kapitel 4

Das volle Stefan-Problem

In diesem Kapitel studieren wir das volle Einphasen Stefan-Problem mit Ober-
flachenspannung und thermischer Unidlking. Das Stefan-Probleraf3t sich
umwandeln in eine einzige abstrakte quasilineare Evolutionsgleichimdie
Funktionp, welche den freien Rand parametrisiert. Den Preis, den wirr daih-

len missen, ist dass die rechte Seite der Evolutionsgleichung aus einer Nichtli-
nearifit besteht, die nichtlokal in der Zeit ist. Das Hauptresultat dieses Kapitels
ist Theorem 4.8.1. In Theorem 4.8.1 wird die Existenz und Eindeutigkeit einer
lokalen klassischen dsung des Stefan-Problems bewiesen. Der Beweis dieses
Theorems beruht auf Satz 3.4.1. Daher besteht da#btgrTeil dieses Kapitels
darin, nachzuweisen, dass die Vorraussetzungen von Satz 3.4dhtetts erfillt

sind. An dieser Stelle wollen wir betonen, dass die Resultate in diesem Kapitel
in fundamentaler Weise von der a priori Ab&thung aus [48, Theorem 1.4] und
von den Resultaten aus [16, Lemma 2.2] (siehe Lemma 3.1.2) und Korollar 3.1.3
Gebrauch machen.

4.1 Die Problemstellung

Wir normieren die auftretenden physikalischen Konstanten zu Ein§)SeiR",
n > 2 ein Gebiet mit Rand’,, das zur Zeit = 0 von einer Fissigkeit ausgétlt
wird. Wir wollen wieder die Fornf)(¢) des Flssigkeitsgebiet mit Rand(¢) und
die Temperaturverteilung(z, t) in diesem Gebiet bestimmen. Aus (1.4) erhalten
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wir diesmal das folgende System von Gleichungen:

Ou—Au =0 inQt) (4.1)
V+0ou =0 aufl'(t) 4.2)
V+k =u aufl'(t) (4.3)

Schlief3lich muss noch die Anfangsgeometrie und Anfangstemperatur festgelegt
werden
['(0) =To, u(0,-) = uo. (4.4)

Wieder sei), das Gebiet zur Anfangszeit= 0 undI'y dessen Rand. Aul3erdem
bezeichne auch hiér die Normalgeschwindigkeit der Familié(t) und ~ die
mittlere Krtimmung von'(t).

4.2 Das transformierte System

Wir verwenden die Notation aus Kapitel ZiHunktionen
veCHD), peAd

fuhren wir eine Abbildung?(v, p) auf D ein durch

R(v, p)(y) := { 6[90 o A] - [L,B(p)vo Pl [Bu(p)v](y) 13:3 E 7513\,731%

mit B, (p)v := (05(VOLv)|po P)undRp := RN D. R hat die folgende Abbil-
dungseigenschatft:

Proposition 4.2.1
R e C®(h'**(D) x U, h*(D)).

Beweis:Dies ist eine Konsequenz aus unseren Betrachtungen in Abschnitt 2.2.
0

Wie in Abschnitt 2.2 diskutiert,&nen wir auch hier das System von Gleichungen
(4.1)-(4.4) durch die Transformatien= ©;u in ein System von Gleichungen auf
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dem festen ReferenzgebiBtumwandeln. Wir erhaltenamlich

o — A(p)v = R(v, p) inJ x D, (4.5)
O+ L,B(p)v=0 aufJ x 3, (4.6)
op+ G(p) = L,v aufJ x X, 4.7)
p(0,-) = po aufy, (4.8)

v(0,-) = vy in D. (4.9)

Hierbei haben win, := ©7u, gesetzt. Damit wir im Folgenden unsere Notation
verkiirzen konnen, fihren wir einen neuen RandoperaRip) ein durch

B(p)v :=yv + B(p)v, ve CY(D). (4.10)

Hierbei bezeichnet wieder den Spuroperator. Mit Hilfe von Gleichung (4.10)
konnen wir analog zu unserem Vorgehen in Abschnitt 2.2 das System von Glei-
chungen (4.5)-(4.9quivalent umformen zu

ow — A(p)v = R(v, p) inJ x D, (4.11)
( o= H(p) aufJ x X, (4.12)

o+ G(p) = Lyv aufJ x X, (4.13)
p(0,) = po auf 3, (4.14)

v(0,-) = v in D. (4.15)

Proposition 4.2.2 Es sei
(v,p) € (C'(J,C(D)) N C(J,C3(D))) x (C'(,C()) N C(J, Ad))

eine Lbsung von (4.11)-(4.15). Dann é&lit das Paar(u, ') mit v := ©%v und
['(t) :==T'pu),t € J die Gleichungen (4.1)-(4.4) punktweise ayf ,({t} X Qpr))-

Beweis: Sei (to, 7o) € J x R. Wir setzeny, := 9;@)(%) € D. AuBBerdem
definieren wir fir (t,y) € J x Rp die Hilfsfunktion

H{(t,y) = P(y) + [A(y) + o(Ay)a(t, P(y))]p(P(y)) — 0.
Wegenp € C'(J x %, R) ist H € C'(J x Rp,R). Wir stellen fest, dass

f{(t,y) = @p(t)(y) — Xo, (tvy) € ‘] X RD-
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Daher istH (t,, yo) = 0 und
aQ-FI(t())yO) = Dgp(to)(y(]) € EZS(RR)

Somit folgt aus dem Satzber implizite Funktionen die Existenz eines- 0 und
einer eindeutigen Funktiom € C'(I.,Rp) mit I. := (ty — ¢,ty + ¢), sodass

A

H(t,n(t)) = 0furallet € I.. Dies impliziert
m(t) =0, (w) € Rp firt € I..
AulBerdem ist
m'(t) = —p(Am (1) 0ep(t, P(7 (1)) [DO o) (m (1)) u(P(m(t))  (4.16)
furt € I.. Wegen
u(t, o) = Ou(t, x0) = v(t, 0 () = v(t, 7(t)), tel

erhalten wir
drult, o) = o' (8) (m(£)) + (V,o(O)(x(0)|' (1), t€ L.
Mit Gleichung (4.6) und Gleichung (4.16) folgt
(Vyo(t)(7(t) |7 (t)) = —R(v, p)(w(t), t€ L.
Daher sehen wir, dass
drult, x9) = (0200 (£)] (o) — [O2VR(v, p)(z0), € L.
Benutzen wir schliel3lich Gleichung (4.11), so erhalten wir

O () = ©20 A(p)v + O R(v, p)
= Au(t) + ©DR(v, p)

und somit ist
8tu(t0, 370) = AU(to, .’Ifo).

Die Verifikation von Gleichung (4.2) und Gleichung (4.3) ist nun mit unseren
Vorarbeiten aus Kapitel 2 leicht@glich.
O
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4.3 Die abstrakte Evolutionsgleichung

Vom analytischen Standpunkt kann man die Situation in Kapitel 2 so beschreiben,
dass ein elliptisches Randwertproblem mit einer Evolutionsgleichiumgdgin sich
bewegenden Rand gekoppelt wird. Aus diesem Blickwinkel betrachtet ist die hier
vorliegende Situation anders. Denn hier wird ein parabolisches Randwertproblem
(Gleichungen (4.11), (4.12) und (4.15)) mit einer Evolutionsgleichumgden

sich bewegenden Rand gekoppelt (Gleichungen (4.13) und (4.14)). Es bezeichne
U(p) := ¥(p,vy) die (formale) losung von

o — A(p)v = R(v, p) inJ x D, (4.17)
B(p)v = H(p) aufJ x %, (4.18)
v(0, ) = v inD. (4.19)

Damit laf3t sich das System von Gleichungen (4.11)-(4.15) in eine einzige abstrak-
te Evolutionsgleichungiir p umformen. Wir erhaltendmlich

p+Glp)=L,¥(p),  p(0)=po. (4.20)

Dies ist eine nichtlineare Evolutionsgleichung, die nichtlokal in der Zeit ist. Wir
wollen zurachst das parabolische Randwertproblem (4.17)-(4.19) studieren. Da-
bei werden wir die Existenz und Eindeutigkeit vodédungeniir (4.17)-(4.19) be-
weisen. Aul3erdem werden wir bestimmte Abbildungseigenschaftendlasyk-
operatorsV beweisen, die garantieren werden, dass die abstrakte Evolutionsglei-
chung (4.20) eindeutigdkbar ist.

4.4 Einige nitzliche Abschatzungen

Fur das Studium des parabolischen Randwertproblems (4.17)-(4.19) wollen wir
zurachst einige Detail&ber die Operatoresd und 5 und die Funktioner{ und

R bereitstellen. Wir beginnen mit etwas Notation. 88 + /2 < 0 < 1, E} :=
h*te(%), By := h*t*(3) und By := (h***(3), h***(X)),. Damit haben wir die
EinbettungF, — h3*t*(X). SchlieBlich seien Anfangsdaten € V, := F, N Ad

und v, € h*t*(D) vorgegeben. Es existiert eine Konstante- 0, sodass ir
geeignete Umgebungén, C h*T*(X) N Ad undV,, C h**(3) N Ad von p, gilt

[ A(p) — AW) | cnzta(pypepy) < cllp = Plln2ta(z),
AP cn2+a(pypepyy < ¢ YV p, 00 € Uy, (4.21)
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1B(p) = B)| cnzte(py ey < cllp = llpzars),

|1B(p)|l cin2+e(pyprtasy < ¢ Vo, € U, (4.22)

1B(p) — g(w)Hz:(CI(D),C(E)) < cllp = Ylp2ra(n),
I1B(p)ll cicrpy,omy < ¢ Vo, 0 € U, (4.23)

10B(p) — OB()| cn2+e(my.ccrmycmy < cllp = Yllnzrars),
10B(p) || n2+e (). ccrpyomy) < ¢ Vo, ¥ € U (4.24)
Es existiert einr > 0 mit

[1R(v, p) = R(w, ¥)[[new) < clllv = wliprap) + 0 = Pllnzram),
‘|R<Uap)||ho‘(2) <c VppelU,Vowe EI—FQ(UO?T)? (425)

[ H(p) — HW)|[he(s) < cllp = Yllnz+acs),
|H(p)||hex) < ¢ Vp, o € U, (4.26)

10H (p) — OH ()| ety nacmy < cllp — ¢llnzracs),
10H (p) || cp2remypemy) < ¢ Vp, b € Uy (4.27)

und
|H(p) — H()|[ni+asy < cllp— l|ns+acs),
[H (p)[[nes) < ¢ Vb € Vi, (4.28)
Wir setzen aul3erdem
E,(J) := BUC]_,(J, Ey) N BUC,_4(J, E)
Eo(J) := BUC,_¢(J, Ey).
Wir erhalten aus [16, Lemma 2.2 (a) und (d)] die beiden Einbettungen
E,(J) — BUC(J, Ey),
E,(J) — BUCY(J, Ey).
Fur r € (0, 7] wird der RauniE, (/) analog definiert. Schlief3lich sei

_ T
Woor(J7) := {p € Er(J;); p(0) = po, o= pollcs, i) < 3B, () (e po, )
mit A(p) := L,P(p) und Ay := A(p). Fir 7 klein genug ist

p(t) eUsNVy, VpeW, :(J:), Vte J,.
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4.5 Eine a priori Abschatzung

Lemma 4.5.1 Fur u € C(J, h?*%(D)) mitw’ € C(J, h*(D)) haben wir
a) u € h'?(J, (D)) mit

[l prr2(gpivapy) < C(HUHC shzvapy T 1 lonep )))7

b) u e hF/2(J CY(D)) mit

1wl paterrz gorpyy < (”UHC snz+e(py + 1Y e Jha(D)))

Beweis:a) Seiers,t € J mit s # t. Mit [49, Corollary 1.2.7] folgt, dass

lu(t) = u(s)llmacp) < ellut) = u(s) 55y lut) = uls)lup)

1/2 u(t) —u(s) 12

= cllu® = u) e o) 1= hetolt = 51
1/2 1/2

< cllu(t) = wls) 20 o 1010 e o) 1E = 52 (4.29)

Wegenu(t) — u(s) — 0, [t — s| — 0 folgt daher aus (4.29) € h'/2(J, h'T*(D))
und

u —uls [e%
w10 =0 oy

)1/2
s,teJ, s#t ’ 3‘1/2

(||u||C(J,h2+Q(D))||u,||C(J,ha(D))
< c(llullogpzrainy) + 14 lcwpeny))-

Hieraus folgt der Teil a) der Behauptung. Der Teil b) folgt leicht aus [48, Remark
1.6].
O

Wir betrachten nun

V(t) = Alp(@)o(t) + f(t), teJ
Blp)v(t) = g@), teJ (4.30)
'U(O) = o,

mit f € C(J,h*(D)), g € h'**2(J,C(2)) N C(J, B (X)), vo € h***(D)
undp € W, »(J). AuBBerdem sei die Kompatibisitsbedingund3(p,)v, = ¢(0)
erfullt. Dann gilt:
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Satz 4.5.2 Es existiert eine Konstante> () sowie eine Zeit € .J, sodassiir alle
p € W, =(J) und alle Losungerw von (4.30) die folgende Absitzung richtig
ist:
HU/”C(JTJW(D)) + ”U||C(J7,h2+a(D)) < C(HfHC(JT,hD‘(D)) + ||UO||h2+a(D)
+ lgllnrzrarecr, oy + lgllew, mramy)-
(4.31)

Beweis:Wir schreiben (4.30) um als

Vo= Alpo)u(t) + (A(p(t) — Alpo))u(t) + f(t), te ]
Blpo)o(t) = (Blpo) = B(p(t)))v(t) +g(t), teJ (4.32)
v(0) = o,
Aus ([48], Theorem 1.4) folgt die Existenz einer Konstanien 0 unablangig
von p mit

1Vl cneny) + 10l canzra(oy)

_5(|\(A(p(-))—A(po)) llewne oy T lewne o))

1

+ [[vo ey + 1| (Blpo) = B(p(-) (s /2rerarom)

~~

17
+ (1 (B(po) — B(IO(')))U(')||C(J,h1+w(2))/
I
+ |l pr2varziyoesy) + gl crnirasy)- (4.33)
Im Folgenden betrachten wir die Terme I-Ill. Hierbei gehen Korollar 3.1.3 und

die Tatsache, das¥,, -(/) beschankt istinE, (.J), wesentlich ein.
Term |: Seit € J,.

1(A(p(t)) = A(po))v(t)lne(py) < A((t)) = Alpo) | cnz+e (D) he (o) [0(E) | h2+a ()
< cllp(t) = pollnz+alvllees, p2re oy

o lp(t) — p(0)
t&
< CT&HPHEl(JT)||U||C(Jf,h2+a([)))

<cT ’h2+a

HUHC(JT,hQ'*'O‘(D))

< e |ullegs, neve(ny)
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- 1
= ¢ (A(f)(')) - A(PO))“(')HC(@,W(D)) < _HUHC(JT,h?*a(D))

fur 7 klein genug.
Term II: Seiens, t € J. mit s # t. Wegernd — (1/2 + «/2) > 0 erhalten wir

1(B(po) = Bp(t)))v(t) = (B(po) = Blp(s)))v(s)llee

|t — s|t/2+e/?

_ I(Bloo) = Blos)) (1) = v(s) llees

= |t — s|1/2ta/2

1(B(p(s)) = Blp(t)v(t)llees)

|t — s|l/2ta/2

_|_

5 > [v(t) = v(s)ller(py
< ¢c||B(po) — B(p(‘S))Hﬂ(Cl(D),C(E)) = 8|1/2+a/2

+cft - 8’9*(1/2+a/2) 1B(p(s)) = Blp())ll ccrp
|t = sl°
< c[lpo = p()lnz+a(s) V]l na+er e by

0—(1/2+0a/2) 1p(t) — p(s)][n2+a
|t — 5[’

,C(2
SEED () | ey

b
+cT &) vl e, p2te (D))

0—(1/2+0/2

< CT9||p||IE1(J-r||U||h<1+°‘)/2(J,Cl(D)) +cr )HpHEl(JT||U||C(J7,h2+a(D))

4 o (1/2+a/2

< e ||vllpararz o by Nollew, pzreoy)-

AuRerdem gilt mit: € .J,

| (B;(Po) - B'Ep(t)))v(t)\lc@)
< 1(Blpo) = Blo®))o(0) oo
< off 1B(po) — B(p(1) | c(h2+e (D) ,pite(s)

)
[0()llnz+ By

o — p(t)[|n2+e(x)
<er? v [v]le
<l plles vl e, pea ()

(Jr h2+e (D))

<o)l o, e (py)-

Mit Lemma 4.5.1 b) folgt daher

(vl e, pzre By + 1Vl 0 (g ne (D))

A

& (Blpo) = Bp())v(llpir2+erzs, oy <
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fur 7 klein genug.
Term lll: Wie die Rechnung unter Il gezeigt hat, erhalten wir auch hier

s ~ 1
C||(B(P0) - B(p(')))v(')HC’(JT,hHa(E)) < ZHUHC(JT,hHa(D))

fur 7 klein genug. Nun folgt die Behauptung leicht aus (4.33).

4.6 Eindeutige Losbarkeit des parabolischen Rand-
wertproblems

Im folgenden wollen wir stets voraussetzen, dass V, undv, € h2T*(D) die
Kompatibilitatsbedingung N
B(Pt))?fo = H(Po)

erfullen.
Satz 4.6.1Es existiert einr € (0, 7], sodass das parabolische Randwertproblem

V(1) =A(p(t)olt) + Ru(t), p(t), 0<t<7
B(p(t))v(t) =H(p(t)), 0<t<T (4.34)
v(0) =vp.

fur alle p € W,, (J) eine eindeutige &sung
v e CHJ., h*(D)) N C(J,, h*t*(D))
hat.

Beweis:Es sei zuachstr € (0,7 beliebig und- > 0 mit
R e Cl_ (]PBH_Q(U(), T) X Ua, hQ(D))
Wir definieren

Y =Y, = {v € B2 (D)); 0(0) = vo, [0 — vollcq, mvecoy < 7}
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Furv € Y gilt t — R(v(t), p(t)) € C(J,, h%(D)). Beachten wir auch insbeson-
dere, das$#f (p) € h'/?+/2( ], C(X)), so khnnen wir aufgrund von [48, Theorem
1.8] schlieRen, dass das parabolische Randwertproblem

W(t) =A(p(O)u(t) + Ru(t),plt), 0<t<7
B(p(t))u(t) =H(p(t)), 0<t<T (4.35)
u(0) =vg

eine eindeutige &sung
u:=®(v) = ®(p,v) € C*(J.,h*(D)) N C(J,, h* (D))

besitzt. Wir zeigen zuersb(v) € Y fur 7 geeignet ge@hlt. Aus Lemma 4.5.1
folgt ®(v) € h/2(J,, h'*+(D)). Furt € J, gilt:

1/2 1/2
lu(t) = vollaa oy Zellult) = voll12p lu(t) = voll 22 ) (4.36)
[[u(t) = w(0)[lne(py \1/2 1/2
:Ctl/Q( n ) ||u( ) - UO||hé+a (D)
1/2
SCTWH“ ||C/J he(D (||U||CJ h2+a(D)) T ||Uo||CJ h2+a(D)))1/2-

Gemal Satz 4.5.2 existiert eine Konstaa(@nabtangig vonp € W, =(.J)) sowie
eine Zeitr > 0 (unabfangig vonp € W, (J)) mit

1 | e, pe () + llees, p2+a(y)

< C(ﬂR(U(')u p('))”C(JT,h“(D))J+HUOHhQ+O‘(D)

-~

I
+ [H (p()lnsz+arar. ooy + IH O low, meem)) )-

-~ -~

11 117

Wir zeigen als Mchstes, dass es eine Konstante 0 gibt, welche unabdingig
vonp € W, =(J) gewahlt werden kann, mit

1 lc, me )y + Nl p2vapy) < (4.37)

Dafur sclatzen wir die Terme I-l1l ab.
I:Wegen||v—uol| (s, nie(pyy < rundp(t) € U, furallet € J.undp € W, 7(J)
finden wir eine Konstante > 0 (unablangig vonp undwv) mit

IR (-), P, he(py) < e
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II: Wegenp(t) € U, fur allet € J. undp € W, =(J) haben wir

|H(p()llew,.cm)y <c

fur einc > 0. Seiens,t € J, mit s # t. Weil W, (J) beschankt ist inE, (/)
und wegen Korollar 3.1.3 erhalten wiiirfdie folgende Abschizung,

1H (p(s)) — H(p(t))| o) o—(1/2+a/2) IH (p(s)) — H(p(@))[[nex)
<Js—1]
< erf-(1/2+a/2) p(s) = p(t) || n2te(s)
|s — t]?
< crf—(/2+a/2

Nollg ) < c

Daher haben wir
[ H (p())lp/2ter2es, o)) < c
[1: Wegenp(t) € V, furallet € J. undp € W, »(J) erhalten wir

1 H (p() o, mremy) < c

fur einc > 0. Damit folgt aus (4.36) und (4.37) die Existenz einer Konstanten

c > 0 mit

|®(v) — UOHC(JT,hHa([))) < ert/?,

Fur 7 klein genug erhalten wir dahdr(v) € Y. Wir zeigen nun, das$ eine
Kontraktion ist, falls7 klein genug gewhlt wird. Seienv,w € Y. Dann bst
®(v) — ®(w) das folgende parabolische Randwertproblem:

u'(t) =A(p()u(t) + R(v(t), p(t)) — R(w(t), p(t)), 0<t<T
t<r (4.38)

Wenden wir nun Lemma 4.5.1 und Satz 4.5.2 an, so erhalten wir
[B(v) = B(w)lprr2(s, pirapy < c(1P(0) = B(w) (s, p2va(n)
d
+ ||@(<I>(v) — ®(w) (s ne(ny))
< CHR(U(%P(')) - R(w(')ap('))”C(Jnha(D))

< cl|lv = wllew, prony)-
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Wegen
1/2 [o(t) — w(t) — (v(0) —w(0)) | h1+e (D)

[o(t) = w(®)][preapy < 7 Y

<720 = wllpasas, ey
furt e J,, erhalten wir

1@ (0) = @(w)llp1/2s, pi+e(py) < 720 = wllasrzgs, prvapy)- (4.39)

Fur 7 klein genug ist alsab eine Kontraktion. Daher existiert ein eindeutiger
Fixpunkt inY’, welcher die bsung von (4.34) ist.
O

4.7 Eigenschaften des Gsungsoperators

Fur p € W, »(J;) bezeichnen wir miv := ¥(p) := ¥(p,vy) den eindeutigen
Fixpunkt der Abbildungp(p, -) aus Abschnitt 4.6.

Proposition 4.7.1 Die Abbildung
U Wy o(J) = C'(Jy, (D)) N C Ty, h* (D))
hat die Volterra Eigenschatft.
Beweis:Seio € J, undpi, p, € W, (J,) mit pljj = pz\j =: p. Wir setzen
vi = U(p1, vo), v2 1= W(pa, vo) € C'(J7, (D)) N C(J, h**(D)).

Dann Slndv1| UQ}J € CY(J,,h*(D)) N C(J,,h***(D)) Losungen des para-
bolischen Randwertproblems

V() =A(p(t))o(t) + R(v(t), p(t)), 0<t<o
Blp(t))o(t) =H(p(t)), 0<t<o
v(0) =vy.

Nach Vorraussetzung it : Y, — Y, ist eine Kontraktion, d.h:r'/? < 1, wobei
¢ die Konstante aus Gleichung (4.39) ist. Aysv, € Y; folgt v1|, ,vs|, €Y.
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Sei ®(v) fur jedesv € Y, erklart als die eindeutige dsung des parabolischen
Randwertproblems

Der Beweis von Satz 4.6.1 zeigt, daiss Y, — Y, ebenfalls eine Kontraktion ist.
Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes folgt rwh, = v2|J .
o o D

Als nachstes zeigen wir, dags als Funktion vorp Lipschitz-stetig ist, d.h. wir
beweisen den folgenden Satz:

Satz 4.7.2 Es existiert eine Konstante> 0 und eine positive Zeit* > 0, sodass
furalle0 < 7 < 7* gilt

W (p1) = U(p2)llos p2rapy < cllpr = p2lleiy Vo1, p2 € Wy r(J7).

Beweis:Nach Definition sind := W(p;) undwy := ¥ (po) flr p1, po € W, 5(J7)
Losung von

v = Alp1)v+ R(v, p1)
B(pi)v = H(p1) (4.40)

bzw. von

v'o= A(p2)v+ R(v, pa)
B(p:)v = H(ps) (4.41)

= .

-t
—~ N
e
=

Wir konnen (4.40) und (4.4Bquivalent umformen zu

v = Alpo)v + (A(p1) — Alpo))v + R(v, p1)

g(Po)U = (B(Po)—B(Pl))U‘f'H(Pl) (4.42)
v(0) = wo
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bzw.

v = Alpo)v+ (A(p2) — Apo))v + R(v, pa)

B(po)v = (g(Po) - g(m))“ + H(p2) (4.43)

v(0) = w.

Wir erhalten
(v1 —v2)" = A(p1)v1 + R(vi, pr) — A(p2)v2 — R(v2, p2)
= A(po) (v1 — v2) + (A(p1) — A(p2))v2

+ (A(pr) = A(po)) (v1 = v2) + R(v1, p1) — R(va, p2)  (4.44)
sowie
Blpo) (v1—v2) = (B(p2) —B(p1))v1+ (B(po) — Blp2)) (v1—v2) + H(p1) — H(p).

(4.45)
Beachten wir noch

(v1 —v2)(0) =0,

so folgt aus (4.44) und (4.45) sowie der a priori Aldtziung aus [48, Theorem
1.4]

[v1 = V5lle, pe )y + llv1 = valloq, p2reny)

SC( | (A(Pl) — A( 2))7)2HC(JT,hDL(D))j+U (A p1) — A(Po))(ﬂl - U2)”C(Jﬂha(f)))/

-~ -~

I 11
+ |1 B(v1, p1) = R(vz, po)llos, e o)) + | (B(p2) — E(pl))vl||h1/2+a/2((]77c(2)l
11 v
+ |l (g(/)o) - g(ﬂz))(vl - U2)|‘h1/2+a/2(JT,C(E))/+\HH(,01) — H(pQ)th/Hm(JﬂC(E))/
v VI
+l| (g(f’?) - g(pl))vl||C(Jnh1+‘*(2)g+\| (g(PO) - g(ﬂ?))(vl - UQ)HC(JT,hHa(Z)l
VII VIIT
+\HH(P1) — H(p2)ll e, pra(s)) ) (4.46)

3%
Wir schatzen nun die Terme I-1X ab. Diese Absthungen basieren auf zwei zen-
tralen Punkten, &mlich zum einen der Tatsache, d&Bg (.J-) beschankt ist in
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E;(J;) und zum anderen der Tatsache, dé&$g) sowie V(p)' beschéankt sind,
genauer gesagt zeigt der Beweis von Satz 4.6.1

H\Ij(p)/HO(JT,ha(D)) + H‘I’(P)HO(JT,;LZM(D)) <c furallepc W, :(J;).
I: Seit e J,:
1 (A(p1(t) — Alp2(t))) va(t) lne(p)

<c|A(pi(t) — Alp2()|| cin2 (DY he (D)) V2 (D) [ 0240 ()
<cllp1(t) — pa(t)lln2+em lv2ll s, p2+a (DY)-

Daher folgt

| (A(p1) — A(p2))vall o mapyy < cllpr — p2llEs)- (4.47)
Il SeiteJ..

1(A(pr(t)) — Alpo)) (v1(t) — v2(t)) [ na(p)
<[ A(p1(t)) — Alpo)ll 2t (pype () 101 () = v2(b) | 5240y
<cl[pi(t) = p1(0)||n2+asyllvr — vallo(s, n2+e ()

o lp1(t) = p1(0)][n2+a(x) )
£0 o1 — U2HC(JT,h2+°<(D))

<ecrT

<t pllgs o = vall e, pera ()

<cr’lloy = vall e, p2ta(py)-

Damit ergibt sich

1(A(p1) = Alpo)) (01 — v2)llowrmepy < em’llvr — valle s, p2+a(py-  (4.48)

[l Um den nachsten Term analysieren zarkaen, stellen wir die folgende
Abschatzung voran, die wir leicht aus Lemma 4.5.1 erhaltenz e/, dann

gilt,

a2 ll(i(®) = va(t)) — (01.(0) = 02(0)) w1y

t1/2

IN

[or(t) = v2 () [[n1+(5)

172

IN

[vr = vallpir2 (s, c2(my)

< o' 2(Jo] = V5l o ey + 101 — v2llo, neva(ny))-
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Daher folgtfurt € J,

[R(vi(t), pr(t)) — R(va(t), p2(t)) [ na(p)
<c([lor(t) = va(t)[[nva(py + 01 () = p2(t)[n2+a(s))
< CTW(H“Q - UQHC(JT,ha(D)) + [Jor — UQHC(JT,h%a(D))) + cllpr — 102||C(J7,h2+a(2))
und somit
| R(v1, p1) — R(va, p2)ll s, me(D))

< CTW(HUi — ylles, pedy) + o1 — UQHC(JT,h?Jra(D))) + cllpr = p2llEs (1)
(4.49)

IV und VIl:  Im nachsten Schritt werden wir den Term
1(B(pa(t) — Blpi (1)) vi(t) — (Blpa(s)) — Blpi(s)))vi(s) e

|t — s|t/2+e/?

betrachten. Wir nehmen O.B.d.A. an, dass s gilt und machen die folgende
Fallunterscheidung:

1. Fall:t — s > s > 0. Damit haben wir insbesondese< ¢/2, dies bedeutet
t—s>1t—1t/2=1t/2und wir erhalten
1
t—s
Wir erhalten daher die folgende Absdhung:
I(B(pa(t) — Blpa(t)))va(t) — (B(pa(s)) — Blpi(s))) vi(s)lles)

|t — s|t/2+e/2

_ NBea(t)) = Blpa()) 1 () llees) N I(B(p2(s)) — B(ps(s))) vi(s)llos)

— |t _ S|1/2+a/2 |t _ S|1/2+a/2

2
< -<
=3 =

w | =

o 1B(p2(t)) — B(p )l zicr by
< 21/2+ /2 1tz ||U1(t)||cl([))

, 1B(pa(s)) = Blpr(9)llcicr oo

g1/2+a/2 ||Ul(5)||cl(D)
1p2(t) — p1(t)||n2+a(s
<o 7 lonllo, oo
1p2(s) — p1(8)|[p2ta(s
+ ¢ ( )||Ul|!o(JT,CI(D>)

59
<cllp2 = pillcos, nzemy)
<cllpr = p2llg. (1)
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2.Fall:t —s < s,5s>0.

I(B(pa(t) — Blpi(t)))va(t) — (Blpa(s)) — Blpi(s)))vi(s) e

|t — s|1/2ta/2

1(B(p2(t)) — Blp1(1))) (w1 (t) — vi(s)lles)

|t — s[l/2+a/2

(Blpat) — B (1)) = (Blos(s)) = B(pr(9)) )oa(s) o

|t — s|1/2ta/2

<

|
+

Wir betrachten die beiden letzten Terme separat. Mit Hilfe von Lemma 4.5.1
erhalten wir zuachst

1(Blp2(t)) — B(p1(£))) (vi(t) — vi(s)) [l ees)

|t — s|1/2ta/2

5 5 [o1(t) = 1(3)ler o
< 1B(ea(0)) = Blor(t) leccroremn ™7 —gizmrarr

<cllpa(t) = pr(D)lnzresyllvrllni/zreris, o1 (py)
<cllp1 — /92HC(JT,h2+a(E)) (HUNC(JT,ha(D)) + HleC’(JT,hQ“"l(D)))
<cllpr = p2llei ()

Fur¢ € (s,t) gilt

£1-(1/2+a/2)
10

|t_8|1—(1/2+a/2) < 51—(1/2—&—(1/2) _ 51—9 _ 50—(1/2—}-&/2)51—0 < 0(7)51_9
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und wir bekommen
1 (Boa(8)) = Bloa(8)) = (Blpa(s)) = Blpr(s))) ) ua(3) o)
|t _ S|1/2+a/2

5|1 1/240/2 1B(ps(t)) = Blp(t)) = (B(pa(s)) = B(p1(s))) | ecr (py.o0s)
|t — 5]

<l|t—

||"U1( )HCl(D)

<Jt— o[- 1/2+oc/2)£1(1pt) 10B(p2(€))pn(E) — B(p1(€)) Py ()| e (by.c)

Nv(s)llerp)

< Cgil(lpt) 51"9”3@(/?2(5)) (&) = p1(6)) 2y,

+ Cgil(lpt)gl_en (3l§(02(§)) - 81?(/01(5)))0,1(5)||c(cl(D),c(Z))

<c sup &7 ph(8) - P4 (E) || n2+a ()
£€(sit)

+ C;?P)fl_eHm(f) — p1(E)|Inz+a(pyl1 21 (E) | n2+a ()
€(s,t

<cllp1 = pa2llg, ) + cllpr = p2lle p2remyllo1llE )
< CHPl - P2HE1(JT)~

3. Fall: s = 0. Wie im 1. Fall gezeigt wurde, gilt
1(B(p2(1)) = Bpr (1)) o1 (1) o

|t[1/2+a/2 <c[lp — P2||1E1(JT).

Schliel3lich haben wirlfrt € J;

1(B(p1(t) — Blp2(t)) o1 (t)lles)
<|I(B B(pi(t) — Blp 2(2))) 01 (t) || 1+ (x)
<|B(pi(t)) — Blp2(t)) (h2+o (D), hi+e () 101 () | p2+a (D)

<cllpi(t) = p2(D)llnz+az) lvilloes, p2rany)
<cllp1 = palle,(1)-

Damit wurde gezeigt:
1(B(p2) — B(p1))villpszrareir. oy < cllor = palles ) (4.50)
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sowie
1(B(p2) — B(p1)villew, mrasy < cllpr — palleacn)- (4.51)
V und VIIl:  Wir betrachten nun

|(B(po) = Blpa(t))) (va() = va(t)) = (Blpo) = Blpa(s))) (va(s) = va(s)) e '

|t — s|l/2+a/2

Dafiir verwenden wir die folgende Ideritt

(B(po) = Blp2(1))) (w1 (1) = va(t)) = (B(po) — Blpa(s))) (w1 (s) = va(s))

= (Blpo) = Blpa(t))) (v1() = va(t) — (vi(s) — va(s ))

+ (Blpo) = Blps(t)) — B(po) + Blpa(s))) (v1(5) = va(s))
= (B(po) = Blpa(1))) (va(t) = va(t) = (va(s) — v2(8))

+ (B(pa(s)) = Blpa(1))) (va(s) = va(s)).

Wir erhalten nunfrt, s € J, mit¢ # s

1(B(po) = Blpa(1))) (v1() = va(t)) = (Blpo) = Blpa(s))) (v1(s) = va(s))llees)

|t — s[1/2+a/2

[01(t) — va(t) — (vi(s) — v2(5)) oy

|t — s|t/2+e/2

<|1B(po) = B(p2(t))ll cicr(py.cos)

1B(pa(s)) = Blpa(t)) e p).0m))

+ |t — s[l/2+e/2 [vi(s) — U2(S)||01(D)
p2(0) — pa(t)||p2te(s
<O = Ot i
o or-zrar 102) = P2ty yyaiaps [01(5) = vals)lerp)

[t — 5[0 $1/2+a/2
<7l pallgy ) llor — U2||h1/2+a/2(JT c1(D))

<er? (I[v) = Wl me oy + 1v1 = vallow, weva(py) -

Im letzten Schritt haben wir wieder Lemma 4.5.1 benutzt. Man sieht leicht ein,
dass die gleiche Abséltzung auch im Falt = 0 richtig bleibt. Schlie3lich haben
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wir furt e J.

|(Blpo) = Blpa(1))) (11 () = (D) e
<11 (Blpo) = Bpa(t)) (w1(t) = 02(8)) e o)

<1B(po) — (Pz(t))Hc(h?M (Dyi+eyllv1(t) — va(t) || p2ra(n)
o 11p2(0) — p2(2)|

t@
< CT@HWH&(L)H”I - UQHC(JT,h?-Fa(D))

|h2+o¢ »
<ct )|| v1 — Vol p2te (DY)

< er’|lvy = vallog, pera(py)-
Damit wurde insgesamt gezeigt

H( ( 0) — (/)2))(U1—U2)

und

‘C(J-r,hl"'a(E)) S CTHH’Ul — v2|’C(JT7h2+a(D)) (452)

H( ( 0) — (P2)) (v1 — U2)|’h1/2+a/2(JT,C(Z))
<er?(lvy = ville ma oy + 1o — vallew, pztapy)- (4.53)

VI und IX: SchlieRRlich betrachten wir den Term

[#(p1(8) = Hlp2(1)) — (H(pr(5) = Hpa(s))llees)

|t — s[t/2+e/2

Wir nehmen wieder O.B.d.A. an, dass- s gilt und machen die folgende
Fallunterscheidung:

1. Fall:t — s > s > 0. In diesem Fall haben wir

1
t—s

< - <

SR
Cnl»—l
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Daher erhalten wir weiter

14 (p1(t) — H(pa(t)) — (H(ps(s)) — H(ps(5)))lles)
|t _ s|1/2+a/2

NH (1) = Hp2(O)llo) | [1H(pi(s) = Hpa(s))llow)
> ‘t—8|1/2+a/2 |t—8‘1/2+a/2

< ol/2+a/2 | H (p1(t)) — H(pa(t))|lne(s) N |1 H (p1(s)) — H(pa(s))|lna(s)
— t1/2+a/2 sl/2+a/2
(t) = pa(D)llnz+amy  llp1(s) = pa(s)|[nz+a(s)
+c
o s?
<c[lp1 — pQHCG(JT,hQ‘W(E))
<cllpr = p2llE (1)

SC||Pl

2.Fall:t — s < s,s> 0.

1H (p1 () — H(p2(t) — (H(p1(5)) — H(pr(s))llo)
|t — s|l/2+a/2

1 (y2rasay [ (p1(t) — H(pa(#) — (H(pu(s)) — H(ps(5)))llors)

=t — s
I Sup 10H (p1(£))p1(€) |jHéz(é))ﬂé(é)) lem)
< S ENOH (pr()) (1 (€) = 1) llees)
+ S &N (0H (pr(€)) — 0H (p2(€))) ()l
< C(gil(lﬁ) 018 = ph(E)lnzracs)
+ S 191(6) = p2(E)[ln2+a()E" P 195(E) [ln2+a(w))

<c(llp1 = p2llecry + o1 = p2llew, meremsyllp2llEn )
<cllp1 — p2llE.(1,)-

3. Fall: s = 0. Wie im 1. Fall gezeigt wurde gilt

||H(p1(t)) _H<p2(t))HC(E) < H _ ”
1/24a/2 = Cl|P1 — P2||E.(J5)-
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Schliellich gilt fir ¢t € J. die Absclatzung

1H (p1(t)) — H(p2(t))llcm) [ H (p1(t)) — H(pa(t)) | n1+e(s)
cllpr(t) — pa(t)|[ns+ars)

cllpr = p2lle, psro )

cllpr = pallg, (.)-

VAN VAN VAN VAN

Damit haben wir gezeigt, dass

| H(p1) — H(p2)llcis, niremyy < cllpr — palley ) (4.54)

und
1 H (p1) — H(P2)||h1/2+a/2(JT,C(2)) < cllpr = pallmi - (4.55)

Aus (4.46) sowie den Abséltizungen (4.47-4.55) erhalten wir nun

vy = V5l pey) + llv1 = valloq, p2reny)

< C(||P1 - P2||IE1(JT) + Te””’l - UéHC(JT,ha(D)) + Te””l - U2||C(J7,h2+a(f)))>-
Wahlen wirr klein genug, etwar’ < 1/2, finden wir fur einc > 0
v = V5 llew, pepy) + 01 = vallows, p2repy < cllpr — pollgiry).  (4.56)
Wir haben also insbesondere

¥ (p1) — ‘I’(Pz)HC(JT,h2+a(D)) <cllpr — P2HJE1(JT)7 (4.57)

womit die Lipschitz-Stetigkeit voRr gezeigt ist.
0
4.8 Die eindeutige losbarkeit des Stefan-Problems

Wir nutzen nun wie in Kapitel 2 aus, dass die mittleréikimung eine quasilinea-
re Struktur tagt, d.h.

H(p) = P(p)p+ Q(p) furp € V.

Wir setzen
A(p) == L,P(p) und F(p):=L,y¥(p)— L,Q(p).

76



Damit tragt auch die abstrakte Evolutionsgleichung (4.20) eine quasilineare

Struktur und &3t sich schreiben als

p+Alp)p=F(p), p(0)=po. (4.58)

Um den folgenden Existenz- und Eindeutigkeitssatzdas System (4.11)-(4.15)
formulieren zu kbnnen, Bihren wir noch die folgende Notation ein. Es dei” R
ein rechtsoffenes Intervall, welches dienttalt. AuBerdem sei € (0, 1] und £
ein Banachraum. Wir definieren

Cy_W(J,E) :={veC(J,E);ve BUC,_,([0,T],E), T <supJ},
Cl_(JE) ={ve C'(J,E); v,v € Ci_,(J,E)}.

Theorem 4.8.1Erfullen p, € Vy undv, € h?t*(D) die Kompatibiliitsbedin-
gung

B(po)vo = H(po),

so hat das System (4.11)-(4.15) eine eindeutige, nichtfortsetzbareng(v, p)
mit
v € C'(J(po, vo), h*(D)) N C(J(po, vo), h***(D))

und
p € Cl_y(J(po,vo), K***(%)) N Ci_o(J(po, v0), h* (X))

Hierbei bezeichnet/(py, vo) := [0,t%(po,v0)) das maximale Existenzintervall.
Aulerdem gilt

p € C(J(po; v0), Va)-
Beweis:Analog zu Proposition 2.3.4 erhalten wir

A(p) € M, (R (2),R*T(8)), p€ Ve, pe(0,1]

Wir setzenA, := A(p,). AuRerdem sei, wie im Beweis von Satz 3.4.1,

_ — _ e
W (J7) :={p € E1(J;); p(0) = po, lp—e " pollcs,.ms) < €}NBg, () (e po, §)~

Wegen Proposition 4.7.1 und Satz 4.7 @nken wir Satz 3.4.1 benutzen und
schlieRen, dassif eine positive Zeit Gleichung (4.58) eine &sung

p € BUC)_y([0,7], Bo) N BUC, ([0, 7], Ey) N BUC([0,7],V;)  (4.59)

77



hat. Damit hat das parabolische Randwertproblem (4.34) @seihg
v:=U(p) € C'([0,7],h*(D)) N C([0, 7], K*T*(D)). (4.60)
Seien nurp; und p; zwei Losungen von (4.58) in der Klasse (4.59). Wir setzen
7 :=sup{t € [0,7]; p1(s) = p2(s) VO <s <t}

Weil p; und p, zu der Klasse (4.59) géhen, liegeniir ein hinreichend kleines
7* sowohlp; als auchp, in der MengelV,, (.J.-). Der Banachsche Fixpunktsatz
garantiert eine eindeutigedsung in dieser Menge und daher it > 0. Wir
nehmen an, dass < 7. Offenbar istp;(m1) = p2(71) =: £ und daher auch
U(p1)(m1) = ¥(ps)(71) =: w. Insbesondere ist die Kompatibdisbedingung

erfullt. Wir setzeny;(t) := p;(t + m),j = 1,2, mitt € J, := [0, 2] fur ein
7y € (0,7 — 7]. Damitistyy, 1y € CH(Jy, Ey) N C(Jo, Ey) undy, 1, 16sen das
Cauchy-Problem

p+Alp)p=F(p), p0)=¢

Fur =, klein genug getirenv ¢, zu der MengdV(J,) (diese Menge wird mit

Ay = A(&) wie oben definiert). Wir schlieBen wieder mit dem Banachschen
Fixpunktsatz, dasg; = )». Daher stimmeip; undp, auf dem Intervall0, 7; +75]
Uberein und dies ist ein Widerspruch zur Definition wverund daher ist; = 7.

Es bezeichne im Folgenden die eindeutige bsung von (4.58) auf dem Intervall
[0, 71]. Wir setzené; := pi(m) undw; = ¥(p;)(r1). Dannist; € VN E; und

die Kompatibiliatsbedingung

g(fl)wl = H(fl)

ist erfullt. Daher konnen wir wegen Proposition 4.7.1 und Satz 4.7.2 wieder Satz
3.4.1 mit¥(p) = ¥(p,w;) benutzen und schlielen, dass die Gleichung

p+Alp)p=F(p), p(0)==E&

eine eindeutige &sungp, € E,(J;) N C(J2,Vy), Jo := [0, 2] hat. Damit bst p,
auch das lineare inhomogene Cauchy-Problem

pt Ao(t)p = Falt),  p(0) = &4, (4.61)
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wobei wir Ay(t) := A(po(t)) und Fy(t) := F(p2)(t) mitt € J, gesetzt haben.
Aus den Abbildungseigenschaften voh, £7) erhalten wir

(AQ,FQ) € BUC(JQ,,C(E:[,EQ) X Eo) (462)

Insbesondere isty, € BUC(Jy, Ey) C Eq(J2). Wir erhalten aus [16, Lemma
2.8(a)], dasg,, die eindeutige bsung von (4.61) ifi£, (J,) ist. Andererseits er-
halten wir aus [16, Lemma 2.6], dads(s) € M (E}, Ey) furs € Js, und damit
folgt wieder mit [16, Lemma 2.8(a)]

Y= (% + Ag(-),v)‘l(FQ,gl) € O (Jy, E)) N C(Jy, By) C Ey(Jo)

aufgrund der Tatsache, dads,, &) € C(Js, Ey) x E;. Wegen der Eindeutigkeit
der Losung von (4.61) i, (/) folgern wir, dass

P2 = w € Cl(JQ, Eo) N C(JQ, El) (463)
Wir setzen nun

(t)_ pl(t) foOStSTl,
P = ppt —7) furm <t<m+mn

undJ := [0, 7 + 7). Aus (4.59) und (4.63) folgt € BUC, _4(J, Ey). AulRerdem
ist

pi(m) = —A(&)& + Fp1) (1) = —A(&)& + F(p2)(0) = p2(0).
Wir haben daher
p € BUCI_y(J, Ey) N BUC,_4(J, E1) N BUC(J,Vy)
undp ist die Losung von (4.58) auf. Aul3erdem setzen wir

L [ul=ve)e  foro<i<m,
v(t) = { vo(t) == U (pe)(t —7) fUrm <t <7 + 7.

Dann istv; (1) = w; = v2(0) und

vy (11) =A(p1(11))vi(m1) + R(vi(m), pi(m1))
=A(p2(0))v2(0) + R(v2(0), p2(0)) = v5(0).
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Also ist
v e CH(J,h*(D)) N C(J, k¥t (D))

und (p, v) ist die eindeutige bisung von System (4.11)-(4.15) aif SchlieRlich
setzen wir

J(po, vo) := (_J{[0,7]; (4.58) hat eine eindeutigedsung aufo, 7]}

Es ist klar, dass/(po, vo) rechts offen ist, weil wir sonst die oben beschriebenen
Schritte wiederholen und so di@kung fortsetzendnnten, was aber der Defini-
tion von J(po, vo) widerspache.

O
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