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Zusammenfassung

Unordnung ist ein integraler Bestandteil einer Vielzahl physikalischer Systeme. Sie existiert
insbesondere in Festkérpern in mannigfaltiger Form und hat zum Teil dramatische Auswir-
kungen auf deren Eigenschaften. Die Moglichkeiten zur experimentellen Kontrolle der Un-
ordnung sind zumeist nur sehr begrenzt, da diese in der Regel auf natiirliche Weise vorliegt.
Ultra-kalte Quantengase hingegen stellen duRerst reine Ensembles dar, fiir die Methoden
zur kontrollierten Erzeugung von Unordnung verfiigbar sind. Sie bieten daher einen duRerst
viel versprechenden Ansatz zur Untersuchung der fundamentalen Eigenschaften ungeordneter
Systeme.

Zentrales Thema dieser Arbeit war die Erforschung des Einflusses kontrollierbarer Unord-
nungspotenziale auf die Eigenschaften von quantenentarteten Bose-Gasen. Dazu wurde ein
raumlich ungeordnetes Dipolpotenzial realisiert und in die bestehende Apparatur zur Erzeu-
gung von Bose-Einstein-Kondensaten aus 8”Rb-Atomen integriert.

Grole Bedeutung kommt der Untersuchung ungeordneter Gittergase zu, da diese die experi-
mentelle Realisierung der Modelle ermdglichen, die zur Beschreibung ungeordneter Ensembles
verwendet werden. Zur Bereitstellung eines solchen Systems wurde im Rahmen dieser Arbeit
ein eindimensionales optisches Gitter aufgebaut und charakterisiert. Durch die Kombination
des Gitterpotenzials mit dem ungeordneten Dipolpotenzial konnte erstmals ein ungeordne-
tes quantenentartetes Gittergas erzeugt werden [1,2]. Das Dichteprofil des frei expandierten
Kondensates weist unregelmiRige Modulationen auf, die von der Lokalisierung der Atome in
den Fluktuationen des ungeordneten Potenzials herriihren. Eine zentrale Fragestellung hierbei
lautete, ob in diesem System eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunkti-
on auftritt. In Ubereinstimmung mit numerischen Untersuchungen wurden in den Messungen
keine Anzeichen einer derartigen Lokalisierung festgestellt. Jedoch konnte ein experimen-
tell zugangliches Regime identifiziert werden, in dem eine Anderson-artige Lokalisierung der
Kondensatwellenfunktion zu erwarten ist [1-3].

In metallischen Festkdrpern reduzieren Stérungen der periodischen Gitterstruktur die Ko-
harenzzeit der Elektronenbewegung und verhindern bislang die Beobachtung des elemen-
taren Phinomens der Bloch-Oszillationen. Basierend auf der Anregung von Prof. Dr. Luis
Santos wurden mittels numerischer Simulationen die Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-
Kondensaten in ungeordneten Gitterpotenzialen untersucht. Die Berechnungen zeigen, dass
hierbei eine dekohdrenzbedingte Dampfung der Oszillationsamplitude auftritt. Diese kann
mit dem in dieser Arbeit realisierten System zeitaufgelost gemessen werden. Die Ergebnis-
se der Simulationen sind unmittelbarer Leitfaden fiir die derzeitigen Arbeiten am Experiment.

Die durchgefiihrten Messungen gehdren zu den ersten experimentellen Untersuchungen von
ungeordneten quantenentarteten Gasen. Die erzielten Resultate haben wesentliche Beitrage
zur Etablierung der Erforschung ungeordneter Systeme mittels ultra-kalter Quantengase ge-
leistet.
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Abstract

Disorder is an integral constituent of numerous physical systems. Especially solid bodies con-
tain a manifold of disordered structures which can have dramatic impacts on their properties.
The possibilities for experimental control are however very restricted. On the contrary, ultra-
cold quantum gases form extremly pure ensembles for which powerful methods of control are
available. Therefore, they provide a promising new approach for examining the properties of
disordered systems.

The influence of controllable disorder on the features of quantum degenerate Bose gases
is the central topic of this thesis. A spatially disordered dipole potential was realized experi-
mentally and integrated into the existing apperatus for producing Bose-Einstein condensates
of 8"Rb-atoms.

Disordered lattice gases allow for the experimental realization of theoretical models dedicated
to the description of disordered ensembles. To implement such a system, a one-dimensional
optical lattice was set up and characterized. By combining the lattice potential with the
disordered dipole potential, a disordered quantum degenerate lattice gas was generated for
the first time [1,2]. The density profile of the freely expanded condensate shows irregular
modulations which originate from atomic localization in the fluctuations of the disordered
potential. A central question in this context was whether an Anderson-like localization was
present in this system. In good agreement with numerical results no signs of such a locali-
zation were found in the measurements. However, an experimentally accessible regime was
identified where an Anderson-like localization is expected [1-3].

Perturbations of the periodic lattice structure in metallic solid bodies reduce the coherence
time of the electronic movement and have hampered the direct observation of Bloch oscilla-
tions in these systems so far. Based on the idea of Prof. Dr. Luis Santos, Bloch oscillations
of Bose-Einstein condensates in disordered lattice potentials were investigated by means of
numerical simulations. The calculations show that a damping of the oscillation amplitude due
to decoherence occures. Time-resolved measurements of this phenomenon are possible with
the system implemented in the context of this thesis. The simulations are a direct guideline
for the present experimental work.

The measurements presented in this thesis belong to the first experimental investigations
of disordered quantum degenerate gases. The results have significantly contributed to esta-

blishing research of disordered systems in the field of ultracold quantum gases.
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1. Einleitung

Das Forschungsgebiet der ultra-kalten Gase hat in den letzten Jahren eine rasante Entwick-
lung durchlaufen. Seit der ersten Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gase
im Jahr 1995 [4—6] hat das Interesse an quantenentarteten Systemen stark zugenommen. Ins-
besondere die hohe Interdisziplinaritdt sowie die dulerst enge Zusammenarbeit von Theorie
und Experiment haben zur raschen Entwicklung dieses Feldes beigetragen. Quantenentartete
Gase stellen physikalische Objekte von fundamentaler Bedeutung dar, da sie die experimentel-
le Uberpriifung elementarer Konzepte der Quantenstatistik, Vielteilchentheorie, Quantenoptik
und Theorie der kondensierten Materie erlauben. Die Mdglichkeit, solche grundlegenden Sys-
teme im Labor zu erzeugen und zu untersuchen, hat das Interesse vieler Gruppen an der
Erforschung ultra-kalter Quantengase ausgeldst. Die enormen experimentellen Fortschritte,
die mit dieser Entwicklung einhergegangen sind, haben dazu gefiihrt, dass heutzutage nicht
nur atomare bosonische Gase vielerlei Spezies im Labor prapariert werden, sondern haben
auch die Erzeugung quantenentarteter Gase aus Fermionen [7-9] und homonuklearen Mole-
kiilen [10-12] ermdglicht. In jiingster Zeit fokussieren sich nun groRte Anstrengungen auf die
Realisierung quantenentarteter heteronuklearer Gase.

Von wichtiger Bedeutung fiir das enorme Interesse an quantenentarteten Gasen ist, dass bei
ihrer Erzeugung und Untersuchung ein hohes MaR an experimenteller Kontrolle erzielt wer-
den kann. So werden sie in magnetischen oder optischen Fallen prépariert und sind durch ein
Ultrahochvakuum von stérenden Umgebungseinfliissen isoliert. Des Weiteren ist ein breites
Spektrum an Manipulationstechniken verfiigbar, mit denen sowohl die inneren als auch die du-
Reren Freiheitsgrade dieser Ensembles beeinflusst werden kdnnen. Dieses reicht vom Einsatz
kohdrenter Zwei-Photonen-Prozesse zur Spektroskopie [13-17] oder Interferometrie [18-21]
iiber den Einsatz optischer Dipolpotenziale zur Erzeugung eindimensionaler Wellenleiterstruk-
turen [22-24] bis hin zur Manipulation der interatomaren Wechselwirkung mittels Feshbach-
Resonanzen [25].

Herausragende Bedeutung unter diesen Techniken hat der Einsatz optischer Gitterpoten-
ziale erlangt [26]. Diese werden durch optische Stehwellen realisiert, welche mittels interfe-
rierender Laserstrahlen erzeugt werden. Sie spielen fiir eine Vielzahl von theoretischen und
experimentellen Untersuchungen eine zentrale Rolle. So erlauben die periodischen Struktu-
ren optischer Gitter die Beobachtung fundamentaler quantenmechanischer Phanomene wie
das Auftreten von Blochoszillationen [27-29] oder Landau-Zener-Tunneln [28-30]. Der hohe
Einschluss, der auf den einzelnen Gitterplatzen vorliegt, bietet die Mglichkeit zur Vielfachrea-
lisierung niederdimensionaler Quantengase. So konnte beispielsweise in jiingster Zeit mittels
eines eindimensionalen Gitters der vielbeachtete Kosterlitz-Thouless-Ubergang in zweidimen-
sionalen Bose-Gasen beobachtet werden [31].

Das groRe Potenzial optischer Gitter beruht insbesondere auf der Moglichkeit, die relevan-
ten Systemgrolen wie Tunnel- oder Wechselwirkungsparameter iiber einen weiten Bereich
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experimentell manipulieren zu kénnen [32]. Hierdurch er6ffnen sie beispielsweise den Zugang
zur Erzeugung von Systemen, die durch starke Korrelationen gepragt sind und daher nicht im
Rahmen von Mean-Field-Theorien beschrieben werden kdnnen [33,34]. So konnte in tiefen
dreidimensionalen optischen Gittern der Quanten-Phaseniibergang zum bosonischen Mott-
Isolator-Zustand erreicht werden [35]. Hierbei handelt es sich um einen Zustand, bei dem die
Atome in Eigenszustanden des Anzahloperators auf den jeweiligen Gitterplatzen vorliegen und
der durch eine charakteristische Liicke im Anregungsspektrum gekennzeichnet ist [33,36,37].
Die hiermit verbundene Unterdriickung von Teilchenzahlfluktuationen begriindet das grolRe
Anwendungspotenzial des Mott-Isolators (M) insbesondere fiir die Quanteninformationsver-
arbeitung [38-40].

In eindimensionalen bosonischen Gasen, die mittels zweidimensionaler optischer Gitter er-
zeugt wurden, konnte ein anderes stark korreliertes System realisiert werden® [41, 43]. Die-
ses ist durch ein Verschwinden des Transmissionskoeffizienten der bindren Streuprozesse ge-
kennzeichnet [44]. Ein solches eindimensionales System undurchdringlicher Bosonen ist als
Tonks-Girardeau-Gas (TG) bekannt [45, 46]. Sein Spektrum und seine thermodynamischen
Eigenschaften kénnen durch eine Abbildung des Problems auf ein Gas nicht wechselwirken-
der spinloser Fermionen erhalten werden [46,47]. Der erste experimentelle Nachweis des TG
konnte durch die Messung seines charakteristischen Impulsspektrums gefiihrt werden [41].

Ungeordnete Systeme

Eine bemerkenswerte Eigenschaft optischer Gitter ist das Fehlen jeglicher Stérungen ihres
periodischen Potenzials. Dieses stellt einen wichtigen Unterschied zu einer Vielzahl von na-
tiirlichen Gittersystemen dar. So exisitieren z. B. in der periodischen Struktur von Festkorpern
verschiedenste Arten von UnregelmaRigkeiten. Angefangen von vereinzelten Defekten in kris-
tallinen Festkorpern iiber das Auftreten von Phononen bis hin zu den amorphen Glasern oder
Legierungen liegt Unordnung inhdrent und auf vielfiltige Weise vor [48,49]. Dabei verstehe
ich im Folgenden unter dem Begriff Unordnung eine unregelmaRige strukturelle Stérung des
Hamiltonians, die keinerlei Symmetrien aufweist und die zeitlich stationér ist.

Allgemein kann die Gegenwart von Unordnung massive Konsequenzen fiir die Eigenschaften
eines Systems haben. Ein zentrales Phinomen ist in diesem Zusammenhang das mdgliche
Auftreten einer exponentiellen Lokalisierung der Einteilchenzustiande. Experimentell mani-
festiert sich dieser Effekt durch eine dramatische Verdnderung der Transporteigenschaften.
Das kanonische Beispiel fiir dieses Szenario ist der sogenannte Metall-Isolatoriibergang in
einem stark ungeordneten Festkorper [50, 51]. Die theoretischen Grundlagen der Lokalisati-
on datieren auf die wegweisende Arbeit von P. W. Anderson zuriick, der eine Analyse des
Diffusionsverhaltens eines Teilchens auf einem ungeordneten Gitter durchfiihrte [52]. Diese
Untersuchung initiierte eine Serie von Arbeiten, die das heutige Verstandnis der unordnungs-
induzierten Unterdriickung des Transports als die Lokalisierung der Einteilchenzustdnde in
dem ungeordneten Potenzial begriinden [53-55]. Daher wird eine solche Lokalisierung auch
als Anderson-Lokalisierung bezeichnet.

in [41] ist fiir die Erzeugung des so genannten Tonks-Girardeau-Gases (TG) der Einsatz eines dritten Gitters
wesentlich. Das TG auf dem Gitter hat dabei andere Korrelationseigenschaften als auf dem Kontinuum.
Eine genauere Diskussion bietet [42].



Das groRe Interesse an ungeordneten Quantensystemen wird durch die Tatsache bestarkt,
dass sich diese nicht als eine einfache Modifikation ihrer geordneten Pendants verstehen las-
sen. Die Probleme sind im Allgemeinen nicht-pertubativ und erfordern eigenstandige Beschrei-
bungen. So kann beispielsweise fiir ungeordnete Systeme gezeigt werden, dass in einer Dimen-
sion alle Einteilchenzustinde lokalisiert sind, und zwar unabhdngig von der Stirke des Un-
ordnungspotenzials [56]. Ein iiberzeugender experimenteller Beleg fiir den nicht-pertubativen
Charakter ungeordneter Systeme stellt die Messung der Leitfahigkeit in Metallen bei tiefen
Temperaturen dar. Fiir deren Temperaturabhingigkeit liefern Rechnungen, die auf der An-
nahme einer einfachen Streuung der Blochwellen an den Unordnungszentren basieren und so
zu einer Boltzmann-Transport-Gleichung fiihren, auch im Grenzfall kleiner Unordnung falsche
Vorhersagen? [50]. Die Untersuchung ungeordneter Systeme verlangt weiterfiihrende Ansitze,
welche die Konsequenzen einer mdglichen Lokalisierung der Einteilchenfunktionen addquat
beriicksichtigen miissen. Hier haben sogenannte Scaling-Theorien wichtige Verstandnisbeitra-
ge geleistet [50,55,57]. Diese beriicksichtigen insbesondere den Einfluss der Dimensionalitdt
des Systems auf das mdogliche Auftreten von lokalisierten Zusténden [50].

Eine Herausforderung fiir die experimentelle Erforschung ungeordneter Systeme stellt die
gezielte Erzeugung sowie die Manipulation der Unordnung dar. So ist es beispielsweise fiir
viele Experimente wiinschenswert, ein breites Spektrum von Unordnungsgraden - von véllig
geordnet bis stark ungeordnet - praparieren zu kdnnen.

Ultra-kalte Quantengase bilden aufgrund ihrer ausgezeichneten experimentellen Kontrol-
lierbarkeit und der vielfdltigen Manipulationstechniken hervorragende Modellsysteme zur Un-
tersuchung der fundamentalen Eigenschaften ungeordneter Ensembles. Sie zeichnen sich zum
einen durch ihre inhidrente Reinheit aus, zum anderen sind verschiedene Methoden zur ge-
zielten Erzeugung von Unordnung in diesen Systemen vorgeschlagen worden. Diese beruhen
auf dem Einsatz optischer Dipolpotenziale [58-64], der Einbringung von Fremdatomen in
die Ensembles [65] oder der lokalen Modifikation der Wechselwirkungseigenschaften des Sys-
tems [66]. Diese Methoden erlauben sowohl eine gute Kontrolle iiber die Form der Unordnung
als auch tiber deren Starke. Hervorzuheben ist, dass anhand ultra-kalter bosonischer Gase mit
der Untersuchung des Zusammenspiels von Unordnung und Wechselwirkung eine der meist-
beachteten Fragestellungen fiir ungeordnete Systeme addressiert werden kann.

Die Erforschung ungeordneter Quantengase kann dabei auf bereits durchgefiihrte Arbeiten
mit superfliissigem Helium und Supraleitern aufbauen. Deren spezielle Transporteigenschaften
sind mit langreichweitigen Korrelationen verkniipft, die direkte Konsequenzen der spontan
gebrochenen Symmetrien sind, die auch in quantenentarteten Gasen auftreten [67].

Fiir Supraleiter werden schon seit langerem die Auswirkungen einer rdumlichen Unord-
nung auf die Transporteigenschaften und die Bardeen-Cooper-Schriefer-Theorie [34] disku-
tiert [68, 69] und experimentell untersucht [70-72]. Grundsatzlich basiert Supraleitfahigkeit
auf der Existenz koharenter Elektronen-Paar-Zustidnde, wihrend Unordnung zu exponentiell
lokalisierten und daher ungekoppelten Zustdnden fiihrt. Aus diesem Grund fiihrt Unordnung

2In diesem metallischen schwach ungeordneten Regime iibersteigt zwar die Lokalisationslinge die System-
groBe, dennoch werden die Transporteigenschaften durch kohérente Elektronen-Riickstreuung beeinflusst.
Dieses Phdnomen wird daher als schwache Lokalisation bezeichnet [51].
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allgemein zu einer Reduktion der supraleitenden Transporteigenschaften, wobei deren Ausmal}
von der Stidrke der Unordnung abhangt.

Die Untersuchungen mit ungeordnetem Helium wurden mittels pordser Substrate aus Vycor
durchgefiihrt, auf die das Helium aufgebracht wurde [73-75]. Durch den Einfluss der unge-
ordneten Substratstrukturen konnten neuartige Effekte beobachtet werden [76]. Von groem
Interesse ist hierbei insbesondere die fiir kleine Heliumdichten beobachtete Abwesenheit der
superfliissigen Eigenschaften unterhalb der A\-Temperatur®. Dieses Phinomen wird durch die
Lokalisierung der Heliumatome auf der ungeordneten Substratstruktur verursacht [77,78].
Interessanterweise konnten die Proben durch Erhéhung der Heliumdichte wieder in die su-
perfliissige Phase gebracht werden. Dieser Prozess, fiir den die repulsive Wechselwirkung
zwischen den Bosonen eine zentrale Rolle spielt [77,78], hat auch fiir die vorliegende Arbeit
grolle Relevanz.

Die Experimente mit Supraleitern und superfliissigem Helium haben eine Reihe von theo-
retischen Abhandlungen stimuliert. Insbesondere die fiir Bose-Systeme durchgefiihrten Be-
rechnungen des Unordnungseinflusses auf die Kondensationstemperatur [79, 80], Schallge-
schwindigkeit [81] und den Anteil der superfliissigen und der kondensierten Teilchen [81-83]
sind dabei von unmittelbarem Interesse fiir Untersuchungen an ungeordneten Bose-Einstein-
Kondensaten.

Die erste Realisierung eines ungeordneten quantenentarteten Gases wurde mit einem atoma-
ren Bose-Einstein-Kondensat erreicht. Dazu wurde mit Hilfe eines diffusiven Substrats ein
raumlich ungeordnetes Dipolpotenzial erzeugt [84]. Mit dieser Methode wurde die Auswir-
kung eines Unordnungspotenzials auf den Grundzustand des Kondensates und die kollektive
Anregungen gemessen [84]. Sie diente ferner zur Untersuchung der Expansion eines Kon-
densates in einer ungeordneten Wellenleiterstruktur [85, 86]. Hierbei zeigte sich unter dem
Einfluss der Unordnung eine deutliche Reduktion des eindimensionalen Transports.

Diese Arbeiten addressieren die Eigenschaften ungeordneter Bose-Einstein-Kondensate auf
dem Kontinuum. Groles Potenzial verspricht jedoch inbesondere die Realisierung und Un-
tersuchung quantenentarteter Gase in ungeordneten Gitterstrukturen. Letztere kdnnen durch
die Kombination optischer Gitterpotenziale mit den vorgeschlagenen Methoden zur Erzeu-
gung von Unordnung realisiert werden. Das Interesse an ungeordneten Gittergasen basiert
zum einen auf ihrer unmittelbaren Relevanz fiir eine Vielzahl von natiirlich vorkommenden
ungeordneten Systemen. Zum anderen bieten sie die Moglichkeit zur experimentellen Rea-
lisierung von vielbeachteten theoretischen Modellen, die zur Analyse ungeordneter Systeme
verwendet werden. Insbesondere sei hier auf das Anderson-Modell [52] und das Bose-Hubbard-
Modell [36] verwiesen. SchlieBlich kénnen Experimente von der guten Manipulierbarkeit der
Tunnel- und Wechselwirkungsparameter sowie der Unordnungsstarke profitieren. Diese Mog-
lichkeit erdffnete jiingst den Weg zur Realisierung der sogenannten Bose-Glas-Phase in einem
ungeordneten dreidimensionalen Gitter [87]. Das Bose-Glas (BG) ist wie der Ml ein Isolator
und durch starke Korrelationen gepragt [36]. Aufgrund der Unordnung weist er jedoch keine
Liicke im Anregungsspektrum auf [36]. Durch die erfolgreiche Realisierung des BG wird die
Leistungsfahigkeit ungeordneter Gitterstrukturen zur Erforschung ungeordneter Systeme un-

3Die A-Temperatur bezeichnet die Temperatur, unterhalb der sich das homogene System in der superfliis-
sigen Phase befindet.



terstrichen.

Diese Arbeit untersucht die Eigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten
Potenzialen. Einen Schwerpunkt der experimentellen Arbeiten bildete die Realisierung und
die Charakterisierung eines ungeordneten quantenentarteten Gittergases [1].

Mit der Untersuchung einer moglichen exponentiellen Lokalisierung des Kondensatgrund-
zustandes greift die Arbeit eine fundamentale Fragestellung fiir ungeordnete bosonische Sys-
teme auf. Hierbei wird insbesondere der wichtige Einfluss der UnordnungsstrukturgroRe sowie
der interatomaren Wechselwirkung diskutiert.

Die Grundzustandsbetrachtungen werden durch die numerische Untersuchung von Blochos-
zillationen auf die Diskussion der dynamischen Eigenschaften des Gittergases unter dem Ein-
fluss eines ungeordneten Potenzials erweitert.

Gliederung der Arbeit

e Das Kapitel 2 ist eine Einfiihrung in die Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation.
Insbesondere wird die Beschreibung des Kondensates im Rahmen der Gross-Pitaevskii-
Gleichung behandelt. Des Weiteren wird die experimentelle Apparatur zur Erzeugung
von Bose-Einstein-Kondensaten aus 8"Rb-Atomen erliutert.

e Als ein wichtiges Ergebnis dieser Arbeit wird in Kapitel 3 die Realisierung eines ein-
dimensionalen optischen Gitters als robustes Werkzeug zur Manipulation der Atome
beschrieben. Dazu erfolgt zunéchst eine Darstellung der theoretischen Grundlagen von
Bose-Einstein-Kondensaten in eindimensionalen Gitterpotenzialen. Es werden insbeson-
dere die Konsequenzen der Wechselwirkung sowie eines harmonischen Fallenpotenzials
beriicksichtigt. Im Anschluss erfolgt die Beschreibung des Aufbaus des optischen Git-
ters und seiner experimentellen Charakterisierung. Letztere umfasst die Bestimmung
der Potenzialtiefe und die Untersuchung des Kondensatgrundzustands.

e In Kapitel 4 wird die Erzeugung eines ungeordneten Bose-Einstein-Kondensates darge-
stellt. Dazu wird zunéchst der Aufbau und die Charakterisierung eines kontrollierbaren
optischen Unordnungspotenzials vorgestellt. Den Schwerpunkt des Kapitels bildet die
Beschreibung unserer experimentellen Untersuchungen des Kondensatgrundzustands
in der Magnetfalle mit iberlagertem Unordnungspotenzial. Die Darstellung der experi-
mentellen Ergebnisse ist durch umfangreiche numerische Untersuchungen erganzt.

e Als zentrales Resultat dieser Arbeit wird in Kapitel 5 die erstmalige Realisierung ei-
nes ungeordneten quantenentarteten Gittergases beschrieben. Dieses konnte durch die
Kombination des ungeordneten Dipolpotenzials mit dem eindimensionalen optischen
Gitter erzeugt werden. Im Mittelpunkt steht die Darstellung unserer Untersuchungen
zum Kondensatgrundzustand im ungeordneten Gitterpotenzial. Eine wichtige Fragestel-
lung hierbei war, ob eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion
in einem solchen System mdglich ist. Hierbei wird insbesondere der kritische Einfluss
der UnordnungsstrukturgroRe sowie der Wechselwirkung analysiert. Die Ergebnisse der
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theoretischen Analyse zeigen einen experimentell zuganglichen Parameterbereich auf,
in dem eine Anderson-artige Lokalisierung zu erwarten ist.

Das Kapitel 6 beinhaltet eine numerische Untersuchung der Blochoszillationen von
Bose-Einstein-Kondensaten unter der Einwirkung eines ungeordneten Potenzials. Die
Ergebnisse der Analyse zeigen, dass die Koharenzzeit der Oszillationen aufgrund der
Gegenwart der Unordnung deutlich reduziert ist und eine Dampfung der Oszillations-
amplitude eintritt. Dieser Prozess ist mit dem im Rahmen dieser Arbeit realisierten
System kontrolliert messbar. Erste Schritte zu seiner experimentellen Umsetzung wur-
den bereits geleistet.

Das Kapitel 7 gibt einen Ausblick auf mogliche Fortsetzungen der bisherigen Unter-
suchungen.



2. Bose-Einstein-Kondensation

Bose-Einstein-Kondensate sind von zentraler Bedeutung fiir diese Arbeit, da sie den Aus-
gangspunkt fiir sdmtliche Untersuchungen bilden. Dieses Kapitel gibt eine Beschreibung
der theoretischen Grundlagen und der experimentellen Erzeugung dieser Vielteilchensyste-
me. Nach einem einleitenden Abriss iiber die historische Entwicklung des Forschungsfeldes
erfolgt eine Darstellung der theoretischen Beschreibung. Diese ist kompakt gehalten, so dass
an dieser Stelle auf die exzellenten Abhandlungen [34,88-91] zu diesem Thema verwiesen
sei. Im Anschluss wird die Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten mit der experimentel-
len Apparatur skizziert. Eine grundlegende Beschreibung der Methoden zur Erzeugung und
Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten wird in [92-94] gegeben, wihrend die Details
der vorliegenden Apparatur in [95,96] dargestellt sind.

2.1. Einfithrung

Die konzeptionelle Grundlage der Bose-Einstein-Kondensation wurde 1925 von A. Einstein
gelegt, der die von S. N. Bose entwickelten Ideen zur Photonenstatistik [97] auf ein nicht
wechselwirkendes Gas von Atomen iibertrug [98]. Die Kondensation ist durch eine makro-
skopische Besetztung eines Einteilchenzustandes gekennzeichnet, die in drei Dimensionen fiir
ein homogenes spinloses Gas mit periodischen Randbedingungen unter der Bedingung

¥z ¢(5)=on) (2.1)

einsetzt [99]. Hierbei bezeichnet n die Teilchendichte, ¢ die Riemannsche Zeta-Funktion [100]
und A die thermische de Broglie-Wellenlange

21h>
A= . 2.2

Das fiir einige Jahre als akademisches Problem geltende Konzept der Bose-Einstein-Kondensa-
tion erlangte durch die Beobachtung der superfliissigen Eigenschaften [101] von *He [102,103]
groBe Aufmerksamkeit. Als Meilenstein ist hierbei die Arbeit von F. London zu sehen, die das
Auftreten der Superfluiditat als direkte Konsequenz der Bose-Einstein-Kondensation interpre-
tierte [104]. Dies bildete einerseits den Ausgangspunkt fiir eine Vielzahl von grundlegenden
theoretischen und experimentellen Studien, welche die Untersuchung des Zusammenhangs
zwischen Bose-Einstein-Kondensation und Superfluiditdt zum Gegenstand hatten. Insbeson-
dere wurde aber hierdurch das Konzept der Bose-Einstein-Kondensation fiir wechselwirkende
Vielteilchensysteme etabliert. Das heutige Verstandnis dieser Systeme basiert dabei maRgeb-
lich auf einigen theoretischen Arbeiten von fundamentaler Bedeutung, die hier besonders
hervorgehoben werden sollen:
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e Die Untersuchung des Anregungsspektrums des schwach wechselwirkenden Bose-Gases
durch N. N. Bogoliubov [105].

e Die Etablierung eines robusten Kriteriums fiir Bose-Einstein-Kondensation, das unab-
hangig von der Starke der Wechselwirkung des Bose-Systems ist, durch O. Penrose
und L. Onsager [106].

e Die feldtheoretische Formulierung der diagrammatischen Stérungstheorie in Gegenwart
eines Bose-Einstein-Kondensates durch S. T. Baliaev [107] und deren Anwendung durch
N. M. Hugenholtz und D. Pines [108].

Diese Arbeiten legten den Grundstein fiir eine groRe Zahl von vielbeachteten theoretischen
Arbeiten aus den fiinfziger und sechziger Jahren, welche meist die Untersuchung der Eigen-
schaften des superfliissigen Heliums zum Gegenstand hatten. Als Beispiel sei hier auf den
wegweisenden Artikel von P. C. Hohenberg und P. C. Martin verwiesen [109]. Obwohl die
entwickelten Theorien von groBBer konzeptioneller Bedeutung waren, stellte sich rasch heraus,
dass ein quantitativer Vergleich mit den experimentellen Beobachtungen durch die groRe
Stérke der Wechselwirkung in superfliissigem Helium deutlich erschwert ist.

Daher entwickelte sich ab den siebziger Jahren ein zunehmendes experimentelles Interes-
se, Bose-Einstein-Kondensation in einem schwach wechselwirkenden Gas zu erreichen. Dazu
musste ein System identifiziert werden, bei dem die hohen Phasenraumdichten n )3, die
zum Erreichen der Bose-Einstein-Kondensation erforderlich sind, nicht zu einem instantanen
Ubergang des Gases in die fliissige oder feste Phase fiihren.

Unter diesen Randbedingungen galt Spin-polarisierter Wasserstoff als dulerst vielverspre-
chend, da dieser eine sehr kleine Masse besitzt und aufgrund der Polarisierung der Spins
auch bei T' = 0 gasférmig bleibt. Jedoch erwiesen sich die bei hohen Dichten auftretenden
Dreikorperstole als duRerst erschwerend. Sie induzieren Spin-Flips und eine Rekombination
des atomaren Wasserstoffs zur molekularen Form. Diese Schwierigkeiten fiihrten dazu, dass
die erstmalige Erzeugung eines gasférmigen Bose-Einstein-Kondensats nicht mit Wasserstoff

gelang.

Seit den achtziger Jahren wurden effiziente Kiihimethoden fiir neutrale Atome entwickelt,
die auf dem Einsatz von Lasern beruhen. Insbesondere Alkali-Atome besitzen Termschema-
ta, die sie fiir den Einsatz von Laserkiihlmethoden als besonders geeignet auszeichnen. Des
Weiteren stehen fiir sie Laserquellen zur Verfiigung, deren Wellenlangen fiir Anregungen der
atomaren Uberginge geeignet sind. Durch die Kombination der Laserkiihlung mit der fiir
Spin-polarisierten Wasserstoff entwickelten evaporativen Kiihlung gelang 1995 erstmals die
Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten in schwach wechselwirkenden Gasen aus Alkali-
Atomen in den Gruppen von E. Cornell, W. Ketterle und R. G. Hulet [4-6].

Obwohl diese Systeme metastabil sind, besitzen sie ausreichend hohe Lebensdauern, um an
ihnen ein breites Spektrum experimenteller Untersuchungen durchfiihren zu kénnen. Da zu-
dem die interatomare Wechselwirkung mit den theoretischen Methoden quantitativ behandelt
werden kann, bilden diese Ensembles ideale Werkzeuge, um die fundamentalen Konsequenzen
der Bose-Einstein-Kondensation theoretisch und experimentell zu untersuchen. Diese Aspekte
haben die Untersuchung von Bose-Einstein-Kondensaten zu einem Forschungsschwerpunkt
der modernen Physik entwickelt.
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2.2. Theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die relevanten Grundlagen der Theorie der Kondensation in
schwach wechselwirkenden Gasen dargestellt. Diese unterscheidet sich von der Kondensation
in superfliissigem Helium in vielerlei Hinsicht. So fiihrt das in den Experimenten verwen-
dete Fallenpotenzial dazu, dass die Kondensate inhomogene Dichteverteilungen aufweisen.
Die Kondensation tritt daher nicht nur im Impulsraum auf, sondern ist auch im Ortsraum
erkennbar. Wahrend in superfliissigem Helium nur ein kleiner Teil des atomaren Ensembles
kondensiert ist, konnen schwach wechselwirkende Gase so prapariert werden, dass sich nahezu
alle Teilchen im Kondensat befinden. Eine theoretische Beschreibung der Kondensate ist in
diesem Fall in gutem Einklang mit den experimentellen Ergebnissen mdglich.

Einleitend erfolgt eine Zusammenfassung der wesentlichen Eigenschaften des in einer har-
monischen Falle gefangenen idealen Bose-Gases. Dieses ist durch das Fehlen jeglicher Wech-
selwirkung zwischen den Teilchen gekennzeichnet. AnschlieBend wird der Effekt einer schwa-
chen Interpartikelwechselwirkung diskutiert und die Beschreibung des Kondensats fiir diesen
Fall gegeben.

2.2.1. Das ideale Bose-Gas in einer harmonischen Falle

Ein Teilchen der Masse m hat im harmonischen Fallenpotenzial

1 3
V) -ty utat 23)
i=1
die Energie
5.1
E:Z(§+ni)hwi ,n; =0,1,2,... . (2.4)
i=1

Der Grundzustand eines Teilchens in dieser Falle besitzt ein gauBsches Profil

mw

it = (1) 255 o
Dabei ist ,
W= <Z:1_[1 wi> 3 (2.6)

das geometrische Mittel der Fallenfrequenzen. Ein System von N nicht wechselwirkenden Bo-
sonen kondensiert in den Grundzustand, der durch das Produkt der Einteilchengrundzusténde
gegeben ist. Die Dichteverteilung des Kondensates ist

n(r) = Nlgo(r)|”. (2.7)

Seine Ausdehnung ist durch die harmonische Oszillatorldnge bestimmt:

a= (ﬂ:;)é (2.8)
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Bei endlichen Temperaturen besetzt nur ein Teil der Bosonen den Grundzustand. Im grolka-
nonischen Ensemble ist die Anzahl der Teilchen durch
1

N= B Em ) — 0~ 1

ni,n2,m3

(2.9)

gegeben [99], wobei 8 = (kgT)~! ist und u das chemische Potenzial und E(ny,no,n3) die
Einteilchenenergien (2.4) bezeichnen. Die Gesamtenergie ergibt sich zu

E(n17n27n3)
B = . 210
"= 2 xp By m) — 0]~ 1 210
Aus der Summe (2.9) wird iblicherweise der zum Grundzustand gehdrige Term N, =
N [E (n; = 0,Vi)] herausgezogen [99]. Dieser Term wird makroskopisch, d.h. die Kondensa-
tion erfolgt in den Grundzustand, wenn das chemische Potenzial in der GréBenordnung der
Grundzustandsenergie liegt [110]:

3
xS ihg. (2.11)
Dabeij ist
1 3
W= w. (2.12)
35

Mit der Annahme, dass fiir groe Teilchenzahlen die Zustidnde quasi-dicht liegen, ergibt sich
mit (2.11) [110]:

1
N—-N, =
(nl,ngs);éoexp B8R wing] — 1
i /oo dm dng dn3
0 exp [ﬁh > wmz} -1

= ((3) (%)3 (2.13)

Unter der Annahme, dass bei der Ubergangstemperatur T, N, — 0 gilt, folgt

N \3
kT, =hw | —| . 2.14
" («3)) 219
Der Anteil der kondensierten Teilchen betrdgt daher
No T\°
—=1—-(—=) . 2.15
v () (215)

2.2.2. Schwach wechselwirkendes Bose-Gas

Zur Untersuchung des Effektes einer bindren Wechselwirkung wird von folgendem Vielteilchen-
Hamiltonian in zweiter Quantisierung ausgegangen:

. - e
3 T
H = /dr\IJ(r)[ o

+; /d% & W) W) Vie(r — o) B (r") B (r). (2.16)

+ VMF(r)] W (r)



2.2 Theoretische Grundlagen 11

Dabei ist V) r(r) das Fallenpotenzial und Vj,,;(r —r’) das Wechselwirkungspotenzial der Teil-
chen. Die Operatoren W und W' sind bosonische Feldoperatoren und erfiillen die Kommutator-
Relationen:

A

(B (n), W) = a(r =), [W(r), ()] = [¥F(r), ¥H(r")] = 0. (2.17)

Fiir ein ultra-kaltes Gas geringer Dichte kann das Wechselwirkungspotenzial durch ein
kurzreichweitiges Pseudopotenzial

‘/Pseudo(r) = 95<r) (218)

ersetzt werden [99]. Damit schreibt sich der Vielteilchen-Hamiltonian als:

; s, (o1 [V sl o sretd g
H:/dr\ll Y Ve | B S g U (2.19)
2m 2
Die Kopplungskonstante ¢ ist iiber
Amh?
g=-—"-2 (2.20)
m

mit der s-Wellenstreuldnge a verkniipft [99]. Positive Werte fiir g entsprechen einer effektiven
repulsiven Wechselwirkung zwischen den Teilchen, negative Werte fiir g beschreiben eine
effektiv attraktive Wechselwirkung. Der zeitabhingige Heisenberg-Operator

P(r,t) =en T (r) e n At (2.21)
erfiillt die Bewegungsgleichung
LOoU(rt) - .
ih—s = = [\p(r, t),H] : (2.22)
Dies fiihrt auf die Operatorgleichung
¥ 2y72 A X A .
iha 8(;7 t) = <— RQZ + VMF(r)> W(r, t) 4+ gWi(e, )W (r, t)W(r, ). (2.23)

In der Bogoliubov-Approximation [105, 111] wird eine Einteilchenmode als makroskopisch
besetzt angenommen und der Feldoperator in zwei Anteile aufgespalten:

(r,t) = U(r,t) + o(r,t). (2.24)

Die komplexwertige Funktion W(r,t) heift Wellenfunktion des Kondensates und beschreibt
die makroskopisch besetzte Mode. Der Operator ¢(r, t) reprasentiert die nicht kondensierten
Teilchen. Die Dichte des Kondensates ist in dieser Konvention durch

n(r,t) = [U(r, )2 (2.25)

gegeben, wobei
N= /d3r|\11(r,t)|2 (2.26)
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die Zahl der kondensierten Teilchen ist. In niedrigster Ordnung ergibt sich aus (2.23) die
Bewegungsgleichung fiir die Wellenfunktion des Kondensates:

LOU(r 1) _
! om

oV(rt) [ BV?
ot

+wﬁo+mwmmﬁwmw. (2.27)

Diese ist unter dem Namen Gross-Pitaevskii-Gleichung bekannt [112,113]. Sie kann dquivalent
aus einem Variationsprinzip hergeleitet werden. Dabei ergibt die Wirkung

)= [ | g IV 4 Vi) [+ § 0| (2.28)
mit der Bewegungsgleichung
mgt@ - ;f (2.29)
die Gross-Pitaevskii-Gleichung [110].
Wird die Wellenfunktion des Kondensates als
U(r,t) = [T(r,t)] 5D (2.30)
geschrieben, so ergibt sich fiir die Stromdichte j = ;- [U*VU — (V¥*)U |:
i(rt) = n(r,t) v(r,1), (2.31)
wobei das rotationsfreie Geschwindigkeitsfeld v(r,¢) mittels
v(r,t) = Vo(r,t) (2.32)
und .
O(r,t) = - S(r,t) (2.33)

mit der Phase des Kondensates zusammenhidngt. Dieses Feld kann als das superfluide Ge-
schwindigkeitsfeld des Kondensates identifiziert werden [34, 101, 107]. Das Einsetzen der
Gleichung (2.30) in die Gross-Pitaevskii-Gleichung (2.27) ergibt fiir Imaginér- und Realteil
jeweils eine Gleichung. Aus dem Imaginarteil folgt eine Kontinuitatsgleichung:

on
E+V (nv) = 0. (2.34)

Die Gleichung fiir den Realteil ist ein Analogon zur Bernoulli-Gleichung:

1, 1 r*v?

z Ve — —

R M T o
Der Unterschied zur klassischen Hydrodynamik beruht auf der Gegenwart des Terms
(2my/m) " h?V2/n. Wenn dieser vernachlissigbar wird, verhilt sich das Quantengas wie
eine klassische Fliissigkeit.

0P
Vi +gn+m— 5 = 0. (2.35)
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2.2.3. Grundzustand des Kondensates und
Thomas-Fermi-Regime

Wird das System im groRkanonischen Ensemble betrachtet, lautet der Hamiltonian [89]
K = H — uN, (2.36)

wobei

N = / & Wt (r) W (r) (2.37)

der Teilchenzahloperator ist. In niedrigster Ordnung gilt:
3 * hz 2 1 * Ty ¥
K:/dr\I/ — o VP Vare(r) = | U S g WU (2.38)
m

Das System befindet sich im stationdren Grundzustand, wenn das Ensemble-Mittel < K >
des Hamiltonians minimal wird. Bei niedrigen Temperaturen sind nahezu alle Teilchen kon-
densiert und es kann in guter Niherung < K >~ K gesetzt werden. Das Funktional (2.38)
ist stationdr unter Variationen U* — W* + §U*, wenn die Wellenfunktion des Kondensates
die Euler-Lagrange-Gleichung

_Z71VQ + Varp(r) — g+ glo(n)*| ¥(r) = 0 (2.39)

erfillt. Diese Gleichung wird als stationdre Gross-Pitaevskii-Gleichung bezeichnet und be-
stimmt den Grundzustand des Kondensates. Aus (2.27) ist erkennbar, dass fiir die Zeitab-
hangigkeit stationdrer Lésungen

U (r,t) = U (r)e it (2.40)

gilt.

Im Falle repulsiver Wechselwirkung (a > 0) ist das Regime % >> 1 besonders interessant,
da es zum einen experimentell hiufig realisiert ist und zum anderen eine einfache analyti-
sche Beschreibung der Kondensatwellenfunktion erlaubt [34,89]. Die hohe Kondensatdichte
in diesem Regime fiihrt dazu, dass der Wechselwirkungsterm ¢ |W|? stark ansteigt. Die Wel-
lenfunktion des Kondensates ist dadurch abgeflacht und der kinetische Term hat nur noch
in der Ndhe der Kondensatgrenzen einen signifikanten Beitrag. Wird sie in (2.39) vollstandig

vernachlissigt, so ist die Dichte des Kondensates durch den einfachen Ausdruck

_ é (urrp — Vur(r))  fir prr > Vyp(r)
n(r) 0 sonst

gegeben. Das so beschriebene Regime wird als Thomas-Fermi-Regime [34, 89] bezeichnet.
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2.3. Experimentelle Erzeugung

Zur Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation ist gemaR (2.1) eine hohe Phasenraumdich-
te notwendig. In diesem Abschnitt werden die experimentelle Apparatur sowie die verschie-
denen Kiihl- und Fangverfahren vorgestellt, die zur Erzeugung der Kondensate eingesetzt
werden. Eine schematische Darstellung der Apparatur ist in Abbildung 2.1 gezeigt. Sie ist
ausfiihrlich in den Doktorarbeiten [95] und [96] beschrieben.

Rb-Atomofen

10°®mbar

differentielle
Pumpstufe

=

10 mbar

< Umlenklaser
Detektion
ccb :l Detektionslaser
MOT A Chirpkiihlung
Magnetfalle des Atomstrahls

(am gleichen Ort)

Abbildung 2.1.: Schematische Darstellung der experimentellen Apparatur. Die Kondensate
werden in der Magnetfalle erzeugt und mit der CCD-Kamera detektiert.

Das im Experiment verwendete Element ist ®’Rb und wird in atomarer Form zur Kon-
densation gebracht. Das grundlegende Konzept der Apparatur besteht in dem Beladen einer
magneto-optischen Falle (MOT) [114] aus einem lasergekiihlten Atomstrahl und dem an-
schlieRenden Transfer der gefangenen Atome in eine konservative Magnetfalle. In dieser Falle
werden die Atome durch induzierte Verdampfungskiihlung zur Kondensation gebracht.

Bereitstellung eines kalten Atomstrahls

Als Teilchenquelle dient ein Atomofen, der typischerweise auf eine Temperatur von etwa 420
Kelvin geheizt wird. Dadurch bildet sich ein Rubidium-Gasdruck von =~ 3 - 1072 mbar. Die
Atome treten an einer kleinen Offnung im Ofen strahlférmig in den Hauptteil der Appa-
ratur ein. Dieser heile Atomstrahl wird mittels der ,Chirp Slowing™Technik [115] gekiihlt,
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bei welcher der Atomstrahl durch einen gegenldufigen, rotverstimmten Laserstrahl abge-
bremst wird. Um zu verhindern, dass der Laser wahrend des Abbremsvorgangs aufgrund des
Doppler-Effektes gegeniiber der Resonanz verschoben wird, werden der Laserfrequenz mit-
tels eines elektro-optischen Modulators (EOM) Seitenbander aufgeprigt. Die Frequenz dieser
Seitenbdnder wird iiber eine lineare Rampe zur Kompensation des Doppler-Effektes variiert.
Da dieser Vorgang wahrend der Ladephase der MOT mit hoher Frequenz wiederholt wird,
kommt es zu einem quasi-kontinuierlichen Fluss aus gekiihlten Atomen. Dieser wird mit einem
Umlenklaser in den Fangbereich der MOT gerichtet. Durch die Umlenkgeometrie wird ver-
hindert, dass stindig Atome aus dem thermischen Atomstrahl in die Region der MOT oder
Magnetfalle vordringen und dort ungewollte Teilchenverluste in den gekiihlten Ensembles
verursachen.

Laserkiihlung in der MOT und der optischen Melasse

Die Atome des umgelenkten Atomstrahls werden in der MOT [114] gefangen und gekiihlt.
Letztere wird durch drei zirkular polarisierte, orthogonale Strahlenpaare in Kombination mit
einem inhomogenen Magnetfeld gebildet. Das kiihlende Laserlicht ist gegeniiber der atomaren
Resonanz rotverstimmt. Durch das inhomogene Magnetfeld ergibt sich eine ortsabhingige
Zeeman-Verschiebung. Daher weist auch die auf die Atome wirkende Spontankraft [114]
eine Ortsabhdngigkeit auf. In der MOT werden bei einer Ladedauer von 20 — 25 ms bis
zu 10° Atome bei einer Phasenraumdichte von 107 bis 107¢ gefangen. AnschlieRend erfolgt
durch eine Erhéhung des Magnetfeldgradienten eine Kompression der MOT. Diese begiinstigt
sowohl die folgende Phase der Polarisationsgradientenkiihlung in einer optischen Melasse
[114] als auch die modenangepasste Umladeprozedur in die konservative Magnetfalle [95].
Nach der Melassenphase liegt ein Ensemble mit Phasenraumdichte 1075 bis 10~ bei einer
Temperatur von etwa 40 pK vor.

Speicherung und evaporative Kiihlung in der Magnetfalle

Die Speicherung der Atome in der Magnetfalle basiert auf der Wechselwirkung des magneti-
schen Moments der Atome mit einem duleren Magnetfeld. Fiir kleine Magnetfeldstarken ist
die Kraft auf die Atome durch das konservative Potenzial

Vaur(r) = grmpps|B(r)| (2.41)

bestimmt. Dabei bezeichnet B(r) die Feldstirke, F' den Hyperfeinzustand, mp die ma-
gnetische Quantenzahl und gr den Landé-Faktor. Letzterer betrigt fiir die beiden ®Rb-
Hyperfeingrundzustinde gr—1 = —gr—o = —1/2. Da eine Erzeugung statischer Magnetfeld-
maxima im freien Raum unmdglich ist [116], kénnen nur Zustinde mit gpmp > 0 magnetisch
gefangen werden. Um einen moglichst effizienten Transfer des lasergekiihlten Ensembles in
die Magnetfalle zu gewahrleisten, werden die Atome nach der Melassenphase zunéchst op-
tisch in den |F' = 2,mp = 2 >-Zustand gepumpt [95,114]. Dies wird durch das Anlegen
eines magnetischen Fiihrungsfeldes in Richtung des Offsetfeldes der Magnetfalle sowie der
Bestrahlung der Atome mit zirkular polarisiertem Laserlicht erreicht.

Nach dem optischen Pumpen werden die Atome zunadchst in ein nahezu sphérisch-symme-
trisches Magnetfallenpotenzial mit harmonisch gendherter Fallenfrequenz w, ~ 27 x 14 Hz
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Abbildung 2.2.: Schematische Darstellung des evaporativen Kiihlens in einer harmonischen
Falle.

transferiert. Das Umladen in diese Magnetfallenkonfiguration erlaubt eine hohe Transfereffi-
zienz. AnschlieRend erfolgt eine radiale Kompression der Magnetfalle durch ein adiabatisches
Absenken des Offsetfeldes, da sich die Atome mit dem schwachen Einschluss des kugelsym-
metrischen Potenzials nicht gegen die Schwerkraft halten lassen. Zudem verl3uft die folgende
evaporative Kiihlung bei einem hohen radialen Einschluss deutlich effizienter [95]. Nach der
radialen Kompression liegt ein zylindersymmetrisches Magnetfeld mit einer radialen Fallen-
frequenz von w, = 27 x 360...390 Hz vor. Die axiale Magnetfallenfrequenz wird durch die
radiale Kompression nicht modifiziert und bleibt bei w, ~ 27 x 14 Hz.

In dieser Fallengeometrie wird durch Einstrahlen einer Radiowelle mit der Frequenz wgp
eine erzwungene evaporative Kiihlung eingeleitet, bei der Uberginge der Atome in andere
mp-Zustdnde induziert werden. Dieses tritt an den Positionen in der Magnetfalle auf, an
denen das Magnetfeld

|9rppB(r)| = hwrp (2.42)

vorliegt. Die Atome werden dabei in Zustdnde iberfiihrt, die magnetisch nicht gefangen
sind, und verlassen somit die Fallenregion. Das Prinzip der evaporativen Kiihlung ist in der
Abbildung 2.2 verdeutlicht. Die Radiofrequenz wird dabei so eingestellt, dass immer die
Atome des AuRenbereichs des gefangenen Ensembles entfernt werden. Hierbei handelt es
sich um die energiereichsten Atome, da nur hochenergetische Teilchen in den Bereich groler
potentieller Energie gelangen kénnen. Durch elastische StoRe rethermalisieren die in der Falle
verbleibenden Atome, so dass effektiv eine Verringerung der Temperatur eintritt. Durch eine
kontinuierliche Absenkung der Radiofrequenz kann die Evaporation immer im AuRenbereich
des Ensembles gehalten und somit die Temperatur immer weiter abgesenkt werden. Die
Temperaturreduktion iiberkompensiert dabei die Teilchenzahlverluste, so dass insgesamt ein
Gewinn an Phasenraumdichte entsteht. Dieser Prozess fiihrt schlieRlich zum Erreichen der
Bose-Einstein-Kondensation.



3. Bose-Einstein-Kondensate in
optischen Gitterpotenzialen

In diesem Kapitel wird das im Rahmen dieser Arbeit realisierte ultra-kalte bosonische Gitter-
gas unter theoretischen und experimentellen Aspekten diskutiert. Nach einem einfiihrenden
Uberblick zum Stand der experimentellen Forschung mit quantenentarteten Gittergasen wird
auf deren theoretische Beschreibung eingegangen. Als Grundlage erfolgt dafiir zunachst die
Diskussion der Eigenschaften des optischen Gitterpotenzials. AnschlieBend wird als generi-
sches Problem ein einzelnes Teilchen in einem periodischen Potenzial betrachtet. Um eine
korrekte Beschreibung des im Experiment vorliegenden Vielteilchensystems zu geben, werden
schlieRlich die Effekte der interatomaren Wechselwirkung beriicksichtigt.

Nach diesen theoretischen Betrachtungen wird die Implementierung eines eindimensionalen
optischen Gitters in das bestehende Experiment zur Bose-Einstein-Kondensation dargestellt.
Dieses umfasst die Beschreibung des Aufbaus der Strahlengdnge, die Untersuchung eines
geeigneten Justageschemas und eine umfassende Charakterisierung der Eigenschaften des
realisierten Gitterpotenzials.

3.1. Einfithrung

Ultra-kalte Quantengase haben sich zu einem Forschungsschwerpunkt der modernen Physik
entwickelt. Von entscheidender Bedeutung ist hierbei, dass diese Systeme gezielt kontrolliert
und manipuliert werden kdénnen. Dabei haben Methoden, die auf dem Einsatz elektroma-
gnetischer Strahlung basieren, groe Bedeutung erlangt. Angefangen von der unmittelbaren
Erzeugung quantenentarteter Gase in optischen Dipolpotenzialen [117-122], iiber den Einsatz
koh&renter Zwei-Photonen-Prozesse zur Spektroskopie [13-17] oder Interferometrie [18-21]
bis hin zur optischen Erzeugung von eindimensionalen Wellenleiterstrukturen [22-24] steht
heute ein breites Spektrum experimenteller Techniken zur Verfiigung. Eine herausragende
Stellung unter diesen Methoden nimmt jedoch der Einsatz optisch erzeugter periodischer
Potenziale zur Manipulation quantenentarter Gase ein. So kdnnen mit Hilfe dieser sogenann-
ten optischen Gitter grundlegende Eigenschaften von Vielteilchensystemen wie beispielsweise
ihre Dimensionalitat, effektive Wechselwirkung oder Transportverhalten extern beeinflusst
werden. Diese reichhaltigen Manipulationsmoglichkeiten eréffnen den experimentellen Zu-
gang zu Modellsystemen von groRem theoretischen Interesse. Hierbei handelt es sich natur-
gemal oftmals um Modelle, die starke Anleihen an die Festkorperphysik nehmen oder dieser
entstammen.

Den GroRteil der experimentellen Untersuchungen an quantenentarteten Gittergasen bilden
Experimente mit atomaren bosonischen Gasen. Typischerweise wird dabei zun&chst ein Bose-
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Einstein-Kondensat erzeugt und anschlieBend in das periodische Potenzial transferiert. Auf
diese Weise wurde 1998 erstmals ein quantenentartetes Gittergas erzeugt und damit ko-
harente Tunnelprozesse von Atomen aus unterschiedlichen Gitterpldtzen in das Kontinuum
untersucht [123]. In beschleunigten optischen Gittern konnten Bloch-Oszillationen [124] und
Landau-Zener-Tunneln [29, 30, 124] beobachtet werden. Es wurde sowohl die freie Expan-
sion eines Bose-Einstein-Kondensates aus dem Grundzustand eines optischen Gitters unter-
sucht [125] als auch die Expansion eines Kondensates innerhalb des periodischen Potenzi-
als [126,127]. Ein tiefes eindimensionales optisches Gitter wurde als Vielfachrealisierung von
Josephson-Kontakten interpretiert und dessen Dynamik untersucht [128]. Des Weiteren hat
die Gegenwart des Gitterpotenzials signifikante Auswirkungen auf das Spektrum der kollekti-
ven Anregungen [128-130] oder kann zum Auftreten von Instabilitdten des Kondensates fiih-
ren [131-133]. Methoden zur kohdrenten Manipulation eines Bose-Einstein-Kondensates in-
nerhalb der Bandstruktur und Techniken zur Bandspektroskopie wurden [134] entwickelt. Die
Nutzung der Bandstruktur eines optischen Gitters zur Manipulation der Dispersion wurde un-
tersucht [135,136] und erfolgreich zur Herstellung von hellen Solitonen eingesetzt [137,138].
Die hohen Fallenfrequenzen, die durch optische Gitter bereitgestellt werden kénnen, wurden
genutzt, um ein zweidimensionales Bose-Gas in einem eindimensionalen Gitter zu erzeugen
und dessen thermodynamische Eigenschaften zu erforschen [139]. Ebenso wurden in zweidi-
mensionalen optischen Gittern eindimensionale Bose-Gase erzeugt und deren Koharenzeigen-
schaften [140] sowie das Anregungsspektrum [141] untersucht.

Die bisher aufgefiihrten Untersuchungen wurden im Regime schwacher Wechselwirkung durch-
gefiihrt. In diesem |dsst sich das Kondensat bei hinreichend geringen Temperaturen mittels
der Gross-Pitaevskii-Gleichung beschreiben. Optische Gitter stellen aber auch ideale Werk-
zeuge dar, um in Parameterbereiche vorzudringen, in denen die physikalischen Eigenschaften
des Systems durch die Wechselwirkung dominiert werden und interatomare Korrelationen
groBe Bedeutung erlangen. Diese liegen konsequenterweise auBerhalb des Giiltigkeitsbereichs
der Mean-Field-Beschreibung. Die ersten experimentellen Schritte in diese Richtung haben
das Auftreten von Teilchenzahl-Squeezing in tiefen eindimensionalen optischen Gittern de-
monstriert [142]. Einen Meilenstein stellt die Realisierung des Mott-Isolator-Zustandes in
dreidimensionalen optischen Gittern dar [35]. Die Phasenkoh&renzeigenschaften des Mott-
Isolatorzustandes wurden untersucht [143] und das Eintreten des Teilchenzahl-Squeezings
wihrend des Phaseniibergangs wurde gemessen [144]. Der Mott-Isolatorzustand stellt einen
vielversprechenden Ausgangszustand fiir die Quanteninformationsverarbeitung dar. Erste Me-
thoden zur Qubit-Bearbeitung konnten erfolgreich demonstriert werden [38—40]. In den tiefen
dreidimensionalen Gittern, die zum Erreichen des Mott-Isolatorzustandes erforderlich sind,
konnten dariiber hinaus der Kollaps und das Revival der Kondensatwellenfunktion gemessen
werden [145].

Einen weiteren Forschungsschwerpunkt bildet die Untersuchung stark korrelierter eindi-
mensionaler Bose-Gase. So wurden deren Anregungsspektrum [146] und die Korrelationsei-
genschaften [147] gemessen. Einen herausragenden Erfolg stellt die Realisierung des Tonks-
Girardeau-Gases in einem dreidimensionalen optischen Gitter dar [41].

Dieses dulRerst dynamische Forschungsgebiet hat mit der Erzeugung von quantenentarte-
ten Fermi-Gasen und quantenentarteten molekularen Gasen eine zusitzliche Beschleunigung
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erfahren. So wurde das Transportverhalten von Fermi-Gasen in eindimensionalen optischen
Gittern untersucht [148, 149]. Auch in dreidimensionale Gitterstrukturen konnten atomare
Fermi-Gase schon transferiert werden und so Abbildungen der Fermi-Flichen und der Uber-
gang zu einem Bandisolator beobachtet werden [150]. Ferner konnten mit diesem System ver-
schiedene Bloch-Bander mittels Feshbach-Resonanzen gekoppelt [151] und eine Methode zur
Temperaturbestimmung des fermionischen Gittergases implementiert werden [152]. In jiings-
ter Zeit ist dariiber hinaus auch die erstmalige Erzeugung eines molekularen Gittergases aus
fermionischen Atomen in einem dreidimensionalen Gitter mit Hilfe von Feshbach-Resonanzen
gelungen [153].

Wie beschrieben wurde der weitaus groBte Teil der Untersuchung quantenentarteter Gitter-
gase mit ultra-kalten atomaren Bose-Gasen durchgefiihrt. Die hierbei erzielten herausragen-
den Erfolge lassen fiir die anstehenden Untersuchungen mit fermionischen und molekularen
Gasen ebenfalls aufregende Ergebnisse erwarten.

3.2. Theoretische Grundlagen

Quantenentartete Bose-Gase in optischen Gitterpotenzialen bieten die Moglichkeit zur expe-
rimentellen Realisierung von grundlegenden theoretischen Modellsystemen mit dulerst inter-
essanten physikalischen Eigenschaften [37,154]. Diese Eigenschaften stehen in engem Zu-
sammenhang mit der periodischen Struktur des Gitterpotenzials. Bereits die Betrachtung
eines einzelnen Teilchens in einem solchen periodischen Potenzial erdffnet das Verstandnis
fiir viele Phdnomene, die auch fiir das Vielteilchensystem relevant sind, wie z. B. das Auftre-
ten von Bandstrukturen [49]. Da sich das Einteilchenproblem dariiber hinaus hervorragend
zur Einfilhrung vieler grundlegender Begriffe eignet, soll auf seine Diskussion nicht verzich-
tet werden. Andererseits ist die Beriicksichtigung der interatomaren Wechselwirkung fiir das
vollstandige Verstandnis eines Gittergases unerldsslich [26]. Sie fiihrt nicht nur zu einer quan-
titativen Modifikation der Einteilchenresultate, sondern ist dariiber hinaus auch Ursache fiir
eine grole Zahl von Effekten, die im Einteilchenproblem nicht auftreten. So verlangt ein
Verstiandnis der Mott-Isolator-Phase oder von Instabilititen des Kondensates die addquate
Beriicksichtigung von Vielteilcheneffekten. Die Diskussion beschrankt sich hierbei auf den
fir diese Arbeit relevanten Fall schwacher Wechselwirkung. Vorangestellt ist zundchst ein
Abschnitt zur Beschreibung des optischen Gitterpotenzials.

3.2.1. Das optische Dipolpotenzial

Die experimentelle Erzeugung des Gitterpotenzials basiert auf der Wechselwirkung der Ato-
me mit der elektromagnetischen Strahlung eines Lasers. Diese Licht-Materie-Wechselwirkung
ist Gegenstand einschligiger Abhandlungen [155]. Grundsatzlich sind hierbei zwei Situatio-
nen zu unterscheiden. Ist die Laserfrequenz gegeniiber einem atomaren Ubergang nicht weit
verstimmt, absorbieren die Atome Photonen aus dem Strahlungsfeld und emitieren diese
anschlieBend wieder spontan. Diese Wechselwirkung hat aufgrund des auftetenden Impuls-
ibertrages einen dissipativen Charakter und bildet die Grundlage fiir die Verfahren der La-
serkithlung [114]. Dieses Szenario wird an dieser Stelle nicht naher betrachtet.



20 3. Bose-Einstein-Kondensate in optischen Gitterpotenzialen

Der andere Fall liegt vor, wenn die Atome mit Laserstrahlung wechselwirken, die weit
gegeniiber den atomaren Ubergingen verstimmt ist. Da in dieser Situation die Rate spontaner
Photonen-Streuprozesse zu vernachldssigen ist, konnen auf diese Weise konservative optische
Potenziale bereitgestellt werden. Diese sogenannten optischen Dipolpotenziale enstehen dabei
durch die Wechselwirkung des induzierten atomaren Dipolmoments mit dem Strahlungsfeld.

Im Folgenden werden zunichst die grundsatzlichen Eigenschaften des Dipolpotenzials be-
trachtet. Dieses geschieht zunichst anhand eines atomaren Zwei-Niveau-Systems. Anschlie-
Rend erfolgt die Betrachtung des Dipolpotenzials fiir Mehr-Niveau-Atome. Die Ortsabhan-
gigkeit des Potenzials ist dabei durch die Intensitdtsverteilung des eingesetzten Laserstrahls
bestimmt. Zundchst wird das Dipolpotenzial eines einzelnen gauBschen Laserstrahls disku-
tiert. Nachfolgend wird die Bildung des eindimensionalen optischen Gitters durch die Retro-
reflektion eines gauBschen Laserstrahls vorgestellt.

Dipolpotenzial des Zwei-Niveau-Atoms

Ein Atom befinde sich im elektrischen Feld E(r,t) = E(r )e ™" + c.c. eines Laserstrahls. Das
oszillierende Feld induziert ein atomares Dipolmoment mit dem Betrag

p(r.t)] = a(w)[E(r,t)]. (3.1)

Dabei bezeichnet p das elektrische Dipolmoment und « die frequenzabhingige komplexe
Polarisierbarkeit des Atoms. Das Wechselwirkungspotenzial zwischen dem induzierten Dipol-
moment und dem treibenden Feld ist durch

Vi (1) = — 2 (p (r.1) - E (1)) (32)
gegeben [156]. Die eckigen Klammern bezeichnen dabei den zeitlichen Mittelwert und der
Faktor 1/2 beriicksichtigt den induzierten Charakter des Dipolmoments. Bei der Mittel-
wertbildung verschwinden die mit der Frequenz 2w oszillierenden Terme. Unter der Beriick-
sichtigung des Zusammenhangs zwischen der Feldstirke und der Intensitdt des Lichtfeldes
I = 2eqc | E?| folgt aus (3.2) das konservative Dipolpotenzial
R («
Vo (0 = — 2 ). (33)

2606

Dieses ist somit durch den Realteil der komplexen Polarisierbarkeit bestimmt. Die von dem
Atom aus dem Strahlungsfeld absorbierte Leistung ist durch

.%zmaﬁémwm> (3.4)

gegeben. Division durch die Photonenenergie liefert die Rate Iy, der gestreuten Photonen:

S ()

hege

Ly (r) = I(r). (3.5)

Sie ist durch den Imaginarteil der atomaren Polarisierbarkeit bestimmt. Um die allgemeinen
Zusammenhange (3.3) und (3.5) zu konkretisieren, muss die atomare Polarisierbarkeit « im
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Rahmen eines atomaren Modells berechnet werden. Hier bietet das klassische Lorentzmodell
einen einfachen Zugang [116]. Dabei wird eine elastische Bindung des Leuchtelektrons der
Masse m, und der Ladung ¢ an den Kern angenommen. Eine Dampfung ensteht durch die
Beriicksichtigung der Dipolstrahlung des oszillierenden Elektrons. Die Dampfungsrate I ist
dabei durch T' = e¢*w?/6megm.c® gegeben [156].

In einem weiterfilhrenden Modell wird das Atom als Zwei-Niveau-System betrachtet, wih-
rend das treibende elektrische Feld klassisch behandelt wird. Dampfung tritt in diesem semi-
klassischen Modell als spontaner Zerfall des angeregten Zustands |e) in den Grundzustand
|g) auf. Die Dampfungsrate I" ist durch das Dipolmatrixelement gegeben, dass den atomaren
Grundzustand und den angeregten Zustand koppelt:

4 telsl ) (36)
= — & . .
3mephc? Plg

Hierbei bezeichnet p den elektrischen Dipoloperator und w, die Resonanzfrequenz des atoma-
ren Ubergangs. Im Gegensatz zum klassischen Lorentzmodell kann es in diesem Modell zum
Auftreten von Sattigungseffekten bei einer starken Population des angeregten Zustands kom-
men. Fiir den experimentell relevanten Fall einer hinreichend groRen Verstimmung des Lasers
gegeniiber der atomaren Resonanz sind diese jedoch zu vernachldssigen. In dieser Situation
liefern beide Modelle unter Beriicksichtigung der jeweiligen modellspezifischen Dampfungs-
rate identische Ausdriicke fiir das Dipolpotenzial und die Streurate. Fiir das Dipolpotenzial
folgt

37r02< r n T
2w

wahrend sich die Streurate mittels

Vasy (1) = )10, (37

Wwo—Ww  wy+w

2

3rc? w3 r r
| . = —— | — I 3.8
or (1) 2hw3 <w0> <w0 —w * wo +w) (r) (3:8)

berechnet. Der Nenner des ersten Summanden in (3.7) legt das Vorzeichen des Dipolpoten-
zials fest. Fiir A := w — wy < 0 ist das Dipolpotenzial attraktiv. Damit sind die Minima des
optischen Potenzials mit den Maxima des Intensitatsfeldes identisch. Dieser Fall wird , rotver-
stimmt” genannt. Im entgegengesetzten Fall von ,blauer Verstimmung” (A > 0) entsprechen
die Minima des Intensitatsfeldes den Minima des optischen Potenzials. Zur Realisierung einer
optischen Falle ist daher im Falle roter Verstimmung die Bereitstellung eines lokalen oder glo-
balen Intensitdtsmaximums erforderlich. Umgekehrt verlangt eine blauverstimmte Dipolfalle
ein lokales Intensitdtsminimum.

Dipolpotenzial eines Mehr-Niveau-Systems

Das im vorigen Abschnitt betrachtete semiklassiche Modell behandelt das Atom als Zwei-
Niveau-System. Fiir die im Experiment verwendeten Rubidium-Atome existieren ausgehend
vom elekronischen Grundzustand jedoch mehrere erlaubte Dipoliibergidnge. Fiir die Ermitt-
lung des Dipolpotenzials und der Streurate sind die Beitrige dieser Uberginge vollstindig zu
beriicksichtigen.
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Fiir Rubidium-Atome im 525} jo-Grundzustand gibt es elektrische Dipoliibergénge in das erste
angeregte P-Niveau. Dieses ist aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung in die zwei nicht entar-
teten Zustinde 52P; o und 52P;), aufgespalten. Diese Feinstrukturaufspaltung ergibt ein
Doublett, dass aus den so genannten D;- und Dy-Linien besteht. Dariiber hinaus liefert die
Kopplung des magnetischen Kernmoments an die elektronischen Momente eine Hyperfein-
strukturaufspaltung sowohl fiir den Grundzustand als auch fiir die P-Niveaus. Aufgrund dieser
Komplexitat lasst sich die atomare Polarisierbarkeit nicht im Rahmen der oben beschriebenen
einfachen Modelle darstellen.

Stattdessen kann eine Berechnung des Dipolpotenzials mit Hilfe von zeitunabhdngiger
Storungstheorie zweiter Ordnung erfolgen. Dazu wird das Atom gemeinsam mit dem quan-
tisierten Lichtfeld im so genannten Dressed-States-Bild betrachtet [155]. Im Grundzustand
des Systems enthélt das Strahlungsfeld n Photonen und das Atom befindet sich in seinem
Grundzustand. Durch die Absorption eines Photons aus dem Strahlungsfeld geht das Atom
in den angeregten Zustand iiber und das Strahlungsfeld enthilt ein Photon weniger. Die
Benutzung dieser Dressed-States fiir die Stérungstheorie liefert die Energieverschiebung A FE;
des i-ten Zustands [156]

3T ,]
AE; = g 1> Z (3.9)
Dabei ergibt sich A;; mittels hA;; = E; — E; aus der Energledifferenz des ungestdrten i-ten
und j-ten Dressed-State. Die Koeffizienten c;; bezeichnen die Linienstirken des Ubergangs
zwischen den beteiligten atomaren Niveaus. In fernresonanten optischen Potenzialen ist die
Verstimmung des Lasers typischerweise deutlich gréRer als die Hyperfeinstrukturaufspaltung
des angeregten Niveaus. In diesem Fall kann das Dipolpotenzial fiir ein Atom im Grundzustand

mit Gesamtdrehimpuls F' und magnetischer Quantenzahl my stérungstheoretisch berechnet
werden [156]

7> 1—Pm r r
Viip (1) = — —— 3 rar [ br oy bl ][(r)
2 Wh Wpi —WwW  Wpi tw

mct 24+ Pmpgp

+
Wpo — W Wpo + W

I'po I'p2 } .

; s (3.10)
Dabei bezeichnet ¢gp den Landé-Faktor, wp; und wpy die Frequenzen der Uberginge im
D-Linien Doublett und I'j; sowie I'py deren natiirlichen Linienbreiten. Uber die GréRe P
hangt dieser Ausdruck von der Strahlpolarisation ab. Hierbei ist fiir linear polarisiertes Licht
P = 0 und fiir c+-polarisiertes Licht gilt P = +1. In dieser Arbeit wurde auschlieBlich linear
polarisiertes Licht zur Erzeugung der optischen Fallen verwendet. Fiir dieses folgt somit

de‘p(r):_wcgli ( Lo + Lo >+ 2 ( Loz + Lo )][(r)

2 |wp, \wp1 —w  wp1 +w w3D2 Wp2 — W  Wpo +w

C
(3.11)

Fiir die Streurate gilt

LCQ 1 < w >3[ FDl i FDl

2h w3y, Wp1 —w  Wwp tw

Lsir (r) =

Wp1
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Tt 1 (w )3[ I'pa n I'po I(r). (3.12)

h wiy \wpa/ lwps—w wps+w

Alle in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen von Dipolpotenzialen und Streuraten
basieren auf den Ausdriicken (3.11) und (3.12).

Das Dipolpotenzial eines gaullschen Strahls

Die Realisierung einer optischen Dipolfalle verlangt je nach Vorzeichen der Laserverstimmung
die Bereitstellung eines lokalen Intensitdts-Maximums bzw. -Minimums. Ein prominentes Bei-
spiel hierfiir ist der dreidimensionale Einschluss, den Atome im Fokus eines rotverstimmten
gauBschen Laserstrahls erfahren. Dessen stationdres Intensitatsprofil ist durch
2P
[(p,2) = ——e 20" /w"(2) (3.13)

Tw? (2)
gegeben [157]. Dabei bezeichnet = die Koordinate in Propagationsrichtung und p den Abstand
von der Strahlachse. Ferner ist P die Laserleistung und w(z) der Strahlradius, bei dem die
Leistung um den Faktor 1/¢? abgefallen ist

1/2
w(z) = wy (1 + (z/zR)2> (3.14)
Die so genannte Rayleigh-Linge 2 ist iiber zr = 7w?/\ definiert. Im Fokus bei z = 0
kann das resultierende Dipolpotenzial durch eine harmonische Ndherung approximiert werden.

Dieses liefert
0 \2 2\ 2
VE (5.2) ~ Vo [1—2() -(2) ] (3.15)

Wo ZR

Dabei ist Vj das Dipolpotenzial im Ursprung, in dem die maximale Intensitdt Iy = 2P/7w?
vorliegt. Es betragt entsprechend (3.11)

Vo=C ——. (3.16)
W,

Die Fallenfrequenzen des harmonisch gendhrten Potenzials betragen in radialer Richtung
w, = (4Vo/mw?)/? und in axialer Richtung w, = (2V5/m=2%)1/2. Da die Rayleigh-Linge
deutlich groRer als der Strahlwaist ist, dominiert der radiale Einschluss gegeniiber dem axialen
Einschluss.

Dipolpotenzial eines 1D-Gitters

Das periodische Potenzial eines optischen Gitters wird mittels interferierender Laserstrahlen
erzeugt. Die Anzahl und Ausrichtung der Strahlen ist dabei fiir die Topologie der gebildeten
Gitterstruktur entscheidend. Dabei ist eine groBe Zahl von Varianten, angefangen von der
Interferenz zweier Laserstrahlen unter einem Winkel bis hin zur Erzeugung nicht-kubischer
Gitterstrukturen unter Verwendung mehrerer Laser moglich [26,158,159].
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Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung der Riickreflektion eines gaulschen Strahles zur
Erzeugung eines eindimensionalen optischen Gitters. Die Position der Atome
ist blau gekennzeichnet.

In unserem Experiment kommt eine einfache Methode zur Erzeugung eines eindimensionalen
optischen Gitters zum Einsatz. Sie beruht auf der Riickreflektion eines gauBschen Laserstrahls
nach Abbildung 3.1. Durch die Selbstinterferenz des Lichtfeldes ergibt sich eine stehende
Welle, die das Dipolpotenzial

2 2
Vaip (p, 2) = —Vg e 727/ (og? (kz) ~ Vg [1 —9 <p> _ (z) ] cos? (k) .

Wo ZR
(3.17)
erzeugt. Hierbei bezeichnet k = 27/ die Wellenzahl des Laserlichts. Die schnelle Oszillation
des Potenzials in axialer Richtung aufgrund der Interferenz ist mit einer langsamen Variation
in radialer und axialer Richtung gepaart, die von der gaulschen Strahlform herriihrt. Die
maximale Potenzialtiefe Vi ist aufgrund der konstruktiven und destruktiven Interferenz der
beiden Laserstrahlen viermal so groR wie die eines einzelnen gaulschen Strahls

2P
Ve=4C ==, (3.18)

w3

Eine harmonische N&dherung des Potenzials in z-Richtung um das Zentrum eines einzelnen
Gittertopfes liefert den assoziierten Einteilchen-Niveauabstand:

hw = 2\/Vg[E,] E,. (3.19)

Die hierbei mit £, bezeichnete PhotonenriickstoRenergie F, = h*k?/2m stellt die geeignete
MaReinheit zur Angabe der Gittertiefe dar. In (3.19) wurde ferner die Ortsabhangigkeit der
Fallenfrequenz w, die von der gauBschen Form der Gitterstrahlen herriihrt, vernachlassigt.
Da sich in unserem Experiment die durch harmonische Niherung erhaltenen Gittertopffre-
quenzen entlang der Ausdehnung der Atomwolke um weniger als 1 % dndern, ist diese N3he-
rung gerechtfertigt. Bei einer Gittertiefe von 10 E, liefert (3.19) fiir unsere experimentellen
Parameter eine Fallenfrequenz der einzelnen Gittertdpfe von w = 134 kHz. Demgegen-
iiber betragen bei dieser Gittertiefe die Fallenfrequenzen aufgrund der gauBschen Strahlform
w, = 2m x 29 Hz in radialer Richtung und w, = 27 x 0,04 Hz in axialer Richtung.

Die Abbildung 3.2 zeigt den Potenzialverlauf eines eindimensionalen optischen Gitters der
Tiefe Vo = 5 E,.. Fiir die Erstellung der Abbildung wurden die Parameter des experimentell
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realisierten optischen Gitters verwendet. Der Verlauf des Magnetfallenpotenzials ist in der
Abbildung beriicksichtigt. Die gaulsche Form der Gitterlaserstrahlen hat auf der betrachteten
Langenskala keinen signifikanten Einfluss.

VIE]

0
z [um]

0,5

Abbildung 3.2.: Potenzialverlauf eines eindimensionalen optischen Gitters der Tiefe V5 =
5 B, fiir die experimentell realisierten Parameter.

3.2.2. Einzelnes Teilchen im 1D-Gitter

Im vorigen Abschnitt wurde beschrieben, wie mittels optischer Methoden ein Gitterpoten-
zial fiir ultra-kalte Atome erzeugt werden kann. Die Form und Tiefe des Potenzials stand
dabei im Mittelpunkt der Betrachtungen. Das Ziel der folgenden Abschnitte ist die Diskussi-
on der physikalischen Eigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten in solchen periodischen
Strukturen.

Zundchst wird dazu ein einzelnes Teilchen in einem eindimensionalen Gitterpotenzial be-
trachtet. Die Losung der stationdren Schrédinger-Gleichung mit periodischem Potenzial ge-
hort zu den kanonischen Problemen der Quantenmechanik [49] und dient hier zur Vorbe-
reitung der Diskussion des Vielteilchensystems. Insbesondere werden in diesem Abschnitt
zentrale Begriffe wie Bandstruktur, Bloch- und Wannier-Zustande eingefiihrt.
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Periodische Potenziale: Bloch-Theorem und Bloch-Funktionen

Die zeitunabhangige Schrédinger-Gleichung eines Teilchens in einer Dimension lautet:

Hole) = (=508 + V() ) = Eole). (3:20)

Das betrachtete Potenzial V' (z) ist periodisch und erfiillt die diskrete Translationssymmetrie
Viz)=V(2+4d). (3.21)
Der Operator T; der diskreten Translation ist durch

Taf(z) = f(z+4d) (3.22)

fir alle Funktionen f erklart. Er vertauscht wegen der Symmetrie des Potenzials (3.21) mit
dem Hamiltonian:

[Ty, H] = 0. (3.23)

Die Eigenfunktionen von H und T, kdnnen daher so bestimmt werden, dass sie ein gemein-
sames Eigenfunktionensystem bilden:

Ho(z) = Ed(z) , Tad(z) = c(d) o(2). (3.24)

Dabei bezeichnet ¢(z) eine gemeinsame Eigenfunktion von H und T}. Aus (3.22) ist ersicht-
lich, dass die Eigenwerte ¢(d) von T} die Relationen

c(d)e(d)=c(d+d), c(d)c(—d)=1 (3.25)

erfiillen. Des Weiteren gilt die Normierungsbedingung

1—/dz\¢z+d| —/dz )| [6(2)2 = |e(d)]?. (3.26)
Diese Eigenschaften der Eigenwerte werden durch
c(d) = ' (3.27)
erfiillt. Damit folgt aus (3.24):
(2 + d) = e"p(2). (3.28)

Um einerseits die Eigenfunktionen normieren zu kdnnen und andererseits die diskrete Trans-
lationssysmmetrie im ganzen Raum zu gewahrleisten, ist die Annahme periodischer Randbe-
dingungen sinnvoll. Daher sei die Bedingung ¢(—L/2) = ¢(L/2) vorausgesetzt, wobei L die
Systemlange bezeichnet. Wegen (3.28) ist damit das Spektrum von T quantisiert:

2
q:%y, v =0,+1,42, ... (3.29)
Die Eigenfunktionen ¢(z) und Eigenwerte E werden daher fortan mit der Quantenzahl ¢

indiziert. Aus (3.28) folgt ferner, dass die Eigenfunktionen ¢, und ¢g;2/q fiir ganzzahliges
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[ denselben physikalischen Zustand bezeichnen. Die Eigenfunktionen und das zugehérige
Spektrum sind periodisch in ¢:

0q(2) = Ggromya(?), (3.30)
E, = Eyomya- (3.31)

Die Betrachtungen kdnnen daher auf Werte fiir ¢ aus dem Intervall —7/d, ..., 7 /d beschrankt
werden. Dieses Intervall wird die erste Brillouinzone genannt. Die auf dem Rand der Brillouin-
zone liegende Quantenzahl ¢ wird im Folgenden mit g5 = 7/d bezeichnet. Sie wird in (3.29)
fir v = N/2 erhalten, wobei N die Anzahl der Einheitszellen, die auf der Systemlidnge L
liegen, bezeichnet. In der Brillouinzone liegen daher N + 1 mogliche Losungen. Zu jeder der
Eigenfunktionen ¢, kann mittels

uy(2) = e "¢, (2) (3.32)
eine Funktion w,(z) definiert werden. Diese ist wegen
ug(z +d) = e D (2 4 d) = e7 e 1M, (2) = uy(2) (3.33)

gitterperiodisch. Die Eigenfunktionen lassen sich also als Produkte von ebenen Wellen mit
gitterperiodischen Funktionen schreiben:

Dq(2) = e Cuy(2). (3.34)

Dieser Umstand ist als Bloch-Theorem bekannt [49]. Das Einsetzen der Eigenfunktionen in
der Form (3.34) in die Schrédinger-Gleichung (3.20) liefert wegen

—0264(2) = [¢Puq(2) — 2iq (u) (2) = (ug)" (2)] € (3.35)

eine modifizierte Schrédinger-Gleichung fiir u,(2):

l;m( i0: + q)° +V(z>]“q(z) = Equg(2). (3.36)

Da u,(z) gitterperiodisch ist, handelt es sich bei dieser Gleichung um eine Randwertaufgabe
auf der Gittereinheitszelle. Fiir jedes ¢ ist somit das Auftreten einer weiteren Quantenzahl
zu erwarten, die im Folgenden mit n bezeichnet wird. Fiir festes n wird das Spektrum der
mit ¢ indizierten Eigenwerte von (3.36) n-tes Energieband genannt. Daher wird n auch als
Bandindex bezeichnet. Die erlaubten Werte fiir ¢ sind durch (3.29) gegeben und streng
genommen diskret. Fiir hinreichend groRe Systeme liegen sie jedoch dicht auf der ersten
Brillouinzone und die diskreten Eigenwerte £, kdnnen als kontinuierliche Dispersionsrelation
E(q) aufgefasst werden.

Diese Eigenwerte konnen gefunden werden, indem die Funktionen ué”)(z) und V(2) ent-
sprechend ihrer Periodizitat in Fouriereihen entwickelt werden:

V(z) = Zv r(2m/d)z Zveﬂ’“qsz (3.37)

u((ln)<z> _ chn) i(2m/d)z ZC z2lq3z (338)
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Fiir ein optisches Gitterpotenzial der Form (3.17) folgt unter Vernachlassigung der gaulschen
Strahlform:

1 ) )
V(2) = Vi cos (k2) = 1V (¥ + ek 4 2) | (3.39)

Die Wellenzahl %k des Laserstrahls ist dabei wegen 2d = A mit dem Rand der Brillouinzone
identisch. Damit folgt fiir die Fourierkoeffizienten in der Entwicklung (3.37):

1/4 Vg fiirr = £1
V, =< 1/2Vg firr=0

0 sonst
Es ist also
1 n 7 z i(l— z
V(z) ufln)(z) = 1 Ve 201(7(]) [62 (HDkz | p2i(-Dk } (3.40)
1
1
+ —

: Ve Z Cl(z) p2ilkz
!

Andererseits gilt fiir den kinetischen Teil des Hamiltonians

2 2
: h : 25—~ (n) 2ilk
(=i, + ) ulM(2) = (=0, +q)? Y ek
2m q 2m ; 4
n’ 2 () 2i
- %Z(Zlk—f—q) o e (3.41)

l

Aus (3.36) folgt daher ein lineares Gleichungssystem fiir die Koeffizienten der Fourierent-
wicklung (3.38):

ZH“/CZ(”"]) — Eén)cl(”#l). (342)
!
Dabei ist:
(2l + q/k)*E, + $Vg furl=1
Hu/ = iVG furl —0' = +1
0 sonst

Als Matrixgleichung lautet (3.42):
o.¢m = gmegna, (3.43)

Die Eigenwerte der Eigenwertgleichung (3.43) geben die Energien Eé”) und die Koeffizienten
cl("’Q) liefern tiber (3.38) und (3.34) die zugehérigen Eigenfunktionen. Da die Betrdge der
Koeffizienten CZ(W) fiir grole Betrdge von [ sehr klein werden, ist eine Beschrankung der
Summation in (3.42) auf endliche Werte fiir [ moglich. Damit kann (3.42) mittels Standar-
droutinen geldst werden.

In Abbildung 3.3 sind die niedrigsten Energiebander des periodischen Potenzials V' (z) =
Vg cos?(kz) fiir verschiedene Werte von Vi dargestellt. Wegen der Zeitumkehrsymmetrie des
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Abbildung 3.3.: Darstellung der niedrigsten Energiebdnder als Funktion der Quantenzahl ¢
fiir verschiedene Gittertiefen V. Mit zunehmender Gittertiefe flachen die
Energiebander ab und es treten Liicken im Spektrum auf. Fiir die groRte ge-
zeigte Gittertiefe sind zuatzlich die Energieniveaus des harmonisch gen3hrten
Gitterpotenzials rot eingezeichnet.

Hamiltonoperators ist das Spektrum fiir jedes ¢ zweifach entartet [48] und die Bander sind
symmetrisch beziiglich des Ursprungs der Brillouinzone:

E™ = E). (3.44)
Fiir Vi = 0 entspricht das Spektrum erwartungsgemalR dem eines freien Teilchens, reduziert
auf die erste Brillouinzone. Fiir Vi # 0 ist das Auftreten so genannter Bandliicken, welche die
Energiebander separieren, charakteristisch. Die Bandliicken zwischen den niedrigsten Bandern
sind dabei am starksten ausgepragt. Mit zunehmender Gittertiefe flachen die Energiebander
als Funktion von ¢ ab und die GroRe der Bandliicken nimmt zu. Im Grenzfall V5 — oo sind
die einzelnen Gittertdpfe voneinander isoliert und die Bander sind véllig flach. Die Bandliicken
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entsprechen dabei dem Niveauabstand des um den einzelnen Gittertopf harmonisch genahrten
Potenzials. Diese Abhingigkeit der Bandstruktur von der Gittertiefe ist fiir das niedrigste
Energieband besonders ausgepragt, wihrend der hochenergetische Teil des Spektrums durch
das Gitterpotenzial weniger stark beeinflusst ist. Er dhnelt stark dem Spektrum eines freien
Teilchens.

_VG= lEr
— V= 5E,
3 — V,=I5E,
a
€ 2
0
14
0 1 1 T T 1

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
z|d]

Abbildung 3.4.: Die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens im niedrigsten Bloch-Zustand
qb((;z)l)(z) fiir verschiedene Werte der Gittertiefe. Mit zunehmender Gittertiefe
wird die Lokalisierung des Teilchens im Minimum des Potenzials ausgeprag-

ter.

Abbildung 3.4 zeigt die normierte Wahrscheinlichkeitsdichte [¢{")(z)|* eines Teilchens im
Grundzustand (¢ = 0,n = 1) entlang eines Gittertopfes fiir verschiedene Werte der Gitter-
tiefe. Fiir tiefe Gitter ist eine starke Modulierung der Dichte durch das periodische Potenzial
ersichtlich. Das Teilchen lokalisiert dabei im Potenzialminimum. Aus (3.28) folgt unmittelbar,
dass das Betragsquadrat der Eigenfunktionen gitterperiodisch ist:

67 (2)* = |60 (= + ). (3.45)

Mit der Betrachtung der Dichteverteilung auf einer Gittereinheitszelle kann somit durch pe-
riodische Fortsetzung die gesamte Dichteverteilung des Systems erhalten werden.

In Abbildung 3.5 ist die Abhangigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte |¢g”>(z)|2 von der
Quantenzahl ¢ fiir verschiedene Werte der Gittertiefe verdeutlicht. Im niedrigsten Band ist
eine Konzentration des Teilchens im Potenzialminimum fiir alle Werte von ¢ gegeben. Fiir
sehr tiefe Gitter ist die Dichteverteilung ndherungsweise unabhingig von ¢. Abbildung 3.6
zeigt im Gegenzug die enstprechenden Abh&ngigkeiten fiir das zweite und dritte Energieband.
Die Dichteverteilung ist hier nicht auf den Bereich der Potenzialminima konzentriert. Zum
anderen ist diese viel starker von der Quantenzahl ¢ abh&ngig als im niedrigsten Band. Auch
in diesem Fall nimmt jedoch die Abhingigkeit von ¢ mit zunehmender Gittertiefe ab.
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Allgemein gilt, dass die zu flachen Energiebidndern gehdrigen Eigenfunktionen starke Lokali-
sierungstendenzen und eine schwache Abhingigkeit von der Quantenzahl ¢ aufweisen. Flache
Energiebander liegen dabei fiir niedrige Werte des Bandindexes n und fiir tiefe Gitterpoten-
ziale vor. Breite Energiebdnder fithren dagegen zu einem Verhalten, das eher dem eines freien

Teilchens 3hnelt. Sie liegen fiir groBe Werte des Bandindexes n und kleine Gitterpotenziale
vor.

—q= lg —q=0g —q=0¢
V.=1E — q=124p V=58 |V  Ve=W0E |
— 4= 1qp — 4= 1qp —q=1gp
N
~
N\'J
Il
iy
0 05 00 05 00 05 10
z[d] z[d] 7|d]

Abbildung 3.5.: Die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens im Bloch-Zustand gbg”:l)(z)
fiir verschiedene Werte der Gittertiefe und der Quantenzahl ¢. Mit zuneh-
mender Gittertiefe hingt |¢{"=")(2)|? immer schwacher von ¢ ab.

Impulsverteilung

Der Hamiltonian vertauscht mit dem Operator der diskreten Gittertranslation 7,;. Die mit
dieser Symmetrie verbundene ErhaltungsgroRe ist die Quantenzahl ¢. Aufgrund der forma-
len Ahnlichkeit der Eigenfunktionen (3.34) mit ebenen Wellen kann ¢ auch als Wellenzahl
aufgefasst werden. Der mit ihr assozierte Impuls iig wird daher als Quasi-Impuls bezeichnet.
Der Zusammenhang zwischen dem Wert des Quasi-Impulses und der Impulsverteilung wird
ersichtlich, wenn die Fourierentwicklung (3.38) in das Bloch-Theorem (3.34) eingesetzt wird.
Dieses liefert unmittelbar die Entwicklung der Bloch-Funktionen nach ebenen Wellen:

gbg”)(?:) -y cl(n’q)ei (2lap+a) = (3.46)
1

Das Betragsquadrat des Entwicklungskoeffizienten |c\™? |2 liefert die Wahrscheinlichkeit da-
fir, dass ein Teilchen im Bloch-Zustand gbg”)(z) mit dem Impuls 2(q + 21gp) gemessen
werden kann!. Aufgrund der Periodizitit des Potenzials ist die Impulsverteilung in Impuls-

!Dabei ist die gewihlte Normierung fiir die Wellenfunktion zu beriicksichtigen. Wird diese entlang der Gitte-
reinheitszelle auf eins normiert, betrdgt die Wahrscheinlichkeit fiir eine entsprechende Messung d |cl(n’q) 2.
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Abbildung 3.6.: Das Betragsquadrat der Bloch-Funktionen |gz5£1"7é0)(z)|2 fiir verschiedene Wer-
te der Gittertiefe und der Quantenzahl ¢. In den hier dargestellten héheren
Bandern sind die Wahrscheinlichkeitsdichten in den Bereich der Potenzial-
barrieren ausgedehnt und weisen eine sehr starke Abhdngigkeit von ¢ auf.
Mit zunehmender Gittertiefe wird diese jedoch immer schwacher.

komponenten mit dem Abstand 2fiqp aufgespalten. Die Abbildung 3.7 zeigt die Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten der einzelnen Impulskomponenten fiir ¢ = 0 in Abhdngigkeit von der
Gittertiefe und dem Bandindex. Im niedrigsten Band sind Impulskomponenten mit [ # 0
im Gegensatz zu hoheren Bandern erst bei tiefen Gitterpotenzialen signifikant besetzt. Fiir
q # 0 resultiert eine asymmetrische Besetzung der |cl(n’Q)|2. Diese ist in Abbildung 3.8 fiir ein
Teilchen im niedrigsten Band bei konstanter Gittertiefe dargestellt. Es sei betont, dass aus
dieser Asymmetrie in der Verteilung der |c{™?|? nicht notwendigerweise auf ein asymmetri-
sches Impulsspektrum geschlossen werden kann. In der Tat besitzt ein Teilchen im niedrigsten
Band fiir ¢ = =g wegen (3.46) ein symmetrisches Impulsspektrum?.

2Dieses ist in der Abbildung 6.14 des Kapitels 6 dargestellt.
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)|2 der Impulskomponente 21 7igp fiir

0
verschiedene Gittertiefen und Bandindizes n.

Abbildung 3.7.: Besetzungswahrscheinlichkeit d|cl("’q

3.2 Theoretische Grundlagen

Die Bloch-Funktionen sind aufgrund ihrer Translationseigenschaft (3.45) iiber das gesamte

System ausgedehnt. Fiir viele Betrachtungen ist es allerdings von Vorteil, lokalisierte Zustande
auf dem Gitter zu bilden. Solche lokalisierten Zustiande kdnnen aus den Bloch-Funktionen

durch

Wannier-Funktionen und Tight-Binding-N3dherung

(3.47)

()

(n
q

a5
Z e—iq2j¢
4=—q5

definierten Funktionen w,(z — z;) heifen Wannier-

Funktionen. Dabei bezeichnet IV die Zahl der Gittereinheitszellen im System. Die Summation

-[5

wn(z — zj) =

3.47)

(

erhalten werden [49]. Die iber

lduft tiber alle erlaubten Quantenzahlen ¢ innerhalb der ersten Brillouinzone und kann fiir
groBe Systeme und quasi-kontinuierliche ¢ durch ein Integral gendhrt werden. Im Gegensatz
zu den Bloch-Funktionen hdngen die Wannier-Funktionen daher nicht mehr von ¢, sondern
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Abbildung 3.8.: Besetzungswahrscheinlichkeit d |c{"="""|2 der Impulskomponente h(g +

21 qp) fiir ein Teilchen im niedrigsten Band fiir verschiedene Werte von q.
Die Gittertiefe betragt fiir alle Bilder 5 E,..

nur vom Bandindex n und dem Gitterplatz z;, auf dem sie zentriert sind, ab. Der lokalisierte
Charakter der Wannier-Funktionen wird leicht deutlich, wenn (3.47) unter der vereinfachten
Annahme eines von ¢ unabhidngigen u((]”)(z) berechnet wird. In diesem Fall kann wegen

(o — o) = L) S i) a /R ) () SRT(E — 25)/d)
n(z = ) N ) % VNu™(z) T —2)/d (3.48)

eine analytische Nihrung fiir die Wannier-Funktion gebildet werden. Die Sinc-Funktion ist
fir die Zentrierung um z; verantwortlich.
Die Wannier-Funktionen bilden ein voIIstéindiges Orthonormalsystem:

/dz wy(z — z;) wy, (2 — 2) Z la(zi—2t) Oqq/ Onm = 0jt0nm. (3.49)
Die Bloch-Funktionen lassen sich aus ihnen mittels
(b(” = \/_ Ze’qz — 2;) (3.50)

entwickeln.

Grundsatzlich impliziert eine Wahl der Wannier-Funktionen als Basis zwei Nachteile. Zum



3.2 Theoretische Grundlagen 35

einen sind die Wannier-Funktionen fiir endliche Gittertiefen keine Eigenfunktionen des Ha-
miltonians. Zum anderen sind sie durch die Definition (3.47) nicht eindeutig festgelegt [160].
Letzteres liegt daran, dass die Bloch-Funktionen nur bis auf eine globale Phase bestimmt
sind: Aus einem gefundenen Satz von Bloch-Funktionen kann mittels der Eichtransformation

ug”) (2) — ew”(q)uf}”) (2) (3.51)

mit reellem 6, ein gleichwertiger Satz von Bloch-Funktionen gefunden werden. Die Transfor-
mation (3.51) erhalt zwar die Position z; der Wannier-Funktionen Modulo der Translations-
lange d, jedoch nicht ihre Breite [160]. Fiir den hier betrachteten Fall einzelner isolierter Ban-
der sind jedoch die Bedingungen zum Auffinden der maximal lokalisierten Wannier-Funktionen
bekannt [161].

Trotz der genannten Schwierigkeiten sind Wannier-Funktionen in vielen Fallen von groBem
Nutzen, wie z. B. fiir die Betrachtung von Teilchen in tiefen Gitterpotenzialen. Da fiir hin-
reichend grole Systeme die Energiebdnder kontinuierliche periodische Funktionen von ¢ mit
Periode 2 ¢p sind, kann die Dispersionsrelation £ (q) als Fourierreihe geschrieben werden:

EM™(q) = > el(n) ellda. (3.52)
1

Die Koeffizienten e§”) dieser Fourierreihe sind durch die Matrixelemente des Hamiltonians in
der Wannier-Basis gegeben:

In sehr tiefen Gittern sind die Bloch-Funktionen stark moduliert und die Wannier-Funktionen
lokalisieren deutlich auf den einzelnen Gitterplatzen. Wenn die Lokalisierung der Wannier-
Funktionen so ausgepragt ist, dass in (3.53) nur die Matrixelemente mit |l — p| = 0, +1
beriicksichtigt werden miissen, folgt aus (3.52) ein einfacher Ausdruck fiir die Dispersionsre-
lation:

EM(q) = " + 2¢\™ cos(qd). (3.54)

Dabei ist wegen der Symmetrie der Energiebander 65") = e(_nl) Die GroRe
JW = _2M = 2 /dzw:(z) Hw,(z —d) (3.55)

wird Tunnelrate des n-ten Bandes genannt und ist fiir dessen Breite malgeblich. Eine ana-
lytische N3herung fiir sehr tiefe Gitterpotenziale® lautet [162]

n—1
" " _ s n5=+3/4 24(n—1)+5 -

wobei s tiber V; = s E,. die Tiefe des Gitters angibt. Die einfache Form der Dispersionsre-
lation (3.54) erlaubt die Berechnung vieler wichtiger SystemgroRen. Die Beschrankung der

3Auch wenn der Tight-Binding-Ausdruck (3.54) bereits ab Vz = 5 E,. passable Ergebnisse liefert, sind fiir
(3.56) deutlich tiefere Gittertiefen erforderlich.
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Kopplung auf die ndchsten Nachbarn wird als Tight-Binding-N3herung bezeichnet und stellt
fir hinreichend tiefe Gitter eine hervorragende Niherung dar. Wenn das Gitterpotenzial so
tief wird, dass auch die Matrixelemente zwischen benachbarten Wannier-Funktionen ver-
schwinden, ist das Energieband véllig flach. Aus (3.54) ist ersichtlich, dass in diesem Fall von
verschwindender Tunnelrate die Wannier-Funktionen Eigenfunktionen des Hamiltonians sind.

3.2.3. Schwach wechselwirkendes Bose-Gas in optischen Gittern

Die in den vorhergehenden Abschnitten erfolgte Diskussion des Einteilchenproblems soll nun
um die Betrachtung von Bose-Einstein-Kondensaten in optischen Gittern erweitert werden.
Zum einen ist dazu der Einfluss der interatomaren Wechselwirkung auf GréRen wie die Dich-
teverteilung oder die Bandstruktur zu beriicksichtigen. Zum anderen ist bei einer Vielzahl
von Experimenten dem Gitterpotenzial zusitzlich das harmonische Potenzial der Magnet-
falle tiberlagert. Dadurch ist die diskrete Translationssymmetrie des periodischen Potenzials
gebrochen und die Dichteverteilung ist nicht mehr gitterperiodisch.

Zunichst werden anhand des transversal homogenen Gittergases die Effekte der intera-
tomaren Wechselwirkung herausgestellt. Effektiv schirmt diese das Gitterpotenzial ab und
reduziert auf diese Weise dessen Einfluss auf die Atome. AnschlieRend wird der Einfluss
des harmonischen Potenzials der Magnetfalle auf den Grundzustand eines wechselwirkenden
Bose-Einstein-Kondensates im Gitterpotenzial diskutiert.

Der Abschnitt beruht auf der Beschreibung des Bose-Gases mittels der Gross-Pitaevskii-
Gleichung. Daher ist der Giiltigkeitsbereich der Betrachtungen auf den Fall 7" = 0 und
schwache interatomare Wechselwirkung beschrankt. Fiir die im Experiment vorliegenden
ultra-kalten Temperaturen und die verwendeten moderaten Gittertiefen ist diese Beschrei-
bung gerechtfertigt.

Fiir sehr tiefe Gitter spielt jedoch die Wechselwirkung eine dominierende Rolle fiir die
physikalischen Eigenschaften des Systems. Durch sie erlangen interatomare Korrelationen
eine groRe Relevanz und eine Beschreibung im Rahmen der Mean-Field-Theorie ist nicht
mehr moglich.

Einfluss der Wechselwirkung

Zunichst wird ein Bose-Einstein-Kondensat betrachtet, das in transversaler Richtung ho-
mogen ist und in axialer Richtung durch das optische Gitter gefangen ist. Die stationdren
Zustinde des Systems sind Ldsungen der stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichung [163]:

(=g + 5850 1) + g () () = o). (3.57)

Es sei eine Klasse von Losungen ¢(z) fiir (3.57) gefunden, die auf eine gitterperiodische
Dichteverteilung |¢(2)|* fihrt. Fiir diese Klasse ist die Gross-Pitaevskii-Gleichung invariant
unter der Koordinatentransformation z — 2z 4+ d. Mit den gleichen Argumenten wie fiir
den Einteilchenfall kann gezeigt werden, dass diese Losungsklasse das Bloch-Theorem erfiillt
[163]:

qﬁé”)(z) = eiqzﬁg”)(z). (3.58)
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Dabei ist ﬂg”)(z) eine gitterperiodische Funktion, die unter Beriicksichtigung der Wechsel-
wirkung gefunden werden muR. Im Einteilchenfall wurde gezeigt, dass die Funktionen ugm(z)
die stationare Schrédingergleichung (3.36) erfiillen. Fiir das wechselwirkende Gas kann véllig
analog gezeigt werden, dass die Funktionen ag”)(z) die stationdre Gross-Pitaevskii-Gleichung

1
5 (<0 + )+ s By sin*(k2) + gnd | ()| a0 () = 1V (@)3(:) (3.59)

erfiillen. Die Lésungen dieser Gleichung fiihren analog zum Einteilchenfall auf eine Band-
struktur fiir das chemische Potenzial ;™) (q). Die Energie pro Teilchen eg") kann aus den
Losungen von (3.59) mittels

/2 1 1 2
(n) _ ~x (n) I - 2 s 2 - ~(n) ~(n)
€ / dz ;" (z) 5 (—=tho, + q)" + s E, sin”(kz) + and ‘uq (z). ] i, (2)

—d/2 1

(3.60)
gewonnen werden. Im Gegensatz zum homogenen Fall zeigen (™ (q) und eg”) nicht die
gleiche g-Abhiangigkeit [163, 164]. Effektiv fiihrt die interatomare Wechselwirkung zu einer
Abschirmung des Gitterpotenzials. Grundsatzlich duRert sich diese darin, dass die physika-
lischen Eigenschaften des Systems etwas stdrker denen von freien Teilchen dhneln als im
Einteilchenproblem. Beispielsweise werden bei fester Gittertiefe die Energiebander mit zuneh-
mender Wechselwirkung breiter.

Die Abbildung 3.9 zeigt einen Ausschnitt aus dem axialen Dichteprofil zweier Kondensate
mit unterschiedlicher Teilchenzahl in einer Box mit periodischen Randbedingungen. Die Lan-
ge der Box betrdgt 82,5 pm. In radialer Richtung liegt ein harmonischer Einschluss mit
Fallenfrequenz w, = 2w x 200 Hz vor. Es ist deutlich erkennbar, dass mit zunehmeder Teil-
chenzahl und damit interatomarer Wechselwirkung die Modulation der Wellenfunktion durch
das Gitterpotenzial abgeschwicht wird.

Einfluss des harmonischen Fallenpotenzials

Dieser Abschnitt analysiert den Einfluss eines harmonischen Fallenpotenzials auf den Grund-
zustand des Bose-Einstein-Kondensates in einem eindimensionalen optischen Gitter. Das har-
monische Potenzial wird im Experiment durch die Magnetfalle erzeugt und bricht die diskrete
Translationssymmetrie in axialer Richtung. Ziel dieses Abschnittes ist die Diskussion der drei-
dimensionalen Dichteverteilung des Kondensates und des zugehdrigen Impulsspektrums. Diese
Verteilungen wurden erstmals in [125] berechnet. Auswirkungen des harmonischen Fallenpo-
tenzials auf das Spektrum des quantenentarteten Bose-Gases wurden in [165] untersucht und
werden hier nicht ndher beleuchtet.

Bei hinreichend geringer Temperatur und schwacher Wechselwirkung kénnen die stationaren
Zustdnde des Systems mittels der stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichung

—2hmV2 + Vdip(r) + VMF(r) + g \\If(r)|2 \If(r) = /L\I’(r) (361)
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Abbildung 3.9.: Ausschnitte aus den normierten axialen Dichteprofilen von Kondensaten in
einer Box der Linge 82,5 yum mit periodischen Randwertbedingungen. Uber
den radialen Freiheitsgrad wurde jeweils integriert. In a) betrdgt die Gitter-
tiefe Vo = 1 E,, in b) Vg = 5 E,. Die effektive Abschirmung des Gitterpo-
tenzials durch die Wechselwirkung ist sichtbar.

gefunden werden. Hierbei bezeichnet V;;,(r) das optische Potenzial und Vyr (r) das zylin-
dersymmetrische Potenzial der Magnetfalle:

1 1
Vur (r) = 3 mwz p*+ 3 mw?z?. (3.62)

Fiir die Fallenfrequenzen w, und w, wird dabei
Wy >> w, (3.63)

angenommen. Das optische Gitter bildet gemaR (3.17) ein periodisches Potenzial entlang der
z-Achse:
Vaip(r) = =V cos® (k 2) = s B, cos® (k 2) . (3.64)

Dabei wurde der Einfluss der gauBschen Laserstrahlform auf das Fallenpotenzial vernach-
|assigt. Die harmonische Niherung um die einzelnen Potenzialtépfe liefert nach (3.19) die
Fallenfrequenz

25 E
W=k 2 (3.65)

m

Diese ist typischerweise so grol8, dass hw >> p gilt. Zur Berechnung von GroRen, die nicht
vom genauen Uberlapp der Wellenfunktion zwischen benachbarten Gitterplitzen abhingen,
ist daher der Ansatz

W(r) = Z%‘(P) x;(2) (3.66)
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fir die Vielteilchenwellenfunktion gerechtfertigt. Dabei ist j der Gitterplatzindex und x(z)
bezeichnet den Einteilchengrundzustand des harmonisch gendhrten optischen Potenzials:

(z=2)?

Xj(Z)Z(WQ)_%e 2 (3.67)

wobei 0 = \/i/(mw) die harmonische Oszillatorldnge bezeichnet. In der Tat werden die auf
den Gitterplatzen lokalisierten Wannier-Funktionen im Grenzfall s — oo die Eigenfunktionen
des harmonisch gendhrten Potenzials. Fiir hinreichend tiefe Gitter stellt (3.67) eine geeignete
Naherung fiir die z-Abhangigkeit der Wannier-Funktionen dar. Diese kann durch eine opti-
mierte Bestimmung von o mittels einer Variationsrechnung noch verbessert werden [125].
Zur Berechnung von GroRen, die vom genauen Uberlapp zwischen den Wannier-Funktionen
benachbarter Gitterplatze abhdngen, wie z.B. der Tunnelrate, ist der Ansatz (3.66) jedoch
selbst fiir groe Gittertiefen ungeeignet.

Der radiale Einschluss der Atome durch die Magnetfalle ist fiir typische experimentelle
Bedingungen so schwach, dass ;1 >> hw, gilt. Dieses bedeutet, dass fiir den transversalen
Freiheitsgrad die Thomas-Fermi-N&herung verwendet werden kann. Wegen (3.63) gilt dann
auch ;1 >> hw,, so dass die Magnetfalle nur eine langsame Anderung der axialen Dichtever-
teilung verursacht. Jedoch ist aufgrund dieser Variation der Dichte in axialer Richtung der
Radialteil der Kondensatwellenfunktion vom Gitterplatz abhangig.

Bestimmung der radialen Losung

Fiir die Bestimmung der radialen Lésung ¢;(p) fiir den j-ten Gitterplatz wird von folgenden
Annahmen ausgegangen:

e Die makroskopische Dichteverteilung des Gases entspricht in axialer Richtung einem
Thomas-Fermi-Profil.

e In axialer Richtung kann die Local-Density-Approximation [166] benutzt werden.

e Da fiir das lokale chemische Potenzial y1; >> hw, gilt, befinden sich die Atome auf
jedem Gitterplatz im Thomas-Fermi-Regime hinsichtlich des radialen Freiheitsgrades.

Mit dem Ansatz (3.66) liegt auf jedem Gitterplatz ein zweidimensionales Gas vor. Fiir den hier
betrachteten Fall schwacher Wechselwirkung und fiir 7' = 0 sind die in niederdimensionalen
Systemen verstarkt auftretenden Fluktuationen vernachldssigbar [167]. Damit ist jedes dieser
zweidimensionalen Gase weiterhin mittels der Gross-Pitaevskii-Gleichung beschreibbar. Diese
vereinfacht sich aufgrund der reduzierten Dimensionalitdt zu

130 x(z) = =5 (V2+32) 05(p) x(2) + [V(p) + V(2)] 65(p) x(2)
+s0 [6;(0)” [x(2)]”
=~ 0y x(2) + E25(0) X(2) + V()0 x(2)
+ g0, [9()[* [x (=), (3.68)
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wobei EY die Grundzustandsenergie des harmonisch gendhrten Potenzials bezeichnet. Da die
z-Abhingigkeit der Wellenfunktion auf jedem Gitterplatz nach (3.67) identisch ist, wird hier
und im Folgenden die Indizierung von x unterdriickt. Multiplikation mit x*(z) und Integration
iiber z liefert mit den Definitionen

uP = 3P R
Jop = gSD/dZ’X<Z>’4

93D
3.69
V2mo ( )

eine zweidimensionale Gross-Pitaevskii-Gleichung:

h2

00) = [ T2 Vo) + 6] 00), (.70

Dabei konnte in (3.69) die Kopplungskonstante gop durch Integration iiber das axiale Dich-
teprofil erhalten werden, da fiir Rubidium der charakteristische Radius des interatomaren
Potenzials deutlich kleiner als die Ausdehnung der Wellenfunktion o in axialer Richtung ist.
Dadurch behilt die Wechselwirkung im zweidimensionalen Gas ihren dreidimensionalen Cha-
rakter und kann durch die bekannte Streuldnge a << o mit dem Ergebnis (3.69) beschrieben
werden [167].

Da auf jedem Gitterplatz p; >> hw, gilt, kann der Radialteil in der Thomas-Fermi-

N3herung geldst werden:
2D 2
Iz p
¢?F(p) = . 1—- 2
92D (Ry);

wobei (R,); den radialen Thomas-Fermi-Radius bezeichnet. Das chemische Potenzial ;3"
hangt aufgrund des axialen harmonischen Einschlusses vom Gitterplatz ab. Da dieses jedoch
nur sehr langsam variiert, kann die Local-Density-Approximation [125, 166]

=

: (3.71)

= fhoe + V(r) (3.72)

zur Berechnung der lokalen chemischen Potenziale verwendet werden. Dabei bezeichnet p
das chemische Potenzial des Gesamtsystems und i, das lokale chemische Potenzial. Fiir
das Gittersystem ergibt dieses:

2
o, 1 2 é -2 a2
Hioe = Hj = 2mwz 9 [ maz — J } : (373)

Dabei ist j,,.. die Indexzahl des letzten Gitterplatzes, der noch mit Atomen besetzt ist. Das
lokale chemische Potenzial bestimmt mittels

(Ro); = +/2m/(mwy)

2
mwz 2 jgnaa: - j2 ?
= () | | (3.74)

()




3.2 Theoretische Grundlagen 41

den radialen Thomas-Fermi-Radius. Der zur Bestimmung des lokalen chemischen Potenzials
bendtigte Gitterradius j,,,, wird iiber die Bedingung

N =Y N (3.75)

fixiert, wobei IV, die Teilchenzahl auf dem j-ten Gitterplatz bezeichnet. Diese berechnet sich
mittels der Integration {iber einen Gitterplatz:

Ny = [ &P sl

2
22 2lmw§ 2 .72nam_ 2 2
= 27r/ dz/ dpp o) —1/2 (e_za2> 2 (2> [ 7] (1— P 2)

gsp/V2TO (Rp)j
3/2)\4g (42 — 2 2 4
— m O-(j ]max) wz. (376)
32 \/§g3DW§

Damit folgt

Jmazx

—Jmax

m 2N G Jae (1654 — 1) w!

480 V2 gy 2
4
: (3.77)

16m w2 o 52w
480 \/iggD wg

Dabei konnte die Ndherung im letzten Schritt erfolgen, weil fiir typische experimentelle Be-
dingungen j,,.. >> 1 gilt. Umstellen der obigen Gleichung nach j,,.. liefert:

2/5
. (30\/§g3D ng)

(3.78)

J
mas m/2m A\ o w?

In einer kurzen Rechnung kann nachgepriift werden, dass dieses Ergebnis mit dem von Pedri
et al. [125] erzielten Resultat

2 hiw 15 a A\
2 = N — — 3.79
Jmas mw? (\/2)? <8ﬁ Uho 20) (3.79)

identisch ist, wobei @ = (w, w?)"/? die geometrische Fallenfrequenz und ay,, = \/h/(mw) die
geometrische Oszillatorldnge bezeichnet. Ein Vergleich der Ausdriicke fiir N; und N liefert
eine Formel fiir die Teilchenzahl auf dem zentralen Gitterplatz mit j = 0:

15 N
Nj:() — T .
16 JImaz

(3.80)
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Das Einsetzen dieser Gleichung in den Ausdruck fiir IV, liefert eine einfache Relation zur der
Teilchenzahl auf dem zentralen Gitterplatz:

72\
N; = N, (1 - ) . (3.81)
Mit dem iiber (3.79) erhaltenen j,,.. kann mittels des lokalen Thomas-Fermi-Radius (3.74)
und des lokalen chemischen Potenzials (3.73) der Radialteil der lokalen Kondensatwellen-
funktion (3.71) berechnet werden. Diese wichtigen in [125] angegeben Resultate stellen die
Generalisierung der bekannten Thomas-Fermi-Lésung in einer Magnetfalle unter Beriicksich-
tigung des Einflusses eines eindimensionalen optischen Gitters dar.
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Abbildung 3.10.: Normierte axiale Dichteverteilung des Kondensat-Grundzustandes beste-
hend aus 5 - 10* Atomen. Die Fallenfrequenzen der Magnetfalle betragen
w, = 2mx14 Hz bzw. w, = 2mx200 Hz. Das optische Gitter hat eine Tiefe
von Vg = 5 E,. Die Abbildung a) zeigt die volle axiale Breite der Atomwol-
ke und spiegelt die Thomas-Fermi-Form aufgrund des magnetischen Ein-
schlusses wieder. Die Abbildung b) zeigt einen zentralen Ausschnitt des
Kondensates und verdeutlicht die durch das Gitter hervorgerufene schnelle
Modulation der Dichte.

In Abbildung 3.10 ist das axiale Dichteprofil des Kondensat-Grundzustandes in dem kombi-
nierten Potenzial aus Magnetfalle und eindimensionalen Gitter gezeigt. Fiir die Bestimmung
der Kondensatwellenfunktion wurde die dreidimensionale Gross-Pitaevskii-Gleichung unter
der Annahme zylindrischer Symmetrie numerisch geldst. Die axiale und radiale Fallenfre-
quenz entsprechen mit w, = 27 x 14 Hz bzw. w, = 27 x 200 Hz den experimentellen
Werten. Ebenso stellen sowohl die Zahl der kondensierten Atome mit N = 5 - 10* als auch
die Gittertiefe mit Vi = 5 E,. typische experimentelle Parameter dar. Die Abbildung spiegelt
die Ergebnisse der vorangehenden analytischen Betrachtungen deutlich wieder: Die Dichte-
verteilung weist eine schnelle Modulation aufgrund des optischen Gitters auf. Diese ist gepaart
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mit einer langsamen Verdnderung aufgrund des magnetischen Einschlusses. Dieser bewirkt,
dass die Einhiillende der Dichteverteilung eine Thomas-Fermi-Form besitzt.

a) Ve=3E, b) 4 Ve=5E,
g 5
N N
2 0 2 0,05 0,00 0,05
p [fq,) p [fq,)

Abbildung 3.11.: Impulsverteilung eines Kondensates im Grundzustand. Die Parameter sind
identisch mit denen der Abbildung 3.10. Die Verteilung spaltet in duBerst
schmale Impulskomponenten mit dem Abstand 2figp auf. Abbildung a) zeigt
den Teil des Spektrums, der signifikant populiert ist, wihrend Abbildung b)
den zentralen Bereich vergroRert darstellt.

Abbildung 3.11 zeigt die axiale Impulsverteilung n(p,) des Kondensat-Grundzustandes. Diese
wurde aus dem numerisch berechneten Grundzustand im Ortsraum W(r) mittels n(p,) =
| [ d®r exp(—ip. z/h)¥(r)|?> gewonnen. Die Impulsverteilung ist in einzelne Komponenten
mit dem Abstand 2hqp aufgespalten, wobei nur duBerst schmale Bereiche der Brillouinzo-
nen besetzt werden. Dieser Umstand verdeutlicht zugleich die herausragende Eignung von
Bose-kondensierten Vielteilchensystemen fiir Experimente mit optischen Gittern. Durch die
Integration der Impulsverteilung kann die Population der einzelnen mit [ nummerierten Im-
pulskomponenten ermittelt werden. Wie beim Einteilchenproblem nimmt auch hier die Be-
setzung der [ # 0-Komponenten mit zunehmender Gittertiefe zu. Dies ist in Abbildung 3.12
verdeutlicht.

Die Besetzungsstirke der Impulskomponenten wird nur in geringem Male durch die inte-
ratomare Wechselwirkung und den harmonischen Einschluss modifiziert. In der Abbildung
3.13 ist diese Besetzung fiir das wechselwirkende, harmonisch gefangene Gas bei fester Git-
tertiefe gezeigt. Als Referenz dient die Besetzungswahrscheinlichkeit des Einteilchenproblems
ohne harmonischen Einschluss. Die Wechselwirkung verursacht eine Abschirmung des Gitter-
potenzials. Damit ist eine reduzierte Modulation der Wellenfunktion im Ortsraum und eine
verringerte Besetzung der Impulskomponenten mit [ # 0 verbunden. Dieser Effekt nimmt fiir
grolere Teilchenzahlen zu, da fiir diese die Wechselwirkungsenergie groRer ist. Wie in der
Abbildung erkennbar ist, bleibt der Effekt jedoch insgesamt klein.
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Abbildung 3.12.: Besetzung der einzelnen Impulskomponenten fiir verschiedene Werte der
Gittertiefe. Wie beim Einteilchenproblem nimmt die Besetzung der [ # 0-
Komponenten mit zunehmender Gittertiefe zu. Die Magnetfallenfrequenzen
und Teilchenzahl sind identisch mit denen der Abbildung 3.10.
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Abbildung 3.13.: Besetzung der Impulskomponenten | = +1 ( Abbildung a) ) und I = 0
( Abbildung b) ) fiir verschiedene Teilchenzahlen. Die Gittertiefe betragt
Vo = 5 E,, die Fallenfrequenzen sind identisch mit denen der Abbildung
3.10. Mit zunehmender Teilchenzahl und Wechselwirkung wird das Git-
terpotenzial effektiver abgeschirmt. Der Effekt ist quantitativ nicht sehr
ausgepragt.
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3.3. Aufbau eines eindimensionalen optischen Gitters

Dieser Abschnitt erldutert den Aufbau eines eindimensionalen optischen Gitters und des-
sen Implementierung in die experimentelle Apparatur zur Erzeugung von Bose-Einstein-
Kondensaten. Zunidchst wird auf das verwendete Lasersystem und dessen Eignung zur Erzeu-
gung einer fernresonanten optischen Falle eingegangen. AnschlieRend erfolgt die Beschreibung
des Aufbaus des Strahlengangs und eine Zusammenfassung der relevanten Laserstrahlpara-
meter. Eine zentrale Herausforderung fiir die Realisierung eines optischen Gitterpotenzials
stellt die Bereitstellung eines kontrollierten Schemas zur Justage der Gitterlaserstrahlen dar.
Eine solche Justagemdglichkeit konnte mit Hilfe des Aufbaus eines Detektionsweges entlang
der Gitterachse bereit gestellt werden.

3.3.1. Das Lasersystem

Zur Erzeugung des optischen Gitterpotenzials wird ein Titan-Saphir-Ringlaser (Firma Teck-
noscan, Model TIS-SF-07e) verwendet, welcher mit einem frequenzverdoppelten Neodym-
Vanadat-Laser (Firma Coherent,Model Verdi V10) gepumpt wird. Das Verstarkungsprofil
des Titan-Saphir-Kristalls erlaubt bei Verwendung entsprechender Resonatorspiegel einen
Laserbetrieb im Wellenlangenbereich von 650 nm — 980 nm. Mittels verschiedener frequenz-
sensitiver Elemente innerhalb des Laserresonators kann die Wellenlange der anschwingenden
Lasermode selektiert werden. Bei allen in dieser Arbeit vorgestellten Experimenten war die
Wellenldnge der Laserstrahlung auf 825 nm eingestellt. Die maximale Ausgangsleistung des
Lasers bei dieser Wellenlange betragt 1,2 WW.

Der von uns realisierte Aufbau des optischen Gitters nach Abbildung 3.1 beruht auf der
Selbstinterferenz des Laserstrahls durch dessen Riickreflektion an einem Endspiegel. Fiir die
Ausbildung einer stabilen Gitterstruktur ist es dabei erforderlich, dass die Koharenzldnge des
Lasers den Gangunterschied am Ort der Atome zwischen dem einlaufenden und dem riickre-
flektierten Strahl deutlich iibertrifft. Durch die im Resonator befindlichen frequenzselektiven
Elemente wird die Linienbreite des Lasers auf weniger als ein Megahertz reduziert. Mit der
hieraus folgenden Koharenzlange von > 100 m wird diese Bedingung von dem verwendeten
Lasersystem erfiillt.

Weiterhin sollten die Raten potenzieller Heizprozesse klein gegeniiber der Dauer des Experi-
ments sein, da es anderenfalls zu einer signifikanten Erwidrmung der Atome kommt. Als ein
moglicher Heizprozess kommt die spontane Streuung von Photonen in Betracht. Aufgrund
der deutlichen Verstimmung der Laserfrequenz gegeniiber den atomaren Resonanzen ist die
Streurate fiir die verwendeten Intensitdten vernachldssigbar. Sie betrigt gemall Gleichung
(3.12) fiir typische experimentelle Bedingungen I' < 0,05 s~' und ist damit klein im Ver-
gleich zur Verweildauer ¢t =~ 150 ms der Atome im Gitterpotenzial.

Zum anderen sind Heizprozesse aufgrund eines Amplituden- oder Frequenzrauschens des
Lasers moglich [168, 169]. Durch solche Rauschprozesse werden die Fallenfrequenzen der
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Abbildung 3.14.: Heizrate des Amplitudenrauschens in Abhangigkeit von der Gittertopffre-
quenz. Der typische Arbeitsbereich ist rot schraffiert gekennzeichnet.

harmonisch gendhrten Gitterplatzpotenziale zeitabhingig:
w(t)? =w? [1+e(t)] (3.82)

Betrdgt die Frequenz der Modulation €(t) ein ganzzahliges Vielfaches der doppelten An-
regungsfrequenz des harmonisch gendhrten Gittertopfes, so kommt es zu parametrischen
Anregungen der Atome in hohere Energieniveaus* [170]. Zur Beurteilung der parametrischen
Heizeigenschaften des Lasersystems wurde die durch Amplitudenrauschen verursachte Heiz-
rate bestimmt. Eine genaue Beschreibung dieser Messungen findet sich in [171]. Generell
bestimmt die Heizrate die zeitliche Zunahme der mittleren Energie des Systems aufgrund
parametrischer Prozesse gemal [168,169]

<E>({t)=<E>(0)e"" (3.83)
Dabei bezeichnet I' die Heizrate und < £ > () die mittlere Energie zur Zeit t.

Abbildung 3.14 zeigt die durch das Amplitudenrauschen des Lasers bedingte Heizrate in Ab-
hangigkeit von der Fallenfrequenz. Es ist ersichtlich, dass die Heizrate mit Ausnahme einiger
scharfer Resonanzen im Sub-Hertz-Bereich liegt. Fiir Gitterpotenziale, deren Fallenfrequenzen
nicht mit diesen Resonanzen zusammenfallen, stellt das Amplitudenrauschen des Lasers bei
typischen Verweilzeiten der Atome im Gitterpotenzial von einigen 150 ms keine signifikante
Heizquelle dar. Der Bereich der typischerweise vorliegenden Fallenfrequenzen des optischen
Gitters ist in der Abbildung rot markiert.

“Da die Storung ¢(t) die urspriingliche Symmetrie des Hamiltonians nicht bricht, kann es nur zu Anregungen
in Niveaus mit identischer Paritdt kommen.
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Abbildung 3.15.: Heizrate des Frequenzrauschens in Abhdngigkeit von der Gittertopffrequenz.
Der typische Arbeitsbereich ist rot schraffiert.

Eine weitere potenzielle Heizquelle stellt ein mogliches Frequenzrauschen des Lasers dar.
Hierdurch kann es einerseits zu parametrischen Heizprozessen aufgrund einer Modulation
der Fallenfrequenz gemiR Gleichung (3.82) kommen. Andererseits verursacht ein Frequenz-
rauschen auch einen rdumlichen Versatz der Gittertopfe, da durch den riickreflektierenden
Spiegel ein Knoten der Stehwelle festlegt ist [168, 169]. Eine solche Modulation der Gitter-
topfpositionen stellt ebenfalls einen Heizprozess dar®. Die entsprechende Heizrate ist in der
Abbildung 3.15 in Abhingigkeit von der Fallenfrequenz dargestellt. Erneut sei fiir eine genaue
Beschreibung der Messung auf [171] verwiesen. Die ermittelte Heizrate weist wie beim Am-
plitudenrauschen scharfe Resonanzen auf, ist aber fiir typische experimentelle Bedingungen
klein gegeniiber der Verweilzeit der Atome im Gitterpotenzial.

Insgesamt belegen die durchgefiihrten Untersuchungen die Eignung des Lasersystems zur Er-
zeugung eines stabilen optischen Gitters. Fiir Experimente in sehr tiefen Gitterpotenzialen
stellen die betrachteten Heizprozesse jedoch eine Limitierung dar. Da zukiinftig auch solche
Untersuchungen durchgefiihrt werden sollen, wurde eine aktive Frequenz- und Intensitatssta-
bilisierung fiir den Gitterlaser aufgebaut. Eine umfassende Charakterisierung des stabilisierten
Lasersystems wurde bisher jedoch noch nicht vorgenommen.

5Da durch den Versatz des Gitterpotenzials die urspriingliche Symmetrie des Hamiltonians gebrochen wird,
treten in diesem Fall Anregungen auf, wenn die Frequenz der Modulation gleich der einfachen Fallenfre-
quenz ist.



48 3. Bose-Einstein-Kondensate in optischen Gitterpotenzialen

3.3.2. Aufbau des Gitterstrahlengangs

Die Erzeugung des optischen Gitters beruht auf der Ausbildung einer optischen Stehwelle,
die in unserem Experiment durch die Riickreflektion eines Laserstrahles in sich selbst ent-
steht. Um die quantenentarteten Atome in der Magnetfalle adiabatisch in das periodische
Potenzial transferieren zu kénnen, muss die Stehwelle dem magnetischen Potenzial iiberla-
gert sein. Dabei ist es von Vorteil, wenn sich die atomare Wolke iiber eine ausreichend groRe
Anzahl von Gitterplatzen erstreckt. Unter diesen Bedingungen tritt der Einfluss des periodi-
schen Potenzials deutlich zu Tage und Effekte aufgrund der endlichen SystemgréRe kénnen
fiir viele Betrachtungen vernachlassigt werden. Des Weiteren ist es fiir eine Vielzahl von Ex-
perimenten unabdingbar, die Atome nach dem Einschalten des optischen Gitters weiterhin
in der Magnetfalle zu halten. So kdnnen die Atome beispielsweise fiir typische Gittertiefen
nicht mit dem optischen Potenzial alleine im Schwerefeld gehalten werden. Aufgrund dieser
Randbedingungen wurde ein Aufbau realisiert, bei dem sich die periodische Struktur entlang
der langen Achse der Magnetfalle erstreckt.
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Abbildung 3.16.: Schematische Darstellung der Verldufe des Gitterstrahls und der Detektions-
strahlen.

Die Abbildung 3.16 zeigt schematisch den Verlauf des Gitterstrahlengangs. Um den axialen
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Zugang fiir den Gitterstrahl zu ermdglichen, war es erforderlich, zwei MOT-Spiegel sowie
ein Verzogerungspldttchen mit motorisierten Halterungen zu versehen. So kénnen wahrend
des evaporativen Kiihlens die optischen Elemente der MOT entfernt und so der Weg fiir
den Gitterlaserstrahl frei gegeben werden. Beim Aufbau der motorisierten Halterungen wur-
den repositionierende Klappspiegelhalter (Firma New Focus, Model 9891) sowie Modellbau
Servo-Motoren (Firma Conrad, Modell S-4251) verwendet. Die Genauigkeit der Repositio-
nierung war so gut, dass wihrend eines typischen Messtags keinerlei Justagen am MOT-
Strahlengang notig waren. Da der Riickstellmechanismus der Spiegelhalter jedoch die neu
aufgebaute Frequenzstabilisierung negativ beeinflusst, wurden diese inzwischen durch eine
kommerzielle Komplettldsung (Firma New Focus, Model 8892-K) ersetzt.

=700 =500

| 715 | 470 | 30

Abbildung 3.17.: Schematische Darstellung der Fokussierung des optischen Gitters. Die
Brennweiten der verwendeten Achromaten und deren Abstdnde sind an-
gegeben. Der Punkt markiert die Position der Atome.

Zur Erzeugung von tiefen Potenzialen ist aufgrund der begrenzten Laserleistung eine Fo-
kussierung des Gitterstrahls erforderlich. Dabei sollten die Intensitdten des einlaufenden und
riickreflektierten Strahls am Ort der Atome mdglichst identisch sein, um die Ausbildung einer
Stehwelle mit maximaler Modulation zu erreichen. Dies wird erreicht, indem der einlaufende
Strahl so reflektiert wird, dass eine Uberlagerung zwischen einlaufendem und reflektiertem
Strahl entsteht. Ferner sollte der Strahlfokus im Zentrum des Kondensats liegen. Dadurch
wird zum einen der Gradient des optischen Potenzials entlang der atomaren Wolke minimiert.
Zum anderen fallen die Zentren des optischen und des magnetischen Potenzials zusammen.
Abbildung 3.17 zeigt schematisch, wie diese Anforderungen mit Hilfe zweier Achromaten
nahezu optimal erfiillt werden konnten. In Tabelle 3.1 sind die relevanten Paramter des ein-
laufenden und riickreflektierten Strahls zusammengefasst. Da das Laserlicht mittels einer
polarisationserhaltenen Faser zum Experiment gefiihrt wird, lassen sich die Strahlen in guter
N3herung als gauBsche Strahlen beschreiben. Um die in der Tabelle 3.1 angegebenen Werte
zu erhalten, wurde zunichst der Radius des kollimierten Gitterstrahls hinter der Auskopplung
aus der optischen Faser gemessen. Die in der Tabelle zusammengestellten Werte ergeben sich
durch die Berechnung der Strahlpropagation gemaR der gauBschen Strahloptik und stimmen
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gut mit direkten Messungen der Strahlradien iiberein. Anhand der Tabelle wird ersichtlich,
dass einlaufender und riickreflektierter Strahl nahezu identische Intensitatsprofile aufweisen
und so die Realisierung eines optischen Gitters mit hdchstmdglicher Modulation erlauben.
Die Strahltaillen liegen dariiber hinaus um weniger als eine Rayleighlinge vom Zentrum der
Magnetfalle entfernt.

’ ‘ einlaufender Strahl ‘ riickreflektierter Strahl ‘

Strahlradius am Ort der Atome 137 pm 139 um
Strahlwaist 131 pm 131 pm
Waistposition beziiglich Position der Atome +21 mm +23 mm
Rayleighlénge 65 mm 65 mm

Tabelle 3.1.: Relevante Parameter der Gitterstrahlen.

Unter Ausnutzung der Formeln (3.11), (3.12) und (3.17) kdnnen mit den in Tabelle 3.1
angegebenen Werten die Gittertiefe, die Streurate und der dreidimensionale Einschluss des
optischen Gitters berechnet werden. Die in Tabelle 3.2 zusammengefassten GréRen beziehen
sich auf eine Gitterlaserleistung von P = 10 mW und reprdsentieren typische experimentelle
Bedingungen.

Die Lichtleistung des Gitterstrahls wird iiber einen akusto-optischen Modulator (AOM) ge-
steuert und wihrend der Messung mit einer Photodiode aufgezeichnet. Dazu wird gemaR
Abbildung 3.16 ein geringer Teil der Leistung (= 0,1 %) auf eine geeichte Photodiode mit
einer Bandbreite von 2 M Hz gelenkt. Auf dieser Photodiode kénnen sowohl die Laserleis-
tung als auch deren zeitliche Verdnderung gemessen werden. Mogliche Leistungsvariationen
zwischen verschiedenen Durchliufen des Experimentes, z. B. aufgrund einer Abweichung der
Lichteinkopplung in die optische Faser, werden somit detektiert und kénnen manuell ausge-
glichen werden. Auf diese Weise konnen langsame Schwankungen in der Lichtleistung von
mehr als 5 % ausgeschlossen werden. Schnelle Leistungsschwankungen, die wahrend der Dau-
er einer einzelnen Messung auftreten, werden durch Leistungsfluktuationen des Lasers oder
des AOMs verusacht und haben eine noch kleinere Amplitude. Somit kdénnen sie zwar fiir
parametrische Heizprozesse von Relevanz sein, tragen aber zu keiner wesentlichen Variation
der Gittertiefe bei. Um langsame Leistungsschwankungen nicht mehr manuell ausgleichen zu
miissen, wurde inzwischen eine aktive Stabilisierung der Gitterstrahlleistung aufgebaut.

Gittertiefe am Ort der Atome Vo =6,4 E,

Streurate am Ort der Atome '=04H=z
radiale Fallenfrequenz w,=2mx23 Hz
axiale Fallenfrequenz w,=2mx0,03 Hz

Tabelle 3.2.: Berechnete Parameter des optischen Gitters fiir eine Leistung von 10 mWV.
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3.3.3. Justage des Gitterstrahls

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass bei der optimalen Konfiguration des optischen
Gitters der einlaufende und riickreflektierte Strahl perfekt tiberlagert sind und sich die Strahl-
foki am Ort der Atome befinden. Wahrend die Position der Foki in axialer Richtung durch die
Abstdnde der Achromaten festgelegt ist, muss dariiber hinaus eine Methodik zur Verfiigung
stehen, mit der die Strahllage kontrolliert eingestellt werden kann. Maogliche Fehljustagen
der Strahllage, z. B. ein Versatz zwischen dem Mittelpunkt des Gitterlaserstrahls und dem
Zentrum der Atomwolke, fiihren zu einer Verringerung der Gittertiefe am Ort der Atome oder
konnen verhindern, dass die Atome den Grundzustand besetzen. Ferner fiihrt eine mégliche
Verkippung des optischen Gitters gegeniiber den Aquipotenzialflichen des Schwerefelds zum
Auftreten von Potenzialgradienten und zu einer Dephasierung der Kondensatwellenfunktion
auf den einzelnen Gitterplatzen.

Mit dem erfolgten Aufbau eines Detektionsstrahlengangs entlang der axialen Richtung der
Magnetfalle wurde ein Werkzeug geschaffen, das die kontrollierte Justage der Gitterstrahllage
erlaubt. Wie in der Abbildung 3.16 ersichtlich ist, wird der Schattenwurf der Atome mit
der gleichen CCD-Kamera abgebildet, die auch bei der Detektion entlang der transversalen
Richtung zum Einsatz kommt. Die Eigenschaften dieses Detektionssystems sind im Anhang
beschrieben.

Da der Gitterstrahl mit dem axialen Detektionsstrahl iiberlagert werden kann, steht letz-
terer als Referenz fiir die Justage der Gitterstrahllage zur Verfiigung. Dazu werden mit dem
Detektionsstrahl zundchst Schattenwurfaufnahmen der gefangenen Atome genommen. Mit
Hilfe dieser Aufnahmen wird der Detektionsstrahl so ausgerichtet, dass er zum einen kei-
nerlei Verkippung zum Schwerefeld aufweist und dass sich zum anderen der Schattenwurf
der Atome in seinem Zentrum befindet. Der einlaufende Gitterstrahl wird nun so justiert,
dass die auf der CCD-Kamera detektierte Position der Atome in dessen Zemntrum liegt.
AuRerdem wird mittels einer weiteren CCD-Kamera (Firma Coherent, Modell Cohu-4800;
spater: Firma IDS-Imaging Development Systems, Model UI-1210-MM) die perfekte Uber-
lagerung des Gitterstrahles mit dem Detektionsstrahl unmittelbar am Ort des iiberlagernden
Strahlteilerwiirfels eingestellt. Auf diese Weise kann eine optimale Ausrichtung des einlau-
fenden Gitterstrahls auf das Zentrum der Magnetfalle durchgefiihrt werden. Beispielhafte
Aufnahmen der beiden CCD-Kameras sind zur Veranschaulichung dieser Justageprozedur in
Abbildung 3.18 gezeigt.

Die Justage des riicklaufenden Gitterstrahls erfolgt mit Hilfe der optischen Faser, die den
einlaufenden Strahl zum Experiment fiihrt. Der riicklaufende Strahl wird hierfiir mittels des
Endspiegels bestmdglich in die Faser zuriickgekoppelt. Die Fasereinkopplung wird dabei mit
Hilfe eines Glasplattchens und einer Photodiode optimiert. Die Photodiode detektiert den
geringen Anteil des vom Glasplattchen reflektierten Laserlichts. Diese geringe Leistung ist
jedoch fiir eine Optimierung der Lichteinkopplung in die Faser vdllig ausreichend. Eine opti-
male Fasereinkopplung bedeutet auch eine bestmdgliche Uberlagerung von einlaufendem und
riickreflektiertem Gitterstrahl.

Das angewandte Justageschema basiert auf der Ausrichtung der Gitterstrahlen mit Hilfe
des axialen Detektionsstrahls. Eine andere Moglichkeit zur Gitterstrahljustage besteht in der
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Abbildung 3.18.: Aufnahmen zur Gitterstrahljustage. a) zeigt ein axial aufgenommenes Ab-
sorptionsbild der Atomwolke in der Magnetfalle. In b) ist eine mit der glei-
chen Kamera detektierte Abbildung des Gitterstrahls gezeigt. Dieser ist auf
die Position der Atome ausgerichtet. In c) ist schlieRlich die Uberlagerung
von Detektions- und Gitterstrahl auf der zweiten CCD-Kamera verdeutlicht.
Der Gitterstrahl liegt im gesattigten Bereich.

Ausnutzung der direkten Auswirkungen des optischen Potenzials auf die Atome. In vielen
Gruppen wird dabei ein Verfahren eingesetzt, bei dem der einlaufende Gitterstrahl anhand
des erzeugten Versatzes der Atomposition gegeniiber dem Magnetfallenzentrum ausgerichtet
wird [32,172]. Dieser Versatz verschwindet, wenn das Zentrum des optischen Potenzials mit
dem Magnetfallenzentrum iiberlagert ist. Dieses Justageschema ist aufgrund des besonders
starken radialen Einschlusses, den die verwendete Magnetfalle erzeugt, nicht effektiv einsetz-
bar. So war auch bei hohen Laserleistungen kein messbarer Versatz der Atomwolke gegeniiber
dem Magnetfallenzentrum festzustellen. Fiir zukiinftige Experimente ist jedoch eine deutliche
radiale Relaxierung der Magnetfalle geplant. Unter dieser Bedingung sollte die Justage des
einlaufenden Gitterstrahles direkt anhand der Minimierung des Versatzes der Atomposition
erfolgen. Die Justage des riickreflektierten Gitterstrahls kann wie bisher erfolgen.

3.4. Experimente zur Charakterisierung des optischen
Gitters

Um das optische Gitter als robustes Werkzeug zur Manipulation von ultra-kalten Bose-Gasen
einsetzen zu kdnnen, wurden dessen Eigenschaften umfassend charakterisiert. So ist es fiir
die Durchfiihrung von quantitativen Messungen unerlésslich, die Potenzialtiefe des optischen
Gitters genau zu bestimmen. Da das Bose-Einstein-Kondensat in unserem Experiment in
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der Magnetfalle erzeugt wird, muss es adiabatisch in den Grundszustand des kombinierten
Potenzials transferiert werden.

Zunichst werden unsere Experimente zur Bestimmung der Potenzialtiefe beschrieben. An-
schlieBend werden die durchgefiihrten Untersuchungen zum adiabatischen Transfer des En-
sembles in den Vielteilchengrundzustand vorgestellt.

3.4.1. Bestimmung der Potenzialtiefe

Mit Hilfe von Formel (3.11) kann bei bekannter Laserintensitdt und Wellenldnge die Tie-
fe des optischen Gitterpotenzials berechnet werden. Die im Experiment realisierte Fallentiefe
erreicht jedoch im Allgemeinen aufgrund einer Vielzahl moglicher Einfliisse nicht diesen theo-
retisch ermittelten Wert. So besitzen beispielsweise der einlaufende und der riickreflektierte
Strahl aufgrund von Leistungsverlusten an den optischen Elementen wie z. B. der Glaszelle
nicht die gleiche Intensitdt. Auerdem l&dsst sich auch mit dem beschriebenen Justageschema
nur eine beschrankte Prazision bei der Strahlausrichtung erreichen. Derartige Einfliisse fiihren
zu einer Verminderung der Modulationstiefe des Potenzials gegeniiber dessen theoretischem
Wert. Zur Charakterisierung der Eigenschaften des optischen Gitters ist es daher erforderlich,
die tatsdchlich erreichte Potenzialtiefe mit experimentellen Methoden zu bestimmen. Eine
solche Messung liefert wichtige Information dariiber, welche Potenzialtiefe mit dem realisier-
ten Gitteraufbau und dem verwendeten Justageschema in Abhangigkeit von der Lichtleistung
typischerweise erreicht wird.

Dabei stehen fiir die experimentelle Bestimmung der Gittertiefe eine Reihe von Methoden
zur Verfiigung [26]. So liefert eine Messung des Impulsspektrums des Gittergases im Grund-
zustand eine direkte Aussage iiber die Potenzialtiefe [125]. Diese Methode setzt den adiaba-
tischen Transfer des Kondensates in den Grundzustand des optischen Gitterpotenzials voraus
und wird im nichsten Abschnitt vorgestellt. Eine weitere Mdglichkeit stellt die Messung der
Gittertiefe in einem beschleunigten optischen Gitter dar. In diesem kdnnen die Atome am
Rand der Brillouinzone aus dem niedrigsten Band in hohere Bander tunneln [29, 30]. Da
die Rate dieser so genannten Landau-Zener-Tunnelprozesse [28] von der Bandliicke abhangt,
stellt ihre Messung eine unmittelbare Bestimmung der Gittertiefe dar. Grundsatzlich sollte
bei den genannten Messungen die abschirmende Wirkung der nichtlinearen Wechselwirkung
auf das Gitterpotenzial beachtet werden, da durch sie das Gitter effektiv flacher erscheint.

In unserem Experiment hingegen wird die im Folgenden beschriebene Methode [134,173] zur
Bestimmung der Gittertiefe eingesetzt, welche deren direkten Einfluss auf die Bandstruktur
ausnutzt und als besonders robust gilt. Dieser Einfluss ist in der Abbildung 3.3 verdeutlicht.

Zuniachst wird ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle erzeugt und anschlielend
fir 2,32 ms frei expandiert. Wahrend dieser Zeit fillt das Kondensat eine Strecke von 20 pum
im Schwerefeld und die atomare Dichte nimmt aufgrund der Expansion deutlich ab. Mit dieser
Abnahme der Dichte ist eine deutliche Reduktion der interatomaren Wechselwirkung verbun-
den. Abbildung 3.19 zeigt die numerisch berechnete Entwicklung der Wechselwirkungsenergie
des Kondensates wihrend der freien Expansion. Diese ist im Rahmen der Gross-Pitaevskii-
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Beschreibung durch
Bual¥(rt)] = [ & [w(r ]! (3.84)

gegeben, wobei U(r,t) die Kondensatwellenfunktion zur Zeit ¢ darstellt.

Da die Breite des Impulsspektrums eines Bose-Einstein-Kondensates dulerst schmal ist
und Wechselwirkungseffekte nach der Expansion vernachlassigbar sind, kann das Kondensat
ndherungsweise als ebene Welle mit Impuls p = 0 aufgefasst werden [134]. Der Zustand
dieser ebenen Welle zur Zeit t = 0 sei |V (¢t =0)) = |[p = 0).
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Abbildung 3.19.: Entwicklung der Wechselwirkungsenergie wihrend der friihen Phase der frei-
en Expansion.

Der Gitterlaser wird nun bei bekannter Leistung mittels des AOMs fiir eine variable Zeit-
dauer 7 eingeschaltet. Um die Zeitentwicklung des Kondensatzustands im optischen Gitter-
potenzial zu erhalten, wird dieser in der Basis der Energieeigenfunktionen des Gitterpotenzials
entwickelt. Dies sind die Bloch-Zustinde |¢{™):

)= 3 (6210 6l (3.85)

In dieser Entwicklung wurden nur solche Bloch-Eigenzustdnde beriicksichtigt, deren Quasi-
Impuls mit dem Impuls der ebenen Welle identisch ist. Die Zeitentwicklung der Kondensat-
wellenfunktion im Gitterpotenzial kann mittels (3.85) unmittelbar als

o0

Z P[0y € Fan /M |y (3.86)

geschrieben werden. Nach der Zeitentwicklung im Gitterpotenzial werden die Atome fiir wei-
tere 15 ms frei fallengelassen und schlieRlich mit Absorptionsaufnahmen detektiert. Durch
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Abbildung 3.20.: Absorptionsbilder der Atome nach 17,3 ms TOF fiir eine variable Verweil-
zeit im optischen Gitterpotenzial. Die Laserleistung betrdgt fiir alle Bilder
50 mW . Die Oszillation in der Besetzung der einzelnen Impulskomponenten
in Abhdngigkeit von der Verweilzeit im Gitterpotenzial ist deutlich erkenn-
bar. Rechts sind die Ergebnisse einer numerischen Berechnung der Beset-
zung der Impulskomponenten gezeigt.
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den Einfluss des optischen Gitters spaltet das Impulsspektrum des Kondensates in mehre-
re Komponenten auf, die um 2hk separiert sind. Wie anhand der Absorptionsaufnahmen in
Abbildung 3.20 ersichtlich ist, trennen sich diese Impulskomponenten wahrend der freien Ex-
pansion. Die Besetzung der einzelnen Impulskomponenten kann ermittelt werden, indem die
Bloch-Zustdnde mit Quasi-Impuls ¢ = 0 nach ebenen Wellen mit Impulsen 2/ 7k entwickelt
werden

60 = S ala(0) |21, (387)

l=—o0

Dabei ist aé@o(l) = (21 hk]qbg@()}. Einsetzen von (3.87) in (3.86) liefert schliellich die Ent-
wicklung des Kondensatzustands nach ebenen Wellen nach abgeschlossener Evolution im

optischen Gitterpotenzial

[e.9] [e.9]

Wit=m) = 3 al%(0) (1) e B0l k) (3.88)
l=—00 n=1
= 3 byoll) |200E). (3.89)
l=—00

Die Entwicklungskoeffizienten sind durch
b 1) = - (n) = 0 (n) I fiE{(;)O-r/h 3.90
a=o(l) = X ag2 (0) a,Zp(1) e (3.90)
n=1

gegeben. lhre Betragsquadrate geben die Besetzung der einzelnen Impulskomponenten nach
dem Time-of-Flight an. Dabei ist zu beachten, dass die Projektion des geraden Konden-
satausgangszustandes auf die ungeraden Bloch-Zustidnde null ergibt. Fiir die Besetzung der
nullten und ersten Impulskomponente folgt unter Beriicksichtigung der Beitrdge von den
niederenergetischen Bandern

pO)]> = 1aDO)]" + [« ()" + o (0) [ (0)*
(e’i(E(l)fE(g))T/h + c.c.), (3.91)
M) = [aV(0)* [V (D)P + 1a®(0) [ (1)

+(a*(0)a® (1) a®(0) @@ (1) e EVENT e ) (3.92)

Dabei wurde zur Ubersichtlichkeit die Spezifizierung ¢ = 0 fiir den Quasi-Impuls unter-
driickt. Anhand von (3.91) und (3.92) ist erkennbar, dass die Besetzung der Impulskomponen-
ten als Funktion der Verweilzeit 7 der Atome im Gitterpotenzial ein oszillierendes Verhalten
mit der Periodendauer

T E(i)o - Eélz)o (3.93)
zeigt. Da die Energiedifferenz zwischen den Energiebandern durch die Gittertiefe bestimmt ist,
stellt eine Messung der Periodendauer der Besetzungsoszillationen eine unmittelbare Messung
der Gittertiefe dar.

Abbildung 3.20 zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nach einer Gesamtdauer der Ex-
pansion von 17,3 ms fiir verschiedene Verweilzeiten im optischen Gitterpotenzial bei einer
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Abbildung 3.21.: Anteil der Atome in der [ = 0 Impulskomponente in Abhdngigkeit von der
Verweilzeit im Gitterpotenzial fiir eine Laserleistung von 50 mWV/.

festen Laserleistung von 50 mWW/. Die Oszillationen in der Besetzung der einzelnen Impuls-
komponenten ist in diesen Bildern deutlich erkennbar.

Die Abbildungen 3.21 und 3.22 zeigen die ermittelten Besetzungen der Impulskomponen-
ten [ = 1 bzw. [ = 0 in Abhdngigkeit von der Verweilzeit im optischen Potenzial. Dabei ist in
beiden Abbildungen die jeweilige Besetzung auf die Gesamtzahl der kondensierten Atome nor-
miert. GemaR Gleichung (3.91) und (3.92) sind die Besetzungen mit einer Kosinus-Funktion
gefittet. Dieser Fit liefert fiir die Besetzungsoszillation der [ = 0 Komponente eine Peri-
odendauer von Ty = 20,85 us und fiir die [ = 1 Komponente eine Periodendauer von
Ty = 21,25 ps. Aus dem Mittelwert der beiden Periodendauern T = 21,05 s ergibt sich
gemakR der Gleichung (3.93) eine Energiedifferenz zwischen dem ersten und dem dritten Band
von
E®, — B, = 14,06 E,. (3.94)

q q=

In Abbildung 3.23 sind die Energien der niedrigsten Bloch-Zustédnde fiir ¢ = 0 als Funktion
der Potenzialtiefe dargestellt. Eine Energiedifferenz zwischen dem ersten und dem dritten
Band von 14,06 E, liegt bei einer Gittertiefe von Vi = 21,6 E, vor.

Die auf diese Weise experimentell bestimmte Gittertiefe ist mit der theoretisch berech-
neten zu vergleichen. Fiir eine Laserleistung von 50 mW liefert die Formel (3.11) unter
Beriicksichtigung der in Tabelle 3.1 zusammengefassten Gitterstrahlparameter eine Gittertie-
fe von 31,0 E,. Damit erreicht die experimentell bestimmte Gittertiefe 70% des berechneten
Wertes. Andere Gruppen haben eine vergleichbare Abweichung berichtet [29].
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Abbildung 3.22.: Anteil der Atome in der [ = 1 Impulskomponente in Abhdngigkeit von der
Verweilzeit im Gitterpotenzial fiir eine Laserleistung von 50 mWV/ .

Abbildung 3.24 zeigt die gemessene Besetzungsoszillation der Impulskomponente [ = 0 im
Vergleich mit einer numerischen Berechnung. Um Letztere zu erhalten, wird der Grundzustand
eines Bose-Einstein-Kondensates bestehend aus N = 10° Atomen in einer harmonischen Falle
mit den im Experiment vorliegenden Magnetfallenfrequenzen berechnet. Dieser Zustand wird
gemal der zeitabhdngigen Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir 2 ms ohne externen Potenzialterm
propagiert. AnschlieBend wird die Zeitentwicklung in Gegenwart eines Gitterpotenzials mit
einer Tiefe von 21,6 FE, fortgesetzt und die Besetzung der Impulskomponenten als Funkti-
on der Zeit berechnet. Das Ergebnis zeigt, dass in der Zeitabhdngigkeit der Besetzung der
nullten Impulskomponente eine Kosinus-férmige Oszillation dominierend ist. Somit ist der
entsprechende Fit zur Bestimmung der Gittertiefe in erster Naherung gerechtfertigt. Abwei-
chungen von der einfachen Kosinus-Form riihren von Beitragen hdherer Energiebander her
und werden mit zunehmender Gittertiefe relevanter.

3.4.2. Besetzung des Kondensatgrundzustandes im
Gitterpotenzial

Den Ausgangspunkt fiir viele Experimente stellt der Grundzustand des Vielteilchensystems
im iberlagerten Potenzial des optischen Gitters und der Magnetfalle dar. Zur Praparation
wird zundchst ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle erzeugt und anschlieBend das
optische Potenzial adiabatisch erhoht. Dabei ist es fiir eine Besetzung des Grundzustandes ei-
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Abbildung 3.23.: Energien der niedrigesten Bloch-Zustdnde fiir Quasi-lmpuls ¢ = 0. Eine
Energiedifferenz zwischen dem dritten und dem ersten Band von 14,06 E,
ergibt sich bei einer Gittertiefe von 21,6 F,

nerseits von Bedeutung, dass sich die Atome im niedrigsten Bloch-Band mit einem um ¢ =0
konzentrierten Quasi-Impuls befinden. Andererseits muss es zur Anpassung der atomaren
Dichteverteilung kommen, die die Energie des Gesamtsystems minimiert. Fiir den in dieser
Arbeit betrachteten Fall schwacher interatomarer Wechselwirkung wurde die Grundzustands-
dichteverteilung in Abschnitt 3.2.3 ausfiihrlich besprochen. Fiir eine erfolgreiche Besetzung
des Vielteilchengrundzustands ist die Erfiillung beider Kriterien notwendig, wobei sich hierfiir
jeweils unterschiedliche Anforderungen an die experimentelle Prozedur ableiten.

Mit der Erhdhung des Gitterpotenzials ist eine zeitliche Anderung des Hamiltonians ver-
bunden. Um hierbei Einteilchenanregungen in héhere Eigenzustinde zu vermeiden, muss die
Erhohung des Potenzials so langsam erfolgen, dass

(i, q|0:H |1, q)| << AE*(q,t)/h (3.95)

erfillt ist [26,134,174]. Hierbei bezeichnet AE(q,t) die zeitabhéngige Energiedifferenz zwi-
schen dem Grundzustand |1,¢) und dem ersten angeregten Zustand |i,q). Da AFE(q,t) im
Zentrum der Brillouinzone am groBten ist, kann die Adiabatizitat hier am leichtesten gewahr-
leistet werden. Da ferner die rigorose Beschrankung

dVa(t)

66, gl OH |1, q)| << — = (3.96)

gilt und im Zentrum ¢ = 0 der Brillouinzone

AE >4E, VY Vg (3.97)



60 3. Bose-Einstein-Kondensate in optischen Gitterpotenzialen

N0 /NBEC

0 20 40 60 80 100
Tlus]

Abbildung 3.24.: Vergleich der numerisch berechneten und experimentell gemessenen Be-
setzungsoszillation der Impulskomponente | = 0. Die Messdaten sind
durch schwarze Kreise reprasentiert und wurden bei einer Laserleistung von
50 mW ermittelt. Den rot dargestellten Ergebnissen der numerischen Be-
rechnung liegt eine Gittertiefe von 21,6 F, zugrunde. Die Simulation zeigt,
dass eine Kosinus-formige Zeitabhangigkeit fiir die Besetzungsoszillation
dominierend ist.

erfiillt ist [134], ist (3.95) immer erfiillt, wenn
dVe(t 16E?
G( ) << r

dt h

gilt. Fiir die verwendete Gitterwellenlinge von 825 nm kann (3.98) als Vi << 0,4 B, ps™
geschrieben werden. Fiir eine Erhéhung der Gittertiefe, die in einer Zeit von iiber einer
Millisekunde vorgenommen wird, kdnnen damit Anregungen in hohere Bander ausgeschlossen
werden.

Um die atomare Dichteverteilung zu erhalten, die dem Vielteilchengrundzustand entspricht,
ist eine deutlich langsamere Steigerung des optischen Potenzials erforderlich. Der Vielteilchen-
grundzustand ist einerseits durch eine Lokalisierung der Atome in den Minima der optischen
Stehwelle gekennzeichnet. Andererseits nimmt aufgrund des Gitterpotenzials die gesamte
Ausdehnung des Kondensates zu. Bei zunehmender Gittertiefe kann dabei eine entsprechen-
de Umverteilung der atomaren Dichte nur iiber Tunnelereignisse erfolgen. Da jedoch die
Tunnelraten bei hoher Gittertiefe aufgrund der abgeflachten Bandstruktur deutlich redu-
ziert sind, ist die Geschwindigkeit der Erhhung des Potenzials entsprechend anzupassen.

(3.98)
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Schlielich ist zu beachten, dass durch das Dipolpotenzial auch der harmonische Einschluss
modifiziert wird, der ebenfalls zu einer entsprechenden Dichteumverteilung fiihrt. Um die
Zeitskala zu ermitteln, auf der eine Erhéhung des optischen Potenzials zu einer Besetzung
des Vielteilchengrundzustands fiihrt, wurde eine numerische Berechnung der zeitabhangigen
Gross-Pitaevskii-Gleichung durchgefiihrt. Dabei wurde zunéchst der Grundzustand des Bose-
Einstein-Kondensates in einer harmonischen Falle berechnet, deren Frequenzen mit der im
Experiment vorliegenden Magnetfalle identisch sind. AnschlieRend wurde in der Simulation
das Gitterpotenzial in einer Zeit von 60 ms linear bis zu einem Endwert von 5 E, erhoht.
Dieser Wert stellt die typische GroRenordnung fiir die eingesetzten Gittertiefen dar. Der
so erhaltene Zustand wurde mit dem direkt berechneten Vielteilchengrundzustand in dem
iiberlagerten Potenzial des Gitters und der harmonischen Falle verglichen. Der Uberlapp der
beiden Zustande ist groRer als 99,99 %. Basierend auf diesem Ergebnis wurde zur Erhéhung
des Gitterpotenzials eine Zeit t > 60 ms gewahlt.

Ein alternatives Szenario zur Besetzung des Vielteichengrundzustandes sieht die Ausfiih-
rung der letzten Evaporationsphase bei bereits prasentem Gitterpotenzial vor [129]. Diese
Evaporation in Gegenwart des periodischen Potenzials hat sich in unserem Experiment je-
doch als nicht sehr effizient erwiesen und wird daher nicht eingesetzt.

Vs
VIE]

Abbildung 3.25.: Fiir die Besetzung des Grundzustandes wird die Gitterlaserleistung expo-
nentiell innerhalb der Zeit tz > 60 ms erhoht.

Wie in Kapitel 2 dargestellt ist, erfolgt die Erzeugung der Bose-Einstein-Kondensate in un-
serem Experiment in einer stark elongierten Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz w, =
21 x 360 Hz und axialer Fallenfrequenz w, = 27 x 14Hz. Eine direkte Uberlagerung des
optischen Gitters mit der Magnetfalle ist aufgrund dieses hohen Aspektverhiltnisses proble-
matisch. Dieses liegt insbesondere an der Detektion der Atome mittels einer vorhergehenden
freien Expansion. Dabei bewegen sich die Atome der [-ten Impulskomponente des Gitterga-
ses mit einer Geschwindigkeit 2] hgp/m entlang der axialen Richtung. Bei groRer atomarer
Dichte und groRer Ausdehnung in axialer Richtung kommt es zu einer Vielzahl von interato-
maren Streuprozessen. Diese kénnen zu einer signifikanten Umverteilung von kondensierten
Atomen in den so genannten s-Wellen-Streuhalo fiihren [140,175,176]. Um diese Prozesse
zu unterdriicken, wird vor der Erhhung des Gitterpotenzials das Offsetfeld der Magnetfal-
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le adiabatisch innerhalb von 150 ms erhéht. Dadurch sinkt die radiale Fallenfrequenz auf
w, = 2m x 200 Hz. SchlieBlich wird das Gitterpotenzial durch eine Steigerung der Laserleis-
tung mit Hilfe eines AOMs adiabatisch erhoht.

Der Kondensatgrundzustand im optischen Gitterpotenzial bietet eine unmittelbare Moglich-
keit zur Bestimmung der Gittertiefe. In den Abschnitten 3.2.2 und 3.2.3 wurde die unmittel-
bare Abhingigkeit des Impulsspektrums von der Gittertiefe dargestellt. Das Spektrum ist in
Impulskomponenten aufgespalten, die um p = 21 higp zentriert sind. Dabei steigt die relative
Besetzung der Impulskomponenten mit [ # 0 mit zunehmender Gittertiefe an. Wenn entspre-
chend der Abbildung 3.25 das Gitterpotenzial zunachst adiabatisch erhéht und anschlieBend
zeitgleich mit der Magnetfalle ausgeschaltet wird, trennen sich die verschiedenen Impuls-
komponenten wahrend der freien Expansion voneinander. Eine Messung der Teilchenzahl in
den einzelnen Impulskomponenten stellt somit eine Bestimmung der Gittertiefe dar. Ein Ver-
gleich der so erhaltenen Gittertiefe mit den Ergebnissen anderer Methoden zur Bestimmung
der Gittertiefe stellt zugleich einen Test fiir die Adiabatizitit der durchgefiihrten Schritte dar.

Abbildung 326 zeigt das gemessene Verhiltnis der Besetzung der
[ = +£1-lImpulskomponente zur [ = 0-Komponente in Abhangigkeit von der Gittertiefe.
Um diese zu erhalten, wurde gemidR (3.11) der theoretische Wert berechnet und mit dem
in Abschnitt 3.4.1 bestimmten Skalierungsfaktor 0,7 korrigiert. Die durchgezogene Linie
zeigt das theoretisch berechnete relative Verhiltnis der Besetzung der Impulskomponenten
in Abhidngigkeit von der Gittertiefe. Da eine Berechnung der Impulsverteilungen des Kon-
densatgrundzustandes anhand der Gross-Pitaesvkii-Gleichung fiir samtliche Gittertiefen sehr
zeitaufwendig ist, wurde die theoretische Berechnung basierend auf den in Abschnitt 3.2.2
vorgestellten Einteilchenresultaten erstellt. Um den in Abschnitt 3.2.3 diskutierten Einfluss
der interatomaren Wechselwirkung auf das Impulsspektrum zu beriicksichtigen, wurden die
Einteilchenresultate pauschal mit dem Faktor 0,95 skaliert. Wie anhand der in Abschnitt
3.2.3 dargestellten Losung der Gross-Pitaevskii-Gleichung fiir eine feste Gittertiefe ersichtlich
ist, erfasst dieser Skalierungsfaktor effektiv die abschirmende Wirkung der Wechselwirkung
auf das Gitterpotenzial fiir die experimentell relevanten Teilchenzahlen. Dieses kann mit der
in Abbildung 3.13 gezeigten Impulsverteilung abgeschatzt werden.

Ein approximativer Ausdruck fiir die relative Besetzung der Impulskomponenten wurde
zuerst in [125] gegeben. Eine verbesserte Naherung erfolgte spater in [29] und lautet

16 —1/4
2 pri4 .
Ve In(Py )2 = (3.99)
Dabei ist N
P == 3.100
= (3.100)

das Verhiltnis der Besetzung der [ = +1-Komponente zur [ = 0-Komponente. Der transzen-
dente Ausdruck (3.99) iiberschitzt jedoch die relative Besetzung der [ = £1-Komponenten
insbesondere fiir kleine Gittertiefen.

Die in Abbildung 3.26 ersichtliche gute Ubereinstimmung der experimentellen Daten mit
dem theoretischen Ergebnis bestétigt zum einen das in Abschnitt 3.4.1 erhaltene Verhéltnis
von experimentell bestimmter zu theoretisch berechneter Gittertiefe von 0,7. Zum anderen
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sind die gemessenen Impulsverteilungen vollkommen konsistent im Rahmen einer vollstandi-
gen Population der Atome im niedrigsten Bloch-Band mit einem um ¢ = 0 konzentrierten
Quasi-Impuls zu erklaren.
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Abbildung 3.26.: Relative Besetzung der Impulskomponente [ = +1 in Abhangigkeit von der

Gittertiefe fiir zwei verschiedene Dauern ty der adiabatischen Rampe. Die
durchgezogene Linie stellt die theoretische Vorhersage dar.
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4. Bose-Einstein-Kondensate in
ungeordneten Dipolpotenzialen

Dieses Kapitel stellt unsere Untersuchungen an Bose-Einstein-Kondensaten in einem raumlich
ungeordneten Potenzial dar. Dieses Potenzial wurde mittels optischer Methoden erzeugt und
seine Eigenschaften wurden umfassend charakterisiert. Die experimentellen und theoretischen
Untersuchungen zeigen, dass der Vielteilchengrundzustand durch die Unordnung nachhaltig
beeinflusst wird: Das Kondensat lokalisiert in den rdumlichen Potenzialfluktuationen. Diese
Lokalisierung dulert sich durch das Auftreten von unregelmiBigen Dichtemodulationen nach
der freien Expansion des Gases. Durch eine numerische Analyse konnte ein gutes Verstandnis
der experimentellen Ergebnisse entwickelt werden.

Die hier vorgestellten Untersuchungen wurden an Bose-Einstein-Kondensaten in der Ma-
gnetfalle mit iiberlagertem Unordnungspotenzial durchgefiihrt. Die Realisierung eines Bose-
Einstein-Kondensates in einem ungeordneten optischen Gitter ist Gegenstand von Kapitel 5.

Zunichst erfolgt eine Einfiihrung zum Stand der Forschung an ungeordneten Systemen. Das
Hauptaugenmerk liegt auf der Darstellung der experimentellen Arbeiten mit Bose-Einstein-
Kondensaten. Eine theoretische Betrachtung des Einteilchenproblems motiviert die Untersu-
chung ungeordneter Systeme. Dazu werden die besonderen Eigenschaften der Eigenfunktio-
nen in diesen Potenzialen diskutiert.

Den Hauptteil des Kapitels bildet die Darstellung der experimentellen und theoretischen
Untersuchungen des Kondensatgrundzustandes in dem realisierten Unordnungspotenzial. Die
experimentellen Arbeiten gehéren dabei zu den ersten Messungen mit ungeordneten quan-
tenentarteten Gasen.

4.1. Einfiihrung

Die Untersuchung von ungeordneten Systemen spielt eine zentrale Rolle in der Physik der
kondensierten Materie. Den Ausgangspunkt dieses dulerst vielseitigen Forschungsgebietes
bildete dabei die Untersuchung der Transporteigenschaften in Festkdrpersystemen. In diesen
existiert Unordnung auf natiirliche und vielfiltige Weise. Angefangen von einzelnen Stérstellen
in der idealen Festkorperstruktur bis hin zu amorphen Glasern und Legierungen liegt Unord-
nung in mannigfaltiger Form und Stédrke vor [177]. Dabei kann selbst eine geringe Anzahl
von Storstellen in einem ansonsten perfekten Kristall dessen Transporteigenschaften so dra-
matisch verdndert, dass es zum Auftreten von Metall-Isolatoriibergdngen kommt [50]. Diese
werden durch die Lokalisierung der Ladungstrdger in der ungeordneten Umgebung induziert
und stellen bis heute ein dulerst aktives Forschungsgebiet sowohl der theoretischen als auch
der experimentellen Physik dar [50, 51]. Dariiber hinaus wurden fiir die Hochtemperatur-
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Supraleitung die Konsequenzen von Unordnung fiir die Bardeen-Cooper-Schrieffer Theorie
experimentell [70-72] und theoretisch [68, 69] untersucht. Aber auch auRerhalb der Festkdr-
perphysik spielen unordnungsinduzierte Lokalisierungsphdnomene eine wichtige Rolle. Wie
in Abschnitt 4.2 erldutert wird, sind Interferenzeffekte fiir solche Lokalisierungsphdnomene
verantwortlich. Daher kdnnen sie grundsatzlich in allen Systemen auftreten, die durch Wel-
lengleichungen bestimmt sind. So wurden Lokalisierungseffekte bereits in Streuexperimenten
mit Licht [178,179] oder Wasserwellen [180] beobachtet.

Die ersten Untersuchungen mit Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Strukturen wur-
den mit superfliissigem Helium durchgefiihrt. Dieses wurde auf pordse Substrate aus Vycor
aufgebracht [73-75]. Durch den Einfluss der ungeordneten Substratstrukturen konnten ei-
ne Reihe neuartiger Effekte beobachtet werden. Eine gute Ubersicht bietet [76]. Von her-
ausragendem Interesse ist hierbei die Abwesenheit der superfliissigen Eigenschaften unter-
halb der A-Temperatur fiir kleine Heliumdichten. Dieser Effekt wird durch die Lokalisierung
der Heliumatome in der ungeordneten Substratstruktur ausgeldst [77,78]. Interessanterwei-
se konnte der superfliissige Charakter des Heliums durch eine Erhéhung der Bosonendichte
wieder hergestellt werden. Fiir diesen Prozess ist die repulsive Wechselwirkung zwischen den
Heliumatomen von entscheidender Bedeutung, da diese das ungeordnete Potenzial effektiv
abschirmt [77,78].

Mit Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gase kdnnen unordnungsinduzierte Effekte in be-
sonders kontrollierter Form untersucht werden. Zum einen zeichnen sich diese Systeme durch
eine hohe Reinheit aus. Zum anderen steht fiir sie ein breites Spektrum von Manipulations-
moglichkeiten zur Verfligung, das fiir eine gezielte Erzeugung von Unordnung genutzt werden
kann.

In ersten Experimenten mit atomaren Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Po-
tenzialen wurden die Frequenzen von kollektiven Anregungen unter dem Einfluss eines Un-
ordnungspotenzials untersucht [84]. Dabei zeigte sich eine Verschiebung der Oszillationsfre-
quenzen gegeniiber dem ungestorten System. Des Weiteren wurde anhand der Expansion von
Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Leiterstrukturen das Transportverhalten unter-
sucht [84,85]. Hierbei wurde eine deutliche Unterdriickung der Expansion des Kondensates
in der Leiterstruktur festgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde erstmals ein ungeordne-
tes quantenentartetes Gittergas realisiert und untersucht [1], was in Kapitel 5 ausfiihrlich
beschrieben ist.

4.2. Theoretische Grundlagen

Von fundamentaler Bedeutung fiir die aulergewdhnlichen Eigenschaften ungeordneter Sys-
teme ist das Auftreten von energetisch ungebundenen Einteilchenzustdnden, die exponentiell
lokalisiert sind. Zun&dchst werden in diesem Abschnitt die grundsitzlichen Mechanismen, die
zu einer solchen Lokalisierung fiihren kénnen, anhand des Einteilchenproblems qualitativ dis-
kutiert. Das Fehlen jeglicher Symmetrien des Hamiltonians erschwert quantitative Betrach-
tungen deutlich. Modelle, bei denen die Unordnung als Stérung einer Gitterstruktur vorliegt,
haben sich als duBerst niitzlicher Zugang erwiesen, was im nichsten Kapitel ausfiihrlich dar-
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gestellt ist.

4.2.1. Einzelnes Teilchen in einem ungeordneten Potenzial

Um die Besonderheiten des quantenmechanischen Problems zu betonen, wird zunichst die
Bewegung eines klassischen Teilchens in einem ungeordneten Potenzial betrachtet. Im Folgen-
den wird dabei der Begriff Unordnung als ein rdumlich unregelmiRiges Potenzial aufgefasst,
das zugleich zeitlich stationar ist. Ein beispielhafter Potenzialverlauf ist in der Abbildung 4.1
gezeigt. Fiir das klassische Problem kdnnen anhand energetischer Betrachtungen Riickschliis-
se auf die mogliche Bewegung gezogen werden. Die in der Abbildung markierte Energie F des
Teilchens bestimmt die klassichen Umkehrpunkte in dem Potenzial. Fiir das gezeigte Beispiel
mit £ < V] ist die Bewegung auf das Intervall [21, 2] eingeschrankt. In diesem Sinn ist das
Teilchen auf dem angegebenen Raumbereich lokalisiert. Andererseits kann sich das Teilchen
fir £ > V; entlang der gesamten z-Achse bewegen.

z; z z,

Abbildung 4.1.: Verlauf eines ungeordneten Potenzials. Wahrend fiir das klassische Teilchen
eine mogliche Lokalisierung aus rein energetischen Betrachtungen beurteilt
werden kann, ist das entsprechende quantenmechanische Problem komplexer.

Fiir die quantenmechanische Behandlung dieses Problems ist eine solche einfache Betrach-
tung nicht maglich [181]. Zwar kdnnen fiir viele kanonische Probleme dhnliche Folgerungen
gezogen werden: So fallen die energetisch gebundenen Eigenzustinde in der Regel im Un-
endlichen ab und sind daher quadratintegrabel. Deshalb wird von lokalisierten Zustinden
gesprochen. Die energetisch ungebundenen Zustinde des Kontinuums fallen dagegen iibli-
cherweise nicht im Unendlichen ab und sind daher nicht quadratintegrabel. Sie sind in diesem
Sinn nicht lokalisiert.

Diese Zusammenhinge sind jedoch im Gegensatz zum klassischen Problem nicht allge-
mein giiltig. So konnen fiir das in der Abbildung 4.1 gezeigte Potenzial auch fir £ < V)
die Zustidnde aufgrund von Tunnelprozessen durch die Potenzialbarrieren entlang der ge-
samten z-Achse ausgedehnt sein. Abbildung 4.2 a) stellt schematisch ein Beispiel fiir eine
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solche Wellenfunktion dar. Aufgrund des ungeordneten Potenzials zeigt diese raumlich ein
unregelmaRiges Verhalten.

Andererseits sind Zustdnde mit £ > FEj5 nicht notwendigerweise entlang der ganzen z-Achse
ausgebreitet. Aufgrund von multiplen Streuprozessen der Wellenfunktion an den statistischen
Fluktuationen des Potenzials kann es zu destruktiver Interferenz kommen, bei der die Oszil-
lationen der Wellenfunktion fiir groBe 2z ausgeldscht werden [181]. Abbildung 4.2 b) zeigt fiir
diesen Fall eine exponentiell abfallende Einhiillende der Wellenfunktion.

a) b) - (_.

¥(2) ¥(2)

Abbildung 4.2.: In a) ist die schematische Darstellung einer nicht lokalisierten Wellenfunktion
in einem ungeordneten Potenzial gezeigt. Abbildung b) zeigt eine lokalisier-
te Wellenfunktion schematisch. Es existiert eine exponentielle Einhiillende,
die gestrichelt gezeichnet ist. Der Abfall der Wellenfunktion ist durch die
Lokalisierungslange ¢ bestimmt.

Zum einen kdnnen also quantenmechanische Tunnelprozesse zu einer Delokalisierung von
energetisch gebundenen Zustanden fiihren. Die in Kapitel 3.2.2 diskutierten Bloch-Zusténde
sind ein solches Beispiel. Obwohl die niedrigsten Bloch-Zustande energetisch gebundene Ei-
genzustande des periodischen Potenzials darstellen, sind sie dennoch auf das ganze System
ausgedehnt, wie an Gleichung (3.45) leicht erkennbar ist. Auf der anderen Seite kdnnen Inter-
ferenzeffekte eine Lokalisierung von energetisch ungebundenen Zustinden hervorrufen. Die
Existenz von energetisch ungebundenen, aber lokalisierten Zusténden ist schon seit langem
bekannt. So wurde von Wigner und v. Neumann eine Klasse von Potenzialen untersucht,
die lokalisierte Zustande liefern, welche isoliert im Kontinuum eingebettet liegen [182]. Ab-
bildung 4.3 zeigt ein Beispiel fiir solch ein so genanntes Wigner-Von-Neumann-Potenzial.
Ein zugehdriger integrabler Zustand, der zugleich energetisch ungebunden ist, wird ebenfalls
dargestellt.

Im quantenmechanischen Problem kdnnen Tunnel- und Interferenzeffekte konkurrierend
auftreten. Aufgrund dieser Konkurrenz ist die Frage nach der Lokalisierung der Einteilchen-
zustande nicht trivial anhand ihrer Energien zu beantworten. Die besondere Eigenschaft von
statistisch ungeordneten Potenzialen liegt darin begriindet, dass sie lokalisierte Zustdnde
bevorzugen. Wihrend diese beispielsweise in Wigner-Von-Neumann-Potenzialen als isolierte
Zustdande im Kontinuum liegen, kdnnen sie fiir ungeordnete Potenziale im Spektrum dicht
sein [50,51]. So kann z. B. fiir eindimensionale Systeme gezeigt werden, dass alle Eigenzu-
stinde des Systems unabhingig von der Starke der Unordnung lokalisiert sind [56].
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Abbildung 4.3.: In a) ist das von Wigner und v. Neumann urspriinglich untersuchte Potenzial

[182] gezeigt. In Abbildung b) ist ein lokalisierter Eigenzustand dargestellt.
Seine Energie ist in a) rot gekennzeichnet.

Die Existenz von lokalisierten Einteilchenzustdnden in ungeordneten Systemen hat massive
Konsequenzen fiir die Transporteigenschaften. Wenn die Energie der Teilchen, die zum Trans-
port beitragen kénnen, in einem Teil des Spektrums liegt, in dem nur lokalisierte Zustande
existieren, kann es zu einer volligen Unterdriickung des Transportes kommen. In Festkérpern
ist dieses Phinomen als Metall-Isolator-Ubergang [50] bekannt.

Durch das Fehlen jeglicher Symmetrien des Hamiltonians ist die theoretische Behandlung
von ungeordneten Systemen ungemein erschwert. Hier hat sich die Einfiihrung von Modellen,
in denen die Unordnung in Kombination mit einer Gitterstruktur vorliegt, als dulerst niitzlich
erwiesen [52]. Diese Gittermodelle stellen zugleich fiir eine Vielzahl von Systemen, in denen
Unordnung eine wichtige Rolle spielt, eine gute Beschreibung dar. Dieses schlieRt insbesondere
die Betrachtung von wechselwirkenden Vielteilchensystemen ein [36, 183].

4.3. Experimentelle Realisierung eines ungeordneten
Dipolpotenzials

Dieser Abschnitt beschreibt die Realisierung und die Charakterisierung eines ungeordneten
Dipolpotenzials zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten. Das ungeordnete Potenzial
stellt fiir die durchgefiihrten Experimente ein zentrales Werkzeug dar. Seine Erzeugung basiert
auf der Abbildung eines rdumlich ungeordneten Substrates auf das Kondensat. Sie ist eng
verwandt mit Ansitzen, die Speckle-Strahlung [58-60] ausnutzen und in anderen Gruppen
zur Erzeugung ungeordneter Potenziale verwendet werden [84-86].

4.3.1. Aufbau und Justage des Strahlengangs

Abbildung 4.4 zeigt den schematischen Aufbau des Strahlengangs zur Erzeugung des Un-
ordnungspotentials. Fiir die Erzeugung des ungeordneten Dipolpotentials ist gemal (3.11)
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ein raumlich variierendes Intensitatsprofil erforderlich, das durch die Verwendung zweier op-
tischer Substrate mit inhomogener Transparenz erhalten wird. Diese kombinierte Struktur
wird mit einem kollimierten Laserstrahl beleuchtet. Als ein Teil des Unordnungsmusters wird
ein mit Chrom bedampftes Glaspldttchen eingesetzt. Die vdllig intransparente Chromschicht
wurde vom Hersteller mittels lithografischer Techniken entlang mehrerer vertikaler Streifen
verschiedener Breite abgetragen. Die minimale Streifenbreite liegt dabei laut Spezifikatio-
nen bei 15 pum. Dieses Substrat wird mit einem Dia kombiniert, das mit einer groRen Zahl
vertikaler Streifen bedruckt ist. Die Schichtdicke der Streifen variiert dabei statistisch und
liefert so unregelmalige Schwankungen in der ortsabhédngigen Transparenz des Dias. Das
AusmaR dieser Schwankungen betrdgt ~ 10 %. Die minimale Breite der Streifen betrdgt laut
Druckerspezifikation 6 pm.
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Abbildung 4.4.: Schematische Darstellung der Strahlverldufe zur Erzeugung der Dipolpoten-
ziale. Die Unordnungsstruktur wird aus transversaler Richtung auf das Kon-
densat in der Magnetfalle abgebildet. Dadurch ergibt sich ein rdumlich un-
regelmaRiges Dipolpotenzial entlang der axialen Richtung der Atomwolke.
Der Unordnungsstrahl ist mit dem Detektionstrahl iiberlagert und kann auf
die CCD-Kamera abgebildet werden. Das optische Gitter ist dem Kondensat
axial liberlagert.

Als Lichtquelle zur Ausleuchtung des Substrates dient der Ti:Sa-Laser, der auch fiir die
Erzeugung des optischen Gitterpotenzials eingesetzt wird. Fiir alle vorgestellten Experimente
betrug die Wellenldnge des Laserlichts 825 nm. Nach dem Durchgang durch das Substrat
ist das Intensitatsprofil des Strahls raumlich unregelmiRig moduliert. Zur Verkleinerung der
Langenskala der Modulation werden die Substrate mittels zweier Achromaten auf die Position
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der Atome in der Magnetfalle im ungefdhren Verhiltnis 2 : 1 abgebildet. Dies erfolgt dabei
aus der transversalen Richtung, woraus ein rdumlich unregelmiRiges Dipolpotenzial entlang
der axialen Richtung des Kondensates resultiert. Der gewadhlte Aufbau bietet den Vorteil, das
der Unordnungsstrahl mit dem Detektionsstrahl iiberlagert werden kann. Dieses ist fiir das
unten beschriebene Justageschema hilfreich. Aulerdem kann so der Unordnungsstrahl auf
der CCD-Kamera abgebildet werden. Damit besteht die Moglichkeit, sowohl die Position der
Atome im Unordnungspotenzial sowie die Potenzialtiefe zu bestimmen.

Zur Erzeugung eines feinstrukturierten Unordnungspotenzials am Ort der Atome ist eine
scharfe Abbildung des Substrates erforderlich. Die Justage der Abbildungsoptik wird mit Hilfe
der CCD-Kamera optimiert. Dazu wird mittels der beiden Achromaten vor der CCD-Kamera
die Ebene, in der die Atome liegen, auf den Kamera-Chip abgebildet. Dies wird mit dem an
unserem Experiment eingesetzten Standardverfahren zur Justage der Detektionsoptik sicher-
gestellt [184]. AnschlieBend wird mit den beiden Achromaten vor den Atomen das Substrat
scharf auf die Atomebene und damit auch auf den Kamera-Chip abgebildet. Die Justage die-
ser Abbildung wird zundchst mit Hilfe eines speziellen Resolution-Targets (Firma:Newport,
Modell: RES-2) durchgefiihrt. AnschlieRend werden die Unordnungssubstrate eingesetzt und
die Position der Achromaten wird so optimiert, dass die StrukturgréRe des Intensitatsprofils
auf der CCD-Kamera minimal wird.

Die Auflgsung der Abbildung ist primar durch die numerische Apertur des Achromaten
hinter den Unordnungssubstraten bestimmt. Dieser hat einen freien Radius von r = 38 mm
und einen Abstand zur Unordnungsstruktur von 310 mm. Damit ergibt sich eine numerische
Apertur von NA = 0,122. Die maximale Auflésung betragt somit [184]

A
Ar=0,51 50 =35 pm. (4.1)

Diese maximale erzielbare Auflésung wird von einfachen Abbildungssystemen iiblicherwei-
se nicht erreicht. Fiir eine solche Abbildung mittels zweier Achromate ist die tatsichliche
Auflésung deutlich schlechter [171,184]:

Areyp = 3,2 Ar = 11,2 pm. (4.2)
Diese Auflsung limitiert die minimal erreichbare StrukturgroRe am Ort der Atome.

Abbildung 4.5 zeigt eine Aufnahme des Unordnungsstrahls. Das abgebildete Streifenmuster
der Unordnungsstruktur ist deutlich erkennbar. Dieses fiihrt zu einem rdumlich ungeordneten
Intensitatsprofil entlang der horizontalen Richtung.

Die Ausrichtung des Unordnungsstrahls auf die Atome in der Magnetfalle erfolgt analog
zur Justage des Gitterstrahls. Zun&chst wird der Detektionsstrahl so eingestellt, dass sich der
Schattenwurf der Atome in seinem Zentrum befindet. AnschlieBend wird der Unordnungs-
strahl so justiert, dass sein Mittelpunkt im Schattenwurf der Atome auf der Kamera liegt.
Gleichzeitig wird die Uberlagerung von Detektionsstrahl und Unordnungsstrahl mit Hilfe ei-
ner zweiten CCD-Kamera (CCD 2) an einer weiteren Position sichergestellt. Das dargestellte
Schema stellt somit eine sehr kontrollierte Méglichkeit zur Justage des Unordnungsstrahlen-
gangs dar.
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Abbildung 4.5.: In a) ist das Bild des Unordnungstrahls auf der Kamera gezeigt. Abbildung b)
stellt das zugehorige Dichteprofil in horizontaler Richtung dar. Die unregel-
maRige Modulation des Intensitatsprofils entlang der horizontalen Richtung
ist in a) und b) deutlich erkennbar.

4.3.2. Charakterisierung des Unordnungspotenzials

Mit der Realisierung des Dipolpotenzials steht ein robustes Werkzeug zur Préparation von
Bose-Einstein-Kondensaten in einem ungeordneten Potenzial zur Verfiigung. Um dieses Werk-
zeug kontrolliert im Experiment einsetzen zu kdnnen, ist eine genaue Charakterisierung der
Potenzialeigenschaften erforderlich.

Bestimmung der Potenzialtiefe mittels GauRfit

Die Tiefe des ungeordneten Dipolpotenzials ist gemaR der Gleichung (3.11) durch die Inten-
sitatsverteilung am Ort der Atome bestimmt. Dabei ist fiir unsere Experimente die langsame
Variation des Potenzials aufgrund der gauRschen Form des Lasersstrahls von untergeordneter
Bedeutung. Sie liefert nur einen unwesentlichen Beitrag zu den harmonischen Fallenfrequen-
zen am Ort der Atome. Das relevante MaR fiir die Tiefe des ungeordneten Potenzials ist
vielmehr die Amplitude seiner schnellen und ungeordneten Modulation. In dieser Arbeit wird
analog zu [84] mit dem Begriff Unordnungstiefe die doppelte Standardabweichung des Di-
polpotenzials von seinem Mittelwert bezeichnet. Dabei werden der Mittelwert und die Stan-
dardabweichung entlang der axialen Ausdehnung des Kondensates im Unordnungspotenzial
bestimmt.

Abbildung 4.6 zeigt ein typisches Beispiel fiir ein experimentell ermitteltes axiales Intensi-
tatsprofil des Unordnungsstrahls. Die gezeigte Struktur hat in der Ebene der Atome eine ho-
rizontale Ausdehnung von 150 pm. Die typische axiale Ausdehnung des Kondensates betragt
zwischen 80 pm und 120 gum. Aus Abbildung 4.5 ist erkennbar, dass das Unordnungspoten-
zial in vertikaler Richtung eine hohe Homogenitdt aufweist. Auf einer Langenskala, die der
transversalen GroRe des Kondensates (5...6um) entspricht, ist das Potenzial in dieser Rich-
tung konstant. Daher wurde bei der Erstellung von Abbildung 4.6 nur eine einzige horizontale
Reihe von Kamerapixeln verwendet.
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Abbildung 4.6.: Gemessenes axiales Intensitatsprofil des Unordnungsstrahls. Der Mittelwert
ist rot eingezeichnet. Die blau gestrichelten Linien kennzeichnen den Be-
reich der Standardabweichung vom Mittelwert. Fiir diese ergibt sich 20, =
0,40 (Icep).

Entlang des gezeigten Kameraauschnitts werden der Mittelwert und die Standardabwei-
chung des Strahlprofils bestimmt. Fiir das gezeigte Beispiel aus Abbildung 4.6 liefert dieses

20’1 == O, 40 <ICCD> s (43)

wobei sich die Standardabweichung oy und der Mittelwert (Iccp) auf die Zahlereignis-
se pro Kamerapixel beziehen. Dieser Wert hangt kritisch von der genauen Realisierung
des ungeordneten Potenzials ab. Die Abbildung 4.7 zeigt einen weiteren typischen Inten-
sitatsverlauf des Unordnungsstrahls. Fiir diesen folgt fiir die doppelte Standardabweichung
209 =10,59 (Iccp). Daher kann eine Bestimmung der Unordnungstiefe immer nur fiir eine
individuelle Realisierung des Intensitatsverlaufes erfolgen.

Um anhand der Standardabweichung die Unordnungstiefe zu bestimmen, muR eine Relation
zwischen dem Mittelwert (Iocp) in Zahlereignissen pro Pixel und der eigentlichen Intensitat
hergestellt werden. Diese kann mit der folgenden Uberlegung erhalten werden: Der erzeu-
gende Laserstrahl wird mittels einer Glasfaser zum Experiment gefiihrt. Nach dem Austritt
aus der optischen Faser ist er in guter Ndherung als gauRscher Strahl beschreibbar. Wenn
die Unordnungssubstrate aus dem Strahlengang entfernt sind, besitzt dieser Strahl am Ort
der Atome einen Waist von wg ~ 400 pum. Bei eingesetzten Substraten wird der Strahl zum
einen raumlich stark moduliert und zum anderen aufgrund von Absorptions- und Reflexi-
onsprozessen in seiner Intensitdt abgeschwacht. Wie in Abbildung 4.5 erkennbar, kann dem
detektierten Strahlprofil jedoch immer noch ein GauBprofil angepasst werden. Dabei ist der
Waist des Unordnungsstrahls bei eingesetzten Unordnungssubstraten nicht signifikant ver-
dndert. Bei bekannter Strahlleistung kann aus diesem Fit mittels 7 = 2P/7w3 die Relation
zwischen der Intensitdt im Zentrum des GauBprofils und der Anzahl der Zahlereignisse auf
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Abbildung 4.7.: Gemessenes Intensitatsprofil des Unordnungsstrahls. Der Mittelwert ist rot
eingezeichnet. Die blau gestrichelten Linien kennzeichnen den Bereich
der Standardabweichung vom Mittelwert. Fiir diese ergibt sich 20, =

0,59 (Icep).

der Kamera berechnet werden.
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Abbildung 4.8.: Axiales Intensitdtsprofil des unmodulierten Unordnungsstrahls aufgenommen
mit der CCD-Kamera. Der Gaulfit liefert einen Waist von wy = 395 pum.
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Dieses Verfahren zur Bestimmung der Unordnungstiefe ist mit einer relativ groen Ungenau-
igkeit behaftet. Diese liegt zum einen in der Unsicherheit bei der Anpassung der GauRfunktion
an das modulierte Strahlprofil begriindet. Zum anderen wird durch die Unordnungssubstrate
ein Teil der Strahlleistung aus dem gauBschen Bereich des Strahls herausgestreut und bildet
einen diffusen Untergrund. Dieser Untergrund wird bei der Messung der Strahlleistung er-
fasst, so dass die iiber den Gaulfit bestimmte Intensitat tiberschitzt wird. Daher liefert diese
Methode systematisch zu groRe Werte fiir die Unordnungstiefe.

Um dieses Problem zu umgehen, wird nunmehr eine andere Methode zur Bestimmung der
Unordnungstiefe eingesetzt. Dabei werden die Unordnungssubstrate aus dem Strahlengang
entfernt und der unmodulierte Strahl auf der Kamera detektiert. Abbildung 4.8 zeigt ei-
ne solche Aufnahme des Unordnungsstrals. An sein Profil kann mit hoher Genauigkeit eine
GauRfunktion angepasst werden und so eine Relation zwischen der Lichtintensitit und der An-
zahl der Zahlereignisse pro Pixel gefunden werden. Diese Eichung kann zur Bestimmung der
Unordnungstiefe verwendet werden, wenn der modulierte Unordnungsstrahl detektiert wird.
Diese Methode wird als Standardverfahren zur Bestimmung der Potenzialtiefe eingesetzt.

Bestimmung der Potenzialtiefe anhand der Photonenzahl

Die oben beschriebene Methode basiert auf der Eichung der Zahlereignisse auf der Kamera
mittels eines Gaulfits. Alternativ kann das Dipolpotenzial direkt aus den Kamerabildern
gewonnen werden. Der CCD-Chip wird dazu fiir eine definierte Zeit mit dem Unordnungstrahl
belichtet. Das Schalten der Lichtleistung erfolgt durch einen akusto-optischen Modulator
(AOM). Dabei gelangt jedoch auch bei ausgeschaltetem AOM immer etwas Licht aus dem
Unordnungstrahl auf die Kamera. Um diese und andere Restlichteinfliisse zu eliminieren, wird
bei identischer Zeitsteuerung und ausgeschaltetem AOM eine Referenzaufnahme erstellt und
von der Primdraufnahme abgezogen. Aus der Anzahl ausgeloster Elektronen pro Pixel kann
bei bekannter Quanteneffizienz der Kamera unmittelbar auf die Intensitat im ¢-ten Pixel I;
geschlossen werden -
i hv

]Z_QEAt' (4.4)
Dabei bezeichnet N; die Anzahl der Elektronen im i-ten Pixel, QF die Quanteneffizienz,
v die Photonenfrequenz, A die Pixelfliche und t die Belichtungszeit. Die Quanteneffizienz
der Kamera bei 825 nm wurde in Ubereinstimmung mit ihren Spezifikationen auf 52,4%
bestimmt.

Durch diese Bestimmung des Intensitatsprofils an der Position des Schattenwurfs der Ato-
me auf der Kamera kann das Intensitdtsprofil am Ort der Atome erhalten werden. Hierfiir ist
nur noch die VergroBerungseigenschaft der Detektionsoptik zu beriicksichtigen. Diese fiihrt
dazu, dass die Intensitdt am Ort der Atome um den Faktor drei gegeniiber der auf der Kamera
bestimmten Intensitit erhdht ist.

Strukturgrolle und Korrelationsfunktion des Potenzials

Eine wesentliche KenngroRe zur Beurteilung des Einflusses des ungeordneten Potenzials auf
die Atome stellt das Verhaltnis aus der GesamtsystemgroRe zur charakteristischen Lange
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der Potenzialfluktuationen dar. Zur Ermittlung der Langenskalen, auf denen das Potenzi-
al fluktuiert, wurde eine Fourieranalyse durchgefiihrt. Diese ist in Abbildung 4.9 fiir den
Intensitatsverlauf aus Abbildung 4.6 gezeigt. Die gekennzeichneten Maxima kénnen charak-
teristischen Langen der Potenzialfluktuationen zugeordnet werden. Die kiirzeste Ldnge ist
dabei 8,6 um. Diese ist mit der axialen KondensatgroRe, die zwischen 80 um und 120 um
betragt, zu vergleichen. Somit liegen typischerweise 10 bis 14 Potenzialfluktuationen entlang
der Ausdehnung des Kondensates vor.
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Abbildung 4.9.: Fouriertransformation des Intensitatsverlaufs aus Abbildung 4.6. Langenska-
len, auf denen ausgepragte Modulationen auftreten, sind markiert.

Eine weitere wichtige KenngroRe des Potenzials stellt dessen Auto-Korrelationsfunktion

dar. Sie ist mittels (Va(2) Va(z + L))
B AlZ) Valz
g(L) = (Va(2)) (Valz+ L))

definiert. Dabei bezeichnet VA (z) das ungeordnete Potenzial und die eckigen Klammern die
Mittelwertsbildung iiber die Position z. Die Auto-Korrelationsfunktion bestimmt die Lan-
genskala, auf der die rdumlichen Korrelationen des Potenzials zerfallen. Der Verlauf der
Auto-Korrelationsfunktion ist fiir eine typische Realisierung des ungeordneten Potenzials in
Abbildung 4.10 dargestellt. Der Abfall der Korrelationsfunktion auf einer Langenskala von
10 pm ist deutlich ersichtlich und spiegelt die zuféllige Struktur des Potenzials wieder.

(4.5)

Stabilitdat der Unordnungsstruktur

Das Dipolpotenzial soll rdumlich unregelmiRige Fluktuationen aufweisen, jedoch zeitlich még-
lichst stationdr sein. Die Stabilitdt des Potenzials kann dabei durch verschiedene Einfliisse
gestort werden. Zum einen kdnnen Schwankungen in der Laserintensitdt zu Variationen des
Dipolpotenzials fiihren. Wahrend solche Schwankungen zu einer veranderten Modulationstiefe
des Potenzials fiihren, bleibt die raumliche Struktur der Unordnung erhalten. Demgegeniiber
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Abbildung 4.10.: Verlauf der Auto-Korrelationsfunktion fiir eine typische Realisierung des un-
geordneten Potenzials.

verursachen Fluktuationen der Laserstrahllage oder eine mechanische Instabilitdt der Halte-
rung der Substrate eine tatsdchliche Variation der Potenzialform. Die Stabilitdt des Potenzials
ist dabei auf drei verschiedenen Zeitskalen von experimenteller Relevanz zu beurteilen:

e Die Stabilitdt der Struktur wihrend einer einzelnen Messung.
e Die Stabilitdt der Struktur wihrend eines Messtages.
e Die Stabilitdt der Struktur zwischen verschiedenen Messtagen.

In jedem einzelnen Zyklus des Experimentes befinden sich die Atome nicht langer als 100 ms
im Unordnungspotenzial. Mégliche Schwankungen wéhrend dieser Zeit kdnnen zu einem brei-
ten Spektrum nachteiliger Effekte fiihren. Dies reicht von einer effektiven Auswaschung der
Potenzialmodulationen bis hin zur Aufpragung von Phasendomanen. Die Abbildung 4.11 zeigt
Intensitatsprofile des Unordnungspotenzials, die im zeitlichen Abstand von einer Minute mit
der CCD-Kamera aufgenommen wurden. Es ist deutlich zu erkennen, dass die Struktur auf
dieser Zeitskala sehr stabil ist. Da dieses Verhalten in einer Vielzahl von Messungen be-
statigt wurde, kdnnen Variationen des Potenzials wahrend eines einzelnen Experimentzyklus
ausgeschlossen werden.

Die Dauer der eigentlichen Messungen an einem Experimentiertag kann bis zu 14 Stun-
den betragen. Dabei werden fortlaufend Kondensate erzeugt und mit dem Dipolpotenzial
manipuliert. Ein einzelner Durchlauf des Experimentes dauert dabei ungefdhr eine Minute.
Abbildung 4.12 zeigt Intensitdtsprofile des Unordnungspotenzials, die im Abstand von mehr
als einer Stunde aufgenommen wurden. Es ist zu erkennen, dass fiir groRere Zeitabstdnde
die Variationen des Unordnungspotenzials zunehmen. Die grundsatzliche Form der Struktur
bleibt dabei aber erhalten.
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Abbildung 4.11.: Axiale Intensitdtsprofile des Unordnungsstrahls detektiert mit der CCD-
Kamera. Die Variationen des Potenzials sind fiir die hier betrachteten kurzen
Zeitabstande sehr gering.

Zwischen verschiedenen Messtagen sind deutliche Variationen des Unordnungspotenzials
grundsatzlich nicht zu vermeiden. Typischerweise sind kleine Justagen zur optimalen Aus-
richtung des Unordnungsstrahls auf die Atome durchzufiihren. Diese fiihren unweigerlich zu
einer neuen Realisierung des ungeordneten Potenzials.

Fiir die Interpretation der Messungen haben sowohl die leichten Variationen im Unord-
nungspotenzial wahrend eines Messtages als auch die deutlichen Verdnderungen zwischen
den Messtagen wichtige Bedeutung. Viele Eigenschaften des Systems hdngen kritisch von
der genauen Realisierung des ungeordneten Potenzials ab. Fiir die Experimente ist daher
eine deutliche Streuung der Messwerte zu erwarten. Dieses fiihrt zu grolen statistischen
Varianzen, insbesondere wenn Daten von verschiedenen Messtagen kombiniert werden.

In jiingster Zeit wurden Verbesserungen am mechanischen Aufbau vorgenommen, die des-
sen Stabilitdt deutlich erhdhen. Insbesondere durch die Platzierung der optischen Faser und
der Unordnungssubstrate auf einer gemeinsamen Halterung konnte die Langzeitstabilitat si-
gnifikant gesteigert werden. Abbildung 4.13 zeigt Intensitatsprofile des Unordnungsstrahls,
die nach der Verbesserung des optischen Aufbaus im Abstand von mehreren Stunden aufge-
nommen wurden. Es ist deutlich erkennbar, dass nunmehr eine hochstabile Unordnung fiir
einige Stunden Experimentierzeit zur Verfligung steht.

4.4. Untersuchungen mit ungeordneten
Bose-Einstein-Kondensaten

Das Dipolpotenzial wurde von uns zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten einge-
setzt. Dabei wurde eine experimentelle und numerische Analyse des Kondensatgrundzustan-
des vorgenommen. Die erste Realisierung eines schwach wechselwirkenden Bose-Einstein-
Kondensates in einem ungeordneten Potenzial wurde in [84] erreicht. In dieser Arbeit wurde
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Abbildung 4.12.:

Abbildung 4.13.:
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Intensitatsprofile des Unordnungsstrahls. Fiir gréRere Zeitabstinde weist das
Unordnungspotenzial deutliche Variationen auf.
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Langzeitstabilitdt des Unordnungspotenzials nach Verbesserung des opti-
schen Aufbaus. Die Variationen sind auch fiir gréRere Zeitraume sehr gering.
Die Belichtungszeit betrug 1,6 ms.

die freie Expansion des Kondensates aus der ungeordneten Struktur untersucht. Die berich-
teten Ergebnisse wurden durch unsere Arbeiten bestatigt und durch zusatzliche Erkenntnisse

erweitert.

Zunichst erfolgt die Darstellung der experimentellen Ergebnisse, die deutliche Effekte der
Unordnung auf den Kondensatgrundzustand zeigen.
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4.4.1. Experimentelle Untersuchungen

Wir erzeugen Bose-Einstein-Kondensate in der Magnetfalle im |F' = 2, m; = 2)-Zustand.
Die axialen und radialen Fallenfrequenzen betragen w, = 27 x 14 Hz bzw. w, = 27 X
360...390 Hz. Die Teilchenzahl im Kondensat variiert typischerweise zwischen 5 - 10* und
1,5 - 10° Atomen. Fiir einen Teil der Untersuchungen wurde die radiale Fallenfrequenz der
Magnetfalle nach der Erzeugung des Kondensates durch eine Erhéhung des Offsetfeldes auf
w, = 27 x 200 Hz verringert. Dieses sichert die Vergleichbarkeit der hier prasentierten
Untersuchungen mit den im n3chsten Kapitel vorgestellten Experimenten in ungeordneten
optischen Gittern. Wie in Kapitel 3 dargelegt wurde, ist eine Absenkung der radialen Fallen-
freuenz fiir Experimente mit optischen Gittern unabdingbar.

Mittels eines AOMs wird die Laserintensitdt und damit die Tiefe des Unordnungspotenzials
bis auf dessen Endwert Vx adiabatisch erh6ht. Das Feld der Magnetfalle wird dabei aufrecht-
erhalten, da der dreidimensionale Einschluss des optischen Potenzials allein nicht ausreicht,
um die Atome im Schwerefeld zu halten. Um den adiabatischen Transfer des Vielteilchen-
systems in seinen Grundzustand im kombinierten magnetischen und optischen Potenzial zu
erreichen, wird die Lichtleistung innerhalb von 60 ms exponentiell gesteigert. AnschlieBend
werden die Atome fiir weitere 20 ms im kombinierten Potenzial gehalten, bevor der ma-
gnetische und optische Einschluss zeitgleich beendet wird. Nach der anschlieBenden freien
Expansion des Gases erfogt die Detektion der Atome mittels resonanter Absorptionsaufnah-
men.

Abbildung 4.14.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nach 20,4 ms TOF
mit einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0,06 E,.. In der unteren Zeile sind
die zugehdrigen axialen Dichteprofile gezeigt. Die Zahl der kondensierten
Atome betrigt: a) Ny = 2,2-10% b) Ny = 4,6 - 10*, ¢) Ny = 6,5 - 10*
und d) Ny = 7,1-10%. Es ist deutlich erkennbar, dass die Abweichung vom
parabelférmigen Dichteprofil mit zunehmender Teilchenzahl abnimmt.

Abbildung 4.14 zeigt solche Absorptionsaufnahmen der Atome nach 20,4 ms Time-of-
Flight fiir verschiedene Teilchenzahlen. Die abgebildeten Atome wurden zuvor gemaR des be-
schriebenen Schemas in der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz w, = 27 x 200 Hz und
einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0,06 E, gehalten. Die Dichteprofile zeigen deutliche
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Abweichungen von der selbstahnlichen Expansion [185] einer Thomas-Fermi-Dichteverteilung.
Dieses dulert sich insbesondere in dem Auftreten von axialen Dichtemodulationen in den
expandierten Kondensaten. Wie in der Abbildung 4.15 zu erkennen ist, treten diese Mo-
dulationen fiir Kondensate, die aus dem Magnetfallenpotenzial allein expandiert sind, nicht
auf.

o

Abbildung 4.15.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nach 20,4 ms TOF
aus der Magnetfalle. In der unteren Zeile sind die zugehdrigen axialen Dich-
teprofile gezeigt. Die Zahl der kondensierten Atome betragt fiir die einzelnen
Bilder: a) Ny = 2,1-10% b) Ny =4-10% und c) Ny = 5,6 - 10%. Die ge-
messenen Dichteprofile zeigen die typische Parabelform der selbstdhnlichen
Expansion.

Abbildung 4.14 legt nahe, dass die Abweichung vom parabelférmigen Dichteprofil mit ab-
nehmender Teilchenzahl signifikanter wird. Um diesen Effekt quantitativ zu untersuchen,
wird die Standardabweichung der Dichte von der Parabelform bestimmt. Dazu werden den
gemessenen axialen Dichteprofilen bimodale Verteilungen angepasst [184]. Die Differenz zwi-
schen dieser Kurve und der gemessene Dichteverteilung wird auf die Kondensatdichte ng(z)
normiert und zur Bildung der Standardabweichung o integriert:

2
o :/dz ((571(2)) . (4.6)
no(2)
Dabei bezeichnet dn(z) die Differenz zwischen dem bimodalen Fit und dem gemessenen
Dichteprofil. Die Kondensatdichteverteilung ng(z) wird aus dem Parabel-Anteil der Kurven
bestimmt. Die Integration in (4.6) wird dabei iiber die Lange des Kondensates ausgefiihrt.
Abbildung 4.16 stellt die ermittelte Standardabweichung in Abhéngigkeit von der Zahl
kondensierter Atome nach freier Expansion dar. Fiir diese Realisierungen des Unordnungs-
potenzials ist eine deutliche Abnahme der Abweichung von selbstdhnlichen Expansion mit
zunehmender Teilchenzahl zu beobachten. Die Referenzdaten fiir die Expansion eines Kon-
densates aus der Magnetfalle ohne iiberlagertes Unordnungspotenzial zeigen nahezu kei-
ne Dichtemodulationen oder Abhidngigkeiten von der Teilchenzahl. Dies zeigt insbesondere,
dass die Kondensate in diesem Regime keine signifikanten Phasenfluktuationen aufweisen,
die ebenfalls Dichtemodulationen nach der freien Expansion verursachen [184].
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Die beobachtete Teilchenzahlabhdngigkeit der Dichtemodulationen kann durch Beriick-
sichtigung der interatomaren Wechselwirkung auf den Kondensatgrundzustand verstanden
werden. Durch die Wechselwirkung wird das ungeordnete Potenzial effektiv abgeschirmt.
Dieser Mechanismus wurde bereits im Kapitel 3 fiir das optische Gitterpotenzial herausge-
stellt. Da mit groRerer Teilchenzahl die Wechselwirkungsenergie im Kondensat zunimmt, wird
das ungeordnete Potenzial immer starker abgeschirmt. Dementsprechend ist der unordnungs-
induzierte Einfluss auf die expandierte Dichteverteilung geringer als fiir kleine Teilchenzahlen.

Die Fehlerbalken in Abbildung 4.16 stellen die Standardabweichung der Messdaten dar.
Da die genaue Form des Unordnungspotenzials sowohl wihrend eines Messtages als auch
zwischen verschiedenen Messtagen Variationen unterliegt, andert sich auch die Form und
Auspragung der beobachteten Dichtemodulationen. Dieses fiihrt zu groBen statistischen Va-
riationen der gemessenen GroRen und schlégt sich in entsprechend groen Fehlerbalken nieder.
Abbildung 4.17 verdeutlicht die Schwankungen in den gemessenen Dichteprofilen. Sie zeigt
Absorptionsaufnahmen und zugehdrige Dichteprofile nach 20,4 ms TOF. Diese wurden an
einem anderen Messtag erstellt als die in der Abbildung 4.14 gezeigten Dichteprofile. Die
Modulationen des Dichteprofils haben eine deutlich andere Form als die in Abbildung 4.14
dargestellten.

0,3
= P =12mW
e reines BEC
0,2 -
—
-
HlH
b ] %
| |
+ -
0,1 -
@ N .
- + P! ++% g
0,0 2,0x10° 4,0x10" 6,0x10"

N BEC

Abbildung 4.16.: Standardabweichung der axialen Dichteprofile von der Parabelform nach
20,4 ms TOF. Mit zunehmender Teilchenzahl nimmt die Wechselwirkungs-
energie zu und das ungeordnete Potenzial wird stdrker abgeschirmt. Der
Abbildung liegen Daten von zwei Messtagen zugrunde. Die Leistung des
Unordnungsstrahls betrug 12 mW und entspricht einer Unordnungstiefe
von 0,06 E,.

Die Messungen zeigen, dass die Dichteverteilung der Kondensate durch das ungeordnete
Potenzial signifikant beeinflusst wird. Um die Ursachen fiir die beobachteten Effekte de-
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Abbildung 4.17.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nach 20,4 ms TOF.
Die Atome wurden aus einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0,06 E,
entlassen. In der unteren Zeile sind die zugehdrigen axialen Dichteprofile
gezeigt. Die Teilchenzahl der kondensierten Atome betragt fiir alle Bilder
Ny =4-10%..5-10%

taillierter zu untersuchen, wurden umfangreiche numerische Untersuchungen des Systems
durchgefiihrt.

4.4.2. Theoretische Untersuchung des Systems

Die theoretischen Untersuchungen basieren auf der numerischen Lésung der Gross-Pitaevskii-
Gleichung. In der Gegenwart des ungeordneten Potenzials ist die Zeitentwicklung der Kon-
densatwellenfunktion W(r,¢) durch

2

iho,U(r,t) = —;m V2 + Vir(r) + Va f(z) + g|U(r,t)]?| U(r,t) (4.7)
bestimmt. Hierbei bezeichnet Vj,p(r) das Potenzial der Magnetfalle und f(z) eine raumlich
zufillig variierende Funktion, die das ungeordnete Potenzial reprasentiert. Dabei ist f(z) so
normiert, dass ihre doppelte Standardabweichung vom Mittelwert eins ist. Dementsprechend
bestimmt V die Tiefe des Unordnungspotenzials. Um eine moglichst gute Modellierung
der experimentellen Situation zu gewahrleisten, wurden typische Verlaufe fiir f(z) aus den
Abbildungen des Unordnungslaserstrahls gewonnen. Somit stellen die fiir die numerischen Si-
mulationen verwendeten Unordnungspotenziale realistische Verldufe des ungeordneten Dipol-
potenzials dar. Eine Lésung der Bogoliubov-de-Gennes Gleichungen [34] fiir typische Tiefen
des Unordnungspotenzials zeigt, dass bei 7" = 0 die Zahl der nicht kondensierten Atome
vernachldssigbar ist [1,186]. Fiir die im Experiment vorliegenden ultra-kalten Temperaturen
stellt daher eine auf der Gross-Pitaevskii-Gleichung basierende Beschreibung des Systems
eine gute Niherung dar.

Die Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.7) wurde mit der im Anhang A beschriebenen numerischen
Methode gelost. Dabei kann aus (4.7) nicht nur die Zeitentwicklung der Kondensatwellen-
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Abbildung 4.18.: In a) ist die axiale Dichteverteilung von 10° kondensierten Atomen inner-
halb der Magnetfalle mit den Fallenfrequenzen w, = 27 x 200 Hz bzw.
w, = 2w x 14 Hz fir verschiedene Tiefen des ungeordneten Potenzials
gezeigt. Der Verlauf des Unordnungspotenzials ist ebenfalls dargestellt. Die
Abbildung b) zeigt die axiale Dichteverteilung nach 20,4 ms freier Expan-
sion. Uber das radiale Dichteprofil wurde jeweils integriert.

funktion ermittelt werden, sondern auch der Grundzustand!. Die Abbildungen 4.18 und 4.19
zeigen numerisch berechnete axiale Dichteprofile des Kondensates in Abhingigkeit von der
Unordnungstiefe fiir zwei verschiedene Realisierungen f(z) des Unordnungspotenzials. Dabei
ist jeweils sowohl die Dichteverteilung des Grundzustandes in der Falle als auch die Dichte-
verteilung nach 20,4 ms freier Expansion gezeigt. Es ist erkennbar, dass mit zunehmender
Unordnungstiefe eine deutliche Modulation der axialen Dichteverteilung auftritt. Die Vertei-
lungen der gefangenen Kondensate zeigen einen Verlauf, der invers zu dem des ungeordneten
Potenzials ist.

Die Lokalisierung der Atome in den Minima des ungeordneten Potenzials schldgt sich auch
in einer ausgepragten Modulation der Dichteverteilung nach der Expansion nieder. Diese
wird mit zunehmender Unordnungstiefe strukturierter und komplexer. Fiir die groBten in
den Abbildungen gezeigten Unordnungstiefen beginnt das Kondensat in der Falle in mehrere
Teile aufzubrechen. Bei der Expansion liberlappen und interferieren diese einzelnen Teile des
Kondensats und verursachen eine dulerst schnelle Modulation der Dichteverteilung. Dieser
Effekt ist besonders deutlich in der Abbildung 4.19 erkennbar, in der dargestellt ist, wie das
Kondensat durch das Unordnungspotenzial in der Falle in zwei Hélften geteilt wird.

Die zeitliche Entwicklung der freien Expansion ist in Abbildung 4.20 dargestellt. Gezeigt ist
das axiale Dichteprofil eines Kondensates bestehend aus N = 10° Atomen fiir verschiedene
Zeiten der freien Expansion. Dabei wurde der Kondensatgrundzustand in der Falle fiir eine
Unordnungstiefe von VA = 0,1 E, und eine radiale Magnetfallenfrequenz von w, = 27 x

Der Grundzustand wird durch die Zeitentwicklung einer Testfunktion in imaginirer Zeit erhalten. Die
Details fiir diese Methode sind im Anhang A beschrieben.
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Abbildung 4.19.: In a) ist die axiale Dichteverteilung von 10° kondensierten Atomen innerhalb
der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz w, = 27 x 200 H z fiir verschie-
dene Tiefen des ungeordneten Potenzials gezeigt. Fiir die Simulation wurde
eine spezielle Unordnungsstruktur ausgewahlt, die sich von der Abbildung
4.18 zugrunde liegenden unterscheidet. Figur b) zeigt die axiale Dichte-
verteilung nach 20,4 ms freier Expansion. Uber den radialen Freiheitsgrad

wurde jeweils integriert.
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Abbildung 4.20.: Gezeigt ist das axiale Dichteprofil eines Kondensates mit 10° Atomen zu
verschiedenen Zeiten der Expansion. Die Atome wurden zuvor in einem
ungeordneten Potenzial der Tiefe Vo = 0,1 E, und einer Magnetfalle mit
radialer Fallenfrequenz w, = 27 x 200 Hz gehalten. In a) ist die friihe
Phase der Expansion gezeigt, bei der sich die Struktur des Dichteprofils
bildet. Dieses dndert sich wihrend der in b) gezeigten Phase der ballistischen
Expansion kaum noch. Uber den radialen Freiheitsgrad wurde integriert.
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360 Hz berechnet?. In der Abbildung ist deutlich erkennbar, dass sich die Struktur der axialen
Dichteverteilung bereits zu einer friihen Phase der freien Expansion ausbildet. Dabei treten
die ausgeprdgten Dichtemaxima genau zwischen den Lokalisierungszentren der Atome im
gefangenen Kondensat auf. Zu Beginn der Flugzeit expandiert die Kondensatwellenfunktion
in axialer Richtung aus den Potenzialminima, so dass es zu einer konstruktiven Uberlagerung
an den jeweiligen Zwischenstellen kommt. Nachdem sich die Struktur des axialen Dichteprofils
gebildet hat, ist die anschlieBende Expansion ballistisch, da die Wechselwirkungsenergie zu
diesem Zeitpunkt bereits vollstandig in kinetische Energie konvertiert ist. Die grundsatzliche
Form der Dichteverteilung dndert sich wéhrend der Phase der ballistischen Expansion nicht
mehr. Die Abbildung 4.21 bestatigt, dass die Struktur des axialen Dichteprofils durch die
Wechselwirkung bestimmt ist. Sie vergleicht die Expansion eines ungeordneten Kondensates
gemal der Gross-Pitaevskii-Gleichung mit dessen ballistischer Expansion. Um letztere zu
erhalten, wurde die nichtlineare Wechselwirkung fiir die Zeitentwicklung vernachlassigt.

—T=H,
—T=Hgp

n (z)

Z [um]

Abbildung 4.21.: Gezeigt ist das axiale Dichteprofil eines Kondensates bestehend aus 10° Ato-
men nach 20, 4 ms Flugzeit fiir verschiedene Zeitentwicklungsoperatoren T.
Das blaue Profil zeigt das Ergebnis der rein ballistischen Expansion wahrend
das rote Profil unter Beriicksichtigung der Wechselwirkung erhalten wurde.
Die gestrichelte Linie zeigt das Dichteprofil innerhalb der Magnetfalle mit
radialer Fallenfrequenz w, = 27 x 200 Hz. Die Unordnungstiefe betrug
Va = 0,1 E,. Uber den radialen Freiheitsgrad wurde integriert.

Beschreibung der Lokalisierung in der Thomas-Fermi-Ndherung

In der Diskussion des Grundzustands des ungeordneten Kondensates in der Falle ist die axiale
Dichteverteilung gemaR der Abbildungen 4.18 und 4.19 durch den Verlauf des Potenzials

2Bei dieser Fallenfrequenz zeigen sich keine grundsitzlichen Unterschiede zum Fall w, = 27 x 200 Hz.
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bestimmt. Dieser Sachverhalt legte nahe, dass die Mdglichkeit einer Beschreibung der Kon-
densatwellenfunktion im Rahmen einer modifizierten Thomas-Fermi-Naherung besteht. Diese
Approximation resultiert aus der Vernachldssigung des kinetischen Terms in der stationdren
Gross-Pitaevskii-Gleichung. Um zu priifen, ob eine solche Vernachlissigung fiir die experi-
mentellen Parameter gerechtfertigt ist, wurde die der Gross-Pitaevskii-Gleichung zugrunde
liegende Wirkung

Bl = [ | IVUE 4 (arl) + Va ) 1P+ S10p] )

fir die numerisch berechneten Kondensatgrundzustinde bestimmt. Sie stellt zugleich die
Energie pro Teilchen dar® [34]. Die Abbildung 4.22 zeigt die Energie pro Teilchen fiir ein
Kondensat bestehend aus NV = 1-10° Atomen in der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz
w, = 2m x 200 Hz fiir verschiedene Tiefen VA des ungeordneten Potenzials. Dabei wurde
fir die Berechnung die Unordnungsrealisierung aus Abbildung 4.18 verwendet. Die Energie
pro Teilchen nimmt linear mit der Unordnungstiefe zu. Dabei ergibt sich nahezu der gesamte
Energiegewinn aus dem Anstieg der potenziellen Energie. Insbesondere ist der Anteil der
kinetischen Energie fiir den gesamten dargestellten Parameterbereich zu vernachldssigen.

E|Eg]

0,0 T T T T T T T 1
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Abbildung 4.22.: Energie pro Teilchen in Abhdngigkeit von der Tiefe des ungeordneten Po-
tenzials. Es sind sowohl die Gesamtenergie als auch die einzelnen Ener-
giebeitrage dargestellt. Die Abbildung wurde fiir ein Kondensat bestehend
aus N = 10° Atomen in einer Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz
w, = 21 x 200 Hz erstellt.

Daher kann die Dichteverteilung in der Gegenwart des Unordnungspotenzials analog zu

3In den numerischen Berechnungen ist die Norm der Kondensatwellenfunktion zu eins gewihlt. Bei einer
Normierung auf die Gesamtzahl der kondensierten Atome liefert (4.8) die Gesamtenergie des Systems.
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der parabelférmigen Thomas-Fermi-Dichteverteilung in der Magnetfalle als

_ g (e = Vup(r) = Va f(2))  fir prpe > Virp(r) + Va f(2)
n(r) = 0 sonst |

angegeben werden. Aufgrund der zufélligen Variationen von f(z) ist eine analytische Be-
rechnung des chemischen Potenzials ji7r oder der Thomas-Fermi-Radien jedoch in diesem
Fall unmdglich. Um die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-Ndherung zu zeigen, wurde das chemi-
sche Potenzial fiir den Grundzustand berechnet, wobei die Beitrdge, der kinetischen Energie
vernachldssigt wurden. Das so erhaltene chemische Potenzial wurde als Approximation fiir
das chemische Potenzial jrp der Thomas-Fermi-Ndherung verwendet und die Kondensat-
dichte wurde gemaR der Gleichung 4.4.2 bestimmt. In Abbildung 4.23 sind die Dichteprofile,
die durch die Losung der vollen Gross-Pitaeskii-Gleichung bzw. der Thomas-Fermi-N3herung
erhalten wurden, gegeniibergestellt. Die Thomas-Fermi-Niherung ist bereits fiir kleine Teil-
chenzahlen sehr gut geeignet und wird fiir groBe immer besser. Die gute Ubereinstimmung
mit der Lésung der vollen Gross-Pitaevskii-Gleichung wird insbesondere bei der Betrachtung
der radial integrierten Dichteprofie in Abbildung 4.24 deutlich.

Schlussfolgerung aus der Thomas-Fermi-Ndherung

Die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-N3herung fiir den experimentellen Parameterbereich hat
wichtige Konsequenzen fiir die Interpretation der Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion
in dem ungeordneten Potenzial. In der theoretischen Einleitung 4.2.1 wurden exponentiell
lokalisierte Zustande besprochen, die infolge der destruktiven Selbstinterferenz der Wellen-
funktion an den statistischen Fluktuationen des Potenzials entstehen. Fiir das Auftreten dieser
Streuprozesse ist das Zusammenspiel von kinetischem und potenziellem Term des Hamilto-
nians von essentieller Bedeutung. Die Tatsache, dass fiir das experimentell realisierte System
der kinetische Term fiir die Beschreibung des Grundzustandes vernachldssigt werden kann,
impliziert daher, dass dieser nicht aufgrund einer Selbstinterferenz lokalisiert ist. Die Griinde
fir das Ausbleiben einer solchen Lokalisierung liegen einerseits in dem realisierten Verhalt-
nis von SystemgrolRe zu Fluktuationsldnge des ungeordneten Potenzials. Zum anderen wirkt
die interatomare Wechselwirkung der Lokalisierung der Teilchen entgegen. Eine detaillierte
Analyse dieser Zusammenhange erfolgt im niachsten Kapitel.

Bestimmung der superfliissigen Komponente

Im Abschnitt 4.2.1 wurde dargelegt, dass eine exponentielle Lokalisierung der Einteilchen-
zustande in einem ungeordneten System dramatische Konsequenzen fiir dessen Transport-
eigenschaften hat. Als kanonisches Beispiel fiir eine unordnungsinduzierte Modifikation des
Transportverhaltens wurde der vielbeachtete Metall-Isolatoriibergang [50, 51] genannt. Ob-
wohl die Betrachtungen der vohergehenden Abschnitte zeigen, dass in dem realisierten System
keine exponentielle Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion eintritt, hat die Gegenwart des
ungeordneten Potenzials dennoch wichtige Auswirkungen auf dessen Transporteigenschaften.
Fiir ein wechselwirkendes Vielteilchensystem wird das Transportverhalten maRgeblich durch
den Anteil der superfliissigen Komponente bestimmt. Dabei wird unter superfliissigem Ver-
halten die Eigenschaft des Systems verstanden, einen Materiefluss ohne Reibungsverluste
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Abbildung 4.23.: Dichteprofile von Kondensaten in der Magnetfalle bei iiberlagertem Unord-
nungspotenzial der Tiefe VA = 0,1 E,.. Abbildung a) zeigt das axiale Profil
fiir 5-10* Atome, wihrend c) das zugehérige radiale Dichteprofil zeigt. In
b) und d) sind die entsprechenden Profile fiir 2- 105 Atome dargestellt. Die
gemal 4.4.2 erhaltene Thomas-Fermi-Losung ist ebenfalls eingezeichnet.
Sie stellt fiir grole Teilchenzahlen eine hervorragende Naherung dar.

aufrecht zu erhalten [101]. Bereits 1938 wurde entdeckt, dass “He ein solches Verhalten
zeigt, wenn es unter eine kritische Temperatur, der so genannten A\-Temperatur, abgekiihlt
wird [102,103]. Das Auftreten des Phanomens der Superfliissigkeit wurde von Landau anhand
der Eigenschaften des Anregungsspektrums erklart [187].

Fiir makroskopische Betrachtungen superfliissiger Systeme wird hdufig das so genannte
Zwei-Fliissigkeiten-Modell verwendet [34,188]. Dabei werden die beiden Fliissigkeiten durch
ihr Verhalten in Gegenwart von bewegeten Systemrdndern unterschieden. Auf eine Bewe-
gung der Systemrander reagiert nur der normalfliissige Anteil der Teilchen, indem er von
der Bewegung der Rander mitgezogen wird. Der superfliissige Anteil bleibt dagegen fiir Ge-
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Abbildung 4.24.: Axiale Dichteprofile fiir die Parameter der Abbildung 4.23 nach Integration
des radialen Freiheitsgrades.

schwindigkeiten der Rénder unterhalb der Landau-Geschwindigkeit v, in Ruhe [101, 187].
Dieses liegt daran, dass die superfliissige Komponente im bewegten Bezugssystem der Sys-
temberandungen per Definition reibungsfrei flieBen kann. Aus dem Anstieg der Energie des
Systems bei einer Bewegung der Riander kann daher direkt auf den Anteil der normalfliissigen
Komponente geschlossen werden.

Diese makroskopische Definition der Fliissigkeitskomponenten kann auf eine mikroskopische
Betrachtungsweise erweitert werden. Dazu wird der Einfluss der bewegten Systemberandun-
gen als eine Randwertbedingung fiir die Vielteilchenwellenfunktion aufgefasst. Dieses ge-
schieht mit der Methode der so genannten Twisted-Boundary-Conditions [189-191]. Nach
dieser lautet die Randwertbedingung fiir die Vielteilchenwellenfunktion in einer Dimension [62]

V(21 2k + Ly ooy 2n) = €© (21, o0 21y oy 28) V. (4.9)

Dabei bezeichnet © den so genannten Twist-Angle und L die Systemldnge. Fiir Bose-
kondensierte Systeme sind die Konsequenzen der Randbedingung (4.9) besonders leicht er-
kennbar. Fiir den Fall, dass alle Teilchen kondensiert sind, l3sst sich die Vielteilchenwellen-
funktion v exakt als Kondensatwellenfunktion W schreiben. Damit lautet (4.9):

U(z+ L) =e©U(2). (4.10)

Die Randbedingung verursacht also einen Anstieg der Phase der Kondensatwellenfunktion
iber die Systemlange L um den Winkel ©. Nach Kapitel 2 ist mit diesem Phasengradienten
ein superfliissiger Strom der Geschwindigkeit

1o

s = — 4.11
U= (4.11)

verbunden. Die Gesamtenergie des Systems ist um den Betrag der kinetischen Energie der
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superfliissigen Bewegung gegeniiber der Situation ohne Phasengradienten erhoht:
1 2
Eo — By = 5 M, 2. (4.12)

Dabei bezeichnet M, die Gesamtmasse der superfliissigen Komponente und Eg bzw. Ej die
Energie des Systems in Gegenwart bzw. Abwesenheit des Phasengradienten. Durch Kombi-
nation von (4.11) und (4.12) kann eine einfache Relation fiir den Anteil der superfliissigen
Teilchen f, hergeleitet werden [62, 77,189, 192]

M,  2mlL? Eg — E,
mN RN  ©2

fs= , << . (4.13)
Die superfliissige Komponente ist in dieser mikroskopischen Betrachtungsweise durch die Re-
aktion des Systems auf eine aufgeprégte Phasenbedingung bestimmt. Die Berechnung von
(4.13) ist dabei fiir hinreichend kleine Winkel durchzufiihren, da nur dann der Anstieg der
Gesamtenergie vollstindig der kinetischen Energie des superfliissigen Stroms zugeschrieben
werden kann. Fiir groBe Winkel kdnnen weitere Anregungen auftreten, so dass eine Berech-
nung des superfliissigen Anteils mit (4.13) zu fehlerhaften Resultaten fiihren kann [62].

Obwohl die Berechnung der superfliissigen Komponente im Zusammenhang mit Bose-konden-
sierten Systemen motiviert wurde, ist die beschriebene Methode allgemein einsetzbar. So kann
Y in (4.9) die Vielteilchenwellenfunktion eines beliebigen Systems bezeichnen. In der Tat
ist der Zusammenhang zwischen dem Auftreten der Bose-Einstein-Kondensation und einer
superfliissigen Komponente in bosonischen Systemen noch nicht erschépfend geklart [193]. So
gibt es Hinweise, dass beide Effekte unabhingig voneinander auftreten kdnnen. Als Beispiel
sei hier auf das Tonks-Girardeau-Gas [46] verwiesen. Dieses ist im Rahmen der Definition
(4.13) superfliissig [193], stellt aber dennoch kein Bose-Einstein-Kondensat dar.

Des Weiteren sollte der fiir Bose-kondensierte Systeme giiltige Zusammenhang (4.11) nicht
zu der falschen Annahme verleiten, dass der Anteil der superfliissigen Komponente mit dem
Anteil der kondensierten Atome identisch ist. So ist z. B. He unterhalb der A\-Temperatur zu
nahezu 100 % superfliissig. Aufgrund der starken interatomaren Wechselwirkung betrdgt der
Kondensatanteil jedoch nur ungefahr 10 %. SchlieRlich sei noch darauf hingewiesen, dass die
gemil (4.13) erfolgte Berechnung der superfliissigen Komponente nichts iiber die Stabili-
tat eines superfliissigen Flusses aussagt. Dafiir ist die Form des Anregungssprektrums alleine
ausschlaggebend. So ist z. B. das ideale Bose-Gas im Sinne der Gleichung (4.13) zu 100 % su-
perfliissig. Auf der anderen Seite ist die Landau Geschwindigkeit der superfliissigen Bewegung
vy, = 0, da im nicht wechselwirkenden Bose-Gas der lineare Bogoliubov-Teil des Spektrums
fehlt # [101]. Die Tatsache dass verschiedene Definitionen der superfliissigen Komponente zu
unterschiedlichen Resultaten fiihren konnen, ist dabei bekannt [195].

Unter Ausnutzung der Gleichung (4.13) wurde die superfliissige Komponente des Bose-
Einstein-Kondensates in dem realisierten ungeordneten Potenzial bestimmt. Dazu wurden
die Energien fiir das System mit Phasengradienten und fiir das ungestorte System mittels

“4Diese Diskrepanz sollte nicht zu der filschlichen Annahme verleiten, dass die angeregten Zustinde bei der
Berechnung von (4.13) keine Rolle spielen. Siehe dazu die Diskussion in [62,194].
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des Energiefunktionals der Gross-Pitaevskii-Gleichung (4.8) berechnet. Die Grundzustdnde in
Gegenwart des Phasengradienten haben dabei die Form

U(r) = e 2 y(r), (4.14)
wobei 1(r) ein komplexwertiges Feld ist, das in z periodische Randbedingungen erfiillt:

(z) =9Y(z+ L). (4.15)

Um diesen Randwertbedingungen gerecht werden zu kénnen, wurde der axiale Einschluss der
Magnetfalle vernachldssigt und stattdessen das Kondensat in einem Kasten mit axialer Lange
L = 120 pm betrachtet. In radialer Richtung wird weiterhin ein harmonischer Einschluss mit
der Fallenfrequenz w, = 27 x 200 Hz verwendet. Die Ergebnisse fiir das betrachtete System
sollten somit sehr gute Ndherungen fiir die experimentelle Situation liefern.
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Abbildung 4.25.: Anteil der superfliissigen Atome in Abhingigkeit von der Tiefe des Unord-
nungspotenzials fiir verschiedene Teilchenzahlen im Kondensat. Fiir groRRe
Teilchenzahlen ist die superfliissige Komponente robuster gegeniiber dem
Unordnungspotenzial.

Abbildung 4.25 zeigt die superfliissige Komponente in Abhadngigkeit von der Unordnungstiefe
fiir verschiedene Teilchenzahlen. In Abwesenheit des ungeordneten Potenzials ist das System
erwartungsgemal nahezu vollstandig superfliissig. Mit zunehmender Unordnungstiefe beginnt
der superfliissige Anteil der Atome kontinuierlich zu sinken. Dies geht mit einer zunehmenden
Lokalisierung des Kondensats in den Minima des ungeordneten Potenzials einher. Diese Lo-
kalisierung fiihrt dazu, dass das System auf den aufgezwungenen Phasengradienten nur mit
einem geringen Teilchenfluss antwortet. Da das ungeordnete Potenzial durch die interatomare
Wechselwirkung abgeschirmt wird, ist die superfliissige Komponente eines Kondensates mit
groler Teilchenzahl deutlich robuster.
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Wenn das ungeordnete Potenzial so tief ist, dass das Kondensat in mehrere Teile aufbricht,
fallt der Anteil der superfliissigen Atome auf null. Dieses ist im Rahmen eines zusammen-
brechenden Teilchenflusses entlang des Gesamtsystems zu verstehen. Das Verschwinden der
mittels (4.13) berechneten superfliissigen Komponente zeigt nicht an, dass die einzelnen
Kondensatteile ihre superfliissigen Eigenschaften verloren haben.

Die Abbildung 4.26 zeigt die Energiedifferenz zwischen Systemen mit und ohne Phasen-
gradienten in Abhangigkeit vom Winkel ©. Der gemiR (4.13) zu erwartende quadratische
Zusammenhang kann fiir den gezeigten Winkelbereich voll bestatigt werden. Dabei ist her-
vorzuheben, dass bei der Berechnung des superfliissigen Anteils der Atome gemal der Glei-
chung (4.13) das Gross-Pitaevskii-Energiefunktional verwendet wurde. Dieses impliziert, dass
die angeregten Zustdnde notwendigerweise bei der Berechnung von f; keine Beriicksichtigung
finden. Daher kann in diesem System keine Niveau-AbstoRBung mit angeregten Zusténden auf-
treten, so dass der quadratische Zusammenhang auch fiir groBe Winkel noch sehr gut erfiillt
ist.

Andererseits kann die Form des Anregungsspektrums wesentliche Auswirkungen fiir (4.13)
haben, wie z. B. beim Phaseniibergang eines bosonischen Gittergases zum Mott-Isolator [62].
Die in der Abbildung (4.25) dargestellte Reduktion der superfliissigen Komponente ist allein
der Lokalisierung der Atome im ungeordneten Potenzial zuzuschreiben.
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Abbildung 4.26.: Energiedifferenz zwischen den Systemen mit und ohne Phasengradienten in
Abhangigkeit vom Winkel ©. Die rote Linie zeigt den Verlauf einer Parabel.
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5. Ungeordnetes ultra-kaltes
Gittergas: Der Grundzustand

Durch die Kombination des optischen Gitters mit dem Unordnungspotenzial konnte im Rah-
men dieser Arbeit erstmals ein ultra-kaltes ungeordnetes Gittergas realisiert werden [1]. Dieses
Kapitel stellt die experimentellen und theoretischen Untersuchungen am Vielteilchengrundzu-
stand in dem kombinierten Potenzial dar. Die Messungen zeigen, dass die Unordnung nach-
haltige Effekte auf die atomare Dichteverteilung ausiibt. Die durchgefiihrten numerischen
Berechnungen stehen in guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen.

Das Kapitel beginnt mit einer Einfiihrung zum Stand der Forschung mit ultra-kalten unge-
ordneten Gittergasen. Im Anschluss werden die relevanten theoretischen Grundlagen disku-
tiert. Insbesondere wird dabei auf das vielbeachtete Anderson-Modell [52] sowie auf das Bose-
Hubbard-Modell [36,37] eingegangen. Den Schwerpunkt des Kapitels bildet die Beschreibung
der experimentellen und theoretischen Untersuchungen des Grundzustands des ungeordneten
Gittergases. Eine wichtige Fragestellung hierbei lautet, ob eine Anderson-artige Lokalisie-
rung [52] der Kondensatwellenfunktion in einem ungeordneten Gitterpotenzial zu erreichen
Ist.

5.1. Einfiihrung

Ungeordnete Gittersysteme stellen interessante Forschungsobjekte dar, die in verschiedenen
Zusammenhangen untersucht werden. So spielen sie fiir den Metall-Isolatoriibergang [50,196],
fir Spin-Glaser [197], Perkolationsphdnomene [198], die Hochtemperatursupraleitung [69]
und Quanten-Chaos [199] eine entscheidende Rolle. In den meisten Fillen liegen sowohl Gitter
als auch Unordnung auf natiirliche Weise vor. Daher sind die Moglichkeiten zur gezielten
Manipulation der zugrunde liegenden Potenzialverldufe in der Regel nicht gegeben oder nur
sehr beschrankt.

Im Gegensatz dazu kdnnen fiir ultra-kalte Quantengase ungeordnete Gitterstrukturen er-
zeugt werden, deren Potenzialform und -tiefe experimentell mit hoher Prazision einstellbar ist.
Das reguldre Gitterpotenzial wird dabei durch ein optisches Gitter erzeugt. Fiir die Implemen-
tierung von Unordnungspotenzialen sind eine Reihe von Methoden vorgeschlagen worden. Ein
direkter Weg ist die Verwendung von Laser-Speckle-Strahlung [58—60], die bereits erfolgreich
zur Manipulation ultra-kalter Atome in einer Magnetfalle [84] und in Wellenleiterstruktu-
ren [85,86] eingesetzt wurde. Die Erzeugung des ungeordneten Dipolpotenzials nach Kapitel
4 erfolgt nach einem 3hnlichen Prinzip.

Da diese Methoden zur Erzeugung der Unordnung auf optischen Abbildungen basieren,
sind die kleinsten erreichbaren StrukturgroRen beschrankt. Sie liegen bei den bisherigen Ex-
perimenten im Bereich einiger Mikrometer. Zur Erzeugung kleinerer Strukturen sind andere
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Techniken vorgeschlagen worden. So kann das optische Gitter (Hauptgitter) mit weiteren
Gittern (Ubergittern) inkommensurabler Frequenz iiberlagert werden. Theoretische Untersu-
chungen zeigen, dass in einem solchen Gittersystem Effekte auftreten, die fiir ungeordnete
Systeme charakteristisch sind [61-64]. Da die Ubergitter eine Gitterkonstante von \/2 be-
sitzen, lassen sich mit ihrer Hilfe Strukturldngen im Sub-Mikrometer-Bereich realisieren. In
jiingster Vergangenheit konnte durch die Uberlagerung eines dreidimensionalen Hauptgitters
mit einem weiteren Gitter der Ubergang in die Bose-Glas-Phase [36] experimentell realisiert
werden [200].

Eine weitere Methode zur Erzeugung von Unordnung beruht auf dem Einfluss von Frem-
datomen. Diese kdnnen als zuféllig verteilte Streuzentren dienen [65]. Dabei konnte bereits
gezeigt werden, dass die Gegenwart von Kalium-Atomen eine Auswirkung auf den Mott-
Isolatoriibergang eines bosonischen Gittergases hat [201]. Die Verschiebung des Phaseniiber-
gangs konnte nicht im Rahmen einer Mean-Field-Berechnung erklart werden und wurde daher
als Unordnungseffekt interpretiert.

Die beschriebenen Methoden stellen einen geeigneten Zugang dar, um anhand von ultra-
kalten Gittergasen unordnungsinduzierte Effekte in Vielteilchensystemen zu erforschen. Die
Ergebnisse dieser Untersuchungen kdnnen signifikante Beitrdge zum besseren Verstiandnis
ungeordneter Systeme fiir viele Bereiche der Physik der kondensierten Materie liefern.

5.2. Theoretische Grundlagen

Die theoretische Behandlung ungeordneter Systeme ist durch das Fehlen jeglicher Symmetrien
des Hamiltonians deutlich erschwert. In Gitterstrukturen kann die Beschreibung durch die
Einfiihrung von Modellsystemen deutlich erleichtert werden. Einige Modelle, die sich in einer
Vielzahl von Untersuchungen bewdhrt haben, werden im Folgenden beschrieben.

5.2.1. Das Anderson-Modell

Das Anderson-Modell [52] wird zur Beschreibung eines einzelnen Teilchens oder eines Sys-
tems nicht wechselwirkender Teilchen in einer Gitterstruktur verwendet. Der Hamiltonian des
Anderson-Modells lautet [63]

H=— > i al aj+ZEiaZT a;. (5.1)

<i,7> 7

Die Summation lauft jeweils iiber die Gitterplitze, wobei < i,j > die Summe iiber nichste
Nachbarn darstellt. Dabei stellt E; die Energie des i-ten Gitterplatzes dar und J;; bezeich-
net das Tunnelmatrixelement zwischen den Gitterpldtzen ¢ und j. Letzteres wird haufig als
konstant iiber das ganze Gitter angenommen (J;; = J). Der Hamiltonian (5.1) stellt eine
realistische Beschreibung eines Gittersystems dar, wenn

e die Bewegung des Teilchens auf ein einzelnes Energieband beschrinkt bleibt und

e das Gitter so tief ist, dass nur Tunnelereignisse zwischen benachbarten Gitterplatzen
beriicksichtigt werden miissen.
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Andernfalls ist eine Kopplung zwischen den Bandern oder weiter entfernten Gitterpldtzen zu
beriicksichtigen, wodurch die Analyse deutlich erschwert wird. Eine Reprasentation von (5.1)
kann erhalten werden, wenn der Feldoperator in der Wannier-Basis entwickelt wird:

d(r) = an(r —r)a™. (5.2)

Es ist leicht ersichtlich, dass diese Entwicklung des Feldoperators nur dann den Anderson-
Hamiltonian (5.1) ergibt, wenn zum einen nur ein einziges Band n beitrdgt und zum anderen
nur der Uberlapp benachbarter Wannier-Funktionen beriicksichtigt wird. Der letzte Punkt ist
mit der Tight-Binding-N&dherung aus Kapitel 3 identisch.

Unordnung wird im Anderson-Modell durch eine zufillige Variation der Gitterplatz-Energien
E; eingefiihrt [52]. Diese ist durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(E) dE gegeben, die
durch eine Breite A charakterisiert ist. Damit stellt A ein MaB fiir die Unordnung dar. Die
einfachste Unordnungsrealisierung liegt vor, wenn die Werte von E; statistisch im Intervall
[—A/2, A/2] verteilt liegen. In diesem Fall wird von ,diagonaler” Unordnung gesprochen.

Im Anderson-Modell kénnen in Abhéngigkeit von der Energie und der Unordnungsstérke
die in Abschnitt 4.2.1 beschriebenen lokalisierten Zustédnde auftreten. Urspriinglich wurde es
zur Untersuchung der Transporteigenschaften eines Teilchens in einem ungeordneten Gitter
entwickelt [52]. Hierbei zeigt sich, dass das Transportverhalten eines Teilchens trotz der kom-
plexen ungeordneten Struktur durch wenige Parameter charakterisiert werden kann. So kann
ein auf dem Gitterplatz ¢ prapariertes Teilchen nicht diffundieren, wenn die Tunnelkopplung
kleiner als ein kritischer Wert J. wird, der von der Ordnung A ist! [52]. Diese Unterdriickung
des Transports tritt auf, wenn im Mittel die Tunnelkopplung J nicht ausreicht, um die Ener-
giedifferenzen zwischen verschiedenen Gitterplatzen zu tiberbriicken.

5.2.2. Das Bose-Hubbard-Modell

Das Bose-Hubbard-Modell wird zur Beschreibung wechselwirkender Bosonen in einer Gitter-
struktur verwendet [36,37]. Der Hamiltonian des Modells lautet

. U

<,j> 2

und kann durch eine Préparation ultra-kalter Bosonen in das niedrigste Band eines optischen
Gitterpotenzials realisiert werden. In (5.3) bezeichnet n; den Teilchenzahloperator fiir den
i-ten Gitterplatz. Die Wechselwirkung ist durch den Term ¥ ¥, n;(n; — 1) beriicksichtigt.
Wieder sind die Tunnelenergien normalerweise iiber das gesamte Gitter konstant (J;; = J).
Eine Realisierung des Bose-Hubbard-Modells ergibt sich, wenn der Feldoperator eines iiber
bindre StoRe wechselwirkenden Bose-Gases in der Wannier-Basis entwickelt wird [37]. Analog
zum Anderson-Modell miissen fiir die Giiltigkeit der einfachen Formulierung (5.3) sowohl

!Die Beschrinkung auf eine Kopplung zwischen nichsten Nachbarn ist fiir diese Unterdriickung des Trans-
ports nicht zwingend erforderlich. Es reicht aus, wenn die Tunnelkopplung J;; zwischen Gitterplatz ¢ und
j schneller als 1/r3 abfillt [52].
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Beitrdge von hoheren Bindern als auch Kopplungen entfernterer Nachbarn vernachlassigbar
sein. Die Koeffizienten U und J ergeben sich als Integrale iiber Wannier-Funktionen:

Jij = /d3r w*(r —r;) [—QFLmVQ + Vdip(r)] w(r —rj) , (5.4)

U = g/d3r|w(r)]4. , (5.5)

wobei Vy;,, das Gitterpotenzial bezeichnet. Durch diese beiden GroRen sind die Eigenschaf-
ten des Gittergases bestimmt. Einerseits kann das System seine Wechselwirkungsenergie
minimieren, indem die Bosonen gleichmiRig auf alle Gitterplatze verteilt werden und die
Fluktuationen in der Anzahl der Teilchen pro Gitterplatz reduziert sind. Andererseits kann
die kinetische Energie durch Tunnelereignisse minimiert werden. Solche Tunnelereignisse er-
hohen die Teilchenzahlfluktuationen auf den einzelnen Gitterpldtzen. Diese beiden Prozesse
konkurrieren miteinander. Das Verhiltnis U/.J von Wechselwirkungsenergie zu Tunnelener-
gie entscheidet, welches Verhalten dominiert. Dabei ist U/.J iiber (5.5) und (5.4) durch die
Gittertiefe bestimmt. In flachen Gittern sind die Wannier-Funktionen nur schwach auf den
einzelnen Gitterpldtzen lokalisiert. Hier ist der relevante Parameter U/.J klein, so dass die
Teilchen iiber das gesamte System delokalisiert sind und starke Teilchenzahlfluktuationen
vorliegen. In diesem Regime schwacher Wechselwirkung ist das Gas superfliissig und kann
mit der Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben werden. Dagegen sind in sehr tiefen Gittern
die Wannier-Funktionen stark auf den Gitterplatzen lokalisiert. Hier nimmt U/.J grolle Wer-
te an und Teilchenzahlfluktuationen sind unterdriickt. Wenn die Zahl der Teilchen und der
Gitterplatze kommensurabel ist, kann der Fall eintreten, dass sich auf jedem Gitterplatz
dieselbe Anzahl Teilchen n befindet. Die Anregungen des Systems sind durch Teilchenzahl-
fluktuationen gegeben. Reicht der Gewinn an kinetischer Energie nicht aus, um die Energie
fir Teilchenzahlfluktuationen aufzubringen, liegt eine Liicke im Anregungsspektrum vor. Die
Kompressibilitdt £ = On/0u ist Null und es existiert keine superfliissige Komponente [36].
Dieser Zustand wird als Mott-Isolator-Zustand bezeichnet [36, 37]. Bilden Teilchenzahl und
Zahl der Gitterplatze kein ganzzahliges Verhiltnis, bleibt ein Teil der Atome superfliissig und
die Kompressibilitat ist endlich [36].

In das Bose-Hubbard-Modell kann Unordnung implementiert werden, indem der Term

zum Hamiltonian (5.3) hinzugefiigt wird [36]. Die Unordung kann zum Auftreten einer weite-
ren Phase, der so genannten Bose-Glas-Phase, fiihren [36]. Diese Isolatorphase wird ebenso
wie der Mott-Isolator fiir groBe Verhéltnisse U/.J erreicht. Die Bose-Glas-Phase ist dadurch
gekennzeichnet, dass der superfliissige Anteil der Teilchen verschwindet, die Kompressibilitat
jedoch endlich [36] ist. Aufgrund des ungeordneten Potenzials exisistieren Teilchenzahlfluk-
tuationen mit beliebig kleiner Energie, so dass das Anregungsspektrum keine Liicke aufweist.

Sowohl der Mott-Isolator als auch das Bose-Glas unterscheiden sich deutlich von den loka-
lisierten Zustianden des Anderson-Modells. Letztere stellen einen Einteilcheneffekt dar. Da-
gegen spielen fiir den Mott-Isolator und das Bose-Glas Wechselwirkungseffekte die entschei-
dende Rolle. Dabei setzt die Lokalisierung ein, wenn der Gewinn an kinetischer Energie nicht
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ausreicht, um die fiir Teilchenzahlfluktuationen notwendige Energie aufzubringen. Die kriti-
sche Tunnelenergie J. des Ubergangs in die Isolatorphase skaliert bei fester Gittertiefe fiir
groRe Teilchenzahlen pro Gitterplatz n wie .J. o< = [36].

Da in eindimensionalen Gittern eine groRe Teilchenzahl auf den Gitterpldtzen vorliegt,
befinden sich die Systeme fiir typische experimentell realisierte Gittertiefen im superfliissigen
Regime und kdnnen somit mit der Gross-Pitaevskii-Gleichung beschrieben werden.

5.2.3. Die diskrete nichtlineare Schrodinger-Gleichung

Fiir schwache interatomare Wechselwirkung liefert die Gross-Pitaevskii-Gleichung

22
Z,halll(r,zf) _ (_h \Y
ot 2m

V() +g|w<r,t>|2> W(r. 1) (5.7)

eine addquate Beschreibung. Hierbei bezeichnet V,,,(r) das externe Potenzial, das durch das
Gitterpotenzial und eventuelle weitere Potenzialterme gebildet wird. Wenn das chemische
Potenzial deutlich kleiner als die Gittertiefe ist?, kann der Ansatz

W(r,t) =D 1;(t) @;(r) (5.8)

fir die Kondensatwellenfunktion gewdhlt werden [202]. Dabei bezeichnet ®; eine reelle Wel-
lenfunktion, die im Minimum r; des j-ten Gitterplatzes zentriert ist. Der zeitabhangige An-
teil ¥;(t) = \/N;(t)e® ist durch die Anzahl der Atome pro Gitterplatz N;(¢) und die
lokale Phase der Wellenfunktion ¢,(t) bestimmt. Einsetzen des Ansatzes (5.8) in die Gross-
Pitaevskii-Gleichung und Integration iiber den rdumlichen Freiheitsgrad liefert eine nichtli-
neare diskrete Gleichung [202]:

iOp); = —;(@/’j—l + 1) + (& + Alyl) vy (5.9)

Die Parameter ¢; und A sind dabei durch die Geometrie des Fallenpotenzials bestimmt. Des
Weiteren wurde in (5.9) eine Reskalierung der Zeit vorgenommen.

Unordnung kann analog zu den bisher betrachteten Modellen durch eine statistische Ver-
teilung der ¢; in das Modell implementiert werden [203].

5.3. Experimentelle und theoretische Untersuchung
eines ungeordneten Gittergases
Dieser Abschnitt beschreibt die experimentelle Erzeugung und Untersuchung eines ungeordne-

ten ultra-kalten Gittergases [1]. AuBerdem wurden begleitende theoretische Untersuchungen
vorgenommen, die wichtige Beitrdge zum Verstandnis der experimentellen Resultate liefern.

2In der Literatur wird diese Situation hiufig als Tight-Binding-Regime bezeichnet. In dieser Arbeit wird
dieser Name jedoch im Sinne des Abschnitts 3.2.2 verwendet.
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5.3.1. Erzeugung des ungeordneten Gittergases

Die experimentelle Erzeugung des ungeordneten ultra-kalten Gittergases beruht auf der Su-
perposition des optischen Gitterpotenzials mit dem ungeordneten Dipolpotenzial. Dazu wird
zunachst ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle mit axialer Fallenfrequenz w, =
27 x 14 Hz und radialer Fallenfrequenz w, = 27 x 360 Hz erzeugt. AnschlieRend erfolgt
eine Erhdhung des Offsetfeldes der Magnetfalle, bei der innerhalb von 150 ms die radiale Fal-
lenfrequenz auf w, = 27 x 200 H = abgesenkt wird. Die folgende Steigerung der Lichtleistung
des Gitterlasers erfolgt innerhalb von 60 ms. Bei dieser Leistung liegt die mit V; bezeich-
nete Tiefe des Gitterpotenzials vor. AnschlieBend wird die Lichtleistung im Unordnungstrahl
innerhalb von 60 ms erhéht. Die dann vorliegende Tiefe des Unordnungspotenzials wird mit
Va bezeichnet. Danach werden die Atome fiir weitere 20 ms im kombinierten Potenzial
gehalten, bevor alle Fallenpotenziale abgeschaltet werden. Die Detektion der Atome erfolgt
mittels resonanter Absorptionsaufnahmen nach einer freien Expansion von 20,4 ms.

Vet Va [ERl
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Abbildung 5.1.: Berechneter Verlauf des ungeordneten Gitterpotenzials fiir eine typische Rea-
lisierung der Unordnung. In der Darstellung hat das optische Gitter eine Tiefe
von Vg = 6,5 E,. Die Unordnungstiefe betragt VAo = 0,2 E,.

Wie in Kapitel 4 beschrieben wurde, erzeugt der Unordnungsstrahl ein unregelmaRig modu-
liertes Potenzial entlang der Langsachse des Kondensates. Auch das periodische Potenzial
des optischen Gitters ist in dieser Richtung orientiert. Die Kombination der beiden Dipol-
potenziale fiihrt daher zu einem ungeordnet modulierten periodischen Potenzial entlang der
axialen Richtung des Kondensates. Abbildung 5.1 zeigt exemplarisch eine Berechnung des
Verlaufs eines realisierten Unordnungspotenzials. Fiir typische experimentelle Bedingungen
ist die Unordnungstiefe dabei deutlich geringer als die Gittertiefe.
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5.3.2. Experimentelle Untersuchungen

Abbildung 5.2 vergleicht gemessene Dichteprofile von ungeordneten Gasen mit und ohne
Gitterpotenzial. Das expandierte Dichteprofil des ungeordneten Gittergases zeigt in axialer
Richtung eine dreikomponentige Struktur. Diese bildet sich, wie im Kapitel 3 geschildert,
aufgrund des Impulsspektrums eines gefangenen Gittergases aus. Bei der verwendeten mo-
deraten Gittertiefe von Vi = 6,5 E, ist die Besetzung der Nebenordnungen nur schwach
ausgepragt.
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Abbildung 5.2.: Die obere Reihe zeigt Absorptionsbilder der Atome nach 20,4 ms freier
Expansion. In der unteren Reihe sind die entsprechenden axialen Dichteprofile
dargestellt. Bild a) zeigt die Verteilung von 7 - 10* Atomen, die aus einem
ungeordneten Potenzial der Tiefe 0,13 FE, expandiert sind. Bild b) stellt
7 - 10* Atome nach der Expansion aus einem ungeordneten Potenzial der
Tiefe 0,13 E, mit iiberlagertem Gitterpotenzial der Tiefe 6,5 E, dar.

Der Einfluss des ungeordneten Potenzials macht sich durch eine unregelmiBige Modulation
des axialen Dichteprofils bemerkbar. Diese ist sowohl in der Impulskomponente [ = 0 als auch
in den beiden Nebenordnungen beobachtbar. Fiir die Nebenordnungen ist jedoch aufgrund
des schwachen Signal-zu-Rauschverhiltnisses eine quantitative Auswertung der Dichtemo-
dulationen nicht moglich. Abbildung 5.3 zeigt die Standardabweichung o des gemessenen
Dichteprofils der Impulskomponente [ = 0 von einer invertierten Parabel in Abhangigkeit von
der Unordnungstiefe. Diese nimmt mit wachsender Unordnungstiefe deutlich zu.

Um den Einfluss des ungeordneten Potenzials auf die Expansion zu untersuchen, wurde die
axiale Breite der Atomwolke nach einer Flugzeit von 20,4 ms bestimmt. Dazu wurde an das
axiale Dichteprofil der zentralen Impulskomponente eine invertierte Parabel angepasst und
deren Breite ermittelt. Zur Untersuchung der Einfliisse der verschiedenen Potenziale wur-
den die Experimente fiir unterschiedliche Potenzialkombinationen durchgefiihrt. So wurden
ungeordnete Gittergase mit den Parametern Vg = 6,5 F, und VAo = 0,13 E,, geordnete
Gittergase mit Vg = 6,5 E, sowie ungeordnete Gase mit VA = 0, 13 E, untersucht. Als Re-
ferenz diente die Messung der Expansion von Bose-Einstein-Kondensaten aus der Magnetfalle
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Abbildung 5.3.: Standardabweichung der Impulskomponente [ = 0 von einer invertierten Pa-
rabel in Abhangigkeit von der Unordnungstiefe. Die rote Linie zeigt einen
linearen Fit an die Messpunkte.

ohne zusatzliches Potenzial.

In Abbildung 5.4 ist die halbe Breite b der ermittelten Parabel in Abh&ngigkeit von der
Teilchenzahl gezeigt. Es ist deutlich erkennbar, dass die Expansion des Gases aus den ver-
schiedenen Potenzialformen heraus zu unterschiedlichen Breiten in Abhangigkeit von der
Teilchenzahl fiihrt. Die verschiedenen Fille werden im Einzelnen diskutiert.

Die roten Kreise in der Abbildung zeigen die ermittelten Breiten fiir Bose-Einstein-Kondensate,
die vor der Expansion allein in der Magnetfalle gefangen waren. Die rote Linie zeigt die theo-
retische Vorhersage gemiR der selbstidhnlichen Expansion eines Kondensates im Thomas-
Fermi-Regime. Danach betriagt der axiale Thomas-Fermi-Radius nach der freien Expansion
fiir elongierte Kondensate [185]

R.(t) = R.(0) [1 + A2 (wpt arctan(w,t) — In (1/1 + w2 tz))} : (5.10)

Dabei bezeichnet A = w,/w, das Aspektverhdltnis der Falle und R.(0) den Thomas-Fermi-
Radius des gefangenen Kondensates. Da dieser proportional zu N/ ist, zeigt der Radius nach
der Expansion dieselbe Abhangigkeit. Die erhaltenen Breiten entsprechen mit hoher Genau-
igkeit der theoretischen Vorhersage. Eine typische Standardabweichung ist gekennzeichnet.

Die blauen Dreiecke markieren die ermittelten Breiten fiir Kondensate, die zuvor in dem kom-
binierten Potenzial aus Magnetfalle und optischem Gitter gefangen waren. Gegeniiber der
Situation ohne Gitter ist eine Zunahme der Breite um ungefdhr 10% festzustellen. Die blaue
Kurve wurde in Anlehnung an die selbstdhnliche Expansion im Thomas-Fermi-Regime gemal
folgender Uberlegung erstellt. Wie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben wurde, zeigt das axiale
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Dichteprofil eines Bose-Einstein-Kondensats in einem optischen Gitter mit iiberlagertem har-
monischen Potenzial eine Thomas-Fermi-Form. Der Thomas-Fermi-Radius ist gegeniiber der
reinen Magnetfalle in Abhangigkeit von der Gittertiefe erhoht [125]. Wenn die Fallenpoten-
ziale entfernt werden und das Kondensat frei expandieren kann, spielt die Wechselwirkung
fiir die Expansion eine dominierende Rolle. Innerhalb der ersten Millisekunde nimmt dieser
Einfluss rapide ab, wie in Abbildung 3.19 erkennbar ist. In dieser Zeit legen die Teilchen in den
[ = £1 Impulskomponenten eine Strecke von &~ 11 pum zuriick. Damit sind sie noch nicht von
der nullten Ordnung getrennt und ihre Mean-Field-Wechselwirkung trdgt nahezu vollsténdig
zur Expansion bei. Nach dem Abbau der Wechselwirkungsenergie ist die folgende Expansion
rein ballistisch. Aufgrund dieser Uberlegungen wurde der gemaR Gleichung (3.79) erhaltene
Thomas-Fermi-Radius in den Ausdruck (5.10) fiir die selbstdhnliche Expansion eingesetzt und
so die blaue Kurve erstellt. Die axiale Verbreiterung nach der Expansion entspricht in dieser
Niherung unmittelbar der Verbreiterung innerhalb der Falle. Auf eine numerische Simulation
der Expansionsdynamik wurde verzichtet, da sie fiir die verwendete Flugzeit dulerst zeitauf-
wendig ist>. Wie in Abbildung 5.4 erkennbar ist, stehen die experimentellen Daten jedoch
bereits mit diesen einfachen Annahmen im zufriedenstellenden Einklang.

Die schwarzen Quadrate in Abbildung 5.4 kennzeichnen die ermittelten Breiten fiir Konden-
state, die aus der Magnetfalle mit iiberlagertem Unordnungspotenzial expandiert sind. Die
schwarz gestrichelte Linie dient der Strukturierung der Graphik und wurde durch einen Fit an
die Daten mit der Abhingigkeit b oc N/ erhalten. Fiir diesen Fall der Expansion kann die ge-
mal Gleichung (5.10) erhaltene rote Linie als Referenzkurve aufgefasst werden. Ihr gegeniiber
ergibt sich eine Verbreiterung fiir die zugrunde liegenden Realisierungen des Unordnungspo-
tenzials von ~ 25%. Dieses stellt eine deutliche Modifikation des Thomas-Fermi-Resultats
dar. In der Tat zeigen die numerischen Untersuchungen aus Kapitel 4, dass das Dichteprofil
des Kondensats im ungeordneten Potenzial selbst bei geringen Unordnungstiefen deutliche
Abweichungen von der Parabelform aufweist. Diese fiihren zu einer modifizierten Expansi-
onsdynamik, deren numerische Untersuchung ebenfalls in Kapitel 4 dargelegt ist. Sowohl in
den experimentellen als auch in den numerischen Untersuchungen stellte sich dabei heraus,
dass die genaue Form des Dichteprofils nach der freien Expansion kritisch von der genauen
Realisierung des Unordnungspotenzials abhangig ist. Dementsprechend unterliegen die ge-
messenen Breiten einer grofen statistischen Streuung. Die Daten der Abbildung 5.4 wurden
an zwei aufeinander folgenden Messtagen erhalten und reprédsentieren die groBte gemessene
Abweichung von der Thomas-Fermi Vorhersage (5.10). In numerischen Simulationen konnte
in Abhangigkeit vom verwendeten Unordnungspotenzial das beobachtete Verhalten qualitativ
bestatigt werden. Fiir keine der verwendeten Realisierungen konnte jedoch die in Abbildung
5.4 dargestellte, maximale gemessene Verbreiterung gefunden werden.

Die griinen Dreiecke stellen die ermittelten Breiten fiir die Kondensate dar, die aus der Ma-
gnetfalle mit tiberlagertem optischen Gitter und Unordnungspotenzial expandiert sind. Auch
in diesem Fall wurden die Messdaten mit der Abhingigkeit b oc N'/° gefittet. Die resultie-

3Die Simulation der dreidimensionalen Expansion ist fiir das optische Gitter aufgrund der hohen Zahl
bendtigter Stiitzstellen erschwert. Eine genauere Diskussion der numerischen Arbeiten findet sich in
Anhang A.
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rende Linie ist griin gestrichelt gezeichnet. Die zur Expansion des Gittergases gehdrige blaue
Kurve stellt fiir diesen Datensatz die natiirliche Referenz dar. |hr gegeniiber ergibt sich ei-
ne unordnungsinduzierte Verbreiterung von ~ 28%. Der nachste Abschnitt zeigt, dass das
parabelférmige Dichteprofil des harmonisch gefangenen Gittergases in der Falle durch das
ungeordnete Potenzial deutlich modifiziert wird (Abbildung 5.5). Daher ist auch fiir diesen
Fall eine verdanderte Expansionsdynamik zu erwarten. Unsere Messungen zeigen, dass diese
stark von der exakten Realisierung des Unordnungspotenzials abhdngen. Die in die Abbildung
eingeflossenen Daten liefern auch fiir das ungeordnete Gittergas die maximale gemessene Ver-
breiterung gegeniiber der Referenzkurve. Wie bereits dargestellt, wurde fiir das ungeordnete
Gittergas auf eine numerische Untersuchung der dreidimensionalen Expansionsdyamik ver-
zichtet.

b um]
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Abbildung 5.4.: Halbe Breite b des Parabelfits an die Dichteverteilung nach 20,4 ms frei-
er Expansion in Abhangigkeit von der Teilchenzahl. Die Atome wurden aus
folgenden Potenzialen entlassen: Magnetfalle (MF)(o), MF und Unordnungs-
potenzial (UP) (O), MF und optisches Gitter (OG) (<1), MF und UP und OG

(>). Die Kurven zeigen theoretische Vorhersagen oder Fitfunktionen (siehe
Text). Die Gittertiefe betrug 6,5 E,., die Unordnungstiefe 0,1 E,.

5.3.3. Theoretische Untersuchung des ungeordneten Gittergases

Durch das im Abschnitt 5.3.1 beschriebene experimentelle Vorgehen wird das Bose-Einstein-
Kondensat adiabatisch in den Vielteilchengrundzustand des ungeordneten Gittersystems iiber-
fuhrt. Um diesen numerisch zu bestimmen, wird der Grundzustand der Gross-Pitaevskii-
Gleichung

2
iho,V(rt) = —;n V2 + Vgsin®(kz) + Vip(r) + Va f(2) + g|\I/(r,t)|2] U(r,t)

(5.11)
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unter der Annahme zylindrischer Symmetrie berechnet*. In (5.11) bezeichnet Vj;p(r) das
Potenzial der Magnetfalle und V5 f(z) das ungeordnete Potenzial, so wie es in Kapitel 4.4.2
eingefiihrt wurde. Zur Berechnung von (5.11) wird der Verlauf f(z) einer typischen experi-
mentellen Realisierung des ungeordneten Dipolpotenzials verwendet. Die Abbildung 5.5 zeigt
die berechnete Dichteverteilung des Grundzustandes in der Falle. Es ist deutlich erkennbar,
dass die axiale Dichteverteilung aufgrund des Gitterpotenzials einer schnellen Modulation un-
terliegt. Dariiber hinaus verursacht das ungeordnete Potenzial eine unregelmaRige raumliche
Variation der Dichte. Dieser liegt eine deutlich groRere Langenskala zugrunde. Die Form der
Dichteverteilung auf dieser groReren Langenskala wird dabei ausschlieRlich durch das unge-
ordnete Potenzial bestimmt. Dieses wird leicht durch den Vergleich mit der entsprechenden
Dichteverteilung bei Abwesenheit des optischen Gitters ersichtlich. Sie ist in der Abbildung
5.5 als rote Linie eingezeichnet.

V,=01E, — Vg=65E, Vi=0E, — VG=63E,
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Abbildung 5.5.: Axiale Dichteverteilung des Grundzustands des ungeordneten Gittergases.
Uber den radialen Freiheitsgrad wurde integriert. Die Abbildung a) zeigt
die gesamte Breite der Wolke, wihrend die Abbildung b) einen Ausschnitt
vergroRert darstellt. Es ist sowohl die schnelle Modulation aufgrund des Git-
terpotenzials als auch die langsamere unregelmaRige Variation aufgrund des
Unordnungspotenzials erkennbar. Die Unordnungstiefe betrdgt Va = 0,1 E,.

Die zentrale Fragestellung lautet, ob eine Anderson-artige Realisierung der Kondensatwellen-
funktion in dem ungeordneten Gittersystem auftritt. Ein Ubergang in die Bose-Glas-Phase ist
aufgrund der schwachen Wechselwirkung nicht zu erwarten. Aus der Tatsache, dass die Dich-
teverteilungen im ungeordneten Potenzial mit und ohne optischem Gitter dieselbe Form der
langsamen Modulation aufweisen, kénnen wichtige Schlussfolgerungen fiir die Eigenschaften
des Systems gezogen werden.

“Dazu wird eine Testfunktion entsprechend (5.11) in imaginirer Zeit propagiert. Die Details dieser Methode
sind in Anhang A beschrieben.
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In Abschnitt 4.4.2 wurde gezeigt, dass eine Beschreibung der Kondensatdichte im unge-
ordneten Potenzial im Rahmen einer Thomas-Fermi-Ndherung maoglich ist. Da in dieser N&-
herung der kinetische Term der stationdren Gross-Pitaevskii-Gleichung vernachldssigt wird,
kann in diesem Regime keine interferenzbedingte Lokalisierung der Kondensatwellenfunkti-
on vorliegen, denn fiir diese ist ein Zusammenspiel der potenziellen und kinetischen Terme
erforderlich.

Die Abbildung 5.5 zeigt, dass die Dichteverteilung im ungeordneten Gittersystem, abgese-
hen von der schnellen Modulation, demselben Verlauf folgt. Daher existiert fiir sie ebenfalls
keine exponentiell abfallende Einhiillende. Diese stellt nach Abschnitt 4.2.1 jedoch ein cha-
rakteristisches Merkmal fiir unordnungsinduzierte Lokalisierung dar.

Das Ausbleiben einer interferenzbedingten Lokalisierung hat vielféltige Griinde. Zum einen
ist die sogenannte Healing-Length nn = 1/v/8mna [34] deutlich kleiner als die Modulationen
des ungeordneten Potenzials. Diese GroRe entspricht der Lange, auf der die Kondensatwel-
lenfunktion bei einer lokalen Storung zuriick auf ihren ungestdrten Wert ,,ausheilt“und ergibt
sich aus der Balancierung der kinetischen Energie und des Mean-Field-Terms. Das Kondensat
kann somit auf die lokalen Stérungen durch das ungeordnete Potenzial mit einer Anpassung
seiner Dichte reagieren. Die Giiltigkeit der Thomas-Fermi-Beschreibung ist ein eindeutiger
Beleg hierfiir.

Zum anderen ist die Langenskala der zufélligen Variation des ungeordneten Potenzials rela-
tiv klein im Vergleich mit der GréRe des Systems. So liegen entlang der Lange des Kondensates
typischerweise ca. zehn Modulationen vor. Aufgrund dieser geringen Zahl ungeordneter Po-
tenzialfluktuationen treten signifikante Interferenzeffekte fiir die Wellenfunktion nicht auf.

Im Gegensatz dazu ist das Auftreten von lokalisierten Zustdnden im Anderson-Modell be-
kannt. Diesem Modell liegen statistische Variationen des Potenzials zwischen benachbarten
Gitterplatzen zugrunde. In dem experimentell realisierten Gittergas hingegen variiert das Po-
tenzial benachbarter Gitterplatze nicht statistisch. Vielmehr treten unkorrelierte Variationen
des Potenzials auf einer Langenskala auf, die ca. 20 Gitterpldtze involviert.

Die gezeigten Ergebnisse der numerischen Simulationen beruhen auf der Giiltigkeit der Gross-
Pitaevskii-Gleichung fiir das betrachtete Regime. Durch Lésung der Bogoliubov-de-Gennes-
Gleichungen [34] fiir typische experimentelle Parameter wurde die Zahl der nicht konden-
sierten Atome bei 7" = 0 ermittelt. Diese ist duBerst gering, so dass die Anwendbarkeit der
Gross-Pitaevskii-Gleichung gegeben ist [1,186].

5.4. Anderson-artige Lokalisierung von
Bose-Einstein-Kondensaten

Die Untersuchungen des vorigen Abschnitts zeigen, dass eine Anderson-artige Lokalisierung
der Kondensatwellenfunktion mit dem realisierten Unordnungspotenzial bei realistischen Kon-
densatgréRen nicht zu erreichen ist. Um eine derartige Lokalisierung beobachten zu kénnen,
muss notwendigerweise ein Potenzial erzeugt werden, dass eine deutlich schnellere zufillige
raumliche Modulation aufweist als das ungeordnete Dipolpotenzial.
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Eine Methode zur Erzeugung eines solchen Potenzials beruht auf der Uberlagerung des beste-
henden Hauptgitters mit so genannten Ubergittern, die eine inkommensurable Wellenlinge
besitzen [61-64]. Um die Auswirkungen eines solchen Ubergitters auf die Grundzustands-
eigenschaften eines Bose-Einstein-Kondensates zu untersuchen, wurden numerische Berech-

nungen der Gross-Pitaevskii-Gleichung unter Beriicksichtigung eines Ubergitter-Potenzials
Vsr(z) der Form

Vsr(2) = Vas Sin2(k12 + ¢1) + Vaz Sin2(kgz + ¢9) (5.12)

durchgefiihrt. Die Wellenldnge des Hauptgitters betrug A = 825 nm. Fiir die Ubergitter wur-
den A1 = 960 nm und Ay = 1060 nm verwendet. Fiir die hier gezeigten Ergebnisse wurde
die Phasenbeziehungen zwischen den Gitterstrahlen durch ¢; = 7/10 und ¢o = 7/3 fixiert.
Fiir eine andere Wahl der Phasenbeziehung ergaben sich keine prinzipiellen Unterschiede bei
den Berechnungen. Die Abbildung 5.6 zeigt den Verlauf eines solchen Ubergitter-Potenzials.
Insbesondere in der Abbildung b) wird deutlich, dass statistische Potenzialschwankungen
zwischen den Gitterplatzen des Hauptgitters auftreten. Das Potenzial (5.12) kann daher zur
Realisierung des Anderson-Modells dienen.

2) b)
0.25-

6 i
<y ol
© Ny
<

24

0 T T T T T 1

-2 0 2 10 20 30 40 50
z[um] J

Abbildung 5.6.: Verlauf des Potenzials aus Hauptgitter und Ubergitter (5.12). Die Gittertiefen
lauten Vg = 6,5 Er, Va; = 0,2 E,. und Vay = 0,2 E,. In a) ist der
kontinuierliche Verlauf des Gesamt-Potenzials (5.12) gezeigt. Abbildung b)
stellt den Wert des Potenzials Vg (z) auf dem j-ten Hauptgitterplatz dar.

Fiir ein einzelnes Teilchen im Potenzial (5.12) ist zu erwarten, dass der Grundzustand lo-
kalisiert ist. Nicht wechselwirkende Bosonen kondensieren bei 7" = 0 in diesen lokalisierten
Einteilchenzustand [77,204]. Auf der anderen Seite wirkt eine repulsive interatomare Wech-
selwirkung der Kondensation in den niederenergetischsten Zustand entgegen [77,204]. Sie
hat die Tendenz die Teilchen zu delokalisieren®. Fiir die Untersuchung, ob eine Anderson-

5Im stark wechselwirkenden Regime dagegen hat die interatomare Wechselwirkung einen lokalisierenden
Charakter. Sie fithrt zum Auftreten der Mott-Isolator-Phase oder des Bose-Glases.
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artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion in dem Potenzial (5.12) méglich ist, wurde
daher der Fall sehr schwacher interatomarer Wechselwirkung analysiert. Der Grundzustand
der Gross-Pitaevskii-Gleichung

h2
ihO,U(rt) = |—=—V? + Vgsin®(kz) + Vap(r) + Vsp(2) + g|\IJ(r,t)|2] U(r,t)

2m

(5.13)
wurde hierfiir durch Propagation in imagindrer Zeit unter der Annahme von Rotationssym-
metrie bestimmt. Dabei wurde fiir das Potenzial der Magnetfalle V), (r) die axiale Fallen-
frequenz w, = 2 x 4 Hz und die radiale Fallenfrequenz w, = 27 x 40 Hz verwendet. Die
Abbildung 5.7 zeigt die erhaltenen axialen Dichteprofile fiir verschiedene Teilchenzahlen. Es
ist deutlich erkennbar, dass es zu einer Lokalisierung der Wellenfunktion kommt. Dabei steigt
die Zahl der Lokalisierungszentren mit zunehmeder Teilchenzahl an. Aus den stiickweise li-
nearen Verldufen der Dichteverteilung in logarithmischer Darstellung wird ersichtlich, dass an
die einzelnen Lokalisierungszentren exponentiell abfallende einhiillende Kurven gelegt werden
konnen.

Die Lokalisierung der Wellenfunktion hat wichtige Konsequenzen fiir das Impulsspektrum
des Systems. Dieses ist in der Abbildung 5.8 gezeigt. Selbst fiir die groBten berechneten Teil-
chenzahlen ist das Impulsspektrum deutlich gegeniiber dem des ungestdrten Gittergases durch
das Auftreten weiterer Impulskomponenten modifiziert. Da mit abnehemder Teilchenzahl die
Anzahl der Lokalisierungszentren abnimmt, wéchst die Besetzung dieser Impulskomponenten
an. Fiir den nicht wechselwirkenden Fall existiert ein einziges Lokalisierungszentrum, in dem
nur noch vier Potenzialtpfe des Hauptgitters signifikant besetzt sind. In diesem Fall ist das
Impulsspektrum nicht mehr in scharfe Komponenten zerlegt. Diese Situation ist als das Ana-
logon der Lichtbeugung am Doppelspalt bzw. an einem Gitter zu verstehen.

Die Lokalisierung der Wellenfunktion setzt dabei das Zusammenspiel von Hauptgitter und
Ubergittern voraus. In der Abbildung 5.9 ist das axiale Dichteprofil fiir 103 Teilchen in dem
alleinigen Potenzial des Ubergitters gezeigt. Es ist deutlich erkennbar, dass die exponentielle
Lokalisierung in diesem Fall nicht auftritt. Dieses liegt in der in Abbildung 5.10 dargestellten
quasi-periodischen Struktur des Ubergitterpotenzials begriindet. Die Wellenfunktion ,spiirt"
die in der Abbildung 5.6.b) dargestellte ungeordnete Struktur effektiv erst dann, wenn sie
durch ein tiefes Hauptgitter lokalisiert wird.

Fiir groRe Teilchenzahlen verschwindet der exponentiell lokalisierte Charakter der Wellen-
funktion aufgrund der Zunahme der Wechselwirkung. Dieses Verhalten wird in der Abbildung
5.11 deutlich.

Diskussion der numerischen Ergebnisse

Die Betrachtungen des vorigen Abschnitts zeigen, dass eine unordnungsinduzierte Lokali-
sierung der Grundzustandswellenfunktion durch eine Uberlagerung des Gitterpotenzials mit
einem Ubergitterpotenzial erreicht werden kann. Hierbei treten Lokalisierungszentren auf,
deren Zahl von der Stérke der nichtlinearen Wechselwirkung abhangt. Fiir kleine Wechsel-
wirkung kénnen exponentiell abfallende Kurven als Einhiillende an die Lokalisierungszentren



5.4 Anderson-artige Lokalisierung von Bose-Einstein-Kondensaten

109

a) ,005-
0,004 -
0,003 -

0,002 -

| @p=0) [

0,001 -

0,000

g

0,025 -

0,020-

0,015-

[P @p=0)

0,010-

0,005 -

0,000-

\D)

0,10

0,08 4

0,06+

0,04 4

I'P p=0) [

0,02 4

0,00

-20 0 20
z[pum]

zum]

20

-20

&

0,3

0,2

|'¥ @p=0) [

0,1+

0,0

L

20

2

0 2 4 6
z[pm]

10

'Y @p=0) [

[P p=0) P

[P @p=0) [

|'P @p=0) [

E g

1E-3

1E-4

1E-5 4

1E-6 5

1E-7

1E-8

0,01
1E-3
1E4 ]
1E-5
1E-6

1E-7+

0,01

1E4

1E-6

1E-10

20 0 20 40
z[pum]

40

z[um]

0,01

1E-5

1E-14

z[um]

-15

10 5 0 5 10 15 20 25
z[pm]

Abbildung 5.7.: Normierte axiale Dichteverteilung des Grundzustands der Gross-Pitaevskii-
Gleichung fiir verschieden Teilchenzahlen. Die linke Spalte zeigt eine lineare
Skalierung. Fiir die rechte Spalte wurde eine logarithmische Darstellung ge-
wahlt. Die Gittertiefen sind Vg = 6,5 E,, Va1 = 0,2 E, und Vas = 0,2 E,.
Die Teilchenzahlen betragen: a) N = 10%, b) N = 103, ¢) N = 10% In d)
ist der nicht wechselwirkende Fall gezeigt.
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Abbildung 5.8.: Axiales Impulsspektrum fiir verschiedene Teilchenzahlen. Die Potenzialtiefen
sind Vg = 6,5 E,, Va1 = 0,2 E, und Vay = 0,2 E,. Die Teilchenzahlen
betragen: a) N = 10% b) N =103, ¢) N = 10% In d) ist der nicht wechsel-
wirkende Fall gezeigt. Der Quasi-Impuls ¢p bezieht sich auf die Wellenlange
des Hauptgitters.

gelegt werden. Mit zunehmender Wechselwirkung tritt die exponentielle Lokalisierung immer
starker in den Hintergrund, da diese eine delokalisierende Wirkung auf die Teilchendichte hat.

Die Ergebnisse des Abschnitts beruhen auf der Berechnung des Kondensatgrundzustands
mittels der Gross-Pitaevskii-Gleichung. Diese Beschreibung kann fiir geringe Teilchenzahlen
zu falschen Ergebnissen fiihren, da sich in diesem Regime die Anwendung einer Mean-Field-
Theorie als problematisch erweisen kann. Insbesondere werden durch die Beschreibung des
Systems im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Gleichung Effekte von Quantenfluktuationen und
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Abbildung 5.9 : Axiale Dichteverteilung fiir N = 10 Teilchen im Potenzial des Ubergitters
und der Magnetfalle. Die Gittertiefen betragen Va; = 0,2 E, und Vay =

0,2 E,.
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Abbildung 5.10.: Potenzialverlauf des Ubergitters fiir Va1 = 0,2 £, und Va, = 0,2 E,.

Beitrdge von angeregten Zustdnden nicht erfasst. Die theoretischen Untersuchungen sind
daher nicht in jedem der betrachteten Regime uneingeschrankt giiltig. Sie stellen vielmehr ei-
ne rigorose Diskussion der Lokalisierungseigenschaften des Grundzustands einer nichtlinearen
Schrodinger-Gleichung dar. Als solche zeigen sie insbesondere die Abhangigkeit der Lokali-
sierung von der Starke der Nichtlinearitat. Untersuchungen nichtlinearer Gleichungen unter
dem Einfluss von Unordnung sind dabei bereits durchgefiihrt worden [203,205,206]. Fiir aus-
reichend grolle Teilchenzahlen NV = 1000 sollten die Betrachtungen eine gute Beschreibung
fiir die Lokalisierungseigenschaften von Bose-Einstein-Kondensaten liefern.
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Abbildung 5.11.: Normierte axiale Dichteverteilung des Grundzustands der Gross-Pitaevskii-
Gleichung fiir 5- 10 Teilchen. Die linke Spalte zeigt eine lineare Skalierung.
Fiir die rechte Spalte wurde eine logarithmische Darstellung gewahlt. Die
Tiefen der Gitterpotenziale lauten Vg = 6,5 E,, Va1 = 0,2 E, und Vay =
0,2 E,.

5.4.1. Wege zu einer experimentellen Realisierung

Fiir eine experimentelle Realisierung des untersuchten Systems ist der Aufbau von zwei wei-
teren optischen Gittern notwendig. Fiir die bei den Simulationen verwendeten Wellenlangen
von 960 nm und 1060 nm sind Halbleiter-Lasersysteme verfiigbar. Die Justage eines solchen
Gitter-Systems kann durch die Zufiihrung des Laserlichts durch eine gemeinsame Faser er-
heblich erleichtert werden. In diesem Fall ist effektiv nur einer der Gitterstrahlen auszurichten.
Grundsatzlich ist es dabei nicht zu vermeiden, dass die Lichtfelder der Laser interferieren.
Aufgrund der groBen Verstimmung der Laserwellenldngen untereinander fiihrt dieses im zeit-
lichen Mittel jedoch nicht zu Konsequenzen fiir die Atome.

Eine experimentelle Herausforderung stellt die Forderung nach geringer Wechselwirkung dar.
Diese kann prinzipiell iiber den Einsatz einer Feshbachresonanz erhalten werden. Deren Aus-
nutzung stellt fiir die experimentell eingesetzten Rubidium-Atome jedoch eine groBe techni-
sche Herausforderung dar. Alternativ kann bei geringen atomaren Dichten gearbeitet werden.
In der Abbildung 5.7 zeigen Kondensate bestehend aus NV = 10* Atomen in einer Falle mit
den Frequenzen w, = 27 x4 Hz und w, = 27 x 40 Hz noch Anzeichen einer exponentiellen
Lokalisierung. Fallenfrequenzen dieser GoRenordnung kdnnen experimentell erreicht werden.
So wurde eine Absenkung der axialen Fallenfrequenz auf w, = 27 x 4 Hz bereits erfolgreich
demonstriert [184]. Dazu wurde der Strom durch die so genannten Dipolspulen [95] reduziert.
Die radiale Fallenfrequenz kann durch eine Anhebung des Magnetfallenbodens gesenkt wer-
den. Hierzu ist eine Absenkung des Stroms in den Helmholtzspulen [95] durch eine geregelte
Parallelschaltung mdglich.
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Die Detektion der exponentiellen Lokalisierung kann auf der axialen Impulsverteilung nach
Abbildung 5.8 beruhen. Diese zeigt eine deutliche Verbreiterung bzw. das Auftreten weiterer
Impulskomponenten gegeniiber dem geordneten Gittergas. Wahrend einer freien Expansi-
on separieren die einzelnen Impulskomponenten, so dass zu erwarten ist, dass sich die un-
ordnungsinduzierte Modifikation des Impulsspektrums in der resultierenden Dichteverteilung
wiederspiegelt.
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6. Ungeordnetes quantenentartetes
Gittergas: Dynamik

Ungeordnete Potenziale beeinflussen nicht nur die Form des Grundzustands des Gittergases,
sondern haben auch wichtige Konsequenzen fiir seine Dynamik. In einem periodischen Poten-
zial treten bei der Zeitentwicklung eines Quantensystems unter dem Einfluss einer konstanten
Kraft Bloch-Oszillationen auf. Unordnung verursacht einen Koharenzverlust des Systems, der
mit einer Dampfung der Oszillationsamplitude einher geht.

In diesem Kapitel werden Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in einem unge-
ordneten Gitterpotenzial theoretisch analysiert. Zunichst erfolgt eine Einfiihrung zum Stand
der experimentellen Untersuchungen der Bloch-Oszillationen. AnschlieRend werden die theo-
retischen Grundlagen des Problems dargestellt. Es zeigt sich, dass aufgrund der interatomaren
Wechselwirkung die Bloch-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten auch ohne Unord-
nung gedampft sind. Dieser Effekt kann die unordnungsbedingte Dampfung iiberdecken. In
den theoretischen Untersuchungen konnte ein Parameterbereich identifiziert werden, in dem
eine Messung der unordnungsinduzierten Dampfung mit dem bestehenden System mdglich
ist. Die erzielten Resultate stellen einen unmittelbaren Leitfaden fiir die derzeitigen Arbeiten
am Experiment dar.

Die in diesem Kapitel vorgestellten Resultate beruhen auf einer Anregung von Prof. Dr. Luis
Santos und wurden in Kooperation mit ihm entwickelt.

6.1. Einfiithrung

Die quantenmechanische Behandlung eines einzelnen Teilchens in einem periodischen Po-
tenzial unter dem Einfluss einer konstanten Kraft basiert auf den wegweisenden Arbeiten
von Bloch [27] und Zener [28]. Sie liefert ein nicht intuitives Ergebnis: Das Teilchen fiihrt
eine kohdrente Oszillation auf einem endlichen Raumbereich aus, anstatt eine beschleunigte
Bewegung durch den ganzen Raum zu durchlaufen. [207]. Diese Oszillation wird als Bloch-
Ostzillation bezeichnet. Den Hintergrund fiir die theoretischen Arbeiten bildete die Untersu-
chung der Bewegung eines Kristallelektrons unter dem Einfluss eines statischen elektrischen
Feldes. In metallischen Festkdrpern konnte das Auftreten von Bloch-Oszillationen jedoch
noch nicht direkt nachgewiesen werden, da fiir experimentell realisierbare Feldstarken die Pe-
riodendauer der Oszillationen deutlich gréRer als die Koharenzzeit der Elektronenbewegung
ist. In Halbleitergittern [208] kdnnen aufgrund der hohen StrukturgréRe die Periodendauern
der Bloch-Oszillationen deutlich kiirzer als in kristallinen Festkérpern sein. Tatsachlich konn-
ten in diesen Systemen Bloch-Oszillationen bereits durch eine Messung der Strahlung der
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oszillierenden Elektronen nachgewiesen werden [208].

Die Storungseinfliisse, die eine Messung der Bloch-Oszillationen in Festkdrpersystemen bisher
erschwert oder verhindert haben, treten in Experimenten mit ultra-kalten Atomen in opti-
schen Gittern nicht auf. So sind optische Gitter frei von Storstellen oder Phononen. Interban-
diibergange konnen durch die Wahl einer ausreichend groRen Gittertiefe nahezu vollstiandig
unterdriickt werden. SchlieRlich profitieren diese Experimente von der geringen Impulsbreite
der Ensembles. Die Atome besetzen daher nur einen sehr schmalen Bereich der Brillouinzone
und die theoretische Beschreibung des Systems ist somit deutlich vereinfacht.

Die ersten Bloch-Oszillationen ultra-kalter (nicht kondensierter) Atome wurden in den
Gruppen von C. Salomon [209] und M. G. Raizon [210] erzeugt. In diesen Experimenten
wurden die Oszillationen durch die Tragheitskraft in einem beschleunigten optischen Gitter
getrieben. Die enormen Kohédrenzzeiten der Ensembles ermdglichten die Beobachtung von
Bloch-Oszillationen mit Periodendauern, die diejenigen in Halbleitergittern um bis zu zehn
GroBenordnungen iibertrafen.

Nach der ersten Prdparation eines Bose-Einstein-Kondensates in einem optischen Git-
ter [123] kristallisierte sich rasch groRes theoretisches und experimentelles Interesse an der
Untersuchung von Bloch-Oszillationen in diesem System heraus. Dies liegt zum einen in der
schmalen Impulsbreite der Ensembles begriindet. Des Weiteren bietet sich die Moglichkeit,
den Einfluss einer interatomaren Wechselwirkung auf die Bloch-Oszillationen zu erforschen.
Schlielich ist das Kondensat wihrend der Oszillation Gegenstand von Instabilitaten, die von
grundlegender Bedeutung fiir das Verstandnis von Vielteilchensystemen in periodischen Po-
tenzialen sind. Die erste Erzeugung von Bloch-