
Bose-Einstein-Kondensateinungeordneten Potenzialen
Von der Fakultät für Mathematik und Physikder Gottfried Wilhelm Leibniz Universität Hannoverzur Erlangung des GradesDoktor der NaturwissenshaftenDr. rer. nat.genehmigte Dissertation

vonDipl.-Phys. Thomas Shultegeboren am 05.04.1976 in Hannover.
2006



Referent: Prof. Dr. Wolfgang ErtmerKorreferent: Prof. Dr. Luis SantosTag der Promotion: 11. Juli 2006







Zusammenfassung
Unordnung ist ein integraler Bestandteil einer Vielzahl physikalisher Systeme. Sie existiertinsbesondere in Festkörpern in mannigfaltiger Form und hat zum Teil dramatishe Auswir-kungen auf deren Eigenshaften. Die Möglihkeiten zur experimentellen Kontrolle der Un-ordnung sind zumeist nur sehr begrenzt, da diese in der Regel auf natürlihe Weise vorliegt.Ultra-kalte Quantengase hingegen stellen äuÿerst reine Ensembles dar, für die Methodenzur kontrollierten Erzeugung von Unordnung verfügbar sind. Sie bieten daher einen äuÿerstviel versprehenden Ansatz zur Untersuhung der fundamentalen Eigenshaften ungeordneterSysteme.Zentrales Thema dieser Arbeit war die Erforshung des Ein�usses kontrollierbarer Unord-nungspotenziale auf die Eigenshaften von quantenentarteten Bose-Gasen. Dazu wurde einräumlih ungeordnetes Dipolpotenzial realisiert und in die bestehende Apparatur zur Erzeu-gung von Bose-Einstein-Kondensaten aus 87Rb-Atomen integriert.Groÿe Bedeutung kommt der Untersuhung ungeordneter Gittergase zu, da diese die experi-mentelle Realisierung der Modelle ermöglihen, die zur Beshreibung ungeordneter Ensemblesverwendet werden. Zur Bereitstellung eines solhen Systems wurde im Rahmen dieser Arbeitein eindimensionales optishes Gitter aufgebaut und harakterisiert. Durh die Kombinationdes Gitterpotenzials mit dem ungeordneten Dipolpotenzial konnte erstmals ein ungeordne-tes quantenentartetes Gittergas erzeugt werden [1,2℄. Das Dihtepro�l des frei expandiertenKondensates weist unregelmäÿige Modulationen auf, die von der Lokalisierung der Atome inden Fluktuationen des ungeordneten Potenzials herrühren. Eine zentrale Fragestellung hierbeilautete, ob in diesem System eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunkti-on auftritt. In Übereinstimmung mit numerishen Untersuhungen wurden in den Messungenkeine Anzeihen einer derartigen Lokalisierung festgestellt. Jedoh konnte ein experimen-tell zugänglihes Regime identi�ziert werden, in dem eine Anderson-artige Lokalisierung derKondensatwellenfunktion zu erwarten ist [1�3℄.In metallishen Festkörpern reduzieren Störungen der periodishen Gitterstruktur die Ko-härenzzeit der Elektronenbewegung und verhindern bislang die Beobahtung des elemen-taren Phänomens der Bloh-Oszillationen. Basierend auf der Anregung von Prof. Dr. LuisSantos wurden mittels numerisher Simulationen die Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Gitterpotenzialen untersuht. Die Berehnungen zeigen, dasshierbei eine dekohärenzbedingte Dämpfung der Oszillationsamplitude auftritt. Diese kannmit dem in dieser Arbeit realisierten System zeitaufgelöst gemessen werden. Die Ergebnis-se der Simulationen sind unmittelbarer Leitfaden für die derzeitigen Arbeiten am Experiment.Die durhgeführten Messungen gehören zu den ersten experimentellen Untersuhungen vonungeordneten quantenentarteten Gasen. Die erzielten Resultate haben wesentlihe Beiträgezur Etablierung der Erforshung ungeordneter Systeme mittels ultra-kalter Quantengase ge-leistet.Shlagwörter: ungeordnete Systeme, Bose-Einstein-Kondensate, optishe Gitter





Abstrat
Disorder is an integral onstituent of numerous physial systems. Espeially solid bodies on-tain a manifold of disordered strutures whih an have dramati impats on their properties.The possibilities for experimental ontrol are however very restrited. On the ontrary, ultra-old quantum gases form extremly pure ensembles for whih powerful methods of ontrol areavailable. Therefore, they provide a promising new approah for examining the properties ofdisordered systems.The in�uene of ontrollable disorder on the features of quantum degenerate Bose gasesis the entral topi of this thesis. A spatially disordered dipole potential was realized experi-mentally and integrated into the existing apperatus for produing Bose-Einstein ondensatesof 87Rb-atoms.Disordered lattie gases allow for the experimental realization of theoretial models dediatedto the desription of disordered ensembles. To implement suh a system, a one-dimensionaloptial lattie was set up and haraterized. By ombining the lattie potential with thedisordered dipole potential, a disordered quantum degenerate lattie gas was generated forthe �rst time [1, 2℄. The density pro�le of the freely expanded ondensate shows irregularmodulations whih originate from atomi loalization in the �utuations of the disorderedpotential. A entral question in this ontext was whether an Anderson-like loalization waspresent in this system. In good agreement with numerial results no signs of suh a loali-zation were found in the measurements. However, an experimentally aessible regime wasidenti�ed where an Anderson-like loalization is expeted [1�3℄.Perturbations of the periodi lattie struture in metalli solid bodies redue the oherenetime of the eletroni movement and have hampered the diret observation of Bloh osilla-tions in these systems so far. Based on the idea of Prof. Dr. Luis Santos, Bloh osillationsof Bose-Einstein ondensates in disordered lattie potentials were investigated by means ofnumerial simulations. The alulations show that a damping of the osillation amplitude dueto deoherene oures. Time-resolved measurements of this phenomenon are possible withthe system implemented in the ontext of this thesis. The simulations are a diret guidelinefor the present experimental work.The measurements presented in this thesis belong to the �rst experimental investigationsof disordered quantum degenerate gases. The results have signi�antly ontributed to esta-blishing researh of disordered systems in the �eld of ultraold quantum gases.Keywords: Disordered Systems, Bose-Einstein Condensates, Optial Latties
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1. EinleitungDas Forshungsgebiet der ultra-kalten Gase hat in den letzten Jahren eine rasante Entwik-lung durhlaufen. Seit der ersten Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gaseim Jahr 1995 [4�6℄ hat das Interesse an quantenentarteten Systemen stark zugenommen. Ins-besondere die hohe Interdisziplinarität sowie die äuÿerst enge Zusammenarbeit von Theorieund Experiment haben zur rashen Entwiklung dieses Feldes beigetragen. QuantenentarteteGase stellen physikalishe Objekte von fundamentaler Bedeutung dar, da sie die experimentel-le Überprüfung elementarer Konzepte der Quantenstatistik, Vielteilhentheorie, Quantenoptikund Theorie der kondensierten Materie erlauben. Die Möglihkeit, solhe grundlegenden Sys-teme im Labor zu erzeugen und zu untersuhen, hat das Interesse vieler Gruppen an derErforshung ultra-kalter Quantengase ausgelöst. Die enormen experimentellen Fortshritte,die mit dieser Entwiklung einhergegangen sind, haben dazu geführt, dass heutzutage nihtnur atomare bosonishe Gase vielerlei Spezies im Labor präpariert werden, sondern habenauh die Erzeugung quantenentarteter Gase aus Fermionen [7�9℄ und homonuklearen Mole-külen [10�12℄ ermögliht. In jüngster Zeit fokussieren sih nun gröÿte Anstrengungen auf dieRealisierung quantenentarteter heteronuklearer Gase.Von wihtiger Bedeutung für das enorme Interesse an quantenentarteten Gasen ist, dass beiihrer Erzeugung und Untersuhung ein hohes Maÿ an experimenteller Kontrolle erzielt wer-den kann. So werden sie in magnetishen oder optishen Fallen präpariert und sind durh einUltrahohvakuum von störenden Umgebungsein�üssen isoliert. Des Weiteren ist ein breitesSpektrum an Manipulationstehniken verfügbar, mit denen sowohl die inneren als auh die äu-ÿeren Freiheitsgrade dieser Ensembles beein�usst werden können. Dieses reiht vom Einsatzkohärenter Zwei-Photonen-Prozesse zur Spektroskopie [13�17℄ oder Interferometrie [18�21℄über den Einsatz optisher Dipolpotenziale zur Erzeugung eindimensionaler Wellenleiterstruk-turen [22�24℄ bis hin zur Manipulation der interatomaren Wehselwirkung mittels Feshbah-Resonanzen [25℄.Herausragende Bedeutung unter diesen Tehniken hat der Einsatz optisher Gitterpoten-ziale erlangt [26℄. Diese werden durh optishe Stehwellen realisiert, welhe mittels interfe-rierender Laserstrahlen erzeugt werden. Sie spielen für eine Vielzahl von theoretishen undexperimentellen Untersuhungen eine zentrale Rolle. So erlauben die periodishen Struktu-ren optisher Gitter die Beobahtung fundamentaler quantenmehanisher Phänomene wiedas Auftreten von Blohoszillationen [27�29℄ oder Landau-Zener-Tunneln [28�30℄. Der hoheEinshluss, der auf den einzelnen Gitterplätzen vorliegt, bietet die Möglihkeit zur Vielfahrea-lisierung niederdimensionaler Quantengase. So konnte beispielsweise in jüngster Zeit mittelseines eindimensionalen Gitters der vielbeahtete Kosterlitz-Thouless-Übergang in zweidimen-sionalen Bose-Gasen beobahtet werden [31℄.Das groÿe Potenzial optisher Gitter beruht insbesondere auf der Möglihkeit, die relevan-ten Systemgröÿen wie Tunnel- oder Wehselwirkungsparameter über einen weiten Bereih1



2 1. Einleitungexperimentell manipulieren zu können [32℄. Hierdurh erö�nen sie beispielsweise den Zugangzur Erzeugung von Systemen, die durh starke Korrelationen geprägt sind und daher niht imRahmen von Mean-Field-Theorien beshrieben werden können [33, 34℄. So konnte in tiefendreidimensionalen optishen Gittern der Quanten-Phasenübergang zum bosonishen Mott-Isolator-Zustand erreiht werden [35℄. Hierbei handelt es sih um einen Zustand, bei dem dieAtome in Eigenszuständen des Anzahloperators auf den jeweiligen Gitterplätzen vorliegen undder durh eine harakteristishe Lüke im Anregungsspektrum gekennzeihnet ist [33,36,37℄.Die hiermit verbundene Unterdrükung von Teilhenzahl�uktuationen begründet das groÿeAnwendungspotenzial des Mott-Isolators (MI) insbesondere für die Quanteninformationsver-arbeitung [38�40℄.In eindimensionalen bosonishen Gasen, die mittels zweidimensionaler optisher Gitter er-zeugt wurden, konnte ein anderes stark korreliertes System realisiert werden1 [41, 43℄. Die-ses ist durh ein Vershwinden des Transmissionskoe�zienten der binären Streuprozesse ge-kennzeihnet [44℄. Ein solhes eindimensionales System undurhdringliher Bosonen ist alsTonks-Girardeau-Gas (TG) bekannt [45, 46℄. Sein Spektrum und seine thermodynamishenEigenshaften können durh eine Abbildung des Problems auf ein Gas niht wehselwirken-der spinloser Fermionen erhalten werden [46,47℄. Der erste experimentelle Nahweis des TGkonnte durh die Messung seines harakteristishen Impulsspektrums geführt werden [41℄.Ungeordnete SystemeEine bemerkenswerte Eigenshaft optisher Gitter ist das Fehlen jegliher Störungen ihresperiodishen Potenzials. Dieses stellt einen wihtigen Untershied zu einer Vielzahl von na-türlihen Gittersystemen dar. So exisitieren z. B. in der periodishen Struktur von Festkörpernvershiedenste Arten von Unregelmäÿigkeiten. Angefangen von vereinzelten Defekten in kris-tallinen Festkörpern über das Auftreten von Phononen bis hin zu den amorphen Gläsern oderLegierungen liegt Unordnung inhärent und auf vielfältige Weise vor [48, 49℄. Dabei versteheih im Folgenden unter dem Begri� Unordnung eine unregelmäÿige strukturelle Störung desHamiltonians, die keinerlei Symmetrien aufweist und die zeitlih stationär ist.Allgemein kann die Gegenwart von Unordnung massive Konsequenzen für die Eigenshafteneines Systems haben. Ein zentrales Phänomen ist in diesem Zusammenhang das mögliheAuftreten einer exponentiellen Lokalisierung der Einteilhenzustände. Experimentell mani-festiert sih dieser E�ekt durh eine dramatishe Veränderung der Transporteigenshaften.Das kanonishe Beispiel für dieses Szenario ist der sogenannte Metall-Isolatorübergang ineinem stark ungeordneten Festkörper [50, 51℄. Die theoretishen Grundlagen der Lokalisati-on datieren auf die wegweisende Arbeit von P. W. Anderson zurük, der eine Analyse desDi�usionsverhaltens eines Teilhens auf einem ungeordneten Gitter durhführte [52℄. DieseUntersuhung initiierte eine Serie von Arbeiten, die das heutige Verständnis der unordnungs-induzierten Unterdrükung des Transports als die Lokalisierung der Einteilhenzustände indem ungeordneten Potenzial begründen [53�55℄. Daher wird eine solhe Lokalisierung auhals Anderson-Lokalisierung bezeihnet.1In [41℄ ist für die Erzeugung des so genannten Tonks-Girardeau-Gases (TG) der Einsatz eines dritten Gitterswesentlih. Das TG auf dem Gitter hat dabei andere Korrelationseigenshaften als auf dem Kontinuum.Eine genauere Diskussion bietet [42℄.



3Das groÿe Interesse an ungeordneten Quantensystemen wird durh die Tatsahe bestärkt,dass sih diese niht als eine einfahe Modi�kation ihrer geordneten Pendants verstehen las-sen. Die Probleme sind im Allgemeinen niht-pertubativ und erfordern eigenständige Beshrei-bungen. So kann beispielsweise für ungeordnete Systeme gezeigt werden, dass in einer Dimen-sion alle Einteilhenzustände lokalisiert sind, und zwar unabhängig von der Stärke des Un-ordnungspotenzials [56℄. Ein überzeugender experimenteller Beleg für den niht-pertubativenCharakter ungeordneter Systeme stellt die Messung der Leitfähigkeit in Metallen bei tiefenTemperaturen dar. Für deren Temperaturabhängigkeit liefern Rehnungen, die auf der An-nahme einer einfahen Streuung der Blohwellen an den Unordnungszentren basieren und sozu einer Boltzmann-Transport-Gleihung führen, auh im Grenzfall kleiner Unordnung falsheVorhersagen2 [50℄. Die Untersuhung ungeordneter Systeme verlangt weiterführende Ansätze,welhe die Konsequenzen einer möglihen Lokalisierung der Einteilhenfunktionen adäquatberüksihtigen müssen. Hier haben sogenannte Saling-Theorien wihtige Verständnisbeiträ-ge geleistet [50,55,57℄. Diese berüksihtigen insbesondere den Ein�uss der Dimensionalitätdes Systems auf das möglihe Auftreten von lokalisierten Zuständen [50℄.Eine Herausforderung für die experimentelle Erforshung ungeordneter Systeme stellt diegezielte Erzeugung sowie die Manipulation der Unordnung dar. So ist es beispielsweise fürviele Experimente wünshenswert, ein breites Spektrum von Unordnungsgraden - von völliggeordnet bis stark ungeordnet - präparieren zu können.Ultra-kalte Quantengase bilden aufgrund ihrer ausgezeihneten experimentellen Kontrol-lierbarkeit und der vielfältigen Manipulationstehniken hervorragende Modellsysteme zur Un-tersuhung der fundamentalen Eigenshaften ungeordneter Ensembles. Sie zeihnen sih zumeinen durh ihre inhärente Reinheit aus, zum anderen sind vershiedene Methoden zur ge-zielten Erzeugung von Unordnung in diesen Systemen vorgeshlagen worden. Diese beruhenauf dem Einsatz optisher Dipolpotenziale [58�64℄, der Einbringung von Fremdatomen indie Ensembles [65℄ oder der lokalen Modi�kation der Wehselwirkungseigenshaften des Sys-tems [66℄. Diese Methoden erlauben sowohl eine gute Kontrolle über die Form der Unordnungals auh über deren Stärke. Hervorzuheben ist, dass anhand ultra-kalter bosonisher Gase mitder Untersuhung des Zusammenspiels von Unordnung und Wehselwirkung eine der meist-beahteten Fragestellungen für ungeordnete Systeme addressiert werden kann.Die Erforshung ungeordneter Quantengase kann dabei auf bereits durhgeführte Arbeitenmit super�üssigem Helium und Supraleitern aufbauen. Deren spezielle Transporteigenshaftensind mit langreihweitigen Korrelationen verknüpft, die direkte Konsequenzen der spontangebrohenen Symmetrien sind, die auh in quantenentarteten Gasen auftreten [67℄.Für Supraleiter werden shon seit längerem die Auswirkungen einer räumlihen Unord-nung auf die Transporteigenshaften und die Bardeen-Cooper-Shriefer-Theorie [34℄ disku-tiert [68, 69℄ und experimentell untersuht [70�72℄. Grundsätzlih basiert Supraleitfähigkeitauf der Existenz kohärenter Elektronen-Paar-Zustände, während Unordnung zu exponentielllokalisierten und daher ungekoppelten Zuständen führt. Aus diesem Grund führt Unordnung2In diesem metallishen shwah ungeordneten Regime übersteigt zwar die Lokalisationslänge die System-gröÿe, dennoh werden die Transporteigenshaften durh kohärente Elektronen-Rükstreuung beein�usst.Dieses Phänomen wird daher als shwahe Lokalisation bezeihnet [51℄.



4 1. Einleitungallgemein zu einer Reduktion der supraleitenden Transporteigenshaften, wobei deren Ausmaÿvon der Stärke der Unordnung abhängt.Die Untersuhungen mit ungeordnetem Helium wurden mittels poröser Substrate aus Vyordurhgeführt, auf die das Helium aufgebraht wurde [73�75℄. Durh den Ein�uss der unge-ordneten Substratstrukturen konnten neuartige E�ekte beobahtet werden [76℄. Von groÿemInteresse ist hierbei insbesondere die für kleine Heliumdihten beobahtete Abwesenheit dersuper�üssigen Eigenshaften unterhalb der λ-Temperatur3. Dieses Phänomen wird durh dieLokalisierung der Heliumatome auf der ungeordneten Substratstruktur verursaht [77, 78℄.Interessanterweise konnten die Proben durh Erhöhung der Heliumdihte wieder in die su-per�üssige Phase gebraht werden. Dieser Prozess, für den die repulsive Wehselwirkungzwishen den Bosonen eine zentrale Rolle spielt [77,78℄, hat auh für die vorliegende Arbeitgroÿe Relevanz.Die Experimente mit Supraleitern und super�üssigem Helium haben eine Reihe von theo-retishen Abhandlungen stimuliert. Insbesondere die für Bose-Systeme durhgeführten Be-rehnungen des Unordnungsein�usses auf die Kondensationstemperatur [79, 80℄, Shallge-shwindigkeit [81℄ und den Anteil der super�üssigen und der kondensierten Teilhen [81�83℄sind dabei von unmittelbarem Interesse für Untersuhungen an ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten.Die erste Realisierung eines ungeordneten quantenentarteten Gases wurde mit einem atoma-ren Bose-Einstein-Kondensat erreiht. Dazu wurde mit Hilfe eines di�usiven Substrats einräumlih ungeordnetes Dipolpotenzial erzeugt [84℄. Mit dieser Methode wurde die Auswir-kung eines Unordnungspotenzials auf den Grundzustand des Kondensates und die kollektiveAnregungen gemessen [84℄. Sie diente ferner zur Untersuhung der Expansion eines Kon-densates in einer ungeordneten Wellenleiterstruktur [85, 86℄. Hierbei zeigte sih unter demEin�uss der Unordnung eine deutlihe Reduktion des eindimensionalen Transports.Diese Arbeiten addressieren die Eigenshaften ungeordneter Bose-Einstein-Kondensate aufdem Kontinuum. Groÿes Potenzial verspriht jedoh inbesondere die Realisierung und Un-tersuhung quantenentarteter Gase in ungeordneten Gitterstrukturen. Letztere können durhdie Kombination optisher Gitterpotenziale mit den vorgeshlagenen Methoden zur Erzeu-gung von Unordnung realisiert werden. Das Interesse an ungeordneten Gittergasen basiertzum einen auf ihrer unmittelbaren Relevanz für eine Vielzahl von natürlih vorkommendenungeordneten Systemen. Zum anderen bieten sie die Möglihkeit zur experimentellen Rea-lisierung von vielbeahteten theoretishen Modellen, die zur Analyse ungeordneter Systemeverwendet werden. Insbesondere sei hier auf das Anderson-Modell [52℄ und das Bose-Hubbard-Modell [36℄ verwiesen. Shlieÿlih können Experimente von der guten Manipulierbarkeit derTunnel- und Wehselwirkungsparameter sowie der Unordnungsstärke pro�tieren. Diese Mög-lihkeit erö�nete jüngst den Weg zur Realisierung der sogenannten Bose-Glas-Phase in einemungeordneten dreidimensionalen Gitter [87℄. Das Bose-Glas (BG) ist wie der MI ein Isolatorund durh starke Korrelationen geprägt [36℄. Aufgrund der Unordnung weist er jedoh keineLüke im Anregungsspektrum auf [36℄. Durh die erfolgreihe Realisierung des BG wird dieLeistungsfähigkeit ungeordneter Gitterstrukturen zur Erforshung ungeordneter Systeme un-3Die λ-Temperatur bezeihnet die Temperatur, unterhalb der sih das homogene System in der super�üs-sigen Phase be�ndet.



5terstrihen.Diese Arbeit untersuht die Eigenshaften von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordnetenPotenzialen. Einen Shwerpunkt der experimentellen Arbeiten bildete die Realisierung unddie Charakterisierung eines ungeordneten quantenentarteten Gittergases [1℄.Mit der Untersuhung einer möglihen exponentiellen Lokalisierung des Kondensatgrund-zustandes greift die Arbeit eine fundamentale Fragestellung für ungeordnete bosonishe Sys-teme auf. Hierbei wird insbesondere der wihtige Ein�uss der Unordnungsstrukturgröÿe sowieder interatomaren Wehselwirkung diskutiert.Die Grundzustandsbetrahtungen werden durh die numerishe Untersuhung von Blohos-zillationen auf die Diskussion der dynamishen Eigenshaften des Gittergases unter dem Ein-�uss eines ungeordneten Potenzials erweitert.Gliederung der Arbeit
• Das Kapitel 2 ist eine Einführung in die Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation.Insbesondere wird die Beshreibung des Kondensates im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Gleihung behandelt. Des Weiteren wird die experimentelle Apparatur zur Erzeugungvon Bose-Einstein-Kondensaten aus 87Rb-Atomen erläutert.
• Als ein wihtiges Ergebnis dieser Arbeit wird in Kapitel 3 die Realisierung eines ein-dimensionalen optishen Gitters als robustes Werkzeug zur Manipulation der Atomebeshrieben. Dazu erfolgt zunähst eine Darstellung der theoretishen Grundlagen vonBose-Einstein-Kondensaten in eindimensionalen Gitterpotenzialen. Es werden insbeson-dere die Konsequenzen der Wehselwirkung sowie eines harmonishen Fallenpotenzialsberüksihtigt. Im Anshluss erfolgt die Beshreibung des Aufbaus des optishen Git-ters und seiner experimentellen Charakterisierung. Letztere umfasst die Bestimmungder Potenzialtiefe und die Untersuhung des Kondensatgrundzustands.
• In Kapitel 4 wird die Erzeugung eines ungeordneten Bose-Einstein-Kondensates darge-stellt. Dazu wird zunähst der Aufbau und die Charakterisierung eines kontrollierbarenoptishen Unordnungspotenzials vorgestellt. Den Shwerpunkt des Kapitels bildet dieBeshreibung unserer experimentellen Untersuhungen des Kondensatgrundzustandsin der Magnetfalle mit überlagertem Unordnungspotenzial. Die Darstellung der experi-mentellen Ergebnisse ist durh umfangreihe numerishe Untersuhungen ergänzt.
• Als zentrales Resultat dieser Arbeit wird in Kapitel 5 die erstmalige Realisierung ei-nes ungeordneten quantenentarteten Gittergases beshrieben. Dieses konnte durh dieKombination des ungeordneten Dipolpotenzials mit dem eindimensionalen optishenGitter erzeugt werden. Im Mittelpunkt steht die Darstellung unserer Untersuhungenzum Kondensatgrundzustand im ungeordneten Gitterpotenzial. Eine wihtige Fragestel-lung hierbei war, ob eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunktionin einem solhen System möglih ist. Hierbei wird insbesondere der kritishe Ein�ussder Unordnungsstrukturgröÿe sowie der Wehselwirkung analysiert. Die Ergebnisse der



6 1. Einleitungtheoretishen Analyse zeigen einen experimentell zugänglihen Parameterbereih auf,in dem eine Anderson-artige Lokalisierung zu erwarten ist.
• Das Kapitel 6 beinhaltet eine numerishe Untersuhung der Blohoszillationen vonBose-Einstein-Kondensaten unter der Einwirkung eines ungeordneten Potenzials. DieErgebnisse der Analyse zeigen, dass die Kohärenzzeit der Oszillationen aufgrund derGegenwart der Unordnung deutlih reduziert ist und eine Dämpfung der Oszillations-amplitude eintritt. Dieser Prozess ist mit dem im Rahmen dieser Arbeit realisiertenSystem kontrolliert messbar. Erste Shritte zu seiner experimentellen Umsetzung wur-den bereits geleistet.
• Das Kapitel 7 gibt einen Ausblik auf möglihe Fortsetzungen der bisherigen Unter-suhungen.



2. Bose-Einstein-KondensationBose-Einstein-Kondensate sind von zentraler Bedeutung für diese Arbeit, da sie den Aus-gangspunkt für sämtlihe Untersuhungen bilden. Dieses Kapitel gibt eine Beshreibungder theoretishen Grundlagen und der experimentellen Erzeugung dieser Vielteilhensyste-me. Nah einem einleitenden Abriss über die historishe Entwiklung des Forshungsfeldeserfolgt eine Darstellung der theoretishen Beshreibung. Diese ist kompakt gehalten, so dassan dieser Stelle auf die exzellenten Abhandlungen [34, 88�91℄ zu diesem Thema verwiesensei. Im Anshluss wird die Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten mit der experimentel-len Apparatur skizziert. Eine grundlegende Beshreibung der Methoden zur Erzeugung undManipulation von Bose-Einstein-Kondensaten wird in [92�94℄ gegeben, während die Detailsder vorliegenden Apparatur in [95,96℄ dargestellt sind.2.1. EinführungDie konzeptionelle Grundlage der Bose-Einstein-Kondensation wurde 1925 von A. Einsteingelegt, der die von S. N. Bose entwikelten Ideen zur Photonenstatistik [97℄ auf ein nihtwehselwirkendes Gas von Atomen übertrug [98℄. Die Kondensation ist durh eine makro-skopishe Besetztung eines Einteilhenzustandes gekennzeihnet, die in drei Dimensionen fürein homogenes spinloses Gas mit periodishen Randbedingungen unter der Bedingung
nλ3 ≥ ζ

(
3

2

)

= O(1) (2.1)einsetzt [99℄. Hierbei bezeihnet n die Teilhendihte, ζ die Riemannshe Zeta-Funktion [100℄und λ die thermishe de Broglie-Wellenlänge
λ =

√
√
√
√ 2πh̄2

mkBT
. (2.2)Das für einige Jahre als akademishes Problem geltende Konzept der Bose-Einstein-Kondensa-tion erlangte durh die Beobahtung der super�üssigen Eigenshaften [101℄ von 4He [102,103℄groÿe Aufmerksamkeit. Als Meilenstein ist hierbei die Arbeit von F. London zu sehen, die dasAuftreten der Super�uidität als direkte Konsequenz der Bose-Einstein-Kondensation interpre-tierte [104℄. Dies bildete einerseits den Ausgangspunkt für eine Vielzahl von grundlegendentheoretishen und experimentellen Studien, welhe die Untersuhung des Zusammenhangszwishen Bose-Einstein-Kondensation und Super�uidität zum Gegenstand hatten. Insbeson-dere wurde aber hierdurh das Konzept der Bose-Einstein-Kondensation für wehselwirkendeVielteilhensysteme etabliert. Das heutige Verständnis dieser Systeme basiert dabei maÿgeb-lih auf einigen theoretishen Arbeiten von fundamentaler Bedeutung, die hier besondershervorgehoben werden sollen: 7



8 2. Bose-Einstein-Kondensation
• Die Untersuhung des Anregungsspektrums des shwah wehselwirkenden Bose-Gasesdurh N. N. Bogoliubov [105℄.
• Die Etablierung eines robusten Kriteriums für Bose-Einstein-Kondensation, das unab-hängig von der Stärke der Wehselwirkung des Bose-Systems ist, durh O. Penroseund L. Onsager [106℄.
• Die feldtheoretishe Formulierung der diagrammatishen Störungstheorie in Gegenwarteines Bose-Einstein-Kondensates durh S. T. Baliaev [107℄ und deren Anwendung durhN. M. Hugenholtz und D. Pines [108℄.Diese Arbeiten legten den Grundstein für eine groÿe Zahl von vielbeahteten theoretishenArbeiten aus den fünfziger und sehziger Jahren, welhe meist die Untersuhung der Eigen-shaften des super�üssigen Heliums zum Gegenstand hatten. Als Beispiel sei hier auf denwegweisenden Artikel von P. C. Hohenberg und P. C. Martin verwiesen [109℄. Obwohl dieentwikelten Theorien von groÿer konzeptioneller Bedeutung waren, stellte sih rash heraus,dass ein quantitativer Vergleih mit den experimentellen Beobahtungen durh die groÿeStärke der Wehselwirkung in super�üssigem Helium deutlih ershwert ist.Daher entwikelte sih ab den siebziger Jahren ein zunehmendes experimentelles Interes-se, Bose-Einstein-Kondensation in einem shwah wehselwirkenden Gas zu erreihen. Dazumusste ein System identi�ziert werden, bei dem die hohen Phasenraumdihten nλ3, diezum Erreihen der Bose-Einstein-Kondensation erforderlih sind, niht zu einem instantanenÜbergang des Gases in die �üssige oder feste Phase führen.Unter diesen Randbedingungen galt Spin-polarisierter Wassersto� als äuÿerst vielverspre-hend, da dieser eine sehr kleine Masse besitzt und aufgrund der Polarisierung der Spinsauh bei T = 0 gasförmig bleibt. Jedoh erwiesen sih die bei hohen Dihten auftretendenDreikörperstöÿe als äuÿerst ershwerend. Sie induzieren Spin-Flips und eine Rekombinationdes atomaren Wassersto�s zur molekularen Form. Diese Shwierigkeiten führten dazu, dassdie erstmalige Erzeugung eines gasförmigen Bose-Einstein-Kondensats niht mit Wassersto�gelang.Seit den ahtziger Jahren wurden e�ziente Kühlmethoden für neutrale Atome entwikelt,die auf dem Einsatz von Lasern beruhen. Insbesondere Alkali-Atome besitzen Termshema-ta, die sie für den Einsatz von Laserkühlmethoden als besonders geeignet auszeihnen. DesWeiteren stehen für sie Laserquellen zur Verfügung, deren Wellenlängen für Anregungen deratomaren Übergänge geeignet sind. Durh die Kombination der Laserkühlung mit der fürSpin-polarisierten Wassersto� entwikelten evaporativen Kühlung gelang 1995 erstmals dieErzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten in shwah wehselwirkenden Gasen aus Alkali-Atomen in den Gruppen von E. Cornell, W. Ketterle und R. G. Hulet [4�6℄.Obwohl diese Systeme metastabil sind, besitzen sie ausreihend hohe Lebensdauern, um anihnen ein breites Spektrum experimenteller Untersuhungen durhführen zu können. Da zu-dem die interatomare Wehselwirkung mit den theoretishen Methoden quantitativ behandeltwerden kann, bilden diese Ensembles ideale Werkzeuge, um die fundamentalen Konsequenzender Bose-Einstein-Kondensation theoretish und experimentell zu untersuhen. Diese Aspektehaben die Untersuhung von Bose-Einstein-Kondensaten zu einem Forshungsshwerpunktder modernen Physik entwikelt.



2.2 Theoretishe Grundlagen 92.2. Theoretishe GrundlagenIn diesem Abshnitt werden die relevanten Grundlagen der Theorie der Kondensation inshwah wehselwirkenden Gasen dargestellt. Diese untersheidet sih von der Kondensationin super�üssigem Helium in vielerlei Hinsiht. So führt das in den Experimenten verwen-dete Fallenpotenzial dazu, dass die Kondensate inhomogene Dihteverteilungen aufweisen.Die Kondensation tritt daher niht nur im Impulsraum auf, sondern ist auh im Ortsraumerkennbar. Während in super�üssigem Helium nur ein kleiner Teil des atomaren Ensembleskondensiert ist, können shwah wehselwirkende Gase so präpariert werden, dass sih nahezualle Teilhen im Kondensat be�nden. Eine theoretishe Beshreibung der Kondensate ist indiesem Fall in gutem Einklang mit den experimentellen Ergebnissen möglih.Einleitend erfolgt eine Zusammenfassung der wesentlihen Eigenshaften des in einer har-monishen Falle gefangenen idealen Bose-Gases. Dieses ist durh das Fehlen jegliher Weh-selwirkung zwishen den Teilhen gekennzeihnet. Anshlieÿend wird der E�ekt einer shwa-hen Interpartikelwehselwirkung diskutiert und die Beshreibung des Kondensats für diesenFall gegeben.2.2.1. Das ideale Bose-Gas in einer harmonishen FalleEin Teilhen der Masse m hat im harmonishen Fallenpotenzial
V (r) =

1

2
m

3∑

i=1

ω2
i x

2
i , (2.3)die Energie

E =
3∑

i=1

(
1

2
+ ni) h̄ωi , ni = 0, 1, 2, ... . (2.4)Der Grundzustand eines Teilhens in dieser Falle besitzt ein gauÿshes Pro�l

φ0(r) =
(
mω

h̄π

) 3
4

exp

[

−m

2h̄

3∑

i=1

ωi x
2
i

]

. (2.5)Dabei ist
ω :=

(
3∏

i=1

ωi

) 1
3 (2.6)das geometrishe Mittel der Fallenfrequenzen. Ein System von N niht wehselwirkenden Bo-sonen kondensiert in den Grundzustand, der durh das Produkt der Einteilhengrundzuständegegeben ist. Die Dihteverteilung des Kondensates ist

n(r) = N |φ0(r)|2. (2.7)Seine Ausdehnung ist durh die harmonishe Oszillatorlänge bestimmt:
a =

(

h̄

mω

) 1
2

. (2.8)



10 2. Bose-Einstein-KondensationBei endlihen Temperaturen besetzt nur ein Teil der Bosonen den Grundzustand. Im groÿka-nonishen Ensemble ist die Anzahl der Teilhen durh
N =

∑

n1,n2,n3

1

exp [β (E(n1, n2, n3) − µ)] − 1
(2.9)gegeben [99℄, wobei β = (kBT )−1 ist und µ das hemishe Potenzial und E(n1, n2, n3) dieEinteilhenenergien (2.4) bezeihnen. Die Gesamtenergie ergibt sih zu

Eges =
∑

n1,n2,n3

E(n1, n2, n3)

exp [β(E(n1, n2, n3) − µ)] − 1
. (2.10)Aus der Summe (2.9) wird übliherweise der zum Grundzustand gehörige Term N0 =

N [E (ni = 0,∀i)] herausgezogen [99℄. Dieser Term wird makroskopish, d.h. die Kondensa-tion erfolgt in den Grundzustand, wenn das hemishe Potenzial in der Gröÿenordnung derGrundzustandsenergie liegt [110℄:
µ ≈ 3

2
h̄ω . (2.11)Dabei ist

ω :=
1

3

3∑

i=1

ωi . (2.12)Mit der Annahme, dass für groÿe Teilhenzahlen die Zustände quasi-diht liegen, ergibt sihmit (2.11) [110℄:
N −N0 =

∑

(n1,n2,n3) 6=0

1

exp
[

βh̄
∑3

i=1 ωini

]

− 1

=
∫ ∞

0

dn1 dn2 dn3

exp
[

βh̄
∑3

i=1 ωini

]

− 1

= ζ(3)

(

kBT

h̄ω

)3

. (2.13)Unter der Annahme, dass bei der Übergangstemperatur Tc N0 → 0 gilt, folgt
kBTc = h̄ω

(

N

ζ(3)

) 1
3

. (2.14)Der Anteil der kondensierten Teilhen beträgt daher
N0

N
= 1 −

(
T

Tc

)3

. (2.15)2.2.2. Shwah wehselwirkendes Bose-GasZur Untersuhung des E�ektes einer binären Wehselwirkung wird von folgendem Vielteilhen-Hamiltonian in zweiter Quantisierung ausgegangen:
Ĥ =

∫

d3r Ψ̂†(r) [− h̄2∇2

2m
+ VMF (r)] Ψ̂(r)

+
1

2

∫

d3r d3r ′ Ψ̂†(r) Ψ̂†(r ′) Vint(r− r ′) Ψ̂(r ′) Ψ̂(r). (2.16)



2.2 Theoretishe Grundlagen 11Dabei ist VMF (r) das Fallenpotenzial und Vint(r−r ′) das Wehselwirkungspotenzial der Teil-hen. Die Operatoren Ψ̂ und Ψ̂† sind bosonishe Feldoperatoren und erfüllen die Kommutator-Relationen:
[

Ψ̂(r), Ψ̂†(r ′)] = δ(r− r ′), [

Ψ̂(r), Ψ̂(r ′)] =
[

Ψ̂†(r), Ψ̂†(r ′)] = 0 . (2.17)Für ein ultra-kaltes Gas geringer Dihte kann das Wehselwirkungspotenzial durh einkurzreihweitiges Pseudopotenzial
Vpseudo(r) = gδ(r) (2.18)ersetzt werden [99℄. Damit shreibt sih der Vielteilhen-Hamiltonian als:

Ĥ =
∫

d3r

[

Ψ̂†
(

− h̄
2∇2

2m
+ VMF (r)) Ψ̂ +

1

2
g Ψ̂† Ψ̂† Ψ̂ Ψ̂

]

. (2.19)Die Kopplungskonstante g ist über
g =

4πh̄2a

m
(2.20)mit der s-Wellenstreulänge a verknüpft [99℄. Positive Werte für g entsprehen einer e�ektivenrepulsiven Wehselwirkung zwishen den Teilhen, negative Werte für g beshreiben einee�ektiv attraktive Wehselwirkung. Der zeitabhängige Heisenberg-Operator

Ψ̂(r, t) = e
i
h̄

Ĥ t Ψ̂(r) e− i
h̄

Ĥ t (2.21)erfüllt die Bewegungsgleihung
ih̄
∂Ψ̂(r, t)
∂t

=
[

Ψ̂(r, t), Ĥ] . (2.22)Dies führt auf die Operatorgleihung
ih̄
∂Ψ̂(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ VMF (r)) Ψ̂(r, t) + gΨ̂†(r, t)Ψ̂(r, t)Ψ̂(r, t). (2.23)In der Bogoliubov-Approximation [105, 111℄ wird eine Einteilhenmode als makroskopishbesetzt angenommen und der Feldoperator in zwei Anteile aufgespalten:
Ψ̂(r, t) = Ψ(r, t) + φ̂(r, t). (2.24)Die komplexwertige Funktion Ψ(r, t) heiÿt Wellenfunktion des Kondensates und beshreibtdie makroskopish besetzte Mode. Der Operator φ̂(r, t) repräsentiert die niht kondensiertenTeilhen. Die Dihte des Kondensates ist in dieser Konvention durh

n(r, t) = |Ψ(r, t)|2 (2.25)gegeben, wobei
N =

∫

d3r|Ψ(r, t)|2 (2.26)



12 2. Bose-Einstein-Kondensationdie Zahl der kondensierten Teilhen ist. In niedrigster Ordnung ergibt sih aus (2.23) dieBewegungsgleihung für die Wellenfunktion des Kondensates:
ih̄
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ VMF (r) + g|Ψ(r, t)|2)Ψ(r, t). (2.27)Diese ist unter dem Namen Gross-Pitaevskii-Gleihung bekannt [112,113℄. Sie kann äquivalentaus einem Variationsprinzip hergeleitet werden. Dabei ergibt die Wirkung

E[Ψ] =
∫

d3r

[

h̄2

2m
|∇Ψ|2 + VMF (r) |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4

] (2.28)mit der Bewegungsgleihung
ih̄
∂

∂t
Ψ =

δE

δΨ∗ (2.29)die Gross-Pitaevskii-Gleihung [110℄.Wird die Wellenfunktion des Kondensates als
Ψ(r, t) = |Ψ(r, t)| eiS(r,t) (2.30)geshrieben, so ergibt sih für die Stromdihte j = h̄

2mi
[ Ψ∗∇Ψ − (∇Ψ∗)Ψ ]:j(r, t) = n(r, t) v(r, t), (2.31)wobei das rotationsfreie Geshwindigkeitsfeld v(r, t) mittelsv(r, t) = ∇Φ(r, t) (2.32)und

Φ(r, t) =
h̄

m
S(r, t) (2.33)mit der Phase des Kondensates zusammenhängt. Dieses Feld kann als das super�uide Ge-shwindigkeitsfeld des Kondensates identi�ziert werden [34, 101, 107℄. Das Einsetzen derGleihung (2.30) in die Gross-Pitaevskii-Gleihung (2.27) ergibt für Imaginär- und Realteiljeweils eine Gleihung. Aus dem Imaginärteil folgt eine Kontinuitätsgleihung:

∂n

∂t
+ ∇ · (nv) = 0. (2.34)Die Gleihung für den Realteil ist ein Analogon zur Bernoulli-Gleihung:

1

2
mv2 + VMF − 1√

n

h̄2∇2

2m

√
n+ gn+m

∂Φ

∂t
= 0. (2.35)Der Untershied zur klassishen Hydrodynamik beruht auf der Gegenwart des Terms

(2m
√
n)

−1
h̄2∇2

√
n. Wenn dieser vernahlässigbar wird, verhält sih das Quantengas wieeine klassishe Flüssigkeit.



2.2 Theoretishe Grundlagen 132.2.3. Grundzustand des Kondensates undThomas-Fermi-RegimeWird das System im groÿkanonishen Ensemble betrahtet, lautet der Hamiltonian [89℄
K̂ = Ĥ − µN̂, (2.36)wobei

N̂ =
∫

d3r Ψ̂†(r) Ψ̂(r) (2.37)der Teilhenzahloperator ist. In niedrigster Ordnung gilt:
K =

∫

d3r

[

Ψ∗
(

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) − µ

)

Ψ +
1

2
gΨ∗ Ψ∗ Ψ Ψ

]

. (2.38)Das System be�ndet sih im stationären Grundzustand, wenn das Ensemble-Mittel < K̂ >des Hamiltonians minimal wird. Bei niedrigen Temperaturen sind nahezu alle Teilhen kon-densiert und es kann in guter Näherung < K̂ >≈ K gesetzt werden. Das Funktional (2.38)ist stationär unter Variationen Ψ∗ → Ψ∗ + δΨ∗, wenn die Wellenfunktion des Kondensatesdie Euler-Lagrange-Gleihung
[

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) − µ+ g|Ψ(r)|2]Ψ(r) = 0 (2.39)erfüllt. Diese Gleihung wird als stationäre Gross-Pitaevskii-Gleihung bezeihnet und be-stimmt den Grundzustand des Kondensates. Aus (2.27) ist erkennbar, dass für die Zeitab-hängigkeit stationärer Lösungen

Ψ (r, t) = Ψ (r) e−i µ

h̄
t (2.40)gilt.Im Falle repulsiver Wehselwirkung (a > 0) ist das Regime Na

a
>> 1 besonders interessant,da es zum einen experimentell häu�g realisiert ist und zum anderen eine einfahe analyti-she Beshreibung der Kondensatwellenfunktion erlaubt [34, 89℄. Die hohe Kondensatdihtein diesem Regime führt dazu, dass der Wehselwirkungsterm g |Ψ|2 stark ansteigt. Die Wel-lenfunktion des Kondensates ist dadurh abge�aht und der kinetishe Term hat nur nohin der Nähe der Kondensatgrenzen einen signi�kanten Beitrag. Wird sie in (2.39) vollständigvernahlässigt, so ist die Dihte des Kondensates durh den einfahen Ausdruk

n(r) =

{
1
g

(µTF − VMF (r)) für µTF ≥ VMF (r)
0 sonstgegeben. Das so beshriebene Regime wird als Thomas-Fermi-Regime [34,89℄ bezeihnet.



14 2. Bose-Einstein-Kondensation2.3. Experimentelle ErzeugungZur Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation ist gemäÿ (2.1) eine hohe Phasenraumdih-te notwendig. In diesem Abshnitt werden die experimentelle Apparatur sowie die vershie-denen Kühl- und Fangverfahren vorgestellt, die zur Erzeugung der Kondensate eingesetztwerden. Eine shematishe Darstellung der Apparatur ist in Abbildung 2.1 gezeigt. Sie istausführlih in den Doktorarbeiten [95℄ und [96℄ beshrieben.

Abbildung 2.1.: Shematishe Darstellung der experimentellen Apparatur. Die Kondensatewerden in der Magnetfalle erzeugt und mit der CCD-Kamera detektiert.Das im Experiment verwendete Element ist 87Rb und wird in atomarer Form zur Kon-densation gebraht. Das grundlegende Konzept der Apparatur besteht in dem Beladen einermagneto-optishen Falle (MOT) [114℄ aus einem lasergekühlten Atomstrahl und dem an-shlieÿenden Transfer der gefangenen Atome in eine konservative Magnetfalle. In dieser Fallewerden die Atome durh induzierte Verdampfungskühlung zur Kondensation gebraht.Bereitstellung eines kalten AtomstrahlsAls Teilhenquelle dient ein Atomofen, der typisherweise auf eine Temperatur von etwa 420Kelvin geheizt wird. Dadurh bildet sih ein Rubidium-Gasdruk von ≈ 3 · 10−3 mbar. DieAtome treten an einer kleinen Ö�nung im Ofen strahlförmig in den Hauptteil der Appa-ratur ein. Dieser heiÿe Atomstrahl wird mittels der �Chirp Slowing�-Tehnik [115℄ gekühlt,



2.3 Experimentelle Erzeugung 15bei welher der Atomstrahl durh einen gegenläu�gen, rotverstimmten Laserstrahl abge-bremst wird. Um zu verhindern, dass der Laser während des Abbremsvorgangs aufgrund desDoppler-E�ektes gegenüber der Resonanz vershoben wird, werden der Laserfrequenz mit-tels eines elektro-optishen Modulators (EOM) Seitenbänder aufgeprägt. Die Frequenz dieserSeitenbänder wird über eine lineare Rampe zur Kompensation des Doppler-E�ektes variiert.Da dieser Vorgang während der Ladephase der MOT mit hoher Frequenz wiederholt wird,kommt es zu einem quasi-kontinuierlihen Fluss aus gekühlten Atomen. Dieser wird mit einemUmlenklaser in den Fangbereih der MOT gerihtet. Durh die Umlenkgeometrie wird ver-hindert, dass ständig Atome aus dem thermishen Atomstrahl in die Region der MOT oderMagnetfalle vordringen und dort ungewollte Teilhenverluste in den gekühlten Ensemblesverursahen.Laserkühlung in der MOT und der optishen MelasseDie Atome des umgelenkten Atomstrahls werden in der MOT [114℄ gefangen und gekühlt.Letztere wird durh drei zirkular polarisierte, orthogonale Strahlenpaare in Kombination miteinem inhomogenen Magnetfeld gebildet. Das kühlende Laserliht ist gegenüber der atomarenResonanz rotverstimmt. Durh das inhomogene Magnetfeld ergibt sih eine ortsabhängigeZeeman-Vershiebung. Daher weist auh die auf die Atome wirkende Spontankraft [114℄eine Ortsabhängigkeit auf. In der MOT werden bei einer Ladedauer von 20 − 25 ms biszu 109 Atome bei einer Phasenraumdihte von 10−7 bis 10−6 gefangen. Anshlieÿend erfolgtdurh eine Erhöhung des Magnetfeldgradienten eine Kompression der MOT. Diese begünstigtsowohl die folgende Phase der Polarisationsgradientenkühlung in einer optishen Melasse[114℄ als auh die modenangepasste Umladeprozedur in die konservative Magnetfalle [95℄.Nah der Melassenphase liegt ein Ensemble mit Phasenraumdihte 10−5 bis 10−4 bei einerTemperatur von etwa 40 µK vor.Speiherung und evaporative Kühlung in der MagnetfalleDie Speiherung der Atome in der Magnetfalle basiert auf der Wehselwirkung des magneti-shen Moments der Atome mit einem äuÿeren Magnetfeld. Für kleine Magnetfeldstärken istdie Kraft auf die Atome durh das konservative Potenzial
VMF (r) = gFmFµB|B(r)| (2.41)bestimmt. Dabei bezeihnet B(r) die Feldstärke, F den Hyperfeinzustand, mF die ma-gnetishe Quantenzahl und gF den Landé-Faktor. Letzterer beträgt für die beiden 87Rb-Hyperfeingrundzustände gF=1 = −gF=2 = −1/2. Da eine Erzeugung statisher Magnetfeld-maxima im freien Raum unmöglih ist [116℄, können nur Zustände mit gFmF > 0 magnetishgefangen werden. Um einen möglihst e�zienten Transfer des lasergekühlten Ensembles indie Magnetfalle zu gewährleisten, werden die Atome nah der Melassenphase zunähst op-tish in den |F = 2,mF = 2 >-Zustand gepumpt [95, 114℄. Dies wird durh das Anlegeneines magnetishen Führungsfeldes in Rihtung des O�setfeldes der Magnetfalle sowie derBestrahlung der Atome mit zirkular polarisiertem Laserliht erreiht.Nah dem optishen Pumpen werden die Atome zunähst in ein nahezu sphärish-symme-trishes Magnetfallenpotenzial mit harmonish genäherter Fallenfrequenz ωr ≈ 2π × 14 Hz



16 2. Bose-Einstein-Kondensation

Abbildung 2.2.: Shematishe Darstellung des evaporativen Kühlens in einer harmonishenFalle.transferiert. Das Umladen in diese Magnetfallenkon�guration erlaubt eine hohe Transfere�-zienz. Anshlieÿend erfolgt eine radiale Kompression der Magnetfalle durh ein adiabatishesAbsenken des O�setfeldes, da sih die Atome mit dem shwahen Einshluss des kugelsym-metrishen Potenzials niht gegen die Shwerkraft halten lassen. Zudem verläuft die folgendeevaporative Kühlung bei einem hohen radialen Einshluss deutlih e�zienter [95℄. Nah derradialen Kompression liegt ein zylindersymmetrishes Magnetfeld mit einer radialen Fallen-frequenz von ωρ = 2π × 360...390 Hz vor. Die axiale Magnetfallenfrequenz wird durh dieradiale Kompression niht modi�ziert und bleibt bei ωz ≈ 2π × 14 Hz.In dieser Fallengeometrie wird durh Einstrahlen einer Radiowelle mit der Frequenz ωRFeine erzwungene evaporative Kühlung eingeleitet, bei der Übergänge der Atome in andere
mF -Zustände induziert werden. Dieses tritt an den Positionen in der Magnetfalle auf, andenen das Magnetfeld

|gFµBB(r)| = h̄ωRF (2.42)vorliegt. Die Atome werden dabei in Zustände überführt, die magnetish niht gefangensind, und verlassen somit die Fallenregion. Das Prinzip der evaporativen Kühlung ist in derAbbildung 2.2 verdeutliht. Die Radiofrequenz wird dabei so eingestellt, dass immer dieAtome des Auÿenbereihs des gefangenen Ensembles entfernt werden. Hierbei handelt essih um die energiereihsten Atome, da nur hohenergetishe Teilhen in den Bereih groÿerpotentieller Energie gelangen können. Durh elastishe Stöÿe rethermalisieren die in der Falleverbleibenden Atome, so dass e�ektiv eine Verringerung der Temperatur eintritt. Durh einekontinuierlihe Absenkung der Radiofrequenz kann die Evaporation immer im Auÿenbereihdes Ensembles gehalten und somit die Temperatur immer weiter abgesenkt werden. DieTemperaturreduktion überkompensiert dabei die Teilhenzahlverluste, so dass insgesamt einGewinn an Phasenraumdihte entsteht. Dieser Prozess führt shlieÿlih zum Erreihen derBose-Einstein-Kondensation.



3. Bose-Einstein-Kondensate inoptishen GitterpotenzialenIn diesem Kapitel wird das im Rahmen dieser Arbeit realisierte ultra-kalte bosonishe Gitter-gas unter theoretishen und experimentellen Aspekten diskutiert. Nah einem einführendenÜberblik zum Stand der experimentellen Forshung mit quantenentarteten Gittergasen wirdauf deren theoretishe Beshreibung eingegangen. Als Grundlage erfolgt dafür zunähst dieDiskussion der Eigenshaften des optishen Gitterpotenzials. Anshlieÿend wird als generi-shes Problem ein einzelnes Teilhen in einem periodishen Potenzial betrahtet. Um einekorrekte Beshreibung des im Experiment vorliegenden Vielteilhensystems zu geben, werdenshlieÿlih die E�ekte der interatomaren Wehselwirkung berüksihtigt.Nah diesen theoretishen Betrahtungen wird die Implementierung eines eindimensionalenoptishen Gitters in das bestehende Experiment zur Bose-Einstein-Kondensation dargestellt.Dieses umfasst die Beshreibung des Aufbaus der Strahlengänge, die Untersuhung einesgeeigneten Justageshemas und eine umfassende Charakterisierung der Eigenshaften desrealisierten Gitterpotenzials.3.1. EinführungUltra-kalte Quantengase haben sih zu einem Forshungsshwerpunkt der modernen Physikentwikelt. Von entsheidender Bedeutung ist hierbei, dass diese Systeme gezielt kontrolliertund manipuliert werden können. Dabei haben Methoden, die auf dem Einsatz elektroma-gnetisher Strahlung basieren, groÿe Bedeutung erlangt. Angefangen von der unmittelbarenErzeugung quantenentarteter Gase in optishen Dipolpotenzialen [117�122℄, über den Einsatzkohärenter Zwei-Photonen-Prozesse zur Spektroskopie [13�17℄ oder Interferometrie [18�21℄bis hin zur optishen Erzeugung von eindimensionalen Wellenleiterstrukturen [22�24℄ stehtheute ein breites Spektrum experimenteller Tehniken zur Verfügung. Eine herausragendeStellung unter diesen Methoden nimmt jedoh der Einsatz optish erzeugter periodisherPotenziale zur Manipulation quantenentarter Gase ein. So können mit Hilfe dieser sogenann-ten optishen Gitter grundlegende Eigenshaften von Vielteilhensystemen wie beispielsweiseihre Dimensionalität, e�ektive Wehselwirkung oder Transportverhalten extern beein�usstwerden. Diese reihhaltigen Manipulationsmöglihkeiten erö�nen den experimentellen Zu-gang zu Modellsystemen von groÿem theoretishen Interesse. Hierbei handelt es sih natur-gemäÿ oftmals um Modelle, die starke Anleihen an die Festkörperphysik nehmen oder dieserentstammen.Den Groÿteil der experimentellen Untersuhungen an quantenentarteten Gittergasen bildenExperimente mit atomaren bosonishen Gasen. Typisherweise wird dabei zunähst ein Bose-17



18 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenEinstein-Kondensat erzeugt und anshlieÿend in das periodishe Potenzial transferiert. Aufdiese Weise wurde 1998 erstmals ein quantenentartetes Gittergas erzeugt und damit ko-härente Tunnelprozesse von Atomen aus untershiedlihen Gitterplätzen in das Kontinuumuntersuht [123℄. In beshleunigten optishen Gittern konnten Bloh-Oszillationen [124℄ undLandau-Zener-Tunneln [29, 30, 124℄ beobahtet werden. Es wurde sowohl die freie Expan-sion eines Bose-Einstein-Kondensates aus dem Grundzustand eines optishen Gitters unter-suht [125℄ als auh die Expansion eines Kondensates innerhalb des periodishen Potenzi-als [126,127℄. Ein tiefes eindimensionales optishes Gitter wurde als Vielfahrealisierung vonJosephson-Kontakten interpretiert und dessen Dynamik untersuht [128℄. Des Weiteren hatdie Gegenwart des Gitterpotenzials signi�kante Auswirkungen auf das Spektrum der kollekti-ven Anregungen [128�130℄ oder kann zum Auftreten von Instabilitäten des Kondensates füh-ren [131�133℄. Methoden zur kohärenten Manipulation eines Bose-Einstein-Kondensates in-nerhalb der Bandstruktur und Tehniken zur Bandspektroskopie wurden [134℄ entwikelt. DieNutzung der Bandstruktur eines optishen Gitters zur Manipulation der Dispersion wurde un-tersuht [135,136℄ und erfolgreih zur Herstellung von hellen Solitonen eingesetzt [137,138℄.Die hohen Fallenfrequenzen, die durh optishe Gitter bereitgestellt werden können, wurdengenutzt, um ein zweidimensionales Bose-Gas in einem eindimensionalen Gitter zu erzeugenund dessen thermodynamishe Eigenshaften zu erforshen [139℄. Ebenso wurden in zweidi-mensionalen optishen Gittern eindimensionale Bose-Gase erzeugt und deren Kohärenzeigen-shaften [140℄ sowie das Anregungsspektrum [141℄ untersuht.Die bisher aufgeführten Untersuhungen wurden im Regime shwaher Wehselwirkung durh-geführt. In diesem lässt sih das Kondensat bei hinreihend geringen Temperaturen mittelsder Gross-Pitaevskii-Gleihung beshreiben. Optishe Gitter stellen aber auh ideale Werk-zeuge dar, um in Parameterbereihe vorzudringen, in denen die physikalishen Eigenshaftendes Systems durh die Wehselwirkung dominiert werden und interatomare Korrelationengroÿe Bedeutung erlangen. Diese liegen konsequenterweise auÿerhalb des Gültigkeitsbereihsder Mean-Field-Beshreibung. Die ersten experimentellen Shritte in diese Rihtung habendas Auftreten von Teilhenzahl-Squeezing in tiefen eindimensionalen optishen Gittern de-monstriert [142℄. Einen Meilenstein stellt die Realisierung des Mott-Isolator-Zustandes indreidimensionalen optishen Gittern dar [35℄. Die Phasenkohärenzeigenshaften des Mott-Isolatorzustandes wurden untersuht [143℄ und das Eintreten des Teilhenzahl-Squeezingswährend des Phasenübergangs wurde gemessen [144℄. Der Mott-Isolatorzustand stellt einenvielversprehenden Ausgangszustand für die Quanteninformationsverarbeitung dar. Erste Me-thoden zur Qubit-Bearbeitung konnten erfolgreih demonstriert werden [38�40℄. In den tiefendreidimensionalen Gittern, die zum Erreihen des Mott-Isolatorzustandes erforderlih sind,konnten darüber hinaus der Kollaps und das Revival der Kondensatwellenfunktion gemessenwerden [145℄.Einen weiteren Forshungsshwerpunkt bildet die Untersuhung stark korrelierter eindi-mensionaler Bose-Gase. So wurden deren Anregungsspektrum [146℄ und die Korrelationsei-genshaften [147℄ gemessen. Einen herausragenden Erfolg stellt die Realisierung des Tonks-Girardeau-Gases in einem dreidimensionalen optishen Gitter dar [41℄.Dieses äuÿerst dynamishe Forshungsgebiet hat mit der Erzeugung von quantenentarte-ten Fermi-Gasen und quantenentarteten molekularen Gasen eine zusätzlihe Beshleunigung



3.2 Theoretishe Grundlagen 19erfahren. So wurde das Transportverhalten von Fermi-Gasen in eindimensionalen optishenGittern untersuht [148, 149℄. Auh in dreidimensionale Gitterstrukturen konnten atomareFermi-Gase shon transferiert werden und so Abbildungen der Fermi-Flähen und der Über-gang zu einem Bandisolator beobahtet werden [150℄. Ferner konnten mit diesem System ver-shiedene Bloh-Bänder mittels Feshbah-Resonanzen gekoppelt [151℄ und eine Methode zurTemperaturbestimmung des fermionishen Gittergases implementiert werden [152℄. In jüngs-ter Zeit ist darüber hinaus auh die erstmalige Erzeugung eines molekularen Gittergases ausfermionishen Atomen in einem dreidimensionalen Gitter mit Hilfe von Feshbah-Resonanzengelungen [153℄.Wie beshrieben wurde der weitaus gröÿte Teil der Untersuhung quantenentarteter Gitter-gase mit ultra-kalten atomaren Bose-Gasen durhgeführt. Die hierbei erzielten herausragen-den Erfolge lassen für die anstehenden Untersuhungen mit fermionishen und molekularenGasen ebenfalls aufregende Ergebnisse erwarten.3.2. Theoretishe GrundlagenQuantenentartete Bose-Gase in optishen Gitterpotenzialen bieten die Möglihkeit zur expe-rimentellen Realisierung von grundlegenden theoretishen Modellsystemen mit äuÿerst inter-essanten physikalishen Eigenshaften [37, 154℄. Diese Eigenshaften stehen in engem Zu-sammenhang mit der periodishen Struktur des Gitterpotenzials. Bereits die Betrahtungeines einzelnen Teilhens in einem solhen periodishen Potenzial erö�net das Verständnisfür viele Phänomene, die auh für das Vielteilhensystem relevant sind, wie z. B. das Auftre-ten von Bandstrukturen [49℄. Da sih das Einteilhenproblem darüber hinaus hervorragendzur Einführung vieler grundlegender Begri�e eignet, soll auf seine Diskussion niht verzih-tet werden. Andererseits ist die Berüksihtigung der interatomaren Wehselwirkung für dasvollständige Verständnis eines Gittergases unerlässlih [26℄. Sie führt niht nur zu einer quan-titativen Modi�kation der Einteilhenresultate, sondern ist darüber hinaus auh Ursahe füreine groÿe Zahl von E�ekten, die im Einteilhenproblem niht auftreten. So verlangt einVerständnis der Mott-Isolator-Phase oder von Instabilitäten des Kondensates die adäquateBerüksihtigung von Vielteilhene�ekten. Die Diskussion beshränkt sih hierbei auf denfür diese Arbeit relevanten Fall shwaher Wehselwirkung. Vorangestellt ist zunähst einAbshnitt zur Beshreibung des optishen Gitterpotenzials.3.2.1. Das optishe DipolpotenzialDie experimentelle Erzeugung des Gitterpotenzials basiert auf der Wehselwirkung der Ato-me mit der elektromagnetishen Strahlung eines Lasers. Diese Liht-Materie-Wehselwirkungist Gegenstand einshlägiger Abhandlungen [155℄. Grundsätzlih sind hierbei zwei Situatio-nen zu untersheiden. Ist die Laserfrequenz gegenüber einem atomaren Übergang niht weitverstimmt, absorbieren die Atome Photonen aus dem Strahlungsfeld und emitieren dieseanshlieÿend wieder spontan. Diese Wehselwirkung hat aufgrund des auftetenden Impuls-übertrages einen dissipativen Charakter und bildet die Grundlage für die Verfahren der La-serkühlung [114℄. Dieses Szenario wird an dieser Stelle niht näher betrahtet.



20 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenDer andere Fall liegt vor, wenn die Atome mit Laserstrahlung wehselwirken, die weitgegenüber den atomaren Übergängen verstimmt ist. Da in dieser Situation die Rate spontanerPhotonen-Streuprozesse zu vernahlässigen ist, können auf diese Weise konservative optishePotenziale bereitgestellt werden. Diese sogenannten optishen Dipolpotenziale enstehen dabeidurh die Wehselwirkung des induzierten atomaren Dipolmoments mit dem Strahlungsfeld.Im Folgenden werden zunähst die grundsätzlihen Eigenshaften des Dipolpotenzials be-trahtet. Dieses geshieht zunähst anhand eines atomaren Zwei-Niveau-Systems. Anshlie-ÿend erfolgt die Betrahtung des Dipolpotenzials für Mehr-Niveau-Atome. Die Ortsabhän-gigkeit des Potenzials ist dabei durh die Intensitätsverteilung des eingesetzten Laserstrahlsbestimmt. Zunähst wird das Dipolpotenzial eines einzelnen gauÿshen Laserstrahls disku-tiert. Nahfolgend wird die Bildung des eindimensionalen optishen Gitters durh die Retro-re�ektion eines gauÿshen Laserstrahls vorgestellt.Dipolpotenzial des Zwei-Niveau-AtomsEin Atom be�nde sih im elektrishen Feld E(r, t) = E(r )e−iωt + c.c. eines Laserstrahls. Dasoszillierende Feld induziert ein atomares Dipolmoment mit dem Betrag
|p (r, t)| = α (ω) |E (r, t)| . (3.1)Dabei bezeihnet p das elektrishe Dipolmoment und α die frequenzabhängige komplexePolarisierbarkeit des Atoms. Das Wehselwirkungspotenzial zwishen dem induzierten Dipol-moment und dem treibenden Feld ist durh

Vdip (r) = −1

2
〈p (r, t) · E (r, t)〉t (3.2)gegeben [156℄. Die ekigen Klammern bezeihnen dabei den zeitlihen Mittelwert und derFaktor 1/2 berüksihtigt den induzierten Charakter des Dipolmoments. Bei der Mittel-wertbildung vershwinden die mit der Frequenz 2ω oszillierenden Terme. Unter der Berük-sihtigung des Zusammenhangs zwishen der Feldstärke und der Intensität des Lihtfeldes

I = 2ǫ0c |E2| folgt aus (3.2) das konservative Dipolpotenzial
Vdip (r) = − ℜ (α)

2ǫ0c
I (r) . (3.3)Dieses ist somit durh den Realteil der komplexen Polarisierbarkeit bestimmt. Die von demAtom aus dem Strahlungsfeld absorbierte Leistung ist durh

Pabs = 〈ṗ · E〉t =
ω

ǫ0c
ℑ(α) I (r) (3.4)gegeben. Division durh die Photonenenergie liefert die Rate Γstr der gestreuten Photonen:

Γstr (r) =
ℑ (α)

h̄ǫ0c
I (r) . (3.5)Sie ist durh den Imaginärteil der atomaren Polarisierbarkeit bestimmt. Um die allgemeinenZusammenhänge (3.3) und (3.5) zu konkretisieren, muss die atomare Polarisierbarkeit α im



3.2 Theoretishe Grundlagen 21Rahmen eines atomaren Modells berehnet werden. Hier bietet das klassishe Lorentzmodelleinen einfahen Zugang [116℄. Dabei wird eine elastishe Bindung des Leuhtelektrons derMasse me und der Ladung e an den Kern angenommen. Eine Dämpfung ensteht durh dieBerüksihtigung der Dipolstrahlung des oszillierenden Elektrons. Die Dämpfungsrate Γ istdabei durh Γ = e2ω2/6πǫ0mec
3 gegeben [156℄.In einem weiterführenden Modell wird das Atom als Zwei-Niveau-System betrahtet, wäh-rend das treibende elektrishe Feld klassish behandelt wird. Dämpfung tritt in diesem semi-klassishen Modell als spontaner Zerfall des angeregten Zustands |e〉 in den Grundzustand

|g〉 auf. Die Dämpfungsrate Γ ist durh das Dipolmatrixelement gegeben, dass den atomarenGrundzustand und den angeregten Zustand koppelt:
Γ =

ω3
0

3πǫ0h̄c3
|〈e |p̂| g〉|2 . (3.6)Hierbei bezeihnet p̂ den elektrishen Dipoloperator und ω0 die Resonanzfrequenz des atoma-ren Übergangs. Im Gegensatz zum klassishen Lorentzmodell kann es in diesem Modell zumAuftreten von Sättigungse�ekten bei einer starken Population des angeregten Zustands kom-men. Für den experimentell relevanten Fall einer hinreihend groÿen Verstimmung des Lasersgegenüber der atomaren Resonanz sind diese jedoh zu vernahlässigen. In dieser Situationliefern beide Modelle unter Berüksihtigung der jeweiligen modellspezi�shen Dämpfungs-rate identishe Ausdrüke für das Dipolpotenzial und die Streurate. Für das Dipolpotenzialfolgt

Vdip (r) = − 3πc2
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+
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)

I (r) , (3.7)während sih die Streurate mittels
Γstr (r) =

3πc2

2h̄ω3
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)3 ( Γ

ω0 − ω
+
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I (r) (3.8)berehnet. Der Nenner des ersten Summanden in (3.7) legt das Vorzeihen des Dipolpoten-zials fest. Für ∆ := ω − ω0 < 0 ist das Dipolpotenzial attraktiv. Damit sind die Minima desoptishen Potenzials mit den Maxima des Intensitätsfeldes identish. Dieser Fall wird �rotver-stimmt� genannt. Im entgegengesetzten Fall von �blauer Verstimmung� (∆ > 0) entsprehendie Minima des Intensitätsfeldes den Minima des optishen Potenzials. Zur Realisierung eineroptishen Falle ist daher im Falle roter Verstimmung die Bereitstellung eines lokalen oder glo-balen Intensitätsmaximums erforderlih. Umgekehrt verlangt eine blauverstimmte Dipolfalleein lokales Intensitätsminimum.Dipolpotenzial eines Mehr-Niveau-SystemsDas im vorigen Abshnitt betrahtete semiklassihe Modell behandelt das Atom als Zwei-Niveau-System. Für die im Experiment verwendeten Rubidium-Atome existieren ausgehendvom elekronishen Grundzustand jedoh mehrere erlaubte Dipolübergänge. Für die Ermitt-lung des Dipolpotenzials und der Streurate sind die Beiträge dieser Übergänge vollständig zuberüksihtigen.



22 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenFür Rubidium-Atome im 52S1/2-Grundzustand gibt es elektrishe Dipolübergänge in das ersteangeregte P -Niveau. Dieses ist aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung in die zwei niht entar-teten Zustände 52P1/2 und 52P3/2 aufgespalten. Diese Feinstrukturaufspaltung ergibt einDoublett, dass aus den so genannten D1- und D2-Linien besteht. Darüber hinaus liefert dieKopplung des magnetishen Kernmoments an die elektronishen Momente eine Hyperfein-strukturaufspaltung sowohl für den Grundzustand als auh für die P -Niveaus. Aufgrund dieserKomplexität lässt sih die atomare Polarisierbarkeit niht im Rahmen der oben beshriebeneneinfahen Modelle darstellen.Stattdessen kann eine Berehnung des Dipolpotenzials mit Hilfe von zeitunabhängigerStörungstheorie zweiter Ordnung erfolgen. Dazu wird das Atom gemeinsam mit dem quan-tisierten Lihtfeld im so genannten Dressed-States-Bild betrahtet [155℄. Im Grundzustanddes Systems enthält das Strahlungsfeld n Photonen und das Atom be�ndet sih in seinemGrundzustand. Durh die Absorption eines Photons aus dem Strahlungsfeld geht das Atomin den angeregten Zustand über und das Strahlungsfeld enthält ein Photon weniger. DieBenutzung dieser Dressed-States für die Störungstheorie liefert die Energievershiebung ∆Eides i-ten Zustands [156℄
∆Ei =

3πc2Γ

2ω3
0

I ×
∑

j

c2ij
∆ij

. (3.9)Dabei ergibt sih ∆ij mittels h̄∆ij = Ei −Ej aus der Energiedi�erenz des ungestörten i-tenund j-ten Dressed-State. Die Koe�zienten cij bezeihnen die Linienstärken des Übergangszwishen den beteiligten atomaren Niveaus. In fernresonanten optishen Potenzialen ist dieVerstimmung des Lasers typisherweise deutlih gröÿer als die Hyperfeinstrukturaufspaltungdes angeregten Niveaus. In diesem Fall kann das Dipolpotenzial für ein Atom im Grundzustandmit Gesamtdrehimpuls F und magnetisher Quantenzahl mF störungstheoretish berehnetwerden [156℄
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I (r) . (3.10)Dabei bezeihnet gF den Landé-Faktor, ωD1 und ωD2 die Frequenzen der Übergänge imD-Linien Doublett und ΓD1 sowie ΓD2 deren natürlihen Linienbreiten. Über die Gröÿe Phängt dieser Ausdruk von der Strahlpolarisation ab. Hierbei ist für linear polarisiertes Liht
P = 0 und für σ±-polarisiertes Liht gilt P = ±1. In dieser Arbeit wurde aushlieÿlih linearpolarisiertes Liht zur Erzeugung der optishen Fallen verwendet. Für dieses folgt somit
Vdip (r) = − πc2

2

[

1

ω3
D1

(
ΓD1

ωD1 − ω
+

ΓD1

ωD1 + ω

)

+
2

ω3
D2

(
ΓD2

ωD2 − ω
+

ΓD2

ωD2 + ω

)]

︸ ︷︷ ︸

C

I (r) .(3.11)Für die Streurate gilt
Γstr (r) =

πc2

2h̄

1

ω3
D1

(
ω

ωD1

)3 [ ΓD1

ωD1 − ω
+

ΓD1

ωD1 + ω

]2

I (r)
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+

πc2

h̄

1

ω3
D2

(
ω

ωD2

)3 [ ΓD2

ωD2 − ω
+

ΓD2

ωD2 + ω

]2

I (r) . (3.12)Alle in dieser Arbeit durhgeführten Berehnungen von Dipolpotenzialen und Streuratenbasieren auf den Ausdrüken (3.11) und (3.12).Das Dipolpotenzial eines gauÿshen StrahlsDie Realisierung einer optishen Dipolfalle verlangt je nah Vorzeihen der Laserverstimmungdie Bereitstellung eines lokalen Intensitäts-Maximums bzw. -Minimums. Ein prominentes Bei-spiel hierfür ist der dreidimensionale Einshluss, den Atome im Fokus eines rotverstimmtengauÿshen Laserstrahls erfahren. Dessen stationäres Intensitätspro�l ist durh
I (ρ, z) =

2P

πw2 (z)
e−2 ρ2/w2(z) (3.13)gegeben [157℄. Dabei bezeihnet z die Koordinate in Propagationsrihtung und ρ den Abstandvon der Strahlahse. Ferner ist P die Laserleistung und w(z) der Strahlradius, bei dem dieLeistung um den Faktor 1/e2 abgefallen ist

w(z) = w0

(

1 + (z/zR)2
)1/2

. (3.14)Die so genannte Rayleigh-Länge zR ist über zR = πω2/λ de�niert. Im Fokus bei z = 0kann das resultierende Dipolpotenzial durh eine harmonishe Näherung approximiert werden.Dieses liefert
V G

dip (ρ, z) ≈ −V0

[

1 − 2
(
ρ

w0

)2

−
(
z

zR

)2
]

. (3.15)Dabei ist V0 das Dipolpotenzial im Ursprung, in dem die maximale Intensität I0 = 2P/πw2
0vorliegt. Es beträgt entsprehend (3.11)

V0 = C
2P

πw2
0

. (3.16)Die Fallenfrequenzen des harmonish genährten Potenzials betragen in radialer Rihtung
ωρ = (4V0/mw

2
0)

1/2 und in axialer Rihtung ωz = (2V0/mz
2
R)1/2. Da die Rayleigh-Längedeutlih gröÿer als der Strahlwaist ist, dominiert der radiale Einshluss gegenüber dem axialenEinshluss.Dipolpotenzial eines 1D-GittersDas periodishe Potenzial eines optishen Gitters wird mittels interferierender Laserstrahlenerzeugt. Die Anzahl und Ausrihtung der Strahlen ist dabei für die Topologie der gebildetenGitterstruktur entsheidend. Dabei ist eine groÿe Zahl von Varianten, angefangen von derInterferenz zweier Laserstrahlen unter einem Winkel bis hin zur Erzeugung niht-kubisherGitterstrukturen unter Verwendung mehrerer Laser möglih [26,158,159℄.
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Abbildung 3.1.: Shematishe Darstellung der Rükre�ektion eines gauÿshen Strahles zurErzeugung eines eindimensionalen optishen Gitters. Die Position der Atomeist blau gekennzeihnet.In unserem Experiment kommt eine einfahe Methode zur Erzeugung eines eindimensionalenoptishen Gitters zum Einsatz. Sie beruht auf der Rükre�ektion eines gauÿshen Laserstrahlsnah Abbildung 3.1. Durh die Selbstinterferenz des Lihtfeldes ergibt sih eine stehendeWelle, die das Dipolpotenzial
Vdip (ρ, z) = −VG e

−2 ρ2/w(z)2 cos2 (kz) ≈ −VG

[

1 − 2
(
ρ

w0

)2

−
(
z

zR

)2
]

cos2 (kz) .(3.17)erzeugt. Hierbei bezeihnet k = 2π/λ die Wellenzahl des Laserlihts. Die shnelle Oszillationdes Potenzials in axialer Rihtung aufgrund der Interferenz ist mit einer langsamen Variationin radialer und axialer Rihtung gepaart, die von der gauÿshen Strahlform herrührt. Diemaximale Potenzialtiefe VG ist aufgrund der konstruktiven und destruktiven Interferenz derbeiden Laserstrahlen viermal so groÿ wie die eines einzelnen gauÿshen Strahls
VG = 4C

2P

πw2
0

. (3.18)Eine harmonishe Näherung des Potenzials in z-Rihtung um das Zentrum eines einzelnenGittertopfes liefert den assoziierten Einteilhen-Niveauabstand:
h̄ω = 2

√

VG[Er] Er. (3.19)Die hierbei mit Er bezeihnete Photonenrükstoÿenergie Er = h̄2k2/2m stellt die geeigneteMaÿeinheit zur Angabe der Gittertiefe dar. In (3.19) wurde ferner die Ortsabhängigkeit derFallenfrequenz ω, die von der gauÿshen Form der Gitterstrahlen herrührt, vernahlässigt.Da sih in unserem Experiment die durh harmonishe Näherung erhaltenen Gittertop�re-quenzen entlang der Ausdehnung der Atomwolke um weniger als 1 % ändern, ist diese Nähe-rung gerehtfertigt. Bei einer Gittertiefe von 10 Er liefert (3.19) für unsere experimentellenParameter eine Fallenfrequenz der einzelnen Gittertöpfe von ω = 134 kHz. Demgegen-über betragen bei dieser Gittertiefe die Fallenfrequenzen aufgrund der gauÿshen Strahlform
ωρ = 2π × 29Hz in radialer Rihtung und ωz = 2π × 0, 04Hz in axialer Rihtung.Die Abbildung 3.2 zeigt den Potenzialverlauf eines eindimensionalen optishen Gitters derTiefe VG = 5 Er. Für die Erstellung der Abbildung wurden die Parameter des experimentell



3.2 Theoretishe Grundlagen 25realisierten optishen Gitters verwendet. Der Verlauf des Magnetfallenpotenzials ist in derAbbildung berüksihtigt. Die gauÿshe Form der Gitterlaserstrahlen hat auf der betrahtetenLängenskala keinen signi�kanten Ein�uss.

Abbildung 3.2.: Potenzialverlauf eines eindimensionalen optishen Gitters der Tiefe VG =
5 Er für die experimentell realisierten Parameter.

3.2.2. Einzelnes Teilhen im 1D-GitterIm vorigen Abshnitt wurde beshrieben, wie mittels optisher Methoden ein Gitterpoten-zial für ultra-kalte Atome erzeugt werden kann. Die Form und Tiefe des Potenzials standdabei im Mittelpunkt der Betrahtungen. Das Ziel der folgenden Abshnitte ist die Diskussi-on der physikalishen Eigenshaften von Bose-Einstein-Kondensaten in solhen periodishenStrukturen.Zunähst wird dazu ein einzelnes Teilhen in einem eindimensionalen Gitterpotenzial be-trahtet. Die Lösung der stationären Shrödinger-Gleihung mit periodishem Potenzial ge-hört zu den kanonishen Problemen der Quantenmehanik [49℄ und dient hier zur Vorbe-reitung der Diskussion des Vielteilhensystems. Insbesondere werden in diesem Abshnittzentrale Begri�e wie Bandstruktur, Bloh- und Wannier-Zustände eingeführt.



26 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenPeriodishe Potenziale: Bloh-Theorem und Bloh-FunktionenDie zeitunabhängige Shrödinger-Gleihung eines Teilhens in einer Dimension lautet:
Hφ(z) =

(

− h̄2

2m
∂2

z + V (z)

)

φ(z) = Eφ(z). (3.20)Das betrahtete Potenzial V (z) ist periodish und erfüllt die diskrete Translationssymmetrie
V (z) = V (z + d) . (3.21)Der Operator Td der diskreten Translation ist durh
Tdf(z) = f(z + d) (3.22)für alle Funktionen f erklärt. Er vertausht wegen der Symmetrie des Potenzials (3.21) mitdem Hamiltonian:

[Td, H ] = 0. (3.23)Die Eigenfunktionen von H und Td können daher so bestimmt werden, dass sie ein gemein-sames Eigenfunktionensystem bilden:
Hφ(z) = Eφ(z) , Td φ(z) = c(d)φ(z). (3.24)Dabei bezeihnet φ(z) eine gemeinsame Eigenfunktion von H und Td. Aus (3.22) ist ersiht-lih, dass die Eigenwerte c(d) von Td die Relationen
c(d) c(d) = c(d+ d) , c(d) c(−d) = 1 (3.25)erfüllen. Des Weiteren gilt die Normierungsbedingung

1 =
∫

dz |φ(z + d)|2 =
∫

dz |c(d)|2 |φ(z)|2 = |c(d)|2 . (3.26)Diese Eigenshaften der Eigenwerte werden durh
c(d) = eiqd (3.27)erfüllt. Damit folgt aus (3.24):

φ(z + d) = eiqdφ(z). (3.28)Um einerseits die Eigenfunktionen normieren zu können und andererseits die diskrete Trans-lationssysmmetrie im ganzen Raum zu gewährleisten, ist die Annahme periodisher Randbe-dingungen sinnvoll. Daher sei die Bedingung φ(−L/2) = φ(L/2) vorausgesetzt, wobei L dieSystemlänge bezeihnet. Wegen (3.28) ist damit das Spektrum von Td quantisiert:
q =

2π

L
ν , ν = 0,±1,±2, ... . (3.29)Die Eigenfunktionen φ(z) und Eigenwerte E werden daher fortan mit der Quantenzahl qindiziert. Aus (3.28) folgt ferner, dass die Eigenfunktionen φq und φq+2πl/d für ganzzahliges
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l denselben physikalishen Zustand bezeihnen. Die Eigenfunktionen und das zugehörigeSpektrum sind periodish in q:

φq (z) = φq+2πl/d (z) , (3.30)
Eq = Eq+2πl/d . (3.31)Die Betrahtungen können daher auf Werte für q aus dem Intervall −π/d, ..., π/d beshränktwerden. Dieses Intervall wird die erste Brillouinzone genannt. Die auf dem Rand der Brillouin-zone liegende Quantenzahl q wird im Folgenden mit qB = π/d bezeihnet. Sie wird in (3.29)für ν = N/2 erhalten, wobei N die Anzahl der Einheitszellen, die auf der Systemlänge Lliegen, bezeihnet. In der Brillouinzone liegen daher N + 1 möglihe Lösungen. Zu jeder derEigenfunktionen φq kann mittels
uq(z) = e−iqzφq(z) (3.32)eine Funktion uq(z) de�niert werden. Diese ist wegen

uq(z + d) = e−iq(z+d)φq(z + d) = e−iqze−iqdeiqdφq(z) = uq(z) (3.33)gitterperiodish. Die Eigenfunktionen lassen sih also als Produkte von ebenen Wellen mitgitterperiodishen Funktionen shreiben:
φq(z) = eiqzuq(z). (3.34)Dieser Umstand ist als Bloh-Theorem bekannt [49℄. Das Einsetzen der Eigenfunktionen inder Form (3.34) in die Shrödinger-Gleihung (3.20) liefert wegen

−∂2
zφq(z) =

[

q2uq(z) − 2 i q (uq)
′ (z) − (uq)

′′ (z)
]

eiqz (3.35)eine modi�zierte Shrödinger-Gleihung für uq(z):
[

h̄2

2m
(−i∂z + q)2 + V (z)

]

uq(z) = Equq(z). (3.36)Da uq(z) gitterperiodish ist, handelt es sih bei dieser Gleihung um eine Randwertaufgabeauf der Gittereinheitszelle. Für jedes q ist somit das Auftreten einer weiteren Quantenzahlzu erwarten, die im Folgenden mit n bezeihnet wird. Für festes n wird das Spektrum dermit q indizierten Eigenwerte von (3.36) n-tes Energieband genannt. Daher wird n auh alsBandindex bezeihnet. Die erlaubten Werte für q sind durh (3.29) gegeben und strenggenommen diskret. Für hinreihend groÿe Systeme liegen sie jedoh diht auf der erstenBrillouinzone und die diskreten Eigenwerte Eq können als kontinuierlihe Dispersionsrelation
E(q) aufgefasst werden.Diese Eigenwerte können gefunden werden, indem die Funktionen u(n)

q (z) und V (z) ent-sprehend ihrer Periodizität in Fouriereihen entwikelt werden:
V (z) =

∑

r

Vr e
ir(2π/d)z =

∑

r

Vr e
i2rqBz, (3.37)

u(n)
q (z) =

∑

l

c
(n)
l,q e

il(2π/d)z =
∑

l

c
(n)
l,q e

i2lqBz. (3.38)



28 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenFür ein optishes Gitterpotenzial der Form (3.17) folgt unter Vernahlässigung der gauÿshenStrahlform:
V (z) = VG cos2(kz) =

1

4
VG

(

e2ikz + e−2ikz + 2
)

. (3.39)Die Wellenzahl k des Laserstrahls ist dabei wegen 2d = λ mit dem Rand der Brillouinzoneidentish. Damit folgt für die Fourierkoe�zienten in der Entwiklung (3.37):
Vr =







1/4VG für r = ±1
1/2VG für r = 0
0 sonst .Es ist also

V (z)u(n)
q (z) =

1

4
VG

∑

l

c
(n)
l,q

[

e2i(l+1)kz + e2i(l−1)kz
] (3.40)

+
1

2
VG

∑

l

c
(n)
l,q e

2ilkz.Andererseits gilt für den kinetishen Teil des Hamiltonians
h̄2

2m
(−i∂z + q)2 u(n)

q (z) =
h̄2

2m
(−i∂z + q)2

∑

l

c
(n)
l,q e

2ilkz

=
h̄2

2m

∑

l

(2lk + q)2 c
(n)
l,q e

2ilkz. (3.41)Aus (3.36) folgt daher ein lineares Gleihungssystem für die Koe�zienten der Fourierent-wiklung (3.38):
∑

l

Hl,l′c
(n,q)
l = E(n)

q c
(n,q)
l . (3.42)Dabei ist:

Hl,l′ =







(2l + q/k)2Er + 1
2
VG für l = l′

1
4
VG für l − l′ = ±1

0 sonst .Als Matrixgleihung lautet (3.42):
H · ~c (n,q) = E(n)

q ~c (n,q). (3.43)Die Eigenwerte der Eigenwertgleihung (3.43) geben die Energien E(n)
q und die Koe�zienten

c
(n,q)
l liefern über (3.38) und (3.34) die zugehörigen Eigenfunktionen. Da die Beträge derKoe�zienten c

(n,q)
l für groÿe Beträge von l sehr klein werden, ist eine Beshränkung derSummation in (3.42) auf endlihe Werte für l möglih. Damit kann (3.42) mittels Standar-droutinen gelöst werden.In Abbildung 3.3 sind die niedrigsten Energiebänder des periodishen Potenzials V (z) =

VG cos2(kz) für vershiedene Werte von VG dargestellt. Wegen der Zeitumkehrsymmetrie des
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Abbildung 3.3.: Darstellung der niedrigsten Energiebänder als Funktion der Quantenzahl qfür vershiedene Gittertiefen VG. Mit zunehmender Gittertiefe �ahen dieEnergiebänder ab und es treten Lüken im Spektrum auf. Für die gröÿte ge-zeigte Gittertiefe sind zuätzlih die Energieniveaus des harmonish genährtenGitterpotenzials rot eingezeihnet.Hamiltonoperators ist das Spektrum für jedes q zweifah entartet [48℄ und die Bänder sindsymmetrish bezüglih des Ursprungs der Brillouinzone:
E(n)

q = E
(n)
−q . (3.44)Für VG = 0 entspriht das Spektrum erwartungsgemäÿ dem eines freien Teilhens, reduziertauf die erste Brillouinzone. Für VG 6= 0 ist das Auftreten so genannter Bandlüken, welhe dieEnergiebänder separieren, harakteristish. Die Bandlüken zwishen den niedrigsten Bändernsind dabei am stärksten ausgeprägt. Mit zunehmender Gittertiefe �ahen die Energiebänderals Funktion von q ab und die Gröÿe der Bandlüken nimmt zu. Im Grenzfall VG → ∞ sinddie einzelnen Gittertöpfe voneinander isoliert und die Bänder sind völlig �ah. Die Bandlüken



30 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen Gitterpotenzialenentsprehen dabei dem Niveauabstand des um den einzelnen Gittertopf harmonish genährtenPotenzials. Diese Abhängigkeit der Bandstruktur von der Gittertiefe ist für das niedrigsteEnergieband besonders ausgeprägt, während der hohenergetishe Teil des Spektrums durhdas Gitterpotenzial weniger stark beein�usst ist. Er ähnelt stark dem Spektrum eines freienTeilhens.

Abbildung 3.4.: Die Wahrsheinlihkeitsdihte eines Teilhens im niedrigsten Bloh-Zustand
φ

(n=1)
q=0 (z) für vershiedene Werte der Gittertiefe. Mit zunehmender Gittertiefewird die Lokalisierung des Teilhens im Minimum des Potenzials ausgepräg-ter.Abbildung 3.4 zeigt die normierte Wahrsheinlihkeitsdihte |φ(n)

q (z)|2 eines Teilhens imGrundzustand (q = 0, n = 1) entlang eines Gittertopfes für vershiedene Werte der Gitter-tiefe. Für tiefe Gitter ist eine starke Modulierung der Dihte durh das periodishe Potenzialersihtlih. Das Teilhen lokalisiert dabei im Potenzialminimum. Aus (3.28) folgt unmittelbar,dass das Betragsquadrat der Eigenfunktionen gitterperiodish ist:
|φ(n)

q (z)|2 = |φ(n)
q (z + d)|2. (3.45)Mit der Betrahtung der Dihteverteilung auf einer Gittereinheitszelle kann somit durh pe-riodishe Fortsetzung die gesamte Dihteverteilung des Systems erhalten werden.In Abbildung 3.5 ist die Abhängigkeit der Wahrsheinlihkeitsdihte |φ(n)

q (z)|2 von derQuantenzahl q für vershiedene Werte der Gittertiefe verdeutliht. Im niedrigsten Band isteine Konzentration des Teilhens im Potenzialminimum für alle Werte von q gegeben. Fürsehr tiefe Gitter ist die Dihteverteilung näherungsweise unabhängig von q. Abbildung 3.6zeigt im Gegenzug die enstprehenden Abhängigkeiten für das zweite und dritte Energieband.Die Dihteverteilung ist hier niht auf den Bereih der Potenzialminima konzentriert. Zumanderen ist diese viel stärker von der Quantenzahl q abhängig als im niedrigsten Band. Auhin diesem Fall nimmt jedoh die Abhängigkeit von q mit zunehmender Gittertiefe ab.



3.2 Theoretishe Grundlagen 31Allgemein gilt, dass die zu �ahen Energiebändern gehörigen Eigenfunktionen starke Lokali-sierungstendenzen und eine shwahe Abhängigkeit von der Quantenzahl q aufweisen. FlaheEnergiebänder liegen dabei für niedrige Werte des Bandindexes n und für tiefe Gitterpoten-ziale vor. Breite Energiebänder führen dagegen zu einem Verhalten, das eher dem eines freienTeilhens ähnelt. Sie liegen für groÿe Werte des Bandindexes n und kleine Gitterpotenzialevor.

Abbildung 3.5.: Die Wahrsheinlihkeitsdihte eines Teilhens im Bloh-Zustand φ(n=1)
q (z)für vershiedene Werte der Gittertiefe und der Quantenzahl q. Mit zuneh-mender Gittertiefe hängt |φ(n=1)

q (z)|2 immer shwäher von q ab.ImpulsverteilungDer Hamiltonian vertausht mit dem Operator der diskreten Gittertranslation Td. Die mitdieser Symmetrie verbundene Erhaltungsgröÿe ist die Quantenzahl q. Aufgrund der forma-len Ähnlihkeit der Eigenfunktionen (3.34) mit ebenen Wellen kann q auh als Wellenzahlaufgefasst werden. Der mit ihr assozierte Impuls h̄q wird daher als Quasi-Impuls bezeihnet.Der Zusammenhang zwishen dem Wert des Quasi-Impulses und der Impulsverteilung wirdersihtlih, wenn die Fourierentwiklung (3.38) in das Bloh-Theorem (3.34) eingesetzt wird.Dieses liefert unmittelbar die Entwiklung der Bloh-Funktionen nah ebenen Wellen:
φ(n)

q (z) =
∑

l

c
(n,q)
l ei (2 l qB+q) z. (3.46)Das Betragsquadrat des Entwiklungskoe�zienten |c(n,q)

l |2 liefert die Wahrsheinlihkeit da-für, dass ein Teilhen im Bloh-Zustand φ(n)
q (z) mit dem Impuls h̄(q + 2 l qB) gemessenwerden kann1. Aufgrund der Periodizität des Potenzials ist die Impulsverteilung in Impuls-1Dabei ist die gewählte Normierung für die Wellenfunktion zu berüksihtigen. Wird diese entlang der Gitte-reinheitszelle auf eins normiert, beträgt die Wahrsheinlihkeit für eine entsprehende Messung d |c(n,q)

l |2.
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Abbildung 3.6.: Das Betragsquadrat der Bloh-Funktionen |φ(n6=0)
q (z)|2 für vershiedene Wer-te der Gittertiefe und der Quantenzahl q. In den hier dargestellten höherenBändern sind die Wahrsheinlihkeitsdihten in den Bereih der Potenzial-barrieren ausgedehnt und weisen eine sehr starke Abhängigkeit von q auf.Mit zunehmender Gittertiefe wird diese jedoh immer shwäher.komponenten mit dem Abstand 2h̄qB aufgespalten. Die Abbildung 3.7 zeigt die Besetzungs-wahrsheinlihkeiten der einzelnen Impulskomponenten für q = 0 in Abhängigkeit von derGittertiefe und dem Bandindex. Im niedrigsten Band sind Impulskomponenten mit l 6= 0im Gegensatz zu höheren Bändern erst bei tiefen Gitterpotenzialen signi�kant besetzt. Für

q 6= 0 resultiert eine asymmetrishe Besetzung der |c(n,q)
l |2. Diese ist in Abbildung 3.8 für einTeilhen im niedrigsten Band bei konstanter Gittertiefe dargestellt. Es sei betont, dass ausdieser Asymmetrie in der Verteilung der |c(n,q)

l |2 niht notwendigerweise auf ein asymmetri-shes Impulsspektrum geshlossen werden kann. In der Tat besitzt ein Teilhen im niedrigstenBand für q = ±qB wegen (3.46) ein symmetrishes Impulsspektrum2.2Dieses ist in der Abbildung 6.14 des Kapitels 6 dargestellt.
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Abbildung 3.7.: Besetzungswahrsheinlihkeit d |c(n,q=0)
l |2 der Impulskomponente 2l h̄qB fürvershiedene Gittertiefen und Bandindizes n.Wannier-Funktionen und Tight-Binding-NäherungDie Bloh-Funktionen sind aufgrund ihrer Translationseigenshaft (3.45) über das gesamteSystem ausgedehnt. Für viele Betrahtungen ist es allerdings von Vorteil, lokalisierte Zuständeauf dem Gitter zu bilden. Solhe lokalisierten Zustände können aus den Bloh-Funktionendurh

wn(z − zj) =
1√
N

qB∑

q=−qB

e−i q zj φ(n)
q (z) (3.47)erhalten werden [49℄. Die über (3.47) de�nierten Funktionen wn(z − zj) heiÿen Wannier-Funktionen. Dabei bezeihnet N die Zahl der Gittereinheitszellen im System. Die Summationläuft über alle erlaubten Quantenzahlen q innerhalb der ersten Brillouinzone und kann fürgroÿe Systeme und quasi-kontinuierlihe q durh ein Integral genährt werden. Im Gegensatzzu den Bloh-Funktionen hängen die Wannier-Funktionen daher niht mehr von q, sondern
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Abbildung 3.8.: Besetzungswahrsheinlihkeit d |c(n=1,q 6=0)
l |2 der Impulskomponente h̄(q +

2 l qB) für ein Teilhen im niedrigsten Band für vershiedene Werte von q.Die Gittertiefe beträgt für alle Bilder 5 Er.nur vom Bandindex n und dem Gitterplatz zj, auf dem sie zentriert sind, ab. Der lokalisierteCharakter der Wannier-Funktionen wird leiht deutlih, wenn (3.47) unter der vereinfahtenAnnahme eines von q unabhängigen u(n)
q (z) berehnet wird. In diesem Fall kann wegen

wn(z − zj) =
1√
N
u(n)(z)

∑

q

eiq(z−zj) ≈
√
N u(n)(z)

sin(π(z − zj)/d)

π(z − zj)/d
(3.48)eine analytishe Nährung für die Wannier-Funktion gebildet werden. Die Sin-Funktion istfür die Zentrierung um zj verantwortlih.Die Wannier-Funktionen bilden ein vollständiges Orthonormalsystem:

∫

dz w∗
n(z − zj)w

∗
m(z − zt) =

1

N

∑

q

eiq(zj−zt) δqq′δnm = δjtδnm. (3.49)Die Bloh-Funktionen lassen sih aus ihnen mittels
φ(n)

q (z) =
1√
N

∑

j

eiqz wn(z − zj) (3.50)entwikeln.Grundsätzlih impliziert eine Wahl der Wannier-Funktionen als Basis zwei Nahteile. Zum



3.2 Theoretishe Grundlagen 35einen sind die Wannier-Funktionen für endlihe Gittertiefen keine Eigenfunktionen des Ha-miltonians. Zum anderen sind sie durh die De�nition (3.47) niht eindeutig festgelegt [160℄.Letzteres liegt daran, dass die Bloh-Funktionen nur bis auf eine globale Phase bestimmtsind: Aus einem gefundenen Satz von Bloh-Funktionen kann mittels der Eihtransformation
u(n)

q (z) 7→ eiθn(q)u(n)
q (z) (3.51)mit reellem θn ein gleihwertiger Satz von Bloh-Funktionen gefunden werden. Die Transfor-mation (3.51) erhält zwar die Position zj der Wannier-Funktionen Modulo der Translations-länge d, jedoh niht ihre Breite [160℄. Für den hier betrahteten Fall einzelner isolierter Bän-der sind jedoh die Bedingungen zum Au�nden der maximal lokalisierten Wannier-Funktionenbekannt [161℄.Trotz der genannten Shwierigkeiten sind Wannier-Funktionen in vielen Fällen von groÿemNutzen, wie z. B. für die Betrahtung von Teilhen in tiefen Gitterpotenzialen. Da für hin-reihend groÿe Systeme die Energiebänder kontinuierlihe periodishe Funktionen von q mitPeriode 2 qB sind, kann die Dispersionsrelation E(n)(q) als Fourierreihe geshrieben werden:

E(n)(q) =
∑

l

ǫ
(n)
l eildq. (3.52)Die Koe�zienten ǫ(n)

l dieser Fourierreihe sind durh die Matrixelemente des Hamiltonians inder Wannier-Basis gegeben:
ǫ
(n)
(l−p) =

∫

dz w∗
n(z − zl)H wn(z − zp). (3.53)In sehr tiefen Gittern sind die Bloh-Funktionen stark moduliert und die Wannier-Funktionenlokalisieren deutlih auf den einzelnen Gitterplätzen. Wenn die Lokalisierung der Wannier-Funktionen so ausgeprägt ist, dass in (3.53) nur die Matrixelemente mit |l − p| = 0,±1berüksihtigt werden müssen, folgt aus (3.52) ein einfaher Ausdruk für die Dispersionsre-lation:

E(n)(q) = ǫ
(n)
0 + 2ǫ

(n)
1 cos(qd). (3.54)Dabei ist wegen der Symmetrie der Energiebänder ǫ(n)

1 = ǫ
(n)
−1 . Die Gröÿe

J (n) := −2 ǫ
(n)
1 = −2

∫

dz w∗
n(z)H wn(z − d) (3.55)wird Tunnelrate des n-ten Bandes genannt und ist für dessen Breite maÿgeblih. Eine ana-lytishe Näherung für sehr tiefe Gitterpotenziale3 lautet [162℄

J (n) = (−1)n (2π)−1/2
(
s

4

)n−1
2

+3/4
(

24(n−1)+5

(n− 1)!

)

e−2
√

sEr, (3.56)wobei s über VG = sEr die Tiefe des Gitters angibt. Die einfahe Form der Dispersionsre-lation (3.54) erlaubt die Berehnung vieler wihtiger Systemgröÿen. Die Beshränkung der3Auh wenn der Tight-Binding-Ausdruk (3.54) bereits ab VG = 5 Er passable Ergebnisse liefert, sind für(3.56) deutlih tiefere Gittertiefen erforderlih.



36 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenKopplung auf die nähsten Nahbarn wird als Tight-Binding-Näherung bezeihnet und stelltfür hinreihend tiefe Gitter eine hervorragende Näherung dar. Wenn das Gitterpotenzial sotief wird, dass auh die Matrixelemente zwishen benahbarten Wannier-Funktionen ver-shwinden, ist das Energieband völlig �ah. Aus (3.54) ist ersihtlih, dass in diesem Fall vonvershwindender Tunnelrate die Wannier-Funktionen Eigenfunktionen des Hamiltonians sind.3.2.3. Shwah wehselwirkendes Bose-Gas in optishen GitternDie in den vorhergehenden Abshnitten erfolgte Diskussion des Einteilhenproblems soll nunum die Betrahtung von Bose-Einstein-Kondensaten in optishen Gittern erweitert werden.Zum einen ist dazu der Ein�uss der interatomaren Wehselwirkung auf Gröÿen wie die Dih-teverteilung oder die Bandstruktur zu berüksihtigen. Zum anderen ist bei einer Vielzahlvon Experimenten dem Gitterpotenzial zusätzlih das harmonishe Potenzial der Magnet-falle überlagert. Dadurh ist die diskrete Translationssymmetrie des periodishen Potenzialsgebrohen und die Dihteverteilung ist niht mehr gitterperiodish.Zunähst werden anhand des transversal homogenen Gittergases die E�ekte der intera-tomaren Wehselwirkung herausgestellt. E�ektiv shirmt diese das Gitterpotenzial ab undreduziert auf diese Weise dessen Ein�uss auf die Atome. Anshlieÿend wird der Ein�ussdes harmonishen Potenzials der Magnetfalle auf den Grundzustand eines wehselwirkendenBose-Einstein-Kondensates im Gitterpotenzial diskutiert.Der Abshnitt beruht auf der Beshreibung des Bose-Gases mittels der Gross-Pitaevskii-Gleihung. Daher ist der Gültigkeitsbereih der Betrahtungen auf den Fall T = 0 undshwahe interatomare Wehselwirkung beshränkt. Für die im Experiment vorliegendenultra-kalten Temperaturen und die verwendeten moderaten Gittertiefen ist diese Beshrei-bung gerehtfertigt.Für sehr tiefe Gitter spielt jedoh die Wehselwirkung eine dominierende Rolle für diephysikalishen Eigenshaften des Systems. Durh sie erlangen interatomare Korrelationeneine groÿe Relevanz und eine Beshreibung im Rahmen der Mean-Field-Theorie ist nihtmehr möglih.Ein�uss der WehselwirkungZunähst wird ein Bose-Einstein-Kondensat betrahtet, das in transversaler Rihtung ho-mogen ist und in axialer Rihtung durh das optishe Gitter gefangen ist. Die stationärenZustände des Systems sind Lösungen der stationären Gross-Pitaevskii-Gleihung [163℄:
(

− h̄2

2m

∂2

∂z2
+ sEr sin2 (kz) + gnd |φ(z)|2

)

φ(z) = µφ(z). (3.57)Es sei eine Klasse von Lösungen φ(z) für (3.57) gefunden, die auf eine gitterperiodisheDihteverteilung |φ(z)|2 führt. Für diese Klasse ist die Gross-Pitaevskii-Gleihung invariantunter der Koordinatentransformation z 7→ z + d. Mit den gleihen Argumenten wie fürden Einteilhenfall kann gezeigt werden, dass diese Lösungsklasse das Bloh-Theorem erfüllt[163℄:
φ(n)

q (z) = eiqzũ(n)
q (z). (3.58)



3.2 Theoretishe Grundlagen 37Dabei ist ũ(n)
q (z) eine gitterperiodishe Funktion, die unter Berüksihtigung der Wehsel-wirkung gefunden werden muÿ. Im Einteilhenfall wurde gezeigt, dass die Funktionen u(n)

q (z)die stationäre Shrödingergleihung (3.36) erfüllen. Für das wehselwirkende Gas kann völliganalog gezeigt werden, dass die Funktionen ũ(n)
q (z) die stationäre Gross-Pitaevskii-Gleihung

[

− 1

2m
(−ih̄∂z + q)2 + s Er sin2(kz) + gnd

∣
∣
∣ũ(n)

q (z)
∣
∣
∣

2
]

ũ(n)
q (z) = µ(n)(q)ũ(n)

q (z) (3.59)erfüllen. Die Lösungen dieser Gleihung führen analog zum Einteilhenfall auf eine Band-struktur für das hemishe Potenzial µ(n)(q). Die Energie pro Teilhen ǫ(n)
q kann aus denLösungen von (3.59) mittels

ǫ(n)
q =

∫ d/2

−d/2
dz ũ∗ (n)

q (z)
[

− 1

2m
(−ih̄∂z + q)2 + s Er sin2(kz) +

1

2
gnd

∣
∣
∣ũ(n)

q (z)
∣
∣
∣

2
]

ũ(n)
q (z)(3.60)gewonnen werden. Im Gegensatz zum homogenen Fall zeigen µ(n)(q) und ǫ(n)

q niht diegleihe q-Abhängigkeit [163, 164℄. E�ektiv führt die interatomare Wehselwirkung zu einerAbshirmung des Gitterpotenzials. Grundsätzlih äuÿert sih diese darin, dass die physika-lishen Eigenshaften des Systems etwas stärker denen von freien Teilhen ähneln als imEinteilhenproblem. Beispielsweise werden bei fester Gittertiefe die Energiebänder mit zuneh-mender Wehselwirkung breiter.Die Abbildung 3.9 zeigt einen Ausshnitt aus dem axialen Dihtepro�l zweier Kondensatemit untershiedliher Teilhenzahl in einer Box mit periodishen Randbedingungen. Die Län-ge der Box beträgt 82, 5 µm. In radialer Rihtung liegt ein harmonisher Einshluss mitFallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz vor. Es ist deutlih erkennbar, dass mit zunehmeder Teil-henzahl und damit interatomarer Wehselwirkung die Modulation der Wellenfunktion durhdas Gitterpotenzial abgeshwäht wird.Ein�uss des harmonishen FallenpotenzialsDieser Abshnitt analysiert den Ein�uss eines harmonishen Fallenpotenzials auf den Grund-zustand des Bose-Einstein-Kondensates in einem eindimensionalen optishen Gitter. Das har-monishe Potenzial wird im Experiment durh die Magnetfalle erzeugt und briht die diskreteTranslationssymmetrie in axialer Rihtung. Ziel dieses Abshnittes ist die Diskussion der drei-dimensionalen Dihteverteilung des Kondensates und des zugehörigen Impulsspektrums. DieseVerteilungen wurden erstmals in [125℄ berehnet. Auswirkungen des harmonishen Fallenpo-tenzials auf das Spektrum des quantenentarteten Bose-Gases wurden in [165℄ untersuht undwerden hier niht näher beleuhtet.Bei hinreihend geringer Temperatur und shwaher Wehselwirkung können die stationärenZustände des Systems mittels der stationären Gross-Pitaevskii-Gleihung
[

− h̄2

2m
∇2 + Vdip(r) + VMF (r) + g |Ψ(r)|2]Ψ(r) = µΨ(r) (3.61)
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Abbildung 3.9.: Ausshnitte aus den normierten axialen Dihtepro�len von Kondensaten ineiner Box der Länge 82, 5 µm mit periodishen Randwertbedingungen. Überden radialen Freiheitsgrad wurde jeweils integriert. In a) beträgt die Gitter-tiefe VG = 1 Er, in b) VG = 5 Er. Die e�ektive Abshirmung des Gitterpo-tenzials durh die Wehselwirkung ist sihtbar.gefunden werden. Hierbei bezeihnet Vdip(r) das optishe Potenzial und VMF (r) das zylin-dersymmetrishe Potenzial der Magnetfalle:
VMF (r) =

1

2
mω2

ρ ρ
2 +

1

2
mω2

zz
2. (3.62)Für die Fallenfrequenzen ωρ und ωz wird dabei

ωρ >> ωz (3.63)angenommen. Das optishe Gitter bildet gemäÿ (3.17) ein periodishes Potenzial entlang der
z-Ahse:

Vdip(r) = −VG cos2 (k z) = sEr cos2 (k z) . (3.64)Dabei wurde der Ein�uss der gauÿshen Laserstrahlform auf das Fallenpotenzial vernah-lässigt. Die harmonishe Näherung um die einzelnen Potenzialtöpfe liefert nah (3.19) dieFallenfrequenz
ω = k

√

2 sEr

m
. (3.65)Diese ist typisherweise so groÿ, dass h̄ω >> µ gilt. Zur Berehnung von Gröÿen, die nihtvom genauen Überlapp der Wellenfunktion zwishen benahbarten Gitterplätzen abhängen,ist daher der Ansatz

Ψ(r) =
∑

j

φj(ρ)χj(z) (3.66)



3.2 Theoretishe Grundlagen 39für die Vielteilhenwellenfunktion gerehtfertigt. Dabei ist j der Gitterplatzindex und χ(z)bezeihnet den Einteilhengrundzustand des harmonish genährten optishen Potenzials:
χj(z) =

(

πσ2
)− 1

4 e−
(z−zj)2

2σ2 , (3.67)wobei σ =
√

h̄/(mω) die harmonishe Oszillatorlänge bezeihnet. In der Tat werden die aufden Gitterplätzen lokalisierten Wannier-Funktionen im Grenzfall s 7→ ∞ die Eigenfunktionendes harmonish genährten Potenzials. Für hinreihend tiefe Gitter stellt (3.67) eine geeigneteNäherung für die z-Abhängigkeit der Wannier-Funktionen dar. Diese kann durh eine opti-mierte Bestimmung von σ mittels einer Variationsrehnung noh verbessert werden [125℄.Zur Berehnung von Gröÿen, die vom genauen Überlapp zwishen den Wannier-Funktionenbenahbarter Gitterplätze abhängen, wie z.B. der Tunnelrate, ist der Ansatz (3.66) jedohselbst für groÿe Gittertiefen ungeeignet.Der radiale Einshluss der Atome durh die Magnetfalle ist für typishe experimentelleBedingungen so shwah, dass µ >> h̄ωρ gilt. Dieses bedeutet, dass für den transversalenFreiheitsgrad die Thomas-Fermi-Näherung verwendet werden kann. Wegen (3.63) gilt dannauh µ >> h̄ωz, so dass die Magnetfalle nur eine langsame Änderung der axialen Dihtever-teilung verursaht. Jedoh ist aufgrund dieser Variation der Dihte in axialer Rihtung derRadialteil der Kondensatwellenfunktion vom Gitterplatz abhängig.Bestimmung der radialen LösungFür die Bestimmung der radialen Lösung φj(ρ) für den j-ten Gitterplatz wird von folgendenAnnahmen ausgegangen:
• Die makroskopishe Dihteverteilung des Gases entspriht in axialer Rihtung einemThomas-Fermi-Pro�l.
• In axialer Rihtung kann die Loal-Density-Approximation [166℄ benutzt werden.
• Da für das lokale hemishe Potenzial µj >> h̄ωρ gilt, be�nden sih die Atome aufjedem Gitterplatz im Thomas-Fermi-Regime hinsihtlih des radialen Freiheitsgrades.Mit dem Ansatz (3.66) liegt auf jedem Gitterplatz ein zweidimensionales Gas vor. Für den hierbetrahteten Fall shwaher Wehselwirkung und für T = 0 sind die in niederdimensionalenSystemen verstärkt auftretenden Fluktuationen vernahlässigbar [167℄. Damit ist jedes dieserzweidimensionalen Gase weiterhin mittels der Gross-Pitaevskii-Gleihung beshreibbar. Diesevereinfaht sih aufgrund der reduzierten Dimensionalität zu
µ3D

j φj(ρ)χ(z) = − h̄2

2m

(

∇2
ρ + ∂2

z

)

φj(ρ)χ(z) + [V (ρ) + V (z)] φj(ρ)χ(z)

+ g3D |φj(ρ)|2 |χ(z)|2

= − h̄2

2m
∇2

ρφj(ρ)χ(z) + E0
zφj(ρ)χ(z) + V (ρ)φj(ρ)χ(z)

+ g3D, |φ(ρ)|2 |χ(z)|2 , (3.68)



40 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen Gitterpotenzialenwobei E0
z die Grundzustandsenergie des harmonish genährten Potenzials bezeihnet. Da die

z-Abhängigkeit der Wellenfunktion auf jedem Gitterplatz nah (3.67) identish ist, wird hierund im Folgenden die Indizierung von χ unterdrükt. Multiplikation mit χ∗(z) und Integrationüber z liefert mit den De�nitionen
µ2D := µ3D − E0

z

g2D := g3D

∫

dz |χ(z)|4

=
g3D√
2π σ

(3.69)eine zweidimensionale Gross-Pitaevskii-Gleihung:
µ2D

j φj(ρ) =

[

h̄2

2m
∇2

ρ + V (ρ) + g2D |φ(ρ)|2
]

φj(ρ). (3.70)Dabei konnte in (3.69) die Kopplungskonstante g2D durh Integration über das axiale Dih-tepro�l erhalten werden, da für Rubidium der harakteristishe Radius des interatomarenPotenzials deutlih kleiner als die Ausdehnung der Wellenfunktion σ in axialer Rihtung ist.Dadurh behält die Wehselwirkung im zweidimensionalen Gas ihren dreidimensionalen Cha-rakter und kann durh die bekannte Streulänge a << σ mit dem Ergebnis (3.69) beshriebenwerden [167℄.Da auf jedem Gitterplatz µj >> h̄ωρ gilt, kann der Radialteil in der Thomas-Fermi-Näherung gelöst werden:
φTF

j (ρ) =




µ2D

j

g2D



1 − ρ2

(Rρ)
2
j









1
2

, (3.71)wobei (Rρ)j den radialen Thomas-Fermi-Radius bezeihnet. Das hemishe Potenzial µ2D
jhängt aufgrund des axialen harmonishen Einshlusses vom Gitterplatz ab. Da dieses jedohnur sehr langsam variiert, kann die Loal-Density-Approximation [125,166℄

µ = µloc + V (r) (3.72)zur Berehnung der lokalen hemishen Potenziale verwendet werden. Dabei bezeihnet µdas hemishe Potenzial des Gesamtsystems und µloc das lokale hemishe Potenzial. Fürdas Gittersystem ergibt dieses:
µloc = µj =

1

2
mω2

z

(

λ

2

)2 [

j2
max − j2

]

. (3.73)Dabei ist jmax die Indexzahl des letzten Gitterplatzes, der noh mit Atomen besetzt ist. Daslokale hemishe Potenzial bestimmt mittels
(Rρ)j =

√

2µj/(mω2
ρ)

=

√
√
√
√
√
√

mω2
z

(
λ
2

)2
[j2

max − j2]2

(

mω2
ρ

) (3.74)



3.2 Theoretishe Grundlagen 41den radialen Thomas-Fermi-Radius. Der zur Bestimmung des lokalen hemishen Potenzialsbenötigte Gitterradius jmax wird über die Bedingung
N =

∑

j

Nj (3.75)�xiert, wobei Nj die Teilhenzahl auf dem j-ten Gitterplatz bezeihnet. Diese berehnet sihmittels der Integration über einen Gitterplatz:
Nj =

∫

d3r |χ(z)|2 |φj(ρ)|2

= 2π
∫ ∞
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√
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32
√

2 g3D ω2
ρ

. (3.76)Damit folgt
N =

jmax∑

−jmax

Nj

=
mπ3/2 λ4 σ jmax (16j4

max − 1)ω4
z

480
√

2 g3D ω2
ρ

≃ 16mπ3/2λ4σ j5
maxω

4
z

480
√

2 g3D ω2
ρ

. (3.77)Dabei konnte die Näherung im letzten Shritt erfolgen, weil für typishe experimentelle Be-dingungen jmax >> 1 gilt. Umstellen der obigen Gleihung nah jmax liefert:
j2
max =
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2/5

. (3.78)In einer kurzen Rehnung kann nahgeprüft werden, dass dieses Ergebnis mit dem von Pedriet al. [125℄ erzielten Resultat
j2
max =

2 h̄ω

mω2
z (λ/2)2
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√
π
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)2/5 (3.79)identish ist, wobei ω = (ωz ω
2
ρ)

1/3 die geometrishe Fallenfrequenz und aho =
√

h̄/(mω) diegeometrishe Oszillatorlänge bezeihnet. Ein Vergleih der Ausdrüke für Nj und N lieferteine Formel für die Teilhenzahl auf dem zentralen Gitterplatz mit j = 0:
Nj=0 =

15

16

N
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. (3.80)



42 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenDas Einsetzen dieser Gleihung in den Ausdruk für Nj liefert eine einfahe Relation zur derTeilhenzahl auf dem zentralen Gitterplatz:
Nj = N0

(

1 − j2

j2
max

)2

. (3.81)Mit dem über (3.79) erhaltenen jmax kann mittels des lokalen Thomas-Fermi-Radius (3.74)und des lokalen hemishen Potenzials (3.73) der Radialteil der lokalen Kondensatwellen-funktion (3.71) berehnet werden. Diese wihtigen in [125℄ angegeben Resultate stellen dieGeneralisierung der bekannten Thomas-Fermi-Lösung in einer Magnetfalle unter Berüksih-tigung des Ein�usses eines eindimensionalen optishen Gitters dar.

Abbildung 3.10.: Normierte axiale Dihteverteilung des Kondensat-Grundzustandes beste-hend aus 5 · 104 Atomen. Die Fallenfrequenzen der Magnetfalle betragen
ωz = 2π×14 Hz bzw. ωρ = 2π×200 Hz. Das optishe Gitter hat eine Tiefevon VG = 5 Er. Die Abbildung a) zeigt die volle axiale Breite der Atomwol-ke und spiegelt die Thomas-Fermi-Form aufgrund des magnetishen Ein-shlusses wieder. Die Abbildung b) zeigt einen zentralen Ausshnitt desKondensates und verdeutliht die durh das Gitter hervorgerufene shnelleModulation der Dihte.In Abbildung 3.10 ist das axiale Dihtepro�l des Kondensat-Grundzustandes in dem kombi-nierten Potenzial aus Magnetfalle und eindimensionalen Gitter gezeigt. Für die Bestimmungder Kondensatwellenfunktion wurde die dreidimensionale Gross-Pitaevskii-Gleihung unterder Annahme zylindrisher Symmetrie numerish gelöst. Die axiale und radiale Fallenfre-quenz entsprehen mit ωz = 2π × 14 Hz bzw. ωρ = 2π × 200 Hz den experimentellenWerten. Ebenso stellen sowohl die Zahl der kondensierten Atome mit N = 5 · 104 als auhdie Gittertiefe mit VG = 5 Er typishe experimentelle Parameter dar. Die Abbildung spiegeltdie Ergebnisse der vorangehenden analytishen Betrahtungen deutlih wieder: Die Dihte-verteilung weist eine shnelle Modulation aufgrund des optishen Gitters auf. Diese ist gepaart



3.2 Theoretishe Grundlagen 43mit einer langsamen Veränderung aufgrund des magnetishen Einshlusses. Dieser bewirkt,dass die Einhüllende der Dihteverteilung eine Thomas-Fermi-Form besitzt.

Abbildung 3.11.: Impulsverteilung eines Kondensates im Grundzustand. Die Parameter sindidentish mit denen der Abbildung 3.10. Die Verteilung spaltet in äuÿerstshmale Impulskomponenten mit dem Abstand 2h̄qB auf. Abbildung a) zeigtden Teil des Spektrums, der signi�kant populiert ist, während Abbildung b)den zentralen Bereih vergröÿert darstellt.Abbildung 3.11 zeigt die axiale Impulsverteilung n(pz) des Kondensat-Grundzustandes. Diesewurde aus dem numerish berehneten Grundzustand im Ortsraum Ψ(r) mittels n(pz) =
| ∫ d3r exp(−i pz z/h̄)Ψ(r)|2 gewonnen. Die Impulsverteilung ist in einzelne Komponentenmit dem Abstand 2h̄qB aufgespalten, wobei nur äuÿerst shmale Bereihe der Brillouinzo-nen besetzt werden. Dieser Umstand verdeutliht zugleih die herausragende Eignung vonBose-kondensierten Vielteilhensystemen für Experimente mit optishen Gittern. Durh dieIntegration der Impulsverteilung kann die Population der einzelnen mit l nummerierten Im-pulskomponenten ermittelt werden. Wie beim Einteilhenproblem nimmt auh hier die Be-setzung der l 6= 0-Komponenten mit zunehmender Gittertiefe zu. Dies ist in Abbildung 3.12verdeutliht.Die Besetzungsstärke der Impulskomponenten wird nur in geringem Maÿe durh die inte-ratomare Wehselwirkung und den harmonishen Einshluss modi�ziert. In der Abbildung3.13 ist diese Besetzung für das wehselwirkende, harmonish gefangene Gas bei fester Git-tertiefe gezeigt. Als Referenz dient die Besetzungswahrsheinlihkeit des Einteilhenproblemsohne harmonishen Einshluss. Die Wehselwirkung verursaht eine Abshirmung des Gitter-potenzials. Damit ist eine reduzierte Modulation der Wellenfunktion im Ortsraum und eineverringerte Besetzung der Impulskomponenten mit l 6= 0 verbunden. Dieser E�ekt nimmt fürgröÿere Teilhenzahlen zu, da für diese die Wehselwirkungsenergie gröÿer ist. Wie in derAbbildung erkennbar ist, bleibt der E�ekt jedoh insgesamt klein.
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Abbildung 3.12.: Besetzung der einzelnen Impulskomponenten für vershiedene Werte derGittertiefe. Wie beim Einteilhenproblem nimmt die Besetzung der l 6= 0-Komponenten mit zunehmender Gittertiefe zu. Die Magnetfallenfrequenzenund Teilhenzahl sind identish mit denen der Abbildung 3.10.

Abbildung 3.13.: Besetzung der Impulskomponenten l = ±1 ( Abbildung a) ) und l = 0( Abbildung b) ) für vershiedene Teilhenzahlen. Die Gittertiefe beträgt
VG = 5 Er, die Fallenfrequenzen sind identish mit denen der Abbildung3.10. Mit zunehmender Teilhenzahl und Wehselwirkung wird das Git-terpotenzial e�ektiver abgeshirmt. Der E�ekt ist quantitativ niht sehrausgeprägt.



3.3 Aufbau eines eindimensionalen optishen Gitters 453.3. Aufbau eines eindimensionalen optishen GittersDieser Abshnitt erläutert den Aufbau eines eindimensionalen optishen Gitters und des-sen Implementierung in die experimentelle Apparatur zur Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten. Zunähst wird auf das verwendete Lasersystem und dessen Eignung zur Erzeu-gung einer fernresonanten optishen Falle eingegangen. Anshlieÿend erfolgt die Beshreibungdes Aufbaus des Strahlengangs und eine Zusammenfassung der relevanten Laserstrahlpara-meter. Eine zentrale Herausforderung für die Realisierung eines optishen Gitterpotenzialsstellt die Bereitstellung eines kontrollierten Shemas zur Justage der Gitterlaserstrahlen dar.Eine solhe Justagemöglihkeit konnte mit Hilfe des Aufbaus eines Detektionsweges entlangder Gitterahse bereit gestellt werden.3.3.1. Das LasersystemZur Erzeugung des optishen Gitterpotenzials wird ein Titan-Saphir-Ringlaser (Firma Tek-nosan, Model TIS-SF-07e) verwendet, welher mit einem frequenzverdoppelten Neodym-Vanadat-Laser (Firma Coherent,Model Verdi V10) gepumpt wird. Das Verstärkungspro�ldes Titan-Saphir-Kristalls erlaubt bei Verwendung entsprehender Resonatorspiegel einenLaserbetrieb im Wellenlängenbereih von 650 nm−980 nm. Mittels vershiedener frequenz-sensitiver Elemente innerhalb des Laserresonators kann die Wellenlänge der anshwingendenLasermode selektiert werden. Bei allen in dieser Arbeit vorgestellten Experimenten war dieWellenlänge der Laserstrahlung auf 825 nm eingestellt. Die maximale Ausgangsleistung desLasers bei dieser Wellenlänge beträgt 1, 2 W .Der von uns realisierte Aufbau des optishen Gitters nah Abbildung 3.1 beruht auf derSelbstinterferenz des Laserstrahls durh dessen Rükre�ektion an einem Endspiegel. Für dieAusbildung einer stabilen Gitterstruktur ist es dabei erforderlih, dass die Kohärenzlänge desLasers den Ganguntershied am Ort der Atome zwishen dem einlaufenden und dem rükre-�ektierten Strahl deutlih übertri�t. Durh die im Resonator be�ndlihen frequenzselektivenElemente wird die Linienbreite des Lasers auf weniger als ein Megahertz reduziert. Mit derhieraus folgenden Kohärenzlänge von > 100 m wird diese Bedingung von dem verwendetenLasersystem erfüllt.Weiterhin sollten die Raten potenzieller Heizprozesse klein gegenüber der Dauer des Experi-ments sein, da es anderenfalls zu einer signi�kanten Erwärmung der Atome kommt. Als einmögliher Heizprozess kommt die spontane Streuung von Photonen in Betraht. Aufgrundder deutlihen Verstimmung der Laserfrequenz gegenüber den atomaren Resonanzen ist dieStreurate für die verwendeten Intensitäten vernahlässigbar. Sie beträgt gemäÿ Gleihung(3.12) für typishe experimentelle Bedingungen Γ < 0, 05 s−1 und ist damit klein im Ver-gleih zur Verweildauer t ≈ 150 ms der Atome im Gitterpotenzial.Zum anderen sind Heizprozesse aufgrund eines Amplituden- oder Frequenzraushens desLasers möglih [168, 169℄. Durh solhe Raushprozesse werden die Fallenfrequenzen der
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Abbildung 3.14.: Heizrate des Amplitudenraushens in Abhängigkeit von der Gittertop�re-quenz. Der typishe Arbeitsbereih ist rot shra�ert gekennzeihnet.harmonish genährten Gitterplatzpotenziale zeitabhängig:
ω(t)2 = ω2 [1 + ǫ(t)]. (3.82)Beträgt die Frequenz der Modulation ǫ(t) ein ganzzahliges Vielfahes der doppelten An-regungsfrequenz des harmonish genährten Gittertopfes, so kommt es zu parametrishenAnregungen der Atome in höhere Energieniveaus4 [170℄. Zur Beurteilung der parametrishenHeizeigenshaften des Lasersystems wurde die durh Amplitudenraushen verursahte Heiz-rate bestimmt. Eine genaue Beshreibung dieser Messungen �ndet sih in [171℄. Generellbestimmt die Heizrate die zeitlihe Zunahme der mittleren Energie des Systems aufgrundparametrisher Prozesse gemäÿ [168,169℄

< E > (t) =< E > (0) eΓ t. (3.83)Dabei bezeihnet Γ die Heizrate und < E > (t) die mittlere Energie zur Zeit t.Abbildung 3.14 zeigt die durh das Amplitudenraushen des Lasers bedingte Heizrate in Ab-hängigkeit von der Fallenfrequenz. Es ist ersihtlih, dass die Heizrate mit Ausnahme einigersharfer Resonanzen im Sub-Hertz-Bereih liegt. Für Gitterpotenziale, deren Fallenfrequenzenniht mit diesen Resonanzen zusammenfallen, stellt das Amplitudenraushen des Lasers beitypishen Verweilzeiten der Atome im Gitterpotenzial von einigen 150 ms keine signi�kanteHeizquelle dar. Der Bereih der typisherweise vorliegenden Fallenfrequenzen des optishenGitters ist in der Abbildung rot markiert.4Da die Störung ǫ(t) die ursprünglihe Symmetrie des Hamiltonians niht briht, kann es nur zu Anregungenin Niveaus mit identisher Parität kommen.
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Abbildung 3.15.: Heizrate des Frequenzraushens in Abhängigkeit von der Gittertop�requenz.Der typishe Arbeitsbereih ist rot shra�ert.Eine weitere potenzielle Heizquelle stellt ein möglihes Frequenzraushen des Lasers dar.Hierdurh kann es einerseits zu parametrishen Heizprozessen aufgrund einer Modulationder Fallenfrequenz gemäÿ Gleihung (3.82) kommen. Andererseits verursaht ein Frequenz-raushen auh einen räumlihen Versatz der Gittertöpfe, da durh den rükre�ektierendenSpiegel ein Knoten der Stehwelle festlegt ist [168, 169℄. Eine solhe Modulation der Gitter-topfpositionen stellt ebenfalls einen Heizprozess dar5. Die entsprehende Heizrate ist in derAbbildung 3.15 in Abhängigkeit von der Fallenfrequenz dargestellt. Erneut sei für eine genaueBeshreibung der Messung auf [171℄ verwiesen. Die ermittelte Heizrate weist wie beim Am-plitudenraushen sharfe Resonanzen auf, ist aber für typishe experimentelle Bedingungenklein gegenüber der Verweilzeit der Atome im Gitterpotenzial.Insgesamt belegen die durhgeführten Untersuhungen die Eignung des Lasersystems zur Er-zeugung eines stabilen optishen Gitters. Für Experimente in sehr tiefen Gitterpotenzialenstellen die betrahteten Heizprozesse jedoh eine Limitierung dar. Da zukünftig auh solheUntersuhungen durhgeführt werden sollen, wurde eine aktive Frequenz- und Intensitätssta-bilisierung für den Gitterlaser aufgebaut. Eine umfassende Charakterisierung des stabilisiertenLasersystems wurde bisher jedoh noh niht vorgenommen.5Da durh den Versatz des Gitterpotenzials die ursprünglihe Symmetrie des Hamiltonians gebrohen wird,treten in diesem Fall Anregungen auf, wenn die Frequenz der Modulation gleih der einfahen Fallenfre-quenz ist.



48 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen Gitterpotenzialen3.3.2. Aufbau des GitterstrahlengangsDie Erzeugung des optishen Gitters beruht auf der Ausbildung einer optishen Stehwelle,die in unserem Experiment durh die Rükre�ektion eines Laserstrahles in sih selbst ent-steht. Um die quantenentarteten Atome in der Magnetfalle adiabatish in das periodishePotenzial transferieren zu können, muss die Stehwelle dem magnetishen Potenzial überla-gert sein. Dabei ist es von Vorteil, wenn sih die atomare Wolke über eine ausreihend groÿeAnzahl von Gitterplätzen erstrekt. Unter diesen Bedingungen tritt der Ein�uss des periodi-shen Potenzials deutlih zu Tage und E�ekte aufgrund der endlihen Systemgröÿe könnenfür viele Betrahtungen vernahlässigt werden. Des Weiteren ist es für eine Vielzahl von Ex-perimenten unabdingbar, die Atome nah dem Einshalten des optishen Gitters weiterhinin der Magnetfalle zu halten. So können die Atome beispielsweise für typishe Gittertiefenniht mit dem optishen Potenzial alleine im Shwerefeld gehalten werden. Aufgrund dieserRandbedingungen wurde ein Aufbau realisiert, bei dem sih die periodishe Struktur entlangder langen Ahse der Magnetfalle erstrekt.
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Abbildung 3.16.: Shematishe Darstellung der Verläufe des Gitterstrahls und der Detektions-strahlen.Die Abbildung 3.16 zeigt shematish den Verlauf des Gitterstrahlengangs. Um den axialen



3.3 Aufbau eines eindimensionalen optishen Gitters 49Zugang für den Gitterstrahl zu ermöglihen, war es erforderlih, zwei MOT-Spiegel sowieein Verzögerungsplätthen mit motorisierten Halterungen zu versehen. So können währenddes evaporativen Kühlens die optishen Elemente der MOT entfernt und so der Weg fürden Gitterlaserstrahl frei gegeben werden. Beim Aufbau der motorisierten Halterungen wur-den repositionierende Klappspiegelhalter (Firma New Fous, Model 9891) sowie ModellbauServo-Motoren (Firma Conrad, Modell S-4251) verwendet. Die Genauigkeit der Repositio-nierung war so gut, dass während eines typishen Messtags keinerlei Justagen am MOT-Strahlengang nötig waren. Da der Rükstellmehanismus der Spiegelhalter jedoh die neuaufgebaute Frequenzstabilisierung negativ beein�usst, wurden diese inzwishen durh einekommerzielle Komplettlösung (Firma New Fous, Model 8892-K) ersetzt.

Abbildung 3.17.: Shematishe Darstellung der Fokussierung des optishen Gitters. DieBrennweiten der verwendeten Ahromaten und deren Abstände sind an-gegeben. Der Punkt markiert die Position der Atome.Zur Erzeugung von tiefen Potenzialen ist aufgrund der begrenzten Laserleistung eine Fo-kussierung des Gitterstrahls erforderlih. Dabei sollten die Intensitäten des einlaufenden undrükre�ektierten Strahls am Ort der Atome möglihst identish sein, um die Ausbildung einerStehwelle mit maximaler Modulation zu erreihen. Dies wird erreiht, indem der einlaufendeStrahl so re�ektiert wird, dass eine Überlagerung zwishen einlaufendem und re�ektiertemStrahl entsteht. Ferner sollte der Strahlfokus im Zentrum des Kondensats liegen. Dadurhwird zum einen der Gradient des optishen Potenzials entlang der atomaren Wolke minimiert.Zum anderen fallen die Zentren des optishen und des magnetishen Potenzials zusammen.Abbildung 3.17 zeigt shematish, wie diese Anforderungen mit Hilfe zweier Ahromatennahezu optimal erfüllt werden konnten. In Tabelle 3.1 sind die relevanten Paramter des ein-laufenden und rükre�ektierten Strahls zusammengefasst. Da das Laserliht mittels einerpolarisationserhaltenen Faser zum Experiment geführt wird, lassen sih die Strahlen in guterNäherung als gauÿshe Strahlen beshreiben. Um die in der Tabelle 3.1 angegebenen Wertezu erhalten, wurde zunähst der Radius des kollimierten Gitterstrahls hinter der Auskopplungaus der optishen Faser gemessen. Die in der Tabelle zusammengestellten Werte ergeben sihdurh die Berehnung der Strahlpropagation gemäÿ der gauÿshen Strahloptik und stimmen



50 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen Gitterpotenzialengut mit direkten Messungen der Strahlradien überein. Anhand der Tabelle wird ersihtlih,dass einlaufender und rükre�ektierter Strahl nahezu identishe Intensitätspro�le aufweisenund so die Realisierung eines optishen Gitters mit höhstmögliher Modulation erlauben.Die Strahltaillen liegen darüber hinaus um weniger als eine Rayleighlänge vom Zentrum derMagnetfalle entfernt. einlaufender Strahl rükre�ektierter StrahlStrahlradius am Ort der Atome 137 µm 139 µmStrahlwaist 131 µm 131 µmWaistposition bezüglih Position der Atome + 21 mm + 23 mmRayleighlänge 65 mm 65 mmTabelle 3.1.: Relevante Parameter der Gitterstrahlen.Unter Ausnutzung der Formeln (3.11), (3.12) und (3.17) können mit den in Tabelle 3.1angegebenen Werten die Gittertiefe, die Streurate und der dreidimensionale Einshluss desoptishen Gitters berehnet werden. Die in Tabelle 3.2 zusammengefassten Gröÿen beziehensih auf eine Gitterlaserleistung von P = 10 mW und repräsentieren typishe experimentelleBedingungen.Die Lihtleistung des Gitterstrahls wird über einen akusto-optishen Modulator (AOM) ge-steuert und während der Messung mit einer Photodiode aufgezeihnet. Dazu wird gemäÿAbbildung 3.16 ein geringer Teil der Leistung (≈ 0, 1 %) auf eine geeihte Photodiode miteiner Bandbreite von 2 MHz gelenkt. Auf dieser Photodiode können sowohl die Laserleis-tung als auh deren zeitlihe Veränderung gemessen werden. Möglihe Leistungsvariationenzwishen vershiedenen Durhläufen des Experimentes, z. B. aufgrund einer Abweihung derLihteinkopplung in die optishe Faser, werden somit detektiert und können manuell ausge-glihen werden. Auf diese Weise können langsame Shwankungen in der Lihtleistung vonmehr als 5 % ausgeshlossen werden. Shnelle Leistungsshwankungen, die während der Dau-er einer einzelnen Messung auftreten, werden durh Leistungs�uktuationen des Lasers oderdes AOMs verusaht und haben eine noh kleinere Amplitude. Somit können sie zwar fürparametrishe Heizprozesse von Relevanz sein, tragen aber zu keiner wesentlihen Variationder Gittertiefe bei. Um langsame Leistungsshwankungen niht mehr manuell ausgleihen zumüssen, wurde inzwishen eine aktive Stabilisierung der Gitterstrahlleistung aufgebaut.Gittertiefe am Ort der Atome VG = 6, 4 ErStreurate am Ort der Atome Γ = 0, 4 Hzradiale Fallenfrequenz ωρ = 2π × 23 Hzaxiale Fallenfrequenz ωz = 2π × 0, 03 HzTabelle 3.2.: Berehnete Parameter des optishen Gitters für eine Leistung von 10 mW .



3.3 Aufbau eines eindimensionalen optishen Gitters 513.3.3. Justage des GitterstrahlsIm vorherigen Abshnitt wurde gezeigt, dass bei der optimalen Kon�guration des optishenGitters der einlaufende und rükre�ektierte Strahl perfekt überlagert sind und sih die Strahl-foki am Ort der Atome be�nden. Während die Position der Foki in axialer Rihtung durh dieAbstände der Ahromaten festgelegt ist, muss darüber hinaus eine Methodik zur Verfügungstehen, mit der die Strahllage kontrolliert eingestellt werden kann. Möglihe Fehljustagender Strahllage, z. B. ein Versatz zwishen dem Mittelpunkt des Gitterlaserstrahls und demZentrum der Atomwolke, führen zu einer Verringerung der Gittertiefe am Ort der Atome oderkönnen verhindern, dass die Atome den Grundzustand besetzen. Ferner führt eine mögliheVerkippung des optishen Gitters gegenüber den Äquipotenzial�ähen des Shwerefelds zumAuftreten von Potenzialgradienten und zu einer Dephasierung der Kondensatwellenfunktionauf den einzelnen Gitterplätzen.Mit dem erfolgten Aufbau eines Detektionsstrahlengangs entlang der axialen Rihtung derMagnetfalle wurde ein Werkzeug gesha�en, das die kontrollierte Justage der Gitterstrahllageerlaubt. Wie in der Abbildung 3.16 ersihtlih ist, wird der Shattenwurf der Atome mitder gleihen CCD-Kamera abgebildet, die auh bei der Detektion entlang der transversalenRihtung zum Einsatz kommt. Die Eigenshaften dieses Detektionssystems sind im Anhangbeshrieben.Da der Gitterstrahl mit dem axialen Detektionsstrahl überlagert werden kann, steht letz-terer als Referenz für die Justage der Gitterstrahllage zur Verfügung. Dazu werden mit demDetektionsstrahl zunähst Shattenwurfaufnahmen der gefangenen Atome genommen. MitHilfe dieser Aufnahmen wird der Detektionsstrahl so ausgerihtet, dass er zum einen kei-nerlei Verkippung zum Shwerefeld aufweist und dass sih zum anderen der Shattenwurfder Atome in seinem Zentrum be�ndet. Der einlaufende Gitterstrahl wird nun so justiert,dass die auf der CCD-Kamera detektierte Position der Atome in dessen Zemntrum liegt.Auÿerdem wird mittels einer weiteren CCD-Kamera (Firma Coherent, Modell Cohu-4800;später: Firma IDS-Imaging Development Systems, Model UI-1210-MM) die perfekte Über-lagerung des Gitterstrahles mit dem Detektionsstrahl unmittelbar am Ort des überlagerndenStrahlteilerwürfels eingestellt. Auf diese Weise kann eine optimale Ausrihtung des einlau-fenden Gitterstrahls auf das Zentrum der Magnetfalle durhgeführt werden. BeispielhafteAufnahmen der beiden CCD-Kameras sind zur Veranshaulihung dieser Justageprozedur inAbbildung 3.18 gezeigt.Die Justage des rüklaufenden Gitterstrahls erfolgt mit Hilfe der optishen Faser, die deneinlaufenden Strahl zum Experiment führt. Der rüklaufende Strahl wird hierfür mittels desEndspiegels bestmöglih in die Faser zurükgekoppelt. Die Fasereinkopplung wird dabei mitHilfe eines Glasplätthens und einer Photodiode optimiert. Die Photodiode detektiert dengeringen Anteil des vom Glasplätthen re�ektierten Laserlihts. Diese geringe Leistung istjedoh für eine Optimierung der Lihteinkopplung in die Faser völlig ausreihend. Eine opti-male Fasereinkopplung bedeutet auh eine bestmöglihe Überlagerung von einlaufendem undrükre�ektiertem Gitterstrahl.Das angewandte Justageshema basiert auf der Ausrihtung der Gitterstrahlen mit Hilfedes axialen Detektionsstrahls. Eine andere Möglihkeit zur Gitterstrahljustage besteht in der
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a)

b)

c)

Abbildung 3.18.: Aufnahmen zur Gitterstrahljustage. a) zeigt ein axial aufgenommenes Ab-sorptionsbild der Atomwolke in der Magnetfalle. In b) ist eine mit der glei-hen Kamera detektierte Abbildung des Gitterstrahls gezeigt. Dieser ist aufdie Position der Atome ausgerihtet. In ) ist shlieÿlih die Überlagerungvon Detektions- und Gitterstrahl auf der zweiten CCD-Kamera verdeutliht.Der Gitterstrahl liegt im gesättigten Bereih.Ausnutzung der direkten Auswirkungen des optishen Potenzials auf die Atome. In vielenGruppen wird dabei ein Verfahren eingesetzt, bei dem der einlaufende Gitterstrahl anhanddes erzeugten Versatzes der Atomposition gegenüber dem Magnetfallenzentrum ausgerihtetwird [32,172℄. Dieser Versatz vershwindet, wenn das Zentrum des optishen Potenzials mitdem Magnetfallenzentrum überlagert ist. Dieses Justageshema ist aufgrund des besondersstarken radialen Einshlusses, den die verwendete Magnetfalle erzeugt, niht e�ektiv einsetz-bar. So war auh bei hohen Laserleistungen kein messbarer Versatz der Atomwolke gegenüberdem Magnetfallenzentrum festzustellen. Für zukünftige Experimente ist jedoh eine deutliheradiale Relaxierung der Magnetfalle geplant. Unter dieser Bedingung sollte die Justage deseinlaufenden Gitterstrahles direkt anhand der Minimierung des Versatzes der Atompositionerfolgen. Die Justage des rükre�ektierten Gitterstrahls kann wie bisher erfolgen.3.4. Experimente zur Charakterisierung des optishenGittersUm das optishe Gitter als robustes Werkzeug zur Manipulation von ultra-kalten Bose-Gaseneinsetzen zu können, wurden dessen Eigenshaften umfassend harakterisiert. So ist es fürdie Durhführung von quantitativen Messungen unerlässlih, die Potenzialtiefe des optishenGitters genau zu bestimmen. Da das Bose-Einstein-Kondensat in unserem Experiment in



3.4 Experimente zur Charakterisierung des optishen Gitters 53der Magnetfalle erzeugt wird, muss es adiabatish in den Grundszustand des kombiniertenPotenzials transferiert werden.Zunähst werden unsere Experimente zur Bestimmung der Potenzialtiefe beshrieben. An-shlieÿend werden die durhgeführten Untersuhungen zum adiabatishen Transfer des En-sembles in den Vielteilhengrundzustand vorgestellt.3.4.1. Bestimmung der PotenzialtiefeMit Hilfe von Formel (3.11) kann bei bekannter Laserintensität und Wellenlänge die Tie-fe des optishen Gitterpotenzials berehnet werden. Die im Experiment realisierte Fallentiefeerreiht jedoh im Allgemeinen aufgrund einer Vielzahl mögliher Ein�üsse niht diesen theo-retish ermittelten Wert. So besitzen beispielsweise der einlaufende und der rükre�ektierteStrahl aufgrund von Leistungsverlusten an den optishen Elementen wie z. B. der Glaszelleniht die gleihe Intensität. Auÿerdem lässt sih auh mit dem beshriebenen Justageshemanur eine beshränkte Präzision bei der Strahlausrihtung erreihen. Derartige Ein�üsse führenzu einer Verminderung der Modulationstiefe des Potenzials gegenüber dessen theoretishemWert. Zur Charakterisierung der Eigenshaften des optishen Gitters ist es daher erforderlih,die tatsählih erreihte Potenzialtiefe mit experimentellen Methoden zu bestimmen. Einesolhe Messung liefert wihtige Information darüber, welhe Potenzialtiefe mit dem realisier-ten Gitteraufbau und dem verwendeten Justageshema in Abhängigkeit von der Lihtleistungtypisherweise erreiht wird.Dabei stehen für die experimentelle Bestimmung der Gittertiefe eine Reihe von Methodenzur Verfügung [26℄. So liefert eine Messung des Impulsspektrums des Gittergases im Grund-zustand eine direkte Aussage über die Potenzialtiefe [125℄. Diese Methode setzt den adiaba-tishen Transfer des Kondensates in den Grundzustand des optishen Gitterpotenzials vorausund wird im nähsten Abshnitt vorgestellt. Eine weitere Möglihkeit stellt die Messung derGittertiefe in einem beshleunigten optishen Gitter dar. In diesem können die Atome amRand der Brillouinzone aus dem niedrigsten Band in höhere Bänder tunneln [29, 30℄. Dadie Rate dieser so genannten Landau-Zener-Tunnelprozesse [28℄ von der Bandlüke abhängt,stellt ihre Messung eine unmittelbare Bestimmung der Gittertiefe dar. Grundsätzlih solltebei den genannten Messungen die abshirmende Wirkung der nihtlinearen Wehselwirkungauf das Gitterpotenzial beahtet werden, da durh sie das Gitter e�ektiv �aher ersheint.In unserem Experiment hingegen wird die im Folgenden beshriebene Methode [134,173℄ zurBestimmung der Gittertiefe eingesetzt, welhe deren direkten Ein�uss auf die Bandstrukturausnutzt und als besonders robust gilt. Dieser Ein�uss ist in der Abbildung 3.3 verdeutliht.Zunähst wird ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle erzeugt und anshlieÿendfür 2, 32 ms frei expandiert. Während dieser Zeit fällt das Kondensat eine Streke von 20 µmim Shwerefeld und die atomare Dihte nimmt aufgrund der Expansion deutlih ab. Mit dieserAbnahme der Dihte ist eine deutlihe Reduktion der interatomaren Wehselwirkung verbun-den. Abbildung 3.19 zeigt die numerish berehnete Entwiklung der Wehselwirkungsenergiedes Kondensates während der freien Expansion. Diese ist im Rahmen der Gross-Pitaevskii-



54 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen GitterpotenzialenBeshreibung durh
Eww[Ψ(r, t)] =

∫

d3r
g

2
|Ψ(r, t)|4 (3.84)gegeben, wobei Ψ(r, t) die Kondensatwellenfunktion zur Zeit t darstellt.Da die Breite des Impulsspektrums eines Bose-Einstein-Kondensates äuÿerst shmal istund Wehselwirkungse�ekte nah der Expansion vernahlässigbar sind, kann das Kondensatnäherungsweise als ebene Welle mit Impuls p = 0 aufgefasst werden [134℄. Der Zustanddieser ebenen Welle zur Zeit t = 0 sei |Ψ(t = 0)〉 ≡ |p = 0〉.

Abbildung 3.19.: Entwiklung der Wehselwirkungsenergie während der frühen Phase der frei-en Expansion.Der Gitterlaser wird nun bei bekannter Leistung mittels des AOMs für eine variable Zeit-dauer τ eingeshaltet. Um die Zeitentwiklung des Kondensatzustands im optishen Gitter-potenzial zu erhalten, wird dieser in der Basis der Energieeigenfunktionen des Gitterpotenzialsentwikelt. Dies sind die Bloh-Zustände |φ(n)
q 〉:

|Ψ(t = 0)〉 =
∞∑

n=1

〈φ(n)
q=0 |0〉 |φ(n)

q=0 〉. (3.85)In dieser Entwiklung wurden nur solhe Bloh-Eigenzustände berüksihtigt, deren Quasi-Impuls mit dem Impuls der ebenen Welle identish ist. Die Zeitentwiklung der Kondensat-wellenfunktion im Gitterpotenzial kann mittels (3.85) unmittelbar als
|Ψ(t)〉 =

∞∑

n=1

〈φ(n)
q=0|0〉 e−iE

(n)
q=0 t/h̄ |φ(n)

q=0〉 (3.86)geshrieben werden. Nah der Zeitentwiklung im Gitterpotenzial werden die Atome für wei-tere 15 ms frei fallengelassen und shlieÿlih mit Absorptionsaufnahmen detektiert. Durh
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Abbildung 3.20.: Absorptionsbilder der Atome nah 17, 3 ms TOF für eine variable Verweil-zeit im optishen Gitterpotenzial. Die Laserleistung beträgt für alle Bilder
50 mW . Die Oszillation in der Besetzung der einzelnen Impulskomponentenin Abhängigkeit von der Verweilzeit im Gitterpotenzial ist deutlih erkenn-bar. Rehts sind die Ergebnisse einer numerishen Berehnung der Beset-zung der Impulskomponenten gezeigt.



56 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen Gitterpotenzialenden Ein�uss des optishen Gitters spaltet das Impulsspektrum des Kondensates in mehre-re Komponenten auf, die um 2h̄k separiert sind. Wie anhand der Absorptionsaufnahmen inAbbildung 3.20 ersihtlih ist, trennen sih diese Impulskomponenten während der freien Ex-pansion. Die Besetzung der einzelnen Impulskomponenten kann ermittelt werden, indem dieBloh-Zustände mit Quasi-Impuls q = 0 nah ebenen Wellen mit Impulsen 2l h̄k entwikeltwerden
|φ(n)

q=0 〉 =
∞∑

l=−∞
a

(n)
q=0(l) |2lh̄k〉. (3.87)Dabei ist a(n)

q=0(l) = 〈2l h̄k|φ(n)
q=0 〉. Einsetzen von (3.87) in (3.86) liefert shlieÿlih die Ent-wiklung des Kondensatzustands nah ebenen Wellen nah abgeshlossener Evolution imoptishen Gitterpotenzial

|Ψ(t = τ)〉 =
∞∑

l=−∞

∞∑

n=1

a
(n) ∗
q=0 (0) a

(n)
q=0(l) e

−iE
(n)
q=0τ/h̄|2l h̄k〉 (3.88)

=
∞∑

l=−∞
bq=0(l) |2lh̄k〉. (3.89)Die Entwiklungskoe�zienten sind durh

bq=0(l) =
∞∑

n=1

a
(n) ∗
q=0 (0) a

(n)
q=0(l) e

−iE
(n)
q=0τ/h̄ (3.90)gegeben. Ihre Betragsquadrate geben die Besetzung der einzelnen Impulskomponenten nahdem Time-of-Flight an. Dabei ist zu beahten, dass die Projektion des geraden Konden-satausgangszustandes auf die ungeraden Bloh-Zustände null ergibt. Für die Besetzung dernullten und ersten Impulskomponente folgt unter Berüksihtigung der Beiträge von denniederenergetishen Bändern

|b(0)|2 = |a(1)(0)|4 + |a(3)(0)|4 + |a(1)(0)|2 |a(3)(0)|2

(e−i(E(1)−E(3))τ/h̄ + c.c.), (3.91)
|b(1)|2 = |a(1)(0)|2 |a(1)(1)|2 + |a(3)(0)|2 |a(3)(1)|2

+ (a∗(1)(0) a(1)(1) a(3)(0) a∗(3)(1) e−i(E(1)−E(3))τ/h̄ + c.c.). (3.92)Dabei wurde zur Übersihtlihkeit die Spezi�zierung q = 0 für den Quasi-Impuls unter-drükt. Anhand von (3.91) und (3.92) ist erkennbar, dass die Besetzung der Impulskomponen-ten als Funktion der Verweilzeit τ der Atome im Gitterpotenzial ein oszillierendes Verhaltenmit der Periodendauer
T =

2πh̄

E
(3)
q=0 − E

(1)
q=0

(3.93)zeigt. Da die Energiedi�erenz zwishen den Energiebändern durh die Gittertiefe bestimmt ist,stellt eine Messung der Periodendauer der Besetzungsoszillationen eine unmittelbare Messungder Gittertiefe dar.Abbildung 3.20 zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nah einer Gesamtdauer der Ex-pansion von 17, 3 ms für vershiedene Verweilzeiten im optishen Gitterpotenzial bei einer
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Abbildung 3.21.: Anteil der Atome in der l = 0 Impulskomponente in Abhängigkeit von derVerweilzeit im Gitterpotenzial für eine Laserleistung von 50 mW .festen Laserleistung von 50 mW . Die Oszillationen in der Besetzung der einzelnen Impuls-komponenten ist in diesen Bildern deutlih erkennbar.Die Abbildungen 3.21 und 3.22 zeigen die ermittelten Besetzungen der Impulskomponen-ten l = 1 bzw. l = 0 in Abhängigkeit von der Verweilzeit im optishen Potenzial. Dabei ist inbeiden Abbildungen die jeweilige Besetzung auf die Gesamtzahl der kondensierten Atome nor-miert. Gemäÿ Gleihung (3.91) und (3.92) sind die Besetzungen mit einer Kosinus-Funktionge�ttet. Dieser Fit liefert für die Besetzungsoszillation der l = 0 Komponente eine Peri-odendauer von T0 = 20, 85 µs und für die l = 1 Komponente eine Periodendauer von
T1 = 21, 25 µs. Aus dem Mittelwert der beiden Periodendauern T̄ = 21, 05 µs ergibt sihgemäÿ der Gleihung (3.93) eine Energiedi�erenz zwishen dem ersten und dem dritten Bandvon

E
(3)
q=0 − E

(1)
q=0 = 14, 06 Er. (3.94)In Abbildung 3.23 sind die Energien der niedrigsten Bloh-Zustände für q = 0 als Funktionder Potenzialtiefe dargestellt. Eine Energiedi�erenz zwishen dem ersten und dem drittenBand von 14, 06 Er liegt bei einer Gittertiefe von VG = 21, 6 Er vor.Die auf diese Weise experimentell bestimmte Gittertiefe ist mit der theoretish bereh-neten zu vergleihen. Für eine Laserleistung von 50 mW liefert die Formel (3.11) unterBerüksihtigung der in Tabelle 3.1 zusammengefassten Gitterstrahlparameter eine Gittertie-fe von 31, 0 Er. Damit erreiht die experimentell bestimmte Gittertiefe 70% des berehnetenWertes. Andere Gruppen haben eine vergleihbare Abweihung berihtet [29℄.
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Abbildung 3.22.: Anteil der Atome in der l = 1 Impulskomponente in Abhängigkeit von derVerweilzeit im Gitterpotenzial für eine Laserleistung von 50 mW .Abbildung 3.24 zeigt die gemessene Besetzungsoszillation der Impulskomponente l = 0 imVergleih mit einer numerishen Berehnung. Um Letztere zu erhalten, wird der Grundzustandeines Bose-Einstein-Kondensates bestehend aus N = 105 Atomen in einer harmonishen Fallemit den im Experiment vorliegenden Magnetfallenfrequenzen berehnet. Dieser Zustand wirdgemäÿ der zeitabhängigen Gross-Pitaevskii-Gleihung für 2 ms ohne externen Potenzialtermpropagiert. Anshlieÿend wird die Zeitentwiklung in Gegenwart eines Gitterpotenzials miteiner Tiefe von 21, 6 Er fortgesetzt und die Besetzung der Impulskomponenten als Funkti-on der Zeit berehnet. Das Ergebnis zeigt, dass in der Zeitabhängigkeit der Besetzung dernullten Impulskomponente eine Kosinus-förmige Oszillation dominierend ist. Somit ist derentsprehende Fit zur Bestimmung der Gittertiefe in erster Näherung gerehtfertigt. Abwei-hungen von der einfahen Kosinus-Form rühren von Beiträgen höherer Energiebänder herund werden mit zunehmender Gittertiefe relevanter.3.4.2. Besetzung des Kondensatgrundzustandes imGitterpotenzialDen Ausgangspunkt für viele Experimente stellt der Grundzustand des Vielteilhensystemsim überlagerten Potenzial des optishen Gitters und der Magnetfalle dar. Zur Präparationwird zunähst ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle erzeugt und anshlieÿend dasoptishe Potenzial adiabatish erhöht. Dabei ist es für eine Besetzung des Grundzustandes ei-
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Abbildung 3.23.: Energien der niedrigesten Bloh-Zustände für Quasi-Impuls q = 0. EineEnergiedi�erenz zwishen dem dritten und dem ersten Band von 14, 06 Erergibt sih bei einer Gittertiefe von 21, 6 Ernerseits von Bedeutung, dass sih die Atome im niedrigsten Bloh-Band mit einem um q = 0konzentrierten Quasi-Impuls be�nden. Andererseits muss es zur Anpassung der atomarenDihteverteilung kommen, die die Energie des Gesamtsystems minimiert. Für den in dieserArbeit betrahteten Fall shwaher interatomarer Wehselwirkung wurde die Grundzustands-dihteverteilung in Abshnitt 3.2.3 ausführlih besprohen. Für eine erfolgreihe Besetzungdes Vielteilhengrundzustands ist die Erfüllung beider Kriterien notwendig, wobei sih hierfürjeweils untershiedlihe Anforderungen an die experimentelle Prozedur ableiten.Mit der Erhöhung des Gitterpotenzials ist eine zeitlihe Änderung des Hamiltonians ver-bunden. Um hierbei Einteilhenanregungen in höhere Eigenzustände zu vermeiden, muss dieErhöhung des Potenzials so langsam erfolgen, dass
|〈i, q|∂tH|1, q〉| << ∆E2(q, t)/h̄ (3.95)erfüllt ist [26,134,174℄. Hierbei bezeihnet ∆E(q, t) die zeitabhängige Energiedi�erenz zwi-shen dem Grundzustand |1, q〉 und dem ersten angeregten Zustand |i, q〉. Da ∆E(q, t) imZentrum der Brillouinzone am gröÿten ist, kann die Adiabatizität hier am leihtesten gewähr-leistet werden. Da ferner die rigorose Beshränkung
|〈i, q| ∂tH |1, q〉| << dVG(t)

dt
(3.96)gilt und im Zentrum q = 0 der Brillouinzone

∆E ≥ 4Er ,∀ VG (3.97)
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Abbildung 3.24.: Vergleih der numerish berehneten und experimentell gemessenen Be-setzungsoszillation der Impulskomponente l = 0. Die Messdaten sinddurh shwarze Kreise repräsentiert und wurden bei einer Laserleistung von
50 mW ermittelt. Den rot dargestellten Ergebnissen der numerishen Be-rehnung liegt eine Gittertiefe von 21, 6 Er zugrunde. Die Simulation zeigt,dass eine Kosinus-förmige Zeitabhängigkeit für die Besetzungsoszillationdominierend ist.erfüllt ist [134℄, ist (3.95) immer erfüllt, wenn

dVG(t)

dt
<<

16E2
r

h̄
(3.98)gilt. Für die verwendete Gitterwellenlänge von 825 nm kann (3.98) als V̇G << 0, 4 Er µs

−1geshrieben werden. Für eine Erhöhung der Gittertiefe, die in einer Zeit von über einerMillisekunde vorgenommen wird, können damit Anregungen in höhere Bänder ausgeshlossenwerden.Um die atomare Dihteverteilung zu erhalten, die dem Vielteilhengrundzustand entspriht,ist eine deutlih langsamere Steigerung des optishen Potenzials erforderlih. Der Vielteilhen-grundzustand ist einerseits durh eine Lokalisierung der Atome in den Minima der optishenStehwelle gekennzeihnet. Andererseits nimmt aufgrund des Gitterpotenzials die gesamteAusdehnung des Kondensates zu. Bei zunehmender Gittertiefe kann dabei eine entsprehen-de Umverteilung der atomaren Dihte nur über Tunnelereignisse erfolgen. Da jedoh dieTunnelraten bei hoher Gittertiefe aufgrund der abge�ahten Bandstruktur deutlih redu-ziert sind, ist die Geshwindigkeit der Erhöhung des Potenzials entsprehend anzupassen.



3.4 Experimente zur Charakterisierung des optishen Gitters 61Shlieÿlih ist zu beahten, dass durh das Dipolpotenzial auh der harmonishe Einshlussmodi�ziert wird, der ebenfalls zu einer entsprehenden Dihteumverteilung führt. Um dieZeitskala zu ermitteln, auf der eine Erhöhung des optishen Potenzials zu einer Besetzungdes Vielteilhengrundzustands führt, wurde eine numerishe Berehnung der zeitabhängigenGross-Pitaevskii-Gleihung durhgeführt. Dabei wurde zunähst der Grundzustand des Bose-Einstein-Kondensates in einer harmonishen Falle berehnet, deren Frequenzen mit der imExperiment vorliegenden Magnetfalle identish sind. Anshlieÿend wurde in der Simulationdas Gitterpotenzial in einer Zeit von 60 ms linear bis zu einem Endwert von 5 Er erhöht.Dieser Wert stellt die typishe Gröÿenordnung für die eingesetzten Gittertiefen dar. Derso erhaltene Zustand wurde mit dem direkt berehneten Vielteilhengrundzustand in demüberlagerten Potenzial des Gitters und der harmonishen Falle verglihen. Der Überlapp derbeiden Zustände ist gröÿer als 99, 99 %. Basierend auf diesem Ergebnis wurde zur Erhöhungdes Gitterpotenzials eine Zeit t > 60 ms gewählt.Ein alternatives Szenario zur Besetzung des Vielteihengrundzustandes sieht die Ausfüh-rung der letzten Evaporationsphase bei bereits präsentem Gitterpotenzial vor [129℄. DieseEvaporation in Gegenwart des periodishen Potenzials hat sih in unserem Experiment je-doh als niht sehr e�zient erwiesen und wird daher niht eingesetzt.

Abbildung 3.25.: Für die Besetzung des Grundzustandes wird die Gitterlaserleistung expo-nentiell innerhalb der Zeit tR > 60 ms erhöht.Wie in Kapitel 2 dargestellt ist, erfolgt die Erzeugung der Bose-Einstein-Kondensate in un-serem Experiment in einer stark elongierten Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz ω⊥ =
2π × 360 Hz und axialer Fallenfrequenz ωz = 2π × 14Hz. Eine direkte Überlagerung desoptishen Gitters mit der Magnetfalle ist aufgrund dieses hohen Aspektverhältnisses proble-matish. Dieses liegt insbesondere an der Detektion der Atome mittels einer vorhergehendenfreien Expansion. Dabei bewegen sih die Atome der l-ten Impulskomponente des Gitterga-ses mit einer Geshwindigkeit 2l h̄qB/m entlang der axialen Rihtung. Bei groÿer atomarerDihte und groÿer Ausdehnung in axialer Rihtung kommt es zu einer Vielzahl von interato-maren Streuprozessen. Diese können zu einer signi�kanten Umverteilung von kondensiertenAtomen in den so genannten s-Wellen-Streuhalo führen [140, 175, 176℄. Um diese Prozessezu unterdrüken, wird vor der Erhöhung des Gitterpotenzials das O�setfeld der Magnetfal-



62 3. Bose-Einstein-Kondensate in optishen Gitterpotenzialenle adiabatish innerhalb von 150 ms erhöht. Dadurh sinkt die radiale Fallenfrequenz auf
ωρ = 2π× 200 Hz. Shlieÿlih wird das Gitterpotenzial durh eine Steigerung der Laserleis-tung mit Hilfe eines AOMs adiabatish erhöht.Der Kondensatgrundzustand im optishen Gitterpotenzial bietet eine unmittelbare Möglih-keit zur Bestimmung der Gittertiefe. In den Abshnitten 3.2.2 und 3.2.3 wurde die unmittel-bare Abhängigkeit des Impulsspektrums von der Gittertiefe dargestellt. Das Spektrum ist inImpulskomponenten aufgespalten, die um p = 2l h̄qB zentriert sind. Dabei steigt die relativeBesetzung der Impulskomponenten mit l 6= 0 mit zunehmender Gittertiefe an. Wenn entspre-hend der Abbildung 3.25 das Gitterpotenzial zunähst adiabatish erhöht und anshlieÿendzeitgleih mit der Magnetfalle ausgeshaltet wird, trennen sih die vershiedenen Impuls-komponenten während der freien Expansion voneinander. Eine Messung der Teilhenzahl inden einzelnen Impulskomponenten stellt somit eine Bestimmung der Gittertiefe dar. Ein Ver-gleih der so erhaltenen Gittertiefe mit den Ergebnissen anderer Methoden zur Bestimmungder Gittertiefe stellt zugleih einen Test für die Adiabatizität der durhgeführten Shritte dar.Abbildung 3.26 zeigt das gemessene Verhältnis der Besetzung der
l = ±1-Impulskomponente zur l = 0-Komponente in Abhängigkeit von der Gittertiefe.Um diese zu erhalten, wurde gemäÿ (3.11) der theoretishe Wert berehnet und mit demin Abshnitt 3.4.1 bestimmten Skalierungsfaktor 0, 7 korrigiert. Die durhgezogene Liniezeigt das theoretish berehnete relative Verhältnis der Besetzung der Impulskomponentenin Abhängigkeit von der Gittertiefe. Da eine Berehnung der Impulsverteilungen des Kon-densatgrundzustandes anhand der Gross-Pitaesvkii-Gleihung für sämtlihe Gittertiefen sehrzeitaufwendig ist, wurde die theoretishe Berehnung basierend auf den in Abshnitt 3.2.2vorgestellten Einteilhenresultaten erstellt. Um den in Abshnitt 3.2.3 diskutierten Ein�ussder interatomaren Wehselwirkung auf das Impulsspektrum zu berüksihtigen, wurden dieEinteilhenresultate paushal mit dem Faktor 0, 95 skaliert. Wie anhand der in Abshnitt3.2.3 dargestellten Lösung der Gross-Pitaevskii-Gleihung für eine feste Gittertiefe ersihtlihist, erfasst dieser Skalierungsfaktor e�ektiv die abshirmende Wirkung der Wehselwirkungauf das Gitterpotenzial für die experimentell relevanten Teilhenzahlen. Dieses kann mit derin Abbildung 3.13 gezeigten Impulsverteilung abgeshätzt werden.Ein approximativer Ausdruk für die relative Besetzung der Impulskomponenten wurdezuerst in [125℄ gegeben. Eine verbesserte Näherung erfolgte später in [29℄ und lautet

VG =
16

ln(P±1)2
P

−1/4
±1 . (3.99)Dabei ist

P±1 =
N±1

N0

(3.100)das Verhältnis der Besetzung der l = ±1-Komponente zur l = 0-Komponente. Der transzen-dente Ausdruk (3.99) übershätzt jedoh die relative Besetzung der l = ±1-Komponenteninsbesondere für kleine Gittertiefen.Die in Abbildung 3.26 ersihtlihe gute Übereinstimmung der experimentellen Daten mitdem theoretishen Ergebnis bestätigt zum einen das in Abshnitt 3.4.1 erhaltene Verhältnisvon experimentell bestimmter zu theoretish berehneter Gittertiefe von 0, 7. Zum anderen



3.4 Experimente zur Charakterisierung des optishen Gitters 63sind die gemessenen Impulsverteilungen vollkommen konsistent im Rahmen einer vollständi-gen Population der Atome im niedrigsten Bloh-Band mit einem um q = 0 konzentriertenQuasi-Impuls zu erklären.

Abbildung 3.26.: Relative Besetzung der Impulskomponente l = ±1 in Abhängigkeit von derGittertiefe für zwei vershiedene Dauern tR der adiabatishen Rampe. Diedurhgezogene Linie stellt die theoretishe Vorhersage dar.
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4. Bose-Einstein-Kondensate inungeordneten DipolpotenzialenDieses Kapitel stellt unsere Untersuhungen an Bose-Einstein-Kondensaten in einem räumlihungeordneten Potenzial dar. Dieses Potenzial wurde mittels optisher Methoden erzeugt undseine Eigenshaften wurden umfassend harakterisiert. Die experimentellen und theoretishenUntersuhungen zeigen, dass der Vielteilhengrundzustand durh die Unordnung nahhaltigbeein�usst wird: Das Kondensat lokalisiert in den räumlihen Potenzial�uktuationen. DieseLokalisierung äuÿert sih durh das Auftreten von unregelmäÿigen Dihtemodulationen nahder freien Expansion des Gases. Durh eine numerishe Analyse konnte ein gutes Verständnisder experimentellen Ergebnisse entwikelt werden.Die hier vorgestellten Untersuhungen wurden an Bose-Einstein-Kondensaten in der Ma-gnetfalle mit überlagertem Unordnungspotenzial durhgeführt. Die Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensates in einem ungeordneten optishen Gitter ist Gegenstand von Kapitel 5.Zunähst erfolgt eine Einführung zum Stand der Forshung an ungeordneten Systemen. DasHauptaugenmerk liegt auf der Darstellung der experimentellen Arbeiten mit Bose-Einstein-Kondensaten. Eine theoretishe Betrahtung des Einteilhenproblems motiviert die Untersu-hung ungeordneter Systeme. Dazu werden die besonderen Eigenshaften der Eigenfunktio-nen in diesen Potenzialen diskutiert.Den Hauptteil des Kapitels bildet die Darstellung der experimentellen und theoretishenUntersuhungen des Kondensatgrundzustandes in dem realisierten Unordnungspotenzial. Dieexperimentellen Arbeiten gehören dabei zu den ersten Messungen mit ungeordneten quan-tenentarteten Gasen.4.1. EinführungDie Untersuhung von ungeordneten Systemen spielt eine zentrale Rolle in der Physik derkondensierten Materie. Den Ausgangspunkt dieses äuÿerst vielseitigen Forshungsgebietesbildete dabei die Untersuhung der Transporteigenshaften in Festkörpersystemen. In diesenexistiert Unordnung auf natürlihe und vielfältige Weise. Angefangen von einzelnen Störstellenin der idealen Festkörperstruktur bis hin zu amorphen Gläsern und Legierungen liegt Unord-nung in mannigfaltiger Form und Stärke vor [177℄. Dabei kann selbst eine geringe Anzahlvon Störstellen in einem ansonsten perfekten Kristall dessen Transporteigenshaften so dra-matish verändert, dass es zum Auftreten von Metall-Isolatorübergängen kommt [50℄. Diesewerden durh die Lokalisierung der Ladungsträger in der ungeordneten Umgebung induziertund stellen bis heute ein äuÿerst aktives Forshungsgebiet sowohl der theoretishen als auhder experimentellen Physik dar [50, 51℄. Darüber hinaus wurden für die Hohtemperatur-65



66 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten DipolpotenzialenSupraleitung die Konsequenzen von Unordnung für die Bardeen-Cooper-Shrie�er Theorieexperimentell [70�72℄ und theoretish [68,69℄ untersuht. Aber auh auÿerhalb der Festkör-perphysik spielen unordnungsinduzierte Lokalisierungsphänomene eine wihtige Rolle. Wiein Abshnitt 4.2 erläutert wird, sind Interferenze�ekte für solhe Lokalisierungsphänomeneverantwortlih. Daher können sie grundsätzlih in allen Systemen auftreten, die durh Wel-lengleihungen bestimmt sind. So wurden Lokalisierungse�ekte bereits in Streuexperimentenmit Liht [178,179℄ oder Wasserwellen [180℄ beobahtet.Die ersten Untersuhungen mit Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Strukturen wur-den mit super�üssigem Helium durhgeführt. Dieses wurde auf poröse Substrate aus Vyoraufgebraht [73�75℄. Durh den Ein�uss der ungeordneten Substratstrukturen konnten ei-ne Reihe neuartiger E�ekte beobahtet werden. Eine gute Übersiht bietet [76℄. Von her-ausragendem Interesse ist hierbei die Abwesenheit der super�üssigen Eigenshaften unter-halb der λ-Temperatur für kleine Heliumdihten. Dieser E�ekt wird durh die Lokalisierungder Heliumatome in der ungeordneten Substratstruktur ausgelöst [77, 78℄. Interessanterwei-se konnte der super�üssige Charakter des Heliums durh eine Erhöhung der Bosonendihtewieder hergestellt werden. Für diesen Prozess ist die repulsive Wehselwirkung zwishen denHeliumatomen von entsheidender Bedeutung, da diese das ungeordnete Potenzial e�ektivabshirmt [77,78℄.Mit Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gase können unordnungsinduzierte E�ekte in be-sonders kontrollierter Form untersuht werden. Zum einen zeihnen sih diese Systeme durheine hohe Reinheit aus. Zum anderen steht für sie ein breites Spektrum von Manipulations-möglihkeiten zur Verfügung, das für eine gezielte Erzeugung von Unordnung genutzt werdenkann.In ersten Experimenten mit atomaren Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Po-tenzialen wurden die Frequenzen von kollektiven Anregungen unter dem Ein�uss eines Un-ordnungspotenzials untersuht [84℄. Dabei zeigte sih eine Vershiebung der Oszillationsfre-quenzen gegenüber dem ungestörten System. Des Weiteren wurde anhand der Expansion vonBose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Leiterstrukturen das Transportverhalten unter-suht [84, 85℄. Hierbei wurde eine deutlihe Unterdrükung der Expansion des Kondensatesin der Leiterstruktur festgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde erstmals ein ungeordne-tes quantenentartetes Gittergas realisiert und untersuht [1℄, was in Kapitel 5 ausführlihbeshrieben ist.4.2. Theoretishe GrundlagenVon fundamentaler Bedeutung für die auÿergewöhnlihen Eigenshaften ungeordneter Sys-teme ist das Auftreten von energetish ungebundenen Einteilhenzuständen, die exponentielllokalisiert sind. Zunähst werden in diesem Abshnitt die grundsätzlihen Mehanismen, diezu einer solhen Lokalisierung führen können, anhand des Einteilhenproblems qualitativ dis-kutiert. Das Fehlen jegliher Symmetrien des Hamiltonians ershwert quantitative Betrah-tungen deutlih. Modelle, bei denen die Unordnung als Störung einer Gitterstruktur vorliegt,haben sih als äuÿerst nützliher Zugang erwiesen, was im nähsten Kapitel ausführlih dar-



4.2 Theoretishe Grundlagen 67gestellt ist.4.2.1. Einzelnes Teilhen in einem ungeordneten PotenzialUm die Besonderheiten des quantenmehanishen Problems zu betonen, wird zunähst dieBewegung eines klassishen Teilhens in einem ungeordneten Potenzial betrahtet. Im Folgen-den wird dabei der Begri� Unordnung als ein räumlih unregelmäÿiges Potenzial aufgefasst,das zugleih zeitlih stationär ist. Ein beispielhafter Potenzialverlauf ist in der Abbildung 4.1gezeigt. Für das klassishe Problem können anhand energetisher Betrahtungen Rükshlüs-se auf die möglihe Bewegung gezogen werden. Die in der Abbildung markierte Energie E desTeilhens bestimmt die klassihen Umkehrpunkte in dem Potenzial. Für das gezeigte Beispielmit E < V1 ist die Bewegung auf das Intervall [z1, z2] eingeshränkt. In diesem Sinn ist dasTeilhen auf dem angegebenen Raumbereih lokalisiert. Andererseits kann sih das Teilhenfür E > V2 entlang der gesamten z-Ahse bewegen.

Abbildung 4.1.: Verlauf eines ungeordneten Potenzials. Während für das klassishe Teilheneine möglihe Lokalisierung aus rein energetishen Betrahtungen beurteiltwerden kann, ist das entsprehende quantenmehanishe Problem komplexer.Für die quantenmehanishe Behandlung dieses Problems ist eine solhe einfahe Betrah-tung niht möglih [181℄. Zwar können für viele kanonishe Probleme ähnlihe Folgerungengezogen werden: So fallen die energetish gebundenen Eigenzustände in der Regel im Un-endlihen ab und sind daher quadratintegrabel. Deshalb wird von lokalisierten Zuständengesprohen. Die energetish ungebundenen Zustände des Kontinuums fallen dagegen übli-herweise niht im Unendlihen ab und sind daher niht quadratintegrabel. Sie sind in diesemSinn niht lokalisiert.Diese Zusammenhänge sind jedoh im Gegensatz zum klassishen Problem niht allge-mein gültig. So können für das in der Abbildung 4.1 gezeigte Potenzial auh für E < V1die Zustände aufgrund von Tunnelprozessen durh die Potenzialbarrieren entlang der ge-samten z-Ahse ausgedehnt sein. Abbildung 4.2 a) stellt shematish ein Beispiel für eine



68 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialensolhe Wellenfunktion dar. Aufgrund des ungeordneten Potenzials zeigt diese räumlih einunregelmäÿiges Verhalten.Andererseits sind Zustände mit E > E2 niht notwendigerweise entlang der ganzen z-Ahseausgebreitet. Aufgrund von multiplen Streuprozessen der Wellenfunktion an den statistishenFluktuationen des Potenzials kann es zu destruktiver Interferenz kommen, bei der die Oszil-lationen der Wellenfunktion für groÿe z ausgelösht werden [181℄. Abbildung 4.2 b) zeigt fürdiesen Fall eine exponentiell abfallende Einhüllende der Wellenfunktion.

Abbildung 4.2.: In a) ist die shematishe Darstellung einer niht lokalisierten Wellenfunktionin einem ungeordneten Potenzial gezeigt. Abbildung b) zeigt eine lokalisier-te Wellenfunktion shematish. Es existiert eine exponentielle Einhüllende,die gestrihelt gezeihnet ist. Der Abfall der Wellenfunktion ist durh dieLokalisierungslänge ζ bestimmt.Zum einen können also quantenmehanishe Tunnelprozesse zu einer Delokalisierung vonenergetish gebundenen Zuständen führen. Die in Kapitel 3.2.2 diskutierten Bloh-Zuständesind ein solhes Beispiel. Obwohl die niedrigsten Bloh-Zustände energetish gebundene Ei-genzustände des periodishen Potenzials darstellen, sind sie dennoh auf das ganze Systemausgedehnt, wie an Gleihung (3.45) leiht erkennbar ist. Auf der anderen Seite können Inter-ferenze�ekte eine Lokalisierung von energetish ungebundenen Zuständen hervorrufen. DieExistenz von energetish ungebundenen, aber lokalisierten Zuständen ist shon seit langembekannt. So wurde von Wigner und v. Neumann eine Klasse von Potenzialen untersuht,die lokalisierte Zustände liefern, welhe isoliert im Kontinuum eingebettet liegen [182℄. Ab-bildung 4.3 zeigt ein Beispiel für solh ein so genanntes Wigner-Von-Neumann-Potenzial.Ein zugehöriger integrabler Zustand, der zugleih energetish ungebunden ist, wird ebenfallsdargestellt.Im quantenmehanishen Problem können Tunnel- und Interferenze�ekte konkurrierendauftreten. Aufgrund dieser Konkurrenz ist die Frage nah der Lokalisierung der Einteilhen-zustände niht trivial anhand ihrer Energien zu beantworten. Die besondere Eigenshaft vonstatistish ungeordneten Potenzialen liegt darin begründet, dass sie lokalisierte Zuständebevorzugen. Während diese beispielsweise in Wigner-Von-Neumann-Potenzialen als isolierteZustände im Kontinuum liegen, können sie für ungeordnete Potenziale im Spektrum dihtsein [50, 51℄. So kann z. B. für eindimensionale Systeme gezeigt werden, dass alle Eigenzu-stände des Systems unabhängig von der Stärke der Unordnung lokalisiert sind [56℄.
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Abbildung 4.3.: In a) ist das von Wigner und v. Neumann ursprünglih untersuhte Potenzial[182℄ gezeigt. In Abbildung b) ist ein lokalisierter Eigenzustand dargestellt.Seine Energie ist in a) rot gekennzeihnet.Die Existenz von lokalisierten Einteilhenzuständen in ungeordneten Systemen hat massiveKonsequenzen für die Transporteigenshaften. Wenn die Energie der Teilhen, die zum Trans-port beitragen können, in einem Teil des Spektrums liegt, in dem nur lokalisierte Zuständeexistieren, kann es zu einer völligen Unterdrükung des Transportes kommen. In Festkörpernist dieses Phänomen als Metall-Isolator-Übergang [50℄ bekannt.Durh das Fehlen jegliher Symmetrien des Hamiltonians ist die theoretishe Behandlungvon ungeordneten Systemen ungemein ershwert. Hier hat sih die Einführung von Modellen,in denen die Unordnung in Kombination mit einer Gitterstruktur vorliegt, als äuÿerst nützliherwiesen [52℄. Diese Gittermodelle stellen zugleih für eine Vielzahl von Systemen, in denenUnordnung eine wihtige Rolle spielt, eine gute Beshreibung dar. Dieses shlieÿt insbesonderedie Betrahtung von wehselwirkenden Vielteilhensystemen ein [36,183℄.4.3. Experimentelle Realisierung eines ungeordnetenDipolpotenzialsDieser Abshnitt beshreibt die Realisierung und die Charakterisierung eines ungeordnetenDipolpotenzials zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten. Das ungeordnete Potenzialstellt für die durhgeführten Experimente ein zentrales Werkzeug dar. Seine Erzeugung basiertauf der Abbildung eines räumlih ungeordneten Substrates auf das Kondensat. Sie ist engverwandt mit Ansätzen, die Spekle-Strahlung [58�60℄ ausnutzen und in anderen Gruppenzur Erzeugung ungeordneter Potenziale verwendet werden [84�86℄.4.3.1. Aufbau und Justage des StrahlengangsAbbildung 4.4 zeigt den shematishen Aufbau des Strahlengangs zur Erzeugung des Un-ordnungspotentials. Für die Erzeugung des ungeordneten Dipolpotentials ist gemäÿ (3.11)



70 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialenein räumlih variierendes Intensitätspro�l erforderlih, das durh die Verwendung zweier op-tisher Substrate mit inhomogener Transparenz erhalten wird. Diese kombinierte Strukturwird mit einem kollimierten Laserstrahl beleuhtet. Als ein Teil des Unordnungsmusters wirdein mit Chrom bedampftes Glasplätthen eingesetzt. Die völlig intransparente Chromshihtwurde vom Hersteller mittels lithogra�sher Tehniken entlang mehrerer vertikaler Streifenvershiedener Breite abgetragen. Die minimale Streifenbreite liegt dabei laut Spezi�katio-nen bei 15 µm. Dieses Substrat wird mit einem Dia kombiniert, das mit einer groÿen Zahlvertikaler Streifen bedrukt ist. Die Shihtdike der Streifen variiert dabei statistish undliefert so unregelmäÿige Shwankungen in der ortsabhängigen Transparenz des Dias. DasAusmaÿ dieser Shwankungen beträgt ≈ 10 %. Die minimale Breite der Streifen beträgt lautDrukerspezi�kation 6 µm.
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Abbildung 4.4.: Shematishe Darstellung der Strahlverläufe zur Erzeugung der Dipolpoten-ziale. Die Unordnungsstruktur wird aus transversaler Rihtung auf das Kon-densat in der Magnetfalle abgebildet. Dadurh ergibt sih ein räumlih un-regelmäÿiges Dipolpotenzial entlang der axialen Rihtung der Atomwolke.Der Unordnungsstrahl ist mit dem Detektionstrahl überlagert und kann aufdie CCD-Kamera abgebildet werden. Das optishe Gitter ist dem Kondensataxial überlagert.Als Lihtquelle zur Ausleuhtung des Substrates dient der Ti:Sa-Laser, der auh für dieErzeugung des optishen Gitterpotenzials eingesetzt wird. Für alle vorgestellten Experimentebetrug die Wellenlänge des Laserlihts 825 nm. Nah dem Durhgang durh das Substratist das Intensitätspro�l des Strahls räumlih unregelmäÿig moduliert. Zur Verkleinerung derLängenskala der Modulation werden die Substrate mittels zweier Ahromaten auf die Position



4.3 Experimentelle Realisierung eines ungeordneten Dipolpotenzials 71der Atome in der Magnetfalle im ungefähren Verhältnis 2 : 1 abgebildet. Dies erfolgt dabeiaus der transversalen Rihtung, woraus ein räumlih unregelmäÿiges Dipolpotenzial entlangder axialen Rihtung des Kondensates resultiert. Der gewählte Aufbau bietet den Vorteil, dasder Unordnungsstrahl mit dem Detektionsstrahl überlagert werden kann. Dieses ist für dasunten beshriebene Justageshema hilfreih. Auÿerdem kann so der Unordnungsstrahl aufder CCD-Kamera abgebildet werden. Damit besteht die Möglihkeit, sowohl die Position derAtome im Unordnungspotenzial sowie die Potenzialtiefe zu bestimmen.Zur Erzeugung eines feinstrukturierten Unordnungspotenzials am Ort der Atome ist einesharfe Abbildung des Substrates erforderlih. Die Justage der Abbildungsoptik wird mit Hilfeder CCD-Kamera optimiert. Dazu wird mittels der beiden Ahromaten vor der CCD-Kameradie Ebene, in der die Atome liegen, auf den Kamera-Chip abgebildet. Dies wird mit dem anunserem Experiment eingesetzten Standardverfahren zur Justage der Detektionsoptik siher-gestellt [184℄. Anshlieÿend wird mit den beiden Ahromaten vor den Atomen das Substratsharf auf die Atomebene und damit auh auf den Kamera-Chip abgebildet. Die Justage die-ser Abbildung wird zunähst mit Hilfe eines speziellen Resolution-Targets (Firma:Newport,Modell: RES-2) durhgeführt. Anshlieÿend werden die Unordnungssubstrate eingesetzt unddie Position der Ahromaten wird so optimiert, dass die Strukturgröÿe des Intensitätspro�lsauf der CCD-Kamera minimal wird.Die Au�ösung der Abbildung ist primär durh die numerishe Apertur des Ahromatenhinter den Unordnungssubstraten bestimmt. Dieser hat einen freien Radius von r = 38 mmund einen Abstand zur Unordnungsstruktur von 310 mm. Damit ergibt sih eine numerisheApertur von NA = 0, 122. Die maximale Au�ösung beträgt somit [184℄
∆r = 0, 51

λ

NA
= 3, 5 µm. (4.1)Diese maximale erzielbare Au�ösung wird von einfahen Abbildungssystemen übliherwei-se niht erreiht. Für eine solhe Abbildung mittels zweier Ahromate ist die tatsähliheAu�ösung deutlih shlehter [171,184℄:

∆rexp = 3, 2 ∆r = 11, 2 µm. (4.2)Diese Au�ösung limitiert die minimal erreihbare Strukturgröÿe am Ort der Atome.Abbildung 4.5 zeigt eine Aufnahme des Unordnungsstrahls. Das abgebildete Streifenmusterder Unordnungsstruktur ist deutlih erkennbar. Dieses führt zu einem räumlih ungeordnetenIntensitätspro�l entlang der horizontalen Rihtung.Die Ausrihtung des Unordnungsstrahls auf die Atome in der Magnetfalle erfolgt analogzur Justage des Gitterstrahls. Zunähst wird der Detektionsstrahl so eingestellt, dass sih derShattenwurf der Atome in seinem Zentrum be�ndet. Anshlieÿend wird der Unordnungs-strahl so justiert, dass sein Mittelpunkt im Shattenwurf der Atome auf der Kamera liegt.Gleihzeitig wird die Überlagerung von Detektionsstrahl und Unordnungsstrahl mit Hilfe ei-ner zweiten CCD-Kamera (CCD 2) an einer weiteren Position sihergestellt. Das dargestellteShema stellt somit eine sehr kontrollierte Möglihkeit zur Justage des Unordnungsstrahlen-gangs dar.
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Abbildung 4.5.: In a) ist das Bild des Unordnungstrahls auf der Kamera gezeigt. Abbildung b)stellt das zugehörige Dihtepro�l in horizontaler Rihtung dar. Die unregel-mäÿige Modulation des Intensitätspro�ls entlang der horizontalen Rihtungist in a) und b) deutlih erkennbar.4.3.2. Charakterisierung des UnordnungspotenzialsMit der Realisierung des Dipolpotenzials steht ein robustes Werkzeug zur Präparation vonBose-Einstein-Kondensaten in einem ungeordneten Potenzial zur Verfügung. Um dieses Werk-zeug kontrolliert im Experiment einsetzen zu können, ist eine genaue Charakterisierung derPotenzialeigenshaften erforderlih.Bestimmung der Potenzialtiefe mittels Gauÿ�tDie Tiefe des ungeordneten Dipolpotenzials ist gemäÿ der Gleihung (3.11) durh die Inten-sitätsverteilung am Ort der Atome bestimmt. Dabei ist für unsere Experimente die langsameVariation des Potenzials aufgrund der gauÿshen Form des Lasersstrahls von untergeordneterBedeutung. Sie liefert nur einen unwesentlihen Beitrag zu den harmonishen Fallenfrequen-zen am Ort der Atome. Das relevante Maÿ für die Tiefe des ungeordneten Potenzials istvielmehr die Amplitude seiner shnellen und ungeordneten Modulation. In dieser Arbeit wirdanalog zu [84℄ mit dem Begri� Unordnungstiefe die doppelte Standardabweihung des Di-polpotenzials von seinem Mittelwert bezeihnet. Dabei werden der Mittelwert und die Stan-dardabweihung entlang der axialen Ausdehnung des Kondensates im Unordnungspotenzialbestimmt.Abbildung 4.6 zeigt ein typishes Beispiel für ein experimentell ermitteltes axiales Intensi-tätspro�l des Unordnungsstrahls. Die gezeigte Struktur hat in der Ebene der Atome eine ho-rizontale Ausdehnung von 150 µm. Die typishe axiale Ausdehnung des Kondensates beträgtzwishen 80 µm und 120 µm. Aus Abbildung 4.5 ist erkennbar, dass das Unordnungspoten-zial in vertikaler Rihtung eine hohe Homogenität aufweist. Auf einer Längenskala, die dertransversalen Gröÿe des Kondensates (5...6µm) entspriht, ist das Potenzial in dieser Rih-tung konstant. Daher wurde bei der Erstellung von Abbildung 4.6 nur eine einzige horizontaleReihe von Kamerapixeln verwendet.
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Abbildung 4.6.: Gemessenes axiales Intensitätspro�l des Unordnungsstrahls. Der Mittelwertist rot eingezeihnet. Die blau gestrihelten Linien kennzeihnen den Be-reih der Standardabweihung vom Mittelwert. Für diese ergibt sih 2σ1 =
0, 40 〈ICCD〉.Entlang des gezeigten Kameraaushnitts werden der Mittelwert und die Standardabwei-hung des Strahlpro�ls bestimmt. Für das gezeigte Beispiel aus Abbildung 4.6 liefert dieses

2σ1 = 0, 40 〈ICCD〉 , (4.3)wobei sih die Standardabweihung σ1 und der Mittelwert 〈ICCD〉 auf die Zählereignis-se pro Kamerapixel beziehen. Dieser Wert hängt kritish von der genauen Realisierungdes ungeordneten Potenzials ab. Die Abbildung 4.7 zeigt einen weiteren typishen Inten-sitätsverlauf des Unordnungsstrahls. Für diesen folgt für die doppelte Standardabweihung2σ2 = 0, 59 〈ICCD〉. Daher kann eine Bestimmung der Unordnungstiefe immer nur für eineindividuelle Realisierung des Intensitätsverlaufes erfolgen.Um anhand der Standardabweihung die Unordnungstiefe zu bestimmen, muÿ eine Relationzwishen dem Mittelwert 〈ICCD〉 in Zählereignissen pro Pixel und der eigentlihen Intensitäthergestellt werden. Diese kann mit der folgenden Überlegung erhalten werden: Der erzeu-gende Laserstrahl wird mittels einer Glasfaser zum Experiment geführt. Nah dem Austrittaus der optishen Faser ist er in guter Näherung als gauÿsher Strahl beshreibbar. Wenndie Unordnungssubstrate aus dem Strahlengang entfernt sind, besitzt dieser Strahl am Ortder Atome einen Waist von w0 ≈ 400 µm. Bei eingesetzten Substraten wird der Strahl zumeinen räumlih stark moduliert und zum anderen aufgrund von Absorptions- und Re�exi-onsprozessen in seiner Intensität abgeshwäht. Wie in Abbildung 4.5 erkennbar, kann demdetektierten Strahlpro�l jedoh immer noh ein Gauÿpro�l angepasst werden. Dabei ist derWaist des Unordnungsstrahls bei eingesetzten Unordnungssubstraten niht signi�kant ver-ändert. Bei bekannter Strahlleistung kann aus diesem Fit mittels I = 2P/πw2
0 die Relationzwishen der Intensität im Zentrum des Gauÿpro�ls und der Anzahl der Zählereignisse auf
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Abbildung 4.7.: Gemessenes Intensitätspro�l des Unordnungsstrahls. Der Mittelwert ist roteingezeihnet. Die blau gestrihelten Linien kennzeihnen den Bereihder Standardabweihung vom Mittelwert. Für diese ergibt sih 2σ2 =
0, 59 〈ICCD〉.der Kamera berehnet werden.

Abbildung 4.8.: Axiales Intensitätspro�l des unmodulierten Unordnungsstrahls aufgenommenmit der CCD-Kamera. Der Gauÿ�t liefert einen Waist von w0 = 395 µm.



4.3 Experimentelle Realisierung eines ungeordneten Dipolpotenzials 75Dieses Verfahren zur Bestimmung der Unordnungstiefe ist mit einer relativ groÿen Ungenau-igkeit behaftet. Diese liegt zum einen in der Unsiherheit bei der Anpassung der Gauÿfunktionan das modulierte Strahlpro�l begründet. Zum anderen wird durh die Unordnungssubstrateein Teil der Strahlleistung aus dem gauÿshen Bereih des Strahls herausgestreut und bildeteinen di�usen Untergrund. Dieser Untergrund wird bei der Messung der Strahlleistung er-fasst, so dass die über den Gauÿ�t bestimmte Intensität übershätzt wird. Daher liefert dieseMethode systematish zu groÿe Werte für die Unordnungstiefe.Um dieses Problem zu umgehen, wird nunmehr eine andere Methode zur Bestimmung derUnordnungstiefe eingesetzt. Dabei werden die Unordnungssubstrate aus dem Strahlengangentfernt und der unmodulierte Strahl auf der Kamera detektiert. Abbildung 4.8 zeigt ei-ne solhe Aufnahme des Unordnungsstrals. An sein Pro�l kann mit hoher Genauigkeit eineGauÿfunktion angepasst werden und so eine Relation zwishen der Lihtintensität und der An-zahl der Zählereignisse pro Pixel gefunden werden. Diese Eihung kann zur Bestimmung derUnordnungstiefe verwendet werden, wenn der modulierte Unordnungsstrahl detektiert wird.Diese Methode wird als Standardverfahren zur Bestimmung der Potenzialtiefe eingesetzt.Bestimmung der Potenzialtiefe anhand der PhotonenzahlDie oben beshriebene Methode basiert auf der Eihung der Zählereignisse auf der Kameramittels eines Gauÿ�ts. Alternativ kann das Dipolpotenzial direkt aus den Kamerabilderngewonnen werden. Der CCD-Chip wird dazu für eine de�nierte Zeit mit dem Unordnungstrahlbelihtet. Das Shalten der Lihtleistung erfolgt durh einen akusto-optishen Modulator(AOM). Dabei gelangt jedoh auh bei ausgeshaltetem AOM immer etwas Liht aus demUnordnungstrahl auf die Kamera. Um diese und andere Restlihtein�üsse zu eliminieren, wirdbei identisher Zeitsteuerung und ausgeshaltetem AOM eine Referenzaufnahme erstellt undvon der Primäraufnahme abgezogen. Aus der Anzahl ausgelöster Elektronen pro Pixel kannbei bekannter Quantene�zienz der Kamera unmittelbar auf die Intensität im i-ten Pixel Iigeshlossen werden
Ii =

Ni

QE

hν

A t
. (4.4)Dabei bezeihnet Ni die Anzahl der Elektronen im i-ten Pixel, QE die Quantene�zienz,

ν die Photonenfrequenz, A die Pixel�ähe und t die Belihtungszeit. Die Quantene�zienzder Kamera bei 825 nm wurde in Übereinstimmung mit ihren Spezi�kationen auf 52, 4%bestimmt.Durh diese Bestimmung des Intensitätspro�ls an der Position des Shattenwurfs der Ato-me auf der Kamera kann das Intensitätspro�l am Ort der Atome erhalten werden. Hierfür istnur noh die Vergröÿerungseigenshaft der Detektionsoptik zu berüksihtigen. Diese führtdazu, dass die Intensität am Ort der Atome um den Faktor drei gegenüber der auf der Kamerabestimmten Intensität erhöht ist.Strukturgröÿe und Korrelationsfunktion des PotenzialsEine wesentlihe Kenngröÿe zur Beurteilung des Ein�usses des ungeordneten Potenzials aufdie Atome stellt das Verhältnis aus der Gesamtsystemgröÿe zur harakteristishen Länge



76 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialender Potenzial�uktuationen dar. Zur Ermittlung der Längenskalen, auf denen das Potenzi-al �uktuiert, wurde eine Fourieranalyse durhgeführt. Diese ist in Abbildung 4.9 für denIntensitätsverlauf aus Abbildung 4.6 gezeigt. Die gekennzeihneten Maxima können harak-teristishen Längen der Potenzial�uktuationen zugeordnet werden. Die kürzeste Länge istdabei 8, 6 µm. Diese ist mit der axialen Kondensatgröÿe, die zwishen 80 µm und 120 µmbeträgt, zu vergleihen. Somit liegen typisherweise 10 bis 14 Potenzial�uktuationen entlangder Ausdehnung des Kondensates vor.

Abbildung 4.9.: Fouriertransformation des Intensitätsverlaufs aus Abbildung 4.6. Längenska-len, auf denen ausgeprägte Modulationen auftreten, sind markiert.Eine weitere wihtige Kenngröÿe des Potenzials stellt dessen Auto-Korrelationsfunktiondar. Sie ist mittels
g(L) =

〈V∆(z)V∆(z + L)〉
〈V∆(z)〉 〈V∆(z + L)〉 (4.5)de�niert. Dabei bezeihnet V∆(z) das ungeordnete Potenzial und die ekigen Klammern dieMittelwertsbildung über die Position z. Die Auto-Korrelationsfunktion bestimmt die Län-genskala, auf der die räumlihen Korrelationen des Potenzials zerfallen. Der Verlauf derAuto-Korrelationsfunktion ist für eine typishe Realisierung des ungeordneten Potenzials inAbbildung 4.10 dargestellt. Der Abfall der Korrelationsfunktion auf einer Längenskala von

10 µm ist deutlih ersihtlih und spiegelt die zufällige Struktur des Potenzials wieder.Stabilität der UnordnungsstrukturDas Dipolpotenzial soll räumlih unregelmäÿige Fluktuationen aufweisen, jedoh zeitlih mög-lihst stationär sein. Die Stabilität des Potenzials kann dabei durh vershiedene Ein�üssegestört werden. Zum einen können Shwankungen in der Laserintensität zu Variationen desDipolpotenzials führen. Während solhe Shwankungen zu einer veränderten Modulationstiefedes Potenzials führen, bleibt die räumlihe Struktur der Unordnung erhalten. Demgegenüber
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Abbildung 4.10.: Verlauf der Auto-Korrelationsfunktion für eine typishe Realisierung des un-geordneten Potenzials.verursahen Fluktuationen der Laserstrahllage oder eine mehanishe Instabilität der Halte-rung der Substrate eine tatsählihe Variation der Potenzialform. Die Stabilität des Potenzialsist dabei auf drei vershiedenen Zeitskalen von experimenteller Relevanz zu beurteilen:
• Die Stabilität der Struktur während einer einzelnen Messung.
• Die Stabilität der Struktur während eines Messtages.
• Die Stabilität der Struktur zwishen vershiedenen Messtagen.In jedem einzelnen Zyklus des Experimentes be�nden sih die Atome niht länger als 100 msim Unordnungspotenzial. Möglihe Shwankungen während dieser Zeit können zu einem brei-ten Spektrum nahteiliger E�ekte führen. Dies reiht von einer e�ektiven Auswashung derPotenzialmodulationen bis hin zur Aufprägung von Phasendomänen. Die Abbildung 4.11 zeigtIntensitätspro�le des Unordnungspotenzials, die im zeitlihen Abstand von einer Minute mitder CCD-Kamera aufgenommen wurden. Es ist deutlih zu erkennen, dass die Struktur aufdieser Zeitskala sehr stabil ist. Da dieses Verhalten in einer Vielzahl von Messungen be-stätigt wurde, können Variationen des Potenzials während eines einzelnen Experimentzyklusausgeshlossen werden.Die Dauer der eigentlihen Messungen an einem Experimentiertag kann bis zu 14 Stun-den betragen. Dabei werden fortlaufend Kondensate erzeugt und mit dem Dipolpotenzialmanipuliert. Ein einzelner Durhlauf des Experimentes dauert dabei ungefähr eine Minute.Abbildung 4.12 zeigt Intensitätspro�le des Unordnungspotenzials, die im Abstand von mehrals einer Stunde aufgenommen wurden. Es ist zu erkennen, dass für gröÿere Zeitabständedie Variationen des Unordnungspotenzials zunehmen. Die grundsätzlihe Form der Strukturbleibt dabei aber erhalten.
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Abbildung 4.11.: Axiale Intensitätspro�le des Unordnungsstrahls detektiert mit der CCD-Kamera. Die Variationen des Potenzials sind für die hier betrahteten kurzenZeitabstände sehr gering.Zwishen vershiedenen Messtagen sind deutlihe Variationen des Unordnungspotenzialsgrundsätzlih niht zu vermeiden. Typisherweise sind kleine Justagen zur optimalen Aus-rihtung des Unordnungsstrahls auf die Atome durhzuführen. Diese führen unweigerlih zueiner neuen Realisierung des ungeordneten Potenzials.Für die Interpretation der Messungen haben sowohl die leihten Variationen im Unord-nungspotenzial während eines Messtages als auh die deutlihen Veränderungen zwishenden Messtagen wihtige Bedeutung. Viele Eigenshaften des Systems hängen kritish vonder genauen Realisierung des ungeordneten Potenzials ab. Für die Experimente ist dahereine deutlihe Streuung der Messwerte zu erwarten. Dieses führt zu groÿen statistishenVarianzen, insbesondere wenn Daten von vershiedenen Messtagen kombiniert werden.In jüngster Zeit wurden Verbesserungen am mehanishen Aufbau vorgenommen, die des-sen Stabilität deutlih erhöhen. Insbesondere durh die Platzierung der optishen Faser undder Unordnungssubstrate auf einer gemeinsamen Halterung konnte die Langzeitstabilität si-gni�kant gesteigert werden. Abbildung 4.13 zeigt Intensitätspro�le des Unordnungsstrahls,die nah der Verbesserung des optishen Aufbaus im Abstand von mehreren Stunden aufge-nommen wurden. Es ist deutlih erkennbar, dass nunmehr eine hohstabile Unordnung füreinige Stunden Experimentierzeit zur Verfügung steht.4.4. Untersuhungen mit ungeordnetenBose-Einstein-KondensatenDas Dipolpotenzial wurde von uns zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten einge-setzt. Dabei wurde eine experimentelle und numerishe Analyse des Kondensatgrundzustan-des vorgenommen. Die erste Realisierung eines shwah wehselwirkenden Bose-Einstein-Kondensates in einem ungeordneten Potenzial wurde in [84℄ erreiht. In dieser Arbeit wurde
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Abbildung 4.12.: Intensitätspro�le des Unordnungsstrahls. Für gröÿere Zeitabstände weist dasUnordnungspotenzial deutlihe Variationen auf.

Abbildung 4.13.: Langzeitstabilität des Unordnungspotenzials nah Verbesserung des opti-shen Aufbaus. Die Variationen sind auh für gröÿere Zeiträume sehr gering.Die Belihtungszeit betrug 1, 6 ms.die freie Expansion des Kondensates aus der ungeordneten Struktur untersuht. Die berih-teten Ergebnisse wurden durh unsere Arbeiten bestätigt und durh zusätzlihe Erkenntnisseerweitert.Zunähst erfolgt die Darstellung der experimentellen Ergebnisse, die deutlihe E�ekte derUnordnung auf den Kondensatgrundzustand zeigen.



80 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialen4.4.1. Experimentelle UntersuhungenWir erzeugen Bose-Einstein-Kondensate in der Magnetfalle im |F = 2,mf = 2〉-Zustand.Die axialen und radialen Fallenfrequenzen betragen ωz = 2π × 14 Hz bzw. ωρ = 2π ×
360...390 Hz. Die Teilhenzahl im Kondensat variiert typisherweise zwishen 5 · 104 und
1, 5 · 105 Atomen. Für einen Teil der Untersuhungen wurde die radiale Fallenfrequenz derMagnetfalle nah der Erzeugung des Kondensates durh eine Erhöhung des O�setfeldes auf
ωρ = 2π × 200Hz verringert. Dieses sihert die Vergleihbarkeit der hier präsentiertenUntersuhungen mit den im nähsten Kapitel vorgestellten Experimenten in ungeordnetenoptishen Gittern. Wie in Kapitel 3 dargelegt wurde, ist eine Absenkung der radialen Fallen-freuenz für Experimente mit optishen Gittern unabdingbar.Mittels eines AOMs wird die Laserintensität und damit die Tiefe des Unordnungspotenzialsbis auf dessen Endwert V∆ adiabatish erhöht. Das Feld der Magnetfalle wird dabei aufreht-erhalten, da der dreidimensionale Einshluss des optishen Potenzials allein niht ausreiht,um die Atome im Shwerefeld zu halten. Um den adiabatishen Transfer des Vielteilhen-systems in seinen Grundzustand im kombinierten magnetishen und optishen Potenzial zuerreihen, wird die Lihtleistung innerhalb von 60 ms exponentiell gesteigert. Anshlieÿendwerden die Atome für weitere 20 ms im kombinierten Potenzial gehalten, bevor der ma-gnetishe und optishe Einshluss zeitgleih beendet wird. Nah der anshlieÿenden freienExpansion des Gases erfogt die Detektion der Atome mittels resonanter Absorptionsaufnah-men.

Abbildung 4.14.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nah 20, 4 ms TOFmit einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0, 06 Er. In der unteren Zeile sinddie zugehörigen axialen Dihtepro�le gezeigt. Die Zahl der kondensiertenAtome beträgt: a) N0 = 2, 2 · 104, b) N0 = 4, 6 · 104, ) N0 = 6, 5 · 104und d) N0 = 7, 1 · 104. Es ist deutlih erkennbar, dass die Abweihung vomparabelförmigen Dihtepro�l mit zunehmender Teilhenzahl abnimmt.Abbildung 4.14 zeigt solhe Absorptionsaufnahmen der Atome nah 20, 4 ms Time-of-Flight für vershiedene Teilhenzahlen. Die abgebildeten Atome wurden zuvor gemäÿ des be-shriebenen Shemas in der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz undeinem Unordnungspotenzial der Tiefe 0, 06 Er gehalten. Die Dihtepro�le zeigen deutlihe



4.4 Untersuhungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 81Abweihungen von der selbstähnlihen Expansion [185℄ einer Thomas-Fermi-Dihteverteilung.Dieses äuÿert sih insbesondere in dem Auftreten von axialen Dihtemodulationen in denexpandierten Kondensaten. Wie in der Abbildung 4.15 zu erkennen ist, treten diese Mo-dulationen für Kondensate, die aus dem Magnetfallenpotenzial allein expandiert sind, nihtauf.

Abbildung 4.15.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nah 20, 4 ms TOFaus der Magnetfalle. In der unteren Zeile sind die zugehörigen axialen Dih-tepro�le gezeigt. Die Zahl der kondensierten Atome beträgt für die einzelnenBilder: a) N0 = 2, 1 · 104, b) N0 = 4 · 104 und ) N0 = 5, 6 · 104. Die ge-messenen Dihtepro�le zeigen die typishe Parabelform der selbstähnlihenExpansion.Abbildung 4.14 legt nahe, dass die Abweihung vom parabelförmigen Dihtepro�l mit ab-nehmender Teilhenzahl signi�kanter wird. Um diesen E�ekt quantitativ zu untersuhen,wird die Standardabweihung der Dihte von der Parabelform bestimmt. Dazu werden dengemessenen axialen Dihtepro�len bimodale Verteilungen angepasst [184℄. Die Di�erenz zwi-shen dieser Kurve und der gemessene Dihteverteilung wird auf die Kondensatdihte n0(z)normiert und zur Bildung der Standardabweihung σ integriert:
σ2 =

∫

dz

(

δn(z)

n0(z)

)2

. (4.6)Dabei bezeihnet δn(z) die Di�erenz zwishen dem bimodalen Fit und dem gemessenenDihtepro�l. Die Kondensatdihteverteilung n0(z) wird aus dem Parabel-Anteil der Kurvenbestimmt. Die Integration in (4.6) wird dabei über die Länge des Kondensates ausgeführt.Abbildung 4.16 stellt die ermittelte Standardabweihung in Abhängigkeit von der Zahlkondensierter Atome nah freier Expansion dar. Für diese Realisierungen des Unordnungs-potenzials ist eine deutlihe Abnahme der Abweihung von selbstähnlihen Expansion mitzunehmender Teilhenzahl zu beobahten. Die Referenzdaten für die Expansion eines Kon-densates aus der Magnetfalle ohne überlagertes Unordnungspotenzial zeigen nahezu kei-ne Dihtemodulationen oder Abhängigkeiten von der Teilhenzahl. Dies zeigt insbesondere,dass die Kondensate in diesem Regime keine signi�kanten Phasen�uktuationen aufweisen,die ebenfalls Dihtemodulationen nah der freien Expansion verursahen [184℄.



82 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten DipolpotenzialenDie beobahtete Teilhenzahlabhängigkeit der Dihtemodulationen kann durh Berük-sihtigung der interatomaren Wehselwirkung auf den Kondensatgrundzustand verstandenwerden. Durh die Wehselwirkung wird das ungeordnete Potenzial e�ektiv abgeshirmt.Dieser Mehanismus wurde bereits im Kapitel 3 für das optishe Gitterpotenzial herausge-stellt. Da mit gröÿerer Teilhenzahl die Wehselwirkungsenergie im Kondensat zunimmt, wirddas ungeordnete Potenzial immer stärker abgeshirmt. Dementsprehend ist der unordnungs-induzierte Ein�uss auf die expandierte Dihteverteilung geringer als für kleine Teilhenzahlen.Die Fehlerbalken in Abbildung 4.16 stellen die Standardabweihung der Messdaten dar.Da die genaue Form des Unordnungspotenzials sowohl während eines Messtages als auhzwishen vershiedenen Messtagen Variationen unterliegt, ändert sih auh die Form undAusprägung der beobahteten Dihtemodulationen. Dieses führt zu groÿen statistishen Va-riationen der gemessenen Gröÿen und shlägt sih in entsprehend groÿen Fehlerbalken nieder.Abbildung 4.17 verdeutliht die Shwankungen in den gemessenen Dihtepro�len. Sie zeigtAbsorptionsaufnahmen und zugehörige Dihtepro�le nah 20, 4 ms TOF. Diese wurden aneinem anderen Messtag erstellt als die in der Abbildung 4.14 gezeigten Dihtepro�le. DieModulationen des Dihtepro�ls haben eine deutlih andere Form als die in Abbildung 4.14dargestellten.

Abbildung 4.16.: Standardabweihung der axialen Dihtepro�le von der Parabelform nah
20, 4 ms TOF. Mit zunehmender Teilhenzahl nimmt die Wehselwirkungs-energie zu und das ungeordnete Potenzial wird stärker abgeshirmt. DerAbbildung liegen Daten von zwei Messtagen zugrunde. Die Leistung desUnordnungsstrahls betrug 12 mW und entspriht einer Unordnungstiefevon 0, 06 Er.Die Messungen zeigen, dass die Dihteverteilung der Kondensate durh das ungeordnetePotenzial signi�kant beein�usst wird. Um die Ursahen für die beobahteten E�ekte de-
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Abbildung 4.17.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome nah 20, 4 ms TOF.Die Atome wurden aus einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0, 06 Erentlassen. In der unteren Zeile sind die zugehörigen axialen Dihtepro�legezeigt. Die Teilhenzahl der kondensierten Atome beträgt für alle Bilder
N0 = 4 · 104... 5 · 104.taillierter zu untersuhen, wurden umfangreihe numerishe Untersuhungen des Systemsdurhgeführt.4.4.2. Theoretishe Untersuhung des SystemsDie theoretishen Untersuhungen basieren auf der numerishen Lösung der Gross-Pitaevskii-Gleihung. In der Gegenwart des ungeordneten Potenzials ist die Zeitentwiklung der Kon-densatwellenfunktion Ψ(r, t) durh

i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) + V∆ f(z) + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t) (4.7)bestimmt. Hierbei bezeihnet VMF (r) das Potenzial der Magnetfalle und f(z) eine räumlihzufällig variierende Funktion, die das ungeordnete Potenzial repräsentiert. Dabei ist f(z) sonormiert, dass ihre doppelte Standardabweihung vom Mittelwert eins ist. Dementsprehendbestimmt V∆ die Tiefe des Unordnungspotenzials. Um eine möglihst gute Modellierungder experimentellen Situation zu gewährleisten, wurden typishe Verläufe für f(z) aus denAbbildungen des Unordnungslaserstrahls gewonnen. Somit stellen die für die numerishen Si-mulationen verwendeten Unordnungspotenziale realistishe Verläufe des ungeordneten Dipol-potenzials dar. Eine Lösung der Bogoliubov-de-Gennes Gleihungen [34℄ für typishe Tiefendes Unordnungspotenzials zeigt, dass bei T = 0 die Zahl der niht kondensierten Atomevernahlässigbar ist [1, 186℄. Für die im Experiment vorliegenden ultra-kalten Temperaturenstellt daher eine auf der Gross-Pitaevskii-Gleihung basierende Beshreibung des Systemseine gute Näherung dar.Die Gross-Pitaevskii-Gleihung (4.7) wurde mit der im Anhang A beshriebenen numerishenMethode gelöst. Dabei kann aus (4.7) niht nur die Zeitentwiklung der Kondensatwellen-
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Abbildung 4.18.: In a) ist die axiale Dihteverteilung von 105 kondensierten Atomen inner-halb der Magnetfalle mit den Fallenfrequenzen ωρ = 2π × 200 Hz bzw.
ωz = 2π × 14 Hz für vershiedene Tiefen des ungeordneten Potenzialsgezeigt. Der Verlauf des Unordnungspotenzials ist ebenfalls dargestellt. DieAbbildung b) zeigt die axiale Dihteverteilung nah 20, 4 ms freier Expan-sion. Über das radiale Dihtepro�l wurde jeweils integriert.funktion ermittelt werden, sondern auh der Grundzustand1. Die Abbildungen 4.18 und 4.19zeigen numerish berehnete axiale Dihtepro�le des Kondensates in Abhängigkeit von derUnordnungstiefe für zwei vershiedene Realisierungen f(z) des Unordnungspotenzials. Dabeiist jeweils sowohl die Dihteverteilung des Grundzustandes in der Falle als auh die Dihte-verteilung nah 20, 4 ms freier Expansion gezeigt. Es ist erkennbar, dass mit zunehmenderUnordnungstiefe eine deutlihe Modulation der axialen Dihteverteilung auftritt. Die Vertei-lungen der gefangenen Kondensate zeigen einen Verlauf, der invers zu dem des ungeordnetenPotenzials ist.Die Lokalisierung der Atome in den Minima des ungeordneten Potenzials shlägt sih auhin einer ausgeprägten Modulation der Dihteverteilung nah der Expansion nieder. Diesewird mit zunehmender Unordnungstiefe strukturierter und komplexer. Für die gröÿten inden Abbildungen gezeigten Unordnungstiefen beginnt das Kondensat in der Falle in mehrereTeile aufzubrehen. Bei der Expansion überlappen und interferieren diese einzelnen Teile desKondensats und verursahen eine äuÿerst shnelle Modulation der Dihteverteilung. DieserE�ekt ist besonders deutlih in der Abbildung 4.19 erkennbar, in der dargestellt ist, wie dasKondensat durh das Unordnungspotenzial in der Falle in zwei Hälften geteilt wird.Die zeitlihe Entwiklung der freien Expansion ist in Abbildung 4.20 dargestellt. Gezeigt istdas axiale Dihtepro�l eines Kondensates bestehend aus N = 105 Atomen für vershiedeneZeiten der freien Expansion. Dabei wurde der Kondensatgrundzustand in der Falle für eineUnordnungstiefe von V∆ = 0, 1 Er und eine radiale Magnetfallenfrequenz von ωρ = 2π ×1Der Grundzustand wird durh die Zeitentwiklung einer Testfunktion in imaginärer Zeit erhalten. DieDetails für diese Methode sind im Anhang A beshrieben.
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Abbildung 4.19.: In a) ist die axiale Dihteverteilung von 105 kondensierten Atomen innerhalbder Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz ωρ = 2π×200 Hz für vershie-dene Tiefen des ungeordneten Potenzials gezeigt. Für die Simulation wurdeeine spezielle Unordnungsstruktur ausgewählt, die sih von der Abbildung4.18 zugrunde liegenden untersheidet. Figur b) zeigt die axiale Dihte-verteilung nah 20, 4 ms freier Expansion. Über den radialen Freiheitsgradwurde jeweils integriert.

Abbildung 4.20.: Gezeigt ist das axiale Dihtepro�l eines Kondensates mit 105 Atomen zuvershiedenen Zeiten der Expansion. Die Atome wurden zuvor in einemungeordneten Potenzial der Tiefe V∆ = 0, 1 Er und einer Magnetfalle mitradialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz gehalten. In a) ist die frühePhase der Expansion gezeigt, bei der sih die Struktur des Dihtepro�lsbildet. Dieses ändert sih während der in b) gezeigten Phase der ballistishenExpansion kaum noh. Über den radialen Freiheitsgrad wurde integriert.
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360 Hz berehnet2. In der Abbildung ist deutlih erkennbar, dass sih die Struktur der axialenDihteverteilung bereits zu einer frühen Phase der freien Expansion ausbildet. Dabei tretendie ausgeprägten Dihtemaxima genau zwishen den Lokalisierungszentren der Atome imgefangenen Kondensat auf. Zu Beginn der Flugzeit expandiert die Kondensatwellenfunktionin axialer Rihtung aus den Potenzialminima, so dass es zu einer konstruktiven Überlagerungan den jeweiligen Zwishenstellen kommt. Nahdem sih die Struktur des axialen Dihtepro�lsgebildet hat, ist die anshlieÿende Expansion ballistish, da die Wehselwirkungsenergie zudiesem Zeitpunkt bereits vollständig in kinetishe Energie konvertiert ist. Die grundsätzliheForm der Dihteverteilung ändert sih während der Phase der ballistishen Expansion nihtmehr. Die Abbildung 4.21 bestätigt, dass die Struktur des axialen Dihtepro�ls durh dieWehselwirkung bestimmt ist. Sie vergleiht die Expansion eines ungeordneten Kondensatesgemäÿ der Gross-Pitaevskii-Gleihung mit dessen ballistisher Expansion. Um letztere zuerhalten, wurde die nihtlineare Wehselwirkung für die Zeitentwiklung vernahlässigt.
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Abbildung 4.21.: Gezeigt ist das axiale Dihtepro�l eines Kondensates bestehend aus 105 Ato-men nah 20, 4 ms Flugzeit für vershiedene Zeitentwiklungsoperatoren T.Das blaue Pro�l zeigt das Ergebnis der rein ballistishen Expansion währenddas rote Pro�l unter Berüksihtigung der Wehselwirkung erhalten wurde.Die gestrihelte Linie zeigt das Dihtepro�l innerhalb der Magnetfalle mitradialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz. Die Unordnungstiefe betrug
V∆ = 0, 1 Er. Über den radialen Freiheitsgrad wurde integriert.Beshreibung der Lokalisierung in der Thomas-Fermi-NäherungIn der Diskussion des Grundzustands des ungeordneten Kondensates in der Falle ist die axialeDihteverteilung gemäÿ der Abbildungen 4.18 und 4.19 durh den Verlauf des Potenzials2Bei dieser Fallenfrequenz zeigen sih keine grundsätzlihen Untershiede zum Fall ωρ = 2π × 200 Hz.



4.4 Untersuhungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 87bestimmt. Dieser Sahverhalt legte nahe, dass die Möglihkeit einer Beshreibung der Kon-densatwellenfunktion im Rahmen einer modi�zierten Thomas-Fermi-Näherung besteht. DieseApproximation resultiert aus der Vernahlässigung des kinetishen Terms in der stationärenGross-Pitaevskii-Gleihung. Um zu prüfen, ob eine solhe Vernahlässigung für die experi-mentellen Parameter gerehtfertigt ist, wurde die der Gross-Pitaevskii-Gleihung zugrundeliegende Wirkung
E[Ψ] =

∫

d3r

[

h̄2

2m
|∇Ψ|2 + (VMF (r) + V∆ f(z)) |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4

] (4.8)für die numerish berehneten Kondensatgrundzustände bestimmt. Sie stellt zugleih dieEnergie pro Teilhen dar3 [34℄. Die Abbildung 4.22 zeigt die Energie pro Teilhen für einKondensat bestehend aus N = 1 ·105 Atomen in der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz
ωρ = 2π × 200 Hz für vershiedene Tiefen V∆ des ungeordneten Potenzials. Dabei wurdefür die Berehnung die Unordnungsrealisierung aus Abbildung 4.18 verwendet. Die Energiepro Teilhen nimmt linear mit der Unordnungstiefe zu. Dabei ergibt sih nahezu der gesamteEnergiegewinn aus dem Anstieg der potenziellen Energie. Insbesondere ist der Anteil derkinetishen Energie für den gesamten dargestellten Parameterbereih zu vernahlässigen.

Abbildung 4.22.: Energie pro Teilhen in Abhängigkeit von der Tiefe des ungeordneten Po-tenzials. Es sind sowohl die Gesamtenergie als auh die einzelnen Ener-giebeiträge dargestellt. Die Abbildung wurde für ein Kondensat bestehendaus N = 105 Atomen in einer Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz
ωρ = 2π × 200 Hz erstellt.Daher kann die Dihteverteilung in der Gegenwart des Unordnungspotenzials analog zu3In den numerishen Berehnungen ist die Norm der Kondensatwellenfunktion zu eins gewählt. Bei einerNormierung auf die Gesamtzahl der kondensierten Atome liefert (4.8) die Gesamtenergie des Systems.



88 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialender parabelförmigen Thomas-Fermi-Dihteverteilung in der Magnetfalle als
n(r) =

{
1
g

(µTF − VMF (r) − V∆ f(z)) für µTF ≥ VMF (r) + V∆ f(z)

0 sonst ,angegeben werden. Aufgrund der zufälligen Variationen von f(z) ist eine analytishe Be-rehnung des hemishen Potenzials µTF oder der Thomas-Fermi-Radien jedoh in diesemFall unmöglih. Um die Gültigkeit der Thomas-Fermi-Näherung zu zeigen, wurde das hemi-she Potenzial für den Grundzustand berehnet, wobei die Beiträge, der kinetishen Energievernahlässigt wurden. Das so erhaltene hemishe Potenzial wurde als Approximation fürdas hemishe Potenzial µTF der Thomas-Fermi-Näherung verwendet und die Kondensat-dihte wurde gemäÿ der Gleihung 4.4.2 bestimmt. In Abbildung 4.23 sind die Dihtepro�le,die durh die Lösung der vollen Gross-Pitaeskii-Gleihung bzw. der Thomas-Fermi-Näherungerhalten wurden, gegenübergestellt. Die Thomas-Fermi-Näherung ist bereits für kleine Teil-henzahlen sehr gut geeignet und wird für groÿe immer besser. Die gute Übereinstimmungmit der Lösung der vollen Gross-Pitaevskii-Gleihung wird insbesondere bei der Betrahtungder radial integrierten Dihtepro�e in Abbildung 4.24 deutlih.Shlussfolgerung aus der Thomas-Fermi-NäherungDie Gültigkeit der Thomas-Fermi-Näherung für den experimentellen Parameterbereih hatwihtige Konsequenzen für die Interpretation der Lokalisierung der Kondensatwellenfunktionin dem ungeordneten Potenzial. In der theoretishen Einleitung 4.2.1 wurden exponentielllokalisierte Zustände besprohen, die infolge der destruktiven Selbstinterferenz der Wellen-funktion an den statistishen Fluktuationen des Potenzials entstehen. Für das Auftreten dieserStreuprozesse ist das Zusammenspiel von kinetishem und potenziellem Term des Hamilto-nians von essentieller Bedeutung. Die Tatsahe, dass für das experimentell realisierte Systemder kinetishe Term für die Beshreibung des Grundzustandes vernahlässigt werden kann,impliziert daher, dass dieser niht aufgrund einer Selbstinterferenz lokalisiert ist. Die Gründefür das Ausbleiben einer solhen Lokalisierung liegen einerseits in dem realisierten Verhält-nis von Systemgröÿe zu Fluktuationslänge des ungeordneten Potenzials. Zum anderen wirktdie interatomare Wehselwirkung der Lokalisierung der Teilhen entgegen. Eine detaillierteAnalyse dieser Zusammenhänge erfolgt im nähsten Kapitel.Bestimmung der super�üssigen KomponenteIm Abshnitt 4.2.1 wurde dargelegt, dass eine exponentielle Lokalisierung der Einteilhen-zustände in einem ungeordneten System dramatishe Konsequenzen für dessen Transport-eigenshaften hat. Als kanonishes Beispiel für eine unordnungsinduzierte Modi�kation desTransportverhaltens wurde der vielbeahtete Metall-Isolatorübergang [50, 51℄ genannt. Ob-wohl die Betrahtungen der vohergehenden Abshnitte zeigen, dass in dem realisierten Systemkeine exponentielle Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion eintritt, hat die Gegenwart desungeordneten Potenzials dennoh wihtige Auswirkungen auf dessen Transporteigenshaften.Für ein wehselwirkendes Vielteilhensystem wird das Transportverhalten maÿgeblih durhden Anteil der super�üssigen Komponente bestimmt. Dabei wird unter super�üssigem Ver-halten die Eigenshaft des Systems verstanden, einen Materie�uss ohne Reibungsverluste
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Abbildung 4.23.: Dihtepro�le von Kondensaten in der Magnetfalle bei überlagertem Unord-nungspotenzial der Tiefe V∆ = 0, 1 Er. Abbildung a) zeigt das axiale Pro�lfür 5 · 104 Atome, während ) das zugehörige radiale Dihtepro�l zeigt. Inb) und d) sind die entsprehenden Pro�le für 2 · 105 Atome dargestellt. Diegemäÿ 4.4.2 erhaltene Thomas-Fermi-Lösung ist ebenfalls eingezeihnet.Sie stellt für groÿe Teilhenzahlen eine hervorragende Näherung dar.aufreht zu erhalten [101℄. Bereits 1938 wurde entdekt, dass 4He ein solhes Verhaltenzeigt, wenn es unter eine kritishe Temperatur, der so genannten λ-Temperatur, abgekühltwird [102,103℄. Das Auftreten des Phänomens der Super�üssigkeit wurde von Landau anhandder Eigenshaften des Anregungsspektrums erklärt [187℄.Für makroskopishe Betrahtungen super�üssiger Systeme wird häu�g das so genannteZwei-Flüssigkeiten-Modell verwendet [34, 188℄. Dabei werden die beiden Flüssigkeiten durhihr Verhalten in Gegenwart von bewegeten Systemrändern untershieden. Auf eine Bewe-gung der Systemränder reagiert nur der normal�üssige Anteil der Teilhen, indem er vonder Bewegung der Ränder mitgezogen wird. Der super�üssige Anteil bleibt dagegen für Ge-
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Abbildung 4.24.: Axiale Dihtepro�le für die Parameter der Abbildung 4.23 nah Integrationdes radialen Freiheitsgrades.shwindigkeiten der Ränder unterhalb der Landau-Geshwindigkeit vL in Ruhe [101, 187℄.Dieses liegt daran, dass die super�üssige Komponente im bewegten Bezugssystem der Sys-temberandungen per De�nition reibungsfrei �ieÿen kann. Aus dem Anstieg der Energie desSystems bei einer Bewegung der Ränder kann daher direkt auf den Anteil der normal�üssigenKomponente geshlossen werden.Diese makroskopishe De�nition der Flüssigkeitskomponenten kann auf eine mikroskopisheBetrahtungsweise erweitert werden. Dazu wird der Ein�uss der bewegten Systemberandun-gen als eine Randwertbedingung für die Vielteilhenwellenfunktion aufgefasst. Dieses ge-shieht mit der Methode der so genannten Twisted-Boundary-Conditions [189�191℄. Nahdieser lautet die Randwertbedingung für die Vielteilhenwellenfunktion in einer Dimension [62℄
ψ(z1, ..., zk + L, ..., zN ) = eiΘ ψ(z1, ..., zk, ..., zN ) , ∀k. (4.9)Dabei bezeihnet Θ den so genannten Twist-Angle und L die Systemlänge. Für Bose-kondensierte Systeme sind die Konsequenzen der Randbedingung (4.9) besonders leiht er-kennbar. Für den Fall, dass alle Teilhen kondensiert sind, lässt sih die Vielteilhenwellen-funktion ψ exakt als Kondensatwellenfunktion Ψ shreiben. Damit lautet (4.9):

Ψ(z + L) = eiΘΨ(z). (4.10)Die Randbedingung verursaht also einen Anstieg der Phase der Kondensatwellenfunktionüber die Systemlänge L um den Winkel Θ. Nah Kapitel 2 ist mit diesem Phasengradientenein super�üssiger Strom der Geshwindigkeit
vs =

h̄Θ

mL
(4.11)verbunden. Die Gesamtenergie des Systems ist um den Betrag der kinetishen Energie der



4.4 Untersuhungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 91super�üssigen Bewegung gegenüber der Situation ohne Phasengradienten erhöht:
EΘ − E0 =

1

2
Ms v

2
s . (4.12)Dabei bezeihnet Ms die Gesamtmasse der super�üssigen Komponente und EΘ bzw. E0 dieEnergie des Systems in Gegenwart bzw. Abwesenheit des Phasengradienten. Durh Kombi-nation von (4.11) und (4.12) kann eine einfahe Relation für den Anteil der super�üssigenTeilhen fs hergeleitet werden [62,77,189,192℄

fs =
Ms

mN
=

2mL2

h̄2N

EΘ − E0

Θ2
, Θ << π. (4.13)Die super�üssige Komponente ist in dieser mikroskopishen Betrahtungsweise durh die Re-aktion des Systems auf eine aufgeprägte Phasenbedingung bestimmt. Die Berehnung von(4.13) ist dabei für hinreihend kleine Winkel durhzuführen, da nur dann der Anstieg derGesamtenergie vollständig der kinetishen Energie des super�üssigen Stroms zugeshriebenwerden kann. Für groÿe Winkel können weitere Anregungen auftreten, so dass eine Bereh-nung des super�üssigen Anteils mit (4.13) zu fehlerhaften Resultaten führen kann [62℄.Obwohl die Berehnung der super�üssigen Komponente im Zusammenhang mit Bose-konden-sierten Systemen motiviert wurde, ist die beshriebene Methode allgemein einsetzbar. So kann

ψ in (4.9) die Vielteilhenwellenfunktion eines beliebigen Systems bezeihnen. In der Tatist der Zusammenhang zwishen dem Auftreten der Bose-Einstein-Kondensation und einersuper�üssigen Komponente in bosonishen Systemen noh niht ershöpfend geklärt [193℄. Sogibt es Hinweise, dass beide E�ekte unabhängig voneinander auftreten können. Als Beispielsei hier auf das Tonks-Girardeau-Gas [46℄ verwiesen. Dieses ist im Rahmen der De�nition(4.13) super�üssig [193℄, stellt aber dennoh kein Bose-Einstein-Kondensat dar.Des Weiteren sollte der für Bose-kondensierte Systeme gültige Zusammenhang (4.11) nihtzu der falshen Annahme verleiten, dass der Anteil der super�üssigen Komponente mit demAnteil der kondensierten Atome identish ist. So ist z. B. 4He unterhalb der λ-Temperatur zunahezu 100 % super�üssig. Aufgrund der starken interatomaren Wehselwirkung beträgt derKondensatanteil jedoh nur ungefähr 10 %. Shlieÿlih sei noh darauf hingewiesen, dass diegemäÿ (4.13) erfolgte Berehnung der super�üssigen Komponente nihts über die Stabili-tät eines super�üssigen Flusses aussagt. Dafür ist die Form des Anregungssprektrums alleineausshlaggebend. So ist z. B. das ideale Bose-Gas im Sinne der Gleihung (4.13) zu 100 % su-per�üssig. Auf der anderen Seite ist die Landau Geshwindigkeit der super�üssigen Bewegung
vL = 0, da im niht wehselwirkenden Bose-Gas der lineare Bogoliubov-Teil des Spektrumsfehlt 4 [101℄. Die Tatsahe dass vershiedene De�nitionen der super�üssigen Komponente zuuntershiedlihen Resultaten führen können, ist dabei bekannt [195℄.Unter Ausnutzung der Gleihung (4.13) wurde die super�üssige Komponente des Bose-Einstein-Kondensates in dem realisierten ungeordneten Potenzial bestimmt. Dazu wurdendie Energien für das System mit Phasengradienten und für das ungestörte System mittels4Diese Diskrepanz sollte niht zu der fälshlihen Annahme verleiten, dass die angeregten Zustände bei derBerehnung von (4.13) keine Rolle spielen. Siehe dazu die Diskussion in [62,194℄.



92 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialendes Energiefunktionals der Gross-Pitaevskii-Gleihung (4.8) berehnet. Die Grundzustände inGegenwart des Phasengradienten haben dabei die Form
Ψ(r) = ei Θ

L
z ψ(r), (4.14)wobei ψ(r) ein komplexwertiges Feld ist, das in z periodishe Randbedingungen erfüllt:

ψ(z) = ψ(z + L). (4.15)Um diesen Randwertbedingungen gereht werden zu können, wurde der axiale Einshluss derMagnetfalle vernahlässigt und stattdessen das Kondensat in einem Kasten mit axialer Länge
L = 120 µm betrahtet. In radialer Rihtung wird weiterhin ein harmonisher Einshluss mitder Fallenfrequenz ωρ = 2π×200 Hz verwendet. Die Ergebnisse für das betrahtete Systemsollten somit sehr gute Näherungen für die experimentelle Situation liefern.

Abbildung 4.25.: Anteil der super�üssigen Atome in Abhängigkeit von der Tiefe des Unord-nungspotenzials für vershiedene Teilhenzahlen im Kondensat. Für groÿeTeilhenzahlen ist die super�üssige Komponente robuster gegenüber demUnordnungspotenzial.Abbildung 4.25 zeigt die super�üssige Komponente in Abhängigkeit von der Unordnungstiefefür vershiedene Teilhenzahlen. In Abwesenheit des ungeordneten Potenzials ist das Systemerwartungsgemäÿ nahezu vollständig super�üssig. Mit zunehmender Unordnungstiefe beginntder super�üssige Anteil der Atome kontinuierlih zu sinken. Dies geht mit einer zunehmendenLokalisierung des Kondensats in den Minima des ungeordneten Potenzials einher. Diese Lo-kalisierung führt dazu, dass das System auf den aufgezwungenen Phasengradienten nur miteinem geringen Teilhen�uss antwortet. Da das ungeordnete Potenzial durh die interatomareWehselwirkung abgeshirmt wird, ist die super�üssige Komponente eines Kondensates mitgroÿer Teilhenzahl deutlih robuster.



4.4 Untersuhungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 93Wenn das ungeordnete Potenzial so tief ist, dass das Kondensat in mehrere Teile aufbriht,fällt der Anteil der super�üssigen Atome auf null. Dieses ist im Rahmen eines zusammen-brehenden Teilhen�usses entlang des Gesamtsystems zu verstehen. Das Vershwinden dermittels (4.13) berehneten super�üssigen Komponente zeigt niht an, dass die einzelnenKondensatteile ihre super�üssigen Eigenshaften verloren haben.Die Abbildung 4.26 zeigt die Energiedi�erenz zwishen Systemen mit und ohne Phasen-gradienten in Abhängigkeit vom Winkel Θ. Der gemäÿ (4.13) zu erwartende quadratisheZusammenhang kann für den gezeigten Winkelbereih voll bestätigt werden. Dabei ist her-vorzuheben, dass bei der Berehnung des super�üssigen Anteils der Atome gemäÿ der Glei-hung (4.13) das Gross-Pitaevskii-Energiefunktional verwendet wurde. Dieses impliziert, dassdie angeregten Zustände notwendigerweise bei der Berehnung von fs keine Berüksihtigung�nden. Daher kann in diesem System keine Niveau-Abstoÿung mit angeregten Zuständen auf-treten, so dass der quadratishe Zusammenhang auh für groÿe Winkel noh sehr gut erfülltist.Andererseits kann die Form des Anregungsspektrums wesentlihe Auswirkungen für (4.13)haben, wie z. B. beim Phasenübergang eines bosonishen Gittergases zum Mott-Isolator [62℄.Die in der Abbildung (4.25) dargestellte Reduktion der super�üssigen Komponente ist alleinder Lokalisierung der Atome im ungeordneten Potenzial zuzushreiben.

Abbildung 4.26.: Energiedi�erenz zwishen den Systemen mit und ohne Phasengradienten inAbhängigkeit vom Winkel Θ. Die rote Linie zeigt den Verlauf einer Parabel.
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5. Ungeordnetes ultra-kaltesGittergas: Der GrundzustandDurh die Kombination des optishen Gitters mit dem Unordnungspotenzial konnte im Rah-men dieser Arbeit erstmals ein ultra-kaltes ungeordnetes Gittergas realisiert werden [1℄. DiesesKapitel stellt die experimentellen und theoretishen Untersuhungen am Vielteilhengrundzu-stand in dem kombinierten Potenzial dar. Die Messungen zeigen, dass die Unordnung nah-haltige E�ekte auf die atomare Dihteverteilung ausübt. Die durhgeführten numerishenBerehnungen stehen in guter Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen.Das Kapitel beginnt mit einer Einführung zum Stand der Forshung mit ultra-kalten unge-ordneten Gittergasen. Im Anshluss werden die relevanten theoretishen Grundlagen disku-tiert. Insbesondere wird dabei auf das vielbeahtete Anderson-Modell [52℄ sowie auf das Bose-Hubbard-Modell [36,37℄ eingegangen. Den Shwerpunkt des Kapitels bildet die Beshreibungder experimentellen und theoretishen Untersuhungen des Grundzustands des ungeordnetenGittergases. Eine wihtige Fragestellung hierbei lautet, ob eine Anderson-artige Lokalisie-rung [52℄ der Kondensatwellenfunktion in einem ungeordneten Gitterpotenzial zu erreihenist.5.1. EinführungUngeordnete Gittersysteme stellen interessante Forshungsobjekte dar, die in vershiedenenZusammenhängen untersuht werden. So spielen sie für den Metall-Isolatorübergang [50,196℄,für Spin-Gläser [197℄, Perkolationsphänomene [198℄, die Hohtemperatursupraleitung [69℄und Quanten-Chaos [199℄ eine entsheidende Rolle. In den meisten Fällen liegen sowohl Gitterals auh Unordnung auf natürlihe Weise vor. Daher sind die Möglihkeiten zur gezieltenManipulation der zugrunde liegenden Potenzialverläufe in der Regel niht gegeben oder nursehr beshränkt.Im Gegensatz dazu können für ultra-kalte Quantengase ungeordnete Gitterstrukturen er-zeugt werden, deren Potenzialform und -tiefe experimentell mit hoher Präzision einstellbar ist.Das reguläre Gitterpotenzial wird dabei durh ein optishes Gitter erzeugt. Für die Implemen-tierung von Unordnungspotenzialen sind eine Reihe von Methoden vorgeshlagen worden. Eindirekter Weg ist die Verwendung von Laser-Spekle-Strahlung [58�60℄, die bereits erfolgreihzur Manipulation ultra-kalter Atome in einer Magnetfalle [84℄ und in Wellenleiterstruktu-ren [85,86℄ eingesetzt wurde. Die Erzeugung des ungeordneten Dipolpotenzials nah Kapitel4 erfolgt nah einem ähnlihen Prinzip.Da diese Methoden zur Erzeugung der Unordnung auf optishen Abbildungen basieren,sind die kleinsten erreihbaren Strukturgröÿen beshränkt. Sie liegen bei den bisherigen Ex-perimenten im Bereih einiger Mikrometer. Zur Erzeugung kleinerer Strukturen sind andere95



96 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der GrundzustandTehniken vorgeshlagen worden. So kann das optishe Gitter (Hauptgitter) mit weiterenGittern (Übergittern) inkommensurabler Frequenz überlagert werden. Theoretishe Untersu-hungen zeigen, dass in einem solhen Gittersystem E�ekte auftreten, die für ungeordneteSysteme harakteristish sind [61�64℄. Da die Übergitter eine Gitterkonstante von λ/2 be-sitzen, lassen sih mit ihrer Hilfe Strukturlängen im Sub-Mikrometer-Bereih realisieren. Injüngster Vergangenheit konnte durh die Überlagerung eines dreidimensionalen Hauptgittersmit einem weiteren Gitter der Übergang in die Bose-Glas-Phase [36℄ experimentell realisiertwerden [200℄.Eine weitere Methode zur Erzeugung von Unordnung beruht auf dem Ein�uss von Frem-datomen. Diese können als zufällig verteilte Streuzentren dienen [65℄. Dabei konnte bereitsgezeigt werden, dass die Gegenwart von Kalium-Atomen eine Auswirkung auf den Mott-Isolatorübergang eines bosonishen Gittergases hat [201℄. Die Vershiebung des Phasenüber-gangs konnte niht im Rahmen einer Mean-Field-Berehnung erklärt werden und wurde daherals Unordnungse�ekt interpretiert.Die beshriebenen Methoden stellen einen geeigneten Zugang dar, um anhand von ultra-kalten Gittergasen unordnungsinduzierte E�ekte in Vielteilhensystemen zu erforshen. DieErgebnisse dieser Untersuhungen können signi�kante Beiträge zum besseren Verständnisungeordneter Systeme für viele Bereihe der Physik der kondensierten Materie liefern.5.2. Theoretishe GrundlagenDie theoretishe Behandlung ungeordneter Systeme ist durh das Fehlen jegliher Symmetriendes Hamiltonians deutlih ershwert. In Gitterstrukturen kann die Beshreibung durh dieEinführung von Modellsystemen deutlih erleihtert werden. Einige Modelle, die sih in einerVielzahl von Untersuhungen bewährt haben, werden im Folgenden beshrieben.5.2.1. Das Anderson-ModellDas Anderson-Modell [52℄ wird zur Beshreibung eines einzelnen Teilhens oder eines Sys-tems niht wehselwirkender Teilhen in einer Gitterstruktur verwendet. Der Hamiltonian desAnderson-Modells lautet [63℄
Ĥ = −

∑

<i,j>

Jij a
†
i aj +

∑

i

Eia
†
i ai. (5.1)Die Summation läuft jeweils über die Gitterplätze, wobei < i, j > die Summe über nähsteNahbarn darstellt. Dabei stellt Ei die Energie des i-ten Gitterplatzes dar und Jij bezeih-net das Tunnelmatrixelement zwishen den Gitterplätzen i und j. Letzteres wird häu�g alskonstant über das ganze Gitter angenommen (Jij = J). Der Hamiltonian (5.1) stellt einerealistishe Beshreibung eines Gittersystems dar, wenn

• die Bewegung des Teilhens auf ein einzelnes Energieband beshränkt bleibt und
• das Gitter so tief ist, dass nur Tunnelereignisse zwishen benahbarten Gitterplätzenberüksihtigt werden müssen.



5.2 Theoretishe Grundlagen 97Andernfalls ist eine Kopplung zwishen den Bändern oder weiter entfernten Gitterplätzen zuberüksihtigen, wodurh die Analyse deutlih ershwert wird. Eine Repräsentation von (5.1)kann erhalten werden, wenn der Feldoperator in der Wannier-Basis entwikelt wird:
ψ̂(r) =

∑

i,n

wn(r− ri) a(n)
i . (5.2)Es ist leiht ersihtlih, dass diese Entwiklung des Feldoperators nur dann den Anderson-Hamiltonian (5.1) ergibt, wenn zum einen nur ein einziges Band n beiträgt und zum anderennur der Überlapp benahbarter Wannier-Funktionen berüksihtigt wird. Der letzte Punkt istmit der Tight-Binding-Näherung aus Kapitel 3 identish.Unordnung wird im Anderson-Modell durh eine zufällige Variation der Gitterplatz-Energien

Ei eingeführt [52℄. Diese ist durh eine Wahrsheinlihkeitsverteilung P (E) dE gegeben, diedurh eine Breite ∆ harakterisiert ist. Damit stellt ∆ ein Maÿ für die Unordnung dar. Dieeinfahste Unordnungsrealisierung liegt vor, wenn die Werte von Ei statistish im Intervall
[−∆/2,∆/2] verteilt liegen. In diesem Fall wird von �diagonaler� Unordnung gesprohen.Im Anderson-Modell können in Abhängigkeit von der Energie und der Unordnungsstärkedie in Abshnitt 4.2.1 beshriebenen lokalisierten Zustände auftreten. Ursprünglih wurde eszur Untersuhung der Transporteigenshaften eines Teilhens in einem ungeordneten Gitterentwikelt [52℄. Hierbei zeigt sih, dass das Transportverhalten eines Teilhens trotz der kom-plexen ungeordneten Struktur durh wenige Parameter harakterisiert werden kann. So kannein auf dem Gitterplatz i präpariertes Teilhen niht di�undieren, wenn die Tunnelkopplungkleiner als ein kritisher Wert Jc wird, der von der Ordnung ∆ ist1 [52℄. Diese Unterdrükungdes Transports tritt auf, wenn im Mittel die Tunnelkopplung J niht ausreiht, um die Ener-giedi�erenzen zwishen vershiedenen Gitterplätzen zu überbrüken.5.2.2. Das Bose-Hubbard-ModellDas Bose-Hubbard-Modell wird zur Beshreibung wehselwirkender Bosonen in einer Gitter-struktur verwendet [36,37℄. Der Hamiltonian des Modells lautet

Ĥ = −
∑

<i,j>

Jij a
†
i aj +

U

2

∑

i

ni(ni − 1) (5.3)und kann durh eine Präparation ultra-kalter Bosonen in das niedrigste Band eines optishenGitterpotenzials realisiert werden. In (5.3) bezeihnet ni den Teilhenzahloperator für den
i-ten Gitterplatz. Die Wehselwirkung ist durh den Term U

2

∑

i ni(ni − 1) berüksihtigt.Wieder sind die Tunnelenergien normalerweise über das gesamte Gitter konstant (Jij = J).Eine Realisierung des Bose-Hubbard-Modells ergibt sih, wenn der Feldoperator eines überbinäre Stöÿe wehselwirkenden Bose-Gases in der Wannier-Basis entwikelt wird [37℄. Analogzum Anderson-Modell müssen für die Gültigkeit der einfahen Formulierung (5.3) sowohl1Die Beshränkung auf eine Kopplung zwishen nähsten Nahbarn ist für diese Unterdrükung des Trans-ports niht zwingend erforderlih. Es reiht aus, wenn die Tunnelkopplung Jij zwishen Gitterplatz i und
j shneller als 1/r3 abfällt [52℄.



98 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der GrundzustandBeiträge von höheren Bändern als auh Kopplungen entfernterer Nahbarn vernahlässigbarsein. Die Koe�zienten U und J ergeben sih als Integrale über Wannier-Funktionen:
Jij =

∫

d3r w∗(r− ri) [− h̄2

2m
∇2 + Vdip(r)]w(r− rj) , (5.4)

U = g
∫

d3r |w(r)|4. , (5.5)wobei Vdip das Gitterpotenzial bezeihnet. Durh diese beiden Gröÿen sind die Eigenshaf-ten des Gittergases bestimmt. Einerseits kann das System seine Wehselwirkungsenergieminimieren, indem die Bosonen gleihmäÿig auf alle Gitterplätze verteilt werden und dieFluktuationen in der Anzahl der Teilhen pro Gitterplatz reduziert sind. Andererseits kanndie kinetishe Energie durh Tunnelereignisse minimiert werden. Solhe Tunnelereignisse er-höhen die Teilhenzahl�uktuationen auf den einzelnen Gitterplätzen. Diese beiden Prozessekonkurrieren miteinander. Das Verhältnis U/J von Wehselwirkungsenergie zu Tunnelener-gie entsheidet, welhes Verhalten dominiert. Dabei ist U/J über (5.5) und (5.4) durh dieGittertiefe bestimmt. In �ahen Gittern sind die Wannier-Funktionen nur shwah auf deneinzelnen Gitterplätzen lokalisiert. Hier ist der relevante Parameter U/J klein, so dass dieTeilhen über das gesamte System delokalisiert sind und starke Teilhenzahl�uktuationenvorliegen. In diesem Regime shwaher Wehselwirkung ist das Gas super�üssig und kannmit der Gross-Pitaevskii-Gleihung beshrieben werden. Dagegen sind in sehr tiefen Gitterndie Wannier-Funktionen stark auf den Gitterplätzen lokalisiert. Hier nimmt U/J groÿe Wer-te an und Teilhenzahl�uktuationen sind unterdrükt. Wenn die Zahl der Teilhen und derGitterplätze kommensurabel ist, kann der Fall eintreten, dass sih auf jedem Gitterplatzdieselbe Anzahl Teilhen n be�ndet. Die Anregungen des Systems sind durh Teilhenzahl-�uktuationen gegeben. Reiht der Gewinn an kinetisher Energie niht aus, um die Energiefür Teilhenzahl�uktuationen aufzubringen, liegt eine Lüke im Anregungsspektrum vor. DieKompressibilität κ = ∂n/∂µ ist Null und es existiert keine super�üssige Komponente [36℄.Dieser Zustand wird als Mott-Isolator-Zustand bezeihnet [36, 37℄. Bilden Teilhenzahl undZahl der Gitterplätze kein ganzzahliges Verhältnis, bleibt ein Teil der Atome super�üssig unddie Kompressibilität ist endlih [36℄.In das Bose-Hubbard-Modell kann Unordnung implementiert werden, indem der Term
Ĥ∆ =

∑

i

Eini (5.6)zum Hamiltonian (5.3) hinzugefügt wird [36℄. Die Unordung kann zum Auftreten einer weite-ren Phase, der so genannten Bose-Glas-Phase, führen [36℄. Diese Isolatorphase wird ebensowie der Mott-Isolator für groÿe Verhältnisse U/J erreiht. Die Bose-Glas-Phase ist dadurhgekennzeihnet, dass der super�üssige Anteil der Teilhen vershwindet, die Kompressibilitätjedoh endlih [36℄ ist. Aufgrund des ungeordneten Potenzials exisistieren Teilhenzahl�uk-tuationen mit beliebig kleiner Energie, so dass das Anregungsspektrum keine Lüke aufweist.Sowohl der Mott-Isolator als auh das Bose-Glas untersheiden sih deutlih von den loka-lisierten Zuständen des Anderson-Modells. Letztere stellen einen Einteilhene�ekt dar. Da-gegen spielen für den Mott-Isolator und das Bose-Glas Wehselwirkungse�ekte die entshei-dende Rolle. Dabei setzt die Lokalisierung ein, wenn der Gewinn an kinetisher Energie niht



5.3 Experimentelle und theoretishe Untersuhung eines ungeordneten Gittergases 99ausreiht, um die für Teilhenzahl�uktuationen notwendige Energie aufzubringen. Die kriti-she Tunnelenergie Jc des Übergangs in die Isolatorphase skaliert bei fester Gittertiefe fürgroÿe Teilhenzahlen pro Gitterplatz n wie Jc ∝ 1
n
[36℄.Da in eindimensionalen Gittern eine groÿe Teilhenzahl auf den Gitterplätzen vorliegt,be�nden sih die Systeme für typishe experimentell realisierte Gittertiefen im super�üssigenRegime und können somit mit der Gross-Pitaevskii-Gleihung beshrieben werden.5.2.3. Die diskrete nihtlineare Shrödinger-GleihungFür shwahe interatomare Wehselwirkung liefert die Gross-Pitaevskii-Gleihung

ih̄
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2)Ψ(r, t) (5.7)eine adäquate Beshreibung. Hierbei bezeihnet Vext(r) das externe Potenzial, das durh dasGitterpotenzial und eventuelle weitere Potenzialterme gebildet wird. Wenn das hemishePotenzial deutlih kleiner als die Gittertiefe ist2, kann der Ansatz

Ψ(r, t) =
∑

j

ψj(t) Φj(r) (5.8)für die Kondensatwellenfunktion gewählt werden [202℄. Dabei bezeihnet Φj eine reelle Wel-lenfunktion, die im Minimum rj des j-ten Gitterplatzes zentriert ist. Der zeitabhängige An-teil ψj(t) =
√

Nj(t) e
iφj(t) ist durh die Anzahl der Atome pro Gitterplatz Nj(t) und dielokale Phase der Wellenfunktion φj(t) bestimmt. Einsetzen des Ansatzes (5.8) in die Gross-Pitaevskii-Gleihung und Integration über den räumlihen Freiheitsgrad liefert eine nihtli-neare diskrete Gleihung [202℄:
i∂tψj = −1

2
(ψj−1 + ψj+1) +

(

ǫj + Λ|ψj|2
)

ψj. (5.9)Die Parameter ǫj und Λ sind dabei durh die Geometrie des Fallenpotenzials bestimmt. DesWeiteren wurde in (5.9) eine Reskalierung der Zeit vorgenommen.Unordnung kann analog zu den bisher betrahteten Modellen durh eine statistishe Ver-teilung der ǫj in das Modell implementiert werden [203℄.5.3. Experimentelle und theoretishe Untersuhungeines ungeordneten GittergasesDieser Abshnitt beshreibt die experimentelle Erzeugung und Untersuhung eines ungeordne-ten ultra-kalten Gittergases [1℄. Auÿerdem wurden begleitende theoretishe Untersuhungenvorgenommen, die wihtige Beiträge zum Verständnis der experimentellen Resultate liefern.2In der Literatur wird diese Situation häu�g als Tight-Binding-Regime bezeihnet. In dieser Arbeit wirddieser Name jedoh im Sinne des Abshnitts 3.2.2 verwendet.



100 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustand5.3.1. Erzeugung des ungeordneten GittergasesDie experimentelle Erzeugung des ungeordneten ultra-kalten Gittergases beruht auf der Su-perposition des optishen Gitterpotenzials mit dem ungeordneten Dipolpotenzial. Dazu wirdzunähst ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle mit axialer Fallenfrequenz ωz =
2π × 14 Hz und radialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 360 Hz erzeugt. Anshlieÿend erfolgteine Erhöhung des O�setfeldes der Magnetfalle, bei der innerhalb von 150 ms die radiale Fal-lenfrequenz auf ωρ = 2π×200 Hz abgesenkt wird. Die folgende Steigerung der Lihtleistungdes Gitterlasers erfolgt innerhalb von 60 ms. Bei dieser Leistung liegt die mit VG bezeih-nete Tiefe des Gitterpotenzials vor. Anshlieÿend wird die Lihtleistung im Unordnungstrahlinnerhalb von 60 ms erhöht. Die dann vorliegende Tiefe des Unordnungspotenzials wird mit
V∆ bezeihnet. Danah werden die Atome für weitere 20 ms im kombinierten Potenzialgehalten, bevor alle Fallenpotenziale abgeshaltet werden. Die Detektion der Atome erfolgtmittels resonanter Absorptionsaufnahmen nah einer freien Expansion von 20, 4 ms.

Abbildung 5.1.: Berehneter Verlauf des ungeordneten Gitterpotenzials für eine typishe Rea-lisierung der Unordnung. In der Darstellung hat das optishe Gitter eine Tiefevon VG = 6, 5 Er. Die Unordnungstiefe beträgt V∆ = 0, 2 Er.Wie in Kapitel 4 beshrieben wurde, erzeugt der Unordnungsstrahl ein unregelmäÿig modu-liertes Potenzial entlang der Längsahse des Kondensates. Auh das periodishe Potenzialdes optishen Gitters ist in dieser Rihtung orientiert. Die Kombination der beiden Dipol-potenziale führt daher zu einem ungeordnet modulierten periodishen Potenzial entlang deraxialen Rihtung des Kondensates. Abbildung 5.1 zeigt exemplarish eine Berehnung desVerlaufs eines realisierten Unordnungspotenzials. Für typishe experimentelle Bedingungenist die Unordnungstiefe dabei deutlih geringer als die Gittertiefe.



5.3 Experimentelle und theoretishe Untersuhung eines ungeordneten Gittergases 1015.3.2. Experimentelle UntersuhungenAbbildung 5.2 vergleiht gemessene Dihtepro�le von ungeordneten Gasen mit und ohneGitterpotenzial. Das expandierte Dihtepro�l des ungeordneten Gittergases zeigt in axialerRihtung eine dreikomponentige Struktur. Diese bildet sih, wie im Kapitel 3 geshildert,aufgrund des Impulsspektrums eines gefangenen Gittergases aus. Bei der verwendeten mo-deraten Gittertiefe von VG = 6, 5 Er ist die Besetzung der Nebenordnungen nur shwahausgeprägt.

Abbildung 5.2.: Die obere Reihe zeigt Absorptionsbilder der Atome nah 20, 4 ms freierExpansion. In der unteren Reihe sind die entsprehenden axialen Dihtepro�ledargestellt. Bild a) zeigt die Verteilung von 7 · 104 Atomen, die aus einemungeordneten Potenzial der Tiefe 0, 13 Er expandiert sind. Bild b) stellt
7 · 104 Atome nah der Expansion aus einem ungeordneten Potenzial derTiefe 0, 13 Er mit überlagertem Gitterpotenzial der Tiefe 6, 5 Er dar.Der Ein�uss des ungeordneten Potenzials maht sih durh eine unregelmäÿige Modulationdes axialen Dihtepro�ls bemerkbar. Diese ist sowohl in der Impulskomponente l = 0 als auhin den beiden Nebenordnungen beobahtbar. Für die Nebenordnungen ist jedoh aufgrunddes shwahen Signal-zu-Raushverhältnisses eine quantitative Auswertung der Dihtemo-dulationen niht möglih. Abbildung 5.3 zeigt die Standardabweihung σ des gemessenenDihtepro�ls der Impulskomponente l = 0 von einer invertierten Parabel in Abhängigkeit vonder Unordnungstiefe. Diese nimmt mit wahsender Unordnungstiefe deutlih zu.Um den Ein�uss des ungeordneten Potenzials auf die Expansion zu untersuhen, wurde dieaxiale Breite der Atomwolke nah einer Flugzeit von 20, 4 ms bestimmt. Dazu wurde an dasaxiale Dihtepro�l der zentralen Impulskomponente eine invertierte Parabel angepasst undderen Breite ermittelt. Zur Untersuhung der Ein�üsse der vershiedenen Potenziale wur-den die Experimente für untershiedlihe Potenzialkombinationen durhgeführt. So wurdenungeordnete Gittergase mit den Parametern VG = 6, 5 Er und V∆ = 0, 13 Er, geordneteGittergase mit VG = 6, 5 Er sowie ungeordnete Gase mit V∆ = 0, 13 Er untersuht. Als Re-ferenz diente die Messung der Expansion von Bose-Einstein-Kondensaten aus der Magnetfalle



102 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustand

Abbildung 5.3.: Standardabweihung der Impulskomponente l = 0 von einer invertierten Pa-rabel in Abhängigkeit von der Unordnungstiefe. Die rote Linie zeigt einenlinearen Fit an die Messpunkte.ohne zusätzlihes Potenzial.In Abbildung 5.4 ist die halbe Breite b der ermittelten Parabel in Abhängigkeit von derTeilhenzahl gezeigt. Es ist deutlih erkennbar, dass die Expansion des Gases aus den ver-shiedenen Potenzialformen heraus zu untershiedlihen Breiten in Abhängigkeit von derTeilhenzahl führt. Die vershiedenen Fälle werden im Einzelnen diskutiert.Die roten Kreise in der Abbildung zeigen die ermittelten Breiten für Bose-Einstein-Kondensate,die vor der Expansion allein in der Magnetfalle gefangen waren. Die rote Linie zeigt die theo-retishe Vorhersage gemäÿ der selbstähnlihen Expansion eines Kondensates im Thomas-Fermi-Regime. Danah beträgt der axiale Thomas-Fermi-Radius nah der freien Expansionfür elongierte Kondensate [185℄
Rz(t) = Rz(0)

[

1 + λ2
(

ωρ t arctan(ωρ t) − ln
(√

1 + ω2
ρ t

2
))]

. (5.10)Dabei bezeihnet λ = ωz/ωρ das Aspektverhältnis der Falle und Rz(0) den Thomas-Fermi-Radius des gefangenen Kondensates. Da dieser proportional zu N1/5 ist, zeigt der Radius nahder Expansion dieselbe Abhängigkeit. Die erhaltenen Breiten entsprehen mit hoher Genau-igkeit der theoretishen Vorhersage. Eine typishe Standardabweihung ist gekennzeihnet.Die blauen Dreieke markieren die ermittelten Breiten für Kondensate, die zuvor in dem kom-binierten Potenzial aus Magnetfalle und optishem Gitter gefangen waren. Gegenüber derSituation ohne Gitter ist eine Zunahme der Breite um ungefähr 10% festzustellen. Die blaueKurve wurde in Anlehnung an die selbstähnlihe Expansion im Thomas-Fermi-Regime gemäÿfolgender Überlegung erstellt. Wie in Abshnitt 3.2.3 beshrieben wurde, zeigt das axiale



5.3 Experimentelle und theoretishe Untersuhung eines ungeordneten Gittergases 103Dihtepro�l eines Bose-Einstein-Kondensats in einem optishen Gitter mit überlagertem har-monishen Potenzial eine Thomas-Fermi-Form. Der Thomas-Fermi-Radius ist gegenüber derreinen Magnetfalle in Abhängigkeit von der Gittertiefe erhöht [125℄. Wenn die Fallenpoten-ziale entfernt werden und das Kondensat frei expandieren kann, spielt die Wehselwirkungfür die Expansion eine dominierende Rolle. Innerhalb der ersten Millisekunde nimmt dieserEin�uss rapide ab, wie in Abbildung 3.19 erkennbar ist. In dieser Zeit legen die Teilhen in den
l = ±1 Impulskomponenten eine Streke von ≈ 11 µm zurük. Damit sind sie noh niht vonder nullten Ordnung getrennt und ihre Mean-Field-Wehselwirkung trägt nahezu vollständigzur Expansion bei. Nah dem Abbau der Wehselwirkungsenergie ist die folgende Expansionrein ballistish. Aufgrund dieser Überlegungen wurde der gemäÿ Gleihung (3.79) erhalteneThomas-Fermi-Radius in den Ausdruk (5.10) für die selbstähnlihe Expansion eingesetzt undso die blaue Kurve erstellt. Die axiale Verbreiterung nah der Expansion entspriht in dieserNäherung unmittelbar der Verbreiterung innerhalb der Falle. Auf eine numerishe Simulationder Expansionsdynamik wurde verzihtet, da sie für die verwendete Flugzeit äuÿerst zeitauf-wendig ist3. Wie in Abbildung 5.4 erkennbar ist, stehen die experimentellen Daten jedohbereits mit diesen einfahen Annahmen im zufriedenstellenden Einklang.Die shwarzen Quadrate in Abbildung 5.4 kennzeihnen die ermittelten Breiten für Konden-state, die aus der Magnetfalle mit überlagertem Unordnungspotenzial expandiert sind. Dieshwarz gestrihelte Linie dient der Strukturierung der Graphik und wurde durh einen Fit andie Daten mit der Abhängigkeit b ∝ N1/5 erhalten. Für diesen Fall der Expansion kann die ge-mäÿ Gleihung (5.10) erhaltene rote Linie als Referenzkurve aufgefasst werden. Ihr gegenüberergibt sih eine Verbreiterung für die zugrunde liegenden Realisierungen des Unordnungspo-tenzials von ≈ 25%. Dieses stellt eine deutlihe Modi�kation des Thomas-Fermi-Resultatsdar. In der Tat zeigen die numerishen Untersuhungen aus Kapitel 4, dass das Dihtepro�ldes Kondensats im ungeordneten Potenzial selbst bei geringen Unordnungstiefen deutliheAbweihungen von der Parabelform aufweist. Diese führen zu einer modi�zierten Expansi-onsdynamik, deren numerishe Untersuhung ebenfalls in Kapitel 4 dargelegt ist. Sowohl inden experimentellen als auh in den numerishen Untersuhungen stellte sih dabei heraus,dass die genaue Form des Dihtepro�ls nah der freien Expansion kritish von der genauenRealisierung des Unordnungspotenzials abhängig ist. Dementsprehend unterliegen die ge-messenen Breiten einer groÿen statistishen Streuung. Die Daten der Abbildung 5.4 wurdenan zwei aufeinander folgenden Messtagen erhalten und repräsentieren die gröÿte gemesseneAbweihung von der Thomas-Fermi Vorhersage (5.10). In numerishen Simulationen konntein Abhängigkeit vom verwendeten Unordnungspotenzial das beobahtete Verhalten qualitativbestätigt werden. Für keine der verwendeten Realisierungen konnte jedoh die in Abbildung5.4 dargestellte, maximale gemessene Verbreiterung gefunden werden.Die grünen Dreieke stellen die ermittelten Breiten für die Kondensate dar, die aus der Ma-gnetfalle mit überlagertem optishen Gitter und Unordnungspotenzial expandiert sind. Auhin diesem Fall wurden die Messdaten mit der Abhängigkeit b ∝ N1/5 ge�ttet. Die resultie-3Die Simulation der dreidimensionalen Expansion ist für das optishe Gitter aufgrund der hohen Zahlbenötigter Stützstellen ershwert. Eine genauere Diskussion der numerishen Arbeiten �ndet sih inAnhang A.



104 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustandrende Linie ist grün gestrihelt gezeihnet. Die zur Expansion des Gittergases gehörige blaueKurve stellt für diesen Datensatz die natürlihe Referenz dar. Ihr gegenüber ergibt sih ei-ne unordnungsinduzierte Verbreiterung von ≈ 28%. Der nähste Abshnitt zeigt, dass dasparabelförmige Dihtepro�l des harmonish gefangenen Gittergases in der Falle durh dasungeordnete Potenzial deutlih modi�ziert wird (Abbildung 5.5). Daher ist auh für diesenFall eine veränderte Expansionsdynamik zu erwarten. Unsere Messungen zeigen, dass diesestark von der exakten Realisierung des Unordnungspotenzials abhängen. Die in die Abbildungeinge�ossenen Daten liefern auh für das ungeordnete Gittergas die maximale gemessene Ver-breiterung gegenüber der Referenzkurve. Wie bereits dargestellt, wurde für das ungeordneteGittergas auf eine numerishe Untersuhung der dreidimensionalen Expansionsdyamik ver-zihtet.

Abbildung 5.4.: Halbe Breite b des Parabel�ts an die Dihteverteilung nah 20, 4 ms frei-er Expansion in Abhängigkeit von der Teilhenzahl. Die Atome wurden ausfolgenden Potenzialen entlassen: Magnetfalle (MF)(◦), MF und Unordnungs-potenzial (UP) (2), MF und optishes Gitter (OG) (�), MF und UP und OG(�). Die Kurven zeigen theoretishe Vorhersagen oder Fitfunktionen (sieheText). Die Gittertiefe betrug 6, 5 Er, die Unordnungstiefe 0, 1 Er.5.3.3. Theoretishe Untersuhung des ungeordneten GittergasesDurh das im Abshnitt 5.3.1 beshriebene experimentelle Vorgehen wird das Bose-Einstein-Kondensat adiabatish in den Vielteilhengrundzustand des ungeordneten Gittersystems über-führt. Um diesen numerish zu bestimmen, wird der Grundzustand der Gross-Pitaevskii-Gleihung
i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VG sin2(kz) + VMF (r) + V∆ f(z) + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t)(5.11)



5.3 Experimentelle und theoretishe Untersuhung eines ungeordneten Gittergases 105unter der Annahme zylindrisher Symmetrie berehnet4. In (5.11) bezeihnet VMF (r) dasPotenzial der Magnetfalle und V∆ f(z) das ungeordnete Potenzial, so wie es in Kapitel 4.4.2eingeführt wurde. Zur Berehnung von (5.11) wird der Verlauf f(z) einer typishen experi-mentellen Realisierung des ungeordneten Dipolpotenzials verwendet. Die Abbildung 5.5 zeigtdie berehnete Dihteverteilung des Grundzustandes in der Falle. Es ist deutlih erkennbar,dass die axiale Dihteverteilung aufgrund des Gitterpotenzials einer shnellen Modulation un-terliegt. Darüber hinaus verursaht das ungeordnete Potenzial eine unregelmäÿige räumliheVariation der Dihte. Dieser liegt eine deutlih gröÿere Längenskala zugrunde. Die Form derDihteverteilung auf dieser gröÿeren Längenskala wird dabei ausshlieÿlih durh das unge-ordnete Potenzial bestimmt. Dieses wird leiht durh den Vergleih mit der entsprehendenDihteverteilung bei Abwesenheit des optishen Gitters ersihtlih. Sie ist in der Abbildung5.5 als rote Linie eingezeihnet.

Abbildung 5.5.: Axiale Dihteverteilung des Grundzustands des ungeordneten Gittergases.Über den radialen Freiheitsgrad wurde integriert. Die Abbildung a) zeigtdie gesamte Breite der Wolke, während die Abbildung b) einen Ausshnittvergröÿert darstellt. Es ist sowohl die shnelle Modulation aufgrund des Git-terpotenzials als auh die langsamere unregelmäÿige Variation aufgrund desUnordnungspotenzials erkennbar. Die Unordnungstiefe beträgt V∆ = 0, 1 Er.Die zentrale Fragestellung lautet, ob eine Anderson-artige Realisierung der Kondensatwellen-funktion in dem ungeordneten Gittersystem auftritt. Ein Übergang in die Bose-Glas-Phase istaufgrund der shwahen Wehselwirkung niht zu erwarten. Aus der Tatsahe, dass die Dih-teverteilungen im ungeordneten Potenzial mit und ohne optishem Gitter dieselbe Form derlangsamen Modulation aufweisen, können wihtige Shlussfolgerungen für die Eigenshaftendes Systems gezogen werden.4Dazu wird eine Testfunktion entsprehend (5.11) in imaginärer Zeit propagiert. Die Details dieser Methodesind in Anhang A beshrieben.



106 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der GrundzustandIn Abshnitt 4.4.2 wurde gezeigt, dass eine Beshreibung der Kondensatdihte im unge-ordneten Potenzial im Rahmen einer Thomas-Fermi-Näherung möglih ist. Da in dieser Nä-herung der kinetishe Term der stationären Gross-Pitaevskii-Gleihung vernahlässigt wird,kann in diesem Regime keine interferenzbedingte Lokalisierung der Kondensatwellenfunkti-on vorliegen, denn für diese ist ein Zusammenspiel der potenziellen und kinetishen Termeerforderlih.Die Abbildung 5.5 zeigt, dass die Dihteverteilung im ungeordneten Gittersystem, abgese-hen von der shnellen Modulation, demselben Verlauf folgt. Daher existiert für sie ebenfallskeine exponentiell abfallende Einhüllende. Diese stellt nah Abshnitt 4.2.1 jedoh ein ha-rakteristishes Merkmal für unordnungsinduzierte Lokalisierung dar.Das Ausbleiben einer interferenzbedingten Lokalisierung hat vielfältige Gründe. Zum einenist die sogenannte Healing-Length η = 1/
√

8πna [34℄ deutlih kleiner als die Modulationendes ungeordneten Potenzials. Diese Gröÿe entspriht der Länge, auf der die Kondensatwel-lenfunktion bei einer lokalen Störung zurük auf ihren ungestörten Wert �ausheilt�und ergibtsih aus der Balanierung der kinetishen Energie und des Mean-Field-Terms. Das Kondensatkann somit auf die lokalen Störungen durh das ungeordnete Potenzial mit einer Anpassungseiner Dihte reagieren. Die Gültigkeit der Thomas-Fermi-Beshreibung ist ein eindeutigerBeleg hierfür.Zum anderen ist die Längenskala der zufälligen Variation des ungeordneten Potenzials rela-tiv klein im Vergleih mit der Gröÿe des Systems. So liegen entlang der Länge des Kondensatestypisherweise a. zehn Modulationen vor. Aufgrund dieser geringen Zahl ungeordneter Po-tenzial�uktuationen treten signi�kante Interferenze�ekte für die Wellenfunktion niht auf.Im Gegensatz dazu ist das Auftreten von lokalisierten Zuständen im Anderson-Modell be-kannt. Diesem Modell liegen statistishe Variationen des Potenzials zwishen benahbartenGitterplätzen zugrunde. In dem experimentell realisierten Gittergas hingegen variiert das Po-tenzial benahbarter Gitterplätze niht statistish. Vielmehr treten unkorrelierte Variationendes Potenzials auf einer Längenskala auf, die a. 20 Gitterplätze involviert.Die gezeigten Ergebnisse der numerishen Simulationen beruhen auf der Gültigkeit der Gross-Pitaevskii-Gleihung für das betrahtete Regime. Durh Lösung der Bogoliubov-de-Gennes-Gleihungen [34℄ für typishe experimentelle Parameter wurde die Zahl der niht konden-sierten Atome bei T = 0 ermittelt. Diese ist äuÿerst gering, so dass die Anwendbarkeit derGross-Pitaevskii-Gleihung gegeben ist [1, 186℄.5.4. Anderson-artige Lokalisierung vonBose-Einstein-KondensatenDie Untersuhungen des vorigen Abshnitts zeigen, dass eine Anderson-artige Lokalisierungder Kondensatwellenfunktion mit dem realisierten Unordnungspotenzial bei realistishen Kon-densatgröÿen niht zu erreihen ist. Um eine derartige Lokalisierung beobahten zu können,muss notwendigerweise ein Potenzial erzeugt werden, dass eine deutlih shnellere zufälligeräumlihe Modulation aufweist als das ungeordnete Dipolpotenzial.



5.4 Anderson-artige Lokalisierung von Bose-Einstein-Kondensaten 107Eine Methode zur Erzeugung eines solhen Potenzials beruht auf der Überlagerung des beste-henden Hauptgitters mit so genannten Übergittern, die eine inkommensurable Wellenlängebesitzen [61�64℄. Um die Auswirkungen eines solhen Übergitters auf die Grundzustands-eigenshaften eines Bose-Einstein-Kondensates zu untersuhen, wurden numerishe Bereh-nungen der Gross-Pitaevskii-Gleihung unter Berüksihtigung eines Übergitter-Potenzials
VSL(z) der Form

VSL(z) = V∆1 sin2(k1z + φ1) + V∆2 sin2(k2z + φ2) (5.12)durhgeführt. Die Wellenlänge des Hauptgitters betrug λ = 825 nm. Für die Übergitter wur-den λ1 = 960 nm und λ2 = 1060 nm verwendet. Für die hier gezeigten Ergebnisse wurdedie Phasenbeziehungen zwishen den Gitterstrahlen durh φ1 = π/10 und φ2 = π/3 �xiert.Für eine andere Wahl der Phasenbeziehung ergaben sih keine prinzipiellen Untershiede beiden Berehnungen. Die Abbildung 5.6 zeigt den Verlauf eines solhen Übergitter-Potenzials.Insbesondere in der Abbildung b) wird deutlih, dass statistishe Potenzialshwankungenzwishen den Gitterplätzen des Hauptgitters auftreten. Das Potenzial (5.12) kann daher zurRealisierung des Anderson-Modells dienen.

Abbildung 5.6.: Verlauf des Potenzials aus Hauptgitter und Übergitter (5.12). Die Gittertiefenlauten VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er. In a) ist derkontinuierlihe Verlauf des Gesamt-Potenzials (5.12) gezeigt. Abbildung b)stellt den Wert des Potenzials VSL(z) auf dem j-ten Hauptgitterplatz dar.Für ein einzelnes Teilhen im Potenzial (5.12) ist zu erwarten, dass der Grundzustand lo-kalisiert ist. Niht wehselwirkende Bosonen kondensieren bei T = 0 in diesen lokalisiertenEinteilhenzustand [77, 204℄. Auf der anderen Seite wirkt eine repulsive interatomare Weh-selwirkung der Kondensation in den niederenergetishsten Zustand entgegen [77, 204℄. Siehat die Tendenz die Teilhen zu delokalisieren5. Für die Untersuhung, ob eine Anderson-5Im stark wehselwirkenden Regime dagegen hat die interatomare Wehselwirkung einen lokalisierendenCharakter. Sie führt zum Auftreten der Mott-Isolator-Phase oder des Bose-Glases.



108 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustandartige Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion in dem Potenzial (5.12) möglih ist, wurdedaher der Fall sehr shwaher interatomarer Wehselwirkung analysiert. Der Grundzustandder Gross-Pitaevskii-Gleihung
i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VG sin2(kz) + VMF (r) + VSL(z) + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t)(5.13)wurde hierfür durh Propagation in imaginärer Zeit unter der Annahme von Rotationssym-metrie bestimmt. Dabei wurde für das Potenzial der Magnetfalle VMF (r) die axiale Fallen-frequenz ωz = 2π × 4 Hz und die radiale Fallenfrequenz ωρ = 2π × 40 Hz verwendet. DieAbbildung 5.7 zeigt die erhaltenen axialen Dihtepro�le für vershiedene Teilhenzahlen. Esist deutlih erkennbar, dass es zu einer Lokalisierung der Wellenfunktion kommt. Dabei steigtdie Zahl der Lokalisierungszentren mit zunehmeder Teilhenzahl an. Aus den stükweise li-nearen Verläufen der Dihteverteilung in logarithmisher Darstellung wird ersihtlih, dass andie einzelnen Lokalisierungszentren exponentiell abfallende einhüllende Kurven gelegt werdenkönnen.Die Lokalisierung der Wellenfunktion hat wihtige Konsequenzen für das Impulsspektrumdes Systems. Dieses ist in der Abbildung 5.8 gezeigt. Selbst für die gröÿten berehneten Teil-henzahlen ist das Impulsspektrum deutlih gegenüber dem des ungestörten Gittergases durhdas Auftreten weiterer Impulskomponenten modi�ziert. Da mit abnehemder Teilhenzahl dieAnzahl der Lokalisierungszentren abnimmt, wähst die Besetzung dieser Impulskomponentenan. Für den niht wehselwirkenden Fall existiert ein einziges Lokalisierungszentrum, in demnur noh vier Potenzialtöpfe des Hauptgitters signi�kant besetzt sind. In diesem Fall ist dasImpulsspektrum niht mehr in sharfe Komponenten zerlegt. Diese Situation ist als das Ana-logon der Lihtbeugung am Doppelspalt bzw. an einem Gitter zu verstehen.Die Lokalisierung der Wellenfunktion setzt dabei das Zusammenspiel von Hauptgitter undÜbergittern voraus. In der Abbildung 5.9 ist das axiale Dihtepro�l für 103 Teilhen in demalleinigen Potenzial des Übergitters gezeigt. Es ist deutlih erkennbar, dass die exponentielleLokalisierung in diesem Fall niht auftritt. Dieses liegt in der in Abbildung 5.10 dargestelltenquasi-periodishen Struktur des Übergitterpotenzials begründet. Die Wellenfunktion �spürt�die in der Abbildung 5.6.b) dargestellte ungeordnete Struktur e�ektiv erst dann, wenn siedurh ein tiefes Hauptgitter lokalisiert wird.Für groÿe Teilhenzahlen vershwindet der exponentiell lokalisierte Charakter der Wellen-funktion aufgrund der Zunahme der Wehselwirkung. Dieses Verhalten wird in der Abbildung5.11 deutlih.Diskussion der numerishen ErgebnisseDie Betrahtungen des vorigen Abshnitts zeigen, dass eine unordnungsinduzierte Lokali-sierung der Grundzustandswellenfunktion durh eine Überlagerung des Gitterpotenzials miteinem Übergitterpotenzial erreiht werden kann. Hierbei treten Lokalisierungszentren auf,deren Zahl von der Stärke der nihtlinearen Wehselwirkung abhängt. Für kleine Wehsel-wirkung können exponentiell abfallende Kurven als Einhüllende an die Lokalisierungszentren
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Abbildung 5.7.: Normierte axiale Dihteverteilung des Grundzustands der Gross-Pitaevskii-Gleihung für vershieden Teilhenzahlen. Die linke Spalte zeigt eine lineareSkalierung. Für die rehte Spalte wurde eine logarithmishe Darstellung ge-wählt. Die Gittertiefen sind VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er.Die Teilhenzahlen betragen: a) N = 104, b) N = 103, ) N = 102. In d)ist der niht wehselwirkende Fall gezeigt.
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Abbildung 5.8.: Axiales Impulsspektrum für vershiedene Teilhenzahlen. Die Potenzialtiefensind VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er. Die Teilhenzahlenbetragen: a) N = 104, b) N = 103, ) N = 102. In d) ist der niht wehsel-wirkende Fall gezeigt. Der Quasi-Impuls qB bezieht sih auf die Wellenlängedes Hauptgitters.gelegt werden. Mit zunehmender Wehselwirkung tritt die exponentielle Lokalisierung immerstärker in den Hintergrund, da diese eine delokalisierende Wirkung auf die Teilhendihte hat.Die Ergebnisse des Abshnitts beruhen auf der Berehnung des Kondensatgrundzustandsmittels der Gross-Pitaevskii-Gleihung. Diese Beshreibung kann für geringe Teilhenzahlenzu falshen Ergebnissen führen, da sih in diesem Regime die Anwendung einer Mean-Field-Theorie als problematish erweisen kann. Insbesondere werden durh die Beshreibung desSystems im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Gleihung E�ekte von Quanten�uktuationen und
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Abbildung 5.9.: Axiale Dihteverteilung für N = 103 Teilhen im Potenzial des Übergittersund der Magnetfalle. Die Gittertiefen betragen V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 =
0, 2 Er.

Abbildung 5.10.: Potenzialverlauf des Übergitters für V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er.Beiträge von angeregten Zuständen niht erfasst. Die theoretishen Untersuhungen sinddaher niht in jedem der betrahteten Regime uneingeshränkt gültig. Sie stellen vielmehr ei-ne rigorose Diskussion der Lokalisierungseigenshaften des Grundzustands einer nihtlinearenShrödinger-Gleihung dar. Als solhe zeigen sie insbesondere die Abhängigkeit der Lokali-sierung von der Stärke der Nihtlinearität. Untersuhungen nihtlinearer Gleihungen unterdem Ein�uss von Unordnung sind dabei bereits durhgeführt worden [203,205,206℄. Für aus-reihend groÿe Teilhenzahlen N ≈ 1000 sollten die Betrahtungen eine gute Beshreibungfür die Lokalisierungseigenshaften von Bose-Einstein-Kondensaten liefern.
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Abbildung 5.11.: Normierte axiale Dihteverteilung des Grundzustands der Gross-Pitaevskii-Gleihung für 5 ·104 Teilhen. Die linke Spalte zeigt eine lineare Skalierung.Für die rehte Spalte wurde eine logarithmishe Darstellung gewählt. DieTiefen der Gitterpotenziale lauten VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 =
0, 2 Er.5.4.1. Wege zu einer experimentellen RealisierungFür eine experimentelle Realisierung des untersuhten Systems ist der Aufbau von zwei wei-teren optishen Gittern notwendig. Für die bei den Simulationen verwendeten Wellenlängenvon 960 nm und 1060 nm sind Halbleiter-Lasersysteme verfügbar. Die Justage eines solhenGitter-Systems kann durh die Zuführung des Laserlihts durh eine gemeinsame Faser er-heblih erleihtert werden. In diesem Fall ist e�ektiv nur einer der Gitterstrahlen auszurihten.Grundsätzlih ist es dabei niht zu vermeiden, dass die Lihtfelder der Laser interferieren.Aufgrund der groÿen Verstimmung der Laserwellenlängen untereinander führt dieses im zeit-lihen Mittel jedoh niht zu Konsequenzen für die Atome.Eine experimentelle Herausforderung stellt die Forderung nah geringer Wehselwirkung dar.Diese kann prinzipiell über den Einsatz einer Feshbahresonanz erhalten werden. Deren Aus-nutzung stellt für die experimentell eingesetzten Rubidium-Atome jedoh eine groÿe tehni-she Herausforderung dar. Alternativ kann bei geringen atomaren Dihten gearbeitet werden.In der Abbildung 5.7 zeigen Kondensate bestehend aus N = 104 Atomen in einer Falle mitden Frequenzen ωz = 2π×4 Hz und ωρ = 2π×40 Hz noh Anzeihen einer exponentiellenLokalisierung. Fallenfrequenzen dieser Göÿenordnung können experimentell erreiht werden.So wurde eine Absenkung der axialen Fallenfrequenz auf ωz = 2π× 4 Hz bereits erfolgreihdemonstriert [184℄. Dazu wurde der Strom durh die so genannten Dipolspulen [95℄ reduziert.Die radiale Fallenfrequenz kann durh eine Anhebung des Magnetfallenbodens gesenkt wer-den. Hierzu ist eine Absenkung des Stroms in den Helmholtzspulen [95℄ durh eine geregelteParallelshaltung möglih.



5.4 Anderson-artige Lokalisierung von Bose-Einstein-Kondensaten 113Die Detektion der exponentiellen Lokalisierung kann auf der axialen Impulsverteilung nahAbbildung 5.8 beruhen. Diese zeigt eine deutlihe Verbreiterung bzw. das Auftreten weitererImpulskomponenten gegenüber dem geordneten Gittergas. Während einer freien Expansi-on separieren die einzelnen Impulskomponenten, so dass zu erwarten ist, dass sih die un-ordnungsinduzierte Modi�kation des Impulsspektrums in der resultierenden Dihteverteilungwiederspiegelt.
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6. Ungeordnetes quantenentartetesGittergas: DynamikUngeordnete Potenziale beein�ussen niht nur die Form des Grundzustands des Gittergases,sondern haben auh wihtige Konsequenzen für seine Dynamik. In einem periodishen Poten-zial treten bei der Zeitentwiklung eines Quantensystems unter dem Ein�uss einer konstantenKraft Bloh-Oszillationen auf. Unordnung verursaht einen Kohärenzverlust des Systems, dermit einer Dämpfung der Oszillationsamplitude einher geht.In diesem Kapitel werden Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in einem unge-ordneten Gitterpotenzial theoretish analysiert. Zunähst erfolgt eine Einführung zum Standder experimentellen Untersuhungen der Bloh-Oszillationen. Anshlieÿend werden die theo-retishen Grundlagen des Problems dargestellt. Es zeigt sih, dass aufgrund der interatomarenWehselwirkung die Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten auh ohne Unord-nung gedämpft sind. Dieser E�ekt kann die unordnungsbedingte Dämpfung überdeken. Inden theoretishen Untersuhungen konnte ein Parameterbereih identi�ziert werden, in demeine Messung der unordnungsinduzierten Dämpfung mit dem bestehenden System möglihist. Die erzielten Resultate stellen einen unmittelbaren Leitfaden für die derzeitigen Arbeitenam Experiment dar.Die in diesem Kapitel vorgestellten Resultate beruhen auf einer Anregung von Prof. Dr. LuisSantos und wurden in Kooperation mit ihm entwikelt.6.1. EinführungDie quantenmehanishe Behandlung eines einzelnen Teilhens in einem periodishen Po-tenzial unter dem Ein�uss einer konstanten Kraft basiert auf den wegweisenden Arbeitenvon Bloh [27℄ und Zener [28℄. Sie liefert ein niht intuitives Ergebnis: Das Teilhen führteine kohärente Oszillation auf einem endlihen Raumbereih aus, anstatt eine beshleunigteBewegung durh den ganzen Raum zu durhlaufen. [207℄. Diese Oszillation wird als Bloh-Oszillation bezeihnet. Den Hintergrund für die theoretishen Arbeiten bildete die Untersu-hung der Bewegung eines Kristallelektrons unter dem Ein�uss eines statishen elektrishenFeldes. In metallishen Festkörpern konnte das Auftreten von Bloh-Oszillationen jedohnoh niht direkt nahgewiesen werden, da für experimentell realisierbare Feldstärken die Pe-riodendauer der Oszillationen deutlih gröÿer als die Kohärenzzeit der Elektronenbewegungist. In Halbleitergittern [208℄ können aufgrund der hohen Strukturgröÿe die Periodendauernder Bloh-Oszillationen deutlih kürzer als in kristallinen Festkörpern sein. Tatsählih konn-ten in diesen Systemen Bloh-Oszillationen bereits durh eine Messung der Strahlung der115



116 6. Ungeordnetes quantenentartetes Gittergas: Dynamikoszillierenden Elektronen nahgewiesen werden [208℄.Die Störungsein�üsse, die eine Messung der Bloh-Oszillationen in Festkörpersystemen bisherershwert oder verhindert haben, treten in Experimenten mit ultra-kalten Atomen in opti-shen Gittern niht auf. So sind optishe Gitter frei von Störstellen oder Phononen. Interban-dübergänge können durh die Wahl einer ausreihend groÿen Gittertiefe nahezu vollständigunterdrükt werden. Shlieÿlih pro�tieren diese Experimente von der geringen Impulsbreiteder Ensembles. Die Atome besetzen daher nur einen sehr shmalen Bereih der Brillouinzoneund die theoretishe Beshreibung des Systems ist somit deutlih vereinfaht.Die ersten Bloh-Oszillationen ultra-kalter (niht kondensierter) Atome wurden in denGruppen von C. Salomon [209℄ und M. G. Raizon [210℄ erzeugt. In diesen Experimentenwurden die Oszillationen durh die Trägheitskraft in einem beshleunigten optishen Gittergetrieben. Die enormen Kohärenzzeiten der Ensembles ermöglihten die Beobahtung vonBloh-Oszillationen mit Periodendauern, die diejenigen in Halbleitergittern um bis zu zehnGröÿenordnungen übertrafen.Nah der ersten Präparation eines Bose-Einstein-Kondensates in einem optishen Git-ter [123℄ kristallisierte sih rash groÿes theoretishes und experimentelles Interesse an derUntersuhung von Bloh-Oszillationen in diesem System heraus. Dies liegt zum einen in dershmalen Impulsbreite der Ensembles begründet. Des Weiteren bietet sih die Möglihkeit,den Ein�uss einer interatomaren Wehselwirkung auf die Bloh-Oszillationen zu erforshen.Shlieÿlih ist das Kondensat während der Oszillation Gegenstand von Instabilitäten, die vongrundlegender Bedeutung für das Verständnis von Vielteilhensystemen in periodishen Po-tenzialen sind. Die erste Erzeugung von Bloh-Oszillationen in Bose-Einstein-Kondensatenwurde in der Gruppe von E. Arimondo durhgeführt [29,124℄.In jüngster Zeit wurden darüber hinaus auh Bloh-Oszillationen in quantenentartetenFermigasen beobahtet [211℄. Das Fehlen der Wehselwirkung in dem fermionishen Systemermöglihte hierbei eine Beobahtung besonders langlebiger Oszillationen.6.2. Bloh-Oszillationen: Theoretishe GrundlagenAls Grundlage der Betrahtungen von Bloh-Oszillationen wehselwirkender Bose-Einstein-Kondensate wird in diesem Abshnitt zunähst die Dynamik eines einzelnen Wellenpakets ineinem periodishen Potenzial unter dem Ein�uss einer konstanten Kraft beshrieben. Um dieZeitentwiklung zu erhalten, wird das Wellenpaket zur Zeit t = 0 nah Bloh-Funktionenentwikelt:
ψ(z, t = 0) =

∑

n

∫ qB

−qB

dq fn(q)φ(n)
q (z). (6.1)In der Bloh-Basis ist die Zeitentwiklung über

ψ(z, t) =
∑

n

∫ qB

−qB

dq fn(q)φ(n)
q (z) e−i E

(n)
q t/h̄ (6.2)durh die Bandstruktur bestimmt. Die Impulsbreite eines ultra-kalten Ensembles ist starkeingeengt. Für ein entsprehendes Wellenpaket vershwinden die Entwiklungskoe�zienten

fn(q) nur auf einem sehr shmalen Bereih der Brillouinzone niht. Aus diesem Grund bietet



6.2 Bloh-Oszillationen: Theoretishe Grundlagen 117sih eine Taylor-Entwiklung für das Energieband an, das hierfür als eine kontinuierliheFunktion von q aufgefasst wird:
E(q) = E(q0) + (q − q0)
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+ ... . (6.3)Dabei bezeihnet h̄q0 den Quasi-Impuls, um den die Taylorentwiklung ausgeführt wird.Weiterhin vereinfaht eine alleinige Berüksihtigung des niedrigsten Bandes die folgendenBetrahtungen signi�kant. Da ultra-kalte Teilhen im niedrigsten Band des Gitterpotenzialspräpariert werden können, ist diese Einshränkung eine realistishe Beshreibung. Aus die-sem Grund wird hier und im Folgenden der Bandindex niht mitgeshrieben. Die shmaleBesetzung der Brillouinzone führt ferner auf die Annahme [26℄:
φq(z) ≈ uq0(z) e

iq0z. (6.4)Einsetzen von (6.3) und (6.4) in (6.2) liefert
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(6.6)sowie die e�ektive Masse
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−1 (6.7)verwendet wurden. Gleihung (6.5) zeigt, dass sih das Wellenpaket mit der Gruppenge-shwindigkeit (6.6) bewegt und seine Dispersion im Gitterpotenzial durh die e�ektive Masse(6.7) modi�ziert ist. Die Abbildungen 6.1 und 6.2 zeigen die Gruppengeshwindigkeit sowiedie e�ektive Masse als Funktion des Quasi-Impulses.Unter dem Ein�uss einer konstanten Kraft F ist die Dynamik des Wellenpaketes durh diezeitlihe Entwiklung des Quasi-Impulses h̄q0(t) bestimmt. Diese ist nah dem so genanntenBeshleunigungstheorem [27,28,207℄ durh
q0(t) = q0(t = 0) +

F

h̄
t (6.8)gegeben. Ein rigoroser Beweis des Beshleunigungstheorems �ndet sih in [212℄. Gemäÿ (6.8)bewegt sih der Quasi-Impuls mit linearer Geshwindigkeit, wobei die Betrahtungen aufgrundder Periodizität auf die erste Brillouinzone reduziert werden können. Aufgrund der Bewegungdes Quasi-Impulses ändert sih gemäÿ (6.6) die Gruppengeshwindigkeit. Anhand der Ab-bildung 6.1 ist erkennbar, dass dieses zu einer oszillierenden Bewegung des Wellenpaketes,
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Abbildung 6.1.: Die Gruppengeshwindigkeit als Funktion des Quasi-Impulses für vershiede-ne Gittertiefen.den so genannten Bloh-Oszillationen, führt. Die Periodendauer T der Bloh-Oszillationenist nah Gleihung (6.8) durh die Zeit gegeben, in der sih der Quasi-Impuls einmal durhdie gesamte Brillouinzone bewegt
T =

2π h̄

F d
, (6.9)wobei d die Gitterkonstante angibt. Somit ist die Periodendauer bei gegebener Gitterkon-stante durh die beshleunigende Kraft bestimmt. Die Amplitude der Oszillation der Grup-pengeshwindigkeit ist dagegen nah Gleihung (6.6) durh die Form des Energiebandesbestimmt. Für groÿe Gittertiefen �ahen die Energiebänder ab und die Maximalwerte derGruppengeshwindigkeit werden kleiner. Dieser Zusammenhang wird insbesondere in der Ab-bildung 6.1 deutlih. Für hinreihend tiefe Gitter kann in sehr guter Näherung die Tight-Binding-Näherung (3.54) für die Dispersionsrelation verwendet werden. Sie liefert für dieGruppengeshwindigkeit

vtb
g,q =

J d

h̄
sin(qd). (6.10)Die Amplitude der Oszillation der Gruppengeshwindigkeit beträgt im Rahmen der Tight-Binding-Näherung J d/h̄ und ist somit durh die Gittertiefe bestimmt. Der Tunnelparameterkann aus der e�ektiven Masse erhalten werden. Diese lautet in der Tight-Binding-Näherung

m∗
q =

h̄2

d2 J cos(qd)
. (6.11)Bei bekannter e�ektiver Masse im Zentrum der Brillouinzone ist der Tunnelparameter somit
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Abbildung 6.2.: Die e�ektive Masse als Funktion des Quasi-Impulses für vershiedene Gitter-tiefen.
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J =

h̄2

d2m∗
q=0

(6.12)gegeben. Die e�ektive Masse kann dabei aus der numerish berehneten Bandstruktur er-halten werden. Die Abbildung 6.3 zeigt, dass bereits für eine Gittertiefe von VG = 8 Er derTight-Binding-Ausdruk (6.10) eine gute Näherung für die Gruppengeshwindigkeit darstellt.

Abbildung 6.3.: Vergleih der exakt berehneten Gruppengeshwindigkeit (6.6) mit der Tight-Binding-Approximation (6.10) für eine Gittertiefe von VG = 8 Er.Die Dynamik des Wellenpakets ist in der perfekten Gitterstruktur völlig kohärent. Wenn keineInterbandübergänge statt�nden, gibt es für die Lebensdauer der Bloh-Oszillationen keineBeshränkung. Die Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten sind gegenüber demFall eines einzelnen Wellenpaketes deutlih komplexer. Sie werden im folgenden Abshnittbehandelt.6.3. Bloh-Oszillationen vonBose-Einstein-KondensatenDie theoretishen Untersuhungen der Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensatenbasierten auf einer Beshreibung des Systems im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Gleihung.Wie im Kapitel 3 dargelegt wurde, setzt diese hinreihend tiefe Temperaturen und mode-rate Gittertiefen voraus. In Anwesenheit einer konstanten Kraft ist die Zeitentwiklung derKondensatwellenfunktion durh
i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) + VG cos2(kz) + F z + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t)(6.13)



6.3 Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten 121bestimmt. Dabei bezeihnet VMF (r) das Potenzial der Magnetfalle, VG die Gittertiefe und Fdie in axiale Rihtung beshleunigende Kraft. Die numerishen Berehnungen wurden unterBerüksihtigung des Magnetfallenpotenzials ausgeführt, da bei einer experimentellen Rea-lisierung die Atome niht mit dem optishen Gitterpotenzial alleine gegen die Shwerkraftgehalten werden können. Da die Periodendauer der Bloh-Oszillationen für typishe experi-mentell erzeugbare Kräfte einige Millisekunden beträgt, würden die ungefangenen Atome vorBeendigung einer Periode aus dem Wirkungsbereih des Gitterpotenzials fallen.Die Zeitentwiklung der Kondensatwellenfunktion wird numerish ermittelt (siehe AnhangA). Dazu wird zunähst der Grundzustand des Kondensats im kombinierten Potenzial ausoptishem Gitter und Magnetfalle bestimmt und anshlieÿend gemäÿ der Gleihung (6.13)zeitlih propagiert. Mit der erhaltenen Lösung Ψ(r, t) wird die Zeitabhängigkeit des Erwar-tungswertes der axialen Geshwindigkeit
< vz >=

∫

d3r Ψ∗(r, t) h̄

im
∂z Ψ(r, t) (6.14)und des Ortes

< z >=
∫

d3r Ψ∗(r, t) zΨ(r, t) (6.15)bestimmt.Die Erwartungswerte in Abbildung 6.4 zeigen das für Bloh-Oszillationen harakteristisheoszillatorishe Verhalten. Dabei wurden für diese Abbildung Parameter verwendet, wie siemit der vorliegenden experimentellen Apparatur erreiht werden können. So betragen dieaxialen und radialen Fallenfrequenzen des harmonishen Einshlusses ωz = 2π × 14 Hzund ωρ = 2π × 200 Hz. Die Gitterkonstante wurde in allen Simulationen mit 825/2 nmangesetzt. Der Term VT (z) = F z wurde so gewählt, dass er eine Potenzialdi�erenz von
δE = 0, 05Er zwishen benahbarten Gitterplätzen verursaht. Dieses entspriht einer klas-sishen Beshleunigung von a = 1, 87 ms−2.Abbildung 6.4 zeigt eine harakteristishe Asymmetrie in dem Verlauf des Erwartungswer-tes der axialen Geshwindigkeit für geringe Gittertiefen. Diese tritt gleihermaÿen im Ver-halten der Gruppengeshwindigkeit nah Abbildung 6.1 auf und ist unter Beahtung von(6.6) anhand der Form der Bandstruktur zu verstehen. Für das Einteilhenproblem sind dieBandstrukturen für vershiedene Gittertiefen in der Abbildung 3.3 gezeigt. Der Quasi-Impulsbewegt sih unter dem Ein�uss der Kraft mit konstanter Geshwindigkeit q̇ durh die Bril-louinzone. In deren Zentrum und an den Rändern lassen sih die Bandstrukturen jeweilsdurh Parabeln approximieren. Dieses führt nah (6.6) auf eine lineare Zeitabhängigkeit derGruppengeshwindigkeit, deren Steigung durh die Krümmung des Bandes gegeben ist. Fürkleine Gittertiefen ist diese im Zentrum der Brillouinzone klein und positiv und am Randgroÿ und negativ. Ferner lässt sih die quadratishe Approximation des Bandes vom Zentrumaus bis zu deutlih gröÿeren Werten von q fortsetzen als dies für die Ränder der Fall ist.Anhand dieser Asymmetrie der Bandstruktur ist die Asymmetrie der Bloh-Oszillationen fürkleine Gittertiefen leiht verständlih. Wenn die Krümmung des Bandes vershwindet, ist diee�ektive Masse (6.7) unendlih und die zeitlihe Ableitung der Gruppengeshwindigkeit istNull.
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Abbildung 6.4.: Erwartungswerte der Geshwindigkeit (6.14) und des Ortes (6.15) in Abhän-gigkeit von der Zeit für vershiedene Gittertiefen. Die Berehnung wurde fürKondensate mit N = 5 · 104 Teilhen in der Magnetfalle bei einer beshleu-nigenden Kraft von a = 1, 87 ms−2 ausgeführt.Für tiefere Gitter tritt die Asymmetrie der Bandstruktur immer stärker in den Hintergrund.Dieses wird insbesondere anhand der völlig symmetrishen Tight-Binding-Näherung (3.54)o�ensihtlih. Daher weisen die Bloh-Oszillationen für gröÿere Gittertiefen keine Asymmetrieauf. Dieses Verhalten ist in der Abbildung 6.4 deutlih erkennbar. Für den Erwartungswertdes Ortes gelten die getro�enen Aussagen entsprehend.Am Verlauf des Erwartungswertes des Ortes ist erkennbar, dass die Oszillationen den Shwer-punkt der Wolke nur um wenige Mikrometer vershiebt. Aus diesem Grund hat das axialeMagnetfallenpotenzial keinen merklihen Ein�uss auf die Bloh-Oszillationen. Ein gegen-sätzlihes Verhalten ergibt sih, wenn die Kraft auf die Atome als Trägheitskraft in einembeshleunigten optishen Gitter ausgeübt wird [29,124℄. Hierbei wird das Kondensat mit demGitter mitbewegt, wobei die Bloh-Oszillationen in dem Bezugssystem statt�nden, in demdas Gitter ruht. Bei einer Durhführung dieser Experimente innerhalb der Magnetfalle istaufgrund der groÿen Bewegung des Kondensates ein signi�kanter Ein�uss auf die Frequenzender Bloh-Oszillationen zu erwarten [213℄.Die Ergebnisse der numerishen Simulation können mit der auf dem Beshleunigungstheo-rem (6.8) basierenden Einteilhen-Rehnung verglihen werden. Dazu wird die über (6.8)erhaltene Zeitabhängigkeit des Quasi-Impulses verwendet, um die zeitabhängige Gruppenge-shwindigkeit
vq0(t)

g =
1

h̄

∂E(q)

∂q

∣
∣
∣
∣
∣
q0(t)

(6.16)zu berehnen. Sie wird in Abbildung 6.5 mit den Ergebnissen der numerishen Lösung derGross-Pitaevskii-Gleihung verglihen. Die hervorragende Übereinstimmung der Resultate



6.3 Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten 123

Abbildung 6.5.: Vergleih der mit der Gross-Pitaevskii-Gleihung berehneten Erwartungs-werte der Geshwindigkeit aus Abbildung 6.4 mit der zeitabhängigen Grup-pengeshwindigkeit (6.16). Abbildung a) zeigt die Resultate für eine Gitter-tiefe von VG = 2 Er, während in b) die Oszillation für VG = 5 Er dargestelltist. Die leihte Abweihung der Kurven wird durh die interatomare Weh-selwirkung verursaht.zeigt, dass aufgrund der geringen Impulsbreite des Kondensates die in Abshnitt 6.2 darge-stellte einfahe Beshreibung der Banddynamik anwendbar ist. Die geringe Abweihung wirddabei durh die interatomare Wehselwirkung verursaht. Diese shirmt wie im Abshnitt3.2.3 beshrieben das Gitterpotenzial e�ektiv ab, so dass die resultierenden Energiebänderweniger �ah als im Einteilhenfall sind.Signi�kante Abweihungen von der Einteilhen-Bewegung zeigen sih jedoh bei längerenEntwiklungszeiten. In der Abbildung 6.6 ist der mit der Gross-Pitaevskii-Gleihung bereh-nete Erwartungswert der axialen Geshwindigkeit für vershiedene Teilhenzahlen gezeigt. Esist eine starke Dämpfung der Oszillation erkennbar, die nah zwei Perioden einsetzt und sihmit zunehmender Teilhenzahl weiter ausprägt.Eine wehselwirkungsinduzierte Dämpfung der Bloh-Oszillationen wurde von Trombettoniund Smerzi im Rahmen einer diskretisierten nihtlinearen Shrödinger-Gleihung (DNLSG)untersuht [202℄. Dazu wurde die DNLSG in einer Dimension sowohl numerish als auh imRahmen eines Variationsansatzes gelöst. In der Variationsrehnung wurde als Ursahe für dieDämpfung die zeitlihe Zunahme der e�ektiven Masse identi�ziert1. Diese manifestierte sihin den numerishen Rehnungen als eine Dephasierung der zu den vershiedenen Gitterplätzengehörigen Wellenfunktionen [202℄.Wehselwirkungsinduzierte Dekohärenzprozesse wurden bereits bei der ersten experimen-tellen Untersuhung von Bose-Einstein-Kondensaten in einem optishen Gitter beobah-1Die hier angesprohene e�ektive Masse ist niht identish zu der in (6.7) über die Bandstruktur de�nierten.Sie ergibt sih vielmehr als zweite Ableitung des Hamiltonians nah einem Variationsparameter [202℄.



124 6. Ungeordnetes quantenentartetes Gittergas: Dynamik

Abbildung 6.6.: Erwartungswert der axialen Geshwindigkeit in Abhängigkeit von der Zeit.Für groÿe Zeiten ist eine teilhenzahlabhängige Dämpfung der Bloh-Oszillationen zu beobahten. Der Abbildung liegen dieselben Parameter zu-grunde, die auh für die Abbildung 6.4 verwendet wurden.tet [123℄. Hierbei kam es für groÿe Teilhenzahlen bei der Auskopplung der Atome durhTunnelprozesse mit der Bloh-Periode zu einem Kohärenzverlust.Die numerishe Lösung der dreidimensionalen Gross-Pitaevskii-Gleihung (6.13) zeigt nebender Dämpfung der Oszillationsamplitude auh Unregelmäÿigkeiten im zeitlihen Verlauf derErwartungswerte. Diese gehen mit dem Auftreten einer turbulenten Dynamik der Konden-satwellenfunktion einher. So zeigt Abbildung 6.8, dass im zeitlihen Verlauf komplexe radialeAnregungen gebildet werden2. Die Ursahe für diese Anregungen liegt in einer dynamishenInstabilität der Bewegungsgleihung gegenüber kleinen Störungen und wird im nähsten Ab-shnitt besprohen. Die Dephasierung der Kondensatwellenfunktion auf den einzelnen Gitter-plätzen ist in Abbildung 6.7 gezeigt.Dynamishe und energetishe InstabilitätIm vorigen Abshnitt wurde gezeigt, dass die Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Konden-saten für kurze Zeiten in guter Näherung durh quasi-klassishe Bewegungsgleihungen be-shrieben werden können. Dabei bewegt sih der Quasi-Impuls gemäÿ dem Beshleunigungs-theorem (6.8) durh die Brillouinzone. Für Bose-Einstein-Kondensate in periodishen Poten-zialen ist dabei bekannt, dass es für groÿe Werte des Quasi-Impulses zum Auftreten von zweivershiedenen Arten von Instabilitäten kommen kann [214�218℄.2Die Stabilität des numerishen Algorithmus wurde durh eine Verringerung der zeitlihen Diskretisierunggeprüft. Die Details der Numerik werden in Anhang A erläutert.
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Abbildung 6.7.: Ausshnitte aus der axialen Dihte- und Phasenverteilung während der inAbbildung 6.6 gezeigten Bloh-Oszillationen. Die Teilhenzahl beträgt N =
5 · 104 Atome. Abbildung a) zeigt die Situation nah 4 ms. Es existiert eineintakte Phasenbeziehung zwishen den einzelnen Gitterplätzen. In b) sinddie Verteilungen nah 14 ms dargestellt. Die Phasenbeziehung zwishen denGitterplätzen ist gestört und die Dihteverteilung ist ungleihmäÿig.Einerseits kann es zu einer so genannten energetishen Instabilität kommen. Diese liegt vor,wenn für eine Lösung Ψ0(r, t) = φ0(r) e−iµt/h̄ der stationären Gross-Pitaevskii-Gleihung

[

− h̄2

2m
∇2 + V (r) + g|φ0(r)|2]φ0(r) = µφ0(r) (6.17)Anregungen

δΨ(r, t) = δφ(r, t) e−iµt/h̄ (6.18)
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Abbildung 6.8.: Radiale Dihtepro�le zu vershiedenen Zeiten während der Bloh-Oszillation.Es ist deutlih erkennbar, dass sih eine komplexe radiale Dynamik bildet.Die hiermit verbundenen Turbulenzen verursahen eine shnelle Dephasie-rung der Wellenfunktion auf den einzelnen Gitterplätzen und führen zu einermassiven Dämpfung der Bloh-Oszillationen. Das radiale Pro�l ist an deraxialen Position der maximalen Kondensatdihte z0 gezeigt. Die Berehnungwurde für N = 5 · 104 Atome ausgeführt. Die übrigen Parameter sind mitdenen der Abbildung 6.6 identish.des Kondensates exisitieren, die die Gesamtenergie
E[φ] = E[φ0] +

∫

d3r (δφ∗, δφ) M

(

δφ
δφ∗

) (6.19)minimieren [214�216℄. Dabei bezeihnet E[φ0] die Energie der stationären Lösung
E[φ0] =

∫

d3r
[

φ∗
0H0 φ0 +

g

2
|φ0(r)|4] (6.20)
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M =

(

H0 + 2g|φ0|2 gφ2
0

gφ∗2
0 H0 + 2g|φ0|2

) (6.21)mit
H0 =

(

− h̄2

2m
∇2 + V − µ

)

. (6.22)Anhand von (6.19) ist ersihtlih, dass das System die Gesamtenergie gegenüber der statio-nären Lösung durh Fluktuationen δφ minimieren kann, wenn das Spektrum vonM negativeEigenwerte enthält. Diese Situation steht im engen Zusammenhang mit der in Kapitel 4besprohenen Stabilität einer super�üssigen Bewegung. Wenn sih die Flüssigkeit mit einergröÿeren Geshwindigkeit als die Landau-Geshwindigkeit bewegt, kann das System durhErzeugung elementarer Anregungen seine Energie dissipieren. Daher wird die energetisheInstabilität auh als Landau-Instabilität bezeihnet. Da die Gross-Pitaevskii-Gleihung dieGesamtenergie des Systems erhält, kann die dissipative Dynamik, die mit der energetishenInstabilität verbunden ist, mit ihrer Hilfe niht erfasst werden.Eine andere Art von Instabilität tritt auf, wenn eine kleine Störung δφ(r, t) mit der Zeitunbeshränkt anwähst und das System sih so von der stationären Lösung beliebig weitentfernt [214�216℄. Diese Situation kann erfasst werden, wenn die Störung (6.18) in die Gross-Pitaevskii-Gleihung eingesetzt wird. Dieses liefert unter der Berüksihtigung der Terme biszur ersten Ordnung in der Störung
ih̄∂t

(

δφ
δφ∗

)

= σzM

(

δφ
δφ∗

)

= h̄ω

(

δφ
δφ∗

) (6.23)mit
σz =

(

1 0
0 −1

)

. (6.24)Anhand von (6.23) ist ersihtlih, dass Frequenzen mit niht vershwindendem Imaginärteil
ℑ(ω) im Spektrum von σzM zu einem exponentiellen Anwahsen der Störung mit der Ra-te |ℑ(ω)| führen. Obwohl gezeigt werden kann, dass diese Instabilität notwendigerweise dieenergetishe Instabilität voraussetzt [214, 215℄, ist sie eine Konsequenz der Bewegungsglei-hung. Aus diesem Grund wird sie auh dynamishe Instabilität genannt. Eine ausführliheDiskussion der spektralen Eigenshaften von M und σzM wird in [214,215℄ gegeben.Abbildung 6.9 zeigt shematish den Verlauf der Stabilitätsbereihe eines Kondensates ineinem Gitterpotenzial in Abhängigkeit von Gittertiefe und Quasi-Impuls. Eine Berehnung istbeispielsweise in [216,217℄ gegeben. Die Abbildung zeigt, dass die instabilen Bereihe jeweilsfür groÿe Werte von q beginnen.Für die durhgeführten numerishen Simulationen ist ausshlieÿlih die dynamishe Instabi-lität von Bedeutung. Die energetishe Instabilität wird an dieser Stelle niht näher betrahtet.Unter dem Ein�uss der Kraft bewegt sih der Quasi-Impuls während der Bloh-Oszillation inden dynamish instabilen Bereih. Dessen Grenze qD ist durh die Instabilität der niederener-getishsten radialen Mode bestimmt [216℄. Diese weist keinen Knoten auf. Für gröÿere Werte
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Abbildung 6.9.: Shematishe Darstellung des Verlaufs der Instabilitätsbereihe eines Kon-densates in einem periodishen Potenzial als Funktion des Quasi-Impulsesund der Gittertiefe. Eine Berehnung dieses Diagramms wird in [216, 217℄gegeben.von q werden jedoh auh radiale Moden instabil, die Knoten aufweisen [216℄. Das exponen-tielle Anwahsen der Besetzung dieser Moden führt auf eine komplexe radiale Dynamik, wiesie in der Abbildung 6.8 dargestellt ist. Insgesamt entwikelt sih eine turbulente Dynamikder Kondensatwellenfunktion. Dieses führt zu einer rashen Dephasierung der Wellenfunktionauf den einzelnen Gitterplätzen, da sih die Phase im wehelwirkenden System aufgrund derunregelmäÿigen Dihteverteilung sehr untershiedlih entwikelt.Die dynamishe Instabilität ist als Mehanismus zur Dämpfung von Bloh-Oszillationenbekannt [215, 218℄. Anhand von (6.21) ist erkennbar, dass für das möglihe Auftreten vonimaginären Eigenwerten von σzM die nihtlineare Wehselwirkung verantwortlih ist. StabileBloh-Oszillationen sollten daher nur für geringe atomare Dihten vorliegen.Tatsählih zeigt ein Kondensat bestehend aus N = 1 · 104 Atomen in einer harmonishenFalle mit den Fallenfrequenzen ωz = 2π× 14 Hz und ωρ = 2π× 35 Hz bei einer Beshleu-nigung von a = 1, 87 ms−2 langlebige Bloh-Oszillationen. Diese sind in der Abbildung 6.10dargestellt.Abshlieÿend sei angemerkt, dass ein weiteres Szenario für das instabile Verhalten vonBose-Einstein-Kondensaten in optishen Gittern vorhergesagt wurde [213℄. In diesem bildetsih im Kondensat ein dunkles Soliton [219℄, wenn der Quasi-Impuls am Rand der Brillouin-zone liegt. Dieses dunkle Soliton zerfällt über die so genannte Snake-Instability [220℄ in einenVortexring [221℄. Hierbei kommt es ebenfalls zu starken Turbulenzen und einem Verlust derKondensatstruktur. Die im Rahmen dieser Arbeit durhgeführten numerishen Simulationenzeigen jedoh für die untersuhten Parameter keine Anzeihen von Solitonen oder Vortexzu-
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Abbildung 6.10.: Bloh-Oszillationen eines Kondensates mit N = 1 · 104 Teilhen in ei-ner harmonishen Falle mit Fallenfrequenzen ωz = 2π × 14 Hz und
ωρ = 2π × 35 Hz in einem optishen Gitter der Tiefe VG = 5 Er. a) zeigtlanglebige Bloh-Oszillationen im Erwartungswert der Geshwindigkeit. Die-se sind wegen der geringen Wehselwirkung vom Einteilhenresultat (6.16)niht untersheidbar. In b) ist die Oszillation anhand der Zeitentwiklungvon kinetisher und potenzieller Energie dargestellt. ) zeigt einen Aushnittaus der axialen Dihte- und Phasenverteilung nah 20 ms Oszillation. Nahdieser Zeit existiert immer noh eine feste Phasenbeziehung zwishen denGitterplätzen.



130 6. Ungeordnetes quantenentartetes Gittergas: Dynamikständen. Diese könnten jedoh sehr kurze Lebenszeiten aufweisen oder in dem turbulentenKondensat nur sehr shwer zu identi�zieren sein.Das Auftreten von dynamishen Instabilitäten hat wihtige Konsequenzen für die Un-tersuhung unordnungsinduzierter Ein�üsse auf die Bloh-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten. Diese werden im nähsten Abshnitt diskutiert.6.4. Unordnungsinduzierte Dämpfung derBloh-OszillationenStörungen der perfekten Gitterstruktur führen zu einem Kohärenzverlust und einer endlihenLebensdauer der Bloh-Oszillationen. Im Rahmen der Tight-Binding-Näherung wurden be-reits die Auswirkungn von Unordnung auf die Bloh-Oszillationen eines einzelnen Elektronsuntersuht [222℄. Hierbei wurde das Auftreten einer starken Dämpfung gefunden.Während in Festkörpern Unordnung auf natürlihe Weise vorliegt, stellen optishe Gitterperfekte periodishe Potenziale dar. Einen möglihen Dekohärenzprozess für ein Ensembleultra-kalter Atome in einem solhen Gitterpotenzial stellt die spontane Streuung von Pho-tonen aus dem Laserfeld dar. Deren Auswirkungen wurden in [223℄ theoretish untersuht.Auh in diesem Fall wurde eine Dämpfung der Bloh-Oszillationen festgestellt, die durh dieRate der spontanen Streuprozesse bestimmt ist. Da die Streurate in fernresonanten Gitternextrem gering ist, stellen solhe Prozesse für die Lebensdauer von Bloh-Oszillationen keinesigni�kante Beshränkung dar. In der Tat wurden mit neutralen Atomen in optishen GitternBloh-Oszillationen mit Lebensdauern von vielen Millisekunden beobahtet.Das experimentell realisierte ungeordnete Potenzial (vgl. Kapitel 4) bietet die Möglihkeit,den Ein�uss einer Störung auf die Lebensdauer von Bloh-Oszillationen kontrolliert zu unter-suhen. Dazu sollten die Experimente in einem Parameterbereih ausgeführt werden, in demder Ein�uss der Wehselwirkung auf die Oszillationen niht dominant ist. Dieses wird für
• geringe Teilhenzahlen,
• geringe Fallenfrequenzen und
• groÿe Kräfte zur Beshleunigung der Atomeerreiht. Die beiden ersten Punkte führen zu einer langen Lebenszeit der Bloh-Oszillationendes ungestörten Systems, da sie eine geringe interatomare Wehselwirkung implizieren. Derzuletzt genannte Punkt führt gemäÿ der Gleihung (6.9) zu einer kurzen Periodendauer.Daher ist eine Beobahtung über mehrere Perioden möglih, bevor die Dämpfung der Oszil-lationen einsetzt.Teilhenzahlen von N = 5 · 104 sowie Magnetfallenfrequenzen von ωz = 2π × 14 Hz und

ωρ = 2π × 35 Hz sind experimentell zugänglihe Parameter für die bestehende Appara-tur. Für diese Werte sind die Amplituden der Bloh-Oszillationen bei einer Beshleunigungvon a = 1, 87 ms−2 über einige Perioden nahezu ungedämpft. Daher ist diese Kon�gura-tion ein geeigneter Ausgangspunkt zur Untersuhung unordnungsinduzierter E�ekte auf dieOszillationsamplituden.



6.4 Unordnungsinduzierte Dämpfung der Bloh-Oszillationen 131Um in den numerishen Simulationen den Ein�uss eines Unordnungspotenzials zu analysie-ren, wird zunähst der Kondensatgrundzustand im gemeinsamen Potenzial der Magnetfalleund des optishen Gitters berehnet. Dieser wird anshlieÿend gemäÿ der Gross-Pitaevskii-Gleihung unter dem Ein�uss eines ungeordneten Potenzialgradienten
V (z) = Fz + V∆f(z) (6.25)unter Beibehaltung des harmonishen Potenzials und des Gitterpotenzials in der Zeit ent-wikelt. In (6.25) bezeihnet V∆f(z) ein ungeordnetes Potenzial, so wie es in Kapitel 4eingeführt wurde. Für die Ortsabhängigkeit f(z) wird dabei eine typishe Realisierung desim Experiment vorliegenden ungeordneten Dipolpotenzials verwendet. Die Tiefe V∆ des Un-ordnungspotenzials3 liegt in den Simulationen zwishen 1 · 10−3 Er und 50 · 10−3 Er. Diekürzeste Länge, auf der das ungeordnete Dipolpotenzial shwankt, beträgt ≈ 10 µm. Hierausresultieren typishe Potenzialdi�erenzen zwishen benahbarten Gitterplätzen, die um a. dreiGröÿenordnungen kleiner sind als die durh Fz erzeugten (50 · 10−3 Er). Daher stellt dasungeordnete Potenzial nur eine kleine Störung für das beshleunigende lineare Potenzial dar.In Abbildung 6.11 ist der Verlauf der Bloh-Oszillationen für vershiedene Stärken des un-geordneten Potenzials zu sehen. Es ist deutlih erkennbar, dass die Amplituden der Erwar-tungswerte von Ort und Geshwindigkeit durh das ungeordnete Potenzial deutlih gedämpftwerden. Die Dämpfung nimmt dabei mit der Unordnungstiefe zu. Nah dem Zusammenbruhder Oszillation wird der Shwerpunkt des Kondensates unter dem Ein�uss der Kraft in nega-tive z-Rihtung bewegt.Die auftretende Dämpfung kann mit einer einfahen Überlegung anhand des Einteilhen-Problems qualitativ verstanden werden. In einem geordneten Gittersystem führt ein Poten-zialgradient dazu, dass sih die Phase der Wellenfunktion auf den einzelnen Gitterplätzenuntershiedlih entwikelt. Die relative Phase zwishen benahbarten Gitterplätzen ist dabeidurh

∆φ(t) =
δE

h̄
t (6.26)gegeben. Dabei bezeihnet δE die Potenzialdi�erenz zwishen benahbarten Gitterplätzen.Anhand (3.28) ist erkennbar, dass mit diesem Phasengradienten ein von null vershiedenerzeitabhängiger Wert für den Quasi-Impuls einher geht. Gemäÿ der Bandstruktur ist hiermiteine endlihe Gruppengeshwindigkeit (6.1) verbunden, die ihr Vorzeihen ändert, wenn derQuasi-Impuls im Zentrum oder auf den Rändern der Brillouinzone liegt. Nah (3.28) beträgtdie Phasendi�erenz zwishen benahbarten Gitterplätzen dann gerade 0 bzw. π. Daher folgteine Periodendauer für die Bewegung von

T =
2πh̄

δE
. (6.27)Wegen δE = Fd ist dieses Resultat mit (6.9) identish. Insbesondere ist unter dem Ein-�uss des Potenzialgradienten die Phasendi�erenz zwishen benahbarten Gitterplätzen imgesamten Gitter konstant.3Die Tiefe des Unordnungspotenzials ist gemäÿ Kapitel 4 als die doppelte Standardabweihung vom Mit-telwert de�niert.
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Abbildung 6.11.: Gedämpfte Bloh-Oszillationen in einem ungeordneten Potenzial. In a) undb) sind die Erwartungswerte der Geshwindigkeit und des Ortes gezeigt.Abbildung ) zeigt die Phase der Kondensatwellenfunktion im Zentrum desGitterplatzes l nah 4 ms Entwiklungszeit für V∆ = 5 · 10−3 Er. Die Pha-sendi�erenz zwishen benahbarten Gitterplätzen ist niht konstant im ge-samten System. In d) ist die Phasen- und Dihteverteilung nah 30 ms Ent-wiklungszeit für dieselbe Unordnungstiefe gezeigt. Die einzelnen Gitterplät-ze sind bereits stark dephasiert. Die Gittertiefe beträgt jeweils VG = 2 Er.Dagegen werden in der Gegenwart des ungeordneten Potenzials die Phasendi�erenzen zwi-shen benahbarten Gitterplätzen ortsabhängig. Daher kann die kohärente Phasenbeziehung(6.9) niht mehr mit einem einzigen zeitabhängigen Quasi-Impuls aufreht erhalten werden.Dadurh wird die Bewegung, die durh die quasi-klassihen Gleihungen (6.8) und (6.16)beshrieben ist, beendet. Die Zeitskala T∆, auf der das ungeordnete Potenzial eine völligeDephasierung der Wellenfunktion auf benahbarten Gitterplätzen verursaht, ist durh
T∆ ≈ 2πh̄

δE∆

(6.28)
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Abbildung 6.12.: Zeitlihe Entwiklung der Energie pro Teilhen bei der Dämpfung der Bloh-Oszillationen. Die Berehnung wurde für ein Kondensat bestehend aus 5·104Teilhen in einer Falle mit den Frequenzen ωz = 2π × 14 Hz und ωρ =
2π × 35 Hz ausgeführt; die Tiefe des ungeordneten Potenzials betrug
60 · 10−3 Er und die Gittertiefe VG = 2 Er.gegeben. Dabei bezeihnet δE∆ den Potenzialuntershied benahbarter Gittertöpfe, der durhdas ungeordnete Potenzial hervorgerufen wird.Dieser für das Einteilhenproblem beshriebene E�ekt kann auh bei den Bloh-Oszillationenvon Bose-Einstein-Kondensaten beobahtet werden. So zeigt die Abbildung 6.11.) die Pha-sen der Kondensatwellenfunktion auf den einzelnen Gitterplätzen nah einer Entwiklungszeitvon 4 ms. Es ist deutlih erkennbar, dass durh das ungeordnete Potenzial die starren Pha-senrelationen innerhalb des Gitters aufgehoben werden. Dieses führt nah einer längerenEntwiklungszeit zu einer völligen Dephasierung des Systems, wie sie in Abbildung 6.11.d)dargestellt ist. Dabei zeigt die Abbildung 6.12, dass bei der Dämpfung der Bloh-Oszillationendie Gesamtenergie erhalten bleibt. Die unordnungsinduzierte Dekohärenz ist mit der Depha-sierung aufgrund der interatomaren Wehselwirkung gepaart. Die Teile a) und b) von Abbil-dung 6.11 zeigen jedoh, dass sih die zeitlihe Entwiklung der Oszillationsamplituden desungeordneten Systems deutlih von der des geordneten untersheidet.Die unordnungsbedingte Dämpfung ist umso besser isolierbar, je geringer die Wehselwirkungim Kondensat ist. Die bestehende Magnetfallenkon�guration mit einer radialen Fallenfrequenzvon ωρ = 2π×200 Hz und einer axialen Fallenfrequenz von ωz = 2π×14 Hz liefert bei einerTeilhenzahl von 5 ·104 Atomen eine Lebensdauer der ungedämpften Bloh-Oszillationen von

≈ 20 ms. Bei einer Beshleunigung von a = 1, 87 ms−2 sind dabei mehr als zwei Perioden



134 6. Ungeordnetes quantenentartetes Gittergas: Dynamikohne signi�kante Dämpfung beobahtbar. Abbildung 6.13 zeigt, dass in diesem Zeitfensterunter dem Ein�uss der Unordnung bereits deutlihe E�ekte auf die Oszillationsamplitudenzu erwarten sind. Daher ist eine Messung der unordnunugsinduzierten Dämpfung bereits mitdem bestehenden System möglih.

Abbildung 6.13.: Erwartungswert der axialen Geshwindigkeit als Funktion der Zeit fürvershiedene Tiefen des ungeordneten Potenzials. Die Gittertiefe beträgt
VG = 2 Er.Wege zur experimentellen Messung gedämpfterBloh-OszillationenEine unmittelbare Messung der Amplitudendämpfung während der Oszillation ist aus mehre-ren Gründen unvorteilhaft. Erstens ist eine verlässlihe Teilhenzahlbestimmung in der Ma-gnetfalle unmöglih, so dass keinerlei Kontrolle über die Wehselwirkungsein�üsse besteht.Des Weiteren gibt es für das gefangene Ensemble keine verlässlihe Möglihkeit zur Bestim-mung der Temperatur. Der wihtigste Grund ist jedoh, dass gemäÿ der Abbildung 6.11 dieOszillationsamplituden im Ortsraum zu klein sind, um ihre Dämpfung messen zu können.Eine experimentelle Beobahtung des E�ektes kann hingegen nah einer freien Expansionerfolgen. Die resultierende axiale Dihteverteilung ist maÿgeblih durh das Impulsspektrumbestimmt, da die einzelnen Impulskomponenten des Gittergases in axialer Rihtung separie-ren. Die Abbildung 6.14 zeigt das Impulsspektrum eines Kondensates zu vershiedenen Zeit-punkten der Bloh-Oszillation ohne ungeordnetes Potenzial. Unter dem Ein�uss der Kraft
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Abbildung 6.14.: Impulsspektrum des Kondensates zu vershiedenen Zeiten der Bloh-Oszillation. In der Simulation wurde kein ungeordnetes Potenzial verwendet.Die übrigen Parameter sind mit denen der Abbildung 6.13 identish. Zurdeutlihen Darstellung aller Impulskomponenten wurde in den Figuren a) -e) eine logarithmishe Skala verwendet. In f) ist eine lineare Skala gewählt.



136 6. Ungeordnetes quantenentartetes Gittergas: Dynamikbewegt sih der Quasi-Impuls gemäÿ des Beshleunigungstheorems (6.8) durh die Brillouin-zone. Wie in Abbildung 3.8 für den Einteilhenfall verdeutliht wurde, hat dies unmittelbareKonsequenzen für das Impulsspektrum. Für einen Quasi-Impuls im Zentrum oder auf demRand der Brillouinzone ist das Spektrum symmetrish. Dies geht mit einer vershwindenenGruppengeshwindigkeit nah Gleihung (6.1) einher. Für andere Werte des Quasi-Impulsesresultiert ein unsymmetrishes Impulsspektrum und eine von Null vershiedene Gruppenge-shwindigkeit. Aufgrund des Zusammenhangs zwishen Quasi-Impuls und Impuls spiegeln sihdie Bloh-Oszillationen daher unmittelbar in einer Oszillation des Impulsspektrums wieder.Abbildung 6.14 verdeutliht insbesondere, dass für das geordnete Gittersystem das Impulss-pektrum über einen langen Zeitraum in äuÿerst shmale Impulskomponenten zerlegt bleibt.Eine leihte Verbreiterung der Komponenten tritt aufgrund der interatomaren Wehselwir-kung auf.In Abbildung 6.15 ist das Impulsspektrum des Kondensates zu vershiedenen Zeiten der Bloh-Oszillation unter dem Ein�uss eines ungeordneten Potenzials der Tiefe V∆ = 5 ·10−3 Er dar-gestellt. Im Gegensatz zum geordneten System tritt eine deutlihe Verbreiterung der Impuls-komponenten auf. Nah einer Entwiklungszeit von ≈ 10 ms ist das Spektrum unregelmäÿigüber die gesamte Brillouinzone ausgebreitet. Zu diesem Zeitpunkt ist nah der Abbildung6.13 der Erwartungswert der axialen Geshwindigkeit deutlih gedämpft. Die unregelmäÿigeForm des Impulsspektrums spiegelt die vollständige Dephasierung der Kondensatwellenfunk-tionen auf den einzelnen Gitterplätzen wieder und zeigt, dass eine Beshreibung des Systemsmittels eines sharfen Quasi-Impulses niht mehr möglih ist.Der signi�kante Untershied in der Form des Impulsspektrums nah dem Durhlaufen derBloh-Oszillationen erlaubt eine Diskriminierung des geordneten und ungeordneten Falls mitHilfe der freien Expansion des Gases. Werden alle Potenziale nah einer EntwiklungszeitNull gesetzt, trennen sih die Impulskomponenten während der freien Expansion. So zeigtdie Abbildung 6.14.f) das axiale Impulsspektrum nah ≈ 10 ms Bloh-Oszillationen in derMagnetfalle ohne Unordnungspotenzial. Die Separation der sharf getrennten Impulskompo-nenten ist in der Abbildung 6.16.a) dargestellt4. Im ungeordneten System ist nah Abbildung6.15.f) das Impulsspektrum unregelmäÿig und die Aufspaltung in einzelne Komponenten auf-gehoben. Die Expansion einer solhen Verteilung führt gemäÿ Abbildung 6.16.b) zu einembreiten unregelmäÿigem Dihtepro�l. Dabei ist eine endlihe Au�ösung der Abbildungsoptikniht berüksihtigt. Diese würde zu einem breiten, gauÿ-ähnlihen Dihtepro�l führen.Die untershiedlihe Form des Impulsspektrums maht sih bei der Expansion auÿer inder Form der atomaren Dihteverteilung auh in der Shwerpunktsbewegung bemerkbar. Ab-bildung 6.17 zeigt den Erwartungswert des Ortes für das geordnete und das ungeordneteSystem als Funktion der Zeit. Während die Amplituden der Bloh-Oszillationen sehr geringsind, zeigt sih die auftretende Dämpfung in der Expansion als groÿe Di�erenz in den Er-wartungswerten des Ortes. Dabei wurde in der Simulation die freie Expansion für 12 msberehnet. Der E�ekt kann jedoh durh längere Flugzeiten beliebig vergröÿert werden. EineMessung der Dihteverteilung nah der Expansion bietet somit eine experimentell zugängli-4Die Unregelmäÿigkeiten im Dihtepro�l, insbesondere in dem der ausgekoppelten Impulskomponente, rüh-ren beim geordneten System von dem groÿen Aspektverhältnis der Magnetfalle her.
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Abbildung 6.15.: Impulsspektrum des Kondensates zu vershiedenen Zeiten der Bloh-Oszillation. In der Simulation wurde ein ungeordnetes Potenzial der Tiefe
V∆ = 5 · 10−3 Er verwendet. Die anderen Parameter sind mit denen derAbbildung 6.14 identish. Zur deutlihen Darstellung aller Impulskompo-nenten wurde in den Figuren a) - e) eine logarithmishe Skala verwendet.In f) ist eine lineare Skala gewählt.
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Abbildung 6.16.: Axiale Dihtepro�le nah 12 ms freier Expansion. Die Atome haben zu-vor Bloh-Oszillationen für 10 ms durhlaufen. Das in a) gezeigte Pro�lresultiert aus den Bloh-Oszillationen in einem geordneten Gitterpotenzial.Für b) wurden die Bloh-Oszillationen in einem ungeordneten Potenzial derTiefe V∆ = 5 · 10−3 Er berehnet. Die übrigen Parameter sind mit denender Abbildung 6.13 identish.he Möglihkeit zur Messung des Ein�usses des ungeordneten Potenzials. Eine systematisheVariation der Zeitdauer der Bloh-Oszillationen mit anshlieÿender freier Expansion erlaubtsomit die zeitaufgelöste Untersuhung des Dämpfungs- und Dekohärenzprozesses.Diskussion der Resultate und experimentelle UmsetzungWie im vorigen Abshnitt gezeigt wurde, ist eine Messung der Dämpfung der Bloh-Oszillation-en mit dem bestehenden ungeordneten Potenzial möglih. Zur Erzeugung der Bloh-Oszillation-en ist eine beshleunigende Kraft erforderlih. Da das optishe Gitter durh die Rükre�ektiondes Gitterlaserstrahls an einem Endspiegel entsteht, ist die Ausnutzung der Trägheitskraft ineinem beshleunigten optishen Gitter mit dem derzeitigen Aufbau niht möglih.Stattdessen kann die Kraft mittels eines magnetishen Potenzialgradienten erzeugt wer-den. Dazu wurde ein Spulenpaar mit jeweils 65 Windungen von 8 cm Durhmesser gewikelt.Jeder der beiden Spulenhalter wurde im Abstand von ≈ 13, 8 cm von der Position der Ato-me plaziert. Diese Spulen können mit einem Strom von 33 A durh�ossen werden, der inweniger als einer Millisekunde ausgeshaltet werden kann. Die Einshaltzeit beträgt ≈ 3 ms.Der berehnete Magnetfeldverlauf bei einer Anti-Helmholtz-Shaltung der Spulen ist in derAbbildung 6.18 dargestellt. Theoretish übt der berehnete Potenzialgradient eine Beshleu-nigung von 1, 87 ms−2 auf die Atome aus. Dieser Wert wurde für sämtlihe hier gezeigtennumerishen Resultate verwendet. Durh eine Vergröÿerung des Potenzialgradienten könnteeine noh bessere Ausgangsbasis für eine Messung gesha�en werden. Dies würde zu einerVerkürzung der Periodendauer der Bloh-Oszillationen führen, so dass e�ektiv mehr Periodenbeobahtet werden könnten. Insbesondere eine Optimierung der Spulenposition könnte den
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Abbildung 6.17.: Erwartungswert des Ortes in Abhängigkeit von der Zeit. Während der ersten
10 ms führen die Atome Bloh-Oszillationen aus. Anshlieÿend werden allePotenziale Null gesetzt und es erfolgt eine freie Expansion. Der shwarzgekennzeihnete geordnete Fall untersheidet sih deutlih vom rot mar-kierten ungeordneten Verlauf. Die Parameter sind identish mit denen ausAbbildung 6.13.Potenzialgradienten deutlih erhöhen. Hierbei stellt jedoh der geometrishe Zugang eineLimitierung dar.Eine weitere Optimierung der experimentellen Parameter kann durh eine Verringerung desradialen Magnetfalleneinshlusses erfolgen, da dieses zu geringeren Wehselwirkungse�ektenführt. Eine solhe Dekompression kann durh eine Erhöhung des O�setfeldes erfolgen. Dabeiwird derzeitig das Magnetfallen-O�setfeld durh ein Helmholtzspulen-Paar abgesenkt. Durheine geregelte Parallelshaltung könnten die Helmholtzspulen kontrolliert überbrükt werden.Hiermit sind die der Abbildung 6.10 zugrunde liegenden Magnetfallenfrequenzen erreihbar,wodurh eine deutlih längere Lebensdauer der ungedämpften Bloh-Oszillationen resultiert.Eine wihtige Frage stellt die optimale Wahl der Gittertiefe dar. Grundsätzlih sollte dieseso klein wie möglih gewählt werden, da auf diese Weise starke Bandkrümmungen realisiertwerden. Diese Krümmungen gehen gemäÿ Gleihung (6.1) mit groÿen Oszillationsamplitudeneinher. Allerdings zeigt die shematishe Darstellung der Instabilitätsbereihe nah Abbildung6.9, dass sih die Grenze zum energetish instabilen Bereih bei kleinen Gittertiefen in Rih-tung des Zentrums der Brillouinzone bewegt. In diesem Fall halten sih die Atome langeim instabilen Bereih auf, was eine massive Störung der Bloh-Oszillationen verursahenkann. Die Konsequenzen der energetishen Instabilität können dabei mit der verwendetennumerishen Methode niht vorhergesagt werden. Die Gittertiefe sollte als ein geeigneter
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Abbildung 6.18.: Berehneter Verlauf des Magnetfeldes für die realisierte Spulenkon�gurationbei einem Strom von 33 A.Kompromiss zwishen hoher Stabilität und groÿer Oszillationsamplitude experimentell opti-miert werden.In den numerishen Simulationen wurden E�ekte einer signi�kanten Kopplung an eine thermi-she Wolke niht berüksihtigt. Sie können grundsätzlih durh hinreihend kalte Ensemblesunterdrükt werden. Eine interessante Fragestellung in diesem Zusammenhang ist jedoh dasmöglihe Aufheizen des Ensembles durh die dynamishe Instabilität. Diese verursaht eineturbulente Dynamik des Kondensates, mit der eine deutlihe Reduktion des Anteils konden-sierter Atome einher gehen kann. In dem Regime extrem starker Turbulenz ist daher dieGültigkeit der Beshreibung des Systems durh die Gross-Pitaevskii-Gleihung niht zwei-felsfrei gegeben. Dennoh gelten auh in diesem Regime die getro�enen Aussagen über dasAuftreten der Dämpfung und deren Beobahtung qualitativ.



7. AusblikUltra-kalte Quantengase eignen sih aufgrund ihrer ausgezeihneten experimentellen Kon-trollierbarkeit hervorragend für die Erforshung der grundlegenden Eigenshaften ungeord-neter Systeme. Die durhgeführten theoretishen Untersuhungen bilden hierbei ein gutesFundament für das Verständnis von ungeordneten Quantengasen. Dagegen steht die expe-rimentelle Bearbeitung dieses Forshungsgebietes gerade erst am Anfang ihrer Entwiklung.Die vorliegende Arbeit hat insbesondere durh die erstmalige Realisierung eines ungeordnetenquantenentarteten Gittergases wesentlihe Beiträge dazu geleistet.Unsere bisherigen Arbeiten mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten können auf ver-shiedene Weise fortgesetzt werden. Zunähst ist die Untersuhung der Transporteigen-shaften ungeordneter Systeme von groÿem Interesse. Für ein quantenmehanishes Teil-hen in einem periodishen Potenzial führt ein Potenzialgradient zum Auftreten von Bloh-Oszillationen [27, 28℄. Diese können als eine spezielle Form des Transports in periodishenStrukturen aufgefasst werden. Unter dem Ein�uss von Unordnung tritt hierbei eine dekohä-renzbedingte Dämpfung der Oszillationsamplitude auf [223℄. In Kapitel 6 wurde durh nume-rishe Untersuhungen gezeigt, dass eine solhe Dämpfung auh für die Bloh-Oszillationenvon Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten optishen Gittern zu erwarten ist. Das vor-handene System eignet sih hervorragend für eine zeitaufgelöste Messung dieser Dämpfung.Erste Shritte zur experimentellen Umsetzung der numerishen Untersuhungen wurden be-reits im Rahmen dieser Arbeit geleistet und werden derzeit fortgesetzt.Eine wihtige Erweiterung der experimentellen Möglihkeiten zur Erforshung ungeordenterQuantengase stellt die Realisierung eines Unordnungspotenzials mit Korrelationslängen imSubmikrometer-Bereih dar. Dazu kann das bestehende optishe Gitter (Hauptgitter) mitzwei weiteren optishen Gittern (Übergitter) überlagert werden. Wenn die Wellenlängen derGitterlaser inkommensurabel sind, kommen aufgrund der endlihen Systemgröÿe die lang-reihweitigen Korrelationen des quasi-periodishen Potenzials niht zum tragen. In diesem Fallerzeugt ein solhes Übergitter ähnlihe E�ekte wie ein völlig ungeordnetes Potenzial [63℄. DieLängenskala der ungeordneten Shwankungen des Gesamtpotenzials ist dabei von der Gröÿen-ordnung der Gitterkonstante des Hauptgitters. Die Justage eines solhen Drei-Farben-Gitterskann sehr einfah erfolgen, wenn das Laserliht zur Erzeugung des Hauptgitters und derÜbergitter durh dieselbe optishe Faser zugeführt wird.In Kapitel 5 wurde untersuht, ob der Kondensatgrundzustand in einem solhen kurzreihwei-tig ungeordneten Gitterpotenzial eine Anderson-artige Lokalisierung aufweist. Diese Fragestel-lung ist für das Verständnis von ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten von fundamentalerBedeutung. Die Analyse zeigt, dass eine solhe Lokalisierung nur für sehr shwahe nihtlinea-re Wehselwirkung auftritt. Mit der bestehenden Apparatur könnte dieses Regime shwaher141



142 7. AusblikWehselwirkung durh eine Relaxation der Magnetfallenfrequenzen erreiht werden. In Kapitel5 konnte gezeigt werden, dass bei einer Teilhenzahl von N = 104, einer axialen Fallenfre-quenz von ωz = 2π× 4 Hz und einer radialen Fallenfrequenz ωz = 2π× 40 Hz der Konden-satgrundzustand Anderson-artig lokalisiert ist. Diese Parameter sind experimentell erreihbar.Eine weitere Möglihkeit zur Reduktion der Wehselwirkung besteht in der Ausnutzung ei-ner Feshbah-Resonanz. Diese kann zur Unterdrükung der interatomaren Wehselwirkunggenutzt werden. Auf diese Weise ist das Anderson-Modell [52℄ für niht wehselwirkendeTeilhen realisierbar. Die niedrigste bekannte Feshbah-Resonanz wird für 87Rb bei einemMagnetfeld von ≈ 1007 G erreiht [224℄. Daher stellt ihre Ausnutzung eine groÿe tehnisheHerausforderung dar.Eine wihtige Fragestellung ist, wie eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensat-wellenfunktion experimentell nahgewiesen werden kann. Den generishen Nahweis einerunordnungsinduzierten Lokalisierung stellt die Unterdrükung des Transports in einer Wel-lenleiterstruktur dar. In dieser sollte ein expandierendes Kondensat in Abhängigkeit von derUnordnungstiefe ballistishen, di�usiven, shwah lokalisierten sowie stark lokalisierten Trans-port zeigen. Das Regime der starken (Anderson-) Lokalisierung ist dadurh auszeihgezeih-net, dass auh Kondensate, deren hemishes Potenzial gröÿer als die Fluktuationen desUnordnungspotenzials ist, eine völlige Unterdrükung des Transports aufweisen.Neben der Untersuhung von Anderson-artigen Lokalisierungse�ekten kann der Ein�uss derUnordnung auf die kritishe Temperatur, die Shallgeshwindigkeit sowie die Anteile der kon-densierten und super�üssigen Atome erforsht werden. Die Abhängigkeit dieser Gröÿen vonder Tiefe des Unordnungspotenzials ist theoretish bereits untersuht worden [77,79,81�83℄.Unter experimentellen Gesihtspunkten ist die Bestimmung der kritishen Temperatur unddes Anteils der kondensierten Atome am einfahsten zugänglih. Für eine Messung der Shall-geshwindigkeit können Phononen im ungeordneten Kondensat erzeugt werden, deren Propa-gation beobahtet werden kann. Diese Methode ist für geordnete Bose-Einstein-Kondensatebereits gezeigt worden [225℄. Die Messung des Anteils super�üssiger Atome ersheint als diegröÿte Herausforderung. Hierfür könnte eine Bestimmung des dynamishen Strukturfaktorserwogen werden [226℄. Dieser hängt unmittelbar vom Anregungsspektrum des Vielteilhensys-tems ab und sollte daher Informationen über den super�üssigen Charakter des Gases liefern.Von besonderem Interesse ist die Untersuhung stark korrelierter ungeordneter Systeme. Sowurde jüngst die erfolgreihe Realisierung der Bose-Glas-Phase in einem dreidimensionalenungeordneten Gitter berihtet [87℄. Zur Erzeugung des Bose-Glases (BG) wurde ein dreidi-mensionales Hauptgitter mit einem eindimensionalen Übergitter inkommensurabler Wellen-länge überlagert. Hierbei konnte gezeigt werden, dass in Abhängigkeit von der Tiefe desÜbergitters das diskrete Anregungsspektrum des Mott-Isolators in das kontinuierlihe Anre-gungsspektrum des BG übergeht.Ein solhes stark korreliertes System eignet sih für eine Vielzahl von Untersuhungen.So könnte experimentell die seit langem kontrovers diskutierte Frage geklärt werden, ob inGegenwart von Unordnung ein direkter Übergang von der super�üssigen Phase in die Mott-Phase existiert, oder ob ein solher Übergang immer eine intermediäre BG-Phase involviert[36℄. Eine andere interessante Messung stellt die Bestimmung der Kompressibilität des Gasesin der MI-Phase oder in der BG-Phase dar.



143Mit dem vorhandenen eindimensionalen Gitter ist die Erzeugung eines stark korreliertenGittergases nur shwer zu erreihen. Aufgrund der groÿen Teilhenzahl pro Gitterplatz sindhierfür extrem groÿe Gittertiefen erforderlih [36,37℄. Diese können mit dem verwendeten La-sersystem zwar prinzipiell bereitgestellt werden, jedoh ist hiermit ein dramatishes Absinkender Tunnelraten verbunden. Eine adiabatishe Überführung des Vielteilhensystems in den MIoder in das BG ersheint damit für realistishe Lebenszeiten des Ensembles unmöglih. Fürdie Erzeugung eines stark korrelierten Gittergases ist daher der Einsatz zusätzliher Gitter-strahlen erforderlih. Im Rahmen dieser Arbeit konnte der Aufbau der MOT-Strahlengängeso modi�ziert werden, dass der optishe Zugang für den Einbau eines dreidimensionalen op-tishen Gitters zur Verfügung steht.Die bisherigen Experimente mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten wurden mit eindi-mensionalen Unordnungspotenzialen durhgeführt. Eine interessante Perspektive bietet dieErweiterung der Untersuhungen auf mehrdimensionale Unordnungsstrukturen. Ein zwei-dimensionales Unordnungspotenzial kann z. B. durh den Einsatz von Laserspeklestrah-lung erzeugt werden [84�86℄. Für die Di�usion niht wehselwirkender Materiewellen in ei-nem solhen Speklepotenzial wurden jüngst die lokalisierungsbedingten Korrekturen bereh-net [227℄.Für eine experimentelle Messung dieser Korrekturen müssen einige kritishe Punkte be-daht werden. Einerseits ist es mit den derzeit am Experiment verfügbaren Tehniken nihtmöglih, das Kondensat in nur zwei Dimensionen expandieren zu lassen. Aus diesem Grun-de sollte zunähst die dreidimensionale Expansion in einer zweidimensionalen Unordnungs-struktur theoretish untersuht werden. Weiterhin kann die atomare Di�usion unter demEin�uss der Shwerkraft deutlih beein�usst werden, wenn diese zu einem Anwahsen derMateriewellen-Impulse führt. In diesem Fall kann zum einen die freie Weglänge der Materie-wellen sehr groÿ werden. Zum anderen weist der maximale Streuwinkel der zweidimensionalenStreuprozesse eine explizite Impulsabhängigkeit auf. Diese favorisiert für groÿe Impulse eineVorwärtsstreuung [227℄. Beide Sahverhalte können dazu führen, dass es unter dem Ein�ussder Shwerkraft zu einem Übergang von di�usiver zu ballistisher Expansion kommt undso die Beobahtung von Lokalisierungse�ekten verhindert wird. Ein Anwahsen der Impulsekönnte experimentell durh eine Levitation der Atome im Shwerefeld oder eine Beshrän-kung der Messung auf die Anfangszeit der Expansion vermieden werden. Es bleibt jedoh zuberüksihtigen, dass Wehselwirkungse�ekte in der theoretishen Untersuhung bisher nihtbedaht wurden.Interessante Untersuhungen an ungeordneten quantenentarteten Gasen können darüber hin-aus auh mit Systemen durhgeführt werden, die niht mit unserer experimentellen Appa-ratur realisierbar sind. Beispielsweise bieten quantenentartete Fermionen die Möglihkeit zurkontrollierten Untersuhung des Ein�usses von Unordnung auf die BCS-Theorie. Quantenent-artete Mishungen eignen sih zur e�zienten Erzeugung ungeordneter Systeme. So könnenbeispielsweise fermionishe Atome zufällig positionierte Streuzentren in einem bosonishenGas bilden. In diesem System wurde vor kurzem der Ein�uss der Fermionen auf den Übergangzum bosonishen MI untersuht [201℄.Die experimentelle Untersuhung ungeordneter Quantengase stellt einen äuÿerst vielverspre-



144 7. Ausblikhendes Forshungsgebiet dar, dass gerade am Anfang einer spannenden Entwiklung steht.In den nähsten Jahren sind interessante Untersuhungen zu erwarten, die das physikalisheVerständnis ungeordneter Systeme deutlih bereihern können. Die vorliegende Arbeit gehörtzu den ersten Untersuhungen ungeordneter quantenentarteter Systeme und hat als solhewihtige Beiträge zur Entwiklung dieses Feldes geleistet.



A. Numerishe TehnikIn diesem Anhang werden die verwendeten Methoden zu den numerishen Berehnungen derGross-Pitaevskii-Gleihung dargestellt. Zunähst erfolgt eine Erläuterung des grundlegendenPrinzips des Algorithmus. Anshlieÿend wird diskutiert, wie mit seiner Hilfe die Grundzuständedes Kondensates in einem externen Potenzial berehnet werden können.Der Crank-Niholson-AlgorithmusDie in dieser Arbeit durhgeführten numerishen Lösungen der Gross-Pitaevskii-Gleihungbasieren auf dem Crank-Niholson-Algorithmus [228, 229℄. Dieser bietet den Vorteil, dass ersehr gut an Probleme, die Gegenstand von Symmetrien sind, angepasst werden kann.GrundlagenDie Gross-Pitaevskii-Gleihung
ih̄
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2)Ψ(r, t)hat die Form einer nihtlinearen Shrödinger-Gleihung mit dem unitären Gross-Pitaevskii-Hamiltonian

HGP (t) = − h̄
2∇2

2m
+ Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2. (A.1)Die Zeitentwiklung der Kondensatwellenfunktion ist durh

Ψ(t+ ∆t) = exp

(

− i

h̄

∫ t+∆t

t
dt ′HGP (t ′)

)

Ψ(t). (A.2)gegeben. Wird in der numerishen Rehnung ein hinreihend kleines Zeitinkrement ∆t ge-wählt, kann in guter Näherung die Zeitabhängigkeit des Hamiltonians, die durh den nihtli-nearen Term verursaht wird, vernahlässigt werden:
Ψ(t+ ∆t) = e−

i
h̄

∆t HGP Ψ(t) (A.3)
≈ (1 − i

h̄
∆tHGP ) Ψ(t). (A.4)Diese Form der expliziten zeitlihen Entwiklung hat für numerishe Methoden den Nahteil,dass sie instabil ist [228℄. Dagegen ist die implizite Form

Ψ(t) = e
i
h̄

∆t HGP Ψ(t+ ∆t) (A.5)
≈ (1 +

i

h̄
∆tHGP ) Ψ(t+ ∆t) (A.6)145



146 A. Numerishe Tehnikstabil [228℄. Das Abbrehen der Reihen in (A.4) und (A.6) führt dazu, dass beide Formender zeitlihen Entwiklung mangels Unitarität niht die Norm der Kondensatwellenfunktionerhalten. Dagegen ist die Cayley-Darstellung, welhe einen Mittelwert zwishen (A.3) und(A.5) darstellt, sowohl stabil als auh unitär [228,229℄:
Ψ(t+ ∆t) =

(

e
i

2h̄
∆t HGP

)−1
e−

i
2h̄

∆t HGP (A.7)
≈

(

1 +
i

2h̄
∆tHGP

)−1 (

1 − i

2h̄
∆tHGP

)

Ψ(t). (A.8)Für die in dieser Arbeit behandelten Probleme kann eine Rotationssymmetrie der Lösungangenommen werden. Um den Algorithmus optimal daran anzupassen, werden Zylinderko-ordinaten verwendet. Hierbei vershwindet der Winkelanteil des Laplae-Operators, so dassdas Problem e�ektiv auf zwei Dimensionen beshränkt wird:
∇2 =

1

r
∂r + ∂2

r + ∂2
z . (A.9)Mit den Abkürzungen
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Tz := − h̄2

2m
∂2

z ∆t (A.11)
V ′ := Vext ∆t+ g|Ψ|2 ∆t (A.12)shreibt sih der Hamiltonian als

HGP (t) ∆t = Tr + Tz + V ′(t). (A.13)Allgemein gilt für Operatoren A und B, die beide von der Ordnung O(δ) sind:
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A + O(δ3). (A.14)Die Operatoren Tr, Tz und V ′ sind alle O(∆t). Damit gilt:
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Tz Ψ(t) + O(∆t3). (A.15)Dabei wurde im letzten Shritt [Tr, Tz] = 0 ausgenutzt. Der kinetishe Anteil des Hamil-tonians führt dazu, dass die Wellenfunktion zur Zeit t abwehselnd in axialer und radialer



147Rihtung propagiert wird. Dieses Verfahren wird Alternating-Diretion-Impliit (ADI) ge-nannt [228,229℄. Jeder einzelne Propagationsshritt in (A.15) wird entsprehend der Cayley-Approximation (A.8) ausgeführt.Numerish wird der Algorithmus implementiert, indem die Wellenfunktion in Raum undZeit mit Shrittweiten ∆r, ∆z und ∆t diskretisiert wird:
rj := j∆r , j = 0, 1, 2, ... (A.16)
zl := l∆z , l = 0, 1, 2, ... (A.17)
tn := n∆ t , n = 0, 1, 2, ... (A.18)

Ψ(r, t) → Ψ t=tn (r = rj, z = zl) =: Ψn(j, l). (A.19)Die Operatoren shreiben sih damit wie folgt:
TrΨ(r, t) → − h̄2
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∆t(A.20)
TzΨ(r, t) → − h̄2

2m

Ψn(j, l + 1) − 2Ψn(j, l) + Ψn(j, l − 1)

(∆z)2
∆t (A.21)

V ′Ψ(r, t) → Vext(j, l) Ψn(j, l) + g |Ψn(j, l)|2 Ψn(j, l) ∆t. (A.22)Am Ursprung erfordert die Behandlung des ersten Terms der radialen Ableitung besonde-re Vorsiht. Um das Auftreten von Singularitäten zu verhindern, kann die Approximationder Ableitungen durh Di�erenzenbildung dynamish angepasst werden. Hierzu kann einegewihtete Mishung von Vorwärts- und Zentraldi�erenzenbildung verwendet werden [230℄.Eine alternative Lösung besteht in der Ausnutzung der Tatsahe, dass für die meisten ro-tationssymmetrishen Probleme die erste radiale Ableitung im Ursprung vershwindet. Unterder Verwendung der l'Hospitalshen Regel:
∂r Ψ(r, t)

r
→ ∂2

r Ψ(r, t) (A.23)kann somit das Auftreten von Singularitäten verhindert werden.Das Ausführen der Propagationen in (A.15) reduziert sih mit (A.20-A.22) in der Cayley-Approximation auf das Lösen von tridiagonalen Gleihungssystemen. Es ist zum Beispiel:
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Ψ(t). (A.24)Einsetzen der diskreten Repräsentation (A.16-22) liefert ein tridiagonales Gleihungssystem,das bei gegebener Wellenfunktion Ψn(j, l) zum Zeitpunkt t = tn mit Lösungsvektor Θn′

(j, l)durh Standardroutinen gelöst werden kann. Auf die gleihe Art und Weise werden auh dieanderen Propagationen ausgeführt.



148 A. Numerishe TehnikBerehnung des Grundzustandes des KondensatesDer Grundzustand eines Kondensates in einem Potenzial Vext(r) kann mit Hilfe des Crank-Niholson-Algorithmus berehnet werden [229℄. Dazu wird die Propagation in imaginärer Zeitausgeführt:
t→ −iτ. (A.25)Die zeitlihe Entwiklung ist durh

Ψ(r, τ + ∆τ) = e−
∆τ
h̄

HGP Ψ(r, τ) (A.26)bestimmt. Wird Ψ(r, τ) in der Eigenbasis von HGP entwikelt
Ψ(r, τ) =

∞∑

k=0

ckφk(r), (A.27)und diese Entwiklung in (A.25) eingesetzt, so folgt:
Ψ(r, τ + ∆τ) =

∞∑

k=0

ck e
−∆τ

h̄
ǫkφk(r). (A.28)Hierbei sind die Entwiklungskoe�zienten ck durh ck = φk · Ψ(τ) gegeben und die ǫksind Eigenenergien des Hamiltonians HGPφk = ǫkφk. Wird ein Zustand in imaginärer Zeitpropagiert, so ist mangels Unitarität die Norm der Wellenfunktion niht erhalten; sie fälltexponentiell ab. Dabei wird in der Entwiklung (A.27) der Koe�zient zur Eigenfunktion mitniedrigster Energie am wenigsten gedämpft. Dieses ist der gesuhte Grundzustand.Zur Bestimmung des Grundzustandes wird dabei zunähst eine Anfangsfunktion gewähltund diese in imaginärer Zeit propagiert. Da die Wellenfunktion selbst in den Hamiltonian ein-geht, muss sie nah jedem Zeitshritt normiert werden. Während die Propagation ausgeführtwird, konvergiert die Wellenfunktion gegen den gesuhten Grundzustand, da sein Gewiht c0in der Entwiklung (A.26) immer gröÿer wird. Die Konvergenz kann durh eine Berehnungdes hemishen Potenzials geprüft werden:

µ(τ) = Ψ(τ) ·HGP Ψ(τ). (A.29)Wenn sih das hemishe Potenzial im Rahmen der gewünshten Genauigkeit niht mehr än-dert, kann die Propagation abgebrohen werden. Eine gute Wahl der Ausgangswellenfunktionverkürzt die Zeit zum Erreihen der Konvergenz.



B. Das axiale DetektionssystemZur kontrollierten Justage des optishen Gitters wurde ein Detektionsstrahlengang entlangder axialen Rihtung des Kondensates aufgebaut. Dessen Strahlverlauf ist shematish in derAbbildung 3.16 gezeigt. In diesem Anhang werden die Vergröÿerung und Au�ösung der neuenDetektionsoptik beshrieben.VergröÿerungDas Vergröÿerungsverhalten der Detektionsoptik ist durh die Brennweiten der Ahroma-ten bestimmt, die zur Abbildung der Atome auf die CCD-Kamera verwendet werden. Diesebetragen f1 = 200 mm bzw. f2 = 300 mm. Zur experimentellen Bestimmung der Vergröÿe-rung werden Atomwolken aus der Magnetfalle fallengelassen und jeweils nah vershiedenenFlugzeiten detektiert. Die Position des Shattenwurfs der Atome auf der CCD-Kamera in Ab-hängigkeit von der Fallzeit kann in direkte Relation zur beshleunigten Fallbewegung s = 1
2
gt2gesetzt werden. Dieses liefert die gesuhte Vergröÿerung.
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150 B. Das axiale Detektionssystemgenügt, wobei M als Fitparameter unmittelbar die Vergröÿerung der Detektionsoptik liefert.Aus dem Fit wurde ein Vergöÿerungsfaktor von M = 1, 54 für das aufgebaute Detektions-system ermittelt.Au�ösungDie axiale Detektionsoptik wurde zur Justage des optishen Gitters aufgebaut und wird aus-shlieÿlih zur Bestimmung der Position der Atome in der Magnetfalle eingesetzt. Aus diesemGrunde ist eine hohe Au�ösung oder Tiefenshärfe, die für eine Beobahtung von Strukturenin der atomaren Dihteverteilung von groÿer Wihtigkeit sind, für diesen Detektionsweg vonuntergeordneter Bedeutung. Dennoh soll die Au�ösung an dieser Stelle abgeshätzt werden.Für eine beugungsbegrenzte Abbildung berehnet sih die Au�ösung mittels [184℄
∆r = 0, 51

λ

NA
, (B.1)wobei NA die numerishe Apertur des ersten Ahromaten angibt. Dieser hat einen freienRadius von 26 mm und einen Abstand von den Atomen von 190 mm. Damit folgt einenumerishe Apertur von NA = 0, 136. Somit ergibt sih eine beugungsbegrenzte Au�ösungvon ∆r = 3, 1 µm. Diese wird jedoh für einfahe Linsensystem in der Regel niht erreiht.Für die Abbildungsoptik des transversalen Detektionsweges wurde durh eine experimentelleBestimmung der Au�ösung ein Korrekturfaktor zum beugungsbegrenzten fall von 3, 2 ermit-telt [184℄. Die radiale Detektionsoptik wird dabei durh ein ähnlihes Linsensystem gebildetwie die axiale Detektionsoptik. Die Verwendung des gemessenen Korrekturfaktors liefert alsgrobe Abshätzung für die Au�ösung der axialen Detektionsoptik ∆rax = 9, 9 µm.
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