
Bose-Einstein-Kondensateinungeordneten Potenzialen
Von der Fakultät für Mathematik und Physikder Gottfried Wilhelm Leibniz Universität Hannoverzur Erlangung des GradesDoktor der Naturwissens
haftenDr. rer. nat.genehmigte Dissertation

vonDipl.-Phys. Thomas S
hultegeboren am 05.04.1976 in Hannover.
2006



Referent: Prof. Dr. Wolfgang ErtmerKorreferent: Prof. Dr. Luis SantosTag der Promotion: 11. Juli 2006







Zusammenfassung
Unordnung ist ein integraler Bestandteil einer Vielzahl physikalis
her Systeme. Sie existiertinsbesondere in Festkörpern in mannigfaltiger Form und hat zum Teil dramatis
he Auswir-kungen auf deren Eigens
haften. Die Mögli
hkeiten zur experimentellen Kontrolle der Un-ordnung sind zumeist nur sehr begrenzt, da diese in der Regel auf natürli
he Weise vorliegt.Ultra-kalte Quantengase hingegen stellen äuÿerst reine Ensembles dar, für die Methodenzur kontrollierten Erzeugung von Unordnung verfügbar sind. Sie bieten daher einen äuÿerstviel verspre
henden Ansatz zur Untersu
hung der fundamentalen Eigens
haften ungeordneterSysteme.Zentrales Thema dieser Arbeit war die Erfors
hung des Ein�usses kontrollierbarer Unord-nungspotenziale auf die Eigens
haften von quantenentarteten Bose-Gasen. Dazu wurde einräumli
h ungeordnetes Dipolpotenzial realisiert und in die bestehende Apparatur zur Erzeu-gung von Bose-Einstein-Kondensaten aus 87Rb-Atomen integriert.Groÿe Bedeutung kommt der Untersu
hung ungeordneter Gittergase zu, da diese die experi-mentelle Realisierung der Modelle ermögli
hen, die zur Bes
hreibung ungeordneter Ensemblesverwendet werden. Zur Bereitstellung eines sol
hen Systems wurde im Rahmen dieser Arbeitein eindimensionales optis
hes Gitter aufgebaut und 
harakterisiert. Dur
h die Kombinationdes Gitterpotenzials mit dem ungeordneten Dipolpotenzial konnte erstmals ein ungeordne-tes quantenentartetes Gittergas erzeugt werden [1,2℄. Das Di
htepro�l des frei expandiertenKondensates weist unregelmäÿige Modulationen auf, die von der Lokalisierung der Atome inden Fluktuationen des ungeordneten Potenzials herrühren. Eine zentrale Fragestellung hierbeilautete, ob in diesem System eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunkti-on auftritt. In Übereinstimmung mit numeris
hen Untersu
hungen wurden in den Messungenkeine Anzei
hen einer derartigen Lokalisierung festgestellt. Jedo
h konnte ein experimen-tell zugängli
hes Regime identi�ziert werden, in dem eine Anderson-artige Lokalisierung derKondensatwellenfunktion zu erwarten ist [1�3℄.In metallis
hen Festkörpern reduzieren Störungen der periodis
hen Gitterstruktur die Ko-härenzzeit der Elektronenbewegung und verhindern bislang die Beoba
htung des elemen-taren Phänomens der Blo
h-Oszillationen. Basierend auf der Anregung von Prof. Dr. LuisSantos wurden mittels numeris
her Simulationen die Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Gitterpotenzialen untersu
ht. Die Bere
hnungen zeigen, dasshierbei eine dekohärenzbedingte Dämpfung der Oszillationsamplitude auftritt. Diese kannmit dem in dieser Arbeit realisierten System zeitaufgelöst gemessen werden. Die Ergebnis-se der Simulationen sind unmittelbarer Leitfaden für die derzeitigen Arbeiten am Experiment.Die dur
hgeführten Messungen gehören zu den ersten experimentellen Untersu
hungen vonungeordneten quantenentarteten Gasen. Die erzielten Resultate haben wesentli
he Beiträgezur Etablierung der Erfors
hung ungeordneter Systeme mittels ultra-kalter Quantengase ge-leistet.S
hlagwörter: ungeordnete Systeme, Bose-Einstein-Kondensate, optis
he Gitter





Abstra
t
Disorder is an integral 
onstituent of numerous physi
al systems. Espe
ially solid bodies 
on-tain a manifold of disordered stru
tures whi
h 
an have dramati
 impa
ts on their properties.The possibilities for experimental 
ontrol are however very restri
ted. On the 
ontrary, ultra-
old quantum gases form extremly pure ensembles for whi
h powerful methods of 
ontrol areavailable. Therefore, they provide a promising new approa
h for examining the properties ofdisordered systems.The in�uen
e of 
ontrollable disorder on the features of quantum degenerate Bose gasesis the 
entral topi
 of this thesis. A spatially disordered dipole potential was realized experi-mentally and integrated into the existing apperatus for produ
ing Bose-Einstein 
ondensatesof 87Rb-atoms.Disordered latti
e gases allow for the experimental realization of theoreti
al models dedi
atedto the des
ription of disordered ensembles. To implement su
h a system, a one-dimensionalopti
al latti
e was set up and 
hara
terized. By 
ombining the latti
e potential with thedisordered dipole potential, a disordered quantum degenerate latti
e gas was generated forthe �rst time [1, 2℄. The density pro�le of the freely expanded 
ondensate shows irregularmodulations whi
h originate from atomi
 lo
alization in the �u
tuations of the disorderedpotential. A 
entral question in this 
ontext was whether an Anderson-like lo
alization waspresent in this system. In good agreement with numeri
al results no signs of su
h a lo
ali-zation were found in the measurements. However, an experimentally a

essible regime wasidenti�ed where an Anderson-like lo
alization is expe
ted [1�3℄.Perturbations of the periodi
 latti
e stru
ture in metalli
 solid bodies redu
e the 
oheren
etime of the ele
troni
 movement and have hampered the dire
t observation of Blo
h os
illa-tions in these systems so far. Based on the idea of Prof. Dr. Luis Santos, Blo
h os
illationsof Bose-Einstein 
ondensates in disordered latti
e potentials were investigated by means ofnumeri
al simulations. The 
al
ulations show that a damping of the os
illation amplitude dueto de
oheren
e o

ures. Time-resolved measurements of this phenomenon are possible withthe system implemented in the 
ontext of this thesis. The simulations are a dire
t guidelinefor the present experimental work.The measurements presented in this thesis belong to the �rst experimental investigationsof disordered quantum degenerate gases. The results have signi�
antly 
ontributed to esta-blishing resear
h of disordered systems in the �eld of ultra
old quantum gases.Keywords: Disordered Systems, Bose-Einstein Condensates, Opti
al Latti
es
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1. EinleitungDas Fors
hungsgebiet der ultra-kalten Gase hat in den letzten Jahren eine rasante Entwi
k-lung dur
hlaufen. Seit der ersten Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gaseim Jahr 1995 [4�6℄ hat das Interesse an quantenentarteten Systemen stark zugenommen. Ins-besondere die hohe Interdisziplinarität sowie die äuÿerst enge Zusammenarbeit von Theorieund Experiment haben zur ras
hen Entwi
klung dieses Feldes beigetragen. QuantenentarteteGase stellen physikalis
he Objekte von fundamentaler Bedeutung dar, da sie die experimentel-le Überprüfung elementarer Konzepte der Quantenstatistik, Vielteil
hentheorie, Quantenoptikund Theorie der kondensierten Materie erlauben. Die Mögli
hkeit, sol
he grundlegenden Sys-teme im Labor zu erzeugen und zu untersu
hen, hat das Interesse vieler Gruppen an derErfors
hung ultra-kalter Quantengase ausgelöst. Die enormen experimentellen Forts
hritte,die mit dieser Entwi
klung einhergegangen sind, haben dazu geführt, dass heutzutage ni
htnur atomare bosonis
he Gase vielerlei Spezies im Labor präpariert werden, sondern habenau
h die Erzeugung quantenentarteter Gase aus Fermionen [7�9℄ und homonuklearen Mole-külen [10�12℄ ermögli
ht. In jüngster Zeit fokussieren si
h nun gröÿte Anstrengungen auf dieRealisierung quantenentarteter heteronuklearer Gase.Von wi
htiger Bedeutung für das enorme Interesse an quantenentarteten Gasen ist, dass beiihrer Erzeugung und Untersu
hung ein hohes Maÿ an experimenteller Kontrolle erzielt wer-den kann. So werden sie in magnetis
hen oder optis
hen Fallen präpariert und sind dur
h einUltraho
hvakuum von störenden Umgebungsein�üssen isoliert. Des Weiteren ist ein breitesSpektrum an Manipulationste
hniken verfügbar, mit denen sowohl die inneren als au
h die äu-ÿeren Freiheitsgrade dieser Ensembles beein�usst werden können. Dieses rei
ht vom Einsatzkohärenter Zwei-Photonen-Prozesse zur Spektroskopie [13�17℄ oder Interferometrie [18�21℄über den Einsatz optis
her Dipolpotenziale zur Erzeugung eindimensionaler Wellenleiterstruk-turen [22�24℄ bis hin zur Manipulation der interatomaren We
hselwirkung mittels Feshba
h-Resonanzen [25℄.Herausragende Bedeutung unter diesen Te
hniken hat der Einsatz optis
her Gitterpoten-ziale erlangt [26℄. Diese werden dur
h optis
he Stehwellen realisiert, wel
he mittels interfe-rierender Laserstrahlen erzeugt werden. Sie spielen für eine Vielzahl von theoretis
hen undexperimentellen Untersu
hungen eine zentrale Rolle. So erlauben die periodis
hen Struktu-ren optis
her Gitter die Beoba
htung fundamentaler quantenme
hanis
her Phänomene wiedas Auftreten von Blo
hoszillationen [27�29℄ oder Landau-Zener-Tunneln [28�30℄. Der hoheEins
hluss, der auf den einzelnen Gitterplätzen vorliegt, bietet die Mögli
hkeit zur Vielfa
hrea-lisierung niederdimensionaler Quantengase. So konnte beispielsweise in jüngster Zeit mittelseines eindimensionalen Gitters der vielbea
htete Kosterlitz-Thouless-Übergang in zweidimen-sionalen Bose-Gasen beoba
htet werden [31℄.Das groÿe Potenzial optis
her Gitter beruht insbesondere auf der Mögli
hkeit, die relevan-ten Systemgröÿen wie Tunnel- oder We
hselwirkungsparameter über einen weiten Berei
h1



2 1. Einleitungexperimentell manipulieren zu können [32℄. Hierdur
h erö�nen sie beispielsweise den Zugangzur Erzeugung von Systemen, die dur
h starke Korrelationen geprägt sind und daher ni
ht imRahmen von Mean-Field-Theorien bes
hrieben werden können [33, 34℄. So konnte in tiefendreidimensionalen optis
hen Gittern der Quanten-Phasenübergang zum bosonis
hen Mott-Isolator-Zustand errei
ht werden [35℄. Hierbei handelt es si
h um einen Zustand, bei dem dieAtome in Eigenszuständen des Anzahloperators auf den jeweiligen Gitterplätzen vorliegen undder dur
h eine 
harakteristis
he Lü
ke im Anregungsspektrum gekennzei
hnet ist [33,36,37℄.Die hiermit verbundene Unterdrü
kung von Teil
henzahl�uktuationen begründet das groÿeAnwendungspotenzial des Mott-Isolators (MI) insbesondere für die Quanteninformationsver-arbeitung [38�40℄.In eindimensionalen bosonis
hen Gasen, die mittels zweidimensionaler optis
her Gitter er-zeugt wurden, konnte ein anderes stark korreliertes System realisiert werden1 [41, 43℄. Die-ses ist dur
h ein Vers
hwinden des Transmissionskoe�zienten der binären Streuprozesse ge-kennzei
hnet [44℄. Ein sol
hes eindimensionales System undur
hdringli
her Bosonen ist alsTonks-Girardeau-Gas (TG) bekannt [45, 46℄. Sein Spektrum und seine thermodynamis
henEigens
haften können dur
h eine Abbildung des Problems auf ein Gas ni
ht we
hselwirken-der spinloser Fermionen erhalten werden [46,47℄. Der erste experimentelle Na
hweis des TGkonnte dur
h die Messung seines 
harakteristis
hen Impulsspektrums geführt werden [41℄.Ungeordnete SystemeEine bemerkenswerte Eigens
haft optis
her Gitter ist das Fehlen jegli
her Störungen ihresperiodis
hen Potenzials. Dieses stellt einen wi
htigen Unters
hied zu einer Vielzahl von na-türli
hen Gittersystemen dar. So exisitieren z. B. in der periodis
hen Struktur von Festkörpernvers
hiedenste Arten von Unregelmäÿigkeiten. Angefangen von vereinzelten Defekten in kris-tallinen Festkörpern über das Auftreten von Phononen bis hin zu den amorphen Gläsern oderLegierungen liegt Unordnung inhärent und auf vielfältige Weise vor [48, 49℄. Dabei verstehei
h im Folgenden unter dem Begri� Unordnung eine unregelmäÿige strukturelle Störung desHamiltonians, die keinerlei Symmetrien aufweist und die zeitli
h stationär ist.Allgemein kann die Gegenwart von Unordnung massive Konsequenzen für die Eigens
hafteneines Systems haben. Ein zentrales Phänomen ist in diesem Zusammenhang das mögli
heAuftreten einer exponentiellen Lokalisierung der Einteil
henzustände. Experimentell mani-festiert si
h dieser E�ekt dur
h eine dramatis
he Veränderung der Transporteigens
haften.Das kanonis
he Beispiel für dieses Szenario ist der sogenannte Metall-Isolatorübergang ineinem stark ungeordneten Festkörper [50, 51℄. Die theoretis
hen Grundlagen der Lokalisati-on datieren auf die wegweisende Arbeit von P. W. Anderson zurü
k, der eine Analyse desDi�usionsverhaltens eines Teil
hens auf einem ungeordneten Gitter dur
hführte [52℄. DieseUntersu
hung initiierte eine Serie von Arbeiten, die das heutige Verständnis der unordnungs-induzierten Unterdrü
kung des Transports als die Lokalisierung der Einteil
henzustände indem ungeordneten Potenzial begründen [53�55℄. Daher wird eine sol
he Lokalisierung au
hals Anderson-Lokalisierung bezei
hnet.1In [41℄ ist für die Erzeugung des so genannten Tonks-Girardeau-Gases (TG) der Einsatz eines dritten Gitterswesentli
h. Das TG auf dem Gitter hat dabei andere Korrelationseigens
haften als auf dem Kontinuum.Eine genauere Diskussion bietet [42℄.



3Das groÿe Interesse an ungeordneten Quantensystemen wird dur
h die Tatsa
he bestärkt,dass si
h diese ni
ht als eine einfa
he Modi�kation ihrer geordneten Pendants verstehen las-sen. Die Probleme sind im Allgemeinen ni
ht-pertubativ und erfordern eigenständige Bes
hrei-bungen. So kann beispielsweise für ungeordnete Systeme gezeigt werden, dass in einer Dimen-sion alle Einteil
henzustände lokalisiert sind, und zwar unabhängig von der Stärke des Un-ordnungspotenzials [56℄. Ein überzeugender experimenteller Beleg für den ni
ht-pertubativenCharakter ungeordneter Systeme stellt die Messung der Leitfähigkeit in Metallen bei tiefenTemperaturen dar. Für deren Temperaturabhängigkeit liefern Re
hnungen, die auf der An-nahme einer einfa
hen Streuung der Blo
hwellen an den Unordnungszentren basieren und sozu einer Boltzmann-Transport-Glei
hung führen, au
h im Grenzfall kleiner Unordnung fals
heVorhersagen2 [50℄. Die Untersu
hung ungeordneter Systeme verlangt weiterführende Ansätze,wel
he die Konsequenzen einer mögli
hen Lokalisierung der Einteil
henfunktionen adäquatberü
ksi
htigen müssen. Hier haben sogenannte S
aling-Theorien wi
htige Verständnisbeiträ-ge geleistet [50,55,57℄. Diese berü
ksi
htigen insbesondere den Ein�uss der Dimensionalitätdes Systems auf das mögli
he Auftreten von lokalisierten Zuständen [50℄.Eine Herausforderung für die experimentelle Erfors
hung ungeordneter Systeme stellt diegezielte Erzeugung sowie die Manipulation der Unordnung dar. So ist es beispielsweise fürviele Experimente wüns
henswert, ein breites Spektrum von Unordnungsgraden - von völliggeordnet bis stark ungeordnet - präparieren zu können.Ultra-kalte Quantengase bilden aufgrund ihrer ausgezei
hneten experimentellen Kontrol-lierbarkeit und der vielfältigen Manipulationste
hniken hervorragende Modellsysteme zur Un-tersu
hung der fundamentalen Eigens
haften ungeordneter Ensembles. Sie zei
hnen si
h zumeinen dur
h ihre inhärente Reinheit aus, zum anderen sind vers
hiedene Methoden zur ge-zielten Erzeugung von Unordnung in diesen Systemen vorges
hlagen worden. Diese beruhenauf dem Einsatz optis
her Dipolpotenziale [58�64℄, der Einbringung von Fremdatomen indie Ensembles [65℄ oder der lokalen Modi�kation der We
hselwirkungseigens
haften des Sys-tems [66℄. Diese Methoden erlauben sowohl eine gute Kontrolle über die Form der Unordnungals au
h über deren Stärke. Hervorzuheben ist, dass anhand ultra-kalter bosonis
her Gase mitder Untersu
hung des Zusammenspiels von Unordnung und We
hselwirkung eine der meist-bea
hteten Fragestellungen für ungeordnete Systeme addressiert werden kann.Die Erfors
hung ungeordneter Quantengase kann dabei auf bereits dur
hgeführte Arbeitenmit super�üssigem Helium und Supraleitern aufbauen. Deren spezielle Transporteigens
haftensind mit langrei
hweitigen Korrelationen verknüpft, die direkte Konsequenzen der spontangebro
henen Symmetrien sind, die au
h in quantenentarteten Gasen auftreten [67℄.Für Supraleiter werden s
hon seit längerem die Auswirkungen einer räumli
hen Unord-nung auf die Transporteigens
haften und die Bardeen-Cooper-S
hriefer-Theorie [34℄ disku-tiert [68, 69℄ und experimentell untersu
ht [70�72℄. Grundsätzli
h basiert Supraleitfähigkeitauf der Existenz kohärenter Elektronen-Paar-Zustände, während Unordnung zu exponentielllokalisierten und daher ungekoppelten Zuständen führt. Aus diesem Grund führt Unordnung2In diesem metallis
hen s
hwa
h ungeordneten Regime übersteigt zwar die Lokalisationslänge die System-gröÿe, denno
h werden die Transporteigens
haften dur
h kohärente Elektronen-Rü
kstreuung beein�usst.Dieses Phänomen wird daher als s
hwa
he Lokalisation bezei
hnet [51℄.



4 1. Einleitungallgemein zu einer Reduktion der supraleitenden Transporteigens
haften, wobei deren Ausmaÿvon der Stärke der Unordnung abhängt.Die Untersu
hungen mit ungeordnetem Helium wurden mittels poröser Substrate aus Vy
ordur
hgeführt, auf die das Helium aufgebra
ht wurde [73�75℄. Dur
h den Ein�uss der unge-ordneten Substratstrukturen konnten neuartige E�ekte beoba
htet werden [76℄. Von groÿemInteresse ist hierbei insbesondere die für kleine Heliumdi
hten beoba
htete Abwesenheit dersuper�üssigen Eigens
haften unterhalb der λ-Temperatur3. Dieses Phänomen wird dur
h dieLokalisierung der Heliumatome auf der ungeordneten Substratstruktur verursa
ht [77, 78℄.Interessanterweise konnten die Proben dur
h Erhöhung der Heliumdi
hte wieder in die su-per�üssige Phase gebra
ht werden. Dieser Prozess, für den die repulsive We
hselwirkungzwis
hen den Bosonen eine zentrale Rolle spielt [77,78℄, hat au
h für die vorliegende Arbeitgroÿe Relevanz.Die Experimente mit Supraleitern und super�üssigem Helium haben eine Reihe von theo-retis
hen Abhandlungen stimuliert. Insbesondere die für Bose-Systeme dur
hgeführten Be-re
hnungen des Unordnungsein�usses auf die Kondensationstemperatur [79, 80℄, S
hallge-s
hwindigkeit [81℄ und den Anteil der super�üssigen und der kondensierten Teil
hen [81�83℄sind dabei von unmittelbarem Interesse für Untersu
hungen an ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten.Die erste Realisierung eines ungeordneten quantenentarteten Gases wurde mit einem atoma-ren Bose-Einstein-Kondensat errei
ht. Dazu wurde mit Hilfe eines di�usiven Substrats einräumli
h ungeordnetes Dipolpotenzial erzeugt [84℄. Mit dieser Methode wurde die Auswir-kung eines Unordnungspotenzials auf den Grundzustand des Kondensates und die kollektiveAnregungen gemessen [84℄. Sie diente ferner zur Untersu
hung der Expansion eines Kon-densates in einer ungeordneten Wellenleiterstruktur [85, 86℄. Hierbei zeigte si
h unter demEin�uss der Unordnung eine deutli
he Reduktion des eindimensionalen Transports.Diese Arbeiten addressieren die Eigens
haften ungeordneter Bose-Einstein-Kondensate aufdem Kontinuum. Groÿes Potenzial verspri
ht jedo
h inbesondere die Realisierung und Un-tersu
hung quantenentarteter Gase in ungeordneten Gitterstrukturen. Letztere können dur
hdie Kombination optis
her Gitterpotenziale mit den vorges
hlagenen Methoden zur Erzeu-gung von Unordnung realisiert werden. Das Interesse an ungeordneten Gittergasen basiertzum einen auf ihrer unmittelbaren Relevanz für eine Vielzahl von natürli
h vorkommendenungeordneten Systemen. Zum anderen bieten sie die Mögli
hkeit zur experimentellen Rea-lisierung von vielbea
hteten theoretis
hen Modellen, die zur Analyse ungeordneter Systemeverwendet werden. Insbesondere sei hier auf das Anderson-Modell [52℄ und das Bose-Hubbard-Modell [36℄ verwiesen. S
hlieÿli
h können Experimente von der guten Manipulierbarkeit derTunnel- und We
hselwirkungsparameter sowie der Unordnungsstärke pro�tieren. Diese Mög-li
hkeit erö�nete jüngst den Weg zur Realisierung der sogenannten Bose-Glas-Phase in einemungeordneten dreidimensionalen Gitter [87℄. Das Bose-Glas (BG) ist wie der MI ein Isolatorund dur
h starke Korrelationen geprägt [36℄. Aufgrund der Unordnung weist er jedo
h keineLü
ke im Anregungsspektrum auf [36℄. Dur
h die erfolgrei
he Realisierung des BG wird dieLeistungsfähigkeit ungeordneter Gitterstrukturen zur Erfors
hung ungeordneter Systeme un-3Die λ-Temperatur bezei
hnet die Temperatur, unterhalb der si
h das homogene System in der super�üs-sigen Phase be�ndet.



5terstri
hen.Diese Arbeit untersu
ht die Eigens
haften von Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordnetenPotenzialen. Einen S
hwerpunkt der experimentellen Arbeiten bildete die Realisierung unddie Charakterisierung eines ungeordneten quantenentarteten Gittergases [1℄.Mit der Untersu
hung einer mögli
hen exponentiellen Lokalisierung des Kondensatgrund-zustandes greift die Arbeit eine fundamentale Fragestellung für ungeordnete bosonis
he Sys-teme auf. Hierbei wird insbesondere der wi
htige Ein�uss der Unordnungsstrukturgröÿe sowieder interatomaren We
hselwirkung diskutiert.Die Grundzustandsbetra
htungen werden dur
h die numeris
he Untersu
hung von Blo
hos-zillationen auf die Diskussion der dynamis
hen Eigens
haften des Gittergases unter dem Ein-�uss eines ungeordneten Potenzials erweitert.Gliederung der Arbeit
• Das Kapitel 2 ist eine Einführung in die Grundlagen der Bose-Einstein-Kondensation.Insbesondere wird die Bes
hreibung des Kondensates im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Glei
hung behandelt. Des Weiteren wird die experimentelle Apparatur zur Erzeugungvon Bose-Einstein-Kondensaten aus 87Rb-Atomen erläutert.
• Als ein wi
htiges Ergebnis dieser Arbeit wird in Kapitel 3 die Realisierung eines ein-dimensionalen optis
hen Gitters als robustes Werkzeug zur Manipulation der Atomebes
hrieben. Dazu erfolgt zunä
hst eine Darstellung der theoretis
hen Grundlagen vonBose-Einstein-Kondensaten in eindimensionalen Gitterpotenzialen. Es werden insbeson-dere die Konsequenzen der We
hselwirkung sowie eines harmonis
hen Fallenpotenzialsberü
ksi
htigt. Im Ans
hluss erfolgt die Bes
hreibung des Aufbaus des optis
hen Git-ters und seiner experimentellen Charakterisierung. Letztere umfasst die Bestimmungder Potenzialtiefe und die Untersu
hung des Kondensatgrundzustands.
• In Kapitel 4 wird die Erzeugung eines ungeordneten Bose-Einstein-Kondensates darge-stellt. Dazu wird zunä
hst der Aufbau und die Charakterisierung eines kontrollierbarenoptis
hen Unordnungspotenzials vorgestellt. Den S
hwerpunkt des Kapitels bildet dieBes
hreibung unserer experimentellen Untersu
hungen des Kondensatgrundzustandsin der Magnetfalle mit überlagertem Unordnungspotenzial. Die Darstellung der experi-mentellen Ergebnisse ist dur
h umfangrei
he numeris
he Untersu
hungen ergänzt.
• Als zentrales Resultat dieser Arbeit wird in Kapitel 5 die erstmalige Realisierung ei-nes ungeordneten quantenentarteten Gittergases bes
hrieben. Dieses konnte dur
h dieKombination des ungeordneten Dipolpotenzials mit dem eindimensionalen optis
henGitter erzeugt werden. Im Mittelpunkt steht die Darstellung unserer Untersu
hungenzum Kondensatgrundzustand im ungeordneten Gitterpotenzial. Eine wi
htige Fragestel-lung hierbei war, ob eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensatwellenfunktionin einem sol
hen System mögli
h ist. Hierbei wird insbesondere der kritis
he Ein�ussder Unordnungsstrukturgröÿe sowie der We
hselwirkung analysiert. Die Ergebnisse der
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hen Analyse zeigen einen experimentell zugängli
hen Parameterberei
h auf,in dem eine Anderson-artige Lokalisierung zu erwarten ist.
• Das Kapitel 6 beinhaltet eine numeris
he Untersu
hung der Blo
hoszillationen vonBose-Einstein-Kondensaten unter der Einwirkung eines ungeordneten Potenzials. DieErgebnisse der Analyse zeigen, dass die Kohärenzzeit der Oszillationen aufgrund derGegenwart der Unordnung deutli
h reduziert ist und eine Dämpfung der Oszillations-amplitude eintritt. Dieser Prozess ist mit dem im Rahmen dieser Arbeit realisiertenSystem kontrolliert messbar. Erste S
hritte zu seiner experimentellen Umsetzung wur-den bereits geleistet.
• Das Kapitel 7 gibt einen Ausbli
k auf mögli
he Fortsetzungen der bisherigen Unter-su
hungen.



2. Bose-Einstein-KondensationBose-Einstein-Kondensate sind von zentraler Bedeutung für diese Arbeit, da sie den Aus-gangspunkt für sämtli
he Untersu
hungen bilden. Dieses Kapitel gibt eine Bes
hreibungder theoretis
hen Grundlagen und der experimentellen Erzeugung dieser Vielteil
hensyste-me. Na
h einem einleitenden Abriss über die historis
he Entwi
klung des Fors
hungsfeldeserfolgt eine Darstellung der theoretis
hen Bes
hreibung. Diese ist kompakt gehalten, so dassan dieser Stelle auf die exzellenten Abhandlungen [34, 88�91℄ zu diesem Thema verwiesensei. Im Ans
hluss wird die Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten mit der experimentel-len Apparatur skizziert. Eine grundlegende Bes
hreibung der Methoden zur Erzeugung undManipulation von Bose-Einstein-Kondensaten wird in [92�94℄ gegeben, während die Detailsder vorliegenden Apparatur in [95,96℄ dargestellt sind.2.1. EinführungDie konzeptionelle Grundlage der Bose-Einstein-Kondensation wurde 1925 von A. Einsteingelegt, der die von S. N. Bose entwi
kelten Ideen zur Photonenstatistik [97℄ auf ein ni
htwe
hselwirkendes Gas von Atomen übertrug [98℄. Die Kondensation ist dur
h eine makro-skopis
he Besetztung eines Einteil
henzustandes gekennzei
hnet, die in drei Dimensionen fürein homogenes spinloses Gas mit periodis
hen Randbedingungen unter der Bedingung
nλ3 ≥ ζ

(
3

2

)

= O(1) (2.1)einsetzt [99℄. Hierbei bezei
hnet n die Teil
hendi
hte, ζ die Riemanns
he Zeta-Funktion [100℄und λ die thermis
he de Broglie-Wellenlänge
λ =

√
√
√
√ 2πh̄2

mkBT
. (2.2)Das für einige Jahre als akademis
hes Problem geltende Konzept der Bose-Einstein-Kondensa-tion erlangte dur
h die Beoba
htung der super�üssigen Eigens
haften [101℄ von 4He [102,103℄groÿe Aufmerksamkeit. Als Meilenstein ist hierbei die Arbeit von F. London zu sehen, die dasAuftreten der Super�uidität als direkte Konsequenz der Bose-Einstein-Kondensation interpre-tierte [104℄. Dies bildete einerseits den Ausgangspunkt für eine Vielzahl von grundlegendentheoretis
hen und experimentellen Studien, wel
he die Untersu
hung des Zusammenhangszwis
hen Bose-Einstein-Kondensation und Super�uidität zum Gegenstand hatten. Insbeson-dere wurde aber hierdur
h das Konzept der Bose-Einstein-Kondensation für we
hselwirkendeVielteil
hensysteme etabliert. Das heutige Verständnis dieser Systeme basiert dabei maÿgeb-li
h auf einigen theoretis
hen Arbeiten von fundamentaler Bedeutung, die hier besondershervorgehoben werden sollen: 7
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• Die Untersu
hung des Anregungsspektrums des s
hwa
h we
hselwirkenden Bose-Gasesdur
h N. N. Bogoliubov [105℄.
• Die Etablierung eines robusten Kriteriums für Bose-Einstein-Kondensation, das unab-hängig von der Stärke der We
hselwirkung des Bose-Systems ist, dur
h O. Penroseund L. Onsager [106℄.
• Die feldtheoretis
he Formulierung der diagrammatis
hen Störungstheorie in Gegenwarteines Bose-Einstein-Kondensates dur
h S. T. Baliaev [107℄ und deren Anwendung dur
hN. M. Hugenholtz und D. Pines [108℄.Diese Arbeiten legten den Grundstein für eine groÿe Zahl von vielbea
hteten theoretis
henArbeiten aus den fünfziger und se
hziger Jahren, wel
he meist die Untersu
hung der Eigen-s
haften des super�üssigen Heliums zum Gegenstand hatten. Als Beispiel sei hier auf denwegweisenden Artikel von P. C. Hohenberg und P. C. Martin verwiesen [109℄. Obwohl dieentwi
kelten Theorien von groÿer konzeptioneller Bedeutung waren, stellte si
h ras
h heraus,dass ein quantitativer Verglei
h mit den experimentellen Beoba
htungen dur
h die groÿeStärke der We
hselwirkung in super�üssigem Helium deutli
h ers
hwert ist.Daher entwi
kelte si
h ab den siebziger Jahren ein zunehmendes experimentelles Interes-se, Bose-Einstein-Kondensation in einem s
hwa
h we
hselwirkenden Gas zu errei
hen. Dazumusste ein System identi�ziert werden, bei dem die hohen Phasenraumdi
hten nλ3, diezum Errei
hen der Bose-Einstein-Kondensation erforderli
h sind, ni
ht zu einem instantanenÜbergang des Gases in die �üssige oder feste Phase führen.Unter diesen Randbedingungen galt Spin-polarisierter Wassersto� als äuÿerst vielverspre-
hend, da dieser eine sehr kleine Masse besitzt und aufgrund der Polarisierung der Spinsau
h bei T = 0 gasförmig bleibt. Jedo
h erwiesen si
h die bei hohen Di
hten auftretendenDreikörperstöÿe als äuÿerst ers
hwerend. Sie induzieren Spin-Flips und eine Rekombinationdes atomaren Wassersto�s zur molekularen Form. Diese S
hwierigkeiten führten dazu, dassdie erstmalige Erzeugung eines gasförmigen Bose-Einstein-Kondensats ni
ht mit Wassersto�gelang.Seit den a
htziger Jahren wurden e�ziente Kühlmethoden für neutrale Atome entwi
kelt,die auf dem Einsatz von Lasern beruhen. Insbesondere Alkali-Atome besitzen Terms
hema-ta, die sie für den Einsatz von Laserkühlmethoden als besonders geeignet auszei
hnen. DesWeiteren stehen für sie Laserquellen zur Verfügung, deren Wellenlängen für Anregungen deratomaren Übergänge geeignet sind. Dur
h die Kombination der Laserkühlung mit der fürSpin-polarisierten Wassersto� entwi
kelten evaporativen Kühlung gelang 1995 erstmals dieErzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten in s
hwa
h we
hselwirkenden Gasen aus Alkali-Atomen in den Gruppen von E. Cornell, W. Ketterle und R. G. Hulet [4�6℄.Obwohl diese Systeme metastabil sind, besitzen sie ausrei
hend hohe Lebensdauern, um anihnen ein breites Spektrum experimenteller Untersu
hungen dur
hführen zu können. Da zu-dem die interatomare We
hselwirkung mit den theoretis
hen Methoden quantitativ behandeltwerden kann, bilden diese Ensembles ideale Werkzeuge, um die fundamentalen Konsequenzender Bose-Einstein-Kondensation theoretis
h und experimentell zu untersu
hen. Diese Aspektehaben die Untersu
hung von Bose-Einstein-Kondensaten zu einem Fors
hungss
hwerpunktder modernen Physik entwi
kelt.



2.2 Theoretis
he Grundlagen 92.2. Theoretis
he GrundlagenIn diesem Abs
hnitt werden die relevanten Grundlagen der Theorie der Kondensation ins
hwa
h we
hselwirkenden Gasen dargestellt. Diese unters
heidet si
h von der Kondensationin super�üssigem Helium in vielerlei Hinsi
ht. So führt das in den Experimenten verwen-dete Fallenpotenzial dazu, dass die Kondensate inhomogene Di
hteverteilungen aufweisen.Die Kondensation tritt daher ni
ht nur im Impulsraum auf, sondern ist au
h im Ortsraumerkennbar. Während in super�üssigem Helium nur ein kleiner Teil des atomaren Ensembleskondensiert ist, können s
hwa
h we
hselwirkende Gase so präpariert werden, dass si
h nahezualle Teil
hen im Kondensat be�nden. Eine theoretis
he Bes
hreibung der Kondensate ist indiesem Fall in gutem Einklang mit den experimentellen Ergebnissen mögli
h.Einleitend erfolgt eine Zusammenfassung der wesentli
hen Eigens
haften des in einer har-monis
hen Falle gefangenen idealen Bose-Gases. Dieses ist dur
h das Fehlen jegli
her We
h-selwirkung zwis
hen den Teil
hen gekennzei
hnet. Ans
hlieÿend wird der E�ekt einer s
hwa-
hen Interpartikelwe
hselwirkung diskutiert und die Bes
hreibung des Kondensats für diesenFall gegeben.2.2.1. Das ideale Bose-Gas in einer harmonis
hen FalleEin Teil
hen der Masse m hat im harmonis
hen Fallenpotenzial
V (r) =

1

2
m

3∑

i=1

ω2
i x

2
i , (2.3)die Energie

E =
3∑

i=1

(
1

2
+ ni) h̄ωi , ni = 0, 1, 2, ... . (2.4)Der Grundzustand eines Teil
hens in dieser Falle besitzt ein gauÿs
hes Pro�l

φ0(r) =
(
mω

h̄π

) 3
4

exp

[

−m

2h̄

3∑

i=1

ωi x
2
i

]

. (2.5)Dabei ist
ω :=

(
3∏

i=1

ωi

) 1
3 (2.6)das geometris
he Mittel der Fallenfrequenzen. Ein System von N ni
ht we
hselwirkenden Bo-sonen kondensiert in den Grundzustand, der dur
h das Produkt der Einteil
hengrundzuständegegeben ist. Die Di
hteverteilung des Kondensates ist

n(r) = N |φ0(r)|2. (2.7)Seine Ausdehnung ist dur
h die harmonis
he Oszillatorlänge bestimmt:
a =

(

h̄

mω

) 1
2

. (2.8)



10 2. Bose-Einstein-KondensationBei endli
hen Temperaturen besetzt nur ein Teil der Bosonen den Grundzustand. Im groÿka-nonis
hen Ensemble ist die Anzahl der Teil
hen dur
h
N =

∑

n1,n2,n3

1

exp [β (E(n1, n2, n3) − µ)] − 1
(2.9)gegeben [99℄, wobei β = (kBT )−1 ist und µ das 
hemis
he Potenzial und E(n1, n2, n3) dieEinteil
henenergien (2.4) bezei
hnen. Die Gesamtenergie ergibt si
h zu

Eges =
∑

n1,n2,n3

E(n1, n2, n3)

exp [β(E(n1, n2, n3) − µ)] − 1
. (2.10)Aus der Summe (2.9) wird übli
herweise der zum Grundzustand gehörige Term N0 =

N [E (ni = 0,∀i)] herausgezogen [99℄. Dieser Term wird makroskopis
h, d.h. die Kondensa-tion erfolgt in den Grundzustand, wenn das 
hemis
he Potenzial in der Gröÿenordnung derGrundzustandsenergie liegt [110℄:
µ ≈ 3

2
h̄ω . (2.11)Dabei ist

ω :=
1

3

3∑

i=1

ωi . (2.12)Mit der Annahme, dass für groÿe Teil
henzahlen die Zustände quasi-di
ht liegen, ergibt si
hmit (2.11) [110℄:
N −N0 =

∑

(n1,n2,n3) 6=0

1

exp
[

βh̄
∑3

i=1 ωini

]

− 1

=
∫ ∞

0

dn1 dn2 dn3

exp
[

βh̄
∑3

i=1 ωini

]

− 1

= ζ(3)

(

kBT

h̄ω

)3

. (2.13)Unter der Annahme, dass bei der Übergangstemperatur Tc N0 → 0 gilt, folgt
kBTc = h̄ω

(

N

ζ(3)

) 1
3

. (2.14)Der Anteil der kondensierten Teil
hen beträgt daher
N0

N
= 1 −

(
T

Tc

)3

. (2.15)2.2.2. S
hwa
h we
hselwirkendes Bose-GasZur Untersu
hung des E�ektes einer binären We
hselwirkung wird von folgendem Vielteil
hen-Hamiltonian in zweiter Quantisierung ausgegangen:
Ĥ =

∫

d3r Ψ̂†(r) [− h̄2∇2

2m
+ VMF (r)] Ψ̂(r)

+
1

2

∫

d3r d3r ′ Ψ̂†(r) Ψ̂†(r ′) Vint(r− r ′) Ψ̂(r ′) Ψ̂(r). (2.16)



2.2 Theoretis
he Grundlagen 11Dabei ist VMF (r) das Fallenpotenzial und Vint(r−r ′) das We
hselwirkungspotenzial der Teil-
hen. Die Operatoren Ψ̂ und Ψ̂† sind bosonis
he Feldoperatoren und erfüllen die Kommutator-Relationen:
[

Ψ̂(r), Ψ̂†(r ′)] = δ(r− r ′), [

Ψ̂(r), Ψ̂(r ′)] =
[

Ψ̂†(r), Ψ̂†(r ′)] = 0 . (2.17)Für ein ultra-kaltes Gas geringer Di
hte kann das We
hselwirkungspotenzial dur
h einkurzrei
hweitiges Pseudopotenzial
Vpseudo(r) = gδ(r) (2.18)ersetzt werden [99℄. Damit s
hreibt si
h der Vielteil
hen-Hamiltonian als:

Ĥ =
∫

d3r

[

Ψ̂†
(

− h̄
2∇2

2m
+ VMF (r)) Ψ̂ +

1

2
g Ψ̂† Ψ̂† Ψ̂ Ψ̂

]

. (2.19)Die Kopplungskonstante g ist über
g =

4πh̄2a

m
(2.20)mit der s-Wellenstreulänge a verknüpft [99℄. Positive Werte für g entspre
hen einer e�ektivenrepulsiven We
hselwirkung zwis
hen den Teil
hen, negative Werte für g bes
hreiben einee�ektiv attraktive We
hselwirkung. Der zeitabhängige Heisenberg-Operator

Ψ̂(r, t) = e
i
h̄

Ĥ t Ψ̂(r) e− i
h̄

Ĥ t (2.21)erfüllt die Bewegungsglei
hung
ih̄
∂Ψ̂(r, t)
∂t

=
[

Ψ̂(r, t), Ĥ] . (2.22)Dies führt auf die Operatorglei
hung
ih̄
∂Ψ̂(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ VMF (r)) Ψ̂(r, t) + gΨ̂†(r, t)Ψ̂(r, t)Ψ̂(r, t). (2.23)In der Bogoliubov-Approximation [105, 111℄ wird eine Einteil
henmode als makroskopis
hbesetzt angenommen und der Feldoperator in zwei Anteile aufgespalten:
Ψ̂(r, t) = Ψ(r, t) + φ̂(r, t). (2.24)Die komplexwertige Funktion Ψ(r, t) heiÿt Wellenfunktion des Kondensates und bes
hreibtdie makroskopis
h besetzte Mode. Der Operator φ̂(r, t) repräsentiert die ni
ht kondensiertenTeil
hen. Die Di
hte des Kondensates ist in dieser Konvention dur
h

n(r, t) = |Ψ(r, t)|2 (2.25)gegeben, wobei
N =

∫

d3r|Ψ(r, t)|2 (2.26)



12 2. Bose-Einstein-Kondensationdie Zahl der kondensierten Teil
hen ist. In niedrigster Ordnung ergibt si
h aus (2.23) dieBewegungsglei
hung für die Wellenfunktion des Kondensates:
ih̄
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ VMF (r) + g|Ψ(r, t)|2)Ψ(r, t). (2.27)Diese ist unter dem Namen Gross-Pitaevskii-Glei
hung bekannt [112,113℄. Sie kann äquivalentaus einem Variationsprinzip hergeleitet werden. Dabei ergibt die Wirkung

E[Ψ] =
∫

d3r

[

h̄2

2m
|∇Ψ|2 + VMF (r) |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4

] (2.28)mit der Bewegungsglei
hung
ih̄
∂

∂t
Ψ =

δE

δΨ∗ (2.29)die Gross-Pitaevskii-Glei
hung [110℄.Wird die Wellenfunktion des Kondensates als
Ψ(r, t) = |Ψ(r, t)| eiS(r,t) (2.30)ges
hrieben, so ergibt si
h für die Stromdi
hte j = h̄

2mi
[ Ψ∗∇Ψ − (∇Ψ∗)Ψ ]:j(r, t) = n(r, t) v(r, t), (2.31)wobei das rotationsfreie Ges
hwindigkeitsfeld v(r, t) mittelsv(r, t) = ∇Φ(r, t) (2.32)und

Φ(r, t) =
h̄

m
S(r, t) (2.33)mit der Phase des Kondensates zusammenhängt. Dieses Feld kann als das super�uide Ge-s
hwindigkeitsfeld des Kondensates identi�ziert werden [34, 101, 107℄. Das Einsetzen derGlei
hung (2.30) in die Gross-Pitaevskii-Glei
hung (2.27) ergibt für Imaginär- und Realteiljeweils eine Glei
hung. Aus dem Imaginärteil folgt eine Kontinuitätsglei
hung:

∂n

∂t
+ ∇ · (nv) = 0. (2.34)Die Glei
hung für den Realteil ist ein Analogon zur Bernoulli-Glei
hung:

1

2
mv2 + VMF − 1√

n

h̄2∇2

2m

√
n+ gn+m

∂Φ

∂t
= 0. (2.35)Der Unters
hied zur klassis
hen Hydrodynamik beruht auf der Gegenwart des Terms

(2m
√
n)

−1
h̄2∇2

√
n. Wenn dieser verna
hlässigbar wird, verhält si
h das Quantengas wieeine klassis
he Flüssigkeit.



2.2 Theoretis
he Grundlagen 132.2.3. Grundzustand des Kondensates undThomas-Fermi-RegimeWird das System im groÿkanonis
hen Ensemble betra
htet, lautet der Hamiltonian [89℄
K̂ = Ĥ − µN̂, (2.36)wobei

N̂ =
∫

d3r Ψ̂†(r) Ψ̂(r) (2.37)der Teil
henzahloperator ist. In niedrigster Ordnung gilt:
K =

∫

d3r

[

Ψ∗
(

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) − µ

)

Ψ +
1

2
gΨ∗ Ψ∗ Ψ Ψ

]

. (2.38)Das System be�ndet si
h im stationären Grundzustand, wenn das Ensemble-Mittel < K̂ >des Hamiltonians minimal wird. Bei niedrigen Temperaturen sind nahezu alle Teil
hen kon-densiert und es kann in guter Näherung < K̂ >≈ K gesetzt werden. Das Funktional (2.38)ist stationär unter Variationen Ψ∗ → Ψ∗ + δΨ∗, wenn die Wellenfunktion des Kondensatesdie Euler-Lagrange-Glei
hung
[

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) − µ+ g|Ψ(r)|2]Ψ(r) = 0 (2.39)erfüllt. Diese Glei
hung wird als stationäre Gross-Pitaevskii-Glei
hung bezei
hnet und be-stimmt den Grundzustand des Kondensates. Aus (2.27) ist erkennbar, dass für die Zeitab-hängigkeit stationärer Lösungen

Ψ (r, t) = Ψ (r) e−i µ

h̄
t (2.40)gilt.Im Falle repulsiver We
hselwirkung (a > 0) ist das Regime Na

a
>> 1 besonders interessant,da es zum einen experimentell häu�g realisiert ist und zum anderen eine einfa
he analyti-s
he Bes
hreibung der Kondensatwellenfunktion erlaubt [34, 89℄. Die hohe Kondensatdi
htein diesem Regime führt dazu, dass der We
hselwirkungsterm g |Ψ|2 stark ansteigt. Die Wel-lenfunktion des Kondensates ist dadur
h abge�a
ht und der kinetis
he Term hat nur no
hin der Nähe der Kondensatgrenzen einen signi�kanten Beitrag. Wird sie in (2.39) vollständigverna
hlässigt, so ist die Di
hte des Kondensates dur
h den einfa
hen Ausdru
k

n(r) =

{
1
g

(µTF − VMF (r)) für µTF ≥ VMF (r)
0 sonstgegeben. Das so bes
hriebene Regime wird als Thomas-Fermi-Regime [34,89℄ bezei
hnet.



14 2. Bose-Einstein-Kondensation2.3. Experimentelle ErzeugungZur Realisierung der Bose-Einstein-Kondensation ist gemäÿ (2.1) eine hohe Phasenraumdi
h-te notwendig. In diesem Abs
hnitt werden die experimentelle Apparatur sowie die vers
hie-denen Kühl- und Fangverfahren vorgestellt, die zur Erzeugung der Kondensate eingesetztwerden. Eine s
hematis
he Darstellung der Apparatur ist in Abbildung 2.1 gezeigt. Sie istausführli
h in den Doktorarbeiten [95℄ und [96℄ bes
hrieben.

Abbildung 2.1.: S
hematis
he Darstellung der experimentellen Apparatur. Die Kondensatewerden in der Magnetfalle erzeugt und mit der CCD-Kamera detektiert.Das im Experiment verwendete Element ist 87Rb und wird in atomarer Form zur Kon-densation gebra
ht. Das grundlegende Konzept der Apparatur besteht in dem Beladen einermagneto-optis
hen Falle (MOT) [114℄ aus einem lasergekühlten Atomstrahl und dem an-s
hlieÿenden Transfer der gefangenen Atome in eine konservative Magnetfalle. In dieser Fallewerden die Atome dur
h induzierte Verdampfungskühlung zur Kondensation gebra
ht.Bereitstellung eines kalten AtomstrahlsAls Teil
henquelle dient ein Atomofen, der typis
herweise auf eine Temperatur von etwa 420Kelvin geheizt wird. Dadur
h bildet si
h ein Rubidium-Gasdru
k von ≈ 3 · 10−3 mbar. DieAtome treten an einer kleinen Ö�nung im Ofen strahlförmig in den Hauptteil der Appa-ratur ein. Dieser heiÿe Atomstrahl wird mittels der �Chirp Slowing�-Te
hnik [115℄ gekühlt,
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her der Atomstrahl dur
h einen gegenläu�gen, rotverstimmten Laserstrahl abge-bremst wird. Um zu verhindern, dass der Laser während des Abbremsvorgangs aufgrund desDoppler-E�ektes gegenüber der Resonanz vers
hoben wird, werden der Laserfrequenz mit-tels eines elektro-optis
hen Modulators (EOM) Seitenbänder aufgeprägt. Die Frequenz dieserSeitenbänder wird über eine lineare Rampe zur Kompensation des Doppler-E�ektes variiert.Da dieser Vorgang während der Ladephase der MOT mit hoher Frequenz wiederholt wird,kommt es zu einem quasi-kontinuierli
hen Fluss aus gekühlten Atomen. Dieser wird mit einemUmlenklaser in den Fangberei
h der MOT geri
htet. Dur
h die Umlenkgeometrie wird ver-hindert, dass ständig Atome aus dem thermis
hen Atomstrahl in die Region der MOT oderMagnetfalle vordringen und dort ungewollte Teil
henverluste in den gekühlten Ensemblesverursa
hen.Laserkühlung in der MOT und der optis
hen MelasseDie Atome des umgelenkten Atomstrahls werden in der MOT [114℄ gefangen und gekühlt.Letztere wird dur
h drei zirkular polarisierte, orthogonale Strahlenpaare in Kombination miteinem inhomogenen Magnetfeld gebildet. Das kühlende Laserli
ht ist gegenüber der atomarenResonanz rotverstimmt. Dur
h das inhomogene Magnetfeld ergibt si
h eine ortsabhängigeZeeman-Vers
hiebung. Daher weist au
h die auf die Atome wirkende Spontankraft [114℄eine Ortsabhängigkeit auf. In der MOT werden bei einer Ladedauer von 20 − 25 ms biszu 109 Atome bei einer Phasenraumdi
hte von 10−7 bis 10−6 gefangen. Ans
hlieÿend erfolgtdur
h eine Erhöhung des Magnetfeldgradienten eine Kompression der MOT. Diese begünstigtsowohl die folgende Phase der Polarisationsgradientenkühlung in einer optis
hen Melasse[114℄ als au
h die modenangepasste Umladeprozedur in die konservative Magnetfalle [95℄.Na
h der Melassenphase liegt ein Ensemble mit Phasenraumdi
hte 10−5 bis 10−4 bei einerTemperatur von etwa 40 µK vor.Spei
herung und evaporative Kühlung in der MagnetfalleDie Spei
herung der Atome in der Magnetfalle basiert auf der We
hselwirkung des magneti-s
hen Moments der Atome mit einem äuÿeren Magnetfeld. Für kleine Magnetfeldstärken istdie Kraft auf die Atome dur
h das konservative Potenzial
VMF (r) = gFmFµB|B(r)| (2.41)bestimmt. Dabei bezei
hnet B(r) die Feldstärke, F den Hyperfeinzustand, mF die ma-gnetis
he Quantenzahl und gF den Landé-Faktor. Letzterer beträgt für die beiden 87Rb-Hyperfeingrundzustände gF=1 = −gF=2 = −1/2. Da eine Erzeugung statis
her Magnetfeld-maxima im freien Raum unmögli
h ist [116℄, können nur Zustände mit gFmF > 0 magnetis
hgefangen werden. Um einen mögli
hst e�zienten Transfer des lasergekühlten Ensembles indie Magnetfalle zu gewährleisten, werden die Atome na
h der Melassenphase zunä
hst op-tis
h in den |F = 2,mF = 2 >-Zustand gepumpt [95, 114℄. Dies wird dur
h das Anlegeneines magnetis
hen Führungsfeldes in Ri
htung des O�setfeldes der Magnetfalle sowie derBestrahlung der Atome mit zirkular polarisiertem Laserli
ht errei
ht.Na
h dem optis
hen Pumpen werden die Atome zunä
hst in ein nahezu sphäris
h-symme-tris
hes Magnetfallenpotenzial mit harmonis
h genäherter Fallenfrequenz ωr ≈ 2π × 14 Hz
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Abbildung 2.2.: S
hematis
he Darstellung des evaporativen Kühlens in einer harmonis
henFalle.transferiert. Das Umladen in diese Magnetfallenkon�guration erlaubt eine hohe Transfere�-zienz. Ans
hlieÿend erfolgt eine radiale Kompression der Magnetfalle dur
h ein adiabatis
hesAbsenken des O�setfeldes, da si
h die Atome mit dem s
hwa
hen Eins
hluss des kugelsym-metris
hen Potenzials ni
ht gegen die S
hwerkraft halten lassen. Zudem verläuft die folgendeevaporative Kühlung bei einem hohen radialen Eins
hluss deutli
h e�zienter [95℄. Na
h derradialen Kompression liegt ein zylindersymmetris
hes Magnetfeld mit einer radialen Fallen-frequenz von ωρ = 2π × 360...390 Hz vor. Die axiale Magnetfallenfrequenz wird dur
h dieradiale Kompression ni
ht modi�ziert und bleibt bei ωz ≈ 2π × 14 Hz.In dieser Fallengeometrie wird dur
h Einstrahlen einer Radiowelle mit der Frequenz ωRFeine erzwungene evaporative Kühlung eingeleitet, bei der Übergänge der Atome in andere
mF -Zustände induziert werden. Dieses tritt an den Positionen in der Magnetfalle auf, andenen das Magnetfeld

|gFµBB(r)| = h̄ωRF (2.42)vorliegt. Die Atome werden dabei in Zustände überführt, die magnetis
h ni
ht gefangensind, und verlassen somit die Fallenregion. Das Prinzip der evaporativen Kühlung ist in derAbbildung 2.2 verdeutli
ht. Die Radiofrequenz wird dabei so eingestellt, dass immer dieAtome des Auÿenberei
hs des gefangenen Ensembles entfernt werden. Hierbei handelt essi
h um die energierei
hsten Atome, da nur ho
henergetis
he Teil
hen in den Berei
h groÿerpotentieller Energie gelangen können. Dur
h elastis
he Stöÿe rethermalisieren die in der Falleverbleibenden Atome, so dass e�ektiv eine Verringerung der Temperatur eintritt. Dur
h einekontinuierli
he Absenkung der Radiofrequenz kann die Evaporation immer im Auÿenberei
hdes Ensembles gehalten und somit die Temperatur immer weiter abgesenkt werden. DieTemperaturreduktion überkompensiert dabei die Teil
henzahlverluste, so dass insgesamt einGewinn an Phasenraumdi
hte entsteht. Dieser Prozess führt s
hlieÿli
h zum Errei
hen derBose-Einstein-Kondensation.



3. Bose-Einstein-Kondensate inoptis
hen GitterpotenzialenIn diesem Kapitel wird das im Rahmen dieser Arbeit realisierte ultra-kalte bosonis
he Gitter-gas unter theoretis
hen und experimentellen Aspekten diskutiert. Na
h einem einführendenÜberbli
k zum Stand der experimentellen Fors
hung mit quantenentarteten Gittergasen wirdauf deren theoretis
he Bes
hreibung eingegangen. Als Grundlage erfolgt dafür zunä
hst dieDiskussion der Eigens
haften des optis
hen Gitterpotenzials. Ans
hlieÿend wird als generi-s
hes Problem ein einzelnes Teil
hen in einem periodis
hen Potenzial betra
htet. Um einekorrekte Bes
hreibung des im Experiment vorliegenden Vielteil
hensystems zu geben, werdens
hlieÿli
h die E�ekte der interatomaren We
hselwirkung berü
ksi
htigt.Na
h diesen theoretis
hen Betra
htungen wird die Implementierung eines eindimensionalenoptis
hen Gitters in das bestehende Experiment zur Bose-Einstein-Kondensation dargestellt.Dieses umfasst die Bes
hreibung des Aufbaus der Strahlengänge, die Untersu
hung einesgeeigneten Justages
hemas und eine umfassende Charakterisierung der Eigens
haften desrealisierten Gitterpotenzials.3.1. EinführungUltra-kalte Quantengase haben si
h zu einem Fors
hungss
hwerpunkt der modernen Physikentwi
kelt. Von ents
heidender Bedeutung ist hierbei, dass diese Systeme gezielt kontrolliertund manipuliert werden können. Dabei haben Methoden, die auf dem Einsatz elektroma-gnetis
her Strahlung basieren, groÿe Bedeutung erlangt. Angefangen von der unmittelbarenErzeugung quantenentarteter Gase in optis
hen Dipolpotenzialen [117�122℄, über den Einsatzkohärenter Zwei-Photonen-Prozesse zur Spektroskopie [13�17℄ oder Interferometrie [18�21℄bis hin zur optis
hen Erzeugung von eindimensionalen Wellenleiterstrukturen [22�24℄ stehtheute ein breites Spektrum experimenteller Te
hniken zur Verfügung. Eine herausragendeStellung unter diesen Methoden nimmt jedo
h der Einsatz optis
h erzeugter periodis
herPotenziale zur Manipulation quantenentarter Gase ein. So können mit Hilfe dieser sogenann-ten optis
hen Gitter grundlegende Eigens
haften von Vielteil
hensystemen wie beispielsweiseihre Dimensionalität, e�ektive We
hselwirkung oder Transportverhalten extern beein�usstwerden. Diese rei
hhaltigen Manipulationsmögli
hkeiten erö�nen den experimentellen Zu-gang zu Modellsystemen von groÿem theoretis
hen Interesse. Hierbei handelt es si
h natur-gemäÿ oftmals um Modelle, die starke Anleihen an die Festkörperphysik nehmen oder dieserentstammen.Den Groÿteil der experimentellen Untersu
hungen an quantenentarteten Gittergasen bildenExperimente mit atomaren bosonis
hen Gasen. Typis
herweise wird dabei zunä
hst ein Bose-17
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hen GitterpotenzialenEinstein-Kondensat erzeugt und ans
hlieÿend in das periodis
he Potenzial transferiert. Aufdiese Weise wurde 1998 erstmals ein quantenentartetes Gittergas erzeugt und damit ko-härente Tunnelprozesse von Atomen aus unters
hiedli
hen Gitterplätzen in das Kontinuumuntersu
ht [123℄. In bes
hleunigten optis
hen Gittern konnten Blo
h-Oszillationen [124℄ undLandau-Zener-Tunneln [29, 30, 124℄ beoba
htet werden. Es wurde sowohl die freie Expan-sion eines Bose-Einstein-Kondensates aus dem Grundzustand eines optis
hen Gitters unter-su
ht [125℄ als au
h die Expansion eines Kondensates innerhalb des periodis
hen Potenzi-als [126,127℄. Ein tiefes eindimensionales optis
hes Gitter wurde als Vielfa
hrealisierung vonJosephson-Kontakten interpretiert und dessen Dynamik untersu
ht [128℄. Des Weiteren hatdie Gegenwart des Gitterpotenzials signi�kante Auswirkungen auf das Spektrum der kollekti-ven Anregungen [128�130℄ oder kann zum Auftreten von Instabilitäten des Kondensates füh-ren [131�133℄. Methoden zur kohärenten Manipulation eines Bose-Einstein-Kondensates in-nerhalb der Bandstruktur und Te
hniken zur Bandspektroskopie wurden [134℄ entwi
kelt. DieNutzung der Bandstruktur eines optis
hen Gitters zur Manipulation der Dispersion wurde un-tersu
ht [135,136℄ und erfolgrei
h zur Herstellung von hellen Solitonen eingesetzt [137,138℄.Die hohen Fallenfrequenzen, die dur
h optis
he Gitter bereitgestellt werden können, wurdengenutzt, um ein zweidimensionales Bose-Gas in einem eindimensionalen Gitter zu erzeugenund dessen thermodynamis
he Eigens
haften zu erfors
hen [139℄. Ebenso wurden in zweidi-mensionalen optis
hen Gittern eindimensionale Bose-Gase erzeugt und deren Kohärenzeigen-s
haften [140℄ sowie das Anregungsspektrum [141℄ untersu
ht.Die bisher aufgeführten Untersu
hungen wurden im Regime s
hwa
her We
hselwirkung dur
h-geführt. In diesem lässt si
h das Kondensat bei hinrei
hend geringen Temperaturen mittelsder Gross-Pitaevskii-Glei
hung bes
hreiben. Optis
he Gitter stellen aber au
h ideale Werk-zeuge dar, um in Parameterberei
he vorzudringen, in denen die physikalis
hen Eigens
haftendes Systems dur
h die We
hselwirkung dominiert werden und interatomare Korrelationengroÿe Bedeutung erlangen. Diese liegen konsequenterweise auÿerhalb des Gültigkeitsberei
hsder Mean-Field-Bes
hreibung. Die ersten experimentellen S
hritte in diese Ri
htung habendas Auftreten von Teil
henzahl-Squeezing in tiefen eindimensionalen optis
hen Gittern de-monstriert [142℄. Einen Meilenstein stellt die Realisierung des Mott-Isolator-Zustandes indreidimensionalen optis
hen Gittern dar [35℄. Die Phasenkohärenzeigens
haften des Mott-Isolatorzustandes wurden untersu
ht [143℄ und das Eintreten des Teil
henzahl-Squeezingswährend des Phasenübergangs wurde gemessen [144℄. Der Mott-Isolatorzustand stellt einenvielverspre
henden Ausgangszustand für die Quanteninformationsverarbeitung dar. Erste Me-thoden zur Qubit-Bearbeitung konnten erfolgrei
h demonstriert werden [38�40℄. In den tiefendreidimensionalen Gittern, die zum Errei
hen des Mott-Isolatorzustandes erforderli
h sind,konnten darüber hinaus der Kollaps und das Revival der Kondensatwellenfunktion gemessenwerden [145℄.Einen weiteren Fors
hungss
hwerpunkt bildet die Untersu
hung stark korrelierter eindi-mensionaler Bose-Gase. So wurden deren Anregungsspektrum [146℄ und die Korrelationsei-gens
haften [147℄ gemessen. Einen herausragenden Erfolg stellt die Realisierung des Tonks-Girardeau-Gases in einem dreidimensionalen optis
hen Gitter dar [41℄.Dieses äuÿerst dynamis
he Fors
hungsgebiet hat mit der Erzeugung von quantenentarte-ten Fermi-Gasen und quantenentarteten molekularen Gasen eine zusätzli
he Bes
hleunigung
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he Grundlagen 19erfahren. So wurde das Transportverhalten von Fermi-Gasen in eindimensionalen optis
henGittern untersu
ht [148, 149℄. Au
h in dreidimensionale Gitterstrukturen konnten atomareFermi-Gase s
hon transferiert werden und so Abbildungen der Fermi-Flä
hen und der Über-gang zu einem Bandisolator beoba
htet werden [150℄. Ferner konnten mit diesem System ver-s
hiedene Blo
h-Bänder mittels Feshba
h-Resonanzen gekoppelt [151℄ und eine Methode zurTemperaturbestimmung des fermionis
hen Gittergases implementiert werden [152℄. In jüngs-ter Zeit ist darüber hinaus au
h die erstmalige Erzeugung eines molekularen Gittergases ausfermionis
hen Atomen in einem dreidimensionalen Gitter mit Hilfe von Feshba
h-Resonanzengelungen [153℄.Wie bes
hrieben wurde der weitaus gröÿte Teil der Untersu
hung quantenentarteter Gitter-gase mit ultra-kalten atomaren Bose-Gasen dur
hgeführt. Die hierbei erzielten herausragen-den Erfolge lassen für die anstehenden Untersu
hungen mit fermionis
hen und molekularenGasen ebenfalls aufregende Ergebnisse erwarten.3.2. Theoretis
he GrundlagenQuantenentartete Bose-Gase in optis
hen Gitterpotenzialen bieten die Mögli
hkeit zur expe-rimentellen Realisierung von grundlegenden theoretis
hen Modellsystemen mit äuÿerst inter-essanten physikalis
hen Eigens
haften [37, 154℄. Diese Eigens
haften stehen in engem Zu-sammenhang mit der periodis
hen Struktur des Gitterpotenzials. Bereits die Betra
htungeines einzelnen Teil
hens in einem sol
hen periodis
hen Potenzial erö�net das Verständnisfür viele Phänomene, die au
h für das Vielteil
hensystem relevant sind, wie z. B. das Auftre-ten von Bandstrukturen [49℄. Da si
h das Einteil
henproblem darüber hinaus hervorragendzur Einführung vieler grundlegender Begri�e eignet, soll auf seine Diskussion ni
ht verzi
h-tet werden. Andererseits ist die Berü
ksi
htigung der interatomaren We
hselwirkung für dasvollständige Verständnis eines Gittergases unerlässli
h [26℄. Sie führt ni
ht nur zu einer quan-titativen Modi�kation der Einteil
henresultate, sondern ist darüber hinaus au
h Ursa
he füreine groÿe Zahl von E�ekten, die im Einteil
henproblem ni
ht auftreten. So verlangt einVerständnis der Mott-Isolator-Phase oder von Instabilitäten des Kondensates die adäquateBerü
ksi
htigung von Vielteil
hene�ekten. Die Diskussion bes
hränkt si
h hierbei auf denfür diese Arbeit relevanten Fall s
hwa
her We
hselwirkung. Vorangestellt ist zunä
hst einAbs
hnitt zur Bes
hreibung des optis
hen Gitterpotenzials.3.2.1. Das optis
he DipolpotenzialDie experimentelle Erzeugung des Gitterpotenzials basiert auf der We
hselwirkung der Ato-me mit der elektromagnetis
hen Strahlung eines Lasers. Diese Li
ht-Materie-We
hselwirkungist Gegenstand eins
hlägiger Abhandlungen [155℄. Grundsätzli
h sind hierbei zwei Situatio-nen zu unters
heiden. Ist die Laserfrequenz gegenüber einem atomaren Übergang ni
ht weitverstimmt, absorbieren die Atome Photonen aus dem Strahlungsfeld und emitieren dieseans
hlieÿend wieder spontan. Diese We
hselwirkung hat aufgrund des auftetenden Impuls-übertrages einen dissipativen Charakter und bildet die Grundlage für die Verfahren der La-serkühlung [114℄. Dieses Szenario wird an dieser Stelle ni
ht näher betra
htet.
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hen GitterpotenzialenDer andere Fall liegt vor, wenn die Atome mit Laserstrahlung we
hselwirken, die weitgegenüber den atomaren Übergängen verstimmt ist. Da in dieser Situation die Rate spontanerPhotonen-Streuprozesse zu verna
hlässigen ist, können auf diese Weise konservative optis
hePotenziale bereitgestellt werden. Diese sogenannten optis
hen Dipolpotenziale enstehen dabeidur
h die We
hselwirkung des induzierten atomaren Dipolmoments mit dem Strahlungsfeld.Im Folgenden werden zunä
hst die grundsätzli
hen Eigens
haften des Dipolpotenzials be-tra
htet. Dieses ges
hieht zunä
hst anhand eines atomaren Zwei-Niveau-Systems. Ans
hlie-ÿend erfolgt die Betra
htung des Dipolpotenzials für Mehr-Niveau-Atome. Die Ortsabhän-gigkeit des Potenzials ist dabei dur
h die Intensitätsverteilung des eingesetzten Laserstrahlsbestimmt. Zunä
hst wird das Dipolpotenzial eines einzelnen gauÿs
hen Laserstrahls disku-tiert. Na
hfolgend wird die Bildung des eindimensionalen optis
hen Gitters dur
h die Retro-re�ektion eines gauÿs
hen Laserstrahls vorgestellt.Dipolpotenzial des Zwei-Niveau-AtomsEin Atom be�nde si
h im elektris
hen Feld E(r, t) = E(r )e−iωt + c.c. eines Laserstrahls. Dasoszillierende Feld induziert ein atomares Dipolmoment mit dem Betrag
|p (r, t)| = α (ω) |E (r, t)| . (3.1)Dabei bezei
hnet p das elektris
he Dipolmoment und α die frequenzabhängige komplexePolarisierbarkeit des Atoms. Das We
hselwirkungspotenzial zwis
hen dem induzierten Dipol-moment und dem treibenden Feld ist dur
h

Vdip (r) = −1

2
〈p (r, t) · E (r, t)〉t (3.2)gegeben [156℄. Die e
kigen Klammern bezei
hnen dabei den zeitli
hen Mittelwert und derFaktor 1/2 berü
ksi
htigt den induzierten Charakter des Dipolmoments. Bei der Mittel-wertbildung vers
hwinden die mit der Frequenz 2ω oszillierenden Terme. Unter der Berü
k-si
htigung des Zusammenhangs zwis
hen der Feldstärke und der Intensität des Li
htfeldes

I = 2ǫ0c |E2| folgt aus (3.2) das konservative Dipolpotenzial
Vdip (r) = − ℜ (α)

2ǫ0c
I (r) . (3.3)Dieses ist somit dur
h den Realteil der komplexen Polarisierbarkeit bestimmt. Die von demAtom aus dem Strahlungsfeld absorbierte Leistung ist dur
h

Pabs = 〈ṗ · E〉t =
ω

ǫ0c
ℑ(α) I (r) (3.4)gegeben. Division dur
h die Photonenenergie liefert die Rate Γstr der gestreuten Photonen:

Γstr (r) =
ℑ (α)

h̄ǫ0c
I (r) . (3.5)Sie ist dur
h den Imaginärteil der atomaren Polarisierbarkeit bestimmt. Um die allgemeinenZusammenhänge (3.3) und (3.5) zu konkretisieren, muss die atomare Polarisierbarkeit α im
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he Grundlagen 21Rahmen eines atomaren Modells bere
hnet werden. Hier bietet das klassis
he Lorentzmodelleinen einfa
hen Zugang [116℄. Dabei wird eine elastis
he Bindung des Leu
htelektrons derMasse me und der Ladung e an den Kern angenommen. Eine Dämpfung ensteht dur
h dieBerü
ksi
htigung der Dipolstrahlung des oszillierenden Elektrons. Die Dämpfungsrate Γ istdabei dur
h Γ = e2ω2/6πǫ0mec
3 gegeben [156℄.In einem weiterführenden Modell wird das Atom als Zwei-Niveau-System betra
htet, wäh-rend das treibende elektris
he Feld klassis
h behandelt wird. Dämpfung tritt in diesem semi-klassis
hen Modell als spontaner Zerfall des angeregten Zustands |e〉 in den Grundzustand

|g〉 auf. Die Dämpfungsrate Γ ist dur
h das Dipolmatrixelement gegeben, dass den atomarenGrundzustand und den angeregten Zustand koppelt:
Γ =

ω3
0

3πǫ0h̄c3
|〈e |p̂| g〉|2 . (3.6)Hierbei bezei
hnet p̂ den elektris
hen Dipoloperator und ω0 die Resonanzfrequenz des atoma-ren Übergangs. Im Gegensatz zum klassis
hen Lorentzmodell kann es in diesem Modell zumAuftreten von Sättigungse�ekten bei einer starken Population des angeregten Zustands kom-men. Für den experimentell relevanten Fall einer hinrei
hend groÿen Verstimmung des Lasersgegenüber der atomaren Resonanz sind diese jedo
h zu verna
hlässigen. In dieser Situationliefern beide Modelle unter Berü
ksi
htigung der jeweiligen modellspezi�s
hen Dämpfungs-rate identis
he Ausdrü
ke für das Dipolpotenzial und die Streurate. Für das Dipolpotenzialfolgt

Vdip (r) = − 3πc2

2ω3
0

(
Γ

ω0 − ω
+

Γ

ω0 + ω

)

I (r) , (3.7)während si
h die Streurate mittels
Γstr (r) =

3πc2

2h̄ω3
0

(
ω

ω0

)3 ( Γ

ω0 − ω
+

Γ

ω0 + ω

)2

I (r) (3.8)bere
hnet. Der Nenner des ersten Summanden in (3.7) legt das Vorzei
hen des Dipolpoten-zials fest. Für ∆ := ω − ω0 < 0 ist das Dipolpotenzial attraktiv. Damit sind die Minima desoptis
hen Potenzials mit den Maxima des Intensitätsfeldes identis
h. Dieser Fall wird �rotver-stimmt� genannt. Im entgegengesetzten Fall von �blauer Verstimmung� (∆ > 0) entspre
hendie Minima des Intensitätsfeldes den Minima des optis
hen Potenzials. Zur Realisierung eineroptis
hen Falle ist daher im Falle roter Verstimmung die Bereitstellung eines lokalen oder glo-balen Intensitätsmaximums erforderli
h. Umgekehrt verlangt eine blauverstimmte Dipolfalleein lokales Intensitätsminimum.Dipolpotenzial eines Mehr-Niveau-SystemsDas im vorigen Abs
hnitt betra
htete semiklassi
he Modell behandelt das Atom als Zwei-Niveau-System. Für die im Experiment verwendeten Rubidium-Atome existieren ausgehendvom elekronis
hen Grundzustand jedo
h mehrere erlaubte Dipolübergänge. Für die Ermitt-lung des Dipolpotenzials und der Streurate sind die Beiträge dieser Übergänge vollständig zuberü
ksi
htigen.
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hen GitterpotenzialenFür Rubidium-Atome im 52S1/2-Grundzustand gibt es elektris
he Dipolübergänge in das ersteangeregte P -Niveau. Dieses ist aufgrund der Spin-Bahn-Kopplung in die zwei ni
ht entar-teten Zustände 52P1/2 und 52P3/2 aufgespalten. Diese Feinstrukturaufspaltung ergibt einDoublett, dass aus den so genannten D1- und D2-Linien besteht. Darüber hinaus liefert dieKopplung des magnetis
hen Kernmoments an die elektronis
hen Momente eine Hyperfein-strukturaufspaltung sowohl für den Grundzustand als au
h für die P -Niveaus. Aufgrund dieserKomplexität lässt si
h die atomare Polarisierbarkeit ni
ht im Rahmen der oben bes
hriebeneneinfa
hen Modelle darstellen.Stattdessen kann eine Bere
hnung des Dipolpotenzials mit Hilfe von zeitunabhängigerStörungstheorie zweiter Ordnung erfolgen. Dazu wird das Atom gemeinsam mit dem quan-tisierten Li
htfeld im so genannten Dressed-States-Bild betra
htet [155℄. Im Grundzustanddes Systems enthält das Strahlungsfeld n Photonen und das Atom be�ndet si
h in seinemGrundzustand. Dur
h die Absorption eines Photons aus dem Strahlungsfeld geht das Atomin den angeregten Zustand über und das Strahlungsfeld enthält ein Photon weniger. DieBenutzung dieser Dressed-States für die Störungstheorie liefert die Energievers
hiebung ∆Eides i-ten Zustands [156℄
∆Ei =

3πc2Γ

2ω3
0

I ×
∑

j

c2ij
∆ij

. (3.9)Dabei ergibt si
h ∆ij mittels h̄∆ij = Ei −Ej aus der Energiedi�erenz des ungestörten i-tenund j-ten Dressed-State. Die Koe�zienten cij bezei
hnen die Linienstärken des Übergangszwis
hen den beteiligten atomaren Niveaus. In fernresonanten optis
hen Potenzialen ist dieVerstimmung des Lasers typis
herweise deutli
h gröÿer als die Hyperfeinstrukturaufspaltungdes angeregten Niveaus. In diesem Fall kann das Dipolpotenzial für ein Atom im Grundzustandmit Gesamtdrehimpuls F und magnetis
her Quantenzahl mF störungstheoretis
h bere
hnetwerden [156℄
Vdip (r) = − πc2

2

1 − P mF gF

ω3
D1

[
ΓD1

ωD1 − ω
+

ΓD1

ωD1 + ω

]

I (r)
− πc2

2

2 + P mF gF

ω3
D2

[
ΓD2

ωD2 − ω
+

ΓD2

ωD2 + ω

]

I (r) . (3.10)Dabei bezei
hnet gF den Landé-Faktor, ωD1 und ωD2 die Frequenzen der Übergänge imD-Linien Doublett und ΓD1 sowie ΓD2 deren natürli
hen Linienbreiten. Über die Gröÿe Phängt dieser Ausdru
k von der Strahlpolarisation ab. Hierbei ist für linear polarisiertes Li
ht
P = 0 und für σ±-polarisiertes Li
ht gilt P = ±1. In dieser Arbeit wurde aus
hlieÿli
h linearpolarisiertes Li
ht zur Erzeugung der optis
hen Fallen verwendet. Für dieses folgt somit
Vdip (r) = − πc2

2

[

1

ω3
D1

(
ΓD1

ωD1 − ω
+

ΓD1

ωD1 + ω

)

+
2

ω3
D2

(
ΓD2

ωD2 − ω
+

ΓD2

ωD2 + ω

)]

︸ ︷︷ ︸

C

I (r) .(3.11)Für die Streurate gilt
Γstr (r) =

πc2

2h̄

1

ω3
D1

(
ω

ωD1

)3 [ ΓD1

ωD1 − ω
+

ΓD1

ωD1 + ω

]2

I (r)
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+

πc2

h̄

1

ω3
D2

(
ω

ωD2

)3 [ ΓD2

ωD2 − ω
+

ΓD2

ωD2 + ω

]2

I (r) . (3.12)Alle in dieser Arbeit dur
hgeführten Bere
hnungen von Dipolpotenzialen und Streuratenbasieren auf den Ausdrü
ken (3.11) und (3.12).Das Dipolpotenzial eines gauÿs
hen StrahlsDie Realisierung einer optis
hen Dipolfalle verlangt je na
h Vorzei
hen der Laserverstimmungdie Bereitstellung eines lokalen Intensitäts-Maximums bzw. -Minimums. Ein prominentes Bei-spiel hierfür ist der dreidimensionale Eins
hluss, den Atome im Fokus eines rotverstimmtengauÿs
hen Laserstrahls erfahren. Dessen stationäres Intensitätspro�l ist dur
h
I (ρ, z) =

2P

πw2 (z)
e−2 ρ2/w2(z) (3.13)gegeben [157℄. Dabei bezei
hnet z die Koordinate in Propagationsri
htung und ρ den Abstandvon der Strahla
hse. Ferner ist P die Laserleistung und w(z) der Strahlradius, bei dem dieLeistung um den Faktor 1/e2 abgefallen ist

w(z) = w0

(

1 + (z/zR)2
)1/2

. (3.14)Die so genannte Rayleigh-Länge zR ist über zR = πω2/λ de�niert. Im Fokus bei z = 0kann das resultierende Dipolpotenzial dur
h eine harmonis
he Näherung approximiert werden.Dieses liefert
V G

dip (ρ, z) ≈ −V0

[

1 − 2
(
ρ

w0

)2

−
(
z

zR

)2
]

. (3.15)Dabei ist V0 das Dipolpotenzial im Ursprung, in dem die maximale Intensität I0 = 2P/πw2
0vorliegt. Es beträgt entspre
hend (3.11)

V0 = C
2P

πw2
0

. (3.16)Die Fallenfrequenzen des harmonis
h genährten Potenzials betragen in radialer Ri
htung
ωρ = (4V0/mw

2
0)

1/2 und in axialer Ri
htung ωz = (2V0/mz
2
R)1/2. Da die Rayleigh-Längedeutli
h gröÿer als der Strahlwaist ist, dominiert der radiale Eins
hluss gegenüber dem axialenEins
hluss.Dipolpotenzial eines 1D-GittersDas periodis
he Potenzial eines optis
hen Gitters wird mittels interferierender Laserstrahlenerzeugt. Die Anzahl und Ausri
htung der Strahlen ist dabei für die Topologie der gebildetenGitterstruktur ents
heidend. Dabei ist eine groÿe Zahl von Varianten, angefangen von derInterferenz zweier Laserstrahlen unter einem Winkel bis hin zur Erzeugung ni
ht-kubis
herGitterstrukturen unter Verwendung mehrerer Laser mögli
h [26,158,159℄.
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hen Gitterpotenzialen

Abbildung 3.1.: S
hematis
he Darstellung der Rü
kre�ektion eines gauÿs
hen Strahles zurErzeugung eines eindimensionalen optis
hen Gitters. Die Position der Atomeist blau gekennzei
hnet.In unserem Experiment kommt eine einfa
he Methode zur Erzeugung eines eindimensionalenoptis
hen Gitters zum Einsatz. Sie beruht auf der Rü
kre�ektion eines gauÿs
hen Laserstrahlsna
h Abbildung 3.1. Dur
h die Selbstinterferenz des Li
htfeldes ergibt si
h eine stehendeWelle, die das Dipolpotenzial
Vdip (ρ, z) = −VG e

−2 ρ2/w(z)2 cos2 (kz) ≈ −VG

[

1 − 2
(
ρ

w0

)2

−
(
z

zR

)2
]

cos2 (kz) .(3.17)erzeugt. Hierbei bezei
hnet k = 2π/λ die Wellenzahl des Laserli
hts. Die s
hnelle Oszillationdes Potenzials in axialer Ri
htung aufgrund der Interferenz ist mit einer langsamen Variationin radialer und axialer Ri
htung gepaart, die von der gauÿs
hen Strahlform herrührt. Diemaximale Potenzialtiefe VG ist aufgrund der konstruktiven und destruktiven Interferenz derbeiden Laserstrahlen viermal so groÿ wie die eines einzelnen gauÿs
hen Strahls
VG = 4C

2P

πw2
0

. (3.18)Eine harmonis
he Näherung des Potenzials in z-Ri
htung um das Zentrum eines einzelnenGittertopfes liefert den assoziierten Einteil
hen-Niveauabstand:
h̄ω = 2

√

VG[Er] Er. (3.19)Die hierbei mit Er bezei
hnete Photonenrü
kstoÿenergie Er = h̄2k2/2m stellt die geeigneteMaÿeinheit zur Angabe der Gittertiefe dar. In (3.19) wurde ferner die Ortsabhängigkeit derFallenfrequenz ω, die von der gauÿs
hen Form der Gitterstrahlen herrührt, verna
hlässigt.Da si
h in unserem Experiment die dur
h harmonis
he Näherung erhaltenen Gittertop�re-quenzen entlang der Ausdehnung der Atomwolke um weniger als 1 % ändern, ist diese Nähe-rung gere
htfertigt. Bei einer Gittertiefe von 10 Er liefert (3.19) für unsere experimentellenParameter eine Fallenfrequenz der einzelnen Gittertöpfe von ω = 134 kHz. Demgegen-über betragen bei dieser Gittertiefe die Fallenfrequenzen aufgrund der gauÿs
hen Strahlform
ωρ = 2π × 29Hz in radialer Ri
htung und ωz = 2π × 0, 04Hz in axialer Ri
htung.Die Abbildung 3.2 zeigt den Potenzialverlauf eines eindimensionalen optis
hen Gitters derTiefe VG = 5 Er. Für die Erstellung der Abbildung wurden die Parameter des experimentell
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he Grundlagen 25realisierten optis
hen Gitters verwendet. Der Verlauf des Magnetfallenpotenzials ist in derAbbildung berü
ksi
htigt. Die gauÿs
he Form der Gitterlaserstrahlen hat auf der betra
htetenLängenskala keinen signi�kanten Ein�uss.

Abbildung 3.2.: Potenzialverlauf eines eindimensionalen optis
hen Gitters der Tiefe VG =
5 Er für die experimentell realisierten Parameter.

3.2.2. Einzelnes Teil
hen im 1D-GitterIm vorigen Abs
hnitt wurde bes
hrieben, wie mittels optis
her Methoden ein Gitterpoten-zial für ultra-kalte Atome erzeugt werden kann. Die Form und Tiefe des Potenzials standdabei im Mittelpunkt der Betra
htungen. Das Ziel der folgenden Abs
hnitte ist die Diskussi-on der physikalis
hen Eigens
haften von Bose-Einstein-Kondensaten in sol
hen periodis
henStrukturen.Zunä
hst wird dazu ein einzelnes Teil
hen in einem eindimensionalen Gitterpotenzial be-tra
htet. Die Lösung der stationären S
hrödinger-Glei
hung mit periodis
hem Potenzial ge-hört zu den kanonis
hen Problemen der Quantenme
hanik [49℄ und dient hier zur Vorbe-reitung der Diskussion des Vielteil
hensystems. Insbesondere werden in diesem Abs
hnittzentrale Begri�e wie Bandstruktur, Blo
h- und Wannier-Zustände eingeführt.
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hen GitterpotenzialenPeriodis
he Potenziale: Blo
h-Theorem und Blo
h-FunktionenDie zeitunabhängige S
hrödinger-Glei
hung eines Teil
hens in einer Dimension lautet:
Hφ(z) =

(

− h̄2

2m
∂2

z + V (z)

)

φ(z) = Eφ(z). (3.20)Das betra
htete Potenzial V (z) ist periodis
h und erfüllt die diskrete Translationssymmetrie
V (z) = V (z + d) . (3.21)Der Operator Td der diskreten Translation ist dur
h
Tdf(z) = f(z + d) (3.22)für alle Funktionen f erklärt. Er vertaus
ht wegen der Symmetrie des Potenzials (3.21) mitdem Hamiltonian:

[Td, H ] = 0. (3.23)Die Eigenfunktionen von H und Td können daher so bestimmt werden, dass sie ein gemein-sames Eigenfunktionensystem bilden:
Hφ(z) = Eφ(z) , Td φ(z) = c(d)φ(z). (3.24)Dabei bezei
hnet φ(z) eine gemeinsame Eigenfunktion von H und Td. Aus (3.22) ist ersi
ht-li
h, dass die Eigenwerte c(d) von Td die Relationen
c(d) c(d) = c(d+ d) , c(d) c(−d) = 1 (3.25)erfüllen. Des Weiteren gilt die Normierungsbedingung

1 =
∫

dz |φ(z + d)|2 =
∫

dz |c(d)|2 |φ(z)|2 = |c(d)|2 . (3.26)Diese Eigens
haften der Eigenwerte werden dur
h
c(d) = eiqd (3.27)erfüllt. Damit folgt aus (3.24):

φ(z + d) = eiqdφ(z). (3.28)Um einerseits die Eigenfunktionen normieren zu können und andererseits die diskrete Trans-lationssysmmetrie im ganzen Raum zu gewährleisten, ist die Annahme periodis
her Randbe-dingungen sinnvoll. Daher sei die Bedingung φ(−L/2) = φ(L/2) vorausgesetzt, wobei L dieSystemlänge bezei
hnet. Wegen (3.28) ist damit das Spektrum von Td quantisiert:
q =

2π

L
ν , ν = 0,±1,±2, ... . (3.29)Die Eigenfunktionen φ(z) und Eigenwerte E werden daher fortan mit der Quantenzahl qindiziert. Aus (3.28) folgt ferner, dass die Eigenfunktionen φq und φq+2πl/d für ganzzahliges
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l denselben physikalis
hen Zustand bezei
hnen. Die Eigenfunktionen und das zugehörigeSpektrum sind periodis
h in q:

φq (z) = φq+2πl/d (z) , (3.30)
Eq = Eq+2πl/d . (3.31)Die Betra
htungen können daher auf Werte für q aus dem Intervall −π/d, ..., π/d bes
hränktwerden. Dieses Intervall wird die erste Brillouinzone genannt. Die auf dem Rand der Brillouin-zone liegende Quantenzahl q wird im Folgenden mit qB = π/d bezei
hnet. Sie wird in (3.29)für ν = N/2 erhalten, wobei N die Anzahl der Einheitszellen, die auf der Systemlänge Lliegen, bezei
hnet. In der Brillouinzone liegen daher N + 1 mögli
he Lösungen. Zu jeder derEigenfunktionen φq kann mittels
uq(z) = e−iqzφq(z) (3.32)eine Funktion uq(z) de�niert werden. Diese ist wegen

uq(z + d) = e−iq(z+d)φq(z + d) = e−iqze−iqdeiqdφq(z) = uq(z) (3.33)gitterperiodis
h. Die Eigenfunktionen lassen si
h also als Produkte von ebenen Wellen mitgitterperiodis
hen Funktionen s
hreiben:
φq(z) = eiqzuq(z). (3.34)Dieser Umstand ist als Blo
h-Theorem bekannt [49℄. Das Einsetzen der Eigenfunktionen inder Form (3.34) in die S
hrödinger-Glei
hung (3.20) liefert wegen

−∂2
zφq(z) =

[

q2uq(z) − 2 i q (uq)
′ (z) − (uq)

′′ (z)
]

eiqz (3.35)eine modi�zierte S
hrödinger-Glei
hung für uq(z):
[

h̄2

2m
(−i∂z + q)2 + V (z)

]

uq(z) = Equq(z). (3.36)Da uq(z) gitterperiodis
h ist, handelt es si
h bei dieser Glei
hung um eine Randwertaufgabeauf der Gittereinheitszelle. Für jedes q ist somit das Auftreten einer weiteren Quantenzahlzu erwarten, die im Folgenden mit n bezei
hnet wird. Für festes n wird das Spektrum dermit q indizierten Eigenwerte von (3.36) n-tes Energieband genannt. Daher wird n au
h alsBandindex bezei
hnet. Die erlaubten Werte für q sind dur
h (3.29) gegeben und strenggenommen diskret. Für hinrei
hend groÿe Systeme liegen sie jedo
h di
ht auf der erstenBrillouinzone und die diskreten Eigenwerte Eq können als kontinuierli
he Dispersionsrelation
E(q) aufgefasst werden.Diese Eigenwerte können gefunden werden, indem die Funktionen u(n)

q (z) und V (z) ent-spre
hend ihrer Periodizität in Fouriereihen entwi
kelt werden:
V (z) =

∑

r

Vr e
ir(2π/d)z =

∑

r

Vr e
i2rqBz, (3.37)

u(n)
q (z) =

∑

l

c
(n)
l,q e

il(2π/d)z =
∑

l

c
(n)
l,q e

i2lqBz. (3.38)
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hen GitterpotenzialenFür ein optis
hes Gitterpotenzial der Form (3.17) folgt unter Verna
hlässigung der gauÿs
henStrahlform:
V (z) = VG cos2(kz) =

1

4
VG

(

e2ikz + e−2ikz + 2
)

. (3.39)Die Wellenzahl k des Laserstrahls ist dabei wegen 2d = λ mit dem Rand der Brillouinzoneidentis
h. Damit folgt für die Fourierkoe�zienten in der Entwi
klung (3.37):
Vr =







1/4VG für r = ±1
1/2VG für r = 0
0 sonst .Es ist also

V (z)u(n)
q (z) =

1

4
VG

∑

l

c
(n)
l,q

[

e2i(l+1)kz + e2i(l−1)kz
] (3.40)

+
1

2
VG

∑

l

c
(n)
l,q e

2ilkz.Andererseits gilt für den kinetis
hen Teil des Hamiltonians
h̄2

2m
(−i∂z + q)2 u(n)

q (z) =
h̄2

2m
(−i∂z + q)2

∑

l

c
(n)
l,q e

2ilkz

=
h̄2

2m

∑

l

(2lk + q)2 c
(n)
l,q e

2ilkz. (3.41)Aus (3.36) folgt daher ein lineares Glei
hungssystem für die Koe�zienten der Fourierent-wi
klung (3.38):
∑

l

Hl,l′c
(n,q)
l = E(n)

q c
(n,q)
l . (3.42)Dabei ist:

Hl,l′ =







(2l + q/k)2Er + 1
2
VG für l = l′

1
4
VG für l − l′ = ±1

0 sonst .Als Matrixglei
hung lautet (3.42):
H · ~c (n,q) = E(n)

q ~c (n,q). (3.43)Die Eigenwerte der Eigenwertglei
hung (3.43) geben die Energien E(n)
q und die Koe�zienten

c
(n,q)
l liefern über (3.38) und (3.34) die zugehörigen Eigenfunktionen. Da die Beträge derKoe�zienten c

(n,q)
l für groÿe Beträge von l sehr klein werden, ist eine Bes
hränkung derSummation in (3.42) auf endli
he Werte für l mögli
h. Damit kann (3.42) mittels Standar-droutinen gelöst werden.In Abbildung 3.3 sind die niedrigsten Energiebänder des periodis
hen Potenzials V (z) =

VG cos2(kz) für vers
hiedene Werte von VG dargestellt. Wegen der Zeitumkehrsymmetrie des
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Abbildung 3.3.: Darstellung der niedrigsten Energiebänder als Funktion der Quantenzahl qfür vers
hiedene Gittertiefen VG. Mit zunehmender Gittertiefe �a
hen dieEnergiebänder ab und es treten Lü
ken im Spektrum auf. Für die gröÿte ge-zeigte Gittertiefe sind zuätzli
h die Energieniveaus des harmonis
h genährtenGitterpotenzials rot eingezei
hnet.Hamiltonoperators ist das Spektrum für jedes q zweifa
h entartet [48℄ und die Bänder sindsymmetris
h bezügli
h des Ursprungs der Brillouinzone:
E(n)

q = E
(n)
−q . (3.44)Für VG = 0 entspri
ht das Spektrum erwartungsgemäÿ dem eines freien Teil
hens, reduziertauf die erste Brillouinzone. Für VG 6= 0 ist das Auftreten so genannter Bandlü
ken, wel
he dieEnergiebänder separieren, 
harakteristis
h. Die Bandlü
ken zwis
hen den niedrigsten Bändernsind dabei am stärksten ausgeprägt. Mit zunehmender Gittertiefe �a
hen die Energiebänderals Funktion von q ab und die Gröÿe der Bandlü
ken nimmt zu. Im Grenzfall VG → ∞ sinddie einzelnen Gittertöpfe voneinander isoliert und die Bänder sind völlig �a
h. Die Bandlü
ken
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hen Gitterpotenzialenentspre
hen dabei dem Niveauabstand des um den einzelnen Gittertopf harmonis
h genährtenPotenzials. Diese Abhängigkeit der Bandstruktur von der Gittertiefe ist für das niedrigsteEnergieband besonders ausgeprägt, während der ho
henergetis
he Teil des Spektrums dur
hdas Gitterpotenzial weniger stark beein�usst ist. Er ähnelt stark dem Spektrum eines freienTeil
hens.

Abbildung 3.4.: Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte eines Teil
hens im niedrigsten Blo
h-Zustand
φ

(n=1)
q=0 (z) für vers
hiedene Werte der Gittertiefe. Mit zunehmender Gittertiefewird die Lokalisierung des Teil
hens im Minimum des Potenzials ausgepräg-ter.Abbildung 3.4 zeigt die normierte Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte |φ(n)

q (z)|2 eines Teil
hens imGrundzustand (q = 0, n = 1) entlang eines Gittertopfes für vers
hiedene Werte der Gitter-tiefe. Für tiefe Gitter ist eine starke Modulierung der Di
hte dur
h das periodis
he Potenzialersi
htli
h. Das Teil
hen lokalisiert dabei im Potenzialminimum. Aus (3.28) folgt unmittelbar,dass das Betragsquadrat der Eigenfunktionen gitterperiodis
h ist:
|φ(n)

q (z)|2 = |φ(n)
q (z + d)|2. (3.45)Mit der Betra
htung der Di
hteverteilung auf einer Gittereinheitszelle kann somit dur
h pe-riodis
he Fortsetzung die gesamte Di
hteverteilung des Systems erhalten werden.In Abbildung 3.5 ist die Abhängigkeit der Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte |φ(n)

q (z)|2 von derQuantenzahl q für vers
hiedene Werte der Gittertiefe verdeutli
ht. Im niedrigsten Band isteine Konzentration des Teil
hens im Potenzialminimum für alle Werte von q gegeben. Fürsehr tiefe Gitter ist die Di
hteverteilung näherungsweise unabhängig von q. Abbildung 3.6zeigt im Gegenzug die enstpre
henden Abhängigkeiten für das zweite und dritte Energieband.Die Di
hteverteilung ist hier ni
ht auf den Berei
h der Potenzialminima konzentriert. Zumanderen ist diese viel stärker von der Quantenzahl q abhängig als im niedrigsten Band. Au
hin diesem Fall nimmt jedo
h die Abhängigkeit von q mit zunehmender Gittertiefe ab.
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he Grundlagen 31Allgemein gilt, dass die zu �a
hen Energiebändern gehörigen Eigenfunktionen starke Lokali-sierungstendenzen und eine s
hwa
he Abhängigkeit von der Quantenzahl q aufweisen. Fla
heEnergiebänder liegen dabei für niedrige Werte des Bandindexes n und für tiefe Gitterpoten-ziale vor. Breite Energiebänder führen dagegen zu einem Verhalten, das eher dem eines freienTeil
hens ähnelt. Sie liegen für groÿe Werte des Bandindexes n und kleine Gitterpotenzialevor.

Abbildung 3.5.: Die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hte eines Teil
hens im Blo
h-Zustand φ(n=1)
q (z)für vers
hiedene Werte der Gittertiefe und der Quantenzahl q. Mit zuneh-mender Gittertiefe hängt |φ(n=1)

q (z)|2 immer s
hwä
her von q ab.ImpulsverteilungDer Hamiltonian vertaus
ht mit dem Operator der diskreten Gittertranslation Td. Die mitdieser Symmetrie verbundene Erhaltungsgröÿe ist die Quantenzahl q. Aufgrund der forma-len Ähnli
hkeit der Eigenfunktionen (3.34) mit ebenen Wellen kann q au
h als Wellenzahlaufgefasst werden. Der mit ihr assozierte Impuls h̄q wird daher als Quasi-Impuls bezei
hnet.Der Zusammenhang zwis
hen dem Wert des Quasi-Impulses und der Impulsverteilung wirdersi
htli
h, wenn die Fourierentwi
klung (3.38) in das Blo
h-Theorem (3.34) eingesetzt wird.Dieses liefert unmittelbar die Entwi
klung der Blo
h-Funktionen na
h ebenen Wellen:
φ(n)

q (z) =
∑

l

c
(n,q)
l ei (2 l qB+q) z. (3.46)Das Betragsquadrat des Entwi
klungskoe�zienten |c(n,q)

l |2 liefert die Wahrs
heinli
hkeit da-für, dass ein Teil
hen im Blo
h-Zustand φ(n)
q (z) mit dem Impuls h̄(q + 2 l qB) gemessenwerden kann1. Aufgrund der Periodizität des Potenzials ist die Impulsverteilung in Impuls-1Dabei ist die gewählte Normierung für die Wellenfunktion zu berü
ksi
htigen. Wird diese entlang der Gitte-reinheitszelle auf eins normiert, beträgt die Wahrs
heinli
hkeit für eine entspre
hende Messung d |c(n,q)

l |2.
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Abbildung 3.6.: Das Betragsquadrat der Blo
h-Funktionen |φ(n6=0)
q (z)|2 für vers
hiedene Wer-te der Gittertiefe und der Quantenzahl q. In den hier dargestellten höherenBändern sind die Wahrs
heinli
hkeitsdi
hten in den Berei
h der Potenzial-barrieren ausgedehnt und weisen eine sehr starke Abhängigkeit von q auf.Mit zunehmender Gittertiefe wird diese jedo
h immer s
hwä
her.komponenten mit dem Abstand 2h̄qB aufgespalten. Die Abbildung 3.7 zeigt die Besetzungs-wahrs
heinli
hkeiten der einzelnen Impulskomponenten für q = 0 in Abhängigkeit von derGittertiefe und dem Bandindex. Im niedrigsten Band sind Impulskomponenten mit l 6= 0im Gegensatz zu höheren Bändern erst bei tiefen Gitterpotenzialen signi�kant besetzt. Für

q 6= 0 resultiert eine asymmetris
he Besetzung der |c(n,q)
l |2. Diese ist in Abbildung 3.8 für einTeil
hen im niedrigsten Band bei konstanter Gittertiefe dargestellt. Es sei betont, dass ausdieser Asymmetrie in der Verteilung der |c(n,q)

l |2 ni
ht notwendigerweise auf ein asymmetri-s
hes Impulsspektrum ges
hlossen werden kann. In der Tat besitzt ein Teil
hen im niedrigstenBand für q = ±qB wegen (3.46) ein symmetris
hes Impulsspektrum2.2Dieses ist in der Abbildung 6.14 des Kapitels 6 dargestellt.
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Abbildung 3.7.: Besetzungswahrs
heinli
hkeit d |c(n,q=0)
l |2 der Impulskomponente 2l h̄qB fürvers
hiedene Gittertiefen und Bandindizes n.Wannier-Funktionen und Tight-Binding-NäherungDie Blo
h-Funktionen sind aufgrund ihrer Translationseigens
haft (3.45) über das gesamteSystem ausgedehnt. Für viele Betra
htungen ist es allerdings von Vorteil, lokalisierte Zuständeauf dem Gitter zu bilden. Sol
he lokalisierten Zustände können aus den Blo
h-Funktionendur
h

wn(z − zj) =
1√
N

qB∑

q=−qB

e−i q zj φ(n)
q (z) (3.47)erhalten werden [49℄. Die über (3.47) de�nierten Funktionen wn(z − zj) heiÿen Wannier-Funktionen. Dabei bezei
hnet N die Zahl der Gittereinheitszellen im System. Die Summationläuft über alle erlaubten Quantenzahlen q innerhalb der ersten Brillouinzone und kann fürgroÿe Systeme und quasi-kontinuierli
he q dur
h ein Integral genährt werden. Im Gegensatzzu den Blo
h-Funktionen hängen die Wannier-Funktionen daher ni
ht mehr von q, sondern
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Abbildung 3.8.: Besetzungswahrs
heinli
hkeit d |c(n=1,q 6=0)
l |2 der Impulskomponente h̄(q +

2 l qB) für ein Teil
hen im niedrigsten Band für vers
hiedene Werte von q.Die Gittertiefe beträgt für alle Bilder 5 Er.nur vom Bandindex n und dem Gitterplatz zj, auf dem sie zentriert sind, ab. Der lokalisierteCharakter der Wannier-Funktionen wird lei
ht deutli
h, wenn (3.47) unter der vereinfa
htenAnnahme eines von q unabhängigen u(n)
q (z) bere
hnet wird. In diesem Fall kann wegen

wn(z − zj) =
1√
N
u(n)(z)

∑

q

eiq(z−zj) ≈
√
N u(n)(z)

sin(π(z − zj)/d)

π(z − zj)/d
(3.48)eine analytis
he Nährung für die Wannier-Funktion gebildet werden. Die Sin
-Funktion istfür die Zentrierung um zj verantwortli
h.Die Wannier-Funktionen bilden ein vollständiges Orthonormalsystem:

∫

dz w∗
n(z − zj)w

∗
m(z − zt) =

1

N

∑

q

eiq(zj−zt) δqq′δnm = δjtδnm. (3.49)Die Blo
h-Funktionen lassen si
h aus ihnen mittels
φ(n)

q (z) =
1√
N

∑

j

eiqz wn(z − zj) (3.50)entwi
keln.Grundsätzli
h impliziert eine Wahl der Wannier-Funktionen als Basis zwei Na
hteile. Zum
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he Grundlagen 35einen sind die Wannier-Funktionen für endli
he Gittertiefen keine Eigenfunktionen des Ha-miltonians. Zum anderen sind sie dur
h die De�nition (3.47) ni
ht eindeutig festgelegt [160℄.Letzteres liegt daran, dass die Blo
h-Funktionen nur bis auf eine globale Phase bestimmtsind: Aus einem gefundenen Satz von Blo
h-Funktionen kann mittels der Ei
htransformation
u(n)

q (z) 7→ eiθn(q)u(n)
q (z) (3.51)mit reellem θn ein glei
hwertiger Satz von Blo
h-Funktionen gefunden werden. Die Transfor-mation (3.51) erhält zwar die Position zj der Wannier-Funktionen Modulo der Translations-länge d, jedo
h ni
ht ihre Breite [160℄. Für den hier betra
hteten Fall einzelner isolierter Bän-der sind jedo
h die Bedingungen zum Au�nden der maximal lokalisierten Wannier-Funktionenbekannt [161℄.Trotz der genannten S
hwierigkeiten sind Wannier-Funktionen in vielen Fällen von groÿemNutzen, wie z. B. für die Betra
htung von Teil
hen in tiefen Gitterpotenzialen. Da für hin-rei
hend groÿe Systeme die Energiebänder kontinuierli
he periodis
he Funktionen von q mitPeriode 2 qB sind, kann die Dispersionsrelation E(n)(q) als Fourierreihe ges
hrieben werden:

E(n)(q) =
∑

l

ǫ
(n)
l eildq. (3.52)Die Koe�zienten ǫ(n)

l dieser Fourierreihe sind dur
h die Matrixelemente des Hamiltonians inder Wannier-Basis gegeben:
ǫ
(n)
(l−p) =

∫

dz w∗
n(z − zl)H wn(z − zp). (3.53)In sehr tiefen Gittern sind die Blo
h-Funktionen stark moduliert und die Wannier-Funktionenlokalisieren deutli
h auf den einzelnen Gitterplätzen. Wenn die Lokalisierung der Wannier-Funktionen so ausgeprägt ist, dass in (3.53) nur die Matrixelemente mit |l − p| = 0,±1berü
ksi
htigt werden müssen, folgt aus (3.52) ein einfa
her Ausdru
k für die Dispersionsre-lation:

E(n)(q) = ǫ
(n)
0 + 2ǫ

(n)
1 cos(qd). (3.54)Dabei ist wegen der Symmetrie der Energiebänder ǫ(n)

1 = ǫ
(n)
−1 . Die Gröÿe

J (n) := −2 ǫ
(n)
1 = −2

∫

dz w∗
n(z)H wn(z − d) (3.55)wird Tunnelrate des n-ten Bandes genannt und ist für dessen Breite maÿgebli
h. Eine ana-lytis
he Näherung für sehr tiefe Gitterpotenziale3 lautet [162℄

J (n) = (−1)n (2π)−1/2
(
s

4

)n−1
2

+3/4
(

24(n−1)+5

(n− 1)!

)

e−2
√

sEr, (3.56)wobei s über VG = sEr die Tiefe des Gitters angibt. Die einfa
he Form der Dispersionsre-lation (3.54) erlaubt die Bere
hnung vieler wi
htiger Systemgröÿen. Die Bes
hränkung der3Au
h wenn der Tight-Binding-Ausdru
k (3.54) bereits ab VG = 5 Er passable Ergebnisse liefert, sind für(3.56) deutli
h tiefere Gittertiefen erforderli
h.
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hen GitterpotenzialenKopplung auf die nä
hsten Na
hbarn wird als Tight-Binding-Näherung bezei
hnet und stelltfür hinrei
hend tiefe Gitter eine hervorragende Näherung dar. Wenn das Gitterpotenzial sotief wird, dass au
h die Matrixelemente zwis
hen bena
hbarten Wannier-Funktionen ver-s
hwinden, ist das Energieband völlig �a
h. Aus (3.54) ist ersi
htli
h, dass in diesem Fall vonvers
hwindender Tunnelrate die Wannier-Funktionen Eigenfunktionen des Hamiltonians sind.3.2.3. S
hwa
h we
hselwirkendes Bose-Gas in optis
hen GitternDie in den vorhergehenden Abs
hnitten erfolgte Diskussion des Einteil
henproblems soll nunum die Betra
htung von Bose-Einstein-Kondensaten in optis
hen Gittern erweitert werden.Zum einen ist dazu der Ein�uss der interatomaren We
hselwirkung auf Gröÿen wie die Di
h-teverteilung oder die Bandstruktur zu berü
ksi
htigen. Zum anderen ist bei einer Vielzahlvon Experimenten dem Gitterpotenzial zusätzli
h das harmonis
he Potenzial der Magnet-falle überlagert. Dadur
h ist die diskrete Translationssymmetrie des periodis
hen Potenzialsgebro
hen und die Di
hteverteilung ist ni
ht mehr gitterperiodis
h.Zunä
hst werden anhand des transversal homogenen Gittergases die E�ekte der intera-tomaren We
hselwirkung herausgestellt. E�ektiv s
hirmt diese das Gitterpotenzial ab undreduziert auf diese Weise dessen Ein�uss auf die Atome. Ans
hlieÿend wird der Ein�ussdes harmonis
hen Potenzials der Magnetfalle auf den Grundzustand eines we
hselwirkendenBose-Einstein-Kondensates im Gitterpotenzial diskutiert.Der Abs
hnitt beruht auf der Bes
hreibung des Bose-Gases mittels der Gross-Pitaevskii-Glei
hung. Daher ist der Gültigkeitsberei
h der Betra
htungen auf den Fall T = 0 unds
hwa
he interatomare We
hselwirkung bes
hränkt. Für die im Experiment vorliegendenultra-kalten Temperaturen und die verwendeten moderaten Gittertiefen ist diese Bes
hrei-bung gere
htfertigt.Für sehr tiefe Gitter spielt jedo
h die We
hselwirkung eine dominierende Rolle für diephysikalis
hen Eigens
haften des Systems. Dur
h sie erlangen interatomare Korrelationeneine groÿe Relevanz und eine Bes
hreibung im Rahmen der Mean-Field-Theorie ist ni
htmehr mögli
h.Ein�uss der We
hselwirkungZunä
hst wird ein Bose-Einstein-Kondensat betra
htet, das in transversaler Ri
htung ho-mogen ist und in axialer Ri
htung dur
h das optis
he Gitter gefangen ist. Die stationärenZustände des Systems sind Lösungen der stationären Gross-Pitaevskii-Glei
hung [163℄:
(

− h̄2

2m

∂2

∂z2
+ sEr sin2 (kz) + gnd |φ(z)|2

)

φ(z) = µφ(z). (3.57)Es sei eine Klasse von Lösungen φ(z) für (3.57) gefunden, die auf eine gitterperiodis
heDi
hteverteilung |φ(z)|2 führt. Für diese Klasse ist die Gross-Pitaevskii-Glei
hung invariantunter der Koordinatentransformation z 7→ z + d. Mit den glei
hen Argumenten wie fürden Einteil
henfall kann gezeigt werden, dass diese Lösungsklasse das Blo
h-Theorem erfüllt[163℄:
φ(n)

q (z) = eiqzũ(n)
q (z). (3.58)
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he Grundlagen 37Dabei ist ũ(n)
q (z) eine gitterperiodis
he Funktion, die unter Berü
ksi
htigung der We
hsel-wirkung gefunden werden muÿ. Im Einteil
henfall wurde gezeigt, dass die Funktionen u(n)

q (z)die stationäre S
hrödingerglei
hung (3.36) erfüllen. Für das we
hselwirkende Gas kann völliganalog gezeigt werden, dass die Funktionen ũ(n)
q (z) die stationäre Gross-Pitaevskii-Glei
hung

[

− 1

2m
(−ih̄∂z + q)2 + s Er sin2(kz) + gnd

∣
∣
∣ũ(n)

q (z)
∣
∣
∣

2
]

ũ(n)
q (z) = µ(n)(q)ũ(n)

q (z) (3.59)erfüllen. Die Lösungen dieser Glei
hung führen analog zum Einteil
henfall auf eine Band-struktur für das 
hemis
he Potenzial µ(n)(q). Die Energie pro Teil
hen ǫ(n)
q kann aus denLösungen von (3.59) mittels

ǫ(n)
q =

∫ d/2

−d/2
dz ũ∗ (n)

q (z)
[

− 1

2m
(−ih̄∂z + q)2 + s Er sin2(kz) +

1

2
gnd

∣
∣
∣ũ(n)

q (z)
∣
∣
∣

2
]

ũ(n)
q (z)(3.60)gewonnen werden. Im Gegensatz zum homogenen Fall zeigen µ(n)(q) und ǫ(n)

q ni
ht dieglei
he q-Abhängigkeit [163, 164℄. E�ektiv führt die interatomare We
hselwirkung zu einerAbs
hirmung des Gitterpotenzials. Grundsätzli
h äuÿert si
h diese darin, dass die physika-lis
hen Eigens
haften des Systems etwas stärker denen von freien Teil
hen ähneln als imEinteil
henproblem. Beispielsweise werden bei fester Gittertiefe die Energiebänder mit zuneh-mender We
hselwirkung breiter.Die Abbildung 3.9 zeigt einen Auss
hnitt aus dem axialen Di
htepro�l zweier Kondensatemit unters
hiedli
her Teil
henzahl in einer Box mit periodis
hen Randbedingungen. Die Län-ge der Box beträgt 82, 5 µm. In radialer Ri
htung liegt ein harmonis
her Eins
hluss mitFallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz vor. Es ist deutli
h erkennbar, dass mit zunehmeder Teil-
henzahl und damit interatomarer We
hselwirkung die Modulation der Wellenfunktion dur
hdas Gitterpotenzial abges
hwä
ht wird.Ein�uss des harmonis
hen FallenpotenzialsDieser Abs
hnitt analysiert den Ein�uss eines harmonis
hen Fallenpotenzials auf den Grund-zustand des Bose-Einstein-Kondensates in einem eindimensionalen optis
hen Gitter. Das har-monis
he Potenzial wird im Experiment dur
h die Magnetfalle erzeugt und bri
ht die diskreteTranslationssymmetrie in axialer Ri
htung. Ziel dieses Abs
hnittes ist die Diskussion der drei-dimensionalen Di
hteverteilung des Kondensates und des zugehörigen Impulsspektrums. DieseVerteilungen wurden erstmals in [125℄ bere
hnet. Auswirkungen des harmonis
hen Fallenpo-tenzials auf das Spektrum des quantenentarteten Bose-Gases wurden in [165℄ untersu
ht undwerden hier ni
ht näher beleu
htet.Bei hinrei
hend geringer Temperatur und s
hwa
her We
hselwirkung können die stationärenZustände des Systems mittels der stationären Gross-Pitaevskii-Glei
hung
[

− h̄2

2m
∇2 + Vdip(r) + VMF (r) + g |Ψ(r)|2]Ψ(r) = µΨ(r) (3.61)



38 3. Bose-Einstein-Kondensate in optis
hen Gitterpotenzialen

Abbildung 3.9.: Auss
hnitte aus den normierten axialen Di
htepro�len von Kondensaten ineiner Box der Länge 82, 5 µm mit periodis
hen Randwertbedingungen. Überden radialen Freiheitsgrad wurde jeweils integriert. In a) beträgt die Gitter-tiefe VG = 1 Er, in b) VG = 5 Er. Die e�ektive Abs
hirmung des Gitterpo-tenzials dur
h die We
hselwirkung ist si
htbar.gefunden werden. Hierbei bezei
hnet Vdip(r) das optis
he Potenzial und VMF (r) das zylin-dersymmetris
he Potenzial der Magnetfalle:
VMF (r) =

1

2
mω2

ρ ρ
2 +

1

2
mω2

zz
2. (3.62)Für die Fallenfrequenzen ωρ und ωz wird dabei

ωρ >> ωz (3.63)angenommen. Das optis
he Gitter bildet gemäÿ (3.17) ein periodis
hes Potenzial entlang der
z-A
hse:

Vdip(r) = −VG cos2 (k z) = sEr cos2 (k z) . (3.64)Dabei wurde der Ein�uss der gauÿs
hen Laserstrahlform auf das Fallenpotenzial verna
h-lässigt. Die harmonis
he Näherung um die einzelnen Potenzialtöpfe liefert na
h (3.19) dieFallenfrequenz
ω = k

√

2 sEr

m
. (3.65)Diese ist typis
herweise so groÿ, dass h̄ω >> µ gilt. Zur Bere
hnung von Gröÿen, die ni
htvom genauen Überlapp der Wellenfunktion zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen abhängen,ist daher der Ansatz

Ψ(r) =
∑

j

φj(ρ)χj(z) (3.66)
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he Grundlagen 39für die Vielteil
henwellenfunktion gere
htfertigt. Dabei ist j der Gitterplatzindex und χ(z)bezei
hnet den Einteil
hengrundzustand des harmonis
h genährten optis
hen Potenzials:
χj(z) =

(

πσ2
)− 1

4 e−
(z−zj)2

2σ2 , (3.67)wobei σ =
√

h̄/(mω) die harmonis
he Oszillatorlänge bezei
hnet. In der Tat werden die aufden Gitterplätzen lokalisierten Wannier-Funktionen im Grenzfall s 7→ ∞ die Eigenfunktionendes harmonis
h genährten Potenzials. Für hinrei
hend tiefe Gitter stellt (3.67) eine geeigneteNäherung für die z-Abhängigkeit der Wannier-Funktionen dar. Diese kann dur
h eine opti-mierte Bestimmung von σ mittels einer Variationsre
hnung no
h verbessert werden [125℄.Zur Bere
hnung von Gröÿen, die vom genauen Überlapp zwis
hen den Wannier-Funktionenbena
hbarter Gitterplätze abhängen, wie z.B. der Tunnelrate, ist der Ansatz (3.66) jedo
hselbst für groÿe Gittertiefen ungeeignet.Der radiale Eins
hluss der Atome dur
h die Magnetfalle ist für typis
he experimentelleBedingungen so s
hwa
h, dass µ >> h̄ωρ gilt. Dieses bedeutet, dass für den transversalenFreiheitsgrad die Thomas-Fermi-Näherung verwendet werden kann. Wegen (3.63) gilt dannau
h µ >> h̄ωz, so dass die Magnetfalle nur eine langsame Änderung der axialen Di
htever-teilung verursa
ht. Jedo
h ist aufgrund dieser Variation der Di
hte in axialer Ri
htung derRadialteil der Kondensatwellenfunktion vom Gitterplatz abhängig.Bestimmung der radialen LösungFür die Bestimmung der radialen Lösung φj(ρ) für den j-ten Gitterplatz wird von folgendenAnnahmen ausgegangen:
• Die makroskopis
he Di
hteverteilung des Gases entspri
ht in axialer Ri
htung einemThomas-Fermi-Pro�l.
• In axialer Ri
htung kann die Lo
al-Density-Approximation [166℄ benutzt werden.
• Da für das lokale 
hemis
he Potenzial µj >> h̄ωρ gilt, be�nden si
h die Atome aufjedem Gitterplatz im Thomas-Fermi-Regime hinsi
htli
h des radialen Freiheitsgrades.Mit dem Ansatz (3.66) liegt auf jedem Gitterplatz ein zweidimensionales Gas vor. Für den hierbetra
hteten Fall s
hwa
her We
hselwirkung und für T = 0 sind die in niederdimensionalenSystemen verstärkt auftretenden Fluktuationen verna
hlässigbar [167℄. Damit ist jedes dieserzweidimensionalen Gase weiterhin mittels der Gross-Pitaevskii-Glei
hung bes
hreibbar. Diesevereinfa
ht si
h aufgrund der reduzierten Dimensionalität zu
µ3D

j φj(ρ)χ(z) = − h̄2

2m

(

∇2
ρ + ∂2

z

)

φj(ρ)χ(z) + [V (ρ) + V (z)] φj(ρ)χ(z)

+ g3D |φj(ρ)|2 |χ(z)|2

= − h̄2

2m
∇2

ρφj(ρ)χ(z) + E0
zφj(ρ)χ(z) + V (ρ)φj(ρ)χ(z)

+ g3D, |φ(ρ)|2 |χ(z)|2 , (3.68)
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z die Grundzustandsenergie des harmonis
h genährten Potenzials bezei
hnet. Da die

z-Abhängigkeit der Wellenfunktion auf jedem Gitterplatz na
h (3.67) identis
h ist, wird hierund im Folgenden die Indizierung von χ unterdrü
kt. Multiplikation mit χ∗(z) und Integrationüber z liefert mit den De�nitionen
µ2D := µ3D − E0

z

g2D := g3D

∫

dz |χ(z)|4

=
g3D√
2π σ

(3.69)eine zweidimensionale Gross-Pitaevskii-Glei
hung:
µ2D

j φj(ρ) =

[

h̄2

2m
∇2

ρ + V (ρ) + g2D |φ(ρ)|2
]

φj(ρ). (3.70)Dabei konnte in (3.69) die Kopplungskonstante g2D dur
h Integration über das axiale Di
h-tepro�l erhalten werden, da für Rubidium der 
harakteristis
he Radius des interatomarenPotenzials deutli
h kleiner als die Ausdehnung der Wellenfunktion σ in axialer Ri
htung ist.Dadur
h behält die We
hselwirkung im zweidimensionalen Gas ihren dreidimensionalen Cha-rakter und kann dur
h die bekannte Streulänge a << σ mit dem Ergebnis (3.69) bes
hriebenwerden [167℄.Da auf jedem Gitterplatz µj >> h̄ωρ gilt, kann der Radialteil in der Thomas-Fermi-Näherung gelöst werden:
φTF

j (ρ) =




µ2D

j

g2D



1 − ρ2

(Rρ)
2
j









1
2

, (3.71)wobei (Rρ)j den radialen Thomas-Fermi-Radius bezei
hnet. Das 
hemis
he Potenzial µ2D
jhängt aufgrund des axialen harmonis
hen Eins
hlusses vom Gitterplatz ab. Da dieses jedo
hnur sehr langsam variiert, kann die Lo
al-Density-Approximation [125,166℄

µ = µloc + V (r) (3.72)zur Bere
hnung der lokalen 
hemis
hen Potenziale verwendet werden. Dabei bezei
hnet µdas 
hemis
he Potenzial des Gesamtsystems und µloc das lokale 
hemis
he Potenzial. Fürdas Gittersystem ergibt dieses:
µloc = µj =
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2
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. (3.73)Dabei ist jmax die Indexzahl des letzten Gitterplatzes, der no
h mit Atomen besetzt ist. Daslokale 
hemis
he Potenzial bestimmt mittels
(Rρ)j =
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√
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) (3.74)
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he Grundlagen 41den radialen Thomas-Fermi-Radius. Der zur Bestimmung des lokalen 
hemis
hen Potenzialsbenötigte Gitterradius jmax wird über die Bedingung
N =

∑

j

Nj (3.75)�xiert, wobei Nj die Teil
henzahl auf dem j-ten Gitterplatz bezei
hnet. Diese bere
hnet si
hmittels der Integration über einen Gitterplatz:
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. (3.76)Damit folgt
N =

jmax∑
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480
√

2 g3D ω2
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. (3.77)Dabei konnte die Näherung im letzten S
hritt erfolgen, weil für typis
he experimentelle Be-dingungen jmax >> 1 gilt. Umstellen der obigen Glei
hung na
h jmax liefert:
j2
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
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. (3.78)In einer kurzen Re
hnung kann na
hgeprüft werden, dass dieses Ergebnis mit dem von Pedriet al. [125℄ erzielten Resultat
j2
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2 h̄ω
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)2/5 (3.79)identis
h ist, wobei ω = (ωz ω
2
ρ)

1/3 die geometris
he Fallenfrequenz und aho =
√

h̄/(mω) diegeometris
he Oszillatorlänge bezei
hnet. Ein Verglei
h der Ausdrü
ke für Nj und N lieferteine Formel für die Teil
henzahl auf dem zentralen Gitterplatz mit j = 0:
Nj=0 =

15

16

N

jmax

. (3.80)
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hen GitterpotenzialenDas Einsetzen dieser Glei
hung in den Ausdru
k für Nj liefert eine einfa
he Relation zur derTeil
henzahl auf dem zentralen Gitterplatz:
Nj = N0

(

1 − j2

j2
max

)2

. (3.81)Mit dem über (3.79) erhaltenen jmax kann mittels des lokalen Thomas-Fermi-Radius (3.74)und des lokalen 
hemis
hen Potenzials (3.73) der Radialteil der lokalen Kondensatwellen-funktion (3.71) bere
hnet werden. Diese wi
htigen in [125℄ angegeben Resultate stellen dieGeneralisierung der bekannten Thomas-Fermi-Lösung in einer Magnetfalle unter Berü
ksi
h-tigung des Ein�usses eines eindimensionalen optis
hen Gitters dar.

Abbildung 3.10.: Normierte axiale Di
hteverteilung des Kondensat-Grundzustandes beste-hend aus 5 · 104 Atomen. Die Fallenfrequenzen der Magnetfalle betragen
ωz = 2π×14 Hz bzw. ωρ = 2π×200 Hz. Das optis
he Gitter hat eine Tiefevon VG = 5 Er. Die Abbildung a) zeigt die volle axiale Breite der Atomwol-ke und spiegelt die Thomas-Fermi-Form aufgrund des magnetis
hen Ein-s
hlusses wieder. Die Abbildung b) zeigt einen zentralen Auss
hnitt desKondensates und verdeutli
ht die dur
h das Gitter hervorgerufene s
hnelleModulation der Di
hte.In Abbildung 3.10 ist das axiale Di
htepro�l des Kondensat-Grundzustandes in dem kombi-nierten Potenzial aus Magnetfalle und eindimensionalen Gitter gezeigt. Für die Bestimmungder Kondensatwellenfunktion wurde die dreidimensionale Gross-Pitaevskii-Glei
hung unterder Annahme zylindris
her Symmetrie numeris
h gelöst. Die axiale und radiale Fallenfre-quenz entspre
hen mit ωz = 2π × 14 Hz bzw. ωρ = 2π × 200 Hz den experimentellenWerten. Ebenso stellen sowohl die Zahl der kondensierten Atome mit N = 5 · 104 als au
hdie Gittertiefe mit VG = 5 Er typis
he experimentelle Parameter dar. Die Abbildung spiegeltdie Ergebnisse der vorangehenden analytis
hen Betra
htungen deutli
h wieder: Die Di
hte-verteilung weist eine s
hnelle Modulation aufgrund des optis
hen Gitters auf. Diese ist gepaart
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he Grundlagen 43mit einer langsamen Veränderung aufgrund des magnetis
hen Eins
hlusses. Dieser bewirkt,dass die Einhüllende der Di
hteverteilung eine Thomas-Fermi-Form besitzt.

Abbildung 3.11.: Impulsverteilung eines Kondensates im Grundzustand. Die Parameter sindidentis
h mit denen der Abbildung 3.10. Die Verteilung spaltet in äuÿersts
hmale Impulskomponenten mit dem Abstand 2h̄qB auf. Abbildung a) zeigtden Teil des Spektrums, der signi�kant populiert ist, während Abbildung b)den zentralen Berei
h vergröÿert darstellt.Abbildung 3.11 zeigt die axiale Impulsverteilung n(pz) des Kondensat-Grundzustandes. Diesewurde aus dem numeris
h bere
hneten Grundzustand im Ortsraum Ψ(r) mittels n(pz) =
| ∫ d3r exp(−i pz z/h̄)Ψ(r)|2 gewonnen. Die Impulsverteilung ist in einzelne Komponentenmit dem Abstand 2h̄qB aufgespalten, wobei nur äuÿerst s
hmale Berei
he der Brillouinzo-nen besetzt werden. Dieser Umstand verdeutli
ht zuglei
h die herausragende Eignung vonBose-kondensierten Vielteil
hensystemen für Experimente mit optis
hen Gittern. Dur
h dieIntegration der Impulsverteilung kann die Population der einzelnen mit l nummerierten Im-pulskomponenten ermittelt werden. Wie beim Einteil
henproblem nimmt au
h hier die Be-setzung der l 6= 0-Komponenten mit zunehmender Gittertiefe zu. Dies ist in Abbildung 3.12verdeutli
ht.Die Besetzungsstärke der Impulskomponenten wird nur in geringem Maÿe dur
h die inte-ratomare We
hselwirkung und den harmonis
hen Eins
hluss modi�ziert. In der Abbildung3.13 ist diese Besetzung für das we
hselwirkende, harmonis
h gefangene Gas bei fester Git-tertiefe gezeigt. Als Referenz dient die Besetzungswahrs
heinli
hkeit des Einteil
henproblemsohne harmonis
hen Eins
hluss. Die We
hselwirkung verursa
ht eine Abs
hirmung des Gitter-potenzials. Damit ist eine reduzierte Modulation der Wellenfunktion im Ortsraum und eineverringerte Besetzung der Impulskomponenten mit l 6= 0 verbunden. Dieser E�ekt nimmt fürgröÿere Teil
henzahlen zu, da für diese die We
hselwirkungsenergie gröÿer ist. Wie in derAbbildung erkennbar ist, bleibt der E�ekt jedo
h insgesamt klein.
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Abbildung 3.12.: Besetzung der einzelnen Impulskomponenten für vers
hiedene Werte derGittertiefe. Wie beim Einteil
henproblem nimmt die Besetzung der l 6= 0-Komponenten mit zunehmender Gittertiefe zu. Die Magnetfallenfrequenzenund Teil
henzahl sind identis
h mit denen der Abbildung 3.10.

Abbildung 3.13.: Besetzung der Impulskomponenten l = ±1 ( Abbildung a) ) und l = 0( Abbildung b) ) für vers
hiedene Teil
henzahlen. Die Gittertiefe beträgt
VG = 5 Er, die Fallenfrequenzen sind identis
h mit denen der Abbildung3.10. Mit zunehmender Teil
henzahl und We
hselwirkung wird das Git-terpotenzial e�ektiver abges
hirmt. Der E�ekt ist quantitativ ni
ht sehrausgeprägt.
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hen Gitters 453.3. Aufbau eines eindimensionalen optis
hen GittersDieser Abs
hnitt erläutert den Aufbau eines eindimensionalen optis
hen Gitters und des-sen Implementierung in die experimentelle Apparatur zur Erzeugung von Bose-Einstein-Kondensaten. Zunä
hst wird auf das verwendete Lasersystem und dessen Eignung zur Erzeu-gung einer fernresonanten optis
hen Falle eingegangen. Ans
hlieÿend erfolgt die Bes
hreibungdes Aufbaus des Strahlengangs und eine Zusammenfassung der relevanten Laserstrahlpara-meter. Eine zentrale Herausforderung für die Realisierung eines optis
hen Gitterpotenzialsstellt die Bereitstellung eines kontrollierten S
hemas zur Justage der Gitterlaserstrahlen dar.Eine sol
he Justagemögli
hkeit konnte mit Hilfe des Aufbaus eines Detektionsweges entlangder Gittera
hse bereit gestellt werden.3.3.1. Das LasersystemZur Erzeugung des optis
hen Gitterpotenzials wird ein Titan-Saphir-Ringlaser (Firma Te
k-nos
an, Model TIS-SF-07e) verwendet, wel
her mit einem frequenzverdoppelten Neodym-Vanadat-Laser (Firma Coherent,Model Verdi V10) gepumpt wird. Das Verstärkungspro�ldes Titan-Saphir-Kristalls erlaubt bei Verwendung entspre
hender Resonatorspiegel einenLaserbetrieb im Wellenlängenberei
h von 650 nm−980 nm. Mittels vers
hiedener frequenz-sensitiver Elemente innerhalb des Laserresonators kann die Wellenlänge der ans
hwingendenLasermode selektiert werden. Bei allen in dieser Arbeit vorgestellten Experimenten war dieWellenlänge der Laserstrahlung auf 825 nm eingestellt. Die maximale Ausgangsleistung desLasers bei dieser Wellenlänge beträgt 1, 2 W .Der von uns realisierte Aufbau des optis
hen Gitters na
h Abbildung 3.1 beruht auf derSelbstinterferenz des Laserstrahls dur
h dessen Rü
kre�ektion an einem Endspiegel. Für dieAusbildung einer stabilen Gitterstruktur ist es dabei erforderli
h, dass die Kohärenzlänge desLasers den Gangunters
hied am Ort der Atome zwis
hen dem einlaufenden und dem rü
kre-�ektierten Strahl deutli
h übertri�t. Dur
h die im Resonator be�ndli
hen frequenzselektivenElemente wird die Linienbreite des Lasers auf weniger als ein Megahertz reduziert. Mit derhieraus folgenden Kohärenzlänge von > 100 m wird diese Bedingung von dem verwendetenLasersystem erfüllt.Weiterhin sollten die Raten potenzieller Heizprozesse klein gegenüber der Dauer des Experi-ments sein, da es anderenfalls zu einer signi�kanten Erwärmung der Atome kommt. Als einmögli
her Heizprozess kommt die spontane Streuung von Photonen in Betra
ht. Aufgrundder deutli
hen Verstimmung der Laserfrequenz gegenüber den atomaren Resonanzen ist dieStreurate für die verwendeten Intensitäten verna
hlässigbar. Sie beträgt gemäÿ Glei
hung(3.12) für typis
he experimentelle Bedingungen Γ < 0, 05 s−1 und ist damit klein im Ver-glei
h zur Verweildauer t ≈ 150 ms der Atome im Gitterpotenzial.Zum anderen sind Heizprozesse aufgrund eines Amplituden- oder Frequenzraus
hens desLasers mögli
h [168, 169℄. Dur
h sol
he Raus
hprozesse werden die Fallenfrequenzen der
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Abbildung 3.14.: Heizrate des Amplitudenraus
hens in Abhängigkeit von der Gittertop�re-quenz. Der typis
he Arbeitsberei
h ist rot s
hra�ert gekennzei
hnet.harmonis
h genährten Gitterplatzpotenziale zeitabhängig:
ω(t)2 = ω2 [1 + ǫ(t)]. (3.82)Beträgt die Frequenz der Modulation ǫ(t) ein ganzzahliges Vielfa
hes der doppelten An-regungsfrequenz des harmonis
h genährten Gittertopfes, so kommt es zu parametris
henAnregungen der Atome in höhere Energieniveaus4 [170℄. Zur Beurteilung der parametris
henHeizeigens
haften des Lasersystems wurde die dur
h Amplitudenraus
hen verursa
hte Heiz-rate bestimmt. Eine genaue Bes
hreibung dieser Messungen �ndet si
h in [171℄. Generellbestimmt die Heizrate die zeitli
he Zunahme der mittleren Energie des Systems aufgrundparametris
her Prozesse gemäÿ [168,169℄

< E > (t) =< E > (0) eΓ t. (3.83)Dabei bezei
hnet Γ die Heizrate und < E > (t) die mittlere Energie zur Zeit t.Abbildung 3.14 zeigt die dur
h das Amplitudenraus
hen des Lasers bedingte Heizrate in Ab-hängigkeit von der Fallenfrequenz. Es ist ersi
htli
h, dass die Heizrate mit Ausnahme einigers
harfer Resonanzen im Sub-Hertz-Berei
h liegt. Für Gitterpotenziale, deren Fallenfrequenzenni
ht mit diesen Resonanzen zusammenfallen, stellt das Amplitudenraus
hen des Lasers beitypis
hen Verweilzeiten der Atome im Gitterpotenzial von einigen 150 ms keine signi�kanteHeizquelle dar. Der Berei
h der typis
herweise vorliegenden Fallenfrequenzen des optis
henGitters ist in der Abbildung rot markiert.4Da die Störung ǫ(t) die ursprüngli
he Symmetrie des Hamiltonians ni
ht bri
ht, kann es nur zu Anregungenin Niveaus mit identis
her Parität kommen.
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Abbildung 3.15.: Heizrate des Frequenzraus
hens in Abhängigkeit von der Gittertop�requenz.Der typis
he Arbeitsberei
h ist rot s
hra�ert.Eine weitere potenzielle Heizquelle stellt ein mögli
hes Frequenzraus
hen des Lasers dar.Hierdur
h kann es einerseits zu parametris
hen Heizprozessen aufgrund einer Modulationder Fallenfrequenz gemäÿ Glei
hung (3.82) kommen. Andererseits verursa
ht ein Frequenz-raus
hen au
h einen räumli
hen Versatz der Gittertöpfe, da dur
h den rü
kre�ektierendenSpiegel ein Knoten der Stehwelle festlegt ist [168, 169℄. Eine sol
he Modulation der Gitter-topfpositionen stellt ebenfalls einen Heizprozess dar5. Die entspre
hende Heizrate ist in derAbbildung 3.15 in Abhängigkeit von der Fallenfrequenz dargestellt. Erneut sei für eine genaueBes
hreibung der Messung auf [171℄ verwiesen. Die ermittelte Heizrate weist wie beim Am-plitudenraus
hen s
harfe Resonanzen auf, ist aber für typis
he experimentelle Bedingungenklein gegenüber der Verweilzeit der Atome im Gitterpotenzial.Insgesamt belegen die dur
hgeführten Untersu
hungen die Eignung des Lasersystems zur Er-zeugung eines stabilen optis
hen Gitters. Für Experimente in sehr tiefen Gitterpotenzialenstellen die betra
hteten Heizprozesse jedo
h eine Limitierung dar. Da zukünftig au
h sol
heUntersu
hungen dur
hgeführt werden sollen, wurde eine aktive Frequenz- und Intensitätssta-bilisierung für den Gitterlaser aufgebaut. Eine umfassende Charakterisierung des stabilisiertenLasersystems wurde bisher jedo
h no
h ni
ht vorgenommen.5Da dur
h den Versatz des Gitterpotenzials die ursprüngli
he Symmetrie des Hamiltonians gebro
hen wird,treten in diesem Fall Anregungen auf, wenn die Frequenz der Modulation glei
h der einfa
hen Fallenfre-quenz ist.
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hen Gitterpotenzialen3.3.2. Aufbau des GitterstrahlengangsDie Erzeugung des optis
hen Gitters beruht auf der Ausbildung einer optis
hen Stehwelle,die in unserem Experiment dur
h die Rü
kre�ektion eines Laserstrahles in si
h selbst ent-steht. Um die quantenentarteten Atome in der Magnetfalle adiabatis
h in das periodis
hePotenzial transferieren zu können, muss die Stehwelle dem magnetis
hen Potenzial überla-gert sein. Dabei ist es von Vorteil, wenn si
h die atomare Wolke über eine ausrei
hend groÿeAnzahl von Gitterplätzen erstre
kt. Unter diesen Bedingungen tritt der Ein�uss des periodi-s
hen Potenzials deutli
h zu Tage und E�ekte aufgrund der endli
hen Systemgröÿe könnenfür viele Betra
htungen verna
hlässigt werden. Des Weiteren ist es für eine Vielzahl von Ex-perimenten unabdingbar, die Atome na
h dem Eins
halten des optis
hen Gitters weiterhinin der Magnetfalle zu halten. So können die Atome beispielsweise für typis
he Gittertiefenni
ht mit dem optis
hen Potenzial alleine im S
hwerefeld gehalten werden. Aufgrund dieserRandbedingungen wurde ein Aufbau realisiert, bei dem si
h die periodis
he Struktur entlangder langen A
hse der Magnetfalle erstre
kt.
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Gitter-
Strahl

f=300
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radialer
Detektions-

strahl

motorisiertes
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Magnetfalle
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Abbildung 3.16.: S
hematis
he Darstellung der Verläufe des Gitterstrahls und der Detektions-strahlen.Die Abbildung 3.16 zeigt s
hematis
h den Verlauf des Gitterstrahlengangs. Um den axialen
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hen Gitters 49Zugang für den Gitterstrahl zu ermögli
hen, war es erforderli
h, zwei MOT-Spiegel sowieein Verzögerungsplätt
hen mit motorisierten Halterungen zu versehen. So können währenddes evaporativen Kühlens die optis
hen Elemente der MOT entfernt und so der Weg fürden Gitterlaserstrahl frei gegeben werden. Beim Aufbau der motorisierten Halterungen wur-den repositionierende Klappspiegelhalter (Firma New Fo
us, Model 9891) sowie ModellbauServo-Motoren (Firma Conrad, Modell S-4251) verwendet. Die Genauigkeit der Repositio-nierung war so gut, dass während eines typis
hen Messtags keinerlei Justagen am MOT-Strahlengang nötig waren. Da der Rü
kstellme
hanismus der Spiegelhalter jedo
h die neuaufgebaute Frequenzstabilisierung negativ beein�usst, wurden diese inzwis
hen dur
h einekommerzielle Komplettlösung (Firma New Fo
us, Model 8892-K) ersetzt.

Abbildung 3.17.: S
hematis
he Darstellung der Fokussierung des optis
hen Gitters. DieBrennweiten der verwendeten A
hromaten und deren Abstände sind an-gegeben. Der Punkt markiert die Position der Atome.Zur Erzeugung von tiefen Potenzialen ist aufgrund der begrenzten Laserleistung eine Fo-kussierung des Gitterstrahls erforderli
h. Dabei sollten die Intensitäten des einlaufenden undrü
kre�ektierten Strahls am Ort der Atome mögli
hst identis
h sein, um die Ausbildung einerStehwelle mit maximaler Modulation zu errei
hen. Dies wird errei
ht, indem der einlaufendeStrahl so re�ektiert wird, dass eine Überlagerung zwis
hen einlaufendem und re�ektiertemStrahl entsteht. Ferner sollte der Strahlfokus im Zentrum des Kondensats liegen. Dadur
hwird zum einen der Gradient des optis
hen Potenzials entlang der atomaren Wolke minimiert.Zum anderen fallen die Zentren des optis
hen und des magnetis
hen Potenzials zusammen.Abbildung 3.17 zeigt s
hematis
h, wie diese Anforderungen mit Hilfe zweier A
hromatennahezu optimal erfüllt werden konnten. In Tabelle 3.1 sind die relevanten Paramter des ein-laufenden und rü
kre�ektierten Strahls zusammengefasst. Da das Laserli
ht mittels einerpolarisationserhaltenen Faser zum Experiment geführt wird, lassen si
h die Strahlen in guterNäherung als gauÿs
he Strahlen bes
hreiben. Um die in der Tabelle 3.1 angegebenen Wertezu erhalten, wurde zunä
hst der Radius des kollimierten Gitterstrahls hinter der Auskopplungaus der optis
hen Faser gemessen. Die in der Tabelle zusammengestellten Werte ergeben si
hdur
h die Bere
hnung der Strahlpropagation gemäÿ der gauÿs
hen Strahloptik und stimmen
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hen Gitterpotenzialengut mit direkten Messungen der Strahlradien überein. Anhand der Tabelle wird ersi
htli
h,dass einlaufender und rü
kre�ektierter Strahl nahezu identis
he Intensitätspro�le aufweisenund so die Realisierung eines optis
hen Gitters mit hö
hstmögli
her Modulation erlauben.Die Strahltaillen liegen darüber hinaus um weniger als eine Rayleighlänge vom Zentrum derMagnetfalle entfernt. einlaufender Strahl rü
kre�ektierter StrahlStrahlradius am Ort der Atome 137 µm 139 µmStrahlwaist 131 µm 131 µmWaistposition bezügli
h Position der Atome + 21 mm + 23 mmRayleighlänge 65 mm 65 mmTabelle 3.1.: Relevante Parameter der Gitterstrahlen.Unter Ausnutzung der Formeln (3.11), (3.12) und (3.17) können mit den in Tabelle 3.1angegebenen Werten die Gittertiefe, die Streurate und der dreidimensionale Eins
hluss desoptis
hen Gitters bere
hnet werden. Die in Tabelle 3.2 zusammengefassten Gröÿen beziehensi
h auf eine Gitterlaserleistung von P = 10 mW und repräsentieren typis
he experimentelleBedingungen.Die Li
htleistung des Gitterstrahls wird über einen akusto-optis
hen Modulator (AOM) ge-steuert und während der Messung mit einer Photodiode aufgezei
hnet. Dazu wird gemäÿAbbildung 3.16 ein geringer Teil der Leistung (≈ 0, 1 %) auf eine geei
hte Photodiode miteiner Bandbreite von 2 MHz gelenkt. Auf dieser Photodiode können sowohl die Laserleis-tung als au
h deren zeitli
he Veränderung gemessen werden. Mögli
he Leistungsvariationenzwis
hen vers
hiedenen Dur
hläufen des Experimentes, z. B. aufgrund einer Abwei
hung derLi
hteinkopplung in die optis
he Faser, werden somit detektiert und können manuell ausge-gli
hen werden. Auf diese Weise können langsame S
hwankungen in der Li
htleistung vonmehr als 5 % ausges
hlossen werden. S
hnelle Leistungss
hwankungen, die während der Dau-er einer einzelnen Messung auftreten, werden dur
h Leistungs�uktuationen des Lasers oderdes AOMs verusa
ht und haben eine no
h kleinere Amplitude. Somit können sie zwar fürparametris
he Heizprozesse von Relevanz sein, tragen aber zu keiner wesentli
hen Variationder Gittertiefe bei. Um langsame Leistungss
hwankungen ni
ht mehr manuell ausglei
hen zumüssen, wurde inzwis
hen eine aktive Stabilisierung der Gitterstrahlleistung aufgebaut.Gittertiefe am Ort der Atome VG = 6, 4 ErStreurate am Ort der Atome Γ = 0, 4 Hzradiale Fallenfrequenz ωρ = 2π × 23 Hzaxiale Fallenfrequenz ωz = 2π × 0, 03 HzTabelle 3.2.: Bere
hnete Parameter des optis
hen Gitters für eine Leistung von 10 mW .



3.3 Aufbau eines eindimensionalen optis
hen Gitters 513.3.3. Justage des GitterstrahlsIm vorherigen Abs
hnitt wurde gezeigt, dass bei der optimalen Kon�guration des optis
henGitters der einlaufende und rü
kre�ektierte Strahl perfekt überlagert sind und si
h die Strahl-foki am Ort der Atome be�nden. Während die Position der Foki in axialer Ri
htung dur
h dieAbstände der A
hromaten festgelegt ist, muss darüber hinaus eine Methodik zur Verfügungstehen, mit der die Strahllage kontrolliert eingestellt werden kann. Mögli
he Fehljustagender Strahllage, z. B. ein Versatz zwis
hen dem Mittelpunkt des Gitterlaserstrahls und demZentrum der Atomwolke, führen zu einer Verringerung der Gittertiefe am Ort der Atome oderkönnen verhindern, dass die Atome den Grundzustand besetzen. Ferner führt eine mögli
heVerkippung des optis
hen Gitters gegenüber den Äquipotenzial�ä
hen des S
hwerefelds zumAuftreten von Potenzialgradienten und zu einer Dephasierung der Kondensatwellenfunktionauf den einzelnen Gitterplätzen.Mit dem erfolgten Aufbau eines Detektionsstrahlengangs entlang der axialen Ri
htung derMagnetfalle wurde ein Werkzeug ges
ha�en, das die kontrollierte Justage der Gitterstrahllageerlaubt. Wie in der Abbildung 3.16 ersi
htli
h ist, wird der S
hattenwurf der Atome mitder glei
hen CCD-Kamera abgebildet, die au
h bei der Detektion entlang der transversalenRi
htung zum Einsatz kommt. Die Eigens
haften dieses Detektionssystems sind im Anhangbes
hrieben.Da der Gitterstrahl mit dem axialen Detektionsstrahl überlagert werden kann, steht letz-terer als Referenz für die Justage der Gitterstrahllage zur Verfügung. Dazu werden mit demDetektionsstrahl zunä
hst S
hattenwurfaufnahmen der gefangenen Atome genommen. MitHilfe dieser Aufnahmen wird der Detektionsstrahl so ausgeri
htet, dass er zum einen kei-nerlei Verkippung zum S
hwerefeld aufweist und dass si
h zum anderen der S
hattenwurfder Atome in seinem Zentrum be�ndet. Der einlaufende Gitterstrahl wird nun so justiert,dass die auf der CCD-Kamera detektierte Position der Atome in dessen Zemntrum liegt.Auÿerdem wird mittels einer weiteren CCD-Kamera (Firma Coherent, Modell Cohu-4800;später: Firma IDS-Imaging Development Systems, Model UI-1210-MM) die perfekte Über-lagerung des Gitterstrahles mit dem Detektionsstrahl unmittelbar am Ort des überlagerndenStrahlteilerwürfels eingestellt. Auf diese Weise kann eine optimale Ausri
htung des einlau-fenden Gitterstrahls auf das Zentrum der Magnetfalle dur
hgeführt werden. BeispielhafteAufnahmen der beiden CCD-Kameras sind zur Verans
hauli
hung dieser Justageprozedur inAbbildung 3.18 gezeigt.Die Justage des rü
klaufenden Gitterstrahls erfolgt mit Hilfe der optis
hen Faser, die deneinlaufenden Strahl zum Experiment führt. Der rü
klaufende Strahl wird hierfür mittels desEndspiegels bestmögli
h in die Faser zurü
kgekoppelt. Die Fasereinkopplung wird dabei mitHilfe eines Glasplätt
hens und einer Photodiode optimiert. Die Photodiode detektiert dengeringen Anteil des vom Glasplätt
hen re�ektierten Laserli
hts. Diese geringe Leistung istjedo
h für eine Optimierung der Li
hteinkopplung in die Faser völlig ausrei
hend. Eine opti-male Fasereinkopplung bedeutet au
h eine bestmögli
he Überlagerung von einlaufendem undrü
kre�ektiertem Gitterstrahl.Das angewandte Justages
hema basiert auf der Ausri
htung der Gitterstrahlen mit Hilfedes axialen Detektionsstrahls. Eine andere Mögli
hkeit zur Gitterstrahljustage besteht in der
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a)

b)

c)

Abbildung 3.18.: Aufnahmen zur Gitterstrahljustage. a) zeigt ein axial aufgenommenes Ab-sorptionsbild der Atomwolke in der Magnetfalle. In b) ist eine mit der glei-
hen Kamera detektierte Abbildung des Gitterstrahls gezeigt. Dieser ist aufdie Position der Atome ausgeri
htet. In 
) ist s
hlieÿli
h die Überlagerungvon Detektions- und Gitterstrahl auf der zweiten CCD-Kamera verdeutli
ht.Der Gitterstrahl liegt im gesättigten Berei
h.Ausnutzung der direkten Auswirkungen des optis
hen Potenzials auf die Atome. In vielenGruppen wird dabei ein Verfahren eingesetzt, bei dem der einlaufende Gitterstrahl anhanddes erzeugten Versatzes der Atomposition gegenüber dem Magnetfallenzentrum ausgeri
htetwird [32,172℄. Dieser Versatz vers
hwindet, wenn das Zentrum des optis
hen Potenzials mitdem Magnetfallenzentrum überlagert ist. Dieses Justages
hema ist aufgrund des besondersstarken radialen Eins
hlusses, den die verwendete Magnetfalle erzeugt, ni
ht e�ektiv einsetz-bar. So war au
h bei hohen Laserleistungen kein messbarer Versatz der Atomwolke gegenüberdem Magnetfallenzentrum festzustellen. Für zukünftige Experimente ist jedo
h eine deutli
heradiale Relaxierung der Magnetfalle geplant. Unter dieser Bedingung sollte die Justage deseinlaufenden Gitterstrahles direkt anhand der Minimierung des Versatzes der Atompositionerfolgen. Die Justage des rü
kre�ektierten Gitterstrahls kann wie bisher erfolgen.3.4. Experimente zur Charakterisierung des optis
henGittersUm das optis
he Gitter als robustes Werkzeug zur Manipulation von ultra-kalten Bose-Gaseneinsetzen zu können, wurden dessen Eigens
haften umfassend 
harakterisiert. So ist es fürdie Dur
hführung von quantitativen Messungen unerlässli
h, die Potenzialtiefe des optis
henGitters genau zu bestimmen. Da das Bose-Einstein-Kondensat in unserem Experiment in
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hen Gitters 53der Magnetfalle erzeugt wird, muss es adiabatis
h in den Grundszustand des kombiniertenPotenzials transferiert werden.Zunä
hst werden unsere Experimente zur Bestimmung der Potenzialtiefe bes
hrieben. An-s
hlieÿend werden die dur
hgeführten Untersu
hungen zum adiabatis
hen Transfer des En-sembles in den Vielteil
hengrundzustand vorgestellt.3.4.1. Bestimmung der PotenzialtiefeMit Hilfe von Formel (3.11) kann bei bekannter Laserintensität und Wellenlänge die Tie-fe des optis
hen Gitterpotenzials bere
hnet werden. Die im Experiment realisierte Fallentiefeerrei
ht jedo
h im Allgemeinen aufgrund einer Vielzahl mögli
her Ein�üsse ni
ht diesen theo-retis
h ermittelten Wert. So besitzen beispielsweise der einlaufende und der rü
kre�ektierteStrahl aufgrund von Leistungsverlusten an den optis
hen Elementen wie z. B. der Glaszelleni
ht die glei
he Intensität. Auÿerdem lässt si
h au
h mit dem bes
hriebenen Justages
hemanur eine bes
hränkte Präzision bei der Strahlausri
htung errei
hen. Derartige Ein�üsse führenzu einer Verminderung der Modulationstiefe des Potenzials gegenüber dessen theoretis
hemWert. Zur Charakterisierung der Eigens
haften des optis
hen Gitters ist es daher erforderli
h,die tatsä
hli
h errei
hte Potenzialtiefe mit experimentellen Methoden zu bestimmen. Einesol
he Messung liefert wi
htige Information darüber, wel
he Potenzialtiefe mit dem realisier-ten Gitteraufbau und dem verwendeten Justages
hema in Abhängigkeit von der Li
htleistungtypis
herweise errei
ht wird.Dabei stehen für die experimentelle Bestimmung der Gittertiefe eine Reihe von Methodenzur Verfügung [26℄. So liefert eine Messung des Impulsspektrums des Gittergases im Grund-zustand eine direkte Aussage über die Potenzialtiefe [125℄. Diese Methode setzt den adiaba-tis
hen Transfer des Kondensates in den Grundzustand des optis
hen Gitterpotenzials vorausund wird im nä
hsten Abs
hnitt vorgestellt. Eine weitere Mögli
hkeit stellt die Messung derGittertiefe in einem bes
hleunigten optis
hen Gitter dar. In diesem können die Atome amRand der Brillouinzone aus dem niedrigsten Band in höhere Bänder tunneln [29, 30℄. Dadie Rate dieser so genannten Landau-Zener-Tunnelprozesse [28℄ von der Bandlü
ke abhängt,stellt ihre Messung eine unmittelbare Bestimmung der Gittertiefe dar. Grundsätzli
h solltebei den genannten Messungen die abs
hirmende Wirkung der ni
htlinearen We
hselwirkungauf das Gitterpotenzial bea
htet werden, da dur
h sie das Gitter e�ektiv �a
her ers
heint.In unserem Experiment hingegen wird die im Folgenden bes
hriebene Methode [134,173℄ zurBestimmung der Gittertiefe eingesetzt, wel
he deren direkten Ein�uss auf die Bandstrukturausnutzt und als besonders robust gilt. Dieser Ein�uss ist in der Abbildung 3.3 verdeutli
ht.Zunä
hst wird ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle erzeugt und ans
hlieÿendfür 2, 32 ms frei expandiert. Während dieser Zeit fällt das Kondensat eine Stre
ke von 20 µmim S
hwerefeld und die atomare Di
hte nimmt aufgrund der Expansion deutli
h ab. Mit dieserAbnahme der Di
hte ist eine deutli
he Reduktion der interatomaren We
hselwirkung verbun-den. Abbildung 3.19 zeigt die numeris
h bere
hnete Entwi
klung der We
hselwirkungsenergiedes Kondensates während der freien Expansion. Diese ist im Rahmen der Gross-Pitaevskii-
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hreibung dur
h
Eww[Ψ(r, t)] =

∫

d3r
g

2
|Ψ(r, t)|4 (3.84)gegeben, wobei Ψ(r, t) die Kondensatwellenfunktion zur Zeit t darstellt.Da die Breite des Impulsspektrums eines Bose-Einstein-Kondensates äuÿerst s
hmal istund We
hselwirkungse�ekte na
h der Expansion verna
hlässigbar sind, kann das Kondensatnäherungsweise als ebene Welle mit Impuls p = 0 aufgefasst werden [134℄. Der Zustanddieser ebenen Welle zur Zeit t = 0 sei |Ψ(t = 0)〉 ≡ |p = 0〉.

Abbildung 3.19.: Entwi
klung der We
hselwirkungsenergie während der frühen Phase der frei-en Expansion.Der Gitterlaser wird nun bei bekannter Leistung mittels des AOMs für eine variable Zeit-dauer τ einges
haltet. Um die Zeitentwi
klung des Kondensatzustands im optis
hen Gitter-potenzial zu erhalten, wird dieser in der Basis der Energieeigenfunktionen des Gitterpotenzialsentwi
kelt. Dies sind die Blo
h-Zustände |φ(n)
q 〉:

|Ψ(t = 0)〉 =
∞∑

n=1

〈φ(n)
q=0 |0〉 |φ(n)

q=0 〉. (3.85)In dieser Entwi
klung wurden nur sol
he Blo
h-Eigenzustände berü
ksi
htigt, deren Quasi-Impuls mit dem Impuls der ebenen Welle identis
h ist. Die Zeitentwi
klung der Kondensat-wellenfunktion im Gitterpotenzial kann mittels (3.85) unmittelbar als
|Ψ(t)〉 =

∞∑

n=1

〈φ(n)
q=0|0〉 e−iE

(n)
q=0 t/h̄ |φ(n)

q=0〉 (3.86)ges
hrieben werden. Na
h der Zeitentwi
klung im Gitterpotenzial werden die Atome für wei-tere 15 ms frei fallengelassen und s
hlieÿli
h mit Absorptionsaufnahmen detektiert. Dur
h
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Abbildung 3.20.: Absorptionsbilder der Atome na
h 17, 3 ms TOF für eine variable Verweil-zeit im optis
hen Gitterpotenzial. Die Laserleistung beträgt für alle Bilder
50 mW . Die Oszillation in der Besetzung der einzelnen Impulskomponentenin Abhängigkeit von der Verweilzeit im Gitterpotenzial ist deutli
h erkenn-bar. Re
hts sind die Ergebnisse einer numeris
hen Bere
hnung der Beset-zung der Impulskomponenten gezeigt.
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hen Gitterpotenzialenden Ein�uss des optis
hen Gitters spaltet das Impulsspektrum des Kondensates in mehre-re Komponenten auf, die um 2h̄k separiert sind. Wie anhand der Absorptionsaufnahmen inAbbildung 3.20 ersi
htli
h ist, trennen si
h diese Impulskomponenten während der freien Ex-pansion. Die Besetzung der einzelnen Impulskomponenten kann ermittelt werden, indem dieBlo
h-Zustände mit Quasi-Impuls q = 0 na
h ebenen Wellen mit Impulsen 2l h̄k entwi
keltwerden
|φ(n)

q=0 〉 =
∞∑

l=−∞
a

(n)
q=0(l) |2lh̄k〉. (3.87)Dabei ist a(n)

q=0(l) = 〈2l h̄k|φ(n)
q=0 〉. Einsetzen von (3.87) in (3.86) liefert s
hlieÿli
h die Ent-wi
klung des Kondensatzustands na
h ebenen Wellen na
h abges
hlossener Evolution imoptis
hen Gitterpotenzial

|Ψ(t = τ)〉 =
∞∑

l=−∞

∞∑

n=1

a
(n) ∗
q=0 (0) a

(n)
q=0(l) e

−iE
(n)
q=0τ/h̄|2l h̄k〉 (3.88)

=
∞∑

l=−∞
bq=0(l) |2lh̄k〉. (3.89)Die Entwi
klungskoe�zienten sind dur
h

bq=0(l) =
∞∑

n=1

a
(n) ∗
q=0 (0) a

(n)
q=0(l) e

−iE
(n)
q=0τ/h̄ (3.90)gegeben. Ihre Betragsquadrate geben die Besetzung der einzelnen Impulskomponenten na
hdem Time-of-Flight an. Dabei ist zu bea
hten, dass die Projektion des geraden Konden-satausgangszustandes auf die ungeraden Blo
h-Zustände null ergibt. Für die Besetzung dernullten und ersten Impulskomponente folgt unter Berü
ksi
htigung der Beiträge von denniederenergetis
hen Bändern

|b(0)|2 = |a(1)(0)|4 + |a(3)(0)|4 + |a(1)(0)|2 |a(3)(0)|2

(e−i(E(1)−E(3))τ/h̄ + c.c.), (3.91)
|b(1)|2 = |a(1)(0)|2 |a(1)(1)|2 + |a(3)(0)|2 |a(3)(1)|2

+ (a∗(1)(0) a(1)(1) a(3)(0) a∗(3)(1) e−i(E(1)−E(3))τ/h̄ + c.c.). (3.92)Dabei wurde zur Übersi
htli
hkeit die Spezi�zierung q = 0 für den Quasi-Impuls unter-drü
kt. Anhand von (3.91) und (3.92) ist erkennbar, dass die Besetzung der Impulskomponen-ten als Funktion der Verweilzeit τ der Atome im Gitterpotenzial ein oszillierendes Verhaltenmit der Periodendauer
T =

2πh̄

E
(3)
q=0 − E

(1)
q=0

(3.93)zeigt. Da die Energiedi�erenz zwis
hen den Energiebändern dur
h die Gittertiefe bestimmt ist,stellt eine Messung der Periodendauer der Besetzungsoszillationen eine unmittelbare Messungder Gittertiefe dar.Abbildung 3.20 zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome na
h einer Gesamtdauer der Ex-pansion von 17, 3 ms für vers
hiedene Verweilzeiten im optis
hen Gitterpotenzial bei einer
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Abbildung 3.21.: Anteil der Atome in der l = 0 Impulskomponente in Abhängigkeit von derVerweilzeit im Gitterpotenzial für eine Laserleistung von 50 mW .festen Laserleistung von 50 mW . Die Oszillationen in der Besetzung der einzelnen Impuls-komponenten ist in diesen Bildern deutli
h erkennbar.Die Abbildungen 3.21 und 3.22 zeigen die ermittelten Besetzungen der Impulskomponen-ten l = 1 bzw. l = 0 in Abhängigkeit von der Verweilzeit im optis
hen Potenzial. Dabei ist inbeiden Abbildungen die jeweilige Besetzung auf die Gesamtzahl der kondensierten Atome nor-miert. Gemäÿ Glei
hung (3.91) und (3.92) sind die Besetzungen mit einer Kosinus-Funktionge�ttet. Dieser Fit liefert für die Besetzungsoszillation der l = 0 Komponente eine Peri-odendauer von T0 = 20, 85 µs und für die l = 1 Komponente eine Periodendauer von
T1 = 21, 25 µs. Aus dem Mittelwert der beiden Periodendauern T̄ = 21, 05 µs ergibt si
hgemäÿ der Glei
hung (3.93) eine Energiedi�erenz zwis
hen dem ersten und dem dritten Bandvon

E
(3)
q=0 − E

(1)
q=0 = 14, 06 Er. (3.94)In Abbildung 3.23 sind die Energien der niedrigsten Blo
h-Zustände für q = 0 als Funktionder Potenzialtiefe dargestellt. Eine Energiedi�erenz zwis
hen dem ersten und dem drittenBand von 14, 06 Er liegt bei einer Gittertiefe von VG = 21, 6 Er vor.Die auf diese Weise experimentell bestimmte Gittertiefe ist mit der theoretis
h bere
h-neten zu verglei
hen. Für eine Laserleistung von 50 mW liefert die Formel (3.11) unterBerü
ksi
htigung der in Tabelle 3.1 zusammengefassten Gitterstrahlparameter eine Gittertie-fe von 31, 0 Er. Damit errei
ht die experimentell bestimmte Gittertiefe 70% des bere
hnetenWertes. Andere Gruppen haben eine verglei
hbare Abwei
hung beri
htet [29℄.



58 3. Bose-Einstein-Kondensate in optis
hen Gitterpotenzialen

Abbildung 3.22.: Anteil der Atome in der l = 1 Impulskomponente in Abhängigkeit von derVerweilzeit im Gitterpotenzial für eine Laserleistung von 50 mW .Abbildung 3.24 zeigt die gemessene Besetzungsoszillation der Impulskomponente l = 0 imVerglei
h mit einer numeris
hen Bere
hnung. Um Letztere zu erhalten, wird der Grundzustandeines Bose-Einstein-Kondensates bestehend aus N = 105 Atomen in einer harmonis
hen Fallemit den im Experiment vorliegenden Magnetfallenfrequenzen bere
hnet. Dieser Zustand wirdgemäÿ der zeitabhängigen Gross-Pitaevskii-Glei
hung für 2 ms ohne externen Potenzialtermpropagiert. Ans
hlieÿend wird die Zeitentwi
klung in Gegenwart eines Gitterpotenzials miteiner Tiefe von 21, 6 Er fortgesetzt und die Besetzung der Impulskomponenten als Funkti-on der Zeit bere
hnet. Das Ergebnis zeigt, dass in der Zeitabhängigkeit der Besetzung dernullten Impulskomponente eine Kosinus-förmige Oszillation dominierend ist. Somit ist derentspre
hende Fit zur Bestimmung der Gittertiefe in erster Näherung gere
htfertigt. Abwei-
hungen von der einfa
hen Kosinus-Form rühren von Beiträgen höherer Energiebänder herund werden mit zunehmender Gittertiefe relevanter.3.4.2. Besetzung des Kondensatgrundzustandes imGitterpotenzialDen Ausgangspunkt für viele Experimente stellt der Grundzustand des Vielteil
hensystemsim überlagerten Potenzial des optis
hen Gitters und der Magnetfalle dar. Zur Präparationwird zunä
hst ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle erzeugt und ans
hlieÿend dasoptis
he Potenzial adiabatis
h erhöht. Dabei ist es für eine Besetzung des Grundzustandes ei-
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Abbildung 3.23.: Energien der niedrigesten Blo
h-Zustände für Quasi-Impuls q = 0. EineEnergiedi�erenz zwis
hen dem dritten und dem ersten Band von 14, 06 Erergibt si
h bei einer Gittertiefe von 21, 6 Ernerseits von Bedeutung, dass si
h die Atome im niedrigsten Blo
h-Band mit einem um q = 0konzentrierten Quasi-Impuls be�nden. Andererseits muss es zur Anpassung der atomarenDi
hteverteilung kommen, die die Energie des Gesamtsystems minimiert. Für den in dieserArbeit betra
hteten Fall s
hwa
her interatomarer We
hselwirkung wurde die Grundzustands-di
hteverteilung in Abs
hnitt 3.2.3 ausführli
h bespro
hen. Für eine erfolgrei
he Besetzungdes Vielteil
hengrundzustands ist die Erfüllung beider Kriterien notwendig, wobei si
h hierfürjeweils unters
hiedli
he Anforderungen an die experimentelle Prozedur ableiten.Mit der Erhöhung des Gitterpotenzials ist eine zeitli
he Änderung des Hamiltonians ver-bunden. Um hierbei Einteil
henanregungen in höhere Eigenzustände zu vermeiden, muss dieErhöhung des Potenzials so langsam erfolgen, dass
|〈i, q|∂tH|1, q〉| << ∆E2(q, t)/h̄ (3.95)erfüllt ist [26,134,174℄. Hierbei bezei
hnet ∆E(q, t) die zeitabhängige Energiedi�erenz zwi-s
hen dem Grundzustand |1, q〉 und dem ersten angeregten Zustand |i, q〉. Da ∆E(q, t) imZentrum der Brillouinzone am gröÿten ist, kann die Adiabatizität hier am lei
htesten gewähr-leistet werden. Da ferner die rigorose Bes
hränkung
|〈i, q| ∂tH |1, q〉| << dVG(t)

dt
(3.96)gilt und im Zentrum q = 0 der Brillouinzone

∆E ≥ 4Er ,∀ VG (3.97)
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Abbildung 3.24.: Verglei
h der numeris
h bere
hneten und experimentell gemessenen Be-setzungsoszillation der Impulskomponente l = 0. Die Messdaten sinddur
h s
hwarze Kreise repräsentiert und wurden bei einer Laserleistung von
50 mW ermittelt. Den rot dargestellten Ergebnissen der numeris
hen Be-re
hnung liegt eine Gittertiefe von 21, 6 Er zugrunde. Die Simulation zeigt,dass eine Kosinus-förmige Zeitabhängigkeit für die Besetzungsoszillationdominierend ist.erfüllt ist [134℄, ist (3.95) immer erfüllt, wenn

dVG(t)

dt
<<

16E2
r

h̄
(3.98)gilt. Für die verwendete Gitterwellenlänge von 825 nm kann (3.98) als V̇G << 0, 4 Er µs

−1ges
hrieben werden. Für eine Erhöhung der Gittertiefe, die in einer Zeit von über einerMillisekunde vorgenommen wird, können damit Anregungen in höhere Bänder ausges
hlossenwerden.Um die atomare Di
hteverteilung zu erhalten, die dem Vielteil
hengrundzustand entspri
ht,ist eine deutli
h langsamere Steigerung des optis
hen Potenzials erforderli
h. Der Vielteil
hen-grundzustand ist einerseits dur
h eine Lokalisierung der Atome in den Minima der optis
henStehwelle gekennzei
hnet. Andererseits nimmt aufgrund des Gitterpotenzials die gesamteAusdehnung des Kondensates zu. Bei zunehmender Gittertiefe kann dabei eine entspre
hen-de Umverteilung der atomaren Di
hte nur über Tunnelereignisse erfolgen. Da jedo
h dieTunnelraten bei hoher Gittertiefe aufgrund der abge�a
hten Bandstruktur deutli
h redu-ziert sind, ist die Ges
hwindigkeit der Erhöhung des Potenzials entspre
hend anzupassen.



3.4 Experimente zur Charakterisierung des optis
hen Gitters 61S
hlieÿli
h ist zu bea
hten, dass dur
h das Dipolpotenzial au
h der harmonis
he Eins
hlussmodi�ziert wird, der ebenfalls zu einer entspre
henden Di
hteumverteilung führt. Um dieZeitskala zu ermitteln, auf der eine Erhöhung des optis
hen Potenzials zu einer Besetzungdes Vielteil
hengrundzustands führt, wurde eine numeris
he Bere
hnung der zeitabhängigenGross-Pitaevskii-Glei
hung dur
hgeführt. Dabei wurde zunä
hst der Grundzustand des Bose-Einstein-Kondensates in einer harmonis
hen Falle bere
hnet, deren Frequenzen mit der imExperiment vorliegenden Magnetfalle identis
h sind. Ans
hlieÿend wurde in der Simulationdas Gitterpotenzial in einer Zeit von 60 ms linear bis zu einem Endwert von 5 Er erhöht.Dieser Wert stellt die typis
he Gröÿenordnung für die eingesetzten Gittertiefen dar. Derso erhaltene Zustand wurde mit dem direkt bere
hneten Vielteil
hengrundzustand in demüberlagerten Potenzial des Gitters und der harmonis
hen Falle vergli
hen. Der Überlapp derbeiden Zustände ist gröÿer als 99, 99 %. Basierend auf diesem Ergebnis wurde zur Erhöhungdes Gitterpotenzials eine Zeit t > 60 ms gewählt.Ein alternatives Szenario zur Besetzung des Vieltei
hengrundzustandes sieht die Ausfüh-rung der letzten Evaporationsphase bei bereits präsentem Gitterpotenzial vor [129℄. DieseEvaporation in Gegenwart des periodis
hen Potenzials hat si
h in unserem Experiment je-do
h als ni
ht sehr e�zient erwiesen und wird daher ni
ht eingesetzt.

Abbildung 3.25.: Für die Besetzung des Grundzustandes wird die Gitterlaserleistung expo-nentiell innerhalb der Zeit tR > 60 ms erhöht.Wie in Kapitel 2 dargestellt ist, erfolgt die Erzeugung der Bose-Einstein-Kondensate in un-serem Experiment in einer stark elongierten Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz ω⊥ =
2π × 360 Hz und axialer Fallenfrequenz ωz = 2π × 14Hz. Eine direkte Überlagerung desoptis
hen Gitters mit der Magnetfalle ist aufgrund dieses hohen Aspektverhältnisses proble-matis
h. Dieses liegt insbesondere an der Detektion der Atome mittels einer vorhergehendenfreien Expansion. Dabei bewegen si
h die Atome der l-ten Impulskomponente des Gitterga-ses mit einer Ges
hwindigkeit 2l h̄qB/m entlang der axialen Ri
htung. Bei groÿer atomarerDi
hte und groÿer Ausdehnung in axialer Ri
htung kommt es zu einer Vielzahl von interato-maren Streuprozessen. Diese können zu einer signi�kanten Umverteilung von kondensiertenAtomen in den so genannten s-Wellen-Streuhalo führen [140, 175, 176℄. Um diese Prozessezu unterdrü
ken, wird vor der Erhöhung des Gitterpotenzials das O�setfeld der Magnetfal-
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hen Gitterpotenzialenle adiabatis
h innerhalb von 150 ms erhöht. Dadur
h sinkt die radiale Fallenfrequenz auf
ωρ = 2π× 200 Hz. S
hlieÿli
h wird das Gitterpotenzial dur
h eine Steigerung der Laserleis-tung mit Hilfe eines AOMs adiabatis
h erhöht.Der Kondensatgrundzustand im optis
hen Gitterpotenzial bietet eine unmittelbare Mögli
h-keit zur Bestimmung der Gittertiefe. In den Abs
hnitten 3.2.2 und 3.2.3 wurde die unmittel-bare Abhängigkeit des Impulsspektrums von der Gittertiefe dargestellt. Das Spektrum ist inImpulskomponenten aufgespalten, die um p = 2l h̄qB zentriert sind. Dabei steigt die relativeBesetzung der Impulskomponenten mit l 6= 0 mit zunehmender Gittertiefe an. Wenn entspre-
hend der Abbildung 3.25 das Gitterpotenzial zunä
hst adiabatis
h erhöht und ans
hlieÿendzeitglei
h mit der Magnetfalle ausges
haltet wird, trennen si
h die vers
hiedenen Impuls-komponenten während der freien Expansion voneinander. Eine Messung der Teil
henzahl inden einzelnen Impulskomponenten stellt somit eine Bestimmung der Gittertiefe dar. Ein Ver-glei
h der so erhaltenen Gittertiefe mit den Ergebnissen anderer Methoden zur Bestimmungder Gittertiefe stellt zuglei
h einen Test für die Adiabatizität der dur
hgeführten S
hritte dar.Abbildung 3.26 zeigt das gemessene Verhältnis der Besetzung der
l = ±1-Impulskomponente zur l = 0-Komponente in Abhängigkeit von der Gittertiefe.Um diese zu erhalten, wurde gemäÿ (3.11) der theoretis
he Wert bere
hnet und mit demin Abs
hnitt 3.4.1 bestimmten Skalierungsfaktor 0, 7 korrigiert. Die dur
hgezogene Liniezeigt das theoretis
h bere
hnete relative Verhältnis der Besetzung der Impulskomponentenin Abhängigkeit von der Gittertiefe. Da eine Bere
hnung der Impulsverteilungen des Kon-densatgrundzustandes anhand der Gross-Pitaesvkii-Glei
hung für sämtli
he Gittertiefen sehrzeitaufwendig ist, wurde die theoretis
he Bere
hnung basierend auf den in Abs
hnitt 3.2.2vorgestellten Einteil
henresultaten erstellt. Um den in Abs
hnitt 3.2.3 diskutierten Ein�ussder interatomaren We
hselwirkung auf das Impulsspektrum zu berü
ksi
htigen, wurden dieEinteil
henresultate paus
hal mit dem Faktor 0, 95 skaliert. Wie anhand der in Abs
hnitt3.2.3 dargestellten Lösung der Gross-Pitaevskii-Glei
hung für eine feste Gittertiefe ersi
htli
hist, erfasst dieser Skalierungsfaktor e�ektiv die abs
hirmende Wirkung der We
hselwirkungauf das Gitterpotenzial für die experimentell relevanten Teil
henzahlen. Dieses kann mit derin Abbildung 3.13 gezeigten Impulsverteilung abges
hätzt werden.Ein approximativer Ausdru
k für die relative Besetzung der Impulskomponenten wurdezuerst in [125℄ gegeben. Eine verbesserte Näherung erfolgte später in [29℄ und lautet

VG =
16

ln(P±1)2
P

−1/4
±1 . (3.99)Dabei ist

P±1 =
N±1

N0

(3.100)das Verhältnis der Besetzung der l = ±1-Komponente zur l = 0-Komponente. Der transzen-dente Ausdru
k (3.99) übers
hätzt jedo
h die relative Besetzung der l = ±1-Komponenteninsbesondere für kleine Gittertiefen.Die in Abbildung 3.26 ersi
htli
he gute Übereinstimmung der experimentellen Daten mitdem theoretis
hen Ergebnis bestätigt zum einen das in Abs
hnitt 3.4.1 erhaltene Verhältnisvon experimentell bestimmter zu theoretis
h bere
hneter Gittertiefe von 0, 7. Zum anderen



3.4 Experimente zur Charakterisierung des optis
hen Gitters 63sind die gemessenen Impulsverteilungen vollkommen konsistent im Rahmen einer vollständi-gen Population der Atome im niedrigsten Blo
h-Band mit einem um q = 0 konzentriertenQuasi-Impuls zu erklären.

Abbildung 3.26.: Relative Besetzung der Impulskomponente l = ±1 in Abhängigkeit von derGittertiefe für zwei vers
hiedene Dauern tR der adiabatis
hen Rampe. Diedur
hgezogene Linie stellt die theoretis
he Vorhersage dar.
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hen Gitterpotenzialen



4. Bose-Einstein-Kondensate inungeordneten DipolpotenzialenDieses Kapitel stellt unsere Untersu
hungen an Bose-Einstein-Kondensaten in einem räumli
hungeordneten Potenzial dar. Dieses Potenzial wurde mittels optis
her Methoden erzeugt undseine Eigens
haften wurden umfassend 
harakterisiert. Die experimentellen und theoretis
henUntersu
hungen zeigen, dass der Vielteil
hengrundzustand dur
h die Unordnung na
hhaltigbeein�usst wird: Das Kondensat lokalisiert in den räumli
hen Potenzial�uktuationen. DieseLokalisierung äuÿert si
h dur
h das Auftreten von unregelmäÿigen Di
htemodulationen na
hder freien Expansion des Gases. Dur
h eine numeris
he Analyse konnte ein gutes Verständnisder experimentellen Ergebnisse entwi
kelt werden.Die hier vorgestellten Untersu
hungen wurden an Bose-Einstein-Kondensaten in der Ma-gnetfalle mit überlagertem Unordnungspotenzial dur
hgeführt. Die Realisierung eines Bose-Einstein-Kondensates in einem ungeordneten optis
hen Gitter ist Gegenstand von Kapitel 5.Zunä
hst erfolgt eine Einführung zum Stand der Fors
hung an ungeordneten Systemen. DasHauptaugenmerk liegt auf der Darstellung der experimentellen Arbeiten mit Bose-Einstein-Kondensaten. Eine theoretis
he Betra
htung des Einteil
henproblems motiviert die Untersu-
hung ungeordneter Systeme. Dazu werden die besonderen Eigens
haften der Eigenfunktio-nen in diesen Potenzialen diskutiert.Den Hauptteil des Kapitels bildet die Darstellung der experimentellen und theoretis
henUntersu
hungen des Kondensatgrundzustandes in dem realisierten Unordnungspotenzial. Dieexperimentellen Arbeiten gehören dabei zu den ersten Messungen mit ungeordneten quan-tenentarteten Gasen.4.1. EinführungDie Untersu
hung von ungeordneten Systemen spielt eine zentrale Rolle in der Physik derkondensierten Materie. Den Ausgangspunkt dieses äuÿerst vielseitigen Fors
hungsgebietesbildete dabei die Untersu
hung der Transporteigens
haften in Festkörpersystemen. In diesenexistiert Unordnung auf natürli
he und vielfältige Weise. Angefangen von einzelnen Störstellenin der idealen Festkörperstruktur bis hin zu amorphen Gläsern und Legierungen liegt Unord-nung in mannigfaltiger Form und Stärke vor [177℄. Dabei kann selbst eine geringe Anzahlvon Störstellen in einem ansonsten perfekten Kristall dessen Transporteigens
haften so dra-matis
h verändert, dass es zum Auftreten von Metall-Isolatorübergängen kommt [50℄. Diesewerden dur
h die Lokalisierung der Ladungsträger in der ungeordneten Umgebung induziertund stellen bis heute ein äuÿerst aktives Fors
hungsgebiet sowohl der theoretis
hen als au
hder experimentellen Physik dar [50, 51℄. Darüber hinaus wurden für die Ho
htemperatur-65



66 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten DipolpotenzialenSupraleitung die Konsequenzen von Unordnung für die Bardeen-Cooper-S
hrie�er Theorieexperimentell [70�72℄ und theoretis
h [68,69℄ untersu
ht. Aber au
h auÿerhalb der Festkör-perphysik spielen unordnungsinduzierte Lokalisierungsphänomene eine wi
htige Rolle. Wiein Abs
hnitt 4.2 erläutert wird, sind Interferenze�ekte für sol
he Lokalisierungsphänomeneverantwortli
h. Daher können sie grundsätzli
h in allen Systemen auftreten, die dur
h Wel-lenglei
hungen bestimmt sind. So wurden Lokalisierungse�ekte bereits in Streuexperimentenmit Li
ht [178,179℄ oder Wasserwellen [180℄ beoba
htet.Die ersten Untersu
hungen mit Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Strukturen wur-den mit super�üssigem Helium dur
hgeführt. Dieses wurde auf poröse Substrate aus Vy
oraufgebra
ht [73�75℄. Dur
h den Ein�uss der ungeordneten Substratstrukturen konnten ei-ne Reihe neuartiger E�ekte beoba
htet werden. Eine gute Übersi
ht bietet [76℄. Von her-ausragendem Interesse ist hierbei die Abwesenheit der super�üssigen Eigens
haften unter-halb der λ-Temperatur für kleine Heliumdi
hten. Dieser E�ekt wird dur
h die Lokalisierungder Heliumatome in der ungeordneten Substratstruktur ausgelöst [77, 78℄. Interessanterwei-se konnte der super�üssige Charakter des Heliums dur
h eine Erhöhung der Bosonendi
htewieder hergestellt werden. Für diesen Prozess ist die repulsive We
hselwirkung zwis
hen denHeliumatomen von ents
heidender Bedeutung, da diese das ungeordnete Potenzial e�ektivabs
hirmt [77,78℄.Mit Bose-Einstein-Kondensaten atomarer Gase können unordnungsinduzierte E�ekte in be-sonders kontrollierter Form untersu
ht werden. Zum einen zei
hnen si
h diese Systeme dur
heine hohe Reinheit aus. Zum anderen steht für sie ein breites Spektrum von Manipulations-mögli
hkeiten zur Verfügung, das für eine gezielte Erzeugung von Unordnung genutzt werdenkann.In ersten Experimenten mit atomaren Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Po-tenzialen wurden die Frequenzen von kollektiven Anregungen unter dem Ein�uss eines Un-ordnungspotenzials untersu
ht [84℄. Dabei zeigte si
h eine Vers
hiebung der Oszillationsfre-quenzen gegenüber dem ungestörten System. Des Weiteren wurde anhand der Expansion vonBose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten Leiterstrukturen das Transportverhalten unter-su
ht [84, 85℄. Hierbei wurde eine deutli
he Unterdrü
kung der Expansion des Kondensatesin der Leiterstruktur festgestellt. Im Rahmen dieser Arbeit wurde erstmals ein ungeordne-tes quantenentartetes Gittergas realisiert und untersu
ht [1℄, was in Kapitel 5 ausführli
hbes
hrieben ist.4.2. Theoretis
he GrundlagenVon fundamentaler Bedeutung für die auÿergewöhnli
hen Eigens
haften ungeordneter Sys-teme ist das Auftreten von energetis
h ungebundenen Einteil
henzuständen, die exponentielllokalisiert sind. Zunä
hst werden in diesem Abs
hnitt die grundsätzli
hen Me
hanismen, diezu einer sol
hen Lokalisierung führen können, anhand des Einteil
henproblems qualitativ dis-kutiert. Das Fehlen jegli
her Symmetrien des Hamiltonians ers
hwert quantitative Betra
h-tungen deutli
h. Modelle, bei denen die Unordnung als Störung einer Gitterstruktur vorliegt,haben si
h als äuÿerst nützli
her Zugang erwiesen, was im nä
hsten Kapitel ausführli
h dar-



4.2 Theoretis
he Grundlagen 67gestellt ist.4.2.1. Einzelnes Teil
hen in einem ungeordneten PotenzialUm die Besonderheiten des quantenme
hanis
hen Problems zu betonen, wird zunä
hst dieBewegung eines klassis
hen Teil
hens in einem ungeordneten Potenzial betra
htet. Im Folgen-den wird dabei der Begri� Unordnung als ein räumli
h unregelmäÿiges Potenzial aufgefasst,das zuglei
h zeitli
h stationär ist. Ein beispielhafter Potenzialverlauf ist in der Abbildung 4.1gezeigt. Für das klassis
he Problem können anhand energetis
her Betra
htungen Rü
ks
hlüs-se auf die mögli
he Bewegung gezogen werden. Die in der Abbildung markierte Energie E desTeil
hens bestimmt die klassi
hen Umkehrpunkte in dem Potenzial. Für das gezeigte Beispielmit E < V1 ist die Bewegung auf das Intervall [z1, z2] einges
hränkt. In diesem Sinn ist dasTeil
hen auf dem angegebenen Raumberei
h lokalisiert. Andererseits kann si
h das Teil
henfür E > V2 entlang der gesamten z-A
hse bewegen.

Abbildung 4.1.: Verlauf eines ungeordneten Potenzials. Während für das klassis
he Teil
heneine mögli
he Lokalisierung aus rein energetis
hen Betra
htungen beurteiltwerden kann, ist das entspre
hende quantenme
hanis
he Problem komplexer.Für die quantenme
hanis
he Behandlung dieses Problems ist eine sol
he einfa
he Betra
h-tung ni
ht mögli
h [181℄. Zwar können für viele kanonis
he Probleme ähnli
he Folgerungengezogen werden: So fallen die energetis
h gebundenen Eigenzustände in der Regel im Un-endli
hen ab und sind daher quadratintegrabel. Deshalb wird von lokalisierten Zuständengespro
hen. Die energetis
h ungebundenen Zustände des Kontinuums fallen dagegen übli-
herweise ni
ht im Unendli
hen ab und sind daher ni
ht quadratintegrabel. Sie sind in diesemSinn ni
ht lokalisiert.Diese Zusammenhänge sind jedo
h im Gegensatz zum klassis
hen Problem ni
ht allge-mein gültig. So können für das in der Abbildung 4.1 gezeigte Potenzial au
h für E < V1die Zustände aufgrund von Tunnelprozessen dur
h die Potenzialbarrieren entlang der ge-samten z-A
hse ausgedehnt sein. Abbildung 4.2 a) stellt s
hematis
h ein Beispiel für eine



68 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialensol
he Wellenfunktion dar. Aufgrund des ungeordneten Potenzials zeigt diese räumli
h einunregelmäÿiges Verhalten.Andererseits sind Zustände mit E > E2 ni
ht notwendigerweise entlang der ganzen z-A
hseausgebreitet. Aufgrund von multiplen Streuprozessen der Wellenfunktion an den statistis
henFluktuationen des Potenzials kann es zu destruktiver Interferenz kommen, bei der die Oszil-lationen der Wellenfunktion für groÿe z ausgelös
ht werden [181℄. Abbildung 4.2 b) zeigt fürdiesen Fall eine exponentiell abfallende Einhüllende der Wellenfunktion.

Abbildung 4.2.: In a) ist die s
hematis
he Darstellung einer ni
ht lokalisierten Wellenfunktionin einem ungeordneten Potenzial gezeigt. Abbildung b) zeigt eine lokalisier-te Wellenfunktion s
hematis
h. Es existiert eine exponentielle Einhüllende,die gestri
helt gezei
hnet ist. Der Abfall der Wellenfunktion ist dur
h dieLokalisierungslänge ζ bestimmt.Zum einen können also quantenme
hanis
he Tunnelprozesse zu einer Delokalisierung vonenergetis
h gebundenen Zuständen führen. Die in Kapitel 3.2.2 diskutierten Blo
h-Zuständesind ein sol
hes Beispiel. Obwohl die niedrigsten Blo
h-Zustände energetis
h gebundene Ei-genzustände des periodis
hen Potenzials darstellen, sind sie denno
h auf das ganze Systemausgedehnt, wie an Glei
hung (3.45) lei
ht erkennbar ist. Auf der anderen Seite können Inter-ferenze�ekte eine Lokalisierung von energetis
h ungebundenen Zuständen hervorrufen. DieExistenz von energetis
h ungebundenen, aber lokalisierten Zuständen ist s
hon seit langembekannt. So wurde von Wigner und v. Neumann eine Klasse von Potenzialen untersu
ht,die lokalisierte Zustände liefern, wel
he isoliert im Kontinuum eingebettet liegen [182℄. Ab-bildung 4.3 zeigt ein Beispiel für sol
h ein so genanntes Wigner-Von-Neumann-Potenzial.Ein zugehöriger integrabler Zustand, der zuglei
h energetis
h ungebunden ist, wird ebenfallsdargestellt.Im quantenme
hanis
hen Problem können Tunnel- und Interferenze�ekte konkurrierendauftreten. Aufgrund dieser Konkurrenz ist die Frage na
h der Lokalisierung der Einteil
hen-zustände ni
ht trivial anhand ihrer Energien zu beantworten. Die besondere Eigens
haft vonstatistis
h ungeordneten Potenzialen liegt darin begründet, dass sie lokalisierte Zuständebevorzugen. Während diese beispielsweise in Wigner-Von-Neumann-Potenzialen als isolierteZustände im Kontinuum liegen, können sie für ungeordnete Potenziale im Spektrum di
htsein [50, 51℄. So kann z. B. für eindimensionale Systeme gezeigt werden, dass alle Eigenzu-stände des Systems unabhängig von der Stärke der Unordnung lokalisiert sind [56℄.
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Abbildung 4.3.: In a) ist das von Wigner und v. Neumann ursprüngli
h untersu
hte Potenzial[182℄ gezeigt. In Abbildung b) ist ein lokalisierter Eigenzustand dargestellt.Seine Energie ist in a) rot gekennzei
hnet.Die Existenz von lokalisierten Einteil
henzuständen in ungeordneten Systemen hat massiveKonsequenzen für die Transporteigens
haften. Wenn die Energie der Teil
hen, die zum Trans-port beitragen können, in einem Teil des Spektrums liegt, in dem nur lokalisierte Zuständeexistieren, kann es zu einer völligen Unterdrü
kung des Transportes kommen. In Festkörpernist dieses Phänomen als Metall-Isolator-Übergang [50℄ bekannt.Dur
h das Fehlen jegli
her Symmetrien des Hamiltonians ist die theoretis
he Behandlungvon ungeordneten Systemen ungemein ers
hwert. Hier hat si
h die Einführung von Modellen,in denen die Unordnung in Kombination mit einer Gitterstruktur vorliegt, als äuÿerst nützli
herwiesen [52℄. Diese Gittermodelle stellen zuglei
h für eine Vielzahl von Systemen, in denenUnordnung eine wi
htige Rolle spielt, eine gute Bes
hreibung dar. Dieses s
hlieÿt insbesonderedie Betra
htung von we
hselwirkenden Vielteil
hensystemen ein [36,183℄.4.3. Experimentelle Realisierung eines ungeordnetenDipolpotenzialsDieser Abs
hnitt bes
hreibt die Realisierung und die Charakterisierung eines ungeordnetenDipolpotenzials zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten. Das ungeordnete Potenzialstellt für die dur
hgeführten Experimente ein zentrales Werkzeug dar. Seine Erzeugung basiertauf der Abbildung eines räumli
h ungeordneten Substrates auf das Kondensat. Sie ist engverwandt mit Ansätzen, die Spe
kle-Strahlung [58�60℄ ausnutzen und in anderen Gruppenzur Erzeugung ungeordneter Potenziale verwendet werden [84�86℄.4.3.1. Aufbau und Justage des StrahlengangsAbbildung 4.4 zeigt den s
hematis
hen Aufbau des Strahlengangs zur Erzeugung des Un-ordnungspotentials. Für die Erzeugung des ungeordneten Dipolpotentials ist gemäÿ (3.11)



70 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialenein räumli
h variierendes Intensitätspro�l erforderli
h, das dur
h die Verwendung zweier op-tis
her Substrate mit inhomogener Transparenz erhalten wird. Diese kombinierte Strukturwird mit einem kollimierten Laserstrahl beleu
htet. Als ein Teil des Unordnungsmusters wirdein mit Chrom bedampftes Glasplätt
hen eingesetzt. Die völlig intransparente Chroms
hi
htwurde vom Hersteller mittels lithogra�s
her Te
hniken entlang mehrerer vertikaler Streifenvers
hiedener Breite abgetragen. Die minimale Streifenbreite liegt dabei laut Spezi�katio-nen bei 15 µm. Dieses Substrat wird mit einem Dia kombiniert, das mit einer groÿen Zahlvertikaler Streifen bedru
kt ist. Die S
hi
htdi
ke der Streifen variiert dabei statistis
h undliefert so unregelmäÿige S
hwankungen in der ortsabhängigen Transparenz des Dias. DasAusmaÿ dieser S
hwankungen beträgt ≈ 10 %. Die minimale Breite der Streifen beträgt lautDru
kerspezi�kation 6 µm.
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Abbildung 4.4.: S
hematis
he Darstellung der Strahlverläufe zur Erzeugung der Dipolpoten-ziale. Die Unordnungsstruktur wird aus transversaler Ri
htung auf das Kon-densat in der Magnetfalle abgebildet. Dadur
h ergibt si
h ein räumli
h un-regelmäÿiges Dipolpotenzial entlang der axialen Ri
htung der Atomwolke.Der Unordnungsstrahl ist mit dem Detektionstrahl überlagert und kann aufdie CCD-Kamera abgebildet werden. Das optis
he Gitter ist dem Kondensataxial überlagert.Als Li
htquelle zur Ausleu
htung des Substrates dient der Ti:Sa-Laser, der au
h für dieErzeugung des optis
hen Gitterpotenzials eingesetzt wird. Für alle vorgestellten Experimentebetrug die Wellenlänge des Laserli
hts 825 nm. Na
h dem Dur
hgang dur
h das Substratist das Intensitätspro�l des Strahls räumli
h unregelmäÿig moduliert. Zur Verkleinerung derLängenskala der Modulation werden die Substrate mittels zweier A
hromaten auf die Position



4.3 Experimentelle Realisierung eines ungeordneten Dipolpotenzials 71der Atome in der Magnetfalle im ungefähren Verhältnis 2 : 1 abgebildet. Dies erfolgt dabeiaus der transversalen Ri
htung, woraus ein räumli
h unregelmäÿiges Dipolpotenzial entlangder axialen Ri
htung des Kondensates resultiert. Der gewählte Aufbau bietet den Vorteil, dasder Unordnungsstrahl mit dem Detektionsstrahl überlagert werden kann. Dieses ist für dasunten bes
hriebene Justages
hema hilfrei
h. Auÿerdem kann so der Unordnungsstrahl aufder CCD-Kamera abgebildet werden. Damit besteht die Mögli
hkeit, sowohl die Position derAtome im Unordnungspotenzial sowie die Potenzialtiefe zu bestimmen.Zur Erzeugung eines feinstrukturierten Unordnungspotenzials am Ort der Atome ist eines
harfe Abbildung des Substrates erforderli
h. Die Justage der Abbildungsoptik wird mit Hilfeder CCD-Kamera optimiert. Dazu wird mittels der beiden A
hromaten vor der CCD-Kameradie Ebene, in der die Atome liegen, auf den Kamera-Chip abgebildet. Dies wird mit dem anunserem Experiment eingesetzten Standardverfahren zur Justage der Detektionsoptik si
her-gestellt [184℄. Ans
hlieÿend wird mit den beiden A
hromaten vor den Atomen das Substrats
harf auf die Atomebene und damit au
h auf den Kamera-Chip abgebildet. Die Justage die-ser Abbildung wird zunä
hst mit Hilfe eines speziellen Resolution-Targets (Firma:Newport,Modell: RES-2) dur
hgeführt. Ans
hlieÿend werden die Unordnungssubstrate eingesetzt unddie Position der A
hromaten wird so optimiert, dass die Strukturgröÿe des Intensitätspro�lsauf der CCD-Kamera minimal wird.Die Au�ösung der Abbildung ist primär dur
h die numeris
he Apertur des A
hromatenhinter den Unordnungssubstraten bestimmt. Dieser hat einen freien Radius von r = 38 mmund einen Abstand zur Unordnungsstruktur von 310 mm. Damit ergibt si
h eine numeris
heApertur von NA = 0, 122. Die maximale Au�ösung beträgt somit [184℄
∆r = 0, 51

λ

NA
= 3, 5 µm. (4.1)Diese maximale erzielbare Au�ösung wird von einfa
hen Abbildungssystemen übli
herwei-se ni
ht errei
ht. Für eine sol
he Abbildung mittels zweier A
hromate ist die tatsä
hli
heAu�ösung deutli
h s
hle
hter [171,184℄:

∆rexp = 3, 2 ∆r = 11, 2 µm. (4.2)Diese Au�ösung limitiert die minimal errei
hbare Strukturgröÿe am Ort der Atome.Abbildung 4.5 zeigt eine Aufnahme des Unordnungsstrahls. Das abgebildete Streifenmusterder Unordnungsstruktur ist deutli
h erkennbar. Dieses führt zu einem räumli
h ungeordnetenIntensitätspro�l entlang der horizontalen Ri
htung.Die Ausri
htung des Unordnungsstrahls auf die Atome in der Magnetfalle erfolgt analogzur Justage des Gitterstrahls. Zunä
hst wird der Detektionsstrahl so eingestellt, dass si
h derS
hattenwurf der Atome in seinem Zentrum be�ndet. Ans
hlieÿend wird der Unordnungs-strahl so justiert, dass sein Mittelpunkt im S
hattenwurf der Atome auf der Kamera liegt.Glei
hzeitig wird die Überlagerung von Detektionsstrahl und Unordnungsstrahl mit Hilfe ei-ner zweiten CCD-Kamera (CCD 2) an einer weiteren Position si
hergestellt. Das dargestellteS
hema stellt somit eine sehr kontrollierte Mögli
hkeit zur Justage des Unordnungsstrahlen-gangs dar.
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Abbildung 4.5.: In a) ist das Bild des Unordnungstrahls auf der Kamera gezeigt. Abbildung b)stellt das zugehörige Di
htepro�l in horizontaler Ri
htung dar. Die unregel-mäÿige Modulation des Intensitätspro�ls entlang der horizontalen Ri
htungist in a) und b) deutli
h erkennbar.4.3.2. Charakterisierung des UnordnungspotenzialsMit der Realisierung des Dipolpotenzials steht ein robustes Werkzeug zur Präparation vonBose-Einstein-Kondensaten in einem ungeordneten Potenzial zur Verfügung. Um dieses Werk-zeug kontrolliert im Experiment einsetzen zu können, ist eine genaue Charakterisierung derPotenzialeigens
haften erforderli
h.Bestimmung der Potenzialtiefe mittels Gauÿ�tDie Tiefe des ungeordneten Dipolpotenzials ist gemäÿ der Glei
hung (3.11) dur
h die Inten-sitätsverteilung am Ort der Atome bestimmt. Dabei ist für unsere Experimente die langsameVariation des Potenzials aufgrund der gauÿs
hen Form des Lasersstrahls von untergeordneterBedeutung. Sie liefert nur einen unwesentli
hen Beitrag zu den harmonis
hen Fallenfrequen-zen am Ort der Atome. Das relevante Maÿ für die Tiefe des ungeordneten Potenzials istvielmehr die Amplitude seiner s
hnellen und ungeordneten Modulation. In dieser Arbeit wirdanalog zu [84℄ mit dem Begri� Unordnungstiefe die doppelte Standardabwei
hung des Di-polpotenzials von seinem Mittelwert bezei
hnet. Dabei werden der Mittelwert und die Stan-dardabwei
hung entlang der axialen Ausdehnung des Kondensates im Unordnungspotenzialbestimmt.Abbildung 4.6 zeigt ein typis
hes Beispiel für ein experimentell ermitteltes axiales Intensi-tätspro�l des Unordnungsstrahls. Die gezeigte Struktur hat in der Ebene der Atome eine ho-rizontale Ausdehnung von 150 µm. Die typis
he axiale Ausdehnung des Kondensates beträgtzwis
hen 80 µm und 120 µm. Aus Abbildung 4.5 ist erkennbar, dass das Unordnungspoten-zial in vertikaler Ri
htung eine hohe Homogenität aufweist. Auf einer Längenskala, die dertransversalen Gröÿe des Kondensates (5...6µm) entspri
ht, ist das Potenzial in dieser Ri
h-tung konstant. Daher wurde bei der Erstellung von Abbildung 4.6 nur eine einzige horizontaleReihe von Kamerapixeln verwendet.
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Abbildung 4.6.: Gemessenes axiales Intensitätspro�l des Unordnungsstrahls. Der Mittelwertist rot eingezei
hnet. Die blau gestri
helten Linien kennzei
hnen den Be-rei
h der Standardabwei
hung vom Mittelwert. Für diese ergibt si
h 2σ1 =
0, 40 〈ICCD〉.Entlang des gezeigten Kameraaus
hnitts werden der Mittelwert und die Standardabwei-
hung des Strahlpro�ls bestimmt. Für das gezeigte Beispiel aus Abbildung 4.6 liefert dieses

2σ1 = 0, 40 〈ICCD〉 , (4.3)wobei si
h die Standardabwei
hung σ1 und der Mittelwert 〈ICCD〉 auf die Zählereignis-se pro Kamerapixel beziehen. Dieser Wert hängt kritis
h von der genauen Realisierungdes ungeordneten Potenzials ab. Die Abbildung 4.7 zeigt einen weiteren typis
hen Inten-sitätsverlauf des Unordnungsstrahls. Für diesen folgt für die doppelte Standardabwei
hung2σ2 = 0, 59 〈ICCD〉. Daher kann eine Bestimmung der Unordnungstiefe immer nur für eineindividuelle Realisierung des Intensitätsverlaufes erfolgen.Um anhand der Standardabwei
hung die Unordnungstiefe zu bestimmen, muÿ eine Relationzwis
hen dem Mittelwert 〈ICCD〉 in Zählereignissen pro Pixel und der eigentli
hen Intensitäthergestellt werden. Diese kann mit der folgenden Überlegung erhalten werden: Der erzeu-gende Laserstrahl wird mittels einer Glasfaser zum Experiment geführt. Na
h dem Austrittaus der optis
hen Faser ist er in guter Näherung als gauÿs
her Strahl bes
hreibbar. Wenndie Unordnungssubstrate aus dem Strahlengang entfernt sind, besitzt dieser Strahl am Ortder Atome einen Waist von w0 ≈ 400 µm. Bei eingesetzten Substraten wird der Strahl zumeinen räumli
h stark moduliert und zum anderen aufgrund von Absorptions- und Re�exi-onsprozessen in seiner Intensität abges
hwä
ht. Wie in Abbildung 4.5 erkennbar, kann demdetektierten Strahlpro�l jedo
h immer no
h ein Gauÿpro�l angepasst werden. Dabei ist derWaist des Unordnungsstrahls bei eingesetzten Unordnungssubstraten ni
ht signi�kant ver-ändert. Bei bekannter Strahlleistung kann aus diesem Fit mittels I = 2P/πw2
0 die Relationzwis
hen der Intensität im Zentrum des Gauÿpro�ls und der Anzahl der Zählereignisse auf
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Abbildung 4.7.: Gemessenes Intensitätspro�l des Unordnungsstrahls. Der Mittelwert ist roteingezei
hnet. Die blau gestri
helten Linien kennzei
hnen den Berei
hder Standardabwei
hung vom Mittelwert. Für diese ergibt si
h 2σ2 =
0, 59 〈ICCD〉.der Kamera bere
hnet werden.

Abbildung 4.8.: Axiales Intensitätspro�l des unmodulierten Unordnungsstrahls aufgenommenmit der CCD-Kamera. Der Gauÿ�t liefert einen Waist von w0 = 395 µm.



4.3 Experimentelle Realisierung eines ungeordneten Dipolpotenzials 75Dieses Verfahren zur Bestimmung der Unordnungstiefe ist mit einer relativ groÿen Ungenau-igkeit behaftet. Diese liegt zum einen in der Unsi
herheit bei der Anpassung der Gauÿfunktionan das modulierte Strahlpro�l begründet. Zum anderen wird dur
h die Unordnungssubstrateein Teil der Strahlleistung aus dem gauÿs
hen Berei
h des Strahls herausgestreut und bildeteinen di�usen Untergrund. Dieser Untergrund wird bei der Messung der Strahlleistung er-fasst, so dass die über den Gauÿ�t bestimmte Intensität übers
hätzt wird. Daher liefert dieseMethode systematis
h zu groÿe Werte für die Unordnungstiefe.Um dieses Problem zu umgehen, wird nunmehr eine andere Methode zur Bestimmung derUnordnungstiefe eingesetzt. Dabei werden die Unordnungssubstrate aus dem Strahlengangentfernt und der unmodulierte Strahl auf der Kamera detektiert. Abbildung 4.8 zeigt ei-ne sol
he Aufnahme des Unordnungsstrals. An sein Pro�l kann mit hoher Genauigkeit eineGauÿfunktion angepasst werden und so eine Relation zwis
hen der Li
htintensität und der An-zahl der Zählereignisse pro Pixel gefunden werden. Diese Ei
hung kann zur Bestimmung derUnordnungstiefe verwendet werden, wenn der modulierte Unordnungsstrahl detektiert wird.Diese Methode wird als Standardverfahren zur Bestimmung der Potenzialtiefe eingesetzt.Bestimmung der Potenzialtiefe anhand der PhotonenzahlDie oben bes
hriebene Methode basiert auf der Ei
hung der Zählereignisse auf der Kameramittels eines Gauÿ�ts. Alternativ kann das Dipolpotenzial direkt aus den Kamerabilderngewonnen werden. Der CCD-Chip wird dazu für eine de�nierte Zeit mit dem Unordnungstrahlbeli
htet. Das S
halten der Li
htleistung erfolgt dur
h einen akusto-optis
hen Modulator(AOM). Dabei gelangt jedo
h au
h bei ausges
haltetem AOM immer etwas Li
ht aus demUnordnungstrahl auf die Kamera. Um diese und andere Restli
htein�üsse zu eliminieren, wirdbei identis
her Zeitsteuerung und ausges
haltetem AOM eine Referenzaufnahme erstellt undvon der Primäraufnahme abgezogen. Aus der Anzahl ausgelöster Elektronen pro Pixel kannbei bekannter Quantene�zienz der Kamera unmittelbar auf die Intensität im i-ten Pixel Iiges
hlossen werden
Ii =

Ni

QE

hν

A t
. (4.4)Dabei bezei
hnet Ni die Anzahl der Elektronen im i-ten Pixel, QE die Quantene�zienz,

ν die Photonenfrequenz, A die Pixel�ä
he und t die Beli
htungszeit. Die Quantene�zienzder Kamera bei 825 nm wurde in Übereinstimmung mit ihren Spezi�kationen auf 52, 4%bestimmt.Dur
h diese Bestimmung des Intensitätspro�ls an der Position des S
hattenwurfs der Ato-me auf der Kamera kann das Intensitätspro�l am Ort der Atome erhalten werden. Hierfür istnur no
h die Vergröÿerungseigens
haft der Detektionsoptik zu berü
ksi
htigen. Diese führtdazu, dass die Intensität am Ort der Atome um den Faktor drei gegenüber der auf der Kamerabestimmten Intensität erhöht ist.Strukturgröÿe und Korrelationsfunktion des PotenzialsEine wesentli
he Kenngröÿe zur Beurteilung des Ein�usses des ungeordneten Potenzials aufdie Atome stellt das Verhältnis aus der Gesamtsystemgröÿe zur 
harakteristis
hen Länge



76 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialender Potenzial�uktuationen dar. Zur Ermittlung der Längenskalen, auf denen das Potenzi-al �uktuiert, wurde eine Fourieranalyse dur
hgeführt. Diese ist in Abbildung 4.9 für denIntensitätsverlauf aus Abbildung 4.6 gezeigt. Die gekennzei
hneten Maxima können 
harak-teristis
hen Längen der Potenzial�uktuationen zugeordnet werden. Die kürzeste Länge istdabei 8, 6 µm. Diese ist mit der axialen Kondensatgröÿe, die zwis
hen 80 µm und 120 µmbeträgt, zu verglei
hen. Somit liegen typis
herweise 10 bis 14 Potenzial�uktuationen entlangder Ausdehnung des Kondensates vor.

Abbildung 4.9.: Fouriertransformation des Intensitätsverlaufs aus Abbildung 4.6. Längenska-len, auf denen ausgeprägte Modulationen auftreten, sind markiert.Eine weitere wi
htige Kenngröÿe des Potenzials stellt dessen Auto-Korrelationsfunktiondar. Sie ist mittels
g(L) =

〈V∆(z)V∆(z + L)〉
〈V∆(z)〉 〈V∆(z + L)〉 (4.5)de�niert. Dabei bezei
hnet V∆(z) das ungeordnete Potenzial und die e
kigen Klammern dieMittelwertsbildung über die Position z. Die Auto-Korrelationsfunktion bestimmt die Län-genskala, auf der die räumli
hen Korrelationen des Potenzials zerfallen. Der Verlauf derAuto-Korrelationsfunktion ist für eine typis
he Realisierung des ungeordneten Potenzials inAbbildung 4.10 dargestellt. Der Abfall der Korrelationsfunktion auf einer Längenskala von

10 µm ist deutli
h ersi
htli
h und spiegelt die zufällige Struktur des Potenzials wieder.Stabilität der UnordnungsstrukturDas Dipolpotenzial soll räumli
h unregelmäÿige Fluktuationen aufweisen, jedo
h zeitli
h mög-li
hst stationär sein. Die Stabilität des Potenzials kann dabei dur
h vers
hiedene Ein�üssegestört werden. Zum einen können S
hwankungen in der Laserintensität zu Variationen desDipolpotenzials führen. Während sol
he S
hwankungen zu einer veränderten Modulationstiefedes Potenzials führen, bleibt die räumli
he Struktur der Unordnung erhalten. Demgegenüber
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Abbildung 4.10.: Verlauf der Auto-Korrelationsfunktion für eine typis
he Realisierung des un-geordneten Potenzials.verursa
hen Fluktuationen der Laserstrahllage oder eine me
hanis
he Instabilität der Halte-rung der Substrate eine tatsä
hli
he Variation der Potenzialform. Die Stabilität des Potenzialsist dabei auf drei vers
hiedenen Zeitskalen von experimenteller Relevanz zu beurteilen:
• Die Stabilität der Struktur während einer einzelnen Messung.
• Die Stabilität der Struktur während eines Messtages.
• Die Stabilität der Struktur zwis
hen vers
hiedenen Messtagen.In jedem einzelnen Zyklus des Experimentes be�nden si
h die Atome ni
ht länger als 100 msim Unordnungspotenzial. Mögli
he S
hwankungen während dieser Zeit können zu einem brei-ten Spektrum na
hteiliger E�ekte führen. Dies rei
ht von einer e�ektiven Auswas
hung derPotenzialmodulationen bis hin zur Aufprägung von Phasendomänen. Die Abbildung 4.11 zeigtIntensitätspro�le des Unordnungspotenzials, die im zeitli
hen Abstand von einer Minute mitder CCD-Kamera aufgenommen wurden. Es ist deutli
h zu erkennen, dass die Struktur aufdieser Zeitskala sehr stabil ist. Da dieses Verhalten in einer Vielzahl von Messungen be-stätigt wurde, können Variationen des Potenzials während eines einzelnen Experimentzyklusausges
hlossen werden.Die Dauer der eigentli
hen Messungen an einem Experimentiertag kann bis zu 14 Stun-den betragen. Dabei werden fortlaufend Kondensate erzeugt und mit dem Dipolpotenzialmanipuliert. Ein einzelner Dur
hlauf des Experimentes dauert dabei ungefähr eine Minute.Abbildung 4.12 zeigt Intensitätspro�le des Unordnungspotenzials, die im Abstand von mehrals einer Stunde aufgenommen wurden. Es ist zu erkennen, dass für gröÿere Zeitabständedie Variationen des Unordnungspotenzials zunehmen. Die grundsätzli
he Form der Strukturbleibt dabei aber erhalten.
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Abbildung 4.11.: Axiale Intensitätspro�le des Unordnungsstrahls detektiert mit der CCD-Kamera. Die Variationen des Potenzials sind für die hier betra
hteten kurzenZeitabstände sehr gering.Zwis
hen vers
hiedenen Messtagen sind deutli
he Variationen des Unordnungspotenzialsgrundsätzli
h ni
ht zu vermeiden. Typis
herweise sind kleine Justagen zur optimalen Aus-ri
htung des Unordnungsstrahls auf die Atome dur
hzuführen. Diese führen unweigerli
h zueiner neuen Realisierung des ungeordneten Potenzials.Für die Interpretation der Messungen haben sowohl die lei
hten Variationen im Unord-nungspotenzial während eines Messtages als au
h die deutli
hen Veränderungen zwis
henden Messtagen wi
htige Bedeutung. Viele Eigens
haften des Systems hängen kritis
h vonder genauen Realisierung des ungeordneten Potenzials ab. Für die Experimente ist dahereine deutli
he Streuung der Messwerte zu erwarten. Dieses führt zu groÿen statistis
henVarianzen, insbesondere wenn Daten von vers
hiedenen Messtagen kombiniert werden.In jüngster Zeit wurden Verbesserungen am me
hanis
hen Aufbau vorgenommen, die des-sen Stabilität deutli
h erhöhen. Insbesondere dur
h die Platzierung der optis
hen Faser undder Unordnungssubstrate auf einer gemeinsamen Halterung konnte die Langzeitstabilität si-gni�kant gesteigert werden. Abbildung 4.13 zeigt Intensitätspro�le des Unordnungsstrahls,die na
h der Verbesserung des optis
hen Aufbaus im Abstand von mehreren Stunden aufge-nommen wurden. Es ist deutli
h erkennbar, dass nunmehr eine ho
hstabile Unordnung füreinige Stunden Experimentierzeit zur Verfügung steht.4.4. Untersu
hungen mit ungeordnetenBose-Einstein-KondensatenDas Dipolpotenzial wurde von uns zur Manipulation von Bose-Einstein-Kondensaten einge-setzt. Dabei wurde eine experimentelle und numeris
he Analyse des Kondensatgrundzustan-des vorgenommen. Die erste Realisierung eines s
hwa
h we
hselwirkenden Bose-Einstein-Kondensates in einem ungeordneten Potenzial wurde in [84℄ errei
ht. In dieser Arbeit wurde
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Abbildung 4.12.: Intensitätspro�le des Unordnungsstrahls. Für gröÿere Zeitabstände weist dasUnordnungspotenzial deutli
he Variationen auf.

Abbildung 4.13.: Langzeitstabilität des Unordnungspotenzials na
h Verbesserung des opti-s
hen Aufbaus. Die Variationen sind au
h für gröÿere Zeiträume sehr gering.Die Beli
htungszeit betrug 1, 6 ms.die freie Expansion des Kondensates aus der ungeordneten Struktur untersu
ht. Die beri
h-teten Ergebnisse wurden dur
h unsere Arbeiten bestätigt und dur
h zusätzli
he Erkenntnisseerweitert.Zunä
hst erfolgt die Darstellung der experimentellen Ergebnisse, die deutli
he E�ekte derUnordnung auf den Kondensatgrundzustand zeigen.



80 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialen4.4.1. Experimentelle Untersu
hungenWir erzeugen Bose-Einstein-Kondensate in der Magnetfalle im |F = 2,mf = 2〉-Zustand.Die axialen und radialen Fallenfrequenzen betragen ωz = 2π × 14 Hz bzw. ωρ = 2π ×
360...390 Hz. Die Teil
henzahl im Kondensat variiert typis
herweise zwis
hen 5 · 104 und
1, 5 · 105 Atomen. Für einen Teil der Untersu
hungen wurde die radiale Fallenfrequenz derMagnetfalle na
h der Erzeugung des Kondensates dur
h eine Erhöhung des O�setfeldes auf
ωρ = 2π × 200Hz verringert. Dieses si
hert die Verglei
hbarkeit der hier präsentiertenUntersu
hungen mit den im nä
hsten Kapitel vorgestellten Experimenten in ungeordnetenoptis
hen Gittern. Wie in Kapitel 3 dargelegt wurde, ist eine Absenkung der radialen Fallen-freuenz für Experimente mit optis
hen Gittern unabdingbar.Mittels eines AOMs wird die Laserintensität und damit die Tiefe des Unordnungspotenzialsbis auf dessen Endwert V∆ adiabatis
h erhöht. Das Feld der Magnetfalle wird dabei aufre
ht-erhalten, da der dreidimensionale Eins
hluss des optis
hen Potenzials allein ni
ht ausrei
ht,um die Atome im S
hwerefeld zu halten. Um den adiabatis
hen Transfer des Vielteil
hen-systems in seinen Grundzustand im kombinierten magnetis
hen und optis
hen Potenzial zuerrei
hen, wird die Li
htleistung innerhalb von 60 ms exponentiell gesteigert. Ans
hlieÿendwerden die Atome für weitere 20 ms im kombinierten Potenzial gehalten, bevor der ma-gnetis
he und optis
he Eins
hluss zeitglei
h beendet wird. Na
h der ans
hlieÿenden freienExpansion des Gases erfogt die Detektion der Atome mittels resonanter Absorptionsaufnah-men.

Abbildung 4.14.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome na
h 20, 4 ms TOFmit einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0, 06 Er. In der unteren Zeile sinddie zugehörigen axialen Di
htepro�le gezeigt. Die Zahl der kondensiertenAtome beträgt: a) N0 = 2, 2 · 104, b) N0 = 4, 6 · 104, 
) N0 = 6, 5 · 104und d) N0 = 7, 1 · 104. Es ist deutli
h erkennbar, dass die Abwei
hung vomparabelförmigen Di
htepro�l mit zunehmender Teil
henzahl abnimmt.Abbildung 4.14 zeigt sol
he Absorptionsaufnahmen der Atome na
h 20, 4 ms Time-of-Flight für vers
hiedene Teil
henzahlen. Die abgebildeten Atome wurden zuvor gemäÿ des be-s
hriebenen S
hemas in der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz undeinem Unordnungspotenzial der Tiefe 0, 06 Er gehalten. Die Di
htepro�le zeigen deutli
he



4.4 Untersu
hungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 81Abwei
hungen von der selbstähnli
hen Expansion [185℄ einer Thomas-Fermi-Di
hteverteilung.Dieses äuÿert si
h insbesondere in dem Auftreten von axialen Di
htemodulationen in denexpandierten Kondensaten. Wie in der Abbildung 4.15 zu erkennen ist, treten diese Mo-dulationen für Kondensate, die aus dem Magnetfallenpotenzial allein expandiert sind, ni
htauf.

Abbildung 4.15.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome na
h 20, 4 ms TOFaus der Magnetfalle. In der unteren Zeile sind die zugehörigen axialen Di
h-tepro�le gezeigt. Die Zahl der kondensierten Atome beträgt für die einzelnenBilder: a) N0 = 2, 1 · 104, b) N0 = 4 · 104 und 
) N0 = 5, 6 · 104. Die ge-messenen Di
htepro�le zeigen die typis
he Parabelform der selbstähnli
henExpansion.Abbildung 4.14 legt nahe, dass die Abwei
hung vom parabelförmigen Di
htepro�l mit ab-nehmender Teil
henzahl signi�kanter wird. Um diesen E�ekt quantitativ zu untersu
hen,wird die Standardabwei
hung der Di
hte von der Parabelform bestimmt. Dazu werden dengemessenen axialen Di
htepro�len bimodale Verteilungen angepasst [184℄. Die Di�erenz zwi-s
hen dieser Kurve und der gemessene Di
hteverteilung wird auf die Kondensatdi
hte n0(z)normiert und zur Bildung der Standardabwei
hung σ integriert:
σ2 =

∫

dz

(

δn(z)

n0(z)

)2

. (4.6)Dabei bezei
hnet δn(z) die Di�erenz zwis
hen dem bimodalen Fit und dem gemessenenDi
htepro�l. Die Kondensatdi
hteverteilung n0(z) wird aus dem Parabel-Anteil der Kurvenbestimmt. Die Integration in (4.6) wird dabei über die Länge des Kondensates ausgeführt.Abbildung 4.16 stellt die ermittelte Standardabwei
hung in Abhängigkeit von der Zahlkondensierter Atome na
h freier Expansion dar. Für diese Realisierungen des Unordnungs-potenzials ist eine deutli
he Abnahme der Abwei
hung von selbstähnli
hen Expansion mitzunehmender Teil
henzahl zu beoba
hten. Die Referenzdaten für die Expansion eines Kon-densates aus der Magnetfalle ohne überlagertes Unordnungspotenzial zeigen nahezu kei-ne Di
htemodulationen oder Abhängigkeiten von der Teil
henzahl. Dies zeigt insbesondere,dass die Kondensate in diesem Regime keine signi�kanten Phasen�uktuationen aufweisen,die ebenfalls Di
htemodulationen na
h der freien Expansion verursa
hen [184℄.



82 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten DipolpotenzialenDie beoba
htete Teil
henzahlabhängigkeit der Di
htemodulationen kann dur
h Berü
k-si
htigung der interatomaren We
hselwirkung auf den Kondensatgrundzustand verstandenwerden. Dur
h die We
hselwirkung wird das ungeordnete Potenzial e�ektiv abges
hirmt.Dieser Me
hanismus wurde bereits im Kapitel 3 für das optis
he Gitterpotenzial herausge-stellt. Da mit gröÿerer Teil
henzahl die We
hselwirkungsenergie im Kondensat zunimmt, wirddas ungeordnete Potenzial immer stärker abges
hirmt. Dementspre
hend ist der unordnungs-induzierte Ein�uss auf die expandierte Di
hteverteilung geringer als für kleine Teil
henzahlen.Die Fehlerbalken in Abbildung 4.16 stellen die Standardabwei
hung der Messdaten dar.Da die genaue Form des Unordnungspotenzials sowohl während eines Messtages als au
hzwis
hen vers
hiedenen Messtagen Variationen unterliegt, ändert si
h au
h die Form undAusprägung der beoba
hteten Di
htemodulationen. Dieses führt zu groÿen statistis
hen Va-riationen der gemessenen Gröÿen und s
hlägt si
h in entspre
hend groÿen Fehlerbalken nieder.Abbildung 4.17 verdeutli
ht die S
hwankungen in den gemessenen Di
htepro�len. Sie zeigtAbsorptionsaufnahmen und zugehörige Di
htepro�le na
h 20, 4 ms TOF. Diese wurden aneinem anderen Messtag erstellt als die in der Abbildung 4.14 gezeigten Di
htepro�le. DieModulationen des Di
htepro�ls haben eine deutli
h andere Form als die in Abbildung 4.14dargestellten.

Abbildung 4.16.: Standardabwei
hung der axialen Di
htepro�le von der Parabelform na
h
20, 4 ms TOF. Mit zunehmender Teil
henzahl nimmt die We
hselwirkungs-energie zu und das ungeordnete Potenzial wird stärker abges
hirmt. DerAbbildung liegen Daten von zwei Messtagen zugrunde. Die Leistung desUnordnungsstrahls betrug 12 mW und entspri
ht einer Unordnungstiefevon 0, 06 Er.Die Messungen zeigen, dass die Di
hteverteilung der Kondensate dur
h das ungeordnetePotenzial signi�kant beein�usst wird. Um die Ursa
hen für die beoba
hteten E�ekte de-
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Abbildung 4.17.: Die obere Zeile zeigt Absorptionsaufnahmen der Atome na
h 20, 4 ms TOF.Die Atome wurden aus einem Unordnungspotenzial der Tiefe 0, 06 Erentlassen. In der unteren Zeile sind die zugehörigen axialen Di
htepro�legezeigt. Die Teil
henzahl der kondensierten Atome beträgt für alle Bilder
N0 = 4 · 104... 5 · 104.taillierter zu untersu
hen, wurden umfangrei
he numeris
he Untersu
hungen des Systemsdur
hgeführt.4.4.2. Theoretis
he Untersu
hung des SystemsDie theoretis
hen Untersu
hungen basieren auf der numeris
hen Lösung der Gross-Pitaevskii-Glei
hung. In der Gegenwart des ungeordneten Potenzials ist die Zeitentwi
klung der Kon-densatwellenfunktion Ψ(r, t) dur
h

i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) + V∆ f(z) + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t) (4.7)bestimmt. Hierbei bezei
hnet VMF (r) das Potenzial der Magnetfalle und f(z) eine räumli
hzufällig variierende Funktion, die das ungeordnete Potenzial repräsentiert. Dabei ist f(z) sonormiert, dass ihre doppelte Standardabwei
hung vom Mittelwert eins ist. Dementspre
hendbestimmt V∆ die Tiefe des Unordnungspotenzials. Um eine mögli
hst gute Modellierungder experimentellen Situation zu gewährleisten, wurden typis
he Verläufe für f(z) aus denAbbildungen des Unordnungslaserstrahls gewonnen. Somit stellen die für die numeris
hen Si-mulationen verwendeten Unordnungspotenziale realistis
he Verläufe des ungeordneten Dipol-potenzials dar. Eine Lösung der Bogoliubov-de-Gennes Glei
hungen [34℄ für typis
he Tiefendes Unordnungspotenzials zeigt, dass bei T = 0 die Zahl der ni
ht kondensierten Atomeverna
hlässigbar ist [1, 186℄. Für die im Experiment vorliegenden ultra-kalten Temperaturenstellt daher eine auf der Gross-Pitaevskii-Glei
hung basierende Bes
hreibung des Systemseine gute Näherung dar.Die Gross-Pitaevskii-Glei
hung (4.7) wurde mit der im Anhang A bes
hriebenen numeris
henMethode gelöst. Dabei kann aus (4.7) ni
ht nur die Zeitentwi
klung der Kondensatwellen-
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Abbildung 4.18.: In a) ist die axiale Di
hteverteilung von 105 kondensierten Atomen inner-halb der Magnetfalle mit den Fallenfrequenzen ωρ = 2π × 200 Hz bzw.
ωz = 2π × 14 Hz für vers
hiedene Tiefen des ungeordneten Potenzialsgezeigt. Der Verlauf des Unordnungspotenzials ist ebenfalls dargestellt. DieAbbildung b) zeigt die axiale Di
hteverteilung na
h 20, 4 ms freier Expan-sion. Über das radiale Di
htepro�l wurde jeweils integriert.funktion ermittelt werden, sondern au
h der Grundzustand1. Die Abbildungen 4.18 und 4.19zeigen numeris
h bere
hnete axiale Di
htepro�le des Kondensates in Abhängigkeit von derUnordnungstiefe für zwei vers
hiedene Realisierungen f(z) des Unordnungspotenzials. Dabeiist jeweils sowohl die Di
hteverteilung des Grundzustandes in der Falle als au
h die Di
hte-verteilung na
h 20, 4 ms freier Expansion gezeigt. Es ist erkennbar, dass mit zunehmenderUnordnungstiefe eine deutli
he Modulation der axialen Di
hteverteilung auftritt. Die Vertei-lungen der gefangenen Kondensate zeigen einen Verlauf, der invers zu dem des ungeordnetenPotenzials ist.Die Lokalisierung der Atome in den Minima des ungeordneten Potenzials s
hlägt si
h au
hin einer ausgeprägten Modulation der Di
hteverteilung na
h der Expansion nieder. Diesewird mit zunehmender Unordnungstiefe strukturierter und komplexer. Für die gröÿten inden Abbildungen gezeigten Unordnungstiefen beginnt das Kondensat in der Falle in mehrereTeile aufzubre
hen. Bei der Expansion überlappen und interferieren diese einzelnen Teile desKondensats und verursa
hen eine äuÿerst s
hnelle Modulation der Di
hteverteilung. DieserE�ekt ist besonders deutli
h in der Abbildung 4.19 erkennbar, in der dargestellt ist, wie dasKondensat dur
h das Unordnungspotenzial in der Falle in zwei Hälften geteilt wird.Die zeitli
he Entwi
klung der freien Expansion ist in Abbildung 4.20 dargestellt. Gezeigt istdas axiale Di
htepro�l eines Kondensates bestehend aus N = 105 Atomen für vers
hiedeneZeiten der freien Expansion. Dabei wurde der Kondensatgrundzustand in der Falle für eineUnordnungstiefe von V∆ = 0, 1 Er und eine radiale Magnetfallenfrequenz von ωρ = 2π ×1Der Grundzustand wird dur
h die Zeitentwi
klung einer Testfunktion in imaginärer Zeit erhalten. DieDetails für diese Methode sind im Anhang A bes
hrieben.
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Abbildung 4.19.: In a) ist die axiale Di
hteverteilung von 105 kondensierten Atomen innerhalbder Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz ωρ = 2π×200 Hz für vers
hie-dene Tiefen des ungeordneten Potenzials gezeigt. Für die Simulation wurdeeine spezielle Unordnungsstruktur ausgewählt, die si
h von der Abbildung4.18 zugrunde liegenden unters
heidet. Figur b) zeigt die axiale Di
hte-verteilung na
h 20, 4 ms freier Expansion. Über den radialen Freiheitsgradwurde jeweils integriert.

Abbildung 4.20.: Gezeigt ist das axiale Di
htepro�l eines Kondensates mit 105 Atomen zuvers
hiedenen Zeiten der Expansion. Die Atome wurden zuvor in einemungeordneten Potenzial der Tiefe V∆ = 0, 1 Er und einer Magnetfalle mitradialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz gehalten. In a) ist die frühePhase der Expansion gezeigt, bei der si
h die Struktur des Di
htepro�lsbildet. Dieses ändert si
h während der in b) gezeigten Phase der ballistis
henExpansion kaum no
h. Über den radialen Freiheitsgrad wurde integriert.
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360 Hz bere
hnet2. In der Abbildung ist deutli
h erkennbar, dass si
h die Struktur der axialenDi
hteverteilung bereits zu einer frühen Phase der freien Expansion ausbildet. Dabei tretendie ausgeprägten Di
htemaxima genau zwis
hen den Lokalisierungszentren der Atome imgefangenen Kondensat auf. Zu Beginn der Flugzeit expandiert die Kondensatwellenfunktionin axialer Ri
htung aus den Potenzialminima, so dass es zu einer konstruktiven Überlagerungan den jeweiligen Zwis
henstellen kommt. Na
hdem si
h die Struktur des axialen Di
htepro�lsgebildet hat, ist die ans
hlieÿende Expansion ballistis
h, da die We
hselwirkungsenergie zudiesem Zeitpunkt bereits vollständig in kinetis
he Energie konvertiert ist. Die grundsätzli
heForm der Di
hteverteilung ändert si
h während der Phase der ballistis
hen Expansion ni
htmehr. Die Abbildung 4.21 bestätigt, dass die Struktur des axialen Di
htepro�ls dur
h dieWe
hselwirkung bestimmt ist. Sie verglei
ht die Expansion eines ungeordneten Kondensatesgemäÿ der Gross-Pitaevskii-Glei
hung mit dessen ballistis
her Expansion. Um letztere zuerhalten, wurde die ni
htlineare We
hselwirkung für die Zeitentwi
klung verna
hlässigt.
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Abbildung 4.21.: Gezeigt ist das axiale Di
htepro�l eines Kondensates bestehend aus 105 Ato-men na
h 20, 4 ms Flugzeit für vers
hiedene Zeitentwi
klungsoperatoren T.Das blaue Pro�l zeigt das Ergebnis der rein ballistis
hen Expansion währenddas rote Pro�l unter Berü
ksi
htigung der We
hselwirkung erhalten wurde.Die gestri
helte Linie zeigt das Di
htepro�l innerhalb der Magnetfalle mitradialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 200 Hz. Die Unordnungstiefe betrug
V∆ = 0, 1 Er. Über den radialen Freiheitsgrad wurde integriert.Bes
hreibung der Lokalisierung in der Thomas-Fermi-NäherungIn der Diskussion des Grundzustands des ungeordneten Kondensates in der Falle ist die axialeDi
hteverteilung gemäÿ der Abbildungen 4.18 und 4.19 dur
h den Verlauf des Potenzials2Bei dieser Fallenfrequenz zeigen si
h keine grundsätzli
hen Unters
hiede zum Fall ωρ = 2π × 200 Hz.
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hverhalt legte nahe, dass die Mögli
hkeit einer Bes
hreibung der Kon-densatwellenfunktion im Rahmen einer modi�zierten Thomas-Fermi-Näherung besteht. DieseApproximation resultiert aus der Verna
hlässigung des kinetis
hen Terms in der stationärenGross-Pitaevskii-Glei
hung. Um zu prüfen, ob eine sol
he Verna
hlässigung für die experi-mentellen Parameter gere
htfertigt ist, wurde die der Gross-Pitaevskii-Glei
hung zugrundeliegende Wirkung
E[Ψ] =

∫

d3r

[

h̄2

2m
|∇Ψ|2 + (VMF (r) + V∆ f(z)) |Ψ|2 +

g

2
|Ψ|4

] (4.8)für die numeris
h bere
hneten Kondensatgrundzustände bestimmt. Sie stellt zuglei
h dieEnergie pro Teil
hen dar3 [34℄. Die Abbildung 4.22 zeigt die Energie pro Teil
hen für einKondensat bestehend aus N = 1 ·105 Atomen in der Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz
ωρ = 2π × 200 Hz für vers
hiedene Tiefen V∆ des ungeordneten Potenzials. Dabei wurdefür die Bere
hnung die Unordnungsrealisierung aus Abbildung 4.18 verwendet. Die Energiepro Teil
hen nimmt linear mit der Unordnungstiefe zu. Dabei ergibt si
h nahezu der gesamteEnergiegewinn aus dem Anstieg der potenziellen Energie. Insbesondere ist der Anteil derkinetis
hen Energie für den gesamten dargestellten Parameterberei
h zu verna
hlässigen.

Abbildung 4.22.: Energie pro Teil
hen in Abhängigkeit von der Tiefe des ungeordneten Po-tenzials. Es sind sowohl die Gesamtenergie als au
h die einzelnen Ener-giebeiträge dargestellt. Die Abbildung wurde für ein Kondensat bestehendaus N = 105 Atomen in einer Magnetfalle mit radialer Fallenfrequenz
ωρ = 2π × 200 Hz erstellt.Daher kann die Di
hteverteilung in der Gegenwart des Unordnungspotenzials analog zu3In den numeris
hen Bere
hnungen ist die Norm der Kondensatwellenfunktion zu eins gewählt. Bei einerNormierung auf die Gesamtzahl der kondensierten Atome liefert (4.8) die Gesamtenergie des Systems.
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hteverteilung in der Magnetfalle als
n(r) =

{
1
g

(µTF − VMF (r) − V∆ f(z)) für µTF ≥ VMF (r) + V∆ f(z)

0 sonst ,angegeben werden. Aufgrund der zufälligen Variationen von f(z) ist eine analytis
he Be-re
hnung des 
hemis
hen Potenzials µTF oder der Thomas-Fermi-Radien jedo
h in diesemFall unmögli
h. Um die Gültigkeit der Thomas-Fermi-Näherung zu zeigen, wurde das 
hemi-s
he Potenzial für den Grundzustand bere
hnet, wobei die Beiträge, der kinetis
hen Energieverna
hlässigt wurden. Das so erhaltene 
hemis
he Potenzial wurde als Approximation fürdas 
hemis
he Potenzial µTF der Thomas-Fermi-Näherung verwendet und die Kondensat-di
hte wurde gemäÿ der Glei
hung 4.4.2 bestimmt. In Abbildung 4.23 sind die Di
htepro�le,die dur
h die Lösung der vollen Gross-Pitaeskii-Glei
hung bzw. der Thomas-Fermi-Näherungerhalten wurden, gegenübergestellt. Die Thomas-Fermi-Näherung ist bereits für kleine Teil-
henzahlen sehr gut geeignet und wird für groÿe immer besser. Die gute Übereinstimmungmit der Lösung der vollen Gross-Pitaevskii-Glei
hung wird insbesondere bei der Betra
htungder radial integrierten Di
htepro�e in Abbildung 4.24 deutli
h.S
hlussfolgerung aus der Thomas-Fermi-NäherungDie Gültigkeit der Thomas-Fermi-Näherung für den experimentellen Parameterberei
h hatwi
htige Konsequenzen für die Interpretation der Lokalisierung der Kondensatwellenfunktionin dem ungeordneten Potenzial. In der theoretis
hen Einleitung 4.2.1 wurden exponentielllokalisierte Zustände bespro
hen, die infolge der destruktiven Selbstinterferenz der Wellen-funktion an den statistis
hen Fluktuationen des Potenzials entstehen. Für das Auftreten dieserStreuprozesse ist das Zusammenspiel von kinetis
hem und potenziellem Term des Hamilto-nians von essentieller Bedeutung. Die Tatsa
he, dass für das experimentell realisierte Systemder kinetis
he Term für die Bes
hreibung des Grundzustandes verna
hlässigt werden kann,impliziert daher, dass dieser ni
ht aufgrund einer Selbstinterferenz lokalisiert ist. Die Gründefür das Ausbleiben einer sol
hen Lokalisierung liegen einerseits in dem realisierten Verhält-nis von Systemgröÿe zu Fluktuationslänge des ungeordneten Potenzials. Zum anderen wirktdie interatomare We
hselwirkung der Lokalisierung der Teil
hen entgegen. Eine detaillierteAnalyse dieser Zusammenhänge erfolgt im nä
hsten Kapitel.Bestimmung der super�üssigen KomponenteIm Abs
hnitt 4.2.1 wurde dargelegt, dass eine exponentielle Lokalisierung der Einteil
hen-zustände in einem ungeordneten System dramatis
he Konsequenzen für dessen Transport-eigens
haften hat. Als kanonis
hes Beispiel für eine unordnungsinduzierte Modi�kation desTransportverhaltens wurde der vielbea
htete Metall-Isolatorübergang [50, 51℄ genannt. Ob-wohl die Betra
htungen der vohergehenden Abs
hnitte zeigen, dass in dem realisierten Systemkeine exponentielle Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion eintritt, hat die Gegenwart desungeordneten Potenzials denno
h wi
htige Auswirkungen auf dessen Transporteigens
haften.Für ein we
hselwirkendes Vielteil
hensystem wird das Transportverhalten maÿgebli
h dur
hden Anteil der super�üssigen Komponente bestimmt. Dabei wird unter super�üssigem Ver-halten die Eigens
haft des Systems verstanden, einen Materie�uss ohne Reibungsverluste



4.4 Untersu
hungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 89

Abbildung 4.23.: Di
htepro�le von Kondensaten in der Magnetfalle bei überlagertem Unord-nungspotenzial der Tiefe V∆ = 0, 1 Er. Abbildung a) zeigt das axiale Pro�lfür 5 · 104 Atome, während 
) das zugehörige radiale Di
htepro�l zeigt. Inb) und d) sind die entspre
henden Pro�le für 2 · 105 Atome dargestellt. Diegemäÿ 4.4.2 erhaltene Thomas-Fermi-Lösung ist ebenfalls eingezei
hnet.Sie stellt für groÿe Teil
henzahlen eine hervorragende Näherung dar.aufre
ht zu erhalten [101℄. Bereits 1938 wurde entde
kt, dass 4He ein sol
hes Verhaltenzeigt, wenn es unter eine kritis
he Temperatur, der so genannten λ-Temperatur, abgekühltwird [102,103℄. Das Auftreten des Phänomens der Super�üssigkeit wurde von Landau anhandder Eigens
haften des Anregungsspektrums erklärt [187℄.Für makroskopis
he Betra
htungen super�üssiger Systeme wird häu�g das so genannteZwei-Flüssigkeiten-Modell verwendet [34, 188℄. Dabei werden die beiden Flüssigkeiten dur
hihr Verhalten in Gegenwart von bewegeten Systemrändern unters
hieden. Auf eine Bewe-gung der Systemränder reagiert nur der normal�üssige Anteil der Teil
hen, indem er vonder Bewegung der Ränder mitgezogen wird. Der super�üssige Anteil bleibt dagegen für Ge-
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Abbildung 4.24.: Axiale Di
htepro�le für die Parameter der Abbildung 4.23 na
h Integrationdes radialen Freiheitsgrades.s
hwindigkeiten der Ränder unterhalb der Landau-Ges
hwindigkeit vL in Ruhe [101, 187℄.Dieses liegt daran, dass die super�üssige Komponente im bewegten Bezugssystem der Sys-temberandungen per De�nition reibungsfrei �ieÿen kann. Aus dem Anstieg der Energie desSystems bei einer Bewegung der Ränder kann daher direkt auf den Anteil der normal�üssigenKomponente ges
hlossen werden.Diese makroskopis
he De�nition der Flüssigkeitskomponenten kann auf eine mikroskopis
heBetra
htungsweise erweitert werden. Dazu wird der Ein�uss der bewegten Systemberandun-gen als eine Randwertbedingung für die Vielteil
henwellenfunktion aufgefasst. Dieses ge-s
hieht mit der Methode der so genannten Twisted-Boundary-Conditions [189�191℄. Na
hdieser lautet die Randwertbedingung für die Vielteil
henwellenfunktion in einer Dimension [62℄
ψ(z1, ..., zk + L, ..., zN ) = eiΘ ψ(z1, ..., zk, ..., zN ) , ∀k. (4.9)Dabei bezei
hnet Θ den so genannten Twist-Angle und L die Systemlänge. Für Bose-kondensierte Systeme sind die Konsequenzen der Randbedingung (4.9) besonders lei
ht er-kennbar. Für den Fall, dass alle Teil
hen kondensiert sind, lässt si
h die Vielteil
henwellen-funktion ψ exakt als Kondensatwellenfunktion Ψ s
hreiben. Damit lautet (4.9):

Ψ(z + L) = eiΘΨ(z). (4.10)Die Randbedingung verursa
ht also einen Anstieg der Phase der Kondensatwellenfunktionüber die Systemlänge L um den Winkel Θ. Na
h Kapitel 2 ist mit diesem Phasengradientenein super�üssiger Strom der Ges
hwindigkeit
vs =

h̄Θ

mL
(4.11)verbunden. Die Gesamtenergie des Systems ist um den Betrag der kinetis
hen Energie der



4.4 Untersu
hungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 91super�üssigen Bewegung gegenüber der Situation ohne Phasengradienten erhöht:
EΘ − E0 =

1

2
Ms v

2
s . (4.12)Dabei bezei
hnet Ms die Gesamtmasse der super�üssigen Komponente und EΘ bzw. E0 dieEnergie des Systems in Gegenwart bzw. Abwesenheit des Phasengradienten. Dur
h Kombi-nation von (4.11) und (4.12) kann eine einfa
he Relation für den Anteil der super�üssigenTeil
hen fs hergeleitet werden [62,77,189,192℄

fs =
Ms

mN
=

2mL2

h̄2N

EΘ − E0

Θ2
, Θ << π. (4.13)Die super�üssige Komponente ist in dieser mikroskopis
hen Betra
htungsweise dur
h die Re-aktion des Systems auf eine aufgeprägte Phasenbedingung bestimmt. Die Bere
hnung von(4.13) ist dabei für hinrei
hend kleine Winkel dur
hzuführen, da nur dann der Anstieg derGesamtenergie vollständig der kinetis
hen Energie des super�üssigen Stroms zuges
hriebenwerden kann. Für groÿe Winkel können weitere Anregungen auftreten, so dass eine Bere
h-nung des super�üssigen Anteils mit (4.13) zu fehlerhaften Resultaten führen kann [62℄.Obwohl die Bere
hnung der super�üssigen Komponente im Zusammenhang mit Bose-konden-sierten Systemen motiviert wurde, ist die bes
hriebene Methode allgemein einsetzbar. So kann

ψ in (4.9) die Vielteil
henwellenfunktion eines beliebigen Systems bezei
hnen. In der Tatist der Zusammenhang zwis
hen dem Auftreten der Bose-Einstein-Kondensation und einersuper�üssigen Komponente in bosonis
hen Systemen no
h ni
ht ers
höpfend geklärt [193℄. Sogibt es Hinweise, dass beide E�ekte unabhängig voneinander auftreten können. Als Beispielsei hier auf das Tonks-Girardeau-Gas [46℄ verwiesen. Dieses ist im Rahmen der De�nition(4.13) super�üssig [193℄, stellt aber denno
h kein Bose-Einstein-Kondensat dar.Des Weiteren sollte der für Bose-kondensierte Systeme gültige Zusammenhang (4.11) ni
htzu der fals
hen Annahme verleiten, dass der Anteil der super�üssigen Komponente mit demAnteil der kondensierten Atome identis
h ist. So ist z. B. 4He unterhalb der λ-Temperatur zunahezu 100 % super�üssig. Aufgrund der starken interatomaren We
hselwirkung beträgt derKondensatanteil jedo
h nur ungefähr 10 %. S
hlieÿli
h sei no
h darauf hingewiesen, dass diegemäÿ (4.13) erfolgte Bere
hnung der super�üssigen Komponente ni
hts über die Stabili-tät eines super�üssigen Flusses aussagt. Dafür ist die Form des Anregungssprektrums alleineauss
hlaggebend. So ist z. B. das ideale Bose-Gas im Sinne der Glei
hung (4.13) zu 100 % su-per�üssig. Auf der anderen Seite ist die Landau Ges
hwindigkeit der super�üssigen Bewegung
vL = 0, da im ni
ht we
hselwirkenden Bose-Gas der lineare Bogoliubov-Teil des Spektrumsfehlt 4 [101℄. Die Tatsa
he dass vers
hiedene De�nitionen der super�üssigen Komponente zuunters
hiedli
hen Resultaten führen können, ist dabei bekannt [195℄.Unter Ausnutzung der Glei
hung (4.13) wurde die super�üssige Komponente des Bose-Einstein-Kondensates in dem realisierten ungeordneten Potenzial bestimmt. Dazu wurdendie Energien für das System mit Phasengradienten und für das ungestörte System mittels4Diese Diskrepanz sollte ni
ht zu der fäls
hli
hen Annahme verleiten, dass die angeregten Zustände bei derBere
hnung von (4.13) keine Rolle spielen. Siehe dazu die Diskussion in [62,194℄.
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hung (4.8) bere
hnet. Die Grundzustände inGegenwart des Phasengradienten haben dabei die Form
Ψ(r) = ei Θ

L
z ψ(r), (4.14)wobei ψ(r) ein komplexwertiges Feld ist, das in z periodis
he Randbedingungen erfüllt:

ψ(z) = ψ(z + L). (4.15)Um diesen Randwertbedingungen gere
ht werden zu können, wurde der axiale Eins
hluss derMagnetfalle verna
hlässigt und stattdessen das Kondensat in einem Kasten mit axialer Länge
L = 120 µm betra
htet. In radialer Ri
htung wird weiterhin ein harmonis
her Eins
hluss mitder Fallenfrequenz ωρ = 2π×200 Hz verwendet. Die Ergebnisse für das betra
htete Systemsollten somit sehr gute Näherungen für die experimentelle Situation liefern.

Abbildung 4.25.: Anteil der super�üssigen Atome in Abhängigkeit von der Tiefe des Unord-nungspotenzials für vers
hiedene Teil
henzahlen im Kondensat. Für groÿeTeil
henzahlen ist die super�üssige Komponente robuster gegenüber demUnordnungspotenzial.Abbildung 4.25 zeigt die super�üssige Komponente in Abhängigkeit von der Unordnungstiefefür vers
hiedene Teil
henzahlen. In Abwesenheit des ungeordneten Potenzials ist das Systemerwartungsgemäÿ nahezu vollständig super�üssig. Mit zunehmender Unordnungstiefe beginntder super�üssige Anteil der Atome kontinuierli
h zu sinken. Dies geht mit einer zunehmendenLokalisierung des Kondensats in den Minima des ungeordneten Potenzials einher. Diese Lo-kalisierung führt dazu, dass das System auf den aufgezwungenen Phasengradienten nur miteinem geringen Teil
hen�uss antwortet. Da das ungeordnete Potenzial dur
h die interatomareWe
hselwirkung abges
hirmt wird, ist die super�üssige Komponente eines Kondensates mitgroÿer Teil
henzahl deutli
h robuster.



4.4 Untersu
hungen mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten 93Wenn das ungeordnete Potenzial so tief ist, dass das Kondensat in mehrere Teile aufbri
ht,fällt der Anteil der super�üssigen Atome auf null. Dieses ist im Rahmen eines zusammen-bre
henden Teil
hen�usses entlang des Gesamtsystems zu verstehen. Das Vers
hwinden dermittels (4.13) bere
hneten super�üssigen Komponente zeigt ni
ht an, dass die einzelnenKondensatteile ihre super�üssigen Eigens
haften verloren haben.Die Abbildung 4.26 zeigt die Energiedi�erenz zwis
hen Systemen mit und ohne Phasen-gradienten in Abhängigkeit vom Winkel Θ. Der gemäÿ (4.13) zu erwartende quadratis
heZusammenhang kann für den gezeigten Winkelberei
h voll bestätigt werden. Dabei ist her-vorzuheben, dass bei der Bere
hnung des super�üssigen Anteils der Atome gemäÿ der Glei-
hung (4.13) das Gross-Pitaevskii-Energiefunktional verwendet wurde. Dieses impliziert, dassdie angeregten Zustände notwendigerweise bei der Bere
hnung von fs keine Berü
ksi
htigung�nden. Daher kann in diesem System keine Niveau-Abstoÿung mit angeregten Zuständen auf-treten, so dass der quadratis
he Zusammenhang au
h für groÿe Winkel no
h sehr gut erfülltist.Andererseits kann die Form des Anregungsspektrums wesentli
he Auswirkungen für (4.13)haben, wie z. B. beim Phasenübergang eines bosonis
hen Gittergases zum Mott-Isolator [62℄.Die in der Abbildung (4.25) dargestellte Reduktion der super�üssigen Komponente ist alleinder Lokalisierung der Atome im ungeordneten Potenzial zuzus
hreiben.

Abbildung 4.26.: Energiedi�erenz zwis
hen den Systemen mit und ohne Phasengradienten inAbhängigkeit vom Winkel Θ. Die rote Linie zeigt den Verlauf einer Parabel.



94 4. Bose-Einstein-Kondensate in ungeordneten Dipolpotenzialen



5. Ungeordnetes ultra-kaltesGittergas: Der GrundzustandDur
h die Kombination des optis
hen Gitters mit dem Unordnungspotenzial konnte im Rah-men dieser Arbeit erstmals ein ultra-kaltes ungeordnetes Gittergas realisiert werden [1℄. DiesesKapitel stellt die experimentellen und theoretis
hen Untersu
hungen am Vielteil
hengrundzu-stand in dem kombinierten Potenzial dar. Die Messungen zeigen, dass die Unordnung na
h-haltige E�ekte auf die atomare Di
hteverteilung ausübt. Die dur
hgeführten numeris
henBere
hnungen stehen in guter Übereinstimmung mit den experimentellen Ergebnissen.Das Kapitel beginnt mit einer Einführung zum Stand der Fors
hung mit ultra-kalten unge-ordneten Gittergasen. Im Ans
hluss werden die relevanten theoretis
hen Grundlagen disku-tiert. Insbesondere wird dabei auf das vielbea
htete Anderson-Modell [52℄ sowie auf das Bose-Hubbard-Modell [36,37℄ eingegangen. Den S
hwerpunkt des Kapitels bildet die Bes
hreibungder experimentellen und theoretis
hen Untersu
hungen des Grundzustands des ungeordnetenGittergases. Eine wi
htige Fragestellung hierbei lautet, ob eine Anderson-artige Lokalisie-rung [52℄ der Kondensatwellenfunktion in einem ungeordneten Gitterpotenzial zu errei
henist.5.1. EinführungUngeordnete Gittersysteme stellen interessante Fors
hungsobjekte dar, die in vers
hiedenenZusammenhängen untersu
ht werden. So spielen sie für den Metall-Isolatorübergang [50,196℄,für Spin-Gläser [197℄, Perkolationsphänomene [198℄, die Ho
htemperatursupraleitung [69℄und Quanten-Chaos [199℄ eine ents
heidende Rolle. In den meisten Fällen liegen sowohl Gitterals au
h Unordnung auf natürli
he Weise vor. Daher sind die Mögli
hkeiten zur gezieltenManipulation der zugrunde liegenden Potenzialverläufe in der Regel ni
ht gegeben oder nursehr bes
hränkt.Im Gegensatz dazu können für ultra-kalte Quantengase ungeordnete Gitterstrukturen er-zeugt werden, deren Potenzialform und -tiefe experimentell mit hoher Präzision einstellbar ist.Das reguläre Gitterpotenzial wird dabei dur
h ein optis
hes Gitter erzeugt. Für die Implemen-tierung von Unordnungspotenzialen sind eine Reihe von Methoden vorges
hlagen worden. Eindirekter Weg ist die Verwendung von Laser-Spe
kle-Strahlung [58�60℄, die bereits erfolgrei
hzur Manipulation ultra-kalter Atome in einer Magnetfalle [84℄ und in Wellenleiterstruktu-ren [85,86℄ eingesetzt wurde. Die Erzeugung des ungeordneten Dipolpotenzials na
h Kapitel4 erfolgt na
h einem ähnli
hen Prinzip.Da diese Methoden zur Erzeugung der Unordnung auf optis
hen Abbildungen basieren,sind die kleinsten errei
hbaren Strukturgröÿen bes
hränkt. Sie liegen bei den bisherigen Ex-perimenten im Berei
h einiger Mikrometer. Zur Erzeugung kleinerer Strukturen sind andere95



96 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der GrundzustandTe
hniken vorges
hlagen worden. So kann das optis
he Gitter (Hauptgitter) mit weiterenGittern (Übergittern) inkommensurabler Frequenz überlagert werden. Theoretis
he Untersu-
hungen zeigen, dass in einem sol
hen Gittersystem E�ekte auftreten, die für ungeordneteSysteme 
harakteristis
h sind [61�64℄. Da die Übergitter eine Gitterkonstante von λ/2 be-sitzen, lassen si
h mit ihrer Hilfe Strukturlängen im Sub-Mikrometer-Berei
h realisieren. Injüngster Vergangenheit konnte dur
h die Überlagerung eines dreidimensionalen Hauptgittersmit einem weiteren Gitter der Übergang in die Bose-Glas-Phase [36℄ experimentell realisiertwerden [200℄.Eine weitere Methode zur Erzeugung von Unordnung beruht auf dem Ein�uss von Frem-datomen. Diese können als zufällig verteilte Streuzentren dienen [65℄. Dabei konnte bereitsgezeigt werden, dass die Gegenwart von Kalium-Atomen eine Auswirkung auf den Mott-Isolatorübergang eines bosonis
hen Gittergases hat [201℄. Die Vers
hiebung des Phasenüber-gangs konnte ni
ht im Rahmen einer Mean-Field-Bere
hnung erklärt werden und wurde daherals Unordnungse�ekt interpretiert.Die bes
hriebenen Methoden stellen einen geeigneten Zugang dar, um anhand von ultra-kalten Gittergasen unordnungsinduzierte E�ekte in Vielteil
hensystemen zu erfors
hen. DieErgebnisse dieser Untersu
hungen können signi�kante Beiträge zum besseren Verständnisungeordneter Systeme für viele Berei
he der Physik der kondensierten Materie liefern.5.2. Theoretis
he GrundlagenDie theoretis
he Behandlung ungeordneter Systeme ist dur
h das Fehlen jegli
her Symmetriendes Hamiltonians deutli
h ers
hwert. In Gitterstrukturen kann die Bes
hreibung dur
h dieEinführung von Modellsystemen deutli
h erlei
htert werden. Einige Modelle, die si
h in einerVielzahl von Untersu
hungen bewährt haben, werden im Folgenden bes
hrieben.5.2.1. Das Anderson-ModellDas Anderson-Modell [52℄ wird zur Bes
hreibung eines einzelnen Teil
hens oder eines Sys-tems ni
ht we
hselwirkender Teil
hen in einer Gitterstruktur verwendet. Der Hamiltonian desAnderson-Modells lautet [63℄
Ĥ = −

∑

<i,j>

Jij a
†
i aj +

∑

i

Eia
†
i ai. (5.1)Die Summation läuft jeweils über die Gitterplätze, wobei < i, j > die Summe über nä
hsteNa
hbarn darstellt. Dabei stellt Ei die Energie des i-ten Gitterplatzes dar und Jij bezei
h-net das Tunnelmatrixelement zwis
hen den Gitterplätzen i und j. Letzteres wird häu�g alskonstant über das ganze Gitter angenommen (Jij = J). Der Hamiltonian (5.1) stellt einerealistis
he Bes
hreibung eines Gittersystems dar, wenn

• die Bewegung des Teil
hens auf ein einzelnes Energieband bes
hränkt bleibt und
• das Gitter so tief ist, dass nur Tunnelereignisse zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzenberü
ksi
htigt werden müssen.



5.2 Theoretis
he Grundlagen 97Andernfalls ist eine Kopplung zwis
hen den Bändern oder weiter entfernten Gitterplätzen zuberü
ksi
htigen, wodur
h die Analyse deutli
h ers
hwert wird. Eine Repräsentation von (5.1)kann erhalten werden, wenn der Feldoperator in der Wannier-Basis entwi
kelt wird:
ψ̂(r) =

∑

i,n

wn(r− ri) a(n)
i . (5.2)Es ist lei
ht ersi
htli
h, dass diese Entwi
klung des Feldoperators nur dann den Anderson-Hamiltonian (5.1) ergibt, wenn zum einen nur ein einziges Band n beiträgt und zum anderennur der Überlapp bena
hbarter Wannier-Funktionen berü
ksi
htigt wird. Der letzte Punkt istmit der Tight-Binding-Näherung aus Kapitel 3 identis
h.Unordnung wird im Anderson-Modell dur
h eine zufällige Variation der Gitterplatz-Energien

Ei eingeführt [52℄. Diese ist dur
h eine Wahrs
heinli
hkeitsverteilung P (E) dE gegeben, diedur
h eine Breite ∆ 
harakterisiert ist. Damit stellt ∆ ein Maÿ für die Unordnung dar. Dieeinfa
hste Unordnungsrealisierung liegt vor, wenn die Werte von Ei statistis
h im Intervall
[−∆/2,∆/2] verteilt liegen. In diesem Fall wird von �diagonaler� Unordnung gespro
hen.Im Anderson-Modell können in Abhängigkeit von der Energie und der Unordnungsstärkedie in Abs
hnitt 4.2.1 bes
hriebenen lokalisierten Zustände auftreten. Ursprüngli
h wurde eszur Untersu
hung der Transporteigens
haften eines Teil
hens in einem ungeordneten Gitterentwi
kelt [52℄. Hierbei zeigt si
h, dass das Transportverhalten eines Teil
hens trotz der kom-plexen ungeordneten Struktur dur
h wenige Parameter 
harakterisiert werden kann. So kannein auf dem Gitterplatz i präpariertes Teil
hen ni
ht di�undieren, wenn die Tunnelkopplungkleiner als ein kritis
her Wert Jc wird, der von der Ordnung ∆ ist1 [52℄. Diese Unterdrü
kungdes Transports tritt auf, wenn im Mittel die Tunnelkopplung J ni
ht ausrei
ht, um die Ener-giedi�erenzen zwis
hen vers
hiedenen Gitterplätzen zu überbrü
ken.5.2.2. Das Bose-Hubbard-ModellDas Bose-Hubbard-Modell wird zur Bes
hreibung we
hselwirkender Bosonen in einer Gitter-struktur verwendet [36,37℄. Der Hamiltonian des Modells lautet

Ĥ = −
∑

<i,j>

Jij a
†
i aj +

U

2

∑

i

ni(ni − 1) (5.3)und kann dur
h eine Präparation ultra-kalter Bosonen in das niedrigste Band eines optis
henGitterpotenzials realisiert werden. In (5.3) bezei
hnet ni den Teil
henzahloperator für den
i-ten Gitterplatz. Die We
hselwirkung ist dur
h den Term U

2

∑

i ni(ni − 1) berü
ksi
htigt.Wieder sind die Tunnelenergien normalerweise über das gesamte Gitter konstant (Jij = J).Eine Realisierung des Bose-Hubbard-Modells ergibt si
h, wenn der Feldoperator eines überbinäre Stöÿe we
hselwirkenden Bose-Gases in der Wannier-Basis entwi
kelt wird [37℄. Analogzum Anderson-Modell müssen für die Gültigkeit der einfa
hen Formulierung (5.3) sowohl1Die Bes
hränkung auf eine Kopplung zwis
hen nä
hsten Na
hbarn ist für diese Unterdrü
kung des Trans-ports ni
ht zwingend erforderli
h. Es rei
ht aus, wenn die Tunnelkopplung Jij zwis
hen Gitterplatz i und
j s
hneller als 1/r3 abfällt [52℄.



98 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der GrundzustandBeiträge von höheren Bändern als au
h Kopplungen entfernterer Na
hbarn verna
hlässigbarsein. Die Koe�zienten U und J ergeben si
h als Integrale über Wannier-Funktionen:
Jij =

∫

d3r w∗(r− ri) [− h̄2

2m
∇2 + Vdip(r)]w(r− rj) , (5.4)

U = g
∫

d3r |w(r)|4. , (5.5)wobei Vdip das Gitterpotenzial bezei
hnet. Dur
h diese beiden Gröÿen sind die Eigens
haf-ten des Gittergases bestimmt. Einerseits kann das System seine We
hselwirkungsenergieminimieren, indem die Bosonen glei
hmäÿig auf alle Gitterplätze verteilt werden und dieFluktuationen in der Anzahl der Teil
hen pro Gitterplatz reduziert sind. Andererseits kanndie kinetis
he Energie dur
h Tunnelereignisse minimiert werden. Sol
he Tunnelereignisse er-höhen die Teil
henzahl�uktuationen auf den einzelnen Gitterplätzen. Diese beiden Prozessekonkurrieren miteinander. Das Verhältnis U/J von We
hselwirkungsenergie zu Tunnelener-gie ents
heidet, wel
hes Verhalten dominiert. Dabei ist U/J über (5.5) und (5.4) dur
h dieGittertiefe bestimmt. In �a
hen Gittern sind die Wannier-Funktionen nur s
hwa
h auf deneinzelnen Gitterplätzen lokalisiert. Hier ist der relevante Parameter U/J klein, so dass dieTeil
hen über das gesamte System delokalisiert sind und starke Teil
henzahl�uktuationenvorliegen. In diesem Regime s
hwa
her We
hselwirkung ist das Gas super�üssig und kannmit der Gross-Pitaevskii-Glei
hung bes
hrieben werden. Dagegen sind in sehr tiefen Gitterndie Wannier-Funktionen stark auf den Gitterplätzen lokalisiert. Hier nimmt U/J groÿe Wer-te an und Teil
henzahl�uktuationen sind unterdrü
kt. Wenn die Zahl der Teil
hen und derGitterplätze kommensurabel ist, kann der Fall eintreten, dass si
h auf jedem Gitterplatzdieselbe Anzahl Teil
hen n be�ndet. Die Anregungen des Systems sind dur
h Teil
henzahl-�uktuationen gegeben. Rei
ht der Gewinn an kinetis
her Energie ni
ht aus, um die Energiefür Teil
henzahl�uktuationen aufzubringen, liegt eine Lü
ke im Anregungsspektrum vor. DieKompressibilität κ = ∂n/∂µ ist Null und es existiert keine super�üssige Komponente [36℄.Dieser Zustand wird als Mott-Isolator-Zustand bezei
hnet [36, 37℄. Bilden Teil
henzahl undZahl der Gitterplätze kein ganzzahliges Verhältnis, bleibt ein Teil der Atome super�üssig unddie Kompressibilität ist endli
h [36℄.In das Bose-Hubbard-Modell kann Unordnung implementiert werden, indem der Term
Ĥ∆ =

∑

i

Eini (5.6)zum Hamiltonian (5.3) hinzugefügt wird [36℄. Die Unordung kann zum Auftreten einer weite-ren Phase, der so genannten Bose-Glas-Phase, führen [36℄. Diese Isolatorphase wird ebensowie der Mott-Isolator für groÿe Verhältnisse U/J errei
ht. Die Bose-Glas-Phase ist dadur
hgekennzei
hnet, dass der super�üssige Anteil der Teil
hen vers
hwindet, die Kompressibilitätjedo
h endli
h [36℄ ist. Aufgrund des ungeordneten Potenzials exisistieren Teil
henzahl�uk-tuationen mit beliebig kleiner Energie, so dass das Anregungsspektrum keine Lü
ke aufweist.Sowohl der Mott-Isolator als au
h das Bose-Glas unters
heiden si
h deutli
h von den loka-lisierten Zuständen des Anderson-Modells. Letztere stellen einen Einteil
hene�ekt dar. Da-gegen spielen für den Mott-Isolator und das Bose-Glas We
hselwirkungse�ekte die ents
hei-dende Rolle. Dabei setzt die Lokalisierung ein, wenn der Gewinn an kinetis
her Energie ni
ht



5.3 Experimentelle und theoretis
he Untersu
hung eines ungeordneten Gittergases 99ausrei
ht, um die für Teil
henzahl�uktuationen notwendige Energie aufzubringen. Die kriti-s
he Tunnelenergie Jc des Übergangs in die Isolatorphase skaliert bei fester Gittertiefe fürgroÿe Teil
henzahlen pro Gitterplatz n wie Jc ∝ 1
n
[36℄.Da in eindimensionalen Gittern eine groÿe Teil
henzahl auf den Gitterplätzen vorliegt,be�nden si
h die Systeme für typis
he experimentell realisierte Gittertiefen im super�üssigenRegime und können somit mit der Gross-Pitaevskii-Glei
hung bes
hrieben werden.5.2.3. Die diskrete ni
htlineare S
hrödinger-Glei
hungFür s
hwa
he interatomare We
hselwirkung liefert die Gross-Pitaevskii-Glei
hung

ih̄
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2)Ψ(r, t) (5.7)eine adäquate Bes
hreibung. Hierbei bezei
hnet Vext(r) das externe Potenzial, das dur
h dasGitterpotenzial und eventuelle weitere Potenzialterme gebildet wird. Wenn das 
hemis
hePotenzial deutli
h kleiner als die Gittertiefe ist2, kann der Ansatz

Ψ(r, t) =
∑

j

ψj(t) Φj(r) (5.8)für die Kondensatwellenfunktion gewählt werden [202℄. Dabei bezei
hnet Φj eine reelle Wel-lenfunktion, die im Minimum rj des j-ten Gitterplatzes zentriert ist. Der zeitabhängige An-teil ψj(t) =
√

Nj(t) e
iφj(t) ist dur
h die Anzahl der Atome pro Gitterplatz Nj(t) und dielokale Phase der Wellenfunktion φj(t) bestimmt. Einsetzen des Ansatzes (5.8) in die Gross-Pitaevskii-Glei
hung und Integration über den räumli
hen Freiheitsgrad liefert eine ni
htli-neare diskrete Glei
hung [202℄:
i∂tψj = −1

2
(ψj−1 + ψj+1) +

(

ǫj + Λ|ψj|2
)

ψj. (5.9)Die Parameter ǫj und Λ sind dabei dur
h die Geometrie des Fallenpotenzials bestimmt. DesWeiteren wurde in (5.9) eine Reskalierung der Zeit vorgenommen.Unordnung kann analog zu den bisher betra
hteten Modellen dur
h eine statistis
he Ver-teilung der ǫj in das Modell implementiert werden [203℄.5.3. Experimentelle und theoretis
he Untersu
hungeines ungeordneten GittergasesDieser Abs
hnitt bes
hreibt die experimentelle Erzeugung und Untersu
hung eines ungeordne-ten ultra-kalten Gittergases [1℄. Auÿerdem wurden begleitende theoretis
he Untersu
hungenvorgenommen, die wi
htige Beiträge zum Verständnis der experimentellen Resultate liefern.2In der Literatur wird diese Situation häu�g als Tight-Binding-Regime bezei
hnet. In dieser Arbeit wirddieser Name jedo
h im Sinne des Abs
hnitts 3.2.2 verwendet.



100 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustand5.3.1. Erzeugung des ungeordneten GittergasesDie experimentelle Erzeugung des ungeordneten ultra-kalten Gittergases beruht auf der Su-perposition des optis
hen Gitterpotenzials mit dem ungeordneten Dipolpotenzial. Dazu wirdzunä
hst ein Bose-Einstein-Kondensat in der Magnetfalle mit axialer Fallenfrequenz ωz =
2π × 14 Hz und radialer Fallenfrequenz ωρ = 2π × 360 Hz erzeugt. Ans
hlieÿend erfolgteine Erhöhung des O�setfeldes der Magnetfalle, bei der innerhalb von 150 ms die radiale Fal-lenfrequenz auf ωρ = 2π×200 Hz abgesenkt wird. Die folgende Steigerung der Li
htleistungdes Gitterlasers erfolgt innerhalb von 60 ms. Bei dieser Leistung liegt die mit VG bezei
h-nete Tiefe des Gitterpotenzials vor. Ans
hlieÿend wird die Li
htleistung im Unordnungstrahlinnerhalb von 60 ms erhöht. Die dann vorliegende Tiefe des Unordnungspotenzials wird mit
V∆ bezei
hnet. Dana
h werden die Atome für weitere 20 ms im kombinierten Potenzialgehalten, bevor alle Fallenpotenziale abges
haltet werden. Die Detektion der Atome erfolgtmittels resonanter Absorptionsaufnahmen na
h einer freien Expansion von 20, 4 ms.

Abbildung 5.1.: Bere
hneter Verlauf des ungeordneten Gitterpotenzials für eine typis
he Rea-lisierung der Unordnung. In der Darstellung hat das optis
he Gitter eine Tiefevon VG = 6, 5 Er. Die Unordnungstiefe beträgt V∆ = 0, 2 Er.Wie in Kapitel 4 bes
hrieben wurde, erzeugt der Unordnungsstrahl ein unregelmäÿig modu-liertes Potenzial entlang der Längsa
hse des Kondensates. Au
h das periodis
he Potenzialdes optis
hen Gitters ist in dieser Ri
htung orientiert. Die Kombination der beiden Dipol-potenziale führt daher zu einem ungeordnet modulierten periodis
hen Potenzial entlang deraxialen Ri
htung des Kondensates. Abbildung 5.1 zeigt exemplaris
h eine Bere
hnung desVerlaufs eines realisierten Unordnungspotenzials. Für typis
he experimentelle Bedingungenist die Unordnungstiefe dabei deutli
h geringer als die Gittertiefe.



5.3 Experimentelle und theoretis
he Untersu
hung eines ungeordneten Gittergases 1015.3.2. Experimentelle Untersu
hungenAbbildung 5.2 verglei
ht gemessene Di
htepro�le von ungeordneten Gasen mit und ohneGitterpotenzial. Das expandierte Di
htepro�l des ungeordneten Gittergases zeigt in axialerRi
htung eine dreikomponentige Struktur. Diese bildet si
h, wie im Kapitel 3 ges
hildert,aufgrund des Impulsspektrums eines gefangenen Gittergases aus. Bei der verwendeten mo-deraten Gittertiefe von VG = 6, 5 Er ist die Besetzung der Nebenordnungen nur s
hwa
hausgeprägt.

Abbildung 5.2.: Die obere Reihe zeigt Absorptionsbilder der Atome na
h 20, 4 ms freierExpansion. In der unteren Reihe sind die entspre
henden axialen Di
htepro�ledargestellt. Bild a) zeigt die Verteilung von 7 · 104 Atomen, die aus einemungeordneten Potenzial der Tiefe 0, 13 Er expandiert sind. Bild b) stellt
7 · 104 Atome na
h der Expansion aus einem ungeordneten Potenzial derTiefe 0, 13 Er mit überlagertem Gitterpotenzial der Tiefe 6, 5 Er dar.Der Ein�uss des ungeordneten Potenzials ma
ht si
h dur
h eine unregelmäÿige Modulationdes axialen Di
htepro�ls bemerkbar. Diese ist sowohl in der Impulskomponente l = 0 als au
hin den beiden Nebenordnungen beoba
htbar. Für die Nebenordnungen ist jedo
h aufgrunddes s
hwa
hen Signal-zu-Raus
hverhältnisses eine quantitative Auswertung der Di
htemo-dulationen ni
ht mögli
h. Abbildung 5.3 zeigt die Standardabwei
hung σ des gemessenenDi
htepro�ls der Impulskomponente l = 0 von einer invertierten Parabel in Abhängigkeit vonder Unordnungstiefe. Diese nimmt mit wa
hsender Unordnungstiefe deutli
h zu.Um den Ein�uss des ungeordneten Potenzials auf die Expansion zu untersu
hen, wurde dieaxiale Breite der Atomwolke na
h einer Flugzeit von 20, 4 ms bestimmt. Dazu wurde an dasaxiale Di
htepro�l der zentralen Impulskomponente eine invertierte Parabel angepasst undderen Breite ermittelt. Zur Untersu
hung der Ein�üsse der vers
hiedenen Potenziale wur-den die Experimente für unters
hiedli
he Potenzialkombinationen dur
hgeführt. So wurdenungeordnete Gittergase mit den Parametern VG = 6, 5 Er und V∆ = 0, 13 Er, geordneteGittergase mit VG = 6, 5 Er sowie ungeordnete Gase mit V∆ = 0, 13 Er untersu
ht. Als Re-ferenz diente die Messung der Expansion von Bose-Einstein-Kondensaten aus der Magnetfalle



102 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustand

Abbildung 5.3.: Standardabwei
hung der Impulskomponente l = 0 von einer invertierten Pa-rabel in Abhängigkeit von der Unordnungstiefe. Die rote Linie zeigt einenlinearen Fit an die Messpunkte.ohne zusätzli
hes Potenzial.In Abbildung 5.4 ist die halbe Breite b der ermittelten Parabel in Abhängigkeit von derTeil
henzahl gezeigt. Es ist deutli
h erkennbar, dass die Expansion des Gases aus den ver-s
hiedenen Potenzialformen heraus zu unters
hiedli
hen Breiten in Abhängigkeit von derTeil
henzahl führt. Die vers
hiedenen Fälle werden im Einzelnen diskutiert.Die roten Kreise in der Abbildung zeigen die ermittelten Breiten für Bose-Einstein-Kondensate,die vor der Expansion allein in der Magnetfalle gefangen waren. Die rote Linie zeigt die theo-retis
he Vorhersage gemäÿ der selbstähnli
hen Expansion eines Kondensates im Thomas-Fermi-Regime. Dana
h beträgt der axiale Thomas-Fermi-Radius na
h der freien Expansionfür elongierte Kondensate [185℄
Rz(t) = Rz(0)

[

1 + λ2
(

ωρ t arctan(ωρ t) − ln
(√

1 + ω2
ρ t

2
))]

. (5.10)Dabei bezei
hnet λ = ωz/ωρ das Aspektverhältnis der Falle und Rz(0) den Thomas-Fermi-Radius des gefangenen Kondensates. Da dieser proportional zu N1/5 ist, zeigt der Radius na
hder Expansion dieselbe Abhängigkeit. Die erhaltenen Breiten entspre
hen mit hoher Genau-igkeit der theoretis
hen Vorhersage. Eine typis
he Standardabwei
hung ist gekennzei
hnet.Die blauen Dreie
ke markieren die ermittelten Breiten für Kondensate, die zuvor in dem kom-binierten Potenzial aus Magnetfalle und optis
hem Gitter gefangen waren. Gegenüber derSituation ohne Gitter ist eine Zunahme der Breite um ungefähr 10% festzustellen. Die blaueKurve wurde in Anlehnung an die selbstähnli
he Expansion im Thomas-Fermi-Regime gemäÿfolgender Überlegung erstellt. Wie in Abs
hnitt 3.2.3 bes
hrieben wurde, zeigt das axiale



5.3 Experimentelle und theoretis
he Untersu
hung eines ungeordneten Gittergases 103Di
htepro�l eines Bose-Einstein-Kondensats in einem optis
hen Gitter mit überlagertem har-monis
hen Potenzial eine Thomas-Fermi-Form. Der Thomas-Fermi-Radius ist gegenüber derreinen Magnetfalle in Abhängigkeit von der Gittertiefe erhöht [125℄. Wenn die Fallenpoten-ziale entfernt werden und das Kondensat frei expandieren kann, spielt die We
hselwirkungfür die Expansion eine dominierende Rolle. Innerhalb der ersten Millisekunde nimmt dieserEin�uss rapide ab, wie in Abbildung 3.19 erkennbar ist. In dieser Zeit legen die Teil
hen in den
l = ±1 Impulskomponenten eine Stre
ke von ≈ 11 µm zurü
k. Damit sind sie no
h ni
ht vonder nullten Ordnung getrennt und ihre Mean-Field-We
hselwirkung trägt nahezu vollständigzur Expansion bei. Na
h dem Abbau der We
hselwirkungsenergie ist die folgende Expansionrein ballistis
h. Aufgrund dieser Überlegungen wurde der gemäÿ Glei
hung (3.79) erhalteneThomas-Fermi-Radius in den Ausdru
k (5.10) für die selbstähnli
he Expansion eingesetzt undso die blaue Kurve erstellt. Die axiale Verbreiterung na
h der Expansion entspri
ht in dieserNäherung unmittelbar der Verbreiterung innerhalb der Falle. Auf eine numeris
he Simulationder Expansionsdynamik wurde verzi
htet, da sie für die verwendete Flugzeit äuÿerst zeitauf-wendig ist3. Wie in Abbildung 5.4 erkennbar ist, stehen die experimentellen Daten jedo
hbereits mit diesen einfa
hen Annahmen im zufriedenstellenden Einklang.Die s
hwarzen Quadrate in Abbildung 5.4 kennzei
hnen die ermittelten Breiten für Konden-state, die aus der Magnetfalle mit überlagertem Unordnungspotenzial expandiert sind. Dies
hwarz gestri
helte Linie dient der Strukturierung der Graphik und wurde dur
h einen Fit andie Daten mit der Abhängigkeit b ∝ N1/5 erhalten. Für diesen Fall der Expansion kann die ge-mäÿ Glei
hung (5.10) erhaltene rote Linie als Referenzkurve aufgefasst werden. Ihr gegenüberergibt si
h eine Verbreiterung für die zugrunde liegenden Realisierungen des Unordnungspo-tenzials von ≈ 25%. Dieses stellt eine deutli
he Modi�kation des Thomas-Fermi-Resultatsdar. In der Tat zeigen die numeris
hen Untersu
hungen aus Kapitel 4, dass das Di
htepro�ldes Kondensats im ungeordneten Potenzial selbst bei geringen Unordnungstiefen deutli
heAbwei
hungen von der Parabelform aufweist. Diese führen zu einer modi�zierten Expansi-onsdynamik, deren numeris
he Untersu
hung ebenfalls in Kapitel 4 dargelegt ist. Sowohl inden experimentellen als au
h in den numeris
hen Untersu
hungen stellte si
h dabei heraus,dass die genaue Form des Di
htepro�ls na
h der freien Expansion kritis
h von der genauenRealisierung des Unordnungspotenzials abhängig ist. Dementspre
hend unterliegen die ge-messenen Breiten einer groÿen statistis
hen Streuung. Die Daten der Abbildung 5.4 wurdenan zwei aufeinander folgenden Messtagen erhalten und repräsentieren die gröÿte gemesseneAbwei
hung von der Thomas-Fermi Vorhersage (5.10). In numeris
hen Simulationen konntein Abhängigkeit vom verwendeten Unordnungspotenzial das beoba
htete Verhalten qualitativbestätigt werden. Für keine der verwendeten Realisierungen konnte jedo
h die in Abbildung5.4 dargestellte, maximale gemessene Verbreiterung gefunden werden.Die grünen Dreie
ke stellen die ermittelten Breiten für die Kondensate dar, die aus der Ma-gnetfalle mit überlagertem optis
hen Gitter und Unordnungspotenzial expandiert sind. Au
hin diesem Fall wurden die Messdaten mit der Abhängigkeit b ∝ N1/5 ge�ttet. Die resultie-3Die Simulation der dreidimensionalen Expansion ist für das optis
he Gitter aufgrund der hohen Zahlbenötigter Stützstellen ers
hwert. Eine genauere Diskussion der numeris
hen Arbeiten �ndet si
h inAnhang A.
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helt gezei
hnet. Die zur Expansion des Gittergases gehörige blaueKurve stellt für diesen Datensatz die natürli
he Referenz dar. Ihr gegenüber ergibt si
h ei-ne unordnungsinduzierte Verbreiterung von ≈ 28%. Der nä
hste Abs
hnitt zeigt, dass dasparabelförmige Di
htepro�l des harmonis
h gefangenen Gittergases in der Falle dur
h dasungeordnete Potenzial deutli
h modi�ziert wird (Abbildung 5.5). Daher ist au
h für diesenFall eine veränderte Expansionsdynamik zu erwarten. Unsere Messungen zeigen, dass diesestark von der exakten Realisierung des Unordnungspotenzials abhängen. Die in die Abbildungeinge�ossenen Daten liefern au
h für das ungeordnete Gittergas die maximale gemessene Ver-breiterung gegenüber der Referenzkurve. Wie bereits dargestellt, wurde für das ungeordneteGittergas auf eine numeris
he Untersu
hung der dreidimensionalen Expansionsdyamik ver-zi
htet.

Abbildung 5.4.: Halbe Breite b des Parabel�ts an die Di
hteverteilung na
h 20, 4 ms frei-er Expansion in Abhängigkeit von der Teil
henzahl. Die Atome wurden ausfolgenden Potenzialen entlassen: Magnetfalle (MF)(◦), MF und Unordnungs-potenzial (UP) (2), MF und optis
hes Gitter (OG) (�), MF und UP und OG(�). Die Kurven zeigen theoretis
he Vorhersagen oder Fitfunktionen (sieheText). Die Gittertiefe betrug 6, 5 Er, die Unordnungstiefe 0, 1 Er.5.3.3. Theoretis
he Untersu
hung des ungeordneten GittergasesDur
h das im Abs
hnitt 5.3.1 bes
hriebene experimentelle Vorgehen wird das Bose-Einstein-Kondensat adiabatis
h in den Vielteil
hengrundzustand des ungeordneten Gittersystems über-führt. Um diesen numeris
h zu bestimmen, wird der Grundzustand der Gross-Pitaevskii-Glei
hung
i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VG sin2(kz) + VMF (r) + V∆ f(z) + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t)(5.11)



5.3 Experimentelle und theoretis
he Untersu
hung eines ungeordneten Gittergases 105unter der Annahme zylindris
her Symmetrie bere
hnet4. In (5.11) bezei
hnet VMF (r) dasPotenzial der Magnetfalle und V∆ f(z) das ungeordnete Potenzial, so wie es in Kapitel 4.4.2eingeführt wurde. Zur Bere
hnung von (5.11) wird der Verlauf f(z) einer typis
hen experi-mentellen Realisierung des ungeordneten Dipolpotenzials verwendet. Die Abbildung 5.5 zeigtdie bere
hnete Di
hteverteilung des Grundzustandes in der Falle. Es ist deutli
h erkennbar,dass die axiale Di
hteverteilung aufgrund des Gitterpotenzials einer s
hnellen Modulation un-terliegt. Darüber hinaus verursa
ht das ungeordnete Potenzial eine unregelmäÿige räumli
heVariation der Di
hte. Dieser liegt eine deutli
h gröÿere Längenskala zugrunde. Die Form derDi
hteverteilung auf dieser gröÿeren Längenskala wird dabei auss
hlieÿli
h dur
h das unge-ordnete Potenzial bestimmt. Dieses wird lei
ht dur
h den Verglei
h mit der entspre
hendenDi
hteverteilung bei Abwesenheit des optis
hen Gitters ersi
htli
h. Sie ist in der Abbildung5.5 als rote Linie eingezei
hnet.

Abbildung 5.5.: Axiale Di
hteverteilung des Grundzustands des ungeordneten Gittergases.Über den radialen Freiheitsgrad wurde integriert. Die Abbildung a) zeigtdie gesamte Breite der Wolke, während die Abbildung b) einen Auss
hnittvergröÿert darstellt. Es ist sowohl die s
hnelle Modulation aufgrund des Git-terpotenzials als au
h die langsamere unregelmäÿige Variation aufgrund desUnordnungspotenzials erkennbar. Die Unordnungstiefe beträgt V∆ = 0, 1 Er.Die zentrale Fragestellung lautet, ob eine Anderson-artige Realisierung der Kondensatwellen-funktion in dem ungeordneten Gittersystem auftritt. Ein Übergang in die Bose-Glas-Phase istaufgrund der s
hwa
hen We
hselwirkung ni
ht zu erwarten. Aus der Tatsa
he, dass die Di
h-teverteilungen im ungeordneten Potenzial mit und ohne optis
hem Gitter dieselbe Form derlangsamen Modulation aufweisen, können wi
htige S
hlussfolgerungen für die Eigens
haftendes Systems gezogen werden.4Dazu wird eine Testfunktion entspre
hend (5.11) in imaginärer Zeit propagiert. Die Details dieser Methodesind in Anhang A bes
hrieben.
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hnitt 4.4.2 wurde gezeigt, dass eine Bes
hreibung der Kondensatdi
hte im unge-ordneten Potenzial im Rahmen einer Thomas-Fermi-Näherung mögli
h ist. Da in dieser Nä-herung der kinetis
he Term der stationären Gross-Pitaevskii-Glei
hung verna
hlässigt wird,kann in diesem Regime keine interferenzbedingte Lokalisierung der Kondensatwellenfunkti-on vorliegen, denn für diese ist ein Zusammenspiel der potenziellen und kinetis
hen Termeerforderli
h.Die Abbildung 5.5 zeigt, dass die Di
hteverteilung im ungeordneten Gittersystem, abgese-hen von der s
hnellen Modulation, demselben Verlauf folgt. Daher existiert für sie ebenfallskeine exponentiell abfallende Einhüllende. Diese stellt na
h Abs
hnitt 4.2.1 jedo
h ein 
ha-rakteristis
hes Merkmal für unordnungsinduzierte Lokalisierung dar.Das Ausbleiben einer interferenzbedingten Lokalisierung hat vielfältige Gründe. Zum einenist die sogenannte Healing-Length η = 1/
√

8πna [34℄ deutli
h kleiner als die Modulationendes ungeordneten Potenzials. Diese Gröÿe entspri
ht der Länge, auf der die Kondensatwel-lenfunktion bei einer lokalen Störung zurü
k auf ihren ungestörten Wert �ausheilt�und ergibtsi
h aus der Balan
ierung der kinetis
hen Energie und des Mean-Field-Terms. Das Kondensatkann somit auf die lokalen Störungen dur
h das ungeordnete Potenzial mit einer Anpassungseiner Di
hte reagieren. Die Gültigkeit der Thomas-Fermi-Bes
hreibung ist ein eindeutigerBeleg hierfür.Zum anderen ist die Längenskala der zufälligen Variation des ungeordneten Potenzials rela-tiv klein im Verglei
h mit der Gröÿe des Systems. So liegen entlang der Länge des Kondensatestypis
herweise 
a. zehn Modulationen vor. Aufgrund dieser geringen Zahl ungeordneter Po-tenzial�uktuationen treten signi�kante Interferenze�ekte für die Wellenfunktion ni
ht auf.Im Gegensatz dazu ist das Auftreten von lokalisierten Zuständen im Anderson-Modell be-kannt. Diesem Modell liegen statistis
he Variationen des Potenzials zwis
hen bena
hbartenGitterplätzen zugrunde. In dem experimentell realisierten Gittergas hingegen variiert das Po-tenzial bena
hbarter Gitterplätze ni
ht statistis
h. Vielmehr treten unkorrelierte Variationendes Potenzials auf einer Längenskala auf, die 
a. 20 Gitterplätze involviert.Die gezeigten Ergebnisse der numeris
hen Simulationen beruhen auf der Gültigkeit der Gross-Pitaevskii-Glei
hung für das betra
htete Regime. Dur
h Lösung der Bogoliubov-de-Gennes-Glei
hungen [34℄ für typis
he experimentelle Parameter wurde die Zahl der ni
ht konden-sierten Atome bei T = 0 ermittelt. Diese ist äuÿerst gering, so dass die Anwendbarkeit derGross-Pitaevskii-Glei
hung gegeben ist [1, 186℄.5.4. Anderson-artige Lokalisierung vonBose-Einstein-KondensatenDie Untersu
hungen des vorigen Abs
hnitts zeigen, dass eine Anderson-artige Lokalisierungder Kondensatwellenfunktion mit dem realisierten Unordnungspotenzial bei realistis
hen Kon-densatgröÿen ni
ht zu errei
hen ist. Um eine derartige Lokalisierung beoba
hten zu können,muss notwendigerweise ein Potenzial erzeugt werden, dass eine deutli
h s
hnellere zufälligeräumli
he Modulation aufweist als das ungeordnete Dipolpotenzial.



5.4 Anderson-artige Lokalisierung von Bose-Einstein-Kondensaten 107Eine Methode zur Erzeugung eines sol
hen Potenzials beruht auf der Überlagerung des beste-henden Hauptgitters mit so genannten Übergittern, die eine inkommensurable Wellenlängebesitzen [61�64℄. Um die Auswirkungen eines sol
hen Übergitters auf die Grundzustands-eigens
haften eines Bose-Einstein-Kondensates zu untersu
hen, wurden numeris
he Bere
h-nungen der Gross-Pitaevskii-Glei
hung unter Berü
ksi
htigung eines Übergitter-Potenzials
VSL(z) der Form

VSL(z) = V∆1 sin2(k1z + φ1) + V∆2 sin2(k2z + φ2) (5.12)dur
hgeführt. Die Wellenlänge des Hauptgitters betrug λ = 825 nm. Für die Übergitter wur-den λ1 = 960 nm und λ2 = 1060 nm verwendet. Für die hier gezeigten Ergebnisse wurdedie Phasenbeziehungen zwis
hen den Gitterstrahlen dur
h φ1 = π/10 und φ2 = π/3 �xiert.Für eine andere Wahl der Phasenbeziehung ergaben si
h keine prinzipiellen Unters
hiede beiden Bere
hnungen. Die Abbildung 5.6 zeigt den Verlauf eines sol
hen Übergitter-Potenzials.Insbesondere in der Abbildung b) wird deutli
h, dass statistis
he Potenzials
hwankungenzwis
hen den Gitterplätzen des Hauptgitters auftreten. Das Potenzial (5.12) kann daher zurRealisierung des Anderson-Modells dienen.

Abbildung 5.6.: Verlauf des Potenzials aus Hauptgitter und Übergitter (5.12). Die Gittertiefenlauten VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er. In a) ist derkontinuierli
he Verlauf des Gesamt-Potenzials (5.12) gezeigt. Abbildung b)stellt den Wert des Potenzials VSL(z) auf dem j-ten Hauptgitterplatz dar.Für ein einzelnes Teil
hen im Potenzial (5.12) ist zu erwarten, dass der Grundzustand lo-kalisiert ist. Ni
ht we
hselwirkende Bosonen kondensieren bei T = 0 in diesen lokalisiertenEinteil
henzustand [77, 204℄. Auf der anderen Seite wirkt eine repulsive interatomare We
h-selwirkung der Kondensation in den niederenergetis
hsten Zustand entgegen [77, 204℄. Siehat die Tendenz die Teil
hen zu delokalisieren5. Für die Untersu
hung, ob eine Anderson-5Im stark we
hselwirkenden Regime dagegen hat die interatomare We
hselwirkung einen lokalisierendenCharakter. Sie führt zum Auftreten der Mott-Isolator-Phase oder des Bose-Glases.



108 5. Ungeordnetes ultra-kaltes Gittergas: Der Grundzustandartige Lokalisierung der Kondensatwellenfunktion in dem Potenzial (5.12) mögli
h ist, wurdedaher der Fall sehr s
hwa
her interatomarer We
hselwirkung analysiert. Der Grundzustandder Gross-Pitaevskii-Glei
hung
i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VG sin2(kz) + VMF (r) + VSL(z) + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t)(5.13)wurde hierfür dur
h Propagation in imaginärer Zeit unter der Annahme von Rotationssym-metrie bestimmt. Dabei wurde für das Potenzial der Magnetfalle VMF (r) die axiale Fallen-frequenz ωz = 2π × 4 Hz und die radiale Fallenfrequenz ωρ = 2π × 40 Hz verwendet. DieAbbildung 5.7 zeigt die erhaltenen axialen Di
htepro�le für vers
hiedene Teil
henzahlen. Esist deutli
h erkennbar, dass es zu einer Lokalisierung der Wellenfunktion kommt. Dabei steigtdie Zahl der Lokalisierungszentren mit zunehmeder Teil
henzahl an. Aus den stü
kweise li-nearen Verläufen der Di
hteverteilung in logarithmis
her Darstellung wird ersi
htli
h, dass andie einzelnen Lokalisierungszentren exponentiell abfallende einhüllende Kurven gelegt werdenkönnen.Die Lokalisierung der Wellenfunktion hat wi
htige Konsequenzen für das Impulsspektrumdes Systems. Dieses ist in der Abbildung 5.8 gezeigt. Selbst für die gröÿten bere
hneten Teil-
henzahlen ist das Impulsspektrum deutli
h gegenüber dem des ungestörten Gittergases dur
hdas Auftreten weiterer Impulskomponenten modi�ziert. Da mit abnehemder Teil
henzahl dieAnzahl der Lokalisierungszentren abnimmt, wä
hst die Besetzung dieser Impulskomponentenan. Für den ni
ht we
hselwirkenden Fall existiert ein einziges Lokalisierungszentrum, in demnur no
h vier Potenzialtöpfe des Hauptgitters signi�kant besetzt sind. In diesem Fall ist dasImpulsspektrum ni
ht mehr in s
harfe Komponenten zerlegt. Diese Situation ist als das Ana-logon der Li
htbeugung am Doppelspalt bzw. an einem Gitter zu verstehen.Die Lokalisierung der Wellenfunktion setzt dabei das Zusammenspiel von Hauptgitter undÜbergittern voraus. In der Abbildung 5.9 ist das axiale Di
htepro�l für 103 Teil
hen in demalleinigen Potenzial des Übergitters gezeigt. Es ist deutli
h erkennbar, dass die exponentielleLokalisierung in diesem Fall ni
ht auftritt. Dieses liegt in der in Abbildung 5.10 dargestelltenquasi-periodis
hen Struktur des Übergitterpotenzials begründet. Die Wellenfunktion �spürt�die in der Abbildung 5.6.b) dargestellte ungeordnete Struktur e�ektiv erst dann, wenn siedur
h ein tiefes Hauptgitter lokalisiert wird.Für groÿe Teil
henzahlen vers
hwindet der exponentiell lokalisierte Charakter der Wellen-funktion aufgrund der Zunahme der We
hselwirkung. Dieses Verhalten wird in der Abbildung5.11 deutli
h.Diskussion der numeris
hen ErgebnisseDie Betra
htungen des vorigen Abs
hnitts zeigen, dass eine unordnungsinduzierte Lokali-sierung der Grundzustandswellenfunktion dur
h eine Überlagerung des Gitterpotenzials miteinem Übergitterpotenzial errei
ht werden kann. Hierbei treten Lokalisierungszentren auf,deren Zahl von der Stärke der ni
htlinearen We
hselwirkung abhängt. Für kleine We
hsel-wirkung können exponentiell abfallende Kurven als Einhüllende an die Lokalisierungszentren
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Abbildung 5.7.: Normierte axiale Di
hteverteilung des Grundzustands der Gross-Pitaevskii-Glei
hung für vers
hieden Teil
henzahlen. Die linke Spalte zeigt eine lineareSkalierung. Für die re
hte Spalte wurde eine logarithmis
he Darstellung ge-wählt. Die Gittertiefen sind VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er.Die Teil
henzahlen betragen: a) N = 104, b) N = 103, 
) N = 102. In d)ist der ni
ht we
hselwirkende Fall gezeigt.
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Abbildung 5.8.: Axiales Impulsspektrum für vers
hiedene Teil
henzahlen. Die Potenzialtiefensind VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er. Die Teil
henzahlenbetragen: a) N = 104, b) N = 103, 
) N = 102. In d) ist der ni
ht we
hsel-wirkende Fall gezeigt. Der Quasi-Impuls qB bezieht si
h auf die Wellenlängedes Hauptgitters.gelegt werden. Mit zunehmender We
hselwirkung tritt die exponentielle Lokalisierung immerstärker in den Hintergrund, da diese eine delokalisierende Wirkung auf die Teil
hendi
hte hat.Die Ergebnisse des Abs
hnitts beruhen auf der Bere
hnung des Kondensatgrundzustandsmittels der Gross-Pitaevskii-Glei
hung. Diese Bes
hreibung kann für geringe Teil
henzahlenzu fals
hen Ergebnissen führen, da si
h in diesem Regime die Anwendung einer Mean-Field-Theorie als problematis
h erweisen kann. Insbesondere werden dur
h die Bes
hreibung desSystems im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Glei
hung E�ekte von Quanten�uktuationen und
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Abbildung 5.9.: Axiale Di
hteverteilung für N = 103 Teil
hen im Potenzial des Übergittersund der Magnetfalle. Die Gittertiefen betragen V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 =
0, 2 Er.

Abbildung 5.10.: Potenzialverlauf des Übergitters für V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 = 0, 2 Er.Beiträge von angeregten Zuständen ni
ht erfasst. Die theoretis
hen Untersu
hungen sinddaher ni
ht in jedem der betra
hteten Regime uneinges
hränkt gültig. Sie stellen vielmehr ei-ne rigorose Diskussion der Lokalisierungseigens
haften des Grundzustands einer ni
htlinearenS
hrödinger-Glei
hung dar. Als sol
he zeigen sie insbesondere die Abhängigkeit der Lokali-sierung von der Stärke der Ni
htlinearität. Untersu
hungen ni
htlinearer Glei
hungen unterdem Ein�uss von Unordnung sind dabei bereits dur
hgeführt worden [203,205,206℄. Für aus-rei
hend groÿe Teil
henzahlen N ≈ 1000 sollten die Betra
htungen eine gute Bes
hreibungfür die Lokalisierungseigens
haften von Bose-Einstein-Kondensaten liefern.
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Abbildung 5.11.: Normierte axiale Di
hteverteilung des Grundzustands der Gross-Pitaevskii-Glei
hung für 5 ·104 Teil
hen. Die linke Spalte zeigt eine lineare Skalierung.Für die re
hte Spalte wurde eine logarithmis
he Darstellung gewählt. DieTiefen der Gitterpotenziale lauten VG = 6, 5 Er, V∆1 = 0, 2 Er und V∆2 =
0, 2 Er.5.4.1. Wege zu einer experimentellen RealisierungFür eine experimentelle Realisierung des untersu
hten Systems ist der Aufbau von zwei wei-teren optis
hen Gittern notwendig. Für die bei den Simulationen verwendeten Wellenlängenvon 960 nm und 1060 nm sind Halbleiter-Lasersysteme verfügbar. Die Justage eines sol
henGitter-Systems kann dur
h die Zuführung des Laserli
hts dur
h eine gemeinsame Faser er-hebli
h erlei
htert werden. In diesem Fall ist e�ektiv nur einer der Gitterstrahlen auszuri
hten.Grundsätzli
h ist es dabei ni
ht zu vermeiden, dass die Li
htfelder der Laser interferieren.Aufgrund der groÿen Verstimmung der Laserwellenlängen untereinander führt dieses im zeit-li
hen Mittel jedo
h ni
ht zu Konsequenzen für die Atome.Eine experimentelle Herausforderung stellt die Forderung na
h geringer We
hselwirkung dar.Diese kann prinzipiell über den Einsatz einer Feshba
hresonanz erhalten werden. Deren Aus-nutzung stellt für die experimentell eingesetzten Rubidium-Atome jedo
h eine groÿe te
hni-s
he Herausforderung dar. Alternativ kann bei geringen atomaren Di
hten gearbeitet werden.In der Abbildung 5.7 zeigen Kondensate bestehend aus N = 104 Atomen in einer Falle mitden Frequenzen ωz = 2π×4 Hz und ωρ = 2π×40 Hz no
h Anzei
hen einer exponentiellenLokalisierung. Fallenfrequenzen dieser Göÿenordnung können experimentell errei
ht werden.So wurde eine Absenkung der axialen Fallenfrequenz auf ωz = 2π× 4 Hz bereits erfolgrei
hdemonstriert [184℄. Dazu wurde der Strom dur
h die so genannten Dipolspulen [95℄ reduziert.Die radiale Fallenfrequenz kann dur
h eine Anhebung des Magnetfallenbodens gesenkt wer-den. Hierzu ist eine Absenkung des Stroms in den Helmholtzspulen [95℄ dur
h eine geregelteParallels
haltung mögli
h.



5.4 Anderson-artige Lokalisierung von Bose-Einstein-Kondensaten 113Die Detektion der exponentiellen Lokalisierung kann auf der axialen Impulsverteilung na
hAbbildung 5.8 beruhen. Diese zeigt eine deutli
he Verbreiterung bzw. das Auftreten weitererImpulskomponenten gegenüber dem geordneten Gittergas. Während einer freien Expansi-on separieren die einzelnen Impulskomponenten, so dass zu erwarten ist, dass si
h die un-ordnungsinduzierte Modi�kation des Impulsspektrums in der resultierenden Di
hteverteilungwiederspiegelt.
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6. Ungeordnetes quantenentartetesGittergas: DynamikUngeordnete Potenziale beein�ussen ni
ht nur die Form des Grundzustands des Gittergases,sondern haben au
h wi
htige Konsequenzen für seine Dynamik. In einem periodis
hen Poten-zial treten bei der Zeitentwi
klung eines Quantensystems unter dem Ein�uss einer konstantenKraft Blo
h-Oszillationen auf. Unordnung verursa
ht einen Kohärenzverlust des Systems, dermit einer Dämpfung der Oszillationsamplitude einher geht.In diesem Kapitel werden Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten in einem unge-ordneten Gitterpotenzial theoretis
h analysiert. Zunä
hst erfolgt eine Einführung zum Standder experimentellen Untersu
hungen der Blo
h-Oszillationen. Ans
hlieÿend werden die theo-retis
hen Grundlagen des Problems dargestellt. Es zeigt si
h, dass aufgrund der interatomarenWe
hselwirkung die Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten au
h ohne Unord-nung gedämpft sind. Dieser E�ekt kann die unordnungsbedingte Dämpfung überde
ken. Inden theoretis
hen Untersu
hungen konnte ein Parameterberei
h identi�ziert werden, in demeine Messung der unordnungsinduzierten Dämpfung mit dem bestehenden System mögli
hist. Die erzielten Resultate stellen einen unmittelbaren Leitfaden für die derzeitigen Arbeitenam Experiment dar.Die in diesem Kapitel vorgestellten Resultate beruhen auf einer Anregung von Prof. Dr. LuisSantos und wurden in Kooperation mit ihm entwi
kelt.6.1. EinführungDie quantenme
hanis
he Behandlung eines einzelnen Teil
hens in einem periodis
hen Po-tenzial unter dem Ein�uss einer konstanten Kraft basiert auf den wegweisenden Arbeitenvon Blo
h [27℄ und Zener [28℄. Sie liefert ein ni
ht intuitives Ergebnis: Das Teil
hen führteine kohärente Oszillation auf einem endli
hen Raumberei
h aus, anstatt eine bes
hleunigteBewegung dur
h den ganzen Raum zu dur
hlaufen. [207℄. Diese Oszillation wird als Blo
h-Oszillation bezei
hnet. Den Hintergrund für die theoretis
hen Arbeiten bildete die Untersu-
hung der Bewegung eines Kristallelektrons unter dem Ein�uss eines statis
hen elektris
henFeldes. In metallis
hen Festkörpern konnte das Auftreten von Blo
h-Oszillationen jedo
hno
h ni
ht direkt na
hgewiesen werden, da für experimentell realisierbare Feldstärken die Pe-riodendauer der Oszillationen deutli
h gröÿer als die Kohärenzzeit der Elektronenbewegungist. In Halbleitergittern [208℄ können aufgrund der hohen Strukturgröÿe die Periodendauernder Blo
h-Oszillationen deutli
h kürzer als in kristallinen Festkörpern sein. Tatsä
hli
h konn-ten in diesen Systemen Blo
h-Oszillationen bereits dur
h eine Messung der Strahlung der115
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hgewiesen werden [208℄.Die Störungsein�üsse, die eine Messung der Blo
h-Oszillationen in Festkörpersystemen bisherers
hwert oder verhindert haben, treten in Experimenten mit ultra-kalten Atomen in opti-s
hen Gittern ni
ht auf. So sind optis
he Gitter frei von Störstellen oder Phononen. Interban-dübergänge können dur
h die Wahl einer ausrei
hend groÿen Gittertiefe nahezu vollständigunterdrü
kt werden. S
hlieÿli
h pro�tieren diese Experimente von der geringen Impulsbreiteder Ensembles. Die Atome besetzen daher nur einen sehr s
hmalen Berei
h der Brillouinzoneund die theoretis
he Bes
hreibung des Systems ist somit deutli
h vereinfa
ht.Die ersten Blo
h-Oszillationen ultra-kalter (ni
ht kondensierter) Atome wurden in denGruppen von C. Salomon [209℄ und M. G. Raizon [210℄ erzeugt. In diesen Experimentenwurden die Oszillationen dur
h die Trägheitskraft in einem bes
hleunigten optis
hen Gittergetrieben. Die enormen Kohärenzzeiten der Ensembles ermögli
hten die Beoba
htung vonBlo
h-Oszillationen mit Periodendauern, die diejenigen in Halbleitergittern um bis zu zehnGröÿenordnungen übertrafen.Na
h der ersten Präparation eines Bose-Einstein-Kondensates in einem optis
hen Git-ter [123℄ kristallisierte si
h ras
h groÿes theoretis
hes und experimentelles Interesse an derUntersu
hung von Blo
h-Oszillationen in diesem System heraus. Dies liegt zum einen in ders
hmalen Impulsbreite der Ensembles begründet. Des Weiteren bietet si
h die Mögli
hkeit,den Ein�uss einer interatomaren We
hselwirkung auf die Blo
h-Oszillationen zu erfors
hen.S
hlieÿli
h ist das Kondensat während der Oszillation Gegenstand von Instabilitäten, die vongrundlegender Bedeutung für das Verständnis von Vielteil
hensystemen in periodis
hen Po-tenzialen sind. Die erste Erzeugung von Blo
h-Oszillationen in Bose-Einstein-Kondensatenwurde in der Gruppe von E. Arimondo dur
hgeführt [29,124℄.In jüngster Zeit wurden darüber hinaus au
h Blo
h-Oszillationen in quantenentartetenFermigasen beoba
htet [211℄. Das Fehlen der We
hselwirkung in dem fermionis
hen Systemermögli
hte hierbei eine Beoba
htung besonders langlebiger Oszillationen.6.2. Blo
h-Oszillationen: Theoretis
he GrundlagenAls Grundlage der Betra
htungen von Blo
h-Oszillationen we
hselwirkender Bose-Einstein-Kondensate wird in diesem Abs
hnitt zunä
hst die Dynamik eines einzelnen Wellenpakets ineinem periodis
hen Potenzial unter dem Ein�uss einer konstanten Kraft bes
hrieben. Um dieZeitentwi
klung zu erhalten, wird das Wellenpaket zur Zeit t = 0 na
h Blo
h-Funktionenentwi
kelt:
ψ(z, t = 0) =

∑

n

∫ qB

−qB

dq fn(q)φ(n)
q (z). (6.1)In der Blo
h-Basis ist die Zeitentwi
klung über

ψ(z, t) =
∑

n

∫ qB

−qB

dq fn(q)φ(n)
q (z) e−i E

(n)
q t/h̄ (6.2)dur
h die Bandstruktur bestimmt. Die Impulsbreite eines ultra-kalten Ensembles ist starkeingeengt. Für ein entspre
hendes Wellenpaket vers
hwinden die Entwi
klungskoe�zienten

fn(q) nur auf einem sehr s
hmalen Berei
h der Brillouinzone ni
ht. Aus diesem Grund bietet
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h eine Taylor-Entwi
klung für das Energieband an, das hierfür als eine kontinuierli
heFunktion von q aufgefasst wird:
E(q) = E(q0) + (q − q0)

∂E(q)

∂q

∣
∣
∣
∣
∣
q0

+
(q − q0)

2

2

∂2E(q)

∂q2

∣
∣
∣
∣
∣
q0

+ ... . (6.3)Dabei bezei
hnet h̄q0 den Quasi-Impuls, um den die Taylorentwi
klung ausgeführt wird.Weiterhin vereinfa
ht eine alleinige Berü
ksi
htigung des niedrigsten Bandes die folgendenBetra
htungen signi�kant. Da ultra-kalte Teil
hen im niedrigsten Band des Gitterpotenzialspräpariert werden können, ist diese Eins
hränkung eine realistis
he Bes
hreibung. Aus die-sem Grund wird hier und im Folgenden der Bandindex ni
ht mitges
hrieben. Die s
hmaleBesetzung der Brillouinzone führt ferner auf die Annahme [26℄:
φq(z) ≈ uq0(z) e

iq0z. (6.4)Einsetzen von (6.3) und (6.4) in (6.2) liefert
ψ(z, t) = uq0(z)e

−i E(q0) t/h̄ (6.5)
×

∫ qB

−qB

dq f(q) exp

[

−i
(

(q − q0)(z − vq0
g t) +

h̄ (q − q0)
2

2m∗
q0

t

)]

,wobei die Gruppenges
hwindigkeit
vq0

g =
1

h̄

∂E(q)

∂q

∣
∣
∣
∣
∣
q0

(6.6)sowie die e�ektive Masse
m∗

q0
= h̄2




∂2E(q)

∂q2

∣
∣
∣
∣
∣
q0





−1 (6.7)verwendet wurden. Glei
hung (6.5) zeigt, dass si
h das Wellenpaket mit der Gruppenge-s
hwindigkeit (6.6) bewegt und seine Dispersion im Gitterpotenzial dur
h die e�ektive Masse(6.7) modi�ziert ist. Die Abbildungen 6.1 und 6.2 zeigen die Gruppenges
hwindigkeit sowiedie e�ektive Masse als Funktion des Quasi-Impulses.Unter dem Ein�uss einer konstanten Kraft F ist die Dynamik des Wellenpaketes dur
h diezeitli
he Entwi
klung des Quasi-Impulses h̄q0(t) bestimmt. Diese ist na
h dem so genanntenBes
hleunigungstheorem [27,28,207℄ dur
h
q0(t) = q0(t = 0) +

F

h̄
t (6.8)gegeben. Ein rigoroser Beweis des Bes
hleunigungstheorems �ndet si
h in [212℄. Gemäÿ (6.8)bewegt si
h der Quasi-Impuls mit linearer Ges
hwindigkeit, wobei die Betra
htungen aufgrundder Periodizität auf die erste Brillouinzone reduziert werden können. Aufgrund der Bewegungdes Quasi-Impulses ändert si
h gemäÿ (6.6) die Gruppenges
hwindigkeit. Anhand der Ab-bildung 6.1 ist erkennbar, dass dieses zu einer oszillierenden Bewegung des Wellenpaketes,
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Abbildung 6.1.: Die Gruppenges
hwindigkeit als Funktion des Quasi-Impulses für vers
hiede-ne Gittertiefen.den so genannten Blo
h-Oszillationen, führt. Die Periodendauer T der Blo
h-Oszillationenist na
h Glei
hung (6.8) dur
h die Zeit gegeben, in der si
h der Quasi-Impuls einmal dur
hdie gesamte Brillouinzone bewegt
T =

2π h̄

F d
, (6.9)wobei d die Gitterkonstante angibt. Somit ist die Periodendauer bei gegebener Gitterkon-stante dur
h die bes
hleunigende Kraft bestimmt. Die Amplitude der Oszillation der Grup-penges
hwindigkeit ist dagegen na
h Glei
hung (6.6) dur
h die Form des Energiebandesbestimmt. Für groÿe Gittertiefen �a
hen die Energiebänder ab und die Maximalwerte derGruppenges
hwindigkeit werden kleiner. Dieser Zusammenhang wird insbesondere in der Ab-bildung 6.1 deutli
h. Für hinrei
hend tiefe Gitter kann in sehr guter Näherung die Tight-Binding-Näherung (3.54) für die Dispersionsrelation verwendet werden. Sie liefert für dieGruppenges
hwindigkeit

vtb
g,q =

J d

h̄
sin(qd). (6.10)Die Amplitude der Oszillation der Gruppenges
hwindigkeit beträgt im Rahmen der Tight-Binding-Näherung J d/h̄ und ist somit dur
h die Gittertiefe bestimmt. Der Tunnelparameterkann aus der e�ektiven Masse erhalten werden. Diese lautet in der Tight-Binding-Näherung

m∗
q =

h̄2

d2 J cos(qd)
. (6.11)Bei bekannter e�ektiver Masse im Zentrum der Brillouinzone ist der Tunnelparameter somit
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Abbildung 6.2.: Die e�ektive Masse als Funktion des Quasi-Impulses für vers
hiedene Gitter-tiefen.
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h
J =

h̄2

d2m∗
q=0

(6.12)gegeben. Die e�ektive Masse kann dabei aus der numeris
h bere
hneten Bandstruktur er-halten werden. Die Abbildung 6.3 zeigt, dass bereits für eine Gittertiefe von VG = 8 Er derTight-Binding-Ausdru
k (6.10) eine gute Näherung für die Gruppenges
hwindigkeit darstellt.

Abbildung 6.3.: Verglei
h der exakt bere
hneten Gruppenges
hwindigkeit (6.6) mit der Tight-Binding-Approximation (6.10) für eine Gittertiefe von VG = 8 Er.Die Dynamik des Wellenpakets ist in der perfekten Gitterstruktur völlig kohärent. Wenn keineInterbandübergänge statt�nden, gibt es für die Lebensdauer der Blo
h-Oszillationen keineBes
hränkung. Die Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten sind gegenüber demFall eines einzelnen Wellenpaketes deutli
h komplexer. Sie werden im folgenden Abs
hnittbehandelt.6.3. Blo
h-Oszillationen vonBose-Einstein-KondensatenDie theoretis
hen Untersu
hungen der Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensatenbasierten auf einer Bes
hreibung des Systems im Rahmen der Gross-Pitaevskii-Glei
hung.Wie im Kapitel 3 dargelegt wurde, setzt diese hinrei
hend tiefe Temperaturen und mode-rate Gittertiefen voraus. In Anwesenheit einer konstanten Kraft ist die Zeitentwi
klung derKondensatwellenfunktion dur
h
i h̄ ∂t Ψ(r, t) =

[

− h̄2

2m
∇2 + VMF (r) + VG cos2(kz) + F z + g |Ψ(r, t)|2] Ψ(r, t)(6.13)



6.3 Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten 121bestimmt. Dabei bezei
hnet VMF (r) das Potenzial der Magnetfalle, VG die Gittertiefe und Fdie in axiale Ri
htung bes
hleunigende Kraft. Die numeris
hen Bere
hnungen wurden unterBerü
ksi
htigung des Magnetfallenpotenzials ausgeführt, da bei einer experimentellen Rea-lisierung die Atome ni
ht mit dem optis
hen Gitterpotenzial alleine gegen die S
hwerkraftgehalten werden können. Da die Periodendauer der Blo
h-Oszillationen für typis
he experi-mentell erzeugbare Kräfte einige Millisekunden beträgt, würden die ungefangenen Atome vorBeendigung einer Periode aus dem Wirkungsberei
h des Gitterpotenzials fallen.Die Zeitentwi
klung der Kondensatwellenfunktion wird numeris
h ermittelt (siehe AnhangA). Dazu wird zunä
hst der Grundzustand des Kondensats im kombinierten Potenzial ausoptis
hem Gitter und Magnetfalle bestimmt und ans
hlieÿend gemäÿ der Glei
hung (6.13)zeitli
h propagiert. Mit der erhaltenen Lösung Ψ(r, t) wird die Zeitabhängigkeit des Erwar-tungswertes der axialen Ges
hwindigkeit
< vz >=

∫

d3r Ψ∗(r, t) h̄

im
∂z Ψ(r, t) (6.14)und des Ortes

< z >=
∫

d3r Ψ∗(r, t) zΨ(r, t) (6.15)bestimmt.Die Erwartungswerte in Abbildung 6.4 zeigen das für Blo
h-Oszillationen 
harakteristis
heoszillatoris
he Verhalten. Dabei wurden für diese Abbildung Parameter verwendet, wie siemit der vorliegenden experimentellen Apparatur errei
ht werden können. So betragen dieaxialen und radialen Fallenfrequenzen des harmonis
hen Eins
hlusses ωz = 2π × 14 Hzund ωρ = 2π × 200 Hz. Die Gitterkonstante wurde in allen Simulationen mit 825/2 nmangesetzt. Der Term VT (z) = F z wurde so gewählt, dass er eine Potenzialdi�erenz von
δE = 0, 05Er zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen verursa
ht. Dieses entspri
ht einer klas-sis
hen Bes
hleunigung von a = 1, 87 ms−2.Abbildung 6.4 zeigt eine 
harakteristis
he Asymmetrie in dem Verlauf des Erwartungswer-tes der axialen Ges
hwindigkeit für geringe Gittertiefen. Diese tritt glei
hermaÿen im Ver-halten der Gruppenges
hwindigkeit na
h Abbildung 6.1 auf und ist unter Bea
htung von(6.6) anhand der Form der Bandstruktur zu verstehen. Für das Einteil
henproblem sind dieBandstrukturen für vers
hiedene Gittertiefen in der Abbildung 3.3 gezeigt. Der Quasi-Impulsbewegt si
h unter dem Ein�uss der Kraft mit konstanter Ges
hwindigkeit q̇ dur
h die Bril-louinzone. In deren Zentrum und an den Rändern lassen si
h die Bandstrukturen jeweilsdur
h Parabeln approximieren. Dieses führt na
h (6.6) auf eine lineare Zeitabhängigkeit derGruppenges
hwindigkeit, deren Steigung dur
h die Krümmung des Bandes gegeben ist. Fürkleine Gittertiefen ist diese im Zentrum der Brillouinzone klein und positiv und am Randgroÿ und negativ. Ferner lässt si
h die quadratis
he Approximation des Bandes vom Zentrumaus bis zu deutli
h gröÿeren Werten von q fortsetzen als dies für die Ränder der Fall ist.Anhand dieser Asymmetrie der Bandstruktur ist die Asymmetrie der Blo
h-Oszillationen fürkleine Gittertiefen lei
ht verständli
h. Wenn die Krümmung des Bandes vers
hwindet, ist diee�ektive Masse (6.7) unendli
h und die zeitli
he Ableitung der Gruppenges
hwindigkeit istNull.
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Abbildung 6.4.: Erwartungswerte der Ges
hwindigkeit (6.14) und des Ortes (6.15) in Abhän-gigkeit von der Zeit für vers
hiedene Gittertiefen. Die Bere
hnung wurde fürKondensate mit N = 5 · 104 Teil
hen in der Magnetfalle bei einer bes
hleu-nigenden Kraft von a = 1, 87 ms−2 ausgeführt.Für tiefere Gitter tritt die Asymmetrie der Bandstruktur immer stärker in den Hintergrund.Dieses wird insbesondere anhand der völlig symmetris
hen Tight-Binding-Näherung (3.54)o�ensi
htli
h. Daher weisen die Blo
h-Oszillationen für gröÿere Gittertiefen keine Asymmetrieauf. Dieses Verhalten ist in der Abbildung 6.4 deutli
h erkennbar. Für den Erwartungswertdes Ortes gelten die getro�enen Aussagen entspre
hend.Am Verlauf des Erwartungswertes des Ortes ist erkennbar, dass die Oszillationen den S
hwer-punkt der Wolke nur um wenige Mikrometer vers
hiebt. Aus diesem Grund hat das axialeMagnetfallenpotenzial keinen merkli
hen Ein�uss auf die Blo
h-Oszillationen. Ein gegen-sätzli
hes Verhalten ergibt si
h, wenn die Kraft auf die Atome als Trägheitskraft in einembes
hleunigten optis
hen Gitter ausgeübt wird [29,124℄. Hierbei wird das Kondensat mit demGitter mitbewegt, wobei die Blo
h-Oszillationen in dem Bezugssystem statt�nden, in demdas Gitter ruht. Bei einer Dur
hführung dieser Experimente innerhalb der Magnetfalle istaufgrund der groÿen Bewegung des Kondensates ein signi�kanter Ein�uss auf die Frequenzender Blo
h-Oszillationen zu erwarten [213℄.Die Ergebnisse der numeris
hen Simulation können mit der auf dem Bes
hleunigungstheo-rem (6.8) basierenden Einteil
hen-Re
hnung vergli
hen werden. Dazu wird die über (6.8)erhaltene Zeitabhängigkeit des Quasi-Impulses verwendet, um die zeitabhängige Gruppenge-s
hwindigkeit
vq0(t)

g =
1

h̄

∂E(q)

∂q

∣
∣
∣
∣
∣
q0(t)

(6.16)zu bere
hnen. Sie wird in Abbildung 6.5 mit den Ergebnissen der numeris
hen Lösung derGross-Pitaevskii-Glei
hung vergli
hen. Die hervorragende Übereinstimmung der Resultate
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Abbildung 6.5.: Verglei
h der mit der Gross-Pitaevskii-Glei
hung bere
hneten Erwartungs-werte der Ges
hwindigkeit aus Abbildung 6.4 mit der zeitabhängigen Grup-penges
hwindigkeit (6.16). Abbildung a) zeigt die Resultate für eine Gitter-tiefe von VG = 2 Er, während in b) die Oszillation für VG = 5 Er dargestelltist. Die lei
hte Abwei
hung der Kurven wird dur
h die interatomare We
h-selwirkung verursa
ht.zeigt, dass aufgrund der geringen Impulsbreite des Kondensates die in Abs
hnitt 6.2 darge-stellte einfa
he Bes
hreibung der Banddynamik anwendbar ist. Die geringe Abwei
hung wirddabei dur
h die interatomare We
hselwirkung verursa
ht. Diese s
hirmt wie im Abs
hnitt3.2.3 bes
hrieben das Gitterpotenzial e�ektiv ab, so dass die resultierenden Energiebänderweniger �a
h als im Einteil
henfall sind.Signi�kante Abwei
hungen von der Einteil
hen-Bewegung zeigen si
h jedo
h bei längerenEntwi
klungszeiten. In der Abbildung 6.6 ist der mit der Gross-Pitaevskii-Glei
hung bere
h-nete Erwartungswert der axialen Ges
hwindigkeit für vers
hiedene Teil
henzahlen gezeigt. Esist eine starke Dämpfung der Oszillation erkennbar, die na
h zwei Perioden einsetzt und si
hmit zunehmender Teil
henzahl weiter ausprägt.Eine we
hselwirkungsinduzierte Dämpfung der Blo
h-Oszillationen wurde von Trombettoniund Smerzi im Rahmen einer diskretisierten ni
htlinearen S
hrödinger-Glei
hung (DNLSG)untersu
ht [202℄. Dazu wurde die DNLSG in einer Dimension sowohl numeris
h als au
h imRahmen eines Variationsansatzes gelöst. In der Variationsre
hnung wurde als Ursa
he für dieDämpfung die zeitli
he Zunahme der e�ektiven Masse identi�ziert1. Diese manifestierte si
hin den numeris
hen Re
hnungen als eine Dephasierung der zu den vers
hiedenen Gitterplätzengehörigen Wellenfunktionen [202℄.We
hselwirkungsinduzierte Dekohärenzprozesse wurden bereits bei der ersten experimen-tellen Untersu
hung von Bose-Einstein-Kondensaten in einem optis
hen Gitter beoba
h-1Die hier angespro
hene e�ektive Masse ist ni
ht identis
h zu der in (6.7) über die Bandstruktur de�nierten.Sie ergibt si
h vielmehr als zweite Ableitung des Hamiltonians na
h einem Variationsparameter [202℄.
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Abbildung 6.6.: Erwartungswert der axialen Ges
hwindigkeit in Abhängigkeit von der Zeit.Für groÿe Zeiten ist eine teil
henzahlabhängige Dämpfung der Blo
h-Oszillationen zu beoba
hten. Der Abbildung liegen dieselben Parameter zu-grunde, die au
h für die Abbildung 6.4 verwendet wurden.tet [123℄. Hierbei kam es für groÿe Teil
henzahlen bei der Auskopplung der Atome dur
hTunnelprozesse mit der Blo
h-Periode zu einem Kohärenzverlust.Die numeris
he Lösung der dreidimensionalen Gross-Pitaevskii-Glei
hung (6.13) zeigt nebender Dämpfung der Oszillationsamplitude au
h Unregelmäÿigkeiten im zeitli
hen Verlauf derErwartungswerte. Diese gehen mit dem Auftreten einer turbulenten Dynamik der Konden-satwellenfunktion einher. So zeigt Abbildung 6.8, dass im zeitli
hen Verlauf komplexe radialeAnregungen gebildet werden2. Die Ursa
he für diese Anregungen liegt in einer dynamis
henInstabilität der Bewegungsglei
hung gegenüber kleinen Störungen und wird im nä
hsten Ab-s
hnitt bespro
hen. Die Dephasierung der Kondensatwellenfunktion auf den einzelnen Gitter-plätzen ist in Abbildung 6.7 gezeigt.Dynamis
he und energetis
he InstabilitätIm vorigen Abs
hnitt wurde gezeigt, dass die Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Konden-saten für kurze Zeiten in guter Näherung dur
h quasi-klassis
he Bewegungsglei
hungen be-s
hrieben werden können. Dabei bewegt si
h der Quasi-Impuls gemäÿ dem Bes
hleunigungs-theorem (6.8) dur
h die Brillouinzone. Für Bose-Einstein-Kondensate in periodis
hen Poten-zialen ist dabei bekannt, dass es für groÿe Werte des Quasi-Impulses zum Auftreten von zweivers
hiedenen Arten von Instabilitäten kommen kann [214�218℄.2Die Stabilität des numeris
hen Algorithmus wurde dur
h eine Verringerung der zeitli
hen Diskretisierunggeprüft. Die Details der Numerik werden in Anhang A erläutert.
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Abbildung 6.7.: Auss
hnitte aus der axialen Di
hte- und Phasenverteilung während der inAbbildung 6.6 gezeigten Blo
h-Oszillationen. Die Teil
henzahl beträgt N =
5 · 104 Atome. Abbildung a) zeigt die Situation na
h 4 ms. Es existiert eineintakte Phasenbeziehung zwis
hen den einzelnen Gitterplätzen. In b) sinddie Verteilungen na
h 14 ms dargestellt. Die Phasenbeziehung zwis
hen denGitterplätzen ist gestört und die Di
hteverteilung ist unglei
hmäÿig.Einerseits kann es zu einer so genannten energetis
hen Instabilität kommen. Diese liegt vor,wenn für eine Lösung Ψ0(r, t) = φ0(r) e−iµt/h̄ der stationären Gross-Pitaevskii-Glei
hung

[

− h̄2

2m
∇2 + V (r) + g|φ0(r)|2]φ0(r) = µφ0(r) (6.17)Anregungen

δΨ(r, t) = δφ(r, t) e−iµt/h̄ (6.18)
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Abbildung 6.8.: Radiale Di
htepro�le zu vers
hiedenen Zeiten während der Blo
h-Oszillation.Es ist deutli
h erkennbar, dass si
h eine komplexe radiale Dynamik bildet.Die hiermit verbundenen Turbulenzen verursa
hen eine s
hnelle Dephasie-rung der Wellenfunktion auf den einzelnen Gitterplätzen und führen zu einermassiven Dämpfung der Blo
h-Oszillationen. Das radiale Pro�l ist an deraxialen Position der maximalen Kondensatdi
hte z0 gezeigt. Die Bere
hnungwurde für N = 5 · 104 Atome ausgeführt. Die übrigen Parameter sind mitdenen der Abbildung 6.6 identis
h.des Kondensates exisitieren, die die Gesamtenergie
E[φ] = E[φ0] +

∫

d3r (δφ∗, δφ) M

(

δφ
δφ∗

) (6.19)minimieren [214�216℄. Dabei bezei
hnet E[φ0] die Energie der stationären Lösung
E[φ0] =

∫

d3r
[

φ∗
0H0 φ0 +

g

2
|φ0(r)|4] (6.20)
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M =

(

H0 + 2g|φ0|2 gφ2
0

gφ∗2
0 H0 + 2g|φ0|2

) (6.21)mit
H0 =

(

− h̄2

2m
∇2 + V − µ

)

. (6.22)Anhand von (6.19) ist ersi
htli
h, dass das System die Gesamtenergie gegenüber der statio-nären Lösung dur
h Fluktuationen δφ minimieren kann, wenn das Spektrum vonM negativeEigenwerte enthält. Diese Situation steht im engen Zusammenhang mit der in Kapitel 4bespro
henen Stabilität einer super�üssigen Bewegung. Wenn si
h die Flüssigkeit mit einergröÿeren Ges
hwindigkeit als die Landau-Ges
hwindigkeit bewegt, kann das System dur
hErzeugung elementarer Anregungen seine Energie dissipieren. Daher wird die energetis
heInstabilität au
h als Landau-Instabilität bezei
hnet. Da die Gross-Pitaevskii-Glei
hung dieGesamtenergie des Systems erhält, kann die dissipative Dynamik, die mit der energetis
henInstabilität verbunden ist, mit ihrer Hilfe ni
ht erfasst werden.Eine andere Art von Instabilität tritt auf, wenn eine kleine Störung δφ(r, t) mit der Zeitunbes
hränkt anwä
hst und das System si
h so von der stationären Lösung beliebig weitentfernt [214�216℄. Diese Situation kann erfasst werden, wenn die Störung (6.18) in die Gross-Pitaevskii-Glei
hung eingesetzt wird. Dieses liefert unter der Berü
ksi
htigung der Terme biszur ersten Ordnung in der Störung
ih̄∂t

(

δφ
δφ∗

)

= σzM

(

δφ
δφ∗

)

= h̄ω

(

δφ
δφ∗

) (6.23)mit
σz =

(

1 0
0 −1

)

. (6.24)Anhand von (6.23) ist ersi
htli
h, dass Frequenzen mit ni
ht vers
hwindendem Imaginärteil
ℑ(ω) im Spektrum von σzM zu einem exponentiellen Anwa
hsen der Störung mit der Ra-te |ℑ(ω)| führen. Obwohl gezeigt werden kann, dass diese Instabilität notwendigerweise dieenergetis
he Instabilität voraussetzt [214, 215℄, ist sie eine Konsequenz der Bewegungsglei-
hung. Aus diesem Grund wird sie au
h dynamis
he Instabilität genannt. Eine ausführli
heDiskussion der spektralen Eigens
haften von M und σzM wird in [214,215℄ gegeben.Abbildung 6.9 zeigt s
hematis
h den Verlauf der Stabilitätsberei
he eines Kondensates ineinem Gitterpotenzial in Abhängigkeit von Gittertiefe und Quasi-Impuls. Eine Bere
hnung istbeispielsweise in [216,217℄ gegeben. Die Abbildung zeigt, dass die instabilen Berei
he jeweilsfür groÿe Werte von q beginnen.Für die dur
hgeführten numeris
hen Simulationen ist auss
hlieÿli
h die dynamis
he Instabi-lität von Bedeutung. Die energetis
he Instabilität wird an dieser Stelle ni
ht näher betra
htet.Unter dem Ein�uss der Kraft bewegt si
h der Quasi-Impuls während der Blo
h-Oszillation inden dynamis
h instabilen Berei
h. Dessen Grenze qD ist dur
h die Instabilität der niederener-getis
hsten radialen Mode bestimmt [216℄. Diese weist keinen Knoten auf. Für gröÿere Werte



128 6. Ungeordnetes quantenentartetes Gittergas: Dynamik
 q

 [
q B

]

 

VG [Er]

energetisch instabil

energetisch und dynamisch instabil

stabil

qD

0 6 12

1

0

Abbildung 6.9.: S
hematis
he Darstellung des Verlaufs der Instabilitätsberei
he eines Kon-densates in einem periodis
hen Potenzial als Funktion des Quasi-Impulsesund der Gittertiefe. Eine Bere
hnung dieses Diagramms wird in [216, 217℄gegeben.von q werden jedo
h au
h radiale Moden instabil, die Knoten aufweisen [216℄. Das exponen-tielle Anwa
hsen der Besetzung dieser Moden führt auf eine komplexe radiale Dynamik, wiesie in der Abbildung 6.8 dargestellt ist. Insgesamt entwi
kelt si
h eine turbulente Dynamikder Kondensatwellenfunktion. Dieses führt zu einer ras
hen Dephasierung der Wellenfunktionauf den einzelnen Gitterplätzen, da si
h die Phase im we
helwirkenden System aufgrund derunregelmäÿigen Di
hteverteilung sehr unters
hiedli
h entwi
kelt.Die dynamis
he Instabilität ist als Me
hanismus zur Dämpfung von Blo
h-Oszillationenbekannt [215, 218℄. Anhand von (6.21) ist erkennbar, dass für das mögli
he Auftreten vonimaginären Eigenwerten von σzM die ni
htlineare We
hselwirkung verantwortli
h ist. StabileBlo
h-Oszillationen sollten daher nur für geringe atomare Di
hten vorliegen.Tatsä
hli
h zeigt ein Kondensat bestehend aus N = 1 · 104 Atomen in einer harmonis
henFalle mit den Fallenfrequenzen ωz = 2π× 14 Hz und ωρ = 2π× 35 Hz bei einer Bes
hleu-nigung von a = 1, 87 ms−2 langlebige Blo
h-Oszillationen. Diese sind in der Abbildung 6.10dargestellt.Abs
hlieÿend sei angemerkt, dass ein weiteres Szenario für das instabile Verhalten vonBose-Einstein-Kondensaten in optis
hen Gittern vorhergesagt wurde [213℄. In diesem bildetsi
h im Kondensat ein dunkles Soliton [219℄, wenn der Quasi-Impuls am Rand der Brillouin-zone liegt. Dieses dunkle Soliton zerfällt über die so genannte Snake-Instability [220℄ in einenVortexring [221℄. Hierbei kommt es ebenfalls zu starken Turbulenzen und einem Verlust derKondensatstruktur. Die im Rahmen dieser Arbeit dur
hgeführten numeris
hen Simulationenzeigen jedo
h für die untersu
hten Parameter keine Anzei
hen von Solitonen oder Vortexzu-
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Abbildung 6.10.: Blo
h-Oszillationen eines Kondensates mit N = 1 · 104 Teil
hen in ei-ner harmonis
hen Falle mit Fallenfrequenzen ωz = 2π × 14 Hz und
ωρ = 2π × 35 Hz in einem optis
hen Gitter der Tiefe VG = 5 Er. a) zeigtlanglebige Blo
h-Oszillationen im Erwartungswert der Ges
hwindigkeit. Die-se sind wegen der geringen We
hselwirkung vom Einteil
henresultat (6.16)ni
ht unters
heidbar. In b) ist die Oszillation anhand der Zeitentwi
klungvon kinetis
her und potenzieller Energie dargestellt. 
) zeigt einen Aus
hnittaus der axialen Di
hte- und Phasenverteilung na
h 20 ms Oszillation. Na
hdieser Zeit existiert immer no
h eine feste Phasenbeziehung zwis
hen denGitterplätzen.
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h sehr kurze Lebenszeiten aufweisen oder in dem turbulentenKondensat nur sehr s
hwer zu identi�zieren sein.Das Auftreten von dynamis
hen Instabilitäten hat wi
htige Konsequenzen für die Un-tersu
hung unordnungsinduzierter Ein�üsse auf die Blo
h-Oszillationen von Bose-Einstein-Kondensaten. Diese werden im nä
hsten Abs
hnitt diskutiert.6.4. Unordnungsinduzierte Dämpfung derBlo
h-OszillationenStörungen der perfekten Gitterstruktur führen zu einem Kohärenzverlust und einer endli
henLebensdauer der Blo
h-Oszillationen. Im Rahmen der Tight-Binding-Näherung wurden be-reits die Auswirkungn von Unordnung auf die Blo
h-Oszillationen eines einzelnen Elektronsuntersu
ht [222℄. Hierbei wurde das Auftreten einer starken Dämpfung gefunden.Während in Festkörpern Unordnung auf natürli
he Weise vorliegt, stellen optis
he Gitterperfekte periodis
he Potenziale dar. Einen mögli
hen Dekohärenzprozess für ein Ensembleultra-kalter Atome in einem sol
hen Gitterpotenzial stellt die spontane Streuung von Pho-tonen aus dem Laserfeld dar. Deren Auswirkungen wurden in [223℄ theoretis
h untersu
ht.Au
h in diesem Fall wurde eine Dämpfung der Blo
h-Oszillationen festgestellt, die dur
h dieRate der spontanen Streuprozesse bestimmt ist. Da die Streurate in fernresonanten Gitternextrem gering ist, stellen sol
he Prozesse für die Lebensdauer von Blo
h-Oszillationen keinesigni�kante Bes
hränkung dar. In der Tat wurden mit neutralen Atomen in optis
hen GitternBlo
h-Oszillationen mit Lebensdauern von vielen Millisekunden beoba
htet.Das experimentell realisierte ungeordnete Potenzial (vgl. Kapitel 4) bietet die Mögli
hkeit,den Ein�uss einer Störung auf die Lebensdauer von Blo
h-Oszillationen kontrolliert zu unter-su
hen. Dazu sollten die Experimente in einem Parameterberei
h ausgeführt werden, in demder Ein�uss der We
hselwirkung auf die Oszillationen ni
ht dominant ist. Dieses wird für
• geringe Teil
henzahlen,
• geringe Fallenfrequenzen und
• groÿe Kräfte zur Bes
hleunigung der Atomeerrei
ht. Die beiden ersten Punkte führen zu einer langen Lebenszeit der Blo
h-Oszillationendes ungestörten Systems, da sie eine geringe interatomare We
hselwirkung implizieren. Derzuletzt genannte Punkt führt gemäÿ der Glei
hung (6.9) zu einer kurzen Periodendauer.Daher ist eine Beoba
htung über mehrere Perioden mögli
h, bevor die Dämpfung der Oszil-lationen einsetzt.Teil
henzahlen von N = 5 · 104 sowie Magnetfallenfrequenzen von ωz = 2π × 14 Hz und

ωρ = 2π × 35 Hz sind experimentell zugängli
he Parameter für die bestehende Appara-tur. Für diese Werte sind die Amplituden der Blo
h-Oszillationen bei einer Bes
hleunigungvon a = 1, 87 ms−2 über einige Perioden nahezu ungedämpft. Daher ist diese Kon�gura-tion ein geeigneter Ausgangspunkt zur Untersu
hung unordnungsinduzierter E�ekte auf dieOszillationsamplituden.
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h-Oszillationen 131Um in den numeris
hen Simulationen den Ein�uss eines Unordnungspotenzials zu analysie-ren, wird zunä
hst der Kondensatgrundzustand im gemeinsamen Potenzial der Magnetfalleund des optis
hen Gitters bere
hnet. Dieser wird ans
hlieÿend gemäÿ der Gross-Pitaevskii-Glei
hung unter dem Ein�uss eines ungeordneten Potenzialgradienten
V (z) = Fz + V∆f(z) (6.25)unter Beibehaltung des harmonis
hen Potenzials und des Gitterpotenzials in der Zeit ent-wi
kelt. In (6.25) bezei
hnet V∆f(z) ein ungeordnetes Potenzial, so wie es in Kapitel 4eingeführt wurde. Für die Ortsabhängigkeit f(z) wird dabei eine typis
he Realisierung desim Experiment vorliegenden ungeordneten Dipolpotenzials verwendet. Die Tiefe V∆ des Un-ordnungspotenzials3 liegt in den Simulationen zwis
hen 1 · 10−3 Er und 50 · 10−3 Er. Diekürzeste Länge, auf der das ungeordnete Dipolpotenzial s
hwankt, beträgt ≈ 10 µm. Hierausresultieren typis
he Potenzialdi�erenzen zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen, die um 
a. dreiGröÿenordnungen kleiner sind als die dur
h Fz erzeugten (50 · 10−3 Er). Daher stellt dasungeordnete Potenzial nur eine kleine Störung für das bes
hleunigende lineare Potenzial dar.In Abbildung 6.11 ist der Verlauf der Blo
h-Oszillationen für vers
hiedene Stärken des un-geordneten Potenzials zu sehen. Es ist deutli
h erkennbar, dass die Amplituden der Erwar-tungswerte von Ort und Ges
hwindigkeit dur
h das ungeordnete Potenzial deutli
h gedämpftwerden. Die Dämpfung nimmt dabei mit der Unordnungstiefe zu. Na
h dem Zusammenbru
hder Oszillation wird der S
hwerpunkt des Kondensates unter dem Ein�uss der Kraft in nega-tive z-Ri
htung bewegt.Die auftretende Dämpfung kann mit einer einfa
hen Überlegung anhand des Einteil
hen-Problems qualitativ verstanden werden. In einem geordneten Gittersystem führt ein Poten-zialgradient dazu, dass si
h die Phase der Wellenfunktion auf den einzelnen Gitterplätzenunters
hiedli
h entwi
kelt. Die relative Phase zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen ist dabeidur
h

∆φ(t) =
δE

h̄
t (6.26)gegeben. Dabei bezei
hnet δE die Potenzialdi�erenz zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen.Anhand (3.28) ist erkennbar, dass mit diesem Phasengradienten ein von null vers
hiedenerzeitabhängiger Wert für den Quasi-Impuls einher geht. Gemäÿ der Bandstruktur ist hiermiteine endli
he Gruppenges
hwindigkeit (6.1) verbunden, die ihr Vorzei
hen ändert, wenn derQuasi-Impuls im Zentrum oder auf den Rändern der Brillouinzone liegt. Na
h (3.28) beträgtdie Phasendi�erenz zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen dann gerade 0 bzw. π. Daher folgteine Periodendauer für die Bewegung von

T =
2πh̄

δE
. (6.27)Wegen δE = Fd ist dieses Resultat mit (6.9) identis
h. Insbesondere ist unter dem Ein-�uss des Potenzialgradienten die Phasendi�erenz zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen imgesamten Gitter konstant.3Die Tiefe des Unordnungspotenzials ist gemäÿ Kapitel 4 als die doppelte Standardabwei
hung vom Mit-telwert de�niert.
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Abbildung 6.11.: Gedämpfte Blo
h-Oszillationen in einem ungeordneten Potenzial. In a) undb) sind die Erwartungswerte der Ges
hwindigkeit und des Ortes gezeigt.Abbildung 
) zeigt die Phase der Kondensatwellenfunktion im Zentrum desGitterplatzes l na
h 4 ms Entwi
klungszeit für V∆ = 5 · 10−3 Er. Die Pha-sendi�erenz zwis
hen bena
hbarten Gitterplätzen ist ni
ht konstant im ge-samten System. In d) ist die Phasen- und Di
hteverteilung na
h 30 ms Ent-wi
klungszeit für dieselbe Unordnungstiefe gezeigt. Die einzelnen Gitterplät-ze sind bereits stark dephasiert. Die Gittertiefe beträgt jeweils VG = 2 Er.Dagegen werden in der Gegenwart des ungeordneten Potenzials die Phasendi�erenzen zwi-s
hen bena
hbarten Gitterplätzen ortsabhängig. Daher kann die kohärente Phasenbeziehung(6.9) ni
ht mehr mit einem einzigen zeitabhängigen Quasi-Impuls aufre
ht erhalten werden.Dadur
h wird die Bewegung, die dur
h die quasi-klassi
hen Glei
hungen (6.8) und (6.16)bes
hrieben ist, beendet. Die Zeitskala T∆, auf der das ungeordnete Potenzial eine völligeDephasierung der Wellenfunktion auf bena
hbarten Gitterplätzen verursa
ht, ist dur
h
T∆ ≈ 2πh̄

δE∆

(6.28)



6.4 Unordnungsinduzierte Dämpfung der Blo
h-Oszillationen 133

Abbildung 6.12.: Zeitli
he Entwi
klung der Energie pro Teil
hen bei der Dämpfung der Blo
h-Oszillationen. Die Bere
hnung wurde für ein Kondensat bestehend aus 5·104Teil
hen in einer Falle mit den Frequenzen ωz = 2π × 14 Hz und ωρ =
2π × 35 Hz ausgeführt; die Tiefe des ungeordneten Potenzials betrug
60 · 10−3 Er und die Gittertiefe VG = 2 Er.gegeben. Dabei bezei
hnet δE∆ den Potenzialunters
hied bena
hbarter Gittertöpfe, der dur
hdas ungeordnete Potenzial hervorgerufen wird.Dieser für das Einteil
henproblem bes
hriebene E�ekt kann au
h bei den Blo
h-Oszillationenvon Bose-Einstein-Kondensaten beoba
htet werden. So zeigt die Abbildung 6.11.
) die Pha-sen der Kondensatwellenfunktion auf den einzelnen Gitterplätzen na
h einer Entwi
klungszeitvon 4 ms. Es ist deutli
h erkennbar, dass dur
h das ungeordnete Potenzial die starren Pha-senrelationen innerhalb des Gitters aufgehoben werden. Dieses führt na
h einer längerenEntwi
klungszeit zu einer völligen Dephasierung des Systems, wie sie in Abbildung 6.11.d)dargestellt ist. Dabei zeigt die Abbildung 6.12, dass bei der Dämpfung der Blo
h-Oszillationendie Gesamtenergie erhalten bleibt. Die unordnungsinduzierte Dekohärenz ist mit der Depha-sierung aufgrund der interatomaren We
hselwirkung gepaart. Die Teile a) und b) von Abbil-dung 6.11 zeigen jedo
h, dass si
h die zeitli
he Entwi
klung der Oszillationsamplituden desungeordneten Systems deutli
h von der des geordneten unters
heidet.Die unordnungsbedingte Dämpfung ist umso besser isolierbar, je geringer die We
hselwirkungim Kondensat ist. Die bestehende Magnetfallenkon�guration mit einer radialen Fallenfrequenzvon ωρ = 2π×200 Hz und einer axialen Fallenfrequenz von ωz = 2π×14 Hz liefert bei einerTeil
henzahl von 5 ·104 Atomen eine Lebensdauer der ungedämpften Blo
h-Oszillationen von

≈ 20 ms. Bei einer Bes
hleunigung von a = 1, 87 ms−2 sind dabei mehr als zwei Perioden
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htbar. Abbildung 6.13 zeigt, dass in diesem Zeitfensterunter dem Ein�uss der Unordnung bereits deutli
he E�ekte auf die Oszillationsamplitudenzu erwarten sind. Daher ist eine Messung der unordnunugsinduzierten Dämpfung bereits mitdem bestehenden System mögli
h.

Abbildung 6.13.: Erwartungswert der axialen Ges
hwindigkeit als Funktion der Zeit fürvers
hiedene Tiefen des ungeordneten Potenzials. Die Gittertiefe beträgt
VG = 2 Er.Wege zur experimentellen Messung gedämpfterBlo
h-OszillationenEine unmittelbare Messung der Amplitudendämpfung während der Oszillation ist aus mehre-ren Gründen unvorteilhaft. Erstens ist eine verlässli
he Teil
henzahlbestimmung in der Ma-gnetfalle unmögli
h, so dass keinerlei Kontrolle über die We
hselwirkungsein�üsse besteht.Des Weiteren gibt es für das gefangene Ensemble keine verlässli
he Mögli
hkeit zur Bestim-mung der Temperatur. Der wi
htigste Grund ist jedo
h, dass gemäÿ der Abbildung 6.11 dieOszillationsamplituden im Ortsraum zu klein sind, um ihre Dämpfung messen zu können.Eine experimentelle Beoba
htung des E�ektes kann hingegen na
h einer freien Expansionerfolgen. Die resultierende axiale Di
hteverteilung ist maÿgebli
h dur
h das Impulsspektrumbestimmt, da die einzelnen Impulskomponenten des Gittergases in axialer Ri
htung separie-ren. Die Abbildung 6.14 zeigt das Impulsspektrum eines Kondensates zu vers
hiedenen Zeit-punkten der Blo
h-Oszillation ohne ungeordnetes Potenzial. Unter dem Ein�uss der Kraft
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Abbildung 6.14.: Impulsspektrum des Kondensates zu vers
hiedenen Zeiten der Blo
h-Oszillation. In der Simulation wurde kein ungeordnetes Potenzial verwendet.Die übrigen Parameter sind mit denen der Abbildung 6.13 identis
h. Zurdeutli
hen Darstellung aller Impulskomponenten wurde in den Figuren a) -e) eine logarithmis
he Skala verwendet. In f) ist eine lineare Skala gewählt.
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h der Quasi-Impuls gemäÿ des Bes
hleunigungstheorems (6.8) dur
h die Brillouin-zone. Wie in Abbildung 3.8 für den Einteil
henfall verdeutli
ht wurde, hat dies unmittelbareKonsequenzen für das Impulsspektrum. Für einen Quasi-Impuls im Zentrum oder auf demRand der Brillouinzone ist das Spektrum symmetris
h. Dies geht mit einer vers
hwindenenGruppenges
hwindigkeit na
h Glei
hung (6.1) einher. Für andere Werte des Quasi-Impulsesresultiert ein unsymmetris
hes Impulsspektrum und eine von Null vers
hiedene Gruppenge-s
hwindigkeit. Aufgrund des Zusammenhangs zwis
hen Quasi-Impuls und Impuls spiegeln si
hdie Blo
h-Oszillationen daher unmittelbar in einer Oszillation des Impulsspektrums wieder.Abbildung 6.14 verdeutli
ht insbesondere, dass für das geordnete Gittersystem das Impulss-pektrum über einen langen Zeitraum in äuÿerst s
hmale Impulskomponenten zerlegt bleibt.Eine lei
hte Verbreiterung der Komponenten tritt aufgrund der interatomaren We
hselwir-kung auf.In Abbildung 6.15 ist das Impulsspektrum des Kondensates zu vers
hiedenen Zeiten der Blo
h-Oszillation unter dem Ein�uss eines ungeordneten Potenzials der Tiefe V∆ = 5 ·10−3 Er dar-gestellt. Im Gegensatz zum geordneten System tritt eine deutli
he Verbreiterung der Impuls-komponenten auf. Na
h einer Entwi
klungszeit von ≈ 10 ms ist das Spektrum unregelmäÿigüber die gesamte Brillouinzone ausgebreitet. Zu diesem Zeitpunkt ist na
h der Abbildung6.13 der Erwartungswert der axialen Ges
hwindigkeit deutli
h gedämpft. Die unregelmäÿigeForm des Impulsspektrums spiegelt die vollständige Dephasierung der Kondensatwellenfunk-tionen auf den einzelnen Gitterplätzen wieder und zeigt, dass eine Bes
hreibung des Systemsmittels eines s
harfen Quasi-Impulses ni
ht mehr mögli
h ist.Der signi�kante Unters
hied in der Form des Impulsspektrums na
h dem Dur
hlaufen derBlo
h-Oszillationen erlaubt eine Diskriminierung des geordneten und ungeordneten Falls mitHilfe der freien Expansion des Gases. Werden alle Potenziale na
h einer Entwi
klungszeitNull gesetzt, trennen si
h die Impulskomponenten während der freien Expansion. So zeigtdie Abbildung 6.14.f) das axiale Impulsspektrum na
h ≈ 10 ms Blo
h-Oszillationen in derMagnetfalle ohne Unordnungspotenzial. Die Separation der s
harf getrennten Impulskompo-nenten ist in der Abbildung 6.16.a) dargestellt4. Im ungeordneten System ist na
h Abbildung6.15.f) das Impulsspektrum unregelmäÿig und die Aufspaltung in einzelne Komponenten auf-gehoben. Die Expansion einer sol
hen Verteilung führt gemäÿ Abbildung 6.16.b) zu einembreiten unregelmäÿigem Di
htepro�l. Dabei ist eine endli
he Au�ösung der Abbildungsoptikni
ht berü
ksi
htigt. Diese würde zu einem breiten, gauÿ-ähnli
hen Di
htepro�l führen.Die unters
hiedli
he Form des Impulsspektrums ma
ht si
h bei der Expansion auÿer inder Form der atomaren Di
hteverteilung au
h in der S
hwerpunktsbewegung bemerkbar. Ab-bildung 6.17 zeigt den Erwartungswert des Ortes für das geordnete und das ungeordneteSystem als Funktion der Zeit. Während die Amplituden der Blo
h-Oszillationen sehr geringsind, zeigt si
h die auftretende Dämpfung in der Expansion als groÿe Di�erenz in den Er-wartungswerten des Ortes. Dabei wurde in der Simulation die freie Expansion für 12 msbere
hnet. Der E�ekt kann jedo
h dur
h längere Flugzeiten beliebig vergröÿert werden. EineMessung der Di
hteverteilung na
h der Expansion bietet somit eine experimentell zugängli-4Die Unregelmäÿigkeiten im Di
htepro�l, insbesondere in dem der ausgekoppelten Impulskomponente, rüh-ren beim geordneten System von dem groÿen Aspektverhältnis der Magnetfalle her.
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Abbildung 6.15.: Impulsspektrum des Kondensates zu vers
hiedenen Zeiten der Blo
h-Oszillation. In der Simulation wurde ein ungeordnetes Potenzial der Tiefe
V∆ = 5 · 10−3 Er verwendet. Die anderen Parameter sind mit denen derAbbildung 6.14 identis
h. Zur deutli
hen Darstellung aller Impulskompo-nenten wurde in den Figuren a) - e) eine logarithmis
he Skala verwendet.In f) ist eine lineare Skala gewählt.
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Abbildung 6.16.: Axiale Di
htepro�le na
h 12 ms freier Expansion. Die Atome haben zu-vor Blo
h-Oszillationen für 10 ms dur
hlaufen. Das in a) gezeigte Pro�lresultiert aus den Blo
h-Oszillationen in einem geordneten Gitterpotenzial.Für b) wurden die Blo
h-Oszillationen in einem ungeordneten Potenzial derTiefe V∆ = 5 · 10−3 Er bere
hnet. Die übrigen Parameter sind mit denender Abbildung 6.13 identis
h.
he Mögli
hkeit zur Messung des Ein�usses des ungeordneten Potenzials. Eine systematis
heVariation der Zeitdauer der Blo
h-Oszillationen mit ans
hlieÿender freier Expansion erlaubtsomit die zeitaufgelöste Untersu
hung des Dämpfungs- und Dekohärenzprozesses.Diskussion der Resultate und experimentelle UmsetzungWie im vorigen Abs
hnitt gezeigt wurde, ist eine Messung der Dämpfung der Blo
h-Oszillation-en mit dem bestehenden ungeordneten Potenzial mögli
h. Zur Erzeugung der Blo
h-Oszillation-en ist eine bes
hleunigende Kraft erforderli
h. Da das optis
he Gitter dur
h die Rü
kre�ektiondes Gitterlaserstrahls an einem Endspiegel entsteht, ist die Ausnutzung der Trägheitskraft ineinem bes
hleunigten optis
hen Gitter mit dem derzeitigen Aufbau ni
ht mögli
h.Stattdessen kann die Kraft mittels eines magnetis
hen Potenzialgradienten erzeugt wer-den. Dazu wurde ein Spulenpaar mit jeweils 65 Windungen von 8 cm Dur
hmesser gewi
kelt.Jeder der beiden Spulenhalter wurde im Abstand von ≈ 13, 8 cm von der Position der Ato-me plaziert. Diese Spulen können mit einem Strom von 33 A dur
h�ossen werden, der inweniger als einer Millisekunde ausges
haltet werden kann. Die Eins
haltzeit beträgt ≈ 3 ms.Der bere
hnete Magnetfeldverlauf bei einer Anti-Helmholtz-S
haltung der Spulen ist in derAbbildung 6.18 dargestellt. Theoretis
h übt der bere
hnete Potenzialgradient eine Bes
hleu-nigung von 1, 87 ms−2 auf die Atome aus. Dieser Wert wurde für sämtli
he hier gezeigtennumeris
hen Resultate verwendet. Dur
h eine Vergröÿerung des Potenzialgradienten könnteeine no
h bessere Ausgangsbasis für eine Messung ges
ha�en werden. Dies würde zu einerVerkürzung der Periodendauer der Blo
h-Oszillationen führen, so dass e�ektiv mehr Periodenbeoba
htet werden könnten. Insbesondere eine Optimierung der Spulenposition könnte den
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Abbildung 6.17.: Erwartungswert des Ortes in Abhängigkeit von der Zeit. Während der ersten
10 ms führen die Atome Blo
h-Oszillationen aus. Ans
hlieÿend werden allePotenziale Null gesetzt und es erfolgt eine freie Expansion. Der s
hwarzgekennzei
hnete geordnete Fall unters
heidet si
h deutli
h vom rot mar-kierten ungeordneten Verlauf. Die Parameter sind identis
h mit denen ausAbbildung 6.13.Potenzialgradienten deutli
h erhöhen. Hierbei stellt jedo
h der geometris
he Zugang eineLimitierung dar.Eine weitere Optimierung der experimentellen Parameter kann dur
h eine Verringerung desradialen Magnetfalleneins
hlusses erfolgen, da dieses zu geringeren We
hselwirkungse�ektenführt. Eine sol
he Dekompression kann dur
h eine Erhöhung des O�setfeldes erfolgen. Dabeiwird derzeitig das Magnetfallen-O�setfeld dur
h ein Helmholtzspulen-Paar abgesenkt. Dur
heine geregelte Parallels
haltung könnten die Helmholtzspulen kontrolliert überbrü
kt werden.Hiermit sind die der Abbildung 6.10 zugrunde liegenden Magnetfallenfrequenzen errei
hbar,wodur
h eine deutli
h längere Lebensdauer der ungedämpften Blo
h-Oszillationen resultiert.Eine wi
htige Frage stellt die optimale Wahl der Gittertiefe dar. Grundsätzli
h sollte dieseso klein wie mögli
h gewählt werden, da auf diese Weise starke Bandkrümmungen realisiertwerden. Diese Krümmungen gehen gemäÿ Glei
hung (6.1) mit groÿen Oszillationsamplitudeneinher. Allerdings zeigt die s
hematis
he Darstellung der Instabilitätsberei
he na
h Abbildung6.9, dass si
h die Grenze zum energetis
h instabilen Berei
h bei kleinen Gittertiefen in Ri
h-tung des Zentrums der Brillouinzone bewegt. In diesem Fall halten si
h die Atome langeim instabilen Berei
h auf, was eine massive Störung der Blo
h-Oszillationen verursa
henkann. Die Konsequenzen der energetis
hen Instabilität können dabei mit der verwendetennumeris
hen Methode ni
ht vorhergesagt werden. Die Gittertiefe sollte als ein geeigneter
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Abbildung 6.18.: Bere
hneter Verlauf des Magnetfeldes für die realisierte Spulenkon�gurationbei einem Strom von 33 A.Kompromiss zwis
hen hoher Stabilität und groÿer Oszillationsamplitude experimentell opti-miert werden.In den numeris
hen Simulationen wurden E�ekte einer signi�kanten Kopplung an eine thermi-s
he Wolke ni
ht berü
ksi
htigt. Sie können grundsätzli
h dur
h hinrei
hend kalte Ensemblesunterdrü
kt werden. Eine interessante Fragestellung in diesem Zusammenhang ist jedo
h dasmögli
he Aufheizen des Ensembles dur
h die dynamis
he Instabilität. Diese verursa
ht eineturbulente Dynamik des Kondensates, mit der eine deutli
he Reduktion des Anteils konden-sierter Atome einher gehen kann. In dem Regime extrem starker Turbulenz ist daher dieGültigkeit der Bes
hreibung des Systems dur
h die Gross-Pitaevskii-Glei
hung ni
ht zwei-felsfrei gegeben. Denno
h gelten au
h in diesem Regime die getro�enen Aussagen über dasAuftreten der Dämpfung und deren Beoba
htung qualitativ.



7. Ausbli
kUltra-kalte Quantengase eignen si
h aufgrund ihrer ausgezei
hneten experimentellen Kon-trollierbarkeit hervorragend für die Erfors
hung der grundlegenden Eigens
haften ungeord-neter Systeme. Die dur
hgeführten theoretis
hen Untersu
hungen bilden hierbei ein gutesFundament für das Verständnis von ungeordneten Quantengasen. Dagegen steht die expe-rimentelle Bearbeitung dieses Fors
hungsgebietes gerade erst am Anfang ihrer Entwi
klung.Die vorliegende Arbeit hat insbesondere dur
h die erstmalige Realisierung eines ungeordnetenquantenentarteten Gittergases wesentli
he Beiträge dazu geleistet.Unsere bisherigen Arbeiten mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten können auf ver-s
hiedene Weise fortgesetzt werden. Zunä
hst ist die Untersu
hung der Transporteigen-s
haften ungeordneter Systeme von groÿem Interesse. Für ein quantenme
hanis
hes Teil-
hen in einem periodis
hen Potenzial führt ein Potenzialgradient zum Auftreten von Blo
h-Oszillationen [27, 28℄. Diese können als eine spezielle Form des Transports in periodis
henStrukturen aufgefasst werden. Unter dem Ein�uss von Unordnung tritt hierbei eine dekohä-renzbedingte Dämpfung der Oszillationsamplitude auf [223℄. In Kapitel 6 wurde dur
h nume-ris
he Untersu
hungen gezeigt, dass eine sol
he Dämpfung au
h für die Blo
h-Oszillationenvon Bose-Einstein-Kondensaten in ungeordneten optis
hen Gittern zu erwarten ist. Das vor-handene System eignet si
h hervorragend für eine zeitaufgelöste Messung dieser Dämpfung.Erste S
hritte zur experimentellen Umsetzung der numeris
hen Untersu
hungen wurden be-reits im Rahmen dieser Arbeit geleistet und werden derzeit fortgesetzt.Eine wi
htige Erweiterung der experimentellen Mögli
hkeiten zur Erfors
hung ungeordenterQuantengase stellt die Realisierung eines Unordnungspotenzials mit Korrelationslängen imSubmikrometer-Berei
h dar. Dazu kann das bestehende optis
he Gitter (Hauptgitter) mitzwei weiteren optis
hen Gittern (Übergitter) überlagert werden. Wenn die Wellenlängen derGitterlaser inkommensurabel sind, kommen aufgrund der endli
hen Systemgröÿe die lang-rei
hweitigen Korrelationen des quasi-periodis
hen Potenzials ni
ht zum tragen. In diesem Fallerzeugt ein sol
hes Übergitter ähnli
he E�ekte wie ein völlig ungeordnetes Potenzial [63℄. DieLängenskala der ungeordneten S
hwankungen des Gesamtpotenzials ist dabei von der Gröÿen-ordnung der Gitterkonstante des Hauptgitters. Die Justage eines sol
hen Drei-Farben-Gitterskann sehr einfa
h erfolgen, wenn das Laserli
ht zur Erzeugung des Hauptgitters und derÜbergitter dur
h dieselbe optis
he Faser zugeführt wird.In Kapitel 5 wurde untersu
ht, ob der Kondensatgrundzustand in einem sol
hen kurzrei
hwei-tig ungeordneten Gitterpotenzial eine Anderson-artige Lokalisierung aufweist. Diese Fragestel-lung ist für das Verständnis von ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten von fundamentalerBedeutung. Die Analyse zeigt, dass eine sol
he Lokalisierung nur für sehr s
hwa
he ni
htlinea-re We
hselwirkung auftritt. Mit der bestehenden Apparatur könnte dieses Regime s
hwa
her141
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kWe
hselwirkung dur
h eine Relaxation der Magnetfallenfrequenzen errei
ht werden. In Kapitel5 konnte gezeigt werden, dass bei einer Teil
henzahl von N = 104, einer axialen Fallenfre-quenz von ωz = 2π× 4 Hz und einer radialen Fallenfrequenz ωz = 2π× 40 Hz der Konden-satgrundzustand Anderson-artig lokalisiert ist. Diese Parameter sind experimentell errei
hbar.Eine weitere Mögli
hkeit zur Reduktion der We
hselwirkung besteht in der Ausnutzung ei-ner Feshba
h-Resonanz. Diese kann zur Unterdrü
kung der interatomaren We
hselwirkunggenutzt werden. Auf diese Weise ist das Anderson-Modell [52℄ für ni
ht we
hselwirkendeTeil
hen realisierbar. Die niedrigste bekannte Feshba
h-Resonanz wird für 87Rb bei einemMagnetfeld von ≈ 1007 G errei
ht [224℄. Daher stellt ihre Ausnutzung eine groÿe te
hnis
heHerausforderung dar.Eine wi
htige Fragestellung ist, wie eine Anderson-artige Lokalisierung der Kondensat-wellenfunktion experimentell na
hgewiesen werden kann. Den generis
hen Na
hweis einerunordnungsinduzierten Lokalisierung stellt die Unterdrü
kung des Transports in einer Wel-lenleiterstruktur dar. In dieser sollte ein expandierendes Kondensat in Abhängigkeit von derUnordnungstiefe ballistis
hen, di�usiven, s
hwa
h lokalisierten sowie stark lokalisierten Trans-port zeigen. Das Regime der starken (Anderson-) Lokalisierung ist dadur
h auszei
hgezei
h-net, dass au
h Kondensate, deren 
hemis
hes Potenzial gröÿer als die Fluktuationen desUnordnungspotenzials ist, eine völlige Unterdrü
kung des Transports aufweisen.Neben der Untersu
hung von Anderson-artigen Lokalisierungse�ekten kann der Ein�uss derUnordnung auf die kritis
he Temperatur, die S
hallges
hwindigkeit sowie die Anteile der kon-densierten und super�üssigen Atome erfors
ht werden. Die Abhängigkeit dieser Gröÿen vonder Tiefe des Unordnungspotenzials ist theoretis
h bereits untersu
ht worden [77,79,81�83℄.Unter experimentellen Gesi
htspunkten ist die Bestimmung der kritis
hen Temperatur unddes Anteils der kondensierten Atome am einfa
hsten zugängli
h. Für eine Messung der S
hall-ges
hwindigkeit können Phononen im ungeordneten Kondensat erzeugt werden, deren Propa-gation beoba
htet werden kann. Diese Methode ist für geordnete Bose-Einstein-Kondensatebereits gezeigt worden [225℄. Die Messung des Anteils super�üssiger Atome ers
heint als diegröÿte Herausforderung. Hierfür könnte eine Bestimmung des dynamis
hen Strukturfaktorserwogen werden [226℄. Dieser hängt unmittelbar vom Anregungsspektrum des Vielteil
hensys-tems ab und sollte daher Informationen über den super�üssigen Charakter des Gases liefern.Von besonderem Interesse ist die Untersu
hung stark korrelierter ungeordneter Systeme. Sowurde jüngst die erfolgrei
he Realisierung der Bose-Glas-Phase in einem dreidimensionalenungeordneten Gitter beri
htet [87℄. Zur Erzeugung des Bose-Glases (BG) wurde ein dreidi-mensionales Hauptgitter mit einem eindimensionalen Übergitter inkommensurabler Wellen-länge überlagert. Hierbei konnte gezeigt werden, dass in Abhängigkeit von der Tiefe desÜbergitters das diskrete Anregungsspektrum des Mott-Isolators in das kontinuierli
he Anre-gungsspektrum des BG übergeht.Ein sol
hes stark korreliertes System eignet si
h für eine Vielzahl von Untersu
hungen.So könnte experimentell die seit langem kontrovers diskutierte Frage geklärt werden, ob inGegenwart von Unordnung ein direkter Übergang von der super�üssigen Phase in die Mott-Phase existiert, oder ob ein sol
her Übergang immer eine intermediäre BG-Phase involviert[36℄. Eine andere interessante Messung stellt die Bestimmung der Kompressibilität des Gasesin der MI-Phase oder in der BG-Phase dar.



143Mit dem vorhandenen eindimensionalen Gitter ist die Erzeugung eines stark korreliertenGittergases nur s
hwer zu errei
hen. Aufgrund der groÿen Teil
henzahl pro Gitterplatz sindhierfür extrem groÿe Gittertiefen erforderli
h [36,37℄. Diese können mit dem verwendeten La-sersystem zwar prinzipiell bereitgestellt werden, jedo
h ist hiermit ein dramatis
hes Absinkender Tunnelraten verbunden. Eine adiabatis
he Überführung des Vielteil
hensystems in den MIoder in das BG ers
heint damit für realistis
he Lebenszeiten des Ensembles unmögli
h. Fürdie Erzeugung eines stark korrelierten Gittergases ist daher der Einsatz zusätzli
her Gitter-strahlen erforderli
h. Im Rahmen dieser Arbeit konnte der Aufbau der MOT-Strahlengängeso modi�ziert werden, dass der optis
he Zugang für den Einbau eines dreidimensionalen op-tis
hen Gitters zur Verfügung steht.Die bisherigen Experimente mit ungeordneten Bose-Einstein-Kondensaten wurden mit eindi-mensionalen Unordnungspotenzialen dur
hgeführt. Eine interessante Perspektive bietet dieErweiterung der Untersu
hungen auf mehrdimensionale Unordnungsstrukturen. Ein zwei-dimensionales Unordnungspotenzial kann z. B. dur
h den Einsatz von Laserspe
klestrah-lung erzeugt werden [84�86℄. Für die Di�usion ni
ht we
hselwirkender Materiewellen in ei-nem sol
hen Spe
klepotenzial wurden jüngst die lokalisierungsbedingten Korrekturen bere
h-net [227℄.Für eine experimentelle Messung dieser Korrekturen müssen einige kritis
he Punkte be-da
ht werden. Einerseits ist es mit den derzeit am Experiment verfügbaren Te
hniken ni
htmögli
h, das Kondensat in nur zwei Dimensionen expandieren zu lassen. Aus diesem Grun-de sollte zunä
hst die dreidimensionale Expansion in einer zweidimensionalen Unordnungs-struktur theoretis
h untersu
ht werden. Weiterhin kann die atomare Di�usion unter demEin�uss der S
hwerkraft deutli
h beein�usst werden, wenn diese zu einem Anwa
hsen derMateriewellen-Impulse führt. In diesem Fall kann zum einen die freie Weglänge der Materie-wellen sehr groÿ werden. Zum anderen weist der maximale Streuwinkel der zweidimensionalenStreuprozesse eine explizite Impulsabhängigkeit auf. Diese favorisiert für groÿe Impulse eineVorwärtsstreuung [227℄. Beide Sa
hverhalte können dazu führen, dass es unter dem Ein�ussder S
hwerkraft zu einem Übergang von di�usiver zu ballistis
her Expansion kommt undso die Beoba
htung von Lokalisierungse�ekten verhindert wird. Ein Anwa
hsen der Impulsekönnte experimentell dur
h eine Levitation der Atome im S
hwerefeld oder eine Bes
hrän-kung der Messung auf die Anfangszeit der Expansion vermieden werden. Es bleibt jedo
h zuberü
ksi
htigen, dass We
hselwirkungse�ekte in der theoretis
hen Untersu
hung bisher ni
htbeda
ht wurden.Interessante Untersu
hungen an ungeordneten quantenentarteten Gasen können darüber hin-aus au
h mit Systemen dur
hgeführt werden, die ni
ht mit unserer experimentellen Appa-ratur realisierbar sind. Beispielsweise bieten quantenentartete Fermionen die Mögli
hkeit zurkontrollierten Untersu
hung des Ein�usses von Unordnung auf die BCS-Theorie. Quantenent-artete Mis
hungen eignen si
h zur e�zienten Erzeugung ungeordneter Systeme. So könnenbeispielsweise fermionis
he Atome zufällig positionierte Streuzentren in einem bosonis
henGas bilden. In diesem System wurde vor kurzem der Ein�uss der Fermionen auf den Übergangzum bosonis
hen MI untersu
ht [201℄.Die experimentelle Untersu
hung ungeordneter Quantengase stellt einen äuÿerst vielverspre-
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k
hendes Fors
hungsgebiet dar, dass gerade am Anfang einer spannenden Entwi
klung steht.In den nä
hsten Jahren sind interessante Untersu
hungen zu erwarten, die das physikalis
heVerständnis ungeordneter Systeme deutli
h berei
hern können. Die vorliegende Arbeit gehörtzu den ersten Untersu
hungen ungeordneter quantenentarteter Systeme und hat als sol
hewi
htige Beiträge zur Entwi
klung dieses Feldes geleistet.



A. Numeris
he Te
hnikIn diesem Anhang werden die verwendeten Methoden zu den numeris
hen Bere
hnungen derGross-Pitaevskii-Glei
hung dargestellt. Zunä
hst erfolgt eine Erläuterung des grundlegendenPrinzips des Algorithmus. Ans
hlieÿend wird diskutiert, wie mit seiner Hilfe die Grundzuständedes Kondensates in einem externen Potenzial bere
hnet werden können.Der Crank-Ni
holson-AlgorithmusDie in dieser Arbeit dur
hgeführten numeris
hen Lösungen der Gross-Pitaevskii-Glei
hungbasieren auf dem Crank-Ni
holson-Algorithmus [228, 229℄. Dieser bietet den Vorteil, dass ersehr gut an Probleme, die Gegenstand von Symmetrien sind, angepasst werden kann.GrundlagenDie Gross-Pitaevskii-Glei
hung
ih̄
∂Ψ(r, t)
∂t

=

(

− h̄
2∇2

2m
+ Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2)Ψ(r, t)hat die Form einer ni
htlinearen S
hrödinger-Glei
hung mit dem unitären Gross-Pitaevskii-Hamiltonian

HGP (t) = − h̄
2∇2

2m
+ Vext(r) + g|Ψ(r, t)|2. (A.1)Die Zeitentwi
klung der Kondensatwellenfunktion ist dur
h

Ψ(t+ ∆t) = exp

(

− i

h̄

∫ t+∆t

t
dt ′HGP (t ′)

)

Ψ(t). (A.2)gegeben. Wird in der numeris
hen Re
hnung ein hinrei
hend kleines Zeitinkrement ∆t ge-wählt, kann in guter Näherung die Zeitabhängigkeit des Hamiltonians, die dur
h den ni
htli-nearen Term verursa
ht wird, verna
hlässigt werden:
Ψ(t+ ∆t) = e−

i
h̄

∆t HGP Ψ(t) (A.3)
≈ (1 − i

h̄
∆tHGP ) Ψ(t). (A.4)Diese Form der expliziten zeitli
hen Entwi
klung hat für numeris
he Methoden den Na
hteil,dass sie instabil ist [228℄. Dagegen ist die implizite Form

Ψ(t) = e
i
h̄

∆t HGP Ψ(t+ ∆t) (A.5)
≈ (1 +

i

h̄
∆tHGP ) Ψ(t+ ∆t) (A.6)145



146 A. Numeris
he Te
hnikstabil [228℄. Das Abbre
hen der Reihen in (A.4) und (A.6) führt dazu, dass beide Formender zeitli
hen Entwi
klung mangels Unitarität ni
ht die Norm der Kondensatwellenfunktionerhalten. Dagegen ist die Cayley-Darstellung, wel
he einen Mittelwert zwis
hen (A.3) und(A.5) darstellt, sowohl stabil als au
h unitär [228,229℄:
Ψ(t+ ∆t) =

(

e
i

2h̄
∆t HGP

)−1
e−

i
2h̄

∆t HGP (A.7)
≈

(

1 +
i

2h̄
∆tHGP

)−1 (

1 − i

2h̄
∆tHGP

)

Ψ(t). (A.8)Für die in dieser Arbeit behandelten Probleme kann eine Rotationssymmetrie der Lösungangenommen werden. Um den Algorithmus optimal daran anzupassen, werden Zylinderko-ordinaten verwendet. Hierbei vers
hwindet der Winkelanteil des Lapla
e-Operators, so dassdas Problem e�ektiv auf zwei Dimensionen bes
hränkt wird:
∇2 =

1

r
∂r + ∂2

r + ∂2
z . (A.9)Mit den Abkürzungen

Tr := − h̄2

2m

[
1

r
∂r + ∂2

r

]

∆t (A.10)
Tz := − h̄2

2m
∂2

z ∆t (A.11)
V ′ := Vext ∆t+ g|Ψ|2 ∆t (A.12)s
hreibt si
h der Hamiltonian als

HGP (t) ∆t = Tr + Tz + V ′(t). (A.13)Allgemein gilt für Operatoren A und B, die beide von der Ordnung O(δ) sind:
eA+B =

∑

n

1

n!
(A+B)n

= 1 + A+B +
1

2
A2 +

1

2
B2 +

1

2
AB +

1

2
BA+ O(δ3)

=

(

1 +
A

2
+

1

2

A2

4
+ O(δ3)

)(

1 +B +
1

2
B2 + O(δ3)

)(

1 +
A

2
+

1

2

A2

4
+ O(δ3)

)

= e
1
2
AeBe

1
2
A + O(δ3). (A.14)Die Operatoren Tr, Tz und V ′ sind alle O(∆t). Damit gilt:

Ψ(t+ ∆t) = e−
i
h̄
(Tr+Tz+V ′) Ψ(t)

= e−
i

2h̄
(Tr+Tz) e−

i
h̄

V ′

e−
i

2h̄
(Tr+Tz) Ψ(t) + O(∆t3)

= e−
i

2h̄
Tr e−

i
2h̄

Tz e−
i
h̄

V ′

e−
i

2h̄
Tr e−

i
2h̄

Tz Ψ(t) + O(∆t3). (A.15)Dabei wurde im letzten S
hritt [Tr, Tz] = 0 ausgenutzt. Der kinetis
he Anteil des Hamil-tonians führt dazu, dass die Wellenfunktion zur Zeit t abwe
hselnd in axialer und radialer
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htung propagiert wird. Dieses Verfahren wird Alternating-Dire
tion-Impli
it (ADI) ge-nannt [228,229℄. Jeder einzelne Propagationss
hritt in (A.15) wird entspre
hend der Cayley-Approximation (A.8) ausgeführt.Numeris
h wird der Algorithmus implementiert, indem die Wellenfunktion in Raum undZeit mit S
hrittweiten ∆r, ∆z und ∆t diskretisiert wird:
rj := j∆r , j = 0, 1, 2, ... (A.16)
zl := l∆z , l = 0, 1, 2, ... (A.17)
tn := n∆ t , n = 0, 1, 2, ... (A.18)

Ψ(r, t) → Ψ t=tn (r = rj, z = zl) =: Ψn(j, l). (A.19)Die Operatoren s
hreiben si
h damit wie folgt:
TrΨ(r, t) → − h̄2

2m

[

1

rj

Ψn(j + 1, l) − Ψn(j − 1, l)

2∆r

+
Ψn(j + 1, l) − 2Ψn(j, l) + Ψn(j − 1, l)

(∆r)2

]

∆t(A.20)
TzΨ(r, t) → − h̄2

2m

Ψn(j, l + 1) − 2Ψn(j, l) + Ψn(j, l − 1)

(∆z)2
∆t (A.21)

V ′Ψ(r, t) → Vext(j, l) Ψn(j, l) + g |Ψn(j, l)|2 Ψn(j, l) ∆t. (A.22)Am Ursprung erfordert die Behandlung des ersten Terms der radialen Ableitung besonde-re Vorsi
ht. Um das Auftreten von Singularitäten zu verhindern, kann die Approximationder Ableitungen dur
h Di�erenzenbildung dynamis
h angepasst werden. Hierzu kann einegewi
htete Mis
hung von Vorwärts- und Zentraldi�erenzenbildung verwendet werden [230℄.Eine alternative Lösung besteht in der Ausnutzung der Tatsa
he, dass für die meisten ro-tationssymmetris
hen Probleme die erste radiale Ableitung im Ursprung vers
hwindet. Unterder Verwendung der l'Hospitals
hen Regel:
∂r Ψ(r, t)

r
→ ∂2

r Ψ(r, t) (A.23)kann somit das Auftreten von Singularitäten verhindert werden.Das Ausführen der Propagationen in (A.15) reduziert si
h mit (A.20-A.22) in der Cayley-Approximation auf das Lösen von tridiagonalen Glei
hungssystemen. Es ist zum Beispiel:
Θ(t′) := e−

i
2h̄

TjΨ(t) =
(

e
i

4h̄
Tj

)−1
e−

i
4h̄

TjΨ(t) + O(∆t3)

≈
(

1 +
i

4h̄
Tj

)−1 (

1 − i

4h̄
Tj

)

Ψ(t) + O(∆t3)

⇒
(

1 +
i

4h̄
Tj

)

Θ(t′) =
(

1 − i

4h̄
Tj

)

Ψ(t). (A.24)Einsetzen der diskreten Repräsentation (A.16-22) liefert ein tridiagonales Glei
hungssystem,das bei gegebener Wellenfunktion Ψn(j, l) zum Zeitpunkt t = tn mit Lösungsvektor Θn′

(j, l)dur
h Standardroutinen gelöst werden kann. Auf die glei
he Art und Weise werden au
h dieanderen Propagationen ausgeführt.
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he Te
hnikBere
hnung des Grundzustandes des KondensatesDer Grundzustand eines Kondensates in einem Potenzial Vext(r) kann mit Hilfe des Crank-Ni
holson-Algorithmus bere
hnet werden [229℄. Dazu wird die Propagation in imaginärer Zeitausgeführt:
t→ −iτ. (A.25)Die zeitli
he Entwi
klung ist dur
h

Ψ(r, τ + ∆τ) = e−
∆τ
h̄

HGP Ψ(r, τ) (A.26)bestimmt. Wird Ψ(r, τ) in der Eigenbasis von HGP entwi
kelt
Ψ(r, τ) =

∞∑

k=0

ckφk(r), (A.27)und diese Entwi
klung in (A.25) eingesetzt, so folgt:
Ψ(r, τ + ∆τ) =

∞∑

k=0

ck e
−∆τ

h̄
ǫkφk(r). (A.28)Hierbei sind die Entwi
klungskoe�zienten ck dur
h ck = φk · Ψ(τ) gegeben und die ǫksind Eigenenergien des Hamiltonians HGPφk = ǫkφk. Wird ein Zustand in imaginärer Zeitpropagiert, so ist mangels Unitarität die Norm der Wellenfunktion ni
ht erhalten; sie fälltexponentiell ab. Dabei wird in der Entwi
klung (A.27) der Koe�zient zur Eigenfunktion mitniedrigster Energie am wenigsten gedämpft. Dieses ist der gesu
hte Grundzustand.Zur Bestimmung des Grundzustandes wird dabei zunä
hst eine Anfangsfunktion gewähltund diese in imaginärer Zeit propagiert. Da die Wellenfunktion selbst in den Hamiltonian ein-geht, muss sie na
h jedem Zeits
hritt normiert werden. Während die Propagation ausgeführtwird, konvergiert die Wellenfunktion gegen den gesu
hten Grundzustand, da sein Gewi
ht c0in der Entwi
klung (A.26) immer gröÿer wird. Die Konvergenz kann dur
h eine Bere
hnungdes 
hemis
hen Potenzials geprüft werden:

µ(τ) = Ψ(τ) ·HGP Ψ(τ). (A.29)Wenn si
h das 
hemis
he Potenzial im Rahmen der gewüns
hten Genauigkeit ni
ht mehr än-dert, kann die Propagation abgebro
hen werden. Eine gute Wahl der Ausgangswellenfunktionverkürzt die Zeit zum Errei
hen der Konvergenz.



B. Das axiale DetektionssystemZur kontrollierten Justage des optis
hen Gitters wurde ein Detektionsstrahlengang entlangder axialen Ri
htung des Kondensates aufgebaut. Dessen Strahlverlauf ist s
hematis
h in derAbbildung 3.16 gezeigt. In diesem Anhang werden die Vergröÿerung und Au�ösung der neuenDetektionsoptik bes
hrieben.VergröÿerungDas Vergröÿerungsverhalten der Detektionsoptik ist dur
h die Brennweiten der A
hroma-ten bestimmt, die zur Abbildung der Atome auf die CCD-Kamera verwendet werden. Diesebetragen f1 = 200 mm bzw. f2 = 300 mm. Zur experimentellen Bestimmung der Vergröÿe-rung werden Atomwolken aus der Magnetfalle fallengelassen und jeweils na
h vers
hiedenenFlugzeiten detektiert. Die Position des S
hattenwurfs der Atome auf der CCD-Kamera in Ab-hängigkeit von der Fallzeit kann in direkte Relation zur bes
hleunigten Fallbewegung s = 1
2
gt2gesetzt werden. Dieses liefert die gesu
hte Vergröÿerung.
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TOF [ms]Abbildung B.1.: Vertikale Position des S
hattenwurfs der Atome na
h vers
hiedenen Fallzei-ten.Abbildung B.1 zeigt die mit der Kamera detektierte Position der Atome in Abhängigkeit vonder Fallzeit. Die Punkte sind mit einer Parabel ge�ttet, die der Glei
hung y(t) = M 1
2
gt2149



150 B. Das axiale Detektionssystemgenügt, wobei M als Fitparameter unmittelbar die Vergröÿerung der Detektionsoptik liefert.Aus dem Fit wurde ein Vergöÿerungsfaktor von M = 1, 54 für das aufgebaute Detektions-system ermittelt.Au�ösungDie axiale Detektionsoptik wurde zur Justage des optis
hen Gitters aufgebaut und wird aus-s
hlieÿli
h zur Bestimmung der Position der Atome in der Magnetfalle eingesetzt. Aus diesemGrunde ist eine hohe Au�ösung oder Tiefens
härfe, die für eine Beoba
htung von Strukturenin der atomaren Di
hteverteilung von groÿer Wi
htigkeit sind, für diesen Detektionsweg vonuntergeordneter Bedeutung. Denno
h soll die Au�ösung an dieser Stelle abges
hätzt werden.Für eine beugungsbegrenzte Abbildung bere
hnet si
h die Au�ösung mittels [184℄
∆r = 0, 51

λ

NA
, (B.1)wobei NA die numeris
he Apertur des ersten A
hromaten angibt. Dieser hat einen freienRadius von 26 mm und einen Abstand von den Atomen von 190 mm. Damit folgt einenumeris
he Apertur von NA = 0, 136. Somit ergibt si
h eine beugungsbegrenzte Au�ösungvon ∆r = 3, 1 µm. Diese wird jedo
h für einfa
he Linsensystem in der Regel ni
ht errei
ht.Für die Abbildungsoptik des transversalen Detektionsweges wurde dur
h eine experimentelleBestimmung der Au�ösung ein Korrekturfaktor zum beugungsbegrenzten fall von 3, 2 ermit-telt [184℄. Die radiale Detektionsoptik wird dabei dur
h ein ähnli
hes Linsensystem gebildetwie die axiale Detektionsoptik. Die Verwendung des gemessenen Korrekturfaktors liefert alsgrobe Abs
hätzung für die Au�ösung der axialen Detektionsoptik ∆rax = 9, 9 µm.
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