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âi |0〉 = 0

���$� ��090
i ∈ {1, . . . , d} ) 	 ���	#��2��? �$� �
���8� ��&9�$� �����	# � &'� �$������� 7
������)

� �mC�&9090 &'� ��7
& � ����6���&9�$� �1G �
0'&96�& ��0<� &9�
�
&96��2��� ��� �	���2���$���>F�� � �
ˆ
� F���� 09����D$� ��7
&�� �$��� &'� ��7��

���$090'��C�&9�
� ����6���&9�$��� ���$� �
�����2��&9�$�,�20 ��&9# �
09&'6	&9� � �'��09�$�
�%�'� C � ����� 6	�$��D &'�
6	��� ��7,�2� ��7
����� C�&'0905F �
�
�@6��$�����,��&9�$����)
��� ��� ��� � �
	�� ��%� � � 

� 7
� �����'���$�PC�7�� ��7
�@�����
�������������2��&9�$� ��� ��7
� ���$�
6���#@# ���8� ��& D & � � ��0'����F
��� F�� ��� �	���2���$��� �$� �
��&90'F/��� ��� �,��6	� �
��� D &9�
� �4�!�,���	����0 ��� ��0$���$� 6��$# �
�����2��&9�$� & � ��7
�2� ��7
�<�tC���#%������&9�$�
�	� �
� ��6���& ����&'�����
���
θ
� ���	���$��#@�	��������0 � �,��6	���2��� �_ �
& D2��09������)<� 7
�	���!��6	���,��090�� �WG & � �������%& ���$#%�$���
7�& ��# F ���tC��	��� �2�

�'���
�����
��& �2��� ��09�$��F���� ���"���
��6	��&9�$���1��� �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$�%������0�� �,��6	�%���
� ��� ��09�$�	F
��� �2� 09&9�
�����
���/����� ���$� �!��� ��7
� ��&90'F/��� � ���,��6	� &9������� �
��6���� ��F/�ED$��)

� ������&9�
��� "�+�+EA&$ ��7
� 6	�$#%#>�����2��& D$� ��09�$�	F
���>�2�5���
�
6	��&'����� �$� � 2d F/��09�$�
�$&9�
�>���>��7
� � 687pC ���  
6�0'�'��� ( & ) �2)��
�	6������'��&9�
� ���'�
&9�
0��kC�& ��7 ��090;��7
�	&'� �
����&9D2�2��&9D�� ���2��&'�E
�
&9� ��) :<09��#%�	� ��� ���5��7�& ����0'����F
���
����� #@�'���/��� ��� 6��$����� � � ���
�
&9�
� 09&'������� ���/����� ���$� � F�� ��7
� D �A�$��0 �C� ��� 0 #@�'� "<+ A T (�B+H&$ )  �
6��$# �
09�WG 6	� �$���
&9�,�2����� � A ) � � & ��& ���$& D$�	� ���$��� ���
�
6���&9�$�

f(z̄, z)
( C�7������

z := (zi)
& ��� 6��$0909��6	��&9D��

�
�����2��&9�$� ���$� ��7
� 6	� �$���
&9�,�2����� ( F��

f(z̄, z) 7→ F (â†, â) :=
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f̃(p̄, p) :=

∫
dd z̄ ddz
(2 π)d f(z̄, z) ei (p̄·z+p·z̄) .

� A ) + ) �

� 7
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�	���	��� &'� ��7
� �
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����� #%�$�
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687 ��7,�2� ( ���$�1�WG���# �
09� (

â† â2

�$�	����#@�'�,� �	� ��� � ��� 0 � �$���
������� (
â† â2

)
= 1

3
(â† â2 + â â† â + â2 â†)

)  � ��7
& �%6	�$�����WG �
F̂ :=

F (â†, â)
&��-6��20'09��� ��7
� �4� # F ��04�$� � � � 0 � �4� #>F/�$04���

f
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�
6���&9�$������� 6�� �$���
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�
6�� ��� �'� �	���2���$��� ��� ��7
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�
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�
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�
������6	��&�����&9�$��� ��� �'����&'��� �
�
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w(p̄, p)
&'� ��7
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) "�+'+EG&$
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& � �����
&96 � )<C������ ��0���� ��7,�2� ��7
���
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��7
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�%��� � A ) +EA � C�7
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F̂ 7→ f(z̄, z) := (i 4 π)d Pf(θ)

∫
ddp̄ddp
(2 π)2 d TrH

(
F̂ e− i (p̄·z+p·z̄) ei (p̄·ẑ+p·ẑ†)

)

= F?(z̄, z) ,

� A ) + T �

C�7������
F?

������& D$��� ������#
F

F�� �����
0'��6�&9�
� ��7
� 6	�$# � �'��& ��&9�$� F�� ��7
� �������4�C�
��� �
�
6�� �����
Pf(θ)�����
����� �-��7
�  � � � ��� ���"��7
� �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D &9� � ���	�����$�

θ
C�7
&9687 ���$��� ����&9��&9D�� �
��������#%&'�,�2� � & �

��&9D���� F�� √
det θ

���
� ����7���� C�&���� �
�WE,�
��� �'� ( ���$���WG���# �
09� ( &9� "E��G?$ ) �,�
����7
����#%�$��� ( ��7
� � � #>F/�$0
TrH

&��!�,����� 7
�����1���%�
��������� ��7
�1������6	�1� D�������7
� �!&'09F �	��� ���
��6��2)
� �1��7 ���!7,��D$� �%F�& s �	6	��&9�$� ��� ��7
�1���$��#

(f(z̄, z), ?) ←→
(
F̂ (â†, â), ·

) � A ) +�` �
�20'09��C�&'�
�-���4����&'��D�� ����&'�$�2��� �
���$F
09��# � �$�

θ
� �
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&9� ��7
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�
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��09����7����$��&'��� &9����7
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∂z̄i
f −→ 1√

2 θi

[
âi, F̂

] �����
∂zi

f −→ − 1√
2 θi

[
âi †, F̂

]
,

� A ) +EH �
�6� C ��090 �'�

∫
ddz̄ ddz

(2 i)d
f −→ (2 π)d Pf(θ) TrH(F̂ ) .

� A ) +A� �

�,�
� ��7
�	��#%�$��� ( C �>#@� � &'������� �
�
6�� ��7
� 7
����#%&9��& ��� 3 �'�
0'��6�� ��� �	���2���$� −∆
C�7�&'687 &�������E,�
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D &'�

∆F̂ :=
[
a,
[
a†, F̂

]]
=
[
a†,
[
a, F̂

]]
.
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a
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θ
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6�� �$����&'�,� ��� �
z̄i, zj ↔

√
2 θi â

i †,
√

2 θj â
j ���/�����2�������

������& D2�2��& D$���
∂z̄i
, ∂zj

↔ 1√
2 θi

ad(âi), − 1√
2 θj

ad(âj †)
6	�$#%#>�����2���$� �

&9������������0 ∫
ddz̄ ddz
(2 i)d ↔ (2 π)d Pf(θ) TrH

������6	��)

C!��������7,�2� &'��� ������� ��� dd z̄ ddz
(2 i)d
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&'�	���������8�2��&'���
d2dz
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�����1��7
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��)



�:� � �  !��"<�$�&%'����������"!�)(*%'�����+��,S, ���������	/�
�10

� � � ��� � � "�� "$�%"���� � � ��� ���!�  �#&$"$� � � " � �	�����$� � � �%"'& �����
 � �2�
�
& ��&9�$� ��� ��7�� �2���$���	#%������&9�$�
�	� 7,�2��#%�$�
&961����6	&'090'�2���$� � �8�2��� � ( ��7
�	��� �WG &������!��������7
�	� ���/��6	& ��0
6�0'�'������� �����2������&9� H � � C�7
&9687 #@�	��& � �$�����2�����	� ��&'��� )"� 7
� ��� ( ���6� 6���090'�	� 6��$7������	��� �����2����� �
0'� � �2�
&'# �/�$���������"����0'� &9�%�$�
���
& ��6���� ��&9�$� �2�,��7
� ���$�
6���#@# ���8� ��& D$����&9�$#@�1#@� �
�	0��$� ��7
� ���/�����2���$��0'��D$�	0
���
� ��7 ��� �
�����	��D$� � ��7
�����$�
��7 &9��� � �	6	��&9�$� ) � � ��7
&��1����� ( C��%6���0'09��6��!���$#%� ��� ��7
� F,�6��&96%� �26	���
��F/�$���4��7
��# �'��� �2� �'� ����������� ���$����7
� ���
��0�����& �"&9�>��7�& � ��7
� ��& �	) 	 #%�$��� �
�	����&90'�	�@��& ��6���� ��&9�$��6���� (
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���������%� �8�2��� �	)

 � ��7
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|α〉 :=

∞∑

k=0

αk

√
k!
|k〉 = eα â† |0〉 = e

1

2
αᾱ eα â†−ᾱ â |0〉 . � A ) +�H �
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〈α|α′〉 = eᾱα′
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â |α〉 = α |α〉 ���
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∂
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|α〉 . � A ) A + �
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dαdᾱ

2πi
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R̂(ϑ) := ei â† ϑ â =⇒ R̂(ϑ) â† R̂†(ϑ) = eiϑ â†,
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|β| + â sinh(|β|) β

|β| .
� A ) A�B �





���������
	�� �

� ��� � � ��� 	�� � ��� � ����� ��� � � �#� ����� 	
��� �
	 � � � ���

� �
�����
��#@&9�,����� ��&'# &9� E,�	0'� ��7
����� � & �!���kE,�
� �
��� ����& D & ��0 ����0'����&'��������� ��7
� �_ �,� ��&9�$��� ���
#%����&'��� ����� ���$#%� �$&9D���� #%� �
�	0 ) �!�����$� ���
�,� ����0<� ( ��7
� �^ �
�2��&9�$���@����& ��&'�
� &9� ������09&�����&96 #@� �
�	0 �
�2��� �����,��090�� 7�&'�$7�0�� �
�$�
09&'������� ���
� ���$09D &9�
� ��7
�	# &9� ����0'0 �����
�	����09&9� � & � ��� ����� ��� &9�������6��&9F
0'�
���'��?;)  ��&��@��7
�����	���$��� �,� ���
����0 ��� 0'� �$? ���$� �/������&'F�0'����&9# ��0'&FE,6�� ��&9�$���\C�7�&'687 #%&9�$7�� �20'09��C ���$�
E
�
�
&9�
� �2�109���'� � ���
F/6�0'�'����� � ��� ����0'����&'������)! � #@����� 6��'��� � ( ��7
& �1&�� &9�
�
�	��� � ��� ��&9F
09���2�
� ��7
�	���
�1G & � � ����#@� �,�2����&96���0 ����0�� ����C�������&'�
� ��& ���,� ��&9�$���>C�7
����� ��7�� 6	�$����&'�
�	���	� ���$09����&'�$�,� ��0���� 7,��D$�
�2� &9�����	���
���	�8� ��&9�$� &'� ���	��# � �������'� �$09�$�$&96��20m �,������& ��&9� �	) � �mC�&'090 ��09�
6	&'�,� ��� ��7�& �%&9�
��� &9� ��7
�
����0'09��C�&'�
� ���	6	��&9�$���&C�7
�����PC � C�&9090 6	�$����&9�
�	���
��&'#@����&'0<� ���$09& ���$�
&96 ���$09����&9�$��� ( �$� ���$09&9���$��� ���$�
��7
�$� � ( C�7
&9687 ( ���$� �$�
�!�
�
� � ����� � ( ����� �
�WE,�
��� �'�eE,�
& ��� � ���
�	���'� ���$09����&9�$��� ��� � #%&'��?���C���? &'���
E
��09� ��7
���$�4� �����
��0'0<� ����& ��&'���@�����$# ���$#%� ����� ��0'�$��&'6���0 �����$�
#%������) +

� ��&'090-��7
� 6���# ��0'����� 6�0'�'� ��&FE,6��2��&'��� �2� ��7
� ��� �
�$���/��� ���
��F,�2��&9D�� ���$09����&9�$��� #@� �oC ��090 F/� ���
�2���
�
����� ( &9���
��� &'# �/������&'F�0'� ( �8�'��?;)4� 7
�	���	������� ( �$�
�<#%&'�$7���6��$�,��&9�
��������7
�	� ���$����� � ���$� ��&9# �
0'& � � &'���
��7
� � ������� �
���$F�0'�	# ) 	-09�$�
� ��7
������0'&9�
� � 7 �
�$�@�^) �$����� 7
�ED���F/���	� &9� D�� � ����� &'����� ��7
� �����
�,� ���
09��C��	� �
&9#%������&'�$�
��0 #%� ����0�� �
� ��6��	�
�
��� ������# ��� ��&9#%&'0'��� ��� &9� ������� ����&'��� 7
&'��7
��� ��&'#%���,��&9�$�,��0
#%� �
��0�� &'� ��7
�<7
�'� �"��7
�2�5��7
����� #@� � F �<#%�$���<���'��&90��1������6��8��F�0'�2) � 7
�	� �$���9�����	?�� �����
�
������� �8�����
������09&�����&96ME,�	0'� ��7����$��&'��� F�� #%������� �2� ��7
� ��� 0'��C ��� �
&9#%������&'���,��0 #%� �
��0�� �$�
� C �$�
09� �����
��0'0<�
���_ �
&9��� ��7
�����1��� �
��� ������D��>�6� #��2��� �2� ��7
�1�����2���
����� ��7
�17
&9�$7
�	���
&'#%�	����&9�$�,��05#%� �
��0 �/��� ��� � �����
�6�$� �'����&9F
09��) � &9�
6	� &'� ��7
&�� ��7
����&��@C��%�2��� ����&9#��2��&90�� &'�����	���������	� &'� 6	0 �'� ��&96���0�E,��09� ��7
�	�$��&9� ����7
�
?2��� �����2���
���kC��\C ����� ��� ?2��� � &�� ��7
� �1G & � ������6�� ��� ���$������& D & �20
���$0'� ��&9�$���>��� ��7�� �_ �,� ��&9�$��� ���
#%����&'��� )	�

� �$# F
&9�
&'��� ��7
� �tC � #%������&'�$����� ������68?�� ( C � �����@��7 �,� ����� �$��� ��� �2�,��0<�  	� ���$0'& �����
&'6 ���$09� �
��&'�����>��� ���,������&'6	�
0'��� 09��C �
&9#%������&'�$�
��0;E,�	0'� ��7����$���	��&96��20�#%� ����0 ( ��7
� ���6� 6���0'09��� � ����� 687
&'����0
�����
���
0'&9�
�����%��&'�$#@�@#@� �
�	0 ( ���
� &9���-�WG ��������&'�$� ������7
� ���$�
6���#@# ���8� ��& D$� ������09# ) 	!� ���	��F
��&'�Wa��
���	D &9��C�&9�
� ��7
��6��$#%#>� �8�2��&9D��%��������&'�
�bC � ����� 6����	����� ��7
���
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$�!6��6���!6�0'����& � � &'�
� ��0����
��7
� ����0'�2��&9�$� ���5��7
� �
���
6��$#%# ���8�2��&9D��$� �2��� #%� �
��0/��� �
���
6��$#%# ���8�2��&9D�� ��6���0 �2� E,�	0'� ��7
���$��&'����)

�������$���@�$�$&9�
� &9� ��� ���	�8�2&'0"09�	� ��� �
�������	� � ���$#%�@�����������	�
6���� ���$�1F
��68? �$���$���
� �������
&9�
�
)@� 7
�
�2�,��0<� ��& �1�2�"�
�$���/��� ���
��F,�2��&9D�� �
�$������&9D &'��0�E,�	0'� 6	�$�E,���
���2��&'����� &9� �$���������204&��1��� �$09� ���
F_s ��6�� &'�
E
��09� ��7
�	�$� � ���
� ��7
�	��� �1G�&������%� � ��&9� �2#@���
��� ����09&9�������2���
��� �$� &9��) �,�$� � �$� � � �ED$��� D &'�WC �$�
��7
� �����
&96 �2� ���$09& ���$���-���
� &'��� �8�������$���-&9� ��7
�>6	�$#%#>�����2��& D$� ���	����&9�
� ����� &9� �,��� ��&96��
0'���!���$� ��7
�

-��_BDKF24cZBD=4fa3D5?G(9;L 247%d[BD0%2 3 c/A*7&V�2>BD24A*7EKu9 BF0%G/KeV%GZY&7%G(3 HU0&9;B 243eL_7&A HU7m9^3 \@3DA*=42>BF9;KFfIH19gO*G(3 ` S 2>7?3kBFGW9*VmA*N�\D3@A^=>2>BDA^7&3k`uS
3@247&cZGJBF0%GU=49;B@BFG/K 5%0&KF9^3@GJA;N,BFG/7EKDG/N G/Ku3'BDAb9 REA*KFG13@BDKF247%d*GW7^B V�G/Y&7%2>BD24A*7M9*3WS N A^K G��%9;RE5%=4G*S;2478o>p�
�(r t�� GZBWS^H G1HU24=>=&7%A;B
RE9*L*G1BF0%243e3@A^RmGWHU0&9 Be3D6%i�BF=>G�V%243FcZKF2>RE247&9 BF2>A^7E0%G/KFG�9;7&VaBF0_6?3 9*V�0&G/KFG1BDAIcZA^RERmA^7E5%KF9^c BF24c/GJ247M5%0 f�3@2 c/3 =>2>BDGWKF9;BD6%KFG*t
��� O*GW7 BF0%A*6&d*0 BD0%GWKDG G���243@BWS1A*Nbc/A*6%Ku3DG*SJA;BD0&G/KXKFGW9^3@A^7&9;i%=4GCN GW9 BF6%KFGW3X9^3MG*t d&tec/A*7�N A^KDRM9*=�2>7 O 9;KF2 9;7&c/GjA*N BF0%G

9*c BF2>A^7TS%9*3Df RE5�BDA*BD2 c:N KFG/G(V�A*R A*K�cZA^7�Y&7%GWREG/7_BUA;N'N G/KFRm24A*7?316%5?A^782>7_BDKFA�V�6&c/2>7%dmBF0%G/R o>p���(r t



�:c 3 ��45���6�������/8:9 �����7%&�����+��,-,.��������
	�8&=*?N��8:��"#�L���

�
�$�
09&9�
����� ��&'�$#@� #%� �
�	0��
��� ���	������� 7
����� ( C������
�$�$�����<��7
��F/� ��?�� "<+EG�)�( + )�)�(�B$H?$ ) D �$��� ���	6�������0�� (
����&'# �
0 � ����� F�� ��7
�>����D2���
6	� ��&'� ��7
� ������� ���"�
���
6��$#%# ���8�2��&9D��OE,�	0'� ��7
����� � ( �
�$���/��� ���
��F,�2��&9D��
���$09����&'�$�,� ���	6���& D$�	� �@0'�2� ��� �2�����	� ��&'��� &'� ��7
� ���$�
6���#@# ���8� ��& D$� ��������&'�
� ( �'�lC��	0'0 ) �,�$�-�����
�	����0
�����������	�
6����-�$� ��7�� �����
&96 �����
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$�!���$09&9���$���!���
� &9�������������$��� C � ���	���	����7
� �������
��� ���
" T A ( T ��()H T (�`')�( T H,(*�+`�(*��H?$ �2�
� ���	���	������6�� �!��7
�	���	&'� )

� z� cI<�u ? VWU A�>`]^VW<�>�E�H�]^Vap�U5EXU </?$A
H�]

� 7
�>#%� �
��0��-�2� �
��&'#@���4� &9�����	��� � �-��� ��������� ��7�� ���
�$� � � 09&'�
����� ��&9�$#@��#%� ����0�� ( ��6��20 ��� E,�	0'� ��7
� �
�$��&9� ���$�

(1+d)
� �
&9#@�	����&9�$�,�20Aa;�2� � �,��6	�	��&9#%� C�&9��7>E
��09� ����? &'�
� D2��09�
� � &9� � ��&9��#@���
��& ��� �������$���

#@���
& ���$0'� ���
� �
�WE,�
��� F�� � 0 ���������
��& ��� ��6���&9�$� ������7
�1���$��#

S[Φ] :=

∫
d1+dx

(
1
2
Gab ∂µΦa ∂µΦb − V (Φ)

)
,

� ) ) + �
C�7
�����

G
�
�	�
����� � ��7�� #@������&'6 �$� ��7
� �8�2���$��� ���,�26��%���
�

V
&�� ����#@� �/����������&'��0 ) � 7�� �
���8� ��&9�$�

� ���
�$� � � 09&'�
����� �>��������� �-��� ��7
� ���$��# ���<��7
� #%�	����&96%���
� � #%� ����0 &�� �����,��090�� 6���090'�	� ���$�
09&'�
����� & �
��7
� 6	�$# � �$���������!���

G
�
� �/����� �$� ��7��bE
��09�

Φ
&9������0 �*)

. �
� ���
��7
� #%�������
����#@&9�
�	� � �WG���# �
09� � ���/�!�
�$�
09&9�
��������&9�$#@�-#%� �
�	0 &�����7
�;C ��090��
���
��� ����� � �
O(n)

��&9�$#@� #%� ����0 �'� E
�����>&'������� �
�
6��	� F�� � ��090 � D ����� ���
� 3 ��D�� " T G&$ C�7
��������7
�\E,�	0'�,� �����
�$& D$��� F��

n
� 6��$# �/�$�
�	� � �����20!���
&9��D$�	6	������� ����� ��7�� 0'���$���2�
�$&'��� �
�	����& � � ��&9# ��0�� ��������� L =

∂µΦa∂µΦa ) 	 ��&'����6	���$�	�
������0'&� �� ��&9�$� ������7
� 3 ���$�����
�$&'��� & ����687
&9�	D���� F�� ��0'09��C�&'��� � �$���$�,�
�8�����$�	� #��2�
&9����0'� ( �2) �
) ���$�

U(n)
� D2��0'�����YE,��09��� ( � &9��09�
&'��� ��7
� �
�
& �8�2� � ��&9�$#@� ��� 687
&9����0 #%� �
��0

C�&9��7 L = Tr ∂µΦ† ∂µΦ
) . F�D &9�$����0�� ��7
�����%#%� �
�	0 �1�	� s � � � �$09�$F,��0

O(n)
�$�
U(n)

� � #%#@�����4� (
�������/��6	��&9D���0<� ( ���mC�7
&9687 ��7
�	&'�1�,�2#@��� ���	���	��)>.-�
�
������&'6	�
0 �2� &'# �/�$�������
6	� ���$� 0'�2���	�1�'���
09&96��2��&'�$�,�
C�&'090 F/�>��7�� ����������&'6���&9�$� ���"��7
� 687
&9����04#@� �
�	0 ��� 7
����#@& ��&'���ME,�	0'�,�

Φ† = Φ
C�7
&9687 ��0'09��C�� ���-���

�
���
Φ = � − 2P

C�& ��7 � 7
����#%&9��& ��� ����� s �	6	�����
P

��� ����#@� �����
?
r
) � 7�� �
���6s ��6	���$�

P
& ������0 �

�,������#%�	����&  	� � ���
F����
��6����1���"��7
� ���
090�6	�$�E,�$�����2��&'�$� ���,��6	�OC�& ��7 �
&9#%������&'�$� ��&9D���� F�� & ���-�����
?;)
� 7
� ���	� ������090 �
���6s ��6	���$��� �
��&9������&90�� �^ �
&9D2��09����� ���

P
( �2�
� ��7 ��� ��� ����#%�������
? ( & � 6���0'09��� ��7
�

� ���'����#@���
�
&'��� ( ���
� & �!& ���$& D$�	� F�� ��7�� 6	���������

Gr(P ) =
U(n)

U(imP )× U(kerP )
,

� ) ) A �

C�7
�����
U(X ) := {U ∈ GL(X ) | U = U †} �
�	�
������� ��7
� ���	� �2���20'0��
�
& �8���4� 09&'������� ��������� ���$��#@�1�

��&9�$��� ��� X ) � 7����������$��� ( ����687 ��&9D����
P
( ����� ��7 ��� ����687 7
�	��#%& ��&'���

Φ
( F/��09�$�
��� ��� � 6���� �8��&9�

� ���'����#@���
�
&'��� ( �2�
�>��7�� ���
��6�� ���;��090 7�����#%& ��&'���
Φ
�
�	6��$# �/������� &9� ���1����& ��s �$&'���4�
�
&9�$� ��� � ���6���4�

#@���
�
&'�����	)>� 7
� ��� ������&96	��&'�$� ��� 7
����#@& ��&'���
Φ
�������
6���� ��7
� �
��&9����� � ��� � �$���'����#��2�
�
&'��� ��&9�$#@�

#%� �
�	0 ( C�7
�����-6����E,�$�
���2��&9�$� ���,��6	� &��
�,�2����#%�	����&� ��	� F�� �
��� s ��6����$� �
P
) �4&9�,��090<� ( &9�NC � 6	�$����&9�
�	�

�$�
0<� �
��� s �	6	���$��� ��� �����
?
1
C��������@09�	� � C�&9��7 ��7
� ���1� 6��20'09��� � P n−1 #%� �
�	0 � " )$G,( T +'( ),+'(9+ )�)&$

C�7
&9687 �����%���
F_s ��6��!��� �WG ���	����& D$� �����
�
&9� � ��� ��7
��&9� ��C�� )"� 7
�	���1&�� #>�
687 #%�$������� F/�$���2&'� ��F/�$���
��7
����� #%� �
�	0 �%�2�
� ��7
�	&'� �
�����/������&'���%F
��� C �>C�&9090 �
���%�
� ��� &9� ��7
&�� ��7�� ��&��@���
� ��� ��7
�	� 6��$� �
6��	� �����2���%�$� �$���������204�����2���
����� ���
� ��7�� ���/��6�&FE,6 ���������.C�7
&9687 C�&9090 F � &9������� �
��6���� &9� ��7
� �
�1G �
���	6	��&9�$� )

��� 7mBD0&GU=>2>BDGWKF9;BD6%KFG1A*7%GU6&3D6&9*=>=4fIG/7?cZA*6&7^BFG/Ku3'BD0%GU7&A;BF9;BD24A*7
Gr(k, n)

N A*K BD0%G�3DGZB A*N 9;=4=
k �
cZA^RE5%=>G �

�
V�24REG/7&3D24A*7&9*=

3D6%i&3D5&9*c/GW31A*N��
n
t



3 �L��� �_[ ���L,S8:��"#�L���/��9;"<��R�,S�.,S���/8:9$" �2

3 �L���L� gZ8u�6�6�L� ��� " deQ�8u�)��8_,

� 7�� #%� �
�	0 � &9������� �
��6���� �2F �ED$� �����	# ���'� � ���
�$���$7 ��� �$&9D�� �WG �
09&'6	&9� ���$09����&9�$��� ( � � 09���'� � &'�
09��C ��&'#%���,��&9�$��� ( �2�
� ��7 �������	��D�� �'� ��� � �WG���# �
09� � ���$� �����2������� � ��� #%�$��� �����20'&�����&'6 7
&9�$7
�	�4�
��&'#%���,��&9�$�,��0!#%� �
�	0 �	) C��	D���� ��7
�	0'����� ( ��7�� ��� #%� �
�	0 ���
� �����������2������� �
�$������&9D &'��0����$09����&9�$���@&'�
�2��F
& ������� �>�
&'#%�	����&9�$���	) � 7��!��� � ����&96	��&'����� ���%��7
��� �
#>F/��� ��� ��090'��C ��� ��&'#%���,��&9�$���<���$�"�
�$������&9D &'��0
���$09����&9�$��� ��� �WG &���� ����� �
�
� � � �2#@��������7
���$����# F�� +-�	����&968? " `+` ((A$A&$ C�7
&'687 � �8�2��� �-��7,�2�1�
���
���
6	��� �8��&9� �'� ���
# ����&'����� ��7
������6����
�
��� �WG &����>����� ����7���� ���8� ��&96kE,��&9��� � �	�
�����'� ����0'����&'����� ��7,��� ��7
�
D2��6	�
�
# & �����	09�*) 35��� ��� ���$090'��C ��7
� 09&'��� �>�2� " B�H&$ �'�bC��	0'0��'�>+�������&'68?)r � �$��&'�$&9�,��0 �,�6� �	�>����� �$�
&9����� � 0'& ����0'�%#%�$��� �
�	����&'0 ) � � ��7
&�� �	�
� 6��$�,��&9�
��� ������&9� ��� ��6���&9�$� �2� ��7
� ���$��# � ) ) + ��( C�7
����� (
����� ��&9# �
0'&96�& � � ( C � �'�����
#%�

Φ
��� F/� ��6���0 �2��)
� �8� ��&96 ���$09����&9�$���

Φ
�
�	��� ���%�WG ������#%&� ��1��7�� �	�
�����'�

�����
6	��&'�$�
��0

E[Φ] :=

∫
ddx

(
1
2
∂iΦ ∂iΦ + V (Φ)

)
=: E2[Φ] + E0[Φ] ,

� ) ) ) �

C�7������
i, j ∈ {1, 2, . . . , d} ( &'# �
0<� &'�
� ��7
�2�<&9� ��7
�$�
09�@&'� �,��� ��&96��
0'���"F/� � �8�2��&'���,��� �>�
�
�
�	� ���,�2��& �20

��� ��6���09&'���
Φ(x)→ Φ(λx)

) � 7�� �	�
�����'� ��������� ���$��# ���
�
�
�	�!��7
&��!��� ��6���09&'��� �'�

E[Φ] −→ λ2−dE2[Φ] + λ−dE0[Φ] =: Eλ ,
� ) ) T �

��7 ���1��6	6��$�
����&'�
� �����!��7
�>687
��&'6	� ���"���	��#%&9�
�$09�$�'� ��F/� D���)$� �8�2��&'���,����& � � ��� ��7
� ���������6� 09���2��� ���
��� ��7
� 6����
�
& ��&9�$�

0
!
=

dEλ

dλ

∣∣∣∣
λ=1

= (2− d)E2 − dE0 =⇒ E0 =
2− d
d

E2 ,
� ) ) ` �

�!���
6	� C � ���	� ��7,�2� ��7�� F/��7
�ED &9�$����� ��7
� ���������6� �
� �/���
�,��6	���
6	& ��090<� �$� ��7
� � �
#>F/������� ���
�2��&'��0
��&'#%���,��&9�$����) � ���
�	��&96���090<� ��7
� ? &9�
�	��&'6 ���������6�

E2

���
� ��7
� � ����������&'��0 �	�
�����'�
E0

�2��� F/����7
�/����&9��&9D�� ���
� ��7����������$��� � ) ) ` � 6���� ���
0�� 7
�$09� ���$�

d = 1
C�7
�������'�@���$�

d ≥ 2
&9�@&��@D &9�$0 � �����()

� 7�� 6��6���
d = 2

�/����� ����� �1G�6	� ����&'��� &'�,����� �����'�%��7
�	��� &9��&�� � ��&90'0 � �'����&9F
09� ��� 6	�$����&9�
�	����7��
��&9���,�2��&'�$� ��� D2���
&���7�&'�
� � �2��������& ��0IC�7
&9687 #%&9�$7�� ����&'090!��090'��C ���$� ����0'����&'������) 	��
����7���� C � � ���
��D2���
����7
&�� ��7
���$����# &9� ��6���0'��� E
��09� ��7
�	�$��&9� � & �<��� &'��6�09�
�
� �2�
�
& ��&9�$�,��0,���	��# � C�& ��7�7
&9�$7
��� �$���
���
������& D2�2��& D$���%�$�>7
&9�$7
�	� � ��C ��� � ��� ��7
� �
����&9D2�2��&9D�� �%&'� ��7
� 3 ���$�����
�$&'��� �2�
� ��7 ���%��0���� 687
���
�$�
��7
�%6��$���������/�$�
�
&9�
� ���
�	���'� &9� �mC � �MC�7
&9687 �20'09��C�� �����$���$09����&'�$�,� ��D$�	� &9� ��7
�%6��'���%��� 7
&'��7
���
��&'#%���,��&9�$����)��

. �
� &'# �/�$����������&9# �
09&'6��2��&9�$� �
��� ���%��7�� &9������� �
�
6���&9�$� ��� ��09���
�2��7 �C��6��20'� √
θ
D &'�@��7
� ���8�2�4�

����� �
�
6	� � A ) T � &�� ��7,�2��&9� ��7
& �!�
�$��6��$#%#>� �8�2��&9D�� ��������&9�
�@��7
� ��6���0'&9�
� �����$��#@�	���-������� ��� �
���ED$�
��7
� �2F �ED$����7
�	�$���	# &��>�����
�	��&96���090�� �
� 09�$�
����� D��20'&9� " A�H?$ ) � 7����������$��� ���8� ��&96\E,�
& ��� � �	�
�����'� ���6�
09����&'�$�,�@6���� ���
� �
� �1G�&����@��D$��� &'� 7
&9�$7
�	� �
&9#@�	����&9�$��� � ����� " T )&$ ����� ��7
� �1G
�2# ��0'� ���

d = 2C�& ��7 �
���� ��	��� � �2��������& ��0 � ) �,�$�
V ≡ 0

( 7
��C���D$��� ( ��7
� ���
�	���'� ���	�
�
6���� ��� ��7�� 6��$#%#>� �8�2��&9D��
�1G �
��������&9�$� � ) ) ) � �
�
�1��� ��7
� �
�����/��� � � � A ) H � ���
� +-�	����&'68?)r ����7����$����# �
� � ������&'090 �'����0���)

 �%&��@��0 ���^C��$� ��7pC�7
&90'� #%������&'�$��&'�
� ��7
�2�%F ����&9�
� � ��7
� �
����� ��& D$� �
�$� � �WG &������	�
6�� �������
0 �%�
&��4�
6	��������� ��F/� D�� C�� 6���� ��0���� �
��� ��7
&�� ��7
�	�$���	# ��� ���$#%�16��$�,�������
6	��&9D�� �����1F�� ������09&� �&9�
� ��7,�2����7
�

��� 5&9*K@B�N KFA*R BF0%243WS BD0%Gm247^BFKDA�V�6?c BD24A*7<A*N d^9*6%d*GbY?G/= V%3 c/2>KucZ6&R O*GW7_BF3UBF0%G A^i&3@BDKF6&c BF2>A^7&3�A*N BD0%2 3 BD0%GWA*KFG/R i_f<9
V�2
	 G/KFG/7_B:3Fc/9*=>247%dmi?GW0&9gO 2>A^KWt



�:q 3 ��45���6�������/8:9 �����7%&�����+��,-,.��������
	�8&=*?N��8:��"#�L���

6��$# �
��0 ���$� �%&9��D��2��&'���
6������/��7��!�	�
�����'� �
���
��� ���
�2��&'��0
��� ��6���09&'�
� &9# ��0'&9� � �1����0'�2��&'�$�%F/�	�tC ���	� ��7
�
�
& )(�	������� �
�����������4��7
� ���
�	���'� �����,��090�� ��������������� ��� �6�!D &9��&'��0 ��7
��������# "<+EG�)�( B�H?$ )  �

d = 1
( ���$�

�WG���# �
09� ( ��7�� 6��$�
��&9��&'�$� � ) ) ` � � &'�	0'���
E2 = E0

�2�
� ��7
� �	�
�����'� ��� � ���$0'� ��&9�$� & � ��7 �,� ��D$�	�
0��
���
09& �-F/�	�tC ���	� ? &'���	��&96 ���
� � ����������&'��056	�$������&9F
����&'��� )

3 �$��� � ������8uR)����V �L9L���10

: D$�������,��090�� ( �$�
�MC �$�
09� �20 ��� 0'&9?�� ��� �2�,��0<�  	� ��&9#@� � �
��� �	�
�
�	� � ���$0'� ��&9�$��� ��� ��7
� �������/��6	��&9D��
#%� �
�	0 �2�-7,���
�()$	-� &9# � �$� �8�����< �
������&'�$� �2��&���&9�
� &'� ��7
&�� 6��$�����WG �1���<6	0 �'� ��& � � &'�
� ���$0'� ��&9�$���-���
�>�$& D$�	� #@� �
�	0 &��;C�7
����7
�	� &9��& �
� �'����&9F
09� ��� 6��$# �
09�	����0<� ����09D��-��7
�-�_ �,�2��&'�$�,� ���5#%����&'�$�,� �$� ( &9�
����7����/C��$����� ( C�7
�	��7
��� ��7�� #%� �
��0�&���&9�����	�$����F�0'�2)� �eE
��09� ��7����$�4� ( ��7
�<���	��# &9������������F
&909&9� � �����,��090��
����������� ���>��7��-�WG &��������
6	� �2� ��� &'�_E,�
& ��� � �
# F �	� ��� 6��$�,����� D2�2��&9�$� 0'��C�� (�� C�7
&9687 ( ����� �eC�&9�
�16�0'�'� �
���;#%� ����0�� ( &��4&9������&9����&'6���0'0<�>��&'�	� ���!��7
� �WG & � ���	�
6������;� ���6� 6���0909���%3 �6G�� �,�2&'� ���$��# �
0'�2��&9�$� "E� +�(�+ ),+*$ (
C�7
����� ��7
� �_ �,�2��&'����� ���"#%����&'����� ����& ��� �'��6��$# �,�2��&'F�&'09&9� � 6����
�
& ��&9�$� ���<� ���	�-���"�_ �,� ��&9�$���-���$�
��� ���_G &'09&'��� �ME
��09� )%��� �WG ��# �
09& � � ��7
&�� � �8�2����#%����� ( 09�	� ��� F
��&'�Wa�� 6��$�,��&9�
��� "�+ )�)&$ �'� � ��&9# �
09�
(1+1)

� �
&'#%�	����&9�$�,��0(6��'��� ��7
� �!�$������C ���6� �
���<��&9� � �_ �,� ��&9�$� �$� ��7
� ������0(0'&9�
��)<� 7
�1�^ �,�2��&9�$� ���
#%����&9�$� & ���$& D$�	� F��

∂tq + α q ∂xq + ∂3
xq = 0

C�& ��7
α ∈ � .

 ������� �
�
6	� ��7
� 0'&9�
��������� �	���2���$��� " A'),(�Hp`&$

L := −
(
∂2

x +
α

6
q
)
, A := −

(
4 ∂3

x + α q ∂x +
α

2

∂q

∂x
+ f

)
,

C�7
�����
f
& � ��������F
&9�������4� ���
�
6���&9�$���
� �/���
��&'�
� �$�

t
���
���������
�
& ��&9�$�,��0
D2����& �2F
0'�

k
) � ��0'6	�
0'�2��&9�
�

��7
� 6	�$# �,�2��&9F
&90'& � � 6����
�
& ��&9�$� ���@��7
� �������2�4�^ �
�2��&9�$���

LΨ = k2 Ψ ,
∂Ψ

∂t
= AΨ ,

���$� ����#@� ���_G &90'&'���4�mE,��09�
Ψ(t, x, k)

���
�
α 6=0

�$& D$���

∂tL +
[
L,A

]
= 0 ,

C�7
&9687 ���/�$� &'�,����� ��&9�
� ��7
� �
�WE,�
& ��&9�$��� ���
L
���
�

A
( ��7
� ���6� 6���0909��� 3 ��G �,��&9� ( ��� �
��� �
��6�� � ��7��

�$��&9�$&9�,��0,�^ �
�2��&9�$� �2� #%����&9�$�%���$� ��7��lE,�	0'�
q
) � ��7,��D$�!��7 ��� ���WC���& �����	����7
���^ �,�2��&9�$�@��� #%����&'���

�'�1�@6��$# �,�2��&'F�&'09&9� � 6��$���
&9��&'��� ��� � ���	� ���"09&'�
����� �^ �
�2��&9�$� ( ��7
� 09&9�
������� ��������# ��� ��7
& �-#@� �
�	0 )
 ��D &9��C ��� ��7
�!6����
�
��6���&9�$� F/�	�tC ���	� ��7����1G�&��������
6	� ���(� 3 �6G �,��&9��������&9������������F
&909&9� �%#%������&'�$�����
��F/� D�� ( C �!C�&'090"���������16	�$#%#@��� �
����6���&96��%����� 6���090"� #%� �
��0 &9�����	�$����F�0'�OC�7����
��D$��� ��7������ �1G & � �
���
687 � 3 �6G�� �,�2&'�-������#>��0 �2��&'��� ) ��� ��&'�
���1��7
�%�!�$������C ���6� �
���<��&9� �1�^ �
�2��&9�$� ( ��7
����� �����%� 09���-���
&'# �/�$���������!&'�����	�$���2F
0'� � ��� ����# ��&'� ��7
&������	�����2) �,�$� �WG���# �
09� ( ��7�� ���$�
09&'�
��������&9�$#@�@#%� �
��05&9�

2�
&9#@�	����&9�$��� ( & ) ��)
d = 1

( &��-? �
��C�� ��� F � &'�������$����F
09� "�+ )')?$ )�+-�
� ���@��7
� �1G & � ������6�� ��� �/��C��	�����
0

���&A*Kh9 RM9 BF0%G/RM9;BD2 c/9;=4=4f REA*KFG<KD24d*A^KDA^6&3EV�GZY&7&2 BF2>A^7 A;N[2>7_BDGWd*Ku9;i%24=42 Bkf A^7%G<7%GWGWV%3XBDA G/RE5%=4A f 9 =42>B@BD=4G REA*KFG
3D6%i�BF=>G/Bkf l!3DG/GEG^t d?t o �
	(r!sUN KFA*R HU0%2 cu0 HJGEHU2>=4= KFGZN Ku9;247 247 BF0%2 3[N KF9*REG/HJA*KFL89*7&V i?GXc/A*7_BDGW7^BbHU2>BD0 BD0&GEN A*=4=>A HU247%d
� 9 �

�
5?9;24K1c/A*7&V%2 BF2>A^7Tt



3 � �S����������8:���/����9L�$�/8u���m"<��R�,S� ,S���/8:9 �����7�������+��,-,.�/���_����	�8&8p?N��8:��"#�L��� �:w

����687
��&n �
��� ���$�<�$���
�	���2��&'���>����� �����
�,� &9�
� ����0'����&'�������	� ����&90'�	� F��@&'�����	�$���2F
&'09& � � ( & � & �<D$�	� �����������
0
���%���	����&9� ��7
& � �����2���
��� �'�IC�� C�&90'0 ���	� �
�
��&9�
�%��7
� ���
F����^ �
����� ���
��0�����& �	)

C!��C ��7,�2�@C � �
��� ���������	� ��7
� �
�	6��������2� � ������09&9#@&9�,����&'���10'��� ���-F � #@����� � � �	6�&FE,6%���
� &'�������6�
���
6��1��7�� #%� �
��0 ��7,�2�IC�&90'05F/� �2� ��7��16����������!���4���
���2����������&9�$� &'� ��7�� ���$0'09��C�&'����687,�6�����	����) � 7
�
#@��&9�@��&9# &9� ��7
&��"6���� ���WG �jC�&90'0
F/� ���-�
��E,����� #%� �
��0:C�7
&9687@�����2���
��� �"�
��� ����& D & ��0,���8� ��&96 ���
�@��0����
&9�����	����6���&9�
�@��&'#%� � �
��� �	�
�
���������$09����&'�$�,� ��� ��7
�1�^ �,�2��&9�$� ����#%����&9�$� ���
� �2� ��7
� ���2#@�1��&'#%�1�WG��
7�&'F
& ��� &'�������$����F
&90'& � �$)
� &9�
6��lC��-�����!�	D��������
��0'0<� &9�����	��� � ���	� &'���
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$�1�$�	�
������09&  ��2��&9�$���
�2�(��7��!#%� �
��0�C ����� 6��,� ���@�tC �!� �,�2��& ��0;�
&9#%������&'������&9�������
�	�<��� F/� ��7
�	� ��F�0'� ��� D � ���20<� �
�	���$��#
��7
� ���,� ��&'��056�� �$����&'�,� ��� �	)

� z � P <�? VWMOVaA
?m>T<�>IH9VW>TARE�B@]^Vap�U5EZU </?$A
H E�>T?�>T<�>`xj<�U�U�G�J�ERJIVih�A
A��$JTA�>T]^Va<�>

 � ��7
� �
����D &'�$�,� ����6���&9�$�ZC�� ����D &'�WC��	�'C ��090 ? �
��C�� ��� ����09���!��� �$���
�	����0(0'��C �
&'#%�	����&9�$�,��0 ��&'��#��
#%� �
��0�� ��# �
7,�6��&� �&9�
����7
�"���$09�"��� ��7
�<�1G�&��������
6	� �2��&9��������� � ��&9�
��� �8�2��&'6 ���$0'� ��&9�$��� ���
� &9� �����$����F
&90'& � �
�2� ��7
�@#%� ����0���) ���/�$� ���
� ��7
�	�!���
�����
&'��� ��7
&��  �
�����>��� E,�
��&'�
� &'�����	�$���2F
0'��#%� �
�	0 � �����2���
��&9�
�
���$������& D & �20�E,��09�%6��$�E
�$�
��� ��&9�$���"�$�
� &��<�,�2���
����090<� 09��� ��� ��7
�X ��� ����&'���kC�7
����7
�	�"��7
�	��� �WG &����9����687
#%� �
��0�� &9�

(1+d)
� �
&9#%������&'�$�
��0�#@&9�
?2��C���? & ��� � �,��6�����&9#%�'C�7
&9687 ����� ��0���� 35�$���	� �� � &'��D2����&'����� (

& ) ��) &9��D��2��&'����� �
�
�
�	� ��7
� �26	��&9�$� ���"��7
� �$�������
SO(1, d)

)1� 7�& �< �
������&9�$� 6���� F/�%����� C��	���	� ���
��7
� � �'��& ��& D$� ���$�

d = 1
( C�7
����� #%� �
��0��%���!��7
&��@� ���/� 7,��D$� F �	��� ���$�
�
� � ����� ��) �
) "�+ ) +_$ ���
�

���	���	������6�� � ��7������	&'� ���$�1� ����D &'�WC � )  � 6	�$�������'��� ��� ��7
& � ( ��7
�	���@�����%�
� ? �
��C�� #%� �
��0�� &'�
1+2��&'#%���,��&9�$��� 6	�$# �
��&���&9�
� ��&9#>��09�����
��������0<�>��7
� �����2���
��� �����,&9� �����$����F
&90'& � � ( 3 ���������� � &9��D2����&'���
6	� ���
�

��7
�<�WG &������	�
6�� ��� &'�����	����6���&9�
� ���$09&9���$� ���$09����&9�$��� "E��H,( A���$ )�: D$�	� ��7��$�
�$7 ��7
�	���<�
���WG &������4�WG���# �
09� �
�2� #%� �
��0�� C�7
&9687 ����� &'�������$����F
09� &'� #%�$��� ��7,��� �$�
� � �,��6	� �
&'#%�	����&9�$� ( ��7
����� �����,��090�� �����2���
���
���
0�� �
�$� � #@�ED &9�
� ��� ����& D & �20'0<� ��6��2��������&9�
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6��
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�$7 �2� ���
��&9��&'�$�
��0 ������# &'� ��7
� 3 �2�$�������$& �2� 6���# �
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��� ������&9D�� �2� � #%� �
&FE,�	� ��&9�$#@� #%� �
�	0�&9�
1+2

�
&9#@�	����&9�$���mC � #@� � ���8�2��� C�& ��7 ��7
�
U(n)687
&9����0 #%� �
��0�&'� �tC � ���,�2��& �20��
&9#%������&'�$�,� ����� �WG ���	�
� &9� ��� ��� ���
��&9��&'�$�
��0���&9#%� �
&9#%������&'�$�()

: D$��� ��7
�$�
��7@��7
�����-�WG &������
&9D���� ���@C�� � � ��� ���$&'��� ��7�& � ( �$��0��@� D$���4� ���/��6�&FE,6�#@� �
&FE,6�� ��&9�$� 09�����,�
��� ��� &'�����	�$���2F
0'�%#%� �
&UE
��� ��&'��#�� #%� ����0 ( ��7
� ���6� 6���090'�	� � ����� #%� �
��0 )%� 7
��#%� �
&FE,6��2��&'��� ���
��7
� � �8���
�
����� ��&9�$#@�1� #@� �
�	0"��6	��&'��� �
���	�
��� ���$�-��7�& �$� ����� #%� �
��0 &��1�$��&'�$&9�,��090<� �
�
� ����� ����� (
�(�
#%&'��� ���
� � & �����	� "<+ A'),( +EA�H?$ C�7
� &'������� ���
6��	� ��7�� �'�,� ������&9�
� ��� � � ���	��# ���$�@� ���2��7
���
�
& )(�	���������
�
� � ����� � ���	� ��0 ��� "<+ )�)%$ � ) 	%��#%������&9�$�
�	� ��F/�ED$� & �����_ �,�2��&'���������4#%����&'��� 7,��D�� F/���	�
&'������� �
�
6��	� �����%��7
�$���$�
�$7
0<� &9��D$� � ��&9���2����� F�� � �����%&9�@��7
��6��$�����WG � ��� ��7
�

SU(2)
687
&9����0
#@� �
�	0

"�+'+�H,(*��H ( + A�G (�`�H?$ ) �,�$� ��7
&��������6���$� ��7
� #%� �
��05&��!��0 ����? �
��C�� �'� � �2���Nr ��687
&'����0 #%� �
�	0 )
. �
�&C � � ��� �
����&9D &9�
� ��7��'E,�	0'� �^ �
�2��&9�$��� ���$�%��7�& � #%� �
&FE,���

U(n)
��&'�$#@� #%� �
��0!& � F��

� ��&'#%���,��&9�$�,��0 ���	�
�
6	��&'��� ��� ��7
� ���	09���
�
��0 � ���
�6� D &'090�� ��7
����� � ������#
2+2

���
1+2

�
&9#@�	����&9�$���
" �6),(;B$H (;H�B&$ ) � 7�� 0'�2��������&���&'# �
09&'�	� F�� ��7
� ���$�$�$#%�$09��� &5�_ �,�2��&'�$�,�

∂µH +
[
Aµ, H

]
= 1

2
ε νλ

µ

(
∂[νAλ] +

[
Aν, Aλ

])
,

� ) ) H �

C�7
��������7
� � �����6� D &9090 � �����
��� �/����������&'��0
Aµ

����� ��7�� �!&'�$�'� E,�	0'�
H

����?��%D2��0'��� �>&9� ��7
��3 &9� �
��09�$��F
���

u(n)
���
U(n)

)9���	��� (
µ, ν, λ ∈ {0, 1, 2} �2���1������� ���%�
���
�2���1��7
�16	� �����
&9�,�2��� � {t, x, y}&'� � 1,2 C�&9��7 #@������&'6

(ηµν) = diag(−1,+1,+1)
�2�
� ��7
� 35��D & � � & D &9��� ���������$�1&��1�
��E,�����^C�&9��7

ε012 = 1
) �,�
� ��7
�	��#%�$��� ( ��7
� �W �,����� F
����68?������ ( �'� �,���,��0 ( �
���
�2��� ������&�� � #%#%�	����&� ��2��&'�$�]C�& ��7

�������/��6	�-������7
� &'�
��&'6	� � ( & ) ��)
A[µBν] := AµBν − AνBµ.

� 7
� ����&'�
����7
� 0'&9�$7�� � 6��$���>�������$�
Ax =

−H (
Ay = At

�2�
� &9������� �
��6�&9�
� � �$���$��� D2��09�
�����
����� ����������&'��0
Φ ∈ U(n)

C�&9��7 ���,���2�� 

Ax = −H = 1
2
Φ† ∂xΦ

�2�
�
At = Ay = 1

2
Φ† (∂t + ∂y)Φ

� ) ) � �

0'����������� ��7�� ����0'09��C�&'�
� � ���
�1� � ��� � "<+ )$G&$ �_ �,�2��&'��� ���$� ��7
� �
����� ����������&'��0
Φ
�

(ηµν + Xλ ε
λµν) ∂µ(Φ† ∂νΦ) = ∂x(Φ

† ∂xΦ) + ∂y−t(Φ
† ∂y+tΦ) = 0

� ) ) B �

C�&9��7mEG ��� �$�
� � ���$��#
X = Xµ dxµ = dx

��� � � ������&9F
09� ���$� ��7
� F
������? &9�
� ��� 35�$�������� � &9� D2����& �2�
6��2)
:b �
�2��&9�$� � ) ) B � & � s ��� �@��7
� ����D$�	����& ����� �^ �
�2��&9�$� �2�-#%����&'�$� ���$� ��7�� � ����� #%� �
��0������ C�&90'0
��7
�	�������$��� �
0'� � � �
������#%�$��� �!���$0'� &9� ��7
�1���$090'��C�&9�
�@�
& ��6���� ��&9�$���	)

� 7������<�1G�&������ ���
����7
���NC�� � ����������& D$� �2� ��7
�<#%� �
&FE,�	�
U(n)

��&9�$#@� #%� �
�	0$&9�
1+2

�
&'#%�	����&9�$���
C�7
&9687 ��0909��C��1�,� ��� �
�	��& D$� ��7
�>�_ �,�2��&'�$� ��� #%����&'�$� �����$# ��� ��6	��&'��� ����&9�
6�&��
09��) �;���-��7
&��1�$�
�
6��$�,��&9�
��� ��� C-��&9�4��� 7
& ) ��&9�$#@�>#%� �
�	0<� � ��� �1�26	��&9�$� " H,+�( B�A�$ ����� �
&9#@�	����&9�$�,�20'0<� �����
�
6	� � & �������$#
���$�
�%��� ��7
����� ��&'#%���,��&9�$��� ������� ��0���� "E�')&$�� ) � 7
� �������
&9�
� #%� ����0!& ��������&9� ��7
� ���$� �*35�$�������� 
&'��D2����& ����� F���� �/������&'F�0���&'�������$����F
09� #%� �
&FE,�	� ��&9�$#@�>#%� ����0)C�&9��7

U(n)
D2��0'�����mE,�	0'� �2�
� ��6���&9�$�

S[Φ] := − 1
2

∫
tr J ∧ ∗J + 1

3

∫ 1

0

∫
trX ∧ J̃ ∧ J̃ ∧ J̃

=: S2 + S3 ,

� ) ) H �

C�7
����� ��7
� ������&97
����#%&9��& ���&a;�2�����2�
�$�16����
�
��6���&9�$�
J
&����
��E,����� F��

J := Φ† dΦ =⇒ F := dJ + J ∧ J = 0 ,
� ) ) +EG �
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�2�
� ��7
� ��� �
�$� � �
�,�20 & � ( �'�������
��0 ( ��&9D���� �6�

∗J := 1
2
εµνλ J

µ dxν ∧ dxλ .
� ) ) +�+ �

��&'�,�20'0<� ( ��7
� �4� # F ��0 �
tr
� & �������	� ��� �
���
�2��� ��7
� ������6	� �ED$�	� ��7��

U(n)
�$���$��� � �,��6��2) � 7
�

�tC � �,�2���������1��7�& � ��6	��&'�$� #�� � F/� &9�
������&FE,�	� �'����7
� � �8���
�
����� ��&'��#�� #@� �
�	0����	��#
S2

�
09���
�2� ���
��&9��&'�$�
��0 � �����4� �(�
#%&'���6�C� & ������� � � � �/� � ��� � � ������#

S3

6	�$����& � ��&9�
� �����2� &9� �����$����0 � D����
� 1,2 × [0, 1]

( C�& ��7 ��7
���1G �����,��&9�$�
J̃
&9� ����� � �$0'�2��&'�
� ��09�$�
� ��7
��&'�����	��D2��0

[0, 1]
F/�	�tC ���	�

J̃ = 0�2�
�
J̃ = J

) �,�
����7
����#%�$��� ( ��7
����� �'�,� �������1��7����$�	�
����&'6���090�� 35�$�������� � F
������? &9�
� 6	�$�����������>���
� �
������#

X
( C�7
&9687 C�&90'0;F/��?2� ��� ����F
& ������� � ������&9�@�����<��7
�!#@��#@�	��� ���
� C�&90'0/�	D��������,�20'0<� �����
�����<��7
�

#%� �
��05&9�����	�$����F�0'�1���$� � � �	6�&'��0 687
�$&96�� �!���
X
)

: G �,���
��&'�
� ��7�� �����
�$� 6	�$�
�
�	6	��&'�$� &9� ������# � �2� ��7
�ME,�	0'��� �2�
� ��# �
09�A� &9�
� 6�� �$���
&9�,�2��� �
(xµ) := (t, x, y), µ ∈ {0, 1, 2} ( (xa) := (t, x, y, ρ), a ∈ {0, 1, 2, 3} ( C�� �$��� ��7
� �WG �
09&96�& �����$��#

S[Φ] = − 1
2

∫
dtdxdy tr ηµν ∂µΦ† ∂νΦ

+ 1
3

∫
dtdxdy

∫ 1

0

dρ Xa ε
abcd tr

(
Φ̃† ∂bΦ̃ Φ̃† ∂cΦ̃ Φ̃† ∂dΦ̃

)
,

� ) ) + A �

C�7������ ��7�� �����8�20'0<� ������& �4� #%#%�	����&96 ���������$��&'�
1+3

�
&9#%������&'�$�,�-&��!����E,�
�	�'C�& ��7
ε0123 := 1

)

 �NC �-����C D��2� � ��7
�-�26	��&9�$�kC�&9��7 �������/��6������
Φ
C �-�
�	���@��� �8��?2�-&9� ��� ��6	6��$��� � ��7����
��&9������& � �

�2� ��7
�lE
��09��� C�7�&'687�& �<��� F/�!6	�$��������D���� ���
�
���9�/�������
��F
�2��&9�$���	) 	 6��$��D$�	�
&9����� C�� �%�2�(�
��&'�
� ��7�& �
&�� ��� �/�������
��F

Φ −→ Φ ei χ = Φ
( � + iχ− 1

2
χ2 +O(χ3)

)
,

� ) ) + ) �
����� ���$#%��7�����#%& ��&'���PE
��09�

χ
) � 7��@D2����& �2��&'��� ��� ��7�� ��6���&9�$� � ) ) + A � &�� ��7
��� ��������&9�$7������$� C �2���
0<�

6	�$# �
������� ���

δS[Φ, χ] = − i

∫
dtdxdy tr

{
(ηµν +Xλ ε

λµν) ∂µ(Φ
† ∂νΦ)

}
χ

+

∫
dtdxdy tr χ

{
1
2
∂µ∂µ + Φ† ∂µΦ ∂µ −Xλ ε

λµν Φ† ∂µΦ ∂ν

}
χ

+ 1
2

∫
dtdxdy trχ

{
(ηµν +Xλ ε

λµν) ∂µ(Φ† ∂νΦ)
}
χ+O(χ3) .

� ) ) + T �

� � #@��?��%6	�$���8��6�� ��� ��7
� 6��$#%#%�$�
0<� 6	�$����&'�
�	���	� �/��� ���
��F,�2��&9�$���1�2� ��7
� ���$��#
Φ → Φ + φ

���$�
���$#%� ��#@��090

φ
( C � &9������� �����$# � ) ) + ) �

φ = i Φχ− 1
2
Φχ2 +O(χ3) =⇒ χ = − i Φ† φ+ i

2
Φ† φΦ†φ+O(φ3) ,

� ) ) +�` �
�2�
� ��7 ���IE,�
� ���$� ��7
�1D2����& �2��&'��� �2����7
� ��6	��&'�$� &9� ������# ����� ��7
&���� �	�����
��F,� ��&9�$�

δS[Φ, φ] = −
∫

dtdxdy tr
{
(ηµν +Xλ ε

λµν) ∂µ(Φ† ∂νΦ) Φ†
}
φ

+

∫
dtdxdy tr φ†

{
1
2
∂µ∂µ − 1

2
(∂µ∂µΦ) Φ† −Xλ ε

λµν ∂µΦ (∂νΦ
† + Φ† ∂ν)

}
φ

+O(φ3) .
� ) ) +EH �
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�
& �8����&9� � 6��$���
&9��&'��� �
���ED &'��� � &'� ��7
& �-6��'���%� 6��$��� ������&'��� �$� ��7
� �/�������
��F
�2��&9�$�
φ
����� &9���

7
����#%&9��& ��� 6��$�6s �
���2�����

(Φ + φ)†(Φ + φ)
!
= � =⇒ φ† = −Φ† φΦ† + Φ† φΦ† φΦ† + O(φ3) ,

� ) ) +A� �
C�7
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∫
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∫
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S[Φ] = π

∫
dt Tr

(
θ ∂tΦ

†∂tΦ +
[
a,Φ†

][
a†,Φ

]
+
[
a†,Φ†

][
a,Φ

])

− i π
√

2 θ

∫
dt
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}
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]
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=: D(α) f D(α)† ,

� ) ) T + �

C�7
�����>��7�� ��7�&9� �1�'� �	���2���$� D & �!��7
�!����#%� �6���
�WE,�
�	� &'� � A ) A6) � )�. � ��7��>����7
����7,���
� �@�$09�$F,��0
�������2��&9�$� ��� ��7
� �
���
6��$#%# ���8�2��&9D�� �
0'���
� (

(z , z̄) −→ (eiϑz , e−i ϑz̄) =
√

2θ (ei ϑa , e−i ϑa†) ,
� ) ) T A �

&'���
�
6�������7
� �
�
& �8���4� ����������������#@�2��&9�$�

f −→ eiϑ ��� (a†a) f = eiϑa†a f e−iϑ a†a =: R(ϑ) f R(ϑ)†
� ) ) T ) �

���$�
ϑ ∈ � /2π � ( F/��6��2����� [N, f ] = z̄∂z̄f − ∂zfz

)
� &'�
6	� ��7
� ��� s �$&9��� ��6	��&'�$�,� ���>F �2��7 D �2�
� R 6��$#%# �����.C�&9��7 ��7,�2� ���

∆
( ��7
� ���
�	���'�

���
�
6���&9�$�,��0 � ) ) )�� � &��@&'��D2����&'�������
�
�
�	�@��7
��# ) �,�
����7
����#%�$��� ( ��&9�
6	� ��7�� ���6s �$&'��� ��6	��&'��� ��� D��0����%6��$#%# ������� C�&9��7 �2�
(a)

�2�
� ���
(a†)

( ��090 ����������0 �2��� � ����� ���$09����&9�$� ��� � ) ) )�B � ��0����  �,�20'& � � �'�
���$09����&'�$�,� ( C�&9��7��^ �
��0,���
�	���'� ���
�@��6	��&'��� )  �@���
�
& ��&9�$�%��7
� ����#%��7
�$09���"������������� �������2���	� ���8� ��&96
���$09����&'�$�,� ��&'��6�� ��7
� � �1G,�/����&'�	�
6�� �
� 687,�2�
�$� &'� ��7
� ��6���&9�$� �
�
� ��� ��7
� ���2�8�2��&'�$�() �!��C �	D���� (
����7���� �
�
& �8�2� � �����2�������$��#@�2��&9�$��� ( �2�
� &'� �
������&'6	�
0 �2� �������2��&9�$���>������&9#@� � �
��� �	�
�
�	� � ���$0'� ��&9�$��� (
C�&'090 &'� �$�	�
������05687,�����$� ��7
�1D2��0'��� �2�

S
)

-�� � 3I983@0%A^K@BbKFG/RE247&V�G/K
	 BDKu9*c/G
�
cZ= 9*3F3 REG(9;7&3[A*N Y&7&2 BFGEBDKu9*cZG^STHU0%GWKDG(9*3 N A*K 9ji A*6%7?V�GWV A*5 G/Ku9 BFA*K

A
HJGm0?9gO*G

|A |Ψ〉|2 ≤ c ||Ψ〉|2
HU2>BD0<3DA*REG Y ��GWV

c ∈ � N A*K�9*=>=
|Ψ〉 ∈ H

t



3 � 3��m8:9���������]���S�������+��,-,.�/���_����	�8'"<�+��9���� ��8:9$� ��Q�8u�)��0 ��2

� z � � A�HoERJIVa<�>�JT<Z>T<�>Tx�<�U�U�G-J�E0J$Vih�A ]wx�E�HoE�BQMOVaA�H�?@J$S`A
<�Bo[

� �	���$��� �
��C �
�	09D &9�
� &'����� ��7
� �1G,��0'&96�& � 6��$��� �����
6	��&'�$� ��� ����0'����&'����� ��� ��7
� �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$�
� ����� #%� �
�	0�C � C�&'090(&9� ��7
& � ����6���&9�$� ��7
��C ��7
�2� ��7��-�
&���6	��������� �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$� �WG ��������&'�$� ���
��7
&�� #%� �
�	04&�� &9� ��&'#@�2����0<� 6	�$�
�
�	6	����� ��� ���$�
6���#@# ���8� ��& D$� ��6���0 �2�*E,�	0'� ��7
���$�4� �20'09��C�&'�
� �,�-���
�������,������� ��� ���
09��� �$F�����&'����� &'� ��7
�$��������&'�
� s ��� ���
� ��6���&'F/��� ��� ��7
� ���1? &9�
� ��� #%� ����0�� C�7�&'687 7,��D$�
F/���	� � 09& D$��0<� ������� �������������2��687 ��&9�
6��1��7��1F �	�$&'���
&'������� ��7
& � 6	��������� �$) � 7
&���6��$�
����6	��&'��� ( C�7
&9687
�20 ��� 7
��0'��� &9� ��7
��6	�$#%#>�����2��& D$��6��'��� ( & �Is ��� � ��7
�%#@���
& ��� �����2��&9�$� ������7
� � ��6	� ��7
�2� ��� ��# F �	�
� �/������&'F
0<� 6�����D$�	� �$���$��� #@���
& ���$0'� &9����� ���$#%�@���
6	0'&9�
���2� ���
��6�� ( C ��7
�ED��@��� &'# �
09��#%����� ��7
�
6	�$��� �����2&'�������@0'& D$� �$� ��7�& ��#@���
& ���$09� &9� � ��6���0'���IE,��09� ��7
�	�$� � D &'���%3 ���$�����
�$�1# �
0 ��&��
0'&9���	)

35�	�>��� ����0'09��C ��7
��0'&9�
� � ��� " H��&$ ��� #��2?�����7
&��>�WG �
09&96�& �%���
� F/����&'�SC�& ��7 � ��� ��7
�	�>�$�	�
����&'6
�26	��&9�$�

Sθ
��� �1������0���6���0'���jE,�	0'�

Φ
09&9D &9�
� �$� ��7
� D � ���20 �
0 �2�
�IC�&9��7�6	�$# �
0'�1G@6�� �$����&'�,� ��� �

(z, z̄)�2�
� ��� �/���
�
&9�
�@�$� ��&9#@�
t
(

Sθ[Φ] =

∫
dt d2z

(
1

2
∂tΦ ? ∂tΦ− ∂zΦ ? ∂z̄Φ− V?(Φ)

)
,

� ) ) T+T �

C�7������ ��7�� ���
F���6���&���� �$� ��7
� �/�����	����&'��0 ��&9�$�
&FE,� � �������4�C�
��� �
�
6�� #>�
0 ��&��
09&'6��2��&9�$� ������&9� ) � 7
�
�6����� 6�&'�2����� �_ �,�2��&'�$� ����#@�2��&9�$� �����2���

�Φ− V ′?(Φ) = 0 .
� ) ) T ` �

� �2��&9�$��� � ��� ��� ��� ��7
&�� ��6��20 ��� #%� �
��0-7,��D$� F �	��� &9� D�� � ��&9���2���	� &9� ����6	����� 0'& ���	���2���
��� ( �2) ��) &'�
" T A ( T+T ( + )p`�( B,+6(%+EG�B ( B�B ( A2B ( B�G ( T ) ( T B ( T (%+EG�H ( A H ( H�B&$ ( � &9��09�
&9�
� #@��&'��0�� �'���
����G &9#@�2���
��� ���
09��� ����� &9�E,��&9�����
���
6��$#%# ���8�2��&9D & � � �,�����2#@�����	�

θ
�
���
���9���$#%�!�'� ���
# ����&'�$�,���$�%��7
���$�	�
������0

������# ������7
� � ����������&'��0 ) ��� #��2?�� 6���� ����6	� F ���tC��	��� ��7
�������,�'�/��� � ���
� ��7
� #%� �
��0 ���,��0<�� ��	�
7������ ( C �-���
����7
���
���/��6	&9� �

V
��� F � ���$�
�
�	���2��& D$�*C�&9��7 #@&9�
&9#>�
#

0
�2�

Φ0

���
� �'� ���
#%�
V ′

��� F �
�/�$0<� �
�$#%& �20 ( & ) �2)

V (Φ) ≥ 0 , V (Φ0) = 0
���
�

V ′(Φ) = v
∏

i

(Φ− Φi) .
� ) ) T H �

� �8�2��&'6 6�0'�'� ��&96���0 6����E,�$�
���2��&9�$���
Φ ��� �WG ������#%&  	� ��7
� 6��$���������/�$�
�
&9�
� �	�
�����'� ���
��6	��&9�$�,�20

Eθ[Φ] =

∫
d2z (∂zΦ ? ∂z̄Φ + V?(Φ)) ,

� ) ) T � �

C�7�&'687 ���$��0 �����$� D2��09�
� � ���
θ
&�� �
�$#%&9�,�2���	� F�� ��7�� � �2��������& ��0!���	��# ( F �	6��������

z = O(
√
θ)
)

: G �,�����
&'��� �����$�
�
�
θ =∞ ( ���
� �$F��8�2&'���!��� �1G,�
������&9�$� ���$� ��7
� ���$0'� ��&9�$� " T )?$

Φ ��� = Φ(0) +
1

θ
Φ(1) + . . .

C�& ��7
Φ(0) =

∑

i

φi Pi , φi ∈ � , � ) ) T B �

C�7������ {Pi}
& �!��� ����F�&9�������4� �$� ��7
�$���$�,��0 ��� ���$0'� ��&9�$� �2����7
� ���8�2�4�*�20'�$�	F
��� &9�
������&9� � (

Pi ? Pj = δij Pi

���
� ∑

i

Pi = � .
� ) ) T H �



�)q 3 ��45���6�������/8:9 �����7%&�����+��,-,.��������
	�8&=*?N��8:��"#�L���

� 7
�����	���$���
Φ(0) ���$0 D$����� ) ) T ` � ���$� &'�E
�
&9��� D2��0'��� ��� θ )<C������-��7,� �����$� Φ(0) ��� F/� � ���$09����&9�$� & � &��

�
��6	� � �����4� ��7
�2� ��7
�-6	�$090'�	6	��&9�$� {Pi}
�6��� ������&9�
� &'� � ) ) T B � & � 6��$# �
09�	��� ( & ) �2) ���2��&�� E
� ����7
�%����6����
�

�_ �,�2��&'��� ����� ) ) T H � )  � & �IC��	��� �
��� (
V ′?(Φ

(0)) 6= 0
&'� �$�	�
������0 )

�,�$� 0'�2����� ����� C � ��0 ����&9������� �
��6��1��7
� �����
?
ki

������7
� �
��� s ��6����$�
Pi

D &'� + +
∫

d2z

2πθ
Pi = ki ,

���$�
ki ∈ � 0 .

� ) ) `�G �

� &9�
6��
Φ(1) �2�
� �20'0���������7����"���	��# � &9�%��7
� �1G,�
������&9�$� �������
��������#%&'�
�	� F��

Φ(0) " T )&$ ( �����%6	0 �'� ��&96���0
���$09����&'�$� &��!EG ��� F�� ��� �'� ��&9�$�
#%�����@�����
��� s ��6����$� �

Pi

��� ��7
� �1G �����	#@�
Φi

�2�!��7
���/�����	� ��& �20 )
� 7
&�� �'���/���������
6��>��� �
���6s ��6	���$���%�,�����2#@������&  	&'�
���/��� ��&9F
0'� ���$09����&9�$��� &��1� ����6	�
����&'�
� ��7
��#%�%�����
C�&'090�F/� #%��� � �
���$#%&'������� &9� ��7�� �
&���6��,����&9�$� ��� ��7
� �2F �	0'&'��� ���$�
6���#@# ���8� ��& D$� �$���'����#��2�
�
&'���
��&9�$#@�@#%� �
��0 �6� C�� ��7,�20'0 ����� &'� ���	6	��&'�$� T ) + )<C���C ( ��� ������&96	��&'�
�@�$�
� ���	09D�� ����� ���8�2F
0'� ���$0'� ��&9�$��� (
C�� �20UC�� � � �'����� 6	& �2��� ��7��  ��	��� �
��� s ��6����$� ( C�7
&9687 &�� �2�
#%& � ��&9F
0'� ( ��� ��7
� 09� 6���0 #@�6G &9#@� ���

V
)

� 7
� �WG �,������&'��� ��� ��7
� 6	0 �'� ��&96���0 �	�
�����'� ���������

Eθ[Φ ��� ] = θ E0 + E1 +
1

θ
E2 + . . .

C�& ��7
E0 = 2 π

∑

i

ki V (φi)
� ) ) ` + �

���
�

E1 =

∫
d2z ∂zΦ

(0) ? ∂z̄Φ
(0) =

∑

i,j

φi φj

∫
d2z ∂zPi ? ∂z̄Pj .

� ) ) `$A �

	-��� 6��$# �
09�	��� 6��$090'�	6	��&'�$� {Pi}
��7 ��� �1G �����	#@&� ����

Eθ

�2��09�����
&9�
� �$���
����&'�
θ
) � ���$���
� ��7
&�� (

7
��C���D$�	� (
E1

09&9� ���>��7
&�� &9�E,�
& ��� �����$�	�
������6��/� & ���>�WG ������#%&  ��2��&9�$� ���	0'�	6	�����&E,�
& ��� � �
&9#@�	����&9�$�,�20
6�0'�'���!����&'��������& � � �������$09����&9�$���	)

� �@�WG ��# �
09&9� �>C�7,� �lC��'�js �����!�
����6	��&9F �	� C�� ���$090'��C ��7
� �,�'�/��� " T )?$ ( C�7
�����>��� �'�4� #%#%�	����&96
�
�$�
F�0'� � C ��090 � ����������&'��0 C�&9��7 09� 6���0 #@&9�
&9#@�

V (0) = 0
�����

V (λ) > 0
���$� ���$#%�

λ ∈ � C �'�
687
������� ) � 7
� ������7��$���!�'� ��&9�$�
���

P ↔ Φ = λ
�2�
� � − P ↔ Φ = 0 ,

� ) ) `') �
C�7
&9687 09��� ��� ��7
� �'�4� # ��������&96 ���$09����&9�$�

Φ(0) = λP
C�& ��7

E0 = 2 π k V (λ)
���
�

E1 = λ2

∫
d2z |∂zP |2 .

� ) ) ` T �

 �����������@���/��7
&��<�'�4� #%#%�	����&96��/����������&'��0C ���
��C 6�������&9�
���"��7
� � � #%#%�	����&'6!�
�$��F
0'� � C ��090*� ����������&'��0

V?(Φ) = β (Φ ? Φ− 1)2 C�& ��7
β ∈ � , � ) ) `+` �

C�7
��������7�� �( �,�2��� &�� ��0����-&'# �
09&'�	� ����F � �8��?2���!C�& ��7>��7
� � �8����� �
��� �
��6	��)  �4���$0909��C�� ��7,� �
V ′?(Φ) =

4 β (Φ + 1) ? Φ ? (Φ− 1)
�����&C � �'����� 6	& �2���

P ↔ Φ = −1
����� � − P ↔ Φ = +1 ,

� ) ) `�H �

-F- .10%2 3UV�G/Y&7%2>BD24A*78243��k6&3kBF2 Y?GWVji fMBD0%G[BFKF9*7&3D2 BF2>A^7hBFAEBD0%GbA^5?GWKF9;BDA*K N A*KFR 6&=49;BD24A*7TS�HU0%GWKDG ∫
d2z −→ 2 π θ TrH



3 � 3��m8:9���������]���S�������+��,-,.�/���_����	�8'"<�+��9���� ��8:9$� ��Q�8u�)��0 �)w

C�7�&'687 &'# �
09&'���-� ���$0'� ��&9�$�

Φ(0) = � − 2P ,
�'�IC ��090��6�

E0 = 0
�2�
�

E1 = 4

∫
d2z |∂zP |2 ,

� ) ) `�� �

�6� �2F �ED$�2)  � & �<���6� � ��� ��������7,�2� �20'0,7
&9�$7
�	�<6��$������6���&9�$��� ( & ) �2)
Φ(1) ( E2

�	��6�) ( 6	�$#%� C�& ��7@�
�	���2��& D$�
�/��C��	���!���

β
)"� 7����������$��� ( C�� 7,��D$� ��7�� �1G���6	���������
0 �

Φ ��� −→ Φ(0) �2�
�
Eθ[Φ ��� ] −→ E1

� ) ) `�B �
&9� ��7
�109&'#%& �!��� &'�E
�
&9���!� ��& )(��� ��� (

β →∞ ( ���
� ��7
����� &����
�%�^) ��6���& D$� � ����������&'��05�$� ��7
�1#%� �
��0'&
� �,��6	��) � 7
& ��09&'#%& �!�,��&90 � ��7�� D2��09�
� ���

Φ
��� −1

� &9�
imP

� �$� ���
+1

��&'�
kerP

� )
C!����� ��7,�2����7
����� 6	0 �6����&96��20 6��$�_E,�$�
���2��&9�$��� ����� &'�
�	# � ��������� ( & ) �2)

Φ(0) ? Φ(0) = � ) � 7
&��
&9�
�	# �/�������
6 � 7,�'� ���
�2��7
�	� � �	�����/��6���& D$� ��&9�
6��%&9�
��# �/�����	� �bE,�	0'�,�>��0���� �'�,� ����� &9� ��7
� �
�
& �8���4�
��&'��#��1#%� �
��0,�
&���6	����������&'� ���	6	��&'�$� ) ) +�( C�7
�	��� ��7
� � �
�WE,�
���$���6����#@�����
& �2� ���
F
#@���
& ���$09��� ���;��7
�
����E,�
&9�
�%�$���$��� D &'�

P = 1
2
(1−Φ)

)"� 7
�$��&'# �
09� � ���1G���# �
0'�1&9� ��7�& � ��� � � �	6	� &�� ��7
�
U(1)

#@� �
�	0
C�& ��7 6	�$# �
09�WG ���
&'#%� �
�
0'���*E
��09�

Φ
) � 7
�>��7
���$�4� ( �$��&9�$&9�,��090�� 6��$�,��&9�
������� &'� ��7
� 6	�$#%#>�����2��& D$�

6��'��� ( C�7������ & � &�� ������� ( F �	6��$#%� �%&9����������6	��&'���.C�7���� F �	&'�
� D � �$��0<� �
�	������#%��� )  ��� �tC � �����'� �4�
#@�����
& �2� ����F
#@���
& ���$0'�,�-6������������/�$�
���
���	6�&�����0<� ���%��7
� �tC � &9�
��# �/�����	� ��D2��0'��� ����F �ED�� ( �,��#%��0<�
Φ = ±1

) �!���
6	� ( & ��C � �WG ���	�
� �$�
� �
���
F
09� � C ��0905#%� ����0(���%� D �WG &96���� � 7,�2��#%� �
��0(����� 6��$# �
09�WG
Φ
( ��7
� � ��& ) 09&'#%& �!C�&90'0 � &'�	0'� ��7�� 6�������������&9���

Φ† ? Φ = 1
( �
�WE,�
&9�
� ��7
�

U?(1)
��&'��#�� #@� �
�	0 (

�2�
� �$�
������&'��0(6	�$�E,�$�����2��&'�$�,�
Φ(0) ���$� P

��� ���2�
?
k
�
������#%������&� �� ������6	& ����0<� ��7
� � ���6����#@�����
& �2�

Gr(k,H �#( ��7�� 6��'���	� ��� ��090����
&9����� � ��������� ���$��#@�2��&'�$�,� �$� H #%� �
�
09� ��7�� �
��� �
�
6�� � �,��6�� ���
��7
��������������� ���$��#@�2��&'�$�,� &9�

imP
�$�

kerP
������� ��0���� � T ) H � � ) � 7
� �$��0�� #%� �
&UE
6��2��&'�$� ��C��	� ���

��7
� �WG ���	����&9�$� �
� ��6���&9F/��� &��!� � ��6	���$� ��� �tC��@&'� ��7�� �	�
�����'� ���
��6	��&9�$�,�20NC�7
&'687 ( �����
k <∞ ( 6����

F/� #@���
&��
�
0'�2���	� ���

E1 = 8

∫
d2z |∂zP |2 = 8 π k + 16

∫
d2z |( � − P ) ? ∂z̄P |2 ≥ 8 π k ,

� ) ) `�H �

���	D�����09&'������7�� � �$�$�$#%�$09��� &5F/�$�
��� ��09�������,� �	�
6����
����������� &'� ) ) A ) + )
� 7
����� 6	�$����&9�
�	���2��&'�$�,�1�WG �
09&'6	&9��0�� ��7
��C ��7
� 6�09�����>6��$�
����6	��&'��� F ���tC��	��� ��6���0 �2�*E,�	0'� ��7
���$�4�

��� ��7
� �$�
����&'�
� ���
� ��7
� �
�$�
09&'������� ��&'�$#@� #%� �
�	0 �$� ��7�� �2��7
�	� 7,���
�]C�7
&9687 �
�	��& D$� �%������#
��7
� &9# �
09��#%�����8� ��&9�$� ��� ��7�� ��&9�$#@�1� #@� �
�	0�6	�$����������&9��� �'� � 3 ���$�����
�$� #>��09��& �
09&9����)  � �$���
���
��� 6	�$# �
��&���� F ����7 &9����� �$�
�@�
& ��6���� ��&9�$� �'�%� ���@�'� � ��� ��&9F
09�'C � ����� ��7 ��� 09��� ��� ��7
� &'�
��� ���
6	�$����&'�
�	��&9�
� �!C�7
��0'� � ��#%&'0<� �����
�$��6��$#%#>� �8�2��&9D��!��&'�$#@�%#%� �
�	0 �IC�& ��7 ��6	��&'�$�

Sγ[Φ] = S2[Φ] + γ S3[Φ] ,
� ) ) H$G �

C�7���������7
��6��$��� ��& ���
�	�����
S2

�����
S3

�����-�$& D$�	� F��@��7
�-���$�
6���#@# ���8� ��& D$� D$�	����&'�$� �2� ��7
���WG �
��� �4�
��&'����� &9� � ) ) H � ���
� ��7
� E,�	0'���>����� ����?��	� ��� F/�

U?(1)
�!��� #%�$���������
�	����090��

U?(n)
� D2��09�
��� ) �
�

D2���4� &'�
�
γ
( C � ��7 �,���$���!�%� �2#@&90<� ���"�26	��&9�$����6	�$�
�
�	6	��&9�
�@��7
� �$���
&'�
��� ����&'��#��%#%� ����0 �2�

γ = 0��� ��7
��� ����� #%� �
��0/�2�
γ = 1

( F/����7�F,�'���	� �$�
U?(n)

)  �@��7
� ���8� ��&96%��& ���
�2��&9�$�
S3

D2���
&���7
��� ���
�
��7
� �$���
&9�,���4� ��&9�$#@��#%� ����0 & ���_ �
& D2��0'�	���-���@��7
� � ����� #@� �
�	0 ) � 7
&��-6	�$�
�
�	6	��&'�$�'C�&'090���&9D��>���
&9# � �����8�2� �!&9�����$��#�� ��&9�$� &'� ��7
� 6	�$�����WG �!������7
� ����& ��F
�2��&96 �'���
������687 6��$����&'�������	� &9� 687
�'�����	� � )

�4&9�,��090<� C � C �$�
09� 09&'?2� ��� #@�	����&9�$� ��7,� � �'�
�����@�����$# ��7
� ���
��0�����& ����� �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$�
��6���0'���;E
��09� ��7
������&9� � 7 �
�$�1�*)(��������7,��D$� ��&9#>��09�����
��������0<� F/����� #@�����-���%��0���� ���
�
��� �������
� ����7
���



3 � 3 ��45���6�������/8:9 �����7%&�����+��,-,.��������
	�8&=*?N��8:��"#�L���

�
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$� ��7
�	�$��&9� �	) 	%�!��� �WG���# �
09� ( ��7�� �
���
6��$#%# ���8�2��&9D�� � P n #%� ����0 7,�'�����	6��	� ��0��
6��$#%� ���
�
��� ��6�������&9��� "E��� ( )���(,)$B ( )$A (H�G (_H$H,(:H��&$ C�&9��7 �$�
���������
0 � F/��&9�
�>��7
�2����7
�-�^ ��&9D2��09���
6	�
F ���tC��	��� ��7
�

U(2)
687
&'����0 #%� �
�	0 ���
� ��7
� � P 1 #@� �
�	0 ( ? �
��C�� ���@�WG &��������$� ��7
� 6��$#%# ���8�2��&9D��

��������&9�
� ( & � 09��� �>&9� ��7�� �
�$��6��$#%#>� �8�2��&9D�� 6��'��� " H��%$ ( ��7 ���!��7
��C�&9�
� ��7
�2� ��7
� &9��D$������&9���2��&'��� ���
�
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$� �WG ���	����&9�$���%��� ? �
��C�� #@� �
�	0 �%#@� � � ) ��� �
�WC ����� ���
��� �%��������7
�	� C�&����>C��	0'0
�
�
�
�	��� ��� � � & � ���
����)



���������
	�� �

� �#����� � � � � � ��� ��� � � � �
��	 � ����� ��� � � �#� ����� 	
� ��� � � � ��� 	 �

� � ����� 7,��D &9�
� &'������� ���
6��	� ��7
� �
���
6��$#%# ���8�2��&9D�� � ����� #%� �
�	0 &9� ��7
� ������6	���
&9�
� 687,�'�������
C �@�
��C ���
����� � � ��7
� ���$09����&'�$�,� ��� ��7
&�� #%� �
��0"6	�$�
6	���������2��&9�
� ( ���$� ��7��%��&'#%�%F/��&9�
� ( ���$09��0<� �$�
� �8�2��&'6!���$09����&'�$�,��)-� &9#%� � �
� �/���
������� ���$09����&'�$�,�@C�&'090 F � �
& ��6���� ���	� 0'�2�����-��� &9� 687,�'������� H ) D �����
�2�4��7�� #@�2������& ��0 ����� ���������	� 7
�	��� �'���/��������� &'� " �$A�( �'),( � T ()H,( + A���(�`�H,( �+`�(/A T (;H���( ��H&$ ( ���
�&C��
��� � ��� �$& D$�%� �
��&UE,�	� ��6�6	�$�
��� ���<��7
����� ��� ����09����) �,�$�%� �	�,���$�$��&'6���04�����'���$��� ( C �!C�&90'0 F/����&'� F��
����� ��������&9�
�!���/��6�&'��0
6	0 �6������� �2� ���$09����&9�$���<&9�%��7
� F/���$&9�
�
&9�
� ���
�%6��$#%#%����� �$�%#%�$��� �����
�	����0
���
� �
&9� ��7
� 0'�'��� �,��� ����� ��7
&���687,�'��������)

� 7
� �	�
6�09&'������� ��6	��&'�$� �2����7
�������2��&96 �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$� � ����� #%� ����0 6	�$&'��6�&9�
� � C�&9��7 ��7
�
�	�
�����'� ���
�
6	��&'���,��0!��� ��7��

(1+2)
� �
&9#%������&'�$�
��0!��&'#%� � �
��� �	�
�
����� #%� �
��0 � ) ) )�� � �	D2��09�,�2���	� �$�

� �8�2��&'6 6	�$�E,�$�����2��&'�$�,� "E�')?$ ) � � ��7 ����7
�ED�� &9� ��7
� ���/�����2����� ���$��#@��09& ��#

E[Φ] = 2π
∣∣[a,Φ

]∣∣2 = πTr
(
∆Φ† Φ + Φ†∆Φ

)
,

� T ) + �

C�& ��7 3 �'�
0'��6�&'��� �$& D$��� �'� &9� � A ) +�B � )
� ���4� &'�
�

E[Φ]
�
�
�
�	� ��7
�%�2F �ED$�>6��$��� ������&'��� ( �$�
� �
�	�
�
6	� �1��7
� � �8�2��&'6>�_ �,�2��&'�$� ��� #%����&'�$�

6	�$����� � � �$���
&'���@����� ) ) )�B �#(

0 =
[
a ,Φ†[a†,Φ]

]
+
[
a†,Φ†[a ,Φ]

]
= Φ†∆Φ−∆Φ† Φ .

� T ) A �

� 7������ & � �&C�����09��7 ��� E,��&9��� � �	�
�����'� 6��$�E
�$�
��� ��&9�$���
Φ
C�7
&9687 ���
0FE,0'0<��7�� �_ �,� ��&9�$� ����#%����&9�$�

� T ) A � ) 	 ���
F/6�0'�'���@������7������ &��@��& � ��&9�
�$�
&���7
�	� F�� �/������� � ��&9�
� � ��#@� ����7 6	�$#%#>�����2��& D$� 09&'#%& � (
&9� C�7
&'687

Φ
#%������� �>C�&9��7 � 6��$#%# ���8�2��&9D�� ����0'����&'��� ) � 7�� 0'�2������� 7,��D$� F �	��� 6�0'�'����&UE,�	� F��

"<+�+�`�(%+ A2B?$ ) � � 6���0'0!��7
����� � �
�$�,��F/��09&'����� F �	6����,��� ��7���� 6����
�
�2� �'���/������&'� ��7
�
U(1)

6��'��� (
C�7������ ��7
� 6��$#%# ���8�2��&9D�� #@� �
�	0 & � � �������ME,�	0'� ��7
���$�4� ����� ��� ��� �
��� ����#@& �mE,��&9��� � �	�
�����'�
���$09����&9�$���	) � ��� ( ��7
�	��� 6���� ���
� ��� �WG &����1���$� � ����& D & ��0 ��F/��09&'���'E,��&9��� � �	�
�����'� ���$09����&'�$�,� �2�lE,�
& ���
θ
C�7������

θ → 0
09&'#%& � & � �
�	6��������2��&90�� ��&9�
�$��0 ��� �2�
� ����� �
�
6���� � ��& ��6��$����&9� �
�$��� 6����E,�$�
���2��&9�$� )

� �1���	��# ���
687 ���$09����&9�$��� �*��F �	0'&'����� �	D���� &'� 6��'��� ��7
� � �����1��#>F/�����
��� &'� � �
�$�,�2F �	0'&'��� �$���$�,� )
� 7���� �����ED &'�
� ��7
� �$�	� ��&'�
�	0�� �
��C ����� ���
��� �%����& ��&'�
� &9� ��7�� �
�$�
6	�$#%#>�����2��& D$� ��������&'�
��) � ����7
�2F �	0'&'��� ����� �
�$�,�2F �	0'&'��� ���$0'� ��&9�$��� �2��� &9�����	��� � ��&9�
� &9� ��7
�	&'�>��C�� ��&9�$7�� �'�>��F �	0'&'��� ���$09����&9�$���
����� ������� ����C 6	0 �'� ��&96���0!6����E,�$�
���2��&9�$�������
� ��7
� 0'�2�������@��090'��C � �
&9����6�� 6	�$# �,����& ���$��C�& ��7 ��7
�
F/��7
�ED &9�$������6��$�E
�$�
��� ��&9�$����&'� ��7�� 6	�$#%#>�����2��& D$� 6��'����)

	�� ��� &'������� ���
6	���$� � �WG���# �
09� ��� � ���8� ��&96 ���$09����&9�$� 09�	� ���16	�$����&9�
�	� ��7
� ��&'# �
09� � �!�/��� ��&9F
0'�
6��'��� ( �,�2#@�	0�������0'����&'�����-���  	����� ���
�	���'��)�� 7���� ����� �$&9D���� F��

Φ = V ⊗ �
H, V ∈ U(n)

�'�!6��2�
F/� ���	��� �����$# ��7
�1���$090'��C�&9�
��09&9�
� ������7
�$�
��7 �����



3)� J � KA���_���$� KA��9$����������"O��� ��Q�8M%'�����+��,-,.��������
	�8 K���R�,S� ������8:9

:"�
�����'�  ��	���>&9# �
09&'��� [
a,Φ

]
= 0

�����@��7 �,�
Φ
# ����� �$�
0<� �
��� �	�
� ���@��7
�!���
�
&97
&90 �2��&'��� ���/�����2���$�

a
F
��� ����� �$�

a†
) � � #@� � ��7
��� � �2� 09���6��� ���$��#@��0'0<� � �1G,�
���
� ��7
�kE,��09� &9� ������# � ���

a
C�& ��7

n×n � #�� ����& G D2��09�
�	� 6	�$��� �8������� ��� �����1��7,�2� �
��� ��� ��7��1�
�$� � F �$���
�
�����
� � ����� ��7
� ���
�
&97
&90 � ��&9�$�
���/����� ���$�

Φ
6���� ��6	���,��090�� �$�
0<� �
� �/����� �$�

a0 ( & ) ��) F � �
�����/�$� ��&9�$�,��0"��� �
�
& � � ( & � & �>&��>��� F �
F ���
�
�
�	� ) �!���
6	� C�� &'���
���	�'E,�
�

E[Φ] = 0 =⇒ Φ = V ⊗ �
H .

� T ) ) �

����D &9�
� ���$�
��� � D���� � ��&'# �
09� ���$09����&'�$�YC �&C�&9090 �
��C ����?�� � #%�$��� �4� � ���	#�� ��&96 �'�,�
�����2687
����C��������!��7
� ���
��0�����& �����"��090 �/������&'F
09� ���$09����&9�$�������
� ���
6	�$�
�����	�-#@����� ���
��&9��&'�$�
��05�$�
�����$� ��7
�
C � ��)

� z� _ B-E/]w]^U5E/>I>IVkE�>Qx�<�>IMOVap�GIB-E0J$Va<�>T] E/>T?���Y 	 d\<�GI>`?

 �@& �@� �,���
����&'�
� �8�6��? ��� 6	0 �'� ��& � � ��090 ���$09����&'�$�,�@��� ��7
� ���
090 �_ �,�2��&'��� ����#%����&9�$� � T ) A ��( �����
C�� F �	�$&'� F�� ��� 6�����&'�
� ��� ��7�� ���
F,���	� ���17
�	��#%&9��& �2� �$�
� �	) 	���� ( �
��� ����6�����������&90�� 6�0'�'����&'6���0 (
7
����#%&9��& ��� 6��$�_E,�$�
���2��&9�$� �$F/�����

Φ† = Φ =⇒ Φ2 = �
n ⊗ �

H =: � � T ) T �

���
� & ��6	�$��D$����&'�	� ��0����,������#%�	����&� ���� F�� � 7
����#@& ��&'�����
��� s �	6	���$�
P = P †

D &'�

Φ =: � − 2P = P⊥ − P = eiπP C�& ��7
P 2 = P ,

� T ) ` �

C�7
�����
P⊥ = � −P �
�	�
������� ��7
�<6��$# �
09��#%�	� ����� � �
��� s ��6����$�	)4� 7
�9�����4�2�
��090��
��� s ��6����$� ���
��&9������&90��

�_ �
& D2��0'�	���-���
P

&���6���0909��� ��7
� � ���'� ��#@���
�
&'��� ( �2�
� & �!& ���$& D$�	� F�� ��7
� 6������	�

Gr(P ) =
U(H⊕n)

U(imP )× U(kerP )
,

� T ) H �

��&9#%&'0'���<��� ��7
���
�WE,�
& ��&9�$� � ) ) A � &9�%��7
� E,�
& �����
&9#%������&'�$�
��0 6��'���2)"� 7 ��� ( ����687��$& D$���
P
( �����@��7 �,�

����687%7
�	��#%& ��&'���
Φ
( F �	0'���
���4��� �-6��	���8�2&'� � ���'� ��#@���
��& ��� ( ���
� ��7�� ���,�26�� ���/��090 7
����#@& ��&'���

Φ
�
� �

6��$# �/������� &'����� �>�
&��Ls �$&9��� �
�
&9�$� ��� � ���6����#@�����
& �2����)"� 7
�1��� � ����&96	��&'��� ��� 7
�	��#%& ��&'���
Φ
���	�
�
6����

��7
�@�
�
& �8�2� � ��� � �$���'� ��#@���
��& ��� ��&9�$#@� #%� �
��0 ( C�7������@6��$�_E,�$�
���2��&9�$� � �,��6	��&��!�
������#%������&� ��	�
F�� �
��� s �	6	���$���

P
)

:b �,�2��&'��� � T ) + � ���$� ��7
� �	�
�����'� ���4� ���$09����&9�$� & ���$& D$�	� &9� ������# �!��� ��7
� �
��� s ��6����$� �
P

�'�

1

8 π
E[Φ] = Tr

([
a†, P

] [
P, a

])

= Tr
(
P (a a† + a†a)P − P aP a†P − P a†P aP

)

= Tr
(
P a ( � − P ) a†P + P a† ( � − P ) aP

)

=
∣∣P
[
a, P

]∣∣2 +
∣∣[a, P

]
P
∣∣2 ,

� T ) � �



J �L� � �6��"<"<,S�������L���7�+��� � R��/�����������" �����  � KYVj������� 3)3

C�7�&'687 ( ��&'#%&90 �2� ��� ��7
� 6��$#%# ���8�2��&9D�� 6��'��� ( #@� � F � 6���# �
�����	�nC�& ��7 � �����/�$0'���$&'6���0 687,�2���$�
����E,�
�	� +��6� " B$B,(�)+H?$

Q[Φ] =
1

4
θTr (Φ ∂zΦ ∂z̄Φ− Φ ∂z̄Φ ∂zΦ)

= Tr
(
P
[
a†, P

][
a, P

]
− P

[
a, P

][
a†, P

])

= Tr
(
P − P aP a†P + P a†P aP

)

= Tr
(
P a ( � − P ) a†P − P a† ( � − P ) aP

)

=
∣∣P
[
a, P

]∣∣2 −
∣∣[a, P

]
P
∣∣2 .

� T ) B �

C!����� ��7,�2� ���2687 7
�	��#%& ��&'��� ����� s �	6	�����
P

�$& D$� � ��&���� ��� ��7
�%6��$# �
09��#%�	� ����� � �
��� s ��6����$�
P⊥ :=

� − P ( C�& ��7 ��7�� �������/��� ��&9� ���

E[ � − P ] = E[P ]
�2�
�

Q[ � − P ] = −Q[P ] .
� T ) H �

C!��C ( 6	�$# �,����&9�
��� T ) � � ���
� � T ) B � C�� �$�	����7
�1���	0 �2��&'�����

1

8 π
E[P ] = Q[P ] + 2

∣∣[a, P
]
P
∣∣2 = −Q[P ] + 2

∣∣P
[
a, P

]∣∣2 , � T ) +EG �

C�7�&'687 � &9��09� ��7
� �  9� F/�$�
��� ������� ��0���� ���	6	��&'�$� ) ) A ) + �

E[P ] ≥ 8 π |Q[P ]| � T ) +�+ �
�������2��� 7�����#%& ��&'��� 6	�$�E,���
���2��&'��� ) � �,��� �'����� ��7,� ���	&9��7
���

imP
�$�

kerP = im � − P &��lE
�
&9���
��&'#%���,��&9�$�,��0;��7
�����'� �$09�$�$&96��20,687,�������

Q
&�� &9�����	�$��� D��20'�
�	� ����� ���
#%& ��� �!��&'# �
09�-&9������� �
�����8�2��&'���

��&9D���� F��

Q[P ] =

{
TrP = rankP = dim(imP ) , dim(imP ) <∞

−Tr( � −P ) = −corankP = − dim(kerP ) , dim(kerP ) <∞ ,
� T ) + A �

�6�>6��2� F �����'��&'0<� 687
�	68?��	� C�& ��7 � T ) B � ����� 6�� 6�09&'6	&9� � ��� ��7�� ������6���&'� ��7
& � E,�
& ��� ��&'#%���,��&9�$�,��0
6��'���2)

C!�	D$�	����7
��09� � � ( ��7
�@&9� ����� �
�����8�2��&'�$� ������7
�@�,�2�������%������7
�%�����/�$09�$�$&96���0"687,�2���$�@&'� �$�	�
������0<& �
����� �6�-6�09���2� �'�!&'� ��7
� 6��$#%#>� �8�2��&9D�� 6��'���eC�7
�	���>��7
� �����/�$0'���$&'6���05687,�����$�

Q
&�� ��� ��09��#%�����1�2�

π2(Gr(P )) = � ( C�&9��7 S2 F/��&9�
� ��7
�@6��$# �,�26	��&FE,�	� �
0 �2�
��) �!���
6	� ( & �>&�� ��� &9��D��2��&'����� ��� ��7
�
� ���6����#@�����
& �2� &9� �$�
�-�WG 6�09�
�
���������$# ��7
�-�
��E,��&9��&'�$� ���5��7
� � ���'� ��#@���
��& ��� � ) ) A � ����� ��&9�
�$�
0'���
���
&9����� � ����������������#@�2��&9�$���\C�&9��7 �
�$������&9D &'��0@C�&9�
�
&9�
� �2� &9�E,�
& � �$)  � &�� 09� ��� ��F D &9�$��� 7
��C ���
�������/����0�� �1G ����������7�& � 6��$�,��&9�
�����2��&9�$�����1��7
��&9�E,�
& ��� � �
&9#%������&'�$�
��0 6��'����� �	�
6����
������������7
����� " `$A%$ )
 � ��7
� 6��6��� ��7,�2�

P
7,�'���.E
�
&9��� �����
? �$�%6��������
? ��7
� �����$��#@�	��� ����&'090�6�������&9� �@��7
���$�
�$7 F
���

���
F���0'����&9� � #@� �@����&����!&9� ����7
��� 6��'��� �	) � ����7
�	�������$���!�8��?2�-� �
���2�$#@�2��&96!D &9��C��/�$&9� � ���
���
��#@���
�

-/Q�A;BFG BD0&9;B
Q
9^31d*24O*G/7j0%GWKDG[2 31H GW=>= V�G/Y&7%G(VhN A^K�9;=4= 0%G/KFRE2 BF249*7j3DA*=46�BF2>A^7&31A;N'Y&7%2>BDGbGW7%G/KFd*f^t

��� fj9E3@=42>d^0_B:9;i%6&3DGbA;NP7%A*BF9 BF2>A^7TS%HJGIV�G/7&A;BDG[BF0%GIGW7%G/KFd*f
E
9*7&VCBDA^5?A^=>A^d*2 c/9;= cu0&9*KDd^G

Q
9^3JN 6%7&c BF2>A^7&9;= 3�A*N

P9;d^9*2>7 t



3�J J � KA���_���$� KA��9$����������"O��� ��Q�8M%'�����+��,-,.��������
	�8 K���R�,S� ������8:9

Q[P ]
��� F/� 6��$�,���8�2� �-��7
���$�
�$7
�����-��7
� � ���'� ��#@���
�
&'��� )-� 7
& �-#�� � �
��C�����&� �� ��7
� ��F/�ED$� 6	�������

Gr(P )
F�� ��� ������&96	��&'�
�@��7
� ���	�!���4���
#%& � ��&9F
09� �
��&9����� � ��������� ���$��#@�2��&'����� U )

35��� ��� #@��?2����7�& ��#@����� �1G,��0'&96�& �"F��>6	�$# �
����&'�
�
Q[UPU †] ���$� ���$#%� ���
&9����� � ��������� ���$��#@�2��&'���

U ∈ U(H⊕n)
�$� ��7
� ��&90'F/��� � ���,��6	��)<� �@��7
& ���	�
� ( C � �
�WE,�
�

ω = U †
[
a,U

] ���
�
ω† = U †

[
a†,U

] C�& ��7 [
a+ ω, a† + ω†

]
= � ,

� T ) + ) �
�'����09��#%�������-��� ��7
� 35&9� �20'�$�	F
���

u(H⊕n)
���
U(H⊕n)

) � 	 ��7
�$� �!6���096��
0'�2��&'�$� � &'�	0'�,�

Q[UPU †] = Tr
(
P
[
a† + ω†, P

] [
a + ω, P

]
− P

[
a+ ω, P

] [
a† + ω†, P

])

= Q[P ] + TrP
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(m+1) (φm+1 − φm)2 − 2r (φ2
r + φ2

r−1)
� ` ) H T �

���%� ���
# ��� �W �
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�1#%&'� ����&9�
��7
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1
2π
E(2)[Φr, φ(0)] = −r (φr−1 + φr)

2 +
∑

j≥0, j 6=r−1

(j+1) (φj+1 − φj)
2 .
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V ⊂ E0
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E(2)[Phi, φ] < 0
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φ, ψ ∈ E0
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E(2)[Φ, .]
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����������� 	 �
�	6��������2� � ���
� ��� � 6	&'�	� � 6��$���
&9��&'��� ���$� � �,��&9� ���>0'&9�
���2��0<� &'���
� �/���
������� D���6	���$���
φ, ψ ∈ E0

��� ���,��� � �
���$�2��& D$� ���
F,���,��6	� ���$�
E(2)(.) := E(2)[Φ, .]

& � ��7
�2�

E(2)(φ) < 0 , E(2)(ψ) < 0
���
�

B(φ, ψ)2 − E(2)(φ)E(2)(ψ) < 0 ,
� ` ) H$H �

C�7������
B(φ, ψ) := 1

2
{E(2)(φ+ψ) − E(2)(φ) − E(2)(ψ)} & � ��7
� 6��$���������/�$�
�
&9�
� F
&90'&9�
���2� ���$��# )

 �
φ, ψ ∈ E0

��� ��&���� � ��7
����� &9�
�_ �,�20'& ��&9� � ( ��7
�	� ��7
� ����#%� 7
�$09���-�����!��7
��&9�-�����
�
6��2��&9�$��� � ��7,� � &�� (
D���6����$� � �$F�����&'����� F�� �����
0'��6�&9�
� ��0905��7
� 6�� �$����&'�,� ��� �

φj
(
ψj

C�&9��7
j ≥ n

F��  ������ � & �
n
& ��0 �2���$�

�	�
�$�
��7 ) � 7 ��� ( C�� #@� � �6������#@� ��7
� �1G�&��������
6	� ���
n
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φj = ψj = 0

���$�
j ≥ n

)
� ��� ��7
� ��� ������&96	��&'�$� ���

E(2) ��� ��7�� � �,��6	� � n ��� ��090 D$�	6	���$���
φ = (φ0, φ1, . . . , φn−1, 0, 0, . . . )7
�'� ��&'�$�
�2���
���

(1, n−1)
��6	6��$���
&'��� ��� � ` ) H+` � �2�
� ( ��7����������$��� ( ��7
&�� � �,��6	� 6��$������&'�,� �
� �tC �6�
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� ����6	�$�
� � �$�������Ia,�
6����,�2��&'��� ���$��# �'�

E(2)[Φr, φ(0)] = 2π
∞∑

m,`=0

φmH
(0)
m` φ` ,
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C�7������ ��7�� #@�2����& G ��������&9� �
H

(0)
m`

6���� F � �1G ������6����	� ������# � ` ) H � ��� �����$# � ` ) Hp` � �'�

1
2π
H

(0)
m` = (2m+1− 2rδm,r−1 − 2rδm,r) δm,` −mδm,`+1 − (m+1) δm+1,` .
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=




) ) ) ) ) )
) ) )
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�
γ0 ∈

� �

φ
� � �
� = iγ0 Φr ⇐⇒ (φm)

� � �
� = γ0 (−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸

r �
�����	�

,+1,+1, . . .) ,
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Φ → eiγ0Φ

��0'������� � �������	�
&'� � ) ) )+H � ����� F/��09��C )  � 6��$�������'� ����� ��7��� 	����� #%� �
��� &9� Ek>0
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φ
� � �
�
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��� ) 	�09��7
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φ
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���'� �$� ��&9�$�,��05���

Φr
( ����&'090�#%�	�	��� ��0'0 �$�
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���^ ��&'����#%�����������$����� ���
#%&�����&9F
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 � �$���
��� ��� &'�
�	����& � � �
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��&96��
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�
�	�����
�$��� ������� F�� � ` ) ) + ��(

Φ({αm}) = � −
r−1∑

m=0

(eiαm+1) |m〉〈m|+
∞∑

m=r

(eiαm−1) |m〉〈m| . � ` ) � + �

� 7
� ���
�	���'� �2�4��7�& ��6����E,�$�
���2��&9�$� &��!���'��&90<� 6���096��
0'�2����� ���%F �

1
8π
E({αm}) = sin2 α0−α1

2
+ · · ·+ (r−1) sin2 αr−2−αr−1

2

+ r cos2 αr−1−αr

2
+ (r+1) sin2 αr−αr+1

2
+ . . .

� ` ) �$A �

C�&9��7 � ��&9�
�$09�
cos2 �6��� ������&9�
� �$��0�� &'� ��7
� &9�
�
&96��2����� �
0'��6��2) : G �,�����
&'��� ��� �������	6��$�
� �$���
���

&'� ��7�� ������0 �
������#%������� �
αm

�2�
����������&'�
�
αm = 0

���$�
m ≥ r

( C��bE,�
� ��7,� �

H(0) < 0 ⇐⇒ (α0−α1)
2 + 2(α1−α2)

2 + · · ·+ (r−1)(αr−2−αr−1)
2

−r α2
r−1 ≤ 0 ,

� ` ) �') �

C�7
&9687 ���	���	��#%&9�
� � � 6��$��D$�1G 6	�$�
� &9� ��7
�
r
� �
&9#%������&'���,��0 ��� � ����&'6������-a
�
6	���,�2��&9�$� � �,��6	��) � 7��

#%����� �������$���$0�� �������2��&9D�� #@� �
� &��!��&9D���� F�� �
α ∈ � �

φ � ��� = −iαPr ⇐⇒ (φm) � � � = −α (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r �������	�

, 0, 0, . . .) .
� ` ) � T �
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� ��7
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�$���������20'0<� (
(φm) = −α (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r̃ �
�����	�

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(r−r̃) �������	�

, 0, 0, . . .)
� ` ) �+` �
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��F���&'� ��7
�-��&'����6	��&'��� ���
Φ = � − 2Pr̃

)<C!�	D$�	����7
��09� � � ( �
�$�
����� ��7
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m � ��� < r
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�	�����6�@���$� D��20'�
���

m � ��� ≥ r
C ����F��8��&9�@�WG���6	��0��%���
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0'&9�
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H(k) = ∆k − (Φr∆Φr)k
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��� Ek
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x
�

xLm(x) = −mLm−1(x) + (2m+1)Lm(x)− (m+1)Lm+1(x) ,
� ` ) ��H �

C�7
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H(0)|φ〉 = λ|φ〉 &�������C���&9�����	� &9� ������# �����
f := U|φ〉 �'�

x f(x)− 2r
(
〈f, Lr−1〉Lr−1(x) + 〈f, Lr〉Lr(x)

)
= λ f(x) ,
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〈f, g〉 :=

∫
�

+

dx f̄(x) g(x) e−x .
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� 0'������0<� ( � ���
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−xdx)
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� ���
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f(x) =
c0Lr−1(x) + c1Lr(x)

x− λ
� ` ) ��H �
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����� � ��������#
(
Ir−1,r−1(λ)− 1
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c1 = 0 ,
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Ik,l(λ) :=

∫ ∞
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e−x dx

x− λ Lk(x)Ll(x) ,
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k, l ≥ 0 .
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dt
ln t
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U (45A,)5V9W*-C?C�XM5V$45A5AK45AKZY[DF7\&)(+5W.ADFH/2�137)*?,)DF$:9W*?&)(:&)(+5V1�K+*-1�X�13&)*-.V1�2+247)D%1�.0(:2+7@5A,)58$%&65AKZ*-$/&6(+5]Y[DFC^IC?D_9W*-$4`a.0(�1�24&)5A7AS U (+5]2+7)58,)58$b&)5AK:H:13&6587)*-1�C4*?,\X�1�,@5AKODF$<ced�f4g�d3h+gjilkFdbg%d�mln�1�$+Kog�&6Da1p`�7)5q1r&\5Js>&)5A$%&qg13C-,@DE132+2+C?*-58,t&6Du&6(45a.ADFH/HvBj&013&)*?=�5w.A1�,)53SxQR5p9W*?C-Cy&6(+587)58Y[D�7)5a7)5JY[761�*?$zY[7)DFH{K+58$+D�&6*?$+`/K+587)*|=�1r&6*|=F5A,13,t.ADFH/H}B4&013&)DF7),t1�$+Kz761r&6(+587~,@&)*-.0�:&6Du&)(+5�Y[DF7@HvB+C-13&)*-DF$z*?$N&6(45p,@&61�7�IL2+7)D>K+B+.J&~Y[DF7@HE13C-*?,)H<gj9W(45A7)5&)(+5�,@�>HvXMDFC?,�137)5a&6(+5�,)1�H/5}13,V*?$<&6(+5�.AD�H:H}B4&01r&6*|=F5w,)58&@&6*?$+`+S^�
� Y�&65A7
7@58=>*-5J9W*-$4`v&6(+5V��1rsbI�2+1�*-7xY[DF7@HvB+C-13&)*-DF$:D�YM&6(+5]QR1�7)K:H/DjK45AC�9~5W2+7@Dj.85A58KZX%�/2+7)58,)58$b&)*-$4`XMD>DF,@&)5AK�,@&613&6*?.z,)DFC?*|&6DF$+,O9W(+*?.0(�1�7)5z`F*|=F58$�X%�GC?B+H/2+,/H/D_=j*?$+`P9W*?&)('1P.8DF$+,�&01�$%&/=F58C-D>.A*|&��'1�$+K(45A$+.85<Y[5A13&6B47)5z$+D�,@.q13&@&65A7@*-$4`+S U D�DFX4&013*-$�H/DF7)5Z.ADFH/2+C?5Js�,@DFC?B4&6*?DF$+,8g�&)(+5zK+7)58,),@*-$+`�1�2+247)D%1�.0(13,p1�$�58�y5A.8&)*?=�5uH/5q1�$4,�&6DE`F5A$45A761r&65}&)*-H/5�I�K+582y58$+K+5A$%&aH}B+C|&6*^I�,)D�C-*|&6DF$4,�*?,�&6(45A$�*?$%&67)D>K+B+.85AK�S U (+55�s41�H/2+C-58,�&)D�Xy5�`F*|=F58$�137)5�H:1�*?$+C?��.ADF$+.85A7@$+5AK�9W*?&)(�&)(+5�1�XM5AC?*�1�$�.A1�,)5P*?$�.8DF$+,@*-K+587613&)*-D�$�D�Y&)(+5�.8DFH/2�1�7@*-,@DF$�9W*|&6(�&)(+5�1�K+*-1�X�13&)*-.�1�2+2+7@D%1�.0(�S U (45�K+*?,).8B+,),@*-DF$�*?,:�+$�1�C?C?��Y[DFC?C-D_9;5AK�X%��1�$5�sj2yDF,@*?&)*-D�$�D�Y�&6(+5�,@.q13&@&65A7@*-$4`E2+7@DF2M5A7@&)*-58,]Y[DF7t&6(+58,)5wHvB+C|&6*^I�,@DFC?*?&)DF$+,AS

����� �a �¡�¢x£}¤¦¥b§}¥j¨p¢;© £w¡�ª«¥¬ ©�®;¯�¢°¥�±}¯�²W¨p ±}¡�¥
³�´Tµ�´Tµ ¶
·4¸o¹)º»·�¼[½z¾L¿¬½rÀPÁ»Â[·4Ãl¼[¿MÄ'¿¬¾WÃlÅ�Æ�Ç�·4½3È�ÀR¿ÉÈ�ÆjÂ
U D�2+7@Dl=�5NDFB+7v5q1�7@C-*?5A7u.8C�13*-HÊ&6(�1r&v&6(45N5AËbB�13&)*-D�$GD�YWH/D�&6*?DF$�ÌTf4S-iqÍ>ÎaD�Y]&)(+5ZQR1�7)KRH:D>K+58C~K+D>5A,*?$+K+585AK�1�7)*?,)5w1�,].8DFH/2�13&6*?X+*?C-*|&��<.AD�$+K+*|&6*?DF$�Y[D�7],)DFH/5�C-*?$+5A1�7],@�>,@&)5AH<g¬9~5�*?$b&)7)D>K+B+.85v1�$�1�B>s4*?C?*�1�7��
n×n

H:13&)7)*^s
ψ
K+582y58$+K+*?$+`�D�$�&)(+5<.AD>DF7)K4*-$�1r&65A,

t, x, y
1�$+K'1�,)DrI�.q13C-C?5AK',)2M5A.J&67613C]2�1�7613H:5J&6587

ζ ∈ Ï ∪ {∞} ,)B4XjÐ�5A.J&�&6DO&)(+5�7)5q13C-*|&��z.AD�$+K+*|&6*?DF$
ψ(t, x, y, ζ) ψ†(t, x, y, ζ̄) = Ñ . ÌÒm4S?i3Î

Ó B+7�&6(+587)H/DF7@5�g+9;5wH:1q�N*?H/2yD�,)5�,)DFH/5w1�,��jH/24&)D�&6*?.�.ADF$4K+*?&)*-D�$+,wcemFfrnÉDF$z&6(+5p�+5AC?K
ψ
D3Y�9W(4*-.0(�9~59W*?C?CÉ$+5A58K

lim
ζ→0

ψ(t, x, y, ζ) = Φ† +O(ζ) ,
ÌÒm4SÔkbÎ

9W(45A7)5
Φ
*?,�1

U(n)
IÕ=31�C-B45AK��+5AC?K�S U (+*?,p13,@�>H/24&6D�&)*-.w.AD�$+K+*|&6*?DF$�*?,WB+,)58K�&6D:.AD�$+$+5A.J&

ψ
9W*?&)(�&6(45QR1�7@K�H/D>K+5AC�,@DFC?B4&6*?DF$+,8S

Ö DF$4,)*?K+5A7V$+D_9×&6(45aC-*?$+5q137V,��>,@&658H/,�D�Y»5AËbB�13&)*-D�$+,
(
A(t, x, y)
B(t, x, y)

)
= − ψ(t, x, y, ζ)L(ζ)ψ†(t, x, y, ζ̄) ,

ÌÒm4Sef>Î

Ø�ÙlÚJÛÉÜÒÝeÞtßlàÔÝâáÝeãÒàÔäVåoæ
ç�àâÜTÚ~àeæ)ç6èJæéÚJê_ãÉãÕëlæ
ÜTãÕç�ÛÒì�ÜTäqÞ�í�ÚJà�î|Ú8Û�ãÒëlæ\Þ�êràïãÕÝeßlàÔÝâá�ç0ãÕÝeÚ8ðbñ



��� ³�´��v¼TÀRÆF¹��zÆbºxÆ>Ä»È�Æ>ÄyÃ/Ç�·4½3È���¿�È�Æ>Â
	o¿MÂÒ¼�Ã_¿MÄ��
9W(+5A7@5

L(ζ) :=

(
ζ ∂x − ∂y+t

− ζ ∂y−t − ∂x

)
=

(
(ζ − i) ∂z + (ζ + i) ∂z̄ − ∂t

− i (ζ − i) ∂z + i (ζ + i) ∂z̄ + ζ ∂t

)
,

ÌÒm4SïhjÎ
1�$+KZ&)(+5�H:13&)7)*?.A58,

A
g
B
DF$Z&6(45�C?58Y�&~(�1�$+KE,)*?K+5a1�7@5�D�Yo&6(+5V,61�H/5�&��>2M5p1�,

ψ
X+B4&~*-$+K45A2M5A$+K+58$%&]D�Y&6(+5W,@2y58.8&67)1�C�2�1�7)1�H/58&)5A7

ζ
ced�f4g%d3h3nÒS��$/YT1�.8&AgF&6(+*?,
C-*?$+5q137x,@�>,@&)5AH .q1�$/XM5WDFX4&013*-$+58KOY[7)DFH &6(+5V��1rs2�1�*?7vD�Y;&6(+5E,)58C?Y ILK+B�1�C��;1�$+`rI���*?C-C?,v58ËbB�13&6*?DF$ D�$��

2,2
cïm%kjg�mFf3n�X%��`%1�B+`�5JIL�js4*?$+`�1�$+KR*?H/2yD�,)*?$+`&6(+5�.8DF$+K+*|&6*?DF$

∂3ψ = 0
S U (+5�.AD�H:2+13&6*?X+*?C-*|&��<.ADF$4K+*?&)*-D�$�Y[DF7t&)(+5�C-*?$+5A1�7W,@�>,@&)5AH ÌÒm4SefbÎ;7)5A1�K+,

∂xB + ∂y−tA = 0
1�$4K

∂xA− ∂y+tB −
[
A,B

]
= 0 ,

ÌÒm4S��bÎ
D�Yé9W(4*-.0(�g¬H:1��b*?$+`Z13$�13$+,613&���D�Y»&)(+5aY[DF7)H��

A = Φ† ∂y+tΦ
1�$+K

B = Φ† ∂xΦ
ÌÒm4Sem>Î

&6(+5�,@5A.AD�$+K�58Ë>B+13&6*?DF$�*-,W1�Bj&6DFH:13&)*-.A1�C-C|�z,)13&6*?,@��58K�9W(+587)5A1�,]&6(+5a��7@,@&VDF$+5a*?,]&67613$+,@Y[DF7@H/5AK<&6DO&6(+55AËbB�13&)*-D�$�D�Y\H/D�&)*-D�$�D�Y»&6(+5�Q 137)K�H:D>K+58C~ÌTf4S?i_Í>Î0S U (+*?,�,)(4Dl9W,V&6(�1r&�*|&V*-,�*-$+K45A5AK�*-$+K4B+.A58K�X%��1��1rsbI�2�1�*?7
Y[DF7)H}B+C�1r&6*?DF$z1�$+K:&6(bB+,8g+1�.8.ADF7@K+*-$4`v&6Dw&6(+5V`F*|=F5A$zK458��$+*|&6*?DF$�g>&6(+*?,~H/D>K+5AC¬*?,~*?$%&65A`�761�X+C?5�g1�,a.AC-1�*?H/5AK�S��W5q13K+*-$4`N&6(+*?,a,@&613&658H:58$%&v1NK4*?�y5A7@5A$%&�9t1q��9;5O,)585/&)(�13&pY[7@DFH«5A1�.0(P,)DFC?B4&)*-DF$
ψ
D�Y&6(+5�C?*-$45q1�7W,@�>,�&65AH ÌTm4SÔf%Î�9W*?&)(�,@DFH/5

A
1�$4K

B
9;5}.A1�$�*-$4Y[587V1/,@DFC?B4&6*?DF$

Φ
&6DO&)(+5aQ 1�7@K�H/D>K+5AC5AËbB�13&)*-D�$GD�Y]H/D�&6*?DF$R=>*-1GÌÒmjSâkFÎ�1�$+K ÌÒm4SembÎ6S��VDl9;58=�5A78g�*|&u*?,v$4D�&u2MDF,),@*-X4C-5Z&)D�,@*-H/2+C|�R247)5A,@.A7@*-XM5,)DFH/5

A
1�$+K

B
,)*?$+.A5�&6(+5J�zK+582y58$+K�DF$z&)(+5�,)DFC?B4&6*?DF$

Φ
&)(+5AH/,)58C?=�5A,8S

³�´Òµ�´�� �z½lÆ �!�q¼TÄ#"�·+º»º�½l¿¬·%$3Å
U (+5�*?$%&65A`�761�X+*?C?*?&���D�Yp&)(+5�QR1�7)K�H:D>K+58C�58$b&61�*?C-,N,@DFH/5�2MD_9~587@Y[B+CV&65A.0(4$+*-ËbB+58,<D�Ya.AD�$+,@&)7)B+.J&6*?$+`,)DFC?B4&)*-DF$4,E&6D�&6(+5�C-*?$+5A1�7E,��>,@&658H `�*?=�5A$�1�XMD_=F5�1�$+K�&)(>B4,E&6D�&6(+5�5AËbB�1r&6*?DF$�D�YaH/D�&)*-D�$�&6D�&6(+5Q 137)K'H:D>K+58CÒS&�$'&)(+*?,:.8DF$%&65�sj&:&6(45�K47)5A,@,)*?$+` 132+2+7)DF1�.0(�9W*?C-C]XM5<D�Y�`F7)5A13&:*-H/2MDF7@&61�$+.A5z&)D�B4,,)*?$+.A5z*|&u247)D_=>*-K+58,O`F5A$bB+*?$+5NH}B+C|&6*^I�,)D�C-*|&6DF$G,@DFC?B4&6*?DF$+,v9W*|&6(R7)5AC-13&)*?=�5N=F5AC?D>.A*|&��FS'L&v*-,O1�7)5A.8B+7),@*?=�52+7)D>.A58K+B+7@5/&)Dz`F5A$45A761r&65O$+5J9�,@DFC-Bj&6*?DF$+,pY[7)D�H«1N`F*|=F58$�,@5A58K�,@DFC?B4&6*?DF$�&6D�ÌTm4SÔfbÎWX%��1�$�1�$+,)13&(�vD�Y&6(+5aY[DF7@H

ψ̄(t, x, y, ζ) := χ(t, x, y, ζ) ψ(t, x, y, ζ) ,
ÌÒm4SÔdbÎ

9W(+5A7@5
ψ
*-,z1�,)DFC?B4&)*-DF$�&)D�&)(+5�C?*-$45q1�7N,��>,@&658H ÌTm4Sef>ÎuY[DF7:,)D�H:5�C-5JY�&N(�1�$4K�,)*?K+5

(A,B)
S U (+5K+7)58,),@*-$+`:YT1�.8&)DF7

χ
*?,Ag+Y[DF7]D�B+7W2+B+7)2MDF,@5A,Ag�7@5A,�&67)*?.8&)5AK�&6D/&6(+5�,)*?H/2+C?5}DF$45a2yDFC?5aY[DF7)H

χ := Ñ +
µ− µ̄
ζ − µ P ,

ÌÒm4SeÍ>Î
Y[DF7

µ ∈ Ï \ ��13$+KE,@DFH/5W(+5A7@H:*|&6*-1�$:2+7)DrÐ�5A.8&)DF7 P cÔd3frnÒS Ö DFH/2�1�7@5�13C-,@DZc|i_f4i3g�i_f%k>gbf�frn�Y[DF7x1�H/DF7)5`F5A$45A7613CÉ5Jsj2yD�,)*|&6*?DF$�D�Y�&6(4*-,V1�2+247)D%1�.0(oS

)�*�Ú�ãÒæ\ãÕërç0ãÉãÕëlÝâÜ�ç�ðrÜÕç0ã,+\ÝÔÜÉá�ÚJÞtßrç0ãÕÝeíràeæxåÉÝeãÒë�ãÒëræ
çJÜÒäAÞtß_ãÕÚ�ãÕÝÔá\áÚ8ð.-_ÝeãÒÝÔÚJð�/10rñ 243oç�ð.-�ãÒë3ç0ã�Ýeã�ÝeÞtßlàÔÝeæ)Ü�ç�à�5Jæ@ílÛLç0ìè0ç�àÔêlæ�-
A
çJð.-

B
ñ



³�´Tµ�¶�¼ÒÄ�Æb·+½ � � �8Ã_Æ>À ·�Ä�È �q¼ÒÀ�ºéÂ[Æ��8¿yÂTÁÉÃl¼T¿MÄ#� ���

�$+,@5A7�&6*?$+`E&)(+*-,�1�$+,)13&(��*?$%&6DE&)(+5�C-*?$+5A1�7W,@�>,@&)5AH ÌÒm4Sef>Î
�>*?5AC?K+,�&)DF`F58&)(+5A7]9W*|&6(�&6(+5�7)5A1�C?*?&��<.8DF$jIK4*?&)*-DF$RÌÒmjS-ilÎ
(
Ã(t, x, y)

B̃(t, x, y)

)
= − χ(t, x, y, ζ)

{(
A(t, x, y)
B(t, x, y)

)
+ L(ζ)

}
χ†(t, x, y, ζ̄) ,

ÌÒm4S��>Î
9W(45A7)5

Ã
1�$4K

B̃
1�7@5}D3Y\&6(+5},61�H/5w&��j2M5u13,

A
1�$+K

B
S���D�&)5}&6(+13&�&)(+5vC?58Y�&�(�1�$4K�,)*?K+5A,�D�YvÌÒm4Sef>Î13$+Kz&6(+5p58ËbB�13&6*?DF$�1�XMDl=�5�1�7)5�*-$+K45A2M5A$+K+58$%&�D�Y

ζ
1�$+Kz&)(�13&t&)(+5A7@58Y[DF7@5p&6(+5

ζ
ILK+5A2M5A$+K45A$+.85aDF$N&6(+57@*-`�(b&V(�13$+K�,@*-K45A,VD�Y»&)(+5A,@5}58ËbB�13&6*?DF$+,W(�13,W&)D/K+7)DF2�DFB4&AS

³�´Tµ�´	� 	�¼ÒÀRº»Â[Æ�Ãl¼TÀRÆF¹6È�ÆbºxÆ>Ä»È�Æ>ÄyÃ �A¿MÂÒÁÉÃl¼[¿MÄ��u·�Ä�È $F¿+¹0ÀR¿�
�¼TÄ#" $F¿�¿¬½rÈ»¼TÄ�·jÃ_Æ �
U DP5Jsj5AH/2+C?*|Y��'&)(+5zK+*?,).8B+,),@*-DF$�D�Y�&)(+5z2+7@5A.A58K+*?$+`R,@5A.8&)*-D�$�g;9;5<`F*?=�5�1�$�5q1�,���5Js41�H/2+C?5<Y[D�7u&6(+5.8DF$+,�&67)B4.8&6*?DF$ED�YÉ1a&6*?H/5JI�K45A2M5A$+K+58$%&t,)D�C-B4&)*-D�$�S Ö DF$+,@*-K+587~1�,)585AKN,@DFC?B4&6*?DF$

ψ0 := Ñ g%9W(+*-.0(Z,)DFC|=F58,&)(+5ZC?*?$+5q1�7w,@�>,�&65AH ÌÒmjSÔf>Î�9W*|&6(
A0 = B0 = 0

1�$+K�&6(+5Z1�$+,)13&(��ÌÒm4SeÍ>Î�Y[DF7w&)(+5:K+7)58,),)*?$+`�YT1�.J&6DF78S
U (45w$4589�,)DFC?B4&6*?DF$

ψ = χψ0

*?,t&6(+58$�.8DF$+,�&67)B4.8&658K�X%�z5�sj2�1�$+K+*?$+`O&6(45a7)*?`F(%&@I�(+1�$+K<,)*?K+5aD�YaÌÒm4S��>Î*?$%&6DZ1E��1�B+7@5A$%&@IL,)587)*?5A,p137)DFB+$4K
ζ = µ̄ �

13$+K�K+58H:1�$+K+*?$+`E&)(+5�=�13$+*-,@(+*?$+`ZD�Yé2yD�C-58,V&)DZ1�C?CÉDF7@K+5A7@,AS
U (4*-,W�>*-58C-K+,W&6(45�����%IL&��>2y5�.8DF$+K+*|&6*?DF$+,

( Ñ − P )(µ̄ ∂x − ∂y+t)P = 0
13$+K

( Ñ − P )(µ̄ ∂y−t + ∂x)P = 0 ,
ÌTm4S?i��>Î

Y[D�7V&)(+5v2+7@D3Ð�5A.J&6DF7
P
S U (+5v58$+,)B+*?$+`NQR1�7)K�H/DjK+58C»,@DFC?B4&6*?DF$�*?,�&)(+5A$�Y[DFB+$+K�=j*-1E&)(+5v13,@�>H/24&6D�&)*-..8DF$+K+*|&6*?DF$RÌÒm4SÔkbÎ;1�,

Φ = Ñ − µ̄− µ
µ̄

P ,
ÌTm4S?iFi3Î

9W(4*-.0('*-,O,@*-H/*?C�137O*-$ Y[DF7@H &)DP1�(+5A7@H/*?&)*�1�$�,�&013&)*-.z,@DFC-Bj&6*?DF$�5Jsj.A5824&OY[DF7v&)(+5zK+58=>*-13&6*?DF$GY[7)D�H
2D3Y;&)(+5OYT1�.8&)DF7�*-$�Y[7)D�$b&wD�Y

P
S U (+*-,w7)58$+K+587),�&6(+5/,)D�C-B4&)*-D�$�$+D�$jI�`F7)1�,),@H:1�$+$+*-1�$�*-$�`F5A$45A7613CÒS � $13$�1�C|�j,@*-,�D�YVÌTm4S?iFirÎ;ced�f4g>d�mln¬7)5J=F5q13C-,
&6(�1r&
5q1�.0(/��$+*|&65�I�7613$+�u2+7@D3Ð�5A.J&6DF7

P
,)13&6*?,@Y��>*?$+`<ÌÒmjS-i��%Î�*-$/&6(4*-,9~1q���>*?5AC?K+,w1N,)DFC?B4&6*?DF$�9W(+D�,)5/5A$+587)`���K+5A$4,)*|&���*-,�C-D>.q1�C?*1�A5AK�9W*|&6(P2M5q1���H/Dl=>*?$+`z9W*?&)(P.ADF$+,�&01�$%&=�5AC?Dj.8*?&��

~v
`F*|=F5A$�X%�

~v = (vx, vy) = −
(
µ+ µ̄

µµ̄+ 1
,
µµ̄− 1

µµ̄+ 1

)
,

ÌTm4S?ilkbÎ
9W*|&6(�*?$b=�5A7@,)5v`�*?=�5A$�X%�

µ = − vx + i
√

1− ~v
1− v2

y

∈ Ï \ � .
ÌTm4S?i_f>Î

U (+*?,\,@DFC-Bj&6*?DF$v*?,»&)(>B4,é*?$b&)5A7@2+7)5J&65AK/13,éH/D_=j*?$+`pC?B+H/2u*?$}&)(+5 ��D_�F1�Cj24C�1�$45;9W(+DF,@5;&)D�&01�Cb58$+5A7@`��
E[Φ]

7)5q13K+,

E[Φ] =

√
1− ~v2

1− v2
y

8π trP =
(
1− 1

2
v2

x + 1
2
v2

y + . . .
)

8π trP ,
ÌTm4S?iqhjÎ

����ëlÝÔÜ�ÝâÜ�ÚJðràeä�ÚJðlæ\ß�Ú8ÜÕÜTÝÔílÝÔàeÝeã[ä��_ílêlã�Ýeð�ãÒërÝÔÜ�á@çJÜÒæxç;è8æ�ÛÕä]êrÜÒæî|êlàbÚ8ðlæJñ
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H:1��b*-$+`EDFX%=>*-DFB4,W&)(+5w�ÉDF7)58$b&���,@�>H/H:5J&67���X47)5q13�>*?$+`+S

�>*-$+.85V&)(+5V,)DFC?B4&6*?DF$+,
Y[5q1r&6B+7@5�1�.AD�$+,@&61�$%&;=�5AC?Dj.8*?&���g4*|&~*?,
2yDF,@,)*?X+C?5�&6Dw,)(4*?Y�&
&6D�&6(45A*?7;7@5A,@&�Y[7613H:5=>*�1:1:C?*?$+5q1�7].8DjD�7)K+*?$�13&)5�&)761�$4,@Y[DF7@HE1r&6*?DF$
(x, y, t)→ (w, w̄, s)

`F*|=F58$�X%�PcÔd�m3n

w = ν
[

1
2
t (µ̄+ 1

µ̄
) + 1

2
y (µ̄− 1

µ̄
) + x

]
,

w̄ = ν̄
[

1
2
t (µ+ 1

µ
) + 1

2
y (µ− 1

µ
) + x

]

1�$4K
s = . . . ,

ÌÒm4S?i �bÎ

9W(+5A7@5
ν ∈ Ï *?,}&6D�Xy5E.0(+DF,@5A$�C�1r&65A7}1�$+K�&6(+5E,)(+*|Y�&658K &6*?H:5�I�.8DjDF7@K+*?$�13&65 s *-,vD�Y]$+D�7@5AC?58=31�$+.85Y[DF7~&)(+5a,)DFC?B4&)*-DF$4,].ADF$+,@*-K45A7)58K�S���,)*?$+`O&6(45a.ADFH/HvBj&013&)*-DF$<7@5AC-13&6*?DF$+,

[x, y]? = i θ
9~5p�+$+KzY[DF7~&6(45$+589×.AD>DF7)K+*?$�13&)5A,]&6(45w,�&01�7I�.8DFH/HvB4&613&6*?DF$�7)5AC-13&)*-DF$

[w, w̄]? = 2 i θ νν̄

√
1− v2

x − v2
y

1− v2
y

.
ÌÒm4S?i_m>Î

��D�&)5~&6(+13&é&)(+5~,@(+*?Y�&WÌÒm4S?i �%Î�*-,éH:58K+*-13&658KOXb�v1�B+$4*?&61�7@�w&67)1�$+,@Y[D�7)H:13&6*?DF$
U(µ, t)

5J�o58.8&)*-$+`�1VXyD>DF,�&9W*?&)(�=�5AC?Dj.8*?&��RÌÒmjS-ilk%Î6S
Ó B+7�&6(+587)H/DF7@5�g+&6(45w.8DF$+K+*|&6*?DF$RÌÒm4S?i��%Î�*-,V`F*|=F5A$�*?$�&)(+5�7)5A,�&WY[761�H/5w1�,

( Ñ − P ) ∂w̄P = 0
1�$+K

( Ñ − P ) ∂sP = 0 ,
ÌÒm4S?ildbÎ

9W(+*?.0(�*-,W$+D3&6(+*?$+`ZX4B4&W&6(+5  � ��58ËbB�13&6*?DF$RÌÒf4SÔk �>Î;*?$�.8D3I�H/D_=>*-$4`E.8DjDF7@K+*?$�13&658,�*|Yé&)(+5�,)DFC?B4&)*-DF$�*?,,@&613&6*?.Z*?$�&)(+*-,wY[761�H/53gé*TSe53S
∂sP = 0

gé1�$+K�9;5E9W*?C?C
&)(+5A7@58Y[DF7@5Z.A1�C-Cx&)(+5A,@5Z,)D�C-B4&)*-D�$+,v,@DFC-*|&6D�$+,Agx13,9~58C-CTS U (+5V`F5A$+587)*?.
r
I�,@DFC-*|&6D�$EH/D_=>*-$+`w9W*?&)(Z=F58C-D>.A*|&��:*-H/2+C?*?5AKNX%�

µ
*-,
&6(bB+,�2�1�7)1�H/58&67@*��85AKNX%�/&6(452+7)DrÐ�5A.8&)DF7

P̃ (t) = U(µ, t) Pα U †(µ, t)
ÌÒm4S?i_Í>Î

9W(+5A7@5
Pα

*?,}&)(+5N`F58$+5A7@*-.N,�&013&)*-.  � �R,)DFC?B4&6*?DF$�Ì[h+Sïh �bÎa5�sj2+7)58,),)58K�g�(+5A7@5�gx*?$R&6(+5Z,@&0137�I�247)D>K+B+.8&2+*?.8&6B47)5�S U (+5w,@&613&6*?.v,@*?&)B�13&)*-DF$�*-,V7)58.AD_=F587)58K�Y[DF7V&)(+5w.0(+DF*?.A5
µ = − i

9W(+*?.0(�*-H/2+C?*-58,
v = 0

1�$+K
w = ν (x + i y)

S U D:`�*?=�5v1�$<5�s+13H:24C-53g¬&)(+5�,)*?H/2+C-5w7613$+��iwH:D_=>*?$+`E,@DFC?*?&)DF$�.8DFH/2+B4&)5A,W&6D�cÔd�frn

Φ1 ?(t, x, y) = 1− 2
µ̄− µ
µ̄

e−
1

θ |w(t,x,y)−
√

2 θ α| ,
ÌÒm4S?i��>Î

9W(+*?.0(×7)582+7)58,)5A$%&),�1�,@Ë>B45A5 �85AK���1�B+,@,)*-1�$�H/D_=>*-$+`�*-$�&6(+5 ��D_�%13Cw24C�1�$45RXM5A.q13B+,)5
w
*-,<&6*?H/5K+5A2M5A$4K+5A$%&qS ��D�&)5u&6(�1r&p58=�5A$P&6(+D�B+`F(�(+*?`F(+587a761�$+��,)D�C-B4&)*-D�$+,aH:1_��Y[5q13&)B+7)5v,)5A2M5A7)13&65OC?B+H/2+,�*?$&6(+5:5A$45A7)`3�PK+5A$+,@*?&���DF$P&6(+5 ��D_�F1�C;24C�1�$45/&)(+5A,@5ZH/D_=F5/9W*?&)(R58Ë>B+1�Cx=F5AC?D>.A*|&��R13$+K�&)(>B4,}K+D�$+D�&7)582+7)58,)5A$%&E`F5A$bB+*?$+5<HvB4C?&)*|IL,)DFC?*?&)DF$+,/1�,u&)(+5zC-13&)&)5A7u&6587)H *-,O7@5A,)587@=�5AK�Y[DF7uHvB4C?&)*|ILC-B+H/2',)DFC?B4&)*-DF$4,9W*?&)(�H}B4&6B�13C-C|�'K+*?�y5A7@5A$%&:=F5AC?D>.A*|&6*?5A,AS U (+5A,@5�9W*?C-CWXM5<&)(+5�,)B+XjÐ�58.8&ZD�YpK+*?,).8B+,),@*-D�$�*-$�&6(45�$+5�s>&,)58.8&6*?DF$�S

� ,p*?$P&)(+5u,�&013&)*-.O.A1�,)5O*|&a*?,p9~DF7�&6(%9W(+*?C-5O&)DN*-$%=�5A,@&)*-`F13&65O&6(4*-,a,@DFC-Bj&6*?DF$P*-$�&)(+5ODF2M5A761r&6DF7VY[DF7�IH:1�C-*?,)H<gx13,w9;5AC?CÒS��xH/2+C?Dl�>*?$+`�&6(45 ��D_�F1�C|IÕQR5J�>C~H:1�2 ÌÒkjS?ilk%Î�9~5Z1�,),@Dj.8*�1r&65/&6D�&)(+5Z.8D3I�H/D_=>*-$4`.AD>DF7)K4*-$�1r&65
w
1�$�1�$+$+*?(+*?C�1r&6*?DF$�D�2y587613&)DF7

c
=>*-1

w ↔
√

2 θ c ,
9W(+5A7@5

ν
*?,W.0(+DF,@5A$�,@B+.0(�&)(�13& [

c, c†
]

= Ñ . ÌÒm4SÔk �>Î



³�´�� �}¼ÒÀRÆF¹6È�ÆbºxÆ>Ä�È�Æ>ÄyÃEÀPÁ»Â�Ãl¼ ¹��8¿yÂT¼�Ã_¿MÄ�� � µ
��vK+5J��$+*|&6*?DF$�g

c
1�$+$+*?(+*?C�1r&65A,»&6(+5t.8D3I�H/D_=>*-$4`�=31�.AB+B4H

|~v〉
g�*TSï5�S

c |~v〉 = 0
gF1�$+Ku&)(+5 ����v58ËbB�13&6*?DF$ÌTm4S?ild%Î;$+D_9×XM5A.8DFH/5A,

( Ñ − P ) c P = 0 ,
ÌTm4SÔkji3Î

9W(4*-.0(�g¬B+2MDF$�2�1�7)1�H/58&67@*��8*-$4`:&)(+5�2+7)D3Ð�58.8&)DF7V1�`%1�*?$�1�,

P = |T 〉 〈T |T 〉−1〈T |*?,W,)DFC|=F58K�*?$�&)(+5w1�XM5AC?*�1�$�.q13,)5�,)*?H/*-C-1�7]&6D/&6(+5a,�&013&)*-.w,)*|&6B+13&6*?DF$<X%�

|T 〉 =
(
|T1〉 |T2〉 . . . |Tr〉

) 9W*|&6(
|Ti〉 := eαi c† |~v〉 ,

ÌTm4SÔkFkbÎ
Y[D�7

αi ∈ Ï
S

� .0(+1�$+`F5
~v → ~v ′

D�Y]&6(+5E=F5AC?D>.A*|&�� D�Y]&)(+*-,v,)DFC?B4&6*?DF$G*?,uH/5AK+*-13&)5AK�X%� 1�$R*-$+(4DFH/DF`F5A$45ADFB+,
SU(1, 1)

,)ËbB+5A54�A*?$+`�&)761�$4,@Y[DF7@HE1r&6*?DF$�`F*?=�5A$�X%��1],)B+.8.A58,),)*|=F5�&6*?H/5JI�K45A2M5A$+K+58$%&»&)761�$+,@C�1r&6*?DF$:ÌÕkjSÔk�f>Î��Y[D�C-C?D_9~58K�X%�<1O,)ËbB+585 �A*?$+`�ÌÒkjSâk�dbÎ
&67)1�$+,@Y[D�7)H:13&6*?DF$z9W*|&6(

c′ = S(~v ′)D(~v ′, t) cD†(~v ′, t)S(~v ′)
13,W9;5AC?C�1�,

|~v ′〉 = S(~v ′)D(~v ′, t) |~v〉
ÌTm4SÔk�f>Î

13$+K�1�C?C».8D3I�H/D_=>*-$4`Z=31�.AB�1Z1�7)5}`F5A$+587613&)5AK�*?$�&)(+*-,�9t1q��Y[7)DFH
|0〉
S U (+5v,@*-H/2+C?5O7613$+�

1
H/D_=j*?$+`3I,@DFC?*?&)DF$�*?,]&6(bB+,V`F*|=F5A$�X%�

Φ1(t) = eα c†−ᾱ c

(
Ñ − µ̄− µ

µ̄
|~v〉〈~v|

)
e−(α c†−ᾱ c) .

ÌTm4SÔk3hjÎ
Q�5ZH:1q��H:1�2R&6(4*-,},)DFC?*?&)DF$G1�`F1�*-$�X�1�.0�P&6D�&6(+5 ��D_�%1�C;2+C�13$+5ZB+,@*-$4`�&6(+5E*-$%=�5A7),@5 ��D_�%1�C^ILQ�58�>CH:1�2RÌÕk>S-iqhbÎ�&6D/DFX4&61�*-$�ÌTm4S-i �>Î6S

����� �� �©�¢��lªa¢;®�¢~¡�ªa¢~¡W¨ ©�²p¯�¨p ��r¥�±}¯» Ò¨�±}¡�¥
�É5J&<B+,<$+D_9 2+7@Dj.85A5AK &)D'H}B+C|&6*^I�,)D�C-*|&6DF$�,)D�C-B4&)*-D�$+,z9W*?&)(�$4DF$%&67)*|=>*�13Cp&6*?H:5PK+582y58$+K+58$+.A5P9W(+*?.0(H:1q��1�C-,@DZXM5v`F58$+5A7)13&658K�X%��&)(+5vK+7@5A,@,)*?$+`<1�2+2+7@D%1�.0(�*?$%&67@DjK+B4.A5AKP13XyD_=F53S ��58$%&6*?DF$+*?$+`zDF$+C|�<&6(+5H/DF,�&V*-H/2MDF7@&61�$%&W7)5A,@B+C|&6,VD�Y�&6(+5�`F*|=F58$�7@58Y[5A7@5A$+.85A,V9~5�7)58H:1�7)�Z&)(�13&V1O`F58$+5A7@*-.

U(1) r
IL,)DFC?*|&6DF$<*?,.8DF$+,�&67)B4.8&658K�*?$�1OH:1�$+$45A7W,)*?H/*-C-1�7W&6D�ÌÒm4SÔkFkFÎ;=>*-1O7)D_9W,�D3Yé,�&013&)5A,

(
|T (k)

i 〉
)k=1...r

i=1...rk

,

2+1�761�H/5J&67)*1�A58K�Xb�
(µ1, . . . , µr)

1�$4K &6(bB+,OX%� .8DF7)7@5A,)2MDF$+K4*-$+`�=�5AC?Dj.8*?&)*-58,
(~v1, . . . , ~vr)

S U (45A,)5,�&013&)5A,�1�7)5a,@B+XjÐ�58.8&V&6DO&6(+5  � �<.ADF$+K4*?&)*-DF$4,

ck |T (k)〉 = |T (k)〉Γ(k)
9W*|&6(

ck = S(~vk)D(~vk, t) aD(~vk, t)
†S†(~vk)

ÌTm4SÔk �bÎ

� ãÒëlæ\ßlÛÕæ@á�ÝÔÜÒæ�-_æ�ß�æ�ð.-læ�ðrá�æxÚJð�ãÒëlæ\ãÕÝeÞtæ
t
í3æ@Ýeð 5]ÞtÚ8ÛÒæxáÚ8ÞtßlàeÝâá�ç�ãÒæ�-
	�����
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1�$+K

rk×rk

H:13&)7)*?.A58,
Γ(k)
S Ó DF7O1�X�1�,@*-,/*?$G9W(+*-.0(

Γ(k)
*-,OK4*�1�`�DF$�1�C~&)(+5z.AD�$+,@&)*?&)B+5A$%&6,:D�YV&6(+5,)DFC?B4&)*-DF$�1�7@5w`�*?=�5A$�X%�

|T (k)
i 〉 = eαk

i c†
k |vk〉

9W*|&6(
|vk〉 = S(~vk)D(~vk, t) |0〉 .

ÌÒm4SÔk�m>Î
��58$+.A5u&)(+5

|vk〉
1�7)5w&6(+5v.AD3ILH:D_=>*?$+`Z=31�.AB+1E9W*?&)(�=F58C-D>.A*|&6*?5A,

~vk

S �jDFC?B4&6*?DF$+,p.8DF$+,�&67)B4.8&658KP*-$�&)(+*?,9t1q�PK+58,).87)*?Xy5
r
IL,)DFC?*|&6DF$P,)D�C-B4&)*-D�$+,w9W(45A7)5/5A1�.0(RC?B+H/2�H/D_=F58,w9W*|&6(R1zK+*?�y5A7@5A$%&�=F58C-D>.A*|&���*-$P&6(+5$+DF$+.8DFH/HvB4&613&6*|=F5}2+C-1�$+5w1�$+K<9W(+*?.0(�K+D/$+D�&V,@.q13&@&65A78S

� ,W1�$<5Js41�H/2+C?5�g+&)(+5a5Js41�.J&V&�9;D3IL,)DFC?*?&)DF$<,)DFC?B4&)*-DF$<D�Y�7)1�$+�E&�9;D/*-$z&)(+5�1�XM5AC?*�1�$zQR1�7)K<H/D>K+5AC7)5A1�K+,}cÔd�fln
Φ2(t) = Ñ − (1−µ1

µ̄1
)|1〉〈2|2〉〈1|+ (1−µ2

µ̄2
)|2〉〈1|1〉〈2|

〈1|1〉〈2|2〉 − µ〈1|2〉〈2|1〉

+
µ(1−µ2

µ̄1
)|1〉〈1|2〉〈2|+ µ(1−µ1

µ̄2
)|2〉〈2|1〉〈1|

〈1|1〉〈2|2〉 − µ〈1|2〉〈2|1〉

ÌÒm4SÔkFdbÎ

9W*?&)(

µ = (µ1−µ̄1)(µ2−µ̄2)
(µ1−µ̄2)(µ2−µ̄1)

13$+K
| k 〉 = S(µk)D(µk, t) |αk〉

Y[DF7
k = 1, 2 .

ÌÒmjSâk�ÍbÎ
��587)5�g

µk

2�1�7)1�H/58&)7)*1�A5W&6(+5VK+*?,@&6*?$+.J&~.8DF$+,@&61�$%&~=�5AC?Dj.8*?&)*-58,~D�Yy&6(+5]&�9;Dv,)D�C-*|&6DF$4,;C?*-�35�*?$�ÌTm4S?ilkbÎ0g>1�$4K
α1 6= α2

137)5p&6(45A*?7V2MDF,@*?&)*-DF$4,�1r&
t = 0

S U (+5�B+$+*|&01�7��N&67)1�$+,�Y[DF7)H:13&)*-DF$4, S D XMD>DF,@&]&)(+5p=31�.AB+B4H,@&613&653gÉ1�$+K�,@DZ&6(+5}&6*?H:5�I�K+582y58$+K+58$b&w,�&013&)5A,
| k 〉
1�7)5�Ð�B4,@&p.8D3I�H/D_=>*-$4`NY[761�H/5v=31�.8B�1EY[DF7V&6(+5v&�9;DC-B4H:24,AS

�$z&)(+5�,@&01r&6*?.aC-*?H/*?&
µi → −i

&6(+5a.8DF$4��`FB47613&)*-DF$�ÌÒmjSâkFd%Î
&65A$4K+,]&6Du&6(45w,�&013&)*-.a,@DFC?B4&6*?DF$RÌTh+Sïh �%Î1�,OC?DF$+`P1�,
α1 6= α2

S Ó B+7@&)(+5A7@H/DF7)53g
Y[D�7vC-1�7)`F5N&)*-H/58,Agx&6(+5zD_=�5A7)C-1�2 〈1|2〉 K+*-58,:1_9~1q�G1�$4K�9;51�7)5vC-5JY�&�9W*|&6(�9W*?K+5AC|��,@5A2M5A761r&65AKP,@DFC-*|&6D�$+,pH/D_=j*?$+`z*?$+K+582y58$+K+5A$%&)C?��D3Y
DF$+5O1�$4D�&6(+587�*?$�&6(+5}$+DF$jI.ADFH/H}B4&013&)*?=�5u2+C-1�$+53S U (45v.AD�$+,@&61�$+.8��D�Yé&6(+5�=F58C-D>.A*|&6*?5A,p*?H/2+C?*-58,�&6(�1r&V&)(+5}&�9;DZ,@DFC?*?&)DF$+,�K4DZ$+D�&,).A13&)&)5A7ND���DF$45�1�$+D�&)(+5A7E,)*?$+.A5�,).q1r&)&6587)*?$+`R9;DFB+C?K C-5A1�K�&)D K+*|�o587)5A$%&N=�5AC?Dj.8*?&)*-58,z*-$�&6(+5�C-*?H/*?&),
t → ±∞

S�� U (+*-,}*-,}1�C?,)D�58=>*-$4.A5AKGX%��1�$4D3ILY[DF7@.A5:2+7)D�2y587@&��PD�YtQR1�7@KR,)D�C-*|&6DF$4,AgéXMDF7@$+5ED�B4&vX%�&6(+58*-7W58$+5A7@`���1�K+K+*|&6*|=>*?&��
�

E[Φ2] = E([Φ1(~v1)] + E[Φ1(~v2)] .
ÌÒm4SÔk �>Î

�$�YT13.8&qg�ÌTm4SÔkFd%Î�9~1�,W.ADF$+,�&67@B+.8&)5AK�X%�<K+7@5A,@,)*?$+`PÌÒmjSâk3hbÎ�9W*?&)(�1O.AD�2b��S
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µ1 = −i + ε ,
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µ2 = −i− ε
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S(−i± ε)D(−i± ε, t) |α〉 = e−|ε|
2 t2/4θ e±α ε t/

√
2θ
(
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)
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Φ̃2(t) := lim
ε→0

Φ2(t) =
( Ñ − 2 |α〉〈α|〈α|α〉

)( Ñ − 2 |eα〉〈eα|〈eα|eα〉

)
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|α̃〉 = |α〉 − i t
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2
θ
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|α⊥〉 = (a† − ᾱ) |α〉

ÌÒm4SefFf>Î
XM5A*?$+`:DF7@&)(+DF`FD�$�1�Co&)D

|α〉
S ��DF7@5w5�sj2+C-*?.A*|&6C|�Fg
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θ + 2t2

{
2 t2
(
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,
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E [Φ̃2] =
4θ

(θ+2t2)2

{(
|0〉〈0|+ |1〉〈1|

)
+

2t2

θ

(
2 |0〉〈0|+ |1〉〈1|+ |2〉〈2|

)

+
4t4

θ2

(
|1〉〈1|+ |2〉〈2|

)2t2
θ

(
1√
2
|2〉〈0|+ 1√

2
|0〉〈2|

)

− i
23/2t3

θ3/2

(
|1〉〈0| − |0〉〈1|+ 1√

2
|2〉〈1| − 1√

2
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)}
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E[Φ̃2] = 2π θTrH E = 16π
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E?[Φ̃2] =
16 e−ρ2/θ

θ (1 + 2t2/θ)2

{ρ2

θ
+
(
1− ρ2

θ
+
ρ4

θ2

) 2t2

θ
+
(
−ρ

2

θ
+
ρ4

θ2

) 4t4
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−
(x2

θ
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θ
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θ
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ρ :=
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x2 + y2
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Sγ[Φ] = π

∫
dtTrH

[
θ Φ̇2 + C(Φ,Φ′) Φ̇ − W (Φ,Φ′)
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Φ′ := (
[
a†,Φ

]
,
[
a,Φ

]
)
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S ����� [α] := S[Φ (α(t))]

= π
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dt
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θ
{

TrH (∂αΦ(α))2
}
α̇2 +

{
TrH C(Φ(α),Φ′(α)) ∂αΦ(α)

}
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− TrHW (Φ(α),Φ′(α))
]
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dt
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2
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αi → αi(t)
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t
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|α〉 =
(
|α1〉, . . . , |αr〉

)
−→ Pα = |α〉 1

〈α|α〉〈α| −→ Φ(α) = Ñ −2Pα .
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�$4,)5A7�&6*?$+`E&)(+*?,V*?$%&6D/&6(+5w1�.J&6*?DF$�ÌÒf4SefFm%Î;9;5�H:1���5�&�9~D:*?H:2MDF7�&01�$%&VDFX+,@5A7@=313&)*-D�$+,AS Ó *?7),�&6C|�Fg

S3[Φ(α)] ∼
∫

dt ∂t TrH
[
(a+ a†)Pα

]
=

∫
dt
{
∂αi

TrH
[
(a+ a†)Pα

]}
α̇i + c.c. ,

ÌÕdjSem>Î

)���ëlæ\ðlæ�å�áÚqÚJÛ -_ÝÔðrç0ãÕæ@Ü�ç�ÛÕæéßlÛÒæ)áÝâÜTæ@àeä
5JÝÔèJæ�ð�íqä]ãÒëræ
Ü[ãLç0ãÒæ)Ü�Ýeð�/��rñ � 43



� � � ´��EÈ�¼[·��»·jÃl¼ $��Nº�º�½r¿>¸�¼TÀR·4Ãl¼[¿MÄ�·�Ä�È 	�¿MÂT¼[Ãq¿yÄ � � Ä�·+À ¼ $ �
9W(+*?.0(�7@58=�5q1�C?,p&6(+5vHE13`F$+58&)*-.v2yD�&)5A$%&6*-1�C�&6DNXM5v5�s+13.8&qg

Ai = ∂αi
Ω
S U (bB+,8g�H:1�`F$+5J&6*?.vY[DF7@.A*?$+`N*?,1�X+,@5A$%&qg

�
1�$+K

S ��� �
*-,W*?$+K+582y58$+K+5A$%&�D�Y

γ
S �>5A.AD�$+K+C|�Fg�9~5w`F5J&

S2[Φ(α)] =

∫
dt TrH

[
πθ
∣∣Φ̇(α)

∣∣2 − 2π
∣∣[a,Φ(α)]

∣∣2
]

=

∫
dt
[
4πθTrH Ṗ

2
α − E[Φ(α)]

]
.

ÌÕdjSÔdbÎ

~5A.A1�B+,@5
E[Φ(α)] = 8π r

*?,<.ADF$4,@&013$b&�*?$+,)*?K+5
Mr

g�&6(45�,@5A.8DF$+K�&)5A7@H �>*-58C-K+,�1�$�*?7)7)58C-5J=31�$%&.ADF$4,@&013$b&�2MD�&658$b&)*�13C
V
13$+K<.q1�$�Xy5�K+7@DF2+2M5AK�S

� ,V1/7@5A,@B+C?&Ag
S �����

7@5AK+B+.85A,W&6DO&6(45w�b*?$+58&)*-.w2�1�7�&WD�Y
S2[Φ(α)]

g+9W(+*?.0(�,@*-H/2+C?*|��5A,W&6D

S ��� � [Φ(α)] = 4πθ

∫
dt TrH Ṗ

2
α = 8πθ

∫
dt TrH ( Ñ − Pα) |α̇〉 〈α|α〉−1〈α̇|

= 8πθ

∫
dt trr 〈α|α〉−1〈α̇| Ñ − Pα|α̇〉

=:

∫
dt

r∑

i,j=1

gı̄j ˙̄αi α̇j ,

ÌÕdjSeÍ>Î

9W(+5A7@5
|α̇〉 := ∂t|α〉 = a†|α〉 Γ̇

9W*|&6(
Γ :=

K+*-1�`
({αi}) .

ÌÕd>S �>Î
��58$+.A53gy13X+X+7)5J=>*�13&)*-$4`

∂αj
:= ∂j

1�$+K
∂ ı̄ := ∂ᾱi

g+&6(45wH/5J&67)*?.�DF$
Mr

*-,W`F*|=F58$�X%�

gı̄j = 8πθ TrH ∂ ı̄Pα ∂jPα = 8πθ trr 〈α|α〉−1 ∂ ı̄Γ
† 〈α|a ( Ñ −Pα) a†|α〉 ∂jΓ .

ÌÕdjS?i��>Î
��,@*-$+`:&6(+5�,@(+DF7@&)(�1�$+K�$+D�&613&6*?DF$

M = (Mij) :=
(
〈α|α〉ij

)
=
(
〈αi|αj〉

)
=
(
eᾱiαj

)
,

ÌÕdjS?iFi3Î
DF$+5�.AD�H:24B4&658,

S ��� � = 8πθ

∫
dt trr 〈α|α〉−1 Γ̇† 〈α|a ( Ñ −Pα) a†|α〉 Γ̇

= 8πθ

∫
dt

r∑

i,j=1

M−1
ji

˙̄αi 〈αi|a ( Ñ −Pα) a†|αj〉 α̇j

= 8πθ

∫
dt

r∑

i,j=1

M−1
ji

{
Mij(1 + ᾱiαj)−

r∑

m,n=1

Mim αmM
−1
mn ᾱnMnj

}
˙̄αi α̇j

= 8πθ

∫
dt

r∑

i,j=1

M−1
ji

{
M + Γ†M Γ−M ΓM−1Γ†M

}
ij

˙̄αi α̇j ,

ÌÕdjS?ilkbÎ

� ��ëlæ\ëlÚJàÔÚJðrÚJÞ�ä]ÚJî
A = Aαdα

Þ]ç6ä]ä8æã�í�æxðlÚJðAãÒÛÕÝÔèAÝâç�à�ñ



� ´�� 	o¿MÂÒ¼�Ã_¿MÄ�À�¿ÉÈ»Á�ÂT¼ �Aº�·%$FÆ�¾L¿¬½N· �xÆjÂT¼[·�Ä �q¼ "MÀR·PÀR¿ÉÈ�Æ>Â �A¿MÂÒ¼�Ã_¿MÄ#� � �

9W(4*-.0(�7)58=�5q1�C?,W&6(+5�(+587)H/*?&)*�13$�H/58&)7)*?.
(gı̄j)

D�$
Mr

S\Q�*?&)(�&)(+5�(+5AC?2�D3Y»&)(+5�*-K+58$%&6*|&6*?5A,

∂jM = Γ†M ∂jΓ
1�$+K

∂ı̄M = ∂ ı̄Γ
†M Γ ,

ÌÒdjS?i_f>Î
*|&\*?,é,�&67)1�*-`�(b&@Y[DF7@9~1�7@Kv&6Dp.0(45A.0�}&)(�13&»&6(+*?,éH/58&)7)*?.t*?,é*?$+K+5A58K ����(+C?5A7\13$+KuK+587)*|=F5A,\Y[7@DFH×&6(45 ����(+C?5A72MD�&)5A$%&6*-1�C

K = 8πθ ln det M = 8πθ ln det
(
〈αi|αj〉

)
= 8πθ ln det

(
eᾱiαj

)
.

ÌÒdjS?iqhjÎ
U (4*-,u7@5A,@B+C?&O1�`F7)585A,v9W*|&6(�&6(+5N`�5ADFH/58&)7)*?.N*?$b&)B+*|&6*?DF$ �

B+2R&)D�&6(+5E2+7)5JYT1�.8&)DF7vD3Y
8πθ
g»&6(45NH/58&67@*-.

gı̄j = ∂ ı̄∂jK
*?,�&6(+5
$�1r&6B+7)1�CFDF$+5xD�$�&)(+5���7)1�,),@H:1�$+$+*-1�$

Gr(r,H)
g_9W(+*?.0(v1�C?,)DV(�1�,�13$w*?$%&6587)5A,�&6*?$+`*?$%&6587)2+7@58&01r&6*?DF$�*?$<&65A7@H/,�D�Yé1O,@�>,@&)5AH�D�Y».AC-1�,),@*-.A1�C�*-K45A$%&6*?.q1�CÉ2+1�7@&)*-.8C-58,vc � �4g �>iAnÕS

�aC-D�X�1�Cé7@D�&01r&6*?DF$+,OÌÒkjSÔk �bÎV1�$4K�&67613$+,)C-13&6*?DF$+,OÌÕkjSÔk�fbÎ],)(+*|Y�&a&6(+5�� �3(+C-587p2MD�&658$b&)*�13CéX%��1N`%13B+`F5&)761�$4,@Y[DF7@HE1r&6*?DF$�g

K −→ K + 8πθ
r∑

i=1

(
β̄αi + βᾱi + ββ̄

)
,
Y[DF7

β ∈ Ï , ÌÒdjS?i �bÎ
C?5q1q=>*?$+`}&)(+5�H/5J&67)*?.VB+$+.0(�1�$4`F5AK�S Ó B+7�&6(+587)H/DF7@5�gyÌÕdjS?iqhjÎ»*?,
*-$%=31�7)*-1�$%&;B+$+K+587;2M5A7@HvB4&613&6*?DF$+,�D�YM&6(+5
αi

SxQ�(+58$�2+1�,),@*-$+`:&6D/.A58$%&65A7I�D�Y ILH:1�,),V1�$+K�X�1�7��>.A5A$%&)7)*?.}.8DjDF7@K+*?$�13&658,

s = 1
r

r∑

i=1

αi

13$+K
wi = αi − s ,

,)B+.0(�&6(�1r& r∑

i=1

wi = 0 .
ÌÕdjS?i_m>Î

9;5�&6(bB+,W`F58&W&)(+5�K+5A.8DFH/2yDF,@*?&)*-D�$

K = 8πθ r |s|2 + 8πθ ln det
(
ew̄iwj

)
,

ÌÒdjS?ildbÎ
9W(4*-.0(E,)(+D_9W,;&)(�13&x&)(+5WH:5J&67@*-.VK+5A2M5A$4K+,;D�$+C?�uDF$EK4*?�y5A7@5A$+.85�.8DjDF7@K+*?$�13&658,

αi−αj

S � $45VH:1q�:1�C?,)D5�s>&67613.8&W&6(+5�K+*-1�`FD�$�1�C
Ì�Y[7)5A5lÎ;2�1�7@&]=>*-1

K = 8πθ
r∑

i=1

|αi|2 + 8πθ ln det
(
e−

1

2
|αi−αj |2 + 1

2
(ᾱiαj−ᾱjαi)

)
.

ÌÒdjS?i_Í>Î

Ó 7@DFH«&6(4*-,w5Jsj2+7@5A,),@*-D�$G*?&w*?,}5A1�,@�P&6D�,)585N1<.AC?B+,@&)5A7}K+5A.8DFH/2yDF,@*?&)*-D�$R2+7@DF2y587@&�� �
�V2yD�$R,)24C-*|&)&)*-$+`&)(+5�H/DjK+B4C-*É*?$%&6D/&�9~D:`F7)D�B+2+,Ag

{αi} = {α′`, α′′m}
g�1�$4K�,@5A2�1�7)13&6*?$+`/&6(+58,)5�&6D/*?$4��$+*|&��Fg

lim
|α′

`−α′′
m|→∞

K
(
{αi}

)
= K

(
{α′`}

)
+ K

(
{α′′m}

)
,

ÌÒdjS?i��>Î
,@B+.0(�&)(�13&:&6(+5�2yD�&)5A$%&6*-1�CWK+58.ADFH/2MDF,)58,Z*?$b&)DR&�9;DRK+*?,TÐ�DF*?$%&N2�137@&6,8S �$�2�137@&6*?.AB4C�1�78g]1�$�*-,@DFC�1r&65AK,@*-$4`FC-5�C?B+H/2�13&

αq

13,@�>H/24&6D�&)*-.A1�C?C?��.8DF$%&67)*?X+B4&)5A,:9W*?&)(
|αq|2

&)D
K
S U (+587)58Y[D�7)5�g�&6(+5�H/DjK4B+C-*^I,@2�1�.85}H/58&)7)*?.�Xy58.ADFH/5A,��¬13&]Y[D�7]C�1�7@`F5�HvB4&)B�1�CÉ,@5A2�1�7)13&6*?DF$+,8g

|αi−αj| → ∞
S

��D�7)5w*-$%&6587)58,@&6*?$+`N*?,]&6(+5wC?*-H/*|&�D�Y».AD�*-$+.8*-K4*-$+`EC-B4H:24,AgM,61q�
αi → α

Y[D�7
i = q1, . . . , qr

S��jDFH/5C?5A$4`�&6(%��1�C?`F5AX4761u&6(+58$�,@(+D_9W,V&)(�13&

K −→ 8πθ
∑

q`>qm

ln |αq`
−αqm|2 + K ′ ,

9W(+587)5
K ′ = ln det

(
〈T |T 〉

) ÌÒdjSÔk �>Î



��� � ´��EÈ�¼[·��»·jÃl¼ $��Nº�º�½r¿>¸�¼TÀR·4Ãl¼[¿MÄ�·�Ä�È 	�¿MÂT¼[Ãq¿yÄ � � Ä�·+À ¼ $ �
9W*?&)(�&)(+5aY[DFC-C?D_9W*-$4`:7@5A2+C-1�.85AH/5A$%&p*?$+,@*-K+5

|T 〉 =
(
|α1〉, . . . , |αr〉

) �

{
|αq1
〉, |αq2

〉, . . . , |αqr〉
}
−→

{
|α〉, a†|α〉, . . . , 1

(r−1)!
(a†)r−1|α〉

}
.

ÌÕdjSÔkji3Î
U (+5�.AD>DF7)K+*?$�13&)5
,)*?$+`FB+C-1�7)*|&���*?$ZÌÒdjSÔk �>ÎM.q13$}XM5
7)5AH/D_=F58KuX%�a2�1�,@,)*?$+`�&)DW$+589G.8DjD�7)K+*?$�13&)5A,Agr$�1�H/58C?�5AC?5AH/5A$%&61�7@�v,@�>H/H:5J&67@*-.]2MDFC|�j$4DFH/*�1�C?,\*?$

αq`
−α
g39W(+*?.0(O.ADF7@7)58,)2MDF$+KO2+7@5A.A*?,)58C?�}&6DV&6(+5;$+589',@&613&658,*-$�ÌÕdjSÔkjilÎWÌ[,)5A5�1�C?,)Dw&6(+5VK+*?,).AB4,),)*?DF$z1r&;&)(+5WXy58`F*-$4$+*-$4`vD�Yy&6(+*?,~,@5A.8&)*-D�$yÎ0S U (+5V5Jsj2+7@5A,@,)*?DF$

K ′
247)D3IK+B+.85A,�&)(+5w,61�H/5wH:5J&67@*-.v1�,

K
X+B4&V*?,�,@H:D>D�&)(�13&V&6(45w.8DF*?$+.A*?K+5A$4.A5uC?Dj.8B+,AS �$�&)(+5}H/DF,�&�`�5A$+58761�C,)*|&6B�1r&6*?DF$�g

|T 〉
*?,O.ADFH/2MDF,)58K�D�Y]=31�7)*?DFB+,OX+C?D>.0�>,OC?*?��5z*?$�ÌÕdjSÔkji3Î6gxD�YWK+*|�o587)5A$%&/,@*��85A,

r
Ì[,)5A5<13C-,@D&6(+5�`F5A$45A7613Cy,@DFC-Bj&6*?DF$�Ì[h+SehFf>Î@Î6gjX4B4&~&)(+5VY[D�7)HvB4C�1}Y[D�7
&)(+5�,@H/DjD�&)( ����(+C?5A7�2MD�&658$b&)*�13C

K ′
*-$�ÌÕdjSÔk �bÎ7)58HE13*-$+,V.AD�7)7)58.8&AS

� ��� ��±wª�²p¯�  �l¥�®+£ �W¢ ¨p¤]£��b¢ �~¨�±v¤� ¢�¥ ��±}¤ ¨���± �r¥�±}¯» Ò¨�±}¡�¥ �~£\¨W¨�¢;¤� ¡�
Ó DF7
.ADF$+.87)5J&65A$45A,),8g+C?58&;B+,;K4*-,@2+C�1q�/&6(45�,@*-H/2+C?5A,�&t$+DF$%&)7)*|=j*-1�CM.q1�,@5�g>*ÒSï5�S

r=2
SéQ�5�137)5]&6(bB+,;K+5q1�C?*?$+`9W*?&)(u1W761�$4�p&�9~D�,)DFC?*?&)DF$�S U (+5;H/D>K+B+C?*b,)2�1�.85 M2

D�Y4761�$+�FIÕ&�9~D  � �w2+7@D3Ð�5A.J&6DF7@,»*?,»2+1�761�H/5J&67)*1�A58KX%�
{α, β} ∼ {β, α} ∈ Ï 2/S2

S��j*?$+.A5O&6(45uK+58&61�*?C-,a(�1q=�5:XM5A58$�`F*|=F5A$�*?$�ceÍ4i8nÕgo9;5O.q13$�Xy5O,@(+DF7@&(+5A7@5�S
U (45w,�&013&)*-.a&�9;D3I�C?B+H/2�.8DF$4��`�B+7613&)*-D�$�*?,WK+5A7@*?=�5AK�Y[7@DFH Ì[h+Sïh �%Î~1�,

Φαβ = Ñ − 2Pαβ

= Ñ − 2
|α〉〈β|β〉〈α|+ |β〉〈α|α〉〈β| − |α〉〈α|β〉〈β| − |β〉〈β|α〉〈α|

〈α|α〉〈β|β〉 − 〈α|β〉〈β|α〉 .

ÌÕdjSÔkFkbÎ

QR7@*?&)*-$4`
α = s + w

1�$4K
β = s − w

1�,/9;5AC?C�13,
2w =: ρ eiϕ

g;&)(+5�.ADF7@7)5A,@2yD�$+K+*?$+` ����(+C?5A72yD3&65A$%&)*�1�CÉ7@5q1�K4,
K = 8πθ ln

(
eαᾱ+ββ̄ − eαβ̄+βᾱ

)
= 8πθ

[
2 ss̄ + 2ww̄ + ln

(
1− e−4ww̄

)]

= 8πθ ln
(
2e2ss̄ sinh ρ2

2

)
= 8πθ

[
2 ss̄ + 1

2
ρ2 + ln

(
1− e−ρ2)]

,

ÌÕdjSÔk�f>Î
9W*?&)(�&)(+5�C-*?H/*?&),

K = 8πθ
[
2ss̄+ 1

2
ρ2 − e−ρ2

+O(e−2ρ2

)
]

1�$+K
K = 8πθ

[
2ss̄+ ln ρ2 + 1

24
ρ4 +O(ρ8)

]
.

ÌÕdjSÔk3hjÎ
L&W�j*?5AC?K+,W&6(+5�H/58&)7)*?.

d`2 = 16πθ
[
dsds̄ + Ω dwdw̄

]
= 4πθ

[
4 dsds̄ + Ω(ρ2) (dρ2 + ρ2dϕ2)

] ÌÕdjSÔk �bÎ
9W*?&)(�&)(+5�.ADF$4Y[D�7)H:1�CoYT1�.J&6DF7

Ω(ρ2) = 1
4πθ

∂ρ2

(
ρ2 ∂ρ2K

)
=

1− 2ρ2e−ρ2 − e−2ρ2

(1− e−ρ2)2
=

sinh ρ2 − ρ2

cosh ρ2 − 1
,

ÌÕdjSÔk�m>Î
2yD�,),)58,),@*-$+`E&6(+5�C?*-H/*|&6,

Ω(ρ2) = 1 + (1−2ρ2)e−ρ2

+O(e−2ρ2

) ,1�,]9~58C-C�13,
Ω(ρ2) = 1

3
ρ2 − 1

90
ρ6 +O(ρ10) ,

ÌÕdjSÔkFdbÎ



� ´	� �"¿ÉÈ�Á»ÂT¼ ¹��Aº�·%$FÆ�Ã_½l·��AÆ $�Ã_¿¬½3¼[Æ �O¾L¿¬½EÃ��u¿+¹(�A¿MÂÒ¼�Ã_¿MÄ � $F·4ÃqÃ_Æb½r¼ÒÄ " � µ
9W(4*-.0(�.q1�$�1�C?,)D:Xy5a,@5A5A$�Y[7)DFH{&6(+5aY[DFC?C?Dl9W*?$+`:`F76132+(�S

1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Ω

ρ

Ó *?`FB+7@5wdjS?i � Ö DF$4Y[DF7@H:1�C�YT1�.8&)DF7tY[DF7]H/D>K+B+C?*|IL,)2�1�.85�H:5J&67@*-.wD�Y»761�$+�Nk/,@DFC?*?&)DF$�SÖ C?5q1�7@C?��g\&6(+5EH/58&67@*-.EXy58.ADFH/58, �¬13&wY[DF7
ρ → ∞

X+Bj&uK+5J=F5AC?DF2+,u1�.AD�$+*-.A1�C�,)*?$+`FB+C-1�7)*|&���9W*?&)(13$P1�$+`FC?5OD�Y
4π
13&
ρ = 0

S U (+5/C�13&@&6587p*-,a7@5AH/D_=F58K�X%��2�13,),)*?$+`z&6DN&)(+5O,@�>H/H/58&)7)*?.E.8DjDF7@K+*?$�13&65
σ = w2

g�*?$�&)5A7)H/,WD�Y�9W(+*?.0(�DF$+5a��$4K+,
d`2 = 16πθ

[
dsds̄ + Ω(ρ2→4

√
σσ̄)

4
√

σσ̄
dσdσ̄

]

= 16πθ
[
dsds̄ +

(
1
3
− 8

45
σσ̄ +O((σσ̄)2)

)
dσdσ̄

]
.

ÌÒdjSÔk�Í>Î

� B+5�&6D�&6(+5�K+5A.8DFB+2+C?*-$4`GD�Yp&6(45�&67@*?=>*-1�C�.85A$%&6587�ILD�Y I�H:1�,@,NK4�>$�1�H/*?.A,Ag M2 = Ï × M ���	�
gt9W*|&6(

M �
�	� ' Ï 7@D�&013&)*-D�$�1�C?C?��,��>H:H/5J&67)*?.�g\1�,@�>H/24&6D3&6*?.q1�C?C?� �¬1r&qg�1�$+K�D�Y~2MDF,@*?&)*?=�5Z.AB47@=313&6B47)5�g�9W(+*?.0(H:1q�wXy5�.AD�H:24B4&658KvY[7)DFH×&)(+5�H:5J&67@*-.�&6D
R = 1

4πθ
[5
4
− 6

175
ρ4+O(ρ8)]

S �V5q1�K>I�DF$},).q1r&)&6587)*?$+`�D3Y+&�9~DC?B+H/2+,�.ADF7@7)58,)2MDF$+K+,
&6Dw1�,)*?$+`FC?5�7)1�K+*-1�C4&67)1rÐ�5A.J&6DF7��/*-$
M �
���
gb9W(4*-.0(E*-$/&6(+5W,@H:D>D�&)(E.8DjDF7@K+*?$�13&65

σH}B+,@&�2�1�,@,�,@&)761�*?`F(%&V&6(+7@DFB+`F(�&6(+5wDF7)*?`F*?$�S �$�&)(+5�ÔK+D�B+X+C?5AK�.8DjDF7@K+*?$�13&65 �
w =

√
σ
g�9;5}&)(+5A$�,)5A5&�9;D:,@&67)1�*?`F(%&V&)761rÐ�58.8&)DF7)*?5A,W9W*?&)(

90◦
,).q1r&)&6587)*?$+`ZD3��&6(+5�,@*-$+`�B+C�137)*|&��<*-$z&6(45 ��Dl�F1�C�2+C-1�$+5�S

U (+*?,~24*-.J&6B+7@5�2M5A7@,)*?,@&6,�Y[DF7\&6(45�,@.q13&@&65A7@*-$4`vD�Yy&�9~D}.ADFH/2MDF,)*|&65VC-B4H:24,Ag>*ÒSï5�SbC?B+H/2+,;D�X4&01�*?$+58KZX%�Y[B4,)*?$+`
αi −→ α

Y[D�7
i = 1, . . . , r113$+K

αr1+j −→ β
Y[DF7

j = 1, . . . , r2 .

ÌÒdjSÔk �>Î
U (45~K+58.ADFB+24C-*?$+`aD�Yj&6(+5;.A5A$%&)5A7�ILD�Y I�H:1�,@,é.8DjDF7@K+*?$�13&653g�$+D_9GY[DF7

r = r1+r2

g�*?,\13.0(+*-5J=F58KOXb��9W7@*?&)*-$+`

α = s+ r2 w
1�$+K

β = s− r1 w ,
,)B+.0(�&6(�1r&

α−β = (r1+r2)w =: ρ ei ϕ ,
ÌÒdjSef �>Î

13$+K�D�$+5�DFX4&013*-$+,
K = 8πθ

[
(r1+r2)ss̄ + r1r2

r1+r2
ρ2 + ln

(
1− Pe−ρ2

+O(e−2ρ2

)
)]

ρ→0−→ 8πθ
[
(r1+r2)ss̄ + c0 + c1 ln ρ2 + c2 ρ

4 + O(ρ6)
]
,

ÌÒdjSef4i3Î
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9W(+5A7@5

P
*-,�1E2MDFC|�>$+DFH/*�13C�*?$

ρ2
1�$+K

c0

g
c1

1�$+K
c2

1�7)5w.ADF$4,@&013$b&),AS � ,V*?$�ÌÕdjSÔk3hbÎ0g�&6(+5}1�X+,@5A$+.85D�Y
&6(+5
ρ2
&65A7@H�ÌT1�$+K

c2 6= 0
ÎtC-5A1�K+,p&6DN1Z.ADF$jY[DF7)H:1�C�YT1�.8&)DF7

Ω ∼ ρ2
Y[DF7

ρ → 0
1�$+K�&6(+5u,)1�H/5.ADF$4*-.A1�C�,@*-$4`FB+C-1�7)*|&���Y[DF7:1�$%�'=31�C?B+5�D�Y

r1

DF7
r2

S L&6,:7)58H/5AK4�'X%�'5AH/2+C?Dl�>*?$+` &6(45�.8DjDF7@K+*?$�13&65
σ = w2

K+58H:D�$+,@&)7613&)5A,]&6(�1r&]&6(+5
90◦
,).q1r&)&6587)*?$+`:1�$+`FC?5a*?,]B+$+*|=F5A7@,61�CÉY[DF7~(+5q1�K>I�DF$zH/D�&)*-DF$oS � $4C?�Y[DF7tH/DF7@5a,)2M5A.A*-1�C�,@*?&)B�13&)*-DF$4,t9W*?&)(�,@*-H}B+C|&01�$+58DFB+,W(+5A1�KjI�D�$z.ADFC?C-*?,)*?DF$<D�Y

r (>2)
,@DFC?*?&)DF$+,]DF$+5�9W*-C?C`F58&

π
r

,@.q13&@&65A7@*-$4`+S
�É5J&
B+,x7)5J&6B+7@$/&)Dp&6(+5],@*-H/2+C?5W.q1�,@5]D�Y

r1 = r2 = 1
1�$+K/K+7@DF2u&6(45].A5A$%&)5A7�ILD�YyHE13,),
.AD>DF7)K4*-$�1r&65�S

U (+5wH:D3&6*?DF$�*?$ M �
�	�
*?,W`F5AD>K+58,)*?.w9W*|&6(�.ADF$4Y[D�7)H:1�C�YT1�.J&6DF7

Ω(ρ2)
`�*?=�5A$�*?$RÌÕdjSÔk�m>Î6S L&V.8DF$+,)587@=�5A,1�$+`FB4C�1�7WH/DFH/5A$%&)B+H�1�$+K<5A$45A7)`3�Fg

l = Ω ρ2 ϕ̇ = v∞ b
1�$+K

e = 1
2
Ω ρ̇2 +

l2

2Ωρ2
= 1

2
v2
∞ ,

ÌÕdjSef%kbÎ
7)58,)2M5A.8&)*?=�5AC|�FgM9W*?&)(�&)(+5w1�,@�>H/24&6D3&6*?.},@2y585AK

v∞

1�$+K<&6(+5�*?H:2+1�.8&V2�1�7)1�H/58&)5A7

b = l/
√

2e = ρ ��� �
√

Ω(ρ2��� � ) ,
ÌÕdjSefFf>Î

9W(+5A7@5
ρ ��� �
K+5A$4D�&658,
&)(+5W,)DFC?*|&6DF$/K+*?,@&61�$+.A5V13&\.AC?DF,)58,@&~1�2+2+7@D%1�.0(�S ��5A$4.A5�gb&6(45t&6761lÐ�5A.8&)DF7@�v*-,
`F*|=F58$X%�

dρ

dϕ
=

ρ2

b

√
Ω− b2/ρ2 ,

ÌÕdjSef�hjÎ
1�$+K<9~5wDFX4&61�*?$<&)(+5�,).A13&)&)5A7)*?$+`E1�$+`FC?5

Θ(b) = π − 2

∫ ∞

ρ ��� �
b dρ

ρ2
√

Ω− b2/ρ2
,

ÌÕdjSef �bÎ
9W(+*?.0(�=31�7@*-58,NXy5J&�9~585A$

0
Ì�Y[DF7

b → ∞
1�$4K

Ω → 1
Î:13$+K

π
2

Ì[Y[DF7
b → 0

1�$+K
Ω → 1

3
r2
Î0S

U (+5A7@58Y[DF7@5�g�*|Yx9;5v�4s
b
1�$+K�=31�7��

v∞

gy&)(+5}&)761rÐ�58.8&)DF7@��*?,pB+$+.0(�13$+`F5AKoS U (+5v&)D�&013C�58$+5A7@`���D�Yx&6(+5
r = 2

,@�>,�&65AH�*?,

E ����� := E[Φ(α)] = 16π + 8πθ e = 16π + 4π θ v2
∞ .

ÌÕdjSefFm>Î
��D>D>K 1�`F7@5A5AH/58$b&Z9W*?&)(�&6(+5�Y[B4C-CV��5AC?KjIL&)(+5AD�7@��K4�>$�1�H/*-.8,z*-,Z5Jsj2y58.8&)5AK�DF$+C|��Y[D�7Z,)H:1�C?C�=31�C?B+58,D�Y
v∞

S ��D3&65�(+D_9~5J=F587Ag�&6(�1r&V&)(+5a&67)1rÐ�5A.J&6DF7��
ρ(ϕ)

K+Dj58,W$+D�&VK+5A2M5A$4K�DF$
v∞

S
Ó DF7�=j*?,)B+1�C-*1�q1r&6*?DF$�&)(+5O,).A13&)&)5A7@*-$+`�1�$4`FC-5

Θ(b)
*-,a2+C?D�&@&65AKPXM5AC?D_9 Y[DF7p&)(+5O.q13,)5A,

r1 = 1
13$+K

r2 = 1 (
&67)*-1�$+`�C-58,

), 2 (
K+*-1�H/DF$+K+,

), 4 (
XyDqsj5A,

)
S U (+5:B+$+K+587)C|�>*-$+`��	��
��������
������N.AD>K+5/*-,w`F*|=F5A$�*-$1�2+2M5A$+K4*|s � Sâk
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1 2 3 4

Π
����
4

Π
����
2

Θ

b

Ó *-`FB47)5wdjSÔk � �j.A13&)&)5A7)*?$+`E1�$+`FC?5 Θ
=>,8SM*?H/2�1�.J&�2+1�761�H/5J&65A7

b
S

� ��� ��±}©�®�£w¤� �¥�±v¡ �" Ò¨ ��¢��a£�~¨ ¥�±}¯»²W¨p �±}¡�¥G£w¡�ª �W±}¡�V¯»²�¥¬ ±}¡
� .8.ADF7@K+*?$+`}&)D�&)(+5W`F5A$45A7613C¬1�7)`FB4H:58$%&6,�1�XMDFB4&x&6(45�13K+*�13X�13&6*?.V1�2+2+7@Dqs4*?H:13&6*?DF$�g%&)(+5WH:D>K+B+C?*^I�,)2+1�.A5Kj�j$+1�H/*-.8,~K+58,).A7@*-XM5AKZ*-$/&6(+5W2+7@58=>*?DFB+,~,@5A.J&6*?DF$Z,@(+DFB+C?KZ132+2+C|�O&6D�&6(+5]9W(+DFC?5WYT1�H/*-C|�

Sγ

D3Y�1�.J&6*?DF$+,*?$�ÌÒf4SefFm%Î0S U Dp&658,@&x&6(45]Ë>B+1�C-*|&��OD�Y¬&)(+5W1�2+2+7@D%1�.0(�g%D�$+5t9~D�B+C-K:C?*-�35t&6D�.ADFH/2�137)5t&6(45]H:D>K+B+C?*^I�,)2+1�.A5,@.q13&@&6587)*?$+`z&6761lÐ�5A.8&)DF7)*?5A,p9W*|&6(�&)(+5v&6*?H/5O58=�DFC-Bj&6*?DF$PD�Yx&6(+5O58$+5A7@`��%I�K+58$+,)*|&���H:1rsj*?HE1zD�Y
&)(+5u.AD�7�I7@5A,@2yDF$4K+*-$4`�.AC-1�,@,)*?.q1�Cx��58C-K�.ADF$4�+`FB+761r&6*?DF$+,AS �j*?$+.85:9W*?K+5AC|��,)582�1�761r&65AK�C-B4H:24,}7@D%1�H«58,),@5A$%&6*-1�C?C?�*?$+K+582y58$+K+58$b&)C?��D�Yé5q1�.0(�D�&6(+587Ag�9;5v1�C?7)5A1�K4�<�b$+D_9"&6(45}C-1�7)`�5JIL&)*-H/5w1�,��jH/24&)D�&6*?.A,
�
1�ÌTHvB4C?&)*-2+C?*?.q1rI&)*?=�5rÎ;,)B42y587)2MDF,)*|&6*?DF$<D�Y»,)58=�5A7)1�CÉDF$+5�I�,)D�C-*|&6DF$<.8DF$4��`FB47613&)*-DF$4,]D�Y�&6(+5pY[DF7@H

Φ(α) = Ñ −2Pα

g�13Y�&)5A7132+2+C|�j*?$+`�*?$+K+*|=>*-K4B�1�C
&67613$+,)C-13&6*?DF$+,}1�$+K�XyD>DF,�&6,AS U D�,)*?H/2+C-*|Y��P&6(+5:K+*?,).8B+,),@*-DF$ogxC-5J&vB+,w.AD�$+,)*?K+5A7Ð�B4,@&]&�9;D:C?B+H/2+,]D�Y�7)1�$+�:DF$+5a5q13.0(�g�*ÒSï5�Sj.ADFH}X+*?$+5a&�9~D/.AD�2+*-58,]D�Y
Φ0 = Ñ −2|0〉〈0|

1�$4Kz.ADFH/H/5A$%&D�$�&)(+5A*?7W,).q1r&)&6587)*?$+`:Xy58(�1q=j*?DF78S Ó DF7]C-1�7@`F5p&6*?H/5A,W9~5�HvB4,@&�(�1q=F5

Φ(t→ ±∞) '
( Ñ − (1−eiδ1)U1 |0〉〈0| U †1

) ( Ñ − (1−eiδ2)U2 |0〉〈0| U †2
)

' Ñ − (1−eiδ1)U1 |0〉〈0| U †1 − (1−eiδ2)U2 |0〉〈0| U †2 ,

ÌÒdjSef%dbÎ
9W(45A7)5

Ui = U(~v±i , ~ρ
±
i , t)

Y[D�7
i = 1, 2

13$+K
t→ ±∞

ÌÒdjSÔf�Í>Î
137)5xB+$+*|&0137@��&)761�$4,@Y[DF7@HE1r&6*?DF$+,É*?H:24C-58H:58$%&6*?$+`�&)761�$+,@C�1r&6*?DF$+,ÉX%�

~ρ±i

13$+KaXyD>DF,�&6,�9W*|&6(a=F58C-D>.A*|&6*?5A,
~v±i*?$�&)(+5 ��D_�%1�C�2+C-1�$+5�S �VD�&65�&6(+13&W&6*?H:5�I�K+582y58$+K+58$b&p,)DFC?*?&)DF$+,V$+5A58K�$+DEC-DF$4`F5A7VXy5w`F7)1�,),@HE13$+$+*-1�$�g13$+K�,@DR9~5�HvB+,�&z1�C?C?Dl9�*?$"ÌÒdjSef%dbÎ}Y[DF7:&)(+5�,)C?*-`F(%&)C?��H/DF7)5�`F5A$45A7613C�2+7@58YT1�.J&6DF7@,E9W*|&6('=F5AC?D>.A*|&��bIK45A2M5A$+K+58$%&�2+(�13,)5A,

δi

ced�f4gWdrh�nÕS LY}&6(+5P,).A13&)&)5A7@*-$+`�1�$+`�C-5PK+*|�o587),<Y[7)DFH
π
gp*TSe53S]*?Yv$+DF$%&67@*?=>*-1�C,@.q13&@&6587)*?$+`ED>.A.8B+7),8g�&6(+58$�&)(+5�C�13&)5p=F58C-D>.A*|&6*?5A,

~v+
i

HvB+,�&�K4*?�y5A7]Y[7)D�H &6(45w5A1�7)C|�zDF$45A,
~v−i

S
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� B4&),)*?K+5v&)(+5}=31�C?B+5

γ=1
gM&)(+5u,)D�C-*|&6DF$4,p1�7@5u13�y5A.J&65AK�X%��5q1�.0(�D�&6(+587 �ï,p2+7@5A,)58$+.A53gÉ1�$+K�$+DN*?$jI&658`F761�X4*-C?*?&���2+7)D3&65A.J&6,�&)(+5AH�Y[7)D�H ,@(+7)*?$+�b*?$+`�1�$+K�K+58.q1q�FS ��5J&qgo*?$�.q13,)5A,p9W(45A7)5}&6(+58*-7pC?*|Y[58&6*?H/5u*?,,)B �:.8*-58$b&)C?��C?DF$+`O&6(45w.8DF$4��`�B+7613&)*-D�$+,}ÌÕdjSef%d%Î�.A1�$<,@&)*-C?CÉXy5w1�242+7)D%13.0(+5AK<Y[DF7t$+D3&]&6D>D:C-1�7@`F5p&6*?H/5A,Ag1�$+K�,).q1r&)&6587)*?$+`�K+13&01�1�7)5/=>*�13X+C-53S �$�&)(+5E1�X+,)58$+.A5ED�Yt5�s41�.8&w&6*?H/5JI�K45A2M5A$+K+58$%&O,)DFC?B4&)*-DF$4,Agé(4Dl9tI58=�5A7Agx$bB+H/587)*?.q1�Ct*?$%=F58,@&6*?`%13&)*-D�$+,O1�7@5Z$+585AK+58K Y[DF7v.8DF$4��7@HE1r&6*?DF$�S U D�&)(+5N13B4&6(+D�7 �ï,v�b$+D_9WC-58K+`F53g.ADFH/2+Bj&65A7w1�$+1�C?�>,@*-,�(�1�,aXM5A58$�1�2+2+C?*-58KPDF$+C|��*?$P&)(+5O.AD�H:H}B4&01r&6*|=F5:.q1�,@5�Ì

θ=0
Î]Y[DF7

γ=0
*?$P&)(+5

O(3)
,)*?`FH:1NH:D>K+58CÒg¬9W(+587)5O*|&p5A,�&01�X4C-*?,)(+58K�&6(+5}B+$+*|=F5A7@,61�C?*|&���D�Y

90◦
(45q1�KjILDF$�&�9;D3I�,@DFC?*?&)DF$�,).A13&@I&6587)*?$+`Zc|i_f�h3nÕS �»1�,),@*-$4`w&)Dw&)(+5W$+DF$+.8DFH/HvB4&613&6*|=F5V7)5A1�C-H<g%&6(45V58ËbB�13&6*?DF$ED�YoH/D�&)*-D�$/&)D},@DFC|=F5V*-$/&6(+5DF2M5A761r&6DF7tY[DF7@HvB+C-13&)*-DF$zY[DF7t&)(+5

U(1)
,@*-`�HE1/H/DjK45ACTg�*ÒSï5�S

γ=0
g4.q1�$<XM5wK45AK+B+.85AK�Y[7)DFH ÌÕfjSÔfFÍ%Î;1�,

0 = θ ∂t(Φ
†∂tΦ) +

[
a , Φ†[a†, Φ]

]
+
[
a†, Φ†[a , Φ]

]

= θ ∂t(Φ
†∂tΦ) + Φ†∆Φ − ∆Φ† Φ .

ÌÕdjSef �>Î
Q�*?&)(

Φ ∈ U(H)
=>*-5J9~58K�1�,]13$z*-$4�+$+*?&)5JIL,)*1�A5�H:13&67@*|s

(Φmn)
*-$z&)(+5 Ó Dj.0�E,)2�13.A5aX�1�,@*-,wÌÒkjS?iFirÎ6g+*?&7)5A1�K+,

θ ∂t(Φ
∗
nm∂tΦn`) = (m−`) Φ∗nmΦn` +

√
(n+1)(`+ 1) Φ∗nmΦn+1 `+1

+
√
n `Φ∗nmΦn−1 `−1 −

√
nmΦ∗n−1 m−1Φn`

−
√

(n+1)(m+1)Φ∗n+1 m+1Φn` .

ÌÕdjSïh �>Î

L&W9~DFB4C-K�Xy5a*?$%&65A7@5A,�&6*?$+`E&)DZ1�$+1�C?� �85�&)(+*?,V.8DFB+2+C?5AK�*-$4*?&)*�1�C^IL=31�C?B+5a2+7@DFX+C?5AH�$bB+H/5A7@*-.A1�C?C?��S
Ó DF7�&6(+5;Q 1�7@KuH/DjK45ACÉÌ

γ = 1
Î0g3&6(+5t,@*?&)B�13&)*-DF$O*?,\58$b&)*-7@5AC|�uK+*|�y5A7)58$%&
,)*?$+.A5]5�s+13.8&xH}B+C?&)*|IL,)DFC?*|&6DF$,)DFC?B4&)*-DF$4,x1�7)5;1q=31�*-C-1�X+C?5t13,»9;5~(�1q=F5t1�C-7@5q1�Kj�},@5A58$u*-$}&6(+5;2+7)5J=j*?DFB+,é.0(�1�24&)5A7AS ��5J=F5A7�&6(+58C-58,),8g>&)(+5A,@5K+DZ$4D�&�Y[5A13&6B47)5u13$b�<,@.q13&@&6587)*?$+`N*?$�&6(45u1�XM5AC?*�13$�.q13,)5�SV�É58&�B+,VH:1���5v&)(+*?,�H/DF7@5v5Jsj2+C?*?.A*|&�Y[DF7W&6(+5&�9~DrI�,)D�C-*|&6DF$�ÌÒm4Sef�hjÎ6S U (+*?,;,@DFC?B4&6*?DF$Z.A1�$N13C-,@D}XM5�.8DF$+,�&67)B4.8&658KNK+*?7)58.8&6C|�:X%�O&6(+5VK+7)58,),@*-$+`vH:5J&6(+D>K�g,@&61�7@&)*-$+`}Y[7)DFH�&6(45a1�$+,)13&(�uÌÒm4Sef%k%Îé9W*?&)(<1�$NB+$4�>$4Dl9W$z,�&013&)5

|α̃〉
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a |α̃〉+
[
a, |α〉〈α|〈α|α〉

]
|α̃〉 = |α̃〉Z11�$+K

∂t |α̃〉+ i
√

2
θ

[
a†, |α〉〈α|〈α|α〉

]
|α̃〉 = |α̃〉Z2 ,

ÌÕdjSïh+i3Î
9W(+5A7@5

Z1

1�$+K
Z2

1�7@5OY[B+$+.8&)*-D�$+,�D�Y
t
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Z1 = α
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Z2 = 0
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E = 16π
9W*|&6(

E �����

*?$RÌÕdjSefFmbÎ5A$4Y[D�7).A58,
v∞ = 0
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b
*?$�1�$%�z9t1q�FS U (+587)5JY[DF7)5w58=�5A$�Y[D�7],)H:1�C?C=F58C-D>.A*|&6*?5A,8g>&)(+5t5A$45A7)`3�uK+58$+,)*|&��OD�Y¬&6(45~&�9~DrI�,)D�C-*|&6DF$/,@DFC-Bj&6*?DF$�ÌÒm4Sef�hbÎ�K+D>5A,x$+D�&éY[DFC-C?D_9�&6(+5tH/D>K+B+C?*|I,)2�13.A5pK4�>$�13H:*?.A,]D3YÉ&6(+5�2+7)5J=j*?DFB+,~,)5A.J&6*?DF$�g+5�sj.A5A2j&qg+D�Y�.8DFB+7@,)5�g413&~=�5A7��ZC-1�7)`�5�*?H:2+1�.8&]2+1�761�H/5J&65A79W(+5A7@5u&6(+5v,).q1r&)&6587)*?$+`<K+*?,61�2+2M5q137),AS � ,pH/5A$%&6*?DF$+58K�g�&6(45u,)5A1�7).0(�Y[DF7�5Js41�.8&w13Xy58C-*-1�$�&�9;D3I�,@DFC?*?&)DF$,)DFC?B4&)*-DF$4,�5�s4(4*-X+*|&6*?$+`E,).q1r&)&6587)*?$+`E1�C-,@D:&)B+7)$45AK�DFB4&]&6D/XM5aY[7)B+*|&6C?5A,@,AS

�$R,)B+H/H:1�7@��g\&6(+5ZH:D>K+B+C?*^I�,)2+1�.A5NH/D�&)*-D�$ D�Yt&)(+5N.AD�$+,)*?K+5A7@5AK�,)D�C-B4&)*-D�$R&6(+587)5JY[DF7)5NK4Dj58,v$+D�&1�2+2+7@Dqs4*?H:13&65�&6(+5�5Js>&)5A$+K+58K�1�XM5AC?*�1�$�,)*?`FH:1rI�H/D>K+5ACa,@DFC?*?&)DF$�,@.q13&@&65A7@*-$4`�*-$�&6(+5 ��D_�%13Cw24C�1�$455AËbB�1�C?C|�u9~58C-C>Y[DF7x1�C?Cb=�13C-B+58,xD�Y�&6(45~YT1�H/*-C|�}2�1�7613H:5J&6587
γ
S �VB+H/5A7)*?.q13C�1�$�1�C|�>,)*?,x*-,é$+5A58K+5AK/&6DpH:1��35&6(+5�.A1�,)5aY[DF7

γ < 1
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γ = 1
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P = |T 〉〈T |T 〉−1〈T |

X%�

S � � � [P ] = 4πθ

∫
dt Tr Ṗ 2 = 8πθ

∫
dt Tr ( Ñ − P ) |Ṫ 〉 〈T |T 〉−1〈Ṫ |

ÌÒdjSïhbkbÎ
9W*|&6(

M = 〈T |T 〉
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|T 〉 =

(
λ

a + α

)
|H〉

9W*|&6(
λ, α ∈ Ï . ÌÒdjSïh%f>Î

�V2yD�$�5A$4K+D_9W*-$+`N&)(+5wH:D>K+B+C?*TgyD�Yé9W(+*-.0(
α
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Tr Ṗ 2 = λ̇ ˙̄λ
∞∑

k=0

k

(λλ̄+ k)2
+ α̇ ˙̄α

∞∑

k=0

λλ̄

(λλ̄+ k)2
.
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Tr Ṗ 2 = α̇ ˙̄α
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g�DF$+5}(�1�,�&)Dz,@&61�7@&9W*|&6(

|T 〉 =

(
λ

a2 + εa + ξ

)
|H〉 ,

Y[DF7
λ, ε, ξ ∈ Ï . ÌÒdjSïh �bÎ

Q�5]K+D�$+D�&
�b$+D_9�(+D_9�&6Da*?$%=F587@&
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M
g%9W(+*?.0(E*?$/&6(+*?,x.q1�,@5]&6B+7@$+,xDFB4&x&)DwXM5W1�$/*?$4��$+*|&65K4*-H/5A$4,)*?DF$�1�Cy2y58$b&61�K+*-1�`FDF$+1�C¬HE1r&67)*^syg4*TSe53S>9W*|&6(Z5A$%&67@*-58,tDF$+C|�:DF$Z&6(45�K+*-1�`FD�$�1�Cy1�$+KE&)(+5��+7),@&;&�9~DB42+2y587/1�$+K�C?Dl9;5A7/K+*-1�`FD�$�1�C?,AS L&/*-,O*?$%&65A7@5A,�&6*?$+`�&)D�.ADFH/2�137)5z&6(+*?,u&6D�&)(+5z.AD�H:H}B4&01r&6*|=F5�.q1�,@5�g

� ��ëlÝâÜ�ç�àâÜÒÚ~çJßlßlàÔÝeæ)ÜoãÒÚtãÒëræxðlÚ�ì�ÜÒá@ç0ãÒãÒæ�ÛÕÝÔð 5;ÜÒÚJàÔê_ãÒÝÔÚJð3Ü�Ú�î4ãÒëlæxðlÚ8ðrç�í�æ�àÔÝâç�ð�Þ~Ú -_æ@àÔÜ@ñ



� ³ � ´��EÈ�¼[·��»·jÃl¼ $��Nº�º�½r¿>¸�¼TÀR·4Ãl¼[¿MÄ�·�Ä�È 	�¿MÂT¼[Ãq¿yÄ � � Ä�·+À ¼ $ �
9W(+5A7@5N&6(+5Z,61�H/5z1�$+1�C?�>,@*-,u(+1�,uXM5A5A$GK4DF$+5N7@5A.A58$%&6C|� *?$�cÔkFd_ntB+,@*-$4`�&6(+5N5A1�7)C?*?5A7}9;DF7@�RD�Y�c|iFildlnÕS
U (+5O1�Bj&6(+DF7@,p1�7@7)*|=F5v13&�58C-C?*?24&6*?.u*?$b&)5A`F7)1�C?,�*?$�&6(+*?,�.8DF$%&65�sj&a1�$+K�*|&�,@5A58H:,p9;DF7�&6(�&)7@�>*-$4`Z&6DEHE132DFB+7V2+7)D�X+C-58H�X�1�.0�N&)D:&)(+5}$4DF$+.AD�H:H}B4&01r&6*|=F5v24C�1�$45w=>*-1:&6(45 ��D_�F1�C|IÕQR5J�>C»H:1�2<&6D:,)585}9W(+5J&6(+587,)*?H/*-C-1�7V7)5A,@B+C|&6,V.q1�$<XM5}13.0(+*-5J=F58K�S



� ��������°� 	 �

���°� ���"� ����� � �����

�$a&)(+*-,�1�242y58$+K+*^sp9;5�.8DFC?C-58.8&�&6(+5 �	��
��� � ��
���� �;.AD>K+5xB+,)58KwY[D�7o&6(+5x.8DFH/2+B4&613&6*?DF$�D�Yb&6(+5x247)5A,@5A$%&658K$bB+H/587)*?.q1�C�7@5A,)B4C?&),AS U DwH:1��35]&6(+5]5�s42MDF,@*?&)*-DF$:H/DF7)5]7@5q1�K+1�X+C?5�gF9;5VD�H:*|&
,)D�H:5t&)5A.0(+$4*-.A1�C-*|&6*?5A,~1�$+K.8DF$+.85A$%&67)13&65wDF$z&6(+5�H:1�*?$�*?K+5A1�,AS

� ��� �E ��}¢;¡���£}¯�²�¢�¥ ��±v¤�¨ ��¢���¢;¥�¥¬ Ò£}¡
Ö D�H:24B4&6*?$+`p&6(45t5A*?`F5A$%=31�C?B+5A,
D�Y�&)(+5 �V5A,),@*�13$E13,é5Jsj2+C-1�*?$+5AK:*?$u,)58.8&6*?DF$ �jSÔkjSef�*-,\1�7613&)(+5A7é,@&67)1�*?`F(%&@IY[D�7@9~1�7)K�&61�,)�¬S Ó DF7�1:761�$4�

r
K+*-1�`FDF$+1�C

U(1)
 � �bI�,@DFC?B4&6*?DF$�1�$4K�1EK+*-1�`FD�$�1�C�2y587@&)B+7)X�1r&6*?DF$�&6(45H:1�*?$u&013,)�w*-,é&)Dp*?$+2+B4&\&)(+5tH:13&)7)*^su7@5A2+7@5A,)58$%&013&)*-DF$:D�Y�&)(+5t.AD�7)7)58,)2MDF$+K+*?$+` �V5A,),@*�13$�Ì �jSem �%Î6g�9W(+*?.0(*?,WK+DF$+5�X%�

	�
������������������� ��!"$#%
&$'(
�!�)
(�$*,+-���.�/����0

1 +�*(!,�32�� 1 +$2
(���4�5���
6,+$7,�4
8�$9;:���<>=4?@	�
(���;�.���4�BA � 	(
(�����$<>=C���4�BAD9;��<E=4?F	�
�����.����<E=G�

A�:�!H9�	(
(���I����!,A(=G�J<K	�
(���I�L�M!��N?@	�
�����.�������
O �P�RQ�� 1 +$2
�4S�� O ���TQ�� 1 +�2
(�4S4�-0

�V5A7@5�g 1 +$2
� K+5A$+D3&65A,z&)(+5�=�13C-B+5PD�Y�&)(+5P.AB4&�I�D���2�1�7613H:5J&6587AS �	��
��� � ��
�� � ��&)(+5A$�1�C?C-D_9W,z&6D.8DFH/2+B4&)5w&)(+5�5A*?`F5A$%=31�C?B+5A,8gM,@DF7@&W&)(+5AH�13$+K�24C-D�&]&)(+5A*?7WK+5A2M5A$4K+5A$+.85vDF$z&)(+5�.AB4&�I�D���=31�C?B+5�X%�

VUN�(��WX*�� 1 +$2
(���4�5���ZY("V!4*��\[N�X](
V#�U,+��$^
%WL�`_a� 1 +$*(!,�32b� 1 +$2,
(�����(����0

c ��"$*,�(��W$*d� e%��+$*�*
V#f�g6,+$7,��
h� O �i�Mj%+V!4*���
VU,�(��W�*��k���h�k'��(S��
O �i�l=C� 1 +$2
(��S�� O '��m=C�n�4S4�-�l=G��0

o,��WX*�j%��"�*�� c ��"�*,�(��WX*(��0
U (45},)1�H/5}.8DjK+5wH:1q�<Xy5�B+,@5AK�&)D:D�X4&01�*?$�.ADF7@7)5A,@2yD�$+K+*?$+`Z7@5A,)B4C?&),�Y[DF7WD��¬I�K+*-1�`FD�$�1�C ��B4.8&6B+13&6*?DF$+,X%�<.0(�13$+`F*?$+`:&)(+5�*-$42+B4&VH:13&67@*|syS

� ��� � �t£é¨V¨�¢;¤� ¡�«£}¡�}¯�¢ ��±}¤ ¨���± �l¥�±v¯� Ò¨p±}¡¦¥ �~£\¨W¨�¢~¤� �¡ �
U (45/Y[D�C-C?D_9W*-$+`z.8DjK45O,)B+2+24C-58H:58$%&6,}&)(+5/1�$�13C?�>,)*?,aD�Y;H/DjK+B4C-*»,)2�1�.85O&6761lÐ�5A.8&)DF7)*?5A,�*?$�,)58.8&6*?DF$RdjSef4SL&v*-,}B+,)58K &6D�.ADFH/2+B4&)5Z&6(45Z,).A13&)&)5A7@*-$+`P13$+`FC?5Z1�,v1�Y[B+$+.J&6*?DF$ D�Y~&6(+5E*-H/2�1�.J&O2�1�7)1�H/58&)5A7}Y[D�7v1,@*-$4`FC-5w,)D�C-*|&6DF$<,@.q13&@&65A7@*-$4`ZD��P13$

r
ILY[D�C-K<K+58`F5A$+587613&)5�,)DFC?*?&)DF$�S



� � ��´���Á»ÀRÆb½r¼ $F·�Â � ¿ÉÈ�Æ
� ,�1O��7@,@&�,@&6582�g�&6(+5wD_=F587)C-1�2�H:13&67@*|s

M
ÌÕdjS?iFilÎt*?,W.ADFH/2+B4&)5AK�Y[D�7W&)(+5

r
IL,)DFC?*?&)DF$�13&V2yDF,@*?&)*-D�$

α
Ì +�� c�� + Î~1�$+K<&6(+5�DF$45JI�,@DFC?*?&)DF$�13&V2yDF,@*?&)*-D�$ β Ì 7
V*,+ Î6S
1 �����L�R���L��+�� c�� +4�4�5�k�
� � ��& � ���������	�"$#%�V^�]%+$*%
h�k+�� c�� +���
 9n�%A���?

YV^ 1 �k+�� c�� +��"$#�4^�]%+$*
8�k+�� c�� +���
X'� 9M'��49;�%A��$<�'N?��V9 � A 'N?�� ?.� O '��;Q�� ��S4�
�������L� +�� c�� +�
.9 ��A��%?
YV^ 1 �k+�� c�� +��"$#�4^�]%+$*
8�k+�� c�� +���
X'� 9M'��49 ��A���<�'N?��V9;�BA 'N?�� ?.� O '��;Q�����S4�-0

W��X] 1 +��k+�� c�� +4���T7%
V*,+4�4� ���K[�2 c ���"$#�V^(]%+$*
h�M+�� c�� +V�J7
V*N+��
AZ=�4: 9���7NWL�k+�� c�� +���
�:Z< ��7NWL�g7%
V*,+���
V:%?X��0

�
(���I!���� +�� c�� +4��� 7
V*,+��4�a�����L� ���4� ���
� � ��& � ��������! ���Z������!L� 1 ����A(=C�;�%A(=C� +�� c�� +����

������! ���Z������!�<E= � 7%
V*,+�
 9l��A(=4? W��X] 1 +��k+�� c�� +i��7%
V*,+��� 9 ��A=4?��4�
�$����!�<E=����Z������!L� �%"$#�V^�],+$*
h�g7%
V*,+���
.9;�%A(=4?

�%"$#�V^�],+$*
h�MW(�X] 1 +��M+�� c�� + ��7
V*N+����� 9n�%A(=4?����
�$����!�<E=����Z������!�<E= � =3��0

���\!��L��+�� c�� +4���R7%
V*,+4�4� ������!�!+������
(�-�\!L�/+�� c�� +i� 7
V*,+V��� O !�<E=C�R!�<E=$S4��0
U (+*?,N1�C?C-D_9W,:B+,/&6D�.ADFH/2+B4&)5�&)(+5 ����(4C-587:2MD�&)5A$%&6*-1�C

K
1�$4K�.AD�$4Y[DF7)H:1�CtYT13.8&6D�7

Ω
*-$�7)58C�13&)*?=�5.AD>DF7)K4*-$�1r&65A, �

α =
1

r + 1
((r + 1) s+ w)

1�$+K
β =

1

r + 1
((r + 1) s− r w) ,

Ì � S-i3Î
X%�
+�� c�� +��\!����/WV�L� �,�4���k� 9m=�i9�!�<E=4?�? 9�9�!�<E=�?�W@<!�>?.0

7
V*,+-�\!����/WV��� �%�4� �k� 9m=�i9�!�<E=4?�? 9�9�!�<E=�?�WdA !"�>?.0

�a�\!��L� WV�L�#�%��� �k� !J+�� c�� +-�\!L�/WP� �(�$�%"$#�V^�],+$*
h�k+�� c�� +��I!L� WP� �(���
< 7
V*,+��I!L�/WP�#����"$#%�V^�]%+$*%
h�g7
V*N+��\!L� WP�#����
< o"�]a�g)%
V*������I!L�/+�� c�� +��\!L�/WP� �(��� 7
V*,+-�\!L�/WP� �(�������-0

% 1 
4],+��&�%�4�d� =��' 9k)
�!N�3U,+$*E�XU
h�IQ��/:4�a�`�����\!L��Q�� �(�
< =�(�Z)
�!,�3UN+$*E�3U
8�IQ�� =G�a�\���a�\!L� QL�)�(�N?P0

Ó *?$�1�C?C?��9~5O.A1�$�.ADFH/2+Bj&65O&6(+5v,).q1r&)&6587)*?$+`�1�$+`FC?5
Θ
1�,�1EY[B4$+.8&)*-DF$PD�Y
&)(+5u*?H:2+1�.8&�2�13761�H/58&)5A7

bB+,)*?$+`PÌÒdjSef �%Î
�

6 � 
V*N+��g7�4� ���KjN� A :@_�*3#�*%
4]�!+$*%
h�n=+ 9,�-9�9,��-$7E?�
�: % 1 
4]%+����(� A =4?�
.9m=�4:%?�?.�
O �h� ��/.IeN�X#(	10%"�"�*��&�2
�: % 1 
4]%+-�&�(�d��� 7�
�:�� O �h�l=$S4���3*3#�4N�X#E�3*��S���0

Ø ��ëlæ�-_æ �rðlÝeãÒÝÔÚJðpæ�ÞtßlàÔÚ0äJæ�-�ÜÒàÔÝ 58ë8ãÕàeä -_Ý65Fæ�ÛLÜoî|ÛÕÚJÞ�ãÕëlæ\ÚJðlæxÝÔð / �qñ 87 3yílê_ãÉãÒëræ �rðrç�à>ÛÒæ)ÜTêlàeã -_Úqæ@Ü�ðlÚJã�áLërç�ð.5JæJñ



���������	��
���������

c?i8n ��S��4S � X+C?D_9W*?&���1�$+K��4S��p*?C?C�1�7@7)D>5ACTg�������� �"!$#&%'�(�)��*,+��.-0/214365879�:+<; /=7>�?795@3A; !B1C/=*?�D� �
E %GF8/=36�D!$��H$IKJL���:H$+:%=!M�8H$+�79+N�&O�5P%'�:+K/=�PQ�*-$ �j.q13&@&6587)*?$+`z1�$+K��$b=�5A7@,)5 �j.A13&)&)5A7)*?$+`N*?$ �xB+7@5O1�$+K
� 2+2+C?*?5AK �j.A*?5A$+.85�g �xK+,AS �»S �413X�13&6*?5A7\1�$+K �]S���S �x*?��5�g � .A1�K+5AH/*?.��
7@5A,@,�ÌÒk � �4irÎ0g4i_d �%klI6i_Í �Fm4ScÔkln ��S � `%1�$+1�`F*?.�g �wS �aDF2�13�>B4HE137Ag �yS ��*?$%9t1�C?C-1N1�$+K � S �>&)7)DFH/*?$+`F5A78gSRT�U!��K%GV�7>�W!$/=79+��2/=�U!�+���X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�L-.%'5'-@����� �M/=*,Y=QZ� � � � � µ � � ÌÕk � �4i3Î � �jiEc (+582jIL&)(\[ � � � �4iqhbkrnÒScefrn Ö S � $�1�$4K�gS]6%'*^FT_ !W!$/=79+��2/=�U!,Q �a5ADFH<S U DF2yD�CÒS µ Ì�i�� �FdbÎ �4Scïh3n U S � 7)1��b*]1�$+K �OS�L&6D4g�`a#&%'�(�)��*,+��.-"/21b�X/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'�dce�PQef,g�!$/=79+��)/=�U!,Q �x(%�>,AS��É58&@&qS 
� µ>³ ÌÒk � �4irÎWilk�f<c (+5A2jIÕ&6(\[ �4i�� � �jilkrnÒSc��ln �»S � ,).0(+*?5A7@*Òg Ö S ~C?DF(+H:1�$4$�g ��S � *?H/*?&)7)* Ð�58=>*?.�g Ó S���58�F587Ag��»S �j.0(bB+2+2�1�$+K?�4S»Q�5A,@,Agih
-j*&%'H$+��:Yk��� �M/=*,Yl/=�m�X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�n!);U%8#M�M!,Q Ö C-1�,),8SPopB�13$b&AS ��7)1q=yS � � ÌÒk � � �bÎ»f �jiFiwcï(45A2jI&6(\[ � � ��h+i_Í�f3nÕS

cemrn �»S � ,).0(+*?5A7@*Òg ��S � *-H/*|&67@* Ð�5J=j*?.�g Ó S���58��5A7V1�$+Kp�4S>QR58,),Agaq�/=�X#M/=36365@�K%'�:+�H'�L-@�M/=3r���:*�Ys%'�tF
-j*&%'H$+��:YuQ Ö C-1�,),8SXopB�13$b&AS �a761q=MS � � ÌÕk � ��m>ÎWi_ÍFÍ�f�c (+582jIL&)(\[ � �ji � � � �3nÒScÔdln Ó S t1q�F58$�g���S Ó C�1r&6D+g Ö S Ó 7)D�$+,)K�13CÒg � Sb��*?.0(+$+587)D_9W*?. �p13$+K � S��>&6587)$+(+58*-H/587Ag vw�D1C/=*,3s%'�(+K/=��D� �M/=*,Y"%'�tF"O�5U%'� �(+yx$%'�:+K/=�tz{f'z|vw�D1C/=*,3s%'�:+K/=�U!}/21m!�Y~3A;t7>�M#��:+K#B!��(*,5 #��(58*��M!,Q � $+$�13C-, �x(%�>,AS
µMµ¬µ Ìi��%d�ÍbÎ�m4iFSceÍrn Ó S t1q�F58$�g���S Ó C�1r&6D+g Ö S Ó 7)D�$+,)K�13CÒg � Sb��*?.0(+$+587)D_9W*?. �p13$+K � S��>&6587)$+(+58*-H/587Ag vw�D1C/=*,3s%'�(+K/=��D� �M/=*,Yr%'�tFmO�5P%'� �:+yx$%'�(+K/=�tzT�8z�J��8Yu!�+K#&%'7T%�;G;t79+K#&%'�:+K/=�U!,Q � $+$�13C-,��x(%�j,8S µMµ¬µ Ìi��%d�ÍbÎWiFiFiFSc��rn��yS ;*-58C-*?$+`+g\�M� �)��*&%8#��:+K/=�d/21S�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'��;t7y%'�X����%'H'�M!�+��B�\��f6F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q �4S �x(%�>,AS
� � � ÌÒk � �%k%Î�m%k�Í4i:c (+5A2>IL&6( [ �%k �FfFk�m �3nÒSc?i��rn Ó S �]S ~B47),@&61�C?C�1�$+K��4S��wS ��1q9W$+,@C-5J�FgZ`\�e%GV�+�79+��:Ym/21k#�7y%=!M!�+K#&%'7�!$/=7958�(+K/=�U!w/21��:�N/=I�F'+�3r���U!�+K/=�t%'7
-j*&%=!M!�3s%'� � +:%'�p3r/�F8��7<!,Q Ö DFH/HvB+$�S ��1r&6(�S �x(%�>,AS µMµ � Ì�i��FÍFdbÎ;f4iFiFSc?iFi8nW�uS Ö 13C-H/58&]1�$+K � S���D�X�1��b(+*?K��A53g�q{/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'��-@���X��*^%'7�*���7y%'�:+�H$+��(Y �
(%�>,AS��V5J=yS � � �ÌÕk � � �bÎ���h � �ji��zcï(45A2jIÕ&6(\[ � � �Fm4i ��drnÕS

c?ilkln � S �}S Ö (�1�H/,)58K+K+*?$+5�g|q�/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�l-j*^%'H$+��:Y=Q � $4$�1�C?5A, �V5A$+7@* ��DF*?$+.q1�7@5 � 	 � g �4ÍFÍ4iÌÕk � ��f>Î�cï(45A2jIÕ&6(\[ ��f �4iFiFi_krnÕS
c?i_frn � S Ö DF$+$45A,Ag

C?
hA7�-@��V�*&%=!�%'�tF�F'+ �|��*���� �:+:%'7N-@�M/=3r���:*,Y=Q Ö DFH/24&AS �V58$+K�S ��1r&6(�S � � ���Ì�i��FÍ �>Î � � �<c (+5A2jIÕ&6(\[ �4i��4i�� �Ff3nÒS

c?iqh3n � S Ö DF$+$+58,Ag�q{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�lF'+ �|��*���� �:+:%'7�-@�M/=3r���(*,YuQ��$+,@&AS#��1�B4&)5A,{�\&6B+K+58, �j.8*ÒS �xB+X+CTS
��13&6(oS ³ � Ì�i��FÍ �bÎ;k �Fd>Sc?i �ln � S Ö DF$+$45A,E1�$+K���S � S �V*?58�y5ACTgm� %'�.-jIe�p+�7�7<!|1C/=*m�X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�m�:�N/=I)�)/=*�+�Q Ö D�$b&)5AH/2�S��13&6(oS ³ � Ì�i��FÍFdbÎ;k�f%d>Sc?i_mrn � S Ö DF$4$+5A,8gs�a� �m%8#��(+K/=�B1,58�X#��(+K/=�t%'7�+����X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�w-@�M/=3r���(*,YuQ Ö DFH/HvB4$�S ��13&)(�S�
(%�>,AS µ¬µ � Ì�i �FÍFÍ>Î;m%d3f4Sc?ildln � S Ö DF$+$45A,AgU� ��DF$+.8DFH/HvB4&613&6*|=F5w`F58DFH/58&67��Fg�� � .q13K+5AH/*?. �x7)58,),vÌ�i�� ��hjÎ0Sc?i_Írn � S Ö DF$+$+58,Ag ��S ��S � DFB+`FC-1�,t13$+K � S �yS �j.0(%9t137���gtq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��-@�M/=3r���(*,Y�%'�tFw3s%'�:*�+��
�D� �M/=*,Y'�w�i/=3A;U%8#��(+ ��#&%'�:+K/=��/=�}�)/=*,+�QZ� � � � � ��� � Ìi�� �FÍ>Î�� �Ff<cï(+582jIL&)(\[ �%d>iFiFi_m%klnÕS



¼Ò¼
c|i��3n��S � 1�*�1�$+K Ö Se�xS U 5A7@$+`+g���%8�M#��=7958�tF �(*^%'�U!D1C/=*,3s%'�:+K/=�U!,Q�]6%'*^F !$/=79+��2/=�U!,Q6%'�tF 5@� +��)/=�U!,QH:13&6(�SïK+`.[ ��h � ��f�mFf4S
cek �3n��S � 1�*Tg Ö Se�
S U 5A7)$4`"1�$+K �OS ��(+C?5A$bXM5A.0�¬g"������� �?!);U%8#M��I)�:+�3r�"3r/=�X/M; /=7>� �&O�5U%'�:+K/=�PQH:13&6(�SïK+`.[ �Fm �%k�m �%djS
cekjiAnk�4S���S � 1q=>*?K�gW�\%8#M�8YG/=�"#M/=�tF8���U!�%'�:+K/=� +�� �D� �wv���� v��}!�Y$!��)��3wQ�� � � � � � µ � g � ��h�ÌÕk � � �>Îcï(45A2jIÕ&6(\[ � � �%dFk�f �rnÕS
cekFkrn �/S �}S � 5A7@7)*?.0�¬gb�i/=363r��� ��!�/=� �X/=� 79+��X�&%'*���%'H'���&O�5U%'�(+K/=�U!}%=!�3r/�F8��7<!{1C/=*���7>��3r��� �e%'*,Y

;U%'*,�(+K#�7>�M!,QX�4S ��13&)(�S �x(%�j,8S � Ì�i���m�hjÎWilk �FkjScek�f3n �wS �OS � D>K+K�g �}S Ö S ��DF7@7)*?,AgN�4S Ö S �x*?C-XM5A.0�'1�$+K4�4S � S �a*-X+XMDF$�g � �>DFC-*|&6D�$+,/1�$+K�$+DF$4C-*?$+5q1379t1q=�5}58Ë>B+13&6*?DF$+,8g�� � .A1�K+5AH/*?. �x7@5A,),vÌ�i �FÍ%kbÎ6Scek3h�n � S��uS � DFH/7@*-$�g � S��É5A.0(%&658$4Y[5AC?K�1�$+K �yS �»58&)5A7@,)5A$og�`\+�-j3s%'I)3r/�F8��7�!$/=79+��2/=�U!�+�� ��� �p�X/=� I
#M/=36365@�K%'�:+�H'�s;t7y%'�X��� �i/=�U!��:*�5 #��:+K/=� %'�tF !��K%GV�+�79+��(Y"%'�t%'79Y$!�+>!,Q|� � � � � ��� � ÌÒk � � �%Î ��h �cï(45A2jIÕ&6(\[ �3h+ilk � �jiAnÕS

cek �rn � S��uS � D�H:7@*-$ogZ�N/=*��6+��r;t*M/^-j*��M!M!
cek�m3n ��S �wS � DFB+`FC-1�,�1�$+K �wS � S ��58�b761�,@Dl=Mg q{/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'�N����7yF���� �M/=*�YuQ �V5J=yS ��DjKoS �x(b�>,8S

� � ÌÕk � �4i3Î��%d�dNcï(+582jIL&)(\[ �4i �Fm ��h%ÍrnÕScekFdrn ��S � B+$�1rÐ�,@�>*t1�$+K �}S �yS���1�$%&6DF$og
	S�&F'5 #M�&F�F'Y~�t%'36+K#M!�/21 ]6%'*^Fd!$/=79+��)/=�U!,Q �VDF$+C?*-$45q1�7@*?&��
µ � ÌÕk � � �bÎVi_mFdFdNcï(45A2jIÕ&6(\[ �3h+iFi��Fm�Í3nÕScek�Í3n��S � B+7)(bB+B4,Ag U S ��DF$4,),)D�$�13$+K ��S �V5A,@&Ag�q{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��!$#&%'7y%'*�!$/=79+��)/=�U!������j+>!��)���X#M�
%'�tFl�X/=�X�^�j+>!��)���X#M�,Q �x(%�>,ASM�É58&@&qS  ��� � g¬f%k ��ÌÒk � �4irÎVcï(45A2jIÕ&6(\[ � �4iFiFi_f �3nÕScek �3n��S � B+7)(bB+B+,8g U SG��DF$+,),@DF$E1�$+K���S ��58,@&qg �a� ���^�j+>!��2���X#M��%'�tFW!��e%GV�+�79+��:Yw/21n�X/=�X#M/=36365@�K%'�:+�H'�
!$#&%'7y%'*A!$/=79+��2/=�U!,Q Ö DFH/H}B+$�S ��13&)(�S �x(b�>,8S � � � ÌÒk � �Ff>Î�h ��c (+582jIL&)(\[ �4i��FdjilkjiAnÒScïf �3n �}S �x*?.0(+5A$4(+5A7@7Ag

SU(N)
�M� H=%'*,+:%'� �n�X/=� 79+��X�&%'*�!�+�-j3s%�3r/�F8��7<!,Q ��B+.8CÒS �x(%�>,AS  µ � ³ g�k>i �Ì�i��Fd�Í>ÎVc �x7)761r&6B+HuI�*?X+*?K�S  µ ��� g �3h�h�Ìi��%d �bÎLnÒScïf4iAn �}S �x*?.0(+5A$+(45A7)7~1�$+K ��S Ó DF7)`F587AgT���m��� �WF'5U%'7U!�Y=363r���(*,Ys/21S��� ���X/=� 79+��X�&%'*N!�+�-j3s%k3r/�F8��7<!,Q

��B+.8CÒS �x(%�>,AS  µ ��� g¬fFÍ4i:Ìi��%d �bÎ0Scïf%krn � S Ó D>K�14g 0SP�F1�.0�N13$+K � S �wS U S\��DF$45A,Ag�����X��*&%'7�#�7y%=!M!�+K#&%'7\!$/=7958�:+K/=�U!W+������ �W�X/=�X#M/=363658�K%'I
�(+�H'�

CPN−1
3r/�F8��7�Q �x(%�j,8SM��5J&)&AS  ��� � ÌÒk � �%kbÎ�d �<cï(+582jIL&)(\[ �%k � �4iFiFi8nÕScïfFf3n��»S Ó DF7)`��3.A,Ag �éS ��D�7@=��3&6(�1�$+K"�xS �é1�C?C-14g6`a/=795@�:+K/=� -@���X��*&%'�:+��.-��)�M#M�8� +:O�5\��1C/=*}!$��7 1	F'5U%'7

3r/=�X/M; /=7>�M!,Q ��B+.8CÒS �x(%�>,AS  � � � Ìi��FÍFfbÎ~dFdjScïf�h�n ��S Ó DF7@`F5A7é1�$+K �»S �o*1� �8*Òg ��� +>!��)�&F6#M�8+�*^%'7P3r/�F8��7<!�� +��D��]s�M!M!�I���5@36+��X/|�2��*,3k!,Q %'�tFW!��:*,+��.-~!,Q
��B+.8CÒS �x(%�>,AS  � � � Ìi��FÍ%d%ÎWi_f4iFScïf �rn
�OS Ó B3Ð�*-*Tg?� 7y%=!M!�+K#&%'7w!$/=795@�:+K/=�U! /21"�8+�-~� ��* F'+�3r���U!�+K/=�t%'7��X/=� 79+��X�&%'*?!�+�-j3s% 3r/�F8��7<! /=�
!); � ��*��M!,Qo�É5J&)&qS ��13&6(�S �x(%�>,AS µ � g�h ��Ì�i��FÍ �bÎ0ScïfFm3n � S Ó B3Ð�*?*Òg �OS �H:1�*��8B+H/*t1�$4K �}S � (%&014g�`\5u; ��*�!�Y=363r���(*,YuQS!); �M#��:*,5@3 %'�tFk1	%'�2�B/21wv��=IKvN;
!�Yu!��)��3k!�� +������LI�����7yF~Q ��B+.8CÒS �x(%�>,AS  ³�µ � ÌÒk � �4irÎ�m4i:cï(45A2jIÕ&6(\[ �ji�� � �%d �3nÕScïf%drn
�OS Ó B+7@B4&014g U S �$�1�H/*Òg �}S���1��r1rÐ�*?H:1G1�$+K ��S �;1�H:1�H/D�&6D4g���/=� I&���X��*:-jY F'Y=�t%'36+K#M!�/21
�X/=�X#M/=36365@�K%'�:+�H'�

CP 1
!$/=79+��)/=�U!b+��?�\��f}F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q �x(%�>,AS
�É58&@&qS  � � � ÌÒk � �%k%ÎOi_m �cï(45A2jIÕ&6(\[ �Fk �Ff4ilk �rnÕS



¼T¼Ò¼
cefFÍrn �/S Ó B+7)Bj&014g U S �$�1�H/*Tg��}S ��13�31lÐ�*-H:1�1�$4K ��S �;1�H:1�H/D�&6D+g�q{/=� I �NJi` !$/=7958�(+K/=�U!B/21l�D� �

�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�
CP 1

3r/�F8��7�+��0�\��f F'+�3r���U!�+K/=�U!,Qs� � � � � � � � ÌÕk � �%kbÎ � � �"cï(45A2jI&6(\[ �Fk �%dji_m�m3nÕS
cef �rn �/S Ó B+7@B+B+.0(+*Tg���/M; /=7>/^-j+K#&%'7�#M�U%'*:-@�b/21

U(1)
+��U!��e%'� �)/=�U!b/=� �X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�

R4
Q �x7)D�`+S

U (+5ADF78S �
(%�>,AS �jB42+2+CTS µ � � ÌÒk � �4irÎ;d �<cï(45A2jIÕ&6(\[ � �4i�� � ��m3nÕScïh �rn ��S��a5AC?C|I ��1�$+$<13$+K ��S4��5J=b�FgN�a� �W%C�j+:%'7�H'�M#��)/=*{#�58*,*M��� � +��dV����e%lF8�M#&%'Y=Q �VB+D_=FD Ö *?H<S µ>³Ì�i��Fm �>Î~d � �jS
cïh+i8nW�uSe�
S ��DFC?D�1�$+K � S ��S ��5A7@5AC?DFH/Dl=Mgm`a/=7958�(+K/=��/21 ��� �?F'5U%'79+��:Y �&O�5P%'�:+K/=�U!r1C/=* �D� ���(�N/=I

F'+�3r���U!�+K/=�t%'7
SU(N)

+�� H=%'*,+:%'� ��#M�8+�*&%'7X3r/�F8��7�Q �x(%�>,ASM�É58&)&AS  � � Ì�i��%d3Í>ÎWiFilk>Scïhbkln �wS �aDF2�1��bB+H:1�78g �yS ��*?$%9t13C-C-1Z1�$4K � S �>&67@DFH/*-$4`F5A78gXq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�|!$/=79+��)/=�U!,Q� � � � � � � � ÌÕk � � �>Î��%k �<c (+5A2jIÕ&6(\[ � � �Ff4iqm �3nÒScïh%frn �wS �aDF2�1��bB+H:1�78g ��S �V5q1�K+7@*-.0�<13$+K'��S �j2+7613K+C-*?$�g����d�X/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'��365879�:+�IK!$/=79+��2/=�U!,Q
Ö DFH/HvB+$�S ��1r&6(�S �x(%�>,AS � � � ÌÕk � ��f>Î;f � �Nc (+5A2>IL&6( [ �4i��FfFk ��m3nÒScïhFh3n � S �yS �aDF7),@�b��g �OS���S ��1��35A58$+��D�1�$+K �OS �OS �j58C-*|=31�$+D_=MgS��� �X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�wH=%8#�5U%�%'�tF
�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�A!$/=79+��2/=�U!,Q �x(b�>,8Sy�É5J&)&qS  � � � g¬f�hFh�ÌÕk � � �>ÎVc (+5A2>IL&6( [ � � �%d�k3hbdrnÒScïh �ln{�4S ��S �a7613.A*-1rI ~D�$+K � 14g.�4S Ö S'����7@*-C?C|�Fg �}S Ó *-`FB45A7)DF14g=� �xC?5AH/5A$%&),;D�YM$+D�$+.ADFH/H}B4&013&)*?=�5�`�5ADFHuI58&67��Fg�� ~*?7)�b( ��B4,)5A7vÌÕk � � �>Î6S

cïh%mrn �}S<�4S �a7)D>5A$4589;DFC-Kog����}�D� �n;t*,+��X#�+<;t7>�M!w/21w��7>��3r��� �K%'*,YrO�5U%'� �:5@3 3r�M#M�U%'� +K#M!,Q �x(b�>,@*-.A1 µ �Ì�i���hFm>Î�h � �jS
cïhbdln � S��4S��a7)DF,@,:1�$+K �}S � S ��58�b761�,@Dl=MgS`a/=79+��2/=�U!B+����X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�6-.%'5'-@�b�D� �M/=*,YuQA� � � �

� µ � � ÌÒk � �4i3Î ��hFh�cï(45A2jIÕ&6(\[ � �4i�� � � �3nÕScïh%Írnw�
S
��1�K�1�, ��g �wS��É*?$+K+,�&67��3H�g ��S
�VD��A58��1�$+K �wSt=�DF$ �V$+`F5�g�q{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��365879�(+�I
!$/=79+��2/=�U!�� ��/�F'5879+ !);U%8#M�M!,Q�O�5U%'� �:+yx$%'�(+K/=�PQt��� +��2�k��� ���e%��D�|�M#��D!6%'�tFl!��e%GV�+�79+��:YuQ � � � � � µ � ³ÌÕk � �ji3Î���h �<c (+5A2jIÕ&6(\[ �4i���h �jildrnÒS

cïh �rn ��S ��1�H:1�$+1��r14gXq{/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'�|!$/=79+��)/=�U!{%'�tF�vWI�V�*&%'�X�M!,QM(+582jIL&)(\[ �Ff �Ff%k ��mjS
c�� �rn U S��wS ��13$+,),@DF$�g �MS �S �,613��D_=Mg��4S ��So�É5A*?$�1F13,Ag �wSo�É*?$+K+,�&67���H�gN� 7y%=!M!�+K#&%'7U; �U%=!$��!);U%8#M�6%'�tF!��e%'�:+>!��(+K#&%'7Z3r�M#M�U%'� +K#M!{/21�+:F8��� �(+K#&%'78;U%'*��:+K#�7>�M!,QMËbB�1�$%&@IL2+(\[ � � �Ff4ilkji�S
c��ji8n U S��wS ��1�$+,),@DF$�g �yS��S �,613��D_=Mgk�4S���SV�É5A*?$�1F1�,8g �}SW�É*-$4K+,@&)7��FH<g����@#�795.!�+K/=� !��e%'�:+>!��(+K#M!�+��

#�7y%=!M!�+K#&%'7a3r�M#M�U%'� +K#M!,QMË>B+1�$%&@I�24(\[ � � �3h+i��FÍ4S
c��Fkln{�4S � S ��1�7@=�58��gb��/M; /=7>/^-jY /21B��� �l-.%'5'-@�s-j*�/=5$; +�� �X/=�X#M/=36365@�K%'�:+�H'�s-.%'5'-@�m�D� �M/=*,YuQ�(45A2jI&6(\[ �ji�� �Fk3h%kjS
c���frn{�4S � S ��1�7@=�58�Fg E /=3s%GVM% 7>�M#��:5@*��M! /=���X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'� !$/=79+��)/=�U!�%'�tF v�I�V�*^%'�X�M!,QN(45A2jI&6(\[ �ji��%k �%d3m4S
c��3h3n Ó S �S ��*?C-K+58X+7613$+K�gj� �$%&67@DjK+B4.8&6*?DF$:&6D�$bB+H/5A7)*?.q13Co1�$+1�C?�>,@*-,8g�� � D_9]=F587 �xB+X+C?*?.q13&)*-DF$4,aÌ�i �FÍ%dbÎ6Sc�� �ln �wS �}S.��D�X�1�7@&Agt���s��� �i+��U!��e%GV�+�79+��:Y�/21N%{#�7y%=!M!n/21�5@� +��K%'*,Y�����7yFA3r/�F8��7<!,Q �x7)D>.�S �x(%�>,AS �jD>.�S � �Ì�i��Fm�f>Î~k �4iFS
c���mrn ��S �(+C¬1�$+K �yS �V(+C-H:1�$4$�gPq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�|�^�j�)���tF8�&Fk��%'H'�M!�%'�tF�!$/=79+��)/=� I)79+ �G�|#M/=�C�T-j5@*^%'I

�(+K/=�U!�+���q	�S�r!��:*,+��.-r�D� �M/=*,YuQ �$%&AS\�4S ��D>K�S �x(%�>,AS � µ � ÌÕk � �Ff>Î
hFÍFÍ �zc (+5A2jIÕ&6(\[ �%kjiFilk3mFf3nÒSc��Fdln U S � S �D%1�$4$+*-K4DFBz1�$+K �wS �ySbQ 1�7@K�g �i/=�U!$��*,H'�&F�O�5U%'� �(+��:+K�M!�1C/=*A+�� �2�(-j*^%GV�7>��#M�8+�*^%'7��&O�5U%'�(+K/=�U!+��}�\��flF'+�3r���U!�+K/=�U!,Q �
(%�>,ASM�É58&@&qS � � � � Ì�i � � �bÎ;k � �4S



¼ 

c ��Í3n U S � S��DF1�$+$+*?K+DFB�g�`a/=79+��2/=� !$/=7958�:+K/=�U!r%'�tF}�X/=� �:*,+�H$+:%'7�!$#&%'�(�)��*,+��.-d+��4%'�?+�� �)�(-j*^%GV�7>�m#M�8+�*^%'7

3r/�F8��7a+��d�\��flF'+�3r���U!�+K/=�U!,QX�4S ��13&6(�S �x(%�>,AS � � Ì�i � �Fm>Î;f�h%kFkNcï(45A2jIÕ&6(\[ ��m ��h+ilk3m3nÕSc � �3n U S � S �D%1�$+$4*-K+D�B×1�$+K�Q�S<�4S ��1��b7��A5J9W,)�b*Tg�`a/=7958�:+K/=�U!�/21}��� ��3r/�F'+ ���&F #M�8+�*^%'7A3r/�F8��7�+��
ce�\��f,gsF'+�3r���U!�+K/=�U!,Q��4S ��13&)(�S �x(%�j,8S � � Ì�i�� ��Í>Î;k�m ��fzcï(+582jIL&)(\[ �FÍ �%kjilkFklnÕScïm �3n U S �DF1�$+$+*?K+DFB/1�$4K �}S �yS ��1�$%&6DF$�g �a� �A���X��*:-jY{/21i!$#&%'�:�)��*�+��.-W!$/=79+��2/=�U!N+��r��� �s]6%'*^F�3r/�F8��7�Q
�x7)D>.�S%�WD_�FS �jD>.�S¬�ÉDF$+KoS � � ³Éµ ÌÒk � � �%ÎWi��Fm �zc (+5A2>IL&6( [ ��h � �ji_mFÍ3nÒScïm4iAn U S��DF1�$+$+*?K+DFB�1�$4K �}S �yS���1�$%&6DF$�g �N�X��*:-jY /21�!$#&%'�:�2��*,+��.-�!$/=79+��2/=�U!l+��?�D� � ]6%'*^Fd3r/�F8��7�Q
Ö �A58.0(�S��4S �
(%�>,AS ��� ÌÒk � � �bÎ]iqhbkFdjScïm%krn U S � S�L=31�$+D_=31�13$+K � S � S �»DF2MD_=ygS`a/=79+��2/=� �&O�5P%'�:+K/=�U!�%'�tF}!$��7 1	F'5P%'7�-.%'5'-@�A����7yF=!,Q �x(b�>,8S�É58&)&AS � µ � � gMk ��f�Ìi�� �%k%Î0ScïmFf3n U S � S L=31�$4Dl=31}1�$+K � S>�É5A.0(%&658$4Y[5AC?K�g��A+:FGF8���b!�Y~363r���:*,+K�M!�/21���� ��/M; ���bq � �6!��(*,+��.-'Q%�$%&qS
�4S ��D>K�S �x(%�j,8S � µ>³ ÌÒk � �4irÎ�f �Ff<c (+5A2jIÕ&6(\[ � � �%d �3h �3nÒScïm�h�nk�4S ��S  �8Ë>B4*-587)K+D+g#��S �yS ��13,)(+*?K�g �S �x*?58&)&)5O1�$+K�Q�S<�4S���1��b7��A5J9W,)�b*Tg ��/�F8��7<!k� +��D��!$/=79+��)/=�U!
+�� ce�\��f,guI�F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q �éS �x(%�>,AS Ö � � Ìi�� �%kbÎ]ildFdjScïm �rn �wS��F13.0�>*|9�gmJ��8Y$!�+K#&%'7k+��U!��K%'�X#M�M!�/21��X/=�X#M/=36365@�:+��.- #M/$/=*^F'+��t%'�)�M!,Q �VB+.ACTS �
(%�>,AS��x7)D>.�S
�jB+2+24CÒS µ � � ÌÒk � �%kbÎÉf �4g �x(%�>,AS��é1�7�&qS �VB+.ACTS � � ÌÒk � �%kbÎ �4m4gb�É5A.J&qS ��D3&65A, �x(%�>,AS ³Éµ>³ ÌÕk � �Ff>Îk ��h3I�f ��hzc (+582jIL&)(\[ �4iFi � � �FdrnÒS

cïmFm3n U S ��13&6D+g.� �»587@&)B+7)X�1r&6*?DF$z&6(+58DF7@�zY[DF7]C?*?$+5q1�7WDF2M5A7)13&6D�7),Ag�� �>2+7)*?$+`F587vÌi��FmFmbÎ0Scïm%drn ��S ��C-1q9WB+$+$�g � S»�É5A.0(%&658$4Y[5AC?K'1�$+K �MS ��58&6587),@5A$�g���/�F'5@79+�IK!);U%8#M�bF'Y=�t%'36+K#M!m/21s�X/=�X#M/=36I
365@�K%'�:+�H'�AhWV���79+:%'��!�+�-j3s%'I)3r/�F8��7t!$/=79+��)/=�U!,Qa� � � � � ³ � ³ ÌÕk � ��m>Î �%k�Í<c (+5A2>IL&6( [ �Fm ��h%kji��3nÒScïmFÍ3n ��S �aC�1q9WB+$+$og�� � K4*�1�X+13&6*?.Z132+2+7)DF1�.0(�Y[DF7w$+DF$4.ADFH/HvBj&013&)*?=�5ZHvB4C?&)*|IL,)DFC?*?&)DF$+,}*-$

2 + 1
K+*^IH/5A$+,@*-DF$4,Ag�� � *-24C-DFH:1O&6(+58,)*?,Ag ��$4*?=�5A7),@*?&���D�Y ��13$+$+D_=F587uÌÒk � �Fm>Î6Scïm �3n �/S���1�$+K+*TgshA�0+�� �:*�/�F'5\#��:+K/=� �)/ �X/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'��!);U%8#M�M! %'�tF ��� ��+�*}-@�M/=3r���:*�YuQE(+5A2jI&6(\[ �%d �4i��Fd�Í4S

ced �3n �yS���1�$+`4g@� � C?`F58X+7614g�� � K4K+*-,@DF$jIÕQR58,)C?58�RÌ�i�� �Ff>Î0ScedjiAn��»S � SF��1rsyg.�M� �)�(-j*&%'7<!S/21��X/=� 79+��X�&%'*n�&O�5U%'�(+K/=�U!�/21S��H'/=7958�(+K/=�b%'�tF|!$/=79+��K%'*,YW��%'H'�M!,Q Ö DFH/HvB+$oS�xB+7)5 � 242+CÒS ��13&6(�S �Éµ Ìi��FmFÍbÎ
h%m%djScedFkrn � S%�É5A.0(%&658$4Y[5AC?K�g � S � S ��DF2MDl=O1�$+K �S��j2M5A$+K+*?`+gPq�/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�n!$/=79+��)/=�U!L+���/M; ���rq �S�
!��(*,+��.-r��� �M/=*,Y=QZ� � � � � µ � ³ ÌÕk � �4i3Î �4i�iEc (+582jIL&)(\[ �4i���f4i��Fm3nÒSced�f3n � S��É5A.0(%&)5A$4Y[58C-K:1�$+K � S � S ��DF2yD_=Mg@q�/=�X#M/=36365@�K%'�:+�H'�n365879�(+�IK!$/=79+��)/=�U!�+��l�\��f�F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q
� � � � � µ¬µ¬µ ÌÕk � �4i3Î ��h ��c (+582jIL&)(\[ �4i���m%kji_f3nÒSced3h�n � Sy�É58.0(b&)5A$4Y[58C-K�1�$4K � S � S �»DF2MD_=ygT`a#&%'�(�)��*,+��.-}/21��X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��!$/=79+��2/=�U!{+����\��fbF'+�I
3r���U!�+K/=�U!,Q �
(%�>,ASM�É58&@&qS  � � � ÌÕk � �4i3ÎWild3Í�c (+582jIL&)(\[ �4i���Í4iFi_Í3nÒSced �rn � S��É5A.0(%&658$4Y[5AC?K�gZq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��+��U!��K%'� �2/=�U!�%'�tFs!$/=79+��2/=�U!,Q Ó DF7@&),).0(�S �x(%�>,AS � � ÌÕk � ��hjÎ� �Fm<c (+5A2jIÕ&6(\[ ��h �4iFi ��Í3nÒS

ced�m3n � S��É5A.0(%&658$4Y[5AC?K�gZq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�|!$/=79+��)/=�U!,Qo(45A2jIÕ&6(\[ ��m � � �Ff3h+ScedFdrn��S �}S��É5A5�g �OS ��S��É5A5Z1�$+K �}S �yS �;1�$+`+g��a� �p� JAce�jgB3r/�F8��7i/=�"�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�A;t7y%'�X�,Q
�x(b�>,8Sy�É5J&)&qS  � � � ÌÕk � �4i3Î;k�dFdzcï(+582jIL&)(\[ � � �%djiqh �rnÕSced�Í3n
�OS ��S��É5A53gW� � ��*,� Ie`\+�3r/=�U!w!$/=79+��)/=�U!,Q�#M�8+�*^%'7 3r/�F8��7�Q|%'�tF�c2%��4�X�2g �t/�FG%�3r/�F8��7N/=�"�X/=� I
#M/=36365@�K%'�:+�H'�|!);U%8#M�,QX� � � � � � � � ÌÕk � �3hjÎ�� �3h�c (+5A2jIÕ&6(\[ ��h � �FkrhFh�nÒS






cÔd �rn �wSl�É5A58,)53g ���j�2���tF8�&FS��%'H'� !$/=795@�:+K/=�U!�+��l%'�6+�� �2�(-j*^%GV�7>��#M�8+�*^%'7G3r/�F8��7G+��Bce�\��f,g�F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q
�4S ��13&6(oS �
(%�>,AS � � Ìi��FÍ �>Î�k �%dFkjSceÍ �rn ��S¬�É*Òg���5U%'� �(583 #M/=*,*��M#��(+K/=�U!��)/s�X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�A!$/=79+��)/=�U!,Qo(45A2jIÕ&6(\[ � �4iFiFild �4S

ceÍ4i8n �}St�É*?$+K+,�&67���H�g ��S �VD��A58��13$+K ��S�=�DF$ ��$+`�5�g|q{/=� I&#M/=363658�K%'�(+�H'�B!$/=79+��)/=� !$#&%'�:�)��*�+��.-'Q
� � � � � � µ � ÌÕk � � �>Î�� ��h�c (+5A2jIÕ&6(\[ � � �FÍ4i �FÍ3nÒSceÍ%kln � S3��D�,)58=Mg �OS Q�S ��DjDF7@5�g �}S ��5A�b7)1�,)D_=v1�$+K �MS �j(+13&01�,@(%=j*?C?*Òg��T/=5@*,I�F'+�3r���U!�+K/=�t%'7.%'H=%'�K%'*�!�/21
�(�N/=I�F'+�3r���U!�+K/=�t%'7 	����W�ZQ ��B+.8CÒS �x(%�>,AS �x7@Dj.3S �jB+242+CÒS � ³ goi_f �NÌi�� �FmbÎWc (+5A2jIÕ&6(\[ � � � �4i �jiAnÒSceÍFfrn{�4S ��1�K+D�7)5<1�$+K4�4S���DFB+7)1�K�gNh q{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'���^�j�)���U!�+K/=� /216-j*^%'H$+��(YuQ �$%&qS �4S ��D>K�S
�
(%�>,AS � � Ì�i � ��hjÎ~kFk>i/cï`F7I�Ëb.$[ �Ff �%d ��f �3nÒSceÍ�h3n{�4S ��13K+DF7)53g\� � $�*?$%&67@DjK+B4.8&6*?DF$�&)DZ$+DF$4.ADFH/HvBj&013&)*?=�5O`F5ADFH/5J&67@��1�$4K�*?&),�2+(%�>,)*?.q13Cx1�2+C?*-.A1rI&6*?DF$+,Ag�� Ö 1�H}X+7)*?K+`F5 ��$4*?=�5A7),@*?&�� �x7)58,),vÌ�i�� � �>Î0SceÍ �ln �}S �yS ��1�$%&6D�$�g�h *���3s%'* ��/=����� �b!$#&%'�:�2��*,+��.- /21 ��J�` 3r/=�X/M; /=7>�M!,Q �
(%�>,AS��É58&@&qS  µ¬µ �Ì�i��FÍFkbÎ �3h+S

ceÍFmrn �}S �yS ��1�$%&)DF$�1�$+K ��S �jB4&).AC?*?�y5�g�� U DF2MDFC?DF`F*?.q1�C�,)D�C-*|&6DF$4,Ag�� Ö 1�HvX47)*?K+`F5���$+*|=F587),@*?&�� �x7@5A,),ÌÕk � �3hjÎ0S
ceÍ%dlnw�
S<�4S ��1�,@DF$�1�$4K �wS ��S<�4S�QRD>D>K+(+DFB+,@5�gU� �$%&)5A`F7)1�X+*?C-*|&��FgM,)58C?Y[K+B+1�C-*|&��Fgy1�$+K<&�9W*?,@&6D�7V&)(+5ADF7��Fg��
Ö C�1�7@5A$+K4DF$ �x7)58,),vÌ�i�� �Fm>ÎceÍFÍrn �OS ��13&),)B+D+gT��/M; /=7>/^-j+K#&%'7@#M�U%'*:-@�M!L/21��X/=�X#M/=36365@�K%'�:+�H'� !$/=79+��2/=�PQ��x(%�>,AS3��5J&)&AS  � � � ÌÕk � �ji3ÎkFk�f<cï(45A2jIÕ&6(\[ � � � � � �FkrnÕS

ceÍ �rn{�4S �]S%��Dl�F1�CTg���5P%'� �:583 3r�M#M�U%'� +K#M!|%=!�%k!��K%'�(+>!��:+K#&%'7X��� �M/=*,Y=Q �x7)D>.�S Ö 1�HvX47)*?K+`F5 �x(+*?CÒS��jDj.3S
� � Ì�i���h �>Î � �4Sc�� �rn{�4S ��B+7@B+`%1�$'1�$+K ��S � K�13H:,8gk�i/=363r��� ��!�/=�4�X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�s!�+�-j3s%�3r/�F8��7<!,Qn� � � �
� �Éµ � ÌÒk � �%kbÎ �%d�f<cï(45A2jIÕ&6(\[ �FkjiFiFild>iAnÕSc��4i8nW�uS��»S ��13*-7
1�$4Kb�4S �>.0(+*?�»g E %=�87>��*�� � ��*�� Ie`\+�3r/=�U!��D� �M/=*,Yk%'�tF�!�Y=363r���(*,+K�M!W/21�%'� �:+>!$��7 1	F'5P%'7
-.%'5'-@������7yF=!,Q ��B4.ACTS �x(%�>,AS  � � µ Ì�i�� �FkbÎ;f%k �4Sc��%kln ��S ��1��r1�(�137614g � �a5ADFH/5J&67@��g;&)DF2yD�C-DF`3��1�$+K�2+(%�j,@*-.8,Ag�� �$+,�&6*|&6B4&)5�D�Y �x(b�>,@*-.8, �xB+X+C?*-,@(+*-$4`Ì�i�� ��m>Î

c��Ffrn �}S � S ��58�>7)1�,)D_=Mg�q�/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��+��U!��K%'� �2/=�U!�*���H$+>!�+��)�&F~Q Ö DFH/H}B+$�S ��13&6(oS �
(%�>,AS � � µÌÕk � ��f>ÎViqh%f<c (+5A2jIÕ&6(\[ � �4i�� �jildrnÒS
c���h3n �}S � S��V5A�b7613,)D_=MgN�P*,+K�M!��)�|7>�M#��:5@*��M!�/=�B!$/=79+��)/=�U!A+��p�X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�N-.%'5'-@�|�D� �M/=*,+K�M!,Q�(45A2jI&6(\[ � �4iFi�� � �jS
c�� �ln � S Ö S ��5J9~58C-CTgt� �jDFC?*?&)DF$+,�*?$�H:13&)(+5AH:13&)*-.8,�1�$+K�2+(%�>,)*?.A,8g�� �jD>.A*?58&���D�Y �$+K+B+,�&67@*�1�Cé1�$+K � 2jI2+C-*?5AK'��13&)(+5AH:13&)*-.8,WI��  � � Ìi��FÍ �%Î0Sc��Fmrn �}S � &6,)Bog U S �413&)D+g �}S ���58H:D�7)*>1�$+K �yS �a*?&61��r1�K+D+gGq{��� ��J�`6!$/=79+��)/=�U!N+����\��f|F'+�3r���U!�+K/=�t%'7

�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'��� J|c^f,gw3r/�F8��7�QZ� � � � � � � � ÌÒk � �Ff>Î � �3h�cï(45A2jIÕ&6(\[ ��f �Ff � � �3nÕSc��%dln �}S � &),)B�g U S �41r&6D+g �}S ���5AH/DF7@*N1�$4K �yS��a*|&01��r1�K4D+g���/$!����&O�5@+�H=%'7>���X#M� /21"�X/=� 79+��X�&%'*
!�+�-j3s% %'�tF

CP 1
3r/�F8��7<!d/=� �X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�m!);U%8#M�,QA� � � � � � � ³ ÌÕk � ��hjÎ � �Fm'cï(45A2jI&6(\[ �3h ��h+iqh �3nÕS

c��FÍrn �}S � &6,@B�g U S �413&6D4g �wS����58H:D�7)*W1�$+K �yS �a*|&01��r1�K4D+gn`a/=79+��2/=�U!�/21r!�+�-j3s%}3r/�F8��7S/=���X/=� I
#M/=36365@�K%'�(+�H'�B!);U%8#M��%=!B!$/=79+��)/=�U!�/21}��7>�M#��:*�/=��!�Yu!��)��3wQ�� � � � � ��� � g � ��k�ÌÕk � � �bÎNcï(45A2jI&6(\[ � � �Ff4iFiqÍ3nÕS




�¼
c � �3n � S���S ��5A7@5AC?DFH/Dl=Mg�� ��58$+5A7)1�C?*��85AK".AD�(+5A7@5A$%&P,@&613&658,P1�$+K×&6(45A*?7�1�2+2+C?*?.q13&)*-DF$4,Ag�� �>2+7)*?$+`F587Ì�i���ÍFm>Î0S
c?i � �3n ��S �»58�>7)1�7)K�g �S �x*?58&)&)5a1�$+KNQ�S<�4S ��13�>7 �A5J9W,)�b*Òga`a/=79+��)/=�m!$#&%'�(�)��*,+��.-s+��p�D� ��!��=Y~*,3r�A3r/�F8��7

+�� ce�\��f,guI�F'+�3r���U!�+K/=�U!�z�f'zT`a/=79+��2/=� IK!$/=79+��)/=� #&%=!$�,Q ��DF$4C-*?$+5q137)*|&�� � Ì�i � �%kbÎ �3mFf4Sc?i �4iAn ��S �»58�>7)1�7)K�g �S �x*?58&)&)5a1�$+KNQ�S<�4S ��13�>7 �A5J9W,)�b*Òga`a/=79+��)/=�m!$#&%'�(�)��*,+��.-s+��p�D� ��!��=Y~*,3r�A3r/�F8��7
+�� ce�\��f,guI�F'+�3r���U!�+K/=�U!�zZ�8zT��/=*���-@���X��*^%'7�!�Y$!��2��3k!,Q ��D�$+C-*?$+5A1�7)*|&�� � Ì�i � �%kbÎ �3Í �jSc?i �%krn��S �x*-5J&)&65Z1�$+K�Q�S��4S ��1��b7��8589W,)�b*TgN` �=Y=*�36+K/=� 3r/�F8��7 +�� ce�\��f,guI�F'+�3r���U!�+K/=�U!w� +��D� V�/=58�tF
!��e%'�)�M!,Q ��B+.8CÒS �x(%�>,AS  � � � Ìi�� �Ff>Î
m �jSc?i �Ff3n �wS �V1rÐ@1�7613HE13$�g�� �jDFC?*?&)DF$+, 13$+K�*-$4,@&013$b&)DF$+,8g�� ��DF7�&6( �VDFC-C-1�$+K �xB+X4C-*?,)(+*?$+` Ö DFH/2�1�$%�Ì�i���Í%kbÎ0S

c?i ��h�n ��S �V585AK�1�$+K �S �j*?H/DF$�gi����58&)(+DjK4,ND�Y�H/DjK45A7)$�HE1r&6(+58HE1r&6*?.q1�C�2+(%�j,@*-.8,AgV=FDFC?B+H/5 e�
�� $�13C?�>,)*?,VD�YéD�2y587613&)DF7),8g�� � .q1�K+58H/*-.��x7)5A,@,uÌi��%d�ÍbÎ0S

c?i � �rn��}S �j58*-XM5A7@`a1�$+K �]SlQ�*?&@&658$�g@`\�:*,+��.-���� �M/=*,Y�%'�tF��X/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��-@�M/=3r���(*,YuQU� � � � � ��� �Ì�i�� � �>Î �FfFk<c (+582jIL&)(\[ � � ��Í4iqhbkrnÒS
c?i �Fm3n �}S �yS �j$%�>K+5A78g ��5P%'� �:+yx=�&F�!);U%8#M��I)�:+�3r�,Q �x(%�>,AS �V5J=MS � µ Ì�i��3hbdbÎ;fFÍ4Sc?i �%drn �}S �yS �j$%�>K+587Ag��a� �b��7>�M#��(*�/=3s%C-j�X���:+K#�����7yFB+��"O�5P%'� �:+yx=�&FB!);U%8#M��I)�:+�3r�,Q �x(%�>,AS#�W58=MS � � g�m�ÍÌ�i��3hbdbÎ0S
c?i �FÍ3n � S �jDFC?D_=b�FD_=Mg ���B�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�L!$/=79+��)/=�U!,Q ��D>K�S �x(b�>,8S+�É58&@&qS � µ � ÌÕk � � �>Î\kFk � �Ec (+5A2jI&6(\[ � � �FÍ4i � �3nÒS
c?i � �3n ��S �j2+7)1�K+C?*-$v1�$+K � SC�
DFC?D_=j*?.0(�g@q�/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'��!$/=79+��2/=�U!n/=� E %8�M�87>��*�3s%'� + 1C/=7yF=!,Q.� � � �

� � � � ÌÕk � �FkbÎ��4iFi:c (+5A2jIÕ&6(\[ �4i��Fm4iqÍ �3nÒSc?i�i��3n � S �>&)5A7)$4(+5A*?H/5A7AgLvw�D1C/=*,3s%'�(+K/=��O�5U%'� �(+yx$%'�:+K/=�t� ���N��� �:Y�Y.�&%'*�!p%^1,�)��*MQ �  � Ö DF$4YS �x7)D>.�S
� � � Ì�i�� �FÍ>ÎVi��%dzc H:13&6(�SïË>1G[ �FÍ � � � ��mrnÕSc?i�iFiAn��»S���S �jB4&).AC?*?�y5�g�q{/=� �:*,+�H$+:%'7X!$/=79+��2/=�d!$#&%'�:�2��*,+��.-b+�� %'��+�� �2�(-j*^%GV�7>�6#M�8+�*^%'7Z3r/�F8��7Z+��?ce�\��f,guI
F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q��4S ��13&)(�S �x(b�>,8S � � Ìi�� �%k%Î;kFk�m �jSc?i�ilkrn �wS<�4S � �q1�XMD+g ��5P%'� �:583 ����7yF ��� �M/=*�Y /=� �X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'��!);U%8#M�M!,Q �x(%�>,AS �W5A2j&qS � ���ÌÕk � �Ff>Î;k �Fd<c (+582jIL&)(\[ �4i�� �4i_m%krnÒS

c?i�i_f3n �wS<�4S � �A1�XMD+ga`\Y~363r���:*,Y=QT-j*^%'H$+��:Yb%'�tFs�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H$+��:YuQo(+582jIL&)(\[ �Fm �Fm%k�fFfjS
c?i�iqh�n � S U DF$+`+gN�GhW`P�A7>�M#��:5@*��M!6/=��!$/=79+��)/=�U!,Qy(45A2jIÕ&6(\[ � � � �%kjiqm4S
c?i�i �rn
�OS ��(4C-58$>XM5A.0�¬g �W%'*�3r/=� +K#�3s%�; !�+�� �2/ ��+K�m-j*�/=5u; !�� #�7y%=!M!�+K#&%'7�!$/=795@�:+K/=�U! /21��D� � #M�8+�*^%'7

3r/�F8��7�QX�4S � *?�»S �a5ADFH<S � � Ìi��FÍ �>Î]i
�

� �4S
c?i�i_m3nk�4S Ö SP��137)*?C-C|�FgthA�d+�� �:*�/�F'5\#��:+K/=�}�)/s�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'�L-@�M/=3r���(*,YuQo2+(%�>,)*?.A,�[ �%d � � ��h �jS
c?i�ildrn �wS �yS
Q 137)K�gA`\7>/=�n79Y 3r/=H$+��.-�795@3A; !�+�� ��� �

CP 1
3r/�F8��7n+�� ce�\��f,guI�F'+�3r���U!�+K/=�U!,Q �x(b�>,8S�É58&)&AS  µ � � Ìi��FÍ �%Î
hbk3h+Sc?i�i_Í3n �wS �yS�Q 1�7@K�gi��� �2�(-j*^%GV�+�79+��:Y /21r��� ��#M�8+�*^%'7��&O�5U%'�(+K/=�U!r� +��D� �)/=*M!�+K/=�?�)��*�3wQ ��DF$4C-*?$+5q137)*|&�� µÌ�i���ÍFÍ>Î�m%d>i

�

m%d �jS
c?i�i��3n �wS �yS�Q 1�7@K�g�`a/=79+��)/=�"!$/=7958�(+K/=�U!r+���%'�4+�� �)�(-j*^%GV�7>�p#M�8+�*^%'7�3r/�F8��7i+��?�\��f�F'+�3r���U!�+K/=�U!,QN�4S

��13&)(�S �x(b�>,8S � � Ì�i��FÍ�Í>Î;fFÍFm
�

fFÍ �4S
c?i_k �3n �wS �yS>Q 1�7@K�g � 7y%=!M!�+K#&%'7 !$/=7958�(+K/=�U!�/21|��� �w#M�8+�*^%'7�3r/�F8��7�Q�5@� +��)/=�U!,Q�%'�tFw� /=7>/=3r/=*e; �8+K#AH'�M#��)/=*

V�5@�tFU7>�M!,Q Ö DFH/H}B+$�S ��13&)(�S �x(b�>,8S µ � � Ìi�� � �>Î;fji��4S




�¼T¼
c|ilkji8n �wS �ySoQR1�7)Kog q{/=� �:*,+�H$+:%'7�!$#&%'�:�)��*�+��.-}/21w7>/$#&%'79+yx=�&Fr!$/=79+��2/=�U!k+�� %�ce�\��f,guI�F'+�3r���U!�+K/=�t%'7Z+�� �2��I

-j*&%GV�7>�A!�Yu!��)��3wQ �x(%�>,ASM�É58&)&AS � � � � Ì�i�� � �bÎ;k �FfjSc|ilkFkln �WS Ö S_QR58*-,@,@&)5A*?$�g8J�%'*,�(+��:+K/=� �a58�X#��:+K/=� �NQ Ó 7@DFH ��1r&6(_QRD�7)C?K
�

� Q�DFC|Y[761�H�QR58X �W5A,@DFB+7).85�S(b&@&62
�
[j[3H:13&)(%9~DF7@C-KoSï9;DFC|Y[761�H<Sï.ADFHl[ �»1�7@&)*?&)*-DF$ Ó B4$+.8&)*-DF$ oOSï(%&6H/Cc|ilk�frn{�4SjQ�5A,),W13$+K �S �oB+H/*-$4D+g �i/=�U!$�&O�5 ���X#M�M!�/21�%'�X/=3s%'7>/=5G!m]6%'*^F�+:F8��� �(+��:+K�M!,Q �x(b�>,8S��É58&)&AS�

� � Ì�i��%d>i3Î � �jSc|ilk3h3n �}S+Q�58�>CÒg ��5U%'� �(583 3r�M#M�U%'� +K#M!{%'�tF{-j*M/=5$;���� �M/=*,Y=Q �éS �x(b�>,8S � ³ Ìi��%kFd%ÎViFSc|ilk �ln �wSMQ�*-H/H/5A78g�v��=IKv���V�*^%'�X�6�K%8#M�8Y./=� #M/=�tF8���U!�%'�(+K/=���)/�% ��J�` !��K%'�2��%'�tFB+���!r�^�@#�+��K%'�(+K/=�
!); �M#��(*,583 +��m�X/=�X#M/=363658�K%'�(+�H'��!�5$; ��*r� %'�.-jIe��+�7�7<!S��� �M/=*,Y=Q � � � � � � � � ÌÒk � � �%Î �%kFkOcï(45A2jI&6(\[ � � �%kji �3Í3nÕS

c|ilk�mrn �WS+Q�*|&)&)5A$�g �7>/'VM%'7�%=!); �M#���!w/21w#�58*,*M��� �N%'7�-@��V�*^%~Q ��B+.8CÒS �x(%�j,8S  � � � Ìi��FÍFf>Î�h%kFkjSc|ilkFdln ��S»Q�DFC|Ygi`a/=79+��)/=��%'� �:+>!$/=79+��)/=� !$#&%'�:�)��*�+��.- #M/=�C�T-j58*^%'�(+K/=�U!l+��4%d�X/=�X#M/=36365@�K%'�(+�H'��!�+�-j3s%
3r/�F8��7a+��}�\��flF'+�3r���U!�+K/=�U!,Q�� � � � � � � ³ ÌÕk � �%kbÎ�� � �<c (+582jIL&)(\[ �%k �3h+i_Í �rnÒSc|ilk�Írn{�4S Ö S¬QRD>D>K�g ���	;t79+K#�+��L#M/=�U!��:*,5\#��:+K/=� %'�tF�;U%'*&%'3r���)��*,+yx$%'�(+K/=� /21W�U%'*,3r/=� +K#��:�N/�!); � ��*M�M!�+��
�D� ��58� +��e%'*,Yk-j*M/=5$;\Q �
7@Dj.3S¬�ÉDF$+K+DF$ ��1r&6(�S �jD>.�S � � Ì�i��FÍ �>Î�m �FÍjSc|ilk �rn Ö S �wS%�;13$+`+g ����O�5U%'� �:+yx=�&Fs!);U%8#M��I)�(+�3r�,Q �x(%�j,8S �V5J=yS � � g¬Í%d3h�Ìi���hbdbÎ6Sc|i_f �rn Ö S �wS �;1�$+`+g �i/=�tF'+��(+K/=� /21"!$��7 1	F'5U%'79+��:Y 1C/=*

SU(2)
-.%'5~-@�B����7yF=! /=� ��5\#�79+:F8�&%'� 1C/=58*,I

F'+�3r���U!�+K/=�t%'7t!);U%8#M�,Q �
(%�>,AS �W58=MS¬�É58&@&qS � � Ì�i �%dFdbÎWiqf%dFdjSc|i_f4i8nW�uS �WS ��13�>(+1�7)D_=/1�$4K � S �vS ��*?�>(+1�*-C?D_=Mg 	L��7y%'�(+�H$+>!��:+K#&%'7�79Y�+�� H=%'*,+:%'� � �:�N/=I�F'+�3r���U!�+K/=�t%'7@3r/�F'I
��7<!b+�������7yF���� �M/=*,Yd+�� �2�(-j*^%GV�7>�mV�Y}�D� �r+�� H'��*�!$�{;t*�/'V�7>��3 �2�M#M�8� +:O�5 ��zWc(�M� 	L5G!M!�+:%'�jg$Q �jD_=MS
�
(%�>,AS � � U � � � Ìi��%d�Í>Îai��4ild�c �o(�S �x�b,)2�S U 5ADF78S Ó *1��S � � Ìi��%d�ÍbÎ�i�� ��frnÕS �W5A247)*?$b&)5AK�*-$
Ö S �V58X+X+*Tg �OS �jD�C-*-1�$+*Tg�Ì �xK�S^Î0gP� �jDFC?*?&)DF$+, � $4K �»1�7@&)*-.8C-58,Ag���QRDF7@C-K �j.8*-58$%&6*|��.zÌi��FÍ�hjÎ6Sc|i_f%klnW�uS �WS ��1��b(�137)D_=�1�$+K � S��S �j(�13X�13&qgG�M� �)�(-j*^%'�(+K/=�r/21��X/=� I)79+��X�&%'*��&O�5U%'�(+K/=�U!n/21�3s%'��� ��3s%'�(+K#&%'7
; �8Yu!�+K#M!kV�Ys�D� �W+�� H'��*M!$�A!$#&%'�(�)��*,+��.-b3r���D� /�F~Q Ó B+$+.J&qS � $+1�CÒS � 2+2+CTS µ�� Ì�i��Fd �>ÎWi_m�m4Sc|i_fFfrnaQ�S��4S ��1��b7 �A589W,@�b*ÒgP���ÉD_9�K4*-H/5A$4,)*?DF$�1�C�,)*?`FH:1/H:D>K+58C-,8g�� � K+1�H ��*?C?`F5A7}Ì�i �FÍ �>Î6S

c|i_f�h3naQ�S��4S ��1��b7 �A589W,@�b*Òg8`a/=79+��2/=� I)79+ �G� !$#&%'�:�2��*,+��.-|+��6��� ���Wc
�
g�!�+�-j3s%�3r/�F8��7G+��6�\��fAF'+�3r���U!�+K/=�U!,Q

��DF$+C?*?$+5q1�7@*?&�� � Ì�i�� �ji3Î
hbk �
�

hbd �jS
c|i_f �ln Ö S �OS �o(+DFB�gtq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�W!$#&%'7y%'*A!$/=79+��)/=�U!{%'�t��� +��)�

θ
Q�(+582jIL&)(\[ � � �FdFk � �jS




�¼T¼Ò¼



���m�������N��T�����
	

U (45E,@B+X+,)58ËbB+5A$%&OC?*-,�&v247)D_=>*-K+58,u1<X+7)*?58Yt1�X+,�&67613.8&wD�Y~&)(+5:2+B+X+C?*-.A13&6*?DF$+,Ecek3h+g�m%d_n
2+7)58,)5A$%&)*-$+`�&6(+5,@.A*?5A$%&6*|��.w9~DF7@�ND�Y�&6(+5w1�Bj&6(+DF7WB+$4K+5A7@C?�>*?$+`E&)(+*-,]&)(+5A,@*-,8S
��*?.0(�1�58C ��C-1q9WB+$+$�g � C-13Y\�É58.0(b&)5A$4Y[58C-Kog �>&)58YT1�$ ��58&6587),@5A$��/�F'5879+�Ie`j;U%8#M�Av�Y=�t%'36+K#M!w/21Aq�/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�AhWV���79+:%'�p`\+�-j3s%'Ie��/�F8��7X`a/=79+��)/=�U!

� � � � � ³ � ³ ÌÒk � �Fm>Î �%k�Í<cï(45A2jIÕ&6(\[ ��m ��hbkji �3n
�$�&6(+5�$+DF$4.ADFH/HvBj&013&)*?=�5�Ì,��D_�F1�C[ÎN2+C-1�$+5�gp9;5R7@5AC-13&65�5Js41�.J&

U(1)
,@*-`�HE1lI�H/DjK45ACa,)D�C-*|&6DF$4,�&6D`�5A$+587)*?.�,).q13C�1�7IL��58C-K�,@DFC-*|&6D�$+,ZY[DF7z13$�*-$j��$+*|&65AC|� ,�&6*|�×2MD�&658$b&)*�13CÒS U (+5�,�&013&)*-.

k
I�C?B+H/2 H/DjK+B4C-*,@2�1�.85 Ï k/Sk

Y[5q1r&6B+7@5A,�1a$�13&6B4761�C ����(4C-587�H/5J&67)*?.W*-$4K+B+.A58KEY[7@DFH°1�$/58HvXM5AK+K+*?$+` ��7)1�,),@HE13$+$+*-1�$�S
U (45�H/D>K+B+C?*|IL,)2�1�.85�Kj�j$+1�H/*-.8,t*-,
X+C?*?$+KN1�`F1�*-$4,@&~1�K+K+*?$+`}1�Q
�yQ�ILC-*?��5W&6587)H°&6D�&6(45V,@*-`�HE1lI�H/DjK45AC13.8&6*?DF$�1�$4K &6(bB+,:1�C?,)DP1�2+24C-*?5A,u&)D�&6(+5N*?$%&658`F761�X4C-5

U(1)
Q 137)KGH/DjK45ACTS Ó DF7w&6(+5zC-13&@&65A7 �e,}&�9~D3I,@DFC?*?&)DF$�H/D�&6*?DF$'9~5�.8DFH/2�1�7@5�&6(45�5Js41�.J&Z��58C-K�.ADF$4�+`FB+761r&6*?DF$+,E9W*|&6(�&6(+58*-7E,)B+2+2MDF,@5AK H/DjK4B+C-*^I,@2�1�.85�1�2+2+7@D_sj*?H:13&6*?DF$+,8S��>B+7)2+7@*-,@*-$4`FC?��g4&6(45�&�9~D/K+Dv$+D�&]H:13&).0(�g49W(+*?.0(<Ë>B45A,@&)*-D�$+,t&6(+5�13K+*�13X�13&6*?.H/5J&6(+D>K�Y[D�7]$+DF$+.8DFH/HvB4&613&6*|=F5},)DFC?*?&)DF$+,8S

� $+K+7@5A*Z�uS � DFH/7)*?$�g � C�13Yé�É5A.0(%&658$4Y[5AC?K�g �>&65JYT1�$ �»5J&65A7@,)58$`\+�-j3s%'Ie��/�F8��7X`a/=79+��)/=�U!�+��d��� �Wq{/=�X#M/=363658�e%'�:+�H'�|Ji7y%'�X���w�i/=�U!��:*�5 #��:+K/=��%'�tFs`\�K%GV�+�79+��(Y
hA�t%'79Yu!�+>!

� � � � � ��� � ÌÒk � � �bÎ ��h �zcï(45A2jIÕ&6(\[ �3h+ilk � �jiAn
�VDF$+.8DFH/HvB4&613&6*|=F5OH}B+C?&)*|IL,)DFC?*|&6DF$+,�137)5v*?$%=F58,@&6*?`%13&)5AKP*?$ �
B4.AC?*-K+5A1�$�&�9~DrI�K+*?H/5A$+,@*-DF$+1�C

U(n)
1�$+K

�a7613,),)H:1�$4$+*�13$�,@*-`�HE1NH/D>K+5AC?,AgoB+,)*?$+`z&6(+5u1�Bjsj*-C?*-1�7@� Ó D>.0�FI�,@2�1�.A5}Y[DF7)H:1�C?*-,@H<S U (45A*?7a.ADF$+,�&67@B+.JI&)*-D�$�13$+K H/DjK+B4C-*p,@2�1�.85A,�1�7)5�7@58=>*?589;5AK�*?$�,)DFH/5�K+5J&01�*?CTg�B+$+*|Y��>*-$4`�13Xy58C-*-1�$�1�$+K $+D�$�1�XM5AC?*�1�$.8DF$4��`�B+7613&)*-D�$+,AS U (45�1�$�13C?�>,)*?,:D�YaC?*-$+5A1�7/2y587@&)B+7)X�1r&6*?DF$+,N137)DFB+$4K'&)(+5A,@5�X�1�.0�b`F7@DFB+$+K4,Z7)5J=F5A1�C-,13$GB+$+,@&61�X+C?5NH/DjK45ZY[DF7}&)(+5
U(n)

H/D>K+5AC?,OX+B4&O,@(+D_9W,O,@&61�X+*?C-*|&��RY[DF7w&6(+5 ��7)1�,),@HE13$+$+*-1�$G.q1�,@5�S
Ó DF7aH}B+C|&6*^I�,)D�C-*|&6DF$4,w9W(+*?.0(G1�7@5/K+*�13`FDF$�1�Cé*-$�&6(+5 Ó Dj.0�FIL,)2�1�.85EX+1�,)*?,w9;5:5Jsj2+C?*-.8*?&)C?��58=31�C?B�13&)5O&6(+5,@2y58.8&)7)B+H¦D3Y�&)(+5 ��58,),@*�1�$�1�$+Kz*?K+58$b&)*?Y��z1�C-C �A5A7@D/H:D>K+58,AS�L&W*?,t=F5A7��z,)B4`F`F5A,�&6*|=F5wX+B4&]7@5AH:1�*?$+,]&6DXM5�2+7)D_=�5A$�&)(�13&WDFB47V7@5A,@B+C?&),WË>B+1�C-*|&01r&6*|=F5AC|��5Js>&658$+K�&)DO&6(+5�5A$%&)*-7@5}H}B+C?&)*|IL,)DFC?*|&6DF$�H/DjK+B4C-*É,@2�1�.A53S





� ��� �m��� �����m

	 � � � 	

U (+1�$+�b*-$4`Z1�C?C�2M5A7@,)DF$+,]9W(+D/(+58C-2M5AK<&6(4*-,t9;DF7)�Z.ADFH/5a*?$b&)D/Xy58*-$+`4g�*-,W1u&013,)�¬g49W(+*?.0(�*?,]XyD�B+$+Kz&6DYT13*-CÉ7@*-`F(%&VY[7)DFH &6(+5�DFB4&),)5J&qS �9W*-C?C�$+58=�5A7@&)(+5AC?5A,@,aK+D:H}�z=F587@��XM5A,@&V&6D:K+DaÐ�B+,@&)*-.85}&)DE5J=F5A7��>XyD>K4�*?$%=FDFC|=F58K�*?$�&)(+*-,W2+7@D3Ð�5A.J&qS
Ó *?7),�&p13$+K�Y[DF7@5AH/DF,�&qg ~9;DFB+C?K�C?*-�35}&6D:5Js>&)5A$+K�Hw�<9t1�7@H/5A,@&�&6(�13$+�b,V&)DEHw��,@B+2M5A7@=>*?,)DF7 � C�13Y�É58.0(b&)5A$4Y[58C-K�9W(+DE$4D�&WDF$+C|�z`%1q=F5wH/5a&6(+5�DF2+2MDF7�&6B+$+*|&��N&)D:.A1�7)7��zDFB4&]&)(+*?,V9;DF7)�Z*-$�(+*?,V7@5A,@5q1�7@.0(`�7)DFB+2�X+B4&�1�C?,)DZC?5A$4K�1�$�D�2y58$�5q1�7W&6DE1�C?C�H}��ËbB+5A,�&6*?DF$+,a1�$4K�.ADF$4.A5A7@$+,AS
�W5A,@5q1�7@.0(�(�1�7)K4C?�<5J=F5A7Y[D�C-C?D_9W,z1R,@&)761�*?`F(%&N2+13&6( 13$+K /1�H &6(+587)5JY[DF7)5�=�5A7���`F7)13&65JY[B+CW&6D (+*?H Y[DF7EK4*-7@5A.8&)*-$4`GH}�'9t1q�13,:H}B+.0(�13,O$+5A.85A,),)1�7@��S��V*-,/*?$%&65A7@5A,�&Z*?$�Hw� 9;DF7)�¬g~58$+.AD�B+761�`�5AH/5A$%&Z1�$+K�.ADF$%&)*-$bB+DFB4,Z1�Kj=j*?.A59;5A7@5O=F5A7���9~58C-.8DFH/5�S�L&�*?,w(+1�7)K+C|��.8DF$+.85A*|=�13X+C-5/&6(+13&a&6(+*?,p9;DF7)��.8DFB+C?K�(+1_=�5/Xy585A$�.q1�7@7)*?5AK�DFB4&9W*|&6(4DFB4&/(+*?,O,)B+242yDF7�&qS �$�&)(+*?,O.ADF$%&65�s>& �9;DFB+C?K�13C-,@D�C?*?��5z&6DP1�.0�b$+D_9WC?5AK+`�5�&)(+5z5A$+K45q1q=FDF7/D�YHw�/.ADFC?C-1�XyD�7613&)DF7),xDF$O&)(+5W2+7)58,)5A$%&)5AKN2+B4X+C-*?.q1r&6*?DF$+,Ag � $4K+7)58*P�uS � DFH/7@*-$E1�$+K ��*?.0(�1�5AC �aC-1_9WB4$+$�g13$+K�&)(�1�$+�E&6(+58H Y[DF7t&6(45w58$3Ð�D_�%1�X4C-5]Ð�DF*?$b&W9;DF7)�¬S
�$<1�K4K+*?&)*-D�$�g>&)(+5�5J�oD�7@&6,;D�Y �x7)*?.W��58.0��5AC?H:1�$+$�g+9W(4Dv=FDFC?B+$%&6585A7@5AKz&6Du7@58=>*?589�&6(+*?,~&)(+5A,@*-,8g�1�$+K

��*-.0(�135AC � 58,@&)7)5A*?.0(�g\&)(+5E(45q1�K�D�Y~&)(+5Z5�s+13H:*?$�13&)*-D�$RXMD%1�7)Kog»K+D�$+D�&}7)58HE13*-$�B+$+$+D�&)*-.85AK�S a13H=�5A7��<`F7613&)58Y[B+CyY[DF7t&6(+58*-7]9W*?C-C?*?$+`F$+58,),�&)D/,)2�1�7@5},@DFH/5�D�Y»&)(+5A*?7]&6*?H/5�S
Ó B+7�&6(+587)H/DF7)53g ]2+7@D��+&658K�1ZC?D�&�Y[7@DFH�K+*?,).AB4,),)*?DF$+,a9W*|&6(�D3&6(+587�H/5AH}Xy587),aD�Yx&)(+*-,�`F7)DFB42�1�$+K&)(+5A7@58Y[DF7@5N&6(�13$+� �V5A$+K47)*?� � K+DF7�Yg � C?5Js41�$+K4761 � 5 Ö 1�,�&67)D4g ��13&)&)(+*-1�,��(+CTg ��*-.0(+1�5AC �aC-1_9WB4$+$�g�É58DF$�1�7@K+D opB+5J=F58K+D+g Ö (+7)*?,@&)*�13$ � ��H:1�$4$�g��a*-7@,@&658$ �
DF`�5AC?5A7Ag �WDFXM5A7�&�Q�*?H/H/5A7�1�$+K ��1�7@&)*-$Q�DFC|Y~=�5A7@�PH}B+.0(RY[DF7p&)(+5A*?7w2+7)D�Y[58,),@*-DF$+1�C�1�K4=>*-.85�g»1�,�9~58C-C�1�,aY[DF7a&6(45:`�DF7)`F58DFB+,w13&)H:D�,)2+(+587)5:*-$D�B+7
`F7)DFB42�S �$:2�1�7�&6*?.AB+C-1�7Ag ��137@&6*?$E1�$+K ��*?7),�&658$EK+58,)587@=F5�H/5A$%&6*?DF$+*?$+`u13,�*|&
(�1�,
XM5A58$E&6(45AH�9W(+D�+C-C?5AKzDFB47;.8DFH/H:D�$N9~DF7@�b*-$+`O(4DFB+7),�9W*?&)(Z=31�7)*?58&��Z1�$+KZ��5A2j&]H/5�Y[7)D�H{`�7)D_9W*-$4`uC-D�$+5AC|�ZX%�:`F*|=>*-$+`H/5}1�H/2+C?5wD�2+2yD�7@&6B4$+*?&��ZY[DF7W*-$%&6587)58,@&6*?$+`E.ADF$%=F587),)13&6*?DF$+,8S � 2�137@&WY[7)DFH{&6(+5�2M5ADF24C-5wH/5A$%&6*?DF$+58K�g 13H�`F7613&)58Y[B+C�&)Du1�C?Cy2M5AD�2+C-5�13&�&6(+5  U � Y[DF7;(4DF,)2+*|&013C-*|&��FgjD�&6(+587~2M5A7@,)2M5A.8&)*?=�5A,8g4&658.0(+$+*?.q1�Cy,)B+2+2MDF7�&qg.8D��y5A5�g�K+*|=F587),)*?DF$�1�$+K�*-$�`F58$+5A7)1�C~Y[DF7/1�=�5A7@� $+*-.85z&6*?H:5z*?$ ��1�$+$4Dl=�5A78S U (�1�$+�R��DFB'1�C?C~=F587@�H}B+.0(�S
L&x*?,\13C-,@D�1�2+C?5q1�,@B+7)5~&)D�&6(+1�$+��&6(+5 � 5AB4&),).0(+5 Ó DF7@,).0(bB+$+`F,@`F5AH/58*-$+,@.0(�13Y�&�Ì ��Ó �vÎ�Y[D�7»��$�13$+.A*-1�C,@B+2+2MDF7@&wD�Y~H}�P`F7)1�K+B�1r&65u9;DF7)��&)(+7)DFB4`F(�&)(+5 ��7)1�K+B+*?5A7�&658$+��DFC?C?5A` �VD+S�k�Í%kN58$b&)*?&)C-58K ��5U%'� �2��� I

1C��7yF'��� �M/=*����(+>!$#M� �B������� /�F8��� +�� F8��*"����+�7>#M� ���'; �8Y$!�+ �uQ �*&%'H$+��K%'�:+K/=�PQk`\�K%'�(+>!��:+>!$#M� ��� J��8Y$!�+ � 5@�tF
��5U%'� �)���X/M;t�(+ �rS
Ó *?$�1�C?C|�Fgt&6(45�X+*?`F`F58,@&E&6(�1�$4�>,E`FD�&)DRHw�'YT13H:*?C|�'9W*|&6(4DFB4&:9W(+DF,)5�.ADF$%&6*?$bB+5AK�,)B+2+2MDF7�&Z&6(4*-,9;DF7@��9;DFB+C?K�$4D�&a(�1q=F5OXM5A58$P2yDF,@,)*?X+C?5�S �13H `F7)13&65JY[B+C»&)DNH}��2�1�7@5A$%&6,�1�$4K�`F761�$4K+2�1�7@5A$%&6,p9W(+D13.A.AD�H:2+1�$+*?5AKRHw�P*-$%&)5A7)58,@&}*-$�2+(%�>,)*?.A,v9W*|&6(�B+$%9~1_=�5A7@*-$+`�5A$+.8DFB+7613`F5AH/5A$%&}&6(+5/C?DF$+`<9t1q��Y[7)D�H,@.0(+D>DFC~&6D�&)(+*?,OK+*-,@,)587@&01r&6*?DF$�S ����9W*?Y[5<13$+K�K�1�B+`F(%&)5A7Ag ~58$%&65�1�$+K���1�$�1jg�(+1�K &6D�.8DF2y5N9W*|&6(&)7)58H:58$+K+DFB4,�,613.A7)*|��.85A,�*?$<&65A7@H/,�D�Y»&6*?H/5w&)DF`F58&)(+5A7V1�$4K�13&@&658$b&)*-D�$�~K4*-K+$��ï&�2�1q�z&6D/&6(+58*-7W$+585AK+,13$+KZ9W*?,)(+58,]K+B+7)*?$+`v&)(+*?,~9~D�7)�¬S U (+5A7@5�9~1�,tH/DF7)5V&6(�13$NDF$+5pD>.A.A1�,)*?DF$ND�$Z9W(+*?.0( x7)5A`�7)58&@&658Kz$+D�&XM5A*?$+`E1�X+C?5a&6D:,)2+C?*?&�H}�>,@5AC|Yx*-$<&�9;D+S � C-C�&)(+5�H:D�7)5�7)5A1�,)DF$�&6DO&6(+1�$+�N&6(45AH Y[DF7]&)(+5A*?7WC-D_=F53g�&6(+58*-72+13&6*?5A$+.85v13$+Kz&6(+5aY[5A58C-*?$+`ED�Y»9~1�7@H}&6(<&6(458�<`F*|=F5�H/5�S ~C?D_=F5��FDFB<=F587@�<H}B+.0(�S





� �m� � ��� �B� � 	 � � �T �

� 13&65�D�Y»X+*?7@&6( � B+`FB+,�&wiqh����%g�i��%d�d
�xC-1�.A5wD�Y»X+*?7@&6( Ó C-58$+,)X+B47)`+g �a5A7)H:1�$%�

�>*-$+.85 �jiu[Fk � �3h �V$+*|=F5A7@,)*|&���D�Y���1�$+$+D_=�5A7
�x(�S � S¬,@&)B+K+58$b&�13&]&)(+5 �$+,@&)*?&)B4&65�Y[DF7 U (+58DF7)5J&6*?.q1�C �x(%�>,)*?.A,9W*|&6(�1/,).0(+DFC-1�7@,)(+*?2�D�Y�&6(45 ��Ó � ��7)1�K+B+*?5A7�&65A$4��DFC?C-58` �V7ASMk�Í%k
��5U%'� �)���C1C��7yF'�D� �M/=*����:+>!$#M� �|�����D� /�F8���}+���F8��*m�t��+�7>#M� ���'; �8Yu!�+ �uQ
�*^%'H$+��K%'�(+K/=�PQ `\�K%'�:+>!��(+>!$#M� ���pJ��8Y$!�+ �s5@�tF ��5P%'� �)���X/M;t�(+ �
�>B+2y587@=>*?,)DF7

�
�x7)D3YS � 7AS � C-13Yé��58.0(%&65A$jY[5AC?K

i�iu[Fk � �Fk~I»i��j[Fk � �Ff Ö (47)*?,@&6*-1�$jI � C?X+7)58.0(%&6,�I ��$+*|=F587),@*?&�� �a*?5AC
� *-2+C?DFH:1O&6(+58,)*?,�*?$�&)(+5AD�7)58&)*-.A1�CÉ2+(%�>,)*?.A,
U *|&6C?5 � ]s��Y=79I ��5P%'� �:+>!�+K��*,5@�.-l5@�tFmF8��*|Jt1	%GF'+�� �2�(-j*^%'79I

1C/=*�3s%'79+>!�365G!�%'5,1S-@���=*��@3636�)��� 		�'583r���
�>B+2y587@=>*?,)DF7

�
�x7)*|=MS I � D �3S � 7AS �OS ��7@5A$+,@*-$4`

i �G[Fk � � � Ö (47)*?,@&6*-1�$jI � C?X+7)58.0(%&6,�I ��$+*|=F587),@*?&�� �a*?5AC�
D�7)K+*?2+C?DFH¦*?$�2+(%�>,)*?.A,
i �G[ji�� ��ÍtI»i��j[Fk � �Ff Ö (47)*?,@&6*-1�$jI � C?X+7)58.0(%&6,�I ��$+*|=F587),@*?&�� �a*?5AC

�b&6B+K+58$%&�D�Y»2+(%�>,)*?.A,

� �G[ji�� �Fd~I � �j[ji�� �FÍ Ö *|=>*-C�,@5A7@=>*?.A5}13&W&6(+5 �b&6B+K+58$%&65A$%9;5A7@� �j.0(+C?5A,�9W*-`rI ��D�C-,�&65A*?$
�Fdj[ji��FÍ�ÍtI �Fmj[ji�� �%d � B+`FB+,�&65�Ie�p*?�%&6DF7@*�1 �p�jH/$�13,)*?B+H Ó C?5A$+,@X+B+7)`4g � X+*|&6B+7




	Motivation and Introduction
	Basic Notions of Noncommutativity
	Deformations of the ordinary product
	Constant deformations and representations of noncommutativity

	Ward Model and Noncommutative Extension
	Low dimensional sigma models
	Modified nonlinear sigma model and noncommutative extension
	Relation to noncommutative scalar field theory

	Static Solutions to the Noncommutative Sigma Model
	Grassmannian configurations and BPS bound
	BPS solutions
	Classification of solitons
	Uniton theory and non-BPS solutions

	Stability Analysis within the Noncommutative Ward Model
	General remarks on the fluctuation analysis
	Perturbations of U(1) backgrounds
	Perturbations of U(2) backgrounds
	Summary on fluctuation analysis

	Time-Dependent Ward Model Solitons
	Linear system and simple solutions
	Time-dependent multi-solitons

	Adiabatic Approximation and Soliton Dynamics
	Manton's adiabatic approach
	Soliton moduli space for abelian sigma model solitons
	Moduli-space trajectories for two-soliton scattering
	Comparison with exact solutions and conclusion

	Numerical Code
	Eigenvalues for the Hessian
	Scattering angle for two-soliton scattering

	Bibliography
	Publications
	Acknowledgments
	Curriculum Vitae

