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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Betrachtung von verschiedenen a posteriori Fehler-
schétzern fiir die Galerkin FEM-BEM Kopplungsmethode und die Least-Squares FEM-
BEM Kopplung fiir elastische Problemstellungen in 3D.

Zunéchst betrachten wir die Standard FEM-BEM Kopplung fiir die Beschreibung eines
nichtlinearen elastischen Problems mit Hencky Material in einem beschrinkten Gebiet
2 und eines homogenen linear elastostatischen Problems fiir den unbeschrinkten Auflen-
raum Q¢ = IR*\ Q. Das AuBenraumproblem wird mittels gegebener Randintegralmetho-
den auf den Kopplungsrand I' reduziert. Fiir dieses nichtlineare Kopplungsproblem wer-
den effiziente und zuverldssige Fehlerschitzer vorgestellt. Der residuale Fehlerschéitzer
benutzt lokale Fehlerindikatoren, die auf den Volumenelementen, den inneren Seiten-
flachen sowie auf den Randelementen berechnet werden. Die Anteile auf den Randele-
menten erfordern eine explizite Auswertung der Randintegraloperatoren, u.a. mit Hilfe
der Regularisierung der singuldren Integrale, fiir deren Berechnung wir die Implementa-
tion in das Programmsystem maiprogs entwickeln und présentieren.

Der hierarchische Fehlerschiatzer beruht auf einer Saturationsannahme und der stabilen
Unterraumzerlegungen fiir die Finiten Elemente und Randelemente. Wir zeigen eben-
falls die Effizienz und Zuverléssigkeit des Fehlerschétzers und diskutieren verschiedene
Methoden zur Berechnung der lokalen Fehlerindikatoren. Numerische Beispiele mit ad-
aptiver und uniformer Verfeinerung des Gitters belegen die theoretischen Aussagen iiber
die residualen und hierarchischen Fehlerschétzer.

Fiir die Least-Squares FEM-BEM Kopplungsmethode betrachten wir ein linear elasti-
sches Problem im Innengebiet und eine homogene linear elastische Problemstellung im
AuBlenraum. Wir fithren fiir das Innenraumproblem eine zusétzliche Variable ein, da-
mit auch der Fall von inkompressiblem Material berechnet werden kann. Fiir das Sy-
stem zweiter Ordnung konstruieren wir ein Least-Squares Funktional fiir die FEM-BEM
Kopplung, das u.a. in Termen der Sobolev-Normen der Ordnung —1 und 1/2 gegeben
ist. Bei der Diskretisierung erhalten wir zusétzliche Terme gegeniiber dem kontinuier-
lichen Fall. Wir zeigen fiir beide Formulierungen die Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen. Die Berechnung der auftretenden I:I_l(Q)—, H'/2(T')- und H~'/2(T")-Normen
realisieren wir {iber die Losung eines zur jeweiligen Dualnorm dquivalenten Systems. Fiir
diese Formulierung konstruieren wir ebenfalls einen a posteriori Fehlerschétzer.

SchliefSlich stellen wir noch den Einsatz von hdngenden Knoten bei adaptiven Verfeine-
rungen fiir eine Triangulierung mit Hexaedern vor. Dazu benutzen wir eine Erweiterung
der one-constraint-rule von Demkowicz et al (2002).

Schlagworter. FEM-BEM Kopplung, a posteriori Fehlerschétzer, Least-Squares FEM-
BEM Kopplung



Abstract

This thesis deals with several a posteriori error estimators for the standard coupling of
finite elements and boundary elements and for a least-squares fe-be coupling method
dealing with elastic problems in 3d.

We consider first the standard fem-bem coupling for a nonlinear elasticity problem with
Hencky material and given force in the inner domain €2 and with a homogeneous linear
elastostatic problem in the unbounded domain Q¢ = IR* \ Q. For given jumps on the
transmission boundary I' we reduce the outer problem to the boundary. For this non-
linear fem-bem coupling formulation we present efficient and reliable a posteriori error
estimators.

The residual error estimator consists of local indicators which are defined on the volume
elements, the inner faces and the faces on the boundary. The indicators on the boundary
are using the boundary integral operators arising from the bem. We demonstrate the
implementation of the boundary integral operators within the program system maiprogs.

For the hierarchical error estimator we need a saturation assumption and stable two-
level decompositions for the finite elements and boundary elements to prove efficiency
and reliability of the a posteriori error estimator. We discuss several ways to compute
the local error indicators.

For both, the residual and hierarchical error estimators, we present some numerical
examples for the adaptive mesh refinement.

Another topic is the formulation of a least-squares fem-bem coupling for a linear elastic
problem with given volume force for the interior problem and homogeneous conditions
in the outer domain. We introduce the pressure p as a new variable to deal also with
incompressible material. We develop a least-squares formulation for the second order
system. The least-squares functional is given in terms of the Sobolev norms of order —1
and 1/2. For the discrete version of the functional we get additional terms compared with
the continuous formulation. For both corresponding least-squares formulations we prove
the existence and uniqueness of a solution. The implementation of the method requires
the computation of the H™'(Q)-, H/2(I')- and H~/(I")-norms which we realize via the
solution of equivalent systems of the dual norm. For this method we also present an a
posteriori error estimate.

Finally, we describe the use of hanging nodes in the adaptive mesh refinement scheme
for hexahedral elements. In order to keep a certain regularity of the mesh we use an
extension of the one-constraint-rule of Demkowicz et al (2002).

Key words. fem-bem coupling, a posteriori error estimates, least-squares fem-bem coup-
ling
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Einleitung

Gegenstand dieser Arbeit ist die Untersuchung von verschiedenen a posteriori Feh-
lerschétzern fiir nichtlineare und lineare elastostatische Probleme fiir die symmetrische
Kopplung der Finite Elemente Methode (FEM) und der Randelementmethode (BEM).
Wir nutzen die BEM, um ein Randwertproblem auf einem unbeschrinkten Gebiet zu
diskretisieren, da wir mit Hilfe der Randintegraloperatoren das Problem auf den Rand
des AuBenraums reduzieren konnen. Fiir das gegebene nichtlineare oder lineare Problem
im beschrénkten Gebiet approximieren wir die Losung mit der FEM. Costabel [22] und
Stephan [59] fithrten die symmetrische Kopplung der FEM und BEM ein, um die Vor-
teile beider Verfahren zu verbinden. Die Kopplung von FEM und BEM hat sich als gute
Methode fiir die Losung physikalischer und mechanischer Probleme herausgestellt (siehe
2.B. [23], [24], [31], [32], [59], [66] und einen Ubersichtsartikel von Stephan [60]).

Im Kapitel 1 betrachten wir ein dreidimensionales Transmissionsproblem, wobei der IR?
in ein Innengebiet Q und in das zugehorige Auengebiet Q¢ := IR* \ Q unterteilt wird.
Das Innengebiet wird durch den Lipschitz-Rand I' berandet. Im Inneren suchen wir u als
Losung der nichtlinearen Lamé-Gleichung mit Hencky-Material und gegebener Volumen-
kraft F. Fiir den unbeschrinkten AuBenraum Q¢ betrachten wir das lineare homogene
Elastizititsproblem mit einer Abklingbedingung im Unendlichen. Auf dem Ubergangs-
rand ' definieren wir Spriinge uy und ty der Verschiebung u und der Randspannung on.
Mit Hilfe von Randintegraloperatoren (Einfachschichtpotential V', Doppelschichtpoten-
tial K, adjungiertes Doppelschichtpotential K’ und hypersingulérer Operator W), der
Fundamentallosung (Kelvin-Matrix), der Definition des Randspannungsoperators und
den Sprungrelationen bei dem Ubergang auf den Rand T, fithren wir das Auflenraum-
problem auf eine Darstellung auf dem Rand I' zuriick. Diese Vorgehensweise reduziert
die Dimension des Problems, da nur noch Elemente auf dem Rand zu betrachten sind,
jedoch erhoht sich der Berechnungsaufwand, da sich im Gegensatz zur Finiten Element
Methode voll besetzte Matrizen ergeben. In Kapitel 1.2 beschreiben wir die variationelle
Formulierung des Innenraumproblems und des auf den Rand zuriickgefithrten Auflen-
raumproblems. Mit Hilfe der symmetrischen Kopplung von FEM und BEM erhalten wir
eine neue Formulierung des urspriinglichen Problems.

In Abschnitt 1.3 beschreiben wir die Diskretisierung der variationellen Formulierung.
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Dazu fithren wir diskrete Unterrdume der zugrunde liegenden Sobolev-Réume ein und
definieren wie in [17] die diskreten Randintegraloperatoren. Im néchsten Abschnitt stel-
len wir einen residualen a posteriori Fehlerschitzer ny, vor, den wir zur Steuerung eines
adaptiven Gitterverfeinerungsalgorithmus nutzen. Der residuale Fehlerschéitzer ist eine
obere und untere Schranke des Fehlers, der bei der Approximation der exakten Losung
(u, @) durch die angeniherte Losung (uy, ¢,) entsteht. Die Zuverldssigkeit des Feh-
lerschétzers wird in Theorem 2.1.2 bewiesen. Die Kopplungsformulierung liefert vier
residuale Terme 77,...,Ty, die wir einzeln durch die Terme des Fehlerschéitzers nach
oben abschétzen. Der Volumenanteil auf den Elementen der Triangulierung wird mit
einem Clément-Interpolationsoperator und zugehorigen Abschétzungen (siehe [20]) be-
handelt. Analog gehen wir fiir den Term vor, der die Spriinge der Normalenspannung
o-n iiber den Seitenflichen im Inneren des Gebiets €2 beinhaltet. Fiir die verbleibenden
Terme auf dem Ubergangsrand I' nutzen wir die Abbildungseigenschaften der Randin-
tegraloperatoren, wenden die Interpolationsoperatoren an und lokalisieren den Rand I'
auf die Elemente I'; der Triangulierung mit einem Ergebnis aus [18].

Die Effizienz des residualen Fehlerschétzers wird in Theorem 2.1.3 analog zu dem zwei-
dimensionalen Ergebnis aus [16] bewiesen. Wir benutzen die Abbildungseigenschaften
der Randintegraloperatoren (siche [21]) und fiir den Finite Element Anteil die Vorge-
hensweise aus Verfiirth [62]. Mit Hilfe der L*-Projektion des Poincaré-Steklov Operators
fithren wir die Terme mit den Integraloperatoren auf Terme hoéherer Ordnung zuriick
und erhalten damit die Effizienz des Fehlerschéitzers. In Abschnitt 2.2 wird der adaptive
Algorithmus beschrieben, mit dessen Hilfe die Verfeinerung des Gitters automatisiert
durchgefiihrt werden kann. Durch die Verwendung der Fehlerindikatoren lokal auf den
Elementen der Triangulierung 7, kann eine adaptive Netzverfeinerung durchgefiihrt
werden. Mit dieser adaptiven Verfeinerungen kann die Problemlésung effizienter und
gezielter gestaltet werden.

Die Implementation der einzelnen Terme des Fehlerschétzers bzw. der darin auftretenden
Integraloperatoren wird in Kapitel 2.3 erlautert. Die Verwendung der Integraloperato-
ren fiir das elastische Problem lésst sich teilweise auf die einfacher zu bestimmenden
Operatoren fiir das Laplace-Problem zuriickfithren. Deshalb betrachten wir zunéchst die
Implementation der Laplace Randintegraloperatoren. Der hypersingulédre Integralopera-
tor W muss fiir die Auswertung des Fehlerschitzers 7, auf Polynome (Approximation
u,) und Funktionen (Sprung ug) angewendet werden. Die Darstellung des hypersin-
guldren Operators wird auf die Darstellung des Laplace Einfachschichtpotentials mit
gednderter Belegung zuriickgefithrt Wu =V X V(Vru x n) - n. Wir benétigen dazu die
Definition des Oberflichengradientens Vr und die Definition der Oberflichenrotationen
curlr und curlp. Diese Darstellung erlaubt uns, modifizierte Standardroutinen des Pro-
grammsystems maiprogs [44, 41, 42, 46] zu benutzen. Aufgrund der starken Singularitét
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des Kerns des Operators wird im so genannten Nahfeld (d.h. der Abgreifpunkt = und
die Integrationsvariable y liegen nah beieinander) der Integralausdruck regularisiert (im
Sinne der Hadamard-Regularisierung). Wir erreichen dadurch eine Abschwéchung der
Singularitit und eine genauere Berechnung der Integrale in der Nidhe der Singularitét.
Analog gehen wir fiir die Umformungen des Oberflachengradienten des Einfachschicht-
potentials V' und des Doppelschichtpotential K vor. Die Ableitung des Einfachschicht-
bzw. Doppelschichtpotentials fithrt wiederum auf stark singulédre Integrale, die wir wie-
der mit regularisierten Ausdriicken bestimmen kénnen. Die Anwendung der Operatoren
auf Polynome leiten wir auf die Verwendung der analytisch integrierbaren Integrale [, 13/ 2
(siehe [46]) zuriick.

Die Lamé Integraloperatoren kénnen wir mit den Ergebnissen aus Han [39] und Kupradze
[40] mittels der Laplace Einfachschicht- und Doppelschichtpotentiale und des Einfach-
schichtpotentials fiir das Lamé-Problem beschreiben. Han stellt in seinem Artikel eine
neue Darstellung des hypersingulédren Operators fiir das elastische Problem vor. Aus dem
Buch von Kupradze [40] haben wir vereinfachte Darstellungen des Doppelschicht- und
des adjungierten Doppelschichtpotentials. In diesen Darstellungen kénnen wir die zuvor
hergeleiteten alternativen Darstellungen fiir die Laplace Integraloperatoren einsetzen.

In Kapitel 3 stellen wir einen hierarchischen Fehlerschéatzer vor, der fiir die BEM in
[50], fiir nichtlineare Laplace FEM-BEM Kopplungsprobleme in [52] und fiir dreidimen-
sionale elastische Kopplungsprobleme [51] behandelt wurde . Dieser beruht auf einer
stabilen 2-Level Unterraumzerlegung der diskreten Finiten Elemente und Randelement-
rdume. Durch die Verwendung der Saturationsannahme kann eine a posteriori Fehler-
abschétzung bewiesen werden. Durch die h-hierarchische Anreicherung der diskreten
Raume haben wir lokale 2-Level Verfeinerungen der Elemente. Damit kénnen die so
gewonnenen lokalen Fehlerindikatoren auf jedem Element der Triangulierung zu einer
richtungsabhéngigen adaptiven Steuerung der Verfeinerung des Gitters verwendet wer-
den. Bei der Anwendung von konformen Gittern wird die Verwendung der so genannten
Schichtenverfeinerung beschrieben. Demgegeniiber wird die Verwendung von nichtkon-
formen Gittern mit hiangenden Knoten (sieche Kapitel 6) beschrieben und die numerischen
Ergebnisse verglichen.

Anders als bei der Standard Galerkin-Methode, die wir in den oben beschrieben Ab-
schnitten benutzt haben, wollen wir die Losung des Kopplungsproblems als Minimierung
eines Least-Squares Funktionals bestimmen. In den letzten Jahren wurden gemischte
Methoden entwickelt, die fiir bestimmte Probleme bessere Verfahren darstellen, als die
normale FEM (siehe z.B. [36], [34] und [11]). Der Nachteil dieser Methode ist die ge-
eignete Wahl der finiten Elementriaume, die eine diskrete inf-sup-Bedingung erfiillen
miissen, um die eindeutige Losbarkeit zu gewéhrleisten. Fiir die Least-Squares Verfah-
ren miissen keine inf-sup-Bedingungen erfiillt werden. Least-Squares Verfahren wurden
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zuerst von Bramble und Schatz [10] eingefiihrt. Seitdem wurde das Least-Squares Ver-
fahren von vielen Autoren betrachtet. Fiir einen Ubersichtsartikel siche [4]. Fix et al [28]
und [29] prasentierten in ihren Arbeiten eine Riickfithrung von Problemen zweiter Ord-
nung auf Probleme erster Ordnung, deren Losbarkeit (Minimierung des Least-Squares
Funktionals) mittels des Lax-Milgram Lemmas gezeigt werden kann. Die Systeme erster
Ordnung wurden fiir die FEM von vielen Autoren z.B. fiir ein elastisches Problem oder
das Stokes Problem betrachtet (siehe z.B. [30], [13], [3], [12]). Bramble und Pasziak [9],
bzw. Bramble Pasciak und Lazarov [7], [8] fithrten ein Least-Squares Funktional ein,
das ein diskretes inneres Produkt auf dem Sobolev-Raum der Ordnung —1 benutzt. Die
Anwendung dieser Darstellung des Funktionals auf FEM-BEM Kopplungsprobleme wur-
den in letzter Zeit von Gatica, Harbrecht und Schneider [35] und Maischak und Stephan
[47] fur Probleme zweiter Ordnung, die auf Systeme erster Ordnung reduziert werden,
vorgestellt.

In Kapitel 5 betrachten wir ein lineares elastostatisches Problem fiir den Innenraum {2
und dem AuBenraum Q€. Fiir das Innenraumproblem fiithren wir die zusitzliche Gréfle
p als Lagrange Multiplikator durch die Nebenbedingung %p—i—div u = 0 fiir das Gebiet 2
ein. Mit dem Hookschen Gesetz haben wir die Beziehung zwischen dem Spannungstensor
o, der Verzerrung € und dem Druck p durch o(u,p) = 2ue(u) — pl.

Analog zu der Vorgehensweise in Kapitel 1 fithren wir das Auflenraumproblem auf den
Ubergangsrand T’ zuriick. Fiir die Definition der variationellen Formulierung und der
Least-Squares Formulierung fiihren wir fiir den Volumenterm einen Operator L£(u,p) :
H'(Q) x L*(Q) — H 1(Q) ein. Durch die Verwendung einer Distribution, die Elemente
aus H=/2(T") nach H~'(Q) fortsetzt, haben wir eine alternative Darstellung des Volu-
menterms in der H™(Q)-Norm. u, p und ¢ sind als Losungen des Problems die Minima
des Funktionals. Fiir die zu dem Least-Squares Funktional dquivalente Bilinearform und
Linearform wird in Theorem 5.2.1 und Theorem 5.2.2 die Stetigkeit und Koerzivitét
bewiesen. Die Existenz einer eindeutigen Losung ist nach dem Lemma von Lax-Milgram
somit gegeben.

Fiir die Diskretisierung der variationellen Formulierung geben wir diskrete Unterrdume
der Finite Element und Randelementraume an. Das diskrete Least-Squares Funktional
enthélt gegeniiber dem kontinuierlichen weitere Terme fiir die Spriinge der Normalen
des Spannungstensors und einen weiteren Randelementanteil, der in der H~/2(I")-Norm
bestimmt werden muss. Wir zeigen fiir das diskrete Variationsproblem, dass die diskrete
Bilinearform und die diskrete Linearform stetig und koerziv sind. Dadurch haben wir
ebenfalls die Existenz von eindeutigen Losungen uy, py und ¢,,.

Wir beweisen fiir die Approximationen uy, pp, und ¢, der exakten Losungen u, p und ¢
eine a priori Fehlerabschiatzung mit Hilfe der Approximationseigenschaften der Elemente
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der diskreten Rdume, dem Spursatz und der Definition der kontinuierlichen Bilinearform.
Auflerdem geben wir einen a posteriori Fehlerschiatzer an, der auf der kontinuierlichen
Bilinearform beruht.

Die in der diskreten Bilinearform auftretenden H~1(Q), H2(I') und H~/2(T") Skalar-
produkte miissen auf dem diskreten Level realisiert werden. Wir erreichen dies durch
Losen eines zur dualen Norm #quivalenten Systems. Wir stellen Losungsoperatoren Tj,,
Ry, und N, vor (siehe dazu [7], [47] und [33]), mit deren Definition wir die diskreten Nor-
men berechnen kénnen. Wir fithren spektral dquivalente Vorkonditionierer 98, €, und
®;, ein, die die Berechnungen weiter vereinfachen. Fiir die Vorkonditionierer verwenden
wir die Inverse oder das Multigrid Verfahren.

Im Abschnitt 5.6 wird die Implementation des Least-Squares Verfahrens beschrieben. Die
vorkonditionierte diskrete Bilinearform liefert unter Verwendung der Basisfunktionen der
diskreten Unterrdume eine Matrixdarstellung, woraus wir ein lineares Gleichungssystem
zur Losung der diskreten variationellen Formulierung erhalten.

Numerische Beispiele zeigen die Anwendbarkeit des Least-Squares Verfahrens fiir das
FEM-BEM Kopplungssystem sowie fiir das reine FEM-Problem. Auflerdem untersuchen
wir unterschiedliche Vorkonditionierer fiir das Kopplungssystem und wenden den lokalen
Fehlerindikator fiir eine adaptive Berechnung des FEM-Problems an.

Bei der Verwendung von Hexaeder-Elementen in einer adaptiven Verfeinerungsstrategie
kénnen bei konformen Gittern lokale Singularitdten in der Losung nicht gut aufgelost
werden. Es entstehen durch die Gitterregularitétsbedingungen Uberverfeinerungen, so
dass die Anzahl der Freiheitsgrade und dadurch die Kosten fiir die Berechnung einer
neuen angendherten Losung unnotig steigen. Der Einsatz erweiterter Regularitédtsbe-
dingungen an die Triangulierung durch hingende Knoten ist weit verbreitet (siehe z.B.
[1, 48, 25]). In [26], [57] und [58] beschreiben Rachowicz, Oden und Demkowicz den Ge-
brauch von héngenden Knoten fiir die h- und die p-Version bei Finiten Elementen. In [25]
stellen Demkowicz et al die Implementation von abhéngigen Freiheitsgraden in Fortran
90 fir 2D vor. Demkowicz, Pardo und Rachowicz [27] erldutern in ihrem technischen
Bericht die Implementation der hdngenden Knoten in 3D.

In Kapitel 6 beschreiben wir die Verwendung von hidngenden Knoten bzw. abhéngigen
Freiheitsgraden, die zu nichtkonformen Gittern fithren und présentieren die Implemen-
tation in dem in Fortran 90 geschriebenen Programmpaket maiprogs (siehe [45, 43]).
Die héngenden Knoten liefern eine Moglichkeit, eine bessere lokale Verfeinerung durch-
zufithren. Wir fithren dazu eine Erweiterung der in [27] eingefiihrten , one-constraint-
rule“ ein, bei der nur ein abhéngiger Freiheitsgrad auf einer Elementkante oder Fliche
zugelassen wird. Es ist moglich mehrere hingende Knoten pro Kante zuzulassen, jedoch
steigt dadurch der Implementationsaufwand erheblich. Daraus entstehen neue Verfei-
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nerungsregeln, die wir in Kapitel 6.3.1 fiir 2D Elemente (also Rechtecke) und in Kapi-
tel 6.3.2 fiir Hexaeder beschreiben. Fiir die Implementation der abhéngigen Freiheitsgra-
de muss eine spezielle Datenstruktur fiir das Gitter und die Splines bereitgestellt werden.
Die Elemente der Triangulierungen werden in einer Baumstruktur angeordnet, damit die
Abhéngigkeiten der Elemente in der aktuellen Triangulierung jederzeit ermittelt werden
konnen. Eine Beschreibung der dazu nétigen Routinen wird in Kapitel 6.2.3 gegeben.

Die Menge der Freiheitsgrade eines Gitters unterteilt sich disjunkt in reguldre und
abhéngige Freiheitsgrade. Die abhéngigen Freiheitsgrade werden durch die Linearkombi-
nation von regulédren Freiheitsgraden des aktuellen Gitters approximiert. In Abschnitt 6.4
stellen wir die Approximation vor und beschreiben Spezialfille, in denen die Stetigkeit
der Approximationen nicht gewéhrleistet ist und die Abhéngigkeiten angepasst werden
miissen.

Im letzten Abschnitt beschéftigen wir uns mit kantenbasierten Freiheitsgraden wie sie
bei der Verwendung der Nédélec-Raume auftreten.

An dieser Stelle bedanke ich mich bei Prof. Dr. E.P. Stephan fiir die Anregung zu dieser
Arbeit und fiir die intensive Betreuung. Insbesondere bedanke ich mich bei PD Dr. M.
Maischak fiir die vielen interessanten und hilfreichen mathematischen Gespréache sowie
fiir die geduldige und gute Unterstiitzung bei der Programmierung.

Ich danke auflerdem den Mitgliedern des Graduiertenkollegs 615 fiir den vielfaltigen
Gedankenaustausch und Diskussionen wéahrend zahlreicher Seminare, Workshops und
Blockkursen.

Zum Schluf} danke ich den Mitgliedern des Instituts fiir Angewandte Mathematik fiir
die Unterstiitzung, insbesondere Herrn Dipl.-Math. F. Leydecker fiir die Korrektur der
vorliegenden Arbeit. Ein besonderer Dank geht an meine Familie und an Frau Peggy
Rohlfs fiir die Hilfe und Unterstiitzung wéhrend der Promotionszeit.

Die vorliegende Arbeit wurde von der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) durch
ein Stipendium im Graduiertenkolleg 615 , Interaktion von Modellbildung, Numerik und
Software-Konzepten fiir technisch-wissenschaftliche Problemstellungen® an der Univer-
sitdt Hannover vom 01. Februar 2002 - 31. Januar 2005 unterstiitzt.
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1 FEM-BEM Kopplung fiir ein
elastisches Problem im IR’

Als Modellproblem wiéhlen wir ein elasto-statische Elastizitdtsproblem. Fiir den Innen-
raum nehmen wir das Gebiet Q C IR? das von I' = 99 berandet wird. Im Innengebiet
betrachten wir das nichtlineare elasto-statische Elastizitatsproblem mit Hencky-Material
und suchen fiir eine gegebene Volumenkraft F € L*(Q) = (L?(Q2))? die unbekannte Ver-
schiebung u; € HY(Q), wobei die vektoriellen Sobolev-Riume fettgedruckt sind (z.B.
H'(Q) = (H'(22))?). Fiir den unbeschréinkten AuBenraum Q¢ := IR? \ Q wihlen wir ein
homogenes lineares elasto-statisches Problem mit der Unbekannten u, € Hi (Q°). Auf
dem Transmissionsrand I', der die beiden Gebiete miteinander verbindet, geben wir die
Spriinge uy € HY2(T') und t, € H~Y/2(T") vor.

Wir reduzieren das Auflenraumproblem mit Hilfe der Randelementmethode auf den
Rand I' und koppeln diese Randintegralformulierung iiber die Randbedingungen an das
Innenraumproblem.

1.1 Elastische Problemstellung

Aus der Theorie der Hyperelastizitidt [65] haben wir die variationelle Formulierung

/QM(W(V)) dx—/QFv—/FTv:min. v e HY(Q),

mit einer zusétzlichen Randbedingung fiir die Verschiebung v, wobei M das Funktional
der gespeicherten Energie ist, F die Krifte, die auf €2 und 7' die Krifte, die auf dem
Rand wirken. Die Minimierung der variationellen Formulierung korrespondiert zu einem
Problem der Minimierung eines Energiefunktionals.

Falls M(7y) streng konvex ist, haben wir auch die Konvexitit des Energiefunktionals.
Daraus lasst sich die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des Minimierungsproblems
zeigen (siehe [65]).
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1 FEM-BEM Kopplung fiir ein elastisches Problem im IR®

Die Abbildung M definieren wir mit Hilfe einer C? Funktion ¢ : R™ — IR™ und des
Kompressionsmoduls k als

M(y) = %k(trv)Q + pp(devy = devqy). (1.1)

Wir bezeichnen mit tr () := 11 + 722 + 733 die Spur des Tensors 7. Der Deviator des
Tensors ist durch 1
devy =~ — gtTV

definiert und fiir Tensoren ist o : & =, 0;5€; = tr (oel).
Hat die Funktion ¢ die folgenden Eigenschaften
p(0) = ¢'(0) =0,
a<¢t)<1 - < Y'(t) <0, (1.2)
_<P0) 20
wobei t € RT | ¢1,¢o > 0 Konstanten und n € N, dann kénnen wir nach [65, Sec.62]

folgern, dass die Gateaux-Ableitung M’ streng monoton und Lipschitz-stetig ist. D.h. es
gibt eine konvexe Funktion « : [0,00) — [0, 00) mit

P_r)% @ =0, tli)m @ = 00, @ streng monoton,
so dass
[ 0110 =) ¢ -9 do= allc— (13)

gilt und zusétzlich haben wir die Lipschitz-Stetigkeit

/Q (M(C) = M(€)) - 0 d < CII¢ — €]lell

1

(1+t)> fiir t > 0 eine Funktion, die die Bedingungen in (1.2)

Zum Beispiel ist p(t) = 5(t—
erfiillt.

Aus dem konstitutiven Gesetz folgt die Definition des Spannungstensors o = M'(y),
wobei M : L?(;R¥*3 ) — IR die Funktion der gespeicherten Energie ist.

Symm

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir M das nichtlineare Hencky-Material. Dafiir set-
zen wir fiir v = e(u) den symmetrischen Verzerrungstensor (g;;(u) := %(27“; + g—;j)) in
(1.1) ein und erhalten das nichtlineare Hookesche Gesetz mit der Beziehung zwischen

Spannung o und Verzerrung e

() = M'(e(w) = (k — 2 g/ (T(w)) tre(@)] + 2/ (Twe(w), (1.4
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1.1 Elastische Problemstellung

mit II(u) := deve(u) : deve(u), wobei der Kompressionsmodul k& und p definiert sind
durch den E-Modul £ > 0, die Poissonzahl 0 < v < % und der Lamé Variablen A

Ev 2 E

A AT on—w) P T3 AT

Im Innengebiet €2 betrachten wir zu gegebener Volumenkraft F die Gleichgewichtsbe-
dingung fiir das nichtlineare Hencky-Material

—diveo(u;) =F,

wobei der Spannungstensor o definiert ist als

() = (k — g (1) Bliv w4+ 2y (1) ey )

Die Funktion ¢(II(u;)) erfiillt die Bedingungen in (1.2) und somit haben wir die strenge
Monotonie und die Lipschitz-Stetigkeit von o (uy).

Im AuBengebiet Q¢ haben wir lineares Materialverhalten. Wir benutzen hierfiir den
Spezialfall p(t) = ¢ in (1.1) und erhalten daraus fiir den Spannungstensor o (uy) die
klassische Spannungs-Verzerrungs-Beziehung

o-ij(u2) = )\25,-jdiv Uy + 2M2€ij(u2)
mit den Lamé-Konstanten Ao und g9 > 0 unter der Bedingung 3y + 2p0 > 0.

Mit den gegebenen Transmissionsbedingungen uy € HY?(I') und t, € H™Y/2(I") und
einer Abklingbedingung im Unendlichen (1.9) fiir uy ergibt sich nun folgendes Uber-
gangsproblem

Transmissionsproblem

Finde u; € HY(Q) und u, € HL (Q°) mit (I = 1,2,3)

loc

) 2 , SN .
Gk = g (1)) )div +;2u8—% (M(w))ey(w) = F  in Q (1.5)
—paAuy — (A2 + po)grad div ug =0 in Q¢ (1.6)
u; = uy + ug auf I’ (1.7)
o(u) n="T(0,n)us + tg auf I (1.8)
w, =0(|z|™) (lz] = o0) (1.9)

Die Normalspannung auf dem Transmissionsrand I' ist gegeben durch

. Juy

T(0z,n)uy = Aondiv ug + 2pus—— + po(n X curl uy). (1.10)

on
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1 FEM-BEM Kopplung fiir ein elastisches Problem im IR®

Die Auflenraumlosung ldsst sich mit der Somigliana Darstellungsformel auf dem Rand
reprasentieren

uy () :A{T(ﬁy,n)F(x — ) uy(y) — Iz — y)T(0,, n)uz(y)} ds, =€ Qc, (1.11)

wobei I'(z — y) die Fundamentallosung (Kelvin-Matrix)

) = 1 0ij (i — yi)(z; — y;)
Py —y) = g5 ((A2+3u2)|x_y| + e+ ) ) (1.12)

fiir das homogene linear elastische Aulenraumproblem (1.6) ist. Unter Beriicksichtigung
der Darstellungsformel (1.11), der Normalenableitung der Darstellungsformel und den
bekannten Sprungrelationen fiir die Integraloperatoren beim Ubergang von z € Q¢ nach
x € I' erhalten wir die folgende symmetrische Kopplung der Finiten Elemente und
Randelemente, wobei wir 7'(0.,n)uy durch ¢ ersetzen (¢ = o(uy) - n — to)

FEM-BEM Kopplungsformulierung

Fiir gegebenes F € L2(Q), up € H/?(T'), to, € H/2(1"), finde u € H(Q) und ¢ €
H~/2(T) mit:

—diveo(u) =F in Q2 (1.13)
20 =—-W(u—ug)+ ([ —K')¢p auf I’ (1.14)
0= —-K)(u—uy) +Ve auf I'. (1.15)

Wir benutzen dabei die folgenden Integraloperatoren fiir x € I’

Vo(r) = /F({L’ —y)p(y) dSy, Einfachschichtpotential (1.16)
r
Kv(z) = /T(ﬁy, n)l(z —y)"v(y) dS,, Doppelschichtpotential (1.17)
r
K'¢p(x) =T(0,,n) / L(z —y)To(y) dS,, adj. Doppelschichtpotential (1.18)
r

Wv(z) = —=T(0,,n) /FT(ﬁy, n)l'(z —y)"v(y) dS,, hypersingulirer Operator (1.19)

mit den Abbildungseigenschaften (siehe [21])

V:HY3I) — HY*(') stetig, symmetrisch, positiv definit (1.20)
K:HY2I) — HYX(I') stetig (1.21)
K :HY2I) — HY2I) stetig (1.22)
W:HY2T) — HYT) stetig, symmetrisch, positiv semi-definit. (1.23)
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1.2 Variationelle Formulierung

Gleichung (1.15) ist wegen der positiven Definitheit des Einfachschichtpotentials dqui-
valent zu

¢=-VHI—-K)(u—u).
Dies eingesetzt in (1.14) ergibt
b= G-I — (I~ KW (T~ K)](u — o)
Falls wir ug = 0 setzen haben wir die klassische Definition des Poincaré-Steklov Opera-
tors 7(0.,n)uy = ¢ = —Su mit
S=W+({I-K)W-K): H/*I') - HV*(I). (1.24)

In [14] wird gezeigt, dass der Poincaré-Steklov Operator linear, symmetrisch und positiv
definit ist.

1.2 Variationelle Formulierung

Fiir die variationelle Formulierung multiplizieren wir zunéchst die Gleichgewichtsbedin-
gung (1.13) fiir das Innenraumproblem mit einer Testfunktion v € H!(Q), integrieren
iiber das Gebiet €2, nutzen die Symmetrie des Spannungstensors aus, wenden die Green-
schen Formeln an und erhalten

Aa(u):s(v) df_Aa(u).nvdi:/Fv dr Vv e H'Y(Q).

Q

::A‘(,u,v) :<¢“f‘,tOvV>

Multiplizieren wir nun die Randintegralgleichungen (1.14) und (1.15) mit den Testfunk-
tionen v € HY(Q2) und v € H~Y2(T"), schréinken v auf I' ein und integrieren iiber den
Rand I', so bekommen wir insgesamt die variationelle Formulierung der Kopplungsglei-
chungen (1.13)-(1.15)

Finde (u, ¢) € HY(Q) x H™Y2(I") mit
B((u,9),(v,9)) = L(v,v) v(v, ) € H'(Q) x H™V*(I), (1.25)

wobei
B((u,¢),(v,v)) := /Q o(uy):e(v)dr+ %<WU|1" +(K'— 1o, v|r)
PV (- K)ulr)
A v) + L (Wale+ (K~ 1), vlr)

SV + (- K)ulr)
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1 FEM-BEM Kopplung fiir ein elastisches Problem im IR®

und

L(v,v) = /QFV dx + %(’1/1, (I — K)ug) + (to + %Wuo,v|p).

Mit Hilfe des Poincaré-Steklov Operators (1.24) ldsst sich B((u, ¢), (v, %)) durch die Eli-
mination von ¢ alternativ auch beschreiben als B((u, ¢), (v,%)) = A(u, v)+(Su|r, v|r).

Als ein Ergebnis aus [24] haben wir, dass das Transmissionsproblem und das Kopplungs-
problem #iquivalent sind. D.h., falls (u;, uy) € H*(Q2) Losung des Transmissionsproblems
(1.5)-(1.9) ist, dann ist (u, ¢) auch Losung des Problems (1.13)-(1.15) und umgekehrt.

Mit Hilfe der Kornschen Ungleichung haben wir die Aquivalenz der Normen
le(u)l[L2(@) + [[alrllaz ey ~ llulla@)
Fiir den Beweis des folgenden Theorems benétigen wir die Definitionen
1 1 1 1
ni= 50+ 5v—l(f ~KjueH YY), §&:= A 5v—l(f — K)ve HV4(I).
1 und § kénnen wir mit Hilfe von Gleichung (1.15) als Residuen auffassen.
Theorem 1.2.1 Es gibt eine Konstante cy, so dass fir alle (u, @), (v,) € HY(Q) x
H-Y%(T) gilt

a([leu — vl ) + Co(||u — V2w + 1 = Pla-em)?
(( a¢)>( _Van_é))_B((V7¢)>(u_vvn_5>)>
(1.26)

wobei v durch die Monotonie des nichtlinearen Operators definiert ist (siehe (1.3)).

Beweis. Mit der Definition von 17 und § und der positiven Definitheit des Poincaré-
Steklov Operators und des Einfachschichtpotentials und der Definitheit des hypersin-
guldren Operators sowie der Monotonie des nichtlinearen Spannungstensors o haben
wir

B((u,¢),(u—v,n—46)) — B((v,¥),(u—v,n—9))
(u) — a(v)):f—:(u—v)dsc—l—%(W(u—v)—i—(K'—I)(d)—zb),u—v)

\

(@
Q
+§<n 5V(®— )+ (1~ K)u—v)

1 1
Z(W(u—v),u—v> + Z(S(u—v),u—v)

:3\

(o(u) —o(v)) :e(u—v)dr+
1

Vie—v.0—v))

> a(||€(u —V)llex) +allu=vlgee +ellé =k em,

mit Konstanten ¢y, co > 0. O
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1.3 Diskrete Formulierung

Bemerkung 1.2.1 Haben wir, dass M'(e(u)) eine lineare Abbildung ist (2.B. ist dies
der Fall fiir o(t) =t siehe 1.2), erhalten wir als direkte Konsequenz aus Theorem 1.2.1,
dass die Bilinearform B(-,-) der Babuska-Brezzi-Ladyshenskaya-Bedingung geniigt. Fir
den linearen Fall kénnen wir dann mit Hilfe des Theorems 1.2.1 und der Stetigkeit der
Bilinearform mittels des Lax-Milgram Lemmas die eindeutige Liosbarkeit des Transmis-
stonsproblems (1.5)-(1.9) schliefSen.

Fiir ein nichtlineares Problem miissen wir fiir die Lisbarkeit die strenge Konvexitdt von
M’ zeigen (siehe [65]).

1.3 Diskrete Formulierung

Fiir die Diskretisierung der variationellen Formulierung (1.25) definieren wir endlich
dimensionale Unterrdume der verwendeten Sobolev-Raume.

Sei hierzu V;, ¢ HY(Q) und H, ¢ H™'/?(T"). Wir konnen nun die diskrete Variante der
variationellen Formulierung (1.25) angeben

Finde (uy, ¢,) € Vi, x Hy, mit
B ((an, @p), (Vi ) = L(vn, Py) V(i ¥y,) € Vi X Hp, (1.27)
wobei die diskrete Bilinearform durch
B (w 84), (Vi 60) =Alwva) + SV uile + (K~ D)y vile)
50V, + (1= K)wlr)
und die diskrete Linearform

1 1
L(Vh, ’l/)h) = /QF -V dx + 5(1/);” (I — K)llo) + <t0 + §W110, Vh‘l")-

dem kontinuierlichen Fall entsprechend gegeben sind.

Die Randintegraloperatoren werden mit Hilfe der folgenden Einbettungen i, und j,
ihren Dualen ¢; und j; sowie dem Spuroperator v und seinem dualen Operator v* dis-

kretisiert
in : Vh — HY(Q) iy (HY(Q) — (Vi)*
ju + Hy — H2(T) g s HY2(D) — (H,)*
v:H'(Q) - H(T) v (HYAD) — (HY(Q)
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1 FEM-BEM Kopplung fiir ein elastisches Problem im IR®

Fiir die diskreten Integraloperatoren haben wir dann folgende Darstellung

Vi = gpVin : Hy — (Hy)" (1.28)
Ky, = ji Ky : Vi — (Hp)" (1.29)
K}, =47 K'jy - Hy, — (V3)* (1.30)
Wh = 'é;’}/*W’yih . Vh — (Vh)* (1.31)
Ih = ];’ylh . Vh — (Hh)* (132)
Iy =" Hy — (V)" (1.33)
Der diskrete Poincaré-Steklov Operator Sy, : Vi, — (V},)* wird durch
Sh =iy Wryin + ipy (I = K)jn (G Vin) = (L = K)yin
=Wy + (I = Kp)Vy ' (I, — Ki) (1.34)

definiert. In [19] wurde gezeigt, dass der diskrete Poincaré-Steklov Operator positiv
definit ist.

Mit den Definitionen der diskreten Unterrdume V;, € H'(Q) und H;, ¢ H™2(I') sowie
der Definition des diskreten Poincaré-Steklov Operators haben wir analog zu dem obigen
Theorem 1.2.1

Theorem 1.3.1 Es gibt eine Konstante co, so dass fiir alle (g, @y,), (Vi,¥,,) € Vi x Hy,
mat ny, ‘= %(ﬁh + %Vh_l([h — Kh)llh (5h = %'l,/)h + %Vh_l(fh — Kh)Vh gilt

a(leu, — evillLa) + colllun — Valleem + 10n — Yilla-1em)?

< B((un, @), (un = vi,my, — 61)) — B ((Va, ¥p), (un — Vi, My, — 61)) -
(1.35)

Beweis. Der Beweis des Theorems lasst sich durch offensichtliche Modifikationen auf
den Beweis des Theorems 1.2.1 zuriickfiithren. O

Analog zu dem kontinuierlichen Fall haben wir durch das Theorem 1.3.1 fiir ein lineares
Problem den Nachweis der diskreten Babuska-Brezzi-Ladyshenskaya-Bedingung.
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2 Residualer Fehlerschatzer

2.1 A posteriori Fehlerschatzer

In diesem Kapitel stellen wir unter gewissen Voraussetzungen an das Gitter einen re-
sidualen Fehlerschétzer fiir das in Kapitel 1 vorgestellte FEM-BEM Kopplungsproblem
vor. Diesen Fehlerschitzer benutzen wir in unserem numerischen Beispielen als Steue-
rungsgrofe eines adaptiven Verfeinerungsalgorithmus. Zunéchst stellen wir folgende An-
nahme an das Gitter

Annahme 1 Sei Q C R® ein Gebiet mit polyhedralen Rand T' und h bezeichne die
Gitterweite. T, == {T4,...,Tn} sei eine Triangulierung des Gebiets in Tetraeder- oder
Hezxaederelementen. Die Triangulierung heifst requldr, falls

i Ui\ilTi:Q

e der Durchschnitt zweier Elemente entweder leer, ein Eckpunkt, eine ganze Kante
oder eine ganze Seitenfliche ist

o bei Tetraedern sind die Innenwinkel der Elemente durch eine Konstante nach unten
beschrinkt; bei Hexaedern sind die Seitenverhdltnisse beschrinkt.

Das Gitter auf dem Rand I' wird durch Bildung des Spurgitters der inneren Triangu-
lierung 7, erzeugt. D.h., die Seitenflichen der Elemente T}, die auf dem Rand I" liegen,
bilden das Gitter auf der Oberfliche unseres Gebiets. Das Randelementgitter wird also
durch das Finite Element Gitter induziert.

Definition 2.1.1 Sei S, die Menge der inneren Seitenflichen
Sy :={01;NOT; : i # j mit IT; N O ist gemeinsame Seitenfliche}
und Iy, bezeichne die Menge aller Seitenflichen, die auf dem Rand I liegen

Fh = {8TZﬂF # @}

25



2 Residualer Fehlerschatzer

Auf einer Triangulierung 75, bezeichnen wir mit hy die Elementgrifie der Elemente im
Gebiet ), also hy := diam (T') fir T € Ty,. hg, := diam (F,) fir F, € Sy, sei die Grifle
der inneren Seitenflichen und hp, := diam (F;) fir F; € Ty, die Grife der Flichen auf
dem Rand.

Fiir den residualen Fehlerschitzer definieren wir die diskreten Réume V), und H), wie
folgt

Vi :i={pn € C(Q) : pu|r, € Py fur alle T; € T},
Hy, ::{ph € LOO(F) : ph|E € P, fir alle £ € Fh},

wobei V), der Raum der stiickweise linearen Funktionen auf den Elementen T; und H}, der
Raum der stiickweise konstanten Funktionen auf den Randelementen ist. P; bezeichne
den Raum der Polynome vom Grad < 1.

Sei n die &uflere Normale auf dem Rand I' und auf den Elementseitenflachen. Die Rich-
tung der Normalen n sei fixiert, so dass [o(uy,)-n] den Sprung der Normalenableitung
(hier also die Randspannung) auf den inneren Seitenflichen F; € S, bezeichnet. Es sei
F € L%(Q), up € HY(T') und to € L*(T") gegeben.

Wir definieren die einzelnen Anteile des Fehlerschatzers durch

R} =Y hi|[F +div o (w2 (2.1)
TeT,

R =" hplo(u) 0] |2, (22)
F,eSy,

1 1

B = Y helto—o(w)n+ W —wlr) = 5(K' = Déyliar, (23
FeEFh

B = 3 bV (T = K)(uo — wilr) = Vo } e, (2.4)
FeEFh

Mit diesen Termen kénnen wir nun eine a posteriori Fehlerabschétzung analog zu dem
zweidimensionalen Fall in [17] formulieren, wobei (u, ¢) die Losung des Problems (1.5)-
(1.9) und (uy, ¢;,) die Losung des diskreten Problems (1.27) darstellen. Wir benutzen
den Fehlerschiitzer spéter in einem adaptiven Algorithmus (siehe Kap. 2.2) elementweise
zur Steuerung der adaptiven Verfeinerung der Triangulierung 7.

Theorem 2.1.2 Sei (u, ¢) die Lisung des Problems (1.5)-(1.9) und sei (uy, ¢,;,) die
Losung des diskreten Problems (1.27). Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0, unabhingig
von der Gitterweite h, so dass gilt

(0~ ). (& — u)lenpsat 172ty < e(Bs + Ry + Ry + Ra). (25)
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2.1 A posteriori Fehlerschétzer

Beweis. Analog zu [17], wo der 2D Fall betrachtet wird, zeigen wir fiir den Beweis des
Theorems zunéchst, dass die Abschéatzung

a(llew — euplrz()+l(w — un), (¢ — é3)|I*
o (¢(Ry + Ry + R3)) + ¢(Ry + Ry + Ry + Ry)?

gilt. Dabei ist a die streng monotone, konvexe Funktion aus (1.3) und a* ist definiert

(2.6)

als duale zu «

a*(s) = igg)(st —a(t))

fiir s > 0.

Wir beginnen mit der Anwendung des Theorems 1.2.1 auf (u, @) und (uy, ¢;,) € HY(Q) x
H2T) mit n:= 3¢+ 1V ([ — K)uund § := ¢, + V(I — K)u,,. Es gilt
alllew — ewlzoy) + Allu — w gy + 16 — Gl
< B((“u ¢)7 (u — Up, N — 6)) - B((uhu ¢h)7 (u — Up, N — 5))
(2.7)

Wir haben fiir alle e;, € V), und p,, € Hj nach Subtraktion der variationellen und der
diskreten Formulierung, die Galerkin-Orthogonalitét

B((u— s, ¢ — ¢,), (en, pp)) = 0.
Seinun e ;== u—w, und p == —98 = 3(¢p — ¢,) + 1V (3 — K)(u — uy). Setzen
wir in (2.7) die Galerkin-Orthogonalitét ein und nutzen die Definition der variationellen
Formulierung, so erhalten wir fiir die rechte Seite in (2.7) mit (e, p;,) € Vi x Hy,

B((u—uy, ¢ — ¢,), (e, p))
=B((u—uy, ¢ — @), (e,p)) — B((u —un, ¢ — ), (en, py))
=B((u—up, ¢ — @), (e —en,p—p,))
=L(e —en,p—p;) — B((un, ¢y), (e —en, p— py))

- (
:/F~(e—eh)—a(uh) ele—ep) dx

Q
(W(ug —up) +2tg + (K" — 1), e — ey)

(o= P (T = K)o = 0) = V). (28)

Mit der Anwendung der Greenschen Formel und der Zerlegung des Gebietes € und des

+

[l R

Randes I" konnen haben wir fiir den Anteil des Spannungstensors im Volumenintegral

/Qa(uh) e(le —ep) do = — Z /leO’ uy) (e —eyp) do

TeT,
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2 Residualer Fehlerschatzer

Setzen wir dies in die Gleichung (2.8) ein und ersetzen damit die rechte Seite in (2.7),
ergibt sich letztendlich die Abschétzung

aleu = ew o) + Bla—w). (&= $)IF < Y [ (B div ow)-(e—en) do

TeT

1
+ 520 = 20 (wn) n 4+ W(ao — wp) + (K = )¢y, (e — en))
1
£ 50— o (1= K)(wg = w) = V)
Aus dieser Darstellung kénnen wir die Anteile 71, ..., Ty separieren
T, = Z /(F +divo(uy))-(e —ep) dx (2.9)
TeT, T
=Y /[a(uh)n] (e —ep) ds (2.10)
Fes) F
1
T; ::§<2t0 —20(up) n+W(uy —u) — (K'— 1), e — e) (2.11)
Ty :=(p — pn, (I = K)(ug —up) = V) (2.12)
Fiir den Beweis der Behauptung miissen wir nun zeigen, dass wir die Anteile T}, ..., T}
nach oben durch Ry,..., Ry abschitzen kénnen.

Zuniichst fithren wir Interpolationsoperatoren ein, die globale Funktionen u € H'(Q) auf
der vorhandenen Triangulierung des Gebiets approximieren. Mit Hilfe der Regularitéts-
annahmen an die Triangulierung 7, (siche Ann. 1) kénnen wir die Ergebnisse aus [20]
benutzen und definieren einen Clément-Approximationsoperator, der uns die gewiinschte
Abschétzung liefert.

Sei I, : HY(Q)) — Hj, eine Familie von Approximationsoperatoren. Wir haben fiir alle
Elemente der Triangulierung 7' € 7}, die Nachbarschaft des Elements Ny := (J{T" € 7, :
T'NT #(}. Dann gilt mit 0 < k < ¢ < 2

1w —uldy gy < chd P ufy,,  Yu e HY(Ng). (2.13)

Mit den gleichen Regularitdtsannahmen kénnen wir nun auch eine Abschéitzung der L2-
Norm {iiber einer Fliche F' durch die Berechnung von Normen iiber dem Element T
gewinnen.

Nach [20, Lemma 4] gilt fiir eine Fliche F' von T € 7}, und jedes u € H'(T')

hTHuHiZ(F) < C(HUH%P(T) + h?r|u|%11(T))- (2.14)
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2.1 A posteriori Fehlerschétzer

Fiir die Beweise der einzelnen Anteile (2.9)-(2.12) setzen wir e, := Ie € Hj, und es sei
1/2 1 1o
pn, € H,'” beliebig.

Fiir den Anteil T} benutzen wir die Cauchy-Schwarz Ungleichung und wenden die Inter-
polationsabschéitzung (2.13) mit k =0 und ¢ = 1 auf e — e, = e — [ e an.

T, = Z /T(F +divo(uy)) (e —ey) dz

TeT,

<Y |IF +div o (u) |2 lle — Tneller)
TeT,

<c Z IF + div o (up) |2y hrl el )
TeT,

Nach der Regularitdtsannahme 1 an die Triangulierungen des Gebietes €2 sind die Winkel
der Elemente im Gitter beschrankt, daher ist die Anzahl der Nachbarelemente in der
Nachbarschaft Ny auch beschréankt. Damit ergibt sich eine Abschéitzung fiir 77 durch
den Anteil Ry, der in (2.1) definiert wurde

Tl S C|e|H1(Q) Z hTHF + div O'(llh)” = c|e|H1(Q)R1. (215)
TET,

Fiir den zweiten Teil T, aus (2.10) nutzen wir die Abschétzungen fiir die Interpolations-
operatoren auf den Elementen und auf den Elementseitenflichen. Wir haben zunéchst

=3 /F o (wnle = en) ds < Sl e = filcey

Um die rechte Seite durch den Anteil R, abzuschétzen, betrachten wir ||(e — Iye)||lr2(#),
verwenden die Abschétzung (2.14) und ersetzen dabei u := e — Iye. Anschlieend be-
nutzen wir die Clément-Interpolation (2.13) fiir Elemente der Triangulierung fiir die
L2-Norm (mit k =0, ¢ = 1) und die H'(Q2)-Seminorm (mit k =1, ¢ = 1) und erhalten

C
le = Inellfgm < I (lle = Inellzzer) + hile — Inelfr)
C
< h—T(Chgﬂe@{l(NT) + h?rc|e|%{1(NT))
< ChT|e|%—11(NT)‘

Daraus ergibt sich fiir die Abschétzung von T, unter der Beriicksichtigung, dass wegen
der Regularitit des Gitters die Anzahl der Nachbarn pro Element beschrénkt ist

Ty < clefme) Y Vhrllo(uy) ]| r) = clefm o) Re. (2.16)
F
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2 Residualer Fehlerschatzer

Fiir den dritten Teil T3 betrachten wir zunéchst die Definitionen der Funktionen, Ap-
proximationen und die Abbildungseigenschaften der Integraloperatoren, damit wir die
duale Paarung in (2.11) durch die L?-Norm auf dem Rand I abschiitzen kénnen.

Nach Voraussetzung ist to € L*(T"). Mit der Abbildungseigenschaft des hypersinguliren
Integraloperators W : HY2+¢(I') — H~Y2*¢(T) (siehe [21]) und der Voraussetzung,
dass (ug —up)|r € HY(T) ist W(up —up,) € L*(T"). Mit der Abbildungseigenschaft des
adjungierten Doppelschichtpotentials ist auch (K'—1)¢, € L*(T). Fiir stiickweise lineare
Funktionen auf den Elementen ist o(u)-n € L?(T'), da o(uy) stiickweise konstant ist.
Wir wenden wie im obigen Fall fiir 7, analog die Interpolationsergebnisse (2.13) und
(2.14) auf |le — ep|lL2(ry an, bzgl. den Seitenflichen der Triangulierung 7, die auf dem
Rand I liegen.

T = (to — o(uy) n+ Wy —up) — (K' = I)y,, e — ep)
<o —a(up) n+W(u —w,) — (K" = Iy llrz2m lle — enllLzm)
< clelm @) Vhrlto — o(wy) m + W (g — wy) = (K’ = eyl
= cle|m (o) Rs. (2.17)

Fiir den letzten Anteil Ty setzen wir ¢ := (I — K)(ug — uy) — V¢;,. Dann haben wir fiir
alle Ph € Hh

Ti={p—py, (I - K)(u—u,) —Vay)
=(p— Py, ¥)
<llp- thH*l/Q(F)H’l/)HHl/Q(F)'

Mit einer Zerlegung der Eins auf dem Rand I' und der Einbettung HY(I') ¢ HY2(T")
kénnen wir Theorem 3.2 aus [18] auf ||9)||g1/2r) anwenden. Sei hp := hy, fiir I'; € T,

N
||1/JHH1/2(1“) < CZ V hF’|VF¢’|L2(Fj)’
j=1

Sei nun p;, = 0. Mit der Stetigkeit von n erhalten wir nun die gewiinschte Abschétzung
mit Ry aus (2.4)

Iy < ||pHH*1/2(F)||"7HH1/2(F)

N
< clllelarem + 19 = Sulla-rom) D Vil Ve leae,)
j=1

N
c(llelle ) + 16 = dula-rm) D Vel Ve(( = K)(wo = wi) = Véy)lleary)

J=1

= c(llellmrzwy + |6 — Pnlla-rzi)) Ra (2.18)

IA
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2.1 A posteriori Fehlerschétzer

Setzen wir die Abschitzungen (2.15), (2.16), (2.17) und (2.18) fiir die einzelnen Teile
11, ...,T, zusammen, haben wir

a([leu — eup ||z o))+ =), (@ — @) P < TV + To+ T5+ 1y
< c(Ry + Re + Rs)le[m o) + cRall(e, & — @) lmv2(myxm-1/2(r)-

Die Norméquivalenz von |||z + || lm/2ry 20 | - a1 () liefert

a(|leu — euy|[L2i) + [(u—un), (¢ — @)
S C(Rl —+ R2 —+ R3)H€€HL2(Q)

+ c(Ry + Ra + Ry + Ry)[(e, @ — &) [z ryxm-1/2(r)-
Nutzen wir ts < fa(t) + 3a%(2s) fir ¢t = [lee|r2@) und fir s = ¢(R; + Ry + Rj)

sowie das Standardargument pg < %pz + %qz fir p = ¢(Ry + R + R3 + Ry) und ¢ =
(e, & — &) /2y xra-1/2(r)> 80 bekommen wir die gewiinschte Abschitzung (2.6)

a(llew — eulrz (o) +|(w — un), (¢ — é3)|*
< a* (e(Ry + Ra + R3)) + c(Ry + Ro + Ry + Ry)*.

Um unser Theorem zu beweisen, miissen wir nur noch « und o* betrachten. Wir haben
nach den Annahmen an die nichtlineare Funktion, dass M’ uniform monoton ist. Daher
existiert eine Konstante & > 0 mit

/Q (M(Q) — M)~ &) > a / (C—E)(C— ).

2 . . .
1=+ Mit der Norméquivalenz

Es folgt, dass a(t) = at? (siehe (1.3)) und daraus o*(s) =
erhalten wir nun die Abschétzung 2.5

o —wllm o) + |6 — Splla120) < (B + Re + Rs + Ra),

womit das Theorem bewiesen ist. O

2.1.1 Effizienz des Fehlerschatzers

Fiir den Beweis der Effizienz des Fehlerschétzers (2.5) gehen wir dhnlich vor wie in [16],
wo die FEM-BEM Kopplung fiir Laplace-Probleme im 2D Fall untersucht wird und
benutzen die Resultate aus [62].

Fiir den Beweis des Lemmas 2.1.1 bendtigen wir eine Darstellung des Referenz-Wiirfels
K :=[0,1]% oder eines Referenz-Simplexes K := {# € R* : 2+ 2y +a3 <1, 2, >0, 7 =
1,2, 3} in Baryzentrischen Koordinaten A; ... \y.
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2 Residualer Fehlerschatzer

Wir betrachten den Referenz-Simplex im IR* und bezeichen dessen Eckpunkte mit
2= (1,0,0)%; 2, :=(0,1,0)%; 23 :=(0,0,1)%; 2, := (0,0,0)".

Die Mittelpunkte der Kanten definieren wir durch

1
Gy = 5(2i+73j)> 1<i<j<A4,
die Flachenmittelpunkte
. .. . o
Zi,jvkzzg(zi‘l‘zj‘l‘zk), 1<i<j<k<4
und den inneren Mittelpunkt durch
. 1(A+A+A+A) (111)
1234 1= (%1 2+ 23+ 24 111

Die Baryzentrischen Koordinaten 5\1 o 5\4 sind als Funktionen durch

A\i(1) = x5 1<i<3
3

Ai(z) i =1— sz
i=1

mit der Eigenschaft 5\(%) =9,;, 1 <14,j <4 definiert.

Auf dem Referenz-Simplex betrachten wir die Volumenfunktion br und die Flichenfunk-
tionen by mit

ZA)T 222565\15\25\35\4 = 1’1113'21’3(1 — X1 — T — 1'3) (219)
b =27\ M. (2.20)

br hat die Eigenschaften

~ ~ ~ ~

br(21234) =1, br(Zix) =0, bp(2;) =0, bp(z) =0,

dass sie im Inneren existiert und auf dem Rand verschwindet. Fiir die Flachenfunktionen
haben wir analog

ZA)F(Z?lmn) = il(sjm(skna BF(élm) = 0, bT(ZA/l) =0.

Wir definieren fiir T' € 7}, durch

Wp = U T

FeF(T")
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2.1 A posteriori Fehlerschétzer

die Menge der Elemente, die die gleiche Seitenfliche haben.

Seien nun Ay, Aro, Ars, Ar4 die Baryzentrischen Koordinaten des Elements 7' € 7j,.
Wir haben die Volumenfunktion auf T" gegeben durch

(2.21)

{256>\T71>\T72)\T,3>\T74 in T
bT =

auf Q\ 7.
br hat die oben beschriebenen Eigenschaften. Die Funktion auf den Seitenflichen F' der

Elemente wrp = T U T ist gegeben durch

(2.22)

by — 27>\Tl7i>\Tl7j>\Tl7k auf ﬂ; (l = 1, 2)
" auf Q\ wp.

Fiir ein Element T' € 7;, und eine Seitenflaiche [ haben wir fiir das Volumen des Elements
|T'| und die Fléche |F| von I die Eigenschaften

32 9
br = —|T1; bp = —|F|. 2.2

Fiir den Beweis der Effizienz benétigen wir zunéchst das folgende Lemma

Lemma 2.1.1 Seiuy, € V), stickweise linear. Dann ist o(uy) konstant und gibt es eine
Konstante ¢ > 0, so dass fir alle T € T gilt:

m(T)? < |lo(a) = a(w)ltzpry + 1rE = Fr)llfapery) + 7% (Su — Srw)|It2 (o)
(2.24)

+ 17 W (@ = w) ey + 10 (K" = D¢ = &) | Renon (2.25)

+ 102V V (= ) Earror) + 11E V(K = (= w)|Eeror),  (2:26)

wobei S der Poincaré-Steklov Operator und Sg eine L*-Projektion des Operators bezeich-
net.

Beweis. Aus (2.5) haben wir die Darstellung des Fehlerschétzers n, mit

(1) =Y h3lIF +div o (w)fee) + Y he

(o () n][|Ea s,

TeT, F;eSy
1 1
- Z hr.|[to — o(us) n+ §W(uo —wr) - §(K/ - I)‘?bh”%?(Fe)
Feel'y,
+ Y helVe{( = K)(u — unlr) = Ve iz,
Feel'y
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2 Residualer Fehlerschatzer

Da wir annehmen, dass u, € V}, also o(uy) stiickweise konstant ist, ergibt sich, dass
div o(up,) = 0 gilt.

Wir definieren zunichst die L?-Projektionen Fp := |Tl\fTF und gp = ﬁfp(—Su).
Daraus haben wir fiir den Fehlerschétzer

= Z hg“HFTHL? + Z h7||F — FT||L2(T

[Tk

TeT, TeT, F;eSy
1 1
+ Z hr|[to — o(up)-n + §W(UO —up|r) — §(K, - I)¢h||i2(Fe)
Feel'y,
+ Y he|IVe {(I = K)(uo — unlr) = Vg, Hizer-
Feel'y

Mit der oben eingefithrten Abschneidefunktion br fiir das Element T definieren wir
wr = Frby. Mit dem Integralwert von by aus (2.23) ergibt sich fiir wy

32
Frwr = | Fiby = [Fr|>—=|T Frll
| Pror = [ Fibr = [P L 7] = S Pl

Wir schétzen ||Fr||g2(r) mittels der Abschneidefunktion wr, die auf dem Rand der Ele-
mente verschwindet, der Eigenschaft, dass div o(u;) = 0 und der partiellen Integration
ab, wobei wir

/Q o(w,) : e(wr) = / Fur — / (o(w) — o(w)) : e(uwr) = / Fur — / o(u)

fiir die exakte Losung u des Innenraumproblems ausnutzen.

/FTU)T :/ FwT + /(FT - F)wT + / div a(uh)wT
T T T Q

:/QFwT —/Qo-(uh) : e(wr) +/T(FT —F)ur
= [ (@) = otw) s twr) + [ (Fr—Fhus

<|lo(n) — o(u)|le2) | Vor|lzry + [Fr — Fllee @ [|wr|lLz )
_ 32
<llo(u) - o(u) ) |Frlch™"y/ 1—05|T| + [|[Fr — F|pz2(r)|Fr| | |

32 _
<\ 105 [Frliezen [eh™ o (@) — o (wn)luzcry + [Fr = Fllezen).

Daraus folgt

32

e o (w) — o(w) g + Fr — Bl (2:27)

IFr|lee@
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2.1 A posteriori Fehlerschétzer

Fiir den néchsten Anteil ||[o(us) -n ]||L2( r,) im Fehlerschéitzer 7, definieren wir die Ab-
schneidefunktion (d.h. supp wrp C wg) auf den Seitenflachen F' der Elemente 7" durch
wp = [o(uy)-n)bp. Analog zu der obigen Vorgehensweise erhalten wir

[t nlur = lotw)n? [ b= iFllotm)nllie,. (229

Mit den gleichen Argumenten wie oben nutzen wir die Tatsache aus, dass div o(uy,) =0
und folgern mit der Abschétzung fiir [|[Fp||r2(r) aus (2.27), dass

/[ u)-njwp = Z/FwF_/ o(u—uy): e(wr)

T cwp
<IFlz@m lwrlrzws) + llo(a) = o () [lizwn [[Vwr|ltzws
<2 (o) llo (un) -n]|chp + [lo(u) = o (wh)||L2(wp) [l (an) 0] [chrhz!
=c||[o(wn) n]||2r (B |2 + ch ™20 () — o (wh) |2
<cl|o(wp) n] || [h 2 IF = Fr + Frl|iae, + ch™2(lo () — or(wh) 2]
<dlllo(wp) n]|lLer) (b > IF = Frllea) + ch 2o () — o (wy) 12

T Cwp

so erhalten wir eine Abschétzung des zweiten Terms des Fehlerschétzers 7y,

o () )l < e[l D NF = Frlliae + ch ™ o(w) = o(un)llizee] - (2:29)

T'Cwp
Fiir den dritten Anteil des Fehlerschétzers benutzen wir die diskrete Form der Gleichung
(1.15), die uns ¢, = V, ' (K, —1I1,)(u,—up) liefert und die Definition des Poincaré-Steklov
Operators S =W + (K IV~YK — I). Wir haben
1 1, _, 9
hp |a(uh)-n+§WUh\r+§(K — Dey|” ds
F
1 1
:hF/ o) n Wl (K = DV 3K = Dy ds
F
§2hF/ lo(uy,)-n + Sul® ds
F

LK — Vi (K = D, — Sul? ds. (2.30)

1
2h W
+ F/F‘2 U—h|1“+2

Fiir das erste Integral der rechten Seite definieren wir fir F' € Fj, und konstantes o (uy,)
und g, wr := (gr — o(uy)-n)bp. Wir erhalten analog zu den obigen Umformungen

9
[ ar = atw) nbr = 551 Fllgr = o) nlfs
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2 Residualer Fehlerschétzer
Daraus erhalten wir mit der Abschétzung fiir ||Fr||y2(n)

_1 1
lgr—o () nllea(ry < e[hp? o (W)= (W) 1 wr) Hhi IF=FrllLap Hlgr—o (W)l |-

Setzen wir diese Abschétzung ein und schreiben o(u)-n = ¢ = —Su durch die Defini-
tionen des Kopplungsrandes sowie gp = Spu mit Spu := |F|™' [ Su ds, erhalten wir
fiir den ersten Teil in (2.30)

2hp/ |o (uy, )n+Sul? gchF/ |Su—Spul? ds+cht|F—Frfzqy+€lo(w)—o (u)||f2 -
F F
Der zweite Teil in (2.30) ergibt mit ¢ = V(K — I')u
1 1 / —1 % 2
2hp |§Wuh\p+§(K — 0V, iy (K — Iuy, — Sul” ds
F
=20 [ Wla—w)+ (K~ D&~ @) ds
F
< 4hp/ W (u—w,)|? ds + 4hF/ (K —1)(¢ — )] ds.
F F

Zusammengesetzt ergibt sich fiir den dritten Term
1 1, , 9
hF||‘7(uh)'n+§Wuh|F + §(K — Dépllrz(r
< ChF/ [Su — Spul* ds + chip|F — Fr|[fa) + ¢llo(w) — o ()|l
F

+4hp[W(a = up)lleer) + 4he (K" = 1) (¢ — ép)llL2(r).-
(2.31)

Den letzten Term des Fehlerschitzers ny, schitzen wir mit der Identitdt (1.15) und der
Dreiecksungleichung ab.

helVe(Vey, — (K = Dwy) Ry = helVe(V(gy, — @) + Ve — (K — Duy) (2
< 2hp|VrVi(gy, — ¢)||i2(F) + 2hp||Vr(K = I)(u— uh)||i2(F)- (2.32)

Fassen wir nun die Abschétzungen (2.27), (2.29), (2.31) und (2.32) der einzelnen Terme
zusammen, erhalten wir letztendlich unsere Behauptung (2.24). O

Wir koénnen nun Lemma 2.1.1 benutzen, um die Effizienz des Fehlerschétzers n, (bis
auf Terme hoherer Ordnung) zu beweisen. Wir bezeichnen mit SP(T') den Raum der
stiickweise konstanten Funktionen und mit S}(I') den Raum der stiickweise linearen
Funktionen auf dem Rand I'.
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2.1 A posteriori Fehlerschétzer

Theorem 2.1.3 Sei u, € V), stickweise linear. Dann gibt es eine Konstante ¢ > 0,
unabhdngig von der Elementgrdfie h, so dass fiir alle T' € T, gilt

Y (D) <e[llhr(F = Fr)lfaq) + lo(w) = o(w)zz)

TET,
hF,max
(= ey + 1 = D) (2.33)
h%max : 0 2
+ : (dlStHl ( Sh( )) +dIStL2(F)(Su, Sh(F)) )}

h’F,min

Beweis. In Lemma 2.1.1 haben wir eine Abschétzung fiir den Fehlerschétzer n;, gewon-
nen. Nehmen wir nun die Summe iiber alle Elemente T" € 7, so erhalten wir

Y () < efllo(u) = o(wy)llfzq) + 1hr(E = Fr)llfzgo) + hrmed (Su = Sew)[fa
TeT

+ B na W (0 = W) [[ L2y + hrnax | (K7 = 1)(@ — @) |2 r)
+ hrmaxl VeV (@ = @) [L2(r) + Ar e[ Ve (B = T) (0 = up) [ L2 r)-

Die beiden Volumenterme sind schon in der gewiinschten Form, deshalb miissen wir nur
noch die Randterme einzeln betrachten.

Da Sru eine L?—Projektion von —Su in den Raum stw. konstanten Funktionen auf
dem Rand SP(T') ist, ist der Abstand der Projektion Sg zu Su: [|Su — Spullrzr) =
distr2(r) (Su; Sp(I")). Somit haben wir fiir den ersten Randintegralterm

I max [ (SU = Spu) [F20y < P maxdistrary (Su; S5(T))%. (2.34)

Dieser Term ist in der Abschidtzung nach oben durch einen Term hoherer Ordnung
beschréankt.

Fiir den Anteil mit dem hypersinguldren Integraloperator benutzen wir dessen Abbil-
dungseigenschaften (hier Stetigkeit, siehe [21]) und haben somit

I e | W (0 = W) |2y < e a0 — [ ). (2.35)

Um [lu— w3 () abzuschitzen, fithren wir eine Approximation u,, € SHT) ein, die u
auf dem aktuellen Randgitter auf I approximieren soll (z.B. nehmen wir die Funktion, die
u in den Knoten des Randgitters exakt interpoliert). Mit Hilfe der Dreiecksungleichung
erhalten wir

||u—uh||H1 < 2||u_uap||H1(F + 2[|uap — uh”%ll(r) (2.36)

Wegen u,, — uy, € S}, konnen wir die inverse Abschétzung

Vil < ch™ [ vallam ) m <1
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2 Residualer Fehlerschatzer

fiir ein v;, € P, wobei P, endlich dimensionaler Unterraum von HY(I')NH™(T) ist (siehe
[15, 64]) benutzen und die Dreiecksungleichung erneut anwenden

—1/2
[y — Wiy < chpaiinlltap — allgz
—1/2
< chp 2 [ty =l + 0 — il - (2.37)

Mit der Interpolation von HY?(I") durch L?(TI") und H(T') (siehe [2]) und den Approxi-
mationseigenschaften fiir u,, in der L*(I")-Norm erhalten wir

[ap = allgge iy < clltap = vl [Wap — vllen )
S Ch’F,maxHuap - u”%{l(r) (238)

Die Abschétzungen (2.36)-(2.38) eingesetzt in die Abschéitzung (2.35) des hypersin-
guléren Operator-Anteils ergibt

hF,max
A max [|[W (0 — uh)”iz(r) < Cm [Ju— uh“%—pﬂ(r‘) + I max| [0 — uap||%{1(r)}

hF,max

<c

>~ hf‘ . [Hu - uh“ill/z(p) + hF,maxdiStH(F) (117 S}IL(F))ﬂ .

Die gleichen Argumente angewandt auf die Einfachschicht-, Doppelschicht- und adjun-
gierte Doppelschichtpotential-Anteile ergibt die gesuchte Abschitzung (2.33). O

Bemerkung 2.1.1 Fiir ein Modellproblem mit speziellen Annahmen an die Regularitit
der Losungen konnen wir das Ergebnis aus Theorem 2.1.3 als untere Schranke korre-
spondierend zu der oberen Schranke aus Theorem 2.1.2 benutzen. Wir nehmen an, dass
F hinreichend glatt ist, so dass fiir die L*-Projektion Fr die Abschiitzung

1hr(F = Fr)[f20) < chiax
gilt.

Fiir die Verfeinerung des Gitters nehmen wir eine quasi-uniforme Unterteilung des Ge-
bietes Q) und des Randes I' an. Dann haben wir eine vom Gitter unabhdngige Konstante

c >0 mit

1< hF,max <

o hl",min

Haben wir auflerdem glatte Losungen u und ¢ auf dem Rand, so liefert uns die Approzi-
mationseigenschaften der Elemente aus Sy(T') und S}(T) fiir die L?- bzw. die H'-Norm
die Abschdtzung

hr maxdistar) (05 S5 (1)) + Ar maxdistre @ (Su; Sp(D))? < chl

max*
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2.2 Adaptiver Algorithmus

Setzen wir diese Erkenntnisse in die Abschitzung (2.33) fiir den Fehlerschitzer ny, ein,
erhalten wir

ST (1) < 2t (w) =0 () 22 gy e [l[=wn gy 4116 = BullZ 1/ B
TeT,

Beriicksichtigen wir nun, dass wir bei den meisten Gittern die Abschdtzung

e < () = () ey + 1= wilesagey + 116 — byl

gewinnen konnen, haben wir mit den Approrimationeigenschaften der diskreten Un-
terrdume letztendlich

S ()2 < elfu — will o

TET,
Aus den Theoremen 2.1.2 und 2.1.3 haben wir dann mit ny einen effizienten und zu-
verldssigen Fehlerschdtzer fiir das Kopplungsproblem.

¢ Hu = upllfp ) < Z mn(T)? < cflu — wpllin g -
TeET,

2.2 Adaptiver Algorithmus

In diesem Kapitel stellen wir den adaptiven Algorithmus vor, der unter Verwendung des
Fehlerschétzers aus Theorem 2.1.2 die adaptive Verfeinerung des Gitters steuern soll.

Fiir das Startgitter 7, ¢ unterteilen wir das Gebiet 2 uniform. Auf diesem so genannten
Grobgitter werden nun die approximierten Losungen uy, ¢, des diskreten Problems
(1.27) berechnet. Mit den gegeben Volumen- und Randdaten kann nun der Fehlerschéitzer
nn(T) (2.5) mit den einzelnen Anteilen (2.1)-(2.4) auf jedem Element 7' € 7}, berechnet
werden. Wir nehmen dies als lokalen Fehlerwert auf jedem Element und kénnen dann
die Elemente verfeinern, die einen bestimmten Prozentsatz 6 € [0, 1] des grofiten Fehlers
iiberschreiten oder verfeinern die n—Prozent Elemente mit den grofiten Fehlerwerten.
Dadurch wird eine neue Triangulierung 7, geschaffen, auf der wiederum die néchste
Approximation berechnet wird.

Wir geben hier noch mal den Algorithmus in schematischer Form an

Algorithmus

(1) Starte mit dem Grobgitter 7y, o, auf Level k =0

(2) Berechne Galerkin-Losung uy,
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2 Residualer Fehlerschatzer

(3) Berechne Ry, ..., Ry fiir alle T € Ty,

— Berechne R; auf dem Element T

— Berechne fiir Ry die Spriinge der Randspannung auf den inneren Elementsei-
tenflachen F' € Sy

— Berechne R; auf jedem Randelement I'; € I'y ;. (falls vorhanden) und addiere
den Wert zu T’

— Berechne R, auf jedem Randelement I'; € I'; i, (falls vorhanden) und addiere
den Wert zu T’

(4) Markiere das Element T' € 7}, . zur Verfeinerung, falls:

Nhi(T) > 60 - max ny, . (T) 6 € 10,1]
TGTh’k

(5) Priife alle Elemente auf die ,,1-constraint rule® (siche Kap. 6) oder andere Kon-
formitétseigenschaften und markiere entsprechende Nachbarn auch zur nétigen
Verfeinerung

(6) Verfeinere alle markierten Elemente und bilde die neue Triangulierung 7j g1

(7) k=k+1 falls (Gesamtfehlerwert > Abbruchkriterium) = gehe zuriick zu (2)

Der adaptive Algorithmus ist sowohl fiir konforme als auch fiir nichtkonforme Gitter
(siche Kapitel 6) geeignet. Da wir nur einen lokalen Gesamtfehlerwert auf den Elemen-
ten haben, wird das zu verfeinernde Element bei der Verwendung von Hexaedern in 8
kleine Hexaeder unterteilt. Falls es a priori aufgrund der Geometrie oder der Problem-
stellung klar ist, in welche Richtung die Verfeinerung am effektivsten ist, kann auch diese
Verfeinerungsart in dem Algorithmus fest eingestellt werden.

Im Normalfall verwenden wir fiir das Randelementgitter die Spur des Volumengitters,
d.h. die Elemente des Randgitters sind die Seitenflichen der Elemente des Volumengit-
ters, die einen nichtleeren Schnitt mit dem Rand I' haben. Deshalb werden die Anteile
der Randelemente auch zu den Volumenelementen addiert und fiir die Verfeinerungsent-
scheidung nur die Volumenelemente betrachtet.

Das Programmpaket maiprogs [45, 43] ist aber auch dafiir ausgelegt, dass man zwei
unterschiedliche Gitter fiir die Losung des Problems verwendet. Um die Verfeinerung
auf den beiden unabhéingigen Gittern durchzufithren, miissen die Anteile R; und R,
fiir ein Volumenelement berechnet werden und die Anteile R3 und R, werden dann fiir
die Randelemente zusammengefasst. Der obige Algorithmus kann dann mit kleineren
Modifikationen separat fiir die Steuerung beider Gitter angewendet werden.
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2.3 Implementation

2.3 Implementation

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Implementation der Randintegralopera-
toren, die in den Definitionen der Fehlerindikatoren auftreten.

Die Implementation der Integraloperatoren in den Anteilen R3 und R, des Fehler-
schitzers (2.5) verlangt eine verbesserte Darstellung der Integrale zur effizienten nume-
rischen Berechnung. Die in dem Fehlerschétzer auftretenden stark bzw. hypersingulédren
Integrale konnen mit der normalen Vorgehensweise nicht berechnet oder nicht exakt
genug berechnet werden. In diesem Kapitel stellen wir die Implementation der einzel-
nen (aber nicht aller) Anteile vor, wie sie im Programmpaket maiprogs [45, 43] in der
Programmiersprache Fortran 90 realisiert wurden.

Bei der Implementation ist zu unterscheiden, auf welchen Typ von Argument die Inte-
graloperatoren angewendet werden. In dem Anteil R3 wird zum Beispiel der hypersin-
guldre Operator W auf eine Funktion ug und auf eine Approximation (also ein Polynom)
u;, angewendet. Fiir beide gibt es unterschiedliche Strategien die benotigten Werte zu
berechnen. Galerkin-Elemente konnen nach [44, 41, 42, 46] fiir Polynome auf Dreiecken
und Parallelogrammen analytisch berechnet werden.

Die Lamé-Integraloperatoren fithren wir zuriick auf die Definitionen der Integralopera-
toren fiir das Laplace-Problem. Wir stellen im Folgenden zunéchst die Umrechnungen
fiir die Laplace Randintegraloperatoren vor und werden dann die Lamé Randintegral-
operatoren untersuchen.

Mit Hilfe der Definition des Ableitungsoperators V definieren wir

Definition 2.3.1 Sei u eine skalare Funktion und u eine vektorwertige Funktion. Dann
151
Vru:=n x (Vu xn) = Vu — (Vu-n)n

der Oberflaichengradient auf " und
curlru := Vru x n

die vektorielle Flachenrotation.

Die skalare Fliachenrotation auf I" fir u-n = 0 ist durch
curlpu := (curl u) - n

gegeben.

41



2 Residualer Fehlerschétzer
2.3.1 Laplace Randintegraloperatoren

Die Integraloperatoren fiir das Laplace-Problem

—Aup = f in € Auy = in N¢
0 0
U1 = Ug + Ug ﬂ:ﬂ%—to auf I’
on on

plus Abklingbedingung im Unendlichen, sind wie folgt definiert

2 1
Vo(r)=— / H¢(y) ds,, Einfachschichtpotential
r
2
K =— | ——— D Ischichtpotential
v(x) 47r/ Iy 7 = y|v(y) ds,, oppelschichtpotentia
K'¢ / adj. Doppelschichtpotential
47r Onx |z — y|
Wo(z) = 47r . / on, |$ — y\ v(y) dS hypersingulérer Operator.
W’LLO

Wir betrachten zunéchst den hypersinguldren Operator W. Mit Hilfe der Bilinearform
des Operators (W-,-) erhalten wir nach [54] bzw. [38] die Uberfiihrung des hypersin-
guldren Operators in die Bilinearform des Einfachschichtpotentials V', angewendet auf
die vektorielle Flachenrotation der Testfunktion v. Eine weitere Ausnutzung des Stokes-
schen Integralsatzes (siehe [55])

/curlpu cvds = /u curlpv (2.39)
r r

liefert

(Wu,v) = (Veurlru, curlpv)

//curlpu -curlru(y )ds s
|z =yl Y

//curlpy (curlpu(z)) - v(y) ds..ds
47T |x—y| o

1
= —/curlpy / cur T;_m ) dsgds,

= (curlpV (curlru), v).

Damit kénnen wir den hypersinguléren Operator als die Rotation des Einfachschichtpo-
tentials mit der Belegung curlru darstellen. Weiterhin kénnen wir curlpV (curlpu) mit
mit Hilfe der Definitionen 2.3.1 umformen

curlpV (curlru) = curl V(curlpu) -n =V x V(Vru x n) - n
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2.3 Implementation

Weitere Umformungen des Ausdrucks ergeben eine neue Darstellung des hypersingulédren
Operators

2 1
V xV(V ‘n=—n,-curl, [ ——(V d
X V(Vru xn)-n 1D cur L|$_y|( ru X ny) ds,

2 1
/nm ——=(x —y) x (ny x Vp,u) ds,
r

Tar e e —yP

_ _%/Fﬁ(nx x (n, X Vr,)) - (z — y) ds,

~— [ ey =) = @ =) (0 n) Vi ds,
_ % /F ((z—y)- (0, - n&)_—;g (- (z = y)))VFU(y)dSya

(2.40)

wobei wir die Funktion Vru(y) als Belegung eines Integraloperators mit dem Kern

K(z,y) := ((m_y)'(n“'nﬁc)__;_fi -y @=v) gewonnen haben. Somit konnen wir fiir die Integra-

tion die gleichen Routinen (mit geédnderten Kern) benutzen, die wir fiir die Standard-

operatoren in maiprogs verwenden.

Das Integral (2.40) hat eine starke Singularitéit. Deshalb ist es notwendig, die Berechnung
des Integrals zu modifizieren, wenn x und y nah beieinander sind. Sind die Punkte weit
voneinander entfernt, ergibt sich kein Problem. Fiir das Nahfeld, d.h. die Punkte sind
dicht beieinander, regularisieren wir den Ausdruck (2.40), indem wir die Null (—Vru(z)+
Vru(z)) addieren und anschliefend die Integrale auseinander ziehen
2 () (eom) v ¢ =0 4,

r

4r lz —y3

Z% /F K(z,y)(Vruly) — Vru(z))ds, + % /F K(z,y)Vru(z)ds,.

Im zweiten Ausdruck ist Vru(z) eine Konstante. Dadurch kénnen wir diesen Term ana-
lytisch integrieren, da sich das Integral auf ein Integral der Form

3/2 thth
I b z) = pf.
ki (@byz)=p /D lat, + bts + 2

dtydts. (2.41)

zuriickfithren lasst. In [46] wird eine analytische Berechnung des Integrals [ k. f’/ ? beschrie-
ben. Der erste Ausdruck hat durch den Vrpu(z) Term eine abgeschwéchte Singularitét
und kann mit numerischer Quadratur berechnet werden.

Wuh

Falls wir den hypersinguldren Operator auf ein Polynom anwenden (also Wuy,), konnen
wir wieder unsere Darstellung fiir W aus (2.40) benutzen. Eine Realisierung des hyper-
singuldren Operators wird auch [61] beschrieben.
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2 Residualer Fehlerschatzer

Die Elemente der Triangulierung des Gebietes €2 und deren Oberflichentriangulierung
I'y,, bestehend aus Parallelogrammen oder Dreiecken, sind eine affine Abbildung des
Referenzquadrats [0 = [—1,1]* oder des Referenzdreiecks A = {(t1,t2) : 0 < t; <
1 —ty < 1}. Fiir ein Element I'; bedeutet dies

Fz’ = {aitl + bZtQ + XT; . (t1>t2) & {D’ A}} X
Wir definieren die affine Transformation vom Referenzelement in das Gebiet I'; durch

Yt = (tt) — o= aity + bty + i,

IF;
ot

mit | = |a; x b;|. Die Basisfunktionen ), auf I'; fir die Monome sind dann gegeben

durch

Pi() = ity o F ().
Aus [46, Kap. 3.4] haben wir eine alternative Darstellung fiir n, x grad v(y). Daraus
folgt

2 1
n, V, xV(n, xV,o(y)) = —EHI/FCUH xm(ny x grad v(y)) dS,

2 1 1
=2, [V [ {bay, (t54h) — adi (th1))} | oF () ds,
I |a x b|

-

=:£(¢)

2 1
=—n, [ ——(z— f(t)o F'(y) dS,. 2.42
oo [ e =) <60 0 P ) as, (2.42)
Betrachten wir den (x — y) x f(t)-Anteil separat, so ergibt sich

(2= y) X £(t) = (2 = F(£)) x b, (t5th) — ad, (t5t))]
= (z —a) x a(kti 7)) — a x b(ktht))
— (x —a) x a(ltht5™h) + b x a(ithth)
= (z —a) x b(kt" 1)) —a(ithts™) + b x a(k + 1) (t5th).

Dies eingesetzt in die Gleichung (2.42) gibt

n,V, x V(n, x V,o(y)) =
— inx / ‘x% [(x —a) x (b(kti~'th) —a(itits ")) + b x a(k + z)(t';tg)] dt

A F(t)P
2 . . .
= m((r - a) x (bkI % — all /%) + b x a(k + )1, })%). (2.43)
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Es erscheinen in (2.43) nur noch Integrale der Form [ ,;3/ ? (siche (2.41)). Da wir diese
analytisch integrieren konnen, ergeben sich keine Schwierigkeiten bei der Auswertung
des hypersinguldren Operators W angewendet auf Polynome.

Die in dem Anteil R4 des Fehlerschétzers (2.5) auftretenden Integraloperatoren kénnen
wir nicht in der standardisierten Form berechnen, da der Term den Oberflichengradi-
enten der Operatoren benutzt. Um die Berechnung wieder zu vereinfachen, benutzen
wir zunéchst die Definition des Oberflichengradienten Vru = Vu — (Vu - n)n (siehe
Def. 2.3.1) und konnen uns daher bei der Betrachtung auf den Gradienten der Operato-
ren beschrianken.

VI‘K'LLO

Fiir den Gradienten des Doppelschichtpotentials angewendet auf eine Funktion v benut-
zen wir folgende Umrechnung. Dabei gebrauchen wir die Identitét

Au = grad div u + curl curl u,

die Eigenschaft von ‘ als Fundamentallésung der Laplace-Gleichung und wenden den
Stokesschen Integralsatz an

VKU— /0ny P— v(y)dS, = 427T/Fgradxgradyﬁ-nyv(y)d5y
- ; o div, (=, )v(0) 05,
= —% A Aﬁnyv( ) dS, — 427r / curl curl ﬁnyv(y) ds,
— 427T Va X (Vm X [rimnyv(y)]) ds,

=-—VX(/%XV<<mfmﬂ$ f < St as,)
/|I_y| n, x V,u(y)) dS,

= Vx x V(n, x Vyo(y)) (2.44)
_ i n,((r —y) Vyoly) — Vyo(y)((x —y) - ny)
_ 47T/ — ds,.

Den so gewonnenen Ausdruck formulieren wir mit Hilfe der Matrixschreibweise um,
damit wir die gleiche Form von Integralberechnung wir in (2.40) erhalten. Es konnen
dann die gleichen Routinen zur Berechnung genutzt werden. Fiir die Matrixdarstellung
erhalten wir

VEy = = / KV,0(y) dS,, (2.45)
AT Jr
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2 Residualer Fehlerschatzer

mit der Matrix

—dgng — dgng d2n1 d3n1
K:= dlng —d3n3 — dlnl dgng y
d1n3 dgng —d1n1 — d2n2

wobei d; := (z; —y;). Wir haben somit fiir die Integralberechnung die Belegung v(y) und
als Kern die Matrix .

In der numerischen Berechnung des Gradienten des Doppelschichtpotentials haben wir
wiederum eine Cauchy-Singularitit, falls die Integrationspunkte fiir ¥y nah an dem Ab-
greifpunkt x liegen. Fiir dieses Nahfeld benttigen wir, wie im hypersinguldaren Fall, eine
Regularisierung des Integrals, um die Singularitit abzuschwichen. Wir gehen analog
zum hypersinguldren Fall vor und addieren zu Vu(y) den Term (Vo(z) — Vo(z)) und

erhalten 5 5
VKy = 2 / K(Voly) — Vo(z)) dS, + — / KVo(z) dS,.
Am [ Am Jr

7

Den ersten Teil konnen wir nun mit der numerischen Standard-Integrationsroutine be-
rechnen. Der zweite Teil hat den beziiglich der Integrationsvariablen y konstanten Anteil
Vu(z), sodass wir fiir diesen Anteil die analytischen Integralbibliotheken in maiprogs fiir
die Anwendung auf Monome benutzen koénnen.

V[‘K’U,h

Die Berechnung des Oberflichengradienten des Doppelschichtpotentials K, angewendet
auf Polynome, konnen wir mit Hilfe der Umformungen aus (2.44)

VEKv =V, xV(n, x V,o(y))

auf die Darstellung des hypersinguldren Operators W angewendet auf Polynome in (2.43)

zuriickfithren. Wir haben mit den obigen Definitionen der Transformationen und von

—3/2
[k,l/

2 _ _ _
V. x Vin, x Vyo(y)) = —(x —a) x (bkL[ — all /) + b x alk + 1)1}

die Reduktion der Berechnung des Ausdrucks auf die Auswertung des Integrals 1 ];3/ 2,

VI“/¢)0

Der Oberflichengradient des Einfachschichtpotentials wird bei der Anwendung auf Funk-
tionen wie folgt dargestellt

2 [(le-—y+(z—y) n) n,)
vrve= /r |z —yl3

- 6(y)dS,, (2.46)
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Auch hier kénnen wir die Routine zur numerischen Berechnung von Potentialen verwen-
(=@—y)+((z=y)ns)ny
|lz—yl3

den, die mit dem Kern ) und der Belegung o(y) aufgerufen wird.

Aufgrund der Singularitdt im Integral (2.46) miissen wir auch hier fiir die numerische
Integration im Nahbereich eine regularisierte Fassung benutzen

2 1 2 1
Wo= 2 [ o) - o) s, + vt [ Lot as,

ViVon

Die Berechnung des Gradienten des Einfachschichtpotentials, angewendet auf Polyno-
me ist schon im Programmpaket maiprogs vorhanden und wird zur Bestimmung des
Oberflichengradienten des Einfachschichtpotentials benutzt.

2.3.2 Lamé Operatoren

Die Verwendung der Integraloperatoren im Fehlerschétzer (2.5) fiir die FEM/BEM
Kopplung fiir das Elastizitédtsproblem (1.5)-(1.9) verlangt zur vereinfachten Berechnung
der Terme ebenfalls, wie im Laplace-Fall, eine andere Darstellung der auftretenden Inte-
grale. Wir stellen hier die Repréasentationsformulierungen fiir das Doppelschichtpotential
und des adjungierten Doppelschichtpotentials aus dem Buch von Kupradze [40] und ei-
ne alternative Darstellung fiir den hypersingulédren Operator aus einem Artikel von Han
[39] vor. Beide Reprisentationen fithren die Definitionen der Integraloperatoren auf eine
Darstellung mit dem Lamé Einfachschichtpotential und den Laplace Integraloperatoren
zuriick.

Im Folgenden seien die Integraloperatoren des Laplace-Problems vom Anfang des Kapi-
tels 2.3.1 mit einem 2 (also VA&, K2, K'® W?2) gekennzeichnet.

Fiir die Darstellung des hypersingulédren Integraloperators W
Wy(e) = ~2(0m) [ 70, m)(e ~ y)"¥(y) dS,
r

wobei T'(0,, n) die Normalspannung (1.10) und I'(z — y) die Fundamentallosung (1.12)
darstellen, benotigen wir folgenden antisymmetrischen Matrix-Differentialoperator

Definition 2.3.2 Es sei

el o] o] el
) 0 ) —nla—m—‘—nga—ml nga—mé—nla—xg
U(0z,m) = (Uij(0z,m))3x3 = N5, — M2y, 0 —Nyg,- + M35~

o) 0 ls] o)
—nga—ml—‘—nla—wg nga—m —nga—mz 0
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2 Residualer Fehlerschatzer

mit
N ]81’2' Z&LL’]"

Ui (02, 1)
Auferdem schreiben wir

Sl(l’) = (0, —13, Ilg)T; SQ(LU) = (Ilg, 0, —Ill)T; Sg(.ﬁ(f) = (—IIQ, ng, O)T

Damit haben wir die folgenden Operatoren

Un(am, Il) = U22(8m,n) = U33(8x, Il) =0
0 o 0
U32(am7n) = —U23(3x711) = n28—x3 - 1138—562 = m
0 0 0
Ulg(ax, n) = —Ugl(ax,n) = nga—l‘l — l’lla—xg = 852(x)
0 0 0
Ug1(0z,n) = —=Uia(0p,n) =Ny — — My =

dxy Oz 055(x)

Mit Hilfe des total antisymmetrischen Tensors €;;, mit den Eigenschaften

1 falls {4, j, k} gerade Permutation von (1,2, 3),
gk = § —1 falls {7, j, k} ungerade Permutation von (1,2, 3),

0 falls mind. zwei Indizes gleich

konnen wir die Eintridge der Matrix U(0,, n) aus Definition 2.3.2 schreiben als

Uy (9,,1) fiir 4, j, k = 1,2, 3.

= —€z'jka—5k

Der hypersinguldare Operator W fiir das elastische Problem ldsst sich mit den obigen
Definitionen darstellen als Zerlegung in Ableitungen des harmonischen Einfachschicht-
potentials V2 (siehe Kap. 2.3.1) und des Einfachschichtpotentials fiir das Lamé-Problem.
Es ergibt sich also eine Vereinfachung der Berechnung des hypersinguldren Operators
durch die Verwendung der bekannten Darstellungen.

Theorem 2.3.3 [39, (2,12)] Es gilt
Wv(z) =—T(0,,n) / T(0,,n)(x — y)'v(y) dS,
r
D [ V) g
A1 0Sy(x) Jr o — y| OSk(y)

1
+U8x,n/<4 (e —y)— 221
@uum) [ (400 =) = Jor

) U(0y,n)v(y) dS, (2.47)
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2.3 Implementation

A1 05k () 0Sk(y)

FARU @)V (U0, )v() — U@ VAU @, miv()  (248)
L 1 T

— E g [U(8x7 H)HU(ﬁy, n)] V(y) dSy

Durch Nutzung von ¢;;, und der Definition 2.3.1 der Oberflichenrotation mit der Eigen-
schaft curlpu = Vru x n = (n x (Vu X n)) x n = Vu x n haben wir

ov(x) ov(x)

95 (2) = Ekijniﬁ—zi = (n(z) x grad v(z))x = (—curly)y.

Daraus ergibt sich eine alternative Darstellung der Gleichung (2.47) (siehe [61]), wobei
wir die Gleichung (2.47) fiir die Bilinearform (W-,-) benutzen

1 3
wow) = [ [ — > (curlr(a)eurlr (1) 45,5,

+ /F/F 23: ggji(curlp ey (x)); (4N2F($ —y) - % |x(Si y|)

i,3,k,l,mn=1

Enkm(curlpdp,, )i, dS,dS,

T JR—
CAr /r /r lz -y MZZI(CUI'IF@(SL’))i(curlrdf(y))l dS,dS,.

Das Doppelschichtpotential
Ko(z) = / (T(8,, )Tz — y))"u(y) dS,
T

des homogenen elastischen Auflenraumproblems wird in [40] mit Hilfe der Definition
von U(0.,n) in eine alternative Darstellung mit der Auswertung des Laplace Doppel-
schichtpotentials, Laplace Einfachschichtpotentials und des Lamé Einfachschichtpoten-
tials iiberfiihrt.

Theorem 2.3.4 [0, (Ch. V, §6, (6.2))] Fiir das Doppelschichtpotential K gilt

Ko(z) = iKA(v) _ ﬁVA(U(ﬁy,n)v) 2V (U(D,, n)v).
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2 Residualer Fehlerschatzer

Das adjungierte Doppelschichtpotential K’

lasst sich ebenfalls wie das Doppelschichtpotential und der hypersinguldre Operator
in eine Darstellung iiberfithren, die nur noch Anteile des Laplace Einfachschicht- und
Doppelschichtpotentials und das Lamé Einfachschichtpotential beinhaltet.

Wir benotigen dazu folgende

Definition 2.3.5 Wir definieren den Operator

0 0
Dk(ay,n) = 8—% - nkﬁ—n k= 1, 2,3,

und wir bezeichnen mit
3

K(y) = Z Dj(ayv n)nj

J=1

die mittlere Kriimmung der geschlossenen Oberfiiche T.

Fiir die Betrachtung des adjungierten Doppelschichtpotentials ist es wichtig, die erste
Ableitung des Einfachschichtpotentials, insbesondere der Fundamentallosung I'(x — v),
zu bestimmen. Das Potential ergibt sich dann aus der der Kombination der Ableitung
mit der Normalen fiir den Randspannungsoperator 7'(0, n).

In [40] wird eine Darstellung der ersten Ableitung der Kelvin-Matrix gegeben

Lemma 2.3.1 Es gilt

Olyj(x —y) o 1
%T =n; [ — (Ao + p2)di; + 2#2%%’] on iz — g

1
— (Ao + 112)0; Di (0, H)H

32|x—y|)

yi Oy
1
+ Q/LQHZHJ'Dk(ay, n) m

3
|z — y
+ Uan; UZ a,n —
M2l ;:1 l( Yy )( DOy

+ /~L2Dj (ayv Il) (

).

Dies eingesetzt in die Definition des Einfachschichtpotentials ergibt
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2.3 Implementation

Theorem 2.3.6 [40, Ch. V, §6, Thm. 6.2.] Sei I eine geschlossene Oberfiiche. Dann
kann die erste Ableitung des Finfachschichtpotentials dargestellt werden als

Vi (@)(x)

G = K@) VA +VX),

wobes

(A2 + p2)
47 pig(Ag + 2412)

(A2 + p12)
Z ( A g (Ag + 2p12)

(A2 + 3p2) (A2 + o)
47 i (Ao + 2412) 47T,u2(>\2 + 22

_|_5]“ n¢) ZD 0y,n +Ukz(ay>n)(n¢)}

ng(n@) — (A2 + )i(y))

Yy =

>) [Di(0y, neby.(y)) — K(y)nich(y)

(A2 + po2)
2 O + 2y W) (10) = DBy, m) (ni(nh))

X’“":(S’”(Z 0y 1)@;(y) — (n@)K(y)) + Uir(8y, n)(n).
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2 Residualer Fehlerschatzer
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3 Hierarchischer Fehlerschatzer

In diesem Kapitel priasentieren wir einen hierarchischen Fehlerschétzer fiir das nichtli-
neare Elastizitatsproblem, das wir in Kapitel 1 hergeleitet haben. Fiir &hnliche Aussagen
fiir das Laplace-Problem in 2D siehe [52, 49]. Wir stellen den effizienten und zuverléssi-
gen Fehlerschitzer vor, den wir mit der Saturationsannahme und den Eigenschaften
der Zwei-Level Zerlegungen beweisen kénnen. Auflerdem présentieren wir verschiedene
Moglichkeiten der adaptiven Gitterverfeinerungen mit Hexaedern.

Die variationelle Formulierung fiir die Verschiebung u in €2 und der Randspannung ¢ auf
dem Rand T hat wie in Kapitel 1.2 mit den Testfunktionen v € H*(Q) und ¢ € H~/%(T")
die Darstellung

Finde (u, ¢) € H(Q) x H™Y2(T") mit
B((w, ), (v,¢)) = L(v,v) V(v,9) € H'(Q) x H™V*(D), (3.1)

wobei die Bilinearform gegeben ist durch

B((w, ), (v %)) ==ACw,v) + 2 (Walr + (K~ 1), vIr)
30, Ve + (- K)ulr),
mit
Au,v) == /Q {(k - g,uap’(l'[(u))div udiv v + 23:1 2 (I(1))es; (1) : £55(v)} da
und

L(v,) = /QF -vdr + %(1/;, (I — K)ug) + (to + %Wuo, vr)

ist die Linearform der variationellen Formulierung.

Durch die positive Definitheit des Einfachschichtpotentials haben wir, dass die Norm

)l = (p, V)2 vap e HTVA(T)
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

dquivalent zur H~/2(I")-Norm ist. Mit den Bedingungen an die nichtlineare Funktion in
(1.2) haben wir mittels der Kornschen Ungleichung, dass die Energienorm der variatio-
nellen Formulierung dquivalent ist zu der Norm

1(w, @)l = (lullfn ) + l¢l7)", (3.2)

die durch die Bilinearform

a(u, ¢, v, ) = Vu:Vv+u-vde+ (¢, Vi) (3.3)

Q1

induziert wird.

Fiir die diskrete variationelle Formulierung benétigen wir eine reguléire Unterteilung 7,
des Gebietes 2; und eine Triangulierung I';, des Randes I'. Wir definieren die diskreten
Test- und Ansatzraume durch

Ty -={u, € C°(Q); u, stw. trilinaer bzgl 7;,}
und

Tn :={y; 1, stw. konstant bzgl I',}.

Die diskrete Formulierung der kontinuierlichen Formulierung (3.1) ldsst sich wie folgt
darstellen

Finde (up, ¢;,) € T}, X 7, mit

B ((an, @1), (Vi %)) = L(Va, 9y,) V(v ) € Th X 7. (3.4)

3.1 Zwei-Level Zerlegungen

Fiir die Zwei-Level Zerlegungen sei 7y eine reguliare Unterteilung des Gebiets () in hexa-
edrische Elemente. Auf dem Rand I" haben wir die regulédre Unterteilung I'; in Rechtecke
(siehe [51]). Das Randgitter kann unabhéngig von dem Volumengitter gestaltet werden,
in unseren Beispielen verwenden wir allerdings das Randgitter stets als Spur des Volu-
mengitters.

3.1.1 Zwei-Level Zerlegungen fiir Hexaeder

Sei Ty die regulire Unterteilung des Gebietes €2. Durch uniforme Verfeinerung (also die
Unterteilung aller Elemente in 7y beziiglich der xy-, xz- und yz-Ebene) der Triangulie-
rung 7y erhalten wir das feinere Gitter 7,. Die Test- und Ansatzraume definieren wir
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3.1 Zwei-Level Zerlegungen

als

Ty :={u;, € C°(Q); uy, stw. trilinear bzgl Ty}
und

Ty :={u, € C°(Q); w, stw. trilinear bzgl 75, }.
Die Freiheitsgrade des Ausgangsgitters bezeichnen wir mit ny, die Freiheitsgrade des ver-
feinerten Gitters 7, mit n;. Wir haben also durch n := n;, —ng die Anzahl der durch die
uniforme Verfeinerung neu geschaffenen Freiheitsgrade. Fiir diese neuen Freiheitsgrade
x;, 1 <1 <n definieren wir die stiickweise trilinearen Basisfunktionen b; mit dem Wert
1 in dem neuen Knoten x; und Null auf allen anderen Knoten in 7. Mit T; = span{[b;]*}
bezeichnen wir den dreidimensionalen Raum, der durch die Basisfunktion b; aufgespannt

wird. Mit diesen Definitionen haben wir nun die Unterraumzerlegung

Ty = Ty @ Dy, (3.5)
wobel

DH:Tl@TQ@@Tn

3.1.2 Zwei-Level Zerlegungen fiir Randelemente

Die regulédre Zerlegung I'y des Randes I' in Rechteckelemente verfeinern wir uniform
durch Unterteilung der Elemente in z- und y-Richtung in jeweils vier neue Elemente
und erhalten das verfeinerte Gitter I',. Auf den beiden Gittern haben wir dann die
Réume

Ty ={y; ¥y stw. konstant bzgl. T'y}
und

Tn :={y; 9, stw. konstant bzgl. I'y}.
Wir bezeichnen mit m die Anzahl der Randelemente der Unterteilung 7. Fiir ein Ele-

ment F; (1 <i <m) aus 7y haben wir die vier neuen Elemente F;;, ..., F; 4 aus 7. Um
eine Basis fiir die Verfeinerung 7, zu erhalten, fithren wir drei neue Basisfunktionen f; ;
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

(1 <i<m,1<j<3) (sieche [50]) durch

(

1 Lfallsx € F,; UF,,
Bir(z)=¢ -1  fallsz € Fi3UF,,

0 , sonst

1 Lfallsx e F,; UF;4
Bia(z) =< —1 ,fallsz € F,UF3

0 , sonst

ﬁz‘,?,(x) = ﬂi,l(x)ﬂi,z(x)a

ein, die geméfl Abbildung 3.1 gegeben sind. Beziiglich des verfeinerten Gitters werden

Fig|Fis
E —_
Fi1|Fio
-1 -1 +1] -1 —1|+1

g | P L g, [T 7Y s | T

Abbildung 3.1: Neue Basisfunktionen auf den Randelementen

die dreidimensionalen Rédume 7;; = span{[3;;]*} durch die neuen Basisfunktionen [3; ;
aufgespannt. Es ergibt sich damit die Zwei-Level Zerlegung

Th = TH D A\m, (3.6)

wobel

3 3 3
M=Prje@rie e
j=1 j=1 Jj=1

Die Galerkin-Projektoren werden nun beziiglich der folgenden Bilinearformen b(-, -) und
V(-,+) definiert, wobei

b(u, v) ::/Q(Vu :Vv+u-v)dr, (3.7)

und

Vig.9) =4, V). (3.8)
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3.1 Zwei-Level Zerlegungen

Seien Py : Ty, — Ty und P; : T}, — T; die Galerkin-Projektoren bzgl. b(-,-), so dass fiir
alle u € 7}, gilt

b(Ppu,v) =b(u,v) Vv € Ty, (3.9)
b(Pu,v) =b(u,v) Vv e T;. (3.10)

Fiir alle ¢ € 13, definieren wir die Projektoren py : 7, — 75 und p; : 7, — 7; durch

Vipud, ¥) =V(e, ) V4 € 7y, (3.11)
Vipigp,¥) =V(p,¥) Ve (3.12)

Damit konnen wir nun die Zwei-Level Additiv-Schwarz Operatoren

P:=Py+)» P, (3.13)
=1

pi=pu+ Y _pi (3.14)
j=1

einfiihren. Aus [49] haben wir die folgenden Aussagen fiir die Zwei-Level Zerlegungen fiir
die hierarchsiche Basiszerlegung in Ty, dass der Operator P beschrinkte Konditionszahl
hat.

Lemma 3.1.1 ([49]) Es gibt Konstanten Cy,Cy > 0 unabhingig von dem Gitter, so
dass gilt

CIHVH%P(Q) < ||PHVH%{1(Q) + ZHPZ'VH%—P(Q) < C2||VH%{1(Q) Vv € 1. (3.15)
i=1

Fiir 7 haben wir, dass die Eigenwerte des Operators p beschrankt sind.

Lemma 3.1.2 ([49]) Es gibt Konstanten ci,co > 0 unabhdngig von h, wobei h die
Grofie des kleinsten Elements, so dass fiir e > 0 gilt

b I < lprplly + Y _Ipslly < c:h™ )l Vb € 7 (3.16)

J=1

Mit diesen beiden Lemmata gilt, dass die Unterraumzerlegungen in (3.5) fiir die Volu-
menelemente und in (3.6) fiir die Randelemente stabile Unterraumzerlegungen sind.
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

3.2 A posteriori Fehlerschatzer

In diesem Abschnitt préisentieren wir eine effiziente und zuverléssige a posteriori Fehler-
abschétzung. Durch die Saturationsannahme (Ann. 2) und die Definitionen der Galerkin-
Projektoren, die wir im vorherigen Abschnitt eingefithrt haben, kénnen wir die Fehler-
abschétzung fiir das nichtlineare Elastizitdtsproblem beweisen. Die in den Schranken
auftretenden lokalen Fehlerindikatoren konnen wir fiir die Steuerung des adaptiven Al-
gorithmus benutzen.

Fiir den Beweis der a posteriori Fehlerabschétzung bendtigen wir die folgende Saturati-

onsannahme

Annahme 2 FEs gibt einen Index ig € Ny und eine Konstante 0 < k < 1, so dass fiir
alle k > ig gilt

(0 = w1, @ = @)l < All(0 = ug, @ = @)

Aus dieser Annahme und der Dreiecksungleichung erhalten wir das

Lemma 3.2.1 Unter der Annahme 2 gelten fiir alle k > iy die Abschdtzungen

(1 =m)l[(w =g, & — D)l < [[(Wegr — W, Pppy — Wkfl < (1 +5)[[ (0 — g, & — ) I3

Lemma 3.2.1 besagt, dass es geniigt, die Differenz zweier aufeinander folgenden Galerkin-
Losungen abzuschétzen.

Mit Hilfe der Saturationsannahme und den Zwei-Level Zerlegungen fiir die Finiten Ele-
mente und die Randelemente erhalten wir nun einen zuverlassigen und effizienten Feh-
lerschitzer fiir den Abstand der Approximationen zu den exakten Losungen in der Ener-
gienorm

Theorem 3.2.1 FEs gelte die Annahme 2. Dann gibt es Konstanten ¢y, co > 0 und einen
Index ko € Ny, so dass gilt

n m 1/2
c1hy, <Z @?,kWLZQ?,k) < [(w =g, @ — @) |ln < 2y’ <Z® k +Z )
i=1 j=1

(3.17)

1/2

fiir alle k > ko und ©, 6 sind definiert als

@i,k = ||ek,iHH1(Q)a Hj,k = ||5j,kHV-
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3.2 A posteriori Fehlerschétzer

eri € TP ist Losung des Problems
(ek,iv V)Hl(Q) = L(V7 0) - B((uH7 ¢H)7 (U7 0)) Vv e ,'Tis (318>

und €y,; € 73 ist Losung des Problems

V(ers, ¥) = L(0,v) — B((um, ¢y), (0,)) Vip € 72 (3.19)

Beweis. Wir haben die nichtlineare diskrete Galerkin-Formulierung aus (3.4)

B ((uv d))? (U7 'lb)) = L(Vv ¢) V(V, ¢) € Th X Th,
wobei
B((w ). (v. %)) i= Alw,v) + 3 (Wule + (K = Db, vir) + 3 (8, Vb + (T = Kul),
mit

Alu,v) = /thr (e(u))tr (e(v)) + 2ue'(II(u)) deve(u) : deve(v) du.

Wir linearisieren den nichtlinearen Ausdruck mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Fiir den
(0) (0) . .
Startwert (u,’, ¢, ) definieren wir

n n n— n—1 n n
i, o) = (w0l )+ (d, 87Y)  (n=1,2,3,...).

(A6 sind definiert als die Losungen des linearen Problems

By ((d”,00"). (v, 9)) = Lv, )= B (" V. ¢ ), (v.9))  V(v,9) € Tix.

(3.20)
Bu](cn—l) (+,-) ist hierbei definiert als
By ((u,¢), (v, 9)) :=Aw(u,v)
1 / 1 (3.21)
+5(Wulr + (K7 = )¢, vir) + 5 {4, Ve + (I — K)ulr),

mit
Aw(u,v) = /thr (e(u)) tr(e(v)) + 2up(w)deve(u) : deve(v) dz,

wobei ¢ definiert ist als

o(g) = 2¢"(Tl(g))(g) + ¢'(1(g))

mit I1(g) = deve(g) : deve(g).
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

Mit den Annahmen an die nichtlineare Funktion (siehe (1.2) und (1.3)) und der Stetigkeit
der Integraloperatoren haben wir

By (0, 8), (v, 9)) < aill(w, @)[lnll(v, ¥)[ln (3.22)

fiir eine Konstante ¢; > 0 und alle u,v,w € H'(Q) und alle ¢, % € H/?(T). Analog zu
[19] kénnen wir aus Theorem 1.2.1 folgern, dass die folgende inf-sup-Bedingung erfiillt
ist

inf sup  Bw (0, 9),(v,9)) <¢ (3.23)

(W)ETE X7 (u,¢p)eT? x 7
I (w, @)l =1 ||(u,¢>)||l7€1:1k

fiir eine Konstante ¢ > 0 und alle w € H!(Q). Daraus folgt die eindeutige Losbarkeit
des linearen Problems (3.20).

Aus [56] haben wir die Konvexitit des Energiefunktionals der variationellen Formulie-
rung 3.1. Daraus kénnen wir auf die Konvergenz des Newton-Verfahren gegen die exakte
Losung (ug, ¢;,) des nichtlinearen Problems 3.4 schlieflen, falls der Startwert (u,io), ¢§f’)
hinreichend nah an der exakten Losung liegt.

Fiir den Fehler, der bei der Linearisierung der nichtlinearen Gleichung entsteht, definie-
ren wir fiir die Losung (uy,, @) € T x 72 des Galerkin-Problems die Form

Q(w —ug;v) == B((w,£), (v,¥)) = B((u,§), (v, %)) = Bu, (W —u, §), (v, 9))
:/92;1 [QD/(H(W)) deve(w)—¢'(Il(ug)) dev e(uy,) —@(uy) dev E(W—uk)] cdeve(v) dx
(3.24)

fiir alle v,w € T2, und alle &4 € 7, ,. Mit der Funktion ¢, die die Nichtlinearitét
beschreibt (siehe (1.2)), haben wir, dass fiir & — oo gilt

- ||’ (TI(ug1)) dev e(ugy1) — ' (I(ug)) dev e(ug) — p(ug) dev e(ug—uy) ||z

o(k): —0.
( | deve(upy — uk)||L2(Q)
Dies liefert mit || dev e(ugy1 — ug)|l2@) < ||Urt1 — Willmr ) die Abschitzung
Qe — wi v) < 808 s — willrsin [Vl (3.25)

Fiir den Beweis des Fehlerschétzers benétigen wir die Eigenschaft, dass (w41, ¢y ;) als
Losung der diskreten variationellen Formulierung die Gleichung

B (i1, $pp) (v, ) = L(v,9p)  (v,9) € Ty x 7y, (3.26)

erfiillt.
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3.2 A posteriori Fehlerschétzer

Mit der in (3.3) eingefiihrten Bilinearform a(-, -) definieren wir nun (ex+1, €x41) € T2 4 X
i, als Losung des Problems

a(erir, €41, V. 1) = LV, ) — B((u, dy), (v, ) V(v.9) € Tgyy x 70y (3.27)

Mit den obigen Definitionen und Abschétzungen sind wir in der Lage, die folgende
Abschétzung (3.28) zu beweisen. Als Konsequenz dieser Abschéitzung ergibt sich mit
Hilfe des Lemmas 3.2.1, dass wir (ejy1,€x41) als a posteriori Fehlerschéitzer benutzen
kénnen.

Es existieren die Konstanten ¢y, ¢; > 0, die unabhéngig von dem Verfeinerungslevel k
sind, so dass gilt

coll(We1 — Wi, @y — D)l < [l(€rg1s €r41) 11 < oll (W1 — Wiy Dy — @)l (3.28)

Wir schitzen die linke Seite mit der inf-sup-Bedingung (3.23), dem Linearisierungsfehler
(3.24), der Definition von (ejy1,€x4+1) in (3.27) und (3.26) ab

crl|(apgr — ug, Pr1 — ?)|n < sup By, ((uk+1 — U, Ppyq — bp)s (v, 7»/)))

(V,1/J)€T,§+1 XT£+1
(v, ¥)lln=1

= o ?gp , (B ((uk-i-la ¢k+1)a (v, 7»[))) — B ((ug, @), (v, ) — Qg1 — ug; V))
vt

— sup  (L(v, ) = B((ug, @), (v, 1)) — Q(upy1 — wg; v))

(V,1/J)€T,§+1><T,§+1
l(v, ) ll=1
= sup (a(ek—i-b Ert1, V, ¥) — Qg1 — uy; V))
(v,'l,b)ET,?JrlXTngl
l(v, ) ll=1

< (€1, €rr1) I + 0(K) [ upsr — im0

Wir erhalten nun mit den Abschétzungen (3.27), (3.26) und (3.24) eine obere Schranke

fiir || (€p+1, €rs1)ll7

l(€xs1, €r1) I3 = al€rs1, €xt1, €r1, Eh11)
=B ((uk+1a Dt1)s (€11, €k+1)) — B ((ug, @), (ert1,€x41))
= Bu, ((Wps1 — ug, @y — by), (€441, €41)) + Q(Upp1 — Ug; €441)
< (e + 6 (k1 — Wi, Dpyr — Di) el (€1, €5 124
Fiir ein hinreichend grofies kg, so dass kg > i fiir ip aus Lemma 3.2.1 und mit 6(k) <
dp < ¢y erhalten wir die Abschétzung (3.28) fiir ¢g = ¢; — dp und ¢, = ¢} — Jp mit Hilfe
des Lemmas 3.2.1.

Um nun die Aussage (3.17) zu beweisen, benétigen wir die Galerkin-Projektoren P®*),
P;, p* und p; um Abschétzungen fiir e, und €44, in der Energienorm zu bekommen.
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

Mit den Definitionen der Galerkin-Projektoren P®*) : Ty — T und P @ Ty —
span{[b; x11)?} fiir die Volumenelemente bzgl. der Bilinearform b(-, -) sowie die Galerkin-
Projektoren p* : 711 — 7 und p; : 71 — span{[3;x41)®} der Randelemente bzgl.
V(-,+) wenden wir die Stabilitdtsaussagen aus Lemma 3.1.1 und Lemma 3.1.2 an und
erhalten

Cillersllfn o) + crhllerslly

< N(PWepsr, pMer) 17, + ZHPiek+1||%{1(Q) + Z||pj€k+1“%/ (3.29)

=1
<C2Hek+1||H1 + ch™ e} -

Durch die hierarchische Struktur der Anreicherungen gilt die Gleichung (3.26) auch fiir
Elemente aus Tj. Mit der Definition von (ejy1,€r+1) und den Galerkin-Projektionen
haben wir

(k) (k)

Ek+1)“${ = CL(ek—i—la €k+1, P(k)ekﬂ,p 5k+1)
= L(P(k)ek+1>P(k)€k+1) ((uka¢k) (P( €k+1, P( )€k+1))
=0.

I(P®epsr,p

(3.30)
Daraus folgt fiir Gleichung (3.29)

Crllensa I @ +Clh5||€k+l||v
m
< ZHPz‘ekHH%{l(m + ) llpiersally
i=1 j=1

< Csllersillfn o) + b llerally-

Es gilt mit der Definition von e, in (3.27), den Eigenschaften der Projektoren P;, der
lokalen 3 x 3 Steifigkeitsmatrix und der Definition des Indikators (3.18)

[Pt llm @) = RE (Digsrs bijest ) ) Be = O
mit Re = (L([bix+1]*,0) — B((un, @), ([bir+1]*,0)))
Analog haben wir mit der Definition des Indikators €51 in (3.19)
Ipierslly = Re{VIBjkil, [Bjn]’) ™ Re = O,
wobel Re = (L(0, [B1+1]%) — B((un, @, (0, [B;5+1]%)))-

Damit haben wir insgesamt fiir die Abschitzungen in (3.29) eine obere und untere
Schranke fiir die Summe der lokalen Fehlerindikatoren © und 6

min{Cy + 1 }|[(enr1, exs1) 3 < D O% + D 67, < max{Cy + ca}l|(exs1, €xsr)l[3-
i=1 j=1
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3.3 Adaptiver Algorithmus

Setzen wir diese Abschéitzung in die Abschéitzung (3.28) ein, erhalten wir

C\/W<Z@ k+z )1/2

< H(ek+175k+1)”7—t

2 5\ /2
m@@”ZW |

Die Aussage der zuverldssigen und effizienten Fehlerabschétzung fiir den Approximati-
onsfehler in der Energienorm folgt dann mit dem Lemma 3.2.1. O

3.3 Adaptiver Algorithmus

Wir formulieren nun einen Algorithmus, den wir zur adaptiven Gitterverfeinerung ver-
wenden. Wir benutzen dabei die lokalen Fehlerindikatoren, die wir in Theorem 3.2.1
eingefiihrt haben. Wir vergleichen drei unterschiedliche Strategien fiir die Verwendung
der lokalen Indikatoren anhand von Beispielen.

Fiir ein k£ € Ny seien 75, und I';, die aktuellen reguldren Unterteilungen des Volumengit-
ters und des Randgitters. Sei Nj, die Anzahl der Elemente im Volumengitter 7, und sei
My, die Anzahl der Randelemente. Wir definieren den globalen Fehlerindikator durch

n m 1/2
M = (Z O+ ej%k) . (3.31)
i=1 j=1

Algorithmus 1 Sei durch Ty und Iy die urspriingliche Unterteilung des Gebietes Q0 und
des Randes I' gegeben. Wir definieren durch 9 € [0,1] den Prozentsatz der zu verfeinern-
den Elemente. Fiihre fir k =0,1,2,... die folgenden Schritte aus

1. Berechne die Galerkin-Losungen (ug, ¢y) € Ty X 7 der diskreten Formulierung
(3.4)

2. Berechne fiir jedes Element T; € Ty, den lokalen Fehlerindikator ©; und fiir jedes
Randelement F; € Ty, berechne den lokalen Indikator 0,

3. Berechne den globalen Fehlerindikator n,, gemdf (3.31) und stoppe, falls die Fehler-
toleranzgrenze erreicht ist
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

4. Berechne Nma = maxrer, {Oik} und ey, = maxper, {0ix} und unterteile die
Elemente T; bzw. F;, falls

®i,k Z ﬂnmaxl bzw. Hi,k Z ﬂnmaxg

5. Verfeinere benachbarte Elemente gemdfs der Ragularititsbedingungen an die Gitter

6. Gehe zu 1.

In Schritt 4 haben wir zwei Maxima der lokalen Fehlerindikatoren zu bestimmen, falls wir
unabhéngige Gitter fiir das Gebiet und den Rand betrachten. In unseren Féllen benutzen
wir jedoch ein Spurgitter des Volumengitter auf dem Rand. Die lokalen Fehlerindikatoren
0; » werden dann zu den zugehorigen Volumenelementen addiert.

Fiir die Unterteilung der Elemente in Schritt 4 betrachten wir im folgenden Abschnitt
mehrere Moglichkeiten der Verfeinerung. Wir haben die Moglichkeit, die elementwei-
se Verfeinerung durch eine regulidre Verfeinerung, eine Richtungssteuerung oder eine
Schichtenverfeinerung durchzufiihren. Diese drei Moglichkeiten gewihrleisten alle die
Regularitéit des Gitters, dass keine hangenden Knoten auftreten. In einer weiteren Vari-
ante (die nichtkonforme Verfeinerung) lassen wir, wie in Kapitel 6 beschrieben, hingende
Knoten zu und benutzen dadurch eine erweiterte Regularitit des Gitters. Die ersten drei
Verfahren wahren immer die Regularitét des Gitters. Die Aussagen iiber die stabile Un-
terraumzerlegungen der Gitter aus den vorherigen Abschnitten sind also stets erfiillt. Bei
der Verwendung von nichtkonformen Gittern ist die theoretische Grundlage nicht mehr
gegeben, da wir keine stabile Unterraumzerlegung durch die vorhandenen abhéngigen
Freiheitsgrade haben.

Wir gehen im Folgenden davon aus, dass wir fiir das Randgitter das induzierte Volu-
mengitter nehmen, d.h. die Seitenflichen F; der Volumenelemente T; € 7y, die auf dem
Rand des Gebiets € liegen, bilden die Elemente des Randgitters. Die Anteile der lokalen
Fehlerindikatoren auf den Randelementen bzw. in den Freiheitsgraden auf dem Rand
werden zu den entsprechenden Freiheitsgraden in den Volumenelementen addiert. Es
enstehen effektiv also nur lokale Fehlerindikatoren beziiglich der Elemente T;.

Regulire Verfeinerung

Bei der reguldren Verfeinerung unterteilen wir die Elemente, die zur Verfeinerung in
Schritt 4 des Algorithmus 1 markiert wurden in 8 neue Elemente. Die Elemente werden
also in xy-, xz- und yz-Richtung verfeinert. Diese Vorgehensweise deckt sich mit der
adaptiven Verfeinerung, die wir fiir den residualen Fehlerschéitzer aus Kapitel 2.1 im
Algorithmus in Abschnitt 2.2 vorgestellt haben.
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24 25 26 25
21 2/ 23 22/=
18 19 20 17 19 ; 16:
115 -1 16 i : d
1287 137 14 L 13'
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0 x—Richtung

1 2/ 23

: : 15 16 17
P iy /

S S Nl N R 12 1200 emmnnehenenns E R B 12

y-Richtung z-Richtung

lokale Richtungsindikatoren

Abbildung 3.2: lokale Anreicherung und neue Freiheitsgrade

Richtungsgesteuerte Verfeinerung

Bei der richtungsgesteuerten Verfeinerung nutzen wir die lokale Anreicherung der Ele-
mente zur Berechnung der lokalen Fehlerindikatoren. Das Hexaeder-Element wird zur
Bestimmung des Indikators in 8 neue Elemente unterteilt. Die so neu entstandenen Frei-
heitsgrade kénnen wir nun fiir eine Erweiterung des Indikators, so genannte Richtungsin-
dikatoren, benutzen. In Abbildung 3.2 sehen wir die Freiheitsgrade der uniformen Verfei-
nerung eines Elements zur Berechnung des Fehlerindikators ©; j, wobei die Freiheitsgrade
{0,2,6,8,18,20,24,26} die Freiheitsgrade aus 7 sind und nicht zur Berechnung der
Fehlerindikatoren benutzt werden. Fiir die Richtungsindikatoren sammeln wir die Werte
des Fehlerindikators in den Freiheitsgraden der einzelnen Ebenen zusammen. Fiir den
z-Richtungsindikator benutzen wir dann die Freiheitsgrade {1,4,7, 10,13, 16,19, 22,25},
fiir den y-Richtungsindikator die Freiheitsgrade {3,4, 5,12, 13, 14,21, 22,23} und fiir den
z-Richtungsindikator {9,10,11,12, 13,14, 15,16, 17}. Wir erhalten insgesamt 3 - N; Feh-
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3 Hierarchischer Fehlerschétzer

lerindikatoren. Falls ein Richtungsindikator zu einer Verfeinerung des Elements fiihrt,
wird das Element entsprechend dem Richtungsindikator unterteilt. Eine Markierung
durch einen z-Richtungsindikator bewirkt eine Verfeinerung des Elements in der xz-
Ebene. Eine Markierung durch den y-Richtungsindikator liefert die Unterteilung in yz2-
Richtung und der z-Indikator eine Unterteilung parallel zur xy-Ebene. Falls es auf einem
Element eine Verfeinerungsmarkierung durch mehrere Indikatoren gibt, werden diese Un-
terteilungen ,addiert“ und das Element entsprechend in vier oder acht Elemente geteilt.

Es entstehen dadurch weniger neue Elemente als bei der reguldren Verfeinerung. Die
somit entstehenden adaptiven Gitterentwicklungen koénnen sich so besser an das zu be-
rechnende Problem anpassen.

L I e

lokale Richtungsverfeinerung auf Element Konformitét des Gitters

Abbildung 3.3: Verfeinerung eines Elements in x- und y-Richtung und Verfeinerung der
benachbarten Elemente

Schichtenverfeinerung

Bei der Schichtenverfeinerung beriicksichtigen wir die Tatsache, dass bei der Anwen-
dung konformer hexaedrischer Gitter die benachbarten Elemente eines zu verfeinernden
Elements auch mit verfeinert werden miissen. In Abbildung 3.3 wurde durch die Ver-
wendung der oben beschriebenen Richtungsindikatoren ein Element so zur Verfeinerung
markiert, dass eine Unterteilung in z- und in y-Richtung vorgenommen wird. Die Regu-
laritatsbedingung des Gitters lidsst nun keine hingenden Knoten zu, deshalb miissen alle
Elemente, die in der gleichen xz- und in der yz-Ebene wie das Element liegen, halbiert
werden.

Die Idee des Schichtenindikators nach [51] bzw. [49] besteht nun darin, die Richtungs-
indikatoren der Elemente in einer Schicht aufzusummieren und dann die Verfeinerungs-
entscheidung schichtenweise zu fillen. In dem adaptiven Algorithmus werden dann ¥-
Prozent der Schichten verfeinert. Dafiir definieren wir eine Schicht durch
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3.3 Adaptiver Algorithmus

Abbildung 3.4: Verfeinerung von 2 mit jeweils drei Schichten pro Koordinatenebene

Definition 3.3.1 Zwei Elemente T;,T; € 7Ty, seien benachbart in x-Richtung, falls T; und
T; eine gemeinsame Seitenfliche haben, die parallel zur xz-Ebene ist. Analog werden die
Nachbarn in y und z-Richtung definiert.

FEine Schicht in xy-Richtung ist nun durch alle Elemente T; € T;, definiert, die beziiglich
der x-Richtung und der y-Richtung benachbart sind. Analog definieren sich die xz- und
yz-Schichten.

Ein Beispiel fiir eine Unterteilung des Gebiets €2 in jeweils drei xy-, xz- und y2-Schichten
zeigt die Abbildung 3.4 nach [51].

Wir haben also fiir die Entscheidung der Verfeinerung in Schritt 4 des Algorithmus 1
nur noch Ny Schichten zu betrachten. Falls eine Schicht zur Verfeinerung markiert wird,
wird sie geméaf} ihrer Ausrichtung unterteilt. Der Schritt 5 entféllt durch die Verwendung
der Schichten, da die Regularitéit des Gitters automatisch erhalten bleibt.

Verfeinerung mit hingenden Knoten

In den obigen drei Vorgehensweisen der Elementverfeinerung haben wir immer die Re-
gularititsbedingung des Gitters benutzt, so dass nur konforme Unterteilungen erlaubt
sind. In der néchsten Moglichkeit beschreiben wir die Verwendung von héngenden Kno-
ten mit der Verwendung eines erweiterten Regularititsbegriffs, den wir ausfiihrlich in
Kapitel 6 vorstellen.

Ein Gitter mit hingenden Knoten verfeinern wir wie im konformen Fall ebenfalls durch
die Unterteilung in acht neue Elemente. Aus einem héngenden Knoten auf einer Kante
des Elements wird ein reguldrer Knoten. Dadurch, dass aber alle Elemente des Git-
ters verfeinert werden, wird dieser urspriingliche héingende Knoten auf die beiden neu
entstandenen Kanten iibertragen (siehe Abb. 3.5).

Da die abhéngigen Freiheitsgrade nur Linearkombinationen von regulidren Freiheitsgra-
den sind (siehe Kapitel 6.4), konnen wir in diesen Knoten keine Anteile zu den lokalen
Fehlerindikatoren bestimmen. Fiir den Wert des lokalen Fehlerindikators haben wir also
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L LS L

Abbildung 3.5: Uniforme Verfeinerung: Auflésung eines hiangenden Knotens und Entste-
hung zweier neuen héngenden Knoten auf der Kante

eventuell weniger Freiheitsgrade zurVerfiigung. Die Fehlerindikatoren werden, wie oben
in der richtungsgesteuerten Verfeinerung beschrieben, auch richtungsweise auf den Ele-
menten gespeichert. Die Verfeinerungsmarkierung werden somit auch adaptiv zur Rich-
tung der grofiten Fehler gesetzt. Anders als bei den konformen Methoden kénnen wir die
Unterteilung des Elements nahezu ohne zusétzliche Verfeinerung der Nachbarelemente
durchfiihren. In Schritt 5 wird nur darauf geachtet, dass die erweiterte one-constraint-rule
nicht verletzt wird. Durch diese Verfeinerungsmethode verhindern wir die Uberverfeine-
rung des Gitters in Teilgebieten, wo die Approximation mit dem bestehenden Gitter
schon einen guten Grad erreicht. Somit kann Rechenzeit eingespart und die adaptive
Verfeinerung des Gitters lokal noch gezielter durchgefiihrt werden.

Beispiele fiir die unterschiedlichen Verfeinerungsstrategien

In diesem Abschnitt betrachten wir numerische Beispiele zur Veranschaulichung der zu-
vor vorgestellten Verfeinerungsstrategien. Fiir das Transmissionsproblem nehmen wir die
Poisson-Gleichung im Innenraum 2 und im unbeschrinkten Auflenraum haben wir das
homogene Laplace-Problem. Wir berechnen zwei verschiedene Beispiele, um die Unter-
schiede der Verfeinerungsstrategien an verschiedenen Gebieten zu zeigen.

Beispiel 3.3.1 Wir nehmen als exakte Lésung der Innenraumgleichung —Auy, = f auf
dem Wiirfel [—1,1]3

1
Uq -

"~ 2 —(0.0,1.1,0.0)|
woraus f = 0 folgt. Fir das homogene Aufenraumproblem —Aus = 0 wdhlen wir die
exakte Losung

1
Ug

"~ ]z — (0.0,0.9,0.0)]

Die Spriinge ug und ty ergeben sich aus den exakten Losungen als

1 1
|z — (0.0,1.1,0.0)] |z — (0.0,0.9,0.0)|

Ug = U1 — Uy =
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und
0u0 8u1 8uz
to = e — .

on on on

Abbildung 3.6 zeigt die drei Kurven der H'(2)-Fehler gegen die Anzahl der Freiheitsgra-
de der einzelnen Verfeinerungsstrategien unter Ausnutzung der lokalen hierarchischen
Fehlerindikatoren. Es lidsst sich erkennen, dass die adaptive Verfeinerung des Gitters
unter Benutzung der hierarchischen Fehlerindikatoren mit der richtungsgesteuerten Ver-
feinerung die schlechteste Strategie der drei oben vorgestellten ist. Die Schichtenverfei-
nerung bringt einen Vorteil gegeniiber der Richtungsverfeinerung und wahrt gleichzeitig
automatisch die Regularitiat des Gitters. Die adaptive Verfeinerung unter Zulassung von
héngenden Knoten und darausresultierenden nichtkonformen Gittern liefert das beste
Ergebnis. Die exakte Losung w; wird mit Hilfe weniger Freiheitsgraden als bei den an-
deren Strategien approximiert. Es ergibt sich dadurch eine erhebliche Zeiteinsparung.

1/|x-(0.0,1.1,0.0)|-1/|x-(0.0,0.9,0.0)| on Cube
10 T T T

® hier-hgd —+—

N e hier-hgd-ind —-x---

AN g”‘*\i‘:{ig hier-richt -~ ---

S ST hier-richt-ind o
% e, -a. hier-schicht -—m-
SN .. hier-schicht-ind ---o---
g
s
@
£
5 ir 7
=
<
<
I
Ol 1 1 1
10 100 1000 10000 100000

degrees of freedom

Abbildung 3.6: H!-Fehlerkurven fiir Beispiel 3.3.1 mit Richtungs- und Schichtenverfei-
nerung und Verfeinerung mit hangenden Knoten

In der Abbildung 3.9 werden die Gitterentwicklungen fiir das Beispiel fiir die verschiede-
nen Strategien gezeigt. In der linken Spalte sind die Gitter der Richtungsverfeinerung,
in der Mitte die der Schichtenverfeinerung und rechts die Verfeinerung mit héngenden
Knoten abgebildet. Die einzelnen Zeilen reprasentieren nahezu gleiche Anzahlen von
Freiheitsgraden. Man erkennt, dass durch die Konformitét der Gitter links und in der
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Mitte eine grofe Uberverfeinerung in Bereichen, die entfernt von der Quasi-Singularitét
in dem Punkt (0.0,—1.1,0.0) sind, entstehen. Die Verfeinerung mit héngenden Knoten
zeigt hier eine streng lokale Verfeinerung zu diesem Punkt hin.

Beispiel 3.3.2 In unserem zweiten Beispiel betrachten wir als Gebiet €2 den Fichera-
Wiirfel [—1,1]*\ [0, 1]®. Die exakte Innenraumlisung wihlen wir als

1
Uy -

" ]2 —(0.1,0.1,0.1)|

Fiir die Auflenraumlisung us nehmen wir

1
T (01,01,00)

Die Spriinge ug und to sind durch

1 1
|z — (0.1,0.1,0.1)] |2+ (0.1,0.1,0.1)]

Ug = U — U2 =

und
8U0 8’&1 8u2

tOZ = —_

on on on

definiert.

1/|x-(0.1,0.1,0.1)|-1/|x-(0.1,0.1,0.1)| on Fichera-Cube
100 T T

hier-hgd —+—
hier-hgd-ind ---x---
hier-richt ------
hier-richt-ind &
hier-schicht ---m-
hier-schicht-ind ---o---

H”1-norm error

01 1 1
100 1000 10000 100000

degrees of freedom

Abbildung 3.7: H!-Fehlerkurven fiir Beispiel 3.3.2 mit Richtungs- und Schichtenverfei-
nerung und Verfeinerung mit h&éngenden Knoten
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Die Abbildung 3.7 zeigt die Fehlerkurven der Approximation der exakten Losung uq
unter Verwendung der verschiedenen Indikatorstrategien. Auch hier ldsst sich erkennen,
dass die Verfeinerung mit héngenden Knoten die beste Approximation bei der ungefihr
gleichen Anzahl der Freiheitsgrade erreicht. Die Richtungsverfeinerung ist auch hier die
schlechteste Variante. Bei der Schichtenverfeinerung wird der Regularitit des Gitters
schon bei der Berechnung der Indikatoren Rechnung getragen. Dadurch ergibt sich eine
gezieltere Unterteilung des aktuellen Gitters. Es miissen keine Elemente zur Wahrung
der Regularitéit unterteilt werden.

Bei der Verwendung der Richtungsindikatoren sowie der Schichtenindikatoren ergibt sich
durch die ersten adaptiven Verfeinerungsschritte keine gute Approximation der Losung.
Dies lésst sich durch die Geometrie des Fichera-Wiirfels begriinden. Die ersten Element-
unterteilungen bringen nur eine feinere Unterteilung des Gebiets. Die einspringende Fcke,
in deren Néhe die Quasi-Singularitdten liegen, kann zunéchst nicht lokal verfeinert wer-
den. Bei der Benutzung der nichtkonformen Gitter ist dies leichter zu realisieren. Es
ergibt sich somit schnell eine Verringerung des Approximationsfehlers.

In Abbildung 3.8 zeigen wir die Approximation von u; und das Oberflichengitter, die
nach mehreren adaptiven Verfeinerungsschritten geméf Algorithmus 1 entstehen.

Abbildung 3.8: Beispiel 3.3.2 adaptive Gitterverfeierungen mit Richtungs- (links),
Schichtensteuerung (mitte) und hingenden Knoten (rechts)
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Richtungsverf. Schichtenverf. hingende Knoten
413 DOF 413 DOF 448 DOF
1126 DOF 1287 DOF 1619 DOF
A 1/
17 A
3272 DOF 3989 DOF 3504 DOF
/ /|
/ i :i i
13845 DOF 10435 DOF 7380 DOF

Abbildung 3.9: Gitterentw. fiir Richtungs- (links), Schichten- (mitte) und héngende
Knotenverfeinerung (rechts) mit Anzahl der Freiheitsgrade (Bsp. 3.3.1)
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4 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel wollen wir die numerischen Ergebnisse fiir die Approximation der ex-
akten Losungen der FEM-BEM Kopplungsformulierung aus Kapitel 1 présentieren. Wir
benutzen in unserem adaptiven Algorithmus sowohl die lokalen residualen Fehlerindika-
toren aus Theorem 2.1.2 als auch die hierarchischen Fehlerindikatoren aus Theorem 3.2.1
zur Steuerung der adaptiven Verfeinerung des Gitters. Das Gitter auf dem Rand I' ist
in den Beispielen stets das Spurgitter der Volumenelemente.

Fiir die Berechnung der Beispiele betrachten wir das Laplace-Problem. Wir unterteilen
unser Gebiet €2 mit Hexaeder-Elementen und verfeinern diese unter Benutzung héngen-
der Knoten. Als Modellgebiete wéihlen wir den Cube, den Fichera-Cube und den L-Block.
Wir vergleichen fiir alle Gebiete in den Beispielen jeweils die adaptive Verfeinerung (mit
residualen und hierarchischen Indikatoren) mit der uniformen Verfeinerung. Konvergenz-
kurven und Gitterentwicklungen zeigen die Vorteile der adaptiven Berechnung.

4.1 Laplace-Problem

Fiir die numerischen Beispiele greifen wir an Stelle des elastischen FEM-BEM Kopp-
lungsproblems (1.5)-(1.9) auf die FEM-BEM Kopplungsformulierung fiir den linearen
Laplace-Fall zuriick. Wir betrachten also das zugehorige lineare Transmissionsproblem
mit gegebener rechten Seite f und den Spriingen wuy und ¢

—Auy = f in Q (4.1)

—Auy =0 in Q¢ =R*\ Q (4.2)

Uy = U — Us auf I' = 00 (4.3)
8u1 8uz

== - — fI. 4.4

=5 o au (44)

Wie in Kapitel 1 beschrieben, bekommen wir mit Hilfe der Randintegraloperatoren

/ G(z,y)o Einfachschichtpotential
Kv(z) = A 8(?85 y) v(y) dSy, Doppelschichtpotential
y
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LE‘

= 9 / G(z,y)o adj. Doppelschichtpotential
9G(z, y)

81% T 8ny

Wo(x) = v(y) dSy, hypersinguldarer Operator

die folgenden FEM-BEM Kopplungsgleichungen, wobei wir nicht wie in Kapitel 1.1
beschrieben ¢ = 8—1;2 setzen, sondern wir ersetzen ¢ durch 8“1 . Daraus ergibt sich eine
geénderte Formulierung der Gleichungen (1.14) und (1.15):

Fiir gegebenes f € L*(Q), uy € HY*(T), to € H~Y*(I), finde u € H'(Q) und ¢ €
H=Y2(T") mit

f in ) (4.5)
(I —K")(¢—ty) —W(u—up) auf I’ (4.6)
(I — K)(u—up) + V(¢ —to) auf T". (4.7)

2(¢ —

O\—/ﬁ
I

Basierend auf dieser Kopplungsformulierung kéonnen wir nun die beiden Fehlerschéitzer
prasentieren, die wir in den numerischen Beispielen betrachten wollen.

Fiir den residualen a posteriori Fehlerschitzer haben wir die folgende Darstellung (fiir
den zweidimensionalen Fall siehe [19]).

[(u—un), (¢ — dn)ll mr@yx -2y < ¢(Ra + R + Ry + Ry) =t np, (4.8)

mit den Anteilen:

Ry =" BA|f + Aun)|Feer)

TeT,

R% = Z hFiH[(VUh)'n]”%%FZ)

FZ‘ESh

1 1,
R} = Z he, || = (Vug) n+ §W(U0 — Up|r) — §(K —I)(¢n — t0)||%2(Fe)

Feel'y,

R? = Z he Vo {(I — K)(uo — unlr) = V(gn — to)} |72k

Feerh

Die Implementation der einzelnen Anteile des Fehlerschitzers, insbesondere die Imple-
mentation der Randintegraloperatoren wird in Kapitel 2.3 betrachtet. Die Verfeinerung
wird durch den adaptiven Algorithmus gesteuert, der in Kapitel 2.2 beschrieben wird.

Der hierarchische Fehlerschétzer zu der oben eingefithrten FEM-BEM Kopplungsformu-
lierung kénnen wir im Laplace-Fall schreiben als (siehe [52] fiir den nichtlinearen Fall)

1/2

n m 1/2
ClhE (Zl 622 —+ 29?) < ||(u — Up, gb ¢h ||H < c2h (Z @2 + 292> (49)
i= j=
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mit den lokalen Fehlerindikatoren

|(f, bz’,k-{-l) + <t0 + WUQ, bz’,k+1> — fQ Vuthi,kH d{L’ — <Wuh + (K/ — [)¢h, bz’,k+1>|
1 bi k1 || 11 ()
[V (n, Bje+1) + (Bjgs1, (K — I)(uo — wp))|
V(ﬁj,k)-‘rla ﬁj,k)-‘rl)l/z ’

0, =

ej:

wobei der Index ., die Basisfunktionen beziiglich des verfeinerten Gitters bezeichnet.
Die adaptive Verfeinerung geschieht mittels der lokalen Fehlerindikatoren bzw. der loka-
len Richtungsindikatoren (siehe Kap. 3.3) unter Verwendung des Algorithmus 1.

In beiden Féllen, also bei der Verwendung des residualen und des hierarchischen Feh-
lerschétzers, benutzen wir in unseren numerischen Beispielen das induzierte Randgitter.

Wir definieren mit e, den Fehler, den wir bei der Approximation der exakten Losung
u durch wu;, auf der aktuellen Triangulierung 7, bekommen. Mit N, bezeichnen wir die
Anzahl der Freiheitsgrade des aktuellen Gitters. Die Konvergenzrate a berechnen wir
durch die Auswertung der Fehler der Approximation und Freiheitsgrade zweier aufein-
ander folgender Gitter
. log(ex/er—1)
log(Ny—1/Ni)
Den Effektivitatsindex der Fehlerabschétzung bestimmen wir durch den Quotienten aus
Fehlerindikatorwert und Fehler .
k

o
Die Variable 7, steht hier stellvertretend fiir den residualen oder den hierarchischen
Fehlerindikator.

4.2 Cube

In unserem ersten numerischen Beispiel betrachten wir als Gebiet (2 den Einheitswiirfel
Q) = [-1,1]%. Fiir die Berechnungen des Beispiels vergleichen wir die Verwendung des
residualen Fehlerschéitzers und des hierarchischen Fehlerschétzers. Wir verfeinern die
Gitter jeweils uniform und adaptiv unter Beriicksichtigung der vorgestellten adaptiven
Algorithmen. Fiir die adaptive Verfeinerung nutzen wir die erweiterte Regularitéitsbe-
dingung fiir nichtkonforme Gitter mit hingenden Knoten. Bei der Markierung eines
Elements zur Verfeinerung mittels des residualen Fehlerindikators unterteilen wir das
Element jeweils in acht neue Elemente. Im Fall des hierarchischen Fehlerindikators un-
terteilen wir die Elemente geméf der Indikatorrichtung (siche Kap. 3.3). Es entstehen
also 2, 4 oder 8 neue Elemente.
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1/]x-(0.0,1.1,0.0)|-1/-(0.0,0.9,0.0)| on Cube
100 —5— T T

uniform-h —+—
adap-hg-res 0.75 ---x---
' uniform-indicator ---%---
adap-indicator-res &
adap-hg-hier 0.8 ——m=—
adap-indicator-hier ---o---

10 F x 4

H”1-norm error

Ol 1 1 1
10 100 1000 10000 100000

degrees of freedom

Abbildung 4.1: H!-Fehlerkurven fiir uniforme, residual adaptive und hierarchisch adap-
tive Verfeinerung sowie Werte der Fehlerindikatoren fiir Beispiel 4.2.1

Beispiel 4.2.1 In dem ersten Beispiel betrachten wir fir die Losung im Innengebiet des
Transmissionsproblems (4.1)-(4.4) die exakte Lisung

1
T 1 (0.0,1.1,0.0)]

Fiir die rechte Seite f = —Awuy erhalten wir f = 0, da u; eine harmonische Funktion
15t.

Fiir die Lésung des Auflenraumproblems in QC bendtigen wir nach der Definition unse-
res urspringlichen Problems eine harmonische Funktion. Wir nehmen daher als exakte

Lésung
1

~ ]z — (0.0,0.9,0.0)]
die bei Anwendung des Laplace-Operators verschwindet.

Uy :

Die Sprungfunktion auf dem Rand I" konnen wir nun einfach aus den Definitionen der
exakten Lésungen uy und us bestimmen
1 1
|z —(0.0,1.1,0.0)] |z — (0.0,0.9,0.0)
Als Sprung der Normalenableitung der exakten Losungen ergibt sich daraus auch tg

Oug  Ou;  Oug
o= —2 =1

on on On’

Ug = Uy — Uz =
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N e NN nv/em |«
14 | 6.5453999 | 91.325167

51 | 3.6859984 | 49.700306 | 13.48 | 0.444
128 | 2.7564320 | 22.981763 | 8.338 | 0.316
267 | 1.9331828 | 10.681064 | 5.525 | 0.483
649 | 1.2754529 | 4.8104814 | 3.772 | 0.468
1513 | 0.7621123 | 2.4060009 | 3.157 | 0.608
3796 | 0.4610562 | 1.3986021 | 3.033 | 0.546
9840 | 0.3150961 | 0.8472700 | 2.689 | 0.400
26407 | 0.2356810 | 0.5381950 | 2.284 | 0.294

N e NN nn/em |«

34 | 6.5453999 | 6.8461109

51 | 4.1003257 | 5.3445779 | 1.303 | 1.153
128 | 3.6859984 | 6.4355118 | 1.746 | 0.116
251 | 2.7564320 | 6.0390225 | 2.191 | 0.432
448 | 1.9377480 | 5.3010328 | 2.736 | 0.608
833 | 1.3435567 | 4.2813467 | 3.187 | 0.590
1619 | 0.8470384 | 3.0541318 | 3.606 | 0.694
3504 | 0.5898188 | 2.2128713 | 3.752 | 0.469
7380 | 0.4177930 | 1.6309529 | 3.904 | 0.463

4.2 Cube

Tabelle 4.1: Freiheitsgrade, H!-Fehler, Indikatorwerte, Effektivititsindex und Konver-
genzrate « fiir den residualen Fehlerschétzer (oben) und den hierarchischen
Fehlerschétzer (unten) (Bsp. 4.2.1)

Die exakte Losung im Inneren hat eine Singularitét in dem Punkt (0.0,0.1,0.0). Bei der
Verwendung des Einheitswiirfels wird dieser Punkt fiir das Innenproblem jedoch nicht
erreicht und die Losung ist immer noch glatt. Es entstehen in der Ndhe des Punktes
grofle Werte, so dass wir hier von einer Pseudo-Singularitét sprechen.

Fiir das Auflenraumproblem haben wir eine exakte Losung gewihlt, die die gleiche Ei-
genschaft aufweist, wie die Innenraumlosung. Der Singuldrpunkt (0.0,0.9,0.0) liegt im
Gebiet ) und verursacht daher ebenfalls nur eine Pseudo-Singularitiat. Wir erwarten
somit eine adaptive Verfeinerung des Gitters in der Nihe der Singuldrpunkte.

In der Abbildung 4.1 vergleichen wir die H!'(Q)-Fehler der Approximation von u ge-
geniiber den Freiheitsgraden der verschiedenen Verfeinerungsstrategien. Wir verfeinern
das Gebiet 2 zunéchst uniform. Fiir die adaptive Verfeinerung benutzen wir den residua-

7



4 Numerische Ergebnisse

len Fehlerschatzer (4.8) und den hierarchischen Fehlerschéitzer (4.9) mit einer Verfeine-
rungsrate von 20% bzw. 25%. Zusitzlich tragen wir die Werte der Fehlerindikatoren auf,
um das Verhalten der Indikatoren zu betrachten. Wir sehen, dass die Anwendung der
uniformen Verfeinerung nicht optimal ist. Durch die Verwendung der adaptiven Steue-
rung der Gitterverfeinerung kénnen wir mit weniger Freiheitsgraden die entsprechenden
Fehler der uniformen Verfeinerung erreichen. Somit haben wir fiir die Berechnung einer
gewissen Genauigkeit weniger Berechnungsaufwand.

In der Tabelle 4.1 konnen wir die Konvergenzraten « der einzelnen Verfeinerungsstufen
ablesen. Wir erwarten fiir die glatte Losung v im Innengebiet eine Konvergenzordnung
von % bzgl. der Freiheitsgrade N. Fiir die Anwendung der residualen Indikatoren ergibt
sich eine Konvergenzrate von o = 0.4. Die Konvergenzrate fiir die uniforme Verfeinerung
liegt bei durchschnittlich 0.25 und kommt durch die letzte Verfeinerung auf einen Wert
von 0.32. Der Effektivitdtsindex ny/em: bleibt beschréinkt und geht gegen eine Kon-
stante, so dass wir das theoretische Ergebnis aus Theorem 2.1.2 durch die Rechnungen
bestéatigen.

Fiir den hierarchischen Fehlerschétzer ergibt sich in den ersten Stufen der Verfeinerung
noch kein asymptotisches Verhalten. Die Verwendung der hédngenden Knoten und die
daraus resultierende modifizierte Berechnung der Fehlerindikatoren (siche Kap. 3.3),
bringt bei wenigen Elementen noch keine aussagekriftigen Daten, da weniger Freiheits-
grade zur Bestimmung des lokalen Indikators verwendet werden kénnen. Nach mehreren
Verfeinerungen pendeln sich Indikatorwerte und Fehlerkurve ein und wir konnen aus Ta-
belle 4.1 die Konververgenzrate a = (.46 ablesen, wobei die Werte zum Ende abnehmen.

Die adaptiven Strategien erreichen durch die lokalen Gitteranpassungen schneller den
asymptotischen Bereich als die uniforme Verfeinerung.

Die Verfeinerung des Gitters erfolgt in beiden adaptiven Féllen mit den in Kapitel 6
beschriebenen héngenden Knoten. Durch die Wahl der exakten Losungen u; und usy er-
warten wir eine rotationssymmetrische Gitterentwicklung beziiglich der y-Achse. In der
Abbildung 4.2 sieht man die adaptive Verfeinerung nach der 9. Stufe fiir die Verwendung
des residualen und hierarchischen Fehlerschétzers. Man erkennt die problemorientierte
Verfeinerung in der Ndhe der Singuldrpunkte. Es ldsst sich auflerdem erkennen, dass
die hangenden Knoten ein lokal stark verfeinertes Gitter zulassen. Ohne die hingenden
Knoten wire diese Verfeinerung nur durch die Uberverfeinerung in den leicht zu ap-
proximierenden Teilen moglich. Bei der Verfeinerung mit hierarchischem Fehlerschétzer
und dadurch richtungsgesteuerte Unterteilung der Elemente sieht man den Vorteil der
héngenden Knoten verstarkt.

In den Abbildungen 4.5 und 4.6 in dem Abschnitt 4.5 zeigen wir die Entwicklung der
Gitter fiir die adaptive Verfeinerung mit dem residualen und dem hierarchischen Feh-
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4.3 Fichera-Cube

141»41»1

Abbildung 4.2: Blick von oben durch das 3D-Gitter (9. Verfeinerungsstufe); residual
(links), hierarchisch (rechts) (Bsp. 4.2.1)

lerschitzer. Aulerdem sind Oberflichenplots der approximierten Losung uj, nach der
jeweils 8. und 9. Verfeinerungsstufe dargestellt.

(1,1,1)

4.3 Fichera-Cube

(0,0,0)
In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit einem Beispiel, das

den Fichera-Wiirfel als Gebiet 2 := [—1,1]3\ [0, 1]* zugrunde liegen

hat. (-1-1,1)

Beispiel 4.3.1 Fiir das Innenraumproblem betrachten wir die exakte Lisung uy; mit

1
T =(0.1,0.1,0.0)
Setzen wir diese exakte Losung in die Innenraumbedingung (4.1) ein, erhalten wir, dass
die rechte Seite f verschwindet. Die homogene Laplace-Gleichung (4.2) fir den unbe-
schrinkten Aufenraum QF wird beschrieben durch die exakte Losung us

1
T (01,01,0.0)]

Als Sprung in den Dirichlet-Daten ergibt sich wie im obigen Beispiel uy als Subtraktion
der Innenraumldsung uy und der Auflenraumlisung us gemdfl Gleichung (4.3)

1 1
|z —(0.1,0.1,0.1)] |z + (0.1,0.1,0.1)|

Ug = U1y — Uy =
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4 Numerische Ergebnisse

Den Sprung in den Neumann-Daten beim Ubergang vom Aufenraum auf den Innenraum
konnen wir wieder als Normalenableitung des Dirichlet-Sprungs uy berechnen
8u0 8u1 8uz

toz = —

on On on

1/|x-(0.1,0.1,0.1)|-1/|x-(-0.1,-0.1,-0.1)| on Fichera-Cube
100 T T

T

uniform-h-res —+—
uniform-indicator-res ---x---
g T adap-hg-res 0.75 ---*---

R adap-indicator-res &
) adap-hg-hier 0.8 --m--
~ adap-indicator-hier ---o---
T uniform-indicator-hier ----e---
- ex2-hg-hier 0.8 -2 -

H”1-norm error

0.1 I I I
10 100 1000 10000 100000

degrees of freedom

Abbildung 4.3: H'-Fehlerkurven fiir uniforme, residual adaptive und hierarchisch adap-
tive Verfeinerung sowie Werte der Fehlerindikatoren fiir Beispiel 4.3.1

Die exakten Losungen u; und us wurden so gewéahlt, dass wir wiederum wie im obigen
Beispiel fiir den Einheitswiirfel, keine direkte Singularitdt in den Berechnungen in den
entsprechenden Gebieten erhalten. Als quasi-singulédren Bereich des Innenraumproblems
haben wir die Punkte im Gebiet 2, die dem Punkt (0.1,0.1,0.1) am néchsten sind. Vom
Auflengebiet aus ergibt sich dieses Verhalten in der Nihe des Punktes (—0.1, —0.1, —0.1).
Wir erwarten also eine adaptive Gitterverfeinerung in der Néhe der einspringenden Ecke.
Das Gitter sollte dort eine wesentlich hohere Unterteilung erhalten als weit davon ent-
fernt.

Wir bestimmen fiir die approximierte Losung wu, auf der Triangulierung 7;, des FEM-
BEM Kopplungsproblems 4.5-4.7 den Fehler in der H'-Norm mit Hilfe der exakten
Losung u;. In Abbildung 4.3 sind Fehler in der H!'-Norm beziiglich der Freiheitsgrade
des Kopplungsproblems doppelt logarithmisch aufgetragen. Es 148t sich der Vorteil der
adaptiven Netzverfeinerung erkennen. Der Fehler bei der adaptiven Verfeinerung ist zu
Beginn der Berechnungen in den ersten Verfeinerungsleveln deutlich geringer als der bei
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der uniformen Verfeinerung bei vergleichbarer Anzahl der Freiheitsgrade. Fiir die Verfei-
nerung mittels des residualen Fehlerschitzers benutzen wir eine Verfeinerungsrate von
25%, bei der Anwendung des hierarchischen Fehlerschétzers unterteilen wir mindestens
20% der Elemente, unter Beachtung der Verfeinerungsregeln aus Kapitel 6.3.

N e NN nv/em |«
50 | 6.1469894 | 86.721906
116 | 6.0632190 | 44.794101 | 7.388 | 0.016
228 | 5.0455398 | 22.026088 | 4.365 | 0.272
421 | 2.8911192 | 9.7537464 | 3.374 | 0.908
908 | 1.5201312 | 4.8657948 | 3.201 | 0.836
2410 | 0.9544718 | 2.7174849 | 2.847 | 0.477
6258 | 0.6724819 | 1.7001051 | 2.528 | 0.367
17281 | 0.4584471 | 1.0187227 | 2.222 | 0.377
N e NN nn/em |«
213 | 5.2725031 | 9.8960902
304 | 4.2420059 | 9.9955465 | 2.356 | 0.611
552 | 2.2397150 | 6.8901423 | 3.076 | 1.071
1036 | 1.3818762 | 4.9914741 | 3.612 | 0.767
2125 1 0.9363773 | 3.6505149 | 3.899 | 0.542
4708 | 0.6975674 | 2.7464362 | 3.937 | 0.370

Tabelle 4.2: Freiheitsgrade, H'-Fehler, Indikatorwerte, Effektivititsindex und Konver-
genzrate « fiir den residualen Fehlerschétzer (oben) und den hierarchischen
Fehlerschétzer (unten) (Bsp. 4.3.1)

Aus Tabelle 4.2 haben wir die errechneten Konvergenzraten fiir unser Beispiel. Es ergibt
sich fiir das residuale Verfahren eine Rate von ca. o = 0.4, wobei der Wert bei groflerer

Anzahl der Freiheitsgrade kleiner wird. Dies entspricht auch den Erwartungen, dass wir

bei glatter Losung u eine Konvergenzrate von %

beschréankt, woraus wir wieder auf die Giiltigkeit des Fehlerschétzers schliefen konnen.

annchmen. Der Effektivitatsindex ist

Im hierarchischen Fall ergibt sich ein dhnliches Bild. Auch hier haben wir eine Konver-
genzrate von o = 0.4 mit abnehmender Tendenz. Bei beiden adaptiven Verfeinerungen
werden die problematischeren Zonen des Gitters besser unterteilt und der Fehler wird in
den ersten Stufen der Verfeinerung besser verkleinert. Wie auch im Beispiel mit dem Ein-
heitswiirfel haben wir auch hier zunéchst einen steigenden Indikatorwert. Dies konnen
wir wiederum mit der Verwendung der hdngenden Knoten erkldren. Die Gitter der er-
sten und zweiten Verfeinerungsstufe sind noch zu grob, um die Effekte der Losung gut
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aufzulosen. Wenn das Gitter lokal feiner ist, stabilisiert sich der Effektivitatsquotient.

Die Abbildungen 4.7 und 4.8 in Abschnitt 4.5 zeigen die Entwicklungen der Gitter bei der
adaptiven Steuerung durch den adaptiven Algorithmen 2.2 und 3.3 unter Verwendung
der residualen Indikatoren und der hierarchischen Indikatoren. Die Gitterentwicklungen
zeigen jeweils deutlich den Vorteil der hingenden Knotenstruktur. Das Gebiet um die
einspringende Ecke wird lokal sehr stark verfeinert. Die Elemente, die weit davon entfernt
sind, werden nur leicht verfeinert. Die Verwendung der richtungsabhédngigen Untertei-
lung der Elemente durch den hierarchischen Fehlerschitzer in Abbildung 4.8 zeigt diese
Effekt noch verstirkt. Durch die genauere problemgesteuerte Unterteilung der Elemente
brauchen in dem Postprozessing-Schritt nicht so viele Elemente aufgrund der erweiterten
one-constraint-rule zusétzlich verfeinert werden.

Die unteren beiden Plots zeigen jeweils die Oberflichendarstellung der approximierten
Losung wuy,. Hier zeigen sich die quasi-singuldren Punkte in der Néhe der einspringenden
Ecke.

(-1,1,1) (1,1,1)

(07071) (1’ ’1

4.4 L-Block

In unserem néchsten Beispiel beschéftigen wir uns mit dem L- (00 D0-1)
Block als Innengebiet Q := [—1,1]*\ [0,1] x [0,1] x [-1,1]. (111)

Beispiel 4.4.1 Fiir die Gleichung (4.1) des Innenraumproblems betrachten wir die Sin-
guldrfunktion, dargestellt in Polarkoordinaten (r, y)

2
uy == 1?3 sin <§¢) .

Da auch die Singulirfunktion eine harmonische Funktion ist, ergibt sich f = 0.
Als exakte Lisung des Auflenraumproblems (4.2) nehmen wir

1
U2 12 (0.125,0.125,0.0)

Der Dirichlet-Sprung ug ist wie in den obigen Beispielen auch die Differenz der beiden
exakten Losungen uy und us

) 1
pu— 2/3 1 o - .
up = 123 sin (3¢) |z +(0.125,0.125,0.0)]

der Sprung der Normalenableitung ist dann ty = %.
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N e NN nv/em |«
46 | 0.4092850 | 4.8713949
94 | 0.3820810 | 3.8347652 | 10.04 | 0.096
193 | 0.2781358 | 2.2827127 | 8.207 | 0.441
285 | 0.2371314 | 1.3022539 | 5.492 | 0.409
520 | 0.1850282 | 0.7961141 | 4.303 | 0.413 N et «
1243 | 0.1414924 | 0.4979621 | 3.519 | 0.308 46 | 0.4092850
193 | 0.2781358 | 0.269
N et NN nn/em o 937 | 0.1886616 | 0.246
46 | 0.4092850 | 1.8900815
193 | 0.2781358 | 1.3466448 | 4.842 | 0.269
610 | 0.1949588 | 1.0198411 | 5.231 | 0.309
1800 | 0.1453599 | 0.7681166 | 5.284 | 0.271
5612 | 0.1133067 | 0.5767285 | 5.090 | 0.219

Tabelle 4.3: Freiheitsgrade, H'-Fehler, Indikatorwerte, Effektivititsindex und Konver-
genzrate « fiir den residualen Fehlerschétzer (oben) und den hierarchischen
Fehlerschitzer (unten); rechts: uniforme Verfeinerung (Bsp. 4.4.1)

Die Singuldrfunktion im Innengebiet hat eine Singularitéit auf der einspringenden Kante
des L-Blocks. Die exakte Auflenraumlosung wurde wiederrum so gewéhlt, dass wir eine
Quasi-Singularitat in der Ndhe des Mittelpunktes der einspringenden Kante haben.

Da wir im Innengebiet eine 2/3-Singularitéit durch die Funktion u; haben, erwarten
wir bei optimaler Verfeinerungsstrategie eine Konvergenzrate von o = % beziiglich der
Gitterweite h bzw. eine Rate von o = % bzgl. der Anzahl der Freiheitsgrade N bei der
uniformen Verfeinerung. Die rechte Tabelle in Tabelle 4.3 zeigt die H!-Fehler und die
Konvergenzraten « bei der uniformen Verfeinerung. Wir haben eine Rate von ca. 0.25,
was dem erwarteten Wert schon sehr nahe kommt.

Aus Tabelle 4.3 (linke Seite) konnen wir die numerisch erzielten Konvergenzraten ab-
lesen. Fiir die adaptive Verfeinerung mittels des residualen Fehlerschétzers ergibt sich
eine Konvergenzrate von o = 0.4. Mit der Steuerung durch die hierarchischen Fehlerin-
dikatoren haben wir eine Konvergenzrate von a = 0.3. Da wir bei der Verwendung einer
adaptiven Gitterverfeinerung eine bessere Approximation des Fehlers (Konvergenzrate
maximal o = %) als bei der uniformen Verfeinerung erwarten, stimmen die errechneten
Werte mit den theoretischen Uberlegungen iiberein.

Fiir beide Fehlerschétzer lasst sich erkennen, dass der Effektivitédtsindex beschrankt ist
und gegen eine Konstante geht. Die Fehlerindikatoren und die Fehler haben also das
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gleiche asymptotische Verhalten und unsere theoretischen Resultate werden dadurch
bestéatigt. Dies liefert auch eine Betrachtung der Abbildung 4.4, wo man sehen kann,
dass die jeweiligen Kurven nahezu parallel verlaufen. In den Gitterentwicklungen in

S_1 on L-Block
10

uniform-h —+—
adap-hg-res 0.75 ---
uniform-indicator ---

adap-indicator-res
B adap-hg-hier 0.75 ——-m-—
ey adap-indicator-hier ---o---
ex3-adap-hg-hier 0.75 ----e--
ex3-adap-indicator-hier -
ex4-adap-hg-hier 0.75 -~
ex4-adap-indicator-hier —=—

X

*

beomn

»

H”1-norm error
[

I I
10 100 1000 10000
degrees of freedom

Abbildung 4.4: H'-Fehlerkurven fiir uniforme, residual adaptive und hierarchisch adap-
tive Verfeinerung sowie Werte der Fehlerindikatoren fiir Beispiel 4.4.1

Kapitel 4.5 stellen wir fest, dass der Bereich direkt an der einspringenden Kante lokal
stark verfeinert wird.

Der hierarchische Fehlerschétzer liefert zusammen mit einer selbstgesteuerten Richtungs-
verfeinerung keine brauchbaren Ergebnisse (siche Abb. 4.4 Kurve adap-hg-hier und ex3-
adap-hg-hier). Die Elementverfeinerungen liefern in den ersten Verfeinerungsstufen nur
Unterteilungen in der xz-Ebene. Deswegen wird eine lokale Auflosung der Singularitét an
der einspringenden Kante nicht erreicht. Bei der Berechnung der Ergebnisse aus Abbil-
dung 4.10 wurden durch eine Verfeinerung in acht neue Elemente (also zyz-Verfeinerung)
erzielt. Die einspringende Ecke konnte so besser lokalisiert werden (siehe auch Kurve ex4-
adap-indicator-hier in Abb. 4.4).
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4.5 Gitterdarstellungen

4.5 Gitterdarstellungen der versch. Verfeinerungsstufen,
Bsp. 4.2.1, Bsp. 4.3.1, Bsp. 4.4.1
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Abbildung 4.5: residual: adaptive Verfeinerungslevel 3, 5, 7, 9 und plot der Approxima-
tion wuy, (Bsp. 4.2.1)
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4 Numerische Ergebnisse
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Abbildung 4.6: hierarchisch: adaptive Verfeinerungslevel 3, 5, 7, 9 und plot der Appro-
ximation uy, (Bsp. 4.2.1)
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Abbildung 4.7: residual: adaptive Verfeinerungslevel 2, 4, 6, 8 und plot der Approxima-
tion wuy, (Bsp. 4.3.1)
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Abbildung 4.8: hierarchisch: adaptive Verfeinerungslevel 1, 3, 5, 7 und plot der Appro-
ximation uy; (Bsp. 4.3.1)
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Abbildung 4.9: residual: adaptive Verfeinerungslevel 1, 3, 5, 7 und plot der Approxima-
tion wuy, (Bsp. 4.4.1)
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Abbildung 4.10: hierarchisch: adaptive Verfeinerungslevel 2, 3, 4, 5 und plot der Appro-
ximation u, (Bsp. 4.4.1)
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

Anders als in den vorhergehenden Kapiteln, wollen wir das FEM-BEM Kopplungs-
problem nicht mit der Standard-Galerkin-Methode berechnen, sondern benutzen ein
Least-Squares Funktional zur Bestimmung einer angendherten Losung. Fiir die FEM-
Formulierung fithren wir eine diskrete H~!(Q)-Norm analog zu Bramble, Pasziak und
Lazarov ([9, 7, 8]) ein. Ahnlich zu der Vorgehensweise in [47] fiir ein System erster
Ordnung bilden wir ein FEM-BEM Kopplung Least-Squares Funktional mit einem Pro-
blem zweiter Ordnung. Fiir die Anwendung der Least-Squares Methode fiir ein linear
elastisches Problem mit der FEM orientieren wir uns an [8].

Wir betrachten in diesem Kapitel fiir das Innenraumproblem und das Auflenraumpro-
blem jeweils eine lineare elastostatische Problemstellung. Wéhrend wir im Auflenraum
Q¢ die harmonische Lamé-Gleichung approximieren wollen, haben wir im Innenraum (2
eine gegebene Volumenkraft F. Da wir in €2 nahezu inkompressibles Material zulassen
wollen, fithren wir eine zusétzliche Variable ein, um die Effekte des Lockings zu vermei-
den (siehe z.B. [5],[67]). Das Auflenraumproblem wird wie in Kapitel 1 mit Hilfe von
Randintegraloperatoren auf den Rand zuriickgefiihrt. Die symmetrische Kopplung von
FEM (fiir das Innengebiet) und BEM (auf dem Rand I') tiberfiithrt das urspriingliche
Transmissionsproblem auf ein nichtlokales Randwertproblem.

5.1 Transmissionsproblem

Aus dem Hookschen Gesetz haben wir die Beziehung zwischen Spannung und Verzer-
rung: o;; = 2ue;j(u)+Ad;;div u mit dem Kronecker-Delta §;; und den Lamé-Parametern
w1 und A fiir das lineare Elastizitdtsproblem.

Falls A — oo, bzw. die Poissonzahl v = 2(/\—% — %, haben wir fast inkompressibles

Materialverhalten. Ist v nahe bei %, so haben wir, dass
A>

ist. Dies fithrt dazu, dass das Verhéltnis der Konstanten in dem Céa-Lemma sehr grof3
wird. Es kommt bei der Approximation der exakten Losung somit zum Locking und die
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

klassische FEM versagt.

Wir fithren daher p als Lagrange-Multiplikator p = —Adiv u ein. Setzen wir dies in die
Definition des Spannungstensors o ein, so bekommen wir die Darstellung

oij(u,p) = 2ue;;(u) — dyp.
Die Gleichgewichtsbedingung —div o = F des elastischen Innenraumproblems ist dann

—div o(u,p) = —pAu — (g —lgradp=F (5.1)

mit der Nebenbedingung

1
P + divu=0. (5.2)

Wir kénnen p auch als hydrostatischen Druck einfiihren, indem wir den linearen Ver-
zerrungstensor in den deviatorischen und in den hydrostatischen Anteil zerlegen e(u) =
deve(u) — 5 tre(u)l. Es ergibt sich fiir den Spannungstensor die Schreibweise o (u,p) =
2p1deve(u) — pI mit dem hydrostatischen Druck p = —(X + 2p)div u.

Fiir den Fall des inkompressiblen Materialverhaltens (v = %), ergibt sich fiir die Nebenbe-
dingung (5.2) die Gleichung div u = 0. In diesem Fall haben wir ein Innenraumproblem,
das eng verwandt ist mit dem Stokes-Problem.

Transmissionsproblem

Wie im Kapitel 1 sei © C IR® ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz-Rand I' = 05.
Mit Q¢ = IR? \ © bezeichnen wir den unbeschriinkten Aufilenraum. Gegeben seien die
Kraft F € L%(Q) und die Spriinge uyp € HY2(I') und t, € H~Y/?(') auf dem Rand.
Wir betrachten das folgende Transmissionsproblem mit den Unbekannten u; € H*(Q),
u, € HE (Q°) und dem Druck p € L?()

L(uy,p) =F in (5.3)

%p + div u; =0 in (5.4)

—A*uy = —Auy — (A + f)grad div uy =0 in Q° (5.5)
u; =Us + Uy auf I’ (56)

o(uy,p) -n=T5(0,n)us + tg auf I' (5.7)

uy =0(|z| ™) (lz] —00)  (58)

wobei L(uy, p) = (Li(u1,p), . .., L3(wz, p)) mit L;(uy, p) = — 2]3:1 %i? = —div o.

Die Normalspannung der Auflenraumlosung auf dem Transmissionsrand I' ist wie in
(1.10) auf Seite 19 gegeben durch T5(0.,n)us = o(uz)-n = 21 0yus + Andiv us + jin X
curl u,.
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5.2 Kontinuierliche Least-Squares Formulierung

Die Auflenraumlosung lésst sich mit der Somigliana Darstellungsformel (1.11) auf dem
Rand mit Hilfe der Kelvin-Matrix (1.12) fiir das homogene Elastizitétsproblem darstel-
len. Mit den Cauchy-Daten auf dem Rand I' und den Definitionen der Randintegralope-
ratoren in (1.16)-(1.19) lasst sich das Problem wie folgt présentieren

2T2(8., 1’1)112 = — Wllg + (I - K/)Tg(a, 1’1)112
0 :(I — K)llQ + VTQ(&, n)u2.
Setzen wir dies in das Transmissionsproblem fiir u, mit den Sprungbedingungen ein,
definieren u; =: u, benutzen die Beziehungen (5.6) und (5.7) und ersetzen o(u,p) - n

durch ¢, so erhalten wir die symmetrische FEM-BEM Kopplungsformulierung, auf der
wir die Least-Squares Formulierung aufbauen:

Fiir gegebene Volumenkraft F € L2(Q), Spriinge uy, € HY2(I'), t, € H~Y(I), finde
uc HY(Q), pe L*(Q) und ¢ € HV?(T) mit:

L(u,p) = F in
%p +diva = 0 in €
o(u,p)n = ¢ auf T’ (5.9)
20p—tg) = —W(u—uy)+ ([ —K')(¢p—to) auf T’
0 = (I-K)(u—u)+V(¢p—ty) auf T,

5.2 Kontinuierliche Least-Squares Formulierung

Wir betrachten nun die schwache Form fiir die Innenraumgleichung

/L(u,p)-v dx:/F~V dx.
Q Q

Anwenden der Produktregel auf 52- (aw( ,D)Vi) = V; aa oij(u,p)+oi;(u,p)s> ~v; ergibt

[/Z( (o3;(u, p) - Vi)_aij(u7p)aixjvi) dx] :/QF-vdx.

Mit dem Gauflschen Integralsatz haben wir

/Zn o;(u,p V,dS—l—/ZO’U u,p) s”()dx:/F-vdx,
r Q

i,j=1 i,j=1
- N -
Vo Vo

:¢' ::A(u,p;v)
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

woraus wir die schwache Form der Innenraumgleichung

A(u,p; V) - <¢7 V>F = (F7V>

erhalten. Multiplizieren wir die restlichen Gleichungen der FEM /BEM Formulierung mit
den Testfunktionen ¢ € L?(Q2) und 7 € HY2(T') und integrieren iiber das Gebiet {2 bzw.
iitber den Rand I', haben wir die kontinuierliche variationelle Formulierung

A(a,p;v) = (F,v) + (¢, v)r (5.10)

(;pﬂtdiv u,q) =0 (5.11)

(1 = K)(u—1g) + V(b — to), 7)1 = 0 (5.12)
(=W(u—ug) + (I = K')(¢ —to),v)r = (2(¢ — to), V)r. (5.13)

fiir alle v.€ HY(Q), ¢ € L*(Q) und 7 € HY?(T"). Um das Least-Squares System zu
formulieren, definieren wir den Operator
L(u,p): H(Q) x L*(Q) — H(Q) durch:

[L(u,p);w] = A(u,p; w /Z% u,p) e (w)de  YweHY(Q), (5.14)

i,j=1

wobei [P;w] bedeutet, dass das Funktional P an der Stelle w ausgewertet wird.
H-Y(Q) := (HYQ))', ist der Dualraum zu H'(Q). Die zugehérige Norm ist durch

u,v
lulgrg = sup oY)
veH(Q)\{0} ||V||H1(Q

definiert. Wir ersetzen in der Gleichgewichtsbedingung der Innenraumgleichung den An-
teil A(u, p; w) durch [£(u, p); v] und ersetzen ¢ im Randterm aus Gleichung (5.10) durch
die Darstellung von ¢ im Randintegralterm (5.13)

[E(u,p);v] = (F>V)+<¢7V>F
= (Fov) + (-0 — o) + 260 + (T~ K)( — )] v)r

1
[P L (= o) 2t — (T = K6 — o)) Vg o
or ® T ist eine Distribution, die 7 € H™"/2(I") nach H~'(Q) iiberfiihrt

(Or®e¢, V)2 = (@, vlr) Ve € HVA(T), Vv € HY(Q).

Die Variationelle Formulierung (5.10)-(5.13) lésst sich dann wie folgt in einer Operator-
schreibweise darstellen. Wir definieren den Operator

£:X :=HY Q) x L2(Q) x HY2() — X' := H1(Q) x L2(Q) x HY(I)
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5.2 Kontinuierliche Least-Squares Formulierung

durch
L(u,p) + 30r ® [Wu — (I — K’)qb}
L(u,p, p) == ip+divu (5.15)
(I -Ku+Ve¢

und § € X' := H1(Q) x L2(Q) x HY(I") durch die gegebenen Daten

F+Lor @ [Wug +2t0 — (I — K')to)
g = 0 . (5.16)
(I — K)U() + Vt()

Es ergibt sich somit das zu l6sende Problem

Finde (u,p, ¢) € H(Q) x L?(Q) x H™Y2(I"), so dass gilt
L(u,p,¢) =3 (5.17)

Mit Hilfe dieser FEM-BEM Kopplungsdarstellung des Gesamtproblems (5.3)- (5.8) bil-
den wir die zu dem Problem &quivalente Minimierungsaufgabe mit dem Least-Squares
Funktional J(v,q, 7). Die Minima (u,p, ¢) des Funktionals J sind die Losungen des
Kopplungsproblems (5.9).

Least-Squares Funktional
Finde (u,p, ) € X = HY(Q) x L?(Q) x H~Y2(T") mit

J(u,p,¢p) = min J(v,q,T), (5.18)

(v,g,m)eX

wobei J(v,q,T) gegeben ist durch

J(Vv q, T) :||£<V7 q, T) - %'Hg(’

1 /
= [£(v.q) = F + S0r @ W (v — o) — 2to — (I = K')(7 — o)1

1 .
+ qu + div V||%2(Q)
+ (I = K)(v — o) + V(T = to) | F2
1
—£(v.) + 500 @ Wy — (I~ K')r] ~ F

1
— 551" ® [WUO + 2130 — (I — K/)to]H%I,l(Q)

1 .
+ qu + div V||%2(Q)
I = K) (v = 10) £ V(T = t0) 2o
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

Die zu J(v, q, ) zugehorige Bilinearform B((u,p, @), (v,q,T)) ist gegeben durch

B((w,p, #),(v,q, 7))

= (L0up) + 500 @ [Wa— (T — K] £(v,0) + 500 @ Vv — (1= K)7]) g1

1 1
—l—(xp + div u, 14 + div v) 12()
H - K u+Ve, (I — K)v+VT)mmr

und die Linearform G(v,q, 7) ist

1
Gv,0.7) =(L(v,0) + 500 @ [Wy = (1 = K')),
1
F+ 5(51" &® [Wllo + 2130 — ([ — K/>t0])ﬂf1(9)
—+ <([ — K)V —+ V‘T, (I — K)UO + Vt0>H1/2(1")

fir alle (v,q,7) € X. Mit der Definition der Bilinearform und Linearform kénnen wir
die variationelle Formulierung darstellen als

Finde (u,p, ) € X = HY(Q) x L2(Q) x H™/2(T") mit
B((w,p, ¢), (v,q,7)) = G(v,q,T) Y(v,q,7) € X. (5.19)

Falls wir die Stetigkeit und Koerzivitat der Bilinearform B und die Stetigkeit der Linear-
form G nachweisen konnen, ergibt sich fiir die variationelle Formulierung die eindeutige
Losbarkeit. Die Minima des Funktionals J wéren somit ebenfalls eindeutig. In Theo-
rem 5.2.1 werden wir zunéchst die Stetigkeit der Bilinearform B zeigen, in Theorem 5.2.2
beweisen wir die Koerzivitdt der Bilinearform.

Theorem 5.2.1 Die Bilinearform B(-,-) € X x X ist stetig. D.h. es gibt ein ¢ > 0, so
dass fir alle (0, p, @), (v,q,7) € X gilt

B((u,p,#), (v.q,7)) < cll(w, p, ®) | x[I(v: ¢, 7)l|x

Beweis. Fiir den Beweis der Stetigkeit nutzen wir die Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
um die Bilinearform in einzelne Terme zu unterteilen. Die Terme mit den Randintegral-
operatoren schitzen wir mit deren Abbildungseigenschaften (siehe (1.20)-(1.23)) und
dem Spursatz ab.
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5.2 Kontinuierliche Least-Squares Formulierung

Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt:
@)

A\

~

B((u,p, ¢))? (V> q, T)) S ||‘C(u>p) + %51“ ® [Wu - ([ - K,)¢]Hﬁfl(9)
1£v,0) + 500 @ Wy — (1 = K7l ) (5:20)

1 . 1 )
+ prerIV uHL?(Q)HXqﬂLle vlz2() (5.21)

-~

(1D
+ (= K)u+Vollmeq | = K)v+Vrlmer  (5.22)

(I11)

Wir betrachten nun die Terme (I)-(III) einzeln:
(III): Mit der Stetigkeit von K und V und dem Spursatz folgt
(I = K)ullggzqy + |Vl

Cllullgzey + cll@lla-12m
Cllullm @) + l[@lla-12m)-

(I = K)u+ Vo|lgr

IAINIA

(IT): da nach Definition des elastischen Problems A > 0 gilt, haben wir

1 . 1 .
||Xp+dlV ul[2) < ||Xp||L2(Q)+||d1V ul|z2()

IA

c(llpllz2) + [ulle @)
(I):

1 1
||£(117P)+§5r®[Wu—(f—K/)¢] -1 < ||£(u7p)||ﬁfl(m+§||5r®[Wu—(f—K/)¢] l&-1(0)

Mit Hilfe der Definition der H(Q)-Norm, der Distribution dp @ - und der Stetigkeit
der Integraloperatoren W und K’ gilt

(Or ® Wu — (I — K')¢], v)

1or @ Wu — (I = K")@lllg1q) = sup

veH!(Q) ||VHH1(Q)
Wu- (I — K’
gy M= U =Ko vl
veH!(Q) ||V||H1(Q)
C—i-U [Wua— (I - K,)d)HH*l/Z(F)HV‘FHHUQ(F)
< sup
veH! () 1Vl ()

< C[Wu—(I— K,)¢||H*1/2(F)
< C(Wullg-reqy + 11 = K)@llu-12r))
< c(llullgeey + la-12)) -
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung
Fiir [|£(u, p)|[g-1(o) gilt nach Definition von £

A(u,p;v)
||‘C(u7p)||l:1*1(ﬂ): sup G
veH!(Q) ||VHH1(Q)

Joo(u,p):e(v)
= sup
veH!(Q) ||V||H1(Q)

mit

S~

/QO'(u,p) e(v) = <Z 2ue;;(u p(sz'j) eij(v) dx

2]1

ZEU Jeij(v )d:z:—/p%sm( ) dx

= /us(u) ce(v) dx — / pdiv v dz
Q Q
= 2(pe(u),e(v)) — (p, div v).

Dies eingesetzt ergibt

2(pue(u), e(v ,div v
(D) gy < sup ZLEWLEV) g, ANV Y)
veri(@)  |IVIlE(@) veri () [Vl

< swp 2pe(u) e(v)) sup (p, p)*/*(div v, div v)!/2

verm (@  |IVIlE@ veH! (Q) [vle ()
2(ue \Y%

< swp (ne(u), Vv)
veH(Q) HV||H1(Q)

< ¢ ([Jallar@) + lIpll2@) -

+ Il 2 ()

Daraus folgt fur (I).

1 .
1£0u,p) + o0 @ [Wu = (I = K)llg-10) < € (lullm@) + [Pl + @l -

Die Stetigkeit der Bilinearform B erhalten wir, indem wir die einzelnen Teile (I), (II)
und (III) in (5.20)-(5.22) einsetzen und die obigen Abschétzungen analog auf die Terme
mit (v, q, T) anwenden.

B((w,p,9), (v,q,7)) < e ([ullm @ + [Pl + 1Dlla-1/2m)
IVl @) + llall 2@ + 17 lla-12m)
< dl(w,p, @) x[I(v, g, 7)llx

O

Mit der gleichen Argumentation lasst sich die Stetigkeit der Linearform G(v, ¢, T) zeigen.
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5.2 Kontinuierliche Least-Squares Formulierung

Theorem 5.2.2 Die Bilinearform B((u,p, @), (v,q,T)) ist koerziv, d.h. es gilt

B((u,p, 9), (0,p,#)) > | (u,p, P)|I% (5.23)
fir alle (u,p, @) € X.

Beweis. Zunichst berechnen wir eine Abschéatzung fiir den Druck p durch die Verschie-
bung u. Diese Abschétzung nutzen wir dann in der Abschétzung von u. Durch eine obere
Schranke fiir ¢, die wir aus den Eigenschaften der Randintegraloperatoren bekommen,
erhalten wir dann die Abschéitzung (5.23).

Es gilt fiir den Druck p € L*(Q) analog zu dem Ergebnis aus [§]

p,div v
P2 < ¢ sup g
veH!(Q ||V||H1(Q
Damit gilt
p,div v
)2y < ¢ sup g
veH!(Q ||V||H1(Q
- (pI,e(v)) — (2ue(n), e(v)) — 5(Su,v)|
<d sup
veH1(Q) ||V||H1(Q)
|(2ue(n),e(v)) + 5(Su, v)|
+ sup ]
veH!(Q) ||V||H1(Q)
A(u,p;v) + %(Su, V) |(2ue(u),e(v)) + %(Su, V)|
=c[ sup + sup ]
veH!(Q) ||V||H1(Q) veH!(Q) ||V||H1(Q)
1
IPllz2(@) < el £(u, p) + 50r ® Sullg-i(q) + [[ullm o) (5.24)

Fiir die Verschiebung u erhalten wir mit der Kornschen Ungleichung und mit Hilfe des
Poincaré-Steklov-Operators S, dass gilt

1
Cllulfey <2 | pefu): etw) do+ 3 (Su.w)
Q
1
< (2ue(u),e(u)) + §(Su, u).
Da (pl,e(n)) = [yple(u) = [,> iy p5,]€” = J,pdiv u = (p, div u), erhalten wir

(2ue(u), e(u)) = (2ue(u) — pl, e(u)) + (pI, &(u))

= (2ue(u) — pl, &(w)) + (p, div u+ 1p) — (52.0)
20 (2pe(u) — pl, e(u)) +(p,divu+ %p)

A(u,p;u)
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A(u,p;u) + 3 (Su,u) bildet eine zur H'(2)-Norm #quivalente Norm. Daraus folgt

|A(u, p; v) + L{(Su, v)|
Cllallfn gy < lullmr@) sup :

1
+ Il 2@ llsp + div ul| 2
veH! (Q) INAIFERNSS) AL )

1 1 .
= [[ul[m @[ £(a,p) + §5F ® Sullg-1(o) + HpHLQ(Q)HXp + div ul[r2(q).

Einsetzen der Abschétzung (5.24) fiir den Druck ergibt unter Verwendung des erweiter-

ten arithmetisch-geometrischen Mittels
, 1 1
hallfn @) < lallm @ 1£(w, p) + 500 © Sullg-ii0) + ¢(|£(w,p) + 5r @ Sullg-1(q)
1 .
+ [Jull () pr + div uf|z2 (o)
1 1 1
§2—€||£(u,p)+§5r®511||%71( —€||11||H1 + o5 E(||ﬁ( p)
1
+ 500 Sl 10y + Il + ol 57+ div ulfag,
1 1 1
<(2— + ce)||£(u,p) + —5p ® Su||%1,1(9) + (56 + ce)||u||%{1(9)
H N + div uHLz
1
(1= co)lullfnq < (5 *ce)ll£(u,p) + §5F ® Sullf-1q —|| 3P+ div ul|2q)
Fiir € klein genug gewahlt (1 > ce) ergibt sich
2 ~ 1 2 1 : 2
Il oy < L)+ 20 Sl g+ 157+ div ulfag

Betrachten wir nun den Anteil des Poincaré-Steklov-Operators S = W+ (I—K')V (I —
K)

I1£00.0) + 500 © St oy = [1£(wp) + 300 @ W+ (1= KW~ K)ulllg s
=£00,p) + 300 @ Wt (T~ K — (1~ K+ (T — KW~ Kpulllg 1o
=) + Sir © W — (1= K¢+ (I = KWV (Ve + (T K)o
<L, p) + 560 @ W (T = K]l vy + 1300 @ (7~ KWV

(1= K)o,
1
(0, p) 50 @ (W (1= K)oy 5 1T~ KOV (Ve (1=K w) g

1 , 1
<[I£(u,p) + 50r @ Wu — (I = K')¢][lg-1) + 5¢llVO + (I = K)ullmzry (5.25)
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Die letzte Ungleichung folgt aus der Beschriinktheit der Operatoren K’ bzw. V=1 als
Abbildung von H=Y/2(T") nach H~*2(T") bzw. von HY2(I") nach H~/2(I"). Zusammen-
gefasst ergibt sich daraus eine obere Schranke fiir die Norm von u

_ 1 '
[0y < € [([[1£(u,p) + §5r ® Wu— (I - K)lllg-1q) (5.26)
2 1 . )
+ Vo + (I — K)ullg-1/2r))” + pr +div ul|72 ().

Fiir die Abschitzung von ¢ benutzen wir die Beschrianktheit von (I — K) und den
Spursatz

< C||V¢||H1/2(F)

<c(lVo+ (I = K)ullgyzqy + |1 = K)ullgzpr)

< (Vo + (I = K)ullgyzq) + [uflm ). (5.27)
Fiigt man (5.25) in (5.24) und benutzt (5.26) und (5.27), ergibt sich

1@ lls-2/2r)

||u||%11(9) + ||p||%2(9) + ||¢||?171/2(r) <
e [(1£00,p) + 500 © Wu— (1 = KNl + IV + (1~ Kullaage))”
Flgp+ div ula] +elI£00,p) + 500 © Wa— (T~ K]l 100
IV + (= Kl + ] + Ve + (= K)ullyaq + ullme)?
<ellLu,p) + 50 @ W~ (T Kl g+ IV + (= K )ulsage + Il o
+ ||§p+div ull72 ()]
<clIlC(u,p) + gir ® W~ (1= KNI gy + IV + (T~ Kl
+l5p+ div )

=cB((u,p, ¢), (u,p, P)).
Daraus folgt die Koerzivitat von B((u,p, @), (u,p, @)). O

Mit der Koerzivitdat und Stetigkeit der Bilinearform B und der Stetigkeit der Linearform
L folgt mit dem Lax-Milgram-Lemma, dass es eine eindeutige Losung des Problems
(5.18) gibt.

5.3 Diskretes Least-Squares Funktional

Fiir die Diskretisierung des Least-Squares Funktionals (5.18) benutzen wir endlich di-
mensionale Unterrdume V;, ¢ HY(Q), M;, ¢ H~Y2(I') und H,, C L*(Q).
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Fiir den diskreten Unterraum 1}, nehmen wir stiickweise Polynome vom Grad k < r,
wobei r > 2. Fiir die Diskretisierung von L*(2) nehmen wir als Hj, den Raum der
Funktionen mit Polynomgrad k& < r — 1. M) bestehe aus den stiickweisen Polynomen
vom Grad k <r — 1.

Wir haben die Triangulierung 7;, des Gebiets ) in Hexaeder oder Tetraeder, so dass
Q = |, T;. Dabei sind F' € &, die inneren Seitenflichen, die nicht auf dem Rand T’
liegen und I'; bezeichnet eine Unterteilung des Randes in Vierecke oder Dreiecke. Mit
ht bezeichnen wir den Durchmesser des Volumenelementes 17" und mit hr die Grofie
einer Seitenfléche.

Fiir die diskrete Form des Least-Squares Funktionals bendtigen wir gewichtete L2-
Normen auf den Elementen der Triangulierung fiir vektorwertiges vy, wy, € V},

(Vi Wi)ny = > b7 / wi(z) dz, Villnr = (Vi Vi)l Vi wh € Vi
TeT,
und fiir skalare py, g, € Hy,
(s @) Z hT/ qn(z) dz, [pnllnr = (phaph);l/f Ph, Gn € Hp,.
TeT,

Wir definieren fiir vektorwertige Funktionen v, w € H!(Q) und skalare Funktionen
p, ¢ € L*(Q) analog gewichtete L2-Skalarprodukte

=2 hT/ wie)de, |Vl = (v.v) v.w e HY(Q)

TeT;

- > 1 / @dr. ol = Gl pa € HO).

=
Auf den Elementseitenflichen bzw. -kanten (2D) &, nutzen wir folgendes Skalarprodukt
Z hF/ u-vds, |lullp, = (u, u)i{f
Feg,

Um das diskrete Least-Squares Funktional aufstellen zu kénnen, diskretisieren wir den
in (5.14) vorgestellten Operator L(v,q) durch £(v,q) : HY(Q) x L*(Q) — V;* definiert
durch

[Lh(v,q), wi] = A(v, q; Wp) Vwy, € Vi

Es gelte die Approximationseigenschaft fiir ¢ > 0 unabhéngig von h, dass fiir alle v €
H(Q) ein v, € V, existiert, so dass fiir die Triangulierung 7;, gilt

1
S (v = ¥lem + v~ vl ) < elivloe (5.28)

TeT, T
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Weiterhin nehmen wir an, dass Projektionsoperatoren P, ), und O, existieren, die
unabhéngig von der Gitterweite h = maxyey, hr beschrankt sind

Py :H'(Q) -V, CHY(Q); Qn:H VA(T) — M, c H'*(I),
Oy : HY3 (') — M; c HY*(I).
Die zugehorigen adjungierten Operatoren Py, )7 und Oj,
Py HNQ) = Vi cH(Q); @ HYAT) — My c H(D);
O; :H Y*(T) - M, c H Y2

sind ebenfalls beschriankt. Mit Hilfe dieser Projektionsoperatoren kénnen wir nun die dis-
krete Version des Minimierungsproblems (5.18) mit dem diskreten Least-Squares Funk-
tional J,, beschreiben

Diskretes Least-Squares Funktional
Finde (uh,ph, ¢h> € X =V, x Hy, x M, mit
jh(uhvphv d)h) = min jh(vh7 dh, Th) vvha qh, Th € th (529>

Vhqh,Th

wobei J,(Vh, qn, Th) gegeben ist durch
~ 1
In(Vhs qn, Th) =[Py (ﬁh(Vh>qh)—F+§5r® (W (vi—u0)—2t0— (1= K")(T,~t0)]) |31 0

1 .
+ quh + div Vh||%2(9)

Q3 (= K)(vn — 10) + V(T — t0)) [y
+ | L(Vh, qn) — F||;QLT
+ |llo(vh, qn) n]|l7,.
* 1 /
+ 1|05 (o (i, Qh)'n+§[W(Vh—uo) —2t0 — (I=K")(Tn—t0)]) [F-1/20) -

Sei g(uy, ¢,) == Wuy, — (I — K')¢,. Die diskretisierte Bilinearform B™ ist gegeben
durch

B ((uh,pha ®n)s (Vi Qs Th))

1 1
=(P; (Lu(un, pp) + §5F ® g(un, @), Py (La(va, qn) + §5F ® g(va, Th)))ﬁ—l(g)

+ ()\ph + div uy, iqh +div vy)

+(Qi((I = K)yup + V), Q5 (I — K)vi + VTh) ) ey (5.30)
+ (L(an, pr), L(Vh, an))nr

+ (lo(an, pn) 1], [o(Vh, gn) 0]} 1

+ (O} (o (up, ) -+ 19(uha ®4)): On (0 (Va, qn) 1+ lg(vh,Th))>H*1/2(r)

2 2
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und die Linearform durch

G™ (vi, qn,Th)
1 1
:(Pf: (ﬁh(umph) + 551“ ® g(Vn, Th))u Py (F + 551“ ® [g(uo, to) + 2130]))1;171(9)

+ Qi (I = K)vip + V1), Q5 ((I = K)ug 4 Vo) Yz
+ (L(Va, qn)s F)ny (5.31)

1 1
+ (05 (o(vh, qn) - + §Q(Vh7 Th)), 02(5[9(1107 to) + 2130]))1{71/2(1“)-

Um die eindeutige Losbarkeit des diskreten Minimierungsproblems (5.29) zu zeigen,
beweisen wir wie im kontinuierlichen Fall die Voraussetzungen des Lax-Milgram Lemmas.

Betrachten wir zunachst die Koerzivitat der diskreten Bilinearform.

Theorem 5.3.1 Die diskrete Bilinearform B(h)((uh,ph, b)), (Un, pr, @y,)) ist koerziv, es
gibt eine Konstante ¢ > 0 unabhdingig von der Gitterweite h mit

B ((un, pn, d1), (n, puy d1)) 2 c(llunllin ey + I2allZzi0) + I6n i1z

fiir alle (ap, pp, @) € Xp.

Beweis. Wie im Beweis der Koerzivitdt der kontinuierlichen Bilinearform leiten wir
zundchst eine Abschétzung der Norm von pp, her, die wir dann in die Abschéitzung
der Norm von uy, einsetzen konnen. Bei der Abschétzung von p;, bekommen wir durch
die partielle Integration die zusétzlichen Terme, im Unterschied zu der kontinuierlichen
Bilinearform. Fiir p;, € Hy, gilt

Pp, div v
nllz2@) < sup g
veH1(Q) ||V||H1(Q)

(pn, div (v — vp)) + (pp, div vp)

= sup
ver! (@) Vil @
L. II.
7 ' 1 N 7 ' 1 N
(pn, div vy) — §(Shuh, Vi) + (pr, div (v — vp)) — §<Shuh, (v —vp))
< sup
veH! (Q) 1V |e @)
L(Shuy, v
+  sup 2< hth, >

veH!(Q) ||V||H1(Q)

J

~~

Sllu}LHI—Il(Q)

Wir betrachten nun die Terme I. und II. einzeln:
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5.3 Diskretes Least-Squares Funktional

. 1 |(pn, div wp,) — L(Spuy, wy)|
(pn, div Vh)—§<5huh,vh> < [[vallmr @) sup :
WhEV, Wl

|(pn, div wy,) — $(Spun, wy)|
<c|vlla (@) sup
WhEVh W e o
(o1, e(w)) — 2p(e(wp), e(wy)) — 5(Spun, wy)|
<c|[v]lm o[ sup
wpeVy ||WhHH1(Q)
2u(e(uy), e(w
- sup 12000,
wpEV, ||Wh||H1(Q)

1
SCHVHHl(Q) [H»Ch(uhaph) + 5(51" ® Shuh“ﬂ*%fl) + Huh||H1(Q)] .

I1.) wir schreiben o abkiirzend fiir o(uy, ps) und erhalten mit Hilfe des Spursatzes und
der Approximationseigenschaft (5.28)

(pn,div (v —vy)) — %(Shuh, (v —vp))

<(pn, div (v—vp)) — 2u(e(un), e(v—vs)) + 2u(e(un), e(v — Vh)l_%<5huhu (Vv —vn))

'

S”uh”Hl(Q) ||V_vh||H1(Q)
1

<| —=A(ap,pn; (v —vp)) — §<Shuh7 (V=) + CHuhHHl(Q)HVHHl(Q)

:/ o :e(v—vy) dr + = (Spup, (v —vp)) + cllup||m @ ||V o)
Q

3
:/ B Z %o-ij (v —vp) dx +/ o-n(v—vy)ds+ 1(S;Luh, (v —vpn))
Q Lj 2

o0

+cllunlle @ 1Vl @

/L(uh,ph)v—vh dm+Z/\an vV —vy |ds+|Z/ o-n(v—vy) ds|

Fe&

1
+ = (Shun, (v — va)) + cllup |l o)l v @)

2
<Z—hT/ (up, pr) (v — vy, d:z:+Z—hF/|0'n (v—vp)| ds
TeT Fee

1
+ [(en+ 38w = vi) ds + cljun oy Ve o
T

<Y hrllL(wn, pa) |2y —||V—Vh||L2(T +Z—hFH[0’ ||| 22w [V = Vall2(r)
TeT ecE hr

+ [lon + §Shuh||H*1/2(F)||V = Vallgzm) + cllunllm @ Iv]ia @

<cl|L(an, pr)llnr [ V][ @) + o0l e[ v]a o
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1
+ [lon+ ishuhHH*l/Q(F)HV = Vallazmy + cllunllm @ llviE @
1
<cl[vlle @£ (an, pa)llnr +lllo-nllae +llon+ 5 Spanlla-zw) + [[unlla o)

Setzen wir nun die Abschitzungen I. und II. wieder in die Abschitzung fiir p, ein,
erhalten wir

1
1Pnll220) SC[Hﬁh(uh,Ph) + 500 ® Shutnlgg-1 () + (1L (an, o) [ + ll[o0] [
+ ||0' n -+ ShlthH 1/2(r + HuhHHl ] + HUhHHl(Q). (5.32)

Um eine Abschétzung der approximierten Verschiebung uj, zu bekommen, starten wir
wie im kontinuierlichen Fall mit der 2. Kornschen Ungleichung und der Positivitéit des
diskreten Poincaré-Steklov Operators. Wir erweitern den Ausdruck ebenfalls wie im
kontinuierlichen Fall um (p,/,&(uy)) und (pp, +p4) und erhalten

1 1 )
[l o) < llanlle @)l £a(an, pa) + 500 ® Sptn |l g1 () + IPall 2@l 2n + div unl 2.

Setzen wir die Abschétzung fiir p, aus (5.32) ein, ergibt sich

1
[ 0y <Iln e @) 1£n(an, pn) + S0r® Shup|g-1
1
+c[|1Ln(an, pn)+ 500 @ Spttn g1y + 1L (an, a) [ + [lo-n][lny
1 1 .
Hllon+ g Suunla-zm + unllm @ + [ ISP+ div ug]l ).

Die analoge Anwendung des verallgemeinerten arithmetisch-geometrischen Mittels gibt
uns eine Abschéitzung fiir uy,

sl () < [HEh(uh,ph) + 5F ® Shunlg- 1(9 + 1L (wn, pu) I, + lllo-n]ll7,.
+llon+ ShuhIIH ar +||— p -+ div |7 o]

_/[th (Eh(uhvph> + 5F ® [Wuh - (I K )¢h]) HH 1(Q)
H QR (Ve + (I = K)up) 3720y + 1 L(un, po) 17, + llo-nlll,

* 1 /
107 (o ne4 S W= (1 = K)o

Q0 (Vs + (= K)w) oy + 5o+ div wilFag]. (5.33)

Wir ben6tigen nur noch die Abschétzung fiir ||y, ||g-1/2(r). Wir benutzen die Beschrénkt-
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heit von Q5 (V) und @Q; (I — K) und den Spursatz.

||¢h||H*1/2(1") < C||Qh<v¢h)||H1/2
< CHQh(V )uh)||H1/2(F + ||QZ(([ - K)uh)HHl/?(r)
< C||Qh(v¢h + ( [ K)uh>||H1/2(F + [[un |l g2
< d|Qy (Ve + (I — K)ws) [z + s/l o) (5.34)

Setzen wir die Abschatzung (5.33) fiir uy, in die gewonnenen Abschétzungen (5.32) fiir
pr und (5.34) fiir ¢, ein, erhalten wir die Koerzivitéit der diskreten Bilinearform.

HuhH%Il(Q) + ||ph||2L2(Q) + ||¢h||i[*1/2(r)
« 1 1 ,
<[| P, ('Ch(uhaph) + §5F ® g(up, ¢h)) ||%I*1(Q) + ||Xph + div uh||%2(9)
F Q4 (I = K)un + V) 1 Fry + 1L(an, pa)lli,. + [llo(an, pa) 0]},

. 1
+ [|O% (U(uhaph)'n + §g(uh, ¢h)) ||?171/2(r)

=BM ((uh,pm ®4), (Wn; i, ¢h))
O

Fiir die Stetigkeit der Bilinearform gehen wir wie im Beweis von Theorem 5.2.1 vor,
wo die Stetigkeit der kontinuierlichen Bilinearform gezeigt wurde. Der Beweis ist nicht
ganz analog zu dem von Theorem 5.2.1, da in dem diskreten Funktional weitere Terme
auftreten.

Theorem 5.3.2 Die diskrete Bilinearform B ist stetig, es gibt eine von der Gitter-
weite h unabhdngige Konstante ¢ > 0 mit

B(h)((uap> ¢))? (V> q, T)) < c||(u,p, ¢)||X||(Va q, T)HX

fiir alle (u,p, @), (v,q,T) € X,
Analog lisst sich auf die Stetigkeit der diskreten Linearform G™ (v, q,T) schliefen.

Beweis. Wir benutzen wieder die Abkiirzung g(u, ¢) = Wu — (I — K’)¢ und erhalten
mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

B® ((U-,pa ¢)7 (Vv 4, T))

1 1
:(P;: (‘Ch(uup> + 551" ® g(u7 ¢))7 P;: (Eh(vv Q) + 551" b2y g(V, T>))I:I*1(Q)
+ (%p + div u, %q + div v)

+{Qr((I = K)u+Ve),Qh((I — K)v+ VT)>H1/2(F)
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+ (O o, p)n+ 59(0, ). OF o (v.q) m+ 29,7

* 1 * 1
<||P; ('Ch(uvp)_'_ 551“ ® g(u, ¢)) HI:I*l(Q)HPh (ﬁh(Va q)+ 551“ @ g(v, 7')) Hﬂfl(g) (5.35)
1 . 1 :
+ pr + div uHLZ(Q)HXq + div v|[12(q)

(5.36)

+1Q((I = K)u+ V) lrrrzmy | Q4 (I = K)V + V)|l (5.37)
+ [ L0, p) [z [ LV, @) [z (5.38)
+lllo(u,p)-nlnlllo(v, 9) -0, (5.39)
(5.40)

« 1 . 1
+ |05 (o (u, p) n+ §g(u, ®)) la-120)[1O5, (o(v.q)n+ §Q(Va 7)) le-1/2(r)-

Die Normen in (5.35), (5.36) und (5.37) konnen wir mit Hilfe der Beschrénktheit der
diskreten Randintegraloperatoren sowie der Definition des diskreten Operators £, auf
die Vorgehensweise in dem Beweis des kontinuierlichen Falls zuriickfiihren.

Fiir die Terme in (5.40) benutzen wir die Dreiecksungleichung

1 1
|o(u,p) n+ 59(11, ¢)||H*1/2(F) < ||‘7(11,P)'n||H71/2(F) + ||§9(11, ¢)||H*1/2(F)'

Fiir die zweite Norm kénnen wir wiederum die Abbildungseigenschaften von W und K’
benutzen, um eine obere Schranke ||(u, @)||g1/2(ry zu erhalten. Der Spursatz liefert dann
die richtige Norm fiir u.

Fiir die Normausdriicke in (5.38) und (5.39) miissen wir die Definition der gewichteten
diskreten Normen genauer betrachten. Die Anteile mit den gewichteten Normen schétzen
wir mittels der Darstellung der Ableitung iiber die Differenzenbildung nach oben ab und
erhalten die gewiinschten Abschétzungen.

Setzen wir die einzelnen Teile zusammen ergibt sich die Stetigkeit der diskreten Bilinear-
form. O

Durch die Koerzivitdt und Stetigkeit der diskreten Bilinearform sowie der Stetigkeit
der diskreten Linearform sind die Voraussetzungen des Lax-Milgram Lemmas erfiillt.
Dadurch haben wir bewiesen, dass die Minimierung des diskreten Least-Squares Funk-
tionals J;, genau eine Losung (up, pp, ¢y,) € Xp besitzt.

Nachdem wir gezeigt haben, dass das diskrete Least-Squares Funktional eindeutig losbar
ist, wenden wir uns nun den in den Bilinearformen (kontinuierlich und diskret) auftre-
tenden Skalarprodukten zu. Fiir die Berechnung einer Approximation (up, pn, ¢;,) € Xj,
miissen wir eine geeignete Darstellung der H™'(Q)-, HY2(I')- und H~/?(I')-Skalar-
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produkte angeben. Mit Hilfe von Losungsoperatoren der entsprechend zugehorigen dua-
len Problemstellungen erhalten wir alternative Darstellungen der auftretenden Skalar-
produkte.

Fiir das H™'(Q) Skalarprodukt gehen wir wie in [7] vor. Sei T : H™1(Q) — H'(Q)
Losungsoperator von

Finde w € H'(2), so dass

) (5.41)
(Vw,Vv) + (w,v) = (f,v) Vv € H' (),

d.h. fir alle f € H(Q) ist w € H'(Q) die exakte Losung von (5.41) und wir set-
zen T := w. Mit Hilfe des Losungsoperators T lisst sich die H'(Q) Norm wie folgt
beschreiben (siehe [7, Lemma 2.1])
(fv V)iZ (Q) (Tf7 V)%—Il (Q)
If[[Z 10 = sup ———s—"? = sup ————r =|Tf|fn = (F, TF)L200).
H=H(@) veH1(Q) ||V||%—11(Q) veH1(Q) ||V||%—11(Q) HAHE) @

Wir kénnen also die H'(Q)-Norm mit Hilfe des Losungsoperators T' realisieren, indem
wir f als rechte Seite in das Problem (5.41) einsetzen und die zugehorige Losung w
bestimmen.
Fiir den diskreten Fall sei Vj, € HY(Q2). T}, : H™1(Q2) — V}, sei definiert durch Tj,f := wy,,
wobei w;, € V}, die eindeutige Losung des diskreten Problems

(Vwp, Vvy) + (Wi, vp) = (£,vy) Vv, €V
ist.

Im Falle des H'/?(T") Skalarprodukts gehen wir &hnlich zu dem Fall fiir die H~'(Q) Norm
vor. Wir folgen der Definition aus [47] und setzen R : HY?(T") — H~Y/%(T"), definiert als
Rf := 1. 7 € HV2(I) ist die eindeutige Losung des Problems

(Vr,v)=(f,v) Vv € H-V4(D).

Es gilt mit der positiven Definitheit des Einfachschichtpotentials V' die Aquivalenz der
Energienorm zur H'/2(T')-Norm. Daraus schlieflen wir

(1), 0)? (1,6)°
||,¢||2 - — sup  ——— ~ sup = <77[)’ R'I,/))
H-1/2(T) OcH-1/2(I) ||9H%171/2(r) 6cH-1/2(T) (Vo,6)

fiir ¢ € HY?(I"). Wir kénnen also die H/?(T") Norm durch die duale Paarung (-, R-) mit
der Anwendung des Losungsoperators R des Einfachschichtpotentialproblems ersetzen.

Sei M, ¢ H™Y2(I) fiir die diskrete Situation. Wir definieren R, : H/?(I') — M, als
Losungsoperator von
(VTu, vi) = (£, Vi) Vv, € M,,.
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

Analog zum kontinuierlichen Fall folgt

||7»[)h||%11/2(r) ~ (Y, Bptpp)rer) Vb, € M. (5.42)

Es bietet sich an, dhnlich zu den obigen Realisierungen der Skalarprodukte auch fiir das
H~'/%(T") Skalarprodukt einen Losungsoperator eines dualen Problems einzufiihren. Wir
legen hierzu eine Problemstellung mit dem hypersinguldren Integraloperator zugrun-
de, die uns die Realisierung im diskreten Fall ermdglichen soll (siehe hierzu [33]). Der
hypersingulire Integraloperator W ist aber nur auf H'/?(I") /R positiv definit, wobei R
gerade die Starrkérperbewegungen des Korpers beschreiben. Im zweidimensionalen Fall

sind diese
B 1 0 -y
r=wn{ (o) () ()
und in 3D
1 0 0 —y 0 z
R = span O, (1], 1(0], z |, |—=21, 0
0 0 1 0 Y —x

Deshalb erweitern wir im 2D Fall den hypersinguldren Operator W mit den Funktio-

nalen P35 : H'/2(I') — R, wobei P, := /(ID (é) ds, Py := /<I> <(1]> ds, Py :=
r r

s
W := W 4 PP, + P;P, + PPy : H/*(I') — H~Y/*(T"). Fiir den 3D Fall ergeben sich
entsprechend 6 Funktionale P; .

/ o (—y) ds Y® € HY*(I'). Daraus erhalten wir einen positiv definiten Operator
r

Wir betrachten dann den Losungsoperator N : H™Y2(I') — HY2(T') mit Nf = w des
Problems:

Finde w € HY2(I') mit  (Ww,v) = (f,v) Vv € HY(I).
Es ergibt sich fiir die H~'/(T")-Norm

f,v)2 WSE,v)2
ey = sup o g WSLVE

_ALYE ~ = (WNf, Nf) = (£, Nf).
vem 2@ IVl zgy  vemzey (Wv,v

Im diskreten Fall sei M; C HY?(T"). Wir definieren N, : H-Y/2(I') — M; als Losungs-
operator von
<WWh, Vh> = <fh, Vh> Vv, € M;:

Analog zum kontinuierlichen Fall folgt

| nllf-1720y ~ (Pns Nudbi)rzay Ve, € M. (5.43)
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5.3 Diskretes Least-Squares Funktional

Durch die Losungsoperatoren Tj,, R, und N, haben wir Losungsoperatoren definiert,
mit deren Hilfe wir nun in der Lage sind, die Skalarprodukte der diskreten Bilinearform
und der diskreten Linearform zu realisieren.

Um die numerische Effizienz des dargestellten Systems zu steigern, ersetzen wir die
Losungsoperatoren Tj,, R; und N, durch entsprechende Vorkonditionierer. Die Berech-
nung der Anteile Tyvy, R,7) bzw. N,®; wird dadurch wesentlich giinstiger.

Wir ersetzen T}, durch den Vorkonditionierer B, mit der spektralen Aquivalenz zu T},
Co(Tth,Vh) < (thVh,Vh) < (Thvh, Vh) Vvh - Vh. (544)

Fiir das HY?(T") Skalarprodukt ersetzen wir Rj, durch den Vorkonditionierer €, mit
(Rp+,-) ~ (€, -) und benutzen fiir den Losungsoperator Nj, den Vorkonditionierer Dy,
mit (Ny-, ) ~ (Dpe, ).

Das diskrete Least-Squares Funktional J,, (5.29) wird durch das folgende Least-Squares
Funktional Jj, ersetzt.

Finde (uy, pn, ¢),) € X, mit

Jn(Up, prs @) = min Jyp (v, qn, Th) VYV, Gn, Th € X, (5.45)

Vhqh,Th

wobei Jy(Vy, gn, Tr) gegeben ist durch

Jn(Vh, qn,Th)

1
:H%hp;: (£h<vh7 qh)—F +§5F® [W(Vh - 110)—2to— ([ — K/)(Th - to)]) H%P(Q)

F 50+ div vl

+1€4Q3 (T = K)(vi = w0) + V(7 — t0) [aqr
+ | L(vh, qn) — F||%LT

+ (v ) m,

1 /
+ thOZ(U(Vh, qh)~Il + i[W(Vh - 110) - 2t0 - (I - K )(Th - to)]) ||i2(f‘)

Es sei g(u,¢) := Wu — (I — K')¢p. Dann haben wir die diskrete Bilinearform fiir
(u,p, @) € X

B ((u,p,¢),(v,q,7))

= (BPELLa(w.p) + 0 © 9w, 8)) P (£a(v,0) + 300 © (v, 7)) o
1

1
+ (Xp + div u, 14 + div v) 12(0)
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

+(€Q1 (I — K)u+ Ve, Qh((l K)v + VT)>L2(F) (5.46)
+ (L(u,p), L(vV, @) nr
+ ([o(u,p) 0], [o(v,q) n])n,
1
+

2,0} (o (w,p) 1+ 39(0, @), Oi (o (v, ) m+ S9(v.7))asqry

Die Linearform ist gegeben durch

G™" (V, q, T) :(%hPf:[ﬁh(v, q) + %(& ® g(v,T)], Py (F + %(& ® [g(ug, to) + 2t0]))
+ (G QI = K)v + V], Q5 (I — K)ug + Vo) )r2(r)
+ (L(v,q), F)n, (5.47)

+ (9,05 ]o(v,q) n+ %g(v, T)], OZ(%[g(uO, to) + 2to)))r2(r)-

L2(2)

Durch die Definition der Losungsoperatoren Tj,, R, und N, der dualen Probleme fiir
die H-1(Q), HY2(T') und H-Y/2(T") Skalarprodukte und die spektrale Aquivalenz der
Vorkonditionierer 98, &, und ®; zu den entsprechenden Losungsoperatoren folgt sofort
aus dem Theorem 5.3.1 und Theorem 5.3.2 folgendes Ergebnis

Theorem 5.3.3 Die Bilinearform B™ aus (5.46) ist stetig und koerziv und die Line-
arform G aus (5.47) ist stetig.

Die Minimierungsaufgabe mit dem diskreten Least-Squares Funktional Jy, besitzt genau
eine Losung (ap, pr, @y) € Xn.

5.4 A priori Fehlerabschdatzung

Im Abschnitt 5.3 haben wir die endlich dimensionalen Unterrdume X; = Vj, x H), x M,
von X eingefiihrt. Fiir den Raum V}, nehmen wir stetige, stiickweise lineare Funktionen,
fir H,, stiickweise konstante Funktionen und auf den Elementen auf dem Rand I' benut-
zen wir stiickweise konstante Funktionen. Auf einem quasi-uniformen Gitter haben wir
dann die iiblichen Approximationseigenschaften fiir Xj. Es gilt

Es gibt ein r > 2, so dass fiir alle u € H"(Q2) gilt

inf Hu—vhHH1(Q < B Hullar
VLEV)

inf ||p - Qh||L2(Q) ShT 1||p||HT*1(Q) ST 1||u||H"(Q)

nf ||¢ Talla-12my SR @l-s2my S ullar@
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5.4 A priori Fehlerabschéitzung

Mittels der Approximationseigenschaften fiir die diskreten Unterrdume koénnen wir fol-
gende a priori Fehlerabschitzung fiir (u,p, ¢) € X und (uy, pp, ¢),) € X5, zeigen

Theorem 5.4.1 Sei (u,p,¢p) € X Ldsung von (5.19) und (up,pp, ¢p,) € Xp sei die
Losung des diskreten Problems (5.45). Dann gilt fir ¢ > 0 unabhingig von h

u =l + llp — prllzz@) + |16 — @ulla-12m)
< " H[ullar @) + [Pl 1) + 1@llm-s2r)]
< ch™ Hluller ).
Beweis. Sei (i, pn, @) € Xp. Dann gilt mit der Koerzivitéit der diskreten Bilinearform
[, — wnllgg o) + 150 — pall 7o) + b, — Oullzr-12(r
* - - 1 N -
SIBLP; (Ln(0y — up, Br — pr) + §5F ® W@y —uy) — (I = K') (¢, — )]) 220
+ le-n]ll7, + 1€:Q5 (V () — &) + (I — K)(, — ws)) lf2(ry
1 -
+ 910} (o0 + 2[W( =) — (I = K') (¢, — ¢h>])||i2(f‘)

o 1, . - _
+lldiv (8, — un) + + (B — pu)llZag) + 1 L(an — un, pr — pi)li,

= (B, Py (Ln(0n, pr) + %5F ® Wi, — (I = K')y)), Py (Ln(f — y, pr — pa)

+ 1(51" ®@ Wy, —w) — (I - K') (o), — )]))m(g)
+ (t’lh (V¢h+ (I = K)in), Q5. (V (), — @) + (L = K)(@ = un))) 1oy
+ (L(tp, pn), L h_uhaph_ph )hT+(‘7'n]v[°"n])hF

+ (2,05 (en+ = [Wuh— (I - K"s)),

Oi(om + %[W(ﬁh —w) — (1= K@, — )

L 1. . . 1
+ (dlv uy, + Xph’ div (@, —u,) + X(ph - ph))Lz(Q)

1
(B L (F + 50r @ W + 2t0 — (I = K')tq)),

|
L—

Py (Ly(0, — an, pr — pr) + 5F ® Wi, —w,) — (I - K') (), — —&)])) 120
+ ( (VtO + (- K)UO) Qh( (¢h —¢,) + (I — K)(u, — uh)))LZ(F)
+ (F, L(ﬁh — U, pr — Ph))

+(@hoh( [Wuo +2to — (I = K')to]),

O (on+ %[W(flh —u) — (I — K')(¢, — ¢h)]))L2(F)}
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= (B Py (Lo (U, pn) + %5r @ Way, — (I — K/);ﬁh]%
Py (Ln(@y — un, o — pr) + %5r ® [W(a, —w,) — (I — K')(¢y, — D)) 120
+ (€nQ5 (Ven + (I = K)w), Q5 (V(y — dp) + (I = K) (@ — wn))) Loy
+ (L(ﬁhvﬁh)vL(ﬁh_uh’ﬁh_ph)) + ([O'-H],[O"Il])hF

(@hOh(O' n-+ 1[Wllh — (I K/)¢)h])
Op(om+ S [W (i —w) — (T = K)(é, ~ &) o

Lo 1. .. 1 _
+ (div ay, + NPn div (4, —up) + X(ph - Ph))L?(ﬂ)

— GM (@, — wp, P — i, Py — ®)

-~

=B ((u,p,9),(Tin—up,pr—ph,&n—bn))

= (B} (Ll — i~ p) + 500 @ W (i —w) — (T = K') (B, — B)]),

P (L — wo s — p) + 00 © [V = w) = (7= K@y~ 8)])) o
+(€Q5 (Ve — @) + (I = K)(@ — ), Qi (V(dy, — by) + (I = K) (8 = wh))) oy
+ (L(an = w, pp — p), L(8y — wp, pp = pn)),,,. + (lo-n], [o-n]),

(D405 (om+ S (@~ w) (T~ K)(B, — 9)
Op (o -+ S [W (i —w) — (T = K)(dy — )] o

- 1 . N 1, _
+(d1v (A, —u) + ~(pn — p), div (uh—uh)ﬂLX(ph—ph))Lz(Q)

(
A
=B" (@, — w,pn — p, Py, — @), (Qn — Wn, i — Ph, D1, — P1))-

Mit der gleichen Vorgehensweise fiir das zweite Argument (@, — up, pn — ph, @5, — D)
erhalten wir

[0 — wnllEn oy + 150 — pall20) + 160 — Gullz12r)
SB(h) ((ﬁh - u)ﬁh - D, ¢h - ¢))a (ﬁh - uaﬁh - D, ¢h - ¢))

Die Stetigkeit der diskreten Bilinearform liefert

B(h) ((ﬁh — u,ﬁh — P, a)h - ¢) (ﬁh - uaﬁh D, (%h ¢)))

<c[IBn Py (Ln(0n — v, pn — p) + 5F ® [W(ty, —u) — (I — K')(¢, — ®)]) 120

IR V(B — &) + (T = K)o~ ) [y + v (i — ) + 5 5n — )l
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5.4 A priori Fehlerabschéitzung

* 1 ~ o
+ 0005 (o n+ S[W (i —w) — (T - K') (¢, - $)]) 122y
+ | L@ —w,pn = p)I7,. + [lle-n]ll7,].
Fiir den ersten Term benutzen wir die spektrale Aquivalenz des Vorkonditionierers 8, zu

Ty, aus (5.44) und die Eigenschaft des Losungsoperators Tj,. Die entsprechende H™()-
Norm koénnen wir wie folgt abschétzen

15 (£ — .~ ) + 300 © (0 — ) — (1 KB, — &) l+o
< L0 — 1~ vy + 3 1BE (Br ® W (85— ) — (1~ K@, ~ 8)) o

- - T . N 5
< clllon = wluo) + 150 = pllz@)] + 515 (W (@ —w) = (1 = K3) (@, = &) =12y

< b M[ullar @) + 1Pl @] + elllan = ullge@ + 1én — Glla-r2)]
< e Ml[allur @) + 1Pl a1 @] + cllltn = ullw @) + 6 — Glla-1/2(r)
< ch"Hluller @) + [pllar-10) + @ llr-s2m)]
Fiir den zweiten Normausdruck benutzen wir die spektrale Aquivalenz des Vorkonditio-

nierers €5, und die Eigenschaft von Ry, in (5.42). Mit der Stetigkeit der Integraloperatoren
und dem Spursatz gilt

Q5 (V(@n — &)+(T — )i — )l
<@ (V(a)h - 9)) g2/2(r) + [[(Qh (I — K)(a; —u)) [e2/2(ry
<[l ¢y — Gllarzy + [[an — ullmy2 )

[l pn — Gllar2my + [t — uflmo)

"M@ llgr-s/2y + uflmr o)

IN A

Fiir die Terme ||[o(Qy, —u)-n]||s, und || L(d —u, pp, — p)||n, benutzen wir die Argumen-
tation aus Bramble [8] und erhalten

(@ —w)n]fln, < ch™ [ ullar@ + lpla—@)
1L (8, =, = p)llne < ch™ [uller @) + 1Pl )]

Den Anteil mit dem %, Vorkonditionierer behandeln wir analog zu oben und benutzen
dabei (5.43)

- 1., . ~
lor(@n = w)n+ SOL(W (@, — ) = (I = K')(é5 = &)]) a1
< ch™t [||u||HT(Q) + ||p||HT*1(Q) + ||¢||H"*3/2(Q)}'

Fiir den verbliebenen Term in der L? Norm benutzen wir die Approximationseigenschaf-
ten und erhalten

i L. —
ldiv (@, =) + < (Bn = P)122) < " ([[ullir) + lIplla-io)-
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

Fiigt man die einzelnen Terme zusammen, erhélt man die gewiinschte a priori Fehler-
abschéatzung. O

5.5 A posteriori Fehlerschatzer

In diesem Abschnitt wollen wir eine a posteriori Fehlerabschiatzung angeben, deren lokale
Fehlerindikatoren zur Steuerung eines adaptiven Algorithmus benutzt werden koénnen.
Wir betrachten dazu den Fehler, der auftritt, wenn wir die exakte Losung (u,p, ¢)
des FEM-BEM Kopplungsproblems (5.9) mit den Approximationen (uy, pp, @) € X
nitherungsweise bestimmen. Fiir die gegebenen Spriinge nehmen wir an, dass to € L?(T)
und uy € HY(T") ist und fiir die rechte Seite F € L*(Q).

Die Koerzivitdt der kontinuierlichen Bilinearform aus Theorem 5.2.2 und die Stetigkeit
aus Theorem 5.2.1 liefert uns die Aquivalenz des Fehlers in der Energienorm zu der
Bilinearform. Wir konnen daher das folgende Theorem aufstellen

Theorem 5.5.1 Sei (u,p, @) € X die exakte Losung von (5.9) bzw. von (5.18) und sei
(up, pr, @p,) € Xp. Dann gilt fiir gegebenes to € L*(T), ug € HY(T) und F € L*(Q) fiir
den Fehler der Approximation

l(w = an,p = pn, & — &)lI% < 7°, (5.48)
wobei 1 definiert ist durch
P =l n) — FI s (5.49)
1
I = ) — 2t — (T = K'Yy — o) g 1120 (5.50)
+ [lpn + Adiv 72 (5.51)
U0 = ) (= 0) + V(@ — t0) oy (5.52)

Beweis. Fiir den Beweis nutzen wir die oben beschriebene Aquivalenz der Energienorm

und der Bilinearform. Weiterhin verwenden wir die Definition der Least-Squares Form
(5.15) und (5.16).

[(u—up.p—pr, @ — &,)l%
~ B((u—up,p—pr @ —¢p); (0 —w,p—pr, & — @)
= (L(u—wp,p = pry @ — @), L0 —n, p = pr, & — D1)) 41 o
= |5 — £(un, pr, o)1 %
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5.5 A posteriori Fehlerschétzer

= J(up, pn, ¢y)
S ||£(uhaph) - FH%Ifl(Q)

1
+ 5 (@ = o) = 2t0 — (I = K)(by = to)llr-1/2r

+ [lpn + Adiv uy|| 720
+ |(1 = K)(up — o) + V(o) — t0)||%—11/2(1“)'

O

Um die Abschitzung des Fehlers in Theorem 5.5.1 fiir die Steuerung eines adaptiven Al-
gorithmus zu nutzen, miissen die einzelnen Terme (5.49)- (5.52) lokal auf den Elementen
T € 7;, oder auf den Elementseitenflichen berechnet werden. Es werden somit Fehlerin-
dikatoren auf jedem Element bestimmt und die adaptive Verfeinerung des Gitters kann
automatisch durch den Algorithmus erfolgen.

Fiir die Berechnung der Fehler auf den Elementen der Triangulierung benétigen wir
Lokalisierungen der einzelnen Normen, die in dem Fehlerschétzer n auftreten. In [63]
wurde eine allgemeine Abschiitzung fiir die H *(Q)-Norm beim Ubergang vom gesamten
Lipschitz-Gebiet @) auf die einzelnen Elemente (); bewiesen.

Theorem 5.5.2 (von Petersdorff [63]) Sei f € H*(Q) mit flo, € H*(Q;) fir ein
s € IR . Dann gilt

2 2
||f|| 15(Q) < 2||f|@j||ﬁs(@],)-
]:

Fiir die Behandlung der H/?(T')-Norm kénnen wir auf ein Ergebnis aus [18] verweisen. In
der Arbeit wird mit Hilfe einer Zerlegung der Eins eine obere Schranke fiir den Ubergang
vom Rand auf die einzelnen Randelemente gefunden. Dafiir sei © = (94,...,9,,) eine
Zerlegung der Eins mit geeignetem I'; C supp ;.

Theorem 5.5.3 (Carstensen, Maischak, Stephan [18]) Sei © eine Zerlegung der
Eins von dem Rand T' mit Uberlappung K(©). Dann gilt fiir alle f € H*(T') mit 0 <
a<l

M
||f“§{a(f‘) < K(®) ZHf ’ ﬂj”?f"‘(supp 95)°
j=1

Mit Hilfe des Lokalisierungsergebnisses Theorem 5.5.3 kénnen wir die HY/2?(I')-Norm in
(5.52) auf Elementebene abschitzen. Die L?(2)-Norm in (5.51) wird kanonisch auf die
einzelnen Elemente T' € 7}, reduziert.
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

Um eine lokale Fehlerabschitzung zu beweisen, miissen wir auBerdem die H~'/2(I")-Norm
lokalisieren. Es gilt H~'/2(I') = H~'/2(I'), da I geschlossen ist. Da nach Voraussetzung
to € L?(T") und uy € HY(T') sind, haben wir, dass W (u, —ug) —2to— (I — K')(¢p, —to) €
L?(T) liegt. Daraus haben wir sofort, dass

(W (u — o) = 2to — (I — K')(), — to)]|r, € L*(Ty)

ist. Daraus haben wir, dass der obige Ausdruck fiir € > 0 in H™V/2+<(I;) ist. H~Y/>t¢(T)
ist kompakte Teilmenge von H~Y/ 2(T';) und daher haben wir mit diesen Uberlegungen
die Voraussetzungen des Theorems 5.5.2 erfiillt. Es gilt also die Abschitzung

W (a, — o) = 20— (1 — K') (b, — to) lsr-1/2(r) <

ZH U—h - 110 — 2ty — (I K’ )(¢h - tO)”DHﬁ*”(n)-

Analog gehen wir fiir £(uy, p) —F € L*(Q) vor und erhalten als lokalisierten Anteil aus

Theorem 5.5.2 den Term || £(uy, pn) — F[|% 1)

Damit haben wir fiir alle Normen aus der Abschéitzung (5.48) eine Lokalisation auf die
Elementebene und kénnen folgende lokalen Fehlerindikatoren definieren

Definition 5.5.4 Sei 7, = J;_, T; Triangulierung des Gebiets Q und Ty, = J;_, T; Tri-
angulierung des Randes I'. Es sei auflerdem © = (V4,...,9,,) eine Zerlequng der Eins,

wobei I'; C supp V; geeignet gewdhlt. Dann definieren wir die lokalen Fehlerindikatoren
durch

s =L pa) = Fllg o) (5.53)
1 =lpn + Adiv w727, (5.54)
n3, =W (u, —ag) — 2t — (I — K')(¢p), — t0)||%171/2(rj) (5.55)
iy =195 - {7 = K)(un — ao) + VI, — t0) } 32 supp 0, (5.56)

Die Berechnung der lokalen Fehlerindikatoren 7 und 75 in der H™'- bzw. der H~1/2-
Norm koénnen wir mit den Definitionen der diskreten Losungsoperatoren Ty, R; und Ny,
die wir in Kapitel 5.3 eingefiithrt haben, auf jedem Element durchfiihren. Wir zerlegen
dafiir das Element in mehrere kleinere Elemente und Losen das Hilfsproblem auf den
lokalen Diskretisierungen.

Mit der Definition der lokalen Fehlerindikatoren kénnen wir nun die lokale a posteriori
Fehlerabschiitzung formulieren, deren Beweis aus den obigen Uberlegungen folgt.
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5.6 Implementation

Theorem 5.5.5 FEs gelten die Voraussetzungen aus Theorem 5.5.1 und Definition 5.5.4.
Dann gilt fiir eine von der Gitterweite h unabhdngige Konstante ¢ > 0

[(w—up,p—prd— )% < cnp, (5.57)
mat

= Z 77%,1' + Z 773,1' + Z 773,; + Z ni,j'
i=1 i=1 j=1 j=1

Bemerkung 5.5.1 Der lokale Fehlerschitzer ny in (5.57) fir das System zweiter Ord-
nung schligt fehl, da wir bei Benutzung der exakten Losung (a,p) in der Definition der
Fehlerindikatoren my;, ..., ma; nicht ny; = 0 herausbekommen. Fir den Anteil 1y, in
(5.53) erhalten wir die Form

(Ln(u,p) = F,vp) = A(u, p;va) = (F, vp).

Wenn wie dies partiell integrieren, bleiben die Randanteile ibrig. Es ergibt sich keine 0
und daher ist der Fehlerschdtzer so nicht zu gebrauchen. Die numerischen Beispiele in
Kapitel 5.7 belegen diesen Effekt.

Ein méglicher Ausweg wire die Verwendung einer Uberlappung von Elementen anstelle
der direkten Zerlequng Q = |J,T;. Lokal hitten wir dann den problematischen Term
nicht in der H='(Q)-Norm zu berechnen, sondern in der H™'-Norm. Fiir die Realisierung
héitten wir dann das Hilfsproblem im Dualraum H} zu l6sen, wo wir Nullrandbedingungen
haben und somit die Randanteile der partiellen Integration wegfallen wiirden.

5.6 Implementation

Um die Berechnung der approximierten Losungen mit der diskreten Bilinearform (5.46)
und der diskreten Linearform (5.47) effizient durchfithren zu kénnen, haben wir im Ka-
pitel 5.3 Vorkonditionierer B, ¢, und ®©, fir die H-*(Q)-, H/(I')- und H-Y/2(I)-
Skalarprodukte eingefiihrt. Mit Hilfe der Prékonditionierer bzw. der Losungsoperatoren
fiir die einzelnen Normen haben wir eine Realisierung der diskreten Bilinearform und
Linearform im Gebiet €2 und auf dem Rand I'. Um unsere Approximationen uy, p, und
¢,, fiir die exakten Losungen u, p und ¢ zu bestimmen, muss das System

B ((uh7ph7 ®n)s (Vas an,s Th)) =G" (Vh, n; Th) (5.58)

mit der diskreten Bilinearform (5.46) und der diskreten Linearform (5.47) gelost werden.
Wir betrachten das zu 16sende Problem im Matrix-Sinne und zerlegen dafiir die Bilinear-
form in die einzelnen Teile und benutzen fiir die Approximation von u, Basisfunktionen
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

{9,} fiir V,, ¢ HY(Q). Fiir p;, nehmen wir die Basis {y;} von H;, C L*(Q) und {\;}
als Basis von M), C H"'/2(T"). Die Definition der Basisfunktionen der diskreten Riume
fithrt zu den Definitionen der folgenden Matrizen

(Gp)ij = (div 94, div ;) 120 (Fn)ij := (div 94, 9;) 12(02),

(Hr)ij == (05 05) 1200, (Jn)ij = (div e(9;), div €(9)) )r2(0) b
(Lp)ij == (div e(9:), Voj)L2@),hes (Ma)ij := (Vei, Vi) 12(@) by
(On)ij := (e(¥) 0, () )2 ne,  (Qn)ij i= (€(F9i) 0, 01-n)L20) s
(Ph)sj == (@il- na%I 0)L2() b s (En)ij == (e(9:),€(95))L20)
(An)ij == (Ai, €(9;) )2, (Na)ij = (Ni, pln)re ().

Fiir den Teil der Bilinearform mit den diskretisierten Randelementoperatoren bekommen
wir die voll besetzten Matrizen

(Vi)ij = (A, VA), (Kn)ij == (N, K9;),
(Wh)ij = (i, W), (Tn)ij == (i, 9y).

Fiir die Linearform benétigen wir noch eine Darstellung fiir die Volumenkraft F des
Innenraumproblems (5.3)

(Zn); = (F,9;)12(0
und eine Darstellung des Differentialoperators L multipliziert mit F
(Un)i := (div e(9:), Flng,  (Yn)i == (Veoi, By

Die Matrixdefinitionen fithren uns zu einer Darstellung der Gleichung (5.58) als ein
System linearer Gleichungen, wobei uy, pn, v, die Koeffizientenvektoren darstellen

2uEL + sWE
{ —F7 B, (2uEn + Wi Fr; —3(0 — K}))
—3 (0, — K})"
(In — Kp)" Gn 3FL O
( 0 ¢ (M —Kp); 05 Vi) + [ 5Fn 2Hy 0
VT 0 0 0
42T, —2ulT 0 420,  —2uQF 0
<—2mLh M, O]+ |-2uQ, P, 0
0 0 0 0 0 0
2uAT + JWT Un
( —NT D, (2MAh + %Wh; —Np; %(Hh K/h)) } Pn
—3([I - K" Vi
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2uE; + 3W,

= —F¥ By, (Zy, + 3[Wug — 1(I — K')to + to]s)
—3 (I - K"
(In — Kp)"
+ 0 & ([(T = K)ug + Vtols)
Vi
—2uUp 2uAl + %W{
+1 Y, |+ —N¥ Dn (3[Wug — 2(I — K')to + ton)
0 —3 (0 — K})"

Die so entstehende Matrix und die resultierende rechte Seite werden nicht explizit berech-
net, sondern die fiir das CG-Verfahren benttigte Matrix-Vektor-Multiplikation wird aus
den Matrix-Vektor-Multiplikation der einzelnen Matrizen und Anwendung der Vorkon-
ditionierer zusammengesetzt. Dabei ist B, (2ul;, + %Wh; Fy; —%(HZ —K}))(ap, pn, vn)"
zu verstehen als die Anwendung des Vorkonditionierers B; auf ((2uE; + %Wh)uh +
Frpn — 3(I; — K},)vy). Der Vektor ((2uE, + Wy )uy, + Frpp, — 3(I; — KJ,)vy,) entsteht
durch die Multiplikation der Koeffizientenvektoren mit den Matrizen. Dieser wird ent-
sprechend der Definitionen des Losungsoperators 7' (5.41) als rechte Seite des dualen
Problems verwendet. Die berechnete Losung wird anschliefend mit den skalierten Ma-
trizen Ej, Wy, Fy, [, K} multipliziert. Somit ist der fl_l(Q) Skalarproduktanteil der Bi-
linearform bestimmt. Analog geht man mit den iibrigen vorkonditionierten Anteilen um,
um alle Teile der Bilinearform bzw. Linearform zu berechnen. Die iibrigen Anteile, deren
zugrunde liegendes Skalarprodukt direkt berechenbar ist, werden mittels Matrix-Vektor
Multiplikationen durchgefiihrt.

Fiir die Realisierung des H™1(Q) Skalarproduktes miissen wir das Problem (5.41) 1ésen.
Dabei ist B, der Prakonditionierer fiir die [E,-Matrix, stabilisiert durch die Massenma-
trix Mass = (¥, 9;)r2(q). € ist der Vorkonditionierer fiir die Losung des Einfachschicht-
potentialproblems mit der Matrix V. Fiir beide Vorkonditionierer verwenden wir einer-
seits die Inverse der Matrizen (Ej, + Mass)™! und V, . Andererseits benutzen wir fiir die
effizientere Berechnung der Losung des dualen Problems fiir den FEM Vorkonditionierer
B, das Standard-Multigrid mit dem V-Zyklus (siehe hierzu [6]). Fiir den Vorkonditio-
nierer €, mit dem Einfachschichtpotential verwenden wir das Multigrid-Verfahren wie
in [37]. Im Fall des ®;,, Vorkonditionierers benutzen wir in unseren numerischen Tests
nur die Inverse der TW-Matrix.

Die Losung des Gesamtsystems berechnen wir aufgrund der positiven Definitheit der Ge-
samtmatrix mit Hilfe des CG-Verfahrens. Zur Beschleunigung bzw. effizienteren Berech-
nung der Losung wenden wir fiir das ,,duflere Gleichungssystem als Vorkonditionierer
fiir das CG-Verfahren Multigrid oder die Blockinverse an.
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

5.7 Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel wollen wir numerische Ergebnisse fiir die zuvor angegebene Least-
Squares Methode in 2D angeben. Zunéchst werden wir in Kapitel 5.7.1 verschiedene
Beispiele fiir die Least-Squares FEM-BEM Kopplung présentieren, die die Anwendbar-
keit der vorgestellten Methode dokumentieren. In Kapitel 5.7.2 werden zwei Beispiele
fiir die Least-Squares Methode bei reiner FEM vorgestellt, wo wir zusétzlich zu der
uniformen Verfeinerung auch eine adaptive Verfeinerung mittels des Fehlerschétzers aus
Kapitel 5.5 durchfithren. Samtliche Beispiele wurden mit dem erweiterten Programmpa-
ket maiprogs berechnet.

5.7.1 FEM-BEM Kopplung

Bei der Berechnung der numerischen Beispiele fiir die Least-Squares FEM-BEM Kopp-
lungsmethode approximieren wir die exakten Losungen u, p und ¢ des Kopplungspro-
blems (5.9) auf Seite 93 bzw. des Least-Squares Funktionals J (5.18) von Seite 95. Die
Beispiele zeigen die Vergleichbarkeit mit der Standard FEM-BEM Kopplung (1.13)-
(1.15) sowie die Vorteile der Verwendung der Least-Squares Methode. Die ersten beiden
Beispiele belegen, dass die Least-Squares Methode ein gleiches Losungsverhalten wie
die Galerkin FEM-BEM Kopplung hat. In Beispiel 5.7.1 haben wir eine glatte Innen-
raumlosung auf dem Einheitsquadrat Q = [—1,1])?, die AuBlenraumlésung setzen wir
gleich Null. Beispiel 5.7.2 beschéftigt sich mit einer Singularfunktion im Inneren auf
dem L-Shape Q = [—1,1]?/[0, 1]*. Fiir das AuBenraumproblem benutzen wir als exakte
Losung die erste Spalte der Fundamentallsung des homogenen Lamé-Problems (5.5) in
2D. Sie erfiillt die Abklingbedingung (5.8).

Um die Vorteile der vorgestellten Methode zu présentieren wollen wir im dritten Bei-
spiel 5.7.3 inkompressibles Materialverhalten simulieren. Wir definieren dazu die Innen-
raumlosung u; so, dass die Divergenz von u; verschwindet. Somit haben wir, dass die
Bedingung (5.4) §p+ div u; = 0 fiir sehr grofles A erfiillt ist. Das Beispiel zeigt, dass die
Standard FEM-BEM Kopplung keine brauchbare Losung des Problems liefert, jedoch
die Least-Squares Methode weiterhin konvergiert.

Das globale Gleichungssystem wird stets mittels des CG-Verfahrens gelost. Dabei be-
nutzen wir das reine CG-Verfahren, wie auch das mit Multigrid oder den Blockinversen
vorkonditionierte CG-Verfahren. Als Vorkonditionierer fiir die H=(€) und H/2(I") Ska-
larprodukte des diskreten Least-Squares Funktionals J, benutzen wir in allen Beispielen
sowohl die Inverse der Matrix als auch das Multigrid Verfahren. Fiir das H~'/2(T") Ska-
larprodukt verwenden wir stets die Inverse.
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Abbildung 5.1: L2-Fehlerkurven fiir Bsp. 5.7.1 und Konditionszahlen fiir versch. Vorkon-
ditionierer

Beispiel 5.7.1 Wir betrachten ein Problem, bei dem die AufSenraumlosung verschwin-
det, d.h. uy = 0.0 in unserem urspringlichen Transmissionsproblem. Die Spriinge auf
dem Rand sind somit durch

I x? + 212
0T T T \Ber 1 4y?)
20 4y n; n; 2x 6 n;
tg = A 2z + 8
o= H (6:6 Sy) <n2) i <112) (204 8y) <4y 8y) <H2>
gegeben und fiir die rechte Seite F haben wir
o 8+ 2\ '
2210+ 8\
Fiir die Lamé Konstanten nehmen wir A = p = 1.0.

Da wir im ersten Beispiel ein sehr glattes Beispiel gewéhlt haben, erwarten wir eine gute
Approximation der Variablen u, p und ¢ des Kopplungsproblems. Abbildung 5.1 zeigt
auf der linken Seite die Konvergenzkurven der L2-Fehler fiir u, p und ¢ fiir die Least-
Squares Methode bei Benutzung der Inversen und des Multigrid Vorkonditionierers fiir
die Skalarprodukte sowie die Kurven fiir die Approximation von u und ¢ fiir die Standard
FEM-BEM Kopplung. Die Abbildung zeigt, dass die Least-Squares Methode das gleiche
Approximationsverhalten wie die Galerkin FEM-BEM Kopplung in den beiden Variablen
u und ¢ liefert. Die Minimierung des Least-Squares Funktionals ist daher gleichwertig
anwendbar.

In Tabelle 5.1 sind die Freiheitsgrade des Systems, die L2-Fehler der einzelnen Variablen
und deren Konvergenzraten aufgelistet. Man erkennt fiir die Annéherung von u, dass
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5 Least-Squares FEM-BEM Kopplung

DOF

L?err u

Oy,

L?err p

Qp

L?err N

an

38

98

290
962
3458
13058
50690
199682
792578

7.6877
1.6235
0.2827
0.0610
0.0154
0.0039
0.0010
0.0002
.6E-04

1.6414
1.6111
1.2786
1.0740
1.0370
1.0282
1.0217
1.0159

6.2651
2.6440
1.2480
0.6327
0.3137
0.1542
0.0760
0.0376
0.0187

0.9106
0.6920
0.5665
0.5483
0.5347
0.5218
0.5125
0.5067

19.489
6.4541
2.3341
0.9611
0.4359
0.2076
0.1013
0.0500
0.0249

1.1665
0.9375
0.7400
0.6179
0.5584
0.5291
0.5145
0.5072

Tabelle 5.1: L>-Fehler und Konvergenzraten fiir u, p und ¢ (Bsp. 5.7.1)

DOF | L K1 Ty P Ko T, I K3 15
38 || 23 | 275.255 | 0.0000 || 20 | 67.3934 | 0.0100 || 20 | 68.5467 | 0.0100
98 || 87 | 1233.63 | 0.0500 || 41 | 88.5319 | 0.0400 | 40 | 75.8100 | 0.0200
290 || 290 | 6006.40 | 0.7600 || 54 | 101.576 | 0.2600 || 57 | 90.6713 | 0.0800
962 | 653 | .36E+05 | 9.7700 || 60 | 109.153 | 1.7200 || 68 | 123.606 | 0.3900
3458 || 1382 | .25E+06 | 159.08 || 70 | 124.165 | 16.960 | 79 | 207.838 | 1.9200
13058 || 3084 | .18E+07 | 2737.0 | 82 | 211.080 | 159.94 || 98 | 350.848 | 11.030
50690 || 6989 | .14E4-08 | .4E+05 || 101 | 399.457 | 1499.7 | 122 | 670.947 | 63.030
199682 - - - 127 | 777.933 | .1E+05 || 160 | 1368.35 | 394.23
792578 - - - - - - 222 | 2778.13 | 4256.7

Tabelle 5.2: Tterations-, Konditionszahlen und Rechenzeit (Bsp. 5.7.1)

wir eine Konvergenzrate von 1 erhalten, die wir auch theoretisch erwarteten. Fiir p bzw.
¢ erhalten wir wie gewiinscht eine Rate von 0.5.

Der rechte Plot in Abbildung 5.1 zeigt die Entwicklung der Konditionszahlen bei der
Losung des Least-Squares Systems. Dabei betrachten wir drei verschiedene Arten fiir die
Vorkonditionierung des ,,dufleren” Systems (globales Gleichungssystem) und des ,,inne-
ren“ Systems (Berechnung der Skalarprodukte H~'(€) und HY?(I')). Das Lésen des
Systems ohne dufleren Vorkonditionierer und mit der Inversen im Inneren (Isq-0-inv) lie-
fert eine stark ansteigende Konditionszahl. Die beiden anderen Kurven steigen dagegen
nicht so stark an, die Konditionszahl x wéchst nur langsam. Die Berechnungen wurden
einerseits mit der Inversen auflen und der Inversen innen (Isq-1-inv) als Vorkonditionierer
andererseits mit Multigrid Aufilen und Multigrid innen (lsq-1-mg) durchgefiihrt.

Die Beobachtungen lassen sich auch in den Iterationszahlen des globalen CG-Verfahrens
in Tabelle 5.2 erkennen. Fiir das nichtvorkonditionierte System steigen die Iterationszah-
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5.7 Numerische Ergebnisse

len I; sehr schnell. Das mit der Inversen vorkonditionierte System I, hat nur langsam
wachsende Iterationszahlen, wie auch das Multigrid vorkonditionierte System [I3. Den
groflen Vorteil der Verwendung des Multigrid Vorkonditionierers erkennt man bei dem
Vergleich der Rechenzeiten T7-T3. Die vorkonditionierten Systeme mit 75 und 73 haben
zwar vergleichbare Konditions- und Iterationszahlen, doch ist die Berechnung mittels
der Multigrid Vorkonditionierung wesentlich schneller. Diese ist also die effizienteste Be-
rechnungsmethode der hier vorgestellten Methoden.
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Abbildung 5.2: L2-Fehlerkurven fiir Beispiel 5.7.2 und Konditionszahlen fiir versch. Vor-
konditionierer

Beispiel 5.7.2 Als Gebiet 2 nehmen wir das L-Shape. Wir wdhlen fir die Innen-
raumlosung uy die Singuldrfunktion

w = (1) sinGo).

wobei (r, ¢) Polarkoordinaten sind und fir die Auflenraumlisung die erste Spalte der
Fundamentallosung fiir das homogene Lamé-Problem (5.5)

al]—x 2
Uo = & (\al—x\)2 - 10g |a - X‘
27 dmp(N + 2p) (a1 —z)(az—y) ’

la—x|?

wobeix = (z,y)" und a ein Punkt im Gebiet 2 ist. In diesem Beispiel wihlen wir a = 0.0.
Fiir die Spriinge haben wir dann

Uy = u; — Uy und to = o(ug,p) -n—T5(0,n)u,.
Die rechte Seite des Innenraumproblems ist dann

F = —div u;.
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DOF

L?err u

L?err N

Qy, L?err p oy an
86 | 0.0837 0.3908 1.7653

242 | 0.0555 | 0.3974 | 0.2536 | 0.4180 | 1.5583 | 0.1205
770 | 0.0356 | 0.3828 | 0.1623 | 0.3854 | 1.3856 | 0.1015
2690 | 0.0224 | 0.3717 | 0.1033 | 0.3610 | 1.2334 | 0.0930
9986 | 0.0140 | 0.3569 | 0.0656 | 0.3465 | 1.0983 | 0.0884
38402 | 0.0088 | 0.3461 | 0.0416 | 0.3386 | 0.9783 | 0.0859
150530 | 0.0055 | 0.3398 | 0.0263 | 0.3345 | 0.8715 | 0.0846

Tabelle 5.3: L2-Fehler und Konvergenzraten fiir u, p und ¢ (Bsp. 5.7.2)

DOF I K1 T I Ko 15 I3 K3 T3
86 || 116 | 1317.01 | 0.0700 | 45 | 80.9587 | 0.0400 | 48 | 85.9816 | 0.0300
242 || 346 | 6416.15 | 0.9400 || 58 | 92.9330 | 0.2700 || 64 | 92.1756 | 0.1000
770 || 760 | .44E+405 | 11.520 || 66 | 103.245 | 1.7200 || 73 | 116.766 | 0.4500
2690 || 1672 | .33E+06 | 179.09 || 77 | 168.801 | 15.720 || 86 | 227.964 | 2.2600
9986 || 4138 | .26E+07 | 4410.3 || 98 | 331.488 | 204.65 || 109 | 450.839 | 13.950
38402 || 9207 | .20E+08 | .8E405 || 120 | 659.246 | 1904.5 || 139 | 886.505 | 86.640
150530 - - - 152 | 1315.79 | .2E+405 || 192 | 1743.31 | 572.94
595970 - - - - - - 251 | 3313.57 | 4750.2

Tabelle 5.4: Iterations-, Konditionszahlen und Rechenzeit (Bsp. 5.7.2)

In dem Beispiel haben wir fiir das Lamé Problem in {2 die Singulédrfunktion u; als ex-
akte Losung vorgegeben. Im Auflenraum haben wir einen Teil der Fundamentallosung
des homogenen Lamé Problems. Da die Funktion im Inneren eine 2/3 Singularitéit auf
dem Transmissionsrand I' des Gebiets besitzt, erwarten wir eine schlechtere Approxima-
tion der zu bestimmenden Variablen im Vergleich zum vorigen Beispiel. Speziell fiir die
Randvariable ¢ erwarten wir eine sehr geringe Konvergenzrate, da sich die Singularitat
auf dem Rand befindet. In Tabelle 5.3 148t sich erkennen, dass wir fiir die Approxima-
tion von ¢ nur eine Konvergenzrate von 0.09 bekommen. Die Konvergenzrate fiir die
Annédherung an u liegt erwartungsgemifl bei ungefahr 1/3.

Dieses Beispiel zeigt wieder in Abbildung 5.2, dass die normale FEM-BEM Kopplung
und die Least-Squares FEM-BEM Kopplung fiir die Berechnung einer Lésung bei norma-
len Lamé Konstanten anwendbar sind und nahezu die gleichen Ergebnisse liefern. Bei der
Verwendung des normalen CG-Verfahrens ohne globale Vorkonditionierung sieht man in
Tabelle 5.4 (I, k1, T1), dass die Konditionszahl der Matrix sehr schnell stark ansteigen.
Die Iterationszahlen I; sind nach wenigen Verfeinerungsschritten des Gitters sehr hoch,
so dass die Berechnung einer Losung viel Zeit in Anspruch nimmt (siehe 77). Dagegen
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5.7 Numerische Ergebnisse

nur leicht ansteigende Konditions- und Iterationszahlen liefern wiederum die vorkondi-
tionierten Loser (ka, k3), die wieder mit der Inversen bzw. Multigrid vorkonditioniert
wurden. Die Verwendung des Multigrid Vorkonditionierers fiir das CG Verfahren au-
Ben und der mit Multigrid vorkonditionierten Realisierungen der Skalarprodukte liefert
sehr kurze Rechenzeiten. Da sich die Rechengenauigkeit beider prikonditionierten Least-
Squares Systeme nur unwesentlich unterscheidet (siehe Abb. 5.2), ist das mit Multigrid
innen und auflen vorkonditionierte Verfahren vorzuziehen.

Locking on Square Locking on Square
1000 r r r T 1e+08
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Abbildung 5.3: L2-Fehlerkurven fiir Bsp. 5.7.3 und Iterationszahlen fiir versch. Vorkon-
ditionierer

Beispiel 5.7.3 Sei v = 23(2 — y®). Wir wihlen die Innenraumldsung u; als Rotation

o (Vv — —3a2y?
) 832228

Durch die spezielle Wahl der Losung wy wird div u; = 0 erfillt, d.h. vy ist divergenzfrei.
Somit kénnen wir mit sehr grofiem X\ ein inkompressibles Materialverhalten simulieren.
Fiir den Auflenraum nehmen wir wieder als exakte Losung uy die erste Spalte der Fun-

der Funktion v

damentallosung, wie in Beispiel 5.7.2.

In dem letzten Beispiel nehmen wir im Inneren als exakte Losung eine Funktion, deren
Divergenz verschwindet. Fiir ein inkompressibles Materialverhalten im Inneren bend&ti-
gen wir ein sehr grofies Verhéltnis zwischen A\ und p. Da div u = 0.0 ist, setzen wir
A = 1000000 und p = 1.0; damit wird die Bedingung (5.2) erfiillt. Es ergibt sich also
eine Querkontraktionszahl von ungefihr 0.5. Bei Verwendung der Standard FEM-BEM
Kopplungsformulierung kommt es zum Locking Effekt und die Approximation der ge-
suchten Variablen schlédgt fehl. Die Standard Kopplungsmethode ist also in diesem Fall
nicht anwendbar. Abbildung 5.3 zeigt dieses Verhalten, die Fehlerkurven der Variablen u
und p konvergieren nicht gegen Null. Im Gegensatz dazu konvergiert die Least-Squares
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Methode auch bei inkompressiblem Materialverhalten. Anders als bei gemischten FE
Methoden benutzen wir hierbei weiterhin normale Standardelemente zur Approximati-
on.

Tabelle 5.5 zeigt, dass wir fiir die Approximation von u auch bei inkompressiblem Ma-
terial die erwartete Konvergenzrate von ungefdhr 1 erhalten. Fiir die Approximation
von p und ¢ erhalten wir eine Konvergenzrate von ungefihr 0.5. Diese Konvergenzraten
decken sich mit denen aus Beispiel 5.7.1, da auch hier (bis auf die Lamé-Parameter) ein
glattes Beispiel approximiert werden soll.

Die rechte Abbildung in Abbildung 5.3 dokumentiert wieder das Verhalten der ver-
schiedenen Vorkonditionierungsstrategien. Ohne Vorkonditionierung haben wir schnell
anwachsende Konditionszahlen und die Berechnung der Losung ist sehr langsam. Die
Verwendung des CG Verfahrens mit Multigrid fiir die Skalarprodukte und das globale
System ergibt eine leicht anwachsende Konditionszahl (Abb. 5.3) und eine sehr schnelle
Losung des Gesamtsystems (siehe Tabelle 5.6, T5).

DOF | L2%err u Qy L?err p ay L?err N an
38 | 4.3883 2.8534 19.868

98 | 1.2329 | 1.3400 | 7.1823 | -0.974 | 10.749 | 0.6484
290 | 0.3773 | 1.0914 | 3.5771 | 0.6425 | 5.2594 | 0.6589
962 | 0.1080 | 1.0429 | 1.1071 | 0.9781 | 2.5098 | 0.6170
3458 | 0.0286 | 1.0395 | 0.3020 | 1.0152 | 1.2184 | 0.5649
13058 | 0.0072 | 1.0336 | 0.0925 | 0.8908 | 0.5993 | 0.5340
50690 | 0.0018 | 1.0268 | 0.0341 | 0.7349 | 0.2971 | 0.5173
199682 | 0.0004 | 1.0191 | 0.0133 | 0.6871 | 0.1479 | 0.5087

Tabelle 5.5: L>-Fehler und Konvergenzraten fiir u, p und ¢ (Bsp. 5.7.3)

DOF I K1 T I Ko 15 I K3 T3
38| 30 | 330.326 | 0.0100 | 26 | 369.650 | 0.0100 | 25 | 168.359 | 0.0000
98 || 97 | 1303.74 | 0.0600 | 61 | 506.772 | 0.0500 | 56 | 186.745 | 0.0200
290 || 304 | 6219.86 | 0.9700 || 107 | 609.801 | 0.5100 || 86 | 212.475 | 0.1200
962 || 715 | .38E405 | 11.330 || 125 | 701.394 | 3.5100 || 101 | 292.740 | 0.5800
3458 || 1606 | .26E4+06 | 198.29 | 149 | 815.514 | 28.300 || 118 | 504.576 | 2.8700
13058 || 3775 | .18E+07 | 3825.6 | 173 | 1391.80 | 272.87 || 147 | 940.228 | 17.360
50690 || 8395 | .13E+08 | .6E+05 || 202 | 2632.59 | 2497.7 || 195 | 1824.25 | 102.72
199682 - - - 270 | 5136.98 | .2E+05 || 255 | 3591.31 | 652.97
792578 - - - - - - 348 | 7130.53 | 5955.6
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5.7 Numerische Ergebnisse

5.7.2 Adaptive FEM

In diesem Abschnitt prasentieren wir numerische Ergebnisse unter der Verwendung des
in Kapitel 5.5 vorgestellten lokalen a posteriori Fehlerschétzer. Wir betrachten dabei
nur das reine FEM-Problem, also das Innenraumproblem (5.3) in 2D. Die beiden FEM
Fehlerschitzeranteile (5.49) und (5.50) nutzen wir fir die Steuerung eines adaptiven
Algorithmus zur Verfeinerung des Gitters. Wir betrachten das Gebiet 2 mit dem elasti-
schen Problem

Finde (u,p) in HY(Q) x L?(Q), so dass gilt

—diveo(u,p) =F in Q (5.59)

1
P +divu=0 in Q2 (5.60)
u=20 auf I'. (5.61)

Die Least-Squares Operatoren £ und § definiert in (5.15) bzw. (5.16) fiir die FEM-BEM
Kopplung reduzieren sich in dem FEM Problem zu

£:HY(Q) x L¥(Q) — H Q) x L*(Q)

mit

L(u,p) := (1 £lu.p) ) (5.62)

- (g) . (5.63)

Es ergibt sich somit das zu l6sende Problem
Finde (u,p) € H'(2) x L*(Q), so dass gilt

Llup) = 3. (5.64)

Wir untersuchen zwei Beispiele, bei denen wir die Aussage aus Bemerkung 5.5.1 untersu-
chen wollen. In dem ersten Beispiel nehmen wir die Singuldrfunktion mit der Singularitét
in der einspringenden Ecke des L-Shapes, die wir bereits in Beispiel 5.7.2 fiir die Innen-
raumgleichung verwendet haben, multipliziert mit einer Abschneidefunktion. Das zweite
Beispiel benutzt wie in Beispiel 5.7.3 eine divergenzfreie Funktion als exakte Losung
wobei wir inkompressibles Materialverhalten vorgeben.

Die adaptiven Beispiele benutzen fiir die reine FEM-Berechnung nur die Anteile 7, :=
| L(ap, pr) — F||%171(Ti) aus (5.53) und 7y == [|pp + Adiv |72z, aus (5.54).
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10

T
Isg-fem-uni: erru —+—
Isg-fem-uni: err p ---x---

Isq-fem-adap: err u ---%---

L Baa Isq-fem-adap: err p @ |

TR0 Isg-fem-adap: ind:pdivu —-m--
IR Isg-fem-adap: ind:If ---o---

01

0.01

L"2-norm error

0.001

le-04 -

1e-05 | It SO

1le-06

L L L L
10 100 1000 10000 100000 1le+06
degrees of freedom

Abbildung 5.4: L?-Fehlerkurven fiir uniforme und adaptive Verfeinerung Least-Squares-
FEM fiir Beispiel 5.7.4

Beispiel 5.7.4 Fiir das erste Beispiel betrachten wir das L-Shape als Gebiet € =
[—1,1]2 \ [0,1]*>. Die exakte Lésung u wihlen wir so, dass wir in der einspringenden
Ecke am Punkt (0,0) eine Singularitit haben

u— G) r2/3 sin(gs@)(l —2%)(1—y?),

wobei (r, p) Polarkoordinaten sind.

In Abbildung 5.4 haben wir die L*-Fehlerkurven fiir die uniforme und die adaptive Ver-
feinerungsmethode dargestellt. Zusétzlich geben wir die Kurven der beiden lokalen Feh-
lerindikatoren an. In diesem Beispiel erkennen wir den Effekt, dass der H'-Fehlerterm
nicht so stark sinkt wie der Term in der L?-Norm. Die adaptive Verfeinerung ist somit
nicht optimal, da die grofiten lokalen Fehler nicht richtig lokalisiert werden. Die adaptive
Verfeinerung bringt gegeniiber der uniformen Verfeinerung keinen Vorteil. Wiirde man
nur den L2-Term als Steuerungsgrofie benutzen, so konnte eventuell das Gitter noch ge-
zielter verfeinert werden, so dass wir eine bessere Konvergenz mit der adaptiven Methode

haben.

Durch die Singularitéit in der einspringenden Ecke erwarten wir eine adaptive Gitter-
verfeinerung zu dieser Ecke hin. Da wir in unseren Beispielen mit Rechteckelementen
und konformen Gittern arbeiten, ist die adaptive Verfeinerung nicht optimal. In Abbil-
dung 5.5 sehen wir die adaptiven Gitterverfeinerungen nach dem 4. und 6. Level. Die
Verwendung der lokalen Indikatoren bewirkt zwar eine Verfeinerung in der Néhe der
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absolute value
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Abbildung 5.5: adaptive Gitter nach 4 bzw. 6 Verfeinerungen und Plot der Approxima-
tionen von u und p (Bsp. 5.7.4)

Singularitéit, aber auch in der unteren linken Ecke. Die Gitterentwicklung ist somit nicht
optimal. In den unteren beiden Plots in Abbildung 5.5 sind die Approximationen fiir u
und fiir p dargestellt.

Als zweites Beispiel betrachten wir das Least-Squares System fiir ein nahezu inkompres-
sibles Materialverhalten.

Beispiel 5.7.5 Sei v = (1 — 2%)%(1 — y?)2. Wir definieren die exakte Lisung u als
Rotation von v

o (=P )
v <4x<1—x2><1—y2>2)'

Da div u = 0 st und wir fir das inkompressible Materialverhalten ein sehr grofies A
verwenden, konnen wir p frei wihlen, so dass die Bedingung (5.60) dennoch erfillt ist.
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Abbildung 5.6: L2-Fehlerkurven fiir uniforme und adaptive Verfeinerung Least-Squares-
FEM und Galerkin-FEM fiir Beispiel 5.7.5

Wir nehmen fir p die exakte Losung
p = y?sin(rz).
Fiir ¥ ergibt sich

—16u[(1 — 2%) — 22y (1 — y?) — 24uy(1 — 2%)? + 7y? COS(W.T))
16pz(1 — 22)[(1 — y?) — 2y?] + 24pz(1 — y?)? + 2ysin(rz) )

—div o(u,p) = (

Wir setzen A = 1000000 und p = 1.0. Weiterhin zerlegen wir den Rand I' des Quadrats
Q = [-1,1]? in einen Dirichlet-Rand T'p und einen Neumann-Randanteil Ty = {—1} x
[—1,1].

Bei den gewihlten Lamé Parametern ergibt sich eine Poissonzahl von v ~ 0.5. Bei
diesem nahezu inkompressiblen Material ist es bekannt, dass die Standard Galerkin-FEM
versagt (sieche z.B. [5],[67]). Es kommt zum Locking, wie es auch in dem Beispiel 5.7.3
des vorigen Kapitels zu beobachten war.

Bei der Anwendung der Least-Squares Methode hingegen ergibt die Verfeinerung des
Gitters eine Fehlerreduktion. Das Verfahren konvergiert auch bei nahezu inkompressi-
blem Materialverhalten.
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5.7 Numerische Ergebnisse

Die adaptive Gitterverfeinerung mittels eines adaptiven Algorithmus, der die Element-
verkleinerung selbsténdig durchfiihrt zeigt in diesem Beispiel nach einigen Verfeinerungs-
stufen eine leicht bessere Approximation der Losungen. Die Konvergenzrate der adap-
tiven Verfeinerung ist nicht optimal, da auch hier der Fehlerterm in der ﬁ_l(Q)-Norm
nicht die gewiinschte Rate erfiillt. Die adaptive Verfeinerung mit konformen Rechteckele-
menten ist dariiberhinaus nicht optimal. Eine bessere Strategie wére der Einsatz héngen-
der Knoten (siehe Kapitel 6). Die Abbildung 5.7 zeigt die Verdichtung des Gitters, die
eine grofie Uberverfeinerung aufweist. Die Plots der Approximation von u bzw. p ver-
deutlichen die Anndherung der approximierten Losung an die exakte Losung.
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Abbildung 5.7: adaptive Gitter nach 6 bzw. 8 Verfeinerungen und Plot der Approxima-
tionen von u und p (Bsp. 5.7.5)
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6 Hingende Knoten

In diesem Kapitel stellen wir die Verwendung von nichtkonformen Gittern fiir Trian-
gulierungen mit Hexaeder Elementen vor. Fiir die adaptive Verfeinerung eines Gitters
mit Hexaedern ergeben sich fiir reguliire Gitter starke Uberverfeinerungen in Teilen des
Gebiets, deren Losung bereits auf groben Gittern hinreichend gut approximiert werden
kann. Mochte man diese Uberverfeinerungen reduzieren, bietet sich an, einen erwei-
terten Regularitéitsbegriff fiir die Elemente zu benutzen. Wir fithren dazu sogenannte
hingende Knoten (abhingige Freiheitsgrade) ein, deren Werte aus reguldren Freiheits-
graden interpoliert werden. Die Verwendung der hidngenden Knoten fiir die hp-Finite
Element Methode wird in [26, 57, 58] vorgestellt. Die Autoren fithren den Begriff der
,one-constraint-rule ein, der besagt, dass es auf einer Kante eines Elements hochstens
einen abhéngigen Freiheitsgrad geben darf. In [25] wird eine Implementation in Fortran
90 der erweiterten Regularitét fiir den zweidimensionalen Fall beschrieben. Die Imple-
mentation in 3D wird in [27] dargestellt.

Wir benutzen eine Erweiterung der ,one-constraint-rule® von Demkowicz et al. [27]
fiir die Implementation in 3D. Es wird das in [27] eingefiithrte Konzept in einer etwas
verallgemeinerten Form verwendet, wobei wir uns bei der Verwendung der héngenden
Knoten fiir die h-Version beschrianken. Wir definieren zunéchst die erforderlichen Begrif-
fe, priasentieren die Datenstruktur und Verfeinerungsgesetze und beschreiben die Zusam-
mensetzung der abhéngigen Freiheitsgrade. Zusétzlich geben wir noch eine Beschreibung
der Implementation bei kantenorientierten Freiheitsgraden.

6.1 Allgemeines

Wir beginnen mit der Definition der reguléren und hdngenden Knoten einer Triangulie-
rung des Gebiets 2.

Definition 6.1.1 Sei 7, = {Ty,...,Tn} eine Triangulierung des Gebiets Q C IR?.
Dabei sei T, entweder die urspringliche Aufteilung des Gebiets (Grobgitter) oder sei
durch l—fache adaptive Verfeinerung hervorgegangen.
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6 Héngende Knoten

Wir bezeichnen mit N die Menge aller Knoten des aktuellen Gitters.

Es sein € N ein Knoten des Gitters, falls n Endpunkt einer Kante eines Elements T; €
Ty, ist. Bin Knoten n heifit regulér, falls der Knoten auf allen zugehérigen Elementen
{T; : n Eckpunkt von T;; T, NT; # 0, 1 <i,j < N} Endpunkt einer Kante ist.

Die Menge der reguliren Knoten bezeichen wir mit N,.

Fin Knotenn € N heifit hingend, falls es zu dem Knoten eine benachbarte Kante eines
Nachbarelements gibt, so dass n kein Endpunkt ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn
der Knoten n des Elements T; Mittelpunkt auf einer Kante des Nachbarelements T; ist
(siehe Abb. 6.1 Knoten a und b) oder der Knoten ist Mittelpunkt einer Seitenfiiche auf
einem Nachbarelement (siche Abb. 6.1 Knoten c).

Die Menge der hingenden Knoten bezeichen wir mit Nj,.

Jeder Knoten des Gitters ist entweder ein reguldrer oder ein hédngender Knoten, d.h.

N:MUNh.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Abbildung 6.1: hingende Knoten; a,b Mittelpunkte einer Kante, ¢ Mittelpunkt einer
Flache

6.2 Datenstruktur

Wir stellen die Datenstruktur der Implemetation der hingenden Knoten im Programm-
paket maipropgs [45, 43], das in Fortran 90 geschrieben ist, vor, die wir fiir die Verwen-
dung der hingenden Knoten benétigen. Es werden dafiir zwei Hauptdatentypen definiert.
Ein Datentyp beinhaltet alle Daten, die wir fiir die Darstellung und Verfeinerung des
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6.2 Datenstruktur

Gitters brauchen, der andere Datentyp sammelt die Informationen, die die abhéngigen
und reguléren Freiheitsgrade benétigen, um die Approximationen zu berechnen.

6.2.1 Datenstruktur des Gitters

Fiir das Arbeiten mit hingenden Knoten ist eine besondere/geénderte Datenstruktur
erforderlich. Da es im Gegensatz zum reguldrem Gitter nun mehrere (1-4) Nachbarn auf
einer Seitenfliche geben kann, und sich diese Anzahl in verschiedenen Verfeinerungs-
stufen verandern kann, konnen die Nachbarschaftsinformationen nicht mehr wie im re-
guldren Fall abgespeichert werden. Die Elemente werden daher in einer Baumstruktur
angeordnet (siche Abb. 6.2). Die aktuellen Elemente des Gitters sind die Endpunkte
des Baumes, die so genannten Blétter des Baumes (in Abb. 6.2 in Fettdruck). Fiir jedes
Element werden die Verfeinerungsinformationen, das Element, aus dem es entstanden
ist und die Sohne, die durch die Verfeinerung des Elements entstanden sind, gespeichert.

Grobgitterelement Level
o 0
1 2 3 4 1
5 6 7 8% 9 10, 11 12 1 14 3
4
15 16 17 18 19 20 21 22 2324 25 26

Abbildung 6.2: Baumstruktur; aktuelle Elemente sind Blétter des Baumes

Fiir die Gitterinformationen, die in einem mesh-Datentyp gesammelt werden, miissen
nun mehr Daten gespeichert werden, als im reguléren Fall. Der mesh-Datentyp enthélt
neben den Standardeintréigen fiir reguldre Gitter auch den Datentypen elem, der speziell
fiir die Verwendung von nichtkonformen Gittern eingerichtet wurde. Der mesh3 Datentyp
enthélt die Eintrage
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type mesh3
real(kind=dp), dimension(:,:) :: nodes
integer :: nnodes
integer :: ng, nelem
integer, dimension(:,:) :: rnodes, rc
character(len=32) :: name
integer, dimension(:) :: acc
type(elem3), dimension(:) :: elem

end type mesh3

wobei der elem3 Datentyp definiert ist durch

type elem3

integer, dimension(0:8) :: rnodes

0:8) =
integer, dimension(0:2) :: rp
0:5) =

)

integer, dimension( re, rct
integer :: father, ref
integer, dimension(1:8) :: sons

end type elem3

Die einzelnen Eintriage des mesh3 Datentyps beinhalten die Informationen fiir regulére
Gitter, die teilweise auch bei hdngenden Knotengittern verwendet werden.

Fiir konforme sowie nichtkonforme Gitter werden die Variablen nodes, nnodes, ng, name,
acc benutzt. Die Variable nodes enthélt die Koordinaten der Knoten und nnodes die
Anzahl aller Knoten. ng speichert die Anzahl der aktuellen Gitterelemente. In name
wird der Name des Gitters gespeichert, da in einem numerischen Beispiel mit mehreren
Gittern (z.B. Volumengitter und Randgitter) gearbeitet werden muss. acc stellt eine
Abbildung der Nummer des aktuellen Elements zu der Elementnummer im Gitter dar.
Fiir ein Element in einem héngende Knoten-Gitter (also in Baumstruktur) gibt die
Nummer des Element mit dem acc-Vektor die Nummer des Blattes in dem Baum wieder.
Bei der Verwendung eines konformen Gitters ist acc die Identitét.

Bei der Verwendung eines regulidren Gitters haben wir auf jedem Element zu jeder Sei-
tenflache in dem rc-Feld die Informationen {iber das Nachbarelement. Das Feld rnodes
gibt zu jedem Element die Nummern der zugehorigen globalen Knoten.

Falls ein Gitter mit héngender Knoten-Struktur fiir die Berechnungen benutzt wird,
werden fiir jedes Element des Baumes folgende Variablen bzw. Vektoren angelegt. rno-
des speichert, wie im konformen Fall, die globalen Knotennummern des Elements. Der
lokale Polynomgrad auf dem Element wird in 7p notiert. Falls das Element zum initiali-
sierten Grobgitter gehort, enthalten die Eintrdge rc und rct die Informationen {iber die
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(eindeutigen) Nachbarn zu den Seitenflichen sowie die Informationen der zugehorigen
Nachbarflichen. Die Verfeinerungsinformationen, die fiir die Identifizierungen innerhalb
der Baumstruktur benotigt werden, werden in den Variablen father, ref und in dem
Vektor sons abgelegt. father enthélt das Element, aus dem das untersuchte Element her-
vorgegangen ist. In sons stehen die 1-8 Elemente, die aus der Verfeinerung eines Elements
mit der Verfeinerungsinformation ref entstanden sind.

6.2.2 Datenstruktur der Splines

Die Informationen, die vom Gitter gesehen fiir die Approximation der Losung benotigt
werden, legen wir in dem Datentyp spline3 ab. Der Datentyp enthélt folgende Eintrége
type spline3
integer, dimension(:) :: rci,ri,hgi
integer, dimension(:,:) :: rp
real(kind=dp), dimension(:) :: rew,hgw
integer :: hgn
character(len=32) :: name
type(mesh3) :: mh
end type spline3

Fiir die eindeutige Zuweisung der Freiheitsgrade des Gitters werden die beiden Vektoren
ri und rci benotigt. i enthélt die lokale Numerierung der Knoten im Gitter. Z.B. gibt
es in einem hexaedrischen Gitter mit dem Polynomgrad p = 1 (also die Eckpunkte der
Elemente sind Freiheitsgrade) auf jedem Element 8 lokale Freiheitsgrade. Die lokalen
Freiheitsgrade werden in dem Vektor rci zu den eindeutigen, globalen Freiheitsgraden
abgebildet. Es ist moglich, jedem globalen Freiheitsgrad einen Gewichtungsfaktor zuzu-
ordnen. Diesen enthélt der Vektor rcw. Der Polynomgrad in jeder Raumdimension auf
jeden Element des Gitters wird in dem Feld rp gespeichert.

Der Name des Splines befindet sich in name. mh ist vom Datentyp mesh3 und enthalt
die aktuellen Gitterinformationen, wie sie in Kapitel 6.2.1 beschrieben sind.

Fiir nichtkonforme Gitter mit héingenden Knoten sind weitere Informationen nétig, die
die Approximation der abhingigen Freiheitsgrade bereitstellen. In hgi werden die In-
formationen gespeichert, die fiir die Approximation eines hingenden Knoten benotigt
werden. Es wird zunéichst die Anzahl n, der reguléren Freiheitsgrade gespeichert, die zur
Bestimmung des Wertes an dem héngenden Knoten gebraucht werden. Die néchsten n;
Eintrage enthalten dann die globalen Freiheitsgrade, von denen die Approximation des
héngenden Knotens abhéngt. Mit der gleichen Numerierung wird der der Vektor hgw ge-
bildet, der die Gewichtungsfaktoren der regulidren Freiheitsgrade, die zu dem héngenden
Knoten gehoren, beinhaltet.
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6 Héngende Knoten

6.2.3 Spezielle Routinen bei nichtkonformen Gittern

Fiir den Umgang mit der Baumstruktur und der Auflésung der abhéingigen Knoten sind
spezielle Routinen notig. Diese Routinen ordnen den Eintrdgen der oben beschriebe-
nen Datenstrukturen die Informationen zu, die fiir die Berechnung einer approximierten
Losung bendétigt werden.

nextelem: Die Routine nextelem ,hangelt® sich durch den Baum aller Elemente des
Gitters, die entweder Teil des aktuellen Gitters sind oder vorher zu der Triangulierung
des Gebiets gehort haben. Die Routine sucht nach und nach die aktuellen Elemente,
die so genannten Bléatter des Gitterbaumes. Dabei wird der Baum zunéchst fiir das
Startelement vom ersten Grobgitterelement nach unten durchlaufen, indem man immer
den ersten Sohn nimmt, bis ein aktuelles Element erreicht ist. Danach werden alle (falls
vorhanden) Sohne durchlaufen. Falls keine weiteren Sohne vorhanden sind, wird der
Baum nach oben zum Grofivater durchlaufen und zu dessen néachsten Sohn. Somit werden
alle aktuellen Elemente (Bléatter) durchlaufen und erfasst.

neighbour3: Die Routine neighbour3 bestimmt den oder die Nachbarn des aktuel-
len Elements zu einer bestimmten Seitenfliche. Diese Routine ist notwendig, da auf
dem aktuellen Gitter keine Nachbarschaftsinformationen direkt vorhanden sind. Um die
Nachbarn von Element ¢ zur Flache k zu finden, wird der Gitterbaum entweder bis zur
Wurzel (Grobgitter) oder bis zu einer eindeutigen Verfeinerungssituationen nach oben
durchlaufen. Auf dem Grobgitter wurden bei der Initialisierung des Gitters und der Ele-
mente die Nachbarschaftsinformationen gesetzt, da bei dem Ursprungsgitter noch keine
héngenden Knoten auftreten. Somit konnen wir auf dem Grobgitter die benotigten In-
formationen aus dem rc- und dem rct-Feld auslesen. Die andere Variante tritt auf, wenn
die betrachtete Fliche eines Sohnes eine Innenfliche im Vaterelement im j-ten Level des
Baumes ist. Falls dies der Fall ist kann durch die Verfeinerungsinformationen und die
Information, welcher Sohn das Element vom Vater im j-ten Level ist auf den Nachbarn
geschlossen werden.

Falls einmal die Nachbarschaftsinformationen (Nachbar und Nachbarfliche) erkannt wur-
den, wird der Baum wieder nach unten durchlaufen, bis wir den oder die Nachbarn des
aktuellen Blattes des Baumes gefunden haben.

opthgi3: In der Routine opthgi3 werden die nétigen Informationen der Freiheitsgrade
ermittelt und festgelegt. In einer knotenbasierten Darstellung der Freiheitsgrade, wie
zum Beispiel bei linearen Standard Finite Element Ansatzfunktionen, miissen wir die
Informationen fiir jeden Knoten definieren und setzen. Es gibt dabei drei verschiedene
Arten von Knoten zu unterscheiden: regulidre Knoten (globale Freiheitsgrade), hingende
Knoten (siehe Def. 6.1.1) und Knoten auf dem Rand. Die Knoten auf dem Rand sind ent-
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weder durch vorgeschriebene Randdaten fixiert und daher keine globalen Freiheitsgrade,
oder wie z.B. bei bei der Kopplung von Finite Element Methode und Randelement-
methode, haben wir den Rand als Transmissionsrand gegeben und daher keine fixierten
Randknoten. In diesem Fall sind die Randknoten auch entweder regulédre oder abhéngige
Freiheitsgrade.

Nachdem der Typ des Knoten festgelegt ist, werden die regulédren Knoten mit den Frei-
heitsgradnummern durchnumeriert. Die méglichen fixierten Randknoten bekommen alle
den hochsten Freiheitsgrad. Die hdngenden Knoten werden mit negativen Zahlen be-
ziffert. Fiir die abhéngigen Freiheitsgrade werden die notigen reguléren Freiheitsgrade
herausgefunden, die zur Auflosung des Knotens benttigt werden. Die Informationen
werden dazu in speziellen Feldern gespeichert (siehe Kap. 6.2.2). Fiir die Auflésung des
héngenden Knotens werden die Kanten aller an der Kante des hiangenden Knotens an-
liegenden Elemente untersucht. Stellt sich so eine Abhéngigkeit eines Mittelknotens von
den Endpunkten der Kante heraus, werden die Endpunkte mit dem hédngenden Knoten
verkniipft. Nach Beendigung eines Durchlaufs iiber alle Elemente und alle Kanten und
der Auflésung eines hingenden Knotens wird der Durchlauf noch einmal gestartet, da-
mit eventuelle Abhéngigkeiten von hingenden Knoten von hdngenden Knoten gefunden
werden konnen. Dies wird wiederholt, bis nach und nach alle Informationen fiir den
Spline gesetzt sind.

6.3 Verfeinerungsgesetze

Bei der Verwendung der irreguléren Gitter geben wir uns Verfeinerungsgesetze vor, da-
mit die Gitter nicht zu sehr entartet sind. Die Verfeinerung des aktuellen Gitters soll
durch einen adaptiven Algorithmus gesteuert werden, der aufgrund der Daten eines
Fehlerschétzers, der auf jedem Element berechnet wird, entscheidet, wie das Element
verfeinert werden soll.

Eine gewisse Regularitit des Gitters wird festgelegt, damit die Implementation effizi-
ent gestaltet werden kann. In der Implementation der hdngenden Knoten Struktur in
maiprogs orientieren wir uns an der in [25] beschriebenen , one-constraint-rule®.

6.3.1 Verfeinerungen in 2D

In 2D haben wir die Moglichkeit, das Parallelogramm in z—, in y— oder in zy—Richtung
zu verfeinern (siehe Abb. 6.3). Dadurch ergeben sich entweder zwei oder vier Séhne fiir
den Gitterbaum. Fiir die Einhaltung der ,one-constraint-rule ist es nur notwendig
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6 Héngende Knoten

Abbildung 6.3: 2D: mogliche Verfeinerungen

die von der geplanten Verfeinerung betroffenen Kanten zu iiberpriifen. Man betrachtet
die gemeinsamen Kanten der Nachbarelemente zu dem zu unterteilenden Elements und
priift, ob diese schon vor der Verfeinerung eine lange Kante waren. Falls dies bei einer
Kante der Fall ist, wiirde durch eine erneute Unterteilung der kleinen Kante ein zweiter
héngender Knoten entstehen. Dieser wird durch die Unterteilung des groflen Nachbarele-
ments durch eine entsprechende x- oder y-Verfeinerung in einem Postprozessing-Schritt
vermieden, da der erste hingende Knoten dann zu einem reguldrem Knoten wird (siehe
hierzu Abb. 6.4). Es ist also nur eine Uberpriifung der Nachbarkanten des betrachteten
Elements notwendig. Sobald ein Element fiir die Verfeinerung markiert wurde, miissen
alle Elemente nochmals auf die Einhaltung der Regularitiatsregel iiberpriift werden.

A B Verfeinerung von i postprocessing
Element B

la 1 1b

Abbildung 6.4: 2D: Auflésung eines hingenden Knotens

6.3.2 Verfeinerungen in 3D

Fiir die Verfeinerungen in 3D benutzen wir fiir Hexaeder eine erweiterte one-constraint-
rule. In [27] beschreiben die Autoren, dass sie die so genannte Kreuz-Situation (siche
Abb. 6.6) vermeiden. Wir lassen diese Elementkonstellation zu, um die Verfeinerungs-
moglichkeiten nicht zu sehr zu beschrianken.

Fiir die Verfeinerungen eines hexaedrischen Elements stehen sieben verschiedene Stra-
tegien zur Verfiigung (siehe Abb. 6.5). Bei der Unterteilung eines Hexaeders wird das
Element bzgl. der achsenparallelen Ebenen (xy-, xz- und yz-Ebene) unterteilt. Es ent-
stehen dadurch zwei neue Elemente oder durch die kombinierte Anwendung bis zu acht
neue Elemente. In 3D entstehen mehrere Mdoglichkeiten hdngende Knoten zu erzeugen.
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6.3 Verfeinerungsgesetze

Xy Xz yz

Xyz

Abbildung 6.5: 3D-FEM: mogliche Verfeinerungen

Anders als in 2D gibt es nicht nur hingende Knoten auf den Kanten der Nachbarele-

mente, sondern wir miissen auch hingende Knoten auf den Seitenflichen der Elemente
beachten (siche Abb. 6.1).

Wie auch im 2D-Fall betrachten wir fiir die Detektion eines zweiten hdngenden Knotens
die von der Verfeinerung betroffenen Elementkanten des Hexaeders. Es wird dazu die
Kante umlaufen, d.h. man sucht und erkennt alle Elemente, die diese Kante teilen.
Ist eine von diese Nachbarkanten eine grofie Kante, muss der Nachbar auch verfeinert
werden, um die Quasi-Regularitdt des Gitters zu erhalten.

Fiir die Auflosung eines zweiten hingenden Knotens werden die noétigen Informationen
zur Verfeinerung des Nachbarelements gesammelt und die eventuell verschiedenen Rich-
tungen der benotigten Verfeinerungen ,,addiert“. So entstehen fiir das Nachbarelemente
die moglichen Verfeinerungen in 2, 4 oder 8 Elemente.

Dadurch, dass wir nur eine ,Kantenregel verwenden, konnen durch die selbstdndige
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6 Héngende Knoten

Verfeinerung sehr spezielle Situationen auftreten. Anders als im Artikel von Demkowicz
et el [27] lassen wir auch so genannte , Kreuz-Situationen“ zu (sieche Abb. 6.6). Bei
dieser Situation kreuzen sich zwei Kanten, die Mittelkanten auf einer Fldache sind. Es
sollen dadurch weniger Abhéingigkeiten durch hingende Knoten entstehen. Mit Hinblick
auf die dadurch entstehenden mehr Moglichkeiten der Verfeinerung bei der adaptiven
Gitterunterteilung, ist diese Situation erlaubt. Bei der Betrachtung der Stetigkeit der

Abbildung 6.6: 3D-FEM: Kreuz-Situation

Splines haben wurde festgestellt, dass es eine Spezialsituation gibt, in der die Stetigkeit
nicht mehr geben ist. In Abbildung 6.7 ist dieser Fall dargestellt. In der Darstellung des
Spezialfalls sind die Knoten mit abhéngigen Freiheitsgraden durch einen Punkt gezeich-
net, die reguldren Freiheitsgrade sind durch ein Quadrat markiert. Die lange Kante a
des vorderen oberen Elements hat als Nachbarkante nach hinten gesehen nur eine klei-
ne Kante. Die Endpunkte der Kante a sind je ein hdngender Knoten und ein regulérer
Knoten. Die Zusammensetzung des Splines produziert dadurch eine nichtstetige Appro-
ximation. Wir 16sen diesen Spezialfall dadurch auf, dass wir den reguléren Freiheitsgrad
A der Kante a ebenfalls als abhéingig markieren.

6.3.3 Algorithmus

Die oben in den Kapiteln 6.3.1 und 6.3.2 definierten Verfeinerungsregeln kénnen wir nun
schematisch zu einem Algorithmus zusammenfassen.

Algorithmus 2 1. Initialisiere das Grobgitter (nur requlire Freiheitsgrade vorhan-
den)

2. Berechne lokale Fehlerindikatoren auf jedem FElement 1

3. Bestimme fiir jedes i mit Hilfe der Fehlerindikatorwerte die Verfeinerungsart und
markiere die Elemente
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6.4 Approximation der abhéingigen Freiheitsgrade

; m m|

B 1 g

Abbildung 6.7: Spezialfall bei hingenden Knoten

4. Untersuche fiir jede geplante Unterteilung des Flements, ob die erweiterte one-
constaraint-rule gewahrt wird

5. Ergeben sich durch Verfeinerung zwei hingende Knoten auf einer Kante, markiere
Nachbarelemente zur Unterteilung

6. Gehe zu 4., bis keine zusdtzlichen Verfeinerungen nitig sind
7. Initialisiere neues Gitter

8. Berechne die neue Approrimation und gehe zu 2.

6.4 Approximation der abhangigen Freiheitsgrade

Die Menge der Freiheitsgrade eines aktuellen Gitters 7, kénnen wir fiir knotenbasierte
Formfunktionen mit Hilfe der Definition 6.1.1 in zwei verschiedene Teilmengen unter-
teilen. Die globalen Knoten des Gitters werden in reguldre und hiéngende Knoten un-
terschieden. Sei N™ die Menge der reguliren Freiheitsgrade und sei N die Menge der
abhingigen Freiheitsgrade.
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6 Héngende Knoten

Die regulédren Freiheitsgrade sind die unabhéngigen Freiheitsgrade des Gitters. Es sei
S}(75,) der Raum der stiickweisen linearen Funktionen bzgl. der Triangulierung 7;. Eine
Basis von S}(7;,) ist definiert durch die stiickweisen Funktionen ¢,, fiir die reguliren
Freiheitsgrade x; € N mit

QSZ(I’]) :52']' \V/ZL'j GNT.
Fiir eine Funktion u, € Si(7;) mit N = dimS;.(7;) haben wir dann die Darstellung fiir
ein reguléres Gitter

N
uh(x) = Z uk¢xk (I)v

k=1
wobel u;, die Funktionswerte in dem Punkten z; sind.

In einem Gitter mit hdngenden Knoten kénnen wir nicht mehr in jedem Knoten des Git-
ters eine Formfunktion definieren. Zu jedem abhingigen Freiheitsgrad z; € N existiert
eine Menge I; von reguldren Freiheitsgraden z; € N7 (j =1,..., N%) und ein Vektor w;
mit Gewichtungsfaktoren, so dass gilt

N(L
Gri = > Wi,
j=1

Die abhéngigen Freiheitsgrade sind Linearkombinationen der benachbarten reguldren
Freiheitsgrade. Fiir den abhéngigen Freiheitsgrad x; in Abbildung 6.4 haben wir z.B.

die Darstellung
1 1

¢x1 == §ux1a¢x1a + §Ux1b¢xlbv

mit den Gewichten wy, = wy, = % fiir die Endpunkte der Kante. Diese Gewichtung
gilt auch in 3D fiir die kantenbasierten hingenden Knoten. Falls wir einen héngenden
Knoten bzw. einen abhéingigen Freiheitsgrad auf einer Seitenfliche haben, setzt sich der
abhéngige Freiheitsgrad aus den vier Eckpunkten der Seitenfliche zusammen

~ 1 1 1 1

¢x1 = Zux1a¢x1a + Zux1b¢m1b + iuxlc(ﬁxlc + iuxld(ﬁxld-
Falls die Eckpunkte der Kante bzw. der Seitenfliche ebenfalls abhéngige Freiheitsgrade
sind (und dies noch der ,jone-constraint-rule“ geniigt), werden die reguldren Freiheits-
grade, die den Eckpunkt definieren zur Bestimmung des abhéngigen Freiheitsgrades

hinzuaddiert. Die zugehorigen Gewichte werden multipliziert.

Fiir eine Funktion u;, € S}(7;,) bzgl. einer Triangulierung mit héingenden Knoten haben
wir dann die Darstellung

un(x) = D widile) + Y wdia) = D wdie)+ Do Y wiurdy(a)
z;eNT Z‘jE./\/'O‘ z;eNT SL‘jEN" TRE€l;
aus den regulédren Freiheitsgraden und den Linearkombinationen der regulédren Freiheits-
grade, um die abhéngigen Freiheitsgrade aufzulosen.
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6.5 Hingende Kanten

6.5 Hdngende Kanten

Fiir die Diskretisierung z.B. von Maxwell-Problemen werden Elemente bendétigt, die
die Freiheitsgrade auf den Elementkanten, statt in den Eckpunkten der Elemente ha-
ben. fiir die Diskretisierung des H(curl, Q2)-Raumes werden in [53] die so genannten
Nédélec-Basisfunktionen definiert. H(curl, Q)-konforme Basisfunktionen haben stetige
Tagentialkomponenten zwischen den Elementgrenzen.

Die Implementation der hdngenden Kanten beschrénkt sich hier zunéchst auf Nédélec-
Elemente niedrigster Ordnung. Fiir ein hexaedrisches Gitter definiert man den lokalen
Finite-Element-Raum niedrigster Ordnung durch

NDl(T) = {u Tup € P071’1(T), Uy € P1’071<T>,U3 - PLLO(T)}'

Dabei bezeichnet P, ;. den Raum der Polynome mit den Polynomgraden a fiir x, b fiir
y und c fiir z. Die lokalen Freiheitsgrade sind dann so definiert, dass sie auf der ganzen
Kante konstant sind. Die Basisfunktionen sind wie folgt definiert

T TR O R e
bl:g 0 y b2:§ O 3
0 0
(1—y)(1+2) (1+y)(1+2)
R 1 n 1
bgzg O 5 b4—§ 0 3
0 0
1 0 1 0
bs==-[(1-2)(1-2)], bg=<-|(1+2)(1-2)],
8 8
0 0
1 0 1 0
b;=-|1-2)(1+2)], bs=-|(14+2)(1+2)],
8 8
0 0
0 0
R 1 A 1
bgzg 0 bl():g 0
(1—2)(1—y) (1+2)(1-y)
0 0
N 1 N 1
bll—é 0 b12=§ 0
(1—=2)(1+vy) (1+2z)(1+y)

Fiir die Numerierung der Kanten siche Abbildung 6.8.

Da die Freiheitsgrade auf den Kanten liegen, sprechen wir hier von héngenden Kanten
bzw. von abhéngigen Kanten. Wir benutzen fiir den Umgang mit diesen Freiheitsgraden
die gleiche Datenstruktur wie fiir die oben beschriebenen héngenden Knoten.
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11 12

1

Abbildung 6.8: Numerierung der Kanten im Referenzelement

Definition 6.5.1 Fine Kante k eines Gitters Ty, ist eine regulédre Kante, falls alle Ele-
mente, die mit der Kante k verbunden sind, die Kante mit der gleichen Grifie aufweisen.

Fine Kante | heiffit hingend oder abhangig, falls die Kante bei einem zugehdrigen
Nachbarelement eine grofiere Kante entgegenstehen hat oder eine freistehende Kante auf
einer Seitenfliche eines Nachbarelements ist (siehe Abb. 6.9).

Abbildung 6.9: hdngende Kanten auf einer Fléche bzw. an einer Kante

In Abbildung 6.9 haben wir die verschiedenen Arten der hdngenden Kanten dargestellt.
Im linken Bild sind die beiden Kanten a und b hdngend, da sie eine Mittelkante auf
der Flidche des jeweiligen Nachbarn sind (dies ist natiirlich nur in 3D mdglich). In der
rechten Darstellung sind die Kanten [ und m der Elemente B bzw. C' abhingige Kanten,
da sie an eine lange Kante k£ des Elements A angrenzen.

Das Verfeinerungsgesetz bei den kantenorientierten Freiheitsgraden lésst sich einfach
durch die Regel, dass eine Kante nur héchstens zwei kleine Kanten auf einem zugehori-
gen Nachbarelement haben darf, beschreiben. Wird ein Element durch einen adaptiven
Verfeinerungalgorithmus zur Unterteilung markiert, miissen die zu halbierenden Kanten
untersucht werden. Ist eine Kante bereits eine kleine Kante zu einer grofien Nachbar-
kante, miissen alle Elemente, die diese grofie Kante teilen ebenfalls verfeinert werden.
Dadurch kénnen lokal stark verfeinerte Gitter zur besseren Approximation z.B. einer
Singularitéit erzeugt werden.
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6.5 Hingende Kanten

Fiir die Implementation der hingenden Kanten benutzen wir teilweise die gleichen Rou-
tinen wie im Knotengitter und teilweise dhnliche Routinen, die wir von der Verwendung
der héngenden Kanten adaptieren (siche Kap. 6.2.3). Da die Datenstruktur auch in die-
sem Fall gleich ist, benutzen wir die gleichen Daten fiir die Gitter und die Splines wie
fiir den Knotenfall.

Fiir die kantenbasierten Freiheitsgrade haben wir nicht von vornherein eine eindeutige
Numerierung. Deswegen wird in der Routine opthgi3IND zunéchst jeder Kante, die
ein Freiheitsgrad ist (regulir oder abhéingig), eine globale Nummer zugeordnet. Danach
werden die Kanten auf ihre Regularitit oder ihre Abhéngigkeit iiberpriift und dies ent-
sprechend markiert. Abhéngige Kanten bekommen, wie bei den Knoten, einen negativen
Eintrag. Danach werden die Abhéngigkeiten von reguldren Kanten erfasst und die In-
formationen in dem Feld hgi gesammelt. In hgw werden ebenfalls die Gewichtsfaktoren
gesichert, mit denen die reguléiren Kanten gewichtet werden miissen, um den Wert auf
der abhingigen Kante zu interpolieren. Dazu gibt es unterschiedliche Situationen fiir
abhéingige Kanten zu beachten (siche Abb. 6.9).

Liegen zwei hingende Kanten als kleine Kanten an einer grofien Kante (siehe Abb. 6.9
rechts), so wird der konstante Wert des Koeffizienten der Nédélec-Basisfunktion auf der
grofien Kante mit den Faktor 0.5 auf die kleinen tibertragen (also mit dem Gewicht 0.5).

Ist eine hangende Kante eine Mittelkante zwischen zwei reguldren Kanten gleicher Grofie
(sieche Abb. 6.9 Kante a), setzt sich der Wert des Koeffizienten aus der Hilfte der beiden
Werte der reguldren Kanten zusammen. D.h. es gilt ¢ = %a + %b.

Durch die adaptive Verfeinerung kann es vorkommen, dass es Kanten gibt, die zwischen
zwei reguldren Kanten liegen, aber nur die halbe Lange haben. Es ergibt sich dann eine
Linearkombination von ¢ = ia + ib.

Diese drei Félle sind die einzigen Fille, die bei der Verwendung der héngenden Kanten
auftreten. Es kann natiirlich passieren, dass sich durch die Verfeinerungsentwicklung ei-
nes Gitters Abhédngigkeiten von abhéingigen Kanten ergeben kann. In diesem Fall werden
zur Auflosung des abhéngigen Freiheitsgrades alle reguldren Freiheitsgrade gesammelt,
die alle zugehorigen abhéngigen Freitsgrade auflosen. Die Gewichte werden dann multi-
plikativ iibertragen.

Bei der Betrachtung der Stetigkeit féllt ein Spezialfall einer Gitter- bzw. Elementkon-
stellation auf (siehe Abb. 6.10), in der die Stetigkeit nicht mehr gewéhrleistet ist. Die
abhéngige lange Kante a des Elements A muss durch die Kanten links und rechts davon
definiert werden. Da aber die Kante rechts von a keine lange Kante eines Elements ist,
sondern zwei Kanten b von C' und ¢ von B vorhanden sind, miisste eine Linearkombi-
nation aus drei Kanten gebildet werden. Da aber b und c regulidre Kanten sind, miissen
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Abbildung 6.10: Spezialfall bei héingenden Kanten

diese nicht den gleichen konstanten Wert haben. Wiirden wir also nur eine der beiden
Kanten zur Bestimmung des Koeffizienten auf der Kante a benutzen, wiirden die nétigen
Informationen nicht richtig gesetzt. Beide Kanten kénnen wir auch nicht benutzen, da
dann a nicht mehr den gleichen konstanten Wert iiber die ganze Kante haben wiirde.

Wir verhindern diesen Spazialfall, indem wir im Test der erweiterten Regularitit des
Gitters diese Situation auflosen. Fiir die Konfiguration in Abbildung 6.10 muss das Ele-
ment A zusétzlich horizontal verfeinert werden. Die langen Kanten a und f werden also
in jeweils zwei kleine Kanten unterteilt. Aus der Kante f entstehen so zwei neue regulére
Kanten. Die Gewichtsverteilung auf den neuen abhéngigen Kanten von a kénnen wir nun
mit der oben beschriebenen Vorgehensweise fiir die Mittelkantensituation gleicher Grofe
vornehmen.
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