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Zusammenfassung

Gegenstand dieser Arbeit sind zum einen die Untersuchung der Asymptotik von
Warte- und Eintrittszeitverteilungen fiir Markov-Ketten und Erneuerungsprozesse,
zum anderen die Herleitung von Methoden zur Approximation der Wartezeit des
sog. Approrimate Pattern Matching Problems. Sie gliedert sich in zwei Kapitel.

Kapitel 1 untersucht die Asymptotik von Wartezeitverteilungen bei Markov-Ketten
und Erneuerungsprozessen. Ein besonderes Augenmerk wird dabei auf die Frage
gelegt, unter welchen Bedingungen eine solche Wartezeitverteilung nach entprechen-
der Normierung in Verteilung gegen eine Exponentialverteilung konvergiert. Mehrere
Resultate stellen einen Zusammenhang zur Seltenheit der zur Wartezeit gehérenden
Ereignisse her, ein Phinomen, das unter dem Namen Rarity and Ezponentiality
Eingang in die Literatur gefunden hat. Die theoretischen Resultate werden durch
eine Reihe von Beispielen abgerundet. Zu nennen sind hier Wartezeitverteilungen
im Zusammenhang mit der Irrfahrt auf Z, Lebensdauerprozessen, dem Ehrenfest-
schen Urnenmodell, Irrfahrten auf dem Hyperwiirfel {0, 1} und dem Ezact Pattern
Matching Problem.

Kapitel 2 ist der Analyse des Approrimate Pattern Matching Problem gewidmet,
d.h. der Frage nach der Wartezeit, bis in einer zufilligen Zeichenkette ein vorgege-
bener Pattern erstmals ndherungsweise erscheint. Nach der mathematischen Prézi-
sierung dieses Problems gelingt es unter speziellen Voraussetzungen, mit den zuvor
hergeleiteten Methoden auch fiir die Wartezeit dieses Problems asymptotische Ex-
ponentialitit nachzuweisen. Unter praktischen Gesichtspunkten ist dieses Resultat
jedoch insofern unbefriedigend, als dass keine Schranken fiir den Fehler bei der Ap-
proximation durch eine Exponentialverteilung in konkreten Anwendungen angege-
ben werden kénnen. Der Hauptteil dieses Kapitels ist daher der Herleitung von Néhe-
rungen dieser Wartezeitverteilung gewidmet, die zusétzlich die Berechnung solcher
Fehlerschranken mit moderatem Rechenaufwand gestatten. Unter diesen Prémissen
gelingt die Approximation der Wartezeit durch eine geometrische Verteilung, so wie
die Approximation der Anzahl des ndherungsweisen Auftauchens des Patterns durch

eine Poisson-Verteilung.

Schlagworter: asymptotische Exponentialitidt, Wartezeitverteilungen fiir Markov-
Ketten und Erneuerungsprozesse, Pattern Matching.



Abstract

The aim of this dissertation is the analysis of asymptotics of waiting and entrance
times in Markov chains and renewal processes as well as the design of methods for
the distributional approximation of the waiting time in the so-called approzrimate

pattern matching problem. It consists of two chapters.

Chapter 1 deals with the asymptotics of waiting time distributions in Markov chains
and renewal processes. It focuses especially on the question under which conditions
such a waiting time distribution converges — after an adequate standardisation —
to an exponential distribution. In this context, results are derived which establish
a connection to the rareness of the respective event, a phenomenon that is known
under the label rarity and exponentiality. The theoretical results are supplemented
by many examples, namely waiting time distributions for random walks on Z, for
lifetime processes in renewal theory, for the Ehrenfest urn model, for random walks

on the hypercube {0,1}", and for the ezact pattern matching problem.

Chapter 2 deals with the analysis of the approximate pattern matching problem,
i.e. how long does it take until a specific pattern occurs for the first time “approxi-
mately” in a random string of letters. After this problem is formulated in an exact
mathematical manner, we show that the results of chapter 1 lead to a proof of asymp-
totic exponentiality under special conditions for this waiting time as well. However,
under practical aspects this result is unsatisfying because it provides no error bounds
for the case that one approximates the waiting time distribution of a specific pattern
by an exponential distribution. Hence, the main part of this chapter is dedicated to
the design of methods for the approximation of the waiting time distribution for
the approrimate pattern matching problem, which allow the calculation of such error
bounds at moderate cost. In this context, results are the distributional approxima-
tion of the waiting time by a geometric distribution and the approximation of the

number of approximate hits of the pattern by a Poisson distribution.

Keywords: rarity and exponentiality, waiting time distribution for Markov chains

and renewal processes, pattern matching.
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Einleitung

Eine endliche Folge von Buchstaben aus einem vorgegebenen Alphabet bezeichnet
man als einen Pattern. Die Analyse der Wartezeitverteilung fiir das Erscheinen ei-
nes bestimmten Patterns in einer zufillig iiber diesem Alphabet generierten Zei-
chenkette kann inzwischen auf eine lange Tradition in der stochastischen Litera-
tur zuriickblicken, die mit einem wachsenden Interesse an solchen Resultaten in
diversen Anwendungsgebieten einhergeht. Zu nennen sind hier beispielsweise die
Analyse von Gensequenzen in der Molekularbiologie, das Aufspiiren von Fehlern
in der Qualitdtskontrolle oder die Untersuchung von String-Matching-Algorithmen
und Internet-Suchmaschinen aus dem Bereich der Informatik. Einen guten Uberblick

tiber verschiedene Anwendungsgebiete liefert [Nav01].

Erste erneuerungstheoretische Ansétze zur Gewinnung der Wartezeitverteilung sog.
Runs — Pattern, fiir die simtliche Buchstaben identisch sind — finden sich bereits
bei Feller ([Fel68], S. 322ff.). Anfang der 1980er Jahre gelang dann L. J. Guibas
und A. M. Odlyzko ([GO81]) erstmals die Bestimmung der Wartezeitverteilung fiir
beliebige Pattern in Zeichenketten, die durch eine Folge von unabhéingigen und iden-
tisch gleichverteilten Zufallsvariablen erzeugt werden. Sie identifizierten dabei die
Selbstiiberlappung eines Pattern als die wesentliche Einflussgrofle auf die Wartezeit-
verteilung und leiteten eine geschlossene Formel fiir die wahrscheinlichkeitserzeu-
gende Funktion dieser Verteilung her. Etwa zur selben Zeit gelang es H. U. Gerber
und S. -Y. R. Li ([Li80], [GL81]) mit Hilfe von Martingalmethoden, diese Ergebnisse
auch auf den Fall zu verallgemeinern, dass die Zeichenkette durch eine beliebige Ver-
teilung auf dem zu Grunde liegenden Alphabet generiert wird. In den Folgejahren
wurden die Resultate dieser Autoren mit verschiedenen anderen Ansétzen bestétigt.
Insbesondere sei hier die sog. Markov Chain Embedding Technique erwihnt, die auch

Gegenstand meiner Diplomarbeit war ([Rei01], vgl. hierzu aber auch [Fu01]).
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0. Einleitung

Alle so gewonnen Resultate weisen jedoch Méngel beziiglich ihrer praktischen Nutz-
barkeit in den oben genannten Anwendungsgebieten auf. An dieser Stelle seien die

zwei Hauptméngel genannt.

Zum einen stellt das Modell einer durch eine Folge von unabhéingigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen generierten Zeichenkette eine zu starke Vereinfachung der
Wirklichkeit dar. Sowohl in DNA-Sequenzen als auch bei Texten aus natiirlichen
Sprachen bestehen in der Regel starke Abhéingigkeiten zwischen den einzelnen Zei-
chen. Eine natiirliche und fiir die Praxis hdufig auch hinreichende Verallgemeinerung
stellt hier der Ubergang zu Zeichenketten dar, die durch eine Markov-Kette iiber dem
zu Grunde liegenden Alphabet generiert werden. Erste Resultate fiir die Wartezeit
eines Pattern unter dieser Modellannahme finden sich bei Pittenger ([Pit87], Bestim-
mung des Erwartungswerts der Wartezeit), ihren Abschluss findet diese Erweiterung
der Problemstellung bei Robin und Daudin ([RD99]), denen es obendrein gelingt,
ihre Resultate mit sehr einfachen erneuerungstheoretischen Argumenten herzuleiten
und so den Bogen zuriick zu den ersten Ansétzen bei Feller zu schlagen. Dieser hiufig
auch als Eract Pattern Matching Problem bezeichnete Bereich kann damit heute als

abgeschlossen betrachtet werden.

Der zweite Kritikpunkt richtet sich gegen die Einschrinkung, die Wartezeit fiir exakt
einen Pattern zu bestimmen. In einem Genom erfiillen hiufig verschiedene, dhnliche
Pattern dieselbe biologische Funktion; bei der Suche in grofien Datenbanken ist man
hiiufig auch an Treffern interessiert, die eine gewisse Ahnlichkeit mit dem eingegebe-
nen Suchbegriff aufweisen. Analysiert man die Wartezeit, bis der erste einer ganzen
Familie von Pattern in einer zufilligen Zeichenkette erscheint, so spricht man von
einem sog. Compound Pattern Matching Problem, bei einer Familie von sehr dhn-
lichen Pattern verwendet man auch den Begriff des Approzimate Pattern Matching
Problem. In der Theorie ist dieses Problem bereits in der Arbeit von Gerber und Li
([GL81]) gelost worden. Diese Autoren geben ein Gleichungssystem an, mit dem sich
das Compound Pattern Matching Problem auf das Fxact Pattern Matching Problem
fiir die beteiligten Pattern zuriickfithren ldsst. (Vgl. auch [RDO01].) In der Praxis
hat man es jedoch sehr hiufig mit extrem groflen Patternfamilien zu tun, so dass
alle derzeit bekannten Methoden zur exakten Bestimmung der Wartezeitverteilung
bei konkreten Problemstellungen am zu grofien Rechenaufwand scheitern. Simuliert
man andererseits die Wartezeitverteilung fiir groffie Familien von hinreichend langen

Pattern, so stellt man in nahezu allen Fillen eine starke Ahnlichkeit zu einer geome-
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trischen oder Exponentialverteilung fest, so dass der Praktiker in der Regel solche

Verteilungsmodelle als hinreichend genaue Ndherung verwenden wird.

Diese Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir die vorliegende Dissertation. Sie glie-

dert sich in zwei Kapitel.

Kapitel 1 nimmt zunéchst keinen Bezug auf das konkrete Problem des Pattern Mat-
ching. Es beschéftigt sich vielmehr ganz allgemein mit der Analyse der Asymptotik
von Warte- und Eintrittszeitverteilungen bei Markov-Ketten und Erneuerungspro-
zessen. Insbesondere wird die Frage behandelt, unter welchen Voraussetzungen fiir
derartige Wartezeitverteilungen asymptotische Exponentialitit vorliegt. Es gelingt,
einige Resultate herzuleiten, die einen engen Zusammenhang zur Seltenheit der zur
Wartezeit gehorenden Ereignisse herausstellen. Neben den theoretischen Uberlegun-
gen werden mehrere Beispiele fiir dieses Phinomen angefiihrt, die gleichzeitig seine
Grenzen ausloten. Unter anderem sind hier Wartezeitprobleme fiir die symmetrische
Irrfahrt auf Z, Lebensdauerprozesse, das Ehrenfestsche Urnenmodell und Irrfahrten
auf dem Hyperwiirfel {0, 1}"¥ zu nennen. Den Bogen zum Approzimate Pattern Mat-
ching Problem und den Resultaten des folgenden zweiten Kapitels schldgt schliellich
der Nachweis der asymptotischen Exponentialitit fiir das Fzact Pattern Matching

Problem.

Kapitel 2 konzentriert sich sodann auf das spezielle Problem des oben angespro-
chenen Approrimate Pattern Matching. Es wird eine exakte mathematische Formu-
lierung dieses Problems vorgenommen und es gelingt, die zugehdrige Wartezeit als
Eintrittszeit fiir eine Markov-Kette zu interpretieren. Unter speziellen Vorausset-
zungen gelingt mit den Methoden des ersten Kapitels auch fiir dieses Problem der
Nachweis der asymptotischen Exponentialitit. Unter praktischen Gesichtspunkten
ist dieses Resultat jedoch unbefriedigend, da es keine Aussage dariiber macht, wie
gut die Approximation der Wartezeitverteilung durch eine Exponentialverteilung fiir
einen konkreten Pattern ist. Der Hauptteil des zweiten Kapitels ist daher der Herlei-
tung von Resultaten gewidmet, die die Wartezeit des Approzimate Pattern Matching
Problems annshern und gleichzeitig mit moderatem Aufwand zu berechnende Feh-
lerschranken liefern, mit denen sich die Giite der Nidherung beurteilen ldsst. Unter
diesen Pramissen gelingt die Approximation der Wartezeitverteilung durch eine geo-
metrische Verteilung unter Herleitung eines zu [Ald82] dhnlichen Resultats, sowie
die Approximation der Anzahl des ndherungsweisen Erscheinens des Patterns durch

eine Poisson-Verteilung mit Hilfe der sog. Chen-Stein-Methode.



0. Einleitung

Zur Notation: Sdmtliche Bezeichnungen werden dort eingefiihrt, wo sie zum ersten
Mal verwendet werden. Dariiber hinaus gibt es einige sehr hiufig verwendete Be-

zeichnungen, die schon an dieser Stelle definiert werden sollen.

Die Indikatorfunktion zu einem Ereignis A wird alternativ mit 14 oder 1{A} be-

zeichnet.

Héufig ergibt sich die Situation, dass Ereignisse und Zufallsvariablen im Zusam-
menhang mit einem bestimmten stochastischen Prozess, z.B. X = (X,,)nen, auf
dem Zustandsraum F = {i,j,k, ...}, betrachtet werden. In einem solchen Zusam-
menhang bezeichnen P;(-), F;(-) bzw. £;(-) die bedingte Wahrscheinlichkeit des
betrachteten Ereignisses, den bedingten Erwartungswert bzw. die bedingte Vertei-
lung der betrachteten Zufallsvariable unter der Bedingung, dass der Prozess X in
i startet, also unter {Xy = 7}. Ist u eine Verteilung auf dem Zustandsraum E, so
verwenden wir weiter die Bezeichnungen P,(-), E,(-) bzw. L£,(-) fiir die beding-
te Wahrscheinlichkeit, den bedingten Erwartungswert bzw. die bedingte Verteilung
unter der Bedingung, dass X der Startverteilung i geniigt. Es ist also zum Beispiel

P,(-) =5 P(-|Xo=14)u(i), E, und L, analog.

Im Zusammenhang mit solchen stochastischen Prozessen wollen wir Wartezeiten
betrachten, bis der Prozess einen bestimmten Zustand erreicht, in eine bestimm-
te Teilmenge des Zustandsraums eintritt, ein bestimmtes Niveau iiberschreitet, etc.
Hier folgen wir der Notation von Aldous und Fill ([AF04], Kapitel 2, S. 1f.) und un-
terscheiden solche Wartezeiten in Eintritts- und Riickkehrzeiten: Ist beispielsweise
die Wartezeit von Interesse, bis der Prozess X in den Zustand 7 eintritt, so un-
terscheidet man zwischen der Eintrittszeit T; := inf{n € Ny : X, = i} und der
Riickkehrzeit T;" :=inf{n € N : X, = i}. (Ist X # 1, so fallen in dieser Situation

beide Wartezeiten zusammen.)

Im Bereich der stochastischen Konvergenz bezeichne RN Konvergenz in Wahrschein-
lichkeit, SN Konvergenz fast sicher und 4 Verteilungskonvergenz. =, bezeichnet

die Verteilungsgleichheit zweier Zufallsgrofien.

Sind (a,) und (b,) zwei Folgen reeller Zahlen, so ist a, = o(b,) genau dann, wenn
lim,, o @, /b, = 0 gilt. Sind (a,) und (b,) Folgen nicht negativer reeller Zahlen,
so ist a, = O(b,) genau dann, wenn es K, Ky > 0 mit K; < liminf, o a,/b, <

lim sup,,_,, @n /by, < K, gibt.

vl
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Kapitel 1

Asymptotische Exponentialitit

von Wartezeitverteilungen

In diesem ersten Hauptkapitel wollen wir nun also fiir eine ganze Reihe von Markov-
Ketten und Erneuerungsprozessen Wartezeit- und Eintrittszeitverteilungen analysie-
ren und insbesondere deren asymptotisches Verhalten ndher betrachten. Dabei soll
uns vor allem interessieren, welches die entscheidenden Aspekte der betrachteten
Beispiele sind, die letztlich dazu fiihren, dass die entsprechenden Wartezeitvertei-
lungen asymptotisch exponentialverteilt ist. Dabei wird sich herausstellen, dass ein
enger Zusammenhang zur Seltenheit der Ereignisse, auf die man wartet, besteht. In
die Literatur hat dieses Phinomen unter dem Schlagwort Rarity and Exponentiality
Eingang gefunden (vgl. [Kei79]). Doch obwohl als allgemeines Phénomen durch-
aus bekannt, sind die Resultate auf diesem Gebiet nach wie vor bruchstiickhaft.
Selbst bei einfachen Modellen ist bis heute nicht abschlieend geklért, unter welchen
Voraussetzungen man fiir bestimmte Wartezeiten asymptotische Exponentialitét er-

warten kann.

Zum Auftakt untersuchen wir im ersten Abschnitt als klassisches Beispiel einer
Markov-Kette die symmetrische Irrfahrt auf Z und die Wartezeit, bis diese bei Start
in 0 erstmals vom Betrag ein vorgegebenes Niveau N iiberschreitet. Es stellt sich
heraus, dass in diesem Fall mit wachsendem N keine asymptotische Exponentia-
litdt vorliegt. Die zur Analyse verwendeten Martingalmethoden kénnen leider nicht
dazu beitragen, die entscheidenden Aspekte der Wartezeitverteilung, die zu diesem

Verhalten fiihren, zu erkléren.



1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Daher leiten wir im folgenden zweiten Abschnitt einige allgemeine Resultate fiir
Wartezeitverteilungen in Markov-Ketten her, die es in der Folge ermdglichen, Pro-
blemstellungen wie die aus dem ersten Abschnitt in strukturierter Form zu analysie-
ren. Die entscheidende Idee ist dabei, solche Wartezeiten in eine Folge regenerativer
Zyklen zwischen dem jeweiligen Durchlaufen des Startzustands ohne zwischenzeitli-
ches Erreichen der Zielmenge und einen abschlieBenden Teilzyklus bis zum Erreichen

der Zielmenge zu zerlegen.

Geriistet mit diesem Instrumentarium analysieren wir im dritten Abschnitt erneut
die Irrfahrt auf Z, nun sowohl fiir den symmetrischen Fall als auch bei Vorliegen eines
Drifts, und zeigen, unter welchen Voraussetzungen fiir dieses Problem asymptotische

Exponentialitit zu beweisen ist.

Als zweites Anwendungsbeispiel fiir die Methoden aus Abschnitt 2 untersuchen wir
im vierten Abschnitt mit dem Residual Age Process und dem Current Age Process
zwei wichtige Prozesse der Erneuerungstheorie, fiir die sich ebenfalls asymptotische

Exponentialitdt nachweisen lésst.

Allen Beispielen der Abschnitte 3 und 4 ist gemeinsam, dass sich in den betrachte-
ten Situationen stets dann asymptotische Exponentialitéit einstellt, wenn die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, innerhalb eines regenerativen Zykluses in die Zielmenge ein-
zutreten, asymptotisch verschwindet. Im fiinften Abschnitt wird ein Resultat von
Keilson ([Kei66]) fiir Erneuerungsprozesse prisentiert, das diese Bedingung als hin-
reichend fiir asymptotische Exponentialitit herausstellt. Anschliefend wird dieses

Resultat auf eine ganze Familie von Erneuerungsprozessen verallgemeinert.

Als ein wichtiges Anwendungsbeispiel, das sich nun mit diesem verallgemeinerten
Resultat behandeln ldsst, untersuchen wir im sechsten Abschnitt das sog. Ehrenfest-
sche Urnenmodell. Es gelingt, sehr allgemeine Bedingungen fiir das Vorliegen von

asymptotischer Exponentialitdt in diesem Modell anzugeben.

Der siebte Abschnitt behandelt als Verallgemeinerung dieses Modells Irrfahrten auf
dem Hyperwiirfel {0,1}". Auch hier wird unter entsprechenden Voraussetzungen
asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen fiir sog. Nearest Neighbour

Random Walks nachgewiesen, allerdings sind zum Nachweis neue Ideen erforderlich.

Abschnitt 8 leitet schliellich zum Problem des Pattern Matching iiber. Es wird
asymptotische Exponentialitdt fiir das Fract Pattern Matching Problem nachge-



wiesen, wobei im Fall einer unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette ein
Resultat von J. Rudander ([Rud96]) présentiert wird, das sich anschlieend auf der
Grundlage eines Artikels von S. Robin und J. J. Daudin ([RD99]) auf den Fall einer
durch eine Markov-Kette generierten Zeichenkette verallgemeinern lésst.



1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

1.1 Ein einfithrendes Beispiel: Die symmetrische
Irrfahrt auf 7

Als erstes Beispiel fiir die Analyse der Asymptotik von FEintrittszeitverteilungen
betrachten wir die einfache symmetrische Irrfahrt auf Z mit Start in 0, also die
Markov-Kette X = (X,,)nen, mit Xo = 0 und Ubergangsmatrix P = (pij)i,jez mit
Piji—1 = Dii+1 = 1/2, pij = 0 sonst.
Fiir diesen Prozess analysieren wir die Wartezeit, bis X erstmals betragsméiflig das
Niveau N € N erreicht, d.h. es sei

Ty :=inf{n € Ny : |X,| > N}.

Abbildung 1.1: Graphische Darstellung der Wartezeit Ty .

Offensichtlich strebt ETx mit N — oo gegen oo. Wenn wir also iiberhaupt Ver-
teilungskonvergenz fiir 7 nachweisen mochten, so muss sich diese auf eine aus Ty
abgeleitete und in geeigneter Weise skalierte Zufallsgrofie beziehen, wie beispiels-
weise Ty /ETy. Im Folgenden werden wir mit Martingalmethoden und alternativ
auf dem Umweg iiber die Brownsche Bewegung aufzeigen, wie man fiir diese Warte-
zeit Verteilungskonvergenz von Ty /ETy nachweist und welche Grenzverteilung man
erhéilt.

Dazu bestimmen wir zunéichst ETy. Man zeigt leicht, dass (X2 — n),en, €in Mar-

tingal und Ty eine Stoppzeit hierzu ist. Also ist auch (X7?,7, — (n A TN))n en, €N



1.1. Ein einfithrendes Beispiel: Die symmetrische Irrfahrt auf 7

Martingal (vgl. [Wil91], §10.9, S. 99) und es gilt EX?,;, = E(nATy) fiir allen € No.
Unter Verwendung der Sétze von der monotonen und der majorisierten Konvergenz
(es gilt | X2, | < N?, Ty ist fs. endlich) erhdlt man hieraus

ETy = lim E(nATy) = lim EX.,; = EX; = N> (1.1)
n—oo

n—oo

Im néchsten Schritt bestimmen wir nun die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
gry(z) = E(2™). Dazu definieren wir fiir alle @ € R die Familie von Prozessen
(Y %) nen, durch Y,* := cosh(a) ™™ exp(aX,). Man zeigt leicht, dass fiir jedes o € R
dies und damit auch (Y%7, Jnen, €in Martingal ist. Da cosh(a) > 1 und [X,ary | < N

gilt, ist letzteres fiir alle & € R beschrinkt. Nach dem Vorwirtskonvergenzsatz von

Doob ([Wil91], §11.5, S. 109) existiert dann eine Zufallsvariable Y2 mit Y% RN

Y. Wegen P(Ty < oo) = 1 stimmen Y und Y fs. iiberein. Schlieflich erhélt
man wegen der Beschrénktheit von (Y%7, )nen, auch die L;-Konvergenz von Y% 1.
gegen Y7 ([Wil91], §13.6, S. 130). Es gilt also

EYﬁN = 7}3{)10 EYn",\TN =FEYy =1 (1.2)
fir alle o € R.

: o
Wir zerlegen nun EYF, in

EYF = Z E [cosh(a)’TN exp(aXry )| X7, = 90} P(Xr, = x).

Aus Symmetriegriinden gilt P(Xg, = N) = P(Xg, = —N) = 1/2, sowie
E [cosh(a)™|X7, = N] = E [cosh(a) ™| Xry = —N| = Ecosh(a) ",
Also ist EY, = cosh(aN)E cosh(a)™", und aus (1.2) folgt
E cosh(a) ™ = cosh(aN) . (1.3)

Fiir z € (0,1] sei nun o, = arcosh(z!). Dann gilt cosh(a,) = %, und man erhélt

aus (1.3) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu Ty:

gry (2) = E2™ = Ecosh(a,)™™ = cosh(a,N)™".

Mit Hilfe dieser Funktion kénnen wir nun die Grenzverteilung von Ty /ETy fiir N —
oo bestimmen. Bezeichnet ndmlich ¢y (#), § € R, die charakteristische Funktion zu
Tn/ETy, so gilt

on(8) = gry (exp(if/ETy)) = cosh (aexp(iO/N2)N)_1a



1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

und wegen der Aquivalenz von Verteilungskonvergenz und der punktweisen Konver-
genz der charakteristischen Funktionen verbleibt lediglich die Aufgabe, die Grenz-
funktion dieses Ausdrucks fiir N — oo zu bestimmen. Unter Verwendung von Hilfs-
satz A.1 erhélt man fiir Qecps/n2)N mit N — oo den Grenzwert V=210, es gilt
also

lim oy () = cosh (V—2i) ", (1.4)

N—oo

Alternativ kann man dieses Resultat auch mit Hilfe der Brownschen Bewegung er-

halten. X, lasst sich darstellen als

Xn =4¢ zn: Yo,
m=1

wobei (Y;,,)mewn eine Folge von unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
mit £(Y;) = £(6_1 + &) ist. (6, bezeichnet das Einpunktma$ in z.) Insbesondere

gilt Y} =0, var(Y;) = 1. Dann folgt:
t>0: ‘ ! > 1}
VN2 — )

Nach dem Satz von Donsker ([Dur96], Theorem 6.6 und Example 6.2, S. 406) gilt

dann

T 1
N inf{n € No : |X,| >N} = inf{

ETy _ N? X2,

Tw/ETy -5 inf{t > 0 : |[W,| > 1},

wobei (W})i>o die klassische Brownsche Bewegung bezeichnet. Fiir diese ist jedoch
bekannt, dass die Austrittszeit aus einem symmetrischen Streifen um 0 der Breite 2

die charakteristische Funktion
¢(0) = cosh (V/ —2z’0)71

besitzt. (Die Laplace-Transformierte findet man beispielsweise in [BS96], I1.1, Formel
3.0.1, S. 172; vgl. auch [Yor97], S. 132f.)

Es ist uns also gelungen, das asymptotische Verhalten der Wartezeit Ty fiir die sym-
metrische Irrfahrt zu analysieren. Die dabei verwendeten Martingalmethoden muten
in diesem Zusammenhang jedoch sehr speziell an und scheinen auf den ersten Blick
keine generelle Moglichkeit zu bieten, dieselben Methoden auch auf andere Problem-
stellungen anzuwenden. Schon der Versuch, auf #hnliche Weise den Fall einer Irrfahrt
mit Drift zu untersuchen (vgl. Abschnitt 1.3), stellt einen vor die schwierige Auf-

gabe, ein fiir diese Situation geeignetes Martingal zu konstruieren. Dariiber hinaus



1.1. Ein einfithrendes Beispiel: Die symmetrische Irrfahrt auf 7

offenbart dieser Ansatz nichts iiber die ,innere Struktur® der Wartezeit T und das
Grenzwertresultat ergibt sich letztlich auf rein technisch-analytischem Wege. Allein
der Umweg iiber die Brownsche Bewegung gewéhrt einen gewissen Einblick zum

hoheren Verstdndnis.

Aus diesem Grund werden wir im folgenden Abschnitt einige einfache Resultate fiir
Eintrittszeitverteilungen bei Markov-Ketten herleiten, mit denen es méoglich ist, Pro-
blemstellungen wie die hier behandelte in iiberschaubarer und strukturierter Weise
zu analysieren. In der Tat werden wir diese Resultate im dritten Abschnitt dieses
Kapitels dazu verwenden, um nochmals die Irrfahrt auf Z zu untersuchen und neben

den jetzt schon bekannten Resultaten einige weiterfilhrende herzuleiten.

Lost man sich von den hier verwendeten Methoden zur Gewinnung der Detailaussa-
gen, so kann man jedoch bereits an diesem Beispiel eine grundsétzliche Vorgehens-
weise erkennen, die uns noch des Ofteren von Nutzen sein wird: Zur Analyse der
Verteilungskonvergenz von T /ETy versucht man zunéchst, explizite Ausdriicke fiir
ETy und die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion gp, von Ty zu gewinnen und
analysiert dann das asymptotische Verhalten der charakteristischen Funktion ¢y
von Ty /ETy mit N — 0o, wobei man die Identitét

on(0) = QTN(GXP(w/ETN)) (1.5)

ausnutzt. Das zentrale Hilfsmittel ist hier also der Stetigkeitssatz fiir charakteristi-

sche Funktionen.
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1.2 Erste theoretische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden ein paar grundlegende Resultate vorgestellt, die in der
Folge bei der strukturierten Analyse des asymptotischen Verhaltens von Eintritts-
zeitverteilungen bei einer ganzen Reihe von Markov-Ketten Verwendung finden wer-
den. Insbesondere werden wir im Anschluss an diesen Abschnitt zu einer detaillierten
Analyse der Irrfahrt auf Z in der Lage sein. Im darauf folgenden vierten Abschnitt
werden wir auflerdem zwei weitere Markov-Ketten mit diesem Instrumentarium un-

tersuchen.

Es sei ganz allgemein (X,),en, €ine homogene Markov-Kette auf einem endlichen
oder abzihlbar unendlichen Zustandsraum E mit Ubergangsmatrix P und Start in
einem festen Punkt e € F. Ferner sei ) # D C F mit e ¢ D. Dann lisst sich die
Wartezeit

T:=inf{n €Ny : X, € D},

bis die Markov-Kette erstmals in die Menge D eintritt, darstellen als

T=>Y w (1.6)

mit
Op = O,
o, = min {n>0k_1 : X, EDU{e}}, k>1,
Ve = O —Op—1, k>1,

M = min{kz 1:X,, ED}.
Dabei weist die Summe (1.6) folgende Eigenschaften auf:

Satz 1.1 Mit den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen gilt:
(a) Unter {M = m} sind v, ..., Ym unabhingig,

(b) LM =m)=L(n|X,, =€) firk=1,..,m—1 und
E(/Ym‘M = m) = ‘C(71|X71 € D);

(c) M ist geometrisch verteilt auf N mit Erfolgswahrscheinlichkeit P.(X., € D).
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Beweis: Mit der starken Markov-Eigenschaft folgt

P.(M=m) = P(X,,=¢,..,X,,, ,=¢X, €D)
m—1
= P(Xa'k = e‘Xo'k—l = e) . P(Xo'm € D‘Xo'm—l = e)'
k=1

Auflerdem ergibt sich durch Zerlegung nach dem Wert von o, unter Ausnutzung der
zeitlichen Homogenitdt und der starken Markov-Eigenschaft P(X,, € -|X, _, =
e) = P.(X,, € -). Also ist

P.(M =m) = P,(X,, =e)" 'P,(X,, € D) (1.7)
fiir m > 1, d.h. M ist geometrisch verteilt auf N mit Erfolgswahrscheinlichkeit
P.(X,, € D).

Definiert man j; := 22:1 i, S0 erhélt man aus der Darstellung der ~; iiber die oy un-

ter Ausnutzung der schwachen Markov-Eigenschaft und der zeitlichen Homogenitét

Py =i, k=1,....,m, M =m)

- Pe(o-k::jka k: 1;"'ama Xjk :eak: 1;"'am_17 ij € ‘D)

m—1
= [ Pl =ix, Xy =€) - Po(1 = im, X, € D).
k=1

Daher ergibt sich aus (1.7)

m—1
Py =g, k=1,..,m| M =m) = [[ Pe(y1 = ir| Xy, =€) - Po(11 = im|X,, € D).
k=1

Durch Aufsummieren iiber alle iibrigen Komponenten erhilt man so

Pe(’)/l = ik|X71 = 6), k< m,

Pe(’)/k = Zk|M = m) = )
P.(1 =1in|X,, € D), k=m.

Dies wiederum liefert

m

P(yw=tig k=1,...m|M=m)= HPe(Vk = ix|M =m),
k=1
also die Unabhéngigkeit von 71, ..., v, unter {M = m}. O
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Insbesondere sind also unter {M = m} die Zufallsvariablen 7, ..., ¥, unabhingig
und dariiber hinaus 7y, ..., ¥,,_1 identisch verteilt. Es ist uns damit gelungen, die
Eintrittszeit T in eine Folge regenerativer Zyklen zu zerlegen, in denen die Markov-
Kette in ihren Ausgangszustand e zuriickkehrt, ohne vorher die Zielmenge D zu
erreichen, und einen abschlielenden Teilzyklus, in dem sie von e nach D wandert,
ohne noch einmal nach e zuriickzukehren. Bei der wahrscheinlichkeitserzeugenden
Funktion der Eintrittszeit T schléigt sich dies in der folgenden faktoriellen Zerlegung

nieder:
9r(2) = gy (9311, =e(2)) * I jx,, e0(2), (1.8)
wobei gy, die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu einer auf Ny geometrisch

verteilten Zufallsvariablen mit Erfolgswahrscheinlichkeit P.(X,, € D) bezeichnet.
Diese ist wohl bekannt, es ergibt sich somit

Pe(X,, € D)
- ' : 1,
gT(Z) 1- Pe(X’Yl = 6) "Gy |Xy, :e(z) Inaloy ED(Z) ( 9)
Weitere Folgerung:
P(X, =e
b= ﬁ Eln|Xy = el + Em|X,, € DI, (1.10)
[ Y1

Die Darstellung (1.8) bzw. (1.9) bietet also die Moglichkeit, die Wartezeit 7" als Fal-
tung einer zufilligen Summe mit einer geometrisch verteilten Anzahl von unabhingi-
gen Exkursionen mit Riickkehr zum Ausgangspunkt und einer finalen Exkursion vom
Ausgangspunkt in die Menge D zu betrachten. Kennt man die Verteilung dieser bei-
den Bausteine der Wartezeit T, so ermdéglichen es diese Gleichungen, daraus die

Verteilung von 7" selbst zu bestimmen.

Gerade diese Zerlegung der Wartezeit T eignet sich in besonderer Weise zur Untersu-
chung von T" auf asymptotische Exponentialitéit, stellt sich doch die Exponentialver-
teilung als Grenzverteilung einer Zufallssumme von regenerativen Zyklen mit einer
geometrisch verteilten Anzahl von Summanden ein, wenn die Erfolgswahrscheinlich-
keit dieser geometrischen Verteilung gegen Null strebt, wie ein spéteres Resultat
zeigen wird (vgl. Abschnitt 1.5). Andererseits ist dies nicht die einzige Moglichkeit,
um asymptotische Exponentialitit nachzuweisen; in Abschnitt 1.7 werden wir mit
der Irrfahrt auf dem Hyperwiirfel {0, 1} ein Beispiel kennen lernen, bei dem andere
Methoden zum Ziel fiihren.

10



1.3. Die Irrfahrt auf Z (Fortsetzung)

1.3 Die Irrfahrt auf 7 (Fortsetzung)

Wie bereits angekiindigt, werden wir nun also die allgemeinen Ergebnisse des voran-
gegangenen Abschnitts in diesem und dem folgenden Abschnitt zur Analyse einiger

spezieller Eintrittszeitprobleme verwenden.

Als erstes betrachten wir erneut die Irrfahrt X = (X,,)nen, auf Z mit Start in 0
und die Wartezeit T, bis X erstmals betragsmiflig das Niveau N erreicht. Mit
Hilfe der zuvor entwickelten Methoden wollen wir nun eine komplette Analyse die-
ses Wartezeitproblems durchfiihren. Dabei beschrinken wir uns nicht nur auf den
Fall einer symmetrischen Irrfahrt. Vielmehr existiere ein p € (0, 1), so dass fiir die

Ubergangsmatrix P = (pij)ijez von X gilt
1/2, i=0,j5=-1,1,
Dij = p, 1>0,7=1—1 oder :<0,j=1+1,
l—-p=1q, 1>0,7=14+1 oder 1 <0, j=1—1.
p = 1/2 ist offenbar der im ersten Abschnitt analysierte Fall einer symmetrischen

Irrfahrt, im Falle p > 1/2 spricht man auch von einer Irrfahrt mit Drift nach 0, im

Falle p < 1/2 analog von einem Drift nach co.

Betrachtet man anstelle von X die Markov-Kette Y = (Y},)nen, auf dem Zustands-

raum Ny mit Start in 0 und Ubergangsmatrix Q = (g;;); jen, mit

1, 1=0,5=1,
qij; = p, i>0,j:i—1,
qg, 1>0,7=1+1,

so gilt offenbar (| X, |)neny =a (Yn)nen,- Fiir die uns interessierende Wartezeit Ty :=
inf{n >0 : |X,| > N} gilt also Ty =4 inf{n > 0 : Y, = N}, so dass wir uns fiir

die weiteren Betrachtungen auf die Kette Y beschrinken kénnen.

Im Sinne von (1.6) lidsst sich Ty nun in folgender Weise darstellen:
My
Tv=) %
k=1

mit oy := 0, o := min{n >0, 1 Y, € {O,N}}, k>1, v =0, —op_1, k> 1,
My ::min{kzl : ngzN}.

11
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Mit Hilfe der zuvor entwickelten Gleichung (1.9) ist es nun mdoglich, die wahr-
scheinlichkeitserzeugende Funktion zu Ty zu bestimmen, sobald man FPy(Y,, = 0),

Py(Y,, = N) und die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen g, v, —o(2),

G|y, =~ (2) kennt.

Sei dazu fn;x := P(Yo, ..., Yio1 € {1,..., N =1}, ¥, = 0| ¥y = ). Dann geniigen die
fn,x der Differenzengleichung

Iniks1 =D fNicik T4 [Nivin, t=1,..,N—1, (1.11)

mit den Randbedingungen fN,O,k = fN,N,k: = 0 fiir k& 2 1, fN,0,0 =1 und fN,i,O =0
fiir i = 1,...,N. Ist F;(2) := Y pey [,k - 2 die zugehorige erzeugende Funktion,
so liefert (1.11) durch Multiplikation mit z¥*! und Summation iiber &

Fni(2) =pz-Fn;i1(2) + 92 - Fyiqa(2) (1.12)

mit den Randbedingungen Fyo(z) =1 und Fy n(z) = 0. Bei festem z ist dies eine

Differenzengleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und als Losung ergibt

P iAl(z)N_i _ )\2(z)N—i
Fni(z) = (5) NOLESROL (1.13)

sich

mit

1
Ai2(z) = @ (1 + /1 — 4pq22> )

(Vgl. auch das klassische Ruin-Problem, [Fel68], Kapitel XIV, S. 342ff.)

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass nun die Gleichungen

FN,l (Z) -z
Py(Y,, =0) = Fy,(1) und 971|Y71=0(Z) = T(l)

gelten. (Fiy1(1) meint den linksseitigen Grenzwert von Fy (z) in 1.)

(1.14)

Mit dhnlichen Uberlegungen gewinnt man fiir Hyi(2) ==Y pe o hn,ip-2" mit by, p =
P(Yy, ... Y1 € {1,...,N =1}, Y, = N | Y, = i) die Darstellung

. )\1(2)Z — )\Q(Z)Z
D) = 5 o= el

(1.15)

sowie die Gleichungen

. HN,l(Z) 2

Py(Y,, =N)=Hy:(1) und gy, =n(2) = Hova (1) (1.16)

12
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Fiir die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion der Wartezeit T ergibt sich somit
aus (1.9) die Darstellung

__ Hwna(D)  Hwa(2)-2 (1.17)

1—Fnq(2) -2 Hy (1)
Diese werden wir nun verwenden, um das Verhalten von Ty/ETy mit N — oo zu
analysieren. Insbesondere kommt es uns darauf an, die Einfliisse der Zufallssumme
von Riickkehrzeiten nach Null und der finalen Exkursion nach N auf das Grenzver-
halten getrennt voneinander zu untersuchen. Zunéchst betrachten wir dabei noch-
mals den bereits im ersten Abschnitt behandelten Fall einer symmetrischen Irrfahrt,

anschlieffend dann Irrfahrten mit Drift.

Sei also zunéchst p = 1/2. Hier vereinfachen sich die beteiligten Terme zu

M(2)N = M (2)V !
)\1(Z)N — )\Q(Z)N ’

)\1(2) — )\Q(Z)

Fni(2) = = M ()N

HNJ(Z) (118)
mit Aia(z) = (1/2)(1 £ v/1 —22). Unter Verwendung von A;(2)A2(z) = 1, also
log\i(z) = —logXa(z) und der Darstellung logA;(2) = arcosh(z7!) erhélt man

alternativ

_ sinh ((N = 1)arcosh(z71))

- sinh (arcosh(z71))
NV = T (Narcosh(z~1)) ’

Hya(2) = sinh (Narcosh(z71)) (1.19)

Aus der Darstellung (1.18) folgert man

N-—-1 1
PO(Y’YI - 0) - FN,l(l) = T PO(Y’YI - N) == HN,I(l) == N (120)

(Man verwende die Regel von I’'Hospital und A} 5(2) ~ F1/y/1 — 22 fiir 2 1 1.)

(1.14) und (1.16) liefern

Fyq(1) Hy (1)
L BV, =N =14 0
Fna(1) ¥y | Hy,(1)

BV, =0 =1+ (1.21)

Hieraus erhalten wir

Lemma 1.2 Es ist E[n1|Y,, = 0] = (2/3)(N + 1), E[n|Y,, = N] = (1/3)(2+ N?)
und ETy = N?2.

13
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Beweis: Sind erst einmal die behaupteten Darstellungen fiir E[y,|Y,, = 0] und
E[1]Y,, = NJ gezeigt, so ist ETy = N? eine einfache Folgerung aus (1.10) in
Verbindung mit (1.20).

Zum Beweis der Darstellung von E[v,|Y,, = 0]: Wegen (1.20) und (1.21) ist hier
Fp (1) = (N —1)/N)((2N —1)/3) zu zeigen. Mit (1.18) ergibt sich

(N 1)/N — Fya(2)
Fya.(1) = llj)l} 1—>

o (IN=D(+VI=2)Y - (1= VI=2)Y)
TN —2)(1+vV1I=22)N — (1 —1-22)N)
N(I+VI=2)V 1 - (1—-vV1=-22)N 1)
NI1-2)(1+vV1I=22)N—(1-+v1-22)N)
_ i VDW= 24+ 2(5) (VI - 2+ O((VI = 2)))
21 N(1=2)(2NV1 =224+ O(V1 - 22)3))
2NV - VT =22 +2(" ) (VI—22)* + O((VI = 22)°))
N(1—2)(2NV1 =22+ O(v/1—22)3))
fig 2NV = D=2V =224 2(3) (V= (VI =~ )
=L 2NV 2 4+ 0((1 - 9)(VI= )
2(", ) Na(v1=22)° + O((VI=22)")
2N2<1 — V1= 2 +0((1 - 2) (V1= 22)3)
- 1)

_ o 2NV 1) 2(M(N = 1)(1+2) = 2(*; ) Nz(1 + 2) + o(1)
z—1 2N2+O(1)

_ N—-1 2N -1

- N 3

Mit dhnlichen Umformungen beweist man die Darstellung fiir E[y,|Y,, = N]. O

Es gilt also ETy = N?, und der Anteil der Riickkehrzeiten nach 0 an T verhilt
sich im Mittel wie (2/3)N? und die finale Exkursion wie (1/3)N2.

Um das Verhalten von T /ETy mit N — oo zu analysieren, gehen wir nun wieder
zu der zugehdrigen charakteristischen Funktion ¢y (f) iiber, wobei wir (1.5) und

(1.17) verwenden. Es ist dann

1/N . Hy 1 (exp(i0/N?)) exp(if /N?)
1 — Fy1(exp(if/N?)) exp(i6/N?) 1/N '

on(0) =

14
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Der erste Faktor reprisentiert dabei den Beitrag der Zufallssumme von Riickkehrzei-
ten nach Null und der zweite Faktor den Beitrag der finalen Exkursion nach N. Als

formale Vereinfachung verwenden wir fiir diese beiden Faktoren die Abkiirzungen

@N,l(e) und (,DN,Q(H).

Fiir den ersten Faktor erhilt man bei Verwendung von (1.19) die Darstellung

_ A(N,0)
o) = g om0
mit
A(N,0) := sinh (Narcosh(exp(—if/N?))),
B(N,0) := N(sinh (Narcosh ( exp(—if/N?))) — sinh \/ﬁ) :

C(N,0) = N(exp(i@/NQ) sinh ((NV — 1)arcosh (exp(—i§/N?))) — sinh \/ﬁ) .

Mit Hilfssatz A.1 erhilt man fiir A(f, N) mit N — oo den Grenzwert sinh (v/—26).
B(N, 0) ist offenbar ein Differenzenquotient und strebt mit N — oo gegen den Wert
der Ableitung der Funktion b(z) := sinh ((1/z)arcosh( exp(—i6z?))) im Nullpunkt.
Fiihrt man die Differentiation aus, so liefert Hilfssatz A.1 hierfiir den Wert 0. Eben-
so lisst sich der letzte Term C(N,#) als Differenzenquotient in Null der Funktion
c(z) = exp(ifz?)sinh ((1 — z)(1/z)arcosh(exp(—ifz?))) interpretieren, und mit
denselben Methoden ergibt sich hier der Grenzwert —+/—2if - cosh(v/—2i6).

Insgesamt folgt somit fiir den ersten Faktor der Grenzwert

1
lim ¢y 1(0) = — - tanh (v/—2i0).
N—oo

—2i0
Auf demselben Weg erhiilt man fiir den zweiten Faktor im Limes
1
sinh (v/—2i6)’

so dass sich insgesamt fiir Ty /ETy das aus dem ersten Abschnitt bekannte Grenz-

lim (‘ON’2(0) =V —210 -
N—o0

wertresultat

lim oy () = cosh(v/—2if) *

N—o0

ergibt.
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Wie auch schon die berechneten Erwartungswerte verdeutlichen, gelingt es also im
symmetrischen Fall weder der Zufallssumme von Riickkehrzeiten nach 0, noch der
finalen Exkursion nach N, einen dominierenden Einfluss auf die Wartezeit Ty zu

erlangen. Vielmehr tragen beide Anteile zur Grenzverteilung von Tx/ETy bei.

In diesem Zusammenhang sei noch erwédhnt, dass die Interpretation der erhaltenen
Grenzverteilungen iiber Wartezeiten der klassischen Brownschen Bewegung noch
weiter verfolgt werden kann. Den Term cosh (\/TiO)_l hatten wir ja bereits im
ersten Abschnitt als die charakteristische Funktion der Wartezeit interpretiert, bis
eine Brownsche Bewegung erstmals vom Betrag das Niveau 1 erreicht. Ebenso lassen
sich (v/—2i6) ~.tanh (v/—210) als charakteristische Funktion des letzten Nulldurch-
gangs vor Erreichen des Niveaus 1 und /—2i6 -sinh (\/Tiﬁ)fl als charakteristische
Funktion der Differenz dieser beiden Zeitpunkte interpretieren. (Vgl. hierzu [Yor97],
S. 132f.)

Man sieht also, dass die strukturierte Herangehensweise mit den Methoden aus Ab-
schnitt 2 eine Bestéitigung der in Abschnitt 1 hergeleiteten Ergebnisse erméglicht,
wobei nun eine Interpretation der Wartezeitverteilung als Faltung von zwei verschie-
denartigen Beitrigen moglich ist. Dariiber hinaus werden wir nun zeigen, dass diese
Methoden es auch ermoglichen, das asymptotische Verhalten der Wartezeitverteilung

bei Irrfahrten mit Drift zu analysieren.

Sei also nun p # ¢, das heiflt es liegt entweder ein Drift nach 0 (p > ¢) oder
ein Drift nach oo (p < ¢) vor. Im Fall p > ¢ gilt A;(1) = p/q und Xo(1) = 1,
sowie A|(1) = p/(¢q(1 — 2p)) und Xy(1) = —1/(1 — 2p). Im Fall p < ¢ vertauschen
A1 und Ay ihre Rollen. Aus den Gleichungen (1.14) und (1.16) erhédlt man somit
durch Differentiation der wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen im Punkte 1

in beiden Féllen die Erwartungswerte

Eml|Y,, =0l =1+

1 <N_ 1+ (p/9)™ (N1 1+(P/Q)N1>

1—2p 1—(p/g)™ 1—(p/g)N !
und

E[71|Y’Y1 :N] =1+

1 (N 1+ (p/a)" 1+p/q>_

1-2p " 1-(p/9)¥ 1-p/q
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Aus (1.10) erhélt man also fiir den Erwartungswert von Ty

_ pl=(p/"" 1 1+ (/9"
v = 10/ [ 1- (N 1 (p/q)N
-1 )}
1 1+ (p/9)"  1+4p/q
+1+1—2p< 1—(p/)N 1—:D/<1>'

(Fiir p — 1/2 ergeben sich die aus dem symmetrischen Fall bekannten Grenzwerte.)

Aus dieser Formel fiir den Erwartungswert ETy und der bereits bekannten Darstel-
lung im symmetrischen Fall ldsst sich zusammenfassend folgendes Lemma ableiten:

Lemma 1.3 (a) Im symmetrischen Fall p = q ist ETy = N? und es gilt

! 2 1
B(3 %) =5 M+ 0o(N?), Eln,) = 5 N7 +o(N?),
k=1

d.h. die Zufallssumme von Riickkehrzeiten nach Null tragt im Mittel 2/3 und die
finale Exkursion nach N 1/3 zur Wartezeit T bei.
(b) Im Fall p > q, also eines Drifts nach 0, ist ETy = ©((p/q)" "), und es gilt

My—1

B( X ) =0(0/a ). Elm) =6)

d.h. der Beitrag der finalen Exkursion nach N zur Wartezeit Ty verschwindet asym-
ptotisch. Insbesondere gilt yury /ETy 25 0.

(c) Im Fall p < q, also eines Drifts nach oo, ist ETy = O(N), und es gilt

Mpy-1

B( Y w) =6(1), Bln) =6(N),

k=1
d.h. der Beitrag der Zufallssumme von Riickkehrzeiten nach Null zur Wartezeit Tx

verschwindet asymptotisch. Insbesondere gilt ZkM:"{_l Y&/ ETN 45 0.

Somit verbleibt bei den Irrfahrten mit Drift nur noch die Aufgabe, den jeweils asymp-

totisch nicht verschwindenden Anteil der Wartezeit zu untersuchen.

Wir beginnen mit dem Drift nach 0, also p > q. Hier ist zu untersuchen, wie sich die

mit ETy normierte Summe von Riickkehrzeiten nach 0 vor der finalen Exkursion
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

mit N — oo verhilt. Die charakteristische Funktion zu T /ETy gewinnt man nach
wie vor mit (1.5) aus (1.17), den hier interessierenden ersten Faktor bezeichnen wir

wiederum mit ¢y (6), also

_ Hy (1)
evall) = 1— Fy(exp(i6/ETy)) exp(i0/ETy)
Dabei ist . ﬂ
T T (/g
und
FN71(eXp(i0/ETN)) _ 2peXP(ZO/ETN) . (1 — B(N’ O)N—l/A(N, e)N_1)

A(N,0) — B(N,0)N/A(N,9)N-1

mit A(N,0) = 1+ /1 — 4pgexp(2i0/ETy), B(N,0) = 1— /1 — dpgexp(2i0/ETy).
Durch entsprechende Reihenentwicklungen erhilt man

4pqif

A(N,0) =2p — 20— 1 (ETn)"' +o((ETy) ™), (1.22)
B(N,0) = 2q + :;’q_wl (ETn) ™" +o((ETy)™), (1.23)

und aus limy_,o N log (A(N, 0)/2p) = limy_,o Nlog (B(N,8)/2q) = 0 folgt

AN, N ~ (2p)Y, B(N,0)N ~ (29)V . (1.24)

Verwendet man exp(2i0/ETy) = 1+ 2i0/ETy + o((ETx) '), so erhilt man fiir
¢n.1(0) die Darstellung

_ l-p/q B o))
oa(0) = 0% ETy (C(N,0) - D(N,0) + o(1))
mit
- 1— B(N,0)N1/A(N, )N~
CN.6) = Fly (1‘2PA<N,0>—B(N,e)N/A(N,mN1)’
DIN.0) o pit 1 — B(N,0)N-1/A(N, )N -1

A(Na 0) - B(Na H)N/A(Na Q)N_l .
Trivial sind dabei fiir N — oo die Grenzwerte D(N, ) — 2i, sowie ((1—p/q)/(1—
(p/9)™))ETy = 2p/(2p — 1) fiir den Vorfaktor. Schreibt man C(N, 6) als

ETy (A(N,0) — 2p) + ETy(2p — B(N, 0)) B(N, )N "' /A(N, )N
A(N, 6) — B(N,0)N JA(N, )N 1 ’

C(N, ) =

18



1.3. Die Irrfahrt auf Z (Fortsetzung)

so erhélt man unter Verwendung von (1.22) und (1.24) fiir N — oo die Grenzwerte

A(N,0) — B(N,O)N JA(N,9)N 1 — 2p,
ETN(A(N, ) — 2p) — —4pqgif/(2p — 1),
ETy(2p— B(N,0))B(N,0)" ' JAN,O)N " — 4p*/(2p—1).
Insgesamt ergibt sich so )
1—146
Bei Drift nach Null ist also die mit ETx normierte Zufallssumme von Riickkehrzeiten

W o @) =

nach Null asymptotisch exponentialverteilt.

Bei Drift nach oo, also p < ¢, ist es der zweite Faktor der charakteristischen Funktion,
der den asymptotisch relevanten Teil zur Grenzverteilung beitrégt. Diesen bezeich-

nen wir wieder mit ¢y 2(6), also

_ HN,I ( exp(z@/ETN)) exp(zG/ETN)
B Hy1(1)

Es gilt nun Hy (1) — 1—p/q, sowie ETy/N — (1—2p)~'. AuBerdem vertauschen in
(1.22) und (1.23) A(N,60) und B(N,0) ihre Rollen, insbesondere gilt A(N,6) — 2g,
B(N,6) — 2p und B(N,0)N — 0. Mit Hilfe der Darstellung (1.15) fiir Hy; folgt

somit

on2(0) :

on2(8) ~ exp ((1 — 2p)i0) - (29)N JA(N, 0)N.

Durch Logarithmieren erhélt man bei Verwendung der nun giiltigen Darstellung
(1.23) fiir A(N,#) den Grenzwert A(N,0)Y /(2q)Y — exp(—2pif), also insgesamt

on2(0) — exp(if),

d.h. die mit ETy normierte finale Exkursion nach NN strebt im Fall eines Drifts nach

oo in Verteilung gegen 1.

Fassen wir also noch einmal die Ergebnisse dieses Abschnitts zusammen: Es ging
um die Analyse der Verteilung von T /ETy fiir die Wartezeit Ty, bis die einfache
Irrfahrt auf Z mit Start in 0 betragsméfig erstmals das Niveau N erreicht. Dabei
haben wir besonderes Augenmerk darauf gelegt, den Einfluss der zufélligen Summe
von Riickkehrzeiten nach 0 und den Einfluss der finalen Exkursion nach N auf diese

Wartezeit getrennt voneinander zu betrachten.
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Im Fall einer Irrfahrt mit Drift nach 0 verschwindet der Einfluss der finalen Ex-
kursion nach N mit N — oo, fiir die Zufallssumme von Riickkehrzeiten haben wir
asymptotische Exponentialitidt. In Formeln:

Mpy—1
> w/ETy = Exp(1), var,/ETy — 0, Ti/ETx — Exp(1).
k=1

Im Fall einer Irrfahrt mit Drift nach oo verschwindet der Einfluss der Zufallssumme
von Riickkehrzeiten nach 0 mit N — oo, die finale Exkursion strebt bei Normierung
mit ETy in Verteilung gegen 1. In Formeln:

My —1
3" w/ETy —50, vy /ETy 1, Ty/ETy — 1.
k=1

Der interessanteste Fall ist der einer symmetrischen Irrfahrt. Hier gelingt es keinem
der beiden Anteile, einen dominanten Einfluss auf 7 zu gewinnen. Asymptotisch
tragt die Zufallssumme von Riickkehrzeiten nach Null im Mittel 2/3 und die finale
Exkursion 1/3 zu Ty bei, in Formeln:

Mpy—-1

E( - %)/ETN = ; E(yary)/ETy — %
k=1

Die erhaltenen Grenzverteilungen lassen sich {iber Wartezeiten bei der klassischen

Brownschen Bewegung interpretieren.

Doch auch wenn der Fall der symmetrischen Irrfahrt auf den ersten Blick als der
interessanteste erscheint, stellt er im Zusammenhang mit dem Thema dieser Dis-
sertation nur den entarteten Grenziibergang zwischen dem fiir uns interessanten
Fall der asymptotischen Exponentialitit und dem eher unbedeutenden Bereich der

Verteilungskonvergenz gegen eine Konstante dar.

In diesem Zusammenhang soll ein Ergebnis unserer Untersuchung der Irrfahrt auf
Z noch einmal deutlich herausgestellt werden: Asymptotische Exponentialitit stellt
sich hier genau dann ein, wenn das Ereignis, auf das man wartet, — also hier das Er-
reichen des Niveaus N — ,hinreichend“ unwahrscheinlich wird. ,,Hinreichend“ scheint
in diesem Zusammenhang zu bedeuten, dass ein Drift nach 0 vorliegt, so dass ein
Erreichen des Niveaus N entsprechend schwierig ist und der Beitrag der finalen Ex-
kursion nach N asymptotisch verschwindet, so dass alleine die Zufallssumme von

Riickkehrzeiten in den Ausgangspunkt die Grenzverteilung von T bestimmt.
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1.3. Die Irrfahrt auf Z (Fortsetzung)

Den Abschluss dieses Abschnitts bilden zwei Abbildungen, die die hergeleiteten Re-
sultate veranschaulichen. Abbildung 1.2 zeigt fiir den Fall N = 20 Realisierungen
von Simulationen fiir (Y},),en, in allen drei betrachteten Situationen. Deutlich ist
zu erkennen, dass in der linken Darstellung des symmetrischen Falls sowohl die Zu-
fallssumme von Riickkehrzeiten nach 0 als auch die finale Exkursion einen Beitrag
zu Ty leisten, wohingegen im in der Mitte dargestellten Fall eines Drifts nach 0 der
erste Anteil und im rechts dargestellten Fall eines Drifts nach oo der zweite Anteil

eindeutig iiberwiegen.

Abbildung 1.3 veranschaulicht in derselben Situation (N = 20) die hergeleiteten Re-
sultate zur Verteilungskonvergenz anhand von jeweils 2000 Simulationen fiir Ty /ETy.
Im Fall eines Drifts nach 0 deckt sich der Tail der empirischen Verteilung (hier gelb
dargestellt) sehr gut mit dem Tail einer Exp(1)-Verteilung (schwarze Linie). Bei der
symmetrischen Irrfahrt zeigt der Tail der empirischen Verteilung (rote Linie) hin-
gegen deutliche Abweichungen zur Exp(1)-Verteilung. Schlielich tendiert der Tail
der empirischen Verteilung im Fall eines Drifts nach oo (blaue Linie) in Richtung
des Tails des Einpunktmafies in 1 (ebenfalls schwarz eingezeichnet). Die Abweichung
erklart sich aus der Tatsache, dass sich die Verteilungskonvergenz erst mit N — oo
einstellt, hier jedoch der Fall N = 20 simuliert wurde.
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T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 0 2000 4000 6000 8000 0 10 20 30 40

n n n

Abbildung 1.2: Drei Realisierungen der Irrfahrt (Y;,)nen, im Falle N = 20.
Links symmetrischer Fall (p = 1/2), Mitte Drift nach Null (p = 0.55), rechts
Drift nach oo (p = 1/3).

1.0

0.8

0.6
|

Tail

0.0

Abbildung 1.3: Graphische Darstellung der Tails zu einer Exp(1)-Verteilung
und zum Einpunktmaf in 1 (jeweils schwarz), sowie der Tails zur empirischen
Verteilung zu jeweils 2000 Simulationen von T /ETy bei N = 20 im symme-
trischen Fall p = 1/2 (rot), bei Drift nach 0 mit p = 0.55 (gelb) und bei Drift
nach oo mit p = 1/3 (blau).
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1.4. Lebensdauerprozesse

1.4 Lebensdauerprozesse

In diesem Abschnitt werden wir an zwei weiteren Beispielen Eintrittszeitverteilun-
gen bei Markov-Ketten untersuchen, und erneut fithren die im zweiten Abschnitt
bereitgestellten Methoden zum Ziel.

Wir betrachten zwei klassische Prozesse der Erneuerungstheorie, die in der Lite-
ratur unter den Begriffen Residual Age Process bzw. Remaining Lifetime Process
und Current Age Process bekannt sind. Diese Prozesse spielen beispielsweise eine
wichtige Rolle, wenn es darum geht, ein System von Bauelementen mit zuféllig ver-
teilter Lebensdauer stochastisch zu beschreiben. Wird ein solches Bauelement nach
seinem Ausfall stets sofort durch ein neues ersetzt, so beschreibt der Current Age
Process das Alter der aktuell im Gebrauch befindlichen Komponente, der Residual
Age Process die noch verbleibende Zeitspanne, bis diese Komponente wieder durch
eine neue ersetzt werden muss. Mathematisch formuliert geht es um die folgenden

beiden Prozesse:

Beim Residual Age Process handelt es sich um die Markov-Kette X = (X,)nen, mit
Start in 0 und der Ubergangsmatrix Paa = (pji);jkenos

Dok = Dky Pek—1 =1, k> 1,

wobei (pg)ken eine Folge in (0,1) mit Y py = 1 bezeichnet. Der Current Age Process
bezeichnet die Markov-Kette X = (X,,),en, mit Start in 0 und der Ubergangsmatrix

Pox = (pjk)jkenos

po1 =1, Prt1 = ij/zpj: Pro =1—DPrrs1, k> 1.
7>k Jzk

Auch ohne die erneuerungstheoretische Interpretation erkliren sich die Bezeichnun-
gen der Prozesse insofern von selbst, dass ganz offensichtlich der Wert des Residual
Age Process zur Zeit n der ,verbleibenden Lebensdauer® entspricht, bis der Prozess
wieder nach 0 zuriickkehrt, wihrend der Current Age Process die “aktuelle Lebens-
zeit” seit dem letzten Besuch in 0 angibt.

Wir verwenden an dieser Stelle fiir beide Prozesse dieselben Bezeichnungen, weil
sich die folgenden Betrachtungen in Abhéngigkeit vom zu Grunde liegenden Prozess

nur minimal unterscheiden werden und somit Arbeit gespart werden kann. Wenn es

23



1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

0 50 100 150

n

Abbildung 1.4: Beispiel fiir einen Remaining Lifetime Process. (pg)ken ist hier
die Zahldichte einer geometrischen Verteilung auf N mit Erfolgswahrschein-
lichkeit 1/10.

20
|

X_n
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I

T T T T T
0 20 40 60 80

n

Abbildung 1.5: Beispiel fiir einen Current Age Process. (px)ren ist hier die
Zahldichte einer geometrischen Verteilung auf N mit Erfolgswahrscheinlichkeit
1/10.
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1.4. Lebensdauerprozesse

auf den Unterschied ankommt, ergibt sich der gemeinte Prozess aus den jeweiligen

Ausfiihrungen.

Auch hier analysieren wir wieder die Wartezeit, bis der Prozess X erstmals das
Niveau N erreicht, d.h. Ty := inf{n € Ny : X,, > N}. Ahnlich wie bei der Irrfahrt
auf Z, wo wir zwischen den verschiedenen Driftmoglichkeiten unterschieden haben,
hat bei diesen Prozessen einen entscheidenden Einfluss auf das Grenzverhalten, ob
die Verteilung (pi)ren einen endlichen Erwartungswert p := Y7 | kp; besitzt oder
nicht.

Wir beginnen zuniichst mit dem Fall ;1 < oo und betrachten als erstes den Residual

Age Process. Wieder lésst sich Ty im Sinne von (1.6) darstellen:
My
Tv=)_ %
k=1

mit oy := 0, o := min {n > o0 1:Xp, € {0, N,N + 1,...}}, k>1, v :=o0,— 01,
k>1,und My := min{k >1: Xy > N}.

Unmittelbar einsichtig sind die Gleichungen Py(X,, > N) = > 2 v g, Po(X,, =

0) = Z,]cvz_llpk und ngﬂZN(z) = z, und aus Po(y1 = k,X,, = 0) = pp_y fir

2 < k < N und 0 sonst ergibt sich g,,x, —o(2) = (2351 pr2¥)/ (D aey pk). Somit

ist nach (1.9) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von T gegeben durch
ZZ‘;N Pk

zZ) = - Z. 1.25
o (2) = TR (1.25)

Auf die gleiche Weise erhdlt man fiir den Current Age Process die Gleichungen
PO(X’Yl Z N) = Z;“;Npk’ PO(X’h = 0) = ZkN:_llpk’ g'anZN(Z) = ZN’ sowie
Gy ixyy o(2) = (2 ZkN;ll 1!),6,2’“)/(2:,?;11 pr). Somit erhélt man in diesem Fall fiir die
wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von Ty die Darstellung

> hen PE N
gr (2) = e - 20 1.26
() -2z Zszll prz* ( )

Man beachte, dass sich die wahrscheinlichkeitserzeugenden Funktionen in beiden

Féllen kaum unterscheiden. Lediglich die letzte Exkursion von 0 nach N hat in
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beiden Prozessen einen unterschiedlichen Einfluss auf die Wartezeit T,. Dabei ist
klar, dass diese im Residual Age Process stets die Linge 1 und im Current Age
Process stets die Lange N hat. Interessant ist nun die Frage, ob dieser Unterschied
auch zu einem unterschiedlichen Konvergenzverhalten von Ty /ETy mit N — oo
fiihrt.

Mit (1.10) gewinnt man fiir den Erwartungswert ETy im Residual Age Process

bzw. im Current Age Process die Darstellungen

e bt Dpe gy o D (Rt s

ZEO:N Pk B ZZ.;N Pk

Verwendet man nun wieder (1.5) zusammen mit (1.25) bzw. (1.26) und der abkiirzen-

ETy = +N. (1.27)

den Schreibweise

¢N(0) — Z];“;Npk

1 — exp(i0/ETy) Son piexp(ikf/ETy)’

so ergeben sich fiir die charakteristische Funktion ¢y von Ty /ETy die Darstellungen

on(0) = dn(0) -exp(i0/ETy) bzw. on(0) = on(0) -exp(iNO/ETy). (1.28)

Man beachte jedoch, dass sich der Erwartungswert E7Ty in beiden Féllen gemé&f

(1.27) unterscheidet; insbesondere wirkt sich dies auch auf die Funktion ¢y (6) aus.

Die genaue Asymptotik des Erwartungswerts E7Ty hingt hier natiirlich von der
speziellen Wahl der Verteilung (pg)ren ab; unabhingig davon gilt aber fiir beide
Prozesse in jedem Fall limy_,,, ETy = oo. Der Kehrwert des Faktors ¢x () lésst
sich darstellen als
on(0) = —i0/ETy 1—exp(i0/ETy) 3,7, pr exp(ik0/ETy)

Y pen Dk 0—i0/ETy

N exp(i0/ETn) Y oo n Pk exp(zk@/ETN)
Zk ~ Pk

Fiir den Vorfaktor des ersten Summanden gilt dabei limy_,o (—i0/ETw) /(> ey Pk)
= —i6/(1 + p). Der zweite Faktor des ersten Summanden kann als Differenzenquo-

tient der Funktion f(z) := —iexp(iz) Y o, prexp(ikz) in 0 interpretiert werden,
folglich ergibt sich hier mit N — oo die Ableitung von f in 0, also 1+ p. Der zweite
Summand strebt schliefilich gegen 1, denn

Z Zl T exp (i(k +1)0/ETy)
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ldsst sich interpretieren als charakteristische Funktion einer Zufallsvariablen Yy mit
P(Yy = (k+1)/ETy) = pi/ S22y oy fiir k > N. Wegen EYy — 0 folgt Yy - 0,
also strebt die zugehorige charakteristische Funktion gegen 1.

Insgesamt erhélt man so fiir beide Prozesse

1
lim ®y(6)

Jim =1 (1.29)
Bei p < oo strebt also die zufillige Summe von Riickkehrzeiten nach Null vor der
finalen Exkursion nach N bei Normierung mit E7Ty gegen eine Exponentialver-
teilung. Da auBerdem beim Residual Age Process limy_, o, exp(i@/ETy) = 1 und
beim Current Age Process limy_,o exp(iNO/ETy) = 1 gilt (wegen p < oo gilt
N> 22 ypr — 0mit N — o0), strebt in beiden Prozessen die finale Exkursion nach
N bei Normierung mit E7Ty in Verteilung gegen 0, ist also schliellich vernachléssig-

bar. Insgesamt erhalten wir damit folgendes Resultat:

Satz 1.4 Im Fall p < oo gilt fiir den Residual Age Process und fiir den Current
Age Process

Ty 4

—_— Exp(1). 1.

BTy xp(1) (1.30)
Auch hier kénnen wir wieder dasselbe Phénomen beobachten wie bei der Irrfahrt auf
Z: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess zwischen zwei Besuchen im Nullpunkt
tatsdchlich das Niveau N erreicht, geht mit N — oo so schnell gegen 0, dass der
Einfluss der finalen Exkursion auf die Wartezeit Ty asymptotisch verschwindet und

in der Folge stellt sich fiir diese Wartezeit asymptotische Exponentialitit ein.

Im Fall 4 = oo kann man im Allgemeinen keine asymptotische Exponentialitit fiir
Ty erwarten. Man erhélt hier fiir unterschiedliche Verteilungen (pg)gen €in unter-
schiedliches Grenzverhalten fiir T /ETy. Wir wollen beispielhaft eine Klasse von
Verteilungen (pg)ren mit g = oo untersuchen, bei der sich keine asymptotische Ex-
ponentialitit einstellt. Dies ist die Familie der Verteilungen (py)xen mit pg := ck™ @
mit o € (1,2] und ¢ := ( et k‘a)fl. Der Exponent o ist hier also gerade so
gewdhlt, dass Y p- | k~ endlich ist, man also durch entsprechende Normierung ein
Wahrscheinlichkeitsmafl erhélt, andererseits aber der Erwartungswert p nicht mehr

existiert.

Natiirlich gelten hier nach wie vor die Darstellungen (1.27) und (1.28) fiir den Er-
wartungswert und die charakteristische Funktion von T /ETy. Mit Hilfssatz A.2

beweist man:
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Lemma 1.5 Im Fall o € (1,2) gilt fir den Residual Age Process ETy ~ % N,
fiir den Current Age Process FTxy ~ ﬁ N. Im Fall o = 2 gilt fiir beide Prozesse
ETy ~ Nlog(N).

Fiir die gesamte Verteilung betrachten wir nun zunéchst den Residual Age Process.
Nach Lemma 1.5 gilt ETxy — 00, so dass sich unmittelbar exp(i#/ETx) — 1 ergibt,
d.h. die finale Exkursion ist weiterhin asymptotisch vernachléssigbar. Die Untersu-
chung von ¢y (6) gestaltet sich hingegen ein wenig komplizierter. Es gilt

1 — exp(i0/ETy) Y ry pi exp(ikf/ETy)

)t = =
¢N( ) Zk:Npk
N-1 o] . m
0k +1 m
= 1- D Z( ( ,)) (ETv)
k=1 Zj:ij m=1 m:
N 0™ S ()

m=1 m! Z;.;N Dj (ETN)m .
Sei zuniichst o # 2. Aus Hilfssatz A.2 folgt > (k+1)"p, ~ cN™1¢/(m+1—a)
und Y 7 v pj ~ cN1=%) /(o — 1). Damit ergibt sich insgesamt:
N kD)™ N a—1 . (2 - a)m
> v pi(ETy)" m+l-a \a-1

Insbesondere gilt fiir geniigend grofles N
< 6] . a—-1 (2-a
- m! m—(a—1) \a-1
| 1

m'm+1—a’

@)™ S (k+1)™py
m! Z;.;N Dj (ETN)m

2—«

= 2\04—1|-‘0
a—1

und da die Reihe hieriiber endlich ist, folgt mit dem Satz von der majorisierten

Konvergenz

i (02-a)/(a-1))" a-1

m)! ‘m+l—a

. -1 _
]\}1_{1100 on(0)" =1

Im Falle @ = 2 ergibt sich ein fundamental anderes Grenzverhalten. Hier liefert

Lemma 1.5 zusammen mit Hilfssatz A.2 fiir m > 2
o (B +1)™py N
Z;.;N p; (ETw)

Ky, - log(N)ima K € |R,
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so dass wir mit N — oo den Grenzwert 0 erhalten. Im Fall m = 1 ergibt sich jedoch

der Grenzwert 1, so dass insgesamt
lim ¢y (0)"" =1— 16,
N—oo

gilt, also asymptotische Exponentialitit.

Mit denselben Methoden kann man auch den Current Age Process untersuchen.
Hier lautet die charakteristische Funktion zur finalen Exkursion exp(idN/ETy).
Aus Lemma 1.5 erhélt man fiir den Quotienten ETy/N mit N — oo den (im Fall
« = 2 uneigentlichen) Grenzwert (2 —«)~!. Im Gegensatz zum Residual Age Process
verschwindet die finale Exkursion hier also nicht, sondern strebt mit N — oo in
Verteilung gegen die Konstante 2 — «, die mit wachsendem « immer kleiner wird,

bis sie fiir & = 2 verschwindet.

Fiir ¢ ()" haben wir wiederum dieselbe Darstellung wie zuvor, und unter Ver-
wendung von Lemma 1.5 und Hilfssatz A.2 und mit denselben Methoden weist man
hier mit N — oo im Falle « € (1,2) den Grenzwert

, L = (02-a)"  a-1
J\ll—{%o(ﬁN(e) _1_2 m! m+1-a

m=1

und im Falle & = 2 den Grenzwert limy_,o ¢(#)~" = 1 — if nach. Insbesondere hat

man also fiir « = 2 wieder asymptotische Exponentialitét.

Ein Ergebnis dieser Untersuchungen soll hierbei besonders herausgestellt werden:
Bei der hier untersuchten Familie von Verteilungen (px)ren stofien wir beim Resi-
dual Age Process fiir a € (1,2) zum ersten Mal auf die Situation, dass die finale
Exkursion mit N — oo asymptotisch vernachlissigbar ist, sich aber trotzdem fiir
die Gesamtverteilung der Eintrittszeit keine asymptotische Exponentialitit einstellt.
Dies allein kann also kein hinreichendes Kriterium fiir asymptotische Exponentialitét

sein.

Im nun folgenden Abschnitt werden wir einen Satz von Keilson kennen lernen, der
in Situationen wie dieser und der im vorherigen Abschnitt untersuchten ein hinrei-
chendes Kriterium fiir asymptotische Exponentialitdt angibt.

Den Abschluss dieses Abschnitts bildet wieder eine Abbildung, die die hergeleiteten
Resultate graphisch veranschaulicht. Dargestellt sind fiir den Residual Age Process
im Fall N = 20 die Tails der empirischen Verteilung fiir jeweils 5000 Simulationen
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

von Ty /ETy im Vergleich zum Tail einer Exp(1)-Verteilung. Fiir @ = 2 (gelbe Linie)
spiegelt sich die asymptotische Exponentialitit in der sehr guten Ubereinstimmung
mit dem Tail der Exp(1)-Verteilung (schwarze Linie) wieder. Mit fallendem « wird

die Abweichung dann immer gréfier.

1.0

0.8

0.6

Tail

0.4

0.2

0.0

Abbildung 1.6: Graphische Darstellung des Tails zu einer Exp(1)-Verteilung
(schwarz), sowie der Tails zur empirischen Verteilung von jeweils 5000 Simula-
tionen von T /ETy fiir den Residual Age Process bei N = 20 mit Verteilung
(pr)kens P == ck™®, ¢ == (Ypoy k*a)fl, fiir die Fille o = 2 (gelb), o = 1.5
(rot), @ = 1.3 (griin) und a = 1.1 (blau).
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1.5. Verallgemeinerung eines Satzes von Keilson

1.5 Verallgemeinerung eines Satzes von Keilson

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir eine ganze Reihe von Ein-
trittszeitverteilungen bei Markov-Ketten kennen gelernt, bei denen sich asympto-
tische Exponentialitdt einstellt. Allen diesen Beispielen war gemeinsam, dass bei
einer Zerlegung der Eintrittszeit in eine Zufallssumme von Riickkehrzeiten in den
Ausgangszustand und eine finale Exkursion die mit dem Erwartungswert der Ein-
trittszeit normierte finale Exkursion asymptotisch verschwindet. Auf der anderen
Seite zeigt jedoch das Beispiel des Residual Age Process mit (pg)ken, Pk == ck @,
c:= (>, k‘a)_l, fiir a € (1,2), dass dieses Kriterium allein nicht hinreichend ist.

Wir werden nun einen Satz von Keilson kennen lernen, der alle diese Phdnomene
als Resultat eines allgemeineren Prinzips erklirt. In diesem Zusammenhang nennen
wir einen Prozess (X)ier, T C Rsq, regenerativ, wenn eine Folge von Stoppzeiten
(Regenerationszeiten) (oy)gen, mit Zuwéchsen v, := o — 01, & > 1, bzgl. der

natiirlichen Filtration von (X;)cr existiert, so dass gilt

(a) ((.Xt)tETn(a'n7m)’ (’ch)k>n) und ((Xt)tETﬂ[O,Un]a g,y --y O'n) sind fiir alle n € [N() sto-
chastisch unabhéngig und

(b) ((Xt)teTr(on,00) (Ve)k>n) sind fiir alle n € Ny identisch verteilt.

Insbesondere sind dann die Zyklen (Xo,+t)o<t<ynsi> 7 € No, unabhingig und iden-
tisch verteilt. (Vgl. hierzu [Als91], §10, S. 226ft.)

Die Irrfahrt auf Z, der Residual und der Current Age Process aus den vorangegan-
genen Abschnitten fallen alle unter diese Modellannahmen. Als Folge von Regene-
rationszeitpunkten haben wir hier die Nulldurchginge des betrachteten Prozesses
verwendet, die geforderten Bedingungen (a) und (b) sind dann einfache Konsequen-

zen der Markov-Eigenschaft.

Unter Umsténden kann es jedoch auch sinnvoll sein, eine weniger nahe liegende Folge
von Regenerationszeiten zu betrachten. Ein solches Beispiel werden wir im folgenden

Abschnitt im Zusammenhang mit dem Ehrenfestschen Urnenmodell kennen lernen.

Satz 1.6 (Keilson, [Kei66]) Es sei (X;)ier, T C Rso, ein regenerativer Prozess
mit Zustandsraum X. Fir jedes N € N sei Dy := {Xn1, Xn2} eine Zerlegung des
Zustandsraums in zwei disjunkte Teilmengen und Ty die Eintrittszeit in Xyo. (X3)
starte zum Zeitpunkt Null mit einer Regeneration in Xy, der Erwartungswert e =

E~, der Zeit zwischen zwei Regenerationen sei endlich und die Wahrscheinlichkeit
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

gn, zwischen zwei Regenerationen in Xy o einzutreten, strebe mit N — oo gegen 0.
Dann gilt mit N — oo

i ETy —1 und i Ty -2 Exp(1).
e e
Eine Konsequenz der Voraussetzungen dieses Satzes ist, dass bei einer Darstellung

analog zu (1.6), also
My—1

Ty = Z YNkt YNMy>
k=1

der Anteil der finalen Exkursion in Bezug auf die Gesamtwartezeit, also yn vy /ETw,

asymptotisch verschwindet, was man wie folgt sieht:

Es bezeichne py := 1 — gy, p sei die Verteilung der Regenerationszeit, py; die
Verteilung der Regenerationszeit unter der Bedingung, dass der Prozess stets in
Xn, verbleibt und py o die Verteilung der Regenerationszeit unter der Bedingung,

dass der Prozess zwischen zwei Regenerationen Xyo besucht. Es gilt dann py =
PNUN,1 + N EN,2-

Mit der Waldschen Gleichung und der Tatsache, dass My geometrisch verteilt ist,
ergibt sich dann

ETy > E(My — 1) /tuN,l(dt) - Z;—N /tuN,l(dt),
N

also

Eynmy [t una(dt) _ an [t pnp(dt)
ETy = (pn/qn) [tpna(dt) [ tu(dt) —qn [t pna(di)
Es gilt nun aber gy [tuya(dt) — 0 (vgl. (11) in [Kei66]), also Eyyay/ETn — 0
und damit vy ary /ETN 45 0.

Dass andererseits diese Eigenschaft nicht hinreichend fiir asymptotische Exponentia-
litdt ist, haben wir bereits gesehen. Wir wollen nun kurz die Beispiele der vorange-
gangenen Kapitel darauf untersuchen, inwieweit sie die Voraussetzungen des Satzes
von Keilson erfiillen, bevor wir eine Verallgemeinerung dieses Satzes fiir Familien

regenerativer Prozesse herleiten.

Bei der Irrfahrt auf Z galt gv = Hy1(1) = (1 — p/q)/(l - (p/q)N). Ist p > q, so
gilt gy — 0, und da gleichzeitig der Erwartungswert der Regenerationszeit endlich

ist, ergibt sich asymptotische Exponentialitit. Ist p < ¢, so gilt gy — 1 — p/q,
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1.5. Verallgemeinerung eines Satzes von Keilson

die Voraussetzungen des Satzes sind hier also nicht erfiillt. Wie wir gesehen haben,
ergibt sich in dieser Situation auch keine asymptotische Exponentialitéit. Einmal
mehr interessant ist der Fall der symmetrischen Irrfahrt p = ¢. Hier hatten wir
Hy,1(1) = 1/N nachgewiesen, es gilt also gy — 0. Der Erwartungswert der Regene-
rationszeit ist hier allerdings nicht endlich, so dass die Voraussetzungen des Satzes
nicht erfiillt sind. In der Folge ergibt sich auch in dieser Situation keine asymptoti-
sche Exponentialitdt. Insbesondere haben wir gesehen, dass der Einfluss der finalen

Exkursion nicht verschwindet.

Beim Residual Age Process und beim Current Age Process galt gn = > 2oy Pr und
der Erwartungswert der Regenerationszeit ist hier z+ 1 mit g =Y, | kpy. Ist also
i < 00, so sind die Voraussetzungen des Satzes von Keilson erfiillt und es ergibt sich
asymptotische Exponentialitéit. Ist hingegen p = oo, so gilt zwar gy — 0, aber der
Erwartungswert der Regenerationszeit ist nicht mehr endlich, die Voraussetzungen
des Satzes sind verletzt. Bei der von uns speziell gewihlten Verteilung (pg)xen mit
nicht existierendem Erwartungswert ergibt sich fiir @ € (1,2) keine asymptotische
Exponentialitit, obwohl der Einfluss der finalen Exkursion asymptotisch verschwin-
det. Andererseits zeigt das Beispiel a = 2, dass sich auch asymptotische Exponen-
tialitdt ergeben kann, wenn die Voraussetzungen des Satzes von Keilson nicht erfiillt
sind. Der Satz von Keilson liefert also ein hinreichendes, jedoch kein notwendiges

Kriterium fiir asymptotische Exponentialitit.

Manchmal ergibt sich die Situation, dass sich mit N nicht nur die Partition des
Zustandsraums { Xy 1, Xn 2}, sondern der gesamte regenerative Prozess (X;)ier ver-
dndert. Ein Beispiel hierfiir sind die im folgenden Abschnitt betrachteten Warte-
zeitverteilungen im Zusammenhang mit dem Ehrenfestschen Urnenmodell. Es ist

moglich, das Resultat von Keilson auf diese Situation zu verallgemeinern.
Dazu beweisen wir zunéchst den folgenden theoretischen

Hilfssatz 1.7 Fir jeden N € N seien My, Ynik, k € N, und yno unabhdngige,
nicht negative Zufallsvariablen. Dabei sei My geometrisch verteilt auf N mit Er-
folgswahrscheinlichkeit qn, die Folge der (Ynik)ken Sei identisch verteilt, jeweils

mit Verteilung pun,1, und ynpo besitze die Verteilung pino.

FEs seien py :=1—qn, N = pPNUN,1 + GNEN2,
My—1

Ty = > Wk Ty =Ty +w2
k=1
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

und (Tyx)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit

Ty < Ty <Ty firalle N €N. (1.31)

Gilt dann
(i) en == [tpn(dt) € (0,00) fir alle hinreichend grofen N € N,
(11) imy 00 qv = 0 und

(445) 1m0 SUP y ey ft>ceN ﬁ pn (dt) =0,
so folgt mit N — oo

v ETy —»1 und &1y % Exp(1).

ENnN En
Bemerkung 1.8 Die in (iii) geforderte Eigenschaft bezeichnet man auch als gleich-
radige Integrierbarkeit der auf Erwartungswert 1 normierten Verteilungsfamilie

(n)nen-

Beweis: Es seien ey; := [t un;(dt), i = 1,2. Wir beweisen zunéchst

e e
lim Prent _ 1 und lim aNen.2

= 0. (1.32)
N—oo epn N—oco €epn

Wegen ey = pyen,1 + gnen 2 reicht es dabei, nur einen dieser Grenzwert nachzuwei-

sen. Fiir alle c € R gilt

cen oo
4 dt t dt
0< gNEN,2 = qv f() /'[’N;Q( ) T qn fceN 'U’N’Q( )
" g )
t/JN,Q t
< gy cdsup gy T,
NeN EN
also wegen gy — 0
o L 2(dt)
e N2
0 < limsup NN < sup gn fce”—
N—o00 En NeN EN
Fiir die rechte Seite gilt nun aber
o0 oo
t p2(dt) t pn(dt) t
sup gy ey 12 () < sup e P 1) = sup / — v (dt).
NeN eEN NeN EN NeN Ji>cey EN

Da ¢ € R beliebig war, ergibt sich (1.32) mit ¢ — oo aus Bedingung (iii).
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1.5. Verallgemeinerung eines Satzes von Keilson

Es gilt nun

N < W < N +—7N2 (1.33)
EN en EN

Wegen vy o ~ uno folgt aus (1.32) (gn/en)yn2 LN 0, so dass zum Nachweis der
asymptotischen Exponentialitit lediglich

N4y Exp(1)
EN
zu zeigen bleibt.
Es seien ¢n(0) bzw. oy () die charakteristischen Funktionen von (gn/en)vn1

bzw. (gn/en)Ty. Wegen der Unabhéngigkeit der beteiligten Zufallsvariablen und
der Verteilung von My gilt dann die Beziehung

gn

)= ———. 1.34
o (0) 1 —pnoén(0) (1.34)
Mit Hilfssatz A.3 folgt fiir alle ¢ > 0:
P g, (0) - (14 i)
N EN
< QZ—N min {(qn/en)|0t, (gn/en)?0t*} pna(dt)
N Jo
2 cen oo ¢
< R [T i)+ 2o l0] [ sl
N 0 cey EN
>t
< 2pngnBic + sup 2|0 — pn(dt),
NeN ceny EN

also wegen gy — 0 und py — 1

©t

limsupp—N N (0) — (l-l— HquNIN < sup 24| — pn(dt).
N—oo 4N En NeN ceny EN

Nun ist aber ¢ > 0 beliebig, so dass sich aus (iii) fiir festes § Null als Grenzwert der

rechten Seite mit ¢ — oo ergibt. Verwendet man dieses Resultat in Verbindung mit
(1.32) und (1.34), so ergibt sich

ow(0) 1 =1—ig PXNL Y (o () — (142N ) 1 g,
eN qn enN

also asymptotische Exponentialitét.
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Nimmt man in (1.33) auf beiden Seiten den Erwartungswert, so liefern die Waldsche

Gleichung und die Verteilungsannahme fiir My

by en1 < N ETy < Py en,1 + N EN2-

EN EN EN EN

Mit (1.32) erhélt man so auch

N pry 51
EN

Dieser Hilfssatz liefert uns nun fiir regenerative Prozesse das folgende Resultat:

Theorem 1.9 Fiir jedes N € N sei Xy ein ergodischer Prozess in diskreter oder ste-
tiger Zeit auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Qn, An, Px). (0n1)ien, Mit ong =0
sei eine Folge von Regenerationszeiten fir Xy und yn; = ong — ony—1 fir 1 > 1.
(Eng)ien sei fiir jedes N € N eine Folge von {Xoy,_ 11, ..., Xoy, }-messbaren Ereig-
nissen mit je derselben Wahrscheinlichkeit qn := P(Eny) fir alle | € N. Schliefilich
seien My :=inf{l € N : Ey, tritt ein},

Mpy—1
Ty= > e Tnoi=Ty + vy
k=1

und (Tx)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit

Ty <Ty <Ty fiiralle N € N.

Gilt dann
(i) en == Eyn, € (0,00) fiir alle hinreichend grofien N € N,
(71) limy_ 00 gy = 0 und

(tit) lim,, o0 SUD N f’YN,1>C€N ?—Nl dPy =0,

so folgt mit N — oo

v ETy —-1 und q—NTN SN Exp(1).
eN EN

Beweis: Wir beweisen diese Aussage mit dem vorangegangenen Hilfssatz. Man be-
achte jedoch, dass My und die Folge der (yn,)iewn i-a. nicht unabhéingig sein werden,

so dass wir Hilfssatz 1.7 nicht direkt anwenden koénnen.
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1.5. Verallgemeinerung eines Satzes von Keilson

Wegen der Voraussetzungen fiir die Ereignisse (En;)en ist klar, dass My auf N

geometrisch verteilt ist. Es gilt

m—1

P(My =m) = [[ P(E§ ) P(Enm)-

Definiert man j; := 22:1 ik, so gilt weiterhin

P(’YN,IC = ik, k= 1, ey 1, MN = m)

= Plong=jr, k=1,...,m, By, k=0,..m—1, Exm)
-1

=[] PO =ik, Exp) P(YNm = im, Enm)-
k=1

Durch Quotientenbildung ergibt sich

m—1

P(rYN,k = ’l:k, k= ]_, <., m | MN = m) = H P(’YN,k: = ’l:k|E]C\7,k) P(’YN,m = im‘EN,m)-
k=1

Durch Aufsummieren iiber alle iibrigen Komponenten erhilt man so

Plyne =By, k<m,

P( m) = ,
P(’YN,m = zm|EN,m)a k=m
Dies wiederum liefert
P(rYN,k = ika k‘ = ]_, .., m | MN = m) = HP(VN’IC = ik|MN = m)
k=1

Die Regenerationszeiten yn 1, ..., Yn,m sind also unabhingig unter {My = m}. De-
finiert man weiter uy, = L(yv1|E%,) und pnp = L(yn1|En,), so besitzen
YN - YN;m—1 unter {My = m} die Verteilung py; und 7y, die Verteilung py o.
Die zu pun; bzw. ungo gehorigen charakteristischen Funktionen bezeichnen wir mit
on,1(0) bzw. pn2(0).

Damit folgt nun fiir die charakteristische Funktion von T},
nglfV(G) = FEexp(ifTy) ZE[exp (l@ZVNk)‘MN— ] (My =m)

o0
mfl Iy
= = m =
Z o My ) 1 —pnona(0)

m=1
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Ebenso zeigt man
an

17 0 = ————— 0 .
SDTN( ) 1— proni(0) ¢n2(0)
Folgerung:
My -1 My—1
Tzlv =d Z ’Yﬁv,uc und TJI\I] =d Z ’Y§V,1,k+7§v,2
k=1 k=1

mit My, Yy 14 k € N, und vy, unabhéingig, My geometrisch verteilt auf N mit
Erfolgswahrscheinlichkeit gy, (vy1x)ken identisch verteilt, je mit Verteilung py 1,

’va,z ~ pn2 und YN ~ DNUN,1 T+ GNEN,2-

Mit Hilfssatz 1.7 ergibt sich aus den Voraussetzungen des Theorems die asympto-
tische Exponentialitit fiir (¢n/en)Ty und (¢n/en)Ty, was diese unmittelbar auch
fiir (gn/en)Ty liefert. O

Aus diesem Theorem erhalten wir nun insbesondere eine Verallgemeinerung des Sat-

zes von Keilson fiir eine Folge regenerativer Prozesse:

Lemma 1.10 Fiir jedes N € N sei Xy ein ergodischer regenerativer Prozess in
diskreter oder stetiger Zeit auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Qn, An, Py) mit
Zustandsraum Xy. Fir jeden dieser Prozesse sei Dy := {Xy 1, Xn2} eine Partition
des Zustandsraums in zwei disjunkte Teilmengen. Daber mége X zum Zeitpunkt 0
mit einer Regeneration in Xy, starten. (on;)ien, Mit ono = 0 sei eine Folge von

Regenerationszeiten fir Xn und yn, := ony — ony—1 fiir 1 > 1. Schlieflich seq
TN ;= inf {n €N : XN,n € XN,Q}-
Gilt dann

(i) en := Eyna € (0,00) fiir alle hinreichend grofen N € N,

(i1) qn = P(Es gibt einn € {1,...,0n1} mit Xy, € XN,Q) — 0 mit N — oo und

. TN, _
(433) 1im,_, o0 SUP yen fw scey et dPy =0,

so folgt mit N — oo

v ETy —1 und q—NTN SN Exp(1).
ENnN EN

Bemerkung 1.11 Es zeigt sich also, dass sich der Satz von Keilson auf eine Familie

regenerativer Prozesse verallgemeinern ldsst, wenn man zusétzlich die gleichgradige
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Integrierbarkeit der auf Erwartungswert 1 normierten Familie von Regenerationszei-

ten voraussetzt ((iii) in Lemma 1.10).

Mit dieser verallgemeinerten Version des Satzes von Keilson werden wir nun im fol-
genden Kapitel das sog. Ehrenfestsche Urnenmodell auf asymptotische Exponentia-
litdt untersuchen. Die vorangegangenen theoretischen Untersuchungen, insbesondere
Theorem 1.9, werden sich dann spéter als niitzlich erweisen, wenn es in Abschnitt
2.2 darum geht, in Spezialfillen asymptotische Exponentialitét fiir das Approximate

Pattern Matching Problem nachzuweisen.
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1.6 Ehrenfestsches Urnenmodell 1

Wir werden nun diese Erweiterung des Satzes von Keilson benutzen, um bei einer
weiteren Klasse von Markov-Ketten die asymptotische Exponentialitiat von Eintritts-
zeitverteilungen zu untersuchen. Hierbei handelt es sich um das sog. Ehrenfestsche
Urnenmodell (im Folgenden kurz EF-Modell): Gegeben seien zwei Urnen, jede dieser
beiden enthalte zu Beginn N Kugeln. Zum Zeitpunkt n € N wihlt man eine dieser
2N Kugeln gleichverteilt aus und legt sie in die jeweils andere Urne. Dieses Modell
bildet den Ausgangspunkt fiir gleich zwei verschiedene Markov-Ketten.

Eine Betrachtungsweise ist die Analyse der Anzahl der Kugeln in einer der beiden
Urnen. Ist man lediglich hieran interessiert, so hat man es mit einer Markov-Kette auf
dem Zustandsraum {0,1,...,2N} zu tun. Diese Markov-Kette soll der Gegenstand

unserer Betrachtungen in diesem Abschnitt sein.

Dariiber hinaus gibt es jedoch auch die Moglichkeit, das EF-Modell detaillierter zu
betrachten, und fiir jede einzelne Kugel festzuhalten, in welcher der beiden Urnen
sie sich befindet. Auch in diesem Fall ergibt sich eine Markov-Kette als beschreiben-
der Prozess, jetzt jedoch auf dem Zustandsraum {0, 1}?V. Bei dieser Markov-Kette
spricht man auch anstelle eines EF-Modells von einer Irrfahrt auf dem Hyperwiirfel
{0,1}2N. Die Analyse solcher Irrfahrten ist Gegenstand von Abschnitt 1.7. Man
beachte insbesondere, dass sich eine Irrfahrt auf dem Hyperwiirfel unter gewissen
Regularitidtsbedingungen durch Zusammenfassung von Zusténden in ein EF-Modell
auf den natiirlichen Zahlen iiberfiihren lisst. (Auch hierzu mehr im folgenden Ab-
schnitt.)

Wir betrachten nun also zunichst das EF-Modell auf den natiirlichen Zahlen
{0,1,...,2N}. Es sei Xy, die Anzahl der Kugeln in der ersten der beiden Urnen
unmittelbar nach der Ziehung zur Zeit n € N. (Xnn)nen, ist dann eine Markov-
Kette mit der Ubergangsmatrix Py = (pEjV))i,j:o,...,gN, wobei 1%(121 = (2N —i)/2N
und p{), = i/2N fiir alle i = 0,1, ..., 2N gilt.

ii—

Der Zustand N stellt fiir diese Markov-Kette eine Art zentralen Zustand dar, hier
gilt p%f}v_l = p%vj)v +1 = 1/2. Sobald man sich von diesem Zustand entfernt, zeigt die
Markov-Kette eine Tendenz, wieder dorthin zuriickzukehren, d.h. die Wahrschein-
lichkeit, sich auf den Zustand N zuzubewegen, ist grofler als die, sich von ihm zu

entfernen. Insofern erkennt man eine Parallele zur Irrfahrt auf Z mit Drift nach 0.
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Im Unterschied zu der damaligen Situation hingt die Stéirke des Drifts nach N hier
jedoch davon ab, wie weit man sich vom zentralen Zustand entfernt: Je weiter man

von N entfernt ist, desto stéirker ist der Drift nach N zuriick.

Wir werden nun die Wartezeit untersuchen, bis dieser Prozess erstmals eine vorgege-
bene Abstandsoberschranke vom zentralen Zustand N iiberschreitet. Man beachte,
dass die Ubergangswahrscheinlichkeiten des Prozesses selber von N abhingen. Wir
haben es also mit einer ganzen Familie von Prozessen zu tun, auf die wir nicht den
Satz von Keilson, wohl aber die im vorangegangenen Abschnitt entwickelte Verallge-
meinerung anwenden kénnen und werden. Ahnlich wie bei der Irrfahrt auf Z gehen
wir zu einem anderen Prozess iiber, der zur Analyse dieser Wartezeit besser geeignet

ist.

Sei Ynn = |Xnn — N|, Yno := 0. Auch dies ist eine Markov-Kette, jetzt auf
dem Zustandsraum {0, ..., N}, die Ubergangsmatrix lautet Qn = (qggj'V))i,j:O,...,N mit
gy =1, ¢%)) = (N —i)/2N fiir i = 1,..,N — 1 und ¢{});, = (N +14)/2N fiir

ii—1
i=1,..,N.

Sei by € {1,..., N} fest vorgegeben. Wir werden nun das asymptotische Verhalten
der Eintrittszeit T in die Menge {by, ..., N} untersuchen:

Ty:=inf{n>0: Yy, >by}=inf{n>0: Yy, =by}.

Dabei werden wir die Resultate des vorangegangenen Abschnitts verwenden, um
unter bestimmten Voraussetzungen an die Schranke by auch hier wieder asympto-
tische Exponentialitét fiir die normierte Wartezeit T /ETy nachzuweisen. Konkret

werden wir das folgende Theorem beweisen:

Theorem 1.12 Es gelte limy_, o, b% /N = co. Dann folgt:

Ty /ETy - Exp(1).

Um in dieser Situation die bereits erarbeiteten Resultate verwenden zu konnen,
braucht man eine geeignete Folge von Regenerationszeiten fiir das EF-Modell. In
diesem Fall liefert uns eine auf den ersten Blick etwas ungewohnliche Idee eine ge-
eignete Folge: Fiir jedes N € N sei 7y die Riickkehrzeit des Ehrenfestmodells (Yu ,,)
nach 0 nach dem ersten Besuch in [v/N|. Sei weiter ey := ETy und ¢y die Wahi-
scheinlichkeit, dass der Prozess zwischen zwei solchen Regenerationen das Niveau

by erreicht.
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Theorem 1.12 folgt nun aus Lemma 1.10, sofern wir gy — 0 und die Bedingung der
gleichgradigen Integrierbarkeit (iii) fiir 7, nachweisen kénnen. Wir kiimmern uns

zunichst um die Bestimmung der Wahrscheinlichkeit ¢y und des Erwartungswerts

EN-

Eine wohl bekannte und leicht zu iiberpriifende Eigenschaft des Ehrenfestmodells
Yy ist dessen Reversibilitit, d.h. es gilt WZ(N)qZ-(]]-V ) = W}N)q](-év) fiir alle 4,57 = 0,..., N,
W= 9NN (1 +1{i # 0}), i = 0,..., N, die
stationdre Verteilung dieser Markov-Kette ist (vgl. [Bré99], S. 76f.). (Die Verteilung

7y ergibt sich, wenn man die 2N Kugeln zufillig auf die beiden Urnen verteilt.)

wobei Ty = (7TZ'(N))'L':0,...,N mit

An dieser Stelle konnen wir nun zwei Resultate aus [AF04] verwenden. Es bezeichne
in Ubereinstimmung mit den in der Einleitung getroffenen Vereinbarungen Tng =
inf{n > 0 : Yy, = a} bzw. Ty, :=inf{n > 1 : Yy, = a} die Eintrittszeit in a
bzw. die Riickkehrzeit nach a.

Lemma 1.13 Sei1 < a < N und 7y, die Rickkehrzeit von Yy, nach 0 nach dem
ersten Besuch in a. Dann gilt

1
7§ Py(Tw,a < Tf\;,o).

Eovtneg = EoIng + EInp =

(vgl. [AF04], Kapitel 2, Korollar 8 bzw. [Chu67], Abschnitt I.11, Korollar 1, S. 65.)

Lemma 1.14 Sei 0 <7 < a < N. Dann gilt

i—1 ¢ _(N) _(N) \—
P(Ty,<T ):ZZ:O(W’“ Piie)”
i\4 N,a N,0 a—l( (N), (N) )—1.

k=0\Tk Pk k+1

(vgl. [AF04], Kapitel 5, Proposition 3.(a).)

Verwendet man diese Resultate speziell fiir a = ay := [v/N], so ergibt sich (fiir hin-
reichend groBes N) mit Hilfe der trivialen Identitéten Po(Tw,ay < T o) = Pi(Tnay <
TN,O) und gy = P[\/m (TN,bN < TN,O)

any—1
ex = (M g™ (1.35)
k=0
und an—1,_(N) (N) \-1
= S 130
ko (Th qk,k+1)71
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1.6. Ehrenfestsches Urnenmodell I

Entscheidend ist nun das folgende

Lemma 1.15 Sei C > 0 beliebig und cy := [Cv/N]. Dann gilt

CNl

.1 (N) (N) \—
]}E};ON ; (M iy k+1 \/7/ exp(z
Beweis: Es gilt W(()N)q(()jlv) = (*7)27%" und ﬁ,(CN)q,(c k)+1 = (N+k)2 2N(1 — k/N) fiir
k > 1. Sei C' > 0 beliebig. Die lokale Form der Normalapproximation fiir die Bino-
mialverteilung (vgl. [Mor68], §7.1, S. 52) liefert:

(202>
lim s - —1|=0.
N300 up exp(—kQ/N)
Zusammen mit limy_, SuP1§k§c\/ﬁ(1 — k/N) = 1 und der elementaren

Tatsache, dass fiir beliebige an, by, € R mit sup; <., lans/bng — 1| — 0 auch

SUPy<f<cy [ONk/ang — 1| — 0 gilt, ergibt sich

(V) (N) -1

7T
lim  sup (my qkk+1) _1l=o
N=oo ) pcovw | VTN exp(k2/N)

Auflerdem folgt mit der Stirlingschen Formel (7 (() )q(()l ) ! ~ V/7N. Damit gilt fiir
alle C >0

R _ _ 1
A}lm N E (m (N)q,(c k)+1) L' = lim & g ——exp ((k/V'N)?)
—00 o N—oo v N
1/vV/N<k/VN<C

- Jr /0 * expla?) d.

|

Mit diesemn Lemma erhélt man nun vermége der Darstellung (1.36) die gewiinschte

Aussage:

Korollar 1.16

li = 0.
i, o =0

Beweis: Erweitert man in der Darstellung (1.36) fiir ¢y Zéhler und Nenner mit
1/N, so ergibt sich fiir den Z#hler aus dem vorangegangenen Lemma

1N
eSS a0 = 7 [ e
k=0
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Im Nenner verwenden wir die Darstellung by = [Cyv/N| mit Cy — oco. Dann folgt
hier fiir alle C' > 0:

. by—1 1 [CVN]-1
e N) (N — e . N) (N —
il 2 (Vi)™ 2 ity D (k)

(&
= \/7?/ exp(z?) dz.
0
Mit ¢ — oo ergibt sich limy_o & S0%0 (m0Vg{},1) * = oo und damit die Be-
hauptung. O

Eine weitere Folgerung aus Lemma 1.15 ist das asymptotische Verhalten von ey:

Korollar 1.17 .
ey ~ N - ﬁ/ exp(z?) dz.
0

Beweis: Ergibt sich unmittelbar aus der Darstellung (1.35) mit Lemma 1.15. O

Der Nachweis der Bedingung gy — 0 ist also gelungen. Verbleibt die Aufgabe, die
gleichgradige Integrierbarkeit der normierten Regenerationszeiten 7y /E7Ty nachzu-

weisen. Hierfiir verwenden wir das folgende

Lemma 1.18 FEs seien Z,71,7Z,... nicht negative Zufallsvariablen mit
supyen EZn < 00. Weiter gelte EZy — EZ und Zy %y Z. Dann ist die Fa-

milie der Zy gleichgradig integrierbar.

Beweis: Aus Zy — 7 folgt zunéchst, dass auch FZ < oo gilt (vgl. [Bil79], S. 291,
Theorem 25.11). Die gleichgradige Integrierbarkeit der Familie der Zy ergibt sich
dann mit [Bil68]|, Theorem 5.4, S. 32. O

Dieses Resultat werden wir nun auf 7y /E7y anwenden. Die L;-Beschrinktheit erle-
digt sich hier wegen der Normierung auf Erwartungswert 1 von selbst. Zum Nachweis
der Konvergenz in Verteilung und der Konvergenz der Momente betrachten wir nun
zunéchst das folgende zeitstetige EF-Modell:

Es sei (Zn4)i>0 der Markov-Prozess mit Generator Gy = (gz(]]'V))i,j:—N,...,N, wobei

gz(]:;)l = (N —1)/2, gz(zzvjl = (N +14)/2 und g§fi‘” = —N, jeweils fir —-N <4 < N,
und (W 4)>0 gegeben durch Wy ; := (1/v/N)Zy ;. Dann ist (Wy;)i>o ebenfalls ein
Markov-Prozess mit Zustandsraum Sy := {zy; = i/VVN : i=—N,...,N}.
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1.6. Ehrenfestsches Urnenmodell I

Sei X := Co(R) := {f : f[ ist stetig und beschrénkt auf R, lim;, f(z) = 0}
und Xy = {g : Sy — R}, jeweils versehen mit der Norm |f| := sup,x |f(2)|
bzw. |g| := sup_y<;<n |f(zn;:)|- Wir definieren eine Abbildung Iy : X — Xy durch
Oy f(zn,) = flan,) fir alle zy; € Sy. Iy ist ein durch 1 beschrinkter linearer
Operator und es gilt limy_, [IIxf| = |f|- Im Sinne von [RD80], Definition 2.5,
S. 711, wird also der Banachraum X" durch die Folge der (Xy, [1y) approximiert.

Unser Ziel ist es nun nachzuweisen, dass die Folge der Prozesse (W ;);>0 in Vertei-
lung gegen einen Ornstein-Uhlenbeck-Prozess (kurz: OU-Prozess) (Uy);>o mit Start
in 0, infinitesimaler Varianz 1 und Drift —z konvergiert, d.h. (U;) hat den infinite-

simalen Generator

Diese Aussage ergibt sich mit [RD80], Theorem 2.6. Dieses besagt in Verbindung
mit [Kur75], S. 630, Theorem 4.29, dass es zum Nachweis dieser Aussage ausreicht,
fiir alle Funktionen f aus dem Kern C3(R) := {f : f, /', /", /" € Co(R)} des infini-
tesimalen Generators A die folgende Bedingung nachzuweisen:

N—oo

wobei Ay den infinitesimalen Generator von (W )i>o und fy := Iy f bezeichnet.
(Vgl. insb. auch [RD80], Abschnitt 3, S. 712-714.) Es gilt offenbar

Axfy(x) = 5 (N—VN2) [(a+1/VR) = N[ (@)+ 5 (N+V/N2) f(a =1 /VR), = € S,
Fiir f € C3(R) haben wir die Taylorentwicklung
f(@ £ 1/VN) = f(z) £ (1/VN)f'(2) + (1/2N)f"(z) + O(N*2) fiir 3 € R,
denn |f™| ist endlich. Damit ergibt sich wegen |z| < V/N fiir z € Sy
Anfn(z) = Af(z) + O(N™V?), z € Sy,

also (1.37).

Nach dieser Zwischenbetrachtung kommen wir nun zuriick zu unserem eigentlichen
Problem.

Da Ery ~ K- N mit K > 0 gilt, reicht es offenbar, die verbleibenden beiden Bedin-

gungen aus Lemma 1.18 fiir 75 /N anstelle von 7y /E7y nachzuweisen. Wir werden
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

zeigen, dass 7n /N sowohl in L; als auch in Verteilung gegen die entsprechende Re-

generationszeit des OU-Prozesses (U;);>o konvergiert.

Ty war die Riickkehrzeit von (Yn,)nen, nach 0 nach dem ersten Besuch in [\/N 1.
Wir fiithren nun noch die folgenden Bezeichnungen ein: 7y sei die Riickkehrzeit von
([Wn|)i>0 nach 0 nach dem ersten Uberschreiten des Niveaus 1 und 7 die Riick-

kehrzeit von (|U;|);>0 nach 0 nach dem ersten Besuch in 1. Auflerdem sei
T™ne = inf{n €Ny : Yy, =a} ,a€ Ny,
Fya = inf{t>0: Wy =a} ,aVN €N,
T, = inf{t>0:|Uf=a} ,a>0.

Damit sind alle notwendigen Bezeichnungen getroffen, um nun zu zeigen, dass 75 /N

in L; und in Verteilung gegen 7 konvergiert.

Lemma 1.19
lim Eo(TN/N) == Eo’]i'.
N—o0

Beweis: Aus Korollar 1.17 ist bekannt, dass limy_,o Fo(Tn/N) = \/7_rf01 exp(z?)dz
gilt. Es bleibt nachzuweisen, dass dies dem Erwartungswert der Regenerationszeit 7

entspricht.

Wegen der Symmetrie des OU-Prozesses (U;);>o beziiglich des Nullpunkts ist klar,
dass EyT = Fymin{7 1,71} + E 17 gilt.

Es lisst sich nun leicht zeigen, dass Fy min{7_1, 7} = (1/2)(EyT1 — E_17p) gilt. Zum
Nachweis verwendet man beispielsweise die in [BS96], I1.7, Formel 2.0.1 (S. 429) und
Formel 3.0.1 (S. 434) gegebenen expliziten Darstellungen der Laplace-Transformier-
ten der beteiligten Wartezeiten. Hieraus ergibt sich durch eine einfache Rechnung
die Relation

-1
Egexp (— Omin{r_,71}) = 2<(E0 exp(—Oﬁ))_1 + E, exp(—0?0)>
Differentiation in 6 = 0 liefert das gewiinschte Resultat.

Es gilt also Ey7 = (1/2)(Eg7T + E_17). Hier verwendet man nun die in [NRS85],
S. 368, gegebene Darstellung fiir Erwartungswerte E,7, mit a < b,

E, 7 =¥ (b) —¥(a) mit ¥(z) = \/7_T/0m exp(y?)dy + 2 /0m exp(y?) /Oy exp(—2%)dzdy,

und erhélt so die gewiinschte Aussage. O
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1.6. Ehrenfestsches Urnenmodell I

Lemma 1.20
TN/N —d) T.

Beweis: Offenbar lisst sich bei allen drei Prozessen, (Ynn)neny, (|Wat|)i>0 und
(|Ut|)e>0 wegen der Markov-Eigenschaft eine Zerlegung der entsprechenden Wartezeit

als Faltung zweier einfacherer Wartezeiten vornehmen:

Lo(ty) = Lo (TN,NN]) * Ly (TN,O)a
Lo(Tw) = Lo(Txpvmyva) * Lrmyvw(Tno),
Lo(’f’) = Lo(i’l) k ,Cl(i'()).

AuBerdem haben wir bereits die Verteilungskonvergenz des Prozesses (Wi )10 ge-
gen den OU-Prozess (U;);>o nachgewiesen. Hieraus folgt unmittelbar, dass

Lo(Tw.rvan,vw) gegen Lo(71) und Lryx,ow(Tno) gegen Li(7) konvergiert. Es ist
niamlich beispielsweise

Py(Tw,rvmvw > t) = Py(sup Wiy | < 1)
0<s<t
sowie

P()(’fl > t) = P()( sup |U5| < 1)
0<s<t

Hiermit ergibt sich nun die Verteilungskonvergenz aus der Verteilungskonvergenz der
beteiligten Prozesse mit dem Continuous Mapping Theorem (vgl. z.B. [Bil68§], S. 30,
Theorem 5.1 und auch Kapitel 11), wobei wir verwenden, dass Lo(supg<s<; |Us|)

fiir alle ¢ > 0 eine stetige Verteilungsfunktion besitzt. (Folgt beispielsweise unter
Verwendung von [PT79], Theorem 3.1, S. 483.)

Wir zeigen nun, dass auch Lo(7y [,/n1/N) gegen Lo(71) konvergiert. Der Prozess
(|Whtl)i>o entsteht aus (Ynn)nen, durch ,Continuization® (d.h. durch den Uber-
gang von Yy, zu Yy p, mit von Yy unabhéngigem und mit Parameter 1 Poisson-
verteiltem P;), eine zeitliche Umskalierung ¢ +— Nt und eine riumliche Umskalierung
z + z/V/N. Es gilt also insbesondere: Ist (P;);> ein von (Yx)nen, unabhingiger

Poisson-Prozess mit Intensitiat N, so gilt

1

(IWntl)ez0 =d (WYN’B)QO'
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Damit folgt

Po(Trrvwyvw > 1) = PO( sup [Wp,s| < [\/N-V\/N)

0<s<t

= PO( sup Yy p, < [\/N])

0<s<t
= Z_Po( sup YNk< [\/71) (Pt:l)
0<k<l
Sei nun € > 0 beliebig. Dann gilt
Po(furmpn >1) = 3 P sup Yux < [VN]) P(P = 1)+
ll—Nt|<eNt O<k<l
3 PO( sup Yy < [\/N])P(Pt =1).
i Nt|>eNt Osksl

Da Py(supgcp<; Yn < [VIN]) fallend in [ ist, ergibt sich
Po(Fw,rymyvw > t) < Po(Tw, vy > (1—e)Nt)-P(|P.—Nt| < eNt)+P(|P,—Nt| > eNt)
sowie

Po(Fw,rymyvw > t) = Po(Tw,vm > (1 +€)Nt) - P(|P, — Nt| < eNt).

Die Chebyshevsche Ungleichung liefert uns limy_,o, P(|P, — Nt| < eNt) = 1, also

erhilt man mit N — oo

lim sup Py (Tw,;vm /N < (1 —€)t) < Py(71 < 1) < lim inf P, (Tarvm /N < (1 +€)t)
N—oo —00

fiir allee > 0 und alle t > 0, wobei man erneut die Stetigkeit der Verteilungsfunktion

zu Lo(71) ausgenutzt hat.

Setzt man nun ¢ := s/(1 — ¢) bzw. t := s/(1 + ¢), so folgt

lim sup Py <TN,NN1/N < s) <P (7_'1 < i ) bzw.
N—oo — £
s
hmlanO (TN rvwr /N < 3) > PO(T1 =7 +€)

Mit ¢ | 0 folgt daraus fiir alle s > 0

lim PO(TN,r\/N]/N S 8) = Po(fl S S),
N—o0
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1.6. Ehrenfestsches Urnenmodell I

wobei wir nochmals die Stetigkeit der Verteilungsfunktion zu L£y(7;) verwenden.

Analog zeigt man
]\}lm P[m1 (TN,O/N S S) = P1(77'0 S S)
— 00

fiir alle s > 0, also die Konvergenz von L x(7n,0/N) gegen L1(7).
Daraus ergibt sich insgesamt die behauptete Verteilungskonvergenz. O

Somit sind also alle Voraussetzungen von Lemma 1.10 erfiillt und Theorem 1.12 ist

nun eine einfache Folgerung.

Das EF-Modell liefert auch ein Beispiel, das zeigt, dass die Bedingung der gleichgra-
digen Integrierbarkeit (iii) in Lemma 1.10 nicht ersatzlos gestrichen werden kann.

Man betrachte hierzu die Eintrittszeit
Tyiyw = inf{n € Ny : Yy, = [VN]}.

Wir haben bereits gezeigt, dass

1
ETy vm ~ N\/7_r/ exp(z?) dz
0
und
Lo(Ty 1w /N) == Lo(7)

gilt. Hierzu ist in [BS96], I1.7, Formel 3.0.1 (S. 434) eine explizite Darstellung der
Laplace-Transformierten gegeben, die insbesondere zeigt, dass Lo(71) keine Expo-

nentialverteilung ist.

Als Erneuerungsfolge betrachten wir die Riickkehrzeiten des EF-Modells nach 0, also
5 =T,  =min{n € N : Yy, = 0}.

Dann gilt

(w(()N)qé]lV)) - VN7

gn = PI(TN,[\/m < TN,O) = — ~ T
Z,Zom 1(7TIE:N)qIS;],\]]c)—|—1)_1 N/x [, exp(2?) dz

— 0.

Diese Bedingung allein garantiert also offensichtlich nicht die asymptotische Expo-

nentialitat der betrachteten Eintrittszeit.
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

1.7 Ehrenfestsches Urnenmodell II: Irrfahrten auf
dem Hyperwiirfel

Der N-dimensionale Hyperwiirfel {0,1}" bildet zusammen mit der komponenten-
weisen Addition modulo 2 eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, ...,0).
Durch

(i1, yin) > {1 <k <N : 4 =1}

erhiilt man eine bijektive Abbildung von {0,1}" auf Gy := P({1,..., N}), die die
komponentenweise Addition in die symmetrische Differenz iiberfiihrt. Insbesonde-
re ist auch (Gy,A) eine Abelsche Gruppe mit neutralem Element ), in der jedes

Element zu sich selbst invers ist.
Zu einer Funktion f : Gy — C definiert man die Fourier-Transformierte f Gy —C
durch

Z f(A #(AOB)

AeGN

und die zugehérige Umkehrformel ist

_2—N Z f #(AOB)

BeGyn

Definiert man die Faltung zweier solcher Funktionen durch

(f*xg)(A Zf g(AAQ),

CeGy

so ergibt sich die einpriagsame Faltungsformel

(f*9)(B) = f(B)§(B).
(Vgl. hierzu [Dia88].)

Wir betrachten nun eine Irrfahrt (X,)nen, auf Gy mit Start in (), d.h.
Xo=0, Xp=A" Vi, neN,

mit unabhéngigen und identisch verteilten G n-wertigen Zufallsgroflen Yy, k£ € N. Im
Zusammenhang mit dem Ehrenfestschen Urnenmodell lisst sich X, als die Menge

der Kugeln in der ersten der beiden Urnen zur Zeit n interpretieren, wobei sich nun
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1.7. Ehrenfestsches Urnenmodell II: Irrfahrten auf dem Hyperwiirfel

insgesamt N Kugeln in beiden Urnen befinden. Insofern stellt dieses Modell eine

Verallgemeinerung des zuvor betrachteten Modells dar.

Esseip: Gy — C, A —» P(Y; = A), die Massenfunktion zur Verteilung der
Zuwichse (Schrittweiten). Dann liefert unsere Faltungsformel B +— p(B)™ als Fourier-

Transformierte zur Verteilung von X,,, woraus unter Verwendung der Umkehrformel

Py(X,=0)=2"" > p(B)" firallen €N (1.38)

BEGy
folgt.

Wir wollen nun das asymptotische Verhalten der Wartezeit
T, ==inf{n e N : X, =0}

mit N — oo untersuchen. Es geht uns also um die Frage, wie lange es dauert, um,
ausgehend von der Konstellation, dass sich sdmtliche Kugeln in der zweiten Urne
befinden, wieder zu dieser Konstellation zuriickzukehren. Um im Rahmen dieses Ur-
nenmodells zu bleiben, beschrinken wir daher unsere Betrachtungen auf sog. Nearest

Neighbour Random Walks, deren Schrittweitenverteilung von der Form

p(@) =:DPN,0, p({k}) = PN,k k= ]-: "'an

mit pyy > 0, £ = 0,1,..., N, und ZszopN,k = 1 ist. Die zugehorige Fourier-
Transformierte ist gegeben durch

B(B)=1-2 pys. (1.39)

Im Fall pyo = 0 und pyx = 1/N fiir alle £ = 1,..., N spricht man auch von einem
symmetrischen Nearest Neighbour Random Walk; hier wird also jede der Kugeln mit
der gleichen Wahrscheinlichkeit ausgewihlt. Durch Zusammenfassen von Zustéinden
mit jeweils der gleichen Anzahl von Kugeln kénnen wir dann zu unserem Modell aus
Abschnitt 1.6 iibergehen und die Fragestellung mit den dort vorgestellten Metho-
den behandeln. Bei allgemeinen Schrittweitenverteilungen geht jedoch durch diesen
Ubergang die Markov-Eigenschaft verloren, so dass wir hier einen neuen Ansatz

entwickeln miissen.
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Wir definieren

Ayg = {1<k<N:pnpy=0} , Ang = {1 <k <N :pyy >0},
myo = #AN,O y My 1= #AN,la
(;Np = {E;E(QN'i_B C-ANﬁ} a(;NJ = Chv\(;Np.

Dann gilt insbesondere my o + my1 = N, #Gnp = 27N0.

Durch ug := 1, u, := Py(X, = 0), n € N, wird die Erneuerungsfolge zur Verteilung
(fr)rew, fr == Py(Ty = k), k € N, der Riickkehrzeit T, gegeben. Ist pyo > 0, so ist
das Ereignis {X,, = (0} aperiodisch und der diskrete Erneuerungssatz (vgl. [Fel68],
S. 313, Theorem 3) liefert E,T," = lim, o u;,'. Aus (1.38) und (1.39) ergibt sich in
der konkreten Situation

U, =2 Z (1 - QZPN,IC)n?

BeGn keB

und da offenbar nur die Summanden fiir Mengen B € Gy asymptotisch einen
Beitrag liefern (fiir diese ist ), .5 pnx = 0), erhalten wir

lim u, =2 "™~'  also E@T(;' = 2MN.1,

n—0oQ
Ist pyo = 0, so ist {X,, = 0} periodisch mit Periode 2. Hier folgt aus einer all-
gemeineren Version des diskreten Erneuerungssatzes ([Fel68], S. 313, Theorem 4)
EQTQ;F = 2lim,_, u;nl. Nun liefern aber sowohl die Mengen B € Gy, (fiir die-

se ist > ,.pPnk = 0) als auch die Komplemente dieser Mengen (fiir diese ist
> kep PNk = 1) asymptotisch einen Beitrag, so dass sich wiederum

EQTJ = 2MNa1
ergibt.

Man beachte insbesondere, dass der Erwartungswert der Riickkehrzeit TQ;F nicht von
der konkreten Gestalt der Schrittweitenverteilung abhéngt; nur die Anzahl der (mit
positiver Wahrscheinlichkeit) moglichen Uberginge ist entscheidend. Dies ist eine
Konsequenz aus der Tatsache, dass die Ubergangsmatrix der Irrfahrt (X,,)qen, Sym-
metrisch ist, so dass nur die Gleichverteilung auf den mit positiver Wahrscheinlich-
keit besuchten Zusténden als stationdre Verteilung in Frage kommt. Das Resultat

ergibt sich dann mit dem Hauptgrenzwertsatz fiir Markov-Ketten.
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Als Néchstes wenden wir uns nun der gesamten Verteilung der Riickkehrzeit T(; 7u.
Ziel soll es dabei sein, Bedingungen fiir die Schrittweitenverteilung anzugeben, unter

denen Tj" /E,T;" asymptotisch exponentialverteilt ist.
Sei U(z) die erzeugende Funktion zur Erneuerungsfolge (un)nen, d.h.
o o n
U(z) = Zunz" = 2_NZ Z (1 - ZZpN,k) 2"
n=0 n=0 BEGN kEB
Wegen [1 -2, 5 pni| < 1 erhalten wir fir 0 < 2z <1

U)=2"Y (1 . (1 . ZZpN,k) z) -

BeGp keB

Ist F(z) := ) 4o, frz* die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion der Riickkehrzeit
T, , so gilt bekanntermaBen U(z) = (1 — F(z))~" ([Fel68], Kapitel XIII.3, Theorem
1, S. 311). Bezeichnet man weiter mit ¢y (6) die charakteristische Funktion der auf

Erwartungswert 1 normierten Riickkehrzeit nach @, so gilt also

U(exp(i#2 ™v1)) — 1
U (exp(if2-™n.1))

¢n(0) = F(exp(if/E,T,")) =

Um fiir TQ;L / E@TQ;L mit N — oo asymptotische Exponentialitit nachzuweisen, reicht

es also, fiir 0 # 0

i e Y 1
A}l_l)llooU(eXp(ZQQ ) =1- 7 (1.40)

zu zeigen. (Fiir = 0 gilt ohnehin ¢y (0) = F(1) =1.)

Wir treffen nun die folgende Modellannahme: Es existiere eine Folge nicht negativer

reeller Gewichte (wy)gen, derart, dass mit Wy := S°n  wy gilt:

pnvg = wi/ Wy, k=0,..,N, N eN.

Im Folgenden bezeichne (wy)ze; fiir jedes N € N die Folge der von Null verschie-

denen, aufsteigend geordneten Gewichte ohne wy.

Unter diesen Modellannahmen liefert der folgende Satz hinreichende Bedingungen
fiir die asymptotische Exponentialitdt von T@+ / EQ)T@+ . Diese Bedingungen sind zu-
néchst rein technischer Natur und in erster Linie durch die verwendete Beweistechnik
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

motiviert. Sicherlich kénnen sie auch noch an der einen oder anderen Stelle abge-
schwicht werden. Andererseits sind sie hinreichend allgemein, um viele interessante
Schrittweitenverteilungen abzudecken, vgl. Beispiele 1.22 und 1.23. Zumindest die
erste dieser Bedingungen ist auch notwendig fiir das Vorliegen von asymptotischer
Exponentialitdt, wie das anschlieBende Lemma 1.24 zeigt.

Satz 1.21 Es gelte
(1) imy_ 0 Wy = 00,
(it) es existiert ein x € (0,3) mit liminfy_,o Z,EZTN’IJ wni/Wn >0,
(iii) fir c:=1((1—r)/6)"+ (1 - /i)/n)nfl) gilt limy 00 ™ Wy Jwyy =0,
(1) > nea, (wn/Wy)? < 0o mit Ay :=Upyen AN,
Dann folgt
Ty |E, Ty -5 Exp(1).

Beweis: Wegen (i) gilt limy_,o, my,1 = 0o und damit insbesondere

lim 2~V Z <1 — (1 -2 ZpN’k) exp (i02*mN’1)) -

N—oo
BEG’N’O keB
= lim 27 (1 —exp (i627) ) ==
N—o0 20

Daher reicht der Nachweis von

lim 2~V Z (1 - (1 - ZZpN,k) exp (i@?‘mN’l))_l

N—o0
BEGN,l keB
~1
= Jim 2 3 (1= (12 pag) exp (9277%) ) =1
BCAnN,1 keB
B0

zum Beweis von (1.40) aus, wobei sich die erste Gleichheit aus der Tatsache ergibt,
dass die Summanden zu jeweils 2™¥.0 Mengen B € G,1, deren Durchschnitte mit

Ap 1 identisch sind, {ibereinstimmen.

Wir betrachten einen Vektor (Qnx)kecay,, der aus my,; unabhéngigen und identisch
Bin(1, 3)-verteilten Zufallsvariablen besteht. Es sei Qn = > ,c,  Qwg, Ry =
ZkeAN,l pN’kQN,k und ‘IJN : [0, 1] — C mit

Tn(r) = (1 —(1—2r) exp(iHZmN’1)>1.
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Dann lasst sich

s 30 (1 (12 p) e (i9277))
BCAnN, keB
B#0)

schreiben als EYy mit
Yy :i=Uy (RN)]]-{QN > 0}

Da wir uns nur fiir den Grenziibergang N — oo interessieren, kénnen wir im Fol-
genden wegen limy_, o, my; = 00 voraussetzen, dass der Realteil von exp(i62~™~1)

positiv ist. Dann gilt

|[Un(r)| <1 fiirr>1/2sowie |Un(r)| <1/(2a) fir 1/2>r>a>0. (1.41)

Wir zerlegen nun EYy in
EYy = EYN:“_{QN < mnN,l} —+ EYN]].{QN > KJmle}.

Da @y mit den Parametern my; und 1/2 binomialverteilt ist, haben wir dann wegen
(1.41) und Hilfssatz A.5 fiir den ersten Summanden die Abschétzung

1 MmN,
Wy P(Qn < kmpyy) < 7WNC

EYy1 < < z
N {QN = limN,l} = 2wN,1 9 WN1 ’

und diese Obergrenze strebt wegen Bedingung (iii) gegen 0.

Fiir den zweiten Summanden zeigen wir zunéchst, dass Ry f.s. gegen 1/2 konvergiert.

Es ist 0
w
Ry= ) pva@Qr= ), I/I;/Nk-

k€AN 1 k€AN 1

Die Voraussetzung (iv) liefert

Z var(wyQn) _ 1 Z wy .

2 4
NeA; M&V

Voraussetzung (i) garantiert, dass Wy 1 co. Dann liefert [Loe63], S. 238, A., dass

ZkeAN,l w(Qr — 1/2) fs.

0
Wy
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

gilt und wegen

folgt Ry —= 1/2.

Als unmittelbare Konsequenz ergibt sich ¥y (Ry) L5 1. AuBerdem folgt aus den Be-
trachtungen zum ersten Summanden, dass P(Qn > kmy 1) gegen 1 strebt. Schlief3-
lich folgt aus Qn > kmpy,, dass Ry > Z,lﬁ'fN’lJ wnk/Wn gilt. Wegen Bedingung
(ii) gibt es dann ein £ > 0 und ein Ny € N, so dass Ry > ¢ fiir alle N > N gilt und
somit nach (1.41) |¥x(Ry)| < 1/(2¢) ist. So erhélt man insgesamt mit dem Satz

von der majorisierten Konvergenz
lim EYN]].{QN > HmN,l} =1.
N—o0

|

Es folgen nun zwei Beispiele fiir Klassen von positiven Folgen (wy)xen,, die den Vor-
aussetzungen von Satz 1.21 geniigen. Beide kénnen problemlos auf den Fall verallge-
meinert werden, dass einzelne Folgenglieder verschwinden, sofern nur limy_, o, #{0 <
k<N : wg >0} = oo gilt, und die positiven Folgenglieder in diese Klasse fallen.

Beispiel 1.22 Die Voraussetzungen von Satz 1.21 sind fiir positive, beschrinkte
Folgen (wg)ken, mit lim infy_, o wg > 0 und limy_,o Wy /N = a > 0 erfiillt. Ein Spe-
zialfall hiervon sind konvergente Folgen (wy)gen, mit positivem Grenzwert. Insbeson-
dere liefert jede konstante Folge die asymptotische Exponentialitit fiir symmetrische
Nearest Neighbour Random Walks, also solche, bei denen simtliche Uberginge die-
selbe Wahrscheinlichkeit haben.

Zum Nachweis der einzelnen Voraussetzungen: (i) folgt aus Wy ~ aN. Beach-
tet man, dass bei positiven Folgengliedern wy aus liminf,_,, w, > 0 folgt, dass

liminfy 0o w1 > 0 gilt, so ergibt sich (ii) fiir k = 1/4 aus

/4]
N/4 1

liminf S “YE > jim ing LN/ A wnva > — liminfwy, > 0.

N—oo N N—00 WN 4a N—oo ’

(iii) folgt fiir das zu k = 1/4 gehérige ¢ aus

N N
"Wy  ¢"Na a
~ <A "NN————— 0.
WN,1 WN1 hNHmewN’l
o
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1.7. Ehrenfestsches Urnenmodell II: Irrfahrten auf dem Hyperwiirfel

(iv) folgt schlieBlich wegen der Beschrénktheit der wy aus

> (i) = X () (5) <o

N=1 N=1

Beispiel 1.23 Die Voraussetzungen von Satz 1.21 sind ebenfalls erfiillt fiir Folgen
(wk)ken, der Bauart wy, = k~* mit « € (0,1), wy > 0 beliebig. Auch hier weisen
wir wieder die einzelnen Voraussetzungen nach: (i) ist trivial. Voraussetzung (ii)
ist beispielsweise mit k = 1/4 erfiillt, es gilt bei Verwendung von f1n+1 x~ %z <
Sk o<1+ "z %z, neN:

N/4 N —a N/A 4
LZ/J WNk _ D k—pan/a) > 1 1+ f13 My eds
Wy S ke T [N gmeda

1

—1—(3/4)'"*>0.

k=1
Zu Voraussetzung (iii): Fiir das zu x = 1/4 gehorige ¢ gilt
CNWN

WN,1

N
= NacNZk_a < NtteeN .
k=1
Schliefllich ist auch Voraussetzung (iv) erfiillt:
X wn\? o Nt N2 X
() <X (vow=) =X
Lemma 1.24 Die Bedingung (i) imy_,oo Wx = oc in Satz 1.21 ist notwendig fir
die asymptotische Exponentialitit von T@+ / EV)TQ+ .

Beweis: Angenommen es gilt limy_,oo my; < oo. In diesem Fall bleibt E,T;" =
2mN.1 beschriinkt, so dass die Grenzverteilung von T,/ E,T;" nur diskrete Werte an-
nehmen kann. Dann kann sich jedoch keine asymptotische Exponentialitéit einstellen.
Sei also limy_,o mn,1 = 00. Angenommen nun gilt limsupy_,,. Wx = ¢ < co. Dann
ist liminfy_,o py,e > 0 fiir alle mit £ € A; = (Jyey An,1- Damit ergibt sich
lim P(Tf /BT < 2/2™%) = lim P(TF <2)> lim ) py, >0,
k€AN 1
im Widerspruch dazu, dass eine Exponentialverteilung eine stetige Verteilungsfunk-
tion besitzt, die an der Stelle Null den Wert Null hat. O

Mit dhnlichen Argumenten kann man auch die Eintrittszeit in andere Zustidnde
untersuchen. Sei z.B. M := {1,..., N} und

Ty :=inf{neN : X, = M},
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

d.h. bei Start in @) wire T}, die Wartezeit zum Durchqueren des Hyperwiirfels. Im
Zusammenhang mit unserem EF-Modell ldsst sich dies auch als die Zeit interpretie-

ren, bis simtliche Kugeln von einer Urne in die andere gewandert sind.

Die Umkehrformel liefert in diesem Fall

Py(Xp= M) =2 57 (-1)*P (123 pws)

BeGN keB

Die zugehérige erzeugende Funktion lautet entsprechend

Poag(2) = 3 (X = M)z =27 32 (<P (1 (12 pwi)z)

Verwendet man, dass Pg(X, = B) unabhingig von B € Gy ist, so erhdlt man
durch allgemeine erneuerungstheoretische Betrachtungen (vgl. [Fel68], S. 316f.) die
Beziehung

For(2)U(2) = Py (2),

wobei Fypr(2) die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion zu £4(T5;) ist.

Wir wollen nun ein Analogon zu Satz 1.21 fiir L4(T};) beweisen. Dabei ist klar, dass
nun simtliche Ubergangswahrscheinlichkeiten PN Mit £ > 1 positiv sein miissen,
damit iiberhaupt die Chance besteht, den Zustand M zu erreichen. Dementspre-
chend verdndern sich die Anforderungen an die Folge der Gewichte wy fiir £ > 1.
Insbesondere eriibrigt sich nun die Zerlegung der Menge Gy in Gy und Gy 1; myo

ist nun 0, my,; entspricht V.
Bezeichnet also ¢y () die charakteristische Funktion von Lg(T5;/2Y), so ist

_ Pour(exp(i6277))

on(6) U(exp(i02-V))

Wir beweisen nun den folgenden

Satz 1.25 Es gelte
(i1) es existiert ein k € (0, %) mit liminfy_,o Z,lﬁ\l” wn /Wy >0,

(iii) fir c:=1(((1—&)/k)" + ((1 - /i)/m)ﬁ_l) gilt limy_, o0 "Wy Jwn 1 =0,
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1.7. Ehrenfestsches Urnenmodell II: Irrfahrten auf dem Hyperwiirfel

() Y N—1 (wN/WN)2 < 00.
Dann folgt
Lo(T3:/2Y) —% Exp(1).

Beweis: Das Verhalten von U (exp(i02_N )) haben wir bereits im Beweis von Satz

1.21 untersucht, es gilt

lim U(exp(i2 V) =1- %.
Bleibt also zu zeigen, dass
lim Py (exp(i027Y)) = — l
N—o0 0
ist. Wegen
Jim 27N (1 - exp(if27)) ' = - %

reduziert sich dies wiederum auf den Nachweis von

lim 27N )" (—1)#3(1 —(1-2) png)exp (7;92N))_1 = 0.

N—oo
BeGn keB
B#0

Auch hier betrachten wir wieder einen Vektor (Qnk)k=1,..n von N unabhiingigen
und identisch Bin(1, §)-verteilten Zufallsvariablen; es sei Qy := Zszl Qnyk, Ry =
Zszl pN’kQN,k und \I’N : [0, 1] — C mit

Un(r) = (1— (1 —2r)exp(i62 V) 7.

Dann lasst sich hier

2% (1 (-2 ) e (2 )

BeGn keB
B0

schreiben als F'Yy, wobei nun

Yy = Un(Ry)1{Qn > 0}(—1)°".

Wir zerlegen wieder EYy in

EYy = EYN]]_{QN < K)N} —+ EYN]]_{QN > HN}
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

Fiir den ersten Summanden argumentieren wir nun, dass
EYN]]-{QN S K,N} S E|YN|]]-{QN S K]N}

gilt. Fiir den rechten Term haben wir bereits im Beweis zu Satz 1.21 mit N — oo

den Grenzwert () nachgewiesen.

Beim zweiten Term konnen wir wieder verwenden, dass ¥y (Ry) f.s. gegen 1 kon-
vergiert und ebenso, dass P(Qn > kN) gegen 1 strebt und ¥y (Ry) fir Qn > &N
bei hinreichend groflem N beschrénkt ist. Wir erhalten

EVy(Ry)1{Qn > kN}(—1)9¥

= EVUyN(Ry)1{Qn > kN, Qy gerade} —
EUxn(RN)1{Qy > kN, Qy ungerade}

— =0.

1
2

N | =
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1.8. Das FExact Pattern Matching Problem

1.8 Das Exact Pattern Matching Problem

Zum Abschluss dieses Kapitels iiber asymptotische Exponentialitdt bei Wartezeit-
verteilungen und gleichzeitig als Ubergang zur folgenden Analyse des Approzimate
Pattern Matching Problems werden wir nun noch die asymptotische Exponentia-
litdt fiir das Fxact Pattern Matching Problem nachweisen. Im Fall einer unabhéngi-
gen und identisch verteilten Zeichenkette wurde dieses Resultat in [Rud96| gezeigt
(vgl. Satz 1.27). Mit den in [RD99] bereitgestellten Resultaten gelingt die Verallge-
meinerung auf den Fall einer durch eine Markov-Kette erzeugten Zeichenkette (Satz
1.28).

Es sei (X, )nen eine Folge von unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
iiber einem endlichen Alphabet X := {0y, ...,05}, s € N. Ein solche Folge bezeichnet
man auch als zufillige Zeichenkette iiber 3. Um Trivialitdten zu vermeiden, sei s > 2
und p,, := P(X; =0;) > 0fiirallei=1,...,s.

Eine endliche Folge A = aas...ay iiber X bezeichnet man als einen Pattern. Fiir die
Lénge eines Patterns verwenden wir die Schreibweise |A|. ¥V bezeichnet die Menge
aller Pattern iiber ¥ der Linge N, ¥* := UNew YN Fiir einen Pattern A = ajay...ax
verwenden wir hiufig die Kurzschreibweisen A;.y oder A = ay.x. Fir1 <:i<j < N
bezeichnet dementsprechend A;.; den Teilpattern a;a;;1...a;_1a;. Ebenso bezeichnet
fiir eine Zeichenkette (X,)nen der Term X;.; die endliche Teilfolge X; X, 1...X,;-1X;
(1 <i<y). Ist i > j,sosei A;; bzw. X;; grundsétzlich der sog. leere Pattern 0.

Es sei nun (Ay)nyen eine Folge von Pattern iiber ¥ mit [Ay| = N, Ay = an1.n-
T sei die Wartezeit, bis der Pattern Ay erstmals in der zufilligen Zeichenkette
(Xn)nen erscheint, d.h.

TN = 1nf{n Z N : Xn—N+1:n = AN}
Fiir die zugehorige wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion
gry (2) == Z P(Ty =n)z"
n=N

ist dann bekannt, dass sie sich in der folgenden Weise darstellen lésst:

HD(AN)ZN

PlAn)2" + (1 — 2)Ban(2) (1.42)

91y (Z) =
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1. Asymptotische Exponentialitit von Wartezeitverteilungen

mit
r—1 - T
‘I>B(Z) = ZXB(j)IP(Br—j—H:r)Z]a [P(B) = Hpbi’ XB(j) = ]l{Bj—H:'r = Bl:r—j}a
j=0 i=1

fiir beliebige Pattern B = bybs...b,. (Vgl. [GL81], Theorem 4.1, S. 106 oder [Rei01].)
®5(z) bezeichnet man auch als Uberlappungspolynom des Patterns B.

Weiter ist dann ¢n(0) = gp,(exp(il/ETy)) die charakteristische Funktion zu
Tyn/ETy. Um die Verteilungskonvergenz von Ty /ETy gegen eine Exponentialver-

teilung nachzuweisen, ist es mithin ausreichend,

1 —exp(i0/ETy)
exp(i0N/ETy)

lim P(Ay)* P, (exp(i0/ETy)) = —i6
N—o0

zu zeigen. Der Ausdruck auf der linken Seite lédsst sich darstellen als

— exp(if/ETy) Pay (exp(i6/ETy))
0—i0/ETy P4 (1) ’

(—i6) - exp(—iON/ETy) - - (1.43)

wobei wir ETy = &4, (1)/P(Ay) verwenden. (Vgl. [GL81], S. 106, (30) oder [Rei01],
oder man differenziere die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion in z = 1.)

Wegen x4,(0) = 1 gilt ®4,(1) > 1 und damit ETy > 1/P(Ay). Deshalb folgt
ETyx/N — oo. Damit ergibt sich fiir den zweiten Faktor in (1.43) mit N — oo
der Grenzwert exp(0) = 1. Der dritte Faktor strebt als Differenzenquotient gegen
exp’(0), also ebenfalls gegen 1. Der vierte Faktor ist schliefilich von der Bauart
S eng - exp(ifk/ETy) mit ey € [0,1], Yn ) eng = 1.

Lemma 1.26 Seien cyy € [0,1], k=0,...,N — 1 mit Ziv:_ol cng = 1. Dann gilt

N-1

lim Z eny - exp(ibk/ETy) = 1.
k=0

N—o00
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Beweis: Es gilt

N-1 N-1
1-— Z engexp(ibk/ETy)| < Z en |l —exp(ibk/ETy)|
k=0 k=0
N—1 Ny
< cn g max |1 —exp(ifl/ETy)|
— 1=0
N—1 :
= max x |1 — exp(ifl/ETy)|
N-1
< max =~ max |[ex 10 —20l/ET;
< max  max |exp(y)]-] /ETw|
< max |exp(y)|-|0|- N/JETy — O.

{yeC:|y|<1}

Damit haben wir die asymptotische Exponentialitdt von T nachgewiesen:

Satz 1.27 Es sei (Xy,)nen €ine Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zu-
fallsvariablen iber einem endlichen Alphabet ¥ und (An)nen eine Folge von Pattern
iiber X mit |Anx| = N. Dann gilt fir die Wartezeit Ty, bis der Pattern Ax erstmals
in der zufilligen Zeichenkette (X, )nen erscheint, mit N — oo:

Tw/ETy -5 Exp(1).

(Vgl. [Rud96], S. 51, Theorem 13.2.)

Dieses Resultat lédsst sich auch problemlos auf den Fall iibertragen, bei dem die
zufillige Zeichenkette X nicht durch eine Folge von unabhéngigen, identisch verteil-
ten Zufallsvariablen, sondern durch eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette
generiert wird, d.h. (X, )nen, ist eine Markov-Kette iiber ¥ mit Ubergangsmatrix
P = (p(04,04))ij=1,..s mit p(os, 05) = P(X1 = 0| Xo = 03).

Die stationdre Verteilung von X bezeichnen wir mit 7 := (W(Ui))i:L...,s' Der Einfach-
heit halber gehen wir hier davon aus, dass die Markov-Kette X stationir ist, d.h. 7
ist zugleich die Startverteilung fiir X: P(Xo, = ) =n( - ). Eine Verallgemeinerung
auf beliebige Startverteilungen ist moglich, soll hier aber nicht genauer untersucht

werden.

Unter diesen Voraussetzungen ist die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von
T gegeben durch [RD99], S. 183, Theorem 2. Bezeichnet man mit g, (2) die
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wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von 70 := inf{n € N : X;, = o;} bei Start
in o; (also unter der Bedingung { X, = 0;}), so gilt wegen [Fel68], S. 317, (5.3)

o

ZP(XTL = aN,1|X0 = a’N,N)Zn = Yan,nana (Z)/(l — Yan 1an1 (Z))

n=1

Das zitierte Ergebnis aus [RD99] lésst sich dann in Anlehnung an die Notation von
(1.42) darstellen als

gry (2) = gn(2) - gv2(2)

mit ) )
~ Yayan 1\
gnai(z) = m(an,) - 1 — z’ )
- UD(AN)zN
’ P(AN)ZN " ax wan (2) + (1 = Gawran, (2)) Pay (2)
sowie
r—1 r—1
©p(2) ==Y x8())P(Br_jn)?!, P(B) := [ [ p(bi, bis1), x8() == 1{Bjs1r = Brs_s}
§=0 i=1

fiir beliebige Pattern B = b1by...b,. (Um Trivialitdten zu vermeiden, setzen wir dabei
voraus, dass P(Ay) > 0 gilt.)

Auch hier liefert ¢y(0) := gry (exp(i0/ETy)) die charakteristische Funktion zu
Ty /ETy. Die Verteilungskonvergenz gegen eine Exponentialverteilung wiire gezeigt,
wenn man fiir diese Funktion mit N — oo den Grenzwert (1 — i6)~' nachweisen

konnte.

Den Erwartungswert ETy erhalten wir wieder durch Differenzieren von gr, (z) in 1.
Es gilt gn1(1) = gne(1) = 1, sowie gy, (1) = B, 7 (7, —1)/(2E,, 7)) und

Inp(1) = Euy Tay  @ay (1)/P(An) +1-E, 7., (man stelle die Ableitung jeweils

als Grenzwert des Differenzenquotienten dar und verwende die Regel von I’'Hospital),

also
E, T E, 7, (t} —1)
ET — an,1 an,1 (D 1 1— E + ani1'anN,1\'GN1 144
V= TRy T v Tov T T 0 (1.44)

Wie zuvor gilt also wieder ETy /N — oo. Dies sowie gn,1 ( exp(i6/ ETN)) — 1 liefert

1 - gaN,laN,l (eXp(Ze/ETN))

gry (exp(if/ETy)) " ~ 1+ P(Ay)

® 4, (exp(i0/ETy)).
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Wegen
lim 1- Yan1an 1 ( eXp(i@/ETN)) _ 7_+
N—o0 0—if/ETy an1ien
ist deshalb zum Nachweis der asymptotischen Exponentialitit lediglich der Nachweis
von
EaN,lT(j—N,l

lim — ol oNa
Nvoo P(Ax)ETy

erforderlich. Dieser Grenzwert ergibt sich tatsichlich bei Verwendung der expliziten

Dy, (exp(if/ETyN)) =1

Darstellung (1.44) fiir den Erwartungswert E7Ty mit Hilfe von Lemma 1.26.

Wir haben also folgende Verallgemeinerung von Satz 1.27:

Satz 1.28 FEs sei (X, )nen, €ine irreduzible und aperiodische Markov-Kette iiber ei-
nem endlichen Alphabet . und (An)nen eine Folge von Pattern iber ¥ mit |Ay| = N
und P(Ay) > 0. Dann gilt fir die Wartezeit Ty, bis der Pattern Ay erstmals in der
zufilligen Zeichenkette (Xp)nen, erscheint, mit N — oo:

Twn/ETy - Exp(1).
Motiviert durch dieses Resultat sowie die allgemeinen Resultate zur asymptotischen
Exponentialitdt von Wartezeitverteilungen soll es im nun folgenden Kapitel dar-

um gehen, das Approzimate Pattern Matching Problem ebenfalls auf ein eventuell

vorhandenes asymptotisch-exponentielles Verhalten hin zu untersuchen.
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Kapitel 2

Das Approximate Pattern
Matching Problem

In diesem Kapitel geht es um die Untersuchung eines weiteren Pattern Matching
Problems, des so genannten Approzximate Pattern Matching Problems (im Folgen-
den kurz APMP): Wie lange dauert es, bis in einer zufiilligen Zeichenkette ein fest
vorgegebener Pattern erstmals ndherungsweise erscheint? Fragestellungen dieser Art
spielen eine wichtige Rolle in vielen Anwendungsgebieten, beispielsweise in der ma-
thematischen Biologie, der Qualitdtskontrolle, bei Internet-Suchmaschinen oder der
Laufzeitanalyse von Pattern Matching Algorithmen. (Fiir diese und weitere Anwen-
dungen siehe [Nav01] und [Wit03].)

Die exakte Verteilung der Wartezeit hingt sowohl vom Pattern als auch von der ma-
thematischen Prézisierung des Begriffs ,,ndherungsweise“ ab und wird in der Regel
eine sehr komplizierte Gestalt haben, die bei langen Pattern nicht mehr mit vertret-
barem Rechenaufwand zugénglich ist. Andererseits zeigen experimentelle Untersu-
chungen, dass es eine Reihe von Moglichkeiten gibt, diese Wartezeitverteilung gerade
bei sehr langen Pattern durch einfachere und wohlbekannte Verteilungen zu approxi-
mieren. So zeigt eine graphische Darstellung einer solchen Wartezeitverteilung nach
Normierung auf Erwartungswert 1 hiiufig eine starke Ahnlichkeit zum entsprechen-
den Graphen einer Exp(1)-Verteilung. Eine solche Approximation trigt allerdings
nicht der Tatsache Rechnung, dass es sich bei der Wartezeitverteilung um eine diskre-
te Verteilung handelt. Mochte man diesen Aspekt beriicksichtigen, so bietet sich zur

Approximation als diskretes Analogon zur Exponentialverteilung die geometrische
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Verteilung — die klassische diskrete Wartezeitverteilung — an. Dies ist in der Tat
eine von Praktikern h#ufig verwendete Approximation des eigentlichen Problems
(vgl. Abbildung 2.1). Eine weitere Moglichkeit ist, die Anzahl des ndherungsweisen
Auftretens des Patterns durch eine geeignete Poisson-Verteilung anzun&hern. Alle
diese Ndherungsverfahren wollen wir in diesem Kapitel untersuchen, und zwar ins-
besondere unter den (diesem sehr anwendungsorientierten Problem angemessenen)
Aspekten ihres praktischen Nutzens und ihrer effizienten Umsetzbarkeit fiir konkrete

Problemstellungen.

Im ersten Abschnitt werden wir zundchst als Grundlage unserer weiteren Unter-
suchungen einen Abstandsbegriff fiir Pattern einfiihren. Wir entscheiden uns dabei
fiir den geldufigsten Begriff der Editierdistanz oder Edit Distance. Es werden eini-
ge einfache Eigenschaften bewiesen und eine algorithmische Berechnungsmethode

vorgestellt, wobei wir im Wesentlichen [Gus97] folgen.

Nach dieser Vorarbeit konnen wir im zweiten Abschnitt die Methoden des vorange-
gangenen Kapitels verwenden, um unter speziellen Voraussetzungen fiir das APMP
asymptotische Exponentialitit nachzuweisen. Unter praktischen Gesichtspunkten ist
dieses Resultat allerdings wenig zufrieden stellend, da es im Fall endlicher Pattern
keine Aussage iiber die Giite der Approximation der Wartezeitverteilung durch eine

Exponentialverteilung macht.

Im dritten Abschnitt beschéftigen wir uns daher allgemein mit dem Problem, wie
sich Eintrittszeitverteilungen fiir Markov-Ketten inklusive Fehlerabschidtzungen ap-
proximieren lassen. Als Abstandsbegriff fiir Verteilungen fiihren wir den Totalvaria-
tionsabstand ein. In diesem Zusammenhang erweist sich eine Exponentialverteilung
als Grenzverteilung nun als nutzlos und wird durch eine geometrische Verteilung

ersetzt.

Nachdem wir die entsprechenden theoretischen Resultate hergeleitet haben, untersu-
chen wir im vierten Abschnitt, wie diese unter praktischen Gesichtspunkten im Fall
des APMP zu beurteilen sind. Basierend auf der algorithmischen Berechnungsme-
thode fiir den Totalvariationsabstand zweier Pattern definieren wir dazu eine neue
Markov-Kette, den sog. Spaltenprozess, mit dem sich die Wartezeit des APMP als
Eintrittszeit interpretieren ldsst. Wichtige theoretische und praxisrelevante Eigen-

schaften dieses Prozesses werden nachgewiesen.

Mit seiner Hilfe ist es nun moglich, die Wartezeit des APMP unter Verwendung der
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Resultate aus Abschnitt 3 mit vertretbarem Rechenaufwand durch eine geometrische
Verteilung zu approximieren. In Abschnitt 5 wird ein weiteres, speziell auf das APMP
zugeschnittenes Resultat nachgewiesen. Die so gewonnenen Aussagen eignen sich

hervorragend dazu, in einem Computerprogramm umgesetzt zu werden (vgl. Anhang

Q).

Um die erzielten Resultate zu veranschaulichen und ihren praktischen Nutzen zu
unterstreichen, werden im sechsten Abschnitt zwei Beispiele fiir mégliche Anwen-
dungen vorgestellt, zum einen ein Beispiel aus dem Bereich der Gensequenzierung

und zum anderen das sog. Monkey Typing Shakespeare Problem.

Im siebten Abschnitt wird schlielich eine zweite Moglichkeit aufgezeigt, Pattern-
wartezeiten zu approximieren und gleichzeitig Fehlerabschitzungen zu erhalten. Das
Verfahren fufit auf der so genannten Chen-Stein-Methode. Zur Approximation der
Anzahl des nidherungsweisen Auftretens des Patterns wird eine Poisson-Verteilung

verwendet.
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Abbildung 2.1: Simulation der Wartezeit, bis der Pattern aggct erstmals mit
maximal einem Fehler in der Editierdistanz (vgl. Abschnitt 2.1) in einer un-
abh#ngigen und identisch iiber dem Alphabet {a, g, c,t} gleichverteilten Zei-
chenkette auftaucht. Dargestellt sind fiir 1000 Stichprobenwerte dieser War-
tezeitverteilung in der linken Abbildung der Tail der empirischen Verteilungs-
funktion fiir die mit dem Stichprobenmittelwert normierten Simulationen (rot)
und der Tail einer Exp(1)-Verteilung (schwarz), in der rechten Abbildung der
Tail der empirischen Verteilungsfunktion fiir die eigentlichen Wartezeiten (rot)
und der Tail einer geometrischen Verteilung, deren Erwartungswert dem Stich-
probenmittelwert entspricht (schwarz). (Vgl. auch Beispiel 2.22.)
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2.1. Die Editierdistanz und das APMP

2.1 Die Editierdistanz und das Approximate Pat-
tern Matching Problem

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die Wartezeit zu approximieren, bis ein Pattern in
einer zufilligen Zeichenkette erstmals ,,ndherungsweise“ auftaucht, und so miissen
wir zunichst diesen Begriff mathematisch prézisieren. Es muss uns darum gehen, den
Abstand zwischen Pattern messen zu kénnen, um dadurch zu beurteilen, wie gut ein

Pattern einen anderen approximiert. Zu den folgenden Ausfiihrungen vgl. [Gus97].

Einer der am weitesten verbreiteten Abstandsbegriffe fiir Pattern ist die sog. Editier-
distanz oder Edit Distance (siehe [Wit03]). Die Grundidee ist dabei, den Abstand
zwischen zwei Pattern zu messen, indem man zahlt, wie viele Editieroperationen
notig sind, um einen Pattern in den anderen zu iiberfiihren. Erlaubte Editieropera-
tionen sind dabei das Einfiigen eines Buchstabens in den ersten Pattern (Abkiirzung
I wie ,insert“), das Loschen eines Buchstabens im ersten Pattern (Abkiirzung D wie
,delete) und das Austauschen eines Buchstabens des ersten Patterns gegen einen
anderen (Abkiirzung R wie ,replace). Bezeichnet man zusétzlich noch mit M die
Nichtoperation einer Ubereinstimmung zwischen zwei Buchstaben der beteiligten
Worter (M wie ,match®), so ldsst sich mit Hilfe dieser vier Buchstaben auf sehr
kompakte Art und Weise eine Folge von Operationen angeben, die einen Pattern in

einen anderen iiberfiihrt.

Beispiel 2.1 Uberfiihrung des Wortes SICHERUNG in das Wort WERTUNG:

R D D D M M I M M M
S I C H E R U N G
W E R T U N G

Wir tauschen also im Wort SICHERUNG das S gegen ein W aus, 16schen I, C und

H, haben dann eine Ubereinstimmung bei E und R, fiigen ein T ein und haben

wiederum Ubereinstimmungen bei U, N und G.

Definition 2.2 Eine Folge von Editieroperationen I, D und R, die einen Pattern

in einen anderen iiberfiihrt, heifit Edit Transcript fiir diese beiden Pattern.

Es ist klar, dass es eine Vielzahl von Edit Transcripts gibt, um einen Pattern in
einen anderen zu iiberfithren. Beispielsweise kann man jederzeit eine R-Operation

durch eine Kombination aus einer D- und einer /-Operation ersetzen.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Definition 2.3 Die Editierdistanz oder Edit Distance zwischen zwei Pattern ist die
minimale Anzahl von Editieroperationen — Einfiigen (), Loschen (D) und Austau-
schen (R) — die man benétigt, um den ersten Pattern in den zweiten zu iiberfiihren.
Ein Edit Transcript heifit minimal, wenn es aus einer minimalen Anzahl von Edi-
tieroperationen besteht.

Aufgrund der Definition sieht es zunéchst so aus, als wiirde die Edit Distance von
der Reihenfolge der beiden beteiligten Pattern abhidngen. In Wirklichkeit handelt es
sich jedoch um einen symmetrischen Begriff, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 2.4 Gegeben sei ein endliches Alphabet . Dann ist die Edit Distance eine
Metrik auf der Menge ¥* aller Pattern tber 3.

Beweis: Natiirlich ist die Edit Distance zwischen einem beliebigen Pattern iiber
> und sich selbst 0, da man keine Operationen anzuwenden braucht. Ebenso ist
klar, dass fiir zwei nicht identische Pattern die Edit Distance mindestens 1 betrigt,
da ohne Anwendung mindestens einer der erlaubten Operationen der erste Pattern
nicht in den zweiten iiberfiihrt werden kann. Die Symmetrie ergibt sich leicht aus der
Uberlegung, dass es zu jedem Edit Transcript, das den ersten Pattern in den zwei-
ten Pattern iiberfiihrt, genau ein nverses Edit Transcript mit der gleichen Anzahl
an Operationen gibt, das den zweiten Pattern in den ersten iiberfiihrt. Man tau-
sche einfach I- und D-Operationen gegeneinander aus und fiihre R-Operationen mit
der umgekehrten Ersetzung durch. Die Dreiecksungleichung ergibt sich schliefilich
aus folgender Uberlegung: Angenommen man hat drei Pattern sowie ein minimales
Edit Transcript, um Pattern 1 in Pattern 2 zu iiberfithren, und ein minimales Fdit
Transcript, um Pattern 2 in Pattern 3 zu iiberfiihren. Dann erhélt man durch Hin-
tereinanderausfiihren dieser beiden ein Edit Transcript, das Pattern 1 in Pattern 3
iiberfiithrt, und dessen Anzahl an Operationen gerade der Summe der Edit Distances
von Pattern 1 zu Pattern 2 und Pattern 2 zu Pattern 3 entspricht. Folglich ist die
minimale Anzahl von Operationen, um Pattern 1 in Pattern 3 zu iiberfiihren, kleiner

oder gleich dieser Summe. O

Die hier angegebene Definition der Edit Distance scheint fiir die praktische Berech-
nung in konkreten Situationen wenig geeignet, schlieflich muss man das Minimum
iiber die Anzahl der Operationen aller denkbaren Edit Transcripts bilden. Es gibt
jedoch eine recht einfache Methode, die Edit Distance zwischen zwei Pattern algo-
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2.1. Die Editierdistanz und das APMP

rithmisch mit Hilfe einer sog. dynamischen Programmierung zu berechnen.

Im Folgenden bezeichnen wir die Edit Distance zwischen zwei Pattern A = aj.x
und B = by.pr mit ed(A, B). Weiterhin bezeichnen wir mit d(3, j) := ed(A1., Bi),
0<i< N,0<j < M, also den Abstand der Prifixe von A und B der Linge
i bzw. j. (In diesem Zusammenhang sei noch einmal an die Bezeichnungen aus
Abschnitt 1.8 erinnert, insbesondere daran, dass A;; fiir ¢ > j stets den leeren
Pattern () bezeichnet.) Offenbar ist ed(A, B) = d(N, M).

Die Idee der dynamischen Programmierung ist nun, ed(A, B) nicht direkt zu be-
rechnen, sondern simtliche der Werte d(¢, j) mit Hilfe einer einfachen Rekursion zu
bestimmen. Den Anfang dieser Rekursion bilden dabei die offensichtlichen Werte
d(i,0) = 4,4 = 0,1,...,N, d(0,7) = 7, 7 = 0,1,..., M, und die Rekursionsformel
ergibt sich aus elementaren Uberlegungen zu

d(i,j) =min{d(i — 1,7) + 1, d(i,j — 1)+ 1,d(E — 1,5 — 1) + 6(i,5) }, (2.1)

wobei 6(4,j) = 1{a; # b;} gilt. Ein Beweis dieser Rekursionsformel findet sich
beispielsweise in [Gus97], Abschnitt 11.3.1, S. 218f.

Die Berechnung der Edit Distance mit Hilfe dieser Rekursion lédsst sich recht iiber-

sichtlich in einem Schema darstellen:

Beispiel 2.5 Berechnung der Edit Distance zwischen den Wortern SICHERUNG
und WERTUNG mit Hilfe der dynamischen Programmierung.

=

0~ O ULk R W N N E

Qzasmomo—~ns

@ooqo:mq;oow»—no:
© 00~ O O i W = =

O UL O W W wwl|
EN = R 51 SN S} TS TN N SO NN |
o oto ot ot ot otot o o
DUTOOH IO OO0 O Z
(31 BN IEN BEN BEN BEN SEN BENEEN BEN i Nep)

In diesem Schema steht in Zeile i und Spalte j der Eintrag d(i, j). Die erste Zeile
und die erste Spalte dieses Schemas sind dabei fest vorgegeben, die iibrigen Eintrige
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

ergeben sich gemifl der oben angegebenen Rekursionsformel. Der Eintrag in der
unteren rechten Ecke ist dann die Edit Distance zwischen den beiden Worten, die
hier 5 betrédgt. Insbesondere ist also das in Beispiel 2.1 angegeben Edit Transcript

minimal.

Im Ubrigen ist es moglich, durch einen sog. Traceback aus diesem Schema simtliche
Edit Transcripts mit minimaler Operationsanzahl zu gewinnen; siehe hierzu [Gus97],
Abschnitt 11.3.3, S. 221-223. Verschiedene Verallgemeinerungen dieses Abstandsbe-
griffs sind méglich, siehe auch hierzu [Gus97], Kapitel III.

Damit haben wir einen Abstandsbegriff fiir Pattern eingefithrt. Wie konnen wir
diesen nun verwenden, um das Ereignis zu beschreiben, dass in einer zufilligen Zei-
chenkette ein vorgegebener Pattern zu einem bestimmten Zeitpunkt das erste Mal

ndherungsweise erscheint?

Sei (X,)nen eine Folge von ZufallsgroBen mit Werten in ¥ (unsere zufillige Zeichen-
kette). Mit A = ajas...ay bezeichnen wir unseren vorgegebenen Pattern iiber .
Weiter sei 0 < k£ < N. Dann sagen wir, dass A in der Zeichenkette X zur Zeit n
ndherungsweise mit einem Abstand kleiner oder gleich k£ in der Edit Distance auf-
taucht, wenn es einen Suffix S von Xy, gibt, so dass ed(A4,S) < k ist. Die uns
interessierende Wartezeit T' des APMP ist dann der Zeitpunkt, zu dem dies das
erste Mal geschieht, d.h.

T := min {n € N : Es gibt ein m € {1,2,...,n+ 1}, so dass ed(4, X;n) < k}
Bezeichnen wir fiir einen Pattern A und eine zuféllige Zeichenkette X mit
msed (A4, X1.,) := min {ed(4, Xpnm) : m=1,...,n+1}
die Minimal Suffix Edit Distance, so lasst sich T" auch schreiben als
T = min {n € N : msed(4, Xi.,) < k}

Ist klar, um welchen Pattern A und welche Zeichenkette X es sich handelt, so schrei-

ben wir kurz msed(n) fiir msed (A4, X1.,).

Es folgen zwei wichtige Aussagen im Zusammenhang mit der Minimal Suffix Edit

Distance:
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2.1. Die Editierdistanz und das APMP

Satz 2.6 Seien A = a,ao...ay ein Pattern, X eine Zeichenkette und n € Ny. Dann
qilt
msed(A4, X1.,11) € msed(A4, X;.,) + {—1,0,1}

Beweis: Sei 1 < m < n+1 mit msed(A4, X1.,) = ed(A, Xp.p). Loscht man in X141
zunichst X,,.; und verwendet man dann ein minimales Fdit Transcript, das X,,., in
A iiberfiihrt, so erhélt man ein Edit Transcript, das X,,.,11 in A iiberfiihrt und nur
eine Operation mehr benotigt. Folglich gilt msed(A4, Xi.,41) < msed(A4, Xi.,) + 1.
Analog zeigt man msed(A, X1.,,) < msed(A, X1.,41) + 1. ]

Satz 2.7 Seien A = aqas...any ein Pattern, X eine Zeichenkette und k,n € Ny.

Dann gilt fir allem <n mitm < N —k oder m > N + k

ed(A, Xn—m—l—l:n) > k.

Beweis: Ist m < N — k, so ist die Linge von X,, ,,11., kleiner als N — k. Um
Xy ma1m in A zu iiberfiihren, sind also mindestens k£ + 1 Einfiigungen nétig, also ist
die Edit Distance grofier als k. Ist m > N + k, so ist die Lange von X, ., 1., grofler
als N + k, mithin sind nun zumindest £ + 1 Léschungen notwendig, um X,,_, 1., in

A zu iiberfithren und die Edit Distance ist wiederum gréfler als k. a

Wegen msed(A, X1.,,) < ed(A,0) = N gilt fiir alle n > 2N
msed(A, X1.,) = msed(A, X, oni1n),

und msed(A, X1.,) = k genau dann, wenn es ein m € {N — k, ..., N + k} gibt, so
dass ed(A, X,_mi1:m) = k gilt. Um also in einer konkreten Situation die Wartezeit
T zu bestimmen, reicht es aus, zu jedem Zeitpunkt n € N das Teilstiick X,, _on11.n

zu betrachten. Den zugehorigen Prozess (Y,,)en mit Yy = () (leerer Pattern) und

Y. = Xl:n , < 2N7
" Xn_ont1m , 1 > 2N,

bezeichnet man auch als Snake Chain (der Linge 2N) zur Zeichenkette X. (Vgl.
[Bré99], S. 90.)

Im nun folgenden Abschnitt wollen wir die Methoden aus Kapitel 1 verwenden, um
unter speziellen Bedingungen auch fiir das APMP asymptotische Exponentialitit

nachzuweisen.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

2.2 Asymptotische Exponentialitit fiir das Ap-

proximate Pattern Matching Problem

Bis zu diesem Zeitpunkt haben wir noch keine Voraussetzungen iiber die Beschaf-
fenheit der zufilligen Zeichenkette X getroffen. Die beiden Standardmodelle in der
mathematischen Biologie zur Modellierung einer DNA-Sequenz sind zum einen eine
Folge von unabhingigen und identisch verteilten Zufallsgroflen, zum anderen eine
Markov-Kette. Im Hinblick auf Anwendungen in diesem Gebiet werden wir hier und
im Folgenden (wie schon in Abschnitt 1.8) diese beiden Modelle betrachten.

Sei also X ein endliches Alphabet mit #Y > 2. Im ersten Modell ist X eine un-
abhéngige und identisch verteilte Folge von Zufallsgrofien (X, )nen iiber X mit Ver-
teilung p, := P(X; = o) fiir alle o € ¥, wobei wir, um triviale Félle zu vermeiden,
voraussetzen, dass p, > 0 fiir alle 0 € ¥ gilt. Im zweiten Modell ist X eine homoge-
ne, aperiodische und positiv rekurrente Markov-Kette (X, )nen, mit Zustandsraum
Y. Im diesem Fall sei die zugehérige Ubergangsmatrix P := (p(ai,aj))gi,gj oy, Mit
p(oi,0;) = P(X; = 0;|Xo = 0;), die Startverteilung bezeichnen wir mit v :=
(1/(0))062, v(o) := P(Xy = 0), und die stationire Verteilung mit 7 := (71'(0'))062.
Ziel dieses Abschnitte soll es nun sein, mit den im ersten Kapitel dieser Arbeit
bereitgestellten Methoden unter speziellen Voraussetzungen asymptotische Expo-
nentialitit fiir das APMP nachzuweisen. Der Einfachheit halber beschrinken wir
unsere Betrachtungen in diesem Abschnitt auf den Fall, dass X = (X,)nen eine

unabhéngige und identisch verteilte Zeichenkette iiber ¥ ist.

Es sei A = aias... € X ein unendlich langer Pattern iiber ¥ und Ay := aq.n fiir je-
des N € N. AuBerdem sei (ky)nen mit 0 < ky < N eine Folge von Editierdistanzen.
Ziel ist der Nachweis der asymptotischen Exponentialitét fiir T /ETy mit

Ty :=inf{n € N : msed(An, X1.,) < kn}.

Zum Nachweis wollen wir Theorem 1.9 des ersten Kapitels verwenden. Als Folge von
Regenerationszeiten fiir X wihlen wir hier fiir jedes N € N das iiberlappungsfreie

Auftreten eines speziell gewihlten Patterns Sy in X, wobei wir |Sy| als monoton
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2.2. Asymptotische Exponentialitit fiir das APMP

wachsend und |Sy| < N — ky voraussetzen. Es seien also:

ONo = lnf{n > |SN| : an|SN|—}—1:n = SN}a
ony = inf{n >N 1+ [Sn|: Xn_|syj41m = SN} 121,
YNy = OnNg—Ong—1, | > 1.

Aus den Voraussetzungen fiir die Zeichenkette X folgt, dass es sich bei den Zeit-

punkten (on;);>0 tatsdchlich um Regenerationszeitpunkte handelt.

Nach Satz 2.7 ist ed(An, Xpn_mi1:n) > kn, falls m < N — ky oder m > N + ky gilt.

Anders ausgedriickt:
msed(Ay, X1.) < kn & Im e {N —kn,... N+ kn}:ed(Ay, Xn-mi1n) < kn-
Daher definieren wir fiir [ > 1
En, = {3n€{oni1+1,...,on}Im € {N —ky,... N +ky}:
ed(An, Xpomi1n) < kn'},

d.h. Ely; ist das Ereignis, dass der Pattern Ay zwischen den Erneuerungszeitpunkten

on,—1 und oy, mit einem Fehler kleiner oder gleich ky erscheint.

Seien schliefilich My :=inf{l € N : Ey,; tritt ein} und

Ty = inf{n > oy : msed(An, X1.n) < kn}-

Dann gilt:
MNfl MN
onvo+ Y, wWi<Ty <ono+ > i
=1 =1

Bemerkung 2.8 oy hat zwar die gleiche Verteilung wie vy, fiir [ > 1, definiert

man allerdings
Eng:={3ne{l,..,ono}dm € {N —ky, ..., N+ kn} : ed(An, Xn m+12) < kn},

so ist P(Eny) # P(En,) fir [ > 1. Dies ist der Grund, weshalb wir an dieser Stelle
die asymptotische Exponentialitiit zunéichst nur fiir Ty / ETy beweisen. AnschlieBend
werden wir jedoch sehen, dass sich hieraus unmittelbar dieselbe Aussage fiir T /ETxN

ergibt.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Um nun asymptotische Exponentialitiit fiir Ty / ETy mit Theorem 1.9 zu folgern,

miissen folgende Bedingungen erfiillt sein:

(i) Fiir alle N,I € Nist Ey; messbar bzgl. { Xy, 11,..., Xoy, } und P(Ey;) ist
in Abhéngigkeit von [ konstant.

(11) gn = P(EN,I) — 0 mit N — oo.
(iii) (yn1/E7vn1)nen ist gleichgradig integrierbar.
(iv) ono/ETy — 0.

Damit die erste dieser Bedingungen erfiillt ist, stellen wir an die Folge der (Regenera-
tions-)Pattern Sy folgende Forderung:

(B1) Ist Sy ein Subpattern eines beliebigen Pattern B (kurz: Sy C B),
so ist stets ed(Ayn, B) > kn.

Als unmittelbare Folgerung ergibt sich:

EN,l = {Hn S {UN,l—l + 1, ...,aNyl}EIm € {N - k‘N, ,N+ kN} :

ed(AN,Xn_mHm) <kyundn-m-+1> TNj-1 — |SN‘ + 1}

Sei fiir s > |Sy|

Cs = {@15 €X° : Ty gy/+1.s = Sy und es ex. ein Subpattern B
von Sy o xq1.; mit ed(Ay, B) < kN},

wobei fiir zwei Pattern A = ay...a, und B = b;...b,, die Verkniipfung A o B
den Pattern a;...apb:...b, bezeichnet. Dann gilt fiir alle | > 1: Ey; tritt ein <
(Xry 14150y Xry,) € C

y “ATN ON,I"

Damit ist (i) gezeigt.

Im Zusammenhang mit Bedingung (ii) fordern wir fiir die Folge der (Regenera-
tions-)Pattern Sy und die Folge der Editierdistanzen ky des Weiteren:

(B2) Es gelte limy 00 P(ono > N — ky — |Sn]) = 0.

Ist diese Forderung erfiillt, so ergibt sich unmittelbar Bedingung (ii), was man wie
folgt sieht: Mit

ono = inf {n > S| ¢ Xnzisyl+1m = SN} und

oy = inf {n > 1 : msed(Ay, Sy o Xi.) < kN}
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2.2. Asymptotische Exponentialitit fiir das APMP

gilt
gn = P(oy < onyp)-

Wegen Satz 2.7 gilt nun einerseits
ed(An, Xn—m+1m) > ky, fallsm < N — ky,
wegen (B1) andererseits
ed(An, Xp_m+1:m) > ky, falls Sy ein Subpattern von X, 1 1., ist,

also folgt
oON >N—kN— |SN|

Daher ist gy < P(ono > N — ky — |Sn|)- (B2) liefert nun fiir die rechte Seite mit
N — oo den Grenzwert 0.

Nun zur Bedingung (iii), der gleichgradigen Integrierbarkeit von (yn,1/E7vn,1)nen-

Angenommen |Sy| bleibt beschrinkt, d.h. es existiert ein K € R mit |Sy| < K
fiir alle N € N. Nun gibt es aber nur endlich viele Pattern Sy iiber ¥ mit [Sy| <
K. Daher liegen der betrachteten Familie von normierten Wartezeiten nur endlich
viele verschiedene Verteilungen mit endlichem Erwartungswert zu Grunde und die

gleichgradige Integrierbarkeit ergibt sich trivialerweise.

Daher gelte |Sy| — oo mit N — oo. Nach Satz 1.27 gilt dann mit N — oo

d
Yv1/Evni — Exp(1).

Die gleichgradige Integrierbarkeit ergibt sich nun unmittelbar aus Lemma 1.18, wobei
die Konvergenz der Momente trivialerweise erfiillt ist (alle beteiligten Gré8en haben

Erwartungswert 1).

SchlieBlich der Nachweis der vierten Bedingung. Definieren wir TN =Ty — ON,0,

so folgt aus den bisher gezeigten Bedingungen (i) bis (iii) mit Theorem 1.9, dass

Tn/ETy N Exp(1) gilt und (qvETy)/Eoy, mit N — 0o gegen 1 strebt. Wegen

limy o gy = 0 ergibt sich EO’N,O/ETN — 0. Wegen ETN = ETN — FEoy, folgt dann

aber auch Eong/ ETy — 0, woraus sich mit der Markovschen Ungleichung sofort
~ P .

ono/ETNy — 0 ergibt.

Damit haben wir die asymptotische Exponentialitit von Ty /ETN nachgewiesen.

Unser eigentliches Ziel war jedoch der Nachweis dieser Aussage fiir T /ETy. Zur
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Erinnerung:

Ty = inf {n >1 : msed(An, X1.) < kN},

TN = inf {TL Z ONo - msed(AN,Xl:n) S kN}
Wegen msed(Ay, X1.,) > ky fiir n < N — ky ist
TN = inf {n 2 N — k‘N . msed(AN,le) S k‘N}

Daher gilt im Fall oxg < N — ky: Ty = Tw. Mit (B2) ergibt sich hieraus

P(TN:TN) EP(UN,OSN_kN) EP(O'Ny()SN—kN—‘SNDNio)Ol
Weiter gilt offenbar
ETy < ETy < Eong + ETy.

Die erste Ungleichung ergibt sich unmittelbar aus der Definition von T und T, die
zweite erhilt man durch Betrachtung des Post-oy o-Prozesses. Wegen Eoy o/ ETy —

0 ergibt sich daraus
lim ETy/ETy = 1.
N—o00

Nun ist

T T . Tx |ETy - Tn |ETNyTy
N AN 1y =T NZEN g Ty £ Ty =N | 22NN ),
ETy  ETy {Tv =T} ETy |ETy {Tv # T} ETy |ETn Ty ‘

Wegen 1{Ty = Tw} == 1, Tw/ETy - Exp(1), ETy/ETy — 1 und Ty /Ty €
[0, 1] fiir alle N € N ergibt sich

Ty Ty

ETN ETN

2.

Mit [Bil68], Theorem 4.1, S. 25 folgt hieraus dann

Tn  4a
—_— E 1).
BTo xp(1)

Wir fassen unsere Ergebnisse in einem Theorem zusammen:
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2.2. Asymptotische Exponentialitit fiir das APMP

Theorem 2.9 FEs sei X ein endliches Alphabet, X = (X, )nen eine unabhdngige
und identisch verteilte Zeichenkette tiber ¥, A = aias... € X*° ein unendlich langer
Pattern iiber ¥ und Ay = ay.n fir jedes N € N. Weiter sei (kn)nen eine Folge
natirlicher Zahlen mit 0 < ky < N.

Wir definieren
Ty := inf {n >1: msed(Ayn, X14) < kN}.

Schlieflich sei (Sx)nen eine Folge von Pattern iiber ¥ mit folgenden FEigenschaften:

(i) Fir alle (hinreichend grofien) N € N ist |Sy| monoton wachsend und es gilt
|Sn| < N —kn.

(i1) Fir alle (hinreichend grofien) N € N gilt: Ist Sy C B, so ist ed(An, B) > ky.

(ZZZ) Fiir ON,o = 1nf{n 2 |SN‘ : an|SN|—|—1:n = SN} gzlt th—)oo P(O'N70 > N—kN —
|Sn|) = 0.

Dann folgt mit N — oo
Tn

d

— Exp(1).

BTo xp(1)
Wir wollen nun zeigen, dass die Voraussetzungen dieses Satzes insbesondere erfiillt
sind, wenn es fiir jedes N € N einen Buchstaben oy € ¥ gibt, der in Ay ,,gleichmé&Big
hinreichend selten“ vorkommt. Im Folgenden bezeichne

m = ({‘neigpg)fl.

Satz 2.10 Es sei & ein endliches Alphabet, X = (X,)nen eine unabhingige und
identisch wverteilte Zeichenkette iiber ¥, A = aias... € X ein unendlich langer
Pattern diber ¥ und Ay = ay.n fir jedes N € N. Weiter sei (kn)nen eine Folge
nattrlicher Zahlen mit 0 < ky < N.

Wir definieren

Ty := inf {n >1: msed(Ayn, X14) < kN}.

Schlieflich sei (Ly)nen eine monoton wachsende Folge natirlicher Zahlen mit fol-

genden FEigenschaften:

(i) Fiir alle N € N gilt ky < Ly < N —ky
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

(ii) Es gibt ein Ny € N, so dass fir alle N > Ny ein Buchstabe oy € ¥ mit
der Figenschaft existiert, dass er in jedem Subpattern von Ay der Linge Ly

weniger als (Ly — ky)-mal vorkommdt.

(11i) Es gibt ein Ny € N und ein « € (0, 1), so dass Ly < alog,, N fiir alle N > N,
gilt.
Dann folgt mit N — oo
Ty

d
—4 Exp(1).
BT xp(1)

Beweis: O.B.d.A. ist N; = Ny. Wir beweisen diesen Satz mit Theorem 2.9. Fiir
jedes N € N sei Sy ein on-Run der Linge Ly.

Die erste Bedingung aus Theorem 2.9 ist dann automatisch erfiillt.

Als néchstes beweisen wir, dass aus Sy C B stets ed(Ay, B) > ky folgt. Sei dazu
B ein beliebiger Pattern mit Sy C B. Dann gibt es zu jedem Edit Transcript, dass
B in Ay iiberfiihrt einen (nicht eindeutig festgelegten) Subpattern C von Ay, so
dass durch dieses Edit Transcript gerade Sy in C iiberfiihrt wird. Sei ¢ := |C|. Wir

unterscheiden drei Falle:

(1) ¢ < Ly — ky oder ¢ > Ly + ky. Dann sind mehr als ky D- oder I-Operationen
nétig, um Sy in C zu iiberfiihren, also gilt ed(Sy,C) > ky + 1.

(2) Ly —kn < ¢ < Ly. Dann sind mindestens Ly —c¢ D-Operationen nétig, um Sy in
C zu iiberfithren. Auflerdem kommt der Buchstabe oy in C hochstens (Ly —ky —1)-
mal vor, und da jede Editieroperation die Anzahl der oy’s in einem Pattern um
hochstens 1 verdndert, sind also zusitzlich noch mindestens ¢ — (Ly — ky — 1)
weitere Operationen nétig, um Sy in C zu iiberfithren. Insgesamt ist also auch in
diesem Fall ed(Sy,C) > Ly —c+c— (Ly —ky —1) = ky + 1.

(3) Ly < ¢ < Ly+ky. In diesem Fall betrachten wir das inverse Edit Transcript, dass
C in Sy tiberfiihrt. Dieses umfasst auf jeden Fall ¢ — Ly D-Operationen. Auflerdem
kommt oy in jedem Subpattern der Linge Ly von Ay maximal (Ly — ky — 1)-mal
vor. Loscht man nun in Ay einen Buchstaben, so kann sich diese Zahl um maximal
1 erhéhen. Léscht man also ¢ — Ly Buchstaben in C C Ay, so kommt in dem
resultierenden Pattern der Linge Ly der Buchstabe oy maximal (Ly — ky — 1) +
(¢ — Ly) = (¢ — ky — 1)-mal vor. Also sind noch mindestens Ly — (¢ — ky — 1)
weiter Operationen notwendig. Damit gilt auch in diesem letzten Fall ed(Sy,C) >
(c—Ly)+Ly—(c—ky—1)=kn+1.
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2.2. Asymptotische Exponentialitit fiir das APMP

Damit ist ed(C, Sy) > ky fiir jedes C C Ay und damit auch ed(Ay, B) > ky fiir
jedes B mit Sy C B.

Schliefllich zur dritten Bedingung aus Theorem 2.9. Bekanntlich gilt
Bty = ®g, (1)/P(Sn).

Wegen @, (1) < Y77 (max,ex po)F existiert ein K € R mit Etyo < K/P(Sy) fiir
alle N € N. Nun gilt offenbar P(Sy) > m L% und mit der Markovschen Ungleichung
folgt fiir hinreichend groflen N

Eong < K/P(Sn)

P(ono > N —ky —|Sn|) N—ky—Ly = N—ky—Lx

KmLN KmalogmN
<
-~ N—-—ky—Ly = N—kny—Ly
KN« KN«

— 0.

< <
- N-2Ly = N —2alog,, N

Damit folgt die asymptotische Exponentialitit von T /ETy aus Theorem 2.9. O

Als Spezialfall ergibt sich

Lemma 2.11 FEs sei ¥ ein endliches Alphabet, X = (X,)nen eine unabhdngige
und identisch verteilte Zeichenkette tiber 3, A = aias... € X*° ein unendlich langer
Pattern iber ¥ und Ay := ay.n fiir jedes N € N. Weiter sei (kn)nen €ine monoton
wachsende Folge naturlicher Zahlen mit 0 < ky < N.

Wir definieren
Ty := inf {n >1: msed(Ayn, Xim) < kN}.
Schlieflich gelte:
(i) Es existiert ein Buchstabe o* € 3, der in A nicht vorkommt

(i) Es gibt ein Ny € N und ein o € (0,1), so dass ky +1 < alog,, N fir alle
N > N, gilt.

Dann folgt mit N — oo
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Bemerkung 2.12 Bedingung (ii) ist insbesondere fiir konstante bzw. beschrinkte

Folgen (kn)nen erfiillt.

Beweis: Verwendet Satz 2.10 mit Ly := ky + 1 und oy = o* fiir alle N € N. O

Das nun folgende Beispiel zeigt eine Anwendung dieses Satzes bei der Approximation

von Wartezeitverteilungen:

Beispiel 2.13 Wir wollen hier eine Fragestellung betrachten, die man in vielen ein-
fiihrenden Werken zur Stochastik finden kann und die unter dem Stichwort Monkey
Typing Shakespeare Eingang in die Literatur gefunden hat. (Vgl. [Wil91], Abschnitt
4.9, S. 44f.)

Die am héufigsten verwendete Formulierung des Monkey Typing Shakespeare Phiano-
mens lautet etwa wie folgt: “Wenn ein Affe unendlich lange auf einer Schreibmaschine
herumtippt, so wird er irgendwann einmal die gesammelten Werke von Shakespeare
verfasst haben.“ Im englischsprachigen Raum wird die Redewendung Monkey Typing
Shakespeare auch héufig als Bild gebraucht, wenn man ausdriicken méchte, dass ein
bestimmtes Ereignis, so unwahrscheinlich es auch sein mag, doch irgendwann ein-

treten kann.

Unter der Modellannahme, dass der Affe durch sein Herumtippen auf der Schreibma-
schinentastatur eine unabhéngige Zeichenkette erzeugt, ist diese Aussage tatséchlich
richtig; es ist nicht weiter schwierig zu beweisen, dass die Wahrscheinlichkeit des
betrachteten Ereignisses 1 betrdgt. Dazu bringen wir die Werke von Shakespeare
in eine (wie auch immer geartete) Reihenfolge, so dass wir einen Textpattern der
Gesamtlinge N erhalten. F' sei das Ereignis, dass unser Affe durch sein zufilliges
Herumtippen diesen Textpattern niemals produziert. Wir unterteilen nun die Folge
der vom Affen getippten Zeichen in aufeinander folgende Blocke der Linge N und
bezeichnen mit G;, 7 € N, das Ereignis, dass der i-te dieser Blocke nicht dem gesuch-
ten Textpattern entspricht. Offensichtlich sind sidmtliche Ereignisse GG; unabhéngig
und haben dieselbe von 1 verschiedene Wahrscheinlichkeit. Weiter bezeichnen wir
mit G := (), Gi das Ereignis, dass unser Affe niemals in einem der Blocke die
Werke Shakespeares verfasst. Dann gilt P(G) < [, P(G;) = 0. Nun ist aber F°
in G enthalten und daher auch P(F') = 0, so dass schlie8lich die Wahrscheinlichkeit
des Gegenereignisses, dass der Affe doch irgendwann einmal Shakespeares Werke

verfasst, 1 betrdgt. Man beachte dabei, dass dieses Resultat unabhéngig davon ist,
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2.2. Asymptotische Exponentialitit fiir das APMP

welche Reihenfolge man bei Shakespeares Werken zu Grunde legt, ebenso wie von
der angenommenen Verteilung, mit der der Affe die Tasten der Schreibmaschine
driickt, solange nur jeder Buchstabe aus Shakespeares Werken mit positiver Wahr-

scheinlichkeit vorkommt.

In der Praxis kann man den Affen allerdings immer nur fiir eine begrenzte Zeit-
spanne bei seiner Arbeit beobachten, und so wollen wir hier im Gegensatz zu dem
obigen theoretischen Resultat unter dem Begriff Monkey Typing Shakespeare die
realititsbezogenere Frage diskutieren, wie lange der Affe braucht, um zumindest
ein beriihmtes Shakespeare-Zitat, beispielsweise ,, 7o Be Or Not To Be“ oder eine
hierzu dhnliche Buchstabenfolge zu tippen. In dieser Situation legt Lemma 2.11 die
Vermutung nahe, dass die Wartezeit, bis der Pattern TOBEORNQOTTOBE in ei-
ner unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette {iber den Alphabet der 26
Buchstaben {A, B, ..., Z} erstmals mit maximal einem Fehler in der Edit Distan-
ce erscheint, bei Normierung mit dem zugehorigen Erwartungswert ndherungsweise
Exp(1)-verteilt sein wird. Allerdings ist keine Aussage iiber die Giite dieser Appro-

ximation moglich. Wir werden spéter wieder auf dieses Beispiel zuriickkommen.

Ahnliche Fragestellungen wie die des vorangegangenen Beispiels tauchen auch im
Zusammenhang mit Gensequenzierungen in der mathematischen Biologie auf. Die
theoretischen Antworten, die die hier vorgestellten Resultate auf solche Fragestellun-
gen zu geben vermogen, sind fiir den an konkreten Ndhrungen der Wartezeitvertei-
lung fiir endliche Pattern interessierten Anwender unbefriedigend, solange sie nicht
durch entsprechende Fehlerabschitzungen erweitert werden konnen. Beispielsweise

ist es sonst nicht moglich, Quantile der Wartezeitverteilung abzuschétzen.

Dieser Missstand ist der Antrieb fiir die folgenden Bemiihungen, Wartezeitappro-
ximationen fiir das APMP unter moglichst allgemeinen Voraussetzungen inklusive
Fehlerabschétzungen herzuleiten. Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist dabei
die Interpretation der entsprechenden Wartezeit als Eintrittszeit fiir Markov-Ketten.
Im folgenden Abschnitt werden wir deshalb ein Resultat herleiten, das es ermdoglicht,
solche Eintrittszeitverteilungen inklusive einer entsprechenden Fehlerabschitzung zu

approximieren.
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2.3 Eintrittszeitapproximation durch eine geome-

trische Verteilung

In diesem Abschnitt behandeln wir in allgemeiner Form das Problem, Eintrittszeit-
verteilungen in Markov-Ketten zu approximieren und gleichzeitig Fehlerabschétzun-
gen fiir die gewonnene Niherung zu erhalten, mit denen sich deren Giite beurteilen
ldsst. In den folgenden Abschnitten wenden wir die erzielten Resultate dann auf das
APMP an.

Es sei X = (X,,)nen, eine homogene, aperiodische und irreduzible Markov-Kette auf
einem endlichen Zustandsraum E = {i, j, k, ...} mit Ubergangsmatrix P = (pij)i e
und stationérer Verteilung m = (m;);cg. Fiir eine Teilmenge ) # D C E sei

TD = 1nf{n € IN() . Xn S D}

die Wartezeit, bis X in D eintritt.

Wenn wir die Wartezeit T durch eine andere Verteilung approximieren und Feh-
lerschranken fiir die Approximation angeben wollen, so miissen wir als erstes einen
Abstandsbegriff fiir Verteilungen einfiihren. Ein iiblicher Abstandsbegriff ist in die-

sem Zusammenhang die sog. Total Variation Distance.

Definition 2.14 Es seien (£2,.4) ein messbarer Raum und P, ) zwei Wahrschein-
lichkeitsmafBle auf A. Dann ist der Totalvariationsabstand oder auch die Total Va-

riation Distance zwischen P und () definiert durch

drv(P, Q) := sup |P(A) — Q(A)].

Fiir abzéhlbares Q gilt drv(P, Q) = £+ > o [P({w}) — Q({w})|. Weitere wichtige
Eigenschaften dieses Abstandsbegriffs findet man in Anhang B.

Es ist klar, dass die Exponentialverteilung bei Verwendung des Totalvariations-
abstands nun nicht mehr geeignet ist, um (diskrete) Eintrittszeitverteilungen in
Markov-Ketten zu approximieren, da der Totalvariationsabstand zwischen einer dis-
kreten und einer absolut-stetigen Verteilung wie der Exponentialverteilung stets 1
betrdagt. An ihre Stelle tritt hier, quasi als diskretes Analogon, die geometrische

Verteilung.
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Es lésst sich aber sogar noch mehr zeigen: Betrachtet man eine ganze Folge (Dy) yen
von Zielmengen fiir die Markov-Kette X oder noch allgemeiner eine ganze Folge
von Markov-Ketten (Xy)yen mit zugehorigen Zielmengen (Dy)yen, so folgt aus
den Tatsachen, dass limy_,o, £71p, = oo gilt und dass der Totalvariationsabstand
der Wartezeitverteilung T, zu einer geometrischen Verteilung mit gleichem Erwar-
tungswert fiir N — oo gegen 0 strebt, sofort die asymptotische Exponentialitat fiir

Tp,, wie das folgende Lemma zeigt:

Lemma 2.15 Fiir jedes N € N habe Ty eine diskrete Verteilung auf N und Xy
eine geometrische Verteilung auf N mit EXy = ETy. Gilt dann

(i) lim ETy = oo, (i) dim drv (L£(Tw), L(XN)) =0,

N—00

so folgt Ty/ETy —% Exp(1).

Beweis: Fiir alle x > 0 gilt

Die wesentliche Idee ist nun, dass wegen Voraussetzung (i) Xy/ETy N Exp(1)
gilt. Daher strebt der zweite Summand in der obigen Darstellung gegen 1 —exp(—z).

Fiir den ersten Summanden folgt mit Hilfe von Voraussetzung (ii)

|zETN |
|P(Ty/ETy < z) — P(Xy/ETy < z)| < Z |P(Ty = k) — P(Xy = k)|
k=1

< QdTv(,C(TN),L(XN)) — 0.

Also ist limy_,oo P(Tn/ETn < z) = 1 — exp(—x). O

Das wesentliche Hilfsmittel unserer Betrachtungen ist im Folgenden eine Verteilung
p auf E. die folgende Bedingung erfiillt:

p(-)=Py(X, € -|Tp > n) fiir allen € N. (2.2)
In diesem Zusammenhang stellt sich natiirlich die Frage, ob eine solche Verteilung
stets existiert und wenn ja, wie man sie bestimmen kann. Um diese Fragen zu beant-

worten, treffen wir folgende Bezeichnungen. Das Komplement von D in E, also E\ D,
bezeichnen wir mit D¢. Weiter sei Ppc die Einschriankung von P auf D¢ d.h. die
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Matrix, die man aus P erhilt, wenn man sidmtliche Zeilen und Spalten eliminiert,

die zu Zusténden aus D gehoren.

Ppe ist eine substochastische Matrix. Jede quadratische Matrix mit nicht negativen
Komponenten (insbesondere also jede substochastische Matrix) hat die Eigenschaft,
dass der Spektralradius zugleich ein Eigenwert dieser Matrix ist und es dazu einen
(vom Nullvektor verschiedenen) Linkseigenvektor mit nicht negativen Komponenten
gibt. (Folgt aus [BR97|, Kapitel 1, Theorem 1.7.3, S. 35.)

Ist also 7y der Spektralradius von Ppe, so gibt es einen Vektor v mit nicht negativen
Komponenten, so dass vPpe = nov gilt. Weiter sei [v| > 0 die Summe iiber die
Komponenten von v. Damit definieren wir nun p(i) := v(i)/|v| fiir i € D® bzw. p(i) =
0 sonst. Diese Verteilung p auf E, die offenbar stets existiert, hat nun unter sehr

schwachen Voraussetzungen die gewiinschte Eigenschaft (2.2):

Lemma 2.16 Der Spektralradius von Ppe sei grofier 0. Dann erfillt die zuvor de-

finierte Verteilung p die Bedingung (2.2).
Beweis: Fiir 1 € D¢ gilt

P,(Xpn=1i,Tp>n) = ppe-(Ppe)"-1; = ng-ppe-1; = nyp(i) und
Ey(Tp >n) = ppe- (Ppe)"-1 = ng-ppe-1 = 15,

wobei ppe die Einschrinkung von p auf D¢ bezeichnet, 1 := (1,...,1)" ist und 1; der
Vektor, dessen i-te Komponente 1 und alle iibrigen 0 sind. Durch Quotientenbildung
folgt die Aussage fiir alle © € D°. Fiir ¢+ € D ist sie trivial. O

Die Voraussetzung 7, > 0 ist nicht besonders stark und wird in den von uns
im Folgenden betrachten Situationen in der Regel erfiillt sein. Ist ny = 0, so gilt
P,(Tp > 1) = ny = 0, d.h. bei Startverteilung p tritt die Markov-Kette mit Wahr-
scheinlichkeit 1 sofort in die Zielmenge ein. Immer, wenn wir im Folgenden direkt
oder indirekt von einer Startverteilung p mit Eigenschaft (2.2) Gebrauch machen,
setzen wir stillschweigend voraus, dass die Bedingung 7ny > 0 erfiillt ist.

Bemerkung 2.17 Ist Ppc sogar irreduzibel, so entspricht p der sog. quasi-statio-

nédren Verteilung von X bzgl. D, definiert durch

p(i) :== lim P\(X, =iTp > n)

n—o0
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fiir alle + € F und alle Startverteilungen A\ auf E. In dieser Situation existiert also
fiir die Markov-Kette X eine stationére Verteilung auf D unter der Bedingung, dass
X mnoch nicht in D eingetreten ist. Unter den hier betrachteten allgemeinen Bedin-
gungen ist die Existenz einer solchen quasi-stationdren Verteilung i.A. nicht mehr
gewdhrleistet. Was wir aber im Folgenden benétigen, ist nicht die Existenz einer
quasi-stationéren Verteilung an sich, sondern lediglich die Existenz einer Verteilung
p, die die Bedingung (2.2) erfiillt. (Siehe hierzu auch die Betrachtungen in [Ald82].
Die Existenz der quasi-stationiren Verteilung im irreduziblen Fall ist eine Konse-
quenz aus dem Perron-Frobenius- Theorem ([Bré99], Kapitel 6, Theorem 1.1, S. 197);
entscheidend ist, dass in dieser Situation |ng| > || fiir alle weiteren Eigenwerte n
von Ppe gilt.)

Der nun folgende Satz zeigt, warum die Verteilung p das entscheidende Hilfsmittel
ist, um die Wartezeit Tp durch eine geometrische Verteilung zu approximieren. Sie

stellt fiir dieses Vorhaben die ,,optimale® Startverteilung dar:

Satz 2.18 Seiny > 0. Dann ist Tp unter der Startverteilung p geometrisch verteilt
auf N, d.h. firn € N gilt

1

Pp(TD = n) = (1 —p)nilp mit P = Pp(TD = 1) = (EpTD)_ .

Beweis: Die Voraussetzung 7y > 0 garantiert zunichst einmal die Existenz von p.

Wir zeigen nun, dass die Verteilung von T, unter p gedédchtnislos ist, d.h. es gilt
P,(Tp =n+m |Tp >n) = P,(Tp =m) fiir alle n,m € N. (2.3)

Mit (2.2), der zeitlichen Homogenitét und der Markov-Eigenschaft folgt ndmlich

Py(Tp =m)P,(Tp >n) = Y _ Pi(Tp =m)p(i)F,(Tp > n)

i¢D
= Y P(Tp =m)Py(Xn =14,Tp > n)
i¢D
= Y P(Tp=m+n|X,=i,Tp>n)P,(X,=i,Tp>n)
i¢D

= P,(Tp =m+n),

und damit (2.3).
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Da Ppc eine substochastische Matrix ist, ist der Spektralradius 7y kleiner oder gleich
1. Nun gilt fiir alle n € N

Po(Tp > 1) = ppe - (Poe)" -1 = 1§ (pe - 1) = 1.

Wire 19 = 1, so wire P,(Tp < oo) = 0 im Widerspruch zur Irreduzibilitit der
Markov-Kette X. Also ist 7y < 1. Dann gilt insbesondere

Pp(szl):l—Pp(TD>1)=1—’I’]0>0.

Daraus und aus der Gedéchtnislosigkeit ergibt sich dann aber sofort, dass Tp unter
p auf N geometrisch verteilt sein muss. (Vgl. beispielsweise [Fel68], Abschnitt XIII.9,
S. 328f.) O

Startet X also in p, so ist die Eintrittszeit T, geometrisch verteilt. Das nun folgende
Theorem behandelt den Fall, dass X mit einer beliebigen Verteilung A\ auf F startet.
Insbesondere werden Fehlerschranken angegeben, wie stark sich dann die Verteilung
von Tp von einer geometrischen Verteilung auf N mit Parameter P,(Tp = 1) unter-
scheidet.

Theorem 2.19 Fiir jede Verteilung \ auf E und jede nicht leere Teilmenge D von
E gilt
drv (E)\(TD): ['p(TD)) <dtv(p, A).

Beweis: Sei A C N beliebig. Wendet man Hilfssatz B.4 auf f(X) := 1{Tp € A} an,
so folgt
|P)\(TD € A) — Pp(TD € A)| < dTV(p, )\)

Da die rechte Seite nicht von der Wahl der Teilmenge A abhéngt, folgt hieraus

dTV ([,)\(TD), [,p(TD)) S dTV(p; /\)

|

Mit Hilfe dieses Theorems ist es also moglich, die Wartezeit Tp unter der Startver-

teilung A durch eine geometrische Verteilung zu approximieren.

Eine notwendige Voraussetzung ist dabei die Kenntnis der Verteilung p. Diese lésst
sich mit numerischen Methoden bei Markov-Ketten mit hinreichend kleinem Zu-
standsraum recht leicht gewinnen, da es sich letztlich um einen auf Linge 1 nor-
mierten Linkseigenvektor zum Perron-Eigenwert (d.h. zum betragsgréfiten und re-

ellwertigen Eigenwert) von Ppc handelt.
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2.3. Eintrittszeitapproximation durch eine geometrische Verteilung

In der Regel wird die Fehlerschranke dry(p, A) jedoch keine gute Approximation
liefern. Eine Ausnahme stellt hier der Fall dar, dass D ,klein“ ist im Vergleich
zu F, so dass Tp unter p mit hoher Wahrscheinlichkeit , gro“ ist. Entspricht die
Startverteilung A dann der stationéren Verteilung 7, so wird kaum ein Unterschied
zwischen der Verteilung p mit p( - ) = P,(X, € - |Tp > n) und der Verteilung
m mit w( - ) = Py(X, € - ) bestehen, da die Bedingung Tp > n nur eine geringe
Einschriankung darstellt.

Der nun folgende Satz zeigt eine Moglichkeit auf, wie man auch fiir beliebige Ver-

teilungen A\ zu guten Niherungen fiir £,(7p) gelangen kann.

Satz 2.20 Sei A\ eine beliebige Verteilung auf E, ng € N und \,, definiert durch
Ang(+) = Px(Xpy € - |Tp > nyg). Dann gilt fiir allen € N

P,\(TD > ng + TL) > (Pp(TD > n) — dTV(p, /\no))PA(TD > TL()) und

P)\(TD > ng + 7'L) < (Pp(TD > n) + dTV(p, )\no))P)\(TD > 7'1,0).

Beweis: Aufgrund der Homogenitéit von X gilt

P)\(TD > ng + 7?,) = P)\(TD > ngy + TL|TD > no)P)\(TD > TL())

= P)‘no (TD > TL)P)\(TD > TL()).

Die Aussage des Satzes folgt nun mit Hilfssatz B.4, angewendet auf die Funktion
f(X) :=1(Tp > n). O

Mit diesem Satz erhélt man immer dann eine brauchbare Approximation fiir £, (7p),
wenn bereits fiir ein kleines ny € N der Abstand drv(p, An,) sehr klein wird, anderer-
seits aber Py(Tp > ng) noch nahe bei 1 liegt. In diesem Zusammenhang weisen wir
auch nochmal darauf hin, dass fiir irreduzibles Ppe A,, mit np — oo bei beliebigem
A gegen p konvergiert.

Bemerkung 2.21 Ahnliche Methoden und Resultate findet man in [Ald82] [Ald83].
Dieser Artikel war zugleich der Anstofl zur Herleitung der hier vorgestellten Resulta-
te. David J. Aldous behandelt dort das Problem der Approximation der Eintrittszeit-
verteilung durch eine Exponentialverteilung im Fall einer zeitstetigen Markov-Kette.
Insbesondere zeigt Aldous, dass sich der Fehler bei der Approximation des Tails der

Eintrittszeitverteilung durch den Tail einer Exponentialverteilung mit Parameter
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

(E;Tp)* durch eine universelle Funktion ¥(E,Tp/7) beschrinken lisst, die allein

vom Quotienten aus E,Tp und einer ,Mixing Time“
Ti=inf {t > 0 : dpv(L;(Xy), 7) < (2e)" fiir alle i € E}

abhéngt. Dabei gilt ¥ : Ryg — R>o und lim, o ¥(z) = 0.

Der Vorteil dieses Resultats liegt darin, dass es keinerlei Bezug auf eine Verteilung p
nimmt. Sowohl die approximierende Exponentialverteilung als auch die Fehlerschran-
ke hiangen lediglich von der stationdren Verteilung 7 und der Geschwindigkeit, mit

der sich die Markov-Kette ihrer stationéren Verteilung n&hert, ab.

Der Autor dieser Dissertation hat jedoch Zweifel an diesem Resultat, auch wenn
er es in seiner Allgemeinheit nicht widerlegen kann. In jedem Fall ist der bei Al-
dous gelieferte Beweis fiir dieses Resultat fehlerhaft und ldsst sich auch nicht ,in
offensichtlicher Weise“ reparieren. Der Fehler liegt in der von Aldous hergeleiteten
Ungleichung (2.11) ([Ald82], S. 308). Das folgende Gegenbeispiel mag dies unter-

streichen.

Gegenbeispiel zu Formel (2.11) in [Ald82]: Es sei (X;) eine zeitstetige Markov-Kette
auf {0, 1} mit Generatormatrix

G — ( —%0 90 ) _
g1 —01

Als Ubergangsmatrix ergibt sich

ii] e (90+g1)t + 3_1 _ Zi) e (90t+91)t + %

P(t) = go T g1 go T g1 go T g1 Jo T g1 , t>0.
O e—(9otg)t 91 ol e (9091t _ 9
go+ o Jgo + g1 9o+ G 9o + 91

Die stationiire Verteilung ist 7 = (g91/(go + 91), 90/(g0 + g1)). Sei D := {1}. Un-
ter {Zy = 0} ist Tp exponentialverteilt mit Parameter gy, unter {Z; = 1} ist die

Verteilung von Tp das Einpunktmaf in 0.

Damit erhalten wir

91/90

ET('TD = W(O)EQTD + ’/T(].)ElTD = W(O)EQTD = .
9o+ g1
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2.3. Eintrittszeitapproximation durch eine geometrische Verteilung

7 ist das Infimum iiber alle ¢ > 0 mit

(1/2) - (Ipio(t) = w(O)] + Ipa () — 7(1)]) < (2¢) 7%, i =10,1.

Ist go > g1, so ergibt sich

1
T= <1—log(7g0+gl)).
Jo+ G 290

Sei nun in der Notation von [Ald82] a := log(E,;Tp/7) und s := (1+a)7. In [Ald82]
(2.11) wird nun behauptet, dass fiir jede Verteilung A auf £

|Py(s <Tp <2s|Tp >s)— P(Tp <s)| <e™® (2.4)

gilt.
Es ist
P.(Tp <s)=m(0)Py(Tp < s)+7(1)P(Tp < s) =1—m(0)e 9° =1— I e 9%
90 + g1
und fiir jede Startverteilung A mit A\(0) > 0 gilt
P\(s <Tp < 2s)
P)\(TD Z S)
AMO0)Py(s <Tp < 2s)+ A <1p <
B MNO0)Py(Tp > s) + A1) P (Tp > s)
= P()(SSTD §28|TD 28) = P()(TD SS)

P)\(SSTD S28|TD ZS) =

1)Pi(s < Tp < 2s)

— —g0s
= 1l—e ,

wobei wir die Gedédchtnislosigkeit der Exponentialverteilung verwendet haben. Somit

ist

|P\(s < Tp < 25T > 5) — Py(Tp < 5)| = —L° ¢~908
9o + g1

und (2.4) wird zu
90

9o+ g1
Waihlt man aber beispielsweise gy = 50 und ¢g; = 1, so erhilt man unmittelbar ein

e 9% el

Gegenbeispiel zu dieser Ungleichung.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

2.4 Der Spaltenprozess

Mit den im vorangegangenen Abschnitt entwickelten Methoden ist es nun méoglich,
die Verteilung der Eintrittszeit einer Markov-Kette in eine Teilmenge ihres Zustands-
raums durch eine geometrische Verteilung zu approximieren und dabei gleichzeitig
Abschétzungen fiir den gemachten Fehler zu erhalten. Wollen wir diese Methoden
auf das APMP anwenden, so miissen wir nun die zugehorige Wartezeit als eine solche

Eintrittszeit interpretieren.

Ein Moglichkeit bietet dabei die im ersten Abschnitt eingefiihrte Snake Chain
(Ynn)nen der Linge 2N. Diese ist sowohl im Fall einer unabhéngigen und identisch
verteilten Zeichenkette, als auch im Fall einer durch eine Markov-Kette erzeug-
ten Zeichenkette selbst wieder eine Markov-Kette iiber den Zustandsraum Xy :=
Ufn]\io Y™ Die zugehorige Ubergangsmatrix ergibt sich in offensichtlicher Weise aus
der Verteilung bzw. der Ubergangsmatrix von X. Definiert man nun

DN = {B € XN . msed(AN,B) S kN},
so gilt fiir die Wartezeit Ty des APMP

Ty =inf {n € N : msed(Ay, X1.,) <kn} =inf{n €N : Yy, € Dy}.

Leider erweist sich jedoch die Snake Chain im Zusammenhang mit praktischen Be-
rechnungen in konkreten Beispielen als vollig ungeeignet. Zur Verwendung der her-
geleiteten Resultate ist ndmlich die Kenntnis der Verteilung p erforderlich. Unter
praktischen Gesichtspunkten sind diese also nur dann anwendbar, wenn die Berech-
nung von p mit vertretbarem Rechenaufwand durchgefiihrt werden kann. Dies setzt
insbesondere einen ,hinreichend kleinen“ Zustandsraum der betrachteten Markov-

Kette voraus.

Gerade dieses Kriterium wird von der Snake Chain jedoch iiberhaupt nicht erfiillt,
schon in einfachen Beispielen nimmt der Zustandsraum riesige Gréflenordnungen an.
Beispielsweise betrigt die Grofle des Zustandsraums im Beispiel 2.13 des Pattern
TOBEORNOTTOBE (Lange 13) iiber dem Alphabet der 26 Buchstaben #X;3 =
#(Ufle Zm) = 233:1 26™. Auch wenn von jedem dieser Zustinde ausgehend nur
26 Ubergiinge mit positiver Wahrscheinlichkeit méglich sind, die Ubergangsmatrix
als nur diinn besetzt ist, zwingt allein schon die Aufgabe, diese Ubergangsmatrix
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2.4. Der Spaltenprozess

zu bestimmen, jeden handelsiiblichen PC problemlos in die Knie. Hinzu kommt
auBerdem noch die Aufgabe, fiir jeden dieser Zustéinde zu iiberpriifen, ob er in die

Zielmenge fillt oder nicht.

Wenn wir also praktisch nutzbare Resultate erzielen wollen, so miissen wir uns an
dieser Stelle von der Snake Chain trennen und stattdessen ein neues Konzept ent-
wickeln, das diesen praktischen Anforderungen Rechnung tragt.

Als Ausgangspunkt betrachten wir dazu die Frage, wie man die Minimal Suffiz Edit
Distance zwischen einem vorgegebenem Pattern A und einer zufélligen Zeichenkette
X zu einem Zeitpunkt n 6konomisch berechnen kann. Unter praktischen Gesichts-
punkten erscheint dies ja zunéchst recht aufwendig, muss doch die Editierdistanz
zwischen A und samtlichen Suffixen von Xj., bestimmt werden. Doch wie schon bei
der Edit Distance zwischen zwei Pattern, kommt uns auch hier wieder die dynami-
sche Programmierung zu Hilfe. Die Minimal Suffiz Edit Distance zwischen A und X
zur Zeit n ldsst sich durch eine ganz dhnliche Rekursion berechnen. Die eigentliche
Rekursionsformel (2.1) ist dabei sogar exakt dieselbe, es éndert sich lediglich die
Initialisierung der ersten Zeile zu d(0,n) = 0, n € Ny. d(N, n) ist dann die Minimal
Suffiz Edit Distance zwischen A und X zur Zeit n. (Vgl. hierzu [Gus97], Abschnitt
11.6.5, S. 229f.)

Beispiel 2.22 Gegeben sei der Pattern A := aggct iiber dem Alphabet
Y := {a,g,c,t}. Dann konnte fiir eine Realisierung der Zeichenkette (X,)nen das
Schema zur Bestimmung der Minimal Suffix Edit Distance beispielsweise folgen-
dermaflen aussehen, wobei in der i-ten Zeile und n-ten Spalte jeweils der Wert
d(i,n) := msed(A;., X1.,) steht:

n|{0 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11 12 13 14 15 16
X, |0 g a ¢ t ¢ ¢c g a t ¢ g a g ¢ t t
gfo o o o0 O O O O O O O O O O O 0 O
alll 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1
g2 1 1 1 2 2 2 1 1 1 2 1 1 0 1 2 2
g3 2 2 2 2 3 3 2 2 2 2 2 2 1 1 2
cl|l4 3 3 2 3 2 3 3 3 3 2 3 3 2 1 2
ty{5 4 4 3 2 3 3 4 4 3 3 3 4 3 2 1
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Insbesondere hat die Wartezeit T' des APMP fiir k = 2 den Wert 4, fiir £ = 1 den
Wert 15. (Vgl. zu diesem Beispiel auch Abbildung 2.1.)

Fiir die weiteren Betrachtungen wollen wir einige Eigenschaften dieses Schemas zur
Bestimmung der Minimal Suffiz Edit Distance zwischen einem Pattern und einer
Zeichenkette festhalten.

Satz 2.23 Es sei (d(i,n))'S)S das Schema zur Bestimmung der Minimal Suffix

Edit Distance zwischen einem Pattern und einer Zeichenkette. Dann gilt:

(a) d(i,n) € {0, ..., N} fiir allei =0, ..., N, n € Ny.

(b) d(i,n+1) € d(i,n) +{-1,0,1} fir allei=0,...,N, n € N.

(c) d(i+1,n) € d(i,n) +{—1,0,1} fir allei=0,..,N —1, n € Np.

(d) d(i+1,n+1) € d(i,n) + {0,1} fir allei=0,...,N —1, n € No.
Beweis: (a) ist trivial. (b), (c), (d) beweisen wir durch vollstéindige Induktion.
Aus d(0,0) = d(0,1) = 0 und d(1,0) = 1 sowie d(1,1) = min{d(0,1) + 1,d(L,0) +
1,d(0,0)+0(1,1)} mit 6(1,1) € {0,1} folgt d(1,1) € {0,1}. Damit sind die Aussagen
fiir = n = 0 klar. Nun angenommen, (b), (c) und (d) sind bereits fiir alle Paare
(i,m) mit i € {0,..., N}, n € {0, ..., m — 1}, sowie fiir alle (¢,n) mit i € {0, ...,5 — 1},
n = m gezeigt. Dann sind nun zu zeigen:

d(j+1,m) € d(j,m)+{-1,0,1},
dj+1,m+1) € d(j,m)+{0,1}.

Ist d(j,m + 1) & d(j,m) + {—1,0,1}, so ist wegen der Induktionsvoraussetzung
zwangslaufig d(j,m) =d(j —1,m) — 1 und d(j,m+1) = d(j — 1,m) + 1. Dann folgt
aber aus der Rekursionsformel (2.1)

d(j,m+1) = min{d(j—1,m+1)+1,d(j,m) +1,d(j —1,m) +d(j,m+ 1)}

= min{d(j—1,m+1)+1,d(j —1,m),d(j —1,m)+6(j,m+1)}
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2.4. Der Spaltenprozess

im Widerspruch zu d(j,m+1) =d(j — 1,m) + 1.

Ist 7 = N, so ist an dieser Stelle der Induktionsschritt bereits abgeschlossen. Ande-
renfalls zeigt man auf ganz dhnliche Weise d(j + 1,m) € d(j,m) +{—1,0,1}. Bleibt
noch Aussage (d):

d(j+1,m+1) =min{d(j,m+1)+1,d(j +1,m) +1,d(j;m) +6(j + 1, m+1) },

-~ -~ -~

€d(j,m)+{0,1,2} €d(j,m)+{0,1,2} €d(j,m)+{0,1}

also d(j +1,m+ 1) € d(j,m) + {0, 1}. O
Dieser Satz verallgemeinert insbesondere Satz 2.6.

Das Schema (d(i, n)):fgq ;v bietet uns nun die Moglichkeit, eine neue Markov-Kette als
Ersatz fiir die Snake Chain zu konstruieren. Dazu betrachten wir den stochastischen
Prozess, der die zeitliche Entwicklung der Spalten dieses Schemas beschreibt: Der
sog. Spaltenprozess D = (Dy,)nen, zu einem Pattern A und einer Zeichenkette X ist
fiir alle n € Ny definiert durch

D, = (d(Zan))

1=0:N"

Fiir die Konstruktion der neuen Markov-Kette miissen wir nun wieder zwischen un-

seren beiden Modellannahmen fiir die Verteilung der Zeichenkette X unterscheiden.

Satz 2.24 Sei X eine Folge von unabhdingigen und identisch verteilten Zufalls-
grofien dber ¥. Dann ist der Spaltenprozess D = (Dp)newn, €ine Markov-Kette. Be-
trachtet man nur das Teilstick (Dy)n>on, S0 ist dies eine positiv rekurrente und

stationdre Markov-Kette.

Beweis: Aus der Rekursionsformel (2.1) folgt, dass D,, nur von D, ; und X,

abhingt, oder anders gesagt: Es existiert eine Funktion f mit
Dn = f(Xna anl)-

Nach [Bré99], Kapitel 2, Theorem 2.1, S. 58, ist (Dy)nen, dann eine Markov-Kette.

Um zu zeigen, dass (Dy,,),>2n positiv rekurrent ist, begeben wir uns auf die Ebene
der Zeichenkette X. Fiir jedes i € {0,1,..., N} ist d(i,n) = msed(A.;, X1.,)- In den
Ausfithrungen im Anschluss an Satz 2.7 haben wir gezeigt, dass msed(A41.;, X1.,) =
msed (A1, Xy 2i41:4) gilt. Also ist D,, = (d(i, n))izo:N
Fiir n > 2N gehort zu jeder Realisierung von D,, also (mindestens) eine Realisierung

eine Funktion von X,, on11.n.
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des Suffix X,, oni1., der Zeichenkette, die D,, erzeugt. So kann die Markov-Kette
(Dy)n>2n offenbar stets in hochstens 2V Schritten in jeden ihrer Zusténde zuriick-

kehren, indem in der Zeichenkette X eines der erzeugenden Suffixe erscheint.

Aus dieser Uberlegung ergibt sich auch sofort die Stationaritiit von (Dn)n>2n, denn
zu jedem Zeitpunkt ist die Wahrscheinlichkeit, dass D,, einen bestimmten Zustand
annimmt, gleich und entspricht der Wahrscheinlichkeit, dass X,,_on11., €ines der
erzeugenden Suffixe ist. O

Im Fall einer unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette X ist der zu A
gehorende Spaltenprozess D also eine Markov-Kette, deren Zustandsraum wir im
Folgenden mit A bezeichnen. Ist X hingegen eine Markov-Kette, so trifft dies in der

Regel nicht mehr zu, wie das folgende Gegenbeispiel zeigt.

Beispiel 2.25 Sei A = 121 iiber dem Alphabet X := {1,2,3}. Die Zeichenkette X
sei eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P = (Pij)ij=1,2,, die zugehorige Start-
verteilung sei v = (v, v, v3). Der Zustandsraum des Spaltenprozesses D = (Dy,)nen,
findet man zusammen im dem zugehérigen Ubergangsgraphen in Abbildung 2.2. Ins-
besondere sind dy := (0,1,2,3), d; := (0,0,1,2) und dy := (0,1, 1,2) Elemente des
Zustandsraums von D. Nun gilt

3
P(Ds = d2|D2 =dy, Dy =dy, Dy = do) = Z ViDiaP22P22 und

igl
P(Ds =dy|Dy = dy, Dy = dy, Dy = dy) = Z%’pﬂpmpm-
i1

In der Regel werden diese beiden bedingten Wahrscheinlichkeiten nicht gleich sein,

was zeigt, dass D keine Markov-Kette sein kann.

Es gilt jedoch folgendes

Lemma 2.26 Sei (Z,),en eine homogene Markov-Kette mit endlichem Zustands-
raum F und X, eine von (Z,)nen unabhingige Zufallsvariable mit Werten in einer
endlichen Menge E. Weiter sei f : E X F — E eine surjektive Funktion, und
(Xn)nen sei definiert durch

Xnt1 = f(Xna Zn+1)'

Hat nun f die Eigenschaft, dass aus f(e1, f1) = f(e, fo) stets fi = fo folgt, so ist

(Xpn)nen, €ine homogene Markov-Kette.
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Abbildung 2.2: Graphische Darstellung des Zustandsraums und des zugehori-
gen Ubergangsgraphen fiir den Spaltenprozess (D, )nen, zum Pattern A = 121
tiber dem Alphabet ¥ := {1,2

durch das Erscheinen welches Buchstabens in der Zeichenkette der jeweilige

2.4. Der Spaltenprozess

3
0123

~er

0012 %0112 <—>0122

\/\ /

011 4—0111

1 23 |3

0101 %, ™ 0010

Ubergang ausgelost wird. (Vgl. Beispiel 2.25.)

Beweis: Durch die angegebene FEigenschaft von f ist gewéhrleistet, dass zu jedem
e € F die zweite Komponente sidmtlicher Urbilder von e unter f eindeutig bestimmt

ist. Sei also g : F — F' die Funktion, die einem e € E die zweite Komponente eines

Urbildes (aller Urbilder) von e unter f zuordnet. Dann gilt

P(Xn—|—1 = €n+1|Xn =ep,..., X1 = e, Xg = 60)

= P(f(enaZn-i—l) - €n+1|f(en—1aZn) = €n, ""f(e(); Zl) = elaXO = 60)

= P(Zny1 = glent1)|Zn = glen), ... Z1 = gler), Xo = €)

= P(Zut1 = glens1)| Zn = glen)).

Andererseits gilt
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P(Xn—H = 6n—|—1|)(n = en) = P(f(ena Zn—|—1) = en—|—1)|f(anla Zn) = en)
- P(Zn—|—1 = g(en—kl)‘Zn = g(en)uf(anlag(en)) = 675)

€0{X0, 20,1 Zn-1}
= P(Zn-i-l = g(en+1)|Zn = g(en)), ’

(Xn)nen, ist also eine Markov-Kette. O

Insbesondere ergibt sich also, dass (Dj,)nen, €ine homogene Markov-Kette ist, sofern
durch D, stets der Zustand der Markov-Kette X zur Zeit n eindeutig festgelegt ist.
In vielen Fillen ist dies tatsdchlich gewéhrleistet. Sollte dies jedoch wie im obigen
Beispiel nicht der Fall sein, so helfen wir uns, indem wir zu einem neuen Prozess
(Dy)nen, mit

Dy, = (Xy, Dn)

iibergehen. Der Einfachheit halber bezeichnen wir auch diesen Prozess als Spalten-

prozess zu X und A, der zugehorige Zustandsraum sei A.

Satz 2.27 Sei X eine homogene, aperiodische und irreduzible Markov-Kette tiber
Y. Dann ist auch der Spaltenprozess D = (Dy)pen, eine Markov-Kette. Betrachtet

man nur das Teilstick (Dy)n>on, S0 ist dies eine positiv rekurrente Markov-Kette.

Beweis: Durch den Ubergang von (D,)nen, 2t (Dp)nen, bekommt die surjektive
Funktion f, die Dn+1 aus Dn und X, ;1 generiert, die in Lemma 2.26 definierte
Eigenschaft, also ist (Dy)nen, nun tatsichlich eine homogene Markov-Kette. Die
positive Rekurrenz ergibt sich wie zuvor im Fall einer unabhéngig und identisch

verteilten Zeichenkette. O

Die Stationaritét des Spaltenprozesses geht in diesem zweiten Modell natiirlich ver-
loren. An ihre Stelle tritt eine Aussage iiber die Geschwindigkeit, mit der sich die
Verteilung der Markov-Kette D ihrer stationiren Verteilung annihert, die wir im

Folgenden mit fi bezeichnen. Fiir ¢ > 0 sei

7x(¢) = min{n €N : dryv(L,(X,), ) < c fiir alle 0 € T},

T5(c) = min{n €N : dTV(EJ(Dn),ﬂ) < cfiir alle d € A}
Dann gilt der folgende Satz:
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Satz 2.28 Flir alle ¢ > 0 gilt
T5(c) < 7x (c - (#2 -pmax)1_2N) + 2N.
Hierbei it Pmax ‘= MaX,, gyex P(01, 02).

Beweis: Sei Y = (Y,,)nen, die Snake Chain zu X der Lénge 2N. (Y;,)n>on ist dann
eine homogene Markov-Kette auf ¥?" mit stationirer Verteilung

2N

Ty (21, ..., 22n)) = 7(1) Hp(a:i,l,xi) fiir alle (zy, ..., zon) € X2V,
i=2

Fiir n > 2N und o € ¥ gilt

Ay (L(Y | Xo = 0),my) = % S P(Y, = 2l Xo = 0) — 7y (2)]

$€E2N

2N
1
= 5 E ‘Pa(Xn—QN—H = $1) - 7T(331)| : Hp(l"i—l,l"z')
i=2

erZN

< (#Z - Pmax)N v (ﬁa (Xn—2n+1), 7T) .

D,, ist eine Funktion von Y. Deshalb folgt mit Hilfssatz B.3 und der Tatsache, dass
Y,, unabhingig von Dy ist:

Tp(c) < min {n > 2N : dTV(E(Z(Dn),/]) <e¢ Vde A}

IN

min {n > 2N : dTV(,C(Yn\XO = a),7ry) <e¢ Vo€ E}

IA

min {TL 2 2N (#E 'pmaX)QNildTv(ﬁU(Xn_2N+1),’ﬂ') S C, Vo S Z}

min {n € N : (# - pmax)* "'drv (Lo (X,),7) < ¢, Yo € B} 4+ 2N

7x (C(#2 - Pmax) ) + 2N,

|

Bemerkung 2.29 Gilt dpv (£, (X,),7) < k-p"firallec € £,n e Nmit0 < p <1

und k > 0, so ist

7x(c) < [log, (¢/k)] und 7p(c) < [logp (C' (#E 'imax)l_m)-‘ + 2N.
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Unter beiden Modellannahmen fiir die Zeichenkette X ist der zum AP M P gehorende
Spaltenprozess D bzw. D also eine Markov-Kette. Wie schon bei der Snake Chain
kann man auch hier wieder die Wartezeit T" des APM P als Eintrittszeit des zu-
gehorigen Spaltenprozesses interpretieren: Definiert man fir 0 < k£ < N

Ag :={d = (do, ...,dy) € Aldy < k},
so gilt im Fall einer unabhéingigen und identisch verteilten Zeichenkette X
T =min{n € N| D, € A},

wobei die Markov-Kette D = (D,,)nen, im Zustand d* = (0,1, ..., N) startet. Analog

geht man im Fall einer durch eine Markov-Kette erzeugten Zeichenkette X vor.

Der entscheidende Vorteil des Spaltenprozesses gegeniiber der Snake Chain liegt nun
darin, dass sein Zustandsraum wesentlich kleiner ist. Eine triviale Oberschranke lasst
sich dabei sofort angeben: Da d(0, n) stets Null ist und fiir die Komponenten von D,
stets d(i4+1,n) € d(i,n)+{—1,0,1} gilt, ist offenbar #A < 3V sowie #A < #%-3V.

Bevor wir den Spaltenprozess nun verwenden, um die Wartezeit des APM P durch ei-
ne geometrische Verteilung zu approximieren, wollen wir an dieser Stelle die praxisre-
levanten Eigenschaften dieses Prozesses genauer untersuchen. Dabei interessiert uns
insbesondere, wie man fiir ein konkretes Pattern Matching Problem den Zustands-
raum des Spaltenprozesses und die zugehérige Ubergangsmatrix bestimmen kann,
und ob es mdglich ist, die GroéfBe dieses Zustandsraums durch theoretische Uberle-
gungen a priori noch besser abzuschitzen. Aus dem Zustandsraum A von (Dy,)nen,
lisst sich der Zustandsraum A von (D, )nen, sehr einfach gewinnen, insbesondere
gilt #A < #X - #A. Im Folgenden beschrinken wir deshalb unsere Betrachtungen
auf A.

Zunichst zur ersten Frage. Wir wissen, dass auf jeden Fall der Startzustand d* =
(0,1,...,N) in A liegt. AuBerdem ist uns der durch (2.1) beschriebene Ubergangsme-
chanismus der Markov-Kette (D,,)nen, bekannt. Mit diesen beiden Komponenten ist
es recht einfach, den gesamten Zustandsraum A mit Hilfe einer sog. Tiefensuche zu

gewinnen. Ein Pseudocode-Programmtext hierfiir konnte etwa wie folgt aussehen:
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2.4. Der Spaltenprozess

step<-function(d,x)
{liefert als Rueckgabewert den Zustand, der sich aus dem
Zustand d bei Erscheinen des Buchstabens x in der
Zeichenkette mit der Rekursion (2.1) ergibt.}

tiefensuche<-function(stateset,state)
{stateset<-union(stateset,{state})
for x from ersterBuchstabedesAlphabets
to letzterBuchstabedesAlphabets
{newstate<-step(state,x)
if (newstate not in stateset)
stateset<-tiefensuche(stateset,newstate)
else next}

return(stateset)}

print (tiefensuche (emptyset,d*))

Man beachte, dass diese rekursive Bestimmung des Zustandsraums A in der Theorie
zwar sehr einfach ist, bei der praktischen Programmierung aber schnell zu Spei-
cherplatzproblemen fiihren kann, da bei jedem Aufruf der Funktion tiefensuche
die bisherigen Ergebnisse im Hauptspeicher bleiben miissen. Praktisch wiirde man
A also durch eine andere Programmstruktur bestimmen (vgl. Anhang C), aber die

Grundidee ist hier auf sehr einfache Art und Weise dargelegt.

Ist erst einmal der Zustandsraum bestimmt, so ist es auch ein Leichtes, aus der
Rekursion (2.1) die Ubergangsmatrix herzuleiten. Offensichtlich gibt es von jedem
Zustand aus héchstens so viele Uberginge, wie Buchstaben im Alphabet ¥ vorhan-
den sind, ebenso wie bei der Snake Chain ist also auch hier die Ubergangsmatrix

diinn besetzt.

Beispiel 2.30 Sei X eine unabhingige und identisch verteilte Zeichenkette iiber
dem Alphabet ¥ := {1, 2, 3}. Die zugehérige Verteilung sei gegeben durch P(X; =
1) = 1/6, P(X; = 2) = 1/3 und P(X, = 3) = 1/2. Uber ¥ betrachten wir den
Pattern A = 121. Dann ist der Zustandsraum A des zugehérigen Spaltenprozesses

gegeben durch

A = {(0,1,2,3),(0,0,1,2),(0,1,1,2),(0,1,2,2),
(0,0,1,1),(0,1,1,1),(0,1,0,1),(0,0,1,0) }.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Die dazu gehérige Ubergangsmatrix ergibt sich aus der Verteilung der Zeichenkette

und dem zugehérigen Ubergangsgraphen (vgl. Abbildung 2.2) zu

( 1/2 1/6 1/3 0 0 0
0 0 1/2 0 1/6 0
0 0 1/3 1/2 1/6 0 0
1/2 1/6 1/3 0 0 0
0 0 1/2 0 1/6 0
0 1/3 1/2 1/6 0 0
0O 0 0 0 5/6 0 1/6
0o 0 0 1/6 1/2 1/3 0 )

Bei der zweiten Frage nach einer a priori Abschétzung fiir die Grofle des Zustands-
raums A hilft die folgende Uberlegung weiter: Wir betrachten das Gitter Z2. Von
jedem Punkt (i,7) € Z*> mogen drei Ubergéinge moglich sein: (4,7) — (i 41,5 + 1)
(Abkiirzung u wie up), (i,7) — (i + 1,7) (Abkiirzung e wie equal) und (i,5) —
(1 + 1,7 — 1) (Abkiirzung d wie down). Sei Xy die Menge aller Pfade der Linge N
mit Start in 0, die man auf diese Weise beschreiten kann (vgl. Abbildung 2.3).

Jedem Zustand in A kénnen wir nun iiber die Differenz aufeinander folgender Kom-

ponenten in eindeutiger Weise einen solchen Pfad in Xy zuordnen:
A>d= (d(), dl, ceny dN) — ((0, 0), (1, di — do), (2, dy — dl), ceey (N, dy — del)) € Xy.

Da diese Abbildung injektiv ist, ergibt sich die zuvor angegebene triviale Oberschran-
ke nun aus der Uberlegung, dass wir #A durch #Xy = 3" nach oben abschiitzen
kénnen. Eine weitere Reduzierung erhalten wir, wenn wir beriicksichtigen, dass die
Komponenten von D, stets nicht negativ sind. Daher ist #A kleiner oder gleich der
Anzahl aller Pfade in Xy, die die Linie (-, —1) niemals treffen.

Offenbar gilt das folgende

Lemma 2.31 (Spiegelungsprinzip) Die Menge aller Pfade von (0,0) nach (N, c),
c €{0,...,N}, die die Linie (-, —1) mindestens einmal treffen, ldsst sich bijektiv auf
die Menge aller Pfade abbilden, die von (0,—2) nach (N,c) fihren. (Vgl. Abbildung
2.4.)

Um dieses Spiegelungsprinzip zur Abschéitzung von #A gewinnbringend anwenden

zu kénnen, bendtigen wir
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N °
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Abbildung 2.3: Veranschaulichung der Zusténde in A durch Pfade
im Gitter 72

Lemma 2.32 Seic¢; < ¢y < c¢1+ N. Dann ist die Anzahl der Pfade von (0, ¢1) nach
(N, co) gegeben durch a(N,cy,co) mit

N—(cp—ci1)

2 NI
= (2Kk)! (N*(C2;Cl)*2k)! <N+(cQ;cl)72k)!

falls N — (co — ¢1) gerade, bzw.

a(N,cy,c0) =

N—(cg—ecy)+1
2

N!
N,ci,¢) = ’
a(N, 1, ¢2) ; (2 — 1) (Nf(@fcl)f(%fl))! (Nﬂ‘-(cz*cl)*(%*l))!

2 2

falls N — (¢co — ¢1) ungerade.

Beweis: Zu jedem Pfad von (0,c;) nach (N,cy) sei (#u, #e,#d) der Vektor der
Anzahlen der Ubergénge u, €, d. Dabei gilt offenbar #u, #e, #d > 0, #u+F#e+#d =
N und #u — #d = ¢ — ¢;. Daraus ergibt sich

2-#d+F#e=N — (¢ — ¢1). (2.5)
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

urspriinglicher Pfad

gespiégelter Pfad

Abbildung 2.4: Graphische Darstellung des Spiegelungsprinzips.
Die Anzahl der Losungen (#e, #d) € N2 dieser Gleichung betrigt

(N—=(c2—c1))+1, imFalle N— (c; —c;) gerade,

=N | =

(N —(c2—c1)+1), imFalle N— (c; — c;) ungerade.

DO |

Verbleibt die Frage, auf wie viele Arten man diese insgesamt N Operationen u, e, d

fiir eine spezielle Losung von (2.5) anordnen kann. Antwort:

N\(N—-e\(N—-e—d\ (N\(N-e
e d u ~ \e d )
Im Falle N — (¢, —¢;) gerade ergibt sich also als Anzahl der Pfade (0, ¢;) nach (V, ¢3)

N—(ca—cy) N—(ca—cy)

N!

i (N)( N — 2k ) _
k=0 2k W —k) k=0 (2k)! (Ni(w;m)ﬁk)! (NHCTCI)*%)!.

2

Mw

Analog im Fall N — (¢ — ¢;) ungerade. O

Sei C C Z. Dann sei die Menge aller Pfade von (i, ¢;) nach (i9,C) die Menge aller
Pfade, die in (i1, ¢;) starten und in einem Punkte (iy,co) mit co € C enden. Aus

Lemma 2.32 ergibt sich nun

Lemma 2.33 Sei C := {c € Z|0 < ¢ < N}. Dann ist die Anzahl der Pfade von
(0,0) nach (N,C), die (-,—1) nicht treffen, gleich b(N) mit




2.4. Der Spaltenprozess

falls N gerade, bzw.

2

b(N) ‘- N! = N!
= -+ ,
Tk ((F -2 R R (5 k)

falls N ungerade.

v ‘

£
I

Beweis: Mit Hilfe des Spiegelungsprinzips ergibt sich

N
b(N) = Y #(Pfade von (0,0) nach (N, c) die (-, —1) nicht treffen)
c=0
N
= Z [#(Pfade von (0,0) nach (N, c)) — #(Pfade von (0, —2) nach (N, c))]
N N-2
= Z#(Pfade von (0,0) nach (N, c)) — #(Pfade von (0, —2) nach (N, ¢))
& =
= Z#(Pfade von (0,0) nach (N,c)) — #(Pfade von (0,0) nach (N, ¢+ 2))
c=0 c=0
N N
= Z#(Pfade von (0,0) nach (N,¢)) — Z#(Pfade von (0,0) nach (N, c))
c=0 c=2
1
= Z#(Pfade von (0,0) nach (N, c)).
c=0

Es gilt also b(N) = a(N,0,0) + a(N, 0, 1) mit den entsprechenden Darstellungen aus
Lemma 2.32. a

Aus dem anfangs beschriebenen Zusammenhang zwischen dem Zustandsraum A und
den Pfaden in Xy ergibt sich also

Satz 2.34 Sei A = aiaq...ay ein Pattern der Linge N. Dann gilt fiir den Zustands-
raum A des Spaltenprozesses D = (Dy,)nen,

#A < b(N).

Diese Obergrenze konnen wir nochmals reduzieren. Dazu machen wir folgende Be-
obachtung: d(V,n) ist genau dann Null, wenn der Pattern A in der Zeichenkette X
zum Zeitpunkt n (fehlerfrei) erscheint. Daraus ergibt sich mit Satz 2.7, dass es in
A nur einen einzigen Zustand d = (dy, ...,dy) mit dy = 0 geben kann, ndmlich

denjenigen, der durch das Erscheinen von A in X erzeugt wird. Weiterhin gilt
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

d(i,n) = msed(A,, X1.,), also sind fiir alle Zustéinde d € A mit d; = 0 bereits
simtliche Komponenten dy, ..., d; ; durch das Erscheinen von A; in X eindeutig

festgelegt. Aus dieser Uberlegung ergibt sich unsere nichste Abschitzung:

Satz 2.35 Sei A = ajay...ay ein Pattern der Linge N. Dann gilt fiir den Zustands-

raum A des Spaltenprozesses D = (Dy,)nen,
#A < c¢(N)
mit ¢(N) =2+ SN 1 b(h).
Beweis: Aus der obigen Uberlegung ergibt sich, dass von allen Pfaden von (0, 0)

nach (N, C), die (-, —1) niemals und (-, 0) letztmalig in (h,0) treffen, nur solche mit

demselben Anfangsstiick (0, 0), ..., (h, 0) einem Zustand in A entsprechen kénnen. Es

gilt also
N N-1
#A < 1+ Z #(Pfade von (h + 1,1) nach (N, ¢) die (-,0) nicht treffen)
v
= 2+ Z #(Pfade von (h + 1,1) nach (N, c) die (-,0) nicht treffen)
c=1 h=0

=
S

[l

[\

+
WE

#(Pfade von (0,1) nach (N — h —1,¢) die (-, 0) nicht treffen)

e
= 2+ #(Pfade von (0,1) nach (h,c) die (-,0) nicht treffen)
h=1 c=1

7

I
[N}
+
M=

#(Pfade von (0,0) nach (h,c) die (-, —1) nicht treffen)

Il
=)

C

= 2+ b(h).

i
LL

>
Il
—

O
Es ist also moglich, die Grofle des Zustandsraums A durch b(N) bzw. ¢(N) nach
oben abzuschitzen. Alle diese Abschéitzungen machen jedoch keinerlei Gebrauch
von der konkreten Gestalt des Pattern A, z.B. von dessen Uberlappungseigenschaf-
ten oder Ahnlichem. Deshalb werden die tatsichlichen Zustandsriume in konkreten

Anwendungssituationen eher noch wesentlich kleiner sein.

Die Tabellen auf den folgenden beiden Seiten geben empirisch gewonnene Werte

fiir verschiedene Patternlingen und Alphabete wieder. Die Daten deuten darauf
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2.4. Der Spaltenprozess

hin, dass sich die Umfinge der Zustandsriume in etwa von der Gréflenordnung
C-2V, C € R, entwickeln. Im Gegensatz dazu zeigen die theoretischen Oberschranken
eher ein Verhalten wie C -3V, C' € (0,1) (vgl. Abbildung 2.5).

Unabhéngig von den exakten Werten fiir #A konnen wir festhalten, dass es uns
gelungen ist, das AP M P mit Hilfe des Spaltenprozesses als Eintrittszeitproblem fiir
eine Markov-Kette zu formulieren, deren Zustandsraum hinreichend klein ist, um
daraus in praxisrelevanten Beispielen mit vertretbarem Aufwand konkrete Niherun-

gen fiir die zugehorige Wartezeit zu berechnen.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

#5 1 2 3
2 3 3 30 4 4 40 4 4 40
3 4 4 40 8 7 75 9 8 87
4 5 5 50 16 11 134 21 16 18.1
5 6 6 6.0 32 18 234 46 30 359
6 77 70 64 28 40.1| 100 53  70.0
7 8 8 80| 128 41 67.9| 216 84 1340

N 8 9 9 90| 256 61 113.7| 461 136 252.1
9 10 10 10.0| 512 87 188.4| 974 214 466.5

10 11 11 11.0| 1024 127 309.5| 2043 329 8524
11 12 12 12.0| 2048 179 504.6 | 4259 512 1539.1
12 13 13 13.0| 4096 258 816.4| 8829 777 2749.1
13 14 14 14.0| 8192 361 1312.4 | 18214 1164 4862.5
14 15 15 15.0 | 16384 517 2096.8 | 37420 1766 8522.7

Tabelle 2.1: Maximal-, Minimal- und Durchschnittswerte fiir die Gréfie des
Zustandsraums A bei allen Pattern der Linge N iiber einem Alphabet der
Grofle #X =1, 2, 3.

> 4 5 6
2 4 4 40 4 4 40 4 4 40
3 9 8 88 9 8 88 9 8 88
4 22 16 19.5 22 16 19.8 22 16  20.1
5 49 30 412 49 30 427 49 30 434
6| 105 57 86.7| 106 57 929| 108 57 95.3

N 7| 230 102 1786| 236 102 198.8| 241 102 207.0
81 505 187 360.3| 519 187 4185 | 526 187 444.8
9| 1098 326 712.8| 1133 326 865.8 | 1144 326 942.5

10 || 2358 587 1386.3 | 2456 587 1762.5| 2499 587 1973.2
11 || 5021 1010 2653.0 | 5301 1010 3528.5 | 5502 1010 4073.1
12 || 10619 1690 5005.1 | 11359 1803 6956.6

Tabelle 2.2: Maximal-, Minimal- und Durchschnittswerte fiir die Grofle des
Zustandsraums A bei allen Pattern der Lange N iiber einem Alphabet der
Grofle #X =4,5,6.
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> 7 8 9
p 4 4 40 4 4 40 4 4 40
3 9 8 89 9 8 89 9 8 89
4 22 16 202 22 16  20.3 22 16 204
5 49 30 438 49 30 44.1 49 30 444
N 6| 108 57 969| 108 57 981| 108 57  99.0
71 241 102 2117 241 102 2151 | 241 102 217.8
81| 540 187 458.8| 543 187 468.6| 543 187 476.2
9| 1172 326 983.1| 1212 326 1010.2 | 1215 326 1030.9
10 | 2582 587 2088.1 | 2635 587 2162.0 | 2717 587 2217.7

Tabelle 2.3: Maximal-, Minimal- und Durchschnittswerte fiir die Grofle des
Zustandsraums A bei allen Pattern der Linge N iiber einem Alphabet der
Grole #¥ =7,8,9.

(Anzahl Zustande)/2"
N
o

1: oeeaadddl

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Patternlange N

Abbildung 2.5: Darstellung der maximalen Gréfle M(N) des Zustandsraums
A bei #Y = 3 und der Oberschranken b(/N) und ¢(N) bei Pattern A der Lénge
N.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

2.5 Approximation des Approximate Pattern
Matching Problems durch eine geometrische

Verteilung

Mit Hilfe des Spaltenprozesses ist es nun also moglich, die Wartezeit, bis ein Pattern
in einer zufilligen Zeichenkette erstmals ,ndherungsweise“ erscheint, durch eine geo-
metrische Verteilung zu approximieren und dabei zugleich Abschitzungen fiir den
gemachten Fehler zu erhalten. Wir unterscheiden wieder die Fille, dass die zufillige
Zeichenkette X durch eine Folge von unabhéingigen und identisch verteilten Zufalls-
grofen oder durch eine Markov-Kette erzeugt wird.

Ist X = (X, )nen eine Folge von unabhéingigen und identisch verteilten Zufallsgréfien
iiber einem endlichen Alphabet X mit p, > 0 fiir alle 0 € X, A = aqas...ay ein
endlicher Pattern iiber X, D = (D,)nen, der zugehorige Spaltenprozess auf dem
Zustandsraum A, k € {0,1,...,N} und Ay := {d = (dg,...,dy) € A 1 dy < k}, SO

kann man, wie gezeigt,
T := inf {n € N :msed(4, X1.,) < k}
als Eintrittszeit der Markov-Kette D in A interpretieren:
T =inf{n € N: D, € Ay},
wobei D der Startverteilung P(Dy = d*) = 1 mit d* = (0, 1, ..., N) geniigt.

Ahnliches gilt, wenn X = (X,)nen, eine homogene, aperiodische und positiv re-
kurrente Markov-Kette auf ¥ mit Ubergangsmatrix P, Startverteilung v und sta-
tiondrer Verteilung 7 ist. In dieser Situation haben wir gezeigt, dass der (modi-
fizierte) Spaltenprozess D = (Dp)nen, mit D, := (X,, D,) eine Markov-Kette
bildet. Der zugehorige Zustandsraum war A. Fiir k € {0,1,..., N} definieren wir
Ap = {d := (2,dy,dy, ...,dy) € A :dy < k}. T ist dann

T =inf{n € N: D, € A},

wobei D der auf (X, d*) konzentrierten Startverteilung auf A mit P(Dy = (0, d*)) :=
v(o) geniigt.

In der Regel wird der Totalvariationsabstand zwischen der Startverteilung und der

Verteilung p, unter der 7" geometrisch verteilt ist, recht grof} sein, so dass man darauf
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angewiesen ist, mit Hilfe von Satz 2.20 eine gute Naherung fiir die Verteilung von 7’

zu gewinnen.

Im Fall einer unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette gibt es dariiber
hinaus aber eine weitere Methode, um zu guten Ergebnissen zu gelangen. In dieser
Situation hatten wir nachgewiesen, dass D bereits nach 2N Zeitschritten stationér
wird. Dies, zusammen mit der im Zusammenhang mit Satz 2.20 begriindeten Tatsa-
che, dass die stationédre Verteilung p von D in der Regel eine verhidltnismifig gute

Néaherung fiir p darstellen wird, motiviert uns zu der folgenden Betrachtung:

Es gilt Py\(Don = d) = p(d) fiir alle d € A und jede Startverteilung A auf A. Daraus
folgt fiir alle m € N

Pu(T =m) = P\(Daw, .. Doxym-1 & Mk, Donim € A). (2.6)
Wir definieren nun 7™ durch
T* :=inf{n > 2N : D,, € A}
Dann gilt
T"=2N+m < Don,..., Donim—1 € Ak, Donim € Ak,
so dass sich mit (2.6)
P,(T =m) = P\(T* = 2N +m) (2.7)
fiir alle m € N und jede Startverteilung A auf A ergibt.
Offensichtlich gilt nun (7" > 2N +m) = (T* > 2N +m), also ist
P\(T* > 2N +m) > P\(T > 2N +m). (2.8)
Umgekehrt gilt (7% > 2N +m,T > 2N) = (T > 2N + m), und damit
P(T >2N+m) > P\(T*>2N+m,T > 2N)
= P\(T* > 2N +m) + P\(T > 2N)
— P\(T* > 2N + m oder T > 2N),
also

P\(T > 2N +m) > P\(T* > 2N + m) — P\(T < 2N). (2.9)
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(2.7), (2.8) und (2.9) liefern dann zusammen

Py(T > m) — P\(T < 2N) < P\(T > 2N +m) < P,(T > m). (2.10)

So erhilt man fiir die Wartezeit T' des Approximate Pattern Matching Problems das
folgende Theorem.

Theorem 2.36 Unter allen getroffenen Bezeichnungen und Voraussetzungen sei
ke {0,1,...,N}, \* das auf d* konzentrierte Einpunktmaf auf A und T := inf{n €
N: D, € Ax}. Dann gilt fir alle m € N

a(m) < Pyx«(T > 2N +m) < 3(m),

mit
a(m) = P,(T >m)—drv(p, ) — Px(T <2N),
B(m) = PB,(T >m)+drv(p, 1)
Beweis: Folgt aus Theorem 2.19 zusammen mit (2.10). a

Wie geht man also in der Praxis vor, um die Wartezeit 1" des Approzimate Pattern

Matching Problems naherungsweise zu bestimmen?

In beiden hier beschriebenen Situationen bestimmt man zunichst mit Hilfe einer
Tiefensuche den Zustandsraum und die Ubergangsmatrix des Spaltenprozesses D

bzw. D, die wir hier mit Q bzw. Q bezeichnen wollen.

Im Fall einer unabhingigen und identisch verteilten Zeichenkette X beginnt man
mit dem Startvektor zq := 14« (14+(d*) = 1 und 0 sonst) und erhélt durch 2N
Matrix-Vektor-Multiplikation

Tp4+1 = Tn Q

die stationire Verteilung u = zp - Q*¥. Schriinkt man zy auf (A;)C ein, so gewinnt
man ebenso durch 2N — 1 Matrix-Vektor-Multiplikationen Py«(T < 2N) = 1 —
Pu(T>2N—-1)=1—1x- Q?JAVI:)% -1 mit 1 := (1,...,1)". Die Verteilung p erhilt
man schliefflich als auf Linge 1 normierten Linkseigenvektor zum betragsgrofiten
und reellwertigen Perron-Eigenwert 1y von Q(a,)e. Hierfiir stehen diverse numerische
Methoden zur Verfiigung, beispielsweise Matrixiterationsmethoden oder die inverse

Iteration nach Wieland.
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Mit p, p und Py«(T < 2N) hat man dann alle benétigten Parameter, um fiir beliebi-
ges m € N die Ndherungsschranken «(m) und $(m) aus Theorem 2.36 zu berechnen.
P,(T > m) ist einfach der Tail der geometrischen Verteilung von T unter p, die
zugehorige Erfolgswahrscheinlichkeit erhdlt man durch die Vektor-Matrix-Vektor-
Multiplikation P,(T'=1) = p- Q@ - 14, (1a,(d) =1 fiir d € Ay und 0 sonst).

Ist man in der Situation, dass die Zeichenkette X durch eine Markov-Kette ge-
neriert wird, versucht man mit Hilfe von Satz 2.20 eine geeignete Nidherung fiir
die Verteilung von 7' zu bestimmen. A entspricht hier der zuvor angegebenen, auf
(X, d*) konzentrierten Startverteilung \* von D. Fiir jedes ng € N erhilt man
durch ny, Matrix-Vektor-Multiplikationen den Vektor z,, := A* - (Q( Ak)c)no. Dann
ist Py«(T > ng) = xpy -1 (1 := (1,...,1)%) und A,y = 2y /P (T > ng). p erhélt
man wie zuvor als auf Linge 1 normierten Linkseigenvektor zum Perron-Eigenwert
Mo von Q( Apyer Pp(T > m) ist der Tail der geometrischen Verteilung von 7" unter p.
Der Parameter ny ist in dieser Situation frei wiahlbar. Man sollte ihn so bestimmen,

dass Satz 2.20 moglichst gute Ndherungen liefert.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

2.6 Zwei Beispiele

Die praktische Anwendbarkeit der hergeleiteten Verfahren wollen wir in diesem Ab-
schnitt anhand zweier Beispiele unterstreichen. Unter den verschiedenen Anwen-
dungsgebieten des APMP ist die Molekularbiologie wohl das bei Weitem wichtigste,
und so wollen wir als erstes ein Beispiel aus diesem Bereich (speziell: aus dem Bereich
der Gen-Sequenzierung) betrachten.

Durch die zunehmend vollstindige Sequenzierung des genetischen Codes einer in-
zwischen uniiberschaubaren Anzahl von Lebewesen ist es mittlerweile ohne gréfieren

Aufwand moglich, sich iiber das Internet beliebig viele ,,Rohdaten“ zu beschaffen.

Als Beispiel betrachten wir hier die komplette Gensequenz des Ti-Plasmids ,, Agro-
bacterium tumefaciens plasmid pTi-SAKURA“. Auch wenn es fiir die weiteren Be-
trachtungen keinerlei Wichtigkeit besitzt, soll dem auf dem Gebiet der Bakteriologie
unbewanderten Leser eine gewisse Vorstellung davon vermittelt werden, worum es
sich hierbei handelt.

Agrobacterium bildet eine Gattung aerober, beweglicher Stibchen innerhalb der Fa-
milie Rhizobiaceae. Thr natiirlicher Lebensraum ist die Rhizosphéire von Pflanzen.
Sie kommen weltweit im Erdboden in einer Haufigkeit von bis zu 500 Bakterien pro
Gramm Boden vor. Optimale Lebensbedingungen finden sie in einem Temperatur-
bereich von 20 bis 28 Grad Celsius. Agrobacterium tumefaciens ist eine von 8 Spezies
innerhalb dieser Gattung. Dieses Bakterium ist pflanzenpathogen (d.h. krankheits-
erregend) mit einem fiir Pflanzen onkogenen (d.h. krebserzeugenden) Potential. Mit
Hilfe des groBen Tumor-induzierenden Ti-Plasmids (ca. 200 kb) kénnen A. tumefa-
ciens Bakterien Pflanzenzellen zu autonom wuchernden Tumorzellen transformieren.
Der Wirtsbereich von A. tumefaciens ist sehr weit und umfasst 640 Pflanzenarten aus
93 Familien. A. tumefaciens hat eine besondere Bedeutung fiir das Genetic Enginee-
ring von Pflanzen erlangt. Das Bakterium erwies sich als sehr geeignetes natiirliches
Vehikel fiir gentechnische Verdnderungen.

(Die hier vorgestellten Fakten sind [ZKB97] entnommen. Den vollstindigen gene-
tischen Code des Ti-Plasmids ,, Agrobacterium tumefaciens plasmid pTi-SAKURA*
findet man beispielsweise unter [BI04].)

Insgesamt umfasst der genetische Code dieses Ti-Plasmids 206479 Basenpaare. In

unserem mathematischen Modell wollen wir davon ausgehen, dass es sich hierbei
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entweder um eine Realisation einer unabhéngigen und identisch verteilten Folge von
ZufallsgréBen oder um eine Markov-Kette iiber dem Alphabet {a,g,c,t} handelt.
Die zugehérige Verteilung bzw. Ubergangsmatrix approximieren wir dabei durch die

jeweiligen empirischen Werte, die man aus der Sequenz des Ti-Plasmids erhélt.

Als Beispiel fiir eine interessierende Gensequenz wahlen wir willkiirlich den Pattern
agcttcgcaa

der Linge 10 und fragen nach der Wartezeit, bis diese Sequenz erstmals mit einem
vorgegebenen Editierdistanz-Fehler in der Zeichenkette erscheint.

Zur (approximativen) Beantwortung dieser Frage verwenden wir im Fall einer un-
abhéingigen und identisch verteilten Zeichenkette Theorem 2.36, im Fall einer Mar-
kov-Kette Satz 2.20, wobei hier noch der Zeitpunkt ng frei wahlbar ist. Natiirlich
ist die Bestimmung des Zustandsraums A bzw. A in einer solchen Situation nicht
mehr ohne Hilfe eines Rechners moglich. In Anhang C befindet sich der Quellcode
eines C-Programms, das Theorem 2.36 fiir den Fall einer unabhédngigen und iden-
tisch verteilten Zeichenkette praktisch nutzbar macht. Natiirlich ist es auch nicht
weiter schwierig, ein entsprechendes Programm fiir den Fall einer Markov-Kette als
Grundlage der Zeichenkette zu schreiben, das entsprechend die fiir Satz 2.20 wich-

tigen Kenngroflen berechnet.

In den Tabellen 2.4 und 2.5 findet man die Resultate, die diese beiden Programme
fiir den hier betrachteten Pattern liefern. Generell konnen wir dabei festhalten, dass
wir in beiden Fillen sehr brauchbare Approximationen der Wartezeit 7" des APMP
erhalten, wenn der zugelassene Fehler in der Editierdistanz ,hinreichend® klein ist im
Vergleich zur Liange des Patterns. (Es ist klar, dass man bei einem so kurzen Pattern
und groflen Editierdistanzen, also einer groflen Zielmenge, keine gute Ndherung von

T durch eine geometrische Verteilung erwarten darf.)

Aus allen Ergebnissen wollen wir uns ein Beispiel herausgreifen: Die Zeichenkette
sei durch eine Markov-Kette generiert, die zugehérige Ubergangsmatrix findet man
in Tabelle 2.5. Der zum Zielpattern gehorige Zustandsraum umfasst 1249 Zusténde,
fiir die Schranke ng erweist sich ein Wert von 20 als gute Wahl fiir brauchbare
Ergebnisse. Ist 7' die Wartezeit, bis der Zielpattern erstmals mit einem maximalen
Editierdistanz-Fehler von 1 in der Zeichenkette erscheint, so liefert das Programm
die Werte E,T = P,(T = 1) ~ 1.1514-10%, drv(p, A2) = 1.6979-107% und Py« (T >
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

ny = 20) & 0.998998. Mit Hilfe von Satz 2.20 erhalten wir also die Approximation
a(n) < P(T >20+n) < (3(n)
mit
a(n) = ((1 —1/(1.1514 - 10%))" — 1.6979 - 107°%) - 0.998998 und

Bn) = ((1 —1/(1.1514 - 10%)" + 1.6979 - 1079 - 0.998998.

Die Wartezeit fiir den betrachteten Pattern bei vorgegebener Editierdistanzschranke
1 ist also ndherungsweise geometrisch verteilt mit Erwartungswert E,T" ~ 1.1514 -
10*. Insbesondere ist zu erwarten, dass der Pattern in etwa 206479/11514 ~ 18 Mal
tiberlappungsfrei im genetischen Code des Ti-Plasmids (mit hchstens einem Fehler)

auftauchen wird.

Fiihrt man allerdings eine komplette Analyse des Ti-Plasmids durch, so erhilt man
insgesamt 40 Positionen, an denen die Sequenz auftaucht, davon 37 iiberlappungs-
freie Positionen. Die von uns betrachtete Sequenz scheint also (signifikant?) hiufiger
im betrachteten Ti-Plasmid vorzukommen als erwartet. Kann man hierzu auch eine

exakte mathematische Angabe machen?

Wenn die Wartezeit 7" bis zum ersten Erscheinen der Sequenz niherungsweise geo-
metrisch verteilt ist, so ist die Wartezeit T3; bis zum 37. iiberlappungsfreien Er-
scheinen niherungsweise negativ binomialverteilt mit derselben Erfolgswahrschein-
lichkeit. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieses 37. iiberlappungsfreie Auf-
treten in der Markov-Kette vor der Position 206479 geschieht? Antwort:

P(T3; < 206479) ~ 5.336 - 107°.

Das ist eine verhéltnisméflig kleine Wahrscheinlichkeit, es spricht also vieles dafiir,
dass es sich bei der von uns willkiirlich gewahlten Sequenz nicht um ,sinnloses Rau-
schen® innerhalb des Ti-Plasmids handelt, sondern eher um ein Teilstiick einer Gen-

sequenz, die hierin signifikant hiufig auftaucht.
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Wartezeitanalyse fuer Pattern

Pattern: agcttcgcaa

Laenge des Pattern: 10

Alphabet: a g c t
Verteilung auf dem Alphabet: 0.220 0.282 0.278 0.220

Groesse des Zustandsraums:

1220

Gesamtlaufzeit des Programms: 0.25 Sek.

Tabelle der EWs und Fehlerschranken:

eddist E_{rhol}(T) tvd(rho,mu) P(T<2*Patternlaenge)
0 1.13358816e+006 4.47119618e-006 8.82150767e¢-006

1 2.00921469e+004  2.15128593e-004 5.21896152e-004

2 9.165677387e+002  4.03855359e-003 1.20175526e-002

3 8.35004988e+001  3.62854405e-002 1.32272186e-001

4 1.39146770e+001  1.79100748e-001  6.14951975e-001

5 4.12593814e+000 5.49974008e-001 9.81621812e-001

6 1.96928635e+000 9.32934171e-001  9.99987239e-001

7 1.39273807e+000  9.99843686e-001  1.00000000e+000

Tabelle 2.4: Wartezeitanalyse fiir den Pattern agcticgcaa im Modell einer un-
abhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette auf dem Alphabet {a, g, ¢, t}.
Es wird die empirische Verteilung des Ti-Plasmids ,,Agrobacterium tumefa-
ciens plasmid pTi-SAKURA“ zu Grunde gelegt.
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Wartezeitanalyse fuer Pattern

Pattern: agcttcgecaa

Laenge des Pattern: 10

Alphabet: a g c t

0.261 0.250 0.223 0.266
0.263 0.243 0.319 0.175
0.220 0.345 0.238 0.197
0.127 0.283 0.331 0.259

Uebergangsmatrix:

Groesse des Zustandsraums: 1249
n_0: 20

Gesamtlaufzeit des Programms: 0.30 Sek.

Tabelle der EWs und Fehlerschranken:

eddist E_{rho}(T) tvd(rho,lam_{n_03}) P(T>n_0)

0 5.32265325e+005 5.23886112e-008 9.99979297e-001

1 1.15142395e+004 1.69791647e-006 9.98997709e-001

2 6.22525640e+002 1.99121583e-005 9.80626990e-001

3 6.49350460e+001 1.63376738e-004 8.18431455e-001

4 1.18838266e+001 1.15624943e-003 2.94716801e-001

5 3.75768014e+000 3.49917723e-003 8.37993915e-003

6 1.87330566e+000 6.83199626e-004 2.30398396e-006

7 1.34952767e+000 7.03422976e-001 4.73177669e-012

Tabelle 2.5: Wartezeitanalyse fiir den Pattern agcttcgcaa im Modell einer

Markov-Kette auf dem Alphabet {a, g, ¢, t}. Es wird die empirische Ubergangs-
matrix des Ti-Plasmids ,,Agrobacterium tumefaciens plasmid pTi-SAKURA*
zu Grunde gelegt.
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Als zweites Anwendungsbeispiel wollen wir noch einmal auf das in Beispiel 2.13

eingefithrte Monkey Typing Shakespeare Phianomen zuriickkommen.

Dort hatten wir die Wartezeit T betrachtet, bis ein Affe durch zufélliges Tippen auf
einer Schreibmaschine erstmals niherungsweise des Shakespeare-Zitat

TOBEORNOTTOBE

schreiben wird. Mit unserem damaligen Kenntnisstand war es uns allerdings nur
moglich, die qualitative Aussage zu machen, dass 7" nach Normierung auf Erwar-
tungswert 1 ndherungsweise Exp(1)-verteilt ist, ohne jedoch weitere Aussagen iiber

die Giite dieser Approximation angeben zu kénnen.

Mit Hilfe der im vorangegangenen Abschnitt hergeleiteten Resultate ist es nun
moglich, konkrete Fehlerschranken anzugeben, wenn man 7" durch eine geometri-

sche Verteilung approximiert.

Mit den schon im Gensequenzierungsbeispiel verwendeten Programmen untersuchen
wir insgesamt vier Modellannahmen. In den ersten drei Modellen nehmen wir an,
dass es sich bei der vom Affen erzeugten Zeichenkette um eine unabhéngige und
identisch verteilte Zeichenkette iiber dem Alphabet der 26 Buchstaben {A, B, ..., Z}

handelt, und dass wir warten, bis in dieser Zeichenkette erstmals der Pattern
TOBEORNOTTOBE

mit einem vorgegebenen Fehler £ in der Edit Distance erscheint. Dabei machen wir
verschiedene Annahmen iiber die zu Grunde liegende Verteilung.

In Modell Nr. 1 gehen wir davon aus, dass wir es mit einem vollkommen willkiirlich
agierenden Affen zu tun haben, der jeden der 26 Buchstaben mit derselben Wahr-
scheinlichkeit wahlt. Wir betrachten also die Gleichverteilung auf dem Alphabet.

Modell Nr. 2 untersucht ein Phéinomen, das auch h#ufig unter Lottospielern anzu-
treffen ist, wenn sie versuchen, einen Lottoschein ,rein zufillig“ auszufiillen. In der
Regel fiihrt dies dazu, dass ein solcher Spieler eher Felder in der Mitte des Spiel-
scheins ankreuzen wird als am Rand (vgl. [HR98]). Dasselbe Verhalten wollen wir
unserem Affen unterstellen. Die auf einer Q WERT'Y -Tastatur weit auflen liegenden
Tasten Q, A, Z, W, I, M, L, O, P wird er eher selten, und zwar jeweils mit der
Wahrscheinlichkeit 1/53 wihlen. Die weiter innen liegenden Tasten F, S, X, R, D,
C, U, K, N wihlt er doppelt so hiufig mit der Wahrscheinlichkeit 2/53. Die schon
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recht mittig gelegenen Tasten F', T, Y, J, B, V werden mit der Wahrscheinlichkeit
3/53 gewihlt und schliefilich die zentralen Tasten G, H mit der grofiten Wahrschein-
lichkeit 4/53.

In Modell Nr. 3 haben wir es mit einem , verhiltnismafig intelligenten“ Affen zu
tun, der die Buchstaben gemifi der H&ufigkeit wahlt, mit der sie tatsdchlich in
Shakespeares ,,Hamlet“ vorkommen. Dazu haben wir aus diesem Werk alle Leer- und
Sonderzeichen sowie alle Regieanweisungen entfernt, so dass schliellich nur noch ein
langer Textstring von 120.019 Buchstaben iibrig blieb. Anschlieend haben wir dann

die empirische Verteilung der Buchstaben bestimmt.

All diesen Modellen ist gemeinsam, dass wir im zu Grunde liegenden Alphabet alle
20 nicht im Zielpattern vorkommenden Buchstaben zu einem neuen Buchstaben

zusammenfassen kénnen, ohne dass sich an der Wartezeitverteilung etwas éndert.

Das Modell Nr. 4, das wir betrachten wollen, geht schliefilich davon aus, dass die
Zeichenkette des Affen nicht unabhiingig und identisch verteilt erzeugt wird, sondern
durch eine Markov-Kette. Als zu Grunde liegende Ubergangsmatrix verwenden wir
dabei die empirische Ubergangsmatrix, die sich aus Shakespeares ,,Hamlet“ extra-
hieren ldsst. Dadurch erhalten wir eine relativ guten Anndherung an die englische
Sprache. So betriigt beispielsweise die Ubergangswahrscheinlichkeit von @ nach U 1,
abstruse Kombinationen kommen gar nicht erst vor. Und da unser Zielpattern selbst
aus einigen der hiufigsten englischen Worter besteht (die Wahrscheinlichkeit fiir den
Ubergang von B nach F betriigt beispielsweise fast 34%), kann man erwarten, dass
es unter diesen Annahmen tatséchlich weniger lang dauern sollte, bis der Pattern in
der Zeichenkette erscheint. Alles in allem haben wir es in diesem Modell mit einem

Affen zu tun, der ndherungsweise iiber Kenntnisse der englischen Sprache verfiigt.

Fiir die ersten drei Modelle kénnen wir die in Theorem 2.36 angegebene Approxima-
tion der Wartezeit berechnen. Im vierten Modell, das auf einer Markov-Kette beruht,
sind wir hingegen gezwungen, eine Naherung gemafl Satz 2.20 zu versuchen, wobei
hier der Zeitpunkt ny noch frei wihlbar ist. Es stellt sich heraus, dass beispielsweise

das Doppelte der Linge des Zielpatterns, also ny = 26 gute Approximationen liefert.

Die Resultate der Approximationen unter den verschiedenen Modellannahmen sind
in den folgenden Tabellen wiedergegeben. In allen Modellen bekommen wir wieder-
um ausgezeichnete Approximationen der gesuchten Wartezeitverteilungen, wenn der

zugelassene Editierdistanzfehler im Verhéltnis zur Patternldnge klein ist.
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Dariiber hinaus bestitigen die Resultate die intuitive Vermutung, dass die Warte-
zeit T im Mittel um so kleiner ausfallen wird, je besser das verwendete Modell die
englische Sprache modelliert. (Man vergleiche die Reduzierung des Erwartungswerts
der Wartezeit in den Tabellen 2.6, 2.8 und 2.9.)

Bemerkung: Der an diesem Thema interessierte Leser sollte einmal den Suchbegriff
,Monkey Typing Shakespeare® in eine Internet-Suchmaschine eingeben. Er wird eine
reiche Auswahl an mehr oder weniger informativen und haufig sehr unterhaltsamen

Treffern erhalten.
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Wartezeitanalyse fuer Pattern

Pattern: TOBEORNOTTOBE
Laenge des Pattern: 13

Alphabet: BENORT X

Verteilung auf dem Alphabet:

0.038 0.038 0.038 0.038 0.038 0.038 0.769

Groesse des Zustandsraums:

17221

Gesamtlaufzeit des Programms: 18.88 Sek.

Tabelle der EWs und Fehlerschranken:

eddist E_{rhol}(T) tvd(rho,mu) P(T<2*Patternlaenge)
0 2.48115158e+018 1.60178173e-014  3.15303339e-014
1 4.18054201e+015  1.79678035e-014  3.39728246e-014
2 1.61234648e+013  6.82426086e-013 8.91398066e-013
3 1.08589895e+011  9.61456329e-011  1.34204203e-010
4 1.15934597e+009  8.54581659¢-009  1.30488716e-008
5 1.88942955e+007  4.86564312e-007 8.31512435e-007
6 4.67800124e+005 1.78672174e-005 3.49317502e-005
7 1.80340357e+004  4.17252203e-004 9.46776813e-004
8 1.15022259e+003  5.86877450e-003 1.56027055e-002
9 1.31299493e+002 4.63635883e-002 1.38541670e-001
10 2.68021472e+001  2.07169654e-001 5.53612036e-001

Tabelle 2.6: Wartezeitanalyse fiir den Pattern TOBEORNOTTOBE im Modell
Nr. 1 einer unabhingigen und identisch verteilten Zeichenkette mit Gleichver-

teilung auf dem zu Grunde liegenden Alphabet.
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Wartezeitanalyse fuer Pattern

Pattern: TOBEORNOTTOBE
Laenge des Pattern: 13

Alphabet: BENORT X

Verteilung auf dem Alphabet:

0.057 0.038 0.038 0.019 0.038 0.057 0.755

Groesse des Zustandsraums:

17221

Gesamtlaufzeit des Programms: 18.03 Sek.

Tabelle der EWs und Fehlerschranken:

eddist E_{rhol}(T) tvd(rho,mu) P(T<2*Patternlaenge)
0 6.69669562e¢+018  7.27833826e-015  1.43218770e-014
1 8.99298949e¢+015  8.62616355e-015  1.62092562e-014
2 2.83039769e+013  3.83795811e-013 5.72875081e-013
3 1.59836630e+011  6.50171287e-011 1.03602793e-010
4 1.47437497e+009 6.70877554e-009 1.16011388e-008
5 2.14115470e+007  4.29668955e-007  8.25458855e-007
6 4.86089555e+005 1.70947946e-005 3.76331385e-005
7 1.75902780e+004  4.22046693e-004 1.08136460e-003
8 1.07260491e+003  6.20318004e-003  1.85289105e-002
9 1.19012145e+002  5.04690346e-002 1.66124160e-001
10 2.40555110e+001  2.25565647e-001  6.27647495e-001

Tabelle 2.7: Wartezeitanalyse fiir den Pattern TOBEORNOTTOBE im Modell
Nr. 2 einer unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette mit einer Ver-
teilung auf dem zu Grunde liegenden Alphabet, die Buchstaben in der Mitte
einer QW ERTY -Tastatur gegeniiber Buchstaben am Rand bevorzugt.
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Wartezeitanalyse fuer Pattern

Pattern: TOBEORNOTTOBE
Laenge des Pattern: 13

Alphabet: BENORT X

Verteilung auf dem Alphabet:

0.015 0.117 0.062 0.087 0.058 0.093 0.568

Groesse des Zustandsraums:

17221

Gesamtlaufzeit des Programms: 19.38 Sek.

Tabelle der EWs und Fehlerschranken:

eddist E_{rho}(T) tvd(rho,mu) P(T<2*Patternlaenge)
0 2.06628015e+015 1.15050002¢-014  1.86517468e-014
1 4.23058998e+012  2.42368340e-012  3.20243831e-012
2 2.19105739e+010  4.35799708e-010 6.39619913e-010
3 2.19584242e+008 4.03468049e-008 6.62254832e-008
4 3.82517075e+006  2.13375363e-006  3.94672204e-006
5 1.10781794e+005 6.68012955e-005 1.41731457e-004
6 5.33067051e+003  1.23323451e-003 3.07780861e-003
7 4.44471218e+002 1.29510067e-002 3.85170904e-002
8 6.71403124e+001  7.66124438e-002  2.46124024e-001
9 1.75808159e+001  2.70671158e-001  6.98585042e-001
10 6.85420607e+000 5.94163636e-001  9.68820089e-001

Tabelle 2.8: Wartezeitanalyse fiir den Pattern TOBEORNOTTOBE im Modell
Nr. 3 einer unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette mit einer Ver-
teilung auf dem zu Grunde liegenden Alphabet, die der empirischen Verteilung
der Buchstaben in Shakespeares ,Hamlet“ entspricht.
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Wartezeitanalyse fuer Pattern

Pattern: TOBEORNOTTOBE
Laenge des Pattern: 13

Alphabet: ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWIXYZ

Uebergangsmatrix: 26x26

Groesse des Zustandsraums:

n_0: 26
Gesamtlaufzeit des Programms: 10129.78 Sek.

146251

Tabelle der EWs und Fehlerschranken:

eddist E_{rhol}(T) tvd(rho,lam_{n_0}) P(T>n_0)

0 6.74354224e+014  3.50423618e-012 1.00000000e+000
1 1.98504161e+012  3.49766587e-012 1.00000000e+000
2 1.37165840e+010 3.12522786e-012 9.99999999e-001
3 1.67942225e+008 4,18437842e-011 9.99999909e-001
4 3.31860796e+006  9.57544793e-010 9.99995250e-001
5 1.02949142e+005 1.59095669e-008 9.99841469e-001
6 5.07781801e+003 1.04121740e-006 9.96649893e-001
7 4.18758969e+002 1.58614676e-005 9.57812959e-001
8 6.13890822e+001  7.25905873e-005 7.27396155e-001
9 1.57652423e+001  3.25845260e-004 2.51761443e-001
10 6.00659708e+000 4.39180806e-004 1.66102916e-002

Tabelle 2.9: Wartezeitanalyse fiir den Pattern TOBEORNOTTOBE im Modell
Nr. 4 einer Markov-Kette auf dem zu Grunde liegenden Alphabet, wobei die
Ubergangswahrscheinlichkeiten den empirischen Werten entsprechen, die man
aus Shakespeares ,Hamlet“ gewinnt.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

2.7 Poisson-Approximation fiir das Approximate
Pattern Matching Problem

In diesem Kapitel wollen wir zum Abschluss eine weitere Methode vorstellen, mit der
es moglich ist, Wartezeiten fiir Pattern in zufilligen Zeichenketten zu approximieren
und gleichzeitig eine Abschétzung fiir den dabei gemachten Fehler zu bekommen.

Das wesentliche Hilfsmittel ist die so genannte Chen-Stein-Methode. Die Grund-
idee ist dabei, dass eine Summe der Gestalt > 14, niherungsweise mit Parame-
ter A := ) ', P(A,) Poisson-verteilt ist, sofern die Ereignisse A,, sehr selten und
ndherungsweise unabhéngig sind. Die Chen-Stein-Methode formuliert diesen heuri-
stischen Ansatz aus und gibt explizite Fehlerschranken an, wie gut die gewonnene

Approximation ist.

Theorem 2.37 (Chen-Stein-Methode) Es sei (A,)nen eine Folge von Ereignis-
sen, | CN, W:=3" _ 14,
meter A = EW < oo. Fiir jedes n € I wdhlen wir eine ,Abhdngigkeitsumgebung“ J,

und Z eine Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Para-

mit n € J,. Weiter definieren wir

by = Z Z P(An)P(Am)>

nel meJ,
by = Y. Y. P(A.NA,
nel nEmeJy,
by = Y E|E[14, — P(4)|o{An:m & J,}]|.
nel
Dann gilt
dTV(E(W), L(Z)) < 2(by + by + b3)
und
Ly l—e?
‘P(WZO)—G |S (b1+b2+b3)
Beweis: Siehe [AGGS89], Theorem 1, S. 11. Vgl. auch [AGG90]. O

Dieses Resultat werden wir nun auf das APMP anwenden. Der Einfachheit hal-
ber werden wir uns dabei auf den Fall einer unabhingigen und identisch verteilten

Zeichenkette beschrianken.
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2.7. Poisson-Approximation fiir das APMP

Es sei also wie zuvor ¥ ein endliches Alphabet und A = ajas...ay € ¥V ein Pattern
der Liange N iiber ¥. X = (X,)nen sei eine Folge von unabhingigen und identisch
verteilten ZufallsgroBen iiber 3 (die zufillige Zeichenkette) und

T := inf {n € N :msed(A4, X1.,) < k},

wobei 0 < k£ < N eine vorgegebene Fehlerschranke ist.

Wir definieren nun
S, = ]l{msed(A, Xi4) < k}, n € N.

(Der Einfachheit halber setzen wir auflerdem S,, := 0 fiir n < 0.) Offenbar besteht
dann folgender Zusammenhang zwischen 7" und diesen Indikatorfunktionen:

T>m < Z S, =0,
n=1
und diese Darstellung erméglicht uns die Anwendung der Chen-Stein-Methode. Mit

ihr lisst sich nun zeigen, dass die Summe )", S, niherungsweise Poisson-verteilt
ist mit Parameter A = """ | P(msed(4, X1.,) < k).

Eine Voraussetzung fiir eine gute Approximation ist dabei allerdings, dass die zu den
beteiligten Indikatorfunktionen gehorigen Ereignisse sehr selten sind. Dies ist bei den
S, zwar schon der Fall, die Ergebnisse lassen sich aber durchaus noch verbessern
(bei gleichzeitigem Anwachsen des Rechenaufwands), wenn man das obige Konzept

noch ein wenig verallgemeinert.
Anstelle der Indikatorfunktionen S,, betrachten wir nun fiir [ € Ny
n—1
SO =5, J[ @- 5.
u=n—I

SV zeigt also an, dass in der Zeichenkette X zur Zeit n der Pattern A mit maximal &
Editierdistanzfehlern erschienen ist, dass dies aber zugleich zu den vorangegangenen

l Zeitpunkten nicht der Fall war. Offenbar gilt immer noch
T>m < ) SV=0,
n=1

und das oben entwickelte Konzept ergibt sich als Spezialfall [ = 0.
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Man bezeichnet den Ubergang von S,, zu S,(Ll) als so genannte Declumping Technique.
Diese Bezeichnung kommt wie folgt zustande: Die zu den S,, gehtrenden Ereignisse
treten hdufig sehr geballt (,in Klumpen“) auf, denn ist zur Zeit n der Abstand
msed(n) kleiner oder gleich k, so besteht eine recht hohe Wahrscheinlichkeit, dass
dies in unmittelbarer Umgebung noch einmal der Fall ist, da sich msed(n) in jedem
Zeitschritt betragsméfig um hochstens 1 verindern kann (vgl. Satz 2.6). Durch den
Ubergang von S, zu sY sorgt man dafiir, dass ein solches erneutes Auftreten des
zugehorigen Ereignisses frithestens nach [ Zeiteinheiten wieder geschehen kann, man
yentklumpt® also sozusagen die Folge der S,,. Den Parameter [ € Ny bezeichnet man

auch als Declumpingtiefe.

Fiir die nun folgenden Betrachtungen halten wir einige Eigenschaften der Indikator-
funktionen S,, bzw. Sf(f) fest:

Lemma 2.38 Fir die Indikatorfunktionen S, = 1{msed(n) < k} gilt:
(a) n<N—k = S,=0.
(b) ni,ng >N+ k = S,,, Sy, sind identisch verteilt.
(c) ni <ng— (N +k) = Sy, S, sind unabhingig.
Beweis: (a) Unmittelbare Folgerung aus Satz 2.7.
(b) msed(n) ist genau dann kleiner oder gleich &k, wenn ein m € {N — k,.... N + k}
existiert, so dass ed(A, X;,_my1.n) = k ist. Fiir alle n > N + k ist nun stets n —
m—+ 1 grofler als 0, d.h. in diesem Fall hingt die Indikatorfunktion immer von einem
gleichlangen Teilstiick der unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette X ab.
(c) Es ist
Sny = 1{3me{N —k,..,N+k}:ed(4, Xp,—mi1n,) =k},
Sy = 1{Im e {N —k,...N +k} : ed(A, Xny—mi1:m,) = k}.

Ist nun n; < ny— (N + k), so beziehen sich S,,, und S,,, auf disjunkte Teilabschnitte
der unabhéngigen Zeichenkette X. O

Lemma 2.39 Fir die Indikatorfunktionen s — Hz;;_l(l — Sy)Sn, 1 € Ny, gilt:

(a) n< N -k = sY = p.

(b) ni,no >N+k+l = Sﬁfﬂ, Sy(fz,) sind identisch verteilt.
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2.7. Poisson-Approximation fiir das APMP

(c) ny <ng— (N+k+1) = S SY sind unabhingig.

(d) n<N—k+1 = ESY =P(T =n).

Beweis: (a) Hier ist nach dem vorangegangenen Lemma der in S enthaltene Faktor
S, gleich 0.

(b) SY nimmt Bezug auf die Zufallsvariablen S,_;, Sn_141,....,5,. Fiir n > N+k+1
ist n — [ > N + k, mithin sind die beteiligten S-Variablen identisch verteilt, also
auch die S"-Variablen.

() S8 = TIL,t /(1=5.)Snys S = T, 4 (1-54) Sy Ist nun my < o —(N+k-+0),
so ist der Abstand zwischen den beteiligten S-Variablen grofler gleich N +£, also sind
nach dem vorangegangenen Lemma die jeweils beteiligten S-Variablen unabhéngig
und somit auch die S®¥-Variablen.

(d) S =TT"ZL ,(1=8,)S,. Fiirn < N—k+1ist n—1 < N —k. Danun S, = 0 fiir

n < N — k gilt, ist im hier betrachteten Bereich also sogar S& = [121(1 = S,)S,.
|

Aus der Chen-Stein-Methode erhalten wir nun das folgende

Theorem 2.40 Es sei A = ajay...ay € ¥V, k€ {0,1,..., N} und T := inf {n eN:
msed(A, X1.,) < k} Ferner seil € Ng und Ay, :=3 0, ESY . Dann qgilt

1—em
|P(T > m) — exp(—An)| < % (by + by + by)
mit

b= Y. > ESYESY,

m=1p,e s
by = Y Y ESYSY,

nl:lm#”zEJr(Lll)
by = > E|E[SY)—ESY|o{SY) :ny & JU}]|.

ni=1

Daber ist qull) eine von der Declumpingtiefe abhdngige, frei wihlbare ,Abhdngigkeits-

umgebung“ um n;.

Bemerkung 2.41 Gilt fiir alle ny ¢ J,(lll), dass Sé? und 5'7(112) unabhingig sind, so ist
offensichtlich b3 = 0. Es bietet sich also an J,(lll) moglichst so zu wihlen, dass dies der
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Fall ist. Insbesondere ist diese Bedingung nach Lemma 2.39.(c) erfiillt fiir
IO ={n —(N+k+0)+1,,ni+(N+k+1)—1}
und es ergibt sich

Theorem 2.42 FEs sei A = ajay...ay € ¥V, k € {0,1,..., N} und T := inf {n € N:
msed (A4, X1,) < k}. Ferner seil € Ng und Ay, := Y 0| ESY. Dann gilt

—Am
IP(T > m) — exp(—Aw)| < %(bﬁz&)
m
mit
ni+(N+k+1)—1 n1+(N+k+1)—1
by = Z > ESYESY, b= Z > ESPSY.
n1=1ny=n; —(N+k+l)+1 n1=1ny=ni; —(N+k+1)+1
na#ni

Bemerkung 2.43 Auf den ersten Blick hat es den Anschein, als miisste man fiir
den Parameter )\, und die Konstanten b; und by mit wachsendem m eine immer
grofer werdende Anzahl von Erwartungswerten berechnen, doch in Wirklichkeit ist
nur eine sehr begrenzte Anzahl dieser Werte notwendig. Was die Erwartungswerte
bei A, und der Konstanten b; betrifft, so haben wir bereits in Lemma 2.39 gezeigt,
dass simtliche S fiir n > N—+k+I1 identisch verteilt sind, und dass sie fiirn < N—k
den Wert 0 haben; es sind also lediglich die Erwartungswerte

ES®

n

ne{N—-k,..N+k+I}
zu berechnen. Bei den gemischten Erwartungswerten in der Konstanten b ist zu
beachten, dass fiir ny, ny > N +k+1 simtliche Paare S,S’B Sr(fz) mit demselben Abstand

von n; und ny identisch verteilt sind, sich mithin fiir den Erwartungswert ESSI) S,(Q
stets derselbe Wert ergibt. Insofern ist hier also die Berechnung der Erwartungswerte

ES(ZSU ’I"Ll,TLQE{l (N-i—k-i—l)—l} |n1—n2|§(N+k+l)—1, 7’L17é712,

ny ~n2)

ausreichend. Weiter ist noch zu beachten, dass SY =0 fiirn < N—k gilt. Auflerdem
ist offensichtlich S}JE Sﬁfﬁ = 0 fiir |n; —ng| < [. Fiir die Konstante by sind also lediglich
die gemischten Erwartungswerte

ESDSW py ny e {N—k,...,2(N+k+1)—1}, |ny—ny| € {I+1, ..., (N+k+1)—1},

niy~ng?

zu berechnen. Diese verbleibenden Werte kann man nun sehr schnell mit Hilfe von
Standardmethoden fiir Markov-Ketten aus der Ubergangsmatrix des Spaltenprozes-

ses herleiten.
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2.7. Poisson-Approximation fiir das APMP

Bemerkung 2.44 Im Unterschied zu den Fehlerabschitzungen aus Kapitel 2.5 ha-
ben wir hier also keine universelle Schranke fiir den Fehler bei der Abschéitzung von
P(T > m), sondern vielmehr eine in m wachsende , Fehlerfunktion“. Fiir die prak-
tische Anwendbarkeit der Methode ist von entscheidender Bedeutung, dass diese

Fehlerfunktion nur sehr langsam wiichst.

Beispiel 2.45 Um die Methode zu verdeutlichen, wollen wir das Gensequenzie-
rungsbeispiel des Ti-Plasmids ,,Agrobacterium tumefaciens plasmid pTi-SAKURA“

aus Abschnitt 2.6 noch einmal aufgreifen.

Wir approximieren die Wartezeit, bis der Pattern agcttcgcaa erstmals mit héchstens
einem Fehler in der Editierdistanz in einer zufilligen, unabhingig und identisch
verteilten Zeichenkette iiber dem Alphabet {a, g, c,t} erscheint. Als Verteilung auf
dem Alphabet legen wir dabei wieder die empirische Verteilung der Basen zu Grunde.

Die entsprechende Wartezeitverteilung haben wir schon einmal in Abschnitt 2.6 ap-
proximiert, die entsprechenden Kenngroflen entnimmt man der Tabelle 2.4. Hier
wollen wir diese Verteilung nun nochmals mit der Chen-Stein-Methode approximie-
ren. Dabei verwenden wir die Declumpingtiefen [ = 0, 1, 2. Die Ergebnisse entnimmt

man den folgenden Abbildungen.

Abbildung 2.6 zeigt die Approximation und die zugehérigen Fehlerschranken fiir die
Declumpingtiefen / = 0 und [ = 1. Der entsprechende Graph fiir [ = 2 ist nicht mehr

von dem fiir [ = 1 zu unterscheiden und wurde deshalb nicht mit dargestellt.

Abbildung 2.7 zeigt nochmals die Approximationen und die zugehoérigen Fehler-
schranken fiir die Declumpingtiefen [ = 0,1 und zusétzlich auch | = 2, wobei wir
diesmal eine halb-logarithmische Darstellungsweise verwenden, um die Unterschie-
de deutlicher herauszustellen. Es zeigt sich, dass eine gréfiere Declumpingtiefe nicht
immer auch automatisch zu besseren Approximationen fiithren muss. So ist die Ver-
besserung beim Ubergang von | = 0 zu [ = 1 zwar frappierend, beim Ubergang von

I =1 zu [ = 2 verschlechtert sich die Approximation aber wieder ein wenig.

Abbildung 2.8 zeigt schlielich einen Ausschnitt aus Abbildung 2.7. Zusétzlich wur-
den auch noch die Approximationen aus Tabelle 2.4 mit eingezeichnet. Es ist deut-
lich zu erkennen, dass diese (im oberen Tailbereich) deutlich besser sind. Dies liegt
letztlich daran, dass wir in Abschnitt 2.5 eine konstante Fehlerschranke hergeleitet

haben, wihrend die Chen-Stein-Methode in Abhéngigkeit vom Zeitpunkt wachsende
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2. Das Approximate Pattern Matching Problem

Fehlerschranken liefert.

Dieses Beispiel wie auch eine Reihe weiterer Simulationen scheinen darauf hinzu-
deuten, dass die in Abschnitt 2.5 hergeleitete Approximation der Wartezeit hiufig
bessere Resultate liefert als die hier vorgestellte Chen-Stein-Methode.

Abschlieflend kann man also sagen, dass es uns gelungen ist, zwei Approximations-
methoden herzuleiten, mit denen es méglich ist, mit moderatem Rechenaufwand
in Beispielen mit Patternldngen von praxisrelevanter Grofenordnung unter Einsatz
eines Rechners brauchbare Niaherungen fiir die Wartezeit des Approximate Pattern
Matching Problems zu berechnen. Es soll aber auch betont werden, dass dadurch die
Resultate zur asymptotischen Exponentialitit aus Kapitel 1 und insbesondere auch
aus Abschnitt 2.2 durchaus nicht iiberfliissig werden, da es nicht (zumindest nicht
offensichtlich) méglich ist nachzuweisen, dass die in den N#herungsmethoden her-
geleiteten Fehlerschranken bei festen Editierdistanzen mit wachsender Patternldnge
gegen 0 streben (was zumindest im Fall der ersten N&herungsmethode nach Lemma

2.15 die asymptotische Exponentialitéit implizieren wiirde).
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Abbildung 2.6: Approximation und Fehlerschranken fiir die Verteilung der
Wartezeit des Patterns agcttcgcaa. Dargestellt sind die Declumpingtiefen [ = 0
(griin) und [ = 1 (blau). Im Fall [ = 1 sind die Fehlerschranken mit blofilem
Auge nicht mehr von der eigentlichen Approximation zu unterscheiden.
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Abbildung 2.7: Approximation und Fehlerschranken fiir die Verteilung der
Wartezeit des Patterns agcttcgcaa. Dargestellt sind die Declumpingtiefen [ = 0
(griin), [ = 1 (blau) und [ = 2 (rot). Zur besseren Unterscheidung wurde eine
halb logarithmische Darstellungsweise gewihlt. In den Féllen [ =1 und [ = 2

sind die Approximationen nicht mehr voneinander unterscheidbar.
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log Tail

I I I I I
80000 85000 90000 95000 100000

Abbildung 2.8: Ein Ausschnitt aus Abbildung 2.7. Zusétzlich wurden noch
die Fehlerschranken der Approximation der Verteilung gemafi Abschnitt 2.5
eingezeichnet (gelb). Im linken unteren Bildbereich ist die Approximation im
Fall [ = 0 zu erkennen, die zugehorigen Fehlerschranken liegen auflerhalb des
Bildbereichs. In den Féllen [ = 1, [ = 2 und bei der Approximation nach
Abschnitt 2.5 sind die Werte der Approximation bei dieser Auflésung nicht

voneinander unterscheidbar.
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Anhang A

Technische Hilfssatze

Dieser Abschnitt enthélt einige technische Hilfsséitze, die innerhalb der Dissertation
Verwendung finden, deren Beweis an der betreffenden Stelle jedoch den Fluss der

Darstellung stéren wiirde.

Hilfssatz A.1 Fir x — 0 gilt:

1 arcosh (exp(—ifz?)) = v—2i0 + o(z).
x

Fiir die Funktion f(z) := arcosh(exp(—i0z?)) gilt also insbesondere lim,_,q f'(z) =

V=210 und lim,_, f"(z) = 0.

Beweis: Wegen arcosh(z) = log (z + v/22 — 1) gilt

%arcosh(exp(—i@ﬁ)) = % log (exp(—ifz”) + Vexp(—2ifz?) — 1).

Verwendet man nun die Potenzreihenentwicklungen von exp(z), v/1 + z und log(1 +

z), so ergibt sich

%arcosh(exp(—ié’ﬁ)) - i log (1 — ifz* + O(a") + V=2ifz1/1 + O(a?))
= i log (1 +V—2i0x — i02* + O(x3))
- % (V=2i0z — if2® — (1/2)(—2i02%) + O(z*))

= V=2if + o(z).
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Hilfssatz A.2 Es seien o € (1,2) und N,m € N. Dann gilt

- 2 (k+1)m
EN(Q_I)_l‘Nl_a Und Z ( —;a) N(m+1—a)_1‘Nm+1_a.
k=N k=1

Weiterhin gelten diese Formeln auch fiir den Fall o = 2, nur fir o = 2, m = 1

ergibt sich

iy A |

12 ~ log(N).
k=1

Beweis: Fiir alle a € (1,2] gilt

o0 1 |
/ L < —g/ L ey Ne,
N T h ka N T

woraus sich unmittelbar die erste Formel ergibt. Auflerdem gilt fiir m > 2
N N-1 N-1
Hm k+1)™ 1™
/ dezzuz/ E+ )™ 0y om,
1 T — ko 1 T

was in diesem Fall auch die zweite Formel liefert. Fiir m = 1 erhalten wir schlief§lich
N-—

ac+1 k+1 :E+1
d 2,
[ =P / “lirt

k=1

was je nach dem, ob a € (1,2) oder a = 2 gilt, die entsprechende Formel liefert. O

Hilfssatz A.3 Fiir alle y € R gilt

" = (1+iy)| < 2-min{ly|,y"}.
Beweis: Wegen |Z| = |z| reicht es, den Fall y > 0 zu betrachten. Es gilt

ezyzl—l—i/ e”ds:l—i-iy—i-i/ (¥ —1)ds,
0 0

also v
€ — (1 + iy)| g/ € — 1| ds < 2y,
0

Auflerdem erhilt man mit partieller Integration
. v y ,
eV = 1+i/ e’ ds = 1+iy+i2/ (y — s)e” ds,
0

also
2

Y
e — 1—|—zy|</ I(y ”|ds—/(y—s)ds:%§2y2.
0
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Hilfssatz A.4 Sei X, binomialverteilt mit den Parametern n und 1/2. Dann gilt

fiir alle \;t > 0:
1+ et)"

P(X, <)) < e”‘( -

Beweis: Aus Symmetriegriinden und wegen ¢ > 0 gilt

P(X, <)) = P(X,>n—)) =P(exp(tX,) > exp(t(n— A)))

= /]l{exp(tX ) > exp(t(n — X))} dP

< exp (t(A—n))

— exp (t(\ )(e )
14etyn

= +2 )

|

Hilfssatz A.5 Es sei X, binomialverteilt mit den Parametern n und 1/2. Es sei

0<k<1/2 und
1 1 — K 1 — k—1
0:25(( KK) +( KK) >

Dann ist ¢ € (1/2,1) und fir alle n € N gilt

P(X, < kn) <c™

Beweis: Nach Hilfssatz A.4 gilt fiir alle n € N und alle ¢ > 0
P(X,, <kn) <c(t)"

mit
c(t) == % (exp (tr) +exp (t(k — 1)) .

Ist 0 < Kk < 1/2, so wird ¢(¢) minimal fiir ¢ = log ((1 — k)/«) und der Minimalwert

()

liegt fiir alle 0 < k < 1/2 im Intervall (1/2,1). O
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Anhang B

Der Totalvariationsabstand

Definition B.1 Es seien (€2, .4) ein messbarer Raum und P, () zwei Wahrscheinlich-
keitsmafle auf A. Dann ist der Totalvariationsabstand oder auch die Total Variation

Distance zwischen P und () definiert durch

drv(P, Q) == sup |P(A) — Q(A)].

Hilfssatz B.2 Es sei Q abzihlbar und A = P(Q). Dann gilt

drv(P,Q) = > (PHw}) - QU{w})"

_ %(P({w}) - QU{wh)”

= ;% 1P({w}) = Q{w})]

= 1-Y min {P({w}), Q({w})}
— minunf(s; #Y),

wobei das Minimum tber alle Zufallsgriffen X, Y : Q' — Q auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum (', A", P) mit L(X) = P und L(Y) = Q gebildet wird.
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Beweis: Sei A € Aund B :={w € Q: P{w}) > Q({w})}. Dann gilt

P(A)-Q4) = Y (PHwhH-QUw}) < Y (PHw}) - Q({w}))

< Y (PHwh) - QUwh) = D (PHw)) - {wh) ™

Wegen der Symmetrie der rechten Seite in P und @ folgt dann fiir alle A € A
+
1P(A) - Q)| <) (PHw}) — Q{w}) ™
weN
Bildet man schliefilich noch auf der linken Seite das Supremum iiber alle A € A, so

erhilt man die erste Gleichung. Die zweite bis vierte Gleichung sind lediglich triviale
Umformungen. Zur letzten Gleichung: Fiir A € A gilt

|P(A) = Q(A)| = |P(X € A)—P(Y € A)|

)
= [P(X €AY ZA)+P(X €AY € 4) —P(Y € 4)|
= [P(X €AY gA)-P(X gAY € A)

)

< max{P(X € A,Y ¢ A),P(X ¢ A,Y € A)}

< P(X #£Y).

Bildet man wieder auf der linken Seite das Supremum iiber alle A € A und rechts das
Infimum iiber alle zuléssigen Zufallsgréfien X, Y, so folgt dry (P, Q) < inf P(X #Y).
Gleichheit erhilt man fiir die folgende gemeinsame Verteilung von X und Y: Seien
w,w1,ws € Q und R({w}) := min { P({w}), Q({w})}. Dann sei

P(X =w,Y =w) = R({w})

und

(P{wi}) — R({w1})) (Q{w2}) — R({w.}))
1= en B({w})

, Wi #WQ-

|P(X = wl,Y:LL)Q) =

|

Hilfssatz B.3 Es seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E,B), (E',B')
messbare Riume, X,Y : Q — E Zufallsgrifien und f : E — FE' eine messbare
Abbildung. Dann gilt

dov (L(F(X), £ (V) < dry(£(X), £(V)).
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Beweis: Es gilt

drv (L(FQO)L(F(V)) = sup [PPO(B) — PIO(B)
= sup [P(7HBY) - P(HB))
< %%1;|PX(B)—PY(B)|

= drv(L(X), L(V)).
O

Sei nun X = (X,)nen, €ine homogene, irreduzible und aperiodische Markov-Kette

mit endlichem Zustandsraum E und stationirer Verteilung 7.

Hilfssatz B.4 FEs seien p, A Verteilungen auf E und f : EM — R, eine Abbildung.
Dann gilt:

|EL(f(X)) = BEx(f(X))]| < max E;(f(X)) - drv(p, A).

icE
Beweis:

(X)) = B(F(0)| = |30 B(F()) i) = 3 B (X))AG)|
< max{ 3 B(O) () - M0). Y E(FX) (A6 - w) |
u(iz)ezb;(i) u(iz)€<b;\(i)
< %%XEi(f(X)) j‘é%W(A) —A4)| = r{l&in(f(X)) -drv(p, A).
O

Ein hiufig verwendetes Maf} dafiir, wie weit die Verteilung der Markov-Kette X zur

Zeit n noch von der stationéren Verteilung entfernt ist, ist
d(n) := IgleaEXdTv(,Ci(Xn),ﬁ), n € N. (B.1)
d(n) besitzt folgende Eigenschaften:

Hilfssatz B.5 (a) d(n) ist monoton fallend.

(b) Fiir alle n,m € N gilt d(n +m) < 2d(n)d(m).
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B. Der Totalvariationsabstand

(c) Fir jede Verteilung A auf E und alle n € N gilt dry (E)\(Xn), 7T) < d(n).

Beweis: Seien n,m € N. Dann gilt:

dln+m) = IzréaXdTv(ﬁ (Xpim), m) = max ; Z|P Xnim = J) —7(j)]
= I?EZJ%EX Z‘ZPIC Pi(Xn, :k)_ﬂ(j)‘
jEE k€E
1 . .
< %x§j%ﬂ(xm = k)| Pu(Xo = j) = 7(j))|

1
= max Pz(Xm:k)EZ|Pk(X”:])_7T(])‘
keE J€E

d(n) ~ <;((n) o

IN

Damit ist die Monotonie von d(n) nachgewiesen. Weiter gilt

d(n+m) = maxs 2;\2})3 (Pe(Xo = ) = 7)) Pi(Xon = B)|
= max. z;\z; Pu(X = ) = 7)) (m(k) + P(X = ) — 7(k)
< ]%;; —7(j)]+
I{l&x— %:E\Pk —7(f)| - |Pi(Xm = k) — (k)]
< Ilne%xd;\,/(ﬁl(Xn) 12 max Z|P — (k)|
= 2d(n)d(m). .

Damit ist auch die zweite Eigenschaft nachgewiesen. Schliefllich gilt fiir eine beliebige
Verteilung A auf £

doy (La(Xp), @) = dTV(ZLi(Xn))\(i),w) < 3 drv (LX), T)AG)

i€E icE

< Izr_le%XdTV(Li(Xn)aﬂ') = d(n)

Die meisten dieser Resultate stammen aus [AF04] und [Ald82].
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Anhang C

Quellcode

Im Folgenden ist der Quellcode eines C-Programms wiedergegeben, das die Aus-
sage von Theorem 2.36 aus Abschnitt 2.5 formalisiert. Mit diesem Programm ist
es moglich, im Fall einer unabhéngigen und identisch verteilten Zeichenkette bei
verschiedenen Editierdistanzen die Wartezeit des Approzimate Pattern Matching

Problems durch eine geometrische Verteilung zu approximieren.

1. Einbindung der verwendeten Header-Dateien.

1 #include <stdio.h>
2 #include <stdlib.h>
3 #include <math.h>
4 #include <time.h>

2. Definition der innerhalb des Programms verwendeten Strukturen: Es werden drei
Strukturen fiir Vektoren festgelegt, deren Komponenten vom Typ integer, char
oder unsigned character sind. Ein solcher Vektor wird innerhalb der Struktur
durch den Zeiger auf seine Startadresse und die Anzahl seiner Komponenten defi-

niert.

5 struct ivector
6  {int *p;

7 int length;};
8

9

struct ucvector
10 {unsigned char *p;
11 int length;};

13 struct dvector

14 {double *p;
15 int length;};
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C. Quellcode

Auflerdem wird eine Struktur fiir Matrizen definiert. Da in der Regel extrem schwach
besetzte Matrizen verwendet werden, werden diese in Speicherplatz sparender Form
definiert. Innerhalb der Struktur wird eine Matrix durch folgende Komponenten
festgelegt: Zunéchst haben wir ein Paar von zwei Vektoren. Der erste gibt die jewei-
ligen Positionen der (von Null verschiedenen) Komponenten innerhalb einer Zeile
an, der zweite den Wert der entsprechenden Komponente. Hinzu kommt ein dritter
Vektor, der angibt, an welchen Positionen der ersten beiden Vektoren jeweils die
Zeilenumbriiche der Matrix vorzunehmen sind. Schliefilich kommen noch die Anzahl
der Zustande, also die Dimension der Matrix, sowie die Grofle des beim Approzimate
Pattern Matching Problems verwendeten Alphabets hinzu.

16 struct tmatrix

17 {int *p; /* Die (P)ostionen der Uebergaenge */

18 double *w; /* Die zugehoerigen Uebergangs(w)ahrscheinlichkeiten */
19 int *1b; /* Die Zeilenumbrueche ((1)ine(b)reaks) */

20 int numberofstates;

21 int alphabetsize;};

3. Pridefinition der im Anschluss an das Hauptprogramm definierten Unterfunktio-

nemn.

22  double distvectonum (struct ivector);

23 void numtodistvec (double, struct ivector);

24 void schritt (struct ivector, unsigned char, struct ucvector);
25 double numschritt (double, unsigned char, struct ucvector);

26 void transptmatrix(struct tmatrix, struct tmatrix);

27 void lproduct (struct tmatrix, struct dvector, struct dvector);
28 double tvd (struct dvector, struct dvector);

29  void indexx(int n, int *vector, int *index);

30 void dindexx(int n, double *vector, int *index);
4. Beginn des Hauptprogramms:

22  int main(int argc, char *argv[])

23 1
5. Definition der Variablen des Approrimate Pattern Matching Problems. Dies ist
der Teil, den der Anwender an sein jeweiliges Problem anpassen kann. Beispielhaft

sind hier die Daten fiir das Modell Nr. 1 des Monkey Typing Shakespeare Problems

wiedergegeben.

5a. Definition des Zielpattern (hier TOBEORNOTTOBE) unter Verwendung des
Alphabets {1,2,3,4,...}. Da der Pattern selbst nur von 6 Buchstaben des Alpha-
bets {4, B, ..., Z} Gebrauch macht, fassen wir alle nicht verwendeten Buchstaben

zu einem zusammen und verwenden hier das Alphabet {1,2,...,7} mit den Entspre-
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chungen 1 =B, 2=FE,3=N,4=0,5=R, 6 =T, 7 =Rest.

24 unsigned char PATTERN[] = {6,4,1,2,4,5,3,4,6,6,4,1,2};

5b. Definition der Verteilung auf dem Alphabet {1,2,3,4, ...}. Hier beispielhaft der
Fall der Gleichverteilung.

25  double ALPHABETDIST[] = {0.03846154,0.03846154,0.03846154,0.03846154
26 0.03846154,0.03846154,0.76923076};

5c¢. Definition des Pfads der Ausgabedatei, in der die Ergebnisse des Programms

abgelegt werden.

27 char dateiname[100] = "C:/Daten/ergebnis.txt";

5d. Festlegung, ob in der Ausgabedatei alle Daten (’a’) oder nur die wichtigsten

(*w’) gespeichert werden sollen.

28 char wahl = ’w’;

6. Definition der iibrigen im Programm verwendeten Variablen.

29 struct ucvector pattern;

30 struct dvector alphabetdist;

31 struct ivector maxdist;

32 clock_t prgstart,prgbreakl,prgbreak2,prgende;
33 int alphabetsize;

34 int sizeofstateset=1;

35 double *Stateset, **stateset;
36 int *Statetree, **statetree;
37 int maxsizeofstateset=10000;
38 struct ivector tempdistvector;

39 double actualfather,actualstate,newstate;
40 int actualrow;

41 int hit;

42 int i,j,k;

43 struct dvector setofstates;

44 int *index, *index2;

45 int *eddistvector, *anzahlen;

46 double *temp;

47 struct tmatrix tm, itm, redtm, iredtm;

48 struct dvector pi, pineu, rho, rhoneu, vec, vecneu;

49 double fehler,1l;
50 struct dvector tvdschranke,EW,vorzeitig;
51 FILE xdatei;

7. Zuweisung des Pattern und der Verteilung auf dem Alphabet.

52 pattern.length=sizeof (PATTERN)/sizeof (unsigned char);

53 pattern.p=PATTERN;

54 alphabetdist.length=alphabetsize=sizeof (ALPHABETDIST)/sizeof (double);
55  alphabetdist.p=ALPHABETDIST;
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C. Quellcode

8. Definition des Vektors maxdist. Dieser legt fest, fiir welche Editierdistanzen der
Erwartungswert der Wartezeit und die zugehorigen Fehlerschranke berechnet werden
sollen. Voreingestellt ist hier die Berechnung dieser Werte fiir alle Editierdistanzen

von 0 bis zur Patternléinge—2.

56 maxdist.length=pattern.length-2;
57 maxdist.p=(int #*)malloc(maxdist.length*sizeof(int));
58 for(i=0;i<=maxdist.length-1;i++) maxdist.p[il=i;

Ende der Variablendefinition, Beginn der eigentlichen Berechnungen.

9. Bestimmung des Zustandsraums. Stateset ist eine Matrix. In der ersten Spalte
werden die Zustidnde abgelegt, in der zweiten Spalte steht die Position des Vaterzu-
stands, der in der Tiefensuche auf diesen Zustand gefiihrt hat, in der dritten Spalte
wird festgehalten, wie viele der moglichen Uberginge von diesem Zustand aus inner-
halb der Tiefensuche bereits abgearbeitet worden sind, und in den folgenden Spalten
stehen die Positionen der Zustinde, auf die die jeweiligen Uberginge gefiihrt haben.
stateset ist ein Zeigervektor, der es ermdglicht, auf Stateset wie auf eine Matrix
mit Spalten- und Zeilenindex zuzugreifen. Statetree ist eine Baumstruktur, die die
schnellste Md&glichkeit bietet zu priifen, ob ein neuer Zustand bereits im Zustands-
raum enthalten ist oder nicht. statetree dient wiederum dem bequemen Zugriff auf

Statetree mit Zeilen- und Spaltenindizies.

60 prgstart=clock();
61 Stateset=(double *)malloc(maxsizeofstateset*(3+alphabetsize)*sizeof(double));

62 stateset=(double **)malloc(maxsizeofstateset*sizeof(double*));
63 Statetree=(int *)malloc(maxsizeofstateset*2*sizeof(int));
64 statetree=(int **)malloc(maxsizeofstateset*sizeof(int *));

65 for (i=0;i<=maxsizeofstateset-1;i++) stateset[i]=&Stateset[i*(3+alphabetsize)];
66 for (i=0;i<=maxsizeofstateset-1;i++) statetree[i]=&Statetree[i*2];

67 for (i=0;i<=2*maxsizeofstateset-1;i++) Statetreel[i]=-1;

9a. Initialisierung von Stateset, erster Zustand ist (0,1,2,...,pattern.length).

68 tempdistvector.p=(int *)malloc((pattern.length+1)*sizeof(int));

69 for (i=0;i<=pattern.length;i++) tempdistvector.p[il=i;

70 tempdistvector.length=pattern.length+1;

71 stateset[0] [0]=distvectonum(tempdistvector); stateset[0][1]=-1; stateset[0][2]=1;
72 actualfather=newstate=0; actualstate=stateset[0][0]; actualrow=0;

9b. Berechnung des gesamten Zustandsraums, ausgehend vom Startzustand durch
eine Tiefensuche.

73 while (!((abs(actualfather+1)<=0.1)&&(stateset[actualrow] [2]>alphabetsize)))

[C
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Wenn vom aktuellen Zustand noch ein Ubergang méglich ist, so fiihre diesen aus,

sonst springe zum Vater dieses Zustands zuriick.

75
76
7
78

if (stateset([actualrow] [2]<=alphabetsize+0.1)

newstate=numschritt(actualstate, (unsigned char)stateset[actualrow] [2],pattern);

else

{actualrow=actualfather; actualstate=stateset[actualrow][0];

actualfather=stateset[actualrow] [1]; continue;};

Priife: Ist der neue Zustand bereits im Zustandsraum enthalten?

i=0;hit=0;
while(1)
{if (abs(stateset[i] [0]-newstate)<=0.1) {hit=1;break;}
if (stateset[i] [0]>newstate+0.1)

{if(statetree[i] [0]==-1) {statetreel[i] [0]=sizeofstateset;break;}

else i=statetree[i][0];}

else

¥

{if (statetree[i] [1]==-1) {statetree[i][1]=sizeofstateset;break;}

else i=statetree[i][1];}

Wenn ja, so fithre den niichsten Ubergang aus. Wenn nein, so fiige den neuen Zustand

zum Zustandsraum hinzu und mache ihn zum aktuellen Zustand.

90
91
92
93
94
95
96
97
98
99

if (hit)
{stateset[actualrow] [2+(int)stateset[actualrow] [2]]=1i;

stateset[actualrow] [2]++; continue;}

else

{sizeofstateset++;

stateset[actualrow] [2+(int)stateset [actualrow] [2]]=sizeofstateset-1;
stateset [actualrow] [2]++;

i=actualrow; actualrow=sizeofstateset-1;

stateset[actualrow] [0]=newstate; stateset[actualrow][1]=i; stateset[actualrow][2]=1;

actualfather=i; actualstate=newstate;

Um nicht unnétig Speicherplatz zu belegen, ist die maximale Gréfle des Zustands-

raums auf 10000 Zustdnde voreingestellt. Sollte diese Oberschranke iiberschritten

werden, so wird sie verdoppelt und der Zustandsraum reallokiert.

100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111

if (sizeofstateset==maxsizeofstateset)

};

{maxsizeofstateset+=maxsizeofstateset;

Stateset=(double *)realloc(Stateset,maxsizeofstateset*(3+alphabetsize)
*sizeof(double));

stateset=(double **)realloc(stateset,maxsizeofstateset*sizeof(double *));

Statetree=(int *)realloc(Statetree,maxsizeofstateset*2*sizeof(int));

statetree=(int **)realloc(statetree,maxsizeofstateset*sizeof(int *));

for (i=0;i<=maxsizeofstateset-1;i++) stateset[i]=&Stateset[i*(3+alphabetsize)];

for (i=0;i<=maxsizeofstateset-1;i++) statetree[i]l=&Statetree[i*2];

for (j=maxsizeofstateset;j<=2*maxsizeofstateset-1;j++) Statetree[jl=-1;

};
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C. Quellcode

112 ¥

113

114 prgbreakl=clock();

115 printf("%4.2f Sek. Bestimmung des Zustandsraums\n",
116 (float) (prgbreaki-prgstart) / CLOCKS_PER_SEC);

9c. Aus der oben bestimmten Tabelle Stateset wird die Menge der Zusténde ex-

trahiert und im Vektor setofstates abgelegt.

117 setofstates.p=(double *)malloc(sizeofstateset*sizeof(double));

118 setofstates.length=sizeofstateset;

119 for (i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) setofstates.p[i]=stateset[i][0];
9d. Fiir diese Zusténde wird die jeweilige Editierdistanz zum Zielpattern bestimmt
und im Vektor eddist festgehalten.

120 eddistvector=(int *)malloc(sizeofstateset*sizeof(int));
121 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++)

122 {numtodistvec(setofstates.p[i],tempdistvector);

123 eddistvector[il=tempdistvector.p[pattern.lengthl;
124 ¥

In der i-ten Komponente des Vektors anzahlen wird festgehalten, wie viele Zusténde
mit Editierdistanz 7 zum Zielpattern im Zustandsraum vorhanden sind.

125 anzahlen=(int *)malloc((pattern.length+1)*sizeof(int));
126 for(i=0;i<=pattern.length;i++) anzahlen[i]=0;
127 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) anzahlen[eddistvector[i]]++;

9e. Die Zustinde werden fallend nach Threr Editierdistanz sortiert.

128 index=(int*)malloc(sizeofstateset*sizeof(int));

129 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) index[i]=i;

130 index2=(int*)malloc(sizeofstateset*sizeof(int));

131 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) index2[i]=i;

132 indexx(sizeofstateset,eddistvector,index);

133 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) index2[i]=index[sizeofstateset-1-i];
134 temp=(double*)malloc(sizeofstateset*sizeof (double));

135 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) temp[i]l=setofstates.p[index2[i]];
136 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++) setofstates.p[il=temp[il;

137 indexx(sizeofstateset,index2, index) ;

138 free(temp) ;

9f. Fiir die sortierten Zustinde wird die Ubergangsmatrix bestimmt.

139 tm.p=(int*)malloc(sizeofstateset*alphabetsize*sizeof(int));

140 tm.w=(double*)malloc(sizeofstateset*alphabetsize*sizeof (double));
141 tm.1lb=(int*)malloc((sizeofstateset+1)*sizeof(int));

142 tm.numberofstates=sizeofstateset; tm.alphabetsize=alphabetsize;

143

144 x=0;

].4:5 for(i=0;i<=sizeofstateset-1;i++)
146 {for(j=1; j<=alphabetsize;j++)
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147
148
149
150
151
152
153
154
155
156

{tm.p[k]=index[(int)stateset[index2[i]] [2+j]]; tm.w[k]=alphabetdist.p[j-1]; k++;}
tm.1b[i]=i*alphabetsize;
T

tm.lb[sizeofstateset]=sizeofstateset*alphabetsize;
free(Stateset); free(stateset); free(Statetree); free(statetree); free(index);
prgbreak2=clock();

printf("%4.2f Sek. Extrahieren der Uebergangsmatrix\n",
(float) (prgbreak2-prgbreakl) / CLOCKS_PER_SEC);

10. Die Ubergangsmatrix wird transponiert.

157
158
159
160
161
162

itm.p=(int*)malloc(sizeofstateset*alphabetsize*sizeof(int));
itm.w=(double*)malloc(sizeofstateset*alphabetsize*sizeof (double));
itm.lb=(int*)malloc((sizeofstateset+1)*sizeof (int));

itm.numberofstates=sizeofstateset; itm.alphabetsize=alphabetsize;

transptmatrix(tm,itm);

11. Bestimmung der stationiiren Verteilung pi der Ubergangsmatrix. Die zugehérige

Markov-Kette ist nach 2*pattern.length Ubergingen stationir.

163
164
165
166
167
168
169
170
171

pi.p=(double *)malloc(sizeofstateset*sizeof(double)); pi.length=sizeofstateset;
pineu.p=(double *)malloc(sizeofstateset*sizeof(double)); pineu.length=sizeofstateset;
pi.pl0]=1; for (i=1;i<=pi.length-1;i++) pi.p[il=0;
for (i=1;i<=2*pattern.length+4;i++)

{lproduct(itm,pi,pineu); for (j=0;j<=pi.length-1;j++) pi.p[jl=pineu.p[jl;}
free(pineu.p);

prgbreaki=clock();
printf("%4.2f Sek. Bestimmung von pi\n",(float) (prgbreaki-prgbreak2) / CLOCKS_PER_SEC);

12. Initialisierung der Vektoren EW und tvdschranke. In der i-ten Komponente

wird zur Editierdistanz maxdist.p[i] der jeweilige Erwartungswert der Wartezeit

E,(T) bzw. die Fehlerschranke drv(p, 7) festgehalten. AuBlerdem Initialisierung des

Vektors vorzeitig. In der i-ten Komponente wird zur Editierdistanz maxdist.p[i]
die Wahrscheinlichkeit Py« (7T < 2 - pattern.length) gespeichert.

172
173
174
175
176
177
178

tvdschranke.p=(double *)malloc(maxdist.length*sizeof(double));
tvdschranke.length=maxdist.length;

EW.p=(double *)malloc(maxdist.length*sizeof(double));
EW.length=maxdist.length;

vorzeitig.p=(double *)malloc(maxdist.length*sizeof (double));
vorzeitig.length=maxdist.length;

for (i=0;i<=vorzeitig.length-1;i++) vorzeitig.p[i]=0;

13. Fiir alle in maxdist.p festgelegten Editierdistanzen werden die reduzierte Uber-

gangsmatrix redtm (Pac¢ ), die Verteilung rho (p), der Erwartungswert der Wartezeit
EW.p (E,(T)), die Fehlerschranke tvdschranke.p (drv(p, 7)) und die Wahrschein-
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C. Quellcode

lichkeit, vorzeitig in der Zielmenge zu landen, vorzeitig.p, bestimmt.

179 for (i=0;i<=maxdist.length-1;i++)
180 {printf("Editierdistanz %i\n",i);

13a. Initialisierung und Bestimmung der reduzierten Ubergangsmatrix.

181 redtm.numberofstates=0;

182 for(j=maxdist.p[i]+1;j<=pattern.length;j++) redtm.numberofstates+=anzahlen[j];
183 redtm.alphabetsize=alphabetsize;

184 redtm.p=(int*)malloc(redtm.numberofstates*redtm.alphabetsize*sizeof (int));
185 redtm.w=(double*)malloc(redtm.numberofstates*redtm.alphabetsize*sizeof (double));
186 redtm.lb=(int*)malloc((redtm.numberofstates+1)*sizeof (int));

187

188 for(j=0;j<=redtm.numberofstates*redtm.alphabetsize-1;j++)

189 {redtm.p[jl=tm.p[j]; redtm.w[jl=tm.w[jl;}

190 for(j=0;j<=redtm.numberofstates;j++) redtm.lb[jl=tm.1b[j];

191 for(j=0;j<=redtm.numberofstates*redtm.alphabetsize-1;j++)

192 if(redtm.p[j]l>redtm.numberofstates-1)

193 {redtm.p[j]=0; redtm.w[j]=0;}

13b. Transponieren der reduzierten Ubergangsmatrix.

194 iredtm.p=(int*)malloc(redtm.numberofstates*redtm.alphabetsize*sizeof(int));

195 iredtm.w=(double*)malloc(redtm.numberofstates*redtm.alphabetsize*sizeof (double));
196 iredtm.lb=(int*)malloc((redtm.numberofstates+1)*sizeof (int));

197 iredtm.numberofstates=redtm.numberofstates; iredtm.alphabetsize=iredtm.alphabetsize;
198

199 transptmatrix(redtm,iredtm);

13c. Bestimmung von Py«(T < 2 - pattern.length) durch Iteration.

200 vec.p=(double *)malloc(redtm.numberofstates*sizeof (double));
201 vec.length=iredtm.numberofstates;

202 vecneu.p=(double *)malloc(redtm.numberofstates*sizeof(double));
203 vecneu.length=iredtm.numberofstates;

204

205 vec.p[0]=1; for (j=1;j<=vec.length-1;j++) vec.p[j]=0;

206

207 for(j=1;j<=2%pattern.length-1;j++)

208 {lproduct(iredtm,vec,vecneu); for(k=0;k<=vec.length-1;k++) vec.pl[k]=vecneu.p[k];}
209 for(j=0;j<=vec.length-1;j++) vorzeitig.pl[il+=vec.p[j];

210 vorzeitig.p[il=1-vorzeitig.p[il;

13d. Bestimmung von rho als auf Lénge 1 normierten Linkseigenvektor zum Perron-

Eigenwert der reduzierten Ubergangsmatrix durch Iteration.

211 rho.p=(double *)malloc(redtm.numberofstates*sizeof (double));
212 rho.length=iredtm.numberofstates;

213 rhoneu.p=(double *)malloc(redtm.numberofstates*sizeof(double));
214 rhoneu.length=iredtm.numberofstates;

215

216 for (j=0;j<=rho.length-1;j++) rho.p[jl=1;

217 fehler=1;
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218 while(fehler>=pow(10,-14))

219 {1lproduct(iredtm,rho,rhoneu);

220 1=0; for(j=0;j<=rhoneu.length-1;j++) l+=rhoneu.p[j];

221 for(j=0;j<=rhoneu.length-1;j++) rhoneu.p[jl=rhoneu.p[jl/1;
222 fehler=tvd(rhoneu,rho);

223 for(j=0;j<=rho.length-1;j++) rho.p[jl=rhoneu.p[j];

224 ¥

13e. Reallokierung von rho auf die gleiche Linge wie pi und Berechnung von

drv(p, ).

225 rho.p=(double *)realloc(rho.p,sizeofstateset*sizeof(double));

226 rhoneu.p=(double *)realloc(rhoneu.p,sizeofstateset*sizeof(double));
227 rho.length=sizeofstateset;

228 for(j=redtm.numberofstates;j<=sizeofstateset-1;j++)

229 rho.p[j]1=0;

230

231 tvdschranke.p[il=tvd(pi,rho);

13f. Berechnung des Erwartungswertes E,(T) als Kehrwert von P,(T = 1) (T ist un-
ter p geometrisch verteilt). Dabei werden die zu addierenden Werte aus numerischen

QGriinden der Grofle nach sortiert.

232 lproduct(itm,rho,rhoneu);

233 EW.p[i]=0;

234 index=(int*)malloc((sizeofstateset-redtm.numberofstates)*sizeof (int));

235 for(j=0;j<=(sizeofstateset-redtm.numberofstates)-1;j++) index[jl=j;

236 dindexx((sizeofstateset-redtm.numberofstates),rho.p+redtm.numberofstates,index);
237 for(j=0;j<=(sizeofstateset-redtm.numberofstates)-1;j++)

238 EW.p[il+=rhoneu.p[redtm.numberofstates+index[jl];

239 EW.p[il=pow(EW.p[i],-1);

240 free(index);

13g. Freigabe aller allokierten Vektoren.

241 free(rho.p); free(rhoneu.p); free(redtm.p); free(redtm.w);

242 free(redtm.1b); free(iredtm.p); free(iredtm.w); free(iredtm.lb);
243 }

244

245 printf("\n");

246 prgbreak2=clock();

247 printf("}4.2f Sek. Bestimmung der EWs und Fehlerschranken\n",
248 (float) (prgbreak2-prgbreakl) / CLOCKS_PER_SEC);

249 prgende=clock();

250 printf("%4.2f Sek. Gesamtlaufzeit\n",

251 (float) (prgende-prgstart) / CLOCKS_PER_SEC);

14. Ausgabe der Ergebnisse.

252 printf("\nEnde der Berechnungen\n"); printf("Daten wurden gespeichert\n");
253 datei=fopen(dateiname,"u");
254 fprintf(datei,"Wartezeitanalyse fuer Pattern\n\n");
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C. Quellcode

255 fprintf(datei,"Pattern: ");

256 for(i=0;i<=pattern.length-1;i++) fprintf(datei,"}i ",pattern.p[i]); fprintf(datei,"\n");
257 fprintf(datei,"Laenge des Pattern: %i\n\n",pattern.length);

258 fprintf(datei,"Alphabet: ");

259 for(i=0;i<=alphabetdist.length-1;i++) fprintf(datei,"%i ",i+1);fprintf(datei,"\n");

260 fprintf(datei,"Verteilung auf dem Alphabet: ");

261 for(i=0;i<=alphabetdist.length-1;i++) fprintf(datei,"%.3f ",(float)alphabetdist.p[i]);
262 fprintf(datei,"\n\n");

263 fprintf(datei,"Groesse des Zustandsraums: %i\n",sizeofstateset);
264 fprintf(datei,"Gesamtlaufzeit des Programms: %.2f Sek.\n\n",
265 (float) (prgende-prgstart) / CLOCKS_PER_SEC);

266 if (wahl==’a’)
267 {fprintf(datei,Uebergangsmatrix:\n\n");

268 for(i=0;i<=tm.numberofstates-1;i++)

269 {fprintf(datei,"%i\t|",i);

270 for(j=tm.1b[i];j<tm.1b[i+1];j++) fprintf(datei,"%i\t",(int)tm.p[j1);
271 fprintf(datei,"\t|",i);

272 for(j=tm.1b[i];j<tm.1b[i+1];j++) fprintf(datei,"}.3f\t",(float)tm.w[jl);
273 fprintf(datei,"\n");

274 }

275 fprintf(datei,"\npi:\n\n");

276 for(i=0;i<=pi.length-1;i++) fprintf(datei,"%i\t|%.8f\n",i,pi.p[i]);
277 fprintf(datei,"\n");

278 3

279 fprintf(datei,"Tabelle der EWs und Fehlerschranken:\n\n");
280 fprintf(datei,"eddist\tEW\t\ttvd(rho,mu)\tP(T<2*Patternl"ange)\n");
p g

281 fprintf(datei," \n");
282 for(i=0;i<=maxdist.length-1;i++)

283 fprintf(datei,"%i\t%.8e\t%.8e\t%.8e\n" ,maxdist.p[i],EW.p[i], tvdschranke.p[i],
284 vorzeitig.p[il);

285 fclose(datei);

286 printf ("fertig\n");
287  getchar();

288 return 0;

289 3

Ende des Hauptprogramms.

15. Definition der Hilfsfunktionen:

15a. Definition der Hilfsfunktion distvectonum. Wandelt einen Zustand des Spal-

tenprozesses in eine Terndrzahl um. Umkehrfunktion zu numtodistvec.

290 double distvectonum (struct ivector distvec)

291 {int i;
292 double erg=0;
293

294 for (i=0;i<=distvec.length-2;i++) erg+=(distvec.pl[i+1]-distvec.p[i]+1)*pow(3,1i);
295 return(erg+pow(3,distvec.length-1));

296 1
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15b. Definition der Hilfsfunktion numtodistvec. Wandelt einen Ternirzahl in einen

Zustand des Spaltenprozesses um. Umkehrfunktion zu distvectonum.

297 void numtodistvec (double num, struct ivector distvec)

298  {int i=1;

299

300 distvec.p[0]=0;

301 for(i=1;i<=distvec.length-1;i++)

302 {distvec.p[i]=distvec.p[i-1]+(int) (num-3*floor(num/3))-1; num=floor(num/3);}

303 3

15c. Definition der Hilfsfunktion schritt. Ausfiihren eines Ubergangsschritts im
Spaltenprozess bei Vorliegen des Zustands distvec und Erscheinen des Buchstabens
letter in der Zeichenkette.

304  void schritt (struct ivector distvec, unsigned char letter, struct ucvector pattern)
305 {int x=0,y=0,i,a,b,c;

306

307 for(i=0;i<=distvec.length-2;i++)

308 {a=x+1;b=distvec.p[i+1]+1;c=distvec.p[i]+((pattern.p[i]==1letter)?0:1);
309 y = (a<=b) ? ((a<=c)?a:c) : ((b<=c)7?b:c); /* y=min(a,b,c) */

310 distvec.plil=x; x=y;

311 ¥

312 distvec.p[distvec.length-1]=x;

313 3

15d. Definition der Hilfsfunktion numschritt. Erfiillt dieselbe Funktion wie schritt,
blo8 auf der Ebene der Ternidrdarstellung der Zustinde des Spaltenprozesses. Die
Schritte numtodistvec - schritt - distvectonum werden laufzeitoptimiert zusam-

mengefasst.

314 double numschritt (double num, unsigned char letter, struct ucvector pattern)
315  {int i,x1=0,x2,y1=1,y2;
316 double erg=0;

317

318 for(i=1;i<=pattern.length;i++)

319 {x2=x1+(int) (num-3*floor(num/3)); num=floor(num/3); xil+=(pattern.pli-1]==letter)70:1;
320 y2=(y1<=x1)7 ((y1<=x2)7y1:x2) : ((x1<=x2)7x1:x2);

321 erg+=(y2-y1+2)*pow(3,i-1); x1=x2-1; yl=y2+1;

322 ¥

323 return(erg+pow(3,pattern.length));

324 3

15e. Definition der Hilfsfunktion transpmatrix. Transponieren von Ubergangsma-

trizen.
325 void transptmatrix(struct tmatrix tm, struct tmatrix itm)
326  {int i,j,k;
327 int *anzahlen;

328
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329
330
331
332
333
334
335
336
337
338
339
340
341
342
343
344

C. Quellcode

anzahlen=(int*)malloc(tm.numberofstates*sizeof (int));
for (i=0;i<=tm.numberofstates-1;i++) anzahlen[i]=0;

for (i=0;i<=tm.numberofstates*tm.alphabetsize-1;i++) anzahlen[tm.p[i]]++;

for (i=0;i<=tm.numberofstates*tm.alphabetsize-1;i++) itm.p[i]=-1;
for (i=0;i<=tm.numberofstates*tm.alphabetsize-1;i++) itm.w[i]=0;
for (i=0;i<=tm.numberofstates;i++) itm.1lb[i]=0;

itm.1b[0]=0;
for (i=1;i<=tm.numberofstates;i++) for (j=0;j<i;j++) itm.lb[i]+=anzahlen[j];

for (i=0;i<=tm.numberofstates-1;i++) for(j=tm.1b[i];j<tm.1b[i+1];j++)
{k=itm.1lb[tm.p[j]1]; while (itm.p[k]!=-1) k++; itm.p[k]=i; itm.w[k]=tm.w[jl;}

free(anzahlen);

}

15f. Definition der Hilfsfunktion 1product. Matrix-Vektor-Produkt.

345
346
347
348
349
350

void lproduct (struct tmatrix tm, struct dvector v, struct dvector u)
{int i,j;

for (i=0;i<=v.length-1;i++) u.p[i]=0;
for (i=0;i<=v.length-1;i++) for (j=tm.1b[i];j<tm.1lb[i+1];j++) u.plil+=tm.w[jl*v.pltm.p[jl];
T

15g. Definition der Hilfsfunktion tvd. Berechnung des Totalvariationsabstands zwi-

schen zwei Wahrscheinlichkeitsvektoren.

351
352
353
354
355
356
357
358
359
360
361
362
363
364
365
366

double tvd (struct dvector u, struct dvector v)
{int i;

double erg=0;

int *index;

struct dvector ergv;

ergv.p=(double *)malloc(u.length*sizeof (double));

ergv.length=u.length;

for(i=0;i<=u.length-1;i++) ergv.plil=(u.pl[il>v.p[i])?(u.p[il-v.p[i]):(v.p[il-u.p[il);
index=(int*)malloc(u.length*sizeof(int));

for(i=0;i<=u.length-1;i++) index[i]=i;

dindexx(u.length,ergv.p,index);

for(i=0;i<=u.length-1;i++) erg+=ergv.plindex[i]];

free(ergv.p);free(index);

return(0.5*erg);

15h. Definition der Hilfsfunktion indexx. Bestimmung des Indexvektors index, der

dafiir sorgt, dass die Komponenten des int-Vektors vector[index[]] in aufstei-

gender Reihenfolge sind. Im Prinzip eine Variante von quicksort.

367
368

void indexx(int n, int *vector, int *index)

{int pivot=0,L=1,R=n-1,swap,zufall;
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369 int i;

370

371 if (n==1) return;

372

373 srand(time (NULL)); zufall=rand()%(n-1);

374 swap=index[0] ; index[0]=index[zufall];index[zufall]=swap;

375

376  while(L<R)

377 {if(vector[index[L]]<=vector[index[pivot]]) L++;

378 else if(vector[index[R]]>vector[index[pivot]]) R--;

379 else {swap=index[L];index[L]=index[R];index[R]=swap;}

380 }

381 if(vector[index[L]]>vector[index[pivot]])

382 {swap=index [pivot] ;index[pivot]=index[L-1];index[L-1]=swap;pivot=L-1;}
383 else

384 {swap=index[pivot] ;index[pivot]=index[L];index[L]=swap;pivot=L;}
385

386 if(0<pivot-1) indexx(pivot, vector, index);
387 if(pivot+1<n-1) indexx(n-1-pivot, vector, index+pivot+1);

388 3
15i. Definition der Hilfsfunktion dindexx. Bestimmung des Indexvektors index,
der dafiir sorgt, dass die Komponenten des double-Vektors vector[index[]] in
aufsteigender Reihenfolge sind. Im Prinzip eine Variante von quicksort.

389 void dindexx(int n, double *vector, int *index)
390 {int pivot=0,L=1,R=n-1,swap,zufall;

391 int i;

392

393 if (n==1) return;
394

395 srand(time (NULL)); zufall=rand()%n;
396 swap=index[0] ;index[0]=index[zufall];index[zufall]=swap;

397

398  while(L<R)

399 {if (vector[index[L]]<=vector[index[pivot]]) L++;

400 else if(vector[index[R]]>vector[index[pivot]]) R--;

401 else {swap=index[L];index[L]=index[R];index[R]=swap;}

402 }

403 if(vector[index[L]]>vector[index[pivot]])

404 {swap=index[pivot] ;index[pivot]=index[L-1];index[L-1]=swap;pivot=L-1;}
405 else

406 {swap=index[pivot] ;index[pivot]=index[L];index[L]=swap;pivot=L;}
407

408 if (O<pivot-1) dindexx(pivot, vector, index);

409 if(pivot+1<n-1) dindexx(n-1-pivot, vector, index+pivot+1);

410 »
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