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Abstract

Nichtlineare Dampfungs- und Steifigkeitseffekte treten in vielen technisch genutzten mecha-
nischen Systemen auf. Dabei kann es sich sowohl um erwiinschte als auch unerwiinschte, zu
vermeidende Effekte handeln. Im Fall der trockenen Reibung ist beispielsweise die Damp-
fung von Schwingungen in Werkzeugmaschinen durch Trennfugen oder bei Turbinenschaufeln
durch Reibelemente ein erwiinschter Effekt. Reibungsselbsterregte Schwingungen bei Fahr-
zeugbremsen, die sich in storenden Geréduschen &uflern, sind dagegen ein Beispiel fiir uner-
wiinschte nichtlineare Effekte. In jedem Fall verursachen Nichtlinearitéiten einen erhohten

Aufwand bei der Modellierung und Identifikation von Systemparametern.

Im ersten Teil der vorliegenden Arbeit werden Linearitétstests fiir Messungen entwickelt
sowie auf numerische und experimentelle Beispiele angewandt. Die dargestellten Methoden
zeigen die Stérke der nichtlinearen Effekte an und erlauben zum Teil auch einen Riick-
schluss auf den Typ der vorliegenden Nichtlinearitdt. Sie unterstiitzen damit die Entschei-
dung, ob eine nichtlineare Modellierung erforderlich ist und welche Typen von Nichtlinea-
ritdten gegebenenfalls zu berticksichtigen sind. Nach einer Literaturiibersicht werden drei
Linearitatstests detailliert dargestellt. Die Methode der ,,Analyse freier Schwingungen® eig-
net sich zur Auswertung von Stof- und Ausschwingversuchen. Als Linearitétskriterium wird
die zeitliche Unverédnderlichkeit der Ddmpfung und/oder Frequenz der im Signal enthaltenen
Schwingungen herangezogen. Zur Untersuchung gemessener Frequenzgénge wird die ,,Hilbert-
Transformation“ verwendet, die fiir lineare Frequenzgéinge eine Invarianz-Transformation
darstellt. Abweichungen zwischen Frequenzgang und Transformierter lassen somit auf Nicht-
linearitéten schliefen. Die Methode des ,,Nichtlinearen Vorhersagefehlers® umfasst neben dem
Linearitétstest eine Schétzung der Anzahl von Zustdnden des Systems. Zur Gewinnung dieser

Zusatz-Information ist jedoch ein spezielles Anregungssignal erforderlich.

Der zweite Teil der Arbeit ist der Identifikation nichtlinearer mechanischer Systeme gewid-
met. Zundchst wird eine Literaturiibersicht zu diesem Thema gegeben. Diese beschrankt
sich auf Verfahren, die auf gemessene Frequenzgéinge angewendet werden. Anschlieend wer-
den zwei dieser Verfahren miteinander verglichen. Die existierende Methode auf der Basis
des ,,Nonlinear Normal Modes“ Konzepts liefert eine modale Beschreibung des nichtlinearen
Systems und erfordert einen hohen messtechnischen Aufwand. Die zweite, in dieser Arbeit
entwickelte Methode geht von einer Beschreibung der Nichtlinearitdten in physikalischen
Koordinaten aus. Die zugehorigen, physikalisch interpretierbaren Parameter werden durch
Minimierung der Abweichungen zwischen dem Frequenzgang des Modells und der Messung
bestimmt. Fiir eine schnelle Berechnung des Modellfrequenzgangs werden Néherungsmetho-
den mit wahlbarer Genauigkeit eingesetzt. Harmonische und periodische Systemanregungen
und -antworten kénnen dabei beriicksichtigt werden. Als experimentelles Beispiel dient ein

Paar von Modellturbinenschaufeln, die durch ein Reibelement miteinander gekoppelt sind.

Schlagworter: Linearitatstest, Nichtlineare Identifikation, Harmonische Balance
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Abstract

Many technical mechanical systems exhibit nonlinear damping and stiffness effects. These
may be wanted or unwanted effects that are to be avoided. Dry friction is intentionally
used to reduce vibrations in machine tools and turbine blades through frictional joints and
friction elements, respectively. Among the unwanted effects are self-excited oscillations of
vehicle brakes that manifest themselves in disturbing noises. In any case, nonlinearities cause

additional effort regarding modeling and identification of system parameters.

In part one of this work, linearity tests are developed and applied to numerical and expe-
rimental examples. The methods presented indicate the strength of nonlinear effects and
partly allow for identification of the type of nonlinearity present. Thereby, they support the
decision whether nonlinear modeling is necessary and what types of nonlinearity have to be
considered in that event. After a brief literature overview, three linearity tests are conside-
red in detail. The method of “Analysing Free Vibrations* can be applied to the results of
impulse and free vibration experiments. Linearity is assumed if damping and/or frequencies
of oscillations contained in the signal do not change with time. Measured frequency response
functions can be analysed with the “Hilbert Transform* which is an invariance transformation
with regard to linear frequency response functions. Deviations between a frequency response
function and the corresponding Hilbert Transform are, therefore, an indicator of nonlinear
system behaviour. In addition to testing linearity, the “Nonlinear Prediction Error Method*
allows to estimate the number of states of the dynamical system. To get this additional

information about the system, however, a special input signal has to be applied.

The second part is concerned with the identification of nonlinear mechanical systems. First,
an overview of methods available in the literature is given. It is restricted to those applicable
to measured frequency response functions. Subsequently, two methods are compared. An
existing method based on the “Nonlinear Normal Mode* concept yields a modal description
of the nonlinear system and requires a large number of sensors to be used. The second method,
developed in this work, is based on a description of the system’s nonlinear elements in physical
coordinates. The corresponding parameters which have a physical meaning are determined
by minimizing the difference between the measured and the model’s frequency response
function. Approximative algorithms with adjustable accuracy are used for the calculation of
the model’s frequency response function in order to speed up calculations. Harmonic as well
as periodic system excitation and response can be considered. The method is applied to the

experimental example of a pair of model turbine blades coupled by a friction element.

Keywords: Linearity test, nonlinear identification, harmonic balance



1 Einleitung

1.1 Nichtlinearititen in mechanischen Systemen

Nichtlinearitéiten treten in vielen mechanischen Systemen auf. Dabei erschweren sie die Auf-
gaben des Ingenieurs wie die Modellierung, Identifikation, Simulation und ggf. Regelung im
Vergleich mit einfacheren linearen Systemen. In einigen technischen Anwendungen werden
nichtlineare Effekte bewusst genutzt, in anderen Féllen als unerwiinschte, vermeidbare Ne-

benwirkung bekampft oder unvermeidbare Nebenwirkung in Kauf genommen.

Zu den Anwendungen, in denen Nichtlinearitdten bewusst genutzt werden, zéhlen die Rei-
bungsddmpfung durch Reibelemente an Turbinenschaufeln oder in Trennfugen innerhalb von
Werkzeugmaschinen. Dort ist eine genaue Modellierung der Reibungsnichtlinearitéit wich-
tig, um die resultierende Amplitudenreduzierung vorhersagen und optimale Parameter (z. B.

Reibwerte, Normalkrifte) einstellen zu kénnen.

Unerwiinschte nichtlineare Effekte sind z. B. reibungsselbsterregte Schwingungen, die als un-
angenehme Gerdusche wahrgenommen werden. Dazu zdhlen das ,Bremsenquietschen“ bei
Fahrzeugbremsen oder das ,Kreischen“ von Straflenbahnridern bei der Kurvendurchfahrt.
Bei Industrierobotern treten im Wesentlichen zwei storende nichtlineare Effekte auf. Die
Starrkérperdynamik enthélt die nichtlinearen Verkopplungen zwischen den Gliedern des Ro-
boterarms (Zentrifugal- und Corioliskrifte sowie variable Massentragheitsmomente). Auf
Einzelachsebene beeintrichtigt Reibung (insbesondere Haftreibung) die dynamische Posi-

tioniergenauigkeit.

Interesse an der Detektion bzw. Identifikation von Nichtlinearitdten besteht vor allem im
Bereich der Modellierung, etwa zum Zweck einer Schwingungsanalyse oder eines Reglerent-

wurfs.

Im einfachsten Fall ist dabei die Frage zu klédren, ob eine lineare Modellierung zuléssig ist, so
dass theoretische und experimentelle Verfahren, die auf der Linearitéatshypothese aufbauen,
zum Einsatz kommen konnen. Sind die Nichtlinearitdten nicht zu vernachléssigen, miissen
sie im Gesamtmodell beriicksichtigt und deshalb identifiziert werden. In Ermangelung all-
gemeingiiltiger nichtlinearer Modelle, die in der Praxis handhabbar wéren, kommen dabei
meist spezialisierte, parametrische Methoden zum Einsatz, die eine a priori Kenntnis der

Struktur des betrachteten Systems voraussetzen.



2 1 Einleitung

Neben dem Einsatz in der Modellierung kann insbesondere die Detektion nichtlinearen Sys-
temverhaltens im Bereich der Systemiiberwachung Verwendung finden, etwa um die Losung
einer Schraubverbindung (= Spiel) oder das Auftreten eines Risses (= asymmetrische Fe-

derkennlinie) zu erkennen.

1.2 Ziel und Gliederung der Arbeit

Das Ziel der Arbeit besteht darin, signalbasierte Methoden zur Detektion und Identifikation

von Nichtlinearitédten in mechanischen Schwingungssystemen zur Verfiigung zu stellen.

Dazu gehort die Aufbereitung und vergleichende Darstellung existierender Verfahren, sowie
eine darauf aufbauende selektive Weiterentwicklung. Um die Unterschiede zwischen den ver-
schiedenen Ansétzen transparent zu machen, sollen sie an einem durchgehenden numerischen

Beispiel und zusétzlichen experimentellen Beispielen illustriert werden.

Die Detektion und Identifikation von Nichtlinearitdten stehen aus Sicht des Anwenders in
enger Beziehung zueinander; ist das Vorhandensein einer Nichtlinearitét bestétigt, stellt sich
héufig die Frage nach ihrer Identifikation, um ihre Wirkung auf eine gegebene Systemanre-

gung vorherzusagen; diese Arbeit ist daher beiden Fragestellungen gewidmet.

Im Bereich der Detektion von Nichtlinearitéten gibt es in der Literatur eine Fiille von Vor-
schlagen aus unterschiedlichen wissenschaftlichen Disziplinen. In der vorliegenden Arbeit sol-
len daher solche Methoden getestet und geeignet weiterentwickelt werden, die im Hinblick auf
mechanische Schwingungssysteme besonders praxistauglich sind. Dazu gehort die leichte An-
wendbarkeit sowie die einfache Interpretierbarkeit der Auswertungsergebnisse. Im Rahmen
einer erweiterten Fragestellung soll dariiber hinaus eine neue Methode entwickelt werden,
die neben der Detektion nichtlinearen Verhaltens auch eine Aussage iiber die Anzahl der Zu-
standsgrofien (=diskrete Energiespeicher) des (nichtlinearen) Systems ermoglicht. Neben der

Aussage iiber die Linearitét ist dies eine weitere wichtige Information fiir die Identifikation.

Zur Identifikation nichtlinearer mechanischer Schwingungssysteme weist die Literatur nur
wenige Verfahren auf, die auch auf elastische Systeme mit vielen Freiheitsgraden anwendbar
wiéren. Der praktischen Anwendbarkeit steht dabei hdufig der hohe experimentelle Aufwand
entgegen, insbesondere die grofle Anzahl erforderlicher Sensoren und/oder Aktoren. Ziel
dieser Arbeit im Bereich der Identifikation ist daher die Entwicklung eines Verfahrens, das

keinen zusitzlichen experimentellen Aufwand (im Vergleich zu Identifikationsverfahren fir
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lineare Systeme) erfordert und auf gemessenen Frequenzgingen aufbaut, wie sie von der

Modalanalyse linearer Systeme bekannt sind.

Entsprechend den beiden Themen dieser Arbeit ist sie in zwei Hauptteile gegliedert.

Der erste Teil gibt zunéchst einen Uberblick existierender Verfahren zur Detektion von Nicht-
linearitdten (Kapitel 2). Zwei dieser Verfahren werden anschlieflend detaillierter betrachtet
und auf numerische sowie experimentelle Beispiele angewandt. Dabei handelt es sich um
die Analyse freier Schwingungen mit parametrischen und nicht-parametrischen Methoden
in Kapitel 3 und die Analyse von Frequenzgingen mit Hilfe der HILBERT-Transformation
in Kapitel 4. In Kapitel 5 wird ein neues Verfahren vorgestellt, das auf der ,Einbettung“
von Zeitreihen beruht, wie sie aus der ,,Nichtlinearen Zeitreihenanalyse® bekannt ist. Es wird
gezeigt, dass sich mit diesem neuen Verfahren nicht nur lineare und nichtlineare Systeme un-

terscheiden lassen, sondern auflerdem ein Maf fiir die Komplexitit des untersuchten Systems

gewonnen wird.

Im zweiten Teil, welcher der Identifikation nichtlinearer Kopplungen gewidmet ist, wird zu-
néchst wieder ein Literaturiiberblick gegeben (Kapitel 6). Daran anschlieffend werden zwei
sehr unterschiedliche Verfahren detailliert dargestellt und an Beispielen untersucht. Das erste
Verfahren (Kapitel 7) basiert auf einer modalen Beschreibung und dient der getrennten Aus-
wertung aller im interessierenden Frequenzbereich vorhandenen Resonanzfrequenzen. Das
zweite Verfahren (Kapitel 8) geht von einem physikalischen Modell aus und erlaubt die Aus-

wertung eines beliebigen Frequenzausschnitts mit mehreren Resonanzfrequenzen.

Kapitel 9 enthélt die Zusammenfassung der vorliegenden Arbeit.
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2 TEIL I: Detektion von Nichtlinearitaten

2.1 Stand des Wissens

Die Detektion nichtlinearen Systemverhaltens auf der Basis von Messdaten beschéftigt Wis-
senschaftler aus den unterschiedlichsten Disziplinen. Eine grobe Einteilung in zwei Gruppen

lasst sich auf Basis der vorliegenden Ausgangssituation vornehmen:

Werden bei der Messung nur Ausgangssignale aufgezeichnet, so spricht man von Zeitreihen.
Dies kommt z. B. vor, wenn die Systemeingénge nicht zugénglich oder die dufleren Einfliisse
auf das System so zahlreich sind, dass sie bei der Modellierung nicht beriicksichtigt wer-
den konnen. Fiir die Analyse liegen dann nur Ausgangssignale als Messungen vor. Diese
Situation tritt haufig im Bereich der Medizin (Elektrokardiogramm [40], Atmungsfrequenz
[69]), der Okonomie (Aktienindex [15], Aktienkurse [44]) oder der Geophysik (Wetterdaten
[60], Sonnenflecken [57]) aber auch im Bereich der Ingenieurwissenschaften (Anregung durch
breitbandige, verteilt angreifende Fluidkréfte [22]) auf. Zeigen die Messdaten ein , komple-
xes” Aussehen, so kommt als Erklarungsmodell sowohl ein linear stochastischer als auch ein
nichtlinearer (chaotischer) Prozess in Betracht. Die Aufgabe eines Linearititstests besteht

dann darin, eine Entscheidung zwischen beiden Alternativen zu féllen.

Im Bereich der Ingenieurwissenschaften wird das Verhalten der betrachteten Systeme in aller
Regel durch wenige, gut abzugrenzende duflere Einfliisse bestimmt, die als Systemeingénge
bezeichnet werden. Zusétzliche, unbekannte Einfliisse werden durch stochastische Stérungen
beschrieben. Fiir die Anwendung ist meist das Ein-/Ausgangsverhalten entscheidend, so dass

auch die Frage nach der Linearitéit auf diesen Zusammenhang zielt.

In der Literatur werden Linearititstests fiir beide Situationen beschrieben. Ubersich-
ten fiir die Anwendung auf Zeitreihen sind in [91, 7, 85], fiir die Anwendung auf Ein-

/Ausgangsmessungen in [36, 68, 90, 95, 70, 46] enthalten.

In den folgenden Unterkapiteln wird eine Ubersicht der in Tabelle 2.1 aufgelisteten Gruppen
von Linearitdtstests gegeben. Die Tests sind mit einer fortlaufenden Nummer x versehen
und werden durch Tx referenziert. Zunéchst soll auf die Tests fiir Ein-/Ausgangsmessungen

eingegangen werden.
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Tabelle 2.1: Linearitétstests aus der Literatur fiir Ein-/Ausgangsmessungen und Zeitreihen.

Tests, deren Namen unterstrichen sind, werden in einem eigenen Kapitel behandelt.

Ein-/Ausgangsmessungen

Zeitreihen

T1
T2
T3
T4
TS
T6
T7
T8
T9
T10
T11

T12
T13
T14
T15

Superposition [12]
Proportionalitét [36, 68, 46]
Ausgangsmittelwerttest [10, 36, 68]
Analyse freier Schwingungen
Klirrfaktor [70]

Kohérenzfunktion [8, 36, 68]

Lineare Korrelation [36, 68|

Nichtlin. Kreuzkorr. [36, 68]

Inverse Nachgiebigkeit [25, 46]
Isometr. Ddmpfungs-Plot [26, 46]
Test auf der Basis linearer Filter (Pey-
ton Jones/Billings) [63]

HiLBERT-Transformation [12, 11, 20]

Isochronenfunktionen [87]
Nichtlinearitatsmaf [37, 2, 1, 3]

Methode des nichtlinearen Vorhersa-

gefehlers

T16

T17

T18

T19

T20

T21
T22

Tests nach Subba Rao [81] und Hi-
nich [38] auf der Basis des Bispek-
trums, siehe auch [91, 19, 5]
Trispektrum [19]

Kreuzkorrelation hoherer Harmoni-
scher (Dimentberg) [22, 21, 23]

Test von Keenan [41], Verfeinerung
von Tsay [92, 91]

Nichtlineare Autokorrelation [10, 36,
68]

Surrogatdaten-Methode [86, 40]
Redundanzen (PALUS) [59, 60, 58,
57]

2.1.1 Linearitétstests fiir Ein-/Ausgangsmessungen

Zu den grundlegenden Eigenschaften linearer dynamischer Systeme gehort es, dass eine Ska-

lierung oder Superposition von Eingangssignalen u(t) auf die Ausgangssignale y(t) iibertra-

gen werden kann.

Eine direkte Uberpriifung dieser Eigenschaften wird daher in der Literatur als Linearitéitstest

vorgeschlagen, Superposition (T1) [12]:

ur(t) = y1 (), ua(t) = ya(t) = wa(t) +ua(t) — y1(t) + y2(1),

(2.1)
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Proportionalitit (T2) [36, 68, 46]:
ui(t) = y(t) = yuit) = yu(). (2.2)

Regt man ein System zunichst mit konstantem Eingang uy und anschliefend mit u(t) =

up + Au(t) an, wobei Au(t) ein mittelwertfreies stochastisches Signal reprasentiert, so gilt

E{y(u(®))} = E{y(uo)} (2.3)
nur, falls das System linear ist [10]. Ein Test, der diesen Zusammenhang ausnutzt, wird als

Ausgangsmittelwerttest (T3) [10, 36, 68] bezeichnet.

Sehr einfach durchzufiihren sind in der Praxis Impuls- und Ausschwingversuche, bei denen
mechanische Systeme durch einen Kraftimpuls erregt werden bzw. aus einer Anfangsauslen-
kung ausschwingen. Bei unterkritischer Dampfung fiihrt das untersuchte System dann freie,
gedampfte Schwingungen aus, die im linearen Fall (geddmpft) harmonisch sind. Zeitlich
verdnderliche Eigenfrequenzen und Dampfungsmafle konnen als Zeichen von Nichtlineari-
tat interpretiert werden. Wegen der einfachen Durchfiihrung entsprechender Versuche auch
auBerhalb von Testlaboren wird die Analyse freier Schwingungen (T4) ausfiihrlich in

Kapitel 3 behandelt.

Fiir den Sonderfall harmonischer Anregung ist der Klirrfaktor (T5) [70] definiert:

at

K—=1-— .
\la%+a%+...+ai

Die Faktoren a...a, sind die Amplituden der Grund- bzw. Oberschwingungsanteile des

(2.4)

periodischen Ausgangssignals y(t). Fiir ein lineares, rauschfreies System gilt K = 0.

Bei stochastischer Anregung stellt die sog. Kohdrenzfunktion (T6) [8, 36, 68|

(DI
) =g s, =t (25)

den Zusammenhang zwischen den Autospektraldichten S, und S,, sowie der Kreuzspek-

traldichte S, her. Fiir ein lineares, rauschfreies System gilt v,,(f) = 1.

Durch Beschrankung des Zusammenhangs (2.5) auf den Fall f = 0 und Beriicksichtigung des
Zusammenhangs zwischen Spektraldichte- und Korrelationsfunktionen folgt mit den Korre-
lationsfunktionen ® die Methode der linearen Korrelation (T7) [36, 68|,

Ljoo Doy (T)dT] 2 . oo

L i @u,u,(f)m} [ i CDy/y/(T)dT]

=—00 =—00
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dabei wird das mittelwertbefreite Signal u als u’ bezeichnet.

Im Unterschied zu (T7) wird bei der Methode der nichtlinearen Kreuzkorrelation (T8)
[36, 68] eine Korrelation zwischen Komponenten des Eingangs- und des Ausgangssignals
als Indikator nichtlinearen Systemverhaltens genutzt. Mit dem normierten, mittelwertfreien
Quadrat

u?(t) — E{u”(t)}

O yr2

() = (2.7)

des Eingangssignals kann die Kreuzkorrelationsfunktion ®,,(7) gebildet werden, die fiir
nichtlineare Systeme von Null abweicht. Nichtlinearitdten ungerader Ordnung werden nur

detektiert, wenn das Eingangssignal einen Gleichanteil aufweist.

Nichtlinearitdaten in Nachgiebigkeits-Frequenzgéngen kénnen u. a. durch die Methode der
inversen Nachgiebigkeit (T9) [25] detektiert werden; sie wird z. B. in [46] erlautert. Die
Methode setzt voraus, dass eine reelle Mode (= eine Schwingungsform) einer mechanischen
Struktur isoliert betrachtet werden kann, bei viskoser Dampfung also

k

G(Q) = 2.8
mit k reell. Durch Kehrwertbildung ergibt sich
1 wi — Q% 2Dwe (2.9)

O R
Der Realteil des inversen Frequenzgangs hiingt linear von Q2 ab, der Imaginirteil linear von
2. Abweichungen vom linearen Zusammenhang deuten unter den genannten Voraussetzun-
gen auf Nichtlinearitdten im System hin, aulerdem konnen Dampfungs- und Steifigkeits-
nichtlinearitdten unterschieden werden. Eine wesentliche Einschrinkung ist allerdings die

Voraussetzung reeller, weit separierter Moden.

Unter den gleichen Voraussetzungen lédsst sich die Methode des isometrischen
Diampfungs-Plots (T10) [26, 46] anwenden. Fiir eine Mode mit hysteretischer Ddmpfung
k

G(Q) = 2.10
R TN (210
ldsst sich der Dampfungsfaktor 1 durch
2 2
— 1
=2 b (2.11)

wg  tan(v./2) + tan(y,/2)
bestimmen. Dabei ist wy die (vorab zu bestimmende) Eigenkreisfrequenz, w, und wy, sind zwei

beliebige Kreisfrequenzen ober- und unterhalb der Eigenkreisfrequenz. In dem durch G(€2)
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in der komplexen Ebene gebildeten Kreis sind «, und ~;, die Winkel zwischen G(w,) bzw.
G(wp) und wy. Tragt man n(w,,wr,) iber der w,/wp-Ebene auf, so ergibt sich eine Ebene
konstanter Hohe. Abweichungen davon deuten auf Nichtlinearitdten hin. Auch bei dieser

Methode kénnen benachbarte Moden das Ergebnis verfalschen.

PEYTON JONES UND BILLINGS schlagen einen Test auf der Basis linearer Filter (T11)
[63] vor. Dieser Linearitétstest stiitzt sich auf die Identifikation eines ARMAX-Modells, das
ist ein lineares zeitdiskretes Modell mit einem Steuereingang wu(k), einem Storeingang ((k)
fiir weifles Rauschen und einem Systemausgang y(k). Im Zuge des Tests werden zunéchst das
Systemmodell G(g) und das Stérmodell H(q) identifiziert. Nach einer linearen Filterung des
Ein- und des Ausgangssignals (mit gleichem Filter) wird die Identifikation wiederholt. Lésst
sich das System tatséchlich durch ein ARMAX-Modell beschreiben, sind die identifizierten
Systemmodelle identisch, die Stormodelle unterscheiden sich, weil der Storeingang nicht in

die Filterung einbezogen werden kann.

Zur Untersuchung von Frequenzgingen, die mit gestufter Sinusanregung ermittelt wurden,
eignet sich die Hilbert-Transformation (T12) [12, 11, 20]. Zu ihren Vorziigen gehort
die Moglichkeit, verschiedene Typen von Nichtlinearitdten unterscheiden zu kénnen und die
Anwendbarkeit auf Standard-Messdaten. Wegen ihrer Leistungsfiahigkeit wird die HILBERT-

Transformation in Kapitel 4 ausfiithrlich behandelt.

Die Verzerrung des Phasenfrequenzgangs durch Nichtlinearitédten wird in einem Linearitéts-
test auf Basis sog. Isochronenfunktionen (T13) [87] genutzt. Die Phasenverschiebung
zwischen Anregung und Antwort bei konstanter Frequenz ist bei nichtlinearen Systemen
amplitudenabhéngig. Verbindet man in der komplexen Ebene Antwortamplituden mit glei-
cher Anregungsfrequenz und unterschiedlicher Anregungsamplitude mit einer Kurve, so be-
zeichnet man diese als Isochronenfunktion. Fiir lineare Systeme ist diese Kurve eine Gerade,
Abweichungen davon lassen sich zur Charakterisierung von Nichtlinearitéten heranziehen. Im
Unterschied zur HILBERT-Transformation (T12) sind hier mehrere Frequenzgangmessungen
bei unterschiedlicher Amplitude notwendig. Wegen des dadurch erhohten Messaufwands wird
in Kapitel 4 stattdessen die HILBERT-Transformation als Linearitétstest fiir Frequenzgénge

naher untersucht.

ALLGOWER [37, 2, 1, 3] wihlt fiir die Quantifizierung von Nichtlinearitéiten einen sehr um-

fassenden und abstrakten Zugang. Ein nichtlineares System N antwortet auf ein Signal u mit
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dem Ausgang y. Dabei sind u und y endliche Signale, also nicht nur Signalwerte zu einzelnen
Zeitpunkten. Fiir die Quantifizierung der Nichtlinearitdt wird das System N mit Signalen
u aus der Menge der betrachteten Eingangssignale U angeregt. Als Nichtlinearititsmaf}

(T14)

|G [u] = N [u] [y

Y, = inf su 2.12
BRIV T 212
definiert Allgéwer die ,, ... grofte normierte ,Abweichung’ des Ausgangs des nichtlinearen

Systems N vom Ausgang eines linearen Systems G im Sinne einer im Ausgangsraum )
gegebenen Norm || - ||, [1]. Dabei bezieht sich die Abweichung auf das ungiinstigste Ein-

gangssignal u und das beste lineare System G (beziiglich der Approximation von N).

Zur Berechnung dieses Mafles ist ein Minimax-Problem zu 16sen, das erheblichen Aufwand
verursachen kann. Weiterhin hat der Anwender noch eine Reihe von Festlegungen fiir seine
konkrete Fragestellung zu treffen (z.B. die Menge der zu untersuchenden Eingangssignale
und linearen Systeme), so dass Ergebnisse nur schwer auf andere Probleme iibertraghar sein
diirften. In dieser Schwéche liegt aber gleichzeitig die Stérke dieses Mafles, das die Auswahl

von Eingangssignalen zulésst, die sehr gut den geplanten Arbeitsbereich widerspiegeln.

Die Methode des nichtlinearen Vorhersagefehlers (T15), die in Kapitel 5 vorgestellt
wird, ist durch Analysemethoden der Nichtlinearen Zeitreihenanalyse motiviert. Mit Hilfe der
Einbettungstechnik entsteht ein modellfreies nichtlineares Vorhersagemodell, das mit dem
besten linearen Modell fiir einen gegebenen Datensatz verglichen wird. Aus dem Vergleich
beider Modelle kénnen nicht nur Riickschliisse auf etwaige Nichtlinearitédten gezogen, sondern

auch Aussagen iiber die Komplexitdt (Anzahl der Zustédnde) getroffen werden.

2.1.2 Linearititstests fiir Zeitreihen

Neben den beschriebenen Linearitétstests existieren in der Literatur auch solche fiir den Fall
ausschlieflich vorliegender Ausgangsmessungen. Ein Teil dieser Tests priift, ob das gemessene

Signal y(t) auf einen linearen Prozess

oo

y(t) = / h(T)C(t — 7)dr (2.13)

=0
zuriickgefiithrt werden kann, dabei ist h(t) die Impulsantwort des Systems und ((t) weiles

Rauschen.
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Zu diesen Tests gehoren diejenigen nach Subba Rao [81] und Hinich [38], die auf der
Auswertung des Bispektrums (T16) basieren. Das Bispektrum S, (f1, f2) gehort zu den
Higher Order Spectra (HOS), den Verallgemeinerungen des Leistungsspektrums, die Funktio-
nen mehrerer Frequenzen (zwei im Fall des Bispektrums) sind. Weist das Ausgangssignal eine
symmetrische Verteilung auf, ist dessen Bispektrum fiir alle Frequenzkombinationen (f1, f2)
identisch Null. Trifft dies nicht zu, kann es folglich nicht gaufiverteilt sein. Ein nicht gauf}-
verteiltes Ausgangssignal kann sowohl durch Kombination eines linearen Systems mit einem
nicht gauverteilten Eingangssignal als auch durch ein nichtlineares System mit gauflverteil-
tem Eingang entstehen. Wenn das System linear ist, muss ein speziell normiertes Bispektrum,
die sog. Bikohérenz [82]

1Sy (f1, fo)]
VS (F1) Sy (£2) Sy (1 + f2)

konstant sein. Der Umkehrschluss lautet, dass sich die Hypothese eines linearen Systems

bicyy, = 0 < bicy,, <1 (2.14)

nicht verwerfen lésst, wenn die Bikohérenz seines nicht gaufiverteilten Ausgangssignals kon-
stant ist. Der Test detektiert unter anderem das sog. Quadratic Phase Coupling (QPC),
das sind Signalsignaturen, die durch quadratische Nichtlinearitdten verursacht werden. Die
in der Praxis bedeutsamen Nichtlinearitdten ungerader Ordnung, z. B. punktsymmetrische
Federkennlinien (wie beim DUFFING-Schwinger) oder Spiel, werden durch den Bispektrum

Test allerdings nicht erkannt [91, 19].

Das Spektrum der néchst hoheren Ordnung heit Trispektrum (T17) und enthilt als
Argument drei Frequenzen, Sy, (f1, f2, f3). Mit dem Trispektrum konnen Nichtlinearitéten
ungerader Ordnung erkannt werden [19]. Problematisch ist beim Trispektrum die Darstel-
lung, die als dreidimensionale Fléche in einem vierdimensionalen Raum oder durch Farb-
kodierung der Werte in einem dreidimensionalen Raum stattfinden miisste. Haufig werden
daher nur zweidimensionale Schnitte dargestellt. Beim Bi- und Trispektrum kénnen die ge-
schiitzten Spektren grofle Varianzen aufweisen und damit filschlicherweise als ungleich Null
interpretiert werden. Besonders beim Trispektrum sind grofie Datenmengen erforderlich, um

die Varianz der Schétzungen durch Mittelung klein zu halten [19].

Die von DIMENTBERG vorgeschlagene Methode der Kreuzkorrelation héherer Harmo-
nischer (T18) (,Method of Internal Harmonics Cross-Correlation) [22, 21] ist eng mit den
Verfahren auf der Basis des Bispektrums verwandt; auch hier werden Korrelationen zwischen

Frequenzkomponenten detektiert, die durch Nichtlinearitéten hervorgerufen werden. Der Me-



2.1 Stand des Wissens 11

thode liegt die Annahme zugrunde, das Messsignal y(¢) sei der Ausgang eines breitbandig

erregten mechanischen Schwingers

§(t) + 2Dy (t) + fy(t) = (1) (2.15)

mit weilem, gaufiverteilten Rauschen ((t) als Eingang und nichtlinearer Riickstellkraft

fly) = wiy +9(y) (2.16)

mit linearem Anteil w2y. Unter der Annahme sehr schwacher Démpfung (D < 1) kann y(t)
im schwach nichtlinearen Fall als Schwingung der Kreisfrequenz wy mit langsam verédnder-
licher Amplitude g, (t) interpretiert werden. Sind Nichtlinearitdten g(y) vorhanden, so ver-
ursachen diese Oberschwingungen der Kreisfrequenz kwy, deren Amplituden g () ebenfalls
langsam verdnderlich und mit ¢, (¢) zeitlich korreliert sind. Fiir Anteile des gemessenen Aus-
gangssignals, die im Frequenzbereich der Oberschwingungen liegen, aber ,lineare* Antworten
auf Anteile des Eingangssignals bei eben diesen Frequenzen sind oder durch Messrauschen

verursacht wurden, trifft diese Korrelation nicht zu.

Bei der in [22] beschriebenen Methode wird das Ausgangssignal y(¢) mit einer Reihe von
Bandpéssen gefiltert, deren Durchlassfrequenzen bei der dominanten Frequenz (Hauptfre-
quenz) wy und seinen Vielfachen kwy liegt. AnschlieBend werden die (langsam) zeitverdnder-
lichen Amplituden g, (¢) und g, (¢) der gefilterten Signale extrahiert und ihre mittelwertbe-
freiten Anteile kreuzkorreliert, es ergibt sich der normierte Kreuzkorrelationsfaktor pq; zu
22

P E{(g —E{61}) (G — E{G})} ' (2.17)

E{G ~E{)* E{G - Emh?)]"”

Wegen der in der Regel mit zunehmender Frequenz abnehmenden Stérke hoherer Harmoni-

scher wird eine Beschrinkung auf pi2 (gerade Nichtlinearitdten) und p;3 (ungerade Nichtli-

nearititen) empfohlen.

Im Unterschied zum Bispektrum wird bei dieser Methode nur ein Frequenzpaar (wq/kwy)
ausgewertet, mit p;3 konnen aber, im Unterschied zum Bispektrum, auch ungerade Nichtli-

nearitaten erkannt werden.

Der Test von Keenan (T19) [41] priift das Vorhandensein quadratischer Terme b;; in der

allgemeinen Form einer nichtlinearen zeitdiskreten Zeitreihe

(o] o0
Y=9+ Z bijer—iei—j + Z bijrei—iCi—jCi—i + ..., (2.18)

1,j=—00 i,j,k=—00



12 2 TEIL I: Detektion von Nichtlinearitaten

dabei ist e; eine mittelwertfreie Folge unabhéngiger Zufallszahlen mit identischer Ver-
teilung. Der Test basiert auf mehrfachen linearen Regressionsanalysen, bei denen jeweils
t=M+1,M+2,..., N beriicksichtigt wird, NV ist die Linge der Zeitreihe. Der Test be-
steht aus folgenden Schritten:

1. Lineare Regression von y; auf die Werte {1, y;—1, ¥1—2, ... y%—n} (M ist eine vorab zu
wéhlende Modellordnung), das Ergebnis sind die Schéitzungen g, und die zugehorigen
Schétzfehler ¢;.

2. Lineare Regression von 2 auf die Werte {1, y;_1, ¥+_2, ... ¥s_ar }, das Ergebnis sind die

Schiitzfehler &,.
3. Lineare Regression von €; auf g}, der Regressionskoeflizient sei 7.
N .
Mit n = ng S &7 | wird schlielich die Statistik
t=M

2
= 2N —2M —2) e
P=fgg—p  PFS5=3%4 (2.19)

definiert. Unter der Hypothese eines linearen Prozesses folgt F der sog. SNEDECORSCHEN

F-Verteilung mit den Freiheitsgraden 1 und N — 2M — 2.

Durch die Vorgabe einer hochstzuléssigen Wahrscheinlichkeit a, die Hypothese eines linearen
Prozesses félschlicherweise zu verwerfen (typisch ist a = 5%), folgt ein Flu;, so dass fiir ein

F> Fi.i die lineare Hypothese mit der Irrtumswahrscheinlichkeit o abgelehnt werden kann.

Tsay [92, 91] hat KEENANs Test durch die Einbeziehung gemischter quadratischer Terme in
Schritt 2 verfeinert, die resultierende Statistik F folgt einer F-Verteilung mit den Freiheits-
graden s M (M +1) und N — M (M +3) — 1.
Bild 2.1 zeigt empirische Ablehnungsraten der linearen Prozess-Hypothese fiir die sechs in
[41, 92] untersuchten Modelle,

Modell 1:  y; = e; — 0.4e;_1 + 0.3e;_9 linear),
Modell 2: vy, = e; — 0.4ey_1 + 0.3e;_5 + 0.5e64_o
Modell 3:  y; = e; — 0.3¢;_1 + 0.2e;_o + 0.4e;_1e_5 — 0.25€2
Modell 4: 3y, = 0.4y, 1 — 0.3y;_2 + €

nichtlinear),
nichtlinear),
linear),

Modell 5:  y; = 0.4y;_1 — 0.3y;_9 + 0.5y;_1€4_1 + € nichtlinear),

(
(
(
(
(
(

Modell 6:  y; = 0.4y;—1 — 0.3y;—2 + 0.5y; 16,1 + 0.8€;_1 + ¢ nichtlinear).



2.1 Stand des Wissens 13

M =4, e gaullverteilt M =4, e gleichverteilt M =38, e gauiverteilt
100 pas 100 4 100 N
O Keenan %
_ 80} O 0@ _ g LXT= B o5 00
S S S
g O Keenan g g O Keenan
T 60 X Tsay T 60| 5 T 60 X Tsay
(@] (@) (o))
c c O =
2 40} 2 40} g 40
T T T
o) o] o]
< 20 X < 20t < 20 %
O
L9 e Le® o L0 ®
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
Modell Nr. Modell Nr. Modell Nr.

Bild 2.1: Empirische Ablehnungsraten der linearen Prozess-Hypothese fiir die Linearitéts-
tests von KEENAN und TSAY fiir die Modelle aus [41, 92]. Léinge der Zeitreihen N = 204,
Modellordnung M = 4 bzw. 8, 350 Zeitreihen wurden ausgewertet. Die Standardabweichung
der Anregung betrug o, = 1.

Der gewahlte kritische Wert ﬁ’km entspricht einer Irrtumswahrscheinlichkeit von o = 5% fiir
den linearen Fall, die sich in guter Ndherung in den Ergebnissen fiir die linearen Modelle
(1,4) widerspiegelt.

Auffallig ist die unbefriedigende Detektion der Nichtlinearitét in Modell 2. Weiterhin zeigt die
von T'SAY vorgeschlagene Statistik deutlich bessere Ergebnisse fiir die nichtlinearen Modelle
als das Original von KEENAN. Bei Verwendung einer gleichverteilten Anregung sind die
Unterschiede (auler bei Modell 2) sogar noch grofler als im Fall der gaufiverteilten Anregung,
die in [41, 92] zugrunde gelegt wurde. Eine Erhohung der Modellordnung auf M = 8 fiihrt

zu keinen qualitativen Anderungen der Ergebnisse.

Bei der Methode der nichtlinearen Autokorrelation (T20) [10, 36, 68] wird die Korre-

lationsfunktion zwischen dem normierten mittelwertbefreiten Ausgangssignal y'(t) = %f(t)
und dem normierten mittelwertbefreiten quadrierten Ausgangssignal v(t) = 2“)7 gebil-
y
det. Im Zeitdiskreten lautet die Formel
| Nk
. NE 2 Y (7“ +k)o(r)
D, (k) = (2.20)

wbyy (0)

Nach [10] ist fiir groBe N unter der Nullhypothese d1e Standardabweichung der Korrelati-

onsschitzung o = \/Lﬁ, so dass die kritische Grenze fiir eine 95 prozentige Irrtumswahr-
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Bild 2.2: Empirische Ablehnungsraten der linearen Prozess-Hypothese fiir die Methode der
nichtlinearer Autokorrelation und die Modelle aus [41, 92]. Léange der Zeitreihen N = 204, es

wurden 350 Zeitreihen ausgewertet. Die Standardabweichung der Anregung betrug o, = 1.

scheinlichkeit bei @/, jrit ~ :I:% (zweiseitiger Test) liegt. Fiir die von KEENAN und TSAY
untersuchten Modelle zeigt Bild 2.2 die empirischen Ablehnungsraten in Abhéngigkeit von
der diskreten Versatzzeit k. Fiir die linearen Modelle ergibt sich die erwartete Ablehnungsra-
te von ca. 5%. Wie bei den Tests nach KEENAN und T'sSAY wird auch hier die Nichtlinearitét
in Modell 2 schlecht erkannt. Fiir die iibrigen nichtlinearen Modelle ergeben sich grofie Ab-
lehnungsraten des linearen Modells bei kleinen Versatzzeiten k. Bild 2.2 zeigt auflerdem die
Ablehnungsrate, die sich ergibt, wenn bei jedem Versuch der betragsméflig groBte Wert von
®,, (k) iiber alle k fiir den Test zugrunde gelegt wird (wie in [36] vorgeschlagen). Die Ab-
lehnungsraten fiir die linearen Modelle werden dadurch deutlich gréfler als die angestrebten
5%. Im Vergleich mit dem Test nach TSAY zeigt sich eine deutlich unschérfere Trennung

zwischen linearen und nichtlinearen Systemen.

Die Surrogatdaten-Methode (T21) [86, 40] erlaubt im Vergleich zu den bereits beschrie-
benen Tests eine groflere Flexibilitédt bei der Wahl der — linearen — Hypothese und des fiir
den Test zugrunde gelegten Mafles, der Statistik. Die Grundidee besteht darin, zunéchst eine
Nullhypothese iiber den die Messdaten produzierenden Prozess aufzustellen. Anschlieend
werden die sog. Surrogatdaten aus dem gemessenen Signal hergestellt, indem sie in zufélliger
Weise modifiziert werden, ohne jedoch die Nullhypothese zu verletzen. Dies bedeutet, dass

bestimmte Figenschaften, wie z. B. Mittelwert, Standardabweichung oder das Leistungsspek-
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trum erhalten bleiben. Welche Eigenschaften nicht verdndert werden diirfen, ist durch die
Nullhypothese bestimmt. Beispiele fiir Nullhypothesen und zugehorige Methoden der Erzeu-
gung von Surrogatdaten sind [86, 40]:

1. Weifles Rauschen. Durch zuféllige zeitliche Vertauschung der Messdaten bleibt die Am-
plitudenverteilung erhalten, es ist also keine Annahme {iiber die Verteilungsfunktion

erforderlich.

2. Ornstein-Uhlenbeck Prozess. Dabei handelt es sich um einen autoregressiven Prozess
erster Ordnung, AR(1), mit weilem gaufverteiltem Rauschen als Eingangssignal. Im
zeitdiskreten Fall konnen die Parameter der Differenzengleichung iiber den Mittelwert,
die Varianz und die Autokorrelationsfunktion fiir eine Einheitsverschiebung bestimmt
werden. Durch numerische Losung der Differenzengleichung lassen sich Surrogatdaten

herstellen.

3. Fiir AR-Prozesse hoherer Ordnung lésst sich die Vorgehensweise beibehalten, Fehler
bei der Parameterschitzung konnen jedoch zu instabilen Modellen fithren. Als Alterna-
tive konnen die Phasen der diskreten Fourier Transformierten eines Signals durch eine
Zufallsfolge ersetzt werden (engl.: phase randomization). Man erhélt auch auf diesem

Weg Surrogatdaten mit unverédndertem Leistungsspektrum.

4. AR-Prozess mit statisch nichtlinearer, invertierbarer Messfunktion f. Nachdem das
gemessene Signal y(t) durch Anwendung von f~! (kann durch Vergleich der Verteilung
von y(t) mit einer Gauiverteilung geschétzt werden) eine Gauflverteilung erhalten hat,
lasst sich wie in 3. fortfahren. Das Verfahren wird dann als AAFT: Amplitude Adjusted
Fourier Transform [86] bezeichnet. Durch die Schitzung von f~! ergeben sich geringe
Fehler im Leistungsspektrum des linearen Prozesses, die durch ein in [71] beschriebenes

iteratives Verfahren verringert werden konnen.

Anschlieflend wird die Statistik (z. B. die Korrelationsdimension [72], Lyapunov-Exponenten,
Vorhersagefehler [86, 73], Korrelation von Spektralkomponenten) sowohl fiir das gemessene
Signal als auch fiir die Surrogatdaten ermittelt. Durch Beriicksichtigung einer grofien Zahl
von Surrogatdatensétzen kann die Verteilung der Statistik unter der Nullhypothese numerisch

bestimmt werden. Schlielich lédsst sich die Wahrscheinlichkeit angeben, mit der die Statistik
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unter der Nullhypothese den Wert annimmt, der fiir das gemessene Signal ermittelt wird. Ist

diese Wahrscheinlichkeit gering, ldsst sich die Nullhypothese des linearen Prozesses ablehnen.

Zu den Nachteilen der Surrogatdaten-Methode gehort, dass die Hypothese eines linearen
Systems mit nicht gaufiverteiltem Eingang nicht getestet werden kann. Zudem beruht das
fiir die Erzeugung der Surrogatdaten verwendete Leistungsspektrum auf der Schétzung des-
selben fiir die Messdaten. Es ergeben sich damit die (von der FFT bekannten) Probleme bei

endlichen Signalausschnitten.

PALUS schlédgt einen informationstheoretisch begriindeten Test [59, 60, 58, 57] vor, in dem
nichtlineare Korrelationen, sog. Redundanzen (T22) (engl.: redundancies), mit der be-
kannten linearen Korrelation zwischen zeitversetzten Werten eines Ausgangssignals y(t) ver-
glichen werden. Im zweidimensionalen Fall wird die Redundanz als Transinformation (engl.:
mutual information) bezeichnet. Sie ist, mit der Abkiirzung y;(t) = y(t + (i — 1)tv), iiber die
Verbundverteilungsfunktion p,; 4o zu

I(ty) € E {log (’)y@') } (2.21)

Dy, Py»

definiert. Sie ergibt sich aus der Summe der KOLMOGOROV-SINAI-Entropien der Einzelver-
teilungfunktionen abziiglich der Entropie der Verbundverteilungsfunktion. Die nicht negative
Transinformation [, (tv) ist ein MaB fiir die Abhéngigkeit zwischen zeitversetzten Werten des
Signals y(t). Fur I,(tv) = 0 enthalten die zeitversetzten Werte keine Transinformation, d. h.
die Kenntnis von y;(t) fiithrt zu keinerlei Verbesserung der Vorhersage von ys(t), verglichen

mit der ausschlielichen Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsverteilung p,, .

Die Redundanz stellt eine Verallgemeinerung der Transinformation fiir den dg-dimensionalen

Fall dar und wird in [30] als

Ry, (ty) = E {log ( P w2 s )} (2.22)

Dy, Py2Pys - - - Pyay,

definiert (dg bezeichnet die Einbettungsdimension, ein Begriff aus der Attraktorrekonstruk-
tion in der Nichtlinearen Dynamik). Dort wird sie, wie vorher bereits die Transinformation
in [31], zur Wahl geeigneter Versatzzeiten verwendet. Fiir den Spezialfall, dass die zeit-
versetzten Variablen y(t),y2(t), ... eine gauBverteilte Verbundwahrscheinlichkeitsfunktion

aufweisen, gilt

Ry (tv) = %Zlog(cﬁ) - %Zlog(/\i), (2.23)
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dabei sind ¢;; die Diagonalelemente der Kovarianzmatrix C und A; deren Eigenwerte. Weil

die Kovarianzmatrix nur lineare Korrelationen widerspiegelt, definiert PALUS

dor 1 & L&
L, (tv) = 5 > log(ci) — 5 > log(\) (2.24)
i=1 i=1

als lineare Redundanz. Der Linearitétstest besteht nun darin, die Verlaufe von Ry, (ty) und
Ly (ty) fiir verschiedene Einbettungsdimensionen zu vergleichen. Grofie Abweichungen wer-

den als Indiz fiir Nichtlinearitiat gewertet.

Die Bewertung der Abweichung ist nicht vollkommen objektiv, sie wird daher als qualitative
Methode bezeichnet [57]. Um zu quantitativen Ergebnissen zu gelangen, wird sie mit der
Surrogatdaten-Methode kombiniert [57]. Dort tritt die Redundanz als Statistik zum Test
der linearen Hypothese auf, so dass die erweiterte Methode eigentlich den Surrogatdaten-

Methoden mit den oben beschrieben Eigenschaften zuzuordnen ist.
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3 Analyse freier Schwingungen

Zu den einfachsten Methoden, um Informationen iiber die Schwingungseigenschaften (also
Eigenfrequenzen und DampfungsmaBe) linearer mechanischer Systeme zu gewinnen, gehoéren
der Impuls- und der Ausschwingversuch. Der i.d.R. mit einem Impulshammer durchgefiihrte
Impulsversuch eignet sich besonders fiir kleinere Strukturen wéhrend der Ausschwingver-
such (aus einer definierten Anfangsauslenkung) vor allem bei grofien Strukturen Anwendung

findet.

Der Impuls p bezeichnet in der Mechanik das Produkt aus Masse m und Geschwindigkeit v
eines Korpers. Wurde der Korper aus dem Stillstand durch eine Kraft F'(¢) beschleunigt, so
ist sein Impuls p zum Zeitpunkt ¢, gleich dem Kraftstof F,

p(ty) =F % / F(t)dt. (3.1)

Der Kraftstof§ bezeichnet also die Ursache und der Impuls deren Wirkung. In der Rege-
lungstechnik bezeichnet der Impuls hingegen ein (z.B. rechteckformiges) Zeitsignal kurzer
Dauer. Der Kraftstof§ in der Mechanik entspricht damit einem Impuls in der Regelungstech-
nik. Im Folgenden wird nur noch der Begriff Impuls verwendet, auch fiir die Ursache, also

den Kraftstofs.

Nichtlineare Einfliisse lassen sich zwar bereits durch Versuche mit unterschiedlichen Ampli-
tuden detektieren, besonders bei der Verwendung eines Impulshammers lassen sich aber Ort
und Intensitidt der Anregung nicht immer genau reproduzieren, so dass eine Quantifizierung

der Nichtlinearitédt auf diesem Weg problematisch ist.

Alternativ kann eine einzelne gemessene Schwingungsantwort ausgewertet und als Superpo-
sition der Ausschwingvorgénge mehrerer gedampfter linearer Einfreiheitsgrad-Systeme be-
trachtet werden. Handelt es sich um die Antwort eines nichtlinearen Systems, so &ndern sich
die Schwingungsparameter (Frequenz/Dampfung) mit der Zeit bzw. Amplitude. Durch die
abschnittsweise Auswertung eines Zeitschriebs lésst sich so eine Nichtlinearitdt nachweisen.
In den folgenden Unterkapiteln werden verschiedene Methoden vorgestellt, um diese Art der

Auswertung vorzunehmen.

Da das erregte System im Ausschwingversuch wie auch im Impulsversuch (nach Ende des
Kraftstofes) freie Schwingungen ausfiihrt, kénnen diese Versuche auf die gleiche Weise aus-

gewertet werden.
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3.1 Analyse mit parametrischem Ansatz

Im Fall schwacher Dampfung (D < 1) ldsst sich die Systemantwort eines linearen Mehrfrei-

heitsgrad-Systems als Summe exponentiell abklingender Kosinusfunktionen
z(t) =3 @ Pt cos(wait + ¢i),  wai = woiy/1 — D? (3.2)
i=1

mit den Phasenverschiebungen ¢; und den Amplitudenfaktoren z; darstellen. Bei schwacher
Nichtlinearitét lédsst sich die tatséchliche Systemantwort ndherungsweise als Antwort eines

linearen Systems mit amplituden- bzw. zeitabhéngigen Eigenfrequenzen

foi(t) = woi(t)/(2) (3.3)

und Lehrschen Dampfungsmafien D; interpretieren, die abschnittsweise bestimmt werden
konnen. Bei starker Dampfung und/oder schnell verénderlichen Eigenfrequenzen kénnen sich
durch kurze Analyse-Abschnitte in Verbindung mit Rauschen grofie Streuungen in den Pa-
rametern fo;(t)/D;(t) ergeben. Durch Einbeziehung eines Ansatzes fiir die zeitliche Verénde-
rung von Eigenfrequenz und Dampfung kénnen die Abschnitte dann gréfier gewéhlt werden,

allerdings miissen auch mehr Parameter bestimmt werden.

3.2 Zeit-Frequenz-Transformationen

Mit Zeit-Frequenz-Transformationen wie der Kurzzeit-Fourier-Transformation (STFT: Short
Time Fourier Transform) oder der Wavelet-Transformation (WT) kénnen qualitative Aus-
sagen iiber Frequenzidnderungen gemacht werden (die Lokalisierung ist durch den Abstand

der ausgewerteten Frequenzen bzw. die Linge des Zeitabschnitts beschrankt).

Bei der STFT wird das zu analysierende Signal in (optional iiberlappende) Abschnitte un-
terteilt, die i.d.R. mit einer Fensterfunktion (z. B. HANNING') gewichtet und dann mit der
FFT transformiert werden. Durch farbkodierte Darstellung des Absolutwerts der komplexen
Fourier-Koeffizienten in der Zeit-Frequenz-Ebene ergibt sich ein guter Uberblick der zeit-
lichen Entwicklung der Frequenzanteile (siehe Beispiel in Bild 3.6). Wéhrend die zeitliche
Auflésung durch Uberlappung der Abschnitte erhéht werden kann, lidsst sich die Frequenz-

auflosung durch Anhéngen von Nullen an jeden Abschnitt vor Anwendung der FF'T erhohen.

henannt nach dem osterr. Meteorologen JULIUS VON HANN
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Die zusétzlichen Nullen verldngern das Signal und damit die niedrigste durch die FFT aus-
gewertete Frequenz; wegen des dquidistanten Frequenzrasters ist dies gleichbedeutend mit
einer Erhohung der Frequenzauflosung. In beiden Fillen gilt aber, dass durch die Mafinahmen
keine zusétzlichen Informationen gewonnen werden (die einfache STFT enthélt bereits die
gesamte Information des Zeitsignals), sondern lediglich eine spezielle Form der Interpolation

durchgefiihrt wird.

Eine Alternative zur STFT ist die Wavelet-Transformation (eine Einfiihrung findet sich in
[54], eine sehr umfassende Darstellung z. B. in [34]). An die Stelle der harmonischen Funk-
tionen unendlicher zeitlicher Ausdehnung treten dabei zeitlich begrenzte Ansatzfunktionen,
sog. Wavelets ¢(t). Wéhrend die Sinus- und Kosinusfunktionen nur iiber die Periodendauer
beschrieben werden, ist ein Wavelet durch die Skale a (das Pendant der Periodendauer bei
den harmonischen Funktionen) und die zeitliche Verschiebung b definiert,

Vap(t) = %1/11,0 (?) : (3.4)
Bild 3.1 zeigt als Beispiel sog. DAUBECHIES-Wavelets unterschiedlicher Skalen und Verschie-

bungen. Die Energie jedes Wavelets ist auf 1 normiert,
+o00o
/w%@ﬁzl (3.5)

Bei der diskreten Wavelet-Transformation (DWT) sind nur diskrete Skalen und Verschiebun-

gen zugelassen,

bym = mp~g, N, m ganzzahlig, (3.7)

N wird dabei als ,,Level* bezeichnet. Fiir den Spezialfall mit orthonormaler Basis gilt

+oo
| Cassym, Oy (D = 6Ny = Na)i(ms = ma). (3.8)

t=—00
Im Unterschied zur STFT ist die zeitliche Auflésung bei der DWT durch die spezielle Wahl
von by, skalenabhéngig. Die resultierende hohe Frequenz- und geringe Zeitauflosung nie-
derfrequenter Komponenten und geringe Frequenz- sowie hohe Zeitauflosung hochfrequenter
Komponenten macht die DWT in vielen Anwendungen zu einer interessanten Alternati-

ve zur STFT. Im Bereich der digitalen Signalverarbeitung werden nur diskrete Zeiten k
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Bild 3.1: DAUBECHIES- Wavelets der Ordnung zehn und vier (,,db10“ und ,,db4*) in verschie-
denen GréBenskalen a und Verschiebungen b. Mit zunehmender Ordnung nimmt die zeitliche
Ausdehnung zu, wéhrend die Ausdehnung im Frequenzbereich abnimmt. Die Ordnung des

Wavelets ist die Anzahl seiner verschwindenden Momente.

zugelassen, man erhélt so die DTWT (Discrete Time Wavelet Transform). Fiir die Wahl
p = 2 existiert eine effiziente Implementation durch sog. ,Multirate Filter Banks® [47], bei
denen die Wavelet-Koeffizienten durch FIR-Filterung des Signals erhalten werden. Durch
eine Halbierung der Abtastfrequenz nach jedem Durchgang kénnen die gleichen Filterkoef-
fizienten sukzessive auf alle Level angewendet werden. Das Ergebnis ist eine redundanzfreie
Transformation, bei der die Anzahl der erhaltenen Wavelet-Koeffizienten der Anzahl ¢, der

Signalwerte entspricht und die Level N auf den endlichen Bereich 1. .. N, beschrankt sind.

Um einen Vergleich mit der Fourier-Transformation zu erméglichen, lasst sich eine Pseudo-
frequenz f. als Hauptfrequenz im Spektrum des Wavelets definieren; die Pseudofrequenz fiir
das db10 Wavelet ist z. B.

0.6842
a

~ | (3.9)

C
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Bild 3.2: Aufteilung der Zeit-Level-Ebene durch die diskrete Wavelet-Transformation fiir
zeitdiskrete Signale (DTWT).

Bild 3.2 zeigt fiir ein zeitdiskretes Signal der Lange ¢, = 16 die Zuordnung aller 16 Wavelet-
Koeffizienten zur Zeit-Level-Ebene; cpy, ist der i-te Wavelet-Koeffizient des Levels N.
Level 1 (,D1%), mit den kiirzesten Wavelets, weist acht Koeffizienten auf. Jedes Wavelet re-
présentiert also rechnerisch zwei Signalwerte, benachbarte Wavelets kénnen aber iiberlappen.
Im néchst hoheren Level halbiert sich jeweils die Anzahl der Koeffizienten, die rechnerische
Lange jedes Wavelets verdoppelt sich. Die durch die Wavelet-Koeffizienten repréasentierten
Signalanteile werden auch als Details (D) bezeichnet, die nach Abzug verbleibenden Anteile
als Approximationen (A). Nach Abzug der Details D1-D4 verbleibt also Approximation A4,
die, wie das Detail D4 des gleichen Levels, durch einen Koeffizienten reprasentiert wird. Bei
der periodischen DTWT, d. h. das endliche Signal wird periodisch fortgesetzt, ist die Zerle-
gung orthogonal. Aus den insgesamt 16 Detail- und Approximationskoeffizienten kann das
zeitdiskrete Signal der Lange 16 exakt rekonstruiert werden. Die dyadische Teilung der Ordi-
natenachse deutet die Zuordnung der Level zu Frequenzbereichen an: Die relative Bandbreite

ist konstant wihrend die absolute fiir kleinere Level zunimmt (Multi Resolution Analysis,

MRA).

Fiir eine Visualisierung der Detail-Koeffizienten cpy; bietet sich die (vom Level N abhéingige)

,Leistungs-Normierung*

2
C .
DN = ]Z\\,[’Z’ by =2" (3.10)

an. Dabei ist ¢y ; der Quotient aus der Energie des i-ten Wavelets des N-ten Level und seiner
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rechnerischen Lénge. Der Mittelwert aller cf,y ; eines Levels ist damit gleich der mittleren

Leistung des durch den Level N reprisentierten Signalanteils.

3.3 Beispiel gekoppelte Schwingerketten

Bild 3.3 zeigt zwei mechanische Zwei-Massen-Schwinger, die durch eine nichtlineare Feder
gekoppelt sind. Dieses System wird auch bei allen weiteren in dieser Arbeit beschriebenen

Methoden als numerisches Beispiel wieder aufgegriffen.

Im Grenzfall infinitesimal kleiner Schwingungen weist das System die folgenden vier Eigen-

frequenzen bei Dampfung auf:

fo | de | e | fu
0.098Hz ‘ 0.122Hz ‘ 0.257Hz ‘ 0.294Hz

(3.11)

Das System wird durch einen Kraftimpuls an Masse 1 (simuliert durch eine Anfangsgeschwin-

digkeit v1g) angeregt, ausgewertet wird das Signal z4(t).

In Bild 3.4 sind die Ergebnisse der Auswertung mit parametrischem Ansatz sowie mit der
STFT zusammengestellt. Oben links ist der Betrag der STFT in einem groflen Frequenzbe-
reich und mit linearer Farbskalierung dargestellt. Die Zeitauflosung wurde durch 80% Uber-
lappung der Analyseabschnitte verfiinffacht und die Frequenzauflosung durch Anhéngen von

Nullen um den Faktor 16 gesteigert (ppr = 16£4). Die vier Eigenfrequenzen liegen paarwei-

Bild 3.3: Zwei gekoppelte Zwei-Massen-Schwinger. Parameter: m=1 kg, d=0.04 Ns/m, c=1
N/m, F.(u) = cxu + Bu, o,=0.5 N/m, 3=0.00002 N /m?, d,=0 Ns/m.
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Bild 3.4: Auswertung der Impulsantwort des Systems aus Bild 3.3 mit der STF'T und dem
parametrischen Ansatz. Parameter der STF'T oben links: Abtastzeit des Signals tg = 0.034s,
Abschnittslinge {5 = 4096, Uberlappung 80%, Fenstertyp: Hanning, FFT-Lénge lppp =
65536 (Lédngen in Abtastschritten). Bei den zwei weiteren STFTs wurden abweichend fol-
gende Parameter gewahlt: ts* = tg/4, {4 = (x/4 = 1024. Die Rénder in den Darstellungen
sind eine Folge der erforderlichen Abschnittslidnge; weil die Auswerteergebnisse zeitlich je-
weils der Mitte des Abschnitts zugeordnet werden, konnen dem Zeitpunkt Null noch keine
Ergebnisse zugeordnet werden. Gleiches gilt fiir den rechten Rand. Das vierte Diagramm
zeigt die mit dem parametrischen Ansatz ermittelte zeitveranderliche zweite Eigenfrequenz
fiir unterschiedliche Impulsstirken, repréasentiert durch die resultierende Anfangsgeschwin-

digkeit der ersten Masse.
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se so dicht zusammen, dass der Eindruck zweier abklingender Schwingungen entsteht. Oben
rechts ist der Frequenzbereich des niederfrequenten Pérchens ausgewihlt. Die Frequenzauf-
l16sung wurde durch Erhchung der Abtastzeit tg (nach entsprechender Tiefpassfilterung) bei
beibehaltener FFT-Linge (ppr weiter gesteigert. Die zwei Schwingungen sind nun zu unter-
scheiden. Durch die logarithmisch gewéhlte Farbskala konnen die Schwingungen auflerdem

iiber den gesamten dargestellten Zeitbereich verfolgt werden.

Im Diagramm unten links ist die Farbskala abschnittsweise normiert, so dass in jedem Zeit-
abschnitt der gesamte Farbbereich iiberspannt wird. Nur dadurch ist es moglich, die Fre-
quenzéanderung der zweiten Eigenfrequenz sichtbar zu machen, die durch die Nichtlinearitét
verursacht wird. Anderenfalls wére der horizontale Farbgradient so groff, dass die Variation
in vertikaler Richtung nicht wahrzunehmen wére. Die dem Bild iiberlagerte Kurve zeigt die
Eigenfrequenzen bei Dampfung, die mit dem parametrischen Ansatz ermittelt wurden — es
zeigt sich eine gute Ubereinstimmung. Die Eigenfrequenzen wurden mit der VATD-Funktion
(Vibration Analysis Time Domain) der Mess- und Auswertesoftware MEDUSA? ermittelt
und mit MATLAB visualisiert. Insgesamt wurde je Abschnitt ein viergliedriger Ansatz ver-
wendet, dargestellt ist hier nur die Komponente, die in den dargestellten Frequenzbereich
fallt. Die gezeigten Ergebnisse beziehen sich auf eine Simulation mit vy = 400m/s. Das
Diagramm unten rechts zeigt daneben die Ergebnisse fiir reduzierte Startgeschwindigkeiten
sowie den linearen Fall mit 5 = 0. Wie zu erwarten, nehmen die Abweichungen von der

linearen Eigenfrequenz mit der Schwingungsamplitude ab.

Auf eine Auswertung mit der Wavelet-Transformation wurde bei diesem Beispiel verzich-
tet. Anhand des folgenden experimentellen Beispiels werden die Nachteile der Wavelet-

Transformation fiir den hier betrachteten Anwendungsfall aufgezeigt.

3.4 Beispiel Schaufelpaar

Aufgrund von dynamischen Belastungen kann es an den Schaufeln von Turbomaschinen zu
Schéden mit schweren Folgen kommen. Zur Verringerung dieser Belastungen wird die Ener-
giedissipation aufgrund trockener Reibung ausgenutzt. Neben anderen konstruktiven Lésun-
gen kommen Reibelemente unterhalb der Fuflplatten benachbarter Schaufeln zum Einsatz,

die durch die Fliehkréfte im Betrieb gegen die Unterseiten der Fulplatten gedriickt werden.

2Informationen unter www.maschinendynamik.de
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b)

Quelle: L. PANNING, [61]

Bild 3.5: a) Versuchstand mit zwei Modell-Turbinenschaufeln; b) Ein Reibelement wird iiber

eine Seilvorrichtung mit einer simulierten Zentrifugalkraft Fy gegen die Schaufeln gedriickt.

In Abhéngigkeit der resultierenden Normalkréfte in den Kontaktflichen verursachen die Re-
lativbewegungen der schwingenden Schaufeln Reibkréfte, die dem System kinetische Energie

entziehen und in Warme umsetzen.

Zur Verifikation von Rechenprogrammen, die zur Auslegung von Reibelementen verwendet
werden, existiert am Institut fiir Mechanik der in Bild 3.5 gezeigte Versuchstand [61]. Dort
sind zwei Modellschaufeln iiber einen Quader an den Fiiflen verbunden. Diese Anordnung ist
aus Vollmaterial gefertigt, um Storeffekte aufgrund zusétzlicher Fiigestellen zu vermeiden.
Der Quader ist an den Stirnseiten fest eingespannt. Ein Reibelement kann mit definierter,
einstellbarer Kraft Fy (simulierte Zentrifugalkraft) gegen die Fuiplatten des Schaufelpaars
gedriickt werden. Eine ausfiihrliche Beschreibung des Versuchstands findet sich in [61].

Die Diagramme in Bild 3.6 zeigen die STFTs von Impulsantworten der angeregten Schau-
fel des Schaufelpaars aus Bild 3.5. Die Anregung erfolgt mit einem Impulshammer an der
Schaufelspitze auf der breiten Seite der Schaufel, so dass die niederfrequenten Biegeschwin-
gungen angeregt werden. Die Messung erfolgt ebenfalls an der Schaufelspitze in Richtung der
Anregung. Das Bild zeigt eine Anordnung mit elektrodynamischem Erreger, der wiahrend des

Impulsversuchs jedoch nicht installiert war.

In beiden Diagrammen dominiert zunéchst eine Frequenzkomponente etwas unterhalb von

100Hz, die nach ihrem Abklingen durch eine neue Komponente bei ca. 170Hz abgelost wird:
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Bild 3.6: Kurzzeit-Fourier-Transformierte der Impulsantworten der ersten Schaufel des
Schaufelpaars aus Bild 3.5 bei a) starker und b) schwacher Dampfung mit logarithmischer
Farbskala. Dargestellt sind die Absolutwerte der Fourier-Koeffizienten aus der DFT. Para-
1024, Uberlappung 50%,

meter: Abtastzeit des Signals ts = 50us, Abschnittslinge {5 =

Fenstertyp: Hanning, FFT-Lénge (gpr = 32768 (Lédngen in Abtastschritten).

Bei kleinen Schwingungsamplituden stellt sich Haften in den Reibkontakten ein und das

System schwingt in einer hoherfrequenten Schwingungsform weiter.

Diagramm a) gehort zu einem im Vergleich zu b) stark geddmpften Impulsversuch. In beiden
Fillen wurde die Zeitauflssung durch 50% Uberlappung der Analyseabschnitte verdoppelt
und die Frequenzauflosung durch Anhéngen von Nullen an die Signalabschnitte um den
Faktor 32 erhoht. Die Darstellungen lassen weder Aussagen iiber den Verlauf der Damp-
fungsmafle noch detaillierte Aussagen iiber den Verlauf der Eigenfrequenzen zu. Wegen der
durch die Erhchung der Auflésungen entstandenen Redundanz sowie der Anwendung des
Hanning-Fensters ist die Interpretation der Betrige der Koeffizienten schwierig, so dass auf

die Angabe einer Einheit verzichtet wird.

Bild 3.7 zeigt die Wavelet-Transformation der schwach gedampften Impulsantwort. Die loga-
rithmische Frequenzteilung fiihrt zu einer geringen Frequenzauflosung bei hohen Frequenzen,
so dass der dominierende Signalanteil nur einem breiten Frequenzband um 107Hz zugeordnet
werden kann. Analoges gilt fiir den Anteil im Frequenzband um 428Hz. Anders als bei der
Fourier-Transformation kann die Frequenzauflosung nicht durch ein Anhéngen von Nullen
gesteigert werden. Die hochste Frequenz héngt allein von der Abtastfrequenz ab, eine Ver-

lingerung des Signals fithrt zu zusétzlichen Wavelet-Bandern unterhalb der urspriinglichen
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Untergrenze. Eine Erhohung der Abtastfrequenz, z. B. durch Interpolation, fithrt zu weiteren

Frequenzbéndern oberhalb der urspriinglichen Obergrenze.

Die diskrete Wavelet-Transformation ist bzgl. des Rechenaufwands zwar mit der Kurzzeit-
Fouriertransformation (auf Basis der FFT) vergleichbar. Sie ist jedoch deutlich schlechter
fiir das hier verfolgte Ziel der Detektion nichtlinearen Systemverhaltens geeignet. Insbeson-
dere sind minimale Schwankungen der Schwingungsfrequenzen nicht aus dem Ergebnis der

Transformation abzulesen.

Eine weitere Schwierigkeit zeigt sich in der dem Abklingen der Koeffizienten bei 107Hz iiber-
lagerten Ostzillation in Bild 3.7. Sie rithrt von der fehlenden Zeit-Invarianz der DTWT her:
Verschiebt man den zu einem Wavelet-Level gehorenden Signalanteil um ein Vielfaches k
der rechnerischen Lénge ¢ des entsprechenden Wavelets, so verschieben sich alle Koeffizi-
enten der DTW'T um £k Positionen. Ist k£ nicht ganzzahlig, so kann dies sogar die Wavelet-
Koeffizienten aller Level beeinflussen. Ein Ansatz zur Behebung dieses Problems ist die SW'T
(Stationary Wavelet Transform), bei der 2V verschiedene Sétze von Detail-Koeffizienten fiir
den Level N bestimmt werden, so dass fiir eine Analyse der Level N = 1... Ny, insgesamt
Uy Nax Koeffizienten bestimmt werden, wenn ¢, die Lange des zeitdiskreten Signals z(k) ist.
Neben dem erhéhten Rechenaufwand und der entstehenden Redundanz ist die Deutung der

Koeffizienten problematisch.

Die oberen Diagramme in Bild 3.8 zeigen Ausschnitte der Zeitverldaufe der Sensorsignale wéah-
rend beider Ausschwingversuche. Der Verlauf der jeweils dominierenden Frequenz ist in den
mittleren, der des zugehorigen Dampfungsmafles in den unteren Diagrammen dargestellt (Li-
nien mit Kreuzsymbolen). Die Parameter wurden wieder mit der VATD-Funktion der Mess-
und Auswertesoftware MEDUSA ermittelt. Insgesamt wurde je Abschnitt ein sechsgliedriger
Ansatz verwendet, dargestellt ist hier aber nur die Hauptkomponente, deren Schwingungs-
parameter sich am stirksten &ndern. Dem Frequenzverlauf f4(t) ist jeweils der korrespondie-
rende Teil der STFT unterlagert, deren Frequenz-Auflésung durch eine Erhéhung der Ab-
tastzeit tg (nach entsprechender Tiefpassfilterung) bei beibehaltener FFT-Lange fppr (zur
Begrenzung des Speicher- und Rechenzeitbedarfs) weiter gesteigert wurde. Zur Sichtbarma-
chung des Frequenzverlaufs ist der grofite Absolutwert der Fourier-Transformierten in jedem
Zeitabschnitt auf ,, 1 normiert, die Information tiber den Amplitudenverlauf ist deshalb nicht

mehr enthalten. Im Fall b) mit geringer Dampfung ist dariiber hinaus in jedem Zeitabschnitt
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Bild 3.7: Diskrete Wavelet-Transformation DTWT (periodisch) der schwach gedampften
Impulsantwort aus Bild 3.6b mit dem DAUBECHIES-Wavelet ,,db10“. Dargestellt sind die
»leistungsnormierten® (siehe Kapitel 3.2) Detail-Koeffizienten cf,y ; der DTWT. Die Farbs-
kala ist, wie bei den Kurzzeit-Fourier-Transformationen, logarithmisch gewéhlt. Der besse-
ren Vergleichbarkeit wegen sind die Wavelet-Level in dquivalente Pseudofrequenzen f, (siehe
Kapitel 3.2) umgerechnet. Die logarithmische Frequenzteilung ist durch die Anwendung der

diskreten Wavelet-Transformation bedingt.

der jeweils kleinste Absolutwert auf ,,0“ normiert und eine lineare Farbskala eingesetzt (der
Amplitudenabfall in den ersten Zeitabschnitten ist hier so grof}, dass die geringe absolute
Amplitudenvariation in Frequenzrichtung in den letzten Zeitabschnitten andernfalls nicht

mehr aufgelost werden kénnte).

In beiden Fillen ist die fiir reibungsbehaftete Schwinger typische Zunahme des Dampfungs-
mafles D bei abnehmenden Amplituden (bevor Haften eintritt) zu beobachten. Zu Beginn
der betrachteten Zeitausschnitte gilt dies scheinbar nicht, die Erklarung diirfte in der noch
nicht vollstéandig vollzogenen Trennung von Schaufel und Impulshammer liegen, die zu einer
Verfélschung fithrt. Die Zunahme der Frequenz der Schwingung ist sehr wahrscheinlich durch
eine Zunahme der haftenden Anteile in der Kontaktzone zu erkléren, die zu einer Erhchung
der Steifigkeit des Kontaktes fithren. Die besonders im Fall a) zunéchst zu beobachtende Ab-
nahme der Frequenz und der Dédmpfung kénnte durch ein Absinken der Gleitreibungskréfte

unmittelbar nach Uberwinden der Haftreibung zuriickzufithren sein.
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Bild 3.8: Impulsantworten der ersten Schaufel des Schaufelpaars bei a) starker und b)
schwacher Dampfung. Neben dem Zeitsignal x(t) sind die Eigenfrequenz fq bei Dampfung
und das Dampfungsmafl D der Hauptkomponente dargestellt.

3.5 Beispiel Stahl/Beton-Verbundtriger

Zur Schwingungsddmpfung in Gebduden werden wu.a. Reibfugen in Stahl/Beton-
Verbundtrigern verwendet. Bild 3.9 zeigt die Skizze eines solchen Trigers mit einstellbaren
Normalkriften Fy, der in einem Forschungsprojekt [93] zur experimentellen Untersuchung

der Dampfungswirkung genutzt wurde. Das Zeitsignal eines Ausschwingversuchs (aus einer
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Anfangsauslenkung) des Tragers zeigt Bild 3.10. Fiir unterschiedliche Normalkrifte sind in
Bild 3.11 die Verldufe des mit dem parametrischen Ansatz ermittelten Dampfungsmafles D
und der Eigenfrequenz fq bei Dampfung dargestellt. Die Erhohung der Normalkraft hat
durch die verstirkte Kopplung des Verbunds eine hohere Biegesteifigkeit und damit hohere
Eigenfrequenz f4 zur Folge. Dies zeigt sich bei der Auswertung in einer erhéhten mittleren

Eigenfrequenz fq4, s. Bild 3.11a. Gleichzeitig nimmt durch die behinderte tangentiale Rela-

Variable
Stahlbetonplatte Normalkraft Kopfbolzen

N R A
] Y &1 &ty
ya il \\TFN
/ e

Quelle: A. UHL [93]

Bild 3.9: Foto und Skizze eines Stahl/Beton-Verbundtrégers mit festen Verdiibelungen und
zusdtzlichen Schraubverbindungen, durch die zusétzliche, einstellbare Normalkréfte Fy in

die Trennfuge eingeleitet werden kénnen.

Ausschwingversuch
0. 6 T T T T T T

Bild 3.10: Ausschwingversuch des Tréagers aus Bild 3.9. Gemessen wurde die Auslenkung x
in der Mitte des Trégers.
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Bild 3.11: a) Eigenfrequenz fq bei Ddmpfung und b) Lehrsches Dampfungsmafi D des

Tragers als Funktion der Zeit fiir unterschiedliche Normalkréfte Fxi > Fno > Fns.

tivbewegung in der Reibfuge die Reibarbeit pro Schwingung ab. Dies zeigt sich in einer ab-
nehmenden mittleren Dédmpfung D bei zunehmender Normalkraft, vgl. Bild 3.11b. Dariiber
hinaus ist die Variation der Eigenfrequenz iiber der Zeit bei geringer Normalkraft stérker
ausgeprigt als bei den grofleren Normalkréften. Eine Erkldarung dafiir konnte sein, dass bei
groflen Amplituden der Anteil gleitender Bereiche in der Reibfuge fiir grofe Normalkrifte
kleiner ist als fiir kleine Normalkrifte. Damit wére die Variation haftender Anteile iiber der
Zeit und folglich die Variation der Eigenfrequenz fiir kleine Normalkréfte grofler als fiir grofle

Normalkréfte.

Die mit der Zeit (bzw. mit der Amplitude) abnehmende Démpfung ldsst sich auf die mit
kleiner werdenden Amplituden zunehmend gréfleren Haftbereiche zuriickfiihren, die keinen

Beitrag zur Dampfung mehr leisten.

Dass der Zeitverlauf der Eigenfrequenz f4 prinzipiell auch mit der STFT analysiert werden
kann zeigt Bild 3.12. Allerdings ist dazu wieder eine entsprechende Anpassung der Zeit- und

Frequenzauflésung erforderlich.

3.6 Fazit

Impuls- und Ausschwingversuche lassen sich mit geringem Aufwand durchfithren. Werden die

dabei aufgenommenen Zeitsignale mit Zeit-Frequenz-Transformationen analysiert, kénnen
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Bild 3.12: Vergleich der mit dem parametrischen Ansatz bestimmten Eigenfrequenz fq bei
Dampfung mit dem Ergebnis einer Kurzzeit-Fourier-Transformation. Zur besseren Visuali-
sierung des Frequenzverlaufs wurden die Absolutwerte der Fourier-Koeffizienten in jedem

Zeitabschnitt auf den Bereich 0. ..1 normiert.

die damit sichtbar gemachten Frequenzénderungen einzelner Schwingungen den Riickschluss
auf zugrunde liegende Nichtlinearitdten unterstiitzen. Die untersuchten Beispiele zeigen, dass
die Kurzzeit-Fourier-Transformation durch das abschnittsweise Anhédngen von Nullen eine
feinere Differenzierung im Frequenzbereich erlaubt als die Wavelet-Transformation. Insbe-
sondere bei schnell abklingenden Schwingungen hilft eine abschnittsweise Normierung der

Koeffizienten, kleine Frequenzianderungen zu verfolgen.

Fiir eine direktere Quantifizierung auftretender Frequenzidnderungen sowie die Detektion
von Dampfungsvariationen eignet sich die abschnittsweise Auswertung der Zeitsignale mit

mehrgliedrigen Ansétzen geddmpfter linearer Schwingungen.

Der Vorteil der Zeit-Frequenz-Transformationen besteht in der Gewinnung eines guten Uber-
blicks iiber das gesamte Schwingungsgeschehen und in der Eindeutigkeit des Ergebnisses. Die
Bestimmung der Parameter von Ansétzen geddampfter Schwingungen fiihrt auf ein nichtli-
neares Minimierungsproblem mit dem Risiko startwertabhéngiger Ergebnisse. Durch Kom-
bination beider Verfahren ldsst sich ein guter Uberblick mit einer genauen Quantifizierung

verbinden und eine Verifizierung der Einzelergebnisse erreichen.
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4 Hilbert-Transformation

Die Anwendung der HILBERT-Transformation® zur Erkennung von Nichtlinearititen in
mechanischen Strukturen wurde zuerst in [78], [79] und spéter in [89], [94], [70], [12], [11], [24]
demonstriert. Dabei wird ausgenutzt, dass der Realteil der Ubertragungsfunktion G(s) eines
linearen SISO-Systems fiir s = jw (Frequenzgang) unter bestimmten (spéter beschriebenen)
Voraussetzungen aus dem Imaginérteil berechnet werden kann und umgekehrt. Liegt ein
nichtlineares System zugrunde (der Begriff ,,Ubertragungsfunktion® ist fiir lineare Systeme
reserviert, der Begriff Frequenzgang“ wird aber im Folgenden sowohl bei linearen als
auch bei nichtlinearen Systemen angewendet), ergeben sich Abweichungen im Real- und

Imaginarteil, deren Grofle auf die Starke des nichtlinearen Einflusses schlielen lésst.

Der Vollstandigkeit halber sei aber zunéchst die alternative Anwendung der HILBERT-Trans-
formation in der Analyse amplituden- und phasenmodulierter Signale erwihnt. Die HILBERT-
Transformierte eines reellen Zeitsignals z(t), definiert als [66, 9]

i) =npm)= [ 2

i (4.1)

t*=—o0

erginzt z(t) um den Imaginérteil Z(t) des komplexen sog. analytischen Signals
2(t) = z(t) +ja(t), (4.2)
das auch in der Form
2(t) = A(t)e 0 (43)

dargestellt werden kann. Dabei wird A(t) als Einhiillende (engl.: envelope signal) und ¢(t)
als momentane Phase (engl.: instantaneous phase) bezeichnet. Fiir eine Schwingung mit
zeitabhéngigen Parametern ist damit jederzeit eine Amplitude A(t) und eine Frequenz

fot) = 1 4ol

= 4.4
2r dt (4:4)

definiert.

3benannt nach dem deutschen Mathematiker DAVID HILBERT, 1862-1943
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Bei der Anwendung auf Ubertragungsfunktionen G(s) werden sowohl Zusammenhinge
zwischen Real- und Imaginérteil als auch zwischen Betrag und Phase als HILBERT-
Transformationen bezeichnet [56]. Im Folgenden wird ausschlieBlich der Zusammenhang zwi-

schen Real- und Imaginérteil betrachtet.

4.1 Definition und Herleitung

Die Ubertragungsfunktion G(s) (die Laplace-Transformierte der Impulsantwort g(t)) eines
linearen, asymptotisch stabilen Systems ist eine komplexe, gebrochen rationale Funktion,
deren Pole sémtlich in der linken Hélfte der komplexen s-Ebene liegen. Auf der imaginéren
Achse und in der rechten s-Halbebene ist G(s) daher differenzierbar, und damit eine analy-
tische Funktion, so dass dort die CAUCHYsche Integralformel* [13] angewandt werden darf.
Danach ist der Funktionswert an jedem beliebigen Punkt s = 0 + jw innerhalb eines analy-

tischen Bereichs mit den Funktionswerten an seinem Rand I' durch das Kurvenintegral

Gl = o= f A g (4.5)

27TJF s —s

verkniipft.

Fiir einen Punkt s = jw zeigt Bild 4.1 einen Integrationsweg, der fiir  — 0 die (ausschlielich
in der linken Halbebene liegenden) Pole von G vermeidet. Teilt man den Integrationsweg,

wie dargestellt, in vier Teile auf,
F - Fl -+ FQ -+ Fg + F4, (46)

so folgt fiir die Ubertragungsfunktion

g biSl
G(s) = 7 (4.7)
3 a;st
i=0
eines nicht sprungfiahigen Systems (m < n) fir R — oo
*Q<§_) ds* =0, (4.8)
s —jw
I
sowie fiir r — 0
G(s")
——ds" =jnG 4.9
/S*_jws jmG(jw) (4.9)

4benannt nach A. L. CavucHy, 1789-1857
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und
* * - Q > Q
/Q(ﬁ.)dsw/ﬁ(?)ds*:v.p' / CUDY a0y = —vp. / GO 40, (4.10)
2 s —jw 2 st —jw o2 i —jw 0 Q—w

Dabei bezeichnet ,.V.p.“ den CAUcHYschen Hauptwert des Integrals — zur Umgehung der
Diskontinuitét bei 2 = w wird bei der Integration ein symmetrischer Bereich der Breite b
um w ausgelassen. Der Grenzwert des Integrals fiir b — 0 wird als CAUCHYscher Hauptwert
des Integrals bezeichnet. Fasst man die Teilintegrale zusammen und setzt sie in (4.5) ein, so
ergibt sich die Beziehung

. 1 [ G
G(jw) = —W—jV.p. Q(J—u)JdQ’ (4.11)

Q=—00

die in der Signalverarbeitung auch als HILBERT-Transformation H{G(jw)} bezeichnet wird
(vgl. z.B. [79]). Da die Argumente von G im Folgenden stets auf der imaginéren (d.h.
Frequenz-) Achse liegen und keine Verwechslungsgefahr besteht, wird die imagindre Ein-
heit im Argument nicht mehr explizit aufgefiihrt, d. h. G(jw) wird G(w) abgekiirzt. So lasst

sich die HILBERT-Transformation als Faltung des komplexen Frequenzgangs G(w) mit der

3 e 0
C ~ . r,
r
X \(/ / s ¢
X
B ' r Fl
y Re (s) 4
R
x
A

X Systempol

Bild 4.1: a) Geschlossener Integrationsweg I' zur Auswertung der Ubertragungsfunktion
G(s) an der Stelle s = jw mit der CAUCHYschen Integralformel. Fiir r — 0 werden die
(sémtlich in der linken Halbebene liegenden) Systempole nicht umschlossen. b) Zerlegung

von I'.
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komplexen Funktion U(w) = —-L darstellen,

H(w) = H{Gw)} 2 G) « Uw) =V [ G(®) <_m> . (412)

Der Herleitung entsprechend stellt (4.12) fir die Ubertragungsfunktion eines linearen, sta-
bilen Systems eine Invarianz-Transformation dar, falls die Ordnung des Zihlerpolynoms
kleiner als die des Nennerpolynoms ist (dies gilt z.B. nicht fiir eine Beschleunigungs-
Ubertragungsfunktion, wenn Messung und Kraftanregung am selben Freiheitsgrad erfolgen).
Eine Abweichung zwischen G(w) und H(w) kann daher auf eine Nichtlinearitédt hindeuten.

In [79] wurde die HILBERT-Transformation erstmals als Linearitétstest vorgeschlagen.

Der Vollstiandigkeit halber soll hier eine alternative Herleitung der HILBERT-Transformation

im Zeitbereich skizziert werden (eine detailliertere Darstellung findet sich in [89, 12]).

Ist ein Signal g(t) kausal, d. h.

g(t) =0 fir t <0, (4.13)
so kann es durch
alt) = 5 (o(0) +g(-1) (1.14)
9u(t) = 5 (ot) —g(~) (1.15)
in seinen geraden (Index g) und ungeraden (Index u) Anteil zerlegt werden,
9(t) = gg(t) + gu(t). (4.16)
Zwischen beiden Anteilen gilt mit der Vorzeichen-Funktion sgn(t) die Beziehung
9s(t) = gu(t)sgn(t),  gu(t) = ga(t)sgn(t). (4.17)

Wenn ¢(t) die Impulsantwort eines stabilen linearen Systems ist, so gilt fiir Real- und Ima-

ginirteil der Ubertragungsfunktion G(w)

Re(G(w)) = Flge(t)}
Im (G(w)) = Flgu(®)}-
Da die Multiplikation im Zeitbereich einer Faltung im Frequenzbereich entspricht, folgt durch

(4.18)

Einsetzen von (4.17) in (4.18) und Beriicksichtigung von U(w) % F{sgn(t)} = —-L das

bereits aus (4.12) bekannte Faltungsintegral

o0

Glw) = Gl) +UW) = V. [ G©) (-ﬁ) do. (4.19)
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An einem realen System kann der Frequenzgang i.d.R. nur in einem begrenzten Frequenzbe-
reich w, < w < w, gemessen werden. Fiir die in (4.19) dann nicht beriicksichtigten Frequenz-
bereiche konnen sog. Korrekturterme hinzu addiert werden, die auf analytischen Losungen
der Integrale fiir angenommene Fortsetzungen des gemessenen Frequenzgangs beruhen. Kor-
rekturterme nach HAoul, FEI und SIMON werden u.a. in [12] wiedergegeben. Dabei sind
die Terme nach HAOUI und FEI nur fiir w, = 0 einsetzbar. Die Terme nach SIMON un-
terliegen dieser Einschrinkung zwar nicht, vernachlassigen aber den Dampfungseinfluss, so
dass schwache Dampfung vorausgesetzt werden muss, um den Approximationsfehler klein
zu halten (begiinstigend wirkt, dass die Korrekturterme nur abseits der Resonanz eingesetzt

werden).

Um diese Einschrinkungen zu umgehen, werden in dieser Arbeit Korrekturterme verwendet,
die auf einer Fortsetzung des Frequenzgangs mit beliebigen Frequenzgéngen nicht sprungfahi-
ger, stabiler linearer Systeme basieren. Dazu werden die Parameter des gebrochen rationalen
Polynoms

_b0+b1§+...bm§m

G(s) = (4.20)

ap+ a8+ ...a,s"

durch Anpassung des Modell-Frequenzgangs mit s = jw an den unteren bzw. oberen Rand des
gemessenen Frequenzgangs ermittelt. Nach einer Partialbruchzerlegung werden dann kompo-
nentenweise die entsprechenden Korrekturterme berechnet. Die analytischen Ausdriicke fiir
die Korrekturterme kénnen leicht mit Programmpaketen wie MAPLE berechnet und z. B. in

das Paket MATLAB exportiert werden.

4.2 Wahl der Systemerregung

Der Frequenzgang eines linearen Systems lésst sich durch verschiedene Anregungssignale

bestimmen, die (theoretisch) zu gleichen Ergebnissen fiithren. Typische Beispiele sind
e Rauschen
e Impuls
o Gestufter Sinus.

Bei nichtlinearen Systemen héngt der berechnete Frequenzgang vom Typ der Anregung ab

und die Eignung der Signale zur Detektion nichtlinearen Systemverhaltens ist unterschiedlich
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gut.

Die Rauschanregung hat den Nachteil, dass von Nichtlinearitdten verursachte Signalantei-
le im zeitlichen Mittel verschwinden und ist damit fiir die hier verfolgte Zielsetzung der

Detektion von Nichtlinearitdten nicht geeignet.

Die Bedeutung der Impulsanregung liegt in ihrer besonders einfachen praktischen Durchfiih-
rung. In Kapitel 3 wurde gezeigt, wie Impulsantworten zur Erkennung nichtlinearen System-
verhaltens verwendet werden konnen. Leider ist die HILBERT-Transformation als Lineari-
tatstest nicht auf mit Hilfe der Impulsanregung gewonnene Frequenzginge anwendbar. Eine
gemessene Impulsantwort ¢(t) reprisentiert ein kausales Signal (g(t) = 0 fur t < 0), sie-
he (4.13), und erfiillt damit die Bedingung, durch die die HILBERT-Transformation fiir den
zugehorigen Frequenzgang G(w) eine Invarianz-Transformation wird. Dies gilt ebenso fiir
lineare wie fiir nichtlineare Systeme, so dass die Linearitdt auf diese Weise nicht iiberpriift

werden kann (siehe hierzu auch Kapitel 4.5).

Bei Anregung mit gestuften Sinussignalen lédsst sich der Wert des komplexen Frequenzgangs
direkt aus dem Quotienten der komplexen stationdren Amplituden des Antwort- und Anre-
gungssignals bestimmen. Durch die Konzentration der Leistung auf eine Frequenz kénnen
zudem groflere Amplituden als bei Rausch- oder Impulserregung erzielt werden. Auf Basis
der so bestimmten Frequenzgénge lassen sich Nichtlinearitéiten erkennen. Dies ldsst sich zwar
nicht beweisen, aber es sind keine Gegenbeispiele bekannt. Sofern im Folgenden experimen-
telle oder per Zeitschrittintegration bestimmte Frequenzgénge untersucht werden, wurde die

Anregung mit gestuftem Sinus vorgenommen.

Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung der Auswirkung der Systemerregung sei auf [35, 12]

verwiesen.

4.3 Berechnung mit der FFT

In der Praxis wird der Frequenzgang G(w) aus (4.12) nur an diskreten Stiitzstellen wy inner-
halb eines begrenzten Frequenzbereichs wy, ...w, gemessen. Bei Verwendung eines regelmé-

Bigen Rasters (Rasterweite Aw) und N Stiitzstellen gilt etwa

Wy = ky Aw, wo =ko Aw, ko —ky=N —1. (4.21)
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Mit den Symmetrien

Re(G(—w)) = Re(G(w)) (4.22)

m (G(-w)) = —Im(G(w))

von Ubertragungsfunktionen mit reellen und konjugiert komplexen Polen und Nullstellen
ist der Frequenzgang auch im korrespondierenden negativen Frequenzbereich —w, ... —wy,
bekannt (siehe Bild 4.2). Die nach (4.12) mit G(w) zu faltende Funktion U(w) ist ebenfalls
in Bild 4.2 dargestellt.

Wie bereits erwiahnt, werden die nicht durch Messungen abgedeckten Frequenzbereiche von
G(w) bei der Faltung getrennt durch Korrekturterme beriicksichtigt. An dieser Stelle wird
daher fiir die Faltung der Frequenzgang G,,,(w) verwendet, der aulerhalb des durch Messun-

gen bekannten Bereichs zu Null gesetzt ist (siche Bild 4.2).

Weil der Frequenzgang nur an diskreten Stiitzstellen wy bekannt ist (im Folgenden gilt die

- Gl
_Quo(w
—~ * G
g Grn(w)
8
« ~~o. e
*—*—* * *—k—%k *—k—%k ‘ * **
_ko _ku 0 ku ]{7u—|—2 ko
w/Aw
¥ | - Uw)
,I * Qm(wk)
@ 3 WW
é Wk
*
| | | | | | | L | | | | | | |
-14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 1
w/Aw

Bild 4.2: Oben: Frequenzgang G(w), Frequenzgang G, (w) innerhalb der Grenzen wy, . . .w,
der Messung und diskreter, modifizierter Frequenzgang G, (wy).  Unten: Funktion U(w) (s.

Text) und diskrete, modifizierte Variante U, (wy).
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Abkiirzung G(k) % G(wy)), bietet sich die Approximation des Faltungsintegrals durch eine
Summe von Rechteckfldchen

— S Gu(OU(k — O)Aw ~ Vp. / G (DU (g, — Q)dQ (4.23)

{=—o00 O=—00

an. Dabei ist G, (k) der durch die Stiitzstellen der Messung definierte, modifizierte diskrete
Frequenzgang, dessen Werte an den Réndern halbiert sind (weil sie nur mit halber Gewich-
tung in das Integral eingehen sollen — Trapezregel, siehe Bild 4.2). U, (k) ist die modifizierte
diskrete Variante von U(w), deren Polstelle bei k = 0 unberiicksichtigt bleibt (U, (0) = 0),
wihrend die benachbarten Werte U, (—1) und U,,(+1) zur Kompensation um 50% vergro-
Bert sind. Die Beschrankung der (unendlichen) Faltungssumme auf die nicht verschwindenden
Summanden fiihrt auf zwei endliche Teilsummen

( _ij Go(OU (k= 0) + Z Gon(OU o (k — 6)) Aw, (4.24)

l=—ko l=ky

vgl. auch Bild 4.3. Der Aufwand fiir die Berechnung aller N Faltungssummen H  (k =
ky ... k) steigt quadratisch mit der Anzahl N der Stiitzstellen.

Da die periodische Faltung zweier (komplexer) Folgen g(k) und h(k) der Lénge n,

n—1

g(k) @ h(k) = 3 g(¢) h([k — ] modulo n), (4.25)
=0

mit Hilfe der diskreten Fourier-Transformation (DFT) ezakt durch eine Multiplikation der

diskreten Fourier-Transformierten ersetzt werden kann [56],
g(k) @ h(k) = iDFT ( DFT (g(k)) DFT (h(k)) ), (4.26)

lohnt es, die linearen Faltungssummen in (4.24) durch periodische Faltungen zu ersetzen.
Die Auswertung der Faltungssummen H,, (k) ist dabei nur im Bereich k = k, ...k, notig,

fir den auch Messungen G(k) vorliegen.

Zunichst wird die zweite Teilsumme von (4.24) (positiver Frequenzbereich) fiir k =k, ... k,
ausgewertet. Dazu ordnet man die /N nicht verschwindenden Werte des positiven Frequenz-

gangs (Randwerte halbiert), in einer Folge

) = {Gm(k+ku), k=0... (N—1) o

0, k=N .. (2N -2)
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an, die um (N — 1) zusétzliche Nullen erweitert wird, vgl. Bild 4.4a. Die Erweiterung ist not-
wendig, weil andernfalls die periodische Implementation der linearen Faltung zu ungewollten

Zusatztermen fithren wiirde. Die fiir die Faltung relevanten Werte der Funktion U, (k) wer-

=3
~—

Im (U, (+1)) K

Bild 4.3: a) Absolutwert der Ubertragungsfunktion G(w). Die diskreten Stiitzstellen G, (f)
sind durch Rechteckfléchen représentiert (Randwerte halbiert). b) Die zur Auswertung der
Faltungssumme H ., (k = k,) mit G,,(¢) zu multiplizierende Folge U (k, — ¢)

¢) Die zur Auswertung der Faltungssumme H  (k = k,) mit G, (¢) zu multiplizierende Folge
Unlko — 0). Weil U,,(0) zur Aussparung der Singulérstelle auf Null gesetzt ist, sind die
Nachbarwerte U, (—1) und U,,(+1) jeweils um 50% vergrofiert.
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den in der Folge

) — { U,.(k), k=0... (N—1) o)

Un(k=2N+1), k=N ... (2N —2)

(vgl. Bild 4.4a) angeordnet. Die periodische Faltung

hus(k) = g, (k) @ (k) =iDFT (DFT (g, , (k) DFT (u,. (k)  (4.29)

beider Folgen (jeweils Lange 2N — 1), die in Bild 4.5 ndher erlautert wird, fiihrt auf eine
komplexe Folge h,,, (k) (ebenfalls Linge 2N — 1), deren erste N Elemente die Ergebnisse

der zweiten Teilsumme aus (4.24) fir k =k, ... k, darstellen.

Die noch unberiicksichtigte erste Teilsumme aufgrund des negativen Frequenzbereichs des

Frequenzgangs ergibt sich analog durch

Golk—k), k=0...(N—-1)
I (k) = { (4.30)
0, k=N ...(2N —2)
) {Um(k+ku+ko), k=0...(N—1) )
Un(k—=2N+14ky+k,), k=N ... (2N -2)
a) b)
abs(g . (k)) abs(g, (k)
Im (.. (K)) Im (4, (¥))
M&MW

k=0 k=N-1 k=2N-2 k=0 k=N-1 k=2N —2

Bild 4.4: Die periodisch zu faltenden Folgen im a) positiven Frequenzbereich
(90 (K), wny (k)) und b) negativen Frequenzbereich (g, (k), wy_(k)), siehe Text.

Ym—
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hy (k) = g, (k) ® w,_(k) = iDFT (DFT (g, (k)) DFT (u,_(k))). (4.32)

Da der kleinste Frequenzindex im negativen Frequenzbereich, —k,, um k, + k, kleiner ist als
der im positiven Frequenzbereich, k,, sind hier die Indizes fiir G,, um k, + k, kleiner und

fir U,, , aufgrund der Faltung, um k, + k, grofler als oben.

Die gesuchte Faltungssumme H (k) ergibt sich schlieBlich durch Addition der Teilergebnisse,
H, (kg + k) = [hp_(k) + by (B)] Aw, k=0...(N—1). (4.33)

Durch die Verwendung der FFT ist der Rechenaufwand der beschriebenen Methode néhe-
rungsweise proportional zu N log(N), wiahrend der Aufwand bei direkter Berechnung der
Faltungssummen n#herungsweise proportional zu N2 ist. Bild 4.6a zeigt den daraus resul-
tierenden erheblichen Zeitvorteil der erstgenannten Methode. Dieser kann z. B. genutzt wer-
den, um bei einer vorab durchgefiihrten Interpolation des Frequenzgangs noch vertretbare

Rechenzeiten zu gewihrleisten.

Bild 4.5: a) Zur Veranschaulichung der periodischen Faltung hy, (k) = g (k) @ wn, (k)

wird g (k) im mathematisch positiven Sinn auf einen Zylinder gewickelt, u,,, (k) im ne-
gativen Sinn auf einen kleineren, konzentrischen Zylinder. Das erste Element h, (k = 0)
des Ergebnisses ergibt sich nun durch Summation iiber alle Produkte einander gegeniiber-
liegender Elemente beider Folgen. Alle weiteren Elemente erhélt man durch schrittweises
Drehen des inneren Zylinders im positiven Sinn. b) Die Situation bei der Berechnung von

bm+<k - 5)'
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In [89] wird eine dhnliche Beschleunigung des Rechenverfahrens durch Auswertung der
HiLBERT-Transformation im Zeitbereich beschrieben. Der Faltung im Frequenz- entspricht
eine einfache Multiplikation im Zeitbereich. Im Unterschied zu der hier dargestellten Me-
thode wird also zunéchst die inverse und dann die einfache diskrete Fourier-Transformation
angewendet. Die zwei Methoden unterscheiden sich dabei lediglich durch einen konstanten
Faktor und das Vorzeichen des komplexen Exponenten. Vor Anwendung der inversen diskre-
ten Fourier-Transformation muss der Frequenzgang dort fiir w, > 0 im Bereich w = 0...w,
mit Nullen aufgefiillt werden, dies ist bei der hier dargestellten Methode nicht erforderlich.

Weil die Argumentation in [89] sich zun#chst auf kontinuierliche Zeit- und Frequenzdar-

=
o

[EY
>

g
=
=
‘E 1min
k) E
Z 1s ‘ —0.
% —— Falt. gem.
5 -%* - Falt. interp.
~ -~ FFT gem.
] -6 - FFT interp
1ms - -60 ; ; ;
Anzahl N x 10° Re

Bild 4.6: a) Bendétigte Rechenzeit zur Durchfiihrung der HILBERT-Transformation in Ab-
hangigkeit der Anzahl N der Messwerte (Implementation in MATLAB auf einem Penti-
um III 600Mhz). Die gemessene (gem.) Rechenzeit zur Berechnung der Faltungssummen
(Falt.) ist ndherungsweise proportional zu N*? (interp.), wéihrend der Zeitaufwand bei Ver-
wendung der FFT néherungsweise proportional zu N log(N) ist. Zur Transformation von
N = 215 = 32768 Werten werden 1830s bzw. 1.4s benétigt. b) NYQUIST-Diagramm der
Ubertragungsfunktion G(w) eines linearen 2FHG-Schwingers mit linearer (G,,) und kubi-

scher Spline-Interpolation (Gy,,) des Real- und Imaginérteils zwischen den Stiitzpunkten

(+)-
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stellungen stiitzt, fiihrt die Anwendung der diskreten Fourier-Transformation auflerdem zu
Fehlern, die durch ein ,joptimiertes HILBERT-Fenster® korrigiert werden miissen. Fiir den

Sonderfall w, = 0 fithren beide Wege auf das gleiche Ergebnis.

Der Vorteil der hier verwendeten Ableitung besteht in

e der direkten Anwendbarkeit auf den allgemeinen Fall w, > 0 und

e dem Nachweis der exakten Ubereinstimmung mit (4.24),

durch den die bei der diskreten Berechnung des kontinuierlichen Integrals auftretenden Néhe-
rungen sehr anschaulich werden. Die den genannten Vorteilen entsprechenden Nachteile der
Darstellung in [89] sind méglicherweise die Ursache dafiir, dass der Algorithmus trotz der er-
heblichen Geschwindigkeitsvorteile gegeniiber der direkten Berechnung der Faltungsintegrale

in spéteren Arbeiten (z.B. [12, 24]) nicht zum Einsatz kam.

4.4 Berechnung durch Interpolation im Frequenzbereich

Alternativ zur einfachen Faltungssumme (4.24) [79, 12], die, wie gezeigt, mit der FF'T sehr ef-

fizient berechnet werden kann, bietet sich die Interpolation des Frequenzgangs G(w) zwischen
den Stiitzstellen an, die dann die abschnittsweise Auswertung des Faltungsintegrals (4.12)
erlaubt. Mit den Symmetrien (4.22) des Frequenzgangs kann die Integration zunéchst auf
die positive Frequenzachse beschréinkt werden. Durch anschlielende Aufteilung von (4.12) in

den Real- und Imaginérteil ergibt sich

Re (H(w)) = —%V.p. / Im(Q(Q))ﬁdQ
Im (H(w)) — %‘*’vp. / Re(G(Q))ﬁdQ. (4.34)

Die Bestimmung der Faltungssumme (4.24) mit halber Gewichtung der Randwerte entspricht

einer linearen Interpolation der Integranden in (4.12) bzw. (4.34).

Dabei handelt es sich um eine unnétig vereinfachte Interpolation. Jeder der Integranden
in (4.34) ist das Produkt einer vollstindig bekannten Funktion von 2 und des nur an den
Stiitzstellen Q, bekannten Real- bzw. Imaginérteils von G(€2). Mit einer polynomialen Inter-

polation des Real- und Imaginérteils von G(€2) zwischen den Stiitzstellen kann der Beitrag



4.4 Berechnung durch Interpolation im Frequenzbereich 47

a)

_10.

_20 L

Im

_30.

Bild 4.7: NyQuisT-Diagramme der Ubertragungsfunktion G(w) aus Bild 4.6b und die zuge-
hérige HILBERT-Transformierte H(w) bei geringer Frequenzauflésung.  a) Berechnung der
HILBERT-Transformierten iiber die Faltungssumme (4.24).  b) Berechnung der HILBERT-
Transformierten mit kubischer Spline-Interpolation des Real- und Imaginérteils der Ubertra-
gungsfunktion. Die ,, Knicke® der Ortskurven resultieren aus der fiir die Darstellung gewéhlten

linearen Interpolation zwischen den diskreten Stiitzstellen.

jedes Abschnitts zu den Integralen analytisch angegeben werden. Summation iiber alle Ab-

schnitte ergibt schlieBlich den Wert des Integrals (im Bereich 2 = w,, . ..w, der Messung).

Bild 4.6b zeigt die Ubertragungsfunktion G(w) eines linearen 2FHG-Schwingers und das
Resultat Gy, (w) einer kubischen Spline-Interpolation zwischen den Stiitzstellen (markiert
durch ,,+“-Symbole). Im direkten Vergleich ergeben sich bei linearer Interpolation deutlich
groBere Abweichungen. Zur Darstellung von Ortskurven, die nur an diskreten Stiitzstellen be-
kannt sind, wird jedoch im Folgenden stets die lineare Interpolation gewéhlt, da die ,,Ecken*
leicht als Stiitzstellen (,,+) interpretierbar sind. Die Stiitzstellen werden, der iibersichtliche-
ren Darstellung wegen, nicht mehr gesondert markiert. Bild 4.7 zeigt die Ubertragungsfunk-
tion aus Bild 4.6b und die zugehorige HILBERT-Transformierte. Die Berechnung iiber die
Faltungssumme (Bild 4.7a) fithrt auf deutlich gréflere Abweichungen als die Integration auf
der Basis der kubisch interpolierten Ubertragungsfunktion (Bild 4.7b).
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4.5 Diskrete Formulierung der Hilbert-Transformation

Die kontinuierliche HILBERT-Transformation (4.12) kann wegen ihrer diskretisierten Imple-
mentation prinzipiell nur ndherungsweise berechnet werden. Eine echt diskrete HILBERT-

Transformation im Frequenzbereich wird in [56] beschrieben.

Dazu wird der in (4.13) definierte Kausalitétsbegriff fiir ein kontiuierliches, unendlich ausge-

dehntes Signal (¢g(t) =0 fiir ¢ < 0) auf eine endliche Folge g(k =0... N — 1) tibertragen:
g(k)=0 fir N2<k<N-—1. (4.35)

Der Zusammenhang zur Definition (4.13) entsteht durch periodische Fortsetzung der endli-

chen Folge, es gilt dann g(k) =0 fir — N/2 <k <0.

Fiir geradzahliges N folgen aus (4.35) die Zusammenhénge [56]

Gi(k) = 3 GalmVa(k—m) (4.30)
Gulh) = 7 X JGm)Vk = m) + 9(0) + g(N/2)(~1)" (4.37)

zwischen dem Realteil Gi(k) und dem Imagindrteil Gi(k) der diskreten Fourier-

Transformierten von g(k). Dabei ist

vk —j2cot(E0), k ungerade (4.38)
Y N - . .
0, k gerade

Es besteht somit eine exakte Transformationsvorschrift zwischen dem Real- und Imaginér-
teil einer diskreten Fourier-Transformierten, die jedoch nur giiltig ist, wenn die zugehorige

endliche Folge in der zweiten Hilfte identisch Null ist, vgl. (4.35).

Am Beispiel des linearen Frequenzgangs aus Bild 4.6b sollen nun die Auswirkungen endli-
cher Frequenzobergrenze und endlicher Frequenzauflosung auf das Ergebnis der diskreten

HILBERT-Transformation dargestellt werden.

Der komplexe Frequenzgang G(w) sei an m Stiitzstellen wy, = kAw, k=0...m—1 bekannt,

m sei eine gerade natiirliche Zahl. Nach Erweiterung des Frequenzgangs
G(2m —2—k) =conj(G(k)), k=1...m—2 (4.39)

um die konjugiert komplexen Anteile fiir die Frequenzen oberhalb der Shannon-Grenze ergibt
sich eine diskrete Fourier-Transformierte der Ladnge N = 2m — 2, aus der durch inverse DFT

eine Signalfolge g(k) der Liange N (siche Bild 4.8a) entsteht.
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Bild 4.8: a) Komplexer, hoch aufgeloster diskreter Frequenzgang G(k) aus Bild 4.6b und

zugehorige inverse Fourier-Transformierte g(k);

auflésung;

G(k) aus b) mit Interpolation Gy,;

polation Gyy;

c¢) Einfluss einer kubisch progressiven Federkraft;

f) nichtlinearer Frequenzgang G und HILBERT-Transformierte H.

b) Einfluss einer reduzierten Frequenz-
d) linearer Frequenzgang

e) nichtlinearer Frequenzgang G(k) aus c¢) mit Inter-
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Bild 4.8b zeigt die Auswirkung einer stark verringerten Frequenzauflosung ﬁ. Die Anwen-
dung der inversen DF'T auf das so erhaltene Spektrum fiithrt im Wesentlichen zu einer Verkiir-
zung der Signalfolge g(k), da die tiefste im Spektrum enthaltene Frequenz (abgesehen vom
Gleichanteil) vergroBert wird. Da g(k) die Impulsfolge eines geddmpften Schwingers darstellt,
fithrt die Verkiirzung dazu, dass das Signal in seiner zweiten Hélfte deutlich weniger stark
abgeklungen ist. Damit wird die der diskreten HILBERT-Transformation zugrunde liegende
Voraussetzung (4.35) stirker verletzt als bei hoher Frequenzauflosung. Als Konsequenz er-
geben sich leichte Abweichungen zwischen Frequenzgang G und HILBERT-Transformierter

H.

In Bild 4.8c entspricht die Frequenzauflosung wieder der in Bild 4.8a. Das zugrunde liegende
System enthélt jetzt eine kubisch progressive Federsteifigkeit, deren Auswirkung deutlich in
der Abweichung der HILBERT-Transformierten sichtbar wird. Im Zeitbereich zeigt sich der

nichtlineare Effekt in nichtkausalen Anteilen von g(k) am Ende des Zeitausschnitts.

Der Versuch einer Interpolation des Frequenzgangs durch Anhéngen von Nullen im Zeitbe-
reich zur Vermeidung des Effektes aus Bild 4.8b ist in Bild 4.8d-f dargestellt. Wahrend der
interpolierte Frequenzgang G, im linearen Fall (Bild 4.8d) dem wahren Verlauf (Bild 4.8a)
sehr nahe kommt, ergeben sich im nichtlinearen Fall (Bild 4.8e) deutliche Verzerrungen ge-
geniiber (Bild 4.8c). Noch schwerwiegender ist jedoch die durch das Anhéngen von Nul-
len erzwungene Kausalitat der Folge im Zeitbereich. Die HILBERT-Transformation kann die
Nichtlinearitéit nicht mehr detektieren, wie der Vergleich (Bild 4.8f) von interpoliertem Fre-

quenzgang G und zugehoriger HILBERT-Transformierter H zeigt.

Die durch die begrenzte Frequenzauflosung gemessener Frequenzgéinge auftretenden Schwie-
rigkeiten bei der Anwendung der HILBERT-Transformation kénnen also durch eine diskrete
Formulierung nicht umgangen werden. Auch die im Zusammenhang mit der FFT oft ange-
wandte Erhchung der Frequenzauflosung durch Anhéngen von Nullen an das Zeitsignal fiihrt

bei der HILBERT-Transformation nicht zu dem gewiinschten Ergebnis.

4.6 Anwendung auf typische Nichtlinearititen

Die oberen Diagramme von Bild 4.9 zeigen Frequenzgénge numerisch simulierter 1FHG-
Schwinger mit kubisch progressiver/degressiver Federkraft bzw. kubisch progressiver Dadmp-

fungskraft bei harmonischer Anregung u(7) = ug cos(nt) fiir verschiedene Anregungsampli-
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tuden ug. Die Frequenzgénge sind als Funktion des Frequenzverhéltnisses n dargestellt. Die

Differentialgleichung des Schwingers mit kubisch progressiver/degressiver Federkraft lautet
2" (1) 4+ 2D2' (1) + 2(1 + B2*(7)) = u(r) (4.40)

(6 > 0: DUFFING-Schwinger), die des Schwingers mit kubisch progressiver Ddmpfungskraft

(RAYLEIGH-Schwinger)
2" (1) 4+ 2D(1 + a2 (1)]*)2' (1) + 2(7) = u(7r). (4.41)

Im NYQUIST-Diagramm sind Abweichungen zwischen den Ubertragungsfunktionen G und
ihren HILBERT-Transformierten H zu sehen, die fiir jede der betrachteten Nichtlinearitéiten
eine andere, charakteristische Form aufweisen. Der mit zunehmender Anregungsamplitude
uo zunehmende Einfluss der nichtlinearen Effekte spiegelt sich zudem in der Grofie der Ab-

weichungen wider.

Bild 4.10a zeigt entsprechende Ergebnisse fiir den einfachen Schwinger mit Makroschlupf-
Reibelement (= 1 Elasto-Gleit-Element, siehe Anhang A)

(1) + 2D2' (1) + kex(7) + Feam (7) = u(7) (4.42)

ng’cél, CRzl—]{?C, FR:CR.

Die Wahl 0 < k. < 1 und cg = 1 — k. stellt fiir kleine Verschiebungen und schwache
Démpfung eine Resonanzfrequenz nahe 1 = 1 sicher. Bei zunehmender Anregungsamplitude
zeigt sich die Nichtlinearitdt im Frequenzgang G(n) durch eine Abflachung der Resonanz-
kurve, die im Haftbereich dem Frequenzgang des linearen Schwingers folgt. Die HILBERT-
Transformierte zeigt im Resonanzbereich dhnliche Abweichungen wie im Fall progressiver
Déampfung, schmiegt sich aulerhalb des Resonanzbereichs aber wegen des eintretenden Haf-

tens dem Frequenzgang G an.

Ein realer Reibkontakt wird besser durch ein sog. Mikroschlupf-Reibelement abgebildet, das

hier durch n parallele Elasto-Gleit-Elemente mit Parametern cg;, Fr; implementiert wird,
ZCRi —= CR — 1—]{3(37 ZFRZ :FR:CR. (443)
i=1 i=1

Die Verteilung der Parameter cg;, Fr; ist in Anhang A beschrieben. Mit dem Mikroschlupf-
Reibelement tritt neben einer Abflachung der Resonanz auch eine Verschiebung hin zu klei-

neren Frequenzen auf, siehe Bild 4.10b. Diese Verschiebung resultiert aus einer Reduktion
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b) c)

Bild 4.9: Numerisch simulierte Frequenzgéinge G (oben) und die korrespondierenden
HiLBERT-Transformierten H (darunter) bei verschiedenen Anregungsamplituden ug:

a) Schwinger mit progressiver Federsteifigkeit nach (4.40) mit D = 0.01 und (§ = 1;

b) Schwinger mit degressiver Federsteifigkeit nach (4.40) mit D = 0.01 und § = —1;

c¢) Schwinger mit progressiver Dampfung nach (4.41) mit D = 0.01 und o = 1.
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der effektiven Federsteifigkeit bei zunehmender Amplitude aufgrund des Gleitens einer zu-
nehmenden Anzahl elastischer Reibstrange. Die Abweichung der HILBERT-Transformierten
weist in diesem Fall eine Mischung aus der Charakteristik der degressiven Federsteifigkeit

und der progressiven Dampfung auf.

Die Ergebnisse fiir einen Schwinger mit abschnittsweise linearer, punktsymmetrischer Feder-

kennlinie,

x, T 1
2'(1)+2D2' (1) + f(z(1)) = wu(r), f(x)= o] < (4.44)
kex+1—ke, |z|>1, k=2

zeigt Bild 4.10c. Bei kleinen Auslenkungen x betrigt die Federsteifigkeit ¢ = 1, fiir |z| > 1
betragt sie ¢ = 2. Wegen der mit der Amplitude zunehmenden Federsteifigkeit zeigt die
HiLBERT-Transformation bei diesem Schwinger &hnliche Abweichungen wie im Fall kubisch
progressiver Federkraft. Allerdings koexistieren bei dieser Nichtlinearitdt im betrachteten
Amplitudenbereich bereits mehrere Losungen der Differentialgleichung. Der Frequenzgang
G(n) ist dadurch nicht mehr unabhéngig von der Durchstimm-Richtung, d.h. von kleinen
zu groflen Frequenzen bzw. umgekehrt. Im unteren Diagramm von Bild 4.10c¢ sind fiir die
Anregungsamplitude uy = 0.5 die Frequenzgéinge G mit ihren HILBERT-Transformierten H
aus beiden Durchstimm-Richtungen dargestellt. Wegen der sehr unterschiedlichen Ergebnisse
ist die Anwendung der HILBERT-Transformation hier nicht mehr befriedigend, obwohl die

Abweichungen noch gemeinsame Charakteristika aufweisen.

4.7 Beispiel gekoppelte Schwingerketten

Nachdem die Wirkung verschiedener Nichtlinearitdten auf das FErgebnis der HILBERT-
Transformation am Beispiel einfacher Schwinger demonstriert wurde, wird im Folgenden
die Anwendung auf die nichtlinear gekoppelten Schwingerketten aus Bild 3.3 gezeigt. Die
Impulsanregung der ersten Masse ist durch eine gestufte Sinusanregung ersetzt, der resultie-
rende Frequenzgang ist in Bild 4.11a fiir verschiedene Anregungsamplituden dargestellt. Der
vergroferte Ausschnitt in Bild 4.11b zeigt die nichtlineare Verzerrung der zweiten Resonanz,
in der beide Schwingerketten gegenléufig schwingen. Ohne Frequenzgénge bei anderen An-
regungsamplituden heranziehen zu miissen, léasst sich mit der HILBERT-Transformation die
Nichtlinearitédt detektieren, Bild 4.11c¢ und Bild 4.11d. Die Abweichungen beschrianken sich

auf den Bereich der zweiten Resonanz, dies entspricht dem Ergebnis der Untersuchung aus
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— 0.02 — 0.02 N\

Bild 4.10: Numerisch simulierte Frequenzgédnge G (oben) und die korrespondierenden
HILBERT-Transformierten H (darunter) bei verschiedenen Anregungsamplituden ug:
a) Schwinger mit Makroschlupf-Reibelement nach (4.42) mit D = 0.01 und k. = 0.5;
b) Schwinger mit Mikroschlupf-Reibelement nach (4.43) mit D = 0.01 und k. = 0.5;

c¢) Schwinger mit abschnittsweise linearer Federkennlinie nach (4.44) mit D = 0.1.
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Bild 4.11: a),b) Amplitudengénge des Systems aus Bild 3.3 bei verschiedenen Anregungs-
amplituden Fj. ¢),d) Frequenzgénge G(f) und zugehérige HILBERT-Transformierte H(f)
bei ¢) F = 4N und d) Fp = 8N.

Kapitel 3, die eine Abnahme der Eigenfrequenz wiahrend des Ausschwingens ergeben hatte.
Die charakteristische Verzerrung der Resonanz im Uhrzeigersinn entspricht dem Ergebnis fiir

den in Kapitel 4.6 untersuchten einfachen Schwinger mit kubisch nichtlinearer Federkraft.

4.8 Beispiel Schaufelpaar

Fiir das bereits in Kapitel 3.4 untersuchte Schaufelpaar zeigt Bild 4.12 den Frequenzgang
G(w) der ersten Schaufel bei harmonischer Krafterregung mit der Amplitude Fy, = 5N fiir
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verschiedene, experimentell simulierte Zentrifugalkrifte Fy.

Die Abweichung der HILBERT-Transformierten H(w) weist in allen vier Féllen eine dhnliche
Charakteristik auf, jedoch vermindert sich die Gréfie der Abweichung mit zunehmender Kraft
Fy. Lisst man dynamische Anteile der Normalkraft im Kontakt aufler Acht, so nimmt diese
proportional zur Kraft F7 zu. Damit steigt auch die Dauer der Haftphasen und/oder die

Grofe der Haftzone zwischen dem Reibelement und den Turbinenschaufeln, so dass nach

x 10> x 10> £z = 20N
6 - - - - - 1 : ‘
|[—F =2
T || - - B, = 30N
Z 41|~ Fy=50N
= 1| F,=100N
22
0
< \‘
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1
— 0
|
Z,
E-1
g
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Re [mN_l]X 1G° Re [mN™!] 1G°

Bild 4.12: Frequenzginge G(w) und zugehérige HILBERT-Transformierte H(w) der ersten
Schaufel des Schaufelpaars aus Bild 3.5 bei unterschiedlichen simulierten Zentrifugalkréften
Fy und harmonischer Anregung der ersten Schaufel. Fiir die Berechnung der Korrekturterme
wurde jeweils am unteren und oberen Rand des durch Messungen abgedeckten Frequenzbe-
reichs ein lineares 1FHG-System angepasst. Zwischen den Stiitzstellen wurde der Frequenz-
gang fiir die Berechnung der HILBERT-Transformierten mit kubischen Spline-Funktionen

interpoliert.
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diesem sehr einfachen Modell fiir F; — oo der Grenzfall des ,verschweifiten“ Kontaktes

erreicht wird, in dem sich der Kontakt rein elastisch verhielte.

Im Vergleich mit den numerischen Beispielen in Kapitel 4.6 entspricht die Form der Ab-
weichung zwischen G und H am genauesten dem Fall des Schwingers mit Mikroschlupf-
Reibkontakt. Dieses Ergebnis steht in Ubereinstimmung mit der physikalisch motivierten

Modellbildung fiir dieses System in anderen Arbeiten, z. B. [61].

4.9 Beispiel Schleifkontakt

Bei der spanenden Bearbeitung von Werkstiicken mit Drehmaschinen oder Schleifmaschinen
konnen sog. Ratterschwingungen auftreten, die zu periodischen Stérungen auf der Werkstiick-
oberfliche fithren. Die resultierenden Probleme reichen von einer rein optischen bis hin zu

funktionalen Beeintrichtigungen des Werkstiicks.

Die automatische Detektion und ggf. Unterdriickung sowie die dazu erforderliche Modellie-
rung der Ratterschwingungen ist bis heute Gegenstand zahlreicher Forschungsarbeiten. Im
Rahmen einer solchen Arbeit [88] wurde u. a. eine Schwingungsanalyse an einer Aulenrund-
Schleifmaschine durchgefiihrt. Bild 4.13 zeigt das mit Beschleunigungsaufnehmern versehene,
eingespannte Werkstiick, das mit Krafterregern harmonisch angeregt wird. Der resultieren-
de Beschleunigungs-Amplitudengang in vertikaler Richtung ist in Bild 4.14 dargestellt. Der
Versuch wurde zunéichst mit frei schwingendem Werkstiick (Fiy = ON) und dann bei einer

Normalkraft Fiy = 120N zwischen Werkstiick und Schleifscheibe durchgefiihrt.

Die Anwendung der HILBERT-Transformation auf beide Messungen fiihrt auf die in Bild 4.15
gezeigten Ergebnisse. Die gemessenen Daten wurden zunéchst in Weg-Frequenzgéinge um-
gerechnet, da die Anwendung der HILBERT-Transformation auf Beschleunigungs-Frequenz-

gange zu Fehlern fithren kann (siche Kapitel 4.1).

Es ist deutlich zu erkennen, dass das frei schwingende Werkstiick ein annédhernd lineares
Verhalten zeigt. Bei Kontakt zwischen Werkstiick und Schleifscheibe hingegen fiithren nicht-
lineare Effekte zu einer deutlichen Abweichung zwischen gemessenem Frequenzgang und der
HiLBERT-Transformierten. Die hier beobachtete Charakteristik der Abweichung entspricht
keiner der in Kapitel 4.6 festgestellten. Am ehesten &hnelt das Verhalten aber der einer

degressiven Federkraft. Diese Beobachtung lasst sich auch qualitativ erkléren:
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x

Quelle: O. SCHUTTE, [8§]

Bild 4.13: Anordnung der Krafterreger
und Beschleunigungsaufnehmer bei einer
Schwingungsmessung an einem Schleifkon-

takt.
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Bild 4.15: Nyquist-Diagramme der in Weg-Frequenzginge G(w)
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Bild 4.14: Betrag des Frequenzgangs der
Beschleunigung in vertikaler Richtung bei

Kraftanregung in vertikaler Richtung.
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Beschleunigungs-Frequenzgénge aus Bild 4.14 und ihrer HILBERT-Transformierten H (w).

Bei kleinen Schwingungsamplituden tritt im Reibkontakt zwischen Werkstiick und Schleif-

scheibe keine Relativbewegung auf. Die hohe Kontaktsteifigkeit leistet damit einen grofien

Beitrag zur Gesamtsteifigkeit des Schwingungssystems. Bei grofieren Schwingungsamplitu-

den 16st sich der Kontakt zumindest zeitweilig und fiihrt so zu einer Reduktion der effektiven

Steifigkeit.
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Die Charakteristik dieses Haft-Gleit-Ubergangs unterscheidet sich jedoch deutlich von der-

jenigen der numerisch untersuchten Makro- und Mikroschlupf-Reibschwinger.

4.10 Fazit

Die HILBERT-Transformation erlaubt die Detektion nichtlinearer Effekte in gemessenen Fre-
quenzgangen. Dazu reicht ein einzelner Frequenzgang, Messungen bei unterschiedlichen Am-

plituden sind nicht notwendig.

AufBlerhalb des gemessenen Frequenzbereichs ist dieser zu extrapolieren und durch Korrek-
turterme zu beriicksichtigen. Im Unterschied zu Vorgingerarbeiten werden hier beliebige
lineare Frequenzgénge beriicksichtigt, d. h. Dampfung wird zugelassen und die Ordnung ist

frei wahlbar.

Zur Durchfiihrung der Transformation im gemessenen Frequenzbereich steht eine FFT-
basierte Methode zur Verfiigung, die besonders bei einer groflen Anzahl von Stiitzstellen kurze
Rechenzeiten ermoglicht. Daneben kann auf eine direkte Methode zuriickgegriffen werden,
die auf einer impliziten kubischen Interpolation des Frequenzgangs zwischen den Stiitzstellen

aufbaut.

Die aufgrund der endlichen Auflésung und Bandbreite gemessener Frequenzginge auftreten-
den Schwierigkeiten (Losung: Interpolation bzw. Korrekturterme) lassen sich auch mit einer

diskreten Formulierung der HILBERT-Transformation nicht umgehen.

Numerische Beispiele zeigen, dass verschiedene Typen von Nichtlinearitdten zu charakteris-
tischen Abweichungen zwischen Frequenzgang und HILBERT-Transformierter fithren und so

eine Unterscheidung zulassen.

Die experimentellen Beispiele bestétigen die Féahigkeit der Transformation, Nichtlinearitéaten
zu detektieren und ihre Stdrke widerzuspiegeln. Im Fall der Turbinenschaufeln ergibt sich
zudem eine gute Zuordnung zu numerisch simulierten Nichtlinearitéten, im Fall des Schleif-

kontakts gelingt dies nur teilweise.



60
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Nach den zwei oben ausfiihrlich dargestellten Nichtlinearititstests, die im Zusammenhang
mit traditionellen ingenieurwissenschaftlichen Versuchen Anwendung finden, wird im Fol-
genden ein Linearitétstest vorgestellt, der durch die moderne Disziplin der Nichtlinearen
Dynamik motiviert ist. Im Sinne einer erweiterten Fragestellung wird dabei gepriift, ob ein
gemessenes Zeitsignal y(t) von einem linearen oder nichtlinearen dynamischen System mit
einer endlichen Zahl von Zustandsgroflen generiert worden sein kann. Neben der Linearitéts-

aussage liefert der Test also ein Maf} fiir die Komplexitit des untersuchten Systems.

Ausgehend von einem zufillig gewéhlten Bezugszeitpunkt tg wird dazu ein zukiinftiger Si-
gnalwert y(tg +tp) vorhergesagt (siehe Bild 5.1). Durch Vergleich der tatséchlichen Entwick-
lung (Evolution) yg = y(tg + tp) und der Vorhersage (Priadiktion) yp kann die Qualitét des

Pradiktionsmodells bewertet werden.

Zur Bestimmung des Pradiktionsmodells wird der gesamte zur Verfiigung stehende Datensatz
verwendet, angewendet wird dieses auf den begrenzten Signalausschnitt, der dem Bezugszeit-
punkt unmittelbar vorausgeht. Da digital verarbeitete Signale immer auch zeitlich diskreti-
siert sind, lassen sich die Werte des Signalausschnitts in einem Vektor yp zusammenfassen

(siehe Bild 5.1).

y(t)

Zur Vorhersage verwendeter
Signalausschnitt

Bild 5.1: Vorhersage yp innerhalb eines Signals y(t) auf Basis des vorausgegangenen Signal-
ausschnitts, dessen Werte im Vektor yr zusammengefasst sind. Vorhersage yp und wahre

Evolution yg stimmen i.d.R. nicht exakt tiberein.
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Grundvoraussetzung fiir eine erfolgreiche Vorhersage (yp = yg) ist, dass der zur Vorhersa-
ge verwendete Signalausschnitt ausreichend Information enthélt (bei zeitdiskreten Signalen
héngt dies von der Anzahl und dem zeitlichen Abstand der Signalwerte ab). Nur dann kann
der Zustand des das Signal generierenden Systems rekonstruiert werden — die Voraussetzung

fiir eine erfolgreiche Vorhersage.

Um die Linearitat des betrachteten Systems zu bewerten, wird die Vorhersagequalitéit eines
linearen und eines nichtlinearen Vorhersagemodells verglichen. Die theoretischen Grundlagen

des Vorhersagemodells sollen im Folgenden zunéchst fiir den linearen Fall erlautert werden.

5.1 Definition der Vorhersagemodelle

Ein lineares, zeitinvariantes, zeitkontinuierliches SISO-System mit Eingang u(t), Ausgang

y(t) und Zustandsvektor x(t) (ny Zustédnde) kann in der Zustandsraumdarstellung

x(t) = Ax(t) + bu(t) (5.1)
y(t) = cTx(t) + du(t)

beschrieben werden. Die Betrachtung diskreter Zeitpunkte t, = ktg (ts: Sampling Time)

fithrt auf die diskrete Zustandsraumdarstellung

X(tk_H) = AdX(tk) + bdu(tk), Ay = ‘I’(ts) = eAts

(5.2)
y(tr) = c'x(t) + du(ty)

t
(siche z. B. [39]) mit by = fs Y(t)b dt, falls dem Eingang ein Hy-Glied (Halteglied

nullter Ordnung) vorgeschaltet ist, das den Eingang zwischen t; und ¢ konstant halt.

Im autonomen Fall (u(t) = 0) gilt
x(t +ts) = ¥(ts)x(t) (5.3)

fiir die Evolution des Zustandsvektors.

Mit Hilfe von n, um die Versatzzeit ty zeitversetzten Messungen

Ye(t)' = [y(t), y(t —tv), ..., y(t = (nx = Ditv)] (5:4)

kann der aktuelle Zustand x(¢) mit der Rekonstruktionsmatrix Qg entsprechend

x(0)" = yr()"Qr(tv),  Qu(tv) = [, T(=ty)"e, ..., ¥(=(ns — Div) | (5.5)
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aus dem Messsignal abgeleitet werden. In der Nichtlinearen Dynamik hat sich daher der

Begriff Pseudozustandsvektor fiir yg(t) eingebiirgert.
Umgekehrt ldsst sich der Vektor y, (t) = [y(t +tp),y(t + 2tp), ..., y(t + ptp)]" mit lp zu-
kiinftigen Systemantworten mit der Pradiktionsmatrix Qp durch
e () =x(0)"Qp(tr), Qplte) = [®(tp)"c, B(2tp)"c, ..., W((lp — )tp)"c|  (5.6)
aus dem aktuellen Zustand x(t) berechnen. Durch Kombination von (5.5) und (5.6) kann
mit
Yoo () = yr() Qre(tv.tp),  Qgeltv,tr) = Qg(tr)Qp(tv) (5.7)

die Zukunft von y(t) aus der Vergangenheit vorhergesagt werden.

Fasst man (5.7) fiir ng verschiedene Bezugszeitpunkte ¢ = tp,; zusammen, so erhédlt man

durch Gruppierung der Zeilenvektoren yg(tg;)" und y,, (tg;)" den Zusammenhang

Yeo (ta) " yr(ts1)"
tgo)t tgo)T
Yo = YeQup mit Y= ‘WP('B’Q) Yg = Yl .B’Z) (5.8)
| Yep (thB)T ] L yR(thB)T ]

zwischen der Einbettungsmatrix Yg und der Evolutionsmatrix Yg, welcher sich im Fal-
le der Einschrittpradiktion mit dem Evolutionsvektor yp (erste Spalte von Yg) und dem

Pradiktionsvektor qp (erste Spalte von Qp) zu

Ye = YRQRrAp = YrQgp (5.9)

reduziert. Stammen yp und Yg aus Messungen, so wird der lineare Zusammenhang (5.9)

aufgrund von Nichtlinearitéiten sowie verschiedensten Storungen bestenfalls ndherungsweise,

YE & ¥Yp = YRGQRp, (5.10)

erfiillt sein. Unter der Annahme weiflen Messrauschens sind sowohl y als auch Yy gestort
und es ergibt sich ein lineares Schétzproblem mit dem Parametervektor qgpp, dem Messvektor

yvg und der Informationsmatrix Yg, das z. B. mit einem LS-Schétzer gelost werden kann.

Bei einem nichtlinearen zeitkontinuierlichen System wird auch der Zusammenhang (5.7)

nichtlinear,

Yo (t) = fre (tv, tp, yR(t)) . (5.11)
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Selbst wenn die zeitkontinuierliche Beschreibung des nichtlinearen Systems in Form eines
gewoOhnlichen nichtlinearen Differentialgleichungssystems bekannt ist, ldsst sich frp i.d.R.

nicht geschlossen analytisch angeben.

Die im Bereich der Nichtlinearen Dynamik verbreitet eingesetzte modellfreie Methode der
Finbettung von Zeitreihen, die ohne ein physikalisch motiviertes Systemmodell auskommt,
greift fiir die Pradiktion (5.11) auf umfangreiche Messungen (yg, Yr) zuriick. Fiir einen
gegebenen Pseudozustandsvektor yg o o Vi (twer) wird die Pradiktion auf Basis eines lo-
kal im rekonstruierten Zustandsraum giiltigen Pradiktionsmodells durchgefiihrt. Dazu wird
die Einbettungsmatrix Ygr nach nxy dhnlichen Pseudozustandsvektoren ypg ny, ,néchsten

Nachbarn® im Sinne des euklidischen Abstands

dnn = HYR,NN - YR,refH (5-12)

durchsucht, die in einer neuen Matrix Y g ny zusammengefasst werden. Zusammen mit dem
zugehorigen Evolutionsvektor yp yy (der die wahre zeitliche Entwicklung der néchsten Nach-
barn enthilt) kann durch lineare Regression ein in der Néhe von yg . giiltiges Pridiktions-

modell

YENN & [Yr N, 1] ARP,ref (5.13)

bestimmt werden. Der mit Einsen besetzte Spaltenvektor ,,1“ erweitert das Priadiktionsmodell
um einen konstanten Anteil, wie er bei der Linearisierung einer nichtlinearen Funktion um
einen ,, Arbeitspunkt® erforderlich ist. Die Elemente von qgp s (Parameter des Modells)

lassen sich wie in (5.10) durch ein lineares Schétzverfahren berechnen.

Voraussetzung fiir die néherungsweise Giiltigkeit des lokalen Modells in der Nihe von yg .
ist wie beim linearen System die Beobachtbarkeit, d.h. von y(¢) kann eindeutig auf seine
Zusténde x(t) geschlossen werden. Weiterhin muss die Abbildung frp in (5.11) stetig nach

yg differenzierbar sein, damit sie lokal linearisierbar ist.

Mit den global (5.10) bzw. lokal (5.13) giiltigen Zusammenhé&ngen lassen sich nun ein lineares
(GLM: Globales Lineares Modell) und ein nichtlineares (LLM: Lokales Lineares Modell)
Pradiktionsmodell

GLM: ref = Y ro
YP,ret = YR, ref ARP (5.14)

LLM: YP ref = [yﬁ,mf, 1} ARP ref
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fiir die Evolution yg e definieren. Da die Systemordnung n, nicht a priori bekannt ist,
muss die Modellordnung (Dimension des Pseudozustandsvektors yg ,.¢) variiert werden. Diese
Zahl wird wegen der als Finbettung bezeichneten Prozedur der Zustandsrekonstruktion als
Finbettungsdimension dg bezeichnet. Bei der Durchfithrung der hier beschriebenen Methode

wird dg von dg min bis dg max variiert.

5.2 Schitzung der Modellparameter

Zur Schitzung der Modellparameter in (5.10) und (5.13) miisste eigentlich ein TLS-Schétzer
(engl.: Total Least Squares) zum Einsatz kommen, der im Unterschied zum einfachen LS-
Schétzer neben dem Messvektor auch die Informationsmatrix als gestort ansieht (siehe dazu
Anhang B.1). Weil die Elemente beider Komponenten hier aus dem gleichen (i.d.R. gestorten)

Messkanal y(t) stammen, ist diese Annahme berechtigt.

Bei Anwendung auf das LLM-Modell ergeben sich fiir die TLS-Schiatzung bei zu geringer
Einbettungsdimension dg jedoch Probleme: Konstruktionsbedingt liegen die rekonstruier-
ten Pseudozustandsvektoren der Informationsmatrix Y g nn dicht beieinander. Fiir den Fall
dg = 2 ist dies in Bild 5.2a veranschaulicht. Die beiden Komponenten yri, yro der néchsten
Nachbarn eines Referenzpunkts sind dort mit ihren jeweiligen Evolutionen yg als Punk-
te im dreidimensionalen Raum visualisiert. Thre Projektionen auf die ygr;/yre-Ebene sind
konstruktionsgeméafl dicht benachbart wahrend ihre Evolutionen yg wegen der zu geringen
Einbettungsdimension dg weit auseinander liegen und auch nur schwach linear mit ygr1/yr2

korreliert sind.
Die Punkte aus Bild 5.2a bilden damit eine Wolke, die in yg-Richtung gestreckt ist.

Die lineare TLS-Schétzung minimiert die Quadratsumme der senkrechten Absténde der
Punkte der erweiterten Informationsmatrix zu der durch die gesuchten Parameter qgp defi-
nierten (Hyper-)Ebene. Sie fithrt damit in diesem Fall auf eine Ebene, deren Normale nahezu

senkrecht zur Achse der Evolutionskoordinate yg steht.

Die einfache LS-Schétzung minimiert in diesem Anwendungsfall dagegen die Quadratsumme
der Absténde der Punkte der erweiterten Informationsmatrix zur gesuchten (Hyper-)Ebene

i Richtung der FEvolutionskoordinate.

Den Unterschied zwischen der TLS- und der LS-Schitzung bei Anwendung auf das LLM
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Bild 5.2: a) Punktwolke mit 100 Punkten; b) Draufsicht mit farbkodierter Regressionsebene
aus TLS-Schétzung; c¢) Draufsicht mit farbkodierter Regressionsebene aus LS-Schétzung.
(Skalierung beachten!)

bei zu geringer Modellordnung demonstrieren Bild 5.2b und Bild 5.2¢c am Beispiel von 100
Punkten [yri, yre, y&] mit yg = Yr1 + Yr2 + Yr3 + Yra + Yrs + Yre- Dabei sind yg;. ¢ normal-
verteilt und unkorreliert. Die Standardabweichung von ygs. ¢ ist zehnmal grofler gewahlt als
die von yr1. 2, um Punkte zu betrachten, die bzgl. der Koordinaten yr; und ygro benachbart
sind. Bild 5.2b und Bild 5.2¢ zeigen die Draufsicht auf die Punktwolke aus Bild 5.2a mit der
aus TLS- bzw. LS-Schitzung ermittelten Ebene yg = ayr1 + byre, deren Hohe yg farblich
kodiert ist. Deutlich ist die beschriebene gréfiere Neigung bei der TLS-Schéatzung abzulesen.

Die starke Neigung der geschétzten Ebene im TLS-Fall kann zu Pradiktionsfehlern fiihren,
die weitaus grofler sind als die der trivialen Vorhersage yp = 0. Die TLS-Schétzung fiihrt

damit auf kein geeignetes Priadiktionsmodell.

Alternativ konnte die TLS-Schétzung beibehalten und statt des Prédiktionsfehlers der to-
tale Schéatzfehler (also das Minimierungskriterium selbst) zur Bewertung der Modellqualitét

herangezogen werden. Bei unvollstédndiger linearer Korrelation (durch Messrauschen, Nichtli-
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Anregungssignal mit Nullfolgen

Bild 5.3: Zeitdiskretes Anregungssignal mit Zufallsfolgen uy; und Nullfolgen uy.

nearitéit oder zu geringer Einbettungsdimension) ergében sich aber wegen der konstruktions-
bedingten Nachbarschaft der Zeilenvektoren von Y ny fiir das LLM-Modell stets geringere
Modellfehler als fiir das GLM-Modell, dessen Informationsmatrix Yr nicht ausschliefilich
dicht benachbarte Zeilenvektoren enthélt. Effekte, die nicht auf Nichtlinearitdt zuriickzu-
fithren sind, fithrten somit auf ein scheinbar iiberlegenes nichtlineares (LLM-)Modell und

standen damit dem Einsatz des Modellvergleichs als Linearitétstest entgegen.

Fiir die Schatzung der Modellparameter kommt daher trotz der gestorten Informationsmatrix

nur der einfache LS-Schatzer in Betracht.

5.3 Wahl des Anregungssignals

Die Anwendung der Préadiktionsmodelle (5.14) ist nur bei autonomen Systemen, d.h. Sys-
temen ohne duflere Erregung und ohne zeitabhéngige Parameter zulédssig. Ein asymptotisch
stabiles System ohne Erregung bewegt sich aber auf einer eindimensionalen Trajektorie von
seinem Anfangszustand in seine Ruhelage und liefert dabei nur sehr unvollsténdige Informa-

tionen iiber sein Verhalten im gesamten Zustandsraum.

Um ausreichend Daten fiir das LLM-Modell zu generieren, ist daher eine breitbandige Anre-
gung erforderlich, die jedoch mit der Forderung nach Autonomie des Systems in Widerspruch

steht. Durch eine gemischte Anregung kann dieser Widerspruch gelost werden. Dazu wird
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das Anregungssignal u(t) zu dquidistanten Zeitpunkten t; = ktg abgetastet und als Vektor
[T T T T T T
u= [uN,l, ), Uyxo, Uy, .-, Uy, uo} (5.15)

mit na Abschnitten der Lénge ¢4 beschrieben, die jeweils aus einer Zufallsfolge uy ; der Lange
/x (N: Noise) und einer Nullfolge ug = [0, 0, ..., 0] der Lénge ¢y bestehen, siehe Bild 5.3
mit /xy = 10 und ¢y = 10. Damit ergibt sich eine breitbandige Anregung, die von Abschnitten

unterbrochen ist, in denen das System als autonom angesehen werden kann.

In Bild 5.4 sind die Abschnitte des Anregungssignals zeilenweise in einer [ny X £4]-Matrix
U abgelegt; die gleich grofle Matrix Y enthélt die entsprechenden Werte des Ausgangssi-
gnals. Fiir die Auswertung werden die Teilmatrizen Y g und Yr verwendet. Eine Auswahl
der /g Spalten von Yr kann fiir die Einbettungsmatrix Yr herangezogen werden und die
Evolutionsmatrix Yg kann aus den Spalten der Matrix Yo zusammengesetzt sein. Die Be-
zugszeitpunkte tp; der Zustandsrekonstruktion korrespondieren mit der letzten Spalte von
Yor. Die Teilmatrix Yy bleibt unberiicksichtigt, weil die korrespondierenden Signalwerte

y(t) von der Rauschanregung beeinflusst sind.

Das in Bild 5.5 gezeigte Ablaufschema fasst die bisher besprochene Prozedur zusammen. Die
endgiiltige Definition des Linearitétskriteriums erfolgt im Anschluss an die nun folgenden

Betrachtungen zur Wahl der Versatz- und Pradiktionszeit.

ug,i—l u0T
U[TLAXKA] = ug,i U.OT ) gA = EN + EO
UN it uoT
N L
Y[nA x€p) = [ Y ‘ Yor ‘ Yor }
In+1 | g | p |

Bild 5.4: Darstellung des Anregungs- und Messsignals in Matrixform (U bzw. Y ).
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| 1. Anregung des Systems mit u(t) |
v

| 2. Aufzeichnung der Systemantwort y(t) |

| 3. Wahl der minimalen Modellordnung dg min |

v
—>| 4. Schiitzung der Parameter des lin. Mod. (GLM) |

| 5. Auswahl der ng Bezugszeitpunkte tg |
v
| 6. Schiitzung der Parameter des nichtlin. Mod. (LLM) |\

v
| 7. Bestimmung der Vorhersagefehler beider Mod. (GLM/ LLM)|/

fiir alle tg;

ja

| 9. Ergebnisdarstellung |

nein

L 8. Erh¢hung der Modellordnung, dg = dgg + 1 |

Bild 5.5: Ablaufschema der Methode des nichtlinearen Vorhersagefehlers.

5.4 Wahl der Versatz- und Pradiktionszeit

Wichtige Parameter der oben beschriebenen Methode sind die zur Rekonstruktion verwen-
dete Versatzzeit ¢ty und die Pradiktionszeit tp. Sinnvolle Kriterien fiir deren Wahl sind die
Minimierung des Einflusses von Messrauschen sowie der Gefahr einer Unter- bzw. Uber-
schiatzung der Systemordnung n, entsprechend einer falschen Einbettungsdimension dg. Im

Folgenden werden beide Kriterien konkretisiert und anhand linearer Systeme untersucht.

5.4.1 Minimierung des Einflusses von Messrauschen auf die Vorhersage

Eine dem Ausgangssignal y(t) iiberlagerte Storung fithrt bei Anwendung der Zustandsrekon-
struktion (5.5) zu einem Pradiktionsfehler. Sind das Systemmodell sowie die Eigenschaften
der Storung bekannt, kann deren Auswirkung auf die Pradiktion durch geschickte Wahl der

Versatzzeit ¢y minimiert werden.

Modellgestiitztes Kriterium

Mit dem gestorten Vektor ¥, (t) = y,, (t) +ee, (t) der Systemevolution, dem gestorten Pseu-

dozustandsvektor ¥ (t) = yg(t) + er(t) und dem als ungestort angenommenen Modell Qgp
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folgt mit (5.7) der scheinbare Prédiktionsfehler (Differenz zwischen gestorter gemessener

Entwicklung und auf Basis gestorter Messung durchgefiihrter Pradiktion)

Yer )" — () Qrp = —er(t) " Qgp + €. ()" (5.16)

Davon ist bei gegebener Pradiktionszeit tp und gegebenen Dimensionen der Préadiktionsma-
trix und der Rekonstruktionsmatrix nur der auf fehlerhafte Rekonstruktion zuriickzufiithrende

Anteil

err(t)” X er(t)" Qpup (5.17)

iiber Qgp durch die Wahl der Versatzzeit ¢y zu beeinflussen und wird im Folgenden verein-

fachend als Pradiktionsfehler bezeichnet.

def

Mit der Matrix Qgrr = QrpQgp und der Kovarianzmatrix P, des Messfehlervektors e ()

ergibt sich

1 1

o2 = gPE{eRP(t)TeRp(t)}:&)E{eR(t)TQRReR(t)}:;Ptr(QRRPeR) (5.18)

als mittlere Varianz des Vorhersagefehlers (Erlauterung der letzten Umformung in Anhang

B.2).

Fiir identisch verteilte, unkorrelierte Messfehler folgt

—_ 1

mit der Varianz o7 ~des skalaren Messfehlers e, (t) = g(t) — y(1).

Unter dieser Annahme ergibt sich die im Sinne eines minimalen mittleren quadratischen
Vorhersagefehlers optimale Versatzzeit durch Minimierung der Spur von Qpgg(tv). Durch

Normierung lédsst sich

Fa(ty) = Ym0 O () [17 (Qun) (5.20)

Uey EP

als Verstiarkungsfaktor des Messfehlers definieren.

Modale Transformation

Weitere Einsicht kann durch die Beschrinkung auf schwach geddmpfte (D < 1) lineare

mechanische Schwingungssysteme gewonnen werden. Dann hat die Systemmatrix A aus
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(5.1) fiir ein System mit npyg mechanischen Freiheitsgraden konjugiert komplexe Eigen-

werte (A, conj()\;)), die sich in der Diagonalmatrix

A = Diag (A1, conj(A1), - Ay €M Ay ) (5.21)
zusammenfassen lassen. Mit der komplexen Matrix
V = [217 conj(vy), Vo, conj(Vy), ..., ¥y, CON]J (XnFHG)} (5.22)

der zugehorigen konjugiert komplexen Eigenvektoren léasst sich A auf komplexe Diagonalge-

stalt
A =V 'AV=A (5.23)
bringen, fiir die {ibrigen Systemmatrizen gilt

b,=V'b, ¢

q

I
o
1<
o

Q
I
o.

(5.24)

q A

Der zur Mode i gehorige Teil A ; der Systemmatrix und ¢, ; der Ausgangsmatrix haben die

Form

AR +JAL 0
A= ) 5 qu,i = | crs +jcri CRr; — JCL (5.25)
0 AR, — JAL;

und die komplexe Matrix Aqﬂ- lasst sich in die reelle Form

M A
AT, =| (5.26)

_ -1
AqR,i - IcR,z
—ALi AR,

([29], S.401) bringen. Die Transformationsmatrix T g ; ist durch (5.26) nicht eindeutig be-

stimmt, man kann z. B. zusétzlich eine bestimmte Form
CqTR,i = QqT,z‘ Ter,; = { 10 } (5.27)
der Ausgangsmatrix fordern, damit wird

1 (cri—jeri) —(cri+jcri)

5.28
2(6%{,1‘ + C%z) ( )

IcR,i = . .
(cri+ijecni) (—cui+jcri)

und es folgt die Transformationsmatrix fiir das Gesamtsystem als Blockdiagonalmatrix

ICR = Dla’g (ICR,17ICR,27 s 7ICR,nFHg) (529>
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der Teilmatrizen T g ;. Mit einer weiteren Transformationsmatrix

tK20i-1)+1,9) =1
def
Tk = {tK[i,j]] ; tK2(i-1)+2/itnpnc] = 1 (5.30)
bk [i,j] = 0 sonst

zur Verdnderung der Koordinatengruppierung ergibt sich die besonders iibersichtliche reelle

Formulierung
Agp = Tk 'TRATRTk = A
—A1 Agr
by = Ti ' Tit b, (531)
i = STrTk = | L) Oftxnenc
dqR = dq

der Zustandsraumdarstellung
Xr(t) = AgwXqr(t) +beru(t) (5.32)
y(t) = chqu(t) + dqru(t), (5.33)
bei der die Systemmatrix durch die Diagonalmatrizen

AR = Dlag ()\RJ? )‘R,27 N 7)‘R,nFHG> (534)
AI = Dlag ()\Ll, )\172, ey )\LHFHG) (535)

der Real- bzw. Imaginérteile der Eigenwerte des Systems gebildet wird.

Ist das System konservativ, Ag = 0, so beschreiben bei fehlender Anregung, u(t) = 0, jeweils
die beiden zu einer Mode ¢ gehérenden Systemzustédnde [:Eqm, a:q{iJrnFHG]} einen Kreis, dessen

Radius der Amplitude der von dieser Mode am Ausgang verursachten Schwingung entspricht.

Wegen der Normierung des Ausgangsvektors c,g enthalten daher die Zeilen der Préadiktions-
matrix Qp (5.6) in diesem Fall jeweils ein abgetastetes Sinus- und Kosinussignal pro Mode.
Fiir zunehmenden Vorhersagezeitraum (tpfp — o0) und zunehmende Rasterdichte (tp — 0)

strebt QpQp’ daher gegen den Grenzwert

i
lim lim QpQpT = —E, (5.36)

tplp—oo tp—0 2
so dass der Grenzwert fiir den Fehlerverstiarkungsfaktor k, bei fehlender Dampfung und

Pradiktion der ,, gesamten Zukunft®

(Qun) $ tr (QuQrQ"QF) | tr(QuQR) 557
lp lp 2 ’

knoo (tV) =
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lautet. Eine Minimierung dieses Faktors ist gleichbedeutend mit der Minimierung der mitt-

leren Varianz des Zustandsvektors aufgrund des Messfehlers.

Signalgestiitztes Kriterium

Im Anwendungsfall liegt die als bekannt angenommene Systembeschreibung (5.1) nicht vor.
Im Folgenden wird daher der Zusammenhang zwischen dem oben beschriebenen Faktor £,

und der aus der Messung bekannten Einbettungsmatrix Yy diskutiert.
Uber die Matrix X = [x(tg1),X(tg2), ..., X(tBny)] " der Systemzustiinde zu den Bezugs-
zeitpunkten ¢ ; kann der Zusammenhang

_ 1T _
Yr = XQp' = YiYr=Q' X'XQg' (5.38)

zur Rekonstruktionsmatrix Qg hergestellt werden. Im stationdren Zustand und fiir ng — oo

gilt per Definition
XX = ng B {x(ts)x(ts)"} . (5.39)

Entnimmt man jedem Abschnitt aus (5.15), in dem das System ohne Anregung ist (vgl.
Bild 5.4), eine ,,Messung® x(¢p ;) des Systemzustands, so sind diese tp ;11 —tp; = lats zeitlich
voneinander entfernt und es gilt mit der Matrix Ay und dem Vektor by der zeitdiskreten

Systembeschreibung die Mehrschrittpradiktion

N
X(tgir1) = Aaux(tsi)+ Y bavjuni(j) (5.40)
j=1
Agy & Al (5.41)
ba; 2 APAN b, (5.42)

mit dem j-ten Element ux;(j) des i-ten Anregungsabschnittes. Dabei vergehen /p Abtast-
schritte zwischen dem Abschalten der Erregung und der ,Messung” des Systemzustands
x(tp;), wahrend derer sich das System ohne Anregung entwickelt.
Definiert man P def {X(tByi)x(tB,i)T} =E {X(tB7i+1)x(tB7i+1)T} als die Kovarianzmatrix
der Systemzustéinde zu den Bezugszeitpunkten, so folgt
N
Pxx - AdMPxxAdMT + QO-12U Q = Z bdM,jbdM’E) (543)
j=1
eine als diskrete LYAPUNOV-Gleichung bezeichnete Matrix-Gleichung, zu deren Lésung nu-

merische Verfahren (z. B. die MATLAB-Funktion dl yap) auf Basis der Schur-Zerlegung der
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Matrix Aqy zum Einsatz kommen. Bei (5.43) handelt es sich nicht um die Standardgleichung
zur Berechnung der Kovarianzmatrix eines zeitdiskreten Systems, da die Rauschanregung
hier nur abschnittsweise stattfindet und nur ein Zustandsvektor je Abschnitt beriicksichtigt

wird.

Aus (5.43) ergibt sich ein lineares Gleichungssystem in den Koeffizienten von Pyy. Die ana-
lytische Darstellung der Losung fiir Py, die zur weiteren Umformung von (5.38) notwendig

wiére, ist aber zu uniibersichtlich, um sie hier wiederzugeben.

Bei Verwendung der reellen modalen Form (5.31) der Zustandsraumbeschreibung tibertragt
sich die Besetzung der Systemmatrix A g mit vier Diagonalmatrizen auf Aqy, so dass (5.43)

in nyq Matrix-Gleichungen der Dimension [2 x 2] zerfillt.
Sonderfall:

Fiir sehr schwache Déampfung (Ag < Aj) im System (5.31) wird Py, nahezu diagonal,
P,, ~ Diag (pgx, pfx), dabei sind oberer und unterer Teil der Diagonalen, zusammengefasst

im Vektor p,,, identisch. Nimmt man weiterhin die gleiche Varianz o2 fiir alle Zusténde an,

P ~0iE, (5.44)
so wird aus (5.38)
YiYr = Qi X"XQr' = Q' (n5Pw) Qi A np0? Qi Q! (5.45)
und wegen (Qr'"Qg') " = QrQE
tr (QuQL) ~ np o2 tr ((Y};YR) 1) . (5.46)

Eingesetzt in (5.37) folgt

k™ (ty) & ax\/?\/tr ((YEYR)_1>. (5.47)

Beispiel Schwingerkette

Fiir die Schwingerkette aus Bild 5.6 mit npgg = 3 Freiheitsgraden und sehr schwacher Damp-
fung (D = 0.0001 fiir einen Einzelschwinger aus Masse, Feder und Dampfer) zeigt Bild 5.7a
den auf Basis des Modells nach (5.37) berechneten Fehlerverstiarkungsfaktor k,*(ty) sowie
die Nédherung entsprechend (5.47) auf Basis der Einbettungsmatrix Yr. Die Abweichungen
zwischen den Kurven sind im Wesentlichen auf ungleiche Varianzen der entsprechend (5.31)

definierten (modalen) Zustandsvariablen zuriickzufiihren.
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d m d m d m
........... 4—
c c c
1’1(t) T2 (t) Tnpug (t)
Bild 5.6: Schwingerkette mit ngpyg Freiheitsgraden. Eingang u(t) def F(t) und Ausgang

y(t) o x1(t). Parameter: m = 1kg , ¢ = INm™!, Dampfung d variabel.

a) b) c)
10° e 10° r— 10° e
o] — exakter Wert ] — exakter Wert o] — exakter Wert
| — - Nidherung .1 — - N&herung | — - Nidherung

tvls] tvls] tvls]
Bild 5.7: Fehlerverstarkungsfaktoren k,* fiir die Schwingerkette aus Bild 5.6 mit npgg = 3
Freiheitsgraden und variabler Ddmpfung: a) d = 0.0002; b) d = 0.02; ¢) d = 0.0002 und né-
herungsweise gleiche Varianz aller modalen Zustandsvariablen (s. Text) durch Manipulation

des FEingangsvektors in der Simulation.

Bild 5.7b demonstriert die Zunahme der Abweichungen durch stérkere Dampfung (D =

0.01), die zu einer Vergroerung der Auflerdiagonalelemente von P, fiihrt.

In der Bild 5.7c¢ zugrunde liegenden Simulation wurde gleiche Varianz aller Systemzustédnde
durch entsprechende Manipulation der Eingangsmatrix bqg in (5.31) erzwungen. Gleichung
(5.47) ist folglich nahezu erfiillt und die Abweichungen zwischen beiden Kurven entsprechend
gering.

Ein Vergleich der drei Diagramme aus Bild 5.7 zeigt, dass die Position der lokalen Minima des

Fehlerverstarkungsfaktors robust gegeniiber Verdnderungen des Dampfungsfaktors und der
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Anregung im hier untersuchten Bereich ist. Die Lage des absoluten Minimums des iiber die
Néherung (5.47) berechneten Fehlerverstirkungsfaktors verschiebt sich beim Ubergang von
Bild 5.7a zu Bild 5.7b zu gréferen Versatzzeiten ty. Ursache ist das schnellere Abklingen der

hoherfrequenten Signalanteile, das sich erst bei nennenswerter Dampfung bemerkbar macht.

Mit (5.47) steht eine signalbasierte Fehlerfunktion zur Verfiigung, die den Einfluss von Mess-
rauschen auf die Vorhersage widerspiegelt. IThr Minimum entspricht ndherungsweise dem der

exakten, modellbasierten Fehlerfunktion (5.37), wie am Beispiel gezeigt werden konnte.

Im Folgenden wird gepriift, inwieweit das Risiko einer Ordnungsunterschitzung durch ge-

schickte Wahl der Versatz- und der Pradiktionszeit beeinflusst werden kann.

5.4.2 Beurteilung des Risikos einer Ordnungsunterschitzung

Bei reduzierter Modellordnung wird in (5.9) nur ein Teil Yg; der Einbettungsmatrix Yg

entsprechend

drp1

Ye = YrArp = [YRr1, YRo| (5.48)

drp2

fiir die Pradiktion beriicksichtigt, es gilt dann mit dem zu schétzenden Parametervektor qpp,

Yg = YRi1Qgrp1 + €p, (5.49)

dabei entspricht die Modellordnung dg der Spaltenzahl von Ygj.

Wird qgp; durch einfache LS-Schiitzung mit der Pseudoinversen Y, bestimmt,
App1 = Yiuye, Yii = (Y}TMYRl)il Yri, (5.50)
folgt fiir den Vektor ep der Pradiktionsfehler
ep = (E — YRlYﬁl) Vi (5.51)
Fiir die Fehlerquadratsumme gilt damit:
efer = yL(E-Y{ Yh)(E-YrmYi)ys (5.52)
sowie nach einigen Umformungen

efer = yi(E-YrY{)ye (5.53)
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Mit yp = Xqgp und

Yoo = XQuri ([Quwri: Qunke) = Qo = Q1) (5.54)

kann die Fehlerquadratsumme in Abhéngigkeit der Matrix X der Systemzusténde geschrie-

ben werden,

-1
epep = gp X' X <E — Qinvri (QavaTXQianl) QEWRlXTX) dp (5.55)

und durch Normierung folgt der dimensionslose Faktor

egep T T~T
ko - T ) yEyE = qu qu (556)
YEYE

Fiir den Sonderfall (5.44) mit XTX = ng o2 E folgt mit der Pseudoinversen Qi x,

kﬁo _ $ qg(E - QianlQi—’r—lle)qP (557)

T
qpdp
fiir ng — oo.

Die ersten dg Eigenwerte der Matrix Qg1 Qihory sind gleich Eins, alle anderen identisch
Null. Liegt nun qp vollsténdig in dem von den ersten di Eigenvektoren aufgespannten Raum,

so wird der Vorhersagefehler (5.57) gleich Null und die Systemordnung damit unterschétzt.

Bild 5.8 zeigt den normierten Pradiktionsfehler k, nach (5.57) fiir die Schwingerkette aus
Bild 5.6 mit drei Freiheitsgraden ohne Dampfung bei (zu geringer) Modelldimension dg = 5.
Dabei wurde die in (5.31) definierte reelle modale Zustandsraumbeschreibung zugrunde ge-
legt, so dass die Annahme XTX = ngo?E gleichbedeutend ist mit identischer Varianz der

Anteile aller Moden im Ausgangssignal.

Der normierte Pradiktionsfehler k, schwankt deutlich in Abhéingigkeit von ty und tp,
Bild 5.8a. Die Beschrinkung auf den Sonderfall tp = ty, Bild 5.8b, zeigt die Gefahr der
Ordnungsunterschitzung aufgrund sehr kleiner Préadiktionsfehler bei bestimmten Versatz-

zeiten. Eine quadratische Mittelung

Fo= | o Ra(0e) (5.59

iiber alle in Bild 5.8a dargestellten Pradiktionszeiten fiihrt zu einer deutlich verringerten
Abhéngigkeit des Pradiktionsfehlers von der Versatzzeit und damit zu einem reduzierten

Risiko einer Ordnungsunterschétzung.
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Bild 5.8: Normierter Vorhersagefehler k, fiir die Schwingerkette aus Bild 5.6 mit npgg = 3
Freiheitsgraden ohne Dampfung (d = 0), Eigenschwingungsdauern Ty = [3.5 5.0 14.1]s:
a) k, in Abhéangigkeit der Versatzzeit ty und der Prédiktionszeit tp;

b) k, fiir den Sonderfall tp = ty sowie als Mittelung ko iiber mehrere Pradiktionszeiten tp.

Die Abhingigkeit des Fehlerfaktors k, von der gewihlten Einbettungsdimension ist in
Bild 5.9a dargestellt. Der Fehler steigt mit sinkender Modellordnung dg an, bleibt aber stets
kleiner als Eins, dem Grenzwert fiir die triviale Prédiktion yp = 0 bei Modellordnung dg = 0.
Fiir dg, = 1 ist k, unabhéingig von der Versatzzeit ty, weil dann fiir die , Rekonstruktion“ des

Zustands x(t) nur der aktuelle Ausgangswert y(t) herangezogen wird (Qg # f(tv)).

In Bild 5.9b wurden die Varianzen der Systemzusténde im Verhéltnis 1.95 /1.0 /0.05, be-
ginnend mit der héchstfrequenten Mode, gewichtet. Die resultierenden Préadiktionsfehler bei
zu geringer Modellordnung sinken bei fast allen Versatzzeiten. Dies ist schliissig, wenn man
davon ausgeht, dass bei der Approximation durch das Modell zunéchst die am stéarksten
vertretenen Moden beriicksichtigt werden. Weiterhin ist im Unterschied zu Bild 5.9a ein
sprunghaftes Absinken des Fehlers bei geradzahligen Modellordnungen zu erkennen, die bei
mechanischen Systemen einer ganzzahligen Anzahl von Freiheitsgraden entsprechen. FEin
letzter Unterschied besteht in der stdrkeren Abhéngigkeit des Pradiktionsfehlers von der

Versatzzeit, einem unerwiinschten Effekt, denn die Erkennung einer zu geringen Modell-
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Bild 5.9: Normierter Vorhersagefehler k, fiir die Schwingerkette aus Bild 5.6 ohne Dampfung
(d = 0) mit npgg = 3 Freiheitsgraden bei unterschiedlichen Einbettungsdimensionen dg.

Gewichtung der modalen Varianzen: a) 1.0 /1.0 /1.0; b) 1.95/1.0 /0.05; ¢) 0.05 /1.0 / 1.95.

ordnung sollte moglichst nicht von derartigen Auswerteparametern abhédngen. Der grofite
Pradiktionsfehler tritt in der Nédhe von ¢ty = 1.75s, der halben Periodendauer der hochstfre-
quenten und hier am stérksten gewichteten Eigenschwingung auf. Bei dieser Versatzzeit sind
fiir ein harmonisches Signal die Komponenten des Pseudozustandsvektors gerade um 180°

phasenverschoben und damit vollsténdig (anti-)korreliert.

In Bild 5.9¢ wurde die Gewichtung der Moden umgekehrt. Das Fehlermaximum bei
tv =~ 1.75s verschwindet und wird durch eines bei ty ~ 2.5s (der halben Eigenschwingungs-
dauer der zweiten Mode) ersetzt. Als lokales Maximum ist dieses auch in Bild 5.9b schon zu

erkennen.

Bei den Auswertungen in Bild 5.10 wurde die tatsédchliche Kovarianzmatrix, die aus einer
Anregung der letzten Masse der geddmpften Schwingerkette resultiert, beriicksichtigt und
damit auf die idealisierenden Annahmen (Dadmpfungsfreiheit, diagonale Kovarianzmatrix)
verzichtet. In Bild 5.10a wurde die Dampfungskonstante d entsprechend eines LEHRschen
Dampfungsmafles D = 0.01 fiir den Einzelschwinger gewéhlt. Das Ergebnis dhnelt dem aus
Bild 5.9¢, weil eine Anregung mit weilem Rauschen naturgeméf zu einer stérkeren Anre-

gung der tieffrequenten Moden fiithrt. Der schnellere Abfall des Fehlers mit zunehmender
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Bild 5.10: Normierter Vorhersagefehler k, fiir die Schwingerkette aus Bild 5.6 mit
nrug = 3 Freiheitsgraden bei unterschiedlichen FEinbettungsdimensionen dg. Variation
der Dampfung eines Einzelschwingers: a) D = 0.01; b) D = 0.1. Diagonale der Kova-
rianzmatrix: a) diag (P,,) = [0.0013,0.0415,0.929,0.0012,0.040,0.923]; b) diag (P,,) =
[7.9-1071,2.7-107°,7.1-1072,9.4-10710,2.1-107°,7.1 - 1072], Anregungs- und Auswer-
tungsparameter: ts = 8.86 - 1072s,{x = 160, (g = 240, /p = 160; ¢) Einhiillendenverhéltnis
(beim Ausschwingvorgang) der hoherfrequenten Moden zur niederfrequentesten.

D = 0.01: gestrichelte Linien, D = 0.1: durchgezogene Linien.

Einbettungsdimension ist auf die, im Vergleich zu Bild 5.9¢, stirkere Ungleichgewichtung
der Moden im Ausgangssignal zuriickzufithren. Bei Erhohung der Dampfung auf D = 0.1
resultiert ein sehr viel schnellerer Abfall des Pridiktionsfehlers mit der Einbettungsdimen-
sion, weil die hoherfrequenten Schwingungsanteile bezogen auf den niederfrequentesten bei
héherer Déampfung schneller abfallen. Bild 5.10c zeigt die Einhiillenden der Ausschwingkur-
ven der hoherfrequenten Moden bezogen auf die Einhiillende der niederfrequentesten Mode
fir D = 0.01 (gestrichelte Kurven) und D = 0.1 (durchgezogene Kurven). Die eingezeichne-
ten Zeitpunkte tpyi, und tpyna markieren den Bereich der verwendeten Pradiktionszeiten in

Relation zum Bezugszeitpunkt ¢g.
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5.5 Definition des Kriteriums

Analog zur Definition des Vorhersagefehlers aufgrund einer Ordnungsunterschitzung k,

(5.56) wird der Vorhersagefehler fiir das Linearititskriterium als

T
ko = || 2P (5.59)
YpYp
definiert. Dabei ist yp der Evolutionsvektor und
ep =yp — ¥p (5.60)

der Vektor der Vorhersagefehler zwischen yp und den Vorhersagen yp. Um den Rechenauf-
wand (besonders fiir das nichtlineare Modell) zu begrenzen, werden die Vorhersagefehler nur
fiir nyer zufdllig ausgewéhlte Referenzpunkte bestimmt, ep und yp haben entsprechend 7,

Elemente.

Als Folgerung aus der Betrachtung des Risikos einer Ordnungsunterschéitzung wird das end-

giiltige Kriterium als quadratisches Mittel

_ 12
ke = (| — Z k2(tp,) (5.61)
ni3
iber verschiedene Prédiktionszeiten ¢p; definiert.

Durch einen Vergleich von k. fiir das lineare und das nichtlineare Modell erhélt man ein Ma8

fiir die Starke der Nichtlinearitéit des untersuchten Systems.

Fiir ein lineares System ist die Anzahl der Systemzustéinde n, auflerdem gleich der minima-
len Einbettungsdimension dg, ab der die Vorhersagefehler (und damit k.) zu Null werden.
Bei nichtlinearen Systemen kann diese Einbettungsdimension grofler sein. Nach dem Einbet-

tungstheorem von TAKENS [84] ist jedoch
di = 2ny + 1, (5.62)

in jedem Fall ausreichend, d. h. es existiert eine obere Grenze fiir das minimal erforderliche

dg. Umgekehrt kann damit bei bekanntem dg eine untere Grenze fiir n, angegeben werden:

dp, — 1
ne > E2 . (5.63)

Ist das System vollstdndig beobachtbar und wurden zudem alle Zustédnde statistisch unab-

héngig angeregt, so gilt zudem

dg > nx, (5.64)
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wie bei den Beispielen linearer Systeme bereits gesehen. Umgekehrt gilt also

Zusammenfassend kann damit auf Basis der fiir eine fehlerfreie Vorhersage minimal erforder-

lichen Einbettungsdimension dg die Aussage

dp, — 1
E2 < n. <dg (5.66)

iiber die Anzahl n, der Systemzustédnde getroffen werden.

5.6 Beispiel Schwingerkette
5.6.1 Schwingerkette mit drei Freiheitsgraden

Zur Demonstration des Linearitédtskriteriums wird die Schwingerkette aus Bild 5.6 mit
npag = 3 verwendet. Durch Austausch der linearen Federn gegen kubisch nichtlineare mit

der Federkraft
F.(z) = c¢(1+ B2*)x (5.67)

wird nichtlineares Systemverhalten erzeugt. In den folgenden Simulationsergebnissen ist
¢ = INm™! und 3 = 1m~2 gewihlt, der Einfluss der Nichtlinearitéit wird durch die Stan-
dardabweichung o, der Anregung variiert. Bei der Simulation und der folgenden Auswertung
sind die Abtastzeit tg, die Schrittweite tzg; der Zeitschrittintegration und die Versatzzeit ty
zu unterscheiden. Die Abtastzeit ist die Zeitkonstante des Haltegliedes am Systemeingang
sowie die Schrittweite, mit der die Ausgangsdaten fiir die Auswertung gespeichert werden.
Die Versatzzeit ist der fiir die Einbettung verwendete Zeitversatz (ty = ktg) und tzgy ist bei

dem verwendeten Integrationsalgorithmus variabel, es gilt aber stets tzg1 < ts.

Bild 5.11 zeigt den normierten Vorhersagefehler k. fiir das lineare (GLM) und das nichtlineare
(LLM) Modell (5.14) als Funktion der Einbettungsdimension dg und der Versatzzeit ty bei
0., = 0.5N.

Bei beiden Modellen féllt der Vorhersagefehler mit zunehmender Einbettungsdimension dg
deutlich ab, verbleibt aber beim linearen (GLM) Modell auf deutlich héherem Niveau als

beim nichtlinearen (LLM). Im Falle eines linearen Systems miisste der Fehler bei dg = 6 auf
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LLM GLM

Bild 5.11: Gemittelte Vorhersagefehler k. des nichtlinearen (LLM) und linearen (GLM)
Modells in Abhéngigkeit von der Einbettungsdimension dg und der Versatzzeit ty fiir die

Schwingerkette aus Bild 5.6 mit nichtlinearen Federn. Parameter: m = lkg, c¢= 1Nm™!,

d=0.02Nsm™, B=1m"2, 0, = 0.5N , t5 = 0.0865 , Mot = 100, nxn = 20.

Null abfallen, da dies gerade der Dimension des Zustandsvektors der Schwingerkette mit drei

Massen entspricht.

Die Diskussion in Kapitel 5.4.1 zeigte die Abhéngigkeit des Einflusses von Messrauschen auf
die Zustandsrekonstruktion von der gewihlten Versatzzeit ty auf. Aus Bild 5.7 folgt fiir die
Schwingerkette ty = 1.42s als Versatzzeit mit geringem Einfluss von Messrauschen. Fiir die
Ergebnisse in Bild 5.12 mit variierter Anregungsintensitit o, ist daher ty = 1.42s zugrunde

gelegt.

Bild 5.12 zeigt deutlich, dass sich der aufgrund der variierten Anregung verénderliche Ein-
fluss der nichtlinearen Federn stérker auf das lineare (GLM) als das nichtlineare (LLM)
Modell auswirkt. Der Unterschied in den Vorhersagefehlern beider Modelle kann daher zur

Bewertung der Abweichung vom linearen Systemverhalten herangezogen werden.

Die Frage der minimal erforderlichen Einbettungsdimension dg fiir eine fehlerfreie Vorhersage
ist weniger eindeutig zu beurteilen. Fiir o, = 0.01N und o, = 0.2N zeigt Bild 5.12 fiir das
nichtlineare Modell noch ein ausgeprégtes niedriges Niveau ab dg = 6. Bei Erhoéhung der
Anregungsintensitéat auf o, = 0.5N verbleibt ein grofler Fehler und ein geeignetes dg lésst sich

nicht mehr angeben. Der Unterschied zwischen linearem und nichtlinearem Modell wachst
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o, = 0.0IN, o, = 0.0094m o, = 0.2N, 0, = 0.18m o, = 0.5N, 0, =~ 0.34m
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Bild 5.12: Nichtlineare Schwingerkette mit drei Freiheitsgraden: gemittelte Vorhersagefehler
ke des nichtlinearen (LLM) und linearen (GLM) Modells in Abhéngigkeit von der Einbet-
tungsdimension dg bei ts = 0.086s, ty = 16tg fiir unterschiedliche Standardabweichungen

o, der Anregung.

gleichwohl weiter, so dass die gewiinschte Anzeige des nichtlinearen Verhaltens nach wie vor

gegeben ist.

Der verbleibende Fehler des nichtlinearen Modells ist durch die nur ndherungsweise Be-
schreibung des nichtlinearen Systems mit Hilfe lokal giiltiger linearer Modelle zu erkléren.
Es ist zu erwarten, dass der Fehler mit zunehmender Datenmenge (beschrieben durch ny)
abnimmt, da der rekonstruierte Zustandsraum dann dichter besetzt ist. Bei fest gewahlter
Anzahl néachster Nachbarn zur Erzeugung eines lokalen linearen Modells sinkt dann die Grofie
der Punktwolke, die von den Nachbarn gebildet wird. Das lokale Verhalten des nichtlinearen

Systems kann somit besser abgebildet werden.

In Bild 5.13 wurde die Abtastzeit auf tg = 0.7088s vergrofert, dadurch kann die Anzahl na
auszuwertender Signalabschnitte bei gleichbleibender Datenmenge erh6ht werden. Durch die
mit tg vergroBerte Haltezeit am Systemeingang nimmt die Breite des Anregungsspektrums
ab und die Standardabweichung o, der Systemantwort aufgrund des Tiefpassverhaltens der
Schwingerkette bei gleichem o, zu (vgl. Bild 5.12 und Bild 5.13). Folglich steigt der Einfluss
der Nichtlinearitdt bei gleichem o,. Bild 5.13 zeigt die erwartete Verringerung des Vorher-

sagefehlers fiir das nichtlineare Modell bei Erhohung der Anzahl n, ausgewerteter Signal-
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o, = 0.1N, o, = 0.24m o, = 0.2N, 0, = 0.36m o, = 0.5N, o, ~ 0.56m
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Bild 5.13: Nichtlineare Schwingerkette mit drei Freiheitsgraden. Oben: gemittelte Vorher-
sagefehler k, des nichtlinearen (LLM) und linearen (GLM) Modells in Abhéngigkeit von der
Einbettungsdimension dg bei ts = 0.7088s, ty = 2tg fiir unterschiedliche Standardabwei-
chungen o, der Anregung. LLM1: ny = 10*, LLM2: ny = 10°. Unten: mittlerer Abstand der
Referenzpunkte und ihrer nédchsten Nachbarn fiir LLM1 und LLM?2.

abschnitte (vgl. LLM1 mit ny = 10* und LLM2 mit ny = 10°). Die erwartete Verringerung
des mittleren Abstands
1 Mref NN

SO danin (5.68)

Nref NN ;27 —1

aNN =

(vgl. (5.12)) der néchsten Nachbarn zum Referenzpunkt ist ebenfalls in Bild 5.13 dargestellt.
Eine deutliche Verbesserung bzgl. der Angabe einer minimal notwendigen Einbettungsdi-

mension dg lédsst sich jedoch bei starker Anregung nicht erzielen.

Die Auswertung eines reinen (hier gauBverteilten) Zufallssignals in Bild 5.14a belegt, dass
der Vorteil des nichtlinearen Vorhersagemodells tatséchlich nur bei nichtlinearen determi-
nistischen Systemen zum Tragen kommt. Eine Deutung von Rauschen als Abweichung von
linearem Systemverhalten, wie sie bei anderen Linearitétstests auftreten kann, ist damit hier

auszuschlief3en.

Umgekehrt kann aber Rauschen den Vorteil des nichtlinearen Modells gegeniiber dem li-
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Bild 5.14: Gemittelte Vorhersagefehler k. des nichtlinearen (LLM) und linearen (GLM)
Modells in Abhéngigkeit von der Einbettungsdimension dg, fiir a) ein gauBverteiltes Zufalls-
signal und b) die mit 5% additivem gauBverteiltem Rauschen gestérten Daten aus Bild 5.13
(0. = 0.1N, ny = 10000). Fiir das nichtlineare Modell wurde jeweils die Anzahl nxn der
néchsten Nachbarn variiert (20/40/60).

nearen Modell vermindern, wie eine Wiederholung einer Auswertung aus Bild 5.13 mit 5%
additivem gauBverteiltem Rauschen zeigt. Diesem Effekt kann durch die Wahl einer ausrei-
chend groflen Anzahl nyy néchster Nachbarn bei der Auswertung entgegengewirkt werden
(vgl. Bild 5.14b). Weil auch der vorherzusagende Wert selbst gestort ist, verbleibt jedoch ein
nennenswerter Fehler, der auch durch weitere Erhohung der Anzahl néchster Nachbarn im

nichtlinearen Vorhersagemodell nicht zu reduzieren ist.

5.6.2 Schwingerkette mit fiinf Freiheitsgraden

Der Einfluss einer erh6hten Anzahl an Zustandsgréffen auf die Auswertung soll nun am Bei-
spiel der Schwingerkette aus Bild 5.6 mit jetzt fiinf Freiheitsgraden gezeigt werden. Dazu
muss zundchst wieder eine geeignete Versatzzeit ty entsprechend einem Minimum von k,*
gewihlt werden. Aus der in Bild 5.15 wiedergegebenen Rechnung folgt die Wahl ¢ty = 1.4349s.
Analog zum Beispiel mit drei Freiheitsgraden ist in Bild 5.16 der Faktor k. als Funktion der
Einbettungsdimension dg bei verschiedenen Anregungsstiarken o, dargestellt. Fiir schwache

Anregung ergibt sich nahezu lineares Systemverhalten, bei dg = 10 (der Systemordnung des
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Bild 5.16: Nichtlineare Schwingerkette mit fiinf Freiheitsgraden: gemittelte Vorhersagefehler
ko des nichtlinearen (LLM) und linearen (GLM) Modells in Abhéngigkeit von der Einbet-

tungsdimension dg bei ty = 1.4349s, ts = ty /4 fiir unterschiedliche Standardabweichungen

o, der Anregung. ny = 10°, nyy = 40.

5FHG-Systems) ist der Vorhersagefehler auf Null abgefallen. Bei Erhohung der Anregungs-

intensitdt nimmt der Vorteil des nichtlinearen Modells gegeniiber dem linearen stetig zu und

gestattet damit einen Riickschluss auf die Nichtlinearitdt des Systems.
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5.7 Beispiel gekoppelte Schwingerketten

Die vorgestellte Methode wird nun auf das durchgéngige Beispiel der nichtlinear gekop-
pelten Schwingerketten aus Bild 3.3 angewandt. Die gewéhlte Anregungsintensitit an der
ersten Masse (Koordinate 1) betriagt o, = 50N, das verwendete Messsignal ist wieder die
Antwort x4 der vierten Koordinate. Neben der Ausgangskonfiguration mit nur einer nichtli-
nearen Steifigkeit (Konfiguration NL1) zwischen z; und x5 werden Konfigurationen mit zwei
zuséatzlichen kubischen Steifigkeiten zwischen 1 bzw. 23 und dem Inertialsystem (Konfigu-
ration NL3) und insgesamt fiinf kubischen Steifigkeiten (Konfiguration NL5), d.h. parallel

zu allen linearen Federn, untersucht.

Die Ergebnisse sind in Bild 5.17 dargestellt. Auffillig ist die sehr schlechte Detektion der
Nichtlinearitét in der Ausgangskonfiguration (NL1), die sich bei Hinzunahme weiterer ku-
bischer Steifigkeiten (NL3/NL5) verbessert, wihrend sich die Erkennung der Anzahl von
Systemzustéinden verschlechtert (abnehmende Deutlichkeit des Abknickens der Kurve ab

di; = 8).

Eine Verdopplung der Anregungsintensitét o, bringt in der Konfiguration NL1 keine sichtbar

a) b) c)
NL1, o, = 50N NL3, o, = 50N NL5, o, = 50N
IR IR —y IR
0.8 - — LLM || 08 - = LLM || osl - - LLM

\

0 === 0= 0
0246 8101214 024 6 8101214 0246 8101214
dg dg dg

Bild 5.17: Durchgéngiges Beispiel aus Bild 3.3: gemittelte Vorhersagefehler k. des nicht-
linearen (LLM) und linearen (GLM) Modells in Abhéngigkeit von der Einbettungsdimen-
sion dg bei tyv = 0.85s, ts = ty fiir unterschiedliche Anzahlen nichtlinearer Steifigkeiten

(NL1/3/5). na = 10*, nx = 40, nyer = 100.
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a) b)
NL1, ¢, = 100N NL5, 0, = 50N, na = 10°
1— 1—
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Bild 5.18: a) Ergebnis aus Bild 5.17a bei verdoppelter Anregungsintensitét o, = 100N; b)
Ergebnis aus Bild 5.17c bei zehnfacher Datenmenge na = 10°.

verbesserte Detektion der Nichtlinearitdt, Bild 5.18a, die Vorhersagefehler des nichtlinearen

und linearen Modells nehmen gleichermafien zu.

Die Erkennung der Anzahl von Systemzustédnden in Konfiguration NL5 kann durch eine
Vergroferung der Datenbasis auf ny = 10° jedoch deutlich verbessert werden. Fiir das nicht-
lineare Vohersagemodell ergibt sich bei dg = 8 ein sehr viel deutlicheres Abknicken der Kurve

als fiir das lineare Modell.

5.8 Fazit

Die dargestellte Methode erlaubt die Detektion nichtlinearen Systemverhaltens durch Aus-
wertung von Zeitsignalen. Daneben ermoglicht sie eine zusétzliche Aussage iiber die Kom-
plexitdt des betrachteten Systems, d.h. die Anzahl seiner dynamischen Zusténde. Diese Ei-

genschaft unterscheidet sie von den anderen diskutierten Linearitétstests.

Um eine Unterschitzung der Systemordnung zu vermeiden, wird eine gleichzeitige Vorhersage
des Signalverlaufs fiir unterschiedliche Pradiktionshorizonte durchgefiihrt. Zur Minimierung
der Auswirkung von Messrauschen kann eine optimierte Versatzzeit gewahlt werden, zu deren

Bestimmung ein modell- und ein signalbasiertes Kriterium vorgestellt werden.
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Es wird gezeigt, dass Messrauschen nicht als nichtlineares Systemverhalten missinterpretiert
werden kann. Es besteht jedoch die Gefahr, dass die Vorhersagequalitit des nichtlinearen
Modells durch Rauschen beeintréichtigt wird. Dem kann durch Auswahl einer ausreichend
grofien Anzahl néchster Nachbarn (=Datenbasis fiir das nichtlineare Modell) entgegengewirkt

werden.

Ein kritischer Punkt bei diesem Linearitétstest, insbesondere wenn die Ordnung des betrach-
teten Systems grof wird, ist die erforderliche Datenmenge, um gute Vorhersagen mit dem
nichtlinearen (=lokal linearen) Modell zu erzielen. Eine Moglichkeit zur Weiterentwicklung
der Methode, die diesen Bedarf an Daten reduzieren konnte, besteht in dem Ersatz der lokal

linearen Modelle durch solche héherer Ordnung.

Die Beispiele zeigen, dass die Methode nichtlineare Effekte detektieren kann, und, bei einer
ausreichenden Datenbasis, auch eine Aussage iiber die Systemordnung liefert. Eine Aus-
nahme bilden die gekoppelten Schwingerketten mit nur einer kubischen Steifigkeit. Warum
in diesem Fall (auch bei Erhohung der Anregungsintensitéit, und damit des Einflusses der

Nichtlinearitét) keine deutlichere Detektion zu erzielen ist, ist bisher unklar.

Im Vergleich mit den anderen Linearitétstests beschréankt sich die vorgestellte Methode nicht
ausschliellich auf die Negativaussage fehlender Linearitat. Es wird vielmehr positiv aufge-
zeigt, wie gut das beobachtete Systemverhalten mit einem einfachen nichtlinearen Modell zu
beschreiben ist und welcher Vorteil sich gegeniiber einem linearen Modell ergibt. Dabei wird
das nichtlineare Modell automatisch generiert, d. h. es ist kein Vorab-Wissen des Anwenders

erforderlich.
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6 TEIL II: Identifikation nichtlinearer Kopplungen

6.1 Stand des Wissens

Methoden zur Identifikation linearer dynamischer Modelle fiir mechanische Strukturen sind
sowohl in der Forschung als auch der industriellen Praxis weit verbreitet. Die Extraktion der
Eigenfrequenzen und zugehorigen Schwingungsformen wird als experimentelle Modalanalyse
bezeichnet, siehe z. B. [27, 46]. Durch die Beschrankung auf eine endliche Anzahl von Mo-
den (i.d.R. die tiefstfrequenten), erhdlt man ein auch fiir numerische Untersuchungen (z. B.

Zeitschrittintegration) verwendbares Modell.

Grundlage fiir die Identifikation sind meist Frequenzgéinge, da sie bereits ein leicht interpre-
tierbares nichtparametrisches Modell darstellen und die gezielte Beschriankung auf relevan-
te Eigenfrequenzen oder Schwingungsformen gestatten. Bei schwach geddmpften Systemen
konnen auflerdem Wechselwirkungen zwischen den Moden vernachléssigt werden, so dass das

Gesamtproblem in kleinere Teilprobleme zerlegt werden kann.

Werden die Frequenzgénge dariiber hinaus durch gestufte Sinusanregung ermittelt, so erge-

ben sich weitere Vorteile:

e Beliebige Wahl der Frequenzschrittweite = Konzentration im Bereich der Eigenfre-

quenzen moglich.
e Grofler Signal-Rauschabstand wegen extremer Bandbegrenzung des Signals.

e Verstarkungsfaktoren der Messgerite konnen fiir jede Frequenz angepasst werden =

optimale Ausnutzung des Messbereichs.

e Bei nichtlinearen Systemen ist das Verhalten anregungsabhingig. Ein Sinussignal be-

deutet eine eindeutig definierte, reproduzierbare Anregung.

Methoden zur Identifikation nichtlinearer Modelle mechanischer Strukturen beschrénken sich
bisher auf die Forschung. Wohl wegen der oben beschriebenen Vorteile von Frequenzgang-
messungen und um Kompatibilitdt zu den linearen Methoden zu gewéhrleisten, legen auch
die meisten nichtlinearen Methoden gemessene Frequenzgéinge zugrunde. Die folgende Uber-
sicht beschriankt sich daher auf Methoden fiir gemessene Frequenzgénge. Die beschriebenen

Verfahren sind in Tabelle 6.1 aufgelistet.
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Tabelle 6.1: Verfahren aus der Literatur zur Identifikation nichtlinearer Kopplungen in
mechanischen Schwingungssystemen. Verfahren, deren Namen unterstrichen sind, werden in

einem eigenen Kapitel behandelt.

I1 Lokalisierung nichtlin. Steifigkeiten in Mehrfreiheitsgrad-Systemen [45, 46]

I2 Lokalisierung und Identifikation nichtlin. Steifigkeiten in Mehrfreiheitsgrad-Systemen
[30]

I3 Force Appropriation for Non-Linear Systems (FANS) [4]

I4 Methode auf Basis des Nonlinear Normal Mode (NNM) Konzepts [17, 18, 74]

I5 Parametrische Identifikation mit physikalischem Modell [64, 65, 50, 49]

Lokalisierung nichtlin. Steifigkeiten in Mehrfreiheitsgrad-Systemen (I1) In [45,
46] wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem bei einem Mehrfreiheitsgrad-System der Ort ei-
ner lokalen Steifigkeits-Nichtlinearitét ermittelt werden kann. Dazu miissen die Massen- und
Steifigkeits-Matrix des als ungedéampft und bei kleinen Schwingungen linear angenommenen
Systems bekannt sein. Dariiber hinaus flieBen in das Verfahren ein gemessener Eigenvektor
¢ sowie die zugehorige Eigenfrequenz w ein, die an einer Resonanzstelle bestimmt werden.
Durch Ermittlung dieser Parameter fiir eine kleine (¢, w;) und eine groBe (¢,,ws) Schwin-
gungsamplitude gehen Informationen iiber die Nichtlinearitét in das Verfahren ein. Unter der
Annahme, dass sich die linearisierte Systemdarstellung bei groflen Amplituden von der bei
kleinen Amplituden nur durch eine zusétzliche Steifigkeitsmatrix Ky unterscheidet, ergibt
sich der Ort der lokalen Steifigkeits-Nichtlinearitét aus der Besetzung der Matrix Ky, auf

die indirekt geschlossenen werden kann.

Nicht gemessene Koordinaten werden nach einem auf KIDDER zuriickgehenden Verfahren
[42] aus den gemessenen Koordinaten bestimmt. Der Zusammenhang wird iiber die fiir kleine

Amplituden als bekannt angenommene Systemdarstellung hergestellt.

Demonstriert wird die Methode anhand des numerischen Beispiels einer Schwingerkette und
eines Experiments mit einem Metallrahmen, an dem an einer Stelle iiber einen elektrodyna-

mischen Shaker eine nichtlineare Federsteifigkeit simuliert wird.

Lokalisierung und Identifikation nichtlin. Steifigkeiten in Mehrfreiheitsgrad-
Systemen (I2) Zur Lokalisierung nichtlinearer Kopplungen in Mehrfreiheitsgrad-
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Systemen wird hier [80] wie in [45] die Verdnderung der Steifigkeitsmatrix bei Amplitudenén-
derung verwendet. Eine analoge Betrachtung fiir nichtlineare Dampfungseffekte ist ebenfalls

enthalten.

Aus der Verdnderung der Matrixelemente in Abhéngigkeit der Schwingungsamplituden an
den entsprechenden Stellen wird auflerdem eine Identifikation der nichtlinearen Kopplun-
gen auf Basis polynomialer Ansétze vorgeschlagen. Unterschiedliche Schwingungsamplituden
konnen dabei durch leichte Variation der Anregungsfrequenz im Bereich einer Resonanz oder

durch Verdnderung der Anregungsamplitude erreicht werden.

Wie in [45] wird auch in dieser Arbeit die Messung aller Schwingungskoordinaten voraus-
gesetzt, so dass ggf. auch die dort verwendete Interpolationsmethode [42] eingesetzt werden

muss.

Die Methode wird an einer numerisch simulierten Schwingerkette mit sechs Freiheitsgraden

demonstriert, bei der mittig ein nichtlineares Feder-/Dampferpaar eingefiigt ist.

Force Appropriation for Non-Linear Systems (I3) Eine Erweiterung des von line-
aren Systemen bekannten Phasenresonanzverfahrens (engl.: phase resonance, normal mode
tuning, force appropriation) stellt die in [4] vorgestellte Force Appropriation for Non-Linear
Systems (FANS) Methode dar. Die modalen Parameter einer Struktur werden fiir jede be-
trachtete Mode getrennt ermittelt, indem diese durch Anregung an mehreren Punkten zu
einer harmonischen Schwingung in genau einer Eigenschwingungsform (des linearen Sys-
tems) gezwungen wird. Im Unterschied zum linearen Fall enthélt der Anregungsvektor bei
nichtlinearen Systemen keine rein harmonischen, sondern periodische Signale, die durch eine
endliche Summe harmonischer Anteile approximiert wird. Die harmonischen Anteile hoherer
Ordnung sind notig, um nichtlineare Riickstellkrafte zu eliminieren. Aus dem Anregungsvek-
tor und der als bekannt vorausgesetzten linearen Systembeschreibung lasst sich dann auf die
nichtlinearen inneren Kréfte schliefen (jedoch nur fiir die betrachtete Schwingungsamplitu-
de).

Sind sémtliche Systemparameter bekannt, so kann der Vektor duflerer Kréfte direkt bestimmt
werden, der zur Anregung des Systems in der gewiinschten Eigenschwingungsform erforder-
lich ist. Da im Rahmen einer Identifikation aber zumindest einige Parameter unbekannt sind,
muss der Kraftvektor im Experiment iterativ bestimmt werden. Mit der Anzahl n, physikali-

scher Koordinaten und der Anzahl ny,,.,, beriicksichtigter Harmonischer sind dazu 2 ny nparm
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Werte einzustellen — die Amplitude und Phase jeder beriicksichtigten Harmonischen an jeder
physikalischen Koordinate. In einem numerischen Beispiel aus [4] mit zwei Freiheitsgraden
und zwei Harmonischen waren dazu (im Fall des giinstigsten Optimierungsalgorithmus) fiir
eine Schwingungsform 457 Iterationen erforderlich. Fiir eine groBlere Anzahl an Freiheitsgra-
den diirfte der Aufwand daher schnell unvertretbar gro3 werden. Dies gilt insbesondere, weil
bei einer realen Anwendung jede Iteration aus der Einstellung neuer Anregungsparameter
und dem Abwarten des eingeschwungenen Zustands besteht. Neben dem hohen Zeitaufwand
fiir experimentelle Arbeiten erfordert diese Methode nicht nur mehrere Sensoren, sondern

auch mehrere Aktoren zur Aufpragung des gewiinschten Kraftvektors.

Methode auf Basis des Nonlinear Normal Mode (NNM) Konzepts (I4) Hier
handelt es sich um ein modales Verfahren, das die Parameter einer einzelnen Mode als am-
plitudenabhéngig (und daher nichtlinear) annimmt und identifiziert. Die Auswertung erfolgt
abschnittsweise, getrennt fiir jede Resonanz im interessierenden Frequenzbereich. Das Verfah-
ren setzt keine Informationen {iber den Typ der vorliegenden Nichtlinearitét voraus, erlaubt
daher jedoch auch keine Riickschliisse auf physikalische Systemparameter. Es wird in Kapitel
7 néher untersucht und mit dem im Folgenden beschriebenen Verfahren (I5) verglichen, das

physikalische Systemparameter identifiziert.

Parametrische Identifikation mit physikalischem Modell (I5) Im Unterschied zu
(I4) wird hier der Identifikation ein nichtlineares Modell mit physikalischen Parametern zu-
grunde gelegt. Die Identifikation erfolgt durch Parametervariation zur Minimierung der Ab-
weichungen zwischen gemessenen und berechneten Frequenzgingen. Zur Verringerung der
Rechenzeit werden die Frequenzgénge des nichtlinearen Modells durch Naherungsverfahren

berechnet.

Identifikationsverfahren nach diesem Schema werden in [50, 49] und parallel in [64, 65] vor-
gestellt. Wahrend sich die Beispiele in [49] auf einfache polynomiale Nichtlinearitidten be-
schrénken, werden in [64, 65] auch Reibkontakte mit Mikro- und Makroschlupf untersucht.

In Kapitel 8 wird das Verfahren in einer erweiterten Version vorgestellt, bei der die Berech-
nung des eingeschwungenen Zustands nicht mehr von einfachen harmonischen Zeitverldufen
ausgeht (Harmonische Balance), sondern periodische Verldufe mit mehreren harmonischen

Anteilen zulasst.
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7 Identifikation auf Basis des Nonlinear Normal Mode

Konzepts

Ein Identifikationsverfahren fiir nichtlineare Strukturen, das jeweils einzelne Resonanzen be-
trachtet, wird in [17, 18] unter dem Namen Variable Modal Parameter Identification for
Non-Linear Systems (14) vorgestellt. Es iibertriagt die von linearen Systemen bekannte Su-
perposition von Moden (Eigenschwingungsformen) auf nichtlineare Systeme und nutzt dies
als Grundlage fiir ein parametrisches Identifikationsverfahren. Das Verfahren basiert auf ei-
ner fritheren Arbeit [74] und wurde um die Identifikation von Dampfungstermen erweitert.

Fiir das harmonisch erregte nichtlineare System

M + Dx 4+ Kx + Fy (%, x) = Fg cos(Qt) (7.1)

gestattet es die ndherungsweise Berechnung der stationdren (und als harmonisch angenom-
menen) Systemantwort x(¢). Bei dem Verfahren wird von der Vorstellung eines zugrunde
liegenden linearen Modells ausgegangen (Systemmatrizen M D, K), das das System bei klei-
nen Amplituden exakt beschreibt. Nach einer Modaltransformation kann die Systemantwort
dann als Superposition der Antworten aller Schwingungsmoden dargestellt werden. Bei gro-
Beren Amplituden wird angenommen, dass nur die j-te Schwingungsmode (Eigenvektor ¢ )
von Nichtlinearitéten beeinflusst wird, deren Eigenfrequenz w; der Anregungsfrequenz (2 am
néchsten ist (= Nonlinear Single-Degree of Freedom Approach [83]) und dass sich alle ande-
ren Moden weiterhin linear verhalten. Die nichtlineare Schwingungsmode wird als Nonlinear

Normal Mode bezeichnet.

Weiterhin wird angenommen, dass sich der nichtlineare Eigenvektor q_’~)j als (von der zugeho-
rigen modalen Amplitude ¢; abhéngige) Linearkombination aller Eigenvektoren des linearen

Systems darstellen lésst,
(8 = Y bi(@) i by =14, (7.2)
i=1

die Linearfaktoren b;; werden als Nonlinear Mode Participation Factors bezeichnet. Durch
die Tilde (7) wird der nichtlineare Eigenvektor (~bj((jj) von dem entsprechenden Eigenvektor

¢; # £(q;) des zugrunde liegenden linearen Systems unterschieden.

Fiir die zugehorige Eigenkreisfrequenz w; und modale Dampfung D;, die im linearen Fall
amplitudenunabhéngig sind,

¢; Do,

T
Wi = ¢j Kd)j, Dj = ij 3 (73)

wird ebenfalls eine Amplitudenabhéngigkeit @;(g;), Dj (¢j) angenommen.
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Die Identifikation der amplitudenabhéngigen Modalparameter wird fiir jede interessierende
Resonanz j getrennt durchgefiihrt. Dabei werden die Parameter b;;, w; und ﬁj als Funktion
der modalen Amplitude ¢; bestimmt. Auf Messungen mit verschiedenen Anregungsamplitu-
den kann verzichtet werden, da sich ¢; im Bereich der Resonanz j stark éndert, so dass ein

einzelner Frequenzgang ausreicht, um die Amplitudenabhéngigkeit zu erfassen.

Zur Ermittlung der Parameter wird die Antwort des nichtlinearen Modells auf eine harmo-
nische Erregung an mehreren Stiitzstellen des Frequenzgangs mit der Messung verglichen.
Die komplexe Antwortamplitude des Systems an der Koordinate m auf eine Anregung an

der Koordinate 7 lautet

mit dem Anteil
G. () = E 7.5
7lm< ) Py (w,% — QQ) + j 2Drwi 2 ( )

der sich linear verhaltenden Moden und dem Anteil

e 5 &mj(éj)ﬁgjz‘(éj)
Gim Qu i) — 72 — - )
(18] ("JJQ’(%’) - 92) +32D;(g;)w;(4;)$2 (7.6)

der nichtlinearen Mode j. Die Amplitude ¢; der nichtlinearen Mode betrégt

- $5i(4;) -
= ~ Fg;. 7.7
Y (@2(4,) — 92) +32D;(4;)@;(4,)9 " (77)

Durch Minimierung der Abweichung zwischen den gemessenen Amplituden y und den kor-
respondierenden Amplituden der Modellausgénge &, werden die Parameter @, Dj und b;;
der nichtlinearen Mode j bestimmt. Die Abweichung wird dabei im Sinne der quadratischen

Fehlersumme
e— 3" Re (& —3,) +1m (20 —3,)" (7.8)
m=1

iiber alle gemessenen Koordinaten m definiert.

7.1 Beispiel gekoppelte Schwingerketten

Zum Test der beschriebenen Methode wird diese auf das Beispiel aus Bild 3.3 angewendet.
Der Koeffizient des Koppelddmpfers wird hier aber zu d, = 0.02Ns/m gew#hlt, damit die
Eigenvektoren des geddmpften Systems denen des konservativen Systems entsprechen (pro-

portionale Dadmpfung).
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Bild 7.1: Frequenzgang GGy, der ersten Masse aus dem Beispiel in Bild 3.3 bei Anregung an
der ersten Masse (FEl = 8N). Abweichend von Bild 3.3 wurde hier d, = 0.02Ns/m gewdhlt.

Bild 7.1 zeigt den Frequenzgang der ersten Masse bei Anregung an der ersten Masse. Der
Frequenzgang stellt eine Ndherungslosung dar, die mit Hilfe der HARMONISCHEN BALANCE

berechnet wurde (eine detaillierte Darstellung der Methode erfolgt in Kapitel 8.2).

Fiir die Identifikation wird die zweite Mode (j = 2) herangezogen, da sich hier die Nichtli-
nearitdt besonders stark zeigt. Der zur Auswertung herangezogene Frequenzbereich ist in
Bild 7.2 (unten rechts) dargestellt. Die identifizierten Parameter finden sich ebenfalls in
Bild 7.2. Sie sind in Abhéngigkeit der Amplitude ¢, der zweiten Mode dargestellt. Die durch-
gezogene Linie reprasentiert Ergebnisse fiir Frequenzen unterhalb, die gestrichelte Linie Er-
gebnisse fiir Frequenzen oberhalb der Resonanzfrequenz. In einem Teilbereich der modalen

Amplitude liegen daher jeweils zwei identifizierte Werte fiir jeden Parameter vor.

Die Eigenfrequenz f, = @, /(27) steigt erwartungsgemiB aufgrund der kubischen Steifigkeits-
nichtlinearitit mit der modalen Amplitude an. Als Folge daraus nimmt das Dampfungsmafl

D, ab, da bei dessen Definition (7.3) die Eigenkreisfrequenz @, im Zéhler steht.

Die identifizierten Nonlinear Mode Participation Factors bis und bsy sind in guter Néhe-
rung Null, die zufilligen Schwankungen sind auf das Erreichen des Abbruchkriteriums des
Suchalgorithmus zuriickzufithren. Der Parameter by, steigt signifikant mit s, d. h. die Schwin-

gungsform der zweiten Mode verdndert sich mit zunehmender modaler Amplitude.

Die Abweichungen zwischen den durchgezogenen und gestrichelten Kurven zeigen, dass die

Parameter nicht ausschliellich von der Amplitude abhéngen, sondern dass auch die Frequenz
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Bild 7.2: Identifikationsergebnisse zum Beispiel aus Bild 3.3 (mit dy = 0.02Ns/m,
Fg1 = 8N).

eine Rolle spielt.

Das Diagramm rechts unten in Bild 7.2 zeigt die vier Frequenzgénge (eine Anregung, vier
Messungen) in dem Frequenzbereich, der der Identifikation zugrunde liegt. Die mit Hilfe
des identifizierten Modells berechneten Frequenzgénge sind den ,,Messungen® als gestrichelte
Kurven iiberlagert. Abweichungen sind in diesem Mafistab nicht zu erkennen, der Nachweis

fiir eine sehr gute Ubereinstimmung zwischen Modell und , Messung*.

In Bild 7.3 ist die einfache kubische Steifigkeitsnichtlinearitéit aus Bild 3.3 durch ein Reib-
kontaktmodell (RKM) ersetzt. Dahinter verbergen sich ein oder mehrere sog. Elasto-
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Bild 7.3: Zwei mit einem Reibkontaktmodell (RKM) gekoppelte Zwei-Massen-Schwinger.
Parameter: m=1 kg, d=0.04 Ns/m, c=1 N/m, dy = 0.02Ns/m. Die Steifigkeit und die Haft-
reibkraft des Reibkontaktmodells betragen cg = 0.5N/m und Fr = 1N.

Gleit-Modelle (EGM), die als Makroschlupf- bzw. Mikroschlupfmodelle bezeichnet (siehe
Anhang A) und iiber die Parameter cg (Tangentialsteifigkeit) und Fr (Haftreibkraft) para-

metriert werden.

Wie im Beispiel oben wurde der Frequenzgang bei Anregung an der ersten Masse (FEl = 1N)
mit dem Naherungsverfahren der Harmonischen Balance berechnet und der Frequenzbereich
um die zweite Mode ausgewertet. Die Ergebnisse sind in Bild 7.4 fiir ein Makroschlupf-
und ein Mikroschlupfmodell dargestellt. Im Unterschied zur kubischen Steifigkeit ist hier ein
Absinken der Eigenfrequenz mit zunehmender modaler Amplitude festzustellen. Die modale
Dampfung nimmt hingegen zu, weil der zeitliche Anteil der Gleitbewegung (wahrend der
Energie dissipiert wird) steigt. Wie im Beispiel oben sind auch hier die Ergebnisse fiir b9
und bz regellos und um Groflenordnungen kleiner als die fiir bys, so dass auf eine Wiedergabe
verzichtet werden kann. Die Unterschiede zwischen ,,Messung® und Rechnung sind wieder sehr
gering.

Die unterschiedliche Charakteristik des Makroschlupf- und des Mikroschlupfmodells spie-
gelt sich deutlich in den identifizierten Parametern wider. Wéhrend die Parameter fiir das
System mit Makroschlupfmodell bis zum Erreichen einer kritischen Amplitude denen des zu-
grunde liegenden linearen Systems entsprechen, setzen die Abweichungen beim System mit

Mikroschlupfmodell friither ein und nehmen dann kontinuierlich zu.

Den Einfluss der Anregungsamplitude auf die identifizierten Ergebnisse zeigt Bild 7.5. Die
Ergebnisse aus Bild 7.4 (rechte Hélfte) sind dort wiederholt und den entsprechenden Ergeb-
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Bild 7.4: Identifikationsergebnisse zum Beispiel aus Bild 7.3 mit Makroschlupfmodell (links:
ein Elasto-Gleit-Modell) bzw. Mikroschlupfmodell (rechts: zehn Elasto-Gleit-Modelle). Har-

monische Kraft-Anregung an der ersten Masse mit FEJ = 1N.
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Bild 7.5: System mit Mikroschlupfmodell, Einfluss der Anregungsamplitude. Diinne Linien:
Fg1 = IN (wie in Bild 7.4, rechte Hilfte), dicke Linien: Fi, = 0.5N.

nissen fiir eine halbierte Anregungsamplitude (FEl = 0.5N) gegeniibergestellt. Bei gleicher
modaler Amplitude ¢y liegen die Ergebnisse fiir Frequenzen ober- und unterhalb der Reso-
nanzfrequenz dichter beeinander, im Mittel ergibt sich aber die gleiche Amplitudenabhén-

gigkeit.

7.2 Fazit

Das untersuchte Verfahren zeichnet sich durch grofie Flexibilitéit aus. Wie an zwei Systemen
mit sehr unterschiedlichen Nichtlinearitéiten gezeigt, gibt es die Frequenzgiange duflerst prizi-
se wieder. Eine direkte Extrapolation der Systemparameter fiir verdnderte Anregungsampli-
tuden ist i. Allg. jedoch nicht moglich, da eine zusétzliche Frequenzabhéngigkeit vorliegt, die
bei der Identifikation nicht erfasst wird. Als weiterer Nachteil kann empfunden werden, dass
die identifizierten Parameter sich auf die modale Beschreibung des Systems beziehen und da-
mit keine unmittelbare physikalische Interpretation und Lokalisierung der Nichtlinearitéaten

gestatten.

Im folgenden Kapitel wird dieser Methode daher ein Verfahren gegeniibergestellt, das von

einem physikalischen Modell ausgeht und dessen Parameter identifiziert.
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8 Parametrische Identifikation mit physikalischem
Modell

Das im Folgenden beschriebene Identifikationsverfahren dient zur Parameteridentifikation
bei nichtlinearen mechanischen Schwingungssystemen auf der Basis gemessener Frequenz-
giange. Nach der Vorstellung einer allgemeinen Form zur Darstellung nichtlinearer Schwin-
gungssysteme werden Naherungsverfahren unterschiedlicher Genauigkeit zur Berechnung der
Modell-Frequenzgénge aufgefiihrt. Die Parameteridentifikation erfolgt durch numerische Lo-

sung eines nichtlinearen Minimierungsproblems.

8.1 Systembeschreibung

Gegenstand des Identifikationsverfahrens sind mechanische Schwingungssysteme, die sich
aus nr linearen Teilsystemen mit endlich vielen Freiheitsgraden zusammensetzen und iiber
nichtlineare Kopplungen miteinander verbunden sind. Fiir die linearen Teilsysteme wird eine
modale Beschreibung zugrunde gelegt, so dass neben linearen Mehrkorpersystemen auch

diskrete Beschreibungen linear-elastischer Strukturen beriicksichtigt werden koénnen.

Jedes lineare Teilsystem ¢ wird durch das Differentialgleichungssystem
Eiq;(t) + Didq(t) + szqi(t) = Q,(t) (8.1)

beschrieben, dabei ist E; die Einheitsmatrix, D; die Dampfungsmatrix und Qf die Matrix der
Eigenkreisfrequenzen. Die Modalkoordinaten sind im Vektor q,(t) und die modalen Krifte

im Vektor Q;(t) zusammengefasst. Uber die Beziehungen
x;(t) = ®;q;(t) und Q,(t) = ®]F;(t) (8.2)

wird mit der Modalmatrix ®; (mit massennormierten Eigenvektoren) der Zusammenhang
zu den physikalischen Koordinaten x;(t) des Teilsystems bzw. dort angreifenden &ufleren

Kriften F;(t) hergestellt.

Die Zusammenfassung aller Teilsysteme und Einfiihrung eines Vektors Fg(t) dulerer Krifte
und eines Vektors F (¢) innerer (nichtlinearer) Koppelkréfte fithrt auf eine Gesamtbeschrei-

bung

Eq(t) + Dg(t) + Q%q(t) = @ (Fu(t) + Fk(t)) (8.3)
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x(t) = @aft) (8.4)

mit den Diagonalblockmatrizen
E = Diag (E;,E,,...,E,.), D =Diag(D;,Ds,...,D,.), (8.5)
O’ = Diag (27,93,...,9,,), @' =Diag(d],],..., & ) (8.6)

und den Vektoren

q't) = [af(t), af®), ... al.(1)],

xT(t) = [xT(), <3 (1), ... <P (1)], &7
Fi(t) = [FE(®), FR@), ... Fy_(#)],

Fi(t) = [Fi, (1), Fi,(0), ... Fg, ()]

Die Koppelkrifte Fi (t) sollen nur von den aus den physikalischen Koordinaten hervorge-

henden Relativkoordinaten
u(t) = Lo x(%) (8.8)
und deren zeitlichen Ableitungen () abhéngen. Die Elemente von u(t) werden i.d.R. Diffe-

renzen der Koordinaten zweier Teilsysteme sein, die Formulierung (8.8) ldsst aber beliebige

Linearkombinationen der physikalischen Koordinaten x(t) des Gesamtsystems zu.
Um Hystereseeffekte der Koppelkréfte beschreiben zu konnen, ist auch die Geschichte der

Relativbewegung zu beriicksichtigen,

Fi(t) = Fx(u(0...1),0(0...1)). (8.9)

8.2 Niaherungslosung mit der Harmonischen Balance

Wird das nichtlinear gekoppelte System harmonisch mit der Kreisfrequenz €2 erregt und
geht man weiterhin von einer niherungsweise harmonischen Antwort des Systems im einge-
schwungenen Zustand aus, so weisen auch die Relativkoordinaten u(t) eine néherungsweise

harmonische Zeitabhéngigkeit
1
u(t) = 3 ( Y + conj(tr)e” JQt) (8.10)

auf. Nach dem auf KryrLov und BoOGOLJUBOV zuriickgehenden Verfahren der
Harmonischen Balance wird nun lediglich die Grundharmonische der Koppelkréfte bertick-

sichtigt, so dass sich diese in die lineare Form

Fi (t) = De(m, Q)x(t) + K ()x(?) (8.11)



8.2 Néaherungslosung mit der Harmonischen Balance 103

bringen lassen. Dabei enthalten die Matrizen D} und K} die Ddmpfungs- und Steifigkeits-
koeffizienten, die von den komplexen Amplituden 1 der Relativkoordinaten sowie der Anre-
gungsfrequenz €2 abhéngen. Der Index ,,x“ der Matrizen soll andeuten, dass die zugehorigen

Kréfte und Verschiebungen in physikalischen Koordinaten formuliert sind.

Durch Beriicksichtigung komplexer Amplituden u bleibt neben den Amplituden in den ein-
zelnen Relativkoordinaten auch die Information iiber die Phasenlage der Schwingungen zu-
einander erhalten. Dies ist z.B. im Fall des zweidimensionalen Reibkontakts [75] wichtig, bei
dem die linearisierten Krifte in beiden Richtungen auch von der Phasenlage beider Schwin-

gungen zueinander abhéngen.

Wegen des linearen Zusammenhangs zwischen den Relativamplituden und den Modalkoor-
dinaten der beteiligten linearen Teilsysteme fiithrt die Linearisierung der Kontaktkréfte auf

die linearisierte modale Gesamtdarstellung
Edq(t) + [D+ D" (2, Q)] 4(t) + [2° + Q@) qt) = "Fg(t) (8.12)
des gekoppelten Systems mit den zusétzlichen Matrizen

D*(1,Q) = —®"D (1, Q)® und Q1) = —P K (a)P. (8.13)

8.2.1 Losung auf Basis der modalen Amplituden

Die stationdre Losung q(¢) von (8.12) bei harmonischer Erregung
1 ,~ . A .
Fg(t) = 3 (EEeJQt + conj (EE)e_JQt) (8.14)

kann durch Einsetzen des harmonischen Ansatzes

1

: (e + conj(@)e ™) (8.15)

q(t)
in (8.12) berechnet werden. Unter Beriicksichtigung des bekannten Zusammenhangs (8.8)

resultiert das komplexwertige nichtlineare Gleichungssystem

{~PE+j0D+D" (1(a), Q)] + |2+ Q7 (a(@)]}a = ®"Fg (8.16)
in q. Aufgeteilt in Real- und Imaginérteil ergeben sich insgesamt 2n, nichtlineare Glei-
chungen, die mit verschiedenen numerischen Standardmethoden (siche Kapitel 8.4) ge-
l16st werden konnen. In [75] wird diese Aufgabe beispielsweise mit Hilfe des gedampften

NEwTON-Verfahrens unter Beriicksichtigung eines Néherungsausdrucks fiir die dabei beno-

tigte JACOBI-Matrix gelost.
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8.2.2 Losung auf Basis der Amplituden der Koppelkoordinaten

Wenn die Anzahl n, der beriicksichtigten Modalkoordinaten grof ist im Vergleich zur Anzahl
ny der in den nichtlinearen Koppelstellen auftretenden Relativkoordinaten, bietet sich eine

alternative Formulierung an.

Waire der Vektor u der komplexen Relativschwingungsamplituden vorab bekannt, so konnte

mit der komplexen Frequenzgangmatrix

Gop(0) = {~Q’E + jQ[D + D*(a, Q)] + [2* + @2 (@)} &" (8.17)

2qgF

der Vektor

A

a=Gy(Qu)Fg (8.18)
der komplexen modalen Schwingungsamplituden und mit
X = Gip(Q0)Fy = G (Q, 0)Fy, (8.19)

der Vektor der komplexen Amplituden der physikalischen Koordinaten des Gesamtsystems

bestimmt werden.

Wegen (8.8) kann mit (8.19) ein neues nichtlineares Gleichungssystem
u = L QQQF(Qa Q)EE (8.20)

in 4 formuliert werden. Im Falle n, < n, wird durch diese Formulierung die Anzahl der
Gleichungen gegeniiber (8.16) reduziert. Zuriickzufithren ist diese Reduzierung auf die Aus-
nutzung des bekannten Ubertragungsverhaltens linearer Systeme durch (8.19) und damit auf
die lineare Beschreibung der Teilsysteme. Hingen die linearisierten Matrizen D* und Q*? in
(8.12) nicht von den komplexen Amplituden @, sondern nur den Betrégen abs(i1) ab, so kann
(8.20) reell formuliert werden. Dadurch wird die Anzahl der zu l6senden reellen Gleichungen

halbiert.

8.3 Niaherungslésung mit h6heren Harmonischen

Die im Fall der Harmonischen Balance getroffene Annahme einer néherungsweise harmoni-
schen Systemantwort auf eine harmonische Erregung kann zu groflen Fehlern fiihren. Dies

gilt insbesondere bei Vorhandensein starker Nichtlinearitdten wie Spiel oder Reibung.
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Der Fehler der Naherungslosung kann jedoch durch Hinzunahme hoherer Harmonischer re-
duziert werden. Wegen der gegenseitigen Beeinflussung der harmonischen Anteile ist eine
Beibehaltung des in 8.2 verwendeten Konzepts linearisierter Dampfungs- und Steifigkeits-

matrizen nicht moglich.

In [67] wird ein Verfahren vorgestellt, bei dem alle nichtlinearen Koppelkrdfte, wie in (8.3),
als dufiere Krifte des ungekoppelten linearen Gesamtsystems betrachtet werden; sie werden
als multiharmonische Funktionen der Zeit angenommen. Nach Addition der ,echten &ufleren
Kréfte kann die Antwort des ungekoppelten linearen Systems leicht berechnet werden. Mit

der Kreisfrequenz
Qi = kharm,i Q, 1=1... Nharm; Ql =0 (821)

des i-ten von insgesamt my..m beriicksichtigten harmonischen Anteilen gilt fiir die komplexe

Antwortamplitude ) q bei dieser Frequenz

(%)

2>
|

Gar () (VFg + OFk (Mo, Pa, .. (o)) ) (8.22)

Cuw(Q) = {~QE+joD 02} @7, (8.23)

Dabei héngen die komplexen Koppelkraftamplituden (i)EK bei der i-ten Harmonischen auf-
grund der Nichtlinearitit von den komplexen Verschiebungsamplituden )4 bei allen beriick-

sichtigten Frequenzen ab.

Aus (8.8) folgt Wi = L, ® (i)g fiir jede Harmonische ¢ und es resultiert das gekoppelte

nichtlineare komplexe Gleichungssystem

(z‘)ﬁ = T, q)gqF(QZ) ((i)EE + (i)EK<(1)g7 (2)13_7 o (nharm)g)) ,i=1.. Npam (8.24)

mit insgesamt 2 X ny X Npam reellen Gleichungen.

8.4 Numerische Losung der Gleichungen

Die drei oben dargestellten Formulierungen zur ndherungsweisen Losung des nichtlinearen
Differentialgleichungssystems (8.3) mit periodischen Ansétzen fithren auf Systeme reeller
nichtlinearer Gleichungen, die i.d.R. nur iterativ zu l6sen sind, d. h. durch eine Folge x; von

Zwischenlésungen, die gegen die Losung konvergiert.
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Die Real- und Imaginérteile der Amplituden der Harmonischen und héheren Harmonischen
der Systemantwort konnen in einem reellen n-dimensionalen Vektor x zusammengefasst wer-
den. Die Defekte aller reellen nichtlinearen Gleichungen ergeben eine n-dimensionale vekto-

rielle Fehlerfunktion f(x). Damit l4sst sich die Aufgabe als
f(x) = 0 (8.25)

formulieren.

Durch Summation der quadratischen Fehler aller Gleichungen kann die Gleichungslésung auf

das skalare Minimierungsproblem

min F(x) = f*(x) f(x) (8.26)

X

in den reellen Variablen x zuriickgefiihrt werden.

Die zahlreichen Verfahren zur Losung dieses numerischen Standardproblems lassen sich da-

nach unterscheiden, ob Ableitungen der Fehlerfunktion F(x) benotigt werden oder nicht.

Das NELDER-MEAD Simplex-Verfahren [53] ist der bekannteste Losungsalgorithmus, der
keine Ableitungsinformation tiber F'(x) benotigt. Ein Simplex im n-dimensionalen Parame-
terraum ist durch n + 1 Eckpunkte definiert, an denen die Funktion F'(x) ausgewertet wird.
Nach Hinzunahme eines weiteren, durch eine geeignete Suchstrategie festgelegten Eckpunkts,
wird der Punkt mit dem grofiten Funktionswert F'(x) geloscht. Der Vorgang wird bis zum
Erreichen eines Abbruchkriteriums wiederholt, das sich auf die Groéfle des Simplex oder den
verbleibenden Fehler beziehen kann. Da ausschlieflich Funktionswerte benotigt werden, ist
das Verfahren sehr robust und kann auch bei verrauschten, langsam zeitverénderlichen oder

diskontinuierlichen Funktionen eingesetzt werden.

Dem Vorteil der Robustheit steht bei den Simplex-Verfahren eine langsame Konvergenz
gegeniiber, die durch Beriicksichtigung von Ableitungsinformationen erhoht werden kann.
Dies fiihrt im einfachsten Fall auf das Gradienten-Verfahren, das auch als Methode des
steilsten Abstiegs (engl.: steepest descent) bezeichnet wird. Als Suchrichtung h wird der

negative Gradient von F'(x) gewéhlt,
h = -VF(x). (8.27)
Die néchste Iteration xj.; ergibt sich mit der Schrittweite av durch

Xpp1 = Xj, + oh (8.28)
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aus der aktuellen Iteration xj;. Die Wahl der Schrittweite in der vorgegebenen Richtung
(engl.: line search) kann z.B. durch das Auffinden des Minimums in der Suchrichtung mit

Inter- oder Extrapolationsverfahren erfolgen.

Als NEWTON-Verfahren werden in der Optimierung solche bezeichnet, bei denen der Itera-

tionsschritt h in Richtung des Minimums eines lokal giiltigen quadratischen Modells
F(x) = ;XTHFX +ctx+b (8.29)
mit der positiv definiten HESSE-Matrix Hp festgelegt wird. Mit dem Gradienten V F folgt
h=-H,'VF. (8.30)

Da die Berechnung von Ableitungen hiufig einen grofien numerischen Aufwand bedeutet,
verzichten sog. Quasi-NEWTON-Verfahren auf die exakte Berechnung der HESSE-Matrix und
konstruieren fortlaufend Ndherungen unter Beriicksichtigung von F' und VF'. Die bekann-
teste Methode zur Aktualisierung der HESSE-Matrix ist das BFGS-Verfahren, benannt nach
Broyden [14], Fletcher [28], Goldfarb [32] und Shanno [77].

Fiir den héufigen Fall der Minimierung von Fehlerquadratsummen nimmt die Kriteriums-

funktion F(x) die Form
F(x) = ;f(X)Tf(X) (8.31)

an, dabei enthélt der Vektor f(x) die Einzelfehler. Fiir den Gradienten und die HESSE-Matrix

von F(x) folgt dann
VF(x) = Jj(x)f(x) (8.32)

Hp(x) = Ji(x)Jp(x) +Q(x), Qx) =3 fi(x)Hi(x) (8.33)

mit der JACOBI-Matrix J¢(x) der Vektorfunktion f(x) und deren Komponenten f;(x) sowie
den zugehorigen HESSE-Matrizen H;(x). Sind die Fehlerkomponenten f;(x) nahezu lineare
Funktionen von x oder in der N#he der Losung sehr klein (wie im Anwendungsfall der
Gleichungslésung), so kann Q(x) vernachléssigt werden und mit Hp(x) ~ J(x)J;(x) eine

gute Naherung der HESSE-Matrix erhalten werden.

Das auf dieser Vereinfachung basierende Verfahren wird als GAUSS-NEWTON- Verfahren be-
zeichnet. Es konvergiert schnell nahe der Losung, wihrend das Gradienten-Verfahren zwar

langsamer, dafiir aber weit entfernt von der Losung robuster ist.
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Die Idee des LEVENBERG-MARQUARDT-Verfahrens [43, 48] besteht in der Kombination bei-
der Vorteile durch Regularisierung. Die Ndherung der HESSE-Matrix des GAUSS-NEWTON-
Verfahrens wird durch J ?(X)J 7(x) + puE ersetzt, so dass die Summe fiir ausreichend groBes
positiv definit wird. Mit dem sog. MARQUARDT-(Dampfungs-)Parameter p kann die Such-
richtung zwischen der GAUSS-NEWTON-Richtung (¢ = 0) und der Richtung des Gradienten-
Verfahrens (1 = oo) bei gleichzeitiger Verringerung der Schrittweite variiert werden. Bei
groflen Werten fiir p ist das Verfahren sehr robust, da ein kurzer Schritt in Richtung des

steilsten Abstiegs sicher zu einer Verminderung des Funktionswertes F'(x) fiihrt.

Die effizientesten der beschriebenen Verfahren bendétigen neben den Funktionswerten auch
die JAcoBI-Matrix J;. Da diese i.d.R. nicht analytisch vorliegt, muss sie durch Differenzen-
Quotienten angendhert werden. Wegen des geringeren Aufwands werden diese meist einseitig
berechnet, d.h. F'(z) ~ (F(z + Az) — F(z))/Az. Um den Einfluss numerischen Rauschens
nicht zu verstéarken, diirfen die Schritte dabei nicht zu klein gewahlt werden. Andererseits
miissen die Schritte klein genug sein, um eine gute lokale Approximation der JACOBI-Matrix

zu erhalten.

Eine ausfiihrliche Ubersicht der dargestellten und weiterer Verfahren findet sich in [55].

Gewihlte Implementation

Mit einer kommerziellen Implementation des LEVENBERG-MARQUARDT-Verfahrens aus der
Optimization-Toolbox des Softwarepakets MATLAB konnten keine befriedigenden Resultate
erzielt werden. Dies spricht aber nicht grundsétzlich gegen eine Eignung des Verfahrens fiir
den hier betrachteten Anwendungsfall, alternative Implementationen konnten durchaus zu
besseren Ergebnissen fithren. Da solche aber im Rahmen dieser Arbeit nicht zur Verfiigung

standen, wurden stattdessen die folgenden zwei Verfahren verwendet:

(a) Gedampftes GAUSS-NEWTON-Verfahren (mit Schrittweiten-Steuerung), das bei Miss-
erfolg (keine Verbesserung in Suchrichtung mdoglich) auf die Suchrichtung des Gradienten-

Verfahrens umschaltet,

(b) NELDER-MEAD Simplex-Verfahren aus der Optimization-Toolbox von MATLAB.

Der Gleichungsloser zur Berechnung der Frequenzantwort wird innerhalb einer dufleren Iden-

tifikationsschleife verwendet, die groBe Anderungen der Parameter in den zu lsenden Glei-
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chungen bewirken kann. Der Losungsalgorithmus muss daher duflerst robust sein und voll-

automatisch ablaufen. Zu diesem Zweck hat sich folgende gestufte Strategie bewéahrt:

1. Direkte Losung des Gleichungssystems mit allen zu beriicksichtigenden Harmonischen
mit Verfahren (a). Als Startwert wird jeweils die Losung der vorausgehenden Frequenz

beriicksichtigt.

2. Iterative Losung mit zunehmender Anzahl Harmonischer mit Verfahren (a). Die Losung

wird jeweils als Startwert bei der ndchst grofleren Anzahl Harmonischer beriicksichtigt.

3. Direkte Losung des Gleichungssystems mit allen zu beriicksichtigenden Hamonischen

mit Verfahren (b).

Begonnen wird jeder Losungsversuch mit Stufe 1, kann kein Erfolg erzielt werden, wird
die jeweils néchste Stufe verwendet. Durch die Kombination zweier unterschiedlicher Op-
timierungsverfahren und zweier unterschiedlicher Startwerte wird ein sehr hohes Mafl an

Robustheit erzielt.

8.5 Identifikationsverfahren

Die Identifikation der Modellparameter p erfolgt durch Minimierung der Fehlerfunktion
F(p), die sich aus der Quadratsumme der Abweichungen zwischen den gemessenen und be-
rechneten Frequenzantworten an den Stiitzstellen des Frequenzgangs ergibt (siehe Bild 8.1).
Die quadratischen Abweichungen der Real- und Imaginérteile werden dazu getrennt be-

stimmt und dann addiert.

Das Minimierungsproblem kann mit allen in 8.4 vorgestellten Verfahren durchgefiihrt werden.
Besonders die auf Ableitungsinformationen angewiesenen Verfahren reagieren empfindlich
auf eine Verletzung der stetigen Differenzierbarkeit oder gar Stetigkeit der Fehlerfunktion
F(p). Weil berechnete Frequenzgénge in die Fehlerfunktion eingehen, die selbst durch itera-
tive Losungsverfahren mit endlicher Genauigkeit bestimmt werden, sind die Abbruchtoleran-
zen der dort verwendeten Losungsverfahren entsprechend klein zu wéhlen. Bild 8.2 zeigt eine
Fehlerfunktion zur Identifikation der Kontaktparameter des Schaufelpaars (siehe Kapitel 8.7)
in Abhéangigkeit der Kontaktsteifigkeit cg. In Bild 8.2a wurde die Fehlertoleranz des Glei-

chungslosers fiir die Berechnung der Frequenzantwort sehr grof3 gewéhlt. Die resultierende
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Bild 8.1: Schematische Darstellung der Parameteridentifikation durch Minimierung der Ab-

weichung zwischen dem gemessenen und mit dem Modell berechneten Frequenzgang.
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Bild 8.2: Fehlerfunktion F fiir die Identifikation in Abhéangigkeit des Parameters cg. Die Feh-
lertoleranz des Gleichungslésers fiir die Harmonische Balance betrégt in a) Fio = 1071% [m?]

und in b) Fiy = 1072 [m?].

Fehlerfunktion weist Unstetigkeiten auf, die zum Versagen insbesondere gradientenbasierter

Optimierungsverfahren fithren kénnen.

8.6 Beispiel gekoppelte Schwingerketten

Zur Demonstration des beschriebenen Identifikationsverfahrens wird zunéchst wieder das
Beispiel der gekoppelten Schwingerketten herangezogen, die hier jedoch durch ein Reibkon-
taktmodell (RKM) gekoppelt werden, siehe Bild 8.3. Im Folgenden wird zunéchst die Berech-
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Bild 8.3: Zwei mit einem Reibkontaktmodell (RKM) gekoppelte Zwei-Massen-Schwinger.
Parameter: m=1 kg, d=0.04 Ns/m, c=1 N/m, d,=0 Ns/m.

nung der Kraftamplituden des Reibkontaktmodells fiir harmonische und multiharmonische
Verschiebungen erldutert. Anschliefend werden Identifikationsergebnisse fiir dieses Modell

prasentiert.

8.6.1 Reibkontaktmodell

Die durch das Reibelement bewirkte Kopplung zwischen den beiden Ketten wird durch ein
oder mehrere sog. Elasto-Gleit-Modelle (EGM) abgebildet. Sie werden als Makroschlupf-
bzw. Mikroschlupf-Modelle bezeichnet, sieche Bild A.1 in Anhang A.

Mit dem Vektor x aller physikalischen Koordinaten ergibt sich die Relativkoordinate
u(t) = x3(t) — 21(t) = Gux(t), L =1[—1,0,1,0], (8.34)

die in diesem Fall ein Skalar ist. Die innerhalb jedes Elasto-Gleit-Elements im Reibelement
auftretende Verschiebung (die wihrend der Haftphase konstant und wihrend der Gleitphase
variabel ist) wird mit ug (vgl. Bild A.1) bezeichnet.

Harmonische Verschiebung Bei monofrequenter Relativverschiebung mit der Amplitu-
de 1, wie sie bei der Harmonischen Balance vorausgesetzt wird, lassen sich die Feder- und

Déampferkoeffizienten cggy und dggu des linearen Ersatzelements fiir das EGM geschlossen
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Kraftverlauf des EGM bei periodischer Verschiebung

4 f f f f ' '
j /N Haftphasen _ T Faou
2 § ‘ EGM(T) n A
Cr
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, S
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Bild 8.4: Kraftverlauf Frgum(T) des Elasto-Gleit-Modells bei periodischer Verschiebung
u(1). Bei Uberschreitung der Haftreibkraft (Fggm(T) > Fr) verschiebt sich das COULOMB-
Element, Koordinate ug(7). Die Differenz u — u, der dufleren Verschiebung u(r) und der
inneren Verschiebung ug,(7) bestimmt die Auslenkung der Feder und damit die von einem

Elasto-Gleit-Element ausgetibte Kraft Fram = cr(u — ug). Parameter: cg =1, Fr = 1.

analytisch darstellen, siehe z. B. [6]. Mit der normierten Verschiebung

i Fr
~ sk
= . Uit = — (8.35)
Ukrit Cr

(die kritische Verschiebung uy, markiert den Beginn des Gleitens) und der Anregungsfre-

quenz €2 ergibt sich fiir den Fall vollstdndigen Haftens

C = C
e @ <1 (8.36)
dpem = 0

und fiir den Fall teilweisen Gleitens
Ceam = 2 (arccos (1 — ul) — ul (1 — %) wr — 1)

i > 1. 8.37
deon = & (1 - ui) ' (837

Periodische Verschiebung Werden hohere Harmonische beriicksichtigt, so ergibt sich

bei Verwendung der dimensionslosen Zeit 7 = (2t eine periodische Relativverschiebung
(Bild 8.4)
1 Tharm . . . .
u<7—) —_ Z (z)@e.]kharm,iT _|_ CODJ<(1)@) e_.] kharm,i 7—' (838)

2

=1
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Dabei sind die Zeitpunkte der Haft-Gleit-Ubergéinge und mit ihnen der Kraftverlauf des
EGM nicht mehr geschlossenen analytisch darstellbar. Stattdessen muss eine Periode (27)
der Relativverschiebung in na Abschnitte unterteilt werden, in denen jeweils nur Haften oder
nur Gleiten auftritt. Die komplexen Fourierkoeffizienten des Kraftsignals ergeben sich dann
durch Summation

A 92 nA Tk
(Z)EEGM — / i EGM e] khurm 4T 67- (839)

der Fourierteilintegrale, deren Ergebnis fiir jeden Abschnitt analytisch, z.B. mit einer Soft-

ware fiir symbolische Mathematik wie MAPLE angegeben werden kann.

Als Grenzen der Teilabschnitte bieten sich zunéchst die Zeitpunkte 7, der Extrema von
u(7) (=Umkehrpunkte) an, auf die wegen der Entlastung der Feder cg zunéchst jeweils eine
Phase mit haftendem CouLOMB-Element (u, = const) folgt (vgl. Bild 8.4). Die Extrema
kénnen im allgemeinen Fall nur numerisch ermittelt werden. Wird vor Erreichen des néchsten
Umkehrpunkts die Haftreibkraft iiberschritten, so muss der Abschnitt an dieser Stelle in zwei
Teilabschnitte unterteilt werden. Im zweiten Teilabschnitt tritt dann ausschliefllich Gleiten

auf.

Die Berechnung des Kraftverlaufs fiir den Abschnitt & folgt demnach folgendem Algorithmus:

1. Aktualisierung der Verschiebung u, im CoULOMB-Element am Ende 75, des vorange-
gangenen Abschnitts (k — 1) entsprechend u, = u(7) — Frem(7)/cr. (Diese Aktua-
lisierung ist nur bei Uberschreiten der Haftreibkraft im vorangegangenen Abschnitt
ndtig, da nur dann eine Anderung von ug stattgefunden hat. Sie fiihrt aber zu keinem

Fehler, sofern es sich um einen reinen Haftabschnitt handelte).

2. Bestimmung (numerisch), falls existent, des Zeitpunkts 7, der Uberschreitung der Haft-

reibkraft innerhalb des aktuellen Abschnitts k.

3. Bestimmung des Kraftverlaufs

(u(T) —ug)cr T, existiert nicht, T =|7 ... Th11]

Frem(T) = (u(7) —ug)cr 7, existiert, 7 =|7p...7,]

Frsgn(2 (T)) T, existiert, T =|7,... Tk41]

des Elasto-Gleit-Elements im aktuellen Abschnitt unter Beachtung eventuellen Glei-

tens.
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a) | | b)

— wahrer Wert
- Nparm=1

2 2:5 3 3:5 4 4.5 5 2 2:5 3 3:5 4 4:5 5
Fe'IN Fa'IN]
c) d)
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=
o2t : — wahrer Wert||
‘ —— Nparm=1
—X= nharm:3
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Bild 8.5: Identifizierte Kontaktparameter cgr, Fr als Funktion der wahren Reibkraft FRr*
fiir das Beispiel aus Bild 8.3 mit Mikroschlupf-Reibelement. Bei den Ergebnissen a) und b)
wurde zur Identifikation ebenfalls ein Mikroschlupf-Reibelement, bei den Ergebnissen ¢) und

d) ein Makroschlupf-Reibelement zugrunde gelegt.

Die Anzahl der berticksichtigten Abschnitte n, ist so zu wéhlen, dass die Integration (8.39)
insgesamt genau eine Periode (27) umfasst. Damit bereits im ersten Abschnitt der Integrati-
on die Verschiebung u, des CoOuLOMB-Elements dem eingeschwungenen Zustand entspricht
(Hysterese!), muss die Berechnung des Kraftverlaufs fiir eine halbe Periode der Integration

vorangestellt werden.

8.6.2 Identifikationsergebnisse

Anhand des numerischen Beispiels sollen zwei Effekte untersucht werden: 1. Der Einfluss
der Anzahl hoherer Harmonischer auf das Identifikationsergebnis und 2. der Einfluss eines

vereinfachten Modellansatzes fiir das Reibkontaktmodell.

Die ,,Messdaten* wurden mit einem Mikroschlupfmodell (siehe Anhang A) mit n = 10 pa-
rallelen Reibstrangen generiert, neben der Anregungsfrequenz wurden zwei héhere Harmo-

nische verwendet (np,m=3). Die ,wahren“ globalen Parameter betrugen cg* = 0.5N/m,



8.7 Beispiel Schaufelpaar mit Reibelement 115

Fr*=1,2,3,4,5N.

Zur Identifikation wurde zunéchst das identische Modell mit Mikroschlupf verwendet. Bei
der Berechnung wurde jedoch nur die Grundharmonische verwendet, um Rechenzeit zu spa-
ren. Das Identifikationsergebnis ist in Bild 8.5a und Bild 8.5b {iber der wahren Reibkraft
FRr* dargestellt. Trotz der vereinfachten Berechnung mit der Grundharmonischen liegen die

identifizierten Werte sehr nahe an den wahren Werten.

In einem zweiten Durchgang wurde bei der Identifikation ein Makroschlupf-Reibelement
beriicksichtigt. Die resultierenden Ergebnisse in Bild 8.5¢ und Bild 8.5d weichen zum Teil
deutlich von den wahren Werten ab. Bei groflen wahren Reibkraften wird Fg, bei kleinen
cr unterschétzt. Die Anzahl der beriicksichtigten Harmonischen hat jedoch auch hier keinen

nennenswerten Einfluss.

8.7 Beispiel Schaufelpaar mit Reibelement

Als experimentelles Beispiel fiir das dargestellte Identifikationsverfahren dient der bereits
in Kapitel 3.4 gezeigte Schaufel-Versuchstand. Die der Identifikation zugrunde gelegten Fre-
quenzgange werden durch Anregung der linken Schaufel mit dem in Bild 3.5 gezeigten elek-
trodynamischen Shaker erzeugt. Die Antwort beider Schaufeln wird durch jeweils mehrere
Beschleunigungsaufnehmer aufgezeichnet. Zu identifizieren ist ein parametrisches Modell fiir

die durch das Reibelement bewirkte Kopplung zwischen den Schaufeln.

8.7.1 Modellierung

Die elastische Anordnung aus zwei Schaufeln und dem Quader wird durch eine wéhlbare
Anzahl von Modalkoordinaten n, beschrieben. Die zugehorigen Eigenformen und -frequenzen
stammen aus einem FE-Modell [62] (siche Bild 8.6) mit 2473 Elementen. Bild 8.6 zeigt die

ersten drei Eigenformen einer Einzelschaufel.
Von den aus dem FE-Modell erhaltenen Eigenvektoren werden je Schaufel lediglich die Ko-
ordinaten

Xg = [1’1, Y1, =1, qbscla ¢y17 ¢zl7 T2, 22,3, T4, Z5]T (840)

(siehe Bild 8.7a) fiir die Beschreibung verwendet; am Bezugspunkt P; fiir den Kontakt wer-

den alle translatorischen und rotatorischen Koordinaten beriicksichtigt, bei P, wird in der
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q2

Bild 8.6: FE-Netz [62] des iiber einen Quader verbundenen Schaufelpaars. Details des
ANSYS-Modells: 3787 Knoten, 2473 Elemente, Elementtyp SOLID73 - Volumenelement
mit acht Knoten und je drei translatorischen und drei rotatorischen Freiheitsgraden an den

Knoten.

x — z—Ebene angeregt, an P3 und P, wird die Beschleunigung in x-Richtung und an P; in
z-Richtung gemessen (siehe Bild 8.7). Die Beschriankung auf nur einen sog. ,, Kontrollpunkt*

(P1) je Kontaktflache entspricht der in [76] beschriebenen Vorgehensweise.

Insgesamt ergibt sich damit

x" = [X5a, Xsp)] (8.41)

als Vektor der physikalischen Koordinaten des Gesamtsystems, bestehend aus den Koordi-

naten der Schaufeln A und B.

8.7.2 Reibkontaktmodell

Die durch das Reibelement bewirkte Kopplung zwischen den beiden Schaufeln wird durch
ein oder mehrere sog. Elasto-Gleit-Modelle (EGM) abgebildet. Sie werden als Makroschlupf-
bzw. Mikroschlupf-Modelle bezeichnet, siehe Bild A.1 in Anhang A.
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a) b)
vorn oben
_P3/P,/Ps
P Y
2 x
~ Pl

Bild 8.7: a) Ausgewdhlte Punkte der Schaufelmodelle (P;: Kontaktpunkt, P,: Anregungs-
punkt, P3, Py, Ps: Messpunkte); b) Anbindung des Reibkontaktmodells (RKM).

Mit dem Vektor x aller physikalischen Koordinaten ergibt sich die Relativkoordinate

u(t) = x15(t) — 214 (t) = Laux(t), Lw =[-1,0,...,0,1,...,0], (8.42)

die in diesem Fall ein Skalar ist.

Die Berechnung der Kraftamplituden bei (multi-)harmonischer Verschiebung, die fiir die
ndherungsweise Losung der Differentialgleichungen benétigt werden, ist in Kapitel 8.6.1 dar-

gestellt.

8.7.3 Vergleich der Berechnungsverfahren

Besonders bei starken Nichtlinearitdten, die bei harmonischer Anregung grofle Ober-
wellenanteile in ihrem Ausgangssignal aufweisen, kann das Né&herungsverfahren der
Harmonischen Balance zu erheblichen Fehlern fithren. Dies trifft bei einem Elasto-Gleit-
Modell besonders dann zu, wenn wéhrend einer Schwingungsperiode lange Gleitzeiten auf-
treten. Im Falle eines Mikroschlupfmodells ist im Mikroschlupfbereich wegen der nur teilweise

gleitenden Reibelemente mit besseren Ergebnissen zu rechnen.

Bild 8.8 zeigt einige mit typischen Parameterwerten berechnete Frequenzgénge fiir das Mo-
dell aus Bild 8.7b bei Anregung und Messung an der Schaufel A (Koordinate xos bzw. x14).
Das Reibkontaktmodell besteht aus 100 parallelen Reibstrdngen mit identischen Federstei-
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Mikroschlupf Kontaktmodell mit 100 Elementen

60 T
-- fr=10
S0 - - fR =20 H
-- frR=25
. 40} - - rR=30 H
§
— 30
=
201
10+
0
144
100
o
= 50f
S
(]).44 146 148 150 152 154 156 158
f[Hz]

Bild 8.8: Oben: Ausschnitt aus berechneten Frequenzgéangen mit verschiedenen Haftreib-
kraften Fr* = frFgry bei Verwendung der Harmonischen Balance mit einer (——), zwei
(—-) und drei (—) Harmonischen. Die Naherungsergebnisse konvergieren gegen die mit Hilfe
der Zeitschrittintegration ermittelten Ergebnisse (+). Linien gleicher Strichstérke liegt die
gleiche Haftreibkraft zugrunde. Unten: Anzahl der wiahrend einer Schwingungsperiode nicht

durchgéngig haftenden Reibelemente.

figkeiten cgr; und elliptisch verteilten Haftreibkraften Fg;,

* 100
CRr

== =Y Fu 8.43

Cr 100 R = R ( )

Die Haftreibkraft Fr* wurde gegeniiber einem Ausgangswert Frj um einen Faktor fg variiert,

um den Einfluss von Mikro- und Makroschlupf zu untersuchen.

Bei Erhohung der Haftreibkraft sinkt, wie zu erwarten, die Anzahl ng;, der Reibelemente,
bei denen Gleiten auftritt (Bild 8.8, unten), wéihrend gleichzeitig die Resonanziiberhdhung
aufgrund verringerter Dissipation zunimmt (Bild 8.8, oben). Insbesondere bei geringer Haft-
reibkraft fiihrt die Anwendung der einfachen Harmonischen Balance zu Amplitudenfehlern
von mehr als 20 Prozent. Bei Hinzunahme hoéherer Harmonischer konvergieren die Néhe-

rungslosungen aber schnell gegen die Losung aus der Zeitschrittintegration.
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Bild 8.9: Frequenzgénge X (f) und Xg(f) der Schwingungsamplituden beider Schaufelspit-
zen. Dargestellt ist jeweils der Mittelwert der Schwingungsamplituden der Punkte Ps; und P,
aus Bild 8.7 in z-Richtung.

8.7.4 Messdaten

Fiir die Identifikation werden die in Bild 8.9 dargestellten gemessenen Frequenzgéinge [61]
zugrunde gelegt. Die beiden oberen Diagramme zeigen die gemittelten Schwingungsamplitu-
den in z-Richtung der Messpunkte P3 und P, (vgl. Bild 8.7) der angeregten Schaufel (A).
Die unteren Diagramme zeigen die gleiche Messung fiir die nicht angeregte Schaufel (B).

Die Messungen wurden fiir sechs verschiedene simulierte Zentrifugalkréifte F im Bereich
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X 107 ng =10,  Nparm = 1 ng = 10, nNpam = 1
16 , , , 20
- 15}
= l4rp -
of : == npem = 100 | ]
1 O H H H
0 0 50 100 150 200
Fy[N] Fy[N]
X 107 Ng = 107 Nharm = 3 Ng = 107 Mharm = 3
15 , , 20
B 15}
| —
gi —*— NEeM = 10
05 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Fz[N] I [N]

Bild 8.10: Untersuchung des Einflusses der Anzahl ngqy der im Mikroschlupfmodell ver-
wendeten parallelen Reibstrange auf das Identifikationsergebnis. Oben: bei Verwendung der
einfachen Harmonischen Balance. Unten: bei Berechnung einer Ndherungslosung mit insge-

samt drei Harmonischen.

20N ... 200N durchgefiihrt. Der besseren Ubersichtlichkeit wegen sind diese in jeweils zwei
Diagramme aufgeteilt. Im Frequenzgang der angeregten Schaufel A ist deutlich die Antire-

sonanz zwischen 120Hz und 140Hz zu erkennen.

8.7.5 Identifikationsergebnisse

Bevor spéter weitere Kontaktmodelle fiir die Kopplung zwischen den beiden Turbinenschau-
feln untersucht werden, sollen zunéchst unter Verwendung des Mikroschlupfmodells die Ein-
fliisse mehrerer Modell- und Berechnungsparameter auf das Identifikationsergebnis unter-

sucht werden.

Dazu gehort die Anzahl nggy der im Mikroschlupfmodell beriicksichtigten parallelen

Reibstréange. In Bild 8.10 sind n, = 10 Moden fiir den linearen Systemanteil zugrun-
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Bild 8.11: Untersuchung des Einflusses der Anzahl nq beriicksichtigter Moden des linearen

Systemteils.

de gelegt, die Kurven zeigen die identifizierten Werte cg und Fg des Reibmodells fiir
ngem = 1,10 und 100 parallele Reibstrange. In den oberen Diagrammen wurde die ein-
fache Harmonische Balance zur Berechnung verwendet, in den unteren Diagrammen wurden
zwei hohere Harmonische hinzugefiigt. In beiden Féllen erweisen sich iibereinstimmend be-
reits ngaym = 10 Reibstréange als ausreichend, weil bei Erhohung auf nggy = 100 kaum noch

Anderungen bei den identifizierten Parametern wahrnehmbar sind.

Auf dieser Grundlage ist in Bild 8.11 die Anzahl n, beriicksichtigter Moden des linearen
Systemanteils variiert. Wahrend die identifizierte Haftreibkraft Fy kaum von n, abhéngt,
vergroflert sich die identifizierte Kontaktsteifigkeit cg teilweise sprunghaft bei Hinzunahme
weiterer Moden. Dieser Effekt beruht auf der Erhéhung der Nachgiebigkeit zwischen den
beiden Kontaktpunkten durch die modale Beschreibung bei Erhohung der Anzahl beriick-
sichtigter Moden. Ein ndherungsweise dquivalentes gekoppeltes System muss daher iiber eine

entsprechend steifere Kontaktfeder zwischen beiden Koppelpunkten verfiigen. Die durch die
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X 107 nq — 20, TLEGM — ].0 nq - 207 nEGM - 10

0 . . . 0 . . .
140 145 150 155 160 140 145 150 155 160
J1H7] J1H7]

Bild 8.12: Oben: Einfluss von ny.., auf die identifizierten Parameter. Unten: Schwingungs-
amplitude U im Reibkontakt bei variierter Anzahl Harmonischer ny,., im Vergleich zum

Ergebnis der Zeitschrittintegration (ZSI).

Kontaktfeder abgebildete Kontaktsteifigkeit kompensiert also u.a. die reduzierte Nachgie-
bigkeit aufgrund der endlichen Zahl verwendeter Moden. Identifizierte Parameter fiir die
Kontaktsteifigkeit sind daher stets im Zusammenhang mit der modalen Beschreibung zu

sechen. Im Folgenden wird n, = 20 gewéhlt.

Neben den schon diskutierten Systemparametern diirfte die Anzahl ny,., der zur Approxi-
mation der erzwungenen Schwingung verwendeten Harmonischen Einfluss auf die Identifika-
tionsergebnisse haben. Zur Untersuchung dieses Effekts wurde die Parameteridentifikation
fiir dasselbe Modell mit npa = 1, 2, 3 durchgefiihrt. Die erhaltenen Parameter zeigt

Bild 8.12 (oben). Um Rechenzeit zu sparen, wurden die mit np,m, = 1 identifizierten Pa-
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rameter als Startwerte fiir die Durchgédnge mit ny.m = 2 und Nparm = 3 verwendet. Fiir
Nparm = 1 wurden allerdings zehn verschiedene, zufillig gestorte Anfangswerte verwendet,

um die Wahrscheinlichkeit suboptimaler Losungen zu verringern.

Wegen der erheblich ldngeren Rechenzeit wurde keine Identifikation durchgefiihrt, bei der
die berechneten Frequenzgingen mit der Zeitschrittintegration ermittelt wurden. Stattdes-
sen veranschaulichen die unteren Diagramme in Bild 8.12 (unten) den verbleibenden Un-
terschied zwischen den Naherungslosungen und dem Ergebnis der Zeitschrittintegration fiir
zwei unterschiedliche simulierte Zentrifugalkréfte Fy. Die Rechnungen basieren auf den mit
Nharm = o 1dentifizierten Parametern. Wie schon in Bild 8.8 verbleiben auch bei diesen Para-
meterkombinationen nur geringe Abweichungen zwischen der Zeitschrittintegration und der

Néherungslosung mit nparm = 3.

Aufgrund der dargestellten Voruntersuchungen liegen den im Folgenden présentierten Identi-

fikationsergebnissen nachstehende Parameter zugrunde: ngay = 10,  nq =20,  7Npharm = 3.

Bild 8.13 zeigt vergleichend die Identifikationsergebnisse fiir vier verschiedene Kontaktmo-

delle:

Modell 1: Mikroschlupfmodell (cg, Fr)

Modell 2: Mikroschlupfmodell plus paralleler linearer Dampfer (cgr, Fr, dy)

Modell 3: Mikroschlupfmodell plus parallele lineare Feder (cgr, Fg, ¢x)

Modell 4: Kein Reibkontakt, nur lineares Feder-Dampfer-Modell (¢, dy)

Das Diagramm links oben (in Bild 8.13) zeigt den Verlauf der nach der Identifikation ver-
bleibenden Fehlerquadratsumme zwischen gemessenem und berechnetem Frequenzgang als
Funktion der simulierten Zentrifugalkraft Fy. Besonders bei groflien Fy zeigt sich fiir das

einfache Mikroschlupfmodell (Modell 1) ein vergleichsweise groer verbleibender Fehler.

Dieser Fehler wird durch Hinzunahme eines parallel zum Reibmodell angeordneten linearen
Déampfers (Modell 2) fiir grofie F; etwa halbiert. Bei diesem Modell ergeben sich fiir grole
Fy Kkleinere Federsteifigkeiten cg und grofiere Haftreibkrifte Fr (gegeniiber Modell 1) bei
gleichzeitiger Zunahme des Dampferkoeffizienten dy. Offensichtlich iibernimmt der lineare

Déampfer einen Teil der Dédmpfungswirkung des Reibmodells.

Das Modell mit parallel zum Reibmodell angeordneter linearer Feder (Modell 3) fiihrt zu

keiner nennenswerten Verringerung des Modellfehlers.
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x 10”2 Fehlerquadratsumme

0 50 100 150 200
Fz|N]

Bild 8.13: Verbleibender Modellfehler Y e?[m?] fiir vier verschiedene Kontaktmodelle mit

den zugehdérigen identifizierten Parametern.

Das rein lineare Kontaktmodell (Modell 4) beschreibt die Messungen bei groflen Fy sehr gut,
deutlich besser als das einfache Reibmodell (Modell 1). Bei groen Normalkréften, bei denen
im Reibkontakt Mikroschlupfeffekte {iberwiegen, lésst sich der vorliegende Reibkontakt also
durch ein rein lineares Kontaktmodell besser beschreiben als durch ein einfaches Reibmodell.
Dieses Ergebnis steht im Einklang mit dem Ergebnis aus der HILBERT-Transformation in

Kapitel 4.8, wonach das Systemverhalten bei Erhéhung von Fy zunehmend linear wird.

Bild 8.14 stellt einen Teil der gemessenen und berechneten Frequenzgéinge einander gegen-
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Bild 8.14: Gegeniiberstellung gemessener und mit den identifizierten Parametern berechne-

ter Frequenzgédnge mit Fj = 0.5N.

iiber. Die linken Diagramme entsprechen einer simulierten Zentrifugalkraft von Fy = 20N,
fiir die rechten gilt F; = 100N. Die oberen Diagramme zeigen die Ergebnisse fiir die Mes-
sung an der angeregten Schaufel A, die unteren Diagramme die der Schaufel B. Im Fall
F; = 20N sind neben der Messung die Frequenzgénge fiir das dort relativ gut abschneidende
Modell 1 und das deutlich schlechtere Modell 4 (rein linearer Kontakt) dargestellt. Bei der
hoheren Andruckkraft 7, = 100N kann das einfache Reibmodell (Modell 1) die sehr spitze

Form der gemessenen Resonanz nur schlecht abbilden, mit dem zusétzlichen Dampferelement
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Bild 8.15: Identifikationsergebnisse fiir das einfache Reibmodell bei vorgegebener und iden-

tifizierter (variabler) Anregungsamplitude Fi.

(Modell 2) gelingt dies deutlich besser. An den Réndern der Resonanziiberhéhung verbleibt
jedoch ein aufféllig grofier Fehler, der durch eine zu grofie rechnerische Anregungsamplitude
Fy; erklirt werden konnte. Ein solcher Effekt kann z. B. durch falsche Kalibrierungsdaten der
Sensoren verursacht werden. Zur Untersuchung dieses Fehlers wurde das einfache Reibmodell
(Modell 1) erneut identifiziert, unter Einbeziehung der Anregungsamplitude als zu identifizie-
rendem (variablem) Parameter. Fiir alle Messungen ergibt sich tibereinstimmend Fg ~ 0.4N.
Alle drei Parameter (FE, CRr, Fr) sind in Bild 8.15 zusammen mit dem verbleibenden Modell-
fehler dargestellt und dem urspriinglichen Ergebnis mit der Annahme Fy = 0.5N (Informa-
tion aus der Messung) gegeniibergestellt. Es zeigt sich, dass die Hinzunahme des weiteren
Parameters kaum Auswirkungen auf die anderen identifizierten Parameter hat, wéhrend der
Modellfehler stark reduziert wird. Aufgrund dieser Erkenntnis wurde die Identifikation mit
der Annahme Fy = 0.4N wiederholt. Das Modell 3 wurde wegen der unbefriedigenden Er-
gebnisse aus dem ersten Durchgang nicht betrachtet. Die Ergebnisse sind in Bild 8.16 den
urspriinglichen Ergebnissen (mit Fy = 0.5N) gegeniibergestellt. Wéhrend die identifizierten
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Bild 8.16: Verbleibender Modellfehler 3" e?[m?] und zugehdrige identifizierte Parameter wie

in Bild 8.13 (links) und bei veranderter Anregungsamplitude (rechts).

Parameter sich nur im Detail unterscheiden, sind die verbleibenden Fehler iiberall deutlich re-

duziert. Bild 8.17 zeigt die zugehorigen resultierenden Frequenzgénge (analog zu Bild 8.14).
Fiir die Messung bei F; = 20N ergibt sich bereits mit dem einfachen Reibmodell (Modell 1),
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Bild 8.17: Gegeniiberstellung gemessener und mit den identifizierten Parametern berechne-

ter Frequenzgédnge mit Fj = 0.4N.

bei F; = 100N nach Hinzunahme eines parallel angebrachten linearen Démpfers (Modell 2)
eine sehr gute Ubereinstimmung. Das rein lineare Kontaktmodell (Modell 4) zeigt weiterhin

bei Fy, = 20N eine schlechte Ubereinstimmung mit der Messung.

8.8 Fazit

Das vorgestellte Identifikationsverfahren basiert auf dem Abgleich gemessener Frequenzgénge

mit denen eines nichtlinearen physikalischen Modells. Zu ihrer effizienten Berechnung werden
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Implementationen von Ndherungsverfahren présentiert, die sowohl harmonische (Harmoni-
sche Balance) als auch periodische Ansétze fiir den Zeitverlauf von Anregung und Antwort
des Systems zulassen. Die Moglichkeit, auch periodische Ansétze verwenden zu kénnen, un-
terscheidet das beschriebene Verfahren von dem in [50, 49] dargestellten. Dariiber hinaus
wird die Methode anhand einer komplexen, physikalisch motivierten Nichtlinearitét (tangen-
tialer Reibkontakt mit Mikroschlupf) statt einer einfacheren, polynomialen Nichtlinearitét

demonstriert.

Im Vergleich zur Zeitschrittintegration ergeben sich durch die Ndherungsverfahren deutliche
Zeitvorteile bei der Berechnung der Frequenzginge. Weil diese im Rahmen der Identifikati-
onsroutine vielfach zu berechnen sind, ist die beschleunigte Berechnung hier von besonderer
Bedeutung. Mit der einfachsten Néherungsrechnung, der Harmonischen Balance, kénnen
vorlaufige Parameter identifiziert werden, die dann als Startpunkt fiir eine Identifikation mit

mehrgliedrigen Ansétzen dienen kénnen.

Zur Modellierung des im numerischen und auch im experimentellen Beispiel auftreten-
den Reibkontakts wird ein Makroschlupf- und ein Mikroschlupfmodell gewé&hlt. Das Mi-
kroschlupfmodell besteht aus mehreren parallel wirkenden Makroschlupfelementen mit un-
terschiedlichen kritischen Verschiebungen. Bei der Identifikation der Reibkontaktparameter
eines Schaufelpaars zeigt sich eine rasche Konvergenz der Identifikationsergebnisse bei Stei-

gerung der Zahl parallel wirkender Reibelemente im Mikroschlupfmodell.

Im experimentellen Beispiel wird dariiber hinaus der Einfluss der Anzahl beriicksichtigter
Moden untersucht. Erwartungsgeméaf ergibt sich eine Zunahme der identifizierten Kontakt-
steifigkeit mit der Anzahl Moden, da die elastische Wirkung fehlender Moden durch eine
groflere Kontaktnachgiebigkeit kompensiert wird. Auch hier zeigt sich eine rasche Konver-

genz.
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9 Zusammenfassung

Nichtlineare Effekte spielen in zahlreichen technischen Anwendungen eine bedeutende Rolle.
Dabei kann es sich um erwiinschte Einfliilsse handeln, die gezielt ausgenutzt werden, etwa
die Reduzierung von Schwingungsamplituden durch Dampfung mittels trockener Reibung.
Héufig handelt es sich aber um storende Nebenwirkungen, etwa die Gelenkreibung und die
nichtlineare Starrkérpermechanik bei Robotern oder das ,,Quietschen” von Fahrzeugbremsen

aufgrund reibungsselbsterregter Schwingungen.

Bei der Modellierung und Identifikation, etwa zum Zweck einer Schwingungsanalyse oder
Reglerauslegung, fithren Nichtlinearitéiten in aller Regel zu erh6htem Aufwand. Die Auswir-
kung nichtlinearer Elemente auf ein Gesamtsystem ist amplitudenabhéngig und die genauen
Parameter des Elements sind meist nicht bekannt. Im ersten Hauptteil dieser Arbeit wer-
den daher Methoden dargestellt, weiter- und z.T. neu entwickelt, die eine signalbasierte
Bewertung der Stérke eines nichtlinearen Einflusses gestatten. Durch die Wahl einer geeig-
neten Anregung kann dabei die reale Lastsituation beriicksichtigt werden. Auf der Basis
des Auswertungsergebnisses kann iiber die Notwendigkeit einer nichtlinearen Modellierung

entschieden und damit ein unverhéltnisméfiger Aufwand vermieden werden.

Nach einer Ubersicht zum Stand des Wissens bei Linearititstests werden drei unterschiedliche

Verfahren im Detail untersucht.

Zur Auswertung von Impuls- oder Ausschwingversuchen bieten sich als erste Verfahren Zeit-
Frequenzanalysen wie die Kurzzeit-Fouriertransformation oder die Wavelet-Transformation
sowie die Analyse mit parametrischen Ansétzen geddmpfter linearer Schwingungen an. In
allen diesen Verfahren wird das Signal abschnittsweise ausgewertet und das Ziel besteht in der
Detektion von Frequenzidnderungen freier Schwingungen als Hinweis auf Nichtlinearitéiten.
Die diskrete Wavelet-Transformation, bzgl. der Auswertungsgeschwindigkeit mit der FF'T
vergleichbar, erweist sich zur Erkennung kleiner Frequenzinderungen als ungeeignet. Bei
der Kurzzeit-Fouriertransformation hingegen lassen sich durch das Anhéngen von Nullen an
jeden Analyseabschnitt auch kleinste Frequenzianderungen auflosen. Durch die Signalanalyse
mit parametrischen Ansétzen lassen sich sowohl sehr kleine Frequenzénderungen als auch
Anderungen des Dampfungsmafies erkennen. So erhiilt man eine zusitzliche Information,
allerdings nicht die gute Gesamtiibersicht in der Zeit-Frequenz-Ebene. Optimal ist daher

eine Kombination der Kurzzeit-Fouriertransformation und der Analyse mit parametrischen
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Anséatzen.

Ein zweiter, fiir gemessene Frequenzginge geeigneter Linearitatstest, kann mit der HILBERT-
Transformation durchgefiihrt werden. Bei linearen Systemen sind der Frequenzgang und seine

HiLBERT-Transformierte identisch, so dass Abweichungen auf Nichtlinearitdten hinweisen.

Hauptfehlerquelle bei der praktischen Durchfiihrung ist der nur an einer endlichen Zahl dis-
kreter Frequenzen bekannte Frequenzgang. Da die Transformation einen kontinuierlichen
Frequenzgang im Bereich von 0 bis oo voraussetzt, erfordert dies die Interpolation zwischen
und die Extrapolation aulerhalb der bekannten Stiitzstellen. Im Unterschied zu Vorgénger-
arbeiten konnen bei der im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Implementation geddmpfte
lineare Frequenzgéinge beliebiger Ordnung fiir die Extrapolation verwendet werden, so dass
der auflerhalb des gemessenen Frequenzbereichs entstehende Fehler verringert wird. Aufler-
dem wird bei der Berechnung des Faltungsintegrals zwischen den Stiitzstellen erstmals ei-
ne Interpolation des Frequenzgangs beriicksichtigt, welches den innerhalb des gemessenen
Frequenzbereichs entstehenden Fehler reduziert. In Vorgéngerarbeiten wird stattdessen der
gesamte Integrand linear interpoliert, obwohl dieser, bis auf den darin enthaltenen Frequenz-

gang, liickenlos bekannt ist.

Schlieflich wird eine FFT-basierte, effizientere Implementation des Faltungsintegrals verall-
gemeinert, so dass eine direkte Anwendung auf Frequenzginge moglich wird, die nicht bei
f = 0Hz beginnen. Daneben kann die exakte Ubereinstimmung des Ergebnisses mit dem der

direkten Implementation des Faltungsintegrals auf einfachem Wege gezeigt werden.

Die Abweichungen zwischen Frequenzgang und HILBERT-Transformierter zeigen fiir verschie-
dene Nichtlinearitdten jeweils unterschiedliche, charakteristische Formen. Durch den Ver-
gleich von Ergebnissen aus experimentellen Beispielen mit solchen aus numerischen Rech-
nungen lassen sich Riickschliisse auf den Typ der vorliegenden Nichtlinearitét ziehen. Dies

kann an mehreren experimentellen Beispielen mit Reibkontakten gezeigt werden.

Als dritter Linearitétstest wird die neu entwickelte ,Methode des nichtlinearen Vorhersa-
gefehlers préasentiert. Die Besonderheit dieses Tests besteht in der Eigenschaft, nicht nur
lineares und nichtlineares Verhalten unterscheiden zu koénnen, sondern auflerdem ein Mafl
fiir die Komplexitdt des Systems zu liefern. Fiir lineare Systeme ist dieser Wert gleich der
Zahl von Systemzusténden (Zahl diskreter Energiespeicher), fiir nichtlineare Systeme (vor-

ausgesetzt, dass alle Zustéinde angeregt wurden und im Ausgangssignal beobachtbar sind)
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eine obere Grenze dafiir. Der Test erfordert ein spezielles Anregungssignal aus kiinstlichem

Rauschen, das von Nullsequenzen unterbrochen wird.

Anhand numerischer Beispiele kann erfolgreich gezeigt werden, dass der Test sowohl die Li-
nearititsaussage liefert als auch die Schétzung der Zahl von Systemzustéinden ermdglicht.
Fiir komplexere Systeme mit einer hohen Anzahl an relevanten Systemzustédnden sind al-
lerdings die erforderlichen Datenmengen sehr grof3. Dies ist eine direkte Folge des nahezu

modellfreien Ansatzes der Methode und wird auch als ,,Curse of Dimension“ bezeichnet.

Muss die Linearitétshypothese eines Systems aufgrund eines der oben beschriebenen Tests
verworfen werden, so ist die Identifikation eines nichtlinearen Systemmodells der konsequente
néchste Schritt und deshalb Thema des zweiten Teils dieser Arbeit. Die Betrachtungen be-
schranken sich dabei auf Methoden zur Identifikation nichtlinearer mechanischer Strukturen

auf der Basis gemessener Frequenzgénge.

Die in der Literatur zu diesem Thema beschriebenen Methoden erfordern teilweise einen
hohen experimentellen Aufwand, sowohl geritetechnisch als auch zeitlich. Die Identifikation
auf Basis des ,,Nonlinear Normal Mode* Konzepts erfordert nur einen Anregungspunkt sowie
eine Anregungsamplitude. Es setzt die Kenntnis des zugrunde liegenden linearen Systems
voraus und liefert eine nichtlineare modale Beschreibung. Ein Vorteil der Methode besteht
in der universellen Anwendbarkeit und der an einem numerischen Beispiel gepriiften genauen
Wiedergabe vorgegebener Frequenzgénge. Nachteilig ist zum einen der fehlende Riickschluss
auf physikalisch deutbare Parameter. Zum anderen lésst sich die Systemantwort i. Allg. nicht
direkt auf verdnderte Anregungsamplituden iibertragen, weil eine dann zu beriicksichtigende

Frequenzabhéngigkeit der Parameter im Konzept der Methode nicht vorgesehen ist.

Als in Kombination mit einem physikalischen Modell verwendbare Alternative wird ein Ver-
fahren entwickelt, das auf der Frequenzgangberechnung fiir nichtlinear gekoppelte lineare
Strukturen aufbaut. Dieses Verfahren bedient sich des Naherungsverfahrens der Harmoni-
schen Balance und wird z. B. bei der Auslegung von Reibelementen fiir Turbinenschaufeln
genutzt. Um die Berechnung, besonders bei Modellen mit vielen elastischen Moden, zu be-
schleunigen, wird ein Berechnungsalgorithmus implementiert, der den stationdren Schwin-
gungszustand des Systems iiber die (Relativ-)Koordinaten der nichtlinearen Kopplungsele-
mente anstelle der elastischen Moden ermittelt. Auf diese Weise kann die Anzahl der nicht-

linearen Gleichungen, die numerisch zu losen sind, teilweise drastisch reduziert werden. Im
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Fall des untersuchten Paars von Turbinenschaufeln z. B. nur zwei Gleichungen fiir eine Kop-

pelkoordinate statt 40 Gleichungen fiir 20 elastische Moden.

Dariiber hinaus wird die ndherungsweise Berechnung des Schwingungszustands durch die
Hinzunahme von hoheren Harmonischen verbessert. Deren Anzahl ist nicht begrenzt und so
lasst sich die Genauigkeit des Ergebnisses (sofern die Losung periodisch ist) beliebig steigern.
Fiir den Reibkontakt mit Mikroschlupf kann die Abweichung der Néherungslosung von dem

Ergebnis einer Zeitschrittintegration dadurch von 24% auf 3% reduziert werden.

Durch Minimierung der Abweichungen zwischen gemessenem und berechnetem Frequenz-
gang werden die unbekannten Systemparameter bestimmt. Fiir das experimentelle Beispiel
der durch ein Reibelement gekoppelten Turbinenschaufeln wird so eine normalkraftabhéngi-
ge Tangentialsteifigkeit und Reibkraft ermittelt. Die identifizierten Parameter héngen wei-
terhin im Wesentlichen von der Anzahl modellierter elastischer Moden sowie von der Art
des Reibkontakts ab (Makro-/Mikroschlupfmodell). Fiir groe Normalkrifte kann die Uber-
einstimmung von Modell und Messung durch einen parallel zum Reibelement modellierten

linearen Dampfer wesentlich verbessert werden.

Die vorliegende Arbeit leistet einen Beitrag zur Modellierung nichtlinearer mechanischer Sys-
teme, indem sie den Weg von der signalgestiitzten Detektion nichtlinearer Effekte bis hin zu
ihrer Identifikation beleuchtet. Dabei werden sowohl bestehende Verfahren weiterentwickelt
als auch neue Methoden vorgestellt. Durch die Veranschaulichung anhand numerischer und
experimenteller Beispiele wird dem Leser die Anwendung und der Nutzen der vorgestellten

Methoden vermittelt.
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A Anhang: Reibkontaktmodelle

Ein sehr einfaches Modell fiir einen tangentialen Reibkontakt ist das Elasto-Gleit-Modell,
Bild A.1a, eine Reihenschaltung eines Coulomb-Elements mit der Gleit- und Haftreibkraft
Fr und eines Federelements mit der (Kontakt-)Steifigkeit cg. Fiir u, = 0 tibertrégt das Mo-
dell bis zum Erreichen der kritischen Verschiebung uy,iw = Fr/cgr die Kraft Fgom = cru.
In der folgenden Gleitphase gilt Frgm = Frsgn(u). Beendet wird eine Gleitphase durch
eine Richtungsumkehr der Bewegung u(t), also durch ein Extremum von wu(t). Spétestens zu
Beginn der folgenden Haftphase muss die Verschiebung des Coulomb-Elements im Rechen-

modell entsprechend u, = u — Fyawm/cr aktualisiert werden.

In technischen Reibkontakten findet der Ubergang vom Haften zum Gleiten beim tangentia-
len Verschieben der Kontaktflichen in der Regel nicht sprunghaft (Makroschlupf), sondern
stetig (Mikroschlupf) statt. Bewirkt werden kann dieser Effekt z. B.durch eine variable Nor-
malspannung in der Kontaktfliche aufgrund der Makrogeometrie bzw. Oberflachenrauheiten
oder auch durch eine variable Tangentialspannung, insbesondere bei ausgedehnten Reibflé-

chen.

Mikroschlupf kann durch eine Parallelschaltung n einfacher Elasto-Gleit-Modelle (EGM) mit
unterschiedlichen kritischen Verschiebungen wu,,;; abgebildet werden, siehe Bild A.1b. Wirken
die parallelen Modelle zwischen denselben zwei Kontaktpunkten, so werden sie iiber dassel-
be Eingangssignal u(t) gespeist und ihre Kraftwirkungen kénnen an den Kontaktpunkten

additiv {iberlagert werden.

a) b) IRy Cr1
u(t) N P (t) FR2 CRr2 7 (t)
v EGM F,NV\,_ EGM
Frawm(t) Ug@)# Frawm(t) +— 1 . —>

Cr FRn CRn

Fi |E2diis
u(t)

Bild A.1: a) Makroschlupfmodell: Elasto-Gleit-Modell (EGM);  b) Mikroschlupfmodell:
Parallelschaltung aus n Elasto-Gleit-Modellen.
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U/ Ukrit

Bild A.2: Kraft-Verschiebungs-Diagramm Frgm(u) eines Makroschlupf- (n = 1) und eines
Mikroschlupf-Reibelements (n = 20). Die Belastung startet beiu = 0, Fggym = 0 und bewegt

sich dann jeweils auf einer Hysterese-Schleife.

Im Kontakt zweier Zylinder mit parallelen Achsen stellt sich nach der HERTZschen Theorie
eine elliptische Verteilung der Normalspannung ein [75] . Bei Annahme einer konstanten
Verteilung der Tangentialsteifigkeit in der Kontaktfldche ergibt sich daraus ein Mikroschlupf-
Verhalten, das in Bild A.2 mit n = 20 parallelen Reibstrangen angendhert wird. Gezeigt ist
der Verlauf der normierten Kraft Frgu(t)/Fr iiber der normierten Verschiebung u(t)/uit
bei harmonischer Verschiebung u(t). Zur Berechnung von wy; = Fr/cgr seien dabei die
»globale® Federsteifigkeit cr™ = 3_ cr; bei vollsténdigem Haften und die ,, globale Reibkraft
Fr* = >° FR; bei vollstdndigem ZGleiten zugrunde gelegt. Bild A.2 zeigt im Vergleich auch
das Verl;alten des korrespondierenden Makroschlupf-Modells mit n = 1.

Durch eine gleichméflige Verteilung der kritischen Verschiebungen
1
ukrit,z‘ - _Ukrit,max (Al)
n
anstelle, z. B. identischer Steifigkeiten cg; = &, wird eine niedrigere Ansprechschwelle uqi; 4

des Mikroschlupf-Modells erzielt.

Fiir den Fall des Kontakts zweier Kugeln geben CATTANEO [16] und MINDLIN [51, 52] ana-
lytische Ausdriicke fiir das Kraft-Verschiebungs-Verhalten an, ohne auf eine diskretisierte
Darstellung zuriickgreifen zu miissen. Bei der Zeitschrittintegration erfordert dieses Modell
wegen der zu beriicksichtigenden Verschiebungs-Geschichte einen hohen numerischen Auf-
wand [6]. Fiir die harmonische Ndherung des Kraftverlaufs bei harmonischer Verschiebung

(wird bei der Harmonischen Balance benotigt) existieren aber analytische Ausdriicke [6].
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B Anhang: Herleitungen zum nichtl. Vorhersagefehler

B.1 Lineare LS-Schitzung

Ausgehend von dem linearen Gleichungssystem

Yimx1] = A[mxn}p[nxl] (BQ)

mit Messvektor y, Informationsmatrix A und Parametervektor p kénnen die Fille mit ge-

stortem Messvektor
y=Ap+y, (B.3)
und zusétzlich gestorter Informationsmatrix
y=(A+A)pP+Yy. (B4)

unterschieden werden.

Im Fall (B.3) ergibt sich durch Minimierung der Quadratsumme
e=(y—Ap)" (y — Ap) (B.5)
(Least Squares) die Schéitzung
p=(ATA) ATy, (B.6)

Im Fall (B.4) wird die Quadratsumme der Absténde der durch die Zeilen der Matrix [A, y]
definierten Punkte zu der durch y = Ap definierten (Hyper-)Ebene (Total Least Squares)

minimiert. Die TLS-Losung ergibt sich mit der Singuldrwertzerlegung
UXVT = [A)y], X =Diag(c1,02,...,0041) (B.7)

der erweiterten Informationsmatrix [A,y]| iiber den zum kleinsten Singuldrwert o, gehoren-
den rechten Singulédrvektor v,,;,. Die Losung existiert, wenn o,,;, > 0 gilt, und ist eindeutig,

wenn kein weiterer gleich grofler Singuldrwert existiert.

Mit
Vminn
Voin = ' (B.S)
Umin,n+1
lautet die TLS-Losung ([33], S.596)
~ Vmin,n
p=- (B.9)

Umimn—i—l
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B.2 Erwartungswert fiir gewichtete Fehlerquadratsumme

Aus
E {eTQe} = E {eTq} (B.10)
folgt wegen
xly = szyz = tr (XyT) (B.11)
der Zusammenhang
E{eTQe} = E{tr (eqT)} = tr (E {eeTQT}) (B.12)
= tr (PeQT) =tr (Q PeT) (B.13)
= tr(QP.) (B.14)

und wegen P, = P, T

E{e'Qe} = tr(QP.). (B.15)
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