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Zusammenfassung

Betrachtet man Vektorfelder auf isolierten Singularititen vollstédndiger Durchschnit-
te, die eine isolierte Nullstelle besitzen, so kann man in dieser Situation eine Verallge-
meinerung des Poincaré-Hopf-Index definieren, den sogenannten GSV-Index. Wir
betrachten Vektorfelder auf Kurven und beweisen fiir den holomorphen Fall eine
Formel, die den Index durch die Dimension einer bestimmten Algebra ausdriickt,
falls das Vektorfeld in einer gewissen Weise deformierbar ist. Ferner beweisen wir
fiir den reell analytischen Fall eine Signaturformel im Sinne von Eisenbud, Levine
und Khimshiashvili fiir den Index, auch hier unter der Voraussetzung, dafl das Vek-
torfeld in geeigneter Weise deformierbar ist.

Es wird auflerdem eine Formel von Gomez-Mont fiir den Homologischen Index
fiir Vektorfelder auf Hyperflachen verallgemeinert.

Ebeling und Gusein-Zade haben Indizes von 1-Formen auf isolierten Singulari-
taten vollstdndiger Durchschnitte definiert. Es wird eine Residuenformel fiir den
Index aufgestellt, falls die Varietdt zweidimensional ist.

Schlagwoérter: Vektorfeld, 1-Form, Index, Singularitét, vollstindiger
Durchschnitt, lokale Residuen, Bilinearform, Sockel

Abstract

If one considers vector fields on isolated singularities of complete intersections, that
have an isolated zero one can define a generalization of the Poincaré-Hopf index in
this situation, the so called GSV index. We consider vector fields on curves and
prove in the holomorphic case a formula, expressing the index by the dimension of a
certain algebra if the vector field is deformable in a certain sense. Further we prove
in the real analytic case a signature formula in the sense of Eisenbud and Levine,
under the condition that the vector field is deformable in a certain sense too.

We also generalize a formula of Gémez-Mont for the homological index for vector
fields on hypersurfaces.

Ebeling and Gusein-Zade have defined indices of 1-forms on isolated complete
intersection singularities. There is established a residue formula for the index if we
consider twodimensional varieties.

Keywords: vector field, 1-form, index, singularity, complete
intersection, local residues, bilinear form, socle






Einleitung

Es sei g := (g1,...,9n) eine regulire Ocn o-Sequenz, d.h. g¢;(0) = 0, und g; ist
kein Nullteiler in der Algebra Ogn o/(91,---,9i—1) fiir ¢ = 1,...,n. Hierbei ist je-
des g; natiirlich ein Element von Ogn o, wobei dies wie allgemein iiblich der Ring
der um 0 € C™ konvergenten Potenzreihen mit komplexen Koeffizienten ist. Aqui-
valent hierzu ist die Aussage, dafl der entsprechende holomorphe Abbildungskeim
g: (C™,0) — (C",0) eine isolierte Nullstelle besitzt. Diese Tatsache gestattet es, den
sogenannten Poincaré-Hopf-Index indgn o(g) von g zu definieren: Bezeichnen S2"~1
und $?"~! Sphéren um den Ursprung mit den Radien € und 1, so sei indgr o(g) der
Grad der Abbildung g/||g||: S?"~! — S?"~1 wobei die Sphiren als Rénder der ent-
sprechenden Kugeln orientiert seien. Die Dimension von Qg := Ocn o/(g1;-- -, 9n)
als komplexer Vektorraum ist bekanntlich endlich, und man hat das klassische Resul-
tat, dafl der Index von g gerade diese Dimension ist. Man kann den Index allerdings
auch noch mit Hilfe der sogenannten (lokalen) Grothendieck-Residuen berechnen:

Fiir ein h € Ogn o definiert man das (lokale) Grothendieck-Residuum von A bzgl.
g durch

1 hdzy A---Nd
resgn o(h) = /F 2 n

(2mi)™ g1 - gn

wobei T' ein geeigneter reeller n-Zykel ist (wir werden das spéter prizisieren). In
diesem Fall wird der Index auch durch das Residuum der Jacobideterminante von
g gegeben.

Man kann auch die reelle Situation betrachten. Hierbei sei &g o der Ring der reell
analytischen Funktionskeime im Ursprung und g®: (R, 0) — (R™,0) ein endlicher
reell analytischer Abbildungskeim in dem Sinne, dafi die Algebra Q]qR = &rn o/l
als Vektorraum endlichdimensional ist und wobei I das von den Komponenten von
g™ erzeugte Ideal ist. Die Nullstelle von g® ist dann isoliert und man definiert den
Index von g® vollig analog. Eisenbud und Levine haben in [8] und Khimshiashvili
in [19] eine algebraische Formel fiir den Index von g® bewiesen. Ist I: Qg{ — R eine
Linearform, die auf der Jacobideterminante von ¢g® positiv ist, so gilt

3

indg~ o(g®) = Signatur <, >; .

Hierbei ist <, >; die von [ induzierte Bilinearform, die durch < hy, ho >;:=l(hy-hs)
definiert wird. Eisenbud, Levine und Khimshiashvili verallgemeinern dies sogar auf
den Fall von C°°-differenzierbaren Funktionskeimen. Hierauf wollen wir jedoch
nicht weiter eingehen. Da die Vorgehensweise dieser Arbeit erldutert werden soll,
wollen wir zunéchst etwas iiber die Beweisstrategien der vorgestellten Sétze sagen.

Wir betrachten zunéchst wieder den komplexen Fall und holomorphe Deforma-
tionen g; von g. Die semilokale Algebra von g; ist wie folgt definiert:

Qgt = @ Qgtyp’
{g¢(p)=0}

wobei natiirlich @4, = Q) gilt und nur die gegen 0 strebenden Nullstellen betrachtet
werden. Man weist dann nach, dafl die komplexen Vektorraumdimensionen unter
holomorphen Deformationen erhalten bleiben, d.h.

dim@ Qg = dim@ Qgt'



Die Menge der semilokalen Algebren kann dann mit der Struktur eines holomorphen
Vektorbiindels versehen werden. Fiir den Index zeigt man dann den entsprechenden
Erhaltungssatz
indgn o(g) = Z inden »(gt)-
{g:(p)=0}
Mit Hilfe der Residuentheorie 148t sich auflerdem der dritte Erhaltungssatz

resgn o(Jy) = lim Z res¢tn ,(Jg,)

t—0

{9:(p)=0}

beweisen, wobei J,, die Jacobideterminante von g; ist. Damit geniigt es, den Satz
inden o(g) = dime Q = resg (Jy)

fiir den Fall zu beweisen, dafl g eine einfache Nullstelle besitzt, was leicht durch-
gefithrt werden kann. Um sich dem Beweis des Eisenbud-Levine-Khimshiashvili-
Theorems zu n#éhern, wird die komplexe Theorie wie folgt erweitert: Man {iber-
zeugt sich, daff das Residuum eine Linearform res: @), — C liefert, die sogenannte
lokale Residuenform von g. Die Lokale Grothendieck-Dualitéit besagt nun, dafl die
induzierte Bilinearform <, >,es nicht entartet ist. Damit folgt unmittelbar, daf
Q4 einen eindimensionalen Sockel, der von J, erzeugt wird, besitzt. Wir erinnern
daran, dafl der Sockel der Annulator des maximalen Ideals ist. Es folgt weiter, daf3
jede Bilinearform <, >; mit I(J,) # 0 nicht entartet ist.

Betrachten wir den reellen Fall. Es sei also nun wieder g®: (R",0) — (R",0) ein
endlicher reell analytischer Abbildungskeim. Seine Komplexifizierung bezeichnen
wir mit g. Ferner sei gi eine reell analytische Deformation von g®. Dies liefert
natiirlich auch eine holomorphe Deformation von g. Ist {: Q;R — R eine Linearform
mit I(Jgr) > 0 und l;p,: QF ) — R eine Linearform mit lip(Jgr) > 0 fiir alle
Nullstellen p von g, so hat man den folgenden Erhaltungssatz fiir die Signaturen:

Signatur <, >;= Z Signatur <, >, .
{gt(p)=0}

Hieraus folgt dann letztlich das Eisenbud-Levine-Khimshiashvili-Theorem unter we-
sentlicher Ausnutzung, daf§ die Bilinearformen nicht entartet sind.

In dieser Arbeit wird wie folgt vorgegangen: Aguilar, Bonatti, Gémez-Mont,
Seade und Verjovsky haben in den Artikeln [12], [3] und [1] sowohl fiir den ho-
lomorphen als auch fiir den reell analytischen Fall Indizes von Vektorfeldern auf
isolierten Singularitdten von vollstéindigen Durchschnitten definiert. Diese Defini-
tionen und diejenigen Resultate dazu, die explizit in dieser Arbeit benttigt werden,
stellen wir im ersten Kapitel zusammen. Desweiteren wird dort die Definition des
Index einer holomorphen 1-Form auf einer isolierten Singularitét eines vollstéandigen
Durchschnitts behandelt, die Ebeling und Gusein-Zade in [5] gegeben haben. Auch
dazu werden die wichtigsten Resultate zusammengestellt. Da wir fiir die weiteren
Untersuchungen die klassische Residuentheorie von Grothendieck benétigen, wird
im ersten Kapitel auch an die wichtigsten Resultate hierzu erinnert.

Im zweiten Kapitel betrachten wir Vektorfelder tangential an isolierte Singula-
ritdten vollstdndiger Durchschnitte. Wir betrachten eine Klasse von Vektorfeldern
die holomorphe bzw. reell analytische Deformationen besitzen, die tangential zu
den Milnorfasern sind. Dies gilt nicht fiir alle Vektorfelder, aber immerhin fiir eine
grofle Klasse. Dazu wird zunécht eine komplexe Theorie entwickelt. Wir fithren
den Begriff der relativen Residuen ein, der eine Verallgemeinerung der klassischen
Grothendieck-Residuen darstellt und zeigen, dafl sich diese relativen Residuen wie-
der durch klassische Residuen ausdriicken lassen. Danach wird der Index des Vek-
torfeldes fiir den glatten Fall durch die Dimension einer Algebra ausgedriickt. Der
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entscheidende Punkt ist, dafl diese Darstellung nicht von der Wahl der Koordina-
ten abhéngt, d.h. die Darstellung ist unabhéngig davon, welcher maximale Minor
der Jacobimatrix der den vollstéandigen Durchschnitt definierenden Abbildung nicht
verschwindet. Dies wird fiir Vektorfelder auf Kurven mit Hilfe von Deformationen
auf den singuldren Fall verallgemeinert. Mit Hilfe der relativen Residuen definieren
wir eine Linearform auf der Algebra, deren induzierte Bilinearform nicht entartet
ist, woraus folgt, dal die Algebra einen eindimensionalen Sockel besitzt. Ein Satz
von Lehmann, Soares und Suwa liefert schliellich die explizite Konstruktion eines
erzeugenden Elementes dieses Sockels. Mit Hilfe dieser komplexen Theorie sind wir
anschlieffend in der Lage, mit einer dhnlichen Strategie wie im klassischen Fall eine
Signaturformel fiir den reellen Index aufzustellen.

Goémez-Mont hat in [9] eine algebraische Formel fiir den Index eines holomorphen
Vektorfeldes tangential an eine isolierte Hyperflichensingularitdt gefunden, indem
er gezeigt hat, daf} sich der Index mit Hilfe der komplexen Vektorraumdimensionen
von Homologierdumen eines Komplexes kahlerscher Differentialformen ausdriicken
1aB8t. Aus der Berechnung der Dimensionen gewinnt er die Formel. Dabei wird
allerdings nicht nur vorausgesetzt, dal das Vektorfeld eine isolierte Nullstelle auf
der Hyperfliche besitzt, sondern auch, dafl das Vektorfeld eine isolierte Nullstelle
in dem einbettenden Raum hat. Im dritten Kapitel werden die Methoden aus [9]
dahingehend weiterentwickelt, daf} die letztere Voraussetzung fallengelassen werden
kann.

Ebeling und Gusein-Zade haben in [5] den Index von holomorphen 1-Formen auf
isolierten Singularitédten vollstéindiger Durchschnitte definiert und gezeigt, daf sich
dieser durch die Dimension einer analytischen Algebra ausdriicken l48t. Im 4. Ka-
pitel wird fiir einen zweidimensionalen vollstdndigen Durchschnitt gezeigt, dafl es
fiir den Index auch eine Residuenformel gibt. Wesentliche Punkte sind auch hier
zundchst die Betrachtung des glatten Falles und dort eine koordinatenunabhén-
gige Darstellung. Die Verallgemeinerung auf den singuldren Fall erhélt man leicht
mit Deformationstheorie. Es stellt sich allerdings heraus, dafl die von Ebeling und
Gusein-Zade eingefiihrte Algebra im allgemeinen keinen eindimensionalen Sockel
besitzt, was die Ableitung von Erhaltungssitzen von Signaturen unter Deforma-
tionen im reell analytischen Fall schwierig macht, da auf den Algebren dann keine
nicht entarteten von Linearformen induzierten Bilinearformen existieren kénnen.

Aus Prioritatsgriinden wurden die Kapitel 3 und 4, sowie die Abschnitte 2.1 und
2.2 bereits in zum Teil etwas verkiirzter Form in [20] und [21] veroffentlicht. Der
nach Meinung des Autors wichtigste Teil der Arbeit, der aus den Abschnitten 2.3
und 2.4 besteht, ist jedoch vollig neu.

An dieser Stelle mochte ich mich zuallererst bei meinem Doktorvater Prof. Dr.
W. Ebeling fiir seine Unterstiitzung und viele Diskussionen bedanken. Er hat auch
meine Beschéftigung mit diesem Themengebiet angeregt. Ich bedanke mich bei
Prof. Dr. D. van Straten, der durch zahlreiche Argumente belegte, dafl der ur-
spriingliche Beweisansatz von Theorem 2.3.7 nicht gelingen konnte. Auch Prof.
Dr. S. M. Gusein-Zade danke ich fiir niitzliche Hinweise wiahrend seines Besuches
in Hannover. Nicht zu vergessen sind die Mitglieder der Arbeitsgruppe Algebrai-
sche und Komplexe Geometrie, insbesondere Dr. M. Friedland, Dr. M. Lonne und
PD Dr. J. Spandaw, bei denen ich mich fiir die Diskussion kleinerer und gréflerer
Probleme bedanke.
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1 Grundlagen

1.1 Residuensatze und die reelle Theorie

1.1.1 Klassische Grothendieck-Residuen

In diesem Abschnitt soll nun kurz die klassische Residuentheorie rekapituliert wer-
den, wie man sie etwa in [2] oder [16] findet. Dazu nehmen wir wieder an, daf
g := (g1,-..,9n) eine reguldre Ocn o-Sequenz ist. Wir betrachten den reellen n-
Zykel T' := {|g;| = €;,i = 1,...,n}, wobei ¢; € Rso klein genug gewihlt sei, und
dessen Orientierung durch die Bedingung d(argg;) A-- - Ad(arg g,) > 0 gegeben ist.
Fiir ein beliebiges h € Ogn o definiert man das Residuum von h beziiglich g durch

1 hdzi N\ -+ Ndz
39 h) := Ly
O el ey

Gelegentlich, je nach ZweckmafBigkeit, verwenden wir hierfiir auch die Notation

res h
g gn]

Bezeichnet I; das von den Komponenten von g in Ogn o erzeugte Ideal und ist
Qg = Ogn /14, so hat man das folgende Resultat.

1.1.1 Lemma. res%np: Qg — C definiert eine Linearform.

Insbesondere verschwindet das Residuum also auf dem Ideal I,. Ist [: Q, — C
eine Linearform, so bezeichnen wir die von [ induzierte Bilinearform mit <, >;.
Diese ist durch < hy,hy >;:= l(hy - he) definiert. Der folgende Satz sagt einiges
iiber die Struktur der Algebra @, aus.

1.1.2 Theorem (Lokale Dualitit). Die Bilinearform <, >resg, , ist micht entar-
tet. a

Man kann nun einen der in diesen Zusammenhéngen iiblichen Schliisse ziehen.
Die Lokale Grothendieck-Dualitdt besagt ndmlich, dal der Annulator des maxi-
malen Ideals, der Sockel, von @), eindimensional ist, d.h. @, ist eine Gorenstein-
Algebra. Waire namlich die Dimension gréfier, so gébe es keine nicht entarteten von
Linearformen induzierte Bilinearformen auf @),. Die Dualitdt kann also sofort da-
hingehend verallgemeinert werden, dafl man sagen kann, daf} jede Bilinearform, die
von einer auf dem Sockel nicht verschwindenden Linearform induziert wird, nicht
entartet ist. Bezeichnet man die Jacobideterminante von g mit J,, so hat man das
folgende Resultat fiir inden 0(g) bzw. dimg Q.

1.1.3 Satz. Der Sockel von Qg wird von J, erzeugt, und es gilt
resgn o(Jy) = dime Q4 = inden o(g)-
Niitzlich fiir die Berechnung von Residuen ist der folgende Satz.
1.1.4 Satz (Transformationsformel fiir Residuen). Es sei ¢’ :== (¢1,...,9})

eine weitere requldre Ogn o-Sequenz mit g; = Z;”Zl aijgi. Dann gilt

resg o(h) = res%'",o(h det(a;;)).



1 Grundlagen

Damit erhélt man die folgende Berechnungsmoglichkeit fiir die Residuen: Da
die komplexe Vektorraumdimension von (), endlich ist, kann man natiirliche Zah-
len k1,...k, finden, so daf ﬁ@n70(zf1, ey 2En) C On (g, ..., gn) gilt. Gilt also
etwa zlk’ = 2?21 ai;g; und ist d der Koeffizient von zfl_l <.~ zF»=1in der Po-
tenzreihenentwicklung von hdet(a;;), so gilt resg. ,(h) = d nach der Cauchyschen
Integralformel.

Abschlieflend soll noch ein Deformationssatz fiir die Residuen vorgestellt werden.
Dazu sei g; eine stetig variierende Familie holomorpher Abbildungskeime mit gg = ¢
und Entsprechendes gelte auch fiir h;.

1.1.5 Lemma (Stetigkeitsprinzip).

resg o(h) = lim Z resgin ,, ()

t—0 ‘
PtEgG, (O)

Hierbei wird natiirlich nur iiber die Nullstellen p; von g; summiert, die gegen 0
streben.

1.1.2 Einige Resultate von Eisenbud, Levine und Khimshiashvili

Es sollen nun einige Resultate der Artikel [8] und [19], die wir im Verlauf der Arbeit
zitieren werden, vorgestellt werden. Dazu sei égn o der Ring der reell analytischen
Funktionskeime auf (R™,0). Ferner sei g®%: (R",0) — (R",0) ein endlicher re-
ell analytischer Abbildungskeim, dessen Komplexifizierung wir mit g bezeichnen.
Dann besitzt g eine isolierte Nullstelle. Ist /;r das von den Komponenten von g® in
Ern o erzeugte Ideal, so setzen wir Qg‘ = Ern o/ Ie und auflerdem Jgr fiir die Ja-

cobideterminante. Es gilt natiirlich Q4 = Q™ @k C und man das folgende berithmte
Theorem.

1.1.6 Theorem (Eisenbud-Levine-Khimshiashvili). Es sei l: QF — R eine
Linearform mit [(J}1) > 0. Dann gilt

inan70(gR) = Signatur <, >, .

Abschlieflend wollen wir noch einen allgemeinen Signatursatz zitieren, der spéter
benétigt wird und der in [8] nachgelesen werden kann.

1.1.7 Satz. Ist Q eine kommutative lokale R-Algebra mit mazimalem Ideal m, die
als R-Vektorraum endlichdimensional ist und istl: Q — R eine Linearform, so daf
<, > nicht entartet ist, und gilt Q/m = C, so verschwindet die Signatur von <,>;.

1.2 Indizes holomorpher Vektorfelder und 1-Formen

Die folgende Definition geht auf Ebeling und Gusein-Zade zuriick, siehe [5]. Sei
(V,0) := {fr =--- = fy = 0},0) C (C",0) eine isolierte Singularitét eines voll-
sténdigen Durchschnitts (ICIS) und w = Y7 | w;dz; der Keim einer holomorphen
1-Form auf (C™,0), die eine isolierte Nullstelle auf (V,0) besitzt. Wir wéhlen eine
geniigend kleine Sphéire S5 um den Ursprung in C", die V transversal schneidet,
und betrachten den Umgebungsrand (Link) K = V N Ss von V. Die 1-Formen
w,df1,...,dfq sind fiir alle Punkte von K linear unabhéngig, und wir erhalten eine
wohldefinierte Abbildung

(w, dfh NN 7dfq)2 K — Wq+1(Cn),



1.2 Indizes holomorpher Vektorfelder und 1-Formen

wobei W,11(C™) die Mannigfaltigkeit der (¢ + 1)-Beine, die Gramannsche, in C"
sei. Da Wy41(C™) (2n — 2¢ — 2)-zusammenhéngend ist, siche etwa [17], gilt

Hap—2q-1(Wg41(C")) = o241 (Wy11(C")) = Z.

Ist V keine Kurve, so gilt auflerdem Ha,,—o4—1(K) = Z und daher hat die Abbildung
einen Grad, wobei K als Rand der komplexen Mannigfaltigkeit V' \ {0} orientiert
sei. Der Index indy,ow von w ist als der Grad dieser Abbildung definiert. Wenn V'
eine Kurve ist, so kann K mehrere Komponenten haben, wir summieren dann iiber
die Grade auf den Komponenten, um den Index zu definieren.

Ist X :=> ", Xiaizi der Keim eines holomorphen Vektorfeldes auf (C",0) tan-
gential an V| etwa X f = C'f, mit isolierter Nullstelle auf V', so definiert man den
sogenannten GSV-Index indy (X)) vollig analog, d.h. der Index ist der Grad der
Abbildung

(X,Vfl, .. .7qu)l K — Wq+1(®n)7

wobei hier die komplexen Gradienten zu betrachten sind. Wir wollen einige der
Resultate zusammenfassen, die sich in den im Literaturverzeichnis angegebenen
Forschungsartikeln wiederfinden lassen.

Sei J das Ideal in Ogn g, das von fi,..., f; und den (¢ + 1)-Minoren der Matrix

N of1
0z1 ce Ozn
9fq 9fq
0z1 e Ozn
w1 e Wn,
erzeugt wird. Fiir einen reguléren Wert 0 # € = (e1,...,¢,) € €7 von f geniigend

nahe 0 und eine kleine Kugel Bs um den Ursprung in C™ definiert man V, :=
f71(e)N Bs. V, ist dann transversal zu S5. Wir setzen A := Ogn o/J. Das folgende
Resultat wird in [5] bewiesen.

1.2.1 Theorem (Ebeling, Gusein-Zade). (i) Ist (V,0) glatt, so ist indyow der
gewdohnliche Poincaré-Hopf-Index.

(i) indy,ow ist die Summe der Poincaré-Hopf-Indizes von w auf V.

(i) indy, o w = dimg A.

Nach einem linearen generischen Koordinatenwechsel kann man annehmen, dafl
(fis--o) fqy X1, ... Xn_gq) eine regulére Ogn o-Sequenz ist, und wir nehmen stets an,
dafl die Koordinaten in dieser Weise gewéhlt sind. Ist

Y= {fl == fq =0, |X1| = 61a-~-7|Xn—q‘ = €n—q}
ein kleiner reeller (n — ¢)-Zykel, dessen Orientierung durch
dlarg X1) A--- ANd(arg X,,—g) > 0

gegeben ist und ist c¢,—4 der Koeffizient von ¢"~9 in der formalen Potenzreihen-
entwicklung von det(1 + tDX)/det(1 + tC), so gilt der folgende Satz, der in [24]
bewiesen wird.

1.2.2 Theorem (Lehmann, Soares, Suwa).

1 n—gdz1 N\ - ANdzp_
il’ldv,o(X): /C g 1 = q
p

(2mi)n—a X1 KXoy



1 Grundlagen

Wir werden Integrale dieser Form, also Integrale iiber Zykeln, die in einer Singu-
laritét liegen, spater konsequent als Verallgemeinerungen der klassischen Residuen
(Integrale iiber Zykeln in glatten Ridumen) auffassen und sie dann als relative Re-
siduen bezeichnen. Es wird sich zeigen, dal man die relativen Residuen durch
klassische Residuen ausdriicken kann. Es sei noch erwihnt, dal der GSV-Index im
glatten Fall natiirlich der Poincaré-Hopf-Index ist und man einen Erhaltungssatz
wie im Theorem von Ebeling und Gusein-Zade fiir den Index beweisen kann, falls
das Vektorfeld geeignet deformierbar ist. Dies ist aber Thema des 2. Kapitels.

Wir verzichten an dieser Stelle auf die Darstellung weiterer bekannter Resultate
und verweisen stattdessen auf das Literaturverzeichnis.



2 Vektorfelder auf vollstiandigen
Durchschnitten

2.1 Relative und absolute Residuen

In diesem Abschnitt soll untersucht werden, wie die schon beschriebenen relativen
Residuen mit den klassischen (absoluten) Residuen zusammenhéngen. Die Resul-
tate sind in dem Artikel [20] des Autors verdffentlicht worden. Dazu sei wie iiblich
(V,0) C (C™,0) ein vollsténdiger Durchschnitt der Dimension n — ¢ mit isolier-
ter Singularitdt und (¢1,...,9n—q) €ine regulire Oy ¢-Sequenz, d.h. die Sequenz
(fis---y fqr 915+, Gn—q) ist eine reguldre Ogn o-Sequenz. Etwas allgemeiner wollen
wir Integrale betrachten, deren Integranden Keime von kéhlerschen Differentialfor-
men sind. Wir erinnern kurz an die Definition. Ist anﬁ firk=0,...,nder Ogn o-
Modul der Keime holomorpher k-Formen auf (C™, 0), wobei natiirlich Q%n,o = Ogn o
ist, so definiert man fir k=1,...,n

q q
R o= FiQn o+ D> dfi N

i=1 i=1

Dann ist der Oy, g-Modul der Keime kéhlerscher k-Formen auf (V,0) durch Q]\€/,0 =
Qfﬁn,o/%én,o definiert. Sind die reellen Hyperflichen {|g;| = d;} fiir kleine ¢; in
allgemeiner Lage, so sei

Y={fi==[f,=0g=06i=1,....,n—q}

der reelle (n — ¢q)-Zykel, der durch die Bedingung d(arggi) A --- A d(arg gn—q) > 0
orientiert ist. Wir haben dann fiir jedes n € Q(’,TOq ein wohldefiniertes Integral

1 / n
(Qﬂi)n—q 291 gn—q’

das relative Residuum von 7 beziiglich g, das je nach ZweckméBigkeit mit

n
resy.o
’ |:gl cee gn—q:|

oder resﬁ’,p(n) bezeichnet wird. Um die Beziehung zwischen relativen und absoluten
Residuen auszudriicken, wird der folgende Operator definiert:

A Q' — Ov,
wobei A(n) := h gelte und h durch die Bedingung
hdzi A\ -+ Ndzy == ANdft A+ Ndfy
festgelegt sei. Ziel dieses Abschnitts ist der folgende Satz.
2.1.1 Theorem.

7 A(n)
res = resgn .
V0 |:gl~~~gnq:| cr.0 |:gl~~-gan1~~~fq



2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Zunéchst soll ein einfaches Korollar gezogen werden, das besagt, daf3 die lokale
Schnittmultiplizitdt m der Hyperflachen f1,..., fy, g1,...,gn—q nicht nur als abso-
lutes, sondern auch als relatives Residuum ausgedriickt werden kann.

2.1.2 Korollar.
m = resy, o (dg1 A+ Adgn—q)

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 1.1.3 und Theorem 2.1.1. O
Theorem 2.1.1 folgt leicht mit Hilfe des folgenden Lemmas. Wir setzen zur Ab-
kiirzung
DF := det ( O Jo) ) :
(Zn—g41y---s2n)
2.1.3 Lemma.

o [hdzl/vu/\dznq} e { h-DF }
Vo g1---Yn—q oo gl---gnqul-“fq '

Beweis von Theorem 2.1.1. Ist 1 < j1 < -+ < jpg<nund 1 <i; <---<ig <
die Komplementédrmenge, so betrachten wir die Permutation

o — 1 ... n—q n—q+1 ... n
' Ji - Jn—gq 11 e 1)

Wir erhalten dann
. - . . A(f1,-5fq)
esvs {hdzjl A /\dzjn_q] — signo - resen o |70t (a()) 1)
g1-.-Yn—q gl--~gn—qf1~-~fq

unter Anwendung von Lemma 2.1.3, wobei man die durch o gegebene Koordinaten-
permutation und die gewdhnliche Integraltransformationsformel benutzt. Theorem
2.1.1 folgt dann aus Gleichung 2.1 mit Hilfe der Laplace-Entwicklung. O

Zunéchst soll ein Spezialfall von Lemma 2.1.3 bewiesen werden. Wir definieren

F:= (g1, s 9n—q, f1:-- > fq)-

2.1.4 Behauptung. Lemma 2.1.3 gilt, falls 0 ein requldrer Wert von F ist.

Fiir den Beweis beno6tigen wir ein paar zusétzliche Berechnungen.

C D
Blicke, wobei A and D ebenfalls quadratisch seien und zusdtzlich A invertierbar.
Dann gilt

2.1.5 Lemma. FEs sei ( 4B > die Zerlegung einer quadratischen Matrix in vier

A B .
det( c D ) =det A-det(D —CA™'B).

Beweis. Dies ist eine einfache Ubung. Da die Rechnung aber auch in [5] angestellt

wurde, kann der Beweis dort nachgelesen werden. O
A L . .

2.1.6 Lemma. Ist H := C D eine invertierbare Matrix, deren Inverses

1 FE F . . . . .

durch H=* = a I gegeben ist und sind A und E quadratische Matrizen mit

gleicher Zeilenzahl, so gilt

det D =det F - det H.



2.1 Relative und absolute Residuen

Beweis. Zunéchst soll gezeigt werden, dal E genau dann invertierbar ist, wenn D
invertierbar ist. Es gilt

. ( AE+BG AF+BI
L=HH _(CE+DG CF+DI )

Sei nun E invertierbar. Aus CE + DG = 0 folgt —CF — DGE~'F = 0 und somit
folgt unter Verwendung von DI =1 — CF

det(1 —CF — DGE™'F) =det D -det(I —GE'F) = 1. (2.2)

Daher ist auch D invertierbar. Die andere Implikation erh&lt man vollig analog
hierzu, womit die Behauptung im Falle der Nicht-Invertierbarkeit von E folgt. Ist
E invertierbar, so erhélt man mit Lemma 2.1.5

det H' = det B - det(I — GE™'F).

Nach Gleichung 2.2 gilt
1
det D

und damit det D = det £ - det H. O

det H ' =det E -

Beweis von Behauptung 2.1.4. Wir stellen zunéchst fest, dafl V' glatt und 0 auch
ein reguldrer Wert von G := (g1,...,9n—q)|v ist. Wir wihlen neue Koordinaten
x = F(2) auf (C",0) bzw. 2’ := G(2) auf (V,0) und setzen F := F~! baw. G :=
G~'. Unter Benutzung der Integraltransformationsformel und der Cauchyschen
Integralformel ergibt sich

hdzi A -+ A dzn,q] 1 / hdzi A -+ Ndzn—q
resv,o = .
gi...Gn—q (2mi)n—e Js gi..-gn—q
= 8(G1,,Cng)
(Fer=Snze)) doy A+ Adan—g

1 h(G) det
~ (2mi)na /T

T1...Tn—q

= h(G(0)) det (%(éii:—:f,:Lj) ©

= h(0) det (—a(ﬁl""’ﬁ”‘Q)) (0).

Oz, ..., Tnq)
T ist hierbei der Torus
T:={|lx;|=0;, i=1,...,n—q},
der mit der iiblichen Orientierung versehen sei. Analog gilt

h-DF B O(F,.... Fy)
R PR (0(371, . ,m) o

Die Gleichheit der Residuen folgt nun mit Lemma 2.1.6. O

Lemma 2.1.3 kann jetzt durch Zuriickfithrung auf Behauptung 2.1.4 bewiesen
werden.

Beweis von Lemma 2.1.3. Wir bezeichnen die lokale Multiplizitdat von F mit p. Ist
G wie oben definiert, so ist die Menge der reguldaren Werte von G dicht, und fiir

diese ¥y = (Y1, .., Yn—q) gilt mit gy := (g1 — Y1, -+, Gn—g — Yn—gq)

rescn o

= lim .
glu-gnqul‘-‘fq yi}oz‘:l gy,lu-gy,nqul‘”fq

h-DF ] - [ h-DF
rescn p;



2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Der Wert (y, 0) ist ein regulidrer Wert von F', da das Urbild von y unter G aus genau
w einfachen Nullstellen von G — y besteht, die auch die Urbilder von (y,0) unter
F sind, und sie daher auch die p einfachen Nullstellen von F — (y,0) sind. Nach
Behauptung 2.1.4 gilt

h-DF . 1 / hdzi A« Ndzy—q
b

rescn = lim -
c".0 g1 ... gn—qfl ce fq y—0 (27TZ)”_q

v Gyl---Gyn—q ’
wobei
Ey’p = {fl :"':fq:()v |gy,i| :pi7i:17~"7n_q}
und p klein genug gewéhlt seien. ¥, , zerfillt dann in ¢ Komponenten. Nun reicht
es aus zu zeigen, daf3 3, , homolog zu X in der Menge

v\ (U{gi ~yi =0} U{0})
i=1

ist, was fiir klein genug gewéhltes y in gleicher Weise wie in [2, p.113] gemacht
werden kann. O

2.2 Residuen holomorpher Vektorfelder

Wir behalten fiir den Rest des Kapitels die Notationen und Voraussetzungen aus
Abschnitt 1.2 bei. Wir definieren die relativen und absoluten Residuen von Vektor-
feldern tangential an V. Fiir beliebige h € O¢n o sei das absolute Residuum von X

definiert durch
h

X
resgn o(h) := resgn
cno(h) C’O[Xl...anfl...fq
sowie das relative Residuum von X durch

1 hdzy A+ Ndzp—q
(27Ti)n7q » X1 et anq '

resf,{o(h) =

Wir hatten resé’ olh) = resén,o(hDF ) gezeigt. Also gilt zusammen mit dem Theo-
rem von Lehmann, Soares und Suwa der folgende Satz.

2.2.1 Theorem. indy(X) = resén’o(cn_qDF).

Mit dem Theorem kann man dann auch praktisch die Indizes berechnen. Niitzlich
kann auch das folgende Lemma sein.

2.2.2 Lemma. Ist zusitzlich (X1, ...,X,,) eine requldre Ogn o-Sequenz, so gilt fir
alle h € Ogn
resén70(hDF) = resgn 0 [ fodet C ] )

Xp... X,

Beweis. Wir fiihren die Rechnung nur fiir ¢ = 1 aus und bemerken, dafl in dem
Beweis fiir beliebiges ¢ dieselben mathematischen Schliisse benutzt werden. Da
die Rechnung aber sehr viel aufwendiger ist und da das Lemma in dieser Arbeit
nur im Hyperflichenfall angewendet wird, beschrinken wir uns auf ¢ = 1. Ist
also (Xi,...,X,) eine regulire Ocn g-Sequenz, so gibt es ein k € IN mit f* €
Ocn o(X1,...,X,) und somit ein § € Ogn o mit f* = BX,, modI,_,, wobei wir
I,_1 := O¢no(X1,...,Xn_1) gesetzt haben. Also gilt nach der Transformations-
formel fiir Residuen

he

h
rescr o |:X1 3 0/8 :| .

Xn:| =Trescr,0 |:X1 - anlfk



2.2 Residuen holomorpher Vektorfelder

Ahnlich folgt

hDF f*
resén)o(hDF) = Tresgn,0 X ... anlfkﬂ
hDFBX,
TIOSCMO | X)X, R
[ hc :
= Tresgn,o Xl o Xficlfk-i-l
B hef3
= resgn o X1 X f*

und dies zeigt die Behauptung. Im vorletzten Schritt haben wir
DFX, =cf modI, 4
benutzt. O

Wir wollen fiir den Hyperflachenfall ¢,,_; berechnen, welches ja der Koeffizient
von t"~! in der formalen Potenzreihenentwicklung von det(1 + tDX)/(1 + tec) ist.

Es gilt
1 oo
— N (—1)kekk,
1+tc ];)( )he

Fiir i = 0,...,n seien 0;(DX) die Koeffizienten des charakteristischen Polynoms
ppx (t) von DX, also

n

ppx(t) = det(DX — 1t) = Y (~1)'o,_;(DX)t'

=0
Man erhilt damit
n—1
Cp—1= Z(_l)kckanfkfl(DX)v
k=0

da
det(1 4 tDX) Zol (DX)t

gilt. Damit ist der folgende Satz leicht zu bewelsen.

2.2.3 Satz. Sei q=1. Dann gilt

n—1
indy,o(X) = resgn o(DF(Y _(~1)*c*op_r_1(DX))).
k=0
Ist zusdtzlich (Xy,...,X,) eine regulire Ocn o-Sequenz, so gilt

. . det(DX — cl
lndv’o(X) = lndcn’o(X) — rescn 0 [ )((1 o Xn )] .
Beweis. Wir miissen nur noch die zweite Aussage zeigen. Nach der ersten Aussage

und Lemma 2.2.2 gilt

n—1 Nk k41
indy,o(X) = resgn o k—o 1)Xf ggkl(DX)}
= —Tesgr o {ZLI(_;I) Cf;? k(DX):|
[ det DX (DX—C]I)
=resgr.o X,... X — resgn g Cx '




2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Da fiir den klassischen Poincaré-Hopf-Index von X auf (C",0) nach der klassischen
Residuentheorie

. det DX
indgn o(X) = resgn o {X1 Ty }

gilt, folgt die Behauptung. O
Wir betrachten das folgende Beispiel.
Dp: f=ay+y* " k>4

und

| 9
X = (k—2)z™ = 4+ 22my— > 3.
( ) az+xy8y,m,3

Hier gilt ¢ = 2(k—1)a™. Auflerdem gilt ¢; = 01 (DX) —coo(DX), wobei o¢g(DX) =
lund 01(DX) = (m+ 1)(k — 2)a™ + 22™ ist. Damit folgt, dal

of

Ly = (m —1)(k — 2)(k — 1)z™y* 2 mod z™*!
Y

gilt. Also ergibt sich fiir den Index

m — — _ ™ k—
=
—r [(m = 1)(k - )xmyk_Q]
esc2,0 Zm )

Nun folgt auBerdem

y(kfl)m _ Z(il)zﬁrl(x2y)i71y(k71)(mfl)f + (71)mxm71ym gl
i=1

und damit indy,(X) = (m — 1)(k — 1) nach der im ersten Kapitel bereitgestellten
Berechnungsmoglichkeit fiir Residuen.

2.3 Eine algebraische Formel fiir den GSV-Index

Sei By == Ocno/(f1,..., fq, X1,..., Xn_q). Es sei noch einmal daran erinnert, dafl
die Koordinaten so gew#hlt sind, dafl %, als komplexer Vektorraum endlichdimen-
sional ist. Wir setzen auBerdem noch %p := %/ anng, (DF).

2.3.1 Die glatte Situation

Wir wollen zunéchst fiir einen glatten vollstdndigen Durchschnitt den Poincaré-
Hopf-Index durch die Dimension einer Algebra ausdriicken. Dies soll so geschehen,
daBl die Definition der Algebra nicht davon abhingt, welcher maximale Minor der
Jacobimatrix von f nicht verschwindet. Die Algebra wird % sein.

Seien 1 < 7; < --- < iy < n beliebig aber fest und 1 < ji < -+ < jp—g < n das

Komplement von i1,...,4, in {1,...,n}. Ferner sei
DI = det QU1 Ja).
3(21'1,. .. ;Ziq)

und oy die Permutation

<1 .. m—q n—q+1 ... n>
o7 = . . . . 5
Ji - Jn—g 1 o g

10



2.3 Eine algebraische Formel fiir den GSV-Index

wobei I der Multiindex I := (i1, ...,%4) ist. Zuletzt setzen wir noch

Ocn o
(flV'"7fq7Xj17"'7Xjn—q)

@é =

und im Falle DI(0) # 0

I = Sign o1 det 3(Xj17'"ann_qaf17~~'afq) )
DI 021,y 2n)

2.3.1 Lemma. Sei DI(0) # 0. Dann gilt
indyo(X) = dimg %}.

Beweis. Mit dem Satz iiber implizite Abbildungen ist es nicht schwer zu zeigen, daf3
X|v zu dem Vektorfeld

0
OYn—q

0
YI:leowaiyl+”'+Xjn_qO’l/)

auf (C"~9,0) korrespondiert, wobei ¢: (C"~%,0) — (V,0) eine geeignete biholomor-
phe Abbildung ist. Aus

Ocn-a0
(le o ’lb7 e 7X.j'n.7q o ’(/))
folgt die Behauptung. O

2.3.2 Lemma. Sei DI(0) # 0. Dann gilt fir jedes h € Ogn o

hDI
Xj "'Xjn_qfl"'fq ’

Beweis. Nach der Transformationsformel miissen wir zeigen, dafl es eine Matrix A
gibt mit

resé,l70(hDF) = sign oy resgn o

(X17'"7X7L—qaf17"'7fq)t :A(Xju""Xjn,fqaflw"afq)t
und det A = sign oy DF/DI. Aus der Gleichung X f = C'f folgt zunichst

o Ot f) ™ Ok [
: =Cf—( S ) D : (2.3)
Xiq a(zilﬂ BERE) Ziq) a(zjla R Zjn—q) Xj7hq

Sei nun etwa i1,...,9 € {1,...,n—¢} und ix41,...,i4 € {n—q+1,...,n}. Dann

folgt j1,...,dn—q-kt € {1,...,n —q} und jp—g—g+1,..-,Jn—q €E{n —q+1,...,n}
Fiir & = 0 folgt die Behauptung natiirlich sofort. Mit Gleichung 2.3 erhilt man eine
Matrix B mit

(Xj17'"7Xjnfq+kaXi17"'7Xikaf17"'7fq)t :B(lev"'7Xjn_q7fla"'7fq)t'

Ist 0’ € S,,—4 die Permutation mit

o — 1 ... n—qg+k n—qg+k+1 ... n—gq
J1 o Jn—g—k 11 i )’

so gilt det A = sign o’ det B. Die Determinante det B ist die Determinante des
oberen rechten (k x k)-Blocks der Matrix

- ( 8(f1,...,fq)))_1 aa(fl,...,fq)

3(21‘1,...,2’% (Zj17"'7zjn—q).

11



2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Ist d; ,, die Determinante der Matrix, die man erhélt, indem man die I-te Spalte

von
a(flv'“afq)
a(zil, ey Ziq)
durch die m-te Spalte von
o(f1,---5 fq)
02y s Zjy)

ersetzt und ist
- m=n—q—k+1,...,n—q
D = (dlﬂn)l:l,...,k

)

so miissen wir also nur noch

det D = (DI)k—ldet( Ofrr--o 1 fy) . ))

a(zjn—q—k-H yo 9 RBgnmqr Rl e

zeigen. Dies kann durch Induktion iiber k geschehen, wobei der Anfang k = 1
offensichtlich ist. Der Induktionsschritt ist eine etwas lidstige Rechnung, die an
dieser Stelle nicht aufgeschrieben werden soll. O

2.3.3 Lemma. Ist V glatt, so gilt
indy,o(X) = dimg %o.
Beweis. Sei DI(0) # 0. Nach Lemma 2.3.1 gilt
indy,o(X) = dimg %.

Wenn wir eine Klasse [h] € 4; auf die Klasse [h]’ von h in %{ abbilden, so erhalten
wir einen Isomorphismus von C-Algebren, da nach Lemma 2.3.2 und der Lokalen
Dualitat das Folgende gilt:

[h] =0 in %o
<=hDF € O¢no(f1,--- fq, X1,y Xnyg)
<:>resf§n,o(ghDF) =0 firalle ge Ocny
ghDI
Xj oo X 1 fy
<hDI € O¢n o( Xy Xy J10- -5 fq)
«—[h'=0 in B}

<=>resgn =0 firalle g € Ocn g

2.3.4 Lemma. Ist DI(0) # 0, so gilt in 6y die Gleichung c,,—q = 1.

Beweis. Nach der Transformationsformel fiir Residuen und Lemma 2.3.1 gilt
resgn o(DF7yr) = indy,o(X)

und aulerdem fiir b € mggn ,

O(21,.,2n)
Xj .. ~Xjn,qf1 - fq

und daher erzeugt DFvy; den eindimensionalen Sockel von %,. Nach Theorem 2.2.1
gilt weiterhin

6(Xj1wuann,qvfln“:fq))
resgn o(DFyrh) = resen o [h det ( ] =0

resényo(DFcn,q) = indy,o(X),

12



2.3 Eine algebraische Formel fiir den GSV-Index

also DFc,,_q # 0 in %,. Da V glatt ist, gibt es kleine Deformationen X; von X
tangential an V', so dafl X; fiir geeignete kleine ¢ nur einfache Nullstellen p; auf V' in
einer kleinen Umgebung des Ursprungs besitzt. Auflerdem konnen wir annehmen,
daB fiir diese Nullstellen DI(p;) # 0 gilt. Fiir b € mg,,, , gilt

signorDIcy_qh
Xj A Xjn—qfl AN fq

= }1_1% Z h(p;) indy,p, (X¢)

=0.

resé,L70(DFcn_qh) = resgn o [

Die vorletzte Gleichung folgt aus dem Stetigkeitsprinzip fiir Residuen, aus der Tat-
sache, daf8 die Algebren Ogn p, /(Xtj,,.- s Xt jo_y> f1--+, fq) eindimensional sind
und signo;DIc,—4(t) aufgrund der Transformationsformel eine Einheit in diesen
Algebren ist. Also erzeugt auch c¢,,—qDF den eindimensionalen Sockel von %, und
wegen resgn o(DFcp_g) = resgn o(DFp) folgt DF(cn—q—71) = 0 in %, und daher
Cn—q =71 in . ’ O]

2.3.2 Verallgemeinerung auf die singuldre Situation

2.3.5 Definition. X heifit ein gutes Vektorfeld (bzgl. V), falls es eine holomor-
phe Deformation X; von X gibt, so daf fiir alle t € C? geniigend nahe bei 0 das
Vektorfeld X; tangential an die t-Faser V; von f ist.

Fiir ein gutes Vektorfeld ist indy,o(X) die Summe der Indizes von X; auf V,
wobei iiber alle Nullstellen von X; summiert wird, die gegen 0 streben. Dies folgt
aus den entsprechenden im Literaturverzeichnis angegebenen Artikeln, kann hier
aber mittels Theorem 2.2.1 und dem Stetigkeitsprinzip fiir Residuen auch direkt
gesehen werden. Ist V' glatt, so sind natiirlich alle Vektorfelder tangential an V'
gut. Ist z.B. im Hyperflichenfall ¢ in dem Ideal, dal von den Komponenten der
partiellen Ableitungen von f erzeugt wird, so ist das Vektorfeld ebenfalls gut. Ist
namlich

of of

c:ali_i_..._i'_ani

821 8zn ’

so setze man X, ; := X; — toy;. Dann gilt
- af
X —t) = — ta;, — = —1).
((f =) = ef =3tz = elf =1

Dies 148t sich leicht zu einem hinreichenden Kriterium verallgemeinern.

2.3.6 Satz (Hinreichendes Kriterium fiir gute Vektorfelder). FEs seien alle
Koeffizienten der Matrixz C' in dem Ideal enthalten, das von den maximalen Minoren
der Jacobimatriz von f in Ocn o erzeugt wird. Dann ist X ein gutes Vektorfeld.

Beweis. Wir zeigen sogar, dafl es eine holomorphe Deformation X; von X gibt, so
daB X, (f —t) = C(f —t) gilt. Fiir (i1,...,49) € {1,...,n}? und (j1,...,jq-1) €
{1,...,n}97! definieren wir zunichst

fil,...,iq = det (a(f17~-~7fq) ) und k := det (8(f17~-~7fk7~-~7fq)> .

a(Zil,...,Ziq) J1sesda= 8(2j17"‘7zjq71)

Ist C'= (¢i.m), SO sei etwa

_ l,m
Clym = E Cil,...,z’qfn’...,zq-

(i1,0riq) E€{ Ly}

13



2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Wir setzen nun fir k=1,...,¢—1
§hI 51w ) — 5 )
J15--430q—1 Tk—138Jk+1sJqg—1 " 2,J15-3Jq—1

und auflerdem

Wir definieren die Deformation durch

q
— 1, ]+1 J
- Z Z 6J71 ----- Jq— 1( ) f]l ----- Jq—1"
=1

(J1se-dq—1)€{L,...,n}a"t

Dann gilt

8fl Xt i = Z Clym fm + Z 8y iy finig

(i1,0000%q)€{1,...,n}4

= Z Cl7m(fm - tm)
m=1

Das folgende Theorem ist der Hauptsatz dieses Abschnitts.

2.3.7 Theorem. Sei X ein gutes Vektorfeld. Dann gilt
(i) 6o hat einen eindimensionalen Sockel, der von c,_, erzeugt wird.
(i1) indy,o(X) = dimg %o firg=n—1.

Das bedeutet, daf jede Linearform auf €y mit {(c,—q) # O eine nicht entartete
Bilinearform <, >; induziert. Es wird sich zeigen, daf} eine solche Linearform explizit
durch resé{ o(+) gegeben werden kann.

2.3.8 Lemma. resé{o(-) definiert eine Linearform auf 6, so dafs

reséo(hg) =0 firalle h€ Ognpg=9g=01in %
gilt.

Beweis. Nach Lemma 2.1.3 gilt res{f’o(h) = rescn (hDF), was bedeutet, dafl das
Residuum resy) () auf anng, (DF) verschwindet. Weiterhin impliziert resy (hg) =

0 fiir alle h € Ogn o, dal resé&,o(thF) = 0 fiir alle h € Ogn o gilt. Die Lokale
Dualitét liefert nun

gDFGﬁC",O(le"'7Xn—qaf17"'7fq)
und daher gilt g € anng, (DF). O

Fiir ¢ = n — 1 bezeichnen wir mit m; denjenigen Minor der Jacobimatrix von f,
den man durch Streichen der i-ten Spalte erhélt. Natiirlich gilt DF = m;. Es sei
noch einmal daran erinnert, dafl wir stets annehmen, daf} die Koordinaten so gewéhlt
sind, dal (f1,..., fn—1, X1) eine regulidre Ogn o-Sequenz ist. Der Einfachheit halber
nehmen wir auflerdem m;(0) =0 fiiri =1,...,n an.
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2.3 Eine algebraische Formel fiir den GSV-Index

2.3.9 Lemma. Fs sei ¢ =n — 1. Dann gilt:

(i) (f1,---, fn—1,DF) ist eine regulire Ogn o-Sequenz.

(i) Die Dimension von €y hingt nicht von der Koordinatenwahl ab, vorausgesetzt,
daf (f1,..., fn=1,X1) eine regulire Ogn o-Sequenz in jedem Koordinatensystem ist.
(iii) Nach linearen Koordinatenwechseln in C™ und C"~1 kann man annehmen, daf
(f1,---s fn—2, DF,mg) eine regulire Ocn o-Sequenz ist.

Beweis. (i) Alle Berechnungen werden in dem Ring Oy = Ogn o/ (f1,-.., fn-1)
ausgefiithrt. Wir miissen zeigen, dafl DF kein Nullteiler in diesem Ring ist. Durch
Anwendung der Cramerschen Regel auf die Gleichung X f = Cf erhilt man die
Gleichungen

(—1)'m;X; = —DFX; (2.4)

fir ¢ = 1,...,n. Nun sei gDF = 0 in Oy,. Die Multiplikation mit X;, Glei-
chung 2.4 und die Tatsache, dafl X; kein Nullteiler in Oy ist, ergibt gm; = 0
fir alle 4 = 1,...,n. Der Ring, den man durch Austeilen von Oy nach allen
m; erhélt, ist artinsch, und daher gibt es komplexe Zahlen aq,...,qa,, so dafl
h = aymq + --- + o, my kein Nullteiler in Oy ist. Andererseits gilt gh = 0
in Oy und daher g =0 in Oy .
(i) Sei ¢: (C™,0) — (C™,0), ¢(y) = 2, biholomorph und ¢ = ¢~1. Wir be-
zeichnen mit Y das in y-Koordinaten berechnete Vektorfeld und mit DFY den in
y-Koordinaten berechneten Minor. Standardberechnungen liefern

Yio X

1:,(/) :8(wlaawn) :1
Yno’l/J 8(21,...,Zn) Xn

und

DFYoq = ;(—1)3+1(det D¢)op ;ﬁ;mj.

Wir setzen %, := Ocn o/ (f1,- -5 fa—1,Y109) und 65 := %/ anng, (DFY 01p). Wir
konstruieren einen Epimorphismus ¢: 6y — 6. Fiir jedes g € Ogn ¢ bezeichnen
wir ebenfalls mit g die Klassen von g in diesen Algebren und definieren ¢(g) := g.
Wieder werden alle Berechnungen in dem Ring Oy durchgefiihrt. Es soll gezeigt
werden, daf3 ¢ wohldefiniert ist. Sei gDF = aX;. Multiplikation mit m;, Gleichung
2.4 und die Tatsache, da§ DF kein Nullteiler in &y g ist, liefern gm; = (—1)""aX;
fir ¢ = 1,...,n. Dann gilt fiir jedes ¢

gDFY o1 = (det Dg) o 1) ;(_1) Ha—zjgmi

~ 0
(det D) o) > aX; (;ﬁ'
i=1 ¢

= a(det D) o ¢ Y7 0 9.

Dies zeigt, da3 ¢ wohldefiniert ist. Die Surjektivitét ist offensichtlich, und die an-
dere Richtung folgt analog. Daher hingt dimg¢ %) nicht von der Koordinatenwahl
in C™ ab. Wenn man Koordinatenwechsel im Bildraum C™~! betrachtet, so ist die
Invarianz von dimg %y offensichtlich.

(iii) Nach einem allgemeinen linearen Koordinatenwechsel in C"~!, siehe [25], kann

man annehmen, dafl (fi,..., fn_2) einen ICIS definiert und die 1-Form df,_; eine
isolierte Nullstelle auf diesem ICIS besitzt. Nun zeigt Lemma 4.1.7, dafl nach ei-
nem linearen Koordinatenwechsel in C™ (f1,. .., fn—2, DF, mg) eine regulére Ogn o-
Sequenz ist. O
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2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Beweis von Theorem 2.3.7. (i) Lemma 2.3.8 besagt, dafl das Residuum resf,{o(-)
eine nicht-entartete Bilinearform auf %y induziert, was bedeutet, dafl 45 einen ein-
dimensionalen Sockel besitzt. Andererseits gilt h € mg,,, ,

resf/{o(hcn,q) = tli% Z h(p:) indy, p, (X¢) = 0,

was bedeutet, daf ¢,_4 den Sockel erzeugt.

(ii) Nun sei ¢ = n—1 und X} eine gute Deformation von X: Fiir kleine Umgebungen
U bzw. T der Urspriinge in C" bzw. C"~! betrachte man Z C U x T definiert
durch

Z = {ft,l == ft,nfl =X1 = 0},

wobei f;; := fi —t; gesetzt wurde. Es sei m: Z — T die endliche Projektion. Wir
definieren

ﬁ@n /)
: , By = By.p, B = B
(feiseos fon—1,Xe1) ‘ @ P U ‘

pem—1(t) teT

ggt,p =

2 hat die natiirliche Struktur eines holomorphen Vektorbiindels iiber T, die durch
die lokal freie Garbe 7,0z induziert wird. Ahnlich definieren wir

Gupim g b, Gim @D Gy €= 6

peET—1(t) teT

Es soll gezeigt werden, dal ¥ die natiirliche Struktur eines holomorphen Vektor-
biindels vom Rang indy,o(X) tiber T hat.

Nach Lemma 2.3.9 (ii) kénnen wir annehmen, daf8 die Koordinaten wie in Lemma
2.3.9 (iil) gewdhlt sind. Mittels 7 betrachten wir 0z /(DF) als endlich erzeugten
Or,0-Modul und behaupten, dafl

Oz.0 =n-1
(DF)

depthg,

gilt. Firk=1,...,n—1 sei

Ozp
(DF7t15"'atk:—1).

trg =0 in

Das bedeutet, dafl es Représentanten gibt mit

ﬁ02"—170
(ft,lw . '7ft,n717t17‘ .. vtkflvDF).

Durch Anwendung der Cramerschen Regel auf die Tangentialgleichung X f = C'f
erhélt man

trg = aX; 1 in

6)02"71,0
(ft,lv' . 'aft,n—17t17~ .. 7tk—17DF).

Nach Lemma 2.3.9 (i) und der Koordinatenwahl sind t; und mso keine Nullteiler in
der letzten Algebra, da (fi,1,- .., fin—1,t1,- .., tn—2, DF, m2) eine regulire Opzn-1 -
Sequenz ist. Dies beweist die Behauptung.

Nach dem Syzygiensatz und der Auslander-Buchsbaum-Formel ist & ¢/(DF) ein
freier 07 o-Modul. Es besteht eine exakte Sequenz von 07 o-Moduln

trgms =0 in

— & — O — ﬁZ’O — 0
anng, ,(DF) 20 (DF)
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2.3 Eine algebraische Formel fiir den GSV-Index

Das Tiefen-Lemma, siehe [18, 6.5.18], zeigt, da8

Oz
depth,, ——20 __ —p 1
PHhoro anng, ,(DF) "

gilt, was wiederum nach dem Syzygiensatz und der Auslander-Buchsbaum-Formel
bedeutet, dal &7/ anng, ,(DF) ein freier 07 o-Modul ist. Wir haben gesehen,
daf3 der kohérente &p-Modul

F =m0z /anng, (DF)

frei ist, falls T geniigend klein gewihlt ist. Nach [4] ist dies dquivalent zu der
Aussage, daf} die Funktion v: T"— IN definiert durch

v(t) := dim¢ % ®e,., C
konstant ist. Nun erhélt man aus der Exaktheit der Sequenz
0— F — (m0z)y — (1,07 /(DF))y — 0
durch Tensorieren mit C die lange exakte Torsionssequenz
0— F ®6,, C— By — B/(DF) — 0,

wobei benutzt wurde, daf (7.0z/(DF)); ein freier 01 -Modul ist, was dquivalent,
siehe [4], zur Aussage ist, dafl

Tor{™*((r.7/(DF));,C) = 0
gilt. Da auflerdem eine exakte Sequenz
0— % — B — $B:/(DF) — 0

besteht, bedeutet dies, daf v(t) = dimg 6; fiir alle ¢t € T gilt. Nach Lemma 2.3.3 ist
v(t) die Summe der Poincaré-Hopf Indizes von X; auf der t-Faser von f fiir t # 0, was
indy,o(X) ist und daher gilt dim¢ %y = indy,o(X). Die Abbildung -DF: # — #
zwischen Vektorbiindeln hat konstanten Rang und liefert die natiirliche Struktur
eines holomorphen Vektorbiindels fiir €. O

2.3.3 Beispiele und Bemerkungen

Wir geben nun einige Beispiele fiir gute Vektorfelder auf Kurven. Man kann stets
das duflere Produkt der Zeilen der Jacobimatrix von f betrachten. Auf diese Weise
erhiilt man ein gutes Vektorfeld mit isolierter Nullstelle auf der Singularitéit, wobei
die Matrix C trivial ist und der Index O.

Ein Beispiel einer Familie nicht-trivialer guter Vektorfelder auf einer ebenen Kurve
ist das schon vorher betrachtete Beispiel:

Dyp: f=a’y+y"" k>4
und 5 9
X =(k—2a2"" = +22"y—, m>3
( )z % +2x yay, m >
mit ¢ = 2(k — 1)2™. Es gibt eine exakte Sequenz

Oﬁanng@o(DF)ﬁt%’oﬂe%’oﬁ(cD%;)ﬁO
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2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

und daher
Ho
(DF)’
Es ist leicht zu berechnen, da§ dimg By/(DF) = 2(k — 1) und dim¢ %y = (k —
1)(m + 1) gilt und daher indy,o(X) = (k — 1)(m — 1).
Ein Beispiel einer Familie guter Vektorfelder auf einer Raumkurve ist

dimg anng, (DF') = dimg

fr=a® +y? 422 fori=ay

mit 5 5
X = 2 — - — — >1
2(x y)(xax—&—yay—l—za) N
Hier gilt
_ 22z —y) 0
0_< 0 22z —y) )

In diesem Fall ist (f1, f2, X3) eine regulire Sequenz und wir miissen die Koordinaten
permutieren. Das bedeutet, daf der Index durch die Dimension der Algebra gegeben
wird, die man erhélt, indem man Ogs o/(f1, f2, X3) durch den Annulator von

det (233 Zy)
Yy x

austeilt. Dadurch erhélt man einen nicht-trivialen Index, den man mit Methoden
der Computeralgebra berechnen kann.

Nun soll erklért werden, warum Theorem 2.3.7 fiir beliebige vollstdndige Durch-
schnitte falsch ist. Wir betrachten den Spezialfall n = 3 und ¢ = 1 und setzen
fi == 0f/0z; fiir i = 1,2,3. Wir iibernehmen die Notationen aus dem Beweis von
Theorem 2.3.7 und betrachten den kohédrenten &p-Modul 7.0z /(f3), wobei T eine
kleine Umgebung von 0 in C ist. Hier ist Z := {fi1 = X4 1 = X420 =0} CU x T
und f, X1, Xy eine regulidre Ogs g-Sequenz. Ist T' geniigend klein, so kénnen wir
annehmen, dafl diese Garbe lokal frei iiber allen ¢ # 0 ist. Offensichtlich ist ¢ kein
Nullteiler in %y und daher erhélt man wie in dem Beweis von 2.3.7 ein Erhaltungs-
gesetz, und es gilt

indV70(X) = dim¢ % Q671 C.

Weiterhin besteht eine exakte Sequenz
0 — Tor{™" (m. 070/ (f3), €) = Fo @07, C — Bo — Bo/(f3) = 0
und dies bedeutet
indy.o(X) = dime % + dime Tor{ ™ (1, 02,0/ (f3), C).

Wir zeigen nun, dafl dimg TOI'?T’O(’TF*ﬁZ)O/(fg),C) > 0 gilt, falls die Hyperfliche
nicht glatt ist, was dquivalent zur Aussage ist, daf ¢ ein Nullteiler in &z /(f3) ist.
Wir setzen 0y o := C{z1, 22, z3,t}. Die Funktionen (f — ¢, f1, f2, f3) definieren eine
isolierte Nullstelle in (C*,0) und liefern daher eine regulére &, o-Sequenz. Es gilt

fiXeqn + foXi2 =0

in dem Ring 04 0/(f —t, f3). Es folgt, daBl v1,v2 € 04 existieren mit Xy 1 = 71 fo
und X0 = yof1 in Os0/(f — 1, f3). Einsetzen in die Tangentialgleichung zeigt,
daf es ein v € Oy gibt, so dal X;1 = vfo und Xy 0 = —vf1 in Os0/(f — ¢, f3)
gilt. Andererseits ist 0z o/(fs,t) artinsch und daher ist (f —t,~, f3,t) eine schwach
regulére 0y o-Sequenz. Das bedeutet, dafl es eine exakte Sequenz

O4 - Osp Oy

0— — — — 0

(f7t7f17f27f3) (fit?'yflar}/f?afé) (fita’y,fé)
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2.4 Eine Signaturformel

gibt mit
Osp ~ Oz0
(f_t37f177f27f3) (f3)

Damit folgt depthy, 07z0/(f3) = 0: Fiir v(0) # 0 ist das offensichtlich. Fiir
~(0) = 0 erhiilt man die Aussage durch die Anwendung des Tiefen-Lemmas mit

Osp

PR ora Tt o o fo)
und ;
4,0 _
depthﬁT’o (f - t, v f3) !
2.4 Eine Signaturformel
Nun sei

eine reell analytische Varietdt der Dimension n — g. Seien V und f die Komple-
xifizierungen und ferner definiere f eine isolierte Singularitét eines vollstdndigen
Durchschnitts der Dimension n — q. Weiterhin sei das reell analytische Vektorfeld
X® tangential an (Vg,0) mit einer algebraisch isolierten Nullstelle auf (VE,0). Wie
im vorherigen Abschnitt sei T" eine kleine offene Kugel um den Ursprung in C? und
es sei T® die entsprechende reelle Teilmenge in R?. AuBerdem nehmen wir an, da8
X® im reell analytischen Sinne gut ist. Wir behalten die Notationen des vorherigen
Abschnittes fiir simtliche Komplexifizierungen bei und bezeichnen fiir reelles ¢ die

reelle Algebra assoziiert zu %, mit Cﬁtﬂ?p, falls X R|V3R (p) =0 und p € R™ gilt.

2.4.1 Die Signaturformel fiir den glatten Fall

2.4.1 Lemma. Ist (V®,0) glatt und I: 6 — R eine Linearform mit l(c,—q) > 0,
so gilt indyr o(X™) = Signatur <, >;.

Beweis. Sei DI(0) # 0. Mit dem Satz iiber implizite Abbildungen ist es nicht
schwer zu zeigen, da8 das Vektorfeld X[, mit

0
OYn—g’

Jn—q

Y;:X]Rowi+...+X]R o1
J1 3y1

korrespondiert, wobei 1: (R"79,0) — (VE,0) ein Diffeomorphismus mit v;, (y) =
y;, fir k=1,...,n — ¢ ist. Zuné&chst gilt nach der Kettenregel wie iiblich

-1
Oy, -, b,) :_<8(ff‘,---,f§')ow> a@(f%‘,...,f;fw oo,

Y1, -, Yn—q) Owiy, ..., xq,) ()5 ,)

Daraus folgt unter abermaliger Benutzung der Kettenregel

Y1, .. Yo g) OXF,... XJ ) ot
8(y17 s 7ynfq) 8(xj17' ce xjn—q)

OXE,.XE ) (AR LR\ T AR, IR
- ot ov)

0.

8(Z‘i1,...,$iq) a(l‘il,...,l‘iq) (ajjw""xjnfq)
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2 Vektorfelder auf vollstandigen Durchschnitten

Nun zeigt die Anwendung von Lemma 2.1.5, daf} die Determinante der Jacobimatrix
von Y durch 77 o ¥ gegeben wird. Nach dem Eisenbud-Levine-Khimshiashvili-
Theorem folgt nun, daB fiir jede Linearform

ERn—
Rn—4,0 oR

2V, Yy
mit p(yroe)) > 0 die Aussage indyr (X) = Signatur <, >, gilt. Mit Hilfe des durch
1) gegebenen Algebraisomorphismus folgt nun, da8 fiir jede Linearform ®: %% — R
mit ®(y7) > 0 die Aussage indyr o(X) = Signatur <, >4 gilt und daher gilt das
wegen des Algebraisomorphismus, der in Lemma 2.3.3 gegeben wird, auch fiir 6%,
da dieser auch einen Isomorphismus der entsprechenden reellen Algebren liefert.
Andererseits gilt in 4, die Gleichung ¢,,—q = 77, und diese Gleichung gilt natiirlich
auch in 2. Damit folgt die Behauptung. O

2.4.2 Verallgemeinerung der Signaturformel

Wir wollen nun fiir den Fall singuldrer Kurven einen Erhaltungssatz fiir die Signa-
turen beweisen und damit weitere Schliisse ziehen.

2.4.2 Theorem. Sei g = n — 1, X® ein gutes Vektorfeld und I: € — R eine
Linearform mit l(cy) > 0, und fiir einen reguliren Wert t € T® von f und jedes p
mit XF|VE(p) = 0 seilyp: 65 — R eine Linearform mit ly (¢t p1) > 0. Dann gilt

Signatur <, >;= Z Signatur <, >, ,
{XFIVF(p)=0}

wobei sich die Summe iber die gegen 0 strebenden Nullstellen erstreckt.

Beweis. Wir betrachten das Vektorbiindel 4 aus dem Beweis von 2.3.7 iiber T und
bezeichnen die komplexe Konjugation mit 7. Fiir jedes t € T® betrachten wir die
invarianten Multikeime h € %}, d.h. die Keime mit 7 o h = h o 7. Wir bezeichnen
die Menge dieser Multikeime mit €X. Es gilt

%R = (®&rDy) © (&1 E)), (2.5)

wobei jede Komponente Dy, zu einer Algebra ‘Kt]i,k fiir eine reelle Nullstelle pg von
X|v gehort und wobei jede Komponente

E) = (61,q ® Cgt@)]R

zu einem Paar konjugiert komplexer Nullstellen gehort und (4 4, @%@)R die Teil-
menge der invarianten Elemente von (6,4, ® 6 g) ist, also Elemente der Form

h = ZaIzI—i—Z(TIzI.

Hierbei sind ¢; bzw. @ natiirlich nicht reell. Ist p die reelle Dimension von €%,
so ist 4 gerade die Dimension dimg %p. Die Menge € := U,crn @R hat, falls T
klein genug ist, die natiirliche Struktur eines reell analytischen Vektorbiindels vom
Rang p iiber T®. Wir konnen [ reell analytisch zu einer Familie I, fortsetzen and
erhalten eine reell analytische Familie nicht entarteter Bilinearformen <, >;,. Wir
haben Gleichung 2.5 als orthogonale Zerlegung. Wenn wir die Algebra FE; durch
ihr maximales Ideal teilen, so erhalten wir die komplexen Zahlen, so daf3 E; nach
Satz 1.1.7 nichts zur Signatur beitragt. Daher ist die Signatur <, >;, die Summe der
Signaturen von <, >y, ,, die als die Restriktionen auf die Komponenten Dj, definiert
sind. Andererseits gilt I; (¢t p.1) > 0 und daher haben wir die Behauptung mittels
der Stetigkeit der Signaturen und des Eisenbud-Levine-Khimshiashvili-Theorems
gezeigt, wenn wir einen festen reguliren Wert ¢t € T® von f wihlen. O
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2.4 Eine Signaturformel

2.4.3 Korollar. Sei g =n — 1, X® ein gutes Vektorfeld und 1: €% — R eine Li-
nearform mit l(c1) > 0. Dann zdhlt Signatur <, >; die Summe der Poincaré-Hopf-
Indizes von XE auf einer reguliren Faser, wobei sich die Summe iiber diejenigen
Nullstellen, die gegen O streben, erstreckt und XF eine gute Deformation ist.

Wir wollen noch einem Irrtum vorbeugen, dem zumindest der Autor kurzzeitig
erlegen war. Ist Fy := (f®)71(t) N Bs, wobei Bs eine geniigend kleine Kugel um
den Ursprung ist und ¢ ein kleiner regulirer Wert von f®, so zéhlt die Summe der
Poincaré-Hopf-Indizes in dem Korollar nicht die Eulercharakteristik von F;. Denn
man erinnere sich, dafl in dem Satz von Poincaré-Hopf fiir Mannigfaltigkeiten mit
Rand gefordert wird, dafl die Vektorfelder in den Randpunkten nach auflen zeigen
miissen. Hier vergleiche man [26]. Wir wollen noch ein Beispiel betrachtenn und an
diesem Beispiel Korollar 2.4.3 verifizieren.

Sei fR(z,y) := 2% — y? und X® := 220/0z + 2y0/dy. Eine gute Deformation
wird durch

mit ¢; = ¢ = 2x gegeben. F; besteht aus zwei Hyperbelzweigen, also x(F;) = 2.
Ist [ aber eine Linearform wie in Theorem 2.4.2, so erhilt man, wie man leicht
nachrechnet, Signatur <, >;= 0, also nicht die Eulercharakteristik. Sei nun ¢t = 1
und Bs := {22 + y? = 3} sowie F := F;. X® deformiert dann zu

SR .2 0 0
X i=(z 1)ax—|—xyay.

Die Randpunkte von F sind P, = (v/2,1), P, = (v/2,—1), P3 = (—/2,—1) und
P, = (=v/2,1). In den Punkten P, und P, zeigt X® nach auBen, aber in den
Punkten P; und P, nach innen, so daf} also die Voraussetzungen des Theorems von
Poincaré-Hopf verletzt sind. Aufgrund der Symmetrie des Problems (asymmetrisch
sind nur die Richtungen von X R) gilt aber, daB die Summe der Indizes von XR
auf F' verschwindet, also das, was Korollar 2.4.3 besagt. Das kann natiirlich auch
explizit berechnet werden: Die Nullstellen von X® auf F sind (—1,0) und (1,0).
Man kann beide Zweige mittels o (s) := (£v/1+ s2,s) parametrisieren und X%
durch die Koordinate s ausdriicken. Man sieht sofort, dafi der Index in (—1,0) den
Wert —1 hat und den Wert 1 in (1,0).

Man kann in dieser Situation auch die sogenannten reellen GSV-Indizes einfiih-
ren, auf deren Definition hier nicht eingegangen werden soll, da die Eigenschaften
ohnehin wichtiger sind. Sie sind allerdings ganz dhnlich wie im komplexen Fall de-
finiert. Man hat jedoch aus topologischen Griinden im dem Falle, dal n — ¢ gerade
ist, nur einen (mod 2)-Index. Der interessierte Leser moge in dem Artikel [1] nach-
schauen. Aus Theorem 2.10 dieses Artikels folgt jedoch, dafl diese Indizes fiir gute
Vektorfelder die Summe der Poincaré-Hopf-Indizes (bzw. die Summe der Poincaré-
Hopf-Indizes mod 2) auf F; zéhlen. Man bezeichnet diese Indizes mit indyr o(X®)
im Falle n — ¢ ungerade und mit ind%,R’O(X R) fiir den (mod 2)-Index im Falle n — ¢
gerade. Wir erhalten damit das folgende Korollar.

2.4.4 Korollar. Sei ¢ = n — 1, X® ein gutes Vektorfeld und I: €& — R eine
Linearform mit l(¢1) > 0. Dann gilt

Signatur <, >;= indyr o(X™).

Wir bemerken noch, dal Gémez-Mont und Mardesié¢ in den Artikeln [10] und
[11] dhnliche Signaturformeln aufgestellt haben. Diese gelten fiir Vektorfelder auf
Hyperflichensingularitidten die eine isolierte Nullstelle in dem einbettenden Raum
besitzen. Die Algebren und die Bilinearformen dort sind vollig anders konstruiert.
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3 Der Homologische Index

3.1 Definition des Homologischen Index

Es sei nun wieder wie iiblich (V,0) := ({f1 =--- = f, = 0},0) C (C™,0) der Keim
eines vollstindigen Durchschnitts der Dimension n— g mit isolierter Singularitdt und
X:=3", Xia%i der Keim eines holomorphen Vektorfeldes auf (C",0) tangential
an V mit isolierter Nullstelle auf V.

Definiert man wie iiblich

k
X(dziy A+ Ndzi) =Y (1) X dziy, A Adzi, A Adzg,,

v=1
so erhiilt man durch @gn o-lineare Fortsetzung und wegen X2 = 0 einen Komplex

X X X
(QE’IL7O7X): 0 — an?o —> e — Qé",o — ﬁCn,o — 07

den sogenannten Koszul-Komplex von X. Auflerdem gilt X (%q}%n,o) C %k;lo, SO
dafl man zwei weitere Komplexe

(27,0, X): 0 — Qg S E’Q%/,oﬁ Ovo—0

und

(Qv0,X): 0= Qg7 5 S Q) S Gyg — 0
erhélt. Es soll nun erldutert werden, warum die komplexen Vektorraumdimensionen
der zugehorigen Homologierdume endlich sind. Dazu sei B eine geniigend kleine
offene Kugel um den Ursprung in C™. V sei die Varietit, die durch die Komponenten
von f in B definiert wird. Ferner sei

(QV,X):O—)Qr‘;iqg-ngﬁ%/gﬁv—)()

der zugehorige Komplex kohérenter 0y -Garben. Die Garben sowie die zugehorigen
Morphismen sind hier die Offensichtlichen. Da B so klein gew&hlt werden sollte, daf3
V' auBlerhalb des Ursprungs nicht singulér ist, und X dort keine Nullstelle besitzt,
ist der Halm des Komplexes iiber p # 0 exakt, da man lokale Koordinaten so wihlen
kann, dafl der Halm gerade der Koszul-Komplex ist. Das bedeutet aber, dafy der
Tréger der kohédrenten Homologiegarben {0} ist und daher folgt die Behauptung
aus einem Standardsatz, siehe etwa [18] Theorem 6.2.12. Dann folgt auch sofort,
daf3 die Homologierdume des grofleren Komplexes endliche Dimension haben, da
die Halme von Q@fﬁl, ..., Qy tiber p # 0 verschwinden. Daher kann man das
Folgende definieren.

3.1.1 Definition. Der Homologische Index ind}‘}%“(X ) sei definiert durch

n—q
indy3 (X) = x(Qvo, X) = Y _(=1)'ha.
i=0
Hierbei ist natiirlich h; := dimg H;(Qv,0, X). Auerdem definieren wir noch

h; = dimg H;(Q5, X). Gomez-Mont hat in [9] das Folgende gezeigt.
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3 Der Homologische Index

3.1.2 Theorem (Gomez-Mont). (i) Es existiert eine Konstante K mit
indy,o(X) = indyog"(X) + K,

wobei K wvon der Singularitit aber nicht von dem Vektorfeld abhdngt.
(i) Im Hyperflichenfall g =1 gilt K = 0.

Wir spezialisieren nun auf den Hyperflichenfall. Bis zum Ende dieses Kapitels
sei daher ¢ = 1 und X f = cf. Ferner sei B die Algebra, die man erhélt, indem
man Ocn o nach dem Ideal austeilt, dal von den Komponenten des Vektorfeldes
erzeugt wird. Mit A sei die Milnor-Algebra von f bezeichnet. Bekanntlich ist dies
die Algebra, die man erhélt, indem man Ogn o nach dem Ideal austeilt, das von den
partiellen Ableitungen von f erzeugt wird. Es gilt das folgende Theorem.

3.1.3 Theorem (Gomez-Mont). Hat X eine isolierte Nullstelle in (C™,0), so
gilt

B
hQ = dlm@ m, hn,1 = dim

und firj=1,...,n—2 gilt h; = X\, wobei

A
“

B B
A :=dimg — + dimg — — dimg B.

(f) (©)

Das folgende Korollar erhélt man leicht.

3.1.4 Korollar. Hat X eine isolierte Nullstelle in (C™,0), so gilt

B A
indy o(X) = dimg B — dimg — + dimg —, falls n ungerade

(¢) (f)

und

B A
indy,o(X) = dimg¢ — — dimg —, falls n gerade.

(f) ()

3.2 Verallgemeinerung der algebraischen Formel fiir
den Index

Unser Ziel ist es, die Ergebnisse fiir den Hyperflichenfall dahingehend zu verall-
gemeinern, dafl die Voraussetzung, dal X eine isolierte Nullstelle auf (C™,0) hat,
fallengelassen werden kann. Es sei noch bemerkt, dafl die folgenden Resultate bereits
in dem Artikel [21] des Autors aufgeschrieben worden sind. Wir nehmen an, daf
die Koordinaten so gewé#hlt sind, daf§ Xi,..., X,_1, f eine regulire O¢n o-Sequenz
ist. AuBerdem setzen wir B’ := Og¢n o/(X1,...,X,—1). B’ ist unendlichdimensio-
nal und B nicht mehr notwendigerweise endlichdimensional. Ziel ist das folgende
Theorem.

3.2.1 Theorem. Die komplexen Vektorraumdimensionen der Homologierdume des
Komplezes (Q;, X) sind

B
hy = dimg —,
)
« 4. anng(f) . annp (X,,)
h] = dimg 7(6) + dimg anng (X)) N B'(f,0F 02
By = - = b, = dime 222AU) _ gy 20mal0) _

() (f)
Das in dem Theorem definierte A stimmt mit dem oben definierten A iiberein,
falls das Vektorfeld eine isolierte Nullstelle in (C™,0) hat.
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3.2 Verallgemeinerung der algebraischen Formel fiir den Index

3.2.1 Hilfssatze

Die ersten Schritte sind leichte Verallgemeinerungen der Berechnungen in [9]. Wir
betrachten den Komplex

* ] X X A1 X
(e 0:X): 0= Qg S X 04y X G g — 0.

3.2.2 Lemma. H;(Qg. o, X) =0 fir j > 2
Hl(QEan) ~annp (X,), (hidz1 + -+ 4+ hpdz, — hy)
Ho(Qgn o, X) = B.

Beweis. Dies folgt sofort aus der dualen Version von Corollary 17.12 in [7]. O
Die Multiplikation mit c¢ liefert eine Abbildung von Komplexen
et (gm0, X) = (2 0, X)-
Es sei B der Abbildungskegel dieser Abbildung, siehe [7]. Dann ist B gegeben durch

B:0— Opng®0 L Qb g0 0oL Lo joail Lovag., Lo,

=5 YY) = (5™

und j der Grad von (w,n) € Q%TL’O @ Q%;lo ist.

3.2.3 Lemma. Hy(B) =0 firk >3
Hy(B) = annp/ (X,,) Nannp (c)

wobel

~ / Xn
Hy(B) = T((X)) @ anng(c)
Hy(B) = o
Beweis. Hyo(B) = % ist offensichtlich. Wir haben eine exakte Sequenz von Kom-
plexen
0 0 0
0 Ogr 0 X Qn o X X Q&n o 0

o<—ﬁ@n,o@OJQ}Dn’O@ﬁCn,oi—---dﬂgno@ﬂg;%LO@an70<7o

1 X
0 ﬁC",O t an’o Q%",O 0

0 0 0

Aus der langen exakten Homologiesequenz schlieft man Hy(B) = 0 fir k£ > 3, und
der nicht-triviale Teil dieser Sequenz wird durch

0 — Hy(B) 2% Hy (", X) -5 H (", X) 5 Hy(B) 25 B 5 B — (]‘i) -0
Cc

gegeben, wobei 71 die Inklusion auf die erste Komponente und py die Projektion auf
die zweite Komponente ist. Nun folgt

Hy(B) = Bildps = Ker ¢ = annp/ (X,,) N annp (c)
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3 Der Homologische Index

nach Lemma 3.2.2 und dem Isomorphismus, der dort gegeben wird. Weiterhin gilt
H,(B) = Ker ps @ Bildp,.

Wir haben damit Bildpy = Ker ¢ = anng(c) und

e =Bt e A Ry
O
3.2.4 Lemma.
anng(f) annp (X,,)

Hil @0 X) = =0 & i (X) N B, 07/020)

Beweis. Wir betrachten die exakte Sequenz von Komplexen

0 0 0
0%%8",0<L%013H,O<X7"'<7X%6n,0<70
0<~— Ogng<——r Qb X <X O 0
0<—20vp X Q%/’O X X 0, 0

0 0 0

Aus Lemma 3.2.2 erhélt man den letzten Teil der langen exakten Homologiesequenz

0 — Ha(Q0, X) 25 Hy (R 0, X) 25 H (QF, X) 2 HY (5, X) 2
B
o, Ho(%cr 0, X) = B 2=, m — 0,

wobei d; and o die Verbindungshomomorphismen sind. Dies liefert
Hy (29, X) = Ker §; @ Bildd;.
Es gilt Bildd; = Ker i, %’&0 = fOgn o und %qu”,o = fQ' + df Ogn o. Fiir
w= f(hidz1 + - + hpdzy,) + hdf
bekommt man
X(w) = f(X1hy + -+ Xphy) + hef

und daher gilt
Ocn o : In
Ker iy = {9f € Ocnp: gf € 1}
fLn+ Ocn o(cf)
wobei I, :== O¢n o(X1,...,Xp) gesetzt wurde. Andererseits liefert die Multiplika-
tion mit f einen Isomorphismus

anng(f) _ {9f € Ocnp:gf € I,}
(c) fIn+ Ogn o(cf)

f:
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3.2 Verallgemeinerung der algebraischen Formel fiir den Index

und dies zeigt
annp(f)

Bildd; =
(c)

Man betrachte nun Kerd;. Es gilt
Hi(Q5n 0, X)) Hi(QGn 0, X)
Ker pq o Bildi;

Ker 6, = Bildp; =

Wir haben einen Isomorphismus
¢: Hi(Qgn o, X) — annp/ (X,,),

der durch ¢(hi1dzy + -+ + hpdzy,) = hy, gegeben wird mit X1hy + -+ + X, by, = 0.
Um
annp (X,,)

anng: (X,,) N B/(f, 2L)

Ker §; =

zu zeigen, mufl

) 0
¢o ’L1(H1(<@@n70, X)) = ann]B/(Xn) N IB/(f, 87f)
gezeigt werden. ,,C “ Sei w € Hy(%cn 0, X), etwaw = f(hidz1 +- - -+ hypdz,) + hdf
mit X (w) = 0. Dann gilt f(X1h1+- - -+Xhy)+hef = 0. wwird auf fh,+hdf/0z,
abgebildet. Modulo I,,_; gilt

0
(Fho+ B ) X = fha X 4 hef =0
und dies beweist die Inklusion. Hier wurde I,,_1 := Ogn o(X1, ..., X,—1) gesetzt.

»2“ Sei h € annp/ (X,,) N B/(f,0f/0z,) ein Reprisentant, etwa
hXy, =g X1+ + gn-1Xn-1,
sowie h = s1f + $20f/0z, mit s1,82 € Ogn o. Dann folgt

of of of
X, —X,, = X — So(=—X1+---
s1fXn + 52 B f(s51 X5 + s2¢) 82(8,21 1+ + o
=gX1+ -+ g1 Xn1
und daher ist f(s; X, + s2¢) in I,,_; enthalten. Dies bedeutet, dal s1 X, + sac in
I,,_1 enthalten ist, da f kein Nullteiler in B’ ist. Sei

Xn—l)

San + S9c = Z1X1 + -+ ln—an—l-

Dann gilt
0 0
X1+t g Xn = fUXi 4+l X —52(—fX1—|—~ St ! Xn-1).
821 8zn_1
Man setze
0 0
w = —(fll — Szaii)dzl — = (fln,1 — 89 (9an_1 )danl + hdz,.
Somit folgt
w = f(_l1d21 - ln—ldzn—l + Sldzn) + S9 df S %én,()
und
X(w) = f(_Xlll - nfllnfl + San) + SQCf
= f(=s1X, — sac+ $1X,,) + sacf
=0
und daher w € Hy(Z¢n 0, X) mit ¢ o iy (w) = h. ]
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3 Der Homologische Index

3.2.2 Der Doppelkomplex G
Wir benutzen die Konstruktion aus [9]. Man betrachte den Doppelkomplex G:

0
0 60"
ceo~—"_qigg<"
1 2 1 B
QD0 o <=—
« «@
0<——o-
Jé; B B . B
0 OP0)0<— Q" IEBQn Q%Qn@gn 1
B B B
0~— 00— lo0<~— =— Qo 1<—000"<——0
f a a
0 /R S—. T . on 0
0 0 0

Aus typographischen Griinden wurden hier die Subskripten weggelassen. Wir mei-
nen aber natiirlich die Halme iiber dem Ursprung. Numerierung: G;o = Qgn o,

Gi1= QE,L70 &) QE{O = Giyka+k fir k> 1und G; ; = 0 fiir ¢ < 0 oder j < 0. Die
Abbildungen sind a(w,n) := +fw + df A n,

_(df 0 wY) df Nw
afw,m) = <if df) (n) = (j:warden)

Blw,n) = <)0( ?) (2}) . (X(;J()(ni) cn) '

In [9] wurde gezeigt, dafl

und

H;(totG) = H;(2y,, X) fir 0 <i<n

und
dimg H;(totG) = A firi >n

gilt, wobei totG der totale Komplex von G ist und A wie in in Theorem 3.2.1 de-
finiert ist. Das Argument, das dort gegeben wird, benutzt an dieser Stelle nicht,
dafl (X1, ..., X,) eine regulére Sequenz ist. Die Homologierdume des totalen Kom-
plexes konnen auch durch die Analyse der Spektralsequenz (E,d) von G, die man
erhilt, indem man erst die 5-Homologie und dann die a-Homologie nimmt, erhalten
werden.
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3.2 Verallgemeinerung der algebraischen Formel fiir den Index

3.2.2.1 Die Spektralsequenz (E,d)

Wir wollen (E, d) analysieren. Man erhiilt die folgenden 2 E-Terme mit Lemma 3.2.2
und Lemma 3.2.3:

B g B
2Foo = Koker [ — - B )~ —
0T e“"((@ ) )

2o~ Ker (B L p) = Pnelf)
’ (c)
2E, o =& Koker (H1(B) 2, Hl(Qq*jn,mX))
B
’p Homologie (

ZEH_l 1 =~ Koker (H1 (B) i> HQ(B))

&
x
|

~ Ker <(]'; e, H1(8)>

2Ei41.141 = Homologie

wobei I > 1 und alle anderen 2 FE-Terme trivial sind. Das Differential auf 2E wird
nun durch
dy: 2Ep+2,qfl —? Epq
gegeben. Daher ist die Spektralsequenz auf der zweiten Stufe entartet, und wir sind
in der Lage, die totalen Homologien des Doppelkomplexes zu berechnen. Zunéchst
gilt
Ker (Hl(B) 2 Hy(n o, X)) — Ker (Hl(B) , HQ(B))

nach den Isomorphismen, die in Lemma 3.2.2 und Lemma 3.2.3 gegeben werden.
Also gilt
dimg Ha(totG) = dime H; (totG) = A

fiir gerade 7 > 2. Analog bekommt man
dimc Hi(tOtg) =A

fiir ungerade ¢ > 3. Unter Verwendung des Resultates iiber H;(totG) in [9], das oben
angefiihrt wurde, und unter Benutzung von Lemma 3.2.4 fiir A} folgt Theorem 3.2.1
unmittelbar.

3.2.3 Folgerungen

Wir erhalten nun die folgenden algebraischen Formeln fiir den Index.

3.2.5 Korollar. Die folgenden Algebren sind endlichdimensional, und es gilt fiir
gerades n

annpg (X,)
annp (Xn) N B/(f7 8f/8zn)

anng(f)

()

B
indv,o(X) = dim@ — — dim@ — dim@

(f)
+ dimg é — dimg A

()
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3 Der Homologische Index

und fiir ungerades n

annpg (X,,)
annp (X,,) NB/(f,0f/0zy)

anng(f)

()

— dim@

B
indy,p(X) = dimg¢ — — dimg

(f)
A
+ dimg —.
(f)
Beweis. Wir bemerken zunéchst Q{L/,O = % und somit erhilt man

hp_1 = h:z—l + dimg X(Q?/yo)

A
= h’_, +dimg — — A,

o "
Nun folgt
n—1 n A
> (=1)¥hi =Y (=1)"h; + (—=1)" " dime —,
v=0 v=0 (f)

und die Behauptung folgt fiir ungerades n. Fiir gerades n erhéilt man

. . A . anng (f)
indy,o(X) = hy — h] — dimg — + dimg ————
Vo) = = b= dime 75 ©
Da die Sequenz

f A
0—>annA(f)—>Ai>A—>——>O

(f)

exakt ist, folgt

anng (f)

A
dim@ — dim@ — = dimc - — dim@ A
(c) (f) (c)
und das Korollar folgt. O
Falls (X1, ..., X,) eine regulire Sequenz ist, reduziert sich unsere Formel natiir-

lich auf die Formel von Gomez-Mont und zwar in der folgenden Weise. Es gilt

. anng(f) . anng(c)
A =dimg ——— =dimg ————,
(c) (f)
und wir erhalten fiir gerades n
B A
indy,(X) = dime — — dime ana(f) | gine A dime Ale)

(f) (©)

B
= dimg¢ — — dimg¢ annpg(f)

()

B
= dim@ — — dimc e

() ()

Fiir ungerades n erhélt man

()

indv,o(X) = dimg % — dimg anr(l‘(;(f) + dimg %
= dimg % + dimg A(C)

B A
= dim¢g — — dimg — + dim¢ A.

(f) (©)
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3.2 Verallgemeinerung der algebraischen Formel fiir den Index

Es ist nicht schwer festzustellen, daf3 die Formeln von Gomez-Mont auch in die-
ser Weise geschrieben werden kénnen. Wir wollen wieder unser Standardbeispiel
betrachten. Dy: f = 2%y +y*~1 | k > 4.

0 0
X = (k-2 = +22"y—, m>
( ¥ O%—nyay,m_?)
mit ¢ = 2(k — 1)z™. Wir haben ja schon indyo(X) = (m — 1)(k — 1) berechnet.

Wir wollen verifizieren, dal Korollar 3.2.5 denselben Wert liefert. Man berechnet
leicht, z.B. mit Residuen, daf}

dimg ——% = (k—1)(m+1)
(Xla f)
gilt. Man betrachte das Monom x™y in Wli‘%#’“*l)' Dann sind die Monome
™y, ..., z™y* 2 in dieser Algebra linear unabhéngig, und es gilt
. B . Ocn o
dimg — =dim¢g ——~ —k+2=m(k—1)+ 1.
(f) (X17 f)

Wir behaupten nun

{g S ﬁ@n,o : gf S (X17X2)} = ﬁ@n)o(.’]ﬁm).

Sel etwa
gf = diz™ T + doz™y.
Dann gilt
9@y +y* ") — daz™y € Ocn o(z™ )
und somit

9(2® +y"7%) € On o(2™),

da y kein Nullteiler in (fﬂf?) ist. Das bedeutet g € Ocn o(z™), da 22 + y*~2 kein

Nullteiler in fi;’ ist. Damit folgt

dim@

Man stellt auch sofort fest, dafi dimg A = k£ und dimg (% = k gilt. AuBlerdem gilt
anng(Xs) = B(z) und somit erhilt man
annpg (X5) _ B(x) ~ A'(x)

anng(Xs) NB(f,0f/0y)  B(x) NB(f,0f/dy)

= (f%}% gesetzt wurde. Eine Basis von A’ wird durch

wobei A’ :

k

173979€y7~-~733y _27y7~-~7yk_2

gegeben und daher gilt dimg A/(z) = k, da y*~2 ~ 22 in A’. Nun liefert Korollar
3.2.5 tatséchlich
indv’o(X) = (m - 1>(k - 1)
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4 1-Formen auf zweidimensionalen
vollstandigen Durchschnitten

Wir betrachten die Situation aus Abschnitt 1.2 und behalten die dort eingefiihrten
Notationen bei. Also sei (V,0) C (C",0) ein ICIS und w = > | w;dz; der Keim
einer holomorphen 1-Form auf (C", 0) mit isolierter Nullstelle auf (V,0) (verschwin-
det nicht auf den Tangentialraumen 7,V fiir p # 0 in einer kleinen Umgebung des
Ursprungs). Die Resultate dieses Kapitels wurden bereits in [20] veroffentlicht.

4.1 Residuen holomorpher 1-Formen

Bevor wir uns auf den Fall ¢ = n—2 beschréinken, wollen wir einige Resultate fiir den
glatten Fall in voller Allgemeinheit beweisen. Wir verwenden aus typographischen
Griinden gelegentlich fiir quadratische Matrizen genauso wie fiir ihre Determinanten
dieselbe Notation. Es geht dann aus dem Zusammenhang hervor, was gemeint ist.

4.1.1 Der glatte Fall

Fir 1 <ji,...,J¢+1 < n setzen wir
6f1 afl
Ozjl e 02jq+1
Mj1yesdgrr = 3}11 . 3}q
6Zj1 e 8qu+1
wjl e qu+1

Fir 1 <i < n—qsei aulerdem m; := m; n—g+1,...n- S€i J das wie vorher definierte
Ideal und I das Ideal in &¢n o, das durch f1,..., f; und die Minoren myq, ..., My—q
erzeugt wird. Der Einfachheit halber nehmen wir auflerdem an, daf3 alle maximalen
Minoren im Ursprung verschwinden (sonst ist der Index 0).

4.1.1 Lemma. Firiy,...,iq,j1,...,Jq+1 € {1,...,n} gilt

a+1
a(fla"'afq) m; ; — (_1)l+1 a(fla"'afq) i ;
J1s-ees] ~ 1501 5-ens8g
B(Zil7...72iq) ! att —1 a(Zjl,...,Zj“...7qu+l) ! a
Beweis. Die Entwicklung von my, .. j.., und mj, ;, .., nach der letzten Zeile liefert
+1
a(flv"'qu)m_ ) _ 3 (71)l+1 a(fla"'qu) (m ) .
P E—— ey = = KT A
8(Zi1,...,2iq) 7 Ja+1 =1 8(zj1,...,zjl,...,zjq+1) T 4
q
) Af1,...
. Z(fl)qukwik (fl :fq) )
1 8(zjl,zi1,...,zik7...,ziq)
Nun geniigt es fiir ein beliebiges festes k,
+1
S L O fo) O(f1y- - fo) _
21 - : =0
=1 8(zj1,...,zj“...,zjq+l) a(zjl,zil,...,zik,...,ziq)
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4 1-Formen auf zweidimensionalen vollstidndigen Durchschnitten

zu zeigen, was durch die Entwicklung der zweiten Determinante nach der ersten
Spalte und anschlieSender Summation iiber [ offensichtlich ist. O

4.1.2 Satz. Fir DF(0) #0 gilt I = J.

Beweis. Fir ji,...,jg+1 erhélt man aus Lemma 4.1.1 DFm;,
gilt mj, .

.jes1 € I und daher
—.jes1 €I, da DF eine Einheit ist. 0
Aus der klassischen Residuentheorie erhélt man sofort das folgende Korollar.

4.1.3 Korollar. Es sei DF(0) # 0. Dann gilt

(i) (fi,.--, fq.M1,...,My_y) ist eine requlire Ocn o-Sequenz und
8(f17*~~7fq77h17---77hn7q))
dlmCA = resgr,o det ( 6£z17..~727:) .
fl ...fqm1 - Mp—g

i) resgn . - : A — C definiert eine Linearform.
() €0 |:f1...fqm1...mnq:| ﬁ f

(i11) Die induzierte Bilinearform auf A ist nicht entartet.

4.1.2 Der Index einer holomorphen 1-Form

Wir wollen zunéchst das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren. Von nun an
sei ¢ = n — 2 und M; diejenige Matrix, die man aus

ofr of1
0z te Ozp
afn,2 8fn—2
0z T Ozn
w1 ce Wn

erhélt, indem man die i-te Spalte streicht, m; := det(M;) und M := ((—l)i%—?).

Es sei o der Koeffizient von t"~2 im charakteristischen Polynom von M. Wir werden
zeigen, dafl es einen linearen Koordinatenwechsel (tatséchlich einen generischen)
gibt, so dal (m1, m2) eine regulére Oy o-Sequenz ist und nennen diese Koordinaten
gute Koordinaten. Weiterhin definieren wir fiir h € Ogn o

1 hle AN dZQ
res =
VO lmymy (27i)? Jy;,  mame
wobei ¥ := {f1 = --- = fo_2 = 0,|m1| = 01,|ma| = d2} so orientiert ist, dal

d(argmq) A d(argms) > 0 gilt and wobei d1, 02 kleine reelle positive Zahlen sind.
Wir beweisen das folgende Resultat:

4.1.4 Theorem. In jedem System guter Koordinaten definiert

:A—-C

res
0 o]

eine Linearform mit

. (o
dlmc A= resy.o |: ] .
T lmime

Wir setzen noch fiir [ # k

fl7k :det( a(fl,...afn—2).,zn)).

8(217---7ﬁl7~-~,2k7~-

Wir beweisen zunichst eine Verfeinerung von Korollar 4.1.3, die wir zum Beweis
des Hauptresultates benotigen.
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4.1 Residuen holomorpher 1-Formen

4.1.5 Lemma. Sei (V,0) glatt und my, mqo eine regulire Oy o-Sequenz. Dann gilt

dimg A = resgn o { DE-o ] )

f1 cee fn72m1m2

Wir bemerken noch, daf nicht DF(0) # 0 angenommen wurde. Um die Behaup-
tung zu beweisen, mufl noch eine zusétzliche Rechnung angestellt werden.

4.1.6 Lemma. Fir j <k gilt

6(f17"'7fn—25mj7mk)
det < 8(21,. .. >Zn)

) = —fjr -0 modJ.
Beweis. Laplace-Entwicklung liefert

det(3(f1""’f"‘2’mj’m’“))= > (—1)m+l+1fm,ldet(a(mf’m’“)).

O(z1y. .y 2n) < Ti<n O(2m, 21)

Nun geniigt es mod J

d(my,mg)\ ) M
st (GEE)) = s (2 )

zu zeigen. Der erste Fall ist m,l < 7. Nach Lemma 4.1.1 gilt mod J

S, det (8(mj,mk)> = fondet <(“)(ml7mk)) — fijdet (8(mmmk)>

B(ZWH Zl) 8(zm, Zl) 8(2’7,“ Zl)
_ O(me,my)\ Ay, m)
= I det (fm) iy det ( o 2) )
Ay, m;) O(Mum, )
et () e (G5

Andererseits erhdlt man wieder mit Lemma 4.1.1 mod J

O(mymi)\ Omy, m) Olm;, mim)
fm,det (W) = fm,kdet (W) — fipdet (W) :

Summiert man die beiden Gleichungen, so ist die Behauptung fiir diesen Fall gezeigt.
Die anderen Fille beweist man analog. O

Beweis von Lemma 4.1.5. Sei k < 1 mit fj;(0) # 0. Nach einer trivialen Verallge-
meinerung von Korollar 4.1.3 erhélt man

det (a(fl,‘-»’fnfz’mk,mz) >‘|

dimg A = rescn o 9(z15-)2n)
fio s fa—ampmy
Der erste und komplizierteste Fall ist 3 < k. Hier folgt mit Lemma 4.1.1

frami = —fremg+ frame

feamz = —farmy+ faymy.

Weiterhin ist es nicht schwer zu zeigen, dafl

forfig — fipfog = —feaDF
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4 1-Formen auf zweidimensionalen vollstidndigen Durchschnitten

gilt und damit folgt nach der Transformationsformel fiir Residuen und Lemma 4.1.6

—DF ot (a(fl ----- fn—27mk1ml))
dimg A = resgng | f1x A(z1,0002n)
Jioo faamama

— res { DF - o ]
B CON e famamuma |

wobei benutzt wurde, dafl das Produkt von DF und irgendeinem maximalen Minor
in I enthalten ist. Die anderen Félle beweist man auf dhnliche Weise. O

Wir verallgemeinern nun auf den singulidren Fall.

4.1.7 Lemma. FEs existiert ein linearer Koordinatenwechsel, so daf myi,mo eine
requldre Oy -Sequenz ist.

Beweis. Sei ¢: (C™,0) — (C",0) biholomorph und ¢(y) = 2z und sei v := ¢~1. Wir
bezeichnen durch m? die in y-Koordinaten berechneten Minoren. Standardberech-
nungen liefern fir¢t=1,...,n

_ . a(qsla"'aé-’""qsn) j ©
m;yzdet<a(yla7gi7yn)>m] ¢

j=1
N o, (4.1)
= Z(—l)’ﬂ det Dp——o0¢-mj o ¢.
. 8zj
Jj=1
Da Oy ein vollstandiger Durchschnitt ist, existieren komplexe Zahlen
Cl1,---,C1n,C21,.--,C2n,
so daB (g1, g2) eine reguléire Oy, o-Sequenz ist, wobei g1 := > 1 ; c1;m; und go :=

i coim; gesetzt wurde, und daher ist ¢*(f1),...,¢*(fa—2),¢* (1), ¢*(g2) eine
regulére Ogn g-Sequenz. Zur Existenz der komplexen Zahlen verweisen wir auf
Satz 11, Seite 115 in [13]. Der Satz ist, so wie er dasteht, falsch. Das Argument
dort kann jedoch leicht berichtigt werden, so dafl man die Existenz der komplexen
Zahlen garantieren kann. Da die Vektoren (ci1,...,¢1,) und (ca1,...,cap) linear
unabhéngig sind, kénnen wir sie zu einer quadratischen Matrix C' = (¢;;) komplexer
Zahlen ergiénzen, so dafl detC' = 1 gilt. Sei €' die Matrix mit den Eintriigen
¢ = (=1)"*¢;;. Dann gilt det C’ = 1 und daher definiert C” eine biholomorphe
Abbildung. Nach Gleichung 4.1 geniigt es nun ¢ := (C’)~! zu setzen, da ¢*(g1) =
my bzw. ¢*(g2) = m} gilt. O

Theorem 4.1.4 kann nun leicht bewiesen werden.

Beweis von Theorem 4.1.4. Da das Produkt von DF und einem beliebigen maxi-
malen Minor m; in I enthalten ist, definiert das Residuum nach Lemma 2.1.3 eine
Linearform auf A. Andererseits gilt

. DFo
resero [fl e fnzmlmz]
lim Z rescn p, [ DFa } ,
=04 Pl fer . fen—amimg

g
res
V,0 mims

wobel fe := (f1—¢€1,..., fn—2a—€n—2) gesetzt wurde und wir iiber die Nullstellen von
(mq, mg) auf der Faser V, summieren. Zuniichst mufl man sich fragen, ob (mq,ms)
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4.1 Residuen holomorpher 1-Formen

eine Nullstelle p; auf V. haben kann, wenn indve’pi w = 0 gilt. In diesem Fall sei
etwa f) 5 (p;) # 0 und dann gilt

o (WMot S T (1)

da einer der Minoren m;, my in p; nicht verschwindet. Die Cramersche Regel und
dieselbe Matrix-Transformation wie in dem Beweis von Lemma 4.1.5 zeigen, dafl
DFo € Ogn p,(fea,---, fen—2,m1,mg2) gilt. Das bedeutet aber, da§ das Residuum
in solch einem Punkt p; verschwindet. Daher ist nach Lemma 4.1.5 die obige Summe
von Residuen die Summe der Indizes von w auf der Faser V., was dann dim¢ A nach
dem Theorem von Ebeling und Gusein-Zade ist. O

Man kann nicht erwarten, daf3 die induzierte Bilinearform auf A nicht entartet
ist, da A im allgemeinen keinen eindimensionalen Sockel hat und daher auf A keine
nicht entarteten von einer Linearform induzierten Bilinearformen existieren kénnen.
Im néchsten Paragraphen gehen wir ins Detail.

4.1.3 Eigenschaften der Residuenform

Wir wollen zeigen, dafl der Rang der induzierten Bilinearform 3 :=<, >cs, , auf
A nicht von der Wahl guter Koordinaten abhiingt. Sei ¢: (C",0) — (C",0) biho-
lomorph, ¢ := ¢~ und ¢(y) = 2. Mit m? bezeichnen wir die in y-Koordinaten
berechneten Minoren. Wir setzen noch

DFY = det (8(f10¢7~'~7fn—20¢)> .

a(yl’)v s 7yn)

Um den Beweis zu fithren, ben6tigen wir den folgenden Hilfssatz.

4.1.8 Lemma. Es seien (my,ma) und (mi(¢), m(¥)) regqulire Oy o-Sequenzen.
Dann gilt fir alle h € Ogn o

hDF B det(D¢)(Y)hDEY (¢)
resen,0 |:f1 - fn_2m1m2] = T8om,0 |:f1 - fn—zmzf(ib)mg(iﬂ)} '

Beweis. Der erste Schritt besteht darin, die Behauptung fiir den Fall, da§ (V,0)
glatt ist, zu zeigen. Dazu sei k < [ mit f;;(0) # 0. In der gleichen Weise wie in
dem Beweis von Lemma 4.1.5 erhélt man

rescn o hDF = Trescn .o hfk’l .
Cf1e s faemama S famemuemy

Lemma 4.1.1 zeigt nun
—fixmu + fjumy for j <k

fram; = fipmuy + fumy for k <j <l
figmu — fiumy for 1 < j.
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4 1-Formen auf zweidimensionalen vollstidndigen Durchschnitten

Damit und mit Gleichung 4.1 folgt

l

1 n

(—1 )a+1‘9¢1fﬂ+ S (- awlfﬂ)

j=l+1

feam{() = det(Do)(y)my,

Il
—

+ det(De)(v)my ad)lfjiﬁ- Z Hlad)lf]k)

/N
. ??‘ kﬁ./—\
H

=1 j=k+1
-1
framy() = det(Da) ()i (3 3“’2fﬂ+ 3 (- J+18”’2f”)
j=1 Jj=Il+1
+ det(Dg) (v ml( J'H 2 fin + Z QfJ, )
j=1 j=k+1

Daher existiert eine Matrix A mit

femit ) =2 ().
(

Unter Benutzung der Formel

fiafie = E£feifi; £ Fiafik,

wobei 1,1, j, k paarweise disjunkt sind und die Vorzeichen von der Lage der Indizes
abhéngen, ist es nicht schwer,

i+j (11, v2)
det(D¢)?(¥) fr. 13%571(_1) 7 det <(M> fij

= det(Do) () fraDFY ()

zu berechnen. Die Anwendung der Transformationsformel fiir Residuen liefert den
Beweis fiir den glatten Fall. Fiir die Verallgemeinerung auf den singuléren Fall muf3

Sresces g, ]:2@ [ deowmomy |

det A

.. fem_gmlmg 1--- fe,n—lell (d’)mg (7/})

gezeigt werden, wobei sich die erste Summe iiber die Nullstellen von gy := (mq,ms2)
auf der Faser V. und die zweite iiber die Nullstellen von g := (mY (), m§ (1)) auf
V. erstreckt. Die Residuen sind in solchen Punkten gleich, die gemeinsame Null-
stellen von g; und go sind. Sei p; eine Nullstelle von ¢; mit g2(p;) # 0. Dann gilt
indy, p,w = 0. Gilt fix(p;) # 0 so auch hfy; € Ocn p,(fer,---, fen—2, M1, ma).
Dieselbe Transformation wie zu Beginn des Beweises und Anwendung der Cramer-
schen Regel zeigen

hDF € O¢n p,(fers- -5 fen—2,m1,ma).

Daher verschwindet das Residuum in solch einem Punkt. Ahnlich argumentiert man
fiir eine Nullstelle ¢; von go mit ¢1(g;) # 0. Da die obigen Summen der Residuen
also gleich sind, liefert die Grenzwertbildung ¢ — 0 die Gleichheit der Residuen im
Ursprung. O

Wir nehmen an, daf§ die gewihlten Koordinaten, genauso wie die y-Koordinaten,
gute Koordinaten sind. Wir setzen

. ﬁV,O o B
B=my 7 amg(DF)”
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4.1 Residuen holomorpher 1-Formen

Da B(ms,...,my) C anng(DF) gilt, folgt dim¢C < dimg.A, und das relative
Residuum definiert eine Linearform auf C, deren induzierte Bilinearform auf C nicht
entartet ist, da

resy,o {m}fgzg} =0 fiir alle g € Ogn o

impliziert, dafl

rose [ hDFgq
oo fioo fnmomime

gilt. Die Lokale Dualitét liefert ADF € I und daher h € anng(DF'). Das bedeutet,
daB C einen eindimensionalen Sockel socC besitzt. Dieser wird durch die Klasse von
o erzeugt: Es sei g(0) = 0. Dann erhélt man

} =0 fiir alle g € Ogn o

go . gDFo
res = lim resgn p.
vi0 |:m1m2:| e—0 zl: C"pi |:f€’1 e fe’n,lemQ
= i ) indy. .
lim > g(pi) indy, p,
7
= 0

und somit o € socC. Weiterhin gilt rang § = dim¢ C, und wir folgern
dimg soc A < dimg A — dimg C + 1.
Nun soll gezeigt werden, dal dime C nicht von der Wahl guter Koordinaten abhéngt.

Es besteht eine exakte Sequenz

O—>ann5(DF)—>B'Q>FB—>B(gF)—>O

und daher gilt dim¢ € = dimg B(DF'). Sei

Ogn o
(f1(¢)a RN fn—?(‘é)vm%)mg)
Wir miissen dimg B(DF) = dimg B'(DFY) zeigen. Da

B =

dime B'(DFY) = dime B” (DF¥ (1))
mit
Ocn o
(flv RN} fn—27 m?{(w)’ mg(’(/))) 7

geniigt es nun, einen Vektorraumisomorphismus

0: B(DF) — B"(DFY o)

B/I =

zu konstruieren. Wir setzen ¢(gDF) := gDFY(¢). Nun zeigen Lemma 4.1.8 und
die lokale Dualitéat, dafl

g € anng(DF) <= g € anng/ (DFY(v))
gilt, was bedeutet, dafl ¢ wohldefiniert und bijektiv ist. Wir fassen zusammen:

4.1.9 Satz. (i) Das relative Residuum induziert eine nicht entartete Bilinearform
auf C.

(i) Der eindimensionale Sockel von C wird von o erzeugt.

(#ii) Die Dimension von C hdngt nicht von der Wahl guter Koordinaten ab.

(iv) Fiir den Rang gilt rang 8 = dimg C, insbesondere ist B nicht entartet und o
erzeugt den eindimensionalen Sockel von A, falls V' glatt ist.

(v) dimg soc A < dimg A — dimg C + 1.
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4.2 Bemerkungen

1-Formen auf Kurvensingularitdten Wir haben hier nur einen maximalen Minor
m und daher ist die Algebra A ein vollstéindiger Durchschnitt. Die Residuentheorie
kann direkt angewendet werden, so dafl wir eine nicht entartete Bilinearform auf
A erhalten. Aber die Dimension von A kann auch durch ein relatives Residuum
ausgedriickt werden. Es gilt

nach Korollar 2.1.2.

Verallgemeinerung auf allgemeine Dimensionen Man muf sich fragen, wie die
Resultate fiir ein beliebiges ¢ zu verallgemeinern sind. Das Problem besteht darin,
daf} es im allgemeinen keinen Koordinatenwechsel gibt, so daf8 (11, ..., My—q) eine
reguldre Oy o-Sequenz ist und daher existieren die Residuen nicht. Sei n > 2¢ + 1.
Wir nehmen an, da8§ (f1,..., fq,M1,...,Mn_q) eine isolierte Nullstelle definiert.
Man betrachte die (¢ + 1) maximalen Minoren der Matrix

afl afl
azn—q«i»l T Ozn
0fq Ofq
O0zp_q+1 77 Ozn
Wn—g+1 . Wn,

Das Verschwinden dieser Minoren im Ursprung wiirde implizieren, dafy 2q + 1 Glei-
chungen eine isolierte Nullstelle definieren, was nicht moglich ist. Ist einer dieser
Minoren eine Einheit in O¢n g, so ist A ein vollstédndiger Durchschnitt.

Linearformen auf Raumen kahlerscher Formen Es scheint auch natiirlich zu sein,
. — —q—1 .
Linearformen auf dem Vektorraum Q7 ,?/w A Qy )" zu betrachten, da dessen Di-

mension auch der Index indy g w ist: Es gibt eine exakte Sequenz

Qe !
I L. T N
’ wA Q! J

mit dim¢ TQ?/,_OQ = dime Ogn o/ J’, wobei TQ?_O'] der Torsionsuntermodul ist und
J' das Ideal in Ogn ¢, das von den Komponenten von f und den maximalen Minoren
der Jacobimatrix von f erzeugt wird. Details dieser Argumentation kénnen in [15]
gefunden werden. Wenn wir eine regulére Oy o-Sequenz (g1, ..., gn—q) haben und

das Residuum resv,o{ ] auf w A Q(L;Oq*l verschwindet, so verschwindet

g1---9Gn—q

das absolute Residuum rescnvo{ } auf J, da My, darr € Aw A

91--.gn_qf1...fq
Q?/Toqil) fiir jeden Minor gilt.
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