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Abstract

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass es auf jedem Korper K, der nicht absolut alge-
braisch oder globaler Kérper ist, 2°¢ X viele lokalbeschriinkte Kérpertopologien
gibt. Weiter werden die Korper, auf denen Lokalbeschrinktheit einer Korperto-
pologie Normierbarkeit impliziert algebraisch charakterisiert: es sind genau die
algebraischen Erweiterungen von globalen oder absolut algebraischen Koérpern.
Zuletzt wird bewiesen, dass jede hausdorffsche Korpertopologie auf dem Quoti-
entenkorper eines beschrinkten Dedekindbereiches Supremum von reellen Bewer-
tungstopologien ist. Innerhalb der Klasse der Krullbereiche sind die Dedekindbe-
reiche durch diese Eigenschaft bestimmt.

In this paper it will be shown, that on every field K, that is not absolut algebraic
or a global field, there exist 2°“"¢ ¥ many locally bounded field topologies. Further
a characterization of that fields, on that locally boundedness of a field topology
implies the normability of the field topology is given by algebraic means: those
fields are exactly the algebraic extensions of global and absolut algebraic fields. At
last it will be proven, that every hausdorff fieldtopologie on the quotient field of a
bounded dedkind domain is a supremum of real valuation topologies. Among the
class of krull domains the dedekind domains are characterized by that property.

Schlagworter
Topologie, Topologische Korper, lokalbeschrinkt
topology, topological fields, locally boundedness
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Einleitung

Hensels Entdeckung der p-adischen Zahlenkoérper markiert den Beginn der Un-
tersuchungen von topologischen Korpern und Ringen. Ein beriihmtes Resultat
von Pontrjagin charakterisiert die lokalkompakten topologischen Koérper. Jeder
lokalkompakte topologische Korper ist auch lokalbeschrinkt, die Charakterisie-
rung sdmtlicher lokalbeschrinkter topologischer Kérper hat sich jedoch als we-
sentlich umfangreicher erwiesen, selbst Anzahlprobleme sind bis heute noch nicht
vollstéandig geldst.

So hat zum Beispiel Kiltinen nach der Anzahl lokalbeschrinkter Korpertopolo-
gien auf einem Korper gefragt. Aufgrund verschiedener Ergebnisse von Kiltinen,
Weber, Cohen und Maiwald bleibt dieses Problem nur noch fiir unendliche alge-
braische Korpererweiterungen eines einfachen Funktionenkorpers mit Charakte-
ristik ungleich null zu kliren. Dies geschieht im zweiten Kapitel (Korollar 2.5).
Jede lokalkompakte Korpertopologie wird von einer reellen Bewertung induziert.
Ebenso ist von Interesse, wann eine Ringtopologie durch reelle Bewertungen be-
schrieben werden kann. Dies kann im wesentlichen auf zwei Arten geschehen: als
vom Durchschnitt der zugehorigen Ganzheitsbereiche induzierte Topologien, die-
se sind lokalbeschrinkt, aber im allgemeinen keine Korpertopologien; oder als
Supremum der induzierten Topologien, diese sind dann Kérpertopologien, im all-
gemeinen aber nicht lokalbeschrinkt. Nach einem wichtigen Resultat von Weber
kénnen alle lokalbeschréinkten Ringtopologien genau auf absolut algebraischen
und globalen Kérpern durch reelle Bewertungen beschrieben werden. In anderen
Féllen miissen also Einschrinkungen an die zu beschreibenden Topologien ge-
macht werden. Cohen zum Beispiel bewies, dass jede Korpertopologie auf dem
Quotientenkorper eines beschrinkten Dedekindbereiches R mit endlicher Klas-
senzahl Supremum von p-adischen Bewertungstopologien ist. Wiestaw hat die
Frage gestellt, ob die Forderung der endlichen Klassenzahl notwendig ist. Die-
se Frage wird im fiinften Kapitel beantwortet. Dazu wird das Problem in zwei
Schritten vereinfacht: Zunéchst wird bewiesen, dass man nur den Verband der
lokalbeschrinkten Korpertopologien auf Darstellbarkeit durch reelle Bewertungs-
topologien durchmustern muf}, genauer gesagt nur Topologien, welche von Inte-
gritdtsbereichen der Form ; Jfl 7 (wobei a eine von 0 verschiedene Nichteinheit
in R ist) induziert werden (Satz 5.3). Im zweiten Schritt wird das Problem auf
die Untersuchung der Lokalisationen Ry, (wobei m ein maximales Ideal in R ist)
reduziert (Satz 5.8).

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Beweisfiihrung ist das topologische Radikal
Rad(7), also die Menge aller topologisch nilpotenten Elemente. Daher werden
im dritten Kapitel zuniichst wichtige Eigenschaften von Rad(7) hergeleitet. Zum
Beispiel wird der Proze8 der Spektralnormbildung auf nicht notwendig lokalbe-
schrinkte Ringtopologien verallgemeinert. Mit Hilfe dieses Ergebnisses wird eine
algebraische Darstellung des topologischen Radikals aus der erzeugenden Fast-
ordnung berechnet.




Eine schwichere Forderung als die Darstellbarkeit einer Ringtopologie durch reel-
le Bewertungstopologien ist die Normierbarkeit. Jede normierbare Ringtopologie
ist eine lokalbeschrinkte Korpertopologie, umgekehrt mufl nicht jede lokalbe-
schrankte Korpertopologie normierbar sein. Im vierten Kapitel wird der Frage
nachgegangen, auf welchen Ko6rpern Lokalbeschrianktheit einer Korpertopologie
Normierbarkeit impliziert. Es stellt sich heraus, dass es genau die algebraischen
Erweiterungen globaler Korper und die absolut algebraischen Korper sind.

An dieser Stelle mochte ich Professor Dr. J. Heine fiir die Unterstiitzung und
Forderung wihrend meines Studiums danken. Zudem gilt ihm und Herrn Profes-
sor Dr. H. Weber mein Dank fiir die Begutachtung dieser Arbeit und die wert-
vollen Korrekturvorschlage.



Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Vereinbarungen, Schreibweisen

Zunichst werden, um Miflverstdndnissen vorzubeugen, einige Bezeichnungen in
tabellarischer Kurzform aufgelistet.

Mengentheoretische Schreibweisen

C Teilmenge
- echte Teilmenge
\ Mengendifferenz
Ax B, ] A; kartesisches Produkt
i€l
fIM Restriktion
f[M] :={ f(m) | mé& M } das Bild von M unter f
Z,Q, R, R5g etc. wie iiblich
N =T
M* ={meM|m#0}
card M Kardinalzahl der Menge M
N = card Q

Algebraische Bezeichnungen
Ring schliefit in dieser Arbeit immer die Kommutativitét
und die Existenz eines Einselementes 1 # 0 mit ein
Integritidtsbereich nullteilerfreier Ring

alsb a teilt b in S

99T (a,b) grofiter gemeinsamer Teiler von a und b

Q(R) Quotientenkorper des Integritétsbereiches R
E(R) Menge der Einheiten von R

Ker j ={reR|j(r)=0} der Kern von j: R — S



A+ B
a+ B
AB, aB

Al := Aund A" .= A" A

A7l i= %
Primideal p
spec(R)
spec*(R)
spect(R)
max(R)

R eindimensional
char(R)
Jac(R)
Rad*(R)
G-Bereich R

—=ganz

R

—ganz in L
R

—=comp

R

—=00comp

R

multiplikatives System S

I Radikalideal
con(R < S)
R|x]

Rlz, y] := Rlz][y]
R[]

K((x))

K(x)

L/K

[L: K]

GF,

trdeg L/ K
globaler Koérper

absolut alg. Korper
K(A)

gradg(p)
R lokal noethersch

={a+blac Abe B}

={a}+ B

entsprechend

fiir alle n € N*

={1/a€Q(R)|ac A}

beinhaltet p # R

:={p C R|p Primideal in R }

= spec(R)\{{0}}

:={p € spec*(R) | Vq € spec*(R) : q L p }
:={m C R|m maximales Ideal in R }

& R # Q(R) und spec*(R) = max(R).
Charakteristik des Integritatsbereiches R
:= (maz(R) heift Jacobsonradikal von R
:= [ spec*(R) heifit Pseudoradikal von R
Integrititsbereich mit Rad*(R) # {0}
ganzer Abschlufl von R in Q(R)

ganzer Abschlufl von R in L
={z€QR)|IeR VneN: bi"ec R} heifit
vollstéindiger ganzer Abschlufl von R in Q(R)

—comp ——comp —=oocomp
Ri=R "R, =R, ",R = U Rn
neN

0¢S,1€5,SSCS

={r/seQ(R)|reR,scS}

Lokalisation von R nach Primideal p, also R, := Rp\,
={a€R|IneN: a" €} heiit Radikal des Ideals /
S rad(l) =1

:={a€Q(5)|aS C R} heiit Konduktor von R in S
Polynomring mit Koeffizienten in R

Polynomring in den Unbekannten x und y

Ring der formalen Potenzreihen

Korper der formalen Laurentreihen

= Q(K[z])

Koérpererweiterung L iiber K

Grad der Korpererweiterung L iiber K

Endlicher Korper mit ¢ Elementen

Transzendenzgrad von L iiber K

endliche algebraische Erweiterung von Q oder

von einer einfach transzendenten Korpererweiterung
eines endlichen Korpers

algebraische Korpererweiterung eines endlichen Korpers
K adjungiert A

grad des Polynoms iiber Korper K, gradg(0) := —oc
Integritétsbereich, so dass Vm € maxz(R) : Ry noethersch



Topologische Bezeichungen

Tindiss Tdis Indiskrete bzw. diskrete Topologie

U, (x) Umgebungssystem von z in der Topologie 7
T|S Spurtopologie

sup 7; Supremum von Topologien, dabei sup 7; = Tipais
i€l i€

Fler der von der Filterbasis F erzeugte Filter

Tist feineralsoc 7200

T gréber als o TCo

Im Verlauf der Arbeit eingefiihrte Bezeichungen

To von Fastordnung O induzierte Topologie (1.6 und 1.9)

TR von Integritéitsbereich R auf Q(R) induzierte Topologie (1.6 und 1.9)
Ty von Norm ¢ induzierte Topologie (1.16)

R, m, Bewertungsring mit maximalem Ideal (1.17)

Dsp Spektralnorm (1.20)

o siehe 3.6

SP; Spektralfastordnung (3.7)

Tsp Spektraltopologie (3.7)

0(S), 7(S) siehe der Abschnitt nach 1.21

(E.S), (A.S) siehe 1.23
(M*)-Bedingung siehe 5.5



1.2 Ring- und Ko6rpertopologien

In diesem Abschnitt sind grundlegende Tatsachen iiber Ring- und Kérpertopolo-
gien, die in dieser Arbeit wiederholte Verwendung finden, als Zitate zusammen-
gestellt. Diese werden in den folgenden Kapiteln als bekannt vorausgesetzt.

Eine Topologie 7 auf einem Ring R, beziiglich der Addition, Subtraktion und
Multiplikation stetige Abbildungen sind, heifit Ringtopologie, das Paar (R, 7)
heifit dann topologischer Ring.

Ist 7 eine Ringtopologie auf einem Koérper K, beziiglich der die Inversion auf
K* stetig ist, so heifit 7 Kérpertopologie und das Paar (K, 7) topologischer
Korper.

Fiir Ringtopologien auf Korpern gelten:

1.1 Satz (Shell, 1990, S.9, Theorem 1.3.1(3))
Jede Ringtopologie auf einem Korper ist entweder hausdorffsch oder indiskret.

1.2 Satz (Shell, 1990, S.4, Theorem 1.1.1 und S.5, Theorem 1.1.2)

(a) Sei (R, T) ein topologischer Ring und B eine Filterbasis des Nullumgebungs-
filters U, (0). Dann sind die folgenden Aussagen erfiillt:

(U))VUEeB IVeB: V+VCU

(U2)YUeB 3VeB: VVCU
(U3) VU eB YaeR 3IVeB: aVCU

(b) Sei R ein Ring und B eine Filterbasis auf R, welche (Ul), (U2) und (U3)
erfiillt. Dann gibt es genau eine Ringtopologie 7 auf R mit U, (0) = B

(¢) Ein topologischer Ring (R, T) ist genau dann hausdorffsch, wenn fiir jede
Filterbasis B von U, (0) stets (| B = {0} gilt.

(d) Sei T eine hausdorffsche Ringtopologie auf einem Korper K. Dann gilt:
Aq: (i) 7 ist eine Korpertopologie
(ii)) YU € U.(0) IW e€lU.(0): W/ (1+W)CU
(iii)) YU € U.(0) IV e€lU.(0): 1/(1+V)C1+U

(e) Sei T eine nichtdiskrete Ringtopologie auf einem Kérper K und U € U, (0).
Dann gilt: U(U*)™' = K



1.3 Satz (Shell, 1990, S.32, Theorem 3.2.1)
Es sei B Nullumgebungsbasis fiir eine hausdorffsche Ringtopologie T auf einem
Korper K. Zu F C K definiere man

— E
b= T+E\{—1}

und setze B := { B|BeB } Dann gelten:

(a) Bist N ullumgebungsbasis einer hausdorffschen Korpertopologie T auf K.

(b) T ist die feinste Korpertopologie auf K, welche gréber ist als 7.

1.4 Satz (Shell, 1990, S.30, Theorem 3.1.1)
Es sei R ein Ring (Korper) und (7;);cr eine Familie von Ring-(Korper-)topologien.

Dann ist sup 7; eine Ring-(Kdrper-)topologie.
il

1.3 Lokalbeschrinktheit, Fastordnungen

Eine Teilmenge B eines topologischen Ringes (R, 7) heiit 7—beschrinkt, wenn
die folgende Bedingung erfiillt ist:

YU el .(0) IV el.(0): VBCU

Geméf(Shell, 1990, S.41, Theorem 4.1.1) sind Teilmengen, topologische Hiillen,
endliche Vereinigungen, Produkte, Summen und Durchschnitte beschriankter Men-
gen wieder beschrénkt. Ist (a,), eine Nullfolge in Rund { b,, | n € N } 7—beschrinkt,
so ist auch (a,b,), eine Nullfolge.

Sei (7;);es eine Familie von Ringtopologien auf R, 7 := sup7; und B C R. Ist fiir
jedes i € I die Menge B T;-beschrinkt, so ist B auch T—Z%Ieschré‘mkt.
Beschrénktheit in Koérpern 148t sich wie folgt charakterisieren:

1.5 Satz (Shell, 1990, S.42, Theorem 4.1.3)
Es sei T eine nichtdiskrete Ringtopologie auf einem Kérper K und B C K. Dann
gilt:
Aq:(i) B ist T—beschrinkt
(ii)) YU €U,(0) Iz e K*: 2zBCU

1.6 Definition vgl. (Shell, 1990, S.43, Definition 4.2.1)

FEin topologischer Ring (R, ) heiit genau dann lokalbeschrinkt, wenn es eine
T—beschriankte Nullumgebung von R gibt. Auch ™ nennt man dann lokalbe-
schrinkt.



Sei K ein Korper und U C K. Ist { 2U |z € K* } Nullumgebungsbasis ei-
ner Ringtopologie 1y auf K, so sagt man: U erzeugt 7y. Es ist dann U eine
Ty —beschrankte Menge, also 1;; lokalbeschrankt.

Ist umgekehrt 7 eine nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Ringtopologie auf einem
Korper K und U eine beschrinkte Nullumgebung von 7, so wird 7 von U er-
zeugt.

1.7 Definition (Shell, 1990, S.44, Definition 4.3.1)
Sei K ein Korper und O C K, z € O*. Die Menge O heifit genau dann Fastord-
nung (mit 2-Addiator z), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(01)0,1€ 0
(02) 00 C O
(03) K = 0(0%)~!
(04) 2(0 £ 0) C O

1.8 Satz (Kowalsky and Diirbaum, 1953, S.143f, Satz 5 und Satz 6)

(a) Jede nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Ringtopologie T auf einem Korper K
wird von einer Fastordnung O von K erzeugt.
Ist T hausdorffsch, so gilt O # K.

(b) Jede Fastordnung eines Korpers K erzeugt eine nichtdiskrete, lokalbeschrénk-
te Ringtopologie 1o auf K.
Gilt zusétzlich O # K, so ist 7o hausdorffsch.

1.9 Bemerkung
Ist O eine Fastordnung auf einem Korper K, so gilt:

filter filter

U(0) ={ a0 |a €O} ={a0|a€ K*}

[Sei a € K*, etwa x,y € O* mit a = x/y. Man erhilt zO = ayO C aOO0 C a0)]

Ist R ein Integritdtsbereich, so ist R eine Fastordnung auf dem Quotientenkdrper
Q(R) (mit 2-Addiator 1). Mit 7 ist immer die von R erzeugte nichtdiskrete,
lokalbeschrénkte Ringtopologie auf Q(R) gemeint.
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1.10 Lemma (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S.16, Theorem 1.1.6)
Es sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt:

Jac(R) =(mazx(R)={a€ R|1—-aRC E(R) }

1.11 Satz (Heckmanns, 1991, S.144, Lemma 1)
Es sei R ein Integritéitsbereich.
Aq:(i)  Jac(R) # {0}
(ii) Tg ist eine Korpertopologie
(ili) E(R) € x

1.12 Satz (Shell, 1990, S.57, Theorem 4.5.5)
Es sei K ein Korper, (1;);c; eine Familie von lokalbeschrédnkten Ringtopologien
auf K und 7 := sup 7;. Es gelten:
iel
(a) Ist I endlich, so ist T lokalbeschrénkt.

(b) Ist T lokalbeschréinkt, so existiert eine endliche Teilmenge J C I mit 7 =

Sup ;.
icJ

1.13 Lemma (Weber, 1979b, Lemma 1.2)
Sei K ein Korper, U C K,0€ U und z € K mit 2(U +U) C U. Dann gilt:

VvneN: Y AUCU
k=1

1.14 Satz (Warner, 1989, S.127, Exercise 16.14) bzw. (Weber, 1979b, S.168, Be-
merkung 1.3)

Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und 7 eine lokalbeschrinkte,
nichtdiskrete Ringtopologie auf L, U € U,(0) sei T-beschriankt und V := K NU.
Dann gilt:

Aq: (i) 7|K ist nichtdiskret
(i) K=V(V*)-1
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1.4 Normen und Bewertungen

1.15 Definition (vgl.(Shell, 1990, S.63, Definition 5.1.1))
Es sei R ein Ring. Eine Abbildung ¢ : R — Rs( heifit genau dann Norm (auf
R), wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(NI)YVae R: ¢(a)=0<a=0
(N2) Va,b e R:  ¢(a-b) < p(a) - ¢(b)
(N3)Va, b€ R: p(a—10b) < ¢(a)+ ¢(b)

Ist ¢ dariiberhinaus sogar multiplikativ, d.h. p(a-b) = p(a)-p(b) fiir alle a,b € R,
so heiit ¢ reelle Bewertung (auf R).

Eine Norm heifit nichtarchimedisch, wenn sie sogar die scharfe Dreiecksunglei-
chung erfiillt:

Va,b€ R: ¢(a—0b) < max{p(a),p(b)}

Sonst heifit ¢ archimedisch.
Man nennt ein Norm genau dann homogen, wenn sie die Bedingung

Vae R VneN: o(a") = (¢(a))”

erfiillt.
Zu € > 0 definiert man wie gewéhnlich K?(0) := {z € R | ¢(x) < ¢ }, die soge-

nannte e—Kugel zu ¢ um 0, und es sei K#(0) :={z € R| ¢(z) <e }.

1.16 Satz (Shell, 1990, S.64f, Theorem 5.1.1 und Theorem 5.1.2)
Sei ¢ : K — R>( eine Norm auf einem Kérper K. Dann gelten:

(a) B := { K£(0) | e >0} ist Basis des Nullumgebungsfilters einer lokalbe-
schrdnkten, hausdorffschen Korpertopologie 7, auf K.

(b) Ist T, # Tais, so ist eine Teilmenge B von K genau dann 7,—beschrénkt,
wenn ¢[B] beschrinkt ist.

Ist eine Topologie von einer Norm (bzw. reellen Bewertung) induzierbar, so nennt
man sie normierbar (bzw. reelle Bewertungstopologie).

Zwei Normen ¢,¢ : K — R heiflen genau dann &quivalent, wenn sie die
gleiche Topologie induzieren, in Zeichen ¢ ~ 1.

Eine Norm heif$t trivial, wenn sie die diskrete Topologie induziert, sonst heifit
sie nichttrivial !.

K — RZO
IDie reelle Bewertung ¢y, 3 1 falls ke K* heif}t auch triviale Be-
0 fallsk =0

wertung und induziert offenbar die diskrete Topologie auf K.
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1.17 Satz
Es seien o, nichtarchimedische reelle Bewertungen auf einem Korper K. Man

setze R, := K{(0) und m, := K7 (0).

(a) (Ribenboim, 1999, S.57, Definition 3, S.56 Theorem A und S.61, Theorem
D)

Ist ¢ nichttrivial, so ist R,, ein Integritédtsbereich und max(R,) = {m,}.

R, heiit Bewertungsring von ¢.

(b) (Ribenboim, 1999, S.10, Theorem C und S.20, Theorem L)
p~Y&s  de>0mit o =°

(c) Tp = Tais © @|K* =
[klar]

1.18 Definition
Es sei (R,T) ein topologischer Ring. Fin Element a € R heifit genau dann
T—nilpotent, wenn (a™), —, 0 gilt. Die Menge
Rad(t) :={ a € R| a ist T — nilpotent }
heifit das Radikal von 7 oder topologisches Radikal von (R, 7). Es gelten:
(a) (Shell, 1990, S.66, Theorem 5.2.1)
a € Rad(t) < dneN': a" € Rad(r)

(b) Ist (7;)icr eine Familie von Ringtopologien auf R, so gilt:

Rad (sup TZ'> = () Rad(r;)

el i€l

(¢) Rad(t)Rad(T) C Rad(T)
(d) Fiir jedes x € Rad(7) und jede T—beschrinkte Menge B C K gilt:

VU €U, (0) IneN* Vm>n: z2™BCU

[Da B 7—beschrénkt ist, gibt es ein S € U, (0) mit SB C U. Da (z™),, gegen
0 konvergiert, gibt es ein n € N* mit 2™ € S.]
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1.19 Satz (Shell, 1990, S.66, Theorem 5.2.2)
Es sei K ein Korper und 7 eine nichtdiskrete, hausdorffsche Ringtopologie auf
K. Dann gilt:
Aq: (i) Es existiert ein Norm ¢ mit T =T,
(ii) 7 ist lokalbeschrankt und Rad(T) # {0}
(iii) 7 ist lokalbeschrinkt und Rad(t) € U, (0)

1.20 Satz (Shell, 1990, S.127f, Definition 14.3.2, Theorem 14.3.3 Beweis und
Corollary 14.3.3.1)
Es sei K ein Korper und ¢ eine Norm auf K.

K — RZO
Yo'\ z o  lim {/p(zn)
n—o0

ist eine homogene Norm auf K und heifit Spektralnorm (von ). Es gilt:

Rad(t,) = Rad(t,,,) = K{*"(0)

1.21 Satz (Ribenboim, 1999, S. 18 ,Theorem I)
Es sei 7 # 145 eine Ringtopologie auf einem Korper K, welche Supremum von
endlich vielen reellen Bewertungstopologien ist. Dann ist Rad(T) # {0}.

Als néchstes werden zwei Aussagen iiber Ringtopologien auf globalen Kérpern

zitiert. Dafiir wird folgende Notation benétigt:

Es sei K ein Korper und Sy eine Menge paarweise nichtdquivalenter, nichttrivialer,
reeller Bewertungen auf K. Fiir S C 5 sei

0(S) := N K¥(0).

peSs

Wenn O(S) eine Ringtopologie auf K erzeugt, so sei diese mit 7(S) bezeichnet.
Es gilt:
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1.22 Satz
Sei K ein globaler Korper, Sy ein Reprisentantensystem (bzgl. Aquivalenz von
Seite 11) aller nichtrivialen, reellen Bewertungen auf K.

(a) vgl. (Weber, 1979a, S. 198, Satz 1.8 und S.196, Punkt(1) unten)
Sei S g So.
Aq: (i) 7(9) ist nichtdiskrete Korpertopologie
(ii)) S ist endlich

(b) (Weber, 1979a, S. 203, Satz 3.3)
Sei 7 eine nichtdiskrete Ringtopologie auf K.
Aq: (i) 7 ist lokalbeschrinkt
(ii) es existiert S C Sy mit 7 = 7(S5)

1.23 Satz

Es sei K ein Korper, x transzendent iiber K, L/K (x) eine endliche algebraische
Koérpererweiterung und Sy ein Représentantensystem sdmtlicher nichttrivialen,
reellen Bewertungen auf L, welche auf K trivial sind. Es gilt:

Fiir jede nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Korpertopologie 7 auf L, beziiglich der
K beschrinkt ist, existiert eine endliche Teilmenge S C Sy mit 7 = 7(S).

BEWEISs: (Mit den Bezeichnungen von (Weber, 1979b) und (Weber, 1979a) gilt:)
Laut Beweis zu (Weber, 1979b, S. 175, Folgerung 4.4) gibt es eine Teilmenge
S C Sy mit 7 = 7(5) und S erfiillt (E.S) ? und (A.S) 3. Die Endlichkeit von S
ergibt sich nun aus (Weber, 1979a, S. 198, Satz (1.8))]. O

1.5 V-Topologien und Unabhéngigkeit

1.24 Definition (Weber, 1982, S.380 oben)

Es sei (1;)ie; eine Familie von Topologien auf einer nichtleeren Menge R. (7;)ic1
heifit genau dann unabhéngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge J C I und alle
offenen Mengen O; € 7;\{0} stets () O; # 0 gilt.

Sei K ein Korper und 7 eine hau;fizrﬁsche Ringtopologie auf K. T heifit genau
dann minimal, wenn fiir jede hausdorffsche Ringtopologie o auf K mit o C 7

bereits 0 = T;,q:s gilt.

1.25 Satz (Weber, 1982, S.385, Folgerung (2.4))
Es seien R ein Integritédtsbereich, (7;);c; eine unabhéngige Familie von minimalen
Ringtopologien auf R und 7 eine Ringtopologie auf R mit 7 C sup 7;. Dann gibt
iel
es eine Teilmenge J C I mit T = sup 7;.
ied

2(E.S)VaeL: {¢eS|pla)#1} endlich
3(AS)VS'CS VabeL*: aO(S)N(1+bO(S\S") %0
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1.26 Definition und Satz
Es sei K ein Korper und 71 eine hausdorffsche, nichtdiskrete Ringtopologie auf

K. 7 heiit genau dann V-Topologie, wenn fiir jede Nullumgebung U € U, (0)
die Menge (K\U)™' T—beschrénkt ist. Es gelten:

(a) (Kowalsky and Diirbaum, 1953, S.145, Satz 7 und Satz 8)
Jede V-Topologie auf einem Korper ist eine lokalbeschrankte Korpertopo-

logie.

(b) (Shell, 1990, S.156, Theorem 16.3.4 und S.117, Theorem 14.1.1)
Jede V-Topologie auf einem Korper ist minimal.

(c) (Weber, 1978, S.133, Folgerung (2.3))
Ist (;)ic; eine Familie paarweise verschiedener V-Topologien auf K, so ist

(7i)icr unabhéngig.

(d) (Kowalsky and Diirbaum, 1953, S.144, Beginn von Kapitel III)
Ist T # 74 eine reelle Bewertungstopologie, so ist T eine V-Topologie.



Kapitel 2

Die Anzahl lokalbeschriankter
Korpertopologien

In (Kiltinen, 1973, S.35, Frage 1) wird nach der Anzahl lokalbeschrinkter Korper-
topologien auf einem Korper K gefragt. Es wird gezeigt werden ( Tabelle nach
Korollar 2.5), dass es auf einem Korper K, der weder absolut algebraisch noch glo-
baler Korper ist, genau 2°"? K paarweise verschiedene lokalbeschrinkte Korper-
topologien gibt. Aufgrund der Ergebnisse aus (Kiltinen, 1973), (Weber, 1979a),
(Cohen, 1984) und (Maiwald, 1996) ist die Behauptung nur noch fiir unendlich
algebraische Erweiterungen von rationalen Funktionenkérpern in einer Variable
iiber einem endlichen Korper zu zeigen. Dies geschieht iiber eine allgemeinere
Aussage iiber die Anzahl paarweise nichtiquivalenter Normfortsetzungen auf al-
gebraische Korpererweiterungen(2.4).

2.1 Normfortsetzung auf algebraische Erweite-
rungen

Die folgenden Sitze beschéftigen sich mit dem Problem der Fortsetzung einer
Norm auf algebraische Korpererweiterungen. Zwar gibt es bereits Fortsetzungs-

methoden, aber fiir den weiteren Verlauf wird die spezielle Art der hier konstru-
ierten Fortsetzung benotigt.

2.1 Satz
Es sei a algebraisch iiber dem Kérper K mit [K(a) : K] =:n € N*, ¢ : K — R
eine Norm, «y, ..., o, 1 € K mit

n—1 )
a =Y wa.
=0

16
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Man setze

p(x) == nz_:lcp(ai)xi € Rlz], ¢(z) := 2™ € Rx].

i=0

Fiir jede Zahl t € R.y mit q(t) > p(t) ist durch
l((a) — H{ZO

n—1 n—1
Yobiah = Y ()t
1=0 1=0

eine Norm auf K (a) gegeben, welche ¢ fortsetzt.

(I)tl

BEWEIS: Es ist a’,a',...,a" ! eine K —Vektorraumbasis der Kérpererweiterung

n—1
K (a) iiber K. Jedes b € K(a) 148t sich also eindeutig in der Form b = Y b;a’
=0
mit by, ..., b,_; € K schreiben, und es ist o(b;)t* > 0 fiir 4 = 0,...,n — 1. Also ist

®, wohldefiniert.
e Da t' > 0 ist, gilt:

n—1
2B =0 & S bt =0
=0
& Vie{0,...,n—1}: o(b;)=0
< Vie{0,..,n—1}: b =0
& b=

Also ist @, definit.
e D, erfiillt (N3): !
n—1

n—1

Seien b,c € K(a) mit den Darstellungen b = Y b;a’ und ¢ = 3 ¢;a’. Es
=0 i=0

gilt:

n—1 n—1
Oi(b—c) = P (Z bia' — Zciai)

lygl. 1.15



18

e Um die Submultiplikativitit (N2) zu zeigen, wird zuniichst die folgende

Hilfsaussage bewiesen:

(*)

[Beweis von (*) durch vollstdndige Induktion iiber k. Fiir k& € {0, ...

VkeN Vbe K:

P, (ba*) < @(b)tk

,n—1}

gilt sogar Gleichheit in (*). Fiir £ = n ergibt sich:

Dy (ba™)

Induktionsschritt: Sei k+ 1 > n, und die Behauptung gelte fiir alle natiirli-
chen Zahlen kleiner oder gleich k.

(I)t(bak—H)

(N3)
<

(I)t (ban+(k—|—1—n))

n—1
(I)t (b (Z aiai) ak+1—n)
1=0

n—1
Z @t(baiakﬂ_”ﬂ)
=0

Da fiir 2 = 0,...,n — 1 die Ungleichung 0 < k+1—-n<k+1—n+i<k
gilt, kann die Induktionsvoraussetzung angewandt werden, und man erhilt

weiter:

@t(bak“)

Also gilt (*).]

IN

IN

IN

”Z—l (p(bai)tk—i-l—n-l-i

o(b) (i (o )t’) ghrton
o(b) - p(t) - t*1"

o(b) - q(t) - £+

gO(b) . tk—i—l
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e O, erfiillt (N2):

n—1 n—1
Oy(bc) = Py ((Z biai> (Z cjaj)>
i=0 Jj=0
n—1 n—1
= &, ( bicja' i
i=0 j=0
N3 n—1 n—
(S) ZCI)t(bngaH])

INZ
S
/‘\
Ca
QO
SN—
=
_|_
Ry

VAN
S
—~
(=l
N
5
bQ
SN—
&
+
o

I
K
o~
—~
=
d
~
—
)
~—

Die Fortsetzungseigenschaft von @, ist direkt aus der Definition ersichtlich. O

2.2 Bemerkung

(a)

(b)

Ist ¢ : K — Ry eine nichtarchimedische Norm, so setze man q(z) := z" €

R[z] und p : R — R mit p(z) := r?@olx o(a;)xt.
Fiir jede Zahl t € Ry mit q(t) > p(t) ist durch

K(CL) — RZO

Q¢ L n—1 ;
> bia' max o(b;)t
1=0 1=

eine nichtarchimedische Norm auf K (a) gegeben, welche ¢ fortsetzt.
[Der Beweis verlduft analog zum Beweis von 2.1.]

Nicht jede Korpertopologie, welche 1, fortsetzt, ldfit sich durch eine sol-
cherart konstruierte Norm induzieren:

Sei ¢ der gewéhnliche Betrag auf Q, a = /2 und (a,), eine Folge von
Elementen aus Q mit (ay)y —r | a. Es konvergiert (an — \/2), zwar in der
Betragstopologie gegen Null, aber fiir kein zuldssiges t € R in der von ®,
induzierten Topologie auf Q(a).
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2.3 Satz Normfortsetzungssatz

Es sei L/K eine algebraische Korpererweiterung und ¢ : K — Ry eine Norm.
Dann gibt es eine Norm ® : L — Ry mit ®|K = ¢.

Ist ¢ nichtarchimedisch, so kann ® nichtarchimedisch gewéhlt werden.

BEWEIS: Man setze

M::{QDFQLX]RZ”@FiF%RZONorm,cpﬂK:(pundFist}‘

Zwischenkorper von L und K

M ist beziiglich Inklusion geordnet, besitzt also ein maximales Element pp. Es gilt
L = F, denn wire a € L\F, so gébe es vermdge 2.1 eine Norm @, : F'(a) = Rxg
mit &;|F = ¢p, also wire pp C ®; und ®; € M im Widerspruch zur Maximalitit
von pp.

Der Beweis fiir den nichtarchimedischen Fall verlauft analog mit Hilfe von 2.2.0

2.2 Das Anzahlproblem

Durch Variation des verwendeten ¢ € Ry kénnen auf unendlich algebraischen
Korpererweiterungen nichtéqivalente Normfortsetzungen konstruiert werden:

2.4 Satz

Es sei L/K eine unendliche algebraische Korpererweiterung. Jede nichttriviale
Norm ¢ auf K besitzt mindestens 2%° paarweise nichtéiquivalente Normfortset-
zungen auf L.

BEWEIS: Man setze Ly := K und wihle induktiv a,, € L mit L,, := L, _1(a,) #

L, 1. Offensichtlich ist |J L, ein Unterkorper von L, aufgrund von 2.3 kann
neN
oBdA L = |J L, angenommen werden.
neN

9n
Es sei my,(z) = Y. anr® € L,_1[r] das normierte Minimalpolynom von a,, iiber
k=0
L, 1 mit grady, , m,(z) = gn.
Man wihle eine disjunkte Zerlegung von N* =: [ J NV;, fiir die jede Menge N;
iEN

unendlich ist [z.B. N; := 2/(2N + 1)].

Da ¢ nichttrivial ist, gibt es ein y € K* mit ¢(y) < 3. Man setze ®; := ¢ und
konstruiere induktiv fiir jedes n € N*

Pu(), qn(x) € Rz], ¢, € R, hy €N, ¢, 5, € Rog, @, 1 L, = Ry

wie folgt:



pu(x) == g/gl D, _1(—anp)z* € R[], q,(z) := 29" € Rz].

(V_gl. die Form der Darstellung in 2.1)
Es sei ¢, € Ryg mit
Ve>cn:o qu(e) > palc)
und A, € N mit
v (") < &
1

o(yhn)
Also gilt ¢, > ¢, und erst recht

weiter sei ¢, 1=

Sy = Cp - N> Cpy.

Aus Satz 2.1 ergibt sich, dass

Ln — RZO
. gn—]. gn_]. X
P ko S a s (B € L)
k=0 k=0

eine Norm auf L, ist, welche ®,,_; fortsetzt.
Fiir A C N* und n € N* definiere man

c,-n fallsne | N

M i€A
nA c, fallsne |J N
igA
und‘iaAI=:¢:
L, — Ryo
D, 4 9t 9ot
A SO obpak = Y B a(br) (ta)"
k=0 k=0

Wegen s, = ¢, - n > t, 4 folgt ®, > @, 4 durch Induktion iiber n:

gn—1 gn—1

@n(zbkag) ST NN
k=0 k=0
gn—1

> Z (I)n—l(bk)(tn,fl)k

gn—1

> > Oy alby)(tn,a)
k=0

gn—1
= P, 4 (Z bkaﬁ)
k=0

21
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Daher gilt fiir ¢ > ¢,

gn—1

qn(c) > pn Z(I)n 1 ank

gn—1

Z Z (I)n—l,A(ank)C
k=0

Insbesondere ist wegen ¢, 4 > ¢, > ¢, mit den Bezeichnungen g, 4(¢) := ¢, (c) und
gn—1
Pn,alc) := Z 1 a(an)c®, gemiB 2.1 @, 4 eine Norm auf L, mit @, 4|L, | =

D)1 4. Folghch ist @4 := |J @4 eine Norm auf L mit $4|K = .
neN
Behauptung: A # B = T¢, # To,

MansetzeMi::{yh an|n€N}
Es gilt: Vi € N*\A: O, [M;] = {1}:
[Sei i € N*\ A und n € N;, also erhélt man:

Dy (y'man) = Ppa(y" an)
o (y") -t

(y") =1 ]

|
AS)

und: Vi € A:  ®4[M;] unbeschrénkt
[Sei i € A, n € N;, also

Dy (yh”an) =..=0 (yh") ‘N =N

Da N; unendlich ist, folgt die Behauptung.]
Sind A, B C N* mit A # B, etwa oBdA i € A\B, so ist M; 7¢ ,-unbeschrinkt,
aber 7g,-beschriankt. Folglich gilt 74, # 7o . O

2.5 Korollar

Es sei K ein endlicher Korper, x transzendent iiber K und L/K (x) eine unend-
lich algebraische Kérpererweiterung. Dann gibt es genau 2%° viele verschiedene
lokalbeschriankte Korpertopologien auf L.

BEWEIS: Gemif 2.4 besitzt die z-adische Bewertung auf K (z) 2% paarweise
nichtiquivalente Normfortsetzungen auf L.

K@) — Rso .
2Dabei ist ¢, : p(z) 27" fiir p(x) #0 , wobei % = " - z,gg mit
a(2) 0 fiir p(xz) =0

ggT(p'(x),z) = 1 = ggT(¢'(x),z) gilt. ¢, ist eine nichtarchimedische reelle Bewertung, die
sogenannte z—adische Bewertung.
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Da jede nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Ringtopologie auf L von einer Fastord-
nung, also einer Teilmenge von L erzeugt wird, kann es hochstens 2% viele paar-

weise verschiedene lokalbeschrinkte Ringtopologien auf L geben.

O

Damit ist die in (Kiltinen, 1973) gestellte Frage nach der Anzahl lokalbeschrénk-
ter Korpertopologien durch folgende Ubersicht beantwortet:
Es sei K ein Korper mit Primkoérper P und B eine Transzendenzbasis von K

iiber P.

algebraische Situation Anz.lb KT auf K | Quelle

K absolut algebraisch 2 (Kiltinen, 1973)
K globaler Korper Ny (Weber, 1979a)
card B > N geard K (Kiltinen, 1973)
char K =0, B =, K/P unendlich gcard K (Maiwald, 1996)

char K =0, card B € N* gcard K (Cohen, 1984)

char K # 0, card B > 2 gcard K (Cohen, 1984)

char K # 0, card B =1, K/P(B) unendlich gcard K Korollar 2.5

Die Konstruktion aus 2.4 wird jetzt noch verwendet, um ein Beispiel fiir das
nichste Kapitel bereitzustellen.

2.6 Beispiel

Es gibt einen Korper L und eine hausdorffsche Korpertopologie T auf L, welche
nicht lokalbeschréinkt (und daher nicht normierbar), aber deren topologisches
Radikal eine offene Nullumgebung und additiv abgeschlossen ist.

BEWEIS: Es sei P ein endlicher Kérper mit algebraischem Abschlufl F' = | F,,
neN
wobei Fy := P, any1 € Fyy und F, 1 = F,(a,4) fiir jedes n € N gelten moge.

Weiter sei x transzendent iiber F', L, := F,(z) und L := |J L, = F(z). Mit ¢,
neN
sei die z-adische Bewertung auf F'(x) bezeichnet.

Zu ¢ = @,|Ly, A C N* und n € N konstruiere man wie in 2.4 die Normen ®,, 4
auf L, und &, auf L. Im folgenden werden die Bezeichnungen aus dem Beweis
von 2.4 iibernommen.

e ACBCN* :>(I>A§(I)B,8,ISOT¢A§T¢B
Beweis durch vollstindige Induktion iiber n € N fiir die Normen ®,, 4 und
(I)n,B:
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en=0Pyq=9p=2=%p
en—n+l:

gn—1 gn—1

D i (Z bka§> = D Pp1albi)(tn,a)"
k=0 k=0
gn—1

< Z @, 1,5(be) (tn,5)"
k=0

gn—1
= (I>n,B <Z bwﬁ)
k=0

Fiir jedes n € N ist ®, 4(x) = ¢(z) = 3, also @ 74, ,-nilpotent. Es ist

Ty, |Ly die einzige lokalbeschrénkte hausdorffsche Ringtopologie o auf L,,,
fiir die x o-nilpotent ist (Cohen, 1977, S.125, Theorem 1). Folglich gilt:

VneN: 71g,,=T,|Ln
Demnach ist

Rad(13,) = U Rad(ts, ,) = U Rad (T%|Ln) = Rad(T,, ).

neN neN

Wegen K74(0) C Rad(rs,) gilt Rad(ts,) € U, (0) Man setze nun fiir

m € N*:
Tm = To oy
und
T = SUp Tm.
meN*

Als Supremum von hausdorffschen Koérpertopologien ist 7 hausdorffsche
Korpertopologie, wegen

T = Sup Ty C Toy.
meN*

ist 7 nichtdiskret. Es ist

Rad(t) = () Rad(r,) = Rad(t,,) € U,(0).

meN*

Wire 7 lokalbeschriinkt, so giibe es aufgrund von 1.12(b) ein m € N mit

m
T=8SUpT; = Tm & Tmy1 & T
i=1

-Widerspruch!



Kapitel 3

Das topologische Radikal

In diesem Kapitel soll das topologische Radikal zunéchst allgemein untersucht
werden. Als erstes geht es um die Fragestellung, wann das topologische Radikal
additiv abgeschlossen ist.

Anschlieflend wird mit Hilfe des topologischen Radikals der Prozefl der Spektral-
normbildung auf nicht notwendig lokalbeschrinkte Ringtopologien verallgemei-
nert.

Im darauf folgenden Abschnitt wird eine algebraische Berechnung des topologi-
schen Radikals aus einer die Topologie erzeugenden Fastordnung vorgenommen.
Diese Berechnungsmethode wird in den weiteren Kapiteln eine wesentliche Rolle
spielen.

3.1 Algebraische Eigenschaften von Rad(7)
Zunichst wird dieser Hilfsatz benotigt:

3.1 Lemma
Es sei T eine Ringtopologie auf einem Kérper K und T Supremum von lokalbe-
schrankten Topologien. Dann gilt:

Va € Rad(r) VU €U, (0) 3V el(0) VneN: Y aVCU

1=0

BEWEIS:

e Zunichst sei 7 lokalbeschrinkt: Seien a € Rad(r) und U € U.(0).
OBdA sei a # 0 und U 7—beschréinkt. Man withle W € U, (0) mit W+W C
U und k € N* mit a*U C W geméB 1.18(d). Man bestimme S, T € U, (0)

k=1

mit Y S C U und {a’ al,...,a*"1}T C S, also gelten
i=0

25
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(*) T+al+..+a ' TCS+..+SCU und
(**) FU+U)CW+WCU.

Man wihle ein m € N* mit a™U C T [1.18(d)] und setze V := a™"*U. Da
a™** invertierbar ist, ist die Abbildung z — a™**z ein Homéomorphismus,
also gilt V' € U, (0). Man erhalt:

p .
(**%) VpeN: Y ¥V Ca™U
i=0
ewels durch vollstdndige Induktion iiber p:
Beweis durch voll dige Indukti b

(%)
e p=0: V=a"""U=qam -d"U C a™U

p+1 p+1
e p—pt+l: Y. dV=V+> "V =a""U+ad" Z a*V C a™a*U +
1=0 =1 1=0
(%)
a*a™U = a™(a*(U +U)) C a™U |
Sei nun n € N. Man wéhle ein [ € N* mit [k — 1 > n. Die Behauptung
ergibt sich wie folgt:

n lk—1 k-1 -
ZaiV C ZaV Z ZaSkV
i=0

()

C ZaramUC Za’"T C U

Nun der allgemeine Fall: Sei 7 = sup 7; und fiir jedes ¢ € I sei 7; lokalbe-
iel

schrinkt. Sei a € Rad(T) A N Rad(r;) und U € Usypr, (0), etwa m € N,

i€l
i1y ey i € 1, Uy € Uy (0), .., U5, € Uy, (0) mit ﬂ Ui, C U. Gemif dem
Spezialfall wihle man Nullumgebungen V;, € U, (0) mit

Vk=1,...,m Vne&eN: ZaV cu,
Fir V := (N Vi, € Usupr (0) erhélt man
k=1 iel
Vk=1,...,m VneN: ZaiVQZaV cU,,

also auch Y a'V C (| U;, C U fiir jedes n € N. O

1=0 k=1
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3.2 Satz
Es sei 7 Supremum von lokalbeschrinkten Ringtopologien auf einem Korper K,
und Z - 1 sei T—beschriankt. Dann gilt:

Rad(7) + Rad(1) = Rad(T)

BEWEIS: : Wegen 0 € Rad(r) braucht nur “C*“ gezeigt zu werden. Es seien
a,b € Rad(r) und U € U,(0). Man wihle S,V,W,T € U,(0) mit S+ S C U,
S d*V C S, Y VW C S fiir alle n € N geméf 3.1 und (Z-1)T C VNW. Da

a,b T—nilpotent sind, gibt es ein ny € N mit

Yn>ng: a™,b"eT.

Daraus ergibt sich fiir n > ny:

[hierbei meint n - T = <Z 1) T
i=1

2
(a + b)Qn _ Z <]:L> akb2n—k
k=0
" (on ! 2n
_ 2n—k k 2n—kpk
= Z<k>b af + <2n_k> b
k=0 k=0
" (on ! 2n
k k
€ Z<k>Ta +) 2n_k>Tb
k=0 k=0
n n—1
C Y (Z-1)Ta"+> (Z-1)TH
k=0 k=0
n n—1

M
N
=
+
7
=

k=0 k=0
C S+SCU
Also ist (a + b)? € Rad(t), wegen 1.18(a) gilt die Behauptung. O

3.3 Satz
Es sei K ein Korper und O eine Fastordnung auf K mit 2-Addiator z. Dann gilt:

2+ (Rad(to) + Rad(70)) C Rad(7o)
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BEWEIS: Seien a,b € Rad(ro) und U € U, (0). Man wihle z € O* mit 20 C U.
Die Mengen A := {a" |n €N} und B := { " | n € N} sind offenbar 7o—be-
schréinkt, es sei V' € U, (0) mit VA C 2O und VB C 0. Man wihle ein ng € N,
so dass fiir alle n > ny stets a™, b € V gilt. Damit bekommt man:

2n

2
(zla+b)" = 2" < ;) a?"kpk
k=0
" /2n A 2n
o 2n 2n—k _k 2n 2n—ki1k
= z Z<k>b a” + z Z<2n—k>a b
k=0 k=0
" /2n 1 2n
2n A 2n B
€ 2z Z<k>v + z Z(Qn_k)v
k=0 k=0
n n—1
2n 2n
2n 2n
C z <k>x0+z Z(Zn—k>$0
k=0 k=0
2n 9 22n
= 2" k)ngZQ"ZO
k=0 k=1
2k

Esgilt: VkeN: 25 0CO
i=1
Vollstindige Induktion {iber k:

e k= 0: nichts zu zeigen

2k3+1 2k 2k:
e ki k+1: z“lZO:z(zk O-l—szO)Qz(O—FO)QO
i=1 i=1 i=1
Also ergibt sich (z(a + 0))** € O C U fiir jedes n > ng, d.h. (2(a + b))? ist
To—nilpotent, wegen 1.18(a) folgt die Behauptung. O

Umgekehrt kann man die Frage stellen, ob fiir jedes z € K mit
2+ (Rad(to) + Rad(70)) C Rad(7o)

eine 7o erzeugende Fastordnung O’ mit 2-Addiator z existiert. Dabei ist der
Spezialfall z = 1 von eigentlichem Interesse. Diese Frage wird in Beispiel 3.5(b)
verneint.

Fiir die Konstruktion des Beispiels wird zunéchst folgender Hilfsatz zitiert:

3.4 Lemma (Cohen, 1983, S.82, Lemma 1)
Es sei K ein unendlicher Koérper. Dann existiert eine Folge von Integritdtsbe-

reichen (R,), mit 1 € R, C R, fiir jede natiirliche Zahl n und K = |J R,.
neN
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3.5 Beispiel

(a) Es sei x transzendent iiber dem Korper K, ¢ : K — Ry eine Norm auf K
und

K((X) = RepU{o0)
Zaixi — Zcp(ai)Q_i '

1=

Ri={reK(X))|®(r) < oo}

D :

Dann gilt: ®|R ist eine Norm auf dem Integritéitsbereich R.

(b) Es sei K ein unendlicher Kérper und x transzendent iiber K. Dann gibt es
eine Norm ¢ auf K () mit

Rad(7y) + Rad(ry) = Rad(1y) = K} (0),*

Pz

und U, (0) besitzt keine Basis aus additiv abgeschlossenen Mengen, insbe-
sondere ist 1 kein 2-Addiator zu einer 7, erzeugenden Fastordnung.

Darlegung:

e Zu (a): Seien a,b € R, etwa a = Y. a;z, b= Y. b;a'.

1=2q 1=2p

e zu (N1): ®(a) =0& Vi>z,: @) =0a=0

e zu (N2):
P(a-b) = @ ((i aia:i) : Qi bjxj))

= f: o (Z aibj) 27k

k=zq+2p i+j=k

Z Z p(ai)p(b;)27'27

k=za+zp i+j=k

_ (fj go(a»z-i) - (f} @(bj)2_j)

1=2q J=2p

IN

= P(a)P(b) < 0
Also ist a - b € R, und ® erfiillt (N2).

Lzur Definition der z-adischen Bewertung ¢, siehe die Fufinote auf Seite 22
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e zu (N3): OBdA sei z, = 2, =: 2.

a—b) = @ ((i ”) ) (2 bx))

=z

= Z (,O(CLZ — 171)2_Z

< Z p(a;)27" + Z o(b;)27"
_ Do)+ B(b) < .

also gilt a — b € R, und & erfiillt (N3).
Offenbar ist 1 € R, und R ist nullteilerfrei.

e zu (b): GemiB 3.4 wihle man eine echt aufsteigende Folge (R,), von Inte-
gritidtsbereichen mit K = |J R,, und setze

neN

K — RZO
Q: Eo 0 falls k=0
gmin { n€NTkERn } falls k £ 0

e ¢ ist eine Norm auf K:
e zu (N1): (k) =0 < k = 0 nach Definition
e zu (N2),(N3): Fiir a € Ry oder b € Ry ist nichts zu zeigen. Sonst

sei etwa a € R,\R,_1 und b € R,\R,,_1, also ¢(a) = 2" und
©(b) = 2™. OBdA sei n > m. Dann gilt a — b, ab € R, also ist

p(ab) < 2™ < 2" - 2™ = p(a)p(b)
und
wla—0b) <2" < 2"+ 2™ = ¢(a) + ¢(b).

Nun konstruiere man ® und R wie in Teil (a) diese Beispiels.

e Es gilt K(x) C R: Sei a € K(z), etwa a = fl% mit p,q € Kz,

m-+n

q= Y ¢;x* und ¢, # 0. Also gilt

i=m

n .
i) =g (1435 ).
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Es sei b := Z ftmptund k € Nmit {£22, .., &} C Ry Also gilt

be Ryl und (1 — ) € B(Ry[[a]]) C E(R)

Wegen ™, q—m,p(:r) € R ist auch a = I@ € R.

Man setze ¢ := | K (z).

e Es gilt: Rad(ry) = K (0).

Sei a € K(z), etwa a = x qg ; mit p(x),q(z) € Klz], g9T (p(x),x) =

1 = ggT(¢(z),z) und m € Z. Fiir jedes Polynom s(z) € Ry[z] und
ke N gilt

P(s(z)™) < fg 2k .9t = g+
Also ist (g(z)™)pen eine 7,—und 7,, —beschrinkte Folge. Deshalb gilt:
a € Rad(ty) < 2™p(x) € Rad(ty).
Wegen
a € Rad(t,,) = K{*(0) & 2™p(x) € K{*(0) & m > 1.
reicht es zu zeigen: 2p(z) € Rad(ry) & m > 1

e Falll: m>1

Y((a™p(z))") = (@™ (p(z))") < 27mnk+tl o 0, wobei k
eine natiirliche Zahl mit p(z) € Ry[z] sei.

e Fall 22:m <1
Bs gilt
st = (pora (1)) < vt (1)),
also
e < o))

Y (1)) = (almi) <1,

also
¥ ((p(2)") < 2.

Da (p(x))™ einen von 0 verschiedenen konstanten Term aff hat, ist

ZEsist (1—0)~! = 3 b’ € Ri[[z]] C R. Siehe auch (Bosch, 1993, S.31, Aufgabe 7)
i=0
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P((p(x))") = 2((p(x))") = p(ag")2° > L.
Insgesamt ergibt sich 1 < ¢ ((p(z)x™)n).

e Es gibt keine Basis von U, (0) aus additiv abgeschlossenen Mengen:

Zu m € N* bestimme man n € N* mit 2"7! < m < 2" — 1 und
wihle ein a, € K mit ¢(a,) = 2,21—71 Also gilt Y(a,z™) = 2%1

und daher 7, — lim a,2™ = 0. Weiter gilt wegen ¢(a;)2~" = 5 fiir

m—o0

n-l < < 2" — 1

2n—1 ' 211 ' 221 '
(G (Z az':rl) = Z w(a;)27" + Z o(a)27" + ...
i=1 i=1 j=21

277,—1_1 on_1

ot Y (@) ) (a2
i:2n_2 Z':2n—1
1
= 1+((22—1)—(21—1)).§+...
n— n— 1
(@ =1 = (2 2—1))-2n_2+
n n— ]'
HE =) = @7 = 1) 5y
1 n—2 1 n—1 1
= 142 o 42T 2T =,

also ist { Yaiz' |n€N } Ty —unbeschrankt.

i=1
Annahme: Es gibt eine Basis von U, (0) aus additiv abgeschlossenen
Mengen. Zu K{'(0) wihle V,W € U, (0), mg € N*,z € V* mit W +
W CWCK(0),VVCW,VCW,

Ym>my: apz™eV

mo—1
und z - < i: aixi> ev.

=0

Fiir m > my gilt

mo—1 1 m
(z ZO ai:v’) + 2 Z a;x'z
1=

i=myg

]
S
&N.

Il

ISE N

1 1 —
-V+;ZVV

g _
z ;
1=mo
1 1 —
C “W+= W
C - +Z’Z
=m0

N
|
S
N
& |
=
-
e
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Also ist { Y aiz' |meN } Ty —beschrankt - Widerspruch! O

=1

Als néchstes wird aus dem topologischen Radikal eine lokalbeschrinkte Topologie
konstruiert, die unter gewissen Voraussetzungen (siehe 3.7 und 3.8) das gleiche
topologische Radikal besitzt. Dafiir wird die folgende Aussage verwendet; der ein-
gefiithrte Begriff wird auch bei der Berechnung des Radikals Anwendung finden
(vel. 3.12).

3.6 Satz und Bezeichnung
Es sei O eine Fastordnung mit 2-Addiator z auf einem Koérper K.
Die Menge

0" = {zeK|{a2"|neN} ist o — beschriinkt }
= {ze€eK| 3JreO* VneN: ra"€0O}
= {zeK| JreK" VneN: rm"e€0O}

comp

ist eine Fastordnung auf K mit 2-Addiator z, und es gilt O C O

Bewsis: Offenbar sind 0,1 € O und K = o (O ) da O C O™

gilt. Seien z,y € O™, etwar,s € O*mitr{ 2" | n € N}COunds{y"|[neN}C
O. Dann gilt rs{ (zy)" |[n € N} C 00 C 0O, also ist O°”"" multiplikativ abge-
schlossen. Weiter gilt fiir jedes n € N

rs(z(z +y))" = 2" <Z> ra" Fsy"

k=0
. . )

€ 2" <k>oo C") > 0
k=0 k=0 1=1
2n

cC " O Co,
k=1

also auch z (6comp + Ocomp) c o™,

Da{( )n|”EN} C {yn|”€N}U{: "|n€l\l} To-beschrinkt ist, gilt
—0“"™ C O™ also gilt auch z (Oc -0 ) c o™, O
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3.7 Satz
Es sei T eine Ringtopologie auf einem Korper K, z € K* mit

z(Rad(7) + Rad(7)) C Rad(T)
und  Rad(7) (Rad(r)*) ™" = K.

Dann gelten:

(a) Rad(t) C SP, := {x € K | xRad(7) C Rad(7) } ist eine Fastordnung mit
2-Addiator z auf K. (Diese heifie Spektralfastordnung zu 7, die von ihr
erzeugt Topologie T(sp,) werde mit 7y, bezeichnet und heifle Spektralto-
pologie zu 7.)

(b) Ist P eine Fastordnung auf K mit Rad(t) = Rad(tp), so folgt P C SP;.
Ist P eine Fastordnung auf K mit Rad(t) C P C SP;, so gilt Tp = Ty,.

(¢) Rad(rsy) € Rad(r) C SP;

(d) Aq: (i) Rad(ry,) = Rad(T)
(ii) es existiert eine lokalbeschrénkte Ringtopologie o mit
Rad(1) = Rad(o)
(iii) es existiert eine Ringtopologie 0 mit Rad(7) = Rad(o) € U,(0)
(iv)] Vee€ K Va€ Rad(r) Ine€N: a"x € Rad(r)

(e) Rad(ts) #1{0} = Ty = (Tp)sp

BEWEIS:

e zu (a): Offenbar gilt 0,1,z € SP, und (SP,)(SP;) C SP,. Seien a,b € SP;,
dann gilt:

z(a + b)Rad(T) z((aRad(7) + bRad(T))

C
C 2z (Rad(t)+ Rad(7)) C Rad(T),

also ist z(a+0b) € SP;, ebenso zeigt man z(a —b) € SP,. Wegen Rad(1) C
SP; ist auch SP, (SP*)™' = K.

e zu (b): Sei p € P, dann ist { p" | n € N } eine 7p—beschriinkte Menge, und
daher gilt ((ap)™), —+, 0 fiir jedes a € Rad(r) = Rad(tp), d.h. p € SP,.
Die zweite Aussage ergibt sich wie folgt: Sei a € Rad(7)*, dann ist aP C
a(SP;) C Rad(1)(SP;) C Rad(r), also gilt Rad(r) € U,,(0), und Rad(r)
ist 7p-beschrinkt. Genauso ist Rad(7) auch beschrinkte Nullumgebung in
Tsp- Daher gilt 7p = 75,
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e zu (c): Sei a € Rad(ry,) und b € Rad(r)*. Wegen bSP, € U, (0) existiert
ein n € N* mit a” € bSP;, also gilt
an

an
n o — 4oy,
a be Rad(T)

C SP,- Rad(r) C Rad(T).
Geméf 1.18(a) gilt also auch a € Rad(r).

e zu (d): (i)=(ii) Wéhle o := 7.
(ii)=>(iii) Sei o eine lokalbeschriankte Ringtopologie mit Rad(7) = Rad(0o).
Da Rad(t) # {0} gilt, ist o nichtdiskret. Falls o hausdorffsch ist, so gilt
Rad(o) € U,(0) gemaB 1.19, sonst ist ¢ = Tiais, also gilt Rad(o) = K =
U,(0).
(iii)=(iv) Folgt mit 1.18(d).
(iv)=(i) Sei a € Rad(r) und z € SP;. GemiB (iv) sei ng € N mit a" L €
Rad(7). Fiir jedes n > ny gilt:

1 1
a”;Rad(T) = a" " a"‘); - Rad(T)
C Rad(7r) - Rad(7) - Rad(7) C Rad(7),
also a”% € SP;, d.h. a" € xSP;. Folglich ist a 7,,—nilpotent.

e zu (e): OBdA sei 75, hausdorffsch. Wegen Rad(7s,) # {0} gilt (siehe 1.19)

Rad(r,,) € U, (0). Aufgrund von 3.3 erfiillt 7, die Voraussetzungen von

3.7(c) 3.7(b)
3.7. Wegen (d) gilt Rad(rs,) = Rad((Tsp)sp), also Rad(ts,) < SP;

SP,,). Mit 3.7(b) angewandt auf 7, folgt 7, = (7p)sp- O

Ist 7 eine nichtdiskrete, lokalbeschrénkte, hausdorffsche Ringtopologie auf K mit
Rad(1) € U,(0), so sind die Voraussetzungen des folgenden Korollars erfiillt:
Gem. 1.19 gilt, dass 7, etwa durch ¢, normierbar ist. Sei O eine 7 erzeugende
Fastordnung mit 2-Addiator z, dann gilt wegen 3.3

2(Rad(t) + Rad(7)) C Rad(r) € U.(0)
Wegen 1.20 gibt es eine homogene Norm ¢, mit
Rad(7,,,) = Rad(T).

Teil (a) erweitert diese Aussage auf den nicht lokalbeschrinkten Fall und rechtfer-
tigt den Namen Spektraltopologie. Dass es sich um eine echte Verallgemeinerung
handelt, wird durch das Beispiel 2.6 belegt.
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3.8 Korollar
Es sei 1 eine nichtdiskrete, hausdorffsche Ringtopologie auf einem Kérper K und
z € K* mit
2 (Rad(1) + Rad(7)) C Rad(r) € U,(0)
Dann gelten:

(a) Es existiert eine homogene Norm ¢ mit Rad(t,) = Rad(r) und 7, = 7.

(b) char K #0 = Rad(t) + Rad(7) = Rad(T).

BEWEIS: Da Rad(7) eine 7—Nullumgebung ist, gilt Rad(r) (Rad(t)*)™" = K
(vgl. Seite 7, Satz 1.2(e)), mit 3.7(d) folgt Rad(7s,) = Rad(T).

e zu (a): Essei z € SP,""", also ist { 2" | n € N } 7,,-beschriinkt. Fiir jedes
a € Rad(t) = Rad(7s,) gilt

ar € Rad(ty,) = Rad(T),
also z - Rad(7) C Rad(7), d.h. x € SP;.

Mit den Bezeichnungen aus (Cohn, P.M., 1954, ) gilt also SP"" = Sp,,
d.h. SP, ist eine regulre Gaugemenge. Weiter ist wegen 7 hausdorffsch
Rad(rsy) = Rad(r) # K. Also folgt die Behauptung aus (Cohn, P.M.,
1954, S.169, Theorem 9.4).

e zu (b): Ist char K # 0, so ist Z - 1 endlich, also 7,—beschrinkt. Die Be-
hauptung ergibt sich aus 3.2 und (a). O

3.2 Algebraische Berechnung des topologischen
Radikals fiir lokalbeschrinkte Ringtopologi-
en

Ziel dieses Abschnittes ist die Berechnung des topologischen Radikals aus Kennt-
nis der erzeugenden Fastordnung. Untersucht man zunéchst Topologien, welche
von Integritétsbereichen erzeugt werden, so spielt der Begriff des Pseudoradikals
eine besondere Rolle (vgl. 3.14). Da der Begriff des Primideals in Fastordnun-
gen nicht zur Verfiigung steht, wird zunichst eine alternative Darstellung des
Pseudoradikals gegeben:
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3.9 Satz
Es sei R ein Integritétsbereich. Fiir das Pseudoradikal von R (vgl. Seite 5) gilt:

Rad*(R) = {a€ R | R[] =Q(R) } U{0}

BEWEIS:

e “C“ Sei a € Rad*(R), oBdA a # 0. Fiir das multiplikative System S :=
{a" |neN} gilt:

Vp € spec*(R): a€pnsS

Folglich ist spec(Rs) = {{0}} (vgl. etwa (Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S.
41, Theorem 1.4.8)), das heifit Rg ist ein Korper, also gilt R[i] = Rg =
Q(R).

e “D“Sei a € R* mit R[1] = Q(R), p € spec*(R) und S := {a" |n €N }.
Dann gilt Q(R) = pQ(R) = pRg, also auch pN S # () [es ist 1 € pRg, also
existieren p € p, n € Nund r € R mit 1 = Zr, also ist a” = pr € p]. Da p
ein Primideal ist, gilt a € p, folglich ist a € () spec*(R) = Rad*(R). O

In dieser Form 148t sich der Begriff des Pseudoradikals auf Fastordnungen verall-
gemeinern:

3.10 Definition
Es sei O eine Fastordnung auf einem Korper K und x € O*. Man setze
Ol1]:= U 0
neN

und Rad*(0) := { z € O* | O[] = K } U{0}.

In Anlehnung an den Begriff G-Bereich heifle O genau dann G-Fastordnung,
wenn Rad*(O) # {0} gilt.

Fafit man gemé#B 1.9 einen Integritétsbereich R als Fastordnung auf Q(R) auf, so
stimmen die neuen Bezeichnungen mit den bisherigen (siche Seite 5) iiberein.

3In (Sankaran and Yadav, 1979) sind Theorem 2 und Theorem 5 falsch, wie man leicht am
Beispiel des gewohnlichen Betrages auf den rationalen Zahlen sehen kann. Die Ergebnisse dort
lassen sich korrigieren, indem man iiberall “G-Bereich“ durch “G-Fastordnungen“ ersetzt. Die
Beweise miissen dazu nur geringfiigig modifiziert werden.
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3.11 Satz
Seien O und P Fastordnungen auf einem Korper K. Dann gelten:

(a) Ist O C P, so gilt auch Rad*(O) C Rad*(P).
(b) Rad(to) N O = Rad*(O)

(¢c) Aq: (i) Rad(to) # {0}
(ii) O ist G-Fastordnung

Sind R und S Integritédtsbereiche, so gelten auch die folgenden Aussagen:

(d) Ist R C S und S ganz iiber R, so gilt:
Rad*(S) #{0} = Rad*(R) # {0}

(e) Rad*(R) # {0} & Rad* (B*™) # {0}

BEWEIS:
e zu (a): klar
e zu (b):

e “C“ Sei r € Rad(to) N O, oBdA r # 0, und sei x € K. Da r
To—nilpotent ist, existiert aufgrund von 1.18(d) ein n € N mit "z €
O, also ist z € 0 C O[4].

e “D“ Sei a € Rad*(0), oBdA a # 0, und sei x € O*. Folglich existiert
einng € Nund ein ¢ € O mit % = a%o Fiirn > ng gilt a™ = a™-a"" " €
a™O = txO C z0, also gilt (a"), —,, 0.

e 7u (c):
(

o (i)=(ii) Sei § € Rad(ro)\{0} mit a,b € O* Wegen b € O ist
{0 |neN} C O eine 7p—beschrinkte Menge, also gilt (a"), =

(%)n - b")n —, 0. Deswegen ist a € Rad(1o) N O ® Rad*(0).
o (ii)=-(i) klar wegen (b).
e zu (d): Sei s € Rad*(S)\{0}. Da S ganz iiber R ist, existieren n € N¥,

T0y -y Th1 € R mit

STV s+ 19 =0.
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OBdA sei n minimal gewihlt, also gilt ro # 0. Wegen s € Rad*(S) ©

Rad(ts)N S sind s, s%, ..., s" Tg—nilpotent. Wegen R C S ist R eine 7g—be-
schriinkte Menge, also gilt auch s, 7, ;5" 1,....r1s € Rad(rs). Aufgrund
von 3.3 gilt Rad(7s)+Rad(rs) C Rad(rs), also ist r := —ry € Rad(15)NS =
Rad*(S).

Annahme: r ¢ Rad*(R): Dann gibt es ein p € spec*(R) mit r ¢ p. Da S
ganz iiber R ist, gibt es (siehe. z.B. (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 111,
Theorem 3.1.16)) ein g € spec(S) mit gN R = p; weil p # {0} gilt, ist auch
q # {0}. Dar € Rund r ¢ p gilt, ist » ¢ q, also gilt r ¢ Rad*(S) im
Widerspruch zu obiger Herleitung.

e zu (e): klar mit (a) und (d). O

Zu einer Fastordnung O mit 2-Addiator z setze man

pleom . _ geome
und fiir n > 1
Weiter sei O "7 = |J 0", GemiB 3.6 ist fiir jedes n € N O™ eine
neN

Fastordnung mit 2-Addiator z, ebenso auch O™ .

In (Hill, 1972) wurde gezeigt, dass es fiir jedes natiirliche Zahl n einen Integritéts-
bereich R, mit

R—ncomp 7£ R—(n—l—l)comp _ R—(n+2)comp

gibt. In (Singh, 1975) wurde ein Beispiel eines G-Bereiches R angegeben, fiir den

R™ + R gilt. (Dies widerlegte eine Behauptung aus (Cohn, P.M., 1954),
die Autoren konnten die Aussagen von Cohn aber modifizieren, indem sie statt
des Hiillenoperators —comp den Hiillenoperator —oocomp verwendeten. Darauf
bezieht sich Teil (d) des folgenden Korollars.)

Die Aussage (c) verallgemeinert (Singh and Manchanda, 1989, S. 885, Theorem
2.2) von G-Bereichen auf G-Fastordnungen.
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3.12 Korollar
Es sei O eine G-Fastordnung mit 2-Addiator z auf einem Korper K. Dann gelten:

(a) Vn € N*:  Rad(to) = Rad(rgneom») = Rad* (5”00"”’)
(b) { T € K | xECOmp g Ra,d(TO) } # {0} und Tacomp = 7—6260771:0 — (TO)sp

(C ) 62comp _ 63comp -9 P(TO)

Insbesondere gilt SP(TO)comp = SPq,)-

(d) Rad(TO) = Rad (Tboocomp) — Rad* (60000771]))

BeEwEIs: Falls O = Kgilt, so sind alle Aussagen trivial. Sei also oBdA O # K, d.h.
gemaf 1.8 ist 7o eine hausdorffsche, nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Ringtopologie
auf K mit Rad(to) # {0}, aufgrund von 1.19 ist also Rad(ro) € U, (0). Also
sind fiir 7o die Voraussetzungen von 3.7 und 3.8 erfiillt.
e zu (a): Sei zunéichst n = 1: Ist a € Rad(7o),soist { @' | i € N } To—beschriinkt,

also gilt a € o,

Fir z € O ist {2 |i € N} 7o—beschrinkt, also gilt zRad(ro) C

Rad(7p), insgesamt

Rad(70) € O™ C SPy).

Damit ergibt sich aus 3.7(b) 7geom» = (70)sp, also erhilt man:

Rad(ro) X Rad((r0)sy)
Rad(rgeomn)
Rad (regeom) N O°™

=" Rad" (0°™)

3.

—

Die Behauptung fiir n > 1 ergibt sich durch Induktion.
e zu (b): Sei a € Rad(7o)\{0}. Dann gilt:

a -0 Ca-SPu,) C Rad(1o) - SPyy) C Rad(to)
Anwendung auf die G—Fastordnung O™ ergibt

{ r € K| 2O C Rad(rgeom») } # {0}.

Wegen Rad(Tgeomn) @ Rad(1o) € O“™ folgt
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{ re K | 2comp comp } 7& {O}

. 5.0
also gilt Tg2eomp = Tgromp = (T0)sp

e zu (c):

2comp cmnp

—2 —3
e O =0 Gemis (b) existiert ein s € K* mit sO CO
_ —2 )
ZuaeO seomp existiert nach Definition ein r € (O Comp) mit

r-{a"|neN} C 0™ Daher ist rs{a" |neN} C SO c
O™ alsoa € OQcomp
° 62607@ = SP(,): Aufgrund von (a) und 3.7(b) gilt: O>omp C SP,,

Fir x € SPq,) ist { 2" |n € N} C SPy,) eine (10),,—beschrinkte
Menge, also wegen (70),, = Tgeomr auch rgeom»—beschriinkt. Folglich

gilt x € o,

e zu (d): Es gilt 07" = © O2comp die Behauptung folgt mit (a). O

3.13 Korollar
Ist O eine Fastordnung auf einem Korper K und K # Rad(rgeomr) # {0}, so gibt
es eine homogene Norm ¢ mit T, = Tgeomp.

BEwEIS: Mit den Bezeichnungen von (Cohn, P.M., 1954): Aufgrund von 3.11(c)
ist O eine Gaugemenge, wegen 3.12(b) ist O“"" regulir. Die Behauptung
folgt aus (Cohn, P.M., 1954, S.169, Theorem 9.4).

3.14 Satz
Es sei R ein Integritdtsbereich. Dann gilt:

Rad(rg) = Rad* (R*"")

BeEwes: Fall 1: Rad(tg) = Q(R): Dann ist R = Q(R).

Fall 2: Rad(rgr) = {0}: Aufgrund von 3.11(c) gilt Rad*(R) = {0} Rad* (Eg(mz).
Fall 3: Sonst: 75 ist eine nichtdiskrete, hausdorffsche, lokalbeschrinkte Ringtopo-
logie auf K, also sind geméfl 1.19 die Voraussetzungen von 3.7 und 3.8 erfiillt.

Es gilt: Rad(TR) c R

[Fiir @ € Rad(7g) gibt es ein ny € N* mit " € R, etwa a™ = r, also a" —r = 0].
Wegen R C SP,;,) gilt mit (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, Bemerkungen nach Co-
rollary 3.1.9 Selte 108/109)

3. 11(e

comp 3.12(c

Eganz cS P(TR) : S P(TR

ganz

C SPzy)
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Mit 3.8(a) erhélt man Rad(Tr) = Rad((Tr)sp), wegen 3.7(b) gilt Tgean: = (Tg)sp-
Also ist

3.7(c —ganz

(c)
Rad(rgeen=) = Rad((Tr)sp) C Rad(tg) C R

und deswegen

Rad(TR) = Ra,d (Tﬁganz)
—  Rad(rpee) 0 T

3.1é(b) Rad* (Rganz)



Kapitel 4

Normierbarkeit lokalbeschrankter
Korpertopologien

Jede Norm ¢ auf einem Korper K erzeugt eine lokalbeschrinkte Korpertopologie
auf K, aber nicht jede hausdorffsche, lokalbeschrinkte Koérpertopologie auf einem
Korper mufl normierbar sein (vgl. z.B. (Shell, 1990, p.68, Example 2)).

In diesem Kapitel geht es um Bedingungen an K, so dass jede hausdorffsche,
lokalbeschrinkte Korpertopologie auf K bereits durch eine Norm induziert wird.
Aus bekannten Resultaten fiir globale Korper (siehe 1.22) folgt, dass jede nicht-
diskrete, hausdorffsche und lokalbeschrinkte Korpertopologie 7 Supremum von
endlich vielen reellen Bewertungstopologien ist, also ist geméf} 1.21 Rad(7) # {0}
und damit 7 normierbar.

Die Normierbarkeit sémtlicher lokalbeschrinkter Koérpertopologien wird hier ver-
allgemeinert auf algebraische Erweiterungen von globalen Korpern (siehe 4.3 und
4.5). Anschlieflend werden nicht normierbare, lokabeschrinkte Korpertopologien
konstruiert. Mit deren Hilfe ergibt sich eine Charakterisierung séamtliche Korper,
fiir die alle hausdorffschen, lokalbeschrinkten Korpertopologien normierbar sind
(siehe 4.8).

4.1 Normierbare lokalbeschrinkte Korpertopo-
logien

Das néchste Lemma ist der technische Kern fiir die folgenden Sétze:

43
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4.1 Lemma

Es sei R ein Integritétsbereich, L/Q(R) algebraisch und 7 eine nichtdiskrete,
lokalbeschréinkte Ringtopologie auf L. Weiter sei O € U,(0) eine T—beschrinkte
Menge, z € L* mit z(O+0) C O, b€ O*NQ(R), und es gelte:

Vre R dmeN: bz"reO.
Dann ist 7|Q(R)(z) nichtdiskret.

BEWEIS: Wegen z € L ist z algebraisch iiber Q(R). Zu x € Q(R)(z) existieren
alson € N, ag, ...,a, € R, by, ...,b, € R* mit
n ap k

z".
b
k=0 K

Fir k € {0,...,n} wihle man m; € N mit

rxT =

n
bz™ay [] bj € O
ot
und My, € N mit

n

bzMnt1 H b, € O.
k=0
Setzt man m := max{my, ..., My 11 }, so ergibt sich fiir k =0, ..., n:
n n
bz™ay, [[ b; € O und b2™ [[ b; € O.
j=0 i=0
%k

Also gilt bz™ 1 ﬁ b; € (ONQ(R)(z))* und
i=0

n n n
b- M E ag H b | & = E 22y, H b
k=0 =0 i=0

i
ik itk

Dabher ist

n n
bz S ar [ TT 05 | 2F
"< ag k=0 g
T = k= eV

o bk pym+1 (H bk:)
k=0

Aus 1.14 folgt die Behauptung. O
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4.2 Korollar

Es sei R ein Integritétsbereich und L/Q(R) eine algebraische Korpererweiterung.
Ist 7 eine nichtdiskrete, lokalbeschrankte Ringtopologie auf L mit erzeugender
Fastordnung O und 2-Addiator z, fiir die R 7—beschrénkt ist, so gilt:

7|Q(R)(z) ist nichtdiskret.

BEWEIS: Da R 7—beschriinkt ist, gibt es ein b € O* mit bR = b2°R C O. Durch
Anwendung von 4.1 ergibt sich die Behauptung. 0

Nun erhélt man als Ergénzung von Satz 4.3 aus (Maiwald, 1996, S. 51):

4.3 Satz
Sei L/Q eine algebraische Korpererweiterung und 7 eine hausdorffsche, lokalbe-
schrankte Korpertopologie auf L. Dann ist T normierbar.

BEwEIS: OBdA sei 7 # 74,. Es sei O eine 7 erzeugende Fastordnung mit 2-
Addiator z. Fiir a € N gilt:

a+1 1.13
2l = 201y 1 € 3 20 C O

=1 =1

und
2072(—al) = —2(2%Ttal) € —20 C O.

Geméf 4.1 mit b = 1 ist 7|Q(Z)(z) nichtdiskret. Da Q(z) ein globaler Korper
ist, existieren aufgrund von 1.22 ein n € N und reelle Bewertungen oy, ..., @, auf
Q(2) mit 7|Q(z) = sup T, Aus 1.21 folgt die Existenz eines 7|Q(z)-nilpotenten

Elementes = # 0. Dle Normlerbarkelt von 7 ergibt sich dann direkt aus 1.19. O

Die entsprechende Situation bei algebraischen Erweiterungen von K = GF,(x)
148t sich allgemeiner behandeln.

4.4 Satz

Es sei x transzendent iiber dem Kérper K und L/ K (x) eine algebraische Kérperer-
weiterung. Dann gilt:

Jede hausdorftsche, lokalbeschrinkte Korpertopologie T auf L, fiir die K T—be-
schrénkt ist, wird durch eine Norm induziert.
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BeEwEIs: OBdA sei 7 # 74. Nach 1.8 wird 7 von einer Fastordnung O # L mit
2-Addiator z erzeugt. Man wihle ein iiber K transzendentes Element y € O,
dies ist moglich, weil sonst L = O(O*)~! algebraisch iiber K wire. Da K 7—be-
schrankt ist, gibt es ein b € O* mit bK C O. Das Element b ist algebraisch iiber
K (y), also gibt es [vgl. (Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S. 106, Theorem 3.1.4)] ein
p € K[y]*, so dass pb ganz iiber K[y] ist. Daher ist [siehe (Balcerzyk and Jézefiak,
1989, S. 107, Theorem 3.1.6)] R := K[y][pb] ein endlich erzeugter K[y]-Modul.
Zunichst gilt:

(*) Vge K[y] 3meN: bzmqgeO

m
[ Sei etwa ¢ = Y. qpy* mit qq, ..., ¢,, € K. Man erhilt:
k=0

m
bzm-Hq — Zb'qk'yk-zmﬂ
k=0

m

€ Y b-K-0-2m
k=0

m m+1

1.13
c Y moc) o C O
k=0 k=1

Speziell wiithle man zu oben bestimmten p € K|[y]* ein e € N mit 2¢bp € O. Sei
l .
nun 7 € R, etwa r = Y ¢;(pb)’ mit qq, ..., q; € K[y]. Gemaf (*) seien m; € N mit

=0

bz"iq; € O fiir i = 0, ..., [ bestimmt, es sei M := max{my, ..., m,;}. Es gilt:

l
bze'l+M+l+1T — E bZMQZ . (pb)zze.l . Zl+1
1=0

m

l
Z O - (pbze)i . pell=1) 1+l
=0
I+1

!
113
E Ao C E 2’0 C O

Nach Wahl von b gilt b € O*NQ(R), also sind die Voraussetzungen von 4.1 erfiillt,
folglich gilt:

m

7|Q(R)(z) ist nichtdiskret.

Mit 1.23 folgt die Existenz endlich vieler reeller Bewertungen ¢y, ..., ¢, auf Q(R)(z)
mit

T|Q(R)(2) = ({00, -, ou}) = sﬁg’ Te; -
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Aus 1.21 folgt Rad(7|Q(R)(z)) # {0}. Also ist auch Rad(7) # {0} und damit 7
normierbar geméf} 1.19. o

Sofort ergibt sich das folgende Korollar:

4.5 Korollar

Sei P ein endlicher Korper, x transzendent iiber P und L/P(z) eine algebraische
Korpererweiterung. Jede hausdorftsche, lokalbeschrinkte Korpertopologie auf L
ist normierbar.

4.2 Nicht normierbare lokalbeschrinkte Koérper-
topologien

Zunichst wird die Existenz nicht normierbarer, lokalbeschriankter Kérpertopolo-
gien auf algebraischen Erweiterungen untersucht:

4.6 Satz
Es sei R ein Integritdtsbereich, so dass Tr eine nichtdiskrete, hausdorftsche, lo-
kalbeschréinkte, nicht normierbare Korpertopologie auf Q(R) ist.

—ganz in L

Fiir jede algebraische Korpererweiterung L/Q(R) erzeugt S := R eine
nichtdiskrete, hausdorffsche, lokalbeschrinkte Korpertopologie s, welche nicht
normierbar ist.

BEWEIS:

e Offenbar! gilt Q(S) = L, und es ist S # L:
Wire S = L, so wire fiir alle 2 € R* das Inverse 2~ ganz iiber R, also
[ g
etwa

T4 ) T g = 0.
Damit folgt durch Multiplikation mit z"

1+ 7p 0+ o+ 2™t 4 rpa™ =0,
also x(—7Ty_ 1 — o — ... — Toa™ 1) = 1.

Folglich ist 7! € R und damit R = Q(R), also wiire 7z im Widerspruch
zur Voraussetzung nicht hausdorffsch.]

Daher erzeugt S eine hausdorffsche, nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Ring-
topologie auf L (vgl. 1.8).

L(Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 106, Theorem 3.1.4)
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e 75 ist Korpertopologie: Da 7r eine Korpertopologie ist, existiert gemif
1.11 ein a € Jac(R)*. Ist q € max(S), so gilt ¢ N R € maxz(R) (siehe
(Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 110, Theorem 3.1.12)), also a € q. Folglich
ist a € Jac(S)* und daher 75 eine Korpertopologie (1.11).

e 75 ist nicht normierbar: Sonst wire Rad(rs) # {0} (1.19), also S ein G-
Bereich (3.11(c)), wegen 3.11(d) also auch R ein G-Bereich und damit 75
normierbar im Widerspruch zur Voraussetzung. O

Es folgen zwei konkrete Beispiele. Diese werden auch im Beweis von 4.8 benétigt.

4.7 Beispiel
Es sei entweder
(a) K ein Korper und S := K|z, y]
oder
(b) S :=7Z[x].
Man setze R := % Dann ist tr eine nichtdiskrete, hausdorffsche, lokalbe-

1+
schrinkte Korpertopologie auf Q(R), welche nicht normierbar ist.

BEwEIS: Offenbar ist R ein Integritétsbereich und R # Q(R), also erzeugt R
eine nichtdiskrete, hausdorffsche, lokalbeschrinkte Ringtopologie auf Q(R).

e Es gilt x € Jac(R)*(vgl. 1.10): Seien sy, so € S. Es gilt 1 ¢ R und

1 1+ xs9 S

— e —
1_x<s_1> 1+x(sy—s1) 1+zS
14+xs2

Wegen 1.11 ist also 7 eine Korpertopologie.

e R hat unendlich viele Primelemente:

e zu (a):

e Fall 1: K endlich: Der algebraische Abschlufl von K ist unendlich,
also gibt es unendlich viele irreduzible Polynome ¢ € K[y]. Es ist
jedes solche ¢ auch irreduzibel in K|z, y], also ein Primelement in
S (S ist ein ZPE-Ring). Daher ist ¢S ein Primideal in .S, und es gilt
¢SN(1+xS) = O (Koeffizientenvergleich bei den Potenzen 2°, dann
y"). Also ist ¢R ein Primideal in R 2, d.h. ¢ ist ein Primelement
in R.

2(Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S. 41, Corollary 1.4.8)




49

e Fall 2: K unendlich: Fiir jedes k € K ist qx(y) =y — k € KJy]
irreduzibel in Ky|. Der Rest verlduft analog zu Fall 1.

e zu (b): Sei p € Z eine Primzahl, also ist p Primelement in S, d.h.
pS € spec*(S). Wegen pS N (1+ x5) =0 ist pR Primideal in R, also
p Primelement in R.

e 7p ist nicht normierbar: Sonst wire Rad(tg) # {0}, seien etwa s,s’ € S
mit —*— # 0 7g-nilpotent. Da { (1 4+ xs)" | n € N} C S 7g-beschrénkt

1+xs
ist, gilt (s"), —., 0. R ist als Lokalisation eines ZPE-Bereiches selber ein
ZPE-Bereich, seien also py, ..., p, Primelemente aus R mit s = p; « ... - p,

und p ein von py, ..., p, verschiedenes Primelement. Dann gilt:
VneN: s"¢pR

[Sonst géibe es s1,s5, € S mit s" = o, also s"(1 4 xsy) = psy. Es gilt
p1r (1 + xs,), denn sonst wire p invertierbar in R. Nach Wahl von p gilt
aber auch p {g s"-Widerspruch!]

Wegen pR € U, (0) ist dies ein Widerspruch zur 7x-Nilpotenz von s. O

Damit gelangt man nun zu den folgenden Charakterisierungen:

4.8 Satz

(a) Es sei K ein Korper.
Aq: (i) Jede lokalbeschrinkte, hausdorffsche Korpertopologie auf K ist
normierbar.
(ii)) K ist absolut algebraisch oder K ist eine algebraische Korper-
erweiterung iiber einem globalen Korper.

(b) Es sei L/K eine Korpererweiterung.
Aq: (i) Jede lokalbeschrinkte, hausdorffsche Korpertopologie T auf L,
fiir die K T7—beschréankt ist, 148t sich durch eine Norm induzieren.
(ii)) trdeg L/K <1

BEWEIS:

e 7u (a):

e (i)=(ii): Sei P der Primkorper von K und B eine Transzendenzbasis
von K /P, also ist K algebraisch iiber P(B).
Annahme: K ist weder absolut algebraisch, noch algebraisch iiber ei-
nem globalen Korper



50

e Fall 1: card(B) > 2,etwa z,y € B, x # y. Setze F := P(B\{x,y})

und R := < fg;[lfi’[ﬂy]. Gemif 4.7 und 4.6 ergibt sich ein Widerspruch

zu (i).
e Fall 2: card(B) = 1, dann ist P = Q, sei * € B. Man setze

R:= #g{m]. Wie in Fall 1 ergibt sich ein Widerspruch zu (i).

e (ii)=(i): Falls K absolut algebraisch ist, so sind die einzigen lokalbe-
schriankten Ringtopologien auf K 74, und 75,45 (siehe (Kiltinen, 1968,
S. 159/160, Theorem 6.1)).

Sonst folgt die Behauptung aus 4.3 und 4.5.

e zu (b):

e (i)=(ii): Sei B Tranzendenzbasis von L/K und card B > 2, etwa
Flz,y]

x # y mit x,y € B. Setze F := K(B\{z,y}), R := Tr2Flg]
—=ganz in L

S:=R . Es ist L algebraisch iiber Q(R) = K(B), mit 4.7 und
4.6 folgt ein Widerspruch zu (i).

und

e (ii)=-(i): Ist L/K algebraisch, so ist 74 die einzige hausdorffsche, lo-
kalbeschriankte Ringtopologie, beziiglich der K beschrénkt ist(siehe
(Weber, 1979b, S. 175, Satz (4.6))). Sonst ergibt sich (i) aus 4.4. O

Ein weiterer Satz zu diesem Themenkreis wird im 5.Kapitel bewiesen werden
(siehe 5.13 und 5.14).



Kapitel 5

Korpertopologien auf
Quotientenkorpern beschrankter
Integritatsbereiche

In vielen Arbeiten wurde zu einem Integritiitsbereich R das System der R-linearen’
Ringtopologien auf Q(R) untersucht, meist unter Annahme spezieller algebrai-
scher Anforderungen an R, so z.B in (Heine and Warner, 1973) fiir Dedekindbe-
reiche R. In (Cohen, 1985) wurde die Voraussetzung “ R-lineare Kérpertopologie®
zu “Korpertopologie mit beschrinktem R“ abgeschwicht und folgende Aussage
bewiesen (Cohen, 1985, S.53, Theorem 1):

Sei R # Q(R) ein Dedekindbereich mit endlicher Klassenzahl und T eine nicht-
diskrete hausdorffsche Korpertopologie auf Q(R) mit T-beschrinktem R. Dann ist
7 Supremum einer Familie p-adischer reeller Bewertungstopologien?.

In (Wiestaw, 1992, S.516, Problem 4) wird die Frage gestellt, ob die Endlichkeit
der Klassenzahl eine notwendige Voraussetzung ist. Inhalt dieses Kapitels ist die
Analyse des folgenden Problems:

Unter welchen algebraischen Bedingungen an R ist jede hausdorffsche Kérperto-
pologie mit beschranktem R Supremum von reellen Bewertungstopologien?
Dieses Problem wird in zwei Schritten reduziert: Zunichst wird gezeigt, dass man
bei der Analyse nur lokalbeschrinkte hausdorffsche Korpertopologien zu beriick-
sichtigen braucht(siehe Satz 5.3).

Im zweiten Abschnitt wird (unter einer algebraischen Einschrinkung an R) ge-
zeigt, dass man nur die lokalbeschrinkten Kérpertopologien zu untersuchen braucht,
die von den Lokalisierungen R, mit m € max(R) erzeugt werden(siehe 5.8).

Im dritten Abschnitt wird diese Methode in einigen konkreten algebraischen Si-
tuationen angewandt. Unter anderem wird die oben zitierte Frage durch Satz 5.12

!Eine Ringtopologie 7 auf Q(R) heiit genau dann R—linear, wenn die offenen R—Moduln
eine Nullumgebungsbasis von 7 bilden. Offenbar impliziert dies die 7—Beschrinktheit von R.

2zur Definition von p-adischen reellen Bewertungen siehe z.B. (Shell, 1990, S.19, Example
5)

o1
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beantwortet.

5.1 Reduktion auf den lokalbeschrinkten Fall

Fiir die weiteren Untersuchungen wird zu einem Integrititsbereich R die fein-
ste nichtdiskrete Korpertopologie og, fiir die R eine 7-beschrinkte Menge ist,
verwendet. Deswegen werden zunéichst Eigenschaften dieser Topologie o herge-
leitet.

5.1 Lemma
Es sei O eine Fastordnung auf einem Korper K und 7 eine nichtdiskrete Ringto-
pologie auf K. Dann gilt:
Aq: (i) TC1o
(ii) O ist T—beschrinkt

BEWEIS:
TC10 < U, (0) CU,(0)
< YU el (0) Jae K*: aOCU
£ O 1 — beschrinkt
O
5.2 Satz

Es sei R # Q(R) ein Integritétsbereich. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Man setze

B:={: |aec R\ER)}.

1+aR

B ist Basis fiir den Nullumgebungsfilter einer hausdorffschen, nichtdiskreten
Kérpertopologie op C 1 auf Q(R).

(b) o ist die feinste, nichtdiskrete Korpertopologie T beziiglich der R be-
schréankt ist.

(c) Fiir jedes a € R*\E(R) ist 1+aR ein multiplikatives System, - # Q(R),
und es gilt die folgende Inklusion:

11512 C Jac (H—%)

Insbesondere ist T(2y) eine nichtdiskrete, hausdorffsche, R-lineare, lokal-

14+aR

beschrénkte Korpertopologie auf Q(R).
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(d) o besitzt die folgende Darstellung:

Orp = sup T(L)
aER*\E(R) \l'toR

BEWEIS: :

e zu (a): Geméf 1.3 ist

5| ampr 1< )

Nullumgebungsbasis einer hausdorffschen Koérpertopologie o C 75 auf
—filter - gfiltev“[_ U (O)]
= =U,,

Q(R). Es gilt: B
e “C“Sei a € R*\E(R), dann ist 1 ¢ —aR, also gilt 1 +aR = 1+
aR\{—1}.
o “D“ZuU € U,,(0) wihle man geméf 1.2(d) ein V' € U,,(0) mit 1}:‘/ C
U, insbesondere gilt —1 ¢ V. Wegen o C 75 existiert ein a € R* mit
aR CV, und a ist keine Einheit von R, da sonst —1 € V wire.

e zu (b): Wegen o C 75 ist R gemifl 5.1 og-beschrénkt. Ist 7 eine nichtdis-

5.1
krete Korpertopologie beziiglich der R 7—beschrinkt ist, so gilt 7 C 75.
Da o die feinste Korpertopologie 7" mit 7/ C 7 ist (1.3), folgt 7 C og.

e zu (c): Sei a € R*\E(R). Offenbar ist 1 + aR ein multiplikatives System,
also -2 ein Integritéitsbereich. Wegen a ¢ E(R) ist 1 € Q(R)\L&

1+aR I+aR®
Da Jac (H%) ein Ideal in H% ist, reicht es a € Jac (1451}3) zu zeigen. Fiir
r1,ro € R gilt
1 ary -t B 1+ary —ar !
14 ary N 14 ary
_ 1 + ary
 l4ary,—an
R
1+aR
Also ist 1 — a—L— C E(-L£-), d.h. (vgl. 1.10) Jac (+2=). W 1.8
e © E(o), doh. (vel 1. a € ac(HaR). egen 1.
und 1.11 hat () die behaupteten Eigenschaften.
14+aR
e zu (d): Sei a € R*\E(R). Da R offenbar (8 )-beschréinkt ist, folgt aus (c)
1+aR
und (b) (1 hy) C og, daher gilt auch  sup T(2.) C op. Andererseits
1+aR aER*\E(R) 1+aR

ist
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i €0 ) O T

) (0).

cern\pr) (hm)

5.3 Satz (Reduktion auf den lokalbeschrénkten Fall)
Es sei R # Q(R) ein Integritétsbereich und (7;);c; eine unabhéngige Familie von
lokalbeschrdnkten minimalen Ringtopologien. Dann gilt:

Aq: (i) Fiir jede nichtdiskrete Korpertopologie T auf Q(R), beziiglich der R

beschrinkt ist, existiert eine Teilmenge J C I mit 7 = sup 7;.
ieJ

(ii) Fiir jede nichtdiskrete, lokalbeschrinkte Korpertopologie T auf Q(R),
beziiglich der R beschrankt ist, existiert eine Teilmenge J C I mit 7 =
sup 7;.
ieJ
(iii) Fiir alle a € R*\E(R) existiert eine endliche Teilmenge J C I mit

T(hy) = SUPTi.
TtaR ieJ

(iv)Es existiert eine Teilmenge J C I mit op = sup 7;.
icJ

(v) Fiir jede nichtdiskrete R—lineare Korpertopologie T auf Q(R) existiert
eine Teilmenge J C I mit 7 = sup7; .
il
BEWEIS:

e (i)=(ii) trivial

(ii)=(iii) Sei a € R*\E(R). Wegen 5.2(c) und (ii) existiert eine Teilmenge
J C I mit T(2,) = SUPTi. Aufgrund von 1.12(b) kann .J oBdA endlich
I4a i€J

gewdhlt werden.

(iii)=(iv) Fiir jedes a € R*\E(R) wihle man J, C I mit T(2,) = SUPT;
1+aR 1€Jq
und setze J:= |J  J,. Mit 5.2(d) folgt die Behautung.
WER*\E(R)

(iv)=(i) Sei 7 eine nichtdiskrete Korpertopologie auf Q(R) und R 7—beschrinkt.
Aufgrund von 5.2(b) gilt 7 C og, die Behauptung folgt aus 1.25.

Die Implikationen (i)=-(v) und (v)=-(iii) sind offensichtlich. O
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5.2 Reduktion auf den lokalen Fall

Ziel dieses Abschnittes ist die Reduktion auf die Fragestellung, ob jede Topologie
TR, Mit m € maz(R) Supremum von reellen Bewertungstopologien ist (siehe Satz
5.8).

Dafiir wird als erstes der Zusammenhang zwischen mazx(R) und mazx ( H%) mit
a € R*\E(R) beschrieben:

5.4 Lemma
Es seien R # Q(R) ein Integritéitsbereich, a € R*\E(R), S:= 14 aR und T ein
multiplikatives System in R. Dann gelten:

(a) Vp € spec(R): a€p = SNp=10

(b) Vm € maz(R): aem& SNm=40
(c) ¢: { maa;)(tRS) : gﬁmmeRmax(R) ja€m} ist eine Bijektion

(d) VI € max (RT) : (RT)g;n = R(gmmR)

BEWEIS:

e zu (a): Wire r € R mit 1+ ar € p, so wire 1 € p+ aR C p, also wiirde
R = p folgen.

e zu (b): Wegen (a) ist nur noch “<“zu zeigen. Man setze 9 := m + aR.
M ist ein Ideal in R, und es gilt 1 ¢ 9M [Sonst giibe es ein m € m und ein
r € Rmit 1 =m—+ar, also 1 — ar = m im Widerspruch zu S Nm = ()]. Da
m € max(R) gilt, folgt m = 9, also ist a € m.

e zu (c):

e ¢ ist wohldefiniert: Sei M € max(Rg), dann gilt m := RNIM €
spec*(R) und m ist maximal unter den Primidealen von R, die zu
S disjunkt liegen (siehe etwa (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 41,
Corollary 1.4.8)). Geméf 5.2(c) ist a € Jac (Rg) C M, also gilt a € m.
Wire m ¢ maz(R), etwam’ € max(R) mit m C m’, so wiire m'NS # (.
Aufgrund von (b) ergibt sich a ¢ m’ - Widerspruch!

e ¢ ist surjektiv: Seien m € maz(R) und a € m, dann gilt m N .S = 0,
also mRg € max(Rg) und mRs N R = m (Balcerzyk and Jézefiak,
1989, S.40 Theorem 1.4.7(v)).
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e ¢ ist injektiv als Einschriankung der Injektion
| spec(Rg) — {pé€spec(R)|pNS=0}
' P — PNR

e zu (d): Sei M € max(Rr) und m := M N R, also gilt M = mRy (Balcerzyk
and Jozefiak, 1989, S.40, Theorem 1.4.7(i)).

Ry
Rr\0R

22 ¢ mRy, also 7, ¢ m. Es gilt

e “C“KEs sel a € etwa a = % mit r1,79 € R*, t1,t5 € T und

o 7“1't2e R
2 tl'TQ R\m’

denn wiire t; - 7y € m, so wiirde ¢; € m (oder r5 € m) gelten, da m ein
Primideal ist. Aber es ist T N'm = ().

e “D“Fiir r € R\m gilt r ¢ 9, denn sonst wire r € M N R = m. Also
gilt

O

In (Abouabdillah, 1983) heifit eine Topologie 7 auf dem Quotientenkorper eines
Integritéitsbereiches R p-adisch, wenn es ein Primideal p € spec*(R) mit 7 =
7g, gibt. Dort wird untersucht, wann jede R-lineare Korpertopologie Supremum
von derartigen p—adischen Topologien ist. Dazu wird die folgende Bedingung
eingefiihrt:

(P*) Vp € spec(R) Yzep: () a"R,={0}

neN
In Anlehnung daran wird in dieser Arbeit die folgende schwéchere Bedingung
definiert:

5.5 Definition
Es sei R ein Integritétsbereich. R erfiillt die (M*)-Bedingung genau dann
wenn

(M*) Vmemazr(R) Veem: [)2"R,=1{0}

neN

giiltig ist.

Dies ist in vielen algebraischen Situationen gegeben, z.B. fiir
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(a) R lokal noethersch [Krullscher Durchschnittssatz, siehe etwa (Balcerzyk and
Jozefiak, 1989, S. 83, Corollary 2.5.6)]

(b) Vm € maz(R): Rw= Rm " [sieche z.B. (Larsen and McCarthy, 1971, S.
94, Corollary 4.21)]

(¢) R=TR"“" [(b) und (Larsen and McCarthy, 1971, S. 97, Exercise 12)]

(d) R Krullbereich [Speziallfall von (c), vgl. (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S.
161, Theorem 4.2.5)]

(e) R eindimensional [Sei m € maxz(R), x € m*. Da R eindimensional ist, gilt

3.11(b)
spec*(Ry) = max(Ry) = {mRy}, also ist x € Rad*(Rn) C Rad(7g,,).
Folglich ist { an |neN } Tr,,-unbeschriankt. Fiir jedes a € K* gibt es also
einn € Nmit & ¢ 1R, dh.a¢ () 2"Ry.]

zn
neN

Die (M*)-Bedingung iibertrigt sich auf Lokalisationen:

5.6 Lemma
Es sei R # Q(R) ein Integritéitsbereich und T' ein multiplikatives System. Wenn
R die (M*)-Bedingung erfiillt, so auch Ry.

BEWEIS: Sei z € M € maz(Ry) und m := M N R. Wegen M = mRy existieren
m € mund ¢ € T mit x = 7. Man erhilt:

N (Br)m = ﬂ(’f—) ()

neN neN
= ﬂ m" (RT)zm
neN
5.4(d) ﬂ n
= m" Ry,
neN
(M)

5.7 Satz
Es sei R ein Integritétsbereich, welcher die (M*)-Bedingung erfiillt, und 7 sei
Supremum von reellen Bewertungstopologien. Dann ist maz(R) endlich.

BEWEIS: Essei oBAdA R # Q(R). Mansetze S:=R\( U m)= [ (R\m).
memaz(R) memaz(R)
Wegen 7, C 7p ist auch 7z, Supremum von reellen Bewertungstopologien gemésf

1.26(d),(b),(c) und 1.25. Da 7g, lokalbeschrénkt ist, gibt es gemif 1.12(b) ein
n € N, vy, ..., v, paarweise nichtiquivalente, nichttriviale reelle Bewertungen mit
TRy = sﬁp T,;- Wegen E(R) = S gilt R = Rg. Man setze

i=0
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g:={reR|vr)<1}

e Es gilt fiir i=0,...,n: q; € spec(R) und R, C IN(fl(())

[Da Z - 1 Tr-beschrinkt ist, muff Z - 1 auch in der gréberen Topologie 7,
beschrinkt sein. Also ist v; nichtarchimedisch [siehe 7z.B. (Ribenboim, 1999,
S. 11, Theorem E)] und v;[R] C [0, 1]. Folglich ist g; ein Primideal in R.

Sei v € Ry, etwa a € R, b € R\g; mit 2 = §. Folglich gilt v;(b) > 1, d.h.

vi(3) = vl—%b) < 1. Daraus folgt v; (%) = vi(a) - v; (3) < 1]

Man setze T := R\ <U qi>, also gilt T'= () R\gq; € R\g; fir i =0,...,n
i=0 j=0

und somit Ry C R,,. Man erhalt:

n n n

TR = TRg = SUP Ty, = SUP T( v C sup g, < Tr, C Tg.

S g i 8 K, (0) R a9
1=0 1=0 1=0

Sei m € max(R), also Tg,, C Tp = Tr,.
Es gilt: m C R\T' = {J q;
i=0

[Sonst sei t € T N'm. Wegen 7p,, C Tg, gibt es ein x € Rs mit xRy C Ry,.
Wegen 7g, C 7 ist xRy N R # {0}, sei etwa y € (zRy N R)*. Dann gilt
yRr C xRy C R,. Es ergibt sich weiter y{ tin |n €N } C Ry, also gilt
) t"Rw # {0}. Aufgrund der (M*)-Bedingung impliziert dies ¢ ¢ m im

neN
Widerspruch zur Annahme.]

Wenn ein Ideal in einer Vereinigung von endlich vielen Primidealen ent-
halten ist, so ist es bereits in einem der Primideale enthalten®. Sei et-
wa m C ;. Da m ein maximales Ideal ist, gilt m = g;. Folglich gilt

max(R) C {qo, ..., qn}-
[

5.8 Satz Lokalisierungssatz
Es sei R # Q(R) ein Integrititsbereich, der die (M*)-Bedingung erfiillt. Dann

gilt:

Aq: (i) Jede hausdorffsche Korpertopologie T auf Q(R) fiir die R 7— beschrénkt

ist, ldBt sich als Supremum von reellen Bewertungstopologien darstellen.

(ii) Fiir alle a € R* ist { m € max(R) | a € m } endlich, und fiir jedes ma-
ximale Ideal m von R ist Tg,, Supremum von endlich vielen reellen Bewer-
tungstopologien.

3(Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S. 16, Corollary 1.1.8)
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e (i)=(ii) Sei a € R*. Falls a eine Einheit von R ist, so ist a in keinem ma-

ximalen Ideal enthalten. Falls a € R*\ E(R) ist, so setze man S := 1+ aR.
Laut 5.6 erfiillt auch Rg die (M*)-Bedingung, und 75, ist Supremum von
reellen Bewertungstopologien geméf 5.2(c) und (i). Wegen 5.7 ist max(Rs)
endlich. Aus 5.4(c) folgt die Endlichkeit von { m € maz(R) | a € m }.

Es sei m € maz(R). Wegen R # Q(R) ist m # {0}, also gilt wegen 1.10
Jac(Ry) = mRy, # {0}. Mit 1.11 und 1.8 folgt: 7p,, ist eine nichtdiskre-
te hausdorffsche Korpertopologie auf Q(R), fiir die R 7g,,-beschrinkt ist.
Wegen (i) und 1.12(b) ist 7g,, Supremum von endlich vielen reellen Bewer-
tungstopologien.

(ii)=(i) Ist 7 diskret, so wird 7 von der trivialen Bewertung induziert. Sonst

seia € R*\E(R), S := 1+aR. Aufgrund von 5.4(c) ist maz(Rg) endlich, sei

etwa maz(Rg) = {My, ..., M, }. Weiter gilt Rg = N (Rs)m?. Man
Memaz(Rs)

5.4(c)
setze m; ;= M, N R € max(R), also gilt

5.4(d) M n
Rs =" ] Ru,, also Tgy = sup7g,, .

1=

Da jede Topologie 7p, Supremum von reellen Bewertungstopologien ist,

folgt die Behauptung mit 5.3.

O

Bemerkung Wie aus dem Beweis hervorgeht, ist fiir die Richtung (ii)=(i) die

(M*)-Bedingung nicht erforderlich.

5.3 Anwendungen

5.9 Definition vgl. (Gilmer, 1992, S. 523/524 und S. 529 Corollary 43.9)
Sei R ein Integritdtsbereich mit

(K)R= N R,

pespec! (R)

(K2)Vz € Q(R)*: {p € spec’(R) |z ¢ E(R,) } endlich

(K3) Fiir jedes p € spec'(R) existiert eine reelle Bewertung v, mit R,

K" (0)

Dann heifit R ein verallgemeinerter Krullbereich.

4siehe etwa (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 41, Theorem 1.4.10)
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Teil (b) des nachfolgenden Satzes ist eine Ergidnzung zum zweiten Teil von (Gil-
mer, 1966, S.278, Theorem 1).

5.10 Satz
Es sei R # Q(R) ein verallgemeinerter Krullbereich und S ein multiplikatives
System in R. Dann gelten:

(a) Rg ist ein verallgemeinerter Krullbereich

(b) Wenn R auch ein G-Bereich ist, so ist spec*(R) endlich und R eindimensio-
nal.

BEWEIS:
zu (a): siehe (Gilmer, 1992, S. 528, Corollary (43.6))
zu (b): Sei z € (Rad*(R))*C ()  p*. Offenbar gilt fiir jedes Primideal
peEspec! (R)

p: x¢ E(Ry,) & x€Ep.
Folglich gilt nach Wahl von z:

{pespect(R) |z ¢ E(Ry) } ={p € spec’(R) |z € p } = spec' (R),

gemiB (K2) ist spec! (R) endlich, wegen (K1) ist R Durchschnitt von endlich
vielen reellen Bewertungsringen®, aus (Kaplansky, 1974, S. 77, Theorem
105) folgt spec'(R) = maz(R). Also ist R eindimensional.

5.11 Satz
Es sei R # Q(R) ein verallgemeinerter Krullbereich. Dann gilt:

Aq: (i) Jede hausdorffsche Korpertopologie 7 auf Q(R) mit 7—beschrinktem R
ist Supremum von reellen Bewertungstopologien.

(ii) R ist eindimensional

°Ein Ring R ist genau dann ein reeller Bewertungsring, wenn es eine reelle Bewertung
v:Q(R) = R mit R = R, = K{(0) gibt.
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BEWEIS:

e (i)=(ii) Annahme: Es sei R nicht eindimensional, also existieren p, q €
spec*(R) mit p C q. Man wihle ein a € p*, also gilt a € R*\E(R), und
setze S := 1+ aR. Aufgrund von 5.10(a) ist Rg verallgemeinerter Krull-
bereich, wegen 1.12(b) und 1.21 gilt Rad(Trs) # {0}, also ist Rg auch ein
G-Bereich(vgl. 3.11(c)). Gemif 5.4(a) und (Balcerzyk and Jézefiak, 1989,
Corollary 1.4.8) gilt pRs, qRs € spec(Rs) und pRs C qRs ®. Also ist mit
5.2(¢)Rs nicht eindimensional im Widerspruch zu 5.10(b).

e (ii)=(i) Sei R eindimensional, also erfiillt R die (M*)-Bedingung (siehe
5.5(e)). Weiter gilt fiir jedes a € R*:
{memaz(R)|aem}={p¢€spec'(R)|a¢ E(R,) }

Die letzte Menge ist nach Voraussetzung endlich. Also folgt die Behauptung
mit Hilfe von 5.8 und 5.9(K3). O

5.12 Korollar
Sei R ein Krullbereich. Dann gilt:

Aq: (i) Jede hausdorffsche Korpertopologie 7 auf Q(R) mit beschrinktem R ist
Supremum von reellen Bewertungstopologien.

(ii) R ist ein Dedekindbereich.

BeEwEIS: OBdA sei R # Q(R).

e (i)=(ii) R ist ein eindimensionaler Krullbereich gemifl 5.11, also ein Dede-
kindbereich”.

e (ii)=(i) Jeder Dedekindbereich R # Q(R) ist eindimensional, also folgt die
Behauptung aus 5.11. O

Da jeder Dedekindbereich R auch ein Krullbereich und jede reelle Bewertung ¢
auf Q(R) mit beschrinktem R eine p-adische Bewertung ist (Zariski and Samu-
el, 1975, Seite 39), wurde damit insbesondere eine Vermutung von Wiestaw aus
(Wiestaw, 1992, S. 516, Problem 4) widerlegt.®

Das folgende Korollar ist eine Ergédnzung zum Themenkreis des vierten Kapitels.

bsiche 7.B. (Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S. 41, Corollary 1.4.8)

siehe etwa (Gilmer, 1992, S. 536, (43.16) Theorem)

8Die Aussage ergibt sich anders auch direkt aus 5.3 in Verbindung mit (Jebli, 1971, S. A1173,
Theoreme 1).
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5.13 Korollar
Sei R ein Dedekindbereich, L/Q(R) algebraisch und 7 eine hausdorffsche, lokal-
beschrinkte Ringtopologie auf L, fiir die R T—beschrénkt ist. Dann gilt:
Aq: (i) 7 ist eine Korpertopologie
(ii)) T ist normierbar

BEWEIS:
e (ii)=(i) 1.16(a)

e (i)=(ii) Sei 0BdA 7 # 745, also ist R # Q(R) (Weber, 1979b, S.175, Satz
(4.6)). Geméf 1.8(a) gibt es eine Fastordnung O mit 2-Addiator z, welche
T erzeugt.
OBdA sei z separabel iiber Q(R):
[ Sonst gilt char L = p # 0 fiir eine Primzahl p. Es sei M der separable
Abschlufl von Q(R) in Q(R)(2), also ist z rein inseparabel {iber M, d.h. es
existiert ein n € N* mit 2*") € M?. Wegen

2P0+ 0)=2""D.2(0+0)C O

ist 2(P") ein iiber Q(R) separabler 2-Addiator von O.]
Man wihle ein 7 € R*, so dass rz ganz iiber R ist (vgl. (Balcerzyk and
Jozefiak, 1989, S. 106, Theorem 3.1.4)) und setze

—ganz in K

K :=Q(R)(z) und S :=R

Es ist rz separabel iiber Q(R). Daher ist S in einem endlich erzeugtem R-
Modul enthalten (siehe etwa (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 116, Theorem
3.2.5)). Daher ist S 7—beschrinkt, also auch 7|K-beschrinkt. Gemaf} 4.2
ist T|K 7£ Tdis -

S ist ein Dedekindbereich (siehe (Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S. 124,
Theorem 3.3.12)), also ergibt sich aus 5.12, dass 7| K Supremum von reel-
len Bewertungstopologien ist. Aufgrund der Lokalbeschrinktheit von 7|K
ergibt sich aus 1.12(b) und 1.21 die Existenz eines 7| K-nilpotenten Elemen-
tes a # 0. Wegen 1.19 ist 7 normierbar. O

5.14 Bemerkung

Es seien K,L,x und 7 wie in Satz 4.4 und ¢ eine 7 induzierende Norm. Falls
T # Tais gilt, so ist Rad(t) € U,(0), also Rad(7) - (Rad(7)*)~" = L. Insbesondere
gibt es ein T—nilpotentes Element vy, welches transzendent iiber K ist, oBdA sei

¢(y) < 1. Fiir jedes p € K[y, etwa p(y) = 3 kiy* gilt:
=0

9siehe etwa (Bosch, 1993, S. 118, Satz 4)
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o(p) = ¢<Zk1~yi)

IA
(]
5
>
5
E

< sup ¢[K] - Z o(y)’
< sup SD[K]I—;QO(y)'

Folglich ist K[y| ein T—beschrinkter Dedekindbereich. Insofern kann 5.13 als eine
Verallgemeinerung von 4.4 angesehen werden.

5.15 Satz vgl.(Kaplansky, 1974, S. 107, Theorem 146)
Es sei R # Q(R) ein noetherscher G-Bereich. Dann ist R eindimensional und
spec(R) endlich.

5.16 Satz FEs sei R # Q(R) ein noetherscher Integritéitsbereich. Dann gilt:

Aq: (i) Jede hausdorffsche Kérpertopologie T mit beschréinktem R ist Supremum
von reellen Bewertungstopologien.

(i) Fiir jedes maximale Ideal m von R ist Tg,, Supremum von endlich vielen
reellen Bewertungstopologien.

BEWEIS:
e (i)=(ii) klar

e (ii)=(i) Sei @ € R*\E(R) und S := 1 + aR. Rs ist noethersch (siehe
etwa (Balcerzyk and Jézefiak, 1989, S. 57, Theorem 2.1.11)) und G-Bereich
gemif 1.21 und 3.11(c), also ist Rg eindimensional und spec(Rg) endlich
wegen 5.15. Aufgrund von 5.4(c) ist { m € max(R) | a € m } endlich, mit
5.8 und 5.5(a) folgt die Behauptung.

Es stellt sich die Frage, ob die Bedingung “Vm € maxz(R) :  7g, ist Supremum
von endlich vielen reellen Bewertungstopologien“ ersetzt werden kann durch
“Ym € max(R) : g, ist eine reelle Bewertungstopologie“ °. Dass dies nicht
der Fall ist, wird durch das folgende Beispiel dokumentiert.

Oygl. dazu den Begriff “topologically pruferian“ in (Abouabdillah, 1983)
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5.17 Beispiel

Es gibt einen Integritétsbereich R # Q(R), so dass zwar fiir alle m € max(R)
die Topologie T, Supremum von endlich vielen reellen Bewertungstopologien ist.
Aber fiir kein m € max(R) ist Tg,, keine reelle Bewertungstopologie:

Es sei v eine nichtarchimedische, nichttriviale reelle Bewertung auf einem Kérper
K,V :=K!0), m:= K}(0). Dam € max(V) aufgrund von 1.17(a) gilt, ist V/m
ein Korper.

Es sei L/K eine endliche algebraische Korpererweiterung, so dass v genau n > 2
paarweise verschiedene reelle Bewertungsfortsetzungen vy, ..., v, auf L besitzt. !

Da v auf K nichttrivial ist, sind vy, ..., v, auf L paarweise nichtiquivalent (siehe
1.17(b)). Man setze

Es ist 7 wegen n > 2 und

n
Tindis & Toy & SUP Ty, = T
i=1

nicht minimal, also gemé&f 1.26(d) und (b) keine Bewertungstopologie. Es gelten
die folgenden Aussagen:

e Vpespec*(T): pNV=m
[Wegen V' C T gilt pNV € spec(V), geméfl (Balcerzyk and Jézefiak, 1989,

S. 111, Corollary 3.1.14) ist {0} #p N V]
Folglich gilt m C Rad*(T) und m = Rad*(T)NV.

e Die Abbildung

[ V/m — T/Rad*(T)
{ v+m — v+ Rad*(T)

ist also wohldefiniert.

e Man setze

Ri={(w+mt)e (V/m)xT|v—t€ Rad(T)}

"Eine konkrete Realisation dieser Situation ist etwa K := Q, L := Q(v/5), v die 19-adische
Bewertung auf K. Diese besitzt 2 Fortsetzungen auf L. Dies ergibt sich aus 4 = 19 mod 5
in Verbindung mit (Neukirch, 1999, S. 166, Exercise 1.3 und S. 50, Definition des Legendre
Symbols)

12(Ribenboim, 1999, S. 119, Theorem 2)
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und versehe R mit den koordinatenweisen Verkniipfungen 3. Dann ist R
wohldefiniert und ein Ring mit 1 = (1 4+ m, 1).

[Es reicht die Abgeschlossenheit von Addition und Multiplikation zu zei-
gen: Seien (v +m,t), (w+m,s) € R. Wegen v —t,w — s € Rad*(T) gilt
v+ w— (t+s) € Rad*(T), also ist (v+w+m,t+s) € R.

Aufgrund von

vw — st = VYW —vS+vs — st
= v(w—s)+s(v—t) € Rad*(T)
gilt auch (v+m,t) - (w+m,s) € R.]

e Die kanonische Projektion

i R — T
"l (v+mt) — ot

ist ein Ringmonomorphismus, insbesondere ist R also ein Integritétsbereich.
[ Sei (v+m,t) € Ker i, also gilt v =v —t € Rad*(T) NV = m.]

e Es sei

. R — V/m
/- (v+mt) — v+m

Dann gilt:
Ker j = {m} x Rad*(T) € max(R)

[“C“: Sei (v +m,t) € Ker j, also gilt v € m und daher t = ¢t — v+ v €
Rad*(T) +m = Rad*(T).

“D¢: st klar

Aufgrund des Homomorphiesatzes (j ist offenbar surjektiv) ist R/(Ker j)
kanonisch isomorph zum Korper V/m, also ist Ker j ein maximales Ideal.]

e Es gilt spec*(R) = {Ker j}
[Annahme: es existiert ein p € spec*(R) mit Ker j € p, sei etwa (v+m, s) €
(Ker j)\p. Insbesondere gilt (v +m, s) # (m,0), also ist

3R ist also der Pullback von ¢ entlang der kanonischen Projektion 7pgqq-(r) gemiB des
folgenden Diagramms:

R ——  V/m

i l¢

T — % T/Rad*(T)

TRad*(T)
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S={(v+ms)"|neN}
ein multiplikatives Sytem in R und
i[S)]={s"|neN}

ein multiplikatives System in 7.
Die Ringhomomorphismus

Rs  — Tg
P : (w+m,t) Lyt

ist bijektiv:
e ® injektiv: Ist & =0, so folgt ¢t = 0, also gilt w = w —t € Rad*(T) N
V=m

o ® surjektiv: Sei £ € Tjg). Wegen (v+m,s) € Ker j gilt s € Rad*(T),
also ist auch ts € Rad*(T) und somit (m,t¢s) € R. Man erhélt

o (m, ts) _ts _t
(v+m,s)ntl ] gntl — gn

Wegen i[(v +m,s)] = s € Rad*(T)\{0} gilt Tjs 22 Q(T). Andererseits ist
pNS =10, also pRg € spec*(Rs) und damit ®[pRs] € spec*(Tis)) = 0.
Also muss die Annahme falsch sein, d.h. fiir jedes Primideal p € spec*(R)
gilt Ker j C p, aufgrund der Maximalitéit von Ker j ist Ker j = p.]

Damit ergibt sich:

Rad(rr) *%' Rad*(T)

= i[{m} x Rad*(T)]

= i[Ker j]

C i[R]

—comp 312(c
cC TCT C SP(TT)
Aufgrund von 3.7(b) gilt daher:
Ti[R] = TT-

Da maz(i[R]) = {i[Ker j]} ist, gilt

i[Rlijker 5 = i[R].™

Also ist T(i[R) ke, ;) = TilR] = T1 = sﬁp Ty;» aber keine reelle Bewertungstopologie.

1=1

14 (Balcerzyk and Jozefiak, 1989, S. 39, Corollary 1.4.5)
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