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Low Temperature Properties
of an Integrable Doped SpinS=1 Chain

Abstract

In this thesis the low temperature properties of an exactly solvable anti-ferromagnetic spin
S =1 chain doped with mobile spifi =1/2 impurities will be considered. The doped spin
S =1 chain is a generalization of the super-symmetidanodel and interpolates between
the isotropic spirt =1/2 HEISENBERGmModel and the spi§f =1 TAKHTAJAN-BABUJIAN
chain for the completely doped case and vanishing impurity concentratien0 respec-
tively.

Within the framework of theQuantum Inverse Scattering Methtiee doped spirt = 1
chain can be built from ai/(2|1)-invariant solution of the gradedAX G-BAXTER equation
corresponding to the atypicfl], -representation of the super-algeli&|1). The associa-
ted transfer matrix is diagonalized by means of a nested algebmieBansatz. Using a
generalized fusion procedure the Hamiltonian and it's eigenvalues are constructed.

By applying TAKAHASHI'’s string hypothesis we deduce in the third part the thermodynamic
BETHE ansatz equations. Performing the low temperature limit we can determine ground
state properties and the phase diagram depending on an external magnefic diedtithe
impurity concentration:;,. The system shows spin-charge separation. We also examine the
magnetic properties of the model. For sufficiently high magnetic fields and finite impurity
concentration we find a new metallic phase with a finite gap for the magnetic excitations. In
this phase the magnetization curve shows a plateau that is only a fraction of the saturation
magnetization and can be tuned by the impurity concentratjofhe critical behavior near

the edges of the plateau is also analyzed.

To study the dynamical properties e.g. the low lying magnetic excitations we calculate the
Finite Size Correctionf the model. Using predictions @onformal Field Theorye can
identify the effective low temperature theories as well as the scaling dimensions which deter-
mine the asymptotic behavior of the correlation functions at criticality. In the plateau phase
no magnetic excitations are found to exist.

Keywords: correlated electrons; generalized supersymmettimodel; magnetization pla-
teaus.

PACS: 75.10.Jm; 75.10.Lp; 71.10.Pm.






Tieftemperatureigenschaften
einer dotierten Spin S'=1-Kette
— Integrables Modell —

Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit werden die Tieftemperatureigenschaften einer integrablen, an-
tiferromagnetischen Spif = 1-Kette, die mit frei beweglichen Spif = 1/2 Storstel-

len dotiert ist, untersucht. Dabei handelt es sich um ein verallgemeinertes supersymme-
trischest-JModell, das zwischen dem isotropeéh= 1/2 HEISENBERGModell und der

S =1 TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette im Falle vollséhdiger Dotierung bzw. verschwinden-

der Strstellenkonzentration;, =0 interpoliert.

Im Rahmen der Quanten-Inversen-Streumethode konstruiert man die détierteKette

aus einewl(2|1)-invarianten losung der XNG-BAXTER Gleichung, die zu deatypischen

(1] -Darstellung der Superalgeby& 2|1) korrespondiert. Die dazugetige Transfermatrix

wird mit Hilfe des algebraischenB HE-Ansatz diagonalisiert. Den AMILTON -Operator

sowie die Energie- und Impulseigenwerte lassen sich mittels einer verallgemeinerten Fusi-
onsmethode bestimmen.

Unter Verwendung von AKAHASHI S StringHypothese werden im dritten Abschnitt die
thermodynamischen®BrHe-Ansatz Gleichungen abgeleitet. Im Grenzfall tiefer Temperatu-
ren konnen die Grundzustandeigenschaften sowie das Phasendiagramnangijieit von
einemaul3eren Magnetfeld und der Sbistellenkonzentratiom, berechnet werden. Das
Modell zeigt Spin-Ladungstrennung. Ferner werden auch die magnetischen Eigenschaften
des Systems analysiert. Dabei stellt man fest, dal3 sich das Systenittfere Magnetfel-
der H und endlicher Sirstellenkonzentration;, in einer metallische Phase befindet, d.h.
eine endliche Anregungstke tir die magnetischen Moden vorliegt. In dieser Phase weist
daher die Magnetisierungskurve ein Plateau auf, dessen Wert sich angigiéit vonz),
kontinuierlich veaeindern &3t und nur einen Bruchteil deaBigungsmagnetisierung bagt.
Abschlie3end wird noch das kritische Verhalten in dahB'der Plateau-Endpunkte analy-
siert.

Um die dynamischen Eigenschaften wie z. B. die niederenergetischen magnetischen Anre-
gungen zu bestimmen, batigt man dieFinite-SizeKorrekturen des Systems. Mit Hilfe von
Vorhersagen der konformen Feldtheorie ist man in der Lage, die entsprechenden effektiven
Tieftemperaturtheorien sowie die Skalendimensionen von diversen physikalischen Operato-
ren zu berechnen, die das asymptotische Verhalten der Korrelationsfunktion am kritischen
Punkt festlegen. Man stellt fest, dal3 in den Plateau-Phasen keine niederenergetischen ma-
gnetischen Anregungen existieren.

Schlagworter: Korrelierte Elektronen; verallgemeinertes supersymmetrigehblodell;
Magnetisierungsplateaus.

PACS: 75.10.Jm; 75.10.Lp; 71.10.Pm.
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KAPITEL 1

Einleitung

In der theoretischen Festiperphysik standen in den letzten Jahren ungeordnete und stark
wechselwirkende Systeme aufgrund ihrer \a#l§ien und ungewtinlichen Tieftempera-
tureigenschaften wie etwa Hochtemperatursupraleitung [1], fraktionierter Quantenhallef-
fekt [2] oder schwere Fermionen [3] im Mittelpunkt des Interesses. Eine besondere Rol-
le bei der Identifizierung der diesen &tomenen zugrundeliegenden Mechanismen und
Strukturen spielen stark vereinfachte, quantenmechanische Modélletirn )-Raumzeit-
Dimensionen. In diesenafién vertigt man nicht nuuber weit entwickelte analytische und
numerische Methoden wie beispielsweise Bosonisierung [4], Konforme Feldtheorie [5, 6]
und Density-Matrix-Renormalization-Groud, 8], sondern mittlerweile auch wegen der
immensen technischen Fortschritte auf dem Gebiet der Nanotechnologie sowie neuarti-
ger Verbindungen und Substanzen [9, Ljei’ die zur Verifikation bestigten Experi-
mente [11]. Die bisdatowohl spektakudristen Tieftemperatureffekte, die man in quasi-
eindimensionalen Systemen nachweisen konnte, sind alle nichtpertubativer Natur, wie etwa
die Spinonstreuzuatide imS = 1/2 HEISENBERGAnNtiferromagnet [12] oder das Bho-

men der Spin-Ladungstrennung inuBBARD-Modell [13, 14], und khnen daher nicht mit
storungstheoretischen Methoden untersucht werden. In egakatén Systemen dagegen
kann eine Vielzahl von relevanten @3én wie etwa die Freie Energieanalytisch hergelei-

tet werden. Die besondere Bedeutung der so gewonnenen Ergebnisse liegt nun darin, dal3 sie
sich einerseits mit Hilfe des Universalitsklassenkonzepts auf andere Modalertragen
lassen und andererseits eldberprifung von Niherungsverfahren erlauben, die bei zwei-
bzw. dreidimensionalen Problemen angewandt werden.

Eine spezielle Klasse von integrablen Systemen bilden dieHB-Ansatz-bsbaren Model-

le. Hier laf3t sich dieV-Teilchendynamik auf eine Zwetkperdynamik reduzieren, d.h. die
N-Teilchenstreumatrix istguivalent zu dem Produkt von Zweiteilchen-Streumatrizen. Die-
se Eigenschaftutirt auf eine Selbstkonsistenzgleichung flie Zweiteilchen-Streumatrix,

die sogenannte MNG-BAXTER-Gleichung [15]. Im Jahre 1931 gelang es HETBIE

mit Hilfe einer Vielteilchenwellenfunktion den Grundzustand des isotroper= 1/2
HEISENBERGANtiferromagneten Ui ein System der &rige I zu berechnen, was auf

die nach ihm benannten (diskretengEBiE-Ansatz-Gleichungenufirte [16]. Ausgehend

von diesem Gleichungssystem konnte 1938 LULFHEN die Grundzustandsenergie im
thermodynamischen Limds— oo bestimmen [17], whrend 1962 J. Bs CLOIZEAUX und

J. J. EARSON das niederenergetische Anregungsspektrum untersuchten [18]. Die richtige
physikalische Interpretation der Tieftemperatur-Anregungsmoden, daf3 es sich dabei nicht
um ein antiferromagnetisches Magnon sondern um StrearzdstZweielS = 1/2-Spinonen
handelt, wurde erst 1981 von L. DABDEEV und L. A. TAKHTAJAN gegeben [12]. Neben

der XXX-Kette konnten auch weitere Spin-Modelle auf diese Weisesgelierden, wie
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etwa der anisotrop&XZ-HEISENBERGANtiferromagnet von den Getdérn C. N. und C.
P. YANG im Jahre 1966 [19, 20, 21] oder 1972/73 d&&Z-Modell von R. J. BXTER [22]
sowie J. D. dHNSON S. KRINSKY und B. M. McCoy [23].

Der Koordinaten-BTHE-Ansatz eignet sich auch zuroking eindimensionaler, stark
wechselwirkender Systeme von Bosonen und Fermionen. So bestimmten 1963 EEBH. L
und W. LINIGER die Grundzustands- und C. N. und C. ANG 1969 die thermodynami-
schen Eigenschaften des eindimensionalersBGases mit)-Potential-Wechselwirkung
[24, 25]. Im Jahre 1968 leiteten daraus E. HE®& und F. Y. WU die L6sung des
eindimensionalen HBBARD-Modells ab [26], dessen thermodynamische Eigenschaften
1972 von M. RRKAHASHI mittels der StringHypothese bestimmt wurden [27]. C. K.
LAl fuhrte 1974 ein integrables Quantengas-Modell ein, das dem supersymmetrischen
t-JModell entspricht [28]. Im darauffolgenden Jahr berechnete BTHERLAND die
BETHE-Ansatz-Gleichungen uf” ein generalisiertes multi-komponentiges Quantengas
und zeigte, dal3 Aische Losung teilweise inkorrekt war [29]. Ein weiteres zu dieser
Klasse gebiendes Modell ist das &nDo-Modell, das 1983 von A. M. $VELIK und

P. B. WIEGMANN sowie von N. ANDREI, K. FURUYA und J. H. LOWENSTEIN gelost
wurde [30, 31].

Ende der siebziger Jahre bagdeten E. K. BLYANIN und L. D. FADDEEV die Quanten-
Inverse-Streumethode — eine umfassendeufinfiig in die grundlegenden Konzepte fin-

det man z.B. in [15]. Ihr Ziel war es, ein quantenmechanisches Analogon zu der klassi-
schen Inversen-Streumethode zu entwickeln, eine Methode, die sehr erfolgreich auf nicht-
lineare klassische Probleme wie etwa dieRCEWEGDEVRIES- oder die nichtlineare
SCHRODINGER-Gleichung angewandt wurde [32]. Die klassische Inverse-Streumethode ba-
siert darauf, dal3 die lokalen (physikalischen) Felder, die einer nichtlinearen Evolutionsglei-
chung gengen, auf sogenannte Streudaten eines Hilfsproblems abgebildet werdsmk™
deren Zeitentwicklung durch eine lineare Differentialgleichung gegeben ist. Die nichtlineare
Evolutionsgleichungudi die physikalischen FeldeaRt sich dann wie folgblsen: Man bildet

fur =0 die Anfangsbedingungen der lokalen Felder auf die entsprechenden Streudaten ab,
benutzt deren lineare Zeitentwicklung und wendet abschlie3end die Inverse-Abbildung an,
um aus den Streudatearfi > 0 wieder die dazu korrespondierenden Felder zu gewinnen.
Eine zentrale Rolle in diesem Formalismus spielt die sogenannte Monodromiematrix, die
die lineare Evolution der Streudaten bestimmt und deren Elenubeiecinfache Bisson
Klammern miteinander verkipft sind.

Die Quanten-Inverse-Streumethoddi sich aus der klassischen Inversen-Streumethode
folgendermalien ableiten: Ersetzt man da@$sonKlammern durch Kommutatoren, so
entsprechen den Matrixelementen quantenmechanische Operatoren, die die sogenannte
YANG-BAXTER-Algebra aufspannen und die die Quanten-Monodromiematrix bilden.
Ordnet man die Strukturkonstanten dieser Algebra als Matrix an, die im weiteren Verlauf
als R-Matrix bezeichnet wird, so aufit diese die bekannte ANG-BAXTER-Gleichung.
Zusammen mit der dazu assoziierteAN;-BAXTER-Algebra bildet dieR-Matrix die
Grundlage der Quanten-Inversen-Streumethode. Im allgemeineralterdie” YANG-
BAXTER-Algebra eine nicht-triviale kommutierende Unteralgebra, die von der Spur der
Quanten-Monodromiematrix generiert wird. Die Elemente dieser Subalgebra lassen sich
als kommutierende Operatoren eines physikalischen Systems interpretieren, wobei ein



Element mit dem HMILTON -Operator identifiziert wird, meistens die logarithmische
Ableitung der Quanten-Monodromiematrix. Die gesamte kommutierende Subalgebra und
somit auch der WMILTON -Operators des physikalischen Syste@dst|Sich mit Hilfe des
algebraischen BTHE-Ansatzes diagonalisieren, der nur auf den Kommutatorrelationen der
YANG-BAXTER-Algebra und der Existenz eines Pseudovakuums beruht.

Das Quanten-Inverse-Streuproblem, d.h. die Bestimmung der Inversen-Abbildung, die den
Zusammenhang zwischen den lokalen, physikalischen Operatoren und den Elementen der
Quanten-Monodromiematrix herstellt, konnte erst vor kurzemeine bestimmte Klasse

von Modellen gedst werden [33]. Bisdatolie3en sich daher im Rahmen der Quanten-
Inversen-Streumethode ausschlie3lich globale (statische), aber keine lokalen (dynamische)
Eigenschaften des zugrundeliegenden Systems bestimmen, auch wenn es per Konstruktion
exakt bsbar ist. In den achtziger Jahren wurde ein Verfahren entwickelt, das Ideen und Vor-
hersagen der konformen Feldtheorie und ¥amite-SizeUntersuchungen kombiniert, mit
dessen Hilfe sich das asymptotische Verhalten von Korrelationsfunktionen eines kritischen
Systems i grol3e Absiinde und grol3e Zeiten berechnaftl[6, 34, 35, 36, 37]. Bekann-

te, physikalisch relevante Modelle, die mittels der Quanten-Inversen-Streumethode und des
algebraischen BTHE-Ansatzes konstruiert und get'werden kinnen, sind unter anderem

die unterschiedlichen Spifi=1/2-HEISENBERGKetten [15], das supersymmetrisché-

Modell [38] und die SpinS-TAKHTAJAN -BABUJIAN-Ketten [39, 40, 41].

In dieser Arbeit soll eine dotierte Spi= 1-Kette betrachtet werden. Ausgehend von einer
gl(2]1)-invarianten losung der graduiertenAXG-BAXTER-Gleichung, die zu deatypi-
schen[1], -Darstellung der Superalgebgd(2|1) korrespondiert [42],dRt sich im folgen-
den Kapitel mit Hilfe der Quanten-Inversen-Streumethode und des algebraisemeiz-B
Ansatzes ein verallgemeinertes, supersymmetristtiddodell konstruieren, arnlich eine
exakt bsbare Spirs' = 1-Kette, die mit frei beweglichen Spifi = 1/2-Storstellen dotiert

ist. Zurachst wird das Konzept graduierter Vektrmie und Superalgebren vorgestellt, das
die korrekte Behandlung der bosonischen und fermionischen Modellfreiheitsgrade garan-
tiert — im Fall der dotierten Spify = 1-Kette sind die Triplettzusiide bosonischer und die
Doublettzustnde fermionischer Natur. Die diskretere BiE-Ansatz-Gleichungen lassen
sich analog zum supersymmetrischtehModell mittels eines iterierten\ested, algebrai-
schen ETHE-Ansatzes ableiten. Der AlILTON -Operator der dotierten Spiti= 1-Kette

und die dazugatrigen Energie- und Impulseigenwerte bestimmt man mit Hilfe eines ver-
allgemeinerten Fusionsverfahrens [43, 44, 45].

Im dritten Kapitel werden die statischen Tieftemperatureigenschaften der dotierten Spin
S = 1-Kette in Abrangigkeit von der St'stellenkonzentration und einesmi3eren Magnet-
feld untersucht. Um den thermodynamischen Limes (Systeflegt”— oc) der BETHE-
Ansatz-Gleichungen sowie der Energie- und Impulseigenwerte kontrolliert dinremf”
zu konnen, wird die von M. AKAHASHI und C. N. und C. P. XNG entwickelte Me-
thode des thermodynamischemBiE-Ansatzes auf das Modell angewandt [27, 46]. Da-
mit lassen sich zweaduivalente, nichtlineare, gekoppelte Integralgleichungssystame f*
die sogenannte®ressed-Energieableiten, die man auch als thermodynamisclee H:=-
Ansatz-Gleichungen bezeichnet. Obeessed-Energidassen sich als Quasiteilchearizler
interpretieren, und man findet, daGr fbeliebige Stistellenkonzentrationen uralRere
Magnetfelder nur maximal drei dieser Quasiteilchemiiér masselose Anregungen besit-
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zen lonnen. kit tiefe Temperaturen vereinfachen sich die thermodynamisclEmB
Ansatz-Gleichungen weiter, und man ist in der Lage, das magnetische Grundzustands-
Phasendiagramm des Modells in Abigigkeit von denmaufl3eren magnetischen Feld und

der Sorstellenkonzentration bzw. des chemischeor&€llenpotentials zu berechnen. Bei
konstanter Sitrstellenkonzentration und mittleren Magnetfeldern tritt ein nicht-triviales Pla-
teau in der Magnetisierungskurve auf, d.h. der Grundzustand in dieser Phase korrespon-
diert nicht zu dem ferromagnetisch geordneten Zustand. Das besondere daran ist, daf3 sich
der Wert dieses Plateaus kontinuierlich in Ablgigkeit von der St'stellenkonzentration
verdndern &3t [47], im Gegensatz zu den bisher bekannten Plateauphasen in diversen Spin-
systemen [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56]. Mittlerweile wurdeabmiches Verhalten bei
verallgemeinerten HBBARD-Leitern beobachtet [57, 58].

Gegenstand des vierten Kapitels sind die dynamischen Eigenschaften der dotierten Spin
S = 1-Kette bei tiefen Temperaturen, insbesondere der Spin-Spin-Korrelationsfunktionen
und der damit verbundenen magnetischen Anregungen. Dies geschieht mit der bereits
erwahnten, auf konformer Feldtheorie uRthite-Size-Scalindgpasierenden Methode [6, 34,

35, 36, 37]. Im ersten Abschnitt werden dazu die im weiteren Verlaubtiogteih Grundla-

gen der konformen Feldtheorie aufghft und kurz edutert. Danach werden dfénite-
SizeKorrekturen der dotierten Spif = 1-Kette mit Hilfe der EJLER-MACLAURIN-
Summenformel berechnet. Das asymptotische Verhalten der physikalischen Korrelations-
funktionen fir grof3e Absiinde und tiefe Temperaturen sowie die Skalendimension und der
konforme Spin des korrespondierenden physikalischen Operators lassen sich aj5-den
Korrekturen des Anregungsspektrums bestimmen [13, 14]. Von besonderem Interesse ist
das Verhalten de§:-Operators, da dieser an dasRere Magnetfeld koppelt, das bei kon-
stanter Stistellenkonzentration der einzige freie, externe Parameter des Modells ist. Man
findet, daf3 in der Bfie der Plateauphasen die magnetischen Anregungen massiv werden, da
der SZ-Operator an diesen Stellen relevant wird. Dieses Verhalten der niederenergetischen
magnetischen Anregungealdt sich im Rahmen einesnNg-GoRDON-Modells vollséndig
erklaren.

Abschlie3end werden die Ergebnisse nocheinmal zusammenfassend dargestellt und ein kur-
zer Ausblick auf offen gebliebene Fragestellungen gegeben.



KAPITEL 2

Konstruktion des integrablen Modells

In diesem Kapitel soll mittels der graduierten Quanten-Inversen-Streumethode eine integ-
rable, mit frei beweglichen Spifi = 1/2-Storstellen dotierte Spiy = 1-Kette konstruiert
werden, bei der es sich um eine Verallgemeinerung des supersymmetris¢éModells
handelt. Ausgangspunkt der Quanten-Inversen-Streumethode ist im Gegensatzunlidem
chen Vorgehen bei Streughdmenen nicht der dem Modell zugrunde liegend@HTON -
Operator, mit dessen Hilfe man dann die entsprechenden Streuamplituden berechnet, son-
dern die sogenannteAXG-BAXTER-Gleichung. Diesedft sich als eine Konsistenzglei-
chung fir die Streumatrizen eines Drei-Teilchen-Streuprozesses auffassen, bei dem die Teil-
chen nur paarweise miteinander wechselwirken und die Reihenfolgealse B¢ine Rolle
spielt. Ausgehend von eineokingl der YANG-BAXTER-Gleichung lassen sich kommu-
tierende Transfermatrizen, einesL-Platz-Vertexmodells konstruieren. Durch logarithmi-
sches Differenzieren vofy, erhélt man den integrablen AMiLTON -Operator¥ des Mo-

dells, der tir den Fall, dalX einen sogenanntehift-Punkt besitzt, sogar lokal ist, d.h. nur
Nachste-Nachbar-Wechselwirkungsterme atttlDie Eigenwerte der Transfermatrizen und
damit auch des WMILTON -Operators werden mittels des algebraisch&THg-Ansatzes
bestimmt [15, 59, 60].

Um integrable Modelledi wechselwirkende Elektronensyteme zu konstruierenotign™

man supersymmetrisch@klingen der XNG-BAXTER-Gleichung, da dies die korrekte Be-
handlung der bosonischen und fermionischen Freiheitsgrade garantiert. Man sucht daher
L-Operatoren, die invariant unter einer Superalgebra sind und auf dem Tensorprodukt zwei-
er graduierter Vektoatime operieren, die ihrerseits mit den verschiedenen Darstellungen
der Symmetriegruppe verkpft sind. Das bekannteste Beispiele hierfst dasgl(2|1)-
invariante, supersymmetrisciteg-Modell H, ;, das auf der fundamentalen dreidimensio-
nalen 1], -Darstellung aufbaut [61, 62]. Basierend auf derrTBERLANDschen-lo5ung

von H,_; kann man eine Klasse voyi(2|1)-invarianten losungen der XNG-BAXTER-
Gleichung konstruieren [29, 44, 45]. DiesedLingen unterscheiden sich lediglich in der
Wahl der Darstellung degl/(2|1) fur die lokalen Quanteatimen?,,: So korrespondiert
die dotierte SpinS = 1-Kette zu deratypischepfunfdimensionaleni]-Darstellung der
gl(2]1). Der lokale HLBERT-Raum des Modells besteht aus einem bosonische&n)-
Triplett und einem fermionischesi(2)-Dublett. Die Eigenwerte der zugetigen Trans-
fermatrizen kann man wie im Fall des supersymmetris¢chellodells mit Hilfe eines ite-
rativen (sogenannteNested algebraischen BrHE-Ansatzes dsen [28, 29, 38, 63]. Dies
fuhrt auf die diskreten BTHE-Ansatz-Gleichungeruf'die Spektralparameter.

Da der£-Operator fir [1] . aufgrund der unterschiedlichen Dimensioraliton Hilfs- und
Quantenraum kein Permutationsoperator sein kann und damit k&imérPunkt besitzt,
laf3t sich der lokale WMILTON -Operator der dotierten Spih= 1-Kette nicht direkt aug
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berechnen. Mit Hilfe der Fusionsmethode kann man jedochCaeisen zusammengesetz-
ten L °-Operator konstruieren, der auch im Hilfsraum dieffimensionalél ], -Darstellung
der g/(2]1) aufweist und einerShiftPunkt besitzt [15]. Ausgehend von der afi$ abge-
leiteten Transfermatrix;” kann man damit den kMiLTON -Operator der dotierten Spin
S =1-Kette und dessen Eigenwerte bestimmen.

2.1 Graduierte Vektorraume und Operatoren

In diesem Abschnitt sollen die grundlegenden Eigenschaften und Zusamangenkon
graduierten Vekt@imen und Superalgebrgi(n|m) erarbeitet werden, um mit Hilfe der
Quanten-Inversen-Streumethode auch exadtbdie Modelle wechselwirkender Elektronen
konstruieren zu @&rinen [64, 65, 66, 67]. Diese Modelle weisen naturgBreéwohl fermio-
nische als auch bosonische Freiheitsgrade auf. Der unterschiedliche Charakter der fermio-
nischen bzw. bosonischen Zagstle &3t sich in diesem Formalismus durch eine Graduie-
rung beticksichtigen: Man versieht den lokalen Zustandsraum mit einer weiteren Struk-
tur, der sogenannten Pattbzw. dem Grad, die die fermionischen von den bosonischen
Freiheitsgraden unterscheideurFéinen endlich dimensionalen Vektorraugi™™ mit

Y in) =y @V und dimVy = m, dimV; = n ist die Paritit [-] wie folgt definiert:

[]: Vi = Zs; [v;] =1, v; € Vymiti=0,]1. (2.1)

Einen solchen Vektorraurfiy ™™ [.]} nennt man einefZ,-graduierten Vektorraum oder
Superraum, die beiden UntatrineV; sind die homogenen Komponenten voi™™). Die
jeweiligen Elemente von, (V;) werden als bosonische (fermionische) bzw. als gerade
(ungerade) Zusitride bezeichnet.

Ausgehend von dem Zustandsrawi”) des Modells wird im achsten Schritt das Kon-
zept der Graduierung auf die Gesamtheit der physikalischen Operatoren, d.h. auf den
Endomorphismenringind(V (")) erweitert. Wahlt man eine Basi#,, ...y des Super-
raumsV(™") mit einer wohldefinierten Pa&t, wie z.B.By(mn = {eq € VM |a =
L.,n+m;etes =06%,[ea] =[a] =0, a=1,...,n,[a] =1, a=n+1,..,n+m},

so kann man die dazu korrespondierende B&kig . (nim) = {ef = e efla,B =
1,..,m+nund el e, = e,07} des(n + m)?-dimensionalen Vektorraumsnd() I"))
ableiten. Die auB3y,, 4, 1)) definierte Paratsfunktion|:]

['] : Bepay ominy — Za [ef]=[a] +[B] (mod 2), o, B=1,...m+n, (2.2)

induziert eine Graduierung aiifnd(V ™I")) . Ein Elementd=3"_ , Age/ € End(V (™"
nennt man homogen vom Grad], wenn es der Gleichung

(_)[aH[B}Ag — (_)[A}Ag (2.3)

genugt. Da bei der Multiplikation von zwei homogenen Elementen3 die Homogeniat
gemalR[AB] = [A]+[B] erhalten bleibt, entspricht der mit der durch (2.2) definierten&arit”
versehene Endomorphismenrifgd () (™™)) gerade eineZ,-graduierten, assoziativen Al-
gebra [42].
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Zusitzlich zu der Paritt 1aRt sich auf den homogenen Elementen y@md(V (™"): -]}
eine weitere Struktur definierenamlich den Superkommutatpr -|.:

[A,Bl: = AB— (—)M1IBIBA. (2.4)

Durch lineares Erweitern der Definition (2.4) in beiden Argumentenfzul(V (™),
kann man wieublich aus der Gruppe der invertierbaren Elementé&(n|m) von
{End(V ™). ]} die dazugebiige LIE-Superalgebrgl(n|m) ableiten [42]. Die ii diese
Arbeit berotigten Eigenschaften dei(2|1), wie z.B. die Generatoren, Superkommutator-
relationen oder Darstellungstheorie, sind in Anhang A zusammengestellt [61, 62].

Will man das Konzept der Graduierung auf dagache TensorproduKtEnd (Y (min)]eF
ubertragen, so findet man in der Literatur unterschiedliche Definitionen bzw. Notatiomen f~
das Tensorprodukt [38, 67]. Um eineroglichst grof3en Grad an Transparenz zu erreichen,
wird in dieser Arbeit explizit zwischen einem normalen (ungraduierten) Tensorprodukt
und dem (graduierten) Super-Tensorprodakt unterschieden. Analog zu dem oben be-
schriebenen Vorgehen kann man auch die Bagis;y (ninyor = {efro..@el |a;, B =
1,..,m+nmiti=1,.., L} von[End(Y ™)L mit einer Graduierung versehen:

L
[ 2 Bipa omimyor = Zo s [efF @ @efli] =) ([a] +[3]) (mod 2).  (2.5)
=1
Die homogenen Elementé = A e/r @ ... @ e von [End(V (™I")]®F der Paritit
[A], wobei hier wie im folgenden die IESTEINSche-Summenkonvention verwendet wird,
mussen dann einer generalisierten Form von Gleichung (2. 3)ggen”

L ; ; al...a 1.
(_)Zi:l([O‘z]'i'[ﬂz])Aﬁlmﬁj — (_)[A]Aﬂl...ﬂf' (2.6)
Im Gegensatz zu dem normalen Tensorproduktitiesichtigt das Supertensorprodukt

die Graduierung voifnd(V (™) und ist fir zwei Elemented und B wie folgt definiert:

(A@s B)gl 52 = Ag;ng(_)([al]ﬂﬂl])[az}’ (2.7)

d.h. es gilt(4A; @g By)(As @5 Bs) = A1 Ay @ B1Bs. Neben dem IdentitSoperatoy auf

Y mim ey tmin) d.h. 151 02 = 631652, spieltin der Quanten-Inversen-Streumethode auch der
Permutationsoperatadf eine zentrale Rolle. Wegen der Graduierung des Zustandsraumes
Y (m") sind die Matrixelemente voH gegeben durch

Hgll g; = 5;421 5;;12 (_)[61}[/321 (2.8)

und entsprechen somit bosonischen bzw. fermionischen Vertauschungsregein.

2.2 Graduierte Quanten-Inverse-Streumethode

Ziel der Quanten-Inversen-Streumethode ist die Konstruktion von eindimensionalen exakt
losbaren quantenmechanischen Gitter-Modellen. Die zentralen Objekte dieser Methode, wie
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z.B. R-Matrix, £-Operator, Monodromie-Matrig; und Transfermatrix;, operieren auf
drei unterschiedlichen Arten von Vektarrinen: Den lokalen Zustandsmmen?,, korre-
spondierend zu je einem Gitterpunktdem globalen HBERT-RaumH = H; x ... X H;
und einem sogenannten Hilfsraum™™ . Um im weiteren Verlauf diese&®ime einfacher
unterscheiden zuddnen, werden die Indizes der Quantanrie mit griechischen und die
des Hilfsraumes mit lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Der Ausgangspunkt der Quanten-Inversen-Streumethadevéchselwirkende Elektro-
nensyteme sindR, L, )-Paare, die der lokalen, graduiertemNG-BAXTER-Gleichung
genigen [15, 59, 60]:

R()‘ - :u) En()‘) Qs ﬁn(u)] = [ﬁn(:u) ©s £n()‘) R()‘ - :u)' (29)

Dabei soll einerseit® eine invertierbare Matrix vom Grad Null sein, diiR] = [R;'>] =
[a1]+[as]+[b1]+[bs] = 0, die auf dem Vektorraum (™) x V) (mn) gperiert, und andererseits
sind dieL,, operatorwertigém + n) x (m + n)-dimensionale Matrizen, deren Matrixele-
mente auf dem jeweiligen lokaleniEBERT-Raum #H,, wirken. Ferner BirngenR-Matrix
sowieL,,-Operatoren noch von einem sogenannten Spektralparamateund das in (2.9)
auftretende Supertensorprodukt bezieht sich ausschlie3lich auf die beiden Hdtsrie.
Verwendet man die KomponentenschreibwetgeGleichung (2.9), so edit' man:

RN = )it &2 La(A)gr S L) B (=) el

c1c2 b1, Yn

= La(u)el 51 La(Ner 3r RN — pt gz (=) fentlenllea], (2.10)

1, T c2, Bn
Fur das weitere Vorgehen seien die lokaleng£RT-Raume?,, isomorph zueinander. Aus-
gehend von degd,,-Operatoren konstruiert man inacfisten Schritt die Monodromie-Matrix
7.(A) eines homogeneh-Platz-Vertexmodells:

TL()\) = ﬁL(/\)ﬁL—l()‘)---EZ(/\)ﬁl(/\)v (2.11)
in Komponenten:

T (555 = LLOVE 5 Con N 5 e Lo 5 L1

x (=) Zi=(log1+81) i el (2.12)

In diesem Zusammenhang bedeutet homogen, afur von einem einzigen Spektral-
parameter\ abhangt. Anhand von Gleichung (2.12) sieht man, daB\) eine operator-
wertige, (m + n) x (m + n)-dimensionale Matrix ist, die nicht-trivial auf dem globalen
HILBERT-Raum# wirkt, 7,(\)f € End(Hr) @s ... @5 End(H,). Mit Hilfe der lokalen
YANG-BAXTER-Gleichung (2.9) und der Invertierbarkeit d@rMatrix kann man leicht zei-
gen, daf? auch die Monodromie-Matfix(\) einer sogenanntentertwiningRelation bzw.
graduierten, globalenANG-BAXTER-Gleichung geangen muf3 [15]:

RO - W) | TN s Telw)] = [Tl @s TW|RO - ). (213)

Bildet man beaglich des Hilfsraume¥ ("1™ die Superspur der Monodromie-Matffx (),
so erlalt man die sogenannte Transfermattix\):

m+n
(NG = Z (=)l TNy }g;;;;gﬁ € End(Hy) @s ... s End(Hy). (2.14)

a=1
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Eine unmittelbare Konsequenz der globalexsNg-BAXTER-Gleichung (2.13) ist, dal3 zwei
Transfermatrizen mit beliebigen Spektralparametern miteinander kommutieren:

[7r.(A), 72.()] = 0, (2.15)
insbesondere gilti jede analytische Funktioft
[f(7(A\), 72.()] = 0. (2.16)

Im folgenden soll nun eine bestimmte Klasse vorosurfigen der graduierten
YANG-BAXTER-Gleichung (2.9) mher untersucht werden. Ausgehend von der
IntertwiningRelation (2.13) kann man wegd; = Il;5Ilx3 115, = Tly3 15 I3 mit
Vix Vyx Vs D590 x Vy x Vy, Ry, = R(A— p1), doh,

T = Tu(\) @s To(n) ©s To(v) (2.17)
= R} @ I] Rap Os J]TLW
::'R;}®51} f”[RNL®SI]

_ :R;; ®Sl] [[@sR;j] [R;j ®Sl] T [RW®SI] [[@snky] [RM@S}]

_ :I®5R;j] [R;j @SI] [[@SR;,}]TLW [I@SRM] [RM®SI] [[@SRW],

zeigen, dafR der folgende Konsistenzgleichung, auch Quanteand-BAXTER-Gleichung
genannt, gemgen muf3 [38]:

[I®5RM] [RM@@SI] [1®SR,W] - [R,W@SI] [1®5RM] [RM@)SJ]. (2.18)

Da die R-Matrix homogen vom Grad Null ist, treten trotz der Graduierung Vo™ x
Y (mn) keinerlei Minuszeichen auf, wenn man (2.18) in Komponenten ausschreibt:

RO = @) & RO = v)p &2 R(u— )2

c2 C3
= R(u =)l RO= )2 2RO = it i2. (2.19)
Die besondere Bedeutung von (2.18) besteht darin, dal3 orgledé LosungR mittels
L = IIR ein (R, L£)-Paar konstruieren kann, das die lokaleNG-BAXTER-Gleichung
(2.9) ertillt. In diesem speziellen Fall sind der lokal&lHERT-Raum?,, und der Hilfsraum
Y (m") isomorph zueinander. Wie man leicht naakferi kann, 65t die folgendeéR-Matrix
Gleichung (2.18):

R(A) = bAI +a(MIT, mit a()) = und b(A) = 5. (2.20)

A1

Der dazugebrige £-Operator ist dann gegeben durch

L) = a(\)I+ b, (2.21)
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wobei wieublich I der Einheits- undl der graduierte Permutationsoperator &if*") x

Y (mn) ist. Da der£-Operator (2.21)di A = 0 einen sogenannteBhift-Punkt besitzt, d.h.
L£(0) =TI, erkélt man durch logarithmisches Differenzieren der korrespondierenden Trans-
fermatrix 7;, an diesem Punkt den A1ILTON -Operator des Modells, der ausschlief3lich
Nachste-Nachbar-Wechselwirkungsterme atth”

H o= ——m(@(A))‘ =Y Hiisn. (2.22)

2.2.1 gl(2|1)-invariante L dsungen der Yang-Baxter-Gleichung

Ziel dieses Abschnitt ist es, eine Klasse vgii2|1)-invarianten losungen der XNG-
BAXTER-Gleichung (2.9) zu finden. Ausgangspunkt ist dieTSERLANDSChe Losung des
supersymmetrischeir}Modells, die zu der BFF-Graduierung korrespondiert[29, 38]: Der
lokale HLBERT-Raum#,, ist isomorph zuC? und wird durch die drei Vektorea, = |0),

es = ||) sowieez = |1) aufgespannt, wobel| = 0 und[2] = [3] = 1. Diese Graduierung
impliziert, daf3 sich die durch (2.20) gegebédeMatrix des Modells als:

1000 O 0 0 O 0
0b 0 a O 0 0 O 0
000b 0 O 0 a O 0
0 a 00D O 0 0 O 0

- 0000 O b 0 —a 0
00 a 0O O 0 b O 0
0000 O —a 0 b 0
0000 O 0 0 0 b—a

und der dazugedrige £-Operator (2.21) als:
a(A) +b(N\) e b(\) ey b(\) ey
£[$]+()‘) = b(\) ef a(A) — b(A) e —b(\)ef (2.24)
b(\) e —b(N) e  a(N)—b(\)ed

darstellen &f3t. Es gibt noch zwei weiteragiivalente bsungen des supersymmetrischen
t-JModells, die auf C. K. lal und P. $HLOTTMANN sowie auf F. H. L. ERler und V. E.
KOREPIN zurickgehen und zu einer alternativen Graduierung korrespondieaetiichder
FFB- bzw. FBF~Graduierung [28, 38, 68].

Verwendet man die in Anhang A aufgdfiten [1] -Matrixdarstellung dergl(2[1)-
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Generatoren, so kann man dég]+-0perator (2.24) auch wie folgt schreiben:

A+ 2B iW2W i2W
[2}4‘ [§]+ [5}4—
1 e o 5 A
Y Z\/ﬁv[%]i A+ Z(B[%H + S[$]+> —ZS[%]+
_ . i — _ . /\7 . A _ /\z
W2y, Wy, A+i(Bry, — Sy,

Desweiterendl3t sich zeigen, dal3 der aus (2.25) abgeleffe@perator mit defR-Matrix
(2.23) die lokale XNG-BAXTER-Gleichung (2.9) exdllt, solange man nur eine irreduzible
Darstellung fir die g/(2|1)-Generatoren verwendet [45]:

A+ 2iB iV2W i2W
LO)=| W2Vt A+i(B+5%) —iSt . (2.26)
—iV2V —iS~ A+i(B - S?)

Die gl(2|1)-Invarianz folgt aus der Tatsache, daf’ sich ddDperator (2.26) auch als ein
Supertensorprodukt desa€IMIR-Operatorsik’s schreibendfdt, vgl. Anhang A [61, 62]:

L) = NI (2.27)
3 ®SB—2321 Rg SA'Z—S'JE Rg S-S Rg St
1+ [5]+ [3]+ +

—i[2B; n
. Xs VT o+ 2‘77+ ®g Wt — 2V++ Rs W_]

+ 3 (3] [5}

(3]

(Ml

2.3 Algebraischer Bethe-Ansatz

Beschankt man sich auf diatypischen4S + 1)-dimensionaleriS],-Darstellungen der
gl(2]1)-Generatoren im Quantenraum, sf¥t'sich ausgehend von defrOperator (2.26)
eine integrable Familie von generalisierten supersymmetristdénodellen ableiten. Es
handelt sich dabei um Spift-Ketten, die mit frei beweglichen Spirb — 1/2) Storstellen
dotiert sind und die man in analoger Weise wie das supersymmetristliodelle l6sen
kann: Das Spektrum der Transfermattixsowie die diskreten BTHE-Ansatz-Gleichungen
werden mit Hilfe eines iterativen, algebraischerTBE-Ansatzes hergeleitet [28, 29, 38,
63].

Fur die Konstruktion des sogenanntdlestedBETHE-Ansatzes beotigt man ausschliel3-
lich die Existenz eines Pseudovakuumi® und die IntertwiningRelation (2.13). Die
Monodromie-Matrix7;, (2.12) ERt sich als ein¢3 x 3)-Matrix im Hilfsraum darstellen,
deren Eintage Operatoren sind, die auf dem globalend#RT-Raum# wirken:

~

AN Ap(\) B\
T\ = (421@) Ap(N) BQ(A)). (2.28)

Ci(A)  Co(A) DN
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Aufgrund der globalen XNG-BAXTER-Gleichung (2.13) und der speziellen Form der
Matrix (2.23) erlalt man die folgenden verallgemeinerte Kommutatorrelationendié
Komponenten vory; :

b(M2) T (A)5t To(No)p2 + (=)l tlonlioad+loallond g (01 0) T (A)52 T (Na)f =

b(M2) Tr (M) To(An)g2 4 (=) llbel bnllazllballacl g (3 o) 77 (N) 8 T (A )52

Allerdings bemtigt man fir die weiteren Rechnungen ausschlief3lich:

) . A
Ap(M)Ca(N) = (_)[a]mﬂamb}w

a()\lg
(—){lere ey Z(&Z) () Age(e),
o L b0 A
D(M)Ca(A2) = aOm) Ca(A2)D(A1) + “Oot) Ca(AM)D(A2), (2.29)

Co(M)Ch(X2), = rrp(Aar)lh Ch(Aa)Ci(Ar).
Die beiden(4 x 4)-dimensionalerR-Matrizenrz undr 5 sind gegeben durch
TBF()\) = b(/\)] +Cl(/\)HBF und TBF()\) = b(/\)] +Cl(/\)HFB, (230)

wobei Iz bzw. IIpp der zur Graduierungl] = 0, [2] = 1 bzw.[1] = 1, [2] = 0
korrespondierende graduierte Permutationsoperator ist [38].

Wahlt man den undotierten und volsidig polarisierten Zustard) @ ... @ |0) mit [0) =
|S, S, S) als Pseudovakuum), so sieht man auf Grund von

A+ 2iS 0 0
L)y = 0 A+2iS 0 |]0), (2.31)
—iV2V-  —iS— )\

daR die Monodromie-Matrif;, (2.28) auf den Referenz-Zustatid) wie folgt wirkt:

(A +2iS)" 0 0
T.NQ) = 0 (A +2i9) 0 ||). (2.32)
(N Co(\) A

Das bedeutet, das Pseudovaku@ist ein Eigenzustand zum Eigenwért\)” der Trans-
fermatrix 7,

L(A) = Au()\) - 12122()\) - D()‘) (2.33)

Der OperatorC;, angewandt aufQ)) erzeugt eine 9rstelle, veihrend(, einen Spinflip
bewirkt. Fir die weiteren Eigenzustde der Transfermatrix,, die durch die Anzahl der
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Storstellen N, und die Magnetisierung/* = LS — 1N, — N, charakterisiert werden,
verwendet man den Ansatz

A Ml FY = Coy(M)..Cl, () [ Q) FOn01 (2.34)

mita; = 1,2 undn = N, + N,. Die AmplitudenF*»-% sind zurdichst einmal unbestimmte
Funktionen in den Spektralparameter ..., \,,. Mittels der generalisierten Kommutator-
relationen (2.29) kann man nun berechnen, wie die Diagonalelement&;vanf einen
solchen Zustand (2.34) operieren. Man findet [38]:

n

N - - 1 .
D(p)| A M| F) = (=) F| M A F)
]1:[1 alp — Az)
erwinschter ‘Trerm = diagonal
n (2.35)
+) (At G, ch )[0) Fan-ar,
k=1
. ]ik 7
unerwinschter Term = nicht diagonal
und:
[Au(M) - 12122( >]|)\1 )\ |F> (2.36)
(u + 2i8)" H ch, M)|0)7, D ()b pan-an
j= 1@ J =1

J/

erminschter Term diagonal

2 (A Co HCb N0y
k=1
J#k

J/

unerwischter Term = nicht diagonal

Anhand dieser beiden Gleichungen sieht man, dal3 éeHB-Ansatz-Zustand (2.34) ein
Eigenvektor der Transfermatrix, (2.33) ist, wenn sich die unemm$chten Terme gegensei-
tig wegheben

[(Ag)hbn — (Ry)br-bn | pron—ar = (2.37)

@1 .-G ay...a

und die unbekannten Amplitudeii®~-%1, die man als Komponenten eines Vektédtrsaaus
dem Zustandsraum des Modells auffassen kann, den folgenden Gleichunggemen”

~ L
-\ ~
Foren = — [ 25 [FD ()l k=1, (2.38)
)\k + 2iS
Man kann zeigen, daR sich ausgehend von @B, £))-Paar
RO = b(A)G) 672 4 (— )l ol tlmllazl g (x) 501 502 (2.39)

LY = b(MNgp +a(N, (2.40)
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das der folgenden graduierta NG-Baxter-Gleichung geugt
ROM = [V @ £ ()| = £ & LON|ROO-p)  (24D)

mit (A ®@° B)‘““2 A‘“B“?( Y[al+b)(el+1) " eine (4 x 4)-dimensionale Monodromie-
Matrix 7, '(A) = ci" A= A) @ ... ®° ﬁ(”()\ — )\,) eines inhomogenen Platz-
Vertexmodells konstruieral3t [38]. Wegen der Invertierbarkeit vV erfiillt 7, eine
globale YANG-BAXTER-Gleichung

ROM =) | TON @S TOw) | = [TO 0 @S O |[ROA - (242)

und die zugebrige Transfermatrix ist geradg"). Wahlt man den Zustan@) © ... [0) mit

0) = (0,1)7 als neues Pseudovakuuf®), so kanns" mit Hilfe eines zweiten lfestey
algebraischen BrHE-Ansatzes diagonalisiert werden. Die Amplitudéfr-“! entsprechen
gerade den Komponenten der Eigenvektoren #ON, die durch einen zweiten Satz von
Spektralparameter{va}a 1, den sogenannten@stellen-Rapidaten, charakterisiert wer-
den.

Ein Zustand;\l, . 5\”|F> (2.34) ist somit nur genau dann ein Eigenvektor der Transferma-
trix 77 (1) (2.33) zum Eigenwerd

(M‘{/\ PR A A 1> = Nhﬁvl

W= Vo +1 Nh+l/~\«—u+i
+(p + 2iS) LH_iay 1- H ﬁ ) (2.43)
@ j=1 J

wenn die Spektralparametief = \;—iS undry, = v, —1S+1i/2 den sogenanntenes HE-
Ansatz-Gleichungen gegén [45]:

N+is\h N’ﬁ“ A= Ap i ﬁ)\j—va—i/Q
)\j—iS P )\j—)\k—iazl)\j—l/a—i-i/Q
k#j
J=1,...,Ny+ N, (2.44)
Nh+NJ, ]
/\k +Z/2
1 = _ 1,.., N, 2.45
H - )\k - 2/2 “= h ( )
k=1
Setzt manS = 1/2, d.h[S]y = [5]+, so erfalt man die $THERLANDSche Form der

BETHE-Ansatz-Gleichungenuf’das supersymmetriscierModell [29]. Der FallS = 1
korrespondiert zu der dotierten Spi = 1-Kette [69, 45], deren thermodynamische
Eigenschaften in den nachfolgenden Kapitel untersucht werden sollen.
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2.4 Hamilton-Operator der dotierten Spin S =1-Kette

Abschlie3end soll der kviILTON -Operator der dotierten Spin= 1-Kette mit Hilfe der so-
genannten Fusionsmethode konstruiert werden [43, 4d|die fTundamentale dreidimensio-
nale Darstellungs], dergl(2|1)-Superalgebra besitzt der dazuggbé £-Operator (2.26)
bei A = —i einenShiftPunkt. Geral3 (2.22) &3t sich der AMILTON -Operator des super-
symmetrischet-JModells herleiten [38]:

L
Hoy - P (z 5 ) P

n=1o="1,]

L A A
2 nzl {snsn+1 . ”"Z"“ n % (o + ﬁn+1)} , (2.46)
wobei P der Projektor auf den Unterraufio), |]), [1)} ist. Rir die tibrigenatypischen
DarstellungenS], funktioniert dieses Verfahren jedoch nicht mehr, da wegen der unter-
schiedlichen Dimensionadit"'von Hilfs- und Quantenraum del-Operator (2.26) keinen
Shift-Punkt besitzt. Um neue homogene Gittermodelle zu erhalten, mufd marydghey-
invariante£-Operatoren finden, die auf einem Tensorprodukt von Hilfs- und Quantenraum
derselben Dimensionanilich (45 + 1), wirken. Die Eigenwerte\};;, der Transfermatrix
71,11, Mit der flinfdimensionalenl], -Darstellung im Hilfsraum &inen mittels der Fusi-
onsmethode aus den im vorherigen Abschnitt hergeleiteten Eigenwe(A3) bestimmt
werden [45].

Die allgemeine Form einegl (2|1)-invarianten£* %' -Operators, der auf zweidime mit
[S]+- und[S’], -Darstellung wirkt, ist gegeben durch [45]:

5+’ A Z]f S+S5'—1 m Zk
£ = - T — i (247
( ) P )\—i—llm S+S Z H )\+Z]\J S+S +%’m+%} ( )
|S—=5'|4+1 |5 S’\ 15— S’|+1

Hierbei ist P, der Projektor auf dagi(2|1)-invariante MultiplettA des Tensorproduktes
[S]4 @ [S"]4, vgl. Anhang A. Man erkennt, da3®%(\ = 0) = I1. Zusammen miR > =
1. erfiillt £55" die folgende ¥XNG-BAXTER-Gleichung:

RIS (N — u) [£555 () @5 L5 ()]
= [L£%5 (1) @5 L5 (N)] RSF (A — p). (2.48)

(]
Die aus (2.47) konstruierte Transfermatifx* (\) = strs £5°°"(A)...£7% (\) genigt daher
fur beliebige Darstellungeft,];, [Ss2]+ und [S], sowie Spektralparametér und . der
Gleichung:

(727 (V) 7% (w)] = 0. (2.49)
Wahlt man in (2.475 =1/2, dann besteht zwischen dérOperatoren in (2.26) und (2.47)
folgender Zusammenhang:
1

LY = T L —i(S"+1/2)). (2.50)
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Die Grundlage der Fusionsmethode bildet der zusammengesetzte oder fusidrierte
Operator

L5\ = LYPI(N—i/2) @5 LY (N +1i/2), (2.51)
der auf einer vierdimensionaléy/2; 1/2]- und einer €éinfdimensionalenl], - Darstellung
im Hilfsraum operiert. Im allgemeinen werden d¢2; 1/2]- und die[1], - Zustinde durch
die Matrix £ gemischt, es sei deng;’ erfillt die folgende Dreiecksbedingung:

Pujy £5(N) Ppsyasaz = 0. (2.52)
Setzt man in (2.48%, = S, = 1/2.und (A — p) = —i, d.n.RY>1/2(—i) oc Ppyy,, S0 BBt
sich zeigen, dal3 die obige Gleichung wegen
Py, [V 5 (N = i/2) @5 L5 (A +i/2)]
= [LY25 (N —i/2) @5 LY* S (N +i/2)] Py, (2.53)

d.h. £5(\) = Py, £5(A) Py, , und Py, Pjsj2.1/2) = 0 tatsichlich gilt. Nach einer geeigne-
ten Umordnung der Basiaft sich (2.51) somit schreiben als:

N [3/2:1/2),5 .
L) = < £ 0 ) L5 () > : (2.54)

Die Monodromie-Matrin’LS genigt wieder einer XNG-BAXTER-Gleichung, aus der man
mittels Super-Spurbildungber den Hilfsraum die Fusions-Relationendie entsprechende
Transfermatrizen ableiten kann:

PO = A=) 72 i) = 25 0) + 1), (285)
bzw. wegen deren Kommutatiaiténtsprechend auchrfdie Eigenwerte:
AS = AVZS(N—i/2) AV2S (N 4-0/2) = AV (N) + AB/Z2LS (), (2.56)

Benutzt man, dal3 die Eigenwerte der Transfermatrix analytische Funktionesind und
7% sowie 5’/2 1215 auf das Pseudovakuulf) trivial wirken, so Bt sichA!-S berechnen

[44 45]. Da derZ!!-Operator bei\ = 0 identisch zum graduierten Permutationsopera-

tor Py, ist, ertdlt man durch logarithmisches Ableiten vép bei A = 0 den lokalen
HAMILTON -Operator der dotierten Spih=1-Kette [45, 69]:
L
H o= Z{HWL+H£°§§1}. (2.57)
n=1

Die Energieeigenwert& werden ausgehend von! bestimmt. Beucksichtigt man noch
den Einflul3 eines externen Magnetfeldésowie eines chemischendssiellenpotentials,
so istF gegeben durch [45, 69]:

BT v — HM? — Ny,

Np,

Ny AN
Z ( A2+1> Z(/ﬁL%H)—LH. (2.58)
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Die Spektralparametex; und v, sind dabei wie gehabtdsungen der diskreteneBHE-
Ansatz-Gleichungen (2.44). Verwendet man Spin-Operat&remit S? = SiA(Si + 1),

S; = 1/2 oderl, so &t sich der antiferromagnetische Wechselwirkungstaritt" und
der kinetische Terri P wie folgt darstellen:

L 1 .. .
HiF" = 5 { SiSj — 1+ ds,5;.1 (1 - (SiSj)2> } :

HI'P = —(1-0s,5)(S:S))Pi; - (2.59)
P;.; ist der Permutationsoperator, der deten undj-ten Spin vertauscht. Anhand von
(2.59) sieht man, daf3 der Wechselwirkungsterm der undotierten k$ttes S; = 1,
identisch zu der integrablen Spih= 1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette ist, wahrend?{ im
Falle vollstindiger Dotierunge, = 1, S; = S; = 1/2, dem isotropen Spir$ = 1/2-
HEISENBERGModell entspricht [39, 40, 41]. Zum kinetischen Term bleibt noch anzumer-
ken, daR3 die dpfamplitudent(S; ;) abhangig sind von dem Gesamtspéip; der beiden
Platzei undy, so ist fir das Dublett(1/2) = —1 und flir das Quartett(3/2) = 1/2.

Beziglich der physikalischen Relevanz des mit Hilfe der graduierten Quanten-
Inversen-Streumethode konstruiertemaNHLTON -Operators (2.57) d3t sich folgendes
sagen: H ahnelt dem von K. kbA in [49] vorgeschlagenem effektiven Ein-Band
HAMILTON -Operator €ir dotierte FALDANE -Systeme wie z.B.uUt" Y,_,Ca.BaNiO; oder
La;_.Ca.MnO; [49]:

L

) & & 5 G 1
%H = Z {5Sn5n+1,1 JSnSn—H - Pn,n—i—l (SnSn+1 + 5) } . (260)

n=1

Mit diesem Modell &ssen sich die Variderungen der magnetischen Eigenschaften von an-
tiferromagnetischen MTT-Isolatoren untersuchen, die beim Hinagé€n von frei bewegli-
chen Sorstellen durch Frustrationseffekte verursacht werden [70, 71, 72, 73, 74].

Allerdings gibt es auch einige Differenzen zwischen den beideriHron -Operatorer{

(2.59) und* (2.60). So ist wegen derl(2|1)-Invarianz von?{ das Verlalltnis von anti-
ferromagnetischer Austauschwechselwirkuhgnd den Hipfamplitudent(S; ;) in (2.59)
fixiert. Auch unterscheiden sich dieuidfamplituden der beiden Modelle voneinander,
ty(1/2) = —1/2 undty(3/2) = 1im Gegensatz zu(1/2) = —1 undt(3/2) = 1/2.

Zwei weitere Unterschiede findet man beim Vergleich der beiden Wechselwirkungsterme:
Fur ), = 0 ist H y identisch zu dem Spi§ = 1-HEISENBERGModell, das eine endliche
Anregungslicke aufweist, whrendX durch die SpinS = 1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette
beschrieben wird, dessen Tieftemperaturanregungen masselos sind. Ferner sind die Spin
S =1/2-Storstellen im Falle von (2.60) unmagnetisch, d.h. es existieren keine antiferroma-
gnetische Mchste-Nachbar-Kopplungen.



18

Kapitel 2. Konstruktion des integrablen Modells



19

KAPITEL 3

Statische Tieftemperatureigenschaften
des integrablen Modells

In diesem Kapitel sollen die Tieftemperatureigenschaften einer integrablen, antiferroma-
gnetischen Spirb = 1-Kette, die mit frei beweglichen Spif = 1/2-Stdrstellen dotiert

ist, in Abhédngigkeit von der Ststellenkonzentration;, und einemaul3eren Magnetfeld

H untersucht werden. Ausgangspunktutagind die im vorangegangenen Kapitel mittels
der Quanten-Inversen-Streumethode und des algebraisaeiEBANSatzes hergeleiteten
diskreten BETHE-Ansatz-Gleichungenuf”die Sbtrstellen- und Spinrapiditény, bzw. A;,

durch die die physikalischen Eigenschaften wie z.B. die Energie- und Impulseigenwerte
E({v,A\})undP({v, \}) dieses verallgemeinerten supersymmetris¢chelodells eindeu-

tig bestimmt sind.

Im ersten Teil wird die von M. AKAHASHI sowie C. N. und C. P. ¥NG entwickelte Me-

thode des thermodynamischeeB1iE-Ansatzes auf das Modell angewendet [27, 46]. Da-
mit lassen sich im thermodynamischen Limes (Systefdgl.’ — ~c) die BETHE-Ansatz-
Gleichungen sowie die betigten physikalischen &f3en systematisch und kontrolliert her-
leiten. Als Grundlage dient die von M AKAHASHI formulierte StringHypothese, gea?

der im thermodynamischen Limes die Struktur all&@TBE-Ansatz-Losungen bekannt ist

[69, 45]: Rir das hier betrachtete Modell bestehen die allgemeiremuhgen nur aus re-
ellwertigen Soistellenrapidéten und komplexwertigen-Stringsfur die Spinrapiditen.
Allerdings ist auch bekannt, daf d&tringHypothese nicht uneingesemkt gilt, d.h. es

gibt Modelle, die i&ir L — oo Losungen anderer Struktur besitzen. In diesaifeR ist die
Anzahl N dieser Iosungen jedoch endlich oder allenfalls gitt;, .., N/L = 0. Daher geht

man davon aus, dal3 solchedtingen nicht zum thermodynamischen Verhalten des Systems
beitragen. Somitdt sich basierend auRKAHASHI s StringHypothese im thermodynami-
schen Limes ein System von linearen, gekoppelten IntegralgleichungedrefSorstellen-

und n-StringDichtenp undo,, ableiten.

Bei den bisherigefberlegungen ging man davon aus, daR die korrekte Behandlung der
gewunschten thermodynamischen Eigenschaften der dotiertenSSpir -Kette im Rah-

men der mikrokanonischen Gesamtheit mit ihrerurlatfien Variablen wie der (inneren)
EnergieL, der SystendingeL und der Anzahl der 8tstellenV,, und der SpinflipsV, er-

folgt, d.h. dafl3 man ein isoliertes bzw. quasi-isoliertes System betrachtet. Ziel dieses Kapitels
sind die Tieftemperatureigenschaften dieses Modells zu analysieren — also die experimen-
tell relevantere Situation, dal3 sich das System bei gegebener SysRemgsowie fester
Storstellenkonzentration; im thermischen Kontakt mit einem &vthebad der Tempera-

tur 7' befindet. Formal bedeutet dies, dal} das Modell im Rahmen einer kanonischen und
nicht mehr einer mikrokanonischen Gesamtheit beschrieben werden muf3. Mathematisch
erreicht man diesen Betrachtungswechsel, indem man die Enérigegl. der Entropie5
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LEGENDREtransformiert. Als neues thermodynamisches Potential des Systeatisream’

die freie EnergieF = E — T'S, wobei die EntropieS, wie von C. N. und C. P. ANG
vorgeschlagen, kombinatorisch zu bestimmen ist [46]. Aus der Forderung, dal3 die freie
Energie ' im thermodynamischen Gleichgewicht minimal ist, lassen sich die Gleichge-
wichtsverteilungendi die Dichtenp und o, berechnen. Als Ergebnis dieser Minimierung-
prozedur vor¥' ergeben sich zweiduivalente, nichtlineare, gekoppelte Integralgleichungs-
system ir die sogenannteRressed-Energiesunde,,, die man auch als thermodynamische
BETHE-Ansatz-Gleichungen bezeichnet. Physikalisch lassen sicDmidiesed-Energiess
Quasiteilchenaider interpretieren, die mit den entsprechendensg&tllen bzw.n-Strings
zusammenarigen. Ferner erkennt man, daf® beliebige Sti'stellenkonzentratiom; und
aul3ere Magnetfeldéd nur maximal die drei Anregungsmodene; unde, masselos wer-
den konnen [45, 69].

Im zweiten Abschnitt sollen die Tieftemperatureigenschaften der dotiertercSpinKette
untersucht werden. Da die massiven Anregungsmoden im Grenzfall tiefer Temperaturen
T — 0 wegen ihrer endlichen Anregungske nicht zum thermodynamischen Verhalten
des Systems beitragen, ist es ausreichand = 0 das Verhalten der masselosen Moden zu
analysieren. Das reduzierte Gleichungssystem der dotiertenSSpinKette, das als Aus-
gangspunktdi die weiteren Untersuchungen dient, besteht demnach aus maximal drei linea-
ren, gekoppelten Integralgleichungen. Zahst wird das Phasendiagramm des Modells bei

T = 0inderu-H- bzw.z,-H-Ebene bestimmt. Die unterschiedlichen Phasen werden dabei
nach der Anzahl der taashlich auftretenden masselosen Anregungen sowie deren physi-
kalischen Eigenschaften, z. B. ob es sich 8pinoneroder Holonenhandelt, klassifiziert.

Um die Phasengrenzen zu bestimmen, mufld man das obahmeveduzierte Gleichungs-
system f{ir die drei Moderx, ¢ und e, in Abhéngigkeit von{ ., H} oder{x;, H} losen.

Dies ist im allgemeinen jedoch nur numeriscbghch. Rir kleine Soistellenkonzentration

xp, lassen sich allerdings teilweise die Phasengrenzen mit Hilfe em@roR-Entwicklung
ndherungsweise analytisch bestimmen.

Im Rahmen des thermodynamischeBTBIE-Ansatzes kinen nur statische thermodyna-
mische Gol3en wie etwa die freie Energié sowie die zu den Zustandsg$én (konjugier-

ten) Variablen und Suszeptibditén berechnet werden, nicht jedoch dynamischa3ém”

wie etwa Korrelationsfunktionen. Dies ist deswegen nicbghch, da die ETHE-Ansatz-
Zustinde nicht explizit konstruiert werdewkrien. Im dritten Abschnitt dieses Kapitel wer-

den daher ausschliel3lich weitere statische Eigenschaften des Grundzustandes sowie des
Anregungsspektrums untersucht. Von besonderem Interesse ist dabei die Systemmagneti-
sierungm?® und deren Abhaigigkeit vomaufieren Magnetfeld sowie von der Sirstellen-
konzentrationz;,. Man stellt fest, dafd in der Tieftemperaturphase C die Magnetisierungs-
kurve ein Plateau bei kleinen @stellenkonzentrationen, < zf und mittleren Magnet-
feldern H aufweist, dessen Wert* = 1 — 3x,/2 betdgt, vgl. Abbildung (3.6). Dieses
Plateau korrespondiert nicht zu dem vallstlig polarisierten Grundzustand, der sich erst

bei grolReren Werten voii/ ausbildet und zu einem weiteren Magnetisierungsplateau bei
m?* = 1—xy/2 fuhrt. Ferner findet man, daR bei steigender Tempe¥Yatlie Plateaus lang-

sam ausgeschmiert werden und schliel3licligyverschwinden [47]. BT’ — 0 entwickelt

die magnetische Suszeptibgitan den Phasengrenzen Singuddet, ein weiteres Indiaf”

einen Phasarbergang zweiter Ordnung. Bemerkenswert ist auch, dal3 sich der Wert des
Plateaus kontinuierlich in Alarigigkeit von der Sirstellenkonzentration;, verdndern &l3t,



3.1. Thermodynamische Bethe-Ansatz-Gleichungen 21

im Gegensatz zu den bisher bekanntatidri, bei denen magnetische Isolatoren aufgrund
topologischer Argumente auftreten [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56].

3.1 Thermodynamische Bethe-Ansatz-Gleichungen

3.1.1 Diskrete Bethe-Ansatz-Gleichungen

Wie bereits enahnt, bilden die in Kapitel 2 hergeleiteten diskreteETBE-Ansatz-
Gleichungen den Ausgangspunkir fden von M. BRKAHASHI sowie C. N. und C. P.
YANG entwickelten thermodynamischereBHE-Ansatz [27, 46]. Bi die nachfolgenden
Uberlegungen erweist sich dieUSHERLANDsche Form der diskreten EBHE-Ansatz-
Gleichungen als besonders geeignet [29, 38]:

. Np+Ny . Ny .
A+ L Aj— A+ Nj— Vo —if2 .
= =1,... N, + N 3.1
(AJ_Z‘> ]!;IJ: Aj—Ak—iLHAj—Va+i/2,] ey N o ( )
Np+N, ]
Va_Ak;—i_Z/Q
1= _— =1,....N,. 3.2
g I/a—)\k—i/Q,a ' th ( )

Im Rahmen des algebraischegBiE-Ansatzes ist jeder Eigenzustaf{d,, }, {)\;}) durch
eine LosungS = {v, € Cla=1,..,N,} U{\; € C|j=1,..,N, + N, } der obigen Glei-
chungen eindeutig charakterisiert: Als Pseudovak(ftimvurde der vollsihdig polarisierte
und undotierte Zustanf[-_, @ | 1), und als Graduierung des Hilfsraumgs§' [1] = 0
sowie[2] = [3] = 1 gewdhlt. L ist die Lange des Systems, die 0.B.d.A. als geradzahlig
angenommen wird, und/; bzw. N, die Anzahl der geflippten Spins bzw. deio&ttellen
des Zustandeqv, }, {\;}) beaiglich|2). Jedem derV, Storstellen undV, Spinflips wird

in (3.1) und (3.2) eim\; zugeordnet. Diese werden als Spinra@itti bezeichnet und sind
mit dem Quasiimpuls durch(p) = tan(p)/2 verkniipft. Zustzlich wird jeder Stistelle

N}, eine sogenannte @stellenrapidat v, zugewiesen. Die Energie bzw. der Impuls eines
Eigenzustandel v, }, {\,;}) mit der Magnetisierung/* = L — N,, — N, ist gerade:

Nh+NJ, Nh

2 1
E(8)— HM* — uNy= Y _ {H— m} — Z{,u—l— §H} —LH, (3.3
k=1 k a=1
Np+N, .
1 A+
PES)= Y ~ln [A’; - Z} (mod 27) . (3.4)
k=1

Falls|{v,}, {\;}) ein Eigenzustand des Systems ist, so folgt aus der SymmetriecderB
Ansatz-Gleichungen (3.1) und (3.2), daB ajfchr, }, {—\;}) sowie|{v;}, {\}}) BETHE-
Ansatz-Zustihde sind. Die durch diedsungenS von (3.1) und (3.2) charakterisierten
Zustinde sind ldchstgewichtseigenzaside, d.h.

SHS) =0 sowie V*H[S)=WHS)=0 (3.5)
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und somit nicht vollsiidig. Durch Anwenden der entsprechenden Absteigeoperatoren
V= undW~ auf|S) ertélt man weitere Eigenzumtidle des Modells. Die Vollatidigkeit die-
ses erweiterten Systems von Eigenauasien wurdedi’ das supersymmetrisclierModell
bewiesen [75].

Ist die Anzahl der SirstellenN, und der SpinflipsV, klein, so kann man (3.1) und (3.2)
numerischdsen und mittels (3.3) und (3.4) die Magnetisierung sowie die Energie- und Im-
pulseigenwerte berechnen. Allerdings besteht auch bei diesem Zugang nichoglieniv™
keit, die explizite Form der korrespondierendelBmB E-Ansatz-Zusande zu berechnen. Im
thermodynamischen Grenzfdll — ~o bei konstanter $t'stellen- und Spinflipkonzentrati-
on,z, = N,/L bzw.n, = N,/L, ist diese Methode jedoch nicht geeignet, da man (3.1)
und (3.2) fir unendlich viele StrstellenV;, und Spinflips/V, 16sen milte.

Verwendet man dagegen die von MAKIAHASHI formulierte StringHypothese [27], so
kann der thermodynamische Limes von (3.1), (3.2) und (3.3), (3.4) kontrolliert dutdigef”
werden. ki die hier betrachtete dotierte Spth= 1-Kette besagt dieStringHypothese,
dafid die allgemeinendsungen der STHERLANDSchen EETHE-Ansatz-Gleichungen (3.1),
(3.2) asymptotisch durch reelledsstellenrapidaienry, = x, + idx,, Mit z, € R und
lim;_, 0z, = 0, sowie durch komplexwertige-Stringsfur die Spinrapidéten gegeben
sind [45]:

AN = x?+%(n+1—2j>+i5j mit 2/ € Rund lim 6; =0

L—o00

firallej=1,...,n,l=1,...,.N,. (3.6)

Die Anzahl dern-Stringsder Langen € N wird mit IV,, bezeichnet, die reellen Parameter
z} heiBen reelle Zentren def*’. Man sieht, daf3 jeder Zustand bis auf dig = > " | N,
reellen Zentren der Spinrapidien und dieV, Storstellenrapidaten durch die Anzahl der
Storstellen N, und durch eine sogenannte Konfiguratioh,, },c charakterisiert werden
kann.

Es ist nun zu zeigen, dal} die komplexwertigeemrBE-Ansatz-Losungen im thermodyna-
mischen Grenzfall tagghlich die geforderta-String Struktur aufweisen und die @stel-
lenrapidigiteny,, reellwertig sind. Da die Energie (3.3) und der Gesamtimpuls (3.4) des
Zustandes{v,},{);}) reelle Gol3en sein sollen, us5en sich die Spinrapidi&n)\; sym-
metrisch bzgl. der reellen Achse anordnen, dinjédes)\; € S ist auch)\; € S. Dies hat
zur Folge, dal3 die Ststellenrapidéteny,, nur reelle Werte annehmeokrien, wie man mit
Hilfe von (3.2) zeigen kann. Einerseits gitamlich

Np+N,

1= ;Hl % & Kehrwert bilden = 1 = ;Hl % (3.7)
andererseits aber auch
e N’ﬁ“ Ve tif2\ :N’ﬁ“ vE— AL —i)2
Pt Vo — A\p — 1/2 Pt vi— X +i/l
Np+N,

_ H%,dawkesawesw:&. (3.8)
j=1 o J
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Dies flihrt auf die folgende Bedingungifdie Strstellenrapidateny,,:
B S R R Wy 3
g iz T g P Wy Va =1,..., Nj. (3.9)
Anhand dieser Gleichung erkennt man sofort, dai= v} gelten muf3.
Fir die Spinrapiditen wird zuachst der Spezialfall betrachtet, daR ein S&tz= {\; €
C|j =1,...,N,+ N, } von Losungen der BTHE-Ansatz-Gleichungen (3.1), (3.2) vorliegt
mit I(\;) > S(A)) furi < jundR(N;) = R(A;) = @, Vi, j. Fir Ay gilt dann:

‘/\1—}—2 _ { >1: g(/\l) >0 - </\1—|—Z:>LL—:>oo{ OO%()\l) >0 . (310)
A — i <1:3(M\) <0 AN — i 0:3(\) <0

Sei 0.B.d.AJ(\;) = y > 0, so folgt aus (3.10), dallif . — oo auch die rechte Seite der
diskreten EETHE-Ansatz-Gleichung (3.1) divergieren mulf3. Dies tritt nur dann auf, wenn
einer der Nenner im Lime& — oo gegen Null strebt: Da die 8tStellenrapidiiten wie
gesehen reellwertig sind und nach Annahme einen nichtverschwindenden Imageil”
hat, muf3 ein\, existieren miimy (A — A2 +4) = 0, d.h.lim; .o Ao =z +i(y — 1).
Analog zu den obigefUberlegungen kann man zeigen, da £ — oo alle \'’s iiber die
Relation\; = Ay +i(1 — j) = = +i(y + 1 — j) miteinander verkapft sind. Aus der
symmetrischen Anordnung dgis bzgl. der reellen Achse folgt, dal3 in dem hier betrachte-
ten Spezialfall die SPinrapiditén tatachlich wie gefordert im thermodynamischen Limes
einenStringder LangeN,, + N, bilden:

i = Aan41—; = 1=—(p+1-N, =Ny

Davon ausgehend kann man den allgemeinen Fall nun direkt ableiteny;,2i€V, Storstel-
lenrapidititen); des BETHE-Ansatz-Zustande v, }, {\;}) bildenN,, n-Stringsmit N}, +

Ny =302 nN,.

Als néchstes sollen dieV, + (N, + N;) = N, + >.>° nN, diskreten ETHE-
Ansatz-Gleichungen (3.1,3.2) vereinfacht werden. Wie bereits gezeigt, ist jeder Zustand
{va},{A;}) einer gegebenen KonfiguratiofV,, {N,},} vollstandig durch die reel-

len Sorstellenrapidiétenz, und die reellen Zentren} bestimmt. Verwendet man die
StringHypothese (3.6), so lassen sich dieTBiE-Ansatz-Gleichungen schreiben als:

. L
o A g a +i(n+3—25)/2\"
() = ( ) :<l ( q>/>

AT — ah +i(n — 1 —2j)/2

B ﬁﬁﬂ )\mr+il—h[)\f’j—xa—i/2
m=1 k=1 rl)\n] )\er_a:1)\?7]_xa+l/2
(moke,r)(molsg)

B H o — i +i(n —m— 25 +2r+2)/2

xp —at+i(n—m—2j+2r —2)/2

(3.12)
(k) 0k)
—z, —925)/2
" H To +i(n —2j)/
) —$a+2 (n—2j+42)/2"
neN [=1,...N,, 7=1,...,n
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mit der Funkiore,, (z) = (x + in/2)/(x —in/2), bzw. als:
oo Np n ] .
T Ty — /\"’] + 2/2
1 =

n=11=1j=1 La

_ H xa—xl—z(n—Qj)/Q a1l N (3.13)
Ad Ta—a =i =2+ 2)]2’ e Ve '
n77]

Diese Gleichungen eignen sich allerdings nialnt die weiteren Untersuchungen. Zuerst
mussen in (3.12) und (3.13) die imagmen Anteile deiStringLosungen eliminiert werden.
Dadurch entsteht ein Gleichungssystem, welches allein\Won) N, reellen Parametern
{za,{7]'}n} abkeingt. Bildet man das Produk{;_, ea(A7)L, das gerade der linken Seite
von (3.12) entspricht, soamgt dies wie gewh’scht nur noch von dem reellen Zentruth
ab:

- wit T (ar+i(n+3-25)/2\"
EeQ(Al )| = E <x? +in—1- 2j)/2>
(:U? +i(n+1)/2 2 +i(n— 1)/2>L
o —i(n+1)/2 o} —i(n—1)/2
= eno(a7) ey (). (3.14)
Alle Faktoren des obigen Produkts heben sich bis auf die beidbleZfir j = 1, 2 und die

beiden Nennerui’'; = n — 1, n gerade gegenseitig weg. Im Grenzfall— oo ergibt sich
(3.12) zu:

- AT g Nhamd 79
e (7)) e n+1 (27) H H L E_ H L / . (3.15)

n, m,r n,J y
el (R e R R I R A

Die rechte Seite der obigen Gleichurafit'sich noch weiter vereinfachen: Betrachtet man
zuréichst den zweiten Faktor des Produktes (3.15), so sieht man, dafl3 sich auch hier analog
zu (3.14) wieder alle Faktoren des Produktes bisjaafn im Zahler undj = 1 im Nenner
gegenseitig wegheben:

ﬁ af —xe —i(n—24)/2 al —x, +in/2
at — 2 —i(n—2j+2)/2 2} — x4 —in/2

= en(Tq — 27). (3.16)
7=1
Um den ersten Faktor von (3.15) auszuwerten, spaltet man ihn in zwei Anteile auf. Der erste

Anteil umfalt alle Faktoren min, [) # (m, k) und kann analog zu (3.14), (3.16) berechnet
werden:

ﬁHA’” AT+ Hx?—x$+¢(n—m—2j+2r+2)/2
Jj=1 ‘

LN = AT ]rxl—le+i(n—m—2j+2r—2)/2

_ ﬁ( — a4+ i(n+m—2j5)/2

o \ap =y +i(n—m—2j)/2

" af —af +i(n+m—2j+2)/2
ap—aP +iln—m—2j+2)/2)"

(3.17)



3.1. Thermodynamische Bethe-Ansatz-Gleichungen 25

Durch eine geschickte Umordnung der Faktoren im Nenner, d.h. man grdetzhn—j+1
und benutzt die Relationet) (z) xe,(—z) =1 =e_,(z) xe,(x) undey(z) = 1, ergibt sich
(3.17) zu:

n

H o —al +in+m—25)/2 xf —al+iln+m—2j+2)/2
lex?—x?—i(n+m—2j+2)/2 xp — i —i(n+m—2j)/2

= [l entmoi(al = 2') enymposj(af — )

j=1
min(n,m)—1 min(n,m)
= I enimaiGl—a) [ entmiz—si(af — i) (3.18)
Jj=1 Jj=1

Bei der Berechnung des zweiten Anteils, dur.i'= m und/ = k, mul3 man beachten, daf3
in der diskreten BTHE-Ansatz-Gleichung (3.1) das Produkt nuser (m, k,r) # (n,l,j)
lauft. Aufgrund der Tatsache, daf der Faktor mit j fehlt, spielen die Korrekturet zu
denStringLosungen (3.6) eine wichtige Rolle undréen nicht vernaclassigt werden. Man
erhélt

ﬁ)\?*j—)\?*’"ﬂ' ﬁr—j+1+5j—5r
r=1 )\;LJ _Alnjr —1 r=1 T_j - ]‘+5J _67'
r#£j r#j

n .

. T—j‘f‘l—f—A]”r .

B (_l)Hr—j—lJrAjr’ Bir =05 =0
r=1 ’

A—n(n —1)/A1p:j=1
= (-1)Q FElEs e 2 1n (3.19)
Appoti/nn—1):j=n

und wegem\,, ,, = —A,, ,:

n n—1 . .
H H A - (<)t Apnt 7T A1 (n+1=3)(n—j)
e DU W — Ay AL G
r#j
A +1- ]
_ HJ =2 njlll_[g Q(n ])( ]) —1. (320)
H RAVESR, Hj:Q i —1)

Mittels der Umformungen (3.14), (3.16) — (3.20) lassen sich die diskretamiBAnsatz-
Gleichungen (3.12) dann wie folgt schreiben

e (@ )en_y (2]) (3.21)

oo Nmy mzn

min(m,n)—1
= H H H €m+n—2y —xk H Em4nt2— 2] %)
j=1

m=1 k=1
(m,k)#(n,5)

h
X H en(tq — ), mitn=1,...,0ccound j =1,.... N, (3.22)
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wobei die Anzahl der SpinrapiditénN,,+ N, gerade gleichh_ " nN, ist. Auf dieselbe Art
kann man auch die imaganén Anteile den-StringLosungen in (3.13) eliminieren — die
rechte Seite von (3.13) entspricht gerade (3.16) — und es ergibt sich das Gleichungssystem:

1 = HHen(xa—azl"), a=1,...,N,. (3.23)

AbschlielRend m$sen noch die Energie- und Impulseigenwerte (3.3), (3.4) des durch die
obigen Gleichungen (3.21) und (3.23) definierten Zustandes sowie dessen Magnetisierung
M?* auf den neuen Satgy U S, von Parametern transformiert werden. Das Ergebnis dieser
Umformungen ist:

oo N,
- n+1 n—1
E(Sy,S;) — HM? — uN;, = {nH— - — — }
) 22 2 CFE @) ()
Ny, 1
—Z{u—l— 2H} LH, (3.24)
a=1

&8 [ i+ D)2 o il )2
Py, &) = > ) =In {x}_i(nﬂ)/z x%—i(n—U/Q}’

bzw. M?* = L + Ny /2 =3 " nN,.

3.1.2 Logarithmische Bethe-Ansatz-Gleichungen

Im weiteren erweist es sich alsitzlich, den Logarithmus derB He-Ansatz-Gleichungen

(3.21) und (3.23) zu bilden, da die entsprechenden Produkte durch Summen ersetzt werden.
Um die Symmetrie zwischen positiven und negativgis bzw. z}’s zu erhalten, legt man

den Schnitt in der komplexen Zahlenebene vdis ico und von—i bis —ico. Dadurch

erhdlt man die sogenannten logarithmischesrBE-Ansatz-Gleichungen:

oo Npm

LO,s(x}) = 2nJ] +ZZ“”’” — ) 29 = Za)
m=1 k=1
oo  Np

0 = 270, = > Y On(za — 27) (3.25)

n=1 [=1

Die hierbei neu auftretenden @tén.J;' und I, entstehen durch die Mehrdeutigkeit der
Logarithmusfunktion in der komplexen Ebene und durch die Ersetzung:

I[Lm/?

-1
o x+in/2

. 2
} =ilne,(x) = 7T+2arctan<
i

—I> = 7+ Oy (2). (3.26)
n

Der Schnitt wurde hier gerade so gait; dal (3.26)di alle reelle Werte von definiert ist.
Die J* bzw. I,, die je nach der Anzahl der bei der Ersetzung (3.26) auftretemdemtwe-
der ganz- oder halbzahlig sind, kann man als QuantenzahlenefereBAnsatz-Zusahde
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interpretieren, da die 6tStellenrapidiitenz, und reellen Zentren} der n-Strin_gseindeu-
tig durch eine Konfiguratiod ,, {.J/'},} festgelegt werden. Aus @ntlen detUbersicht-
lichkeit wurden in Gleichung (3.25) die nachfolgenden Definitionen verwendet:

Hn,m(x) = 9n+m,1(x) + 9n+m,3(x> + ...+ 9|n_,m|+1(.r> (327)
() = Ongm () + 200 41m2() + oo + 201 m2(2) + (1 = 65 m) O ().

3.1.3 Thermodynamischer Limes

Im thermodynamischen Limes kann man zu Teilchen- und Lochdiahitengéhen. Dazu
fuhrt man die &hlfunktionen:.(z) bzw. z, (x) ein:

1 1 o0 Nm Nh
Z(r) = wamﬁ—zig;kfhﬂx—ﬂﬂ+2LZ;%@—x@
1 00 Npm
= (@ — ). 3.28
ze() M;ﬂ;w ) (3.28)

Die logarithmischen BTHE-Ansatz-Gleichung (3.25) lassen sich jetzt mit (3.28) kompakt
schreiben als:

Jn I,
Zﬂ(x?> = fl ) Zc(xa> — f (329)

Diese Form erlaubt es, die Verteilung deoglichen Wertedir die Quantenzahleh, und.J/

bei einer gegebenen Konfigurati¢iv,, { N,,},} genauer zu untersuchen. Da der Arcustan-
gens eine ungerade Funktion istussén die mglichen Werte vod,, bzw. J* symmetrisch
um die Null verteilt sein:

—Iyax < I <L <. <lIy, <Iypax,
T ST < < T <M V¥nEN. (3.30)

Um die Maximalwertel,,4x bzw. J}, ,x zu berechnen, die die Paieén der Quanten-
zahlen festlegen, d.h. oh, und J* ganz- oder halbzahlig sind, werden die Monotonie-
eigenschaften derailfunktionen und des Arcustangens ausgenutzt. Mittels (3.28) sieht
man, dafl.(x) und z,(x) extremal fir = oo werden, d.h. die Maximalwerte sind mit
Z(n,m) :=min(n,m) furn # m undZ(n,n) := n + 1/2 gegeben durch:

1ooNn 100

Ivax = Lz(oo) = o ZZQn(OO) —5 ZNnv
L o 1S e 1
Tias = Lalo0) = 5 00olo0) = 3 325 Znl) + 5.5 (o0
= £min(n, 2) — i NpZ(n,m) + 1(Nh -1) (3.31)
2 2

m=1



28 Kapitel 3. Statische Tieftemperatureigenschaften des integrablen Modells

Gibt man eine Konfiguration von Quantenzahldn, {J*},} vor, die aus ZahlefI,|oa =
1,..., Ny} besteht und benennt diaitKen dieser Zahlenfolge im Intervalt I, 4x, [y ax]
mit I,, « = L — N, so ergeben sich nach (3.29) die entsprechendistgtienverteilung
und die dazu korrespondierende Lochverteilung. Dieses Konaptsich analog auf die
tbrigen Quantenzahlen un@ilfunktionen ausweiten.ukit man die Dichten

Lp(x)de = Anzahl der Storstellen in x...o + dx
Lp(x)dr = Anzahl der korrespondierenden Locher in x...x + dx
Lo, (z)dr = Anzahl der n — Strings in x...x + dx
LG, (x)dr = Anzahl der korrespondierenden Locher in z...x + dx
ein, so folgt:
8Zgg(f> = op(2) + Fn(x) | 82;‘”) = p(x) + p(x). (3.32)

Unter der Bedingung, daf3 im thermodynamischen Limes die Konzentrativpéh und
N,/L konstant gehalten werdenpitien die Summen /LS " und 1/L 3" durch
[dx o, (x) sowie [dz p(x) ersetzt werden. Mit Hilfe der Ststellen- bzwn-StringDichten
lafdt sich die differenzierte Form von Gleichung (3.29) darstellen als

op(x) = /Aln,Q xp(x) — Z Ao % O () — iy % p(2),
m=1

o) 4 5E) = 3w o), (333)
n=1
wobei die unbekannten Gi8en wie folgt definiert sind:
we) = T b = g
Ap(z) = %%En,m(az) - Gmd (). (3.34)
Ferner soll
K * f(z) = /00 do'K(x — ') f(2') (3.35)

eine Faltung mit einem beliebigen Integrationskérfx:) sein. Die Intervalle, in denen die
Dichtenp bzw. g,, nicht verschwinden, drigen vom jeweilig betrachteten Zustand ab. Mit-
tels p undo,, und e%o)(a:) = —271 A, » * p(z) laBt sich die Energiedichte (3.24) schreiben
als:

— 00

E/L = g:l/_(: dr (nH + ¢V (2)) 0, () + /00 <u + g) p(xr).  (3.36)

Ziel ist es, das Tieftemperaturverhalten der dotierten Spinl-Kette zu bestimmen: Das
System befindet sich also im thermischen Kontakt mit einearriiébad der Temperatur
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T, d.h. das Modell mu3 im Rahmen der kanonischen GesamtheistgeErden. In die-
sem Fall ist das thermodynamische Potential nicht mehr die (innere) Edesgirdern die
freie Energief’, die sich mittels einer EGENDRETransformation vork' bzgl. der Entropie
S bestimmen di3t. Da die Entropie&s des Systems mit Hilfe des algebraischeBTBE-
Ansatzes nicht berechnet werden kann, verwendet onasié LEGENDRE Transformation
die von C. N. YANG vorgeschlagene kombinatorische Entrofijg,.,, die sich wie folgt
ableiten 13t [46]: Rir vorgegebene Ststellendichte) und Lochdichtep ist die Gesamtzahl
der Strstellen und bther in einem Intervall derarigedx gleich L(p + p)dz. Die Anzahl
der noglichen Anordnungen defpdx Storstellen und del.pdx Locher fir das Intervall
[z, x + dx] ist damit:

[L(p + p)da]!
[Lpdx)'[Lpdx]!”

(3.37)

Daher auch der Ausdruck kombinatorische Entropie — andlbmelegungen geltenuf die
n-StringDichtenco,, undag,,. Bildet man den Logarithmus von (3.37), so ist dies der Beitrag
des Intervallx, x + dx] zu Skems, fUr die man als Ergebnis et

Spoms/L = Z/dx <0n In [1 + %} + 5, 1n [1 + %D
n=1 n n

+/dm <p1n[1+/—p;]+mn[1+§]>. (3.38)

Die Fakuliten wurden in Gleichung (3.37) mittels deriSLINGschen-Formeln(N!) ~

(N +1/2)In(N) — N entwickelt und alle nicht extensiven Terme wurden verrassift.

Die Gleichgewichtsverteilungen der Dichten ergeben sich aus der Forderung, dal} die freie
EnergieF’ im thermischen Gleichgewicht bzg}, p undo,, 5, minimal sein soll — man
beachte, da, pundo,, 5, wegen (3.33) keine unabhgigen Variablen sind. Die Variation

der Energiedichte (3.36) bzw. der Entropiedichte (3.38) liefert:

SE/L = > / dr(nH + €9 (z)) 6o, — / dr(p+ H/2) 6p, (3.39)

/d:v (5,0 In [1 + ﬂ + (;5ln [1 v ’—pr . (3.40)

Davon ausgehend, daf3 die Dichtgenunddo,, unablaingig voneinander sind, kann man mit
Hilfe der Gleichung (3.33) bzw. deren differentieller Form

0p = Y dnxdo, —0p,

5Skom/ L = Z/d:v <5anln {1+?} + 65, In [H?D
n=1 n

060 = = Apm 00, + an *6p, (3.41)
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die Giol3endp und o4, in (3.40) eliminieren. Die Variation der Entropiedichte ist somit
gegeben durch:

Skoms/L =) / A Sy (I[1+ e/ 4y In[1 4 e /7] = Ay s In[1 4+ /7]
n=1

+ / dz dp (k)T + a, * In[1+ e /T]). (3.42)

Hierzu wurde diedit symmetrische Integrationskerh&z) = K (—x) geltende Beziehung

/d:vg( K f(x /d:v/dyg VK ( x—y)f(y):/dxf(x)zi’*g(@, (3.43)

sowie die Definitionendi die alsDressed-Energidsezeichneten Funktionenunde,, ver-
wendet:

¢n =Tn[e,/0,] < 6,/0, =exp(€e,/T) bzw.
k=T[p/p] & p/p=-exp(r/T). (3.44)

Ausgehend von den beiden Gleichungen (3.39) und (3a1&)dich direkt ablesen, wann
die freie Energiedichte minimal wird, d.hF/L = 0E/L — TSkoms/L = 0. Die so ge-
wonnenen Gleichungeif'die Dressed-Energies unde,, heilden auch thermodynamische
BETHE-Ansatz-Gleichungen und haben die Form:

en = nH+eD +TY {Ayp—bumi} sl +e /] —Ta, «n[1+e 7],

m=1
K = —u—g—TZdn*ln[l—i—eﬁ”/T]. (3.45)
n=1

Im thermischen GleichgewichaBt sich die freie Energiedichf€/L in Abhéngigkeit von
denDressed-Energieschreiben als:

F/L = -TY / d A5 % p(x) In[1 + exp (—e,/T)] . (3.46)

Anstelle der Dichtep undo,, kann man aucp unda,, als voneinander unabhgige Gol3en
ansehen. Damial3t sich eine alternative Formarfdie thermodynamischenEBHE-Ansatz-
Gleichungen ableiten. Zachst mul3 die Gleichungen (3.33) so transformiert werden, dal
sich die Dichterp undo,, als Funktionen vom unda,, schreiben lassen. Dazu gt man

den zud,,, inversen Operatad; !,

A;}m = 5n,m5(x) - {5n+1,m + 5n—1,'m}p(x)v
Y Ak Amp(z) = dnud(x), (3.47)

fur den damber hinaus auch nodh, A, L «m =10, Al *en ( ) = =271, 2p(x) und
Yom A kA (X)) = 6,.1p() gilt. Die erste Gleichung von (3.33) wird auf die gemschte
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Form gebracht, in dem man von links mit dem Opera&gt multipliziert und anschlie3end
ubern summiert:

on(t) = Oam— Y AT Gn(@) + 61 P p(2). (3.48)
m=1
Ersetzt man in der zweiten Gleichung von (3.33) di&tringDichte o,, durch den obigen
Ausdruck, so eréilt man mitR, (z) = (1 + ax(x))~" das Resultat:
plx) = ax*p(r)— Ry * p(x) —p*ai(x). (3.49)

Die Variationen der Energie- und Entropiedichte (3.39) und (3.40) ergeben sich dann mittels
(3.48) und (3.49) zu:

OE/L = — Z /dx 05y Ay * (MH + €9) — /dx dp (p— px* 650)), (3.50)

n,m=1

0Skomb/L = /dI op <1n [1 + QH/T} — Ry = ln[l + eiH/T] +p* ln[l + eq/T]>

+ f: /dx Yo <5m,1 ln[l + e_ﬁn/T}

n,m=1

—Gpabnap# [l + e ] — ALL s In[1 + e /7] ) (3.51)

Die aus (3.50) und (3.51) hergeleiteten Gleichgewichtsbedingungdgmerf”auf die
gewinschte, zu (3.45)aduivalente Form der thermodynamischereTBE-Ansatz-
Gleichungen

€n = —2m0n2p (3.52)
—0p 1T p * ln[l + 6“/T] +Tpx ln[(l + eE”“/T) (1 + eE”—l/T)] ,
ko= —p—2mayxp—TpxIn[l+e/T] =T RyxIn[1+e 7],

mit Ry () = p*a;(x) und der Nebenbedingurin,, .. €,(z)/n = H. Anhand der obigen
Gleichungen (3.52) sieht man, dai§ Hbeliebige Temperaturen nur die drei Modenx, €,
unde, fur gewisse Bereiche desH-Phasendiagramms negative Werte annehnoaméni,
da sowohl die Integrationskerpeund R, als auchln[l + exp (...)] fur alle Werte vone
positiv sind und somit auch die entsprechenden Faltuigem[1 + exp (...)] bzw. R, *
In[1+exp (...)] stets goRRer als Null sein mSsen. Die freie Energiedichi&3t sich damitim
thermischen Gleichgewicht alternativ wie folgt darstellen

F/L = Eo/L (3.53)
—T/ dx p(x) ln[l + eeZ/T] — T/ dx p * as(x) ln[l + e_“/T] ,

o0 o0

wobei £, = —2 die Grundzustandsenergie der Spia= 1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette
fur verschwindendeslReres MagnetfelH ist [39, 40, 41].
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3.2 Tieftemperatur-Phasendiagramm

Fur beliebige Temperatureii erweisen sich die im vorangegangenen Abschnitt herge-
leiteten thermodynamischeneEBHE-Ansatz-Gleichungen (3.45) und (3.52) als nicht be-
sonders otzlich, da ihre Struktur hochgradig nichtlinear ist, was ihesilrig und damit
auch die Berechnung der physikalischen Eigenschaften des Systems nahexmlicinm™
macht. Besclarikt man sich auf den Grenzfdll = 0, so ergibt sich (3.45) aufgrund von
limgp_o T In[1 + exp (£g(x)/T)] = g*(x) mit g*(x) = O(+g(2))g(x) zu:

en(r) = nH+ 6510) (x) — Z(fl;}n — (5n,mi) x e (r) + a, * k™ (2),
- HY S~ we 3.54
(o) = —(u+3)+n§:jlan*en<x>. (359

Man erlglt also ein lineares Integralgleichungssystendié Dressed-Energiedas nur von
den negativen Anteiler™ bzw. ¢;; abléngt. Physikalisch bedeutet dies, daf3 der Grundzu-
stand des Systems durch mehreerKI-Seen bzw. teilweise gelite Quasiteilchenarider
beschrieben werden kann, da < 0 nach Gleichung (3.44aquivalent zus, = 0 ist
(analog tir ~ und p). Ausgehend von den thermodynamischesr BE-Ansatz-Gleichung
(3.52) konnte gezeigt werden, daiy Heliebige Temperaturen nur die drei Anregungsmo-
denk, €; unde, fur gewisse Bereiche im-H-Phasendiagramm negative Werte annehmen
konnen. Bencksichtigt man, dald diBressed-Energiesymmetrische Funktionen insind
unde,(z) > €,(z’) sowiex(z) > x(a') fur|z| > |2'] ist, d.h.e,(x) < 0 & |z] < X, bzw.
k(r) < 0« |x| < X, soreduziert sich (3.54) zu

en(x) = nH + 9(x) + a, * s(z| £ Xp)
_{An,l — 5n,1 j_} S 61(I| + Xl) — {An’g - 6n,2 j_} S 62(I| + XQ),

H
r(z) = —M—5+d1*€1(95|iX1)+&2*62($|iX2>7 (3.59)

mit K * f(z]XF) = f;{f dr' K(x — 2') f(z'). Ausgehend von (3.33) eati'man beil’ = 0
fur die Sorstellen- undi-StringDichten:

1
on(x) = —%6%0)(1') — ap * p(z| £ Xp)
_{An,l — 5n,1 ]_} S 0'1(I| + Xl) — {AmQ - 6n,2 ]_} S O'Q(I| + XQ),
p(x) = aix o1 (x| £ X1) + G * o9 (x| £ Xo). (3.56)

Die Konzentrationen der 8tStellen sowie dei- und 2-Strings die im Grundzustand als
einzige einen endlichen Wert annehme&mkén, lassen sich mittels

+Xn +Xp
nn:/ dx o,(x) bzw. ny :/ dx p(z) (3.57)
_Xn _Xh

berechnen. Dabei muf3 man beksichtigen, dal3 aufgrund von Gleichung (3.56) die Kon-
zentrationen keineswegs unapigjig voneinander sondern miteinander vekib sind. Ba-
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sierend auf den Gleichungen (3.55) und (3.56) sowie dem Tieftemperaturlimdis Dich-
te der freien Energie (3.46)

+X1 R +X> .
F/L = / dr Ay xp(x)e(x) + / dr Ay x p(x)ex(x) (3.58)

X1 —X>

laf3t sich das Tieftemperatur-Phasendiagramm der dotiertercSpinKette bestimmen.

5

i H1

Al A3

H(W)

A2 C B2 H2

Bl

3M

-25 -15 -0.5 0.5 15 2.5
U

Abbildung 3.1. u-H-Tieftemperatur-Phasendiagramm der dotierten Spin
S = 1-Kette. Der hellgrau schraffierte Bereich korrespondiert zu einem ferro-
magnetisch geordneten Grundzustandhvend der dunkelgraue Bereich ge-
rade der nicht-trivialen Plateauphase C entspricht.

3.2.1 Phasenbereicly < —H/2

3.2.1.1 SpinS =1-Takhtajan-Babujian Phase Al

Als erstes soll der Bereich des Phasendiagramms untersucht werden, in dem alle drei An-

regungsmodeny, ¢; undx eine endliche Anregungstke aufweisen. Dies istjuivalent zu
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den Bedingunges,(x) = € () undk(x) = k™ (z),V 2 € Rbzw.X,, = 0und X, = 0. Fur
diesen Spezialfall kann man di@&tingen deDressed-Energiesnhand von (3.55) direkt
ablesen und eHit:
_ 0) _ _ H
en(r) =nH +¢€)) (), n=1,2 und k(x) = —pp — 5 (3.59)
Mittels (3.59) und der Konsistenzbedingunggfr) > €,(0) > 0 mitn = 1,2 undx(z) >
x(0) > 0 lassen sich die Phasengrenzen dieser Phase zu

H
K(Xp=00)=0= —p > —paijaz = o (3.60)
bzw.
GQ(XQZO) :0:>H>HA1/A2:8/3 (361)

bestimmen. Da in dieser Phase die Integralgrenges X, = X, = 0 sind, verschwinden
nach Gleichung (3.57) diString und Strstellenkonzentrationen. Der Grundzustabd, )

ist also identisch mit denuf"den algebraischeneEBHE-Ansatz verwendeten Pseudovaku-
um |Q) = [[, @| 1) und das Tieftemperatur-Anregungsspektrum ist charakterisiert durch
endliche Energieicken.

3.2.1.2 SpinS =1-Takhtajan-Babujian Phase A2

Ausgehend von der Tieftemperaturphase Al, in der alle drei Anregungsmoden eine Ener-
gieliicke aufweisen, gelangt man durch Verringerungadseien magnetischen Feldés

unter den kritischen Weitf 4,4, = 8/3 in die Phase A2. Diese Phase wird dadurch charak-
terisiert, dal3 die beiden Modepn und « weiterhin eine Anregungstke besitzen, afirend

€2 masselos wird, d.he(z) = €, (x), V|z| < X,. Dies bedeutet, daf’ der Grundzustand

|V 4») dieser Phase nicht mehr das Pseudovakistimsondern ein komplizierter undotier-

ter Zustand mit Magnetisierung® = 1 — 2n, ist: Wegen (3.57) sieht man, daf3 aXis # 0

und X; = X, = 0 sofort0 < ny, < 1 bzw.n; = x;, = 0 folgt. Das Tieftemperaturverhalten
dieser Phase kann man aus einer einzigen skalaren linearen IntegralgleichdiegMode

€o(x) bestimmen:

e(v) = 2H + eV (x) = {ay + 20} % e2(x] £ Xo) mit er(£X5) =0. (3.62)
Die Losung von (3.62) determiniert didiigen Anregungsmoden volistdig:

en(r) = nH+ 6%0) (x) — {Ang — Opo} * &2z £ Xs),
k(x) = —pu—H/2+ ay*ex(x] £ Xo). (3.63)

Die Gleichungen (3.62) und (3.63) sind identisch mit den thermodynamiscEeAEB
Ansatz-Gleichungen der Sp#= 1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette in einemaul3eren Ma-
gnetfeld H [39, 40, 41]. Dies ist auch nicht weiter verwunderlich, da dexMH.TON -
Operator der dotierten Spiti= 1-Kette flir ;, = 0 gerade identisch dem der Spfh= 1-
TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette ist.
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Fir Magnetfelderr/ nahe der Phasengrenze A1/A2, dh=8/3 — dH mit0 < dH < 1,
kann man diDressed-Energy mit Hilfe einer TAy LOR-Entwicklung rdherungsweise ana-
lytisch berechnen. In diesem Bereich sind dieey H und X, nach Voraussetzung klein,
so dal3 die Konvergenz der entsprechendenL®r-Reihen gewhrleistet ist. Entwickelt
man die Inhomogenite’ (z) und den Integrationskeri (z) = ay(z) + 2az(z) der Inte-
gralgleichung (3.62) jeweils bis zur zweiten Ordnungrirwobei O(z) ~ O(X3) sei, so
erhdlt man fir (3.62) den Ausdruck:

B 448 , 1 [t /5 17 o , 3
€ () ——25H+2—7x —;/XQ dx <§—§(a:—x) e2(2") + O(x”). (3.64)

Mit einem Potenzreihenansatzrfdie Anregungsmode

ex(r) = ego’o) + egl’O)Xg + ego’l)a: + egQ’O)Xg + egl’l)ng + 620’2)952 (3.65)

ergibt sich die rechte Seite von (3.64) zu:

448 5
) = —20H+ o= (egO’O)XQ + egl’(”Xg) + O, (3.66)
T
Daey(+X5) = 0, sinddH und X, keine unabhigigen Variablen, sondern miteinander

verknupft:

5 5 448
e(£Xs) = 0= —20H = 2"V X, + <—e§1’°) —~ W) X3. (3.67)
m m

Berticksichtigt man Beziehung (3.67) bei der Bestimmung &omittels Koeffizientenver-
gleich, so findet man, dalf? sich die Anregungsmad@r kleined H bzw. X, schreibendf3t
als:

448
27

448 448
(2* — X3) = —26H + WIQ mit 20H = — X7, (3.68)

efr) = 27

In diesem Bereich des Phasendiagramms besitzen die magnetischen Anregusmait
eine quadratischen Dispersionsrelation (3.68) uoidniein als Magnonen identifiziert wer-
den.

Einen weiteren Grenzfall, den man analytisch untersuchen kann, ist der lHmes 0.
Hier findet man, daRR die beidereRmI-Punkte+X, wegene,(+X5) = 0 bei + oo lie-
gen. Der Grundzustand entspricht daher einem \aifdijy getillten FERMI-See von Ma-
gnonen. Gleichung (3.62) kann man aufgrund Von = oo mit Hilfe einer FOURIER-
Transformation exakt gest werden. Daauffirt zu folgendem Resultat:

ar(w)

14 200 + ay) * 6o(2) = —=27ma; * (1 + az(2)) & (W) = —2mr———2
(1420 + ) v o) = 2+ (1 + 02(n) & o) = —2m 1120

(3.69)

Aus der Analyse der Spif = 1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette ist die obige Dispersions-
relation (3.69) bereits bekannt. Die magnetischen Anregungen sind in diesem Bereich die
S=1/2-Spinonenanregungerér dem Magnonen-Kondensat.
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Die linke Phasengrenze von A2 witdhér die Bedingunger(X, = 0) = 0 definiert, d.h.
die Phase A2 wirdui

+X>2

[ > la2/B1 = —H/2+/ dx as(x)es () (3.70)

— Xy

instabil gegenber der Erzeugung von @stellen. i H = 0 lal3t sich der kritische Wert
a2 p1 €Xakt berechnen. Als Ergebnis athran:

+X2 +0oo as(w
pim|, = [ drae) == [ ao T~y - s, @7

X - 1+ as(w)

wobeiv(z) = d[In(T'(z)]/d= die sogenannte Digamma-Funktion ist.

3.2.1.3 Tomonaga-Luttinger-Phase Bl

Durch Erfohung des chemischendgstellenpotentialg tiber den durch (3.70) festgelegten
kritischen Werty. 42,51 gelangt man in den Bereich der Phase B1. Die Auswirkungen auf
die Natur des Grundzustandgls, ) sind dabei beachtlich: Zatlich zu dem ERMI-See

der 2-Stringsmit Energiee, < 0 tritt in dieser Phase ein weitereurfdie Sorstellenrapi-
ditaten mit Energien: < 0 auf. Wegen (3.57) bedeutet dies, dal3 hier 2i8tring sowie

die Sorstellenkonzentration, bzw. x;, endliche Werte annehmen. Die Magnetisierung des
Grundzustandepl z;) betiégt demnachn® = 1 + x,/2 — 2n,. Als effektive Beschrei-
bung des Niederenergiesektors eignet sich daher ein zwei-komponentgyesNAGA-
LUTTINGER-Modell, dessen beide Anregungsmoderund x den folgenden Dispersion-
relationen gengen missen:

ex(2) = 2H + e (2) + o * k(] + Xn) — {ag + 202} % e2(z] £ Xo), (3.72)

H
k(x) = — (u + 3) + a9 * ea(x] £ Xo) mit k(£X}) = 0 und e(+X5) = 0.

Fur beliebige ERMI-PunkteX; bzw. X, laf3t sich dieses Gleichungssystem allerdings nicht
mehr analytisch sondern nur noch numerisiseli. Die beiden rechten Phasengrenzen wer-
den aus den Bedingungeurfdie beiden ERMI-Punkte X; und X, berechnet. & B1/C
erhdlt man

H
K(Xp =00) =0= —ppijc = 5 (3.73)
d.h. der zw: assoziierte ERMI-See ist vollsandig geiillt. Die andere Phasengrenze B1/3M

ergibt sich aus; (X; =0) =0 zu:

+X2

Hpism =2 — / hda: ar(z)r(x) + / dx {az(x) + a1 (x)}ea (). (3.74)

Xh *X2
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3.2.1.4 Drei Moden Phase 3M

Die Besonderheit der Phase 3M besteht darin, dal} hier alle drei Anregungsinademd

x masselos sind und man die thermodynamischerHg-Ansatz-Gleichungen (3.55)$én
muf3, ohne sie vorher vereinfachen znkén. Der Grundzustan@s;,,) besteht aus drei
unterschiedlichen ERmI-Seen. Die dazu korrespondierenden Quasiteilchendichten sind je-
doch keineswegs unahhgig voneinander, sondern aufgrund vgiX;) = 0,7 = 1,2 und
k(Xp) = 0 parametriscluber dasaufRere Magnetfeld und das chemische @ttellenpo-
tential u gekoppelt.

Fur den Fall, dal3 das Magnetfeld verschwindet X; = X, = oco) kann man die ma-
gnetische Suszeptibitity (H = 0) fur T = 0 und die spezifische AfimeC(T') fur klei-
ne Temperatureff’ analytisch berechnen. Wegenh, = X, = oo lassen sich die beiden
Dressed-Energies unde, in den thermodynamischereBHE-Ansatz-Gleichungen (3.55)
durch Integration eliminieren.U¢ i ergibt sich danach die skalare Gleichung:

k(z) = —p—2may  p(x) — R« k(x| £ Xp). (3.75)

Hier ist R = as * (1 + as) ' und die beiden ERMI-Punkte+ X, hangen in diesem Bereich
wegenx(X,) = 0 nur von dem chemischen@stellenpotentigl ab. Analog dazudf3t sich
zeigen, dal3 die Btstellendichte folgender Gleichung gergen muf3:

plx) = asxplw) = Rxple| + Xp). (3.76)

Die FERMI-Geschwindigkeit, der masselosen Ladungsmad&aldt sich ausgehend von
(3.75) und (3.76) bestimmen:
1 Okr(x)

= . 3.77
vh 27Tp(Xh) ox =X}, ( )

Die Geschwindigkeiten; und v, der beiden masselosen magnetischen Anregungen um
r~ X; = X, = oo sind durch

. 6/ (X1> A
- 1 1 g g
U1 XllgIOOQ’ﬂ'O'l(X1> 7TB (3 8)
bzw.
!
v = lim 22 _ o (3.79)

Xa—00 271’0’2(X2)

gegeben, wobeir A = — [*Chdx e k() und B = [ dx e™ p(x) ist.

Um die spezifische WmeC' « o F(T, u, H = 0) des Systemsauf 'kleine Temperaturen

T berechnen zudinen, mufld man zuerst eine systematische Tieftemperaturentwicklung der
thermodynamischen®BrHe-Ansatz-Gleichungen (3.52) durehfien, mit der sich die freie
EnergieF (T < 1, u, H = 0)/L ndherungsweise bestimmeafif:

Basierend auf der von M. AKAHASHI in [76] entwickelten Methode wurde gezeigt,
dal3 sich die freie Energiedichte aus Gleichung (3.b8)nfiédrige Temperaturef’ als

F/L = Ey/L + fi, + fs schreibendRt [45]. Ey/L = 2 ist hier der Beitrag, der von der
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Spin S =1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette herdihrt, wdhrendf;, bzw. f, die jeweiligen Bei-
trage der Ladungsmodeund der magnetischen Modenunde, sind. Rir den Beitrag des
Ladungssektors edft'man [45]:

T? T
frn=-T /da: p(z)In[1+ e‘“(x)/ﬂ] ~- o Ch, u

~—, 3.80
6vh 3vh ( )

Da das obige thermodynamische Verhalten der spezifischem@l”;, gerade dem einer
masselosen skalaren bosonischen Mode entspricht, verwendet man als effektive Tieftempe-
raturtheorie i den Ladungssektor eine bosoniseche= 1 konforme Feldtheorie (verglei-

che Kapitel 4).

Der Beitrag der magnetischen Freiheitsgrade zur freien Energiedicha8t sich iir tiefe
Temperature” schreiben als:

T? T
fs:_L<ﬂ+9>:>CS:CI+02=%<2+9>. (3.81)

6 U1 (%] U1 (%)

Diese Form vory, ist charakteristischuii'eine TOMONAGA-L UTTINGER-Flussigkeit, deren
beide Anregungsmoden durch die Geschwindigkeitdoew. v, und deren zentrale Ladun-
genc; bzw. ¢, festgelegt werden. Die in (3.81) auftauchenden Parameterd ¢, sind wie
folgt definiert:

1= 9/dac Ae ™ In [l + exp (¢1(x))] und cp= 9/dac e ™ In [l + exp (¢2(x))] (3.82)
™ ™

und die oben verwendeten Funktiongnsind temperaturunalaingig und gengen der Glei-

chung [41, 45]

On(x) = —Abp1e7™ = 8p0e ™ +pxIn(l +exp (pni1)] [1 +exp (dn-1)]. (3.83)

Im allgemeinen kann man, und ¢, nicht mit den zentralen Ladungen von zwei angri
konformen Feldtheorien identifizieren, da diese in Abgigkeit von der Strstellenkon-
zentrationz,, reellwertige Funktionen sind, die die Nebenbedingung ¢, = 2 erflllen
mussen.

Betrachtet man die beiden Grealt€ eines undotiertencf = 0) bzw. eines vollsihdig
dotierten Systemsef, = 1), so erfalt man ausgehend von Gleichung (3.82)d4;"undc, als
Ergebnis:

1
r, = 0: a =3 und ¢y = 3/2,
x, = 1: cg=c =1 (3.84)

In diesen beiden Greraiffén @Rt sichc, mit der zentralen Ladung eineslU(2), bzw.
SU(2); WESSZUMINO-WITTEN-Modells identifizieren [77, 78]. Die Anregungsmoee
korrespondiert zu den masselosen Spinonenanregungén-deiTAKHTAJAN -BABUJIAN-
Kette bzw. des isotropeti=1/2-HEISENBERGModells. Die effektive Tieftemperaturtheo-
rie der magnetischen Anregungsmadeentspricht €ir x;, = 0 dem unitiren minimalen
Modell M3, das das kritische Verhalten desiNG-Modells beschreibt, bzwuf'z;, = 1
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einer freien bosonischen Feldtheorie mit= 1 und Kompaktifizierungssradiug = 1/v/2
[45, 79].

Um die magnetische Suszeptikality des Systems bé = 0 bestimmen zu &finen, mul3
man den magnetfeldabhgigen Teil der Grundzustandsenergie kleine H entwickeln.
Anhand der thermodynamischemEB41E-Ansatz-Gleichungen (3.93) sieht man, daf3 bei ei-
nem kleinen Magnetfeld/ die beiden ERMI-PunkteX , der magnetischen Anregungen
nicht mehr bei unendlich liegen: < X, < oo. Untersucht man nun das asymptotische
Verhaltenz ~ X, ,, so BBt sich ir kleine Magnetfeldef? ein Integralgleichungssystem
vom WIENER-HOPFTyp fir ¢; unde, bzw. o, undo, ableiten [79]:

—+o0 —+o00
e1(r) = — 2 Ae el 4 / dy K11 (x — y)er(y) + / dy Ki2(x — y)ea(y),

+X1 +Xo
H +00 +o0o
€a(x) = 5 2me ™ 4 /X dy Ko (x — y)er(y) + /X dy Koo (x — y)ea(y),(3.85)
+X1 +X2

bzw.

+00 +oo
oi(x) = Bf““ﬁ/ @Kh@—wm@%{/ dy K12(x — y)oa(y),
+

+X1 X2
+00 +o0

oola) = e 4 / dy Ko (z — y)on () + / dy Kon(z — y)oa(y).  (3.86)
+X1 + X

Der IntegrationskeriX hat die folgende BURIER-Darstellung:

Kw) = m ( (1) €_|i|/2 ) = p(w) ( (1) alzw) ) - (3.87)

Die Losung der obigen Gleichung isiglivalent zur bsung des REMANN-HILBERT-
Problems it eine regudfe MatrixZ(w) mit

(a) Z(w) =1 fiir w— oo
(b))  Z(w) ist analytisch fiir alle w € R (3.88)
(¢) Z (w)=7,(w)G(w), weR,

wobei die MatrixG(w) mit dem Integrationskeri wie folgt zusammenrémigt:

o) = (7 e J{(0 V) -rep (T e ) @89

In Abhéngigkeit vornZ(w) lat sich die magnetische Suszeptibtlif ‘dann als:

1

X:E

(oo zion (§ ) ) (o2 ™) . @

V2 22

Fur verschwindendeaul3eres Magnetfeld und kleine Sbistellenkonzentrationery, —
aquivalent zu kleinemd — vereinfacht sich dies weitgehend, und manadtrifiir y den

Ausdruck [79]
X = l<l_§+§>, (3.91)

™ V2 U1
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wobei = — A{log(A/2m)+2C'} /2r+O(A?) ist, und die Konstantd = — [*7*dx e™ s(x)
in z, TAYLOR-entwickelt werden kann. Der Beitrag der Anregungsmeadeur magneti-
schen Suszeptibibt'ist gegeben durch [79]:

3
io= 2 (logay, +0.217827...). (3.92)

273

3.2.2 Phasenbereich-H/2 < ;< H/2

Betrachtet man die thermodynamischerTBE-Ansatz-Gleichungen (3.55), so sieht man,
daR fir den Bereich des Phasendiagramms > H/2 die Mode«x fur alle Werte von

x negativ ist. Dies bedeutet, daf3 im Grundzustand immer ein aotigg gelilltes Qua-
siteilchenband vorliegt, das mit deno&ttellenrapiddéiten verkmpft ist und eine endliche
Lochanregungsicke besitzt. Somidt sichx(x) aus den Gleichungen (3.55) durch Ausin-
tegrieren eliminieren. Als effektive thermodynamiscrerBe-Ansatz-Gleichungerut die
Modene; (x) unde, () im GrenzfallT = 0 erhélt man die Gleichungen:

H N
e(r) = —,u+3+€§0)(a:)—al*eg(a:|iX2),
SH (o) ) .
e(r) = —p+ - te (x) —ap * ey (x| £ X1) —2as x ea(x] £ X3).  (3.93)

Diese dienen als Ausgangspunkir fdie weiteren Untersuchungen im Phasenbereich
—H/2 < p< HJ2.

3.2.2.1 SpinS=1 Takhtajan-Babujian Phase A3

Die Phase A3 existiert bei hohemlReren Magnetfelderf. Die beiden Anregungsmoden
€1 unde, weisen jeweils eine endliche Energieke auf, was gleichbedeutend mit dem Ver-
schwinden der ERMI-PunkteX , = 0ist. Aus diesem Grund kann di@kling der thermo-
dynamischen BTHE-Ansatz-Gleichungen (3.93) wie im Fall der Phase Al direkt abgelesen
werden und ist gerade durch die entsprechenden Inhomagamidér Integralgleichungen
gegeben:

a(r) = —p+ g +e(@), efr) = —p+ % +e) (). (3.94)
Anhand von Gleichung (3.44) ist offensichtlich, daf3 auch in diesem Bereich des Phasendia-
gramms &ir 7 = 0 die Dichten dem-Stringsaufgrund der Bedingung, > 0 und wegen
(3.56) auch die Sr'stellendichtey verschwinden. Somit ist der Grundzustdsd,s) iden-
tisch mit dem ferromagnetisch geordneten Eigenzust@hdier SpinS = 1-TAKHTAJAN -
BABUJIAN-Kette. Die beiden noch nicht bestimmten Phasengrenzen werden wikeeer -
€;(X; = 0) = 0 definiert,; = 1, 2, und lassen sich exakt berechnen:

6(X1=0))=0 = NA3/FM:%_2 und H>%7
(3.95)

GQ(XQZO):O = MA3/C:%_% mit §<H<13—0.



3.2. Tieftemperatur-Phasendiagramm 41

3.2.2.2 Ferromagnetisch geordnete Phase FM

Erhdht man ausgehend von dexKHTAJAN-BABUJIAN-Phase A3 das chemischeo&ttel-
lenpotential:, dal? man die Phasengrenze;, ry, = H/2 — 2 mit H > 10/3 tberschreitet,

so flihrt dies zu einer allafilichen Dotierung des Grundzustangi€s,,) mit Storstellen.
Allerdings ist dasaul3ere Magnetfeld/ in diesem Bereich noch stark genug, um Spin-
flips vollsténdig zu unterdr¢ken, d.h|¥ ;) istimmernoch ferromagnetisch geordnet. Die
Magnetisierung des Systems ist daher durch= 1 — x;,/2 gegeben. Anhand der ther-
modynamischen BTHE-Ansatz-Gleichungen (3.93) d@ressed-Energiesieht man, dal3

die Modee, weiterhin eine Anregungsgtke aufweist, wohingegen masselos wird. Aus
(3.93) &Rt sich i ¢; die Dispersionrelation, die das Tieftemperaturverhalten dieser Phase
eindeutig bestimmt, ableiten:

H
Q) = —p+5+ (). (3.96)
Aufgrund der einfachen Struktur von (3.96) lassen sich fast alt#&mnexakt berechnen.
Fir den FERMI-Punkte, (X;) = 0 ertlt man als Ergebni&’, = ,/%. Die Lochkon-
zentrationr;, ergibt sich zu:

1 +X1 ) +X1 2
Tp = N =—— dre’ (v) = dx as(xr) = — arctan(Xy).  (3.97)
27 | _x, X m
Den Qlltigkeitsbereich der Phase FM sahKen zuatzlich zu A3/FM die beiden Bedingun-
gene; (X; = co) = 0 undey (X, = 0) = 0 ein. Dies fihrt auf die beiden Phasengrenzen

FM/H1 und FM/B2. kit FM/H1 ertalt man das Ergebnis

H
€1 (X1 =00) = 0= pryym = (3.98)
wahrend wegen
3
ea(x) = —u+§H+egO)(m)—&1*61(33|in) (3.99)
unde; (X, = 0) = 0 die Phasengrenze FM/B2 durch den Ausdruck
3 16 X
WFM/B2 = §H -3 / dr'ay(z — 2")er (") (3.100)
—-X1

gegeben ist. Im Falle kleiner @stellenkonzentrationen, bzw. X, laf3t sich analog zum
Vorgehen in Phase A2 eineaYLOR-Entwicklung durchdéihren. kii x;, und H ergeben sich
in vierter Ordnung inX; die Resultate:

2 1
H _ 10 XQ—EX?’— X4+ 0(X? 3.101
FM/B2 = 3+21 3 2X7 + O(X7). (3.101)

Damit laf3t sich die Phasengrenze FM/B2 in Albigigkeit von der St'stellenkonzentration
x5, schreiben als:

T
Hpymypa = — + 793,12 — —uap — —x, +O(zp). (3.102)
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3.2.2.3 Phase C

Um in diese Phase zu gelangen, mul3 man ausgehend vomdemAJAN-BABUJIAN-
Phase A3 dasufRere Magnetfeld so weit reduzieren, dafz > 3H/2 — 16/3 wird. In
diesem Fall wird die Anregungsmode masselos. Der Grundzustahl-) besteht somit
aus zwei [ERMI-Seen. Zuatzlich zu dem bereits eatinten ERMI-See der Sirstellenra-
piditaten, der vollsiindig geiillt ist und eine endliche Lochanregungské aufweist, tritt

hier der See de2-Stringsauf. Rir niedrige Temperaturen kann man daher das physikalische
Verhalten durch eine 1-Moden-Theorie mit der Dispersion

3
ealr) = —p+ H+ eV (2) = 26y * e2(z] + X>) (3.103)

beschreiben, wobei die beider®vi-Punkte wegenr,(+X,) = 0 wie gewohnt von dem
aulReren Magnetfeld und dem chemischen @stellenpotential: tber die Kombination
—u + 3H/2 abréngen. Bemerkenswert ist, dal3 der Phaberjang FM/C viel drastischere
Auswirkungen auf den Grundzustand hat als z.B. FM/A3, obwohl bei alobiither Be-
trachtung der einzige Unterschied darin besteht, daf3 anstelle der Anregungsrhizie,
masselos wird. In dieser Phase weist der Grundzusgtndnamlich nicht nur eine endliche
Storstellenkonzentration;, auf, sondern zwdzlich auch eine endliche Spinflipkonzentrati-
onn, = 2n, — x3. Die rechte Phasengrenze von C ist durghX; = 0) = 0 definiert, was
auf die nachfolgende RelationHit:

+X>2
Hepy = 2p+2— / dr' ay (v — a")ex(2). (3.104)
— X5
Fur kleine X, bzw. z;, kann marahnlich wie in Phase A2 und FM die beiden Phasengrenzen
B1/C und C/B2 mit Hilfe einer AyLOR-Entwicklung inz; aus (3.73) bzw. (3.104) und
(3.56), (3.57) mherungsweise analytisch berechnenr &é vierte Ordnung i, erhélt
man als Resultauf 'die Phasengrenze B1/C bzw. C/B2:

8§ Tr? ., Tn? , {1057r2 85

24 S L DL N ‘40z, (3.105
B1/C 3 g 'h T g th 128 4608}xh+ (a)y )

10 77* , Tr* {637r2 85

Heypy = 3 T ot T g v o1 —2304}@;14-0(%5). (3.106)

3.2.2.4 Tomonaga-Luttinger-Phase B2

Fur T = 0 ist dieser Bereich des Phasendiagramms dadurch definiertuddie fFrERMI-
Punkte die Bedingungehli, = co bzw.0 < X; < oo gelten,; = 1, 2. Demnach kann man
als effektives Modell @it die Tieftemperatureigenschaften des Systems e0MONAGA-
LUTTINGER-FlUssigkeit tir die beiden masselosen Anregungemnd ¢, verwenden, die
der Dispersionsrelation (3.93) geyen missen — analog zu dem Fall der Phase B1 kann
man (3.93) fir beliebige ERMI-PunkteX; und X, jedoch nur numeriscloBen. Der Grund-
zustand ¥ z,) besteht wieder aus zwei, teilweise gétEn Quasiteilcherdrider fir die 1-
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3.5

150 005 01 015 02 025 03 035 04 ' 0.45
Xh
Abbildung 3.2. In dieser Abbildung sind die beiden Phasengrenzen B1/C
und C/B2 in AbBAngigkeit von der Srstellenkonzentration;, aufgetragen.
Die durchgezogene Linien korrespondieren dabei zu den numerisch exakten
Ergebnissen, éhrend die anderen Kurven mittels (3.105) und (3.106) berech-
net wurden.

und 2-Strings die weger;(X;) = 0 und_X,, = oo sowohl mit den magnetischen als auch
den Ladungsfreiheitsgraden des Systems zusamengeh, aimlich x;, = n; + ns. Die
rechte Phasengrenze von B2 kann man mit Hilfe 4@’y = 0) = 0 bestimmen:

HB2/H2 = H/Q- (3.107)

3.2.3 Phasenbereicly > H/2

Anhand der thermodynamische®BHE-Ansatz-Gleichungen (3.55) sieht man, dal3 die bei-

den Anregungsmodeq und x im Falle x > H/2 fur beliebigex nur negative Werte
annehmen. Dies bedeutet, dal’3 der Grundzustand dieser Tieftemperaturphase(n) aus zwei
vollstandig gefillten FERMI-Seen vonl-String bzw. Strstellenrapididten besteht, die je-

weils eine endliche Lochanregungeke aufweiseng; (o00), k(o0) < 0, und damit €ir die
Tieftemperatureigenschaften des Systems irrelevant sind. Seyvald auchx lassen sich

aus (3.55) durch Ausintegrieren eliminieremurklie einzig nicht-triviale Anregungsmode

€2, die das Tieftemperaturverhalten des Systems aoithity bestimmt, ergibt sich damit die
folgende Dispersionsrelation:

e2(r) = H —2mai(x) — ag * ea(x] £ Xo). (3.108)
Die UbrigenDressed-Energidassen sich in Ab&rigigkeit vore, schreiben:
H
k(x) = —2u+ ay * ego)(a:) und €(z) = —p+ 5 + ego)(a:) — ay * ez(x| £ Xo),
en(x) = (n—1)H = 2ma,_1(x) — (Gn + Gp_2) * €2(x| £ X>), fUrn > 2. (3.109)
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Gleichungen (3.108) und (3.109) entsprechen den thermodynamisatiemeRB\nsatz-
Gleichungen des isotropen Sphh= 1/2-HEISENBERGModells [80]. Somit ist in diesem
Bereich die Stistellenkonzentration;, = 1, d.h. es liegt eine vollatidig dotierte Spin
S =1-Kette vor.

Fur groReaulRere Magnetfeldefl bildet sich eine Phase H1 aus, in der im Grundzustand
|W ) ferromagnetische Ordnung auftritt. Dies &fjuivalent zu der Bedingung, daf} die
Mode e, eine endliche Anregungstke aufweist:X, = 0 undey(Xy; = 0) > 0. Die Ma-
gnetisierung des Grundzustand@s;;) entsprichtm?® = 1/2. Verringert man daswi3ere
MagnetfeldH, so schlief3t sich die AnregungsKe vone,. Ausgehend vor, (X, = 0) =0
findet man die Phasengrenze H1/H2, unterhalb der der Grundzusiandl instabil ge-
geruber Spinflips wird:

62(X2:0) =0 & HHI/H2:2- (3110)

Die zweite Phase H2 ist durdh < X, < oo definiert. Der Grundzustand ;,) enthglt

eine endliche Konzentration von magnetischen Anregungen und ist daher nicht mehr ferro-
magnetisch geordnet. Das Bild, das man higrdie magnetischen Anregungen a&ithist
anrdhernd identisch mit denufdie Phase A2, d.huf'H = Hyy /g — 0H (0 < 0H < 1)

findet man magnonische Anregungenr Ferschwindendes Magnetfeld, X, = oo kann

man (3.108) mit Hilfe einer BURIER-Transformation exakt berechnen:

(1 — o) *ex(x) = —2may(z) & e(x) = —27mp(x). (3.111)

Man ertalt das bekannte Spinonenspektrum (3.69) des isotropen Spis 1/2-
HEISENBERGModells [12, 80].

3.2.4 \Vergleich mit dem supersymmetrischert-J-Modell

Da die dotierte SpinS = 1-Kette eine Verallgemeinerung des supersymmetrisdhén
Modells ist, sollen hier die Unterschiede und die Gemeinsamkeiten im Tieftemperaturver-
halten der beiden Modelle untersucht werden. Dazu wird im folgenden das Tieftemperatur-
Phasendiagramm des supersymmetrisch@iModells, sowie dessen Herleitung mittels
des thermodynamischeneEBHE-Ansatz kurz vorgestellt. Ausgangspunkt sind die diskre-
ten BETHE-Ansatz-Gleichungen dastModells [28, 29, 38, 68]. Wie im vorangegangenen
Kapitel gesehen, besteht der einzige Unterschied darin, daf3 man in Gleichung (3.1) den

N\ L R L
Ausdruck(kﬁl) durch(kﬂ'“”) ersetzt. Ansonstesmndert sich die Struktur derB3 HE-

\j—i \j—i/2
Ansatz-GIei]chungen nichtj, nur die Interpretation der Ragidit)\; und v, muf3 angepaldt
werden, da der lokale Hilbertraum des-Modells aus den drei elektronischen Zarstién
{]10),] 1), J)} besteht. Der Zustand) entspricht einem Loch in einem Leitungsband aus
Elektronen — Doppelbesetzung wird wegen stai®erSite CouLoMB-Abstol3ung ausge-
schlossen. Ziel ist es, dal3 Tieftemperaturverhalten des supersymmetiistlieaells in
Abhangigkeit von der Lochkonzentration< z;, < 1 oder alternativ von der Elektronen-
dichte0 < n, < 1 mitn, =1 — 2, zu bestimmen.
Die kleine Veeinderung der BTHE-Ansatz-Gleichungen hat weitreichende Konsequenzen.
Bildet man den thermodynamischen Limes mitted&* AHASHI s StringHypothese, so stellt
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sich heraus, dafuf'das supersymmetrisclte*Modell nur die beiderDressed-Energies

unde; negative Werte annehmen, d.h. masselos werdendxi [68, 81, 82]. Die effektiven
Tieftemperaturtheorien bzw. die verschiedenen Phasen lassen sich wieder aus dem Grenzfall
T = 0 der thermodynamischeneBHE-Ansatz-Gleichungen bestimmen:

alr) = H+ ego)(a:) — a9 * ea(x| £ Xy) + ay * k(] £ Xp),

k() = — <u+g> + ap *x e (x] £ Xq). (3.112)

Klassifiziert man die Tieftemperaturphasen wie oben anhandewFPunkteX; und X},
so findet mandi das supersymmetrisciiegsModell funf unterschiedliche Phasen:

Al FM

A2 B E

-2 -2In(2) 2
u

Abbildung 3.3. u-H-Tieftemperatur-Phasendiagramm des supersymmetri-
schen t-J-Modells.

Phase Al;: - Dieser Bereich wird durch die Bedingung, dal’3 beide Moden eine Anre-
gungslicke aufweisen, charakterisiet’; = X, = 0. In diesem Fall ist die Loch- und
Spinflipkonzentration identisch Null. Daher entspricht der Grundzustand in dem durch
—u > H/2 > 2 eingeschainkten Bereich dem ferromagnetisch geordneten, halbigef"
Band.

Phase A2;: In dieser Phase ist;, = 0 und0 > X; > oo, d.h.z;, = 0und0 < n; < 1.

Da fuir verschwindende Lochkonzentration das supersymmetriséiodell identisch zur
isotropen SpirS = 1/2-HEISENBERGKEette ist, sind die magnetischen Anregungen in der
Nahe der Phasengrenze ~ H 4,,,,42,, Magnonen, wahrend sie beil ~ 0 zu Spinonen
werden.

Phase B;: In diesem Bereich) < X, X, < oo, sind beide Anregungsmodenund ¢;
masselos. Daaufirt zu endlichen Elektronen- und Spinflipdichtem fien Grundzustand.
Das Tieftemperaturverhalten dieser Phase kann man daher effektiv durcrogimsNAGA-
LUTTINGER-FlUssigkeit mit der Dispersionsrelation (3.112) beschreiben.
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FM

FM
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Abbildung 3.4. x,-H-Tieftemperatur-Phasendiagramm des supersymmetri-
schen t-J-Modells (I) bzw. der dotierten Spia- 1-Kette (r).

Phase FM;: Der Grundzustand ist ferromagnetisch geordnet und besitzt eine endliche
Elektronendichted < n. < 1. Die linke und rechte Phasengrenze von FM werden
durch die beiden Bedingungek, = oo und X, = X; = oo definiert, entsprechend
—H/2 < p< HJ2.

Phase E,: Fir u < H/2 liegen wegenX;, = X; = 0 zwei vollséindig gefillte Quasi-
teilchenl@inder vor, die eine endliche LochanregungkE aufweisen, gleichbedeutend mit

x, = 1 < n, = 0. Der Grundzustand entspricht also dem leeren Elektronenband.

3.3 Magnetisierungsplateaus

In diesem Abschnitt sollen die thermodynamischen Eigenschaften der dotiertefi Spin

Kette in einemaul3eren Magnetfeld bei konstanter St'stellenkonzentration;, fur’l" = 0

bzw. niedrige Temperaturél < 1 ndher untersucht werden. Anhand des im vorangegan-
genen Abschnitts abgeleiteten Tieftemperatur-Phasendiagramms sieht man, daf3 in den vier
Phasen B1, C, B2 und FM eine endlich@Stéllenkonzentratiom;, aufweisen — Phase

3M wird nicht reher untersucht. Von besonderer Bedeutung in diesem Zusammenhang ist
die Phase C, da das System hier neben der endlicloest&ténkonzentration;, auch eine
endliche Spinflipkonzentration, aufweist. Somit ist der Grundzustaf@.) nicht ferro-
magnetisch geordnet und man erwartet ein nicht-triviales Anregungsspektrum der Ladungs-
und Spinfreiheitsgrade.

In den beiden Phasen B1 und B2 sind jeweils Anregungen masselos, und das Tieftemperatur-
verhalten wird mit Hilfe einer zwei-komponentigeroMiONAGA-LUTTINGER-Flussigkeit
beschrieben. Im Unterschied dazu tritt in der Phaser@'f= 0 nur die masselose Mode

auf. Daher &l3t sich hier die Tieftemperatureigenschaften der dotiertenSpitrKette mit

Hilfe einer einzigen skalaren, linearen Integralgleichung (3.108).fberechnen, die man

aus den thermodynamische®B1E-Ansatz-Gleichungen mit; = 0,0 < X, < X§ und
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X, = oo erhdlt:

e(r) = —p— gH + ego) () — 2a9 * (2| = X3). (3.113)
Die beiden ERMI-Punkte+ X, missen der Gleichung(+X,) = 0 genigen und sind
damit eine Funktion deauReren Magnetfeldeg$ und des chemischen@stellenpotentials
w. Um die Sorstellen- und Spinflipkonzentratiar, bzw.n;, = 2n, — x;, berechnen zu
konnen, mul3 man parallel zu (3.103) das Gleichungssysiedid Strstellen- undString
Dichtenp bzw. o,, ld6sen. Da in der Phase C alleessed-Energies > 0,n # 2, undx < 0
sind, d.h.X,, = 0 furn # 2 und X;, = oo, sieht man anhand von (3.56), daf einer
Integralgleichunghnlich zu (3.103) gargen muf3:

1

o(a) = —5- e (2) = 26y * 0o (x| £ Xs). (3.114)

Man findet, dal’ in der Phase C di@f&téllenkonzentration, wegen

+ Xy “+00 + X + X9
xh:/ dx p(x / d:v/ dr'az(x — 2")oo(2) :/ dros(x) (3.115)

Xy, X —Xs

identisch mit de@-StringKonzentratiom, und daher auch gleich der Spinflipkonzentration

ny = 2ny — x, = 3, ist. Die Magnetisierung des Grundzustandieg) ist also durch

m?® =1 — 3x;,/2 gegeben.

Die FERMI-Punkte+ X, hangen in dieser Phase wegen (3.103) nurVoa —u + 3H/2

ab. Aus diesem Grunandert sich die $t'stellenkonzentration;, bzw. die Magnetisierung

m?* in der gesamten Phase C nicht, solange man die Magne#itd$i 'und das chemische
Storstellenpotentialk so wahlt, dalI™ konstant gehalten wird. Dies ist der Grunduwhafiald

man in der Magnetisierungskurwe (H ) ein zweites Plateau mit dem Wenf, = 1—3x,,/2

findet. Im Vergleich mit dem zum ferromagnetischen Grundzusténd,) korrespondie-
renden Plateatnj.,, = 1 — x;,/2 tritt m{ schon bei relativ kleineauBeren Magnetfeldern

H auf. Eine Besonderheit dieses zweiten Plateaus ist es, dal3 der Wert der Magnetisierung
m¢ (xy,) in Abhéngigkeit von der Strstellenkonzentratiom,, kontinuierlich veendert wer-

den kann. Bei den bisher bekannten, nicht-trivialen magnetischen Plateaus in Spinsystemen
ist dies nicht noglich, da diese aufgrund von topologischen Argumenten induziert wer-
den [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55, 56].

Die beiden Endpunktély, . und H¢, z, vonm¢ (H) kann man mit Hilfe der Gleichun-

gen (3.73) und (3.104uf"die Phasengrenzen B1/C und C/B2 bestimmen. Das physikali-
sche Verhalten der beiden masselosen, magnetischen Anregungew bei Hg; /o bzw.

HE o) mit Hy, o (xn) < H < HE po(w;) zeigt, daB die jeweilige Anregungsike

wie A/, x |H — H}(x,)| fur H — H;(x,) gegen Null geht; = B1/C, C'//B2, siehe
Abbildung (3.5).

Eine weitere Anomalie dieses Plateaus ist, dafl} die Magnetisierungskdfé) in der

Nahe der Phasebérginge B1/C und C/B2 nicht das typische WurzelverhalténH) =

|H — H;|* miti = B1/C, C/B2unda = 1/2 aufweist, das man bei einedbergang von
einem kommensurablen zu einem inkommensurablen Verhalten erwartet [48, 83]. Die nu-
merische Verifikation des Wertes varist im allgemeinen schwierig, auch wenn es sich bei
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0.5

_17 \ \ \
H H H

C1 c2 S

Abbildung 3.5. Loch- und QuasiteilchenanregungiskeA, = —x(c0) bzw.
A; = €(0) bei einer Strstellenkonzentration von, = 0.2 in der Plateau-
phase C und der Tomonaga-Luttinger-Phase B2.

dem hier betrachteten Modell um ein exaéslbares handelt, da solche Phaseninge
meistens damit verbunden sind, daf} einer oder mehrerFSeene; vollstandig auf-
gefiillt werden, d.h. die korrespondierendearRMI-Punkte X;* gegen Unendlich gehen.
Fur die dotierte Spiry = 1-Kette tritt dieses Problem jedoch nur an der Phasengrenze B1/C,
X, — oo auf, wdhrend C/B2 gleichbedeutend mit = 0 ist. Im Rahmen der numerischen
Genauigkeit der Rechnungen zeigt die Magnetisierungskufyé&/ ) bei B1/C ein kritisches
Verhalten |Hp, - (x,) — H|* mit o = 1/2. Dies entspricht ungefir dem erwarteten Ver-
halten. In der Mhe dedJbergangs C/B2 sieht man jedoch, daR sich die Magnetisierung
m*(H) eindeutig linear mit deratiBeren Magnetfelandert Am?(H) oc [H — H¢, gy (2n) |-

Fur kleine Strstellenkonzentrationer), 1af3t sich das Verhalten von*( H) bei C/B2 rahe-
rungsweise analytisch bestimmen. Dazu muf3 marmaaost 'analog zum Vorgehen in den
Phasen A2 und FM die rechte Seite der thermodynamiscleEamBAnsatz-Gleichungen
(3.93) bis zur zweiten Ordnung in entwickeln, mitO(z) = O(X;) = O(X,). Wegen
e1(X1) = 0 undey(X3) = 0 findet man, dall desuRere Magnetfeld und das chemische
Potentialy mit den zwei ERMI-PunktenX; und.X; wie folgt zusammendrigen:

1
—p+-H = T} =2-2X]+0(z*),

2
3 16 448
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Abbildung 3.6. Magnetisierungskurve der dotierten Spie- 1-Kette fir ver-
schiedenene Bitstellenkonzentration, vs.aul3eren Magnetfeld bei7'=0.
Dabei werden von links nach rechts die Phasen B1, C, B2 und FM durchlau-
fen.

Mittels dieser Ergebnisse lassen sich die beiden Anregungsnapden ¢, schreiben als:

er(z) = 2(2% — X2) + O(®) baw. e(w) = 42i78(x2 _ X2 40N (3117)

Ferner mufd man auch die Gleichungen (3.58) die StringDichten o, und o, bis zur
zweiten Ordnung i entwickeln, um damit die entsprechendeiningKonzentrationem,
undnsy bestimmen zu &rinen:

1 32 16 128 1
oi(r) = = — 350+ 3N+ = — X7 - —xQ +O(2%), (3.118)
™
8 4 32 176 128 , 224 2 3
O'Q(l’) = 3—+—X1—3—X2 3 3X1X2 3 3X —F —|—O(£U )
Man ertalt:
X 2 32
ny = X17X2 / dx 0'1 = —X1 <]_ - 3—X2> + O(Ig), (3119)
X, 8 3 8
No = Ny Xl,XQ / dz 0'2 = —X2 <2 — —X1 — —X2> —+ O(£U3>
X 3m T s
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In der Phase B2 ist die &tstellenkonzentratiom;, aufgrund von (3.56) und (3.57) sowie
X}, = oo durchz, = x,(X1, X3) = ny (X4, Xz) + n2 (X7, Xo) gegeben. Da man siclrf”
den Verlauf der Magnetisierungkurve® in Abhangigkeit vonH bei konstant gehaltener
Storstellenkonzentration, interessiert,df3t sich durch Invertierung von (3.119) d&rmI-
Punkt.X, als Funktion vonr;, und_ X, schreiben:

3T 3 3 > 4
X2 = XQ(Z'}“X1> = Exh <1 + th> — gXl <1 — th + ;X1> + O(.T3> (3120)

Fur die Magnetisierung des Systems ergibt sich:
1 3
m® =m*(xp, X7) =1+ 5%h = = 2ne =1 — 5%n + ny(xp, X7). (3.121)

Mit (3.119) und (3.120) et man fir die 1-StringKonzentratiom, (x;,, X; ) als Zwischen-
ergebnis:

2 4
ni(xn, X1) = ;Xl (1 — 2z, + %X1> + O(2?). (3.122)

Der rdchste Schritt besteht darin, ausgehend von der aus (3.116) abgeleiteten Gleichung

H = H(xp, Xy)
= Dy(Xy, Xo(wn, Xy)) — T (X0, Xo(an, X1))
= Heypolwn) + AH(zy, Xy)
10 7m? i 1

- T+ x(Fegn)eow e
den FERMI-Punkt X in Abhdngigkeit von der Strstellenkonzentration, und der Abwei-
chungA H von der Phasengrenze C/B2 ausuattén. Dazu mufd man die folgende quadra-
tische Gleichungdsen:

7 1
AH = X, <§xh — §X1> & XP— Troep X, +3AH = 0. (3.124)
Der FERMI-Punkt X, ergibt sich zu:
T (+) 12 AH
X AH) = — 1 — /1 - ——— 3.125
1(@n, ) 5 ZTh ( 1072 x’% ) ( )
e 6 AH+1 6 AH\’ 12 AH<<1
~ =Tt = | 5 —_—
9 ") 4972 a:,% 2 \ 4972 a:,% " 4972 a:,%
(3.126)

Die (+)-Losung der obigen Gleichung ist unphysikalisch, daxH — 0 auch X; ver-
schwinden soll. Anhand dieses Ergebnises sieht man, dal? sich die Magnetisierungskur-
ve m*(H) in der Néhe der Phasengrenze C/B2 Kleine Sbrstellenkonzentrationen;,
tatsachlich linear mitA H andert, vgl. Abbildung (3.7):
1
e (Heygs + AH) = mis(en) + — (- _ 2> AH +O(AH?).  (3.127)

T2 \ 1y
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Abbildung 3.7. Magnetisierungskurve:* der dotierten Spirt' = 1-Kette in
der Phase B2 vsauReres Magnetfeld fur unterschiedliche $tstellenkon-
zentrationenr;, = 0.1 (a), 0.2 (b) und 0.3 (c). Die durchgezogenen Linien
sind die exakten numerischen Ergebnisséhrend die gestrichelten mittels
Gleichung (3.127) berechnet wurden.

Das unterschiedliche, singuf Verhalten der Magnetisierumg® (H ) in der N&he der bei-

den kritischen Endpunkt®ly, . (zs) und He, . (2) 1aBt sich damit erldren, daf3 die bei-

den jeweiligen masselosen Anregungsmoédeund « in Phase B1 bzws, unde; in Phase

B2 nicht unabhingig voneinander sind, sondern miteinander wechselwirken. In Abwesen-
heit einesaufReren Magnetfeldds ist die dotierte Spirt = 1-Kette SU(2) invariant, und

man kann die zwei Moden aufgrund ihrer unterschiedlichen Symmetrieeigenschaften als
Spin- bzw. Ladungsanregungen identifizieren. Betrachtet man das System in einem endli-
chen Magnetfeld?, so geht diese eindeutige Zuordnung durch die Brechung tié®)-
Invarianz verloren. Man egit stattdessen eine magnetfeldabgige Mischung der beiden
Sektoren — ein Pdmriomen das bereits aus der Analyse desshRD-Modells bekannt

ist [14]. Dort findet man, dal3 die beiden masselosen Moden nur in bestimmten &lemzf”
von H entkoppeln. Die bosonische Mode, die B&i= 0 mit den Ladungsfreiheitsgraden
assoziiert wirdandert in Ablaihgigkeit vonH nur ihren konformen Radiug, wahrend &ir

H = 0 die magnetischen Anregungéh= 1/2—Spinonen, it genigend groRe Magnetfel-
derH > H.aberS=1—Magnonen sind.

Will man das thermodynamische Verhalten wie etwa die Magnetisierungskiireeer die
magnetische Suszeptibdity bei endlichen Temperaturéh berechnen, so muf3 man die
thermodynamischen®rHe-Ansatz-Gleichungen (3.45) und (3.58%sEn, ein im allgemei-
nen unnogliches Unterfangen. In gagénd starkemuReren Magnetfelderd > T sind
jedoch alle Anregungsmoden mit n # 1,2 massiv und kinnen deshalb aus den beiden
Gleichungen (3.45) und (3.52) eliminiert werden. Mit dieseshEiung ergibt sich ein Sy-
stem von drei gekoppelten nichtlinearen Integralgleichungenlig verbleibenden Moden
€1, €2 Und k, das sich numerisclosen &13t. Zur Berechnung der Magnetisierung(H, T')
sowie der magnetischen Suszeptiatlit{ 7, T') bei konstanter $t'stellenkonzentration,,
mufd man das grol3kanonische Poter@él’, =, H) = F (T, u, H) + pxy, verwenden, da
bei gegebenem das chemische Potentialgerade so afilt wird, daf} die Strstellenkon-
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Abbildung 3.8. Magnetisierungskurve (a) und Suszeptibtligh) der dotier-

ten SpinS = 1-Kette fir eine Sorstellenkonzentration vary, = 0.2 bei unter-
schiedlich tiefen Temperatureéh vs. aul3eres Magnetfeld/. Man sieht, wie

sich mit sinkenden Temperaturen die Magnetisierungsplateaus langsam aus-
bilden und wie die Suszeptibiitan den Phasdibergaingen Singularéten
entwickelt.

cl

zentrationz;, = 0, F" konstant bleibt. In Abbildung (3.8) sind die Ergebnisse aufgetragen,
die man tir x;, = 0.2 und verschiedene Temperaturérfur die Magnetisierung.® bzw.

die magnetische Suszeptibdity erhélt. Man erkennt eindeutig, dal3 sich die beiden Plate-
aus beimf = 1 — 3x,/2 bzw.m%.,, = 1 — x,/2 mit sinkender Temperatdf' beginnen
auszubilden und die Suszeptikalith der Nihe der Phasengrenzen B1/C, C/B2 und B2/FM
entsprechende Singulatén entwickelt, was auf einen kontinuierlichen Phabengang
schlie3endl3t.
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KAPITEL 4

Dynamische Tieftemperatureigenschaften
des integrablen Modells

In diesem Kapitel sollen bei tiefen Temperaturéhdie dynamischen Eigenschaften
der dotierten SpinS = 1-Kette in Abhangigkeit vomaufieren Magnetfeld/ und der
Strstellenkonzentratiom, untersucht werden. Besonders interessant sind die Spin-Spin-
Korrelationsfunktionen in den beideroMONAGA-LUTTINGER-Phasen B1 und B2 sowie

in der Plateauphase C. Dies aghtcht es, den physikalischen Mechanismus, der zu
der Ausbildung des Magnetisierungsplateaus/bgi = 1 — 3z;,/2 fuhrt und die damit
verbundenen Phasapérginge B1/C und C/B2, besser zu verstehen.

Wie bereits enahnt wurde, ist es im Rahmen des von MaKRHASHI sowie C.N. und

C.P. YaNG entwickelten thermodynamischereBHE-Ansatzes nur mglich, statische ther-
modynamische Gif3en zu berechnen, nicht jedoch Korrelationsfunktionen, da die explizite
Form der BEETHE-Ansatz-Eigenzustide nicht bekannt ist. Erst Mitte der achtziger bzw. An-
fang der neunziger Jahre wurden zwei unterschiedliche Methoden entwickelt, mit denen dies
prinzipiell erreicht werden kann: Zum einen das Konzept der Formfaktoren, zum anderen
ein auf konformer Feldtheorie urféinite-Size-Scalindpasierendes Verfahren [15].

Die Grundlage der von V.E. &REPIN et al.eingefihrten Formfaktormethode besteht darin,
daf zeit- und temperaturadogige Korrelationsfunktionen von exaksbaren Modellen als
Determinanten eines bestimmten Typus von Integraloperatoren, sogenarE®@Adt M-
Operatoren, dargestellt werdearkien [84, 15]. Diese Determinantendarstellung erlaubt es
einem, ein System von nichtlinearen Differentialgleichungendié gesuchten Korrelato-
ren des quantenmechanischen Problems abzuleiten, das sehr statk éeALEAGRANGE-
Gleichungen bzw. den AviLTON schen Bewegungsgleichungehrielt, die man norma-
lerweise tir das korrespondierende klassische Systeralerilit diesem so gewonnenen
DifferentialgleichungssystenaBt sich das Verhalten der Korrelationsfunktionen auf belie-
bigen Langenskalen unduf beliebige Temperaturen studieren. Die Untersuchung der
Korrelatoren fir groRe Zeiten und Abatide, der physikalisch interessante Grenzfall, be-
darf bei dieser Methode allerdings einigen Aufwands. Ausgehend von dem Differential-
gleichungssystemufdie Korrelationsfunktionen muf zacdfist das dazu korrespondierende
Integro-Differentialgleichungssystem gebildet werden, desssuhg auf ein matrixwerti-
ges REMANN-HILBERT-Problem ftihrt.

Der grof3e Vorteil der zweiten auf konformer Feldtheorie Gindte-Size-Scalindpasieren-

den Methode ist, dal3 sich das oben @&mwie asymptotische Verhalten der Korrelatoren im
Rahmen dieses Zugangs relativ einfach bestimra& 1[6, 34, 35, 36, 37]. Der Grund
hierfuir ist, dal3 eindimensionale Quantensysteme, deren niederenergetisches Spektrum mas-
selos ist, bell” = 0 ein kritisches Verhalten aufweisen. In Adoingigkeit vonaul3eren Kon-
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trollparametern, wie z.B. Magnetfeld oder Stistellenkonzentration,,, kann das System
verschiedene kontinuierliche Phasbeiginge durchlaufen, die mathematisch durch eine
divergierende Korrelationatigeé charakterisiert sind. Dazu gleichbedeutend ist, daf3 f~

T = 0 die Theorie skaleninvariant wird, d.h. die Korrelationsfunktionen zerfallen nur noch
algebraisch und nicht mehr exponentiell mit dem Abstand. In den siebziger Jahren konnte
A.M. PoLyAkov zeigen, dal} eine lokale Feldtheorie, die invariant unter Skalentransfor-
mationen ist, sogar invariant unter allen konformen Abbildungen ist. Daher kann man das
Verhalten eines kritischen Systems im Rahmen einer konformen Feldtheorie beschreiben
[85].

Da in der Nihe eines kontinuierlichen Phaskergangs die mikroskopischen Eigenschaf-
ten des jeweiligen Modells unwichtigif das Skalenverhalten sind, kann man jedes System
einer sogenannten Universalisklasse zuordnen [86]. Diese korrespondieren wiederum zu
einer bestimmten konformen Feldtheorie. In (1+1) Raumzeit-Dimensionen ist jede konfor-
me Feldtheorie durch die zentrale Ladungler zugrundeliegendenINASORO-Algebra

sowie den zugetrigen Feldinhalt eindeutig bestimmt. Die kritischen Exponenten, die den
algebraischen Zerfall der Korrelationsfunktionen determinierangbkin unmittelbar mit den
Skalendimensionen der entsprechenden Feldoperatoren zusammen [6].

Die Finite-SizeKorrekturen der Grundzustandsenergie sowie des niederenergetischen An-
regungsspektrum emglichen es einem, sowohl die zentrale Ladung als auch die Skalendi-
mensionen zu berechnen [35, 34, 36, 37]. ierEnden Abweichungen des Tieftempera-
turspektrums bei einem endlichen System dang€l > 1 im Vergleich zu dem unend-

lich groRen System kann man drei unterschiedlichen physikalischen Prozessen zuordnen:
Zum einen gibt es Teilchen-Lochanregungen in dah&l der jeweiligen ERMI-Punkte.
Zweitens kann sich die Quasiteilchendichte bei niederenergetischen Anregungederar”

und drittens m$sen die ERMI-Seen nicht mehr symmetrisch sein, i XF) = 0 aber

X # X, [87,15].

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: Zuerst wird eine kurze Emfing in die Grundlagen der
konformen Feldtheorie gegeben, soweit dies zum ¥erktis des weiteren Verlaufestig

und sinnvoll ist. Danach werden dignite-SizeKorrekturen tir das niederenergetische An-
regungsspektrums der dotierten Spin= 1-Kette ausgehend von den logarithmischen
BETHE-Ansatz-Gleichungen (3.25) mit Hilfe detEER-M ACLAURIN -Summenformel be-
rechnet. Im dritten Teil des Kapitels werden dann die Ergebnigsei¢ unterschiedlichen
Korrelationsfunktionen in Ab&irigigkeit von der Sirstellenkonzentration;, und desaul3e-

ren Magnetfeldeg? in den beiden DMONAGA-LUTTINGER-Phasen B1 und B2 sowie in

den Plateauphasen C dargestellt.

4.1 Konforme Feldtheorie

A.A. BELAVIN, A.M. PoLyakoVv und A.B. ZamMoLODCHIKOV verdffentlichten im Jahre

1984 ihre grundlegende Arbeit, in der sie zum ersten Mal den Zusammenhang zwischen
kritischen Plahomenen in (1+1) dimensionalen Systemen und konformer Feldtheorie her-
stellten und somit eine neuartige unchchtige Methode zur Berechnung von kritischen
Modellen eintinrten. Weiterihrende und umfassendere Darstellungen dieses Zugangs fin-
det man heutzutage in vielen Review-Artikeln und Leluiérn [4, 88, 6, 5].
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4.1.1 Kiritisches Verhalten und Skaleninvarianz

Ein Phasenbergang zweiter Ordnung wird dadurch charakterisiert, dafd sich das thermo-
dynamische Potential in Alamgigkeit von deratil3eren Parametern wie z.B. Temperdtur

oder Magnetfeldd kontinuierlich veandert, vehrend die entsprechenden Suszeptdigit’

ein singuéres Verhalten aufweisen. Formal kann man einen kritischen Punkt dadurch defi-
nieren, dafl3 die KorrelatioratgeS des Systems, die normalerweise die typische Distanz f*

die statistischen Korrelationen des Ordnungsparameters angibt, divergiert. Dies bedeutet,
daf fir das System keine natiche LAngenskala existiert und es somit invariant unter Ska-
lentransformationen ist. Eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft von kritischen Punkten
ist, dal3 wegen der Skaleninvarianz Unterschiede einzelner Modelle auf der mikroskopi-
schen Ebene weitgehend unbedeutemdiéis kritische Verhalten sind. Somit macht es Sinn
sogenannte UniversaitsSklassen einzufiren, die alle Modelle mit demselben kritischen
Verhalten umfassen. Die Universalisklassen unterscheiden sich voneinander nur durch
die Dimension der Raumzeit und die zugrundeliegenden Symmetrie [86].

Die Skaleninvarianz des Systems erlaubt es, eine Feldtheoefi' Ordnungsparametér
aufzustellen, die nur dann invariant unter globalen Skalentransformationen

ot — Azt (4.1)
ist, wenn das Fel@ unter (4.1) wie
O(z) = A2®(z) (4.2)

transformiert, wobelA die sogenannte Skalendimension vbnst. Dies istaguivalent zu
der Forderung, dal3 der Energie-Impuls-Ternsaer Feldtheorie spurfrei ist:

T¥(x) = 0, (4.3)

In den siebziger Jahren zeigte A.MoEBrakov in [85], dal’ die Bedingung (4.3) in lo-
kalen Feldtheorien nicht nuuf 'Skalentransformationen sondern auahdlle konformen
Abbildungen

% OxP
017 017 4(@) = p(A) gpu (@) (4.4)

! !
ox', ox',

ot = Axt g (x) =

erfillt ist, d.h. ir alle Transformationen, die den metrischen Tengp(x) bis auf eine
mogliche Skalierung invariant lassen. Aus diesem Grund kann man jeder Unissbddis-

se eine konforme Feldtheorie eindeutig zuordnen, d.h. eine Quantenfeldtheorie, die invariant
unter (4.4) ist.

4.1.2 Die konforme Gruppe

In diesem Abschnitt sollen zahst die wichtigsten Eigenschaften der konformen Gruppe
G aufgetihrt werden. Eine infinitesimale Koordinatentransformation

ot — a4 e (x) baw. gu — g — (0u€ + Ovey) (4.5)
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ist nur dann ein Element der konformen Grughevenn

Oues bty = (@) it () = - Oy (4.6)
bzw.

2-d)0,0,f = nwd’f = (d—1)0°f=0 (4.7)
gilt, wobei d die Dimension der euklidischen Raumzeit ist, algQ(z) = .
diag(1,...,1).

Furd > 2 ist die konforme Gruppég endlich dimensional und besteht aus vier unterschied-
lichen Abbildungen:

Translation ot — ot 4 at
Dilatation oot = AgH

) (4.8)
Rotation st = A 2

Spez. Konf. Trafo. : a# — (z# — b'2?) /(1 — 2bx + b*2?).

Untersucht man die Kommutatorrelationen der dazoggkin Generatoren, so findet man,
daRR die konforme Gruppé in d Dimensionen isomorph z§O(d + 1,1) ist und daher
[(d+1)(d + 2)]/2 freie Parameter besitzt.

Dagegen ist in zwei Raumzeit-Dimensionen die konforme Gruéppaendlich dimensio-

nal: Neben den sechs global konformen Abbildungertde(3, 1) — Translation, Dilatation,
Rotation und spezielle konforme Transformationen (SCT) — existieren unendlich viele lo-
kal konforme Koordinatentransformationerurflas weitere Vorgehen erweist es sich als
besonders hilfreich die komplexe Variablennd z einzufihren:

R

z=2"+ix' | Z

aEaz: %(80—281) s 5582: %(ao—i—lal) (49)

z undz werden zuathst als zwei voneinander unaigige komplexe Koordinaten betrach-
tet. Den physikalisch relevanten Grenzfall der euklidischen Raumzeaittertan, indem
man in den Ergebnissendurchz* ersetzt.

In zwei Dimensionen besteht die konforme Grugpaus allen sogenannten (formal) holo-
morphen bzw. (formal) antiholomorphen Transformationen

z—w(z) und z — w(2) mit Jw = dw = 0, (4.10)

d.h. aus allen analytischen Funktionen der Variabléaw z. Daher 83t sichg als direktes
ProduktG =T & I schreiben, wobel® undT’ zwei zueinander isomorphe Gruppen sind.
Dementsprechend ist easrfdie Strukturbestimmung vanausreichend, im weiteren Verlauf
nur den (formal) holomorphen Antdilvon G zu untersuchen. Betrachtet man eine beliebige
infinitesimale Koordinatentransformation ven

z— z+€(z), (4.11)
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so sieht man, dal® (4.11) genau dani"zyelort, wenne(z) eine analytische Funktion in
ist. Dies bedeutet, daf}z) um z = 0 in eine LAURENT-Reihe entwickelbar ist:

o0

e(z) = Y e (4.12)

n=—oo

Ein skalares Fel@®( -, z) transformiert sich unter (4.11), einschlie3lich des antiholomorphen
Anteils, daher wie

(7)) = B(z,2)
= O, 7) —e(z)P(Y,Z) —e(z) (¢, 2), (4.13)

bzw. infinitesimal
0d(z,2) = P'(2,2) — D(z,2)

= ) {0 -0} 92, 2). (4.14)

n=—oo

Die Generatoren der Gruppglassen sich nun direkt ablesen:
l, =—2""0 und [, = —2""10. (4.15)

Sie erfillen die Kommutatorrelationen der Wr-Algebra:

[n)lm] = (0= m)lpim,
Una Zm] = (n - m)Zn+'ma (416)
[l ln] = 0.

m

Offensichtlich bilden die drei Generatorén,, [, und; bzw.[ i, [, und/; jeweils eine
endlich dimensionale zuiu(2) isomorphe Unteralgebra, die die global konformen Abbil-
dungen aufC? erzeugen. Ausgehend von der Definition der Generatoren findet man, daR
[_, = —0 Translationen], = —z0 Rotationen und Skalentransformationen ének —220
spezielle konforme Abbildungen generiert. Setzt maa z*, so muld man die jeweiligen
Linearkombinationen

ln + 1, und i(l, —I,) (4.17)
bilden, da nur diese die reellen Achsehund a:liinvariant lassen. Insbesondere erzeugt
danni, + [, die Skalentransformationen und, — /) die Rotationen.

4.1.3 Primare Felder und Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt soll das Transformationsverhalten von Feldern mit beliebigen Skalen-
dimensionen und konformen Spins unter konformen Abbildungen, sowie deren Korrelati-
onsfunktionen in/ = 2 Dimensionen untersucht werderurk€in allgemeines Feld; (-, z)
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mit konformen Spins; und Skalendimensiod; kann man die dazugehge holomorphe
bzw. antiholomorphe konforme Dimensidn bzw. A; wie folgt definieren:

A; = % (di+s1) Ay = % (di — si) - (4.18)
Falls ein solches Fel@;(z, Z) unter beliebigen konformen Abbildungen— w(z) und
Z — w(Z) wie

A AN
@Z(z,z)—><g> <£> D,(z,z) (4.19)

transformiert, nennt man es ein panes Feld. Gilt das Transformationsverhalten (4.19) f~
die global konformen Abbildungen, so spricht man von einem quasigremFeld. Alle
nicht quasi-primaren Felder bezeichnet man als selaned~elder.

Die Besonderheit von quasi-praren Feldern besteht darin, dal3dn= 2 die Korrelati-
onsfunktionen dieser Felder relativ einfach berechnet werdendsi. Ausgehend von der
Forderung der konformen Invarianz der Theorieadtrivian fir die 2- und 3-Punktfunktionen
qguasi-prindrer Felder die folgenden Ergebnisse:

_ _ oA oA | A=Ay =A .
(@1(21,21)Pa(22, 22)) = Cha 21" 215 { Ai _ Ai _ A oMtz =2 — 2, (4.20)

(D (21, 21)Po(22, Z2)P3(23, Z3)) = Clos ZlAgnglfAQ ZﬁrAl*Ag ZQ,I*AQ*A?’

Xzt SR zhem i fs o B fs - (4.21)

Hoheren-Punktfunktionen kihnen nicht mehr so einfach bestimmt werden, dauesigr
oder mehrere Punkteayglich ist, konform invariante Vedithisse zu konstruieren, wie z.B.
219234/ 213204 OD€r 219234/ 293214. Diese Verlaltnisse bezeichnet man auch Alsharmonic-
Ratiosoder Cross-Ratios[5, 6]. So gibt es im allgemeinemrvier verschiedene Punkte
sechs unterschiedlich€ross-Ratiosvon denen in zwei Dimensionen aber nur eines un-
abhéngig gevehlt werden kann:

212234 214223 n _ Z12%34 (4.22)

n= ) 1-— n= ) 1 - .
213%24 213%24 -n 223714

Die 4-Punktkorrelationsfunktioral3t sich damit wie folgt schreiben

4

(@1(21,21).-Pa(24, 24)) = 0(77,77)1_[2'4/37&7% 54/37&1‘7&, (4.23)

v v
1<j

wobeiA = 370 A, bzw. A = 31 A, undC(n, 7) eine beliebige reellwertige Funktion
ist.
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4.1.4 Virasoro-Algebra

Im Rahmen des Wirkungsprinzips kann man den Energie-Impuls-Té&hsamer beliebi-
gen Quantenfeldtheorie i+Dimensionen alternativ aualibér die Variation vons unter
allgemeinen Koordinatentransformationeén— z* + ¢ (x) definieren:

5S = / d*x T () D€, . (4.24)

Die Theorie ist genau dann konform invariant, weithfur alle Transformationen, die der
Bedingung (4.6) gamgen, verschwindet, d.h. dal3 der Energie-Impuls-TefAsspurifrei ist:

T" = 0. (4.25)

Fuhrt man tir d = 2 wieder die komplexen Koordinatenund z ein, so ist die Spurfreiheit
vonT wegen der damit verbundenen Translations- und Rotationsinvargangalent zu

oT =0, 0T =0, (4.26)
mit

T(z) = Tul(z2) — Toslz, 2) + 2iTis(z, 2),

T(f) = TH(Z,,?) — T22(27 2) - QiTlg(Z, 2), (427)

d.h. der Energie-Impuls-Tensor kann in einen holomorphen und antiholomorphen Anteil
aufgespalten werden.

Als nachstes soll das Transformationsverhalten ¥doew. T, die im Rahmen einer Quan-
tenfeldtheorie Operatoren sind, unter konformen Abbildungen untersucht werden. Dazu
berotigt man einerseits die sogenannte Operatorproduktentwicklung (OPE), andererseits die
konforme WARD-Identitét [6].

Die OPE basiert im Rahmen d&wotstrap-Approachuf der Operatoralgebra-Hypothese,

die eine Verallgemeinerung der ¥soNschen OPE ist [6]. Man fordert, dal3 ein System
von unendlich vielen lokalen Feldeni;(z) existiert, von denen die Mengfl;(0)};cs
vollstandig ist im Sinne von

Ui(2)W;(0) = > CF(2)Wk(0). (4.28)

kel

Die Strukturkonstanteﬁ?{“j(z) sind wegen der lokalen Eigenschaften der Operatdren
komplexwertigesingle-valuedrunktionen, diedf » — 0 divergieren knnen. Die speziel-

le Form vonC{“j(z) kann man @if den Fall, dal3 die lokalen Operatorén quasi-prinaren
Feldern®; entsprechen, sofort aus der Invarianz von (4.28) unter global konformen Abbil-
dungen bestimmen und exlit”

Cri(z) = Cf 28375, (4.29)

Zu beachten ist, daf3 die OPE (4.28) nur im schwachen Sihiggst, d.h. nur auf der Ebene
der Korrelationsfunktionen.
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Betrachtet man die Variation einerPunktsfunktion(X) = (®(z1, z1)...®, (25, Z,)) von
priméren Felderi®; (z;, z;) unter infinitesimalen lokal konformen Abbildungen- z+¢(z)
bzw.z — zZ+€(Z), so erklt man nach einigen Umformungen den folgenden Ausdruck, den
man auch als WWRD-Identitdt bezeichnet [6]:
1 1 i
SolX) = s (o) (T()X) + o f EEE(TE)  (430)

21t J o

T
i Cd%ui{@i =R
St

=1

+2Lm dze(z)> { G _A’

c i=1

Q’>|

Der Integrationsweg@’ ist dabei so geuwfilt, dal er alle Punkte;, z;) der prindren Felder
®; einschliel3t.

Damit ist man in der Lage, die OPE des Energie-Impuls-Tengobzw. 7' mit einem
primaren Feld der konformen Dimension, A) zu berechnen:

T(2)®(w,w) = E _Aw)Q O (w, w) + ﬁ 0, ®(w, @) + regubire Terme
T(2)®(w,w) = E _A@Q O (w, w) + ﬁ 0y ®(w, w) + regulire Terme. (4.31)

Ausgehend von (4.31al3t sich die OPE des Energie-Impuls-Tensomit sich selbst be-
stimmen:

Einen analogen Ausdruck et'man fir den antiholomorphen Antefl(2). Die in (4.32)
auftretende Konstantewird zentrale Ladung genannt undrgt von dem jeweils betrach-
teten Modell ab.

Vergleicht man Gleichung (4.32) mit (4.31), so sieht man, dal3 sich der Energie-Impuls-
Tensor wegen des Terms ¢ nicht wie ein prinaies Feld transformiert. Mittels der kon-
formen WARD-Identitit (4.30) und der OPE (4.323Mt sich die Variation vofi’(z) unter
infinitesimalen, lokal konformen Abbildungen,— z + ¢(z) schreiben als:

T(2)T(w) =

0T (w) + regulire Terme. (4.32)

(z —w) (z —w)

60T (2) = —=— P dze(2)T(2)T(w)
= —{20ue(w) + (), }T(w) — Ohe(w) (4.33)

Fur eine endlichen Transformation athinan damit

ow\ c
T(z) = T(w) = <£> 7(2) = 55 {wi=}] (4.34)
wobei{w; z} die sogenannte@&iwARzsche Ableitung ist:

Pw 0w 3 (0w 0w\’
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Da die S HWARzsche Ableitungdif alle global konformen Abbildungen identisch Null ist,
entspricht das Transformationverhalten des Energie-Impuls-Tehgoybzw. 7'(2) gerade

dem eines quasi-prianén Feldes [5, 6].

Als nachstes entwickelt man den holomorphen sowie den antiholomorphen Anteil des
Energie-Impuls-Tensors in eineALRENT-Reihe umz, z = 0:

- 1
T(z) = nzoo e Ly Ly = 5 pdz 2T (2),
_ o L 1 _
T(z) = nzoo z " 2L, L, = S pdz 2T (7). (4.36)

Die Generatore.,,, bzw. L,, gernigen nicht mehr der WT-Algebra wiel,, bzw.[,,, sondern
der sogenannten¥ASORC-Algebra [6]:

Ly, L) = (n—m)Lyim + 5 n(n* = 1)8pim,0,
[En, Em] = (n—m)Lypm + 5 n(n® = 1)0,1m.o, (4.37)
[Ln.Ln] = 0.

Zum Abschluf3 dieses Abschnitts soll auf die physikalische Bedeutung der zentralen Ladung
¢ eingegangen werden. Dazu betrachtet man eine beliebige konforme Feldtheorie, die auf
der gesamten komplexen Ebene definiert ist, und die durch die konforme Transformation

2= w=w"+iw'

— £ Inz (4.38)
2T
auf einen Zylinder des Umfangs abgebildet wird. Der Energie-Impuls-Tensor auf dem
ZylindersT,, (w) ist dann nach (4.35) mit dem der Ebehg:) wie folgt verkripft:

21\ ? 5y C
Ty (w) = <f> TG-S (4.39)
Unter der Annahme, daf? die Vakuumsenergiedi¢iite:)) der auf der Ebene definierten
Theorie gleich Null ist, erllt man aufgrund der obigen Gleichung eine endliche Vakuums-
energiedichtedi den Zylinder

C7T2

C6LY
d.h. die G:simIR-Energie ist proportional zu der zentralen Ladun@®a die freie Energie

F identisch mit dem erzeugenden Funktiolalder zusammerdrigenden Graphen ist, ist
die Variation vonFy,, unterg,, — g, + dg,, gegeben durch [35, 36]:

(Tzy.) = (4.40)

1
OFz = —3 / d*x /g 69,,(T™). (4.41)

Fir eine infinitesimalénderung des Zylinderumfands— (1+6)L, w® — (1+6)w° und
w! — w', kann man damit daBinite-Size-Scalingler freien Energie berechnen:
e
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fo ist die freie Energie pro Einheitszelle im Grenzfalls oc.

Analog dazu &3t sich das Tieftemperaturverhalten der freien Energieifidimensionale
Quantensysteme bestimmen. In diesem Fall ist das System entlang derareagiritrich-
tung endlich ausgedehnt, so dal} di@f@ 1 aquivalent zu der inversen Temperatyfl’

ist und mit der Korrelationglige{ o 1/7 zusammenarigt. Physikalisch gesehen inter-
pretiert man¢ als Kohdrenzéinge, die denatimlichen Abstand mif3t, auf dem die Quan-
tenkoldarenz trotz thermischer Fluktuationen noch existiert, ¢.fst die thermischebe
BROGLIE-Wellenkinge des Systems bei Temperdiurin diesem Fall &Rt sich die Glei-
chung (4.42) wie folgt interpretieren: (4.42) bezeichnet gerade das Vakuumfunkiional
pro Einheitszelle eines eindimensionalen Quantensystems, welches mit der freien Energie-
dichte f UberWW = fL zusammendirigt, wobeil die Ausdehnung des Systems in Zeitrich-
tung ist. Damit erhlt man das Tieftemperaturverhaltem § 'bzw. flir die spezifische \&fine
pro Einheitszelle":

f=fo— %mT{ (4.43)
82f 1

Man sieht also, dal3 die zentrale Ladunder zugrundeliegendeniRAsorRO-Algebra ent-
weder aus dekinite-SizeKorrekturen der Grundzustandsenergie (4.42) oder aus dem Tief-
temperaturverhalten des Systems (4.43) bzw. (4.44) bestimmen werden kann.

4.2 Finite-Size-Korrekturen

In diesem Teil des Kapitels soll die allgemeine Form der Grundzustandsenardie tio-

tierte SpinS = 1-Kette bei endlicher Systemgf8éeé . sowie deren niederenergetisches An-
regungsspektrum und die dazu korrespondierenden Impulse bestimmt werden. Ausgehend
von denFinite-SizeKorrekturen &3t sich unter Verwendung der Skaleninvarianz des Mo-
dells die effektive Kontinuumstheorie bei tiefen Temperaturen bestimmen. Da es sich um
eine konform invariante Theorie handelt, ist man in der Lage, das asymptotische Verhalten
von 2-Punkt-Korrelationsfunktionen exakt zu berechnen. Im Gegensatz zu einem unendlich
ausgedehnten System ist das Spektrum eines Systemantgell.diskret. Der durchschnitt-

liche Energieabstand zweier benachbarter Niveaus ist von der Ordridin@asierend auf

dem kritischen Verhalten des ModellsrfL = oo und der damit verbundenen konformen
Invarianz kann man einen Zusammenhang zwischenFaeite-SizeKorrekturen und den
Skalendimensione; = A; + A; bzw. den konformen Sping = A; — A; der primaren
Felder herstellen. Dies wurde zum erstenmal v&fRGY bzw. BoGoLIiuBovV et al.und
BERKOVICH und MURTHY fur den Fall, dal3 nur eine einzige masselose Modé im oo
Grundzustand vorliegt, berechnet [34, 37, 89].

Eo(L) — Lo = —% c+ O(1/12),
2
E(L N NT) = Bo(L) = =22 (d+ N* 4 N7) + 0(1/1), (4.45)

>
P(L,N*,N") - P, = 2DPf+%(si+N+—N‘)+O(1/L2).
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£ (Eo/L) ist die Grundzustandsenergiedichte des unendlich ausgedehnten (endlichen) Sy-
stems undv = bzw. Pr die FERMI-Geschwindigkeit bzw. derERMmI-Impuls. Die in (4.45)
auftretenden natlichen ZahlenN* und D hangen mit den Teilchen-Lochanregungen an
den beiden Fermipunkteli* bzw. mit der Anzahl der aiX — nach.X ™ gestreuten Quasi-
teilchen zusammen. Man kann somit die zentrale Ladudegr VIRASORO-Algebra sowie

die konformen Dimensionef; undA; der primméren Felder berechnen und die entsprechen-

de Universalifitsklasse des Modells bestimmen [86].

Da im Fall der dotierten Spi§ = 1-Kette bis zu drei Anregungsmoden masselos werden,
namlich k, e; unde,, assoziiert mit den 8tstellen, 1- und-Strings mufd man die obigen
Formeln verallgemeinern. Ausgehend von der in Kapitel 3 mit Hilfe $feingHypothese
hergeleiteten Form derBBHE-Ansatz-Gleichungen

L 1 o0 Nm Nh
Jo= On () — o Z Enmla] — ') + Z On (2] — 24),
m=1 k=1 a=1
1 oo Nm
I, = — -z 4.4
« o Tnz::lkz:lem(xa Ty, )7 ( 6)

sowie der Energie- und Impulseigenwerte (3.24) und (3.25)

oo Ny

E = ZZ{nH+6 (z)} — ZM+H/2

n=1 =1

oo Ny
2 {ZZJ, +ZI } (mod 27) (4.47)

n=1 =1

P

lassen sich dié-inite-SizeKorrekturen berechnen. Wichtig ist, daf3 sich dsufngen der
BETHE-Ansatz-Gleichungeruf ein endliches System von derStringsnur in einem Term
der GRenordnung’ (e %) unterscheiden. Dies erlaubt es einem, dieatzttichen losun-
gen durc-Stringszu ersetzen, ohne daf3 dies einen Beitrag zuldérKorrekturen liefert.
Die Paritit der in (4.47) auftretenden Quantenzahlén {.J/'},} hangt nach (3.31) wieder
von der Anzahl der $t'stellenV;, und dern-Stringsh,, ab.

Es zeigt sich, daluf'das weitere Vorgehen nur die drei masselosand®ix, ¢; und e,
relevant sind und deshalb leksichtigt werden mSsen [45, 47]. Betrachtet maumrféinen
durch eine Siistellen- undStringKonfiguration charakterisierten Zustand die Verteilung
der Quantenzahlefi, } und{J/},—; », so findet man, daR diesarfden Fall eines endlichen
Systems bzw. Ui’ Anregungen nicht mehr symmetrisch sein muf3 udher aufweisen
kann. Daherdhrt man ganze Zahleh. und.J. ein:

N, = I,—I und I, +1 =-2D,,
Ny = J.—J. und J.+J. =-2D;, i=1,2. (4.48)
Diese missen aufgrund von (3.31), d.h.

Ny + Ny
2

Ny+N; +1

I, (mod1) und.J; = + (mod1), i=1,2, (4.49)
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den nachfolgenden Gleichungen ggei:

:N1+N2—|—1

Ny + N;
1L = 5 h

( mod1) bzw. J. = (mod1), i=1,2 (4.50)
Physikalisch gesehen entsprichgerade einem ErRMI-See von Siistellenrapiditen mit

N}, Quasiteilchen, von deneh,, von dem linken zu dem rechtereRmI-Punkt hiniber-
gestreut wurden. Analoggberlegungen gelteruf 'die beiden anderen Anregungsmoden

€1 unde;. Um nun das thermodynamische Verhalten von grof3en, aber endlichen Systemen
nadher zu untersuchen, wendet man die. ER-MACLAURIN-Summenformel

%Zf(xz) _ [X+dxf(x)pL(x) B 241L2 {f’(X+) f’(X—)}

_ /X dx f(x)pr(x) — 241L2 ZL((?)

auf die differenzierte Form der Gleichung (4.46) an undttiir die String und Strstel-
lendichten:

pL(XF)  pr(X7)

(4.51)

X

~

2
on () = Ap2%p(x) — Z Apn ¢ O (2] XE) — @, # pp (2] X;)
m=1

} : (4.52)
h

2
1 ay (v — ')
prla) = D anx o (o] X =) + o5y T, (')

n=1 n=1

= Aln m(I - ‘TI)

1 ,
2412 { z_:l O, 1 (7')

(@ — o)

m pr(x’)

m=

(4.53)

n

Die IntegralgrenzeX;", i = 1,2, und X;- werden bestimmt durch die Bedingungen:

1 00 X;
n; = /dxai,L(:U) und d; = - (/ —/ >d£€0i,L(x), (4.54)
i 2\Uxr S
1 %) X,
o / 0z pp(x) und dy, = & / _ / dz pp (1), (4.55)
h 2 X;’ —00

Bisher wurden nur die Be#ige zu derFinite-SizeKorrekturen beucksichtigt, die von der
Veranderung der Quasiteilchenzah), und der Verschiebung dereRmI-SeenD,, stam-
men, nicht jedoch die Be#ge der Teilchen-Lochanregung®j in der Nahe der jeweiligen
FERMI-Punkte X sowie aus Anregungen in ungéifé Quasiteilchendider. Aus Quirden
derUbersichtlichkeit setzt mapy, gleichoy, ;, und ertlalt fur die Gleichung: (4.52)

sowie;

= 1 T gl —a)
o, r(x) = 00 () —Z Top * ag,L(I|X§E) Z “ . (4.56)
=0

2412 = os(z") s
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Hieristo” = 0,0 = A, « p, X& = X;* undT,5(z) der symmetrischen Integrations-
kern, To5(x) = Tho(x) = Thp(—x):

0 —ay () —as ()
T(r) = —ay () az(z) az(x) +ar(z) | . (4.57)

—ay(z) az(x) + ar(x) ay(x) + 2as(x)

Die Losung der linearen Integralgleichung (4.5431'Sich formal schreiben als

B R e
aald) = 0aw X = 5753 {ag,m;) o al5) } -4

wobei die Funktionem, (x; X*) undt_,(x) wie folgt definiert sind:
oo(z; X%) = o0(z) - ZTW x og(z; XF),
th(z) = +T', ZTM s 12 (2] X5). (4.59)
X* bezeichnet dabei die Menge allee@®vi-Impulse, d.h.X* = {X*}. Wendet man

die EULER-MACLAURIN-Summenformel auf den Ausdruck (4.4 tdie Energiel’ an, so
ergibt sich, wie in Anhang A gezeigt wird, das Resultat

Le({Na}ADo}) = 157 Z {0a(X}) = va (X)) (4.60)
mit der Energiedichte

(04 = (Vb (P =5 [ dne® @) onlas X (4.61)

und 60(0)(x) = —(u + H/2) bzw. €,§0)(I) =nH+ GT(LO)(I), furn = 1,2. v, (X7) ist die
wie Ublich definierte ERMI-Geschwindigkeit der Anregungsmodg an den jeweiligen
FERMI-PunktenX*. Den Grundzustand des unendlich ausgedehnten Systealt redr
durch Minimierung vore(X*) bzgl.n, undd, bzw. X:

0 = dyee(XF) (4.62)
= +é(XH)o, (XE XF) +Z/dI€B )0xx05(x; X#)
= 4 (X)) oo (X5 XH),

Dies istdquivalent zu der Forderung, dal? dieessed-Energies,(z) an den korrespon-
dierenden ERMI-Punkten verschwindenussen, bzw. dal3 aufgrund der Symmetrieeigen-
schaften vore, (z) fur den Grundzustanﬂ}fa = £ Xy o ist. Unter der Annahme, dal die
FERMI-PunkteX * der niederenergetischen Anregungen von derselbeBé&crdnung wie
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Xi, sind, d.hdXE = XT — X7, < 1, laBt sich das Spektrum aaimérn, indem man die
Gleichung (4.60) bis zur zweiten OrdnungiX = entwickelt:

s
E/L = ey — oI %:va (4.63)

1Y Ve {100 (X503 X DOXTT + [00(Xg i X5 )OX T} -

Hier sindv, ~ v,(X}) ~ —v,(X ) die entsprechendeneRMI-Geschwindigkeiten und
£+ die Grundzustandsenergiedichte. Um Hiaite-SizeKorrekturen in Ablahgigkeit von
der Quasiteilchenanzal¥, und der AsymmetrieD,, zu schreiben, bertigt man zudem
noch die AkoBi-Determinate der TransformatiopX } — {N,, D,}. Man startet von
den beiden in Anhang B hergeleiteten Gleichungen:

J(XEXH) o, XF = +-(Za
g ( (o) ) B [e4 Xi:X(:)t 2 ( ) B
=+, + + _
Ua(Xa’X )anga Xi:Xg: - Zﬂa- (464)

Die Matrix Z hangtuber Z.s = (as(Xy 5; X;) mit der Dressed-Charghatrix ¢ zusam-
men [87, 13, 14].

Cas(13 X5) = 605 — Y /dx’ Cory (s XE) 5 (2 — 7). (4.65)

o Y

Fir den in (4.63) auftretenden Ausdruek( X5 ; X;7)6 X T ergibt sich:

0,

0a(Xo,a; {IXFNOXTE = 04(Xo,0; X§) %

> {%Xﬁf
B

1

1
_ § : —1 § :

+
Xi:XOi Ang + 0dﬂ Xa

Ad|

xX*t=xt

Mit AN, = No(X*) — No(X7) bzw. AD, = Do(XF) — Do(XE) = Do (X*) und der
Matrix V' = diag(vg, v1, v2) erhélt man fir das Anregungsspektrum des endlichen Systems:

21

E~Ley, — 6%%: Vot [DT[ZVZT] D + % ANT[(Zz7H"'V (Z‘l)]AN] . (4.67)

Die Finite-SizeKorrekturen der Grundzustandsenergie bzw. der niederenergetischen Anre-
gungen sind demnach gegeben durch:

T
Eo(L) — Les, = _6_Lza:%” (4.68)

Er({Nuy; DoY) —Ey(L) = 2% {DT[ZVZT]DJ&ANT[(ZI)TV(Zl)]AN .
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In Anlehnung an das Ergebnis von JARDY folgt daraus, daf3 die effektive Kontinuums-
theorie der dotierten Spifi = 1-Kette bei tiefen Temperaturen gerade ein direktes Produkt
von bis zu drei \/RASORO-Algebren mit zentraler Ladung= 1 ist, je nachdem, wieviele
der drei noglichen Anregungsmoden in der betrachteten Phasactdish masselos sind.
Berticksichtigt man die Teilchen-Lochanregungen in dexh8lder jeweiligen ERMI-
Punkte, so sind, wie in Anhang B gezeigt wird, diite-SizeKorrekturen der Energie
(4.69) bzw. der Impulse gegeben durch:

EL({AN,; Do; NEY)—Ey(L) = 2%2 Va{NS + NI} + %{DT[ZVZT] D
% ANT[(ZHTV (Z7h) AN}, (4.69)

P({AN,; Dy; N*1) = 2% {NTD +Y (N - Na)} : (4.70)

Abschlief3end soll der Einfluf3 von Anregungen auffirgite-SizeKorrekturen in ungefllte
Quasiteilchenérider untersucht werden, d.h. iafler, die eine Anregungslkee,,(0) > 0
mit n # 1,2 weisen. Da die Beirige additiv sind und da das Minimum vey(x) beiz = 0
liegt, soll zurachst der Spezialfall einer einzigenStringAnregung beir = 0 betrachtet
werden, d.h. die-StringDichte ist gegeben durch;, () = 6(x)/L. In (4.56) ERt sich die
Inhomogenigto” () durcho'”) () — A,..(x)/L ersetzten und man eat fiir die Dichten
oy () das Resultat:

1 1 tas(@) tas (@)
ol [ (7) = o2, XF) — — o (2) — no‘ﬂ + 0. (471)
L L 2412 %: of (X3)  of L (Xy)
Hier ist oy (v) = Aan(z) — >4 Top * aZ(x|X§E). Da die Gleichung (4.67) nur bis zur
Ordnungl/L exakt ist,andert sich die Form von (4.69) und (4.70) durch dirs8tring
Anregungen nicht. Einzig die auftretenden Teilchenanzahlgmuissen modifiziert wer-

den:

N} = Na—/da:aZ(a:)

6 (e}

4.3 Tomonaga-Luttinger-Phase B1

Da die Dressed-EnergiMode ¢, in der Phase B1 eine endliche Anregung&ié aufweist,
wird das Tieftemperaturverhalten des Systems \anidij durch die Eigenschaften der bei-
den masselosen Anregungsmodgnnde, bestimmt. Insbesondere kann man den symme-
trischen Integrationskerf, ; (4.57) weger) < X, < 00,0 < X, < X2V undX; = 0
vereinfachen zu:

Bl __ 0 —a
T8 — (_GZ a4+2a2>. (4.73)
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Damit sind dieFinite-SizeKorrekturen zur Grundzustandsenergie (4.69) gegeben durch

Eo(L) — Lews = —6%(@0+v2), (4.74)

mit den wieublich definierten ERMI-Geschwindigkeitem, undv, dere,- unde,-Mode.
Ausgehend von Gleichung (4.74)3t sich die effektive Tieftemperaturtheorie der dotier-
ten SpinS = 1-Kette in dieser Phase als ein semidirektes Produkt zweier angijer
VIRASORO-Algebren, je mit zentraler Ladung= 1, auffassen. Diese etwas obadtiliche
Betrachtungsweise ist jedoch nicht korrekt, da die konformen Dimensionen daarpnm”
Felder von dem externen Magnetféidund der Sbistellenkonzentration, abréngen. Dies
sieht man am einfachsten, wenn man Higite-SizeKorrekturen des niederenergetischen
Anregungsspektrums (4.69) in eiaguivalente Form zu der von J.AGDY et al. (4.45)
bringt [34, 37, 89]:

B (Nt Do N2 = Bo(L) = 7 {unfAF +87) +0o(A] +87)). (4.75)

Der durch die Quantenzahley,, D, sowie N, a = 0, 2, festgelegte Zustand mit Energie
(4.75) und Impuls (4.45)

PPY({ANs; Do; Ny}) = Po(L) = 2DoPo, 7 + 2Dy Py 7
2
+{ANTD + Nf = Ny + N — Ny}
>~ 2D0’P[),]-‘ + 2D2’P2,]: (476)

ergibt sich durch Anwendung eines Operatoks (x, t) mit konformen Dimensionen

207 ({ANG; Do; N3} = {DOZOO + Dy Zog
ANy Zas — ANy Zog

2detZ

207 ({ANy; Do N} = {DOZOQ + DoZin
ANy Zyy — ANy Zyo

2det”

auf den Grundzustand’ s, (L)). Da die konformen Spins und Skalendimensionehvon
der Dressed-Charg®atrix ¢ abhéngen und diese ihrerseits wieddxer die ERMI-Punkte
Xo und X, mit dem dulReren Magnetfeld/ und dem chemischen @stellenpotential:
verkniipft ist, sind die beiden NNASORO-Algebren nicht unaldrigig. Desweiteren erkennt
man auch, dal3 die Quantenzahlep und D, keineswegs frei afilbar sind: Der Grund-
zustand ist durcl\ N, = AN, = Dy = D, = 0 charakterisiert. Somit besteht aufgrund
von (3.31) fir jeden angeregten Zustand zwisch&n,, AN,, D, und D, der folgende
Zusammenhang:

+

2
} + 2N

2
b +on 4.77)

ANy + AN
Dy = % (mod1),

D, = A;VO (mod1). (4.78)




4.3. Tomonaga-Luttinger-Phase B1 69

Ausgehend von den konformen Dimensionen (4.@R} Kich das Felda=(x,t) schreiben
als:

Pax(z,t)=> > Z O(NE, ANy, Do) Vs, 5,(20. 20) @ Vs, 5,(20,%2).  (4.79)

Ni ANy Dg
Dabei sindy(NF, AN,, D,) unbekannte Entwicklungskoeffizienten und

Viuiol2arZa) = exp{—i(za + Za)PraDa}Vs, (2a) @ V3, (Za), mit a = 0,2,
B2 = 8mA} sowie B2 =8rA]. (4.80)

Die Vertex-OperatorefV(z) sowie V3(Z) sind in Anhang C definiert und die in (4.79)
auftretende SummE’Da ist so zu verstehen, darfgegebeneV, und N, die D,s der
Bedingung (4.78) gargen. Die Grundzustands-Paarkorrelationsfunktionggn(x, t) ist
damit, vgl. Anhang C, am kritischen Punkt iéi= 0 gegeben durch:

(Pat(x,t)pax(0,0)) = (4.81)
Z Z Z ol ANa, D,, Ni) exp(—2iDy Py, 7 x) exp(—2iDy Py, F 1)
NE ANg Do — iwpt) 220 (4 ivgt)?20 (z — iv9t) 222 (z + ivgt)?d2

Bei tiefen aber endlichen Temperatuter: 7 < 1 zerfallen allen-Punktfunktionerg ™

nicht mehr algebraisch sondern exponentiell. Analog zu dem Vorgehen in Abschnitt 4.1.4
bei der Berechnung der Tieftemperaturentwicklung der freien Enérgann man auch hier

das asymptotische Verhalten der Korrelatonangiol3e Absinde bestimmen. Das Ergebnis

ist von derselben Struktur wie (4.81), nur dal3 die Terme im Nenner von (4.8B(gem”

. N2AE v 7wl , 2a%
(x Fivt)*™> — — sinh T(x F ivt) (4.82)

ersetzt werden.

Basierend auf den abgeleiteten Vorhersagen der konformen Feldtheorie soll nun das asym-
ptotische Verhalten von einigen physikalisch relevantdPunktfunktionen berechnet wer-

den. Von besonderem Interesse sind der longitudinale und der transversale Spin-Spin-
Korrelator

gi,a(xv t) = <‘§Z(I7 t) SZ(Ov 0>> )

Gl (x.t) = (S5 (x,)57(0,0)), (4.83)
sowie die Stistellen-Dichte-Dichte-Korrelationsfunktion

Gan,an (x,t) = (@nlz,t)21(0,0)). (4.84)

Diese sind alle von der ForriO O1) einer 2-Punktfunktion undddnen im Rahmen der
konformen Feldtheorie eindeutig bestimmt werden. Um das asymptotische Verhalten (4.81)
konformer Felder verwenden zw#tien, muR zuachst der jeweilige Operato) nach den
Operatorem+ entwickelt werden.
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Abbildung 4.1. Konforme Dimensionef4, (durchgezogene Linien) und
2A, (gestrichelte Linien) der longitudinalen Spin-Spin-Korrelationsfunktion
bei konstanter $tstellenkonzentration;, = 0.2 fur (a) : Dy = £1, Dy = 0,

(b) : Dy =0, Dy = +1 sowie(c) : Dy = —D, = +1 vs.aulReres Magnetfeld
H. In (d) sind die entsprechenden Fermi-ImpuiBe, (durchgezogen) und
Pr 2 (gestrichelt) @r x;, = 0.2 dargestellt.

Im allgemeinen ist eine solche Entwicklung nichogtich. Dieses Problemal3t sich mit
Hilfe des folgenden Tricks umgehen: Da bekannt ist, wie sich der Opetétdurch die
Generatoren degl(2|1) ausdricken BRt, kennt man auch die QuantenzahleN,, AN,

des durch den Operat6’ erzeugten Zwischenzustande3) = Of|¥ ). Der fiihrende
Term der gesuchten asymptotischen Entwicklung der Korrelationsfun{(ﬁmif) zerfallt
demnach mindestens mit den minimalen konformen Dimensionen (4.77) —usBARD-
Modell sieht man, daf3 aufgrund der Symmetrieeigenschaften des Modells gewisse Koeffizi-
enten in der Entwicklung vo®! verschwinden [90]. Minimal bedeutet an dieser Stelle, daR
die statische Skalendimensidp = Aj+A; +A7 +A; des durch die QuantenzahlanV,

und AN, definierten Operator®' bzgl. D, und D, unter Beachtung der Nebenbedingung
(4.78) minimiert wird.

Als Beispiel soll die longitudinale Spin-Spin-KorreIationsfunkti@g]C, explizit betrachtet
werden. Ausgehend von den Kommutatorrelationeryédi@i1)-Algebra sieht man, daf? der
OperatorS* = 2521 S: /L weder die Magnetisierurgndert, noch St'stellen erzeugt oder
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vernichtet, d.hAN, = AN, = 0 = AN,. Aufgrund von (4.78) ra§senD, und D, ganz-
zahlig sein. Die statische Skalendimension ist durch den Ausdruck

d(lmf =2A¢ + 24y = {DyZy + DzZzo}2 +{DoZo2 + D2Z22}2 (4.85)

gegeben, der noch bzgl, und D, minimiert werden mul3. &z, = 0.2 sind in Abbil-
dung (4.1) (a) — (c) die kleinsten konformen Dimensio2&yy und2A, gegen dasalil3eres
Magnetfeldd aufgetragen, ebenso die beidexrimI-ImpulsePz , und P » in Abbildung
(4.1) (d).

Berticksichtigt man ferner die Teilchen-Lochanregungéhin der Néhe der ERMI-Punkte
X#, so KRt sich der zeitalamgigeS*-5:-Korrelator im Limes groRRer Abatide und Zeiten
wegen(5*) = m? schreiben als:

Gro = (M4 45 o(Do, Doy Ni°, N5) (4.86)
exp(—2iDyPy, ) exp(—2iDyPs, )

(x — Z'Uot)zASr (2 + dvgt)?2o (z — ivgt)zA;r (z + fvot)?22 :

Die Summediuftiiber alle ganzzahligeR, und D, sowie natiflichenNy und Ny, dieg/ ,

sind unbekannte nicht-universelle Koeffizienten. Das asymptotische Verhalten des Korrela-
tors flir groRe Absinde ist demnach durch die minimale statische Dimensibastimmt.
Ersetzt man die jeweiligen Nenner durch (4.82), saknman das entsprechende Ergebnis
fur endliche Temperaturén< 7' < 1. Da auch der Operataf, einen Zwischenzustand mit
den QuantenzahleA N, = AN, = 0 erzeugt, ist das asymptotische Verhalten gon,,
dasselbe wie vogi! , bis auf den konstanten Term 4»* wird hier durchz), substituiert —

und andere Entwicklungskoeffizientey) ., .

Um die transversale Spin-Spin-Korrelationsfunktion zu untersuchessem die Quanten-
zahlenA N, und AN, des durch den Operatér = >_>_ S erzeugten Zwischenzustands
bestimmt werdenS— angewendet ayfl 5, (L)) bewirkt einen Spinflip AN, = 1, |aRt aber

die Anzahl der Siistellen konstanty Ny, = 0. Vernachéissigt man den Einfluf3 der durch ei-

ne Anregungslcke getrennten Quasiteilchamtglere,, so mufd sich wegelN, + Ny = 2N,

die Anzahl der2-StringsA N, um —1/2 verandern. Dies steht jedoch im Widerspruch zu
der Tatsache, daR; nach Konstruktiondi jeden beliebigen BTHE-Ansatz-Zustand eine
natirliche Zahl ist. Darausal3t sich folgern, daf3 in dieser Phase keine niederenergetischen
magnonenartigen Spinanregungen existieren. Die elementaren transversalen Spinanregun-
gen bei konstanter 8tStellenkonzentration;, sind charakterisiert durckhV, = 0 und

AN, = +1 und bewirken eine Variderung der Magnetisierung ul\/* = +2.

Es gibt jedoch eine Vielzahl von Anregungen mif\/* = +1, die auf den ersten Blick

fur Magnonen gehalten werdenrkiten. Die QuantenzahlexV,, AN, dieser Anregungs-
zustinde mussen der Gleichung

AM?® = %ANO —2AN; = ANy =+2+4AN, (4.87)
genigen, wasuir D, und D, auf die folgende Bedingungifirt:
ANy + AN AN.
Dy = % (mod1) = =2 (mod),

D, % (mod1) =0 (mod1). (4.88)
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Dies bedeutet, daf? eine @rderung der Magnetisierung)M* = + 1 immer mit der Er-
zeugung bzw. der Vernichtung einer geraden Anzahl vonsgtllen einhergeht. Betrachtet
man z.B. den FalA N, = + 2, so finden sich vier verschiedene Anregungstypen:

(1) AM?*=+41 ANy=+4+2 AN, =40 Dy, D; € Z,
(2) AM?*=+41 ANy=-2 AN,=-1 Dy€Z/2, D, €Z,
(3) AM?*=—-1 ANy=+42 AN, =41 Dy € Z/2, D, € Z,
(4) AM? =—1 ANyg=-2 ANy =20 Dy, Dy € Z.

(4.89)

Von besonderem Interesse ist der EinfluRal@seren Magnetfeldd$ auf das Verhalten der
Spin-Spin-Korrelatoren, das an die Spins wie folgt ankoppelt:

Hww = H / dr S*(z). (4.90)

Benutzt man dit S*, charakterisiert durch die Quantenzahla®v, = AN, = 0 sowie
Dy, D, € 7, die Entwicklung in Vertex-Operatoren (4.79) und (4.80), &t ISich (4.90)
schreiben als:

Hww x H Z /d:v cos [2(DoPro + DaPr2)x] cos [fopo(x)] cos [Saga(x)].  (4.91)

Do, D>

Davon ausgehen@Bt sich der Einfluld vofi,,y, auf das kritische Verhalten des Systems
untersuchen. In zwei Dimensionen ist dieser Term nur dann relevant, wenn der oszillierende
Anteil ~ (Px oDy + Pr2D>) verschwindet (Kommensurabdit) und die Skalendimension

d kleiner als Zwei ist — wege\{ = A; undA} = A; handelt es sich bei* um einen
Operator mit konformen Spisn = 0 und Skalendimensioi = 24, + 2A, [4, 6]. Anhand
der Abbildung (4.1) (d) sieht man, daBrfH — Hp, /- der FERMI-Impuls Px, gegen
Pro = mxy, strebt. Die Kommensurabitsbedingungdl3t sich daher an der Phasengrenze
B1/C durchD, = —D, erfiillen, was auf eine minimale Skalendimensidon< 2 fuhrt

— vgl. Abbildung (4.1) (c) &ir 2Ay = 1 und2A, = 0. In der N&he von B1/C eralt man
daher als effektive niederenergetische Feldthearidie Anregungsmodg das sogenannte
SINE-GORDON-Modell [4]:

Sién) = [ e [ n)? + H eos fuon]. (4.92)

Es ist bekannt, daf3 in diesem Modell die Magenassiv wird, d.h. sich eine EnergieKe
ausbildet, wenn der Wechselwirkungstesn H relevant wird,d < 2. Ferner ist dieses
Modell fiir d < 1 bzw. 3 < /4r aquivalent zu einem Modell massiver Fermionen mit
der Massen o« H [4]. Daher ernoglicht dieses Modell, das Auftreten der Anregunigkle
fur ¢y bei H = Hp,/c sowie den damit verbundenen kontinuierlichen Phabergang zu
erklaren.

4.4 Plateauphase C

Die Phase C ist dadurch charakterisiert, daf? ein durch eine Anregakgsgjétrenntes Qua-
siteilchenband,;, eine masselose Anregungsmegend ein teilweise gefliter FERMI-See
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3/4

Xy

Abbildung 4.2. Dressed-Charge-Matrix Z in Aléimgigkeit von der $tstel-
lenkonzentrationr;,: Numerisch (durchgezogene Linie) undherungsweise
analytisch bestimmter Verlauf.

€o Vorliegt. Durch Ausintegrieren dessRMmI-Sees eralt man fir 7 aus (4.57) den skalaren
Integralkern:

T©) = 2q,. (4.93)

Die Finite-SizeKorrekturen der Energie (4.69) und des Impulses (4.70) lassen sich somit
vereinfachen zu

EONL) - Le© = —Z oy,

(©) . nE (©) 270y . (AN
Ep 7({AN2; Dy Ny }) — Ey /(L) = 7 (ZD2)” + 57

v _
(NS + N,
2m _
PLOANs; Do Nith) = BO(L) = 2DsPy 7+ - (Nf = N7)
= 2DyPy 7+ O(1/L%), (4.94)

wobeiv, die FERMI-Geschwindigkeit untP,, = 7N, /L der FERMI-Impuls dere,-Mode
ist. Die Dressed-Chargblatrix Z ist wie tiblich definiert:

Clo; XF) =1 —2ay * ((2; XF|X5) und Z = ((XF; X7) (4.95)

0
Fur kleine Sorstellenkonzentrationery, kann man (4.95) wieder bis zur zweiten Ordnung

in x;, entwickeln und erélt Z ~ 1 — 3x,/4 + O(z}), vgl. Abbildung (4.2). Da das Tief-
temperaturverhalten der Phase C durch die Eigenschaften der einzigen masselosen Mode
vollstandig festgelegt wird, ergibt sich aus einem Vergleich der obigen Gleichungen mit den
von J. G\RDY et al.gefundenen Ergebnissen die zentrale Ladung der gesuclrais&ro-
Algebra zuc = 1 und die konformen Dimensionen zu

2
205 ({ANy; Dy; Ny'}) = {ZDQ + AQZQ} + 2Ny (4.96)
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Der letzte Schritt besteht darin, die Nebenbedingumgli€ QuantenzahD, zu bestimmen.
In dieser Phase ist die Konzentration desrStéllen gleich der de2-Stringsund damit auch
ANy, = AN,. Dies bedeutet, dal3 der Einflul3 einesufjegin FERMI-Sees im Gegensatz
zu den leeren Quasiteilcheafderne,, n > 2, bei der Bestimmung vow, beticksichtigt
werden muf3, obwohl dieser eine endliche Lochanregucgslaufweist und somit auf den
ersten Blick vernachissigbar erscheint:

N (mod1). (4.97)

AN
Dy == % (mod1) =

Das prinare Feldp .+ (, t) laf3tin dieser Phase analog zu (4.79) bzgl. der Vertex-Operatoren
entwickeln, vgl. Anﬁang C:

Saz(r,t) =) Z O(N3, ANy, Do)V, (22) @ Vi, (Z2). (4.98)

Ni ANy Ds

Fir die durchAN, = AN, = 0 und D, € Z charakterisierten longitudinalen Spin-Spin-
und Strstellen-Dichte-Dichte-Korrelationsfunktiafy. , (x,t) bzw.G,, ., (x,t) sind daher
die den algebraischen Zerfall bestimmenden konformen DlmenS|onen gegeben durch
2AF (AN, = Nf = 0; Dy = +1) 2 3,
2

= 7'~ + O(z7), (4.99)

2A5 (AN, = Ni = 0; Dy = +1)

d.h.

(4.100)

gé,a(%ﬂ — (m*)? } cos( 2Py, rx + 1)

gﬂ?h zp, (xa t) - (xh>2 | T+ iU2t| =

Die numerisch bzw. afierungsweise analytisch bestimmte Abbigkeit A von der
Strstellenkonzentration, kann aus der Abbildung (4.2)if"Z abgelesen werden.

Nun sollen die Eigenschaften der elementaren magnetischen Anregungen dieser Phase un-
tersucht werden. Vernaasgsigt wird der Einfluf der, durch eine Anregungge getrenn-

ten, leeren Quasiteilcheabder. Die Magnetisierung in dieser Phase ist we§jgr- N, =

>, N = 2N, und Ny = N, gegeben durch:

N, No 3
M? = 1—70—J\Q—1+7+N2—1—5J\f2 (4.101)

Man erkennt, daf hier bei konstanteoiStéllenkonzentratiol NV, = AN, = 0 nicht nur
keine magnonenartigen Spinanregungen Mmit/* = +1 existieren khnen, sondern im
Gegensatz zu derOMONAGA-LUTTINGER-Phase Blberhaupt keine niederenergetischen
Anregungen mitAM* = —3AN,/2 # 1 vorkommen. Die minimalé\nderung der Sy-
stemmagnetisierung batst AM* = +3/2 und wird durch Quasiteilchenanregungen mit
Quantenzahled N| = AN, = £1 undD, € Z/2 charakterisiert, d.nMA N, = +1.
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4.5 Tomonaga-Luttinger-Phase B2

Um das asymptotische Verhalten der Korrelationsfunktionen berechnenrmek,” muf3
zurgichst der Integrationskeff, ; bestimmt werdenAhnlich wie in der Phase B1 ist das
Tieftemperaturverhalten dieser Phase durch die Eigenschaften zweier masseloser Anre-
gungsmoden charakterisiert, allerdings sind es hier anstelle,uomde, die beiden Moden

€1 unde,. Ferner liegt in der DMONAGA-LUTTINGER-Phase B2 anders als in der Phase B1

ein teilweise gaillter FERMI-Seee, vor. Durch Ausintegrieren deg-Mode If3t sich der
Integrationskerd, s (4.57) auf die folgende Form bringen:

0 a
(B2) _ 1
T ( a2 > . (4.102)
Die Finite-SizeKorrekturen der Grundzustandsenergie bzw. des niederenergetischen An-
regungsspektrums sind von derselben Struktur wie die der Phase Bl. Sie lassen sich aus
Gleichung (4.74) gewinnen, indem man den In@edurch1 ersetzt:

E(gB2) (L) - ngfQ) — _6% (vl + Q;2>7 (4103)
27 2
By ({ANa; Das Ni}) = By™(L) = T3 _va(AL+ A7),
a=1
2
PE({ANG; Dos N7} = PP(L) = S (NiDy + NoDy) (4.104)
2T o i .
+f (ANaDa+Na _Noé)'
a=1

Die konformen Dimensionen; und A3 sind gegeben durch:

2AF({ANai Doi NFY) = {D1Zu + Doz

AN Zys — ANy Zy
2detZ

205 ({ANy; Do N} = {D1Z12 + DoZin

ANyZiy — AN, Z15
2detZ

und die dazu korrespondierenden Feldgk (-, ) sind von der Form (4.79).

Bei der Bestimmung der Quantenzahl®q und D, vernachéissigt man den Einflul3 der
leeren Quasiteilchemmdere,, n > 2, betticksichtigt aber wegeA N, = AN; + AN, die
Anderung der Teilchenzat N, des FERMI-Sees:, — analoges Vorgehen wie in der Phase
C und erfalt schliellich:

+

2
} + 2N,

2
+ } +ONE  (4.105)

AN, AN, + AN,
D, = =2 (mod1) = % (mod1),
D, = 2N (mod1) = M (mod1). (4.106)
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Es sollen nun wieder die longitudinale Spin-Spin- undorStEllen-Dichte-Dichte-
Korrelationsfunktionen betrachtet werden. AusgehendA&dn = AN, = 0, findet man,

dal’ einerseita N; = AN, = 0 gelten muf3, und andererseits aufgrund von (4.106)die

und D, ganzzahlig sein mssen. Demnach wird das asymptotische Verhalten der statischen
Korrelatoreng! , undg,, ., fur groBe Absihde durch das Minimum von

d[lng = dl‘h,flih = minDl,DZ[{DlZH + DQZQI}Z + {D1Z12 + DQZQQ}Q] (4107)

bestimmt. In Abbildung (4.3) sind die konformen DimensioRén und2A, in Abhangig-

keit vom dulReren Magnetfel& bei konstanter ®rstellenkonzentratiom, = 0.2 fur ver-
schiedene Kombinationen vdmy, und D, aufgetragen. Zusammen mit Gleichung (4.3) ent-
nimmt man den Abbildung (4.3) (a) und (b), daR der algebraische Zerfall&gn) S (0))
und(z,(x)2(0)) in der Ndhe der Phasengrenzen C/B2 und B2/FM durch die Skalendimen-
siond(D; = 0, D, = +1) bestimmt wird.

Interessant ist die Tatsache, daf? man in dieser Phase magnonenartige Anregungen findet.
Ausgehend vol\M* = +1 und AN, = 0 kann man mittelsAN, = AN; + AN, und

ANy + AN, = AN; + 2AN, die QuantenzahleA N, und AN, bestimmen:

AN, = —AN, = AM, = £1. (4.108)

Wegen der Nebenbedingung (4.106) sind D, € Z. Die zuG/ , korrespondierende sta-
tische Skalendimensiatf. , ist gegeben durch, vgl. Abbildung (4.3) (c):

B [ Zy =T [ Zi—Zin)"
L= AT HA AT +A, =22 el I 4.1
Do, e { 2detZ } +{ 2detZ } (4.109)

Zudem findet man die schon aus den Betrachtungen zu der Phase B1 bekannten Anregun-
gen, die die Magnetisierung um/* = + 1 verdndern, indem sie Spinflips mit@stel-
lenerzeugung bzw. -vernichtung kombinieren. Bei vorgegebener Anzahl von Spikflips
ergeben sich die Quantenzahlen dieser Anregungen zu:

ANl :—QAMz—?)ANi::FQ—?)ANi X ANQ :ANi,

2~ 3AN, + AN
Di=D,=+ L T2 (mod1) = 0 (mod1). (4.110)

Abschlief3end soll der Einflul3 dasiReren Magnetfelde$ auf die kritischen Eigenschaften
in dieser Phase untersucht werden. Der Wechselwirkungstgym ist &hnlich wie in der
Phase B1 miAN; = AN, = 0 sowie D, D, € 7Z gegeben durch:

Hww = H/dx S*(x)
x H Z /d:v cos [2(D1Pr1 + DyPro)x]| cos f1o1(x) cos Papa(x). (4.111)
D1,Ds

Dieser Term modifiziert das Tieftemperaturverhalten des Systems nur dann, wenn die beiden
Anregungsmoden kommensurabel sit; Px; + DyPx») = 0, und die statische Skalen-
dimensiond kleiner als Zwei ist. Anhand der Abbildung (4.3) (a3t sich ablesen, dal3 die
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Abbildung 4.3. Konforme DimensionefdA; (durchgezogene Linien) und
2A, (gestrichelte Linien) der longitudinalen Spin-Spin-Korrelationsfunktion
bei konstanter Ststellenkonzentration;, = 0.2 fur (a) : Dy = +£1, Dy = 0,

(b) : Dy =0, Dy = +1 sowie(c) : D; = —D, = +1 vs.aulReres Magnetfeld
H. In (d) sind die entsprechenden Fermi-ImpuiBe ; (durchgezogen) und
Pr o (gestrichelt) @ir z;, = 0.2 dargestellt.

Kommensurabil@tsbedingungui'drei unterschiedliche Werte dasReren Magnetfeldg$
erfullt werden kannH = Heypo (D1 € Z, Dy = 0), H = Hp, (D1 = —Ds) und Hpo/pay

(D1 =0,D, € 7).

Fur den FallH = Hj}, sieht man anhand der Abbildung (4.3) (c), dal? die minimale Ska-
lendimensionl = 2A,(Dy = —Dy = +1) + 2A,(D; = —D, = +1) groRer als zwei und
damit der SoitermH -y irrelevantist. Die effektive Tieftemperaturtheorie bleibt damit eine
zwei-komponentige ®MONAGA-L UTTINGER-FlUssigkeit.

Die minimale Skalendimensioii, 5, an der Phasengrenze C/B2 ergibt sich, wenn man
D, = +1 (D, = 0) setzt. Ausgehend von der Abbildung (4.3) (@fpt'sich erkennen, dai3
fur H — H¢/po die konforme DimensioA, gegen Null strebt, afirend2A; = 1 wird.
Somit ist der Wechselwirkungsterm (4.111)

Hww X H/d:v cos B1¢1(x) (4.112)

wegendc gy = 2A; + 2A; = 1 < 2 ein relevanter Operator, d.h, wird massiv. Die
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Tieftemperatureigenschaften der Anregungsmadiednnen daher in der &te von C/B2
mit Hilfe eines SNE-GORDON-Modells beschrieben werden [4]:

Slo1] = /de [%(ngl(x))Z + H cos f1¢1 ()| - (4.113)

Somit ist der auftretende Phasdaergang C/B2 vollstridig klassifiziert. Da belil = H¢)po
ein Magnetisierungsplateau auftrith3t' siche; mit den Spinfreiheitsgraden des Systems
identifizieren, vehrendk; zu den Ladungsfreiheitsgraden korrespondiert.

Das Verhalten des Phasée€rgangs B2/FM wird durch die statische Skalendimension
dp2/rv beStimmt, die manui” D; = 0 und D, = =£1 erhdlt. In diesem Fall gehtuf”

H — Hpgy/py die konforme DimensiorA; gegen Null und2A, gegen Eins, vgl. Ab-
bildung (4.3) (b). Daher ist der &tterm (4.111) gegeben durch

Hww H/d:v o8 Boa () (4.114)

und die Moder; wird wegendg,, -y = 1 < 2 massiv. Die effektive Feldtheorie entspricht
demnach bel! = Hpy/ry €inem SNE-GORDON-Modell fur die mit den Spinfreiheitsgra-

den verknipftee,-Mode und einer freien bosonischen Feldtheaniedié Ladungsfreiheits-
grades;.

Interessant ist, daf? die beiden Anregungsmoden in der Phase B2 ihr physikalisches Verhal-
ten in Abréngigkeit von denalif3eren Magnetfeldl drastisch veaindern: So wird; (e) fur

H ~ H¢ o mitden magnetischen (Ladungs-) und 7 ~ Hp,/ry mitden Ladungs- (ma-
gnetischen) Anregungen identifiziert. Dies zeigt, daf3 die beiden Phasen keineswegs vonein-
ander unabdrigig sind, sonderaber dieDressed-Charg®latrix Z miteinander gekoppelt

sind, ein Pahomen, dalR man bereits vonuBBARD-Modell in einemaul3eren Magnetfeld

H kennt [13].
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KAPITEL 5

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurden die statischen und dynamischen Tieftemperatureigen-
schaften einer mit frei beweglichen Spth= 1/2-Storstellen dotierten, antiferromagneti-
schen SpinS = 1-Kette in einemaul3eren Magnetfeld untersucht. Bei diesem integrablen,
magnetischen System handelt es sich um ein verallgemeinertes, supersymmettisches
Modell, das zwischen dem isotropén= 1/2-HEISENBERGModell bei vollséindiger Do-
tierung und der exakbbbarenS = 1-TAKHTAJAN-BABUJIAN-Kette im Falle verschwin-
dender Sti'stellenkonzentration interpoliert.

Die dotierte SpinS = 1-Kette liel sich ausgehend von einer zu deypischen[1], -
Darstellung der graduiertenig-Algebra g/(2|1) korrespondierendery/(2|1)-invarianten
Losung der XNG-BAXTER-Gleichung mit Hilfe der Quanten-Inversen-Streumethode und
des algebraischeneEB HE-Ansatzes konstruieren unddén.

Die Integrabilieit des Modells erlaubt eine volstdige Klassifikation der niederenergeti-
schen Anregungen und getvt einen Einblick in die Mechanismen und Strukturen ei-

nes eindimensionalen, stark wechselwirkenden Systems bei tiefen Temperaturen. Mittels
des BETHE-Ansatzes wurde zwathst das Spektrum der niederenergetischen Anregungen
abgeleitet, d.h. die thermodynamischeBTBE-Ansatz-Gleichungenuf”die alsDressed-
Energiesbezeichneten Quasiteilchearider. Man fand, dafuf beliebige Stistellenkon-
zentration undatiRere Magnetfelder maximal drei dieser Anregungsmoden masselos wer-
den lkonnen. Mit Hilfe des niederenergetischen Spektrums liel3 sich das Tieftemperatur-
Phasendiagramm der dotierten Spin= 1-Kette bestimmen. Dabei wurden die Phasen
bzgl. der Anzahl der taté£hlich auftretenden masselosen Moden sowie deren physikali-
schen Eigenschaften charakterisienr Endliche Dotierung existieremif unterschiedli-

che Phasen: Die zwei Plateauphasen FM und C, in denen die magnetischen Anregungen
eine Energialcke aufweisen und nur die Ladungsmode masselos ist, die Zv@dNAGA-
LUTTINGER-Phasen B1 und B2, charakterisiert durch zwei masselose Moden assoziiert mit
den magnetischen und Ladungsfreiheitsgraden des Systems, und eine Phase 3M, in der alle
drei Anregungsmoden kritisch sind. Die Phasengrenzen lie3en sich im allgemeinem nur nu-
merisch bestimmen:U¥ kleine Soistellenkonzentrationen konnten sie jedoch teilweise mit
Hilfe einer TAYLOR-Entwicklung réherungsweise analytisch berechnet werden.

Im SU(2)-invarianten Grenzfall (verschwindendesiBeres Magnetfeld) konnte gezeigt
werden, dald das Modell Spin-Ladungstrennung aufweist und sich effektiv durch eine
TOMONAGA-LUTTINGER-FlUssigkeit beschreiberaft. Bei kleinenaufleren Magnetfel-

dern ergab sichui’den magnetischen Sektor folgendes Bild: Zu der Tieftemperaturent-
wicklung der freien Energiedichte tragen die beiden masselosen, magnetischen Moden
bei und man findet ein GMONAGA-LUTTINGER-ahnliches Verhalten. Allerdings sind die
Parameter; undc,, die normalerweise als die zentralen Ladungen der zugrundeliegenden
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VIRASORO-Algebren aufgefal3t werden, diesmal reellwertige Funktionen inaAblgkeit

von der Sorstellenkonzentration, die der Summenregek ¢, = 2 genigen. Es konnte
gezeigt werden, dald3 sichh und ¢, nur in besonderen Grerafén als die zentralen
Ladungen zweier urarer, konformer Feldtheorien interpretieren lassen. So ist die effektive
Feldtheorie der beiden magnetischen Moden bei verschwindenderdwaligéei) Dotierung
gerade einSU(2),(SU(2)1)-WZW-Modell und ein minimales Modell{U(2),-WZW-
Modell), in Ubereinstimmung mit dem bekannten kritischen Verhalten der integrablen
S =1-TAKHTAJAN -BABUJIAN-Kette und des isotropeti=1/2-HEISENBERGModell.

Desweiteren wurde die Plateauphasedber untersucht. Soweit bekannt, ist die dotierte
Spin S =1-Kette das erste integrable Modell, bei dem ein nicht-triviales Plateau in der Ma-
gnetisierungskurve beobachtet wurde. Dessen La§fesich im Gegensatz zu den aufgrund
von topologischetberlegungen induzierten Plateaus in verschiedenen, verallgemeinerten
Spinsystemen in Aldrigigkeit von der St'stellenkonzentration kontinuierlich \ardern.

Das lineare Verhalten der Magnetisierungskurve am Phéssrgang C/B2 liel3 sich analy-
tisch verifizieren. Diese anomale Eigenschaft — im allgemeinen erwartet manléieen

gang zwischen einer kommensurablen und einer inkommensurablen Phase, was zu einem
Quadratwurzelverhalten in der Magnetisierungskunbetf~— wird dadurch erldit, daf3 die
beiden masselosen Moden in der Phase B2 nicht aoliBtj entkoppelt sind, sondeatér

die Dressed-Chargblatrix parametrisch von derul3eren Magnetfeld und derogstellen-
konzentration abdrigen.

Da im Rahmen des BrHe-Ansatzes die Eigenzustde nur prinzipiell zuariglich sind,
lassen sich die dynamischen Eigenschaften des Modells nur indirekt bestimmen. Dazu wur-
den in dieser Arbeit die /L-Korrekturen der BTHE-Ansatz-Gleichungen mit Hilfe eines
Finite-Size-Scalindgperechnet, mit denen man unter Verwendung von Vorhersagen der kon-
formen Feldtheorie die zugrundeliegenden, effektiven Feldtheorien in den jeweiligen Tief-
temperaturphasen identifizieren kann. Dies@gfithte es einem bei konstantepg&itellen-
konzentration die elementaren magnetischen Anregungen, das asymptotische Verhalten von
Korrelationsfunktionendi grof3e Absthde und Zeiten sowie die Skalendimension und den
konformen Spin der physikalischen Operatoren in afdigkeit vomaulieren Magnetfeld

zu bestimmen. AulRerdem lieRen sich damit die Phaserginge von den ®MONAGA-
LUTTINGER-Phasen Bl und B2 hin zu den beiden Plateauphasen C und FM untersuchen
und klassifizieren. Als effektive Feldtheoriarfdie Ladungsfreiheitsgrade alhman ein

freies Boson, wahrend die magnetischen Freiheitsgrade effektiv durch eia-&ORDON-

Modell beschrieben werden.

Gegenstand weitarfirender Untersuchungerotite die Berechnung von Korrelations-
funktionen mittels der Formfaktormethode sein. Im Rahmen dieser Methode lassen sich
die nicht-universellen Amplituden bestimmen, die bei der Entwicklung der physikalischen
Operatoren nach prianén Feldern auftreten. Interessardrev'auch, ob sich das von F.
GOHMANN und V. E. KOREPIN in [33] gefundene Verfahren zurdsung des Quanten-
Inversen-Streuproblems auf die dotierte Spir= 1-Kette anwendenal3t bzw. einahnli-

ches Verfahren entwickelt werden kann. Danahkten die Operatoren durch Elemente der
Quanten-Monodromiematrix ersetzt und eine Integraldarstellungdfoirelationsfunktio-

nen abgeleitet werden.

Teile dieser Arbeit wurden aus Priatsgtinden bereits in [47] veiffentlicht.
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ANHANG A

Die Superalgebragl(2|1)

In diesem Anhang sollen die grundlegenden Eigenschaften der Alg&Bta) zusammen-
gefalt werden [62, 91, 92, 93]. Wie in Kapitel 2 gezeigt wurde, isytlig{1) eine Super-
Lie-Algebra. lhre neun Generatoren, von denenffjerade (bosonlsch B, 5%, ST so-

wie S7) und vier ungerade (fermionischi™, V—, W+ sowie W) sind, gemigen fol-
genden Kommutator- und Antlkommutatorrelatlonen auch Superkommutatorrelationen ge-
nannt [45, 62]:

S+ 8§ 1=28%, (A.1)

(S, VE =+ 1V [SEVE =0, [ST,VH]=VT, (A.2)
B,V =1V,
[S'Z,Wi]:i%ﬁ/i, [S’i,Wi]:()7 [S¥7Wi]zw¥a (A3)

[B,W*] = -2 W+,

{VE V) = (V5 VT = (W W = (W, T} =0, (A.4)
{(VEWHy =215, {VEWT} =4 (-5+ B).

Man erkennt, da® der gerade Anteil der Superalgebra einetgeiotieu(1) & su(2) LIE-
Algebra ist. Dies bedeutet, dafl man die gesamte Superalgébys nach den irreduziblen
Darstellungen des geraden Teils klassifizieren kann. Das Gewichtsdiagramyt{ &y

laf3t sich direkt aus den Superkommutatorrelationen ableiten [62]: Die bosonischen Opera-
toren S* sowie S* bzw. B bilden einsu(2)-Triplett bzw. Singulett mit der Laduny = 0,

und der fermionische Anteil endlt seinerseits zwei unterschiedliche(2)-Dubletts,V*

mit Ladungb = 1/2 und WEmith = —1/2. Mit den obigen Superkommutatorrelationen
und dem dazu gedrigen Wurzeldiagramm kann man zeigen, dafl3 sich jede Darstellung der
gl(2|1) in verschiedenew(2)-Multipletts mit festem Eigenwert zerlegen &3, d.h. jede
Darstellung &Rt sich mit Hilfe desS2- und B-Eigenwertss bzw. b charakterisieren. Aller-
dings zeigt sich bei dieser Klassifizierung auch, dal3 zwhigwinterschiedliche Arten von
irreduziblen Darstellungen def(2|1) existieren, aimlich die sogenanntetypischenund
atypischerbarstellungen [62].

Eine irreduzibletypischeDarstellung wird durclib; s] mit b # +s eindeutig charakterisiert
und kann in die viesu(2)-Multipletts (b, s), (b — 1/2,s — 1/2), (b+ 1/2,s — 1/2) sowie

(b, s — 1) zerlegt werden. Beachtet man dig-Graduierung der Superalgebyg2|1), so
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muld den Zustiiden noch ein entsprechenden Grad bzw. eineaPaxijeordnet werden,
d.h. man muR3 entscheiden, welche der jeweiligen ahtt bosonisch (gerade) und wel-
che fermionisch (ungerade) sind. Wegen der Superkommutatorrelationgh 2léy kann
diese Zuordnung jedoch nicht mehr wilitich vorgenommen werden, sondern die Vekto-
ren deg(b, s)- und (b, s — 1)-Multipletts missen entweder alle bosonisch (Grad Null) oder
alle fermionisch (Grad Eins) sein,ahiend die Zustride der beidembrigen Multipletts
(b—1/2,s—1/2)und(b+1/2,s — 1/2) dann alle Grad Eins oder Null besitzemssén.

Setzt man dagegdn= + s, so erfalt man die sogenanntatypischerDarstellungen der
gl(2]1), die a priori nicht mehr unbedingt irreduzibel sind [62]. Im folgenden sollen nur
noch die in dieser Arbeit bertigten(4s + 1)-dimensionalen irreduziblen Darstellungep.

der ¢gl(2|1) weiter untersucht werden. Diese sind dadurch charakterisiert, daf3 der jeweili-
ge Zustandsraum durch die beidefl) @ su(2) Multipletts (s, s) und (s + 1/2,s — 1/2)
aufgespannt wird. Das Tensorprodukt Jeh mit [s'], [aRt sich in seine irreduziblen Kom-
ponenten aufspalten [45]

sly @[]y = [S+Sl]+@[8+8/+%;8+8/—%]@[8+8/+%;8+8/—§]
@...@[s+s'+%;|s—s'|+%], (A.5)
welche man mittels des quadratischens@iIR-Operators [45]
Ry = 82— B~ WUt 4 WU — Uit 4 U (A.6)

eindeutig identifizieren kann, d&, auf [s], den Eigenwert 0 und auf; s] den Eigenwert
(s* — b*) annimmt.

Als Spezialfall von[s], soll hier zurdchst die fundamentale, dreidimensionale Darstel-
lung [%]Jr betrachtet werden, die man zur Konstruktion des supersymmetrisciidodells
berstigt. Da[1], neben densu(2)-Dublett(1/2,1/2) nur noch das Singulett, 0) enttelt,
kann man als Basis die drei Vektoren verwenden:

111 11 1
D 1 . = = |=, =, = = = |- - ——
Singulett : e; = |0) = |1,0,0).

Ordnet man dem Singulett den Grad Null und dem Dublett den Grad Eins zu, so ist der
DarstellungsraunD;.;, isomorph zuy (1?2 In dieser Basis lassen sich die bosonischen

+
Operatoren degl(2|1) durch die Matrizen [62]

(M

0 0 0 100
& 1 > 1
i ’ 022 B, 883 )
(A.7)
00 0 00 0
S[Eh: ooo,S};hz 001},
’ 01 0 ’ 00 0
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bzw. die fermionischen Operatoren durch

1 1
X 0 7 0 A 00 75
Vi = 0o 0 0]}, V., = 00 0 :
31+ [3]+
0 0 O 00 O
(A.8)
0 00 0 0
i+ _ - _ 1
W[%H o [1) 8 8 ’ W[%H o V2 00
7 0 00

darstellen.

Zur Konstruktion der dotierten Spifi = 1-Kette bemtigt man neben der fundamentalen,
dreidimensionalei] - Darstellung i den Hilfsraumy (') die fiinf-dimensionalé1], -
Darstellung. Dg1], nur aus denyu(2)-Triplett (1, 1) sowie demsu(2)-Dublett(3/2,1/2)
besteht, kann man die Vektoren

Triplett @ ey =) =1,1,1), ea =|=)=|1,1,0), e3 = |) = |1,1, 1),
11 31 1
7§7§> y €5 = |\L> - |§7§7_§>
als Basis @it den Darstellungsrau;;;, verwenden. Ei die folgende Graduierund] =
2] = [3] = 0und[4] = [5] = listdannDy;;, gerade isomorph zum lokalenHERT-Raum
‘H,, der dotierten Spiry =1-Kette.

Dublett : eq4=|1) =]

| W
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ANHANG B

Finite-Size-Korrekturen

Da bei der Berechnung déiinite-SizeKorrekturen zur Energié’ einige Subtilisiten auf-
treten, soll die Formel (4.60) an dieser Stelle absiich hergeleitet werden [45]. Ausge-
hend von der Gleichung (4.47) edb‘man unter Anwendung derdEER-MACLAURIN -
Summenformel (4.51) das folgende ErgebnuisA':

oo Np

E = ZZ{nH+6 ()} — Z{/L—F }

n=1 [=1

— Y )

a=0 [=1

2 1 = 0,60 (:U
- I dr e© o h B.1
Z/ ve®(2) 01 24%2 S (B.1)
Dabei wurde\” (z) = —pu — H/2 sowieé\” = nH + V(z), n = 1,2 gesetzt und

bericksichtigt, daR3di die Finite-SizeKorrekturen nur die drei masselosen Anregungsmo-
dene, := k, €; Unde, relevant sind. Ersetzt man in der obigen Gleichupg mit Hilfe von
(4.58), wobei alle Beiage zur Ordnung@(1/L?) vernachéissigt werden drinen, so ergibt
sich das folgende Resultatrfdie Energie” (B.1):

-1y [a iy L g O (@)
B Z v & (@)on (2 X7) — 24Lzaa(x;Xi)a

i tas(2) tos ()
— re0(x af af . .
az,ﬁ:/ad o ( ){aﬁ(xg;Xi) +05(X5;Xi)} (B.2)

Fur die weiteren Umformungen voly berotigt man neben den thermodynamischen
BETHE-Ansatz-Gleichungen (3.54)if die Dressed-EnergidseiT = 0:

calw) = EV(x) =Y Tos*ep(x|X7) (B.3)
B

mit e,(X=) = 0 auch noch:

th(x) = +Tl4( Z x5 (x| XF). (B.4)
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Wegen der Symmetrieeigenschaften des Integrationskeris) = Ts.(z) = Tap(—2)
lal3t sich der Ausdruc&mééo)(x) in Gleichung (B.2) ersetzen durch:

£z (ea(X3) — 7 (X))

= FOy: 25: /5 de Top(XE — 2)es(x)
ECHEDY [ et Tie ~ x2)

_ Z/da:eg {tﬂa +ZT5y*ti |X$)}

> [ s+ > R 3 T = esla'1X5)
- Z/dxeﬁ )i (@ +Z/dxti e0(@) — ()}

= Z/dxéﬂ (a:)téca(x) (B.5)
5 /B
Damit ertalt man Gleichung (4.60uf die Energie (B.2):
B n 1 D€ ()
- LZ/dxe 2)oq (1 XF) — 24L2a: aa(x;Xi)\a. (B.6)

Als néchstes soll dieakoBli-Determinate/ berechnet werden, die bei der Transformation
{X*} — {N,, D,} auftritt und bewtigt wird, um den Ausdruck (4.68uf die Energie-
dichtes(X*) aus (4.63) abzuleiten. Ausgangspunkt fiie Berechnung vod sind (4.54)

und (4.54):
N,
Ng = — = /dxaa,L(x),

L
D, 1 o Xa
d=0 = 5(/)@—/Oo>dxaa,L(x). (B.7)

Die Dichteno,, 1, () lassen sich mit Hilfe von (4.56) dureh, (v; X*) ersetzen, wobei die
Beitrage der Ordnung1/L)? zu n, undd, vernachéissigt werden érinen, da die inner
EnergieE des Modells (B.1) mit Hilfe der ELER-MACLAURIN-Summenformel nur bis
zur Ordnungl /L exakt entwickelt wurde. &"die Ableitung vonn,, undd,, beaiglich der
FERMI-Punkte X = ergibt sich aus (B.7):

:taxgcna = 5a505(Xﬂi;Xi):i:/daraxgzaa(a:;Xi), (B.8)

1 I
j:axﬁida = q:§5a505(XéE;Xi) + 5 (/ —/ ) dr Oy+0q(z; XF).
X;r —00 s
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Die Funktionery_;(x; X*) sind definiert als

8X§0a(a:; X#)

E(rn XT) = + B.9
ga,@ (.I', ) o3 (Xﬂi, Xi) ( )
und genigen wegen der StStellen- und Stringdichten (4.59)
oa(m; X*) = oW(2) =D Tupxop(a; XF|XF) (B.10)
B
bzw. wegen deren differentieller Form
+02 00 (5 X*) = —Tus(z — X5)os(X5; XF)
FY Ty Oy 0, (1 XFIXT) (B.11)
.
der Integralgleichung
Gug(0; XF) = —Tap(x = X7) = Y Tay % g XF|X). (B.12)
Y
Damit lassen sich die Gleichungen (B.8) auch schreiben als:
j:axgcna = aﬁ(Xﬂi;Xi) {5a5 +/ada:g:6(x;Xi)} (B.13)
1 00 Xa
j:axgcda = 3 aﬂ(XEE;Xi) +005 — /X+ —/Oo dIgfﬂ(x; X%) 5.
Entwickelt man nun die Integralgleichung (B.lﬂ)ﬁfﬂ (x; X*) und die durch
Cap (T3 XF) = Oup — Z/dm’gm(x’;Xi)Tw(x — ') (B.14)
v

definierteDressed-Chargblatrix ¢ jeweils in einevON NEUMANN-Reihe, also

Gas(1; XF) (B.15)

= — aﬁ(x—Xﬁi)—l—Z/dxlTMl(a:—xl)ng(xl—XEE)

/ / dry dry T, CWl )T%W (xl - l’z)ng(l’g - Xﬁi) + ...
Y1 Y72

71,72

bzw.

Cap (X5 XF) (B.16)

= Oap — /dx Top(r — /de/ A1 Tpmy (7 — 1) Ty (71 — X)
/dx Z/ / dxy dag T, ( 21) Ty (21 — @2)t,8(22 — Xﬂi) + ...,
Q@ Y1 Y72

Y52
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so erkennt man folgenden Zusammenhang zwiséign= C.s(X 55 X*) undg,;(x; X*):

/dw Gas(1; XF) = £{Cap (X5 XF) = Caploo; X )} = £{Z, — 6as}.  (B.17)
Entwickelt man ferner auch die Integralgleichung(/,; (z; X*)

Cpla; XF) = 0pCapla; XF) (B.18)
=Y [ o XDl — )
¥ Y

= Z/dx' Co (3 XF) Ou Ty 5(z — 2")
v Y
= Y iZ, Ty (x - X)) Z/da:(w XV g(0 — ')

v,i=%1 vy

in einevON NEUMANN-Reihe und vergleicht diese mit (B.20), so @thian zwischeijﬂ
undg,;(z) eine weitere Beziehung:

Cogl; XF) = —Z{ngm v XF) = Zo g5, (v X)), (B.19)
bzw. durch Integration:
bap — Cap(X; X¥F) = / da ¢y (a5 X7) (B.20)

> [ e (208 0 X5) = Zig5, (0 X)),

Da man die Energiedichte (4.60) nur bis zur zweiten OrdnungXif entwickelt hat,
kann man in den obigen Gleichungen diesivi-Punkte X+ durch die des Grundzustandes
+ X, ersetzen. Die dabei auftretenden Korrekturen lassen sich veasaien, da sie von
der Ordnung X *)? sind. Aufgrund der Symmetrieeigenschaften

angX;r|Xi:X0i = _anﬁXoj|Xi:X0i7
8055)(cf|)(i:)(0i = Ou X_|Xi x&E
oa(£X0a) = 0a(Xi0; Xy) = 0a(Xga: Xo),
Zap = a5|Xi:XgE = aﬂ|Xi:XgEv
Tog(®x — Xop) = Tap(—2+ Xop), (B.21)

kann Gleichung (B.20) noch weiter zu

o0 _XO,B
ba = Zap = — Y Zap (/X —/ ) dz g5(x) (B.22)
gl 0.8 T
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und durch Invertierung sogar zu

Z_ (/XM / AOB) dxgaﬂ x) (B.23)

vereinfacht werden. Ausgehend von

(Sag - angn
- X oo 0,50,

v

= Z {UV(Xj;Xi)ﬁnﬂXi[séaﬁqL/da:gzy(x;Xi)]}

v,5==%1
= > {Z,0,(X5X%)0,, X5}
v,5==%1
— izzzmav(xwawxﬂxizxg (B.24)
Y
bzw. von
0ap = Oayda

= S {00, X O do+ 00, X 02 da )

v

1 00 Xao
= 3 Z Jy(Xi;Xi)adﬂX,i[&M - (/X+ —/OO ) dxg(‘i,y(x;Xi)]

v,8==%

— ZZ 0 (X07)0ay X | iyt (B.25)

erhdlt man die beiden in Kapitel 4 betigten Formeln (4.64):

L,
0 XE)0 X ez = *5(271),,
0a(X3)04, X3 [ xtoxt = Zpa (B.26)

Abschlie3end soll nun noch der Beitrag zu denite-SizeKorrekturen berechnet werden,

der durch die Teilchen-Lochanregungen in dahi der jeweiligen ERMI-Punkte X = ent-

steht. Dazu untersucht man zuerst exemplarisch das Verhalten eines Teilchen-Lochpaares
am rechten ERMI-Punkt X, das man mit Hilfe der Quantenzahlefy , und J, ,
vollstandig charakterisieren kann. Der Zusammenhang zwischen den Quantenzahlen und
den reellen Zentren der Rapiai€n wird wie ublich mittels der &hlfunktionenz,(z)
hergestellt:

Jh,a

Zo(Xp. o) = und 2, (Xp,0) = mit X, ~ X, ~ X, (B.27)
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Verwendet man

1 [0z4(2)
Xt o_xt o~ (2
P h, o L< dx

so ergibt sichdif die Energie eines Teilchen-Lochpaares der folgende Ausdruck:

-1
1
Jro—Jf )= — NI B.28
Xng:> ( P, h,Oé) Lo_a(X[;I:a) o) ( )

OE = e (XS )—ea(X;;a)

p,x

0o ()
Or |Ix+=xi
27 EQI(XJQ)

= = 2% Nt
L 2mo,(Xg,) °

(Y+ - Xl::a)

P,

= fva N+ (829)

Wegen der Additiviat der jeweiligen Beitrge ist die Verallgemeinerung auf beliebige und
beliebig viele Teilchen-Lochanregungen offensichtlich.ist daher gegeben durch

2
=3 v {NF + N7} (B.30)
mit
N = Z(J;’a =i e und Ny = Z(Jp ot = Tn o) (B.31)
[ [

wobei die Quantenzahlemj (Jh. )T bzw. g, ; (Jh,a,1)” die Teilchen (locher) in

der Néhe des rechten (+) bzw linken (-ERMI- Punktes der Anregungsmodg charak-
terisieren. Analog dazu kann man auch die durch die Teilchen-Lochanregung verursachten
Korrekturen zum Impuls berechnen und findet:

5P = TS (N NG, (B.32)
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ANHANG C

Freies Boson

Die einfachste konforme Feldtheorie in zwei Raumzeitdimensionen ist die eines freien, mas-
selosen, skalaren Bosonsdessen Wirkung gerade durch

1
Sio ) = 5 [ w00 (€1)

gegeben istA ist hier eine beliebige Teilmenge vd&? [5, 88]. Rir A = R? ist die Wir-

kung (C.1) nur dann wohldefiniert, wenn m&fy; R?] sowohl fir groRe alsuf auch kleine
Abstdnde regularisiert. Dazwlirt man als UltraviolettCut-Off eine Gitterkonstante ein

und betrachtet dei? als den Grenzfall einer Scheibe vom RadiisDie GREENsche-
FunktionG des freien Bosons gegt der zweidimensionalendpLACE-Gleichung mit den
obigen Nebenbedingungen. Mit Hilfe der beiden komplexen Koordinaten 2° + iz?,

z = 2% — 2! laBt sichG’ wie folgt schreiben [88]:

1 R?
7)) = —1 : 2

G(z7) ar Lz‘+a2} (©2)
Ausgehend von dieser Form des Propagators sieht man, dal3 man den formal holomor-
phen bzw. antiholomorphen Anteil getrennt voneinander betrachten kann. Berechnet man
die Operatorproduktentwicklung (OPE) von = 0,¢(z) mit sich selbst, so ergibt sich:

90(2)90(w) ~ —= = (€3)
Der Energie-Impuls-Tensofs(z) des freien Bosons ist gegeben durch [5]:
T, = 0u00,0— % Nuw 0,07 @. (C.49)
Die dazu korrespondierende Quanten-Version des holomorphen Antedgtgdrade:
T(z) = —2m:0¢(2)00(z) :
= —27 ln {96() 00(w) — (96(2) 09(w)) }. (C5)

Mit Hilfe des Wickschen Theorems kann man nun die OPE Yon) mit dem Operatod¢
bzw. mit sich selbst berechnen [6]:

T(2)0p(w) = =21 :0¢(z)0p(z) : Ip(w)
~  —Am: 0¢(z) 0(2) : Do(w)

as(z)
)
o) Rw)
G-wrt ow) (C.0)
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T()T(w) = 4r%:06(2)0¢(z) : : 0d(w) dp(w)
1/2 4w 0¢(2) O¢(w)

(z —w)* (z — w)?
/2 2T(w) | 9T(w)
(z—w)* (2 —w)? + (z—w) (C.7)

Gleichung (C.6) zeigt, daf}p ein priméres Feld mit konformer Dimensiak = 1 ist. Dies

ist nicht weiter verwunderlich ist, da ein freies, masseloses und skalares Bdszinen
Spin s und keine Skalendimensiah besitzt. Vergleicht man (C.7) mit dem allgemeinen
Ausdruck aus Kapitel 3uf’ die OPE vonTl'(z)T'(w), so KRt sich die zentrale Ladung
des freien Bosons zti= 1 bestimmen. Analog&/berlegungen gelten auchrfden formal
antiholomorphen Anteids(2) undT'(2).

Ausgehend von einem bosonischen Fgld, Z) ist es noglich eine weitere Klasse lokaler
OperatorenV;(z, z) zu konstruieren, die die Skaleninvarianz des Systems nicht verletzen:

Vs(z,2) = P22 (C.8)
Mit Hilfe des erzeugenden Funktionals

Zn(z,2)]/Z[0] = exp{%/d%l /d2z2n(z1,ZI)G(zlg,zlg)n(ZQ,z‘Q)} (C.9)

kann man die Korrelationsfunktionen dieser sogenannten Vertex-Operaigrert) durch
die spezielle Wahk(z, z)

n(2,2) = m(z,2) =i Bud(z— 2)0(Z — %) (C.10)
berechnen:
Zno(z,2)]/Z[0] = (Vp,(21,21)...Vsy (2n, 2n))- (C.11)

Ersetzt mam(z, z) in (C.9) durch (C.10) und verwendet noch die explizite Foumdie
GREENsche-Funktion (C.2), so ergibt sich der Korrelator zu:

Zm(= 2))/210) = T (

1>]

(C.12)

a? a

Zij Zij>6iﬁj/47r <R> (30 Bn)?/4m

Dieser Ausdruck verschwindetim Grenzf&ll— oo genau dann nicht, wenn die sogenannte
Neutraliéitsbedingung

> B.=0 (C.13)

erfllt ist. Man sieht, dal3 sich die Korrelationsfunktionen (C.11) wieder als ein Produkt
eines formal holomorphen und antiholomorphen Anteils schreiben lassen

<V51 (2’1, 21)"'VﬂN (ZN, 2N)> = g(Zl, N ZN)g(fl, ceny EN)(SO,ETL Bn (C14)
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mit
Zii BifBj /4w
i>j
Flhrt man das zy(z, z) duale Feld)(z, z) ein

#(2,2) ~ o(z) +¢(2), 0:9(2,2) = 9.0(2, %),
9(2’, Z) ~ 99('2) - @(2)7 82¢(2a2) = _829(27 2), (C.16)

so kann man jeden Vertex-Operaddy(z, z) in einen holomorphen und antiholomorphen
bzw. einen links und rechts chiralen Vertex-Operator zerlegen:

Vg(z,?) ~ Vﬂ(Z)@Vg(f), (C.17)

wobeiV;(z) bzw. V(%) wie folgt definiert sind:

Vo(z) = :exp{%ﬁ[¢(2,2)+9(z,2)]}: ,
Vy(z) = :exp{%ﬁ[gb(z,z) _ 9(2,2)]} - (C.18)

Die obigen Zerlegungen (C.16) und (C.17) sind jedoch nur auf der Ebene der Korrelations-
funktionen giltig.

Da die Operatorei;(z) bzw. V;(z) eine Basis bilden, kann man jedes lokale Funktional
F(¢,0), das periodisch i undd mit den Perioder; undT; ist, in eine FOURIER-Reihe
entwickeln:

F(p,0) = Z]:n,mexp{(an/T1)¢+(2m’m/T2)9}

= Y Fam Vo) Vs, . (2) (C.19)
mit
n m 3 nom
B 7T<T1+T2> und 3y, 7T<T1 Tz) ( )

Der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten,,, 5,.. und den physikalischen
GroflRen, wie den konformen Dimensionén", A~ bzw. den Skalendimensionehund
konformen Spinss, laf3t sich mit Hilfe der verallgemeinerten Paarkorrelationsfunktionen
bestimmen:

<V5(Z1)®V5(21)V_5(22)®V_B(§2)> — (212)—52/4W(212)_B2/4W
S <@> , (C.21)

|2’12|2d 212




94 Anhang C. Freies Boson

d.h.

d = AV A =— (8245,

1
%
— (5° = p57). (C.22)

_ + - _
s = A AT = -
Da die Korrelationsfunktionen (C.21) in der komplexen Ebene eindeutig segsen; al-
so insbesondere keinerlBranch-CwSingulariiten aufweisenwfen, kann der konforme
Spin eines physikalischen Feldes nur ganz- oder halbzahlige Werte annehmeal3bsssh™
fur beliebiges,, ,,, und 3, ,, nur dann erreichen, wenn die Periodgrund7; folgender Re-
lation genigen:

47

T, = —.
2 T

(C.23)

Somit sind die konformen Dimensionen der Basisoperatbken (z) bzw.V;, | (z) gerade:

A+ 2 g T (n n mT;\ >
T=—|m+—
nm e 2\Ty  4r )’

B =5 m(n mh\’
Ay = Bip/8t=clm——— ) . (C.24)
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