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Zusammenfassung. Auf der Grundlage neuer zentraler Differenzen werden
gebrochene Potenzen von Operatoren untersucht, die im Zusammenhang mit
(Cp)-Gruppen auf einem Banachraum auftreten. Insbesondere werden Darstel-
lungen vom Griinwald-Letnikov-Typ und Taylorformeln angegeben sowie K-
Funktionale tiber Stetigkeitsmoduln charakterisiert. Der Schwerpunkt liegt
auf dem abstrakten Riesz-Differential R®, das die gebrochenen Potenzen des
Laplace-Operators verallgemeinert. Wesentlicher Bestandteil dieser Arbeit ist
die konsequente Verwendung eines Funktionalkalkiils nach L. Schwartz.

Schlagworter: Gruppen von Operatoren, gebrochene Potenzen, zentrale Dif-
ferenzen.

Abstract. Using new central differences, those fractional powers of operators
are discussed which arise from (Cjy)-groups of operators on a Banach space. In
particular, representations of Griinwald-Letnikov-type and Taylor expansions
are derived as well as characterizations of K-functionals in terms of moduli of
continuity. Special emphasis is laid on a generalization of the fractional powers
of the Laplacian, namely, the abstract Riesz differential R*. Throughout
this thesis, investigations take place within the framework of an operational
calculus due to L. Schwartz.

Key words: groups of operators, fractional powers, central differences.
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Einleitung

Gebrochene Potenzen von Operatoren lassen sich auf verschiedene Arten einfiihren. Von
Interesse ist vor allem der Fall unbeschrankter Operatoren. Fiir Halbgruppenerzeuger
formulierte Phillips [36] eine erste allgemeine Definition, die auf Ideen von Bochner [§]
und Feller [23] zuriickgeht. Demnach treten die gebrochenen Potenzen als Erzeuger
bestimmter, im Bochnerschen Sinne untergeordneter Halbgruppen auf. Diese indirekte
Methode eignet sich allerdings nur fiir Exponenten aus dem Intervall (0, 1).

Ende der 1950er Jahre setzte ein reges Interesse an gebrochenen Potenzen von Opera-
toren ein, und in der Folge wurde eine Vielzahl von Konstruktionen entwickelt, die sogar
allgemeinere Operatoren als Halbgruppenerzeuger einbeziehen. Stellvertretend seien hier
die Beitrage von Balakrishnan [2, 3, 4], die Arbeiten von Hille und Phillips weiterentwik-
keln, und von Komatsu [31] genannt. FEine Ubersicht zu den verschiedenen Zuggingen
findet man in [22, 47, 59].

Uberwiegend werden gebrochene Potenzen mit einem AbschlieBungsargument definiert:
Zunachst wird eine Darstellung des zu konstruierenden Operators auf einer Teilmenge des
Definitionsbereiches angegeben. Anschlieend wird gezeigt, dafl der so definierte Operator
abschliefbar ist, und die kleinste abgeschlossene Fortsetzung ist der gesuchte Operator.
Auf diesem Prinzip beruhen z.B. die Konstruktionen in [2, 3, 31, 34, 35].

Erzeugt nun der betrachtete Operator eine Halbgruppe von Operatoren, so stehen
einige direkte Approximationsmethoden zur Verfiigung, bei denen die gebrochene Potenz
auf ihrem gesamten Definitionsbereich dargestellt wird. Die Approximation geschieht
durch Marchaud-Integrale [56], durch Differenzenquotienten gebrochener Ordnung [57]
oder — im Rahmen eines Funktionalkalkiils nach L. Schwartz — mit Hilfe der Regu-
larisierung von Distributionen [19, 32, 59].

Der soeben genannte Funktionalkalkiil geht aus einer viel allgemeineren Darstellungs-
theorie topologischer Halbgruppen von L. Schwartz [43] hervor. Er erweitert den bekann-
ten Kalkiil von Hille-Phillips [27, Ch. XV], indem er Laplacetransformierten nicht nur von
Mafen, sondern auch von Distributionen einer geeigneten Klasse einen Operator zuordnet.
Auf diese Weise erhélt man auch unbeschrankte abgeschlossene Operatoren. Insbeson-
dere sind die Laplacetransformierten F'(z) = z® eingeschlossen, iiber die sich gebrochene
Potenzen (—A)® des Halbgruppenerzeugers einfiithren lassen. Diese Moglichkeit erwéhnt
z.B. Faraut [19]; den ganzzahligen Fall diskutieren Lions-Peetre [33]. Systematische Unter-
suchungen gebrochener Potenzen auf der Grundlage des Schwartz’schen Kalkiils wurden
von Lanford-Robinson [32] und Westphal [59] durchgefiihrt.

Es ist aber auch moglich, gebrochene Potenzen mit Laplace-Transformationsmethoden
zu behandeln, bei denen ausschlieSlich Transformierte integrierbarer Funktionen eingehen.
Dies wurde in [6, 56, 57, 58] getan; hier liegen die Wurzeln von [59] und [32].

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit gebrochenen Potenzen von Operatoren, die
typisch fiir mehrparametrige (Cp)-Gruppen von Operatoren sind. Im Mittelpunkt des
Interesses stehen die in [4], [56, II] eingefiihrten Operatoren, namlich das abstrakte
Rieszpotential negativer Ordnung R* (a > 0), das die gebrochenen Potenzen (—A)*/2
des Laplace-Operators verallgemeinert, sowie im einparametrigen Fall der konjugierte
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Operator R*. Wihrend diese Operatoren in den genannten Quellen bereits gut iiber
Marchaud-Integrale erschlossen sind, fehlen bisher eingehendere Untersuchungen, die die
Idee des Differentialquotienten (Griinwald-Letnikov-Zugang) aufgreifen. Hauptanliegen
dieser Arbeit ist es, diesen Aspekt genauer zu studieren. Dazu werden bislang nicht in
der Literatur verwendete zentrale Differenzen Zf, Af gebrochener Ordnung verwendet,
die diejenigen ganzzahliger Ordnung interpolieren und charakteristische Eigenschaften
der gruppenspezifischen Operatoren R*, R widerspiegeln. Dagegen werden sonst die ge-
brochenen Ableitungen einer Funktion f : R — R, die den Operatoren R, R® entsprechen,
durch Kombinationen einseitiger Differenzenquotienten approximiert (siehe z.B. [40, 25,
26, 55]), was dem Riickgang auf die Halbgruppensituation entspricht.

Ausgangspunkt unserer Uberlegungen ist der Funktionalkalkiil von L. Schwartz in
einer Fassung fiir n-parametrige Gruppen. Dabei iibernimmt die Fouriertransformation
F die Rolle der im Halbgruppenfall benutzten Laplacetransformation, und die einflieende
Klasse von Distributionen ist der Raum D, (R") integrierbarer Distributionen [44]. Der
Kalkiil ordnet dann einer integrierbaren Distribution bzw. ihrer Fouriertransformierten
F : R" — C einen abgeschlossenen, dicht definierten Operator zu. Beispielsweise ist
der Operator R® iiber die Fouriertransformierte F(£) = ||€]|$ bestimmt. Die zugrunde
liegende Idee sei an einem elementaren Beispiel illustriert: Erzeugt der Operator A eine
einparametrige Gruppe {T(7); 7 € R} auf dem Banachraum X und ist p ein endliches
Borelma$ auf R, so motiviert die formale Zuordnung " ~T(7) = €™ die Interpretation

/ T(r)x du(r) = Flul(—id)e, @€ X.
Die fundamentale Figenschaft des Funktionalkalkiils ist der Faltungssatz: Die Faltung von
Distributionen (bzw. das Produkt ihrer Fouriertransformierten) geht in die Verkettung
der Operatoren tiber. Auf diese Weise lassen sich Identitaten fiir Distributionen, die be-
quem in fouriertransformierter Gestalt verifiziert werden konnen, auf die Operatorebene
iibertragen. Diese Methode werden wir konsequent einsetzen. Der entscheidende Schritt
in vielen Beweisen ist jedoch der Nachweis, dafl gewisse Funktionen Fouriertransformierte
absolut integrierbarer Funktionen sind und daher beschrankte Operatoren induzieren.
Im Verlauf der Arbeit werden dazu mehrere Darstellungsaussagen fiir die Fouriertrans-
formation herangezogen [9, 11, 51, 15, 37, 38, 41].

Kapitel 1 bietet eine kurze Einfiihrung in den Funktionalkalkiil und rekapituliert in
diesem Rahmen einige Aussagen iiber gebrochene Potenzen von Halbgruppenerzeugern,
die im folgenden von Bedeutung sein werden. AnschlieBend werden Beispiele gegeben.
Insbesondere werden die Operatoren R*, R® eingefiihrt.

Im nichsten Kapitel geht es um die Operatoren R, R* im Fall einer einparametrigen
Gruppe. Die angekiindigten zentralen Differenzen Z(:, A? werden besprochen und mit
ihrer Hilfe die Operatoren R®, R* charakterisiert. Es werden Taylorformeln mit In-
tegralrestglied fiir die Differenzen entwickelt und in dem Zusammenhang Potenzeigen-
schaften der Operatoren behandelt. SchlieBlich wird die Aquivalenz von K-Funktionalen
und Stetigkeitsmoduln, die mit den Operatoren bzw. den Differenzen gebildet werden,
bewiesen und approximationstheoretisch gedeutet.

Kapitel 3 stellt analoge zentrale Differenzen Zf bereit, mit denen der Operator R® im
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mehrparametrigen Fall dargestellt werden kann. Die Realisierung ist technisch erheblich
aufwendiger als in der eindimensionalen Situation. Als Anwendung wird auch hier ein
K-Funktional zu R charakterisiert (0 < a < 2) und so ein Ergebnis von Ditzian [17] mit
vollkommen anderen Methoden verallgemeinert.

Das letzte Kapitel schlagt eine andere Richtung ein, indem es an die anfangs erwéhnte
Definition gebrochener Potenzen von Phillips ankniipft. In Verallgemeinerung von R*
werden die Operatoren RS iiber die Fouriertransformierte F(§) = [|£]|% eingefiihrt (0 <
p < 00), speziell ist also RY = R®. Dann erweist sich — R} als Erzeuger einer untergeord-
neten Halbgruppe vom Gaufl-Weierstraf3-Typ, und es gilt (R;‘)ﬂ = Rgﬁ fiir alle o, B > 0.

An dieser Stelle mochte ich Frau Prof. Dr. U. Schmidt-Westphal ganz herzlich fiir die
zahlreichen Anregungen und die wertvolle Unterstiitzung wahrend der Arbeiten zu dieser
Dissertation danken. Herrn Prof. Dr. H. Berens danke ich fiir seine freundliche Bereit-
schaft, das Korreferat zu iibernehmen. Von Herrn Prof. Dr. W. Trebels stammen wichtige
Literaturhinweise zur Fouriertransformation; auch ihm gilt mein Dank.

Notation und Grundlagen

In Bezug auf den Vektorraum R™ bezeichnen €', ..., e" die kanonischen Einheitsvektoren,
(-,-) das Skalarprodukt und || - ||, die klassischen {P-Normen (1 < p < 00) bzw. -Quasi-
normen (0 < p < 1). Es sei L'(R") der Raum der komplexwertigen integrierbaren
Funktionen auf R™. Die Fouriertransformierte einer Funktion f € L'(R") ist gegeben
durch

TS = [ fa) e ar, cer,

Ist F[f](0) = [g. f(t)dt = 1, so nennen wir f normalisiert. Die Fouriertransformation
F kann zu einem topologischen Isomorphismus auf dem Raum 8'(R™) der temperierten
Distributionen, ausgestattet mit der Topologie der punktweisen Konvergenz, fortgesetzt
werden. Fir die allgemeine Distributionentheorie sei auf die bekannten Monographien
[24, 28, 44] verwiesen; einige speziellere Begriffe und Aussagen sind hier zusammengestellt.

Sei 2 C C ein Gebiet. Eine Distributionenschar {U,; a € Q} C §'(R") heifit ana-
Iytisch, falls fiir jedes Testelement ¢ € §(R™) die Funktion o — (U,, ¢) auf Q holomorph
ist. Differentiation nach dem Parameter a liefert die analytische Schar {%Ua; a €
Q}, wobei (:ZU,,¢) =2 (Us,¢). Es gilt der Identititssatz: Ist {Vo; o € Q} eine
weitere analytische Schar, die mit {U,} auf einer unendlichen kompakten Menge A C Q
iibereinstimmt, so folgt bereits U, = V,, fiir alle a € 2. Dieses Argument wird gelegentlich
bei der Bestimmung von Fouriertransformierten vor dem Hintergrund benutzt, dafl die
transformierten Scharen {F[U,]} und {F[LU,] = ZF[U,]; o € Q} ebenfalls analytisch
sind.

Wie iiblich unterscheiden wir nicht zwischen einer lokal integrierbaren Funktion f €
L}, (R") und der von ihr induzierten reguliren Distribution f € D’(R™). Dagegen werden
separate Bezeichnungsweisen fiir die klassische und die distributionelle Ableitung verwen-
det: Ist 3 € N2 ein Multiindex der Lénge |3| = 31 + - - - + 3., so wird die Ableitung DU
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der Distribution U € D’(R") definiert durch
(DU, ) = (-1)(U,0%), ¢ € DR").

Dabei ist 8%¢ = 07" ... 9P¢ die gewdhnliche (klassische) Ableitung von . Fiir § = e*
schreiben wir kurz 0 bzw. Dy (k=1,...,n).

Von Bedeutung wird die Klasse D%, (R") der integrierbaren Distributionen sein [44,
VI,§8]. Eine Distribution U € D’(R") heifit integrierbar, wenn sie als endliche Summe
von Ableitungen integrierbarer Funktionen dargestellt werden kann, etwa

U= Dy (%)

[B]<m

mit m € Ny und f3 € L*(R"). Aquivalent ist die Forderung, daB fiir jede Testfunktion
¢ € D(R") die Faltung U * ¢ zu L'(R") gehort. In diesem Fall trifft U x ¢ € L'(R")
sogar fiir alle ¢ € §(R™) zu. Man beachte D/, (R") C 8'(R"); die Fouriertransformierten
integrierbarer Distributionen sind stetige Funktionen. Zu je zwei Distributionen U,V &€
D’ (R™) ist die Faltung U * V' wohldefiniert und wieder Element von D’ ,(R"™). Es gilt
der Produktsatz fiir die Fouriertransformation:

FUV](E) = FWUIE) - FVIE), &R

Auch beziiglich Tensorbildung sind integrierbare Distributionen stabil. Seien ny,n, € N
und n = ny + ny. Das Tensorprodukt U; ® Us von U; € D'(R™), Uy € D'(R™) ist die
eindeutig bestimmte Distribution in D’(R"), die der Bedingung

(Ur @ U, 01 @ p2) = (U1, 01)(Us, p2) (1 € D(R™), 2 € D(R™))

geniigt. Dabei bezeichnet ¢;®py : R™ xR" — C die durch (p1@p2)(t, t2) = o1 (1) 02 (t?)
erklarte Funktion. Sind Uy, U, integrierbar, so erbt U; ® Us in Anbetracht von (x) diese
Eigenschaft. Die Tensorformel fiir die Fouriertransformation nimmt dann die einfache
Gestalt

FlUh @ (), €2) = FIU(EY) - FIUL)(E)

an ((€1,€7) € RY).

Im Fall n = 1 arbeitet man bisweilen mit der Klasse D’ , (R, ) derjenigen integrierbaren
Distributionen U, deren Tréager supp (U) im Intervall [0, 00) enthalten ist. Zu solchen
Distributionen existieren Darstellungen der Form (%), bei denen die Funktionen fsz zu
L'(0,00) gehoren; zum Beweis dieser Aussage vgl. [19, S. 298, Prop. 0.5]. Es ist dann
zweckmaflig, an Stelle der Fouriertransformation die Laplacetransformation

LU(v) = (U(u),e™™), v >0,

zu benutzen. Fiir U € L'(0,00) erhélt man selbstverstandlich das klassische Laplace-
Integral.

Zu den wichtigsten Vertretern integrierbarer Distributionen zéhlen die Diracmafe.
Es bezeichne dy,, das Diracmafl auf R" mit Masse im Punkt u. Speziell setzen wir
0:=0,:=0 (0} In der eindimensionalen Situation (n = 1) bevorzugen wir die Varianten
0y := 04,3, 0 := 0o und schreiben wie iiblich 6* = D*§ (k € N).



1 Funktionalkalkil nach L. Schwartz

Abschnitt 1.1 bietet eine kurze Einfithrung in den Kalkiil in der Fassung fiir n-parametrige
Gruppen. Die Darstellung hélt sich eng an [59], hinzu kommt der Tensorsatz. Nach
einem Exkurs tiber gebrochene Potenzen von Halbgruppenerzeugern schliefen sich zwei
Abschnitte mit ausfiihrlich kommentierten Beispielen an.

Die Gruppenfassung des Kalkiils ist bislang nur in der Arbeit [60] verwendet worden
(einparametriger Fall).

1.1 Funktionalkalkul

Sei (X, - ||) ein komplexer Banachraum und &(X) die Algebra der stetigen linearen
Operatoren auf X. Wir betrachten eine gleichméflig beschrénkte n-parametrige (Cp)-
Gruppe auf X, also eine Familie {T'(¢); ¢ € R"} linearer Operatoren in £(X) mit den
folgenden Eigenschaften:

T(t+s)=T(t)T(s) fur t,s € R", T(0) = I (Identitat),
Pr% IT(t)x — x|| = 0 fiir jedes x € X,

sup {|[|T(¢)|l;t € R"} < oo0.

Der angekiindigte Funktionalkalkiil wird in zwei Schritten konstruiert. Zunachst definiert
man fiir ein endliches komplexes Borelmafl ;1 auf R” den Operator G(u) € £(X) durch

Glu)z = / T®wdu(t) (z e X).

Beispielsweise liefert das Diracma$ ¢, mit Masse in ¢ € R" den Operator G(dy,y) =
T(t). Die Abbildung p +— G(u) ist ein Homomorphismus von der Faltungsalgebra der
beschrankten BorelmaBe auf R™ in die Banachalgebra €(X). Besitzt p eine Dichte bzgl.
des Lebesgue-Mafes, etwa du(t) = f(t)dt mit f € L'(R"), so schreiben wir auch

G(f)r :=G(p)z = - fO)THzxdt (xeX).

Speziell kann man den Operator G(U * ¢) € €(X) betrachten, wann immer U € D, (R")
und ¢ € D(R") ist.

Bis jetzt ist G(u) nur fiir endliche Borelmafie i erklart. Mit einem geeigneten Grenz-
prozefl kann man nun auch integrierbare Distributionen einbeziehen. Dazu sei H derjenige
Filter auf D(R™), der von den folgenden Mengen H. (¢ > 0) erzeugt wird:

/ngp(t)dt—l‘ <5}.

Im Raum D'(R") konvergiert J gegen das Diracmaf ¢. Fiir U € D}, (R") und 2 € X
bildet das System von Mengen

H, = {so € D(R™); ¢ 20, p(t) =0 falls [|t]|2 > ¢,

{GUx@)r;pe HY, HeXH
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eine Filterbasis auf X. Konvergiert diese, wird der Grenzwert mit limsc G(U * @)z be-
zeichnet. Wir sprechen auch vom Grenziibergang ¢ — 9 bzgl. H.

Definition 1.1. Sei U € D', (R"). Der Operator G(U) mit dem Definitionsbereich
D(G(U)) :={z € X ligr{n G(U * )z existiert}

ist erklart durch
GU)x = 1i91{nG(U xp)r, x€ D(GU)).

Fiir ein endliches Borelmafl p ist Definition 1.1 konsistent mit dem oben eingefiihrten
Operator G(u). Insbesondere gilt fiir das Diracmafl 0 auf R™

G()x = ligl;nG(@)x =z (veX).

Das herausragende Merkmal des Funktionalkalkiils G ist der Faltungssatz:
Satz 1.2. Seien U,V € D7, (R") und v € D(G(V')). Dann gilt

r € D(GU V))<= G(V)x € D(G(U)).
In diesem Fall ist G(U x V)x = G(U)G(V)z.

Der Beweis wird wie im Halbgruppenfall gefiihrt; siche [43] oder [59]. Aus Satz 1.2 folgen
leicht die typischen Eigenschaften eines Operators G(U).

Satz 1.3. Sei U € D, (R").

(i) Fiir jedes ¢ € 8(R") und = € X gehort G(yp)x zum Definitionsbereich von G(U),
und
GU)G(p)r =GU *x @)x.

Im Fall x € D(G(U)) gilt auch

G(e)G(U)x = G(U * p)x.

(ii) Der Operator G(U) ist abgeschlossen, und sein Definitionsbereich D(G(U)) liegt
dicht in X.

Mit diesem Satz kann man sich rasch klarmachen, dafl in Definition 1.1 dquivalent auch
ein feinerer Filter als H verwendet werden kann (vgl. [43, S. 104]). Nimmt man speziell
eine nichtnegative normalisierte Testfunktion ¢ € D(R™) und setzt ¢, := () (€ > 0),
so gilt fiir jedes U € D', (R"):

D(G(U)) ={z € X; liI(I)l+ G(U * ¢.)x existiert},

GU)x = lim G(U xp.)x (xr € D(G(U)).

e—0t
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Wir bereiten nun den Tensorsatz vor. Die Gruppe {T'(¢); ¢ € R"} sei mindestens zwei-
parametrig, also n > 2. Zur Zerlegung n = ny + ny (n1, ng € N) betrachten wir die
gleichméBig beschrankten (Cp)-Gruppen

{T'(t"); ' e R™}, {T(¢"); £* e R™},

definiert durch

T'(tY) = T@#,0) (t' e R™),

T%(t?) = T(0,t%)  (t* € R™).
Schreibt man ¢ = (t!,¢?) € R™ x R™, so hat man die Zerlegung T'(t) = T*(¢")T?(t?).
Die Funktionalkalkiile zu den Gruppen T, T? werden mit G| bzw. G5 bezeichnet. Fiir
integrierbare Distributionen U; € D%, (R™), U, € D, (R") sind dann die abgeschlossenen
Operatoren G1(U;) und Go(Us) erklért.

Der Tensorsatz ist eine unmittelbare Konsequenz aus dem Faltungssatz und dem

folgenden Lemma.

Lemma 1.4. Seien U; € D%, (R™), U, € D, (R™). Dann gilt
Gl(Ul) = G(Ul ®én2) und GQ(UQ) = G(énl & UQ)

Beweis. Wir beweisen die erste Identitat; die zweite zeigt man analog.
Fiir jede Funktion f; € L'(R™) ist f; ® 4,,, ein endliches Borelmafl auf R™ und

G(fi®9,,) =Gi(f).

Sei x € D(G(U;®4,,)) und ¢; € D(R™). Durch Ubergang zu den Fouriertransformierten
verifiziert man rasch, dafl

(U1 ®6,,) * (o1 ®0,,) = (U1 x 1) ®4,,
(vgl. auch [28, S. 399]). Mit dem Faltungssatz ergibt sich

Gi(p1)G(U; ®4,,)r = G(p1®46,,)G(U, ®46,,)r
= G(Ui*¢1) ®6,,)x
= G1(Uy* pq)z.

Grenziibergang ¢, — 0,,, bzgl. desjenigen Filters }; auf D(R™), mit dem der Kalkiil G,
konstruiert wird, liefert € D(G1(U)) und G1(Uy)z = G(U; ® 6,,,).

Wir wenden uns nun der Inklusion D(G4(U;)) € D(G(Uy ® 6,,,)) zu. Fiir beliebige
Yy € D(R™), 1hy € D(R™) besteht die Identitét

(U1 ®9,,) = (U *x11) @Yy (V¥ =11 @1y),

die sich auf die Operatorebene in der Form

G((U, ®én2) * ) = Gao(1h2)G1(Uy * 1)
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tbertrigt. Seien p; € D(R™), vy € D(R™) nichtnegative normalisierte Funktionen.
Dann ist auch ¢ := 1 ® po € D(R™) nichtnegativ und normalisiert. Man beobachtet

0 = =o1(5) 2a(5) = (10 a0 )
Pe —€m<,01 - 8n2802 2 Ple & P2, yU)-

Damit ergibt sich fiir x € D(G1(U;)) und € > 0

G((Uh ®9,,) *xpe)x — G (U)x
= Go(par) [Gl(Ul * (010)T — Gl(Ul)x} + [Gg(gog,g)Gl(Ul)x — Gl(Ul):L’}.

Da die Operatoren Ga(ps ) gleichméBig beschrénkt sind, folgt

lim G((Ul & énz) * QDE).ZC — Gl(Ul)x = 0,

e—0t

also v € D(G(U; ®9,,)) und G(U; ®6,,)r = G1(Uy)w. O

Das voangegangene Lemma besagt, dafl die Kalkiile G, G5 im Kalkiil G enthalten sind.
Der allgemeine Tensorsatz lautet nun

Satz 1.5. Seien U; € D, (R™) und U, € D, (R"?).
(i) Fir x € D(G1(Uy)) gilt
x € D(G(Uy ® Uy)) < G1(Uy)x € D(G5(Uy)).
In diesem Fall ist G(Uy; @ Us)x = Go(Us)G1(Uy)z.
(ii) Entsprechend gilt fiir x € D(Gy(Us))
r € D(G(Uy ® Uy)) <= Go(Usy)x € D(G1(Uy)).
In diesem Fall ist G(Uy; @ Us)x = G1(Uy)Go(Us)z.
Beweis. Dies folgt mit dem Faltungssatz 1.2 aus der Identitat
Ui @Uy = (U ®9,,) * (9, ®Us). O
An dieser Stelle sei auf einen anderen Funktionalkalkiil fiir mehrparametrige (Cy)-Gruppen
hingewiesen. Der in [1] beschriebene Kalkiil, bei dem auch polynomial wachsende Grup-
pen zugelassen sind, verwendet auch die Fouriertransformation und wird ebenfalls in zwei

Schritten konstruiert. Um auch nicht beschrankte Operatoren zu erhalten, werden Inter-
polationsmethoden eingesetzt.
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1.2 Gebrochene Potenzen von Halbgruppenerzeugern

An einigen Stellen werden Halbgruppen von Operatoren und gebrochene Potenzen ihres
infinitesimalen Erzeugers betrachtet werden. Das benotigte Hintergrundwissen fassen wir
in diesem Abschnitt zusammen. Gebrochene Potenzen lassen sich auf verschiedene Arten
einfiihren; hier bietet sich der Zugang iiber den Funktionalkalkiil im Halbgruppenfall an.
Eine ausfiihrliche Darstellung findet man in [59]. Zwei niitzliche Propositionen vermitteln
einen ersten Findruck, wie durchsichtig im Rahmen des Kalkiils argumentiert werden
kann.

Sei {S(0); o > 0} eine gleichméBig beschrénkte (Cp)-Halbgruppe auf dem Banach-
raum X. Fir U € D}, (R, ) definiert man den dicht definierten, abgeschlossenen Operator
GT(U) auf X durch

o)

Gt (U)z := 1171-6@ i (U % ¢)(0) S(o)x do,

wann immer der Grenzwert existiert. Der Limes wird bzgl. des Filters H* auf D(R)
ausgefiihrt; eine Basis fiir H" ist das Mengensystem {H; ¢ > 0}, wobei

H = {90 € D(R); ¢ > 0, supp (p) € [0,¢), ’/Ooow(a)da— 1‘ < s}.

Die Sétze 1.2 (Faltungssatz) und 1.3 gelten entsprechend fiir den Kalkiil G*. In Satz 1.3
mufl man selbstversténdlich supp (¢) C [0, 00) fordern. In der Definition des Operators
G (U) darf man H" durch einen feineren Filter ersetzen.

Der infinitesimale Erzeuger A der Halbgruppe S(o) ist durch den Definitionsbereich

D(A) ={zr e X; h%lJr o '[S(0)x — 7] existiert}

und die Zuordnung
Az := lim o '[S(0)z — 2], x € D(A)

o—0t

bestimmt. Man kann leicht zeigen, dafl
GT(6") = (—A)" (neN).

Allgemein lassen sich gebrochene Potenzen (—A)*, Rea > 0, des Erzeugers A mit Hilfe
der gebrochenen Ableitungen 0% des Diracmafles definieren. Fir eine komplexe Zahl «
mit Rea < 0 ist 6% die regulare Distribution

1
I(—a)

6 0) =y [ o) o (o€ D))

0

Durch analytische Fortsetzung erhdlt man eine analytische Schar {0% o € C} tem-
perierter Distributionen [24, 1,83]; fir @ € Ny gewinnt man das Diracmafl und seine
gewohnlichen Ableitungen zuriick. Ist ¢ € D(R), so gilt

(=n" Ooam*afl M) (5 do
| / o™ (o) d (11)

'im—«

(6%, p) =
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(Reaw < m, m € N) und

(0% ¢) = F(ia) /OOO o 1[

(m —1 < Rea <m, m € N). Anhand der ersten Darstellung macht man sich rasch klar,
daB im Fall Rea > 0 die Distribution 6% zu D’ ,(R,) gehort. Man kann also gebrochene
Potenzen des Halbgruppenerzeugers A durch

m—1

O'j
)] do

M

j=0

(—A)®* =G (5*) (Rea > 0)

einfiihren, was den Sachverhalt L[6%](z) = 2* (Rez > 0) wiedergibt. Wir werden nur
positive reelle a betrachten. Es gilt D((—A)") € D((—A)%) (v > «) und das typische
additive Potenzgesetz:

(A (=4)" = (=4 (o, 8 >0).

Die angegebene Definition gebrochener Potenzen ist aquivalent zu den Konstruktionen
mit Marchaud-Integralen und mit gebrochenen Differenzen nach Griinwald-Letnikov [59],
ferner ist sie mit den allgemeineren Definitionen von Balakrishnan [3] und Komatsu [31]
vertraglich.

Da der Operator A — I die exponentiell fallende (Cp)-Halbgruppe {e=?S(c ); o> 0}
erzeugt, kénnen auch die gebrochenen Potenzen (I — A)® gebildet werden (a > 0). Es ist

(I —A)* =G* (e *0%) mit der Distribution e*6* € D’,(R,), die durch

(e7°0% ) = (0%(0),e™7p(0)) (¥ € D(R))

gegeben ist. Der abgeschlossene Operator (I—A)“ bildet seinen Definitionsbereich bijektiv
auf X ab und besitzt daher eine stetige Inverse, und zwar [31, I, Prop. 11.1]

1 o0
(I—A)z:=G (e Mz = —/ o te ™ S(o)xdo (z € X).
I'(a) Jo
Dies kann man sich auch mit dem Faltungssatz fiir den Kalkiil G bequem iiberlegen.
Setzt man

H* = (I—-A)°[X]=D((I - A)"),
|zlla = [I(I—A)z| (xeH"),

so 148t sich der Banachraum (H®, | - ||o) als abstrakter Bessel-Potentialraum auffassen,
siehe [20, 21] fiir eine Einordnung in neuere Entwicklungen der stochastischen Analysis
und Potentialtheorie sowie der Theorie partieller Differentialgleichungen. Die Menge

M :={G"(p)z; ¢ € D(R), supp (p) C [0,00), x € X}
liegt dicht in H¢, denn fiir z € H® ergibt sich

: + _ —1; + _ a,, _ a _
lim |67 (p)a — zfla = lUm |GT(p)(I = A)%z — (I = A)%z] = 0.
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Die folgende Proposition wurde schon von Komatsu [31, I, Th. 6.4] fiir eine allgemeinere
Klasse von Operatoren bewiesen. Es handelt sich dabei um eine abstrakte Version eines
bekannten Prinzips aus der Fourieranalysis, namlich der engen Wechselwirkung zwischen
Riesz- und Besselpotentialen, siehe etwa [45, S. 133]. Der folgende konomische Beweis
ist eine Adaption von [32, Th. 5.1]. In [21] wird das Ergebnis mit einem Funktional-
kalkiil gewonnen, der vollstandigen Bernsteinfunktionen f den Erzeuger f(A) einer unter-
geordneten Halbgruppe (im Sinne von Bochner) zuordnet und dann auf die erzeugte
Funktionenalgebra fortgesetzt wird. Zu Einzelheiten dieser Konstruktion gebrochener
Potenzen siehe [42].

Proposition 1.6. Sei a > 0.
(i) Esist D(({ — A)*) = D((—A)%), und H* ldfBt sich dquivalent normieren durch

lllo = Nl -+ 11 (=A)]].

(ii) Die Raume H” (3 > «) sind stetig und dicht in H* eingebettet.

Beweis. Fir jedes € > 0 ist die Funktion

z
1+ 2

)E (Rez > 0)

o~

die Laplacetransformierte eines endlichen BorelmaBes p. auf [0, 00), wie gliedweise Riick-
transformation der Entwicklung

() = () ()

zeigt. Insbesondere ist G (u.) € E(X). Sei e € [0,1) derart, dal o+ ¢ =:m € N. Aus

s = = et () 35 (1)

=1

folgt
m—1
(I — Az =(I—-A)" x+G+u€Z( ) A)ohy
k=0

fiir jedes x € D((—A)%) und somit D((—A)%) C D(({ — A)%). Die umgekehrte Inklusion
gilt wegen 2® = (z/(1+4 2))"(1+ 2)* und

(—A)z = GH(pa)(I — A)°x, =€ D((I — A)).

Ist (z,,)n eine Folge in H* mit ||z, || — 0, so konvergieren auch ||z,| — 0und ||(—A)%z,| —
0. Also ist (z,,), Nullfolge im Banachraum (H?, | - ||), und die Normen || - ||a, || - ||« auf
H* sind aquivalent.
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Wegen (I — A)* = (I — A)~¥=)(I — A)? bestehen die behaupteten Einbettungen. Sie
sind dicht, weil die oben angegebene Menge M C H” dicht in H® liegt. a

Gelegentlich treten Halbgruppenerzeuger der Bauart B — ¢ mit B € &(X) auf. Die
zugehorige Halbgruppe

©
S(o) = e*c"z %Bl, oc>0
=0

ist sogar gleichméafig stetig. Unter geeigneten Voraussetzungen lassen sich die gebrochenen
Potenzen (cI — B)* als Binomialreihe darstellen:

Proposition 1.7. Seien B € &(X) und ¢ > 0. Es gebe ein L > 0, so daf} | B!|| < L ¢ fiir
jedes | € Ny. Dann ist die von B — cl erzeugte Halbgruppe gleichméafiig beschrankt. Fiir
a >0 gilt

m

(eI — B)® =¢° i(-gm(o‘)% € &(X).

m=0
Die Reihe konvergiert sogar in der Operatornorm.
Beweis. Sei o0BdA c=1. Offensichtlich ist [|S(o)| < L fir alle ¢ > 0, so dafl die

gebrochenen Potenzen (I — B)® definiert sind. Sei x € X und ¢ € D(R), supp (p) C
[0,00). Man hat

0 l

/Ooo(aa x0)(0) S(o)zdo =Y (/000(6“ xp)(o)e” % da) Ble.

=0

Der Koeffizient bei B! ist

O'l

e[ ] = S () D}

_y (—1)k(g)ﬁ/Oooal_kgo(a)e_"da.

k=0
Damit ergibt sich
/ (6° % ) (0)S (o) do = (—1)* (Z) B* / o(0) S(o)z do.
0 0 0
Grenziibergang ¢ — ¢ bzgl. des Filters H™ liefert die Behauptung. O

1.3 Beispiele zum Kalkiil fur einparametrige Gruppen

In diesem Abschnitt sei {T'(7); 7 > 0} eine gleichméBig beschriankte einparametrige (C)-
Gruppe auf dem Banachraum X. Thr infinitesimaler Erzeuger A ist gegeben durch
T _
Az = lim M, xr € D(A),

T—0 T
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wobei der Definitionsbereich D(A) genau diejenigen x € X umfafit, fiir die der Grenz-
wert existiert. Die Operatoren A, —A erzeugen die gleichméflig beschriankten (Cp)-
Halbgruppen {T'(7); 7 > 0} bzw. {T'(—7); 7 > 0}.

In der Konstruktion des Funktionalkalkiils G zur Gruppe T'(7) darf der Filter H auf
D(R) durch den feineren Filter HT ersetzt werden. Daher stimmt die Einschréankung von
G auf D, (R,) mit dem Kalkiil G* zur Halbgruppe {T'(7); 7 > 0} iiberein, so daf

G(5%) = GT(6%) = (—A)*, a > 0.

(07

Die Distribution §° € D’,(R) geht aus §% durch Spiegelung hervor, d.h. (5
(0%(7), (—7)) (p € D(R)). Offensichtlich ist

,p) =

Man beachte
F[6%(v) = (—iv)?, ?[Sa](v) = () (a>0,v€R).

Es sollen nun Summen und Differenzen der Operatoren (—A)%, A% betrachtet werden.
Ausgangspunkt sind die Distributionen V*, V* € D/, (R) («a > 0), die durch die Fourier-
transformierten

FIV(v) = o], FV)(v) = —sgn (v)[v]*

charakterisiert sind. Dies bedeutet

« «

V:(S—f—é?f/:'é.—é’
2 cos(am/2) 2i sin(am/2)

sofern der Nenner verschieden von Null ist. Im Intervall 2m — 2 < a < 2m (m € N) hat
V* die Darstellung

=

0 m— 2j

7o) =g [ et = ¥ e 0] du (o€ DR)

mit der Konstanten C,, = 2I'(—a) cos(an/2), falls a # 2m — 1, baw. Copy = (—1)"7
((2m — 1)!)~'. Eine entsprechende Darstellung ergibt sich fiir V. Speziell beobachtet
man V2" = (—=1)m¢%*" und V?™~ ! = (=1)m;6*"! (m € N).

Definition 1.8. Die Operatoren R®, R* auf X sind definiert durch

R*:=G(V*), R*:=GWV* (a>0).

Diese Operatoren wurden in [56, II] iiber Marchaud-Integrale eingefithrt. In der Tat
besteht fiir 0 < a« < m, m € N die Beziehung

1 & m o
lim R [T<z) B T< B Z)} rdr — { Rz, falls m gerade, (1.2)

Ko m e—0t ), 2 2 Ro‘x, falls m ungerade.
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Der Limes existiert genau fiir 2 € D(R®) bzw. x € D(R®). Es ist
Kom = (_i)QO—a/ 7! sin™(7) dr.
0

Die Marchauddarstellungen fiir R*, R® beweist man wie die entprechende Aussage fiir
(—A)* (siehe [59, §3]); die bendtigten Hilfsfunktionen finden sich in [56, I1J.

Bei der Translationsgruppe auf den Funktionenrdumen LP(R), 1 < p < 2, kann
man die Operatoren R*, R® mit der Fouriertransformation bequem beschreiben. Sei also
T(1)f = f(e —7) fiir jedes Element f € LP(R) und ¢ € D(R) irgendeine nichtnegative
normalisierte Testfunktion. Nach Definition 1.8 ist fiir jedes 1 < p < o0

Ref = DP(R) — lim (Ve x) s [, [ € D(RY), (13)

und entsprechend fiir den Operator R*. Die Definitionsbereiche ergeben sich im Fall
1<p<27u

D(R") = {f € L*(R); F[g)(v) = [v[*F[f](v) fiir ein g € L"(R)},
D(R*) ={f € L*(R); F[g](v) = —sgn (v)|v|*F[f](v) fiir ein g € LP(R)}.

In dieser Notation ist natiirlich R*f = g bzw. R®f = g. Mit der Signumregel fiir die
Hilberttransformation H [11, S. 324] stellt man D(R*) = D(R®) und R*f = i HR" f fest
(1 < p < 2). Ein typisches Dichteargument dehnt diese Aussage auf 1 < p < oo aus.
Dagegen sind die Definitionsbereiche D(R*), D(R®) verschieden, wenn man den Raum
L'(R) zugrunde legt: Ist namlich x € D(R) gerade, x(v) = 1 fiir [v| < 1, und erklart man
f durch F[f](v) = (1 — x(v))|v|~*(1 + log(1 + |v|)) 71, so gehort f zwar zu D(R®) (vgl.
[51]), wegen

‘ /b dv B
moe | Sy vlog(T+ o) —
aber nicht zu D(R®) (vgl. [46, S. 31]).

Die Verkniipfung Flg|(v) = |v|*F[f](v) beinhaltet qualitativ, daB f das Rieszpotential
der Ordnung « von g ist, siehe z.B. [45, S. 117]. Balakrishnan [4] bezeichnet daher den
Operator R* auf dem Banachraum X als abstraktes Rieszpotential negativer Ordnung.
Feller [23] und Bochner [8] fithren R* als Halbgruppenerzeuger auf Funktionenklassen ein;
wahrend Feller vom Standpunkt der Rieszpotentiale ausgeht, stofit Bochner bei seinen
Untersuchungen des Diffusionsprozesses auf die Interpretation R* = (—d?/du?)*/2. Die
verschiedenen Sichtweisen werden in [59, §6] deutlich herausgearbeitet; bzgl. der Riesz-
ableitung siche auch die Ubersicht in [14, § 3.7].

Als unmittelbare Konsequenz von Satz 1.3 notieren wir den folgenden Zusammenhang
zwischen den Operatoren R*, R* und (—A)>, A>.

Proposition 1.9. Sei a > 0.

(i) Fir a # 1,3,5,... ist der Operator (2 cos(aﬂ@))fl [(—A)> + A®] abschlieBbar,
und die kleinste abgeschlossene Fortsetzung ist R®.
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(ii) Fiir o # 2,4,6,... ist der Operator (2i s.in(047r/2))_1 [(—A)> — A~] abschliefibar,
und die kleinste abgeschlossene Fortsetzung ist R®.

Teil (i) der Proposition bezieht sich auf die Tatsache, dafl das klassische eindimensionale
Rieszpotential in zwei gebrochene Riemann-Liouville-Integrale zerlegt werden kann. Feller
verallgemeinerte in seiner bereits erwahnten Arbeit das Rieszpotential; seine neuen In-
tegraloperatoren sind ebenfalls Linearkombinationen gebrochener Integrale. Von daher
bietet es sich an, mit den integrierbaren Distributionen

sin(arm/2 — ay) 5

7e sin(a.ﬂ/2 + av) P :

7 sin(ar) sin(ar)
(v € Rra > 0, ¢ N) und 1_/(%“) = V* (a > 0) die abstrakten Feller-Potentiale
R%) =G (V(z)) negativer Ordnung zu definieren. Butzer-Trebels [13] behandeln im Detail
die zu R®, R, R?w) gehorigen Integraloperatoren auf verschiedenen Funktionenklassen.
In mehreren neueren Arbeiten beschaftigen sich Gorenflo-Mainardi mit einer Diffusions-
gleichung, die eine raumliche Feller-Ableitung enthélt, siehe etwa [25, 26]. Diese Autoren
interessieren sich vor allem fiir numerische bzw. stochastische Aspekte und arbeiten von
daher mit einem random walk-Modell.

1.4 Beispiele zum Kalkiil fiir n-parametrige Gruppen

Wir betrachten nun eine gleichméflig beschrénkte n-parametrige (Cy)-Gruppe {T'(t); t €
R"} von Operatoren (n > 2). Solch eine Gruppe setzt sich aus n kommutierenden ein-
parametrigen Gruppen {Ty(7); 7 € R} (k =1,...,n) zusammen, wobei

Ty (1) == T(1 e").

Die Erzeuger dieser Partialgruppen seien mit Ay, ..., A, bezeichnet.
Aufgrund des Tensorsatzes bzw. Lemma 1.4 ist

(=A1)* = G(DYY) = G1(6%)  (a>0)
mit der gebrochenen partiellen Ableitung
D§ = 6" ©3, , € Dy (RY)

des Diracmafles. Die entsprechend gebauten Distributionen Dg9,..., Do¢ liefern die
Operatoren (—As)%, ..., (—A,)%, wie man von den Transformationspaaren

FDRoJ() = (=i&)” (>0, §€RY ke{l,...,n})

her auch erwartet.

Richtungsableitungen gebrochener Ordnung des Diracmafles konnen ebenfalls herange-
zogen werden. Sei v € R"\{0} ein normierter Vektor und @), eine beliebige reelle ortho-
gonale Matrix mit Q,v = e'. Fir a > 0 ist die Distribution D € D), (R") erkléart
durch

(D26, ) = (D35, po QL) (¢ € D(R™))
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und besitzt die Fouriertransformierte

FIDpa)(E) = (—i{r.€)", €eR™
Die Operatoren G(DZJ) sind in naheliegender Weise charakterisiert:

Proposition 1.10. Sei v € R"\ {0} normiert und D, := D}d = vy D1d + - -+ + v, Dyd.
Dann ist A, := G(—D,9) der infinitesimale Erzeuger der gleichméfig beschrinkten ein-
parametrigen (Cy)-Gruppe {T'(7); 7 € R} mit T'(1) = T(rv). Es gilt

(—A,)" = G(D2), a>0,

Beweis. Sei G’ der Kalkiil zur Gruppe {T"(t) = T(Q}t); t € R"}. Fiir ¢ € D(R") und
x € X ist
G(Dgd x p)x = G' (DY * (po Q).

Da der Filter H unter der Isometrie QT invariant ist, fithrt der Limes ¢ — § auf
G(Dyd) = G'(D16) = G1(d).

Bezeichne ferner G den Kalkiil zur Gruppe T'(7). Aus

G (6%« 1) =G0 * 1), @1 € D(R),

folgert man G(D248) = G(6%). Insbesondere ist A, := G(—¢') = G(—D,9) der infinitesi-

male Erzeuger der Gruppe T'(7). O

Die bisherigen Beispiele lieen sich auf die Situation einer einparametrigen Gruppe zuriick-
fiilhren. Dies gilt nicht fiir das Analogon zum Operator R* aus Definition 1.8, das nun
vorgestellt werden soll. Bendtigt werden dazu die Distributionen V¢ € 8/(R") mit der
Fouriertransformierten

FVE) = iglls (€ € R).
iir m € Nist V2™ = (—A)™4. Dariiberhinaus entnimmt man dem Buch [24], da
F N V2 A)™§. Dartiberh dem Buch (24|, daf§

F(%)Tﬂkn a o
ey (@>0,a#24,...) (1.4)

Die Distribution r=*~" ist im Fall o € N gegeben durch

Vna — 9a an/2

(ro " p) =T(=a)(0%,5,), ¢ € D(R"), (1.5)

wobei der Testfunktion gw € D(R) die Idee des sphérischen Mittels zugrunde liegt:
S,(T) = f||tH2:1 o(|7|t) dwy, T € R. Aus (1.1) folgt die Darstellung

> e [l 7 (0%)(t) dt

e = (P Y
1B|=m R

(m —a)
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(me N0 < a<m,a#1,2,...), und mit analytischer Fortsetzung erhilt man fiir
a<m,a=1,3,...

( m+1

() = - o2 G / log [t - [t~ ¢% (%) (¢) dt

j— a/ _
18]=m

Wegen (1.5) zeigt das folgende Lemma, daf8 die Distributionen V* fiir o € (0,1) — und
damit fiir alle & > 0 — zum Raum D’ , (R") gehoren.

Lemma 1.11. Sei Uy € D%, (R,). Dann definiert
D(R") — C
(U, p) == (U, gﬁp>
eine Distribution aus D', (R").

Beweis. Die Distribution U; kann als endliche Summe U; = " D* fi, mit f, € L*(0, 00)
geschrieben werden. Sei daher oBdA U; = D™f, f € L'(0,00). Fiir ¢ € D(R"™) rechnet

(=)™, ¢) = /OOO dr f(v"){/”tl|2 1 (d%)mgp(rt) dwt}

m! [
= — dr f(r 3P0) (rt) 8 dw,
5 ) arsef [, @R )
m)!
= — [ Fs(t) (0%0)(t) dt,
|Bl=m gl / Y

wobei Fj(t) = f(||tll2) - |ltll5 " ™¢°. Fiir jeden Multiindex 3 der Linge m ist Fs € L'(R"):

[ IFs(0) e = {/Ooo|f(r)|dr}{/”t2:1|tﬁ|dwt} .

U|Z il DﬁFﬂep L (R™). O
B

Somit

Im Gegensatz zu den Distributionen V. verzichten wir bei der Bezeichnung des Operators
R auf den Dimensionsindex n.

Definition 1.12. Fiir a > 0 setzen wir R* := G(V,2).

n

Auch hier ist eine dquivalente Definition iber Marchaud-Integrale der Bauart

et =t [ () r(- e wex
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moglich. Dabei ist p?™ (0 < a < 2m, € > 0) ein endliches Borelmaf} auf R, beschrieben
durch

a,2m

(e

1 —a—n m n
D= [ @) d, g e DRY)
a,2m J|t]|z>e

mit der zentralen Differenz

(A7) (s) = (~1) <2;n)g0(5 —(I—m)t), seR"

=0

Die Konstante

Koom = (—=1)"22m= [ ||t]|7% " sin®" (t1) dt
Rn

ist so gewahlt, daf3

_ (_1)m22m —a —a—n _:2m <£7t> n
o€ = o Nl [ e (B e (e <R

die Fouriertransformierte einer normalisierten Funktion g, 2, € L*(R™) vorgibt [30]. Die
Integrierbarkeit von g, 2., 148t sich auch mit einem Kriterium fiir radiale Multiplikatoren
von Trebels [51] begriinden. Explizit wird g, 2, bei Samko [38] angegeben, siche auch [40,
§ 26.3].

Die normalisierten Funktionen g, 2, stellen den Zusammenhang

1 :
VO[ —(q m<—> = a,2m ]_.6
n * Enq )2 c He ( )

zwischen den Distributionen V® und den Maflen pu2?™ her. Derartige Identititen, die
man in fouriertransformierter Gestalt leicht verifiziert, lassen sich mit dem Funktional-
kalkiil bequem handhaben und fithren unmittelbar auf Charakterisierungsaussagen wie
der folgenden.

Satz 1.13. Sei 0 < a < 2m (m € N). )
(i) Fiir jedes v € X, € > 0 gehort das Integral [, qaom(4)T(t)z % zu D(R®), und

R e O R )

Im Fall x € D(R®) gilt auch

O N O B )

(ii) Der Operator R® ist charakterisiert durch

et [ ) -r (=)
r = 11m — ) — — — T .
e—0t Ka,2m l[t]l2>¢ 2 2 2

Der Grenzwert existiert genau fiir x € D(R®).
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Beweis. Man wendet den Funktionalkalkiil auf Identitét (1.6) an. Teil (i) ist dann nach
dem Faltungssatz 1.2 klar. Da R ein abgeschlossener Operator ist und

t

/n qa,2m<g) T(t)x — (e —0M)

fiir jedes = € X konvergiert, folgt Behauptung (ii). O

Aufgrund dieses Satzes erkennen wir im Operator R die abstrakten Rieszpotentiale ne-
gativer Ordnung, die von Balakrishnan [4] als gebrochene Potenzen des Erzeugers einer
GauB-Weierstra3-Halbgruppe eingefiihrt wurden. Allerdings beschrénkte er sich bei der
Darstellung in Satz 1.13 (ii) auf den Spezialfall z € D(R*™). Wir kommen in Kapitel
4 ausfiihrlich auf diesen Themenkreis zuriick und begniigen uns hier mit einer einfachen
Beobachtung:

Proposition 1.14. Der Operator —R? ist die kleinste abgeschlossene Fortsetzung von
AP+ 4 A2

R? = —[A? +... + A2].

Beweis. Bedenkt man [[£]|2 = |£1]2 + - - - + |,]?, so erschlieBt sich mit dem Tensorsatz

Rz =AMz 4.+ A2, z€ ﬂ D(A?).

k=1

Diese Identitdt gilt insbesondere fiir die Elemente x = G(p)y mit (normalisiertem) ¢ €
D(R™) und y € X, so daB die Behauptung folgt. O

Fiir die Translationsgruppe auf LP(R") kann man den Operator R* analog zu (1.3) be-
schreiben und im Fall 1 < p < 2 den Definitionsbereich in fouriertransformierter Gestalt
angeben. Schreibt man dann in (1.3) auf der rechten Seite e (V). so sollten sich fiir
geeignete gentligend glatte normalisierte Funktionen ¢ : R® — C einfache Faltungskerne
do = V® * ¢ finden lassen. Diese Fragestellung diskutiert Samko in der Arbeit [39], die
einige Kerne ¢, der gewiinschten Art bereitstellt.



2 Die Operatoren R* und R fiir
einparametrige Gruppen

In diesem Kapitel sei durchgehend {T'(7); 7 € R} eine gleichméfliig beschrinkte ein-
parametrige (Cp)-Gruppe auf dem Banachraum X und G der zugehorige Funktionalkalkiil.
Die gebrochenen Potenzen (—A)®, o > 0, des Gruppenerzeugers A lassen sich nach
[57, 59] iiber Differenzenquotienten gebrochener Ordnung charakterisieren:
(—A) %z = lim+ T =T (7)]%, x€ D((—A)). (2.1)
7—0
Solch ein Zugang zu Ableitungen nicht ganzer Ordnung wird heute mit den Namen von
Liouville, Griinwald und Letnikov verbunden [40, 14]. Hier ist gema8 Prop. 1.7

- T i v (%) rom)

Jj=

mit dem endlichen Borelmafl

J=0

Die Mafle 77%u& approximieren die gebrochenen Ableitungen 0 des Diracmafles, denn
fir 7 — 07 konvergiert im Raum 8'(R)

Flr—ull(v) = T_a(l — em’)a — (—iv)* = F[0](v).

Diese Beobachtung macht (2.1) plausibel.

Ein Anliegen dieses Kapitels ist es, Griinwald-Letnikov-Darstellungen fiir die gruppen-
spezifischen Operatoren R, R® bereitzustellen. Dabei iibernehmen geeignete zentrale
Differenzen A, A% die Rolle der einseitigen Differenz [I — T(r )] in (2.1). Im Fall des
Operators R* kommt man auf die Differenzen A", indem man V = F~![|v|*] durch die
endlichen Borelmafle 7772 auf R nahert, die die Fouriertransformierten

sin(7v/2) |«

Flr w2 (v) = 2°

besitzen (7 > 0). Es wird sich herausstellen, dafl
= 3 (o
= aj2—]

und daf sich die Operatoren G(72) € £(X) als gebrochene Potenzen eines Halbgruppen-
erzeugers deuten lassen, namlich

o= (- () (-5}
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Durch A := G(#%) werden also in angemessener Weise zentrale Differenzen gebrochener
Ordnung beschrieben, die auf den Operator R® zugeschnitten sind.

In Abschnitt 2.1 werden die integrierbaren normalisierten Hilfsfunktionen pus, pags
eingefithrt, die die Grundlage fiir alle weiteren Untersuchungen legen. Es handelt sich
um Verallgemeinerungen der in [56, II,Def. 8.1] angegebenen Funktionen und geeignete
Modifizierungen der in [57, § 2.3] fiir den Halbgruppenfall benutzten Funktionen. In
der letztgenannten Arbeit konnte die Integrierbarkeit direkt mit Hilfe einer asympto-
tischen Formel fiir Potenzfunktionen von Ingham verifiziert werden und anschliefend
alles im Rahmen der halbgruppentypischen Laplacetransformation hergeleitet werden. Im
Fall einer Gruppe von Operatoren ist die Fouriertransformation das geeignete Werkzeug;
fiir diese steht aber eine Reihe praktischer L'(R)-Multiplikatorkriterien zur Verfiigung,
siche etwa den Ubersichtsartikel [41]. Tatsichlich werden wir nur mit den Fouriertrans-
formierten F[pas], F[pag] arbeiten. Die expliziten Darstellungen von pag, Pag ergénzen
jedoch gut die bereits erwahnte Familie von Funktionen, die beim Studium gebrochener
Potenzen eine Rolle spielen. Bei der Bestimmung der Fouriertransformierten von pag, pag
wird man um distributionentheoretische Methoden nicht umhinkommen. Die folgende
Darstellung ist jedoch so angelegt, dal man mit der Klasse der temperierten Distribu-
tionen auskommt und nicht auf den weniger bekannten Lizorkinraum verallgemeinerter
Funktionen zuriickgreifen muf}, der bei der Untersuchung von Rieszpotentialen gern be-
nutzt wird (vgl. [40]).

Der folgende Abschnitt bringt die Details zum eingangs skizzierten Programm. Nach
Einfithrung und Diskussion der zentralen Differenzen A7, A% geraden bzw. ungeraden
Typs lassen sich unmittelbar die Griinwald-Letnikov-Darstellung der Operatoren R®, R
sowie eine weitere interessante Identitat folgern.

Anschliefend werden die vorhandenen Identitaten zu Taylorformeln mit Integralrest-
glied weiterentwickelt. Das Vorbild ist die in [58] angegebene Taylorformel im Halbgrup-
penfall. Ein Beweis ist jedoch nur fiir die Formel erster Ordnung verdcffentlicht worden
[57]. Nimmt man den Gebrauch der Fouriertransformation in Kauf, so kann man die
allgemeine Taylorformel wie das Gegenstiick fiir Gruppen (Satz 2.13) beweisen. Auch das
Konvergenzkriterium fiir die Taylorreihe (Satz 2.14) gilt entsprechend im Halbgruppenfall.

2.1 Hilfsfunktionen
Sei @« > 0 und 0 < Re 8 < a + 1. Die gerade Funktion f,z ist definiert durch

D SIS (P TR

Die Reihe konvergiert mindestens fiir u € R\Z, weil die Binomialkoeffizienten

(a/; — j) - (a/; + j) T T(a/2— i% Rgm +j+1)
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der Asymptotik O(|j]7"!) geniigen (|j| — oo). Die Funktionen f,s induzieren regulire
temperierte Distributionen. Um ihre Fouriertransformierten zu bestimmen, arbeiten wir
mit den Partialsummen

P =31y (a P j) fu— 51

—-N

und setzen schlielich ein Analytizitdtsargument ein.
Fiir jedes N € N ist { fj\g; 0 < Refl < a + 1} eine analytische Schar regulérer tem-

(67
perierter Distributionen. Die Analytizitat der Grenzschar f,g 148t sich mit den folgenden

Abschatzungen streng begrinden.

Lemma 2.1. Sei o > 0. Zu ¢ € $(R) gibt es eine Konstante L > 0, so daf3

oo

VreODVieZs [ o)l fu-stdu< Lyt Yk

—o0 k=1

und
Vye[l,a+1)Vje Z\{0}: / ()| - Ju— 4" du < L-27 |51

Beweis. Mit einer geniigend grofien Konstanten ¢ > 0 erreicht man |p(u)| < c|u|~*72,
wann immer |u| > 1. Sei 0 < v < 1. Fir jedes k € Ny, j € Z fallt

k1 1
/ lu — j]" ' du < / w T du =yt
k 0

/ ()] - [u— j[" du

—00

1 00
< gl [ et e S [
- k=1

<|u|<k+1

aus. Daher gilt

< 277 [@lloo + 207D kTR
k=1

Die gewiinschte Abschétzung folgt. Im Fall v € [1,a + 1), j € Z\{0} ist

/_Oo ()] - Ju—j " du < /Oo ()] - (ul +[51)"" du

o0 —00

1 [e'e)
< 2Ylpllocld ! / (wt 17" du + 2¢ - [j / w2 (2u) du
0 1

< 27| (lelloe + ). =
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Lemma 2.2. Seiena > 0 und0 < Ref < a+1. Im Raum §'(R) konvergiert f3; — fog.
Bei {fap; 0 < Ref8 < a + 1} handelt es sich um eine analytische Schar regularer tem-
perierter Distributionen. Differentiation nach dem Scharparameter liefert die regularen
Distributionen

0 = . a
~—— Ja = _1 J l —_ 7l . . n ﬁ*l
(g5tee) 0 = 3 1) (oo ;) ol = il-Ju =57,
wobei die Reihe mindestens fiir u € R\Z konvergiert.

Beweis. Zu ¢ € §(R) und N € N bezeichne hy die holomorphe Funktion
hy: {0<Ref<a+1} —=C, hy(f):= (fo%,gp)

Die Folge (hy)n konvergiert auf den Streifen § < Ref < a + 1 — 4 gleichméfig, wie das
Weierstraische Kriterium fiir Funktionenreihen zeigt. Lemma 2.1 und die Asymptotik
der Binomialkoeffizienten ermoglichen namlich die Abschéatzung

o °O A1 ‘
- su u)|u — du
2 ‘(@/Q—JN 5SR65§E+1—6‘/—00 Pl =l

lil=1

< o)l g i <o

- i<~y<a+1-§
lj1>1 =7=

Die Grenzfunktion h := limy_. hy ist also holomorph. Mit dem Satz iiber majorisierte
Konvergenz bestatigt man

h(8) = (f25,0) — (fap, @) = h(B)

und die angegebene Formel fiir a% fap. Insbesondere ist {fn3; 0 < Ref < a + 1} eine
analytische Schar reguldrer temperierter Distributionen. O

Wir bestimmen nun die Fouriertransformierten der Distributionen f,g. Zunachst notieren
wir die absolut und gleichmafig konvergente Fourierentwicklung

2&

_ i (—1) (a/;_ j) e’ (a>0), (22)

j=—o00

die aus dem tabellierten Integral [18, S. 12, Gl. (29)] hervorgeht. AuBerdem sei an das
Transformationspaar

FljuP 1) (v) = 2T(x) cos(rm/2) o] 7, 0 <y <1, (23
mit den reguldren Distributionen |u|’~!, |v|™7 erinnert [24]. Fir a > 0, 0 < 3 < 1 ergibt

sich

«

Flfos) = S'(R) — lim F{£2] = 2T(5) cos(Bm/2) |o] # 2°] sin(u/2)|"
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Aus Analytizitatsgriinden ist

«

sin(v/2)

Flfas] = 20(8) cos(Br/2) Jo]~7 27| ==

im gesamten Streifen 0 < Ref < a + 1. Mit der Produktregel bestimmt man dann
F [% fap). Von Interesse wird nur der Fall 5 = 2k + 1 sein:

«

sin(v/2)

} — (—1)k+17r(2k)! ‘v‘aka:fl a

o120

B=2k+1

(k € Ny, a > Zk)
Nach diesen Vorbereitungen konnen die Fouriertransformierten der Hilfsfunktionen
Do sofort angegeben werden.

Definition 2.3. Sei 0 < 8 < a + 1. Die Funktion p,g ist definiert durch

[e.o]

! —1) « A1
STtz 2 (a/g_j)l P BALS

(_1)(6+1)/2
(B —1)!

Pap (u)

- ( « ‘ A

Jj=—00
Im Fall a = (8 schreiben wir auch p, := Paq-

Die Funktion p, ist der aus der Approximationstheorie bekannte Féjer-Kern. Wie die
néchste Proposition zeigt, entsteht po,, durch m-fache Faltung von ps mit sich selbst (m €
N). Insbesondere haben die Funktionen py,, kompakten Tréager; genauer gilt supp (pan,) C
[_m> m]

Proposition 2.4. Sei 0 < 3 < a. Die Funktion p.g ist gerade, gehért zu L'(R) und hat
die Fouriertransformierte

«

sin(v/2)

FlPas)(v) = [v]*~72

(v eR).

Insbesondere ist p, = Paa normalisiert.

Beweis. Es ist nur noch zu zeigen, da p,s € L'(R). Dazu benutzen wir die folgenden
Kriterien von Boman [9]:

(i) Ist h : R — C stetig differenzierbar und gibt es ein § > 0, so daB8 h(v) = O(Jv|~°)
und A/ (v) = O(Jv|=°~Y) fiir |v] — oo, so existiert eine Funktion g € L'(R) mit
Flg] = h.

(ii) Die Funktion h : R — C sei stetig mit kompaktem Tréger und auf R\ {0} stetig
differenzierbar. Mit einem geeigneten § > 0 gelte h(v) = O(|v|°) und A'(v) =
O(|v|°~1) (Jv| — 0). Dann ist h die Fouriertransformierte einer L'- Funktion.
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Man zerlegt nun

sin(v/2) |«

[ = ooy o[22

()

1 —x(v)

a—ﬂza
|v] WE

2°sin(v/2)|",

(Y

wobei x € D(R) eine gerade Funktion mit x(v) = 1, falls |v| < 1, und supp (x) C
[—2,2] ist. Der erste Summand erfiillt Kriterium (ii), weil x(v)|v~! sin(v/2)|* unendlich
oft differenzierbar ist. Hinsichtlich des zweiten Summanden garantiert Kriterium (i) die
Existenz einer Funktion g € L*(R) mit F[gs](v) = [v|7?(1—x(v)). Dann ist die Funktion

w— ;@ P (oo ;)= )
integrierbar und hat die Fouriertransformierte [v]=7 (1 — x(v)) - 2| sin(v/2)|*. O

Bei den Funktionen p,g, die nun behandelt werden sollen, kann man im wesentlichen wie
bei den Funktionen p,g vorgehen. An die Stelle der Fourierentwicklung (2.2) tritt

- i(—l)j <aT1a_ j) [ei(ﬂ%)” — e”'(j*%)”} (a>0). (2.4)

Ve

sin —

2

v
25 (sin )
12%gn { sing

Die Reihe konvergiert absolut und gleichmaflig auf R, weil die Binomialkoeffizienten wie
j~* 1t abklingen (j — o0o). Man beachte, daf§ hier eine 47-periodische Funktion entwickelt
wird. Die angegebene Fourierreihe berechnet man fiir & > 1 unmittelbar mit (2.2) und

nutzt dann die analytische Abhangigkeit der Fourierkoeffizienten von Re v > 0 aus.

Definition 2.5. Sei 0 < 8 < o+ 1. Die Funktion p,g ist definiert durch

~ .: 1 F 4 116-1
Pap(v) = 3775 Slnﬂﬁ/zjz ( j){sgn(u+y+2>|u+y+2|

—sgn (w—j— DHlu—j -1}

(B #2,4,...) bzw.
~ ﬁ/2 oo . 1 3 1 . 118-1
Pap(u) = _1,2 ( j){sgn (u+j+3)loglu+j+ 3] lutj+ 3l

—sgn (u—j — Hloglu—j— ¥ -Ju—j - }*'}
(B =2,4,...). Dariiberhinaus wird P, := Dao gesetzt.
Auch hier konvergieren die Reihen fiir alle bis auf hochstens abzahlbar viele u € R.

Proposition 2.6. Sei 0 < 3 < a. Die Funktion p.g ist gerade, gehort zu L*(R) und hat
die Fouriertransformierte

Tlpos)(v) = i~ - 205 (T2

Insbesondere ist p, = Paa normalisiert.

sin(v/2) |«

(%

(v eR).
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Beweis. Zur Bestimmung von JF[p,gs] greift man auf das Transformationspaar [24]
Flsgn (WluP "] (v) = 200 (7) sinyr /2 sgn W), 0< 7 <1,

zuriick und modifiziert die Uberlegungen zu den Funktionen Dag- Entscheidend ist, dafi die
in der Definition von p.g, Pas auftretenden Binomialkoeffizienten dasselbe asymptotische

Verhalten aufweisen. Den Sachverhalt p,s € L'(R) beweist man wie in Prop. 2.4. O
Es sei noch bemerkt, daB p; die charakteristische Funktion des Intervalls [—3, ] ist.

2.2 Zentrale Differenzen und Griinwald-Letnikov-Darstellungen

Sei a > 0. Die endlichen Borelmafle ¢ auf R sind fiir jedes 7 # 0 iiber die Fouriertrans-
formierte
g_‘[]ja] (U) _ 2a| SiH(TU/2)|a _ ( i [eirv/2 . e—irv/2]2)0¢/2

T

erklart. Unter Beachtung der absolut konvergenten Fourierentwicklung (2.2) ist

vy = i (-1) (a/;_ j)éﬁ

j=—00
00 k
N a2\ . k
=2 /QZ( L )2 kZ()é(ij)T.
k=0 =0 \J

Der Zusammenhang zwischen den Mafien 7% und dem Operator R® ist bereits im Vorspann
dieses Kapitels erlautert worden. Beriicksichtigt man, daf [T'(7/2) —T(—7/2)]* = T(7) +
T(—7) — 21 eine gleichméfig beschrénkte (Cy)-Halbgruppe erzeugt (vgl. Prop. 1.7), so
liefert der Funktionalkalkiil die beschrankten linearen Operatoren

) = .i(_l)j (a/; - j)TU )
=2 S0 (V)2 + T

(- [r(G) -7 (-

Als gebrochene Potenzen des Halbgruppenerzeugers [T'(7/2) — T'(—7/2)]* interpolieren
die Operatoren i G(7%) also in natiirlicher Weise die zentralen Differenzen [T'(7/2) —
T(—7/2))*™ gerader Ordnung (m = 1,2,...).

In ahnlicher Weise kann man gebrochene Differenzen finden, die mit dem Operator
R verwandt sind: Man approximiert die Distribution V' durch die endlichen Borelmafie

v =iy (—1) (QT_la ) [5<j+%)|f| - 5—(a‘+%>lﬂ]’

—J
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deren Fouriertransformierten sich aus (2.4) ergeben, namlich

TV |@

Flv2](v) = —2%gn (sin %) sin 5

Definition 2.7. Sei « > 0 und 7 # 0. Die zentralen Differenzen geraden Typs sind

definiert durch .
— . e
A =G0 = —1)/ T(j
s=o) = 30 (s )TOn
und die zentralen Differenzen ungeraden Typs durch

A® = G(i®) =i i(—l)j (aT—la_ j) [T((J' + O =T(= (G + %)ITI)]-

J=0

j=—o00

Infolge der Faltungseigenschaften der Mafle 7 und 7¢, die man aus den Fouriertrans-
formierten erschliefit, ergeben sich die Rechenregeln

r =

(o, > 0) und — falls y > 1 —

- = fr(5) 1 (- ) (- 1) -7 (-9

Wir wollen nun die Operatoren R®, R* mit Hilfe der gebrochenen Differenzen A7, A%
charakterisieren. Grundlage sind die nach Prop. 2.4, 2.6 bestehenden Identitaten

_ 1 . N 1 )
R A e A L R = ]
7| T 7| T

die eine Regularisierung der Distributionen V¢, V mit den normalisierten L!-Funktionen
Do Do ausdriicken. Wendet man den Funktionalkalkiil auf diese Identitaten an, so ist nach
dem Faltungssatz 1.2 Aussage (i) des folgenden Satzes klar. Teil (ii) ist die angestrebte
Griinwald-Letnikov-Darstellung des Operators R®.

Satz 2.8. Sei o > 0 und (R*, po, AY) = (R*, pa, A.) oder (R*, P, A).
(i) Fiir jedes * € X und jedes T # 0 gehort das Integral [~ pa(%)T(u)x% zum
Definitionsbereich von R*, und

o [T u du s
R/ pa<;>T(U)$m—|T| Alz.

o0

Im Fall x € D(R*) gilt auch

o d
/ pa(ﬁ) T(u)Rz 2 = 7|~ A
oo T 7l
(ii) Der Operator R ist charakterisiert durch

R%x = liH(l) 7| Az,

wobei der Limes genau fiir x € D(R®) existiert.
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Beweis. Fiir jedes © € X konvergiert ffooopa(%)T(u)x% gegen = (1 — 0). Da der
Operator R* abgeschlossen ist, folgt Behauptung (ii) aus (i). O

Eine andere Idee, die Operatoren R*, R® iiber gebrochene Differentialquotienten zu charak-
terisieren, wird durch Prop. 1.9 nahegelegt und kann analog zu Satz 2.8 bewiesen werden.
So gilt beispielsweise fiir o # 1,3, 5, ...

1 . =T+ I —T(—7)]*

lim

R =
v 2 cos(am/2) 7—0 ||«

genau fiir * € D(R®). Diese Méglichkeit der Darstellung wird in der Literatur zur ge-
brochenen Differentiation durchaus in Erwégung gezogen, vgl. [40, S. 374]. Derartige
Differenzen fiir die Operatoren R*, R® haben jedoch den Nachteil, nicht alle Exponenten
« erfassen zu konnen. Dariiberhinaus gehen die Rechenregeln (2.5) verloren, die aber
gerade mit Blick auf Prop. 2.11 den Charakter der Operatoren R*, R* treffen.

Auch die abstrakten Feller-Potentiale aus Abschnitt 1.3 lassen sich in der Art von
Satz 2.8 beschreiben, wobei die eingehenden zentralen Differenzen entsprechende Linear-
kombinationen von [ —=T'(7)]%, [[ =T (—7)]* sind. Die Fouriertransformierten der erforder-
lichen Hilfsfunktionen sind im Ursprung stetig, aber nicht differenzierbar. Sie konnen wie
im Beweis von Prop. 2.4 behandelt werden, wenn man zusétzlich [11, Prop. 6.3.10] heran-
zieht. Gorenflo-Mainardi konstruieren mit solchen Differenzen ein random walk-Modell
fiir eine gebrochene Diffusionsgleichung, aus dem sich ein neuer Zugang zu den stabilen
(Lévyschen) Wahrscheinlichkeitsverteilungen ergibt [25, 26]. Fiihrt man ihr random walk-
Modell mit den gebrochenen Differenzen aus Definition 2.7 aus (0 < a < 2), so gelangt
man auf die symmetrischen stabilen Verteilungen, wobei man nunmehr auch den bislang
ausgeschlossenen Fall & = 1 behandeln kann.

Da die Funktionen p,g, pas fir 0 < 8 < o integrierbar sind und den Identitaten
[P = TP s iﬁaﬁ(;) s v I <_>
T | 7] T/’ T | 7] T
geniigen, konnen wir den ersten Teil von Satz 2.8 wie folgt verallgemeinern:

Proposition 2.9. Seien 0 < § < o und (R?, pag, A%) = (R®, pug, A, ) oder (R?, pog, AL).

Dann gilt
0 d
Rﬁf pa5<g) T(u)x —u, r € X,
oo NT a
R :
/ Do <$> T(u)R°x ﬁ, x € D(RP).

2.3 Taylorformeln
Seien «, 3 positive reelle Zahlen mit 0 < a — 3 < 2. Schreibt man

Fo)(w) = 2°[sin 2| = ol + o TEA 2

ole=p
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so kommt man auf die Faltungsidentitéat

Da sich 73, als eine integrierbare gerade Funktion erweisen wird, liefert der Funktional-
kalkiil eine Taylorformel mit Integral-Restglied:

fo = |7|°RPx + |T|°‘RO‘/ fﬁa<g> T(u)x du
oo T | 7]
(t # 0, z € D(R?)). Indem man von F[ps] Taylorpolynome hoherer Ordnung abspaltet,
produziert man entsprechend kompliziertere Taylorformeln.
Wir werden Taylorentwicklungen fiir die zentralen Differenzen Zf und Af angeben.
Die Existenz der fiir die Restglieder erforderlichen L!-Funktionen wird durch das folgende
Lemma gesichert:

Lemma 2.10. Sei f € L'(R) gerade und g := F[f] im Ursprung analytisch mit der
Taylorreihe g(v) = Y o agkv?. Sei ferner r € N und 2r — 2 < v < 2r. Dann ist die

Funktion
r—1

g,(0) = o { glv) = > ame®}
k=0
die Fouriertransformierte einer L'-Funktion. Das gilt auch fiir sgn (v) - g,(v), sofern
2r =2 <y < 2r.

Beweis. Die Taylorreihe von g konvergiere auf dem Intervall (—3¢,3¢). Sei x € D(R)
eine gerade Funktion mit x(v) = 1, falls |v| < e, und supp (x) C [—2¢, 2¢]. Wir zerlegen

920 = "7 Z ) - a2

o

Nach den im Beweis von Prop. 2.4 zitierten Kriterien ist der erste Summand die Fouri-
ertransformierte einer L'-Funktion, und auch auf die Funktionen (1 — x(v))/[v[7=2* trifft
dieszu (k =0,1,...,r—1). Damit folgt die Behauptung iber g¢,, und ganz analog erledigt
man sgn (v) - g,(v). O
Das Lemma wird nun auf die Funktionen pg, pg (8 > 0) angewendet, deren Fouriertrans-
formierten auf dem Intervall (—27,27) die Reihendarstellung

sin U/2 ‘ Zb2k) ok (2.6)

haben. Ist r € Nund 2r —2 < a — 3 < 2r, so gibt es gerade Funktionen 744, 75, € L'(R)
mit

Fpsl(v) = Flpsl(v) =

sin v/2 ‘ Zb% %},
STael(0) = ol {2 sgn (SLL2) 0027 Sy,

k=0

Flrgal(v) = o} { 2"
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Fiir 0 < a— 8 < 1 kann man 7g,, 73, explizit angeben, denn mit den Funktionen pg,, Dsa
aus Abschnitt 2.1, dem Transformationspaar (2.3) und b(()ﬂ ) =1 wird

ule—P1
Tga(t) = Ppa(t) = Tpa(u) = Ppalu) = —3 T(a— ﬁ|) JOS((@ - A)m/2)

Es ist zweckméBig, an dieser Stelle die Potenzeigenschaften der Operatoren R*, R* zu
behandeln. Wie {iblich macht man die Definitionsbereiche D(R®), D(R*) durch die
Graphennormen ||z|| + ||[R*z|| bzw. ||z| + ||R*z|| zu Banachraumen.

Proposition 2.11. (i) Sei 0 < f < « < 7. Dann bestehen die Inklusionen D(RY) C
D(R®) C D(R®) mit stetigen Einbettungen.

(ii) Fiir alle o, 3 > 0 gelten die additiven Potenzgesetze R*R® = R**# = R*R® und
R°R% = R**% = R°R’.

Beweis. (i) OBdA sei 0 < a — 3,7 — a < 2. Nach Lemma 2.10 existieren Funktionen
T80, Tga € L' (R), so dal F[rs,)(v) = —sgn (v)F[7ga)(v) und F7se)(v) = —sgn (v)F[Fsa)(v).
Aus den Identitaten

= VO 4 o x VO, D) =V 4y x V7

folgen die behaupteten Inklusionen. Ist (x,), eine Nullfolge in D(R®), so ergibt sich mit
der ersten Identitiit, daB ||z, ||+ || Rx,|| gegen Null konvergiert und somit D(R®) stetig in
D(RP) eingebettet ist. Analog zeigt man die Stetigkeit der Einbettung D(RY) C D(R®).

(i) Bs gilt Vox V8 = Voth = Yoy Vo und Vs VP = Vot = Vex VP Beriicksichtigt
man noch D(R**#), D(R*t?) C D(R®) N D(R’), so ist (ii) nach dem Faltungssatz 1.2
klar. a

Die GauB-Weierstraf3-Integrale

W(o)x = ’“2/4"T (Wrdu (c>0,z€eX)

Varo

formen eine gleichméfig beschrinkte (Cp)-Halbgruppe {W (o ); o > 0} mit infinitesimalem
Erzeuger A% Es ist bekannt, da R* = (—A?)*/2 [60]. Daher haben wir das

Korollar 2.12. Fiir o > 0 ist R* = (—A2)*/2 und ROt = (i A)(—A2)*/2.

Dieses Korollar ist die ausschlaggebende Motivation fiir die Definition der zentralen Dif-
ferenzen geraden und ungeraden Typs. Im Unterschied zu [56, IT] wurden die Potenzregeln
in Prop. 2.11 direkt ohne Verwendung der Aussage von Korollar 2.12 gewonnen.

Die in Prop. 2.11 ( ) festgestellten Inklusionen werden in den folgenden Taylorformeln

fiir die Differenzen AT, AP stillschweigend ausgenutzt.
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Satz 2.13. SeienT # 0, r € N sowie «, (3 positive reelle Zahlen, so dafi 2r—2 < a—( < 2r.
Bezeichne (AP, ROk R* rg,) = (Zf,RB+2k,Ra,fﬂa) oder (AP, RF+?* R* 74,). Dann
gilt

> d
rlre [ rsa(2) T T o DIRF),
— 00 T T
Afx — Zbég)|7_|ﬂ+2k RO+2k, 4 N )
i [ () TR, o e Do),
—00 T T

Dabei entstammen die Koeffizienten bgi) der Taylorentwicklung (2.6).

Beweis. Dies folgt aus den Identitaten
_ _ 1 .
ﬁﬂ — Z béi)|7_|ﬁ+2kvﬁ+2k + |7_|ava * |7__|rﬁa<;) bzw.

~ ' o L
7 = 3 U T () 0

Erganzend bemerken wir, dafl im Fall 2r—2 < a—/ < 2r das Restglied in der Taylorformel

zur Differenz Aﬁ auch in der Form

T

TR [% Toa(f) T(w)a i, @ € D(RF2),

ma

71 7 () T(w) Rz &%, w € D(R®)
geschrieben werden kann. Die Funktion 75, hat die Fouriertransformierte —sgn (v)-
F[7sa)(v) und ist nach Lemma 2.10 integrabel. Beziiglich der Differenz AP gilt eine
entsprechende Aussage.
Die wohl bekannteste Taylorformel fiir den Halbgruppenerzeuger A ist

r—1 T
T 1 _ ,
T(r)x = g HAkIJr o) /0 (1 — )" 'T(u) A"z du,
=0

siehe z.B. [10, S. 11]. Um Formeln zu erhalten, die gebrochene Potenzen enthalten, mufl
man statt 7'(7) einen geeigneten anderen Ausdruck entwickeln, etwa [I — T'(7)]*. Dies
wurde in [58], ausgehend von einer Griinwald-Letnikov-Darstellung fiir (—A)®, getan. Satz
2.13 liegt derselben Idee zugrunde. Martinez-Sanz-Marco [34] betrachten nicht notwendig
dicht definierte nichtnegative Operatoren B und geben fiir den Ausdruck

B°r — 2_:(_1>k8k (g) [(B+e) " (B+¢)x

zwei verschiedene Integraldarstellungen an. Ihre Uberlegungen lassen sich in grofen Teilen
auch in Fréchet-Rdumen durchfiithren [35]. Die Bedeutung der erwdhnten Formeln liegt
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vor allem darin, dafl mit ihnen die Definitionsbereiche gebrochener Potenzen verglichen
werden konnen, vgl. Prop. 2.11.

Es stellt sich nun die Frage, ob fiir geeignete z € X die Taylorformeln mit Restglied
in konvergente Taylorreihen iibergehen. Eine notwendige Bedingung dafiir ist selbst-
verstandlich, daf8 z fiir jedes a > 0 zu D(R®) N D(R®) gehort. Es bieten sich also die
Elemente z = G(p)y mit ¢ € 8(R), y € X an. Geschickter ist jedoch der Ansatz
x = G(f)y, wobei die Fouriertransformierte der integrierbaren Funktion f kompakten
Tréager hat und stetig differenzierbar ist. Das Kriterium von Boman (siehe Beweis von
Prop. 2.4) sichert V% f, V% f € L'(R) und damit G(f)y € D(R*) N D(R*) (o > 0).

Satz 2.14. Die Fouriertransformierte der Funktion f € L'(R) sei stetig differenzierbar
und habe kompakten Trager, etwa supp F[f] C [-K,K]. Sei y € X und z := G(f)y.
Dann gilt fiir 3 > 0 und 0 < |7] < 27/ K, daf

o0 [ee]
Zfa: _ Z b |7 |2 ROy und Ay = Z b || F+2k B+ 2y
k=0 k=0

Beweis. Wir gebrauchen die Bezeichnungen AP RPT2* R rg, wie in Satz 2.13. Zu
zeigen ist, daf} in den dort angegebenen Taylorformeln das Restglied

e [ (E) TG

oo 7l

flir @« — oo gegen Null konvergiert. Sei a@ > 3. Das Restglied kann in der Form

1 .
Glasa)y = "G (V" f o () )y

-
geschrieben werden. Wegen supp F[f] C [-K, K| und der Taylorentwicklung (2.6) hat
die integrierbare Funktion gg, die Fouriertransformierte

Flgsal (v) = |70 Ff](0) D b 70,
k=r

wobei 2r —2 < a — 3 < 2r. Im Raum L*(R) konvergieren offensichtlich Fgs,] und
d%ff [¢5a] gegen die Nullfunktion (o — oo). Mit der Hélderschen Ungleichung und der
Plancherel-Identitat schatzt man nun ab

lgsallr < </_11 du>1/2' </_OO |Q5a(U)|2du>1/2

[e.e]

4 (/u|21u_2du>1/2- (/_oo |uq@a(u)\2du>1/2

< = (15Tl + || 7 0asel ).
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Es folgt lim, . ||gsallrr = 0. Das Restglied G(gsa)y in den Taylorformeln geht also fiir
a — 0o gegen Null. O

Man kommt in Satz 2.14 mit etwas schwécheren Differenzierbarkeitsvoraussetzungen an
F[f] aus, wenn man im Beweis mit der Ungleichung von Hausdorff-Young an Stelle der
Plancherel-Identitat abschatzt. Tatsachlich entspricht dieses Vorgehen im wesentlichen
der Herleitung eines Multiplikatorkriteriums von Dappa-Trebels [15, Lemma 2], siehe
auch [38, Lemma 2.1]. ZweckméBig ist hier der folgende Spezialfall des Kriteriums: Die
Funktion g : R — C sei absolut stetig mit kompaktem Tréger derart, dafl ¢’ € LP(R)
fiir ein p € (1,2]. Dann ist f := F'[g] € L'(R), und mit einer nur von p abhingigen
Konstanten C, fallt || f||rr < Cp(llgllee + |¢'ll2») aus. Fiir jedes o > 0, y € X folgt
dann, daB = = G(f)y zu D(R*) N D(R*) gehort, und es gilt die Aussage von Satz 2.14.
Beispielsweise kann man fiir g den Féjer-Kern

s ={ oM ST 0= =2 () e

lu| > 1 T v

nehmen. Fiir das Beispiel der Translationsgruppe auf LP(R), 1 < p < oo (siche Abschnitt
1.3) ergeben sich so fiir jedes h € LP(R) die Reihen

:Zbéi) (VPT2F 5 f) x h,
Zbﬁ) VAR s F) % h

(Konvergenz bzgl. der LP(R)-Norm).

Die Idee, Differenzen von Funktionen nach Ableitungen zu entwickeln, ist schon in
alterer Literatur verfolgt worden, siche etwa [29, S. 190]. Die angegebenen Formeln sind
jedoch in erster Linie formal zu verstehen. Umgekehrt konnte man jetzt die Operatoren
R?, RP nach Differenzen des jeweiligen Typs entwickeln und so ein Analogon zu [29, S. 165]
formulieren. Auf eine weitergehende Diskussion wollen wir hier verzichten und merken
lediglich an, dafl die erforderlichen Koeffizienten vor den Differenzen der Taylorreihe

2ﬁ<arcsm (v/2) ) Zko %y < 1)

zu entnehmen sind.

2.4 Anwendung in der Approximationstheorie

Sei a > 0. Die stetigen linearen Operatoren Zf konvergieren fiir 7 — 0 punktweise
gegen den Nulloperator auf X. Wie Satz 2.8 zeigt, liegt in jedem Element z € D(R®)
die Konvergenzordnung O(7®) vor. Dabei erzwingt |Alz|| = o(7®), da z zum Kern
des Operators R* gehort. Entsprechende Aussagen gelten fiir die Differenzen Af_‘. Die
Approximationsprozesse I + A, I + A sind also saturiert von der Ordnung O(7*); zu
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dieser Terminologie vgl. [10, 11]. Neben dieser optimalen Konvergenzrate gilt es, auch
langsamere Konvergenzgeschwindigkeiten quantitativ zu erfassen.

Im Halbgruppenfall ist die beschriebene Fragestellung mit den Differenzen [I—T'(7)]™,
m € N, umfassend studiert worden, siehe [10, Ch. 3] und die dort zitierte Literatur.
Differenzen gebrochener Ordnung behandeln Westphal [57] und Trebels-Westphal [53].

Grundlegend zur Beschreibung sowohl der optimalen (Saturation) als auch der nicht-
optimalen Konvergenz ist die Idee des K-Funktionals, das bei der Approximation von
Funktionen das ideale Bindeglied zwischen dem Grad der Stetigkeit bzw. smoothness
und der Approximationsgeschwindigkeit darstellt [54]. Grundlage unserer Uberlegungen
ist denn auch die Aquivalenz der K-Funktionale

Ko(r%,2):= inf {Jo—y|+7|RY[}, Ka(r®2):= inf {llo—yl+7R}
yeD(R?) yeD(R)

mit den jeweiligen Stetigkeitsmoduln

Wo(T, ) i= Oiug |AYz|| baw. Du(T,z) = Oiug |A%z]|.
o<t o<rt

Dabei heifien zwei Funktionen Hy, Hs : (0,00) x X — R dquivalent, falls eine Konstante
C > 0 existiert, so dal C~ Hy(7,2) < Hi(7,2) <C Hy(7, ) fiir alle 7, x ausfallt.

Satz 2.15. Sei @ > (. Dann ist das K-Funktional K, (7%, z) dquivalent zum Stetigkeits-
modul w, (7, x). Ebenso sind K, (7%, x), ©u(T, ) dquivalent.

Dieser Satz wird wie das analoge Resultat fiir Halbgruppen bewiesen (siehe [53]). Zur
Vereinfachung bezeichne M :=sup{||T(7)||; 7 € R},

Ma;:ji\(a/;_j)\ wa it =23 | ()]

= vz

Beweis von Satz 2.15. Seien z € X, y € D(R®) und o > 0. Nach der Griinwald-
Letnikov-Formel aus Satz 2.8 gilt

&3] < B3 — o)l + 155 ]
<M - M, ||z =yl + Ml|pallzr - e[| Ry
und daher
Oa(1,2) < M(My + ||pal| 1) Ka(7%,2), 7>0,2€ X.

Analog zeigt man die entsprechende Ungleichung zwischen &, (7, 2) und Ko (7%, ).
Zum Nachweis der umgekehrten Abschiatzungen wéhlt man eine Zahl m € N mit
2m > « und erklart zu x € X, 7 > 0 das Element y, € X durch

om\ ' [ —om
r—y; = < o ) / ﬁgm(u)Aiu/mx du. (2.8)

—m
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Es bestehen die Abschéatzungen

2 -1 M2m—aw (7—7 .T),
o=l < (%) angmny{ e

2m—a Wa (T7 .17) .

Da der Trager der normalisierten L'-Funktion py,, im Intervall [—m,m| enthalten ist,
findet man

e () () () e e

1<|51<m *°

Die Faltungsidentititen pas,, =pam—a * Pa =P2m—a * Do €rmoglichen die Zerlegung

[ = [t ()0 [ (57) o0

—00

und die entsprechende Zerlegung mit fiop—a, Pa. Satz 2.8 zeigt nun y, € D(R*) N D(R®)
und

A om\ ' 2m \|Jj |7®, <o
el < () Mipale 5 (27|21l

1<]jl<m

om\ 7! _ o e2m —
< () Mol 227

und das Analogon fiir 7*||R%y,||. Hieraus und der oben angegebenen Abschitzung fiir
||z—vy, || beschafft man sich eine Konstante C' > 0, mit der die gewiinschten Abschétzungen

Ku(m% ) < ||x_yT||+7—a||RayTH < C@a(T=I)7
Ko(r% ) < |z =yl + 7| Ry, || < Calr,2)

(2.9)

fiir alle 7 > 0, x € X erfiillt sind. O

Nach dem Vorbild des Halbgruppenfalls [10, 5, 57] 148t sich die nicht-optimale Konvergenz
der Differenzen Af in geeigneter Weise mit den Ausdriicken

o0 dr\1/a
([ trraumap )" 1<o<m)
- — T
ol g =l + 9 N0

sup {777 wa(T, %)} (g = o0)

0<T<00

messen (0 < 8 < «). Alle Elemente z € X, fiir die dieser Ausdruck endlich ist, werden
zam Banachraum (Xg, (a)q, | * |5, (a),,) Zusammengefaft.

Das Peetresche K-Funktional zum Interpolationspaar (X, D(R®)) ist gegeben durch

K(r,z;X,D(R*)) := inf {[lz —yll+7lly|l + 7R Y[}.
yED(R¥)
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Nach Satz 2.15 existiert eine Konstante C' > 0, so dafl
C g1, 2) < K(7%,2; X, D(R*)) < C 0o(1,7) + Cmin(1, 7%)||z||.
Bezeichnet (-, )y, den Interpolationsfunktor zur K-Methode, so ergibt sich
Xﬁ,(a);q = (X, D(Ra))ﬁ/mq

mit dquivalenten Normen. Definiert man zu z € X die Elemente y, wie in (2.8) und nutzt
(2.9), so kann man leicht nachweisen, da8 Xz (o), dquivalent durch

_ oo 3« dr\1/4
ol g = Nzl + / 7 By )

normiert werden kann. Sei nun 0 < 8 < o < 2m (m € N). Die Marchauddarstellung
(1.2) und Prop. 2.9 zeigen, daBl X3 2,),1 CD(R*) € Xp,(2m);00 Mit stetigen Einbettungen.
Damit sind die Voraussetzungen des Reiterationssatzes [10, S. 178] erfiillt, und es folgt

Xp,(a)q = (X, D(R*))g/a,g = (X, D(R*™))5/2m).q = X5,(2m)iq

mit dquivalenten Normen. Die Riume Xj (4),, hiingen also gar nicht vom Parameter o > (3
ab, weswegen er geklammert ist. )
Entsprechend kann man Banachraume (Xs (a)q; [|*[15 (a),,) 21t den zentralen Differenzen

ungeraden Typs definieren, mit (X, D(R))s Jaq identifizieren und eine weitere dquivalente
Norm angeben. Auch hier spielt die Wahl von o« > (3 keine Rolle.

Beriicksichtigt man R?" = (—A2)™, R¥™*1 = (jA)(=A%)" (m € N) und [5, Satz
4.5], so ergibt sich die Isomorphie der vier Riume Xz (a).qy X5.(a):q> (X D((—A)*))5/0q5
(X, D(A%))g/aq- Die Differenzen A, A%, [T — T(7)]*, [I — T(—7)]* zeigen also dasselbe
nicht-optimale Konvergenzverhalten.

Sehr wahrscheinlich stimmen auch die Saturationsklassen der vier genannten Dif-
ferenzen tiberein. Im Falle eines reflexiven Banachraums X wiirde dies insbesondere die
Gleichheit der Definitionsbereiche D(R®), D(R®) nach sich ziehen, was im Beispiel der
Translationsgruppe aus Abschnitt 1.3 ja auch tatséachlich der Fall ist. Einstweilen notieren
wir das folgende Korollar zu Satz 2.15:

Satz 2.16. Sei « >0, z € X und (A%, w,, K,) = (A , Wa, K,) oder (A Doy a). Dann
sind fiir T — 07 die folgenden Aussagen aquivalent:
(i) |AZ] = O(7*).
(ii)) w(r,x) = O(T%).
(iii) K, (1,z) = O(T).

Trebels-Westphal [53] charakterisieren das K-Funktional Ko (7, z) iiber Marchaud-Integrale:
Sie zeigen die Aquivalenz von

o0

Ko(t®,2z) und 7°

u_a_1Zimx duH (2m > «),

und dies ist nach dem hier Gezeigten dquivalent zu @, (7, x). Die Marchaud-Integrale
bieten die Moglichkeit, das Konvergenzverhalten verallgemeinerter Weierstrafl-Mittel zu
beschreiben, siehe [53, Cor. 1.7].



3 Der Operator R fiir n-parametrige Gruppen

In diesem Kapitel wollen wir eine Griinwald-Letnikov-Darstellung fiir den Operator R* im
Fall einer n-parametrigen Gruppe entwickeln. Das Vorgehen entspricht dem des vorherge-
henden Kapitels, die Ausfithrung der Details ist aber erheblich aufwendiger. Insbesondere
werden in Verallgemeinerung von (2.2) geeignete zentrale Differenzen aus der Fourier-
entwicklung der unten angegebenen Funktion h, gewonnen. Im Unterschied zur ein-
dimensionalen Situation ist uns ein zweckmafiger geschlossener Ausdruck fiir die Fourier-
koeffizienten (3.1) bislang nicht bekannt.

Der vorbereitende Abschnitt 3.1 behandelt neben der erwahnten Fourierentwicklung
die Hilfsfunktionen p,g € L'(R"). Auch hier verifizieren wir die Integrierbarkeit von p,gs
durch das Studium der Fouriertransformierten F[p,g], die nicht radialsymmetrisch, son-
dern lediglich in jeder Variablen gerade ist und daher nicht vom bequemen Kriterium
[51, Th. 1] erfait wird. Zwar kann man andere bekannte L'(R")-Multiplikatorkriterien
anwenden [9, 51, 61, 41], zur Uberpriifung der Voraussetzungen sind aber erst einmal
Uberlegungen der hier betriebenen Art erforderlich. Wir haben uns daher fiir eine ele-
mentare, weitgehend in sich abgeschlossene Argumentation entschieden.

In Abschnitt 3.2 werden die angekiindigten zentralen Differenzen und die Griinwald-
Letnikov-Darstellung von R® besprochen. Als interessante Anwendung geben wir eine
mehrdimensionale Version von Satz 2.15 an.

Teilweise benutzen wir dieselben Bezeichnungen wie im einparametrigen Fall. Mif3-
verstiandnisse sind jedoch nicht zu befiirchten.

3.1 Vorbereitungen

Sein € {2,3,...} und @ > 0. Dann ist
o (]2
he :R" =R, hy(§) =2 sin? ( 2
- S ()

eine in jeder Koordinate 2m-periodische stetige Funktion. Mit Hilfe der Binomialreihe
kann man nachrechnen, daf3 h,, in eine absolut konvergente Fourierreihe entwickelt werden
kann; dieser Weg wird qualitativ im néchsten Abschnitt beschritten. Hier soll jedoch eine
scharfere asymptotische Aussage tiber die Fourierkoeffizienten von h, bewiesen werden,
die einerseits ein fiir den Fall n = 1 bekanntes Ergebnis verallgemeinert (vgl. (2.2)),
andererseits eine mehrdimensionale Version der Funktionen p,s aus Definition 2.3 erlaubt.

Lemma 3.1. Fiir jedes o > 0 ist die Funktion h, in eine absolut und gleichméBig kon-

vergente Fourierreihe
ha(€) = Z Caj €160
jEZn

entwickelbar. Genauer gilt
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Ly» —i{u,j S| —o—n
i = (57) /[ o) et du = Ol (3.1)

2

(Il7|lcc — o0). Falls av eine gerade natiirliche Zahl ist, verschwinden fast alle Koeffizienten

Ca,j~

Beweis. Zur Vereinfachung der Notation schreiben wir fiir den eindimensionalen Torus
T :=[—m,m|. Zu zeigen ist lediglich die asymptotische Aussage (3.1). Das entscheidende
Hilfsmittel ist der folgende Sachverhalt:

Zu jedem m € Nj existiert eine Konstante C, ,,, > 0, so daf§

vEET"\{0}: [(97ha)(E)] < Caml€lls™™ (3.2)

Diese Abschiatzung beweist man induktiv, wobei man sich oBdA auf die gelochte Kugel
0 < [[¢]]2 < 1 beschrdnken darf. Beim Induktionsschritt geht man von der Beziehung
(0 ho) (&) = ad™ Hha_o(&)sin(&,)} aus, wendet auf der rechten Seite die Leibnizregel
und dann die Induktionsvoraussetzung an.

Bezeichne N diejenige natiirliche Zahl, fiir die

a+n—1<N<a+n

ausfallt. Wir behandeln nacheinander die Falle ” N gerade” und ” N ungerade”.

1. Fall: Die Zahl N ist gerade. Fiir jedes u* € T" '\ {0} ist
ho(u*,-) : R —= R,y — ho(u®, uy,)

eine gerade 2m-periodische C*°-Funktion. Sei j = (j*, j,) € Z" mit j, > 0. Wir integrieren
(N + 1)-mal partiell bzgl. der Variablen w,; die Randterme verschwinden wegen der
Periodizitat.

1\» R g
Coj = <—) / du* e Hu"i >/ duy, e by (u®, uy,)
27T Tnfl

—T

1\" (_1)N+1 du e~ Hu"i") ”d —ijnun (9N+1p, .
<_) W Tn—1 we Un € ( n a)(u ,Un).

2m o

Da (02 hy)(u*,-) eine ungerade Funktion ist, erhdlt man

1 \n
o <2(—> 'Nl/ du*
’C ’]‘ - 27T jn Tn—1 Y

Mit der Substitution v* = j,u*, v, = jyu,, v = (v*,v,) ergibt sich weiter

1 n
lCagl <2(5=) V" dv*
»J 2 n
T (jnT)n1

[ @ h0) ) v
0

Jn T *
/ dvy, (00 hy) <U—, U—") sin(vy,)
0

In In
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1\7 /2 v
e VY G CESIC RS
2 (jnT)*=1 JO In

InT
o),
(GnT)"=1 J jnm—m/2
+/ dv* }
(nT)m—1

Die ersten beiden Integrale schétzt man mit (3.2) ab, wobei das vordere die griofiere
Schranke liefert. Beim dritten Integral fiihrt man noch eine partielle Integration bzgl. v,
aus, ehe man (3.2) verwendet.

1 no w/2 e '
sl £2(52) 5 {2 Coven [ [ ol singon)] o
m ]Rn—l 0
+CQ7N+2/ / HUHS’N’ﬂcos(vn)\dv}.
Rr=1 J7/2

Wegen a +n —1 < N < a+ n ist der Ausdruck in geschweiften Klammern endlich.
Infolgedessen gilt mit einer von j unabhangigen Konstanten L, dafl

dv

dv

(0N +h,) (jﬁn) sin(v,,)

*

Jnm—m/2
/ dv,, (8flv+1ha) (v—, U—") sin(vy,)

/2 In JIn

Cagl S L-j ™" (J€Z", ju>0).
Da h, in jedem Argument gerade und invariant unter Koordinatenpermutationen ist, folgt
|Cagl S L-[l71IC7", 7 € Z"\{0}.

Fiir den 1. Fall ist damit (3.1) verifiziert.

2. Fall: Die Zahl N ist ungerade. Die Funktion

B R, @ =2 [ S (2)]
(e ) « 2
k=1

/2

148t sich nach dem 1. Fall in eine absolut konvergente Fourierreihe

Ba(g): Z éa,Jei@’J)

entwickeln, also auch h. Schreibt man J = (j,m) € Z" x Z, so besteht zwischen den
Fourierkoeffizienten von h,, h, der Zusammenhang

Ca,j = E :Ca,(j,m)-

meZ
Ebenfalls nach dem 1. Fall existiert eine Konstante L > 0, so daB

VieZ'"\{0} VmeZ: |Coyml < L max{|| 7o, |m|} 1.
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Dies ermoglicht die Abschéatzung

[Cagl < LY max{jllo, m|} 7!

meZ

<L{D il + Yl (i) ™
=1

[m|<Il5lloo =
< e 2L {1+ Yo e
=1

Damit ist (3.1) auch fiir den 2. Fall bewiesen. O

Nach dem Vorbild der Uberlegungen im Abschnitt 2.1 kann man Funktionen Dag €
Li, (R"), 0 < B < a+ n, iiber die Fouriertransformierte

>_) sin (_)
PR
einfithren. Explizite Darstellungen fiir p,s bestimmt man wie in der eindimensionalen

Situation, indem man die durch (1.4) erklirten Distributionen V=7 € 8/(R") N Li, (R"),
0 < v < n, verwendet. Mit den Fourierkoeffizienten ¢, ; aus (3.1) wird

a/2

Flpas(€) = I€]577 - 2° (€ eRY) (3.3)

,
"5 .
zﬂ S caglu—jI5" BEnn+2,...
_ ”"/ I'(3) s
paﬁ(u): ( 1)( )2
- Togllu—jlla- lu— 15", B=nn+2,...
B\(8 anu ) 2 5 , 7
| 2°T(T(F) &

Die Reihen konvergieren mindestens fiir u € R™\Z".

Die Funktion psy wird in geringfiigiger Modifikation bei Trebels [48, Lemma 2.5]
untersucht, der einen eleganten Beweis fiir die Integrierbarkeit angibt. Damit ist im
wesentlichen Py, 5 € LY(R") fir 0 < § < 2m, m € N, gezeigt. Um nachzuweisen, daf
allgemein fiir 0 < 8 < o die Funktion p,s integrierbar ist, analysieren wir das Verhalten
der Fouriertransformierten (3.3) im Ursprung. Zunédchst halten wir fest:

Lemma 3.2. Seil € Ny und

g24(§) = 51%4'—4'5721

(€ € R"\{0}).
Dann gilt fiir jedes m € Ny

(O 920)(€) = O(p* ™) (p =]z = 0).
Beweis. Es ist
Pu(§)

(On'g2)(§) = 57 egymit
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mit einem homogenen Polynom P,, : R* — R vom Grad 2l + m. Ubergang zu n-
dimensionalen Kugelkoordinaten p = ||€||2, ¢, V1, ..., 9,2 fihrt zu

Pm(g) = p2l+mﬁ)m(gp7 1917 LR 71971—2)7
wobei p@ als trigonometrisches Polynom geschrieben werden kann. Es folgt (07"g2,) (&) =
pPmEmP (0,91, . .., ¥,_9) und damit die Behauptung. O

Der vorangegangene Beweis lafit sich unmittelbar fiir gemischte Ableitungen von go; mo-
difizieren. Man stellt dann fest, daf im Fall [ > 2 die Funktion go; im Ursprung (2/—3)-mal
stetig differenzierbar mit verschwindender Ableitung ist. Dagegen kann 922gy; in € = 0
nicht stetig fortgesetzt werden.

Lemma 3.3. Die Funktion g, : R"\{0} — R sei gegeben durch

_ Xysin® (%)
92(5) = ZZL 5}3 :

Fiir jedes m € N verhélt sich die partielle Ableitung O™g, am Ursprung wie O(||£]|57™).

Beweis. Es ist

1 1 1 —1)
=2 '

Mit der Leibnizregel erhalt man

(O0)(€) =~ fj (1)t () e (o e+ +e).

=2

Die innere Reihe kann man leicht gliedweise differenzieren. Geht man dann zu Kugel-
koordinaten im R" iiber (p = |[£]|2), so folgt mit Hilfe von Lemma 3.2 die Behauptung:

1 <& (m o e .
(O92)(8) = =3 Z(k)% >F)0(pt M) = O(p* ), p 0. 0
k=0
Durch die Fortsetzung go(0) := ; kann man zwar g zu einer auf R” stetig differenzierbaren

Funktion machen, aber schon die partielle Ableitung 92g, 148t sich im Ursprung nicht mehr
stetig ergénzen. Spaltet man namlich in (3.4) von der Reihe den ersten Summanden ab
und verfahrt dann wie anschliefend beschrieben, so ergibt sich mit Lemma 3.2, daf3

(0202)(6) = —— (02422)(€) + OGP) (0 = [IE]l2 — 0).

48
Wie bereits erwihnt, ist 92gs 5 in € = 0 nicht stetig fortsetzbar.
Wir konnen jetzt das Studium der durch die Fouriertransformierten (3.3) charakte-
risierten Funktionen p,s weiterfiihren.
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Prop051t10n 3.4. Fiir 0 < 3 < « gehért die Funktion p,s zu L'(R™). Speziell ist
Do := Pae normalisiert.

Beweis. Mit der Funktion g, aus Lemma 3.3 ist

Flpap)(€) = €577 2°[92(6)]" = gap(§)-
Sei 1 € D(R™) eine radialsymmetrische Testfunktion, so da8 ;(§) = 1 (||{]]z < §) und
supp () € T" = [—m,w|". Wir integrieren das Fourier-Umkehrintegral der Funktion
11+ gap Wiederholt partiell nach der Variablen §,,, vgl. das Vorgehen im Beweis von Lemma
3.1. Fiir u = (u*,u,) € R", u, # 0 gelangt man so auf
3"‘1[M~g ]<u> — (i)nﬂ/ dé»* e—Z’(u*:E*) /7r d€ o~ iuntn (an—i—l{lu_g }) (5* ¢ )
o 21/ (—ittn) ™ Jpucs Lo n WIS Gl

Lemma 3.3 gewahrleistet, dafl 07" {u - gos} € L'(R™). Da auBerdem p - g,g invariant
unter Variablenpermutationen ist, folgt fiir jedes u € R™\{0} die Abschitzung

— —n— I 1
57 - gagl ()] <l (52) 197 0 Gas

Die Funktion g - g,p ist also die Fouriertransformierte einer L'- Funktion. Gelingt es,
diese Eigenschaft auch fiir die Differenz g,s — it - gog nachzuweisen, ist die Proposition
bewiesen. Man schreibt dazu

) = 1 ©)aos() = 0 [ Y (8]

35 pat
Nach [51] existiert eine radialsymmetrische Funktion mgs € L'(R™) mit Fmg|(§) =
1€]I57(1 — 12(€)). Beriicksichtigt man noch die Fourierentwicklung aus Lemma 3.1, so

ist gag — It - gop die Fouriertransformierte der integrierbaren Funktion

D Cagms(u—j). O

JEL™

3.2 Griinwald-Letnikov-Darstellung fiir den Operator R®

Sei {T'(t); t € R"} eine gleichméBig beschriankte n-parametrige (Cp)-Gruppe auf dem
Banachraum X und seien Ti,...,T, die zugehorigen Partialgruppen (siche Abschnitt
1.4). Bezeichne G' den Funktionalkalkiil zur Gruppe 7. Um einen Ausdruck fiir zentrale
Differenzen zu erhalten, mit denen man den Operator R® charakterisieren kann, orien-
tieren wir uns an den Uberlegungen in der Einleitung zu Kapitel 2. Die tragende Rolle
spielt hier die absolut konvergente Fourierentwicklung

£ =2 [;smz (%)]/ g ZZ oy 6D
= (2n)/? i(— (a/2){ Zcos &) } ,



3.2 Griinwald-Letnikov-Darstellung fiir den Operator R® A7

vgl. Lemma 3.1. Fiir jedes 7 € R\ {0} ist dann
—« « C (1//2 1 . m
PE = cajdy = (20) ) (-1 < ){% [Orery +§{—rekﬂ}
JEL™ m=0 =1

ein endliches Borelmafl auf R", das die Fouriertransformierte F[v)(§) = ha (7€) besitzt.
Hier bezeichnet p*™ die m-fache Faltung eines Mafles p mit sich selbst.

Definition 3.5. Sei o > 0 und 7 # 0. Die zentrale Differenz A, ist der beschrinkte
Operator

mit den Koeffizienten ¢, ; aus (3.1).

Wie im Fall einer einparametrigen Gruppe 1a3t sich Z(j als gebrochene Potenz eines Halb-
gruppenerzeugers deuten, namlich von

> [n(3)-m(-))"

Daf} dieser Operator tatséchlich eine gleichméfig beschrénkte (Cy)-Halbgruppe erzeugt,
kann man mit Prop. 1.7 bequem nachrechnen: Setzt man

B = ZTk +Th(=7)], M :=sup ||T(t)],

teR™

so geniigen die Potenzen

I Br
7 G () e
Bl=l =1 =
der Abschatzung
|BY| < M - QZZ@ -(2n)!, leN.
|8I=t

Der Operator B — 2nl hat also die gewiinschte Erzeugereigenschaft. Die gebrochenen
Potenzen von B — 2nl errechnen sich mit der Binomialreihe zu

(-G -n(-H) "=
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Wendet man den Funktionalkalkiil auf die Faltungsidentitat
_ 1 .
v = el Ve —pa ()
S

mit der normalisierten, in jeder Variablen geraden Funktion p, € L'(R"™) an, so gelangt
man zu der folgenden Griinwald-Letnikov-Charakterisierung des Operators R.

Satz 3.6. (i) Sei 7 # 0. Dann gilt
_ _/u du
R Pa <—> T<U>I W, xr e X,

' / ﬁa<g) T(u)R*x du r € D(R%).

T ||’
(i) Der Operator R ist charakterisiert durch
Rz = llir(l) 17| oA .
Der Limes existiert genau fiir v € D(R®). O

Im Beispiel der Translationsgruppe auf LP(R"), 1 < p < oo, ist —R? der distributionen-
theoretische Laplace-Operator A und

D(R*) ={f € L"(R"); Af € L"(R")}.

Bei seinen Untersuchungen zur Rieszableitung und zu Besselpotentialen bemerkte Trebels

([48],[49, 11]), daB

n

Af = LR = lim 72 ST [F() = 2f (-4 7e) + f(- + 2¢b)] |

T—0
k=1

genau fiir f € D(R?) zutrifft und in diesem Sinne der distributionentheoretische Laplace-
Operator im klassischen Rahmen gedeutet werden kann. Wesentliches Hilfsmittel seiner
Uberlegungen ist die L'(R"™)-Funktion mit der Fouriertransformierten

3 - (B =0y

(%
k=1

Auf diese Weise kann man offenbar alle Operatoren R*", m € N, iiber Differenzen
beschreiben, aber nicht den gebrochenen Fall behandeln. Zahlreiche verwandte Charak-
terisierungen von D(R*™) findet man in [48]. Den gebrochenen Fall behandelt Trebels
durch Kombination von Differenzenbildung und Faltung mit geeigneten Kernen [49]. Es
sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl D(R®) genau der klassische Raum der Bessel-
potentiale ist, siche Kap. 4.
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Die umfassende Monographie von Samko et al. streift nur kurz den Griinwald-
Letnikov-Zugang fiir partielle und gemischte Ableitungen [40, S. 479,587], gibt im Zusam-
menhang mit der Rieszableitung aber keinen Kommentar.

Der Vollstandigkeit halber notieren wir noch das Analogon zu Prop. 2.9: Fiir 0 < § <

a, T # 0 gilt )
o B e P () Tz s @ € X,
‘T| ZXTx - _ — d _
Jen Pap (%) T(w) Rz o, TE D(RP).

Die Taylorformel aus Abschnitt 2.3 1a8t sich nicht auf die n-dimensionale Situation tiber-
tragen, weil die Funktion F[p,| im Ursprung nicht in eine Potenzreihe entwickelt werden
kann, siehe die Bemerkungen nach Lemma 3.3.

3.3 Charakterisierung des K-Funktionals K, (7%, )

Sei 0 < a < 2. In diesem Abschnitt werden wir das K-Funktional

K (%) := inf {||lz—y||+7*|R|} (r>0,2¢€X)
yED(R%)

mit dem Stetigkeitsmodul
Ga(T ) = sup [[Ag|
O0<o<Tt
vergleichen. Wie man von Satz 2.15 her erwartet, werden sich K-Funktional und Stetig-
keitsmodul in dem Sinn als aquivalent erweisen, daf fiir alle 7 > 0,2 € X

C\@u (7, 2) < Kolr®,2) < C@a(r,2) (3.5)

ausfallt. Dabei hangt die Konstante C' nur von « ab.

Ditzian [17] bewies (3.5) fiir @ = 2 im Fall der Translationsgruppe auf gewissen
Banachraumen von Funktionen und Distributionen. Seine Argumentation hat ausgepragt
kombinatorischen Charakter. FEin durchsichtiger Beweis mit typischen Methoden der
Fourieranalysis wurde jiingst von Trebels-Westphal [54] gefunden; er enthélt bereits die
wesentlichen Ideen, um den gebrochenen Fall zu behandeln. So kénnen wir das folgende
Lemma, das innerhalb des Beweises von [54, Th. 1] am Beispiel des Féjer-Kerns (2.7)
verifiziert wurde, tibernehmen.

Lemma 3.7. Sei g € L'(R), |lg|lz: < 1 und f := Fg|. Dann existiert eine gerade
Funktion x € D(R) und ein endliches Borelma$l i auf R™ derart, daB

1—x(&1) - x(&)
— 23T (&)

Wir werden das Lemma mit der Stufenfunktion g = %X[—l,l] anwenden.

Ful(€) = £ eR™ O

Satz 3.8. Sei0 < a < 2. Dann sind das K-Funktional K, (7%, z) und der Stetigkeitsmodul
Wo (T, ) im Sinne von (3.5) dquivalent.
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Beweis. Bezeichne M := sup{||T'(t)|; t € R"}. Seien z € X und y € D(R®). Mit Satz
3.6 schatzt man ab:

1AG2ll < 1A (@ = y)ll + M o®||pallc | Byl
< M( S Jeasl + 1Paller) (le = yll + 0| R2]).
jezn
Folglich ist @, (7,7) < C K, (7%, x) mit der Konstanten C = M (3" |ca ;| + ||Pallz1). Es
bleibt die umgekehrte Ungleichung zu zeigen.
Zu 7 > 0 definieren wir endliche Borelmafle A auf R™ durch

1
(A%, ) = / S oy plrug)du, o € D(RY).
1 jezn

Man findet ) .
FIA)(€) = / 90 [ZSiHQ (%ﬁ’“)]m du.
-1 k=1

Unter Verwendung der Funktion g, aus Lemma 3.3 schreiben wir

T _ [ poue o)t
€115 _/12 [92(u€)] ™" du =2 FIH]().

Die Funktion F[H] ist auf R™\{0} unendlich oft nach &, differenzierbar, wie man mit Hilfe
des eben genannten Lemmas und der Abschétzung (3.2) rasch einsieht. Die partiellen
Ableitungen O™F[H], m > 1, verhalten sich am Ursprung wie O(||£]|57™). Nach dem
Vorbild von Prop. 3.4 iiberlegt man sich, da H € L*(R").

Seien y, ¢ wie in Lemma 3.7 (g = %X[—Ll}) und ¢ € §(R") diejenige Testfunktion, die
die Fouriertransformierte Flp](§) = x(&1) - .. x(&,) besitzt. Dann gehéren die Elemente

yr = Gler)z, - = T%w(;) (r>0,2€X)

zum Definitionsbereich des Operators R®. Da F[H| nullstellenfrei ist und F[p] kompakten
Tréager hat, existiert nach dem Lemma von Wiener [37, Lemma 1.4.2] eine Funktion
¥ € LY(R"), so daB H*W = ¢. Beriicksichtigt man 7V s H, = X% und || ¥, ||z = |||/,
so ergibt sich

Ir* Ry || =[l7* GV, % He 5 W )a|| < (|G- - [GAY)x]
1
<My | [ Badul <2190 2a(r)
-1
Nach Wahl von p ist 4n(§ — ¢) = p* A? und daher

tnllo =yl < M( [ dlul)IGO)a]

1
< / ) sup |52 - / K
Rn o>0 -1

<208 ( [ al) (3 fewal) anlr)

JEL™
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Zusammen mit dem Vorhergehenden gelangt man auf
lz = yell + 7 R*yr || < C wal(r, )

mit einer von 7, unabhingigen Konstanten C. Es folgt K, (7%, ) < C @, (7, ). O

Satz 3.8 liefle sich unmittelbar auf beliebige o > 0 verallgemeinern, wenn man die Aussage
von Lemma 3.7 flir die Briiche

1—x(&) - x(&n)
FIE)

garantieren konnte. Der Fall m =1 ist in Lemma 3.7 enthalten (9= %X[—l,l])-
Zu weiteren Charakterisierungen von K, (7%, x) fiir beliebige av > 0, insbesondere tiber
Marchaud-Integrale (vgl. Satz 1.13), siehe [54] und die dort zitierte Literatur.

m e N



4 Die Operatoren Rg‘ und Halbgruppen
vom Gauf3-Weierstra3-Typ

Fiir eine gleichméfig beschrinkte n-parametrige (Cy)-Gruppe {T'(¢); t € R"} auf dem

Banachraum X haben wir den Operator R := G(V*) definiert. Die integrierbare Distri-
bution V& ist durch die Fouriertransformierte

FIVIE) = li€lls (€ €R™)

charakterisiert und erlaubt die Interpretation V% = (—A)*/2§. Bezeichnen Ay, ..., A, die
Erzeuger der Partialgruppen Ti,...,T},, so liegt wegen Prop. 1.14 und Korollar 2.12 die
Vermutung

Ra: (RQ)Q/QZ (_[A%++A%])a/2

mit dem mutmaflichen Halbgruppenerzeuger —R? = A? + - -+ + A2 nahe. Dieser Zusam-
menhang geht auf Balakrishnan [4] zuriick, der den Operator —R? als Erzeuger einer
abstrakten Gaufl-Weierstraf3-Halbgruppe erkannte und damit sofort die Marchauddar-
stellung des Operators R* in schwicherer Form als in Satz 1.13 erhielt.

In diesem Kapitel werden wir allgemeiner zu p,a > 0 den Operator Ry := G(V,2))
mit der durch F[V,* [(§) = [|€]|5 bestimmten integrierbaren Distribution V2 betrachten
und fiir ihn das eben angedeutete Programm abarbeiten. Es wird sich zeigen, dafl fiir
jedes a > 0 der Operator —RZC; eine gleichméfig beschrinkte (Cy)-Halbgruppe vom Gauf3-
WeierstraB3-Typ erzeugt. Dariiberhinaus gilt

(75)" = (B))" = Rg? = ([(— AP + -+ (= 42pP])™" (. B,p > 0).

Im Gegensatz zu einem Halbgruppenerzeuger A, bei dem der Ausdruck ((—A)*)? im
wesentlichen nur fiir 0 < o < 1 sinnvoll ist, besteht hier immer die Multiplikativitat der
Exponenten.

Man beachte, daf || - ||, fiir 0 < p < 1 keine Norm auf R” ist. Das spielt bei unseren
Uberlegungen aber keine Rolle; tatsichlich kann man statt || - ||, auch jede beliehige
Distanzfunktion

§— (e +- -+ 1&l™)

nehmen (py,...,p, > 0). Wir werden uns jedoch auf den Spezialfall || - ||, beschréanken,
weil man schon dabei alle typischen Details sieht.

Die erwdahnten Halbgruppen vom Gauf3-WeierstraB3-Typ werden mit Integralkernen, die
die Faltungseigenschaft haben, konstruiert und sind daher Beispiele sogenannter unter-
geordneter Halbgruppen. Die Idee, auf diese Weise aus gegebenen Halbgruppen neue
zu gewinnen, geht auf Bochner [8] zuriick und wurde von Phillips [36], Balakrishnan
2] und Faraut [19] weiterentwickelt, wobei die zuletzt genannte Arbeit den Bezug zum
Funktionalkalkiil nach L. Schwartz aufzeigt. Neuere Arbeiten zu diesem Thema sind
7, 42].

Da wir Gruppen von Operatoren betrachten, ist die Klasse der in Frage kommenden
Integralkerne grofler. So kann man im einparametrigen Fall die Kerne mit der Fourier-
transformierten e~1"1” fiir beliebige @ > 0 verwenden. Im Fall 0 < o < 2 sind die Kerne
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die aus der Stochastik bekannten symmetrischen stabilen Lévy-Dichtefunktionen.
Die Integralkerne a, o1 der hier behandelten abstrakten Gaufl-Weierstra-Halbgruppen
haben die [P-radialen Fouriertransformierten

Flapaal(§) = e Ikl (a,p>0,&€R");

der klassische Fall ist p = 2. In Abschnitt 4.1 wird die absolute Integrierbarkeit von aq 1
und weiterer Funktionen mit Hilfe eines Kriteriums von Dappa-Trebels [15] gezeigt, das
die Untersuchung sogenannter quasiradialer Fouriertransformierten ermoglicht. Ferner
verifizieren wir den Sachverhalt V), € D/, (R"). Der folgende Abschnitt 4.2 widmet sich
dann den Operatoren —R) und den von ihnen erzeugten Halbgruppen. Das Vorgehen
orientiert sich an [59, §4] und [60].

4.1 Darstellungsaussagen fiir die Fouriertransformation

Wie bereits angekiindigt, definieren wir fiir o, p > 0 die Distribution ‘_/ncfp € §'(R™) iiber
die Fouriertransformierte

FIVal©) =gy (£ € RM).

Die Distributionen V,®, gehéren zum Raum D/, (R™). Um dies zu zeigen, benutzen wir
ein Lemma von Samko [38, Lemma 2.1], siehe auch [15, Lemma 2]. Teil (ii) des Lemmas
ist eine distributionenfreie Formulierung von Samkos Originalfassung.

Lemma 4.1. Sei f € LY(R") und r € (1,2].

(i) Fiir jeden Multiindex j € {0,1}"\{0} gelte D’ f € L"(R"). Dann ist f die Fourier-
transformierte einer L'(R™)-Funktion.

(ii) Sei A C R" eine abgeschlossene Nullmenge, so daB fiir jeden Multiindex j €
{0,1}™\{0} die klassische Ableitung & f auf R™\ A existiert und zu L"(R"™) gehort. AuBer-
dem gelte: Fiir jeden Multiindex j € {0,1}"\ {e! + --- + €"}, fiir jedes k € {1,...,n}
mit j, = 0 und fast jeden Vektor (&1,...,&—1,&kt1,---,&,) € R*! stimmt die Funktion
& — (7)1, &, -, &) £10. mit einer auf R lokal absolut stetigen Funktion iiberein.
Dann ist f die Fouriertransformierte einer L'(R")-Funktion. O

Proposition 4.2. Fiir alle a, p > 0 ist ‘_/ncfp € D7 (R").

Beweis. Da D’ ,(R") abgeschlossen bzgl. der Faltungsoperation * ist, kann man oBdA
0 < a < p annehmen. Gezeigt wird, daB fiir jedes ¢ € S(R™) die Funktion { —
€115 Flep](€) die Fouriertransformierte einer L'(R™)-Funktion ist. Daraus folgt insbeson-
dere V&, € D7, (R").

Sei A:={£eR™ &,...,& # 0} und j € {0,1}"\{0}. Fiir £ € R"\ A ist

(@1 - I19)(€) = K;sgn 7€) - (|E) 1 (|5, (4.1)
wobei sgn (§) = (sgn (£1),---,sgn (&), ([§]) = ([&i]; -, |€a]) und

o/ o , .
Kj=—<——1>...(——\g|+1)-p‘ﬂ.
p\p P
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Unter Beachtung von 0 < o < p schatzt man ab:

(@] - 112) ()] = |K;| - (1) (Jle||e/v=») "
<15l (e TT lewlrir)

1<k<n

Jr=1

= |Kj| - (|§|)(a/ljl—1)j‘
Sei r € (1,2] derart, da (¢ — 1)r > —1. Fiir jede Funktion ¢ € §(R") gilt

(@[ 12)(E) - Fle)(€) € LT (R™).

Mit der Leibnizregel und dem Vorhergehenden iiberlegt man sich nun weiter, dafl
([ - 12Fe)(-)) € L"(R™) fiir jeden Multiindex j € {0,1}"\{0} ist. Die Funktion
§ = [I€lI5T[p](€) erfiillt also die erste Bedingung in Lemma 4.1(ii).In Anbetracht von
(4.1) ist auch die zweite Bedingung klar und damit | - ||5F[](-) die Fouriertransformierte
einer L'(R")-Funktion. O

Die im néchsten Abschnitt zu behandelnden Gauf3-WeierstraB3-Integrale werden mit den
Faltungskernen a, . » gebildet, die man mit

Flapar)(€) = e TIIElE (p,a, 7> 0; £ € R™) (4.2)

ansetzt. Der Zusammenhang zwischen den Kernen a,,, und den Operatoren Rg =
G(Vy,) wird aus der Beziehung

] ele X
Tim " e
ersichtlich. Doch zunachst miissen wir priifen, ob die Kerne a,,, absolut integrierbar
sind. Dies 148t sich bequem mit einem Multiplikatorkriterium von Dappa-Trebels [15,
Theorem 8] bewerkstelligen, das wir hier in vereinfachter Fassung wiedergeben.
Sei k € N. Eine stetige Funktion m : [0, 00) — C gehort zur Klasse BV, falls

(i) limg_o m(s) = 0;

(i) m,m’,...,m* Y sind auf (0, c0) lokal absolut stetig, und m®*) ist auf (0, co) lokal
von beschrankter Variation;

(iii) [ % |dm®(s)| < oc.
Solch eine Funktion besitzt die Darstellung

m(r) = % /roo(s — ) dm®(s), r>0. (4.3)
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Die Klassen BV}, werden ausfiihrlich bei Trebels [50] diskutiert.
Seien pi,...,p, > 0. Eine stetige Funktion p : R” — R heifit P,-homogene Distanz-
funktion, falls p(&) > 0 (£ # 0) und

Vr>0VEER": p(rP&y, ..., &) = 7 p(§).

Das Kriterium von Dappa-Trebels bezieht sich auf p-radiale (”quasiradiale”) Funktionen.
Die Voraussetzung stellt eine Forderung an einen Rieszkern, was wegen der Darstellung
(4.3) einleuchtet. Hinsichtlich Vorlédufern dieses Kriteriums fiir die euklidische Norm siehe
insbesondere [12].

Satz 4.3. Sei p eine P,-homogene Distanzfunktion auf R™ und N € N. Ist

¢ — (1-p()Y = { é,_ p(6), g(gfl)sts 1

die Fouriertransformierte einer L'(R™)-Funktion, so hat fiir jedes m € BVyy, auch die
Funktion m o p diese Eigenschaft. O

Aufgrund des folgenden Lemmas kann man Satz 4.3 mit der P,-homogenen Distanz-
funktion p(¢) = [[€||P und N :=n anwenden.

Lemma 4.4. Sei p > 0. Dann ist (1 — ||£|[5)} die Fouriertransformierte einer L'(R™)-
Funktion.

Beweis. Wir verifizieren die Bedingungen aus Lemma 4.1(ii). Es ist

n

(1= el = () -0 el

k=0

mit der charakteristischen Funktion y & zur Menge {¢ € R"; |||, < 1}. Die Uberlegungen
im Beweis von Prop. 4.2 zeigen, dal mit einem geeigneten r € (1, 2] gilt:

Vo> 0V € {0, 13"\ {0} : & (xx ()| - [I7) € L"(R™).

Folglich erfiillt (1 — || - ||7)} die erste Bedingung in Lemma 4.1(ii). Die zweite Bedingung
iiberpriift man leicht anhand der Ableitungen

(1= lElp)s = (=D)VYpTn(n —1) ... (n = |j] +1) -sgn T (NP7 (1 — [l€llb)L,
wobei sgn (£), (|£|) wie in (4.1) zu verstehen sind. O

Seien a, ,p > 0. Die folgenden Funktionen hq, hg, hs : [0,00) — R gehoren fiir jedes
k € N zur Klasse BV 1:

1 _ 6_5‘1/?

hi(s) =e """, hyls) = . hs(s) = (1+ s°/7)e.

se/p

Mit der Distanzfunktion p(§) = [|[5 liefert Satz 4.3 daher die
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Folgerung 4.5. Zu a,p > 0 existieren Funktionen a,q.1, gpa1, bpsa € L*'(R™) derart,
daf3

el 1—c Il
Flapaal(§) =e ™ Flgpail§) = —7—
€15
und
Floppal(€) = L+ €)™ (£ €R). O
Mit der Skalierung
(1 > 0) erzielt man dann
§ 1 — o—lels
9’[& ,a,T](f) = 6*7'H5||p, gj[g ,a,T] (5) = T e
g ’ Tl€lly

Die Kerne a, 4.7, gpa- sind normalisierte L'(R")-Funktionen. Dariiberhinaus haben die
GauB-Weierstral-Kerne a, ., die Faltungseigenschaft bzgl. 7:

Upoo ¥ Qpor = Upaotr (0,7 >0). (4.5)

Die Funktionen b, s, sind Verallgemeinerungen der wohlbekannten Besselkerne Gg, =
b22.q, siehe z.B. [45, S. 132].

4.2 Die Operatoren —Rg‘ als Erzeuger abstrakter
Gauf3-Weierstraf3-Halbgruppen

Wir gehen jetzt detailliert auf den in der Einleitung zu diesem Kapitel skizzierten Ideenkreis
ein. Zur Gruppe T'(t) auf dem Banachraum X betrachten wir also die Operatoren

Ry :=G(V2) (a,p>0).

p

Mit Blick auf Korollar 2.12 iibertragt sich Prop. 1.14 auf die nun vorliegende Situation:

Proposition 4.6. Der Operator Rg ist die kleinste abgeschlossene Fortsetzung von
(_A%)Pﬂ 4+t (_Ai)P/Q;

Ry = &P+ -+ (PP 0

Das abstrakte (p, a)-Gaufl-Weierstraf-Integral wird mit den normalisierten Kernfunktionen
Ap o7 durch

Wyol(T)z = G(apar)r = / ap.o.r ()T (u)z du

definiert (7 > 0, z € X). Ergénzend setzt man W), ,(0) = I. Wegen (4.4), (4.5) ist dann
{Wya(T); 7 > 0} eine gleichméBig beschrinkte (Cp)-Halbgruppe von Operatoren auf X.
Bezeichne A, , den Erzeuger dieser Halbgruppe.
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Satz 4.7. Es ist A,, = —RJ.
Beweis. Mit der normalisierten L'(R™)-Funktion g, . gilt

1 _
; [ap,a,ﬂ- - é] - _Vnojp *Jp,a,r-

Anwendung des Funktionalkalkiils (Faltungssatz 1.2) liefert
Wpal(T)r — 2

- = —R*G(gpar)r (1>0,2€X).

P

Wegen (4.4) konvergiert G(gpa,-)¢ — = (1 — 07). Da die Operatoren A, ., RS abge-

schlossen sind, folgt D(A,.) € D(RS) und —Ryx = A, .z, sofern x € D(A,.). Ist
dagegen = € D(Ry), so schlieBt man zusammen mit

Rg G(9por)t = G(gpar) I:Z;‘x — Rgx (r—07")

auf x € D(Ap o) und Ay ox = —RYz. Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Da —Rg die gleichméfig beschrinkte (Cp)-Halbgruppe W), () erzeugt, konnen die ge-
brochenen Potenzen (Rz‘)ﬁ mit beliebigen «, 3 > 0 gebildet werden. Sie gentigen dem
Potenzgesetz der Multiplikativitat der Exponenten:

Satz 4.8. Sei p > 0. Fir alle a, 3 > 0 gilt (R%)" = RS’

Beweis. Sei G, der Funktionalkalkiil zur Halbgruppe {W,, ,(7); 7 > 0}, der ja mit dem
Filter H* auf D(R) konstruiert wird. Nach Definition ist

= /8 .
(Ry) x = 1}1&1 Gpa(6” % @)

genau fiir z € D((R2)7).
Zu h € L'(0,00) bilden wir die Funktion

R :R"—=C, h™(u) = / h(T)ap o (u)dr.
0

Es ist A~ € L'(R") und
F™1E) = £ dElR)-

Auf der Operatorebene lautet die entsprechende Identitét
Gpa(h)z =G(h )z, =z e X.
Ferner gilt (67 « h)~ = V,®7 « h™, denn

FI(7 « h)™](€) = L[87 = h](IENIR) = 1€ LIRICNENR)
= [lEllp? FTRUE) = TV * 11(E).
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Unter Beachtung des Faltungssatzes 1.2 erhélt man

RYPG,o(h)z, ©€X;

Gpo(0P x h)x = - _
pald %)z {Gp,a(h)Rgﬁx, xGD(Rg‘ﬂ).

Fiihrt man den Limes h — ¢ bzgl. der in Abschnitt 1.2 angegebenen Basis {H; e > 0}
fiir den Filter H" aus, so ergibt sich (R$)” = R2°. O

Satz 4.8 rechtfertigt die pragnante Aussage

R = (RD)* = (A2 + -+ (A2 (a,p>0).

P
Auflerdem konnen wir das Potenzgesetz der Additivitiat der Exponenten folgern:
Korollar 4.9. Fir p,a, 3 > 0 gilt RYRS = RSP,

Beweis. Fiir den Halbgruppenerzeuger —Rglj gilt das Potenzgesetz (R;)“(R;)ﬁ = (R;)‘”B :
Die Behauptung folgt mit Satz 4.8. O

Das nachste Korollar charakterisiert den Definitionsbereich D(R;‘) als Raum von Bessel-
potentialen.

Korollar 4.10. Seien p,«, 3 > 0. Dann gilt:
(i) D(Ry) = D((I + Rp)*/?) = D((I + R})*'").
(i) D(Ry) = {G(bppasp)r: © € X} = {G(bppa/s)7; v € X}.

Beweis. Bei Teil (i) handelt es sich um eine Anwendung von Prop. 1.6. Nach den
Ausfiihrungen im Abschnitt 1.2 ist die stetige Inverse des Operators (I + Rg )a/ # gegeben
durch

_ 1 o0
(I + Rg)_a/ﬁx = m/o 7B T W, s(T)wdr = G(h )z, x€ X,
B

Dabei bezeichnet h € L'(0, 00) die Funktion h(7) = I'(
Beweis von Satz 4.8 zu verstehen. Man hat dann

FIR](€) = LIR(IENS) = (1+ ||l|?) ",

also h™ = b, g /3. Damit folgt

%)_1 79/8=1e=7 und k™ ist wie im

D((I+ Rg)a/ﬁ) = {G(bpp.a/p); T € X} O

Im Beispiel der Translationsgruppe auf LP(R™) erkennt man nun, da§ der Definitions-
bereich D(RY) der klassische Raum der Besselpotentiale ist, siehe z.B. [45]. Der Fall p # 2
fithrt auf anisotrope Besselpotentiale, die vor allem fiir Distanzfunktionen, die auf R™\{0}
geniigend oft differenzierbar sind, untersucht worden sind. Fiir nahere Informationen
siche den Ubersichtsartikel [16].
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