Moduln mit aufsteigender Kettenbedingung fiir

n-erzeugte Untermoduln und bestimmte
Annihilatoren

Vom Fachbereich Mathematik der Universitdat Hannover

zur Erlangung des Grades

DOKTOR DER NATURWISSENSCHAFTEN

Dr. rer. nat.

genehmigte Dissertation

von
Dipl.-Math. Daniel Frohn

geboren am 9.5.1974 in Hannover

2002



Referent: Prof. Dr. J. Reineke, Universitdt Hannover
Korreferent: Prof. Dr. D. Lantz, Colgate University, Hamilton, N.Y.

Tag der Promotion: 11.7.2002



Zusammenfassung

In der vorliegenden Dissertation werden gewisse aufsteigende Kettenbedingungen
im Bereich der kommutativen Algebra untersucht. Im Folgenden sei also immer R
ein kommutativer Ring mit Einselement 1 # 0 und M ein unitirer R-Modul. Zwei
Definitionen sind grundlegend zum Verstindnis der erzielten Ergebnisse:

a) M erfillt die aufsteigende Kettenbedingung (acc) fiir d-Colons, falls
fiir jeden Untermodul N von M und jede Folge (a,), von Elementen
aus R die aufsteigende Kette N : ay C N : ajay C ... stationdr wird.
Dabei ist N : a:={x € M : ax € N} fiir jedes a € R.

b) M erfillt n-acc, falls jede aufsteigende Folge von Untermoduln von
M, die von < n Elementen erzeugt werden, stationédr wird.

Fiir einen R-Modul M mit acc fiir d-Colons wird gezeigt:

1) Fiir jeden Untermodul N ist die Menge Z(M/N) der Nullteiler von M/N eine
endliche Vereinigung von Primidealen.

2) Sei J(R) das Jacobson-Radikal von R. Dann gilt das Lemma von
Nakayama: Ist N < M und J(R)N = N, so ist N = {0}.

3) Eine aufsteigende Folge von Untermoduln von M wird stationir, falls
dies in jeder Lokalisierung nach einem maximalen Ideal von R gilt.

4) M erfiillt pan-acc, d.h. n-acc fiir jedes n € N.

Auflerdem wird fiir einen Ring R mit acc fiir d-Colons bewiesen:

5) R erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung fiir Primideale.

6) Jede R-Folge (eine Folge von Elementen 1, xs,- - € R mit
1¢ (z,29,...)und 2, ¢ Z(R/(x1,...,2,1))) hat endliche Linge.

Ferner wird fiir die Bedingung ,,n-acc® gezeigt:

7)  Erfiillt R l-acc, so auch jeder freie R-Modul.

8)  Hat R acc fiir d-Colons, so erfiillt jeder freie R-Modul pan-acc.

9)  Ist R noethersch und I eine beliebige Menge, so erfiillt der R-Modul
R! pan-acc.

10) Erfiillt R 1-acc, so muss der formale Potenzreihenring R[[x]] nicht
1-acc erfiillen.

11) Hat R 1-acc und nur endlich viele schwach assoziierte Primideale, so
erfiillt auch der Polynomring R[z] 1-acc. Dabei heifit ein Primideal P
von R schwach assoziert, falls es ein a € R gibt, so dass P ein mini-
males Primideal iber Ann(a) := {r € R : ra = 0} ist.



Abstract

In the dissertation we study certain ascending chain conditions in the mathematical
field of Commutative Algebra. So in the following we always denote by R a com-
mutative ring with unity 1 # 0 and by M a unitary R-module. Two definitions are
fundamentally for the comprehension of the results presented in this dissertation:

a) M satisfies the ascending chain condition (acc) on d-colons, if,
for every submodule N of M and every sequence (a,), of elements
of R, the ascending chain N :a; C N : ajas C ... becomes stationary,
where it is N : a := {x € M : ax € N} for every a € R.
b) M satisfies n-ace, if every ascending chain of submodules of
M, which can be generated by < n elements, becomes stationary.

For an R-module M satisfying acc on d-colons we show the following:

1) For every submodule N the set Z(M/N) of zero-divisors of M/N is
a finite union of prime ideals.

2) Let J(R) be the Jacobson-radical of R. Then Nakayama’s Lemma
holds: If N < M and J(R)N = N, we have N = {0}.

3) An ascending chain of submodules of M becomes stationary if
becomes stationary in every localization by a maximal ideal of R.

4) M satisfies pan-acc, i.e. n-acc for every n € N.

Moreover, it is shown for a ring R satisfying acc on d-colons:
5) R satisfies the ascending chain condition on prime ideals.
6) Every R-sequence (a sequence of elements x1,xs,--- € R such that
1¢ (x1,29,...) and z,, ¢ Z(R/(xy,...,2,—1))) has finite length.

Finally, the following results are proved concerning the property ,n-acc:

7)  If R satisfies 1-acc, so does every free R-module.

8) If R satisfies acc on d-colons, then every free R-modul satisfies pan-acc.

9) If R is noetherian and I an arbitrary set, then the R-module R!
satisfies pan-acc.

10) If R satisfies 1-acc, this does not have to hold in the ring of formal
power series R[[z]].

11) If R has l-acc and only finitely many weakly-associated primes, then
the polynomial ring R[z] also satisfies 1-acc (a prime ideal P of R
is called weakly-associated, if there is some a € R, such that P is a mini-
mal prime ideal containing Ann(a) := {r € R : ra = 0}).
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Einleitung

Aufsteigende Kettenbedingungen spielen in der Algebra eine grofle Rolle, denn
erfiillt eine algebraische Struktur eine solche Bedingung, so lassen sich hiufig End-
lichkeitsaussagen iiber diese Struktur machen. Ein klassisches Beispiel hierfiir sind
endlichdimensionale Vektorrdume, die man dadurch charakterisieren kann, dass in
ihnen keine unendlichen echt aufsteigenden Ketten von Untervektorrdumen existieren
konnen. Unter einer aufsteigenden Kettenbedingung (englisch: ,ascending chain
condition®, kurz: acc) versteht man im weitesten Sinne folgendes:

Sei A eine algebraische Struktur und M eine Menge von Unterstrukturen von A. Dann
sagt man A erfillt die aufsteigende Kettenbedingung fir Elemente aus M “, falls gilt:
Fiir jede aufsteigende Kette (oder besser: Folge) U; C U, C ... von Unterstrukturen
U; € M existiert ein Index n € N, so dafl U; = U, ist fiir alle 7 > n. In diesem Fall
sagt man auch: Jede aufsteigende Folge von Unterstrukturen aus M wird stationdr
(oder: bricht ab).

In der vorliegenden Dissertation werden gewisse aufsteigende Kettenbedingungen im
Bereich der kommutativen Algebra untersucht. Dabei steht der Begriff Ring® im
Folgenden immer fiir einen kommutativen Ring mit Einselement 1 # 0, und es werden
ausschlielich unitdre Moduln iiber kommutativen Ringen betrachtet.

Ein grundlegender Begriff der kommutativen Algebra ist der der noetherschen Ringe,
die gerade dadurch charakterisiert sind, dass sie die aufsteigende Kettenbedingung
fiir Ideale erfiillen. Die Theorie der noetherschen Ringe ist im 20. Jahrhundert
sehr weit entwickelt worden und in vielen Bereichen der Mathematik (z.B. der
algebraischen Geometrie oder der Zahlentheorie) von Bedeutung. Haufig werden aber
auch schwichere Kettenbedingungen untersucht, wie etwa accp, die aufsteigende
Kettenbedingung fiir Hauptideale (,ascending chain condition on principal ideals®).
So sind z.B. die ZPE-Ringe dadurch charakterisiert, dafl sie accp erfiillen und jedes
irreduzible Element prim ist. Eine Verallgemeinerung von ,accp® ist die Bedingung



,n-acc” fiir ein n € N:

Ein Modul erfiillt n-ace, falls er die aufsteigende Kettenbedingung fiir die von
(hochstens) n Elementen erzeugten Untermoduln erfiillt.

Dabei wird dieser Begriff (wie auch bei allen anderen Definitionen dieser Art) fiir einen
Ring verwendet, falls dieser als Modul iiber sich selbst die entsprechende Eigenschaft
hat. In dieser Terminologie ist dann also ,,1-acc* dasselbe wie ,accp®.

Ausgangspunkt dieser Dissertation war zunéchst die weitere Untersuchung der
Eigenschaft ,n-acc“, ankniipfend an Arbeiten von W. HEINZER und D. LANTZ
([15],[17]), A.M. NicorAs ([24]) und G. RENAULT ([28]). Insbesondere wurde der
Ubergang von l-acc zum Polynom- bzw. Potenzreihenring sowie zu freien Moduln
untersucht. Dabei stellte sich heraus, dass die Struktur der Nullteiler Z(R) eines
Ringes R in diesem Zusammenhang von entscheidender Bedeutung ist. Dies fiihrte zur
Betrachtung von aufsteigenden Kettenbedingungen fiir gewisse Annihilatorideale bzw.

Annihilatoruntermoduln:

Sei R ein Ring, M ein R-Modul und A C R sowie N C M. Dann ist
Ann(N) := Anng(N) ={a€R:Vx € Nistar =0} =0: N
ein Ideal von R, ein sogenanntes Annihilatorideal. Ferner ist
Ann(A4) := Amny(A):={reM:Vac Aistar=0}=0: A
ein Untermodul von M, ein sogenannter Annihilatoruntermodul.

Die aufsteigende Kettenbedingung fiir d-Annihilatoren bei einem R-Modul M, bei
der man fordert, dass fiir jede Folge (a,), von Elementen aus R die Folge Ann(a;) C
Ann(ajay) C ... abbricht, lieferte dann viele Aussagen iiber die Struktur der Nullteiler,
die schon aus dem noetherschen Fall bekannt sind. Es ergab sich nun auf natiirliche
Weise die Klasse der Moduln mit acc fiir d-Colons: Moduln, fiir die jeder Faktormodul
acc fiir d-Annihilatoren erfiillt. Diese wurden dann ausfiihrlich untersucht, und dabei
stellte sich heraus, dass viele Eigenschaften von noetherschen Moduln auch noch
fiir diese Moduln gelten. Insbesondere konnte die n-acc-Eigenschaft fiir jedes n
nachgewiesen werden, so dass wieder ein Bezug zur urspriinglichen Problemstellung
hergestellt wurde.



Die Arbeit besteht aus 4 Kapiteln. In Kapitel 1 wird die aufsteigende Kettenbedin-
gung fiir d-Annihilatoren und ihr Ubergang auf den Polynom- bzw. Potenzreihenring
untersucht. Als wichtigstes Resultat iiber Moduln mit acc fiir d-Annihilatoren wird
gezeigt, dass die Menge der Nullteiler stets eine endliche Vereinigung von Primidealen
ist. Ferner {ibertrigt sich fiir nulldimensionale oder reduzierte Ringe die aufsteigende
Kettenbedingung fiir d-Annihilatoren auch auf den Polynomring. Die gefundenen
Eigenschaften iiber die Struktur der Nullteiler bilden die Grundlage fiir die weiteren
Ergebnisse in Kapitel 2.

Dort wird fiir Moduln mit acc fiir d-Colons gezeigt, dass sie pan-acc (d.h. n-acc
fiir jedes n) erfiillen. Die entwickelten Methoden beinhalten ein verallgemeinertes
,Lemma von Nakayama“ und ein Kriterium, wie man vom lokalen auf den globalen
Fall schlieflen kann. Dieses lautet wie folgt: Ist Ny C N, C ... eine aufsteigende Folge
endlich erzeugter Untermoduln eines R-Moduls, die in jeder Lokalisierung nach einem
maximalen Ideal stationér wird, und ist weiterhin Z (M /N;) fiir alle i in einer endlichen
Vereinigung von maximalen Idealen enthalten, so wird Ny C N, C ... stationér.
Ferner wird fiir Ringe R mit acc fiir d-Colons die aufsteigende Kettenbedingung fiir
Primideale nachgewiesen und gefolgert, dass jede R-Folge endliche Linge hat. Damit
kann dann die Theorie der R-Folgen aus dem noetherschen Fall auf diese grofiere
Klasse von Ringen verallgemeinert werden.

In Kapitel 3 wird der Ubergang von n-acc auf freie Moduln und den R-Modul R’
untersucht. Dabei gibt es 3 Hauptergebnisse:

(i) Jeder freie Modul iiber einem accp-Ring erfiillt 1-acc.

(ii) Jeder freie Modul iiber einem Ring mit acc fiir d-Colons erfiillt pan-acc.

(iii) Fiir einen noetherschen Ring R und eine beliebige Menge I erfiillt R’ pan-acc.
Hierzu war bisher nur bekannt, dass (i) fiir Integritétsringe, (ii) fiir noethersche Ringe
und (iii) fiir reduzierte noethersche Ringe gilt.

In Kapitel 4 werden Polynom- und Potenzreihenringe iiber accp-Ringen betrachtet.
Die Frage, ob fiir einen accp-Ring stets auch der Ring der formalen Potenzreihen accp
erfiillt, wird durch ein Gegenbeispiel negativ beantwortet: Es wird sogar ein Ring R
mit pan-acc konstruiert, fiir den sowohl der Ring R[[z]] als auch der Modul R" nicht
1-acc erfiillen. Weiterhin wird ein hinreichendes Kriterium fiir den Ubergang von accp
auf den Polynomring angegeben, dass alle bisher bekannten Kriterien impliziert: Ist R
ein accp-Ring mit nur endlich vielen schwach assoziierten Primidealen, so erfiillt auch
der Polynomring R[X] accp.

Aus Prioritdtsgriinden wurden einige Ergebnisse dieser Dissertation schon zur

Veroffentlichung eingereicht, und zwar in den Artikeln ,A counterexample concerning
accp in power series rings“ und ,Modules with n-acc and the acc on certain types
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of annihilators® ([10] bzw. [11]). Allerdings wurden einige der dortigen Resultate
fiir diese Arbeit noch verfeinert bzw. ergéinzt, oder es wurden elegantere Beweise
gefunden. Ferner sind die kompletten Abschnitte 2.2, 2.3, 2.4, und 4.2 mit Ausnahme
von Beispiel 4.7 nicht dort enthalten.

Wir verwenden die gebriduchlichen Begriffe der kommutativen Algebra aus Standard-
werken wie [3], [12], [20] oder [31]. Unter einem lokalen Ring verstehen wir aber nicht
notwendig einen noetherschen Ring, sondern lediglich einen Ring mit genau einem ma-
ximalen Ideal. Die Zeichen C bzw. D bedeuten stets echte Inklusionen. N ist die Menge
der natiirlichen Zahlen ohne Null und Ny := NU {0}.



Kapitel 1

Die aufsteigende Kettenbedingung
fiir d-Annihilatoren

1.1 Grundlegende Eigenschaften

In diesem Kapitel betrachten wir Moduln, die die aufsteigende Kettenbedingung (acc)
fiir eine bestimmte Art von Annihilatoren erfiillen. Solche Moduln wurden erstmals
in [30] von S. VISWESWARAN untersucht. Er definierte das folgende: Ein R-Modul
M erfiillt (C), falls fiir jeden Untermodul N von M und jede Folge (a,)nen von
Elementen aus R die aufsteigende Folge N : a; C N : aya, C ... von Untermo-
duln stationdr wird. Wir wollen hier den Fall N = {0} gesondert betrachten und
eine etwas suggestivere Bezeichnung einfiihren. Dies fiihrt uns zur folgenden Definition:

Definition Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Wir sagen ,M erfillt acc fir d-
Annihilatoren®, falls fiir jede Folge (a,)nen von Elementen aus R die Folge Ann(a;) C
Ann(ajaz) C ... in M stationdr wird. Wir sagen ,M erfillt acc fir d-Colons®, falls
fiir jeden Untermodul N von M der Modul M/N acc fiir d-Annihilatoren erfiillt, d.h.
N :a; C N:ajap C ... wird stationér fiir jede Folge (a,)nen in R.

Diese Definition erinnert an die Definition von T-nilpotenten Idealen (Ideale A, fiir
die fiir jede Folge (a,), € A ein k£ € N existiert mit a;---a; = 0). In der Tat
werden wir spéiter einige Zusammenhiinge dieser beiden Figenschaften sehen. Man
beachte auch, dass jede absteigende Folge von Hauptidealen eines Ringes von der
Form (a;) O (ajaz) O ... ist, denn ist (z1) O (z2) O ... und etwa z;4 = x;b;,
so ist xo = w1by, w3 = x1b1by etc., also induktiv z;11 = x1by -+ b;. Die Bezeichnung
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,d-Annihilatoren® ist an ,descending chains of principal ideals“ angelehnt. Ein Ring
heift perfekt, falls er die absteigende Kettenbedingung fiir Hauptideale erfiillt. Es ist
damit unmittelbar klar, dass jeder Modul {iber einem perfekten Ring acc fiir d-Colons
erfiillt (dies wurde in [30] etwas umsténdlich gezeigt).

In [3] (Chapter IV §2, Exercises 23-29) werden laskersche bzw. stark laskersche Moduln
definiert und untersucht. Ein endlich erzeugter R-Modul M heift laskersch, falls jeder
echte Untermodul endlicher Durchschnitt von priméren Untermoduln ist. Dabei heif3t
ein echter Untermodul @ von M primdr, falls fiir « € Rund © € M \ Q aus ax € @
stets a € rad(Q) :=rad(Q : M) = {r € R: 3n € Nmit r"M C Q} folgt. Weiterhin
heiit @ stark primdr, falls zusétzlich ein n € N existiert mit rad(Q)"M C @, und M
heifdt stark laskersch, falls M laskersch ist und jeder primére Untermodul stark primér
ist.

Unter anderem wird in [3] gezeigt, dass stark laskersche Moduln der folgenden
Bedingung geniigen:

(LA Fiir jede Folge (B,,) von Idealen von R und jeden Untermodul N von M
wird N : B C N : BBy C ... stationdr.

Daher erfiillt jeder stark laskersche Modul acc fiir d-Colons. Da bei der Definition
von laskerschen Moduln der Modul stets als endlich erzeugt vorausgesetzt wird, gilt
natiirlich nicht die Umkehrung: Man wihlt einfach einen beliebigen nicht endlich er-
zeugten Modul iiber einem perfekten Ring. Aber auch fiir endlich erzeugte Moduln
impliziert ,,acc fiir d-Colons®“ nicht ,stark laskersch®, wie das folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 1.1 Seien K ein Kérper und x,, (n € N) Unbestimmte dber K. Sei I das
Ideal von K|z, : n € N||, das von allen Elementen der Form x;x; (i # j) erzeugt wird,
und R := K|[z, : n € N]|/I. Dann ist R nicht laskersch, erfillt aber acc fir d-Colons.

Beweis Sei J ein Ideal, das I enthilt und f eine Nichteinheit von K|[z, : n € N]].
Dann existiert ein m € Nmit f € K[[z1,...,2y]]. Aus I C J und der Definition von I
folgt J : f D (z, : n > m), und somit ist K[[x, : n € N]]/(J : f) als Faktorstruktur des
noetherschen Ringes K{[z1,. .., x;]] selbst noethersch. Daher bricht jede aufsteigende
Folge von Idealen oberhalb von J : f ab, und da J und f beliebig waren, erfiillt
also R acc fiir d-Colons. R hat aber unendlich viele minimale Primideale: Ist P
ein minimales Primideal {iber I und existiert ein i € N mit x; ¢ P, so folgt wegen
z;x; € I C P sofort z; € P fiir alle j # 4, d.h. P, :== (z; : j # i) sind die unendlich
vielen minimalen Primideale iiber I. Ein laskerscher Ring besitzt aber aufgrund
der endlichen Primérzerlegung des Nullideals nur endlich viele minimale Primidea-
le. Also ist R nicht laskersch. Auch obige Bedingung (LAyyr) ist nicht erfiillt: Es
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ist]:P,CI:PPC...,dax; P - Py CI aberaz; Py-- P ¢ I daalt] ¢ I.O

Die Konstruktion in Beispiel 1.1 liefert allerdings keinen Ring mit acc fiir d-
Colons, falls man von einem Polynomring ausgeht. Dazu betrachten wir den Ring
R = Kz, : n € N|/(z;z; : i # j) + (xn(l — x,) : n € N) der ja ein Faktorring von
Kz, : n € N|/(x;z; : i # j) ist. In R ist x,, fiir alle n € N idempotent. Ferner ist
z, # 0, denn wire z,, € (v;z; : i # j)+(z,(1—2,) : n € N) in K[z, : n € N, so wiirde
das Einsetzen von 0 fiir alle z; mit j # n den Widerspruch =, € ,(1 — z,)K|zy,]
liefern. Allgemein gilt nun fiir einen Ring 7 und ein Idempotentes e € T stets
Ann(e) = (1 —¢) wegen T'= (e) @ (1 —e). Daher ist in R Ann((1 —zq)--- (1 —z,)) =

1-01—-z))-1—-2,) =1=-010—-2;—--—x,) = (1 + -+ x,) fiir alle
n € N, und wegen z; = x;(x; + --- + x,) ist dies gleich (zy,...,z,). Ferner ist
Tn & (%1,...,2,_1), denn sonst wiirde die Multiplikation mit =, den Widerspruch

r, = 0 ergeben. Somit ist Ann(l — z1) C Ann((1 — zy)(1 — z2)) C ... eine echt
aufsteigende Folge in R, d.h. R erfiillt nicht acc fiir d-Annihilatoren. Der Ring
T = K[z, : n € N)/(x;x; : i # j) erfiillt aber natiirlich acc fiir d-Annihilatoren,
wie man analog zu Beispiel 1.1 unter Verwendung von Z(T') = (z,, : n € N) zeigen kann.

Wir fassen nun einfache Eigenschaften von Moduln mit acc fiir d-Annihilatoren im
folgenden Lemma zusammen. Dazu sei kurz an die Definition der Begriffe , assoziiertes
Primideal“ bzw. ,,schwach assoziiertes Primideal” erinnert: Ist R ein Ring und M ein
R-Modul, so heift ein Primideal P von R assoziert, falls es von der Form Anng(x) fiir
ein x € M ist, und es heifit schwach assoziert, falls es ein minimales Primideal iiber
einem Ideal der Form Anng(z) fiir ein = € M ist.

Lemma 1.2 Sei R ein Ring und M # {0} ein R-Modul mit acc fir d-Annihilatoren.
Dann gilt:

a) Ist S C R multiplikativ abgeschlossen, so existiert ein s € S mit Kern(M — Mg) =
Ann(s), und Mg erfillt ebenfalls acc fir d-Annihilatoren.

b) Fir jedes A C R erfillt der Faktormodul M/Ann(A) acc fir d-Annihilatoren.

¢) Fir jeden Untermodul N von M und jede Folge (ay)nen von Elementen aus R wird
die aufsteigende Folge Anng(a;N) C Anng(aiaeN) C ... in R stationdr, d.h. fir
N # {0} erfillt der Ring R/Anng(N) acc fir d-Annihilatoren.

d) Jedes minimale Primideal P von R mit Mp # {0} ist ein assoziiertes Primideal von
M.

e) Jedes schwach assoziierte Primideal von M ist ein assoziiertes Primideal.

f) Jeder Untermodul von M hat acc fir d-Annihilatoren.

Beweis a) Sei 27 € N := Kern(M — Mg). Dann existiert ein s; € S mit s;2; = 0.
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Ist Ann(s;) = N, so gilt die Behauptung. Andernfalls existiert ein o, € N\ Ann(s;)
und ein sy € S mit syxe = 0, d.h. Ann(s;) C Ann(s;s3). Nach Voraussetzung bricht
dieser Prozess ab, so dass wir ein s € S finden mit N = Ann(s). Wir betrachten nun
eine aufsteigende Folge Ann(%) C Ann(%-%) C ... in Mg und nehmen oBdA an, dass
die Folge Ann(sa;) C Ann(sajas) C ... in M bereits an der ersten Stelle abbricht.
Aus 7 € Ann(% %) folgt nun swa,ay = 0, also € Ann(sa;a;) = Ann(sa;) und somit
7 € Ann(%). Daher erfiillt auch Mg acc fiir d-Annihilatoren.

b) Dies folgt sofort aus der folgenden Aussage: Ist Ann(b) = Ann(bc) (b,c € R), so ist
Ann(A) : b= Ann(b) : A= Ann(bc) : A = Ann(A) : be.

c) Wir konnen oBdA Ann(a;) = Ann(ajas) = ... in M annehmen. Ist nun b €
Anng(ajasN), so folgt bN C Ann(ajas) = Ann(aq), d.h. b € Anng(a; N).

d) Ist P ein Primideal von R derart, dass Pp ein assoziiertes Primideal von Mp
ist, so ist P bereits ein assoziiertes Primideal von M: Denn ist Pp = Anng,({) =
Anng(z)p und Kern(M — Mp) = Ann(s), so folgt P = Anng(sz). Sei also P
ein minimales Primideal von R mit Mp # {0}. Nach obigem koénnen wir nach P
lokalisieren und somit oBdA annehmen, dass P das einzige Primideal von R ist.
Sei nun y € M \ {0}, also Anng(y) C P. Die aufsteigende Kettenbedingung fiir
d-Annihilatoren in R/Anng(y) (nach c)) liefert die Existenz eines # € M derart, dass
Anng(z) € P und Anng(z) = Anng(az) fir jedes a € R\ Anng(z). Dies bedeutet
aber gerade, dass Anng(z) ein Primideal und somit gleich P ist. Daher ist P ein
assoziiertes Primideal von M.

e) Ist P ein minimales Primideal iiber Anng(z) fiir ein z € M \ {0}, so folgt aus c)
und d) die Existenz eines a € R mit P = Anng(x) : @ = Anng(az).

f) Dies folgt direkt aus der Gleichung Anny(a) = Anny/(a) N N fiir jedes a € R und
jeden Untermodul N von M. O

In [30] wurde die Aquivalenz folgender Aussagen fiir einen Ring R gezeigt:

(i) R ist perfekt.
(i1))  dim(R) =0 und R erfillt acc fir d-Colons.
(iii) Jeder R-Modul erfillt acc fir d-Colons.

Eine Uberpriifung des dortigen Beweises liefert, dass man jeweils ,,d-Colons“ durch
,d-Annihilatoren“ ersetzen kann. Das folgende Lemma liefert einen alternativen
Beweis fiir die Aquivalenz von (i) und (ii). Ferner werden weitere Eigenschaften
von Ringen mit acc fiir d-Annihilatoren aufgefiihrt. Dazu wiederholen wir noch die
Charakterisierung perfekter Ringe durch H. BAss (siehe [2]):
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(iv) R ist semilokal und J(R) (das Jacobson-Radikal von R) ist T-nilpotent.

Da ein nulldimensionaler semilokaler Ring stets eine endliche direkte Summe von
nulldimensionalen lokalen Ringen ist (siehe [27]), ist (iv) wiederum #quivalent zu

(v) R ist isomorph zu einem endlichen Produkt von lokalen Ringen mit
T-nilpotentem mazimalen Ideal.

Lemma 1.3 Sei R ein Ring, der acc fir d-Annihilatoren erfillt. Dann gilt:

a) Jeder Unterring T von R erfillt acc fir d-Annihilatoren. Umgekehrt gilt fir einen
beliebigen Ring S: Erfillt jeder abzihlbare Unterring von S acc fir d-Annihilatoren, so
auch S.

b) Das Radikal rad(R) von R ist ein Annihilatorideal und T-nilpotent.

¢) R besitzt nur endlich viele Idempotente und ist isomorph zu einem endlichen Produkt
von unzerlegbaren Ringen.

d) Ist dim(R) = 0, so ist R perfekt. Umgekehrt ist natirlich jeder perfekte Ring null-
dimensional und erfillt acc fir d-Colons.

Beweis a) Die erste Aussage folgt wieder direkt aus der Gleichung Anny(a) =
Anng(a) NT fiir jedes a € T. Fiir die zweite Aussage nehmen wir indirekt an, das eine
echt aufsteigende Folge Ann(a;) C Ann(ajay) C ... mit a; € S existiert. Fiir jedes
i € N existiert dann ein b; € S mit b; € Ann(a; - - -a;41)\ Ann(a, - - - a;). Der Unterring
von S, der von 1, den a;’s und den b;’s erzeugt wird, ist abzdhlbar, erfiillt aber nach
Konstruktion nicht acc fiir d-Annihilatoren im Widerspruch zur Voraussetzung.

b) Nach Lemma 1.2 d) ist jedes minimale Primideal von R ein Annihilatorideal, also
auch rad(R) als Durchschnitt von Annihilatoridealen. Dass rad(R) T-nilpotent ist,
wurde schon in [30] gezeigt: Sei (a,)nen eine Folge von Elementen aus rad(R) und
oBdA sei Ann(a;) = Ann(ajay) = .... Da ay nilpotent ist, existiert ein minimales
m € Ny mit a’a; = 0. Wiire m > 1, so folgte a5’ € Ann(a;a;) = Ann(a;), ein
Widerspruch. Somit ist m = 0, d.h. a; = 0 und daher rad(R) T-nilpotent.

c¢) Diese Aussage kann man analog zu Lemma 1.11 von [27] beweisen; der Beweis sei
hier deshalb nur kurz skizziert: Man macht B(R) := {a € R : a idempotent} zu einem
Ring mittels der gewdhnlichen Multiplikation und der Addition a @& b := a + b — 2ab.
B(R) ist dann ein von-Neumann-regulirer Ring der Charakteristik 2 und fiir alle
a,b € B(R) gilt aB(R) 2 bB(R) & b = ab < Anng(a) C Anng(b) (denn aus
1 —a € Anng(a) C Anng(b) folgt b = ab). Die aufsteigende Kettenbedingung fiir
d-Annihilatoren in R impliziert also, dass B(R) perfekt, also semilokal und somit als
von-Neumann-regulérer Ring ein endliches Produkt von Kérpern ist. Da diese Koérper
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nur aus Idempotenten bestehen, ist B(R) isomorph zu Z%. Daher hat R nur endlich
viele Idempotente und die Zerlegung in ein endliches Produkt von unzerlegbaren
Ringen ist eine wohlbekannte Tatsache.

d) Nach Teil ¢) sei R oBdA unzerlegbar. Ein nulldimensionaler unzerlegbarer Ring ist
bekanntlich lokal, etwa mit einzigem Primideal P. Nach Teil b) ist P T-nilpotent und
somit R perfekt. O

Ein weiterer alternativer Beweis zu obiger Aussage d) geht so: Da rad(R) T-nilpotent
nach b), reicht zu zeigen, dass R semilokal ist (dies folgt z.B. auch nach dem spiteren
Satz 1.6). Nach b) und Lemma 1.2 b) oder ¢) erfiillt R/rad(R) ebenfalls acc fiir
d-Annihilatoren. Also sei 0BdA rad(R) = (0) und damit R von-Neumann-regulir.
Dann ist Kern(R — Rp) = P fiir jedes Primideal P von R, und somit ist nach Lemma
1.2 a) P = Ann(s) fiir ein s € R\ P. Da R regulir, ist (s) = (e) fiir ein Idempotentes
e € R und daher P = Ann(s) = Ann(e) = (1 — ¢), wie sofort aus R=eR ® (1 —e)R
folgt. Also ist jedes Primideal ein Hauptideal und folglich ist R ein Hauptidealring,
d.h. sogar endliches Produkt von Korpern und semilokal.

Wir wollen an dieser Stelle noch eine weitere Charakterisierung der perfekten Ringe
geben. Dazu bemerken wir das folgende: Ist R ein Ring mit acc fiir d-Colons, so existiert
nach Lemma 1.2 d) zu jedem Ideal A von R und jedem iiber A minimalen Primideal
P von Rein z € R\ A mit P= A : x. Diese Eigenschaft, die wir kurz mit ,, (MPA)“
(,minimale Primideale sind assoziiert“) bezeichnen wollen, charakterisiert zusammen
mit der Nulldimensionalitit bereits die perfekten Ringe:

Satz 1.4 Ein Ring R ist perfekt genau dann, wenn R nulldimensional ist und (MPA)
erfillt.

Beweis Die Notwendigkeit der Bedingung gilt nach obigem. Sei also R ein nulldi-
mensionaler Ring, der (MPA) erfiillt. Dann gilt dies auch fiir jede Faktorstruktur
von R. Somit ist R/rad(R) ein von-Neumann-reguldrer Ring, in dem jedes Primideal
ein Annihilatorideal ist. Daraus folgt wie in den Ausfiihrungen nach Lemma 1.3,
dass R/rad(R) und damit R semilokal ist. Da R nulldimensional, ist R endliche
direkte Summe von lokalen Ringen mit genau einem Primideal. Es ist nun ein leichte
Ubungsaufgabe, dass jeder dieser Ringe wieder (MPA) erfiillt. Daher sei o0BdA R lokal
mit einzigem Primideal P.

Wir haben nun zu zeigen, dass P T-nilpotent ist. Dafiir definieren wir durch transfinite
Induktion fiir jede Ordinalzahl o Teilmengen A, von R. Sei Ay := (0), Aas1 := Ay : P
und A, = Uﬁm Ag, falls @ eine Limeszahl ist. Ist A, C P und z € R\ A, mit
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P=A,:z,s0istx € P\A,und x € A, : P = A,41,dh. A, C Apyy CP.DaP
als Menge eine Kardinalitédt besitzt, existiert somit eine Ordinalzahl ay mit A,, = P.
Dabher ist fiir jedes a € P die Ordinalzahl h(a) := min{« : a € A,} definiert, und es ist
klar, dass h(a) niemals eine Limeszahl ist. Fiir a,b € P, a # 0 sei daher h(a) = a + 1,
d.h. aP C A, und a ¢ A,. Dann ist ab € A, und folglich h(ab) < a < a + 1 = h(a).

Induktiv ist also h(a;) > h(aja) > --- > h(a;---a,) fiir jede Folge (a,), von
Elementen aus P, falls a - --a, # 0. Die Wohlordnung von « liefert also ein n € N
mit a; -+ -a, =0, d.h. P ist T-nilpotent. O

Eine etwas stérkere Bedingung als acc fiir d-Annihilatoren wird in [9] mit accpa (ascen-
ding chain condition on point annihilators) bezeichnet: Jede nichtleere Teilmenge von
Idealen der Form Ann(a) besitzt ein maximales Element. Das nichste Beispiel zeigt,
dass diese Bedingung echt stérker ist.

Beispiel 1.5 Seien X := {x, : n € N} und Y := {y, : n € N} Mengen von Unbe-
stimmten diber einem Korper K und R := K[X,Y]/(znyr : 1 < n < k)+(X,Y)3 Dann
erfillt R acc fir d-Colons, aber nicht accpa.

Beweis Sei I = (z,yr : 1 < n < k) + (X,V)? in K[X,Y]. Ist yuf € I
fir ein f € K[X,Y], so bestehe f wegen (X,Y)> C I oBdA nur aus linearen
Termen. Koeffizientenvergleich liefert dann f € Kx; + --+ + Kz, d.h. es ist
Ann(yg) = (z1,...,2) + (X, Y)? in R. Somit erfiillt R nicht accpa, denn Ann(y;) C
Ann(y,) C ... ist eine echt aufsteigende Folge. Als lokaler Ring mit nilpotentem
maximalen Ideal erfiillt R aber trivialerweise acc fiir d-Colons. O

Der Beweis des folgenden Satzes ist sehr #hnlich zum Beweis von Theorem 7 in [4].
Dort wurde gezeigt: Erfiillt R accpa und ist jede Nichteinheit ein Nullteiler, so ist R
semilokal.

Satz 1.6 Sei R ein Ring und M # {0} ein R-Modul mit acc fir d-Annihilatoren.
Dann ist Z (M) eine endliche Vereinigung von Primidealen.

Beweis Nach Lemma 1.2 a) kénnen wir nach der reguliren Menge R \ Z(M)
lokalisieren. Daher sei oBdA jede Nichteinheit von R aus Z(M), und zu zeigen ist,
dass R semilokal ist. Es gilt nun die folgende Aussage:

(%) Fir jedes b € R\ J(R) ezistiert einr € R, so dass Ann(b) C Ann(b(1 — b))
in M st
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Denn ist b € R\ J(R), so existiert ein 7 € R mit 1 —rb € R\ E(R), und dann ist
(1 —rb)x =0 fiir ein z € M \ {0}, aber bx # 0.

Wir bezeichnen mit @ das Bild von Elementen a € R in R := R/J(R) und wihlen
dann a € R so, dass @ ein idempotentes Element ungleich Null von R ist. Wir zeigen
nun die Existenz eines a’ € aR mit folgenden Eigenschaften: Ann(a) C Ann(d’) in M,
1—@,a@ — d,d sind paarweise orthogonale Idempotente in R, und (@ — /)R ist ein
Korper.

Da M acc fiir d-Annihilatoren erfiillt, existiert ab € aR \ J(R) derart, dass Ann(ab) =
Ann(abc) in M fiir jedes ¢ € R mit abc ¢ J(R). Nach (x) ist Ann(ab) C Ann(ab(1—rab))
fiir ein r € R, und wir setzen o' := a(1 — rab). Dann ist Ann(a) C Ann(a’), denn im
Falle der Gleichheit wire ja auch Ann(ab) = Ann(a'b) = Ann(ab(1l — rab). Weiterhin
ist ab(1 — rab) € J(R) nach Wahl von ab, so dass Tab =a—a idempotent in R ist.
Ferner ist a’ als Produkt von zwei Idempotenten idempotent, und wegen aa’ = a’ sind
1-a,a— a ,a paarweise orthogonal. Nun ist (@ —a’)R = abR # (0), denn @ — a’ = 7ab,

ab = rab ,und ab ¢ J(R). Wihle abd € abR \ (0). Wegen () existiert ein s € R mit
Ann(abd) C Ann(abd(1 — sabd)), also insbesondere Ann(ab) C Ann(ab(1 — sabd)), und
nach Wahl von ab ist ab(1 — sabd) € J(R). Es folgt ab = @bsabd, d.h. Tabd ist eine
Einheit von 7abR, und (@ — a’)R = 7abR ist ein Korper.

Nun wenden wir die obige Konstruktion auf ay := 1 an und erhalten a; € aoR
mit Ann(ap) C Ann(a;) in M. Ist @ # 0 in R, so setzen wir diesen Prozess
fort. Nach Voraussetzung bricht dies aber nach endlich vielen Schritten ab, d.h.

Gn1 = 0 fiir ein n € N. Da nach obigem @;a;51 = a;5; fiir alle 1 = 0,...,n, folgt
induktiv sofort a@;a; = @; fiir alle 0 < i < j < n 4+ 1. Damit sieht man leicht, dass
Gy — @1, @ — g, ...,0, — Gny1 paarweise orthogonale Idempotente in R sind. Ferner
git RY (@g—a@)R® - ® (@, 1 — @) R® @, R, denn ;R = (@; — @i 1) R D @i R
fiir alle i = 0,...,n. Da @y;1 = 0 und (@ — @11)R fiir alle s = 0,...,n ein Korper ist,
ist R ein endliches Produkt von Korpern, d.h. R ist semilokal. O

Ein ZD-Modul ist nach Definition (siehe [8]) ein Modul M, fiir den Z(M/N) fiir je-
den Untermodul N von M eine endliche Vereinigung von Primidealen ist. Mit dieser
Bezeichnung liefert Satz 1.6:

Korollar 1.7 Sei M ein R-Modul, der acc fiir d-Colons erfillt. Dann ist M ein ZD-
Modul.
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1.2 Polynome und Potenzreihen

In diesem Abschnitt betrachten wir zumeist Polynomringe iiber Ringen mit acc fiir
d-Annihilatoren und geben 3 hinreichende Kriterien dafiir, dass mit R auch R[X] acc
fiir d-Annihilatoren erfiillt: R ist Unterring eines perfekten Ringes (Korollar 1.11), R
ist reduziert (Korollar 1.17) oder R enthilt einen iiberabzihlbaren Korper (Korollar
1.19). Die allgemeine Antwort fiir dieses Problem bleibt allerdings offen. Ferner geben
wir ein Beispiel dafiir, dass accpa nicht auf den Polynomring iibergeht.

Ist A ein Ideal von R und X eine Menge von Unbestimmten iiber R, so ist ja wegen
A[X]™ C A"[X] mit A auch A[X] nilpotent. Wir zeigen nun, dass die analoge Aussage
auch fiir , T-nilpotent® gilt. Dazu dient der folgende Satz:

Satz 1.8 Sei R ein Ring und A ein T-nilpotentes Ideal von R. Dann existiert fiir
jede Folge (Ap)nen von endlich erzeugten in A enthaltenen Idealen ein n € N mit

Ay Ay, = (0).

Beweis Da wir zu den Erzeugenden der Ideale A, iibergehen koénnen, geniigt es,
obige Aussage fiir endliche Mengen A, zu zeigen. Dabei sind dann Produkte einfach
als komplexe Mengenmultiplikationen zu deuten, und es sei aB := {a}B fiir a € R,
B C R. Angenommen, es gilt A;---A, # 0 fiir alle n € N. Wir zeigen induktiv: Zu
jedem n € Ny existiert ein a, € A,, so dass ag---a,Ayi1 -+ Ay # {0} fiir alle m > n,
wobei wir Ag := {1} und ag := 1 setzen.

Der Induktionsanfang gilt fiir n = 0 nach Annahme. Sei nun etwa b, €
ap-- - 1An---Ap \ {0} fiir jedes m > n — 1. Da A, endlich ist, existiert ein
ap, € A, sodass b, € ay---a,A,i1 - Ay, fiir unendlich viele m > n. Da stets b, # 0,
folgt ag - - - anAnyy -+ Ay # {0} fiir alle m > n, und der Induktionsschluss ist gezeigt.
Insbesondere ist also a; - - - a, # 0 fiir alle n € N im Widerspruch zur T-Nilpotenz von
A. O

Bemerkung Satz 1.8 lisst sich auch auf eine graphentheoretische Aussage, das Lemma,
von D. KONIG, zuriickfiithren. Dazu deutet man die jeweils endlich vielen von Null
verschiedenen erzeugenden Elemente der Ideale Ay := (1), AgAq, ..., Ag---A,, ... als
Ecken eines (zunéchst moglicherweise unendlichen) Baumes:
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Ap A1 Ay

Ao

Die T-Nilpotenz von A liefert dann, dass jeder Weg in diesem Baum endliche Lénge
hat, und das Lemma von D. KONIG sagt aus, dass dann auch der Baum endlich ist.
Somit existiert ein n € N mit A, --- A, = (0).

Fiir ein Polynom f € R[X] betrachten wir im Folgenden hiufig das zugehorige Inhalts-
ideal, das von den Koeffizienten von f in R erzeugt wird. Wir bezeichnen es stets mit
Ay,

Korollar 1.9 Sei A C R ein T-nilpotentes Ideal. Dann ist auch A[X] fir jede Menge
X von Unbestimmten T-nilpotent.

Beweis Sei (f,) eine Folge von Elementen aus A[X]. Nach Satz 1.8 existiert ein
n € Nmit Ay, --- Ay, =0, und somit ist f;--- f,, = 0. O

Dieses Resultat liefert das erste angekiindigte hinreichende Kriterium dafiir, dass mit
R auch R[X] acc fiir d-Annihilatoren erfiillt. Dazu betrachten wir noch den Fall eines
priméren Ringes gesondert:

Lemma 1.10 Sei R ein primdrer Ring (d.h. rad(R) = Z(R)). Dann erfillt R acc fir
d-Annihilatoren genau dann, wenn rad(R) T-nilpotent ist.

Beweis Die Notwendigkeit der T-Nilpotenz von rad(R) wurde bereits in Lemma 1.3

b) gezeigt. Ist umgekehrt rad(R) = Z(R) T-nilpotent, so folgt die Aussage direkt aus
der Tatsache, dass Ann(ab) = Ann(a) fiir jeden Nichtnullteiler b € R gilt. O
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Korollar 1.11 Ist R Unterring eines perfekten Ringes (und erfillt somit nach Lemma
1.3 a) acc fir d-Annihilatoren), so erfillt R|X] fir jede Menge X von Unbestimmten
ebenfalls acc fiir d-Annihilatoren.

Beweis Sei R < T und T perfekt. Wegen R[X] < T[X] und Lemma 1.3 a) geniigt
es, die Aussage fiir T zu zeigen. Daher sei o0BdA R = T ein lokaler Ring mit
T-nilpotentem maximalen Ideal P. Wegen rad(R[X]) = rad(R)[X] ist dann R[X]
primér mit T-nilpotentem Radikal P[X] und erfiillt somit nach Lemma 1.10 acc fiir
d-Annihilatoren. O

Bemerkung Korollar 1.11 ist zum Beispiel anwendbar, wenn R acc fiir d-
Annihilatoren erfiillt und der totale Quotientenring 7" von R nulldimensional ist, da
T dann als Lokalisierung von R ebenfalls acc fiir d-Annihilatoren erfiillt und somit
perfekt ist.

In der Literatur wird fiir einen Ring R und eine Menge X von Unbestimmten {iber R
hiufig auch der Ring R(X) betrachtet (siche z.B. [12]). Nach Definition ist R(X) :=
R[X]g, wobei S :={f € R[X]: Ay = R}. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Korollar 1.12 Ist R perfekt, so auch R(X).

Beweis R habe die endlich vielen maximalen Ideale M;,..., M,. Dann ist
S = R\ U;_, M;[X]. Somit sind M;[X]s, ..., M,[X]s die maximalen Ideale von R(X).
Da J(R) = (.-, M; T-nilpotent, ist nach Kor 1.9 auch (_, M;)[X] T-nilpotent. Da-
her ist auch (N, M;)[X]s = (N Mi[X))s = N, M;[X]s = J(R(X)) T-nilpotent,
d.h. R(X) ist perfekt. O

Nun zeigen wir die zu Satz 1.8 analoge Aussage fiir Moduln mit acc fiir d-Annihilatoren.

Satz 1.13 Sei M ein R-Modul mit acc fir d-Annihilatoren. Dann wird fir jede Fol-
ge (Ap)nen von endlich erzeugten Idealen von R die aufsteigende Folge Ann(A;) C
Ann(A1Ay) C ... in M stationdr.

Beweis Es geniigt wieder, die Aussage fiir endliche Mengen A, zu zeigen. Angenom-
men, es gilt Ann(A;) C Ann(A4;A4,) C ... in M. Wir zeigen nun induktiv: Zu jedem
n € Ny existiert ein a, € A, derart, dass die Folge Ann(ag) C ... C Ann(ag---a,) C

Ann(ag - apAni1) € Ann(ag- - apAny1Ani2) C ... nicht stationdr wird, wobei wir
wieder Ay := {1} und ag := 1 setzen.
Der Induktionsanfang n = 0 gilt nach Annahme. Nun nehmen wir an, dass
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fiir unendlich viele m > n — 1 ein z,, € Ann(a;---a, 14, ---Any1) und ein
by € ay---a, 1A, -+ A, existieren mit b,,x,, # 0. Da A, endlich ist, existiert ein
a, € A,, so dass b,, € ay---a, A1+ Ay, fiir unendlich viele m > n. Daher ist z,, €
Ann(ay -+ apAnir - - Apyr)\ Ann(ag -+ -apAyy - Ap) unendlich oft und wir haben
den Induktionsschluss gezeigt.

Nach Voraussetzung wird aber die Folge Ann(a;) C Ann(ajay) C ... in M stationir,
etwa bei £ € N. Dann ist aber wegen Ann(a;---arAgi1---A,) C Ann(ay - --ap)
(m > k) auch Ann(a---ax) = Ann(ay - axAgs1) = ... im Widerspruch zum oben
gezeigten. O

Wir verwenden im Beweis von Lemma 1.14 und in der gesamten Arbeit folgende
Schreibweise fiir Elemente aus Polynomringen R[X] mit beliebig vielen Unbestimm-
ten: Fiir endlich viele Polynome aus R[X] existieren ja x1,...,x, € X, so da} diese
Polynome in R[z1, ..., 2] liegen. Ein f € R[xy,...,x;] schreiben wir dann auf folgen-
de Weise: Fiir a := (ay,. .., an) € Ni" seil X* := z7' - und damit f = 3 ey fo X"
mit f, € R. Dabei verwenden wir nicht (wie sonst hdufig in der Literatur) die lexiko-
graphische Ordnung auf Nj’, sondern fiihren eine zu w isomorphe Ordnung < auf Ny’
ein: Fiir ¢ = (¢1,...,¢p) € N sei |¢] :==c¢1 + -+ -+ ¢ und fiir ¢, ¢ € N sei ¢ < ¢, falls
(lelyery -y em) < (€], ¢, - .., ) beziiglich der lexikographischen Ordnung in Nj**!
ist.

Da NJ* abzéhlbar ist und jedes Element ¢ € NJ* \ {(0,...,0)} beziiglich < einen
Vorginger V' (c) besitzt (denn es gibt ja nur endlich viele ¢ € Nj* mit || = |¢]),
sieht man leicht, dass < als Ordnung isomorph zu w ist. Ferner gilt, dass < mit der
komponentenweisen Addition auf Nj* vertréglich ist (dies iibertriigt sich von der le-
xikographischen Ordnung). Diese Ordnung erméglicht es; Polynome in endlich vielen
Unbestimmten im wesentlichen wie Polynome in einer Unbestimmten zu behandeln.

Lemma 1.14 Sei R ein reduzierter Ring, X eine Menge von Unbestimmten und
f.g,h € R[IX]| mit f = gh. Sei ferner f =Y f X% g =>.,9.X° h =) hX°
und d mazimal beziglich < mit fq # 0 (ist f = 0, so sei d := —oo im Sinne von
—00 < 0=1(0,...,0)).

Dann ist gyh. = 0 fiir alle b,c mit d < b+ c.

Beweis Angenommen, die Menge M := {a : d < a, es gibt b,c mit b + ¢ = a und
gvhe # 0} ist nichtleer. Dann sei @ maximal in M und @ = b + ¢, wobei b minimal in
{b : es gibt ein ¢ mit b + ¢ = @ und gyh. # 0} sei. Der Koeffizientenvergleich bei X

liefert wegen d < @
Z gbhc =0.
b+c=a
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Nach Wahl von b sind hierin die Summanden mit b < b gleich Null, und multipliziert
man die Gleichung mit iz, so erhélt man gsh% = 0, denn nach Wahl von @ ist gyhe =0
fiir b < b. Da R reduziert ist, folgt g;h: = 0 im Widerspruch zur Wahl von b und ¢. O

Bemerkung Lemma 1.14 gilt ebenfalls (mit dem selben Beweis), falls man statt <
die lexikographische Ordnung verwendet. Dies werden wir noch spéter beim Beweis
von Satz 4.8 ausnutzen.

Korollar 1.15 Sei R ein reduzierter Ring und X eine Menge von Unbestimmten.
Dann ist Anngix)(g) = Anng(A,y)[X] fir alle g € R[X].

Beweis Es ist stets Anng(A,)[X] C Anngx)(g). Sei also h = ) h.X°® € Anngx(9)
und g = ). g.X¢ Dann folgt aus Lemma 1.14 mit f = 0, dass gyh. = 0 fiir alle b, ¢
gilt. Somit ist h, € Anng(A,) fiir alle ¢, d.h. h € Anng(A,)[X]. O

Sehr hilfreich fiir die weiteren Untersuchungen in diesem Abschnitt ist ferner noch ein
Satz von R. GILMER (Corollary 28.3 in [12]), den wir hier ohne Beweis mit auffithren
wollen:

Satz 1.16 (Gilmer) Seien R ein Ring, X eine beliebige Menge von Unbestimmten
iiber R und f,g € R[X]. Dann ezistiert ein m € Ny mit A}”HAQ = AP Ay,

Korollar 1.17 Ist R ein reduzierter Ring mit acc fiir d-Annihilatoren, so erfillt auch
R[X] acc fir d-Annihilatoren.

Beweis Da R reduziert ist, gilt Ann(A) = Ann(A™) fiir jedes Ideal A C R und
jedes m € N; denn ist rA™ = {0} und a € A, so ist ra™ = 0, also ra = 0 und
somit r € Ann(A). Seien nun f,¢g € R[X]. Nach Satz 1.16 existiert ein m € Ny mit
A’J}"HAg = AT Ay, Es folgt Ann(ApAy) = Ann(A’J}"HAg) = Ann(ATAyg) 2 Ann(Ayp)
und daher Ann(A;A,) = Ann(Ay,). Ist nun Ann(A;) = Ann(A;A4,) in R, so folgt
also nach Korollar 1.15 Anngx)(f) = Anng(Af)[X] = Anng(Ayz)[X] = Anngx(fg).
Somit liefert Satz 1.13 die Behauptung. O

Nun zitieren wir noch einen Satz von V. CAMILLO und R. GURALNICK aus [5], der
mit Lemma 1.3 a) sofort ein weiteres hinreichendes Kriterium liefert.

Satz 1.18 (Camillo/Guralnick) Sei R ein Ring, der einen iberabzihlbaren Kirper
enthdlt, und (E) eine Eigenschaft, fir die gilt: Ein Ring T erfillt (E) genau dann,
wenn jeder abzihlbare Unterring von T (E) erfillt. Dann erfillt R (E) genau dann,
wenn R[X] (E) erfillt.

22



Korollar 1.19 R erfille acc fir d-Annihilatoren und enthalte einen iberabzdihlbaren
Kérper. Dann hat auch R[X] acc fir d-Annihilatoren.

Es bleibt aber die allgemeine Frage offen, ob die aufsteigende Kettenbedingung fiir
d-Annihilatoren auf den Polynomring iibergeht.

In [22] und [23] wurden R-Moduln M mit der Eigenschaft (accr) betrachtet: Fiir jeden
Untermodul N und jedes a € R wird die Folge N : ¢ C N : a®> C ... stationiir. Dies
ist offensichtlich eine schwichere Eigenschaft als acc fiir d-Colons, und es gilt fiir eine
Unbestimmte z iiber R, dass R bereits noethersch ist, falls R[z] (accr) erfiillt (Theorem
2 in [23]). Fiir aufsteigende Folgen von Annihilatoren dieser Art konnen wir aber das
folgende Resultat zeigen:

Satz 1.20 Sei R ein Ring, in dem fiir jedes a € R die Folge Ann(a) C Ann(a®)
stationdr wird. Dann wird auch fiir jedes f € R[X] die Folge Ann(f) C Ann(f?)
in R[X] stationdr.

MM

Beweis Analog zum Beweis von Theorem 1 in [22] sieht man, dass fiir jedes endlich
erzeugte Ideal A von R die Folge Ann(A) C Ann(A?) C ... abbricht. Daher existiert
ein n € N mit Ann(A%}) = Ann(A7) fiir alle m > n. Nach Satz 1.16 existiert ferner zu
jedem g € R[X] ein k € N mit A¥*? = A¥Ap. Wende dies auf g = f, 2
an und bezeichne das zugehérige & mit k;. ObdA sei n > kg. Dann folgt Ann(A%) =
Amn(A77?) = Ann(A}Ap) = - = Am(AFARYY) = Amn(AFARAL) = - =
Ann(A’}A’}é . -AI;;,T_llAer). Ist hierin 2" > n, so ist Ann(Apm) C Ann(Apr) C
Ann(A%) € Ann(Afn), d.h. Ann(A%) = Ann(A}) = Ann(Ajn) fiir alle m > n.

Sei nun g € Ann(f™) in R[X]. Dann ist A;mg = (0) in R. Nach Satz 1.16 existiert ein
k € N mit A’;#Ag = Ak, Apmg = (0). Daher ist A, C Ann(A'Jﬁntl) = Ann(A) und
somit g € Ann(f™). Also gilt Ann(f") = Ann(f"™) =... in R[X]. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass viele der in diesem Abschnitt fiir Polynomringe be-
wiesenen Aussagen fiir Potenzreihenringe im Allgemeinen nicht gelten:

Beispiel 1.21 Seien K ein Kiorper und z,, (n € Ny) Unbestimmte tiber K. Sei R :=
Kz, :n € No|/(2"2 : n € No) + (2325 : © # j) und a, das Bild von x, in R. Dann
qilt:

a) R ist lokal mit T-nilpotentem mazimalen Ideal P := (a, : n € Np).

b) P[[z]] ist nicht T-nilpotent im Potenzreihenring R[[x]].

¢c) Fir p := Y o0 ax’ ist Ann(p) C Ann(p?) C ... in R[[z]], d.h. R[[x]] erfillt nicht
acc fiir d-Annihilatoren.
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Beweis a) P ist offensichtlich das einzige Primideal von R. Sei (f,)nen eine Folge
von Elementen aus P und k£ € N mit f; € (a,...,a,). Dann ist f;--- fryo = 0 nach
Konstruktion von R, d.h. P ist T-nilpotent (P ist aber nicht nilpotent, wie aus b)
bzw. c) folgt).

b) folgt sofort aus c); mehr noch: Es ist sogar P|[[z]] € rad(R[[z]]).

c¢) Induktiv zeigt man leicht: p* = > alz™ fiir alle n € N. Dann ist aber a,, | €

i=n—1 "1

Ann(p")\ Ann(p"'), denn a® | # 0 ist ein Koeffizient von a,_p"~". O

Bemerkung Ist A ein T-nilpotentes Ideal eines Ringes R, so ist aber stets A - R[[z]]
T-nilpotent: Zu jedem Element f € A - R[[z]] existieren ja ay,...,a; € A mit
Ar C (a1,...,a;), und wir kénnen die Aussage analog zu Korollar 1.9 beweisen.

Nun geben wir noch ein Beispiel dafiir, dass accpa nicht auf den Polynomring iiber-
geht. KERR gab in [21] das erste Gegenbeispiel fiir die analoge Fragestellung bei acc
fiir Annihilatoren (aufsteigende Kettenbedingung fiir alle Annihilatorideale). COSTA
modifizierte dieses Beispiel in [7], und unsere Konstruktion ist hieran angelehnt.

Beispiel 1.22 Seien S := {s, :n € N}, T :={t, : n € N}, U := {u, : n € N},
V=A{v, :neN}, W:={w,:n &N} Mengen von Unbestimmten iber K := 7. Sei
I:= (SU)+(TW)+ (skvn +tktn : 1 < k) + (spwy +txv, - 1 < k)4 (sgvn + ety + Spw, +
thv, : nk € N) + (S, T,U,V,W)? in K[S,T,U,V,W] und R := K|[S,T,U,V,W]/I.
Dann erfillt R acc fiir Annihilatoren, und der Polynomring R[x] in einer Unbestimmten
erfillt nicht accpa.

Beweis Sei P das maximale Ideal von K[S,T,U,V, W], das von den Unbestimmten
aus S,T,U,V,W erzeugt wird, L die additive Untergruppe der homogenen Polynome
vom Grad 1 und @ die der homogenen Polynome vom Grad 2 in K[S,T,U,V, W]. Wir
zeigen zunéchst fiir alle £ € N:

(V) [ivp=P% (v) I:w,=>,Kt;+P? (vi) I: (s +1tx) =, K(u;+v;+w;)+ P?
(vii) I : (ug + v +wg) =Y, K(s; +t;) + P2 (viii) [ : P2 =P

Dazu geniigt wegen P? C I z.B. bei (i) zu zeigen, dass (I : ;) N L =3, Ku; ist (und
analog bei (ii)-(viii)). Da I von homogenen Polynomen erzeugt wird, sieht man leicht,
dass

INQ = Y Kswun+ Y Ktywn+ Y K(spvn + tytn) + > K(spwy + trvn)

n,keN n,keN n<k n<k
+ E K (spvn + tpuy + spwy, + tpv,)
n,keN
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ist. Insbesondere gilt also

INnQ C Z Kspu, + Z Ktpw, + Z K (spvy+tpuy)+ Z K (spwp+trvy) (%) .
n,keN n,keN n,keN n,keN
Zu (i): Nach Definition von I ist >, Ku; C I : s,. Sei f € L mit s,f € I, also
spf € INQ. Angenommen, es ist f ¢ > . Ku,;. Dann komme 0BdA keine Unbestimmte
u; in f vor, und der Koeffizientenvergleich in (x) liefert sofort, dass kein s; und kein ¢;
in f vorkommt. Kédme ein v; bzw. ein w; in f vor, so auch der Term t,u; bzw. tv; in
sif, Widerspruch. Daher ist doch f € 3, Ku;.
Die Félle (ii)-(vii) behandelt man ganz analog, und (viii) ist trivial. Um den Leser
nicht zu langweilen, sei hier etwa noch der Fall (vi) aufgefiihrt:
Zu (vi): Nach Definition von I ist >, K(u; +v; +w;) C I : (s + t). Sei f € L mit
(sk+ti)f € I, also (sg+t)f € INQ. Angenommen, esist f ¢ > . K (u;+v;+w;). Dann
komme oBdA kein Term der Form u; + v; + w; in f vor. Nach Koeffizientenvergleich
in () kommt kein s; und kein #; in f vor. Kommt ein u, in f vor, so auch sgv, in
(s + tg)f und somit v, in f. Analog gilt: Kommt w, in f vor, so auch v,. Kommt
aber v, in f vor, so auch txu, und syw, in (sg +t;)f, also auch u, und w, in f. Daher
ist (wegen K = Zy) doch f € > K(u,+ v, +wy).
Man sieht leicht, dass ein beliebiger Durchschnitt von Idealen der Form (i)-(viii) wieder
von dieser Form ist. Um nun die aufsteigende Kettenbedingung fiir Annihilatoren in
R nachzuweisen, reicht es daher aus zu zeigen, dass jedes Ideal I : f mit f € P gleich
einem Ideal aus (i)-(viii) ist; denn wegen I : F' =, I : f fiir F C P sind ja dann
(i)-(viii) alle echten Annihilatorideale in R.
Sei also g € I: f mit oBdA f € L (dennist f € P\ L,soseioBdA f=1l4+¢g€ L+Q
mit [ # 0, da sonst [ : f = P von der Form (viii), und dann ist gf € I & gl € I).
Ferner sei oBdA g € L, d.h. esist gf € INQ.
1. Fall: Es gibt ein £ € N derart, dass s; in f vorkommt, aber #; nicht. Durch
Koeffizientenvergleich liest man dann das folgende ab: Kein s, und kein ¢, kommt in
g vor. Ferner kommt kein v,, in ¢ vor, denn sonst miisste mit s,v, auch der Term t,u,
in g f vorkommen; t;, kommt aber weder in ¢ noch in f vor. Analog kommt kein w,, in
g vor. Also ist g € Y, Ku; und I : f =3, Ku; + P? von der Form (i).
2. Fall: Es gibt ein £ € N, so dass t; in f vorkommt, aber s; nicht. Man geht dann
analog zum 1. Fall vor und erhélt g € >, Kw; und I : f =Y, Kw; + P? von der Form
(ii).
3. Fall: Es gibt ein £ € N, so dass s; + t; in f vorkommt. Durch Koeffizientenvergleich
liest man wieder ab, dass kein s, und kein ¢, in ¢ vorkommt. Kommt ein u, in g vor,
so auch txu, in gf, also auch sxv, in ¢f und somit v, in g (da s nicht in g vorkommt).
Analog gilt: Kommt w, in ¢ vor, so auch v,. Kommt aber v, in g vor, so auch s;v,
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und t,v, in ¢f, also auch t,u, und sgw, in ¢f und somit u, und w, in g. Daher ist
(wegen K =7Z5) g€ >, K(u; +v; +w;) und I : f =Y, K(u; + v; + w;) + P? von der
Form (vi).

Die weiteren Félle behandelt man analog:

4. Fall: Es gibt ein n € N, so dass u,, in f vorkommt, aber nicht auch v,, und w,. Dann
ist g€ >, Ks;und I : f =3, Ks; + P? von der Form (iii).

5. Fall: Es gibt ein n € N, so dass v,, in f vorkommt, aber nicht auch u,, und w,. Dann
ist g=0und I : f = P? von der Form (iv).

6. Fall: Es gibt ein n € N, so dass w,, in f vorkommt, aber nicht auch u,, und v,,. Dann
istge >, Kt;und [ : f =3, Kt; + P? von der Form (v).

7. Fall: Es gibt ein n € N, so dass u,+v,+w, in f vorkommt. Dannist g € >, K(s;+t;)
und I : f =5, K(s; +t;) + P? von der Form (vii).

Wegen K = Zs und f € L sind dies alle zu betrachtenden Félle. Somit sind alle Anni-
hilatorideale von R bestimmt und die aufsteigende Kettenbedingung fiir Annihilatoren
in R ist nachgewiesen.

Wir behaupten nun, dass R[z] nicht accpa erfiillt. Dazu geniigt es, I[z] : (sg + tyx) =
(Up + vox + wpz? : n < k) + P?x] in K[S,T,U,V,W][z] zu zeigen, da dann
Ann (37 + t1z) C Ann(S; + o) C ... in R[] gilt.

Nach Konstruktion ist (u, + v,z +wpx? : n < k) + P?[x] C I[z] : (s}, + txx). Angenom-
men, es existiert ein f € I[z] : (sp + tpx) mit f & (uy + vpx + wpa? 2 n < k) + P?[z].
Dann seien oBdA alle Koeffizienten von f aus L (da P?*(s; + t,x) C I[z]), und
wir wihlen f = > fiz' mit einer minimalen Anzahl von Termen, die insgesamt
in fo,..., fm auftreten, wobei f; € KI[S,T,U, V,W]. Sei ferner durch eventuelles
Ausklammern einer Potenz von x oBdA fy # 0. Nach Koeffizientenvergleich beziiglich
x sind sgfo, spfi + tefo,sifo + tefi € I N Q. Es folgt fo € >, Ku; nach (i). Es
komme etwa u, in f; vor. Durch Koeffizientenvergleich in s, f; + tifo € I N Q
mittels der Darstellung von I N @ folgt dann, dass v, in f; vorkommt, u, aber nicht
(nach Wahl von f). Ebenso folgt durch Koeffizientenvergleich in s, fo + tpf1 € I NQ
mittels der Darstellung von I N @, dass n < k sein muss, sowie dass w, in
f> vorkommt. Dann ist ¢ := f + (u, + vy + wpx?) € I[z] @ (sp + tpx) und
g ¢ (up + vpr + wpx? : n < k) + P?[z] im Widerspruch zur Wahl von f. Daher ist
I[z]: (sp + tpx) = (Up + vox + wpx?® : n < k) + P?[z], was noch zu zeigen war. O
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Kapitel 2

Die aufsteigende Kettenbedingung
fiir d-Colons

2.1 ACC fiir d-Colons impliziert pan-acc

Als Hauptergebnis in diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass jeder Modul mit acc
fiir d-Colons pan-acc erfiillt, d.h. er erfiillt n-acc fiir jedes n € N. Mit anderen Wor-
ten: Jede aufsteigende Folge von endlich erzeugten Untermoduln, fiir die die Folge der
Michtigkeiten der Erzeugendensysteme beschrinkt bleibt, wird stationér. Dies ist eine
Verallgemeinerung eines Resultats von W. HEINZER und D. LANTZ, die in [15] die
pan-acc-Eigenschaft fiir stark laskersche Moduln nachwiesen. Auch andere Ergebnisse
aus der Literatur werden hierdurch verallgemeinert:

D. JONAH zeigte in [19], dass jeder Modul iiber einem perfekten Ring pan-acc erfiillt,
und S. VISWESWARAN zeigte in [30], dass ein Integritéitsring mit acc fiir d-Colons accp
erfiillt.

Ein wichtiges Hilfsmittel erhalten wir durch die Tatsache, dass die Aussage des Lem-
mas von Nakayama auch in Moduln mit acc fiir d-Colons giiltig ist (Satz 2.3). Um dies
zu zeigen, benotigen wir ein Ergebnis von C.P. LU aus [23]:

Proposition 2.1 (Lu) Sei M ein Modul, der (accr) erfillt. Dann besitzt jeder echte
Untermodul eine (evtl. unendliche) Zerlequng in primdre Untermoduln.

Die folgende Aussage zeigten HEINZER und LANT?Z fiir laskersche Moduln (Proposition
3.1.in [14]). Die Endlichkeit der Primérzerlegung wird aber in ihrem Beweis gar nicht
verwendet. Deshalb gilt mit dem gleichen Beweis (den wir der Vollstandigkeit halber
hier mit anfithren) auch:
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Proposition 2.2 Sei M ein R-Modul, in dem jeder echte Untermodul eine (evtl. un-
endliche) Zerlegung in primdre Untermoduln besitzt. Dann ist {0} der Durchschnitt
aller primdren Untermoduln, deren Radikal ein maximales Ideal in R ist.

Beweis Angenommen, es existiert ein z # 0, das in allen primiren Untermoduln von
M enthalten ist, deren Radikal maximal in R ist. Dann sei P ein maximales Ideal von
R mit P D Ann(z). Wire x € Px, so wire etwa = ax fiir ein a € P, also (1—a)x =0
und folglich 1 — @ € Ann(z) C P im Widerspruch zu a € P. Daher ist z ¢ Px. Nach
Voraussetzung existieren primédre Untermoduln ; von M mit Pz = (., @Q;, und
nach obigem ist ¢ @Q; fiir ein j € I. Wegen Pz C (); und @, primér folgt P C
rad(Q);). Da P maximal, ist rad(Q;) = P maximal und somit doch = € @); nach Wahl
von x, ein Widerspruch. O

Wir zeigen nun, dass die Aussage des Lemmas von Nakayama, die ja klassischerweise
fiir noethersche Ringe bzw. Moduln gilt, allgemein in Moduln mit acc fiir d-Colons
richtig ist.

Definition Ein R-Modul M erfillt Nakayama’s Lemma (kurz: ,M erfiillt (NL)*),
falls {0} der einzige Untermodul N von M ist mit J(R)N = N.

Satz 2.3 Ein Modul mit acc fir d-Colons erfillt (NL).

Beweis Sei M ein R-Modul mit acc fiir d-Colons und N ein Untermodul von M mit
J(R)N = N. Zu zeigen ist N = {0}. Dazu reicht es nach Proposition 2.2 aus zu zeigen,
dass N in jedem priméren Untermodul enthalten ist, dessen Radikal ein maximales
Ideal von R ist. Nehmen wir also an, es existiert ein maximales Ideal P von R und ein
P-primérer Untermodul ) von M mit N € Q. Dann ist @ : N ein P-priméres Ideal in
R, wie man unmittelbar nachrechnet. Wegen J(R)N = N ist erst recht PN = N, und
daher ist (Q : N) : P=Q : PN = @ : N. Nun folgt aus Exercise 27 a), Chapter IV
§2 von [3] die Existenz eines a; € P, so dass (Q : N) : a; = @ : a; N ein P-priméires
Ideal von R mit @ : ;N D Q : N ist. Es ist aber wieder (Q : ayN) : P = Q : a1 N
wegen PN = N. Daher ldsst sich dieser Prozess fortsetzen, und wir finden Elemente
ai,ag,+-+ € Rmit (Q : N) :a; C (Q: N) :ajaz C ... in R. Da aber M/Q acc fiir
d-Annihilatoren erfiillt, hat nach Lemma 1.2 ¢) auch der Ring R/(Q : N) acc fiir
d-Annihilatoren, ein Widerspruch. O

Wir wollen die pan-acc-Eigenschaft fiir Moduln mit acc fiir d-Colons zunéchst im Spe-
zialfall eines Moduls M iiber einem lokalen Ring (R, P) zeigen. Das Hilfsmittel, das

28



HEINZER und LANTZ entwickelten und zum Nachweis von pan-acc fiir stark laskersche
Moduln verwendeten, verlangte (-, P*M/N = {0} fiir jeden endlich erzeugten Un-
termodul N von M. Wir bemerken hier zuniichst, dass (;—, P*M = {0} sogar schon
fiir Moduln mit der Eigenschaft (LAjyr), die am Anfang von Kapitel 1 erwéhnt wurde,
gilt:

Ist @ ein primérer Untermodul von M mit rad(Q)) = P, so betrachte die Folge
Q:PCQ:P>C...,und es sei etwa Q : P¥ = @Q : P*! fiir ein k € N. Sei
Q = Q : P*. Wire Q' C M, so wire auch @' P-primir, und aus Q' : P = Q'
folgte wie in obigem Beweis ein Widerspruch mit der Ubungsaufgabe aus [3]. Daher
ist @ = M, dh. PEM C Q. Somit folgt Ny, P*M C N{Q < M : Q primér und
rad(Q)) = P} = {0} nach Proposition 2.2.

Diese Technik geniigt fiir Moduln mit acc fiir d-Colons jedoch nicht, denn es gibt ja
beispielsweise lokale perfekte Ringe (R, P) mit (,—, P* # (0) (etwa der Ring K|z, :
n € No]/Q mit Q := (vg — g, - Tp,, : L <m < ky <o+ < k) + (22 1 n € Ny);
siche Bsp. b) vor Kor. 1.17 in [27]). Da offensichtlich (NL) in M erfiillt ist, wenn
Nee, P*M = {0} gilt, bietet sich eine Verallgemeinerung von Proposition 2.1 von [15]
mit Hilfe des Lemmas von Nakayama an. Dies leistet Proposition 2.4 mit einem &hnli-
chen Beweis.

Proposition 2.4 Sei (R, P) ein lokaler Ring und M ein R-Modul. Erfillt M/N fir
jeden (n—1)-erzeugten Untermodul N von M Nakayama’s Lemma, so erfillt M n-acc.

Beweis Sei zunédchst n = 1, d.h. M erfiillt (NL). Angenommen, es gibt Elemente
x; € M mit {0} C Rxy C Rxy C ..., etwa x; = r;&;41 mit r; € P. Dann sei N der von
den z; (j € N) erzeugte Untermodul von M. Nun ist aber N = PN im Widerspruch
zu (NL).

Die Behauptung gelte nun fiir ein n € N, und M/N erfiille fiir jeden n-erzeugten
Untermodul N von M Nakayama’s Lemma. Angenommen, es gibt Untermoduln
Nk:RZULk—i"'"i‘RZUnJrLk von M mit Tjk € M und {0} CN, CNyC....

1.Fall: Fiir alle £k € N ist Ny € PN;. Dann existiert zu jedem k ein erzeugendes
Element von N, das nicht in PN; enthalten ist. Da N; endlich erzeugt ist, sei
oBdA = := =z, ¢ PNj fiir unendlich viele k, also oBdA (durch Auswéhlen der
entsprechenden Teilfolge) fiir alle K € N. Da x € N, sel & = ry y @15+ -+ Tpp1 kTnt1k
fir alle £ € N, wobei rj;, € R. Wegen z ¢ PN, existiert dann zu jedem k£ € N ein
Jr mit 75, ¢ P. Daher kann man z; , durch z als erzeugendes Element von Nj
ersetzen. Somit ist N;/Rx C No/Rx C ... eine aufsteigende Folge von n-erzeugten
Untermoduln in M/Rz. Ist nun U/Rz ein (n — 1)-erzeugter Untermodul von M/ Rz,
so ist U + Rx ein n-erzeugter Untermodul von M, so dass nach Voraussetzung
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M/(U+ Rx) = (M/Rx)/(U/Rx) (NL) erfiillt. Nach Induktionsvoraussetzung hat also
M/ Rz n-acc im Widerspruch zu N;/Rx C Ny/Rx C ... .

2. Fall: Es ist Ny C PN, fiir ein £ € N. Sei oBdA k=2, und nach dem 1.Fall sei
oBdA Ny, C PNj ete. Sei nun N := U;’il N;. Dann ist offenbar N = PN, aber nach
Voraussetzung erfiillt M (NL). Dies liefert den Widerspruch N = {0}. O

Da die aufsteigende Kettenbedingung fiir d-Colons ja nach Definition auch in jeder
Faktorstruktur erhalten bleibt, liefern Satz 2.3 und Proposition 2.4:

Korollar 2.5 Ist (R, P) ein lokaler Ring und M ein R-Modul mit acc fir d-Colons,
so erfillt M pan-acc.

Nun wollen wir vom lokalen auf den globalen Fall schlieflen. Die Resultate von HEINZER
und LANTZ sind fiir unsere Zwecke wiederum nicht ausreichend. Um zu zeigen, dass
eine aufsteigende Folge von Untermoduln abbricht, falls dies in jeder Lokalisierung
nach einem maximalen Ideal der Fall ist, diirfen bei ihrer Methode die beteiligten
Untermoduln jeweils nur endlich viele schwach assoziierte Primideale besitzen, oder
der zu Grunde liegende Ring muss endliche Krulldimension haben (Corollary 3.3 und
Theorem 3.4 in [15]).

Der folgende Satz ermoglicht nun die Globalisierung von Korollar 2.5:

Satz 2.6 Sei M ein R-Modul und Ny C Ny C ... eine aufsteigende Folge von Un-
termoduln von M derart, dass fir jedes mazimale Ideal P von R die Folge (N1)p C
(N2)p C ... in Mp stationdr wird. Dann wird die Folge auch in M stationdr, falls eine
der beiden folgenden Bedingungen erfillt ist:

a) M erfillt acc fir d-Colons.

b) Fir jedes n € N ist N,, endlich erzeugt und Z(M/N,) enthalten in einer endlichen
Vereinigung von mazimalen Idealen von R.

Beweis Wir beweisen beide Fille simultan und miissen nur an einer Stelle fiir a)
bzw. b) unterschiedlich argumentieren. In beiden Fillen ist stets Z(A/N,,) enthalten
in einer endlichen Vereinigung von maximalen Idealen von R (nach Korollar 1.7). Wir
nehmen indirekt Ny C Ny C ... an. Nun konstruieren wir induktiv eine Teilfolge (M,,),,
von (N,), und multiplikativ abgeschlossene Mengen S,, mit folgenden Eigenschaften:
Es ist (My)s, C -+ C (Mys1)s, = (Mpy2)s, = ... und S, ist der Durchschnitt von
Sp—1 mit dem Komplement einer endlichen Vereinigung von maximalen Idealen in R,
die Z(M/M,,) iiberdecken, wobei Sj := R.

Dazu sei M; := N; und k; der Index, ab dem die Folge (N;)s, € (N3)s, C ...
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stationdr wird (die Existenz von k; folgt aus der bekannten Tatsache, dass eine
aufsteigende Folge von Untermoduln iiber einem semilokalen Ring abbricht, falls dies
fiir jede Lokalisierung nach einem maximalen Ideal gilt). Wire (N1)s, = (Na2)s,, SO
existierte zu & € Ny \ Ny ein s € Sy mit sz € Ny im Widerspruch zu s ¢ Z(M/Ny).
Daher ist k; > 1, und mit My := Nk1 gilt (Ml)Sl - (MQ)SI = (Nkl-i-l)sl = ... .
Analog sei etwa k,,_; so, dass M,, = Nj _, gewéhlt wurde. Dann sei £, der Index,
ab dem (N7)g, C (Na)s, C ... stationdr wird. Aus S, N Z(M/M,) = ) folgt dann
wieder k,, > k,_;. Nun setzen wir M, ., := N, , und wegen Sy O Sy DO ... und der
Induktionsvoraussetzung folgt (M)s, C -+ C (My41)s, = (Mp12)s, = ... . Somit ist
die Teilfolge (M) mit den obigen Eigenschaften konstruiert.

Wir zeigen nun M, : M,,,; = M,, : M in R fiir jedes k > n. Dazu sei a € M,, : M, ;.
Wegen (M,11)s, = (My)s, ist § € (M,)s, : (My)s, in Rg,. Sowohl im Fall a) als auch
im Fall b) existiert ein globales s € S, mit saM, C M,:

a) Ist a € M, : My, so wihle s = 1. Andernfalls existiert ein z; € My mit axy ¢ M,.
Zu x; existiert aber ein s; € S, mit sjax; € M,. Daher ist M,, : a C M, : sja. Ist
sia € M, : My, so wiahle s = s;. Andernfalls setze diesen Prozess wie oben fort. Da M
acc fiir d-Colons erfiillt, bricht dies ab und man erhilt ein s € S,, mit sa € M,, : M.
b) Ist My = Rxy + --- + Rx,, endlich erzeugt und s; € S, mit s;ax; € M, fir alle

1=1,...,m, so gilt saMy C M, mit s := s1 -+ 5.
Aus s ¢ Z(M/M,) folgt dann wieder in beiden Fillen aMy C M, d.h. a € M, : M.
Es gilt also M,, : M,,1 = M,, : M,, .9 = ---= M, : N fiir jedes n, wobei N := U?; M;.

Nun betrachten wir die Folge M; : N C M, : N C ... in R und wihlen ein maximales
Ideal P von R, das diese Kette enthélt (dies geht wegen M, C N fiir alle n). Nach
Voraussetzung existiert ein n € N mit (M,,)p = (Mp41)p = ..., und mit der gleichen
Argumentation wie oben fiir die Fille a) bzw. b) existiert wieder ein globales s € R\ P
mit sM,.1 C M,. Dann ist aber s € M, : M,y = M,, : N C P, ein Widerspruch. 0O

Satz 2.6 und Korollar 2.5 liefern unser Hauptergebnis in diesem Abschnitt:
Korollar 2.7 Jeder Modul mit acc fiir d-Colons erfiillt pan-acc.
Ferner folgt aus Satz 2.6 ebenfalls:

Korollar 2.8 In einem ZD-Modul wird eine aufsteigende Folge endlich erzeugter Un-
termoduln genau dann stationdr, wenn dies in jeder Lokalisierung nach einem maxi-
malen Ideal der Fall ist.

Man beachte, dass wir hier auch einen alternativen Beweis fiir die Tatsache erhalten
haben, dass ein ZD-Ring R mit noetherschen Lokalisierungen Rp fiir jedes maximale
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Ideal P bereits selbst noethersch ist (gezeigt von W. HEINZER und J. OHM in [18]),
denn es geniigt ja, die aufsteigende Kettenbedingung fiir endlich erzeugte Ideale zu
zeigen.

2.2 Weitere Eigenschaften von Ringen mit acc fiir
d-Colons

Wie wir bereits gesehen haben, gelten in Moduln mit acc fiir d-Colons viele der klassi-
schen Aussagen aus der Theorie der noetherschen Moduln: Schwach assoziierte Prim-
ideale sind bereits assoziierte Primideale, die Nullteiler sind eine endliche Vereinigung
von Primidealen (ZD-Eigenschaft), das Lemma von Nakayama gilt, und als aufstei-
gende Kettenbedingung bleibt zumindest die pan-acc-Eigenschaft erhalten. Fiir Ringe
mit acc fiir d-Colons wollen wir nun weitere Eigenschaften wie etwa die aufsteigende
Kettenbedingung fiir Primideale nachweisen und auch einige hinreichende Kriterien
angeben, fiir die der Ring bereits noethersch ist.

Zunichst zeigen wir aber auf klassische Weise naheliegende Aussagen fiir den Ubergang
von R zu endlich erzeugten R-Moduln. Satz 2.9 wurde in [30] ohne expliziten Beweis
angemerkt; wir fiihren den Beweis hier mit auf.

Satz 2.9 Sei M ein R-Modul und N ein Untermodul von M. Dann sind dquivalent:
(i) M erfillt acc fir d-Colons.
(1)) N und M/N erfillen acc fir d-Colons.

Beweis Trivialerweise folgt (ii) aus (i) mit Lemma 1.2 f). Es gelte nun (ii), und wir
betrachten eine aufsteigende Folge L : a; C L : ajas C ... in M, wobei L ein Unter-
modul von M ist und a; € R fiir alle i. Wegen (L + N)/N :yyn b= ((L+ N) :pr b)/N
fir alle b € R sei oBAA (L + N) : a4 = (L+ N) : ajas = ... in M und
(LNN) :y ag = (LNN) :y agaz = ... in N. Sei nun x € L : ay---a fiir ein
k>2 Dannist x € (L+ N):ay---a, = (L+ N) : ay, dh. a1z = y + 2 fiir gewisse
y € L, z € N. Nach Wahl von z ist daher ay---arz € L N N und somit asz € LN N
(da z € N). Es folgt ajasx = asy—+asz € L, d.h. © € L : ajas, und die Folge bricht ab.O

Insbesondere liefert Satz 2.9, dass fiir zwei R-Moduln M und N mit acc fiir d-Colons
auch M @& N acc fiir d-Colons erfiillt. Daraus folgt induktiv: Erfiillt R acc fiir d-Colons,
so auch der R-Modul R" fiir allen € N. Da jeder n-erzeugte R-Modul ein homomorphes
Bild von R" ist, erhalten wir:
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Korollar 2.10 Sei R ein Ring mit acc fir d-Colons. Dann hat auch jeder endlich
erzeugte R-Modul diese Figenschaft.

Auch bei der Umkehrung gilt die zum noetherschen Fall analoge Aussage:

Korollar 2.11 Ist M ein endlich erzeugter R-Modul mit acc fiir d-Colons, so erfillt
auch R/Ann(M) acc fir d-Colons. Ist also insbesondere M ein treuer R-Modul (d.h.
Ann(M) = (0)), so erfillt R acc fir d-Colons.

Beweis Sei M = Rz + --- + Rx,. Dann ist Ann(M) = (), Ann(z;) und
R/Ann(z;) = Rz; als R-Moduln. Daher erfiillt R/Ann(x;) acc fir d-Colons fiir
alle 7, also auch ihre direkte Summe nach der Bemerkung nach Satz 2.9. Da
R/Ann(M) < @, R/Ann(z;) als R-Moduln, folgt die Behauptung. O

Nach [13] hat jeder laskersche Ring noethersches Spektrum, d.h. er erfiillt die auf-
steigende Kettenbedingung fiir Radikalideale. Dies ist dquivalent dazu, dass er die
aufsteigende Kettenbedingung fiir Primideale erfiillt und iiber jedem Ideal nur endlich
viele minimale Primideale liegen [25]. Wie wir schon gesehen haben, kann ein Ring mit
acc fiir d-Colons durchaus unendlich viele minimale Primideale besitzen. Es stellt sich
daher die Frage, ob in diesem Fall zumindest die aufsteigende Kettenbedingung fiir
Primideale erfiillt ist. Dies ist tatséichlich der Fall, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 2.12 Erfillt R acc fiir d-Colons, so erfillt R auch die aufsteigende Kettenbedin-
gung fiir Primideale.

Beweis Wir nehmen indirekt an, dass es eine echt aufsteigende Folge Py C P, C ...
von Primidealen in R gibt. Dann wihle fiir ¢ > 1 Elemente z; € P; \ P,_;. Setze
I:=(xy---x; 12?14 >1). Wir zeigen z, - - - x,, ¢ I fiir alle m > 1.

Angenommen x;---x, € I. Dann existieren ein n > m und rq,...,r, € R mit
Ty Ty = Yo Tily + e T @7 . WIr zeigen nun ay, « - Ty — 9 gy ik -+ Tim1 7 € Py
induktiv iiber &, wobei 1 < k < m + 1. Der Induktionsanfang k£ = 1 ist trivial. Daher
seil<k<m+1lund mp @y — >0 TiT - Tim1@2 € Py_y. Da zy ¢ Py, erhalten
WIr Tpiq - Ty — TpTp — Z?:kﬂ TiTha1 " -xi,lx? € P, 1 C P, und da x € P, folgt
der Induktionsschluss zgiq -2, — Z?:k TiTpal " -xi,lx? € Py. Speziell k. = m + 1
liefert nun 1 — Z?:mﬂ Tty ** Ti1 22 € Py C Pryr, und wegen x,,,1 € P, ergibt
sich der Widerspruch 1 € P, ;4.

Aus dem Gezeigten folgt nun sofort x,, € (I : xy---xp) \ (I : 21+ Typ_y) fir alle
m>1,dh.esist ICI:2y CI:xxy C...im Widerspruch zur Voraussetzung. 0O
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Man koénnte nun vermuten, dass in einem Ring R, der acc fiir d-Annihilatoren erfiillt,
die aufsteigende Kettenbedingung fiir die in Z(R) enthaltenen Primideale gilt. Beispiel
2.13 zeigt aber, dass sogar eine unendliche echt aufsteigende Folge von assoziierten
Primidealen existieren kann.

Beispiel 2.13 Seien K ein Korper, X := {x, : n € N} undY := {y, : n € N} Mengen
von Unbestimmten iber K und R := K[X,Y]/(X)?+ (yoz1 : n < k). Dann erfillt R
acc fir d-Annihilatoren und Ann(T7) C Ann(T3) C ... ist eine echt aufsteigende Folge
von assoziterten Primidealen von R.

Beweis Ein Polynomring durchgeteilt nach einem homogenen Ideal ist ein graduierter
Ring (siehe Chapter VII §2 in [32]). Daher ist R = ;- R; (direkte Summe von
abelschen Gruppen mit R;R; C R;.;), wobei R; aus den homomorphen Bildern der
homogenen Polynome vom Grad 7 besteht. Wir vereinfachen die Schreibweise, indem
wir die Bilder von x, bzw. ¥, in R weiterhin mit x, bzw. y, bezeichnen. Nun gilt
Ry = K und man priift leicht nach, dass R; fiir ¢ > 1 von der Form

R; = @ Kxjyjl.'.yji—lea @ Kyjl"'yji
(1> wsdi—1)ENT (F1s--d7)ENT
J<j1<<ji1 J1<-<Ji

ist (direkte Summe von K-Vektorrdumen). Es ist also R; = S; & T; fiir ¢ > 1, wobei
S; die homogenen Elemente vom Grad ¢ enthilt, in denen ein z; vorkommt, und T;
diejenigen, in denen kein z; vorkommt. Nun ist M := @;°, R; = (X,Y) ein maximales
Ideal von R, und mit S := @2, S; und T := @2, T;ist M = SHT. Da Ry = K
und K \ {0} C E(R) ist wegen der Graduierung Z(R) C M. Andererseits ist fiir
f € M und etwa f € (x1,...,2Zn,Y1,--.,Yy) offenbar x,,1f =0, dh. M = Z(R). Wir
bestimmen nun Ann(f) fiir jedes f = g@® h € M, wobei g € S und h € T

1. Fall: A # 0. Dann existiert ein n € N mit & € (y1,...,Yn) \ (¥15---,Yn_1), und
es lisst sich h = y,h, @ -+ ® y1hy schreiben, wobei h; € K & T, h, # 0 und in
h; nur Terme in y;, y;i1,... auftreten. Es sind nach Konstruktion von R sicherlich
Tny Tpit, -+ € Ann(f). Wir zeigen nun Ann(f) = (zx : £ > n): Sei f' =g @ W €
Ann(f). Dann ist wegen gg' = 0 also 0 = ff' = (¢gh' + ¢'h) & hh', d.h. hh' = 0.
Da h,h' € T und h # 0 folgt ' = 0, denn Ann(7) N'T = (0). Somit ist ¢g'h = 0.
Angenommen ¢’ ¢ (zy : k > n). Dann treten oBdA keine Terme mit zj und k& > n
in der Darstellung von ¢’ auf, und wir kénnen ¢ = z;g, ® - -+ ® T_1gn_1 schreiben
(I<n-—1), wobeig; € K®T, g#0 und in g; nur Terme in y;1,y;4o,... auftreten.
Sortiert man nun in der Darstellung von ¢’'h nach den z;, so tritt bei [ der Term
g1 (Yir1hier + -+ - + ynhy) # 0 auf, Widerspruch. Daher ist Ann(f) = (zx : k£ > n).
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2. Fall: h = 0. Dann sei oBdA f = g # 0. Schreibe f = 2,9, & --- ® 2,9, Wobei
g € K®T, g, # 0 und in g; nur Terme in y;,1,y;j42,... auftreten. Nach Kon-
struktion von R ist dann (X) + (y1,...,%») € Ann(f). Angenommen, es existiert ein
=g @&h" € Ann(f)\ (X)+ (y1,.-.,9n)). Dann kénnen wir oBdA annehmen, dass
g =0ist (d.h. f'=h' € T) und keine Terme mit y; und k¥ < n in der Darstellung von
f" auftreten. Dann lisst sich f’ schreiben als f' = y,h;®- - - Dy, -h,, wobein+1 <[ <r,
hj € K®T, hy # 0 und in h; nur Terme in y;, y;41,... auftreten. Nun ergibt sich
wieder ein Widerspruch durch Betrachten des Terms x,g, (yih + -+ - + y-h) # 0 in der
Darstellung von ff’ = 0. Daher ist Ann(f) = (X) + (y1,-- -, Yn)-

Annahme: Es existieren f; = ¢; @ h; € M mit Ann(f;) C Ann(fif2) C ... in
R. Dann zeigen die Uberlegungen in obigem 1. Fall, dass nicht h; # 0 fir alle
j € N gelten kann. Daher sei o0BdA h; = 0. Dann ist nach obigem 2. Fall etwa
Ann(f)) = (X) + (y1,.-.,Yn), was offensichtlich ein Primideal von R ist. Somit ist
Ann(f;) € Ann(fifs) = R und die Folge bricht im Widerspruch zur Annahme doch
ab, d.h. R erfiillt acc fiir d-Annihilatoren.

Ferner haben wir oben insbesondere Ann(z;) = (X)+(y1, ..., y;) fiir alle j € N gezeigt,
und dies sind alles Primideale. Daher existiert eine unendliche echt aufsteigende Kette
von assoziierten Primidealen in R. O

Wir untersuchen nun die Einbettbarkeit von Ringen mit acc fiir d-Colons in nulldi-
mensionale Ringe. Wie bereits erwihnt, ist in einem Ring mit acc fiir d-Colons jedes
Ideal (evtl. unendlicher) Durchschnitt von Priméridealen. Fiir einen Ring R, in dem
(0) eine endliche Primérzerlegung besitzt (etwa (0) = (i, Q; mit Q; P;-primér), sieht
man leicht, dass

R < @R/Qi < @(R/Qi)ﬂ-/@i
i=1 i=1

gilt. Da (R/Qi)p,/q, jeweils nulldimensional ist und daher auch die direkte Summe
dieser Ringe, ist also R in einen nulldimensionalen Ring einbettbar. Somit sind insbe-
sondere laskersche Ringe in nulldimensionale Ringe einbettbar. Es ist nun eine nahe-
liegende Frage, ob dies auch fiir Ringe mit acc fiir d-Colons gilt.

M. ARAPOVIC zeigte in [1] die folgende Aquivalenz:

Satz 2.14 (Arapovic) Fin Ring R ist in einen nulldimensionalen Ring einbettbar
genau dann, wenn eine Familie {Q; : i € I} von primdren Idealen von R existiert mit

1) My @i = (0) und
2) Fiir alle a € R existiert ein n € N mit o™ ¢ J,.; (P \ Q;), wobei P; := rad(Q;).
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Hiermit koénnen wir die Einbettbarkeit eines Ringes mit acc fiir d-Colons in einen
nulldimensionalen Ring unter einer Zusatzvoraussetzung zeigen:

Korollar 2.15 Sei R ein Ring mit acc fiir d-Colons und (0) = (,c; Qi mit Pi-primdren
Idealen QQ; von R. Sind nur endlich viele der Primideale P; keine minimalen Primideale,
so ist R in einen nulldimensionalen Ring einbettbar.

Beweis Ist P ein minimales Primideal, so ist [ := Kern(R — Rp) das kleinste
P-primére Ideal von R: Fiir a € P ist { nilpotent in Rp, also a nilpotent modulo I,
d.h. rad(I) = P; und fiir ab € I und a ¢ I ist @ = % und ¢ # 9, also b € P. Ferner
ist fiir jedes P-primire Ideal @) und a € I wegen sa = 0 € @ fiir ein s ¢ P = rad(Q)
dann a € @, d.h. I C Q.

Dabher sei (0) = ((p Kern(R — Rp))NQ1N- - -NQ,, wobei P alle minimalen Primideale

durchlduft und @; P;-primér mit P; nicht minimal fiir s = 1, ..., n. Nach Lemma 1.2 a)
ist weiterhin jeweils Kern(R — Rp) = Ann(sp) mit sp ¢ P. Sei nun a € R und etwa
Ann(a*) = Ann(af) = ... wegen acc fiir d-Colons in R. Ist P ein minimales Primide-

al mit a € P, so existiert ein m mit a™ € Ann(sp), und oBdA sei m > k. Dann ist sp €
Ann(a™) = Ann(a*), d.h. es ist a* € Kern(R — Rp) fiir alle minimalen Primideale P
mit a € P. Da ferner )4, ..., Q, nur endlich viele Primérideale sind, existiert ein r > k
mit a” ¢ |JI_,(P;\ Q;). Insgesamt ist also a” ¢ |Jp(P\ Kern(R — Rp))UU._, (P \ Qi),
wobei P wieder die minimalen Primideale von R durchlduft. Es folgt die Behauptung.O

Leider bleibt das Problem ohne die Zusatzvoraussetzung in Korollar 2.15 aber offen.

Es folgen nun einige Ergebnisse zur Fragestellung: Unter welchen Bedingungen ist ein
Ring mit acc fiir d-Colons bereits noethersch? Die Aussage von Korollar 2.16 wurde
in [30] nur fiir Integritidtsringe gezeigt. Mit unseren Ergebnissen aus Abschnitt 2.1
erhalten wir diese Verallgemeinerung. Unter einem Priifer-Ring verstehen wir dabei
ganz allgemein einen Ring, fiir den jede Lokalisierung nach einem maximalen Ideal ein
Bewertungsring ist.

Korollar 2.16 Sei R ein Prifer-Ring mit acc fir d-Colons. Dann 1ist R bereits
noethersch.

Beweis Jede Lokalisierung von R nach einem Primideal ist ein Bewertungsring
mit acc fiir d-Colons, erfiillt also insbesondere accp nach Korollar 2.5. Daher ist Rp
noethersch fiir jedes Primideal P von R. Als ZD-Ring ist dann R selbst noethersch,
wie schon im Anschluss an Korollar 2.8 bemerkt. O
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In [22], Theorem 4, wurde unter anderem gezeigt, dass ein lokaler Ring, in dem das ma-
ximale Ideal endlich erzeugt ist, bereits noethersch ist, falls er (accr) erfiillt. Aufgrund
der ZD-Eigenschaft erhalten wir eine globale Aussage fiir Ringe mit acc fiir d-Colons.

Korollar 2.17 Sei R ein Ring. Dann sind dquivalent:
(i) R ist noethersch.
(ii) R erfillt acc fir d-Colons und jedes mazimale Ideal von R ist endlich erzeugt.

Beweis Es gelte (ii). Sei M ein maximales Ideal von R. Da M endlich erzeugt ist, ist
Ry ein lokaler Ring mit endlich erzeugtem maximalen Ideal, der insbesondere (accr)
erfiillt. Daher ist nach obigem jede Lokalisierung von R nach einem maximalen Ideal
noethersch. Dies liefert die Behauptung. Die andere Richtung ist trivial. O

In der homologischen Algebra ist der Begriff eines koherenten Ringes von Bedeutung.
Auf die homologische Definition soll hier aber nicht weiter eingegangen werden,
denn es gibt rein ringtheoretische Charakterisierungen. Eine davon ist die folgende
(Bedingung (V) in [26]; dort mit Verweis auf [3],[6]):

Ein Ring R ist koherent genau dann, wenn fir jedes endlich erzeugte Ideal I von R
und jedes a € R das Ideal I : a endlich erzeugt ist.

Jeder noethersche Ring ist offensichtlich koherent. N. RADU zeigte in [26], dass stark
laskersche koherente Ringe bereits noethersch sind. Wir verallgemeinern dies:

Satz 2.18 Sei R ein koherenter Ring. Dann sind dquivalent:
(i) R ist noethersch.

(ii) R erfullt acc fir d-Colons.

(iii) R erfillt acc fir Primideale und (MPA).

Beweis (i)=-(ii) ist trivial, und (ii)=-(iii) gilt nach Satz 2.12 und Lemma 1.2 d). Sei
nun R ein koherenter Ring mit (iii) und P ein Primideal von R. Angenommen, P ist
nicht endlich erzeugt. Dann konstruieren wir induktiv iiber n eine echt aufsteigende
Folge P, C --- C P, von endlich erzeugten in P enthaltenen Primidealen. Zum Induk-
tionsanfang sei n = 0 und es ist nichts zu zeigen. Sind nun P; C --- C P, konstruiert,
so ist P, C P, da P, endlich erzeugt und P nicht endlich erzeugt. Sei a € P\ P,.
Dann ist A := (P,,a) endlich erzeugt und A C P. Wihle nun ein {iber A minimales
Primideal P,.; C P. Dies ist nach Voraussetzung von der Form P,.; = A : x und
somit endlich erzeugt, da R koherent ist. Somit erhalten wir eine echt aufsteigende un-
endliche Folge von Primidealen in R im Widerspruch zu (iii). Daher ist jedes Primideal
endlich erzeugt und somit R noethersch. O

37



2.3 R-Folgen

In diesem Abschnitt beziehen wir uns auf Section 3-1 in I. KAPLANSKY’s Buch ,,Com-
mutative Rings“ [20]. Dort werden fiir R-Moduln M sogenannte R-Folgen von M be-
trachtet: Eine Folge z1,...,z, von Elementen von R heiffit R-Folge von M, falls gilt:

(1) (z1,...,zn) M C M
(2)  xy ¢ Z(M) und fiir jedes i =1,...,n—1ist ;41 & Z(M/(21,...,2;)M).

Zunichst werden dort einige einfache Resultate iiber R-Folgen fiir beliebige R-Moduln
gezeigt. Fiir stirkere Aussagen braucht man aber Methoden aus der Theorie der
noetherschen Ringe, und daher werden dort dann endlich erzeugte Moduln iiber
noetherschen Ringen betrachtet. Eine Durchsicht der Beweise zeigt, dass meistens
nur die ZD-Eigenschaft von noetherschen Moduln verwendet wird, so dass sich eine
Verallgemeinerung fiir ZD-Moduln anbietet. Dies wurde auch von EVANS in [8] getan:
Er zeigte, dass fiir einen ZD-Modul M und ein Ideal I von R mit IM C M je zwei
maximale in I enthaltene R-Folgen von M die gleiche Lénge haben. Allerdings werden
hierbei auch unendliche R-Folgen (die analog definiert werden) zugelassen, wobei noch
offen ist, ob solche unendlichen R-Folgen bei ZD-Moduln existieren.

Als Hauptergebnis in diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass fiir einen endlich
erzeugten Modul M iiber einem Ring R mit acc fiir d-Colons (der ja nach Korollar
2.10 selbst acc fiir d-Colons erfiillt und damit insbesondere ein ZD-Modul ist) jede
R-Folge von M