Modulrdume (1,p)-polarisierter abelscher Flichen
mit Level-2-Struktur

Vom Fachbereich Mathematik
der Universitat Hannover
zur Erlangung des Grades

Doktor der Naturwissenschaften
Dr. rer. nat.

genehmigte Dissertation
von

Dipl. Math. Michael Friedland

geboren am 5. 7. 1966 in Hannover

2002



Referent: Prof. Dr. K. Hulek, Hannover

Korreferent: Dr. G. K. Sankaran, Bath, United Kingdom
Tag der Promotion: 27.06.2002

Datum der Veroffentlichung: Juli 2002



Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird Mumfords Methode der toroidalen Kompaktifizierung auf den Modul-
raum der (1, p)-polarisierten abelschen Flichen mit Level-2-Struktur A ,(2) = I'? ,(2)\Hz
bzgl. der Voronoi-Zerlegung angewandt (p > 3, prim). Es stellt sich zunichst die Aufga-
be, den singuldren Ort auf dem kompaktifizierten Raum ( j’7p(2))* zu untersuchen. Da-
bei stellt sich heraus, daf} lediglich bestimmte isolierte Quotientensingularititen auf dem
Rand auftreten, die explizit beschrieben werden kénnen. Das Titsgebdude 7 (I'§ ,(2)) ist ein
Graph, der bekannterweise die Nachbarschaftsrelationen der rationalen Randkomponenten
in ( ‘ip(Q))* angibt. In unserem Fall ist dies eine (303, 15¢)-Konfiguration. Es wird eine
Beschreibung der 15 Korang-2-Randkomponenten als Konfiguration von endlich vielen pro-
jektiven Geraden angeben. Die 30 (offenen) Korang-1-Randkomponenten werden als offene
Kummersche Modulflichen zur Stufe 2 beschrieben. Dabei treten zwei Typen von Korang-1-
Randkomponenten auf, die sich durch verschiedene Abschliisse in ( ‘fyp(Q))* unterscheiden.
Im weiteren wird die Gruppe I'{ ,(2) mittels einer Involution zu einer maximalen diskreten
Gruppe I'] ,(2) in SP(4,R) erweitert. Diese Gruppe operiert auf Hz und der Quotient hat
weiterhin modultheoretische Bedeutung. Speziell im Fall p = 3 gibt es eine Spitzenform A?
vom Gewicht 3 beziiglich I'{ 3(2). Es wird gezeigt, da8 diese auch eine Spitzenform beziiglich
I'% 5(2) ist. Allerdings operiert I'j ,(2) nicht auf dem Rand von ( ‘1’73(2))*, was zur Angabe
einer alternativen Kegelzerlegung fithrt. Diese Zerlegung ergibt sich als Verfeinerung der
urspriinglichen Voronoi-Kegelzerlegung und fiihrt zu einem verdnderten singuléiren Ort auf
dem Rand. Insbesondere treten auch nicht-isolierte Singularitdten auf.

Schlagwoérter: Modulrdume, toroidale Kompaktifizierung,
abelsche Varietiten

Abstract

We apply Mumford’s toroidal compactification method to the moduli space of (1, p)-polarized
abelian surfaces with level-2-structure A ,(2) = I'f (2)\Hz with resp. to the Voronoi-
decomposition (p > 3, prime). First, we investigate the singular locus on the compactified
moduli space ( ‘fyp(Q))*. It turns out that there are only isolated quotient singularities on
the boundary which can be described explicitly.

The Tits building 7 (I'7 ,(2)) is a graph which gives a description of the adjacency relations
of rational boundary components. In our case the Tits building is a (303, 156)-configuration,
where the 15 vertices correspond to corank-2-boundary components, which are configurati-
ons of finitely many projective lines. The 30 (open) corank-1-boundary components are open
Kummer moduli surfaces of level 2. Depending on the closure in ( ‘fyp(Q))* there occur two
types of these boundary components.
Next, we define a normal extension I'] ,(2) of I' ,(2) of index 2 which is the maximal exten-
sion of I'Y ,(2) as a discrete subgroup of SP(4,R). This group acts on Hy and the quotient
still allows a moduli-theoretical interpretation.

In case p = 3, there is a cuspform A$ of weight 3 with respect to I'{ 5(2). We show that A?
is still a cuspform with respect to I'j 5(2). However, I'] (2) does not act on the boundary
of ( ‘f,p(Q))*, so the question of alternative cone-decompositions arises. We construct a de-

composition as a refinement of the Voronoi-decomposition which leads to a different singular
locus. In particular, there will be non-isoloated singularities.

keywords: moduli spaces, toroidal compactification,
abelian varieties






Einleitung

Modulrdume polarisierter abelscher Varietédten der Dimension n erhilt man
als Quotienten der Siegelschen oberen Halbebene zur Stufe n nach arithmeti-
schen Untergruppen der symplektischen Gruppe Sp(2n, Q). Solche Quotien-
ten sind quasiprojektive Varietdten mit schlimmstenfalls Quotientensingula-
ritdten. Es stellt sich in natiirlicher Weise die Frage nach einer Kompaktifi-
zierung, so dafl der Rand eine modultheoretische Bedeutung bekommt. Fiir
den Fall der prinzipal polarisierten abelschen Flichen wurde von Satake eine
Antwort nach der Kompaktifizierung gegeben, die trotz einiger guter Eigen-
schaften auf dem Rand hochgradig singulér ist. Durch Mumfords Konzept
der toroidalen Kompaktifizierung wird dieser Schwachpunkt ausgeglichen.
Der auf diese Weise kompaktifizierte Modulraum ist normal und es treten
lediglich Quotientensingularitdten auf. Der Nachteil dieser Kompaktifizie-
rung liegt allerdings darin, daf} diese nicht eindeutig bestimmt ist, sondern
von gewissen zuléssigen Kegelzerlegungen abhéngt, die nach der Problem-
stellung variieren kénnen.

Fiir p > 3 prim wurde die durch die Voronoi-Zerlegung des Kegels der
positiv definiten Matrizen definierte Kompaktifizierung des Modulraums
der (1, p)-polarisierten abelschen Flichen mit kanonischer Level-p-Struktur
I't p\Hy bzw. des Modulraums der (1,p)-polarisierten abelschen Flichen
I'7 ,\Hy eingehend in dem Buch von Hulek, Kahn, Weintraub [HKW1] bzw.
in der Dissertation von Brasch [Br| untersucht. Diese Arbeiten sind ei-
ne unentbehrliche Grundlage fiir die Beschreibung des Modulraums (1, p)-
polarisierter abelscher Fléchen mit Level-2-Struktur A7 ,(2) = I'7 ,(2)\Ha
und des kompaktifizierten Modulraums (.A‘ip(Q)) *, die im Mittelpunkt dieser
Arbeit steht. Es bietet sich an, den Modulraum (1, p)-polarisierter abelscher
Fléchen mit Level-2-Struktur und zusétzlicher kanonischer Level-p-Struktur
A1 p(2) =T'1,(2)\Hy in die Untersuchung aufzunehmen. Die arithmetischen
Untergruppen I' C Sp(4,Q), die diese Modulréiume definieren, stehen durch
das Diagramm

Fl,p < Fi,p
Y% \Y

Fip2) < T5,0)



ii

in Beziehung, die die verzweigte Uberlagerungssituation

Al — A7,
Arp(2) —=A7,(2)

induzieren. Beziiglich dieses Diagramms kann der Modulraum A4, ,(2) als
Faserprodukt

A1p(2) = A7, (2) xag Arp

aufgefait werden. Die Kompaktifizierungen der Modulrdume sind so kon-
struiert, dafl sich die Operationen der jeweiligen Quotienten (der definie-
renden arithmetischen Untergruppen) auf den Rand fortsetzen 148t. Dabei
stellt sich heraus, daf} sich auch der kompaktifizierte Modulraum (A ,(2))”
als Faserprodukt

(A1p(2)" = ('Aip@))* X(«‘l‘f,p)* ‘Aip

ergibt.

Der Fall p = 3 wird eine besondere Rolle spielen, aus der sich die wesentliche
Motivation der Untersuchung des Modulraum A7 ,(2) ableitet. Barth und
Nieto studierten in [BN] die Quintik

5 5 1
N:{z;uizzu—izo}cp?

1=0

Es ist N birational zum Raum der Kummerflachen, die zu abelschen Flédchen
mit (1, 3)-Polarisierung und Level-2-Struktur korrespondieren. Dariiberhin-
aus besitzt N ein glattes Modell, welches Calabi-Yau ist. Daraus kann man
ableiten, daf§ der Modulraum A7 5(2) auch ein glattes Modell besitzt, wel-
ches Calabi-Yau ist. Damit stellt sich die Frage nach der Bestimmung der
(bis auf skalare Vielfache) eindeutig bestimmten Spitzenform vom Gewicht
3 beziiglich der arithmetischen Untergruppe I'] 3(2) C Sp(4,Q), die den
Modulraum A5 5(2) definiert. Diese Spitzenform wurde in [GHI1] als A
angegeben, wobei A, eine Spitzenform vom Gewicht 1 beziiglich der para-
modularen Gruppe I'{ 3 C Sp(4, Q) mit einem Charakter der Ordnung 6 ist.
In [GH2] wird festgehalten, da die zu einer (1,p)-polarisierten abelschen
Flache und die zu ihrer dualen polarisierten abelschen Fliche zugehorigen
Kummerschen Modulflichen isomorph sind. Das lenkt die Aufmerksamkeit
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auf die Fricke-Involution, die die Gruppe I'{ , zu einer Gruppe I'] , erwei-
tert. Diese Involution bewirkt die Identifikation einer polarisierten abel-
schen Fliche mit ihrer dualen abelschen Fliache. Das wirft die Fragen auf,
ob I'] ,(2) in der Weise zu einer Gruppe I'] ,(2) erweitert werden kann, so
daf} das Diagramm

i,p(Q) — Fip(Z)

o C *
Lp B Fl,p

kommutiert. Wenn dies der Fall ist, ist dann A? auch eine Spitzenform
beziiglich T'] 3(2)?

Die Operation der Fricke-Involution auf A9 5(2) 1at sich aber nicht auf den
Rand von ( ‘1’3(2))* fortsetzen. Es stellt sich also die Aufgabe, eine geeig-
nete toroidale Kompaktifizierung zu finden. In dieser Arbeit werden wir die
Antworten auf diese Fragen erarbeiten.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Durch Einfiihrung bestimmter Untergruppen der symplektischen Gruppe
Sp(4,Q) werden wir die Modulrdume angeben, die fiir uns von besonderem
Interesse sind. Dann werden einige gruppentheoretische Uberlegungen ange-
stellt, die den Zusammenhang dieser Untergruppen liefern. Wir werden uns
im AnschluB einen Uberblick iiber die Methode der toroidalen Kompaktifi-
zierung verschaffen, was uns insbesondere zu den Grundlagen der torischen
Geometrie fiithrt.

Im darauffolgenden Kapitel werden wir Titsgebdude von bestimmten arith-
metischen Untergruppen der Sp(4,Q) angeben. Der Rand der zu unter-
suchenden Modulrdume besitzt eine Stratifikation von sogenannten ratio-
nalen Korang-1- und Korang-2-Randkomponenten. Dabei kommt es vor,
daf3 der Abschluf} einer rationalen Randkomponente in einer anderen liegen
kann, was also in diesem Sinne eine Beschreibung der Nachbarschaftrela-
tionen dieser Randkomponente erfordert. Diese Beschreibung ist in einem
kombinatorischen Objekt, dem Titsgebdude der jeweils betrachteten arith-
metischen Untergruppe, kodiert.

Danach werden die auftretenden Singularititen im kompaktifizierten Mo-
dulraum ( cl’7p(2))* untersucht. Es stellt sich heraus, daf} sich diese ledig-
lich als isolierte Quotientensingularitdten, die auf dem Rand liegen, erge-
ben. Wir werden dann entscheiden, wann die auftretenden Singularitéten
kanonisch sind. Das nichste Kapitel soll der Beschreibung der Korang-2-
Randkomponenten dienen. Diese Randkomponenten bilden eine Konfigura-
tion von projektiven Geraden. Zunéchst werden wir diese Konfiguration fiir
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den Modulraum (A ,(2))* beschreiben. Die Konfiguration der projektiven
Geraden auf dem Rand von (A‘ip(Z))* wird sich dann als Quotient dieser

Konfiguration nach einer Gruppe der Ordnung p%l ergeben.

Wir sind dann an einem Punkt angelangt, wo wir die Fricke-Involution ndher
studieren werden. Durch elementare Rechnungen werden wir zeigen, dafl die
Gruppe I'] (2) im obigen Diagramm eindeutig bestimmt und die Modulform
A} tatséchlich eine Spitzenform beziiglich I'] 5(2) ist.

Im letzten Abschnitt wird dann eine Verfeinerung der Voronoi-Kegelzerlegung
angegeben. Dies resultiert in eine toroidale Kompaktifizierung, so dafl die
erweiterte Gruppe I'] 5(2) auf dem Rand operiert. Diese fiithrt allerdings zu
weiteren (nicht-isolierten) Singularitéten, so daff sich die Frage nach einer
alternativen Kegelzerlegung stellt.

Bevor ich nun weitergehe, mochte ich mich an dieser Stelle bei all denen
bedanken, die durch ihre Unterstiitzung dazu beigetragen haben, dafl die-
se Arbeit entstehen konnte. Allen voran danke ich meinen Doktorvater
Prof. Dr. K. Hulek fiir die Betreuung und Ermutigung. Ebenso gilt mein
Dank den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern der Arbeitsgruppe in Hanno-
ver, sowie insbesondere PD Dr. J. Spandaw, Dr. M. Lénne und Dr. Ch. Al-
pert fiir hilfreiche Gespriache und Kommentare.
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1 Modulrdume abelscher Flichen

Eine abelsche Fliche iiber C ist ein zweidimensionaler komplexer Torus C?/L
(L ist ein Gitter von maximalen Rang 4), der zugleich projektiv-algebraisch
ist, das heifit, auf dem ein amples Geradenbiindel L existiert. Die 1. Chern-
klasse c¢1(L£) kann als positiv definite hermitsche Form H : C? x C? — C
aufgefafit werden, deren Imaginérteil auf dem Gitter L ganzzahlig ist. Jede
hermitsche Form mit diesen Eigenschaften definiert umgekehrt ein bis auf
Translation eindeutig bestimmtes amples Geradenbiindel £ von C?/L. Die
Form H bzw. das Geradenbiindel £ nennt man dann Polarisierung von X.
Fiir eine geeignete Wahl einer Basis von L kann man nun erreichen, daf} sich
Im(H) durch eine schiefsymmetrische Matrix

(5 )

mit £ = diag(ej,ez) und 0 < e; < ey, e1|es beschreiben lafit. Das Tupel
(e1,e2) ist durch das Geradenbiindel £ eindeutig bestimmt und wird der
Typ der Polarisierung genannt. Ist e; = es = 1, so wird die Polarisierung
prinzipal genannt. Eine (prinzipal) polarisierte abelsche Fliche ist ein Paar
(A, H,) bestehend aus einem Torus A und einer (prinzipalen) Polarisierung
Hy.

Mit dem Symbol Hy werden wir die Siegelsche obere Halbebene zur Stufe 2
bezeichnen:

Hy = {reMat(2,C)| 7="r, Im(r) >0}

(Hier und im weiteren werden wir H > 0 bzw. H > 0 fiir die Eigenschaft,
dafl eine Matrix H positiv definit bzw. positiv semi-definit ist, schreiben.)
Jeder Punkt 7 aus Hy bestimmt ein Gitter L, := (E,7)-Z* in C2. Beziiglich
der Standardbasis von C? definiert (Im7) ™" eine positiv definite hermitsche
Form H;. Die Abbildung Im H; 1 ., wird dann beziiglich der Spalten-
vektoren von (E,7) durch die Matrix A beschrieben. Umgekehrt erhélt
man jede polarisierte abelsche Fliche vom Typ (e1,ez) auf diese Weise [I,
pp. 73-74]. Ist C2/L ein komplexer Torus, so kann durch die Operation von
GL(2,C) (Matrixmultiplikation von links, wobei C? als Spaltenvektorraum
aufgefaflt ist) erreicht werden, dafl die ersten beiden Vektoren von der Form
(G ) und (2) sind. Wir erhalten so eine normalisierte Periodenmatrix fiir
das Gitter L. Dann ist leicht zu sehen, dal C2/L genau dann eine abelsche
Flache ist, falls 7 € H ist.

Insgesamt haben wir also fiir einen festen Typ der Polarisierung (e, e3) eine



Surjektion
Hy — {(A, Ha); (A, Hy) ist eine (eq, eg)-polarisierte abelsche Fliche} /Isom.

Um die Isomorphieklassen zu beschreiben, betrachten wir die Automorphis-
men des Gitters L, die die Form A respektieren. Diese Automorphismen
bilden die symplektische Gruppe beziiglich A, also

I8 ., =Sp(A,Z) ={geGL(4,Z) | g\'g=A}.
Schreiben wir ein Element aus Sp(A,Z) als Matrix von 2 x 2 -Blocken, so
operiert diese durch

(é IB)) : 7+ (AT + BE)(Ct + DE)"'E
auf Hg.

Der Quotient Ag, ., := Ire L.e» \H2 parametrisiert dann die Isomorphieklassen
von (e1, ez)-polarisierten abelschen Flichen, das heifit, Ag, .,

Modulraum (ey, ez )-polarisierter abelscher Flidchen (siehe dazu etwa [HKW1,
I]). Zunéchst werden wir die Untergruppen der Sp(A,Z) einfiihren, die fiir
uns von besonderem Interesse sind. Dazu sei L = Z* das Gitter, auf dem A
eine symplektische Form definiert, und weiterhin

wird zu einem

LY = {yelL®zR| Alz,y) € Z fiir alle z € L}
_ 1 1 1 1
das duale Gitter von LL beziiglich A.
Es gilt L € LY und der Quotient LV /L ist eine endliche Gruppe, die iso-

morph zu (Ze, X Ze,)?* ist. Diese trigt eine alternierende Form «, die in den
kanonischen Erzeugenden durch die Matrix

0 E1
—E1 0

bestimmt ist. Eine kanonische Level-Struktur auf einer polarisierten abel-
schen Fliche (A, Ha) ist ein Isomorphismus

LY /L =5 (Ze, X Ze,)?,

der die durch A auf LY/L induzierte alternierende Form in die Form «
iiberfiihrt.
Eine allgemeine Level-n-Struktur auf einer polarisierten abelschen Fliache



(A, Ha) ist eine kanonische Level-Struktur im obigen Sinne fiir die Polari-
sation nA.

Jede Polarisierung £ vom Typ (e1,ez) ist die ej-te Potenz einer eindeutig
bestimmten Polarisierung vom Typ (1, z—f) Fiir Modulprobleme reicht es
also aus, Polarisierungen vom Typ (1, e) zu betrachten. Wir werden uns auf
den Fall e = p fiir p > 3 prim spezialisieren. Im weiteren sei also

0 F . 10
A_<—E 0) mit E_<0 p>'

Bemerkung 1.1 Alternativ kann man A‘ie mit Hilfe folgender Untergrup-
pe der rationalen symplektischen Gruppe Sp(4,Q) = Sp(J,Q) definieren,
wobei J die gewthnliche symplektische Form

0 0 10
0 0 01
J= -1 0 0 0
0 -1 0 0

ist. Es sei R, = diag(1,1,1,e) und
2. :=R;'T} R. C Sp(J,Q)

Dann operiert I'7 . auf Hy durch

(g g) .7 — (At + B)(Cr + D)™

und es gilt
ie - fT,e\IHI? = FT,G\HZ

Notation Je nach Aufgabenstellung werden wir mit f‘fe oder I'T , arbeiten.

Um Verwirrungen zu vermeiden, werden wir die Objekte, die sich auf I'{ ,
beziehen, mit & bezeichnen.

Wir betrachten fiir eine ganze Zahl n > 1,ggT(n,e) = 1 das zu L beziiglich
nA duale Gitter

]LV,:l_]LV
T on

n



und definieren:
fl,p
9 ,(n)

flm(”)

= {gefip ‘vgzv mod LfﬁralleveLv}
= {gEfi’,p ‘ngv mod LfﬁralleveL,vl}

= T1,NT5,(n)

Bemerkung 1.2 Es ist leicht einzusehen, daf} ein Element g aus f‘f’p genau

dann in l:(f’p(n) ist, falls die Kongruenz g = 14 (modn) gilt.

Wir erhalten die folgenden Untergruppen von Sp(J, Q):

I, = R,'Ti,R,
i),p(n) = R];I]'_‘ip(n)Rp
Tip(n) = R,'Tip(n)R,,

beziehungsweise folgende Modulrdume:

Aip = El,p\HQ = TI'1p\H
Ajp(n) = I9,(n)\Hy = TIY (n)\Hy
Arp(n) = Tip(n)\Hz = T'ip(n)\Hy,

die die folgende geometrische Bedeutung haben:

(4) Alp
(i) Atp
(4ii) A7 ,(n)
(iv)  Aje(n)

= {(AvHA)

= {(A,Ha,«) | aist eine kanonische Levelstruktur }
= {(A,Ha,pB) | B ist eine allgemeine Level-n-Struktur }

= {<A7 HA7a>/8)} :

A ist abelsche Fliche,
H 4 ist Polarisierung vom Typ (1, p)

Die Modulrdume A; , und A7 , wurden schon eingehend in [HKW1] und
[Br| beschrieben. Diese Rdume besitzen ,,milde‘‘Singularitéiten, dafi heifit
lediglich endliche Quotientensingularitdten. Fiir eine Beschreibung der Sin-
gularititen von A; , bzw. A7 ) sei auf [HKW2] bzw. auf [Br| hingewiesen.

Wir werden den Fall n = 2 untersuchen. Unser Augenmerk gilt also den
Modulrédumen A7 ,(2) und Aj (2).



2 Einige gruppentheoretische Uberlegungen

Wir werden hier einige Eigenschaften der Gruppen zusammenfassen, die
wir zur Einfiihrung der offenen Modulrdume definierten. Die Quotienten
[9,/T, T'=T1,,T1,(2),19 ,(2) induzieren verzweigte Uberlagerungen auf
den korrespondierenden offenen Modulrdumen. Wir werden spéater Kom-
paktifizierungen dieser Modulrdume so konstruieren, dafl sich diese Quoti-
entenabbildungen auf den Rand fortsetzen, was ein genaueres Studium des
Zusammenhangs der betrachteten Gruppen erfordert.

Notation. Im weiteren Verlauf sei mit A die Reduktion modulo 2 irgendei-
ner ganzzahligen Matrix A bezeichnet. Mit I';(n) bezeichnen wir die Haupt-
kongruenzgruppe zur Stufe n in SL(2,Z), also

Ty (n) = {(Z Z) € SL(2,7) (Z Z) ~1, (modn)}.

Mit I'g(n) sei die Gruppe der Matrizen in SL(2,Z) mit ¢ = 0 (modn) be-
zeichnet.

Proposition 2.1 Die GruppenT§ ,(2) und 'y p(2) beschreiben sich wie folgt:

Z 27 27 2pZ

o 2p7. 7 2pZ 2pZ
Iip2) = (9€8p(LQ) 1 9€ | 97 9z 7 9z

27 %Z 27 7

22 274 27 2pZ

_ B w7 27 27 2p*7
Tip(2) = Q9€Sp(LQ) |9-1a€ (o) o7 9z 9z

2 27 27 2T

Beweis. Als direkte Folge aus den Berechnungen in [HKW1, Proposition
[.1.16] haben die Elemente M = (m;)1<i j<4 in '] ,(2) die Eigenschaft

ma1 = Moz = My = myz = 0 (mod p)
MaoaMay — Magmye = 1 (mod p)

und M ist genau dann in pr(z), falls
maog — 1 =myq — 1 = mog = myp =0 (modp)

gilt. Beachtet man zusétzlich, da M = 14 (mod?2) fiir alle M € f‘ip(2)
gilt, so folgt die Aussage direkt durch Berechnung von R, 1f({,p(2)Rp bzw.



R, T ,(2)R,.
O

Bemerkung 2.2 Nach [HKW1, Propositoin 1.1.20] sind schon die Eintrége
der Matrizen in I'; , ganzzahlig, so daf8 I'; , eine Untergruppe der Sp(J,Z)
ist. Die Gruppe I't ;(2) ist sogar eine Untergruppe der Kongruenzuntergrup-
pe

T(2) = {g € Sp(J,Z) | g = 14 (mod2)} = ker{ Sp(, Z) 28 (4, Z,) ).

Hilfssatz 2.3 (i) Firn > 1 ist die Abbildung

1| SL(2,Z) — SL(2,Zy)
On { M — M (modn)

ein Epimorphismus mit Kern T'1(n).
(i1) Fir p > 3 ist die Abbildung

g {1 = e
2 M — M

ein Epimorphismus mit Kern I'1(2p).
(iii) Die Abbildung

Fg(p) — Z;X SL(2,Z2)

(‘i Z) — (d (modp), (45))

ist surjektiv.
(iv) Die Abbildung

i(2) — SL(2,7Z,)

a b a b

() = (¢ ) toan
st ein Epimorphismus.

Beweis. Der Punkt (i) wurde in [Sh, Lemma 1.38] bewiesen.

Die Matrizen ((1)713) und (; p2p+1> sind aus I';(p) und die Gruppe SL(2,Zs)

wird von ( (1) ) und (; p2ﬁ1> erzeugt, so daf (ii) folgt.



Zu (iii) sei (6, M) € Z x SL(2,Zs). Nach (i) liftet das Element (561 9) aus
SL(2,Z,) zu einem Element g in SL(2,Z) und wegen (ii) gibt es ein ¢’ aus
I'i(p) mit ¢ = @71 - M. Dann ist

9-9 = (5(_]1 g)-(é ?) (mod p)

g-g = M (mod?2)

Also ist g - ¢’ € To(p) und liegt im Urbild von (8, M).
Zu (iv) sei g € SL(2,Z,) und g € (¢})~'(9) C SL(2,Z). Wir wihlen ein
g € Ti(p), so daB ¢h(g") = (¢h(g))~! ist. Dann ist ¢ - g € T'1(2) und

g -9=g (modp) =g.
O

2.1 Der Quotient I'f /T ,(2)

Proposition 2.4 Das Diagramm

(I) (II)
1 1
~ / N\/ T
(III) l— Fl,p(Q) ~ Fl,p 1*? Sp(47 ZQ) —1
.- 5 ‘
(Iv) 1——T%,0) -1, ——Sp(4,Zs) —1
YIS L2 gl
SL(2,Z,) =—=SL(2,Z,)
1 1



und

T,  — SL(2,Z,)
Mo M24
Mgy 1y4

> (mod p)

(mijhi<ij<a — (
ist kommutativ mit exakten Zeilen und Spalten.

Beweis. Die Exaktheit der Sequenz (II) wurde schon in [HW, lemma 0.5]
gezeigt.

Zunéchst ist ¢ wohldefiniert:

Fiir jedes M € qb(fip) ist M A M = A und es ist A = (102 '2). Insbeson-
dere ist qb(f‘f’p) C Sp(4,Zs).

Die Gruppe 1:1713(2) (bzw. f‘f’p@)) ist der Kern der Reduktionabbildung mo-

dulo 2 von fl’p (bzw. ff’p), so dafl zum Beweis der Exaktheit von (III) und
(IV) lediglich die Surjektivitéit von ¢If1 gezeigt werden muf3.
P

Nach [F, A.5.2] wird die Gruppe Sp(4,Z) von (, ?) und (102 1_32) mit

S=F- <Sl 82) € E - Sym(2,Z) erzeugt.
S2 83

Nach Hilfssatz 2.3 (ii) kénnen wir (24) € I'y(p) mit (24) = (9{) wéhlen.
Die Matrizen

0 010 1 0 S1 S92
0 a 0 b . 0 1 psy ps3
1000 ™ Joo 1 o0
0 ¢ 0 d 00 O 1
liegen im Urbild von (102 102) beziehungsweise (102 1_52 ) unter ¢\f1 . Die
sP

Abbildung ¢If1 ) ist also surjektiv.

Betrachte nun die Sequenz (I).
Die Gruppe I'1 (2) beschreibt sich als

= ~6 Mmoa m
Fip(2) = {(mz’j)1§i,j§4 €I7,(2) ‘ (mz mij) =1y (modp)},
so daf} lediglich die Surjektivitit von Ve (2) gezeigt werden muf.
1,p

Es sei g € SL(2,Zp). Dann gibt es wegen der Exaktheit von II ein M =
(miji<ij<a € T, so dal y(M) = g ist. Es sei weiter M’ € T', so daf



d(M') = ¢(M)~1 ist (Existenz von M’ folgt aus der Exaktheit von ITI).
Dann ist

M-M € T$,(2 und
V(MM/) - 57

das heifit, ’Vlf‘ip(?) ist surjektiv.

Korollar 2.5 FEs gilt flm(z) < f(l),p mit Quotienten
~c1)7p/f17p(2) = SL(27 Zp) X Sp(4, Zg)

Beweis. Wir werden zeigen, dafl die Sequenz

(7:9)

0— fl,p(Z) — Ncl),p - SL(27ZP) X Sp(47Z2) — 0

exakt ist.

i) T1p(2) =ker((v,0)): .
Folgt sofort daraus, daf I'y , N7 (2) = T'1 p(2) und die Sequenzen (II)
und (IV) exakt sind.

ii) (v, ¢) ist surjektiv: N
Sei w € SL(2,Zp) und x € Sp(4,Zs). Wir wihlen ein y € T'] , mit
¢(y) = x und definieren das Element

vi=yy) " w €SL2Z,)

mit Urbild z € f‘fp(Z) unter ygo (o)
2. 1,p

Dann liegt y - z € ftl),p im Urbild von (w, z):
Es ist

Yy-2) = vy -k = :
Py -z) = oy 9(z) = oy = =z

Bemerkungen 2.6 i) Es gibt cine verzweigte Uberlagerung

A1p(2) = A7 (2)
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von Modulrdumen, die von der Operation von PSL(2,Z,) = SL(2,7Z,)/ {£1}
induziert wird. Das ist klar, da

Pp(2) =I5, (2)\Hz = (19 ,(2)/T1,p(2)\(T1,p(2) \Ha)

und fip@)/fl,p@) ~ SL(2,Z,). Die Gruppe 1:1713(2) operiert zwar effektiv
auf Hy, jedoch operiert f‘ip(Q) mit Kern {#14}, so daB die Uberlagerungs-
gruppe durch PSL(2,7Z,) und der Grad dieser Uberlagerung durch die Ord-
nung # PSL(2,Z,) = p(p? — 1)/2 bestimmt ist. Die Projektion von A; ,(2)
auf den Quotienten A7 ,(2) korrespondiert dabei zum Vergessen der kanoni-
schen Levelstruktur einer abelschen Fliche, wiahrend die allgemeine Level-
2-Struktur und der Typ der Polarisierung erhalten bleiben.

ii) Die Projektion von A; ,(2) auf den Quotienten A; , korrespondiert zum
Vergessen der allgemeinen Level-2-Struktur auf einer abelschen Fléche, wih-
rend die kanonische Levelstruktur und der Typ der Polarisierung erhalten
bleiben.

Wie oben haben wir eine verzweigte Uberlagerungssituation, die von der
Operation von pr/fl,p(Z) ~ SL(4,Zs) auf A;p(2) induziert wird. Bei-
de Gruppen 1:17,3 und 1:17,3(2) operieren effektiv auf Hy, so dafl sich der
Uberlagerungsgrad durch # Sp(4,Zsy) = 720 bestimmt.

Insgesamt liefert also das Diagramm

I'ip < I7,
\% \%

Fp(2) < T9,02)

ein Diagramm von verzweigten Uberlagerungen

Al,p - Aip
A1p(2) —= A7, (2)

iii) Bezeichnen wir mit m; und my die durch SL(2,Z,) bzw. SL(4,Z3) in-
duzierten Quotientenabbildungen auf A;;, bzw. A7 (2), so kann A 5(2)
beziiglich des Diagramms

A7 p(2)

1
A17p - A({7p
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als das Faserprodukt von A7 (2) und Aj, iiber A7, aufgefait werden
und f‘f’p/ﬂ,p@) ~ SL(2,Zy,) x Sp(4,Zsy) operiert komponentenweise auf
A1p(2) = A7 (2) Xag  Ap mit Quotienten A7,

2.2 Die Permutationsgruppe Sg und Sp(4, Z,)

Bekanntlich ist die Permutationsgruppe Sg isomorph zur symplektischen
Gruppe Sp(4,Zs). Wir werden kurz daran erinnern, wie ein Isomorphismus
konstruiert werden kann (nach [vdG]).

Eine maximale Menge von eindimensionalen linearen Unterrdumen im 4-
dimensionalen Vektorraum Zj iiber Zs, von denen je zwei nicht in einer
isotropen Ebene liegen, besteht aus 5 Elementen. Es gibt genau 6 dieser
Mengen:

M, = {(170)030)3(0707170)7(1)1)1)0)7(1717171)7(1707171)}
My = {(1707070)7(0707171)7(1?071?0)7(0717170)7(071?171)}
Mz = {(170707 1)7(171)070)7(1)1)0)1)7(0707170)7(1707170)}
My = {(170707 1)7(0717070)7(0?17071)7(07 07171)7(1707171)}
Ms = {(070707 1)7(171)070)7(0)1)0)1)7(1717170)7(0717170)}
Mg = {(07070 1)7(0717070)7(1717071)7(17171 1) (0717171)}

Jeder eindimensionale Unterraum liegt in genau zwei maximalen Mengen.
Durch Festlegung der Bezeichnungen dieser Mengen korrespondiert also je-
der eindimensionale Unterraum in Zj zu einem Paar {i,5} C {1,...,6}. Je-
der zweidimensionale isotrope Unterraum enthélt drei eindimensionale Un-
terrdume und korrespondiert zu einer Partition (i7)(kl)(mn) von {1,...,6}.
Zum Beispiel korrespondiert die isotrope Ebene (1,0,0,0) A (0,1,0,0) zur
Partition (12)(35)(46). Die Gruppe Sp(4,Zs) permutiert die sechs maxi-
malen Mengen M; durch Multiplikation von rechts und fithrt so zu einem
Isomorphismus mit Sg.

Mit Hilfe dieses Isomorphismus kénnen wir den Signumcharakter von Sg auf
Matrizen aus Sp(4,Zs) iibertragen.

Betrachte zum Beispiel die Involution

010

0
0
1 S Sp(4, Zg),
0

O O =
S O O
= o O

die auf den Mengen M; durch My — Mg — My, My — My +— My, Mz —
My — Ms operiert. Damit entspricht diese also dem Zykel (16)(24)(35) und
es ist sgn(c) = —1.
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3 Toroidale Kompaktifizierung nach Mumford

Wir werden in diesem Kapitel die Methode der toroidalen Kompaktifizierung
beschreiben, die wir dann auf die Modulrdume A7 ,(2) und A; ,(2) anwenden
werden. Wir erhalten mit dieser Methode Kompaktifizierungen ( ‘f’p(2))*
und (A ,(2))", die schlimmstenfalls Quotientensingularitéiten enthalten. Im
ersten Abschnitt fiithren wir die Begriffe und Notationen ein, die fiir die Be-
schreibung der toroidalen Kompaktifizierung wesentlich sind. Zunéchst aber
ein kurzer Abrifl der Aufgaben, die sich stellen:

Es wird Hj als beschréankter Bereich o vermoge der Cayley-Abbildung rea-
lisiert. Diese kann als Verallgemeinerung der Realisierung von H als offene
Einheitskreisscheibe 01 angesehen werden. Der Rand 52\592 wird dann in
topologische Randkomponenten zerlegt und die Operation der betrachteten
arithmetischen Untergruppe I' auf Hy induziert eine Operation auf ®,, die
sich in natiirlicher Weise auf den topologischen Abschlufl ©, fortsetzen lift.
Auf dem Rand wird sich dann auf die Randkomponenten beschréinkt, de-
ren Stabilisator P iiber QQ definiert ist. Diese Randkomponenten haben ihre
Entsprechung in dem Bild von Q U {co} auf dem Rand D;\D;.

In unserem Fall stellt sich im Vergleich zur Situation auf H; allerdings die
Aufgabe, die Angrenzungsrelation der rationalen Randkomponenten zu dis-
kutieren (angrenzen in dem Sinne, dafl der Abschluf} einer rationalen Rand-
komponente in einer anderen liegen kann). Durch die Beschreibung des
Titsgebédudes der entsprechenden arithmetischen Untergruppe I' wird diese
Aufgabe vollstandig gelost.

Fiir jede rationale Randkomponente wird dann das Zentrum des unipotenten
Radikals P’ der Stabilisatorgruppe P bestimmt, die die partielle Quotien-
tenabbildung e : Hy — Hy /P’ C (triviales) Torusbiindel liefert. Es wird mit
Hilfe von geeigneten Toruseinbettungen eine toroidale Einbettung von Hs /P’
so definiert, daf§ die Faktorgruppe P/P’ darauf operiert. Der Quotient ist
dann die partielle Kompaktifizierung in Richtung dieser Randkomponente.
Letzlich werden die so definierten partiellen Kompaktifizierungen verklebt,
was aufgrund der Angrenzungsrelation zusétzliche Bedingungen an die Fa-
milie von Féachern stellt, die die partiellen Kompaktifizierungen definieren.

3.1 Toruseinbettungen

Hier werden wir uns einen kurzen Uberblick iiber die Basisbegriffe der Theo-
rie torischer Varietéiten verschaffen. Als Leitfaden sollen uns dabei die
einfithrenden Kapitel von [Od] dienen.

FEine torische Varietét ist eine normale Varietdt X, die einen algebraischen
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Torus T' = (C*)" als offene und dichte Teilmenge enthélt, zusammen mit
einer Operation T' x X — X, die die Operation von 1" auf sich fortsetzt.
Fiir einen freien Modul N vom Rang r > 1 iiber Z sei M := Homy(N,Z) der
zu N duale Z—Modul und ( , ) : M x N — Z die kanonische Paarung. Dann
148t sich ein algebraischer Torus Ty := Homgz(M,C*) ~ N ®7C* definieren.
Jedes m € M liefert einen Homomorphismus e(m) : T — C* | definiert
durch

Es gilt insbesondere e(m 4+ m') = e(m) - e(m'). Damit kann M als Gruppe
der Charaktere von Ty aufgefafit werden.
Fiir ein n € N sei v, : C* — Ty der Homomorphismus, der durch

WA (m) = Ao xeCr, meM

definiert ist. Dann ist v, = Yn - Yo fiir n,n’ € N, so daff also N als
Gruppe der 1-Parameteruntergruppen von Ty interpretiert werden kann.
Durch skalare Erweiterung Ng := N ® R und Mr := M ® R erhalten wir
r-dimensionale Vektorrdume mit ganzer Struktur und kanonischer Paarung
(,):MgpxNg—R.

Eine Teilmenge o von Ngr heiflt streng konvezer, rationaler, polyhedraler
Kegel (kurz: skrp. Kegel), falls es endlich viele Elemente n,...,ns in N
gibt, so daf}

g = Rzonl + v +R20n8

und o N (—o) = {0} ist.
Der zu o duale Kegel o¥ wird durch

oV ={re Mg | (v,y) >0 fiiralley € o}

definiert. Dies ist wieder ein skrp. Kegel, falls 0 von maximaler Dimension
ist.

Eine Teilmenge 7 von o heifit Seite von o (7 < o), falls es ein mg in oV gibt,
so dafl

T={yea| (mo,y) =0}

ist.
Ein Fdcher in N ist eine nichtleere Menge ¥ von skrp. Kegeln mit den
Eigenschaften
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i) oeXy, T<0=7€XpN.
i) 0,0, EXNy=0,N0oy, <0, und 0, N0y < 0,

M N oV ist eine saturierte, endlich erzeugte, additive Halbgruppe mit 0.
Jeder skrp. Kegel o in Nr definiert eine Halbgruppenalgebra

CMno']:= @ Ce(m)

meMnNoV

in C[M], versehen mit der Multiplikationsregel e(m) - e(m’) := e(m + m’).
Damit wird die affine Toruseinbettung T, durch

T, :={¢ | ¢:CIMNc"] — C ist Algebrenhomomorphismus}

definiert. Ist nun 7 eine Seite von o, so ist 7™V N M D ¢V N M und die
induzierte Abbildung T, — T ist injektiv, offen und dicht.

Die durch einen Fécher X definierte Toruseinbettung 7%, ist der Identifi-
kationsraum

TEN:HTU/N ;

ceEY

wobel x1 ~ x9 fiir 1 € T}, x2 € Ty, genau dann gilt, wenn es einen Kegel
§ € Xy mit £ C o, No, gibt, sodal x; € Te CT,,, i = 1,2 und 1 = 73 in
T, gilt.

Tk, ist ein normaler, irreduzibler Hausdorffraum, der den algebraischen
Torus Ty ~ T}y, als offene, dichte Teilmenge enthélt. Ty operiert auf 1% :
fir t € Ty = Homg(M,C*) und ¢ € T, ist t - ¢ € T,,, wobei

(- @)(m) :=t(m) - p(m).

Die Ty-Orbiten konnen dann wie folgt beschrieben werden. Fiir einen
skrp. Kegel o definieren wir

orb(o,N) := {5 :MnNot —C* | §ist Gruppenhomomorphismus} ,
wobei o+ der groBte R-lineare Unterraum in oV ist. Jeden dieser Grup-
penhomorphismen @ : M N ot — C* kann man dann eindeutig zu einem
C-Algebrenhomomorphismus @ : M No¥ — C durch ¢(m) = 0 fiir alle m €

M N oV\(M Not) erweitern, so da wir in natiirlicher Weise orb(c, N) als
Teilmenge von T, auffassen kénnen.
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Daf orb(o, N') ein Torus ist, sieht man leicht: Es sei N, das Gitter, daf} (als
Gruppe) von 0 N N erzeugt wird. Weiter sei

N(o) := N/N,
das Quotientengitter mit dualen Gitter (N (o))¥ ~ o+ N M. Dann ist
orb(o, N) = Hom(M (7),C*) = T,

Die Tori orb(o, N) sind unter der Operation von Ty invariant und bilden
sogar einen Orbit in 7,. Aber mehr noch: die Toruseinbettung T¥,,, besitzt

eine Stratifikation in Ty-Bahnen Ty, = [] orb(c, N) mit den Eigenschaften
oeEY

T, = H orb(7) und 7 < ¢ < orbo C orb(7).

T<0

Der Stern eines Kegels € in einem Fécher ¥ kann abstrakt als Menge der
Kegel in X definiert werden, die ¢ als Seite haben. Diese Kegel o sind durch
ihre Bilder in N(§) bestimmt, das heifit durch

7= (0 + (Ne)g)/(Ne)p © Ne/(Ne) = N ()

Die Kegel {7 | £ < 0,0 € £} bilden einen Ficher in N(§),, der als Stern(&)
bezeichnet wird.

Im weiteren Verlauf wahlen wir die Identifikation Mr ~ Nr ~ R", bei denen
jedes Element aus Mp als Zeilen- und jedes Element aus Ny als Spaltenvek-
tor geschrieben wird, so daf} die Paarung <, > das iibliche Skalarprodukt ist.
Es sei G eine Gruppe, die von links auf dem Torus T}, algebraisch operiert,
das heif3t, ein Element g € G operiert durch

g:Tn = TN, (t1,... b)) — (E7 -t ot et

mit ganzzahligen Exponenten a;;. Die Operation auf dem Torus T}y induziert
Operationen auf N und M. Schreiben wir A(g) = (ai;), so sind diese durch

g:N—N, n— A(g)-n
g:M— M, m—"Alg)""-m

gegeben, die sich linear auf Ng bzw. MR erweitern lassen. Die Operation
G x Ty — Ty 148t sich dann zu einer Operation G x Tév — Tg erweitern,
wenn wir an den Féacher ¥ die zusétzliche Forderung g(INV) = N stellen (siehe
[HKW1, Proposition 1.2.8]).
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3.1.1 Bestimmte Aquivariante holomorphe Abbildungen

Eine Ficherabbildung ¢ : ¥, — Xy ist ein Z-linearer Homomorphismus
¢ : N' — N, dessen skalare Erweiterung ¢ : N — Ng die folgende Eigen-
schaft hat: Fiir jedes o’ € ¥y, gibt es ein 0 € Xy, so da ¢(o’) C 0.

Jede Féacherabbildung ¢ : 3 ns — Xy liefert eine holomorphe Abbildung

Pu Ty — Toy,
deren Einschrinkung auf dem Torus T, mit dem Homomorphismus
eRidex : Ty =N'@C* - Ty =N®C*

iibereinstimmt. Durch diesen Homomorphismus ist ¢, &quivariant beziiglich
der Operationen von T und Ty auf den torischen Varietaten TE?v cund Ty .
Im Spezialfall, dal N’ C N ein Z-Untermodul von endlichem Index ist, kann
jeder Ficher in N auch als Facher in N’ aufgefait werden (da N = Ng). Die
Fécherabbildung id : Xn» — X liefert dann die dquivariante holomorphe
Abbildung

ld* . TEQ\T — TEN;

die mit der Quotientenabbildung von TE?v beziiglich der natiirlichen Ope-
ration der endlichen Gruppe ker[Ty» — Ty| = Homgz(M'/M,C*) ~ N/N’
iibereinstimmt.

Ist nun G eine Gruppe von linearen Abbildungen in Nr wie oben, die
zusiitzlich g(N') = N’ erfiillt, so ist als unmittelbare Folgerung die Ab-
bildung id. &quivariant beziiglich der Operationen G x 1%, — 7%, und
G x Ty, — Tx,. Fiir die Beweise der Aussagen dieses Abschnitts sei auf
[Br, Seite 110-111] hingewiesen.

3.2 Toroidale Kompaktifizierung von A7 (2) und A, ,(2)

Vermoge der Cayley-Transformation

¢{ Hy — Sym(2,C)
) T = (7= 1)(7 +ily)7 !

wird Hs isomorph auf den beschrinkten Bereich

Dy ={ZeSym(2,C) | 1,- ZZ >0}
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abgebildet. Die Operation von Sp(4, R) auf Hy induziert eine Operation auf
D4, die sich auf den topologischen Abschluf}

Dy={ZeSym(2,C) | 1,—ZZ >1}

fortsetzen 1a3t. Dabei ist die Operation von <é g) € Sp(4,R) durch Links-

multiplikation mit der Matrix

1, —il) (A B\ (1, —il,) '
1, 1, C D 1, i1y
gegeben (siehe dazu [HKW1, Proposition 1.3.3]).
Auf ®©9 wird dann folgende Stratifikation eingefiihrt:

Definition 3.1 Eine Randkomponente F von D5 ist eine Aquivalenzklasse
von Punkten auf ©,, die wie folgt definiert sei:

Zwei Punkte p, ¢ € D5 seien dquivalent, falls sie durch endlich viele holomor-
phe Kurven in ®5 verbunden werden kénnen, das heifit es gibt endlich viele
holomorphe Abbildungen ¢; : 1 — Do, i = 1,--- ,n mit p € v1(D1), q €
(pn(©1), (pz‘(ﬁl) N g0¢+1(©1) # 0 firi=1,....,n—1 (wobei mit D die
offenen Einheitskreisscheibe bezeichnet sei).

Die so definierten Randkomponenten sind zusammenhéngend und mit F' ist
auch g(F), g € Sp(4,R) eine Randkomponente, so dafl Sp(4, R) nicht nur
auf Do operiert, sondern auch die Randkomponenten permutiert.

Definition 3.2 i) Mit P(F') wird die Stabilisatorgruppe der Randkompo-
nente I’ bezeichnet, also

P(F)={g9 € Sp(4R) | g(F)=F}

ii) Eine Randkomponente F' heifit rational (kurz: rat. RK), falls P(F') iiber
Q definiert ist.

iii) Eine Randkomponente F' grenzt an die Randkomponente F”, falls F' £ F’
und F' C F’ gilt (Schreibweise: F' < F’).

Nach [AMRT, II1.3] definiert F' +— P(F’) eine bijektive Korrespondenz zwi-
schen (rationalen) Randkomponenten von ®9 und maximalen (rationalen)
parabolischen Untergruppen von Sp(4,R). Diese wiederum stehen in bi-
jektiver Korrespondenz mit Fahnen von J-isotropen Unterriumen des R*
(bzw. Q%), die dadurch zustande kommt, da8 einer Fahne die jeweilige
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Stabilisatorgruppe zugeordnet wird. Insbesondere entsprechen dann maxi-
male parabolische Untergruppen von Sp(4,R) nichttrivialen isotropen Un-
terrdumen und eine (rationale) Randkomponente F grenzt an die (rationale)
Randkomponente F’, falls fiir die korrespondierenden (rationalen) isotropen
Unterrdume Upr C Up gilt. Durch diese Korrespondenz 143t sich die Ope-
ration von Sp(4,R) auf der Menge der Randkomponenten von ®9 durch
die Operation U + U - g~! von Sp(4,R) auf der Menge der isotropen Un-
terriume von R* ausdriicken.

Betrachte nun die folgenden Randkomponenten:

Diese korrespondieren zu den J- isotropen Unterrdumen
U©® = R(0,0,1,0) + R(0,0,0,1), UD :=R(0,0,0,1), U? := {0}

(sieche dazu [HKW1, Lemma 1.3.10]). Fiir jede rationale Randkomponente
F 1aBt sich ein g in Sp(4,Q) mit der Eigenschaft F' = g(F®) finden. F
heiBt dann Korang-(2 — ¢)-Randkomponente von ©,. Fiir P(F') werden wir
im weiteren Verlauf P(Uf) schreiben, wenn Up der zugehorige J-isotrope
Unterraum von F ist. In dieser Schreibweise ist dann

P(g(F)) =P(g(Ur)) =PUp-g~").

Definition 3.3 Mit P'(Ur) bezeichnen wir das Zentrum des unipotenten
Radikals R, (P(Ur)) von P(Ur). Weiterhin sei P"(Ur) := P(Ur)/P'(UF)
und fiir eine arithmetische Untergruppe I' C Sp(4,Q) seien die folgenden
Bezeichnungen eingefiihrt:

PUp,T) = PUp)NT,
P/(UF,F) = P/(UF) Nnr,
P'(Up,T) = PUp,T)/P(Up,T).

Die Gruppe P(Up,T') operiert natiirlich durch Konjugation auf P'(Up,T")
und das epimorphe Bild von P(Ug,T') in Aut(P'(Up,T")) fiir die adjungierte
Operation auf P'(Up,T') wird mit P(Ur,T) bezeichnet. Mit

G(UF,F) : @2 — QQ/P/(UF,F) = X(F,F)

wird die zum isotropen Unterraum Up korrespondierende partielle Quotien-
tenabbildung bezeichnet.
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Es sei V(Ur) der komplexe Vektorraum R, (P(Ur))/P'(Ur). Nach [AMRT,
II1.4] 148t sich fiir jede rationale Randkomponente F' von ®s ein triviales
Torusbiindel X (F) mit Basisraum F x V(Ur) und Faser T' = (P'(Up,T') ®z
C)/P'(Up,T) finden, so dal X (F') isomorph zu einer offenen Teilmenge von
X (F) ist. Die Operation von P"”(Up,T') 148t sich dann auf X' (F) fortsetzen.
Fiir eine rationale Randkomponente F = gF® i = 0,1,2 sei der offene,
homogene Kegel C(Ur) in P(F') wie folgt definiert:

1 Say) 1 - 0;

C(Ur) = {g <02 1(2)> g | gePWR Swy = (") ¢
Satz 3.4 (i) Fiir Randkomponenten F = g(F') mit g aus einer arithmeti-
schen Untergruppe I' C Sp(4, Q) gelten die Transformationsregeln:

P(F) = gP(Up)g~", P'(Ur) = gP'(Up)g~", P"(Ur) = gP"(Up)g~".

(it) Ist F < F', so ist P'(Ups) ein Unterraum von P'(Ur) und C(Upr) =
(C(Up)NP'(Ug))°, wobei der Abschiuf$ in P'(Ur) und das Innere in P’ (Up
gebildet wird.

Beweis. [AMRT, 111.4.3]

Definition 3.5 Mit

CUp)*:=CUr) U |J CWUp)

F’rat.Rk.
F<F'

wird der rationale Abschluf$ von C(Ur) bezeichnet.
Ein Ficher ¥ in P/ (Ur) heifit zulissig beziiglich T', falls folgende Bedingun-
gen erfiillt sind:
(i) U o=CUr)™
oeX
(ii) o €%, g€ P(Up,T) = g(o) € 2.
(iii) X/P(Up) ist eine endliche Menge.

Nach [HKWI1, Proposition 1.3.62] stellt die Zuldssigkeit eines Ficher %
sicher, da sich die induzierte Operation von P”(Up,T') auf X(F') ein-
deutig zu einer eigentlich diskontinuierlichen Operation von P”(Up,T') auf
Xy (F) := (X(F))° im assoziierten Faserbiindel Xx(F') := X (F') xp Tx, fort-
setzen 1aft. Der Quotientenraum

Yz(F) = Xz(F)/P”(UF,F)
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ist eine analytische Varietdt und enthélt ©o/P(F) als offene, dichte Un-
tervarietdt und der Rand Yx(F) \ ©2/P(F) ist eine rein 1-kodimensionale
Untervarietét.

Die natiirliche Quotientenabbildung

p(F):D9/P(Up) - D9/T

ist, eingeschrénkt auf eine geeignete P(Ur)-invariante innere Umgebung, ein
Isomorphismus. Somit 148t sich Yx(F') als partielle Kompaktifizierung von
Dy /T in Richtung F verstehen.

Definition 3.6 Eine Familie
S ={X(F) | F ist rationale Randkomponente}

von Féchern X(F) C P/(F) heiit zulissig, falls die folgenden Bedingungen
erfiillt sind:

1) X(F) ist zuléssig fiir jede rationale Randkomponente F'.

2) Ist F = g(F") fiirein g € T', so folgt (F) = g(S(F")) = {gog~t|o € Z(F)}.
3) Ist IV < F, soist X(F') = X(F) NP/ (F).

Die Theorie der toroidalen Kompaktifizierung wurde schon eingehend in
[HKW1] behandelt. Um nun die durch eine zuléssige Familie definierte to-
roidale Kompaktifizierung (I'\®2)* von I'\®2 zu definieren, werden wir auf

einige Ergebnisse in [HKW1, 1.3] hinweisen.
Seien F), I zwei rationale Randkomponenten mit F' = g(F"'), g € I'{ ,. Dann

werden durch g natiirliche Isomorphismen g : X,y (F") 5 Xsy(p)(F) und
g Yspry(F') = Y5y (p)(F) induziert, so dafl die Diagramme

XE(F’)(F,)LXE(F)UT) Y7y (F') g, Yy r)(F)

/ Y /

P(F')\Dy —— P'(F)\Dy P'(F')\Dy —— P'(F)\Ds

kommutieren.
Ist F/ = F ein Paar von angrenzenden rationalen Randkomponenten, so
gibt es wegen P'(F') C P'(F) eine Quotientenabbildung

mo(F, F): X(F) — X(F),
die sich in natiirlicher Weise zu einer glatten Abbildung

W(F,,F) : XE(F’)(F,) — XE(F)<F)
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mit diskreten Fasern fortsetzen lif3t.
Weiter 148t sich feststellen, dafl die Abbildung 7 vertréglich mit der Opera-
tion von I'7 ) ist in dem Sinne, daf das Diagramm

w(F'F)

Xy (F')

g i

w(g(F"),g(F)
Xy (9(F")) ety Xy (9(F))

kommutiert.
Fiir eine zuldssige Familie X sei

X(%) = H Xspy (F).
Frat.RK

Definition 3.7 Wir fiihren auf X (f)) folgende Aquivalenzrelation ~ ein:
Es seien z € Xy ) (F), 2" € Xy pr)(F'). Dann gelte

(i) x ~ 2/, falls es ein g € T’ mit F = g(F’) und = = g(z’) gibt.

(i) z ~ 2/, falls F' = F und n(F', F)(2') = x ist.

Damit kénnen wir letztlich die durch % bestimmte toroidale Kompaktifizie-
rung (I'\®2)* von I'\®2 durch den Quotientenraum X (X)/ ~ (versehen
mit der Quotiententopologie) definieren.

Bemerkung 3.8 Die so definierte Kompaktifizierung ist nicht eindeutig,
sondern hingt von der Wahl von > ab. Fordern wir, daf 3 die Eigen-
schaft projektiv hat (zur Definition siehe [Na, Definition 7.22]), so ist nach
[AMRT, Theorem IV.2.1] sichergestellt, daf die durch & definierte toroidale
Kompaktifizierung X (3)/ ~ eine projektive Varietét ist.

3.3 Die Stabilisatoren P(U"), i =0,1,2

Wir haben im vorherigen Abschnitt gesehen, dafl bei der partiellen toroi-
dalen Kompaktifizierung in Richtung einer rationalen Randkomponente F
die Stabilisatorgruppen P(Ur), gewisse Untergruppen und bestimmte epi-
morphe Bilder eine besondere Rolle spielen. Wir werden zunéchst diese fiir
die Standardrandkomponenten F© FU F®) in ®, angeben, die zu den
Unterrdumen U@, UM und U® korrespondieren.
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Satz 3.9 Betrachte folgende Matrizen in Sp(4,R):

A0 C 0
01 0 0 ., (A B .
" =1500D 0 mit (C D) € Sp(2i,R)
0 0 0 1
1 0 0 0
o ot 0 o0 . .
2 =19 0o 1 o0 mit @ € GL(2 —1i,R),
0 0 0 Q
1 0 0 N
(MmN 0 mit M,N € Mat((2 — i) x i, R),
B= 1o o1 —tMm M!N ="(MIN),
0 0 O 1
1 0 0 0
010 S . .
99 = 1o 0 1 0 mit S € Sym(2 —1i,R)
0 0 01

Mit diesgn Bezeichnungen gilt:
(i) PUD) ={g1- g2+ g3 g4 | g; wie oben}
P (UD) = {g4 | g4 wie oben}
(ii) Die Abbildung w: P(UY) — GL(2 +i,R), definiert auf den Erzeugern
durch

1 0 0 "1 0 0
(1) =0 A B, m(g)= 0 10
0 C D 0 0 1
1 M N
m(g3) =10 1 0], m(ga)=1
0 0 1

ist ein Gruppenhomomorphismus mit Ker m = P’(U(i)). Insbesondere ist das
Bild von m isomorph zur Faktorgruppe P"(U®).

(i) Wird P'(UD) mit Sym(2—1,R) identifiziert, so lift sich die adjungierte
Operation von P(UW) auf P'(U®) wie folgt beschreiben:

Die Erzeuger g1, g3, g4 operieren trivial und das Element go operiert durch

92(8) =tQ71SQ!, S e Sym(2 —1i,R)
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(iv) Unter den Identifikationen in ii) beschreibt sich der offene Kegel C(U®)
als Menge der positiv definiten Matrizen Sym_ (2 —i,R).

Beweis. [HKW1, Proposition 1.3.87-1.3.90]
a

Korollar 3.10 Fiir die rationalen Geraden lp := Q(0,0,1,0) und l(,1) =
Q(0,0,0,1) gilt:

E m S n a b € BT\ (2)F
(i) Py, TS (2) = 0 a *x b c d
t 0+ 1,p - 0 0 € O m,s € 27,n € 2p7

0 ¢ * d e==1

1, B s 0
Pt = {( 0)[B=(; 0)o 22
a 0 b x
a b
. . m 1 n s < >€F1(2)
(i) Pl T5,(2) = c 0 d AN d
00 0 1 m,n,s € 2pZ
. 1, B 00
Plon i@ = {(§ o)|e=( 5)scwzf
= mes T ge P(lo, T3 ,(2))
(i) PloTiy) = dg=|0 & 57 N
0> "1y 9710 0 ¢ 0 (“ d>eE1F1(2p)E
0 ¢ *x d ¢
P'(lo,T1(2)) = P'(lo,T5,(2))
a 0 b x
m 1 n s g & P(l(o,l)yri),p(?))
(@)  Ploy,T1p@) = J9=1. o 4 « e
0 0 0 1
" B B 1, B g & P(Z(O,l)vrip(Z))
P(Z(O,l)’rl»P(z)) - {g_<0 1, s€2p2Z

wobei die Fintrdge ,,* ‘‘ gerade ganze Zahlen sind, die sich aus der sym-
plektischen Bedingung ergeben.



24

Beweis. Die Stabilisatorgruppe P(I(g 1)) und P’'(I(g,1)) wurden schon in 3.9
angegeben. Durch Konjugation mit

€ Sp(J,2)

O O = O
o O O
_ o o O
o= O O

erhalten wir dann P (lp) und P’(ly), also P(ly) = TP(l(o1))T " und P'(ly) =
T P(l(o,l))T*I. Die angegebenen Gruppen ergeben sich dann als Schnitt die-
ser Gruppen mit der arithmetischen Gruppe I'7 (2) bzw. I'1 5(2), so dafi die
Aussage direkt aus der Beschreibung von I'{ (2) und I'1 ,(2) in Proposition
2.1 folgt.

O

3.3.1 Korang-1-Randkomponenten

Zunéchst werden wir zulédssige Fécher fiir die Geraden lo, [ 1) bestimmen.
Im Gegensatz zum Fall der zweidimensionalen isotropen Unterrdume stellt
sich heraus, dafl diese Fécher und damit die partiellen Kompaktifizierungen
eindeutig bestimmt sind.

Proposition 3.11 Fir die Geraden | = ly, l 1) sind die partiellen Quo-
tientenabbildungen wie folgt:

HQ — X(l(o}l),rip(Q)) - Hl x C x C*
e(lo,1),I'7,(2)) - (n 72) 2mi

T2 T3 = (7-177-2762]0 73)

H — X(lo,rip@)) CC*xCx H
WL+ | () 2

T2 T3

T

= (e2 T Ty, T3)

HQ — X(l(oyl),rl,p(Z)) Q H1 x Cx C*
6([(071),F1,p(2)) : (Tl 7'2) 2L§-7'3)

— (7_177_276217
Hg — X(lo,rlyp@)) - C*x Cx Hl
2

e(lo,I'1p(2)) (71 72>

T2 T3

T2 T3

T

= (e2 ™ Ty, T3)

Beweis. Die Quotientenabbildungen ergeben sich sofort aus den Berech-
nungen von P'(lg1),I'7,(2)) und P'(lo,T'7 ,(2)) bzw. P'(l,1),T'1,(2)) und
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P'(lp,T'1p(2)), die als Gitter vom Rang 1 durch Translation auf Hy operie-
ren.
d

Um nun zu einer zu den beiden Geraden | = lo,{(g 1) zugehdrigen parti-
ellen Kompaktifizierung zu gelangen, miissen wir einen zuléssigen Fécher
in P'(1,T), T' = T9 ,(2),T1,(2) finden. Hier aber ist der Facher ¥(I) =
{{0},R.,} der einzig zulédssige:

In beiden Fillen ist X' (1) ~ H; x C x C* ein triviales Torusbiindel mit Faser
C* und Basis Hy x C. Esist P'(I,T) ~ R, C(l) ~ Rsg und die Operation
von P(I,T') auf C(I) ist trivial (als Folgerung aus Satz 3.9). Der Ficher
Y(l) ergibt sich in beiden Fillen als der einzige zuléissige Facher mit Tréger
C ()¢ ~ Ry, der die affine Toruseinbettung C* — C repriisentiert, so dafl
X (1) in das assoziierte Biindel Xy;y ~ Hj x C x C mit Faser C eingebettet
ist. Damit besteht also die mengentheoretische Identifikation

Xyy(1) = X (1) U {H, x C x {0}}.

Um die Korang-1-Randkomponenten in unserem Fall zu beschreiben, wer-
den wir zunéchst die folgende Terminologie einfithren. Es sei H eine arith-
metische Untergruppe von SL(2,Q) und L C Q? ein H-invariantes Gitter,
wobei H durch Matrixmultiplikation von rechts auf Q? operiere. Mit Hp,
bezeichnen wir die Matrixgruppe

1 m
HL: 0 a
0 c

QU >3
AR
S

Q o
~——
m
=
E
2
m
h

die auf C x H; durch

o 00} ()= (Cprm )

operiert. Der Quotient Hy\C x Hy =: D°(H) heifit offene Modulfiiche. Im
Fall —15 ¢ H sind die Fasern der Projektion D°(H) — X°(H) := H\H;
elliptische Kurven und D°(Hp) heifit elliptische Modulfliche; im Fall —15 €
H sind die Fasern dieser Projektion Kummerkurven, das heifit rationale
Kurven, die sich als Quotient von elliptischen Kurven nach der Involution
x +— —x (beziiglich der Gruppenstruktur auf der elliptischen Kurve) ergeben.
D°(Hp) heifit dann Kummersche Modulfidche.

Notation Ist H = I'y1(k), k > 1 und L = kZ x kZ C Q?, so bezeichnen
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wir D°(Hp) mit S°(k). Die Fldche S°(k) heiit dann (offene) Shiodasche
Modulfliche zur Stufe k. In den Féllen k = 1,2 ist —12 € H und die Flache
wird mit K°(k) bezeichnet. Ist H = +T'1(k), k > 2 und L = kZ x kZ C Q?,
so bezeichnen wir D°(Hp) mit K°(k). Diese Fliche heifit dann (offene)
Kummersche Modulfidche zur Stufe k.

Proposition 3.12 (i) Der Rand D°(I,I'7 ,(2)) := (Yy)\Hz2)/P(l,T5 ,(2)),
I =lo,l0,1) 1st analytisch isomorph zur offenen Kummerschen Modulfiiche
K°(2) zur Stufe 2.

(ZZ) Der Rand Do(l((),l),Fl,p(Q)) = (YE(Z(OJ))\HQ)/PU(O,I)7Fl,p@)) st analy-
tisch isomorph zur offenen Kummerschen Modulfliche K°(2) zur Stufe 2.
(i4) Der Rand D°(lo,T'1(2)) := (Y(,)\Hz2)/P(lo, T'1,5(2)) ist analytisch iso-
morph zur offenen Kummerschen Modulfiiche K°(2p) zur Stufe 2p.

Beweis. Die Gruppe P"(lo,T'§ ,(2)) beschreibt sich nach Satz 3.9 und Ko-
rollar 3.10 als

m n a b -1
E-T,(2)E
P (10,75, (2)) = a b ( d)e 1(2)
c d

m € 27, n € 2pZ, € = +1

S O M

und die induzierte Operation auf dem Basisraum C x Hj ist fiir die Erzeuger
von P"(lp,I'] ,(2)) durch

—~
—_
~—

(r2,73) — (€72, 73)

—~
w
~—

(12,73) + (12(crs +d)7L, (ar3 +b)(ers +d)71)

—

2o

S—
corRPO oo n
o oo~ 3 oo

0
0
1
n
0] : (m2,m3) — (12+m73+n,73)
1
0
b
d

gegeben. Da —13 trivial operiert, ist die Operation von (1) im Fall (3)
enthalten und wir erhalten

P"(19,T5,,(2)\ {0} x C x Hy ~ D°(H)

mit H = E-'T1(2)E und L = 27 x 2pZ. Bs ist —1o € H und D°(H)
eine Kummersche Modulfldche iiber Y°(2) = H\H; und Anwendung von
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[HKW1, Proposition 1.2.35] (mit ¢ = E und k = 1) liefert das kommutative
Diagramm

~

D°(HL)

|

Yo2) = X°(2)

/

Die anderen Félle behandelt man analog, wobei sich H und L wie folgt er-
geben:

! r H L D°(Hy)

lo |T5,(2)| ET'0NQ2E | 2Zx2pZ | K°(2)
Lo | T9,(2) I'v(2) 2p7 x 2pZ | K°(2)

lo | Tip(2) | £E7'T1(2p)E | 2Z x 2pZ | K°(2p)
Loy [ Tip(2) I'(2) 27 x 27 | K°(2)

Bemerkung 3.13 Nach Korollar 3.10 ist

P(lo,T'7 ,(2))/ P(lo, T'1p(2)) =~ T1(2)/ £ T1(2p) =~ PSL(2,Z))

und
P(lio,1),T5 ,(2))/Pl0,1), T1p(2) = 2pZ/2p°Z ~ 7,

3.3.2 Korang-2-Randkomponenten und der Legendre-Fécher

Fiir die ausgezeichnete isotrope Ebene h = U®) ist nach Satz 3.9 P"(h) ~
GL(2,R), C(h) ~ Sym_(2,R) C Sym(2,R) ~ P’(h) und die adjungierte
Operation von P”(h) auf P’'(h) wird durch
GL(2,R) x Sym(2,R) — Sym(2,R)
(@,5) — 'Q7'sQ™ (t)

gegeben.
Wir definieren folgende Liste von Kegeln in Sym(2, R):

1 0 11 0 0
51 3:Rzo (0 0>a52 3:Rzo <1 1>a€3 3:Rzo <0 1)
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Fiir i # j aus {1,2,3} sei §; = & + & und 0, := & + & + & und fiir
r € Z definieren wir den Kegel o, durch o, := g"(0,) mit g := (4 ¢) und

& = §(oy) mit § = (f;f{ 1;’?).
Definition 3.14 Die Menge der Kegel in Sym(2,R)

Y :=A{r| 7=g(00) oder 7 < g(0,) fiir ein g € GL(2,Z)}
heifit Legendre-Ficher.

Die Bedeutung dieser Menge wird unmittelbar aus dem folgenden Hilfssatz
klar.

Hilfssatz 3.15 X, ist ein zuldssiger Ficher in P(h).

Beweis. [HKW1, Proposition 1.3.118]
O

Definition 3.16 Es sci 3. 1, die durch den Legendre-Fdcher abgeleitete Fa-
milie von Féchern, die wie folgt definiert ist:

Fiir jeden 2-dimensionalen rationalen Unterraum U von Q* sei X(U) =
Y(2L), wobei v aus 'Y , so bestimmt ist, daB +(U°) = U gilt. Ist U ein ra-
tionaler Unterraum von Q* der Dimension < 1, so sei ©(U) = S(U;)NP'(U),
wobei U eine rationale isotrope Ebene ist, die U enthélt.

Bemerkung 3.17 Nach [HKW1, Remark 1.3.141, Proposition 1.3.142] ist
diese Konstruktion wohldefiniert und X, ist ein zuléssige Familie von Féchern
im Sinn von Definition 3.6, so dafl folgende Definition Sinn macht.

Definition 3.18 Die toroidale Kompaktifizierung

(7 p(2)\Hz2)* und (I'y p(2)\Hz)"

des Modulraums A7 (2) (bzw. A;,(2)), die durch die Familie S(L) be-
stimmt ist, heiBt Igusa Kompaktifizierung von A3 ,(2) (bzw. A;,(2)) und
wird mit (A5 (2))" (bzw. (A1,(2))") bezeichnet.

Bemerkung 3.19 Namikawa zeigt in [Na, §7B, §8], daf die Familie E(L)
projektiv ist, so daB die kompaktifizierten Modulréume ( ‘ip(2))* und (A; ,(2))"
projektive Varietdten sind.
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Hilfssatz 3.20 (i) Der Stabilisator Stab(c,) von o, in GL(2,Z) wird von
Mo:= (V7). No:=(9}) und -1, erzeugt.

(ii) Der Stabilisator von &g in GL(2,Z) wird von No, Vo = (§ %) und
—15 erzeugt.

(iii) Der Stabilisator von & in GL(2,Z) wird von Vy, Ry = ({ 1) und —1
erzeugt.

(iv) Das Element —14 operiert trivial. Es ist Stab(o,)/{£12} isomorph zur
symmetrischen Gruppe Ss sowie Stab(&,3)/ {£12} isomorph zur Kleinschen
Vierergruppe und Stab(&s)/ {12} isomorph zur unendlichen Dihedralgrup-

pe.

Beweis. Dies ist eine direkte Folgerung aus [Br, Hilfssatz 2.2.4]. Hier ist
allerdings zu beachten, daf8 in [Br| die Gruppe GL(2,Z) durch (Q,S) —
QS'Q auf Sym(2,Z) operiert. Durch @ +— Q! und S — S ist aber ein
aquivarianter Isomorphismus dieser Operation mit der Operation () gege-
ben.

O

Es sei G° = (To(p), (3 %)) und F° = ker[G® P SL(2,2y)]. Die
se Gruppen werden in den kommenden Abschnitten eine wesentliche Rolle
spielen. Wir werden hier auf einige Eigenschaften dieser Gruppen aufmerk-
sam machen, die fiir uns niitzlich sein werden.

Fiir G = G°, F° sei Rg die Menge der Rechtsnebenklassen von G in GL(2,7Z)
und fiir g € GL(2,Z) bezeichne [g]g die Rechtsnebenklasse G - g von ¢ in
GL(2,72).

Hilfssatz 3.21 Es gilt [(‘C‘g)]éo = [(z; Z;)]éo falls entweder d = d' =
0 (modp) oder d,d" # 0 (modp) und cd' = /d’~" (mod p) gilt.

Beweis. Es sei (¢%) € GL(2,Z). Da (§ %) € G°, kénnen wir ohne Ein-
schriankung det (‘; Z) = 1 annehmen.
)

1. d# 0 (modp
Esseir € {0,...,p — 1} mit r = cd~! (mod p). Dannist( d —b ) €

_ rd—c a—rb
G° und (rdcica:?"b> (g3> = (71’(1))

2. d =0 (modp) B
Dann ist (_dc _ab) € G° und (_dc _ab) (‘;3) =(9%).
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Hilfssatz 3.22 Fs gilt

1:1
RI‘;O — Réo X SL(Q,ZQ).

Beweis. Die Abbildung

7

{ Rpo — Rego x SL(2,Zy)
97— ([9]50,7)

ist wohldefiniert und bijektiv. Die Gruppe F° ist der Kern des Reduktions-
homomorphismus ¢ : G° — SL(2,Z2), ¢(g) = g. Damit ist die Wohldefi-
niertheit klar, da F° <1 G° und f = id fiir alle f € F®.

Die Abbildung ¢ 148t sich zu einem Homomorphismus ¢ : GL(2,Z) —

SL(2,Z2) erweitern, so da§ wir das Diagramm

GL(2,7)
| N
~ ¢
1 Fo = G° SL(2,Z2) =1
haben. Zur Surjektivitit sei & € [h]5, und f € SL(2,Z;). Da ¢ nach

Hilfssatz 2.3 (iii) surjektiv ist, gibt es ein g € G° mit ¢(g) = ¢(h)~! - f und
g+ 1] 7 liegt im Urbild von ([h]z., f).

Die Injektivitat ist auch klar:

Es seien h,h € GL(2,7Z) mit [h]
h:g-ﬁfﬁreingééo und ¢(g)
also [h]z = [h)]

go = [hlgo und @(h) = @(h). Dann ist
= ¢(h) - (k)™ = id, woraus g € F° folgt,

Fer
0

Wir betrachten folgende Operation des Stabilisators in GL(2, Z) eines Kegels
o auf den Rechtsnebenklassen von F° in GL(2,Z):

| Stab(o) x Rz, — R 7o
%'{ (5. flz) = s U

und zuséatzlich

» [ Stab(o) x (Rge x SL(2,Z2)) —  Rg. x SL(2,Zs)
R AT A ~ (g5 gt @ T
von Stab(o) auf Rz, x SL(2,Z3). Dann ist leicht zu sehen, daf§

P(s, [flpe) = (s, v([flge)) = (5, ((f]ge, f))

ein dquivarianter Isomorphismus von ¢, nach ¢, ist.
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Satz 3.23 (i) Zwei 3-dimensionale Kegel g(o,) und g'(o,) sind genau dann
Fe-iquivalent, falls [g) 7o und [¢']zo in derselben Bahn unter der Operation
@0, liegen. Die Menge der Rechtsnebenklassen von F° in GL(2,Z) zerfallt
unter dieser Operation in genau p + 1 Bahnen der Linge 6. B

(i1) Zwei 2-dimensionale Kegel g(&15) und ¢'(&5) sind genau dann F°-dqui-
valent, falls [g]zo und [¢'] zo in derselben Bahn unter der Operation g,
liegen. Die Menge der Rechtsnebenklassen von F° in GL(2,Z) zerfdllt dabei
n genau %(p — 1) + 6 Bahnen. Dabei haben %(p — 1) Bahnen die Linge 4
und 6 Bahnen die Linge 2. _

(111) Zwei 1-dimensionale Kegel g(&3) und ¢’ (&) sind genau dann F°-dqui-
valent, falls [g]zo und [¢'] 7. in derselben Bahn unter der Operation ¢,
liegen. Die Menge der Rechtsnebenklassen von F° in GL(2,Z) zerfdllt dabei
in genau 6 Bahnen. Dabei haben 8 Bahnen die Linge 2p und 3 Bahnen die
Léinge 2.

Beweis. Da GL(2,Z) transitiv auf den Kegeln gleicher Dimension operiert
([Br, Folgerung 2.5]), ist jeder Kegel F°-dquivalent zu einem Kegel der Form
g(a), wobei o € {0, &5, &5} und g ein System von Rechtsnebenklassen von
F° in GL(2,Z) durchlauft. _
Zwei Kegel g1(0), g2(0) aus dem Legendre-Ficher sind genau dann F°-
dquivalent, falls es ein g € F° gibt, so dafl g, L. g g1 aus dem Stabilisator
Stab(c) in GL(2,Z) ist, was dquivalent zur Identitét [g1 - s™ !z = [g2] 7
fiir ein s € Stab(o) ist. Nutzen wir den dquivarianten Isomorhismus 1,
so sind also die Kegel g1(0) und g2(0) genau dann dquivalent, falls es ein
s € Stab(o) gibt, so daB ([g1 -5 50,91 -571) = ([92) 50, G2) ist.

Man beachte, dafl die Operation von —19 € Stab(o) trivial ist, so daf} wir
uns lediglich auf Stab(o)s := Stab(o)/{£12} konzentrieren miissen.

o 0 =0,
mod 2
Hier ist Staby (o) ( £ ) SL(2,Z2). Die Operation (ff) ist auf der

zweiten Komponente transitiv und frei und somit frei auf R , x SL(2, Z2).
Die Gruppe SL(2,Z3) hat die Ordnung 6 und damit ergeben sich genau
p+ 1 Bahnen der Lange 6:

0
1
) mit r € {0,...,p—1}, g € SL(2,Z5)
0
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Die Elemente Ny und Vj operieren durch

nach Hilfsatz 3.21 gilt. Das Element Ny hat die Ordnung 2 und ope-
riert frei auf der zweiten Komponente. Weiter ist Vy Ny konjugiert zu
Vb, so dafl wir nur die Fixpunkte von V bestimmen miissen. Dieses
fixiert genau die Nebenklassen ([(§9)]z0,9) und ([(9§)]5.,9)-

Bahnen der Linge 4:

{2 Dge9) ([GE )] ge 9 (88)),
([(2D]g ) ([ Dgo- Q1) 1
r=1,...,p—1, g € SL(2,Z3)

Bahnen der Lénge 2:

LU NE0-9) - (Do g+ (98)) 1+ g € SL(2,Zs)

o=§
Ein Element (§ ¥) , k € Z aus dem Stabilisator Stab(¢;) operiert durch

(4. ([ Nge-0) = ([C12i))g 0 (1))
O (@D 9) = ([ 2)]a 9 (0D)

Insbesondere ist fiir » # 0 (modp) die Nebenklasse ([(19)]z..9)
dquivalent zu ([(9§)]z0 ,9) (wihle k € Z so, daB k = 1 (modp) und
k gerade ist). Weiter ist ([(9 §)]go »9) Aquivalent zu ([((1) Ngo 9 (51 ))
(wihle k = p).

Fiir r = 0 (mod p) ist ([(§ )]z »9) Aquivalent zu ([([1) Dlaor9-(§ %))
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und die Operation von Vj liefert keine weiteren Identifikationen. In-
gesamt haben wir

drei Bahnen der Lange 2p :

{(Y)ge»9) ([(01)]@79 (6
11
01)

(I(EDge»9) > ([(EDge 9
g € SL(Q,ZQ)

)

1
1
) ,...,p—l}

drei Bahnen der Linge 2:
{(G6Nge-9) - (6 Dge 9 (§1)) }» 9 €SL(2,Z2)

a

Korollar 3.24 FEs sei g = (}1 (1)) und r = 0,...,p— 1. Die F°-Bahnen
dreidimensionaler Kegel im Legendre-Fdcher werden von den Kegeln o, und
o reprdasentiert.

Beweis. Es ist leicht zu sehen, daf§ die Abbildung

{9,9"} — (Rg. x SL(2,Zy))/ Stab(a,)
g ([Q]Go,g)

r =0,...,p— 1 bijektiv ist. Nach Satz 3.23 haben ndmlich beide Mengen
die gleiche Machtigkeit und nach Hilfssatz 3.21 ist die Abbildung injektiv.
O

Hilfssatz 3.25 (i) Der Durchschnitt Stab(g(o,)) N F° ist fiir jedes g €
GL(2,2Z) trivial. N
(ii) Der Durchschnitt Stab(g(&.5)) N F° ist genau dann nicht trivial, falls

€ <C~¥°, (9 (1))> ist. Dieser ist von der Ordnung 2 und wird von g-Vy - g~!

erzeugt.

Beweis. Zunichst ist Stab(g(c)) = g - Stab(o) - g~! und nach Hilfsatz 3.20
ist Stab(o,) = (M, No) und Stab(£,5) = (No, VO) in GL(2,7Z). Da f = id fiir
alle f € F° , muf} notwendigerweise gsg~—! = id < 35 = id fiir ein s € Stab(o)
sein.

Im Fall ¢ = o, ist s = id das einzige Element aus Stab(c,) mit dieser
Eigenschaft.
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Im Fall o = &5 ist V) das einzige nichttriviale Element mit der Eigenschaft,
dafl die Reduktion modulo 2 die Identitét ist.
Fir g = (2Y) € GL(2,Z) ist

(o) G o) fz)_l—(;d e

< ¢ =0 (modp) oder d =0 (mod p).
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4 Das Titsgebidude bestimmter Untergruppen von

Sp(A, Q)

Die Berechnung des Titsgeb#dudes einer arithmetischen Gruppe r CNSp(A7 Q)
spielt bei der Beschreibung der Kompaktifizierung des Quotienten I'\ Hy eine
wesentliche Rolle. Da eine rationale Randkomponenten von Hs im Abschlufl
einer anderen liegen kann, ist es notwendig, die korrespondierenden parti-
ellen Kompaktifizierungen zu verkleben, um eine volle Kompaktifizierung
von j\Hg zu erhalten. Es stellt sich also die Aufgabe, eine Beschreibung
der I'-Bahnen von rationalen Randkomponenten und deren Nachbarschafts-
relationen zu finden. Durch Angabe des entsprechenden Titsgebiudes 7 (T)
wird diese Aufgabe gelGst. B

Zur Definition des Titsgebdudes 7 (T') : Es sei (X, <) eine teilgeordnete Men-
ge. Dann definieren wir die simpliziale Darstellung SR(X, <) von (X, <)
als den simplizialen Komplex, der aus allen Simplizes (zg,...,x,) besteht,
wobei zg,...,z, € X,n > 0 und zg < 21 < -+ < x, gelte. Ist nun
G eine Gruppe von Automorphismen auf (X, <), so induziert die Operati-
on von G auf (X, <) eine Operation von G auf SR(X, <), gegeben durch
gx(xoy ... Tpn) = (9(x0),...,9(xy)). Dann wird G\ SR(X, <) als der simpli-
ziale Komplex definiert, dessen Ecken Orbiten x* = Gz von Elementen aus

X und Simplizes (x,...,x}) besteht, wobei es fiir jeden Eintrag ] einen

rrn

Représentanten z; aus SR(X) gibt mit 27 = Ga; und 2o < - -+ < @,
Das Titsgebiude 7 von Sp(A, Q) wird dann als simpliziale Darstellung von

(X1,<) = ({nicht triviale A-isotrope Unterrdume von @4} , Q)

definiert. Wir werden im weiteren den Begriff isotrop als A-isotrop ver-
stehen. Ist I' eine arithmetische Untergruppe von Sp(A,Q), so wird das
Titsgebéude von T als Quotient 7(I') = ['\7 definiert.

Fiir zwei arithmetische Untergruppen I'y, I'g, die komponentenweise auf dem
Produkt X7 x X; operieren, macht es dann Sinn, das Produkt von 7 (I'y)
und 7 (T'y) als

T(T1) x T(T2) = (T1 x T2)\ SR(X; x X3, <),
einzufiihren, wobei die Teilordnung durch
(zo,21) <’ (20, 7}) & 20 < 2 und 71 < )

definiert sei.
Fiir eine weitergehende Diskussion von Titsgebduden sei auf [HKW1, 1.3B]
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und [Bro, V.6] hingewiesen.

Die in Definition 3.2 eingefiihrten rationalen Randkomponenten stehen in
1:1-Korrespondenz zu isotropen Unterriumen des Q*. Dariiberhinaus ist
eine Randkomponente F’ genau dann echt im Abschlufl einer Randkompo-
nente I’ enthalten, falls der zugehoérige Unterraum Ups den Unterraum Up
zu F echt enthélt. B

Interessieren wir uns fiir I'\Hg, so stehen die Bahnen rationaler Randkompo-
nenten modulo I' in 1:1-Beziehung zu den I'-Bahnen isotroper Unterrdume
von Q% stehen, wobei I' durch Rechtsmultiplikation operiert.

Es seien die Mengen Py, P,, P, wie folgt definiert:

P, = {l | [ ist eine Gerade in Q4}
P, = {h| hist eine isotrope Ebene in Q*}
Py = {(LK)|L€P:, hePy LCh)

Da A eine nicht ausgeartete schiefsymmetrische Form ist, hat jeder isotrope
Unterraum des Q% hochstens die Dimension 2. Der simpliziale Komplex 7°
ist also 1-dimensional, das heifit ein Graph.

Mit [U ]z sei die Bahn des isotropen Unterraums U in Q* und mit P,(T)
und P2(f) seien vollstdndige Reprisentantensysteme von isotropen Geraden
bzw. Ebenen bezeichnet. Mit Py(I') bezeichnen wir ein vollstindiges Re-
priasentantensystem von Fahnen [ C h isotroper Unterrdume.

Das Titsgebéude 7 (I') ist also ein Graph, dessen Ecken [ﬁ]f Bahnen nicht-

trivialen isotropen Unterrdumen entsprechen. Je zwei Ecken [ﬁl]f und [(72]5
werden genau dann mit einer Kante verbunden, wenn es ein v € r gibt, so
da v(U1) C Uz oder y(Us) C Uy gilt. Das Titsgebédude gibt damit die Kon-
figuration der rationalen Randkomponenten des jeweils betrachteten Modul-
raums wieder.

Fiir eine arithmetische Untergruppen I < f(l),p gibt es eine natiirliche Ab-
bildung 7 (T') — T(fip), die mit der Quotientenabbildung, induziert durch
fip/l:, iibereinstimmt. Wir betrachten die Gruppen fip(Q) und 1:17,3, die
beide Normalteiler der arithmetischen Untergruppe f(fyp sind mit Quotien-
ten f‘ip/fl’p ~ SL(2,Zp) und f‘f’p/fip@) ~ Sp(4,Zsz). In dieser Situation
haben wir ein Diagramm

< SLeZ) =
T(T1p) —— T(I9,)
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so dafl wir beziiglich dieser Abbildungen das Faserprodukt

T(T1,) X T(TS,(2) =

7(T%,)
es gibt ein g € Sp(2,Z,) und ein }

{(U’U) < T(fl’p) x T(fi’p@)) h € Sp(4,Zs), so daB g(u) = h(v)

einfithren kénnen.

Da wir uns lediglich fiir rationale Unterrdume des R?* interessieren, macht es
Sinn, die Operation der jeweiligen arithmetischen Untergruppe von Sp(A, Q)
auf der Menge der primitiven Vektoren zu studieren. Jede Gerade | C Q*
enthilt genau zwei primitive Vektor aus Z*, die wir mit +v; = +(vy, va, v3,v4)
bezeichnen.

Definition 4.1 Ein primitiver Vektor (vy,vs,vs,v4) € Z* heifit lang, falls
(v1,v3) = 0 (mod p) ist, anderenfalls kurz.

Es ist leicht zu sehen, daB jede isotrope Ebene in Q% von einem kurzen
und einem langen Vektor erzeugt wird (siche dazu etwa [FS, Korrollar
2.6.]). Im Folgenden seien die primitiven Vektoren vy := (0,0, 1,0) sowie
V() = (0,a,0,b) fiir ein teilerfremdes Paar (a,b) € Z* definiert.

4.1 Das Titsgebdude 7 (I'7 (2))

In diesem Abschnitt werden wir lediglich das Ergebnis aus [FS] zitieren. Dort
wurde das Titsgebidude von I'] (2) berechnet. Betrachte folgende Mengen:

P o= {lezi|i40}
P, = {h=10Aly CA*Z}| h+#0 und h ist isotrop in Z3}
Py = {(Lh) |1 €P,, heP,, LCh}

Bemerkung 4.2 Mit der in 2.2 eingefiihrten Indizierung lassen sich dann
die folgenden Korrespondenzen feststellen:

P, < {{ij}c,...,6)}
P, « {(ij)(kl)(mn) ist Partition von (1,...,6)}

5 {{i,j} € Po, () (K'V)(m'n) € P},
{i, gy € {4, '} AK U} {m/ 0" }}
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Satz 4.3 i) Die Menge der fip(Q)—Bahnen eindimensionaler isotroper Un-
terrdume wird von

{kurz, lang} x P

parametrisiert. Dabei sind zwei isotrope eindimensionale Unterrdume ly,lo

in Q* unter der Operation von F(ip(Q) genau dann dquivalent, falls vy, = vy,

und vy, v, entweder beide kurz oder beide lang sind. Damit zerfallen die

eindimensionalen isotropen Unterrdume von Q* unter der Operation von
1,(2) in genau 30 Bahnen.

i1) Die Menge der fi’,p(2)—Bahnen von zweidimensionalen isotropen Un-

terrdumen wird von Py parametrisiert.
Zwei isotrope Ebenen h = vy, A v, h' = vy N vy sind daber genau dann

~({7p(2)—dquivalent, falls v, N0y, =0y, Ay, in A275 gilt. Es gibt also genau
15 Bahnen isotroper Ebenen des Q* unter der Operation von f‘f’p(2).
i4i) Im Titsgebdude T (I'] ,(2)) werden zwei Ecken mfi’,p@)’ [l A l2]f?,p(2) ge-

nau dann miteinander verbunden, falls (v;,0;, ADy,) € Po gilt (siehe Abbil-
dung 4.1).

Beweis. [FS, Satz 3.5-3.9]
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-Ebenen und ® :-Geraden

4.2 Die Titsgebéude 7 (I'7 ) und 7 (I'y,)

Auch hier werden wir lediglich Ergebnisse, diesmal aus [HKWT1, 1.3B], zi-
tieren. Zunéchst fithren wir zur Beschreibung des Titsgebdudes 7 (I'y ) die
folgenden Mengen ein:

Es sei PKu% .= {1} und P}*"¢ = (Z, x Z, — {(0,0)})/ {£1}.

Die Abbildung

Pil1,) — PR UPM

~ Vg v; kurz ist
[l]Fl,p ~ { +(v2,v4) (modp) falls vy lang ist
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ist eine Bijektion, das heift, die fl,p—Bahnen isotroper Geraden in Q* werden
von

Pi{urz U :P%ang

parametrisiert. Bis auf fl,p—Aquivalenz kann jeder zweidimensionale isotro-
pe Unterraum von Q% durch [y und einem langen Vektor l(a,p) aufgespannt
werden. Zwei Geraden [(qp) und [ py definieren dabei genau dann die-
selbe T'; ,-Bahn von Ebenen, wenn [a : b] = [d¢ : V] in P'(F,) gilt. Fiir
jede Bahn einer Geraden [, € Piang definieren wir einen Représentanten
h[a:b] =y A l(a,b)- Die Menge

{h[a:b] ‘ [a . b] € P1<IFP)}

steht dann in bijektiver Beziehung zu Pg(flyp).
Das Titsgebéude 7 (I'y ;) a8t sich wie folgt beschreiben:

Satz 4.4 i) Das Titsgebiude T(I:Lp) ist ein Graph mit 1+ (p> —1)+p+1
Ecken, die von den Elementen in P, (fl,p) U PQ(fl,p) reprisentiert werden.
Jede Ecke hjq.y wird mit log verbunden und genau dann mit (g yy € P;ang
verbunden, falls [a : b] = [a’ : ¥'] in PY(F,) gilt.

ii) Das Titsgebiude T(fip) ist der Quotient G\T(fl,p@)), G = fip/flm ~
SL(2,Zy) und ist ein Graph mit drei Ecken, die von lo, 1) und hyg.
reprasentiert werden und zwei Kanten, die lo mit hy.1p und lo1) mit hjo.q
verbinden.

Beweis. [HKW1, Theorem 1.3.40]

4.3 Das Titsgebdude 7 (I'; ,(2))

Auf der Suche nach Invarianten von eindimensionalen Unterrdumen des Q*
unter der Operation von flyp(Q) konnen wir zunéchst festhalten, dafl die
Eigenschaft kurz bzw. lang eines primitiven Vektor von fl’p(z) respektiert
wird. Diese Eigenschaft bleibt némlich insbesondere unter der Operation
von f‘ip D flyp(z) erhalten (siche [HKW1, Proposition 1.3.38]).

Zuniichst wollen wir auf eine zahlentheoretische Uberlegung hinweisen, die
sich schon bei der Berechnung der Titsgebdude 7° (flyp) und T(fj’yp) als sehr
niitzlich erwiesen hat:



41

Lemma 4.5 Es seien x1,x9,x3,24 € Z mit ggT (z1,x2,23,24) = 1 und
x9 # 0. Dann gibt es A\, € Z, so dafS ggT (x1 + Axg + pxy, v0) = 1 ist.

Beweis. [HKW1, Lemma 1.3.35]

Wir fithren die folgenden Matrizen aus fl,p(2) ein:
Fir k € 27 sei

1k 0 0 1 0 0 k&
{01 0 0 [0 1 pk O
Mk =1g 0 1 of MB=19 7 o
0 0 —pk 1 00 0 1
1 0 00
_|—-pk 1 0 O
Msk)=1| o o 1 &k
0 0 0 1
Betrachte die folgende Einbettung:
[1(2) xT1(2p) — Ti,(2)
a 0 b 0
X : a b a b 0« 0 ¥V
—
c d)’\d d c 0 d 0
0 & 0 d

Lemma 4.6 Es seien x,y € Z* kurze und primitive Vektoren. Dann sind
x und y genau dann I'y ,(2)-dquivalent, falls x =y (mod 2) gilt.

Beweis. B

, = Ist klar, da g = 14 fiir alle g € 'y (2).

,, <= ‘“: Es sei zunédchst x = (1,0,0,0) (mod 2).

Dann ist ggT(x1,z3) prim zu 2pgeT(ze,z4) und (3,21, 2pxe, —2px4) ist
primitiv, so dafl es nach Lemma 4.5 ganze Zahlen A,y gibt mit ggT(z1, 3+
A2pxo — p2pz4) = 1. Unter Anwendung der Matrix M (24)M2(2X) werden
die Eintrige (x1,x3) nach (x1, 3 + A\2pxe — u2px4 + Apdpx;) transformiert
und es gilt geT(z1,x3 + A2pxe — u2pry + Audpry) = 1, so dafl wir ohne
Einschrinkung ggT(z1,23) = 1 annehmen diirfen. Da zusétzlich 27 unge-
rade ist, konnen wir ganze Zahlen X, u/ mit Nxq + p/2x3 = 1 wihlen. Die

Matrix (;l‘:, _x?) ist aus I'1(2) und x ((;;:/ —fo) , 12> transformiert x nach
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(1,29,0,24), der via Ma(—x4) nach (1,x2, —proxy,0) geht. Letztlich fithrt
ein geeignetes Element aus x (I'1(2),12) diesen nach (1, z2,0,0), der durch
M;i(—z2) nach (1,0,0,0) geht.
Fiir zwei beliebige kurze Vektoren 2/, y’ mit 2’ = ¢ (mod 2) argumentiert
man dann mit der Normalteilereigenschaft von 1:1713(2) in 1:1713. Nach [HKW1,
Proposition 1.3.38] gibt es ein g € flyp, so daB g(z') = vp ist. Dann ist
g(2") = g(y') = vo (mod 2) und nach den obigen Ausfithrungen gibt es ein
h €T ,(2),sodaB (h-g)(z') = g(y') ist. Da Ty ,(2) <y, ist g~ hg € T'1,(2)
und iiberfiihrt 2’ nach 3’

O

Lemma 4.7 Zwei lange primitve Vektoren x = (x1,29,23,24) und y =
(y1,Y2,y3,94) sind genau dann I'1 p(2)-dquivalent, falls + = y (mod2) und
(3027304) = (yz,y4) (modp) 1st.

Beweis.

, = ‘“: Folgt sofort, da 7 = id fiir alle v € pr(Q) und die Restklassen
(r2,x4) (modp) eines primitiven Vektors x bleiben unter der Operation von
fl,p > 1:1713(2) erhalten.

, <= “: Da f‘ip transitiv auf der Menge der langen Vektoren operiert

und 1:1713(2) < fip, konnen wir ohne Einschrankung annehmen, daf§ = die
Eigenschaften z = v(; ) (mod 2) und (w2, z4) = (1,0) (mod p) hat.
Dann ist ggT(zy4,x2,221,223) = 1 und durch Anwendung von Lemma 4.5
finden wir ganze Zahlen A, u, so dafi ggT(xe, 24 + A - 221 + p - 223) = 1
ist. Durch Anwendung von zunéchst Ms(2A) und dann M3(2u) wird x auf
einen Vektor mit xs, x4 teilerfremd transformiert und durch ein geeignetes
Elements aus x (12,1'1(2p)) kénnen wir auf z = (x1,1,23,0) reduzieren.
Dann ist 2p Teiler von ggT(z1,23), da * = (0,1,0,0) (mod2) und lang
ist. Es sel 1 = 2pz] und x3 = 2pzry.Wenden wir My(2u) gefolgt von
einem Element aus x (12,1'1(2p)) an, so kénnen wir mit (z1, 1, x3 + - 2p,0)
arbeiten. Durch Wahl eines geeignetem p kénnen wir dann annehmen, daf3
z = (x1,1,23,0) mit ggT(a),25) = 1 und z3 # 0 ist. Dieser wird unter
My(—22%) gefolgt von M3(2z) nach (0,1,0,0) transformiert.

O

Satz 4.8 Die fl,p(2)—Bahnen 1sotroper Geraden werden von

Pl (fl,p) X'Pl (f?p) Pl (f(l),p(2))

parametrisiert.
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Unter der Operation von pr(Q) gibt es also genau 15(1+ 3(p* — 1)) Bahnen
eindimensionaler isotroper Unterrdume des Q.

Beweis. Betrachte die Abbildung

PiT1p(2) = Piip) Xp, @ ) PiTY,(2)
mfl’p(g) = ([l]fl,pv[l]fip(z))

Da Ty p(2) = Ty N TS (2) ist, ist diese Abbildung wohldefiniert. Zur Sur-

jektivitét sei das Paar ([l1]f, g (127 (2)) gegeben und ¥ = (01,...,04), v/ =
B 1,p

(v],...,v}) die bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmten primitiven Vekto-

ren, die die Geraden [; und lo aufspannen. Dann ist zu zeigen, daf} es einen

primitiven Vektor v; = (v1,...,v4) gibt mit den Eigenschaften 77 = v/ und

v kurz, falls v kurz ist
bzw.
vy lang und (vg,v4) = £(02,04) (modp) , falls ¢ lang ist.

Im Fall, da§ © kurz ist, betrachte den kurzen Vektor vg. Da Sp(4,Z2) tran-
sitiv auf P, operiert und ¢ : I'Y , — Sp(4, Z2) surjektiv ist, konnen wir ein
g € ftl),p wihlen, so daB g(vg) = ¢’ gilt. Da die Eigenschaft kurz unter der

Operation von f‘fvp erhalten bleibt, ist in diesem Fall nichts weiter zu zeigen.
Es sei v lang. Betrachte den langen Vektor v(g ;). Dann gibt es mit der glei-

chen Argumentation wie im obigen Fall ein g € f‘f’p, so daB g(v(o,1)) = v’

gilt. Es sei g(v,1)) = (w1,...,ws). Da g(v(,1)) lang ist, ist insbesondere
(we,wq) # (0,0) (modp), so daBl wir nun ein f € I';(2) wihlen kénnen mit
(w2, wy) - f~1 = (92,04) (modp). Beachte dazu, daB SL(2,Z,) transitiv auf
Ly x Ly, — {(0,0)} operierNt. Dann sei g’ € '] ,(2) im Urbild von f unter
der Projektion N2 @) ¢ 9 ,(2) — SL(2,Zp). Damit ist (¢" - g)(v(o,1)) ein
primitiver Vektor mit den gewiinschten Eigenschaften.

Die Injektivitat folgt sofort aus Lemma 4.6 und Lemma 4.7.
a

Lemma 4.9 Zwei isotrope Ebenen h,h’ sind genau dann in derselben pr(2)—
Bahn, falls es zu jedem kurzen bzw. langen Vektor v' aus h' einen kurzen
bzw. langen Vektor v aus h gibt, so daff v = v und Vg, =[], st

5P 5P
Beweis. _ ~ ~
, =t Ist klar, daI'y ,(2) C 'y p und 7 =1id fiir alle v € I'y ,(2).
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i)

ii)

Es sei zunichst A’ = lg Al (g 1).-

Nach Voraussetzung existiert in i ein kurzer Vektor v mit 7 = (0,0, 1,0)
und ein langer Vektor w mit w = (0,0,0, 1) und (wz,w4) = (0,1) (mod p).
Nach Lemma 4.6 gibt es ein v € Fl,p( ) mit y(v) = vg. Wir setzen
W := y(w). Aus der Isotropieeigenschaft folgt w; = 0. Das Gitter
hz, = Z~(v) & Z~(w) wird von vy und @ — w3vg erzeugt, so daff wir wei-
ter (ohne die Restklasse @ zu &ndern) w3 = 0 annehmen kénnen. Wie
w ist auch W primitiv, also ggT(we,wy) = 1. Day € ' ,(2) C Ty, ist
insbesondere die Restklasse (g, w4) (mod p) invariant. Dariiberhinaus
ist ¥ = id, so daB} insgesamt

(e, W4) = (w2, wq) = (1,0) (mod 2p)

ist. Unter einem geeigneten Element aus x(12,1'1(2p)) C f}’p(Q) wird
w auf w und [y wiederum auf [y abgebildet und damit h = hz ® Q auf
h' gebracht.

Es seien nun fNL,iL zwei beliebige isotrope Ebenen mit den (obigen)
Eigenschaften:

i) Es gibt kurze Vektoren ¢ € h,0 € h und lange Vekoren w €
h, € h, so dab [ily, = [0y, , und [dlg, , = [,
i) 9=10, w=1w

Da fo transitiv auf der Menge der isotropen Ebenen operiert, gibt

es ein 'y e I¢ , so daB (h) = I/ ist. Betrachte die isotrope Ebene

1,p°
7(h), die den kurzen Vektor 4(¢) und den langen Vektor 5(10) enthiilt.

0
Dann gilt natiirlich 4(0) = 4(9) und 4(w) = 7(w). Dariiberhinaus ist
O, = FOF,, wd B, , = @),

Nach Voraussetzung existieren gl,gg € Fl,p, so dafl ¢;1(0) = ¢ und
g2(w) = w ist. Dann ist aufgrund der Normalteilereigenschaft von
1:17,3 in f(l),p die Matrix 7g;7~! aus 1:17,3, die 4(0) mit ¥(0) bzw. ¥(w0)
mit §(w) identifiziert.

Nach den Berechnungen im ersten Fall gibt es ein v € pr(Q), S0
daB y(5(h)) = 4(h) ist. Die Matrix 5177 ist aus T'1,(2) < TS, und
iiberfiihrt & nach h.
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Satz 4.10 Die Menge der pr(2)—Bahnen isotroper Ebenen ’Pg/f17p(2) wird
von

PaTip) Xy ) Pall5(2) = Palip) x Po(T,(2))
parametrisiert.

Beweis. Zunéchst ist die Gleichheit der Mengen klar, da PQ(f‘ip) lediglich
aus einem Element besteht (siehe Satz 4.4). Wir schreiben jede isotrope

Ebene als Erzeugnis eines kurzen Vektor v und eines langen Vektors w und
betrachten die Abbildung

Pg — ]Pl(]Fp) Xﬁg
vAw — ([wy:wy],TAW)

Das Bild einer isotropen Ebene ist nach Satz 4.3 und 4.4 nicht von der Wahl
der erzeugenden Vektoren v, w abhéngig ist und ist damit wohldefiniert. Da
sowohl die Restklasse [wa : wy] als auch ¥ A @ unter der Operation von
f17p(2) invariant ist, kann diese Abbildung von P, nach P;(F,) x P, durch
die von der Operation der Gruppe 1:171,(2) induzierten Quotientenabbildung
faktorisiert werden:

Py P,/T1,(2)

(]

\%

]Pl (Fp) X 732
Es ist zu zeigen, dafl ¢ eine Bijektion ist.

e 1) ist surjektiv:
Es sei ([a : b],11 Als) € P1(Fp) x P, gegeben und h = v A v(o,1)- Da

Sp(4,Z3) transitiv auf P, operiert und f‘ip mod2 Sp(4, Z9) surjektiv

ist, gibt es ein g € f‘ip, so da8 g(vo) A g(v(0,1)) = 1 Ay ist. Betrachte
den langen Vektor g(v(m)) = w. Da dieser lang ist, ist insbesondere
(w2, wyq) # (0,0) (modp) und wir kénnen wie im Beweis zu 4.8 ein
g € fip(Q) withlen, so daB ¢'(w) = (%, a, *,b) (mod p) ist. Die isotrope

Ebene (¢’ - g)(h) liegt also im Urbild von ([a : b],11 A l3) unter .

e 1 ist injektiv:
Es seien h = v Aw und b’ = v' A w’ zwei isotrope Ebenen (v, v’ kurz
und w,w’ lang), so daB T AW = v/ A w’ und [wy : wy] = [wh : w)] in
Py (FF,) ist. Zu zeigen ist, dafl dann [h]fl,p@) = W]ﬂ,p@) ist.
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Es sei k € Zy, so daB (w2, ws) = k(wy,w)) (modp) ist und ferner

9 = (gij)1<ij<2 € SL(2,Z2), so dafl
vo= g11- z + 912 - E_/
W = go1-V + go-duw'.

Weiter sei (2Y) € To(p) so gewihlt, daf

(28) =g und k™! = d (modp)
gilt (die Existenz einer solchen Matrix stellt Hilfssatz 2.3 (iii) sicher).

Dann sind die Vektoren

= a-V+b-w
= c-vV+d v

SIS

aus h'. Der Vektor ¢ ist kurz, da a #Z 0 (modp) und w ist lang,
da ¢ = 0 (modp) ist. Es gilt o = v sowie @ = w und (W, ws) =

(wa,w4) (mod p). Dann folgt [h]ﬁ’p@) = [h/]ﬂ,p@) aus Lemma 4.9.

O

Satz 4.11 Das Titsgebdude T(fl,p(Q)) ist ein Graph mit 15(1+ 3(p* — 1)+
p+ 1) Ecken, die von

(PuT10) Xy iy PrTR,2D) U (PaTig) iy ) PolT,(2))
parametrisiert werden.
Fine Ecke (mfl,p’ [l/]ff,p(2)> € Pi(l'1p) X7’1(1:‘1‘7p)731 (5 ,(2)) wird genau dann

mit einer Ecke ([h]fl,p’ [h/]f? p(2)> € Pz(fl’p) X py (o p)Pz(fip@)) verbunden,
falls

o die Ecken [l]l:lp und [h]flp im Titsgebdude T(I:Lp) und

o die Ecken [l']= und [h,]f‘f (2) im Titsgebiude T(fip(Q))
sP

verbunden werden. B
Damit kann das Titsgebiude T (I'1 ,(2)) als Faserprodukt

T(F1p) %y ) T(5,(2))

aufgefafit werden.
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Beweis. Es sei [ eine Gerade und h = v A w eine isotrope Ebene mit v kurz
und w lang. Wir nehmen an, daf} es ein ¢’ € pr gibt mit ¢’(I) C h und
dal [ von einem primitiven Vektor v; = (v1,va,v3,v4) erzeugt wird, so dafl
7] C U AW ist. Es ist zu zeigen, dal es dann ein g € pr(z) gibt, so daf}
g(l) C h ist.

1. Fall:

2. Fall

vy ist kurz.

Es sei (a,b) € Z X 7Z ein teilerfremdes Paar, so da§ a # 0 (mod p) und
av + bw = vy ist. Der Vektor av + bw ist aus h und insbesondere kurz.
Nach Lemma 4.6 gibt es ein g € fl’p(Q), so daf} g(v;) = av + bw, also
g(l) C h ist.

vy ist lang.

Nach Lemma 4.7 miissen wir zeigen, dafl es in h einen langen Vektor
o mit der Eigenschaft o = v und (vg,v4) = %(02,74) (modp) gibt.
Nach Voraussetzung gibt es ein g € I'; ,, so da8 g(I) C h ist. Dann
ist w' = g(v;) ein langer Vektor aus h mit der Eigenschaft (wh,w)) =
+(v2,v4) (modp). Es sei v/ ein kurzer Vektor in h, so dal h = v/ A v/
und (a,b) € Z x Z ein teilerfremdes Paar, so dal a = b—1 = 0 (mod p)
und v; = av’ + bw' gilt. Der Vektor av’ + bw' ist lang und es gilt
(avh + bwh, avy + bw)) = £(ve,v4) (mod p).
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. . [X) *
5 Singularititen auf (A] (2))
In diesem Kapitel werden wir die Singularitéiten von ( ‘f’p(Z))* bestimmen.
Im Gegensatz zur Situation ohne Levelstruktur wird sich herausstellen, dafl
wir uns lediglich auf den Rand ( ‘f’p(2))* \ A7 ,(2) konzentrieren miissen.

Die einzigen Elemente in ff’p(z) endlicher Ordnung sind nadmlich Involutio-
nen, die lokal als Quasireflektionen operieren. Auch auf dem Rand bietet
uns die Einfithrung der Level-2-Struktur Vorteile. Wéhrend in der Situati-
on ohne Levelstruktur noch beachtet werden muf3, dafl die Stabilisatoren in
P’ (h, ff’p) bestimmter Kegel nicht trivial sind und méglicherweise zu Sin-

gularitéiten fithren konnen, ist die Situation auf ( ‘f7p(2))* einfacher. Wir

haben schon in Hilfssatz 3.25 gesehen, daf der Stabilisator in P”(h, f‘f’p(Z))
nur fiir bestimmte zweidimensionale Kegel nicht-trivial ist. Es wird sich her-
ausstellen, dafl diese Stabilisatoren lediglich als Quasireflektionen operieren,
so daf} der Quotient glatt ist.

Die auftretenden Singularitdten korrespondieren zu Orbiten von dreidimen-
sionalen Kegeln. Fiir diese Kegel o gibt es keine Z-Basis {n],ny,n4} des
Gitters P'(h, fip(Q)), so dal o = Roon) + Ruonb + Rognb ist. Zur Beschrei-
bung der Singularititen betrachten wir das Z-Untermodul N’ = 2pZ3 in N
vom Index p. Die Varietit X' = Xy, wird dann von affinen Varietiten
X! ~ C3? iiberdeckt und ist damit glatt. Der Quotient N/N' operiert zy-
klisch auf den affinen Varietiten X! und wird eine Beschreibung der Quo-
tientensingularitdten liefern.

5.1 Quotientensingularititen

Notation Mit V% (a,b,c) sei fiir eine k-te Einheitswurzel ¢ die Quotienten-

singularitéit von C*/ {(z,y,z) — (£*- x, &b -y, £° . z)) in dem zum Ursprung
entsprechenden Punkt bezeichnet.

Zunéchst werden wir einige spezielle Singularitidten von Varietidten einfiihren,
die eine wesentliche Bedeutung bei der Frage nach der Fortsetzbarkeit von
plurikanonischen Differentialformen haben (siche Satz 5.2).

Definition 5.1 Eine normale, quasiprojektive Varietdt X besitzt kanoni-
sche Singularititen, falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

i) Fiir eine ganze Zahl r > 1 ist der Weil Divisor rKx Cartier Divisor.

ii) Ist f:Y — X eine Auflésung von X und {E;} die Familie von exzep-
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tionellen Primdivisoren, so ist
rKy = f*(rKx) + Z%‘Ez’ mit a; >0

Gilt sogar a; > 0 fiir jeden exzeptionellen Divisor E;, so besitzt X terminale
Singularititen. Die kleinste Zahl r, fiir die r Kx Cartier ist, heifit Index der
kanonischen (terminalen) Singularitét.

Satz 5.2 Es sei w eine plurikanonische Form des C3, die beziiglich einer
Gruppe G, die linear und frei in Kodimension 1 auf C3 operiert, invariant
ist. Dann lifit sich w© zu einem nichtsinguldrem Modell von C3/G fortset-
zen, falls fiir jedes Element g jede Singularitit von C3/{(g) kanonisch ist.

Beweis. [Tai, Theorem 3.3]
a

Die folgenden beiden Sitze geben uns zahlentheoretisches Kriterium zur
Hand, um zu entscheiden, wann eine Quotientensingularitéit von dieser be-
sonderen Art ist.

Satz 5.3 FEine Singularitdt vom Typ V%(a bc) ist genau dann terminal (bzw. ka-

nonisch), falls
ma+mb+me >k (bzw. >k)

fir alle m = 1,...,k — 1 gilt, wobet fiir eine ganze Zahl x mit T der Rest
von x aus dem Bereich der Zahlen 0, ...,k — 1 bezeichnet ist.

Beweis. [R1, Theorem 4.11]
g

Bemerkung 5.4 Nach Lemma [R1, Lemma 5.3] ist die Eigenschaft termi-

nal fiir eine Singularitét vom Typ V% (a,b,c) dquivalent dazu, dafl die Gleichung

am+bm+cm=(a+b+c)m+k
fir alle m = 1,...,k — 1 erfillt ist.

Satz 5.5 (Terminal Lemma) FEs seien g,n,m € N mit der Figenschaft
n=m (mod2) und ai,...,an,b1,...,by € Z mit ggT(a;,q) = ggT(bj,q) =
1. Dann sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

(4) gaik=;W+%-q firk=1,...,q—1



50

(it) Die Menge {a;,b;} kann in 5™ disjunkte Paare der Form

—ay (modgq)  oder
—bj; (modgq) oder
b (mod q)

(aj,ay)  mit
(bj,bj/) mit bj

(ai s bj ) mait 473

partitioniert werden.

Beweis. [R1, Theorem 5.4]
o

Satz 5.6 Eine isolierte Singularitit P vom Typ V% (a,b,c) ist genau dann ka-

nonisch, falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
(i) P ist terminal
(ii)) a+b+c=0 (modk)
(i1i) P ist zu einer Singularitit vom Typ V%(1,4,7) oder Vi(1,9,11) isomorph.

Beweis. [M, Theorem 4]
O

Bemerkung 5.7 Der Fall (iii) kann nur dann auftreten, falls & nicht prim

ist. Angenommen, es gilt weder (i) noch (ii) fiir eine kanonische Singu-

laritdt vom Typ Vi (a,bsc) mit p prim. Dann gibt es nach Satz 5.3 ein
D bl

m € {1,...,p— 1}, so daBl

am+bm+cm=rp
ist. Es gilt am + bm + cm = m(a + b+ ¢) (modp), so daB damit schon
a+b+c=0 (modp), also (ii) gelten mu$.

Fiir den Fall, dafl X eine torische Varitét ist, 148t sich der Typ einer Quo-
tientensingularitéit aus dem folgenden Satz bestimmen.

Satz 5.8 Fiir ein r-dimensionalen streng konvexen rationalen polyhedralen
Kegel o in Nr sei {nf},...,n,} die Menge der primitiven Elemente von N
(r sei der Rang des Gitters N ), die auf den eindimensionalen Kegeln von o
liegen. Es sei j > 0 eine ganze Zahl.

i) Ty hat im Punkt orb(c) genau dann eine kanonische Singularitit vom
Index j, falls es ein primitives Element mqg in M gibt, so daf

<m0,n'1>:---:<m0,n;>:j und
(mo,n) > j fir alle n € onN\{0}

gilt.
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i) Ty hat im Punkt orb(o, N) genau dann eine terminale Singularitit
vom Index j, falls es ein primitives Element mg in M gibt, so dafs

<m07n/1> == <m07n{9> =7 und
(mo,n) >j firalle neonN\{0,n},...,n,}

gilt.

Beweis. [R2, p. 294]

5.2 Die Situation auf A5 (2)

Lemma 5.9 Die einzigen Elemente endlicher Ordnung in T'{ (2) sind bis
auf Konjugation mit Elementen aus Iy , die Matrizen £14 und +1 mit
I =diag(1,—1,1,-1).

Beweis. Der Fall p = 3 wurde schon in [GH1, Lemma 2. 3] bewiesen und
1&8t sich leicht verallgemeinern:
Jedes Element g € I'{ ,(2) ist von der Form

. 1, + A B
9= C 1, +D

mit A,B,C,D = 0 (mod2) und damit g = 14 (mod4). Fiir ein Element
g endlicher Ordnung mufl dann notwendigerweise g?> = 14 sein, das heifit,
g ist eine Involution. Nach [Br, Kapitel 2, Folgerung 2.9] sind die einzigen
Involutionen in I'Y ) bis auf Konjugation die Elemente £14,+1 und

-1 0 0 O
—-p 1 0 0
= 0 0 -1 —p
0O 0 0 1

Die letzte Involution ist nicht in I'f ,(2), so daf die Aussage folgt.

Satz 5.10 A7 (2) ist glatt.

Beweis. Nach [Br, Kapitel 2, Folgerung 2.2] operieren die obigen Involutio-
nen lokal als Quasireflektionen.
O
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5.3 Singularititen auf dem Rand von (A7 ,(2))"

Da I'{ , nach Satz 4.4 ii) transitiv auf der Menge der kurzen bzw. lan-
gen Vektoren und transitiv auf der Menge der isotropen Ebenen operiert,
werden wir uns bei der Untersuchung der Singularitdten auf dem Rand
( ‘ip(2))* \A7 ,(2) auf die zu den isotropen Geraden lo, (1) und der iso-
tropen Ebene h = lyp A 1) korrespondierenden Randkomponenten be-
schréinken. Nach Korollar 3.10 ist die Stabilisatorgruppe von Iy in I'] (2)

<‘i Z) € E-'T'(2)E

m,s € 2Z,n € 2pZ,e = £1

Plo,T7,(2)) =

coonm
o oo 3
* M ¥ O
QU O o 3

wobei die Eintrige ,,* ‘* gerade ganze Zahlen sind, die sich aus der symplek-
tischen Bedingung ergeben.
Das Zentrum des unipotenten Radikals P'(lo, ' ,(2)) von P(lo,T'] ,(2)) ist

P'(1,T5,(2)) = { (102 f;) ’ B= (‘5 8) s € 22}

und liefert die korrespondierende partielle Quotientenabbildung fiir die Ge-
rade lg:

Hg — X(lg)gC*XCXHl

€l - ™ T2 27,
o = (€2 7o, 73)
T T3

Eine offene Umgebung von D°(ly, T ,(2)) in ( (1),p(2))* erhélt man dann als
Quotienten einer Umgebung von {0} x C x H; nach der induzierten Operation
von P"(1,T5 ,(2) = P(lo, T3 (2))/P'(lo,T5 () auf C x C x Hy, die wie
folgt beschrieben werden kann:

Es ist

1 em en a b 1

e F—' Th(2)FE

P"(ly, 1p(2) =~ 0 ea ¢b ( d) 1)
0 ec ed)| me2Zne2pZ,e==+1

und P"(l, '] ,(2)) operiert auf Cx CxH; (mit Koordinaten #; := 5T 1y, 73)
durch

1 em en tll tleﬂ'is[m‘rgf‘ré(c7'2+csnfdsm)]

0 ea eb| : (t1,m2,m3) = || = (e +mms+n)(crs +d)~!
0 ec ed T4 (at3 +b)(cr3 +d)~!
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Proposition 5.11 ( ‘{,p(Q))* ist lokal um D°(lo, '] ,(2)) und D°(lo,1),I'7 ,(2))
glatt.

Beweis. Da sich die Beweisfithrung in den Féllen der beiden isotropen
Geraden #hnelt, werden wir uns hier lediglich auf die Untersuchung von
D°(lp,T] ,(2)) beschrénken.

1 em en
Es sei (t1,72,73) € CxCxHyundg= [0 ea b | € P"(lp,I'],(2)), so
0 ec ed

dafl g(t1,72,73) = (t1,72,73) ist. Aus der Invarianz von 73 liest man

73 = (a73 + b)(cr3 + d) ' fiir (Z b) ceE T2 F

d
ab.
Die Operation von E~!-T(2) - E auf H; kann via

7—7/p und Eil'(‘C‘S)-EH(‘C‘g)

durch die linear gebrochene Operation von I'1(2) auf H; dquivariant be-
schrieben werden. Dann ist also 73 genau dann fix unter der Operation von
E~1.T1(2) - E, falls 73/p ein Fixpunkt unter der Operation von I't(2) auf
H ist, so daf} also entweder (‘g g) =15 oder (‘Cl Z) = —15 ist.

Im ersten Fall haben wir entweder € = 1 oder € = —1.

Im Fall e =1 ist 79 = 79 + m73 + n, also m = n = 0 und damit g = 13.
Der Fall ¢ = —1 liefert den Fixort

Ty = —TZ—ng—n@QTQ = —m73 —n €T32Z+2pz

Das Element g operiert durch

—2mim(2m2 —mT3—n)

g(t1, 72, 7m3) = (t1€ ,—To + m73 +n,73),

was lokal um m = —%‘*‘” einer Quasireflektion entspricht und somit zu

glatten Punkten in ( ‘f,p(2)) * fithrt. Diese Punkte entstehen durch die Kum-
merinvolution: L
Das Element g = (8 —01 01> entspricht dem Element

in T5,(2),

OO O =
O =
|
3

— o o 3
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welches konjugiert zu I ist.
Im Fall (‘g g) = —1 liefert ¢ = —1 die Identitidt und ¢ = 1 fiithrt wieder zur
Kurve 219 = —m7m3 — n.

O

Bleibt also, die Korang-2-Randkomponenten zu betrachten.
Die Stabilisatorgruppe von h in I'{ (2) ist

A e GL(2,7),

o tAil 0 o
P(h,Fl’p@)) = ( 0 A) ‘ A-1,€ (;? 22pZZ> .P’(h7F1,p(2))>

wobei P'(h,T§ ,(2)) das Zentrum des unipotenten Radikals von P(h,T§ (2))

ist und durch
P'(h,T9 ,(2)) = { (102 f)’ Be N}

B 27 2pZ
v-{sesman se (2 77))
gegeben ist.

Die korrespondierende toroidale Umgebung im Unendlichen ist das Bild von
Hz unter der durch P'(h, T ,(2)) induzierten partiellen Quotientenabbildung

ep : T To 2mi | 2mi o, 2mi .,
= (e2 Thew P e P
T2 T3

Es sei m: P(h,I'] ,(2)) — GL(2,Z) durch

(5 ) D)

definiert. Dann wird P"(h,I'7 ,(2)) = P(h,I'],(2))/P'(h,I],(2)) mit der
Untergruppe

o B 27, 2pZ
F ._{AGGL@,Z)IA 126(22 22)}

von GL(2,Z) identifiziert.
Es sei ¢ : P'(h) — Sym(2,R), definiert durch

1, B\
‘p<0 12>_B‘



95

Dann ist p(P'(h,I'],(2))) = N C Sym(2,R). Unter diesen Identifika-
tionen ergibt sich dann die adjungierte Operation von P”(h, T (2)) auf
P'(h,T{ ,(2)) durch

A:B—"'AT'BATL
Bemerkung 5.12 Identifizieren wir Sym(2, R) durch
Sym(2,R) — R3
. 81
n: <51 82> R So
S92 83
53

mit R3 und fithren p als das zweite symmetrische Produkt der Darstellung

9 = detl(g) - g~ ! von GL(2,R) ein, also

GL(2,R) — GL(3,R)
d? —2cd 2

P <a b> L —bd ad+b
@@ | — ad +bc —ac],
¢ d o b2 —2ab a?

so ist durch B +— n(B), B € Sym(2,R) und A — p(A), A € GL(2,R) ein
dquivarianter Isomorphismus beziiglich der Operationen von GL(3,R) auf
R? (Matrizenmultiplikation von links) und der Operation B + ‘A~'BA~!
von GL(2,R) auf Sym(2,R) gegeben.

Bei der Berechnung des Titsgebdudes haben wir die fip(2)—0rbiten von
A-isotropen Unterrdumen indiziert. Um weiterhin auf diese Indizierung
und insbesondere auf die Berechnungen in [HKW1, 1.4A] bezugnehmen zu
koénnen, werden wir die entsprechende Stabilisatorgruppe P(h,T'] ,(2)) in

1:‘571)(2) bestimmen. Diese bestimmt sich durch Konjugation der Stabili-

satorgruppe P(h,I'7 (2)) mit R,. Die Stabilisatorgruppe P(h,l:‘ip(z)) in

T ,(2) C Sp(A, Q) ist
Q/ — EthlEfl

~ , ~
P(TS,(2) = (Q 0)’ QecL2z) \.pnTe ()
’ 0 @ 1 27, 27 :

Q-12€ (997

wobei P’(h,fip(Z)) das Gitter

P/(h,T5,(2)) = { (102 {2) ‘ o€ N'E_l}
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ist.
Es sei
P(h,T% ,(2)) — GL(2,2)
7 E'Q7'E~' 0\ /1, S
0 o)\o 1,) = €@
und

P(h,T,(2) — Sym2R) B!
(,5 . 12 S
(0 12> - 5
Dann wird P"(h,T5 ,(2)) = P(h,T§ (2))/P'(h,T5 ,(2)) mit der Gruppe

j. {Q €GL(2,Z) [ Q -1z ¢ (2252;;)}

identifiziert und es ist @(P’(h, fip(Q))) = N - E~. Unter diesen Identifika-
tionen wird die Operation von P”(h, f‘ip(Z)) auf P’(h, fip(Z)) durch

Q - S EtQ—lE—ISQ—l

gegeben.
Essei B/ :=p-E~! = (p 1) und

~ 2p7, 2pZ
T -1 p P
N:=EFE - -N-FE {BESym(Q,Z)| BE(2pZ 2Z>}

Proposition 5.13 Betrachte die folgenden Gruppenoperationen:

¢ F°xN — N, $(Q,8) ="'Q~tsQ!
¢ : F°xN-E1 — N-E' §Q,5) =EQ'E1SQ!
¢ 1 F°xN — N, $(Q,5) ='Q'sQ!

(i) Die Abbildung ¥(Q,S) = (¥1(Q),¥2(S)) mit ¥1(Q) = EQE"" und
1@2(5’) = E'SE~! definiert einen dquivarianten Isomorphismus von ¢ nach
®. ~ ~ ~ ~ ~

(i3) Die Abbildung $(Q, ) = ($1(Q),9(S)) mit $1(Q) = Q und 7(S) =

—1 . . . . . .
E'"°S definiert einen dquivarianten Isomorphismus von ¢ nach ¢.
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Beweis. Es ist nur zu zeigen, dafl ¢2(4(Q, 5)) = d(¥(Q, S)) fiir alle (Q, S) €
F° x N bzw. 12(0(Q, 9)) = ¢(¥(Q, S)) fiir alle (Q,S) € F° x N - E~! gilt,
was leicht nachzurechnen ist.

O

Betrachten wir die Situation in pr(2), so ergibt sich analog eine Identifika-
tionen von P'(h,I'1,(2)) C P'(h,T9 ,(2)) mit dem Gitter

-~ 207, 2pZ.
[
N' = {B € Sym(2,7Z) ‘ B e <2pZ 2pZ> }

und von P”(h,fl’p(Z)) mit der Gruppe

Fe{(2 B)er a=1moan]),

die auf N’ durch (f,S)—=tf1.8.f1 fe F, Me N operiert.
Bemerkung 5.14 Die Gruppe F ist der Kern des Homomorphismus

Fo - Z;‘,
(gg) — d (mod p)

und damit normal in F° (vom Index (p — 1)).

Wir werden im weiteren Verlauf mit der Gruppe F° arbeiten, die auf dem
zu P'(h,T§ ,(2)) korrespondierenden Gitter

N = ZN; + ZN5 + ZN3 C Sym(2,7Z)

< (2 0\ - (0 2\ ~ (00
Sim (T 0) (o ¥) %=

operiert. Der zugehorige Torus ist 1" := P’(h,f‘/‘l’7p(2)) ® (C/P(h,f‘ip(Q)) o~
(C*)3, so daB N die Gruppe der 1-Parameteruntergruppen und das duale
Gitter

mit

M = ZMl —+ ZMQ —+ ZM;),

mit
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die Gruppe der Charaktere von T beschreibt. Es sei ELN C ]\NIR der durch
die Legendrezerlegung induzierte Fécher. Dann wird die partielle Quotien-
tenabbildung durch

H — Hy/P'(h,T5,(2) C T
€h - (Tl TQ) — (6227; T e%i'ﬁ,e%ﬁ)
T2 T3
gegeben. -
Der Facher E]LV definiert eine Toruseinbettung Ty C Ty.5. Nach [Od, Th.
L
1.10] fiihrt die Toruseinbettung T'y; C 7. N moglicherweise zu Singularitéten,
L

die sich wie folgt beschreiben lassen:
Das Gitter N’ ist ein Z-Untermodul vom Index p in N mit dualem Gitter
M = 35 Sym(2,Z). Es sei X' := Hy/N' C T’ := C3/N" und ¢}, : Hy — X’
die zugehorige Quotientenabbildung sowie Eg der durch die Legendrezer-
legung induzierte Fécher, der eine Toruseinbettung T C T — definiert.

Da ]V’R = ZVR ist, konnen wir den Féacher Ejg auch als Féacher bezughch N’

auffassen. Damit erhalten wir eine Ficherabbildung ¢ : ¥V [ E]LV und die
korrespondierende, holomorphe Abbildung

O 2 T <

/ TN7
EJLV =

/
L

Operation von Homz(]\? / M ,C*) ~ N/N' iibereinstimmt (siche dazu Ab-
schnitt 3.1.1).

27 —~ ~
In unserem Fall ist ¢ := (1,1, e » ) ein zyklischer Erzeuger von Homyz (M’/M , C*).
Der algebraische Torus 7" sei mit den Koordinaten ¢, 5, t3 versehen, die zur

Basis
~/7 2p O ~/7 O 2p ~/7 O O
Nl_(o 0) N2= 2p 0 N =1 2p

von N’ korrespondieren.

die mit der Projektion auf den Quotienten von T’ < nach der natiirlichen
by

Hilfssatz 5.15 Die affinen Toruseinbettungen T, die zu dreidimensionalen
Kegeln o aus dem Legendre-Ficher korrespondieren, sind isomorph zu C3
und insbesondere ist T; = €ine glatte, komplexe Mannigfaltigkeit.

/
L
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Beweis. Folgt sofort aus [Od, Theorem 1.9], da jede affine Toruseinbettung
T unter der Operation von GL(2,Z) isomorph zu T, ist und o, von einer

Basis des Gitters N’ erzeugt wird.
O

Hilfssatz 5.16 (i) Fir eing = (2%) € GL(2,Z) ist beziiglich der gewdihlten
Koordinaten (t1,ta,t3) die Einbettung i T = (C*)? — Tg’(UO) = C3
durch die Abbildungsvorschrift

g(00)

t ttlz(afb) ) t;(afb)+a(cfd) ) t;(cfd)

to | — tclzb . ttzlderc . th

b(b—a) b(d—c)+d(b—a) ,d(d—c)
t3 ty “to -ty
gegeben.
Die Einbettung T' = (C*)? — Té(&s) ~ C x C* x C wird durch
2 2

t 14" - 15 - 15

to N ttlzbg_ t;d-ﬁ-bc . t§d

t3 t5 130 - 1
gegeben.

Beweis. Eine elementare Rechnung liefert fiir den Kegel o, den dualen Kegel
1 -1 0 1 0 -1
o) = Ra (—1 0 ) + Rz (1 0> T Rz (—1 1 )

oy (VM = Zoso(M] = M) + Zg(M3) + Zo(— M + M)

so daf3

ist.

Um nun g(o,)¥ N M’ zu berechnen, nutzen wir die in Bemerkung 5.12 ein-
gefithrte Aquivarianz. Da u(GL(2,Z)) das Gitter n(N’) = 2pZ* und damit
auch das Gitter n(M’) durch Rechtmultiplikation invariant 1&8t, folgt:

n(g(oe)Y N M") = n((of N M) - pu(g)~") - -
= (Zeolala — )M + (200 — (ad + be)) M + (e — ) M)
+Zxo(abM] + (ad + be) My + cdMg) -
+Z5o(—b(b — a) M7 + (2bd — (ad + bc)) M2, + d(d — ¢)M}))
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Weiter berechnet man leicht
&,NM = Z.M| +ZM)+ Lo M}
und wie oben ergibt sich
n(g(&s)Y N M) = n(z o(a®M] + 2acM} + CQM/)
(abM’ (ad + bc)M’ + ch’)
Zooo(b2M] + 2bdDM}, + d>Mj))
O

Unter diesen Abbildungen ergibt sich das Bild von ¢ in 77, |, und 1" als
g(00) g(&13)

27 | 27, 27, _
Cg(ao) ( 2p c(e— 2),6 - 02d7e ed(d C))
T 2 T i g2
= (e ep e d
g(é13) ) )

Lemma 5.17 Ist 7 ein zweidimensionaler Kegel aus dem Legendre-Fdcher,
50 1t

: OI'b(T,]/\\fI) — orb(r, N)

* =
orb(1,N’)
ein surjektiver Morphismus von glatten, rationalen Kurven.

Beweis. Der Beweis lduft vollig analog zum Beweis von [Br, Folgerung
5.17], den wir lediglich auf unsere Situation anpassen miissen. Zunéchst

werden wir zeigen, dafl orb(, N’ ) eine glatte, rationale Kurve P; ist. Wegen
der Transitivitét von GL(2,Z) auf der Menge der zweidimensionalen Kegel
im Legendre-Facher 148t sich 7 = &3 = 0, N o_; annehmen. Dann sind
die Einbettungen i : Tg’13 — T/ und T/ < T’ zu betrachten. Ist

00 £13 o—-1

([71, Us, [73) die duale Basis von (&;,&,,&3) in M’, so ist
o) =RuoUs + RuoUs + RooUs
und es 148t sich leicht
0", = Rup(Uy + 20s) + R (205 + Us) + Rao(—Us)
berechnen, woraus sich die Einbettungen

s /- I3

10 - T£13 =CxC*xC — Too =C R (81752753) = (51752,83)
S A 3 2 .2 -1
i1 T, =CxC* xC < T, =C ,(s1,82,83) +— (5155,5553,55 )
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ergeben. Die Identifikation von 77 mit 77 | entlang T}  liefert dann eine
projektive Gerade: .

Esist orb(&is, N') = {0} xC*x {0} in Ty, und t € orb(&;, N') wird unter den
Einbettungen ig und i_; auf das Koordinatentripel (0,t,0) bzw. (0,0,¢~1)
abgebildet, so dafl

orb (&3, N/’) = orb(£45, N') U orb(oy, N')U orb(o_,, N/’)

!

in T é - eine projektive Gerade ist.

L
Es sei g(§3) mit g = (‘;Z) € GL(2,Z) ein zweidimensionaler Kegel im

Legendre-Fiacher. Dann ist g(&,3) = g(0,) Ng(o_,) und orb(g(&5), N') wird
beziiglich gewéhlter Koordinaten von Ty ,,) durch

orb(g(&3),N') — Tg;(ao)
t — (O,t,O)
Ol"b(g(&s)?]f\\ﬁ) - Tg/(U—l)

t — (0,0,t71)

eingebettet. Die Operation von (s, auf orb(g(élg),ﬁ) C Té(ao) ist dann
durch

2mi
t s t-ep bzw.

t*l — t*l . 6%'(_Cd)

gegeben, so daf sich insgesamt unter der Identifikation orb(&,s, N ) =Py die
Abbildung ¢, als Quotientenabbildung

orb(g(€13),N’)

s
[zo : 1] +— zorer o oa

nach der von e%'Cd erzeugten zyklischen Gruppe auffassen 1ét. Damit folgt
die Aussage aus der Tatsache, dal der Quotient einer projektiven Gerade
nach einer zyklischen Automorphismengruppe wieder eine projektive Gerade
ist.

O
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Korollar 5.18 Ist P ein Punkt in einem Orbit orb(g(flg),ﬁ), so ist das
Bild von P unter der Abbildung ¢, in (A‘f7p(2))* glatt.

Beweis. Nach Lemma 5.17 hat ¢.(P) eine offene Umgebung Ty(¢,,) in Tyw,
L

die glatt ist, so dafl P nur dann zu einer Singularitdt fithren kann, wenn P
Fixpunkt eines nichttrivialen Elements aus dem Durchschnitt

Stab(g(£,5)) NE° = (g-Stab(&,,) - g~1) N F° ist. Nach Hilfsatz 3.25 sind nur
die Kegel g(&5) mit ¢ = 0 (modp) oder d = 0 (mod p) zu betrachten. Der
Stabilisator von g(&5) wird von g - Vg - g% erzeugt und g - V;, - g~ ! operiert

auf Tg’(ﬁg) ~ C x C* x C durch

!/ !
g . % . g_l : { Tg(£13) Tg(£13)1
(ti,ta,t3) +—  (t1,ty ,t3)

als Quasireflektion (mit Fixpunktmenge {C x {£1} x C}). Wir haben dann
27 | g2

Coterny = (e 7, 1,1) im Fall d = 0 (modp) baw. Cye,y = (1, 1,e 7 *) im
Fall ¢ = 0 (modp), die auf Tg’(&s) durch

27
(t1,t2,t3) (t1-€7'c2,t2,t3) bzw.
27i | g2

(t1,t2,t3) = (t1,t2,t3 €7
operieren, so dafl der Quotient glatt ist.

O

Bleibt nun noch, die zu dreidimensionalen Kegeln in ELN korrespondierenden
Orbiten zu untersuchen. In Korollar 3.24 wurde gezeigt, dafl wir uns bis auf
P"(h, T3 ,(2))-Aquivalenz auf die Liste der Kegel

o, = ¢(0y), 7=0,...,p—1

/

o' = ¢'(oo)

mit g = (_11 (1)) und ¢’ = (;:If 1;p ) beschrinken koénnen.

Satz 5.19 Die affine Toruseinbettung Ty5 besitzt genau p—2 isolierte Quo-
L

tientensingularitdten.

Beweis. Um die Singularitéiten in TZ &5 zu bestimmen, miissen wir die Ope-

L
ration von ¢ auf den affinen Toruseinbettungen 7, , » = 0,...,p — 1 und
T!, untersuchen. Das Bild von ( € 7" in T}, (bzw. T,) wird durch

2mi (.2 2mi 2mi (.0
Cor = (e7 D 50N Ty by,

27

P

Ca'/ = (6
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gegeben. Ein klassisches Resultat von Chevalley besagt, dafl nur der Null-
punkt von T o~ C? zu einer Singularitit fiihren kann und dies auch nur
dann, wenn (,, keine Quasireflektion ist, das heifit wenn der Rang der Ma-
trix

rg <diag <e%'(r2+7“),e%'(_r),e%'(rﬂ)) - 13) >1
ist. Es ist also (,, genau dann eine Quasireflektion, falls
r =0 (modp) oder r +1 =0 (modp)

ist. Die Kegel ¢"(0,),7 # 0,p — 1 fithren also zu Quotientensingularitéiten.
2mi
Der Fall ¢/(o,) fiihrt zu einer Quasireflektion, da rg (diag(eT, 1,1) — 13) =
1 ist.
O

Korollar 5.20 Die Varietit ( ‘f7p(2))* hat genau 15(p — 2) isolierte Quoti-
entensingularititen. Dabei sind je 15 vom Typ V1 (r(r41),—rrt 1) T = 1,...,p—
2. Im Full p = 3 sind diese kanonisch vom Index 1. Fir p # 3 sind diese

genau dann kanonisch, falls r> +r+1=0 (modp) sind.

Beweis. Zunichst ist festzuhalten, daf der Stabilisator in P”(h, f‘ip(2)) fiir
jeden dreidimensionalen Kegel nach Hilfssatz 3.25 trivial ist. Die Singula-
ritéten auf ( cl’7p(2))* sind dann lediglich die Punkte, die durch die Operati-
on von ( auf den jeweiligen affinen Toruseinbettungen entstehen. Nach Satz
5.19 liefert jede Korang-2-Randkomponente genau (p — 2) Quotientensingu-

laritdten, die jeweils vom Typ Vl(r(r+1) el T 1,...,p — 2 sind. Nach
m =T,
Satz 4.3 ii) gibt es genau 15 Korang-2-Randkomponenten in ( ‘{71)(2))*, SO
daf} die Aussage iiber die Anzahl der Singularititen folgt.
Zur Bestimmung des Types der Singularitdten:
e p=3
Nach Satz 5.19 fithrt der Kegel

11 42 10
71 =Rz (1 1>+R>° (2 1>+R>° <0 0>

in NR zu einer Quotientensingularitit. Dieser Kegel wird von den
primitiven Elementen

Tlll = N1+N2+3N3
n’2 = 4N1+2N2+3N3
ng = N1
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in N erzeugt. Es sei S der Tetraeder mit Eckpunkten O, ny,nb,nf in
Sym(2,R). Betrachte das primitive Element mg = M, — 3Ms + M
in M. Dann ist (mg,n;) =1, i = 1,2,3. Eine einfache Rechnung
liefert dann S NN = {0,n},nh,n4,ny} mit n), = 2N; + Ny + 2N3
und es ist (mg,n}) = 1. Nach Satz 5.8 ist damit orb(c,,N) eine
kanonische Quotientensingularitdt vom Index 1. Beachte, daf} sich
diese Singularitét lokal als Spitze des affinen Kegels iiber der Veronese-

Flache in Py beschreiben 14t.

ep>5
Das Kriterium in Satz 5.19 fiihrt auf unhandliche Ungleichungen, so
daf wir mit Satz 5.3 und 5.6 argumentieren werden. Den Fall (iii)
in Satz 5.6 konnen wir nach der Bemerkung 5.7 ausschlieflen, so daf3

die Singularitdten Vl(r(r+1) —rrg1) T = 1,...,p — 2 genau dann zu
p K K

kanonischen Singularititen fiihren, falls r(r + 1) + —r +7+1 =72 +
r+1 =0 (modp) ist oder falls V1, (. 41y _ppi1)s r?24+7+1# 0 (modp)
schon eine terminale Singularitéitpist. Wir nutzen das Terminal Lemma
(mit a; = r(r +1),a3 = —r,a3 = r+ 1 und by = r2 + 7+ 1), um zu
beweisen, dafl V1 (r(r+1)—rr41) r2+7+1# 0 (mod p) keine terminale
Singularitat ist.p Es reicht aus zu zeigen, daf} sich die Eintrédge der
Paare (ay,az), (a1,as3), (az,as) nicht zu einer Zahl summieren, die ein
Vielfaches von p ist. Es ist

(1) r(r+1)—r # 0 (modp) und
(@) r(r+1)4+r+1 # 0 (modp) und
(vi) —r+r+1 # 0 (modp)

fir alle » € {1,...,p—2}, 72+ 7r+1 # 0 (modp), was leicht
nachzurechnen ist. Der Fall (iii) ist trivial. Im Fall (i) muf schon
r =0 (mod p) und im Fall (ii) » = —1 (mod p) sein, was nicht moglich
ist.

|

Es sei S der Tetraeder in Sym(2,R), der von den primitiven Vektoren
{nf,nf,n5} und {0} aufgespannt wird, wobei o, = Ryon} + Roonb + Roonf
sei. Dann fiithrt der Kegel o, nach Satz 5.8 genau dann zu einer nicht-
kanonischen Singularitiit, falls es Gitterpunkte in N\ {0} gibt, die im Inne-
ren des Tetraeders S liegen. Mit Angabe der folgenden Tabelle verifizieren
wir die Aussage iiber den Typ der Singularitdten fiir die Falle p = 5,7, 11.
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’ P ’ Kegel o, ‘ Punkte im Inneren von S ‘
o, 2.N;+1-Ny+3-Ny
5 o 3.N;+1-Ny+2-Nj
s 7-Ni+2-Na+3-Ny
7, 2.Ny+1-Ny+4-N;
op - 2 +7r+1=0 (mod7)
7 Ty 4-Ny+1-Ny+2-Ny
o - 2 +7r+1=0 (mod7)
7, 16- Ny +3-Ny+4- N
o 2Ny +1-Np+6- N
2-Ny+1-Ny+7-Ny
P 3-]?714—1-]724—4-]?/';,
o 4-Ny+1-Np+3-Ny
7, 9-Ni+2-No+5- Ny
11 os 6-Ni+1-Ny+2-Ns
17-Ny +3- Ny +6- Ns
o 20- Ny +3-Ny+5-Ns
o 15- Ny +2- Ny + 3 N
o 25-N1+3-Ny+4-Ns
7 46 - Ny +3-5Ns +6- N3
57-Ny+6-Ny+7-Ns

Bemerkung 5.21 Bei der Untersuchung des Typs der Singularitéten ist als
Nebenprodukt das Programm TETRACOUNT enstanden. Es steht unter

der Adresse

zur Verfligung.

http://www.ifm.math.uni-
hannover.de/ hulek/AG /preprints_de.html
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6 Die Geometrie auf dem Rand von (A4, ,(2))" und
(A7,(2))

6.1 Die Konfiguration von projektiven Geraden auf dem Rand

von (A;,(2))"

Wie wir bereits in Kapitel 5 erwéhnt haben, ist die Vereinigung der Bilder

der Koordinatenachsen in allen affinen Toruseinbettungen 77,0 € %' in
Té - cine Konfiguration von projektiven Geraden. Wie in [HKW1, L4A]

’
L

werden wir diese Konfiguration im folgenden mit C bezeichnen, also

C= U orb(a, N )
ocexk
N
dim(c) = 2
Aus der Berechnung des Titsgebidude 7 (f‘fp) sehen wir, daf3 f‘f’p transitiv
auf der Menge der Korang-2-Randkomponenten operiert, so dafl wir uns auf
die zur A-isotopen Ebene h = Iy Al(g,1) korespondierenden Randkomponen-
te beschrinken kénnen. Wir werden also den Quotienten P” (h,flyp(2))\C
beschreiben. Dabei verwenden wir die Identifikation von P”(h,T1,(2)) mit
der Gruppe

ﬁz{gz(iZ)EGMZ@

die auf Sym_ (2,R) durch g(M) = g~ 'Mg~', M € Sym_(2,R) operiert.
Nach [HKW1, Remark 1.3.124] gibt es eine dquivariante Identifikation der
rationalen eindimensionalen Kegel in Sym, (2, R) mit der obigen Operation
und der Menge M(1) := {(a,b) € Z?,ggT(a,b) = 1} /{£1} mit der Opera-
tion g(a,b) = (a,b) - g~* von F.

Wir werden die Operation von F in mehreren Schritten analysieren und
nutzen aus, daf} in [HKW1, 1.4A] die Quotienten der Gruppen

5_{<ZZ)GGM2@

und Gt = G N SL(2,Z) schon beschricben wurden. Diese Berechnungen
werden uns im Folgenden als Leitfaden dienen. Wir betrachten also die
Operation der Untergruppe

g = 1, (mod2),
¢=0 (modp), d=1 (modp) [’

¢=0 (modp), d=1 (modp)}

ﬁ:{feé]fzid (mod2)}
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In [HKW1, 1.4A] werden die exakten Sequenzen

1—>él+—>é+ (modp) é;r—>1bzw.
1—>éf—>é(nﬂp)ég—>l

mit

Gy — {(f)l IDGGL(Q,Z,,) \beZp}

Gy = {(é ?)ESL(Q,ZP) |bezp}:zp

und (N}f = I'1(p) betrachtet.
In unserem Fall haben wir die exakten Sequenzen

1 — ﬁf‘ — rt (mﬂp) ﬁ’; — 1 bzw.
1—>ﬁ1+—>ﬁ(m£>2p)ﬁ2—>1

mit Fi" = I'y(2p) und

B = {(iol ;’) € GL(2,Zs)) | be (2) czzp}

B {(3 ?)esm,z%) \be(z)czzp},

wobei mit (2) das von 2 erzeugte Ideal in Zsy, bezeichnet sei.
Die Zuordnung

~ ng I Zp
Y\ a (mod2p) +— a (modp)

induziert einen Gruppenisomorphismus ™ : ﬁ; = CN?;', v ((§8) =
((1) {’Z(lb)), der sich zu einem Isomorphismus v : ﬁz = C~¥2 erweitern 1&83t.
Insgesamt beschreibt das folgende Diagramm den Zusammenhang mit un-
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serer Situation:

1 1
1 ) F F 1
¢(+)
1 ég—” = é ég 1
1—— SL(Q, Zp) —— SL(Z, Zp)
1 1

Fiir n > 2 definieren wir die Menge der Nicht-Torsionselemente in Z2 bis
auf Vorzeichen

M) :={veZ: : w#O0falls \#0 € Z,} /{£1}.

Die Elemente von M(n) werden wir abkiirzend mit +(«, (3),, bezeichnen.

Zunéchst werden wir die in [HKW1] gebréuchliche Notation einfithren. Die
Geraden in h werden von bis auf Vorzeichen eindeutig bestimmten primiti-
ven ganzen Zahlenpaaren (a,b), also von M(1) parametrisiert. Die Menge
dieser Geraden korrespondieren 1:1 zur Menge der Fldchen in der partiellen
Kompaktifizierung T, 5. Zwei dieser Flichen (a,b) und (¢, d) schneiden sich

genau dann (und in digsem Fall ist der Schnitt eine projektive Gerade), falls
(0,0,a,b) A (0,0,¢,d) = h ist, also genau dann, wenn det (g Z) = 41 ist.

Wir erinnern uns an die invariante Eigenschaft kurz bzw. lang einer iso-
tropen Geraden im Titsgebdude 7 (I ,(2)). Da nun die Operation von F'
diese Eigenschaften erhilt, macht die folgende Notation Sinn. Eine projek-
tive Gerade werden wir mit cc-P; bezeichnen, falls sowohl (a,b) als auch
(c,d) kurze Geraden repriisentieren. Anderenfalls nennen wir die projekti-
ve Gerade cp-P;. Dies sind die Geraden, die von Paaren (a,b) und (c,d)
reprisentiert werden, wobei entweder a = 0 mod p oder ¢ = 0 mod p ist.
Jeder tiefste Punkt ist der Schnitt dreier projektiver Geraden, reprasentiert
durch {£(a,b),+(c,d)},{x(c,d), x(e, f)} und {£(a,b), £(e, f)} mit der Ei-
genschaft det (¢%) = +1, det (¢ ;‘f) = =+1 und det (¢ j%) = £1. Es koénnen
dabei entweder alle drei Paare kurze Geraden oder ein Paar lange Gera-
den und die anderen beiden kurze Geraden reprasentieren. Im ersten Fall
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nennen wir den tiefsten Punkt cc-tiefsten Punkt und im anderen Fall cp-
tiefsten Punkt. Jede projektive Gerade hat zwei tiefste Punkte. Sind diese
tiefsten Punkte zwei cc-tiefste Punkte, so ist diese Gerade ein cc-P;. Wir
nennen eine projektive Gerade benachbarten cc-Py, falls dieser einen cc- und
einen cp-tiefsten Punkt enthélt. Der cc-tiefste Punkt heiffit dann benachbar-
ter cc-tiefster Punkt. Alle anderen projektiven Geraden und tiefsten Punkte
nennen wir nicht benachbart.

Bemerkungen 6.1 i) Fiir die Paare +(a,b), =(c, d), £(e, f), die die tiefsten
Punkte in C reprisentieren, ist h = (a,b) A (¢,d) und (e, f) C h. Damit ist
(e, f) = k(a,b) + K (c,d), k, k' € Z. Da det (¢ ) = 1 und det (¢ §) = £1
ist k, k" € {—1,1}. Es ergibt sich also fiir die parametrisierenden Paare der
tiefsten Punkte die Gleichung

+(a,b) £ (¢,d) = £(e, f)

mit geeignet gewédhltem Vorzeichen. .
ii) Die cp-Pien sind gerade die Abschliisse der Orbiten orb(g(&,3), N’) in

I, mit g € (G°.(1)) € GL2,2).
Satz 6.2 Es gibt eine Zerlegung von F?\C in %(pQ—l) 2p-Ecke, so dafs jede
projektive Gerade in ﬁ’f‘\C i genau zwei und jeder tiefste Punkt in genau
drei 2p-Ecken enthalten ist. Zwei verschiedene 2p-Ecke schneiden sich in
einer einzigen projektiven Gerade oder sind disjunkt. Drei 2p-Ecke haben
hochstens einen tiefsten Punkt gemeinsam.

Beweis. Die Operation von ﬁfr auf M(1) liefert genau 3(p?> — 1) Bah-
nen. Nach [Sh, Lemma 1.41] sind ndmlich zwei Paare (a,b),(c,d) mit
der Eigenschaft ggT(a,b) = ggT(c,d) = 1 genau dann dquivalent, falls
+(a,b) = (¢,d) (mod 2p) gilt.

Die Bahnen werden von der Menge M(2p) parametrisiert, mit Quotien-
tenabbildung +(a,b) — =£(a,b) (mod 2p). Die Michtigkeit von M (2p) wur-
de in [Zi, Hilfssatz 1.2.3] mit 2(p? — 1) bestimmt.

Eine projektive Gerade in C ist durch {#(a,b), +(c,d)} mit det (¢7) = +1
bestimmt. Das Bild dieser Geraden in F;™\C ist durch {+(a, B)2p, £(7,6)2p}
mit det (3 ?) = +1 (mod 2p) gegeben (wobei mit («, §)2, und (7, d)2, die
Restklassen von (a,b) bzw. (¢,d) modulo 2p bezeichnet seien). Fiir festes
+(a, 3)2p gibt es genau 2p Wahlen von =£(7, d)g, mit dieser Eigenschaft. Ist
némlich £(vy, §)2, eine solche Wahl (die es immer gibt), dann sind alle wei-
teren durch (v + ka,0 + kB3)2p, kK =0,...,2p — 1 gegeben.
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Diese sind in einem 2p-Eck angeordnet:
Notiert man korrespondierend zu den Werten von k die projektiven Geraden
mit Rp,... Rop—1, dann haben Ry und Ry den tiefsten Punkt

{i(ohﬁ)?p? i(’Y + ka, 0 + kﬁ)2p> i('Y =+ (k +1)a, 0 + (k + 1)ﬂ)2p}

gemeinsam, wobei k£ modulo 2p zu verstehen ist.

Ist nun det (3 ?) = +1 (mod 2p), dann haben die 2p-Ecke, die zu (a, )2,

bzw. (v, )2, gehoren, genau die projektive Gerade gemeinsam, die zum Paar
{£(er, B)2p, £(7,0)2p} gehort und haben sonst keine gemeinsamen Geraden.
Die 2p-Ecke, die zu (a, 5)2p, (7,0)2p und (g, ()2, gehoren, haben genau dann
einen tiefsten Punkt gemein, falls die Bedingungen

det <$ ?) = +1 (mod2p), det (Z g) = +1 (mod 2p),

det ((; ?) = +1 (mod 2p)

erfiillt sind. Dann muf} die Kongruenz +(a, 5) £ (7,0) = %(e,¢) (mod 2p)
gelten, die fiir festes £(a, #) und +(v,d) genau zwei Losungen hat. Es rei-
cht aus, dies fiir den Fall zu zeigen, daf} alle drei Determinanten einen Wert
1 (mod 2p) ergeben. Dann ist

(3¢ — D — (a¢ — 1))
eda — fey) (mod 2p)
g(ad — By)) (mod 2p)
e (mod 2p)

(a—7)

—(
—(

und analog (6 — 6) = —( (mod 2p).
O

Nach [Sh, Lemma 1.41] werden die Bahnen von M(1) unter der Operation
von I'(n) (Rechtsmultiplikation) von den Restklassen in M(n) parametri-
siert. Insbesondere ergibt sich im Fall Gi = T'y(p) der Quotient M (p).
Betrachte die kanonischen Projektionen

M(2p) — M(2)

i { M(2p) — M(p)
L (a,b)2p — (a,b)2

(avb)Qp = (a7b)P

Diese liefern via

und 79 : {

(Wpﬂr?): (avb)Qp = ((a7b)p>(a7b)2)
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eine Bijektion von M(2p) und M(p) x M(2). Nummerieren wir die Rest-
klassen (1,0)2,(1,1)2 und (0,1)2 mit ¢ = 1,2,3, so werden wir ein Paar
(o, B)2p in M(2p) mit (e, 3); bezeichnen, wobei sich i aus der Projektion
auf M(2) ergibt und die Eintrige nun modulo p zu verstehen sind. Zwei
Paare (a, 3); und (o/, 8’); reprisentieren also genau dann das gleiche Ele-
ment in M (2p), falls sie sowohl von ganzen Zahlen (a,b) und (a’,b') aus Z?
mit (a,b) = £(a’,V’) (mod p) repriisentiert werden, als auch ¢ = i’ gilt.

Wie im Beweis zu Satz 6.2 schon erwéhnt wurde, wird fiir ein 2p-Eck
(e, B)2p durch Wahl eines Paares (7, §)2, mit det (3 ? ) = +1 eine Indizie-
rung k =0,...,2p— 1 der projektiven Geraden im 2p-Eck («, 3)2, gegeben.
Durch Einfithrung der Bezeichnung («, 3); sind diese projektiven Geraden
dann durch

{(a, B)i, (v + K, 6 + K'B),}

gegeben, wobei nun j € {1,2,3}, i # jund ¥’ =0,...,p — 1 ist.

Die Gruppe éf operiert auf C und induziert eine Operation von éf / Ff~
SL(2,Z2) auf ﬁ’ﬁ\C Die 2p-Ecke in ﬁfr\C werden von M(p) x M(2)
parametrisiert. Die Gruppe SL(2,Zs) operiert dann auf der zweiten Kom-
ponente durch

e { < M) ) x )
‘ ((avb)]fh(c’d)Q) = ((a7b)pv(cvd)2'h_1)

fiir ein Element h in SL(2,Zs).

Betrachte zunéchst die Operation von SL(2,Zs) auf der Menge der 2p-Ecke
in F;7\C.

Es ist klar, dafl SL(2,Z2) transititv auf M(2) operiert. Damit werden also
die 2p-Ecke in ﬁf \C, die von Paaren mit gleicher Restklasse modulo p re-
prasentiert werden, miteinander identifiziert. Da es lediglich 3 verschiedene
Restklassen modulo 2 gibt, die Ordnung von SL(2, Zs) jedoch 6 ist, hat jedes
Element (a,b)s, einen Stabilisator der Ordnung 2 in SL(2,Zs). Dies fiihrt
zu einer Operation von SL(2, Zs) auf der Menge der projektiven Geraden in
ﬁf \C, die sich wie folgt beschreiben lafit:

Es sei {(c,B)2p, (7,0)2p} eine projektive Gerade im 2p-Eck (o, 3)2, und
(a,b),(c,d) mit (a,b) = (a, 8) (mod2p), (¢,d) = (7,0) (mod2p) Reprisen-
tanten aus Z2. Da ad —bc = +1 (mod 2p), sind insbesondere die Restklassen
modulo 2 von (a,b) und (c,d) verschieden. Sei etwa die Restklassen modulo
2 von (a,b) durch ¢ und die von (¢, d) durch j reprisentiert. Dann entspricht
also das Element (v, )2, dem Element («, 3); in M(p) x M(2) (bzw. (7, 6)2p
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dem Element (v,0);).

Betrachte das Paar (¢/,d’) = (c+pa,d+ pb) aus Z?. Dieses repriisentiert das
Element (v,d); mit | # 4,j und wegen ad’ — bd = ad — be = £+1 (mod 2p)
liegt {(«, B)i, (v,6);} auch im 2p-Eck (o, 3);. Dann wird die projektive Ge-
rade {(o, f)i, (7,9);} unter der Operation des Stabilisators von (o, 3); in
SL(2,Z2) mit {(a, )i, (7,9);} identifiziert. Ein Element der Ordnung 2 aus
SL(2,Z2), was ein Element aus M(2) (hier représentiert durch i) stabili-
siert, mufl ndmlich die verbleibenden Elemente (représentiert durch j und
[) ineinander iiberfiihren, da es sonst trivial ist.

Unter der Operation des Stabilisators eines 2p-Ecks (a, 3)2, in SL(2, Z2) wer-
den also zwei projektive Geraden, die sich durch die von k = 0,...,2p — 1
gegebene Indizierung um p in Zsy, unterscheiden (wir sagen dann, dafi die-
se projektive Geraden im 2p-Eck diametral zueinander liegen), miteinander
identifiziert, was ein p-Eck als Quotienten ergibt (vergleiche [HKW1, Lem-
ma 1.4.4]). Wie oben erwithnt, werden die projektiven Geraden in F;"\C von

Paaren {(c, B)2p, (7,9)2p } aus M(2p) x M(2p) mit det (3‘ g) = +1 (mod 2p)
reprisentiert.

Bezeichnen wir (a, 3)2, und (7, 6)2, mit (o, 3); und (v,6);, so liefert das
Paar {(o, 8);, (7,0);} genau dann eine projektive Gerade in FjF\C, falls
{(c, B)p), (7,6)p} eine projektive in G7\C ist und zusitzlich i # j gilt.
Sind némlich a,b, c,d Repriasentanten von «, (3,7, d, so gilt die Kongruenz
det (¢%) = +1 (mod2p) genau dann, wenn det (2%) = +1 (modp) und
zusiitzlich det (2%) ungerade ist, also (a,b) # (c,d) (mod 2).

Uber jeder projektiven Gerade {(a, ), (7,6),} in éf\C liegen damit 6 ver-
schiedene projektive Geraden in ﬁfr \C, némlich

{(amg)iv (77 6).7}

mit 4,7 € {1,2,3}, i # j.

Fine maximale Menge von projektiven Geraden in F T\C, die im selben 2p-
FEck liegen und von der gleichen Restklasse modulo p représentiert werden,
besteht aus genau zwei Elementen. Es gibt genau drei dieser maximalen
Mengen. Die Gruppe SL(2,Z2) permutiert diese und fiihrt so zu einem Iso-
morphismus von SL(2,Zs) mit der symmetrischen Gruppe Ss.

Im Fall der tiefsten Punkte verlduft die Argumentation analog. Hier kor-
respondieren zu jedem tiefsten Punkt {(«, 3)p, (7,0)p, (€,()p} in CN?T\C die
sechs tiefsten Punkte

{(a7/8)i7 (’77 5)j7 (g, C)l}
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in F;7\C, wobei die Indizes die sechs verschiedenen Anordnungen von {1, 2, 3}
durchlauft.

Zusammengefafit ergibt die Operation von SL(2,Z3) auf dem Quotienten
F{F\C also folgendes Bild:

{Qp-Ecke in ﬁ;\c} {Pren in ﬁﬁ\c} {tiefste Punkte in ﬁ;\c}
3] 6] 6:1]

{p—Ecke in éf\C} {]Pﬁen in éf\C} {tiefste Punkte in éf\C}

Wir sagen, dafl zwei Ecke benachbart sind oder aneinander grenzen, falls es
eine projektive Gerade gibt, die in beiden Ecken liegt.

In [HKW1] wurde G;\C in (p — 1)/2 Unterkonfigurationen (oder Konstel-
lationen) auf folgender Weise eingeteilt:

Fiir jedes b = 1,...,(p — 1)/2 sei a eine ganze Zahl mit ab = 1 (mod p).
Setzt man nun a = a (modp), § = b (modp), so erhélt man die Unter-
konfiguration in I'(p)\C, die aus dem p-Eck korrespondierend zu (0, 3), und
allen p-Ecken, die an dieses grenzen, besteht. Wie in [HKW1, Fig.4.1] zu
sehen ist, werden diese angrenzenden p-Ecke durch (o, k3),, k=0,...,p—1
reprasentiert.

Die Konstellationen werden also von den Restklassen in Z;/{+1} parame-
trisiert.

Dies induziert eine Zerlegung von ﬁfr \C:

Eine Konstellation in G7\C ist durch ein Paar (0,8)p, 8 € Zj/{£1} be-

stimmt. Dies fiihrt zu einer Konstellation (0,3) in F;"\C, die wir als die
Menge der 2p-Ecke (0,3);, @ = 1,2,3 und allen angrenzenden 2p-Ecke in
FP\C definieren, also das Urbild der Konstellation (0,3), in G{\C unter
der Operation von SL(2,Zz). Damit operiert SL(2,Zz) auf der Konstella-
tion (0,8) und hat als Quotienten die Konstellation (0,3), in G{\C. Als
Beispiel ist in der Abbildung 1 die (einzige) Konstellation (0,1) fiir p = 3
angegeben. Die projektiven Geraden mit gleichen Buchstaben werden dabei
identifiziert.

Das 2p-Eck, das zum Paar *(c, 3)2, € M(2p) korrespondiert, werden wir
abkiirzend mit («, 3)2p-Eck bezeichnen. Weiter werden wir in Anlehnung
an die Notation in [HKW1] ein (o, 3)2,-Eck, das von Paaren (a,b) € Z? mit
a = 0 (modp) reprisentiert wird, als peripheres (in der Abbildung 1 sind
die peripheren Ecke hervorgehoben) und alle weiteren mit zentrales Eck be-
zeichnen.

Jede Konstellation (0, 3) in ﬁ’f \C besteht also aus den drei peripheren 2p-
Ecken (0, 3); und den 3p zentralen 2p-Ecken (o, kf3);, k=0,...,p— 1 und
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i€{1,2,3}.
Man beachte, dafl zwei periphere 2p-Ecke nicht benachbart sind. Gébe es
némlich eine projektive Gerade {%(a, 3)2p, (£(7,9)2p}, so daB o = v =

0 (modp) ist, so wére die zusétzliche Bedingung det (f; g) = 41 (mod2p)

verletzt.

Abbildung 1: Die Konstellation (0,1) im Fall p =3

Durch diese Aufteilung in Konstellationen ist sichergestellt, daf jedes zen-
trale 2p-Eck in F1+ \C in genau einer Konstellation liegt:

Hilfssatz 6.3 In jedem zentralen 2p-Eck in ﬁf’\C gibt es genau 2 cp-Pyen.
Diese ergeben sich als Schnitt des zentralen Ecks mit zwei verschiedenen
peripheren 2p-Ecke in der gleichen Konstellation.

Beweis. Es sei («,3); ein zentrales 2p-Eck. Dann sind die projektiven
Geraden in diesem Eck von der Form {(«,3);, (v + ko, d + kf3);} mit der

Eigenschaft det (3‘?) = 41 (modp) und i # j. Ein ¢p-P; ist dadurch
ausgezeichnet, dafl v + ka = 0 (mod p), also k = —ya~! (modp) ist. Dann
ist also (y + ka,d 4+ kB); = (0, 1);. Daraus folgt die Behauptung, wenn
man zusétzlich beachtet, daf§ es fiir j genau zwei Wahlen gibt.

O
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Wir werden noch abschlieffend ein peripheres 2p-Eck zusammen mit seinen
angrenzenden zentralen 2p-Ecken als Unterkonstellation bezeichnen (Abbil-
dung 2). Jede Konstellation hat also genau drei Unterkonstellationen und
nach Hilfssatz 6.3 liegt jedes zentrale 2p-Eck in genau zwei Unterkonstella-
tionen.

(o, —2B) 1=
(a,(p—2)8);

(o, =) j=
(@ (-1)5);

(0,8);

(a,8) =
(Pt 1)B);

(a,2B)=
(o, (p+2)8);

Abbildung 2: Eine Unterkonstellation

Bemerkung 6.4 Diese Zerlegung in Konstellationen hat folgenden Hin-
tergrund: Ein Paar (a,b) € M(1), das einen langen Vektor reprisentiert,
korrespondiert zu einer peripheren Randkomponente, wohingegen alle an-
deren Paare zu zentralen Randkomponente fiihren.(Dabei wird eine (offene)
Randkomponente Do(l,pr(Q)) als zentral bezeichnet, falls [ dquivalent zu
lop unter f‘ip ist. Anderenfalls heift DO(Z,fl’p(Z)) peripher.) Damit wird
das Bild des 2p-Ecks représentiert durch (0,*) bzw. (p,*) in M(2p) unter
der durch ﬁ’g induzierten Quotientenabbildung im Abschluf} einer peripheren
Randkomponente liegen, wohingegen alle weiteren im Abschlufl von zentra-
len Randkomponenten liegen.

Die Gruppe ﬁz operiert durch

(0675)2]) = (avﬁ)Zp : f_l
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fiir ein Element f aus Fy auf M(2p). N
Dariiberhinaus definieren wir eine Operation von Go auf M(p) x M(2) durch

(0, B)ps (1,0)2) = (@ B)p - g™, (7,0)2)

fiir ein Element g aus 62. Dann beschreibt sich durch

{ By x M(2p) — G x (M(p) x M(2))
(f, (a, B)2p) —  (P(f), (mp, m2) ((v; B)2p))

ein #dquivarianter Isomorphismus dieser Operationen, den wir im weiteren
ausnutzen werden.

Da 1/)(?2'" )= CN?; 1483t sich weiterhin die Operation von ﬁ; auf M(2p) durch
die Operation von G5 auf M(p) x M(2) beschreiben.

Satz 6.5 (i) Zwei zentrale Ecke (v,0); und (g,(); in FI\C liegen genau
dann im gleichen Orbit unter der Operation von ﬁ; und ﬁg, falls v =¢€ in
Zy/ £ 1 und i=j gilt. N N

(ii) Die peripheren Ecke in F1\C bleiben unter der Operation von Fy inva-
riant.

(iii) Es gibt genau 5 (p 1) periphere Ecke und 2(p—1) zentrale Ecke sowohl
in FT\C als auch in F\C. _

(i) Im Fall p > 5 ist der Stabilisator in F; jeder projektiven Gerade und
jedes tiefsten Punktes in ﬁf’ \C trivial.

Beweis. Es sei (0, 3); eine Unterkonstellation und v = 371 in Z%. Dann sind
die angrenzenden zentralen 2p-Ecke von der Form (o, k£3); mit j ;E iund k =
0,...,p — 1. Wir werden den obigen dquivarianten Isomorphismus nutzen
und die Operation von G"' bzw. Gy untersuchen. Jede Unterkonstellation
ist invariant unter der Operation von Gg. Fiir ein Element (0 1) aus G2 ist
namlich

0.0 (3 ) R

und fiir die angrenzenden zentralen Ecke ist

1 b\
+(a, kpB); - (O 1) = £(o, kB — bav)



7

und

+(a, kB); - <_01 (1)>_ =+(—, kB); = £(o, (p — k)B);

Die Operation von G ist also transitiv auf der Menge der zentralen Ecke in
dieser Unterkonstellation, die von Paaren mit gleicher Restklasse modulo 2
reprisentiert werden und ld3t das periphere Eck invariant. Die Operation
von G ist sogar frei auf dieser Menge. Die erste Aussage folgt dann daraus,
daf das zentrale Eck (o, k3); mit (+a, 0); identifiziert wird und der Eintrag
+a invariant ist.

Es gibt genau %(p—l) Konstellationen in F’ F\C und in jeder dieser Konstella-
tionen gibt es genau drei Bahnen peripherer und drei Bahnen zentraler Ecke.
Die Bahnen zentraler Ecke werden von den Paaren (a,0); représentiert und
die peripheren von (0, 3);, wobei @ und damit auch ( alle Restklassen in
Zy/{#£1} durchlauft und i € {1,2,3} ist. Es gibt demnach genau 3(p—1)
periphere, sowie 3 (p — 1) zentrale Ecke in F+\C und F\C.

Zu (iv) beachte, daB jede projektive Gerade in ﬁ’f \C in genau zwei Ecken
liegt, etwa in (o, §); und (7, 6); mit ¢ # j. Ohne Einschrénkung kénnen wir
annehmen, daf (a, 3); ein zentrales Eck ist. Gébe es nun ein Element aus
ﬁ; , das diese projektive Gerade stabilisiert, miisste dieses entweder (a, 3);
und (7,0); permutieren oder schon das zentrale Eck (a,/3); stabilisieren.
Beides ist nicht moglich, da zum einen ¢ # j und zum anderen der Stabili-
sator fiir jedes zentrale Eck trivial ist.
Da ﬁ; die Ordnung p hat und sich jeder tiefste Punkt in ﬁ; \C als Schnitt
von 3 projektiven Geraden ergibt, folgt aus der Tatsache ggT(3,p) = 1 fiir
p > 5, daB jeder tiefste Punkt in ﬁf \C trivialen Stabilisator hat.

O

In den folgenden Bildern sind tiefste Punkte als ® bezeichnet.

Satz 6.6 (i) Jede projektive Gerade sowohl in F\C als auch FT\C liegt in
einem zentralen Eck.

(ii) Sowohl in F\C als auch in F*\C sind je zwei periphere Ecke disjunkt.
(iii) Jedes periphere Eck in FT\C ist ein 2-Eck mit zwei tiefsten Punkten
wie folgt:
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(iv) Jedes zentrale Eck in FT\C ist ein 2p-Eck.

(v) Jedes periphere Eck in F\C ist ein gefaltetes 2-Eck mit einem tiefsten

Punkt wie folgt:

(vi) Jedes zentrale Eck in F\C ist ein gefaltetes 2p-Eck mit p tiefsten Punk-
ten:

@ L 4 *— e L L

(vii) Sowohl in FT\C als auch in F\C schneidet jedes zentrale Eck genau 2
verschiedene periphere Ecke in jeweils genau einer projektiven Gerade. Ins-
besondere liegen die beiden projektiven Geraden in einem peripheren Eck in
2 verschiedenen zentralen Ecken.

In der Konfigurationen (iv) liegen diese Geraden diametral zueinander und
konnen mit dem linken und rechten Py identifiziert werden. In der Konfi-
guration (vi) sind diese durch den linken und rechten Py reprdsentiert, das
heif$t, die jeweils linken und rechten P1en sind cp- Pren. Die jeweiligen pro-
jektiven Geraden in diesen Konfigurationen, die sich mit diesen cp-Pien
schneiden, sind benachbarte cc-P1en, wihrend alle weiteren nicht benach-
barte cc-Pren sind.

Beweis. Da jede projektive Gerade in F T\C in einem zentralen Eck liegt
und die peripheren Ecke unter der Operation von G- invariant sind, liegt
auch jede projektive Gerade im Quotienten F \C in einem zentralen Eck,
woraus (i) folgt.

Weil die peripheren Ecke in ﬁf \C nicht benachbart sind und diese invariant
unter der Operation von F sind, gilt dies auch im Quotienten F \C und
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F\C, womit (i) gezeigt ist.
Betrachten wir nun eine feste Unterkonstellation, die zum Paar (0, 3); kor-

respondiert. Wihlen wir ¢ (((1) *2152)) als Erzeuger von ﬁ’; , so operiert

dieser frei durch

{(Ovﬂ)zv (Oé, kﬁ)j} = {(Oyﬁ)’u (Oé, kﬁ + 2ﬂ2a)j} = {(Ovﬂ)u (avﬂ(k + 2))J}

auf dem peripheren Eck (0, 3);. Jede projektive Gerade im peripheren Eck
(0,3); wird also mit der ,jiiberndchsten‘‘ projektiven Gerade identifiziert
und jeder tiefste Punkt damit mit dem ,jiibernéichsten‘* tiefsten Punkt, was
eine Konfiguration von 2 Geraden, die sich in zwei tiefsten Punkten schnei-
den, als Quotienten ergibt. Hier beachte man schon, dafl die Bilder der
projektiven Geraden im peripheren Eck (0, 5); im Bild zweier verschiedener
zentraler Ecke (repréasentiert durch (c,0); und (a,0);) liegen. Die Bilder
der cp-tiefsten Punkte jedoch liegen im Schnitt der Bilder dieser zentralen
Ecke.
Unter dieser Operation wird jedes zentrale 2p-Eck («, k3); mit («,0); iden-
tifiziert wird, auf dem es keine weiteren Identifikationen gibt. Lage ndmlich
eine projektive Gerade {(a,0);, (ka,3);} im 2p-Eck (o, 0); im Bild einer
projektiven Gerade {(,0);, (K, 8)y} unter der Operation eines Elementes
aus ﬁ; , so muf} dieses schon das Eck («,0); stabilisieren, da ja die Rest-
klassen modulo 2 invariant sind. Damit folgt Punkt (iv), da ﬁ; frei auf der
Menge der zentralen Ecke operiert.
Insbesondere gibt es nach Hilfssatz 6.3 genau 2 cp-Pien, die im 2p-Eck
(a,0); diametral zueinander liegen. Identifizieren wir nun diese 2 cp-Pren
in der Konfiguration (iv) mit dem linken und rechten Py, so kann die Ope-
ration von Go/ GT ~ Zs als Reflektion an der horizontalen Achse aufgefafit
werden. Damit erhalten wir aus (iii) den Punkt (v) und aus (iv) den Punkt
(vi). Beachte hier, daf dabei die cp-tiefsten Punkte, die im Schnitt der
zentralen Ecke, reprisentiert durch (a,0); und (o,0); liegen, miteinander
identifiziert werden.

O

Lemma 6.7 FEs seip > 5. Unter der Operation von ﬁ’; liegt das Bild eines
cc-Py in F{P\C im Schnitt der Bilder zweier zentraler Ecke. Das Bild eines

cc-tiefsten Punkt in ﬁfr\C liegt im Schnitt der Bilder dreier verschiedener
zentraler Ecke.

Beweis. Das Bild eines zentralen Ecks in ﬁf \C unter der Operation von
F2+ ist nach Satz 6.6 iv) wieder ein 2p-Eck. Die Bilder der 2p-Ecke wer-
den von +(a,0);, @ € Zy, i = 1,2,3 indiziert. Damit wird also der Orbit
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einer projektive Gerade in F T\C von einer projektive Geraden der Form
{(a,O)i, (k:oz,oz_l)j} mit k=0,...,p— 1, i # j représentiert.
Essei {(a,0);, (ka,a™1);} ein cc- Py im zentralen Eck (a, 0); in FH\C. Esist
k # 0, da es sonst ein ¢p- Py wéire. Dann liegt das Bild von {(«,0);, (ko, a™1);}
im Bild der zentralen Ecke («,0); und (ke,0);.
Analog argumentiert man im Fall der cc-tiefsten Punkte. Diese sind im
zentralen Eck (a,0); von der Form {(a,0);, (ka,a™1)j, ((k+ 1), t)},
wobei i, j,l € {1,2,3} paarweise verschieden sind und k£ # 0, —1 (mod p) ist.
Dann liegt der Orbit dieses tiefsten Punktes im Orbit der zentralen Ecke
(0, 0);, (ka,0); und ((k + 1), 0);.

O

Bemerkung 6.8 In jeder Konstellation in F \C gibt es genau drei peri-
phere Ecke. Diese sind disjunkt und bestehen jeweils aus zwei projektiven
Geraden, die sich in einem tiefsten Punkt schneiden. Diese projektiven
Geraden werden von Paaren {(a,0);, (0,a1);} mit 4,5 € {1,2,3}, i # j
reprisentiert. Ein Element der Ordnung zwei in SL(2,Z3) identifiziert nun
zwei projektive Geraden, die sich in einem tiefsten Punkt schneiden, so dafl
es genau drei Kopien von projektiven Geraden mit einem tiefsten Punkt
gibt, die unter der Operation eines Elementes der Ordnung drei ineinander
iibergehen. Als Quotient ergibt sich also eine projektive Gerade mit einem
tiefsten Punkt, wie er schon in [HKW1, Theorem 1.4.6 (vi)] beschrieben

wurde.
>>> SL(2,Z2)
—_— P

Es gibt genau drei Bahnen zentraler Ecke in F \C, die eine Kette von p + 1
projektiven Geraden mit p tiefsten Punkten bilden. Die Bahnen projekti-
ver Geraden werden von {(a,0);, (ka,a™);},k = 0,...,(p —1)/2, i,j €
{1,2,3}, i # j représentiert.

Ein Element der Ordnung drei in SL(2,Zs) identifiziert nun diese drei Ket-
ten und ein Element der Ordnung zwei entspricht einer Spiegelung an der
vertikalen Achse, so dafi wir als Quotienten das gefaltete p-Eck in [HKWI,
Theorem 1.4.6 (vii)] erhalten.

—e—9—9o - o0 0o
SL(2,Z2)

—e 9o o - o o o — —e—e e oo

—o 9o o - o o o
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6.2 Der Fall p=3

Satz 6.9 Fir p = 3 ergeben sich die Konfigurationen ﬁ*\C und ﬁ\C wie
folgt:

FH\C: F\C:

Beweis. Der Quotient F T\C besteht aus den 3 Unterkonstellationen, wie sie
in Abbildung 3 dargestellt sind. Nun partioniert die Operation der Gruppe
F2+ die projektiven Geraden in genau 12 Orbiten, wobei genau die Geraden
in einem Orbit liegen, die vom selben Grofi- bzw. Kleinbuchstaben in der
Abbildung 3 indiziert werden, so daf§ sich die Konstellation F*\C ergibt.
Beachte, dafl mit den Kleinbuchstaben die ¢p- P1en und mit Groibuchstaben
die cc-Pien, die in diesem Fall alle benachbarte cc-Pjen sind, bezeichnet
sind. o

Unter der Operation von F/Ft werden jeweils die Orbiten [A;],[B1], [C1]
und [D4], [E4], [F1] identifiziert und die Orbiten [a1], ..., [f1] sind invariant,

woraus sich die Aussage ergibt.
a



82

Abbildung 3: Identifikationen in der Konstellation (0,1) unter ﬁ; im Fall
p=3

Notation Fiir eine ganze Zahl x bezeichne [z] den Rest von x modulo +p
im Bereich von 0 bis p%l. Wir betrachten zusétzlich folgende Anordnungen
der Menge {1, 2, 3}:

W DN | .
— W NS,
N — W~

Damit werden wir die projektiven Geraden und tiefsten Punkte in jedem
zentralen Eck («,0); in F\C wie folgt bezeichnen:
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Rij,[0] ° Rt Bij (2] ° Ril,[3] °
d;5.10] di1,[1] dij.12] di1,[3]
R [(p—1)/2) Rt [(p+1)/2]
Tt [(p—3) /2] L Jp-1)/2= T [(p+1)/2]

Lt [(p—1) /2]

R. . R. R..
dijlp—-3] PP=SL i pogib =2 dy g (e

wobei I’ = j, I” =1 falls p=1 (mod4) und ' = I, I” = j sonst zu wiihlen
sind. Damit liegt also der tiefste Punkt d;;; im Schnitt der projektiven
Geraden R;jr und Ry xqq. Mit dieser Bezeichnung sind Rij,[O] und Ril’[p]
die cp-Pren sowie d;j; o) und dy p) die cp-tiefsten Punkte im zentralen Eck

(a,0); in F\C.

Proposition 6.10 Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der verschiedenen
Objekte in F\C und FT\C fiir p > 3 an. Insbesondere ist die durch Fy)Fy
induzierte Abbildung von der Menge der cp-Pien in ﬁ*‘\C in die Menge der
cp-Pren in ﬁ\C eine Bijektion, wohingegen die Abbildung der Menge der be-
nachbarten, nicht benachbarten projektiven Geraden bzw. nicht benachbarten
cc-, benachbarten cc- und cp-tiefsten Punkte in F T\C in die entsprechenden
Mengen in ﬁ\C eine 2:1 Abbildung ist.

Objekt FT\C F\C
Pien total 3°-1) | 3e-D+3)
cp-Pren 3(p—1) 3(p—1)

cc- P1en total %(p —1)? %(p —1)2
cc-Pren, ben. 3(p—1) S(p—1)

cc-Pren, n.ben.

5(p—1)(p—3)

tiefste Punkte total p?—1 (p*-1)
cp-tiefste Punkte 3(p—1) 3(p—-1)
ce-tiefste Punkte total p-Dp-2) | ip-1)(p-2)
cc-tiefste Punkte, ben. 3(p—1) S(p—-1)
cc-tiefste Punkte n.ben. || (p—1)(p—5) | 3(p—1)(p —5)
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Beweis. Nach Satz 6.2 gibt es in F;™\C genau 3(p* — 1) 2p-Ecke mit jeweils
2p projektiven Geraden und 2p tiefsten Punkten. Jede projektive Gerade
bzw. jeder tiefste Punkt liegt in genau zwei bzw. drei 2p-Ecken, so da8 F;7\C
genau %p(p2 — 1) projektive Geraden bzw. p(p? — 1) tiefste Punkte enthilt.

Da jede projektive Gerade und jeder tiefste Punkt in ﬁfr \C nach Satz 6.5
(iv) nur trivialen Stabilisator hat, haben wir also insgesamt %(p2 —1) pro-
jektive Geraden und p? — 1 tiefste Punkte in F+\C.
In ﬁ; \C gibt es nach Satz 6.5 %(p — 1) periphere Ecke, die jeweils eine
Konfiguration von 2 ¢p-Pien bilden, die sich in zwei cp-tiefsten Punkten
schneiden. Diese Konfigurationen sind disjunkt, so dal wir in ﬁ; \C genau
3(p — 1) cp-Pren und 3(p — 1) cp-tiefste Punkte haben. Weiter gibt es in
jedem zentralen Eck in FF\C (von denen es 3(p — 1) gibt) genau vier be-
nachbarte cc-Pjen, die jeweils in zwei zentrale Ecke liegen und zu jedem
cp-tiefsten Punkt gibt es einen cc benachbarten tiefsten Punkt. Damit ha-
ben wir also 2(p — 1) - 3 benachbarte cc-Pjen, sowie 3(p — 1) benachbarte
cc-tiefste Punkte, womit die Angaben in der linken Spalte folgen.
Die Operation von F/F*t ~ Z; auf den zentralen Ecke in F*\C kann als
Spiegelung an der horizontalen Achse (wenn wir die linke und rechte projek-
tive Gerade jeweils als c¢p- Py auszeichnen) aufgefafit werden. Dabei werden
lediglich die beiden cp-Pjen in den zentralen Ecken stabilisiert, woraus sich
die Angaben in der zweiten Spalte ergeben.

O

Wir bezeichnen die projektiven Geraden R;;; im gefalteten 2p-Eck (a,0);
mit [«, kol i Dabei seien die Eintrdge modulo p und bis auf unabhéngiges
Vorzeichen zu verstehen, so das wir uns im folgenden auf Eintrége zwischen
0 und (p — 1)/2 beschrianken kénnen.

Fiir das gefaltete 2p-Eck, das zum Paar («,0); korrespondiert, ergeben sich
dann folgende Benennungen der projektiven Geraden:

[@,0li5  [asaly  [en2a];;  [a,3aly [a,20]; [0y [e,0]5
@ @ @

()

Satz 6.11 Fiir p > 3 erhdlt man den Quotienten ﬁ\C durch Identifikation
der zu (,0);, a0 =1,...,(p—1)/2,1 = 1,2,3 korrespondierenden gefalteten
2p-Ecke (mit Bezeichnungen wie in Abbildung (f) nach den Regeln:

(a) Zwei projektive Gerade [v,6);; und [0,7]j; werden miteinander identi-
fiziert.

(b) Die Bezeichnungen der projektiven Geraden, die sich in einem tiefsten
Punkt schneiden, sind:
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Bemerkung 6.12 Die Bedingung (b) stellt sicher, daf} sich jedes gefaltete
2p-Eck in den Quotienten F\C einbetten 1&8t. Dies ist notwendig, da die
Bedingung (a) zwei Moglichkeiten gibt, projektive Geraden miteinander zu
identifizieren.

Beweis. Wir werden die projektiven Geraden im Eck (a,0); in F;7\C wie in
folgender Abbildung benennen (dabei sei 3 = a~! in Zy):

(,0);

Die projektive Gerade [, kal; ; ist sowohl im Eck (o, 0); als auch in (ka, B);
bzw. [ka, af;; im Eck (ka,0); und (a, (ka)™1); = (o, k71 8);.

Mit Angabe des folgenden Elementes in F zeigen wir, dafl diese beiden
Geraden im selben Orbit in F\C liegen. Es sei

-1 —k1p? ~
=0 ) en

und

(@,0);-7 = (—a,—k"'ap?);
= (O[,k‘_lﬂ)i

Dann ist v = v~}
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sowie

(ka, B)i v = (—ka, —kBk~1 + B);
= (ka,O)i

Die Matrix « leistet also das Gewiinschte.
Es ist noch anzumerken, dafl die Bezeichnungen nur bis auf unabhéingiges
Vorzeichen definiert sind. Der Stabilisator von («,0); wird nédmlich von
(o) erzeugt und identifiziert [o, ka];; mitla, —ka];;.

o

Als Beispiel folgen die Konfigurationen F \C im Fall p =3,5,7.

Abbildung 4: Korang-2-Randkomponente fiir p = 3
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(1,2]13

(21113

Abbildung 5: Korang-2-Randkomponente fiir p = 5
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Abbildung 6: Korang-2-Randkomponente fiir p =7
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6.3 Die Konfiguration von projektiven Geraden auf dem Rand
von (A3 (2))"

Lp

Wir werden hier die Operation von P”(h, f‘/‘l’7p(2)) auf

C° = U orb(a, N)
L
oeXy
dim(o) = 2

untersuchen.

Die Konfiguration C° entsteht dabei als Quotient unter der Operation der
Gruppe Hom(M' /M ,C*) auf C, die nach Lemma 5.17 die projektiven Gera-
den in C invariant 148t und als Quotient wieder eine projektive Gerade (als
Quotient einer projektiven Gerade nach einer zyklischen Automorphismen-
gruppe) liefert. Wir kénnen also zur Beschreibung der Konfiguration C° die
Indizierung der projektiven Geraden in C nutzen und werden den Quotien-
ten P"(h,I'7 ,(2))\C beschreiben.

Die Faktorgruppe P”(h, f‘ip(Z)) haben wir in Kapitel 5 mit der Gruppe

P {g: (Z Z) EGL(2,Z)‘ g=15 (mod2), c=0 (modp)}

identifiziert. N N
Diese enthélt P”(h,T'1 ,(2)) ~ F als Normalteiler mit Quotienten isomorph
zu Z,. Da —15 € F'° trivial operiert, betrachten wir den Quotienten

F°/ £ F ~17}/{£1} := H.

Das ist eine zyklische Gruppe der Ordnung %(p —1) und ein Erzeuger dieser
Gruppe werden wir als semi-primitive Wurzel von H bezeichnen.

Wenden wir uns zunéchst der Operation von F° auf M(1) zu. Es ist
FOAM(1) = (F°/F)\(F\M(1)), so daf wir die induzierte Operation von H
auf F\M(1) zu untersuchen haben. Es sei g = (gij)1<i,j<2 € GL(2,Z) mit
g= (7"61 19) (mod p) und g = id ein Représentant der zur semi-primitiven
Wurzel r korrespondierenden Nebenklasse. Dann operiert g auf M(1) durch

g: £(a,b) — (a,b) - g7 = £(agos — bga1, bg11 — agia)
und es ist

+(a,b) - g~! = £(ra,7"'b) (modp),
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so daf die induzierte Operation von H auf dem Quotienten F}\M(1) =
M(p) x M(2) durch:

(b (0,0) = Gty (o, %) (@), re s

beschrieben ist. Diese Operation normalisiert die Operation von Fy auf
M(p) x M(2) und fiihrt so zur Operation von H auf F\(M(p) x M(2)).

Lemma 6.13 Der Quotient ﬁo/ﬁ operiert transitiv und frei auf den Bah-
nen der zentralen Ecke in F\C, die von Paaren gleicher Restklasse modulo
2 parametrisiert werden.

Beweis. Wir haben gesehen, daB die Bahnen zentraler Ecke in F \C° von
(,0); mit a=1,...,(p—1)/2,i = 1,2,3 parametrisiert werden. Der Index
i bleibt invariant und die Paare (a,0); werden offensichtlich permutiert.

O

Lemma 6.14 Die Operation von H auf der Menge der projektiven Geraden
in F\C wird fiir eine semi-primitive Wurzel r € H durch

7o, Blij = [ra,rBli
gegeben.

Beweis. Die projektive Gerade mit der Bezeichnung [o, §];; liegt bis auf
F-Aquivalenz in den gefalteten 2p-Ecke

(a,0); und (B, 1);
Unter der Operation von r gehen diese iiber nach
(ra,0); und (13, (roz)fl)j

die sich in der projektiven Gerade mit der Bezeichnung [rco, 7/3]; ; schneiden.
O

Korollar 6.15 Die Operation von H ist frei auf der Menge der projektiven
Geraden und tiefsten Punkten in F\C.
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Beweis. Es ist [a, B];j = [ra,rf)i; = [rf3,ra];; genau dann, wenn r = +1,
also jede projektive Gerade in ﬁ\C hat trivialen Stabilisator.
Jeder tiefste Punkt in F \C ist der Schnitt von drei projektiven Geraden
[, Bliz, [B,7]j und [, a];;. Die Aussage folgt dann aus der Tatsache, daf
{i,7},{4,1} ,{l,i} paarweise verschieden sind.

O

Korollar 6.16 Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der verschiedenen pro-
jektiven Geraden und tiefsten Punkte in F°\C an:

p>3 p=3

Pien total : 3(p—1)+6 9

cp-Pren 6 6

cc-Pyen total 3p-1) 3

cc-Pyen, ben. 3 3

cc-Pren, n. ben. 3(p-3) -

tiefste Punkte total : p+1 4
cp-tiefste Punkte 3 3
cc-tiefste Punkte total : p—2 1
cc-tiefste Punkte, ben. : 3 1
cc-tiefste Punkte n.ben. : p—25 —

Beweis. Da H eine zyklische Gruppe der Ordnung p—gl ist und nach Korollar
6.15 frei auf der Menge der projektiven Geraden und tiefsten Punkte in F \C
operiert, folgen die Angaben der ersten Spalte aus den Berechnungen in
Proposition 6.10. Im Fall p = 3 operiert H trivial und die Angaben lassen
sich aus Abschnitt 6.2 ablesen.

O
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Betrachte die durch (1,0);, i = 1,2, 3 indizierten gefalteten 2p-Ecke in F \C:

R12,[0]' 13,11 . Rig19] . ) ) . Ry3,[p—2] . RlQ,[p—l]'RIS,[p]
d12,[0] d13,[1] d12,[2] di3,[p—2]  912,[p—1] d13,[p]
Ra3.[0] Ra1,11) B3 [2] Ba1,[p—2] Ro3 [p—1] F21,[p]
d3,[0] day,[1] da3,[2] ’ ' da1,[p—2] d93,[p—1] d21,[p]
331,[0]' R32,1) . R31,12] . ) ) . R32 [p—2] . RSI,[p—l]'RSQ,[p]
d31,[0] d3a 1] d31 (2] d3a [p—2]  931,[p—1] d32,[p]

Satz 6.17 Firp > 3 erhdlt man den Quotienten ﬁO\C durch Identifikation
der durch (1,0);, i = 1,2,3 indizierten gefalteten 2p-Ecke in F\C nach den
folgenden Regeln:

(i) Fiirl <k,k" <p—1werden zwei projektive Geraden R;j ) und Rj; i
identifiziert, falls k™' =K' in Z/ {£1} ist.

(ii) Es sei2 <k <p—2undk,..., ke ganze Zahlen mit der Eigenschaft

ki=k  ko=k+1 ky=kiky!

ki= kil ks=ky' kg= ks (modp)

Dann schneiden sich die Bilder der projektiven Geraden

Rij ha)s Bt [k] s Bij 1ea)
Rji 1) R [os]» Bt [ke)

im Bild des tiefsten Punkts d;j 1. Die Bilder der projektiven Geraden
Rij o Ry Rijjo) und Ry schneiden sich im Bild des tiefsten
Punktes dgj (o)-

Beweis. Der Orbit einer projektiven Geraden [a,ﬁ]ij unter der Opera-
tion von H besteht aus allen projektiven Geraden mit der Bezeichnung
[roz,rﬁ]ij, r € H. Wihlt man insbesondere r = a~!, so ist [l,oz_lﬁL.j
aus dem gefalteten 2p-Eck korrespondierend zu (1,0);, représentiert durch
Rij ) mit k = a~ 13 in Zy/{=*1}. Dann sind zwei projektive Geraden R
mit der Bezeichnung [1, k],; und Ry ) mit [1, %],/ genau dann in einem
Orbit unter der Operation von H, falls [1, ],/ = [r,7k],; = [rk,7],; fiir eine
semiprimitive Wurzel r in H, so daB i’ = j,j' =i und k' = k™' in Z%/ {1}
(r = k! (mod p)) ist, woraus (i) folgt.
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Es sei 2 < k < p — 2. Das Bild eines tiefsten Punktes d;; ) in ﬁ\C ist ein
Punkt, der im Schnitt der Geraden mit den Bezeichnungen [1, k], , [k + 1, 1],
und [k, k + 1], liegt. Die projektiven Gerade [k +1,1];, und [1, ks];; sowie
[k, k +1]; und [1, k], liegen im gleichen Orbit unter der Operation von
H und werden von den projektiven Geraden Ry; . beziehungsweise R i)
reprisentiert. Die Bilder der Geraden R;j; 1], Ry ;) und Ry; 5, schneiden
sich also im Bild des tiefsten Punktes d;j ;. Nun ist

Wkl = Uoodly = [kl
[1, ks]y; [1, kol
(L ksl = [ke, 1] = [L ksl

I
—
=
ot

—
-
=

I

so daf} sich zusétzlich die Bilder der projektiven Geraden Rj; 1], Ri [r,) und
Ryj ky) im Bild des tiefsten Punktes d;; ;) schneiden. Das Bild des tiefsten
Punkts d;; o) in F \C ist der Schnitt der projektiven Geraden mit den Be-
zeichnungen [1, 0], [1,1];;,[0,1],; und es ist [1,1],, = [1, 1], so daf} sich die
Bilder von Ry; (o], Ry 1) Rji, o), Rig,j1) im tiefsten Punkt d;; o) schneiden.

O

Bemerkung 6.18 Nach den obigen Berechnung gibt es auf der Menge der
cp-Pien in den zentralen Ecken (1,0); keine weiteren Identifikationen.

Als Beispiel sind im Folgenden die Konfigurationen der projektiven Geraden
im Fall p = 3,5, 7 aufgefiihrt.
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Abbildung 7: Korang-2-Randkomponenten in den Féllen p = 3,5,7
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7 Der Abschlufl der Korang-1-Randkomponenten
in (A],(2))

Nach Proposition 3.12 existieren fiir [ = lo,l1) offene, analytische Ein-
bettungen f; der offenen Kummerschen Modulflichen K°(2) — ( ‘ip(Q))*,
die als Bilder die offenen Korang-1-Randkomponenten D°(/,I'7 ,(2)) haben.
A priori ist nicht klar, dafl der Abschlu8 von D°(J,I'7 ,(2)) in ( ‘ip(Q))*
isomorph zur kompaktifizierten Kummerschen Modulfliche K (2) ist. Wir
werden sehen, dafl sich die Einbettung fl(zo,n zu einer analytischen Abbil-

dungen K(2) < ( ‘f’p(2))* erweitern lassen, deren Bild die abgeschlosse-
ne Randkomponente D(l(1),'] ,(2)) ist. Im Fall I = lp betrachten wir
die offene Kummersche Modulfliche K°(2p) zur Stufe 2p. Der Quotient
I'(2)/ £ T'1(2p) ~ PSL(2,Z,) operiert dann auf K°(2p) mit Quotienten
K°(2). Diese Operation 148t sich zu einer eigentlich diskontinuierlichen
Operation auf K(2p) fortsetzen und PSL(2,Z,)\K(2p) ist eine Kompak-
tifizierung von K°(2), die nicht isomorph zu K(2) ist. Wenn wir die Mo-
dulfliiche auf diese Weise kompaktifizieren, wird sich herausstellen, daf3 sich
fio zu einer analytischen Abbildung PSL(2,Z,)\K(2p) — ( cl’7p(2))* mit
Bild die abgeschlossene Randkomponente D(lo, '] ,(2)) fortsetzen lé8t. Die
Bestimmung der Konfiguration von projektiven Geraden auf dem Rand von
( ‘f’p(2))* wird uns dann liefern, daf nur im Fall [ = [ 1) die Fortsetzung f;
tatséichlich eine Einbettung ist. Diese Tatsache wird dadurch erklart, dafl im
Fall [ =g 1) die durch die Aquivalenzrelation ~ induzierten Identifikationen
lediglich vom Stabilisator des rationalen Strahls &; herriihren, wohingegen
im Fall [ = [y noch zusétzliche Identifikationen neben der Gruppenwirkung
des Stabilisators von &; auftreten.

Zur Angabe der obigen Erweiterungen bedarf es zunéchst ein Studium der
Verklebungsabbildungen.

7.1 Verklebungsabbildungen

Satz 7.1 i) Fiir einen isotropen Unterraum U in Q* ist die Verklebungsab-
bildung 7({0} ,U) durch die Komposition von Abbildungen

©({0},U) : Xs(op ({0}) = Ha — P'(U,T} ,(2))\Ha = X (U) — Xy (U)
gegeben.

i) Fir 1 =lo,l(o,1) ist das Bild von Xy (1) unter der Verklebungsabbildung
m(l, h) in der affinen Toruseinbettung T,, C X5 (h) enthalten.
L
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iii) Die Verklebungsabbildung m(lo, h) ist durch die Einschrinkung auf
Xx:(19)(lo) der Komposition von Abbildungen

¢ (lo) : Xy (lo) Z2CxCxH — T&:ZCX(C*X@*
v (tl,TQ,T3) — (theg-n,e?%.m)

mit der Inklusion Tg, — Ty, C Ty, § = Aoy (h) bestimmit.

) Die Verklebungsabbildung m(l(o,1y, h) ist durch Einschrinkung auf
Xx10)(l0,1)) der Komposition von Abbildungen

/ . Xz(l(o,l))a(o,l)) *HxCxC — Tey = C* x C* % C
e (Lo,n) :

2mi 274
(T17T27t3) = (6%.7—176%.7-27t3)

mit der Inklusion Tgy, — Ty, C Ty, § = Agy (h) bestimmit.

Beweis. Der Punkt i) wurde in [HKW1, Proposition 1.3.144] bewiesen. Dort
wurden insbesondere die Verklebungsabbildungen fiir den Fall flyp berech-
net. Wir werden auf diese Berechnungen Bezug nehmen und die nétigen
Anpassungen machen.

Die zu betrachtenden Ficher sind (1) = {{0},&} falls I = [y oder X(I) =
{{0},&} falls I = Iy ist, sowie £(h) = XY, der durch die Legendre-
Zerlegung induzierte Ficher. Es sei T’ ~ C* der zum Gitter P'(l, ff’p(z)) kor-
respondierende Torus und P die Faktorgruppe P’(h,fip(Q))/P’(l,fj’,p(z)).
Die Verklebungsabbildung 7 (I, h) ergibt sich dann als Komposition der Ab-
bildungen ezoegoer : Xypy(l) — Xy(n)(h) eingeschrinkt auf die Teilmenge
Xx1)(1), wobei sich die Abbildungen e; wie folgt beschreiben:

X(1) x4 Trgy = Xoy (D) = X(H) x5 Togy 2 Ty < Xepy(h)

Da X'(h) ein triviales Torusbiindel ist, folgt insbesondere Ty ) = Xs)(h).
Die Fécher (1) sind im Legendre-Féacher enthalten, so dafl sich die Abbil-
dung e3 als die durch %(I) C ¥(h) induzierte Einbettung Ty — Ty
beschreibt. Wir halten fest, daf das Bild von Tx;) = T¢ aufgrund der Sei-
tenrelation £ < o, in T, liegt.

Die Abbildung e ist ein Isomorphismus, wie er in [HKW1, Proposition
1.3.711)] beschrieben wird. In unserem Fall ist das leicht einzusehen, da

X(h) x5 Ty = (C)? x¢- C = (C)? x C = T; = Ty

ist.
Letztlich ist e; die durch P induzierte Quotientenabbildung, wobei P in
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der Weise operiert, daf§ die Operation auf der Faser Tz(z) trivial ist und auf
X (1) mit Quotienten X (h) operiert (aufgrund P’(l,f‘/‘l”p(2)) C P’(h,fip(Q))
wird eine natiirliche Operation auf X () induziert). Damit ergibt sich also
die Abbildungen €'(l) in ii) und iii) als Komposition e; o es. Beachte man
nun, da unter der Identifikation von P’ (h,f‘ip(z)) mit dem Gitter N die
Gruppe P'(lo,fcl’vp(Q)) mit {(§9) € N} ~ 2pZ bzw. P,(l(o,l)afcf,p@)) mit
{(89) € N} ~ 27 identifiziert wird, folgen die Aussagen in ii) und iii).

a

Bemerkung 7.2 Unter der (mengentheoretischen) Identifikation von
Xy (1) mit X (1) U {{0} x C x H;} wird unter der Verklebungsabbildung
7(l, h) die Menge X (1) auf X (h) abgebildet und der Rand {0} x C x H; hat
als Bild unter €/(1) die Menge {0} x C* x @5 C orb(§, N).

Es sei ¥ der Fécher, der aus allen zweidimensionalen Kegeln der Form
0 =R.o(k,1) +Rso(k+ 1,1) und deren Seiten fiir alle k € Z besteht.

Die durch diesen Facher bestimmte toroidale Kompaktifizierung der Modul-
flache K°(2) laBt sich dann wie folgt beschreiben. Die Basiskurve X (2) =
I'(2)\(H; U Q U {oo}) hat drei Spitzen und die singulére Faser iiber jeder
Spitze ist eine Konfiguration von zwei projektiven Geraden, die sich trans-
versal in einem Punkt schneiden (siche dazu etwa [vdG]). Wir werden im
Beweis zu Satz 7.3 noch ndher auf diese Kompaktifizierung eingehen.

Eine weitere Moglichkeit, die offene Kummersche Modulfliche zu kompak-
tifizieren, besteht in folgender Konstruktion:

Betrachte die offene Kummersche Modulfliche K°(2p) zur Stufe 2p. Die
durch den Fécher Y1 bestimmte partielle Kompaktifizierung iiber der Spitze
oo ist ein gefaltetes 2p-Eck, das heifit eine Konfiguration von p + 1 projek-
tiven Geraden, die sich in p Punkten schneiden, wie folgt:

@ @ *— - - — @ @ @

Essei H = +I"1(2p), H =T1(2) und L = 2Z x 27, so dal D°(H;) ~ K°(2p)
und D°(Hj) ~ K°(2) ist. Dann ist H; < Hy mit Quotienten Hj /Hj ~
I'v(2)/ £T1(2p) ~ PSL(2,Z,). Die Gruppe PSL(2,Z,) operiert auf K°(2p)
mit Quotienten K°(2) und die Operation von PSL(2,7Z,) l&8t sich nach
[HKW1, Proposition 1.2.40] zu einer eigentlich diskontinuierlichen Operation
auf K (2p) fortsetzen. Diese Operation liefert also eine Erweiterung der Quo-
tientenabbildung K°(2p) — K°(2) der Form K (2p) — PSL(2,Z,)\K (2p),
wobei PSL(2,Z,)\K (2p) eine Kompaktifizierung von K°(2) ist.

Die Operation von PSL(2, Z,,) auf K (2p)\K°(2p) laBt sich wie folgt beschrei-
ben. Es sei T der zum Gitter P'(co, Hy) ~ Z (3)+Z ( 3),) korrespondierende
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Torus. Weiter sei

1 0 2v
g=10 1 28|, v,BeZ
00 1

ein Element aus der Gruppe P’(Hj,00). Dieses operiert durch
2mi,

g:T—T, g(u,v)=(u,er ’B-U)

auf T und induziert eine Operation von P'(H},o00) auf Tk, . Es ist weiterhin
P"(Hp,00) = P"(Hf,00), so da} sich in dieser Situation feststellen l:ifit,
dafl iiber der Spitze oo von X (2) ein gefaltetes 2p-Eck hinzugeklebt wird,
wie es oben beschrieben ist. Fiir Details dieser Konstruktion sei auf [HKW1,
Proposition 1.2.40] hingewiesen.

Satz 7.3 (i) Die Einbettung f( ) : K°(2) — D°(l(0,1), T ,(2)) C (.Aip(Z))*
laft sich zu einer analytischen Abbildung

fon  K(2) = (A],(2)
mit Bild D(lo,1), '] ,(2)) fortsetzen.
(i) Die Einbettung fg : K°(2) — D°(lo,T5 ,(2)) C ( ‘ip(2))* laft sich zu
einer analytischen Abbildung

fO : PSL(27ZP)\K(2P) - ( (1),p<2))*
mit Bild D(lo,T'7 ,(2)) fortsetzen.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall [ = [ ). In Propositon 3.12
haben wir festgestellt, dafl sich D°(l(p,1), I’ ,(2)) =~ K°(2) als Quotient von
H; x C x {0} nach der Operation von (2pZ x 2pZ) x I'1(2) ergibt. Wir
werden die partielle Kompaktifizierung von K°(2) iiber der Spitze oo niher
betrachten (vergleiche die Ausfithrungen in [HKW1, I 2B]).

Es sei

H = E1.Ty(2)-E und
L = %-(2pZ><2pZ)-E:QZ><2pZ,

so dafl K(2) ~ D(H1) (nach [HKW1, Proposition 1.2.35]) ist.
Die Stabilisatorgruppe von oo in Hj, beschreibt sich als

1 m n a b
P(Hp,00) = 0 a Op|; (mn)elL, (2 5) €H
0 193 d P
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Dann betrachte die Untergruppe

/ 1 0 n % 0
P'(Hp,00) =< |0 1 bp| eP(Hp,00)} ~N;y:=7 +7 :
00 1 0 2p

die die partielle Quotientenabbildung

27 | 27

(r,2) = (e, e>7)

{Hlx(C — X(o0) CT3=C*xC*
e(o0) :

liefert.
Der Torus T3 kann als orb(&s, N ) in T,,, aufgefait werden. Das ist klar, denn
vermoége des Modulisomorphismus

N (53) — N3

ny no2 ng

ng N3 no
kann N (&5) mit N3 und damit der zum Gitter N3 korrespondierende Torus
T3 mit dem Quotiententorus

Hom(M (&,),C*) = Hom(M N &5, C*) = orb(&,, N)

identifiziert werden.
Beachte, dafi sich aus der Berechnung der Verklebungsabbildung 7(l( 1y, k)
in Satz 7.1 iv) das kommutative Diagramm

H; x C ~H; x C x {0} - X2(1<071>)(l(0,1))

Lel(l(o,l))
X (c0) x {0}

©(l(0,1)5h)

Ts= orb(&y, N)— Ty,

ergibt.

Es sei Xy, die toroidale Einbettung Cx®7 C C*xC* = orb(&;, ]V), die durch
den Ficher 31 bestimmt ist. Der Quotient P” (oo, Hy) = P(oo, Hy)/P' (00, Hy)
operiert dann auf Xy, und P”(co, Hp)\ Xy, ist die partielle Kompaktifizie-
rung von D°(Hp) iiber der Spitze co.
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Wir werden nun die Einbettung X (o00) < T, zu einer Einbettung Xs, (c0) —
Xy (h) erweitern. Beachte, dafl X (oco) im Torus orb(&s, N) liegt, der unter
L

der Einbettung T¢, — T, als Teilmenge des Randes von ng C Ty reali-
L

siert ist. Nach [HKW1, Proposition 1.2.11] ist der Abschluf8 von orb(&s, N )
in Tyx isomorph zur Toruseinbettung von orb(&s, N), der durch den Fécher
L

bestimmt ist, der aus allen Kegeln (und deren Seiten) besteht, die &; als

Seite haben. Wir miissen also Stern(&;) in X bestimmen und es ist einfach
zu sehen, daf3 dieser mit Y iibereinstimmt:
Der Stabilisator von &; in GL(2,Z) wurde in Hilfssatz 3.20 iii) als

Stab(&;) = + { (il r) ’ re Z}
0 1
bestimmt.

Damit ergibt sich also Stern(&s) als der Ficher
{g(ao) g€ Stab(gg)} — {5, |reZ}~%,.

wobei g(a,) die Projektion des Kegels (o) nach N (&3), bezeichnet.
Klarerweise ist die so bestimmte Einbettung Xy, (c0) < X5 (h) dquivariant
L

beziiglich der Operation von
1 m O
P"(00,Hp) = 0 ¢ 0] | me2Z,ee{£l}
0 0 ¢

auf Xy, (c0) und der Operation von

Stab(&,) N F° = i{ (j;l ’f) ‘ ke 22}

auf X5 (h) (Beachte, dal &1 auf X 5 (h) trivial operiert). Das liefert ein
L L

kommutatives Diagramm
X, (00)——— Xy5 ()

mod P’ (co,Hy) mod ~

/

P" (00, Hp)\ X, (00)—— (A3 ,(2))"

und wir erhalten eine analytische Abbildung lokal um die singuldre Faser
iiber co. Mit den beiden weiteren singuléren Fasern von K (2) verfihrt man
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analog. Dazu ist allerdings zu beachten, dal nach Berechnung des Tits-
gebdudes von I'7 ,(2) die Bilder dieser singuldren Fasern in verschiedenen

Korang-2-Randkomponenten in (.A‘ip(Q))* liegen. Insgesamt erhalten wir
also eine analytische Abbildung f.) : K(2) — (A1,(2))", die die Einbet-
tung £, : K°(2) — ( (I),p(Q))* fortsetzt. Das Bild fi 1) (K (2)) liegt dicht
im Abschlul D(l(,1), '] ,(2)), so da8 fio1)(K(2)) = D(l0,1),17,(2)) ist, da
sowohl f(,1)(K(2)) als auch D(l 1,7 ,(2)) Abschliisse von fg , (K(2)) =
Do(l(ovl),l“ip(z)) sind.

Im Fall | = [y wird die obige Konstruktion der analytischen Erweiterung aber
fehlschlagen. Analog zum obigen Fall kénnen wir den zum Gitter P’(co, Hy,)
korrespondierenden Torus mit orb(&;, N) in Ty, identifizieren. Die Bestim-
mung von Stern(&;) in N kann auch mit ¥; identifiziert werden, jedoch gibt
es keine Aquivarianz der Operation von

s <s{ (7 )

r

T e QpZ}

auf XZLﬁ(h) und der Operation von P (oo, Hy,) auf Xy, (c0).

Wir werden deshalb die Gruppe H = +T'1(2p) und das Gitter L = 2pZx2p7Z
betrachten.

Es ist
R 1 m n ~ b 3
Ploo,H:)={ |0 a b|; (mn)el, <a’ >eH
c d
0 ¢ d
und
1 0 n
/ i 2p 0
P'(c0,H;) = 0 1 b|€P(oo,Hj)p~Ny:= +7Z
00 1 0 2p

Der zu Nj korrespondierende Torus 77 1aft sich dann mit orb(fl,]V’) in
T}, identifizieren. Beachte, daf sich der Torus Tg, als Quotient T} /s, mit

Cop = (1,1, e%) beschreiben 1i8t. Unter dieser Identifikation ist orb(¢&,, N) =
orb(§;, N’)/(s,. Die Operation vom (4, auf 77 ist durch

.. T, = T,
go i
“) (ti,tarts) — (ti,ta,e r - t3)

gegeben, so dafl sich orb(&;, N ) als Quotient nach der Operation von (,, auf
dem Orbit orb(&,, N’) = {0} x C* x C* beschreibt. Diese Operation stimmt
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gerade mit der Operation von P’(co, H;) auf T; iiberein.
Der Rest ist nun klar. Die Operation von P"(co, H;) = P"(c0, H;) liefert
keine weiteren Identifikationen auf P”(oco, H; )\ Xy, (00). Es ist

) 1 m O
P"(c0,H;) = 0 ¢ 0] | me2pZ,ee{£l}
0 0 ¢
und die Operation von P”(co, H; ) auf X, (00) ist dquivariant zur Operation
von
Stab(&,) N F° = i{ (irl ?) re 2pZ}
auf XELN (h).

O

Satz 7.4 (i) Die Abbildung f1) : K(2) — D(l0,1),1'7,(2)) ist ein Isomor-
phismus.

(ii) Die Abbildung f) : PSL(2,Zp)\K (2p) — D(lo,I'7 ,(2)) ist lediglich eine
Immersion.

Beweis. Die Basiskurve X (2) einer Korang-1-Randkomponente hat genau
drei Spitzen und nach Berechnung des Titsgebiudes 7 (I'] ,(2)) liegen die
singuléren Fasern iiber den Spitzen in genau drei verschiedenen Korang-2-
Randkomponenten. Es liegt genau dann kein Isomorphismus vor, wenn es
auf den singuldren Faser der Kummerschen Flachen noch zusétzliche Identi-
fikationen gibt. Dazu beachte man, daf die lokalen Umkehrabbildungen der
analytischen Abbildungen f; in Satz 7.3 analytisch aulerhalb Kodimension
1 sind und somit iiberall analytisch nach dem Riemannschen Hebbarkeits-
satz sind. Hier benutzt man, dafl das Bild einer Umgebung eines Punktes
auf der singuldren Faser normal ist. Das ist klar, da sich die Bilder dieser
Umgebungen als Quotienten von C? nach einer endlichen Gruppe ergeben,
so dal diese wieder normal sind. Im Fall der peripheren Randkomponente
ist die singulire Faser eine Konfiguration von zwei projektiven Geraden, die
sich in einem glatten tiefsten Punkt schneiden. Auf dieser Konfiguration
gibt es keine weiteren Identifikationen. Dann folgt (i) aus der Tatsache, dafl
eine bijektive Abbildung kompakter, glatter Flichen schon ein Isomorphis-
mus ist. Im Fall der zentralen Randkomponente liegt deshalb nur ein lokaler
Isomorphismus vor, weil es neben der Gruppenwirkung von Stab(&,) N F*°
nach Satz 6.17 noch weitere Identifikationen auf den singulédren Fasern gibt.

O
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8 Die Erweiterung I'] (2) und die Modulform A}

8.1 Die maximale Erweiterung I' , von I'{  in Sp(A,R)

In [GH2] wurde eine maximale diskrete Erweiterung I'] ,, der Gruppe I'] , in
Sp(4, R) definiert. Diese Gruppe operiert auf Hy und der Quotient I'] )\Hp
besitzt eine modultheoretische Bedeutung: Dieser ist isomorph zum Modul-
raum von K3-Fliachen X mit Polarisierungsgrad 2p und einer zusétzlichen
Bedingung an Pic(X). Eingehend wurde der Quotient in[GH2] beschrieben.
In diesem Abschnitt werden wir in natiirlicher Weise eine Erweiterung fT,p(Z)

der Gruppe f‘l’7p(2) konstruieren.

Zunichst fassen wir die Konstruktion der Gruppe I'] , zusammen.

Fiir ganze Zahlen z,y € Z, die die Relation xp — y = 1 erfiillen, betrachten
wir die Matrix

pr —1 0 O
5 _|-yp p 0 0
Y"=10 o P oyp
0 0 1 pz
und setzen
v, = L9 ¢ Sp(4,R)
= = b4,
p \/]_9])

Dann sieht man leicht, da V,} € T’ , und V,I'} )V, = I gilt. Die Ma-
trix V}, definiert also eine Involution modulo I'] ) und I'j , := <Fip, Vp> ist
eine normale Erweiterung von I'{ , vom Index 2. Nach [K] ist eine diskrete
Erweiterung von I'f , in Sp(4,R), die I'] , als Normalteiler enthilt, sogar
eindeutig bestimmt.

Ist

_ 1
V, = —
TP

oo’ o
o O O =
— o O O
o O O

so kann die Nebenklasse Vl-’rtl),p auch in der Form

VoI, = VI,
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geschrieben werden.
Die Matrix V), operiert auf Hy durch

Hg — HQ

f/p: T To 0 \/]_?1> <7‘1 T2 < 0 \/]_?>
Ty T3 vp 0 o) \yp ' 0)°
Es sei 7 = (71 72) € Hy ein zu der (1,p)-polarisierten abelschen Fliche

X = C?/L korrespondierender Punkt, wobei das Gitter L durch die Peri-
odenmatrix = (F,7) und die hermitsche Form H, die die Polarisierung
von X definiert, durch (Im7)~! beziiglich der Standardbasis von C? gegeben
ist. Die Polarisierung H definiert eine Isogenie

VX - A=Pic° A
A1 2 —» TrLeL!

wobei L ein Geradenbiindel ist, das die Polarisierung H représentiert und
T, die Translation um x ist. Die Abbildung Ay hingt dabei lediglich von
der Polarisierung H, jedoch nicht von der Wahl des Geradenbiindels £ ab.
Der Kern von Ay ist (nicht kanonisch) isomorph zu Z,, x Z,,, so daf3 dies eine
Quotientenabbildung

A X — X/ker Ay = X

definiert. Dabei ist X die zu X duale abelsche Flache, die zur Periodenma-

trix
Q/ — p O pTl T2
0 1 T2 7'3/p

korrespondiert, und es gilt die Identitét

0 1\/(p 0 pn ™ (Y6) 02 _ 101‘/(7)

1 0/\0 1 7= m3/p 02 (9¢%) 0 p)'? ‘
Insbesondere trégt A eine Polarisierung vom Typ (1,p) und die Operation
von V), induziert einen Morphismus

o N AO
. Lp 1p
#lp): { (X,H) — (X.0)

der einer abelsche Fléche ihre duale abelsche Fldche zuordnet.
Da wir vorzugsweise mit Untergruppen von I'{  arbeiten, werden wir mit
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der zu V,, konjugierten Matrix

01 00
—~ _ 1 000
— -1_ + |P
Wy =BVl = vp |0 0 01
00 p O
arbeiten und definieren l:’l‘ : <FC1’ 1 W, > Wir erinnern uns daran, daf

1:‘571)(2) als Kern der surjektiven Abbildung 7 : f‘ip — Sp(4,Z3) ~ Sg, m(M) =
M definiert ist.

Lemma 8.1 Durch 7(g) := n(g - Wp) - fiir g € ff’p\f‘f’p und

L:((%E) <§1>)

wird m zu einem Homomorphismus auf I'1 , fortgesetzt.

Beweis. Es sei

i, — Sp(4,Z)

o m(9) geTs,
g o T falls T
(g -Wp) -1 g €T \I'7,

Zunichst rechnet man nach, daf§ die Gleichung

L (Wy-g- Wp) v=m"(g) fiiralle g € fi,p (%)

erfiillt ist.
Es gilt ndmlich fiir g = ( ) € 1"1 p A= (aijh<ij<e, ..., D
(Nach [HKW1, Proposition 1.1.16] ist a9y = ba; = co1 = d2 =

= (dij)1<ij<2
0 (modp))

L.w*(Wp.g.Wp).L — pl Olﬁ 01 o -
_ <<5 PO) p0> 5(130)'3'(100)))%
5 (30)C- (o) 5 (o) D (30)
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a2z a21/p
pai2 ail

) |

baa ba1/p
pbi2  b11

)

c22 c21/p
pci2 cCi11

!
(
3 (o)
bo(ma)

(

—o

)—‘O

a22 a21
al2 ail

€22 C21
C12 C11

) (
)-8
JRCEIN

pdi2  di1

doo do1/p

)

01 boa b2y

b12 b1y

)-8

all ai2
a21 a2

b11 bi2
b21 boo

) |

C11 C12
C21 C22

di1 di2
da1 do2

)
) (i)

*

(
(
(
)

Da f(l),p normal in fip ist und WPQ = 14 gilt, ist () dquivalent zur Gleichung

(W, - h) = 7*(h - W)

Es seien g € fip, hi,hg € fT,p\f?,p

(1) 7 (g M)

(i) 7 (h1-g)
B

(i) (hy-ho) =
(o)

L

fiir alle h € T \[],. ()

. Dann ist



Satz 8.2 FEs gibt genau eine Gruppe fT,p(2)7 so daf$ das Diagramm

1 1
1%&;(2)%%{@(2) ~ Ty ——1
]
1 -T5, -T%, - Zs 1
Sp(1, Z5) —— 5p(4, 2)
1 1

kommutiert mit exakten Zeilen und Spalten.
Beweis. Es sei ¢ ein Homomorphismus, so dal das Diagramm

To ¢ _ T
F147 ] Fl,p

k

Sp(47 ZQ)

P

/
24

Sp(47 ZZ)

kommutiert. . .
Wir werden zeigen, dafl ¢(W,) = 7*(W,) = ¢ gelten mufl.
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Da Wg = 14, muB} insbesondere ¢(W,) eine Involution in Sp(4,Zs) sein.

Dariiberhinaus muf

wlg-Wy-g7") =m(g9) - o(W,) -7(g)™" (*)
fiir alle g € f‘ip gelten, woraus man die Bedingung

g € Zentr(W),, 7 ) = 7(g) € Zentr(o(W,), Sp(4, Z»))

abliest (wobei mit Zentr(z, G) der Zentralisator von z in G bezeichnet sei).

Eine elementare Rechnung liefert dann

a a b b
—~ o~ ~ ! b b 77
Zentr(W,, I ,) = <{g elf, ] g€ (”Z o d,> } ,Wp>
pc ¢ pd d
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mit a,d,...,d, d €Z.
Insbesondere sind

1 0 0 1 1 0 0 O
o1 p o o100
=19 071 0 ™h=1y7119
0 0 0 1 p 0 0 1
aus Zentr(Wp,fip).
Da nun
1 0 0 1
01 10
Th)=10 01 0
0 0 01

aus Zentr(w(wp),Sp(4,Zg) sein muf}, folgt fiir go(wp)) = (é g), daf

C' = 0q sein. Genauso argumentiert man mit m(hs), dafi notwendigerweise
B = 0g_sein muf3.

Da ¢(W,) eine Involution in Sp(4,Zs3) sein muf, kommen fiir A, D nur die
Involutionen {15, (94),(§1),(19)} in SL(2,Z,) in Frage.

Unter Ausnutzung von (x) sind man leicht, daB A = D = (9}) sein mus:
Wiire etwa A = 15 (und damit D = 15), so miifite ’/T(Wp h- V[N/p) = m(h) fir
alle h € f‘ip gelten, was fiir die Matrix

oo O =
S O = =
o O O O

0

0

1

p
zum Widerspruch fithrt. Den Fall A = (}
analog mit der Matrix

1) (bzw. A = (19)) fithrt man

oo =
O O = O
o= O O
= =0 O

(bzw. mit h) zum Widerspruch.
Damit kommt lediglich die Gruppe I'] ,(2) = ker(7*) in Frage.
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Der Kern ker(7*) wird von f(f,p(Q) und K, mit kK, = Wp -gund g € f‘l”p,
7*(g) = ¢ erzeugt. Natiirlich gilt G = <f‘1’,p(2), Wp . g1> = <f‘1’,p(2), Wp . g2>

fir 1,992 € fip mit 7*(g1) = 7*(g2) = ¢, so daf} wir

p—1 2—-p 0 0
~ _ T P 1—p 0 0
L 0 p-1 1
0 0 p2-p) 1-p

P 1—p 0 0

4o o |ep=1) p2-p) 0 0

= ' = 0 0 p2-p) 1-p

0 0 plp—1) p

wahlen konnen.

8.2 Die Modulform A?
In [GN] wurde gezeigt, dafl

Al(,,_) _ q1/6r1/231/2 H(l o anls?;m)f(nm,l)
n>0,m>0,l€Z

(I<0 fallsn=m=0)

2TiT

mit ¢ =e¢ , T =€ s =¥ und

ZnZO,l f(n, l)anl =

2

=1 <Hn21(1 F ) (4 g (1 — 2 r?) (1 — q2n71r72))

eine Spitzenform vom Gewicht 1 beziiglich I'{ 3 mit einem Charakter x, der
Ordnung 6 ist. Nach [GH2] ist A} eine Spitzenform beziiglich I'] 5 mit einem
Charakter x(,,_, der Ordnung 2, der auf V3 den Wert —1 annimmt. Der
Charakter x,_)rs , ergibt sich nach [GH2, Theorem 2.1] aus dem Diagramm

1 =17 5(2) =I5 "~ Sp(4,Zs) ~ S¢ =1
X(2,-) L
sgn
{£1}

Betrachte die Erweiterung I'} 5(2) = (I'$ 5(2), Ry %3+ R3). Aus dem obigen
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Diagramm lesen wir X yro,2) =1 ab. Es ist R3_1 -Fg- Ry = V3 g mit

2 -1 0 0
3 -2 0 0 ]
9=1o o 2 3 |€hs

0 0 -1 -2

Weiter haben wir 7(g) = ¢ und nach der Berechnung auf Seite 11 ist sgn(¢) =
—1. Damit ist also

X<2,7>(R§1 K3+ R3) = X<2,7>(V3) ‘X (9)
—1-sgn(e)
= 1

Satz 8.3 Es sei S3(I'] 3(2)) der Vektorraum der Spitzenformen vom Gewicht
3 beziiglich T'] 5(2). Dann gilt

S3(I75(2)) = C- AY.

Beweis. Nach den obigen Berechnungen ist A3 € S3(T'7 5(2)). Die Aussage
folgt, da nach [BN] I'] 5(2)\Hy birational &quivalent zu einer Calabi-Yau
Varietét ist.

O

8.3 Eine Verfeinerung des Legendre-Faichers im Fall p =3

Bei der Untersuchung der Korang-2-Randkomponenten haben wir schon dar-
auf hingewiesen, dafl jeder IP; in C° von Paaren (a,b), (¢,d) in M(1) mit der
Eigenschaft det(a,b,c,d) = £1 bestimmt ist.

Ist etwa ein P; in C° durch die Paare (a,b), (¢,d) mit a Z 0 (mod p) und
¢ # 0 (modp) bestimmt (diese projektive Gerade ist ein cc-P;), so wird
diese unter k, auf Paare (a/,V'),(d,d’) mit ' = b = 0 (modp) abgebil-
det, die natiirlich nicht die zusétzliche Determinanteneigenschaft erfiillen
konnen. In diesem Sinn ist die Legendre-Zerlegung nicht fiir eine toroidale
Kompaktifizierung geeignet. Das Ziel ist, eine minimale Verfeinerung des
Legendre-Féchers anzugeben, so daf§ die Gruppe I'] ,(2) auf dieser Verfeine-
rung operiert.

Als direkte Konsequenz aus den Berechnungen in Satz 3.9 ergibt sich zun#chst:

Hilfssatz 8.4 Fir | = lo, 1) ist P(I,T5 ,(2)) = P(,T ()



111

In Kapitel 5 haben wir das Gitter P/ (h, fip(2)) mit N und die Faktorgruppe
P"(h,T5 (2)) durch die Projektion

P(h,T% ,(2)) — GL(2,2)
t—17p—1
<EQ E 02> <12 S) 0
02 Q) \02 1
mit F° = {QeGL(2,Z) | Q13 € (221)22 5Z)} identifiziert. Erweitern wir

diese Projektion auf P(h,f’ip(Z)), so ergibt sich eine Identifikation von
P"(h, T (2)) mit

= 1 (p(2—p) 1—19)
GL2,R)D < F°, I, >, I,=—
@R P ﬁ(p(p—l) p

Um den kombinatorischen Aufwand im angemesenen Rahmen zu halten,
werden wir uns im weiteren Verlauf auf den Fall p = 3 beschréanken, der ja
wie in der Einleitung schon erwidhnt wurde, von besonderem Interesse ist,
weil er im Zusammenhang mit der Barth-Nieto Quintik steht.

Im Fall p = 3 haben wir also die Matrix I3 = % (%3 *32 ), die auf dem Gitter

N Z-linear durch

13: NQ [d —12~N1—7-N2—12-N3
N3 — 4N1+2N2+3N3

operiert.
Betrachte die folgende Konfiguration X von Kegeln in Sym(2, R):

(11)

=]
N—
—o
~—

— DN
N—
[es]e]
~—

=
~—
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Es sei folgender skrp. Kegel in Sym(2,R) definiert:
~ 9 6 00 9 3
=R (6 4) +Rao (0 1) *+Rao (3 1)

Wir betrachten folgende Menge von skrp. Kegel in Sym(2, R):

Y =0noc U | oNo
i=1.2,3

und werden die Kegel wie in Abbildung 8 bezeichnen.

(11)

Abbildung 8: Eine Verfeinerung der Konfiguration X
Satz 8.5 Fiir den Fall p = 3 ist die Menge der skrp. Kegel
- {T | 7= f(0) oder T < f(0) fiir ein f € < F°, I3 > und o € y}

eine Verfeinerung des Legendre-Fachers, auf der <ﬁo, Ig> operiert.

Beweis. Nach Satz 3.23 ist jeder Kegel im Legendre-Fécher F °-aquivalent
zu genau einem Kegel in der Konfiguration X. Fiir die dreidimensionalen
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Kegel ist das wegen Satz 3.24 klar. Im Fall der zweidimensionalen Kegel
haben wir

2-dim. Kegel g(£5) in X | g = (%Y%) | ed™! (mod3) | (29)
R0 (58) + R0 (31) (69) 0 (69)
Rso (31)+ R (38) | (37 22) 0 (96)
Roo(11)+R=0(38) | (3271 0 (f1)
Roo(§8) +R>0(33) | (1) 0 (19)
Rso(§9) +Rxo(11) (67) 0 (51)
Ryo(37) R0 (31) (53 0 (15)
Rso(11)+Rx0(37) (4H3) 1 (15)
Rso(50) TR0 (37) (L21) 1 (59)
Rso(50) +Rxo(11) (41) 2 (19)

und nach Satz 3.23 (ii) bilden diese ein vollstandiges Reprisentantensystem
der Kegel im Legendre-Facher beziiglich der Operation von F°. Im Fall der
eindimensionalen Strahlen argumentiert man analog mit Satz 3.23 (iii).

Da <ﬁ °,Ig> eine normale Erweiterung von Fe° ist, reicht es daher aus zu
zeigen, dafl I3 auf ) operiert, was leicht zu zeigen ist.

Die Operation von I3 fithrt auf der Menge der Strahlen in Y zu den Identi-
fikationen :

11 9 3 6 4 6 2
R0 (1 1) = R (3 1) R0 (4 3) = R (2 1)
00 4 2 9 5 31
R0 (0 1) = R (2 1) R0 (5 3) = R (1 1)
10 9 6 9 4 3 2
R0 (0 0) = R (6 4) R0 (4 2) = R (2 2)

Diese Operation auf den Strahlen in ) induziert eine Operation auf den zwei-
und dreidimensionalen Kegeln, die man sich als ,,diametrale ‘‘Identifikationen
der Kegel in Y vorstellen kann. Fiir die dreidimensionalen Kegel in ) etwa
ergeben sich die Identifikationen:

1 2 2 2
0'1 — 0'2 0'0 — 0'1

1 1 3 =3
oy, < 0, 0, < O
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o} — o7°
o} < o}
oy — o

|

Wir haben in Abschnitt 5 gesehen, daf§ lediglich der Orbit orb(o,, N) zu einer
isolierten kanonischen Singularitét fithrt. Die singulére Situation &ndert sich
aber wesentlich, wenn wir zur oben konstruierten Verfeinerung iibergehen.
Zunichst ist klar, dal der Orbit von o} schon zu einer Singularitét fiihrt,
da dieser Kegel nicht simplizial ist. Aber auch die Punkte, die zu den drei-
dimensionalen Kegeln in ) korrespondieren, fithren zu Singularitdten, die
insbesondere nicht isoliert sind. Da die Berechnungen des Typs der Singu-
laritdten dhnlich sind, werden wir lediglich den Punkt orb(a{,ﬁ ) genauer
untersuchen. Es ist

—~ -2 3 0 1 1 -3
(U})V nM' = ZZO ( 3 0) +ZZO (1 _1) +ZZO (_3 9 ) )

so dafl der Torus 7" durch

T/ N TI
igl sz 3 -1 -3 42
L (t1,t2,t3) (t1 iy te -ty Tt ty 7 t3)

T

eingebettet ist. Dann ist das Bild des zyklischen Erzeuger ¢ = (1, 1,62
von Hom(M’/M,C*) in T/, durch Gt = (l,e%'(_l),e%g) gegeben.

1
Damit ist klar, dafl CU% nicht als Quasireflektion operiert, da

)

rg (diag((a%) - 13) —92>1

ist. Wir erhalten eine nicht isolierte Singularitdt vom Typ Vi1 (0,1,1) also eine
3 =
Singularitéit, die sich als zum Ursprung entsprechenden Punkt von

Cx (C?/ < (z,y)— (p-x.p-y)>)

mit p = 5" beschreibt.
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Symbolverzeichnis

E = diag(e1, e2)
A=("%7%)

Ho

J

Re
Sp(J,Q)

T2 ., =Sp(A,2)
fl,p
f‘f,p@)

f1,17(2)

19 o T 17 5(2): T1p(2)

A,
Ap
1p(2)

A1,p(2)

orb(o, N)

D2

ol

P(F) =P(Ur)

P'(Ur)
P//(UF)

P(Up,T), P'(Up,T)

Typ der Polarisierung einer abelschen Fliche
die zur Polarisierung E zugehdrige alternieren-
de Matrix

Siegelsche obere Halbebene zur Stufe 2

die gewohnliche symplektische Form

die Matrix diag(1,1,1,€)

die beziiglich J definierte symplektische Grup-
pe iiber Q

die beziiglich A definierte symplektische Grup-
pe tiber Z

Untergruppe von I:?J), die die kanonische Le-
velstruktur erhilt

Untergruppe von f(l),p’ die die allg. Level-2-
Struktur erhilt

Untergruppe von f? , die die kanonische
Levelstruktur und die allg. Level-2-Struktur
erhilt

zu den obigen Gruppen mittels R, konjugierte
Gruppen in Sp(J, Q)

Modulraum (1, p)-polarisierter  abelscher
Fldchen
Modulraum (1, p)-polarisierter  abelscher

Fldachen mit kanonischer Levelstruktur

Modulraum (1, p)-polarisierter  abelscher
Flachen mit allg. Level-2-Struktur
Modulraum (1, p)-polarisierter  abelscher

Flachen mit kanonischer Levelstruktur und
allg. Level-2-Struktur

Reduktion modulo 2 einer ganzzahligen Matrix
A

Hauptkongruenzgruppe zur Stufe n in SL(2, Z)
Gruppe der oberen Dreieckecksmatrizen mo-
dulo n in SL(2,Z)

freier Modul iiber Z und der von N erzeugte
reelle Vektorraum N ® R

das zu N duale Gitter und der zu Ny duale
Vektorraum
die kanonische
torrdume

der algebraische Torus Hom(M, C*)

der zu m € M zugehorige Homomorphismus
C* - Tn

ein von Vektoren in N erzeugter streng konve-
xer, rationaler, polyhedraler Kegel in Ng, der
keine Gerade enthélt

der zu o duale Kegel in Mp

der Kegel 7 ist eine Seite des Kegels o
Bezeichnung fiir einen Fécher in N

die durch o definierte Halbgruppenalgebra
die zum Kegel o zugehorige affine Toruseinbet-

Paarung der dualen Vek-

tung
durch den Kegel o bestimmter T -Orbit in T
der beschriankte Bereich

{ZeSym(2,C) | 12— ZZ >0}
(punktierte) offene Einheitskreisscheibe in C
Die Stabilisatorgruppe in Sp(4, R) einer Rand-
komponente F'

Zentrum des unipotenten Radikals von P(Ur)
Die Faktorgruppe P(Ur)/P'(Ur)
PUr)NT,P'(Ur) NT fiir eine arith. Unter-
gruppe I von Sp(4, Q)

Kap.
Kap.
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X(F,T)
X(F)
C(F)
Xs(F)
X5 (F)
Ys(F)

C(F)T‘C
Sym, (2 —4,R)

lo,l(0,1)

DT, 1= lo,l(0.1)
£1,82,83

£12,€13, 823

0o

3L

(45,@) " (Ap2)*
éo

ﬁo

Rg

SR(X, <)

()

T(T1) x T(T2)
P1, P2, Po

3

die zu Up korrespondierende partielle Quoti-
entenabbildung

der Quotient Do /P (Up,T)

triviales Torusbiindel

ein offener, homogener Kegel in P(F)

das assoziierte Faserbiindel X (F) xp Tx

die offene Menge (X (F))° in Xx(F)

partielle Kompaktifizierung von ©2/T" in Rich-
tung F'

der rationale Abschlufl von C(F)

Menge der positiv definiten (2 —¢) X (2 — 1)
Matrizen

die Geraden Q(0,0, 1,0) und Q(0,0,0,1) in Q*
der (offene) Rand (Yyx(;)\Hz)/P(l,T")
spezielle eindimensionale Kegel in Sym(2, R)
spezielle zweidimensionale Kegel in Sym(2, R)
spezieller dreidimensionaler Kegel in
Sym(2,R)

der Legendre-Facher

die Igusa-Kompaktifizierung von A7 (2)
bzw. A1 ,(2)
die Gruppe (To(p), (§ %))

Der Kern ker[G® (med2) SL(2,Z2)]
Menge der Rechtsnbenklassen einer Unter-
gruppe G < GL(2,Z) in GL(2,Z)
simpliziale Darstellung einer teilgeordneten
Menge (X, <)
Das Titsgebédude einer arith. Untergruppe I' C
Sp(A, Q)
Produkt zweier Titsgebdude
Mengen von Fahnen A-isotroper Unterrdume
in Q4
Vektorraumisomorphismus Sym(2, R) — R3
2. symmetrische Produkt der Darstellung
g — ﬁ(g) -g~ ! von GL(2,R)
spezielle Gitter in Sym(2, R)
Bestimmte Untergruppen der GL(2, Z), die auf
N bzw. N/ operieren
Erzeuger von Hom(M’/M,C*) vom Index p
Bild von ¢ im affinen Torus Ty ()
Konfiguration von projektiven Geraden in
T —

=N/
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T

=F
die zyklische Gruppe Z;/ {+1}
Einbettungen K°(2) — (.Ai’,p(2))*
analytische Fortsetzungen von f(OO)U, S
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zu Vp konjugierte Matrix Rp\_/pR;1 in
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Homomorphismus f{‘p — Sp(4,Z2)
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Charakter der Ordnung 6
Charakter der Ordnung 2

Die Matrix (zgfjjg 1;1’) in GL(2,R)
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