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Zusammenfassung

Man sagt, dafl zwei meromorphe Funktionen einen Wert der Riemannschen Zahlenkugel teilen,
wenn die Urbilder dieses Wertes unter beiden Funktionen als Mengen gleich sind.

Man sagt, dafl sie ihn mit Vielfachheit (CM) teilen, wenn die Vielfachheiten in jedem Punkt
dieser Mengen {iibereinstimmen.

Betrachtet man langsam wachsende Funktionen im Einheitskreis, so ist es nicht mehr mdglich,
die genaue Anzahl der geteilten Werte zweier meromorpher Funktionen zu bestimmen, die
deren Gleichheit impliziert (Im klassischen Fall der komplexen Zahlenebene ist 5 diese Zahl, wie
der sogenannte Fiinf-Werte-Satz zeigt.). Dies ist eine Konsequenz der Tatsache, dal der sonst
unerhebliche logarithmische Anteil des Restgliedes im zweiten Hauptsatz von Nevanlinna (aus
dem Eindeutigkeitsaussagen iiblicherweise hergeleitet werden) von der gleichen Grofienordnung
wie die Charakteristik der langsam wachsenden Funktion ist.

Diese Arbeit fiihrt Verbindungen zwischen dem logarithmischen Anteil des Restgliedes und der
moglichen Anzahl geteilter Werte ein. Man kann diese Verbindungen als Analoga zum Fiinf-
Werte-Satz auffassen.

Danach wird der sogenannte Vier-Werte-Satz in der komplexen Zahlenebene, der

Teilen zwei nichtkonstante meromorphe Funktionen vier Werte CM, so sind sie Mdbius-Trans-
formationen voneinander, zwei der geteilten Werte sind Picardsche Ausnahmewerte beider
Funktionen und die zwei Werte, die wirklich angenommen werden, sind die Fizpunkte der
Moébius-Transformation.

lautet, auf die folgende Aussage fiir Funktionen aus einer gewissen Teilklasse der Klasse der
langsam wachsenden Funktionen iibertragen:

Teilen zwei meromorphe Funktionen aus dieser speziellen Teilklasse ¢ > 5 Werte CM, so sind
sie Mobius-Transformationen voneinander, ¢ — 2 der geteilten Werte sind Picardsche Ausnah-
mewerte beider Funktionen und die zwei Werte, die wirklich angenommen werden, sind die
Fizpunkte der Mdbius-Transformation.

Da es diverse Verfeinerungen des Vier-Werte-Satzes gibt, in denen die Voraussetzungen dahin-
gehend abgeschwicht werden, dafl die Anzahl derjenigen als CM geteilt vorausgesetzten Werte
reduziert wird, konnen auch diese Verfeinerungen auf die betrachtete Teilklasse der Klasse der
langsam wachsenden Funktionen iibertragen werden.

Schlagworte: Nevanlinna-Theorie, Eindeutigkeit meromorpher Funktionen, langsam wachsen-
de Funktionen im Einheitskreis



Abstract

Two meromorphic functions are said to share a value of the Riemann sphere if the preimages
of this value under both functions are equal as sets.

They are said to share it counting multiplicities (CM) if the multiplicities coincide in each point
of these sets.

If one is dealing with slowly growing functions in the unit disk it is not possible any more to
deduce the exact number of shared values of two meromorphic functions inducing their equality
(This number is five in the classical case of the complex plane as shown by the so-called Five-
point-theorem.). This is a consequence of the fact that the otherwise insignificant logarithmic
part of the error term in Nevanlinna’s second main theorem (from which uniqueness properties
are usually deduced) is of the same order of growth as the characteristic function of the slowly
growing function.

This thesis introduces connections between the logarithmic part of the error term and the
possible number of shared values. One can consider these connections as analogies to the Five-
point-theorem.

Next the so-called Four-point-theorem in the complex plane reading

If two non-constant meromorphic functions share four values CM they are Mdbius transforma-
tions of each other, two of the shared values are Picard exceptional values of both of them, and
the two actually taken values are the fix-points of the Mobius transformation.

is transferred to the following theorem for functions contained in a special subclass of the class
of slowly growing functions reading

If two meromorphic functions from this special subclass share ¢ > 5 values CM they are Mébius
transformations of each other, ¢ — 2 of the shared values are Picard exceptional values of both
of them, and the two actually taken values are the fiz-points of the Mdbius transformation.

As there are several refinements of the Four-point-theorem reducing the number of values
shared CM in their assumptions, these refinements may be transferred to analogous results for
the considered subclass of the class of slowly growing functions too.

keywords: Nevanlinna theory, uniqueness of meromorphic functions, slowly growing functions
in the unit disk
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Einleitung

Diejenige Grofe, die fiir die Beschreibung der Wertverteilung einer in einem endlichen Kreis
( 0.B.d.A. der Einheitskreis D ) meromorphen Funktion f wesentlich ist, ist der Grenzwert

of) = T 20 S)

r—1— log =

Da ( z.B. mit Hilfe einer Abschitzung von Gol’dberg und Grinstein aus [3], die in dieser
Abhandlung leicht verbessert werden konnte ) fiir die Schmiegungsfunktion der logarithmischen
Ableitung einer Funktion f in D immer

m <r, f7> =0 (logT(r, f) +log . i r) (r —1-)

evtl. aulerhalb einer Ausnahmemenge E endlichen Mafles gilt, impliziert «(f) = oo, dafl

!/
m(r,f7> =o(T(r,f)) (r—1—,r¢kFE) (1)
gilt. Im Gegensatz zu D gilt die Eigenschaft (1) in C fiir jede meromorphe Funktion und ist
dort eine entscheidende Zutat im Beweis des zweiten Hauptsatzes und seiner Folgerungen.
Somit gelten in D fiir alle Funktionen f mit «a(f) = oo, die man zuldssige Funktionen nennt,
bis auf die Anderung des Grenziiberganges und der Vergleichsfunktion analoge Aussagen zur
Ebene.

Funktionen mit «(f) < oo haben offensichtlich die Eigenschaft, dafl ihre Charakteristik
hochstens so stark wéchst wie ein konstantes Vielfaches der Funktion log l—ir, was den Begriff
der ”langsam wachsenden Funktion” aus dem Titel dieser Abhandlung rechtfertigt.

Mit den ”Eindeutigkeitssitzen” aus dem Titel dieser Abhandlung sind Eindeutigkeitssitze im
folgenden Sinne gemeint:

Ist ein Wert a € C vorgegeben und betrachtet man fiir zwei meromorphe Funktionen f und ¢
die Urbildmengen des Wertes a unter f bzw. unter g, so "teilen” f und g den Wert a, wenn die
Urbildmengen gleich sind.

Stimmen auch in jedem Punkt, wo f und g den Wert a annehmen, die Vielfachheiten des Wer-
tes iiberein, so sagt man, dal der Wert @ CM (counting multiplicities) geteilt wird. Gilt diese
Aussage in einem gewissen Sinne nur fast {iberall, so sagt man, da} der Wert a "CM” geteilt
wird.

f und g teilen den Wert @ DM (different multiplicities), wenn f und g den Wert a in jedem
Punkt mit verschiedenen Vielfachheiten annehmen.

Statt ”Teilen” sagt man auch ”Teilen IM” (ignoring multiplicities).

Die klassischen Eindeutigkeitssétze fiir meromorphe Funktionen in der Ebene sind der Fiinf-
Werte-Satz von Nevanlinna:



Teilen zwei nichtkonstante meromorphe Funktionen f und g finf paarweise verschiedene Wer-
te, so ist f = g.

und der Vier-Werte-Satz von Nevanlinna:

Teilen zwei verschiedene nichtkonstante meromorphe Funktionen f und g vier paarweise ver-
schiedene Werte CM, so ist f = M o g mit einer Mdbius-Transformation M, fir die zwei der
geteilten Werte Fizpunkte sind, wihrend die beiden anderen Picardsche Ausnahmewerte von f
und g sind.

Ziel dieser Abhandlung ist es, Eindeutigkeitsséitze dieser Form auch fiir langsam wachsende
Funktionen im Einheitskreis zu finden. Dabei darf man aufgrund bekannter Eigenschaften lang-
sam wachsender Funktionen erwarten, daf§ die mogliche Anzahl der geteilten Werte hoher ist
als fiir Funktionen in der Ebene.

Schon R. Nevanlinna hat ein Beispiel fiir zwei verschiedene Funktionen f und g angegeben, die
in D fiinf Werte teilen und fiir die a(f) = a(g) = 1 gilt ( [15], S. 159 ).

In dieser Abhandlung wird zunéchst gezeigt, dafl dieses Beispiel maximal ist, denn aus der fiir
unzuliéissige Funktionen f ( also f mit a(f) < oo ) bestmoglichen Form ( der N-Version ) des
zweiten Hauptsatzes ( [18], Ungleichung (9) auf S. 251 )

q
— 1 1
-2)-T < N S S— 1
=210 < 3 (r ) loe s 56
folgt lediglich unter Ausnutzung der Definition des Limes superior
of) < —— und alg) € ——, 2)

wenn man verlangt, dafl f und ¢ Funktionen sind, die ¢ Werte teilen.
Allerdings mufl man aus technischen Griinden mit

zusitzlich voraussetzen, daf

a(f) = (f) (3)

und die analoge Aussage in ¢ gilt, was man in Analogie zum Begriff des reguliren Wachstums
einer meromorphen Funktion hier "regulére Unzuldssigkeit” nennen kann. Die Bedingung (3)
scheint eher unwesentlich zu sein, da in der vorliegenden Literatur kein Beispiel einer Funktion
zu finden ist, fiir die (3) nicht gilt.

Die Bedingung (2) schlie8t nicht aus, dafl auch a(f) # a(g) gelten koénnte ( wofiir man sogar
zahlreiche Beispiele konstruieren kann ). Mit einer etwas anderen Beweisfithrung als derjenigen,
die zu (2) fiihrt, erhélt man das genauere

1 1
<

1
CV(f) q—S—@

(4)

q—3-

falls man verlangt, da§ f und g, fiir die (3) bzw. dessen Analogon in g gilt, ¢ Werte teilen, und
fiir ein nach (2) erlaubtes a(f) oder a(g) die Werte so einsetzt, daf die rechte Seite von (4)
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positiv ist.

Setzt man ¢ = 5 in (2) ein, so erhilt man das o.g. Beispiel von Nevanlinna, so daf sich der
Fiinf-Werte-Satz auf alle in D meromorphen Funktionen f mit «(f) > 1 ausdehnt. Mit (2) und
(4) wird er zum g-Werte-Satz in Abhéngigkeit von a(f) und a(g).

Da nun ein Analogon zum Fiinf-Werte-Satz vorliegt, liegt es nahe, auch die Herleitung eines
Analogons zum Vier-Werte-Satz zu versuchen. Die zwei zusétzlichen Hauptzutaten fiir den
Beweis des Vier-Werte-Satzes in der Ebene sind

T(r,f)=T(r,9)+S(r), (5)

was man direkt aus dem zweiten Hauptsatz fiir ¢ = 4 erhilt, und die Bedingung (1), die alle
Hilfsfunktionen ”klein” macht.

Fordert man nun, daf eine zu (5) analoge Bedingung ( die automatisch dafiir sorgt, da§ (3)
gilt und in (2) jeweils das Gleichheitszeichen steht ) gilt und dafi die betrachteten Funktionen
"relativ zuldssig” sind, d.h. daB fiir f zwar a(f) < oo, aber trotzdem die Bedingung (1) gilt,
so erhilt man das folgende Analogon zum Vier-Werte-Satz:

Teilen zwei Funktionen aus der erwdhnten Klasse, in der die einschrinkenden Bedingungen gel-
ten, ¢ Werte ”CM”, so geht die eine aus der anderen durch eine Mébius-Transformation hervor,
deren Fixpunkte von beiden Funktionen in denselben Stellen angenommen werden, wihrend
die restlichen ¢ — 2 Werte Picardsche Ausnahmewerte sind, die von der M&bius-Transformation
permutiert werden ( Bei der Wahl der Fixpunkte 0 und oo stellen sie sich im Beweisverlauf
als die (¢ — 2)-ten Einheitswurzeln heraus, die um eine nichttriviale (¢ — 2)-te Einheitswurzel
gedreht werden. ). Die Anzahl der Picardschen Ausnahmewerte ist maximal, da nach

R. Nevanlinna fiir eine Funktion f mit a(f) < oo, die p Ausnahmewerte hat, a(f) = zﬁ gelten
muf ( vgl. [15], S. 152/3 ).

Im Fall ¢ = 5 haben wir also das o.g. Beispiel von Nevanlinna rekonstruiert.

Wie in der Ebene fiir vier Werte kann man nun versuchen, dasselbe Ergebnis unter der Vor-
aussetzung herzuleiten, dafl man von so wenigen Werten wie moglich verlangt, dafl sie ”CM”
geteilt werden. Dies funktioniert auch hier.

Seien also zwei Funktionen gegeben, die ¢ Werte teilen. Dann lautet die Liste der Aussagen,
die unter Abschwichungen der Voraussetzungen hergeleitet werden kénnen:

Teilen zwei Funktionen aus der erwiahnten Klasse ¢ — 1 Werte ”CM” und einen Wert M,

so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Dies entspricht dem Satz

Teilen zwei Funktionen drei Werte "CM” und einen Wert IM, so teilen sie alle vier Werte CM.
in der Ebene ( vgl. [9], S. 85/6 ).

Teilen zwei Funktionen aus der erwidhnten Klasse zwei Werte ”CM” und ¢ — 2 Werte IM,

so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Dies entspricht dem Satz

Teilen zwei Funktionen zwer Werte "CM” und zwei Werte IM, so teilen sie alle vier Werte
CM.

in der Ebene ( vgl. [6] ).

Teilen zwei Funktionen aus der erwidhnten Klasse einen Wert ¢ ”CM” und einen weiteren Wert
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b mit 7(b) > 2, wobei die Grofie 7 wie in [13] definiert sei, so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Dies entspricht dem Satz

Teilen zwei Funktionen einen Wert a "CM” und einen weiteren Wert b mit 7(b) > %, so teilen
sie alle vier Werte CM.

in der Ebene ( vgl. [13] ).

Teilen zwei Funktionen aus der erwihnten Klasse einen Wert a mit 7(a) > % und einen weiteren
Wert b mit 7(b) > %, so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Dies entspricht dem Satz

Teilen zwei Funktionen einen Wert a mit T(a) > & und einen weiteren Wert b mit 7(b) > 2,
so teilen sie alle vier Werte CM.

in der Ebene ( vgl. [21] ).

Teilen zwei Funktionen aus der erwihnten Klasse einen Wert a mit 7(a) > 2 und einen weiteren

3
Wert b mit 7(b) > 5.27'2()“22, so teilen sie alle ¢ Werte CM.
Dies entspricht dem éatz

2

Teilen zwei Funktionen einen Wert a mit 7(a) > 5 und einen weiteren Wert b mit

7(b) > 5.27'(75)‘132, so teilen sie alle vier Werte CM.

in der Ebene ( vgl. [22] ).

Teilen zwei Funktionen aus der erwidhnten Klasse einen Wert a ”CM?”, fiir den zusétzlich
Afa) < g%i’ mit dem Valiron-Defekt A gilt, so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Dies entspricht dem Satz

Teilen zwei Funktionen einen Wert a CM, fir den zusdtzlich A(a) < % gilt, so teilen sie alle
vier Werte CM.

in der Ebene ( vgl. [7] ).

Es gibt kein Paar holomorpher Funktionen in der erwihnten Klasse, das einen Wert ”CM” und
alle anderen ¢ — 1 Werte DM teilt.

Dies entspricht dem Satz

Es gibt kein Paar ganzer Funktionen, das einen Wert CM und drei Werte DM teilt.

in der Ebene ( vgl. [12] ).

Ich danke Herrn Prof. Dr. E. Mues fiir die trotz widriger Umsténde hervorragende Betreuung
und Unterstiitzung dieser Arbeit.

Herrn Prof. Dr. G. Frank danke ich fiir die Ubernahme des Korreferates und alle damit
verbundenen Miihen.

Insbesondere danke ich Herrn PD Dr. A. Sauer fiir zahlreiche fachliche Diskussionen, die diese
Arbeit in dieser Form erst moglich gemacht haben.
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Kapitel 1

Wertverteilungslehre im Einheitskreis

In dieser Abhandlung werden wir meromorphe Funktionen betrachten, deren Definitionsbereich
der Einheitskreis D := {z € C: |z| < 1} ist. Die dazu gehtrende Wertverteilungslehre hat viele
Gemeinsamkeiten, aber auch wesentliche Unterschiede zu derjenigen fiir Funktionen in C, die
traditionell wesentlich bekannter ist.

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Begriffe und Satze der Wertverteilungslehre im
Einheitskreis zusammengestellt, soweit sie in dieser Abhandlung benétigt werden. Dabei bewei-
sen wir insbesondere diejenigen Aussagen, die fiir die zu betrachtenden ”langsam wachsenden”
Funktionen vom sogenannten ”zuldssigen” Fall abweichen. Eine ausfiihrliche Darstellung der
Theorie im zuléssigen Fall findet man insbesondere in [16], [20] und [8].

1.1 Wertverteilungsgrofien und der erste Hauptsatz

In diesem Abschnitt werden zunéchst diejenigen Aussagen gesammelt, die fiir Ebene und Ein-
heitskreis (bis auf den Grenziibergang r — 1— statt r — oo und die Variablentransformation
r — = fiir die Vergleichsfunktionen) gleich sind.

Definition 1.1 (Anzahlfunktion einer Folge)

(21) sei eine (evtl. endliche) Folge in D, die keinen Héufungspunkt in D hat.
Fiir t € [0,1) sei n(t) die Anzahl derjenigen z; mit |z;| < t.

Fiir 7 € (0,1) heifit dann

r

N(r) := /Mdt—l—n(@) log r (1.1)

Anzahlfunktion der Folge (z).

Definition 1.2
Die Funktion log™ : [0, 00) — R sei definiert durch

loa™t L 0 fir x € [0,1]
IR logz fiir z € (1,00) .

Sie heifit Pluslogarithmus.



Definition 1.3 (Wertverteilungsgrofien einer meromorphen Funktion)
f sei meromorph in D.

a) N(r, f) sei die Anzahlfunktion der Folge der Polstellen von f, wobei jede Polstelle so oft
gezahlt wird, wie ihre Vielfachheit angibt.
N(r, f) heifit die Anzahlfunktion (der Polstellen) von f.

Offensichtlich ist fiir « € C dann N (7", ﬁ) die Anzahlfunktion der a-Stellen von f.

b) Fiir r € (0,1) ist

2w
minf) = 5 [ log" (e d
0

die Schmiegungsfunktion von f.

¢) Die Funktion

T(r,f) = m(r,f)+N(r f)
heifit Charakteristik von f.

Bemerkung:
N(r, f) und T'(r, f) sind monoton wachsend in r und konvex in logr.
m(r, f) ist fiir alle r € (0, 1) nichtnegativ.

Da T'(r, f) wachsend ist, existiert lirln T(r, f) und ist entweder endlich oder unendlich.
r—1—
Wir interessieren uns in dieser Abhandlung nur fiir den unendlichen Fall und verwenden die

folgende

Definition 1.4
Eine in D meromorphe Funktion heifit beschrinktartig, wenn

lim T(r, f) < o0

r—1—

gilt. Die Menge der beschrianktartigen Funktionen

N = {f meromorph in D : lim T'(r, f) < oo}

r—1—

wird auch Nevanlinna-Klasse genannt.

Ab jetzt betrachten wir also Funktionen f, die nicht aus der Nevanlinna-Klasse sind, d.h.
f¢N.

Jede Einschrinkung einer in ganz C meromorphen Funktion auf D ist wegen des Wachsens der
Charakteristik in der Nevanlinna-Klasse. Damit sind insbesondere alle rationalen Funktionen
in der Nevanlinna-Klasse, und durch die Voraussetzung f ¢ N schlieflen wir ab jetzt die in der
Ebene hiufig n6tige Voraussetzung aus, dafl f nichtkonstant sein mufl.
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Satz 1.5 (Rechenregeln)
Fiir n € N seien n Funktionen fr, ¢ N (k € {1,...,n}) gegeben. Dann gelten fir r — 1— die
Abschdtzungen

N ( 5] < SN0 +o0),
k=1 k=1

N(T,ka < YN ) +0(1),
k=1 k=1

m(T,ka S Zm(rafk)a
k=1 k=1

m (r,ka < Zm(rafk)+10g”a
k=1 k=1

T <r, [I5) < D10 +00),
k=1 k=1

T (r,ka < Y T(rfi) +0(1).
k=1 k=1

Bemerkung:

Nach Definition 1.1 sind die Anzahlfunktionen aus Satz 1.5 in D nicht notwendig nichtnegativ,
falls es ein k € {1,...,n} mit f,(0) = oo gibt. Der additive Term in (1.1), der sich auf die
mogliche Polstelle in 0 bezieht, ist fiir r — 1— jedoch beschrinkt, so dafi die Abschéitzungen
fiir die Anzahlfunktionen in der angegebenen modifizierten Form gelten.

Satz 1.6 (Erster Hauptsatz)
Seir € (0,1). Ist f ¢ N, so gilt fiir jedes a € C die Abschitzung

T<r,ﬁ>:T(r,f)+O(1) firr —1— .

Gilt fiir die Funktion f insbesondere |f(0)] = 1, so haben wir sogar
1 "
T (r, m) =T(r,f) firr—1-— . (1.2)

Bemerkung:
Das Wegfallen des Restgliedes in (1.2) ist bei der Abschitzung von m (r, f7,> oft von entschei-
dender Bedeutung (vgl. [17], [4]).

Satz 1.7
Ist f ¢ N und M eine Mdbius-Transformation, so gilt

T(r,Mof) =T f)+0(1) firr—1-—.

Satz 1.8
Es sei f ¢ N und P ein Polynom vom Grad d. Dann ist

T(r,Pof) =d-T(r,f)+0(1) firr—1-—.



Definition 1.9
Es sei f ¢ N. Dann heifit

— log" T
A(f) := lim 06 2 \h1) (17", /)
r—1—  log T
die Wachstumsordnung (Ordnung) von f.
. log" T(r, f)
= lim ———==
/’l’(f) rﬁ—lf log lir

heifit die untere Wachstumsordnung (untere Ordnung) von f.
Gilt A(f) = u(f), so heiit f Funktion von regulirem Wachstum.
Gilt A(f) > u(f), so heiBt f Funktion von irregulirem Wachstum.

1.2 Eine Abschitzung von Gol’dberg und Grinstein

Die klassische Methode zur Herleitung des zweiten Hauptsatzes bendotigt eine Abschitzung
der Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung einer Funktion (vgl. [16]). In einem
gewissen Sinne, der an spéterer Stelle dargelegt werden wird, ist eine Abschéitzung bestmoglich,
die auf Gol'dberg und Grinstein (vgl. [3]) zuriickgeht und zu deren Beweis hier zunéchst die
notigen Hilfssdtze bereitgestellt werden sollen.

Der erste der Hilfssétze ist eine zuerst von Ngoan und Ostrowski verwendete Abschitzung
fiir Summen nichtnegativer Zahlen, sofern man ihre Potenzen mit Exponenten betrachtet, die
kleiner als Eins sind (vgl. [17]).

Lemma 1.10
Gegeben seien endlich viele Zahlen x4, ... ,x, € [0,00) und ein o € (0,1). Dann gilt

(Z :Ey> <D (m).

Bewelis:
Setze

p
S = Zx,, )
v=1

Fiir S = 0 ist die Aussage trivialerweise wahr, so dafl wir S > 0 annehmen diirfen. Es gilt

Ty
— <1
g =
fiir jedes v € {1,...,p}, also
T\ _ Ty
(¥) 2%
S/ = 8
wegen a < 1. Daraus folgt
LY ey
Qa (xl/)a Z = = 1 )
S v=1 v=1 S



also

Wir benétigen ferner einen Spezialfall von (vgl. [11], S.54)

Lemma 1.11 (H6ldersche Ungleichung fiir Integrale)
Seip € (1,00) und g € R mit % —i—% = 1. Sind fir f,q : [a,b] = R die Funktionen |f|P und |g|P
auf [a,b] integrierbar, so gilt

b q

[ 1#@g()]ds < / v / 92" do

Dieser lautet

Korollar 1.12
Ist |F| auf [0, 27] integrierbar und o € (0,1), so gilt

2w 2w a
1 1
— [ |[F@)|*de < | — [ |F
- [IF@rdr< | o [1Fr@)ds
0 0

Beweis:
Wihle a =0, b =27, f(z) = (F(x))

S

und g(z) =1 in Lemma 1.11. Dann gilt

2w 7

2w
/|F(x)|%dxg /|F(x)|dx C2m)h
0 0
Wegen p > 1 darf man « := 1_19 setzen, und die richtige Verteilung der 27-Faktoren ergibt die
Behauptung. O

Ferner benotigen wir die Abschitzung des Integrals iiber den Pluslogarithmus einer Funktion
gegen den Pluslogarithmus des Integrals dieser Funktion (vgl. [4]). ( Normalerweise wird nur
das Integral iiber den Logarithmus einer Funktion gegen den Logarithmus des Integrals dieser
Funktion abgeschétzt. )

Lemma 1.13
Seien f und g auf dem Intervall [a,b] nichtnegative und mefbare Funktionen und

b
A:/g(x)dx>0.

Dann gilt die Ungleichung

b

%/{logJr f(z)} g(z)dx <log* %/f(x)g(m)dx +log2 .

a

5



Setzt man insbesondere g = 1, so folgt

b

b—a

b
log® f(z)dz < log™® {bla/f(x)dx} +log2.

Bewelis:
Setze
. b
pim g [ max{f).1) g(o)ds
und

p(z) == max{f(z), 1} — .

Beachte, dafl wegen der Monotonie der Integrale u > 1 gilt. Offensichtlich ist

Es gilt

5 [og" @} g(ys = 5 [ 1og fmax ((2). 11} g(a)do

= %/log{uﬂup(x)}g(x)dx

- ia/blog {u (1 + %) } g(x)dz
L a/blog (1 + @) g(x)dz

¢lz)
I

= logu+

= |

< logp+ g(x)dz

| =
@\B_

= log™* p

6
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wegen log (1 + x) < x fiir € [0, 00). Nach (1.3) folgt

2 / log {max {f(x). 1}} g(z)dz < log* {; / max { (). 1} g(x)da
< log+{i/b[f(fv)+1]g(fv)dfv
= log+{;/bf(x)g(x)dx+1
< logt % bf(x)g(x)dx +log2

O

Das néchste Resultat ist eine (ebenfalls in [4] mehrfach verwendete) Moglichkeit, das Integral
iiber eine Funktion, die mit einem Exponenten potenziert wird, der kleiner als Eins ist, unter
einer geeigneten Bedingung gegen eine Konstante abzuschétzen.

Lemma 1.14 (Smirnovsche Ungleichung)
Hat der Realteil oder der Imagindrteil der in {|z| < R} holomorphen Funktion f(z) konstantes
Vorzeichen, und setzen wir

u(p) :== lim [f(2)], (1.4)

z— Re'?
|z|<R

so gilt fir jedes a € (0,1) die Ungleichung

£O)°

T
COS -5

) RUDIREE

Beweis:
O.B.d.A. nehmen wir an, da§ Re f(z) > 0 in {|z| < R} gilt. Da die Funktion f(z) dann
in {|z] < R} keine Nullstelle hat, kénnen wir einen Zweig von arg f(z) so wéhlen, daf dort

|arg f(2)| < § gilt. Die Funktion

{£(2)}* = [f(2)|" exp {icvarg f(2)}

ist in {|z| < R} holomorph, und folglich ist Re {f(z)}* dort harmonisch. Wegen |arg f(2)| <
ist af arg f(2)| < %, also cos (aarg f(z)) > cos 5, und damit

Re {f(2)}" = |f(2)|" cos (o arg f(2)) = | f(2)[" cos % :
Somit gilt auch
2 1 2 5
[V e < o [Re{e9))" de = 2 me o)y
0 0



mit der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen fiir » < R. Damit haben wir sogar

2
1 i < O
27 / | #(re )‘ cos 5t
0
Mit dem Grenziibergang r — R und (1.4) folgt dann die Behauptung,. O

Nun sind wir in der Lage, die angekiindigte Abschidtzung von Gol’dberg und Grinstein zu
beweisen.

Satz 1.15
Sei f(z) eine in {z € C: |z] < R} (0 < R < oo) meromorphe Funktion mit f(0) = 1. Dann
gilt

f —r
fiir alle v, 0 € (0, R) mit r < p.

m <r, ﬂ) < log" {T(i’ 1) ; 0 } + 5.614227532 (1.5)

Beweis:

Setze s = %. Dann gilt s —r = 0 — 5 = &~

Sei ¢, die Folge der Null- und Polstellen von f(z), wobei jede Stelle geméf ihrer Vielfachheit
gezihlt wird. Setze §; = 1, wenn ¢, eine Nullstelle von f(z) ist, und 6y = —1, wenn ¢, eine
Polstelle von f(z) ist.

Dann gilt fiir 2 = re” die Formel

2
fllz) 1 1
e —27T/10g|f(se )|( d19+|z|<: 5k< _Ckz+z_ck> .
0 crl<s

Nach der Dreiecksungleichung folgt also

OkCr )
<—/‘log|f se’ |‘| d19+ Z SZEC];_M + Z z—kc . (1.6)
k<SS

Das Potenzieren von (1.6) mit o € (0,1) liefert unter Anwendung von Lemma 1.10 die
Abschéatzung

Z

Z

«Q « «

2
1 ; 2s OrCk O
— [ ]l || ——— . (L
2W/‘og|f(se )| |se“9—z|2d19 +1 > 2| T 2. - (L.7)
0

C
lex]<s lex|<s k

f'(z)
f(2)

Wir integrieren (1.7) beziiglich ¢ von 0 bis 27 und erhalten

2 2w @

¢ 1 1 2s
dp < — —/‘log|f ) || — do

2w .
1 f’(rew) H
27r |se“9 rei|?

o | | f(ret)
0

«

5k0k
s2 — Cpret® ew — Ck

\Ck\<

= 11+12+I3 . (18)



Zunichst wird Iy abgeschitzt: Nach Korollar 1.12 gilt

2 «

1
I < —/
2T

0

2T
1 . 2s
— | NI ————a9 | d
5 [ Mol sl | s | o
0

Nun vertauschen wir die Integrationsreihenfolge und wenden die Poisson-Formel an. Dadurch
erhalten wir

2w @

21
1 . 1 2s
L / log 7 (s¢)| { 5- / e
0

0
2 @
1 9 2s
_ ﬁ/\logu(se o=
0

Dieses Integral kann durch 2 - T'(s, f) abgeschétzt werden, da wegen f(0) = 1 der Fehlerterm
im ersten Hauptsatz verschwindet (vgl. (1.2) in Satz 1.6). Wir haben also

[1§{ 248 3 'T(Saf)}a -

s° =T

otr

5 und beriicksichtigen wir die wegen r < p giiltige Abschétzung

Ersetzen wir nun noch s durch

2(0+ 1)
o+ 3r

<@
o

)

so erhalten wir wegen des Wachsens der Charakteristik

ety el <[ ) e () ()

(1.9)
Zur Abschéitzung von I setze
3 OkCk _ _ 3 {Re(dci)} ™ S {— Re(dxer)}"
52 — Cpz 52 — Tz 52 — Crpz
lex|<s lex|<s lek|<s
o {Im0ke) . {=Im(0eR)
DD e D e
lexl<s lex|<s
Dann gilt
4 1 27
I, < Z%/@j(mwﬂ do . (1.11)
Jj=1 0
Wegen



fiir r < s und |¢| < s ist

Re< ! ):Mm, (1.12)

s2 —Crz |52 — 2|

also auch Re @;(re’?) > 0 fiir j = 1,2,3,4. Damit diirfen wir zur Abschiitzung der Integrale
auf der rechten Seite von (1.11) die Smirnovsche Ungleichung (Lemma 1.14) anwenden und
erhalten

(07

4
|5(0)]
I, < . .
2= Z cos % (1.13)
j=1 2
Setzt man nun den Wert z = 0 in (1.10) und dies dann auf der rechten Seite von (1.13) ein, so

ergibt sich

> el |+ > el |+ > el |+ > el
ek |<s exl<s ek |<s lek|<s
I < Re(0xCx)>0 Re(0xCk)<0 Im(3 ) >0 Im(3 ) <0
2 = 52 . cos T
{(61n(s,0,00))* + ((1 = 61)n(s,0,00))* + (Han(s, 0,00))* + ((1 — B2)n(s, 0,00))"}

- §% - cos

~(n(s,0,00)\ " {07 + (1 —6,) + 05 + (1 —6)*}

N s cos T2 ’

Dabei bezeichnet n(s, 0, 00) erwartungsgeméfl die Anzahl der Null- und Polstellen von f(z) im
Kreis {|z| < s}, wihrend 0 < 0; = 6,(s) < 1 fiir j = 1,2 den Anteil derjenigen Null- und
Polstellen mit positivem bzw. negativem Real- bzw. Imaginérteil angibt. Wegen

o o (1), (1) “a_ola
9]- +(1- 9]') < <§> + <§> =2.27*=2! (1.14)
und
(5,0,00) < N(0,0,00) < 1 T (o, f)
n(s,0, 00 . o0 —_—
y Yy = Q — 3 Qa ) — Q —r Q’
haben wir
92—a (n(s,O,oo))a 92+a (L>a (T(Q f))a 2ta a o
S -r ! 2 T
I < RV ‘ _ = ( 0 ) ( (Q’f)> . (L.15)
cos 5+ re-cos o cos 5 \o—r T

Zur Abschitzung von I3 setze 9, = arg ¢; und stelle die Zéhler der Summanden in I3 in der Form
8 = €% .8,-e~"* dar. Um spiiter die Smirnovsche Ungleichung erfolgreich anwenden zu kénnen,
mu$ fiir dpe =% = ;. (cos ), — isin ;) unterschieden werden, wo die Terme ¥ . § cos ¥, bzw.
e . §;, sin ), positiv bzw. negativ sind. Fiir 0 < r < s setze also

Ok _ {5y cos 9y, }+ {—ek ) cos Iy} T
Z — Cg N Z Z — Ck B Z Z — Cp

lex|<s leg|>r |eg|>r

. {—ewk(sk sin 19k}+ . {eiﬁk(sk sin 19k}+
+1 Z { Z .

zZ — C
le|>r |eg|>r

sy by B

— C
lex|<r lex|<r b

=: Fi(2) + F5(2) + F3(2) + Fy(2) + F5(2) + Fs(2) . (1.16)

10



Fiir |cx| > r und |z| < r haben wir

wegen

Re < ek > _ Re(e?* - (Z — |cg|e™¥%))

7 = |exle? |2 — leg|et?s]?

und

e (Z — |oxle™F) Z- e — e

— Re (ze"* — |cx|]) < Re (ze*) —r
< ‘iem’“‘ —r
< r—r

0.

Damit geniigen die Funktionen Fj(z) fiir j = 1,2,3,4 den Voraussetzungen der Smirnovschen
Ungleichung (Lemma 1.14), und wir haben

2w
1 N £ (0) "
o | 1 Ceo) "o < B2
0

fiir j =1,2,3,4. Setzen wir nun z = 0 in (1.16) fiir j = 1,2, 3, 4, so folgt

Ly 7 1 | a | a
_ F. WYY dp < _— _—
Z27r/‘ i (re)] gO_COS% Z |ck| - Z |ck|
j=1 0 lex[>r ek |>r
Re(dre~ "k )>0 Re(dre~ k) <0
1 1
D SR (Y S S
| |ck| |ck|
Ck|>T ‘CH}T‘
Im(6ge~"9%k)>0 Im(6ge~"9%k)<0
< {(01[n(s,0,00) — n(r,0,00)])* + ((1 — 01)[n(s,0,00) — n(r,0,00)])"
- r® - cos 7
N (02[n(s,0,00) —n(r,0,00)])* + ((1 — 6)[n(s,0,00) — n(r,0,00)])*}
r® - cos 5t
[ n(s,0,00) = n(r,0,00)\* {0 + (1 —61)* + 05 + (1 — 65)*}
N r cos 7* '
Wihrend wie bei der Abschédtzung von I auch hier
05 4+ (1—0;)* <2
und
(5,0,50) < —2- . T(g, f)
n(s, 0, 0o .
) b f— Q _ T Q’

11



gilt, erhalten wir fiir n(r,0,00) die Abschitzung

n(T,0,00)S N(Q,0,00)S—T(Q,f)

o—r o—r

Damit folgt fiir die ersten vier Summanden

2 22—a (n(s,O,oo)fn(r,O,oo)>a

1 Firerape 7222 40y ey
— 2T oS 5+ cos5r \o—r r
0

Jj=1

Die Summanden F5 und Fg erfiillen nicht unmittelbar die Voraussetzungen der Smirnovschen
Ungleichung. Betrachten wir aber stattdessen die Funktionen

(1) _ r
F5 (Z) - Z T2 . az
ek |<r

fler)=0

und

SO 1St einerseits

r? —Crpz

fiir |cx| < r und |z| < r in volliger Analogie zu (1.12). Andererseits haben wir

1 T
D D D s

Ck
lek|<r ek |<r

fiir |z| = r, womit

F (rei“”)

j = £ (re”)|

fiir alle ¢ € [0,27) folgt. Da der Betrag der Randwerte der Funktionen gleich ist, gilt fiir die
restlichen zwei Summanden also doch die Smirnovsche Ungleichung, und es folgt

6 2T 6 27
1 i « 1 7 @
1 fiser - 522 Tl o
Jj=5 0 Jj=5 0
s, [F" )
J
= ]z:; coS %
o (Gn(r,o,oo))a + ((1 _ 9)71(7“, 07 OO))a
N % cos %




Insgesamt haben wir

%) (T, )

% Ccos %

6 2w

1 e 6(

I3§ E %/‘Fj(rew)‘ d(,OS (117)
Jj=1 0

Aus (1.8), (1.9), (1.15) und (1.17) erhalten wir

[ kg (2 ) (T w19

Flrei?)

1

2
0

o—T7T r

mit K (a) := 227 4 2246

Ta -
COS D)

Mit Lemma 1.13 folgt aus (1.18) fiir die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung
' 2T ' i
1 1 w
m |, L log™ —/ ! (re. )
f a 27 f(ret)
0
< log* (T(Q, f) o > | log(2K(a))

r o—T o

[0

IN
|

dp| +log2

Fiir o € (0,1) hat die Funktion 225 hei o = 0,8233939678 ... das Minimum
5,614227532 . ... Daraus folgt (1.5). O

Bemerkung:
Satz 1.15 ist nicht die Originalabschéitzung von Gol’dberg und Grinstein in [3]. Denn um I3
abzuschitzen, verwenden sie die Ungleichung

2y (&) @)

I3
ro cos %

IN

: (1.19)

die sie Kolokol’nikov [10] zuschreiben, obwohl dieser sie aufgrund der groberen Abschitzung
07 +(1—-0;)"<1+1=2

statt (1.14) nur mit einem zusitzlichen Faktor 2¢ auf der rechten Seite herleiten konnte. Da
sie eine weitere zu grobe Abschéitzung in der Kolokol’'nikovschen Beweisfithrung iibernommen
haben, erhalten sie (1.19) statt (1.17) und damit auch einen etwas grofieren konstanten Term
in (1.5).

1.3 Der Satz iiber die Schmiegungsfunktion

der logarithmischen Ableitung
Als einfache Anwendung von Satz 1.15 beweisen wir nun den Satz iiber die Schmiegungsfunktion
der logarithmischen Ableitung.

Lemma 1.16
Die Funktion h : [rg,1) — R sei stetig und wachsend (<). Weiter sei h(ry) > 1.
Dann gibt es eine Menge E C [ro, 1) mit folgender Eigenschaft:

13



FEs st

/ dr <9
1—r—
E

und

1—r .
h<r+e-h(r)> < 2-h(r) faraller ¢ E. (1.20)

Satz 1.17 (Satz iiber die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung)

a) Es sei f ¢ N.
Dann gibt es eine Menge E C (0,1) mit [ ldTrr <2, so dafs
E

1
1—r

b) Es sei f ¢ N von der endlichen Ordnung X\ (vgl. Definition 1.9). Dann ist

m(r,f—'

m (r, f7l> =0 (logT(r, f) +log

firr —1—, r ¢ E gilt.

_m(nf)
lim ————= < A+1. (1.21)

r—1- log 1_11"

Insbesondere ist also in diesem Fall

m(r,f%) = O(loglir> firr —1— .

(Es tritt keine Ausnahmemenge auf!)

¢) Es sei f ¢ N von der endlichen unteren Ordnung p (vgl. Definition 1.9). Dann ist

r—l— logm

Beweis:
Im Gegensatz zur sonst iiblichen Vorgehensweise leiten wir alle drei Aussagen aus der
Abschétzung von Gol’dberg und Grinstein in der Formulierung von Satz 1.15 her.

a) Wenn f(0) # 1 ist, dann gibt es ein ¢ € C* und ein k£ € Z, so daB fiir die durch

F(z2) = c- 2% - f(z) definierte Funktion F(0) = 1 gilt. Wegen ’;’((ZZ)) = % — £ folgt

m (r, f7l> <m <r, %) +log* |ri| +log2=m (r, %) +O(1) (1.22)

fiir r — 1—. Ferner ist

T(r,F) <T(r,f)+ |k|log"r+0O(1) =T(r, f) + O(1) (1.23)

14



fiir r — 1—. Da F(0) = 1 ist, gilt nach Satz 1.15 die Abschétzung

() < {TEE) 2 Y oq,

r o—r

woraus mit

n 1—r
=r
e e-T(r,F)’
also
1—r
T
e e-T(r,F)
und
0 :1+e-r-T(r,F)
o—r 1—1r

nach (1.20) in Lemma 1.16 die Abschétzung

T(o,F)<2-T(r,F)

auBerhalb einer Ausnahmemenge E C (0,1) mit [ ;% < 2 folgt. AuBerhalb dieser Menge
B
F/
m (r, F) =0 (logT(r, F) +log

E gilt damit
1
1—r)"
nach (1.22) und (1.23) also auch

m (r,f7> =0 (logT(r, f)+log lir> .

Nach Definition der Ordnung A (Definition 1.9) gilt:
Fiir jedes € > 0 gibt es ein ro(¢), so daB fiir alle r € (0,1) mit r > r die Ungleichung

T(r,f)<< ! )HE

1—r

gilt. Wahlt man o = % in Satz 1.15, so folgt mit

1—r
—r =
Y 5
also
o r+l1
o—r l—r7
und
r 2
l—o0 1—7



die Abschétzung

; 1 1 Ate+1
mr, i <log™ { 2M* . r+e. .
f r 1—r

Damit gilt ohne Ausnahmemenge

und genauer

Fiir ¢ — 0 folgt

Nach Definition der unteren Ordnung y (Definition 1.9) gilt:
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine Folge (r,), so dal die Ungleichung

7)< (1 )

1—r,

fiir unendlich viele 7, gilt. Eine analoge Uberlegung wie in b) liefert die Abschitzung

' L1 1 \#tett
m |, i < log™ { 2#te. 1
f Tn 1 —Tn

auf diesen unendlich vielen Folgengliedern. Lafit man diese gegen 1 streben, so ergibt sich

m (ra )

lim —— <pute+l.
ral- 108 -
Fiir ¢ — 0 folgt
()
lim ————= <pu+1.

ral- 1085

O

Bemerkung:
Ein Beispiel von Shea und Sons in [18] zeigt, daf fiir A = 0 in (1.21) tatséchlich Gleichheit
auftreten kann.

Insbesondere zeigt dieses Beispiel, dafl es im Einheitskreis Funktionen mit 7'(r, f) = O (log ﬁ)
und m (r, fT,) =0 (log =), dh.m (7", f7’> # o(T(r, f)) gibt.
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1.4 Kleine Funktionen

In Analogie zum ebenen Fall soll nun definiert werden, wann eine Funktion in dem in der
Wertverteilungslehre iiblichen Sinne ”klein” ist.

Definition 1.18
Es sei f ¢ N. Mit S(r, f) wird jede Funktion ¢ : (0,1) — R bezeichnet, fiir die es eine Menge
E C (0,1) mit [ % <2 gibt, so daB

B

o(r)y=o0(T(r,f)) firr—1-,r¢FE

gilt. Man spricht dann im Einklang mit dem Titel dieses Abschnitts davon, dafl die Funktion
S(r, f) klein (gegeniiber der Charakteristik von f) ist.

Es folgt ein einfaches Kriterium dafiir, wann eine Funktion gegeniiber der Charakteristik zweier
verschiedener Funktionen klein sein kann.

Lemma 1.19
Es seien f,g ¢ N. Wenn es ein K € (0,00) mit

T(?",f) gKT(r,g)+S(r,f)+5(7",g) (124)
gibt, dann ist jedes S(r, f) auch ein S(r,g).

Beweis:
Nach (1.24) gilt

S(r,f) _ S0 f) T(r.f)

T(rg)  T(rf) T(rg) = T(r,

Dies ist dquivalent zu

(1_ S(T,f)) . S(T7f) S <K+ S(T7g)> . S(r7f) (125)
I(r,f)) T(rg) I(r,g)) T(rf)
Nach Definition 1.18 gilt einerseits
S(r, f) N
0 f 1— E
T(r,f)—> ir r — ,r ¢ By
mit einer Ausnahmemenge E; und andererseits
S(r.9) N
0 f 1— E.
T(r,g)_> ir r — , T ¢ Ey
mit einer Ausnahmemenge Fy, so daf§ aus (1.25) die Abschitzung
(1—o0(1))- S(r, /) <(K+o(1))-0(1) firr—1—,r¢ E UE,,
T(r,g)
also
S(r, f) )
0 f 1— E,UE
T(r,g)_> ir r — , ¢ E) 2
folgt. Damit ist jedes S(r, f) auch ein S(r, g). O

Definition 1.20
In Fillen, wo jedes S(r, f) ein S(r,g) und umgekehrt auch jedes S(r, g) ein S(r, f) ist, setzen
wir

S(r):=5S(r, f) =S(r,9) -
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1.5 Eigenschaften logarithmischer Ableitungen

Wir sammeln nun die Eigenschaften der logarithmischen Ableitung L - einer meromorphen Funk-
tion f, die im Laufe dieser Abhandlung wiederholt benttigt werden, insbesondere das Aussehen
ihrer Laurent-Koeffizienten in vorgegebenen Stellen von f.

Lemma 1.21
Sei f eine meromorphe Funktion.

a) Hat f im Punkt zy eine Nullstelle der Ordnung k, so hat die logarithmische Ableitung fT,
von f im Punkt zy die Laurent-Entwicklung

f'(z) _ S
—Z_Z0+Zan z— z)"

n=0

mit
L fD(z)
k41 fB)(z)

o= (Frte)

b) Hat f im Punkt z eine einfache Polstelle mit dem Residuum pu, ist

f'(z) _ S
P +Zan z zoo

n=0

Fir k=1 gilt ferner

die Laurent-Entwicklung ihrer logarithmischen Ableitung und ist & € C eine fest vorgege-
bene Konstante, so haben wir um z., die Laurent-Entwicklungen

f’(Z) _ —1 n
= 2w +a0——+;bn(z—zm)
und
f'z) 2 =
f’(z) - o + 2 Cn(z - Zoo)
Beweis:

Wir beweisen exemplarisch die Aussage a).
Die Aussage b) folgt analog, wenn man mit Laurent-Reihen statt Taylor-Reihen ansetzt.
Mit der Voraussetzung

flzo)=...= f* V() =0 , fP(z%)#0
haben wir die Taylor-Entwicklungen
AED) FE ()

(k+1)! (2= 20"



und

f(k) z B f(k+1) 2

o= (k —(10))' (=) kv( )(Z — z9)" +

Damit bilden wir
) (2 e
o B g
- ZO o
fte) e (2 — o) + Ll (e = z0)*h
) (2 (h+1) (4

_ (z==) f(k*(lf!) + (= z) + .
(z — zp)¥ f(kl)c(!ZO) + f(éc]:i)l()z!o) (o= 70) +...

— an(z - ZO)n y
n=0

denn der Quotient der Potenzreihen ist wieder eine Potenzreihe, da die konstanten Terme nach
Voraussetzung nicht verschwinden. Nach dem Identitéitssatz fiir Potenzreihen erhalten wir die
unbekannten Koeffizienten b, (n € N) durch Koeffizientenvergleich in

B (z9) | fED ()

(k—l)!+ x (z—20)+ ...
(k) (2, (k+1) (24 2
(f k(' )+f(k+(1)!)(2—zo)+-"> (B0 +b1(z = 20) + 02z = 20)° + ) -

Es ergeben sich also

fO(z0) [P ()

CE R

FE (z) S () S (2)

P TR A T
B f(’“)(zo) k- f(’““)(zo)
N SV
f(k)(zo) . f(k+1)(20) k - f(k+1)(2’0)
A BT TTE T Ty
(k1) SR () — k- fED ()
B (k+1)!
_ f(k+1)(20)
(k1)

1 f(lc+1)(zo)
k+1 f®)(z)
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f(lc+2)(Z0) B f(k)(zo) f(k-l—l)(z ) f(k+2)(20)
S R TS N e T
AR ) (f*+D(z0))” k- f* (%)
= T T arD. (k+1). FBz0) ket 2)
F8) () _— F+2) () (f(k+1)(20))2 koo D) (2)
— 7 T D) )k D f®(z)  (k+2)!
_ (k+2) - fEI () — k- fII () (£ (20))°
B (k +2)! (k+1)-(k+ 1) f®)(z)
2. () - (f(’““)(z()))Z
(B +2) (k+1) - (k+1)! f®)(z)
B ) f(k+2) (ZO) 1 k+1) (ZO)
=R T G0k ) (/«: T1 () )
Offensichtlich gilt a,_1 = b, (n € Ny), woraus die Behauptungen folgen. O

Fiir weitere Aussagen fiihren wir eine neue Anzahlfunktion ein.

Definition 1.22

Es sei f ¢ N. Fiir t € (0, 1) bezeichne (¢, f) die Anzahl der Polstellen von f in {z: |z| < t},
wobei aber jede Stelle ohne Beriicksichtigung ihrer Vielfachheit nur einfach gezdhlt wird.

Mit dieser gequerten "kleinen” Anzahlfunktion sei dann

N(r, f) = /ﬁ(t’ /) ;ﬁ((), f)dt—i-ﬁ(O,f) logr

0

fiir € (0,1). Analog sei N ( ) fir a € C definiert.

Die wichtigsten Eigenschaften der logarithmischen Ableitung einer meromorphen Funktion f
sind:

a) Alle Polstellen von L sind einfach und liegen entweder in Pol- oder in Nullstellen von f.

f

b) Alle Nullstellen von fTI liegen in Nullstellen von f’, die keine Nullstellen von f sind.

Mit der Anzahlfunktion N aus Definition 1.22 lauten diese Eigenschaften

Lemma 1.23

a) Es istN(r,fTI) N(r, f)+ N r,%).
b) Es istN(r,%) :N(r,%> —N(r,%).

1.6 Der zweite Hauptsatz

Zur Formulierung des zweiten Hauptsatzes benotigen wir noch eine weitere Anzahlfunktion.
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Definition 1.24
Es sei f ¢ N. Dann sei

und analog

fiir a € C.
Beachte:

a) Ni(r, f) (bzw. Ny (r, ﬁ)) zéhlt die mehrfachen Polstellen (bzw. a-Stellen) von f,

und zwar mit einer um Eins verminderten Vielfachheit.

b) Sind fiir ein ¢ € N die Zahlen ay, ... ,a, € C paarweise verschieden, dann ist stets

o (rr2s) = ()

denn jede mehrfache Stelle erzeugt eine Nullstelle der Ableitung, die entsprechend oft
gezihlt wird.

¢) Ni(r, f) (bzw. N, (r —)) zihlt in Ubereinstimmung mit den Definitionen 1.22 und 1.24

die mehrfachen Polstellen (bzw. a-Stellen) von f, und zwar jeweils nur einfach.

Satz 1.25 (Zweiter Hauptsatz)
Es sei f ¢ N. Fir ein ¢ € N seien ay, ay, ... ,a, € C paarweise verschieden. Dann ist

Ni(r,f)+ N (r,%) +Zm (r,%) +m(r, f) < 2-T(r,f)+log1i

450, )

(1.26)

7j=1
firr —1—,r ¢ E, wobei E C (0,1) eine evtl. auftretende Ausnahmemenge mit

/dr<
1—7"00

E

ist. Das Restglied hingt von den a; und von q ab.
Dagegen héingt die Ausnahmemenge nur von f, aber nicht von den a; oder von q ab.
Hat f endliche Ordnung, dann ist das Restglied ein O (log ﬁ) ohne Ausnahmemenge.

Aquivalente Fassungen von (1.26) sind

N 0)+ N (r 5 )+ =) T < N+ 0N (r ) +log 506,

j=1

(1.27)
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(g—1) T(r,f)SN(,f)ijZlN(r,f_ J>+log1_ +S(r, f),
und
q
CERE (r ) Floe = #5060 (1.28)
fiir g > 2.
Beweis:

Die Abschétzung (1.26) 148t sich mit einer durch Shea und Sons in [18] verfeinerten Methode von
Ahlfors aus [1] beweisen. Die anderen Abschétzungen kann man leicht aus (1.26) herleiten. [

Bemerkung:

Die Methode von Shea und Sons ist die einzige dem Autor bekannte Methode, die in (1.26)
den kleinstméglichen Faktor Eins beim log I—L—Term erzeugt. Dieselbe Methode liefert fiir die
Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung einer in D meromorphen Funktion f mit
T(r, f) = O (log ;=) die Abschitzung

/ 1 1 1
m(r,f7> Slogl_r+2'10g10g1_r+0<10g10g1_7«> ’

wahrend Satz 1.15 fiir eine solche Funktion

I <1 ! + logl ! + O(1)
m T,f _Ogl—T OgOg1

- Tr

ergibt. Wie schon in Abschnitt 1.2 angedeutet wurde, ist Satz 1.15 in diesem Sinne bestmoglich,
da Shea und Sons in [18] eine Funktion mit

! 1 1
m<r,f7> >10g1_r+10glog1_r

konstruieren.

1.7 Zulidssigkeit

Schon in Abschnitt 1.3 wurde angedeutet, dafl es im Einheitskreis Funktionen f gibt, so dafl

1

1—7“)
A 1

m(r,7> —O<10g1_r>

gilt. Fiir solche Funktionen ist die sonst kleine logarithmische Ableitung offensichtlich kein
S(r, f), da sie auch von der GréBenordnung der Vergleichsfunktion log 11 ist. Weil diese Ver-
gleichsfunktion jedoch ein natiirlicher Bestandteil des Satzes iiber die Schmiegungsfunktion der
logarithmischen Ableitung ist, liegt es nahe, Funktionen im Einheitskreis nach ihrem Verhéltnis
zu dieser Vergleichsfunktion zu unterscheiden.

T(r, f) =0 (log

und
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Definition 1.26
Es sei f ¢ N. Dann heifit

off) = T —f)

r—1-log -

(oberer) Unzuléssigkeitsindex von f.

Gilt a(f) = oo, so nennen wir f zuléssig.

Gilt a(f) < oo, so nennen wir f unzulissig.

Gilt a(f) € (0,00), so heifit f positiv unzulissig.
Gilt a(f) = 0, so heifit f nullunzulissig.

Ferner heif}t die Zahl

() = tim L5

1
r—1— log —

unterer Unzulissigkeitsindex von f.
Gilt a(f) = £(f), so heifit f Funktion von regulidrer Unzulissigkeit.
Gilt a(f) > £(f), so heifit f Funktion von irregulidrer Unzulissigkeit.

Der Begriff der Zulédssigkeit sorgt dafiir, daf} in allen Aussagen, in denen Restglieder der Form
S(r, f) vorkommen, nun auch die log —-Terme in diese Restglieder einflieffen.
Somit lautet der Satz iiber die Schmiegungsfunktion der logarithmischen Ableitung jetzt

Satz 1.27
FEs sei f ¢ N zuldssig. Dann ist

Seine Verallgemeinerungen sind

Satz 1.28
Es sei f ¢ N zulissig. Dann gilt

a) m (7", #) = S(r, f) fiir jedes k € Ny.

b) T (r, f®) <T (r, f9D) + (k= j)- N(r, /) + S (r, f9) fiir alle j,k € Ng mit j < k.
FUD) _ () .. . L. o ©0) .

c) mir, yioN S (r,f ) fir alle 7,k € Ng mit j < k. Dabei ist f\% := f.

Korollar 1.29
Es sei f ¢ N zulissig. Es seien p,k € Ny mit p < k. Dann ist

m(r,ﬁ> :S(r,fj) fir 0 < g5 <np.

Der zweite Hauptsatz fiir zuldssige Funktionen lautet
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Satz 1.30 (Zweiter Hauptsatz fiir zulissige Funktionen)
Es sei f ¢ N zulissig. Fir q € N seien a1, as, ... ,a, € C paarweise verschieden. Dann ist

No(r, f) + N (r, fl> + z:m (r, ﬁ) (e f) <2-T(r )+ S(rf)  (1.29)

firr —1—r ¢ E, wobei E C (0,1) eine evtl. auftretende Ausnahmemenge mit

/dr<
1—1"00

E

ist. Das Restglied hingt von den a; und von q ab.
Dagegen hingt die Ausnahmemenge nur von f, aber nicht von den a; oder von q ab.
Hat f endliche Ordnung, dann ist das Restglied S(r, f) ein O (log l—ir) ohne Ausnahmemenge.

Aquivalente Fassungen von (1.29) sind

Ni(r, f) + N <r, fi> Fg— )T ) < N )+ YN <r,

j=1

und
7> + S(r, f) (1.30)

fiir q > 2.

Offensichtlich erben zulissige Funktionen alle Figenschaften, die Funktionen in der Ebene ha-
ben. Deswegen konzentrieren wir uns ab jetzt auf unzulissige Funktionen. Dazu noch folgende

Definition 1.31
Es bezeichne

F={f¢ N:a(f) <o}
die Klasse der unzuldssigen Funktionen und
Fio={f¢ N:0<a(f) <oo}
die Klasse der positiv unzuléssigen Funktionen.
Bemerkung:

a) Unzulissige Funktionen werden auch hiufig ”langsam wachsende” Funktionen genannt,
was den Titel dieser Abhandlung rechtfertigt.

b) Im Gegensatz zur sonst iiblichen Definition der Klasse F (vgl. [18]) enthélt diese bei uns
nicht die beschrianktartigen Funktionen.
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c) Offensichtlich gibt es nullunzuldssige Funktionen f ¢ N, so dal Fy G F gilt.
In F\ F; liegen z.B. die Bloch-Funktionen, die nach [2] der Bedingung

geniigen.

T(r,f)=0 <loglog : i r>

d) Wir werden uns in dieser Abhandlung ausschliellich mit Funktionen von regulédrer
Unzuléssigkeit beschéftigen.
In der Tat ist dem Autor kein Beispiel einer Funktion von irreguldrer Unzulissigkeit

bekannt.

1.8 Defekt- und Verzweigungsrelationen

Als erstes neuartiges Ergebnis fiir unzuléssige Funktionen stellt sich heraus, dafl sie mehr als
zwei Picardsche Ausnahmewerte haben konnen, da der Unzuléssigkeitsindex auf natiirliche
Weise in die Verzweigungsrelation eingeht.

Definition 1.32 R
Es sei f € F. Fiir a € C heifit

5(@, f) =

Satz 1.33
Ist f € F., dann ist die Menge

()
lim o\ fe) _ N\ T
r—1— T(Ta f) r—1- T(Ta f)
Defekt des Wertes a,

N (7", f£a>

(1)
Tm — % 1 _ lim
r—1— T(r, f) i L(r, f)
Valiron-Defekt des Wertes a,

N (74)

im ————~

r—1— T(/r; f)
Verzweigungsindex des Wertes a,

N (r75)
= T — 2/
r—1— T(?", f)
Verzweigtheit von a,

> i, f)

aeC
totaler Defekt der Funktion f.

{a eC: O(a, f) > 0} hdchstens abzihlbar, und es gilt

1
Z O(a, f) <24+ ——= (Verzweigungsrelation) (1.31)

acC

a(f)
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mit dem Unzuldssigkeitsindex a(f).

Insbesondere ist also auch > 0(a, f)+ > 0(a, f) <2+ ﬁ und daher auch
aeC acC

1 1 .
%9(@, f) <2+ o) %6(@, f)<2+ olf) (Defektrelation,).

Beweis:

Die Verzweigungsrelation (1.31) mit £(f) statt «(f) folgt leicht, wenn man (1.28) durch T'(r, f)
dividiert. In [18] wird ohne Beweis behauptet, da§ sogar die bessere Abschétzung mit a(f) gilt.
Da wir uns in dieser Abhandlung ausschlie§lich mit Funktionen von reguldrer Unzuldssigkeit
beschiftigen werden, ist dieser Unterschied fiir uns unerheblich.

Ist a(f) > 0, so enthilt die Menge

fiir n € N hochstens (2 + ﬁ) n Elemente. Damit ist die Menge

{ae@:e)(a,f)>0}:U{%>@(a,f)>L}

it n+1

hochstens abzahlbar. O

Mit diesem Satz stehen der Unzuldssigkeitsindex und die mogliche Anzahl der Picardschen
Ausnahmewerte einer Funktion nach [15] in folgender Korrespondenz.

Satz 1.34
Gilt T(f) = p > 2 fir eine Funktion f € F, so folgt
1
< —

o(f) < 5=
Insbesondere steht das Gleichheitszeichen, wenn p Picardsche Ausnahmewerte vorliegen.
Beweis:
vgl. [15], S.151-153. O
Bemerkung:

a) Gilt T(f) = oo fiir eine Funktion f € F, so mufl f nach [15], S.152 nullunzulissig sein.
Insbesondere ist f nullunzuléssig, wenn f unendlich viele Picardsche Ausnahmewerte hat.

b) In [15], S.154 sind Bedingungen dafiir angegeben, die fiir eine Funktion f € F mit
unendlich vielen Picardschen Ausnahmewerten implizieren, dafl

1
1—r

¢) Nach [15], S.155 muf} eine Funktion f mit iiberabzéhlbar vielen Picardschen Ausnahme-
werten von beschrinkter Charakteristik sein.

T(r,f)=0 <10g log

gilt.
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Kapitel 2

Eindeutigkeit meromorpher Funktionen

Diese Abhandlung beschéftigt sich mit Paaren meromorpher Funktionen, deren Eigenschaft,
gewisse Werte an den gleichen Stellen anzunehmen, dafiir sorgt, daf sie bereits identisch sind
oder durch eine M&bius-Transformation auseinander hervorgehen.

Solche Eindeutigkeitseigenschaften lassen sich fiir zulissige Funktionen (analog zu Funktionen
in C) insbesondere aus zwei Eigenschaften herleiten, die fiir zuldssige Funktionen automatisch
erfiillt sind. Die eine davon ist, daf fiir solche Funktionen Gleichheit in der N-Version (1.30) des
zweiten Hauptsatzes gilt, und die andere, dafl die Schmiegungsfunktion ihrer logarithmischen
Ableitung klein gegeniiber ihrer Charakteristik ist (Dies ist Satz 1.27.).

Fiir Funktionen der Klasse F sind beide Eigenschaften nicht notwendig gegeben. Betrachtet man
jedoch eine geeignete Teilklasse, in der die obigen Eigenschaften gelten, so kann man analoge
Ergebnisse zum ebenen bzw. zuldssigen Fall herleiten, wobei allerdings der fiir unzuléssige
Funktionen charakteristische Effekt auftritt, daf} eine beliebig grofie endliche Anzahl von Werten
geteilt werden kann, sobald der Unzuldssigkeitsindex hinreichend klein ist.

Zunéchst soll jedoch der Begriff des ” Werteteilens” prézisiert werden.

2.1 Zum Begriff des Werteteilens

Definition 2.1

Seien f und ¢ zwei nichtkonstante meromorphe Funktionen und a € C.

Bekanntlich heifit jedes z, € C mit f(z,) = a eine a-Stelle der Funktion f.

Gilt fiir ein k € N zusétzlich f'(z,) = ... = f& I (z,) = 0 und f®(z,) # 0, so heifit z, eine
a-Stelle der Vielfachheit k.

a) Ist jede a-Stelle von f eine a-Stelle von g und jede a-Stelle von g eine a-Stelle von f, so
sagen wir, da} f und g den Wert a teilen.
Soll ausdriicklich betont werden, dafl der Wert a ohne Beriicksichtigung der Vielfachheit
geteilt wird, so sagen wir auch, dafl er IM (fiir ”ignoring multiplicities”) geteilt wird.

b) Teilen f und g den Wert a € C und haben alle a-Stellen von f und g die gleiche (von
z, abhéngige) Vielfachheit, so sagen wir, dafi f und g den Wert a« CM (fiir ”counting
multiplicities”) teilen.

c¢) Teilen f und g den Wert a € C und haben alle a-Stellen von f und ¢ verschiedene (von
z, abhéngige) Vielfachheiten, so sagen wir, dal f und g den Wert « DM (fiir ” different

multiplicities”) teilen.
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Beachte:

"Teilen DM” bedeutet in dieser Abhandlung, da in jedem Punkt die Vielfachheiten, mit
denen f und g den geteilten Wert in diesem Punkt annehmen, voneinander verschieden sind.
Bei manchen Autoren heifit ” Teilen DM” nur, dafl in mindestens einem Punkt die Vielfachheiten
voneinander verschieden sind, also ” Teilen IM, aber nicht CM”.

Elementare Eigenschaften von Mo6bius-Transformationen ergeben leicht

Lemma 2.2
Ist M eine Mébius- Transformation, so teilen f und g den Wert a (IM, CM, DM) genau dann,
wenn M o f und M o g den Wert M(a) (IM, CM, DM) teilen.

Es besteht die theoretische Moglichkeit, dafl zwei Funktionen einen Wert teilen, indem sie ihn
in einem gewissen Anteil von Punkten CM und im Komplementéranteil nicht CM teilen. Das
bisher einzige bekannte Paar solcher Funktionen in C ist aus einem Satz in [19] iiber drei
Funktionen, die vier Werte teilen, herleitbar. In diesem Sinne sind ”Teilen CM” und ”Teilen
DM” zwei Extreme fiir den ”Grad”, mit dem zwei Funktionen einen Wert CM teilen. Um dieses
Konzept zu prézisieren, miissen geeignete neue Anzahlfunktionen eingefiihrt werden.

Definition 2.3 N

Seien f und ¢ zwei meromorphe Funktionen, die den Wert a € C IM teilen. Ist dabei z, € C
eine a-Stelle von f und g, so sei p € N die Vielfachheit der a-Stelle z, von f und ¢ € N die
Vielfachheit der a-Stelle z, von g.

1
' f—a
Dabei steht der Index S dafiir, dal nur diejenigen a-Stellen von f und g gezéhlt werden,
wo diejenigen von f eine kleinere Vielfachheit (”smaller multiplicity”) als diejenigen von

g haben.
Wie in Definition 1.1 wird damit die grofie Anzahlfunktion Ng <7", ﬁ) definiert.

a) Die Anzahlfunktion 7g (r ) zéhle diejenigen a-Stellen von f in {|z] < r} mit p < gq.

b) In Analogie zu a) bezieht sich die Anzahlfunktion Np (7",
von f mit p =q.
Dabei steht der Index E dafiir, dafl nur diejenigen a-Stellen von f und g gezdhlt werden,
die die gleiche Vielfachheit (”equal multiplicities”) haben.

#) auf diejenigen a-Stellen

¢) Die Anzahlfunktion N, (r, ﬁ) 7z#hlt” diejenigen a-Stellen von f mit p > q.
Dabei steht der Index L dafiir, dafl nur diejenigen a-Stellen von f und g gezéhlt werden,

wo diejenigen von f eine grofiere Vielfachheit (”larger multiplicity”) als diejenigen von g
haben.

d) Die Anzahlfunktion NSZm (r, L ) "z&hlt” fiir ein fest vorgegebenes m € N diejenigen

f-a

a-Stellen in Ng (r ) mit p > m, also nur diejenigen a-Stellen von f mit m < p < q.

1
' f—a
e) Die Anzahlfunktion Ng<p, (r, #) 7z&hlt” fiir ein fest vorgegebenes m € N diejenigen

f
p < g und p < m gilt.

a-Stellen in Ng (r, %a> mit p < m, also nur diejenigen a-Stellen von f, wo gleichzeitig

Natiirlich gelten auch fiir die Funktionen aus b) und ¢) Aussagen, die zu d) und e) analog sind.

28



Schopft man alle Méglichkeiten von Beziehungen aus, die zwischen den Vielfachheiten der
a-Stellen der Funktionen f und ¢ bestehen konnen, so erhélt man leicht

Lemma 2.4
Die Anzahlfunktionen aus Definition 2.3 erfillen die folgenden Beziehungen:

o) = () e (1)

Insbesondere gilt
_ 1 _ 1 _ 1
N|lr,—— ) =N|r,—— | =Ng|r, ,
f—a g—a f—a

wenn der Wert a CM geteilt wird. Ferner haben wir
+N =
r
LZZ Y f —a

e R e R (e

fiir die im Anschluf$ an Definition 1.24 erkldirte Anzahlfunktion.

Beweis:
Unmittelbare Folgerungen aus Definition 2.3 U

Mit der Anzahlfunktion aus Definition 2.3 b) liegt es nun nahe, den Begriff des CM-Teilens wie
folgt zu verallgemeinern.

Definition 2.5 R
Teilen die Funktionen f,g ¢ N den Wert a € C und gilt zusétzlich

N (r, ﬁ) — Ng (r, 7 i a) =S(r, f) (2.1)

und

N(ngia) _ Ny <r,gia> —S(rg) | (2.2)

so sagen wir, daf} f und g diesen Wert ”CM” teilen.
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CM geteilte Werte werden auch ”CM” geteilt, da die Anzahlfunktionen auf der linken Seite von
(2.1) und (2.2) nach Lemma 2.4 genau dieselben Stellen zihlen, sich also annullieren, so daf
die rechte Seite von (2.1) und (2.2) als Nullfunktion trivialerweise klein ist.

Offenbar ist ”CM”-Teilen eine Verallgemeinerung von CM-Teilen, da man in demjenigen Sinne
wenige Ausnahmen zuldfit, dafl die Anzahlfunktion derjenigen Punkte, in denen der Wert nicht
CM geteilt wird, klein ist, solche Punkte also fast nie auftreten.

Nun kommen wir zu der Moglichkeit, den ”Grad” des Teilens zu messen.

Definition 2.6 R
Teilen die Funktionen f,g ¢ N den Wert a € C IM, so setzen wir

7(a) = 7(a, f) = 7(a,g) = lim w (2.3)

r>1—- N (7", fia) )

falls N (r, ﬁ) 0 gilt, und
T(a) =1, (2.4)

falls N (r, f—ia) = 0 gilt, und nennen 7(a) den Teilungsindex von a.

Man sieht leicht, da ”CM” (und damit auch CM) geteilte Werte den Teilungsindex 1 und DM
geteilte Werte den Teilungsindex 0 haben.

Falls Picardsche Ausnahmewerte geteilt werden, werden sie immer CM und damit auch ”CM?”
geteilt, womit sie den Teilungsindex 1 haben.

Der Fall, daf ein Wert a € C gar nicht angenommen wird, so daf} die Anzahlfunktion im Nenner
des Grenzwertes in (2.3) verschwinden wiirde, dieser also nicht definiert wére, wird damit durch
(2.4) auf natiirliche Weise erfaft.

Offenbar ist der Teilungsindex ein Maf} dafiir, wie grofy der Anteil der mit gleicher Vielfachheit
geteilten Werte in der Menge der {iberhaupt geteilten Werte der Funktionen f und g ist. Er
mifit also wie gewiinscht den ”Grad” des Teilens.

Das bereits erwihnte Beispiel aus [19] ist (fiir C) das einzig bekannte, wo

(a;) € (0,1) fiir j =1,2,3,4

gilt, wobei der genaue Wert jedes einzelnen 7(a;) nicht bekannt ist, man jedoch weif, daf

4

1
ZT(@j):g

j=1

gilt.

2.2 Werteteilen bei zulissigen Funktionen

Da sich in D zuléssige Funktionen wie Funktionen in C verhalten, gilt fiir sie auch der aus der
Ebene wohlbekannte Fiinf-Werte-Satz.

Satz 2.7
Sind die Funktionen f,g ¢ N zulissig und teilen sie finf paarweise verschiedene Werte, dann

st f=g.
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Beweis:

Dies ist der Anfang eines simultanen Beweises fiir den Fiinf- und den Vier-Werte-Satz,
weswegen wir annehmen, dafl ¢ > 4 fiir die Zahl ¢ € N gelte.

Die ¢ > 4 Werte a4, ... ,a, € C seien paarweise verschiedene von f und g geteilte Werte, die
0.B.d.A. alle endlich sein diirfen, da wir sonst die Funktionen ﬁ und ﬁ mit b ¢ {ay,...,a,}
betrachten. Wir nehmen an, daf§ f — g #Z 0 gilt.

Da obige Werte Nullstellen der Funktion f — ¢ sind, gilt mit (1.30) die Ungleichungskette

(4=2) - T(,f) < ZW(T,%

J=1

— 1

N<r’f—g> + S(r, f)

T(r,f—g)+5(r,f)

T(r,f)+T(r,g)+5(r f) (2.5)

)+ 505

IN

VANVAN

auferhalb einer Ausnahmemenge E;. Also haben wir

(q_3) 'T(Ta f) < T(?”,g)—FS(T, f) (26)

auflerhalb von E;. Vertauschen wir in der obigen Argumentation die Rollen von f und g, so
erhalten wir analog

(q—3) 'T(’I“,g) < T(’I“, f) —|—S(’I“,g) (27)

auflerhalb einer Ausnahmemenge Fs. Mit (2.6) liefert Lemma 1.19, daf jedes S(r, f) ein S(r, g)
ist, und mit (2.7), daB jedes S(r,g) ein S(r, f) ist, und nach Definition 1.20 schreiben wir

(q=3)-T(r, f) <T(r,g)+S(r) (2.8)
und
(¢—=3)-T(r,g) <T(r, f) + S(r) . (2.9)
Mit Division durch T'(r, f) folgt aus (2.8) die Abschétzung
¢—3< Lng)  SW) (2.10)

(. f) T f)
auflerhalb von E}. Stiirzen von (2.9) liefert

1 1
T f) = (1—3) T(rg) + ()

Multiplizieren wir dies mit 7'(r, g), so erhalten wir

T(TJ f) q— 3+ TAS;S:;)

(2.11)

auflerhalb von Ej. Setzt man (2.11) in (2.10) ein, so folgt

1 S(r)

+ ;

q—3<
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also

1
(-3< . — (2.12)

fiir r — 1— aufBlerhalb der Ausnahmemenge E; U F5. Die Ungleichung (2.12) ist fiir ¢ > 5
unmoglich, so dafl der Fiinf-Werte-Satz gilt. U

Der Fall ¢ = 4 wurde in diesem Beweis nicht ndher untersucht. Analysiert man ihn wie in [14]
genauer, so erhilt man den sogenannten Vier-Werte-Satz.

Satz 2.8
Sind die Funktionen f,qg ¢ N zuldssig und teilen sie die vier Werte ay, az,a3,ay "CM”, so ist
entweder f = g oder es liegt der folgende Fall vor:

3 eine Mébius-Transformation M mit g = M o f,
M(ar) = a1, M(ag) = ay, M(az) =as, M(as) = a3 .

Hieraus folgt dann, daf$ az und ay Picardsche Ausnahmewerte von f und g sind.
Weiter ist DV (ay, as, az,aq) = —1.

2.3 Werteteilen zwischen einer zulissigen und einer
unzulissigen Funktion

Da zwei zuléissige Funktionen, die hinreichend viele Werte teilen, Ungleichungen der Form (2.8)
und (2.9) erfiillen, folgt aus Lemma 1.19, daf} sie von der gleichen Wachstumsordnung im Sinne
von Definition 1.9 sein miissen.

Unzuléssige Funktion sind definitionsgem&fl von der Ordnung Null. Es gibt aber auch zuléssige
Funktionen der Ordnung Null.

Der folgende Satz sagt jedoch aus, daf} eine unzuléssige Funktion nur mit einer zweiten
unzuléssigen Funktion hinreichend viele Werte teilen kann.

Satz 2.9
Ist f ¢ N zulissig und g ¢ N unzulissig, so konnen f und g hochstens drei Werte teilen.

Beweis:
Wir nehmen an, da f und ¢ die ¢ > 4 Werte a4, ... ,a, € C teilen. Nach (1.30) gilt

@-2)T(f) < 3N (r,f

(r’f g)*

T(r,f—g)+ S(r,
T(r, f)+T(r,9) + (Tf)

)—i—Srf

.

IA
=

ININ

also



Fiir ¢ > 4 ist dies ist eine Ungleichung der Form (1.24) mit K = —.

q—3
Deswegen ist nach Lemma 1.19 jedes S(r, f) auch ein S(r, g).
Nach Definition der Zuldssigkeit (Definition 1.26) ist jedoch

T(r,g)=5S(r, f)
und damit
T(r,g)=S(r,g) =o(T(r,9))

was fiir ¢ ¢ N ein Widerspruch ist. O

2.4 Die Funktionenklasse G

Der in Abschnitt 2.2 zitierte simultane Beweis des Fiinf- und des Vier-Werte-Satzes, den wir
dort beendet hatten, als die Aussage des Fiinf-Werte-Satzes gezeigt war, geht zur Herleitung
des Vier-Werte-Satzes wie folgt weiter:

Fiir zuldssige Funktionen f,g ¢ N mit f # g, die vier Werte IM teilen, folgt durch Einsetzen
der Zahl ¢ = 4 aus (2.8) die Abschétzung

T(r,f) <T(r,g)+ S(r) (2.13)
auflerhalb von E; und aus (2.9) die Abschétzung

T(r,g) < T(r, f)+S(r) (2.14)
auflerhalb von E,, womit wir durch Einsetzen von (2.14) in (2.13) die Gleichheit

T(r,f)=T(r,g)+ S(r) (2.15)

auflerhalb von E; U Ey erhalten.
Die Gleichheit in (2.15) bedeutet insbesondere, daf} iiberall in der Ungleichungskette (2.5) das
Gleichheitszeichen steht, also auch in (1.30), d.h. es gilt

f—a

J

;N<r, ! ):Q-T(r,f)—i—S(r).

Daraus erhilt man diverse Folgerungen, die fiir den weiteren Beweis des Vier-Werte-Satzes
wesentlich sind.

Wir interessieren uns jedoch fiir Funktionen der Klasse F,.
Gilt f,g € F,, also insbesondere

T(?",f)zO(log1 ! ) und T(r,g)zO(loglir> ,

so erfiillen beide Funktionen eine Abschétzung der Form (1.24), so daf} jedes S(r, f) ein S(r, g)
ist und umgekehrt und wir fiir Funktionenpaare aus F; nach Definition 1.20 ab jetzt S(r)
schreiben diirfen.
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Insbesondere benotigt man fiir dieses S(r) keine Ausnahmemengen mehr, da Funktionen aus
F, definitionsgeméfl von der Ordnung Null sind.

Teilen f,g € F die ¢ > 5 Werte a4, ... ,a, € C (Sie diirfen mit derselben Begriindung wie im
Beweis von Satz 2.7 alle endlich sein.), so gilt

(q—2)-T(r, f) < ZN(T,%) +10g11r+5(r)

a
j=1 J

< N(r,ﬁ) +10glir + S(r)
< T(r,f—g)+log1_r +S(r)
< T(r,f)+T(rg) + log ! 4 5(r) (2.16)
nach (1.28). Also haben wir
(4=3)-T(r, 1) < T(r,g) +log - L5 (2.17)
und
(4= 3)-T(r,0) < T(r, /) +log ——— + 5(r) (2.18)

durch Vertauschen der Rollen von f und g.

Um in der Ungleichungskette (2.16) iiberall das Gleichheitszeichen zu erzeugen, miissen wir also
voraussetzen, daf in (2.17) und (2.18) das Gleichheitszeichen steht.

Dies fiihrt uns zu folgender Definition.

Definition 2.10
Seien f,g € F, zwei Funktionen, die ¢ > 5 Werte teilen, so dafl

(q—3)-T(r,f)=T(r,g) + log . L + S(r) (2.19)

- T

und

(q—3)-T(ﬁg)ZT(T’f)“O%ir

+5(r) (2.20)

gilt. Dann setzen wir
G:={feF,:3ge Fy sodaB (2.19) und (2.20) gelten} .

Man erhiilt leicht die folgenden zusétzlichen Eigenschaften von Funktionen aus der Klasse G.

Lemma 2.11
Fine Funktion f € G ist von requldrer Unzuldssigkeit mit o(f) = £(f) = qu4. Insbesondere gilt
fiir sie




Beweis:
Dividieren wir (2.20) durch ¢ — 3 und setzen dies in (2.19) ein, so ergibt sich

1 1
~3).T =—.T 1+——1
(1-3 T ) = 5 TS+ (14 2 o 450,

also

(¢g—3)2—1 q—2 1

ST _ 1 .
T ) = S o+ S0)

Elementares Umformen ergibt

(¢—2)(¢—4) q—2 1

A A SN, o 1

ST f) = T log =+ S0),
also
T(r, f) = —— log —— + S(r)
" qg—4 817 T
d.h.
T
lim (7",{) L
rol-log = ¢—4
Damit gilt
olf) = U(f) = ——
= vk

Da in (2.16) das Gleichheitszeichen steht, gilt insbesondere

(Q—Q)-T(T,f):ZWG",f%aj) +log11r+5(r),

Wegen T'(r, f) = ﬁ log = + S(r) bedeutet dies

also

Im néchsten Kapitel wird sich erweisen, dafl alle Funktionen, die ¢ Werte teilen, zu den
Funktionen aus der Klasse G ”subordiniert” sind.

Fiir Funktionen aus der Klasse G gelten folgende Aussagen, die den Aussagen fiir zulissige
Funktionen, die vier Werte teilen, entsprechen.

Zunichst gibt es aufler den vorgeschriebenen ¢ Werten keine weiteren Werte, die von den
Funktionen geteilt werden.
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Lemma 2.12

Sind f,g9 € G zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte a4, ... a4 € C IM teilen, so gilt
1 1 d 1
N, (r, —> = N <T, —> — N (r, 7> =S(r) |, 2.21
f—g Z f—a Zl f—a (r) ( )
acC J
falls Ny nur diejenigen gemeinsamen Stellen von f und g zihlt, die von a, ... , aq verschieden
sind.
Beweis:

Da in (2.16) iiberall das Gleichheitszeichen steht, gilt insbesondere

q . 1 . 1
jZIN<r,f_aj>—N<r,f_g

so daf keine anderen Stellen Nullstellen von f — ¢ hervorrufen und (2.21) gilt. O

>+5(7~),

Weiterhin konnen hochstens diejenigen Werte, die von den Funktionen geteilt werden, fiir eine
der Funktionen mehrfach sein.

Lemma 2.13 R
Seien f,g € G zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte ay, ... ,a, € C IM teilen. Se:

Ny (7", %) die Anzahlfunktion, die diejenigen Nullstellen von f' zihlt, wo f die Werte aq, ... ,a,
nicht annimmdt, d.h.

8o 1) = S0 5) o) e (1)
1

j=1
Dann gilt
1
Ng r, ? = S(T)
und
1
Ny (7, ? = S(r)
Bewelis:

Aus (1.27) leitet man leicht

q
(q—2>-T(r,f>s;N(r,f_1aj) -8 (g, ) +log s+ 50)

her. Mit der Gleichheit in (2.16) folgt

q q
— 1 1 — 1 1 1
N _— 1 < N — | — N, — 1
> (T’f—a]) + °g1—r+5(7")—]§:1 (T’f—aj> 0 (r, f’) + ogl_T+S(r),

J
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also

No (r, fl> —S(r) .

Das Vertauschen der Rollen von f und g liefert die analoge Aussage fiir g. O

Ferner sind alle Nullstellen der Differenzfunktion einfach.

Lemma 2.14 R
Sind f,g € G zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte a4, ... ,a, € C teilen, so gilt
N(-J—> N<-¥L>+SU (2.22)
r, = r, ). )
f—y f—y
Beweis:

Da in (2.16) das Gleichheitszeichen steht, gilt
— 1 1
N{r, =N|r,— | +S5(r).
< f—g> < f—g> ")

Die Eigenschaft (2.22) kann man auch wie folgt ausdriicken:
Betrachtet man einen geteilten Wert, so nimmt ihn mindestens eine der beiden Funktionen nur
einfach an.

O

Lemma 2.15 R
Seien f,g € G zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte ay, ... ,a, € C IM teilen. Fir ein
festes k € {1,...,q} setze

_ 1 — 1 — 1 — 1
N3 (7“, )ZNE>2 (T,7>+NS>2 (T,7>+NS>2 (7“, ) .
f—a = f—a = f—a = g —a

Die Anzahlfunktion Nj zihlt also diejenigen Stellen, wo beide Funktionen einen der geteilten
Werte mehrfach annehmen. Sei N3 die entsprechende Anzahlfunktion, die diesen geteilten Wert
mit der kleineren der beiden Vielfachheiten zihlt. Dann gilt

zq:zvg (r, - ! aj) —S(r) . (2.23)

J=1

Beweis:

Sei z,, eine ai-Stelle der Vielfachheit ¢ > 2 fiir f und der Vielfachheit m > 2 fiir ¢g. Setze
n = min(¢, m). Dann ist z,, eine mindestens n-fache Nullstelle von f — ¢. Da z,, in N3 genau
n-mal gezéhlt wird, gilt

(% (r25) ™ (73)) 2 (e < (7).

J J=

Nach (2.22) gilt



woraus

also wegen

fiir die geteilten Werte auch

folgt. O

Jeder nicht geteilte Wert ist von voller Charakteristik, also kein Borelscher Ausnahmewert.

Lemma 2.16 R
Sind f,g € G zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte ay,... ,a, € C teilen, so gelten
fiir jeden Wert ¢ ¢ {a; :j=1,...,q} die Bedingungen

N (r, - L C) 4 S =T(rf) und N <r, ) +S(r) =T(r,g)

Beweis:
Wir betrachten ¢ + 1 Werte, und zwar die ¢ geteilten und c. Nach (1.28) fiir diese ¢ + 1 Werte
gilt

— 1 1
(g—1)- ZN( —aj>+N<r’ﬁ>+10g1—r+5(r’f)’

wegen der Gleichheit in (2.16) also

1
f—c

(q—l)-T(r,f>sN(r, )+<q—2>-T<r,f>+s<r,f>.

Daraus folgt

N (nptr) 2 T0 0+ S05).

was nach Definition der Charakteristik und dem ersten Hauptsatz

N (r, ﬁ) — T(r, f) + S(r. f)

impliziert. O

Ein mit gleicher Vielfachheit geteilter Wert mufl von beiden Funktionen einfach angenommen
werden, was (2.22) und (2.23) entspricht.
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Lemma 2.17 R
Sind f,g € G zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte ay,... ,a, € C teilen, und wird
von diesen ¢ Werten der Wert a, "CM” geteilt, so gilt

1 1 — 1
N(r,f_ak>:N<r,g_ak>:N<r,f_ak>+5(r). (2.24)
Beweis:

Wird der Wert, a, mit der Vielfachheit m "CM” geteilt, so hat f — g eine mindestens m-fache

Nullstelle, woraus
! 1
N + r <N{r,—
() 2V () =7 ()

J

folgt, da N; nach den Definitionen 1.24 und 2.5 alle ?CM” geteilten Werte mit einer um Eins
verringerten Vielfachheit zidhlt. Nach (2.22) ist

N( ) §:N< _%)+ﬂm,

also

N, (n ﬁ) < S(r).

Daraus folgt (2.24). O

Auch diverse Schmiegungsfunktionen sind fiir Funktionen aus der Klasse G klein.

Lemma 2.18

Sind f,g € G zwet verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte a4, ... ,a, € C teilen, so gilt
1 )= 75) = (1 75)
m\|r,—— m|r, =m|r, =S(r). 2.25
() = F—g F-g) =) (2.25)
Beweis:

Wegen der Gleichheit in (2.16) gilt

N Oﬁ) _7 Q%_g) + S0,

nach Definition der Charakteristik also

m <7", J%g) —S(r). (2.26)

Sind f und ¢ zwei Funktionen, die ¢ Werte teilen, so sind nach Lemma 2.2 auch F = % und

G = é zwei Funktionen, die ¢ Werte teilen. Es ist

fg 1
f—-g G-F’
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so daf3

" (r’ f@g> =50)

durch Anwendung von (2.26) auf G und F folgt. Nun ist

F N f fg
(f—g> i F-9r

so dal mit den Rechenregeln fiir die Schmiegungsfunktion

| f f /g 1
? m<r’f—g> Sm(“f—a)er(“f—a)er<r’f—g>+0(1)

folgt. Damit ist auch
=)
m |, =5(r),
( f=yg )

und das Vertauschen der Rollen von f und g liefert analog

m (n J%g) = S(r).

2.5 Die Funktionenklasse L

Fiir den Beweis des Vier-Werte-Satzes ist es weiterhin wesentlich, daf fiir in D zul&ssige mero-
morphe Funktionen immer

/
m (r, f7> =o(T(r, f)) (2.27)
gilt. Dies ist fiir unzuléssige Funktionen natiirlich nicht mehr uneingeschrinkt der Fall, wie
das bereits zitierte Beispiel von Shea und Sons aus [18] zeigt. Erfiillt eine Funktion f € F,
jedoch die Bedingung (2.27), so sind die darauf beruhenden Methoden aus dem Beweis des Vier-
Werte-Satzes auch auf diese Klasse unzuldssiger Funktionen anwendbar. Zur Vereinfachung der
Terminologie bekommt diese Funktionenklasse den folgenden Namen.

Definition 2.19
Es bezeichne

c={rerm(n2) =owen)

die Klasse der relativ zulédssigen unzuléssigen Funktionen, d.h. derjenigen unzuléssigen Funk-
tionen, die die Eigenschaft besitzen, dafy die Schmiegungsfunktion ihrer logarithmischen Ablei-
tung von geringerem Wachstum als ihre Charakteristik ist.

Fiir relativ zuldssige Funktionen gelten insbesondere Satz 1.28 und Korollar 1.29. Weiterhin
haben sie die folgende Eigenschaft, sofern sie gleichzeitig zur Klasse G gehoren.

40



Lemma 2.20 R
Sind f,g € G N L zwei verschiedene Funktionen, die die ¢ Werte ay, ... ,a, € C teilen, so gilt

N\ 9\ _ 9\ _
m<r’f—g> _m<r’f—g> _m<r’f—g> =5
Beweis:
Wegen f € £ und nach (2.25) gilt

m<r’f{,9> §m<r’f7l>+m<r’ffg> =50,

und das Vertauschen der Rollen von f und g liefert analog

() =500,

falls g € L ist. Schliellich ist dank der Rechenregeln fiir die Schmiegungsfunktion

f'q I q fg \ _
m<r’f—g> §m<r’f>+m<r’g>+m<r’f—g> =5)

wegen f, g € £ und nach (2.25). O

Ferner gelten fiir Funktionen aus £, die vier Werte teilen, noch folgende Aussagen.

Lemma 2.21
Teilen die Funktionen f,g € L die vier Werte 0,1,00 und ¢ € C* \ {1}, so erfillt die
Hilfsfunktion

f9'(f—9)?
fUF=1D(f —c)glg—1)(g —¢)

¢ =
die Abschdtzung

T(r,¢) = S(r) .

Beweis:
Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung sieht man, dafl ¢ ein Produkt von Linearkombinationen
logarithmischer Ableitungen ist. Wegen f, g € £ haben wir somit

Ist z* eine k-fache Null-, Eins-, Pol- oder ¢-Stelle von f und eine m-fache Null-, Eins-, Pol- oder
c-Stelle von g, so gilt

Y(z) =0 ((Z — z*)Zmin(k,m)—2) .

Da Null-, Eins-, Pol- oder c-Stellen mit verschiedener Vielfachheit fiir f und ¢ die einzigen
Stellen sind, wo 1) Polstellen haben konnte, sieht man, dafl ¢/ eine holomorphe Funktion ist.
Es gilt also N(r,¢) = S(r), woraus T'(r, ) = S(r) folgt. O

41



Lemma 2.22

Seien f, g € L zwei Funktionen, die die vier Werte 0,1,00 und ¢ € C* \ {1} teilen.

Betrachte die Menge derjenigen Punkte, wo f oder g einen Wert mehrfach annehmen, den sie
nicht teilen, und die Menge derjenigen Punkte, wo f und g einen der geteilten Werte beide
mehrfach annehmen.

Bezeichne mit N*(r) die Anzahlfunktion der Punkte in der Vereinigung dieser beiden Mengen,
wobei jeder Punkt in der ersten Menge mit der Vielfachheit k — 1 gezdhlt wird, wenn k die
Vielfachheit des entsprechenden Wertes ist, und jeder Punkt in der zweiten Menge mit der
Vielfachheit min(¢, m) — 1 gezdhlt wird, wenn ¢ und m die Vielfachheiten des entsprechenden
Wertes sind.

Dann gilt

N*(r)y=S(r) . (2.28)

Beweis:
Die Punkte, die N*(r) z#hlt, sind Nullstellen der Hilfsfunktion ¢ aus Lemma 2.21 mit der
korrekten Vielfachheit. Nach Lemma 2.21 gilt (2.28) wegen

N*(r) < N (r, %) < T(r,0) +0(1) = S(r) .

O

Bemerkung:
Lemma 2.22 ist eine Zusammenfassung von Lemma 2.13 und Lemma 2.15, die allein aus der
Gestalt der Hilfsfunktion ¢/ aus Lemma 2.21 hergeleitet wird.

Lemma 2.23
Teilen die Funktionen f,g € L die vier Werte 0,1,00 und ¢ € C*\ {1} "CM”, so ist die
Hilfsfunktion
" "
5-g

holomorph und hat Nullstellen in den einfachen Polstellen von f und g.

Beweis:

Polstellen kann H nur in denjenigen Nullstellen von f' und ¢’ haben, die von der Anzahlfunktion
N*(r) aus Lemma 2.22 gezéhlt werden, also fast nie auftreten.

Aus Lemma 1.21 folgt, dal H in einfachen Polstellen von f (und g ) verschwindet.

Da das Residuum von Z; in einer mehrfachen Polstelle von f nur von der Vielfachheit der

7
Polstelle abhéingt, heben sich die Residuen von ’;—',, und gg—,,' immer weg, da die Polstellen "CM”
geteilt werden. In mehrfachen Polstellen von f (‘und ¢ ) hat H also keine Polstelle. O]
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Kapitel 3

Werteteilen bei unzulissigen
Funktionen

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel alle Voraussetzungen dargestellt haben, die wir
fiir die Untersuchung des Werteteilens bei unzuléssigen Funktionen benotigen, leiten wir nun
grundsétzliche Aussagen iiber das Werteteilen her, d.h. Antworten auf die Frage, wie grof§ a(f)
und a(g) sein diirfen, wenn man verlangt, dafl ¢ Werte IM geteilt werden.

Anschliefend wird untersucht, was geschieht, wenn man verlangt, dafl alle Werte ”CM” im
Sinne von Definition 2.5 geteilt werden.

Wie in der Ebene wird danach versucht, die Voraussetzungen, die man zur Herleitung des Ergeb-
nisses im ”CM”-Fall benotigt, so weit wie moglich abzuschwichen, ohne ein anderes Ergebnis
zu erhalten.

3.1 Unzuléissige Funktionen, die ¢ Werte teilen

Geht man wie in Abschnitt 2.4 vor, so erhélt man die Ungleichungskette (2.16). Wir haben dort
gesehen, dafl die gleichzeitige Giiltigkeit der Gleichungen (2.19) und (2.20) im unzuldssigen Fall
der Giiltigkeit der Gleichung (2.15) im zuléissigen Fall entspricht.

Hat man jedoch nur (2.17) und (2.18), so erhélt man mit derselben Beweisidee wie in Satz
2.7 die folgende Aussage, die den Fiinf-Werte-Satz, dessen Giiltigkeit fiir zuléissige Funktionen
bekannt ist, auf unzuléssige Funktionen f und g von regulérer Unzuldssigkeit mit a(f) > 1 und
a(g) > 1 ausdehnt.

Satz 3.1
Seien f,g € Fy zwei Funktionen von regulirer Unzuldssigkeit. Sei ¢ € N mit ¢ > 5.
Teilen f und g dann q Werte, so gilt

Beweis:
Nach der Definition von a(f) (Definition 1.26) gilt:
Fiir alle £ > 0 gibt es ein ry(g), so dafl alle r € (0,1) mit 7 > r¢(e) die Abschitzung

T(r, ) < (a(f) + 2) -log -

erfiillen. Damit folgt

(4-3) T(,f) < T(r,9) + log 1 +S(r) < (alg) +1+<) -log -

+S(r)

43



1
1—r

aus (2.17). Division durch log — liefert mit der reguléiren Unzuldssigkeit von f die Ungleichung

(q—3)-a(f)<alg)+1+¢. (3.1)

Analog liefert (2.18) mit der regulidren Unzuléssigkeit von ¢ die Ungleichung

(¢—3)-alg) <alf)+1+e,

also
a(f)+1+e¢
< —

a(g) < 3

Setzen wir dies in (3.1) ein, so gilt
+1+
@-3)-a(n) < WIEE
qg—3
also
(¢=3)" a(f) <a(f)+1+e+(¢—3)(L+e)

und damit

[(¢=3)"—1]-a(f) < (@-2)1+e).
Durch elementares Umformen folgt daraus

(—2)(1+¢) (¢—2)(1+¢) 1+c¢

B e AR I EE R

Fiir ¢ — 0 folgt daraus die Behauptung fiir o(f). Fingt man analog mit (2.18) an, so erhélt
man

O

Satz 3.1 kann man auch so deuten, daf} die Vorgabe an zwei Funktionen f, g € F,, vier Werte
zu teilen, der Grofie von a(f) und a(g) keine Beschrinkungen auferlegt, da aus Satz 3.1 durch
formales Einsetzen von ¢ = 4 die Bedingungen «a(f) < oo und a(g) < oo folgen wiirden.

Fiir ¢ = 5 erhalten wir a(f) < 1 und a(g) < 1, und das folgende Beispiel zeigt, da} diese
Abschitzungen scharf sind. Durch das so erhaltene ”grofite Gegenbeispiel” ist die Satz 3.1
vorangeschickte Bemerkung bestétigt, dafl der Fiinf-Werte-Satz fiir alle Funktionen f und g
mit a(f) > 1 und a(g) > 1 gilt, sobald sie von regulérer Unzuléissigkeit sind.

Beispiel 3.2

Das gewiinschte Beispiel ist schon in [15] zu finden, allerdings in einer Form, die die in b)
anzugebende Verallgemeinerungsmaglichkeit verschleiert. Deswegen geben wir das Beispiel aus
[15] in a) in einer Form wieder, die diese Verallgemeinerung sofort nahelegt.
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a) Betrachtet man eine Funktion f, die die dritten Einheitswurzeln und sonst keine weiteren
Werte aus C ausliBt (Diese geht durch eine geeignete Mobius-Transformation aus der
elliptischen Modulfunktion hervor, die die Werte 0, 1 und oo ausléft.), und setzt man
g = 1+ f mit einer nichttrivialen dritten Einheitswurzel 7, so teilen f und g die Werte
0 und oo und haben jeweils die dritten Einheitswurzeln als Picardsche Ausnahmewerte,
teilen insgesamt also fiinf Werte.

Im Beispiel in [15] ist F' die elliptische Modulfunktion und G = M o F mit einer Mobius-
Transformation M, die 0,1 und co permutiert. Diese beiden Funktionen teilen die drei
ausgelassenen Werte und die beiden Fixpunkte der Mobius-Transformation M. Da M zu
einer Drehung um eine nichttriviale dritte Einheitswurzel konjugiert ist, ist unser Beispiel
zu demjenigen aus [15] dquivalent.

Da nach [15] die elliptische Modulfunktion F' der Bedingung «(F') = 1 geniigt und unsere
Funktionen f und g durch Mobius-Transformationen aus ihr hervorgehen, gilt a(f) = 1
und a(g) = 1 nach Satz 1.7.

Damit ist das angekiindigte ”gréfte Gegenbeispiel” zu Satz 2.7 gefunden.

b) Sei nun f eine Funktion, die fiir ¢ > 6 die (¢ — 2)-ten Einheitswurzeln und sonst kei-
ne weiteren Werte aus C auslifBt (Dies ist eine geeignete sogenannte linear polymorphe
Funktion.). Setzt man g = 7 - f mit einer nichttrivialen (¢ — 2)-ten Einheitswurzel 7, so
teilen f und g die Werte 0 und oo und haben jeweils die (¢ — 2)-ten Einheitswurzeln als
Picardsche Ausnahmewerte.

Da beide Funktionen genau ¢ — 2 Picardsche Ausnahmewerte haben, gilt a(f) = ﬁ und

alg) = qu4 nach Satz 1.34.

Fiir die Funktionenklassen aus den Abschnitten 2.4 und 2.5, denen die Funktionen aus diesem
Beispiel in Abhéngigkeit vom jeweiligen ¢ tatsdchlich angehoren, wird im néchsten Abschnitt
sogar gezeigt, dafl dieses Beispiel in Analogie zum Beispiel e* und e * in der Ebene (Dieses
entspricht dem Fall, daf§ die zweiten Einheitswurzeln ausgelassen werden.) charakteristisch fiir
Funktionen ist, die im Einheitskreis ¢ > 5 Werte ”CM” teilen.

In Beispiel 3.2 werden nur Funktionenpaare mit «(f) = «(g) konstruiert. Da Satz 3.1 jedoch
obere Abschétzungen liefert, kann es auch Beispiele mit a(f) # a(g) geben. Diese lassen sich
in der Tat dhnlich wie in Beispiel 3.2 konstruieren.

Beispiel 3.3

Seien p, ¢ € N mit p # q. Dabei seien p und ¢ nicht teilerfremd. R

Sei f eine Funktion, die die p-ten Einheitswurzeln und sonst keine weiteren Werte aus C auslafit.
Fiir diese gilt

nach Satz 1.34. R
Sei g eine Funktion, die die ¢g-ten Einheitswurzeln und sonst keine weiteren Werte aus C ausléafit.
Fiir diese gilt

1

alg) = ﬁ # a(f)

nach Satz 1.34.
Die Funktionen f und g teilen offensichtlich die ggT(p, ¢)-ten Einheitswurzeln. Da sie sonst

45



jeweils keinen weiteren Wert auslassen, gilt nach dem zweiten Hauptsatz

¥ (npts) =T + 500 = g

falls a € C keine p-te Einheitswurzel ist, und

1 1
(r,g_a> (r,9) +S(r) 28T

falls a € C keine g-te Einheitswurzel ist. Wegen

1
q—2

1 1
N(“m) ”(“m)

fiir alle a € @, die keine ggT(p, ¢)-ten Einheitswurzeln sind.
Also teilen f und g nur die ggT(p, ¢)-ten Einheitswurzeln.
Nach Satz 3.1 gilt

1
-2

folgt daher

1 1
olf) < ggT(p, q) — 4 und - alg) < ggT(p,q) —4 "

Da p und ¢ verschieden und nicht teilerfremd sind, gilt
88T (p,q) <max(p,q) .

O.B.d.A. sei p < ¢, also max(p,q) = ¢ und ggT(p,q) — 2 < ggT(p,q) < g. Nach Satz 1.34 gilt

1 1
q—2 " ggT(p,q) -4’

so dafl hier im Gegensatz zu Beispiel 3.2 in der Abschétzung aus Satz 3.1 nicht das Gleich-
heitszeichen steht.

alg) =

Nach Beispiel 3.3 kann also auch «a(f) # «a(g) gelten, wenn f und g zwei Funktionen sind, die ¢
Werte teilen. Alle moglichen nach Satz 3.1 erlaubten Kombinationen von a(f) und «(g) diirfen
jedoch nicht auftreten, denn f und g sind noch zusétzlich der folgenden Bedingung unterworfen.

Satz 3.4
Seien f,qg € F. Funktionen von requldrer Unzuldssigkeit. Sei ¢ € N mit ¢ > 4. Teilen f und g
dann q Werte, so gilt

1

3 ! < (3.2)

¢—3- < ) -
olf) " a-3- 35

sofern die rechte Seite dieser Abschdtzung positiv ist.

Sollte der Nenner der rechten Seite verschwinden, d.h. a(g) = qig sein, so wird die rechte Seite

= 00 gesetzt.
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Beweis:
Teilen wir (2.17) durch T'(r, f), so erhalten wir

also insbesondere

: rg) 1
qg—3< lim + )
r1=T(r, f)  L(f)
was wir als
1 — T(r,9)
g—3——~ < lim —== 3.3
= AT, ) (33)
festhalten. Nun 16sen wir (2.18) nach T'(r, f) auf und erhalten
1
T(r,f) > (a=3)-T(r,g) = log 7— +5(r) . (3.4)
Falls die rechte Seite von (3.4) positiv ist, ergibt sich daraus durch Stiirzen
1 < 1
T(r,f) =~ (q—=3)-T(r,g) —log =+ S(r)
Durch Multiplikation mit T'(r, g) erhélt man
;ET, ff; = 1 11 ()
T, D T = S(r
1= 3~ Trg + Ty
also insbesondere
T 1
lim LU29) _ (3.5)

AT f) S q-3- &

wobei die rechte Seite dieser Abschéitzung aufgrund des Vorzeichenverhaltens beim Stiirzen von
(3.4) positiv ist.
Die regulére Unzuléssigkeit beider Funktionen impliziert

m Lng) _olg) _ Uo) _

7"—1>r1n— T(’I“, f) B f(f) CY(f) r—1— T(Ta f)

und damit

Aus (3.3) und (3.5) erhalten wir also

1
q—3——— < lim < ;
o(f) =T, S s - L

wobei die rechte Seite dieser Abschétzung positiv sein muf.
Verschwindet die rechte Seite in (3.4), so muf} in (3.5) und damit auch in (3.2) die rechte Seite
= 0o gesetzt werden. O
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Setzt man in der Abschitzung (3.2) formal a(f) = a(g) = oo, so erhélt man

3< 1
(=3 3
Dies ist die bekannte Abschitzung (2.12), die man beim Beweis des Fiinf-Werte-Satzes fiir
zuldssige Funktionen erhélt. Man diirfte also auch die zuldssigen Funktionen mit in die Voraus-
setzung von Satz 3.4 aufnehmen, worauf wir jedoch verzichtet haben.

3.2 Unzulissige Funktionen, die ¢ Werte ”CM” teilen

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dafl die Forderung an zwei Funktionen
f,g € Fy von reguldrer Unzulissigkeit, ¢ Werte zu teilen, notwendige Bedingungen fiir die
GroBe von a(f) und a(g) hervorruft, wobei «(f) nicht notwendig gleich «(g) zu sein braucht.
Stellt man jedoch die Bedingung f,g € G, so erhédlt man nach Bemerkung 2.11 automatisch
alf) = alg) = qﬁ, und mit der Zusatzvoraussetzung f,g € L erhélt man zwei ( genauer
gesagt ¢ — 2 ) Funktionen aus F,, die ¢ Werte "CM” teilen, ohne identisch zu sein. Es sind die
Funktionenpaare aus Beispiel 3.2, die man auf diese Weise wiederfindet.

Die Beweisanordnung ist dem Beweis des Vier-Werte-Satzes fiir Funktionen in C aus [14] nach-

empfunden.

Satz 3.5

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GNL mit f # g, die ¢ > 5 (paarweise verschiedene)
Werte a1, ... ,a, € C "CM?” teilen.

Dann gibt es eine Mobius-Transformation M, so daf

g=Mof
qilt. Diese Mobius-Transformation erfillt
M(ay) =ay, M(as) =as, M(az) =as, M(as) =as5, ... , M(ag_1) =ay, M(a,) = a3 .
Hieraus folgt dann, daf$ as, ... ,a, Picardsche Ausnahmewerte von f und g sind.
Beweis:

Da alle ¢ Werte "CM” geteilt werden, werden sie nach Lemma 2.17 von beiden Funktionen
fast iiberall einfach angenommen. Ferner folgt aus Lemma 2.13, daf3 alle Werte a € C fast nur
einfach angenommen werden.

Wihle eine Mobius-Transformation M; so, dafl

Ml(al) =0 s Ml(ag) =00, Ml(ag) =1

gilt, und setze F' = M; o f und G = M, o g.
Nach Lemma 2.2 teilen F' und G die Werte 0, 0o und 1, sowie ¢ — 3 andere Werte.
Da zwei Funktionen F' und G, die ¢ Werte teilen, nach Satz 3.1 den Bedingungen

1
dao(G) < ——
I und a(G) < -
geniigen miissen, andererseits aber nach Satz 1.34 Funktionen f mit a(f) = % hochstens p 4 2
Picardsche Ausnahmewerte haben kénnen, konnen F' und G jeweils hochstens ¢ — 2 Picardsche

Ausnahmewerte besitzen, so dafl wir

N(r,%) ;éo(logli?n) und N(r,F)%o(loglir> (3.6)

a(F) <
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annehmen diirfen. Nach Satz 1.7 gilt ferner

T(r,F) = T(r, f) + O(1) und T(r,G) = T(r, ) + O(1) ,
soda S(r, F') = S(r, f) = S(r) und S(r,G) = S(r,g) = S(r) gilt.
Betrachte die Hilfsfunktion

F”(z) B G"(Z)

Ho =T ~ o)

Zunéchst nehmen wir H # 0 an. Nach der Voraussetzung f, g € L gilt

F// G// F// G//
_ ) - — = :
m(r,H) =m (r, 7 G’) <m (r, F’) +m (r, G’) +0(1) =S(r)

Da f und ¢g ( und damit auch F' und G ) alle Werte fast nur einfach annehmen, konnte
H hochstens in Polstellen von F' und G Polstellen besitzen, hat in einfachen Polstellen der
Funktionen F' und G jedoch immer eine Nullstelle, da sich nach Lemma 2.23 die Residuen
wegheben. Also gilt N(r, H) = S(r), woraus T'(r, H) = S(r) folgt. Damit haben wir aber

N(r,F)< N (r,%) +S(r)<T(r,H)+ S(r) =S(r)

im Widerspruch dazu, dafl die Polstellen von F' keine Picardschen Ausnahmewerte sind.
Also gilt H = 0.
H = 0 bedeutet I;,—',/ = & woraus durch Integration

el
Fr=A-G
mit konstantem A € C* folgt. Nochmaliges Integrieren liefert
F(z)=A-G(2)+ B
mit Konstanten A, B € C*. Da es nach (3.6) Nullstellen z* von F' gibt, gilt
F(z")=0 = G(")=0 = 0=A-0+B = B=0.

Wir haben also

F(z)=A-G(z) . (3.7)

Die Konstante A darf nicht = 1 sein, weil sonst F' = G <= f = ¢ gelten wiirde, was wir als
Voraussetzung ausgeschlossen hatten.

Damit sind die geteilten Werte 1, M, (a4), ... , Mi(a,) allesamt Picardsche Ausnahmewerte
beider Funktionen.

Eine A-Stelle von F' ist nach (3.7) eine 1-Stelle von G, womit A einer der Picardschen
Ausnahmewerte von F' sein muf.

Eine +-Stelle von G ist nach (3.7) eine 1-Stelle von F', womit + einer der Picardschen
Ausnahmewerte von GG sein muf.

Ist nun 0.B.d.A. A = ¢4 = M;j(ay), so folgt durch Einsetzen der c¢4-Stellen von F' in (3.7) die
Bedingung

C5:CZ
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und durch Einsetzen der cs-Stellen, cg-Stellen usw. 0.B.d.A. die Bedingungen

Cr = Ci
_ .q-3
Cg = C

2

woraus man insbesondere ¢ © =1 erhélt. Beginnt man mit

1
G=—F
Cq
anstelle von (3.7), so ergeben sich durch Einsetzen der ¢4-Stellen von F' die Picardschen
Ausnahmewerte

1 1
BCLERRI R )

von G, woraus man ¢; "2 = 1 erhilt.

Zusammen hat man |c¢;|97? = 1, also ¢4, = 1 mit einer nichttrivialen (sonst wire f = g)
(¢ — 2)-ten Einheitswurzel.

Wir haben also F' =7 - G und damit M; o f =n- (M, o g).

Wendet man darauf die Mbius-Transformation M, * an, so erhiilt man

f=Mog

mit M = M, ' o (- M;). Insbesondere sind a; und a, Fixpunkte von M, da 0 und oo
Fixpunkte der Mobius-Transformation My(z) = 7 - z sind. Die restlichen geteilten Werte sind
die Picardschen Ausnahmewerte, die permutiert werden. O

3.3 Einer der ¢ Werte wird nur IM geteilt

In der Ebene gibt es Beispiele fiir Funktionen, die vier Werte IM teilen, jedoch keinen davon
CM. Das erste und einfachste davon ist aus [5] und lautet

Beispiel 3.6
Die Funktionen
et +1 (e* + 1)
— d = 7 3.8
(z) mdg(2) = gy (33)

teilen die Werte 0,1, —% und oo in jedem in Frage kommenden Punkt DM; genauer gesagt
nimmt f die Werte 0 und 1 einfach an, wo ¢ sie doppelt annimmt, wiahrend ¢g die Werte —%
und oo einfach annimmt, wo f sie doppelt annimmt.

Offensichtlich gilt fiir die Funktionen aus (3.8) nicht der Vier-Werte-Satz, denn f ist keine

Mobius-Transformation von g.

Ein solches Beispiel zeigt, daf§ der Vier-Werte-Satz unter der allgemeinsten Voraussetzung (vier
Werte werden IM geteilt) nicht mehr gilt. Man kann sich jedoch die Frage stellen, ob er noch
gilt, wenn man an so wenige Werte wie moglich die Bedingung stellt, dafy sie "CM” geteilt
werden.
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In der Ebene konnte in dieser Hinsicht zunéchst gezeigt werden, dal es geniigt, lediglich an
drei Werte die Bedingung zu stellen, dafl sie ”CM” geteilt werden, um die Folgerung des Vier-
Werte-Satzes zu erhalten. Spéter wurde dieses Resultat noch verbessert, indem man nur an
zwei Werte diese Bedingung stellt, bzw. nur an einen Wert, wéihrend fiir einen zweiten Wert
etwas gelten muf}, was mit dem Teilungsindex 7 aus Definition 2.6 formuliert wird.

Auch fiir unzulissige Funktionen kann man untersuchen, ob Satz 3.5 noch gilt, wenn so wenige
Werte wie moglich ”CM” geteilt werden. Der Aussage, dafl zwei Funktionen in der Ebene, die
drei Werte ”CM” und einen Wert IM teilen, alle vier Werte CM teilen miissen (und die ebenfalls
aus [5] stammt), entspricht der folgende Satz.

Wir folgen hier jedoch einer Beweisanordnung, die in [9] zu finden ist und der Theorie des
Werteteilens besser angepaft ist als diejenige in [5].

Satz 3.7

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie von diesen Werten q—1 Werte "CM” und einen Wert IM, so teilen sie alle ¢ Werte
CM (und die Folgerung aus Satz 3.5 gilt).

Beweis:

Sei 0.B.d.A. ¢ € C*\ {1} der IM geteilte Wert, wihrend 0,1 und oo drei der ¢ — 1 "CM”
geteilten Werte sind.

Wir definieren eine Hilfsfunktion F' durch

p_f'f-ca dlg-0

o f(f-1) glg-1)

Ist ' =0, so mufl auch der Wert ¢ CM geteilt werden, und wir sind fertig.
Ist F' # 0, so erhilt man

/ ! ! !
.. r g b9
f-1 f(F=1 g-1 " glg—1)
indem man eine Partialbruchzerlegung von F' vornimmt.
Wegen f,g € L folgt m(r, F) = S(r).
Die Funktion F' ist holomorph, da die Werte 0,1 und oo ?CM” geteilt werden. Also gilt

F =

T(r,F)=S(r).

Damit ergibt sich

N <r, ﬁ) _N <r, ! ) <N <r, %) < T(r, F)+0(1) = S(r) . (3.9)

g—=cC

Es gelte weiter 0.B.d.A. N (r, #) # S(r), da mindestens einer der ¢—1 7 CM” geteilten Werte
nach Satz 1.34 kein Picardscher Ausnahmewert sein kann. Setzt man

G = f,(f B 1) - gl(g B 1) (310)

f(f=¢) glg—¢c)’

so kénnen wir G # 0 annehmen, da im Fall G = 0 wieder alle c-Stellen CM geteilt werden
wiirden. Die Partialbruchzerlegung von G lautet

G=-—- -4 ,



so da m(r, G) = S(r) gilt, und zwar wiederum wegen f,g € L.
Da der Wert ¢ nicht notwendig "CM” geteilt wird, kann G dort Polstellen haben, wo f und ¢

den Wert, ¢ mit verschiedenen Vielfachheiten teilen. Damit gilt N(r,G) < N (r, ﬁ) und daher
T(r,G) = S(r) wegen (3.9). Da G nach (3.10) in den Einsstellen von f und g, die es nach der

Voraussetzung N (r, ﬁ) # S(r) auch tatsichlich gibt, Nullstellen hat, folgt aber

N Qﬁ) <N (ré) <T(r,G)+0(1)=S5(r),

was einen Widerspruch zu genau dieser Voraussetzung N (r L) # S(r) darstellt.

» -1
Da der Fall F' # 0 und G # 0 zwingend zu einem Widerspruch fiihrt, mufl /" oder GG identisch
verschwinden, was bedeutet, dal auch der Wert ¢ CM geteilt werden mu#f. O
Bemerkung:

Da in Satz 3.5 hergeleitet wird, da} f und g durch eine Mobius-Transformation auseinander
hervorgehen miissen und dies im Falle f = g trivialerweise gilt, wird die Bedingung f # ¢ aus
den Voraussetzungen von Satz 3.5 in den folgenden Kapiteln nicht mehr explizit aufgefiihrt.
Ferner wird in den folgenden Kapiteln nicht mehr jedes Mal wie in Satz 3.7 betont, daf} die
Herleitung des CM-Teilens aller ¢ Werte die Folgerungen von Satz 3.5 nach sich zieht.
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Kapitel 4

Funktionen, die nur zwei Werte ”CM”
teilen

Ein noch immer offenes Problem in der Theorie der in C meromorphen Funktionen, die vier
Werte teilen, ist dasjenige, die Liicke zwischen Beispiel 3.6 und Satz 2.8 so weit wie mdglich zu
schlielen. Eine erste Verbesserung des Analogons zu Satz 3.7 ist ein Satz, in dem die Bedingung
3xCM und 1xIM durch 2xCM und 2xIM ersetzt wird. Im Beweis dieses Satzes in [6] wird
ein Widerspruch zu der Annahme hergeleitet, dafl zwei in C meromorphe Funktionen, die
vier Werte IM teilen, zwei Werte davon ”CM” und einen davon nicht "CM” teilen. Damit
ist dieselbe Beweisidee auf unzulissige meromorphe Funktionen in D iibertragbar, die von ¢
geteilten Werten nur zwei ”CM” teilen.

Satz 4.1
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.
Teilen sie von diesen ¢ Werten zwei "CM” und (q — 2) IM, so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Wir sammeln zunéchst einige Hilfsaussagen, die wir fiir den Beweis dieses Satzes bendotigen.

4.1 Allgemeine Hilfsaussagen

Lemma 4.2

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen. Teilen sie davon die Werte 0
und oo "CM” und gehdren a,b € C* zu den restlichen (¢ — 2) IM geteilten Werten, so erfillt
die Hilfsfunktion

die Abschdtzung

Beweis:
Wegen f, g € L gilt

m(r, ) = S(r) .

Da f und g die Werte 0 und oo "CM?” teilen, hat ¢ in den Null- und Polstellen von f und g
keine Polstellen. Ferner hat ¢ in den b-Stellen, die fiir f und g einfach sind, keine Polstellen.
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Also kann ¢ nur in den mehrfachen b-Stellen von f und g Polstellen haben, und es gilt

Zusammen folgt

Lemma 4.3
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

a) Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM” und gehdren a,b € C* zu den restlichen (q—2)
IM geteilten Werten, so erfillt die Hilfsfunktion

I fooobv f N _J9 (9 b 4 A
¢1_7_<f—a_5 Fop f) {g' (g—a i g2 g>}

die Abschdtzung

1
F—b

T(r,¢1) <N (r, > +S(r),

wenn b # +a gilt.

b) Teilen f und g die Werte 0,00 "CM” und gilt b = —a im Gegensatz zu a), so wird die
Hilfsfunktion ¢ aus a) zu

_fM o (F f' N _Jd (4 g A
T <f—a+f+a+2 f> {g’ <g—a+g+a+2 9>}’

und es qilt

T(r,y)=S(r) .

c) Fir v, #£0 gilt

d) SetztmanF:%,Gzé,A:% und
F" F’ F’ F’ G" G’ G’ G’
Y= (F—A+F+A+2'F> _{5_ (G—A+G+A+2'6>} /
so gilt
N(r, f) = S(r)
fiir 5 Z 0.
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Beweis:
Alle Eigenschaften werden daraus hergeleitet, dafl f,¢g € G N L gilt.

a)

Wegen f, g € L gilt

m(r, ¢1) = S(r) .

Ferner hat ¢; in a-, Null- und Polstellen von f und g keine Polstellen. Aus Lemma 2.13
folgt deswegen

N(r, ¢1) SN(“%) + Ny (ﬁ%) + Ny (T,é) :N<r,ﬁ> + S(r),

womit wir die Abschétzung

T(Ta ¢1) S N (Ta
erhalten.
Wegen f, g € L gilt
m(r,v1) = S(r) .

Da v, die logarithmische Ableitung von

ist, gilt

N(ry) =N <r, %) + N(r, H)

nach Lemma 1.23. Da f und g die Werte 0,00 ”CM” und die Werte a, —a IM teilen, folgt
aus der Definition von H, da8 H nur in denjenigen Nullstellen von f’ Nullstellen haben
kann, wo f keinen der geteilten Werte annimmt. Nach Lemma 2.13 gilt deswegen

N (r, %) < Np (n fi> — S(r) .

Ferner kann die Hilfsfunktion H nur dort Polstellen haben, wo ¢’ Nullstellen hat, aber ¢
die geteilten Werte nicht annimmt. Aus Lemma 2.13 folgt damit

N(r, H) < Ny <7", gl> —S(r).

Zusammen haben wir also

N(r,m) = S(r),
woraus

T(r,m) = S(r)

folgt.
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c¢) Sei zp eine einfache Nullstelle von f und g. Da 2z, weder eine Null- noch eine Polstelle
der Hilfsfunktion H aus b) ist, hat 7, als logarithmische Ableitung von H in zy keine
Polstelle. Es gilt sogar
71(20) = 0

nach Lemma 1.21.
Wir nehmen nun y; # 0 an. Da 7, in einfachen Nullstellen von f und ¢ verschwindet,

haben wir dann
_ 1 1 1 — 1
N(“?) SN(%) *N(“ﬂ ‘N(“?> |

Die Definition der Charakteristik, der erste Hauptsatz und b) liefern
1 1
N (ro) <7 (n ) =100 +00) = 500
TN TN
Da f und g den Wert 0 "CM?” teilen, gilt

(ed) 5(ot) e

nach Lemma 2.17. Zusammen folgt also

N (r, %) —S(r).

d) Die Funktionen F' und G geniigen den Voraussetzungen von b), und durch Vergleich der
Definitionen von ~; und =, folgt
N(r, f)=5(r)

analog zu c).

Lemma 4.4

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM”, gehéren a,b € C* zu den restlichen (¢ — 2) IM
geteilten Werten und wird einer der Werte a und b nicht "CM?” geteilt, so gilt

— 1 — 1
Vees (nps ) + Near (nty ) =500, (a.1)
wobei N p<y (r, ﬁ) (bzw. Np< (r, ﬁ)) gemdf Definition 2.3 e) nur diejenigen a-Stellen

(bzw. b-Stellen) zihlt, die fir f und g einfach sind.
Fiir b # ta gilt zusdtzlich

_ 1 2
N <r, f—> + S(r) > p “T(r, f) (4.2)

und

N Q«ﬁ) +S(r) > 3 T, f) .

Insbesondere ist [%] die Hichstvielfachheit derjenigen geteilten Werte von f und g, die fiir eine
der Funktionen mehrfach sind.
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Beweis:

Gilt ¢ = 0 mit der Hilfsfunktion ¢ aus Lemma 4.2, so teilen f und ¢ die Werte a und b CM,
was unserer Annahme widerspricht.

Deswegen diirfen wir ¢ # 0 annehmen. Da ¢ in den a-Stellen von f Nullstellen und in den
mehrfachen b-Stellen beider Funktionen Polstellen hat, folgt aus Lemma 2.15 und Lemma 4.2

dann
_ 1 — 1 — 1 — 1
o) = Bl ) )
1 1

I
=
N
=
~
|
N———
_|_
=
w
N
=
~
|
IS
S— |

< N(ni>+sm

< T(r,¢)+5(r) (4.3)
< N, (r, f1—b> + N, (T’gib> + S(r)

< N(r,fib +N3<r,fib>+5(r)

Vertauschen wir a und b in der Definition von %, so folgt analog zu (4.3) die Abschétzung

o) © e irts) o5 ) o )
1 1

I
=
N
=
~
|
o>
N———
_|_
=
w
N
=
~
|
o>
SN———

< N Qi) +5(r)

< T(r,¢)+S(r) (4.4)
< N, (T’fia> + N, (T’gia> + S(r)

< N(r,fi@) + N3 (r,}i@) + S(r)

Damit steht in den Ungleichungsketten (4.3) und (4.4) iiberall das Gleichheitszeichen, so daf
wir die folgenden drei Eigenschaften erhalten:




Mit Lemma 2.4 folgt (4.1) aus den beiden unteren Gleichungen.

Sei nun a + b # 0.
Sei zj eine einfache Nullstelle von f und g. Aus Lemma 1.21 folgt dann

¢1(20) = 0 .

Sei nun sogar ¢, = 0. Ist 2, eine b-Stelle der Ordnung £ fiir f und der Ordnung m fiir g und
setzen wir den Hauptteil von ¢; in z;, gleich Null, so erhalten wir

(k—m) <§+1> :

Da nach Annahme a + b # 0 gilt, mufl £ = m gelten. Dann teilen f und g den Wert b CM.

Definieren wir nun die Hilfsfunktion 7, dadurch, da wir in der Definition von ¢; die Werte a
und b vertauschen, so liefert die Annahme 7; = 0 analog, dal f und g den Wert a CM teilen.
Da beides gleichzeitig unserer Voraussetzung widersprechen wiirde, mufy entweder ¢; # 0 oder

n #Z 0 gelten.
Sei ¢ # 0. Da die Nullstellen ”CM” geteilt werden, gilt

(o) 3(ot) s

nach Lemma 2.17. Da ¢; in einfachen Nullstellen von f verschwindet, folgt damit

N (r, %) <N (r, %) +8(r) <T(r,¢1) +S(r) <N (7"= L) +5(r)

F—b
N(r,%) §N<T’—fia> +S(r)
aus Lemma 4.3 a).

Wegen (4.5) gilt also unabhéngig vom Verhalten der Hilfsfunktionen ¢; und 7, immer

N (r, %) <N (r, ﬁ) + S0 (4.6)

Definieren wir nun die Hilfsfunktion ¢ dadurch, daf§ wir in der Definition von ¢, die Groflen

f,g,a,b durch F = %, G= i, A= %, B = % ersetzen, so erhalten wir analog

aus Lemma 4.3 a).
Fiir n; # 0 folgt analog

N f)<N (r, - !

—a

) +S(r) . (4.7)

Wenden wir nun Lemma 2.11 an, so gilt mit (4.6) und (4.7) die Abschétzung

2-T(r,f):ilﬁ<r,f_1aj>+5(7”)SQ'N<7”afia>+5(7"),

da (4.5) unabhéngig von der Wahl von b ist. Mit Division durch ¢ erhalten wir also (4.2) und
das Analogon fiir jedes b # =+a.
Nach der Definition der Charakteristik und dem ersten Hauptsatz folgt

1 1 q — 1
N — ) <T =T O1)<=-N -— S
(rits) =7 (it ) =T 40 < 88 (n 1) 4500
aus (4.2), was die Aussage iiber die Hochstvielfachheit impliziert. O
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4.2 Weitere Hilfsaussagen fiir den Fall b = —a

Ist zusitzlich zu den Voraussetzungen von Lemma 4.3 b) bis d) bekannt, daf

N(r,fia

gilt, so folgt aus Definition 1.24 und dem ersten Hauptsatz

et 50t -

) +8(r)=T(rf) , N (r, ﬁ) +S(r)=T(r, f)

und

N Q«ﬁ) —S(r), Wy <r, gia> —S(r) .

Damit kann man die folgenden Aussagen herleiten.

Lemma 4.5
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

(4.8)

(4.10)

Teilen sie davon die Werte O und oo "CM?”, gibt es unter den restlichen q — 2 geteilten Werten
ein a € C*, so daff mit a auch —a zu diesen IM geteilten Werten gehdrt, und gelten die

Bedingungen (4.8), so geniigen die Hilfsfunktionen

f'(f+a) g'(g+a)

BT —a)  glg—a)

und

den Bedingungen

fir j = 3,4.

Beweis:
Wegen f, g € L gilt

m(r,v;) = S(r) fir j=3,4.

Ist zg eine Nullstelle der Ordnung k& von f und g, dann folgt aus den Definitionen der Funktionen

v3 und 74, dafl die Hauptteile von 3 und 7, in 2, jeweils

k k
- + =X
zZ — 20 zZ — 20

betragen. Somit haben 3 und 7, in den Nullstellen von f und g keine Polstellen, und analog

haben sie auch in den Polstellen von f und g keine Polstellen.

Ferner haben sie keine Polstellen in den a- und —a-Stellen von f und g, die fiir f und ¢ einfach

sind.
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Deswegen kénnen 73 und 7, nur dort Polstellen haben, wo a- oder —a-Stellen fiir mindestens
eine der Funktionen f und g mehrfach sind.
Aus (4.9) und (4.10) folgt damit, dal

N(r,v;)=S8(r) fir j=34

gilt. Somit haben wir

Lemma 4.6

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0,00 "CM7”, gibt es ein a € C*, so daff sie die Werte a,—a IM
teilen, und gelten zusdtzlich (4.9) und (4.10), so folgt

(9—a)*(f+a) = (f—a)*(g+0a)", (4.11)
was insbesondere bedeutet, daf$ die Werte a und —a CM geteilt werden.

Beweis:
Ist v3 # 0 fiir die Hilfsfunktion 3 aus Lemma 4.5, so folgt

N (r, - i a) <N <r, %) <7 <7", %) — T(r,75) + O(1) = S(r)

aus Lemma 4.5, da die Funktion 3 in den —a-Stellen von f Nullstellen hat. Dies widerspricht
jedoch der Voraussetzung (4.10), die zu (4.8) fiir die —a-Stellen #quivalent ist und bedeutet,
daf} die —a-Stellen gerade keine Picardschen Ausnahmewerte sind.

Damit muf} 43 = 0 gelten. Da man analog v, = 0 herleiten kann, folgt (4.11), indem man 3 = 0
z.B. nach fTI auflést und dies in 74 = 0 einsetzt. O

Lemma 4.7
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.
Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM” und g¢ibt es unter den restlichen q — 2 geteilten

Werten ein a € C*, so daff mit a auch —a zu diesen IM geteilten Werten gehért, so geniigt die
Hilfsfunktion

_ F'f A 99
BE T e ¢ Gt (4.12)

mit C' € N der Bedingung

T(r,ys) = S(r),
falls vy £ 0 fiir die Hilfsfunktion vo aus Lemma 4.3 d) gilt.

Beweis:
Wegen f, g € L gilt

m(r,vs) = S(r) .
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Die Funktion 5 hat in a- und —a-Stellen von f und g keine Polstellen. Da sie nur in den
Polstellen von f und g Polstellen haben kann, gilt

N(r,7s) < N(r, f) .
Fiir 75 # 0 haben wir jedoch
N(r, f) = S(r)
nach Lemma 4.3 d), also auch
N(r,ys) = S(r) -
Insgesamt gilt damit

T(r,vs) = S(r) .

O
4.3 Beweis im Fall b = —a
Wir haben folgende vier Fille zu unterscheiden.
Fall 1: 7, = =0.
Durch Integration von v; = 0 erhalten wir
12 2) 2
flg"—a’)g” _ (4.13)
g'(f* —a*)f?
mit einer Konstanten C' € C*, und durch Integration von v = 0 erhalten wir
12 2) f2
fllo —a)f* _
g'(f* —a*)g?

mit einer Konstanten K € C*. Das Einsetzen dieser Identitéiten ineinander ergibt
Cf'=Kg",
woraus folgt, dafl f und ¢ die Werte a und —a CM teilen miissen.

Fall 2: v; # 0 und 7, # 0.
Nach Lemma 4.3 ¢) und d) gelten die Beziehungen N (7", —) = S(r) und N(r, f) = S(r).
I

1
f
Seiaj # 0,00 fiir j =1,...,¢—2 einer der restlichen (¢—2) IM geteilten Werte. Betrachte

die Hilfsfunktion
’y B f// f/ <g// gl )
6 — ., - - .
fr f—a g g-—aj

m(r,ve) = S(r) .

Wegen f, g € L gilt
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In den a;-Stellen von f und g hat v keine Polstellen, und wegen N(r, f) = S(r) fiir
~v2 Z 0 hat ¢ auch in den Polstellen von f und g keine Polstellen. Damit gilt

N(r,v) = S(r),
also zusammen
T(r,v) = S(r) .

Es gelte nun 4 # 0.

Sei z,; eine a;-Stelle der Vielfachheit & fiir f und der Vielfachheit 1 fiir g (Nach Lemma
2.15 hat mlndestens eine der Funktionen die Vielfachheit 1 in den geteilten Werten.).
Dann hat L+ dort die Laurent-Entwicklung

f'2) k=11 f®(z,)
Fle) 2z RSO, TOET )
un
! k 1 (k+1) .
fle) + ! (ZJ)+O(z—za)
f(z2)—a; z—2z% E+1 fk (za])
Weiterhin hat d1e Laurent-Entwicklung
! 1 14" »
gle) $10C) o6y,

9(z) —a; 2=z 29 (%)
Wahrend ~ den Wert (( )) annimmt. Insgesamt nimmt 5 in z,, also den Wert
@j

f(k)(zaj) 1 f(k+1)(zaj) lg (Za])

() = - =4
Ye(Za; _kf(k—l)(zaj) E+1 f(k)(zaj) Qg(za]) = 4k

an, der von der Vielfachheit k der betrachteten a;-Stelle z,, abhingt. Analog gilt

1" (za,) (1 W) 1 g<k+1><zaj>) B
_ B

1oCn) = ) T \Eg ) F T 00(e)

wenn die a;-Stelle fiir f einfach und fiir g von der Vielfachheit % ist.
Mit den bereits bekannten Bedingungen N (7", %) = S(r) und N(r, f) = S(r) gilt nach
Lemma 2.11 und (4.5) die Gleichung

ZN( —

da (4.5) unabhéngig von der Wahl von b ist. Mit Division durch ¢ — 2 erhalten wir also

N<r,ﬁ>§T<r,ﬁ) T(r, f) + O(1) = %N@ﬁ)”(”
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nach der Definition der Charakteristik und dem ersten Hauptsatz. Da a € {a,...,a,-2}
beliebig gewihlt war, hat jeder der ¢ — 2 geteilten Werte neben 0 und oo die Hochstviel-
fachheit [%] Es folgt

_ 1 — 1 — 1
N{r,—— < N |r, + N <r, )
< f—aj> ; < VG—Ak> p Yo — By

—2 —2
< <|:qT:| - 1) T(?”, 76) + ( qT:| - 1) T(?”, 76)
= S(r)
fir jedes a; # a, —a, da es wegen f,g € G (,woraus T'(r, f) =T(r,g) = q%4 log ﬁ folgt,)

und Satz 1.34 hochstens ¢ — 2 Picardsche Ausnahmewerte geben kann. Damit folgt (4.8)
aus Lemma 2.11. Da die Beziehungen (4.8) gelten, folgt aus Lemma 4.6, daf§ (4.11) gilt,
womit auch die Werte a und —a CM geteilt werden miissen.
Gilt v = 0, so folgt

f =\ g
f—a; g—aj

durch Integration.

Wir machen nun die Widerspruchsannahme, daf nicht alle Werte ”CM” geteilt werden.

Dann gibt es mindestens ein a;, fiir das A = 7 mit m,k € N, m # k gilt. Fiir dieses a;

liefert eine weitere Integration ’

(f —a)" = (g —a))™,
woraus

k-T(r,f)=m-T(rg)
nach Satz 1.8 folgt. Wegen f, g € G impliziert dies jedoch den Widerspruch

m==k.
Dies bedeutet, daf} alle ¢ Werte CM geteilt werden.
Fall 3: v, =0 und v, # 0.
Ist zp eine a- oder —a-Stelle der Ordnung £ fiir f und der Ordnung m fiir g, so folgt
E=C-m

aus (4.13). Ist dann 5 = 0 fiir die Hilfsfunktion 5 aus Lemma 4.7, so folgt f* = ¢* aus

(4.12) und (4.13). Somit teilen f und g die Werte a und —a CM.
Nehmen wir nun v5 # 0 an, so erhalten wir

— 1 — 1 1

V(1) <3 (1 1) <2 (n. ) = 2000 00 = 00
f 5 5

aus Lemma 4.7, da Nullstellen von f auch Nullstellen von 75 sind. Damit und aus Lemma,

4.3 d) folgt analog zu Fall 2, da§ (4.8) gilt und f und g nach Lemma 4.6 alle ¢ Werte CM
teilen.

Fall 4: v; # 0 und 7, = 0.
Dieser Fall verlduft analog zu Fall 3.

Da wir in allen vier Fillen herausgefunden haben, dafl f und g alle ¢ Werte CM teilen, ist die
Behauptung bewiesen.
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4.4 Weitere Hilfsaussagen fiir den Fall b # —a

Da der Fall b = —a bereits bewiesen ist, wird ab hier generell b # —a vorausgesetzt. Wir
nehmen an, daf§ f und g die Werte 0,00 ”CM” und entweder a oder b nicht ”CM” teilen. Dann
gibt es eine in D holomorphe Funktion w, so daf}

f=¢€e"g (4.14)
gilt. Aus (4.14) erhalten wir
T(re”) <T(r, f) +T(r,g) + O(1) =2-T(r, f) + S(r) . (4.15)

Die logarithmische Ableitung von e* = £ ist w' = fT, — %. Es folgt also

m(r,w') < m (r, ?) +m (r, %) +0(1).

Da w' holomorph ist, gilt mit f, g € £ daher

Q [~

T(r,w') =S(r). (4.16)

Nun kann (4.14) zu
e’ —1=—= (4.17)

umgeformt werden. Natiirlich gilt f # ¢ und damit e* # 1.

Ist 2 eine Nullstelle von f und g, so daf e®(*) = 1 gilt, so folgt aus (4.17), daB z eine mehrfache
Nullstelle von f — ¢ sein mu#.

Aus (4.14) folgt ebenfalls

1 w 1

—=e" —.

g f
Ist dann 2., eine Polstelle von f und ¢, so daB e®*~) = 1 gilt, so muf z, eine mehrfache
Nullstelle von 1 — % sein.

9
Aus (4.17) folgt deswegen
— 1 — 1 — 1 1 — 1
N{r,—— < N{r, +N<r, >+N<r, >—N<r, >

( 6“’—1> < f—a> f—=0 f—g f=g
1 _ 1 _ 1

+N (T,ﬁ>—N<7",1 1>+N2 <7", ),
i )7 f=9

wobei N, (r, ﬁ) wie in Lemma 2.12 definiert ist.

Da % und % nach Lemma 2.2 gleichviele Werte wie f und g teilen, liefert die Anwendung von
Lemma 2.14 und Lemma 2.12 die Vereinfachung

_ 1 _ 1 — 1
N<r,ew_1> §N<r,—f_a> +N<r,m> + S(r) .
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Nach (4.14) gilt offensichtlich

so daf} insgesamt

N<nwi1>:N(nfia>+w<“fié>+ﬂ” (4.18)

folgt.

Lemma 4.8

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

Teilen sie davon 0,00 "CM” und von a,b € C* mit b # +a mindestens einen nicht "CM?”, so
geniigen die Hilfsfunktionen

n ! ! ! ,w
ap = LA + ;
' f—-a f—-b ev—-1
" / ! ! ,w

w'e
g = g—— g - 9 +

g g—a g—b ev—1

den Bedingungen
T(r,a;) = S(r)
fir 3 =1,2.

Beweis:
Aus (4.15) erhalten wir

m(r,a1) < S(r, f) + S(r,e” = 1) < S(r, f) = S(r) .
Da «; die logarithmische Ableitung von

f'e” —1)

h=G=ar

ist, haben wir

N(r,ay) =N <r, H%) + N(r, Hy)

nach Lemma 1.23. Da nach (4.14) die a- und b-Stellen von f Einsstellen von e" sind, sehen wir,
dal H, gar keine Polstellen hat.

Ist andererseits 2y eine Nullstelle von Hp, so kann man an der Definition von H; erkennen, daf
2y eine der vier folgenden Bedingungen erfiillen mufi:

a) zp ist eine mehrfache Polstelle von f.
b) f'(20) = 0 und f(2) # a,b.
c¢) e0) =1 und f(z) # a,b.
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d) zo ist eine mehrfache Einsstelle von e®.
Dann darf 2z, sogar eine a- oder eine b-Stelle von f sein.

Nach (4.14) gilt w’ # 0, und wegen N(r,a;) = N

N(r,a;) < N(r,f)—N(rf <

—_ 1 _ — 1 1
+N<r,ew_1>—N<r,f >_N<r’f—b>+N<r’J>’

) wie in Lemma 2.13 definiert ist.

wobei Ny ( Ty
Aus Lemma 2.17 mit a; = 0 und ay = oo, Lemma 2.13, (4.18) und (4.16) folgt damit

N(r,ay) = S(r),
womit wir
T(r,oq) = S(r)
erhalten. Analog ergibt sich
T(r,a0) = S(r),
da die Definitionen von a4 und as symmetrisch in f und ¢ sind. O

Lemma 4.9
Ist z, eine einfache a-Stelle von f und eine doppelte a-Stelle von g, so hat die Hilfsfunktion oy
aus Lemma 4.8 in z, keine Polstelle, und es gilt

o/ (2a) = B1(2a) (4.19)

mit einer Funktion

b = —+4h1+8

w” 2 < %>w +<% B (aiibw ) (W2 (4.20)

_l’_
3 ( a+b w”>2 2aw'ay 1 (w”>2
201 to—w ) - -~ = ,

4 —-b w'
wobei hy und hy die Gestalten

b(wl)2 n ]‘ w” ]‘ !
w
a—>b 2w 2

hl = ’U),Oél + (421)

haben.

Beweis:
Ist z, eine a-Stelle, die fiir eine der Funktionen einfach und fiir die andere Funktion mehrfach
ist, so erhalten wir

e =1 und  w'(z,) #0 (4.22)
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durch Ableiten von (4.17).

Wir nehmen an, daf§ z, eine einfache a-Stelle von f und eine doppelte a-Stelle von ¢ ist. Aus
(4.22) folgt, daBl vy in 2, keine Polstelle haben kann. Wenden wir Lemma 1.21 auf die Funktionen
f—aund e¥ —1 an, so lautet der Koeffizient von z — 2, in der Taylor-Reihe von a; um z, wie
folgt:

(f'(za))?

) 2"z 3 (") ()
() = 3G T (f'<za>> a—b Fa—bp (4:23)
wm(za) L, L, 5 1 w”(zll) ’
te w0z +w (24) + E(w (24))° — ) (w’(za) ) .

Differenzieren wir nun (4.14) dreimal, ersetzen dort z durch z, und verwenden e¢“(*) = 1 und
g'(z4) = 0, so erhalten wir die drei Gleichungen

f(za) = a-w'(z,) (4.24)
['(za) = a-w"(2) +¢"(24) + a(w'(2))? (4.25)
f"(za) = a-w"(z) +3-w'(2)9" (20) + 9" (24) + 3a - w'(za)w" (20) + a(w'(24))” (4.26)

Die Anwendung von Lemma 1.21 auf oy und s liefert die Darstellungen

f"(za)  f(za)  w"(2a) + (W'(20))?

a1za) = 2-f(z) a—b T 2 w'(2,) (4.27)
o 9"(z) | w"(za) + (W'(20))?
as(z,) = 60" (20) + 2w () (4.28)

Setzen wir nun (4.24) in (4.27) ein, so erhalten wir

2a%(w'(2,))?

iy w'(z) —a(w'(z)” (4.29)

() = 20w’ (24) 01 (24) +
Dann liefert Einsetzen von (4.29) in (4.25) die Darstellung
9"(24) = 2ah1(z4) , (4.30)
wobei h; wie in (4.21) definiert ist. Aus (4.30) und (4.28) erhalten wir
9" (2a) = 12ahy(24) h2(2a) , (4.31)

wobei hy ebenfalls in (4.21) definiert ist. Setzen wir nun (4.31) und (4.30) in (4.26) ein, so
erhalten wir

["(z0) = aw"(z,) + 6aw'(z4)h1(24) + 12ah; (24)ha(24) (4.32)

Baw' (2,)w" (24) + a(w'(24))* .

Setzen wir schliefllich (4.32), (4.29) und (4.24) in (4.23) ein, so vereinfacht sich dies zu der
Gleichung o/ (z,) = f1(za), wobei 31 durch (4.20) gegeben ist. Damit ist (4.19) bewiesen. [

Lemma 4.10
Die Hilfsfunktionen oy und oo aus Lemma 4.8 weisen in a- und b-Stellen, die fiir eine der
Funktionen f und g mindestens dreifach sind, folgendes Verhalten auf.
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a) Ist z, eine a-Stelle, die fir f einfach und fir g mindestens dreifach ist, so hat ay in z,
keine Polstelle, und es gilt

Cw'(z) | bw'(z,)
a1(zq) = W (20) + g (4.33)

b) Ist z, eine b-Stelle, die fiir f einfach und fiir g mindestens dreifach ist, so hat «y in z,
keine Polstelle, und es gilt

w”(z)  aw'(z)

w'(zp) a—>b

ai(zp) =

c¢) Ist z, eine a-Stelle, die fir g einfach und fir f mindestens dreifach ist, so hat ay in z,
keine Polstelle, und es gilt

w"(zy)  aw'(z,)

@(20) = w'(zq) a—Db

d) Ist z, eine b-Stelle, die fir g einfach und fir f mindestens dreifach ist, so hat ay in z,

keine Polstelle, und es gilt

w"(z)  bw'(zp)
w'(zp) b—a

as(zp) =

Beweis:

Wir beweisen exemplarisch die Aussage a). Die drei anderen folgen analog.

Da z, eine a-Stelle ist, die fiir f einfach und fiir ¢ mindestens dreifach ist, hat «; nach (4.22)
in z, keine Polstelle. Wenden wir Lemma 1.21 auf a; an, so erhalten wir

1f"(za)  f'(2) | w"(2a) + (0'(20))°

a1(z,) = 2 Fla) a—b + 2w (2] : (4.34)

Da ferner aus (4.14) die Darstellungen
f'(z0) = aw'(z,)  und  f"(z,) = aw”(z,) + a(w'(2,))? (4.35)
folgen, ergibt sich (4.33) aus dem Einsetzen von (4.35) in (4.34). O

Lemma 4.11

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM?”, qilt fiir jedes Paar a,b € C*, das unter den
restlichen (¢ — 2) IM geteilten Werten vorkommt, die Bedingung b # +a, und teilen f und g
entweder a oder b nicht "CM?”, so gilt

£ ay (4.36)

fiir die Hilfsfunktionen aus Lemma 4.8.
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Beweis:
Wir nehmen a; = ay an. Integrieren wir diese Gleichung, so erhalten wir

flg—a)(g—0b) _
DD

mit C' € C*. Fiir eine a-Stelle (oder b-Stelle) der Vielfachheit k fiir f und der Vielfachheit m
fiir g folgt daraus

k=C-m.

Nun wird entweder a oder b nicht ”CM” geteilt, und weder a noch b ist nach (4.2) ein Picardscher
Ausnahmewert von f und g¢g. Da nach Lemma 2.15 entweder & = 1 oder m = 1 gilt, ist
C € N\ {1} oder von der Form + mit n € N\ {1}.

Zuerst nehmen wir C' > [%] an. Dann gilt

(B v (s 5m) =¥ (s gm) <o,

was Lemma 4.4 widerspricht, da [%] die gréftmogliche Vielfachheit der mehrfachen Stellen von
f und g ist.

Analog kénnen wir herleiten, dafi C' < [%]_1 unmoglich ist.

Also haben wir gezeigt, C' = n oder C = 1 mit n € N\ {1}, n < [¢] gilt.

Wir benétigen nun die folgende Aussage iiber eine Hilfsfunktion, die wir 0.B.d.A. fiir C' = %
zeigen.

Lemma 4.12

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM?”, gqilt fiir jedes Paar a,b € C*, das unter den
restlichen ¢ — 2 IM geteilten Werten vorkommt, die Bedingung b # +a, und ist C = %, 50
geniigt die Hilfsfunktion

f/ f/ g/ g/ wle’u} f// g//
=92. 2. —3. —3. 9. _ L 19,
@ f—a+ f—0 g—a g—bjL ev —1 f’jL q'
der Bedingung
T(r,o) = S(r)
Beweis:
Wegen f, g € L gilt
m(r,a) = S(r) .

Mit C' = 1 haben wir die beiden folgenden Bedingungen:

Ist 2y eine einfache a-Stelle (b-Stelle) von f,
so ist zg eine doppelte a-Stelle (b-Stelle) von g. (4.37)
Nach (4.22) hat « in z, keine Polstelle.

Ist zp eine mehrfache a-Stelle (b-Stelle) von f,
so ist 2z eine mehrfache a-Stelle (b-Stelle) von g. (4.38)
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Ferner hat « in einfachen Polstellen von f und ¢, die keine Einsstellen von e" sind, keine
Polstellen.

Deswegen konnen wir herleiten, dafl z; eine der folgenden Bedingungen erfiillen muf}, um eine
Polstelle von « sein zu konnen:

a) 2o ist entweder eine a-Stelle, b-Stelle, Polstelle oder Nullstelle von f und g, die fiir beide
mehrfach ist.

b) e¥(*) =1 und f(z) # a,b.
¢) f'(z) =0 und f(2) # 0,a,b.
d) ¢'(20) =0 und g(2p) # 0, a,b.
Beriicksichtigen wir dies, so folgt
N(r,a) = S(r)
aus Lemma 2.15, (4.18) und Lemma 2.13. Zusammen erhalten wir

T(r,a) =S(r).

Da Lemma 4.12 gezeigt ist, fahren wir nun mit dem Beweis von Lemma 4.11 fort.

Sei C' = % und z, eine einfache a-Stelle von f und eine doppelte a-Stelle von g. Nach (4.37)
und (4.38) hat « in 2, keine Polstelle, und nach (4.14) gilt f'(z,) = aw'(z,). Wenden wir dann
Lemma 1.21 auf « an, so folgt

_ 2aw'(z,) | w"(2a) + (w'(2))?
a(za) T a—b w’(za) )

(4.39)

Ist o # i“—f’b, + ’;’U—',' + w' (Wegen (4.14) gilt w' # 0!), so folgt

_ 1 _ 1 — 1
N — < N i " N 7—
<T’f—a> = (T’a—%—%—w'>+ 3<Tf—a>

a=
Daraus folgt jedoch a + b = 0 im Widerspruch zu unserer Annahme. Deswegen gilt (4.36). [
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Beachte:
Analog folgt (4.36) in den anderen mdoglichen Féllen fiir C, wobei man in der Definition der
Funktion « die Koeffizienten von f und g dem jeweiligen C' anzupassen hat.

Lemma 4.13

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM” und gilt fiir jedes Paar a,b € C*, das unter den
restlichen q — 2 IM geteilten Werten vorkommt, die Bedingung b # +a, so erfillt die

Hilfsfunktion
_ f'(f — 9%
f(f = a)(f = b)glg —a)(g —b)

die Abschdtzung

T(r,p)=S(r).
Beweis:
Ersetzt man in der Definition der Funktion ¢ aus Lemma 2.21 die Werte 1 und ¢ durch a und
b, so erhilt man die Funktion p. Damit folgt die Behauptung aus Lemma 2.21. O

Nun nehmen wir an, dafl eine a-Stelle oder b-Stelle von f und g einfach fiir eine der beiden
Funktionen und doppelt fiir die andere ist. Analog zu Lemma 4.9 kann man dann herleiten:
Ist z, eine einfache b-Stelle von f und eine doppelte b-Stelle von g, dann hat «; keine Polstelle
in 23, und es gilt

o (20) = Ba(2) (4.40)

wobei B9 aus f; in (4.20) entsteht, indem man dort und in (4.21) die Zahlen a und b vertauscht.
Ist z, eine einfache a-Stelle von ¢ und eine doppelte a-Stelle von f, so hat as, aus Lemma 4.8
in z, keine Polstelle, und es gilt

ay(2a) = B3(2a) (4.41)
mit
w™ H,H, a 3 3 ab—2a?
= — +4H, -8 —— w4+ (= "? 4.42
& w' At w’ <b—a 2>w <4+ (a — b)? (w') (4.42)
3 e + b—3a , w"\> 2away 1 [w"\’
—_— a _ — _— —_ — —_—
2 —b w' b—a 4 \ w' ’
wobei
a AW 1 wll 1
le—w,a2+ (—)b —|—’U)” und Hg—Oél—QU—§ ! (443)
gilt.

Ist z, eine einfache b-Stelle von ¢ und eine doppelte b-Stelle von f, so hat as in z; keine Polstelle,
und es gilt

ay(20) = Palz) (4.44)

wobei (4 aus (3 in (4.42) dadurch entsteht, dal man dort und in (4.43) die Zahlen a und b
vertauscht.
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Lemma 4.14

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM” und gilt fiir jedes Paar a,b € C*, das unter den
restlichen q — 2 IM geteilten Werten vorkommt, die Bedingung b # +a, so geniigen die
Hilfsfunktionen B; fir j = 1,2,3,4 den Bedingungen

T(r,B;)) =S(r) fir j=1,2,3,4.

Beweis:
Die Behauptung folgt aus f,g € £ und (4.16). O

Lemma 4.15

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sie davon die Werte 0 und oo "CM” und gilt fiir jedes Paar a,b € C*, das unter den
restlichen q — 2 IM geteilten Werten vorkommt, die Bedingung b # +a, und gelten fir die
Hilfsfunktionen o, ay und B; fir j = 1,2,3,4 die Identititen

Ay =/ #E P und oy =P E By,
so gentigt die Hilfsfunktion
f// f/ g// g/ f/ g/

9.7 _ 3. _9.9 :
T B e e

der Bedingung
T(r,B)=S(r),
falls die Werte a und b jeweils einfach fir die eine und doppelt fir die andere Funktion sind.

Beweis:
Wegen f, g € L gilt

Wir sehen ferner, daf} § in
a) Polstellen von f und g

b) a-Stellen, die fiir f einfach und fiir ¢ doppelt sind,

c¢) b-Stellen, die fiir f doppelt und fiir ¢ einfach sind,

keine Polstellen hat. Damit hat § nur dort Polstellen, wo die a-Stellen fiir f doppelt und fiir g
einfach und wo die b-Stellen fiir f einfach und fiir ¢ doppelt sind.

Die a-Stellen, die fiir f doppelt und fiir ¢g einfach sind, sind Nullstellen von «f, — ;.

Die b-Stellen, die fiir f einfach und fiir ¢ doppelt sind, sind Nullstellen von o/ — (.

Wegen f, g € L folgt damit die Abschétzung

N(r,B) <N <r,ﬁ> +N (r, ; i52> +5(r) < S(r)

Qq

aus Lemma 4.8 und Lemma 4.14. Damit haben wir

T(r,p) =S(r) -
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4.5 Beweis im Fall b +# —a

Wir nehmen an, daf§ entweder a oder b nicht ?CM” geteilt wird. Wegen Lemma 2.15 und (4.1)
sind fast alle a- und b-Stellen von f und g fiir eine der Funktionen einfach und fiir die andere
mehrfach. B o

Konnen wir nun zeigen, dal entweder N (r, ﬁ) = S(r) oder N (r, ﬁ) = S(r) gilt, so
erhalten einen Widerspruch zu (4.2).

Sei zy entweder eine a-Stelle oder eine b-Stelle der Ordnung £ fiir f und der Ordnung m fiir g.
Aus (4.14) folgt dann

2km(w'(20))?
11(20) = w
fiir die Hilfsfunktion p aus Lemma 4.13. Ferner gelte

20(w')?
= (0= 1)

fﬁrﬁzQ,...,[g].

2
Wegen f, g € L gilt dann

— 1 — 1
N (7", —> S N <7", w)
f-a =2 K= Tap)?

<

[\
n —

nach Lemma 4.13 und (4.16), was (4.2) widerspricht.
Deswegen gilt

fﬁreinézQ,...,[%].

Es folgt, dafl einer der beiden folgenden Fille auftreten muf:

1. Fall: Eine a-Stelle oder b-Stelle von f und g ist einfach fiir eine der beiden Funktionen und
doppelt fiir die andere.

2. Fall: Eine a-Stelle oder b-Stelle von f und g einfach fiir eine der beiden Funktionen und
mindestens dreifach fiir die andere.

Der Fall, da3 a-Stellen oder b-Stellen fiir beide Funktionen mehrfach sind, ist nach Lemma 2.15
unmoglich.

Wir betrachten zunéichst den 1.Fall:
Es gelte of # $; und o, # (3. Aus Lemma 4.9, (4.41), Lemma 4.14 und Lemma 4.8 kénnen

wir dann
_ 1 — 1 — 1
N, <N|\r,———F | +N|r — < S(r
() =¥ () ¥ () =500
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herleiten, was (4.2) widerspricht.

Also gilt entweder o) = f; oder o, = fs.

Analog kann man aus (4.40), (4.44) und (4.2) herleiten, dal entweder o) = (35 oder o, = f34
gilt.

Sei nun ; = f5. Dann liefern die passende Verwendung von (4.20) und das Herauskiirzen
identischer Terme in ; und [ die Identitét

4b(w')? +8b-w’ 1w 1 L "
g — =+ — — — W Cw
a—>b a—>b 22 w2 a—>b

4 a—bw_ a—>b  a—b

4a(w')?  8a-w' 1w 1 N b "
= g — =+ — — — - W w

b—a b— 2 w2 b—a

3 b+ a b+a 20 - w'ayq

_ 4 1_2 n _

4(0‘16— b — ) b—a

Diese kann man zu (a + b)w'(c; — ag) = 0 vereinfachen, was ein Widerspruch zu Lemma 4.11
ist, da w' # 0 nach (4.14) und a + b # 0 nach Voraussetzung gilt.

Also gilt 81 # (5. Analog kann man auch (33 # (4 herleiten.

Insgesamt kann also nur einer der beiden folgenden Félle auftreten:

) =B %[ und ob =Py # By (4.45)

I =FZF und ob=pP3FE b, (4.46)

Sei nun z, eine einfache a-Stelle von f und eine doppelte a-Stelle von g. Aus Lemma 1.21 und

. _ 3aw'(za)
(4.24) erhalten wir dann 3(z,) = =5=*.

Ist nun ?,’)a_“g, so folgt aus (4.45), (4.41), Lemma 4.15, (4.16), Lemma 4.8 und Lemma 4.14

die Abschétzung

_ 1 _ 1 _ 1
() SN(ﬁ—i) ¥ (ngtg) <50,

was (4.2) widerspricht.

Also gilt g = 3;)“%’;’

Betrachten wir eine b-Stelle, die fiir f doppelt und fiir ¢ einfach ist, so folgt analog 3
Also gilt mit (a + b)w’ = 0 ein Widerspruch.

Also kann der ganze Fall (4.45) nicht gelten.

Analog folgt, daf8 Fall (4.46) nicht gelten kann, womit insgesamt der 1. Fall nicht gilt.

— 3bw’
=

Im 2. Fallseinunaliﬁ%—l,,—i-% unda2¢%+g—i.
Aus Lemma 4.10 a) und c), Lemma 4.8 und Lemma 2.15 erhalten wir dann

— 1 — 1 — 1
N (7", —> S N T, w! bw' + N r, w' aw'’ + S(T)
f-a vl Q2 = W = amp

< S(r),
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was (4.2) widerspricht. Deswegen gilt

" !

w
entweder oy = — +
w b—a

Aus Lemma 4.10 b) und d) und (4.2) ergibt sich analog

wll awl

entweder oy = — +
w a—>b

oder an =

oder ap =

— 4.47
w' + a—>b ( )
w// bw/

— ) 4.48
w' + b—a ( )

Wegen Lemma 4.11 gilt ; #Z ay. Damit liefern a +b # 0, (4.47) und (4.48) einen Widerspruch.

Also kann auch der 2. Fall nicht gelten.

Da wir gezeigt haben, dafl beide Félle nicht gelten konnen, bedeutet dies, dal} schon unsere
Annahme, dafl entweder a oder b nicht "CM” geteilt wird, falsch gewesen sein muf.
Dies beweist die Behauptung, dafl alle ¢ Werte CM geteilt werden.
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Kapitel 5

Siatze mit dem Teilungsindex

Der n#chste Schritt bei der Herleitung von Satz 3.5 unter noch schwécheren Voraussetzungen
ist es, den Teilungsindex aus Definition 2.6 ins Spiel zu bringen. Damit kann Satz 4.1 auf die
folgenden Weisen verallgemeinert werden. Zunichst behélt man analog zu [13] fiir einen der
geteilten Werte die Bedingung, dafy er ”CM” geteilt wird, und stellt an einen zweiten Wert die
Bedingung, daf3 sein Teilungsindex grofler als % ist.

Satz 5.1

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Teilen sze davon den Wert a € C "CM” und den Wert b € C \ {a} unter der Bedingung
7(b) > 2, so teilen sie alle ¢ Werte CM.

Die zweite Verallgemeinerungsmoglichkeit ist es, an beide Werte eine Bedingung fiir den Tei-
lungsindex zu stellen. Im Vergleich zu Satz 5.1 wird dabei analog zu [21] einer der Teilungsindizes
grofer und der andere kleiner (, da fiir den ”CM”-geteilten Wert der Teilungsindex ja gleich
Eins ist), so dal man bei der Bedingung landet, daf§ beide grofler als % sein sollen.

Satz 5.2

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Sind a,b € C zwei dieser Werte und gelten die Bedingungen 7(a) > % und 7(b) > —, so teilen
f und g alle ¢ Werte CM.

Eine weitere Verallgemeinerungsmaglichkeit ist es, die Abh#ngigkeit der Teilungsindizes von-
einander zu untersuchen. Dabei kommt eine geometrische Interpretationsmoglichkeit zum Vor-
schein. Beide Teilungsindizes ”leben” im abgeschlossenen Einheitsquadrat der (7(a),7(b))-
Ebene, wobei die Symmetrie in der Wahl von a und b bewirkt, dafl alle zu betrachtenden
Mengen symmetrisch zur Winkelhalbierenden sind. Satz 4.1 und seine Verallgemeinerungen lie-
fern nun Mengen in dieser Ebene, in denen die Folgerungen von Satz 3.5 gelten. Im Einzelnen
heif}t dies:

Satz 4.1 liefert mit 7(a) = 7(b) = 1 die rechte obere Ecke des Quadrates.

Beispiel 3.6 liefert mit 7(a) = 7(b) = 0 die linke untere Ecke des Quadrates, also eine Menge,
wo die Folgerungen von Satz 3.5 nicht gelten.

Satz 5.1 liefert zwei Geradenstiicke auf dem Rand 7(a) = 1 bzw. 7(b) = 1 des Quadrates.
Satz 5.2 liefert ein halboffenes Quadrat mit den Ecken ( , 5) (1,1), ( , ) und (‘51, %)
Wie in [22] ist es nun méglich, die Punkte (2,1) und (1, %) aus Satz 5.1 und den Punks (3,
aus Satz 5.2 durch die Hyperbel

Cﬂlvlk
(ST

)

2-7(a)
5-71(a) —2

zu verbinden. Daf fiir alle Punkte, die oberhalb des Graphen dieser Hyperbel liegen, auch die

7(b) =
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Folgerungen von Satz 3.5 gelten, liefert der folgende Satz.

Satz 5.3
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.
2

Sind a,b € C zwei dieser Werte und gelten die Bedingungen 7(a) > 5 und 7(b) >
teilen f und g alle ¢ Werte CM.

2-7(a)

5-7(a)—2" §0

5.1 Hilfsfunktionen fiir den Beweis von Satz 5.1

Lemma 5.4

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

Gehdren die Werte 0,1,00 und ¢ € C*\ {1} zu den q geteilten Werten und wird der Wert oo
"CM?” geteilt, so geniigt die Hilfsfunktion

g/
g

der Bedingung

falls o £ 0 gilt.

Beweis:

Wegen f,g € L gilt offensichtlich m(r,a) = S(r). Da co "CM” geteilt wird, hat « in den
Polstellen von f und g keine Polstellen. In einer ”CM” geteilten Nullstelle von f und ¢ hat «
ebenfalls keine Polstelle, da sich die Residuen wegheben. Damit gilt

N(r,a) =N (n %) ~Np (r, %) ,

woraus die Behauptung folgt. O

Lemma 5.5

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Gehiren die Werte 0,1,00 und ¢ € C*\ {1} zu den q geteilten Werten und wird der Wert oo
"CM?” geteilt, so geniigt die Hilfsfunktion

S (IS SN fE (f
"= <f+f—1+f—c> {g' (g*g—l*g—)}

der Bedingung

T(r,6)=5(r),
falls 6 # 0.

Beweis:

Wegen f,g € L gilt m(r,d) = S(r).

Ist f(2*) = g(2*) = 0,1 oder ¢, so haben der f-Teil und der g-Teil von § jeweils eine einfache
Polstelle mit dem Residuum —1. Da sich diese Residuen wegheben, besitzt d in z* keine Polstelle.
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Analog folgt, dafl ¢ in allen Polstellen von f und g keine Polstelle hat, da co ”CM” geteilt wird.
Damit kann § nur dort Polstellen haben, wo f’ oder ¢’ Nullstellen haben, die Werte 0, 1 oder ¢
von f und g aber nicht angenommen werden. Nach Lemma 2.13 ist die Anzahlfunktion dieser
Stellen ein S(r). Damit gilt auch N(r,d) = S(r).

Zusammen folgt die Behauptung. O

Die in Lemma 2.21, Lemma 5.4 und Lemma 5.5 definierten Hilfsfunktionen haben in einfachen
Null- und Polstellen von f und ¢ folgende Eigenschaften.

Lemma 5.6
Ist zy eine einfache Nullstelle von f und g, so gilt

(f'(20) — ¢'(20))"

2

P(20) =

und
(6= 0) o) = (1) (7o) — )

Ist z, eine einfache Polstelle von f und g, so dafy f und g die Laurent-Entwicklungen

()= —2 1 A1 0(z— 2)

o0

und

g
= B —
g(2) — + B+ 0(z — 25)

haben, dann gilt

und

Beweis:
Durch elementares Rechnen mit Taylor- und Laurent-Entwicklungen wie in Lemma 1.21. [

5.2 Beweis von Satz 5.1

Wir nehmen an, daf 0,1, 00 und ¢ € C* \ {1} vier der geteilten Werte sind, wobei co derjenige
Wert ist, der "CM” geteilt wird, und 0 derjenige mit 7(0) > 2. Nach Lemma 2.17 gilt

N(r,f)=N(r, f) +S(r) .
Definieren wir mit den Hilfsfunktionen aus Lemma 2.21, 5.4 und 5.5 die Funktionen
B=Ba+d)? -1+ , v=0-0a) -1+,

so sind vier Falle zu unterscheiden:
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Fall 1: 0 #0,v#0
Aus Lemma 5.6 folgt v(z) = 0 fiir eine einfache Nullstelle z, von f und g. Ferner gilt

Vo (r, %) —5(r)

IN

T(r, (6 —a)® — (1 +c)*) +O(1)
2-T(r,a) + S(r) (5.1)

(o) o) oo

nach Lemma 2.22, Lemma 5.5 und Lemma 5.4. Mit 7(0) > 2 folgt daraus
N (ng) =s0)
r,— | =3S(r
f

T(r,a) = S(r) . (5.2)

IN

und damit

Hat f gar keine einfachen Nullstellen, so haben wir N(r,a) = S(r) nach Lemma 5.4,
womit (5.2) auch giiltig ist.
Aus Lemma 5.6 folgt $(z5) = 0 in einfachen Polstellen z, von f und g. Damit folgt
N(r,f)—S(r) < T(r,(3a+6)?— (1+c)*) +0(1)

< 2-T(rya)+ S(r)

= S(r)
nach Lemma 2.22, Lemma 5.5, Lemma 5.4 und (5.2). Die Abschétzung bleibt nach Lemma
5.4 auch dann wahr, wenn f gar keine einfachen Polstellen hat.

Da die Null- und Polstellen Picardsche Ausnahmewerte sind, also ?CM” geteilt werden,
folgt die Behauptung aus Satz 4.1.

Fall 2: 0 #0,v=0
Fiir v = 0 folgt

T(r,a)=S(r)

aus Lemma 2.22 und Lemma 5.5. Damit folgt

(o) () -0

aus Lemma 5.4. Dies bedeutet, dafl die Nullstellen "CM” geteilt werden. Da auch die
Polstellen nach Voraussetzung ”CM” geteilt werden, folgt die Behauptung aus Satz 4.1.

Fall 3: 5=0,v#0
Fiir 5 = 0 folgt

T(r,a) = S(r)
aus Lemma 2.22 und Lemma 5.5. Damit folgt
— 1 — 1
N{r,—)|—Ngl|r,—=) =S5
< f) ’ ( f) v

aus Lemma 5.4. Dies bedeutet, dafl die Nullstellen "CM” geteilt werden. Da auch die
Polstellen nach Voraussetzung ”CM” geteilt werden, folgt die Behauptung aus Satz 4.1.
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Fall4: =0,v=0
Durch Gleichsetzen folgt a(a+ §) = 0.
Ist a = 0, so werden alle ¢ Werte CM geteilt.
Ist a + 6 = 0, so folgt durch Integration

fl _ . gl

G-DF-9 Y l-De—0

mit einer Konstanten A € C*. Werden 0.B.d.A. die Einsstellen nicht ”CM” geteilt, so muf3
A= % mit k,m € N, k # m gelten. Eine weitere Integration ergibt

m k
f—1 _p. (9= 1
f—c g—c
mit einer Konstanten D € C*. Aus Satz 1.8 folgt damit m - T(r, f) = k- T(r,g) + O(1),
und da wegen f,g € G die Bedingung

1 1

T(T,f)ZT(r,g)zq_4log1_r

gilt, folgt m = k, d.h. A = 1 im Widerspruch zur Annahme des Nicht-” CM”-Teilens.
Da es also zwei Werte gibt, die "CM” geteilt werden, werden nach Satz 4.1 alle ¢ Werte
CM geteilt.

Da in allen vier Féllen alle ¢ Werte CM geteilt werden, ist die Behauptung bewiesen.

5.3 Hilfsfunktionen fiir den Beweis von Satz 5.2

Lemma 5.7
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.
Gehdren die Werte 0,1,00 und ¢ € C* \ {1} zu den q geteilten Werten und sind fir

f'flg=1)(g—c) f'9lg—=1)(g—0)
A= —
s " P DU
die Hilfsfunktionen G und H durch

Al B’
G:Z und HZE

definiert, so gentigen diese den Bedingungen
— 1 — 1
T(r,G) = N (r,?> — Ng (T,}) + S(r)
T(r,H) = N(r,f)— Ng(r, f)+S(r),

falls G £ 0 bzw. H # 0 gilt.

Beweis:
Da G und H symmetrisch sind, beweisen wir exemplarisch die Aussage fiir G.
Wegen f,g € L gilt m(r,G) = S(r) . Mit Lemma 1.23 gilt weiter

N(r,G)=N(r,A) + N <r, %) :
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In Pol-, Eins- oder ¢-Stellen von f und ¢ hat A weder Null- noch Polstellen. Ferner hat A keine
Null- oder Polstelle in denjenigen Nullstellen, die f und g mit gleicher Vielfachheit teilen.
Damit kann A nur dort Null- und Polstellen haben, wo f und ¢ Nullstellen mit verschiedenen
Vielfachheiten teilen und wo f’ oder ¢’ Nullstellen haben, aber keiner der geteilten Werte
angenommen wird. Also gilt

N(r,G) = N(r,A)+ N <r, %)
= 5 (ng) W (ng) T (rg) 1o ()
= () me (1) st
nach Lemma 2.13. O

Die in Lemma 5.7 definierten Hilfsfunktionen haben in einfachen Null- und Polstellen von f
und ¢ folgende Eigenschaften.

Lemma 5.8
Ist zy eine einfache Nullstelle von f und g, so gilt

Sl 7 ien) A G LR

und

0 =5 (e ~ a9 )+ (1 2) 01—

Ist zo, eine einfache Polstelle von f und g, so daff f und g die Laurent-Entwicklungen

F2)=—2 L A0z - 2)

Z— Zeso

und

haben, dann gilt

G(20) = (1 40) (%_9 B (%_g)

H(z) = (1+0) (%—%) 3 (%-?) |
Beweis:

Durch elementares Rechnen mit Taylor- und Laurent-Entwicklungen wie in Lemma 1.21. O

und
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5.4 Beweis von Satz 5.2

Wir nehmen an, daf 0, 1, oo und ¢ vier der geteilten Werte sind und daff 7(0) > £ und 7(c0) >
gilt.

Zunichst diirfen wir annehmen, dal G # 0 und H # 0 fiir die Hilfsfunktionen G und H aus
Lemma 5.7 gilt.

(SN

Denn wére G = 0, so hitten wir A = C' mit konstantem C' € C*, d.h.
[flg=1(g—¢ _

g9(f=1(f—c)
was zeigt, dafl der Wert 0 CM geteilt wird.
Da damit ein Wert CM und ein zweiter mit einem Teilungsindex, der grofler als % ist, geteilt
werden, folgt die Behauptung aus Satz 5.1.
Analog folgt die Behauptung, falls H = 0 vorausgesetzt wird.

Die Entwicklungen der Hilfsfunktionen ¢, G und H in einfachen Null- und Polstellen von f
und ¢ (vgl. Lemma 5.8) legen nahe, mit den Hilfsfunktionen

B = (3G-H)?—-4(1+c)*,
v = (B3H—-G)*—4(1+¢)*

weiterzuarbeiten. Dazu unterscheiden wir drei Félle:

Fall 1: 0O und vy #0
In diesem Fall haben wir vier Unterfille beziiglich der Existenz von 2z, und 2z, zu unter-
scheiden:

Unterfall (i): Es gibt sowohl Punkte 2y als auch Punkte z4,.
Aus den Entwicklungen der Hilfsfunktionen folgt v(z9) = 0 und 8(zs) = 0. Damit

folgen
(o) s = 5.
< T(r,7) (5.3)
= 2.T(r,G)+2-T(r,H)+ S(r)
und

IN

N f)—S(r) < N (r, %)

< 7(r,p)
= 2-T(r,G)+2-T(r,H)+ S(r)

mit Lemma 2.15 und Lemma 2.21. Mit Lemma 5.7 folgt durch Addition dieser
Abschatzungen

N <r%> + Na(r, f) <4-T(r,G)+4-T(r, H) + S(r)
:4-N<r,%> 4N f) — 4Ny (ﬁ) 4N )+ S0

83



d.h.
5NE (T,%) +5NE(T;f)§4N<ra

Mit 7(0) > £ und 7(c0) > % folgt daraus

N f)=N (r, %) — S(r) .

Unterfall (ii): Es gibt Punkte 29, aber keine Punkte 2.
Gibt es keine Punkte z, so gilt Ng<i(r, f) = 0.
Deswegen folgt

NE(T, f) = NESl(’I“, f) +NE22(’I“, f) = S(T)

aus Lemma 2.15, und die Bedingung 7(c0) > 0 liefert N(r, f) = S(r).

Nach Lemma 5.7 gilt T'(r, H) = S(r) in diesem Unterfall, und mit (5.3) folgt

3-Ng (r,%) §2-N(r,%> + S(r),

auch
N <r, %) — S(r)

gilt. Somit haben wir auch in diesem Unterfall

4

so da8 wegen 7(0) > ¢

gezeigt.

Unterfall (iii): 2, existiert, wihrend z, nicht existiert.
Analog zu Unterfall (ii) kénnen wir auch hier

N5 =¥ (n7) =50

herleiten.

Unterfall (iv): Es gibt weder Punkte z5 noch Punkte 2.
Analog zur ersten Hélfte von Unterfall (ii) erhalten wir

NﬂnnzﬁEQé)zsm,

woraus

wegen 7(0) > 0 und 7(c0) > 0 folgt.
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Insgesamt folgt in Fall 1 also immer

N f) =N (r, %) —S(r) .

Dies bedeutet, dal zwei Werte ”CM” geteilt werden, so dafl aus Satz 4.1 folgt, dafl alle ¢
Werte CM geteilt werden.

Fall 2: =0
Aus der Definition von f folgt in diesem Fall

D'\*
<5> = 4(1 + )%, (5.5)
. 3
wobei D = 4 d.h.

()2 f g —1)°(g — o)

D= A =0

gilt. Weil v holomorph ist, folgt

aus (5.5), d.h.

=e (5.6)

mit einer holomorphen Funktion a.
Der Gleichung (5.6) sieht man leicht an, dal f und ¢g die Werte 0 und oo CM teilen.
Deswegen folgt die Behauptung aus Satz 4.1.

Fall 3: v=0
Analog zu Fall 2 kénnen wir hier

d.h.

()99 =19 =€) _
P DA~ (51)

mit einer holomorphen Funktion ¢ herleiten. Gleichung (5.7) zeigt, dal f und g die Werte
0 und oo CM teilen, womit die Behauptung aus Satz 4.1 folgt.

Damit ist die Behauptung in allen drei Féllen bewiesen.
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5.5 Hilfsfunktionen fiir den Beweis von Satz 5.3

Lemma 5.9

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

Gehdiren die Werte 0,1,00 und ¢ € C* \ {1} zu den q geteilten Werten, so erfiillen die
Hilfsfunktionen

B f_/l_ L, f/ f/ B g_//_ g_/ gl gl
Od_{f’ <2 f+f—1+f—6>} {g’ (2 g+g—1+g—0>}

B f_”_ B LI f/ f/ B g_//_ B g_/ g/ g/
ﬁ_{f’ <( 2 f+f—1+f—0>} {g’ <( 2 g+g—1+g—6>}

die Abschdtzungen

und

falls e Z 0 bzw.  Z# 0 gilt.

Beweis:
Wir fithren den Beweis nur fiir die Hilfsfunktion «;, da derjenige fiir die Hilfsfunktion 5 vollig
analog verlauft. Es gilt offensichtlich

m(r,a) = S(r)

wegen f,g € L.

Nach Definition der Funktion a kénnte diese in Null-, Eins-, Pol- und c-Stellen von f und g
Polstellen besitzen. Sei also z; eine Einsstelle von f und g. Ist diese k-fach fiir f und m-fach
fiir g, so lauten dort die Taylor-Entwicklungen

f(Z) = 1+bk(z—zl)k+bk+1(z—zl)k+1+ (bk %0)
und
g(2) =1+ cn(z —2)" + bmpr(z —20)" ™+ ... (e #0) .

Setzt man dies in die Definition von « ein, so folgt

a(z):{ - +0(1)}—{ - +0(1)}20(1)

Z — 21 Z — 21

aus Lemma 1.21, also daf3 « in Einsstellen von f und g keine Polstellen hat.

Analog erhilt man, dafl a in ¢-Stellen von f und ¢ keine Polstellen hat.

Da « ferner in allen Null- und Polstellen, die fiir f und g die gleiche Vielfachheit haben, nach
Lemma 2.17 also fiir beide Funktionen einfach sind, ebenfalls keine Polstellen hat, folgt die
Behauptung, da die einzigen Polstellen von « in den mehrfachen Null- und Polstellen von f
oder g liegen konnen. O
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Lemma 5.10
Die Hilfsfunktion

A=a’—(1+c)%

hat in einfachen Nullstellen von f und g eine Nullstelle.
Die Hilfsfunktion

p=p5 =1+
hat in einfachen Polstellen von f und g eine Nullstelle.

Beweis:
Sei zj eine einfache Nullstelle von f und g. Dann gelten die Taylor-Entwicklungen

f(2) =bi(z — 20) +ba(z—20)*+... (b1 #£0)

und
9(2) = ci(z — 20) + 2z — 20)° + ... (c1 #0).

Mit Lemma 1.21 folgt daraus

by —cq)?

1/)(2’0) = 7( : 2 1)

und

1

CY(Z()) = (]_ + E) (bl — Cl) ,

also

Az0) = (alz0))” = (1+0)*(z0) = 0.

Sei z4, eine einfache Polstelle von f und g. Dann gelten die Laurent-Entwicklungen

f(0) = T o+ O~ ) (h #0)
und
9(:) = ——+e+0( =) (e170).

Mit Lemma 1.21 folgt daraus

und

also

Eine offensichtliche Folgerung ist

Lemma 5.11
Gilt c = —1 in Lemma 5.10, so folgt schon

a(z) =0 und f(2) =0 .
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5.6 Beweis von Satz 5.3

Setze 0.B.d.A. a; =0, a3 = 00, a3 = 1 und a4 = ¢, so dal 0 der Wert ist, fiir den 7(0) > % gilt,
und oo der Wert ist, fiir den

T(00) >

gilt. Zu unterscheiden sind drei Félle.

Fall 1: A0, u #0
Fiir A # 0 gilt

1
¥(+5)
T(r,A)+ O(1)
2-T(r,a)+T(r,9) +0(1)

IN AN IA

nach Lemma 5.10. Aus Lemma 2.17, Lemma 2.21 und Lemma 5.9 folgt damit
— 1
Ng (7“, ?> < 2-T(rya)+T(r,) 4+ S(r)
2-T(r,a) + S(r)
Q'N(Taf)_Q'NE(T,f)JFQ'N(“?) —2-Ng (ﬁf) +S(r),

IN

also

3-Ng <r%> —2W<r,%> <2-N(r,f) =2 Ng(r, f)+S(r) .

f
(Wegen 7(0) > 2 wird nicht durch Null dividiert.), so erhilt man

3-N<n}>-(i;g;3§)<2-Nm y(r-%§%§>+swy

Klammert man auf der linken Seite 3 - N (r, l) und auf der rechten Seite 2 - N(r, f) aus

|=

Fiir r — 1— ergibt sich

— 1 2-(1—7’(00))—r .

N ( f) < E AN+ 5. (53)
Fiir 1 # 0 erhdlt man analog

— 2-(1-7(0)) =/ 1

V) < S o (n5) 5. 59)

Setzt man (5.9) in (5.8) ein, so folgt

N( 1>< 4-(1- (oo))(l—T(O))WQ,%)jLs(r).
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2-7(0)

Fiir 7(c00) > 5757755

gilt

woraus N (r, %) = S(r) folgt.

Analog erhiilt man N (r, f) = S(r), wenn man (5.8) in (5.9) einsetzt. Da es also mit 0 und
oo zwei Werte gibt, die "CM” geteilt werden, folgt aus Satz 4.1, daf} alle ¢ Werte CM
geteilt werden.

Fall 2: A=0
Dann gilt o = (1 + ¢)%¢. Da « die logarithmische Ableitung der Hilfsfunktion

s f'9g-Dg—0)
g f2(f =1)(f = ¢
und ¢ holomorph ist, sind 0 und oo Picardsche Ausnahmewerte von §. Es gibt also eine
holomorphe Funktion G mit

f'g*(g—1)(g — ¢ — G
g1 =D(f —¢) ’
woraus folgt, dafl f und g alle ¢ Werte CM teilen.

Fall 3: n=0
Dann gilt 3% = (1 + ¢)?¢. Da 3 die logarithmische Ableitung der Hilfsfunktion
‘= f'f2lg—1Dlg -0
g9’ (f=D(f —¢)
und ¢ holomorph ist, sind 0 und oo Picardsche Ausnahmewerte von (. Es gibt also eine
holomorphe Funktion A mit

- D -0) _
g9*(f=D(f —¢) ’
woraus folgt, dafl f und ¢ alle ¢ Werte CM teilen.

Damit ist die Behauptung in allen drei Féllen bewiesen. O
Bemerkung:
Yi und Zhou verwenden in [22] die Aussage

”Teilen zwei in C meromorphe Funktionen vier Werte (0.B.d.A. 0,1, 00 und ¢) unter den
Bedingungen

N(r, f) = S(r) und N (n 1) — S(r),

f

so teilen sie alle vier Werte CM.”,

die sie miihevoll beweisen. Offensichtlich haben sie nicht bemerkt, dafl ihre Bedingungen im-
plizieren, dafl die Werte 0 und oo ”CM” geteilt werden, so dafl dieselbe Behauptung aus dem
2-2-Satz von Gundersen (vgl. [6] und die Bemerkung auf S. 103/4 in [7]) folgt.

Die Aussage von Yi und Zhou entspricht jedoch der schon im Beweis von Satz 4.1 verwendeten

Aussage, dafl bereits das Vorhandensein von zwei Picardschen Ausnahmewerten das CM-Teilen
aller ¢ Werte impliziert.
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5.7 Verbesserungen der Sitze bei bekanntem
Doppelverhiltnis

Die Séatze 5.1 bis 5.3 konnen fiir kleinere Teilungsindizes bewiesen werden, sobald bekannt ist,
daf} es unter den geteilten Werten ein Quadrupel gibt, so daf fiir eine geeignete Permutation
dieser vier Werte das Doppelverhéltnis den Wert —1 hat. Damit kann Satz 5.1 verbessert werden
Zu

Satz 5.12

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

Gibt es unter den g Werten vier Werte, so daf eine geeignete Permutation dieser vier Werte
das Doppelverhdltnis —1 hat, wird von diesen vier Werten der Wert a € C "CM?” geteilt und
erfillt von ihnen der Wert b € C\ {a} die Bedingung T(b) > 3, so teilen f und g alle ¢ Werte
CM.

Beweis:
Die Voraussetzung ist z.B. erfiillt, wenn 0, 1 und oo drei der vier Werte sind und ¢ = —1 gewéhlt
wird. Mit dieser Wahl verschwindet die Hilfsfunktion § — « in den Punkten z;, aus Lemma 5.6.

Damit kann man in Fall 1 des Beweises von Satz 5.1 die Anzahlfunktion Np (r, %) durch

N (r, ﬁ) statt durch NV (r, %) nach oben abschétzen, so dafl am Ende der Ungleichungskette
(5.1) auf der rechten Seite der Faktor 1 statt 2 steht. Dies geniigt, um mit 7(0) > 3 die

gewiinschte Eigenschaft

herzuleiten. O

Die Verbesserung von Satz 5.2 lautet

Satz 5.13

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Gibt es unter den g Werten vier Werte, so daf eine geeignete Permutation dieser vier Werte
das Doppelverhiltnis —1 hat, und sind a,b € C zwei dieser vier Werte, die den Bedingungen
7(a) > % und 7(b) > % gentigen, so werden alle ¢ Werte CM geteilt.

Beweis:

Wir nehmen an, dafl 0, co und 1 drei der geteilten Werte sind, so dafy z.B. die Wahl ¢ = —1 die
Voraussetzung liefert, und da$ 7(0) > 2 und 7(co) > 2 gilt. Damit folgt bereits

(3H — G)(29) =0 und (3G — H)(200) =0
fiir die Funktionen aus Lemma 5.7. In Fall 1 haben wir deswegen

8. Nu(r, f)+3- Ng <r%> §2-W(r,f)+2-ﬁ<r,%> +S(r)

anstelle von (5.4), was geniigt, um schon aus den Bedingungen 7(0) > 2 und 7(c0) >

herzuleiten, dafl die Werte 0 und co "CM” geteilt werden. Der Rest des Beweises von Satz 5.
kann dann iibernommen werden. 0

2
3
2

90



Die Verbesserung von Satz 5.3 lautet

Satz 5.14

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Gibt es unter den g Werten vier Werte, so daf§ eine geeignete Permutation dieser vier Werte
das Doppelverhdltnis —1 hat, und sind a,b € C zwei dieser vier Werte, die den Bedingungen

7(a) > % und 7(b) > 3_:((:))71 gentigen, so werden alle ¢ Werte CM geteilt.

Beweis:
Soll fiir die vier Werte 0, 00,1 und ¢ ein Doppelverhiltnis —1 sein, so kann man z.B. ¢ = —1
wahlen. Dieselbe Fallunterscheidung wie im Beweis von Satz 5.3 liefert wegen Lemma 5.11 dann

Fall 1: « #0, 5 #0
Fiir a # 0 gilt

) ) < o

< T(r,a)+0(1)

nach Lemma 5.11. Aus Lemma 2.17 und Lemma 5.9 folgt damit
— 1
Ve (nt) < T +s0

< N(r,f)=Ng(r, f)+N (ﬁ) — Ng (r%) +S(r),

also

2. Ny (n %) Y <r, %) <N(r, f) = Nulr, ) + S(r) .

f
(Wegen 7(0) > 5 wird nicht durch Null dividiert.), so erhilt man

2-N<r,%>- M—% gﬁ(r,f)-<1—w>+5(r).

()

Klammert man auf der linken Seite 2 - N (r, l) und auf der rechten Seite N(r, f) aus

Fiir r — 1— ergibt sich

— 1 1 —7(0) —
N <7", ?> < o— N f)+S(r) . (5.10)

Fiir 8 # 0 erhélt man analog

N(r, f) < %N (r, —) +S(r) . (5.11)

Setzt man (5.11) in (5.10) ein, so folgt

(o) s ()0
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Fiir 7(0c0) > % gilt

(1 —7(c0))(1 = 7(0))
(2-7(00) =1)(2-7(0) — 1)

<1,

woraus N (r, %) = S(r) folgt.

Analog erhiilt man N(r, f) = S(r), wenn man (5.10) in (5.11) einsetzt. Da es also mit
0 und oo zwei Werte gibt, die "CM” geteilt werden, folgt aus Satz 4.1, daf alle ¢ Werte
CM geteilt werden.

Fall 2: a =0
Die Integration dieser Bedingung liefert

f! q

PEDG -0 Pa-1)g -9

mit einer Konstanten A € C*. Diese Gleichung impliziert, da} f und g die Werte 0 und
oo CM teilen, so dafl sie nach Satz 4.1 alle ¢ Werte CM teilen.

Fall 3: =0
Die Integration dieser Bedingung liefert

f'f? _ J'q?

e R EDTED

mit einer Konstanten B € C*. Diese Gleichung impliziert, daf§ f und g die Werte 0 und
oo CM teilen, so daf} sie nach Satz 4.1 alle ¢ Werte CM teilen.

Damit ist die Behauptung in allen drei Féllen bewiesen. O
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Kapitel 6
Das ”1CM-(q — 1)IM-Problem”

Die bekannten Beispiele fiir Funktionen in der Ebene, die vier Werte IM, aber keinen davon
"CM?” teilen, legen die Vermutung nahe, dafl zwei Funktionen vier Werte CM teilen, sobald
man weif}, dafl einer dieser Werte "CM” geteilt wird.

Das ”1CM-3IM-Problem” in der Ebene lautet damit, unter moglichst wenigen Zusatzbedingun-
gen herzuleiten, dafl zwei Funktionen, die vier Werte teilen, alle vier Werte CM teilen, sobald
man weif, daf§ einer davon "CM” geteilt wird.

Analog dazu lautet das " 1CM-(¢g—1)IM-Problem” aus dem Titel dieses Kapitels, unter moglichst
wenigen Zusatzbedingungen herzuleiten, dafl zwei unzuléssige Funktionen, die ¢ Werte teilen,
alle ¢ Werte CM teilen, sobald man weif}, daf} einer davon "CM” geteilt wird.

Die Losung des Problems in der Ebene ist unter der Zusatzbedingung, da$$ A(a, f) <  fiir den
"CM” geteilten Wert a gilt, bereits gelungen (vgl. [7]).
Das Analogon dazu fiir unzuléssige Funktionen lautet

Satz 6.1

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Wird davon der Wert a "CM” geteilt und gilt A(a, f) < Z;—i, so teilen f und g alle ¢ Werte
CM.

Weif man also, dal der "CM” geteilte Wert geniigend weit davon entfernt ist, ein Picardscher
Ausnahmewert zu sein, so werden alle Werte CM geteilt. Offen bleibt in der Ebene der Fall
Ala, f) > %, wobei man im Fall A(a, f) = 1 nur noch eine Aussage dafiir zu finden hat, daf
mindestens einer der restlichen Werte nicht DM geteilt wird, da in der Ebene auch der folgende

Satz bekannt ist:

”Zwei verschiedene ganze Funktionen, die drei endliche Werte teilen, kénnen nicht alle dieser
drei Werte DM teilen” (vgl. [12]).

Da der Picardsche Ausnahmewert oo durch eine Mobius-Transformation auf einen beliebigen
endlichen Wert abgebildet werden kann und sich dadurch nach Lemma 2.2 nichts am Tei-
lungsverhalten der Funktionen &ndert, bedeutet dies fiir beliebige verschiedene meromorphe
Funktionen, dafl das 1CM-3IM-Problem auch in diesem Fall geltst ist, da gezeigt wurde, dafl
dieser Fall gar nicht eintreten kann.

Das Analogon dazu fiir unzuléssige Funktionen lautet

Satz 6.2
Gegeben seien zwei holomorphe Funktionen f,g € GN L, die g — 1 endliche Werte teilen.
Dann teilen sie nicht alle g — 1 Werte DM.
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6.1 Hilfsfunktionen fiir den Beweis von Satz 6.1

Lemma 6.3

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die g Werte teilen.

Gehdren die vier Werte a1, as,a3 € C und oo zu den geteilten Werten, so geniigt die Hilfsfunk-
tion

o= f'9'(f —9)?
(f —a)(f —a2)(f —a3)(g — a1)(g — a2)(g — a3)
der Bedingung
T(r,¢)=S(r) -
Beweis:
Fiir a; = 0, as = 1 und a3 = ¢ ist dies die Hilfsfunktion v aus Lemma 2.21, dessen Beweis nach
diesen Bezeichnungsinderungen wortlich {ibertragen werden kann. O

Lemma 6.4
Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.
Wird davon der Wert oo "CM” geteilt, so erfiillt die Hilfsfunktion
/! g

f—a g—a
fiir jeden anderen geteilten Wert a € C die Abschdtzung

T(r,Q) < N <7", ﬁ) +5(r) .

0=

Beweis:
Wegen f, g € L gilt

m(r,Q) = S(r) .

Da der Wert oo "CM” geteilt wird, kann €2 nur in den a-Stellen von f und g Polstellen besitzen,
so daf

N(r,Q) gﬁ(nfia)

und damit die Behauptung folgt. O

Lemma 6.5

Gegeben seien zwei Funktionen f,g € GN L, die ¢ Werte teilen.

Werden davon der Wert oo "CM” und die Werte ai, as und az IM geteilt, so gentigt die
Hilfsfunktion

_f_//_ f/ f/ f/ B g_//_ g/ g/ g/
w_f' (f—a1+f—a2+f—a3> {9' (9—a1+9—@2+9—a3>}

der Bedingung

T(r,p) =5(r),
falls ¢ £ 0 gilt.

Beweis:

Fiir a1 = 0, ao = 1 und a3 = ¢ ist dies die Hilfsfunktion  aus Lemma 5.5, aus dessen Beweis
nach diesen Bezeichnungsinderungen die Behauptung folgt, da wir verlangen, dafy der Wert oo
"CM” geteilt wird. O
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6.2 Beweis von Satz 6.1

Wir diirfen 0.B.d.A. annehmen, dafl der Wert oo ”CM” geteilt wird.
Sei z,, eine einfache Polstelle von f und g. Setze

a=Res(f,200) und S =Res(g,2)

und betrachte die Laurent-Entwicklungen

/ 1 o0
/ 1 o0
g (Z) - _ + Ek(Z o Zoo)k
um z,,. Mit Lemma 1.21 erhalten wir
1 1
Q(Zoo) = AO — EU — a1 <E — B)

und

Y(20) = —3(Ao — Ep) + (a1 + as + as) (é _ %)

fiir die Hilfsfunktionen aus Lemma 6.4 und 6.5, woraus

3 0e) ) = (201~ ) (5 1)

folgt. Betrachte nun die Hilfsfunktion ¢ aus Lemma 6.3. Diese hat in einer einfachen Polstelle

Zso von f und g den Wert,
1 1\’
0= (5-3)

(3 Qz00) + (260))” = (2 a1 — a2 — 13)°P(20)

woraus

folgt.
Wir nehmen zunéchst

(3-Q+¢)°=(2-a1 —az —a3)’¢ (6.1)
an. Aus Lemma 6.3 und Lemma 6.5 folgt dann
N(r,Q) =S(r).

Wir betrachten nun die Hilfsfunktion €2 aus Lemma 6.4 fiir ¢« = a;. Da sie insbesondere in den
ay-Stellen, die fiir f mehrfach sind, Polstellen hat, gilt

N<T’f—1a1> _ Ny (nf_lal) < N(r,Q) = S(r),
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womit f und g den Wert a; "CM?” teilen. Da f und g den Wert oo nach Voraussetzung ”CM”
teilen, folgt aus Satz 4.1, dafl f und g alle ¢ Werte CM teilen.
Deswegen nehmen wir nun

(B-Q+v)*# (2- a1 —ay — a3)’¢

an. Da die Differenzfunktion der linken und der rechten Seite in einfachen Polstellen von f und
g Nullstellen hat, folgt

— 1

Nef) < N (T, B-Q+v)*=(2-a1—az— 03)2¢> +5)
< 2-T(rQ)+2-T(r,¢) +T(r,¢) + 5(r)
< 2-T(r,Q)+ S(r)

aus Lemma 6.3 und Lemma 6.5. Nach Lemma 6.4 fiir a = a; haben wir also

N(r,f)gzw<r, >+S(r).

1
f—a
Beginnen wir nun entweder mit ay oder mit a3 anstelle von a; in Lemma 6.4 und verfolgen
analog den ganzen Beweisgang, so erhalten wir

N f) < 2'W<7", >+S(r);

)+50).

1
f—as
N(r, f) < 2-N(r,f !

> — as

Definieren wir die Hilfsfunktionen ¢ und 1 mit beliebigen anderen Tripeln aus der Menge der
q — 1 geteilten endlichen Werte, so erhalten wir analog

N(r,f)<2-N <r, ) +5(r)

1
f—aj
fiir jedes j = 1,... ,q¢— 1. Addieren wir diese ¢ — 1 Ungleichungen, so folgt

(¢-1)-N(r, f) §2-Zﬁ<r,f%aj> +50r).

Addieren wir nun noch 2 - N(r, f) auf beiden Seiten und setzen a, = 0o, so folgt

1
f—a

(q—i—l)-N(r,f)gQ-ZN(r, >+S(7"):4-T(r,f)+5(r)

nach Lemma 2.11. Da f und g den Wert oo ”CM” teilen, folgt
N(r,f) = N(r,f)+ S(r)
nach Lemma 2.17. Also haben wir
(@+1)-N(r, f) <4-T(r, f) + S(r) .
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Dies widerspricht jedoch der Bedingung

. N(r,f) q¢—3 4
A y :]__l < :]_——,
(00, /) S T(r f) S q+1 ¢+1

da aus dieser nach Definition 1.32 das Gegenteil, ndmlich

mN(r,f) 4
r—l- T(?", f) Q+1

folgt.
Dieser Widerspruch zeigt, da§ nur die Identitét (6.1) moglich ist, also alle ¢ Werte CM geteilt
werden miissen.

6.3 Hilfsfunktionen fiir den Beweis von Satz 6.2

Lemma 6.6
Gegeben seien zwei holomorphe Funktionen f,g € GN L, die ¢ — 1 endliche Werte teilen.

Gehdren die drei Werte 0,1 und ¢ € C* \ {1} zu diesen ¢ — 1 geteilten Werten, so geniigt die
Hilfsfunktion

der Bedingung
T(r,x)=5(r).

Beweis:
Sei z* eine Stelle, in der f einen der geteilten Werte mit der Vielfachheit £ und g denselben

Wert mit der Vielfachheit m annimmt. Dann ist
x(z) =0 ((z = 2%)") mit t =k +m — 4+ min(k,m) . (6.2)

Sei 0.B.d.A. k£ > m. Damitist t > 3m+1—4 =3(m—1) > 0, und x hat keine Polstellen, denn
Polstellen von x kénnen hochstens an den Stellen z* auftreten.
Mit der Hilfsfunktion ¢) aus Lemma 2.21 gilt

Nach Lemma 2.21 gilt T'(r, 1) = S(r), also

T(r,x) = m(r,x) < m ( /! £l ) T () = S(r)

mit Hilfe von Lemma 2.20. O

Lemma 6.7

Gegeben seien zwei holomorphe Funktionen f,g € GN L, die g — 1 endliche Werte teilen.
Gehdiren die drei Werte 0,1 und ¢ € C* \ {1} zu den q geteilten Werten, so geniigt die Hilfs-
funktion

o L s (L S Y (0, 9 SN 2
Q=2 7 =3 <f+f—1+f—c> 2 2 <g+g + >+ =
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der Bedingung
T(r,Q2)=S5(r) .

Beweis:

Sei z* eine Null-, Eins- oder ¢-Stelle der Vielfachheit k fiir f und der Vielfachheit m fiir g. Gilt
(k =2und m = 1) oder (k =1 und m = 2), so hat die Hilfsfunktion 2 in 2* keine Polstelle.
Damit kann €2 nur dort Polstellen haben, wo ¢ Nullstellen hat oder wo z* fiir f und ¢ mehrfach
ist. Solche Punkte werden von der Anzahlfunktion N*(r) aus Lemma 2.22 gezihlt, und zwar
mit der korrekten Vielfachheit. Nach Lemma 2.22 gilt N*(r) = S(r). Da T'(r,¢)) = S(r) nach
Lemma 2.21 gilt, folgt N(r, Q) = S(r). Nach Lemma 2.20 ist auferdem

m(r, Q) = S(r) +m <r, %) — S0

Es folgt T'(r,Q2) = S(r). O

6.4 Beweis von Satz 6.2

Seien f,g € G N L holomorphe Funktionen, die ¢ — 1 endliche Werte DM teilen. Wir nehmen
an, dafl

a;=0,a=1und a3 =ce C"\ {1}

drei der geteilten Werte sind. Die anderen seien aq,... ,a4_1.

Nach Lemma 2.15 nimmt eine der Funktionen einen der geteilten Werte einfach an, wihrend die
andere Funktion ihn mindestens mit der Vielfachheit zwei annimmt. Ist also z* eine Stelle, wo
f einen der geteilten Werte mit der Vielfachheit £ und g denselben Wert mit der Vielfachheit
m annimmt, so gilt entweder £ = 1 oder m = 1.

Diejenigen Stellen z*, fiir die (k > 3 und m = 1) oder (m > 3 und k = 1) ist, sind wegen (6.2)
Nullstellen der Hilfsfunktion x aus Lemma 6.6. Nach eben diesem Lemma 6.6 gilt

T(r,x) = S(r). Wegen

N <r, i) <T(r,x) +0(1) = 5(r)

treten die Stellen, wo eine der Funktionen mindestens die Vielfachheit 3 hat, fast nie auf.
Betrachte nun diejenigen Stellen z*, fiir die (k = 2 und m = 1) oder (k = 1 und m = 2) gilt.
Jede dieser Stellen liefert eine einfache Nullstelle von f’ oder ¢’. Weitere Nullstellen von f’ und
g treten wegen N*(r) = S(r) fast nie auf. Damit ist

23 g) - r(h) x () o

J
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Nach Lemma 2.11 folgt wegen N(r, f) =0 und f, g € £ daraus

j f_laj>+5(7~)

- N <rfl> LN <rgl> +5(r)

= m(r, )+ m(rd) —m (r, fl> —m <r, gl> +5(r)

e o) (o) n(eg) 50
(o) emtem(£) mm n(of) - (:2)

— mlr, f)+mlr,g) —m (r, i) _m (r, gl> +S(r)

g—1
QT(T,f) = N(ﬁ
=1

q‘lm(r;) =S )
— f—aq : "f—a; f

= S(r).

Wir zeigen nun, dafl Ny (r, f%) fiir kein 7 = 1,...,¢ — 1 klein sein kann:

aj
O.B.d.A. sei Ny (r, %) = S(r). Dann sind fast alle Nullstellen von f einfach und fast alle
Nullstellen von ¢ doppelt. Es folgt mit

T(Ta f) =

=
Z

| S e " ~——
+
nn
S

=
/N
=
lQ
N———"
+
nn
S

I
2

+ 3
3
RS
=3
=
N—
_l’_

)

=

[
=
+
N

=

=

I
=

Il
/\/\/:\/—\‘3
Sl e e

=

T(r,g)+ S(r)

N =N = N =

T(r, f)+ S(r)
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ein Widerspruch.
Analog folgt Ny (r, ﬁ) #S(r) firj=2,...,q— 1.
Sei nun 2, eine gemeinsame Nullstelle von f und g mit £ =2 und m =1, d.h.

f(20) = f'(20) = 0# f"(20) - 9'(20) -

Einsetzen liefert
, 1
Qzp)=—2-g'(20) | 1 + -

und

Damit ist

(20) = (c+ 1)

Ist nun & — (¢ +1)2 # 0, so folgt

% (ng) 50 < ¥ (nptos)

P ) vo

< 2-T(r,Q) +T(r,¢) + 0(1)
= S(r)

IN

aus Lemma 2.21 und Lemma 6.7. Dies ist ein Widerspruch, da die Anzahlfunktion der
mehrfachen geteilten Werte nicht klein sein darf.
Also gilt
QZ
= 1)%. 6.3
o= (o) (6.3

Ist nun z; eine gemeinsame Einsstelle von f und ¢ mit £ = 2 und m = 1, so gilt

QZ

5o = 2o (6.4
Ist z. eine gemeinsame c-Stelle von f und g mit £ =2 und m = 1, so gilt

QZ

——(2.) = (2¢—1)*. :

() = (20— 1) (65)

Da % nach (6.3) konstant ist, liefert das Gleichsetzen von (6.3) und (6.4) die Bedingung ¢ = 1,
wihrend das Gleichsetzen von (6.3) und (6.5) im Widerspruch dazu die Bedingung ¢ = 2 liefert.
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