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Zusammenfassung

Das erste Kapitel der Arbeit befafit sich mit dem Algorithmus der von Neumann-
Paralleladdition, der zu zwei Zahlen in Bin&drdarstellung die Summe berechnet. Wir
zeigen, dafl die hier im Mittelpunkt stehende benotigte Schrittanzahl A, bei zwei
unabhéngigen und auf {0, 1}", n € N, gleichverteilten Zufallsvektoren mit der nicht
notwendigerweise abgeschlossenen Rekordlebensdauer eines alternierenden Erneue-
rungsprozesses bis einschliellich zum Zeitpunkt n zusammenhéngt. Wir beweisen,
da die Verteilung von A, — |logymg] + 1, mit m; € N fir alle £ € N und
limg o 5tz = B € (1,2), fiir k — oo in Totalvariation gegen die Verteilung von
[Z + log, 3] konvergiert, wobei Z eine mit Parameter log2 Gumbel-verteilte Zu-
fallsvariable ist. Auflerdem konvergiert der Erwartungswert von A,,, — log,my, fiir
k — oo gegen ¢(8) + oo — 1. Hierbei ist v die Euler-Mascheroni-Konstante und
¢ eine Funktion in § € (1,2). Weiter zeigen wir dann, da8 ¢(5) in 8 € (1,2) nicht
konstant ist; insbesondere konvergiert E(A,) — log, n fiir n — oo nicht.

Im zweiten Kapitel betrachten wir einen Erneuerungsprozef mit auf {1,..., N},

N € N, gleichverteilten Lebensdauern XfN),XQ(N)7 ... und untersuchen das asym-
ptotische Verhalten der Anzahl YY) der sich ergebenden Rekordlebensdauern und
der in diesen Rekorden verbrachten Zeit Z(™) mit N — oo. Es ergibt sich, daf
sowohl YV als auch ZW) fiir N — oo jeweils um ihren Erwartungswert kon-

zentriert sind, da8 also YV /E(Y(V) L1 und 2V /E( N L1 fir N — oo
gilt. Dariiberhinaus erhilt man sogar (Y — N)//Var(Y®™) 2 Z und

(ZM) —E(ZMY))/\/Var(ZM) B Z fiir N — oo und Z ~N(0,1). Auf dem Weg zum
asymptotischen Verhalten der in Rekorden verbrachten Zeit Z™) wird dabei eine
weitere Zufallsvariable Z(Y) definiert, die die Summe der jeweils zum Zeitpunkt ihres
Auftretens kleinsten Lebensdauern innerhalb der Folge (N — X )keN angibt. er
beweisen, da (Z) — N)/N fiir N — oo in Verteilung gegen —1 + 32 Hl
konvergiert, wobei (Un)neN eine Folge von unabhéngigen und auf (0, 1) glelchver-
teilten Zufallsvarlablen ist. Dies liefert unter anderem, daB Z®) im Gegensatz zu
Y™ und ZWN) weder asymptotisch um seinen Erwartungswert konzentriert noch
asymptotisch normalverteilt ist.

Im letzten Kapitel steht der Poisson-Prozefl mit Rate A > 0 im Mittelpunkt. Wir
zeigen, dafl sich der Anteil der in Rekorden verbrachten Zeit bis ¢ fiir t — oo wie
5 (logt)? verhélt. Auf dem Weg dorthin wird das Verhalten der Summe Z, der Re-
korde unter den ersten n Lebensdauern und dazu auch das der Summe 7,, der ersten
n Rekordlebensdauern analysiert. Wihrend fiir 7,, sowohl Massekonzentration als
auch ein Zentraler Grenzwertsatz fiir n — 0o nachgewiesen werden kann, ergibt sich
fir Z,, nur die Konzentration um den Mittelwert fiir n — oo und die stochastische

Beschriinktheit von (7, log” )/5+/ (logn)3.

Schlagworter: Erneuerungstheorie, von Neumann-Paralleladdition, Poisson-Prozef3



Abstract

The first chapter of the thesis deals with the von Neumann parallel addition, an
algorithm that computes the sum of two binary integers. We show that for two
independent random vectors which are uniformly distributed on {0,1}", n € N,
the number A,, of steps required by the algorithm, which is the main focus here, is
connected with the possibly uncompleted record lifetime of an alternating renewal
process up to time n. We prove that the distribution of A,,, — |log,my| + 1 with
my € N for all k € N and limy .o 5tz = 8 € (1,2) converges with & — oo in total
variation distance to the distribution of [Z + log, 3] where Z is a Gumbel(log 2)-
distributed random variable. Also, the expected value of A,, — log,mj converges
to w(B) + 10 5 — 1. Here 7 is the Euler-Mascheroni-constant and ¢ is a function in
B € (1,2). Further we show that () is not constant in € (1,2); in particular
E(A,) — log, n does not converge with n — oc.

In the second chapter we consider a renewal process with lifetimes X 1(N), X 2(
that are uniformly distributed on {1,..., N}, N € N, and analyse the asympto-
tic behaviour of the number Y) of resulting record lifetimes and of the total
amount ZW) of time spent in these records as N — oo. It follows that YV
as well as Z(™M) are each concentrated about their expected value, i.e. we have

YN /E(Y( ) £ 1 and ZW) JE(Z¢ ) Ry With N — 00. Furthermore, we even
get (Y™ —E(Y™))//Var(Y™) 3 Z and ( E(ZM))/\/Var(Z™W) & 7z
with N — oo and Z ~ N(0,1). To obtain the asymptotlc behaviour of Z V) we
define a random variable Z®) which describes the sum of those lifetimes in the
sequence (N — X ,EN)) ren that are smallest at the time of their appearance. We show
that (ZN) — N)/N converges with N — oo to —1+ 37, [T, U; where (U,)nen
is a sequence of independent and on (0, 1) uniformly distributed random variables.
Among other things, it follows that Z®™), contrary to Y™ and Z®, is neither
asymptotically concentrated about its mean nor asymptotically normally distribu-
ted.

In the last chapter the main focus is on the Poisson process with rate A > 0. We
prove that the total amount of time spent in record lifetimes up to time ¢ behaves
as %(log t)? with ¢ — co. To obtain this result we analyse the behaviour of the sum
Z,, of the record lifetimes within the first n lifetimes and also the sum 7, of the first
n record lifetimes. While for T,, we can show concentration about the mean as well
as a central limit theorem, for Z,, we only have the concentration about its mean
and the stochastic boundedness of (7, — log ") )/3+/ (logn)3.

Keywords: renewal theory, von Neumann parallel addition, Poisson process
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Kapitel 1

Einleitung

In der Erneuerungstheorie geht es um Folgen von unabhéngigen und identisch ver-
teilten Zufallsvariablen (Xj)geny und deren Summenprozesse (.S, )neny mit Sp = 0 und
S, = ZZ:1 X}, fiir n > 1. Interpretieren 14t sich die Zufallsvariable X, mit k£ € N
als Lebensdauer eines Objektes, das nach seinem Ausfall sofort durch ein gleichar-
tiges neues Objekt mit Lebensdauer Xj.; ersetzt wird. Der zugehorige Prozef .S,
gibt somit die Zeitpunkte der aufeinanderfolgenden Erneuerungen an und wird des-
halb Erneuerungsprozefl genannt. Hat man zusétzlich zu (X )reny noch eine davon
unabhéngige Folge unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen (Yj)gen,
so nennt man den Prozefl, der entsteht, wenn die Lebensdauern abwechselnd aus
einer der beiden Folgen entstammen, einen alternierenden Erneuerungsprozefl. Hier
bietet sich die Interpretation der sich abwechselnden Zufallsvariablen als Reparatur-
bzw. Lebensdauern eines Objektes an, das nach seinem Ausfall nicht wie eben er-
setzt, sondern wieder repariert und neu eingesetzt wird. Klassisch, und gerade mit
Blick auf die Interpretation der aufeinanderfolgenden Zufallsvariablen als Lebens-
dauern eines Objektes naheliegend, ist die Frage nach der erwarteten Anzahl von
Erneuerungen bis zu einem Zeitpunkt ¢ und dem zugehorigen Verhalten fiir ¢t — oo.

In Abbildung 1.1 wird die klassische Situation der Erneuerungstheorie darge-
stellt. Wichtige Standardreferenzen zu dem Thema ,, Erneuerungstheorie” sind die

X_3

X 1 - Zeitpunjkt der 4. Erneuerung
| S1 S4 Zeitt

t=0

Abbildung 1.1: Beispiel fiir einen Erneuerungsprozef3



Biicher von W.FELLER (Kapitel 13 in [Fel] und Kapitel 11 in [Fe2]) und von
G.ALSMEYER ([A]), sowie das Buch von D.R.Cox ([Co]).

Neben der Uberlegung, wie oft man zum Beispiel Glithbirnen in einem be-
stimmten Zeitabschnitt auswechseln muf, scheint in diesem Zusammenhang auch
die Frage nach den zum Zeitpunkt ihres Auftretens grofiten Lebensdauern, also die
Frage nach Rekorden, interessant zu sein. In den folgenden drei Kapiteln dieser
Arbeit geht es um auftretende Rekorde bei drei sehr unterschiedlichen Erneuerungs-
prozessen.

Dem Titel des zweiten Kapitels siecht man auf den ersten Blick die Verbindung zur
Erneuerungstheorie gar nicht an. Es geht hier um die von Neumann-Paralleladdition,
die auf A.W.BURKS, H.H.GOLDSTINE und J.vON NEUMANN ([BGN]) zuriickgeht.
Dieser Algorithmus liefert zu zwei in Bindrdarstellung gegebenen Zahlen die zu-
gehorige Summe. Der Vorteil dieses Algorithmus ist der, dafl er bestimmte Additi-
onsschritte parallel ausfithrt und aus diesem Grund der sequentiell durchgefiihrten
Schulmethode gerade bei groflen Zahlen mit Blick auf die Schnelligkeit vorzuzie-
hen ist. Ziel dieses zweiten Kapitels ist es, Aussagen zum Verhalten der Anzahl der
Schritte zu liefern, wenn man zwei auf {0,1}" gleichverteilte Zufallsvektoren mit
dem Algorithmus addiert und n gegen Unendlich konvergieren 1a8it. In den letz-
ten Jahrzehnten haben sich damit einige Autoren auseinandergesetzt, so zum Bei-
spiel V.CLAUS in [Cl], D.E.KNUTH etwas allgemeiner in [K] oder auch G.SCHAY
in [Scha]. Mit Hilfe von klassischen Verfahren der Wahrscheinlichkeitstheorie, die
darin bestehen, unmittelbar Rekursionsformeln fiir die zur Schrittanzahl gehoérigen
Wahrscheinlichkeiten zu finden und diese iiber erzeugende Funktionen und ande-
re analytische Mittel zu analysieren, wird dort unter anderem das asymptotische
Verhalten der erwarteten Anzahl von notigen Additionsschritten untersucht. Hier
soll nicht nur auf diese sich voneinander unterscheidenden Ergebnisse eingegangen
werden, sondern mit mehr probabilistischen Mitteln sogar Aussagen zum asympto-
tischen Verhalten der zur Schrittanzahl gehorigen Verteilung gemacht werden. Dazu
werden die beiden zu addierenden auf {0,1}" gleichverteilten Zufallsvektoren ge-
meinsam mit einer Folge von n unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvaria-
blen mit endlichem Wertebereich identifiziert. Man wird sehen, daf fiir die Anzahl
der Schritte die Léange der ldngsten Serie bestimmter aufeinanderfolgender Werte
innerhalb dieser n Zufallsvariablen verantwortlich ist, die sich damit in die ,uns
interessierenden Serien“ und den Rest unterteilen lassen. Auflerdem wird deutlich
werden, daBl es sich um geometrisch verteilte Serien-Léangen handelt. Tragt man fiir
wachsendes n die Léngen dieser sich abwechselnden Serien auf der Zeitachse ab, so
entsteht ein alternierender Erneuerungsprozefl, bei dem die oben erwidhnten Repa-
raturdauern gerade den Léngen der uns interessierenden Serien entsprechen. Offen-
sichtlich kénnen dabei die Lebensdauern auch den Wert Null annehmen, da zwei oder
mehrere von den fiir uns interessanten Serien direkt aufeinanderfolgen kénnen. Will
man nun Aussagen zum Verhalten der Anzahl der Schritte bei der von Neumann-
Paralleladdition fiir zwei auf {0, 1}" gleichverteilte Zufallsvektoren fiir wachsendes n
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machen, so mufl man die lingste, nicht notwendigerweise abgeschlossene, Reparatur-
dauer dieses alternierenden Erneuerungsprozesses bis einschliellich zum Zeitpunkt n
fiir n — oo untersuchen. An dieser Stelle wird der Zusammenhang mit dem generel-
len Thema dieser Arbeit deutlich. Zu dem Verhalten der Verteilung des Maximums
n unabhéngiger und identisch verteilter Zufallsvariablen mit n — oo gibt es vie-
le bekannte Resultate. Im Gegensatz zu diesem klassischen Problem ist die hier
beschriebene erneuerungstheoretische Situation schwieriger, denn es soll das Maxi-
mum einer zufilligen Anzahl von unabhéngigen Zufallsvariablen bis zum Zeitpunkt
n betrachtet werden, wobei die letzte Lebensdauer moglicherweise zum betrachteten
Zeitpunkt noch nicht beendet ist und die zufillige Anzahl von der Grofle der Le-
bensdauern abhéngt. Im Laufe des Kapitels wird sich jedoch herausstellen, dafl man
dieses Problem auf die Betrachtung des Maximums von n unabhéngigen und in un-
serem Fall geometrisch verteilten Zufallsvariablen zuriickfithren kann. Das Verhalten
dieses Maximums ist schon von einigen Autoren untersucht worden. Beispielsweise
erzielen F.T.Bruss und C.O’CINNEIDE in [BC] und L.GORDON, M.F.SCHILLING
und M.S.WATERMAN in [GSW] dhnliche Ergebnisse wie wir im dritten Abschnitt
dieses Kapitels. Die Abbildung 1.2 soll den oben beschriebenen alternierenden Er-
neuerungsprozefl und das im Mittelpunkt stehende Problem veranschaulichen.

___ Reparaturdauern
__ _ Lebensdauern
| | Zeit t
t=0 _ n1l T n_2
verantwortlich verantwortlich
flr Schrittanzahl, fur Schrittanzahl,
falls n=n_1 falls n=n 2

Abbildung 1.2: Zusammenhang von Schrittanzahl und Erneuerungsprozefl

Im dritten Kapitel stehen auf der Menge {1,..., N}, N € N, gleichverteilte Le-
bensdauern im Mittelpunkt. In Abbildung 1.3 ist dazu ein Beispiel fiir N = 6 zu
sehen. Anders als im vorangegangenen Kapitel konnen die Lebensdauern des be-
trachteten Erneuerungsprozesses hier nur endlich viele Werte annehmen. Damit ist
auch die Anzahl der zum Zeitpunkt ihres Auftretens grofiten Lebensdauern, also
der Rekorde, endlich. Im Gegensatz zum vorherigen Kapitel ist es daher nicht inter-
essant, die grofite Lebensdauer bis zu einem wachsenden Zeitpunkt zu betrachten.
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"Anzahl der Rekorde"=3
"in Rekorden verbrachte Zeit"=12
X_5=6
X_2=4
X_1=2 >
W\X/y
S3S4 S 5 7Zditt
t:O
—  Rekord

Abbildung 1.3: Erneuerungsprozeff mit auf {1,..,6} gleichverteilten Lebensdauern

Dafiir stellt sich hier die Frage nach der Anzahl aller Rekorde und nach der insge-
samt in Rekorden verbrachten Zeit fiir N — oo. In diesem Fall betrachten wir also
die gesamte Zeitachse und lassen die Anzahl der Werte der Lebensdauern und damit
der moglichen Rekorde wachsen. Im Laufe des Kapitels wird zunéchst die Asymp-
totik der Anzahl der auftretenden Rekorde untersucht, wobei fiir N — oo sowohl
Konzentration um den Mittelwert als auch ein Zentraler Grenzwertsatz nachgewie-
sen werden konnen. Um diese Ergebnisse auch fiir die Summe der Rekorde, also
fiir die insgesamt in Rekorden verbrachte Zeit, erhalten zu koénnen, werden dann
Aussagen zur Summe der zum Zeitpunkt ihres Auftretens kleinsten Lebensdauern
innerhalb einer Folge von auf {0, ..., N —1} gleichverteilten Lebensdauern benotigt.
Interessanterweise verhélt sich diese Zufallsvariable fiir N — oo ganz anders als die
beiden Groflen ,,Rekordanzahl“ und ,,in Rekorden verbrachte Zeit“. Hier kann man
zeigen, dafl der Quotient aus Zufallsvariable und zugehorigem Erwartungswert nicht
in Wahrscheinlichkeit gegen Eins konvergiert und daf sich bei entsprechender Nor-
mierung im Gegensatz zu den anderen beiden betrachteten Zufallsvariablen eine
Grenzverteilung ergibt, die sich von der Normalverteilung unterscheidet.

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit dem klassischen Poisson-Prozef, al-
so mit exponentialverteilten Lebensdauern. Im Vergleich zum dritten Kapitel ergibt
sich eine vollig neue Situation, denn nun ist die auf der gesamten Zeitachse in Re-
korden verbrachte Zeit offensichtlich unendlich. Aus diesem Grund ist es das Ziel
des vierten Kapitels herauszufinden, wie sich der Anteil der in Rekorden verbrachten
Zeit bis t fiir t — oo verhalt. Abbildung 1.4 soll diese Situation veranschaulichen.
In diesem Zusammenhang ist ein Blick auf die Brownsche Bewegung interessant.
Dort teilen die Langen der Exkursionen die Zeitachse von Null bis Unendlich in Ab-
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- diebist 0 in Rekorden verbrachte Zeit

| S1 S2 Zeitt

Abbildung 1.4: Situation im vierten Kapitel

schnitte ein, und ein ¢ > 0 wird beziiglich des gewahlten Wahrscheinlichkeitsmafles
fast sicher von so einer Exkursionsldnge echt iiberdeckt. Die Frage nach der Wahr-
scheinlichkeit, mit der diese ¢ {iberdeckende Exkursionsldnge ein Rekord ist, wird
in [Sche] und in [Re] beantwortet. Bemerkenswert ist dabei die Tatsache, dafl diese
Wahrscheinlichkeit nicht von ¢ abhéngt. Im Gegensatz zur Brownschen Bewegung
héngt beim Poisson-Prozefl der bis zum Zeitpunkt ¢ in Rekorden verbrachte Anteil
offensichtlich von ¢ ab. Der Weg zur Antwort auf die Frage nach dem ,Wie* fiihrt
iiber die Analyse der Summe der Rekorde unter den ersten n Lebensdauern. Dies
wiederum gelingt mit Hilfe der Betrachtung der Summe der ersten n Rekorde. Wie
im dritten Kapitel wird auch hier unter anderem Massekonzentration und Vertei-
lungskonvergenz nachgewiesen. Der letzte Abschnitt des Kapitels liefert schliefilich
die Aussage, dafl sich der Anteil der in Rekorden verbrachten Zeit bis t bei einem
Poisson-Proze mit Rate A > 0 fiir ¢ — oo wie (IOQg/\t)Q verhélt und dafl das Stiick
zwischen dem betrachteten Zeitpunkt ¢ und der davorliegenden letzten Erneuerung
fiir t — oo ,,vernachlassigbar® ist.

Die drei folgenden Kapitel beschéftigen sich also mit sehr unterschiedlichen Er-
neuerungsprozessen, haben aber alle das Interesse an bestimmten Rekorden inner-
halb der aufeinanderfolgenden Lebensdauern gemeinsam.

Zuletzt findet man in Anhang A einige niitzliche Ungleichungen zum zweiten
Kapitel und in Anhang B die C-Programme, die fiir das dritte Kapitel die Werte zu
den Abbildungen geliefert haben.
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Bezeichnungen

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

e Mit Geomy(p) bzw. Geomy,(p) ist fiir p € [0,1] die geometrische Verteilung
auf N bzw. auf Ny gemeint, also gilt fiir die Zufallsvariable X

X ~ Geomy(p) & PX=k=(01-p)*'p VEeN

bzw.
X ~ Geomy,(p) < P(X =k =(1-p)*p VkecN,.

e Wir schreiben N(u,0?) fiir die Normalverteilung mit Erwartungswert pu €
R und Standardabweichung o > 0, unif(0,1) fiir die Gleichverteilung auf
dem Einheitsintervall, unif({1, ..., N'}) fir die Gleichverteilung auf der Menge
{1,...,N} mit N € N, Exp()\) fiir die Exponentialverteilung mit Parameter
A > 0 und Bin(n,p) fir die Binomialverteilung mit den Parametern n € N
und p € [0, 1].

o [s ist ,,g“ das Symbol fiir Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, es gilt also fiir
die Zufallsvariablen X, X, Xo, ...

X, 5 Xfirn—oo < limP(X,—X|>e)=0 Ve>0.

n—oo

AuBlerdem bedeutet X, DX firn — oo, daB die Folge (X, )nen in Verteilung
gegen X konvergiert, dafl also

lim P(X,, <z)=P(X <x)

n—oo

fir alle x € R mit P(X = z) = 0 gilt.

e Fiir zwei Zufallsvariablen X und Y bedeutet X 2 Y, daB sie dieselbe Vertei-
lung besitzen.

e Ist A C R, so ist mit P(A) die Potenzmenge von A gemeint.

o Fir AC R und z € R sei

1, fallsx e A,
0.(A) == { 0

, sonst.

e Fiir die Zufallsvariable X ist £(X) die zugehérige Verteilung. Zwischen der
Verteilung und der Verteilungsfunktion wird gelegentlich nicht unterschieden;
in solchen Féllen sollte aus dem Zusammenhang hervorgehen, was gemeint ist.
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Es seien (ay)nen und (b, )nen zwei Folgen reeller Zahlen. Dann ist
a, ~b, & limZ—nzl.

Mit ,logz“ ist der natiirliche Logarithmus von = > 0 gemeint. Auflerdem
bezeichnen wir mit ,,log, “ zu x > 0 den Logarithmus zur Basis b.

Es sei fiir x € R

|lz] :=max{z € Z:z <z}
und

[z] :==min{z € Z : z > x}.
Es bezeichnet

"1
H, = —
>3
k=1
die n-te harmonische Zahl; es ist bekannt, dafl

lim (H,, —logn) =~

gilt, wobei v = 0.57721... die Euler-Mascheroni-Konstante ist.

Neben den Landau-Symbolen o(-) und O(-) verwenden wir die Begriffe op(-)
und Op(+), die wie in [P] auf Seite 189 definiert sind. Fiir zwei Folgen (X,,)nen
und (Y,,)nen von Zufallsvariablen schreiben wir X,, = Op(Y,) mit n — oo,
wenn fiir alle e > 0 ein M € R existiert mit

P(|X,| > M|Y,]) <e
fiir alle geniigend grofien n, und X,, = op(Y,,), falls

lim P(|X,| >¢|Y,]) =0

fiir alle e > 0 gilt. Ist X,, = Op(1), so nennen wir (X,,),en stochastisch be-
schrankt.
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Kapitel 2

Die von Neumann-Paralleladdition

Dieses Kapitel behandelt den Algorithmus der von Neumann-Paralleladdition und
den Zusammenhang mit bestimmten Rekorden in der Erneuerungstheorie. Betrach-
tet man zur Erlauterung ein konkretes Beispiel mit den Zahlen

a:=27=1-241-2'4+0-224+1-22+1.-24

und
b:=25=1-24+0-2"4+0-22 +1-2°41-2%

so erkennt man, daff der Summand 2%, ¢ € {0,...,5}, in
ci=a+b=52=0-2°+0-2"+1-2240-2°+1-2"+1-2°
genau dann vorkommt, wenn in den Bindrdarstellungen von a und b, also
(ap, a1, as,as,aq) = (1,1,0,1,1)

und
(b07 b17 b27 b37 b4) = (17 07 07 17 1)7

ganz bestimmte Kombinationen aus Nullen und Einsen in den Positionen bis (a;, b;)
vorhanden sind. Der kleinste Summand in ¢ ist 22, da sich aus der Summe zweier
20-Summanden ein 2'-Summand ergibt, der zusammen mit dem nur in a vorkom-
menden 2'-Summanden eine 22 liefert, die weder in a noch in b zu finden ist. Hiitte
man stattdessen sowohl in @ als auch in b einen 22-Summanden, so wiirde sich aus
drei 22-Summanden in ¢ ebenfalls eine 22 und zusitzlich ein 23-Summand ergeben.
Man erkennt, daf an der Stelle, an der zwei Einsen aufeinandertreffen, ein Ubertrag
entsteht, der so lange von links nach rechts , durchgereicht“ wird, bis er auf keine
weitere Eins trifft, also dort, wo anfanglich zwei Nullen oder zwei Einsen zu finden
waren. An dieser Stelle ergibt sich dann im Ergebnisvektor eine Eins. In anderen
Komponenten, die nicht von so einer , Ubertrags-Serie“, von denen es natiirlich mehr
als eine geben kann, ,,durchwandert® werden, erscheint im Ergebnis nur dann eine
Eins, wenn eine der zu addierenden Komponenten eine Eins aufweist.
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Bei der Berechnung der Bindrdarstellung von ¢ = a + b ist es also wichtig,
die Positionen der (1,1)-Kombinationen in (ag, by), (a1, b1),... und die Lange der
darauffolgenden Serien von (0, 1)- und (1,0)-Tupeln zu bestimmen.

Der von Neumann-Algorithmus liefert zu zwei bindr dargestellten Zahlen die zu-
gehorige Summe in Bindrdarstellung und macht sich genau diese Zusammenhénge
zunutze. Ziel dieses Kapitels ist es, etwas iiber das Verhalten der Anzahl A, der
Additionsschritte auszusagen, die notig sind, wenn man mit diesem Algorithmus
die Summe zweier zufillig gewéhlter Zahlen mit n-stelliger Bindrdarstellung be-
rechnet. Dies geschieht, indem man die beiden Bindrdarstellungen mit einer Folge
von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen identifiziert. Dabei wird
auch niher auf die Vermutung von V. CLAUS in [Cl]|, dafl sich die erwartete An-
zahl der benétigten Additionsschritte bei zwei n-stelligen 0-1-Folgen fiir n — oo
wie logyn + % verhilt, eingegangen. Im ersten Abschnitt wird zunéchst der von
Neumann-Algorithmus vorgestellt und erkléart. Der zweite Abschnitt stellt dann
iitber die Definition einer Folge von Zufallsvariablen den Zusammenhang mit der
Erneuerungstheorie her und macht deutlich, was die Frage nach der Anzahl der Ad-
ditionsschritte mit einem Rekord in der Erneuerungstheorie zu tun hat. An dieser
Stelle kommt das Maximum geometrisch verteilter Zufallsvariablen ins Spiel, des-
sen asymptotisches Verhalten im dritten Abschnitt untersucht wird. Mit Hilfe der
Ergebnisse aus dem dritten Abschnitt werden dann im vierten Teil dieses Kapitels
Aussagen zum asymptotischen Verhalten der Verteilung und des Erwartungswertes
von A,, erhalten.

2.1 Der Algorithmus

Es seien (ag, ..., a,-1) und (by, ..., b,—1) aus {0, 1}" die Bindrdarstellungen von a :=
S a2t und b= 377 b;2". Die von Neumann-Paralleladdition liefert schrittweise
die (n+ 1)-stellige 0-1-Folge (cq, . .., ¢,), wobei ¢ := > """  ¢;2" die Summe von a und
b ist. Dabei geht man folgendermafien vor:

e Zunachst seien

a® = (ag, ..., ap_1,0)
und
b = (by, ..., by_1,0).
e Im (k + 1)-ten Schritt definiert man bei gegebenen a¥) = (a(()k), . ,a,(lk)) und

b = (B, b)) fiir k € Ny
kD) (a((]k) @ b(()k:)’ . ’a;k) @ b;k))

und
b = (0,06 ABE, - al A,

n—
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Hierbei gilt fiir z,y € {0,1}

TPy =2x+ymod 2

und
TANYy=2x"-Y.
e Nach
ji=inf{k e N: b = ... = = 0}
Schritten ist man fertig, denn dann gilt (co, ..., c,) = al).

Es wird in jedem Schritt in dem ,a-Vektor“ das Ergebnis der komponentenwei-
sen Addition modulo 2 gespeichert, wihrend man dem ,,b-Vektor® die Positionen
der Ubertriige fiir den nichsten Schritt entnehmen kann. Aus diesem Grund hat
der Algorithmus eine endliche Laufzeit, denn findet man im ,,b-Vektor“ keine Eins
mehr, so bedeutet dies, daf alle Ubertrags-Serien von links nach rechts ,,abge-
arbeitet” sind und man das Ergebnis im ,a-Vektor“ ablesen kann. Die zusétz-
liche n + 1-te Komponente der Vektoren sorgt dafiir, daB ein moglicher Uber-
lauf beriicksichtigt werden kann. Durch das parallele ,, Abarbeiten® aller Ubertrags-
Serien hiangt die Anzahl der Additionsschritte, die notig sind, um zum Ergebnis
zu gelangen, von der Lénge der ldngsten auf eine (1, 1)-Position folgende Serie von
(0,1)- und (1,0)-Positionen in (ag,by), - - ., (an—1,b,—1) ab. Es sei L,(a,b) := 0, falls
(ag,bo) # (1,1),...,(an_1,bn_1) # (1,1), und sonst

L,(a,b) = 14+ max{j€{0,...,n—1}:3ke{0,...,n—1—j} mit
(akabk) = (17 1)7 (ak+1,bk+1), sy (ak+j>bk+j) € {(170)7 (07 1)}}

Dann liefert L, (a,b) offensichtlich die Lénge dieser Serie inklusive des (1, 1)-Tupels

und gibt an, wieviele Schritte & € N notig sind, bis keine (1, 1)-Kombinationen
mehr in (a(()k), b(()k)), e (a,(lk), bff)) vorhanden sind. Im Fall (b, ...,b,—1) # (0,...,0)

ist noch ein weiterer Schritt zu machen, um die letzten Ubertrige in den Vektor
a*+1) zu addieren und so b*+Y = (0,...,0) zu erhalten, also gibt

A, (a,b) := Ly(a,b) + z,(a,b)

mit

( b) O, falls b():bl:"':bn_lz s
zZnla, b) 1=
1, sonst,

die Anzahl der nétigen Additionsschritte des von Neumann-Algorithmus an. Im
folgenden Beispiel wird der Ablauf des Algorithmus am konkreten Beispiel deutlich
gemacht.
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Beispiel 2.1. Wir betrachten die Zahlen a = 212 und b = 397. Es gilt
a=0-2"40-2"4+1-2240-2°4+1-2"+0-2°4+1-204+1-2"4+0-28
und
b=1-2040-2"+1-2241-224+0-2*4+0-2°4+0-20+1-2"+1.2%

also Lg(a,b) = 3, und damit sind Ag(a,b) = 4 Schritte notig, um das Ergebnis a + b
in Bindrdarstellung mit dem von Neumann-Algorithmus zu erhalten. Es ist

a® =(0,0,1,0,1,0,1,1,0,0)

und
b =(1,0,1,1,0,0,0,1,1,0).

Damit ergibt sich
W =(1,0,0,1,1,0,1,0,1,0),

v = (0,0,0,1,0,0,0,0,1,0),

und
a® = (1,0,0,0,1,0,1,0,0,0),
v® =(0,0,0,0,1,0,0,0,0,1),
und
a® = (1,0,0,0,0,0,1,0,0,1),
v® =(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0),
und

a® = (1,0,0,0,0,1,1,0,0,1),
b™ = (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Es sind also wirklich, wie vorher berechnet, vier Additionsschritte gemacht worden,
und es folgt
c=a+b=2"+2"+2%+27 = 609.

Bemerkung 2.2. Der Vorteil des von Neumann-Algorithmus gegeniiber der be-
kannten Schulmethode liegt also in der parallelen Abwicklung bestimmter Addi-
tionsschritte. Wihrend man fiir zwei n-stellige 0-1-Folgen mit der Schulmethode
immer n Schritte benotigt, kommt dies bei der von Neumann-Paralleladdition nur
im ,worst case“ vor, zum Beispiel fir a = (1,1,...,1) und b = (1,0,0,...,0). (Hier
bendtigt der eben beschriebene Algorithmus sogar n + 1 Schritte, denn es wurde
eine zusitzliche n + 1-te Stelle eingefiihrt, um einen eventuellen Uberlauf zu beriick-
sichtigen.) Bei auf {0, 1}" gleichverteilten, n-stelligen 0-1-Folgen ist in [BGN] jedoch
fiir die erwartete Lange der fiir die Anzahl der Schritte verantwortlichen Serie die
Oberschranke log, n gefunden worden. In [Cl] (hier wird bei der Additionsdauer ein
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moglicher Uberlauf nicht beriicksichtigt) wird fiir die erwartete Anzahl der Schritte
zusitzlich die Unterschranke [log, n] — 1 hergeleitet, so daf sich insgesamt ergibt,
daf} die erwartete Anzahl der Schritte fiir n — oo nur wie log n wichst. Dies macht
den Vorteil der von Neumann-Paralleladdition gegeniiber der Schulmethode gerade
fiir grofle zu addierende Zahlen deutlich. Der grofie Unterschied zwischen dem ,, worst
case“-Verhalten und dem ,average case“-Verhalten motiviert auch die nachfolgen-
den Betrachtungen zum asymptotischen Verhalten der Verteilung der Anzahl der
benotigten Schritte.

2.2 Zusammenhang mit der Erneuerungstheorie

Bis jetzt haben wir die Bindrdarstellungen zweier fester natiirlicher Zahlen a und
b betrachtet und mit Hilfe des von Neumann-Algorithmus die Bindrdarstellung der
Summe berechnet. Im weiteren Verlauf des Kapitels steht nun das Verhalten der
Anzahl der nétigen Schritte im Mittelpunkt, wenn man den Algorithmus auf zwei
zuféllige, n-stellige 0-1-Folgen anwendet und n immer grofler werden 1a8t. Dazu
miissen zundchst Annahmen an die zugrundeliegende , stochastische Struktur® ge-
macht werden. Es sei also (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die einzelnen Po-
sitionen der unabhéngigen Zufallsvektoren

(ao, c. ,(In_l) Q) — {0, 1}”
und
(bo, ce ,bn_l) Q- {0, 1}”

mit n € N seien je unabhéngig und identisch verteilt, wobei

Plag = 0) = Plag = 1) :%

und

gelten soll. Im Gegensatz zum ersten Abschnitt werden jetzt also ,zuféillig aus-
gewdhlte®, ndmlich auf {0, 1}" gleichverteilte, n-stellige 0-1-Folgen betrachtet. Um
nun die Verbindung zur Erneuerungstheorie herzustellen, definieren wir die Abbil-
dung Xj, : Q — {0,1,2} fiir £ € {0,...,n — 1} durch

0, falls (ag,bx) = (0,0)
s falls (ak, bk) = ( s )
2, falls (ag, bx) € {(0,1

Xk =

—_

Damit ergibt sich offensichtlich
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Lemma 2.3. Es sind Xy, X1, ..., X,_1 unabhdngige und identisch verteilte Zufalls-
variablen mit

und

Bemerkung 2.4. Die uns interessierende Schrittanzahl, die der von Neumann-
Algorithmus bendétigt, um zum Ergebnis zu kommen, héngt im wesentlichen von der
langsten auf eine (1, 1)-Kombination folgende Serie von (1,0)- und (0, 1)-Tupeln
ab. Dies kann man nun umformulieren in die Frage nach der lingsten auf eine
Eins folgende Serie von Zweien in Xy, Xi,..., X, 1. Damit teilt sich die Folge
Xo, X1,...,X,_1 auf in die entscheidenden auf eine Eins folgenden und diese ein-
schlieenden Serien von Zweien und den ,,dazwischenliegenden® Rest. Interpretieren
kann man die Léngen der uns interessierenden Serien (also die Anzahl der Zufalls-
variablen, aus denen diese Serien bestehen) als Reparaturdauern und die Léngen
der ,,dazwischenliegenden“ Abschnitte als Lebensdauern eines bestimmten Objek-
tes. Offensichtlich erhélt man so zwei voneinander unabhéngige Folgen von Zufalls-
variablen, wobei die Lebensdauern eine Folge von unabhéngigen und Geomy, (i)—
verteilten Zufallsvariablen bilden, wihrend die voneinander unabhéngigen Repara-
turdauern Geomy (%)—Verteilt sind. Es entsteht mit wachsendem n ein Prozef, bei
dem sich unabhéngige, Geomy, (i)— und Geomy (%)—Verteilte Zufallsvariablen ,ab-
wechseln®, also ein alternierender Erneuerungsprozef. Hierbei ist es bemerkenswert,
daBl auch zwei fiir uns interessante Serien bzw. die entsprechenden Reparaturdauern
direkt hintereinander folgen kénnen, so dafl die Lebensdauern in diesem Erneue-
rungsprozel den Wert Null annehmen koénnen. Mit Blick auf die Anzahl der Schritte
geht es uns bei diesem Erneuerungsprozefl um die lingste, nicht notwendigerweise
abgeschlossene Reparaturdauer bis zum Zeitpunkt n. In Abbildung 1.2 werden diese
Zusammenhénge dargestellt. Im Laufe des Kapitels wird deutlich werden, daf} es
bei unseren Betrachtungen fiir n — oo keine Rolle spielt, ob man nur alle bis n
beendeten Reparaturdauern betrachtet, oder auch die letzte, moglicherweise nicht
abgeschlossene Reparaturdauer hinzunimmt.

Die Zufallsvariable L, : Q@ — {0,...,n} mit L, :=0, falls Xo #1,..., X,_1 # 1,
und sonst

L, =14max{0<j<n—-1:30<k<n—-1—-j Xy =1,Xpp1=-=X;4x =2}

liefert analog zu Abschnitt 2.1 die Lange der ldngsten auf ein (1, 1)-Tupel folgende
Serie von (0, 1)- und (1, 0)-Tupeln in der Folge (aq, bo), - . ., (an—1,bn—1) bzw. die der

lingsten auf eine Eins folgende Serie von Zweien in X, ..., X,,_;. Definiert man
ebenfalls analog zu Abschnitt 2.1 die Zufallsvariable z, : @ — {0, 1} durch
O, falls b():“':bn,1: s
Zp =
1, sonst,
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so gilt
1 n
lim P(z, =0) = lim (—) =0, (2.1)

n—oo n—oo \ 2
und die Zufallsvariable A,, : Q@ — {0,...,n + 1} mit
A, =1L,+ z, (2.2)

gibt die Anzahl der Schritte an, die mit dem von Neumann-Algorithmus nétig sind,
um zwei zuféllige Zahlen mit den Bindrdarstellungen (ay, . . ., a,—1) und (b, . . ., bp—1)
zu addieren.

In [Cl] beschiftigt sich V.CLAUS ebenfalls mit der Anzahl der nétigen Schritte
dieses Algorithmus. Zun € Nund i € {0,...,n} wird dort mit g, (i) die Wahrschein-
lichkeit bezeichnet, dafl die Addition zweier zufillig gewahlter n-stelliger Binarzahlen
mit dem von Neumann-Algorithmus mindestens ¢ Schritte erfordert. Im Gegensatz
zu der oben definierten Zufallsvariablen A, kann hier die Anzahl der notigen Schritte
hochstens den Wert n annehmen. Das liegt an der Tatsache, dafl die Summe zweier
n-stelliger 0-1-Folgen eventuell eine (n + 1)-stellige Binérzahl sein kann und dieser
., Uberlauf* in [C]] bei der Berechnung der Additionsdauer zwar erkannt, aber nicht
wie oben durch die zusétzliche (n+1)-te Stelle in a(® und b(®) beriicksichtigt wird. Bei
der Betrachtung des im Mittelpunkt stehenden asymptotischen Verhaltens der An-
zahl der Schritte spielt dieser Unterschied jedoch offensichtlich keine Rolle. Zunéchst
werden in [Cl] dann Rekursionsformeln fiir ¢, (i) mit n € N und i € {0,...,n} be-
wiesen und mit deren Hilfe fiir den Erwartungswert der Additionsdauer die schon
aus [BGN] bekannte Oberschranke [log, n] + 1 und die Unterschranke [log, n] — 1
hergeleitet. Die Rekursionsformeln fiir ¢, (i) fithren auflerdem auf die Moglichkeit,
den Erwartungswert der Anzahl der notwendigen Additionsschritte rekursiv zu be-
rechnen. Die errechneten Werte fiir n zwischen 1 und 2000, die in [Cl] im Anhang
zu finden sind, haben V.CLAUS vermuten lassen, daf3 sich der Erwartungswert der
Additionsdauer fiir n — oo wie log,n + 3 verhilt.

Bemerkung 2.5. Auch in anderen Arbeiten steht der von Neumann-Algorithmus
und die Anzahl der nétigen Schritte im Mittelpunkt. So beschéftigt sich G.SCHAY
in [Scha] mit der Léinge der ldngsten auf ein (1,1)-Tupel folgende und dieses Tu-
pel einschlieflende Serie von (0, 1)-und (1,0)-Tupeln. Dabei ist ¢, fir n € N und
r = 0,...,n die Wahrscheinlichkeit, dafl die Lénge dieser Serie bei zwei zufillig
ausgewéhlten, (n + 1)-stelligen Binérzahlen grofier als r ist. Es wird eine Rekursi-
onsformel fiir ¢,,, hergeleitet, die dann iiber erzeugende Funktionen Néherungswerte
fiir g, und so auch fiir die erwartete Lénge dieser ldngsten, auf ein (1,1)-Tupel
folgenden, {(0,1), (1,0)}-Serie liefert. Hier wird behauptet, da8 sich die erwartete
Anzahl von Schritten beim von Neumann-Algorithmus bei (n + 1)-stelligen zufalli-
gen 0-1-Folgen mit n — oo wie log, n + 0.35 verhélt. Im Gegensatz dazu erkennt
D.E.KNuUTH in [K], da8§ die Differenz von erwarteter Additionsdauer und log, n fiir
n — oo nicht konvergiert, sondern noch von einer logarithmisch periodischen Funk-
tion f(n) abhingt. Im vierten Abschnitt dieses Kapitels wird darauf noch nédher
eingegangen.
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Unser Ziel ist es hier nun, nicht nur etwas iiber das asymptotische Verhalten des
Erwartungswertes von A,, auszusagen, sondern dariiber hinaus mit probabilistischen
Mitteln eine Antwort auf die Frage nach einer méglichen Konvergenz in Verteilung
zu erhalten. Dies wiirde mehr Information liefern, denn man ist dann mit Hilfe der
Quantile der Grenzverteilung in der Lage, Aussagen iiber die Wahrscheinlichkei-
ten sehr grofler Laufzeiten des Algorithmus zu machen. In unserem Fall werden die
Untersuchungen bestimmter Teilfolgen von A,, —log, n auf verschobene und diskre-
tisierte Gumbelverteilungen als Grenzverteilungen hinauslaufen. Dazu beschiftigen
wir uns zunédchst mit L, und dem zugehorigen asymptotischen Verhalten im Falle
n — oo und iibertragen die Ergebnisse dann mit Hilfe von (2.1), (2.2) und der sich
daraus ergebenden Gleichung

E(A,) =E(L,) +1+0(1) (2.3)

fiir n — oo auf A,. Wie angekiindigt kommt hier nun das Maximum geometrisch
verteilter Zufallsvariablen ins Spiel. Ist ndmlich X; fiir £ € N die in Bemerkung 2.4
schon erwihnte Lénge der k-ten auf eine Eins folgende und diese Eins einschliefende
Serie von Zweien in Xy, X1, Xo,..., so erhdlt man offensichtlich

Lemma 2.6. Es ist (X} )ren eine Folge von unabhingigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit
X7 ~ Geomy (%) :
Definiert man nun die Zufallsvariable p,, : @ — {0,...,n} durch
pn=#{0<k<n-—1:X,=1},
so folgt
Lemma 2.7. Es ist firn € N

1
nNB y ]
p 1n<n 4)

Definiert man dann My := 0 und fiir n € N

M, = max{X7,..., X},

n
so erhélt man das wichtige

Lemma 2.8. Firn € N gilt
M, 1+ <L,<M,,.

Es liegt also die Vermutung nahe, dafl man anhand der Asymptotik der Vertei-
lung von M, und M, _; und deren Erwartungswerten Aussagen iiber das Verhalten
der Verteilung von L,, und iiber das Verhalten von E(L,,) fiir n — oo machen kann.
Aus diesem Grund beschéftigt sich der kommende Abschnitt zunéchst mit der Zu-
fallsvariablen M,,.
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2.3 Das asymptotische Verhalten des Maximums
geometrisch verteilter Zufallsvariablen

In diesem Abschnitt steht die Folge (M,,)nen und die Frage nach ihrem asymptoti-
schen Verhalten im Mittelpunkt. Dazu werden wir zunéchst iiberpriifen, ob es zwei
Folgen (a;,)nen und (b, )nen mit a,, b, € R und b, > 0 geben kann, so daf M” 9 fijr
n — oo in Verteilung gegen eine ,nichtdegenerierte” Zufallsvariable konverglert Es
gilt

i e e i e = 5 7
—o 2k PXT =0) k= 57 (1)

also kann es laut Korollar 2.4.1. in [Ga] die oben erwihnten Folgen (a,)neny und
(bp)nen nicht geben. Im weiteren Verlauf des Abschnitts wird jedoch gezeigt, daf
sich das dndert, wenn man zu bestimmten Teilfolgen von (M, ),en iibergeht. Ein
erster Schritt dorthin ist das folgende Lemma.

Lemma 2.9. Es sei (ng)ren eine Folge mit ny € N fiir k € N und

lim —F = € (1,2).

k—o0 2k
Dann gibt es ein kg € N, so daff |logy ny| = k fiir alle k > ko gilt.

Beweis. Man erhalt

log, ny, = log, <52k 52’6) = log, (52k) + log, B+ k

fiir alle k € N. Da limj_,, log, (%) =0 und 0 < log, 8 < 1 gilt, findet man damit
ein k; € N mit
logy i, > k

fir alle £ > k; und ein ky € N mit
logon, < k+1
fiir alle & > ky. Dies liefert die Behauptung mit k¢ := max{ky, k2 }. O
Es sei nun Zj,,2 eine Gumbel(log 2)-verteilte Zufallsvariable, also
P(Zipgo < ) = exp(—e~(lee2))
fiir alle x € R. Damit erhélt man

Satz 2.10. Es sei (ng)gen eine Folge natirlicher Zahlen mit limg_o 5k = 0 fir
B € (1,2). Dann gilt fir j € Z

hm P(M,, — [logyni| = j) = P([ Ziog2 + log, 8] = j).
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Beweis. Es sei 1 < <2 und j € Z. Fir kK € Nmit £ > 1 — j gilt dann

P(M,, —k<j) = (P(X]<j+k)™

1— l)j+k+1 Nk

(e
2
= (1—2797F)m
= exp(nylog(l —2797F)).
Es ist wegen log(1 —z) = — Y07 | £ fiir |z] < 1
] ) 2—2j2—2k
nglog(l —2797%) = —n, (Q_J_k + — + 0(2_%))
Nk .
= —?2 J + O(l)

fiir K — oo. Das ergibt mit Lemma 2.9

Jim P(My, — ogyme) <) = Jim P(M, k<)
: Nk y—j
= Jim e (27 +ol1)

= exp(—fe7 7).

Wegen P(Zygo +log, 8 < ) = exp(—Be~1982)7) fiir x € R folgt die Behauptung. O

Nach dem Satz von Scheffé (siehe Theorem 16.12 in [Bi2]) folgt aus Satz 2.10

lim Z ’P(Mnk — UogQ nkJ :]) - P(’VZlogQ +10g2 ﬂ—‘ :j)‘ = O?

k—o0 4
JEZL

also nicht nur die Konvergenz in Verteilung von M, — |log, ny | gegen die ,,diskrete
Gumbelverteilung®, sondern sogar die Konvergenz in Totalvariation. Man erkennt,
dal dabei die Grenzverteilungen fiir unterschiedliche g aus der Verschiebung der
Gumbelverteilung mit Parameter log2 um log, 3 entstehen. Diese Erkenntnis soll
im néchsten Abschnitt mit Hilfe von Lemma 2.8 auf die Verteilung der Zufallsvaria-
blen L, iibertragen werden. Da sich daneben auch eine Aussage zum asymptotischen
Verhalten des zugehorigen Erwartungswertes ergeben soll, liefert das folgende Lem-
ma 2.11 zunéchst den Erwartungswert zu [ Zjog2 +10g, #]. Dabei bezeichnen wir mit

~ die Euler-Mascheroni-Konstante.

Lemma 2.11. Fir g € (1,2) gilt

E([ Ziog2 + log, A1) = log, B + é +(8)
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o) = /O (Togy 8 — log, 2] — (log, 6 — logy =)z

= Z (—k) exp (=282 740 (1 — exp (—2(820%R))) —log, B — i
k=—o00 log 2
Beweis. Es sei 3 € (1 2). Dann erhilt man mit Hilfe der Substitution y = e~(lcg2)e
und mit E(Zjpg2) = 10—2 (siche Seite 278 in [JK])

((Zlog2 + log, 51)

= E(Zig2) +10gy 8+ E([ Ziog2 + 10gy B] — (Ziog2 + log, 3))
fy

= @4‘ log, 5

+(log 2) / ([z +log, B] — (z + log, 6))6—(1og2)x eXp(_ef(logQ)w)dx

[e.9]

gl > _
= loga © log2ﬁ+/ ([logy 8 —logy y] — (log, B — logy y))e™¥dy
0
ol

= @ +log, B+ ().

AuBlerdem gilt
0(B) = / ([logy B —logy y])e Ydy — / (log, B — logy y)e dy
0 0

Y
e Ydy — <log2 6+ @)

(logQ B+k+1)

Z_ /(10g2ﬂ+k)

0 0 g
- Z (—k) exp (—2098274K)) (1 — exp (—20°8254K))) _ log, § — g3

k=—o0

und das war zu zeigen. O
Im Beweis zu Lemma 2.11 wird deutlich, daB8 E([Zjog2 + log, 5]) wegen

0 < E( [Zlog2 + log, 3] — (Zlog? +log, 3)) <1

endlich ist. Nun stellt sich die Frage, ob der Erwartungswert von M, — |log, n]
gegen den Erwartungswert der Grenzverteilung, also gegen E([Zjog2 + log, 5]) kon-
vergiert. Dazu sei abkiirzend Z®) := [ Z1og2 + log, B].

Satz 2.12. Ist (ng)ren eine Folge natiirlicher Zahlen mit limy_ 5 = 3 fiir
B e (1,2), so gilt

hm |E(M,, ) — [logyny| — E(Z(ﬁ))| =0.
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Beweis. Zu zeigen ist wegen Lemma 2.9

Jlim [E(M,, — k) — E(Z¥)| = 0.
Es gilt fir £k € N
E(M,, — k) —E(Z7)
= i[P(Mnk k>j)—P(ZP > )] - 21: [P(M,, —k < j)— P(Z2¥ <))
= Z [P(Zs < j) — P(My, — k < j)],

wobei man aufgrund der Existenz der Erwartungswerte E(M,,) und E(Z®) die
beteiligten Summen beliebig zusammenfassen kann. Offensichtlich gilt fiir j < —k

P(M,, —k<j)=0,

also erhalt man

9] —k
E(M,, —k)—E(ZP)= 3" [P(Z2® <j)—P(M,, —k<j)]+ > Pz <j).
j=—k+1 Jj=—00
Damit ergibt sich
[E(M,, — k) —E(Z)| (2.4)

-k

< Z (1 — 2797y — exp(— e 7182)| + Z exp(—Be 7 182),

j=—k+1 j=—00

Mit Lemma A.3 (i7) erhélt man

o0 [o¢] _ﬂ
j lo, 2 €
0 S Zexp(—ﬁej & Z 1 +] log 2)) m < 00,
j:(] =0
und dies liefert
i J10g2 — jlog2
klirgo Z exp(—Lfe” hm Zexp —fe ) =0. (2.5)

j=—o00

Wir betrachten nun den ersten Summanden auf der rechten Seite der Ungleichung
(2.4). Dazu sei k € Nund j7 € Nmit j < k — 1. Dann gilt

(1 —277%)™ — exp(—Be’'°8%)| < exp(ny log(1 — 277%)) + exp(—Fe’'*?).
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Wegen j < k — 1 gilt 2% < %, und so folgt aus Lemma A.3 (7) fiir geniigend grofle

kENmitZ—’ng

exp(ny log(1 — 277%)) < exp(ng(—277%)) < exp(—2%).
Damit ergibt sich wegen exp(—3e71°62) < exp(—e’l8?2)
(1= 277F)™ — exp(—Be?'%%?)| < 2exp(—e?'®?).
Da wir in fritheren Berechnungen
(e e}
0< > exp(—e/*?) < o0
j=1

erhalten haben, folgt mit dem Weierstrafischen Majorantenkriterium (siehe hierzu
Satz 105.3 in [H]), daB

Z Lt e—13 (J) (1 = 23"’“)”'9 - exp(—ﬁeﬂOgQH

gleichméBig in k konvergiert. Aus diesem Grund kann man laut Satz 104.5 in [H]
Summation und Grenziibergang vertauschen und erhélt

-1

: _ o—j—k\ng __ . —jlog?2

lim |1 = 2777F)™ — exp(— e8|
J=—k+1

=3 dim [(1— 275" — exp(— eI %)

k—oo
j=1
:(),
also )
: _ o—j—k\np _ _Rp—dlog2y| _
,}ggo'XI;HKI 2797 M) — exp(— e 71E%)| = 0. (2.6)
e

Im weiteren Verlauf des Beweises sei wieder £ € N und 7 > 0. Man erhélt

(1= 2797k)™ — exp(—fe1%5) (2.7)
— exp(—Be %) exp(ny log(1 — 2797%) + F277) — 1.

Weiter ist

i log(1 —2777%) + 277] < [y (log(1 — 2797%) +2777F) [+ |5277 — my 277",

25



und wegen | — 27777 < 2 liefert Lemma A.1 ein C' > 0 mit
[log(1 —2797F) 4 2777k < C(27777)2%

Da
13277 — 277k =277

ny
a 27’
gilt, folgt insgesamt

Ing log(1 — 2777%) + 27| < —LC27Mh 4 07

nk
- ‘ . (2.8)

Da j > 0 und k € N gilt, ergibt sich fiir geniigend grofle k£ € N sogar
. ‘ 1
i log(1 —2777%) + 527 < O+ 5,
C+3

so daf} sich mit Hilfe von Lemma A.2 fiir D :=e¢

|exp(nglog(l —2777%) 4+ 5279) —1| < Dinglog(l —2797%) + 327

< D<C§2 ik 4 9= —ﬁ()
ergibt. Damit folgt aus (2.7)
(1 —2797F)™ — exp(—Fe 71%?)]
< exp(—fe®%)D (CZ’“2 2i9k 4 97 ZZD
und schliellich
: j— k __A,—jlog2
,}ggOZ| —2" — exp(—Be 7 18%)|
. —jlog2 Nk 5250k —j ng
< Jim DY el (CGte w2 42| )
< lim D c"’“z—ki ! j+‘ﬁ "’“‘i Ly’
7=0 7=0
= lim D C Fo- ké—i—2‘ —@‘
=0.
Man erhélt also
: _ o—j—k\np __ . —jlog2 —
;}LI&Z'(l 279 7F)™ — exp(—Be7'E%)| = 0. (2.9)
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Mit (2.5), (2.6) und (2.9) folgt dann aus (2.4)

lim [E(M,, — k) —E(Z®)| =0,

k—oo

also die Behauptung. O

Es konvergiert also E(M,,, ) — |log, ny| fir £ — oo gegen den Erwartungswert
von [Zjego + log, B, wenn die Folge (ny)reny wie in Satz 2.12 definiert ist. Da laut
Lemma 2.9 fiir geniigend grofie k£ € N

UOgQ nkJ =k

gilt und man so

logy i — [logy ne) = log (55 ) +k — k = log, 8+ o(1),

also
|logy ny | = logy ng, — log, B+ o(1), (2.10)

erhalt, folgt demnach

Korollar 2.13. Ist die Folge (ny)ren wie in Satz 2.12 definiert, so gilt

lim |E(M,, ) — logy ng — E([ Ziog2 + log, B1) + log, 8| = 0.

k—o00

Bemerkung 2.14. Die hier verwendete Methode 148t sich auf gewichtete Konver-
genzaussagen, also auf Verschiarfungen des Ergebnisses aus Satz 2.10 zu Aussagen
der Form

lim Y~ p(j)|P(M,, — [logyni] = j) = P([ Ziog2 +10g, 5] = j)| = 0

k—o0
JEZ
mit einer Gewichtsfunktion p : Z — [1,00), p(k) — oo mit k — +oo, verallgemei-
nern.

Wie angekiindigt soll nun im folgenden Abschnitt mit Hilfe von Satz 2.10 etwas
itber das Verhalten der Verteilung von L, bzw. A, fiir n — oo ausgesagt werden.
Dabei liegt die Vermutung nahe, dafl sich auch hier fiir unterschiedliche Teilfol-
gen unterschiedliche Grenzverteilungen ergeben, die man durch Verschiebung der
Gumbelverteilung mit Parameter log 2 erhélt. Daneben soll auf die Vermutung von
V.CLrAusS in [C]] eingegangen werden, indem mit numerischen Mitteln gezeigt wird,
daB nicht alle Teilfolgen von E(L,) — log,n bzw. von E(A,) — log,n denselben
Grenzwert besitzen.
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2.4 Das asymptotische Verhalten der Anzahl der
Additionsschritte

Es sei im folgenden (my)ken eine Folge von natiirlichen Zahlen, also my € N fiir alle
k € N, mit

wobei § € (1,2) gelten soll. Dann liefert Lemma 2.8
Lemma 2.15. Fir k € N gilt

M

Pmy,

Pmy *

Um Aussagen iiber das Verhalten von L,,, fiir & — oo zu erhalten, mufl man
offensichtlich mit Hilfe des letzten Abschnitts die Zufallsvariablen M, 1 und M,
niher betrachten. Definiert man dazu fiir £ € N

mk 3 mk 3
i | k| = [ i

und

so ergibt sich

Lemma 2.16. FEs gilt

. ng .
lim — = lim

Beweis. Es gibt fiir alle k € N ein Ry, € [0,1), so da8

[
|
_
3
|
_
=
[
[
@

m 3
ng = Tk — TTL];l — Rk
gilt, also hat man
. ng . my mi 1 Rk
Ao T (W‘4W?_¥> =0
my,
Analog lassen sich die iibrigen Aussagen zeigen. O

Zusétzlich erhélt man fiir die oben definierten Folgen

Lemma 2.17. FEs gilt
lim P(ng < pp, <ny) =1,

k—oo
also auch
klim Plrg < pm, —1< 1) =1.
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Beweis. Mit der Ungleichung von Chebychev folgt wegen p,,, ~ Bin (mk, i)
3 1

P(‘ m’“‘> 3>< L Var(pn,) (2.11)
me — — | > m; | < —Var(pm,) = — , )
also - s
e e ] 2 -0,
3 3
und das ist wegen ny < % —m} und nj, > % +m,, die Behauptung. O
Aus Lemma 2.17 ergibt sich der fiir unsere Ziele wichtige
Satz 2.18. Es qilt
lim P(M,,, <M, <M;)=1
k—oo k k
und
khiEO P(M,, < M,, -1 < Mﬁc) = 1.
Beweis. Fir k € N gilt mit Ay, := {ng < pim, < nj}
P(Mnk < Mpmk < Mn;)
— P(Mnk < Mpmk < Mn%,Ak) —+ P<Mnk < Mpmk < Mn%,Az)
= P(Ay),
also mit Lemma 2.17
kh_)rgo P(M,, < M,,. < Mn?) =1.
Analog folgt die zweite Aussage. O

Bevor wir nun fiir M, —1 und M, ~eine analoge Aussage zu Satz 2.10 beweisen,
bendtigen wir folgendes Lemma, das sich aus Lemma 2.9 und Lemma 2.16 ergibt.

Lemma 2.19. Fliir geniigend grofie k € N gilt
[logy ny.| = [logy my ] = [logy 7] = [logy ] = k-
Damit erhélt man

Satz 2.20. FEs qgilt fir j € Z

lim P (M, — [logyni] =j) = P([Zig2 + log, B] = j)

k—o0
und
lim P (M, _1— [logyni] =j) = P([ Zioga + log, 5] = j).

k—oo
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Beweis. Es sei j € Z und By := {M,, < M, < M, }. Dann folgt fiir geniigend
grofie k € N

P(M,,, —logyme] <j) = P(M,,, — |logyni] <j,B)
> P(M,, — |logyni| < j, Bx)
= P(jwnﬁC - |_10g2 TL;CJ < j) P(M’ - |_10g2 n;cJ < J Bl?)
2 P(Mn; — [logy ] < j) — P(By),
also mit Satz 2.18
h;n inf P(M,,, — [logyni| <j) > khm P(M,, — |logynj| < 7).

AuBlerdem erhalt man

P(M,,,, — [logyny] < j)
= P(M,,,, — [logyni] < j, Bx) + P(M,,, — [logyni| < j, By)

Pmk

< P(M,, — |logyni| < j) + P(By)
und so mit Hilfe von Satz 2.18

limsup P(M,,, — [logyn] < j) < lim P(M,, — [logyni| < j).

k—o0 k—o0
Aus Satz 2.10 und Lemma 2.16 ergibt sich somit fiir alle j € Z

lim P (M — |logy ny | < j) = exp(—Be7182)

k—o00

und damit die erste Behauptung. Analog folgt die Aussage fiir M, 1. O
Es 148t sich offensichtlich ein &y € N finden mit
|log, ni | = |logy mg| — 2 (2.12)
fiir alle k& > kq. Dies liefert zusammen mit Satz 2.20 und Lemma 2.15

Korollar 2.21. Fir alle j € Z qult

Jim P (Lyy, — [logy my | +2 = j) = P([ Ziog2 + log, 0] = j).

Wie erwartet entstehen die Grenzverteilungen zu bestimmten Teilfolgen von L,,—
|log, n| aus der Verschiebung einer Gumbelverteilung, wobei auch hier mit dem Satz
von Scheffé sogar die Konvergenz in Totalvariation folgt. Wie im vorangegangenen
Abschnitt wenden wir uns nun noch den zugehorigen Erwartungswerten zu. Um zu
zeigen, dal E(L,,, ) — [log, my, | +2 fiir k — oo gegen E([ Ziog2 +1og, #]) konvergiert,
ist unter anderem eine Aussage zum asymptotischen Verhalten von E(M? ) fiir
k — oo notwendig. Dazu ist das folgende Lemma hilfreich.
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Lemma 2.22. Ist (Yy)ren eine Folge von unabhdngz’ggn und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit Y7 ~ Exp(1) und definiert man M, = max{Yy,...,Y,} fir

n € N, so gilt
M,
M, 2 { "J 1.
log 2

Beweis. Zunéchst gilt fiir £ € N
Y, Y, NGO
(mez=)-r(2m50)-() 5

Y 1
1| ~G — .
LOgQ + J eompy (2>
Damit erhalt man

Vi Y, M
M, 2 ... noq| = | 2 1.
max{{logQ + J B LogQ + J} LogZJ +

also

O
Damit ergibt sich
Satz 2.23. Fiir k — oo gilt
E(M,) = O((logmz)?).
Beweis. Lemma 2.22 liefert
BE(M2,) < (10;2)2E(M3%) + lonE(Mmk) +1. (2.13)

Aus diesem Grund betrachten wir zunichst E(M,,, ) und dann E(M;k) Fir ke N
gilt

E(M,,) = /000(1—P(Mmk§x))dx
_ /Om(l—(l—ex)mk)d:c
_ /01°gm'“<1_(1—e—f>mk)dx+/lw (1= (1— ™)™ )d.

ogmg

Da die Funktion z — (1 — (1 —e™*)™) in = € R fillt, gilt

log my log my,
/ (I—(1—-e)™)dx < / dx = log my.
0 0
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Mit Hilfe der Substitution y = z — log m;, erhélt man

/k:mku (1= e )™ da = /OOO (1 _ (1 _ %>m> dy.

Esist e7¥ € (0,1) fiir y € (0,00), also folgt mit Lemma A.4 fir k¥ € N mit my, > 2

Damit ergibt sich fiir gentigend grofie £ € N

og/ooo (1—(1—%>mk> dy < /Ooo(l—exp(—Qe_y))dy,

E(Mmk) < logmy + / (1 —exp(—2e7Y))dy.
0

also

Analog ergibt sich
E(M;,)
- 2/ r(1—(1—e)™) de
0
< 2(logmy)* + 2/ Y (1 — exp (—2e_y)) dy + 2log mk/ (1 — exp (—Qe_y)) dy.
0 0

Mit Lemma A.3 (i7) folgt fiir x € R
1l—e*<u,

also - -
/ (1 — exp (—26’”)) dy < 2/ e Ydy < oo
0 0
und

/ Y (1 — exp (—Qe’y)) dy < 2/ ye Ydy < oo.
0 0

Damit erhalt man fiir kK € N

E(M,,,) < logmy + o(logmy,)

und )
B(V2,) < 2(logmy)? + o (log mi)?).

Dies liefert zusammen mit Gleichung (2.13) die Behauptung. O

Mit Hilfe von Satz 2.23 ist der Beweis des folgenden Satzes mdoglich.
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Satz 2.24. FEs gilt
lim [E(M,,, ) — [logymi] + 2 = E([ Ziog2 + log, B1) = 0

k—o0

und
lim [E(M,,, 1) — [logomi] +2 — E([Zig2 + log, B])| = 0.

k—oo

Beweis. Auch hier sei abkiirzend Z?) = [ Ziog2 + log, B]. Es ist fiir gentigend
grofie £ € N mit Gleichung (2.12)

(M, ) — [logy me] +2 — B(Z)]
< |E(M,,,,,) = E(My,)| + [E(My,) — [logy i | — E(Z7)].
Wegen Satz 2.12 mufl zum Beweis der ersten Behauptung
lim [E(M,,,,) ~ B(M,,)| = 0
gezeigt werden. Definiert man
Ay = {1 < pmy, <3},

so ergibt sich wegen

c k 3 mi 3
Pidn) = P({ome < [ =mi |0 o> [ +mi]})
< (o222
4
zusammen mit Gleichung (2.11)
3 1

P(AS ) < — . 2.14

(45) < 157 2:14)

Es ist

E(|M,,, — My, |) = E(a,, |My,, — M) + E(Lag, [M

Pmy

_Mnk’)

m

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert dann mit Gleichung (2.14) und mit
ng, < my, fiir geniigend groflie kK € N

E(Lag, My, — My])

Pmy

< E(lag, M,,,) + E(Lag, M)

< B )EOR)
= /P45, /BOZ,)

3 1
< -
B 16,/mk
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Mit Satz 2.23 ergibt sich

khm E(lag, My, — My,]) = 0.
AuBlerdem erhalt man mit Satz 2.12
Jim B(La,, |M,,, — M)

< khm E(lAmk ]Mn;C — M,,|)
< lim B(M,; — M, )
= O’

also
lim E ( 1 A

k—oo

- Mnk|) = 0.

mp |

Dies bedeutet insgesamt

lim [E(M,,, ) — [logyms| +2 — E(ZW)| = 0.

k—o00

Analog 148t sich auch

lim [E(M,,, 1) — [logymy| +2 — E(Z®) =0

k—o0

beweisen. 0
Schliefflich ergibt sich daraus mit Lemma 2.15 und der Gleichung

[logy my.| = logy my, —logy B+ o(1)
Korollar 2.25. FEs ist

lim |E(Ly,) — logy my + logy B+ 2 — E([ Zigg2 + log, 8])] = 0.

k—o0

Ist also # € (1,2) und (m4)ren eine Folge natiirlicher Zahlen mit limy .. 5t =
3, so kann man nun mit den Gleichungen (2.1) und (2.3) die Ergebnisse aus Korollar
2.21 und Korollar 2.25 auf die Anzahl A,,,, der notigen Additionsschritte iibertragen.
Fiir das asymptotische Verhalten der Verteilung von A,,, ergibt sich

Korollar 2.26. FEs gilt fir j € Z

lim P(A,,, — [logymy| +1=j) = P([Ziog2 + log, 8] = j).

k—oo

Im Falle des Erwartungswertes von A,,, erhélt man

Korollar 2.27. Es gilt

v
’}1_{1;10 |E(Am,) —loggmy +1 — log2 e(8)] = 0.
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Bemerkung 2.28. In [K] beschiftigt sich D.E.KNUTH nur mit dem Erwartungs-
wert der Anzahl von Additionsschritten, die der von Neumann-Algorithmus bené6tigt.
Hier werden jedoch nicht nur Bindrdarstellungen, sondern allgemeiner Zahlen zur
Basis b betrachtet!. Fiir die erwartete Anzahl ¢, von Schritten bei n-stelligen Dar-
stellungen ergibt sich dort unter Verwendung von klassischen Verfahren der asymp-
totischen Analysis

v 1 b—1 (logn)*
t, =1 L qlog [ —— ) = o—2"), 2.15
o+ 4 g o, (15 0) = g+ 0 (U (2.15)
wobei f(n) = f(bn) gilt. Laut [K] ist f(n) sehr klein und nicht konstant, was dort
aber nicht explizit bewiesen wird. Die Gleichung (2.15) deutet darauf hin, daf spe-
ziell im Fall b = 2 die Folge t,, — log,n, also E(A,) — logy n, fir n — oo keinen
Grenzwert besitzt, jedoch fiir groe n Werte in einer bestimmten , kleinen“ Umge-

bung von 15 — 5 ~ 0.333 annimmt.

Hier ist sogar gezeigt worden, dafl die Verteilungen von bestimmten Teilfolgen
von A, — log,n gegen durch Verschiebung aus der Gumbelverteilung entstehende
Grenzverteilungen konvergieren. Kann man nun mit Blick auf [K] zeigen, dafl ¢(03)
in B € (1,2) nicht konstant ist, so ist klar, da§ E(A,) — log, n fiir n — oo keinen
Grenzwert besitzen kann. Auflerdem liegt es nahe, logarithmische Periodizitéit und
Wertebereich von ¢() auf (1,2) zu untersuchen. Dazu betrachten wir die mit Hilfe
von MAPLE erstellte Abbildung 2.1 auf Seite 40, in der die Funktion Clis ) © (1,2) —
R mit

ko

* o ° ,.)/
Pls o) (B) == k; (—k) exp (—209%5+0)) (1 — exp (—20%5+0))) _log, § — e

also eine Niherung von ¢() fur alle § € (1, 2), fiir k; = 40 und ks = 30 zu sehen ist.

Offensichtlich ist ¢(f3) nicht konstant. Man erkennt jedoch auch, daB sich die
Werte von () voraussichtlich in einer Umgebung der GriéBenordnung 107> um
% befinden. Dies wiirde bedeuten, dafl die Grenzwerte der von uns betrachteten
Teilfolgen von E(A,) — log,n in einer 107>-Umgebung von —1 + lo'ng + 3 ~ 0.333
zu finden sind und so die Vermutung von V.CLAUS in [Cl] nahegelegen hat und
nachzuvollziehen ist. Es soll nun gezeigt werden, dafl ¢(3) nicht konstant ist. Dazu

betrachten wir den folgenden Satz.

'Da uns die Arbeit von D.E.KNUTH erst nach Fertigstellung der ersten Version dieses Kapitels
bekannt wurde, wird hier auf diese allgemeinere Situation nicht eingegangen.
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Satz 2.29. Firn € N gilt

Z(—k) exp (—2(10g2 3+’f)) (1 —exp (_2(10g2 ﬂ+k)))

k=n

< (%) (4+2(n — 1))

und

> (—k)exp (—20082P0)) (1 — exp (—200e241H)))

k=—o00

<2 (%) (4+2(n—1)).

Beweis. Es sei n € N. Dann erhélt man mit Lemma A.3 (i7)

f:(—k) exp (—2(108;2 ﬁ+k)) (1 — exp (_2(10g2 ﬁ+k)))'
k=n
< f: kexp (—e(log 2)(logy B+k))
k=n
< i ke~ (1+(log 2)(log, A+k))
k=n

= (%)n (4+2(n—1)).

Auflerdem ergibt sich mit Lemma A.2

—-n

Z (—k) exp (_2(10g2 ﬁ—i—k)) (1 —exp (_2(1og25+k)))

k=—00

= Z k exp (_2(10g2 Gk (1 exp (_2(1og2 571@)))
k=n

S e Z ke(logQ B—k)log 2

k=n

o0 k
< 2e k (1)
2
k

: >n(4+2(n— 1).

.

Mit Hilfe von Satz 2.29 ist man in der Lage, zumindest auf numerischem Wege
mit MAPLE zu bestétigen, dal ¢(8) in [ nicht konstant ist und E(A,,) —log, n somit

3

N —

O
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nicht konvergiert. Es gilt fiir 3; = 2°! und g, = 205
SO>(k40’30) (61) = 0.5000015658

und
10,30 (B2) = 0.4999987928.

Damit erhalt man

41

1\ 1
P(10,30)(B2) + (5) (4+2-30) +2e (5) (4 + 2 - 40) = 0.4999988228

1\ 3 1\ 4
< $la0,30)(B1) — (5) (44+2-30) — 2 <§> (44 2 -40) = 0.5000015358,
also haben wir mit ,numerischen Argumenten*

P(B1) > p(Ba)

gezeigt.
Im folgenden wenden wir uns nun der Frage nach einer gewissen Periodizitat von
() zu. Man erkennt schnell

Lemma 2.30. Fir § € (1,00) gilt
w(8) = ¢(20).
Definiert man also die Funktion ¥ : (0,00) — [0, 1) durch

W) = o (2) = [ (= logy 2] — (1 log, 2))e d
0
so ist W offensichtlich periodisch mit
U(n) =V(n+1).

Damit liegt es nahe, die Funktion ¥ durch ein trigonometrisches Polynom zu appro-
ximieren und schlieflich  durch log, 3 zu ersetzen, um so den Verlauf von ¢{,, 4 (8)
in Abbildung 2.1 besser zu verstehen. Aus diesem Grund werden im folgenden Lem-
ma die ersten Fourier-Koeffizienten zu ¥ bestimmt.

Lemma 2.31. Fir

1
ap = 2/ W (n)dn,
0

1
ap = 2/ W (n) cos(2mn)dn
0
und

1
by = 2/ U(n) sin(27n)dn
0
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qilt
ag = 1,

o= [ el logy ) os([ g ) o),
0 s

und

o 2 —1 1 21
b [l sl oy o1,
0 s

Beweis. Es sei abkiirzend B(z) := [—log, z]| + log, z fiir z € [0,00). Mit dem
Satz von Fubini folgt

00 1
a; = 2/ e_z/ ([n —logy z] — (n — log, 2)) cos(2mn)dndz
0 0

Ui
B(z) 1
= 2/0 e’ [/0 (B(z) —n) cos(2mn)dn +/ (B(z) + 1 —n)cos(2mn)dn| dz

B(z)
_ _2/°°ezsin(B(z)7r) COS(B(Z)W)dz.

™

Analog erhélt man ag und by. O

In dieser neuen Form lassen sich a; und b; mit Hilfe von MAPLE numerisch
bestimmen. Es ergibt sich

a; ~ 0.1205155606 - 10~°

und
by ~ 0.1011150393 - 1075.

Die Abbildung 2.2 auf Seite 41 zeigt die zugehorige Approximation an die Funktion

1
p(B) = 5 + ay cos(2m log, 3) + by sin(27 log, [3)
in 3 € (1,2).
Offensichtlich ist p(3) eine gute Néherung fiir ¢(3), denn man erhélt mit MAPLE

sup [p(8) — ¢*(B)] < 8- 107"

1<p<2

Dies liegt daran, dafl die nachfolgenden Fourierkoeffizienten von W schnell sehr klein
werden; zum Beispiel ergibt sich mit denselben Methoden wie im Beweis zu Lemma
2.31

1
as := 2/ WU (n) cos(4mn)dn ~ 0.426 - 102
0
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und )
by :=2 / W(n) sin(4mn)dn ~ —0.59096 - 10~ 2,
0

Insgesamt ist deutlich geworden, warum die betrachteten Teilfolgen von E(A,,) —
log, n zwar nicht denselben Grenzwert besitzen, aber alle gegen einen Wert in einer
Umgebung der GroSenordnung 10~ von 0.333 konvergieren.

Bemerkung 2.32. Definiert man fiir x € R

{z} =z —[z],

so gilt
@(B) = E(1 — {Ziog2 + log, 8}).

Neben der Interpretation von 1 — () als Erwartungswert des ,fractional parts
der um log, ( verschobenen Gumbelverteilung mit Parameter log 2 erméglicht diese
Darstellung von ¢ einen mit probabilistischen Mitteln und ganz ohne numerische
Argumente durchgefithrten Beweis, dal ¢(3) in # € (1,2) nicht konstant ist. Dies
gelingt, indem man zeigt, da8 der ,,fractional part® {Zi52+1logy 5} von Zj,e2+log, 4
nicht auf (0, 1) gleichverteilt ist und so ¢(/3) nicht konstant sein kann. Die Tatsache,
dafB8 sich ¢(3) in einer 107°-Umgebung von 3 bewegt, a8t sich mit den Fourier-
Koeffizienten a;, der Dichte zu {Zj,g2 + log, 5} erkldren. Sie ergeben sich, indem
man die charakteristische Funktion von Zjz9 + log, 3 an den Stellen 27k auswertet
und werden schnell sehr klein. Dies macht deutlich, daf sich {Zj,z2 + log, 8} ,fast
1

wie eine unif(0, 1)-verteilte Zufallsvariable® verhélt, die ¢(3) = 5 liefern wiirde.

«
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5000015 *
0.500001 *
5000005 *
4999995 *

).499999 -

4999985 -

1.2 1.4 1.6
beta

1.8

Abbildung 2.1: ¢{y, 30, (3)
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0.5000015 +

0.500001 -

0.5000005 +

0.5+

0.4999995 + \

0.499999

0.4999985 +

beta

Abbildung 2.2: Approximation an p((3)
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Kapitel 3

Auf {1,... N} gleichverteilte
Lebensdauern

In diesem Kapitel stehen eine Folge von unabhéngigen, auf einer diskreten Menge
gleichverteilten Zufallsvariablen und die Frage nach Anzahl und Summe von Rekor-
den unter diesen Zufallsvariablen im Mittelpunkt. Umschreiben 148t sich dies anhand
eines Spiels, bei dem zwei Personen, Spieler A und Spieler B, einen fairen ,, Wiirfel
mit N € N Seiten“ so lange werfen, bis zum ersten Mal die Zahl N gefallen ist. Dabei
werden die Augenzahlen aller Rekordwiirfe, also der Wiirfe, deren Augenzahl grofier
als die der davorliegenden ist, zusammengezahlt, und diese Summe erhélt Spieler B
von Spieler A in Euro. In der erneuerungstheoretischen Interpretation entspricht die
Summe der insgesamt in Rekorden verbrachten Zeit. In den folgenden Abschnitten
von Kapitel 3 kann man sich unter der Folge der unabhingigen und auf {1,... N}
gleichverteilten Zufallsvariablen also eine Folge von Augenzahlen vorstellen, die sich
ergibt, wenn man einen fairen ,, N-seitigen Wiirfel“ wirft. Neben der Summe der
Rekord-Augenzahlen, im folgenden mit Z®) bezeichnet, ist natiirlich auch die An-
zahl der Rekordwiirfe interessant. Die Zufallsvariable Y() gibt dabei im weiteren
Verlauf des Kapitels diese Anzahl an. Im ersten Abschnitt werden die Zufallsvaria-
blen Y™ und ZW) definiert und die zugehorigen Erwartungswerte und Varianzen
berechnet. Anhand dieser Werte kénnte Spieler A einen Preis fiir das Spiel festset-
zen, den Spieler B zu Beginn bezahlen mufl. In den weiteren drei Abschnitten geht es
dann hauptséchlich um die Frage, wie sich die Verteilungen von Y™) und Z™) fiir
N — oo verhalten. Im letzten Abschnitt werden unter anderem Rekursionsformeln
zu den Verteilungen von Y™ und Z™) hergeleitet und interpretiert. Sie erlauben
die Berechnung der Verteilungen und werden fiir die Abbildungen 3.1 bis 3.7 bzw.
3.9 und 3.10 verwendet.

Man nennt H, := >}, % fiir n € N die n-te harmonische Zahl; es gilt bekannt-
lich lim,,_,.(H,, — logn) = =, wobei v = 0.57721... die Euler-Mascheroni-Konstante
bezeichnet.
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3.1 Definition von Y®) und ZW)

Es sei also (X ,gN))keN fiir N € N eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten
Zufallsvariablen mit
X < mif({1,...,N})

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P). AuBerdem seien fiir Ny, No € N mit
N # N, die Folgen (XlgNl))keN und (X,SNQ))keN unabhéngig. Definiert man RgN) =1
und fiir k e N, k£ > 2,

k

P J1 falls XY s XY fir =1k
o 0, sonst,

so gibt die Zufallsvariable R,(CN) an, ob die k-te Lebensdauer X ,iN) ein Rekord ist

oder nicht. Damit liefert
Y = 37 R
k=1

fiir n € N die Anzahl der Rekorde unter den ersten n Lebensdauern X 1(N), e ,Xle)

und
N N
zZM =3 RMxNY
k=1

die Summe der zugehorigen Lebensdauern. Die Zufallsvariablen v und zM
waren also die Anzahl und die Summe der Rekordwiirfe in dem oben beschriebenen
Spiel, wenn exakt n-mal gewdiirfelt wird. Es sollen nun Erwartungswert und Vari-
anz zu Y,V und Z{") berechnet werden. Wir betrachten zuniichst die Anzahl der

Rekordwiirfe.

Satz 3.1. Firn € N gilt

=0 N—=j
und
Var(Yn(N))
N-1 n N-1 N 1
1- (& 1 1 —1\"
- NN) T2 TN 1<_(TN) )
7=0 —J r=1 g=r+1 —qT -
n— n— - n\ 2
FEE () E5Y)
Nr:1q:r+1N_Q+1 ¢—1 a-r =0 N =



Beweis. Fiir k € N gilt
N N N N N
ERM) = p(x™M > x™ x> x M)

N
= S P > x™ xS x ) x ™ - )

j=1
B 1 N71]k_1
NFk =
und so
E(YH(N)) - En: Lk N_ljk—l _ - (%)n
k=1 j=0 =0 -J

Im Fall © < j mit 7,5 € N erhdlt man analog mit einer Zerlegung nach den Werten
(V) (NV)
von X;"" und X;

i g ey

B i r—1\"" 1 fg-1\M
B N N\ N N’

=PV < XM XN < xM X < XV
N—

r=1 g=r+1
Wegen
Var(YV) = E((Y,M)?) — (EY,™M))?
n n—1 n
= DR 42} Y BRVRY) - (B
7j=1 =1 j=i+1
S GO S NI C=S S C LAY
_ N
- N — +2Z'ZE(RZ' RJ' )_ Z N —j
7=0 i=1 j=i+1 7=0
und
n—1 n
23" 3" B(RMRY)
=1 j=i+1

i=1 j=i+1 r=1 g=r+1
n—1 N—-1 N i—1 n j—i—1
2 r—1 q—1
wx2 2 (%) 2 (%)
i=1 r=1 g=r+1 Jj=i+1
BER S SDS & 1) L ()"
N2 -1
i=1 r=1 g=r+1 N 1 - qT



folgt
Var(Yn(N))

N—1 n N-1 N n—1

=0 N=J SN atlN-T+1 N

N-1 N —-1\n—1 n—1 N-1 n
_2 $ (%) (_(T—1> )q—l ( 1—(%))
Nr=1q=r+1N_q+1 q—1 a=r =0 N—j

also die Behauptung. O

Mit &hnlichen Uberlegungen erhilt man Formeln fiir Erwartungswert und Vari-
anz der Summe der Rekordwiirfe.

Satz 3.2. Firn e N gilt

(N) i — (%)n
E(Z,) =) "+
= N—-j7+4+1




Bewers. Fiir k € N ergibt eine Zerlegung nach dem Wert von X ,EN)

) Yo ]—1
BRYXT) =) 5 gy

J=1

1(‘ ) ﬁif}—Jﬁl

also folgt fiir n € N

3

ANy
=%

]:1 k=

o

Weiter gilt fiir n € N

Var(Z{M) = E(Z7)?) = (B(Z{™M))?.

n 2
E(ZM)?) = E (ZR&“X&“)
k=1

n n—1 n
= Y ERMEM) +23)° Y BRIV RM ),

k=1 k=1 j=k+1

wobei fiir £ € N mit einer Zerlegung nach dem Wert von X IEN)

(N) (V) SRR

E(RMV (XM =) — 2

( k ( k )%) ]Zl N N J

und fiir j > k& mit j,k € N und einer Zerlegung nach den Werten von X ,EN) und

(N)
Xj

=

J

-1 N —k—1
1 (r—1 1 (s—1Y
E(RM XM R x (M) — N(?__> ﬁv<s ) s
1

r=1 s=r+

gilt. Dies fiihrt auf

St = £ ()

k=1 j=1
N N
Jj=1 k=1
= i]21 — (J;{l)n
N—j+1



und

N N N N
2)" Y EBRMXVRM XN
k=1 j=k+1
N-1 N n—1 k-1 n j—k—1
rs r—1 s—1
=Y > 23 (5) 2 (5
r=1 s=r+1 k=1 j=k+1
S S b Sl (A Rl e o
N N N —s5+1
r=1 s=r+1 k=1

Insgesamt liefert dies

Var(Z. N Z] ] 1)

j+1

49 i rs 1 ) r—1\""
= N—-—r+1N-s+1 N
9 EN:E 1 s—1/s—1\"! 1_ r—1\""!
NN-—-s+1s—r N s—1
r=1 s=r+1
(e
N—-j+1

Betrachte nun

und

ZM = 700 =" RVXN.

Damit gibt Y) die gesamte Anzahl von Rekorden an, die bei einer Folge von
unabhéngigen und auf {1, ..., N} gleichverteilten Zufallsvariablen auftreten konnen.
Offensichtlich kann Y ) nur die Werte 1 bis N annehmen. Die Zufallsvariable Z(V)
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liefert die zugehorige Summe der Rekordlangen, also gilt

P<Z(N)e {NW}) =1.

In Abbildung 1.3 ist Y =3 und Z©® = 12. Der Satz von der monotonen Konver-
genz liefert
E(Y™) = lim BE(Y,™) (3.1)

n—oo

und die analogen Aussagen fiir Var(Y ™)), E(Z™) und Var(Z™), also folgt

Satz 3.3. Fir N € N gilt

E(Y™) = Hy
und
N
Var(Y™)) = Hy — Z 2
k=1
sowie
E(ZWM)=(N+1)Hy - N
und

N
3 5 1
(N)y __ 2 Y ar2 Y . 2 e
Var(Z0) = (N* 44N +3)Hy — SN = N — (N* +2N + 1) ;_:"52'

Beweis. Die Formel fiir E(Y™)) ergibt sich unmittelbar aus (3.1) und Satz 3.1.
Die zu (3.1) analoge Aussage fiir Var(Y™) liefert mit Satz 3.1

1 2
Var(Y HN—i—QZZ —q—i—lN—r—l—l — Hy.

r=1 g=r+1

Mit Indexverschiebung und Vertauschung der Summationsreihenfolge ergibt sich

g 1 1 N—-1 N 11
;Q;IN_(]+1N—T+1:;(1;1;E.

Wegen

(L) =iy s

k=1 r=1 q= r+1

erhalt man damit

N
1
Var(YN) = Hy = > L
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Aus Satz 3.2 und den zu (3.1) analogen Aussagen fiir den Erwartungswert und fiir
die Varianz von Z) ergibt sich

und

NPATED LS ES vy o o SN N | oL &S 50
ar = —_— — —_— ] .
k N—-—r+1N-s+1 k

k=1 r=1 s=r+1 k=1
Mit Indexverschiebung und Vertauschung der Summationsreihenfolge erhélt man

N r s N N—-k+1 . N —k+1\2
2> 2. N—r+1N—s+1:<ZT> _Z<T> ’

r=1 s=r+1 k=1 k=1

also ergibt sich

N N 2
N —k+1)> N—-k+1
Var(Z™) = E (T—F) _ (%)
k= k=1

1

N
3 5
- (N2+4N+3)HN—§N2——N—(N2+2N+1)Z

1
2 k2’

k=1
und das war die Behauptung. O

Mit Hilfe von einigen C-Programmen, die im Anhang B zu finden sind und sich
auf die Rekursionsformeln aus Abschnitt 3.5 stiitzen, kann man nun zuséatzlich die
Werte der Wahrscheinlichkeitsmassenfunktionen und der Verteilungsfunktionen zu
Y und ZW) erhalten. Dies konnte fiir die folgenden Abschnitte iiber das asympto-
tische Verhalten von Y ™) und Z™) niitzlich sein und eine Vermutung zu moglichen
Grenzverteilungen dieser Zufallsvariablen liefern.

In den Abbildungen 3.1 und 3.2 werden die Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion
fy und die Verteilungsfunktion Fy zu Y™) im Fall N = 30 dargestellt.! Die Wahi-
scheinlichkeit, eine bestimmte Anzahl K von Rekorden zu erhalten, hingt davon
ab, wieviele Kombinationen der moglichen Zahlen zu K Rekorden fithren und wie
wahrscheinlich diese einzelnen Kombinationen sind. Es ergibt sich eine unimodale
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion.

Im Gegensatz dazu erscheint dem Betrachter die Form der Wahrscheinlichkeits-
massenfunktion fz zu Z) im Fall N = 30 in Abbildung 3.3 wesentlich erstaun-
licher. Insbesondere erhédlt man nun eine Funktion mit mehreren lokalen Maxima.

In den Abbildungen 3.1 und 3.5 sollten die Markierungen nicht mit den Stéiben des Stabdia-
gramms verwechselt werden.
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fy (k)

0.3

0.25 -

0.2 -

0.15 -

0.1

0.05

12

Abbildung 3.1: Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion fy zu Y %

Fy (k)

1.1
1k

0.9 r-
0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 -
0.4 -
0.3 -
0.2 -
0.1 -

0 | | | | |

0 ) 10 15 20 25

Abbildung 3.2: Verteilungsfunktion Fy von Y (30)
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fz(k)

0.04

0.035

0.03 -

0.025

0.02 -

0.015

0.01

0.005

Abbildung 3.3: Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion f; zu Z©®%

Fz(k)

1.1

1k
0.9 -
0.8 -
0.7 |
0.6 - _.
0.5 -
0.4 - :
0.3

o2l /
0.1 F /

0 | | | | | | | | |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Abbildung 3.4: Verteilungsfunktion F von Z©%
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Zunéachst féllt der Wert fiir £ = 30, also die Wahrscheinlichkeit, dal man die kleinste
mogliche Summe erhilt, ins Auge. Die Wahrscheinlichkeit fiir ,Z3% = 30“ ist %, da
man sofort die Zahl 30 ,,werfen“ muf. Dabei ist zu beachten, daf in der Z™)-Summe
der letzte (groBte) Summand N sein muB. Auf ,Z®% = 31¢ fiihrt deshalb nur die
Rekordfolge (1, 30), die zugehorige Wahrscheinlichkeit betriagt dann also % . 2%. Die
Wahrscheinlichkeit fiir ,Z% = 31“ ist also deshalb so auffillig kleiner, weil dazu
zwei Rekordwiirfe notig sind und damit die Wahrscheinlichkeit durch den Faktor
% vermindert wird. Da zunéchst fiir grofler werdende Werte immer mehr und zum
Teil wahrscheinlichere Kombinationen in Frage kommen, ,,wichst* der Graph der
betrachteten Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion bis zum néchsten ,, Ausreifler” bei
k = 59. Dies geschieht natiirlich nicht ganz monoton, denn es ist nicht nur die An-
zahl der Kombinationen, die auf dieselbe Summe fithren, entscheidend, sondern auch
die Lange der Rekordfolgen. Der Sprung findet offensichtlich bei dem Wert statt,
der nur noch mit Hilfe von mindestens drei Rekorden erhalten werden kann, da sich
die Wahrscheinlichkeiten hier nun aus mindestens drei Faktoren zusammensetzen.
Insgesamt wird deutlich, dafl es immer bei den Werten Spriinge gibt, bei denen die
minimale Anzahl an Rekorden, die notig sind, um diesen Wert als Summe zu er-
halten, wéchst. Klar ist auch, dal der Graph ab einem bestimmten Wert zwischen
zwei Spriingen nicht mehr ,wachsen“ kann, sondern ,fillt“, denn die Anzahl der
moglichen Rekordkombinationen mit einer festen Summe nimmt wieder ab, und die
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten werden kleiner.

In Abbildung 3.4 ist schlieBlich die Verteilungsfunktion F; von Z®% zu schen.
Néahere Informationen zu den Programmen, die die Daten zu den Abbildungen 3.1
bis 3.4 liefern, findet man im Anhang.

3.2 Asymptotisches Verhalten von y &)

In diesem Abschnitt soll nun das asymptotische Verhalten von Y™ mit N — oo
untersucht werden. Die Abbildungen 3.5 bzw. 3.6 ermoglichen einen Vergleich der
Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion bzw. der Verteilungsfunktion von Y ) im Fall
N = 10000 mit der Dichtefunktion bzw. der Verteilungsfunktion zur Normalver-
teilung mit Erwartungswert E(Y ™)) und Varianz Var(Y ™). Im weiteren Verlauf
dieses Abschnitts wird die asymptotische Normalitdt von Y ™) nachgewiesen. Dies
148t die nicht sehr gute Annédherung in Abbildung 3.6 nicht vermuten und macht
deutlich, daf} die zu beweisene Konvergenz eher , langsam* sein muf}. Ziel ist es also
nun, die asymptotische Normalitit von Y™ zu beweisen. Dazu sei (7;);en eine Fol-
ge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit 7; ~ Exp(1) fiir 7« € N. Definiert man zu
jedem N € N eine Folge von unabhéngigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
(€™ )ien mit

g = N1 —e )], (3.2)

)

52



fy (k)

0.14 — ]

(10000)

a ' Normalverteilung - - - - -
0.12 - : i

0.08

0.06

0.04

0.02

0 L— a ‘|| o
0 5 10 15 20 25

k

Abbildung 3.5: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion fy von Y (10000) it
der Dichte der zugehoérigen Normalverteilung

Fy (k)

1 T T 1
0.9 )
0.8
0.7 -
0.6 -
0.5
0.4
0.3 -
0.2 -

(ll 0000)
Normalverteilung .

I

I

0.1

15 20 25
k

Abbildung 3.6: Vergleich der Verteilungsfunktionen Fy von Y1000 ynd der zu-
gehorigen Normalverteilung
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so gilt fiir k € {1,...,N}

also erhalt man

Lemma 3.4. Es ist
¢~ umif({1,..., N}

firi e N.

Man kann nun zum Beispiel in [ETV] den Satz von Ignatov nachlesen, nach
dem der zu (7;);en gehorige Rekordproze; also der Erneuerungsprozefl, dessen Le-
bensdauern aus den Differenzen der aufeinanderfolgenden Rekorde gebildet werden,
wieder ein Poissonprozefl mit dem Lebesgue-Mafl als Intensitdtsmafl ist. Es sei fiir

ke{0,...,N—1}
k
a,(gN) = —log (1 — —N)

und
a%v) = 00.
Ist fiir K =1,..., N in dem Intervall (a,(ﬁ)l, a,(CN)] mindestens ein Rekord von (7;);en,

so ist dies wegen (3.2) fquivalent dazu, daB bei der Folge (£™);en von unabhiingi-
gen und auf {1,..., N} gleichverteilten Zufallsvariablen der Rekordwert k auftritt.
Die Anzahl W,EN) der Rekorde von (7;);en in (a,(ﬁ)l, a,(CN)] ist poissonverteilt mit Pa-
rameter afCN) — a,(ﬁ)l. Offensichtlich sind Wl(N), cee W](VN) unabhéngig. Da wir uns fiir

die Rekorde bei (@UV))Z-@\] interessieren, also fiir die Tatsache, ob W,SN) positiv ist,

definieren wir fir k=1,..., N

p _ f1 falls Wi > 0,
o 0, sonst.
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Natiirlich sind auch VI(N), ce Vjs,N) unabhéngig, und es gilt fir k=1,..., N

pv™M =1 = pw™ > 0)

= 1-PwW™ =0)

N N
= 1—exp(—(aY —a{™))

1- £
= 1—exp|log k]jl
=%

1
N—-k+1

Fir k& € {1,...,N} gibt Vk(N) an, ob der mogliche Rekordwert k bei der Folge
(& (N))ieN tatsichlich vorkommt. Damit gilt offensichtlich

(2

N
D N
Y™ 23y,
k=1

Wir berechnen zunéchst Erwartungswert und Varianz zu Vk(N) fir k =1,...,N.
Man erhalt

Lemma 3.5. Es qilt firk=1,...,N

1
N
B = N-k+1
und N —k
N B
va (") =

Beweis. Fiir k=1,..., N ergibt sich

1
(N)y _ (N) _ 1y _
und
Var(VY) = EB(V™M)?) - (BWV™M))?
= BV - (BWM))?
B 1 B 1
 N—-k+1 (N—k+1)2
B N —k
- (N—k+1)%
also die Behauptung. O

55



Damit erhilt man noch einmal die Aussagen von Satz 3.3 fiir YV) | also

N N
1
E(Y®™)y — (N)y _ L
() =SB =30 4= Hy
k=1 k=1
und
N A N
Yy =S Var (V) = H —.
Var( ) ; ar (V) 2 UFSIE N - 2

Aus dem bekannten Verhalten der harmonischen Zahlen folgt mit N — oo
E(Y™) =1log N 4+ O(1) (3.3)

und

Var(Y ™) =1log N + O(1),

also hat man
Var(Y ™)) = o((E(Y™M))?). (3.4)

Hiermit folgt

Satz 3.6. Fir N — oo gilt

Beweis. Mit der Chebychevschen Ungleichung erhélt man fiir e > 0 und N € N
P L 1| > = P([Y®™ —EYM)| > E(Y W™
symy ~12¢) = PV -BET] 2 B

1 N
WV@J(Y( ),

also mit Gleichung (3.4)

Mit (3.3) bedeutet Satz 3.6
ywn)

1
log N -

fir N — oo. Es tritt bei Y™ also eine ,, Massekonzentration® auf, das heifit, daf
mit wachsendem N die Zufallsvariable Y )| relativ gesehen, immer stirker um ihren
Erwartungswert konzentriert ist. Man hat sogar
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Satz 3.7. Fir N — oo gilt

(V) _ By ™)
YW -By®™) 5
Var(Y ™)

)

wobei Z ~ N(0,1).
Beweis. Da sich fir k=1,..., N

3

1
B[V - ———
k N—k+1
(V) 1 ’ (V) 1 ’
=FE < Vk — 7]\7—]{4—1 1{VI€(N)1}> +E ( Vk — 7]\/__]{_’_1 1{VI€(N)O}>

<e(lv™[ rp(—r

= k (viV=1} (N — k1 1) (V=0
1

<E (V(N)> S —

=E ) TN SR

ergibt, folgt mit SN  E(V,™N) = E(Y™) und S, Var(V"")) = Var(Y (™) sowie
dem bekannten Verhalten der harmonischen Zahlen

1

(VL v

— 1 S E
( Var(Y(N))> k=1

E(Y™) 1 g

( Var(Y(N))>

Hy chvzlk%

(\/HN - ;%)

N—oo
— 0,

N
N N
3 > BV —BW)P
k=1

IN

also ist die Lyapunov-Bedingung (siehe dazu zum Beispiel [Bal], Seite 239, oder
[Bi2], Seite 362) im Fall § = 1 erfiillt und so gilt fiir N — oo

YW -By™) » 5L Y - EGY) N(0, 1).
Var(Y (V) \/fo:l Var(Vk(N))
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Wegen E(Y™) =1log N 4+ O(1) und Var(Y ™)) =log N + O(1) liefert dies

YN —logN p
- _>

N Z ~ N(0,1).

3.3 Asymptotisches Verhalten von NY ) — Z()

Im letzten Abschnitt stand das asymptotische Verhalten von Y V) im Mittelpunkt.
Es stellt sich nun natiirlich die Frage, ob auch ZN) asymptotisch normalverteilt ist.
Um diese Frage im néichsten Abschnitt beantworten zu koénnen, erweist sich eine
weitere Zufallsvariable Z(") als hilfreich. Dazu sei (X lgN)) reny mit N € N wieder eine
Folge von unabhéngigen und unif({1,..., N})-verteilten Zufallsvariablen. Definiert
man fir £k € N

XM= N-xM

so ist (X ,gN)) ren eine Folge von unabhéngigen und unif({0, ..., N —1})-verteilten Zu-
fallsvariablen. Ist Z(") dazu die Summe der jeweils zum Zeitpunkt ihres Auftretens
kleinsten Lebensdauern, so gilt

gWN) — Ny N) _ z(N)
Analog zum ersten Abschnitt erhélt man mit R§N) :=1 und

A {1, falls X < XY fiiw j=1,... k — 1,

0, sonst,

fir k € N, k£ > 2, auch
> (N) v (N
ZM =3RRI
k=1

Mit Hilfe der Spiel-Interpretation vom Anfang des Kapitels kann man sich einen
weiteren Zusammenhang klarmachen. Neu ist hier, daf es sich um einen ,, /N-seitigen
Wiirfel“ handelt, dessen Seiten mit den Ziffern 0, ..., N —1 durchnumeriert sind und
die Auszahlung Z®™) aus der Summe der zum Zeitpunkt ihres Auftretens kleinsten
Augenzahlen besteht. Geht man davon aus, dafl im ersten Wurf die Augenzahl k,
kE € {0,...,N — 1}, gefallen ist, so ist klar, dal zu der Summe ZWN) hichstens
noch Werte hinzukommen konnen, die kleiner als k£ sind und die natiirlich alle mit
derselben Wahrscheinlichkeit auftreten. Dies bedeutet also im Fall X{N) =k, daB
ASH R A gelten mufl. Dabei sei X,EO) = 0 und R,&O) := 0 fiir alle k£ € N. Mit
diesen Uberlegungen erhilt man

Satz 3.8. FEs ist ~ - ~  (N)
70 2 XM 4 75, (35)

wobei Z© = 0,20, ... ZN-1), XI(N) unabhdngig sind.
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Beweis. Die Unabhéngigkeit ergibt sich aus den Voraussetzungen in Abschnitt
3.1.Esseinun firl=1,...,N — 1

Al = {0,,[—1}
und A := {0}. Definiert man fiir [ € {0,..., N — 1}
7l :=min{k € N: X,gN) € A}

und fiir m e N
7 =min{k e N: k> 7}, XN)EAl}

so gilt offensichtlich fiir k € {0,...,N —1} und A € B ({O, . M})

) 2

P <§ XMREM ¢ 4] XM = k) —p <§ XVR e Al XN = k) (3.6)
l
=2

=1

é(N) 1, falls X(k)<X firj=1,...,1—1,
ko= i
! 0, sonst

fir { > 1 und }%*(T?) =1, denn

P( XNMEM e 41 XV k:)

=2

0o -1
o (N o (N

1= =1
00 -1
_ o (N) _
=P Z( Hl{X<N)<X<N)}> 1{ N)EA}GAle —k)
=2 j=2

N (V) 5, (V) (N
=P ZX;QRT;@ cA| X! ):k:).

Es sei (YI(N’k))leN = (X(iv))leN fur k € {0,...,N — 1}. Dann folgt fiir iy,...,4 €
71
{0,....,k—1}und k€ {1,...,N — 1}
PR =iy I = XY = g
= NP =iy vy =g XY = k)
=N Y P =k XM >k XY > kXY =0y,

2<ky <<k

RO > RO sk ROy XY )
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SR IC SO

2<k1 < <ky

(1 ’i": ki—1—1\ (N —k\""!
-\ N -1 N
ki=Il+1

bzw.

P =0, ¥ = 0l XY = 0) = 1.
Analog zeigt man fiir k € {1,..., N — 1}

l
1
PR =gy R =) = (—) :

bzw.
P, =0, .. ;"0 =0) =1,

also ist (YE(N’k))leN fir k € {1,...,N — 1} bzw. k = 0 eine von )N(l(N) unabhéngige
Folge von unabhéngigen und unif({0, ...,k — 1})- bzw. unif({0})-verteilten Zufalls-
variablen. Damit ergibt sich fiir A € B({0,..., W}) mit Hilfe von Gleichung
(3.6)

- 1 - -
P(Z™M e A) = FP(EW e AIX™ = k)
k=0
1 N-1 [e's)
o (N) (N o (N
= Pkt X >R§)eA|X{>:k)
k=0 =2
(36 1 x= = )
3. F(N) 5, F(N) _
=P k+ZXle R’ € AX] _k;)
k=0 =1
1 N-1 [e's)
k) (k o (N
- NHP k+lz;Xl( 'R € AIX| ):k>

also

O

Bemerkung 3.9. Eleganter 148t sich die Tatsache, daf3 (YZ(N’k))leN fir0o<k<N-1
eine Folge von unabhéngigen und gleichverteilten Zufallsvariablen ist, mit Hilfe der
Punktproze-Theorie beweisen. Dazu konstruiert man aus der Folge (X ,gN)) ren und

60



einem davon unabhéngigen, auf R, definierten Poisson-Proze3 mit Rate 1 einen
markierten PunktprozeB, wobei (X IEN)) ren die Marken liefert. Dieser neue Punktpro-
zef} ist wieder ein Poisson-Prozef3. ,Loscht“ man nun alle Punkte dieses Prozesses,

die nicht in Ry x {0,...,k — 1} liegen, so ergibt sich erneut ein Poisson-Proze8,
dessen Intensrcatsmaﬁ dle Verteilung der ,,iibriggebliebenen“ Marken, also der Zu-
fallsvariablen Y Y2(N ") ... liefert. Punktprozesse werden beispielsweise in [KS]
behandelt.

Bemerkung 3.10. Analog kann man zu den Zufallsvariablen Y ™) und Z®) die
Gleichung

(Y(N)7Z(N)) D (1 _’_Y(N_X£N>)’X{N)(1 +Y(N-x£N>)) n Z(N—X£N>))

mit Y := 0 und Z(® := 0 zeigen. Auch hier kann man sich das mit Hilfe der Spiel-
Interpretation klarmachen. Ist im ersten Wurf die Augenzahl k, k € {1,... N},
gefallen, so kénnen hochstens noch N — k Rekorde folgen, also gilt dann

YW 24 y®N-h),

Die Werte, die zu Z®™) noch hinzukommen kénnen, haben die Form k + m mit
m € {1,...,N — k}, also hat man hier

ZMN B (1 4 yWN-R)y 4 z(N=R),

In Abschnitt 3.5 werden aus diesen Gleichungen Rekursionsformeln zu Y&V), Z(V)

und ZM) hergeleitet, die dann die Basis der C-Programme liefern, die die zugehori-
gen Wahrscheinlichkeitsmassenfunktionen und Verteilungsfunktionen berechnen.

Ahnlich wie im letzten Abschnitt ergibt sich
Satz 3.11. Fir N € N gilt
E(Z™M)=N - Hy
und
N2 5

Var(ZW) = 7——N+3HN—Z——1

Beweis. Es ergibt sich wegen
7zWN) — NyW) _ z(N)
mit Abschnitt 3.1
E(ZW)=NHy — (N+1)Hy+ N =N — Hy.
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Fir k£ € N erhalt man

und so folgt

[e%¢) [e%¢} N\ k N . 2 2
(M) 1 o N—-1—-7\" <«—(G—-1)* N* 3

k=1 j=1 k=0 j=2

Betrachtet man j < r mit
den Werten von X J(N) und XﬁN

N—-11-1 i—1 r—j—1
~ ~ ~ ~ 1 N—1-=-1Y\ N —-1-— J
(N) Y(N) (N) x(V _ Z q

P(N) 3 (N) p(N) v (N
SIPIELATATIIL
J=1 r=j+1

Mit Vertauschung der Summationsreihenfolge ergibt sich

Nlllq I N-2 N-1
R TR
=1 ¢=0 g+1

l
[
- (54) -S4
— (N—HN)2—<N+1—2HN+i%).

=2

Insgesamt erhélt man wegen

E(ZMp =3 ERMEM)?) 23 3 BERMXMEMX)
k=1 =1 r=j+1



schlie3lich
Var(Z(N)) = E(Z(N))Q—(E(Z(N)))2

N2 3 N
= — _°N4+Hyv—|N+1-2H —
5 5 + Hn ( + N—l-;]?)
N2 5 N
— — _IN4+3HN-Y — 1.
9 9 + N JZQJQ

Es folgt aus dem bekannten Verhalten der harmonischen Zahlen
E(Z™) = N + O(log N)

und
2

Var(ZWM) = N7 + O(N).

Dies bedeutet, daff man hier nicht wie im Beweis zu Satz 3.6 die Ungleichung von
Chebychev heranziehen kann, um eine mogliche Massekonzentration nachzuweisen.
Dies wird auch auf anderem Wege nicht gelingen, denn im weiteren Verlauf dieses
Abschnitts wird mit Korollar 3.19 ein Grenzwertsatz fiir Z) bewiesen, der deutlich
macht, dafl in diesem Fall keine Massekonzentration vorhanden ist. Um nun die Frage
nach dem asymptotischen Verhalten von ZWN) beantworten zu konnen, verwenden
wir Argumente wie U.ROSLER in [R]. Dazu motivieren wir das weitere Vorgehen
durch einige heuristische Voriiberlegungen. Wir nehmen zunéchst an, dal es eine
Zufallsvariable V gibt mit
N

w Dy (3.7)
fiir N — oo, wobei

©(N) :=E(ZzM).

Definiert man
so gilt wegen (3.5)

Xl(N) v (V)
LWx) = L | Wepo =+ Cn(XY)
it 7 (i) 7(N)
: i1+ E(ZY) -E(Z
Cn(i) == ( ?V ( )
Fiir eine genauere Analyse von Wy sind nun die folgenden Beobachtungen von
Bedeutung.
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o Es gilt fiir alle k € N .
lim P(X{M < k) =0,

also hat man fir N — oo

e Fiir x € R ergibt sich aus der Unabhéngigkeit von X'l(N) und Z®) mit
ke{0,...,N—1}

Z&X) o x @) N2 EY) (W) 5
P( SCAESUS I R o —ol& gy
Xl k=0 Xl
N—-1 5
Z7®) _ ok -
_ P( k@()gx,X{N):k
k=0
1 (2% = (k)
- N P
k=0

Gilt

7(N) _ (N -
lim P (ZTW < ZL‘) = P(V < x),

so folgt mit dem Cauchyschen Grenzwertsatz (siche zum Beispiel [H], Seite
177)

N-1 =
1 Z® — p(k) -
im — < = < x).
A}LIEON’;:OP< 2 <z PV <x)

Aus (3.7) ergibt sich also mit N — oo

e Da fiir x € (0,1)

gilt, folgt auBlerdem

fir N — oo mit U ~ unif(0, 1).

e Wegen E(Z(M)) ~ N erhélt man fiir = € (0,1)

Tim C([Na] - 1) = Jim 2V =D =N

Jim N =2z —1=:C(x).
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Ist U* eine auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable, so ist [NU*] — 1 auf
{0,..., N — 1} gleichverteilt, und es gilt

Cx([NU*T=1) 2 o).

Dies ergibt

Insgesamt konnte dies auf

N
W L

X(MT + CN(Xl(N)) g VU +2U — 1.

fithren. Existiert also eine Zufallsvariable V mit (3.7), so sollte die zugehérige Ver-
teilung damit die Fixpunktgleichung

L(V)=L(VU +2U — 1), (3.8)

mit U und V unabhiingig, erfiillen. Hiermit sind unsere heuristischen Betrachtungen
beendet, denn es ist deutlich geworden, warum im weiteren Verlauf dieses Abschnitts
gezeigt werden soll, daf} es eine eindeutige Zufallsvariable W gibt, die (3.8) erfiillt,
und daf die Folge (Wx)nen tatsdchlich in Verteilung gegen W konvergiert. Dazu sei
V die Menge aller Verteilungsfunktionen F': R — R mit

/ +F(dz) = 0

und
/ 22 F(dz) < oo.
Definiert man hierauf die Wasserstein-Metrik d durch

d(F,G)* :=inf{E(X - Y)*: L(X) = F,L(Y) =G},

so ist Konvergenz beziiglich d dquivalent zur Konvergenz in Verteilung mit gleichzei-
tiger Konvergenz der zweiten Momente. Wir betrachten nun den Operator S : V — V
mit

S(F) = L(XU +2U — 1),
wobei L(X) = F, L(U) = unif(0,1) und X und U unabhingig sind.? Offensichtlich

fithrt S nicht aus V hinaus. Ziel ist es nun, die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes
von S nachzuweisen. Dazu ist der folgende Satz hilfreich, der sich aus [GG]| ergibt.
Es gilt

2Wir identifizieren gelegentlich eine Verteilung mit der zugehorigen Verteilungsfunktion.
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Satz 3.12 ([GG], S.466). Ist U, Uy, Us,... eine Folge von unabhdngigen und auf
(0,1) gleichverteilten Zufallsvariablen, so ist die Verteilung von

R=1+> T[]

i=1 j=1
ewndeutige Losung der Fizpunktgleichung
LX)=LUX+1),

wobet U und X unabhingig sind.

Definiert man

W:=R-2,

so folgt damit

Korollar 3.13. Es ist L(W) eindeutiger Fizxpunkt von S.

Nun ist noch die Frage offen, ob die Folge (Wy)nen tatsdchlich in Verteilung
gegen diesen Fixpunkt W von S konvergiert. Auch hier betrachten wir deshalb
zundchst zwei Abbildungen, die diese Konvergenz nahelegen. In den Abbildungen
3.7 und 3.8 sind das durch ein C-Programm berechnete N-fache der Wahrschein-

lichkeitsmassenfunktion f;w) 5 zu Z (N]i,’N im Fall N = 100 und zum Vergleich die

ebenfalls anhand eines C—Pr]cv)grammes ndherungsweise berechnete Lebesgue-Dichte
fr—2 zu R — 2 zu sehen. Wegen

(N-1)N (N—1)N
o0 2 k 1 2 ~(N) 1

betrachten wir in Abbildung 3.7 die standardisierte Wahrscheinlichkeitsmassenfunk-
tion. Erst mit Hilfe dieser Umskalierung ist ein Vergleich mit der Dichte zu R—2 sinn-

(N—1)N
—k _— R—
Nfz(zv]&,N (£ —1) 1[_1+%’_1+%1)(:c)) dr = 1.

W-)N
2

=0

Mehr Informationen zu den verwendeten Programmen findet man im Anhang.

voll, denn dann gilt fi) (Zk

Bemerkung 3.14. Es wurde bis jetzt ganz selbstverstédndlich vorausgesetzt, daf3
die Zufallsvariable R eine Lebesgue-Dichte besitzt. Diese Existenz folgt schnell mit

Hilfe des Satzes von Radon-Nikodym ([Ba2], Seite 116 oder [Bi2], Seite 422). An-
genommen, R besitzt keine Lebesgue-Dichte. Nach dem Satz von Radon-Nikodym
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Abbildung 3.8: Lebesgue-Dichte fr_o zu R — 2
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existiert dann eine Borel-Menge M C R mit £(

bezeichnet ¢ das Lebesgue-Mafl. Dann folgt

0

<

PR (M)
P(Re M)
P(UR+1€e M)

/+OO P(Ur+1e M) P%(dr)

|\
s 3

Ly oy () du P(dr)

/_:oe (%(M — 1)) PE(dr)

M) = 0 und PE(M) > 0. Hierbei

und dies ist ein Widerspruch. Mit R besitzt auch W = R — 2 eine Lebesgue-Dichte.

Bemerkung 3.15. Durch Abbildung 3.8 wird die Vermutung nahegelegt, dafl die
Lebesgue-Dichte fy zu der Zufallsvariablen W auf dem Intervall (—1,0) konstant
ist. Dies macht man sich leicht klar. Wegen

LW)=LWU +2U —1)

und der Unabhéngigkeit von U und W folgt fiir alle w € R mit dem Satz von Fubini
und der Substitution z = u(z +2) — 1

PW < w)

/
/

1
w

PUW +2)—1<w)
(

1
/ P<W<w+1—2) du

u

min(w+1,1)
/ (W< “—2) du
0 u

w+1
W< ——-—-2
)

w+1 )

min(w+1,1)
/ / fw(x) dz du
0

min(w+1,1) 1 1
/ / fW<Z+ —2>—dzdu
0 u

w min(w+1,1)
z+1
/ Losn (@ (2
0

min(z+1, 1) 1 1
/ (Z AL 2) — du
0 u u
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Damit ergibt sich

min(z+1,1) 2+ 1 1
0

u

Es sei nun z € (—1,0). Mit Hilfe der Substitution y = 15 erhélt man

fw(z) :/D ifw (5 - 2) dy,

und somit ist fy(z) auf (—1,0) konstant.

Ein Vergleich der beiden Abbildungen 1afit vermuten, dafi die Folge (Wx)nen
tatsédchlich gegen W konvergiert. Um dies zu beweisen, gehen wir dhnlich vor wie
U.ROSLER in [R]. Man erhilt

Lemma 3.16 ([R], Proposition 3.3). Es seien (a,)nen und (by)nen zwei Folgen
von reellen Zahlen mat b, > 0,

lim b, =0
und
2 w1 2
0<a, <— —a; + b,.
<a, < n;rﬂa +
Dann gilt
lim a, = 0.

Damit folgt mit den iiblichen Bezeichnungen

Satz 3.17. Ist W der eindeutige Fixpunkt von S, so gilt
]\}im d(L(Wn), L(W)) = 0.

Beweis. Mit Satz 3.8 wissen wir, daf3 XfN), W, ..., Wx_1 unabhéngig sind, wobei
Wo := 0 gelten soll. Wahle zu einem beliebigen € > 0 Versionen von Wy, ..., Wx_4
so, daf3

d(LW;), LOV))? + e > E(W; — W)?

firi =0,..., N — 1 gilt. Definiert man fiir = € (0, 1)

N
V(ZE) = Z 1(2';1’%](1‘)1/‘/;'_1
i=1

und ist U ~ unif(0, 1) unabhéngig von W und Wy, ..., Wx_q, so folgt

NU] -1

E(WN):L(V(U){ ~ +CN((NU1—1)).

69



Damit gilt

E (V(U) Wﬂ_ Lo UW 4 Cn([NU] = 1) - C(U))2

- 5((ro 2= ow))
4 ((v (NUW —Uw> (Cn(INUT = 1) —C(U)))
+ E((Cy([NU] —1) cU))?).

d(L(Wy), L(W))*

IA

Da W von U unabhéngig ist mit E(W) = 0 und wegen

E (V(U) [NLQ[ — 1O(U)) —E (E [V(U) WU; — 1O(U) | UD =0
bzw.
B (vw) [NU; ~ ool - 1))

=E (E {V(U) N_ Cy([NU] = 1) UD =0
ergibt sich
2F ((V(U)[NUTW_1 — UW) (Cn(INUT—=1) = C(U))) = 0.

Dies liefert

d(L(Wy), L(W))* (3.9)

<E ((vw) Wﬁ — UW) ) +E((Cx([NUT—1) - C(U))%).

Wegen limy o (Cy([Nz] — 1) — C(z))? = 0 fiir alle x € (0, 1) liefert der Satz von

der majorisierten Konvergenz

E ((Cn([NUT —1) — C(U))*) = o(1)

fiir N — oco. Weiter erhalt man

(vt o)) = w (S (i -ov))




Es ist

. 1 .
Wiy —UW = W1 — W+ W —-UW

E (1(2.N17M(U) (Z Qlwi_l - UW)2>

e s )
=E (1(# ) (Z J_vl(W"‘l - W))z)
o (1(7 a0 (v (5 - U)))

(5 -0) (0 (o)

Es folgt eine Betrachtung der einzelnen Summanden. Zunéchst erhélt man aus den
vorausgesetzten Unabhingigkeiten

E <1(T7%](U) (Z J_Vl(Wi_1 - W))Q) = %E ((%(Wi_l - W))Q) .

Auflerdem erhélt man wegen L(W) € V

5 (100 (v (5 0) ) = v o ()

mit N — oo. Schliellich ergibt sich ebenfalls aus den vorausgesetzten Unabhéngig-
keiten und L(W) € V

2 (10 0 (5 -0) (v (S ve-m))))

s (2 el (o )
- — 2 1)) = 5 BOV?

N ()
e
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Insgesamt fithrt dies auf

. (1(%7%]([]) (2 ]_Vle'l B UW)Q) < %E <<Z ]—Vl(v{/‘i1 — W)>2> +0 (%)

und so

N
< %;E«’;Vl(m_l—vv)) >+o(1)
_ Ly (it 2E Wiy — W)? 1
=52 () BV W o)
< %Z (Z ]—\[1) A(L(Wy_1), LOV))? + ¢ + o(1).

Setzt man dies in (3.9) ein, so ergibt sich

ALV, LOV))? < %Z(jvl) A(LW,), LOV) + = + (1)

_ % (N) d(L(W;), LOV))? 4 & + o(1).

Da € beliebig gewahlt war, ergibt sich daraus mit Lemma 3.16

lim d(L(Wy), L(W)) = 0.

N—oo

O
Bemerkung 3.18. Am Anfang des Beweises zu Satz 3.17 wurden die Versionen
von Wy, ..., Wx_1 so gewihlt, dafl zu einem beliebigen ¢ > 0
d(LW;), LOV))? + e > E(W; — W)?

fir alle « = 0,..., N — 1 gilt. Weniger umsténdlich wére es gewesen, wenn man
stattdessen die Versionen von W, bis Wx_; betrachtet hétte, fiir die

d(L(W;), L(W))? = E(W; — W)?

gilt. Dies ist zwar moglich, denn laut [R] (oder siehe zum Beispiel [CSS]) wird das
Infimum der Menge {E(X—Y)?: L(X) = F,L(Y) = G} mit F,G € V angenommen,
allerdings ist der hier gegebene Beweis auf Situationen iibertragbar, bei denen das
Infimum nicht angenommen wird.
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Da Konvergenz beziiglich der Wasserstein-Metrik die Konvergenz in Verteilung
zur Folge hat, ergibt sich

Korollar 3.19. Fir N — oo gilt

wobei W eindeutiger Fixpunkt von S ist.

Wegen E(ZM) ~ N liefert das
ZMN N p
-
N
Bemerkung 3.20. Aus Korollar 3.19 ergibt sich mit E(Z™) ~ N fiir N — oo

Z(0)
E(ZN)

Zw 41,

also tritt in diesem Fall keine Massekonzentration auf.

Offensichtlich ist bei Z®Y) im Gegensatz zu Y™ keine asymptotische Normalitét
vorhanden, denn der Trager von W ist das Intervall (—1, c0) und nicht ganz R wie
bei der Normalverteilung, also kann W nicht normalverteilt sein.

3.4 Asymptotisches Verhalten von Z (N)

Mit Hilfe der vorangegangenen beiden Abschnitte soll nun hier die asymptotische
Normalitét von Z) nachgewiesen werden. Aus dem bekannten Verhalten der har-
monischen Zahlen folgt mit Satz 3.3

E(Z™M) = Nlog N + O(N) (3.10)

und

Var(ZWM) = N?log N + O(N?). (3.11)

Man erhélt also auch hier wieder mit der Chebychevschen Ungleichung

Satz 3.21. FEs gilt fiir N — oo




Genau wie YV ist hier Z(™ um seinen Mittelwert konzentriert. Wegen (3.10)
bedeutet Satz 3.21 fiir N — oo

Z £
N log N

In Abbildung 3.9 ist zunéchst ein Vergleich der Dichtefunktion zur Normalverteilung
mit Erwartungswert E(Z (M) und Varianz Var(Z™) mit der Wahrscheinlichkeits-
massenfunktion f7 zu ZV) im Fall N = 100 zu sehen. Eine Umskaherung ist hier im
Gegensatz zu Abbildung 3.7 nicht nétig, da Z(N) anders als £~ ganzzahlig ist.
Danach folgt in Abbildung 3.10 ein Vergleich der zugehorigen Vertellungsfunktlonen

Auch hier sind zugehorige Programmtexte im Anhang zu finden. Anschliefend soll
nun die nicht unbedingt offensichtliche asymptotische Normalitét von Z) bewiesen
werden. Aus den letzten Abschnitten ergibt sich

Satz 3.22. Fiir N — oo gilt

ZWN) — NlogN »p
— Z
N+/log N

mit Z ~ N(0,1).
Beweis. Wegen ZWN) = NY(N) — Z(N) argibt sich

ZWN) — Nlog N NYW™) — Z(N) _ Nlog N

N+/log N N+/log N
Y™ —logN  ZM™M N 1

VIogN  NylogN logN'
Aus den letzten zwei Abschnitten ist
YN —logN p
~ViEN
mit Z ~ N(0,1) bekannt und auch

i=1 j=1

wobei Uy, Us, ... unabhingig und unif(0, 1)-verteilt sind; insbesondere gilt fiir
N — o0 .
ZW) N
———— =op(1).
N+/log N
Dies liefert die Behauptung. O

Wegen (3.10) und (3.11) liefert Satz 3.22
ZN) _ E(Z(N)) D
LA
Var(Z(N)
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Abbildung 3.9: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsmassenfunktion fz von Z(0% mit
der Dichte zu der zugehorigen Normalverteilung
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Abbildung 3.10: Vergleich der Verteilungsfunktion Fj, von ZU%) mit der Vertei-
lungsfunktion der zugehorigen Normalverteilung
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Bemerkung 3.23. In Satz 3.22 wird die asymptotische Normalitéit von Z() mit
Hilfe der beiden vorausgegangenen Abschnitte bewiesen. Die deutliche ,, Diskrepanz*
zwischen diesem Satz und den Abbildungen 3.9 und 3.10 l&Bt vermuten, dafi die
Konvergenzgeschwindigkeit in Satz 3.22 gering ist.

3.5 Rekursionsformeln

Ziel dieses Abschnittes ist es, anhand der in Abschnitt 3.3 hergeleiteten Gleichungen
(Y, 7MY B (4 y =X x|y =Xy 4z (v-xi)y

Y

und

A SO/ (S

Rekursionsformeln fiir die Verteilungen von Y™, Z() ynd Z(N) in Abhanglgkelt
von N zu finden. Man erkennt, daﬁ iiber den ersten Wurf, also X, ™ bzw. XfN),
ein Zusammenhang von Y™ ZM) ynd ZMN zu Y®), Z(’“ und Z ) fir k < N
hergestellt werden kann. Der Beweis zu folgendem Satz macht sich diese Tatsache
zunutze. Hierbei sei Y := 0 und Z(® := 0.

Satz 3.24. FEs sei fir N € N und j,k € Z
a(N,k,j) = P(ZMN) =k, Y™ = j).
Dann gilt
N -1 (
N @
Beweis. Es gilt fir N € N

1

(Y, Z5) 2 (1+ Y(N_va)), xMa 4 Y(N—XiN))) + Z(N—X§N>)>’
wobei nach Voraussetzung Xl(N ) von
und von

un(al?h'angig ist. Damit folgt fiir k,7 € Z mit einer Zerlegung nach dem Wert von
X

P(ZWN) =k, Y™ = )
1 N
NZP V= kY™ = 41 xV) =)
1 } (N) (N) (N) (N)
NZP 14 YN0y 4 zWN=X0 — o y V- = x N =)

=1
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1
P(ZMN) = y®™ = j) = ~ > PZN D =k -5,y =j-1).  (312)
Weiter ergibt sich mit Hilfe einer Indexverschiebung

N

1

~ Y PZN =k -1, YN = j—1)
=1

N
1
= % (Z P(ZWD — | — 15,y VD = j 1)

=2

+P(ZW Y = — YWD — 5 _ 1))

1 N—-1
_ ( P(z(Nflfl) — k _] . l], Y(Nflfl) _ j . 1)
=1

=

+P(ZWND = — 5 yW-D — 5 1)).

Fir N =1 gilt

=

-1
Pz =k —j =1, YW = j - 1) =0,

=1

sonst erhilt man mit (3.12) angewendet auf Y V=1 und Z(V-1

N-1

> P(ZNT = k=1, YN = 1) = (N=1)P(Z0V Y = k—j, YD = j),
=1

also folgt insgesamt fiir N € N und j,k € Z

P(Z™ = kY™ =)
N -1 . _ . 1 B . _ .
:TP(Z(N_l):k—]>Y(N 1):])+NP<Z(N 1):]{_]7}/(1\/ 1)23_1),

und das war zu zeigen. O

Auf diesem Wege erhilt man
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Satz 3.25. Fir N €e N und k € Z gilt

N -1 1
( )= P )+ P )
Es sei Z©® := (. Mit denselben Argumenten wie im Beweis zu Satz 3.24 ergibt

sich
Satz 3.26. Fir N e N und k € Z st

N

N 1
p(Z(N):/{;):ip(Z(N*U:k)+NP(ZN D=k —-N+1).

Beweis. Fiir alle N € Nund k € Z erglbt sich mit 7V 2 X( )+ ZE) und
der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X1 N yon Z ©, ..., ZW

N-1
- 1 -
P(ZWN) =) = v P(ZO =k —1). (3.13)

=0

Die Gleichung (3.13) liefert

=2

PZO=k-1)=(N-1)PZN Y =k)+ P(ZVNV =k - N +1),

N
Il
o

also
N

N 1 - 1
P(ZW) =)= —=—=p(ZW-D = k) + NP(Z N0 =k — N +1).

O

Betrachtet man diese drei Rekursionsformeln néher, so erkennt man, daf} es sich
hierbei um Formeln von der totalen Wahrscheinlichkeit handelt. Dies kann man
sich am Beispiel von Satz 3.25 klarmachen, denn da fiir & € {1,..., N} wegen der
Unabhéngigkeit von X ) und YV

PYW™D 41 oy, = k)
1
= NP(Y(NA) Tlmo, = kXY =1)
N-1 B
+TP(Y(N D 1ge