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Z USAMMENFASSUNG

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen
der N=2 Stringtheorie und ihrer effektiven Feldtheorie jenseits des Tree-Niveaus.
Dabei wird ein Vergleich des Feldtheorie-Grenzwertes der Ein-Loop-Amplituden der
Stringtheorie mit den entsprechenden Amplituden der selbstdualen Gravitation und
der selbstdualen Yang-Mills Theorie durchgefiihrt. Die bekannten Tree-Niveau Am-
plituden des N=2 Strings geben einen Hinweis auf das auf Ein-Loop-Niveau erwartete
Ergebnis. Streuamplituden selbstdualer Feldtheorien besitzen maximal helizitatsverlet-
zende (MHV) Struktur und kénnen auf Ein-Loop-Niveau explizit konstruiert werden.

Die Amplituden der Stringtheorie werden im Pfadintegralformalismus konstruiert.
Durch die Einfithrung von Referenzimpulsen und durch die Anwendung von Spinor-
helizitédts-Techniken kann gezeigt werden, dafl die Streuamplituden eich- und Lorentz-
invariant sind. Insbesondere kann eine Eichung gewéhlt werden, die den Integranden
in die MHV Struktur iiberfiihrt. Die Integration dieses Ausdrucks iiber den metrischen
Moduliraum liefert im Feldtheorie-Grenzwert o — 0 eine MHV Amplitude in d=2 oder
in d=4 Dimensionen. Die Raumzeit-Dimension, in der diese MHV Amplitude auszu-
werten ist, hdngt von der Wahl der Integrationsmafles des metrischen Moduliraumes
ab.

Die Wahl eines modular invarianten Integrationsmafles, die durch geometrische
Uberlegungen motiviert werden kann, fithrt zu verschwindenden Amplituden des N=2
Strings und einer zweidimensionalen Interpretation der Feldtheorie. Dies stimmt mit
den auf den Symmetrien der Stringtheorie basierenden Theoremen {iberein. Eine ge-
naue Untersuchung der Geist-Nullmoden im Pfadintegral fithrt zu einem nicht modu-
lar invarianten Integrationsmafl und zu nicht verschwindenden Ein-Loop-Amplituden.
Dieses Ergebnis stimmt mit den in vier Dimensionen ausgewerteten Amplituden der
effektiven Feldtheorie iiberein.

Diese Uberlegungen lassen sich auf die Amplituden des offenen N=2 Strings auf dem
Zylinder iibertragen. Hier gibt es kein “natiirliches” modular invariantes Integrations-
mafl des metrischen Moduliraumes. Man erhélt eine nicht verschwindende Amplitude,
die einer Feldtheorieinterpretation in vier Dimensionen entspricht.

Schlagworte: N=2 Strings, selbstduale Gravitation, MHV Amplituden






N=2 STRINGS AND SELF-DUAL FIELD THEORIES

ABSTRACT

The aim of the present work is the investigation of the connection between N=2 string
theory and its effective field theory beyond tree level. In doing so, a comparison of
the field theory limit of the one loop amplitudes of the string theory with the corre-
sponding amplitudes of self-dual gravity and self-dual Yang Mills is carried out. The
known tree level amplitudes of the N=2 string indicate the result expected at one loop
level. Scattering amplitudes of self-dual field theories have maximally helicity violating
(MHV) structure and can be constructed explicitly on one loop level.

The string theory amplitudes are constructed in the path integral formalism. By
introducing reference momenta and by applying spinor helicity techniques, it can be
shown that the scattering amplitudes are gauge and Lorentz invariant. In particular,
a gauge can be chosen such that the integrand obtains MHV structure. In the field
theory limit o — 0, the integration of this expression over the metric moduli space
yields an MHV amplitude in d=2 or d=4 dimensions. The space time dimension in
which the MHV amplitude has to be evaluated depends on the chioce of the integration
measure of the metric moduli space.

The choice of a modular invariant integration measure, which can be motivated by
geometric considerations, leads to vanishing amplitudes of the N=2 string and to a
two dimensional interpretation of the field theory. This corresponds to the vanishing
theorems that are based on the symmetries of the string theory. A careful examination
of the ghost zero mode insertions in the path integral leads to an integration measure
which is not modular invariant and to non vanishing one loop amplitudes. This result
corresponds to an evaluation of the field theory amplitudes in four dimensions.

These considerations can be extended to the amplitudes of the open N=2 string
on the cylinder. Here a “natural” modular invariant integration measure of the metric
moduli space does not exist. One obtains a non vanishing amplitude which corresponds
to an interpretation of the field theory in four dimensions.

Keywords: N=2 strings, self-dual gravity, MHV amplitudes
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I. EINLEITUNG

Bei der Untersuchung von hadronischen Resonanzen wurde in den 1960er Jahren ein
Zusammenhang zwischen dem Spin J und dem Massenquadrat eines Teilchens beob-
achtet. Das Massenquadrat des leichtesten Hadrons vom Spin J wird mit diesem Spin
iiber die sogenannte Regge-Steigung o/ durch m? = J/o’ in Beziehung gesetzt. Die-
ses Verhalten wird von den Amplituden der dualen Modelle [148] reproduziert. Duale
Modelle zeichnen sich dadurch aus, dal die Entwicklung einer Amplitude um Pole im
s-Kanal dieselben Koeffizienten besitzt, wie die Entwicklung der Amplitude um Pole im
t-Kanal. Die dualen Modelle besitzen also eine Crossing-Symmetrie, sie sind invariant
unter Vertauschung der Mandelstam-Variablen. Obwohl diese Modelle urspriinglich
zur Beschreibung von Hadronen-Amplituden konstruiert worden sind, konnten sie das
Verhalten der starken Wechselwirkung nicht vollstdndig beschreiben und wurden um
1973 herum durch die QCD verdréngt.

Ein Problem der dualen Modelle war, dafl ihr Spektrum Zustédnde von beliebig ho-
hem Spin enthélt. Dies erwies sich jedoch als Vorteil als sie 1974 als Stringtheorie
interpretiert wurden [98]. Die Schwingungsanregungen eines in die D-dimensionale
Raumzeit eingebetteten eindimensionalen Objektes entsprechen den durch die dua-
len Modelle beschriebenen Zustdnden. Insbesondere beschreibt die Stringtheorie einen
masselosen Spin 2 Zustand, der sich in der Raumzeit wie ein Graviton verhélt [134]. Auf
diese Weise ist die urspriinglich durch die starke Wechselwirkung motivierte Stringtheo-
rie ein Modell, das alle fundamentalen Wechselwirkungen einschliellich der Gravitation
enthélt.

Bereits 1976 wurde der N=2 String von Ademollo et al. als Erweiterung dieses
fundamentalen Stringmodells untersucht [2, 3, 4]. Das Ziel dieser Arbeiten war, die
Stringtheorie um eine die Farbladungen der Quarks reprisentierende U(1) Symme-
trie zu ergidnzen. 1977 wurde von Brink und Schwarz die Weltflichenwirkung dieser
lokal N=2 supersymmetrischen Stringtheorie konstruiert [43]. Die Symmetrien einer
Stringtheorie legen die Dimension des Targetraums in den der String eingebettet wird
fest. Im Fall des N=2 Strings schien diese Dimension zunéchst zwei zu sein. Erst 1987
konnten D’Adda und Lizzi zeigen, dafl die Raumzeit des N=2 Strings aus zwei kom-
plexen oder vier reellen Dimensionen besteht. Diese vier Dimensionen bestehen jedoch
aus zwel Zeit- und zwei Raumrichtungen. Im Gegensatz zu anderen Stringtheorien
enthilt das Spektrum den N=2 Strings keine angeregten Zustdnde mit beliebig hohen
Spins und Massen. Es beschreibt lediglich ein einziges masseloses Skalarfeld, das der
Schwerpunktsbewegung des Strings entspricht. Aus diesem Grund und aufgrund der
ungewohnlichen Signatur seines Targetraums ist der N=2 String anders als etwa der
Superstring, der mit einer lokalen N=1 Supersymmetrie auf der Weltflache konstruiert
wird, phdnomenologisch wenig interessant.

Das Interesse fiir den N=2 String nahm jedoch wieder zu, als Ooguri und Vafa
1990 zeigten, daf} der einzige Freiheitsgrad im Spektrum des geschlossenen Strings
die Deformation einer Ricci-flachen Kéhler-Metrik beschreibt [113]. Das Verschwinden
fast aller Tree-Level-Amplituden des N=2 Strings konnte so auf die Symmetrien der im
Targetraum beschriebenen selbstdualen Gravitation zuriickgefithrt werden. Der offene
Sektor des N=2 Strings beschreibt eine selbstduale Yang-Mills Theorie im Targetraum



2 I. EINLEITUNG

[114, 115). Diese Aquivalenz zwischen N=2 String und selbstdualen Feldtheorien ist
besonders interessant im Hinblick auf die Vermutung, dafl alle integrablen Modelle aus
der selbstdualen Yang-Mills Theorie abgeleitet werden kénnen.

Im folgenden wurden mit Hilfe von Symmetrieiiberlegungen [19, 116] und durch die
Einbettung des N=2 Strings in eine N=4 Stringtheorie [20] weitreichende Aussagen
iiber die Amplituden des N=2 Strings gemacht. Insbesondere wurde vermutet, dafl
sdmtliche Ein-Loop-Amplituden verschwinden. Dies konnte jedoch bisher nicht durch
konkrete Berechnungen der Amplituden bestétigt werden.

Ziel dieser Arbeit ist es, die Streuamplituden des geschlossenen und des offenen N=2
Strings auf Ein-Loop-Niveau, d.h. auf dem Torus und auf dem Zylinder, zu berechnen
und mit den Amplituden der entsprechenden effektiven Feldtheorien zu vergleichen.
In Kapitel IT wird zuniichst ein umfassender Uberblick iiber wichtigsten Eigenschaf-
ten der N=2 Stringtheorie gegeben. In Kapitel III wird die Pfadintegralquantisierung
und das Vorgehen bei der storungstheoretischen Konstruktion von Streuamplituden
einer Stringtheorie dargestellt. Die dabei entwickelten Methoden werden in Kapitel IV
zur Berechnung der Tree-Niveau-Amplituden des geschlossenen und des offenen N=2
Strings angewendet. Es zeigt sich, dafl lediglich die Drei-Punkt-Amplituden ein nicht
verschwindendes Ergebnis liefern. Diese Amplituden werden von den in Abschnitt IV.2
vorgestellten selbstdualen Feldtheorien im Targetraum reproduziert. In Abschnitt IV.3
wird gezeigt, daf§ die Amplituden selbstdualer Feldtheorien MHV Struktur besitzen.
Diese Amplituden sind auf Ein-Loop-Niveau vollstandig bekannt. In Kapitel V werden
schliellich die Ein-Loop-Amplituden des N=2 Strings konstruiert und im Feldtheorie-
Grenzwert o/ — 0 berechnet. Dabei stellt sich heraus, dafl die Stringamplituden ebenso
wie die Amplituden der effektiven Feldtheorie eine MHV Struktur bestizen. Allerdings
erlaubt die Stringhteorie eine Interpretation des Ergebnisses in zwei Dimensionen mit
verschwindenden Amplituden oder in vier Dimensionen mit endlichen, nicht verschwin-
denden Amplituden. In den Anhéngen A bis F werden die verwendete Notation und
einige grundlegende mathematische Eigenschaften der in dieser Arbeit verwendeten
Objekte dargestellt.



II. DER N=2 STRING

In diesem einleitenden Kapitel soll zuniichst ein Uberblick iiber die Grundlagen der
N=2 Stringtheorie gegeben werden, die im Laufe dieser Arbeit eingehender untersucht
wird. Im Abschnitt II.1 wird die Weltflichenwirkung des N=2 Strings, die erstmals
1977 von Brink und Schwarz [43] hergeleitet wurde, motiviert und erldutert. Weiterhin
werden in Abschnitt I1.2 die 1981 erstmals von Fradkin und Tseytlin [70] vollsténdig
angegebenen Symmetrien dieser Wirkung untersucht und zur Darstellung der Wirkung
in der superkonformen Eichung ausgenutzt. In dieser superkonformen Eichung werden
dann in Abschnitt I1.3 die Bewegungsgleichungen der Materiefelder aufgestellt, und
unter Beriicksichtigung der moglichen Rand- oder Periodizitédtsbedingungen geltst. In
Abschnitt 11.4 werden schlieilich die Bewegungsgleichungen der Eichfelder der Brink-
Schwarz-Wirkung gelost. Sie liefern klassisch verschwindende Symmetriestrome, aus
denen eine Algebra von Zwangsbedingungen an die physikalischen Zustédnde der Theo-
rie abgeleitet werden kann. Im letzten Abschnitt I1.5 wird dann ein kurzer Uberblick
iiber die BRST Quantisierung des N=2 Strings gegeben. Mit den Techniken der BRST
Quantisierung konnen die kritische Dimension und das Spektrum der Theorie bestimmt
und die zur Berechnung der Amplituden benétigten Vertexoperatoren konstruiert wer-
den.

II.1 DIiE WELTFLACHENWIRKUNG DES N=2 STRINGS

Ebenso wie der Superstring (in der NSR Formulierung [112, 126]) eine Verallgemeine-
rung des bosonischen Strings mit einer lokalen N=1 Supersymmetrie auf der Weltflache
ist, kann der N=2 String als eine Verallgemeinerung des bosonischen Strings mit einer
lokalen N=2 Supersymmetrie auf der Weltfliche betrachtet werden. Der Ausgangs-
punkt der nun folgenden Betrachtungen ist also die Wirkung des bosonischen Strings
in der Polyakov-Formulierung [124],

T —
Sbosz_§ /dQO _hhaﬂaaXuéﬁXan' (IL.1)

Diese Wirkung beschreibt einen Satz unabhiingiger bosonischer Felder X#(a?, o), die
an eine zweidimensionale Gravitation auf der durch die Eigenzeit ¢° und die Position
entlang des Strings o' parametrisierten Weltfliche koppeln. Die bosonischen Felder
X#(oY o) mit g = 0,1,..., D beschreiben die Einbettung der Weltfliche des Strings
in die D-dimensionale Raumzeit, die als flach angenommen werden soll. Die Raumzeit-
Metrik ist also gegeben durch' 7, = diag(—1,+1,...,+1). h.s ist die gekriimmte
Metrik auf der Weltfliche, h®P ist ihr Inverses, und h ihre (negative) Determinante.
Der Parameter T' in Gleichung (II.1) ist die Stringspannung. Sie hingt mit der Regge-
Steigung o’ der dualen Modelle [142, 148, 152] durch die Beziechung 7' = (27a’)~!
zusammen. Ublicherweise wird bei der Betrachtung geschlossener Strings o = 2 und

!Eine Einbettung in einen nicht trivialen Hintergrund 9uv(X) fithrt zur Theorie nichtlinearer o-
Modelle (siehe etwa [81]) und ist ebenso moglich wie eine Kopplung der bosonischen Felder an ein
antisymmetrisches B-Feld [144]. Diese Fille sollen hier aber nicht betrachtet werden.
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bei der Betrachtung offener Strings o’ = % gesetzt. Zur einfacheren Identifizierung
der Beitrdge der einzelnen Ordnungen in der Storungsentwicklung in den folgenden
Kapiteln soll der Parameter T' bzw. o hier jedoch weitestgehend mitgefiihrt werden.
Um nun eine N=2 supersymmetrische Verallgemeinerung der Polyakov Wirkung
zu finden, ist es sinnvoll, zunéchst die eichfixierte Wirkung zu betrachten. Die dar-
aus zu konstruierende eichfixierte global N=2 supersymmetrische Wirkung kann dann
etwa mittels der Noether Methode wieder um die entsprechenden lokalen Symmetri-
en erweitert werden. Die Wirkung (II.1) ist invariant unter Reparametrisierungen der
Weltfliiche 0 — 0% + £%(0) und unter Weyltransformationen?. Man hat also drei
lokale Transformationsparameter, die ausreichen, um die drei Freiheitsgrade der Me-
trik hqp, eines symmetrischen Tensors vom Rang zwei, auf einen beliebigen Wert zu
setzen®. Man kann also insbesondere wihlen ha,g = 17,5. In dieser konformen Eichung
beschreibt die Polyakov Wirkung D masselose freie Bosonen in zwei Dimensionen,

Shos = — 1 / d?0 0, X109 X, . (I1.2)
Die naheliegende Erweiterung dieser Wirkung (I1.2) auf eine globale N=2 Supersym-
metrie erhélt man durch Hinzufiigen eines zweiten Satzes von D bosonischen Feldern
Y#(o) und eines SO(2) Dubletts von Majoranaspinoren auf der Weltfliche ¥/ (o), mit
i = 1,2. Die Weltflichenfermionen tragen ebenso wie die Weltflichenbosonen einen
Vektorindex in der Raumzeit, damit on-shell die gleiche Anzahl an bosonischen und
fermionischen Freiheitsgraden auf der Weltflache vorliegen. Man erhélt so eine Theorie
mit jeweils zwei Sétzen von D reellen masselosen freien Bosonen und Fermionen in zwei
Dimensionen,

SNy = —o [ 0 (2 0. X"0"X, + 20, Y OY, — i U p*0, 0 ) . (1L.3)

Im Gegensatz zu den bosonischen Termen tragen die fermionischen Terme keinen Vor-
faktor & Die Regge-Steigung o’ ist vom Weltflichenstandpunkt aus gesehen ein di-
mensionsloser Skalar. Im Targetraum trigt o' jedoch die Dimension Masse 2, bzw.
Linge?. Dadurch miissen, um eine insgesamt dimensionslose Wirkung zu erhalten, die
bosonischen Felder in der Raumzeit die Langendimension 1 haben. Die Weltflichenfer-
mionen hingegen sollen in der Raumzeit dimensionslose Felder sein [122; Kapitel 12].
Die p® sind hier die Gamma-Matrizen in zwei flachen Dimensionen, die die Clifford-
Algebra

{0 0"} = =2 mit  7*” = diag(—, +)

erfiillen. Eine geeignete Wahl dieser Matrizen ist?

poz((i) _0’> plz(? é) (I1.5)

Man kann leicht iiberpriifen, dafi die Wirkung (I1.3) invariant unter der globalen Su-

2 Weyltransformationen sind Koordinatentransformationen, unter denen sich die Metrik nur um
einen ortsabhéngigen Faktor &ndert, hog — exp(2A(0)) hag-

3Dies ist zumindest lokal immer moglich. Global treten insbesondere bei nichttrivialen Topolo-
gien der Weltfliche einige Probleme auf, auf die im weiteren Verlauf dieser Arbeit noch ausfiihrlich
eingegangen wird.

4Zur Notation siehe auch Anhang A.
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persymmetrietransformation ist,

XM = (/Y& (IL.6a)
Y' = \[Leyq U (IT.6b)
U = —iy/Zp€ 0 X" +iy)Zept0aY e (I1.6¢)

Die ¢; bilden dabei ein Dublett von globalen, d.h. koordinatenunabhéngigen Majora-
naspinoren auf der Weltfliche, wihrend ¢;; der total antisymmetrische Tensor vom
Rang zwei ist, mit €91 = 1. Zur Vereinfachung der Notation ist es sinnvoll, durch
ZF = Xt +4iY# und U = U + ¢ UL komplexe Felder auf der Weltfliche zu de-
finieren. Das komplex Konjugierte dieser Felder wird dann durch Z# = (Z*)* und
U—F = (UT#)* bezeichnet. Die flache Metrik im Targetraum nimmt in dieser kom-
plexen Notation die Form an® 7,;, = diag(—,+). Dies fiihrt zur folgenden Form der
eichfixierten Wirkung

Shx, = 1 / Po (2 0,2°0° 2% — iU 2T ) s (IL7)

— — — —
Dabei ist die Ableitung 8 , definiert als § o = (94— 0 ,). Diese Wirkung (IL.7) ist

offensichtlich invariant unter der komplexem Supersymmetrietransformation

57" = /L e UtH (I1.8a)
U = —iy/ 2 p*et 0, 2", (I1.8b)

Der Transformationsparameter et ist dabei ein globaler Diracspinor auf der Weltfliche,
der aus den Parametern der Supersymmetrietransformation (II.6a) bis (II.6¢) durch
€t = € + i€y, mit dem komplex Konjugierten e~ = (e7)*, folgt.

Mit Gleichung (I1.7) hat man nun eine global supersymmetrische Wirkung vorliegen,
gesucht ist jedoch eine Wirkung, die die iiblichen lokalen Symmetrien einer Stringtheo-
rie besitzt. Um dieses Ziel zu erreichen, ist es sinnvoll, (I1.7) als Ausgangspunkt fiir
die Anwendung der Noether Methode zu nehmen. Dazu werden zunéchst alle Welt-
flichenindizes mit der Metrik h,g kontrahiert, und das Integrationsmafl wird durch
das invariante Volumenelement d?0 v/—h ersetzt. Prinzipiell miifiten auch noch simt-
liche Ableitungen 9, durch kovariante Ableitungen V, ersetzt werden. Jedoch wirken
kovariante Ableitungen auf Skalare X* genau so wie normale Ableitungen. Auch im
fermionischen Term von (IL1.7) ist die Wirkung einer kovarianten Ableitung identisch
mit der einer normalen Ableitung. Der Beitrag der Spinkonnektion verschwindet in
zwei Dimensionen aufgrund der Antisymmetrie der Fermionen. Ausgangspunkt der
Anwendung der Noether Methode ist also

So = _8% o~/ —h (% haﬂaazuaBZﬁ it pa?aqj—f/) Mo - (I1.9)

Wendet man auf die Wirkung Sy (I1.8a) und (IL1.8b) als lokale Supersymmetrietransfor-
mationen an, d.h. mit einem von den Weltflaichenkoordinaten abhédngenden Transfor-
mationeparameter et (o), so ist Sy natiirlich nicht invariant. Man erhélt eine Variation

5Dafl der Targetraum zwei komplexe Dimensionen hat, wird in Abschnitt I1.5 niher erlidutert.
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der Form® 68y = — /2 [d*0 v/—h ((Vaé F*+ F~*(V4e")). Dabei ist F** der
Superstrom )
Fr = pP o U 0527 0,05 (I1.10)

Um das Auftreten dieses Superstromes bei einer lokalen Supersymmetrietransformation
der Wirkung Sy zu kompensieren, ist es notwendig, ein komplexes Gravitino x= mit dem
Transformationsgesetz dx= = V,e* einzufithren. Dieses Gravitino ist ein komplexer
Spinor und tragt gleichzeitig einen Vektorindex auf der Weltfliche. Es stellt also ein
Spin 3/2 Teilchen dar, den Superpartner des Gravitons h,g. Koppelt man das Gravitino
xE an den Superstrom FT%, erhiilt man den Korrekturterm zur Wirkung Sy aus (I1.9),

Sy =—1y/2 /d% V=h (02" Xy p°p* O + 052" 7 p®pP xE) . (IL11)

Eine lokale Supersymmetrietransformation der Z* bzw. Z* Felder in der Wirkung
Sy aus (IL.11) fuhrt zu weiteren von der kovarianten Ableitung des Tranformati-
onsparameters Ve abhingenden Termen der Form W=AVgzet . pPp® Ut n,, bzw.
Ve~ Wi w—7 popf M- Diese Terme konnen wiederum durch Kopplung an Gravi-
tinos y= absorbiert werden, so daf} sich ein zweiter Korrekturterm zur Wirkung ergibt,

Sy = - /d% Vb (U xE xG pPp W g W o ) . (IL12)

Man stellt fest, dafl bei weiterer Variation der Wirkung Sy + .57 + S keine neuen Terme
aufler den in den Gleichungen (I1.9), (I1.11) und (II.12) enthaltenen mehr auftauchen.
Um die vollstindige unter lokalen N=2 Supersymmetrietransformationen invariante
Wirkung in zwei Dimensionen zu erhalten, miissen also lediglich die Transformatio-
nen der einzelnen Felder modifiziert werden, um die bei der Variation der Wirkung
entstehenden Terme zu eliminieren. Insbesondere mufl ein Transformationsgesetz fiir
die Metrik” h,p gefunden werden. Dabei stellt sich heraus, daf der bisher eingefiihrte
Feldinhalt nicht ausreicht, um eine vollstandige lokale Supersymmetrie der Wirkung si-
cherzustellen. Es ist notwendig, noch ein U(1) Eichfeld, ein Vektorfeld A,, das lediglich
an die Fermionen koppelt und keinen eigenen kinetischen Term besitzt, einzufiihren.
Damit ergibt sich der letzte Korrekturterm zur Wirkung,

Man erhélt so die vollstdndige Weltflichenwirkung des N=2 Strings, die bereits 1977
von Brink und Schwarz [43] (mit der Wahl o/ = 2 und einer etwas anderen Normierung
der Felder) vorgestellt wurde, und die die Grundlage fiir alle weiteren in dieser Arbeit
prasentierten Untersuchungen bildet,

Syey = —L /d%\/—h (
+ ATV gt <\/ 2 0,72" + X, \IJJ”‘) T pPpe X,J@r (I1.14)

+ (\/gﬁaZ” + Vv X:C) X3 p%p° \I/+“> Ny -

Es ist anzumerken, da man es im Fall des N=2 Strings mit komplexen Feldern auf der Weltfliiche
zu tun hat. Daher sind einige Identitdten die fiir Majoranaspinoren in zwei Dimensionen gelten, und
die die Ergebnisse der entsprechenden Superstringrechnungen vereinfachen, hier nicht anwendbar. Fiir
komplexe Spinoren in zwei Dimensionen gilt etwa in der Regel nicht xv = .

"Bzw. fiir das Zweibein e,?, das mit der Metrik iiber h,g = ea“egbnab zusammenhéngt. Dabei ist
Nap = diag(—, +) die flache Minkowski-Metrik im Tangentialraum an die Weltfliche des Strings.

L 000, 210,77 — LU p* T Lt
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Um zu verdeutlichen, dafi diese Wirkung tatséchlich on-shell supersymmetrisch ist,
sollen nun die bosonischen und die fermionischen Freiheitsgrade gezdhlt werden. Im
Materiesektor enthilt die Wirkung D bosonische Felder Z* und 2! D = 2D fermio-
nische Felder W#; dabei ist D die Dimension der Raumzeit, und d=2 ist die Dimension
der Weltflache. On-shell, d.h. wenn die Bewegungsgleichungen erfiillt sind, verschwin-
det die Halfte der fermionischen Freiheitsgrade, man hat dann also D bosonische und
D fermionische Materiefreiheitsgrade. Um eine off-shell Supersymmetrie zu erreichen,
mufl man noch D bosonische Hilfsfelder F* zur Wirkung hinzufiigen. Der Beitrag der
Hilfsfelder zur Wirkung ist jedoch von der Form [ d?c F HF?n,; und kann ausinte-
griert werden. Auch das Supergravitationsmultiplett in dieser Wirkung ist nur on-shell
supersymmetrisch. Eine Zahlung der Freiheitsgrade unter Beriicksichtigung der loka-
len Symmetrien der Wirkung zeigt, dafl off-shell ein bosonischer und vier fermionische
Freiheitsgrade vorliegen. Zum Erreichen einer off-shell Supersymmetrie mufl dann ein
symmetrischer Tensor vom Rang zwei auf der Weltfliche hinzugefiigt werden [4], der
ebenso wie das bosonische Hilfsfeld im Materiesektor in der Wirkung ausintegriert wer-
den kann. Diese Zahlung der Supergravitationsfreiheitsgrade wird nach der Diskussion
der Symmetrien der Brink-Schwarz-Wirkung im néchsten Abschnitt durchgefiihrt.

Nach der Formulierung der Weltflachenwirkung gilt es noch der Laufbereich des
Vektorindex p = 0,1,..., D im Targetraum, d.h. die kritische Dimension der Raum-
zeit des N=2 Strings zu kléren. Dies hat zu Beginn des wissenschaftlichen Interesses
fiir den N=2 String zu einiger Verwirrung gefiithrt. Erst 1987 — zehn Jahre nach
der Formulierung der Wirkung durch Brink und Schwarz — haben D’Adda und Lizzi
[55] durch eine genaue Analyse der Generatoren der Algebra der Zwangsbedingungen
gezeigt, dal der N=2 String in zwei komplexen Dimensionen oder vier reellen Dimen-
sionen mit Kleinscher Signatur (+ + ——) anomaliefrei quantisierbar ist. Die reelle
Raumzeitdimension ist also vier, wie in Abschnitt I1.5 noch genauer dargestellt werden
wird. Aufgrund der komplexen Struktur, die die lokale N=2 Weltflichensupersymme-
trie im Targetraum fordert [6], hat die Raumzeit-Metrik jedoch die Signatur (2,2) oder
(4,0). Der euklidische Fall (4,0) ist phdnomenologisch uninteressant, da das Spektrum
des N=2 Strings lediglich einen masselosen Skalar enthéilt, der in 4 + 0 Dimensionen
on-shell die Bedingung £* = 0 erfiillen miifite. Es wird im folgenden also eine Theorie
betrachtet, die in 2 + 2 Dimensionen lebt. Als Lorentzgruppe der Raumzeittheorie
sollte man also SO(2,2) bzw. Spin(2,2) erwarten. Jedoch erkennt man an der Form
der Brink-Schwarz-Wirkung (I1.14), da8 diese nicht lorentzinvariant in 2 + 2 Dimen-
sionen ist. Auch beim Betrachten der Streuamplituden wird sich herausstellen, dafl
diese keine volle Lorentzsymmetrie im Targetraum besitzen. Aufgrund der komplexen
Struktur wird ein Teil der Lorentzgruppe gebrochen,

Spin(2,2) = SL(2,R) x SL(2,RY — U(1) x SL(2,R)' = U(1,1).

Erst durch Summieren iiber die verschiedenen Instantonsektoren der Theorie, die spéter
noch néher erldutert werden, kann die volle SO(2,2) Lorentzsymmetrie im Targetraum
wiederhergestellt werden [39, 15].

I1.2 DIE SYMMETRIEN DER BRINK-SCHWARZ- WIRKUNG

Nachdem im vorhergehenden Abschnitt die Brink-Schwarz-Wirkung des N=2 Strings
hergeleitet worden ist, sollen nun die zahlreichen Symmetrien dieser Wirkung (I1.14)
vorgestellt werden. Diese wurden erstmals 1981 von Fradkin und Tseytlin [70]
vollstandig angegeben. Mit einigem algebraischen Aufwand 148t sich zeigen, dafi die
Wirkung Sy—» aus (II.14) invariant unter den folgenden Transformationen ist:
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e Diffeomorphismen auf der Weltflache:

57" = £0,7" (IL.15a)
JUTH = 9 UtH (IL.15b)
den" = £70,e," +e,"0,8" (I1.15¢)
i = EOE 0 (I1.15d)
Ay = 10,4, + A0,8" (I1.15e)

Durch ihre Konstruktion ist die Brink-Schwarz-Wirkung invariant unter Repara-
metrisierungen der Koordinaten auf der Weltfliche 0® — 0“+£%(0). Dabei trans-
formieren die Materiefelder Z* und Wt wie Skalare, wihrend die Felder des N=2
Supergravitationsmultipletts ihrer Indexstruktur entsprechend als Vektoren auf
der Weltflache transformieren. Die iibliche Transformation der Metrik als Tensor
vom Rang zwei unter Diffeomorphismen folgt aus (II.15¢) und hag = ea“eﬂbnab.

e N=2 Supersymmetrie:

520 = \Jre (IT.164)
oWt = —ipet (/2 0,2"+2(x; ) (I1.16b)
deot = 2i ()Z; phet —e p° XI) (IT.16¢)
OX, = Dyt (I1.16d)
6Aa = €7 (€ ppaDyxy + DyXs pabeh) (IT.16e)

Ziel der Konstruktion in Abschnitt II.1 war eine lokal N=2 supersymmetrische
Wirkung, die unter den obigen Transformationen invariant ist. Dabei ist der
Transformationsparameter €' (o) ein koordinatenabhingiger komplexer Spinor
auf der Weltfliche. D, bezeichnet die U(1) kovariante Ableitung, die auf den un-
ter der U(1) geladenen Feldern U+ x* und e definiert ist durch D, = V,—i A,.
Dabei ist V, die iibliche kovariante Ableitung mit Torsion auf der Weltfliche,
deren Wirkung auf einen Spinor gegeben ist durch Vaet = d,¢™ + tw, pe™ mit
Wa = wal€)+ i Xa pp° X;- Hier ist w,(e) = e eqac®dpe,® die torsionsfreie Spin-
konnektion auf der Weltfliche®. Die p® in (II.16¢) sind die Gamma-Matrizen im
Tangentialraum an die Weltfliche, welche die Clifford-Algebra {p¢, p’} = —27n%
erfiillen.

Neben diesen beiden lokalen Symmetrien, welche die Brink-Schwarz-Wirkung schon per
Konstruktion besitzt, lassen sich noch einige weitere lokale Symmetrietransformationen

der Wirkung finden:

e bosonische Weyl-Transformationen:

578 = 0 (IL.17a)
§UtE = —LApt (IL17D)
de = Ae,” (IL.17¢)
oE = LAy (IL.17d)
§Aa = 0 (IL17e)

8Siehe auch Anhang A zur Notation.
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Diese Symmetrie ist typisch fiir skaleninvariante konforme Feldtheorien in zwei
Dimensionen und taucht auch beim bosonischen String auf. Die koordinaten-
abhéngige Funktion A(o) ist der Skalierungsfaktor der Metrik, der fiir den Fall
des bosonischen Strings schon in Fufinote 2 erwédhnt wurde.

e N=2 superkonforme Transformationen:

57" = 0 (I1.18a)
ST = 0 (IL.18b)
Sea® = 0 (IL.18c)
XL = pant (I1.18d)
0Aa = Xgpal’n" + 17 P pax; (IT.18e)

Die superkonformen Transformationen, oder auch Super-Weyl-Transformatio-
nen, sind das fermionische Aquivalent der (bosonischen) Weyl-Transformationen.
n* (o) ist hier ein koordinatenabhingiger komplexer Spinor auf der Weltfliche.

e zweidimensionale lokale Lorentztransformationen:

§Z" = 0 (I1.19a)
Ut = —Lypute (I1.19D)
Seo = (e™eqy (I1.19¢)
oxg = —3Lpxg (I1.19d)
64, = 0 (I1.19e)

{(0) ist dabei eine skalare Funktion der Weltflichenkoordinaten. Die lokale Lo-
rentzinvarianz auf der Weltflache entsteht durch die Verwendung des Zweibein-
formalismus. Durch die Einfiihrung des Zweibeins e,* wird an jedem Punkt der
gekriimmten Weltfliche ein flacher Tangentialraum konstruiert. Die Wahl des
Koordinatensystems in jedem dieser Tangentialrdume kann nun durch Lorentz-
transformationen veréindert werden. Somit kompensiert die lokale Lorentzinvari-
anz die zusétzlichen Freiheitsgrade, die durch die Einfiihrung des Zweibeins aus
der Metrik entstanden sind. Dementsprechend transformiert das Zweibein e,®
wie ein Tangentialraumvektor unter lokalen Lorentztransformationen, wéhrend
Ut und xF wie Spinoren im Tangentialraum transformieren.

e vektorielle U(1)y Transformationen:

57" = 0 (I1.20a)
SUH = AT (I1.20b)
Jea® = 0 (I1.20¢)
Xt = it (I1.20d)
0An = Oa) (I1.20e)
Dabei ist A(¢) der Eichparameter des U(1) Feldes A,.
e axiale U(1)4 Transformationen:
zZF =0 (IL.21a)
ST = i NpUtH (I1.21b)
de, = 0 (I1.21c)
ot = —iNpxt (I1.21d)
§As = cagd’N (I1.21e)
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N(o) ist der Eichparameter der axialen Transformation des U(1) Feldes A,.

Es ist anzumerken, dafi die beiden Eichtransformationen der U(1)y und der U(1)a
durch ein einziges Eichfeld A, erzeugt werden. Die selbstduale und die anti-selbstduale
Komponente von A,, d.h. AT = A, 4 ,3A", wirken als unabhingige Eichfelder einer
linkslaufenden und einer rechtslaufenden U(1) Gruppe. Dies gilt hier aufgrund der aus
der zweidimensionalen Clifford-Algebra folgenden Relation pp, = €45 p°.

Es wird nun die Anzahl der Symmetrieparameter mit der Anzahl der Freiheitsgra-
de der Felder des N=2 Supergravitationsmultipletts verglichen, um zu bestimmen, wie
viele Komponenten der Multiplettfelder durch eine entsprechende Eichfixierung elimi-
niert werden konnen. Dieser naive Vergleich der Anzahlen der Parameter ist natiirlich
nur lokal moglich. Global ergeben sich insbesondere auf Riemann-Fldchen von hoherem
Genus die bereits angesprochenen Probleme. Hier ist dann eine genauere Untersuchung
der Modulirdume nétig, die in Kapitel I1I durchgefiihrt wird. Zur Zéhlung der Eichpa-
rameter kann auf die obige Liste der Symmetrien der Brink-Schwarz-Wirkung zuriick-
gegriffen werden. Man erkennt, daf vier reelle skalare Paremeter A, ¢, A und X aus den
Weyl-Transformationen, den lokalen Lorentz-Transformationen und den vektoriellen so-
wie den axialen U(1) Transformationen vorliegen. Weiterhin z&hlt man zwei komplexe
Spinoren € und ' aus den Supersymmetrie- und den Super-Weyl-Transformationen.
In d=2 Dimensionen sind dies gerade acht reelle Parameter. Auflerdem liegt noch ein
Vektor £7 als Parameter der Diffeomorphismen vor, der in zwei Dimensionen zwei reelle
Komponenten hat. Insgesamt liegen also 14 reelle Eichparameter vor. Zum Vergleich
sind nun die Freiheitsgrade des N=2 Supergravitationsmultipletts zu zédhlen. Das Zwei-
bein e,® hat in d Dimensionen d? Komponenten, trigt also in zwei Dimensionen vier
Freiheitsgrade bei. Das Gravitino x7 ist ein komplexer Spinor, der zusitzlich einen
Vektorindex trigt, es liefert also 2 - 22/ d, d.h. in zwei Dimensionen acht reelle Frei-
heitsgrade. Der Vektor A, liefert weitere zwei reelle Freiheitsgrade in d=2. Insgesamt
liegen also 14 Freiheitsgrade vor, die aufgrund der Symmetrien vollstdndig eliminiert
werden konnen. Insbesondere ist es nach der Zahlung der Freiheitsgrade moglich, die
superkonforme Eichung mit

et = o8 Au=x1=0 (I1.22)

zu wahlen.

Um zu zeigen, dafl dies tatséchlich erreicht werden kann, ist nun die Wirkung der
lokalen Transformationen auf die Felder des N=2 Supergravitationsmultipletts zu un-
tersuchen. Zunéchst kann das Gravitino y mit Hilfe der Supersymmetrietransforma-
tionen 0, aus (I1.16d) eliminiert werden. Das Spin 3/2 Gravitino 1a8t sich zerlegen
in einen Helizitdt +£3/2 und einen Helizitdt +1/2 Anteil?, die mit dem Skalarprodukt
(¢,X) = [ d*c¢“x, orthogonal zueinander sind,

Xo = (ha” = 3 pal”) X} + 3 par’ X3
507 pa X5+ 5 pad’ X5 (I1.23)
= )Z;L + pawt.

Dabei ist x = %pﬁpa X; ein p-spurfreies Spin 3/2 Feld, p- xt =0, und wt = %pﬁ X;}
Ebenso wie das Gravitinofeld 148t sich auch die Supersymmetrietransformation des
Gravitinos zerlegen,

5eXt =Daet = (Pijoe)l + L pap®Dye, (I1.24)

9Siehe Anhang A fiir Spinoridentititen auf der Weltfliche.
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mit (Py2€); = 5p°paDset. Das p-spurfreie Gravitino kann zumindest lokal als
X& = 30°part fiir einen Spinor s geschricben werden. Dieses £% kann nun mit
Hilfe einer entsprechenden Supersymmetrietransformation (I1.24) eliminiert werden, so
daf} das Gravitino in die Form x} = p,w™ gebracht wird. Global kann es natiirlich

Helizitat +£3/2 Felder 7} geben, die sich nicht in der Form 7} = (Py2¢)! dastel-

len lassen. Diese Felder treten immer dann auf, wenn der adjungierte Operator 731T /2

Nullmoden hat, wenn also Moduli vorliegen. Moduli und konforme Killing-Spinoren,
d.h. Nullmoden des Operators P2, werden in Abschnitt II1.3 im Rahmen der Pfadin-
tegralquantisierung der N=2 Stringtheorie genauer untersucht.

Mit Hilfe der Diffeomorphismen 148t sich das Zweibein auf die Identitéitsabbildung
zwischen Weltfliche und Tangentialraum zuriickfithren, bzw. eine flache Metrik auf
der Weltfliche wihlen. Aus (IL.15¢) und (I1.19¢) mit ¢ = —£%w,(e) erhélt man die
Transformation der Metrik hog = ea“eﬁb Nap unter Diffeomorphismen,

5£haﬁ - @aéﬁ—i_@ﬁga
= (P),, + Mo, (11.25)

wobel (Pi)as = @afg + @gfa — (@757) hap Vektoren £* auf spurfreie symmetrische
Tensoren vom Rang zwei abbildet. Dabei ist A = @7@, und V, ist die kovariante
Ableitung ohne Torsion auf der Weltfliche. Spurfreier Anteil und Spur sind mit dem
Skalarprodukt (tW),t®?) = [ d?ch*b h‘wtsé) t(ﬁ? senkrecht zueinander. Zumindest lokal
kann die Metrik so bis auf ihren Spuranteil eliminiert werden, h,s = e®7,5. Global
konnen Moduli, d.h. Nullmoden des adjungierten Operators 771[ , existieren, die dies
verhindern. Die Diffeomorphismen wirken natiirlich auch geméafi Gleichung (I1.15d)
auf die Gravitinos x7, jedoch wird dadurch zum p-spurfreien Teil kein Spurteil mehr
hinzugefiigt. Das eichfixierte Gravitino x = ps(c)w™ (o) transformiert unter Repa-
rametrisierungen 0% — 5%(0) zu po (o) 0t (o) = g%z pp(6)wt (), die einmal durch die
Supersymmetrietransformationen gewéhlte Eichung der Gravitinos wird durch Repa-
rametrisierungen lediglich um einen Spurteil gedndert.
Die U(1) Transformationen des Eichfeldes A, lassen sich nach (I1.20e) und (II.21e)
schreiben als
SxnAa = O + 050" N = (PoN)a + (PoN)a (11.26)

mit (Py))o = O\ und (P{N), = £430°N. Lokal kénnen damit die beiden Komponen-
ten des Eichfeldes A, zu Null gesetzt werden. Der vektorielle und der axiale Anteil
des Eichfeldes sind natiirlich mit dem iiblichen Skalarprodukt orthogonal zueinander.
Die in nichttrivialen Topologien auftretenden Moduli (Nullmoden von P} bzw. P,
und konformen Killing-Skalare (Nullmoden von Py bzw. P) werden im Abschnitt I11.3
untersucht. Offensichtlich wirken die U(1) Eichtransformationen weder auf die Metrik
noch auf den p-spurfreien Teil der eichfixierten Gravitinos, damit hat die Fixierung des
Eichfeldes A, = 0 keinen Einflu} auf die Wahl der Eichfixierungen der anderen Felder.

Die Spuranteile der eichfixierten Metrik und des Gravitinos kénnen nun noch durch
Weyl- bzw. Super-Weyl-Tranformationen eliminiert werden. Allerdings werden diese
klassischen Symmetrien der Wirkung in der quantisierten Theorie aulerhalb der kriti-
schen Dimension anomal [70], ebenso wie die axiale U(1) Symmetrie, so daf hier nur
die Eichbedingungen

ea” = e? 8" o = paw” Ay = 050" N (I1.27)

gewahlt werden konnen. In beiden Féllen der superkonformen Eichung (I1.22) oder
(I1.27) nimmt die Brink-Schwarz-Wirkung (I1.14) wieder die Form (I1.7) an, die als
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Verallgemeinerung der eichfixierten Wirkung des bosonischen Strings Ausgangspunkt
der obigen Untersuchungen war,

T

S ;/ﬁ%(émﬁﬁﬂﬁwiyﬁﬁﬂww>mw (11.28)

11.3 DIE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN

Bevor die von den Symmetrien der Brink-Schwarz-Wirkung erzeugten Strome im Ab-
schnitt I1.4 ndher untersucht werden, sollen zunéchst einmal die Bewegungsgleichungen
der Materiefelder aus der eichfixierten Wirkung ermittelt und gelést werden. Zur Be-
stimmung der Bewegungsgleichungen der Wirkung S, aus (I1.28) ist es sinnvoll, die

Spinorkomponenten
N
g — ( L )
G

mit Hilfe der speziellen Wahl der Gamma-Matrizen p® aus (I1.5) auszuschreiben. Die
Wirkung nimmt dann die folgende Form an

Stx, =L / Lo (% 0aZ"0°Z7 — i (Do~ 0 1)U
_ Ad
iy (T o+ )W) o (I1.29)

Aus dieser Wirkung lassen sich die Euler-Lagrange-Gleichungen, die Bewegungsglei-
chungen der Materiefelder, einfach ablesen. Man erhélt mit den zweidimensionalen
Lichtkegelkoordinaten o* = 0” + ¢! und 95 = (9 £ O1),

(=02 + 03 ZM = —40,0_2" = 0 (I1.30a)
0
(Go— ) v =20_¢" = 0 (I1.30b)
(o + o) " =20, ¢ = 0. (I1.30c)

Aus diesen Bewegungsgleichungen erkennt man unmittelbar, dafl sich die Materiefelder
in einen linkslaufenden (von o = ¢ + o' abhiingenden) und einen rechtslaufenden
(von 0~ = 0% — o' abhéingenden) Anteil zerlegen lassen. Die Losungen der Bewegungs-
gleichungen (I1.30a) bis (I1.30c) haben folglich die allgemeine Form

7Mo% ") = ZMNoT)+ Zk(o7) (I1.31a)
wf”(ao,al) = wf“(aJr) (I1.31b)
w;r“(ao,al) = 77/)?_“(0'_). (IL.31c)

11.3.1 RANDBEDINGUNGEN

Bei der Variation der Wirkung (I1.29) zur Ermittlung der Bewegungsgleichungen tre-
ten Randterme aus der partiellen Integration der kinetischen Terme auf. Diese miissen
durch eine entsprechende Wahl von Rand- oder Periodizitdtsbedingungen der Mate-
riefelder zum Verschwinden gebracht werden!®. Die unterschiedlichen Bedingungen an
die Felder, die man fiir offene und fiir geschlossene Strings erhélt, erlauben es dann,
eine funktionale Form der Losungen der Bewegungsgleichungen anzugeben.

10Die Weltfliche des Strings bzw. deren Rénder liegen nicht im Unendlichen. Daher geniigt es
hier, im Gegensatz zum Fall iiblicher Feldtheorien, nicht, einfach zu verlangen, daf} alle Felder im
Unendlichen hinreichend schnell abfallen.
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DIE RANDBEDINGUNGEN DES GESCHLOSSENEN STRINGS

Betrachtet man zunéchst geschlossene Strings, so miissen die bosonischen Felder Z# (o)
die Bedingung erfiillen 7, §Z* 0, 2" 2T_, = 0. Diese Bedingung ist genau dann fiir
Links- und fiir Rechtslaufer unabhéngig voneinander erfiillt, wenn das komplexe Feld
Z* bei einmaligem Transport um den geschlossenen String, d.h. fiir 0! — o! + 27 nur
eine beliebige Phase als Vorfaktor annimmt [105]. Es muf} also gelten

Zp (00t +2m) = eXmiAR/L Zp (0, 0h) (11.32a)
oder
ZZ/L<UO’01 +21) = ¥ Zg/L(UO’&), (I1.32b)

wobei Gleichung (I1.32b) den sogenannten getwisteten Fall beschreibt. A/ sind die
jeweiligen Perioden fiir die Rechts- und Linksldufer. Diese Periodizitédtsbedingungen
unterscheiden sich deutlich von denen des bosonischen Strings oder denen des N=1 Su-
perstrings, was auf die Komplexitat der Materiefelder des N=2 Strings zuriickzufiihren
ist. Komplexe Felder konnen in entsprechenden Produkten beliebige Phasen annehmen,
wéhrend reelle Felder sich allenfalls um ein Vorzeichen @andern kénnen.

Die fermionischen Felder miissen die Bedingung 7,5 (17 7604 — 4 "0¢1)|2_y = 0
erfiillen. Daraus ergeben sich wie fiir die bosonischen Felder unabhéingige Periodizitéts-
bedingungen fiir Links- und fiir Rechtsldufer. Man erhélt

¢T/i(0 ol +2m) = eQ“ipT/iw;r/’I(oo,al) (I1.33a)
oder

Q/JT/L(U ol +21) = eQmPT/iw/l(ao o'). (I1.33b)

Gleichung (I1.33b) gibt wieder den getwisteten Fall an. Ebenso wie die bosonischen
Felder Z* konnen auch die Fermionen beim Umlauf um den geschlossenen String eine
beliebige Phase p; fiir Rechtslaufer und p| fiir Linkslédufer annehmen. Die Moglichkeit
einer kontinuierlichen Phase bei periodischem Umlauf um den String héngt eng mit der
Prasenz des U(1) Eichfeldes auf der Weltfliche zusammen [106]. Der Kopplungsterm
zwischen dem Eichfeld AL = Ag £+ A; und dem fermionischen Materiefeld ™ 148t sich
mit den beiden beliebigen Konstanten B schreiben als

(84, — ZA+) w_ — ei(A+O'++B_O'7) a+ (e_i(A+0'++B_Uf) w_)
= ei (Ayot+B_o7) 1;7 <1134a>
(8_ - iA—) pto= ¢ (A—o=+B4o™) 5 (e—i (A_o~+Biot) ¢+)
= /TRt (I1.34b)

Durch eine entsprechende Wahl des Eichfeldes A4 und der Konstanten B, lassen sich
nun beliebige unabhéngige Rand- oder Periodizitdtsbedingungen fiir das fermionische
Feld ¢* in beiden Richtungen o° und o erreichen!!. Es ist also mdglich, durch eine
Redifinition der Fermionen ¢)** und der an diese Fermionen koppelnden Gravitinos x,
das FEichfeld zum Verschwinden zu bringen, und stattdessen kontinuierliche Randbe-
dingungen an diese unter der U(1) Eichgruppe geladenen Felder zu erhalten. Am Ende
von Abschnitt I1.4 wird zudem noch gezeigt, wie der die verschiedenen Randbedingun-
gen ineinander iiberfithrende Spektralflufoperator SFO(©) aus der Nullmode des zur
U(1) Eichsymmetrie gehorenden Stromes konstruiert werden kann.

1Die Randbedingungen in der Zeitrichtung ¢® auf der Weltfliche spielen allerdings erst auf
Riemann-Flichen von hoherem Genus, etwa bei der Berechnung der Zustandssumme auf dem To-
rus, eine Rolle.
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Verlangt man nicht nur, daf§ die Randterme bei Variation der Wirkung verschwin-
den, sondern fordert zudem noch die Einwertigkeit des Integranden der nicht eichfi-
xierten Wirkung (I1.14) auf der Weltflache, liefern die beiden obigen Periodizitétsbe-
dingungen fiir die Materiefelder entsprechende Bedingungen fiir die Felder des N=2
Supergravitationsmultipletts aus den Korrekturtermen zu S ,. Man erhilt fiir das
Gravitino

XFF/M(UO, ol +21) = miTian) XFF/M(UO, o) (IL.35a)
und
X;“/m(ao, ot +2m) = FmilrnAnsr) XT_/ia(UO’ '), (I1.35b)
und fiir das U(1) Eichfeld
Ay 0t +21) = Au(c® oh) (I1.36a)
und
Ay(0® ot +21) = —Au(0% "), (I1.36b)

wobei die Gleichungen (a) jeweils den ungetwisteten und die Gleichungen (b) den get-
wisteten Fall angeben. Die Metrik bzw. das Zweibein e, bleibt von den Periodizitéts-
bedingungen der anderen Felder unbeeinfluft. Verlangt man, dafl das U(1) Eichfeld
A, auf der Weltflache des Strings einwertig ist, mufl der getwistete Fall wegen Glei-
chung (I1.36b) ausgeschlossen werden. Weiterhin ist es eine sinnvolle Forderung, dafl
die bosonischen Materiefelder Z#(o), die die Einbettung des Strings in die Raumzeit
beschreiben, einwertig sein sollen, dafl also gilt Ag = A, = 0. Nur die unter der U(1)
geladenen Fermionen ¢** und x7 behalten so ihre nichttrivialen Periodizititsbedin-
gungen

D000t +2m) = Tyl (00 ot (I1.37a)
XT/la<a’a +27T) = 627”PT/1XT/la(UO’01>_ (H37b)

Dementsprechend sind die Randbedingungen fiir die konjugierten Richtungen im Tar-
getraum ¥ und x,

%7_1(00701 +2m) = e PPy /l(ao ot) (I1.38a)
XT_/la(O-O, 0_1 + 27T> — e—QWipT/l )(1\/1’()!(0.07 0_1) ] (1138b)

DIE RANDBEDINGUNGEN DES OFFENEN STRINGS

Der offene String hat zwei freie Enden, die bei einer Variation der Wirkung Randterme
erzeugen. Aus der Forderung, dafl diese Randterme verschwinden sollen, ergeben sich
an Stelle der Periodizitdtsbedingungen des geschlossenen Strings Randbedingungen an
die auf der Weltflache definierten Felder. Aus diesem Grund ergeben sich auch fiir
die bosonischen Materiefelder Z# (o) unter der Forderung, daf diese auf der Weltflache
des Strings einwertig sein sollen, nichttriviale Randbedingungen. Der getwistete Fall,
der hier wie beim geschlossenen String auftauchen kann, soll nicht weiter untersucht
werden. Anders als beim geschlossenen String wird die Lénge des offenen Strings
iiblicherweise von o' = 0 bis ¢! = 7 parametrisiert. Damit hat der Randterm der
bosonischen Felder die Form n,; §Z* 0, A ™ _o- Es gibt nun zwei Moglichkeiten, diesen
Randterm zum Verschwinden zu bringen,

HzZ" = 0 fir o' =0, 7, (I1.39a)
oder
ozt =0 fir o' = 0, 7. (I1.39Db)
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Die zweite Gleichung (I1.39b) beschreibt den Fall, in dem die Enden des offenen Strings
im Targetraum fest liegen. Diese Dirichlet-Randbedingungen fiihren zur Beschreibung
von D-Branes [121] und sollen hier nicht weiter beriicksichtigt werden!'?. Es wird im
folgenden also nur noch der Fall der Neumann-Randbedingungen (I1.39a) betrachtet,
d.h. die Normalenableitung des bosonischen Feldes Z* verschwindet am Rand des offe-
nen Strings. Dies fiithrt dazu, dal Links- und Rechtslédufer am Rand reflektiert werden
und in offenen Stringtheorien nicht mehr unabhéngig voneinander sind.

Die Variation des fermionischen Termes der Wirkung (I1.29) liefert die Randterme
Nuw (Vg v 5@[)# o wl_l_’(wzr“ )|7i_o- Die Forderung nach dem Verschwinden der Rand-
terme liefert hier im Prinzip zwei unabhéingige Beziehungen zwischen den linkslau-
fenden und den rechtslaufenden Fermionen, eine fiir o' = 0 und eine fiir ¢! = .
Jedoch kann eine beliebige globale Phase durch eine entsprechende Redefinition der
Felder absorbiert werden. Man setzt also im folgenden 1, (c°,0) = ¢*(0°,0) und
Uy "(0°,0) = ¢, "(¢°,0) und betrachtet nur noch die Randbedingungen fiir ot = 7.
Hier gilt dann

Q/JF”‘(UO,W) = e%ipgbf”(ao,ﬂ) (I1.40a)
zﬁ{ﬁ(oo,ﬂ) = 6727”"’1#[[‘(00,7?). (I1.40b)

Die an einem Rand gleichgesetzten links- und rechtslaufenden Fermionen wf“ (o) und

w# #(o) unterscheiden sich also am anderen Rand des offenen N=2 Strings um eine
beliebige Phase. Wie schon fiir den geschlossenen String erldutert, unterscheidet sich
der N=2 String durch die Komplexitit seiner Felder von N=1 Superstring, bei dem
sich links- und rechtslaufende Fermionen lediglich um ein Vorzeichen unterscheiden
diirfen.

Anders als im Fall des geschlossenen Strings liefert die Untersuchung der Randbe-
dingungen der Materiefelder des offenen N=2 Strings keine Einschrankungen an die
Felder des Supergravitationsmultipletts. Das Zweibein e,, das Gravitino y} und das
U(1) Eichfeld A, sind hier vollig frei wéhlbar.

11.3.2 OSZILLATORENTWICKLUNGEN

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten die Bewegungsgleichungen (II.30a)
bis (I1.30c) und die Periodizitdts- bzw. Randbedingungen (I1.37a) bzw. (I1.39a) und
(I1.40a) hergeleitet wurden, konnen diese Gleichungen nun gelost werden. Die allge-
meine Losung der Bewegungsgleichungen fiir Links- und Rechtsldufer besteht aus der
Schwerpunktsbewegung des Strings'® und einer Entwicklung in Oszillatormoden, wel-
che die entsprechenden Randbedingungen erfiillt.

12Zur Beschreibung von D-Branes im Rahmen der N=2 Stringtheorie siehe etwa [144].
13Die Schwerpunktsbewegung des Strings wird durch die Nullmoden des Laplace-Operators auf der
Weltfldche beschrieben.
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DIE OSZILLATORENTWICKLUNG FUR GESCHLOSSENE STRINGS

Die allgemeine Losung der zweidimensionalen Laplace-Gleichung mit den Periodizitéts-
bedingungen des geschlossenen Strings 143t sich schreiben als

Zie") = L'+ Sprot+ing Z%aﬁe’m‘# (IL.41a)
n#0
Zh(oT) = L'+ %P0 +iyJT ) take (IL.41b)
n#0
VMet) = Vi Y biterire (IL41c)
rel— Pl
piteT) = Vi Y bite T (I1.41d)
reZ+pr

Insbesondere um Ausdriicke der Form 07 kompakter darstellen zu kénnen, ist es sinn-
voll, die Nullmoden der bosonischen Oszillatoren durch off = \/a//2 p* zu definieren.
Bei der Entwicklung der Losung fiir die konjugierten Richtungen der fermionischen Fel-
der ist zu beachten, dafl der Laufbereich des Summationsindex fiir zﬂIﬁ (c)inr € Z+p,

liegt, wihrend fiir ¢ #(o7) gilt r € Z — p;. Man erhilt also

Y et = Vi Y b e (I1.42a)
o) = Z b le (I1.42b)

Die Moden mit negativem Index n < 0 oder r < 0 gehoren zu positiven Frequenzen
und werden bei der Quantisierung zu Erzeugern, wiahrend die zu negativen Frequenzen
gehorenden Moden mit positivem Index n > 0 oder » > 0 zu Vernichtern werden. Die
Nullmoden der bosonischen Felder ¢* und p* sind Schwerpunktskoordinate und Schwer-
punktsimpuls des Strings, die zu gleichen Teilen zwischen Links- und Rechtslaufern
aufgeteilt sind. Sie verlangen ebenso wie die im Fall p = 0 auftretenden Nullmoden der
fermionischen Felder besondere Aufmerksamkeit bei der Quantisierung. Fiir die fer-
mlomschen Felder wT I findet man fiir bestimmte Werte der Phase p die Ergebnisse des

=1 Superstrings wieder. So reproduziert p = 0 den periodischen Ramond-Sektor des
Superstrings, mit seinen zusédtzlichen Nullmoden, wihrend p = % den antiperiodischen
Neveu-Schwarz-Sektor wiedergibt.

Aus der Forderung, daf die bosonischen und fermionischen Weltflichenfelder Z# (o)
und ¥ (o) hermitesch sein sollen, erhélt man folgendes Verhalten der Oszillatormoden
unter hermitescher Konjugation

()t = a~, (I.43a)
@) = a, (I1.43b)
o) = b, (I1.43c)
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DIE OSZILLATORENTWICKLUNG FUR OFFENE STRINGS

Mit den Randbedingungen des offenen Strings hat die allgemeine Losung der Laplace-
Gleichung in zwei Dimensionen die Form

7Mo% 0" = ¢+ pro +ivad Z Ll e~ cos(no')  (11.44a)

n#0
Yot = Vi Y bt (I1.44b)
reZ+p
UieT) = Vi D birerireT (I1.44c)
reZ+p

Auch hier ergibt sich, wie im Fall des geschlossenen Strings, die Entwicklung fiir die
konjugierten Richtungen durch Summation der entsprechenden Oszillatormoden iiber
r € Z— p. Die Nullmoden der bosonischen Oszillatoren haben mit der Normierung des
offenen Strings die Form afj = v/2a/ p*. Man erkennt im Vergleich mit den Losungen des
geschlossenen Strings, dafl hier nur noch jeweils ein Satz bosonischer und fermionischer
Oszillatormoden o bzw. b * vorliegt. Durch die Randbedingungen des offenen Strings
wird die Halfte der Operatorfreiheitsgrade eliminiert. Diese Beobachtung, dafl der
offene String in gewissem Sinne “die Hilfte” des geschlossenen Strings ist'4, wird auch
im weiteren Verlauf dieser Arbeit immer wieder auftauchen.

FINFUHRUNG KOMPLEXER KOORDINATEN AUF DER WELTFLACHE

Fiir das folgende Vorgehen ist es sinnvoll, nach den Lichtkegelkoordinaten auf der
Weltfliche o* auch noch die Beschreibung durch Koordinaten in der komplexen Ebene
einzufiihren. Dazu wird zunichst eine Wick-Rotation ¢ — —i 0% durchgefiihrt, so daf
gilt 0t — —i (6% & io'). Diese Wick-Rotation beschreibt die Einfithrung von komple-
xen Koordinaten 2’ = ¢ —io! und 7’ = ¢° + io! auf dem durch die Weltfliche des
geschlossenen Strings beschriebenen Zylinder, wie in Abbildung II.1 (a) und (b) dar-
gestellt. Der zweite Schritt besteht nun in einer konformen Abbildung der komplexen
Koordinaten auf die komplexe Ebene durch

/ 0 1

z = & = 7 (I1.45a)
7 = ¢ =t (I1.45D)

Dies entspricht dem Ubergang zu Abbildung I1.1 (c). In der komplexen Ebene wirken
Translationen in ¢! Richtung entlang des Strings als Rotationen um den Ursprung,
withrend Zeittranslationen in ¢ Richtung zu Dilatationen in der Ebene werden. Ent-
sprechend ist bei der Quantisierung die iibliche Zeitordnung durch eine Radialordnung
zu ersetzen, Kommutatoren zu gleicher Zeit entprechen Kommutatoren bei gleichen
Radius [72, 133]. Der Zeitpunkt ¢ = —oo wird dabei auf den Ursprung abgebildet,
withrend der Zeitpunkt o° = +o0o0 im Unendlichen liegt.

lz o |z
_ 2 ABBILDUNG IL.1 - Ab-
. Yo —— oli = bildung der Weltflache des
omi—_ 2 geschlossenen Strings auf

o° die komplexe Ebene.
(a (b) (¢

M Auf dieser Beobachtung beruht auch das KLT Theorem [85], das einen Zusammenhang zwischen
den Amplituden offener und geschlossener Strings herstellt.
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Im Fall des offenen Strings ist der Laufbereich der Koordinate o! entlang des Strings
auf den Bereich o! € [0, 7] eingeschrénkt. Auch in diesem Fall lassen sich durch Glei-
chung (I1.45a) und (II.45b) Koordinaten auf der komplexen Ebene definieren. Jedoch
liegt z jetzt nur in der oberen komplexen Halbebene, wéihrend z in der unteren Halb-
ebene liegt, wie in Abbildung II.2 dargestellt wird. Auch hier liegt der Zeitpunkt
o' = —oo im Ursprung, wihrend ¢ = 400 im Unendlichen liegt. Punkte gleicher
Weltflachenzeit liegen auf konzentrischen Halbkreisen um den Ursprung. Da der offene
String zwei ausgezeichnete Punkte hat, die beiden Stringenden, 148t eine Translati-
on entlang der Stringrichtung o' die Weltfliiche nicht invariant. Ebenso ist die obere
komplexe Halbebene nicht invariant unter Rotationen um den Ursprung. Die beiden
Stringenden werden auf den positiven bzw. auf den negativen Teil der reellen Achse
abgebildet. Felder, die an die Enden des offenen Strings koppeln, werden also auf der
reellen Achse definiert. Zur Vereinfachung der Rechung mit offenen Strings behilft
man sich hiufig des Verdopplungstricks. Ist ein holomorphes Feld ¢(z) auf der oberen
Halbebene definiert, und die entsprechende antiholomorphe Hilfte ¢(z) dieses Feldes
auf der unteren Halbebene, dann kann man ¢(z) durch die folgende Definition auf die
gesamte komplexe Ebene fortsetzen,

o(z) = ¢(Z') fir  Imz<0.

ABBILDUNG  II1.2 - Abbildung der Welt-
fliche des offenen Strings auf die obere kom-
plexe Halbebene.

Auch ohne den Ubergang zu einer euklidischen Metrik auf der Weltfliche, d.h.
auch ohne Durchfiithrung der Wick-Rotation, kann man die komplexen Koordinaten
definieren durch

2= "m0 = gl und Z =) = gio" (I1.46)

In diesem Fall sind z und z jedoch nicht komplex konjugiert zueinander.

Die Modenentwicklungen der Felder Z# und W auf der Weltfliche lassen sich
nun in den Koordinaten z und z auf der komplexen Ebene angeben. Dabei ist zu
beriicksichtigen, daf} die Fermionen W konforme Felder vom Gewicht!'® 1/2 sind. Bei
der Koordinatentransformation z = ¢ und z = ¢’ taucht also in der Moden-
entwicklung ein zusétzlicher Fraktor v/iz='/2 bzw. iz '/? auf. Man erhilt so die

15Ein konformes Feld ¢(z) vom Gewicht h transformiert unter einer Reparametrisierung z — 2/(2)
wie

o)~ 50 = (%) o).
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Modenentwicklungen fiir den geschlossenen String!®

ZMz) =S¢t —igptInztiy/g > Lake (I1.47a)

n#0
7Mz) = Sq'—igptInz4iy/g > Lakz (I1.47D)
n#0
Yz =i Y b (I1.47c)
reZ+py
Yz =i Y birEl (I1.47d)
re€l—p)

Fiir den offenen String erhélt man entsprechend die Oszillatorentwicklung

ZM(z,2) = ¢ —id' ptfInzz+iy/ %/ Z Lat(z7" 427" (I1.48a)

n#0
pit(z) =0 Y b (I1.48b)
r€Z+p
Yz =i Y brER (I1.48c¢)
reZ+p

Mit Hilfe dieser Modenentwicklungen in den komplexen Koordinaten kénnen nun im
folgenden die Propagatoren bzw. die fundamentalen Operatorproduktentwicklungen
der durch die Weltflichenwirkung definierten konformen Feldtheorie bestimmt werden.

I1.3.3 KANONISCHE QUANTISIERUNG

Bei der kanonischen Quantisierung einer Stringtheorie nutzt man die in der Quanten-
mechanik iiblichen Vertauschungsrelationen zwischen einer Koordinate und dem dazu
kanonisch konjugierten Impuls aus, [X,IIy] = ih, mit Iy = %. Im Fall des
N=2 Strings erhilt man so eine Kommutator- bzw. Antikommutatorbeziehung zu ei-
ner festen Zeit bzw. fiir gleichen Abstand fiir die bosonischen und die fermionischen
Materiefelder Z# und 9*. Aus der eichfixierten Wirkung (I1.29) erhdlt man die konju-
gierten Impulse I1%(2) = 7= 9.Z"(z) bzw. H:Zf/l(z) =—= w{/ﬁ(z) Damit ergibt sich

fiir die bosonischen Felder die fundamentale Vertauschungsrelation!”

[Z4(2), Z7 (w)] =2miad' " 6(z —w). (I1.49)

|2|=[w]

Setzt man in diese Vertauschungsrelation die Modenentwicklungen der Felder Z*(z)
aus (I1.47b) und (I1.47a) bzw. aus (I1.48a) ein, lassen sich die entsprechenden Vertau-
schungsrelationen fiir die Moden o und a#,, die jetzt als Operatoren wirken, einfach
ermitteln!s,

ok, ar] = mépian™ (I1.50a)
[ak,ar] = mbpinn™ (I1.50Db)
[k ar] = 0. (I1.50c)

16 Auf die explizite Kennzeichnung von Links- und Rechtslidufern Zy (z) und Zg(z) wird von nun an
verzichtet, da dies aus der Abhéngigkeit des Feldes von z bzw. von Z unmittelbar klar wird.

"Hier wie auch im folgenden wird zur Vereinfachung der Notation i = 1 gesetzt.

18Durch eine Reskalierung der Operatoren a”, = 1/\/ma fir m > 0 und o' = 1/\/ma*,, fir
m > 0 erhélt man die bekannten Erzeuger und Vernichter des harmonischen Oszillators, mit der

Vertauschungsrelation [a%,, a% 1] = 6,, , 7.



20 II. DER N=2 STRING

Man erkennt, daf linkslaufende und rechtslaufende Moden o und &# unabhingig von-
einander sind. Fiir den offenen String, bei dem nicht zwischen Links- und Rechtslaufern
unterschieden werden kann, erhilt man natiirlich nur eine Kommutatorrelation (I1.50a).
Fiir die bosonischen Nullmoden ¢* und p* ergibt sich auf diese Weise der iibliche Zu-
sammenhang zwischen Ort und konjugiertem Impuls

(", 0] =in™. (I1.51)

Definiert man nun ein Vakuum' |0), das von allen Moden mit negativer Frequenz
vernichtet wird, d.h. o |0) = 0 fir m > 0, so kann man mit der Relation
() Ot = O (v, F m) diese Operatoren o in Erzeuger und Vernich-
ter unterteilen. Insbesondere la8it sich der entsprechende Anzahloperator fiir die m
Moden durch N,, = : ap_py, © definieren®. Fiir m > 0 sind also die Operatoren a_,,
Erzeuger, sie spannen durch ihre Wirkung auf das Vakuum den bosonischen Fockraum
der Zusténde auf, wihrend die Operatoren «,, Vernichter sind. Es ist zu beachten,
daBl wegen des negativen Vorzeichens der Zeitkomponenten der Minkowski-Metrik im
Targetraum, n® = n** = —1, Zustéinde der Form o |0) oder o2, |0) eine negative
Norm haben, und somit unphysikalisch sind. Diese Zustédnde miissen durch Zwangs-
bedingungen, die im n#chsten Abschnitt untersucht werden, aus dem Spektrum des
Strings eliminiert werden.
Fiir die fermionischen Felder erhélt man die Antivertauschungsrelation zu konstan-
ter Zeit
(oL@ | =z —w). (IL52)
Auch in diese Relation kann man wie schon im bosonischen Fall die Modenentwick-
lungen der Felder aus (I1.47d) und (I1.47¢) bzw. aus (I1.48c) und (I1.48b) einsetzen.
Damit ergeben sich die folgenden Antivertauschungsrelationen fiir die Moden b;;“ und

+p
blr

{b 07y = b (IL.53a)
{bj0 00 = O™ (11.53b)
{oje 0,7} = 0. (I1.53c)

Auch hier sind linkslaufende und rechtslaufende Moden des geschlossenen Strings wie-
der unabhéngig voneinander, wihrend man fiir den offenen String nur eine Antikom-
mutatorrelation (I1.53a) fiir die Moden b erhilt. Ebenso wie im bosonischen Fall
kann man auch die fermionischen Moden nach Einfiihrung eines Vakuums |0), das von
allen Moden mit negativer Frequenz vernichtet wird, d.h. b* |0) = 0 fiir r > 0, Erzeu-
ger und Vernichter unterscheiden. Die Erzeuger b™* mit > 0 spannen durch Wirkung
auf das Vakuum den Fockraum aller fermionischen Zusténde auf. Ebenso wie im oben
diskutierten bosonischen Fall miissen auch hier unphysikalische Zustdnde mit negativer
Norm durch Zwangsbedingungen aus dem Spektrum der Stringtheorie entfernt werden.

Mit Hilfe der Vertauschungs- bzw. Antivertauschungsrelationen und mit der Defini-
tion des Vakuums |0) fiir bosonische und fermionische Oszillatormoden kénnen nun die

19Strenggenommen gibt es unendlich viele Vakua |0, p*) mit verschiedenen Eigenwerten des Impuls-
operators p*, die diese Bedingung erfiillen. Da dieser Schwerpunktimpuls aber bei der Diskussion
der Ostzillatormoden keine Rolle spielt, kann man hier etwa ein translationsinvariantes Vakuum mit
p*10) = 0 wihlen.

20Dje Normalordnung : ... : ist hier wie iiblich so definiert, dal Moden negativer Frequenz rechts
von Moden positiver Frequenz stehen.
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Propagatoren der Felder Z* und W'# fiir kleine Abstéinde?' berechnet werden. Man
erhalt fir pT/l 7A 0

(0|Z2"(2) Z% (w)|0) = —%/ " In(z — w) (I1.54a)
(0|2"(2) Z"(w)|0) = —%n"" In(z — w) (I1.54D)
o . o (% p—1/2 1
O () v )0y = = (=) — (I1.54c)
+p = —U (- ;2 z pi=1/2 1
O @ @) = - (2) T — (IL54d)
Im Fall antiperiodischer Randbedingungen, d.h. fiir p;, = % nehmen die fermioni-
-1 1

schen Propagatoren die besonders einfache Form ~ (z — w)™! bzw. ~ (Z — w)~! an.
Dies entspricht dem Neveu-Schwarz-Sektor des Superstrings. Fiir die spezielle Wahl
der Randbedingungen der fermionischen Felder auf der Weltfliche p;/) = 0, die dem
Ramond-Sektor des Superstrings entspricht, existieren Nullmoden der fermionischen

Oszillatoren b?/’i o- Aus den Antivertauschungsrelationen (II.53a) und (I1.53b) folgt, daf

diese Nullmoden (bis auf Normierung) eine Clifford-Algebra erfiillen, {b3" by"} = n**.
Daher konnen die Nullmoden der fermionischen Felder U# als Gamma-Matrizen im
Targetraum I'™* betrachtet werden, die auf das Vakuum im Ramond-Sektor |0)z wir-
ken. Dieses Ramond-Vakuum muf} also einen Index der Spinordarstellung der Lorent-

zgruppe der Raumzeit tragen, auf den die fermionischen Nullmoden wie folgt wirken??
23

b layr = &= (07) 7 |B) R (IL55)

Damit 1&8t sich nun auch der Propagator der fermionischen Felder %F/I im Ramond-
Sektor mit p;,; = 0 berechnen

RO () wr )l = (<i>”2+<2)”z) L (6w

07

RO (2) 77 (@) 0)r = —";w ((5)1/2+(%)m) Z_lw. (I1.56b)

Man stellt fest, da3 der fermionische Propagator von der Wahl der kontinuierlichen
Randbedingungen fiir die Felder abhéngt. Diese Abhéngigkeit verschwindet jedoch fiir
kleine Abstiande z ~ w. Betrachtet man nun die fundamentalen Operatorprodukt-
entwicklungen (OPE) der Felder Z# und U# als den singuldren Anteil der Laurent-
Entwicklungen der Propagatoren, erhélt man die von den Randbedingungen p;,; un-
abhéngigen Ergebnisse

ZM2) 2" (w) ~ —% 9" In(z —w) (IL.57a)
ZM2) 2 (w) ~ —% " In(Z — o) (IL57b)
U (2) e (w) o~ —Z"_Ww (I1.57c)
e ~ - (574)

21Dijese Propagatoren entsprechen den Operatorproduktentwicklungen der durch die Felder Z# und
U+ gebildeten konformen Feldtheorie. Bei der Bestimmung des Stringpropagators spielen fiir gréfie-
re Abstinde z ¢ w auch globale topologische Eigenschaften der Weltfliche eine Rolle, die in den
nachfolgenden Kapiteln noch eingehend untersucht werden.

%2Das Ramond-Vakuum mit Spinorindex |a)p entsteht durch Wirkung eines Spinfeldes S, (0) auf
das iibliche Stringvakuum, |a)r = S,(0)|0).

ZDie Gamma-Matrizen im Targetraum erfiillen die iibliche Clifford-Algebra, {[T# =7} = —2p+”.
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Spéter wird sich zudem noch herausstellen, daf§ alle im Rahmen der N=2 Stringtheorie
berechneten physikalischen Gréflen, insbesondere die Amplituden, aufgrund des Spek-
tralflusses unabhéngig von der Wahl der Randbedingungen fiir die unter der U(1) gela-
denen fermionischen Felder sind. Insbesondere wird in Abschnitt 11.4 gezeigt, dafl der
Spektralflu} ein innerer Automorphismus der Constraint-Algebra des N=2 Strings ist,
der verschiedene Sektoren der kontinuierlichen Randbedingungen aufeinander abbildet.

Im Fall des offenen Strings sind Linkslaufer und Rechtslaufer nicht unabhéngig
voneinander. Dadurch existieren weitere nicht verschwindende Propagatoren, die z
und w Koordinaten mischen, wie zum Beispiel

(012"(2,2) Z"(w, w)|0) = —%/ n" ((In(z — w) + In(z — @) (I1.58a)
) +In(z — w) + In(z — ) )
O e ) = (1155b)

Jedoch liegen die Koordinaten z im Fall des offenen Strings nur in der oberen komplexen
Halbebene, d.h. Terme wie In(z — @) oder (z —w)~! werden nicht singuliir®*, und tragen
damit nicht zu den OPE bei. Fiir die Singularitdten der Operatorprodukte gilt auch
im Fall des offenen Strings

P (2) YT (@) ~ 0.

Mit Hilfe der in diesem Abschnitt berechneten fundamentalen Operatorproduktent-
wicklungen lassen sich im folgenden auch die OPE aller anderen zusammengesetzten
Objekte in der N=2 Stringtheorie berechnen.

II.4 DIE SYMMETRIESTROME

Im vorangegangenen Abschnitt I1.3 wurden die Materiefelder Z#(z) und U#(z) des
N=2 Strings ausfiihrlich untersucht. Jedoch enthélt die vollstindige Wirkung Sy—o
aus (I1.14) neben diesen schon untersuchten Feldern auch noch die Felder des N=2
Supergravitationsmultipletts, das Zweibein e,%, das Gravitino x, und das U(1) Eich-
feld A,. Diese Felder besitzen in der Wirkung Sy—o keine kinetischen Terme, d.h.
ihre Bewegungsgleichungen liefern klassisch verschwindende Symmetriestrome. Die
aus den Bewegungsgleichungen erhaltenen Beziehungen miissen als Zwangsbedingun-
gen fiir die Losungen der Bewegungsgleichungen der Materiefelder gelten. In der klassi-
schen Theorie beschreiben die Zwangsbedingungen Hyperflichen im Phasenraum, auf
denen zu physikalischen Losungen gehorende Trajektorien liegen miissen. Bei einer
Quantisierung der Theorie miissen diese Zwangsbedingungen weiterhin gelten. Aller-
dings wére es eine zu starke Forderung, das Verschwinden aller Operatormoden der
Symmetriestrome zu verlangen. Das Auftreten von Normalordnungskonstanten in der
quantisierten Theorie wiirde dann zu Inkonsistenzen fithren. Um das Verschwinden
samtlicher Matrixelemente physikalischer Zustéinde mit diesen Symmetriestrémen si-
cherzustellen, geniigt es, auch die Operatormoden der Strome wieder in Erzeuger und
Vernichter beziiglich ihrer Wirkung auf physikalische Zustédnde aufzuteilen. Dadruch
kénnen dann unphysikalische Zustdnde mit negativer Norm aus dem Spektrum des
Strings eliminiert werden.

Die Symmetriestrome als Losungen der Bewegungsgleichungen der Felder des N=2
Supergravitationsmultipletts sind definiert als die Variation der Wirkung unter der

24Der Fall, in dem beide Felder auf der reellen Achse liegen, wo also gilt z = Z und w = w, liefert
natiirlich auch einen singuléren Beitrag. Diese d-Funktionsbeitrige zu den Operatorprodukten sollen
hier aber zuéchst noch nicht betrachtet werden.
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Variation eines Feldes, 5 = —ﬁ [ o V/—hd¢ Js, wobei ¢ fiir das entsprechende bei
der lokalen Eichfixierung zu Null gesetzte Feld des Supergravitationsmultipletts steht.
Im Fall des N=2 Strings erhélt man so den durch Diffeomorphismen erzeugten Energie-
Impuls-Tensor 1,3, zwei komplexe durch Supersymmetrietransformationen erzeugte
Supersymmetriestrome G£ und einen durch die Eichtransformationen erzeugten U(1)
Strom J,,

Tos = —% 5;;2;2 (I1.59a)
Gt = _4\/1__h 55(1\;2 (I1.59b)
Jo = 4\;__h 5?2;2. (11.59¢)
In der superkonformen Eichung (I1.22) mit e,* = §% und xf = A, = 0 nehmen

diese Symmetriestrome eine besonders einfache Form an. In den oben eingefiihrten
komplexen Koordinaten auf der Weltfliche erhélt man fiir die holomorphe Hélfte der
Strome

T, = —(é 20,27 0,7" - +i : ((Lzﬁ{ﬁ w;r“ : —I—i : (927,&#“ @D{ﬁ : ) N (11.60a)
Gy, = /2 :0.27¢ " n (T1.60Db)
Gy, = Z . 9,7" Y Np (I1.60c)

Joo= UM (11.60d)

Dabei wird bei Produkten von Feldern am gleichen Ort die oben definierte Normalord-
nung angewendet. Die antiholomorphen Hélften der Symmetriestrome, T%:, Gfg und
Jz, erhdlt man durch die Ersetzungen 0, — 0z und ¢y — 1. Fiir offene Strings sind die
holomorphe und die antiholomorphe Hélfte der Strome nicht unabhéngig voneinander,
da es hier jeweils nur einen Satz bosonischer und fermionischer Oszillatormoden gibt.

Da die fundamentalen Operatorproduktentwicklungen zwischen den Materiefeldern
des N=2 Strings aus den Gleichungen (II.57a) und (II.57¢) bekannt sind, kénnen nun
auch die singuldren Anteile der OPE der Symmetriestrome berechnet werden. Diese
OPE bilden die Constraint-Algebra des N=2 Strings. Man erhélt fiir die holomorphe
Hiilfte des geschlossenen Strings?®

T(z)T(w) ~ £(z—w) ™ +2(z—w)*T(w)+ (2 —w) ' 9,T(w)(IL61a)
T(2) GF(w) ~ 3(z—w)?GF(w)+ (2 —w) ' 9,G*(w) (I1.61b)
T(z)J(w) ~ (z—w)?J(w)+ (z —w) " OpJ(w) (I1.61c)
GT(2)G (w) ~ ¥l—w)?—4(z—w)?J(w) (I1.61d)
+4 (z —w) (T (w) — 5 0w J (w))

G*(2)GF(w) ~ 0 (I1.61e)
J(2)GF(w) ~ £(z—w) ' GF(w) (I1.61f)
J(z) J(w) ~ £(z—w)>. (IL.61g)

Dabei gilt im vierdimensionalen Targetraum ¢ = 6. Diese OPE bilden gerade die N=2
superkonforme Algebra mit zentraler Ladung ¢ [91]. Vernachléssigt man den Term mit

257ur Vereinfachung der Notation wird hier T'(z) = T.., G*(z) = sz und J(z) = J, gesetzt.
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zentraler Ladung in (II.61a), kann man aus den Gleichungen (I1.61a) bis (II.61c) able-
sen, daf die Symmetriestrome T'(z), G=(2) und J(z) konforme Felder vom Gewicht?® 2,
3/2 und 1 sind. Dementsprechend lassen sich die Laurent-Entwicklungen dieser Symme-
triestrome angeben. Fiir den geschlossenen String erhélt man unter Beriicksichtigung
der durch die Fermionen w;r #(2) vorgegebenen Randbedingungen der Supersymmetrie-
strome G*(2)

T(z) = Y Lyz "7 (I1.62a)

neZ

G*(z) = Z GE 32 (I1.62Db)
relZxp

J(z) = Y Juz"h (I1.62¢)
nez

Entsprechende Laurent-Entwicklungen fiir die antiholomorphen Symmetriestrome
T(%), G*(z) und J(Z) liefern die Koeffizienten L,, G5 und .J,. Mit Hilfe der Cauchy-
Riemann-Formel?®” lassen sich diese Gleichungen invertieren. Damit kénnen die einzel-
nen Moden wie folgt aus den Symmetriestromen berechnet werden

_ dz 4
Gt = 7{ 42 12 () (I1.63b)
" 271 '
dz
= L n ) I1.
In 57 - J(2) (I1.63c)

Ersetzt man nun in (II1.63a) bis (I1.63c) die holomorphen Hélften der Stréme geméf
der Definitionen aus Gleichungen (I1.60a) bis (I1.60d) durch die Materiefelder Z# und
w# # und driickt man dann die Materiefelder durch ihre Modenentwicklungen (11.47a)
und (I1.47¢) aus, lassen sich die Laurent-Moden der Symmetriestrome als Funktionen
der Oszillatormoden o, und b;ﬂ“ der Materiefelder angeben. Man erhélt

Lo = (&3l ah =1 30 ro (07702 +575,7,) ¢ ) 1w (I164a)

meZ r€Z+py
GF = =2 anbr e (I1.64b)
meZ
Gy = —\/2> b7 (IL.64c)
meZ
Jn = —3 Z 0,7 0 (I1.64d)
r€Z+p
Dabei ist die Normalordnung : ... : wie {iblich durch die Vorschrift definiert, dafl

Erzeuger links von Vernichtern stehen. Im Fall der Nullmode des Energie-Impuls-
Tensors Ly aus (I1.64a) und des U(1) Stroms Jy aus (I1.64d) ergibt sich das Problem,

%6Das konforme Gewicht h eines Primiirfeldes ¢(z) (siehe dazu auch Fufinote 15) kann man aus
seiner OPE mit dem Energie-Impuls-Tensor T'(z) ablesen:

T(2) p(w) ~ h (2 = w) "> g(w) + (2 — w) " ud(w) .

2"Es ist 3901” % % = ﬁ (%)n_l f(w), wobei C,, eine beliebige geschlossene Kontur um

den Punkt w auf der komplexen Ebene ist, die keine weiteren Pole einschlief3t.
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daB aus der Normalordnung der bosonischen bzw. der fermionischen Operatormoden
beliebige Normalordnungskonstanten A bzw. B entstehen kénnen. Daher ist L in
allen Ausdriicken durch Lo — A zu ersetzen, und Jy durch Jy — B. Spéater wird sich
herausstellen, daf fiir den anomaliefreien N=2 String in der kritischen Dimension A = 0
und B = 0 gelten mufl. Durch hermitesche Konjugation der Gleichungen (II.64a) bis
(I1.64d) ergeben sich die Beziechungen
=L, Gf=¢g*F

—r

und Jh=J_,. (11.65)

In Gleichungen (I1.64a) bis (I1.64d) wurden die Moden der Constraint-Algebra in
Abhéngigkeit von den Oszillatormoden der Materiefelder angegeben. Da die Alge-
bra der Oszillatormoden aus den Gleichungen (II.50a) bis (I1.50c) bzw. (II1.53a) bis
(I1.53¢) bekannt ist, 18t sich nun auch die N=2 superkonforme Algebra der Moden
berechnen

[Lpm, L) = (m — n) Lingn + 15 (m3 — m) Omtn (I1.66a)
L, G] = (gm—71) G, (I1.66b)
[Lm, Jo] = —nJoin (11.66¢)
{G/.Gy} = Z(r®—1)04s—2(r —s) Jys +4 Loy (I1.66d)
[ ij] = +Gi,, (IL.66¢)
s Ju] = EMbmin. (11.66f)

Dabei ist die zentrale Ladung in der vierdimensionalen Raumzeit wieder ¢ = 6. Im Fall
des geschlossenen Strings kann man die Laurent-Moden der antiholomorphen Halfte
der Symmetriestrome, L, G’f und J,, ebenso als Funktionen der antiholomorphen
Materieoszillatoren a4 und bIrT“ ausdriicken und erhélt die gleiche N=2 superkonforme
Algebra (I1.66a) bis (I1.66f) fiir die antiholomorphen Moden. Holomorphe und antiho-
lomorphe Moden kommutieren (bzw. antikommutieren im Fall der Gi) miteinander.

Im Fall des offenen N=2 Strings sind der holomorphe und der antiholomorphe
Anteil der Symmetriestrome nicht unabhéngig voneinander. Daher erhélt man nur eine
superkonforme Algebra fiir die Moden L,,, G und J,. Da die komplexen Koordinaten
z hier nur auf der oberen Halbebene definiert sind, bilden die {z"},,cz kein vollsténdiges
Funktionensystem. Erst wenn man auch noch die auf der unteren Halbebene definierten
{Z"}nez hinzufiigt, kann man die Symmetriestrome in Laurent-Moden entwickeln. Es
gilt dann

L, = 5~ [ (dz2""'T(2) +dz 2" T(z)) (I1.67a)
C

GE = L / (dz 2" T2 GH(2) + dz 2712 G*(2)) (IL.67D)
C

%::%/MMJU+Mfﬂm. (IL67c)
C

Dabei ist der Integrationsweg C' ein Halbkreis um den Ursprung in der oberen kom-
plexen Halbebene. Durch Anwendung des in Abschnitt I1.3.2 beschriebenen Verdoppe-
lungstricks kann man die Strome in der gesamten komplexen Ebene definieren und die
Berechnung der Laurent-Moden in der Form (I1.63a) bis (I1.63c) darstellen. Die Mo-
den des offenen Strings erfiillen ebenso wie die holomorphen Moden des geschlossenen
Strings die N=2 superkonforme Algebra (I1.66a) bis (I1.66f).
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An den Gleichungen der Moden-Algebra (I1.66a) bis (I1.66f) erkennt man, dafl die
simple Umsetzung des klassischen Verschwindens der Symmetriestrome in die Forde-
rung an die Quantentheorie, dafl alle Operatormoden physikalische Zustédnde vernich-
ten, zu widerspriichlichen Aussagen aufgrund der Terme mit zentraler Ladung in der
Algebra fithren. Stattdessen sollen nur die Moden mit positivem Index physikalische
Zusténde vernichten

L,lphys) = 0 fiir n >0 (11.68a)
(Lo — A)|phys) = 0 (I1.68b)
G¥*|phys) = 0 fiir r>0 (I1.68c)
Julphys) = 0 fiir n >0 (11.68d)
(Jo — B)|phys) = 0 (IL.68e)

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl diese Forderungen ausreichen, um das
Verschwinden aller Matrixelemente der Symmetriestrome zwischen zwei physikalischen
Zusténden sicherzustellen. Fiir den geschlossenen String erhélt man einen zweiten
identischen Satz Bedingungen fiir die antiholomorphen Moden. Auflerdem soll fiir
die Moden des geschlossenen Strings noch die sogenannte level-matching Bedingung
(Lo — Lo)|phys) = 0 gefordert werden, die aus der Invarianz der Theorie unter Trans-
lationen entlang des Strings folgt?®. Insbesondere die Bedingung (I1.68b) wird sich
im folgenden als sehr wichtig bei der Bestimmung des Massenspektrums der N=2
Stringtheorie erweisen.

Konstruiert man aus der Lagrange-Dichte £ der Brink-Schwarz-Wirkung (I11.14)
die zugehorige Hamilton-Funktion durch H = [ do (E 6 0o 11y — L(o, 8a¢)), wobei ¢
samtliche in der Wirkung vorkommende Felder bezeichnet, und II, den dazu kanoni-
sche konjugierten Impuls, erkennt man, daf8 klassisch gilt?® H = Ly. Diese Beziehung
gilt auch nach Quantisierung der Theorie weiter, allerdings mufl dabei dann auf even-
tuelle Normalordnungskonstanten geachtet werden. Damit gilt fiir die quantisierte
Stringtheorie H = Ly — A. Die Nullmode des Energie-Impuls-Tensors erzeugt also die
Zeitentwicklung der physikalischen Zusténde.

SPEKTRALFLUSS

Im Abschnitt I1.3.1 wurden die kontinuierlichen Rand- bzw. Periodizitdtsbedingungen
der fermionischen Materiefelder U# des N=2 Strings untersucht. Bei der Berech-
nung der fermionischen Propagatoren im Abschnitt 11.3.3 wurde gezeigt, daf} sich die
Wahl der Randbedingungen zwar in den Propagatoren widerspiegelt, aber keinen Ein-
fluf auf die singuldren Anteile der Operatorproduktentwicklungen hat. Dennoch spielt
die Wahl der Rand- bzw. Periodizitatsbedingungen auch in der Constraint-Algebra
des N=2 Strings eine Rolle. Sie bestimmt die Randbedingungen des Supersymme-
triestromes G*(z), und damit auch den Laufbereich der Indizes der entsprechenden
Laurent-Moden G, r € Z & p. Die verschiedenen Wahlen der Randbedingungen sind
jedoch zueinander dquivalent, die physikalischen Ergebnisse nicht von ihnen abhéngen.
Der Grund dafiir ist ein innerer Automorphismus der Constraint-Algebra (I1.66a) bis
(I1.66f), der sogenannte Spektralflufl [91, 139], der die Algebren fiir verschiedene Rand-
bedingungen p aufeinander abbildet.

28Der unitiire Operator Us = et 8 (Lo—Lo) erzeugt Translationen entlang des Strings. Unter diesen

muf} die Theorie invariant sein, da es auf dem geschlossenen String keine ausgezeichneten Punkte gibt.
29Im Fall des geschlossenen Strings sind natiirlich Rechts- und Linksléufer zu beriicksichtigen, dann
gilt H = Lo + Ly.
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Der Spektralflufl wirkt wie folgt auf die Laurent-Moden der Symmetriestrome

L, — L,+0J,+£6%, (11.69a)
GF — Gig (IL.69b)
Jn — T+ 500,. (I1.69c¢)

Dabei handelt es sich offensichtlich um eine Verschiebung des Index der Laurent-Moden
des Supersymmetriestromes G*(z), fiir den nun gilt r € Z4-p40. Man kann sich leicht
davon iiberzeugen, dafl auch die verschobenen Laurent-Moden die N=2 superkonforme
Algebra (I1.66a) bis (I1.66f) erfiillen. Es ist also insbesondere mdoglich, durch Anwen-
dung des Spektralflusses in den Neveu-Schwarz-Sektor mit p = % zu gelangen, in dem
die meisten Ausdriicke eine besonders einfache Form annehmen. Im Fall des geschlos-
senen Strings gibt es einen zweiten, unabhingigen, Spektralfluf fiir die antiholomorphe
Hilfte der Constraint-Algebra.

Von besonderem Interesse fiir das weitere Vorgehen ist nun noch die Frage, wie der
Spektralflul auf konformen Feldern realisiert wird. Die Wirkung des Spektralflusses auf
solche Felder soll durch einen auf der Weltfliche definierten Operator SFO(O) erzeugt
werden. Dieser Operator erzeugt auf den Laurent-Moden der Symmetriestrome durch
SFO(O) L, SFO(O) ! usw. . gerade die Verschiebungen (I1.69a) bis (I1.69¢). Mit dem
Ansatz SFO(0) = €®% woraus folgt SFO(O)™! = ¢ ©9 14ft sich die Wirkung des
SpektralfluBoperators auf eine Laurent-Mode X entwickeln

SFO(0) X SFO(0) ™! = X + 02, X] + £ [0, [0, X]] + ... . (IL.70)

Durch Einsetzen von (I1.69a) und (I1.69¢) in diese Entwicklung erhélt man die Wirkung
des Operators €2 auf die Moden des Energie-Impuls-Tensors und des U(1) Stromes,

Q, L] = J,, Q7] = €6, . (IL71)

¢
3

AuBerdem muf gelten G, o = O [, GF] + ... . Dabei kann man fiir kleine Parameter
© entwickeln,

dz dz
£+ _ r+0+1/2 vk + r1/2 -
G o 7{2m_z G*(z) =G, i@j{%m,z InzG™(z).

Ersetzt man nun den Supersymmetriestrom G*(z) durch seine Laurent-Entwicklung
aus (II.62b), erhdlt man

d
GfiQ—Gij:@jI{QMZz’”_S‘l 1nzcgczgfi927§2; " nzGE

mit n = s —r € Z. Aus der Bezichung (I1.66e) der N=2 superkonformen Algebra,
[, GE] = £GF,,, ergibt sich dann mit ¢, = § & > ! In 2

21

Ghio=GE+0Y i), GH = GE+0[Q,GF].

neEL

Daraus la8t sich die Definition des Operators {2 nun ablesen,

dz ., 4
Q:nezz?{m 1an—]§—1an
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Man tiberpriift leicht, daf das so definierte 2 auch die anderen Beziehungen aus (I1.71)
erfiillt, wenn gilt § &= >""1 Inz = 1§,. Diese Identitét 168t sich in der Tat einfach
beweisen®’. Damit ergibt sich die Definition des SpektralfluBoperators

SFO(O) = exp (@ j{% Inz J(z)) . (I1.72)

Diese Definition ist eher formal als aufeinanderfolgende Anwendung der Operatorpro-
dukte zu verstehen, die sich aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion erge-
ben. Fiir die antiholomorphe Hélfte des geschlossenen Strings erhélt man einen ent-
sprechenden SpektralfluBoperator SFO(0) aus J(z). Im Fall des offenen N=2 Strings
miissen die beiden Hélften wieder zu einem vollsténdigen SFO(O) zusammengesetzt
werden.

Die Anwendung des SFO(O) auf die Symmetriestrome kann nun berechnet wer-
den

(o] ]e}

T(z) — SFO(O)T(2)SFOO) ' =T(2)+2J(2)+¢%  (I1.73a)
G*(z) — SFO(©)G*(z)SFO(© ) ! ziQGi() (I1.73b)
J(z) — SFO(0)J(z)SFOO)™" =J(z)+£2. (I1.73c)

Man {iiberzeugt sich leicht davon, dafl dieses Ergebnis mit demjenigen iibereinstimmt,
das man durch Aufsummieren der Ausdriicke aus (I1.69a) bis (II1.69¢) und durch An-
wendung der Definitionen der Laurent-Entwicklungen der Symmetriestrome (I1.62a)
bis (I1.62¢) erhélt. Auch auf allen anderen Feldern 148t sich die Wirkung des Spektral-
fluoperators mit Hilfe der fundamentalen Operatorproduktentwicklungen berechnen.

II.5 SPEKTRUM UND KRITISCHE DIMENSION

Nachdem in den vorangegangenen Abschnitten die grundlegenden Bestandteile der
N=2 Stringtheorie definiert und erldutert worden sind, sind noch einige wichti-
ge Fragen, insbesondere die nach dem Spektrum und der kritischen Dimension der
Theorie, zu klaren, bevor im néchsten Kapitel die Storungsentwicklung des N=2
Strings genauer untersucht wird. Von besondere Bedeutung ist die BRST Quan-
tisierung [14, 147]. Diese wurde fiir den N=2 String bereits ausgiebig untersucht
(34, 35, 37, 40, 73, 82, 83, 95, 105 und soll im folgenden noch einmal kurz dargestellt

werden.

I[1.5.1 BRST QUANTISIERUNG

Die BRST Quantisierung kann angewendet werden, wenn man ein physikalisches Sy-
stem mit einem Satz von Symmtrien G, untersucht, die eine Lie-Algebra G bilden,
[Ga, Go] = far°Ge. Man kann Antigeister b® einfithren, die in der adjungierten Darstel-
lung dieser Lie-Algebra G liegen, und Geister ¢, in der dazu dualen Darstellung. Gei-
ster und Antigeister erfiillen die kanonischen Antivertauschungsrelationen {c%, by} = 0j.
Konstruiert man den nilpotenten® BRST-Operator Q = ¢*G, — 3 fu°c*c’b. und den
Geistzahl-Operator U = ) ¢*b,, kann man physikalische Zusténde dadurch cha-
rakterisieren, daf§ sie in der Geistzahl-null-Kohomologie der Symmetrie-Algebra G
liegen; d.h. physikalische Zusténde |phys) werden vom BRST-Operator vernichtet,

9Es ist mit partieller Integration § 22 2 " 1lnz = —§ £ 19 (") Inz = L § L& -1 =
16, Siehe dazu auch [38, Anhang B].
31D h. es gilt Q% = 0. Dies ist mit Hilfe der Jacobi-Identitét der Lie-Algebra G leicht zu iiberpriifen.
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Q|phys) = 0, konnen aber ihrerseits nicht durch die Wirkung des BRST-Operators
auf einen anderen Zustand®? erzeugt werden, |[phys) # Q|\). Insbesondere kann man
an den Definitionen von ) und U ablesen, dal man durch diese Vorschrift gerade die-
jenigen Zusténde |phys) erhilt, die keine Geister enthalten und die invariant unter der
Symmetrie-Algebra G sind. Weiterhin ist anzumerken, dafl die Algebra der Symmetri-
en mit Hilfe des BRST-Operators und der Geister bzw. Antigeister modifiziert werden
kann, G, = {Q, b} = Gy + fur°cb,. Die G 4 erfiillen offensichtlich die gleiche Algebra
wie die G4 und sind BRST invariant. Auflerdem verschwinden die Anomalien, d.h. die
Terme mit zentraler Ladung, in der modifizierten Algebra [138].

Im Fall des N=2 Strings ist die Symmetrie-Algebra GG durch die N=2 superkonforme
Algebra aus den Gleichungen (I1.66a) bis (I1.66f) gegeben. Dabei handelt es sich um
eine Super-Lie-Algebra mit bosonischen und fermionischen Basiselementen T, und Fy,
die sowohl Vertauschungs- als auch Antivertauschungsrelationen enthélt

[Taa Tb] = fabCTc
[Tav Fﬁ] = fab’va
{Fo, Fs} = fag'Fy.

Den Generatoren werden in diesem Fall Geister ¢* bzw. v und Antigeister b, bzw. 3,
zugeordnet, die die entgegengesetzte Statistik wie die Generatoren erfiillen, mit den
kanonischen Vertauschungs- bzw. Antivertauschungsrelationen

e bo} =0y und [y, Bs) = 95 -
Der BRST-Operator wird in diesem Fall wie folgt definiert
Q=c"Ty+~"Fy — % fabccacbbc - faﬁ’yca'yﬂﬁ"/ - % faﬁc'yaVBbc.

Die Nilpotenz dieses Operators 148t sich auch hier mit Hilfe der Jacobi-Identitéaten der
Super-Lie-Algebra leicht iiberpriifen. Aus dem Antikommutator des BRST-Operators
mit den Antigeistern erhélt man wie im rein bosonischen Fall die Geistanteile der
Generatoren der Symmetrie-Algebra

L={Qb} =T+ T mit T3"=—fu' = fo™7°8,
Fo={Q, o} = Fo + F&"  mit F&"=—f,""B; — f3a77be .

Die geisterweiterten Generatoren T, und F), erfiillen wieder die Super-Lie-Algebra ohne
Terme mit zentraler Ladung.

Die holomorphe Hilfte?® der N=2 superkonformen Algebra wird von den boso-
nischen Generatoren L, und J, sowie von den fermionischen Generatoren G, und
G, erzeugt. Dementsprechend sind zwei fermionische Geist- und Antigeistmodenpaa-
re (¢m,b,) und (c,, b)) einzufiihren, die aus der Reparametrisierungs- bzw. aus der
U(1)-Symmetrie der Brink-Schwarz-Wirkung entstehen und zwei aus der N=2 Su-
persymmetrie entstehende bosonische Geist- und Antigeistmodenpaare (vE, 5F). Die
BRST Geister sind identisch mit den Geistern, die bei der Eichfixierung im Pfadinte-
gral nach der Fadeev-Popov-Methode entstehen, die in Abschnitt II1.2 noch genauer

erlautert wird. Diese Geist- und Antigeistmoden erfiillen gemé&fl der obigen Diskussion

32Da der BRST-Operator die Geistzahl eins hat, miisste der Zustand |)\) in diesem Fall die Geistzahl
minus eins haben. Solche Zusténde existieren nicht.

33Im Fall des geschlossenen N=2 Strings gilt die gesamte folgende Argumentation auch fiir die
antiholomorphe Hélfte.
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der BRST Quantisierung die Vertauschungsrelationen3
{Cmdbn} = &n+n (IL74a)
7 B3] = G (I1.74D)
{C;TH b;,b} = (Sern . (II74C)

Aufgrund ihrer Definition in der adjungierten Darstellung der Symmetriegruppe haben
die Antigeister dieselbe konforme Dimension wie die Generatoren dieser Symmetrie-
gruppe, wahrend aus den kanonischen Vertauschungsrelationen folgt, daf§ die Summe
der konformen Gewichte von Geist und Antigeist eins sein muf. Das (¢, b) System
hat also das Gewicht (—1,2), das (v*, 5T) System hat das Gewicht (—1,3) und das
(d,b') System hat das Gewicht (0,1). Mit Hilfe dieser Informationen lassen sich nun
aus den in (I1.74a) bis (I1.74c) eingefiihrten Geistmoden die entsprechenden Geistfelder

definieren,

c(z) = Z cp 2! b(z) = Z by 2z "2 (I1.75a)

neL neZ

V) = D e BT = ) BF (IL75D)
rel+tp reZ¥Fp

d(z) = ch 27" V(z) = Zb; vt (I1.75¢)
neZ nez

Durch die Definition eines Vakuums fiir die Geister und Antigeister lassen sich die
Moden in Erzeuger und Vernichter aufteilen. Fiir die fermionischen Geistsysteme ist
diese Wahl aufgrund der Antikommutatorrelation beliebig, es stellt sich als sinnvoll

heraus zu definieren3®
0y = 0 fir n>1 (IL.76a)
ba0); = 0 fir n>—2 (IL76D)
al0yy = 0 fir n>0 (I1.76¢)
b,0)y = 0  fir n>-—1. (I1.76d)

Dieses Vakuum ist ein Hochstgewichtszustand der Algebra der Moden der Symmetrie-
strome, jedoch nicht der (c,b) bzw. (¢/,b') Algebra [71], da z.B. gilt ¢1|0); # 0. Aus
diesem Grund miissen einige Geistnullmoden in das fundamentale Skalarprodukt mit
einbezogen werden

f<0|0>f =0 f<0|01000_106|0>f 7é 0. (11.77)

Das Auftreten von Geistnullmoden im Skalarprodukt beschreibt die Existenz von kon-
formen Killing-Vektoren auf der Sphére, wihrend Antigeistnullmoden auf die Existenz
von Moduli hinweisen. Diese Fragen werden in Kapitel III bei der Diskussion der
Stringstorungstheorie noch genauer untersucht. Die Wahl des richtigen Vakuums fiir
die bosonischen Geister ist nicht so einfach, hier gibt es unendlich viele verschiedene
|7t 77 )y, die durch die beiden Bildladungen #, 7~ € Z + p charakterisiert werden
kénnen [71], so daB gilt

VE R, ) = 0 fir r>na*t 43 (I1.78a)

Bflrt,n) = 0 fir r>-—7t—1. (I1.78Db)

34Diese Vertauschungsrelationen entsprechen nicht ganz den kanonischen Vertauschungsrelationen
zwischen Geist- und Antigeistmoden, wie sie oben definiert wurden, kénnen aber durch eine einfache
Redefinition der Geistmoden wieder in diese iiberfiihrt werden.

35Diese Wahl des Vakuums fiir die fermionischen Geistsysteme erhilt insbesondere die am Ende
dieses Abschnitts diskutierte SL(2,C) Invarianz des Grundzustandes.
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Diese Vakua sind anders als im fermionischen Fall nicht dquivalent zueinander, d.h.
man kann nicht durch die Anwendung endlich vieler Operatoren von einem Vakuum zu
einem anderen gelangen [151]. Die Bildladungen werden im Abschnitt I1.5.2 im Rahmen
der Diskussion der Bosonisierung nédher untersucht. Hier soll lediglich festgehalten
werden, dafl das korrekte Vakuum beziiglich dessen die Normalordnung der bosonischen
Geister definiert sein soll, das Vakuum |0, 0), mit 7% = 0 ist [82, Abschnitt 2.2]. Unter
hermitescher Konjugation verhalten sich die Geist- und Antigeistmoden wie folgt

ch=c_n yE =T, l=c

(11.79)
bh=b_, B =57, b’,t:b’_n

Es wird sich herausstellen, dafl dieses Verhalten mit der Hermitiziét der geisterweiterten
Symmetriestrome kompatibel ist. Damit lassen sich nun auch die Operatorproduktent-
wicklungen der Geistfelder berechnen,

b(2) c(w) ~ z_lw (11.80a)
B5(2) 7T (w) ~ Z__lw (IL.80D)
W) (w) ~ Z_lw. (11.80¢)

Die Eigenschaft, dal die OPE aller Geistsysteme von der Form (z —w)~! sind, spiegelt
die Tatsache wider, daB die Summe der konformen Gewichte von Geist und Antigeist
in allen drei Systemen eins ist.

Mit der nun festgelegten Definition der Normalordnung : ... : auch fiir die Geistmo-
den 148t sich nun der BRST-Operator entsprechend der oben dargestellten Vorschrift
konstruieren

Q = Z(C—nLnJrC'_an)vL Z (v1,G, 4+, Gt

nez r€Z—p
- % Z ((m - TL) : C—mc—nbm—i-n —mic_,Co b;n—&-n : ) (1181)
m,neL
Y > (e (oBin + B s = (L +sen) : (0B~ B ¢)
neL s€l+p

— 2 Z Z (27 b + (s =) yZyH b)) — Aco — By

r€L—p SEL+p

Dabei sind A und B die in Abschnitt 1.4 eingefiihrten Normalordnungskonstanten.
Auflerdem erhélt man die Geistbeitrige zu den Laurent-Moden der Symmetriestréme

L = Z ((m—=n): c_pmbmin : +m:c_b00) (I1.82a)
meEZ
+ Z(%W: n+s+72_ﬂns'_s ry n+s 73 ns:>
reZ+p
G = =2 Y (29 b £ (r = 8) YD) (11.82D)
SELFp
+ Z ((Gm—=7) cmbBir £ i)
meZ
Joh = ch_m mtn T+ Z Y Bris — Vs Bt (I1.82¢)

meZ SEL—p
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Das Vakuum der N=2 superkonformen Algebra kann nun durch die Forderung defi-
niert werden, daf alle konformen Felder ®(z) der Theorie bei Anwendung auf das Vaku-
um einen fiir z = 0, d.h. fiir Zeiten ¢ — —o0, reguliiren Ausdruck liefern, ®(0)|0) ~ 0.
Diese Forderung iibersetzt sich in die Wirkung der Operatormoden auf das Vakuum

L,J0) = 0  fir n>—1 (11.83a)
GE0)y = 0 fir r> -1 (I1.83b)
Jul0) = 0 fir n>0. (I1.83c)

Die oben aufgefithrten Laurent-Moden der Symmetriestréme erzeugen also im Ursprung
reguldre superkonforme Transformationen. Eine Bedingung an die Wirkung von rechts
auf das auslaufende Vakuum (0| erhédlt man aus der Forderung der Regularitit fiir
unendliche Zeiten 0° — 400, d.h. auf der komplexen Ebene fiir z — oco. Dieser Punkt
kann mittels der konformen Transformation w = —1/z auf den Ursprung abgebildet
werden. Aus der Modenentwicklung der transformierten Symmetriestrome kann man
ablesen?

(O|L, = 0 fir n<1 (I1.84a)
oGt = 0 fir r<1i (I1.84D)
0, = 0 fir n<0. (I1.84c)
Damit zeigt sich, dal das Vakuum |0) invariant unter Transformationen der SL(2,C)
ist, die von den Generatoren Lo und L., aufgespannt wird. Weiterhin ist |0) invariant

unter den durch J, erzeugten U(1) Eichtransformationen.

KRITISCHE DIMENSION UND NORMALORDNUNGSKONSTANTEN

Die zentrale Ladung der aus den Generatormoden der Geister L9 G9* und J9" gebil-
deten N=2 superkonformen Algebra ist 9" = —6. Damit die aus den geisterweiterten
Moden L, = L, + Lt Gi G* + GI"* und Jn = Jp + J¢" gebildete Algebra anoma-
liefrei ist, miissen sich die zentralen Ladungen des Materiebeitrages und des Geistbei-
trages gerade wegheben. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Algebra der aus den
Oszillatormoden der Materiefelder konstruierten Generatoren, wie schon in Abschnitt
I1.4 vorweggenommen, die zentrale Ladung ¢ = 6 hat. Nun trégt ein komplexer bosoni-
scher Materiefreiheitsgrad gerade zwei zur zentralen Ladung bei, wihrend der Beitrag
eines komplexen fermionischen Freiheitsgrades eins ist. Aufgrund der Supersymmetrie
der Brink-Schwarz-Wirkung miissen genau so viele bosonische wie fermionische Frei-
heitsgrade vorliegen, also enthélt der Materiesektor der Theorie zwei Bosonen und zwei
Fermionen. Da die entsprechenden Targetraumvektoren jedoch komplex sind, ist die
Raumzeit der kritischen N=2 Stringtheorie im Reellen vierdimensional.

Alternativ kann man zur Bestimmung der kritischen Dimension D der N=2
Stringtheorie und zur Bestimmung der Normalordnungskonstanten A und B die mogli-
chen Beitriage zu Anomalien der geisterweiterten Constraint-Algebra untersuchen [105].
Einen Term mit zentraler Ladung kénnen die Kommutatoren [Ly,, L,] und [J,,, J,], so-
wie der Antikommutator {G;,G7} enthalten. Betrachtet man zunichst den zu m?
proportionalen Term im Kommutator der Laurent-Moden des Energie-Impuls-Tensors,
erhiilt man im geisterweiterten Sektor ((D — 2)/4) m? 6,,.,,. Dieser Beitrag verschwin-
det, wenn der Targetraum der Theorie zwei komplexe Dimensionen besitzt, D = 2.
Betrachtet man fiir D = 2 den in m linearen Term der Anomalie, so nimmt dieser

36 Allgemein folgt fiir ein priméres Feld ¢(z) von konformem Gewicht h aus der Forderung der
Regularitit fiir 2 = 0 und fiir z = 00, ¢,|0) =0 fiir n > 1 — h und (0|, =0 fir n < h — 1.
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die Form an, [Ly,, Lp] = ... +2m Apsn. Soll die zentrale Ladung in dieser Kommu-
tatorrelation verschwinden, muf} also gelten A = 0. Der Term mit zentraler Ladung
im Antikommutator der Laurent-Moden der Supersymmetriegeneratoren nimmt fiir
D =2und A =0 die Form an, {G},G;}Y = ...+ (4pB+4Br?)d,.,. Also muB auch
gelten B = 0. Damit ist gezeigt, dafl in der kritischen Dimension D = 2 die beiden
Normalordnungskonstanten aus den Nullmoden der bosonischen Symmetriestrome ver-
schwinden miissen®”. Der Kommutator [J,,, J,] der Laurent-Moden des U(1) Stromes
ist zu diesen Bedingungen kompatibel.

SPEKTRUM

Zur Bestimmung des Spektrums des N=2 Strings ist die BRST-Kohomologie zu un-
tersuchen, d.h. die Aquivalenzklassen ker Q/im Q. Zusitzlich ist zu bemerken, daf
die Nullmoden der Reparametrisierungsgeister und -antigeister ¢y und by mit dem Ha-
miltonoperator der Theorie Lo kommutieren. Das bedeutet, dafl das Spektrum des
Strings zweifach entartet ist. Es gelten die Antivertauschungsrelationen ¢ = b3 = 0
und {cp,bp} = 1. Insbesondere der Grundzustand des Geistsystems mufl eine Darstel-
lung dieser Algebra tragen. Die kleinstmogliche Darstellung besteht aus zwei Zusténden
| 7Y und | |) = bo| 1) fiir die gilt,

col T)=0 bo| 1)=0

(11.85)
bol T)=| 1) col 1)=[1) .

Das gleiche gilt natiirlich auch fiir das fermionische U(1) Geistsystem. Um die Ent-
artung des Spektrums aufzuheben, fordert man nun, daf alle physikalischen Zustédnde
von den fermionischen Antigeistnullmoden vernichtet werden, by|phys) = bj|phys) = 0.
Man betrachtet also im folgenden lediglich die relative Kohomologie [83]. Dies soll hier
fiir die niedrigsten Anregungszustinde vorgefithrt werden. Der physikalische Grund-
zustand ist durch das Vakuum mit Impuls p* gegeben, |0, p*). Die Massenschalenbe-
dingung erhilt man aus der Forderung, dafl dieses Vakuum vom BRST-Operator @)
vernichtet wird,

0= Q|0,p") = co [p* 10, p") . (I1.86)

Daraus folgt die Bedingung |p|> = 0, der Grundzustand muf also masselos sein®®.
Auflerhalb des Ramond-Sektors, also fiir p # 0, wird das niedrigste angeregte Niveau
von den folgenden Zusténden aufgespannt

b:ﬁ1|0,p“> 7:—1|O7p'u> ;_—1|07pﬂ>

B (IL.87)
b_110, p") 7,10, p*) +0,p4) .

Man kann leicht iiberpriifen, dafl keiner dieser Zustdnde von () vernichtet wird. Alle
diese Zusténde (I1.87) tragen eine nicht verschwindende U(1) Ladung®, BRST inva-
riante Zustdnde miissen jedoch U(1) Singuletts sein. Auf dem niedrigsten angeregten

37Fiir auf der Weltfliche des Strings nicht einwertige Bosonen, d.h. fiir Periodizititsbedingungen
(I1.32a) mit Ag/r, # 0, kann man auch fiir eine nicht verschwindende Normalordnungskonstante B
der Nullmode des U(1) Stromes Jy eine Anomalie freie Constraint-Algebra erhalten [105]. Da der Fall
nicht trivialer Randbedingungen fiir die bosonischen Felder hier nicht betrachtet wird, spielt auch der
Fall B # 0 hier keine Rolle.

38Dies gilt bereits aufgrund des Verschwindens der Normalordnungskonstante A = 0 der Nullmoden
des Energie-Impuls-Tensors Lg.
_*Die U(1) Ladung eines Zustandes wird mit der Nullmode des Geist erweiterten U(1) Stromes

Jo=Jo+ ez, v BT — 7 B, : gemessen.
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Niveau gibt es also keine physikalischen Zusténde. In der ndchsthoheren Anregung
lassen sich U(1) Singuletts konstruieren, diese spannen den Fock-Raum der moglichen
physikalischen Zustédnde auf

a/i1|0’pﬂ> b;flb_zy()?p#)

c_1|07pﬂ> b—llo’p'u> C/_1|07p“> b/_1|0’p“> (1188)

Vo1 7=p10, ) 650,07 v BoI0,pM) T80,

Aus diesen Zustédnden konnen allerdings nur zwei BRST-invariante Linearkombinatio-
nen gebildet werden. p-a_41]0,p*) und (v, 8-, —v=,6,;,)|0,p") werden vom BRST-
Operator @) vernichtet. Diese beiden Zustidnde sind jedoch BRST-trivial, sie lassen
sich schlreiben als p - a1]0, p*) = Q ¢1]0,p*) und (v, 6=, = 7=,01 1) 10) = Q" ,]0),
und gehoren somit nicht zum Spektrum der N=2 Stringtheorie. Auch fiir noch héhere
Anregungen 148t sich zeigen, daf es aufler dem Grundzustand keine weiteren Anregun-
gen im Targetraum-Spektrum gibt [34]. Dies ist anschaulich nicht weiter iiberraschend,
da bereits festgestellt wurde, dafl es sich beim kritischen N=2 String im Prinzip um
eine komplexe Theorie in zwei (komplexen) Dimensionen handelt. In zwei Dimensionen
gibt es keine transversalen Richtungen, in denen physikalische Oszillationen stattfinden
konnten, also ist die Schwerpunktsbewegung des Strings der einzige mogliche physikali-
sche Freiheitsgrad. Dafl dieser Freiheitsgrad in der kritischen Dimension masselos sein
muf}, folgt auch aus der allgemeinen Beobachtung [42], dafl zwischen der Masse des

Grundzustandes mg und der kritischen Dimension D einer Stringtheorie der Zusam-

menhang o/ m3 = —2—14 (D — 2) (#bose — % Hfermi) Desteht.

Im Ramond-Sektor mit p = 0 tréagt das Vakuum eine Spinordarstellung der Lorentz-
Gruppe im Targetraum. Dadurch ist das Vakuum |0, p*) entartet, es lassen sich durch
Anwendung der Nullmoden des fermionischen Materiefeldes bar " insgesamt zweil skalare

und ein vektorielles Vakuum erzeugen
0,p")" = 05"]0,p")
|Oa puy = % Euv ba_ub(;qoa pM> :

Insgesamt hat der physikalische Grundzustand des N=2 Strings im Ramond-Sektor
also die Struktur

|6) = (£10,p") + €10, p") + &,10,p") ™) . (I1.89)
Aus der Forderung Q|¢) = 0 folgt dann fiir die Koeffizienten
§=¢=0, e =pt, pl*=0. (I1.90)

Das bedeutet, dal auch im Ramond-Sektor im Grundzustand lediglich ein masseloser
bosonischer Freiheitsgrad vorliegt. Ebenso 148t sich zeigen, daf§ auch im Ramond-
Sektor alle hoheren Anregungen unphysikalisch sind.

Eine alternative Moglichkeit, das Spektrum des N=2 Strings zu bestimmen, ist die
Berechnung der Zustandssumme [40]. Die Zustandssumme einer Stringtheorie ist die
auf dem Torus berechnete Vakuumamplitude. Das Vorgehen zur Berechnung solcher
Amplituden wird in Kapitel III ausfiihrlich beschrieben, daher soll hier nur das Ergebnis
zur Bestimmung des Spektrums angegeben werden. Auf dem Massenlevel N gebe
Tp(N) die Anzahl der propagierenden Zustédnde an. Dann wird T (N) generiert durch
die Funktion®’

folg)=>_ ¢ (I1.91)

4ODer Parameter ¢ = e ist durch die Moduliparameter des Torus auf dem die Zustandssumme
berechnet wird gegeben. Néheres dazu in Abschnitt I11.3.

2mi T
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Dabei ist der Massenlevel N gegeben durch die Eigenwerte des Operators?!

N = Z (@7 ol s + ala” |, My + ne_pby + nb_ne, +nc b, +nb )
nEZ+
+ > (0TI s + B =58 (11.92)
reN+p
r€ELy—p

Man erhélt daraus das Ergebnis in D komplexen Dimensionen

00 on\ 2(D-2)

fol@) =1 G * Z) - (11.93)
n=1

Damit gilt insbesondere in der kritischen Dimension fp_s(q) = 1, in zwei komplexen
Dimensionen tragt also kein Massenlevel mit N > 1 zum physikalischen Spektrum des
N=2 Strings bei. Sieht man von den Nullmoden einmal ab, werden die bosonischen Os-
zillatoren der Z* von den fermionischen Geistern (¢, b) und (¢/, b") kompensiert, wihrend
die fermionischen Materiefelder 1)*# durch die bosonischen Geister (7, 37) eliminiert
werden. Dies Ergebnis entspricht dem durch die Analyse der BRST-Kohomologie fiir
die niedrigsten Anregungen erhaltenen.

11.5.2 BOSONISIERUNG UND VERTEXOPERATOREN

Zur Vereinfachung der Konstruktion der Vertexoperatoren, die zur Berechnung der
Amplituden benétigt werden, ist es sinnvoll, die auf der Weltfliche des Strings defi-
nierten Felder zu bosonisieren [54, 100]. Bei der Bosonisierung, die nur fiir konforme
Felder in zwei Dimensionen anwendbar ist, werden zwei nichtkompakte fermionische
Felder durch ein bosonisches Feld ausgedriickt, das die gleichen Bewegungsgleichungen
erfiillt [71]. Die Bosonisierung der kommutierenden Supersymmetriegeister (v*, 5F)
fithrt zu einer Entartung der physikalischen Zustédnde, die die bereits im Rahmen der
BRST-Quantisierung eingefiihrten Bildladungen widerspiegelt [149].

Fiir den N=2 String sollen zun#chst die zu den Diffeomorphismen bzw. zu den
U(1) Eichtransformationen gehérenden antikommutierenden Geister (¢, b) und (¢, )
bosonisiert werden. Die OPE dieser Geistsysteme haben die Form b(2) c(w) ~ (z—w) ™!
bzw. V/(z) d(w) ~ (2 — w)~'. Diese OPE werden fiir die Reparametrisierungsgeister
durch die Bosonisierungsvorschrift

c(z) =:et7) b(z)=:e7G) | (I1.94)

mit der Korrelationsfunktion o(z) o(w) ~ In(z — w) reproduziert. Fiir die U(1) Geister
erhilt man analog dazu

d(z)=:et() Viz)=:e7C) (I1.95)

mit 0'(z) o’'(w) ~ In(z — w). Auch die fermionischen Materiefelder lassen sich nach
der Einfithrung von Lichtkegelkoordinaten*? 1)+ = ¢p*0 4+ )+ und ¢+~ = 0 — ¢+l

417, bezeichnet hier die Menge der positiven ganzen Zahlen Z, = {1,2,3,...}, wihrend N die
Menge der natiirlichen Zahlen mit der Null beschreibt, N = {0,1,2,3,...} = Z; U {0}.
42Giche dazu auch Anhang A.
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einfach bosonisieren. Die Operatorproduktentwicklung der Fermionen in Lichtkegelko-
ordinaten hat die Form ¢**(2) T~ (w) ~ 2 (z — w)~t. Mit &*(2) &+ (w) ~ In(z — w)
ergibt sich die Bosonisierungsvorschrift

PEY = V20F et pE = V20T e (I1.96)

Die C* sind dabei die sogenannten Kozykelfaktoren, die dafiir sorgen, dafi die bo-
sonisierten Ausdriicke die richtigen Vertauschungsrelationen erfiillen. Es muf} gelten
(CF)? =1und {CT,C~} =0.

Auch die zu den Supersymmetrietransformationen gehérenden bosonischen Geist-
systeme (%, 3F) mit 8%(2) 7T (w) ~ —(z — w)~! lassen sich bosonisieren. Hier erhilt

man

vE = pE et fr =" . 0.6t (I1.97)

mit den OPE p*(2) ¢*(w) ~ —In(z—w) und 7 (2) n*(w) ~ (z—w)~L. Die Einfithrung
der Hilfsfelder £ und n*, bei denen es sich um zueinander konjugierte Fermionen vom
konformen Gewicht null bzw. eins handelt, ist dabei notig, um sicherzustellen, dafl die
durch das Geistsystem (y*, 37) und die durch die Bosonen ¢* und die Fermionen n*

und £ beschriebenen konformen Feldtheorien die gleiche zentrale Ladung haben®? [71].
Die Hilfsfelder n* und ¥ lassen sich nun ebenfalls durch

+

nt=:e X =t (I1.98)
bosonisieren, mit der fundamentalen Operatorproduktentwicklung y*(z) x*(w) ~
In(z —w). In allen hier betrachteten Fillen stimmen mit den Operatorproduktentwick-
lungen auch die Korrelationsfunktionen auf der Sphére fiir das bosonisierte System und
fiir das Ausgangssystem {iiberein. Einen weiteren Hinweis darauf, dal beide Formulie-
rungen dasselbe physikalische System beschreiben, erhélt man aus der Berechnung der
verschiedenen Zustandssummen, die jeweils tibereinstimmen [146, Anhang A]. Aller-
dings beschreibt die aus der Bosonisierung der Geistsysteme gewonnene Feldtheorie
keine freien Bosonen. Betrachtet man etwa die bosonisierte Form des Geistanteils des
Energie-Impuls-Tensors

T9"(2) = —% 0.0t 0,01 1 0%t — 3 0.0 0 —0%p — o — 0T,

so erkennt man, dafl es sich dabei um den Symmetriestrom einer Theorie handelt, bei
der die Bosonen % an den Kriimmungsskalar R der zugrundeliegenden Riemann-
Flache koppeln,

gt——L [ @2y~h (haﬁﬁasoi@moi - %QR(%i) : (11.99)

Dabei ist die Hintergrundladung ) durch das konforme Gewicht A des bosonisierten
Antigeistes gegeben, @) = £(1 — 2)) [71, 149]. Das positive Vorzeichen ist hier im Fall
antivertauschender Geister zu verwenden, das negative Vorzeichen im Fall vertauschen-
der Geister.

Durch die Einfiihrung der Bosonen ¢* und der Hilfsfelder n* und £7 ist der Fock-
raum des bosonischen Geistsystems stark vergréfert worden. In der Tat taucht in
der Beschreibung des (y*, 37) Systems durch die Bosonen ¢* und y* stets nur die

43 Auch in Gleichung (I1.97) muf man die bosonisierten Felder mit den schon bei den fermionischen
Materiefeldern beschriebenen Kozykelfaktoren C* ausstatten, damit sie die richtige Statistik erfiillen
[82, Abschnitt 2.3], diese Kozykelfaktoren spielen jedoch im folgenden keine Rolle, und werden daher
nicht mitgeschrieben.
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Differenz der beiden Felder, ¢ — x, auf. Die dazu linear unabhéngige Kombination
v + x sorgt fiir eine Entartung der Beschreibung physikalischer Zustdnde. Nach der
Bosonisierung durch (I1.97) und (I1.98) liegt eine direkte Summe von (Z x Z) Kopi-
en des urspriinglichen Fockraumes des (v*, 37) Systems vor. Jede dieser Kopien des
Ausgangsraumes kann durch zwei Zahlen, die Bildladungen (7, 77), gekennzeichnet
werden, die als Eigenwerte des Bildladungsoperators

1+ = ]{ % ( — .07 + Ozxi) = j{ % ( — 0T + niﬁ) (I1.100)

21 21

bestimmt werden kénnen. Bei dieser Bildentartung handelt es sich um die schon
wéahrend der Diskussion der BRST-Quantisierung bei der Festlegung des Vakuums
der kommutierenden Supersymmetriegeister aufgetretene Wahlfreiheit. Man erkennt,
daB Kombinationen der Form e¥” ~X* eine verschwindende Bildladung haben, wahrend
ein Term der Form €7 % einen Beitrag von ¢7 zur Bildladung liefert. Insbesonde-
re 148t sich ein Vakuum des kommutierenden Geistsystems mit beliebiger Bildladung,
|7t 77 ), aus dem Vakuum mit verschwindender Bildladung, |0, 0),, konstruieren,

l7t, 7Y = €™ YT 70,0, (I1.101)

Es ist zu bemerken, dafl der vergréflerte Fockraum des bosonisierten Geistsystems die
Nullmoden des Hilfsfeldes £+ nicht enthélt, da dieses nur iiber seine Ableitung 9,£*
auftaucht. Man kann nun einen Bildwechseloperator PCO* definieren, der die Bildla-
dung eines Zustandes dndert. Dabei muf es sich um einen BRST-invarianten aber nicht
BRST-trivialen Operator handeln, d.h. Q PCO* ~ 0 aber PCO* £ Q O fiir irgendei-
nen Operator O, damit physikalische Zusténde durch Anwendung des Bildwechselope-
rators auf andere physikalische Zustédnde abgebildet werden. Der Bildwechseloperator
wird iiblicherweise definiert durch

PCO* = {Q, 4} = —cd.6* 1 et¢7 (Gi _AyEb+ 40 + 27iazb’> . (IL102)

Es ist leicht zu iiberpriifen, daf die Anwendung des Operators PCO auf einen Zustand
den IT* Eigenwert dieses Zustandes um eins erhoht. Der Bildwechseloperator liefert
die Maglichkeit des Ubergangs zwischen verschiedenen Kopien des urspriinglichen Fock-
raumes. Man kann nun also ausgehend von einem einfachen Vertexoperator in einem
kanonischen Bild durch Anwendung des Bildwechseloperators weitere Vertexoperato-
ren zu Erzeugung physikalischer Zustdnde in hoheren Bildladungen konstruieren. Der
Ubergang von héheren zu niedrigeren Bildladungen ist nicht so einfach maglich. Die
Konstruktion eines Inversen zum Operator PCO¥ ist nur bis auf BRST-triviale Terme
moglich [21, 83]. Die explizite Konstruktion [37] fiihrt zu einer formalen, nicht lokalen
Reihe, die hier nicht weiter betrachtet werden soll.

Neben den Bildwechseloperatoren PCO* beschreibt auch der in Gleichung (11.72)
definierte SpektralfluBoperator SFO eine Moglichkeit des Uberganges zwischen ver-
schiedenen Kopien des Fockraumes des bosonisierten (7%, 37) Geistsystems [39]. An-
gewendet auf einen Zustand dndert der Operator SFO(O) die II* Eigenwerte dieses
Zustandes in (7, 77) — (77 4+ O, 7~ — ©). Dies erlaubt es, aus dem Neveu-Schwarz-
Sektor der Theorie, in dem die Bildladungen 7+ € Z ganzzahlig sind, in jeden anderen
Sektor mit Randbedingungen p und entsprechend gemodeten Bildladungen zu wech-
seln. Man kann also aufgrund der SpektralfluBsymmetrie der N=2 superkonformen
Algebra in den anderen Sektoren keine neuen physikalischen Zustdnde erwarten. Da-
her ist es moglich, sich zur Vereinfachung der durchzufithrenden Rechnungen auf den
Neveu-Schwarz-Sektor mit Rand- bzw. Periodizitétsbedingungen p = % zu beschréanken.
Die Ergebnisse fiir alle anderen Sektoren konnen dann aus diesem durch Anwendung
des Spektralfluloperators gewonnen werden.
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VERTEXOPERATOREN

Die ein- und auslaufenden Stringzustéinde bei der Berechnung von Streuamplituden
sind durch festgelegte Konfigurationen an den Réandern der Weltfldche definiert. Auf-
grund der in Abschnitt I1.2 beschriebenen Weyl-Symmetrie der Brink-Schwarz-Wirkung
konnen diese Randkonfigurationen durch eine geschickte Wahl des Skalierungsfaktors
der Metrik ins Unendliche verschoben werden. FEin einlaufender Stringzustand einer
Amplitude kann so durch einen halbunendlichen, durch 0 < Re 2/ < 27 und Im 2’ <0
mit 2’ ~ 2/ 4+ 27 parametrisierten Zylinder mit entsprechenden Randbedingungen im
Unendlichen dargestellt werden**. Bildet man diesen halbunendlichen Zylinder nun
mittels der konformen Abbildung z = e~* auf die Einheitsscheibe ab, wird aus der
Randbedingung im Unendlichen des Zylinders eine Randbedingung an einer Punktie-
rung im Ursprung z = 0 der komplexen Ebene. Diese Randbedingung kann nun durch
das Einfiigen eines lokalen Operators, der alle Quantenzahlen des einlaufenden String-
zustandes trigt, implementiert werden,

6) = 6(0)10) = lim 6(=,2)[0).

Dabei ist der Vertexoperator ¢(z,z) ein priméres Feld der durch die Wirkung des
Strings auf der Weltfliche definierten konformen Feldtheorie. Es zeigt sich hier ein
in radial quantisierten konformen Feldtheorien ganz allgemein giiltiger Isomorphismus
zwischen dem Zustandsraum der Theorie und einem Satz lokaler Operatoren [123,
Abschnitt 2.8]. Auf diese Weise konnen sdmtliche ein- und auslaufenden Stringzustéinde
auf Vertexoperatoren in Punktierungen auf der Weltflache abgebildet werden. Bei der
Untersuchung der Streuamplituden sind also nur noch diese punktierten Riemann-
Fléchen zu betrachten. Eine Streuamplitude der Stringtheorie ist dann nichts anderes
als die Korrelationsfunktion der Vertexoperatoren auf der Weltflache.

Da Vertexoperatoren physikalische Zustédnde erzeugen, miissen fiir sie die glei-
chen Eigenschaften beziiglich des BRST Operators gelten, die auch fiir physikalische
Zusténde gelten, insbesondere [@, V] = 0 und V' # [@, O]. Dies legt die Struktur der
Vertexoperatoren des N=2 Strings weitgehend fest [37, 63]. So beschreiben die Verte-
xoperatoren stets die Emission eines masselosen skalaren Zustandes, des Grundzustan-
des der N=2 Stringtheorie. Vertexoperatoren fiir verschiedene Bildladungen kénnen
durch Anwendung des Bildwechseloperators aus einander abgeleitet werden. Der fun-
damentale Vertexoperator des Grundzustandes des offenen N=2 Strings ist derjenige
im (—1,—1) Bild

Ve py(k z) = e=¥ e i) (I1.103)

Dabei folgt aus der BRST Invarianz dieses Vertexoperators, dafl gelten mufl k? = 0,
der Grundzustand ist also masselos. Ebenso folgt aus der obigen Analyse der BRST
Kohomologie, daf3 es keine physikalischen Vertexoperatoren zur Erzeugung anderer,
massiver Zustidnde gibt. Der Vertexoperator (II1.103) mu8 in der Korrelationsfunktion
gegebenenfalls noch mit weiteren Geistfeldern multipliziert werden, um iiberschiissi-
ge Nullmoden zu kompensieren, wie schon im Fall von Gleichung (I1.77) diskutiert
wurde. Die Bestimmung der Anzahl der zusétzlichen Geisteinsetzungen wird im Rah-
men der Untersuchung der Eichfixierung im Pfadintegral in Kapitel III noch genauer
erlautert. Im Fall des geschlossenen Strings hat man fiir die holomorphe und fiir die
antiholomorphe Hélfte jeweils einen Ausdruck der Form (I1.103), allerdings teilen sich
holomorphe und antiholomorphe Hélfte dann die gemeinsame Nullmode des Exponen-
tialterms. Daraus ergibt sich der Vertexoperator fiir die Emission des Grundzustandes

4Giehe dazu etwa Abbildung II1.1 (b).
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des geschlossenen N=2 Strings im (—1, —1) Bild,
Ve (k2 2) = e~V Y g PN ik 2(22) (I1.104)

Dabei sind ¢~ und ¢* die Bosonen der antiholomorphen bosonischen Geister (3+, 57).
Vertexoperatoren in héheren Bildern erhélt man nun durch Anwendung des Bildwech-
seloperators aus (11.103) bzw. (I11.104),

Vit oy (ky2) = (PCOM)™ T (PCOT)™ VL oy (k. 2). (I1.105)

Damit ergibt sich fiir die zur Berechnung der Amplituden benétigten niedrigsten Bild-
ladungen,

Vo _py(k,z) = (dk-¢(2)e? & —2in7)eh?) (I1.106)
Veig(k,2) = tk-yt(z)e e @eha@ . (I1.107)

Von besonderer Bedeutung fiir die Berechnung von 1-Loop-Amplituden in Kapitel V
wird der Vertexoperator im (0, 0) Bild sein. Hier erhélt man fiir die holomorphe Halfte
aus (I1.105) und (I1.103),

V(g,o)(kaz)zi(k'azZ(Z)—/5-8ZZ(,2)—ik«w*(z)lg.iﬁ(z)) eF 2 (11.108)

Alle weiteren Vertexoperatoren im Neveu-Schwarz-Sektor der Theorie kénnen nun
ebenso berechnet werden. Zur Konstruktion der Vertexoperatoren in anderen Sek-
toren, insbesondere im Ramond-Sektor, kann der SpektralfluBoperator SFO(O) aus
(I.72) auf den fundamentalen Vertexoperator aus (I1.103) angewendet werden. Im
Ramond-Sektor mit p = 0 sind aufgrund der zusétzlichen Nullmoden der fermionischen
Materiefelder ¢ *# die eine Spinorstruktur des Vakuums |a)g im Targetraum verlan-
gen, Spinfelder in die Vertexoperatoren einzufiigen. Da jedoch bereits gezeigt wurde,
daB aufgrund des Spektralflusses alle Sektoren verschiedener kontinuierlicher Randbe-
dingungen &quivalent sind, werden die Berechnungen der Amplituden in den folgenden
Kapiteln im Never-Schwarz-Sektor vorgenommen. Fine Konstruktion der Vertexope-
ratoren fiir andere Randbedingungen ist daher hier nicht nétig. Eine vollstdndige Liste
der Vertexoperatoren des N=2 Strings, die auch Vertexoperatoren im Ramond-Sektor
der Theorie enthélt, findet sich im Anhang von [37].

SUPERFELD-KONSTRUKTION

Eine andere Méglichkeit zur Konstruktion der Vertexoperatoren des N=2 Strings be-
steht in der Anwendung des N=2 Superfeld-Formalismus [53]. Das chirale N=2 Su-
perfeld ist definiert durch

XHX,X307,07) = ZM(X, X) + (X, X) 0 + (X, X) 0 + FH(X,X)076",

(I1.109)
mit den Superkoordinaten auf der Weltfliche X = z — 6t6~. p ist der Vektorindex in
komplexen Lichtkegelkoordinaten. Die anderen beiden Komponenten im Targetraum,
X*# erhilt man durch komplexe Konjugation von Gleichung (I1.109). Mit Hilfe dieses
Superfeldes kann man den Vertexoperator des masselosen Skalarfeldes konstruieren,
V(k,z,0) = e BX+kX) 1114]. Es bestehen zwei Moglichkeiten, die #-Abhingigkeit des
Vertexoperators zu eliminieren, man kann alle #-Koordinaten auf einen festen Wert
setzen, etwa auf Null, und erhélt den Vertexoperator (I1.104) im (—1,—1) Bild ohne
die Geistbeitrage,

ot (kX +kX) o eikZ _ Vier-n(k, 2), (I1.110)
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oder man integriert die #-Koordinaten aus. Da die 6 fermionische Koordinaten sind,
erhilt man in diesem Fall die Terme der Entwicklung von V' (k, z, 0), die linear in allen
0 sind. Es ergibt sich so der Vertexoperator im (0,0) Bild,

/d29d2§ei<k'x+k'X> = (k- 0Z—k-0Z—ik-v; ko))

x(k-0Z —k-0Z —ik- -y k-yf)e™®  (IL111)
= ‘/(070)(1{3, Z) .

Der kanonische Vertexoperator bei der Superfeld-Konstruktion der Amplituden des
N=2 Strings ist derjenige aus Gleichung (I1.111) im (0, 0) Bild. Die konformen Killing-
Skalare auf der Sphére erlauben jedoch die Fixierung der #-Koordinaten von zwei Ver-
texoperatoren, so dafl diese zwei Vertexoperatoren im (—1,—1) Bild vorliegen®. Auf
diese Weise liefert der Superfeld-Formalismus zumindest auf Tree- und 1-Loop-Niveau
eine anschauliche Begriindung fiir die aus der Untersuchung des fermionischen Modu-
liraumes erhaltene Auswahlregel (II1.30).

45Fs ist ebenso moglich, die - und #~-Koordinaten verschiedener Vertexoperatoren zu fixieren,
und so das (—1,0) oder das (0, —1) Bild zu erhalten.
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Die betrachteten Objekte bei der storungstheoretischen Untersuchung einer phy-
sikalischen Theorie sind die Streuamplituden der durch die Theorie beschriebe-
nen Zustinde®®. In einer zweitquantisierten Quantenfeldtheorie definiert man ei-
ne Streuamplitude iiblicherweise als Vakuumerwartungswert des zeitgeordneten Pro-
duktes der entsprechenden Felder in der wechselwirkenden Theorie A, (k1, ..., k,) =
(0|7 (s, (k1) - . . ¢i, (kn))|0). Dieser Vakuumerwartungswert 1i8t sich im Pfadintegral-
zugang darstellen als mit der Wirkung S[¢;] gewichtetes Funktionalintegral des Pro-
duktes des Felder iiber sdmtliche moglichen Konfigurationen der durch die Theorie
beschriebenen Felder {¢;}i=1. n

An(ky, .o k) = % /[dgbl] . don] ¢, (k) - .. bs, (Ky) eS0T (I11.1)

Z ist hier die Normierungskonstante, die benttigt wird, um ein endliches Ergebnis zu
erhalten. Dabei enthilt die Wirkung S[¢;] der Feldtheorie iiblicherweise neben den
kinetischen Termen der Felder auch mit Kopplungskonstanten g versehene Terme, die
die Wechselwirkung zwischen diesen Feldern beschreiben. Der Ausdruck in Gleichung
(IT1.1) kann nun in Ordnungen dieser Kopplungskonstanten g entwickelt werden. Dies
fithrt zur Beschreibung der Amplitude als Summe {iber Feynman-Diagramme, wobei die
Anzahl der Loops im Diagramm die storungstheoretische Ordnung dieses Diagramms
angibt, wie in Abbildung III.1 dargestellt wird.

>_<_|_ + ABBILDUNG Ir.1 - Samt-
\ liche Tree- und einige 1-Loop-

Diagramme der 4-Punkt-Amplitude

einer Feldtheorie mit £ ¢* Wechsel-

>O< + >g< + >_< + j:( wirkungsterm.

Eine (III.1) entsprechende Definition der Streuamplituden einer Stringtheorie ist
nicht moglich. Wie man an der Wirkung (I1.14) des N=2 Strings und insbesondere
an ihrer eichfixierten Form (I1.28) erkennt, beschreibt diese Weltflichenwirkung der
Stringtheorie lediglich freie Felder ohne Wechselwirkungen. Es handelt sich also um
eine erstquantisierte Theorie”, bei der die Wechselwirkungen “von Hand” hinzugefiigt
werden miissen. Wechselwirkungen zwischen Strings kénnen etwa darin bestehen, dafl
zwei geschlossene Strings zu einem String verschmelzen oder sich ein String in zwei
Strings aufspaltet. Betrachtet man auf diese Art wechselwirkende Strings iiber einen

46Beim Vergleich einer Theorie mit dem Experiment sind Ubergangswahrscheinlichkeiten oder Wir-
kungsquerschnitte zu betrachten, die man aus dem Quadrat der Amplitude berechnet. Hier soll sich
jedoch auf die Bestimmung der Amplituden beschrinkt werden

4TEin zweitquantisierter Zugang zur Stringtheorie, die Stringfeldtheorie [155, 158], erfreut sich
groflen wissenschaftlichen Interesses und hat in letzter Zeit zu einigen interessanten (vor allem nicht-
perturbativen) Ergebnissen gefithrt [141]. Bei der Berechnung von stérungstheoretischen Amplituden
spielt dieser Zugang jedoch keine grofle Rolle und soll daher hier nicht weiter betrachtet werden.
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langeren Zeitraum, betrachtet man also die Weltflache, die von den Strings iiberstri-
chen wird, erkennt man, dafl Wechselwirkungen in der Stringtheorie durch verschiedene
Topologien der Weltfliche implementiert werden. Daher kann man die Streuamplitu-
de einer Stringtheorie als den Wert der Summe iiber alle méglichen Topologien der
Weltflache definieren. Dabei gibt die Euler-Zahl x der Weltfliche die Ordnung in der
Storungsreihe an [44, 153]. Eine n-Punkt-Amplitude in der Stringtheorie ist also gege-
ben durch den Ausdruck

Anky,k) = Y kXD ARy, k). (111.2)

Topologien T'

Dabei ist x die String-Kopplungskonstante, x(7") die zur Topologie T der Weltfliche
gehérende Euler-Zahl und AZ(ky, ..., k,) die n-Punkt-Amplitude bei fester Topologie
T'. Vergleicht man die ersten beiden Ordnungen einer Vier-Punkt-Amplitude in einer
orientierbaren geschlossenen Stringtheorie in Abbildung II1.2 mit der entsprechenden
Feldtheorie-Amplitude in Abbildung III.1, erkennt man, dal in der Stringtheorie nur
jeweils ein Diagramm pro Ordnung in der Storungsreihe zu berechnen ist. Dies liegt dar-
an, dafl alle String-Weltflichen mit fester Topologie T' durch die Reparametrisierungs-
und Weyl-Invarianz der Theorie ineinander {iberfithrt werden koénnen, sie sind also
physikalisch dquivalent.

%+ +

ABBILDUNG  III.2 - Die vollstindige Tree- und 1-Loop-Ordnung der 4-Punkt-
Amplitude in einer orientierten geschlossenen Stringtheorie.

Ein- und auslaufende Stringzustdnde werden durch die Konfigurationen an den
Réndern der Weltfliche repréasentiert. Durch eine entsprechende Weyl-Transforma-
tion, d.h. durch lokale Skalierungen der Metrik, konnen diese &ufleren Stringzusténde
jedoch immer auf Punktierungen auf der Weltfliche abgebildet werden. Die von den
auferen Strings getragenen Quantenzahlen werden dann durch lokale Operatoren, die
in Abschnitt I1.5 beschriebenen Vertexoperatoren, auf der Welfliche erzeugt. Die in
Gleichung (III1.2) definierte Amplitude ist also als Summe tiber Riemann-Flachen ver-
schiedener Topologien T" mit n Punktierungen zu verstehen.

III.1 TOPOLOGIEN

Nachdem im obigen Abschnitt schon eine intuitive Herleitung der Stérungsamplituden
einer Stringtheorie als Summe iiber die Topologien der Weltflache gegeben wurde, sol-
len nun die im Fall des N=2 Strings moglichen Topologien genauer untersucht werden.
Die Topologie der Weltfliche des N=2 Strings wird durch zwei Groflen charakterisiert,
die Euler-Zahl x und die Chern-Zahl M. Die Euler-Zahl héngt eng mit der Metrik
auf der Weltfliche zusammen, wihren die Chern-Zahl durch die Topologie des U(1)
Eichbiindels auf der Weltfliche bestimmt wird. Beide sind zunéchst unabhéngig von-
einander, jedoch wird sich herausstellen, daf§ die moglichen Werte der Chern-Zahl M
durch den Wert der Euler-Zahl y stark eingeschrénkt werden.

Die Euler-Zahl, die die Topologie der Form der Weltfliche beschreibt, ist definiert
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als® xy = £ [ R® = + [d*2V/—=hR.:. Die Euler-Zahl x charakterisiert die To-
pologie der zweidimensionalen Weltfliche eindeutig, d.h. zwei Riemann-Flachen mit
unterschiedlicher Euler-Zahl konnen nicht durch Hom&omorphismen stetig ineinan-
der {iberfithrt werden. Ebenso wie durch die Integration des Ricci-Tensors kann die
Euler-Zahl auch durch die Triangulierung der Weltfliche bestimmt werden. Dabei gilt
x = f— e+ v, wobei f die Anzahl der Flachen, e die Anzahl der Kanten und v
die Anzahl der Ecken der Triangulierung ist. Beginnt man mit der Riemann-Flache
mit grofitmoglicher Fuler-Zahl, der Sphire mit y = 2, kann man daraus durch Hin-
zufiigen von Henkeln, Réndern und Crosscaps*® alle anderen Riemann-Flichen niedri-
gerer Euler-Zahl konstruieren. Das Hinzufiigen eines Randes entspricht dem Entfernen
einer Fliache f in der Triangulierung, vermindert die Euler-Zahl also um eins, eben-
so wie das Hinzufiigen einer Crosscap. Das Hinzufiigen eines Henkels kann durch die
Identifizierung zweier Dreiecke der Triangulierung realisiert werden. Dabei verschwin-
den die beiden Flachen f der Dreiecke, sowie die drei Kanten e und Ecken v eines
der Dreiecke, da diese mit den entsprechenden Kanten und Ecken des anderen Dreiecks
identifiziert werden. Insgesamt wird die Euler-Zahl durch das Hinzufiigen eines Henkels
also um zwei vermindert. Eine Riemann-Fliiche, die topologisch dquivalent ist zu

S?@gT?®bD*®cRP? (I11.3)

hat also die Euler-Zahl y = 2—2g—b—c. In Tabelle III.1 sind alle Weltflichentopologien
bis zur 1-Loop-Ordnung aufgefiihrt. In dieser Arbeit werden jedoch nur orientierte®
Strings betrachtet, also Weltfliachen, die keine Crosscaps enthalten. Daher spielen im
folgenden nur die Amplituden auf der Sphire S?, auf der Disk D?, auf dem Torus 7
und auf dem Zylinder bzw. auf dem Anulus C? eine Rolle.

X = 2 | Sphére S?2 TABELLE  III.1 - Zum Tree-
projektive Ebene  RP? Niveau, x = 2 und x = 1, und
x=1 Disk D?=5S%a D2 zum 1-Loop-Niveau, x = 0, bei-
Torus T2 = S22 T2 tragende Riemann-Flédchen.
_ 0 Zylinder S?@2D?
X Kleinsche Flasche 2 RP?
Mébiusband RP? ¢ D?

Mit Hilfe eines Unitaritdtsarguments kann nun auch noch der Beitrag der Punktie-
rungen bzw. der Vertexoperatoren zur Ordnung einer Amplitude in der Stérungsreihe
bestimmt werden. Man betrachtet dazu etwa eine Weltflache mit g Henkeln, b Rdndern
und ¢ Crosscaps und der Euler-Zahl y =2 —2g — b — ¢. Wie im oberen Teil der Abbil-
dung III.3 soll die Konfiguration der Weltfliche so sein, dafl zwei Teile mit g;, by und
c1 bzw. mit g9, by und ¢y durch einen langen diinnen Zylinder voneinander getrennt
sind. In dem Grenzfall, in dem der durch den Zylinder laufende Zustand on-shell geht,
kann er wie im unteren Teil der Abbildung III.3 durch zwei voneinander getrennte
Weltflichen mit jeweils einer zusétzlichen Einsetzung eines Vertexoperators fiir einen

48Dje 2-Form R® ist dabei der aus der Weltflichenmetrik h,; berechnete Ricci-Tensor, R® =
R.zdz N dZ.

49Fine Crosscap ist ein Loch, bei dem antipodale Punkte identifiziert werden.

50Dabei ist 52 die Sphire, T? der Torus, D? die Disk und RP? die projektive Ebene, die man erhilt,
wenn man in eine Sphére eine Crosscap einsetzt. Die Summe & von Riemann-Flidchen erhélt man
dadurch, dafl man aus den beiden zu addierenden Flichen jeweils eine kleine Disk entfernt, und die
beiden Rénder dann identifiziert, siehe etwa [110, Kapitel 2].

5L Auf unorientierten Riemann-Flichen ist es moglich, die relative Orientierung zweier Vektoren
durch Paralleltransport entlang eines nichtkontrahierbaren Pfades umzukehren.
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geschlossenen String ersetzt werden. Die beiden in der Abbildung dargestellten Konfi-
gurationen miissen jedoch dieselbe Potenz in der Kopplungskonstanten liefern, es muf3
also gelten x = x1 + x2 + 2V, mit x; = 2 — 2g; — b; — ¢; fiir © = 1,2. Dabei ist V,
der Beitrag eines Vertexoperators des geschlossenen Strings zur Potenz der Kopplungs-
konstanten, es mufl gelten V, = —1. Mit einem analogen Argument erhélt man fiir die
Vertexoperatoren des offenen Strings V,, = —%. Damit ist die Kopplung der Amplitu-
de mit n. geschlossenen und n, offenen Strings auf einer Weltfliche mit ¢ Henkeln, b
Réndern und ¢ Crosscaps gegeben durch

K7/ mit  J=2n,+n, — 4+ 49+ 2b+ 2c. (111.4)
Dabei ist offensichtlich J € Z.

ABBILDUNG III.3 - Wenn der durch den
Zylinder zwischen dem linken und dem rech-
ten Teil der Weltfliche laufende Stringzu-
stand on-shell geht, kann der Zylinder durch
zwei Vertexoperatoren auf den nun vonein-

@ ~ ander getrennten Weltflichen ersetzt wer-
den.

Das U(1) Eichfeld A, auf der Weltflache kann als Konnektion eines Faserbiindels mit
der durch den String aufgespannten Riemann-Fliche als Basisraum betrachtet werden.
Ein U(1) Biindel auf einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit ist ein Prinzipalbiindel,
d.h. die Faser ist identisch mit der Strukturgruppe des Biindels. Ein solches Faserbiindel
kann topologisch durch die erste Chern-Zahl c¢; charakterisiert werden, die als Integral
der zur Konnektion gehorenden Feldstéirke-Zweiform iiber den Basisraum definiert ist
[110, Kapitel 11.2], ¢; = 5= [ F®, wobei die Feldstirke lokal durch F®? = dA®
definiert ist. Mit den auf der Weltfliche des Strings definierten Koordinaten gilt hier

1
M = cl = 2— /d22 V —h Fzg mit Fzg = 5’2145 - agAz . (III5)
™

Dabei gilt M € Z. In der Stérungsentwicklung der Streuamplituden gehort zur zweiten
topologischen Invarianten auch eine zweite Kopplungskonstante e, Bei der Unter-
suchung der Eichfixierung im Pfadintegral in Abschnitt II1.2 wird sich herausstellen,
daf} nicht alle Werte von M, d.h. nicht alle zu beliebigen Chern-Zahlen gehorenden
Konfigurationen des Eichfeldes, zur Amplitude beitragen. Durch das Auftreten von
zusiitzlichen Nullmoden des kommutierenden Geistsystems (3%, F) verschwindet das
Pfadintegral fiir Chern-Zahlen mit M > J [20, 116]. Die Stérungsentwicklung der
Streuamplituden des N=2 Strings 148t sich folglich darstellen als

0o J
A(nc,no)(klv ey knchno) = Z I‘QJ/Z Z €i0M A((];ljfno) (kl, R knﬁ»ng) . (III6>
J=2nc+n,—4 M=—J
Dabei ist A{T’fno)(kl, ooy kp1n,) die Amplitude von n. geschlossenen und n, offenen

Strings in der durch J und M beschriebenen Topologie.

1I1.2 PFADINTEGRAL UND EICHFIXIERUNG

Bei gegebener Weltflichentopologie 148t sich die Amplitude A2 (ky, ..., k,) im von
Polyakov vorgeschlagenen Pfadintegralformalismus [124, 125] berechnen. Dazu wird
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iiber sdmtliche moglichen Konfigurationen aller Felder, nicht nur iiber die klassisch
erlaubten Losungen, integriert. Im Fall des N=2 Strings ist dabei das Pfadintegral zu
berechnen [36, 38]

des|[dxt][dAL] _ o
APM = / [dZﬂ][d\WL][ \;(‘)l H / d*z vV =h Vi(z, 1)) e SZTex Al

(II1.7)
Dabei werden sowohl die Materiefelder Z# und W*#, als auch die Felder des N=2
Supergravitationsmultipletts e,%, xt und A, iiber simtliche moglichen Konfiguratio-
nen integriert. Uber die Positionen z; der Vertexoperatoren muf ebenfalls integriert
werden, da ihnen kein ausgezeichneter Punkt auf der Weltfliche zugeordnet werden
kann. Gewichtet wird der Integrand, der aus dem Produkt der die ein- und auslaufen-
den Stringzustédnde reprasentierenden Vertexoperatoren an verschiedenen Positionen
besteht, mit der Brink-Schwarz-Wirkung (I1.14) des N=2 Strings.

Die Integrationsmafe in Gleichung (II1.7) werden durch die sogenannte Ultraloka-
litdt bestimmt [120]. Dabei definiert man das Maf§ des Funktionalintegrals so, da8
mit einer gegebenen Norm fiir die Felder das Gaufische Integral seinen {iblichen Wert
annimmt. Mit Hilfe der Normen®?

16Z]* = / d*2 N ~hS6ZM5Z7 1y (IT1.8a)
|6UF|? = / Bz —h Uy, (I11.8b)
|6h]> = / >z =R WP Shgp Ghys (I11.8c¢)
I6xT|? = /d%\/fhhaﬂxaxﬁ (111.8d)
I5A|2 = / 2R AL A, (TIL.8e)

und der Forderung, dal das Gaufische Funktionalintegral fiir alle Felder dasselbe Fr-
gebnis hat, wie das Gaufische Riemannintegral,

/ [dg] e WI* = /| (I1L.9)

ist das Integrationsmafl im Pfadintegral (I11.7) des N=2 Strings eindeutig bestimmt.
Die Einfiihrung des Normierungsfaktors 1/Vol im Integral (II1.7) ist aufgrund der
zahlreichen in Abschnitt I1.2 dargestellten Symmetrien der Wirkung notig. Vol be-
zeichnet das Volumen der zu den die Wirkung invariant lassenden Transformationen
gehorenden Symmetriegruppen. Da eine Symmetrietransformation eine Konfiguration
der Felder in eine physikalisch dquivalente Konfiguration iiberfiihrt, jede physikalisch
unterschiedliche Konfiguration aber nur genau einmal im Integral beriicksichtigt wer-
den darf, mufl dieses Volumen ausdividiert werden. Im allgemeinen sind die entspre-
chenden Symmetriegruppen jedoch nicht kompakt, so daf§ ein unendliches Volumen
ausdividiert werden miifite. Um die damit verbundenen Schwierigkeiten zu vermeiden,
fithrt man mit Hilfe der Faddeev-Popov-Methode [67] eine Eichfixierung im Pfadin-
tegral durch. Dabei wird ein Variablenwechsel durchgefiihrt, so dafl die Integration

®2Die Norm im Raum der Variationen der Metrik hat im allgemeinsten Fall die Form [|0h|* =
[d*z\/—h (RBP4 uw h®PR7%) Shogs 0hys. Jedoch fillt die Konstante u aus den meisten Rechnungen
heraus und kann daher von vorneherein auf u = 0 gesetzt werden [5].
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iiber physikalisch indquivalente Feldkonfigurationen von der Integration {iber Eichor-
bits getrennt wird, wie in Abbildung III.4 dargestellt ist. Letztere kann dann vom
Rest des Pfadintegrals abgespaltet werden, um ein endliches Ergebnis zu erhalten. Da-
bei ist die Jacobi-Determinante des Variablenwechsels in das Pfadintegral einzusetzen.
Diese Determinante kann durch die Einfithrung der Faddeev-Popov-Geister, die mit
den in Abschnitt I1.5.1 eingefithrten BRST-Geistern identisch sind, berechnet werden.
Es ist anzumerken, dafl die Determinante, die im Raum der Feldkonfigurationen nur
sehr schwer zu bestimmen ist, stattdessen im durch die Variationen o der Felder auf-

gespannten Tangentialraum an den Konfigurationsraum berechnet werden kann [110,
Abschnitt 14.2.2].

ABBILDUNG  II1.4 - Zerlegung der Konfi-
gurationen der Felder in Eichschnitte (durch-
gezogene Linie), die physikalisch unterschiedli-
che Konfigurationen verbinden und FEichorbits
(gestrichelte Linien), die zu einem Punkt auf
dem Fichschnitt &dquivalente Konfigurationen
verbinden.

Ei chorBit

Prinzipiell werden die Symmetrien, wie schon in Abschnitt I1.2 angedeutet, durch
die Wirkung von Differentialoperatoren P auf Transformationsparameter o erzeugt.
Betrachtet man beispielhaft ein Feld ¢ im Pfadintegral [ [dgle=5l?l, mit einer lokalen
Symmetrie der Wirkung (beziiglich des Feldes ¢) unter den Transformationen d¢ = Po,
148t sich in das Pfadintegral eine Eins in der Form

| = App(6) / dols(6 — &) (ITL.10)

einfiigen. Dabei ist App(¢) die Jacobi-Determinante des Variablenwechsels im Tan-
gentialraum, 0¢p — Po, und 6(¢p— ¢2") ist eine funktionale d-Funktion, die das Feld ¢ an
jedem Punkt mit der um den Parameter o transformierten einer Referenzkonfiguration
qg gleichsetzt. Der Beitrag des Feldes ¢ im Pfadintegral nimmt damit die Form an

[1adldolan (@) 6 - 3715
= / [do]App(67) e 5] (IIL11)
B /[dU]AFP(QB) =501

Dabei wurde im letzten Schritt ausgenutzt, dafl sowohl die Jacobi-Determinante als
auch die Wirkung invariant unter den betrachteten Symmetrietransformationen sind.
Der Integrand héngt nun nicht mehr vom Transformationsparameter o ab, so dafl das
Funktionalintegral [[do] lediglich einen (unendlichen) Vorfaktor liefert, der ausdivi-

~

diert werden kann. Das Inverse der Faddeev-Popov-Determinante Arp(¢) kann aus
Gleichung (II1.10) bestimmt werden. Dazu ist es sinnvoll, die Integraldarstellung der
d-Funktion mit einem entsprechenden Skalarprodukt (.,.) im Tangentialraum zu ver-
wenden

App(d)" = / [do5(¢ — ¢7) = / [do][dB] ¥ (BP). (I11.12)
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Um die Pfadintegraldarstellung von Ap p(cﬁ)_1 zu invertieren und die gesuchte Faddeev-
Popov-Determinante zu erhalten, kann man die bosonischen Felder o und 3 durch
Grassmann-wertige Felder ersetzen, 0 — ¢ und f — b. Mit diesen Fadeev-Popov-

Geistern erhélt man App = [[db][dc] €™ P9 und damit den Beitrag der [[d¢] Inte-
gration zum Pfadintegral

o513 / (db][dc] =Sl (I11.13)

Sgnlb, ] = 2mi (b, Pc) ist dabei die Geistwirkung und die Faddev-Popov-Geister entspre-
chen den schon in Abschnitt 11.5.1 fiir den N=2 String diskutierten BRST-Geistern.
Fermionische Symmetrieparameter fithren bei der Eichfixierung entsprechend zu kom-
mutierenden Geistern. Im Fall des N=2 Strings ist dieser Formalismus auf alle Felder
des N=2 Supergravitationsmultipletts anzuwenden, es sind also die in Abschnitt II.2
definierten Differentialoperatoren Py, P2 und Py zu untersuchen.

Allerdings wurde schon in Abschnitt I1.2 erwéhnt, dafl die lokale Symmetrietrans-
formationen erzeugende Operatoren und ihre Adjungierte Nullmoden besitzen konnen.
Das bedeutet, dafl es einerseits physikalisch unterschiedliche Transformationen geben
kann, die nicht durch Eichtransformationen ineinander iiberfiihrt werden kénnen (Mo-
duli) und andererseits Transformationen, die durch eine andere Symmetrietransforma-
tion wieder riickgéngig gemacht werden kénnen (konforme Killing-Vektoren, Spinoren
oder Skalare). Abbildung III.5 zeigt die Wirkung des Differentialoperators P auf den
Raum der Eichparameter und die Wirkung des adjungierten Operators P! auf den
Raum der Feldvariationen. Eine allgemeine Variation eines Feldes ¢ 148t sich schreiben
als [8]

0p = Toox® + T,0y™ (I11.14)

wobei die dz® die Eichparameter sind und die dy™ die Moduliparameter. Die zu den
Eich- und den Modulitransformationen gehorenden Basisvektoren T, und 7, sind paar-
weise orthogonal, (T, T},) = 0. Im oben beschriebenen Faddeev-Popov-Verfahren zur
Eichfixierung im Pfadintegral konnten nur die Eichtransformationen dx® eliminiert wer-
den, iiber die Moduli dy™ mufl weiterhin integriert werden. Allerdings sind die zu
den einzelnen Symmetrietransformationen gehérenden Modulirdume, die orthogonal
zu im P liegen und damit den Kern des adjungierten Operators ker P' bilden, in den
hier betrachteten Fillen endlichdimensional. Die genaue Struktur der Modulirdume
fiir die Operatoren Py, Py /2 und Py des N=2 Strings wird im folgenden Abschnitt I11.3
untersucht.

o , 5¢ ABBILDUNG IIL.5 - Im Kern von P liegen die

P T T Transformationsparameter, die die Feldkonfigurati-

< pt on nicht dndern, d¢ = 0, wihrend im Kern des

ol e | 0 adjungierten Operators P die Feldtransformatio-

(ker P) (ker P') . .. . .

nen liegen, die nicht durch Eichtransformationen er-

reicht werden kénnen. im P und ker PT sind durch

die Definition des Adjungierten orthogonal zueinan-

ker P ker P'

der.

Im Fall des N=2 Strings sind die lokalen Symmetrietransformationen der Me-
trik hag, des Gravitinos xI und des U(1) Eichfeldes A, zu untersuchen. Mit den
in Abschnitt I1.2 definierten Operatoren lassen sich diese Transformationen zerlegen
in 6haﬁ = (Plg)aﬁ > Ahaﬁ @D aTihag Ti, 5Xi: = (Pl/Qe)i ©® Pa 7]i S¥ a{éixg Céi und
§As = (PoN)a ® (PN )a ® Ock A, CF. Dabei parametrisieren die 70 den metrischen
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Moduliraum, die ¢J* den Supermoduliraum und die C* den U(1) Moduliraum. Mit ei-
ner entsprechenden Redefinition der Transformationsparameter, unter Ausnutzung der
lokalen Lorentz-, Weyl- und Super-Weyl-Transformationen, 148t sich die Transformati-
on der holomorphen Hélfte der Felder des Supergravitationsmultipletts in komplexen
Koordinaten kompakt schreiben, als [36, Kapitel III]

)

ohs® & wiz= 0 0 0 T
oxi | et 0 vf 0 0 I+
e |~ P — + 0 0 vo0 g | (ITI.15)
0A; A—N 0 0 0 ws C*
mit p;z* = 0rihs”, I/]:-t = Czixf und wgz; = dcxAs. Die Beltrami-Differentiale p;5%,

uf und wy: sind Vektoren im Tangentialraum an die Feldvariationen. Sie sind damit

dual zu den zur Berechnung der Jacobi-Determinante einzufithrenden Antigeistern. Die
holomorphe Hélfte des Transformationsoperators P hat die Form

z dxz 4X2+ 0

D Vaxd —3xi V. D: 0 ix:
V.X: — 35X Vs 0 D: —ix;

V., A —2iV.x; +2ix; V. 2iV.x$ —2ixt V. 0

(IT1.16)
Wie oben schon allgemein erklart, 1483t sich die Jacobi-Determinante, die sich aus der
Eichfixierung ergibt, in Form einer Geist-Wirkung in das Pfadintegral einfiigen. Dabei
sind zur Invertierung der Faddeev-Popov-Determinante fiir bosonische Transformati-
onsparameter fermionische Geister und fiir fermionische Transformationsparameter bo-
sonische Geister einzufithren. Die Geist-Wirkung ergibt sich dann aus dem Skalarpro-

b c
- +

Senlb, ¢, 87,75,V ] = g L |7 1_ . (I11.17)
v c

In der superkonformen Eichung (I1.22) nimmt die holomorphe Hélfte®® der Geistwir-
kung die besonders einfache Form an

1
Soxlb. e, BT, 450, ] = - / d*z (bOsc+ B0 + BT0:9~ +10:C) . (I11.18)

Man erkennt, daf§ die durch diese Wirkung (II1.18) beschriebenen Geist- und Anti-
geistfelder genau die Eigenschaften der in Abschnitt I1.5.1 eingefithrten BRST-Geister
haben.

Bei der in Gleichung (III.12) beschriebenen Einfiihrung der Geister zur Invertie-
rung der Integraldarstellung der zur Eichfixierung verwendeten §-Funktion, erhélt man
nun auch noch einen Beitrag des Modulitermes aus (II1.15). Dieser Beitrag der Form
[ dure=2miv" (b#a) kann ausintegriert werden und liefert fiir fermionische Geister das
Skalarprodukt von Antigeistern und Beltrami-Differentialen im Integranden und fiir
bosonische Geister die d-Funktion eines solchen Skalarproduktes. Diese Einsetzung
von Antigeistern ist notwendig, um einen endlichen Ausdruck fiir das Pfadintegral zu
erhalten®, sofern man nicht von Hand die Nullmoden der Geistfelder aus der Funktio-
nalintegration herausnimmt.

53F{ir geschlossene Strings ergibt sich ganz analog auch die antiholomorphe Hélfte Sgh,
5*Moduli entsprechen Nullmoden der Antigeister. Nullmoden antikommutierender Felder lassen
das Pfadintegral verschwinden. Sei z.B. ¥ ein antikommutierendes Feld, bei dem die Nullmoden
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Die Behandlung der Nullmoden des die Eichtransformationen erzeugenden Opera-
tors P ist einfacher als die Untersuchung der Moduli. Hier ist lediglich das Volumen
der konformen Killing-Gruppe auszudividieren. Alternativ kénnen die in ker P liegen-
den Transformationen auch dazu genutzt werden, andere Freiheitsgrade zu eliminie-
ren. Insbesondere die mit den Reparametrisierungen und Weyl-Transformationen zu-
sammenhéngenden konformen Killing-Vektoren %, die die konforme Killing-Gleichung

Vals + Vi — hag V€, = 0 erfiillen, kénnen verwendet werden, um die Positio-
nen einiger Vertexoperatoreinsetzungen zu fixieren. Die Jacobi-Determinante dieser
Fixierungen fiihrt zur Einsetzung von Geistfeldern in das Pfadintegral. Da die konfor-
men Killing-Vektoren Nullmoden der Geister entsprechen, sind diese Einsetzungen zur
Konstruktion eines endlichen Pfadintegrals ebenso notwendig wie die Einsetzungen der
Antigeistfelder fiir die Moduli, die den Nullmoden der Antigeister entsprechen. Dassel-
be Ergebnis kann auch erzielt werden, indem man die Funktionalintegration iiber die
Geistfelder auf den zu den Nullmoden orthogonalen Anteil dieser Felder beschriankt.
Bei der Untersuchung des Riemann-Roch Indextheorems in Abschnitt I11.3.1 wird sich
jedoch zeigen, dafl diese Nullmoden der Differentialoperatoren P nur in Topologien mit
Euler-Zahl x > 0, also auf der Sphére, auf der Disk, auf dem Torus und auf dem Zy-
linder, auftauchen kénnen. In hoheren Topologien spielt die konforme Killing-Gruppe
keine Rolle mehr.

Insgesamt erhélt man nach der oben beschriebenen Eichfixierung im Pfadintegral
den folgenden Ausdruck fiir die holomorphe Hélfte der Amplitude

AP = / dr d¢* dC [dZ")[d9 ") [db][dc][d57][dy ] [db] [dc]

X H(b, i) H(b’,wj) H5((ﬁ7,u,j)) Hé((ﬁJran)) (ITL19)
<H/d221\/—v Zi, l)) S[Z,%;7,¢E ,Cl—Sgnleb,8F AE Y, ¢

Um auch die antiholomorphe Hélfte des geschlossenen Strings zu beriicksichtigen, sind
in das Pfadintegral (I11.19) auch die antiholomorphen Hélften der Geist- und Antigeist-
felder mit der entsprechenden Wirkung einzusetzen.

Der Laufbereich der Moduliintegration und die Anzahl der Moduliparameter und
der konformen Killing-Vektoren, Spinoren und Skalare ergibt sich aus der Untersuchung
der Modulirdume, die im néchsten Abschnitt durchgefithrt wird.

II11.3 MobuLl

Auch nach der Eichfixierung im Pfadintegral sind die Felder des N=2 Supergravitati-
onsmultipletts in beliebigen Topologien nicht vollstandig festgelegt. Die sogenannten
Moduli erzeugen Transformationen der Felder, die nicht durch Eichtransformationen
eliminiert werden kénnen und damit zu physikalisch indquivalenten Zustdnden fiihren.
Auch nach der vollstindigen Fixierung aller Eichfreiheitsgrade ist also der Integrand
des Pfadintegrals iiber die zu den verschiedenen lokalen Symmetrien gehérenden Mo-
dulirdume zu integrieren.

abgespaltet werden konnen, ¥(z, z) = Uy(z) + V'(z,2) = Zil Vigi(z) + W'(2, %), wobei die ¢*(z) die
Wellenfunktionen der N Nullmoden sind, 9;¢(z) = 0. Fiir die Grassmann-Variablen ¥} gelten die
Integrationsregeln [ d¥} ¥§ =1 und [ d¥) = 0. Da die Wirkung S[¥'] per Definition nicht von den
Nullmoden abhiingt, verschwindet das Pfadintegral [[dW]eSI¥'] = [ dWi[d¥']e=SI¥'] = 0.
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Da die Moduli gerade die Transformationen beschreiben, die nicht durch Eichtrans-
formationen P¢ erreicht werden koénnen, ist der Moduliraum das orthogonale Kom-
plement des durch den die Eichtransformationen erzeugenden Differentialoperator P
aufgespannten Raumes. Mit einem auf den entsprechenden Réumen definierten Ska-
larprodukt (.,.) und der Definition des Adjungierten PT eines Operators folgt daraus,
daBl der Moduliraum durch den Kern ker P beschrieben wird

m € {Moduli} & (m,P¢) = (P'm, &) =0 V& m e ker P, (I11.20)

Es sind nach der Eichfixierung also noch die Kerne der adjungierten Differentialope-
ratoren P zu untersuchen, und iiber die in ihnen enthaltenen Transformationen der
Felder zu integrieren.

I11.3.1 DAs RIEMANN-ROCH INDEXTHEOREM

Das Riemann-Roch Theorem [127] kann vom allgemeinen Indextheorem fiir elliptische
Operatoren von Atiyah und Singer [11, 10, 12] abgeleitet werden® [63, Abschnitt VI.C].
Es stellt iiber den Index eines Differentialoperators einen Zusammenhang zwischen
den Dimensionen der Kerne des Operators und seines Adjungierten und dem Genus
der Riemann-Flache, auf der diese Operatoren definiert sind, her. Von besonderer
Bedeutung bei der storungstheoretischen Behandlung einer Stringtheorie sind dabei die
Differentialoperatoren P, die die lokalen Symmetrietransformationen auf der Weltflache
erzeugen. Das Riemann-Roch Indextheorem gibt hier Auskunft {iber die Dimensionen
der verschiedenen Modulirdume und der konformen Killing-Gruppen.

Da die Eichtransformationen erzeugende Differentialoperatoren Py, Py, und Py,

welche in Abschnitt I1.2 definiert wurden, mit den kovarianten Ableitungen v bzw.
D71 oder mit symmetrisierten und spurfreien Kombinationen von diesen iibereinstim-
men, kann das Ergebnis des Riemann-Roch Indextheorems und der Untersuchung der
Dimensionen der Kerne ker D¢ und ker D" aus dem Anhang C.3 direkt iibernommen
werden. Da die U(1) kovariante Ableitung D27 nur auf die unter der U(1) geladenen
fermionischen Felder wirkt, d.h. nur auf die Gravitinos des N=2 Supergravitationsmul-
tipletts, sind hier nur die Kerne der kovarianten Ableitungen VS’), v und DY** sowie
ihrer Adjungierten zu betrachten. Im Anhang C werden kompakte Riemann-Flidchen
ohne Punktierungen betrachtet. Streuamplituden von Strings enthalten jedoch ein-
und auslaufende Stringzustiande, die durch Vertexoperatoren in Punktierungen auf der
Weltfliche realisiert werden®. Auch iiber die Punktierungen muf} integriert werden, da
es auf der Weltflache des Strings keine ausgezeichneten Punkte gibt. Also erhoht sich
die komplexe Dimension aller Modulirdume auf einer N-fach punktierten Riemann-
Flache um N. Damit kann man aus Tabelle C.2 die gesuchten Ergebnisse ablesen. Die
Moduli zum Gewicht n = 1 entsprechen dabei den nicht durch Reparametrisierungen
erzeugbaren Deformationen der Metrik. Der fermionische Moduliraum zum Gewicht
n = 1/2 enthélt die orthogonal zu den Supersymmetrietransformationen liegenden De-
formationen der Gravitinos, und der U(1) Moduliraum zum Gewicht n = 0 enthélt die
physikalischen U(1) Transformationen, die, wie in Abschnitt 11.3.1 erlautert wurde, zu
Transformationen der Spinstrukturen dquivalent sind.

Auf der Sphére mit g = 0 sind die Dimensionen séamtlicher Modulirdume null. Es
gilt zwar dim ker DZ"” = g M, jedoch gibt es Gravitinos y* mit positiver und mit
negativer U(1) Ladung, ¢ = +1. Da die Dimension eines Kernes nicht negativ werden
darf, legt dies die Chern-Zahl M auf der Sphére ohne Punktierungen auf M = 0 fest.

%5Siehe dazu auch Anhang C.3.
6Siehe dazu Anhang B.2.
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Auf der Sphére mit N Punktierungen ist die Dimension der Moduli zum Gewicht n = 1
und n = 0 jeweils N. Die Dimension des Moduliraumes zum Gewicht n = 1/2 ist nun
N + gM. Da auch diese Dimension nicht negativ werden darf, ist der Bereich der
moglichen Chern-Zahlen eingeschrinkt auf |[M| < N. Weiterhin gibt es auf der Sphére
drei komplexe konforme Killing-Vektoren, zwei komplexe konforme Killing-Spinoren
und einen komplexen konformen Killing-Skalar. Diese zusétzlichen Symmetrien kénnen
ausgenutzt werden, um einige zusétzliche Freiheitsgrade, etwa die Positionen von drei
der Vertexoperatoren auf der Weltflache, zu eliminieren. Dies wird in Kapitel IV bei
der Berechnung der Tree-Level Streuamplituden ausgenutzt.

Auf dem Torus, d.h. fiir ¢ = 1, gibt es jeweils einen komplexen Killing-Vektor,
Spinor und Skalar. Zum Gewicht n = 1 und n = 0 gibt es jeweils einen komplexen
Moduliparameter sowie die N mit den Punktierungen zusammenhéngenden Moduli.
Es gibt N + g M fermionische Moduli auf dem Torus mit N Punktierungen, was den
Bereich der Moglichen Chern-Zahlen des U(1) Biindels auf |M| < N einschrinkt. Die
Moduli des Torus werden bei der Berechnung der Ein-Loop-Amplitude des N=2 Strings
in Kapitel V noch genauer untersucht.

Auf nicht punktierten Riemann-Fldchen von hoherem Genus g > 2 gibt es stets
einen komplexen konformen Killing-Skalar und keine konformen Killing-Vektoren oder
Spinoren. Auf punktierten Riemann-Fldchen mit g > 2 verschwindet auch der konforme
Killing-Skalar. Die Anzahl der metrischen Moduli 7¢ ist damit fiir N > 0 gegeben durch
39—3-+N und die der U(1) Moduli C* durch g—1+N. Weiterhin gibt es 2g—2+N+q M
fermionische Moduli ¢/%. Da die Dimension des Moduliraumes nicht negativ werden
darf, gilt hier fiir die erlaubten Chern-Zahlen des U(1) Biindels auf der Weltfliche
|M| < 2g —2+ N. Diese Einschréankung der erlaubten Chern-Zahlen spiegelt die oben
erwahnte Tatsache wider, dafl bei betragsméfiig hoheren Chern-Zahlen iiberschiissige
Geistnullmoden das Pfadintegral verschwinden lassen.

Die Anzahl der Moduliparameter fiir offene Topologien, d.h. auf Riemann-Flichen
mit Rédndern erhélt man wie in Anhang B.3 dargestellt mit Hilfe des Verdoppelungs-
tricks aus der entsprechenden iiberdeckenden kompakten Riemann-Fldche. Dabei ent-
spricht ein komplexer Parameter auf der kompakten Uberdeckung einem reellen Para-
meter auf der offenen Fldche. Die Dimensionen der Modulirdume werden also halbiert.
Die einfachsten Félle offener Topologien, die Disk und der Zylinder, werden im folgen-
den noch genauer untersucht.

111.3.2 DIE METRISCHEN MODULI

Der metrische Moduliraum besteht aus den nicht durch Diffeomorphismen und Weyl-
Transformationen ineinander iiberfithrbaren Konfigurationen der Metrik h.:; bei gege-
bener Topologie der Weltfliche. Er beschreibt also die physikalisch unterschiedlichen
Formen der durch den String aufgespannten Riemann-Fléache, die bei fester Topologie
noch moglich sind. Wie in Anhang B gezeigt wird, kann die Form einer Riemann-
Fléche durch ihre Periodenmatrix €2;; beschrieben werden. Jedoch gehéren zu zwei
verschiedenen Periodenmatrizen nicht unbedingt auch zwei physikalisch indquivalente
Riemann-Flachen. Der metrische Moduliraum ist im allgemeinen sehr viel kleiner als
Siegels obere Halbebene H, und auf komplizierte Weise in diese eingebettet [92]. Aus
H, kann man zunéchst den Teichmiiller-Raum 7" gewinnen, der die universelle Uberla-
gerung des Moduliraumes M darstellt. Den Moduliraum erhélt man dann, indem man
aus 7 die mapping class group®™ T, = diff/diffy ausdividiert.

5"Die mapping class group ist der Quotient aller Diffeomorphismen auf der Riemann-Fliche und
der in der Zusammenhangskomponente der Identitét liegenden Diffeomorphismen. Auf dem Torus,
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TORUS

Im 1-Loop-Fall, also auf dem Torus mit g = 1, ist Siegels obere Halbebene die obere
komplexe Halbebene H; = H = {7 € C|Im 7 > 0} und stimmt mit dem Teichmiiller-
Raum {iberein. Ein Torus kann durch zwei komplexe Zahlen A; und Ay mit A\; /Xy € R
beschrieben werden®®, die durch die Identifizierung 2z ~ z + mA; + nXy mit m,n € Z
ein Gitter aus der komplexen Ebene ausdividieren, C/(MZ + AoZ). Durch konforme
Drehungen und Skalierungen kann immer A\; = 7 und Ay = 1 gewéhlt werden. Zudem
kann gegebenenfalls durch Vertauschen der Rollen von A; und A erreicht werden, dafl
7 in der oberen Halbebene liegt, also gilt Im 7 > 0. Wie in Abbildung III.6 dargestellt
wird, kann jeder Torus durch einen Teichmiiller-Parameter 7 € H reprasentiert werden.

Imz |z ABBILDUNG III.6 -  Definition des durch den

mimimimimm LT Teichmiiller-Parameter T beschriebenen Torus in der

F / komplexen Ebene durch die Identifizierung z ~ z+m 7+

s 4-‘:b 7 n mit m,n € Z. Dabei werden die gegeniiberliegenden

doosa Seiten des hier skizzierten Parallelogramms identifiziert.
0 1 Rez

Allerdings gehdren nicht alle Werte von 7 zu indquivalenten Tori. Es gibt noch nicht
in der Zusammenhangskomponente der Identitét liegende “grofie” Diffeomorphismen,
die sogenannten Dehn-Twists, die einen Torus in sich selbst iiberfithren und dabei den
Teichmiiller-Parameter 7 &ndern. Ein Dehn-Twist besteht darin, den Torus entlang
eines Homologiezykels aufzuschneiden, die beiden Enden um 27 gegeneinander zu ver-
drehen, und dann wieder zusammenzukleben. Ein Dehn-Twist um den a-Zykel des
Torus transformiert den Teichmiiller-Parameter 7 — 7 4+ 1, wiahrend ein Dehn-Twist
um den b-Zykel nach Rotation und Reskalierung die Transformation 7 — 7/(7 + 1)
liefert. Diese beiden Transformationen spannen die modulare Gruppe SL(2,7Z) auf,

, ar+b
T -7 =
cT+d

mit a,b,c,d€Z ,ad—bc=1, (II.21)

die den durch 7 bzw. 7" beschriebenen Torus invariant 1at. Im Fall des Torus ist also
die mapping class group isomorph zur modularen Gruppe. Die Integration iiber den
metrischen Moduliraum darf nur iiber indquivalente Tori gefiihrt werden, d.h. iiber
Tori, die nicht durch eine SL(2,7Z) Transformation zusammenhéngen. Man erhélt den
Moduliraum, wenn man den Teichmiiller-Raum durch die modulare Gruppe dividiert,
M =H/SL(2,Z). Ein Reprisentant dieser Aquivalenzklasse ist die Fundamentalregion

f:{T:T1+iTQEC‘—%§Tl<l TQ>0,|T|2>1}, (II1.22)

die in Abbildung II1.7 dargestellt ist. Die zwei reellen metrischen Moduliparameter
auf dem Torus 7 und 7, sind also iiber die Region F in der komplexen Ebene zu
integrieren.

d.h. fiir Genus g = 1, ist die mapping class group isomorph zur modularen Gruppe, I'1 & SL(2,Z).
Im allgemeinen Fall g > 2 ist sie jedoch grofer, und es gilt SL(2¢,Z) C T'y.

8Wenn \; /X2 € R ist, liegen die beiden komplexen Zahlen auf einem Strahl durch den Urprung,
und das von ihnen aufgespannte Gitter entartet zu einem eindimensionalen Gitter.
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. ABBILDUNG IIL.7 - Die Fundamentalregion F aus Glei-
. chung (I11.22) ist ein Reprasentant des Quotientenraumes
| H/SL(2,Z) und damit des metrischen Moduliraumes fiir

den Torus.

-1/2 1/2 Re

Der Torus in Abbildung III.6 kann durch das Einheitsquadrat (z,y) mit =,y € [0, 1]
parametrisiert werden, durch Re z = x 4+ y7; und Im 2z = y7». Dann beschreibt der
Moduli-Parameter 7 indquivalente Metriken auf dem Einheitsquadrat,

ds* = dz* + 27 dzdy + |7|*dy? (IIL.23)

und die Integration iiber die Moduli wird zu einer Integration iiber indquivalente Me-
triken auf dem Einheitsquadrat.

ANULUS

Der Torus ist die kompakte doppelte Uberlagerung des Zylinders bzw. des dazu topolo-
gisch dquivalenten Anulus. Aus dem durch das Einheitsquadrat (z,y) parametrisierten
Torus kann man durch die in Abbildung III.8 dargestellte Involution

felz,y) = (2,1 —y) (T11.24)

den entsprechenden Parameterbereich des Zylinders erhalten. Wie im Anhang B.3
erlautert wird, erhélt man die Moduliparameter der Riemann-Fléche mit Rand gerade
aus den Parametern der kompakten Uberlagerung, die unter der Involution invariant
sind. Die Metrik (II1.23) transformiert unter f. zu

ds® = dz® — 27 dxdy + |7|*dy? . (TI1.25)

Ein Vergleich der Gleichungen (I11.23) und (II1.25) zeigt, dal auf dem Zylinder gelten
muB 73 = 0. Der eindimensionale Moduliraum des Zylinders bzw. des Anulus wird also
durch die reelle Variable ¢ mit ¢ > 1 parametrisiert, so dafl fiir die Metrik auf dem
halben Einheitsquadrat (z,y) mit 2 € [0,1] und y € [0, 3] gilt

ds® = da® +t* dy” . (II1.26)

Die geometrische Bedeutung des Moduliparameters ¢ ist einfach zu erkennen. Der
Anulus wird durch zwei konzentrische Kreise mit Radien r; und ry begrenzt. Durch
konforme Reskalierungen kann man r; = 1 und o = ¢t € R setzen, wobei man durch
eventuelles Vertauschen der Rollen von 7y und ro stets erreichen kann, daf§ gilt ¢ > 1.

: ABBILDUNG IIL.8 - Durch Anwen-
— dung der Involution f. aus (I11.24)
! = erhédlt man aus dem Torus den Zylin-

der
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I111.3.3 DIE FERMIONISCHEN MODULI

Die mit den Supersymmetrietransformationen zusammenhéngenden fermionischen Mo-
duli des N=2 Strings kénnen nach der geschickten Wahl eines passenden Eichschnittes
fiir die Gravitinos xF vollstindig ausintegriert werden. Die dabei ins Pfadintegral
einzusetzenden Determinanten lassen sich mit den schon in Gleichung (I11.19) zur Ab-
sorption der Geistnullmoden eingesetzten d-Funktionen der kommutierenden Antigei-
ster zu Bildwechseloperatoren PCO* (I11.102) kombinieren. Diese Bildwechselopera-
toren konnen auf beliebige Vertexoperatoren im Integranden angewendet werden und
erhohen so deren Bildladung, ausgehend vom kanonischen (—1,—1) Bild. Auf diese
Weise liefert die Integration der fermionischen Moduli in gewissem Sinne Auswahlre-
geln fiir die Bildladungen der ins Pfadintegral einzusetzenden Vertexoperatoren.

Man kann die Basis des fermionischen Moduliraumes so wéhlen, dafl der Triger
der zu den Supersymmetrietransformationen orthogonalen Variationen der Gravitinos,
d.h. der Modulitransformationen §y%, aus d-Funktionen besteht [8, Abschnitt 2.4].
Es liegen also nur an diskreten Punkten auf der Weltflache der Strings fermionische
Modulitransformationen vor. Da die lokalen Symmetrietransformationen ausreichen,
um die Gravitinos bis auf Modulitransformationen zu eliminieren, erhilt man so fiir

g>1
2g—2+nFM

E=xt= Y -, (I1L.27)
J=1

wobei die Punkte z auf der Weltflache beheblg gewahlt werden konnen®®. Die
Beltrami- leferentlale nehmen also die Form an 1/ = 0@(z z]i) Den Laufbereich
des Summationsindex j erhédlt man aus der Untersuchung der Dimension des fermio-
nischen Moduliraumes. Auf der Sphére gibt es natiirlich keine Moduli, dafiir aber 2
konforme Killing-Spinoren. Auf n-fach punktierten Riemann-Flachen mit g > 1 erhélt
man 2g — 2 +n F M Moduli-Parameter. In der vollstandigen im Pfadintegral verwen-
deten Wirkung des N=2 Strings (II.14) und (II1.17) koppelt das Gravitino Xz an die
geisterweiterten Supersymmetriestrome GF. Das Ausintegrieren der Moduli ¢Z* liefert
also Einsetzungen von G an der Stelle 2 im Pfadintegral [150]. Da es genau so viele
fermionische Moduliparameter (= gibt wie §(5*) Einsetzungen zur Absorption der
Nullmoden im Pfadintegral, treten nach dem Ausintegrieren der fermionischen Moduli
nur Kombinationen der Form

5(B7 ()G (zf)  oder  8(B%(z)) G () (111.28)

auf. Mit der Definition des geisterweiterten Stromes aus dem BRST-Operator @), Gt =

{Q, #*} und der formalen Identitit [151] 6(3%) = e™¢" sowie dem daraus folgenden
Operatorprodukt 3% §(3%) = £* lassen sich diese Kombinationen umformen

5(8%) G* = 6(5%) {Q, 5} = {Q,£F} = PCO*, (I11.29)

wobei im letzten Schritt die Definition des Bildwechseloperators PCO* aus (I1.102)
verwendet wurde. Jeder fermionische Modulus (= fithrt also zur Einsetzung eines
PCO* Operators in das Pfadintegral. Im Chern-Zahl M Sektor der Theorie werden
29 —2+n—M PCO" Operatoren und 29 —2+n+ M PCO~ Operatoren in das Pfadin-
tegral eingesetzt. Da die Ableitung der Bildwechseloperatoren 9,PCO* BRST exakt
ist, konnen diese Operatoren frei auf der Weltfliche des Strings verschoben, und auf

5Insbesondere ist es sinnvoll, unterschiedliche Trigerpunkte zj und z; fiir X7 und x: zu wihlen,
da sich so die nicht eichfixierte Geistwirkung (II1.17) deutlich vereinfacht [38].



II1.3. MobuLI 55

beliebige Vertexoperatoren angewendet werden. Ausdriicke, die sich lediglich um Ab-
leitungen der Bildwechseloperatoren unterscheiden, sind physikalisch dquivalent. Im
Ausgangspunkt (II1.7) wurden n Vertexoperatoren im kanonischen (—1,—1) Bild in
das Pfadintegral eingesetzt. Wendet man auf diese Vertexoperatoren die Bildwechsel-
operatoren an, erhélt man die Summen der Bildladungen aller Vertexoperatoren nach
Integration iiber die fermionischen Moduli,

O om> m)=(29-2-M29—2+M). (I11.30)
i=1 i=1

Dieses Ergebnis ist zumindest auf der Sphédre und dem Torus konsistent mit der
Superfeld-Betrachtung am Ende von Abschnitt 11.5.2. Dort war das “natiirliche” Ob-
jekt der Vertexoperator im (0, 0) Bild, und mit der residuellen Symmetrie der konformen
Killing-Spinoren konnten die -Koordinaten von Vertexoperatoren fixiert werden, was
zu einer Darstellung im (—1,—1) Bild fiihrte.

Da das Ergebnis der Integration iiber die fermionischen Moduli die Auswahlregel
(II1.30) ist, kann man diese Moduli bei der Konstruktion des Pfadintegrals von vorne-
herein vernachléssigen und nur Vertexoperatoren mit den richtigen Bildladungen in den
Integranden einsetzen. Insbesondere spielt es keine Rolle, wie man die Bildladungen
auf die einzelnen Vertexoperatoren verteilt, so lange die Auswahlregel erfiillt bleibt.

Da die obige Argumentation, die letztendlich zur Auswahlregel (I11.30) gefiihrt hat,
nur von der Anzahl der Moduliparameter abhéngt, gilt das Ergebnis ebenso fiir offene
Strings. Wie in Anhang C.3 gezeigt wird, liefert die Bestimmung der Dimension der
Kerne der kovarianten Ableitungen sowohl fiir kompakte Riemann-Flichen als auch
fir Riemann-Fléchen mit Rand dasselbe (von der Topologie der Flidche abhéngende)
Ergebnis. Dementsprechend kann (I11.30) mit halbzahligem Genus g = 1 — x/2 auch
fiir Streuamplituden offener Strings angewendet werden.

I11.3.4 Die U(1) MoDULI

Die U(1) Moduli beschreiben die physikalischen Transformationen des Eichfeldes A,
auf der Weltflache des N=2 Strings, d.h. der Konnektion des U(1) Prinzipalbiindels
auf der Riemann-Flache. Das U(1) Biindel ist topologisch durch die in Gleichung
(IIL5) definierte Chern-Zahl ¢; = 5= [ F® charakterisiert, wobei F'® die entsprechen-
de Feldstirke 2-Form ist, fiir die zumindest lokal gilt F?) = dAM. Der Raum der U(1)
Konnektionen ist ein affiner Raum, d.h. es ist moglich, die Konnektion in ein festes
Hintergrundfeld AE?, das die Chern-Zahl liefert, und einen Anteil an Fluktuationen
A(()l) mit Chern-Zahl Null aufzuspalten

AW = AD AN mip L / F® =¢ und L / F?P=0. (I11.31)

27 c1

Diese Aufspaltung ist nicht eindeutig, allerdings ist die Wahl des Hintergrundfeldes AE})
beliebig, da die Differenz zweier Hintergrundfelder mit Chern-Zahl ¢; immer eine Chern-
Zahl Null Fluktuation A(()l) ist. Im folgenden konnen also das U(1) Hintergrundfeld und
die Fluktuationen getrennt voneinander betrachtet werden. Die Fluktuationen werden
dabei zu einer Integration iiber die nichttrivialen Monodromien der Felder entlang der
Homologiezykel der Weltflache fithren, wihrend das Ausintegrieren des Hintergrundes
zur Einsetzung eines SpektralfluBoperators in das Pfadintegral fiihrt.
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DIE FLUKTUATIONEN DER U(1) MoDULI

Die U(1) Konnektion Aél) mit verschwindender Chern-Zahl beschreibt ein sogenanntes
triviales Biindel, das durch eine global definierte 1-Form beschrieben werden kann. Eine
global definierte 1-Form kann nach dem Hodge-Theorem [110, Abschnitt 7.9] zerlegt
werden in einen exakten, einen koexakten und einen harmonischen Anteil,

AW = ax+i xdN + D (I11.32)

Mit den beiden Eichtransformationen U(1)y aus (I1.20e) und U(1) 4 aus (I1.21e) konnen
der exakte und der koexakte Anteil eliminiert werden

AL e (AW 4 id) e = AD — dA (I11.33a)
ADY eV (AD —xd) N = AW 5N (I11.33b)

Durch eine entsprechende Wahl der Eichparameter A und A’ kann man also im trivialen
Biindel stets erreichen, daf gilt Agl) = h(V. Die harmonische 1-Form erfiillt dann die
Gleichungen Fé2) = dAgI) = 0 und d* Aél) = 0, man erhélt also eine flache Konnektion
in der Lorentz-Eichung.

Eine allgemeine harmonische 1-Form auf einer Riemann-Fliche mit g Henkeln, b
Réndern und n Punktierungen hat die Form

h=2mi (Aa; + B'B; + G'v; + D'6; + E'ey) . (111.34)
Dabei sind «; und g; mit ¢ = 1,..., g die zu den kanonischen Homologiezykeln dualen
reellen harmonischen 1-Formen aus Gleichung (B.2). 7; und §; mit j =1,...,n — 1

sind die zu den Zykeln zwischen den Punktierungen und um die Punktierungen dualen
harmonischen 1-Formen, die man mittels (B.4) aus den in Anhang B.2 definierten
meromorphen 1-Formen konstruieren kann. Die ¢, mit £ = 1,...,b sind die zu den
Zykeln um die Locher dualen 1-Formen, die man mit der Involution (B.10) aus der
Basis der harmonischen 1-Formen der doppelten Uberlagerung erhélt.

Die Koeffizienten der Entwicklung (II1.34) kénnen beliebige reelle Werte annehmen,
Al B!, G7,Ci, E* € R. Wenn jedoch alle Koeffizienten ganzzahlig sind, ist g(z) = e/r "
einwertig auf der Weltfliiche des Strings®. Dann erzeugt g(z) “groBe” Eichtransforma-
tionen, die nicht in der Zusammenhangskomponente der Identitét liegen, und die eine
dhnliche Rolle spielen, wie die Dehn-Twists im Fall der metrischen Moduli. Durch das
Ausdividieren der grofien Eichtransformationen mit ganzzahligen Parametern kompak-
tifiziert man den U(1) Moduliraum auf (R/Z)>97=D+b = [0, 1]29+7=D+b Wie in den
Gleichungen (I1.34a) und (I1.34b) gezeigt wurde, kann eine Transformation des Eichfel-
des in die kontinuierlichen Randbedingungen der unter der U(1) geladenen Fermionen
absorbiert werden. Die Integration iiber die Fluktuationen des U(1) Moduliraumes
fithrt also zu einer Integration iiber die Monodromien der fermionischen Felder entlang
der Homologiezykel der Weltflache.

Die Monodromien der Felder an den Punktierungen der Weltfléiche konnen in Spek-
tralfluBoperatoren SFO(O) absorbiert werden, so dafl die entsprechenden Ver-texope-
ratoren in den Neveu-Schwarz-Sektor transformiert werden [38]. Da die Ableitung des
SpektralfluBoperators 9,SFO(©) BRST-trivial ist®!, kénnen diese Operatoren frei auf
der Weltflache des Strings verschoben werden. Insbesondere kénnen die von den Mono-
dromien der Punktierungen erzeugten SFO(©;) an einem Punkt der Weltfliche zusam-
mengefiihrt werden, so daf dort gilt [[/—,' SFO(0;) = SFO(327' ©,). Die durch diesen

60p ist dabei ein beliebiger Referenzpunkt auf der Riemann-Fliche, der aus allen physikalischen
Ergebnissen herausfillt.

61Fs ist 9,SFO(O) = —© JSFO(0) = —0 {Q, '} SFO(O) = —0 {Q, ¥ SFO(O)}.
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so zusammengefassten Spektralflufl bedingten nichttrivialen Periodizitdtsbedingungen
wirken auf die unter der U(1) geladenen Felder bei Transport entlang eines Weges, der

aus allen zu den Punktierungen gehérenden Wegen c¢;,d; mit j = 1,...,n — 1, zusam-
mengesetzt ist. Dieser Weg ist aber stets homotop zu einem aus den Zykeln um die
Henkel a;,b; mit + = 1,...,g und um die Locher e, mit k = 1,...,b zusammengesetz-

ten Weg. Damit fithrt die Integration iiber die zu den Punktierungen gehérenden U (1)
Moduli lediglich zu einer Verschiebung der Monodromien um die a;, b; und e Zykel der
Weltfliche. Da diese jedoch zyklisch auf dem Intervall [0, 1] sind, fillt die Integration
tiber die U(1) Moduli der Punktierungen einfach heraus, und liefert nur des Volumen
des Moduliraumes, das gleich eins ist, als Faktor im Integranden. Ubrig bleibt eine In-
tegration iiber die Rand- oder Periodizitdtsbedingungen entlang der Basiselemente der
Homologiegruppe der nicht punktierten Riemann-Flache, die sich in einer Integration
iiber die Spinstrukturen der fermionischen Propagatoren widerspiegelt.

Das U(1) HINTERGRUNDFELD

Ein U(1) Biindel mit nicht verschwindender Chern-Zahl ist nichttrivial, d.h. auf der
Riemann-Fldche mufl mehr als nur eine einzige globale Koordinatenumgebung gewéhlt
werden, um die 1-Form AE}’ definieren zu kénnen. Die Ubergangsfunktionen des U(1)y
Biindels in den Uberlappungen der Koordinatenumgebungen sollen dabei nichttrivial
sein. Prinzipiell wiren auch nichttriviale Ubergangsfunktionen fiir das U(1)4 Biindel
moglich, was zu zwei unterschiedlichen Chern-Zahlen fiir Linksldufer und Rechtslaufer
fithren wiirde [19, 39, 116]. Um eine global wohldefinierte Chern-Zahl zu erhalten,
muf der U(1)4 Eichparameter X" global definiert sein. Nur dann ist sein Beitrag zur
Chern-Zahl eine totale Ableitung

c=L [F@Y = L [ (P _Ay). (IIL.35)

2 2w

Eine sinnvolle Wahl des festen Hintergrundfeldes zur Chern-Zahl ¢; besteht in der
Konstruktion einer d-verteilten Feldstirke 2-Form®? [38]. Damit die Feldstiirke die
Form einer §-Funktion annimmt, mufl die Konnektion einen einfachen Pol haben, fiir
den gilt

1 1
Os~ = 0. =2m §@(2). (I11.36)

Es sind also meromorphe Differentialformen zur Konstruktion der Konnektion zu ver-
wenden. Die Summe der Residuen einer global definierten meromorphen 1-Form
verschwindet, daher sind zur Definition einer Konnektion die zu einer J-verteilten
Feldstarke fithrt mindestens zwei verschiedene Differentialformen auf verschiedenen sich
iberlappenden Koordinatenumgebungen zu verwenden. Sei etwa wpq eine wie in Glei-
chung (B.6) definierte meromorphe 1-Form mit P € U und @ € ¥ \ U, wobei U eine
Umgebung auf der Riemann-Fliche ¥ ist. Nun definiert man die U(1) Konnektion

Ag)zc—l. wpg — Wpg auf U
o ( ) (I11.37)
A =(w+ o) auf X\U .

62Es ist genau so méglich, die Chern-Zahl ¢; gleichméBig iiber die Weltfliche zu verteilen und
eine Konnektion zu konstruieren, die zu einer konstanten Feldstérke fiihrt. Hier soll jedoch nur die
Moglichkeit vorgestellt werden, die Konnektion so zu konstruieren, daf3 die gesamte Feldstéirke in
einem Punkt auf der Weltfliche konzentriert wird. Da sich Konnektionen, die zur selben Chern-Zahl
fithren, nur um Fluktuationen im U(1) Moduliraum unterscheiden, sind beide Varianten #quivalent.
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Die Transitionsfunktion, die diese beiden Definitionen verbindet, ist eine U(1) Trans-
formation dA = i g~'dg, welche die Kozykelbedingung
C1 C1

Ldan— 1 7{ (AD AV = ¢, (I11.38)

P

erfiillt. Die entsprechende Feldstiarke 2-Form hat dann die Form

F® =2mic; 0@ (2 — 2p)dz NdZ. (IT1.39)

Nach der Konstruktion der Konnektion, die zur Feldstéarke Fc(f ) aus (I1.39) fiihrt,
hiangt die eichfixierte Wirkung des N=2 Strings noch von der Chern-Zahl ¢; des U(1)
Biindels ab. Diese Abhéngigkeit kann jedoch abgespaltet und durch die Einsetzung
eines Spektralfluoperators in das Pfadintegral ausgedriickt werden [36],

_ . . ’ o _ . . ’ o
e S[T,C,Cl,Z,\I/,b,C,ﬁ,’y,b 7C] =e S[Tvcrovzvqllbvcvﬁfy:b 7C] SFO(_C]_) .

Der Operator SFO(—c¢;) wird zunéchst an der Stelle, an der die Feldstarke ihren Trager
hat, in den Integranden eingesetzt. Entsprechend der obigen Diskussion kann der
Operator aber beliebig auf der Weltfliche verschoben und sogar in ein Produkt von
Operatoren SFO(O;) zerlegt werden®, die dann auf verschiedene Vertexoperatoren im
Pfadintegral wirken. Insgesamt enthélt der Integrand nach der Eichfixierung dann die
Operatoren

(PCO™)X 2™ (PCOH) ¥ ™ " SFO(~¢y) .

Dabei stellt man fest, daff der SpektralfluBoperator, der die Form SFO(c¢;) ~ et (¢#7—#7)
hat, gerade die Asymmetrie aufhebt, die dadurch entsteht, dafl unterschiedliche An-
zahlen der beiden Bildwechseloperatoren PCO* ~ e#* im Integranden auftauchen.
Allerdings ist zu beachten, dafl der Spektralflul die unterschiedliche Wirkung der Bild-
wechseloperatoren nicht aufhebt. Die Wirkung von SFO(—¢y) ist nicht dquivalent zur
Wirkung von (PCO*/PCO~)~¢, da der Operator SFO nicht nur auf die Bildladung
der Vertexoperatoren wirkt, sondern auch auf ihre Impulsstruktur.

%3Dabei muf natiirlich gelten ), ©; = —c1.



IV. TREE-LEVEL AMPLITUDEN UND
EFFEKTIVE FELDTHEORIE

Die Tree-Niveau-Amplituden des N=2 Strings sind weitgehend bekannt [102, 103, 114].
Sowohl durch explizite Rechnung [80, 143] als auch durch Ausnutzung der Symmetrien
des N=2 Strings, etwa durch die Konstruktion von Ward-Identitéaten [84] oder durch
die Einbettung des N=2 Strings in eine N=4 Theorie [19, 20, 116], kann gezeigt wer-
den, dafl die meisten Amplituden auf der Topologie der Sphére oder auf der Disk
verschwinden. Die effektive Feldtheorie im 2 + 2 dimensionalen Targetraum, die genau
dieses Verhalten der Amplituden reproduziert, ist eine selbstduale Gravitationstheorie
im Fall des geschlossenen N=2 Strings [114] und eine selbstduale Yang-Mills Theorie im
Fall des offenen N=2 Strings [115]. Gemischte Amplituden aus offenen und geschlos-
senen Strings auf der Topologie der Disk liefern eine Kopplung zwischen selbstdualer
Yang-Mills und Gravitation sowie Korrekturterme zur Gravitation [56, 57].

IV.1 STRINGS

Die Amplituden A;{’%o des N=2 Strings auf der Sphére bzw. auf der Disk kénnen
mit dem in Kapitel IIT vorgestellten Pfadintegralformalismus berechnet werden. In
beiden Féllen gibt es auler den Positionen der Punktierungen bzw. der Vertexopera-
toreinsetzungen keine Moduli, das bedeutet insbesondere, dafl keine Antigeistfelder zur
Absorption der Nullmoden in das Pfadintegral eingesetzt werden miissen. Jedoch gibt
es auf der Shére drei komplexe konforme Killing-Vektoren, mit denen die Positionen von
drei Vertexoperatoren auf der Weltfliche und auf der Disk drei reelle konforme Killing-
Vektoren, mit denen die Positionen von drei Vertexoperatoren von offenen Strings am
Rand der Weltfliche fixiert werden kénnen. Da das Spektrum des N=2 Strings so-
wohl im offenen als auch im geschlossenen Sektor jeweils nur einen masselosen skalaren
Zustand enthélt, ist die Anzahl der moglichen zu berechnenden Amplituden relativ
gering. Es gibt jeweils nur eine n-Punkt-Amplitude, bei der n Strings, die diesen einen
Zustand repréasentieren, gestreut werden.

IV.1.1 GESCHLOSSENE STRINGS

Die Auswahlregel (II1.30) besagt im Fall der Amplituden von geschlossenen Strings
auf der Sphére, daB fiir die Summe der Bildladungen der in das Pfadintegral (II1.19)
eingesetzten Vertexoperatoren in der holomorphen und in der antiholomorphen Hélfte
jeweils gelten muf}; 7+ = 7~ = —2. Die moglichen Chern-Zahlen M des U(1) Biindels
auf der Weltflidche liegen fiir die n-Punkt-Amplitude auf der Sphére zwischen —n und
n. Dabei soll im folgenden zunéchst die einfachste Amplitude mit trivialem U(1)
Biindel, d.h. mit M = 0, berechnet werden. Die Amplituden in allen anderen Chern-
Zahl Sektoren kénnen dann wie in Abschnitt I11.3.4 beschrieben durch Anwendung des
SpektralfluBoperators aus dieser gewonnen werden.
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DIE DREI-PUNKT-AMPLITUDE

Die Drei-Punkt-Amplitude des geschlossenen N=2 Strings kann als Korrelationsfunkti-
on der Vertexoperatoren V(_i ), V(o,—1) und V(_; _1y aus Gleichungen (11.107), (I1.106)
und (I1.104) konstruiert werden. Die drei Positionen z;, an denen sich die Vertex-
operatoren auf der Weltflache befinden, kénnen aufgrund der drei konformen Killing-
Vektoren auf beliebige Werte gesetzt werden. Zur Vereinfachung der Rechnung wéhlt
man iiblicherweise z; = 0, 2o = 1 und z3 = oo. Die konforme Killing-Gruppe be-
steht aus den Nullmoden der Geistfelder. Da unkompensierte Nullmoden das Pfadin-
tegral verschwinden lassen, miissen insgesamt drei Reparametrisierungsgeister ¢ und
ein U(1) Geist ¢ in die Korrelationsfunktion eingefiigt werden. Diese Geister kénnen
zum Beispiel in die Vertexoperatoren integriert werden, so dal die holomorphe Halfte
der Drei-Punkt-Amplitude die Form annimmt

S0k, ko kg) = (Vi g (R, 20) V§ (b2, 22) VE ) (k3. 23)) (IV.1)
mit%
V ok, 2) = cck- v k-¢Te? 7 e (2) (IV.2a)
Vi, 1<k,z> = ekt ke TR () (IV.2b)
V(ml y(k,2) = cedd eme Tt k(). (IV.2¢)

Die Vertexoperatoren sind hier so gewéhlt, dafi keine Kontaktterme, d.h. keine Kon-
traktionen der Form (0.Z0;7) ~ 6® (z — z), auftauchen. Diese Terme sind die einzige
mogliche Verbindung zwischen der holomorphen und der antiholomorphen Hélfte der
Theorie und verhindern insbesondere bei Loop-Rechnungen eine einfache holomorphe
Faktorisierung der Amplituden. Ohne Kontaktterme la8it sich eine Amplitude wie
(IV.1) jedoch als Produkt der Korrelationsfunktion der holomorphen Haélften der Ver-
texoperatoren mit deren komplex Konjugiertem darstellen,

A§:8<kl>k2>k3) = (V21,0 (K1, 21) V(g 1) (K2, 22) ‘/(C_Cll,_l)(k3723)> X c.c. (IV.3)
mit den holomorphen Hélften der Vertexoperatoren,
V(C—1,0)(ka z) = ck-p e ? F(z) (IV 4a)
Vio-ny(k,z) = ekt e " e'F2(2) (IV.4Db)
VE (k) = e e (), (IV.40)

Zur Berechnung der Amplitude (IV.3) kann das Wick-Theorem angewendet werden.
Dazu werden sdmtliche Kontraktionen zwischen den Feldern in der Korrelationsfunk-
tion gebildet und durch die entsprechenden Propagatoren ersetzt. Auf der Sphére sind
diese Propagatoren durch die fundamentalen Operatorproduktentwicklungen gegeben.
Man erhalt die Beitrage

(c(z1)e(z2)c(z3)) = (21— 22) (21 — 23) (22 — 23)
(d(z) = 1
(e ) e ) = (5 — 2p)7 (IV.5)
< ik-Z(z1) szzz zk:Z (23) > H(Zz . Zj)—2k:i-kj

(k-0 (z1) ko -7 (22)) = ky-ko(21—22) 7"

64Produkte von Feldern am gleichen Ort sind stets als normalgeordnet zu verstehen, auch wenn die
Normalordnung : ... : hier nicht mitgeschrieben wird.
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Aufgrund der Impulserhaltung und der Massenschalen-Bedingung erfiillen die Impulse
k; die Bedingungen

itk +ks=0 und K =ki=k2=0. (IV.6)

Daraus folgt fiir die Drei-Punkt-Amplitude, dafl nicht nur sdmtliche Impulsquadrate,
sondern auch sdmtliche Skalarprodukte von Impulsen verschwinden, k; - k; = 0 mit
i,j € {1,2,3}. Dies vereinfacht die Berechnung der Amplitude betréchtlich. Insbeson-
dere stellt man fest, dafl der Ausdruck (IV.3) unabhéngig von den Positionen z; der
Vertexoperatoreinsetzungen ist®. Man erhélt so das Ergebnis

A§;8(k1, ko, ks) = (k1 - ko — ko - /<?1)2 (IV.7)

Die DREI-PUNKT-AMPLITUDE MIT CHERN-ZAHL M # 0

Im Fall der 3-Punkt-Amplitude auf der Sphire muf§ die Chern-Zahl des U(1) Biindels
auf der Weltflache in dem Bereich M = —2,...,2 liegen. Wie am Ende von Abschnitt
I11.3.4 dargestellt, fithrt ein nichttrivialer U (1) Hintergrund zu Einsetzungen von Spek-
tralfluoperatoren in das Pfadintegral, welche die Asymmetrie der Bildladungen 7, die
im Fall M # 0 auftritt, gerade kompensieren. Im Fall der faktorisierbaren Amplitude
(IV.1) bedeutet das, dal man in der holomorphen und in der antiholomorphen Hilfte
jeweils die Operatoren SFO(+1) oder SFO(—1) bzw. SFO(+1) oder SFO(—1) einset-
zen kann®. Die Asymmetrie in den Bildwechseloperatoren fiihrt in jeder holomorphen
Halfte zu den Modifikationen der Vertexoperatoren

Vicro (k) = Vi-y (k) baw. Vi ny(k) = Ve (k) - (IV.8)
Die Wirkung des entsprechenden Spektralflusses liefert dann
Vio-1y(k) = SFO(+1) Vio,-1)(k) = h(k) V1,0 (F)
bzw. (IV.9)
Vicro (k) = SFO(=1) Vi) (k) = h(k) Vo1 (k).

Man erhélt also nach der Anwendung von Bildwechsel- und SpektralfluBoperatoren
wieder dieselben Vertexoperatoren, jedoch mit dem impulsabhéngigen Vorfaktor

KO K

Das bedeutet, dafl die holomorphe Hélfte Ag:%ol der Amplitude mit Chern-Zahl M aus

der holomorphen Hélfte der Amplitude Ag:g hol = ki - kg — ko - ky mit Chern-Zahl M = 0
durch die Beziehung
A?‘}:éuhol = h(k)™ A§:8h01 (IV.11)

folgt. Die Auswirkung eines Wechsels des Chern-Zahl Sektors wird besonders deutlich,
wenn man die Amplitude in der Bispinor-Notation darstellt. Dann gilt mit &;" A ki =

S
‘Agzghol =k Nky . (IV.12)

65Diese Unabhiingigkeit des Integranden von den metrischen Moduliparametern z; ist nicht
iiberraschend. Auf diese Weise manifestiert sich die residuelle Symmetrie, die aus der Existenz von
drei komplexen konformen Killing-Vektoren auf der Sphére folgt.

66Da, hier die Konfiguration der Konnektion des Eichbiindels so sein soll, dal nur eine Chern-Zahl
auf der Weltflache definiert wird, ist in beiden Hélften der selbe SpektralfluBoperator einzusetzen,
siehe dazu auch die Diskussion in Abschnitt 111.3.4.
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Fiir die anderen Chern-Zahlen M = 41 erhilt man dann
Ajiho = K ARS und - AZgL =k Ak (IV.13)

Entsprechend erhilt man auch aus allen anderen Amplituden im Chern-Zahl Null Sek-
tor die Amplituden fiir hohere bzw. niedrigere Chern-Zahlen, indem man antisymme-
trischen Impulsprodukte k;” A k; durch k;" A kJ baw. k7 Ak} ersetzt.

DIE VIER-PUNKT-AMPLITUDE

Fiir die Vier-Punkt-Amplitude auf der Sphére gelten die selben Auswahlregeln, wie
fiir die Drei-Punkt-Amplitude. Um sie zu berechnen, mufl noch ein zusétzlicher Ver-
texoperator so in das Pfadintegral eingesetzt werden, dafl sich die gesamte Bildladung
nicht erhoht. Das Ergebnis hdngt nicht von der Wahl des Vertexoperators ab, jedoch
vereinfacht sich die Rechnung, wenn man die Korrelationsfunktion aus zwei Vertexope-
ratoren im (—1,0) Bild und zwei Vertexoperatoren im (0, —1) Bild konstruiert. Weitere
Geistfelder werden nicht benétigt, da alle auftretenden Nullmoden bereits durch die
in der Drei-Punkt-Amplitude eingefithrten Geisteinsetzungen absorbiert werden. Da
aufgrund der konformen Killing-Vektoren lediglich die Positionen von drei Vertexopera-
toreinsetzungen auf beliebige Werte fixiert werden kénnen, ist nun die Integration iiber
den metrischen Moduliraum durchzufithren. Die Position eines der Vertexoperatoren
muf} {iber die Weltfliche des Strings, d.h. hier iiber die gesamte komplexe Ebene, inte-
griert werden. Der zu bestimmende Ausdruck ist damit fiir verschwindende Chern-Zahl
M = 0 von der Form

Ao (k:) I/d222 (VDo) (ks 20) Vicroy (K, 22) Vi _yy (K3, 23) Vi (s, 2a)) . (IV.14)

Da keine Kontaktterme auftreten, konnen die Korrelatoren der holomorphen und der
antiholomorphen Héalft wieder getrennt berechnet werden. Es treten neben den in
(IV.5) angegebenen keine neuen Arten von Korrelatoren auf, so daf man die Ampli-
tude (IV.14) mit Hilfe des Wick-Theorems bis auf die [ d*z; Integration berechnen
kann. Nach der Ausnutzung der Symmetrien der konformen Killing-Gruppe, um die
Koordinaten der nicht integrierten Vertexoperatoren auf z; =0, z3 = 1 und z4 = o0 zu
setzen®, ergibt sich der Ausdruck [114]
2
|2|7%12 |1 — 2| 7514,

1
Ao(ks) = 1 /d222
(IV.15)

Dabei wurden die Abkiirzungen verwendet, s;; = 2k; - k; = ki - ki + ki - l_fj und ¢;; =
kXA ki = ki-kj — ki - k;. Das Integral 1ait sich 16sen, es ist die Integraldarstellung
einer hypergeometrischen Funktion ,F,(a;, b;; ¢;; 22) [1]. Damit erhdlt man

1 C12C34  C23Cq1
T 2
(=) 14 (514 +2) + - + -

D(1 = $12/2) (1 — 813/2) T(1 — 514/2)

AL (k) = 7 F? , V.16
470( ) F(812/2) F(513/2) F(814/2) ( )

mit dem impulsabhéngigen Vorfaktor
F—1_ C12C34  C23Ca1 (IV.17)

512 513 514 513

5"Der dabei erhaltene Ausdruck scheint wegen der Wahl z; = oo unendlich zu sein, unter Ausnutzung
von Impulserhaltung und Massenschalenbedingung verschwinden aber Terme der Form k; - kg + k2 -
ky + k3 - kg = —k4 - k4 = 0, und damit auch die z4-Abhiigigkeit.
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Die Impulse k; mit ¢ = 1,...,4 miissen die Impulserhaltung k; + ko + k3 + k4 = 0 und
die Massenschalenbedingung k? = k2 = k2 = k? = 0 erfiillen. Damit a8t sich zeigen,
daB der Vorfaktor verschwindet, F' = 0. Also ist auch die Vier-Punkt-Amplitude auf
der Sphére gleich Null,

Ag(k:) = 0. (IV.18)
Ebenso sind auch alle hoheren n-Punkt-Amplituden auf der Sphére aufgrund eines aus
kinetischen Griinden verschwindenden Vorfaktors Null.

Das Verschwinden aller hoheren Amplituden auf Tree-Niveau “rettet” die N=2
Stringtheorie und ist anschaulich leicht zu verstehen. Stringtheorien sind dual [75,
Kapitel 1], d.h. die Entwicklung einer Amplitude nach Polen im s-Kanal liefert das-
selbe Ergebnis, wie die entsprechende Entwicklung im ¢-Kanal. Um diese Identitét zu
verwirklichen, werden in den Entwicklungen jedoch unendlich viele Pole, also unend-
lich viele massive Anregungen im Targetraum-Spektrum des Strings, bendtigt. Da der
N=2 String keine massiven Anregungen besitzt, ist eine solche Reihenentwicklung im
s- und im t-Kanal nicht moglich, eine nicht verschwindende 4-Punkt-Amplitude kénnte
auf Tree-Niveau also nicht dual sein. Erst dadurch, dafl diese und alle héheren Ampli-
tuden verschwinden, besitzt der N=2 String die Dualitét, die man von Stringtheorien
iiblicherweise erwartet.

IV.1.2 OFFENE STRINGS

Die Berechnung der Amplituden von offenen Strings unterscheidet sich auf Tree-Niveau
nicht wesentlich von der Berechnung der holomorphen Hélften der Amplituden des ge-
schlossenen Strings. Die zu betrachtende Weltflache ist eine Disk, auf dessen Rand sich
die Vertexoperatoren befinden und die auf die obere komplexe Halbebene abgebildet
werden kann, mit den Vertexoperatoren auf der reellen Achse. Die Dimensionen von
Modulirdumen und konformen Killing-Gruppen sind fiir offene Strings halb so grofl wie
fiir die entsprechende geschlossene doppelte Uberdeckung. Das bedeutet im wesentli-
chen, dafl aus einem komplexen Parameter im Fall des geschlossenen Strings ein reeller
Parameter im Fall des offenen Strings wird. Die Auswahlregel (I11.30) verlangt, da8 fiir
die Summe der Bildladungen der Vertexoperatoren gilt 7+ = 7= = —2, allerdings wird
jetzt nicht mehr zwischen den Bildladungen der holomorphen und der antiholomorphen
Halfte unterschieden.

Wie auch bei der oben berechneten Drei-Punkt-Amplitude auf der Sphére, sind bei
der Drei-Punkt-Amplitude auf der Disk die Positionen der Vertexoperatoren die einzi-
gen Moduliparameter. Da offene Strings nur an den Rand der Weltfliche koppeln, sind
diese Moduliparameter reell, ebenso wie die drei reellen konformen Killing-Vektoren,
mit denen sie auf beliebige reelle Werte fixiert werden kénnen. Mit den Vertexoperato-
ren aus (IV.4a) bis (IV.4c) nimmt die Streuamplitude von drei offenen Strings fiir die
Chern-Zahl M = 0 die Form an

Ags(ky, ko, ks) = (VI gy (k1, 21) VG _y) (Ko, 22) Vi) (K3, 23)) - (IV.19)

Da die Korrelatoren der Felder auf der Disk dieselbe Form haben wie die entsprechenden
Korrelatoren auf der Sphére (IV.5), mit dem einzigen Unterschied, dafl die Argumente
der Funktionen nun reell sind, kann man das Ergebnis der Amplitude (IV.19) aus
Gleichung (IV.7) ablesen. Man erhilt

Ay (ky, ko, ks) =y -y — Ky - by (IV.20)

Dieses Ergebnis nimmt in der Bispinor-Notation die Form an Aé:g =k A ky. Daraus
folgen die Drei-Punkt-Amplituden auf der Disk mit Chern-Zahl M = —1, ki A k; und
M =41, kF ANES.
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Ebenso wie im Fall der geschlossenen N=2 Strings ist auch fiir offene Strings die
Drei-Punkt-Amplitude auf der Disk die einzige nicht verschwindende Tree-Niveau Am-
plitude.

CHAN-PATON-FAKTOREN

Im Gegensatz zu geschlossenen Strings besitzen offene Strings zwei ausgezeichnete
Punkte, die beiden Enden des Strings. An diese konnen zusétzliche Quantenzahlen ge-
koppelt werden, etwa indem man Lie-Algebra-wertige Faktoren, die sogenannten Chan-
Paton-Faktoren [118], an die Enden des offenen Strings hingt. Diese Quantenzahlen an
den Enden von offenen Strings haben zwar keine Dynamik auf der Weltfliche, spielen
aber in der Targetraumtheorie eine wichtige Rolle. Da beim Verschmelzen von zwei of-
fenen Strings zu einem offenen String die zusammentreffenden Chan-Paton-Faktoren im
Inneren des Strings zu liegen kommen, miissen sie sich wegheben. Das heifit an einem
Rand der Weltfliche benachbarte Chan-Paton-Faktoren miissen in zueinander konju-
gierten Darstellungen der Lie-Gruppe liegen. Dies fiithrt bei Amplituden offener Strings
dazu, dafl der Wert der Amplitude mit der Spur iiber die den dufleren Stringzustinden
zugeordneten Chan-Paton-Faktoren multipliziert wird. Auf diese Weise beschreiben
offene Strings dann die Wechselwirkung eine Eichtheorie im Targetraum.

In den Superstringtheorien liefern Unitaritdtsbedingungen an die Amplituden Ein-
schrankungen fiir die moglichen Chan-Paton-Gruppen [104]. Insbesondere liefert die
Forderung der Anomaliefreiheit des Typ I Superstrings die Gruppe SO(32) als Eich-
gruppe der Ladungen an den Stringenden [74]. Aufgrund der verschwindenden Vier-
Punkt-Amplitude auf Tree-Niveau findet man im Fall des N=2 Strings keine derartigen
Einschrédnkungen an die Chan-Paton Faktoren [102]. Hier erhdlt man lediglich zu den
Amplituden mit zwei (IV.21) bzw. drei (IV.20) offenen Strings einen Vorfaktor der
Form tr AMAE = k4B bzw. tr MABNC = fABC Dabei sind die A* die Ladungen der
Enden der offenen Strings. k4% ist die Killing-Form der Chan-Paton-Gruppe und f45¢
sind deren Strukturkonstanten.

IV.1.3 GEMISCHTE AMPLITUDEN

Da bei einer lokalen Betrachtung der Weltflichen das Verschmelzen von zwei offenen
Strings zu einem offenen String (siehe Abbildung IV.1 (a)) nicht vom Verschmelzen der
beiden Enden eines offenen Strings zu einem geschlossenen Strings (siehe Abbildung
IV.1 (b)) zu unterscheiden ist, sind bei der Untersuchung von Theorien mit offenen
Strings neben den Amplituden von nur offenen Strings aus Abschnitt IV.1.2 auch ge-
mischte Streuamplituden von offenen und geschlossenen Strings und die Streuung von
geschlossenen Strings in offenen Topologien, d.h. auf der Disk oder auf dem Zylinder,
zu betrachten.

—
@ o 9:) ABBILDUNG IV.1 - Bildung von (a) einem offenen
String aus zwei offenen Strings und (b) einem geschlos-

(b) C% @ senen String aus einem offenen String.

Das fithrende Niveau der gemischten Amplituden in der Storungsentwicklung be-
steht aus Amplituden, welche die Streuung von einem oder mehreren geschlossenen
Strings in der offenen Topologie einer Disk beschreiben. Diese Amplituden werden im
Prinzip genau so berechnet wie die oben beschriebenen Amplituden rein offener oder
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rein geschlossener Strings. Auf der oberen Halbebene ist die Korrelationsfunktion von
Vertexoperatoren offener und geschlossener Strings zu bestimmen.

Auch die durch die Vertexoperatoren geschlossener Strings auf der Weltfliche er-
zeugten Zustdnde miissen die Randbedingung (I1.39a) des offenen Strings erfiillen,
d.h. die bosonischen Felder sind nur auf der oberen Halbebene definiert, und ih-
re Normalenableitung mufi am Rand der Weltfliche verschwinden. Diese Neumann-
Randbedingung kann man am einfachsten durch die Anwendung des aus der Elek-
trodynamik bekannten Spiegelladungsprinzips erfiillen. Dazu wird das bosonische Feld
ZM(z) um ein dazu spiegelbildlich zur Grenzflache (der reellen Achse) angeordnetes Feld
ZM(2) ergénzt. Die Summe dieser beiden Felder erfiillt dann offensichtlich die richtigen
Randbedingungen, 9(Z*(z) + Z"(z))/0Im z = 0. Der dieses zusammengesetzte Feld
erzeugende Vertexoperator ist das Produkt aus der das Feld Z#(z) auf der Weltflache
erzeugenden holomorphen Hilfte des geschlossenen Vertexoperators V(k,z) und der
das Feld Z#(Zz) auf der unteren Halbebene erzeugenden antiholomorphen Hilfte dieses
Vertexoperators. Dabei teilen sich diese Operatoren jedoch anders als im Fall der ge-
schlossenen Strings auf der Sphére nicht die gemeinsamen Nullmoden. Sie sind also
nicht gemeinsam normalgeordnet, sondern lassen sich als Produkt der normalgeordne-
ten holomorphen und antiholomorphen Hilften schreiben, : V(k,z) :: V(k,z) : . Mit
den so zerlegten Vertexoperatoren und den entsprechenden Propagatoren der Felder auf
der Weltfliche kann man die gemischten Amplituden des N=2 Strings konstruieren.

GEMISCHTE DREI-PUNKT-AMPLITUDEN

Es gibt drei verschiedene gemischte Amplituden auf der Disk, mit einem (Abbildung
IV.2 (a)), zwei oder drei (Abbildung IV.2 (b)) geschlossenen Strings in der oberen Halb-
ebene. Die Summe der Bildladungen aller Vertexoperatoren mufl wieder 7t = 7~ = —2
sein. Die konforme Killing-Gruppe erlaubt das Fixieren von drei Koordinaten. Aller-
dings existieren auf der Disk nur drei reelle konforme Killing-Vektoren, d.h. es kénnen
lediglich drei reelle Koordinaten fixiert werden, also die Positionen von offenen Vertex-
operatoren am Rand, oder Real- oder Imaginérteil von geschlossenen Vertexoperatoren
im Inneren der Weltfléche.

Die drei zu berechnenden gemischten Drei-Punkt-Amplituden sind im Chern-Zahl
M = 0 Sektor Aig(ki), Ag?(kl) und Ag:g(k:i). Die Amplitude mit nur einem offenen
String verschwindet, Ag?(kz) = 0. Fiir die anderen beiden Amplituden erhélt man die
Ergebnisse [102, 143],

A%:g(lﬂ) = (]2’1 . ]{?2 — ]{?1 . ]2?2)2 und Ag:g(kz) = (l_fl . ICQ — ]fl . ]2’2)4 . (IVQl)

Wenn man die Potenzen der Kopplungskonstante der Drei-Punkt-Amplitude auf
der Sphére, J = 2, mit der der geschlossenen Drei-Punkt-Amplitude auf der Disk
vergleicht, J = 4, erkennt man, dafl die gemischte Amplitude Aé:g(ki) einen Beitrag
hoherer Ordnung zur Stérungsreihe liefert. Das Aufspalten der geschlossenen Strings
zur Bildung eines Randes ist also eine Korrektur der Ordnung O(k) zur entsprechenden
Tree-Level Amplitude.



66 IV. TREE-LEVEL AMPLITUDEN UND EFFEKTIVE FELDTHEORIE

1z 1z

X X ABBILDUNG IV.2 - Streuung von
X (a) geschlossenen und offenen Strings
X und von (b) geschlossenen Strings
auf der Disk.
(a) (b)

HOHERE AMPLITUDEN

Die hoheren gemischten n-Punkt-Amplituden mit n > 4 koénnen nach dem gleichen
Schema wie die Drei-Punkt-Amplituden berechnet werden. Da die konforme Killing-
Gruppe bei auf der oberen Halbebene berechneten Amplituden lediglich das Fixieren
von drei reellen Koordinaten erlaubt, nimmt die Anzahl der zu integrierenden Moduli-
parameter und damit die Komplexitiat der Berechnung der Amplitude schnell zu. Von
den gemischten Vier-Punkt-Amplituden konnte bislang lediglich explizit nachgerechnet
werden, dafl Ai’éw(kz) und A§¥ (k;) verschwinden [102, 143]. Es wird jedoch angenom-
men, dafl auch die gemischten n-Punkt-Amplituden ebenso wie die rein geschlossenen
und die rein offenen Amplituden fiir N > 4 verschwinden.

IV.1.4 ZUSAMMENFASSUNG

Die Tree-Level Amplituden des N=2 Strings sind, wie in den obigen Abschnitten gezeigt
wurde, sowohl im offenen als auch im geschlossenen Sektor des N=2 Strings praktisch
vollstandig bekannt. Die meisten Amplituden verschwinden, die nicht verschwindenden
Amplituden auf der Disk, (...)p, und auf der Sphére, (...)s werden in Tabelle IV.1
noch einmal zusammengefait [90]. Dabei sind A, B,C die Indizes der Chan-Paton
Faktoren, die die offenen Strings tragen. k4% ist die Killing-Form der Chan-Paton
Gruppe und f45¢ deren Strukturkonstanten.

(cee) g k (kA ky)? TABELLE IV.1 - Die nicht verschwindenden
{ccc)p k2 (ki N ky )t Tree-Level Amplituden geschlossener ¢ und of-
(co0) p kAB (kA ky)? fener o N=2 Strings.

{000)

D fABCf(k+Ak5>

I1V.2 EFFEKTIVE FELDTHEORIE

Nachdem in Tabelle IV.1 sédmtliche nicht verschwindenden Tree-Level Amplituden
des N=2 Strings dargestellt wurden, kann nun die zugehorige effektive Feldtheorie
im Targetraum konstruiert werden. Die Feldinhalt der effektiven Feldtheorie besteht
aus samtlichen durch den String im Targetraum beschriebenen Zustinden®®. Im Fall
des N=2 Strings ist dies lediglich ein masseloses Skalarfeld, das im Sektor des offenen
Strings noch einen Chan-Paton Index tragen kann. Aus diesen Feldern ist eine Wirkung
im Targetraum zu konstruieren, die auf Tree-Niveau dieselben Amplituden besitzt,

68Im allgemeinen beschrinkt man sich dabei auf das masselose Spektrum der Stringtheorie. Da
der N=2 String keine massiven Anregungen besitzt, beschreibt hier die effektive Feldtheorie das volle
Stringspektrum.
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wie die Stringtheorie. Die verschiedenen Chern-Zahl Sektoren liefern unterschiedliche
Ergebnisse fiir die nicht verschwindenden Drei-Punkt-Amplituden. Allerdings konnen
diese Amplituden durch eine Modifikation des Impulsvorfaktors ineinander iiberfiihrt
werden, daher spielt es keine Rolle, zu welcher Chern-Zahl man die effektive Feldtheorie
konstruiert. Es wird sich herausstellen, dafl verschiedene Chern-Zahlen zur selben
Feldtheorie in verschiedenen Eichfixierungen fithren. Daher sollen im folgenden nur die
Stringamplituden mit maximaler Chern-Zahl, also mit M = J betrachtet werden. Die
daraus bestimmte effektive Feldtheorie kann durch Multiplikation der dufleren Felder
mit Impulsfaktoren in die Feldtheorien fiir andere Chern-Zahlen iiberfiihrt werden.

I1V.2.1 SELBSTDUALE GRAVITATION

Die Eigenschaften der Streuamplituden des geschlossenen N=2 Strings auf der Sphére
werden von der folgenden Wirkung im Targetraum reproduziert [113],

SPlebanski = /d4ZE ( - % 77;“7 auﬂs aDCb + % QSEMV Eﬂlj auéﬂqb 8,/55¢) . (IVQQ)

Dies ist die sogenannte Plebanski-Wirkung [119]. Thre einzige nicht verschwindende
Amplitude auf Tree-Niveau ist die Drei-Punkt-Amplitude

Ag(kl, ]{?2, ]{73) = (];71 . kg)(lﬁ . ];32) — (];31 . ]{31) (];72 . kg) = (8O~éﬁ'l{?f—dk;g)2 . (IVQS)

Der zweite Term im mittleren Ausdruck verschwindet on-shell, wihrend der erste Term
gerade dem Quadrat der linken Gleichung aus (IV.13) entspricht. Man erhélt also
wieder die Drei-Punkt-Amplitude des geschlossenen N=2 Strings fiir die Chern-Zahl
M = J = 2, wobei das Feld ¢(z) in der Plebanski-Wirkung (IV.22) den Grundzustand
des Strings reprasentiert.

Ublicherweise beschreiben masselose Anregungen geschlossener Strings Gravitation
im Targetraum. Auch der masselose Grundzustand der N=2 Strings, bzw. der masse-
lose Freiheitsgrad ¢ der Plebanski-Gleichung kénnen mit einer Gravitationstheorie in
der 2+ 2 dimensionalen Raumzeit in Verbindung gebracht werden [113]. Das Feld ¢(x)
parametrisiert die Deformationen einer Ricci-flachen Kéhler-Metrik, die in komplexen
Targetraum-Koordinaten® die Form hat

Guo = Nuw + au517¢- (IV24)

Um zu zeigen, daf die Metrik g,; aus (IV.24) tatsdchlich Ricci-flach ist, wenn der
Parameter ¢ die aus der Plebanski-Wirkung (IV.22) folgende Bewegungsgleichung
erfiillt, muf} der Ricci-Tensor konstruiert werden. Die einzigen nicht verschwindenden
Christoffel-Symbole der Metrik (IV.24) sind

F,U,VP - F/’Lp’/ == gua- pgyﬁ und Fﬂljﬁ = Fﬂﬁg = gﬂo-gﬁgl;o- . (IV25)

Aus der Metrik (IV.24) und den Christoffel-Symbolen (IV.25) kann man den Riemann-

Tensor berechnen. Es ist
Rﬂgﬁg = —agrﬂ,yﬁ und Ruyﬁo' = (%F“W . (IV26)

Alle anderen Komponenten des Riemann-Tensors verschwinden. Damit hat der Ricci-
Tensor die Form

Ruy = Rpy = 0,155 = =0, (9" Opgop) - (Iv.27)

69Zur Definition der komplexen Targetraum-Koordinaten siche Anhang A.
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Der Ausdruck in den Klammern auf der rechten Seite dieser Gleichung ist die Ableitung
der Spur des Logarithmus der Metrik. Die Spur des Logarithmus eines Tensors ist
gleich dem Logarithmus des Betrages der Determinante dieses Tensors. Damit kann
der Ricci-Tensor geschrieben werden

Ry, = —8,,5,; log } det gﬁg‘ ) (IV.28)

Man kann nun einfach zeigen, dafi dieser Ricci-Tensor verschwindet, wenn ¢ aus der
Definition der Kahler-Metrik (IV.24) die Plebanski-Gleichung erfiillt. Es ist

0101 —1 91050
Da01¢ 02050 + 1
= 0101002050 + (0101 — D205) ¢ — (01029) (D202¢) . (IV.29)

1+detg, = 1+<

Aus der Plebanski-Wirkung (IV.22) erhélt man die Bewegungsgleichung des Feldes ¢
0101 02036 + (0101 — 0ads) ¢ — (0105¢) (D2026) = 0. (1v.30)

Damit folgt aus Gleichung (IV.29), daf§ die Determinante der Kdhlermetrik konstant
ist, det g = —1. Das bedeutet wegen Gleichung (IV.28), daf der Ricci-Tensor ver-
schwindet, R;, = 0. Der masselose Grundzustand des geschlossenen N=2 Strings
beschreibt also im vierdimensionalen Targetraum eine Ricci-flache Kéhler-Metrik.
Nach einem Theorem von Atiyah, Hitchin und Singer [9] ist eine Ricci-flache Kéhler-
Mannigfaltigkeit in vier Dimensionen selbstdual, d.h. der Riemann-Tensor erfiillt die
Bedingung
Runps = 2 €™ Ry - (IV.31)

In diesem Sinne beschreibt der einzige Freiheitsgrad im Spektrum des geschlossenen
N=2 Strings eine selbstduale Gravitation im vierdimensionalen Targetraum. Die
Plebanski-Wirkung (IV.22) besitzt nicht die Invarianz unter Reparametrisierungen, die
man von Gravitationstheorien erwartet. Sie beschreibt lediglich die Propagation einer
Helizitét der selbstdualen Metrik in einer nicht kovarianten Eichung. Warum die Be-
trachtung einer Helizitédt ausreicht, um die vollen Informationen iiber eine selbstduale
Theorie zu erhalten, wird in Abschnitt IV.3 erlautert.

I1V.2.2 SELBSTDUALE YANG-MILLS THEORIE

Auch der rein offene Sektor der N=2 Stringtheorie besitzt nur eine nicht verschwin-
dende Amplitude, die Drei-Punkt-Amplitude (IV.20). Der einzige masselose Zustand
im Spektrum des offenen N=2 Strings ist ebenso wie im geschlossenen Sektor ein Ska-
lar, jedoch kann er noch den Index der Chan-Paton-Gruppe tragen, ¢» = 4. Die
Wirkung, deren Amplituden das Verhalten des offenen N=2 Strings im Targetraum
widerspiegeln, ist die Leznov-Wirkung [93, 94], die in Bispinor-Notation die Form hat

Steznoy = tr / dia( — 30+ Ly [0,%9,0,40]) - (IV.32)

Die Spur wird dabei iiber die Eichgruppe der Ladungen an den Enden der offe-
nen Strings gebildet. Die Drei-Punkt-Amplitude dieser Wirkung ist von der Form

As (k) = ekt ks # wihrend alle héheren Amplituden verschwinden. Dies entspricht
den Amplituden des offenen N=2 Strings fiir die maximale Chern-Zahl M = J.

In Abschnitt IV.2.1 wurde gezeigt, dafi die effektive Feldtheorie des geschlossenen
N=2 Strings eine selbstduale Gravitation ist. Da offene Strings {iblicherweise Eichtheo-
rien im Targetraum beschreiben, liegt die Vermutung nahe, daf§ die Leznov-Gleichung
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(IV.32) eine selbstduale Yang-Mills Theorie beschreibt. Diese Vermutung soll nun
iiberpriift werden. Die Wirkung einer Yang-Mills Theorie in vier Dimensionen hat die
Form

Syar = tr / d'z F"F,, (IV.33)

mit dem Feldstéirketensor F), = 8,4, — 0,A7 + g[A}, AJ)]. Man spricht von einer
selbstdualen Yang-Mills Theorie, wenn dieser Feldstéarketensor die Bedingung erfiillt

Fo =1e,"Fl. (IV.34)

Zur Losung dieser Bedingung ist es sinnvoll, in die Bispinor-Notation zu wechseln.
Dabei wird durch Kontraktion mit den Sigma-Matrizen jeder Vektorindex in zwei Spi-
norindizes umgewandelt, z# — 2% = ¢®* 2#. Der Feldstirketensor erhélt damit die
Indexstruktur™ F_. ;5. Da F),, antisymmetrisch in den beiden Vektorindizes ist, laBt
sich seine Bispinor-Darstellung zerlegen,

F a8 = 505Fd8 + 5dg'Faﬂ , (IV.35)

[

mit den beiden symmetrischen Anteilen”

Fag = 0" Agy +g[Ad", Aps] (IV.36a)
Foy = ady+9lA%, Ayl (IV.36b)

Mit dieser Zerlegung des Feldstarketensors lautet die Selbstdualitdtsbedingung (I1V.34)
F,5 = 0. Da dieser Anteil des Tensors (IV.35) symmetrisch in den beiden Spinorindizes
ist, liefert die Forderung der Selbstdualitdt drei Gleichungen an die Komponenten von
Fa,B7

F++ =0 s F+_ =0 und F_ = 0. (IVS?)

Die Yang-Mills Theorie (IV.33) ist eichinvariant, so daf§ es moglich ist, das Vektor-
potential A,s in die Lichtkegeleichung zu transformieren, A, ; = 0. Damit nimmt
die erste Gleichung aus (IV.37) fiir die (++) Komponente die Form 0, A, - = 0
an. Die Eichinvarianz der Wirkung erlaubt die Transformation einer zweiten Kompo-
nente des Vektorpotentials. Die Wahl A, - = 0 fiihrt zusammen mit der Lichtkegelei-
chung zu A,* = 0 und 16st die Selbstdualititsbedingung fiir die (++) Komponente des
Feldstérketensors. Die zweite Gleichung aus (IV.37) beschreibt damit die Bedingung
fiir die (+—) Komponente, 0,*A_; = 0. Diese Gleichung wird durch die Einfithrung
eines Prépotentials gelost, A_; = 0,4%. Dabei trigt das Priapotential den gleichen
Index der Eichgruppe wie das Vektorpotential. Die dritte Gleichung aus (IV.37)
liefert die Selbstdualitdatsbedingung fiir die (——) Komponente des Feldstéarketensors
I_%A_, + g[A_d‘,A_d] = 0. Diese Gleichung lat sich als eine Bedingung an das
Préapotential schreiben,

—0¢ + £[0,%¢, 04a] = 0. (IV.38)

Mit g = /k ist (IV.38) gerade die aus der Leznov-Wirkung (IV.32) folgende Bewe-
gungsgleichung fiir das Feld ¢, das den Grundzustand des offenen N=2 Strings im
Targetraum beschreibt. Damit ist gezeigt, dafl der rein offene Sektor des N=2 Strings
in der vierdimensionalen Raumzeit eine selbstduale Yang-Mills Theorie beschreibt.
Ebenso wie die Plebanski-Wirkung (IV.22) ist die Leznov-Wirkung (IV.32) nicht
kovariant. Beide Wirkungen beschreiben das Potential einer Helizitét eines selbstdua-
len Feldes in einer eichfixierten Version. Es gibt andere nicht kovariante Wirkungen fiir

Der Index der Darstellung der Eichgruppe 4 wird im folgenden zur Vereinfachung der Notation
weggelassen.
" Die Symmetrisierung (. ..) zweier Indizes ist definiert als z(,yg) = & (Tays + 2Ya)-
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selbstduale Feldtheorien, etwa in der Formulierung von Yang [157], die die Tree-Niveau
Amplituden des N=2 Strings in einem anderen Chern-Zahl Sektor reproduzieren. Klas-
sisch, d.h. auf Tree-Niveau, sind diese Amplituden dquivalent, wie die Ergebnisse der
Stringtheorie nahelegen. Durch Multiplikation der &ufleren Beine einer Amplitude mit
einem impulsabhéngigen Faktor kann eine Darstellung der selbstdualen Feldtheorie in
eine andere iiberfithrt werden. Ob diese Aquivalenz auch nach der Quantisierung noch
gilt, ist von vorneherein nicht klar. Jedoch kann gezeigt werden [49], da8 die verschiede-
nen Wirkungen der selbstdualen Yang-Mills Theorien zumindest auf Ein-Loop-Niveau
iibereinstimmen. Insbesondere sind die Wirkungen (IV.22) und (IV.32) auch aquivalent
zu Lorentz-kovarianten Wirkungen mit zwei Feldern, die in der Lichtkegeleichung die
Form annehmen

SSDG = /d4$ ( — ¢+D¢_ + g ¢+ 8+@8+ng_ a+da+ﬁ‘¢_) (IV39a)
SSDYM = ftr /d427 ( — ’QD_,_D’(/)_ + @ @/J_,_ [8+d’¢), (3+d¢]) . (IV39b)

Dabei beschreiben die Felder ¢y und ¢_ bzw. ¥, und ¥ _ die beiden Zustédnde extrema-
ler Helizitdt eines Spin-Multipletts. Dies liefert einen Hinweis auf den Zusammenhang
zwischen den Amplituden selbstdualer Feldtheorien und maximal helizitdtsverletzenden
Amplituden, der in Abschnitt IV.3 erlautert wird.

1V.2.3 KOPPLUNG VON SELBSTDUALER (GRAVITATION UND SELBST-
DUALER YANG-MILLS THEORIE

In Abschnitt IV.1.3 wurde gezeigt, dafl bei der Kopplung von offenen und geschlossenen
N=2 Strings weitere nicht verschwindende Drei-Punkt-Amplituden entstehen. Damit
enthilt die komplette effektive Feldtheorie, die den offenen und den geschlossenen String
im Targetraum beschreibt, nicht nur die Plebanski- und die Leznov-Wirkung, son-
dern auch noch zusétzliche Kopplungen zwischen den Feldern. Die beiden gemischten
Stringamplituden aus Gleichung (IV.21) erzeugen zwei zusétzliche Wechselwirkungs-
terme mit drei Feldern [56, 57]. Die Amplitude A%éw(k:z) von einem geschlossenen und
zwei offenen Strings beschreibt die Kopplung zwischen selbstdualer Gravitation und
der selbstdualen Yang-Mills Theorie. Sie fiihrt fiir Chern-Zahl M = J = 2 in der effek-
tiven Feldtheorie zu einem Wechselwirkungsterm der Form @ ptr 0,40, 0,40 L -
Die Spur wird dabei wieder iiber die Chan-Paton Indizes des Yang-Mills Prépotentials
Y4 gebildet. Die Amplitude Ag:éw (k;) von drei geschlossenen Strings auf der Sphére,
welche die achte Potenz der Impulse enthélt, erzeugt im Chern-Zahl M = J = 4 Sektor
einen Korrekturterm zur Wechselwirkung der Plebanski-Wirkung, mit insgesamt acht
Impulsen. Dieser Korrekturterm hat die Form g¢8+d8+5 0.70,°¢ 9,40 | 5044050
Insgesamt ist die Wirkung der effektiven Feldtheorie des N=2 Strings also durch den
Ausdruck gegeben [56, 57]

S = L / d'a (= 300y + YE P[0, 0.at)] + § ¢ 0.0, 0,40, 1)
+ L [ d' (= 1606+ 560,590,790 0,40, 50 + (IV.40)

%ZH ¢ a+da+ﬁa+;ya+6¢ 0+aa+5a+ﬁa+5¢) .

Die Kopplungskonstante s in dieser Wirkung ist die dimensionslose Stringkopp-
lungskonstante aus (II1.6). Vergleicht man nun die kinetischen Terme mit den
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Wechselwirkungstermen, erkennt man, da die Skalarfelder ¢ und * die folgenden
Lingendimensionen in der Raumzeit tragen miissen, [¢] = Lénge' und [¢4] = Lénge".
Um mit diesen Dimensionen der Felder dennoch eine dimensionslose Wirkung zu er-
halten, sind in Gleichung (IV.40) die Vorfaktoren i bzw. ﬁ eingefiigt worden. Die
Regge-Steigung o ist proportional zum Inversen der Stringspannung 7" und tragt die
Lingendimension Lénge?. Damit erhélt man eine Hierarchie der Beitréige zur effektiven
Feldtheorie. Im Grenzfall unendlicher Stringspannung bzw. verschwindender Regge-
Steigung o — 0, beschreibt die Wirkung (IV.40) lediglich das Verhalten des geschlos-
senen Strings auf Tree-Niveau. Als Stringkorrektur zur Ordnung O(«’) kommt der
offene Sektor des N=2 Strings mit der Kopplung von offenen an geschlossene Strings
hinzu. Als weitere Korrektur der Dynamik des Kihler-Potentials ¢ zur Ordnung O(a'?)
erhédlt man dann den Wechselwirkungsterm mit acht Impulsen.

Aufgrund der dimensionsbehafteten Kopplungskonstante o ist die Wirkung (IV.40)
nicht renormierbar. Da diese Wirkung lediglich die Tree-Level Amplituden des N=2
Strings beschreibt, ist das aber zunéchst kein Problem. Durch die Einfiihrung von zwei
weiteren Feldern ¢ fiir den geschlossenen String und @/Jf fiir den offenen String, wie in
Gleichungen (IV.39a) und (IV.39b), kann die Kopplungskonstante in die neuen Felder
absorbiert werden, so daff man eine renormierbare effektive Feldtheorie fiir den N=2
String erhalt.

IV.3 MHV AMPLITUDEN

Die Streuamplituden selbstdualer Feldtheorien werden durch maximal helizitatsverlet-
zende (MHV) Amplituden wiedergegeben [52, 65]. Dies kann am Beispiel einer nicht
abelschen Eichtheorie leicht gezeigt werden. Dazu betrachtet man zunéchst eine freie
(abelsche) Theorie fiir das Vektorpotential A(?) mit der Bewegungsgleichung™

MFY) =0 mit FY=09,4"—09,A0. (IV.41)
In der Strahlungseichung mit A(()O) =0 und V- A© = 0 nimmt diese Bewegungsglei-

chung die einfache Form an 0A© = 0. Das Feld 148t sich dann in Erzeuger- und
Vernichtermoden entwickeln,

2

d*k , '

O = | ——— —ikz | ot ik
A = / (27)3 2kq ;eu(k‘,)\) (a(k,\)e™™ + al(k,\) ™) . (IV.42)
Summiert wird dabei {iber die beiden physikalischen Polarisationen A\ = 1,2. Die

e,(k,\) sind die Polarisationsvektoren, die gemeinsam mit dem Einheitsvektor in die
riumliche Impulsrichtung e = k/|k| aufgrund der Feldgleichungen ein Rechtssystem
bilden miissen,

e* x ek, 1) =¢ék,2) und &" xék,2) = —ék,1). (IV.43)

Man erhélt Zustédnde mit bestimmter Helizitdt 4+ durch die Wirkung des Erzeugers
a'(k, £) auf das Vakuum. Dabei definiert man den Vernichter zur Helizitiit + durch
alk,£) = % (a(k,1) £ia(k,2)). Analog definiert man die Polarisationsvektoren mit

"2Die hier vorgestellten Rechnungen werden in einer 1 + 3 dimensionalen Raumzeit durchgefiihrt.
In der fiir den N=2 String benétigten 2+ 2 dimensionalen Raumzeit gilt die Selbstdualitidtsbeziehung
(IV.46) ohne das 7. Die Argumentation, die zu dieser Beziehung fiihrt kann aber genau so durchgefiihrt
werden.
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Helizitéit & durch e3; (k) = % (eu(k,1)xie,(k,2)). Damit wird ein allgemeiner Helizitét

+ Einteilchen-Zustand mit Wellenfunktion u,(k, &) durch

luz) :/@gigg%ei(k) w(k, %) al (k, £)|0) (IV.44)

charakterisiert. Aus der Bedingung (IV.43) folgt, daB fiir die Polarisationsvektoren
positiver und negativer Helizitéit gelten muf,

k‘uei — /{:l,ef =+

v

tew (kpey —koey) . (IV.45)
Damit fithrt das den Zustand (IV.44) erzeugende Vektorpotential ALO)(x, +) =
i (ZWdeZkO u,(k, ) e~ je nach Helizitdt zu einer selbstdualen oder einer antiselbst-
dualen Feldstérke,

FO(2,%£) = £ £, FO# (2, £). (IV.46)

Es bleibt zu iiberpriifen, ob diese fiir die freie Theorie hergeleitete Beziehung auch
fiir wechselwirkende Yang-Mills Theorien gilt. In der nicht abelschen Theorie hat die
Bewegungsgleichung der Yang-Mills Wirkung die Form 0*F),, + g [A* F,,] = 0 mit
F.,=0,A,—0,A,+ g[A, A, ], wobei das Vektorpotential A, seine Werte nun in der
Lie-Algebra der Eichgruppe annimmt. Diese Bewegungsgleichung 148t sich gemeinsam
mit der Bianchi-Identitdt D**F),,, = 0 schreiben

MF, +g[AM F 1 =0, (IV.47)

wenn man den selbstdualen bzw. antiselbstdualen Anteil der Feldstérke durch F; i

5 (Fu +i7F,,) definiert. Eine selbstduale Feldstiirke 16st die Gleichung (IV.47) offen—
smhthch Es soll nun aus der oben konstruierten selbstdualen Losung der freien Theorie
eine selbstduale Losung der wechselwirkenden Theorie konstruiert werden. Dazu ent-
wickelt man das Vektorpotential und den Feldstéarketensor in der Kopplungskonstanten

9,
A, = Zg"AL") und F),, = Zg"F(" : (IV.48)

ALO) und F;SS) sind dabei die Felder der freien Theorie. Durch einen Vergleich der
Koeffizienten der Potenzen von ¢ erhélt man aus der Bewegungsgleichung (IV.47)

HMFO* =0 (TV.49a)
HMEL*E+ (A FO= =0 (TV.49b)
HMFDE + AWk FO= 4 [AO P =0, (IV.49c)
und so weiter. Die Losung der freien Theorie soll selbstdual sein, d.h. es sei F, ,E,O,) - =0.

Damit folgt aus Gleichung (IV.49b), dafl auch 0" F, ,5,1,) ~ = 0 sein muB. Gelingt es nun zu
zeigen, daf} aus O*F, ,Ei) =0 folgt F ,Si) =0, ist das Problem gelost. Dann folgt induk-
tiv, daB fiir alle n # 0 gilt FLE") = 0 und damit auch F, = 0. Folglich ist dann auch
die Losung der wechselwirkenden Theorie selbstdual. Die antiselbstduale Komponente
des Feldstérketensors 1a8t sich, wie in Gleichung (IV.36a) gezeigt wurde, in Bispinor-
Notation schreiben. In dieser Notation nimmt der n te Koeffizient in der Entwick-

lung nach der Kopplungskonstanten die Form an F = 0 VA(n) +H ((ag) wobei im

Ausdruck H" (o ﬁ) sdmtliche Kommutatorterme der oblgen Entw1cklung zusammengefaf3t

(n) —

sind. In der oben gewihlten Strahlungseichung nimmt der Ausdruck 0*Fy,," = 0 in
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Bispinor-Notation die Form an DAgLB) +20%;H ((223) = 0. Diese Gleichung kann mit Hilfe

der Greensfunktion fiir den O Operator, OAg(z — y) = 6™ (2 — y) integriert werden.

Bildet man aus dem so erhaltenen Vektorpotential AL") die antiselbstduale Feldstérke,
erhélt man F;EZ)_ = 0. Aus der selbstdualen Losung der freien Feldgleichungen kann
also die selbstduale Losung der wechselwirkenden Gleichung konstruiert werden. Es gilt
folglich, dal sowohl in der freien als auch in der wechselwirkenden Theorie Zustédnde
maximaler Helizitdt (IV.44) durch die selbstdualen Losungen der Feldgleichungen er-
zeugt werden. Das bedeutet insbesondere, dafl man die Amplituden des selbstdualen
Sektors einer Feldtheorie erhélt, wenn man die maximal helizitdtsverletzenden (MHV)
Amplituden der vollen Theorie berechnet. Unter MHV Amplituden versteht man die
Amplituden, bei denen alle &uleren Zusténde dieselbe (auslaufend gemessene) Helizitét
haben.

Dafl der hier fiir Yang-Mills Theorien bewiesene Zusammenhang zwischen dem
selbstdualen Sektor der Theorie und den MHV Amplituden gilt, kann auch fiir andere
Theorien gezeigt werden [13, 130, 140]. Insbesondere gilt auch fiir Gravitationstheori-
en, dafl der selbstduale Anteil durch die entsprechenden MHV Amplituden reproduziert
wird.

BERECHNUNG VON MHV AMPLITUDEN

Der Grund fiir das besondere Interesse an maximal helizitdtsverletzenden Amplituden
ist, dafl diese sowohl fiir Gluonen, als auch fiir Gravitonen relativ einfach berechnet
werden konnen [17, 22, 27, 101].

Die duferen Zustiande der Amplitude einer Yang-Mills Theorie tragen Ladungen T
der Eichgruppe. Die vollstindige Amplitude besteht aus der Summe iiber die Teilam-
plituden mit verschiedenen Permutationen dieser Farbladungen. Diese Summe kann in
eichinvariante Teile zerlegt werden, die aus Feynman-Diagrammen mit einer festen zy-
klischen Ordnung der &ufieren Linien bestehen [101]. Im Fall einer Ein-Loop-Amplitude
erhéalt man

A, = Z N, tr (Ta"(l) .. .Ta"(”)) An;l(ka(l); €o(1)) -+ k‘a(n), Ea(n))
0€8Sn/Sn;1
[n/2]+1
+ Y0 Dt (T T ) g (T T% ) x (IV.50)

m=2  €Sn/Sn:m

An;m(ko(l)a €o(1)s -+ ko’(n)a EU(n)) .

Dabei ist S,, die Gruppe der Permutationen der n &ufleren Linien, und S,,.,, ist die Un-
tergruppe der Permutationen S,,, welche die Struktur der zugehorigen Spuren in (IV.50)
invariant 148t. Insbesondere ist S,.; = Z,, die Gruppe der zyklischen Permutationen
der n dufleren Linien. Pole konnen in den Teilamplituden A,,.,, dieser Zerlegung nur in
kinematischen Invarianten aus zyklischen Summen aufeinanderfolgender Impulse der
Form (k;+ ki1 +...+ k‘j)2 auftreten. Aus dem fithrenden Term A,,; der Zerlegung der
Amplitude nach Spuren {iber die Farbfaktoren konnen die anderen Beitrége A, mit
m > 2 rekonstruiert werden [31]. Fiir die Vier-Gluonen-Amplitude einer Yang-Mills
Theorie gilt zum Beispiel

Ays(1,2:3,4) = Ag1(1,2,3,4) + Ag1(1,3,2,4) + Ay(2,1,3,4)

+A1(2,3,1,4) + Aga(3,1,2,4) + Ay1(3,2,1,4) . (IV.51)

Folglich geniigt es, die in der Farbzerlegung fithrende Teilamplitude A, zu berechnen,
um die vollstindige Ein-Loop-Amplitude A,, konstruieren zu kénnen. Dadurch wird
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die Anzahl der zu betrachtenden Terme bei der Berechnung von Eichtheorieamplituden
stark reduziert.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Konstruktion der MHV Amplituden ist der Spinorhe-
lizitdts Formalismus [156]. Dabei wird die Bispinordarstellung der masselosen Eichbo-
sonen k¢ mit det k*¢ = 0 in zwei Weyl-Spinoren aufgespaltet, k®% = k*k%. Die in
Abschnitt V.3.1 untersuchte Eichfreiheit der Amplituden erlaubt es, die Polarisations-

vektoren Gia mit Hilfe eines beliebigen masselosen Bispinors ¢®¢ = ¢%¢% durch

+ qaka und € . = qaka (IV.52)

an’z ad
qﬂ ks qﬂ k

auszudriicken. Die MHV Struktur der Amplitude sorgt dafiir, daf§ siémtliche Skalar-
produkte zwischen verschiedenen Polarisationsvektoren verschwinden, wie im Fall der
Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf dem Torus ausfiihrlich beschrieben wird.
Dadurch wird die Anzahl der bei der Berechnung der vollstandigen MHV Amplitude zu
betrachtenden Terme weiter reduziert. Mit Hilfe der aus der Zerlegung der Bispinoren
erhaltenen Weyl-Spinoren lassen sich zwei antisymmetrische Spinorprodukte definieren

(ij) = kfkjo  und  [if] = kl'kjq . (IV.53)

Der Zusammenhang zwischen diesen Spinorprodukten und den Mandelstam-Variablen
si; ist durch
—2k; - kj = (ij)[ij] (IV.54)

gegeben. Mit diesen Abk'urzungen 148t sich die Struktur der MHV Amplituden kom-
pakt darstellen.

Durch die Beschrankung auf die fithrende Teilamplitude in der Zerlegung der Spu-
ren iiber die Farbfaktoren und durch die Einfiihrung des Spinorhelizitats Formalismus
lassen sich die Tree-Niveau Amplituden mit identischen Helizitdten aller oder aller bis
auf einer der &uBeren Linien bestimmen [77, 78],

Atree(1£ 2% . nT) =0. (IV.55)

Die einfachste nicht verschwindende Amplitude ist die sogenannte Parke-Taylor-
Amplitude [117] mit zwei &uleren Linien mit negativer Helizitdt. Das urspriinglich fiir
die Vier-Punkt-Amplitude ermittelte Ergebnis 148t sich mit Hilfe von Rekursionsrela-
tionen auf beliebige n-Punkt-Amplituden erweitern [16, 88]. Man erhilt die allgemeine
Tree-Niveau-Amplitude mit MHV Struktur

tree 1+ f— f— +\ 4 <Zj>4
AT, i, )_Z<12><23)...<n1>’ (IV.56)

wobei die dufleren Linien ¢ und j eine negative Helizitdt tragen.

Ein-Loop-Amplituden mit positiver Helizitéit aller duflerer Linien koénnen durch
Analytizitétsbetrachtungen [24] konstruiert werden. Im kollinearen Grenzfall, wenn
zwei der dufleren Impulse parallel zueinander sind, 148t sich die Ein-Loop-Amplitude
in Ein-Loop-Amplituden mit weniger &ufleren Linien, Tree-Level-Amplituden und so-
genannte Split-Amplituden faktorisieren,

ALy S (SpeE ) AR G )

A==+
PSP (it ) AT (L (i + jm) . (IV.57)
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Dabei wird iiber die Helizitdt A der kollinearen Impulse summiert. Die Split-Am-
plituden enthalten die Informationen iiber die analytische Struktur der kollinearen
Impulse und sind unabhéngig von der betrachteten Amplitude [27]. Die MHV Ampli-
tuden haben eine sehr einfache analytische Struktur, ohne Schnitte in der durch die
Mandelstam-Variablen beschriebenen komplexen Ebene. Ein solcher Schnitt in einem
bestimmten Kanal kann durch das Phasenraumintegral {iber die aus dem Schnitt ent-
standenen Tree-Amplituden ausgedriickt werden. Wie in Abbildung IV.3 zu sehen
ist, verschwindet dabei jedoch wenigstens eine der entstandenen Tree-Amplituden auf-
grund von (IV.55). Damit verschwindet auch der analytische Schnitt, folglich gibt es
keine logarithmischen Beitrége zu den Split-Amplituden.

ABBILDUNG [V.3 - Mindestens eine der beiden Tree-Niveau-

Amplituden, die den analytischen Schnitt bilden, verschwindet
aufgrund der MHV Struktur der Ein-Loop-Amplitude.

Mit den im MHYV Fall relativ einfach zu konstruierenden Split-Amplituden 148t sich
aus (IV.57) eine Rekursionsrelation fiir die Ein-Loop-Amplituden ableiten. Man erhélt
in vier Dimensionen die MHV Amplituden mit einem im Loop umlaufenden Gluon™

24, 97]

Uy (i) [7k] (k1) [1i]
AL}l(ki)__zl&r? 2 (12)(23) .. (nl1) - (IV.58)

1<i<j<k<i<n

Diese MHV Amplitude beschreibt die Ein-Loop-Streuung der Leznov-Wirkung (IV.32).

Aus den MHV Amplituden der Yang-Mills Theorie lassen sich die entsprechenden
Amplituden der Gravitation konstruieren [28, 66]. Die vom KLT-Theorem [85] der
Stringtheorie abgeleitete Konstruktion fithrt zum Ausdruck

2] B l 512523 2 2 2 9
ALK = 155 (47)2 ((12><23)<34> <41)) (512 + 523 + 1) (IV.59)

fiir die Ein-Loop-Amplitude der Streuung von vier Gravitonen mit Helizitdt ++. Dies
ist die Ein-Loop-Amplitude, die man aus der Plebanski-Wirkung (IV.22) erhilt. Die
MHV Amplituden (IV.58) und (IV.59) sind ebenso wie Stringamplituden dual, d.h. der
erhaltene Ausdruck ist invariant unter Vertauschung zweier duflerer Linien.
Die d-dimensionale Verallgemeinerung des vierdimensionalen Yang-Mills Ergebnis-
ses (IV.58) hat die Form [25]
—2i (4—d)(2—d)

M+ — 4
At = T Enan  aanr el (LV.60)

mit dem aus p in d + 4 Dimensionen analytisch fortgesetzten Box-Integral

v |
Li(s,t) = / Onp =T (=T — ka2 ((+ Fa)? (IV.61)

und mit vierdimensionalen dufleren Impulsen. In vier Dimensionen ist das achtdimen-
sionale Box-Integral UV divergent, das Ergebnis ist jedoch endlich, da der Vorfaktor
(4 — d) in der analytischen Fortsetzung das Residuum extrahiert [26]. Zur Berechnung
der MHV Amplitude in zwei Dimensionen ist das sechsdimensionale Box-Integral zu

Der Index [/ bedeutet, da der im Loop umlaufende Zustand Spin .J hat.
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berechnen. Dieses Integral ist sowohl im IR~ als auch im UV-Bereich endlich. Durch
den Vorfaktor (2 — d) verschwindet die MHV Amplitude in zwei Dimensionen.

Fiir die entsprechende MHV Amplitude der Gravitation erhélt man die analytische
Fortsetzung in d Dimensionen

(4—d)(2—d)d2+d)
8

1 N=32(1—— o9——
SAYTR(TT 27 3T AL

(12)

(IV.62)
Dabei ist A1=32 die in d+8 Dimensionen auszuwertende Amplitude einer N = 32 (ma-
ximal) supersymmetrischen Gravitation. Der Faktor (12)~® in Gleichung (IV.62) dient
dazu, den Helizitatsunterschied zwischen der MHV Amplitude auf der linken Seite und
der helizitdtserhaltenden Supergravitationsamplitude auf der rechten Seite auszuglei-
chen. Zur Berechnung der zweidimensionalen MHV Amplitude der Gravitation ist die
Supergravitationsamplitude in zehn Dimensionen auszuwerten. Die dabei auftretenden
Divergenzen sind im Fall der Vier-Punkt-Amplitude proportional zu

AR )|, = (47"

(s+1t)+ (t+u)+ (u+s). (IV.63)

d—10 d—10 d—10

Dieser Ausdruck verschwindet on-shell, so dal die MHV Amplitude der Gravitation in
zwei Dimensionen Null ist.

Zweidimensionale Yang-Mills und Gravitationstheorien haben keine dynamischen
Freiheitsgrade. In topologisch trivialen Raumzeiten sind daher die Streuamplituden
dieser Theorien trivial. Dies erklart das Verschwinden der MHV amplituden fiir Vek-
torfelder und Gravitonen auf Ein-Loop-Niveau in zwei Dimensionen. Auch der N=2
String wird eine zweidimensionale Interpretation seiner Ein-Loop-Amplituden im Tar-
getraum zulassen, was zum Verschwinden dieser Amplituden fithrt. Diese hier fiir
Vier-Punkt-Amplituden durchgefiithrte Argumentation 148t sich fiir den Fall beliebiger
n-Punkt-Amplituden in zwei Dimensionen verallgemeinern.

In supersymmetrischen Yang-Mills oder Gravitationstheorien verschwinden die
MHV Amplituden, da sich die Beitrdge der Zustdnde mit unterschiedlichem Spin im
Loop eliminieren. Das Ergebnis einer MHV Amplitude mit einem bestimmten Zustand
mit Spin J im Loop ist (bis auf ein Vorzeichen) unabhingig vom Spin. Es gilt die
Identitat [77, 78]

A= AT = AR) — A2 (IV.64)

fiir einen im Loop umlaufenden Skalar, ein Vektorboson, ein Graviton oder ein Weyl-
Fermion, bei gleichen Zustdnden an den dufleren Linien. Das bedeutet, dafl die Loopin-
tegration einer MHV Amplitude bei gegebenen dufleren Zusténden fiir einen beliebigen
inneren Zustand im Loop durchgefiihrt werden kann. Diese Identitét spielt eine wich-
tige Rolle bei der Konstruktion des Integranden der Ein-Loop-Amplitude des N=2
Strings in Abschnitt V.3.3.
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Wiéhrend der N=2 String auf Tree-Niveau praktisch vollstdndig bekannt ist, gibt es
bereits auf Ein-Loop-Niveau noch eine Reihe offener Fragen. In diesem Kapitel sollen
die bereits seit langerer Zeit bekannte Zustandssumme [106], also die Torus-Amplitude
ohne duflere Zustinde, die Drei-Punkt-Amplitude auf dem Torus [41], sowie die Vier-
Punkt-Amplitude [48] untersucht werden.

V.1 DIE ZUSTANDSSUMME

Die Integration iiber die Oszillatormoden der Materie- und der Geistfelder liefert in der
Zustandssumme einen Beitrag der Form
tr g0 gho . (V.1)

Dabei bedeutet das Symbol tr’, dal die Spur iiber samtliche Zustande der Felder auler
den Nullmoden zu bilden ist. Neben der Spur iiber die Oszillatoren sind im Integranden
des Pfadintegrals die Nullmoden der Materie- und Geistfelder zu berechnen. Der so
erhaltene Ausdruck ist dann mit dem sich aus den Modulitransformationen ergebenden
Maffaktor {iber die entsprechenden Modulirdume zu integrieren.

V.1.1 DETERMINANTEN

Unter Vernachlissigung der Nullmoden erhiilt man die Determinanten™

Ze7) = ol ™ V20
Z,(5)(r7) = [9[5]0, 7)) [n(r)] (V.2b)
Zoe(m,7) = |n(n)|* (V.2¢)
Zyo(r,7) = |n(r)]' (V.2d)
Zﬁv[oﬂl}(ﬂ%) - |79[,O@l}(0>7)‘74‘77(7)‘4' (V.2e)

Dabei héngen die Determinanten der Fermionen und der durch die Supersymmetrie-
transformationen erzeugten Geister von den Spinstrukturen («, 5) und damit von der
Wahl des U(1) Eichfeldes auf der Weltflache ab. Insgesamt ergibt sich damit der Beitrag

der Oszillatormoden in d reellen Dimensionen
Z3)(r7) = Zy(r,F) Zy[S)(r,7) Zoelr,7) Zie7,7) 23 [ 5] (7, 7)
= P[] o). (V.3)

In vier Dimensionen ist dieser Ausdruck gleich eins, Z, [g} (1,7) = 1, so dafl die Spur
iiber die Oszillatormoden (V.1) in der kritischen Dimension des N=2 Strings nicht
zur Zustandssumme beitrdgt. Es sind also im folgenden lediglich die Beitrége der

Nullmoden im Pfadintegral und die Integrationen iiber die Modulirdume zu betrachten.

77Zur Berechnung der Determinanten sieche Anhang D. Die fundamentalen Bausteine dieser Deter-
minanten, die Jacobi Thetafunktionen und die Dedekind Etafunktionen, werden in Anhang F darge-
stellt.
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V.1.2 INTEGRATIONSMASS UND KONFORME KILLING-GRUPPE

In der superkonformen Eichung nimmt die Metrik auf der Weltfliche die Form ds? =
|dz|? an. Eine metrische Modulitransformation deformiert die komplexe Struktur auf
der Riemann-Fléiche, dz — dz + dk dz. Damit ergibt sich die folgende Modulitransfor-
mation der Metrik

ds® — |dz + 0w dz|” = |dz|” + 6l (d2)? + Shss (d2)? + O(K?2) (V.4)

mit dh,, = 0k und dhs; = dk. Die Norm im Raum der Variationen der Metrik ist also
[6h]]* = [ d>2 /= (h*%)* 26h-20h.: = 8|3k[> 75, wobei 75 das Volumen des durch die
Weltflache beschriebenen Torus ist. Da der Integrationsbereich des Teichmiillerpara-
meters 7 einfacher zu bestimmen ist als derjenige der Deformationen der komplexen
Struktur « ist es sinnvoll, dx durch 67 auszudriicken. Die Gleichung (V.4) hat in den
Koordinaten o% auf der Weltflache die Form

2

Sk

ds* = } —do® + 7 do? —(Mdao—l—&ifdal‘z = ‘1—}—5/@’2 —do" + 714;—6/{7 dot| . (V.5)
K

Daraus kann man ablesen, dafl gilt, 07 = —2i 7 k. Die Norm der Variation der Metrik

ist also in Abhéngigkeit von den Teichmiillertransformationen 07 gegeben durch den
Ausdruck ||0h||* = 2|67|? /7. Aus Gleichung (IT1.9) ergibt sich der MaBfaktor fiir die
metrischen Moduliintegrationen ,
dp. =297 (V.6)
T2
Jeder der zwei (konstanten) reellen konformen Killing-Vektoren auf dem Torus lie-
fert bei der Integration iiber die Weltfliche einen Volumenfaktor, der proportional zur
Flache 7 des Torus ist. Insgesamt ist das Volumen der metrischen konformen Killing-
Gruppe also Vol (CKV) = 72. Da diese zusiitzliche Symmetrie bei der Berechnung der
Zustandssumme nicht zur Fixierung von Freiheitsgraden verwendet werden kann, muf3
der Integrand durch das Symmetrievolumen dividiert werden.

Die Norm der Variation des Eichfeldes ist ||[0A| = [d?zv—hh**5A04; =
475]|0A,*. Damit ist der entsprechende Mafifaktor nach (II1.9) gegeben durch ps =
T d?A. Bei der Bestimmung des Integrationsbereiches ist zu beriicksichtigen, daf8 die
sogenannten “grofen” Eichtransformationen™ aus dem Raum der méglichen Konfigu-
rationen ausdividiert werden miissen. Eine Transformation A — A+~ mit v-w = 27 n,
n € 7Z 1aft die Wirkung invariant, wenn w € {2, in dem Gitter liegt, das den Torus
der Weltflache des Strings durch C/2, beschreibt. Die U(1) Moduli, iiber die inte-
griert werden muf, liegen also in dem zur Weltflache dualen Torus, mit dem Volumen
47 /Ty. Da die Determinanten in der kritischen Dimension nicht von der Spinstruktur
abhéngen, hebt sich der Faktor 75 im Integrationsmafl mit dem 1/75 im entsprechenden
Integrationsvolumen gerade weg. Der U(1) Moduliraum liefert also lediglich einen kon-
stanten Vorfaktor als Beitrag zur Zustandssumme. Auf dem Torus gibt es zwei reelle
konforme Killing-Skalare ¢; und ¢, die Werte im Intervall [0, 1] annehmen. Aus der
Norm ||6¢;|? = [ d*2v/—h (§¢;)? = 72 (0¢;)* erhiilt man das Volumen der durch einen

konformen Killing-Spinor erzeugten Symmetriegruppe, Vol (¢;) fo VT2 do; = \/To.
Das Volumen der von den U (1) Transformationen erzeugten konformen Killing-Gruppe
ist also Vol (CKS) = 7.

"Siehe dazu Abschnitt I11.3.4.
76Zum selben Ergebnis kommt man, wenn man die Wirkung der U(1) Transformationen nach Glei-
chungen (I1.34a) und (I1.34b) in die Spinstrukturen der fermionischen Felder absorbiert. Das Integra-

tionsmafl auf dem Torus der Spinstrukturen ist dad3, das Integrationsvolumen ist fol do fol dp = 1.
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Bei der in Abschnitt I11.3.3 getroffenen Wahl des §-formigen Trigers der fermio-
nischen Moduli kompensieren sich die konformen Killing-Spinoren und die Integration
tiber den fermionischen Moduliraum gegenseitig [106]. Der Beitrag der entsprechenden
Felder setzt sich zusammen aus einer Integration iiber die Nullmoden der fermioni-
schen Materiefelder und iiber die Modulitransformationen der Gravitinos, sowie aus
einer Integration iiber die Nullmoden der Supersymmetrietransformationen, die gerade
das Volumen der fermionischen konformen Killing-Gruppe ergibt. In das Pfadintegral
ist also der Ausdruck

(V.7)

Vol (CKSp) [Tdeo]

einzusetzen [58], mit dem aus der Brink-Schwarz-Wirkung (II.14) erhaltenen Wech-
selwirkungsterm aus zwei fermionischen Materiefeldern und zwei Gravitinos. Pfaff ist
dabei die im Zéahler auf der rechten Seite definierte Pfaffsche Form. Dieser Ausdruck
liefert den Beitrag 75 im Integranden. Dieser Faktor wird durch die Nullmoden der
bosonischen Geister v* kompensiert. Die Determinante der Eichfixierung der Super-
symmetrietransformationen fithrt zur Integration iiber die bosonischen Geister”,
F ) o= [ B Pyt BT Py oy
(det' PI/Qpl/z)il = J1d57] 1™ e_ f+ — /, — _/ — . (V.8)
[1dBF)[dyE) eI+ I=15= =1 =l
Der Zahler liefert die Spur iiber die Oszillatormoden (V.1), wihrend der Nenner den
Beitrag der Nullmoden der Geistfelder beschreibt. Insgesamt liefert Gleichung (V.8)
also den Beitrag 7, * tr' ¢“°g" zum Integranden. Der Vorfaktor 7, * wird durch Glei-
chung (V.7) kompensiert, so daf lediglich der Beitrag der bosonischen Geister zur Spur
iiber die Oszillatormoden iibrig bleibt.

Pfaff (f[di/fo] [dy] e ] vox*vox” ) 2

V.1.3 NULLMODEN

Die Nullmoden der bosonischen Materiefelder Zu liefern zusétzliche Faktoren 75 im

Pfadintegral. Fiir jede Raumzeit Richtung erhélt man ein Impulsintegral der Form
dp 2 1

—6_7_2]) /2:—, V9
V2T VT2 (V-9)

Insgesamt liefern die bosonischen Materiefelder in der kritischen Dimension also den

Beitrag 7, 2 zum Integranden.

Die Reparametrisierungsgeister haben im holomorphen und im antiholomorphen
Sektor jeweils eine Nullmode. Thr Beitrag kann wie in Gleichung (V.8) aus der Deter-
minante der Eichfixierung abgelesen werden,

— [ bP1c
ipipyiz_Jldblldd e !
(At PIP) ™ = Fimde] e T (V.10)
Wie schon im oben diskutierten fermionischen Fall liefert der Zahler den Geistbeitrag
zur Spur iiber die Oszillatormoden, withrend der Nenner den Wert 7,2 liefert [120].
Der Beitrag der Nullmoden der Reparametrisierungsgeister ist also 73.

Das U(1) Geistsystem (b',¢’) kann genau so behandelt werden wie das Repara-
metrisierungsgeistsystem (b, ¢). Seine Nullmoden tragen ebenso einen Faktor 73 zum
Integranden bei. Die fermionischen Materiefelder und die bosonischen Supersymme-
triegeister wurden schon im Abschnitt V.1.2 behandelt. Diese Felder liefern weder
einen Beitrag zur konformen Killing-Gruppe, noch zu den Nullmoden im Pfadintegral.

""Dabei bedeutet det’ und []...)", daf bei der Berechnung der Determinante bzw. bei der Integration
die Nullmoden der Geister und Antigeister unterdriickt werden.
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V.1.4 INTEGRATION UBER DIE METRISCHEN MODULI

Nachdem in den obigen Abschnitten alle Bestandteile der Zustandssumme des N=2
Strings berechnet wurden, kann nun der vollstdndige Integrand des eichfixierten Pfad-
integrals konstruiert und die verbleibende Integration {iber den metrischen Moduliraum
ausgefithrt werden. Man erhélt den Ausdruck

1
Z = A= [du,d - (Z-, ¢- und ¢-Nullmod
4o / e SHA L (CK V) Vol (CK S) (Z-, e und ¢“Nullmoden)
d2
= /duT/d/LATQ_QTQ_ITQ_QTQQTg:/—;—:z. (V.11)
TS 3
F F

Dabei wird 7 iiber den Fundamentalbereich der metrischen Moduliraumes F aus
(II1.22) integriert. Die Zustandssumme des N=2 Strings ist also eine endliche Kon-
stante. Dieses Ergebnis wurde bereits in Gleichung (I1.93) verwendet, um zu zeigen,
daBl das Spektrum des N=2 Strings keine angeregten Zusténde enthélt.

Die Zustandssumme des N=2 Strings unterscheidet sich jedoch von der aus der
entsprechenden effektiven Feldtheorie erhaltenen [103]. Die Amplitude des N=2 Strings
auf dem Torus ohne dufiere Zustédende hat in d=4 Dimensionen die Form (V.11) Z =

[rd?*r/ 7#2 " Die Zustandssumme der Plebanski-Wirkung hat in d Dimensionen die

Form™
ddp 1 T ddp 2 2
Z = — L - — | d —s (p*+m?)
e / (2m) p? + m? / / (2m) "
0

o0

1 dS 2

- 2(47r)d/2/51+d/2 e (V-12)
0

Dabei wurde die Schwinger-Zeit s eingefiihrt, die dem Parameter 7, in der Stringam-
plitude entspricht. Wie iiblich ist der Integrationsbereich im Fall der Feldtheorie ein
anderer als im Fall der Stringtheorie, da die modulare Invarianz der Stringtheorie ei-
ne natiirliche UV-Regularisierung erzeugt [120]. Die Gleichungen (V.11) und (V.12)
unterscheiden sich jedoch nicht nur im Integrationsbereich. Die Potenz von 75 in der
Zustandssumme der Stringtheorie entspricht einer Feldtheorie in d=2 reellen Dimen-
sionen, obwohl der Targetraum, in dem die effektive Feldtheorie definiert ist, in der
kritischen Dimension reell vierdimensional ist. Diese Abweichung zwischen der kriti-
schen Dimension der Stringtheorie und der Dimension der Feldtheorie-Interpretation
ihrer Loop-Amplituden wird auch bei der Drei-Punkt- und der Vier-Punkt-Amplitude
auf dem Torus wieder auftauchen.

V.2 DIE 3-PUNKT-AMPLITUDE

Die néchste nicht verschwindende Ein-Loop-Amplitude des N=2 Strings nach der Zu-
standssumme ist die Drei-Punkt-Amplitude auf dem Torus. Entsprechend der Diskus-
sion in Abschnitt II1.3.3 sind zur Berechnung dieser Amplitude Vertexoperatoren mit
einer Gesamtbildladung 7™ = 7= = 0 in das Pfadintegral einzusetzen, also zum Bei-
spiel drei Vertexoperatoren im (0,0) Bild, deren holomorphe Hélfte die Form (II.108)
hat,
Vooyo(k,2) = (k-0.Z —k-0.Z —ik -y~ k-yt)e*?. (V.13)
"8Die Masse m wird zur Regularisierung der divergenten Integration eingefiihrt und kann zum
Vergleich mit dem Stringtheorie Ergebnis auf Null gesetzt werden.
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Die holomorphe Hilfte der Amplitude des geschlossenen Strings ist dann durch den
Ausdruck gegeben

F(Zla 22, 23) = (V(o,o) hol(/ﬁ, Zl) V(o,o) hol(kl, 21) V(o,o) hol(kl, Zl)> ) (V-14)

der iiber die Positionen z; der Vertexoperatoren, iiber den metrischen Teichmdiiller-
Parameter 7 und iiber die U(1) Moduli zu integrieren ist. Da der Integrand nicht
von den Spinstrukturen abhéngt, liefert die Integration iiber die U(1) Moduli lediglich
das auf Eins normierte Volumen der Symmetriegruppe. Zur Berechnung der Korrelati-
onsfunktion F'(z1, 29, 2z3) sind sdmtliche Kontraktionen zwischen den Feldern durch die
entsprechenden Propagatoren aus (F.18) und (F.23) zu ersetzen,

(ZM(2) Z7 (w)) = —n” ln}E(z—w)’z—i—nWi—: (Im (z—w))2 (V.15a)
= " A(z,w)
W)Y (w)) = 77 S[3](z —w). (V.15b)

Die aus (V.14) erhaltenen Kontraktionen lassen sich in drei Klassen einteilen™.
Man erhélt Terme mit drei fermionischen Feldern, Terme mit zwei fermionischen Fel-
dern und einem bosonischen Feld und Terme ohne Beitrdge der Fermionen. Aufgrund
der Kinematik der Drei-Punkt-Funktion® tragen die Koba-Nielsen-Terme der Form
(e?krZ(=1) gika-Z(22)) picht zur Amplitude bei, und auch die méglichen Kontaktterme,
d.h. Kontraktionen der Form (9,Z*(z)0:Z”(w)) zwischen der holomorphen und der
antiholomorphen Haélfte verschwinden. Der Integrand der vollen Amplitude ist also
durch das Betragsquadrat von F'(z1, 29, 23) gegeben.

Zur Berechnung von F'(z1, 22, 23) sind zunéchst die Singularitidten dieses Ausdrucks
zu bestimmen. Fiir z; — 2z, liefern die Kontraktionen zwischen zwei fermionischen
Termen einen Pol zweiter Ordnung® 2%, der jedoch aufgrund seines Impulsvorfaktors
ki - ko + ki - ks = 0 verschwindet. Die Pole erster Ordnung 21_21 heben sich zwischen
den verschiedenen bosonischen Termen gegenseitig weg, und auch der konstante Bei-
trag zur Amplitude 2%, verschwindet. F'(2q,29,23) ist also regulir in z;, und 0, F
wiirde verschwinden, wenn es keine nicht holomorphen Betréage aus der Nullmode des
bosonischen Propagators (V.15a) gdbe. Man erhilt

_ _ ikoZ(22)
1 - 5 o ) s o 9
0z F(Zl,22723) - ((V(oo)h 1(7€1 21) V(oo)h 1(/f3 23) € >
2

+(Vio.0yno1 (K1, 21) Vio,0) hot (2, 22) €’ k3'2(23)>> : (V.16)

Unter Ausnutzung der Impulsidentititen c¢;o = —c13 = co3 erhélt man daraus
2
85385117(,21, 29, 23) =-2 (£> 6?3 GZIA(ZKJ,) (Vl?)
T2
und
622823821F(Z]_, 22, 23) = O . (V18)

Gleichung (V.17) la8t sich mit Hilfe der bosonischen Greensfunktion A(z;;) integrieren
[41],

2
F(z1, 29, 23) = 2 Z ¢ /d% Py 0., Az — ) 0,A(x — y) 0., A(z; —y) . (V.19)

i<j

"Diese Einteilung spielt eine wichtige Rolle bei der Berechnung der Vier-Punkt-Amplitude auf dem
Torus in Abschnitt V.3 und wird dort genauer erldutert.

80 Aus Impulserhaltung und Massenschalenbedingung folgt hier, dafl simtliche Skalarprodukte zwi-
schen Impulsen verschwinden.

81Es ist 2 = 2 — zj.
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Mit dem Betragsquadrat des Ausdrucks (V.19) kann die Drei-Punkt-Amplitude des
N=2 Strings auf dem Torus im Chern-Zahl M = 0 Sektor angegeben werden,

d27' 2
A3y = / Tz / P dz 2 |F (21,20, 2)|
2
f

_ _1z/d2—; <%)3 clz/dededQ,zA(a:— ) Aly — 2) Az — 2) (V.20)

T
Mit der spektralen Zerlegung des Laplace-Operators

M) == Y i) 5 () (v.21)

(m,n)#(0,0)

mit den Eigenwerten \,,, = —4T7;2 |m — n7|? von A erhiilt man daraus das IR divergente
2
Ergebnis

d>r T3
./43 O(kl,kig,kg 012/ Z |m 2 (v22)

_n7—|6
(m,n)#(0,0)

Die Summe auf der rechten Seite von Gleichung (V.22) ist die nicht holomorphe

Eisenstein-Reihe .

Eyr,r)= Y 2 (V.23)

_ 6
a7 ™ ]

welche die Bedingung 73 0,0, E3(7,7) = 6 E3(7, 7) erfiillt. Damit 148t sich das Integral
in Gleichung (V.22) auswerten. Mit einer Regularisierung, die den Integrationsbereich
F bei 75 = k abschneidet, erhélt man

3 6

Agig(kb ka, k3) = 1_6 C12

1
/dQT (02, +02) Bs(1,7) = 3 S, 0y, B3 (T, 7')‘ e (V.24)
Fiir 75 — oo hat die Eisenstein-Reihe E3 die asymptotische Entwicklung®?

Ey(7,7) = 2((6) 75 + v ((5) T(5/2) 3" + O(e™*"™).. (V.25)

Bringt man die Impulsstruktur der Amplitude in den Chern-Zahl M = J = 6 Sektor,
nimmt der IR divergenten Anteil die Form an
1 & 6
Aok, o, Kz) = 10 (Easkt kR (V.26)
Alle weiteren Beitrage zur Amplitude verschwinden im Grenzfall fiir Kk — oc.

Zum Vergleich mit der Stringtheorie soll nun die Drei-Punkt-Amplitude der Pleban-
ski-Wirkung auf Ein-Loop-Niveau berechnet werden. Aus der Drei-Punkt-Amplitude
auf Tree-Niveau (IV.23) ist die Tensorstruktur der Ein-Loop-Amplitude bereits eindeu-
tig festgelegt,

ALLoop () ey kg) = (5d5-k1+dk:§ﬁ)6 Asspa - (V.27)

Der noch zu bestimmende Proportionalititsfaktor Asspe beschreibt ein Dreiecks-
Integral der effektiven Feldtheorie, sieche Abbildung V.1.

82((s) ist die Riemann-Zetafunktion mit ¢ (6) = 7°/945. Die Gammafunktion ist an der betrachteten
Stelle I'(5/2) = 3/ /4.
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ABBILDUNG V.1 - Das Dreiecks-Integral der FEin-Loop-
Amplitude der selbstdualen Gravitation.

Das Ein-Loop-Integral (V.27)

A () — [ 2 @) (0= Ba) RS (0 k)
3SDG \M1y 2, 3 (27)d P2 (p— k)2 (p— ky — ky)?

ist IR divergent, da auf der Massenschale alle Impulsquadrate verschwinden, k? =
k- k7 = 0. Damit scheint die Feldtheorieamplitude mit der Stringamplitude iibe-
reinzustimmen, allerdings findet man nach der Einfithrung eines natiirlichen Regula-
tors ein anderes Verhalten der Feldtheorieamplitude im Grenzfall, wenn der Regulator
gegen Unendlich strebt. Nach der Einfiihrung von Feynman-Parametern a; und der
Schwinger-Zeit T erhilt man fiir das Dreiecks-Integral den Ausdruck®?

1 [e'¢)
dd
Aé—;}g%p(kl’ ]{?2, k3) = / (27TP;d /da1 da2 da3 5(1 — a; —ag — ag) /dT TQ X (V28>
0

(0 a)? (= Fa) TR )? () T (o ok e (b

Nach einer Verschiebung des Loop-Impulses p — p + ask; — azks erhélt man einen
Ausdruck der Form (V.27) mit dem Impulsintegral

e’} 1

_ d?

Asspa = / ﬁ /dTTQ/dal day das aj a3 a3 6(1 — ay — as — as) eI (V.29)
0 0

Die Integration iiber die Loop-Impulse und iiber die Feynman-Parameter kann einfach
ausgefiihrt werden. In der kritischen Dimension des N=2 Strings, d=4, erhélt man

o0

- 1 1
AgSDG - W ﬂ /dT (V30)
0

Fithrt man zur Regularisierung des divergenten Integrals eine endliche obere Integra-

tionsgrenze Ty, ein, ergibt sich der divergente Anteil der Drei-Punkt-Amplitude der
Feldtheorie auf Ein-Loop-Niveau,

1 1

1-Loo a7.4+06\6
Asspa (ki ko, k3) = (Edﬁk;r k;ﬁ) 1672 15 - 5! TlT:TmaX'

(V.31)

Die Amplituden der Stringtheorie (V.26) und der effektiven Feldtheorie (V.31)
kénnen (bis auf numerische Vorfaktoren) identifiziert werden, wenn man die Eigen-
zeit des Strings T' = 73 einfiihrt und die IR Regulatoren durch Ty, = #? zueinander
in Beziehung bringt. Die beiden Loop-Integrale unterscheiden sich um einen Faktor 7,
im Nenner. Dies entspricht, wie schon im Fall der Zustandssumme in Abschnitt V.1
erwihnt, einer Formulierung der effektiven Feldtheorie in zwei reellen Dimensionen®!

83Zur Berechnung von n-Punkt-Amplituden einer ¢3-Feldtheorie durch die Einfiithrung von
Feynman-Parametern und der Schwinger-Zeit siche Anhang E.
84Djie Impulse der duBeren Impulse bleiben dabei vierdimensional.
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[103]. Da die Drei-Punkt-Amplitude auf Ein-Loop-Niveau sowohl in der Stringtheo-
rie als auch in der effektiven Feldtheorie IR divergent ist, kann dieser Dimensionsun-
terschied in einer Redefinition des Regulators absorbiert werden. Im Fall endlicher
n-Punkt-Amplituden auf 1-Loop-Niveau, fiir n > 4, ist eine solche Redefinition nicht
moglich. Hier liefern unterschiedliche Faktoren von 75 im Stringintegral und im Feld-
theorieintegral die Beschreibung von zwei unterschiedlichen Theorien.

V.3 DIE VIER-PUNKT-AMPLITUDE

Die Vier-Punkt-Amplitude auf dem Torus ist die erste endliche, nicht verschwindende
Amplitude des N=2 Strings, bei der der Dimensionsunterschied zwischen den Loop-
Impulsen in der Stringtheorie und in der effektiven Feldtheorie eine Rolle spielt. Aus
der Untersuchung der Modulirdume in Abschnitt I11.3 folgt, dal die Korrelationsfunk-
tion von Vertexoperatoren im (0,0) Bild tiber die metrischen Moduli und tiber die
Spinstrukturen entlang der Homologiezykel des Torus zu integrieren ist. Dabei ist
zum Vergleich mit der Feldtheorie der Grenzfall unendlicher Stringspannung bzw. ver-
schwindender Regge-Steigung o/ — 0 von besonderem Interesse. Um zu zeigen, dafl
das Ergebnis unabhéngig davon ist, ob man den Grenziibergang vor oder nach der
Moduliintegration ausfiihrt, sollen im folgenden beide Varianten untersucht werden.

V.3.1 DIE KORRELATIONSFUNKTIONEN

Die Kinematik der Vier-Punkt-Funktion fiihrt nicht dazu, dafl sdmtliche Skalarpro-
dukte von Impulsen auf der Massenschale verschwinden. Anders als in den bisher
betrachteten Féllen verschwinden deshalb Kontaktterme aus Kontraktionen der Form

(0,2M(2)0527 (w)) = "7 6 (2 — w) (V.32)

nicht mehr aufgrund von kinematischen Identitdten. Um das Auftreten von Kontakt-
termen dennoch zu vermeiden, ist es sinnvoll, den kanonischen Vertexoperator (11.108)
im (0, 0) Bild®

Voo (k,2) = (k-0Z —k-0Z —ik-~ k4" (k-0Z —k-0Z+ik-{~ k-4") e'*Z (V.33)

in einen BRST-dquivalenten Vertexoperator ohne 9Z Terme zu transformieren. Durch
die Addition der totalen Ableitung

ei I<:~Z>

—i0((k-0Z —k-0Z +ik-¢~ k-yT)
k-yt)eth?) —00et (V.34)

—i0((k-0Z —k-0Z —ik- -y~

erhilt man unter Ausnutzung der Identitit de'*% = (k-9Z + k- 0Z) e'*Z den Verte-
xoperator im (0, 0) Bild,

Vik,2) = (2k-0Z —ik ¢  k-y") (2k-0Z+ik -y k-¢T)e*?. (V.35)

Dieser Vertexoperator enthélt die Komponenten Z* des bosonischen Feldes nur im Ex-
ponenten und schlieBt deshalb nicht nur Kontaktterme der Form (0Z0Z) aus, sondern
auch Kontraktionen der Form (0Z0Z) und (0Z0Z). Im Gegensatz zum Vertexoperator
aus Gleichung (V.33) ist dieser Vertexoperator (V.35) nicht invariant unter komplexer

85Zur Vereinfachung der Notation werden wenn keine Verwechslungsgefahr besteht die Abkiirzungen
0 = 0, und 0 = 05 verwendet.
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Konjugation. Daher fithrt die mit V(k, z) berechnete Amplitude nicht zu einem Aus-
druck, der als Betragsquadrat einer holomorphen Hélfte geschrieben werden kann, und
auch die Einfithrung von Loop-Impulsen zur holomorphen Faktorisierung der Ampli-
tude [150] ist hier nicht mdglich.

Es soll nun das erzeugende Funktional der n-Punkt-Amplitude in der sogenannten
Koba-Nielsen-Form konstruiert werden. Der bosonische Anteil dieses Funktionals ist

H d@jde_] /d,un 6'[ d?2d?2 JtH(2) Guo(2,2") J77(2) . (V36)
j=1

G5(z,2) ist der Propagator der bosonischen Felder auf der Weltfléiche, wihrend [ dp,
die Integration iiber die Modulirdume der n-fach Punktierten Weltfliche beschreibt.
Die Integration iiber die Grassmann-Variablen 8; und 0; fiihrt zu einer Exponenzierung
der Vorfaktoren der Vertexoperatoren,

k.07 ethZ — ik Z+0k0Z

= / df df ¢+ 7+0r0Z. (V.37)

multilinear

Dabei bedeutet |muititinear, dal von der Entwicklung des entsprechenden Ausdrucks in
den Grassmann-Variablen 6; nur der Term betrachtet wird, der linear in allen 6, ist.
Der Ausdruck (V.36) reproduziert den bosonischen Anteil der Korrelationsfunktion der
Vertexoperatoren V (k;, z;) aus (V.35), wenn die Stréme wie folgt gewihlt werden®®,

JH(z) = Z (i kY 6 (z — z) + 0, k% 96 (2 — z;) + 0, kY 90@ (z — 2;)) (V.38a)
j=1
T(z) = > ik;" 6P (z - 2). (V.38b)

Jj=1

Das Integral im Exponenten von Gleichung (V.36) kann damit ausgewertet werden.
Man erhélt

n
H dejde_j / d/an H e*ki-k‘j Gij+’i 0; ki-k]' 8Z~Gij+i 0; ki-k‘j BlG” ’ (V39)
i=1 i

mit der bosonischen Zwei-Punkt-Funktion auf dem Torus Gi; = (Z(2;, %) Z (24, Z;)) =
—In|E(z)]* + %(Im (2i5))?. Der bosonische Ausdruck (V.39) 148t sich fiir einen glo-
balen N=2 Superraum verallgemeinern,

n
=1 i+

Dabei beschreibt [ dp? die Integration iiber die bosonischen und fermionischen Modu-
lirdume der n-fach punktierten N=2 Super-Riemann-Fliche. Die bosonischen par-
tiellen Ableitungen & und 0 wurden durch die Ableitungen im Superraum D} =
80% + %9*8 und D, = 8%, + %9*8 ersetzt, und G;; ist hier der Propagator der
Superfelder.

86Fiir die reelle, d.h. unter komplexer Konjugation invariante Form des Vertexoperators ‘7(0,0) (k, z)
aus (V.33) ist J~#(z) das komplex Konjugierte von JT#(z).
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FEICHINVARIANZ UND REFERENZIMPULSE

Die Koba-Nielsen-Darstellungen (V.36) bzw. (V.40) der Korrelationsfunktion sind
wegen des unvollstdndigen Skalarproduktes k; - /%j im Exponenten nicht manifest
SO(2,2) Lorentz-invariant. Durch die Einfithrung von sogenannten Referenzimpulsen
[18, 46, 79, 87] 148t sich die volle Kovarianz des Koba-Nielsen-Exponenten jedoch ver-
deutlichen. Mit Hilfe der Spinor-Helizitéts-Techniken [156] 148t sich zudem die Trans-
versalitdt der Amplitude auf Niveau der Vertexoperatoren nachweisen. Damit ist es
moglich, den Integrand des N=2 Strings mit demjenigen des Typ IIB Superstrings fiir
Gravitonstreuung zu vergleichen.

Fiir das weitere Vorgehen ist es sinnvoll, die reelle SL(2,R) x SL(2,R)" Bispinor-
Notation zu verwenden. Der Zusammenhang zwischen der komplexen Vektor-Notation
v*, v” und der Bispinor-Notation v®¢ ist der folgende,

vm_l ol ol — 0?40 —iol + ot 4 0+ 02 (v 41)
2 vt =it 0+ ot ot 40t —iv® ) '
Damit nimmt das U(1,1) Skalarprodukt die Form an,
20w =¢g4p (v+dw_ﬂ — vt — ot iv_‘j‘w_B) . (V.42)

Ein masseloser Bispinor k®¢ mit det k%% = 0 a8t sich in zwei Weyl-Spinoren zerlegen,
k¢ = k*k®. Zu jedem masselosen Bispinor kann ein Spinor ¢ = ¢(k) definiert werden®’,

(gt):“ _1)(12) (V.43)

Es ist also ¢ = —i¢~. Folglich lassen sich U(1, 1) Skalarprodukte durch

1 .
75— __ . 0,88
k-v= 5 qpksv (V.44)
in SO(2,2) kovarianter Form ausdriicken.
Die beiden physikalischen Polarisationsvektoren €, kiinen als Produkt von Spino-

ren durch
_ da koc

k.
et (k; :iqa - und € . (k;q) = —1—= V.45
falkig) = 2ot walhia) =~ (V.45)
dargestellt werden. Sie haben die konstanten Skalarprodukte e*-e~ = —1 und e - e+ =

0. Unter beliebigen Transformationen des Referenzimpulses ¢ — ¢ dndern sich die
Polarisationsvektoren um einen zum Impuls proportionalen Term,

ek d) = s (ks q) + f(d, @ k) Kae - (V.46)

Da die Polarisationsvektoren in den Amplituden stets mit den entsprechenden Impulsen
multipliziert werden, verschwindet der zweite Term auf der rechten Seite von Gleichung
(V.46) fiir masselose Impulse k%%, Damit héingen die fiir die Amplituden erhaltenen
Ausdriicke nicht von der Wahl des Referenzimpulses ab. Die Wahlfreiheit von ¢ stellt
eine Eichsymmetrie der Theorie dar. Insbesondere kann man ¢ in einer eichinvarianten
Rechnung so wahlen, dafl viele Kontraktionen in der Korrelationsfunktion von vornehe-
rein verschwinden, um so die Anzahl der zu betrachtenden Terme in Zwischenschritten
der Berechnung einer Amplitude zu verringern.

87Die Matrix hat eine verschwindende Determinante, d.h. sie ist entartet und kann nicht durch eine
Ahnlichkeitstransformation in die Identitit tiberfithrt werden.
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Bei der Berechnung von MHV Amplituden wahlt man zum Beispiel die Referenz-
impulse aller Polarisationsvektoren identisch, ¢; = ¢ fiir i« = 1,...,n. Diese Wahl
eliminiert sémtliche Skalarprodukte von Polarisationsvektoren, e (k;; q) - €"(k;; ¢) = 0.
Da aus Dimensionsgriinden jedes Diagramm mindestens ein Skalarprodukt von Polari-
sationsvektoren enthalten muf, folgt aus dieser Wahl der Referenzimpulse unmittelbar
das Verschwinden aller MHV Amplituden auf Tree-Niveau. Aufgrund des in Abschnitt
IV.3 erlauterten Zusammenhangs zwischen MHV Amplituden und dem selbstdualen
Sektor von Feldtheorien folgt damit auch unmittelbar die Trivialitdt der klassischen
Streuung in selbstdualen Feldtheorien [49]. Auf Loop-Niveau erlaubt diese Eichung
den direkten Vergleich zwischen Berechnungen von Amplituden des N=2 Strings und
denen der effektiven Feldtheorie. In der Koba-Nielsen Darstellung der Stringamplitude
(V.36) gibt es keine Terme der Form 99G;, die zu Skalarprodukten zwischen Polari-
sationsvektoren € - ¢ fithren kénnten. Folglich enthélt die Korrelationsfunktion des
N=2 Strings ausschlieflich die Terme, die auch in der entsprechenden selbstdualen
Feldtheorie mit den obigen Referenzimpulsen vorkommen.

Zur besseren Vergleichbarkeit der Stringtheorie mit der effektiven Feldtheorie soll
der Vertexoperator (V.35) noch mit einem impulsabhéngigen Vorfaktor normiert wer-
den,

V(k) = <qum)2 k), (V.47)

wobei die ¢; Gleichung (V.43) erfiillen. Vom Feldtheorie-Standpunkt aus betrachtet
entspricht dies der Multiplikation aller &uferer Linien mit einem Impulsfaktor. V’(k)
hat die Form des Graviton-Vertexoperators in der Typ IIB Superstringtheorie,

V'(k,€) = eqacts (02°F — i k- 4%) (027 + i)™ k- 7) e'F7. (V.48)
Dieser Vertexoperator ist aufgrund der Eichinvarianz (V.46) der Polarisationsvektoren
offensichtlich Lorentz-invariant im Targetraum. Die Gravitonpolarisation in d=2 + 2
Dimensionen erhélt man aus den in Gleichung (V.45) definierten Polarisationsvektoren
durch die Identifikation

et (k) =e (k) e;ﬁ.(k) . (V.49)

aapp\") = Caa

Der Vertexoperator der N=2 Strings im (0,0) Bild kann durch Multiplikation mit
einem impulsabhéngigen Vorfaktor aus dem Graviton-Vertexoperator des Typ IIB Su-
perstrings mit dem durch (V.43), (V.45) und (V.49) definierten Polarisationsvektor ge-
wonnen werden. Damit entsprechen auch die Loop-Amplituden des N=2 Strings denen
der Gravitonstreuung des Typ IIB Superstrings in 2 + 2 Dimensionen mit der entspre-
chenden Polarisation. Der obige Beweis wurde fiir den Vertexoperator im Chern-Zahl
M = 0 Sektor durchgefiihrt. Allerdings wurde schon bei der Berechnung der Tree-
Level-Amplituden in Kapitel IV gezeigt, dafl man den Vertexoperator im Chern-Zahl
M Sektor aus dem mit verschwindender Chern-Zahl durch die Multiplikation mit ei-
nem Impulsfaktor h(k) erhilt, VM (k) = h(k) V (k). Folglich lassen sich sdmtliche
Ein-Loop-Amplituden des N=2 Strings aus denen des Typ IIB Superstrings ableiten.

Der Vertexoperator V'(k, €) aus (V.48) fithrt zur Koba-Nielsen-Darstellung der Gra-
vitonstreuung des Typ IIB Superstrings. Fiir den bosonischen Anteil erhilt man®

[anJ]ewe

i#] i#]

= 2
zkg] 8iGij+6i~€j 6¢8jGij+Ei'€j 81'8]‘Gij (V50)

efl

multilinear

Hierbei bedeutet |yulilinear Pedeutet, dal von der Entwicklung der Exponentialfunktion
nur die Terme betrachtet werden, die linear in allen Polarisationsvektoren ¢; und €; sind.

% Die Antisymmetrisierung ist hier definiert als vj; - w;) = v; - w; — vj - w;.
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Die Amplitude des N=2 Strings unterscheidet sich von derjenigen des Superstrings
darin, dafl das Integral (V.50) im d=2 + 2 dimensionalen Targetraum auszuwerten ist,
und daB die Integration [ dy, itber den Moduliraum auch die Integration iiber die U(1)
Moduli, d.h. iiber die Spinstrukturen auf dem Torus, umfaft. Die supersymmetrische
Verallgemeinerung der Koba-Nielsen-Darstellung der Amplitude erhélt man wie schon
im Fall der Amplitude (V.36) durch die Ersetzungen

Im Fall des N=2 Strings sind die Referenzimpulse geméfl Gleichung (V.43) zu wihlen.
Sie erfiillen die Bedingung ¢{'q;, = 0, woraus folgt, daf alle Skalarprodukte zwischen
Polarisationsvektoren verschwinden,

€ € = 0 und €; Ej =0. (V52)

Damit vereinfacht sich der Ausdruck (V.50) betriachtlich, und man erhélt wieder
die Koba-Nielsen-Darstellung der n-Punkt-Amplitude des N=2 Strings aus Gleichung
(V.40).

V.3.2 DER STRINGINTEGRAND

In diesem Abschnitt wird das Integrationsmafl der Vier-Punkt-Amplitude des N=2
Strings auf dem Torus untersucht und die Korrelationsfunktion der Vertexoperatoren
im Pfadintegral aus Gleichung (V.40) mit Hilfe der Zwei-Punkt-Funktionen der boso-
nischen und fermionischen Materiefelder auf der Weltfliche angegeben.

Die Integration iiber den metrischen Moduliraum besteht aus der Integration des
Teichmiiller-Parameters 7 iiber den Fundamentalbereich F aus Gleichung (II1.22) und
aus einer Integration iiber die Positionen der Vertexoperatoren auf dem Torus 7. Die
Integration iiber die fermionischen Moduli wurde bereits ausgefiihrt und liefert die Aus-
wahlregel der Vertexoperatoren im (0,0) Bild. Der U(1) Moduliraum beschreibt die
Konfiguration des U(1) Eichbiindels auf der Weltfliche und die Monodromien um die
Positionen der Vertexoperatoreinsetzungen. Letztere konnen, wie schon in Abschnitt
I11.3.4 gezeigt wurde, mit Hilfe des Spektralflusses eliminiert werden, so dafl die In-
tegration iiber die U(1) Moduli zu einer Integration iiber die Spinstrukturen (c«, ()
entlang der Homologiezykel der Weltflache fithrt. Diese Spinstrukturen liegen auf einer
Riemann-Fliche vom Genus g in der Jacobi-Varietat der Weltfliche. Fiir Genus g = 1,
d.h. auf dem Torus, ist diese Jacobi-Varietéit jedoch isomorph zur Weltflache, so dafl
man die Spinstrukturen durch eine weitere Torusvariable parametrisieren kann,

u=(3—-a)7+(3-0). (V.53)
Ein modular invariantes Integrationsmafl des Moduliraumes ist gegeben durch

d? d?
—27— und ey (V.54)
7_2 TQ
Die Integrationen der Positionen der Vertexoperatoren iiber den Torus 7 sind in der
Form [ d?2V(z, z) modular invariant.
Damit ist die Streuamplitude des N=2 Strings durch den Ausdruck

/ / H/sz] [T ¢ ¥ Kin (2, 750,17, 7) (V.55)

_1,2— 1<j



V.3. DIE VIER-PUNKT-AMPLITUDE 89

gegeben. Ky enthélt siémtliche Kontraktionen zwischen den Feldern der Vertexope-
ratoren aufler dem Koba-Nielsen-Term, d.h. auler der Kontraktionen ausschliellich
zwischen den bosonischen Materiefeldern im Exponenten der Vertexoperatoren. Die
genaue Form von Ky kann aus der Entwicklung der rechten Exponentialfunktion in
Gleichung (V.50) mit den entsprechenden Polarisationsvektoren abgelesen werden und
wird im folgenden noch néaher untersucht. Der bosonische Propagator auf dem Torus
hat die Form

2

Vernachléssigt man die Nullmoden des bosonischen Propagators (V.56) und des fer-
mionischen Propagators im Ramond-Sektor, lassen sich die Kontraktionen in Ky als
Produkt aus holomorpher und antiholomorpher Halfte schreiben. Alle bei der Entwick-
lung der Korrelationsfunktion Ky entstehenden Terme konnen dann als Differenz von
bosonischen und fermionischen Propagatoren auf der Weltflache geschrieben werden,
die eventuell mit weiteren bosonischen Propagatoren multipliziert werden. Diese Ei-
genschaft ist eine Konsequenz der N=2 superkonformen Invarianz auf der Weltflache
und kann zum Beweis des Verschwindens der entsprechenden Tree-Level-Amplituden
verwendet werden. Die verschiedenen Beitrdge zur Entwicklung von Ky konnen in
drei Gruppen unterteilt werden, die in Abbildung V.2 dargestellt werden. Dabei ist zu
beachten, dal die Vertexoperatoren zwei fermionische Felder enthalten. Folglich sind
die fermionischen Kontraktionen stets zyklisch zwischen den Vertexoperatoren.

¢~ [ — ] €« T

_ A y _

‘0”4"*0‘ [ . a— ) e e

TN B )

ABBILDUNG V.2- Die Beitrége (a) 1239 (b) 11234 und (c) 1'% zur Amplitude. Die
durchgezogenen Linien sind Ableitungen der bosonischen Zwei-Punkt-Funktion auf dem
Torus, die unterbrochenen Linien sind holomorphe (oder anti-holomorphe) fermionische
Greensfunktionen auf dem Torus.

Die erste Gruppe von Termen in Kgxn besteht aus zyklischen Kontraktionen zwi-
schen vier Vertexoperatoren. Diese in Abbildung V.2 (a) dargestellten Terme haben
die Form

[(1234) = k’l . ]272]{32 . ];’3/{53 . ];’4]{34 : E1
X (alGlz 02Go3 03Gi34 4Gy — Stz [g} Sa3 [g} S34 [g} Su [g]) . (V.57)

Dabei ist S;; [‘;] = S[g] (2; — #;) die holomorphe Hélfte des Szegd Kerns. Die umge-
kehrte Ordnung der Kontraktionen liefert den Term 73?1 den man aus 10234 durch
komplexe Konjugation aller Impulse erhilt, k < k. Damit ist 732D zu 11234 komplex
konjugiert. Durch Permutation der Reihenfolge der Vertexoperatoren erhélt man die
anderen Beitrige dieser Gruppe 11324 und 1(1?43) sowie die umgekehrte Ordnung dieser
Terme.

Die néchste Gruppe von Termen der Entwicklung von Ky enthélt jeweils zwei

Paare von Kontraktionen zwischen zwei Vertexoperatoren, wie in Abbildung V.2 (b)
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dargestellt wird. Diese Beitrage haben die Form

1(12)(34) = —kl . 1272 k2 . 12’1 ]{73 . ]_€4 ]{?4 . ];?3
X (81G12 a2C7Y21 83G34 84G43 - Sl2 [g} 521 [Cﬂl} S34 [g] 543 [g]) . (V58)

Es gibt insgesamt drei Beitriige dieser Form. Die anderen beiden Ordnungen I(13)(4)
und 7093 werden wie in Gleichung (V.58) mit entsprechend permutierten Indizes
konstruiert.

Die verbleibenden Terme in Kk sind von der in Abbildung V.2 (c) dargestellten
Form

1Y) = kykoky - ky (01G12 02Goy — 512[2} Sa1 [g])
X (k?g . El 83G31 + k‘g . 12;2 63G32 + k?g . ];34 83G34) (V59)
X (k4 k1 04Gay + k- ko O4Gag + Ky - k3 84G43) .

Hier ist jeweils nur ein Paar von Fermionen kontrahiert. Die moglichen Permutationen
der Vertexoperatoren liefern die Beitrige 703, 104 123 1G4 ynd 14Y. Terme mit
zyklischen Kontraktionen zwischen drei Fermionenpaaren der Vertexoperatoren ver-
schwinden, da zyklische und antizyklische Ordnung in diesem Fall entgegengesetzte
Vorzeichen haben.

Der eichinvariante Vertexoperator V'(k;) aus (V.48) erzeugt iiber die Entwicklung
von (V.50) bei einer geeigneten Wahl der Referenzimpulse ¢; = ¢ dieselben Terme
wie in (V.57) bis (V.59), jedoch mit der Ersetzung k; - k; — ¢ - k; in allen Skalar-
produkten. Dies zeigt, dafl die Ein-Loop-Amplitude des geschlossenen N=2 Strings
im Feldtheorie-Grenzwert o — 0 die Feynman-Regeln der Ein-Loop-Amplituden einer
Gravitationstheorie (des Feldtheorie-Grenzwertes des Typ IIB Superstrings) reprodu-
ziert. Allerdings liefert der N=2 String Gravitationsdiagramme ohne ¢; - €¢; oder ¢; - €;
Terme, d.h. mit MHV Struktur. Dies liefert einen Hinweis darauf, dafl der geschlossene
N=2 String auch jenseits des Tree-Niveaus eine selbstduale Gravitation beschreibt.

K ky ke K, ABBILDUNG V.3 - Singularitdten

im FEin-Loop-Integral koénnen auftre-
‘ ten, wenn (a) zwei Vertexoperatoren
zusammenfallen, z; ~ z; oder (b) der
(a) (b) Torus zu einem diinnen Ring entartet,

7‘2—>m

An dieser Stelle 148t sich bereits zeigen, dafl die Vier-Punkt-Amplitude des N=2
Strings auf dem Torus im Gegensatz zur Drei-Punkt-Amplitude aus Abschnitt V.2
endlich ist. Singularititen des Integranden koénnen nur in den beiden in Abbildung
V.3 dargestellten Regionen des metrischen Moduliraumes auftreten.

(a) Wenn zwei Vertexoperatoren zusammentreffen, z; ~ z;, divergieren die Propaga-
toren Gy ~ —1In|z; — 2;|* — oo und S;; [g] ~ (z;— z;)7t — oo. Allerdings gilt in
diesem Grenzfall unabhéngig von der Spinstruktur S;; [g} = —0;G};. Aufgrund
der Struktur der Terme (V.57) bis (V.59) in Kxy verschwindet der Integrand in
diesem Fall punktweise, es gibt keinen divergenten Beitrag dieser Konfiguration
zur Amplitude.

(b) Wenn der Torus zu einem diinnen Ring entartet, also 75 — oo, die Vertexope-
ratoren aber einen endlichen Abstand behalten, d.h. z; — z; ~ O(7), trégt nur
die Nullmode des bosonischen Propagators zur Amplitude bei. Es gilt dann
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Gij ~ 2T—72r (Im (z; — 2;))* ~ 72 — oo. Im Grenzfall 7, — oo trigt nur die fithrende
Ordnung der Entwicklung der Korrelatoren nach ¢ = €*" zum Integranden
bei. In dieser fithrenden Ordnung sind die fermionischen Propagatoren Sl-j[g]
unabhéngig von der Spinstruktur (c«, (), sie stimmen mit den Ableitungen der
entsprechenden bosonischen Propagatoren {iberein und eliminieren deren Beitriage

in der fithrenden Ordnung, es gibt keinen divergenten Beitrag zur Amplitude.

V.3.3 DER FELDTHEORIE-GRENZWERT

In diesem Abschnitt soll der Feldtheorie-Grenzwert der oben konstruierten Amplitu-
de bestimmt und mit den aus der effektiven Feldtheorie des N=2 Strings erhaltenen
Ein-Loop-Ergebnissen der selbstdualen Gravitation verglichen werden. Die Integration
iiber die Spinstrukturen kann vor oder nach dem Grenziibergang o/ — 0 durchgefiihrt
werden. Da der Ramond-Sektor ein singuldrer Punkt im Kontinuum der Spinstruktu-
ren ist, ist es nicht von vorneherein klar, ob die Reihenfolge, in der Integration und
Grenziibergang durchgefiihrt werden, eine Rolle spielt. In diesem Abschnitt wird zuerst
der o — 0 Grenzwert ausgefiihrt, wodurch die Abhéngigkeit des Integranden von der
Spinstruktur trivial wird. Im néchsten Abschnitt wird hingegen zunéchst iiber die Spin-
strukturen integriert. Der danach ausgefiihrte o’ — 0 Grenziibergang fiihrt wieder auf
die Ergebnisse dieses Abschnitts. Der Feldtheorie-Grenzwert der Ein-Loop-Amplituden
des N=2 Strings ist also unabhéngig von der Reihenfolge, in der Moduliintegration und
o — 0 Ubergang durchgefiihrt werden.

Mit der Wahl des modular invarianten Integrationsmafles aus Gleichung (V.54)
unterscheiden sich die Amplituden des N=2 Strings von denen der selbstdualen Gra-
vitation in d=2 + 2 Dimensionen. Aufgrund der mit dem (¥, ") Geistsystem zusam-
menhéngenden U(1) Symmetrie enthélt der Integrand einen zusétzlichen Faktor 7,
der zu einer Beschreibung des Loopimpulses in zwei reellen Dimensionen fiihrt. Diese
Abweichung der Dimension der effektiven Feldtheorie von der kritischen Dimension der
Stringtheorie wurde bereits bei der Berechnung der Zustandssumme auf dem Torus in
Abschnitt V.1 und der Drei-Punkt-Amplitude auf dem Torus in Abschnitt V.2 beob-
achtet. Um diesen Faktor 7, unterscheidet sich der Integrand des N=2 Strings auch von
demjenigen des Typ IIB Superstrings im Sektor der selbstdualen Gravitation in vier
Dimensionen, den man etwa durch Kompaktifizierung des nicht supersymmetrischen
Sektors auf T erhilt. Ganz allgemein beschreibt eine Moduliintegration der Form

BT .
CL gt gmma k) (V.60)
T2

das n-Punkt-Diagramm einer ¢3-Feldtheorie auf Ein-Loop-Niveau in d Dimensionen®.

Die n zusétzlichen Faktoren 7o stammen von den n Vertexoperatoren im Stringin-
tegranden. Sie entstehen durch die Abbildung der Torus-Variablen z; € 7 auf das
Einheitsquadrat z; = x; + 7y; mit x;,y; € [0, 1].

Zur Berechnung des Feldtheorie-Grenzwertes der Stringamplitude werden die Wel-
flichen-Koordinaten der Vertexoperatoren in eine Schwinger-Zeit Darstellung gebracht.
Der Integrand kann im vom Teichmiiller-Parameter abhéingenden ¢ = ¢*™7 entwickelt
werden, wobei hohere Potenzen von ¢ dem Austausch von massiven Moden entsprechen,
die im Fall des N=2 Strings nicht existieren. Im folgenden soll die analytische Struk-
tur des Integranden im Feldtheorie-Grenzwert untersucht werden [62]. Dazu wird der
Integrationsbereich der Vertexoperatorpositionen auf dem Torus H?Zl fT d?z; in sechs
Regionen unterteilt, entsprechend den sechs moglichen Ordnungen der Imaginérteile der

89Zum Beweis siche Anhang E.



92 V. EIN-LOOP-AMPLITUDEN

Positionen 0 < Im 2y, Im 29, Im 23 < 7. Dabei wurde die durch den komplexen kon-
formen Killing-Vektor beschriebene Translationssymmetrie des Torus ausgenutzt, um
die Position des vierten Vertexoperators auf einen festen Wert zu setzen, z4, = 7 =~ 0.
Die Beitrége der einzelnen Ordnungen und der dazu inversen Ordnungen zur Ampli-
tude sind jeweils paarweise identisch, so dafl man die volle Amplitude (V.55) fiir eine
gegebene Spinstruktur («, 3) zerlegen kann? [61],

Ad[5]) (5.t ) = 2 A (5] (5,1) + 244 [5] (8, 0) + 2 A4 [5] (u, 5). (V.61)

Die Teilamplitude A4 [g} (s,t) ist durch den Ausdruck

&
A4[g](s,t) = / 7_—27 H/szj H e ik Gig KKN(Zi,Zi;U,ﬂ;T, %) (V.62)
w2 5= i<j
definiert, wobei die Integrationen szl [ d?z; iiber die Positionen der Vertexoperatoren
auf den Bereich

0<Imz <Imz<Imz<Imz=mn (V.63)

eingeschrankt ist. Der Wert der dritten Mandelstam-Variable ist in Gleichung (V.62)
durch Impulserhaltung gegeben, u = —s — t. Die anderen beiden Teilamplituden
Ay [g} (t,u) und Ay [g} (u, s) definiert man entsprechend mit den zyklischen Permuta-
tionen der Positionen der Vertexoperatoren. Aus der Berechnung einer Teilamplitude
kann die vollstandige Amplitude (V.55) rekonstruiert werden.

In der geordneten Region (V.63) werden die neuen Variablen

276 245 . .
ws; — { e fir Im z;; > 0 (V.64)

ge*™#i fiir Im z;; <0

mit |w;;| < 1 definiert. Die Positionen der Vertexoperatoren werden durch z; = z;+7y;
mit z;, y; € [0, 1] auf dem Einheitsquadrat parametrisiert. Weiterhin werden die reellen

Variablenpaare «; und u; mit ¢ = 1, ..., 4 definiert,
U1=1Y1 ;=27 (1 +uy 1)
U2=Y2 — Y1 Q=27 (Ty — T1 + U 1) (V 65)
U3=yY3 — Y2 a3=27 (3 — T2 + uz71) '
ug=1—ys Qu=2TT —Q] — Qg — Q3.

Dabei gilt offensichtlich uq +us + uz +ugs = 1 und aq + as + a3 + a4 = 27 71. Dies kann
aufgrund der Translationsinvarianz des Torus fiir jede Konfiguration der Positionen
der Vertexoperatoren erreicht werden. Mit diesen Definitionen kann der Koba-Nielsen-
Term Iy = [],_. e ** Gi aus Gleichung (V.62) vereinfacht werden. Es ist

Iion = [T [BGy)| 7™ T e = (V.66)

1<J 1<J

1<j

Setzt man in diese Gleichung die Produktdarstellung der Primform aus (F.16) ein,
erhalten die Terme, die nicht von z;; abhéingen, einen Exponenten der proportional zu
Yoic ; 8ij ist und wegen der Impulserhaltung verschwindet. Der fiir den Koba-Nielsen-
Term relevante Anteil der Primform ist folglich

o0
€7T’L'Z¢j H (1 . qm 6*27”'21’]') (1 . qm+1 e+27rizij) ) (V67)
m=0
99Die Mandelstam-Variablen sind definiert durch s = — (k1 + k2)? = —2ky - ko, t = —2ko - k3 und
u = —2k; - k3. Fiir sie gilt die Impulserhaltung s + ¢ 4+ u = 0.
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Definiert man

R(w;j) H H ‘1 —wij "7, (V.68)

i#j m=0

so ist leicht zu iiberpriifen, dal R gerade den Teil des Koba-Nielsen-Termes repro-
duziert, der von dem unendlichen Produkt in der Entwicklung (V.67) der Primform
stammt, R(wi;) = [[;o; [Ty [(1 = ¢™e™?™%3) (1 — g™+ et %5)[ 7%, Der Beitrag
des verbleibenden Faktors ™ %7 der Entwicklung der Primform kann mit dem Beitrag
der Nullmoden des bosonischen Propagators zusammengefait werden. Diese Terme
liefern den Ausdruck ™™ Zi<; % Wi +0is) — |g|~(swusttuzus) - Damit, 158t sich die Teilam-
plitude aus (V.62) in der Form

4

A[8](s,) = /J%B[L/W” (271 — ﬁé%”ﬁjﬁmal_gym

i=1Y) i=1Y) j=1

’CI| (suruz~+tusug) R(ww) KN (Oéiy Uis Uy Uy T, 7_') (V69)

darstellen. K enthélt dabei den kinematischen Faktor des MHV Sektors der Typ
IIB Superstring Theorie in den neu eingefiihrten Koordinaten (V.65). Die Funktion R,
welche die unendlichen Produkte aus der Entwicklung der Primform enthélt, kann in
eine Reihe in ¢ entwickelt werden,

R(wj) | | |1 el

Dabei ist s; = s fiir gerade ¢« und s; = ¢ fiir ungerade 7. Die P{(i) V}(s,t) sind end-

4

MY X P H

s (V.70)

liche Polynome in s und ¢, die rekursiv erzeugt werden kénnen [62, Anhang C] mit

P{(é?o}(s,t) = 1. Der Feldtheorie-Grenzwert o’ — 0 der Amplitude (V.69) enthélt nur
die fiihrende Ordnung der Entwicklung in ¢, d.h. nur die Terme mit den niedrigsten
Potenzen?’. Um den fiihrenden Beitrag der Reihenentwicklung (V.70) nach der In-
tegration iiber die Positionen der Vertexoperatoren (o, u;) zu bestimmen, betrachtet

man zunachst die Identitat

2m 00
d -
/ 2a L ’1 ze | = x_r/dﬁxﬁ ©rn(s; 5) . (V.71)
s
0 0

Dabei sind 1 und r beliebige reelle Konstanten, und
O (S; 8) = Z(Jk 5) Cyin)(8) (2K + 1+ |n| — B) (V.72)

ist die inverse Laplace-Transformierte einer hypergeometrischen Funktion®? mit

Cots) — /24 8)
S) = .
g I(s/2)T(k+1)
91Fiihrt man die Regge-Steigung in den obigen Gleichungen wieder ein, haben die Terme der Ent-
wicklung die Form |¢|™® °. Der Grenziibergang o — 0 ist also dquivalent zum Grenziibergang
Ty — 00, bzw. ¢ — 0. Der Feldtheorie-Grenzwert liegt also in dem Teil des metrischen Moduliraumes,

in dem die Weltfliche des Strings zu einem diinnen Ring degeneriert.
92Es ist [96, Seite 55]

(V.73)

/dﬁaz ©0rn(s;6) = Cy(s) z!" Ry (8/2,5/2 + |nl; In| + 1;1;2) )
0
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Mit z = |¢|* kann die Identitét (V.71) ausgenutzt werden, um die Integration iiber
die Winkelvariablen «; auszufithren. Man erhélt eine Reihe in den Cj(s), multipli-
ziert mit Potenzen von |q|?**"*I"l deren fiihrender Term die Form 1 — O(q) hat. Der
Feldtheorie-Grenzwert ist also dquivalent dazu, R(w;;) = 1 zu setzen, nicht triviale
Korrekturen zur Funktion R sind von hoherer Ordnung in o’. Ebenso triagt nur der
n; = 0 Term der Summe aus Gleichung (V.70) zum o' — 0 Grenzwert der Ampli-
tude bei. Diese Analyse kann auch auf die Winkelvariablen im kinematischen Faktor
Kgn ausgedehnt werden. Die verbleibenden Propagator-Terme in Kgy erzeugen fiir
o — 0 die Feynman-Parameter der Wechselwirkung der effektiven Feldtheorie. Der
daraus erhaltene Ausdruck ist identisch zum kinematischen Faktor der entsprechenden
Typ IIB Superstring Amplitude vor der Summation iiber die Spinstrukturen, mit ei-
ner Wahl der Polarisationsvektoren, welche die MHV Struktur erzeugt. Das Vorgehen
zum Vergleich von Amplituden der Stringtheorie mit denen der effektiven Feldtheorie
wird durch die Bern-Kosower-Regeln [22, 23, 30, 32] fiir den Fall beliebiger n-Punkt-
Amplituden von Eichtheorien auf Ein-Loop-Niveau systematisiert und kann auch auf
Gravitationsamplituden verallgemeinert werden [29]. Dieses Verfahren soll im folgen-
den auf die Amplitude (V.69) angewendet werden.

Gébe es nicht den nicht holomorphen Nullmodenanteil des bosonischen Propagators
(V.56), wiirden sich die bosonischen und die fermionischen Beitréige in den Termen
(V.57) bis (V.59) im Feldtheorie-Grenzwert vollsténdig aufheben; der Integrand der
1-Loop-Amplituden des N=2 Strings wiirde verschwinden. In den drei Gruppen von
Differenzen von bosonischen und fermionischen Propagatoren bleiben jedoch fiir o/ — 0
die Beitréige der bosonischen Nullmoden iibrig. Man erhélt aus der Korrelationsfunkti-
on Ky Terme, die proportional zu mindestens einem Faktor der Form 127“2 Im z;; sind.
Die Nullmoden brechen die Faktorisierbarkeit der Amplitude in eine holomorphe und
eine antiholomorphe Hélfte. Die MHV Struktur der Amplitude kann folglich als holo-
morphe Anomalie im Feldtheorie-Grenzwert des N=2 Strings verstanden werden. In
Gleichung (V.69) ist ein Faktor 77 multipliziert mit den Nullmodenbeitriigen aus K x
iiber den Fundamentalbereich F der metrischen Moduli zu integrieren. Ein Vergleich
mit (V.60) zeigt, daBl diese Integration zu einer Feldtheorie-Interpretation in d = 2
Dimensionen fiihrt. Auch hier erkennt man also einen Unterschied zwischen der kriti-
schen Dimension der Stringtheorie und der Dimension des Loop-Impulses der effektiven
Feldtheorie [103].

In der durch die Stringtheorie inspirierten Erzeugung von Streuamplituden der Gra-
vitation entsteht der Feldtheorie-Grenzwert o/ — 0 an den Réandern des metrischen
Moduliraumes. Man erhélt die Feynman-Parameter Darstellung eines ¢3-Diagramms

[29]

1 Tip_1 Tig
Kred
D:n dz 1 di_2'~- dil n B V74
) 0/ ' . 0/ ' n 0/\ ! <Za<b Pia : ij miajb (1 - wia]’b))nid/2 ( )

wobei der Vorfaktor ¢,, in d Dimensionen durch den Ausdruck

n—d/2)

_a 1
cn = (4m)>4/2 = (V.75)

gegeben ist. P; ist der Impuls der in die i-te &uflere Linie des n-gon Diagramms der
¢3-Theorie flieBt. Die z; sind die Feynman-Parameter” und x;; = xz; — x;. Bei der

9Diese Feynman-Parameter erhilt man durch x; = 22:1

a;.

a; aus den iiblichen Feynman-Parametern
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Konstruktion der Gravitationsamplitude sind alle Diagramme mit zyklischer Vertau-
schung der dufleren Linien dquivalent. Zur Konstruktion der vollstdndigen Amplitude
ist also iiber alle nicht zyklischen Ordnungen der &ufleren Impulse zu summieren. Der
Faktor Kieq in Gleichung (V.74) enthélt den auf diese Weise entstandenen kinetischen
Term, der identisch mit der Koba-Nielsen-Darstellung der Multi-Graviton Streuampli-
tude (V.50) des Typ IIB Superstrings ist,

e(ki‘fj_k?j‘€i) Gij—eif]‘ Gij 6(/{/‘1"5]‘ —kj'Ei) Gij—gifj Gij . (V76)
multilinear

G bezeichnet hier die Ableitung des vollstéindigen Propagators®® der betrachteten Heli-
zitdt des Gravitationsfeldes nach dem Parameter der Weltlinie. Prinzipiell enthélt die
aus der Superstringtheorie gewonnene Koba-Nielsen-Darstellung der Gravitationsam-
plitude auch einen Term der Form e~ (€% +&-€)8:9;Gii  der die holomorphe und die an-
tiholomorphe Hélfte mischt. Mit der Wahl der Referenzimpulse fiir die N=2 Stringtheo-
rie gilt jedoch ¢; -€; fiir alle &uBleren Linien ¢, j, so dafl die MHV Struktur der Amplitude
erhalten bleibt. Der Ausdruck Gj; in Gleichung (V.76), der dem bosonischen Propaga-
tor der Stringtheorie entspricht, erzeugt in der Feldtheoriebetrachtung die Feynman-
Parameter. Seine Ableitung ist gegeben durch

Gij = —§ sign(wy;) + 5 (V.77)

Der Nutzen der Darstellung (V.76) der Amplitude besteht darin, dal der kinemati-
sche Term K,,q aus der erstquantisierten Feldtheorie entsteht, deren Schwinger-Zeit
mit dem MafBfaktor (V.54) aus der N=2 Stringtheorie iiber die Weltlinie integriert
wird [136, 137, 145]. Durch die Abbildung des Feldtheorie-Grenzwertes der Ein-Loop-
Amplitude des N=2 Strings auf die erstquantisierte Feldtheorie-Amplitude entfallt die
Notwendigkeit, die Integration iiber den metrischen Moduliraum auszufiihren, da die
entsprechenden Amplituden aus der Feldtheorie bekannt sind [28]. Gleichung (V.74)
mit dem Mafl des metrischen Moduliraumes des N=2 Strings beschreibt die n-Punkt-
Amplitude der selbstdualen Gravitation auf Ein-Loop-Niveau in d=2 Dimensionen.

DIE BERN-KOSOWER-REGELN

Zur Anwendung der Bern-Kosower-Regeln werden alle ¢3-Diagramme konstruiert, die
man aus dem Abschniiren verschiedener Vertexoperatoren erhélt. Zwei Beispiele fiir
diese Diagramme, ein Box-Diagramm und ein Dreiecks-Diagramm, sind in Abbildung
V.4 dargestellt. In diesen Diagrammen werden die Faktoren Gij bzw. im Fall des

geschlossenen Strings und der Gravitation die Faktoren Gw G.; entsprechend der Tree-
und der Loop-Regeln ersetzt.

kl kA k.
: > ABBILDUNG V.4 - Beispiele der Beitrége verschiede-
]>—< ner Réander des Moduliraumes der String-Amplitude
bk e © zum Feldtheorie-Grenzwert.

(a (b)

Zunachst werden die Tree-Regeln auf die an den Loop angehéngten Tree-Graphen
angewendet, etwa auf den Drei-Punkt-Tree in der rechten Hélfte von Abblidung V.4
(b). In einem solchen Tree-Graph enthaltene Faktoren G;; werden durch —1/P; - P;

94D h. einschlieflich der Nullmoden.
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ersetzt und im verbleibenden Ausdruck wird i = j gesetzt?. Diese Ersetzung der
Erzeugenden der Feynman-Parameter in der Feldtheorie erzeugt den gesuchten kine-
tischen Vorfaktor des Diagramms. Vom Standpunkt der Stringtheorie aus entspricht
diese Ersetzung der dufleren Tree-Diagramme dem Abschniiren eines Pols vom kineti-
schen Faktor aus den e %% % Termen durch Integration am Rand des Moduliraumes
mit z; ~ zj.

Nach der Anwendung der Tree-Regeln sind die verbleibenden Faktoren GZ] in den
Diagrammen entsprechend der Loop-Regeln zu ersetzen. Einzelne Faktoren GZ] ent-
sprechen nicht zyklischen Kontraktionen und stellen den Feldtheorie-Grenzwert des

bosonischen Propagators auf der Weltfliche dar. Diese Faktoren werden wie in Glei-
chung (V.77) durch

Gij — —% Sign Lij + Lij (V78)
ersetzt. Zyklische Kontraktionen sind von der Form Gi1i2éi2i3 e Gzn21 wobei die Rei-
henfolge der Indizes durch die Ordnung der d&ufleren Linien des Loop-Diagramms vor-
gegeben ist. Diese Beitrage werden entsprechend der Regeln

und fiir n > 2

Giliz iz - - - Ginil — 1 (VSO)

ersetzt. Ersetzungen der zyklischen Kontraktionen représentieren den Feldtheorie-
Grenzwert der fermionischen Propagatoren der Stringtheorie. Diese Loop-Regeln wer-
den im Fall der Gravitation unabhéngig auf die G” und auf die G;; angewendet.

Im Fall der durch die Einstein-Hilbert-Wirkung

Seulsl = [ d's VG R (V.31)

erzeugen die Regeln (V.78) bis (V.80) die entsprechenden Ein-Loop-Amplituden mit
einem Graviton als im Loop umlaufenden Zustand [29]. Dieselben Ersetzungsregeln
gelten jedoch auch fiir Zustédnde mit Spin [J < 1] im Loop [136, 137, 145]. Bei der
Berechnung von MHV Amplituden vereinfachen sich die Bern-Kosower-Regeln noch
weiter. Aus der Beziehung (IV.64)

1

;|| | — ) (V.82)

erkennt man, dafl die Integration iiber ein Raumzeit-Graviton oder iiber einen kom-
plexen Raumzeit-Skalar im Loop zum selben Ergebnis fithrt. Dadurch kénnen sich die
Beitrage aus den zyklischen Kontraktionen (V.79) und (V.80) gegenseitig wegheben.
Insbesondere wurde gezeigt [29], dal in Gravitationsamplituden mit MHV Struktur
samtliche zyklischen Beitrige nach der Loopintegration verschwinden. Aus der Sicht
der N=2 Stringtheorie bedeutet dies, daf§ die Weltflachen-Fermionen im Feldtheorie-
Grenzwert nicht zur Amplitude beitragen. Aufgrund der Impulserhaltung verschwin-
det die Summe der kinetischen Vorfaktoren der fermionischen Propagatoren. Dieses
Ergebnis wird auch in Abschnitt V.3.4 bestétigt, wenn zuerst das Integral {iber die
Spinstrukturen ausgefiithrt wird und erst danach der Feldtheorie-Gernzwert o/ — 0
gebildet wird.

9In Abbildung V.4 (b) entspricht dies einem Faktor —1/k3 - k4 mit der Identifizierung z3 = x4 im
verbleibenden Dreiecks-Diagramm.



V.3. DIE VIER-PUNKT-AMPLITUDE 97

Die g-Entwicklung der Ableitung des bosonischen Propagators hat in der fithrenden
Ordnung die Form (F.20)
2m 2 , 2mi 2mi
8<lnEz2——Imz ):m—%%——lmz—i—O . V.83
[EGI - (Im 2) T (@) (V83)
Nach der Integration iiber die Winkelvariable « liefert der mittlere Term den konstanten
Beitrag —2mi [47, 62]. Insgesamt ist der in ' fithrende Beitrag der Ableitung des
bosonischen Propagators der Stringtheorie also von der Form

0 (ln ‘E(z)|2 - f_—w (Im z)2> — —Ti+ ? Im 2z = —mi (1 —2y), (V.84)
2 2
in Ubereinstimmung (bis auf den Vorfaktor 7i) mit der Bern-Kosower-Ersetzungsregel
(V.78). Die fermionischen Beitrége zu den Amplituden der N=2 Stringtheorie ergeben
ein Produkt von Szegd Kernen S [’;] (z;) mit einer zyklischen Anordnung der Argu-
mente z;. Die g-Entwicklung eines solchen Ausdrucks hat nach der Integration iiber
die Winkelvariablen «; die Form

S[E} (2142 S[g] (Zigis) - - - S[g] (Zinir) = (78)" + O(q) - (V.85)

Der in o fithrende Beitrag der fermionischen Propagatoren entspricht bis auf den Vor-
faktor (mi)"™ der Bern-Kosower-Regel (V.80). Die Ein-Loop-Amplitude des N=2 Strings
reproduziert folglich alle mit Hilfe der Bern-Kosower-Regeln aus der Gravitationsam-
plitude erhaltenen Terme.

V.3.4 INTEGRATION UBER DIE SPINSTRUKTUREN

Nachdem im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, dafl die Integration iiber die Spinstruk-
turen im Feldtheorie-Grenzwert trivial wird und die fermionischen Propagatoren fiir
o/ — 0 nicht zur Amplitude des N=2 Strings beitragen, soll nun zuerst die Integrati-
on iiber die Spinstrukturen durchgefiithrt werden. Dabei wird sich herausstellen, dafl
die kinematischen Vorfaktoren die Beitrige der Fermionen zur Ein-Loop-Amplitude
im Grenzfall &/ — 0 eliminieren [48]. Zur Untersuchung der Vier-Punkt-Amplitude
sind Produkte von bis zu vier holomorphen Szegé Kernen aus (V.57) bis (V.59) und
den entsprechen antiholomorphen Szegoé Kernen iiber den Torus der Spinstrukturen
(a, B) € [0, 1] x [0, 1] auf der Weltfliche zu integrieren.
Auf dem durch den Teichmiiller-Parameter 7 beschriebenen Torus definiert man

hn({zi}u) = S[g] (z12) S[g} (z23) - .. S[g} (2n1) (V.86)
mit der von der Spinstruktur abhéngenden Nullstelle der Szego Kerne
u=(:-a)T+ (3 -0). (V.87)

Mit Hilfe der Definition (F.23) des Szegd Kernes 148t sich h,, durch Primformen E(z)

ausdriicken,

ha({zi7}0) = E(<E( ) P ) P — )
—u))" E(z12) E(z23) - .. E(zn1)

In dieser Darstellung erkennt man, dafl h, einen einzigen Pol n-ter Ordnung in u an

der Stelle v = 0 hat. Im einfachsten Fall n = 2 erhélt man unter Ausnutzung der

Symmetrieeigenschaften (F.15a) und (F.15b) der Primform auf dem Torus

(V.88)

E(Zlg — U)2

ha(z12;u) = B2 B (o)’ = —(212) + p(u) = O®E(z12) — PE(u) . (V.89)



98 V. EIN-LOOP-AMPLITUDEN

Dabei ist p(z) die in Abschnitt F.4 definierte Weierstrafische p-Funktion. Wenn zwei
Punkte zusammenfallen z,; — 0 spaltet die Funktion h,, einen einfachen Pol an dieser
Stelle ab, h, — hp_1/2n1-

Zur Bestimmung des fermionischen Beitrages zur Ein-Loop-Amplitude des N=2
Strings ist das Produkt von A, und dem entsprechenden antiholomorphen Ausdruck
hs mit dem korrekten MafBfaktor iiber den durch u parametrisierten Torus der Spin-
strukturen zu integrieren. Mit hg = 1 definiert man die Integrale

foan{zi5, Zm}) = ({25} 0) ha ({20} 1)) - (V.90)

Das Integrationsmaf ist dabei

<...>E/d“d“..., (V.91)

-2 T2

so dafl die Normierung (1) = 1 gilt. Die explizite Integration des Ausdrucks (V.90) ist
aufgrund der Integrationsregel (B.5) einfach auszufiihren [68]. Da h,,(u) und hy (@) fiir
n > 1 geschlossene 1-Formen mit verschwindendem Residuum in u = 0 sind, kann das
Oberflachenintegral (V.91) durch zwei Wegintegrale entlang des a- und des b-Zykels
des Torus ersetzt werden,

fan = 5 7{ du b (1) 7{ it o (71) — Ja{ du b (1) jf dahn@ | . (V.92)

-
? a b b a

Diese Wegintegrale konnen einfach berechnet werden.

Jede elliptische Funktion mit einem einzigen Pol n-ter Ordnung kann durch eine
Linearkombination von Weierstrafischen p-Funktionen, deren Ableitungen und einer
Konstante ausgedriickt werden [154, Kapitel XX]. Damit 1a8t sich die Funktion h,,(u)
mit den von den Positionen der Vertexoperatoren abhéngenden Laurent-Koeffizienten
hF({z;}) um den Pol u = 0 entwickeln%,

ho(w) = AWy + 4+ 2Py Py 4 A + O(u)

n

_1 n 1
(,(1 = )1)1 Bt 9" () = B () + B o(u) + HLY L (V.93)

Dabei wurde ausgenutzt, daf gilt p(u) = u=2 + O(u?) und®”

—1)*
(l(c — )1)1 p" 2 (1) = u* + G Gy gerade + O(u) (V.94)
fiir £ > 3. Die holomorphe Eisenstein-Reihe
1
Gy = —— =2( (k) +O(q) (V.95)
L T

liefert einen Beitrag zum konstanten Term in Gleichung (V.93)
O — 7O = pO — Gua® — GehlY — . — Gapygh 2 (V.96)

Die Integration der einzelnen Terme der Reihenentwicklung von h,(u) iiber die Ho-
mologiezykel des Torus ist einfach durchzufithren. Die Stammfunktion einer Ableitung

9 Es gibt keinen Term der Ordnung u~'. Die Summe der Residuen einer elliptischen Funktion ver-
schwindet. Da hy(u) nur einen Pol in u = 0 besitzt, mufl das entsprechende Residuum verschwinden.
976(F) (u) ist die k-te Ableitung der WeierstraBschen p-Funktion nach dem Argument .
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der WeierstraBschen g-Funktion ®*)(u) mit & > 1 ist die doppelt periodische Funktion
©*=Y(u). Das Integral einer doppelt periodischen Funktion iiber einen geschlossenen
Weg auf dem Torus verschwindet. Folglich tragen nur die letzten beiden Terme der
Entwicklung (V.93) von h,(u) zum Integral f, 7 aus (V.92) bei. Die Integrale des kon-
stanten Termes und der Weierstrafischen p-Funktion sind einfach zu berechnen. Es ist

(B.3)
?{du =0 %du =T (V.97)
und (F.31)
]{du p(u) = =2 = -G, j[du o(u) = =2ny = 2mi — Gt , (V.98)
a b

mit den entsprechenden komplex konjugierten Ausdriicken. Die in Gleichung (F.32) de-
finierte beinahe modulare Form Gy erhélt man durch Regularisierung des Ausdruckes
(V.95) fiir k = 2. Das Integral f, ; aus (V.90) besteht folglich aus einer Linearkombi-
nation der folgenden nicht verschwindenden Spinstruktur-Integrationen

T — T _
<1> = 1, <p> = —Gg + 7_— und <p@> = G2G2 — 7_— (G2 + Gg) . (V99)
2 2
Damit 148t sich die allgemeine Form des Ergebnisses der Integration iiber die Spin-
strukturen angeben

fan = HPHD + HOBD (0) + 0D (o) + BPRD (00) (V.100)

2
_ <H;0>+hg2> (—G2+I)> (ﬁgouh? (_GQ+E)) _ p@p0) (1) |
T2 T2 T2

Dieser Ausdruck 148t sich offensichtlich nicht chiral aufspalten, er kann nicht als das
Produkt einer holomorphen und einer antiholomorphen Hélfte geschrieben werden. Zur
Berechnung aller in der Vier-Punkt-Amplitude vorkommenden Terme (V.57) bis (V.59)
miissen die Integrale f,; mit (n,7) € {(0,0),(2,0),(2,2),(4,0),(4,2),(4,4)} und die
entsprechenden konjugierten Integrale bestimmt werden. Da die einzigen nicht ver-
schwindenden Integrale (V.99) bereits bekannt sind, bleiben noch die Koeffizienten

B anzugeben. Allgemein gilt Y =0 und A = (=1)". Im Fall der Vier-Punkt-

Amplitude auf dem Torus sind die Ausdriicke hf) und die konstanten Terme HZ(O) und

H io) in der Entwicklung (V.93) zu bestimmen. Es ist

Héo) prng hgo) = —p(2’12) = 82 ln E12 + G2 (Vl()la)
1 ~
hY = 5 Ti 10T +26 (V.101b)
1 ~ -
g = 9 _—qg, = 2 T 0Ty + Gy T 10Ty + 2 G2 (V.101c)

Dabei wurden die Abkiirzungen eingefithrt E;; = E(z;;) und

Ty = EpbyEnuEy (V.102)
IPT, = ElyEysEs Eq + B9 EysEsyEyy + E1oEos By Eqy + EvoFEasEsyEY,
+2 BBy B3y By + 2 E\gFos By Eyy + 2 By Eo3 E3y EYy (V.103)
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sowie ein entsprechender Ausdruch fiir 9*Ty. Die Ableitungen 9% angewendet auf ein
Produkt von Primformen wirken in allen méglichen Kombinationen auf die Argumente
2;; der einzelnen Faktoren des Produktes. Die zur Berechnung des Beitrages der fer-
mionischen Propagatoren zur Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf dem Torus
sind

Joo = 1 (V.104a)
feo = 9% In Eyp + TE (V.104Db)
2
2 2
fe2 = ‘82 In Fyo + LN - (Z> (V.104c¢)
T2 T2
fuog = Loranl(a+ I) e 26, = (V.104d)
(4,0) 24 4 4 2 2 T 4 4 2 . .
L 15 1 0 —172 T 21, ©
f(4,2) = ﬂT4 8T4+§ G2+T—2 T4 8T4+2G2T—2 0 In Eis
T L iz 1 ~132
1 iz 1 s 179 7|2
f(4,4) = ﬁT4 6T4—|—§ G2+T_2 T4 8T4+2G2T—2
1 ~ 2 1\?
— ‘— TP +2Gy (—) : (V.104f)
2 T2

DER FELDTHEORIE-GRENZWERT

Nachdem in den Gleichungen (V.104a) bis (V.104f) sémtliche aus der Spinstrukturinte-
gration entstehende Beitriage der fermionischen Propagatoren zur Amplitude bestimmt
worden sind, soll nun der Feldtheorie-Grenzwert o/ — 0 dieser Ausdriicke ermittelt
werden. Die fiir die Berechnung der Vier-Punkt-Amplitude auf dem Torus zu betrach-
tenden Terme enthalten neben den holomorphen Eisenstein-Reihen G und G4 Prim-
formen und deren Ableitungen. Die fithrende Ordnung der Entwicklung der Primform
in ¢ ist fiir ¢ — 0 durch

E(z) — % sin(27z) (V.105)

gegeben. Die Spinstrukturintegrale f, 5 enthalten folglich Produkte von Konstanten
und Termen der Form cot(27z). Nach der Integration iiber die Winkelvariablen a;
aus (V.65) erhdlt man cot(2wz) — . Die Beitridge der fermionischen Korrelatoren
werden also nach der Winkelintegration unabhéngig von den Positionen der Vertexope-
ratoreinsetzungen und liefern lediglich einen zu ihrem Impulsvorfaktor proportionalen
Ausdruck. Diese kinetischen Terme konnen aufgrund ihrer Unabhéngigkeit von den
Koordinaten z; addiert werden und verschwinden on-shell wegen der Impulserhaltung.

Der Ausdruck fs aus Gleichung (V.104b) fiihrt nach der Bildung des Feldtheorie-
Grenzwertes und der Integration iiber die Winkelvariablen zum Beitrag

Fao(z) = —(2m)% (1 + cot®(272)) + TE - TE (V.106)

2 2
Dieser konstante Term ist ebenso wie die anderen fermionischen Beitrége f, 7 im Grenz-
fall @’ — 0 vom Standpunkt der Konstruktion der MHV Amplituden mit Hilfe der
Bern-Kosower-Regeln aus gesehen proportional zur Differenz der Beitrdge eines im
Loop umlaufenden skalaren Zustandes und eines Gravitons [50]. Aufgrund der Re-
lation (IV.64) A% = AP miissen diese Beitriige folglich verschwinden. Der konstante
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Ausdruck fo 0y aus (V.106) liefert einen kinetischen Vorfaktor der Form &, ko ko-ky, der
mit den Beitrdgen 0xGy; der bosonischen Propagatoren aus (V.59) zu multiplizieren ist.
Im Feldtheorie-Grenzfall ¢ — 0 sind die Terme 0y, In E}; von den Positionen der Vertex-
operatoren unabhéingig. Folglich kénnen ihre kinetischen Vorfaktoren zusammengefaf3t
werden. Man erhélt einen aufgrund der Impulserhaltung on-shell verschwindenden
Ausdruck der Form ks - (k1 + ko + k4) = 0. Lediglich die Nullmoden 27—7: Im z;; der
Ableitungen der bosonischen Propagatoren liefern einen nicht konstanten Beitrag zu
den Termen fy9. Nach dem Variablenwechsel (V.65) sind diese Nullmoden linear in
den u;. Zur Bestimmung des kinetischen Vorfaktors der Beitrdge der Kontraktion von
zwei Fermionenpaaren zur Amplitude des N=2 Strings sind die zum selben u; propor-
tionalen Terme zusammenzufassen. Da der Nullmodenbeitrag in fithrender Ordnung
mit einem Faktor |g|~(#*1#s+tu2u4) gewichtet iiber die u; zu integrieren ist, kann der er-
haltene Ausdruck zudem noch mit den Permutationen 1 «<» 3 und 2 < 4 symmetrisiert
werden. Nach der Addition von holomorpher und antiholomorpher Hélfte f5 und fo o
ergeben sich auf diese Weise kinetische Vorfaktoren, die proportional zu Ausdriicken
der Form

Re (kl : ]_CQ kz : l_€3 kg . ]_ﬁ) =0 <V107)

sind. Verschwindende kinetische Faktoren dieser Form ergeben sich auch bei der Kon-
struktion der Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf der Sphére (IV.17). Alle
Terme, die zu foo und zu fyo beitragen, lassen sich auf diese Weise kombinieren, so
dafl die Summe iiber alle Kontraktionen von zwei Fermionenpaaren verschwindet, wie
aufgrund der “Supersymmetrie-Identitét” (IV.64) der MHV Amplituden zu erwarten
war.

Der Ausdruck fs2 verschwindet bereits nach der Integration iiber die Winkelvaria-
blen,

fon(z,2) — [—(27)? cot?(272) — (27)% + TE
p

o (3>2 0. (V.108)

T2

Dabei ist z eine von z unabhéngige Variable. Folglich liefern auch diese fermionischen
Kontraktionen keinen Beitrag zur Amplitude.

Alle verbleibenden Beitrége f,, 7 der fermionischen Propagatoren enthalten in der
holomorphen oder in der antiholomorphen Hélfte zumindest einen Ausdruck der Form
(V.57) mit einer zyklischen Kontraktion zwischen vier fermionischen Feldern, es ist
also n = 4 oder n = 4. Diese Terme (V.104d) bis (V.104f) verschwinden nach der Bil-
dung der Feldtheorie-Grenzwertes und nach der Integration iiber die Winkelvariablen
nicht einzeln wie der Ausdruck (V.108), ihre Summe ergibt jedoch einen verschwinden-
den kinematischen Faktor. Im Grenzfall 7, — oo vereinfachen sich die holomorphen

Eisenstein-Reihen zu

2 m

Gy — Y und Gy — T (V.109)
Die in Gleichung (V.103) definierten &2 und §* Ableitungen erzeugen eine groe Anzahl
von Termen der Form EZ(Jk )/ E;j. Die Abhéngigkeit dieser Ausdriicke von den Positio-
nen z;; der Vertexoperatoren verschwindet jedoch im Feldtheorie-Grenzwert nach der

Integration iiber die Winkelvariablen,

E® (2i)

T — Gt (V.110)

Daraus folgen fiir o/ — 0 die Ersetzungen

Ty, — 256 (2n)>  und T, '0PT, — —16 (27)2. (V.111)
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Damit nehmen die Terme mit vier fermionischen Propagatoren in der holomorphen
oder in der antiholomorphen Hilfte nach dem Grenziibergang o — 0 und nach der
Integration iiber die Winkelvariablen «; die Form an

fro — 10(2@4—%7(2@21 (V.112a)
T2
m
fiz — 10(27r)4T—2 (V.112b)
4
fia — 100(27r)8—?(27r)61. (V.112¢)
T2

Die Spinstrukturintegrale f,,({zi;},{Zn}) werden mit den kinetischen Vorfaktoren
tnn({ki, €;}), die aus Skalarprodukten der Impulse und Polarisationsvektoren der Verte-
xoperatoren V'(k, €) aus Gleichung (V.48) bestehen, multipliziert. Da der Feldtheorie-
Grenzwert der f, 5 nicht mehr von den Positionen z; der Vertexoperatoren abhéngt,
konnen die verschiedenen Permutationen der kinetischen Vorfaktoren t,, ; addiert wer-
den. Aufgrund der Struktur des fermionischen Anteils der Vertexoperatoren kann der
kinematische Faktor zerlegt werden, t,; = t,ts;. Es soll nun gezeigt werden, daf die
Summe iiber die verschiedenen Vorfaktoren der Form ¢,, verschwindet®®.

Es gibt zwei Moglichkeiten, die Korrelationsfunktion von vier Fermionenpaaren
zu konstruieren. Alle vier Fermionenpaare werden zyklisch kontrahiert oder jeweils
zwei Fermionenpaare werden untereinander kontrahiert. Die erste Méglichkeit fithrt zu
einem kinetischen Term der Form

t511234) = €71 ]{?2 €g * ]{33 €3 ]{?4 €4 kl s <V113)

sowie zu den entsprechenden Termen mit den Permutationen 1 «<» 2 und 2 < 3. Wahlt

man fiir alle Polarisationsvektoren

. o -Q()ck:d
€ao'z(k7 Q) =1 qﬁkﬁ

(V.114)

aus Gleichung (V.45) die gleichen Referenzimpulse ¢, 148t sich der kinetische Vorfaktor
schreiben als®
¢34 = [12][23][34][41] . (V.115)

Durch Addition aller Beitrige aus der zyklischen Kontration von vier Fermionenpaaren
zum kinetischen Vorfaktor von f4 erhdlt man somit

1234)

( (2134) | ,(1324)
ty

+ ¢ (Y = [12)]23][34][41] + [21][13][34][42] + [13][32][24][41] . (V.116)

Dieser Ausdruck verschwindet, wie man durch zweifache Anwendung der Fierz-Identitéat
[101]

[AB][C'D] = [AC][BD] + [AD][C'B] (V.117)
leicht iiberpriifen kann. Es ist
£ 4P 1Y = [12)[23)[34][41] + [13][24] ([12)[34] + [14][23])

[12]]
= [12][23][34][41] + [13]?[24]*
[12](34] ([24][31] + [21][43]) + [13]*[24]?
= —[12][24][43][31] + [12]*[34]* + [13]*[42]*. (V.118)
98Durch die Beschrinkung auf die holomorphe Hiilfte ¢,, werden lediglich die Vorfaktoren der Terme
fa0 betrachtet. Fiir die Vorfaktoren der Terme f49 und fi4 kann man ganz analog vorgehen und
kommt zum selben Ergebnis.

9Das antisymmetrische Spinorprodukt [ij] = —[ji] ist mit der Zerlegung des Bispinors k% = k*k%
definiert als [ij] = k'K 4.
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Symmetrisiert man die Gleichung (V.118) auf beiden Seiten, erhilt man

$(1280) 4 Q130 U820 911041143][31] — [21][14][43][32] — [23][24][41][31]
+2 ([12]7[43]* + [13]°[42]* + [14]*32]%) . (V.119)

Aus der Fierz-Identitét (V.117) folgt die Beziehung
[12)243]% + [13]2[42]* + [14]*[32]* = 0. (V.120)

Damit erhélt man aus Gleichung (V.119) das Ergebnis

1234)

i (2134) (1324) (2134)
4

TR e I R S (V.121)

Folglich verschwindet die Summe (V.116) iiber die Permutationen des kinetischen Vor-
faktors der zyklischen Kontraktion von vier Fermionenpaaren.

Die andere Mdglichkeit, vier Fermionenpaare untereinander zu kontrahieren, liefert
zwei Zykel von je zwei Fermionenpaaren. Der daraus entstehende kinetische Vorfaktor
hat die Form

t4(112)(34) = €1 kQ €9 - ]{?1 €3 - k‘4 €4 - k’g . (V122)
Mit der entsprechenden Wahl der Referenzimpulse 148t sich dieser Ausdruck schreiben
als

{6V = [12)2[34)2 . (V.123)

Auch zu diesem Ausdruck gibt es wieder zwei Permutationen 1 <= 3 und 1 < 4, die zu
addieren sind. Die so erhaltene Summe

DO 4 {0 (D) = 19223412 + (132242 + 14237 =0 (V.124)

verschwindet aufgrund der Fierz-Identitét (V.117). Die Vier-Fermionen-Terme tragen
also nicht zum Feldtheorie-Grenzwert der Amplitude des N=2 Strings bei.

Die Summe {iiber alle Beitrége fermionischer Kontraktionen verschwindet wenn der
Grenziibergang o/ — 0 nach der Integration iiber die Spinstrukturen durchgefiihrt wird.
Diese Eigenschaft bestétigt das in Abschnitt V.3.3 erhaltene Ergebnis der Anwendung
der Bern-Kosower-Regeln, dafy die Fermionen nicht zur MHV Amplitude der Gravita-
tion, und damit nicht zum Feldtheorie-Grenzwert der Ein-Loop-Amplitude des N=2
Strings beitragen. Insbesondere ist anzumerken, daf§ das Verschwinden der Beitrige
der fermionischen Korrelationsfunktionen in der Amplitude unabhéngig davon ist, ob
zuerst der o/ — 0 Grenzwert gebildet wird, wodurch die Integration iiber die Spinstruk-
turen trivial wird, oder ob zuerst die Integration iiber die Spinstrukturen durchgefiihrt
und anschliefend der Feldtheorie-Grenzwert gebildet wird.

V.3.5 INTEGRATION UBER DEN METRISCHEN MODULIRAUM

In den Abschnitten V.3.3 und V.3.4 wurde gezeigt, dafl die kinetische Struktur der
Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf dem Torus mit der MHV Amplitude
der Gravitation auf Ein-Loop-Niveau iibereinstimmt. Es bleibt die Integration [ d*7
iiber den metrischen Moduliraum mit dem entsprechenden Integrationsmafl des N=2
Strings durchzufiithren. Dabei héingt von der Potenz des Imaginérteils des Teichmiiller-
Parameters 7, im Integranden ab, in welcher Raumzeit-Dimension der Impuls der Loo-
pintegration der effektiven Feldtheorie zu interpretieren ist.
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Da die fithrende Ordnung des Integranden fiir ¢ — 0 nicht vom Realteil des
Teichmiiller-Parameters 7; abhéngt, kann die Integration iiber den metrischen Mo-
duliraum aufgespaltet werden. Der Intergationsbereich F aus (II1.22) zerféllt in
F = }_() + F 1 mit

foz{T€f|ImT<1} und ]:1={T€~7:|Im7'21}~ (V.125)

Die Integration iiber den Bereich Fy liefert einen Term der Ordnung O(¢/), der im
Feldtheorie-Grenzwert nicht zur analytischen oder zur kinetischen Struktur der Am-
plitude beitrigt [62]. Im Grenzfall o/ — 0 nimmt die Integration iiber den metrischen
Moduliraum folglich die Form an

1/2 ) 00
/dzT...—>/d27'...—/dTl/dTQ...—/de.... (V.126)
F Fi —1/2 1 1

Die Moduliintegration (V.126) unterscheidet sich von der Integration iiber die
Schwinger-Zeit in der Feldtheorie dadurch, dafl der Integrationsbereich fiir 7 von der
Null weg beschrankt ist. Dies ist eine Folge der Dualitét der Stringtheorie. Die Dualitét
fithrt zu modularer Invarianz der Theorie auf der Weltfliche, die den Integrationsbe-
reich des metrischen Moduliraumes beschrénkt [107], wie in Abschnitt I11.3.2 beschrie-
ben wurde. Abgesehen von diesem im Grenzfall o/ — 0 verschwindenden Unterschied
im Integrationsbereich, gibt der Feldtheorie-Grenzwert der Ein-Loop-Amplitude das
N=2 Strings mit der Moduliintegration (V.126) die Schwinger-Zeit Darstellung der
MHV Amplitude der Gravitation wieder.

Die Integration iiber den metrischen Moduliraum der Vier-Punkt-Amplitude des
N=2 Strings auf dem Torus hat im Feldtheorie-Grenzwert die Form

o0

Ay(k;) = /dT2 75 Ky (ki) - (V.127)

1

Dabei beschreibt der Ausdruck Kj;gyy die kinetische Struktur der MHV Amplitude
der Gravitation mit dem sich aus der Schwinger-Zeit Parametrisierung ergebenden
Exponentialfaktor. Der Vergleich des Mafifaktors 72 mit der Schwinger-Zeit Darstellung
einer ¢*-Feldtheorie (E.8) zeigt'?, dafi Gleichung (V.127) die MHV Amplitude in d=2
Dimensionen beschreibt. Diese Amplitude verschwindet jedoch, wie in Abschnitt IV.3
gezeigt wurde. Man erhélt also fiir die Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf
dem Torus das Ergebnis

Ay(k;)) =0. (V.128)

Der fiir den N=2 String erhaltene Ausdruck (V.127) unterscheidet sich von der
entsprechenden Amplitude im selbstdualen Sektor des auf vier Dimensionen kompakti-
fizierten Typ IIB Superstrings durch einen zusétzlichen Faktor 7 im Integranden. Das
Integrationsmafl des Superstrings in D Dimensionen besteht aus den Determinanten
der bosonischen und fermionischen Materiefelder X und ¢

- —2D a D -D
Zx =1y D/2 |77(7-)| und Zy = ‘19[ﬁ} (0, 7-)| }77(7-)| : (V.129)
den Determinanten der fermionischen Reparametrisierungsgeister (b, c¢) und der boso-

nischen Supersymmetriegeister (/3, )

Ze=nn@["  wd  Zs =]9[3]0.7)] 7 n(r)|”

100Es mufd gelten 2 = n — 1 — d/2 mit n=4, vergleiche Anhang E.

(V.130)
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und dem Weyl-Petersson-Maf d*7/73. Insgesamt erhélt man im D-dimensionalen Tar-
getraum des Typ IIB Superstrings das Integrationsmafl des metrischen Moduliraumes
[63]

&Pt _(p_oy/2 D—2 —3(D-2)

— P07 ()] . (V.131)
2

Zur Berechnung der Superstringamplitude in d Dimensionen muf§ der Targetraum kom-

paktifiziert werden. Wihlt man etwa eine Kompaktifizierung auf dem Torus 7P, ist

das Integrationsmafl (V.131) um die Gittersumme!'®!

Z(F) _ T2(D7d)/2 Z eﬂiTPL-PLfﬂ'ifPR-PR <V132)
(PL7PR)€F

zu erginzen. Weiterhin erzeugen n Integrationen [ d?z iiber die Positionen der Ver-
texoperatoren auf dem Torus einen zusétzlichen Faktor 73, so dal man im Feldtheorie-
Grenzwert o — 0 insgesamt das Integrationsmafl dr, t;fl*d/ ? erhélt. Damit nimmt die
Vier-Punkt-Ein-Loop-Amplitude im selbstdualen Sektor der Gravitation des auf dem

Torus T auf d=4 kompaktifizierten Typ IIB Superstrings auf dem Torus die Form an

o0

AL (k;) :/d7'272 Kunv (ki) - (V.133)

1

Dabei ist Ky gy (k;) der auch im Fall des N=2 Strings auftretende kinetische Faktor der
entsprechenden MHV Amplitude. Ein Vergleich mit dem Ergebnis (V.127) des N=2
Strings zeigt, dafl die Amplitude des N=2 Strings einen Faktor 7, mehr im Integran-
den enthalt. Das entspricht vom Standpunkt der Stringtheorie aus einer zusétzlichen
Kompaktifizierung von zwei Dimensionen. Die Feldtheorieinterpretation des Ergebnis-
ses (V.133) des IIB Superstrings fithrt dementsprechend zur MHV Amplitude in vier
Dimensionen. Diese Amplitude verschwindet im Gegensatz zu (V.128) nicht, sie hat
den endlichen Wert!%?

1 512523

AT () = 155 (4r)? ((12><23) (34) <41>) (512 + 53 + 1) (V.134)

Das gleiche Ergebnis erhélt man bei der Berechnung des selbstdualen Sektors der Gra-
vitonstreuung des auf dem Torus 7% auf d=4 kompaktifizierten bosonischen String.

DIE EFFEKTIVE FELDTHEORIE DES N=2 STRINGS IN VIER DIMENSIONEN

Das Verschwinden der Ein-Loop-Amplitude des N=2 Strings (V.128) bestétigt die
Aussagen einiger allgemeiner auf den Symmetrien der Theorie basierender Theoreme
iber das Verschwinden fast aller Amplituden des N=2 Strings [20, 84, 116]. Jedoch
stimmt die Dimension der Feldtheorieinterpretation des Ergebnisses nicht mit der kri-
tischen Dimension der Stringtheorie iiberein. Dadurch sind die Loop-Amplituden der
Stringtheorie nicht identisch mit denen, die man durch die Konstruktion der MHV
Amplituden aus der Quantisierung der effektiven Feldtheorie erhélt. Der Unterschied
in der Dimension der Feldtheorieinterpretation des Ergebnisses ergibt sich aus dem
zusétzlichen Faktor 7 im Integranden (V.127). Eliminiert man diesen von der U(1)
Eichsymmetrie der Weltflachenwirkung stammenden Faktor, erhélt man auch fiir den

101Dje Gitterimpulse Pr und Pj, parametrisieren das Gitter I'. Es muf} gelten P? — P3 € 27 [111].
102Das antisymmetrische Spinorprodukt (ij) = —(ji) ist mit der Zerlegung des Bispinors k%% = k*k<
definiert als (ij) = kk; o. Die Mandelstam-Variablen s;; sind definiert als s;; = —2k; - k; = [i7](ij).
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N=2 String die nicht verschwindende Vier-Punkt-Ein-Loop-Amplitude des MHV Sek-
tors der Gravitation in vier Dimensionen (V.134).

Eine Moglichkeit, den iiberschiissigen Faktor 75 im Integranden (V.127) zu eliminie-
ren besteht darin, einen nicht integrierten bosonischen Vertexoperator mit verschwin-
dendem Impuls

lim V—hoZ-0Z "% (V.135)
in das Pfadintegral einzusetzen. Ein zusitzlicher Faktor 7, ' wird auch durch das
Einsetzen einer bosonischen Nullmode

00G(2,%) = 2n 63 (2, %) (V.136)

T2

in das Pfadintegral erzeugt. Diese Einsetzungen brechen jedoch die konforme Invarianz
der Theorie auf der Weltfléche.

Eine genaue Untersuchung der in das Pfadintegral einzusetzenden Geist- und Anti-
geistnullmoden (vergleiche Abschnitt V.1.3) und des Volumens der konformen Killing-
Gruppe liefert ein Integrationsmafl, das zu einer vierdimensionalen Feldtheorieinter-
preration der Ein-Loop-Amplitude des N=2 Strings fithrt. Mit den acht konstanten
Geistnullmoden, die zu einer Einsetzung des Ausdrucks céc'c/bbb't in das Pfadintegral
des geschlossenen Strings fithren, und mit einem Volumen von 72 fiir die beiden mit den
Reparametrisierungen und mit den U(1) Eichtransformationen zusammenhingenden
konformen Killing-Gruppen, werden das (b, ¢) Geistsystem und das (b, ¢’) Geistsystem
auf dem Torus gleich behandelt'3. Statt des modular invarianten Integrationsmafes
aus Gleichung (V.54) erhélt man auf diese Weise das Integrationsmafl der Modulirdume

d*r d*u

- und =
2 2

(V.137)
Der Vergleich mit (V.54) zeigt, dal man so einen Faktor 7, weniger im Pfadintegral
erhélt. Das Ergebnis der Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf dem Torus ist in
diesem Fall also (V.134),

Adk) = =557 <<12><2§§<§1><41>) (12 + 53 + 1) - (V.138)

Allerdings ist der Integrand mit dem Integrationsmafl (V.137) nicht modular invariant.

Durch die Anwendung von sewing Techniken [86, 99] kénnen Tree- und Loop-
Amplituden einer Stringtheorie aus dem Propagator 1/Ly und den Vertexoperatoren
der duleren Zustinde konstruiert werden. Die Ein-Loop-Amplitude des N=2 Strings
wird auf diese Weise durch den Ausdruck

iz 1 1 1
A, = /# tr <L_0 VO (k) i V2 (k). .. i vjn(kn)) (V.139)

beschrieben. Die Spur wird dabei iiber die simtliche Zustdnde und iiber die T'wistwin-
kel 6; der Vertexoperatoren gebildet. Die Auswertung des Ausdrucks (V.139) fiir die
Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings liefert die MHV Amplitude (V.134) in d=4
Dimensionen [51]. Die Anwendung der sewing Techniken ist dquivalent zur Pfadinte-
gralrechnung mit dem nicht modular invarianten Integrationsmafi (V.137).

103D3a der konforme Spin auf dem Torus mit ¥ = R,; = 0 keine Rolle spielt, haben die beiden
Geistsysteme dieselben Eigenschaften.
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V.3.6 DIE VIER-PUNKT-AMPLITUDE AUF DEM ZYLINDER

Die in den obigen Abschnitten fiir die Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings auf dem
Torus durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich auf den Fall des offenen N=2 Strings
iibertragen. Die Ein-Loop-Amplitude eines offenen Strings wird in der Topologie eines
Zylinders oder Anulus berechnet, der durch die Involution fo(z,y) = (z,1 — y) aus
dem Torus hervorgeht [44, 45, 128, 129].

DIE MODULIRAUME

Der metrische Moduliraum wird durch einen reellen Parameter ¢ beschrieben, der die
Form des Zylinders beschreibt. Der Integrationsbereich ist fooo dt, da die beiden Rénder
des Zylinders bei der Konstruktion der Amplitude durch das Anhéngen von Vertexope-
ratoren unterscheidbar sind. Dadurch gibt es anders als auf dem Torus zwei Bereiche
moglicher Divergenzen an den Réndern des Moduliraumes. Der Grenzwert ¢ — oo ent-
spricht dem Grenzwert 75 — 0o des Torus und kann zu UV Divergenzen der Amplitude
fithren. Der Grenzwert ¢t — 0 kann zu IR Divergenzen der Amplitude fithren. Durch
ein Umskalieren der Metrik kann man zeigen, daf es sich beim ¢ — 0 Grenzwert um
einen langreichweitigen Effekt handelt, der dquivalent zur Entstehung eines geschlos-
senen Strings aus dem Vakuum ist, der nach einer Propagation durch die Raumzeit
wieder im Vakuum verschwindet [123, Abschnitt 7.4]. Diese moglichen IR Divergenzen
spielen beim Vergleich mit der effektiven Feldtheorie keine Rolle und sollen daher nicht
betrachtet werden.

Ebenso wie im Fall des geschlossenen Strings kann die Integration iiber die fer-
mionischen Supersymmetriemoduli durchgefiihrt werden und liefert Auswahlregeln fiir
die Bildladungen der Vertexoperatoren. Die Zahl der fermionischen Moduli auf dem
Zylinder ist halb so grof wie auf dem Torus'®4, allerdings wirken die aus der Mo-
duliintegration entstehenden Bildwechseloperatoren lediglich auf die eine im Fall des
offenen Strings vorhandene holomorphe Hélfte. Folglich sind auch auf dem Zylinder
samtliche (offenen) Vertexoperatoren im (0,0) Bild zu wéhlen. Wie der Vertexopera-
tor des geschlossenen Strings kann auch der offene Vertexoperator durch Ausnutzung
der Eichinvarianz und durch Einfiihrung von Referenzimpulsen in eine Form gebracht
werden, die dem masselosen Vektor-Vertex des Typ I Superstrings entspricht,

VO (k,e) = el (02°% — ik -pT) e*7. (V.140)

Dabei sind die Polarisationsvektoren €,4 so gewahlt, daff die Amplitude eine MHV
Struktur erhélt, d.h. ¢ - ¢; = 0.

Die unter der U(1) geladenen Spinoren 1, v und 37 behalten unter der Involu-
tion fo die Spinstruktur 3 des Torus, die auf dem Zylinder zu dem geschlossenen Weg
parallel zu den Réndern gehort. Spinoren, die an einem Rand die gleiche Phase haben,
konnen sich am anderen Rand des Zylinders um eine beliebige Phase o unterscheiden.
Diese Phase entspricht der iiblichen Randbedingung (I1.40a) des offenen Strings. «
und 3 koénnen zu zwei Spinstrukturen auf dem Zylinder zusammengefafit werden. Der
U(1) Moduliraum des offenen Strings ist jedoch reell eindimensional, die Moduliinte-
gration wird lediglich iiber die vom Torus {ibernommene Spinstruktur 4 durchgefiihrt.
Unterschiedliche Werte fiir o beschreiben zunéchst unterschiedliche Sektoren des offe-
nen N=2 Strings. Es la8t sich aber zeigen, daf§ die Amplitude nach der Integration
iber den U(1) Modulus  nicht mehr von der Wahl der Randbedingung a abhéngt.

104Fin komplexer Moduliparameter des geschlossenen Strings entspricht einem reellen Modulipara-
meter des offenen Strings.
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Die Abhéngigkeit des Integranden von den U(1) Moduli stammt von der Spinstruktu-
rabhéngigkeit des Szego Kernes. Die Entwicklung des in den Termen (V.57) bis (V.59)
auftauchenden zyklischen Produktes von Szegé Kernen in g = €2™7 bzw. in ¢ = e 2"!
fiir den offenen String hat die Form

S[g] (z12) S[g] (203) .. (2n1) Z Crnn(212, 223, . . ., 2ny) 2T (@8) g (min)
(V.141)
Dabei ist Cy,,, der nur von den Positionen z; abhéngende Entwicklungskoeffizient und
f(m,n) gibt die Potenz von ¢ in der Entwicklung an. Die Integration iiber den U(1)
Modulus fol df3 vernichtet in der Summe iiber m alle Terme aufler dem m = 0 Beitrag.
Fiir m = 0 ist jedoch (V.141) auch von der Spinstruktur o unabhéngig.

Die ebenfalls zu den U(1) Moduli beitragenden Monodromien der Vertexoperatoren
konnen wie im Fall des geschlossenen Strings in SpektralfluSoperatoren absorbiert und
an einen beliebigen Punkt auf der Weltfliche geschoben werden. Anders als auf dem
Torus kann die Summe der Monodromien der Vertexoperatoren auf dem Zylinder nicht
auf einem Weg konzentriert werden, der zu einem Punkt kontrahiert werden kann.
Stattdessen fithrt der SpektralfluBoperator auf dem Zylinder zu einer Verschiebung der
Spinstruktur 3 entlang des Weges parallel zu den Réndern. Diese Spinstruktur ist
jedoch periodisch auf dem Intervall [0, 1], so daf die Integration iiber die U(1) Moduli
der Vertexoperatoren lediglich einen konstanten Volumenfaktor zur Amplitude beitrégt.

DAS INTEGRATIONSMASS

Die Determinanten der Geist- und Materiefelder ohne die entsprechenden Nullmoden
auf dem Zylinder ist identisch mit der holomorphen Hélfte der Determinanten auf dem
Torus. Man erhélt also in der d-dimensionalen Raumzeit

Z3[5)(r) = (95)(0,7) " (n(7))* 2. (V.142)
In der kritischen Dimension d=4 ist dieser Ausdruck ebenso wie auf dem Torus gleich
eins, so dal die Determinanten nicht zum Integrationsmafl beitragen.

Das Integrationsmafl des Teichmiiller-Parameters ¢ € R ist im Fall des offenen
Strings durch dt/t gegeben. Die Integration iiber die auf dem Intervall [0, 1] parametri-
sierten U(1) Moduli liefert einen konstanten Faktor im Integranden. Das Volumen der
bosonischen konformen Killing-Gruppen ist gerade die Wurzel des Volumens der ent-
sprechenden Gruppen auf dem Torus [44, 128], so dal man insgesamt einen Faktor ¢—2
erhélt. Wie im Fall des geschlossenen Strings tragen die konformen Killing-Spinoren
und die Nullmoden der Supersymmetriegeister nicht zum Integrationsmafl bei. Von
den in Abschnitt V.1.3 untersuchten Nullmoden der bosonischen Geistfelder ist nur die
Hélfte unter der Involution fo invariant und trédgt auch zu den Nullmoden der Ampli-
tude des offenen Strings auf dem Zylinder bei. Man erhilt also jeweils einen Faktor
t von den Nullmoden der ¢ und der ¢ Geister, sowie den iiblichen Faktor t~%2 von
den Nullmoden der bosonischen Materiefelder Z#. Insgesamt ergibt sich damit das
Integrationsmafl des metrischen Moduliraumes der Zustandssumme des N=2 Strings
auf dem Zylinder als dt/t3.

DER STRINGINTEGRAND

Die Koba-Nielsen-Darstellung des bosonische Sektors der n-Punkt-Amplitude des of-
fenen N=2 Strings mit dem Vertexoperator V' (k, €) aus Gleichung (V.140) hat unter
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Ausnutzung der MHV Eigenschaften der Polarisationsvektoren die Form

/ d#nHG_ki"”G” ecli‘ki) 9iGi

i#] i#]

(V.143)

multilinear

Dabei beschreibt [ dpu, die Integration iiber den metrischen Moduliraum der n-fach
punktierten Riemann-Fldache. Die supersymmetrische Verallgemeinerung dieses Aus-
drucks erhélt man durch die Ersetzung 0;,G;; — D;G;, wobei D;" die kovariante Ab-
leitung im Superraum ist und G;; durch den Propagator des Superfeldes ersetzt wird.
Die Entwicklung der Exponentialfunktion in (V.143) und die Anwendung des Wick-
Theorems erzeugt wie schon im Fall der Amplitude auf dem Torus Terme der Form
(V.57) bis (V.59), in denen ausschliefllich Differenzen von bosonischen und fermioni-
schen Propagatoren auftreten, die eventuell mit weiteren bosonischen Propagatoren
multipliziert werden.

Die Propagatoren der Materiefelder auf dem Zylinder konnen mittels des aus der
Elektrodynamik bekannten Spiegelladungsprinzips aus den entsprechenden Propagato-
ren auf dem Torus konstruiert werden. Man erhélt fiir den bosonischen Propagator

[44]
G%(z,7) = 5 (G(2,2)) + G(fe(2),2) + G(z, fo()) + G(fe(2), fe()))] - (V.144)

Dabei ist G(z, z’) der bosonische Propagator auf dem Torus und die Involution wirkt
durch fo(z) = z+ i auf die komplexen Koordinaten. Wenn die Propagatoren zwischen
Feldern der Vertexoperatoren offener Strings berechnet werden, die sich auf der reellen
Achse befinden, ist der Propagator des offenen Strings durch die holomorphe Hélfte
des Propagators des geschlossenen Strings ohne die Nullmoden gegeben

G°(z,72)=-InE(z — 2| (V.145)

T=it
Analog dazu kann der fermionische Propagator auf dem Zylinder konstruiert werden
[45]. Der fermionische Propagator zwischen auf der reellen Achse definierten Feldern
ist dabei durch die holomorphe Hélfte des Szegé Kernes gegeben,
So[g} (2,2') = S[g] (z — z’)‘T:it ) (V.146)
Mit diesen Propagatoren lassen sich die Bern-Kosower-Regeln, die urspriinglich aus
einer offenen Stringtheorie abgeleitet wurden, auf die Koba-Nielsen-Darstellung der pla-
naren'® Ein-Loop-Amplitude des offenen N=2 Strings anwenden. Der dadurch entste-
hende kinetische Faktor einer Eichtheorieamplitude mit MHV Struktur ist zusammen
mit dem Koba-Nielsen-Term iiber die Positionen der Vertexoperatoren zu integrieren

11 / dy; [Te %% Koy, 8,1). (V.147)
j=1 i<j

Dabei liegen die Positionen y; der Vertexoperatoren auf der reellen Achse.

DER FELDTHEORIE-GRENZWERT

Die in Abschnitt V.3.3 durchgefiihrte Untersuchung zur Bestimmung des Feldtheorie-
Grenzwertes der Amplitude des geschlossenen Strings 1ét sich auch auf den offenen

105Bej der planaren Amplitude der offenen Stringtheorie befinden sich alle Vertexopertatoren am
selben Rand der Weltfldche.
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String anwenden. Eine Unterteilung des Integrationsbereiches nach den nach ihrem
Imaginérteil geordneten Positionen der Vertexoperatoren wie in Gleichung (V.63) ist
im Fall des offenen Strings nicht nétig, da hier die Positionen der auf der reellen Achse
angeordneten Verexoperatoren bereits geordnet ist. Ebenso entféllt die Definition der
Winkelvariablen «; in Gleichung (V.65). Die Variablen u; sind beim offenen String
nach einer Reskalierung durch die Differenzen der Positionen y; der Vertexoperatoren
im Intervall [0, 1] auf der reellen Achse gegeben. Damit ist die Analyse von Gleichung
(V.66) bis Gleichung (V.73) fiir den offenen N=2 String unnéotig, sowohl der Koba-
Nielsen-Term als auch die bosonischen und fermionischen Propagatoren lassen sich
direkt in Potenzen von ¢ = =27t entwickeln und liefern die den Bern-Kosower-Regeln
entsprechenden Beitrage zum Feldtheorie-Grenzwert der Amplitude.

INTEGRATION UBER DEN METRISCHEN MODULIRAUM

Nach der Integration iiber die Positionen der Vertexoperatoren, die nach der Anwen-
dung der Bern-Kosower-Regeln einer Integration iiber die Feynman-Parameter einer
Feldtheorieamplitude mit MHV Atruktur entspricht, bleibt die Integration iiber den
reellen Moduliparameter ¢ des Zylinders durchzufithren. Mit dem oben diskutierten
MafBfaktor erhélt man

o0

A (k) = / K, (k) (V.148)

Der Ausdruck K¢, (ki) beschreibt dabei den kinetischen Faktor der n-Punkt-
Amplitude einer Eichtheorie auf Ein-Loop-Niveau mit der Exponentialfunktion der
Schwinger-Zeit Parametrisierung. Die Reskalierung der Positionen der Vertexoperato-
ren auf der reellen Achse liefert dabei einen zusitzlichen Faktor ¢* zum Integrations-
maf dt/t* der Zustandssumme auf dem Zylinder. Ein Vergleich mit der Schwinger-Zeit
Darstellung der Vier-Punkt-Amplitude einer ¢3-Feldtheorie zeigt, dafi die Amplitude
(V.148) in d=4 Dimensionen auszuwerten ist. Man erhélt somit das nicht verschwin-
dende Ergebnis der Vier-Punkt-Amplitude auf Ein-Loop-Niveau im MHV Sektor einer
vierdimensionalen Yang-Mills Theorie (IV.58)

Ailk) = — 352 <12><2§§<§Z><41> ‘ (V-149)

Prinzipiell konnte man das Integrationsmafl der Amplitude des offenen Strings aus
dem modular invarianten Integrationsmafl (V.54) der Amplitude des geschlossenen
Strings ableiten. Damit ergdbe sich fiir die Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings
auf dem Zylinder der Ausdruck

o0

/ QRS (k) (V.150)
0

der zur verschwindenden MHV Amplitude einer Yang-Mills Theorie in d=2 Dimensio-
nen fithren wiirde. Wahrend die Wahl eines modular invarianten Integrationsmafes fiir
den geschlossenen String noch aus geometrischen und topologischen Griinden motiviert
werden kann, ist dies fiir den offenen String nicht der Fall. Die Weltflache des offenen
Strings wird durch die Transformationen der modularen Gruppe SL(2,Z) nicht auf
sich selbst abgebildet.
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Ziel dieser Arbeit war ein Vergleich der Amplituden des N=2 Strings mit denen der
effektiven Feldtheorie jenseits des Tree-Niveaus. Insbesondere sollte iiberpriift wer-
den, ob die Aquivalenz zwischen dem geschlossenen N=2 String und der durch die
Plebanski-Wirkung beschriebenen selbstdualen Gravitation, sowie zwischen dem offe-
nen N=2 String und der durch die Leznov-Wirkung beschriebenen selbstdualen Yang-
Mills Theorie auch auf dem Niveau der Ein-Loop-Amplituden besteht.

Die FEin-Loop-Amplituden der selbstdualen Feldtheorien sind bekannt. Da die
Plebanski- und die Leznov-Wirkung eichfixierte Varianten der entsprechenden selbst-
dualen Feldtheorie beschreiben, ist prinzipiell nicht klar, ob eine klassisch dquivalente
Theorie mit einer anderen Eichfixierung auf Quantenniveau die gleichen Streuampli-
tuden besitzt. Es kann jedoch gezeigt werden, dafl simtliche Amplituden selbstdualer
Feldtheorien unabhéngig von der Eichung zumindest auf Ein-Loop-Niveau die gleiche
MHV Struktur bestizen. Die Plebanski- und die Leznov-Wirkung beschreiben also
Gravitations- bzw. Yang-Mills-Amplituden von Zusténden, die alle die gleiche (auslau-
fend gemessene) Helizitét tragen. Diese Amplituden sind auf Ein-Loop-Niveau in vier
Dimensionen endlich und verschwinden in einer zweidimensionalen Raumzeit.

Zur Konstruktion der Stringamplituden wurde der Pfadintegralformalismus ver-
wendet. Dabei ist der Integrand, der sich aus den Korrelationsfunktionen der in den
Vertexoperatoren enthaltenen Felder und aus den Beitrdgen der Nullmoden und der
konformen Killing-Gruppen zusammensetzt, iiber die Modulirdume des N=2 Strings
zu integrieren. Fiir den Fall der Amplitude auf dem Torus und auf dem Zylinder 1483t
sich dieses Pfadintegral explizit konstruieren. Die Auswertung der Moduliintegratio-
nen ist jedoch nur im Feldtheorie-Grenzert o' — 0 moglich. Nach einer entsprechenden
Entwicklung des Pfadintegrals konnte durch die Anwendung der Bern-Kosower-Regeln
gezeigt werden, daf3 die Ein-Loop-Amplituden des N=2 Strings MHV Struktur besit-
zen. Die Integration iiber die metrischen Moduli bestimmt dabei die Dimension der
Raumzeit, in der diese MHV Amplituden auszuwerten sind. In Abhéngigkeit vom
gewihlten Zugang zur Berechnung der Ein-Loop-Amplituden des N=2 Strings erhélt
man zwei verschiedene Ergebnisse, die jedoch beide im Rahmen der gewéhten Betrach-
tungsweise konsistent zu sein scheinen.

Aus geometrischen und topologischen Betrachtungen der Stringtheorie folgt die
Forderung nach modularer Invarianz der Amplitude des geschlossenen Strings. Die
Verwendung des modular invarianten Integrationsmafles (V.54) im Pfadintegral fithrt
zu einer verschwindenden Vier-Punkt-Amplitude des N=2 Strings (V.128). Dieses
Ergebnis ist kompatibel mit den aus den Symmetrien der Stringtheorie abgeleiteten
Theoremen iiber das Verschwinden der Loop-Amplituden.

Im Fall des offenen Strings ist die Forderung nach modularer Invarianz nicht durch
geometrische Uberlegungen gerechtfertigt. Hier fithrt eine Untersuchung der Nullmo-
den im Pfadintegral und der konformen Killung-Gruppen zu einem Integrationsmafl des
metrischen Moduliraumes, das zu einer Beschreibung des Loop-Impulses der effektiven
Feldtheorie in vier Dimensionen und damit zu einer nicht verschwindenden Amplitude
fiihrt.

Die sewing Techniken zur Konstruktion von Stringamplituden basieren auf aus der
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Feldtheorie abgeleiteten Unitaritdtsargumenten. Sie fithren im Fall des N=2 Strings zu
einem Integrationsmaf, das nicht modular invariant ist, und damit zu nicht verschwin-
denden Ein-Loop-Amplituden. Dieses durch die Feldtheorie inspirierte Ergebnis gibt
die Amplituden der selbstdualen Gravitation und der selbstdualen Yang-Mills Theorie
in der korrekten Targetraum-Dimension d=4 wieder.

Die Ursache fiir diese unterschiedlichen Interpretationsmoglichkeiten der Ein-Loop-
Amplitude des geschlossenen N=2 Strings liegt in der U(1) Eichsymmetrie der Welt-
flichenwirkung. Das mit dieser Symmetrie zusammenhéngende (¢, b)) Geistsystem ist
auf dem Torus nicht vom (b, ¢) Geistsystem der Reparametrisierungen zu unterschei-
den. Beide Systeme liefern denselben Beitrag zu den Nullmoden und den konformen
Killing-Gruppen. Wiéhrend die Reparametrisierungsgeister mit der zugehoérigen Mo-
duliintegration mit d?7/75 auf dem Torus ein modular invariantes Integrationsmaf3
erzeugen, ist der Integrationsbereich der U(1) Moduli der Torus der Spinstrukturen,
auf dem d?u/73 kein “natiirliches” modular invariantes Integrationsmaf} darstellt.

Die Berechnung der Stringamplituden wurde in dieser Arbeit im Feldtheorie-
Grenzwert durchgefiihrt, d.h. es wurde der fithrende Term der Entwicklung nach ¢
betrachtet. Beitrige hoherer Potenzen von ¢ in der Entwicklung der Amplitude ent-
sprechen dem Austausch massiver Zustdnde im Loop. Da das Spektrum des N=2
Strings keine massiven Anregungen enthélt, kann man vermuten, dafl die hoheren Po-
tenzen von ¢ keine weiteren Korrekturen zu den hier erhaltenen Amplituden liefern.
Eine explizite Uberpriifung diese Behauptung war jedoch aufgrund der Komplexitét
der dazu durchzufithrenden Berechnungen bislang nicht moglich.



A. NOTATION

In diesem Anhang soll ein Uberblick iiber die im Laufe dieser Arbeit verwendete No-
tation auf der Weltfliche und im Targetraum des N=2 Strings gegeben werden.

A.1 AUuUF DER WELTFLACHE

A.1.1 VEKTOREN

Die Weltfliiche wird durch die Zeit 0 auf dem String und durch die Position ¢! entlang
des Strings parametrisiert. Die Minkowski-Metrik auf der Weltfliache ist gegeben durch

e = diag(—1,1). (A1)
Lichtkegelkoordinaten auf der Weltfliche sind definiert durch

of=0"+ o' (A.2)
mit den Lichtkegelableitungen
Or =3 (0o £01). (A.3)
In Lichtkegelkoordinaten hat die Weltflichenmetrik die Form
- =7N—+= —% Nt =1N—— =0, (A4)
bzw.
ntT=n"=-2 ntt=n"=0. (A.5)

Komplexe Weltfliichenkoordinaten werden nach der Wick-Rotation ¢° — —i o defi-
niert durch

ot — z o —Z 0y — 0, 0 — 0. (A.6)

A.1.2 TANGENTIALRAUM

Ublicherweise ist die Metrik h*? auf der Weltfliche nicht flach. Mit Hilfe der Zweibeine
eo® kann jedoch an jedem Punkt die flache Metrik 7,, des Tangentialraumes mit der
gekriimmten Weltflachen-Metrik in Beziehung gebracht werden. Es ist

hag = Nab ea“egb und Nab = Nag e® e’y (A.7)
mit dem Inversen des Zweibeins e®,. Es gilt
etel, = 05 und eqe“y = 0y . (A.8)

Der Zweibein-Formalismus wird eingefiihrt, da die Eichgruppe G L(n) einer allgemeinen
gekriimmten Mannigfaltigkeit keine Spinor-Darstellung besitzt. Mit Hilfe des Zwei-
beins kann an jedem Punkt der gekriimmten Weltflache des Strings ein flacher Tan-
gentialraum definiert werden, dessen Lorentz-Gruppe SO(1, 1) die Konstruktion einer
Spinor-Darstellung erlaubt.
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A.1.3 SPINOREN

Spinoren auf der Weltfliche haben die Komponenten

m:(ﬁ). (A.9)

Die Gamma-Matrizen in zwei Dimensionen erfiillen die Clifford-Algebra

{00} = =29 (A.10)

mit 7*° aus Gleichung (A.1). Eine Basis dieser Clifford-Algebra in zwei Dimensionen
ist gegeben durch die Wahl rein komplexer Gamma-Matrizen

o (0 —i A . (1 0
p—(i 0) p—(i 0> p—pp—(o _1>‘(A-11)

Dabei gilt p> = 1oy und {p, p*} = 0. Der adjungierte Spinor wird wie iiblich mit Hilfe
der Gamma-Matrizen definiert, ¥ = Wp0,
Die obige Definition gilt nur im flachen Raum. Auf der gekriimmten Weltflache ist
die Clifford-Algebra
{00} = =217 (A.12)

zu erfiillen. Die entsprechenden Gamma-Matrizen p® folgen mit Hilfe des Zweibeins
aus den flachen Gamma-Matrizen p® aus Gleichung (A.11) durch p* = e%,p®. Fiir
Matrizen p®, die die Clifford-Algebra (A.12) in zwei Dimensionen erfiillen, gelten die
Identitéten

pap’p® =0 pt = p°p%p” pop’ = —h et e p (A.13)

Dabei ist €? der total antisymmetrische Tensor in zwei Dimensionen mit €% = ¢,y =
+1. e = dete,” ist die Determinante des Zweibeins. Fiir Majorana-Spinoren A; und
A9 in zwei Dimensionen gilt die Identitéat

leoq . pa")\g = (—1)” szan R pal)\l . (A14)

Zwei Spin 3/2 Fermionen X, und Vo mit pX=p" Y = 0 erfiillen die Bedingungen

XaPsXy = 0 (A.15a)
_paf(ﬂ = pﬁféa_ B (A.15Db)
e e, = WP x—2¢°%". (A.15¢)

Diese Identitdaten spielen bei der Untersuchung der Supersymmetrietransformationen
auf der Weltfliche eine wichtige Rolle.

A.1.4 KOVARIANTE ABLEITUNGEN
Die Generatoren der Lorentz-Algebra

[Lab7 Lcd} — gedphe _ phdpac _ phepad o pacybd (A.16)
wirken wie folgt auf Vektoren v und Spinoren ¥ auf der Weltfliche

(Lab)rsvs = (000" — 6n™) v, (A.17a)

L = L[p "0 =1ec%p0. (A.17Db)
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Damit nimmt die Lorentz-kovariante Ableitung V, die Form an

Vot = g% + weeyt? (A.18a)

Vol = 0,V + twap V. (A.18Db)
Dabel ist

Wa = wale) + § Xa PP X} (A.19)

die Spinkonnektion auf der Weltfliche und
wa () = € enac™Ope," (A.20)

ist der torsionsfreie Anteil der Spinkonnektion.

A.2 IM TARGETRAUM

Der Targetraum des N=2 Strings ist in der kritischen Dimension reell vierdimensional,
allerdings mit der Kleinschen Signatur (2, 2).

A.2.1 REELLER VIERERVEKTOR

Der reelle Vierervektor hat die Form a# = (2%, 2!, 22, 23). Auf seine Indizes wirkt die

flache Metrik
N = diag(—, 4+, —,+). (A.21)

A.2.2 KOMPLEXE LICHTKEGELKOORDINATEN
Komplexe Lichtkegelkoordinaten werden durch

0 2 .1

ot = (2 +ix? xt +ia?) o= (2" —ia? 2t — %) (A.22)
definiert mit der Metrik
N = diag(—,+) . (A.23)

Das Skalarprodukt zweier reeller Vierervektoren nimmt in komlexen Lichtkegelkoordi-
naten die Form an

(m G4+ T y) (A.24)

N[ =

Ty =

A.2.3 REELLE BISPINOREN

Reelle Bispinoren in der sogenannten Van-der-Waerden-Notation beschreiben die Auf-
spaltung eines SO(2,2) Vektorindex p € {0,1,2,3} in zwei SL(2,R) Spinorindizes
a € {z,—} und & € {4+, —}. Man definiert

0, 3 14 .2
ah ad 2+’ ot 4
% = otk = ( ol g2 40 3 ) (A.25)

mit den o-Matrizen

(3 0) (2 1) (2 8)- (5 2} o
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Die o-Matrizen mit oberen Spinorindizes werden durch 7, = gabgab 0, 35 definiert.
Mit et™ = —e,_ =t~ = —¢; - = +1 erhélt man

i (D N C I I S D B D B

Das Skalarprodukt von zwei reellen Vierervektoren nimmt in dieser Notation die Form
an '
Ty = Y = —Leapeas 2y = =5 Tasy® (A.28)

Das U(1,1) Skalarprodukt zweier komplexer Lichtkegelvektoren = und ¢ ist in der
Bispinor-Notation .
v 5= s~ 1005) ey 2. (A2

Das Langenquadrat eines Vierervektors wird durch die Determinante des entsprechen-
den Bispinors wiedergegeben,

r? =1, te” = -1 &€as 20207 = _ det 2 (A.30)

Ein masseloser Bispinor k% mit det k%* = 0 liBt sich durch k¢ = k%K% in zwei
SL(2,R) Spinoren zerlegen . Fiir diese SL(2,R) Spinoren fithrt man die antisymme-
trischen Spinorprodukte ein

(i) = Kokya  und  [ig] = Kk (A.31)



B. RIEMANN-FLACHEN

Eine Riemann-Fléache X, ist eine eindimensionale, kompakte, orientierbare, komplexe
Mannigfaltigkeit. Da die Weltfliche eines Strings zumindest in einer geschlossenen ori-
entierbaren Theorie durch eine Riemann-Fldche beschrieben werden kann, sollen hier
einige in der Storungsrechnung bendétigte topologische Eigenschaften von Riemann-
Fldchen dargestellt werden [68, 135]. Fiir die Berechnung von Stringamplituden wich-
tige Aspekte der Differentialgeometrie auf Riemann-Fldchen werden dann in Anhang
C zusammengefafit. Topologisch ist die Riemann-Fléche durch ihren Genus g € N ein-
deutig charakterisiert!?® jedoch lassen sich die hier vorgestellten Ergebnisse auch im
allgemeineren Fall von eindimensionalen, komplexen Mannigfaltigkeiten mit Réndern
oder Punktierungen anwenden.

B.1 HOMOLOGIE UND DIFFERENTIALFORMEN

Auf einer Riemann-Fléche ¥, vom Genus g kann man auf natiirliche Weise eine Basis
der ersten Homologiegruppe Hy(X,, Z) = Z?9 definieren, wie in Abbildung B.1 darge-
stellt ist. Dabei fithrt man die Homologiezykel a; durch die Locher und die Zykel b;
um die Locher herum ein, mit i = 1,...,g. Die Schnittzahl'*" dieser Zykel erfiillt die
Bedingungen

J(ai,aj) == J(bz,bj) =0 und J(ai,bj) :(5” (Bl)

Jeder beliebige geschlossene 1-Zykel v auf der Riemann-Fldche kann nun geschrieben
werden als v = m;a; + n;b;, mit m;, n; € Z.

ABBILDUNG B.1 - Die Basis der er-
sten Homologiegruppe einer Riemann-
Flidche vom Genus g wird durch die Zy-
kel {a;,b;} miti=1,..., g beschrieben.

Nach dem Hodge-de Rham Theorem kann man einen Satz zur Homologiebasis dualer
reeller harmonischer 1-Formen {«;, 5;} mit i = 1,..., g finden. Diese 1-Formen erfiillen
mit den Homologiezykeln die Bedingungen,

j{aj:]{@:(sij und fﬁj:faj:o. (B.2)
a; bi a; b;

Da jede Riemann-Fliche X, eine komplexe Struktur besitzt, kénnen aus den reellen
1-Formen «; und f3; jeweils g holomorphe und antiholomorphe geschlossene 1-Formen,
die sogenannten abelschen Differentiale w; und w;, gebildet werden. Man definiert

106Siehe dazu Abschnitt I11.1.
197Die Schnittzahl J(.,.) ist eine quadratische Form auf H;(X,,Z), die die Anzahl von Uberschnei-
dungen zweier Zykel unter Beriicksichtigung der relativen Orientierung zéhlt.
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w; = a; + 4 3; und ©; = oy + Qijﬁj mit der Normierung

%Wj = 5@' und %wj = Qij . (Bg)

a; bz

Die komplexe (g x g)-Matrix €2;; mit positiv definitem Imaginérteil ist die Periodenma-
trix der Riemann-Fldche, sie hdngt eng mit den metrischen Moduli auf der Weltflache
des Strings zusammen. Ebenso wie die reellen harmonischen 1-Formen «; und ; sind
auch die holomorphen und antiholomorphen 1-Formen w; und @; eindeutig bestimmt so-
bald die Basis der Homologiegruppe gewéhlt ist. Bei gegebenen holomorphen 1-Formen
w; und Periodenmatrix €;; lassen sich die reellen harmonischen 1-Formen rekonstruie-
ren, durch
0= (QQ-0)"w),+(QQ-07"®), uwd §=(2-9Q) (v-). (B4
Aus der Definition einer Riemann-Fliche mit einer Homologiebasis (a;,b;) erhélt
man also eine Periodenmatrix €2;;. Eine Periodenmatrix charakterisiert eine Riemann-
Fléache eindeutig in dem Sinne, dafl zwei indquivalente Riemann-Fléchen auch immer
unterschiedliche Periodenmatrizen ;; haben'®®. Daher konnte man versuchen, diese
Matrizen €2;; zur Beschreibung der metrischen Moduli in Abschnitt II1.3.2 zu verwen-
den. Allerdings ist der Raum der symmetrischen (g x g)-Matrizen mit positiv definitem
Imaginérteil, Siegels obere Halbebene H,, wesentlich grofier als der metrische Moduli-
raum auf Riemann-Flédchen vom Genus g. Die allgemeine Konstruktion der Einbettung
des Moduliraumes in Siegels obere Halbebene ist sehr kompliziert und soll hier ledig-
lich fiir den relativ einfachen Fall des Torus (vgl. Abschnitt 111.3.2) explizit vorgefiihrt
werden.
Mit Hilfe der hier nicht untersuchten ersten Homotopiegruppe lafit sich ein sehr
niitzliches Integrationstheorem auf Riemann-Flachen Y, vom Genus g mit der Homo-
logiebasis (a;, b;) beweisen [68]. Sind © und 7 zwei geschlossene 1-Formen auf 3,, dann

gilt
9
/@/\nzz 7{@%77—?{777{@ ) (B.5)
i=1 a; bi a; bi

g

B.2 PUNKTIERTE RIEMANN-FLACHEN

Zur Berechnung von Streuamplituden einer Stringtheorie betrachtet man punktierte
Riemann-Fldchen mit Vertexoperatoreinsetzungen, welche die dufleren Stringzustéinde
der Amplitude reprasentieren. Zur vollstéindigen Beschreibung der Differentialformen
auf einer punktierten Riemann-Flache mufl die Basis der holomorphen 1-Formen w; aus
Abschnitt B.1 um meromorphe 1-Formen, die in den Punktierungen singulér werden
kénnen, erginzt werden [36, Kapitel VII]. Eine meromorphe 1-Form wpg auf einer
Riemann-Flédche ¥, vom Genus g ist durch die Eigenschaften

respwpg = —resprQ:ﬁ
prQ =0 fir i=1,...,9 (B.6)

aj

eindeutig bestimmt. Fiir beliebige meromorphe Differentiale auf ¥, mufl die Summe
aller Residuen verschwinden. Sei nun m ein meromorphes Differential mit n Polen mit

108Djies ist die Aussage von Torellis Theorem.
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Residuen 6; in den Punkten P;, so daf gilt > 6; = 0, und gelte weiterhin fa, m =0
firi =1,...,¢. Dann kann man m mit Hilfe der wie in (B.6) definierten meromorphen
1-Formen wp,p, , darstellen

n—1 )
’I’I”LZZ27T’L<ZQJ> wPiPi-H' (B?)
i=1 j=1

Die Differentiale wp,p,,, fiir ¢ = 1,...,n — 1 bilden also die Basis der meromorphen

1-Formen auf der Riemann-Fléche Eé”) mit n Punktierungen. Sie ergénzen die Basis
der holomorphen 1-Formen w; mit ¢ = 1,...,g. Durch die Punktierung der Riemann-
Flache und die Hinzunahme der meromorphen 1-Formen ist auch die Homologiebasis zu
erginzen. Eine sinnvolle Wahl ist das Hinzufiigen der in Abbildung B.2 dargestellten
Zykel ¢; um die Punktierungen herum und d; zwischen den Punktierungen, fiir ¢ =
1,...,n — 1. Fiir die Schnittzahlen dieser Zykel gilt offensichtlich

J(CZ‘7 Cj) = J(d“ dj) =0 und J(CZ‘, d]) = (51‘]‘ s (B8)

auBerdem konnen die Wege (¢;, d;) so gewihlt werden, daB es keine Uberschneidungen
mit den geschlossenen Wegen (a;, b;) der kompakten Riemann-Fliche gibt. Die Nor-
mierung der Wegintegrale iiber diese Zykel soll dabei so sein, daf gilt fc_ wp; Py = 0ij-

ABBILDUNG B.2 - Zusétzliche Homologiezy-
kel auf einer Riemann-Fliache mit vier Punktie-
rungen, P, ..., P;.

Man erkennt, dafl die Riemann-Fléche Ef]n) vom Genus ¢ mit n Punktierun-
gen einer entarteten Riemann-Fléche ¥,,, 1 vom Genus g + n — 1 entspricht, bei
der die Punkte Pi,..., P, identifiziert werden. Diese Identitédt wird deutlich, wenn
man die Basis der Homologiegruppe als {a1,...,a54n-1} = {a1,...,a4,¢1,...,Ch1}
und {b1,...,bg4n-1} = {b1,...,b,ds,...,d,—1} umdefiniert. Entsprechend kann
man auch die Basis der holomorphen und meromorphen 1-Formen zusammenfassen,
{wi, .., wgin-1} = {wi, ..., wy,wp Py, ..., wp, 1P, }, 50 daBl die Wegintegrale die fol-
gende Form annehmen

}{wj:&j und fwjzoij5<;2 g) (B.9)

a; 7

Dabei mufl die erweiterte Periodenmatrix O;; die selben Eigenschaften haben wie die
urspriingliche Periodenmatrix €2;;, sie mufl symmetrisch sein und einen positiv definiten
Imaginérteil besitzen. Daraus folgt, daf die neu eingefiihrten Matrizen p;; und o;; die
Symmetrien p? = p und o = o besitzen. Ebenso wie man mit Hilfe der Periodenma-
trix €;; aus (B.3) den metrischen Moduliraum einer kompakten Riemann-Flidche ¥,
beschreiben kann, fithrt die erweiterte Periodenmatrix O;; aus (B.9) zur Beschreibung
des metrischen Moduliraumes einer punktierten Riemann-Fléche Ef]n).

Bei der Bestimmung der Dimensionen der Modulirdume der N=2 Stringtheorie auf
einer n-fach punktierten Riemann-Fléche Z_E,") miissen zu den in Abschnitt C.3 ermit-
telten Werten noch die Beitrdge der meromorphen Differentialformen addiert werden.
Damit vergroflert sich die komplexe Dimension sdmtlicher Modulirdume bei der Be-

rechnung von n-Punkt Streuamplituden um n.
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B.3 RIEMANN-FLACHEN MIT RAND

Um die Basis der Homologiegruppe und der holomorphen 1-Formen einer offenen
Riemann-Fldche zu bestimmen, kann man den schon bei der Einfithrung komplexer
Koordinaten auf der Weltflache in Abschnitt I1.3 diskutierten Verdoppelungstrick an-
wenden. Wie in Abbildung B.3 dargestellt, kann man aus jeder berandeten Riemann-
Flache eine kompakte Riemann-Fléche erzeugen, indem zwei Kopien der berandeten
Flache an den Réndern identifiziert werden [131, 132]. Die urspriingliche Fléche erhélt
man dann aus der kompakten Uberlagerung, indem man zusammengehorende Punk-
te auf den beiden Kopien identifiziert. Diese Involution hat natiirlich Fixpunkte, die
identifizierten Rénder der zusammengesetzten offenen Riemann-Fléachen.

ABBILDUNG B.3- Konstruktion einer kom-
% pakten Riemann-Flédche aus einer Riemann-
Flidche mit Rand durch Verdoppelung.

Zur Konstruktion der Homologiezykel und der holomorphen oder meromorphen
Differentialformen auf einer Riemann-Flache mit Rand kann man ausnutzen, daf§ die-
se Objekte fiir kompakte Flichen mit oder ohne Punktierungen bekannt sind und in
den obigen Abschnitten dieses Anhangs konstruiert wurden. Die offene Fliache erbt
von ihrer kompakten Uberlagerung denjenigen Anteil der Homologiegruppe und der
Differentialformen, der auf den Fixpunkten, d.h. am Rand der offenen Fliche, inva-
riant unter der Involution ist, welche die Uberdeckung auf die urspriingliche Fliche
zuriickfiihrt.

Seien a; und b; mit ¢ = 1,..., g eine Basis der Homologiegruppe der kompakten
Uberlagerung flg, welche die Eigenschaft (B.1) erfiillt. Dann muf§ die Involution I,
welche die kompakte Uberlagerung auf die urspriingliche Riemann-Fliche mit Rand
abbildet, die Eigenschaft haben

ImJjr=—J. (B.10)

Die Involution #ndert das Vorzeichen der Schnittzahl, da sie auf der Uberdeckung die
Orientierung umkehrt. Die allgemeine Matrixform der Involution auf einer Genus g

Riemann-Flache ist
_ A B : 2 _
[—(C D) mit [°=1. (B.11)

Dabei sind A, B, C' und D (g x g)-Matrizen, die wegen Gleichung (B.1) und (B.10) die
Bedingungen erfiillen miissen

ABT = BA!, cD" = DCT | ADT — BCT = —1. (B.12)

Daraus folgt dann weiter, dafl eine mit der Involution I kompatible Periodenmatrix €2
die Bedingung Q = I(Q) = (C' + D) (A + BQ)~! erfiillen muB [33].

Insgesamt fiithrt das hinzufiigen von n Lochern in eine kompakte Riemann-Flache
zu n — 1 zusitzlichen Henkeln in der kompakten Uberlagerung mit jeweils zwei Homo-
logiezykeln'®. Durch die Involution bleibt auf der Riemann-Fliche mit Rand davon
die Hélfte bestehen, d.h. man erhélt um n — 1 der n Locher jeweils einen neuen ge-
schlossenen Weg. FEin zusétzlicher geschlossener Weg um das n-te Loch wére nicht
unabhéngig von den anderen n — 1 Zykeln, da diese zu einem Zykel um die n — 1
Locher zusammengefaf3t und dann auf einen Weg um das n-te Loch zusammengezogen

109Giehe dazu auch Abschnitt I11.1 und insbesondere Gleichung (II1.3).
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werden konnen. Diese Beobachtung ist auch konsistent mit der Berechnung der ersten
Betti-Zahl''? b;, die gerade die Dimension der Homologiegruppe einer Riemann-Fliche
angibt. Es gilt auf einer Riemann-Fliiche 3 die Beziehung!!! y(X) = by — by + by [64],
dabei gilt trivialerweise by = 1. Hat ¥ mindestens einen Rand, ist also b > 1, dann
miissen auch alle auf dieser Flidche definierten 2-Komplexe mindestens einen Rand ha-
ben. Es wird also kein 2-Komplex durch den Randoperator 0y vernichtet, ker 0, ist
leer, damit ist b, = 0. Hat ¥ keinen Rand, enthilt H, genau eine Aquivalenzklasse; die
zu Y dquivalenten 2-Komplexe werden durch den Randoperator d; vernichtet. Damit
gilt dann b, = 1 auf Riemann-Flachen mit b = 0. Zusammenfassend erhilt man die
Anzahl der Homologiezykel by = —x + 1 fiir b > 1 und by = —x + 2 fiir b = 0. Das
bedeutet auf Riemann-Flédchen mit ¢ Henkeln und b Randern

B s
bl—{29+b 1 fir b > 1 (B.13)

2g fir b=10

Auf einer Riemann-Fldche mit Radndern kann man nicht nur Punktierungen im
Inneren der Fléche haben, sondern auch Punktierungen an einem Rand. In diesem Fall
verschwindet der Homologiezykel ¢; um die Punktierung, da er mit dem Homologiezykel
um das Loch iibereinstimmt, wie in Abbildung B.4 dargestellt wird. Insbesondere mufl
eine meromorphe Differentialform w am Rand die Bedingung 0,w = 0 erfiillen, d.h. die
Normalenableitung mufl verschwinden.

ABBILDUNG B.4 - Anndherung einer Punktie-
N > rung an einen Rand.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Faft man nun die Ergebnisse der obigen Abschnitte zusammen, 148t sich eine all-
gemeine Formel fiir die Anzahl der Homologiezykel und der Differentialformen auf
einer Riemann-Flache ¥ mit g Henkeln, b Réandern und n Punktierungen finden. Die
n Punktierungen lassen sich dabei zudem noch in n. Punktierungen im Inneren der
Fléache, die bei der Berechnung von Stringamplituden den Vertexoperatoren geschlos-
sener Strings entsprechen und n, Punktierungen an Réandern, die den Vertexoperatoren
offener Strings entsprechen, aufteilen. Die doppelte Uberlagerung Y von ¥ hat 2g+b—1
Henkel, wobei b — 1 Henkel durch die Identifizierung der entsprechenden Rénder auf
den beiden Kopien von X entstehen, sowie 2n. + n, Punktierungen im Inneren der
kompakten Fliche. Damit gibt es auf ¥ insgesamt 2(2g + b — 1) + 2(2n. + n, — 1)
Homologiezykel, die zu Henkeln oder Punktierungen gehoren. Nach Anwendung der
Involution I bleiben damit auf der urspiinglichen Riemann-Flache ¥ gerade

29+ (ne+mn,—1)+ (b+n.—1) (B.14)

Basiselemente der Homologiegruppe erhalten. Die 2¢g sind die iiblichen mit den Henkeln
zusammenhédngenden Wege, weiterhin gibt es n. + n, — 1 Verbindungslinien zwischen
den n = n.+n, Punktierungen und b +n.— 1 Zykel um die Lécher und Punktierungen
im Inneren herum. Der Weg um das verbleibende Loch oder die verbleibende Punk-
tierung herum kann aus diesen b + n. — 1 Basiselementen zusammengesetzt werden.

10Dje j-te Betti-Zahl b; ist definiert als Dimension der i-dimensionalen Kohomologie-Gruppe H; =
ker 9;/im 0;41. Dabei ist 0; hier der Randoperator, der i-dimensionale Komplexe M auf ihren (i —1)-
dimensionalen Rand 9; M abbildet.

1 Allgemein gilt x =2 —2g — b= 0, (—1)%b;, allerdings ist auf einer zweidimensionalen Mannig-
faltigkeit offensichtlich b; = 0 fiir ¢ > 2.
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Abbildung B.5 zeigt ein Beispiel von Homologiezykeln auf einer Riemannfliche mit
Réndern, inneren Punktierungen und Punktierungen am Rand.

ABBILDUNG  B.5 - Auf der Sphire mit zwei
Léchern, vier Punktierungen im Inneren und acht
Punktierungen am Rand gibt es nach Gleichung
(B.14) 16 unabhéngige Homologiezykel.




C. DIFFERENTIALGEOMETRIE AUF
RIEMANN-FLACHEN

Durch die Einfithrung von komplexen Koordinaten auf der Weltfliche in Gleichungen
(I1.45a) und (I1.45b) wird die Ausbreitung des Strings auf einer eindimensionalen kom-
plexen differenzierbaren Mannigfaltigkeit, d.h. auf einer Riemann-Fléche, beschrieben.
Die Differentialoperatoren, welche die lokalen Symmetrien der String-Wirkung erzeu-
gen, wirken also auf die auf einer Riemann-Fléche definierten Felder. Daher soll in
diesem Anhang ein kurzer Uberblick iiber die Definition von Differentialoperatoren auf
Riemann-Flachen gegeben werden [5, Abschnitt 3] [68]. Die dabei entwickelten Objekte
kénnen dann im folgenden zum Beweis des Riemann-Roch Indextheorems verwendet
werden.

C.1 VEKTOREN, FORMEN UND TENSOREN

Sei 3, eine Riemann-Flidche vom Genus''? g. In jeder Karte U konnen nun sogenannte

isotherme Koordinaten (0, 0') eingefiihrt werden, in denen die Metrik konform flach

ist h = e??) (do® ® do' + do' ® do®), mit den Komponenten

Nag - (Cl)
0

hog = e20(9)

Definiert man komplexe Koordinaten, z = ¢° 4+ 40! und z = ¢ — i o' mit der Basis fiir

Differentialformen und Vektoren,

dz=do® + i do?! dz=do® — i do!
1 (9 .9 1(9 .y (C.2)
0:=3% (500 — i gor) 0:=35 (500 +i597) -
nimmt die Metrik die Form an
h22:h222%62¢ hzz:héizo
) ) - (C.3)
hzz:hzz:2€—2¢ h#* = h%% = 0.

Sei V' eine andere Karte auf ¥, mit U NV # () und Koordinaten (w,w), so daf die
Metrik in V' die Form annimmt h = €*>¢ (%) dw @ dw. Dann muB auf U NV gelten

29 4z @ dz = 2 ) du @ dw . (C.4)

Wegen dw ® dw = (0,wdz + ds;wdz) @ (0,wdz + 0;w dz) folgt daraus, daf fiir Ko-
ordinatenwechsel auf der Riemann-Fliche gelten muB'*® 2% = 92 — (. Es gilt al-
so w = w(z) und w = w(Z). Damit ist ¥, eine komplexe Mannigfaltigkeit mit
e24(2.2) — }8@—1;}|2 2@/ (W)

12F{ir Riemann-Flichen mit Réndern, d.h. mit halbzahligem Genus g = %X +1 € Z/2, kann man
ganz analog vorgehen, allerdings sind hier die Koordinaten z und z wegen der Randbedingungen nicht
mehr unabhéngig voneinander.

113 %—“Zj = %—’;’ = 0 ist auch moglich, fithrt aber zu nicht orientierbaren Flichen, die hier nicht betrachtet
werden sollen.
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Vektoren in den Tangentialrdumen an die Riemann-Flache ¥, VZ 5 € TM* und
VZ a € T'M~ transformieren unter Koordinatenwechseln z — w wie

ow - ow
Vv =V~ Vw—_vz C.5
0z 0z (C.5)
Differentialformen w.dz € Q'° und wsdz € Q%' haben das entsprechende Transforma-
tionsverhalten . .
ow\ ow\
Wy = (8—1,:) W, Wy = (8_1;)> ws . (C.6)

Die Metrik h stellt einen natiirlichen Isomorphismus zwischen 7M™+ und Q%! dar, mit
ws = hz, V* und V* = h** w;. Ebenso ist der Tangentialraum 7'M~ isomorph zu den
holomorphen 1-Formen Q%° mit w, = h,; V? und V? = h**w,. Insbesondere kénnen
nun an jedem Tensor T € (TMT)? @ (TM~)%2 ® QPP2 simtliche Z Indizes durch z
Indizes ersetzt werden, um einen Tensor aus (T'MT)%7P2 @ QP1120 7y erhalten

q1 42 q1+p2 q1 92
Z...2Z2...Z2 N /-’Z > /—’Z \2
T 25008 =Tz 2 = (haa)® (WIS 25000 % (C.7)
P1 P2 p1+4q2 p1 P

Es sind also nur noch Tensoren mit reinen z Indizes zu betrachten. Mit Hilfe der
wohldefinierten Transformationsgesetze solcher Tensoren unter Reparametrisierungen
z—w, T — (%—Z’)n T, 148t sich nun die Helizitdt n € Z solcher Tensoren definieren.
Damit ergibt sich die Méglichkeit, den Raum der Tensoren mit Helizitét n zu definieren,

——
T ={TZ:Zlg—p=n}. (C.8)
=2

P

Die Helizitét charakterisiert eine irreduzible Darstellung von U(1) = SO(2). Insbe-
sondere sind auch halbzahlige Helizitdten n € Z/2 erlaubt, was die Beschreibung von
Spinoren auf der Riemann-Fléche erméglicht [110, Abschnitt 14.1.2].

C.2 KOVARIANTE ABLEITUNGEN

Bei der obigen konform flachen Wahl der Metrik & auf der Riemann-Fliache ¥, sind die
einzigen nicht verschwindenden Komponenten der Christoffel-Symbole gegeben durch

Fzzz:hzzazhzi = 262¢
L (C.9)
Fzggzhzzaghgz - Qaggb .

Damit lassen sich nun fiir Tensoren aus 7™ zwei Arten von kovarianten Ableitungen

definieren
Gy Th— T und VT - 7L (C.10)

—~
Auf TZ:-:%2 € T" mit ¢ — p = n definiert man die Wirkungen dieser kovarianten
<~

Ableitunpgen wie folgt
Vi TiZ= WANTZ 2 =W (0: + (¢ — p)T75) T207 = W20:17 7 (C.11)

zZ...z2 )

und

VT2 =V, 17 = (0. + (¢ — p)T7..) 127 = (0, + 2n0,9) TZ7 . (C.12)
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Die kovarianten Ableitungen beziiglich der Koordinate z lassen sich entsprechend durch
Vi, =h#v® und VY = h Vi (C.13)

definieren.
Mit diesen kovarianten Ableitungen erhélt man den Ricci-Tensor

und den Kriimmungsskalar
R=—-8¢2%%0,0¢. (C.15)
Weiterhin 148t sich einfach iiberpriifen, dafl gilt
V=2 e 299, V=20 5 20
(C.16)
Vi, =2e 2o g, o viM=9,.

Mit dem fiir T, U € 7™ definierten invarianten Skalarprodukt
(T,U) = /dQZ\/—h(hzz)n TU (C.17)
lassen sich nun die Adjungierten der kovarianten Ableitungen berechnen,

z

(Vi)' =90 (Vi)' = vz, (C.18)

Man kann auf der Riemann-Fliache ¥, zwei Laplace-Operatoren definieren, die Ten-
soren der Helizitdt n auf Tensoren der Helizitéit n abbilden, A(in) T TE T
Es gilt,

AL = =VIIVE) = =272 (0.0: + 20 (.¢) 0:) (C.19a)
ALy = Vi gV = =272 (0.0: + 20 (9.6) 9z + 2n (9.0:¢)) . (C.19b)

Man erkennt, dafl diese beiden Laplace-Operatoren selbstadjungiert sind, (A(in))T =
A(jjl), und dafl ihre Differenz proportional zum Kriimmungsskalar R ist,

+ —
Apy —A

) = 4n e ??(0,0:¢) = —inR. (C.20)

Insbesondere gilt damit fiir n = 0, AEB) = A

C.3 DAS RIEMANN-ROCH INDEXTHEOREM

Das Riemann-Roch Indextheorem stellt einen Zusammenhang zwischen dem Index ei-
nes Differentialoperators, d.h. der Differenz der Anzahlen der Nullmoden des Opera-
tors und seines Adjungierten, und der Topologie der Riemann-Fliche, auf der dieser
Operator definiert ist, her. Fiir die oben definierten kovarianten Ableitungen auf der
Riemann-Flédche ¥, ist die Aussage des Riemann-Roch Theorems

ind V" = dimc ker V7 — dimc ker V§, ;) = (2n+1) (g — 1) (C.21)

Dabei ist ind V" der Index des Differentialoperators, und dim¢ die komplexe Dimen-
sion des entsprechenden Kerns. Wie oben schon erwéhnt ist Vi, _;) = —(V,(zn))T.
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Zur Berechnung der Dimensionen der Kerne verwendet man d1e sogenannte heat
kernel Methode. Dazu ist zunéchst anzumerken, daf gilt ker V" = kerA (n)" Es ist

A(_n) (n— 1 v und wegen Vi, ) = —(VZ )T kann A(n)|n> nur dann Null sein,
wenn auch V" ]n) = 0 ist. Also sind die Kerne dieser beiden Operatoren identisch.
Ebenso kann man zeigen, dafl gilt ker V?n_l) = ker Az;_l). Statt der Dimensionen der
Kerne der kovarianten Ableitungen konnen also auch die Dimensionen der Kerne der
Laplace-Operatoren auf der Riemann-Fléche untersucht werden.

Sei nun A ein Laplace-Operator mit dim ker A = ngy. Dann definiert man den heat
kernel als h(t) = e **. In der Koordinatenbasis it h(t) sich ausschreiben, als

h(x, y;t) = (x[h(t) 37!26 Eln)(nly) = Ze e (zln)(nly) . (C.22)

Dabei bilden die |n) ein vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren des
Laplace-Operators A mit den zugehorigen Eigenwerten ),. Da die Eigenwerte des
per Konstruktion hermiteschen Laplace-Operators nicht negativ sind, gilt offensicht-
lich limy oo h(z,y;t) = > 10, (x]0,4)(0,i|y), wobei die |0,7) die Nullmoden des Laplace-
Operators sind. Die Eigenvektoren von A bilden ein Orthonormalsystem, daher folgt
nun

tlirglo dx h(x,z;t) =ng. (C.23)
Die Spur des heat kernel liefert also im Grenzwert fiir unendlich grofie Zeiten die Di-
mension des Kernes des Laplace-Operators.

Der heat kernel h(x,y;t) erfiillt die Warmeleitgleichung

(% - A ) h(z,y;t) =0 (C.24)

mit der Anfangsbedingung h(z,y;0) = 0(x—y). Diese Eigenschaft kann man ausnutzen,
um den heat kernel explizit zu konstruieren und damit den Index des Laplace-Operators
A zu berechnen.

Der heat kernel IC}(z, w;t) des Laplace-Operators A?;L), der auf Tensoren aus 7"
wirkt, erfiillt fiir £ # 0 die Warmeleitgleichung

0 n n_ (9 _ + A
(8t+A >K"<Z’w’t)—(8t+A Vn> Kr(z,w;t) =0. (C.25)

Dabei ist A = —20,0; der Laplace-Operator des flachen Raumes und
Vo=A-Al = (1—e??)A+4ne2?0.¢0:. (C.26)

Der flache Laplace-Operator A definiert auch einen heat kernel K(z,w;t), durch die
Wirmeleitgleichung (2 4+ A) K (z, w;t) = 0 fiir ¢ # 0. Diese Gleichung 18t sich durch
eine Laplace-Transformation einfach l6sen, man erhélt,

K(z,wit) = — e lF7wl/2 (C.27)

Mit Hilfe der Losung von K (z,w;t) kann man nun eine Reihenentwicklung in ¢ fiir den
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gesuchten heat kernel K" angeben,

t
KHz,wit) = K(z,w;t)+/dt’/d2,z’K(z, 2t — 1)V (2) K(Z' w;t))
0

¢t
+/dt'/dt"/dgz’/dQ,z”K(z, 2t =YV, () K(Z, 2"t —t")
0 0

XV, (") K(2" w;t") + ... .

Wir sind am Index der kovarianten Ableitung V, interessiert!'*, d.h. es ist die Differenz
der Dimensionen der Kerne von A'* und A~ zu berechnen. Man stellt fest, daf§ in
diesem Fall nur der von ¢ unabhingige Anteil der Spur der heat kernels ™ und K~
eine Rolle spielt, da AT und A~ dasselbe Spektrum haben. Sei |n) ein beliebiger
Eigenvektor von A* = VIV, mit von Null verschiedenem Eigenwert ), # 0. Dann ist
V.|n) ein Eigenvektor von A~ = V_,V] mit dem selben Eigenwert \,,

A"V.|n) = V.VIV.|n) = V.AT|n) = \, V.|n). (C.28)

Jedem Eigenvektor von A™, der nicht zu den Nullmoden gehort, entspricht also genau
ein Eigenvektor von A~ mit dem selben Eigenwert. Damit ist die Differenz der Spuren
der entsprechenden heat kernels von ¢t unabhéngig. Im folgenden reicht es also aus,
lediglich die fiir kleine ¢ fithrenden Terme von K zu betrachten. Damit erhilt man
aus der obigen Reihenentwicklung

¢
KH(z,w;t) = ﬁ + /dt'/dQ,z'K(z, 2t =) V() K(Z wit) + O(t).  (C.29)
0

Um diesen Ausdruck auszuwerten wihlt man nun ein Koordinatensystem, fiir das an
der Stelle z gilt, ¢(z,z) = 0. An der Stelle 2’ gilt dann in der Nihe der Diagonalelemente
des heat kernel

¢(2/7 ZI) = (Z/ - Z) az¢<za 2) + (ZI - 2) ai(b('z? Z)
+ (=2 020(z,2) + (2 — 2)? 020(2,2) + 2|2’ — 22 0.0:0(2,2)) + ... .

Aus Symmetriegriinden bleiben nach der Integration iiber d?z’ nur die Terme {ibrig,
die eine 0, und eine 0; Ableitung enthalten. Man erhélt somit

t
1
Kf(z,w;t) = gy +/dt’/d22’K(z,z’;t—t') <2|z’ —220.0:0(z, 2) A,
7r
0

+dn (2 — 2) 0,0:¢(z, Z) 8w> K(Z w;t) +O(t).

Dieses Integral ist l6sbar, man erhélt als Ergebnis fiir w — z,

1 1+3n
,C+ ) = — —
Ganz analog erhilt man fiir die Diagonalelemente des heat kernels des Laplace-

Operators A(’n) den Ausdruck

0.0:0(z,2) + O(1). (C.30)

1 1—-3n
— — —0,0:0(2,2) + O(1) . C.31
o 0.0:0(2,2) + O() (C31)
114D, die Helizitét n der kovarianten Ableitung und der Laplace-Operatoren fiir diese Argumentation
keine Rolle spielt, wird der Index n zur Vereinfachung der Notation hier unterdriickt.

K, (z,2t) =




128 C. DIFFERENTIALGEOMETRIE AUF RIEMANN-FLACHEN

Mit der obigen Definition des Ricci-Tensors R,; = —20,0:¢(z, Z) ergibt sich nun der
gesuchte Index der kovarianten Ableitung v

ind V" = ! ;:” /dﬂszz = —2”2_ 1X(zg) =(@2n+1)(g—1). (C.32)
Dies ist gerade das zu beweisende Riemann-Roch Indextheorem.

Bei der Untersuchung der Modulirdume des N=2 Strlngs sind auch die Dimensio-
nen der Kerne U(1) kovarianter Ableitungen D7 = = V™ +iqA. zu bestimmen. Das
Vorgehen dabei ist ganz analog zum Vorgehen im Fall rein Lorentz-kovarianter Ablei-
tungen V. Ebenso wie sich die Beitrdge der Christoffel-Symbole, d.h. der Lorentz-
Konnektionen, zur Kriimmungs-2-Form R.:dz A dz kombinieren und nach Integration
iiber die Diagonalelemente des heat kernel die Euler-Zahl der betrachteten Riemann-
Fléache liefern, kombinieren sich die Beitrdge des Eichfeldes A,, d.h. der Konnektion
des U(1) Biindels auf der Riemann-Fléche, zur Feldstirke-2-Form. Die Integration
iiber diese Feldstérke ergibt die in Abschnitt II1.1 eingefithrte Chern-Zahl M des U(1)
Biindels. Damit nimmt das Riemann-Roch Indextheorem fiir U(1) kovariante Ablei-
tungen die Form an

ind D™ = dim¢ ker D™ — dimc ker D™ = (2n +1) (g — 1)+ ¢ M . (C.33)

Wenn nun die Dimension von ker D¢ oder von ker D™¢' bekannt ist, kann daraus die
Dimension des jeweils anderen Kernes abgeleitet werden.

Weiterhin kann gezeigt werden, daB in den meisten Féllen einer der beiden Kerne der
Lorentz-kovarianten Ableitungen v oder Vzn nur die Null enthélt. Dazu betrachtet

man zunéchst die Norm der Wirkung von Vg") auf einen Tensor & € 7™ mit Helizitat n.
Mit Hilfe der Definitionen der Adjungierten der kovarianten Ableitungen aus (C.18) und
mit Az;) —A = —3sn R aus (C.20) erhélt man nach einigen partiellen Integrationen

[veel = [ (v () - - [enge - [ (Eagye-tnng
= [ (%109 (Vi) — 0 RE) = | Teus ~ 1n [ REE. (C3)

Fiir die kovariante Ableitung an) folgt daraus

vzl = [V + n/Rg‘g. (C.35)

Nach dem Uniformisierungstheorem [110, Theorem 14.9] kann jede Riemann-Fliche
durch Weyl-Transformationen auf eine Riemann-Fliche mit konstantem Kriimmungs-
skalar R abgebildet werden. Dabei mufl das konstante R dasselbe Vorzeichen haben,
wie die Euler-Zahl x = 2 — 2g der Riemann-Fliache ¥,. Wie in Tabelle C.1 dargestellt
ist, ist R auf der Sphére mit y = 2 positiv. Damit ist der zweite Term auf der rechten
Seite von Gleichung (C.35) strikt positiv, es gilt also ||V, &[| > 0, d.h. auf der Sphére
gibt es keinen Tensor £, der von an) auf Null abgebildet wird. Damit gibt es zumindest
fiir n > 0 auf der Sphére keine Moduli. Ebenso zeigt man aus Gleichung (C.34), da8
es auf Riemann-Flachen vom Genus g > 2 wegen R < 0 fiir n > 0 keine konformen
Killing-Vektoren oder Spinoren gibt. Auf dem Torus, d.h. fiir ¢ = 1, sind die Dimensio-
nen der beiden Kerne gleich. Hier iiberzeugt man sich anhand der Definition (C.16) der
kovarianten Ableitungen leicht davon, daf es genau ein Feld mit den Randbedingungen
des Torus gibt, nadmlich das konstante Vektor-, Spinor- oder Skalarfeld, das von e
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vernichtet wird. Es gibt also einen konformen Killing-Vektor, Skalar oder Spinor und
auch einen entsprechenden Moduliparameter.

Im Fall n = 0, d.h. fir die U(1) Moduli und die konformen Killing-Skalare, liefern
die Beziehungen (C.34) und (C.35) keine neuen Informationen. Jedoch l&t sich in
diesem Fall an der genauen Form der Ableitung v = 0, ablesen, dafl es unabhéngig
vom Genus immer genau einen konformen Killing-Skalar gibt. Die Anzahl der U(1)
Moduli folgt dann aus dem Riemann-Roch Theorem (C.21).

g  Riemann-Fliche Metrik Vorzeichen von R
0 CU {0} ds* = dzdz /(1 + 22)* +
1 C/(ZT+7Z)  ds*=dzdz 0

>2 H/G ds? = dzdz/(Im z)? -

TABELLE C.1- Alle Riemann-Féchen ¥, vom Genus g kénnen durch eine konforme
Abbildung auf die hier dargestellten zuriickgetiihrt werden. H ist die komplexe obere
Halbebene, G C SL(2,R) ist die Fuchssche Gruppe.

Bei der Untersuchung der Eichtransformationen der unter der U(1) geladenen Fel-
der, insbesondere der Gravitinos, ist statt der Lorentz-kovarianten Ableitung v die
U(1) kovariante Ableitung D27 = V™ 4 iq A, zu betrachten. Der zusitzliche zum
Eichfeld A, proportionale Term #ndert offensichtlich nichts an der Anzahl der Nullm-
oden des Operators. Sie ist weiterhin allein durch die Anzahl der Nullmoden der
Lorentz-kovarianten Ableitung Vi”) gegeben. Damit folgt aus dem Riemann-Roch In-
dextheorem (C.33) unter Berticksichtigung der U(1) Ladung fiir die Anzahl der Moduli

dimker D™ = dimker V' 4 ¢ M . (C.36)
Genus dim ker D41 dim ker D74
g=0 qM 2n+1
g=1 1+qM 1
g>1 n=0 (2n+1)(¢g—1)+14+qgM 1
n>0 (2n+1)(g—1)+qM 0

TABELLE C.2- Die Anzahl der Moduliparameter und der konformen Killing-Vektoren
(n = 1), Spinoren (n = 1/2) oder Skalare (n = 0) fiir Felder mit der U(1) Ladung q
auf Riemann-Flédchen ¥, vom Genus g.

Damit sind die Dimensionen der Kerne samtlicher relevanter Differentialoperatoren
bestimmt und konnen in Tabelle C.2 abgelesen werden. Auch der hier nicht explizit
behandelte Fall von Riemann-Fléchen mit Rdndern, d.h. mit ungerader Euler-Zahl y;,
kann aus dieser Tabelle erhalten werden. Der Beweis des Riemann-Roch Indextheorems
ist unabhéngig davon, ob eine Riemann-Fliche mit oder ohne Rand betrachtet wird,
und das Uniformisierungstheorem gilt ebenfalls fiir Flachen mit Rédndern, so daf sich
auch an der Betrachtung der Anzahl der Moduliparameter in den Féllen xy < 0 und
X > 0 nichts wesentliches &dndert.

Eine alternative Methode zur Bestimmung der Anzahl der Moduliparameter und
der konformen Killing-Vektoren, Spinoren bzw. Skalare besteht in der Untersuchung der
bosonisierten Geistsysteme, die durch die Wirkung (11.99) beschrieben werden. Man
findet dabei den Zusammenhang [71]

(#Geistnullmoden - #Antigeistnullmoden) = % Q X - (037)
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Dabei ist @ = £(1 — 2)) die Hintergrundladung, an die die bosonisierten Geister
koppeln und A das konforme Gewicht des entsprechenden Antigeistes. Mit Q. = —3,
(Qpy = +2 und Q. = —1 erhélt man aus Gleichung (C.37) gerade wieder das Riemann-
Roch Indextheorem, da die Nullmoden der Antigeister gerade den Moduli entsprechen
und die Nullmoden der Geister den konformen Killing-Vektoren.



D. BERECHNUNG DER
DETERMINANTEN

In diesem Anhang werden die Fadeev-Popov-Determinanten des N=2 Strings berech-
net. Diese Determinanten kénnen im Pfadintegral als Zustandssumme der Form

Zo = [laslidg] )= Heve (D.1)

dargestellt werden. Dabei bezeichnen ¢ und ¢ die Geist- bzw. Antigeistfelder ¢, ¢
und v+ bzw. b, b’ und ST, und D ist durch das Quadrat des die Eichtransformationen
erzeugenden Differentialoperators 731771, 778;730 und 731 /2771 /2 gegeben. Die Zustands-
summe der bosonischen und fermionischen Materiefelder Z# und ™ kann mit den
Differentialoperatoren O und p - V ebenso berechnet werden. Aus den Definitionen
der Differentialoperatoren P in den Gleichungen (I1.24), (I1.25) und (I1.26), stellt man
fest, daB die Ausdriicke PP stets durch Laplace-Operatoren A auf der Weltfliche
beschrieben werden kénnen. Es sind also im folgenden die Determinanten des Laplace-
Operators mit verschiedenen Randbedingungen («, 3) zu berechnen. Fiir die bosoni-
schen Materiefelder und die fermionischen Geister gilt dabei (o, 3) = (0,0), wihrend
die Randbedingungen der Fermionen und der Supersymmetrie-Geister durch die Spin-
struktur (o, 3) gegeben sind.

Bei der Berechnung der Determinanten werden die Nullmoden des Differentialope-
rators A unterdriickt'!®, um ein Verschwinden oder ein Divergieren des in das Pfa-
dintegral einzusetzenden Ausdrucks zu verhindern. Die Nullmoden, deren Anzahl von
der Topologie der Weltfliche abhéngt, werden bei der Konstruktion der Amplituden
gesondert untersucht.

Zur Berechnung der Determinante von A wird die (-Funktions-Regularisierung ver-
wendet [59, 60]. Mit den Eigenwerten \,,, des Laplace-Operators A nimmt die Deter-
minante die Form an ,

det/A =] An - (D.2)

m,n

Die (-Funktion ist definiert als
/
C(5,8) = A (D.3)

Damit ist die Determinante durch die Ableitung der {-Funktion an der Stelle s = 0
gegeben,
det’ A = =<0 (D.4)

Zur Bestimmung der Determinante kann dabei ausgenutzt werden, dafl die (-Funktion
als

((s,A) = ﬁ Z,/dt 5t e Amnt (D.5)
mmn

15Dies wird durch die Verwendung des Symbols det” ausgedriickt.
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dargestellt werden kann, wobei die Gammafunktion durch T'(s) = [~ dtt*~ e defi-
niert ist. Nach einer Entwicklung des Ausdrucks (D.5) fiir kleine s kann die Integration
| dt bei gegebenem Spektrum A, des Laplace-Operators ausgefithrt werden. Der in s
lineare Term der Entwicklung von ((s, A) liefert dann den zur Bestimmung der Deter-
minante (D.4) benotigten Beitrag.

D.1 DETERMINANTEN AUF DEM TORUS

Zunéachst sollen die Determinanten des Laplace-Operators fiir die verschiedenen Rand-
bedingungen («, 3) auf dem Torus berechnet werden. Die entsprechenden Determi-
nanten auf dem Zylinder oder Anulus kénnen durch Anwendung der Involution f. aus
Gleichung (II1.24) aus den entsprechenden Determinanten auf dem Torus konstruiert
werden.

Der Torus wird durch das Einheitsquadrat (z,y) € [0,1] x [0, 1] mit der Metrik

haﬂ:( Lom ) (D.6)

|7

beschrieben. Damit nimmt der Laplace-Operator die Form an

1
A=—— (|7‘|2 0 — 271 0,0y + 05) ) (D.7)
P
Die von den Randbedingungen («, ) abhéingenden Eigenfunktionen
wef) — L jomi(mta) et (nts)y) (D.8)

mn \/?2

mit m,n € Z erzeugen das Spektrum der Eigenwerte

A = (£) (@ + et 5-n(m+a)?), (D.9)

Mit diesen Eigenwerten erhélt man die Ableitung der (-Funktion an der Stelle s = 0
</(a,ﬂ)(0> — 21y (a2 —a+ %) _In ‘1 _ 627rz'(cwﬁ)|

. Zln | (1 _ 2mif e27ri7'(n+oc)) (1 _ p2mif eZﬂ'iT(n—a)) |2. (D.lO)
n=1

2

Fiir ein kommutierendes, periodisches Boson mit Randbedingungen («,3) = (0,0)
erhdlt man daraus die Determinante
det’A =, ()| % (D.11)

Die Determinante eines antikommutierenden periodischen Skalars, wie etwa eines c
oder eines ¢ Geistes oder der entsprechenden Antigeister, ist der Kehrwert von (D.11).
Fiir einen antikommutierenden Spinor mit Spinstruktur («, 3) # (0,0) aulerhalb des
Ramond-Sektors der Theorie ergibt sich fiir die holomorphe Hilfte die Determinante

det'Al, = (V][9] (0,7) " (n(r)) 2. (D.12)

Im Fall des geschlossenen Strings auf dem Torus ist die vollstdndige Determinante
des antikommutierenden Spinors das Produkt aus holomorpher und antiholomorpher
Halfte,

det'A = [9[5](0,7)] (7). (D.13)

Die Determinante eines kommutierenden Spinors des (v*, 37) Geistsystems ist der
Kehrwert von (D.13).
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D.2 DETERMINANTEN AUF DEM ZYLINDER

Der Zylinder oder der Anulus kann aus dem Torus durch die Involution

fo(z,y) = (2,1 —y) (D.14)

gewonnen werden. Dabei werden nur diejenigen Felder auf dem Zylinder betrachtet,
die invariant unter der Involution (D.14) sind. Insbesondere nimmt die Metrik auf dem

Zylinder die Form an
1 0

Dabei ist t € R. Die Wirkung der Involution fo auf die Eigenfunktionen des Torus
(D.8) mit periodischen Randbedingungen («, 3) = (0,0) ist

uldD o fo =ul), . (D.16)

Diese Eigenfunktionen kénnen in Moden, die gerade oder ungerade unter der Involution
sind, unterteilt werden [44]. Gerade Moden fithren zu Neumann-Randbedingungen,
ungerade Moden fiihren zu Dirichlet-Randbedingungen. Da bosonische Felder am Rand
der offenen Strings Neumann-Randbedingungen erfiillen sollen, werden im folgenden
nur die unter fo geraden Moden betrachtet. Damit 1&t sich die (-Funktion auf dem

Zylinder auf die (-Funktion auf dem Torus zuriickfithren. Es ist!
¢ 2s
06 = 5600, + (5) otz (D17)

Damit erhélt man die Determinante eines kommutierenden Skalarfeldes auf dem Zy-
linder

det’A = (n(it)) ™. (D.18)
Fiir ein antikommutierendes Skalarfeld erhélt man den entsprechenden Kehrwert. Fer-
mionen kénnen an den Réandern des offenen Strings beliebige relative Phasen annehmen.
Die Involution fo ersetzt die Spinstruktur « entlang eines Homologiezykels des Torus
durch die Randbedingung des offenen Strings, wihrend die Spinstruktur  auf dem Zy-
linder erhalten bleibt. Die Randbedingung der Fermionen auf dem offenen String und
die verbleibende Spinstruktur kénnen wieder zu einem Paar (a, 3) von Spinstrukturen
zusammengefaft werden [45]. Die Herleitung der Determinante der Spinorfelder ist
damit identisch zum Fall des geschlossenen Strings mit dem auf 7 = it eingeschrénkten
Bereich des Teichmiiller-Parameters. Allerdings gibt es auf dem offenen String nur eine
holomorphe Hélfte der fermionischen Felder. Man erhélt also die Determinante eines
antikommutierenden Spinors auf dem Zylinder

det'A = (9[5](0,4t)) " (n(it)) . (D.19)

Die kommutierenden Spinoren des (y*, 3T) Geistsystems liefern wieder den entspre-
chenden Kehrwert.

Fiir die Geist- und Materiefelder des geschlossenen N=2 Strings im d-dimensionalen
Targetraum erhélt man so die Determinanten

Zy(r,7) = ) (D.20a)
Zylg)m7) = [9[5)0.7)] [n()] ™ (D.20b)
Zpe(T,7) = 7'2’77(7’)‘4 (D.20c¢)
Zyo(T,7T) = 72‘7](7')‘4 (D.20d)
Zg, [5](r.7) = 5107 o) (D.20¢)
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E. EIN-LOOP-INTEGRALE EINER
$3-FELDTHEORIE

In diesem Anhang soll das in Abbildung E.1 dargestellte n-gon Integral einer ¢?3-
Feldtheorie in d Dimensionen durch die Einfithrung von Feynman-Parametern a; und
der Schwinger-Zeit T berechnet werden. Diese einzige Einteilchen-irreduzible Ein-Loop-
Amplitude der ¢*-Theorie spielt beim Vergleich der Ergebnisse von Stringtheorie und
effektiver Feldtheorie eine wichtige Rolle.

ABBILDUNG E.1 - Die 1PI n-Punkt Ein-Loop-Amplitude
einer ¢3-Feldtheorie.

Die einlaufenden Zusténde tragen Impulse k; mit k7 = —m?. Mit der Definition
p; = Zgzl k; nimmt die Amplitude die Form an

di
An:/@ﬂd JHI T (E.1)

Durch die Einfithrung von Feynman-Parametern a; 148t sich dieser Ausdruck umschrei-
ben. Man erhélt

n

H/daj

Jj=1y Jj=

dil 1
1 a]> / ) (i a (E—py)?) (E.2)

Durch die Verschiebung des Loop-Impulses ¢ — ¢ — Z?Zl a;p; und mit der Definition

n 2 n
— (Z ajpj> + Z ajp? (E3)
j=1 j=1

folgt daraus

. - dv 1
H da] aj> / S YO (E.4)
0

Jj=1 Jj=1

Die Impulsintegration kann nun einfach ausgefithrt werden. Mit

(E.5)

die’ 1 T(n-9 1
/ (2m)¢ (02 + 22)" (4m)4T (n) (MZ)r-af2
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vereinfacht sich die Amplitude zu

n

n__ = ] laj)
A, = (4m) d/2 | |/daJ VO (E.6)
Jj=17

Durch die Einfithrung der Schwinger-Zeit T' 148t sich diese Amplitude in eine mit den
aus der Stringtheorie erhaltenen Ausdriicken besser vergleichbare Form bringen. Es
gilt die Identitét

[e.o]

m—1 _—Tf — _g)m_l [ *Tf: (_i)m_ll
/dTT e ( a7 O/dTe af 7

0
1-2-3-...- -1 r
- m=-1) _Im (E.7)
fm fm
Daraus ergibt sich mit m =n — d/2 und f = M? das Ergebnis fiir die Amplitude mit
n duBeren Zustdnden in d Dimensionen,

oo
n n

1
An:(47r1)d/2 I1 / da, 5(1—2%)/ AT T2 (BS)
j J=1

=17 0




F. ELLIPTISCHE FUNKTIONEN

In diesem Anhang sollen einige der im Laufe dieser Arbeit verwendeten mathemati-
schen Objekte vorgestellt und untersucht werden. Insbesondere soll in Abschnitt F.1
cin Uberblick iiber die Jacobi-Thetafunktionen [7, 108] auf dem Torus und in Ab-
schnitt F.2 ein Uberblick iiber die Primformen [69, 109] gegeben werden. Diese beiden
Objekte spielen eine entscheidende Rolle bei der Konstruktion der bosonischen und
fermionischen Propagatoren (in Abschnitt F.3) auf dem Torus und bieten gleichzei-
tig die Moglichkeit zur Verallgemeinerung des Formalismus auf Riemann-Fldchen von
héherem Genus. In Abschnitt F.4 wird als weitere bei der Berechnung von Stringam-
plituden wichtige elliptische Funktion die Weierstrafische p-Funktion [154, Kapitel XX]
definiert. Im letzten Abschnitt F.5 wird das Verhalten der hier definierten elliptischen
Funktionen unter modularen Transformationen angegeben.

F.1 THETAFUNKTIONEN

Die Jacobi-Thetafunktion ist eine Funktion in zwei komplexen Variablen, z und 7, die
definiert wird durch die Reihenentwicklung

Izr)= Y erintreming, (F.1)

n=—oo

Dabei ist z € C eine beliebige komplexe Zahl, und 7 € H liegt in der oberen Halbebene,
Im 7 > 0. Damit kann man leicht iiberpriifen, daf§ ¥(z, 7) auf jeder kompakten Menge
absolut und gleichférmig konvergiert. Ebenso 148t sich leicht nachrechnen, daf} die
Thetafunktion periodisch unter Transformationen z — z 4+ 1 ist und unter z — z + 7
einen Phasenfaktor annimmt. Fiir die Periodizitat der Thetafunktion gilt somit

Wz +ar +b,7) = e T2 (4 7Y (F.2)

Betrachtet man reelle Parameter z = x € R und rein imaginire Parameter 7 = it mit
t € Ry, stellt die Thetafunktion die fundamentale periodische Losung der Warmeleit-
gleichung dar

o 1 97 ,

Fiir t — 0 geht die ¥(z, it) als Funktional in eine Reihe von §-Funktionen an den Stellen
x € 7 iber. Y(x,it) ist also die Losung der Warmeleitgleichung auf dem Kreis, d.h.
mit © € R/Z, mit der Anfangsbedingung 9(z,0) = §(z).

F.1.1 THETAFUNKTIONEN MIT SPINSTRUKTUREN

Analog zur Definition (F.1) l&8t sich die Jacobi-Thetafunktion mit Charakteristik
a, B € 7Z/2 definieren. Diese Definition &8t sich dann fiir den im N=2 String benotigten
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Fall der kontinuierlichen Spinstrukturen «, 5 € [0, 1] verallgemeinern. Man definiert

ﬂ[g](zﬂ') = i eﬂi(n+a)27+2m(n+a)(z+g)

n=—0oo

— eﬂ'ia27’+27ri01(2+6) 19(2 + a7+ ﬁ’ 7‘) . (F4)

Dabei sind die Spinstrukturen aus a, § € [0, 1] und 9 ist die in Gleichung (F.1) definierte
fundamentale Thetafunktion. Das Verhalten unter Transformationen z — z+m7+n
folgt aus dem der fundamentalen Thetafunktion (F.2),

D[3] (2 + mr 4, 7) = T T ) i o] (). (F.5)

Fiir die durch die iiblichen Charakteristiken gegebenen Fille «, 5 € {0, %} kann man
die Signatur der Thetafunktion definieren. In diesen Féllen gilt

93] (—2,7) = (=17 9[3] (=, 7).

Damit definiert man eine Thetafunktion 19[3} als gerade, wenn 4o gerade ist, und
als ungerade, wenn 4af ungerade ist. Von besonderer Bedeutung ist die Jacobi-
Thetafunktion mit ungerader Spinstruktur oo = 3 = 1, ¥4 (z,7) =9 Hg} (z,7). Mit Hil-
fe der Definition (F.4) konnen Thetafunktionen mit beliebiger Spinstruktur auf 9, (z, 7)
zuriickgefiihrt werden,

19[2} (2,7) = emi T (@=)+2mi(a=3) (=+5) 9. (z —u,7). (F.6)
Dabei gibt u = (3—a) 74(3 — ) die Abweichung der Spinstruktur (e, §) vom ungeraden
Referenzpunkt (3, 3) an

F.1.2 PRODUKTDARSTELLUNG

Der Grund fiir die besondere Bedeutung der Thetafunktion mit ungerader Sprinstruk-
tur ¥ (z, 7) ist, daB man fiir diese Funktion eine einfache Produktdarstellung angeben

kann'!7,
91(2,7) = i gM/3emi® H (1 _ qm) ((1 _ qme—Qm'z) (1 _ qm+1€+2m'z)> ‘ (F.7)
m=0 m=1

2mi T

q ist dabei wie iiblich definiert als ¢ = e*™7. Daraus ergibt sich fiir die Produktdar-
stellung der Ableitung von ¥, an der Stelle z = 0 der Ausdruck!!®

91(0,7) =2r ¢ T] (1-q™)". (F.8)

m=1

Mit Hilfe von (F.6) lassen sich nun auch die Produktdarstellungen fiir alle anderen
Spinstrukturen angeben,

19[2](2,7’) — q1/8 i (z— u)em“r(a )+27m a—1) (z+8) H 1_q
m=0

« H ((1 . qm —2mi (2— u)) (1 o qm+16+27ri(z—u))> ' (Fg)
m=1

U77Zum Beweis siehe [108, §14].

H8Es ist 19/1 (0,7’) = 62191(25 T)|z:O'
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F.1.3 MEHRDIMENSIONALE THETAFUNKTIONEN

Die Jacobi-Thetafunktion ist der fundamentale Baustein zur Konstruktion von Propa-
gatoren und Korrelationsfunktionen auf dem Torus. Fiir die Berechnung von Streuam-
plituden auf Riemann-Fldchen von hoherem Genus benétigt man eine Verallgemeine-
rung der Definition aus (F.4). Eine Riemann-Fldche vom Genus ¢ 148t sich durch die
Periodenmatrix €2;; charakterisieren. Dabei handelt es sich um eine komplexe (g X g)-
Matrix mit positivem Imaginirteil. Mit den 2¢ Spinstrukturen @, 3 € (R/Z)9 definiert
man nun die mehrdimensionale Thetafunktion

19[%] (5, Q) = Z e (nitai)Sij(nj+a;)+2mi (nitaq) (2i+0i) (F.lO)

neLI

Dabei ist Z ein g-komponentiger komplexer Vektor, der einem Punkt P auf der
Riemann-Flache durch die Jacobi-Abbildung I [76] zugeordnet wird,

Py

Py ist ein beliebiger Referenzpunkt, der aus allen physikalischen Ergebnissen, insbe-
sondere aus den Korrelationsfunktionen, herausfillt. Die w; bilden die Basis der zu
den Homologiezykeln der Riemann-Flache dualen holomorphen 1-Formen. Die so aus
den Punkten P der Weltfliche erhaltenen Vektoren 2" liegen in der Jacobi-Varietét
J = C9/(Z9 + QZ9). Im Fall des Torus, g = 1, ist J = C/(Z + 7Z). Durch Aus-
dividieren des Gitters Z + 77 aus der komplexen Ebene erhélt man wieder eine zum
urspriinglichen Torus isomorphe Mannigfaltigkeit.

Die mehrdimensionalen Thetafunktionen (F.10) haben dhnliche Eigenschaften wie
die eindimensionalen Thetafunktionen (F.4) und sollen hier nicht ndher untersucht
werden.

F.2 PRIMFORMEN

Die Primform wird zur Konstruktion der bosonischen und fermionischen Propagatoren
auf Riemann-Flachen von héherem Genus benétigt. Die Grundidee bei der Definition
der Primform ist die Suche nach einer auf der Riemann-Flédche >, definierten holomor-
phen Funktion F : ¥, x ¥, — C, fiir die E(z,y) = 0 genau dann gilt, wenn = = y
ist. Obwohl eine solche holomorphe Funktion nicht existiert, stellt sich heraus, daf sie
“beinahe” auf der Riemann-Fldche existiert.

Das Objekt, das die gesuchten Eigenschaften fast erfiillt, ist die sogenannte Prim-
form, die fiir eine Riemann-Fléache Y, vom Genus g definiert wird, durch

I[5] (J7&.9)

E(z,y) = : (F.12)

¢(x)v/C(y)
mit ((z) = > 7, 821.19[%} (0, Q)w;(z). Dabei ist (&,5) € (R/Z)% eine feste ungerade
Spinstruktur®® und & ist der Vektor der holomorphen 1-Formen auf der Riemann-

Fléche. Damit ist £(z,y) eine holomorphe Differentialform vom Gewicht (—3, —3) auf
¥, x ¥,, wobei %, die universelle Uberlagerung von %, ist. Die in Gleichung (F.12)

definierte Primform ist antisymmetrisch, E(y,z) = —FE(x,y), und es gilt E(z,y) =0

19Der Wert der Primform héngt nicht von der expliziten Wahl der ungeraden Spinstruktur ab.
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fiir x,y € f]g genau dann, wenn fiir die Bilder von z und y in ¥,, Z und ¥, gilt £ = .
E(z,y) hat eine Nullstelle erster Ordnung auf der Uberlagerung der Diagonalen von
Yy, x ¥,. Fir kleine Absténde  ~ y gilt E(z,y) ~  — y. Die Primform ist also die
Verallgemeinerung des Ausdrucks x — y in der komplexen Ebene fiir Riemann-Fléchen
von héherem Genus. Die Primform ist nicht einwertig auf der Riemann-Fldache. Wenn
der Punkt x einmal um einen b;-Zykel auf den Punkt 2’ verschoben wird, dndert sich
die Primform um einen Vorfaktor,

B(a,y) = —e ™2 D B, y) (F.13)
Entsprechendes gilt fiir eine Verschiebung des Punktes y um einen b;-Zykel, wiahrend
E(x,y) bis auf ein Vorzeichen invariant ist unter Verschiebung der Variablen x und y
um einen a;-Zykel der Riemann-Fléche.
DIE PRIMFORM AUF DEM TORUS

Auf dem Torus ist die Primform entsprechend (F.12) definiert durch

o 191(']7 - yaT)

E(x — = F.14
(@) = 2 s (F.14)
Sie erfiillt die Periodizitédtsbedingungen auf dem Torus
E(z+1,7) = —E(z,71) (F.15a)
Ez+1,71) = —q_1/26_27r”E(z, 7). (F.15b)

Mit Hilfe der Produktdarstellung der ungeraden Thetafunktion (F.7) 148t sich nun auch
eine Produktdarstellung fiir die Primform auf dem Torus angeben,

1 = ((1 —qme ) (1 - qm+1€+2mz)>
E(Z,T) = — emz
21 H;o:1 (1 . qm>2

DER BOSONISCHE PROPAGATOR

(F.16)

Mit Hilfe der in Gleichung (F.14) definierten Primform kann man den Propagator der
bosonischen Weltflachenfelder auf dem Torus angeben. Der vollsténdige Propagator
G(z,w) fiir die holomorphe und die antiholomorphe Hélfte der Stringtheorie erfiillt mit
den richtigen Periodizitdtsbedingungen auf dem Torus die Bewegungsgleichung

2
0,0-G(z,w) = —21 8(> — w) + (F.17)
T2
wobei 75 der Imaginérteil des Teichmiillerparameters 7 = 7 + @ 75 des Torus ist. Der
Nullmodenanteil 27/ in der Bewegungsgleichung ist notwendig, um die richtigen
Randbedingungen auf dem Torus sicherzustellen. Die Losung dieser Bewegungsglei-
chung (F.17) hat die Form

G(z,w) = —InE(z—w)—InE(zZ—-w)+ ZT_: (Im (Z—w))2

2
= —ln|E(z—w)‘2+—7T(Im (z—w))Q. (F.18)
T2
Mit den Periodizitétseigenschaften der Primform auf dem Torus (F.15a) und (F.15b)
148t sich leicht iiberpriifen, da§ der Propagator G(z — w) = G(z,w) auf dem Torus
periodisch ist,

G(z+1)=G(z) und G(z+71)=G(z2). (F.19)
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Bei der Berechnung von Streuamplituden in der N=2 Stringtheorie tauchen haufig
Ausdriicke der Form 0,G(z,w) in den Korrelationsfunktionen auf. Mit der Definition
der Thetafunktionen (F.4) ergibt sich dafiir die Reihenentwicklung

1+€ 2mi z e+27rzz e—27riz
G(Z) - 1 _ e+27rzz + 2mi Z q ( _ m€+2m'z - 1— qm6727riz : (FQO)

Auf Riemann-Flachen von hoherem Genus g kann der bosonsiche Propagator
G(z,w) entsprechend (F.18) aus den Thetafunktionen bzw. Primformen auf Riemann-
Flachen vom Genus g definieren,

—In |E(z,w)|? —QWZIIH/WZ ImQ Im/w] (F.21)

7,7=1

F.3 DER SZEGO KERN

Aus den oben definierten Jacobi-Thetafunktionen und Primformen 148t sich nun der
Szego Kern S [g} (z,w) konstruieren. Dabei handelt es sich um die Greensfunktion der
fermionischen Bewegungsgleichung

6;3[;} (z,w) =7d(z —w) (F.22)

auf dem Raum orthogonal zu den Nullmoden und mit den auf dem Torus durch die Sp-
instrukturen (o, ) vorgegebenen Randbedingungen. S[a] (z,w) ist ein meromorphes
(3, —) Differential mit einem einfachen Pol mit Risiduum 1 in 2 = w. Auf Riemann-
Fliachen vom Genus g = 1 1a8t sich der Szegt Kern fiir eine holomorphe Hélfte mit
Hilfe der Thetafunktionen und der Primform fiir die nicht ungerade Spinstruktur!?
darstellen als
v [g] (z —w,T)

E(z —w) 19[;} (0,7)

e—27rz' (cx—%)z U (Z -, 7—) 19/1 (07 T)
Vi (—u, )0 (z —w,7)’

(F.23)

mit dem unter Gleichung (F.6) definierten u = (3 — a) 7 + (3 — (). In der ungeraden

2
Spinstruktur (2, 5) d.h. im Ramond-Sektor der Theorie, erhalten die fermionischen

Felder Nullmoden, welche die Form des Szegd Kerns modifizieren. Man erhélt dann

V) (z —w,T) B

5[1/2}(2_10): 19/1(0’T>

172 —-0,G(z —w). (F.24)
Da der Ramond-Sektor im N=2 String nur einen Punkt vom Mafi Null im Kontinu-
um der moéglichen Spinstrukturen darstellt, zwischen denen zudem noch mit Hilfe des
Spektralflusses hin und her gewechselt werden kann, erfordert seine Behandlung hier
deutlich weniger Aufmerksamkeit als etwa im Fall des Superstrings.

Wie schon der bosonische Propagator G(z,w) lait sich auch der Szegdé Kern
S [‘;] (z,w) mit den entsprechenden Definitionen der Jacobi-Thetafunktionen und der
Primform ganz analog zu Gleichung (F.23) fiir den Fall von Riemann-Flichen mit
héherem Genus g verallgemeinern.

120 Auf dem Torus bedeutet das (o, 3) # (5, 3)-
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Man erkennt in Gleichung (F.24), da8 die holomorphen und antiholomorphen Hélf-
ten des fermionischen und der Ableitung des bosonischen Propagators jeweils die sel-
be funktionale Form haben. Dies gilt ebenso fiir den Nullmodenanteil, 2” Im 2z =

0. 272 (Im z)%. Es wird sich insbesondere bei den 1-Loop-Rechnungen zelgen daf in
allen Korrelationsfunktionen stets nur Differenzen der Form 0.G(z —w) — S [g] (z—w)
auftauchen. Der Ramond-Sektor der Stringtheorie trigt also zu den entsprechenden
Korrelationsfunktionen nicht bei.

Sowohl der Szegt Kern als auch die Ableitung des bosonischen Propagators werden

singulér fiir z — w. Die Kombination
Fl3](zw) = S[5](z,w) - 0.G(z,w) (F.25)

bleibt jedoch auch in diesem Grenzwert endlich. Dies liefert einen Hinweis darauf, dafl
die 1-Loop-Amplituden des N=2 Strings endlich sind, wie in Kapitel V gezeigt wird.

F.4 DIiE WEIERSTRASS-FUNKTION p(2)

Die WeierstraBsche p-Funktion ist die einzige doppelt periodische'?! Funktion mit ei-
nem einzigen Pol zweiter Ordnung im Ursprung und ohne konstanten Term in ihrer
Laurent-Entwicklung. Sie ist definiert durch die Reihe

1 1 1
p(z ):_2+ Z ((z—m7—n)2 B (m7’+n)2) ’ (F.26)

(m,n)#

und erfiillt die Differentialgleichung

0%(2) =49°(2) — g2 p(2) — g5 (F.27)

Dabei sind die sogenannten Invarianten g, und g3 bis auf konstante Vorfaktoren iden-
tisch mit den holomorphen Eisenstein-Reihen vom Gewicht 4 bzw. 6,

g2 = 60 Gy(7) und g3 = 140 Gg(7). (F.28)

Die holomorphe Eisenstein-Reihe Gog12(7) ist eine modulare Form vom Gewicht 2k + 2
[89, Kapitel 4], die fiir £ > 1 wie folgt definiert wird

G = Y ———2(@k+2,7)+0(),  (F29)

2k+2
oo T )

mit ¢ = e*™7. ((z,7) auf der rechten Seite von Gleichung (F.29) ist die Weierstrafsche

¢-Funktion
1 1 z
+ + . (F.30)
z—mT—n mT+n (mT+n)?

() =2 +

(mm¢om(

((z,7) konvergiert absolut und gleichférmig fiir jedes z in einer kompakten Umgebung,
die keinen Gitterpunkt m 7+n, mit m,n € Z, enthélt. Die Zetafunktion ist die Stamm-
funktion der Weierstralschen p-Funktion, ('(z,7) = —p(2). An den Halbpunkten, in
der Mitte zwischen den Gitterpunkten, nimmt ((z,7) die Werte

(3, 7)=3G2=m und ((3,7)=3GoT —mi =1 (F.31)

27

121D h. p(z) ist periodisch unter Translationen entlang beider Homologiezykel des durch den
Teichmiiller-Parameter 7 beschriebenen Torus.
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an. Die in Gleichung (F.31) auftauchende Eisenstein-Reihe G5 konvergiert nicht abso-
lut, wie man in Gleichung (F.29) fiir £ = 0 leicht erkennen kann. Mit einer entspre-
chenden Regularisierung definiert man daher die beinahe modulare Form,

1
=4 - = —4m 0,1 . F.32
Go(7) ( %;(0 ) (mr+n)?@mr+2n—1) 71 0y Inn(T) (F.32)

n(7) ist dabei die Dedekindsche n-Funktion,
n(r)=¢" [[ (1-qm). (F.33)
m=1

mit ¢ = €2™7. Die Dedekindsche n-Funktion hiingt mit der Ableitung der ungeraden
Thetafunktion iiber die Beziehung

9,(0,7) = =27 (n())’ (F.34)

zusaminerl.

F.5 MODULARE TRANSFORMATIONEN

Modulare Transformationen bilden die Weltfliche des Strings auf sich selbst ab. Das
Verhalten der Korrelationsfunktionen der auf der Weltfliche definierten Felder unter
diesen modularen Transformationen spielt eine wichtige Rolle bei der Frage, ob der
Integrand im Pfadintegral bzw. die Streuamplitude modular invariant ist. Daher soll
hier die Wirkung der modularen Transformationen auf die oben definierten elliptischen
Funktionen untersucht werden.

Die modulare Gruppe des Torus SL(2,Z) wirkt wie folgt auf den Raum der Argu-
mente der Jacobi-Thetafunktion C x Hi,

(z,7) = (z/(ct + d), (aT 4+ b)/(cT + d)) . (F.35)

Dabei gilt a,b,c,d € Z und ad — bd = 1. Aufgespannt wird die auf den Teichmdiller-
Parameter 7 wirkende Gruppe SL(2,Z) von den Transformationen 7 — 7+ 1 und 7 —
—1/7. Die Wirkung dieser Transformationen auf die Thetafunktion mit Spinstruktur
(o, B) ist gegeben durch

I[)(er+1) = e[ 2 () (F.36a)
I[5](z/m=1/r) = Vim0 (7). (F.36b)

Es gilt insbesondere fiir die Thetafunktion mit ungerader Spinstruktur

Dz, +1) = e (z,7) (F.37a)
O (z/7,—1/7) = —vV—=ire ™9 (2, 7). (F.37h)

Die Ableitung der Thetafunktion mit ungerader Spinstruktur an der Stelle z = 0 verhélt
sich unter modularen Transformationen wie folgt,

90,7 +1) = e 9(0,7) (F.38a)
90, —1/7) = (—ir)**9,(0,7). (F.38b)
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Damit ergeben sich die Transformationseigenschaften der Primform

BE(z,7+1) = E(z1) (F.39a)
E(z/r,—1/7) = 6_7:% Bz, 7) (F.39D)
und des Szegd Kernes
S[51ET+1) = S[ s 10]T) (F.40a)
S[a](z/m,—1/7) = ire ™7 S[ B ](z,7). (F.40b)

Fiir die Weierstrasche g-Funktion gilt unter modularen Transformationen
pz,7+1) = p(z,71) (F.41a)
oz/T,—1/7) = T*p(2,7). (F.41Db)

Das Verhalten der Dedekindschen n-Funktion folgt nach Gleichung (F.34) aus dem der
Thetafunktion mit ungerader Spinstruktur,

nir+1) = e™/2y(7) (F.42a)
n(=1/7) = V—irn(r). (F.42D)
Von besonderer Bedeutung fiir die Untersuchung der modularen Invarianz der
Stringamplituden ist das Transformationsverhalten des Integrationsmafies d*7 und des

Imaginérteils des Teichmiiller-Parameters 7, = Im 7. Die allgemeine modulare Trans-
formation der Form (F.35) wirkt wie folgt auf diese Objekte,

Pt — Jer+d™* (F.43a)
Im7 — |er+d| 2. (F.43b)

Man erkennt, dafl das Weil-Petersson-MaB d?7 /75 modular invariant ist.
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