Zur endlichen Behandlung
der Beweistheorie

schwacher Fragmente der Mengenlehre:
KP + IIs3-Reflexion

Vom Fachbereich Mathematik und Informatik
der Universitdt Hannover
zur Erlangung des Grades
Doktor der Naturwissenschaften
Dr.rer.nat.

genehmigte Dissertation von

Dipl.-Math. Markus Michelbrink
geboren am 10.09.1968 in Wuppertal

Hannover, 27.11.2000



Referent: Prof. Dr. Helmut Pfeiffer
Korreferent: Prof. Dr. Karsten Steffens
Tag der Promotion: 16.02.2001

Datum der Vertffentlichung: 12.04.2001



Zusammenfassung

In der Arbeit werden Bezeichnungssysteme fiir unendliche Herleitungen zur beweistheoretischen
Behandlung der Mengenlehre von Kripke-Platek mit IT3-Reflexionsschema (K P+1I3 — Re fl) ange-
geben. Mit Hilfe dieser Bezeichnungssysteme werden die beweisbar rekursiven (beweisbar totalen)
Funktionen von K P + II3 — Refl als <-rekursive Funktionen erkannt, wobei < die Ordnung auf
dem Rathjenschen Ordinalzahlbezeichnungssystem 7 (K) ist.

Dariiberhinaus wird ein Konservativitéiitsresultat fiir I13-Séitze erzielt:

Beweist K P + II3 — Refl den Satz

Vz("z = HF" — Vx € 23y € z¢(x,y)),

dann beweist PRA + PRWO(<)
VeIyU(e(z,y)).

Dabei ist ¢ € Ag, "2 = HF" driickt aus, daf} es sich bei z um die Menge der erblich endlichen
Mengen handelt. PRA ist die von Skolem eingefiihrte, beweistheoretisch schwache Theorie Primitiv
Rekursive Arithmetik. PRWO(<) besagt, dal es in 7 (K) keine unendlich absteigenden primitiv
rekursiven Folgen gibt und U(¢(x,y)) ist eine naheliegende Ubersetzung der mengentheoretischen
Formel ¢ in eine arithmetische Formel.

Das letzte Kapital enthélt auBlerdem einen Beweis dafiir, daf§ gegen primitive Rekursion abge-
schlossene Funktionenklassen auch gegen mehrfache ungeschachtelte Rekursionen abgeschlossen
sind.
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Abstract

In this work Denotation systems for infinitary derivations for the proof theoretic treatment of
Kripke-Platek set theory with II3-Reflection (K P + II3 — Refl) are developed. The provably re-
cursive functions of K P + II3 — Refl are characterized as <-recursive functions, where < is the
ordering on Rathjen’s Ordinal denotation system 7 (K).

Further a conservativity result for II3 sentences is shown:

Proves K P + II3 — Refl the sentence

Vz("z2 = HF" — Vx € 23y € 2¢(z,vy)),

then proves PRA + PRWO(<)
VzIyU(o(z,y)),

where ¢ € Ag and "z = HF" means that z is the set of hereditarily finite sets. PRA is the theory
primitive recursive arithmetic, PRWO(<) is the scheme Jyf(z,y) £ f(z,y + 1), where f runs
about all primitive recursive functions and < is the ordering on 7 (K'), and U(¢4(x,y)) is a natural
translation of the set theoretical formula ¢(z,y) into arithmetic.

The last chapter contains a proof of the fact that the primitive recursive functions are closed
under multiple recursion.
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Einleitung

Die Entdeckung einer Reihe von Antinomien, deren populérste wohl die Russelsche Antinomie der
Menge der Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten, ist, l6ste zu Beginn des 20. Jahrhun-
derts eine Grundlagenkrise in der Mathematik aus. Die Entdeckungen dieser Antinomien hatten
deshalb so dramatische Auswirkungen auf die Mathematik, weil erst kurz vorher Cantors Men-
genlehre ihren Siegeszug angetreten hatte und nun ein gemeinsames Fundament der verschiedenen
mathematischen Teilgebiete bildete. Mit der neuen abstrakten Sichtweise hielten neue Methoden
Einzug in die Mathematik, die zu neuen Ergebnissen und einer starken Vereinheitlichung fiihr-
ten. Diese mengentheoretischen Methoden erzeugten aber auch eine allgemeine Verunsicherung. So
mifftraute Lebesque seinem, mit Hilfe eines einfachen Kardinalitdtsargumentes gefithrten Beweis
der Existenz einer nicht analytisch darstellbaren reellen Funktion, da ihm dieser Beweis nicht er-
laubte, eine derartige Funktion auch anzugeben, und Zermelos Beweis der Wohlordenbarkeit des
Kontinuums rief scharfe Reaktionen unter den Mathematikern hervor.

In der nun enstandenen Diskussion um die in der Mathematik erlaubten Methoden vertraten eine
Anzahl ernstzunehmender Mathematiker und Philosophen Standpunkte, die die Mittel, mit denen
die neuen Ergebnisse erzielt wurden, stark angriffen. Damit waren Teile des Gesamtbestandes der
Mathematik in Frage gestellt, da nicht klar war, ob sich die Ergebnisse auch mit den eingeschréink-
ten, von den Kritikern als zuléssig erachteten, Methoden erzielen lassen.

Diese Arbeit ist der Beweistheorie zuzurechnen. Die Beweistheorie entstand Anfang des 20. Jahr-
hunderts auf Initiative David Hilberts. Ihre urspriingliche Zielsetzung war die Uberwindung der
mathematischen Grundlagenkrise und die Verteidigung der Mathematik in ihrem vollen mengen-
theoretischen Umfang:

»Fruchtbaren Begriffsbildungen und Schlufiweisen wollen wir, wo immer die geringste
Aussicht sich bietet, sorgfiltig nachspiiren und sie pflegen, stiitzen und gebrauchsfihig
machen. Aus dem Paradies, das Cantor uns geschaffen, soll uns niemand vertreiben.“!

wobei es notig ist,

»--. durchweg dieselbe Sicherheit des Schlieflens herzustellen, wie sie in der gewthnlichen
Zahlentheorie vorhanden ist ...“?

Dazu mufite gekldrt werden, in welcher Form aktual unendliche Gesamtheiten in der Mathematik
verwendet werden. Schien Weierstrafl mit seiner ,Epsilontik*“ das aktual Unendliche aus der Ana-
lysis verbannt und die Infinitesimalrechnung auf eine feste Grundlage gestellt zu haben, so fithrte
Cantor mit seinen Mengen diese aktual unendlichen Gesamtheiten wieder in die Mathematik ein,
und ein genauerer Blick offenbarte, daf} sie auch in der Analysis in Form unendlicher Zahlenfolgen
oder Dedekindscher Schnitte, welche die reellen Zahlen definieren oder in Form der Gesamtheit der
reellen Zahlen nie verschwunden waren.

Hilberts Antwort auf die Frage nach der Verwendung des aktual Unendlichen in der Mathema-
tik bestand darin, die in der Mathematik gemachten Aussagen in zwei disjunkte Teile zu teilen:
Seiner Auffassung nach wird die Mathematik ,,zu einem Bestande von Formeln und zwar erstens

Hilbert, David. Uber das Unendliche. Mathematische Annalen Bd. 95. 1925.
2Ebd.



solchen, denen inhaltliche Mitteilungen finiter Aussagen entsprechen und zweitens von weiteren
Formeln, die nichts bedeuten und die idealen Gebilde unserer Theorie sind.“? Finite Aussagen sind
nach dieser Auffassung Aussagen, in denen keine aktual unendlichen Gesamtheiten vorkommen.
Insbesondere diirfen keine unbeschriankten Existenzquantoren auftreten.

»Allgemein hat vom finiten Standpunkt eine existentiale Aussage, von der Form: es
gibt eine Zahl von der und der Eigenschaft, nur als Partialaussage einen Sinn, d.h.
als Teil einer niher bestimmten Aussage, deren Inhalt jedoch fiir viele Anwendungen
unwesentlich ist.“4

Da in den Formeln andererseits ,, Mitteilungszeichen® (freie Variablen) zugelassen sind, lassen sich
finite Aussagen in moderner Terminologie als I19-Aussagen auffassen, d.h. Aussagen der Form
VaxR(x), wobei R ein primitiv rekursives Pridikat ist. Finite Aussagen sind demnach die rea-
len Aussagen der Mathematik, denen eine Bedeutung zukommt. Typische Beispiele sind Fermats
Satz, die Goldbachsche Vermutung, der Vierfarbensatz, aber auch die Widerspruchsfreiheit der
Mengenlehre, da Formeln endliche Objekte darstellen. Die in diesen Behauptungen auftretenden
Existenzquantoren kénnen durch beschrinkte Quantoren ersetzt werden.

Da Aussagen, in denen unbeschrinkte Existenzquantoren auftreten, nach Hilberts Auffassung im
allgemeinen keine finiten Aussagen darstellen, gibt es finite Aussagen, die ,,vom finiten Standpunkt
nicht negationsfahig® sind. Damit verlieren aber die einfachsten logischen Gesetze ihre Giiltigkeit:

»Wenn wir im Bereiche der finiten Aussagen bleiben, wie wir doch miissen, so walten
da sehr uniibersichtliche logische Verhéltnisse ob, und diese Uniibersichtlichkeit steigert
sich zur Unertréglichkeit, wenn das ,alle“ und ,,es gibt“ kombiniert und in eingeschach-
telten Satzen auftritt. Jedenfalls diejenigen logischen Gesetze, die die Menschen, seit
sie denken, stets gebraucht haben, und die eben Aristoteles gelehrt hat, gelten nicht.“?

Um nun , die formal einfachen Regeln der {iblichen Aristotelischen Logik zu erhalten“ haben wir ,,zu
den finiten Aussagen die idealen Aussagen zu adjungieren.“® Ideale Aussagen sind alle Aussagen,
in denen aktual unendliche Gesamtheiten auftreten. Dies kénnen z.B. Hilbertriume, Filter oder
Ideale sein. Abstrakte Methoden sind nun nur ein Mittel, eine fagon de parler, um Beweise elegant
zu formulieren. Sie sind dann zulissig, wenn sich mit ihrer Hilfe keine falschen realen Aussagen
herleiten lassen. Die abstrakten Methoden in den Beweisen realer Aussagen sollten sich (zumindest
theoretisch) durch finite Methoden ersetzen lassen”. Mit anderen Worten, die abstrakten Methoden
sollten sich als konservativ {iber den finiten Methoden nachweisen lassen: Mit ihrer Hilfe sollten
sich nicht mehr reale Aussagen beweisen lassen als mit finiten Mitteln. Dies ist aber dquivalent
dazu, mit finiten Methoden nachzuweisen, dafl sich mit den gewéhlten Prinzipien kein Widerspruch
erzeugen 1d8t. Nehmen wir ndmlich an, wir hétten dies nachgewiesen und mit unseren abstrakten
Prinzipien die reale Aussage VxR (z) bewiesen, dann wiirde die Existenz einer natiirlichen Zahl n
mit = R(n) im Widerspruch zur Konsistenz der Prinzipien die Beweisbarkeit der Aussage 3z—R(z)
nach sich ziehen.

Das Hilbertsche Programm 148t sich also wie folgt zusammenfassen:

1. Formalisiere die Axiome und Schlu3weisen, auf denen die Mathematik beruht.

2. Zeige mit finiten Mitteln, dafl sich durch die Anwendung der Schlufiweisen auf die Axiome
kein Widerspruch herleiten 1a8t.

Der erste Punkt dieses Programmes ist heute komplett durchgefiihrt. Es ist heutzutage selbst-
verstidndlich, fiir jedes neue mathematische Gebiet Axiome aufzustellen, und diese axiomatische

3Ebd.

4Ebd. Dem entspricht es, daB in schnittfreien Beweisen die einzige Maglichkeit der Einfiihrung eines 3-Quantors
der Partialaussage JzR(x) darin besteht, bereits vorher eine bestimmte Aussage R(n) hergeleitet zu haben. Vgl.
Gentzen [Ge35].

5Hilbert, David. Uber das Unendliche.A.a.O.

SEbd.

"Vgl. auch [Smo77] und die Einleitung von [Gir87].



Methode hat sich als eine der fruchtbarsten Methoden in der Mathematik erwiesen, obwohl sie
hiufig den Blick auf das urspriingliche Problem verstellt und Neueinsteigern die Motivation der
Axiome zunéchst oft verborgen bleibt.

Der zweite Punkt erwies sich sehr schnell als nicht durchfithrbar. 1931 zeigte Godel in seiner
berithmt gewordenen Arbeit ,, Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia Mathematica und
verwandter Systeme“[Goe3l], dal eine widerspruchsfreie Theorie, die einen Grundbestand an
Arithmetik umfafit, nicht in der Lage ist, ihre eigene Widerspruchsfreiheit zu beweisen. Dennoch
publizierte Gerhard Gentzen 1935 [Ge35] und 1938 [Ge38b] in Kenntnis der Godelschen Sétze
einen Widerspruchsfreiheitsbeweis fiir die Zahlentheorie®. Die von Gentzen analysierte Theorie
wird heute meist als Peanoarithmetik PA bezeichnet. Das bemerkenswerte am Gentzenschen Be-
weis war, dafl er nur an einem einzigen Punkt iiber den finiten Standpunkt hinausging: Um die
Widerspruchsfreiheit von PA zu beweisen, benutzte er transfinite Induktion bis €y - genauer, ei-
ner primitiv rekursiven Wohlordnung, deren Ordnungstyp ¢ ist?. Da sich andererseits transfinite
Induktion fiir jedes echte Anfangsstiick dieser Wohlordnung in PA beweisen 1483t, folgt mit dem
Godelschen Satz, dafl dieses Ergebnis in gewisser Hinsicht scharf ist. Damit war das erste Mal eine
Beziehung zwischen einer logischen Theorie und einer Ordinalzahl hergestellt. Es ist nun nahelie-
gend zu versuchen, logische Theorien T" auf diese Art und Weise zu charakterisieren und allgemein
zu definieren:

IT|con := min{a : F 4+ TI(a) F Con(T)},

wobei F eine vom finiten Standpunkt akzeptierbare Basistheorie ist, TI(«) transfinite Induktion
bis o und Con(T) die Widerspruchsfreiheit der Theorie T' ausdriickt. Diese Definition erweist
sich jedoch schnell als unzureichend!®: Betrachten wir eine Aufzihlung p aller Beweise von T und
definieren

nmm:odwd <M und fiir kein ¢ < m beweist p(i) die Formel 0 = 1

Tm:g m <n und fiir ein ¢ < n beweist p(i) die Formel 0 = 1,
dann ist die Konsistenz von T offensichtlich dquivalent iiber F zu TI(<r), wenn F vollstindige
Induktion erlaubt. Mehr noch, die Konsistenz von 7" ist dquivalent dazu, dafl <p eine Wohlordnung
vom Ordnungstyp w ist und mit p und Bewr(z,y) ist auch <7 primitiv rekursiv'!.

Die beweistheoretische Ordinalzahl einer Theorie wird heutzutage hiufig durch
|T| sup = sup{otyp(<) :< ist primitiv rekursiv und 7'+ TI(<)}

definiert. Obwohl diese Definition den Vorteil hat, davon unabhéngig zu sein, auf welche Art
und Weise die Ordnung < in T représentiert wird, hat sie ebenfalls erhebliche Nachteile. So 148t
sich auf einfache Weise eine primitiv rekursive Wohlordnung angeben, deren Ordnungstyp |T|sup
ist, wenn T primitiv rekursiv axiomatisierbar ist'2. Die Elemente dieser Wohlordnung sind im
wesentlichen Tupel aus Wohlordnungsbeweisen d von T und den Elementen des Feldes der Relation
<, deren Wohlordenbarkeit in d bewiesen wird. Die lexikographische Ordnung auf diesen Tupeln,
wobei in der zweiten Komponente nach der Ordnung in < geordnet wird, entspricht dann |T'|gy,.

8Gentzen selbst betrachtete seine Methoden als im Einklang mit dem finiten Standpunkt:,Man nahm nimlich
an - und es sprachen auch einige Gesichtspunkte dafiir -, dafl die fiir Widerspruchsfreiheitsbeweise zugelassenen
finiten“ bzw. ,konstruktiven“ SchluBBweisen nur einen Teil der in der reinen Zahlentheorie vorkommenden und
genau formulierbaren Schluweisen darstellten ... Ich bin jedoch der Meinung, daf} es Schluflweisen gibt, die durchaus
mit der konstruktiven Auffassung des Unendlichen im Einklang sind und andererseits doch nicht dem Rahmen
der formalisierten Zahlentheorie angehéren ...“ Gentzen, Gerhard. Die gegenwértige Lage in der mathematischen
Grundlagenforschung. Forschungen zur Logik und zur Grundlegung der exakten Wissenschaften. Neue Folge, 4.
1938.
9Girard zitiert in [Gir87] einen namentlich nicht weiter benannten Franzosen, der meinte, Gentzen sei derjenige

gewesen, der die Widerspruchsfreiheit der Zahlentheorie, d.h. Induktion bis w, durch Induktion bis ¢y bewies.

10vgl. [Rat99]

M Tatsiichlich ist jede Formel VzA(z) dquivalent zu einem Schema transfiniter Induktion einer Ordnung <4 vom
Ordnungstyp w. Definiere: n <4 m :gdw (n < m AVz < mA(2)) V (m < n A 3z < n-A(z)). Diese Aquivalenz 148t
sich in Theorien beweisen, die vollstdndige Induktion erlauben. Vgl. [KrL68|

12vgl. [Se99]



Diese triviale Ordinalzahlanalyse gibt jedoch weder Informationen {iber den Ordnungstyp von
|T|sup, noch erhalten wir irgendwelche Einsichten in die Beweisstérke von T. Dartiberhinaus hat
die Ordinalzahl |T'|s,, den Nachteil, da sie sich haufig nicht &ndert, wenn wir zu T’ wahre ¥1-S#tze
hinzunehmen'3. In [Poh98] bezeichnet Pohlers daher eine Ordinalzahlanalyse als profund, wenn sie
die Ordinalzahl |T'|g,, berechnet und dariiberhinaus eine primitiv rekursive Wohlordnung < vom
Ordnungstyp |T'|syp liefert, so dafl T und PA mit transfiniter Induktion iiber alle Anfangsstiicke
von < dieselben arithmetischen Sdtze beweisen. Derartige Konservativitdtsergebnisse lassen sich
erhalten, wenn wir die Ordinalzahlanalyse einer Theorie mit sog. ,natiirlichen“ Wohlordnungen
durchfiihren. Haben wir ein hinreichend starkes natiirliches Bezeichnungssystem (A, <) gefunden,
so laBt sich die beweistheoretische Ordinalzahl von T fiir klassische Theorien durch

IT|(a,<) :=min{a € A:T=PA+TI(<.)}

definieren, wobei = hier dafiir steht, daf3 die beiden Theorien dieselben arithmetischen Sétze be-
weisen und TI(<,) das Schema der transfiniten Induktion fiir alle Anfangsstiicke von A unterhalb
von a bezeichne'*. Obwohl |T| (4 <) im Gegensatz zu |T| gy, nicht immer existieren muss'®, driickt
diese Definition doch am deutlichsten aus, was die Ordinalzahlanalyse einer Theorie leisten sollte.
Héufig bilden Ordinalzahlanalysen den einzigen bekannten Weg, um verschiedene Theorien auf-
einander zuriickzufithren. So ist z.B. dafiir, dal Al — CA + BI, KPI und Fefermans System fiir
explizite Mathematik Tq dieselben Sitze im negativen Fragment der Arithmetik beweisen'®, bisher
kein Beweis bekannt, der nicht Ordinalzahlbezeichnungssysteme benutzt!”. Dariiberhinaus kénnen
Ordinalzahlanalysen weiter als Widerspruchsfreiheitsbeweise interpretiert werden, liefern kombina-
torische Unabhéngigkeitsresultate und Charakterisierungen der beweisbar rekursiven Funktionen
einer Theorie.
Bei der Methode, die dabei eingesetzt wird und die bereits von Gentzen verwendet worden ist,
handelt es sich um die Schnittelimination. Schnittfreie Beweise haben die wichtige Eigenschaft,
dafl im Beweis nur Gentzensche Teilformeln der hergeleiteten Formeln auftreten. Diese Eigenschaft
nennt man auch die Teilformeleigenschaft.
Schiitte zeigte in seiner 1951 erschienenen Arbeit [Sch51], daB sich die Schnittelimination fiir PA
radikal vereinfachen 148t, wenn man zu einem unendlichen Kalkiil {ibergeht, der die Einbettung
von PA erlaubt. Dies geschieht einfach, indem man die Generalisierungsregel im endlichen Kalkiil
durch die unendliche w-Regel

-~ A(n)---(n € IN)

VzA(z)

ersetzt und nur Sitze betrachtet. Bei den den unendlichen Herleitungen zugewiesenen Ordinalzah-
len handelt es sich dann einfach um die Herleitungstiefe. Damit war die Beziehung zwischen ¢y und
PA klar herausgearbeitet.

Die erste Ordinalzahlanalyse einer imprédikativen Theorie gelang 1967 Takeuti [Tak67] fiir das
Teilsystem der Arithmetik zweiter Stufe mit IT{-Komprehension und Bar-Induktion, 1973 gefolgt
von der Ordinalzahlanalyse von A}-Komprehension [TaYa73]. Beide Analysen beruhten auf Schnit-
telimination fiir endliche Herleitungen. Dies brachte erneut eine sehr undurchsichtige Zuordnung
der Ordinalzahlen mit sich. In [BuSc88] behandeln Buchholz und Schiitte eine Reihe von Theorien
zwischen IT3-Komprehension und A}-Komprehension mit Bar-Rule mit Hilfe weiterer unendlicher
Schlufiregeln. Mittlerweile hatte Jéger [Jaeg86] gezeigt, daB sich schwache Fragmente der Men-
genlehre gut zur Ordinalzahlanalyse impréidikativer Theorien eignen. Jiger und Pohlers [JaPo82]
gelang auf diesem Umweg die Analyse von A} — CA + BI, indem sie die Mengenlehre KPI ana-
lysierten, in die sich Al — CA + BI kanonisch einbetten 148t'%. Das stiirkste System, fiir das eine

13Vgl. [Rat99]

MFiir intuitionistische Theorien kann hier PA durch HA ersetzt werden.

15Sie existiert z.B. nicht fiir PA + Con(PA).

16ygl. [Fef75],[Jacg83], [JaPo82].

17Vgl. [Rat99]

18Die hier angegebenen Resultate stellen nur einen Bruchteil der erzielten Ergebnisse dar. Sie skizzieren jedoch grob
den Weg zu der in dieser Arbeit behandelten Theorie und die Bedeutung unendlicher Kalkiile fiir die Beweistheorie.



Ordinalzahlanalyse mit Hilfe eines unendlichen Kalkiils veroffentlicht ist, ist die von Michael Rat-
hjen [Rat92] analysierte Mengenlehre von Kripke-Platek mit II3-Reflexion.

Obwohl die unendlichen Kalkiile durch ihre relative Einfachheit sehr zur Durchsichtigkeit der durch-
gefiithrten Ordinalzahlanalysen beigetragen haben, geht durch den Ubergang zu den unendlichen
Herleitungen etwas verloren!?. So liefert Gentzens Methode u.a. Grenzen fiir die beweisbar rekur-
siven Funktionen oder die Unbeweisbarkeit von PRW O(e)?°. Zwar lassen sich diese Ergebnisse
anscheinend mit Hilfe des Rekursionssatzes zuriickgewinnen?!, indem man sich auf primitiv rekur-
sive Beweisbdume beschrinkt. Um dies durchzufiihren, bedarf es jedoch einer schwerfilligen Arith-
metisierung. Ein anderer Ansatz ist von Buchholz [Bu91] aufgezeigt worden. Der Grundgedanke
besteht darin, nur diejenigen unendlichen Herleitungen zu betrachten, die bei der Einbettung des
endlichen Kalkiils in den unendlichen und der anschliefenden Schnitteliminationsprozedur auch
auftreten. Die endlichen Herleitungen werden nun quasi als Konstantensymbole betrachtet, die
die unendlichen Herleitungen, die durch ihre Einbettung entstehen, bezeichnen. Die Schnitteli-
mination kann als Operator auf den unendlichen Herleitungen aufgefasst werden. Mit Hilfe von
Funktionssymbolen fiir die einzelnen Schnitteliminationsoperatoren erhélt man Bezeichnungen fiir
alle notwendigen unendlichen Herleitungen und kann die Argumentation statt auf den unendli-
chen Herleitungen auf deren endlichen Bezeichnungen durchfiihren. Dieser Ansatz 148t sich auch
fiir stiirkere Systeme durchfiihren??. In dieser Arbeit wird ein Bezeichnungssystem fiir unendliche
Herleitungen zur Analyse von KP + II3-Reflexion (im folgenden auch II3-Reflexion) vorgestellt.
II3-Reflexion ist von Michael Rathjen analysiert worden und stellt, wie bereits oben erwéhnt, die
stiarkste mit unendlichen Methoden bearbeitete Theorie dar, deren Analyse vollstandig veroffent-
licht ist?3. Sie besteht aus den Axiomen von Kripke-Platek mit Unendlichkeitsaxiom

(Ext) VaVyVz(z =y — (r € 2 — y € 2))

(Fund) V2V (Vo (Vy € 20(y, 2) — ¢(x, 2)) — ¢(20,2))

(Paar) VaVydz(xz € zAy € 2)

(Ver) Va3yVz € x(z C y)

(Unend) Va3y infin(y)

(p-Sep)  V2VwIy(Vz € y(z € w A @(x,2)) AVz € w(p(z,2) — x €y)) fiir p € Ay
(p-Col)  VVw(Vx € wyp(z,y,2) — JuVe € wy € u(p(z,y, 2)) fir p € Ag

sowie dem II3-Reflexionsschema,
(TI3-Ref) VZ(p(Z) — Fz(tran(z) Az #£ O A @(2)*)) fiir ¢ € I13

Da (¢-Col) fiir ¢ € Ag aus (II3-Ref) folgt, kann auf (¢-Col) auch verzichtet werden. Die Theorie
KP stammt urspriinglich aus der verallgemeinerten Rekursionstheorie und dient dort zur Charak-
terisierung zulédssiger Ordinalzahlen??. Eine transitive Menge heifit zulissig, wenn sie ein Modell
von KP ist. Eine Ordinalzahl o heifit zuléssig, wenn die zugehorige Stufe der konstruktiblen Hierar-
chie L,, ein Modell von KP ist. Ihre Bedeutung fiir die Beweistheorie gewinnt die Theorie daher, da
sie ein Schritt zur Analyse von II3 — CA und damit zur vollen Analysis darstellt. Auf der mengen-
theoretischen Seite entspricht I3 — CA +BI die Theorie KP mit Y-Aussonderung. Die Modelle L,
von KP mit ¥-Aussonderung werden genau von den nichtprojizierbaren Ordinalzahlen gebildet?®.
Eine Ordinalzahl 3 heifit a-stabil, wenn 3 < « ist und Lg eine X;-elementare Unterstruktur von
L,, bildet. Die a-stabilen Ordinalzahlen liegen kofinal in einer nichtprojizierbaren Ordinalzahl o°.

19Vgl. [Bu91] und auch [Bu97],[Bulla]

20D.h. PA beweist nicht, daB8 es keine (bzgl. der Ordnungsbeziehung auf der oben erwihnten Wohlordnung vom
Ordnungstyp €p) unendlichen absteigenden primitiv rekursiven Funktionen gibt

21Vgl. [Schw7T]

22Vgl. [BuO1b].

23Geit 1995 hat Michael Rathjen die Analyse von II} — CA angekiindigt [Rat95]

24vgl. [Mak77],[Bar75].

25Vgl. Theorem 6.3 in [Bar75].

26Vgl. Theorem 7.11 und Corollary 7.12 in [Bar75].



Eine ¥;-elementare Unterstruktur Lg von L, mit 3 < a hat aber starke Reflexionseigenschaften:

Liké = LoF3eh = Lyl 3eh,

wobei ¢ eine beliebige mengentheoretische Formel sein kann. Damit bedingt die Analyse von
I — CA die beweistheoretische Behandlung allgemeiner Reflexionen.

Die zur Behandlung mengentheoretischer Theorien verwendeten unendlichen Kalkiile beruhen
auf der Modellbeziehung in der konstruktiblen Hierarchie, die durch weitere Regeln angereichert
wird, um die endlichen Kalkiile einzubetten. Die beweistheoretische Behandlung besteht dann
im wesentlichen darin, diese Regeln wieder aus den unendlichen Herleitungen zu entfernen. Dies
geschieht im unendlichen Fall durch transfinite Induktion. Dabei wird die Induktionsvoraus-
setzung direkt oder nach einigen Transformationen auf die Teilherleitungen angewandt. Wie
bereits erwidhnt, konnen diese Transformationen, wie im iibrigen auch die endlichen Regeln,
als Operationen aufgefasst werden. Die grundlegende Idee, um fiir eine endliche Argumentation
ausreichend Bezeichnungen zu erhalten, besteht nun darin, fiir jede unendliche Regel, die zwischen
der Induktionsvoraussetzung und der gewiinschten Behauptung vorkommt, eine Hilfsoperation
zu definieren. Diese Hilfsoperationen erlauben es, Teilherleitungen in Herleitungen der Folgerung
dieser unendlichen Regel zu transformieren. Mit Hilfe von Funktionssymbolen (endliche Regeln)
fiir jede dieser Operationen bekommt man endliche Bezeichnungen fiir unendliche Herleitungen.
Fiir die Argumentation wesentlich ist, dafl man auch Bezeichnungen fiir gewisse Teilherleitungen
erhélt und die Bezeichnungen der Teilherleitungen von h sich durch vollstdndige Induktion iiber
die Lange der Bezeichnung von h definieren lassen. Dafiir, dal dies gelingt, spielt es eine wichtige
Rolle, dafl der unendliche Kalkiil die Repetitionsregel (Rep) enthiilt. Aus der Bezeichnung einer un-
endlichen Herleitung, soll abgelesen werden konnen, welche unendliche Regel als letztes verwendet
wurde. Bei den Beweistransformationen kann dies von den jeweiligen Teilherleitungen abhéngen.
Dies stellt bei der unendlichen Behandlung kein Problem dar, da hier die neue Herleitung durch
transfinite Rekursion definiert wird, und die Teilherleitungen eine kleinere Ordinalzahlindizierung
besitzen. Bei der endlichen Behandlung erfolgt die Definition durch vollstéindige Induktion iiber
die Linge der Bezeichnung. Die Bezeichnungen fiir Teilherleitungen miissen aber nicht kiirzer
sein als die Bezeichnungen der Herleitung. Die Repetitionsregel (Rep) wiederholt einfach nur
die Pramisse. Sie erlaubt damit quasi die Entscheidung dariiber, welche Regel des unendlichen
Kalkiils zuletzt in der einer Bezeichnung h zugehérigen unendlichen Herleitung angewendet wurde,
aufzuschieben. Die Repetitionsregel ist das erste Mal in [Min75] explizit angegeben. Implizit findet
sie sich auch in [Schw77] als uneigentliche (unechte) w-Regel.

In dieser Arbeit wird ein Bezeichnungssystem fiir unendliche Herleitungen zur Behandlung von
II5-Reflexion angegeben. Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

In Kapitel 1 wird das Ordinalzahlbezeichnungssystem 7 (K) beschrieben. In Kapitel 2 wird die
Sprache Lrg und das unendliche Beweissystem RS(K) eingefiihrt, sowie definiert, was unter einem
Bezeichnungssystem fiir RS(KC)-Herleitungen zu verstehen ist. Kapitel 3 enthilt eine Beschreibung
der Bezeichnungssysteme RS® und RSt zur Einbettung von IIs-Reflexion. RS® dient zur
Einbettung der Axiome und RS™ zur Einbettung der rein logischen Herleitungen. Da sich hier im
Vergleich zu [Bu01b] kaum etwas &dndert, wurde hier auf eine vollstdndige Beschreibung verzichtet.
Stattdessen sind nur die grundsitzlichen Definitionen und die Anderungen zu [Bu01b] angegeben.
Kapitel 4 umfasst den Hauptteil dieser Arbeit. Hier werden die Bezeichnungssysteme Hj fiir die
Schnittelimination und Kollabierung definiert. Die Beschreibung beginnt mit der Definition der
notwendigen Regeln (Funktionssymbole) Definition 4.1.1, gefolgt von der Ordinalzahlindizierung
der bezeichneten unendlichen Herleitungen, den Definitionen der Bezeichnungen der Teilherlei-
tungen und der Angabe, in welchem Kontext die Regeln verwendet werden (Definition 4.4.1).
Die Bezeichnungen der Teilherleitungen sind im Anhang noch einmal in anderer Schreibweise
zusammengefasst. Kapitel 4 beinhaltet auch die Hauptaussage dieser Arbeit: Den Nachweis, daf3
es sich bei diesen Festlegungen um Bezeichnungssysteme fiir RS(K)-Herleitungen handelt (Satz
4.4.1). Dariiberhinaus wird bewiesen, dafi damit fiir bestimmte in KP + II3-Reflexion herleitbare
Sétze eine Bezeichnung fiir eine schnittfreie Herleitung existiert, die die Einbettung des bewiesenen
Satzes herleitet (Satz 4.4.2).



Kapitel 5 befasst sich mit einigen Folgerungen aus diesen Ergebnissen. Genauso wie in [Bu01b]
fiir KPT erhalten wir eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen von KP + II3-
Reflexion. Dariiberhinaus wird ein &hnliches Konservativititsergebnis wie in [Bu91] erzielt. Das
Kapitel enthilt insbesondere auch einen eleganten®” Beweis fiir die Abgeschlossenheit der primitiv
rekursiven Funktionen gegen mehrfache ungeschachtelte Rekursionen.

Ich danke den folgenden Personen fiir ihre fachliche Unterstiitzung:
Wilfried Buchholz, Michael Holz, Helmut Pfeiffer, Michael Rathjen, Robert Solovay und Andreas
Weiermann

Besonders bedanken mochte ich mich bei Anton Setzer und Stefan Neumann, sowie bei meiner
Lebensgefahrtin Susanne Bohlke, der ich oft eine Menge Geduld abverlangt habe.

Abschlielend noch einige Bemerkungen zu den in dieser Arbeit verwendeteten Notationen und
Bezeichnungen: Es ist mir aufgefallen, dafl ich eine Reihe von Zeichen synonym verwendet habe.
So stehen A — B, A = B, A > B allesamt fiir aus A folgt B. Andererseits verwende ich einige
Symbole doppelt (< steht an einigen Stellen fiir die natiirliche Ordnung auf den natiirlichen
Zahlen, an anderen Stellen fiir die Ordnungsbeziehung des Ordinalzahlbezeichnungssystems
T (K)). Leider fehlte mir die Zeit, dies zu korrigieren. Es sollte aber leicht aus dem Zusammenhang
erkennbar sein, was gemeint ist.

Hannover, 27.11.2000

27Fiir meinen Geschmack.
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Kapitel 1

Das Ordinalzahlbezeichnungssystem 7 (K)

In diesem Abschnitt soll eine primitiv rekursive Menge 7 (K) und eine Wohlordnung < auf die-
ser Menge definiert werden, die ebenfalls primitiv rekursiv ist. 7 (K) wird spéter dazu dienen,
Namen fiir Mengen der gestuften Mengenlehre RS bereitzustellen und unsere unendlichen Her-
leitungsbédume bzw. deren Bezeichnungen zu indizieren. Zur Definition von 7 (K) betrachten wir
eine Reihe von Ordinalzahlfunktionen, die eine eindeutige Darstellung von Ordinalzahlen und de-
ren GroBenvergleich durch Grélenvergleich der Argumente (Teilterme) erlauben. Indem wir den
Abschluss von {0, K} (die Definition von K erfolgt in diesem Abschnitt) unter diesen Funktionen
betrachten, erhalten wir eine Menge von Ordinalzahlen, die ordnungsisomorph zu einer primitiv
rekursiven Teilmenge von IN ist und deren Ordnungsbeziehung ebenfalls primitiv rekursiv ist.

1.1 Grundlagen, Bezeichnungen

On, Kard, Lim bezeichne die Klasse der Ordinalzahlen, der unendlichen Kardinalzahlen bzw. Li-
meszahlen. Kleine griechische Buchstaben (mit Ausnahme von ¢) bezeichnen im folgenden immer
Ordinalzahlen. < bezeichne die Ordnungsbeziehung auf On, |a, 8], [, 8], [a, (] offene, halboffene
bzw. abgeschlossene Intervalle von Ordinalzahlen.

Fiir eine Klasse M von Ordinalzahlen sei ordy; die Aufzdhlungsfunktion von M. Insbesondere
sei o — Q, die Aufzéhlungsfunktion von Kard. Es ist Db(ordys) = On genau dann, wenn M
unbeschrinkt in On liegt.

Eine Funktion f : M — On mit M C On heifit stetig, wenn sie stetig bzgl. der Ordnungsto-
pologie auf On ist. Eine streng wachsende, stetige Funktion f, deren Definitionsbereich On ist,
heiflt Normalfunktion, eine streng wachsende, stetige Funktion f, deren Definitions- und Wertebe-
reich eine reguldre Ordinalzahl p ist, Normalfunktion auf p . Dies ist dquivalent dazu, dal f die
Aufzihlungsfunktion einer bzgl. der Ordnungstopologie abgeschlossenen und in On (in p) unbe-
schriankten Klasse von Ordinalzahlen ist. Derartige Klassen werden im folgenden auch Club (in p)
genannt. M heiit stationdr in On (in p), wenn M mit jedem Club (in p) einen nichtleeren Durch-
schnitt hat. Aquivalent dazu ist, daB jede Normalfunktion (auf p) einen Fixpunkt in M besitzt.
Eine Ordinalzahl p heifit regulér, wenn die Kofinalitdt von p gleich p ist. Dies ist dquivalent dazu,
daBl jede Teilmenge von p kleinerer Méchtigkeit beschréinkt in p ist. Die Fixpunkte einer Normal-
funktion auf p > w bilden einen Club. Die Klasse der regulidren Kardinalzahlen gréfier w bezeichnen
wir mit Reg. Im folgenden werden die kleinen griechischen Buchstaben 7, 7, k evtl. mit Indices aus-
schliefflich fiir reguléire Kardinalzahlen < K verwendet, ohne dafl noch einmal erwéhnt wird, dafl
diese Zahlen regulér sind.

Eine Ordinalzahl v > 0 heifit eine (additive) Hauptzahl, wenn sie bzgl. der ordinalen Addition
abgeschlossen ist, d.h. Va, 8 < y.a+ 8 < 7. H bezeichne die Klasse der additiven Hauptzahlen.
o — w® ist die Aufzéhlungsfunktion der additiven Hauptzahlen.

Lemma 1.1.1 Fiir alle o ¢ H U {0} existieren eindeutig bestimmte ay, ...a, € H mit a,, < ... <
ar <aund o = ay + ... + ay.
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Definition 1.1.1 (Cantorsche Normalform)
a=nNpa;+..+ta, gdwa=a;+..+am, a,..apb € Hund o, < ... < a3 < .

Definition 1.1.2 (Veblen Hierarchie) Wir definieren durch transfinite Induktion bzgl. «
Pa = 0rdice Hivn<anp, (€)=}
und schreiben paf fiir ¢, (3).
e ist eine Normalfunktion auf On fiir alle a € On.
Lemma 1.1.2 Es gilt:
(a) pap e H
(b) € <a = pf(paf) = paf
(b) B <7 gaf < pay
(¢) a< B> pald < pp0
(d) o8 < paf.

Satz 1.1.1 a6, = pasBs gdw einer der folgenden Félle gilt:

)
)
)
)

(i) a1 < ag und B = pasfa,
(i) a1 = az und B = B,
(iil) a9 < a3 und By = pay fr.
Satz 1.1.2 pa;0, < pasfs gdw einer der folgenden Fille gilt:
(i) o1 < az und Bi < pazfs,
(ii) a1 = @z und By < fa,
(iil) a2 < a7 und pa;f; < Po.
Satz 1.1.3 Vy € HJla, B.v = paf und G < 7.

Definition 1.1.3 Eine Ordinalzahl + heifit streng kritisch, wenn ¢vy0 = v ist. S bezeichne die
Klasse der streng kritischen Zahlen.

Dies ist dquivalent dazu, dal v # 0 abgeschlossen gegeniiber der @-Funktion ist, d.h. Vo, 3 <
~v.paf < 7.

Lemma 1.1.3 Vy € H\ S.3la, 8 < 7.7 = papf.
Definition 1.1.4 v =y waf :gdw v = paf und a, 8 < vy
Definition 1.1.5 Wir definieren eine endliche Menge S(7) durch:
L. S(v) = {v} fiir y € SU {0},
2. S(v) ={n,mp firy=Nrn+..+7m & H,
3. S(v):={a,p} fir y=nr paf € H\ S.
Lemma 1.1.4 v ¢ SU{0} gdw S(v) < 7.

Beweise fiir die obigen Behauptungen kénnen z.B. in [Sch77] oder [Poh89] gefunden werden. Es
gilt:
RegU{w} C Kard C S C H C Lim C On.
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1.2 Grofle Kardinalzahlen

In der klassischen Beweistheorie wird viel Aufwand und Energie auf die Entwicklung und den
Vergleich von Bezeichnungssystemen fiir Ordinalzahlen verwendet. Bezeichnungssysteme fiir Ordi-
nalzahlen bilden sozusagen den Grundbaustein fiir die Ordinalzahlanalyse jeder Theorie. Das von
Rathjen [Rat92] entwickelte Bezeichnungssystem fiir II3-Reflexion ergibt sich aus den Eigenschaften
gewisser partieller Funktionen unter der Annahme der Existenz bestimmter grofier Kardinalzahlen.
Die folgenden Resultate sollen die Rolle grofler Kardinalzahlen bei der Ordinalzahlanalyse von II3-
Reflexion motivieren und andeuten, daf sich grofie Kardinalzahlen durch ihre rekursiven Analoga
ersetzen lassen. Die einfachen Kardinalitdtsargumente sind dann durch Argumente zu ersetzten,
die sich wesentlich auf die Komplexitét der beteiligten Formeln stiitzen (vgl. dazu auch die leider
nicht ganz fehlerfreie Darstellung in [Schl93]).

Sei £ die Sprache der Pradikatenlogik mit Konstantensymbolen fiir jede Menge und Relations-
symbolen fiir jede Klasse (diese riesige Sprache ist hier nur der Einfachheit halber gewihlt). Wir
identifizieren die Symbole mit ihren Mengen/Klassen. Sind Ry,..., R,,a1,...,a,;, die Relations-
bzw. Konstantensymbole, die in ¢ vorkommen, dann stehe A = ¢ fiir die Giiltigkeit von ¢ in der
Struktur (A, Ry N A", ..., R, N A ay,...,a,) (i; Stelligkeit von R;), wobei die Menge A als
nichtleer und as,...a, € A vorausgesetzt sind. II?,, ¥ -Formeln sind wie iiblich definiert, wobei
beschrinkte Quantoren Va € y,3x € y nicht mitgezihlt werden. Wir kénnen nun die (schwach)
unbeschreibbaren Ordinalzahlen definieren:

Definition 1.2.1 Sei X COn, a € On und ¢ € L.
« reflektiert ¢ auf X :gdw

aus « = ¢ folgt, es gibt € X Na mit 8 | ¢.

Fiir X = On sagen wir auch « reflektiert ¢.
a ist I (X7 )-unbeschreibbar (auf X), wenn « jeden II7 (37 )-Satz reflektiert (auf X).

Indem wir in der Definition a, 8 durch die von-Neumannschen Stufen V,,Vjp ersetzen, erhalten
wir die starke Version dieser Begriffe. Unter der Annahme von GC H stimmen beide Definitionen
fiir n > 0 tiberein (vgl. Richter/Aczel [RiAc74]). Wir sagen « ist Mahlo auf X, wenn es fiir jede
Funktion f : @« — « ein gegeniiber f abgeschlossenes 8 € (X Na) \ {0} gibt. Beweise fiir die
folgenden Sétze finden sich bei Levy [LevT71].

Satz 1.2.1
« ist TI9-unbeschreibbar gdw o € Reg.

Satz 1.2.2
i) Es ist dquivalent:

a) « ist IIJ-unbeschreibbar auf X,
b) « ist ¥9-unbeschreibbar auf X,
¢) a=sup(X Na).

ii) Es ist dquivalent:
a) « ist II3-unbeschreibbar auf X,

b) a ist [I{-unbeschreibbar auf X,
¢) « ist Mahlo auf X.

iii) « ist IT}-unbeschreibbar auf X gdw « ist X ;-unbeschreibbar auf X.
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Indem wir die Operatoren
LX) ={aeX :a=sup(X Na)} und M(X) :={a € X : o ist Mahlo auf X}

iterieren, lassen sich ganze Hierarchien grofier Kardinalzahlen definieren, die sich dann durch Dia-
gonalisierung noch weiter fortsetzen lassen. Wir erhalten die rekursiven Gegenstiicke dieser grofien
Kardinalzahlen, indem wir in Definition 1.2.1 «, § durch die entsprechenden Anfangsstiicke L, Lg
der konstruktiblen Hierarchie ersetzen und statt £ die Sprache Lc verwenden, die als einziges
Relationssymbol € besitzt.

Definition 1.2.2 Sei X C On, a € On und ¢ € Lc.
L, reflektiert ¢ auf X :gdw

aus Lo = ¢ folgt, es gibt f € X Na mit Lg = ¢.

Fir X = On sagen wir auch L., reflektiert ¢.
a ist TI7 (X7 )-reflektierend (auf X), wenn L, jeden 117 (X7 )-Satz (von L) reflektiert (auf X).

FEine Ordinalzahl o > w heifit per Definition zuldssig, wenn L, ein Modell von KP ist. Eine
Funktion f : @ — « heifit a-rekursiv, wenn ihr Graph ¢-definierbar in L, ist. Eine zulissige
Ordinalzahl « heifit rekursiv Mahlo auf X, wenn es zu jeder a-rekursiven Funktion f : a — «
ein gegeniiber f abgeschlossenes 8 € (X Na) \ {0} gibt. Mit diesen Begriffen lassen sich nun die
folgenden Analoga der oben angegebenen Sitze beweisen (vgl. Richter/Aczel [RiAc74]):

Satz 1.2.3
« ist TIY-reflektierend gdw « ist zulissig.

Satz 1.2.4
i) Es ist dquivalent:

a) « ist IT)-reflektierend auf X,
b) «a ist ¥9-reflektierend auf X,
¢) a=sup(X Na).

ii) Es ist dquivalent:
a) « ist II3-reflektierend auf X,
¢) « ist rekursiv Mahlo auf X.

iii) « ist I19-reflektierend auf X gdw o ist X9, ;-reflektierend auf X.

Indem wir zu Operationen hoheren Typs tibergehen, lassen sich noch mehr Parallelitéiten angeben.
Die fiir die Verwendung der ITi-unbeschreibbaren Kardinalzahlen ausschlaggebende Analogie wird
in den folgenden beiden Sétzen wiedergegeben. Fiir die genauen Definitionen der Begriffe und die
Beweise verweise ich auf Richter/Aczel [RiAc74].

Satz 1.2.5
% ist 2-regulér gdw  ist stark IT}-unbeschreibbar.

Satz 1.2.6
K ist 2-zuldssig gdw k ist Hg—reﬂektierend.

Wir halten also fest:

Die zuléssigen Ordinalzahlen entsprechen den reguldren Kardinalzahlen, die rekursiven Mahlozah-
len den Mahlozahlen und die II3-reflektierenden Ordinalzahlen den IT}-unbeschreibbaren Kardi-
nalzahlen.
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1.3 Das Ordinalzahlbezeichnungssystem 7 (K)

Wir gehen in diesem Abschnitt von der Existenz einer schwach kompakten Kardinalzahl K aus.
Schwach kompakte Kardinalzahlen sind insbesondere IT}-unbeschreibbar (vgl. [Jech97]). Da dies
die einzige Eigenschaft von /C ist, die wir auch nur an einer einzigen Stelle benttigen, die folgenden
Sétze allesamt aus [Rat92] zitiert werden und uns die Beweise nicht weiter zu interessieren brauchen,
verzichte ich auf die exakte Definition dieser Begriffe. Sie kénnen z.B. in [Dra74] nachgelesen werden
(vgl. auch [Lev71]). Die hier zitierten Sitze und Lemmata werden im Beweis von Satz 4.4.1 laufend
verwendet.

Definition 1.3.1 Durch Rekursion nach o mit einer anschlieenden vollsténdigen Induktion nach
n definieren wir Mengen C"(a, 3), C(a, 3), M® und Ordinalzahlen Z(a), ¥ («) wie folgt:

C%a,p) = pU{0,K}
C" Mo, B) = C™e,B)U{E+n:&m e C™ (o, B)}
U{pén - &m e C™(a, B)}
U{Qe: E<KNE€C™ (o, B)}
UE(E) :E<anfeC(a,B)}
U{T5(6) 1 £ <d<ané mseC(a,f)}

Cle, ) = |JC"(a,B)
n<w
M° = KnLim
M* = {7 <K:C(a,m)NK =7 AVEE Cla, ) Na.ME stationir in 7 Ao € C(a, )}
fira>0
E(a) = min(M*U{K})
() = min({fpe M*N7:Cla,p)NT=pAmacCla,p)}uU{r})
fir € < a

C(o, B) ist der Abschlufi von 8 U {0, K} unter den (partiellen) Funktionen +, ¢, & — Q¢, 2, ¥
soweit diese bereits definiert sind. M? ist die Klasse der Mahlozahlen M (Reg). Fiir & < K ist M¢
das Bild von Reg unter der &-ten Iterierten des im vorigen Abschnitt definierten Operators M. An
der Stelle K wird das erste Mal diagonalisiert. M**! ist dann wieder M (M*) usw.

Lemma 1.3.1 Es gilt:
) a<a AB<F = Cla,B) C O, B).
i) < 7= |Cla, B)] <.
i) A € Lim = C(a,) = U,y Ol 1) A C(\ @) = U, o, Cln, ).
iv) C(0,2(a) N K = E(a).
¥) Cla, ¥e(a)) N7 = ().
vi) {m:m e M*ANE € Ca,m) Na} C ME.
vii) Ist M¢ stationir in 7, so ist m € M.

Beweis: Siche [Rat92]. O

Sei KI' := min{a > K : V&, < a.pén < al.

15



Satz 1.3.1 M ist stationir in K fiir o < KT.

Beweis: Im Beweis dieses Satzes macht man sich die ITj-Unbeschreibbarkeit von K zunutze. Es
ist der einzige Punkt, an dem man eine stérkere Eigenschaft als die Regularitdt von I braucht.
Alle folgenden Aussagen folgen nun relativ einfach aus diesem Satz den Definitionen und dem
vorangegangenen Lemma. Zum Beweis siehe [Rat92]. O

Aus der Definition von Z(«) folgt nun unmittelbar:
Folgerung: o € C(a,Z(a)) und Z(a) < K fiir a < K.

Von nun an betrachten wir nur noch Ordinalzahlen < KT.
Lemma 1.3.2 E(a) < E(8) gdw (a < BAa e C(B,2(0))) V (B<anf ¢ C(a,E(x))

Beweis: Siehe [Rat92]. a

Folgerung: a # 8 = Z(«) # Z(06).
Satz 1.3.2 Sei M¢ stationir in 7, ¢ < o und &, 7, € C(a, 7). Dann gilt
W () € MS N,

Desweiteren ist M¢ nicht stationir in W& (a) fiir £ > 0.
Beweis: Siehe [Rat92]. a
Satz 1.3.3 Es gilt:

i) () <m= Ui(a) #E(B).

i) Us(a) <mAVI(B) <k AV () =VI(B)=a=BAT=KkAE=0.
Beweis: Siehe [Rat92]. O
Lemma 1.3.3

i) v € C(a, 8) gdw S(v) € C(a, B)

ii) Fiir 0 < K ist
o€ C(a,p) gdw Q, € C(a, 8)

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Abgeschlossenheitseigenschaften von C(«, 3). |

Lemma 1.3.4

HDo<aATeM*=Q,=m.

)
i) me M' = Qgo(a) = ¥I(a).
iii) 7= Qep1 Aa € Cla,m) = Q¢ < V() < Qeiq.
iv) U(a) <= ¥(a) & Reg.

Beweis: Siehe [Rat92]. O

16



Satz 1.3.4 Sei ¥ (a) < 7 und ¥9(3) < 7N k. Dann gilt
WS (o) < W7 (B)

genau dann, wenn

i) a<pBAraémeC(B,Y9(8)) AVs(a) < K,

)
) B<an{BonrtZCla, V()
)
)

ii
i) a=pFA=nAE<oNE € C(B,V5(6)) oder
o< €no & C(E ().

iv
Beweis: Siehe [Rat92]. O

Satz 1.3.5
V() <E(B) gdw m <E(B) V(B < anB ¢ Cla, V()

Beweis: Siehe [Rat92]. O
Definition 1.3.2 Wir definieren induktiv eine Menge 7 (K') von Ordinalzahlen und eine Funktion
m:T(K)N Reg — T(K)

durch die folgenden Klauseln:
(T1) 0,K € T(K)
(T2) Ist S(a) € T(K), dann ist auch o € 7 (K)

(T3) Ist £ € T(K)NK und 0 < § < Q¢, dann ist auch Q¢ € T(K).
Ist Q¢ € Reg, dann ist m(Q¢) = 1.

(T4) Ist o € T(K) N K und 0 < «, dann ist auch Z(a) € T(K).
Es sei m(2(a)) = a.

(T5) Sind o, &, 7 € T(K)NC(a,m), £ < aund € € C(m(n), ) Nm(r), dann ist ¥S(a) € T (K).
Fiir £ > 0, ist m(¥S(a)) = &.

m(7) heifit dann auch der Mahlograd von 7.

Lemma 1.3.5
i) Fir 6 € T(K) gilt:

a) 0 € C(KT,0)

b) Ist § unerreichbar und § < K, dann ist § € M™®) aber M™®) nicht stationir in §.
Ausserdem ist m(8) = sup{3: 6 € MP}.

ii) Fir 7 € 7(K) N Reg und £ € T(K) gilt:

M¢ stationir in 7 gdw & € C(m(r), 7) Nm().

iii) Jede Ordinalzahl 8 € T (K) besitzt eine eindeutige Darstellung in den Symbolen 0, IC, +, ¢,
Q= 0.

Beweis: Siche [Rat92]. O
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Definition 1.3.3 Wir definieren eine endliche Menge Kj(«) induktiv iiber den Aufbau von a €
T(K):

K1 Kg(()) = K(;(]C) = @
K2) Fir a ¢ S sei Ks(a) := Ugeg(a) Ks(B).

(K1)
(K2)
(K3) Fiir 0 < € < Q¢ < K sel K5(Q) := K5(8).
(K4)

K4
Ko (= _J0 fur 2(8) < ¢
o(E(8) = { Ks(B) U{p} sonst
(K5) Fir a =np \I/g(ﬁ) sei
0 fiir < ¢
Ks(a) = { K3(x) U K3(0) U K5(8) U {3} sonst

Lemma 1.3.6 Fiir o € 7(K) gilt:
a € C(v,9) gdw Ks(a) < 7.

Beweis: Dies folgt unmittelbar durch Induktion iiber den Aufbau von o € T'(K). ad

Damit 148t sich « € 7(K) primitiv rekursiv entscheiden. Wenn wir im folgenden von Ordinalzah-
len reden, sind immer Elemente aus 7 (K) gemeint. Man beachte, dafl obige Lemmata und Sétze
insbesondere auch primitiv rekursive Entscheidungsverfahren fiir die folgenden Aussagen liefern:
a < B,a € Lim,a € Hya € S,a € Kard,a € Reg, a unerreichbar,« € M¢, o € C(v,d) und M¢
stationdr in 7.

Fiir den Rest dieser Arbeit fassen wir 7 (K) und die entsprechenden Relationen als primitiv re-
kursive Teilmengen von IN™ auf. Wir zeigen noch, daf sich bestimmte ordinalzahlarithmetische
Hilfsoperationen auf 7 (K), die wir spéter benotigen, primitiv rekursiv definieren lassen. Dies ist
klar fiir die in die Definition des Bezeichnungssystems eingehenden Funktionen +, ¢, a — Q,, =
und U, sowie fiir w® := @0a und wy(a) mit wo(a) := o und wiy1 (@) := W), Uber die Cantor-
sche Normalform erhalten wir die natiirliche Summe #. Um die Multiplikation - zu definieren, ist
nur zu kliren, was a - w? ist, da ac- 0 = 0 und a-(wﬁo ot =a-wf L+ a WP st
Sei a =w* -ag+...+w* -a, mit ag > ... > ay, ag,--.,a, < w. Dann ist

a-w =«

und
a-wf =w . Wl =w¥th fiir g > 0.

Wir definieren eine Verallgemeinerung der Veblenfunktionen ¢ durch
@o:=1d und Qg = PayO...0Pa,
fir o =np w* + ...+ w* und mit Hilfe der Eigenschaften von ¢ ist leicht
2a(B) < 3(7) fiir B <y und Garg = Pa 0 P5

einzusehen. Die kleinste regulére Kardinalzahl oberhalb von « (die Stufe von «) &8t sich wie folgt
aus « berechnen:
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Ist « ¢ S, dann sei St(a) := St(max S(«)). Sonst sei
St(0) == SHK) = Qi St(Qe) := Qe
SHE() == 1 SHE(a)) = Qzay1
St(VY () := Qgo ()41 fiir 7 € M!
St(P2(a)) := Qeyq fiir 7= Qepq

SHTE (@) == O

T

W (a)+1 fir £ >0

Statt St(a) schreiben wir auch aff. Wir setzen 7= := Q¢ fiir 7 = Q¢i1 und NF(a, 3) stehe fiir
Ay, < B filr a =np w* +...+w* und B =yr w4 ... +wPm. Dies werden wir spiiter benétigen,
um aus a + 3 € C(v,9) auf a € C(y,0) schlieBen zu kénnen. Fiir € Kard sei noch

| p+1 falls pe€ RegU{K}
Tl op sonst ’
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Kapitel 2

Die Sprache Lzs der gestuften
Mengenlehre und das unendliche
Beweissystem RS(K)

2.1 Die Sprache Lps der gestuften Mengenlehre

Sei L die Sprache der Mengenlehre 1. Stufe ohne Negation, die aus den beiden zweistelligen
Pradikatsymbolen €, ¢ gebildet ist. Sei weiter £ 44 die Sprache die wir aus L¢ erhalten, wenn wir
fir ¢ € T(K) einstellige Pridikatsymbole Ad¢, ~Ad¢ hinzufiigen. Die Negation —¢ einer Formel
¢ sei mit Hilfe der de Morganschen Regeln definiert. Die Sprache Lrg der gestuften Mengenlehre
entsteht aus £ 44 indem wir Elemente der konstruktiblen Hierarchie als weitere Terme zulassen.
Ich schreibe im folgenden ¢(zo,...,x,) fir FV(¢) C {xg,...,2n} und ¢(¢) um anzudeuten, daf
der Term ¢ in ¢ fiir eine Variable x substituiert wird. Fiir Terme ¢ stehe ¢? fiir die Formel, die aus
¢ entsteht, wenn man in ¢ alle unbeschrinkten Quantoren Vz, 3x durch Vz € t, 3z € t ersetzt. Wir
definieren zunéchst die RS-Terme 7:

Definition 2.1.1 (RS-Term)
1. Fiir @« € T(K) ist L, € T der Schicht a.

2. Ist ¢(xo, ..., xn) € Lag und sind aq,...,a, € T mit Schicht < «, dann ist
[t € Ly : o(x,a1,...,a,) ] €T
mit Schicht a.

Die Menge der RS-Terme mit Schicht kleiner o bezeichnen wir auch mit 7,. Man beachte, daf3
RS-Terme keine freien Variablen haben. Fiir t = [z € Ly : ¢(z,a1,...,a,) ] nenne ich ¢ das
Skelett von t und die Anzahl der in ¢ vorkommenden logischen Zeichen den #ufleren Rang von t.
Die RS-Formeln entstehen nun aus den Ag-Formeln der Sprache £ 44, also Formeln in denen nur
beschrankte Quantoren vorkommen, indem fiir freie Variablen RS-Terme eingesetzt werden:

Definition 2.1.2 (RS-Formel)
1. u € v,u & v, Ad*(v), ~Ad*(v) sind RS-Formeln fiir ¢ € 7(K) und u,v € 7 U Var.
2. Sind A, B RS-Formeln, dann sind auch A A B und AV B RS-Formeln.

3. Ist A eine RS-Formel und z € Var \ {u}, dann sind auch Vz(z € vV A) und Jz(z € u A A)
RS-Formeln.
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Skelett und duflerer Rang sind genau wie bei den Termen definiert. Die Negation einer Formel ist
wieder iiber die de Morganschen Regeln definiert. Im folgenden werden die iiblichen Abkiirzungen
A — B fiir AV B, Va € vB fir Va(z € v — B) etc. benutzt. Insbesondere schreiben wir tran(u)
fiir Vo € u.z C w und infin(u) fir 3z € u(z Cz) AV € uVy € udz € u(x € z Ay € 2).

Grofle lateinische Buchstaben stehen meist fiir RS-Formeln, wihrend die griechischen Buchstaben
&, 1, x fiir £aq-Formeln verwendet werden. Sind s,¢t RS-Terme, dann bezeichnet A die RS-
Formel, die aus der RS-Formel A entsteht, wenn wir in A alle auf ¢ beschrinkten Quantoren
Qx € t durch Qz € s ersetzen. Wir schreiben A statt A(:Le) und AP statt ALs:Le), Fiir
beschrinkte Quantoren der Form Qz € L, wird im folgenden auch die abkiirzende Schreibweise
Qx® verwendet.

Definition 2.1.3 Fiir § RS-Term oder RS-Formel sei
k() :={a e T(K): L, kommt in @ vor } lev(0) := 10| :== max(k(0) U {0})

Aus technischen Griinden sei noch k(0) := k(1) := @ und lev(0) := lev(1l) := 0, wobei 0,1 hier
nicht als Ordinalzahlen betrachtet werden und k() := {a} fiir alle a € T(K).
Fiir RS-Terme ¢ ist lev(t) die Schicht von ¢ und somit

Toa ={teT:lev(t) < a}.
Wir schreiben 7; fiir 7j., (¢
Definition 2.1.4 Fiir RS-Terme a, b mit lev(a) < lev(b) sei

o | B(a) frb=|xe€ Lg:B(z)] o 0 . ._
aeb.:{ T firb=Ly a ¢ b:=-(a€b), wobeli =T := L

und T, L keine RS-Formeln sind. Stattdessen definieren wir T — A:=TAA:= 1LV A:= A.

Definition 2.1.5 Wir fassen jeden RS-Satz A als eine (mdoglicherweise unendliche) Konjunktion
A(A;)ics oder Disjunktion \/(A;);cs von RS-Sitzen auf und schreiben hierfiir A ~ A(A;);ecs bzw.
A~V (Ai)ies.

Lo Ad(t) :~ V(Lp = 1) peren(e+1)
2. a€eb > \/(téb/\t:a)ten
3. Jz € bA(x) = \/(t € DA A®))ier,
4. (Ao V A1) = V(Aiieqo1y
5. 2A i~ A(—A4;)ies fiir A~V (Ai)ics.
Wir weisen nun jedem RS-Term und jedem RS-Satz eine Ordinalzahl aus 7 (K) zu:

Definition 2.1.6 des Ranges rk(6) fiir RS-Terme und RS-Formeln durch primitive Rekursion
itber die Anzahl der in # vorkommenden Symbole:

1. rh(Ly) = w - o

2. rk([x € Lo : A(z)]) := max{w - o+ 1,7k(A(Lo)) + 2}

3. rk(Adé(a)) := rk(-Ad¢(a)) := rk(a) + 5

4. rk(a € b) := rk(a & b) := max{rk(a) + 6,rk(b) + 1}

5. rk(Jx € bA(z)) := rk(Vx € bA(x)) := max{rk(b), rk(A(Lo)) + 2}
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6. rk(AA B) :=rk(AV B) := max{rk(A),rk(B)} + 1
Die wesentlichen Eigenschaften des Ranges sind im folgenden Lemma zusammengefasst:

Lemma 2.1.1 Sei A ~ \/(A;);cs oder A~ A\(A;)ics, dann gilt
a) Es existiert n € w mit rk(A4) = w - lev(A) + n.
b) Fiir alle i € J gilt rk(A;) < rk(A).

)
)

c¢) Fiir alle i € J gilt k(4;) C K(A) Uk(4)

d) Ist 7k(A) = w- «a, dann ist A =3z € L,B(z) oder A =Vz € L,B(x).
)

e) rk(A) =rk(-A).

Beweis: Siche [BuOlb]. O

Eine RS-Formel A ist in Ag(a), wenn k(A) C « ist. Eine RS-Formel ist in IIj(a), wenn sie von
der Gestalt
Va1 € Ly ...Qxy € Lo F(x1,...,2k)

ist, wobei Vzy,...,Qx alternierende Quantoren sind und F(Lo, ..., Lg) eine Ag(«)-Formel ist.
Yk () ist entsprechend definiert.

2.2 Regeln, Herleitungen, Beweissysteme

Wir nennen endliche Mengen von RS-Formeln Sequenzen und bezeichnen diese mit I', T, A. Des-
weiteren werden die iiblichen abkiirzenden Schreibweisen fiir Sequenzen verwendet: Ay, ..., A, fir
{A41,..., A}, AT T fiir {A}UTUTY ete.

Wir setzen noch

= k4

AeTl
Definition 2.2.1 (Regel) Eine Regel 7 besteht aus
1. einer Indexmenge |Z| fiir die Primissen von Z,
2. einer Sequenz A(Z), den Hauptformeln von Z,
3. einer Familie von Sequenzen (A;(Z));e|z|, den Nebenformeln von Z,

4. einer Menge Fig(Z), die entweder leer ist oder ein Singleton {y} mit y & FV(A(Z)); y heifit
dann die Eigenvariable von Z,

5. einer endlichen Menge k(Z) C T (K).
Wir kénnen nun induktiv definieren, was eine Herleitung ist:

Definition 2.2.2 (Herleitung)
Ist 7 eine Regel und (d;);c|z| eine Familie von Herleitungen mit Eig(Z) N FV(I') = () und

=AU | (End(d;) \ Ai(T)) ist endlich,
i€|Z]|
dann ist d := Z(d;);c|z| eine Herleitung mit End(d) := T, depth(d) := sup{depth(d;) +1:i € |Z|}.
End(d) heifit die Endsequenz von d.
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Eine Regel Z heiit endlich, wenn |Z| = {0,...,n — 1} € w.
Eine Herleitung d heifit endlich, wenn alle in d verwendeten Regeln endlich sind.

Bezeichnungen:

1.
A Eed)
@B EE Dy
steht fiir 7 ist eine Regel mit |Z| = J,A(Z) = A, Ay(Z) = A; und Eig(Z) = 0 bzw. Eig(T) =
{y}-

2. Ist |Z| = {0,...,n}, so schreiben wir auch

und ist |Z| = () auch

3. Regeln mit |Z| = () nennen wir auch Axiome oder atomare Herleitungen.
4. Ist |Z| = {0,...,n}, schreiben wir auch d = Zdy ... d,, statt d = Z(d;);¢|z-

Bemerkung: Ist d = Z(d;);c|z| eine Herleitung mit A(Z) C I' und fa. i € |Z| ist End(d;) C
T'U (A;)(Z), dann ist End(d) CT.

Definition 2.2.3 Sei d = Zdy . ..d,_; eine endliche Herleitung, dann seien

k(d) == K@) U | k(d),  keld) = (D) \ K@) U | keldy).

i<n <n

Lemma 2.2.1 Ist d eine endliche Herleitung, so da§ k(A;(Z)) C k(Z) U k(A(Z)) f.a. Regeln 7 in
d und alle i € |Z| gilt, dann ist k(d) C k(End(d)) U k.(d).

Beweis: Siehe [Bu01b]. O

Definition 2.2.4 (Beweissystem)

Ein Beweissystem ist eine Menge von Regeln.

Ein Beweissystem S heifit endlich, wenn alle Regeln von S endlich sind.

Eine Herleitung d heifit eine S-Herleitung, wenn alle Regeln, die in d vorkommen zu S gehoren.

2.3 Das Beweissystem RS(K)

Die Giiltigkeitsbezichung in einer Struktur (M, ...) 1a8t sich als Herleitungskalkiil auffassen: Die
Formel Va¢(z) ist giiltig, wenn die moglicherweise unendlich vielen Pramissen ¢(a) fir a € M
giiltig sind. Dieser Kalkiil ist natiirlich korrekt in dem Sinne, dafl er von (in der Struktur)
giiltigen Formeln zu giiltigen Formeln fithrt. Er bleibt auch korrekt, wenn wir zu diesem Kalkiil
weitere Regeln zufiigen, die in der gewé#hlten Struktur giiltig sind. Bei der hier vorliegenden
Struktur handelt es sich um ein Anfangsstiick der konstruktiblen Hierarchie. Die Regeln Cutc
und Refx A dienen dazu, unseren endlichen Kalkiil in den unendlichen Kalkiil einzubetten. Wir
nennen eine (unendliche) Herleitung schnittfrei, wenn sie keine Regel Cutc enthilt. Schnittfreie
Herleitungen haben insbesondere die Eigenschaft, daf in der gesamten Herleitung nur Gentzensche
Teilformeln der Formeln der Endsequenz verwendet werden. Diese wichtige Eigenschaft, die man
auch die Teilformeleigenschaft nennt, wollen wir uns spéter zunutze machen. Betrachten wir den
unendlichen Kalkiil, der aus den Regeln A ,,\/'s und Cutc besteht, so ist leicht zu sehen, daf§
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sich wegen der Symmetrie der Regeln Schnitte leicht eliminieren lassen. Dies sieht anders aus,
wenn wir noch die fiir die Einbettung der II3-Reflexionen notwendige Regel Re fi A hinzunehmen.
Um in diesem Kalkiil unter bestimmten Voraussetzungen Schnitte vom Rang K zu eliminieren,
verwenden wir die Regel RefSA(s). Sie erlaubt es aus gewissen Herleitungen Refi A-Schliisse zu
entfernen, indem wir neue RefSA(s)-Schliisse einfithren, die wiederum einfacher zu handhaben
sind (vgl. [Rat94]).

Regeln von RS(K):

() sAGed) falls A ~ A(A)ies
i Ai .
(Va) AO falls A >~ \/(4;)ies und i € J
(Cuto) ¢ @ﬁc
A
(Refrd) Jz € Lic(tran(z) A z # 0 A A=K)) falls 4 € 113(K)
A(s)
(Bef3A()) 5, T (AdE (o) 1 30 € 2A(@) )
falls A(s) € IlIz(7) und € € C(m(w), ) Nm(m)
(Rep) %

k(A(T)) Uk(i) falls  Z =\/%
k(T) = kE(C) falls T =Cutc
k(A(Z)) sonst

Man beachte: k(A(Z)) C k(Z)

2.4 Bezeichnungssysteme

RS(K)-Herleitungen sind im allgemeinen keine endlichen Objekte. Um weiter von einem finiten
Standpunkt aus zu argumentieren, fithren wir daher Bezeichnungen fiir einige RS (K)-Herleitungen
ein und arbeiten dann nur noch mit diesen Bezeichnungen. Wir geben zunéchst an, was ein Be-
zeichnungssystem fiir RS(K)-Herleitungen ist:

Definition 2.4.1 (Bezeichnungssysteme)

Ein Bezeichnungssystem fiir RS(K)-Herleitungen besteht aus einer nichtleeren Menge D endlicher
Herleitungen d mit FV(End(d)) = § und Abbildungen

o,deg, Ref : D — On,

tp: D — RS(K),

[]: {(d,7):d € Dund i€ |tp(d)|} — D (wir schreiben d[i] fiir [|(d,?)),

so daB f.a. d € D gilt:
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a) A(tp(d)) € End(d)

b) End(dli) € End(d), A(tp(d)) f.a. i € |tp(d)]

c) o(d[i]) < o(d) f.a. i € [tp(d)|

d) deg(d[i]) < deg(d) f.a. i € |tp(d)]

¢) Ref(dli]) < Ref(d) f.a. i € |tp(d)

f) tp(d) = Cute = rk(C) < deg(d)

g) tp(d) = Vs = k(io) < o(d)

h) tp(d) = Ay = k(i) < o(d) fa. i € |tp(d)

i) tp(d) = Refx A = K < o(d).

j) tp(d) = RefZA(s) = o < Ref(d) und 7,0(d[0]) + 1 < o(d) und o € C(m(7),7) N m(7).

Ein Bezeichnungssystem fiir RS (KC)-Herleitungen heifit normal, wenn
k) k(End(d)) C k(d) f.a. d € D.

Ein Bezeichnungssystem fiir RS(K)-Herleitungen heift kontrolliert durch den Operator H :
P(On) — P(On), wenn f.a. d € D gilt:

k(tp(d)) U {o(d)} € H(k(d))
m) k(dli)) U{o(dil)} € H(k(d) U k(i) ta. i € [tp(d)].

)
)
tp(d) ist die letzte Regel die in der von d bezeichneten unendlichen Herleitung angewendet wur-
de, d[i] ist eine Bezeichnung der i-ten Teilherleitung, o ist die Ordinalzahlindizierung und deg(d)
bzw. Ref(d) sind Schranken fiir die in d vorkommenden Cut- bzw. IIo-Reflexions-Schliisse. Diese
Definition entspricht im wesentlichen der aus [BuOlb]. Neu gegeniiber [Bu0O1b] ist die Funktion
Ref : D — On zusammen mit den Bedingungen e),j), die besagen: Fiir die RefZ-Schliisse, die in
der von d bezeichneten unendlichen Herleitung auftreten, ist Ref(d) eine obere Schranke fiir o und
die o-Mahlo-Zahlen sind stationér in 7. Neu sind auch die Bedingungen h),i),k) und die Forderung

o(d[i]) € Hk(d) U k(3)).

Das Konzept der operatorkontrollierten Herleitungen stammt ebenfalls von Buchholz [Bu92].
Wenn (D, o0,deg, Ref,tp,[]) ein Bezeichnungssystem fiir RS(K)-Herleitungen ist, dann 148t sich
d € D durch transfinite Rekursion iiber o(d) zu einer unendlichen RS(K)-Herleitung

d> = tp(d)(d[i]™)ic|tp(a)|

entfalten. Es ist leicht einzusehen, da§ d*° eine RS(K)-Herleitung mit

1

End(d™>) C End(d),depth(d>) < o(d),rk(C) < deg(d) f.a. Cutc in d* und g)-j) entsprechend

ist. Wir werden im folgenden nur noch mit Bezeichnungen unendlicher Herleitungen argumentieren
und statt transfiniter Rekursion primitive Rekursion verwenden.
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Kapitel 3

Die Bezeichnungssysteme RS® und RS™

3.1 Das Bezeichnungssystem RS°

Wir definieren nun zunichst ein Bezeichnungssystem, das es uns erlaubt, alle Axiome von IIs-
Reflexion einzubetten, d.h. wir haben fiir jedes Axiom von II3-Reflexion eine Bezeichnung fiir eine
RS(K)-Herleitung, die dieses Axiom herleitet.

Definition 3.1.1 (Axiomensystem fiir II3-Reflexion)
(Ext) VaVyVz(z =y — (z € 2 = y € 2))
(Fund)  V2Vzo(Vz(Vy € z.¢(y, 2) — ¢(z, 2)) — ¢(x0, Z))
(Paar) VaVydz(x € z Ny € 2)
(Ver) VedyVz € x(z C y)
(Unend) VazIyinfin(y)
(p-Sep) VZNwIy(Vz € y(z € w A p(z,2)) AVx € w(p(z,2) — x € y)) fiir p € Ay
(T13-Ref) VZ(@(2) — Fz(tran(z) Az # DA p(2)*)) fiir ¢ € 113

Definition 3.1.2 (Die Sequenzenmenge ,A./'\,’O) Sei AX? die Menge endlicher Sequenzen von
RS-Sétzen, die durch die Schemata 1-17 gegeben werden:

(1) (Vzrep(ao, - - an_1,zx))>
falls ag,...,ag—1 € T\ und Vg ...xpe(zo,. .., 2x) ein Axiom (Ext), (Fund), (Paar), (Ver),
(p-Sep) mit A € Lim oder (Unend) mit A € R.

(2) VZ]C € LK(()O(G‘O?"'aak’NZk)K: — dz € L)C(tI‘&H(I)/\IE#@/\ (CL 'aakuzk)z)
falls ag, . ..,ax, € T und VZ(p(Z) — Jz(tran(z) Az # O A p(2)* )) ein Axiom (II3-Ref).

falls lev(b) <

(3)

(4) a

(5) b

(6) Va € a(z C Lq) falls lev(a) < a+ 1
(7) Vo € bF(2) falls b= [z € Ly : F(x)]
8) Vo€ a(F(z) >z eb) fallsb=[r € Ly:x € aA F(z)]

(9) 3z € La(Vy € zA(y) A ~A(@)), Vo € aA(z) falls lev(a) < o

)

[s1 # t1],. -+, [sn # tn], 7A(3), A(t) falls in A(Z) jede Variable aus # hochstens einmal vor-
kommt
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(A1) [s1 # ti],...[sn # tul,a & tn,—B(si,...,sn_1,a),A(t) falls AZ) = Jy ¢

ZnB(x1,...,2p—1,y) und in A(Z) jede Variable aus & hochstens einmal vorkommt
(12) [s1 #ti],a € t2,a # s1,t1 € ta
(13) a Z b, Lg & a falls lev(b) < 8
(14) Lg Z 5,5 ¢ b, falls lev(b) < 0
(15) Yy € L,3u € Ly,(Jy € u(z € y) A A(u) mit A(u) := Ve € u(Vy € z(y # y) V B(u,z)) und

B(u,z) :=3xg € u(zg € x AVy € 2(y C 0))
(16) A(ap) mit ap ;=[x € Lpyy1:x=Lo V...V = L,]

(17) Yy € Lo(y # )
Sei 1 = (Ay, ..., Ay).

wrkVe€aA@) uy,  lev(a) falls I = (F,Vz € aA) von der Art (9)

Wwk@@N gy N falls 1= (o(@)*) von der Art (1)(Fund)
o(Il) :=
WA yrR(An)  gonst

w-2 falls II von der Art (15) oder (16
deg(ID) ::{ 0 sonst 19) 1o

Fiir jedes IT = (Ay,..., A,) € AX? der Art (j) definieren wir eine Regel Az3Tl mit [Az3TI] = 0,
A(Az3ID) == {Ay, ..., An}, k(Az}ID) = k(A(Az7II)).

Definition 3.1.3 (Das endliche Beweissystem RS°)
Formeln: RS-Sétze ‘
Regeln: AzfILund Ay pa,5 V4, Cutc, ReficA

Definition 3.1.4 (Das Bezeichnungssystem RS°)
RSO := (Dy, 0,deg, Ref,tp,[]) mit
Dy :=Menge aller RS-Herleitungen

o(Il) falls 7 = Az3Il

.7 max{o(do),lev(ip)} +1 falls Z=V\%
olZdy. - dn) = max{o(dp),K} +1 falls 7 = RefcA
max{o(dp),...,o0(d,)} +1 sonst

deg(ll) falls T = Ax}Il
deg(Zdy ...d,) = ¢ max{deg(dp),deg(d1),rk(C)+ 1} falls T = Cutc
max{deg(dp),...,deg(d,)} sonst

Ref(Zdy...d,) =0
Ist d =Zdy...d, mit T # Az}l dann sei tp(d) := T und d[i] := d;.
Ist d = Azjll, dann sei tp(d) := A ,, wobei A diejenige /\-Formel A; mit dem kleinsten

Index i in IT = (A44,...,A,) sei.

d[i] sei (mit einer etwas anderen Bezeichnung der Axiome, da wir weniger Axiome und damit eine
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andere Numerierung haben) definiert wie in [Bu01b].
Neu ist nur d = Axj1I mit

Il = (Vz € L(p(ag, .- an_1,z) — Iz € Li(tran(z) Az # DA p(ag, .-, an_1,2)%))

und ag,...,a,-1 € Ix.
Fiir diesen Fall sei

dlay] :== \/A Refiep(ag, - .., an)~ Axio(—p(ao, . . ., an), ¢(ag, - .., an))

an

fir a, € Tx.

Satz 3.1.1 RS ist ein normales Bezeichnungssystem fiir RS(K)- Herleitungen und wird durch
jeden Operator kontrolliert, der abgeschlossen gegeniiber den Funktionen Az, y.x#y, Ax.w-x, Ax.w*
und \z.z't ist.

Beweis: Man sieht leicht, da8 RS® normal ist. Im Vergleich zu [BuO1b] sind die Bedingungen fiir
Bezeichnungssysteme nur noch fiir d = (Refx)Ady und d = Az3II, wobei II aus einem I3 — Ref-
Axiom hervorgegangen ist, nachzurechnen und zu iiberpriifen, daf§ auch fiir alle anderen Herleitun-
gen die schirfere Bedingung o(d[i]) € H(k(d)Uk(i)) erfiillt ist. Die zusétzlichen Forderungen e) und
j) an Bezeichnungssysteme sind hier trivialerweise erfiillt, und auch die zusétzlichen Forderungen
h) und i) lassen sich leicht verifizieren. Die einfachen Beweise, soweit sie nicht bereits in [Bu01b)
ausgefiihrt sind, seien dem Leser iiberlassen. O

3.2 Das Bezeichnungssystem RS™

Im niichsten Schritt definieren wir endliche Beweissysteme RS?, die es uns erlauben Bezeichnungen
fiir RS(K)-Herleitungen anzugeben, die die Tautologien der Préadikatenlogik 1. Stufe herleiten.
Zusammen mit unserem Bezeichnungssystem RS und der Schnittregel ist damit ITs-Reflexion
eingebettet.

Definition 3.2.1 (RS)-Formeln)

1. u,v € TUVar,£ € On = u € v,u & v, Ad*(u), ~Ad*(u) RSx-Formeln

2. A,B RS)\-Formeln = AANAB,AV B,Vx € L\A,3x € LyA RS)-Formeln

3. A, B RS)-Formeln und = # u,u € 7\, U Var = Vz € uA,3x € uA RS\-Formeln
Definition 3.2.2 rkq(A) fir A RS)-Formel

1. rko(A) = rko(—A) = 0 fiir A atomar

2. rko(ANB) =rko(AV B) = max{rko(A),rko(B)} +1

3. rko(Vz € aA) = rko(3x € aA) = rko(A) + 2
Lemma 3.2.1 7k(A) < A +rko(A) fiir A = w* und A RS)-Satz.

Beweis: Siehe [BuO1b]. O
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Definition 3.2.3 Das endliche Beweissystem RS* besteht aus den folgenden Regeln:
(Ax? AA) -A, A

(A cus) Vo€ Ly(zeu— A),Vzeud fallsu e T,UVar,u#x

(A2, c,a) —JzeLr(zcund),Fzculd fallsueTaUVar,u#zx

Ay Ay k Ay,

(/\AO/\Al) AO/\AI (VAO\/Al) AO\/AI
Ax(y) Az (v)

Y |yl v - 7
(VV:ceL%A) Vo e L,\A'y‘ (HExELAA) e L A
falls v € T, U Var

Cc =C

(CUtC) 0

k(Z) := E(C) falls 7= Cutc

k(A)Uk(ip) falls 7 =3%
k(A(Z)) sonst
Vereinbarung: d, d; bezeichnen in diesem Abschnitt RS*- Herleitungen und fiir A gelte w® = .
Definition 3.2.4 o(d), deg(d)
O(AziAA) = O(A:L'ngHA) = MR (T2 0(Tdy .. . d,) := max{o(dp), ..., o0(dn)} + 1
| max{\+rko(C),deg(dp),deg(d1)} falls 7 = Cutc
deg(Tdy ... dn) := { max{0,deg(dp),...,deg(d,)} sonst

Definition 3.2.5 FV(d)
FV(Zdy...d,) := FV(Z)UU;_o(FV(d;) \ Fig(Z)) mit

[ FV(A(Q)UFV(v) falls T=3
FV(I) = { FV(A(Z)) sonst !

und

) falls 7 =V
Eig(T) 5:{ {y% sonst !

Definition 3.2.6 Herleitungen d mit F'V(d) = () heiflen geschlossen.
Definition 3.2.7 d(z/t) fir t € T,

B Tdy...d, falls Eig(T) = {z}
(Zdo - dn)(2/1) '_{I(z/t)do(z/t)...gn(z/t) onst

mit
Az y 4 (2/t) = Ax2 o 4y AxézxkeuA(Z/ t) = (AngwEuA)z(w)
Nagra, = Nag.wynar. ) Vaova, B/8) =N a, iyvar. o
Cutc(z/t) := Cutc,
V4 (2/1) =YY F(z/t) = 321%
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Lemma 3.2.2 Ist d eine RS*-Herleitung und ¢ € 7, dann ist d(z/t) eine RS*-Herleitung mit
End(d(z/t)) C End(d).(t), deg(d(z/t)) = deg(d), o(d(z/t)) = o(d) und k(d(z/t)) C k(d) U k(t).

Beweis: Induktion iiber die Lénge der Herleitung d. a
Lemma 3.2.3 a) FV(End(d)) C FV(d)

b) FV(d(z/t)) = FV(d) \ {z} fur t € T,.
Beweis: Induktion iiber die Lange der Herleitung d. Fiir Details siehe [BuO1b]. o

Lemma 3.2.4 a) Zu jeder RS*Herleitung d existiert eine (aus d berechenbare) RS*-
Herleitung d' mit End(d’) C End(d), deg(d') = deg(d), o(d") = o(d) und FV(d') =
FV (End(d)).

b) Wenn d = Zdy . . . d,, geschlossen ist und Fig(Z) = @), dann sind auch dy . .. d, geschlossen.

¢) Wenn d = V%dy geschlossen ist, dann ist auch do(x/t) geschlossen fur t € 7.

Beweis: a) Induktion iiber die Méchtigkeit von FV(d) \ FV(End(d)). Fiir Details siche [Bu01b].
b) Folgt aus FV(d;) C FV(d) U Eig(Z).
¢) Folgt mit dem vorangegangenem Lemma aus FV (dy) C FV(d) U Eig(Z) = {z}. m

Definition 3.2.8 Das Bezeichnungssystem RS™

Dy := Menge der RS-Herleitungen.

D, := Menge der geschlossenen RS*-Herleitungen.

Dy = {Dx: A =w}.

D+ = DO @] Dl

RS* := (D", 0,deg, Ref,tp,[]) mit o(d), deg(d), Ref(d), tp(d), d[i] fiir d € Dy wie im vorherge-
henden Abschnitt und o(d), deg(d) fiir d € D; wie oben definiert.

Fiir d € Dy sei Ref(d) := 0 und tp(d), d[i] seien definiert wie in [Bu01lb] (wobei natiirlich I durch
A ersetzt werden mufl).

Satz 3.2.1 RS™ ist ein normales Bezeichnungssystem fiir RS(K)- Herleitungen und wird durch
jeden Operator kontrolliert, der abgeschlossen gegeniiber den Funktionen Ax, y.x#y, Ax.w - x, Ax.w*
und Az.zf ist.

Beweis: Der Beweis erfolgt wieder induktiv nach der Lénge der Herleitung. Man sieht wieder leicht
ein, dafl RS* normal ist und auch die Forderungen an operatorkontrollierte Bezeichnungssyste-
me sind einfach zu verifizieren. Einige Hinweise finden sich in [BuO1b], der Rest sei dem Leser
iiberlassen. |

Satz 3.2.2 Wenn {¢;,...,¢,} eine im Sinne der Préadikatenlogik 1. Stufe giiltige Sequenz von
Formeln der Sprache (€, (Ad®)¢coy) ist, dann existiert eine (effektiv angebbare) RS*-Herleitung d
mit End(d) C {¢?,..., 92}, FV(d) = FV(End(d)) und k(d) C {0, \}.

Beweis: Dazu wéhlt man einen geeigneten schnittfreien Sequenzenkalkiil (z.B. einen Tait-Kalkiil)
und zeigt durch Induktion {iber die Lange der Herleitungen, dafl die Aussage des Satzes fiir jede

in diesem Kalkiil herleitbare Sequenz gilt. Fiir Details siehe [BuO1b]. O

Bemerkung: Zu jeder RS* Herleitung d existieren natiirliche Zahlen k,m,n mit o(d) = w**" +m
und deg(d) < A+ k.
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Kapitel 4

Die Bezeichnungssysteme H;

Wir definieren nun Bezeichnungssysteme Hs (6 € 7 (K)) fiir die Kollabierung und Schnittelimina-
tion. Wir beginnen zunéchst damit, weitere Regeln einzufiithren.

4.1 Das endliche Beweissystem D*

Definition 4.1.1 (Neue Regeln)

Allgemeine Hilfsregeln:

Vo F(x
(V22 F(x)) WFEJU; falls 0 < «
A A .
(I%) T falls A ~ A(A;)ics und ig € J
10
(SVm“F(r)) M
0
B A
(BY") e falls A € ¥1(k),8 < k € Reg U {K}

Pradikative Schnittelimination:

(Re) ¢ 0_‘0 falls rk(C) & Reg
0
(ET) 0 falls p < o und [p,c[NReg =0
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Y.3-Reflexion:

(8.9)"

(8'10)§4’T/\/\Ak

(N2)

Stationares Kollabieren:

&,
B3]

(H110.1)T7 &

(H210.1)77 5(s)

A
27 (Adé(2) N Alzm))

falls A € ¥3(m),& € C(m(m), m) Nm(r)

Ay, Ay
327 (Adé(2) A AP AL A AFT

falls Aq,..., Ag Unterformeln von ¥3(7)-Formeln und
e C(m(m),m)Nm(mr),&>0

—AdE(t), ~C[3)t, 32 (AdS(2) A BJ3)?)

falls B[s] Konjunktion von Unterformeln von ¥3()-Formeln und
C[5] Normalform von BJ[s],*
¢e C(m(m),m)Nm(m), &> 0,t €T,

V2™ (= AdS (2) Vv =C[5)7), 327 (AdS (2) A B[5)?)

falls B3] Konjunktion von Unterformeln von ¥3(7)-Formeln und
C'[s] Normalform von B[s],§ € C(m(n),7) Nm(n),& >0

T,B
Vo (Ade(v) — \ TR)), C(x.K)

falls B € II3(K) und
C = Fu(tran(u) Au # O A BX)) und
I' Unterformeln von II3(/C)-Formeln

I, B
—|Ad0‘ (S), \/ ]_—‘(S’K:)7 C(’I\'JC)

falls B € II3(K) und
C = Fu(tran(u) Au # O A B,
I Unterformeln von I3(K)-Formeln und s € 7

r

(10.1)7 1 —

LK)

falls T' Unterformeln von II3(K)-Formeln

1Vgl. Seite 37.
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Impréadikative Schnittelimination:
(H10.2)fy‘:2’UA(s)

falls A(S) S HQ(TF) und n = \IIZ(rY + w/t'€+ﬂ')

(10.2)k-m8 %
k(V3eF(z)) = k(VaPF(z))
k;(I;j.‘) = Ek(A)UEk(ip)
k(SVzaF(r)) = @
K(BL") K(AP)
kE(Rc) == 0
KES) = {o}
K((8.9)57) = {&m}Uk(A)
E((8.10)5%7  4,) = {&mUk(A1)U.. . Uk(Ag)
E(NDSL®) = {&m}Uk(S) Uk®)
K(N2)50) = {&T}UK(3)
F((HU10.)T8 5) == {7, 7} UK(T) UK(B)
F(H210.1)37 5(s) == {7, 7} Uk(T) Uk(B) Uk(s)
R((10.1)7 1) = {7, 7} Uk(D)
E((H10.2)5T7A(s)) = {7, p,7,0,0} UK(A(s))
k((10.2)1m5) = {v.mm €

Die meisten dieser Regeln sind im allgemeinen natiirlich falsch. Wir werden sie nur unter be-

stimmten Umstéinden verwenden. (V2%F(z)) dient dazu, aus einer Bezeichnung fiir eine RS(K)-

Herleitung eine Bezeichnung fiir eine RS(K)-Herleitung zu machen, in der simtliche Schliisse

LF(@) ... (teTy) LE() . (t € Tp)
Voo F (z) durch V2P F(z)

ne RS(K)-Herleitung, in der die Formel A durch A;, und alle Schliisse ~—— durch Rep

ersetzt sind. S¥*"F(®) werden wir nur verwenden, wenn o(h) < « ist. In dieser Situation kann
Va®F(z) niemals Hauptformel einer Regelanwendung gewesen sein. BZ’” verwenden wir nur falls

ersetzt sind. I{é erzeugt eine Bezeichnung fiir ei-

o(h) < f ist. Da o(h) insbesondere die Zeugen i von \/’;-Schliissen majorisiert, 18t sich in der
entsprechenden RS(K)-Herleitung jeder ff{—SchluB durch \/fg(gw) ersetzen. Die Regeln (R¢) und
(E;’) entsprechen der bekannten priadikativen Schnitteliminationsprozedur. Die restlichen Regeln
sind nach den Sétzen in [Rat92] benannt, die die Beweistransformation der zugehorigen unendlichen
Pendants behandeln. Die Aufgabe von (8.9)%™ besteht darin, Ily(7)-Reflexion auf ¥3(7)-Reflexion
hochzuziehen und mit (8.10)%’1r ,,,, 4, k6nnen wir auch Formeln reflektieren, deren Konjunktion zu ei-
ner Y3(7)-Formel dquivalent ist. An dieser Stelle kommen die neuen Regelanwendungen Ref5A(s)
ins Spiel. Die Axiome (N 1)%% t), (N 2)%% erlauben uns entsprechende Teilherleitungen zu be-

zeichnen.
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Die Regel (10.1);% stellt gewissermaflen den Schliissel fiir diese Kollabierungs- und Schnitteli-
minationstechnik dar. Um sie zu motivieren, betrachten wir die Beweistransformationen auf den
entsprechenden unendlichen Gegenstiicken. Wir wollen aus einer RS(K)-Herleitung von Teilformeln
von TI3(K)-Formeln I' mit Schnittrang < K + 1 eine RS(K)-Herleitung von I'™X) konstruieren.
Gleichzeitig soll die Ordinalzahlindizierung zusammengeschoben (kollabiert) und der Rang der
durchgefiihrten Schnitte verringert werden. Im unendlichen Fall geschieht dies durch transfinite
Rekursion. In den Fillen, in denen die letzte Regelanwendung A 4, V'3, RefS(A(s)) oder Cuta
ist, a3t sich die Induktionsvoraussetzung ohne Schwierigkeiten auf die Teilherleitungen anwenden.
Wenn wir sichern, da im Falle eines \/')-Schlusses der Zeuge i unterhalb von 7 und der neuen
Ordinalzahlindizierung und im Falle Cut4 in A aufler K keine Ordinalzahlen oberhalb der neuen
Ordinalzahlindizierung auftreten, erhalten wir die gesuchte RS(K)-Herleitung mit derselben Regel.
Probleme bereitet lediglich der Fall, daf} die letzte Regelanwendung Refx B ist. Fiir diesen Fall

seien hier die wesentlichen Beweistransformationen skizziert, wobei : fiir unwesentliche Teile des
neuen Herleitungsbaumes stehen und ich I' der Einfachheit halber als Formel auffasse:

L
. R oo LY

L) 3um (tran(u) A u £ 0 A BOR)

A

o Ly # 5,00 Ju™ (tran(u) Au# O A B@R) (1€ M N (]s| + 1))
—~Ad(s), DR Ju7 (tran(u) A u # 0 A BMR)

. Ad™ (s) — TRy (tran(u) Au# O A BWR) (s € Tp)

Vo™ (Ade () — DR Fu™ (tran(u) A u £ 0 A BUR) A

Die Regeln (H210.1)71 p(s) und (H110.1)7°F 5 erlauben nun die erste bzw. zweite unendliche Re-

gel in diesem Teilbaum zu iiberspringen. (8.10)1547r liefert das Gegenstiick T(™X) vz (Ad (z) —
I'®X)) um mit einem Schnitt das gewiinschte Ergebnis zu erzielen. Aus der Skizze sollte auch
deutlich werden, warum wir die Transformation fiir alle 7 € M® durchfiihren.

(10.2)#™¢ steht fiir die eigentliche Schnittelimination, die wiederum eine Kollabierung erfordert.
Hier wird im Falle eines Schnittes mit Rang K auf (10.1)271“ zuriickgegriffen. Der wesentliche Grund
dafiir, daf} die Kollabierung moglich ist, liegt darin, dafl wir nur Herleitungen betrachten deren
Endsequenz aus X(7)-Formeln besteht, und die damit keine w-fache Verzweigung haben. Die pro-
blematischen Fille sind hier die Ref$A(s)-Schliisse, die aber noch relativ einfach zu handhaben
sind (vgl. auch [Rat94]). Dies lduft im wesentlichen so, dafi wir unsere II5(7)-Formel erst inver-
tieren (Regel ItA (S)), die Induktionsvoraussetzung anwenden, um dann auszunutzen, dafl unsere
Ordinalzahlindizierung kleiner geworden ist, damit der Zeuge fiir unsere 31 (7)-Formel weit unter-

halb von 7 liegt und sich so 7 durch ein kleineres 7 ersetzen lafit (Regel Bl(f(:))t) Mit der Regel
(H10.2)1°77 A(s) erhalten wir die notigen Bezeichnungen fiir diese Transformationen.

Definition 4.1.2 (Induktive Definition der Menge D* endlicher Herleitungen)

1. Dt CD*
§,m &, *
2. (N ), (N2)p, €D

3. ho,h1 € D* — A aa, hoha, " ho, Cutchohy, Y35 F(x)ho, I ho, SY*" F@ ho, B} ho,

(10.1)7 1ho, (H10.2)77 A(s)ho, (10.2)27<hg € D

wobei die Ordinalzahlen und Formeln den in den Regeln angegebenen Nebenbedingungen geniigen
sollen.
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4.2 Induktive Definition von o(h),deg(h) und Ref(h)
fiir h € D*

Fiir h € Dt sind o(h),deg(h) und Ref(h) bereits definiert.

w

(4] =7
deg(ND)37 (1) = m+w
Ref((ND)g(t) = 0
o((N2)57) = 743
deg((NQ)%%) = THw
Ref((N2)57;) = 0

o(Aagna, hoha) = max{o(ho),o(h1)} +1
deg(/\AOAA1 hoh1) := max{deg(hg),deg(h1)}
Ref(/\AOAA1 hoh1) = max{Ref(ho), Ref(hi)}

o(V's ho) = o(ho) +1
deg(\V'4 ho) = deg(ho)
Ref(\4 ho) = Ref(ho)

o(Cutchohy) = max{o(hg),o(h1)} +1
deg(Cutchohy) = max{rk(C)+1,deg(ho),deg(h1)}
Ref(Cutchoh1) = max{Ref(hg), Ref(hi)}
o(V2*F(x)ho) = o(hg)
deg(Viy*F(z)ho) = deg(ho)
Ref(vg’”‘F(x)hg) = Ref(h())
o(I2h) = o(ho)
deg(Iisho) = deg(ho)
Ref([{gho) = Ref(h0>
o(S¥E F (@) py) = o(ho)
deg(S"*"F @) = deg(ho)
Ref(S¥"F@hg) = Ref(ho)
o(BY"ho) = o(ho)
deg(BY"ho) = deg(ho)
Ref(BY"ho) = Ref(ho)
O(Rch()h1> = O(ho)#o(hl)
deg(Rchohi) = max{rk(C),deg(ho),deg(hi)}
Ref(Rchoh1) = max{Ref(ho),Ref(h1)}
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O(Egho) = @a;po(ho)

deg(EShy) = p
Ref(Egho) = Ref(ho)
o((8. 9)§ "ho) = qolho)
deg((8.9)5"ho) = deg(ho)
Ref((8.9)5 he) = €+1
o((810)§7 yho) = max{erss,o(ho) + 2}
deg((S.IO)i’I“_,Ak ho) = max{m+w,deg(hgy)}
Ref((8.10)57 4 ho) = &+1
o((H110.1)]°% pho) = Ela+m)
deg((H,10. 1) Tl ) = E(a+m)
Ref((H110. );r a’ 0) = max{a, Ref(ho)}
o((H210.1)7'7 p(s)ho) = Ela+|s]) +w
deg((H210. ): g(s)ho) = E(a+m)
Ref((H210.1)77 p(s)ho) = max{a, Ref(ho)}
o((10.1) 1ho) = E(y+Kotho) + 1)
deg((10.1)7 pho) = E(y+ Kot + )
Ref((10. 1)%Fh0) = max{y + K°") Ref(hy)}
o(H10.2)5 77 A(s)ho)  i= W (y +wrolhortm)
deg((HlO.Z)’;:g’”A(s)ho) = WO (ry 4 wholho)tm)
Ref((H10.2/777 A(s)ho) = max{y +wi@R)+D, Ref(ho)}
o((102)87hg) = WS (5 wholio))
deg((10.2)4™Chg) = W (y + wiolho))
Ref((10.2)4™5hg) = max{y+w ") Ref(ho)}

Man beachte: 7% = (w™)¥ = W™ = p0(7 - w).

4.3 Induktive Definition von tp(h) und h[i]
fiir h € D*,i € |tp(h)|

Fiir h € D sind tp(h) und h[i] bereits definiert. Die folgenden Definitionen von h[i] sind teilweise
sehr komplex. Sie sind im Anhang noch einmal in einer suggestiveren Schreibweise wiederholt.

Ist A= A; A...A A, eine Konjunktion von Unterformeln von X3(7)-Formeln, dann existiert eine

L gq-Formel Bla] = Bi[d] A ... A Byld] und § € 7. mit A = B[3]™. Sei GM L die Theorie in
L g4, die aus den Axiomen (Ext), (Paar), (Ver) und dem Axiomenschema ¢ — Sep, ¢ € Ay (auf
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die reichere Sprache iibertragen!) besteht. Zu Bla] existiert eine weitere £44-Formel Cla] in ¥3-
Gestalt, so dafi die Aquivalenz von B[d] und C|@] in GM L beweisbar ist. Es gibt also endlich viele
Axiome ¢q, ..., ¢, aus GM L, so daf die Sequenz

_'d)lv . '7_'¢k7 _‘B[dLC[d’]

rein logisch herleitbar ist.
Da fiir die Kodierung von Mengentupeln nur das Paarmengenaxiom erforderlich ist, 1a8t sich C|a]
so wihlen, daB8 auch die Aquivalenz von C[a)¥, B[a@]¥ in GM L beweisbar ist, wenn y eine nichtleere
transitive Menge ist, die das Paarmengenaxmm erfiillt. Es gibt also weitere Axiome 1, ..., aus
GML, so dafl die Sequenz

1, ..., =, —(tran(y) Ay # O A (Paar)?),-C|d])Y, Blad)Y

rein logisch herleitbar ist.
Lt. Satz 3.2.2 existieren also RS”-Herleitungen dy, d; von

—¢7, ..., ¢y, ~Bla]", Cla]™
und
ﬁwi: ) ﬁ’(/}l7r7 ﬁ(tra‘n(y) ANy 7& 0 A (PaaT)y)7 jCv[d']ya B[C_i]y

mit FV(dy) C {ag,...,am} und FV(dy) C {ag,...,am,y}. Da sg,...,Sm, L, € T, sind, sind auch
do(d/5),d1(@/s,y/L,) RST-Herleitungen fiir 7 < 7. Alle diese Dinge lassen sich effektiv aus A bzw.
B berechnen. Wir bezeichnen C[$] dann auch als Normalform von B[3].

Wir definieren: ¢,
((Nl)B[g]( ) = /\ﬁAds(t)

und

(ND 3R (D7) = Cutopg- (da, dy) fiir 7 € ME N 1

mit

dq := Axio(Lr # t,~C[5]", C[5])
dy == \/ /\ (Cuty, (dy, , dy,), \/Adé(LT)Axg(LT =L,))

dyy 1=\, (A (tran(L,)), \/iﬁé@ Azi(Lo = Lo)), Azt (Paar™))

dy, = Cutyr (Azi (47). ..., Cutyy (A (4], du(@/5,y/Lr)...)
o := tran(L;) A Ly # 0 A Paar”
Fy := 327 (Ad*(2) A B[3)?)
Fy := Ad*(L,) A B[5]"

Em oy L
tp(N2) ) = /\v,z’*(ﬁAdE(z)\/ﬁC[;]z)

g,m — * &
(N2)5t] = \/ﬁAdg(t)vﬁC[g]t(Nl)B[g] (t)

fir t € 7.

Fiir h = Tho...hy mit T = Ay x4, Z = \/1(1) oder T = Cutc sei tp(h) := T und h[i] := h; fir
i € tp(h).
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Fiir h = V5% F(x)hg sei

t (h) - /\VmﬁF(x) falls tp(ho) = /\Vmo‘F(m)
PR - tp(ho) sonst

hli] ==V F (x)(ho[i])
fir ¢ € |tp(h)].

Fir h = I{;‘ho sei

| Rep falls  tp(ho) = A4
tp(h) := { tp(hg) sonst

hli] = Ij; (ho[i])
fiir i € |tp(h)].
Fiir h = SY*"F@) py sei
tp(h) := tp(ho) und hfi] := ST (holi])
fiir ¢ € |tp(h)|.

Fiir h = B hy sei

0w falls  tp(hg) = /%
— A8 A
tp(h) : { tp(hg)  sonst

hli] :== B (holi])
fiir i € |tp(h)].
Fiir h = Rohohy sei

tp(ho)  falls C & A(tp(ho))
tp(h) falls  —~C & A(tp(h1))

tp(h) := Cutc,, — falls C € A(tp(ho)),~C € A(tp(h1)), tp(ha)
Cut-c,, falls C € A(tp(ho)),~C € A(tp(h1)),tp(ho)

U= Rohomnlil falls —C ¢ Altp(hn)

h[0] = { Rcholiolhy  falls € € A(tp(ho)), ~C € A(tp(h1)), tp(h1)
" | Rchohilig) falls C € A(tp(hg)), ~C € A(tp(h1)), tp(ho)

h[1] = { Rchol0lhy  falls  C € A(tp(ho)), =C € A(tp(ha)), tp(ho)
" | Rchohi[0] falls C € A(tp(hg)),~C € A(tp(hy)), tp(h1)

Fir h = EJhg sei

_\/%
=V
__\/%
=V

_\/%
=V
— 0
=V

__\ /%
= Ve
— 20
=V

- i < =
tp(h) = { Rep  falls  tp(hg) = Cutc mit p < v:=rk(C) <o

tp(hg) sonst
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B = EYRcEZho[01EZho[1]  falls  tp(ho) = Cutc mit p <v:=71k(C) <o
B EYho [4] sonst

fir ¢ € |tp(h)|.
Fiir h = (8.9)2’”h0 sei

_ [ RefS(Ay) falls tp(ho) =\
tp(h) := { tp(ho) sonst ’ !

hli] == (8.9)%" (holi])
fiir ¢ € |tp(h)|.
Fiir h = (8.10)%"  , ho sei
tp(h) = Cuts.~ (a4t () rC[3)7)
h[0] := Cut i~ (ho, (8.9)¢ T4 d)
mit
d = Cutyr (Az7(47), ..., Cutyr (Az7(¢F), do(d@/5)) .. .)
wobei B die £ a4-Formel und dy die Herleitung von Seite 37 fiir A = A3 A ... A A, seien.

s

h[1] = (N2)5T;

Fiir h:= (H110.1)7°F gho sei

tp(h) = /\Vv""(Ado‘(v)H\/ (w.K))

*

hls] :== (H210.1)7 % p(s)ho

\/ﬂAda(s)v\/ [(s:K)
fir s € 7.

Fiir h:= (H210.1)77 p(s)ho sei
tp(h) = /\—\Ada(s)

hir] = Cutp v (i, \ o N\ (2o V(1007 1 pho))

fir 7 € M* N |s| mit
C := FuX(tran(u) Au # O A BOX)

G := (tran(L,) A L, # 0) A B(F)
dy = Aziy(Lr # s, [\ -0, \/TR)

dy = \(Axf(tran(L,)), \/z#@ \/ZOGLT Aws(Lo = Lo))
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Fiir b := (10.1)7 pho sei

Cutp falls  tp(ho) = Refic(B)
AV falls  tp(ho) = A4

tp(h) == k) falls  tp(ho) = V%5
Cutpy falls  tp(hg) = Cutp
tp(ho) sonst

mit F := 7 (AdY (v) A \~End(ho) ")), dg = + KoholOD),
Falls tp(ho) = Refi(B) sei

h[0] == (810)T50 1 eyl

h{1] == (H10.1)750 . hol0]

mit End(hg) = {F1,..., Fn} und

* 7, I ,IC
dy = /\ﬂFl(w,mAmAﬁFx,m(Aa:m(ﬁFl( ) PRy

* T, K K * K T, K
/\ﬂF,(,f_”f)/\ﬂF,(n”*’Q(A3710(ﬁF1§1—1)7F7(n—1))a(Axlo(_‘FT(n )aFV(n ))

Sonst sei
hli] := (10-1):*,End(h0[i])h0m

fiir ¢ € |tp(h)|, wobei
A* =y =y 4 WEotholED i

falls tp(hg) = /\vx,cF(w) und 7* = v sonst.

Fiir i == (H10.2)177 A(s)ho sei
tp(h) := /\A(S)Wfr)

mit 7 := VI (y + whetT).
hlt] = B, (10.2)177 1 hg

fiir t € 7, mit y, := 7y + wH I
Man beachte: A(s); = 32" G(s,t,x) fiir A(s) = Vy™3Iz"G(s,y, x).

Fiir h := (10.2)%™%hg mit tp(he) = Refg A(s) sei

tp(h) := \/77

327 (Ad (2)Au€zA(u)(=:m)

mit 7 := W7 (ry 4 wr-ohol0D+m)

hol =\, (\/de(Ln) Axt(Ly = L), \/F (H10.2)"77 A(s)ho[0])

mit ¢ := o(hg[0]) und
Fy := Ad°(L,) A Ju € Ly A(u)™™

Fy:=3u € LyA(u)™™m.
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Fiir den Rest des Abschnitts sei ag := max{o(ho[0]), 0(ho[1])}.
Fiir i := (10.2)4™%ho mit tp(hg) = Cuts und © < rk(A) sei tp(h) := Rep.
Ist rk(A) = K, dann sei
BIO] = (10.2)%™4(Cut gt ) (10.1)5 1 aho[0], (10.1)5 1~ aho[1]))
mit k= Z(y + K), v =y + 0.2 1 = Z(y + K% 4 k) und I := End(hg).
Ist m < rk(A) € Reg, dann sei
B0] := (10.2)27 BX= () (Cut 4((10.2)27Cho[0], (10.2)27ho[1]))
mit dp 1=y 4+ w0, 7 := St(rk(A4)) und v := St(rk(A))~.
Ist # <rk(A) € Reg und ag < rk(A) =: 7, dann sei
o] = { (10.2);‘:5&,4}10[1] falls A =307F(2)
(10.2)#™ES4ho[0]  falls A =Va"F(x)
Ist m <71k(A) € Reg und m = 7 < g, dann sei
h[0] := Cut , w0 (o). (d1, d2)

mit o
dy == By 7 (10.2)470ho 0]

da 1= (102)447° (%" F (2) 1)
wobei 0.B.d.A. =A =Vz"F(z).
Ist m <7k(A) € Reg und 7 < 7 < a, dann sei
h[0] = (10.2)27 5By ") Cut 4 40 (sg).r) (di, da)

mit dy,dy wie oben und &’ := dp + wh ¥,y = § + wh ¥y = SHWI(F)) .
In allen iibrigen Fillen, d.h. wenn ¢p(hg) # RefZA(s) und (tp(ho) # Cuta oder rk(A) < ) gilt,
ist

tp(h) = tp(ho) und hfi] := (10.2)$’”7€h0[i] fiir i € |tp(h)|.
4.4 Induktive Definition von H;

Definition 4.4.1 (Die Bezeichnungssysteme H; fiir RS(K)-Herleitungen)
1. D* C Hs C D*
2. ho,h1 € Hs — A 4 na, hoh1, V' ho, Cutchohy € H

3. hp e Hs, < a— V%C‘F(:c)ho € H;

>~

. ho € Hs, A~ N\(Ai)ic,io € J — Iish € Hs

ot

. ho € Hs,o(ho) < a — S¥* " F@)phy ¢ Hy

(=2}

. ho,h1 € Hy,rk(C) & Reg — Rchohy € Hy
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7. h’O € Héa P < g, [p,a[ﬁReg = wa deg(ho) <o— Egho € H(5
8. ho € Hs, A € ¥1(k),0(hy) < B < k € RegU {K} — B5"hg € H;

9. t € 7, B[5] Konjunktion von Unterformeln von X3(m)-Formeln — (NI)EBEZ]( ), (N2) Bz € Hs

10. hg € DY, £ € C(m(nm),m)Nm, A€ X3(n) — (8.9)iﬂho € Hy

11. hg € DY, £ € C(m(r),m) N, £ >0, Ay,..., Ay Unterformeln von X3(m)-Formeln,
— (8.10)57 4, ho € H

12. ho € Hy, d =7+ K20, me MP, s € Tr, NF(y,Ko)),
I' Unterformeln von TI3(K)-Formeln, B € TI3(K), C = Fu™ (tran(u) Au # O A BK) € T,
k(ho) Uk(T') € C(y+1,E(y+1)), End(ho) CT, B, do+7 <6 — (H10.1)7p" rdo 5(8)ho € Hy

13. ho e H,, ap:=~v+ ]Co(ho)’ e Mdo, NF(,-y7ICO(h()))7
I' Unterformeln von II3(K)-Formeln, B € II3(K), C = Ju’ (tran(u) Au # 0 A B(hu,}c)) €T,
k(ho) UK(T) € C(y+ LE(y +1)), End(ho) CT, B, do+7 <8 — (Hi10.1)7{ 5o € Hy

14. hg € Hy, &=~ + K" 7€ MY NF(y,Ko"), deg(ho) < K + 1,
I' Unterformeln von II5(/C)-Formeln,
k’(h()) U k‘(F) - C(’y + 175(’}/ + 1)), End(ho) CT,a4+nw<d — (10 1) Fho € H;

15. hg e H,, & =7+ w"*, o := max{o(ho) + 1,7} +1, p € Kard, 7 < p,
o0 <7, NE(y,wtoh)) o c C(m(n),n) Nm(r), deg(ho) < fi,
{v,m o u} Uk(ho) CCy+ LE(y+ 1) NHC(Y+ L ¥y +1)) s w < 7 < K}
End(ho) \ {A(s)} € %1 (m) U Ao(m), A(s) € Thp(r),
Ref(ho) <7, ¢ =o(ho), & < — (H10.2)1"77 A(s)ho € Hs

16. ho € H,, & =y whotho) e Kard, ™ < p,
€ <y, NF(y,0200), ¢ € Clm(m),w) Nm(r), deg(ho) < i
{y.m &uyUk(ho) CCY+LEN+1))NN{C(y + 1,90y +1)) s <7 < K}
E?’Ld(ho) - El(ﬁ)UAo(’]T)7
Ref(ho) <7, & <8 — (10.2)4™%hg € Hs

Erst jetzt ist die Definition von Hy abgeschlossen und prizisiert, in welchem Kontext wir die zu
Beginn dieses Abschnittes eingefiihrten Regeln benutzen wollen. Zur Bedeutung der hier ange-
gebenen Bedingungen vgl. man auch die Ausfithrungen am Anfang dieses Abschnittes. Bei der
Forderung k(ho) UL(T) C C(y+ 1,Z(y + 1)) in 12.-14. und der Forderung {~,n,&, u} U k(hg) C
Cy+1,E(v+1)NN{C(v+1,¥%(y+1)) : # <7 < K} in 15. und 16. handelt es sich um die bereits
erwihnten Einschrinkungen, die notwendig sind, um die in den Zeugen auftretenden Ordinalzah-
len unterhalb der kollabierten Ordinalzahlindizierung der neuen Herleitung zu halten und dafiir zu
sorgen, daB Schnittformeln der Induktionsvoraussetzung geniigen. N F (v, K°(*0)) wird uns diverse
Male erlauben, auf v € C(«, 8) zu schlieBen und £ € C(m(rw),7) N m(x) ist gleichbedeutend mit
ME¢ stationir in 7, wie wir bereits gesehen hatten. Man beachte auch, daf die Regeln (8.9)%7T und

(8.10)3’:{,“.7 4, nur auf Herleitungen hg € DT anwendbar sind.

k

Definition 4.4.2 (Die Operatoren H;)
Die Operatoren Hy sind durch

X) = {C(a,B): X CCla, ) A6 < a}

definiert.
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Die Hauptaufgabe der Operatoren liegt darin, dafiir zu sorgen, daB die Ordinalzahlindizierung
nach dem Kollabieren streng monoton ist, d.h. hier den gewéhlten Bezeichnungen fiir Teilbdume
muf eine kleinere Ordinalzahl zugewiesen sein als der Bezeichnung des Baumes. Das Konzept der
operatorkontrollierten Herleitungen ist zuerst in [Bu92] eingefiihrt worden. Das niichste Lemma
fafit die fiir uns wesentlichen Eigenschaften der Operatoren zusammen:

Lemma 4.4.1
i) Hs(X) CH,(X) fir § < 7.
ii) Die Operatoren H; sind abgeschlossen gegeniiber +, #, -, ¢, ¢ und (0 — Qs )o<k.-
i) Ist &, 7, € Hg(X) und € < a < 6, dann ist W5 (a) € Hs(X).
iv) Ist Q5 <1 < Qp31 < K und 5 € Hs(X), dann sind 0,4y, Qo111 € Hs(X).

Beweis: Siche [Rat92] o

Der néchste Satz beinhaltet die zentrale Aussage dieser Arbeit:

Satz 4.4.1 (Hs,0,deg, Ref,tp,[]) ist ein normales Bezeichnungssystem fiir RS(K)-Herleitungen
und wird durch den Operator Hs kontrolliert.

Beweis: Es sind die Bedingungen a)-m) fiir operatorkontrollierte Herleitungen aus Definition 2.4.1
zu zeigen und es ist zu zeigen, dafl die Funktion [] nicht aus Hs herausfiihrt, d.h.

n) hli] € Hs fir h € Hs und @ € [tp(h)].

Der Beweis erfolgt wieder durch vollstéindige Induktion iiber die Lidnge der Herleitung h € Hs.
Soweit nicht anders angegeben, werden die Bezeichnungen aus den Definitionen von Seite 36 bis
42 verwendet. Die Félle entsprechen den zur Definition von h[i] vorgenommenen Fallunterschei-
dungen, wobei die Reihenfolge aus Definition 4.4.1 beibehalten wurde.

Fiir h € DT gilt die Behauptung lt. Satz 3.2.1.
Ist h = /\AOAA1 hohi,h = \/%y hg oder h = Cutchohi, so folgen a)-n) unmittelbar aus der
Induktionsvoraussetzung.

L h =V (2)ho
a) Fir A(tp(h)) = A(tp(hg)) folgt die Beh. aus der I.V. und sonst ist

A(tp(h)) = {Va"F(a)} = A(VE"F(x)) € End(h).

b) Lt. LV. gilt

End(h[i]) End(ho[i]) \ {2 F(2)} U {V2? F(z)}
(End(ho), Ai(tp(ho)) \ {Va*F(z)} U{Va"F(z)}

End(h) U A(tp(h)),

N 1N

da A;(tp(h)) = A(tp(ho)) fiir i € [tp(h)].
¢) Lt. LV. gilt
o(h[i]) = o(ho[i]) < o(ho) = o(h)

fa. i€ |tp(ho)| 2 [tp(h)].
d),e) analog zu c).
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f)-j) folgen unmittelbar aus der I.V..
k) Lt. I.V. gilt

k(End(h)) C k(End(hy)) U k(V2P F(x)) C k(ho) U k(Vz’F(z)) = k(h)

1) Fiir tp(h) = tp(ho) folgt die Beh. aus der I.V. da Hs(k(ho)) C Hs(k(h)) we. k(ho) € k(h) und
sonst ist

k(tp(h)) = k(¥2”F(x)) C k(h) € Hs(k(h))
m) Fiir tp(h) = tp(hg) folgt die Beh. wieder aus der I.V. und sonst ist

k(hli)) = k(72 F()) U k(holil) € Hs(k(h) U k(i)

fiir ¢ € |tp(h)| C |tp(ho)| ebenfalls 1t I.V..
n) Lt. LV. gilt ho[i] € Hs, also auch h[i] € Hs.

1. h = IAh

a)-k) folg((]en trivialerweise (wenn ¢p(h) = Rep) oder analog zum vorherigen Fall.

1) Folgt unmittelbar aus der I.V., da ¢tp(h) = Rep oder tp(h) = tp(ho) und o(h) = o(hy).

m) Da k(A) C k(h) und k(ho[é]) C Hs(k(ho) U k(7)) C Hs(k(h) U k(7)) folgt die Behauptung.
n) folgt analog zum vorherigen Fall.

II. h = SY="F@)p,
a) Da o(ho) < « folgt aus der L.V. h) tp(ho) # Ayyep(,) und somit It. I.V. a)

Altp(h)) = Altp(ho)) € End(ho) \ {va® F(x)} = End(h)

b)-m) folgen unmittelbar aus der I.V. bzw. analog zu oben.
n) Lt. LV. ¢) ist o(ho[z]) < o(ho) < a.

IV. h = B5"hg
a) Wire tp(hg) = Refx B oder tp(ho) = Ref$B mit A(tp(ho)) = {A}, dann wiire 1t. LV. i) bzw.
j) & < o(hg) im Widerspruch zu o(hg) < k.
Ist tp(ho) = V', dann gilt

10

Atp(k)) = AN/ ) = {AP9} € End(h).

AB,K)

Sonst gilt 1t. I.V.
Atp(h)) = A(tp(ho)) € End(ho) \ {A} € End(h).

b)-n) folgen unmittelbar aus der I.V. bzw. analog zu oben.

V. h = Rchohy
Wir betrachten nur die beiden Falle

0¢AwmmuMCeAwwmﬁCGN@%»mwﬁ:vl_

Die Beweise fiir die anderen Fille verlaufen analog.
a) Ist C' ¢ A(tp(ho)), dann gilt 1t. I.V.

A(tp(h)) = Altp(ho)) € End(ho) \ {C} € End(h).
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Sonst ist A(tp(h)) = 0.
b) Ist C' & A(tp(ho)), dann gilt 1t. I.V.

End(hli]) = End(Rcholilhy)
= End(ho i) \{C} U End(h1) \ {-C}
€ End(ho) \{C} U End(h1) \ {-C} U A;(tp(ho))
= End(h) UA;(tp(ho)).
Sonst ist
End(h[0])) = FE

End(ho[zo]) \ {C}U End(hy) \ {-C}

End(ho) \ {C} U End(h1) \ {=C} U A (tp(ho))
(

(

N

= End(h)U{C;}
= End(h)U A(tp(h))

Fiir End(h[1]) folgt die Beh. analog.

¢) folgt mit der I.V. aus der strengen Monotonie von # in beiden Argumenten.

d) und e) folgen unmittelbar aus der I.V..

f) Ist tp(h) = Cutp, dann ist D = Cy,, D = =C;,, tp(h) = tp(he) oder tp(h) = tp(h1). Da
rk(Ci,) = rk(—C;,) < rk(C) und It. I.V. in den anderen Féllen

rk(D) < max{deg(ho),deg(h1)} < deg(h),

folgt die Behauptung.
g)-k) folgen unmittelbar aus der I.V..
1) Der erste Fall folgt analog zu den vorangegangenen Beweisen. Sonst ist

k(tp(h)) = k(Ci,) € k(C) Uk(io) = k(tp(h1)) € Hs(k(h1)) € Hs(h(h))
m) Im ersten Fall folgt die Behautung wieder analog zu oben. Ansonsten gilt
k(h[0]) = k(holio]) U k(ha)
und es ist k(ho[io]) € Hs(k(ho) U k(o)) 1t. LV.. Da k(o) C k(tp(h1)) € Hs(k(h1)) 1t LV. 1) folgt
Hs(k(ho) U k(io)) € Hs(k(h)).

n) folgt unmittelbar aus der I.V..

VL h = E%hq
a) und b) folgen trivialerweise oder unmittelbar aus der I.V..
¢) Mit der I.V. folgt im Fall tp(hg) = Cutc:

by oDy (0(ho[0)#P, -, (0(ho[1]))) < @, (P, 2, (0(ho))) = 4, ,(0(ho)) = o(h)

und sonst folgt die Beh. direkt aus der I.V. mit der Monotonie von ¢, - .

d) deg(hlil) = p = deg(h)

e)-1) folgen entweder direkt aus der I.V. oder sind trivial.

m) Ist tp(h) = Cute dann gilt It. LV. k(C) = k(tp(ho)) € Hs(k(ho)) und somit
v =rk(C) € Hs(k(ho)) C Hs(k(h)).

Mit der 1.V. folgt

k(R[O]) = K(ho[0]) U k(ho[1]) U {v, o} € Hs(k(ho) U{o}) = Hs(k(h))
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n) Im Fall tp(h) = tp(ho) folgt die Behauptung aus der I.V.. Sonst folgt die Beh. mit der I.V. und
([p, v[U[v, o) N Reg = [p,c[NReg = 0 und v & Reg.

VIL h = (N1)5% (1)

B[s]
a)
M) = MA_ o) = {7AE(0)} € End(n)
b)
End(h[r]) = {LT #t,~C[5", 32(Ad* (z) A B[3))}

C End(h) U{L" #t}

= End(h) U A (tp(h))
c) Es ist

o(dy), of /\AdE(LT) Azi(L, = Ly)) < 1%
und
o(di(@/s,y/L;)) <7

Also folgt insgesamt o(h[7]) < 7 = o(h).
d) Es ist
deg(d1(@/5,y/Lr)) <7 +w

und zu ¢ = 1,...,1[ existieren n; mit
rk(Y) =7+ n,.

Weiter existiert ein n mit
rk(o) =w-7+n

und es ist
rk(C[8)") <m

wg. lev(C[5]7) < 7. Es folgt

deg(h[7]) < m 4+ w = deg(h).
e)-g) sind trivial.
h) Es ist 7 < [t| < 7 < o(h).

i) und j) sind trivial.
i{)) Folgt aus k(C[3]) = k(B[3]) = k(3).

k(tp(h)) U{o(h)} = k(t) U {m*} C Hs(k(t) U {m}) © Hs(k(h))
m) Lt. der Bemerkung auf Seite 30 existieren n,m < w mit
o(h[T]) = ™™ + m.
Da 7 € k(h) folgt
o(h[r]) € Hs(k(h) U {T}).
Ansonsten gilt .
k(\/Adﬁ(LT) AJ:;(LT =L;))= {T},

k(dl[d/§7 y/LT]) - {Oaﬂ—77—} U k(g)7
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k(dp,) = {0,7},  k(da) = {7} Uk(t) Uk(3),
k(o) = {7} und k(yT) = {r} firi=1,...,1L.

Also ist k(h[7]) = k(h) U {7} C Hs(k(h) U{T}).
n) Es ist h[r] € DT C Hs.

VIIL h:= (N2)5T

B[3)
a)
A(tp(h)) = {Vz"(—Ad*(z) v ~C[3]*)} C End(h)
b)
End(h[r]) = {-AdS(t) Vv -C[3]', 32 (AdS(2) v B[3)*)}

C  End(h)U{-Ad*(t) A -C[3]'}

= End(h) U A(tp(h))
c)

o(h[t]) =7“ +2 <7 +3=0(h)
d)

deg(hlt]) = m +w = deg(h)

e)-g) sind trivial.
h)
k(t) < Jt| < w < o(h)

i) und j) sind trivial.

k)
k(Y2 (<A (2) V ~C[81%), 32 (AdS () A B[SIF)) € {&, 7} Uk(S) = k(h)
)
k(tp(h)) U {o(h)} = {m,7* + 3} UK(5) C Hs(k(h))
m)

k(h[t]) = k(t) Uk(5) U, 7} © Hs(k(h) UK(t))
n) Folgt aus (Nl)%g.] (t) € Hs mit 2. aus der Definition von Hs.

IX. h = (8.9)5"ho

a) Da lev(A) < m < K folgt aus tp(ho) = Refx B, dal A & A(tp(ho)).
Da hg € DV ist Ref(ho) = 0 und damit tp(hg) # Ref? B(s).

Ist tp(ho) # V5, dann ist 1t. L.V.

A(tp(h)) = Altp(ho)) = Altp(ho)) \ {A} € End(ho) \ {A} € End(h).
Ist tp(ho) = V5 mit A = Fu™Vy™ 32" F(u,y, z), dann ist
A(tp(h)) = A(Refs(Vy™ 32 F(s,y,2))) = {32 (AdS(2) A A®™)} C End(h).
b) Folgt unmittelbar aus der I.V..

¢)
o(hli]) = wotholi) < golho) — o(p)

d) und e) folgen unmittelbar aus der I.V..
f) Aus tp(h) = Cute folgt tp(hg) = Cute und damit rk(C) < deg(hg) = deg(h) 1t. V..
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g)-1) folgen analog zu f).
j) Ist tp(h) = Ref? B, dann ist

tp(h) = Ref;(¥y" 32" F(s,y,))
und damit £ < Ref(h). Lt. LV. ist 0 < o(ho[0]) < o(hg) und damit auch
o(h[0]) + 1 = 7°l0D 11 < 7o) — o(h) und 7 < o(h).

Lt. Voraussetzung gilt £ € C(m(w), ) N m(mw).
k)
kE(End(h)) C {r} Uk(A) C k(h)
1) Es ist o(hg) € Hs(k(ho)) It. LV.. Da 7 € k(h) folgt o(h) € Hs(k(h)).
Ist tp(h) = tp(hg) so folgt die Beh. aus der I.V..
Ist tp(h) = RefSA(s) dann folgt die Beh. aus k) mit k(tp(h)) C k(End(h)).
m) folgt analog zu oben aus der I.V..
n) folgt ebenfalls unmittelbar aus der I.V..

.....

End(h[0]) = End(ho) \ {B[3]"} U {327 (Ad* (2) A C[5])} C End(h) U Ao(tp(h))
End(h[1]) = {V2"(~Ad*(2) V =C[5)%), 32" (AdS (2) A B[5))} C End(h) U A (tp(h))

) o(h[0]) = max{o(ho), 7" T2} 4 1 < max{o(ho) + 2,ex 11} = o(h)
o(h[1l]) =7 +3 < ex41 < o(h)
d)
deg(h[0]) < max{deg(ho), ™ +w} = deg(h)
deg(h[1]) = 7 + w < max{deg(hg), 7 + w} = deg(h)
) Ref(h[0]) =&+ 1= Ref(h)
Ref(h[l]) =0 < Ref(h)

f)

rk(327(Ad*(2) ACE)*)) =7 +n <7 +w < deg(h)
g)-k) sind trivial.
1) folgt da 1t. I.V. o(ho) € Hs(k(ho)) C Hs(k(h)) und k(tp(h)) C k(h).
m) Es ist k(h[i]) C k(h) fiir i = 0,1 und aus © € k(h) folgt auch o(h[i]) € Hs(k(h)).
n) folgt unmittelbar aus 1.,2.,9. und 10. der Definition von Hj.

XL h = (H110.1)7 3% ho

Dann gilt hg € H,, dg := v + K°ho) 7 € M, NF(vy,Kotho)),

I' Unterformeln von II3(K)-Formeln, B € II3(K), C = 3uX(tran(u) Au # 0 A BS)) e,
k(ho) Uk(T) C C(y + L,E(y + 1)), End(ho) C T, B, do + 1 < 6.

a)
A(tp(h)) = {W™ (Ad* (v) — \/ T} C End(h)
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b)
End(h[s]) = {~Ad*(v) v \/ T u{C™M} C End(h) U Al(tp(h))
¢)
o(h[s]) = E(&o + |s|) + w + 2 < E(Go + ) = o(h),

da|s| e m € C(&o + 7, E(dp + 7)) NK = E(&o + 7) und somit &g+ |s| € C(&o + 7, Z(do + 7)) wg.
NF (G, 7).
d) A
deg(hls]) = deg((H210.1)73(s)ho) = Z(dq + ) = deg(h)

e)

Ref(h[s]) = max{ég, Ref(ho)} = Ref(h)
f) und g) sind trivial.
h)

|s| <7 e C(a&+mE(Gy+ ) NK =E(& +7) = o(h)

i) und j) sind trivial.
k) folgt aus k(C) = k(B) und k(T') U {r} C k(h).
1) Es ist

k(tp(h)) = {m} U k() \ {K} € Hs(k(h))

und wg. &g + 7 < 0 folgt auch
O(h) = E(do + 7T) € Hs(k(h)),

da é&o = v + K°tho) € Hy(k(h)).
m) Es ist k(h[s]) C k(s) U k(h) und analog zu oben folgt

o(hls]) = E(ao + |s]) + w + 2 € Hs(k(h) U k(s)).

n) folgt unmittelbar aus 12. der Definition von Hs mit der I.V..

XIL h = (H210.1)72%(s)ho

Dann gilt ho € H,, dy :=v+ K0 7w e MY, se T, NF(y, Kot

' Unterformeln von TI3(K)-Formeln, B € TI3(K), C = Fu™ (tran(u) Au # O A B®X) €T,
k(ho) UK(T) CC(y+1,2Z(y+ 1)), End(hy) CT,B, dp+ 7 < 4.

)
{=Ad%(s)} C End(h)
b)
End(h[r]) C End(h),L; #s
— Bnd(h) U A, (tp(h)
c) Da ég + |s| < KU gilt ag + |s| € C(ao + |s|,Z(ao + |s])) und so
|s| € C(ao +[s],E(ao + |s])) N K = E(ao +[s]).

Also ist T € E(do + |8|) = C(&o + |3, Z(ao + |s])) N K und weiter &g + 7 € C(ag + |s|, E(do + |9])),
woraus

E.((io + T) < E(ézo + |8|)
folgt. Also gilt X

o((10.1)7Fgho) < o(h).
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Da |s| € Z(ag + |s]) und k(T") C C(y+ 1,Z(y + 1)) folgt
KLy # 5.\ "D\ 2T8) € e + |31, 20 +[sl)) 11 K.

Also o(dy) < o(h). Ebenso folgt o(dz) < o(h) und somit

o(h[r]) < o(h)

d) Esist m € C(&o+m, E(Go+7))NK

=Z(a&o+m). Also |s| e m C E(do+7) C Clao+m,E(Go+7))
und weiter &g + |s| € C(é&o + 7, Z(do + 7

)) womit
E(do + |s]) < E(ao + )

folgt.
Aus NF (v, K°ho)) folgt v € C(ao+m, Z(Go+7)) und damit Z(y+1) < Z(do+]s|). Dat € E(do+]s|)
und k(T") € C(y+ 1,2(y + 1)) folgt

k(I™R)) € Clag + m,E(dg + )

Also
rk(/\ -I7)) < E(ao + |s]) < E(ao + 7)

e)
Ref(h[r]) = max{y + ICO(hO),Ref(ho)} = max{d&o, Ref(ho)} = Ref(h)

f) und g) sind trivial.
h) Es wurde bereits 7 < Z(a + |s|) gezeigt.
i) und j) sind trivial.
k) folgt aus k(C) = k(B).
1) Es ist
k(tp(h)) = k(s) C k(h) und 1t. I.V. o(hg) € H~(k(ho)) C Hs(k(R)),
womit &g + |s| € Hs(k(h)) und wg. o + |s| < & + 7 < § auch E(G&g + |s|) € Hs(k(h)) folgt. Also
gilt o(h) € Hs(k(h)).
m) Es ist
k(dy) = k(s) Uk(T) UR(D) \ {K} C k(h)U{r}
und damit
{o(d1)} Uk(dr) € Hs(k(h) U{T}).
Auf dieselbe Weise folgt {o(dz2)} U k(d2) C Hs(k(h) U {7}). Weiter ist

k((10.1)7 o) = {7, 7} Uk(T) Uk(B) Uk(ho) C k(h) U {7}

und analog zu 1) folgt
o((10.1)7 3 zho) € Hs(k(h) U {7}).

Also o(h[1]) € Hs(k(h)).
n) folgt unmittelbar aus den Voraussetzungen.

XIIL h = (10.1)7 rho

Dann gilt hg € H,, & 1=+ K0 7€ MY NF(y, "), deg(ho) < K + 1,
I’ Unterformeln von II3(K)-Formeln,
k(ho) UE(T) CC(y+1,E(y+1)), End(hg) CT, &+ m <.

50



a) Ist tp(ho) = Refx B, dann ist tp(h) € Cut und somit A(tp(h)) =0 C End(h).
Fiir tp(ho) = A4 oder tp(ho) = /'y ist A € End(ho) 1t. IV. und so

A(tp(h)) = {ATR)} C End(ho)™®) € 17X = End(h).

Fiir tp(ho) = Cutp oder tp(ho) = Rep ist nichts zu zeigen.
Ist tp(ho) = Ref? A(s), dann ist A(s) € IIa(7) und so

A(tp(h))

{3z € L.(Ad° (2) A Ju € zA(u)*7)}

= {(3z € L (Ad° (2) A Fu € zA(u)>)) (™K}
End(hg)™"

™% = End(h).

N 1N

b) Ist tp(ho) = Refx B, dann ist tp(h) = Cutp mit

F := 3™ (Ad% (v) A /\ —End(ho)®0),  Gg 1= + kotholoD,

Es folgt
End(h[0]) = End(ho)™"), 30" (Ad* (v) A \ ~End(ho)""))
c TN F = End(h) UAo(Cutp)
End(h[l]) = End(ho[0]) \ (End(ho) U {B}) U {~F}u{C™")}
C {~Flu{ct™M}
c ™0 —F = End(h) U A (Cutr)

mit C' = Fu(tran(u) A u # O A BWR)) wg. C™K) ¢ T(mK),
In den anderen Féllen folgt

End(h[i])

End((10.0)" gty holi)
End(oi)")

End(ho) ™" U A;(tp(ho)) ™)
TR) U A, (tp(h))

End(h) U As(tp(h))

N 1N

fa. i € |tp(h)|, wobei v* 1= ; = 7 + wWoho D+ falls tp(hg) = Avar p(zy und 7 =7 sonst.
¢) Ist tp(ho) = Refx B, dann ist

o(h[0]) = max{eri1,w” -2+ n} < o(h)

fiir v := max{rk(Fi(ﬂ’K)) : F; € End(hg)}, n € w, da aus ag + 7 € C(Go, E(dp + 7))
7w € Clbg,Z(do + 7)) NK =E(&y + )

und aus NF (v, Ko")) v € C(ao, Z(do

7)) und somit

k() \ {K}
Cy+1L,E(v+1)NK CE(ag+)

k(End(ho)) \ {K}

NN+

folgt. Weiter ist
o(h1]) = Z(do +7) < (@ + ) = o(h),
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da 1t. I.V. o(ho[0]) < o(ho) und o(ho[0]) € H,(k(ho)) € C(y + 1,E(y + 1)) und somit & + 7 €
C(&+m, Z(& + 7)) fiir & := 4 Koho),
Ist tp(ho) = Ayurx p(r)» dann sei §; == ; + Wiotholil) = o 4 (-olholi)+il 4 yK-o(holi])
Aus NF (v, Kotho)) folgt v € C(&, Z(q)).
Da 7w € M% ist, ist Z(&) < 7.
Es folgt
und k(i) < 7 C C(&, ).
Also mit I.V. m)

o(holi]) € H(k(ho) Uk(i)) C C(&,).
Damit ist 7; € C(&,n) und weiter

0B; € C(d,ﬂ') N a.

DanmeCla+mE(@+w)NK=E(&+n) folgt G;,m € C(&+ m,E(&+ 7)) und so
Bi+melCla+mE(a+m)N(&+m),
d.h. o(h[i]) = Z(8; + 7) < E(a+ 7) = o(h).

In den iibrigen Féllen ist |tp(h)| € {0,1} oder |tp(h)| C 73 fiir ein 8 € k(A(tp(ho))).
Es folgt mit I.V. 1)

B € k(A(tp(ho))) € k(tp(ho)) € Hy(k(ho)) € C(y +1,E(y + 1))
und so f C C(y+1,E(y+1) =Z(y+1).

)NK
Also ist k(i) C E(y+ 1) CE(a&+ ).
Es folgt mit I.V. m)

o(holi]) € Ho(k(ho) Uk(i)) C C(& + 7, Z(& + 7))
und somit wg. v,m € C(& +7,E(& + 7))
o(hli]) = E(y + K"l 4 1) < Z(a + ) = o(h),

da lt. LV. o(holi ]) < o(hg).
d) Fiir tp(hg) = Refic(B) ist deg(h]0]) = 0 < deg(h) und deg(h[1]) = o(h[1]) < o(h) = deg(h).
Sonst ist deg(h[i]) = o(h[i]) < o(h) = deg(h).

e) Fir tp(ho) = Refic(B) ist

Ref(h[0]) = ao + 1 < & < Ref(h)

und

Ref(h[1]) = max{ag, Ref(ho[0])} < max{é&, Ref(ho)} = Ref(h).
Sonst ist
Ref(h[i]) = max{y* + KD Ref(holi])} < max{a, Ref(ho)} = Ref(h).
f) Ist tp(ho) = Refic(B), dann ist k(T) \{K} CC(v+ 1,E(y+ 1)) N K = E(y + 1). Also ist
k(™R C C(a+mE(@+7)NK =Z(a + ).
Damit folgt rk(F) < E(& + m) wg. End(hy) C T
Ist tp(ho) = Cutp, dann ist nach LV. rk(D) < deg(ho) < K + 1.
Ist rk(D) = K, dann hat D die Form Qx € L F(x) mit Q € {V,3} und rk(F(Ly)) < K.

Da lt. LV. 1)
k(D) = k(tp(ho)) € Hy(k(ho)) € C(y+1,E(y + 1))
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folgt
rk(F(Lo)) € C(v+ 1,E(v+ 1)) NK C E(a+ ).

Da & +7 e C(a+ m E(&+ n)) folgt auch w € C(&+ 7, Z(& + 7)) N K = E(&+ m).
Also
rk(D7R)Y = max{r, rk(F(Lo)) + 2} < Z(& + 7).

Ist rk(D) < K, dann ist D(™X) = D und so
rk(D)) = rk(D) = w - |D| + n € Hy(k(ho)) NK C C(y+1,E(y + 1)) NK C (& + 7).

g) Ist tp(hg) = i‘; mit ig € |tp(ho)|, dann ist tp(h) = \/i?(mq.
Da A Unterformel einer II3(K)-Formel ist, ist |ip] < K und somit 1t. I.V. 1)

k(io) C k(tp(ho)) NK C Hy(k(ho)) NKCC(y+ LE(W+1)NK=E(r+1) <7 <E(G&+m),

d.h. \/i‘;w,c) ist eine Regel aus RS(K) und es ist k(i) < o(h).
h) Ist tp(ho) = A, und A = VX F(z), dann folgt

k(i) < 7 < E(& + 7)

fa. i€ [tp(h)] = | A sy |-

Fiir alle tibrigen Fille hatten wir in c) bereits k(i) < E(& + 7) eingesehen.

i) ist trivial.

j) Ist tp(ho) = Ref2(A(s)), dann ist It. I.V. 0 < Ref(ho) < Ref(h) und o € C(m(r), ) N m(7).
Es ist 7 € k(tp(ho)) € Hy(k(ho)) NK C E(y+1) und so 7 < E(& + 7).

AuBerdem hatten wir bereits in a) o(h[0]) + 1 < o(h) eingesehen.

k) ist trivial.

1) Ist tp(ho) = Refi(B), dann ist

k(tp(h)) = k(F) € k(T) U {7} € k(h)

und
o(h) = E(a+7) € Hs(k(h)),

wg. &+ 7 < 4.
Die anderen Fille folgen analog.
m) Ist tp(h) = Refx(B), dann ist
k(h[0]) = {7} U k(End(ho)) € k(I') U{r} C k(h)

und
k(h[1]) = k(ho[0]) U {v, 7} Uk(End(ho)) U k(B) C Hs(k(h)).

Aus o(ho[0]) € H,(k(ho)) und 7,7 € k(h) folgt auch o(h[i]) € Hs(k(R)) fir i =0, 1.
In den {ibrigen Fillen ist ebenfalls 1t. I.V.

o(holi]) € Hy(k(ho) U k(2))
und wg. {v,7} U k(h) C k(h) folgt
y* 4 Kool e o (k(h) U k(i)
und wg. v* + KoUoll) 47 < 4 4 Kotho) 47 < § folgt

o(hli]) = E(v* 4 K°holi) 4 1) € Hs(k(h) U k(i)
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mit v* = ; oder v* = .
Auflerdem gilt 1t. I.V. b),k),l) und m)

k(Ali]) = {m A"} Uk(End(holi]) U k(holi])

|
—

3

)

N 1N 1NN
—~—
A
)
—_
C
=
>
S

we. {77} U k(o) C k(h) und 7 € H (k() U k().

n) Sei zunéchst tp(hg) = Refi(B).

Fiir h[0] € Hs ist G € C(m(r),7) Nm(r) und =End(he)™*) Unterformeln von 3(r)-Formeln
Zu zeigen.

Lt. I.V. h) ist o(ho[0]) € H,(k(ho)) und lt. Voraussetzung
k(ho) U k(L) € C(y+ 1,E(y +1)).

Da 7 € M% ist, ist Z(&) < 7 und somit

& e C(&,=2(a) C Cla,m).
Also auch v € C(é&, ) wg. NF(v, K°"0)) und somit

Ey+1) eClamnK=m,
da v +1 < &. Nach Def. von H,, folgt

o(hol0]) € C(v+1,E(y + 1)) € C(a, 7)

und somit
o € Cla, ™) Né&,

d.h. M@0 stationiir in 7. Also &g € C(m(n), m) Nm(r).
Es ist
kI) € Cly+ LE(y +1)) € Ca,7)

und somit

EM\{L} CCag,m)NnK=m.
Also sind —T'(™X) Unterformeln von ¥3(r)-Formeln und damit auch —End(ho)™*) C 1™k,
Fiir h[l] € Hy ist ho[0] € H,, 7 € M NF(y, K£°"OD) End(hg), B Unterformeln von II3(K)-
Formeln, k(ho[0]) Uk(End(he), B) C C(y+1,E(y+1)), End(ho[0]) C End(ho), B und &g+ <46
Zu zeigen.
Lt. LV. gilt ho[0] € H,.
Es ist 7 € M® und so & € C(&, ). Es folgt v € C(&, ) wg. NF (v, ")) und somit

vy+1eCla,m) Na,

d.h. MY+ stationdr in 7.
Dann ist aber Z(y + 1) = min M7 < 7 und somit 1t. I.V. m)

o(ho[0]) € Hy(k(ho)) € C(y + 1,E(y + 1)) € C(a, ),
da lt. Voraussetzung k(ho) C C(v + 1,E(y + 1)) gilt.

Insgesamt folgt &y € C(&, 7) N & und somit m € M.,
NF (v, kKotholOD) folgt unmittelbar aus N F (v, Ko0)) mit der 1.V. c) o(ho[0]) < o(hg).
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Da It Vor. End(hg) C I sind End(hg), B Unterformeln von II3(K)-Formeln.
Lt. Voraussetzung gilt k(ho) € C(y +1,Z(y + 1)) und somit 1t. I.V. 1)

k(hol0]) € Hy(k(ho)) € C(y +1,E(y +1)).

Es ist k(End(hg)) C k(') CC(y+ 1,Z2(y+ 1)) und k(B) = k(C) C k(I).

Da tp(hg) = Refi(B) folgt End(ho[0]) C End(ho), B 1t. LV. b) und es ist &g+ 7 < &+ 7 < § lt.
LV.c).

In den iibrigen Fillen ist holi] € H, lt. V. und fiir o = ~* + K0l folgt wg.

o(holi]) € C(&,w) und |i|en CC(a,)

& € C(&,m) und somit 7 € M da 7w € M% und g < .

Aus NF (v, K°ho)) folgt mit o(hg[i]) < o(hg) NF(y*,Ke(0)).

Lt. I.V. d) ist deg(ho[i]) < deg(hg) < K + 1.

Lt. LV. b) gilt

und 1t. Voraussetzung sind End(hg) C T' Unterformeln von II3(K)-Formeln. Ist tp(hg) = Cutp,
dann folgt mit I.V. f) rk(D) < K und damit, da D Unterformel einer II3(K)-Formel ist. Ist
tp(ho) = A4 oder tp(hy) = \/iA, dann folgt, dafl A; eine Unterformel einer IT3(K)-Formel ist,
daraus, daf A eine II3(/C)-Formel ist. Ist tp(ho) = Ref? A(s), dann ist A(s) € IIy(7) C Ap(K) und
fiir tp(ho) = Rep ist Ao(tp(ho)) = 0.

Ausv* € C(v* + 1,E(v* + 1)) folgt |i] e C(v* + 1,Z(v* + 1)) N K = E(v* + 1) und somit

k(i) e C(v" + LLE(v" +1)).
Also ist wg. k(ho) CC(y+ 1,Z2(y +1)) 1t. LV. m)
k(ho[i]) € Hy (k(ho) UK(i)) € C(v" + 1,E(Y" +1)).
Weiter folgt

k(End(holi])) k(End(ho)) U k(A;(tp(ho)))

k(ho) U k(tp(ho)) U k(i)
Hy(k(ho) UK(i)) € C(v" + 1,E(y" +1))

N 1N 1N

mit I.V. a).k),1).
Da auch v* + K°(oli) 47 < & 4w < § folgt hli] € Hs.

XIV. h = (H10.2)5 77 (A(s))ho

Dann gilt hy € H,,, & := v+ w"®, o := max{o(ho) + 1,7} +1, p € Kard, 7 < py,
o <7, NF(y,w o)), o € C(m(r),m) Nm(r), deg(ho) < i,

(om0, 1} Uk(ho) € Cly + 1,50y + 1)) NA{C(y + 1,800y + 1)) 7 < 7 < K}
End(ho) \ {A(s)} C Z1(m) U Ag(n), A(s) € My(m),

Ref(ho) <, ¢ =o0(hg), & < 6.

a)

(A(5)17)
A((H10.2)57 (A(s)))
End(h)

A(tp(h))

N
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End(ho) \ {A(s)} U {A(s)"™1
End(h), A\ A(s)"™)

End(h[t])

N

¢) und d) Es ist
e + wholho) v+ who(ho)+m

fir t € 7,, C 7.
Lt. Voraussetzung ist

o Uk(hy) CO(v 4+ 1,02 (y 4+ 1)) C C(y + whotho)tm o
v, o} Uk( ot (7 ¥

und It. I.V. 1)
o(ho) € Ho(k(ho)) € C(y+ w“'o(h°)+”,7r).

Damit ist
v 4 whoho) T o Oy 4 wrolho)+m )

und da wg. t € 7 auch k(t) C C(v + 1,7) gilt, folgt analog
o, T,V + wﬂ'o(ho) c C’(Aﬁ + wﬂ'o(ho)’ 7-(—).

Aus o € C(m(r), ) Nm(r) folgt M7 stationir in m und mit o < v < y; +wh0r0) < r-olho)
folgt 1t. Satz 1.3.2
I (yp 4 wholho)) W (y 4 wr-otho)tmy < o

Da
Clye + whoho) 1) C Oy 4 whotho)+m 1),

folgt schlielich mit Satz 1.3.4(i)
deg(hlt]) = o(h[t]) = B (y, + w ) < WT(y 4w o)FT) = o(h) = deg(h).
e) Es ist
Re f(h[t]) = max{y, +w*°"), Ref(ho)} < max{y +w* ")+ Ref(ho)} = Ref(h),

da [t| <7 < p.
f) und g) sind trivial.
h) Es ist k(t) <n=o(h) fir t € 7,,.
i) und j) sind trivial.
)
k(End(h)) C k(End(ho)) U k(A(s)) U {n} € k(h)

1) Es sind o, u, m € k(h) und 1t. LV. ist
o(ho) € M, (k(ho)) € Hs(k(h)).
Da m < p ist, ist
v+ w#‘o(ho)-‘rﬂ' <v+ w#~o(ho)+u <7+ w#-(o(ho)—‘—l) <+ Wi < §

und so

o(h) = W (v + wH")FT) € Hs(k(h)).
Aus KLA(D) € (A) ol K(p(h) € Ps(h(1)
m) Es ist

k(h[t]) = {n, p, 7, 0,7} U k(t) Uk(ho)
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und damit

K(hIH]) © Hs(k(h) U k().
Aus 7; + whoho) < § folgt auch

o(h[t]) € Hs(k(h) U k(t)).
n) Es ist hg € M, p € Kard, 7 < p, 0 <y < v, NF(y,w°h0) o € C(m(r), m) Nm(r),
{v,m0,np Uk(ho) € Cly + LE(y +1)) € Clye + L,E(y: + 1))

und
{7, m, 0,1} Uk(ho) € [ O+ 1,90 (3 + 1)) : 7 < 7 < K},

da fiir W(y; + 1) < 7 aus der Definition von ¥(y; 4+ 1) und mit NF(ry,wt°"0)) folgt ~,7 €
Cly; +1,%9(y; + 1)) und damit 1t. Satz 1.3.4(i) ¥9(y 4+ 1) < ¥9(v, + 1), d.h. in jedem Fall

Cly+1,9%(y+1)) C Clye + 1,92 (7, +1)).

Ist (v, +1) = 7, dann ist
wg. [t <7 < 7.
Ist (v, +1) < 7, dann ist
Yo+ 1€ Oy + 1,99y +1)).
Also in jedem Fall 74 € C(v; + 1, ¥%(y; + 1)). Ausserdem gilt v, € C(v, + 1,Z(y + 1)).
Weiter ist End(ItA(s)ho) C 3 (m) UAqg(m) und Ref(hg) <7 < 74, sowie

v+ wholo) =y peotho)+ltl 4 ueo(ho)
< v+ wh(otho)+1) 4 yn-o(ho)
<

vy 4wt <4
Da A(s) € IIy(7) ist, ist A(s); € 1(m) und es ist

0((10.2)2m 1 hg) = o(h[t]) < o(h) = n < 7 € Rey.

XV. h = (10.2)4™%hg

Dann gilt ho € H,, & 1=« +wrolho) e Kard, m < p,

£ <7, NF(y,wro)), ¢ e C(m(r),m) Nm(r), deg(ho) < fi
{v,m&utUk(ho) CCY+1LE(+1)NHC(Y + 1,92y +1)) s m < 7 < K}
End(ho) Q Zl(ﬁ) @] Ao(ﬂ'),

Ref(h(]) S Y, a S 0.

X)V-L tp(ho) = Ref7(A(s))
a
A(tp(h)) = {327 (Ad°(2) A Fu € zA(uw)*™)} = A(tp(ho)) € End(ho) = End(h)

b)
End(h[0]) = {Ad”(Ly) A 3u € Ly A(u)™™} = Aq(tp(h))

¢) Da tp(ho) = Ref2(A(s)) ist, gilt It. LV. j) o(ho[0]) + 1 < o(hg), und mit 7 < p folgt

o wholrolOD4T o prolho).
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Sei d := hg oder d := ho[0]. Dann sind v, 7, &, € C(y + 1,99 (v 4+ 1)) € C(y 4+ w*°@ 1) und 1t.
LV. 1);m) ist o(d) € H(k(ho)) C Oy + wtod ).
Es folgt

v 4 wh o DED ¢ Oy 4 whod) ),

Da ¢ € C(m(m), ) Nm(m) ist 1t. 1.3.2
e (y 4 whody <
und somit folgt nacheinander
v+ whotho) e Oy 4 whotho), e (7 + whotho)y)
aus der Definition der W-Funktion und NF(y,w# (")), Damit ist
Wo(y +1) < WE(y + wieolo))

und so
My (k(ho)) € C(y+1, %9 (v +1)) C Cly + w0 W (y + wholho))),

Da tp(ho) = RefZ(A(s)) ist o € tp(hy) und wir erhalten
7,75 50, 0(ho[0]) € Oy + wH o) W (y 4 wiolho)y)

und schliefilich
WE (y + o0l T)) < W (4 000,

Da o(h) = W (y 4 wH°(h0))) eine streng kritische Ordinalzahl ist, folgt die Behauptung.
d) ist Teilbeweis von c).
e) Es ist 1t. V..

Ref(h[0]) = max{y + o " ODFD Re f(ho[0])} < max{y +w "), Ref(ho)} = Ref(h).
f) ist trivial.
g) Wie bereits in c¢) gezeigt ist n = W§ (v + wroholOD+m)) < o(h).
h)-j) sind trivial.
k) Es ist k(End(h)) = k(End(ho)) C k(ho) C k(h) 1t. LV..
1) Es ist k(tp(h)) = {n} Uk(tp(hg)). Lt. L.V. 1),m) gilt
{o(ho), o(ho[0]) } U k(tp(ho)) © Hy(k(ho)) € Hs(k(h)).
Da v, p, 7, & € k(h) und o € k(ho) C k(h) folgt mit y 4 wHool0D+m < ~ 4 yrrolho) < §
o(h),n € Hs(k(h)).

m) Lt. LV. ist k(ho[0]) C H(k(ho)) und damit folgt k(h[0]) C Hs(k(h)). In 1) hatten wir bereits
n € Hs(k(h)) eingesehen. Daraus folgt o(h[0]) = w"™t + 1 € Hs(k(h)).
n) Sei

C:=Cly+LEq+ )N {Cv+1,¥(v+ 1) : 7 <7 <K}

Lt. LV. ist ho[0] € H, und 1t. Vor. gilt p € Kard,m < p.
Da tp(ho) = RefZ(A(s)) ist , folgt mit I.V. j) und der Vor.

o0 < Ref(ho) <~ und o € C(m(r),n) Nm(r).

Aus NF(v,wtoo)) folgt wg. 7 < p mit LV. ¢) NF(y,wrol0D+m) und aus k(he) C C folgt
H(k(ho)) C C woraus mit I.V. m)

k(ho[0]) € Hy (k(ho)) € C
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folgt.
Da o € k(tp(ho)) € Hy(k(ho)) C C It. LV. 1) folgt mit der Voraussetzung {v, 7, o, u} Uk(ho) C C.
Weiter ist

End(ho[0]) \ {A(s)} C End(ho) C Xq(m) UAg(m)

It. .V. b), A(s) € y(7) und Ref(ho[0]) < Ref(hg) <~ 1t. L.V. e) und schliesslich o(hg[0])+ 1,7 <
o(ho) wg. tp(hg) = RefZ(A(s)) 1t. I.V. j), womit

YA wheo <y iotho) < §

fiir ag := max{o(ho[0]) + 1,7} + 1 ist.

XV.2. tp(hg) = Cut 4 und rk(A) = K:
a)
A(tp(h)) = A(tp(Rep)) = 0 € End(h)
b) Aus NF(v,w’ o)) folgt NF (v, ) fiir ag := max{o(ho[0]), o(ho[1])}.
Alsoist y+ 1€ C(y+ K, E(y 4+ K*)) und so

E(y+1) < E(y+K¥?) = k.

Da
TeClH+1L,Zy+1)NKCCH+K*Y k)NK =k

ist, folgt
T := End(hg) = End(ho)*™) = L)

aus End(hg) C ¥q(m) U Ag(m).
Es folgt
End(h[0]) = End(ho) = End(h).

¢) Sei
Ci=Cy+1LEy+1))N[{CH+ 1, (y+1)): 7 <7 <K}

Es ist o(h[0]) = W& (v + wt" WD) mit 4/ = v + w0 .2 1) := E(ag 4 x) und o(h) = W (v +
wu~0(ho))_
Sei 7=~ + wt W+,
Lt. Vor. und L.V. m) gilt
o(hol0]), o(ho[1)) € My (k(ho)) € C.

Also ist ap € C und da lt. Vor. auch v € C, folgt v+ K € C. Mit L.V. 1) folgt auch v+ K°(0) € C
und wg. C C C(y+1,m)
WS (y + Kotho)y < 7,

da M€ wg. € € C(m(r), 7)Nm(x) stationir in 7 ist. Da k. = Z(y+K) € C(y4+K0-2+4wh" W'+ 1)
folgt auch
WE (o b WD) <

Da v +1 € Oy + KU)W (y + ko)) folgt
CCC(y+1, \112(7 +1) CC(y+ ICO(hO), ‘1’3(7 + ICO(h(J))).

Also y 4K € C(y+ K000 WE (y+K00))). Dalt. V. g < o(hg) folgt k € C(y4KMho) TS (v 4
Kcotho) ), Bs folgt v + K@ + k € C(y 4 Koo) WS (y 4 Koho))) und wg. v + K0 4 K < y + Koho)
auch p/ € Oy + Kotho) W (v + fcotho))),
SchlieBlich folgt v/ 4w ' +1) e C(y4K0M0) WE (v4K°0))) und wg. 7, € € C und o/ +wh W+ <
v + K°o) auch

o(h[0]) = W (v +wH ¢ ) < WE (v + K°")) = o(h).
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d)
deg(h[0]) = o(h[0]) < o(h) = deg(h)

e) Es ist p = K und so

Ref(h[0]) = max{y + KoholOD o 4 gcotholth o/ "W+ R f(ho[0]), Ref (ho[1])}
< max{y —I—w“'o(hf’),Ref(ho)}
Ref(h),

da g/ < K und It. LV. ¢) 7/ < + KoU0) = ~ 4 K-o(ho) jgt,

f)-j) sind trivial.

k) folgt aus der I.V..

1) Es ist k(tp(h)) = @ und o(h) € Hs(k(h)) wurde bereits oben bewiesen.

m) Es ist k(h[0]) = {¢/, 7, & 9,7, k) U k(ALY U k(End(ho)). Da tp(hg) = Cuta ist, folgt lt.
LV. 1) k(A) € Hy(k(ho)) C Hs(k(h)). Ausserdem ist k(End(ho)) € Hs(k(h)) 1t. V. k). Es sind
m, &y € k(h) und 1t. LV. ist ag € Hs(k(h)) und somit auch v + K € Hs(k(h)).

Da v + K <~ + Koho) < § folgt

k= Z(y+ K*) € Hs(k(h))
und damit auch v + K + & € Hg(k(h)) und wg. v + K + K <y + K£oh0) < §
po=E(y+K* + k) € Hs(k(h)).

Da auch 7/ = v+ K -2 € Hs(k(h)) folgt ' +wr ' +1) & Hs(k(h)) und somit wg. £, 7 € Hs(k(h))
und ' 4w W+ < § auch

o(h[0]) = WS (v + wH" W HD) € Hs(k(R)).

n) Lt. LV. sind ho[0],ho[l] € H,. Da @ < k und 1t. LV. m) o(ho[0]), o(ho[1]) € H~(k(ho)) C
C(y+ 1,7) sind, folgt ay € C(y + K, k) fiir oy := min{o(ho[0]), o(ho[1])}.

Da k € MK folgt damit auch k € M7 d.h. k € MR sy = 0,1.

Aus NF(v,K°"o)) und LV. ¢) folgt NF(v, K°"oli)) und es ist deg(holi]) < deg(ho) < fi=K +1
It. LV. d) fiir i = 0, 1.

Da rk(A) = K und End(hg) C X1 (w) U Ag(m), folgt End(hg), (—)A sind Unterformeln von II5(KC)-
Formeln.

Mit I.V. k),1),m) folgt

k(holi]) U k(End(ho)) UK(A) € k(holi]) U k(ho) U k(tp(ho))

Hs(k(ho)) CC(y+ 1,E(y + 1))

N 1N

Da v+ K% + k < v+ K -2 folgt
(10.1)5 1 aho[0], (10.1)5 p ~aho[1] € Hy.
Es ist ¢/ € Kard und da k € C(dy + k,Z(dp + k)) und 7 < k wie bereits in b) gezeigt, folgt
€ C(do+ k,ZE(do + k) NK =E(dp + k) = .
E/s gilt € <y <4/ und € € C(m(x), ) Nm(r) lt. Voraussetzung und auch NF(v/,w" W'+ wg,
w < K.

Weiter ist
deg(Cut gy (10.15 1 4ho[0], 10.15 1 _ 4 ho[1])) = 4.

=:hy
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Sei C":=C(y +LE® +1))n{CH + 1,9y +1)): 7 <7 <K}
Davye C(y +1 E('y +1)) wg. NF(v,K%) folgt C(y+1,Z(y+1)) C C(v + 1,E(y + 1)).
Ist UO(y' +1) =7, dann ist ¥(y+ 1) < ¥Y(y' + 1) und so
Cly+1,92(y+1)) CO( + 1L, ¥y +1).
Ist ¥(y + 1) < 7, dann sind ;7 € C(y + 1,¥%(y' + 1)) und somit wg. NF(y,K) auch

yeC(w + 1,99 (fy’ 1)). Es folgt ¥2(y +1) < ¥2(y’ + 1) und daher auch in diesem Fall
Oy 4 LW(y 1)) € Oy + LWy 1)),
Also ist C C C'. Aus v € C und o(ho[0]), o(ho[1]) € H(k(ho)) € C folgt somit v + K* € C’ und
da v+ K% <+ auch k € C’ und genauso wg. v+ K* + k <+ schliesslich p' € C".
Wir haben also insgesamt
(w1 U R(n) = {7, €, 1,7} U R(Ro[O]) U k(ho[1]) U k(T 4) € C".
Da End(hi) = End(hg) C X1(7) U Ag(m) und
Ref(h1) = max{y + K, Ref(ho[0]), Ref(ho[1])} <+

wg. Ref(holi]) < Ref(ho) < v fiir i = 0,1, sowie 7/ +wh W+ < ~ 4 Kolho) < § folgt h[0] € Hs.

XV.3. tp(hg) = Cuty und 7 < rk(A) & Reg:
a) 0 C End(h)
b)
End(h(0]) = End(ho[0)) \ {4} U End(ho[1)) \ {~A} C End(ho) = End(h)

¢)+d) Es ist o(h[0]) = deg(h[0]) = WS (7 + wh @0 4 @ ¥n1+1)) mit
1= Uy + W)
ag := max{o(ho[0]), o(ho[1])}
7:= St(rk(A)) und v := St(rk(A))~

und deg(h) = o(h) = W& (7 4 wtoho)),
Es ist
T<v<rk(A)<T<p

und da

k(A) k(tp(ho)) € k(ho) € C(y +1,¥7(y + 1))

C Oy + w0, T (y + wh o))

folgt 7,v € C(y + w0, WO (y 4 wh0)),
Lt. I.V. m) sind auch

o(ho[0]),0(ho[1]) € Hy(k(ho)) C Cly+ 1, V(v +1))
C Oy + w0, B (y + wh )

und weiter 1t. Vor. v, € C(y+ 1, ¥ (y + 1)) C C(y + w0, WY (y + wh o)),
Es folgt
Y+ w0 € Oy + w0, Wy + ) C Oy + w0, 7)
und somit
Vo(y+wh ) =n<7<p
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Lt. IV, ist ap < o(hg) und damit
A wheo o ren(tl) o ypeoho)
Analog zu oben folgt
v+ wheo 4 Wwren(n+1) CO(y+ u)u-O(ho)’ \Iji(,y + u)/L-O(ho)))
und wg. £, €C C(y+ 1, U0 (y + 1)) C C(y 4 wtoho) W& (4 + wrolho))) folgt

WE (7 + wh @0 4 @V eHDY W (4 -olho))

e)

Ref(h[0]) = max{y+ w0l ~ 4 ool Rer(hg[0]), Ref(ho[l]),y 4+ wh @0 4 w11}
< max{y+ w“'o(h‘)), Ref(ho)}
= Ref(h)

f)-j) sind trivial.
k) unterscheidet sich nicht von den anderen Fillen.
1) ist trivial bzw. wurde bereits gezeigt.
m) Es ist
B(RIO)) = {07, €07, 11,9, 7 + w0} U k(A) U k(ho[0]) U k(ho[1]).

Lt. LV. ist k(ho[0]) U k(ho[1]) C Hs(k(h)).

Da tp(ho) = Cuty folgt 1t. 1.V. 1) k(A) € H,(k(ho)) € Hs(k(h)) und damit auch v, 7 € Hs(k(h)).
Es sind &, m,p,y € k(h) und It. LV. ist ag € Hs(k(h)). Es folgt v + w*'* € Hs(k(h)) und da
v w0 <y 4 holho) auch = WY (y + wh ) € Hs(k(h)).

Da 7 + wh @0 4 v #nntl) < yrolho) folgt auch o(h[0]) € Hs(k(h)).

n) Lt. I.V. sind ho[0], ho[1] € H,. Lt. Vor. ist u € Kard und in c¢)+d) wurde bereits 7 < p gezeigt.
Es ist 0 < 7 und aus NF(y,wt ")) folgt mit LV. ¢) NF(y,wt ool fiir § = 0,1.

Weiter ist 0 € C'(m(7),7) Nm(r) und deg(ho[i]) < deg(ho) < p.

In ¢) wurde bereits 7 € C' gezeigt und aus k(hy) C C folgt mit I.V. m) k(ho[i]) € H(k(ho)) € C
fur ¢ = 0,1. Lt. Vor. gilt auch v, u € C.

Es ist End(ho[0]) C End(hg) U {A} C X1(7) U Ao(7) und End(ho[l]) C End(ho) U {-A} C
21(7') U A()(T).

Weiter gilt Ref(holi]) < Ref(ho) <~ lt. I.V. e) und somit ist

(10.2)%7 R [i] € Hyjpan

fir i =0,1.
Aus
rE(A) € Oy + w0, W (y + wh@0)) 1 7 = W + who0)

folgt
deg(Cut 4((10.2)47%ho[0], (10.2)470hg[1])) = W2 (y + wH*?)

und da 7 < WY (y + wh @) und [, U9 (y + w)[NR = O folgt

B0 (Cut 4((10.2)270ho[0], (10.2)270ho[1])) € Hy g s

=:hq

Weiter ist v € Kard, v < u, £ <+ w0, NF(y,w” #1000 ¢ € C(m(n),7) Nm(n)), deg(hy) =
71 < u, analog zum entsprechenden Teilbeweis in ¢)+d) folgt

k(ha) = {7,177} UR(A) U E(Ro[0]) U k(hol1])
Cly +w" ™ + LE(y + o + 1) N[Oy + o + LUy + " + 1)) :w < 7 < K}

N
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und mit der I.V. b)

End(hy) = End(ho[0]) \ {A} U End(ho[1]) \ {~A} C End(ho) C S1(x) U Ag(r).

Ref(hy) = max{y+ w0l ~ 4 yretholll Ref(hol0]), Ref(ho[1])}
< max{y+ w“'o(h‘)), Ref(ho)} <46

und y + w0 4 reentl) <« reolho) < § folgt h[0] € Hs.

XV4 h= (10.2)‘;7”’5110 mit tp(hg) = Cuta, m < rk(A) € Reg und ag < rk(A) = 7:
Wir betrachten nur den Fall A = 327 F(x).
a) End(tp(h)) =0
b)
End(h[0]) = End(ho[1]) \ {~A} C End(ho) = End(h)

¢)+d) Es ist o(h[0]) = deg(h[0]) = WS (v + wr ooy und o(h) = deg(h) = W& (v + wroho)),
Da lt. I.V. o(ho[1]) < o(hg) folgt
v+ whotho[l]) v+ whoho)

und da o(ho[1]) € H-(k(ho)) 1t. LV. 1) und k(hg) € C(y+ 1, ¥ (y + 1)) C C(y + wHotho) W (y +
wholho))) folgt v + wholho) € C(y 4 whoho) WE (4 + wrotho))) und somit

W (y 4 whothollD)y < W ( 4 rolho)),

Ref(ho[l]) = max{vy + whoholtl) Ref(ho[l])} < max{vy+ wh-otho) Ref(ho)} = Ref(h)

f)-j) sind trivial.

k)+1) wurden bereits in den anderen Fillen gezeigt.

m) folgt analog zu den anderen Féllen.

n) folgt unmittelbar aus den Voraussetzungen und der Induktionsvoraussetzung.

XV.5. h = (10.2)#™5hg mit tp(hg) = Cuta, 7 < rk(A) € Reg und 7 < ay:
O0.B.d.A. -A =Vz"F(x).

a) End(tp(h)) =0

b)

End(h[0]) (End(ho[0]) \ {A} U{APD P\ {ATD} U (Bnd(ho[1]) \ {=A} U {=ATT}) \ {mA7)

C  End(hg) = End(h)
c)+d) Sei d := Cut , w0 (a¢),m (d1,d2), dann ist
deg(d) = max{rk:(A(\I'g(&0)’T))7 deg(dy),deg(d2)}

mit dy = BY*(00):7(10.2)870ho[0], dy = (10.2)70 (Vo)) p(2))ho[1] und 1 := 00 (ag).
Es ist k(A) = k(tp(ho)) € H~(k(ho)) C C und damit

KA\ {7} CCNTCCly+whe 2,80 (v + w0 . 2)) N7 = B (y+wh . 2).
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Aus y+wh @ < y4wh 0.2 und yHwh 0 € C(y+wh 0.2, B0 (y4wh0.2)) folgt n < W (y4wH @0.2)
und somit auch rk(AM7) < WO (y 4 w0 . 2),
Da auch

deg(dy), deg(da) < W1 (v 4w - 2)

folgt
deg(d) < W (y+ wh 0 .2).

Es ist o(d) < deg(d) +1 < WO (y + w0 . 2).
Fiir den Fall 7 = 7, ist
\I/(T]r('y + w0 . 2) < \I;fr(,y + wﬂ'o(ho))

zu zeigen. Dies folgt analog zu oben aus
A W2 <y olho)

und
0,7, 7 + w2 - 2 € Oy + whoho) W& (v 4 wh-olholy),

Fiir den Fall © < 7, ist

WE (7 4 w0 . 3 4 @@ (T HDY) < W (4 rotho))
mit 7' = WO (y + wt e . 3) und v := St(n')~ zu zeigen.
Esist 7 = rk(A) < deg(ho) < p 1t. LV. ).

Damit folgt v <7’ <7 < pund auch pn'(n’ +1) <
Da ag < o(hg) lt. I.V. ¢) folgt

R v (' +1) v+ whotho)
Aus k(A) = k(tp(ho)) € M (k(ho)) 1t. LV. 1) folgt mit k(hg) € C C C(y+wh o) W (y4wrolho)))
7€ C(y + whotho) W (4 othol)y,

Da 7 + w0 . 3 € C(y + whotho) W (y 4 wrolho))) und y + w0 - 3 < v 4 wholho) folgt n' v €
C(y 4 wholho) W& (4 + wHo(h0))) und schliesslich

N4 w3 4 Wwren (1) o Cly+ w#ﬂ(ho)’ \p;c‘r (v + w#'o(ho))).

Damit folgt die Behauptung.

e)

max{Ref(d1), Ref(d2),y + w3+ w”"ml(nlﬂ)}
max{y + wh-otho).Ref(ho) Ref(ho)} = Ref(h)

Re f(h[0])

IAIA

f)-1) s.o.

m) Es ist k(h[i]) = k(ho[0O ]) Uk
Es gilt k(ho[0])Uk(ho[0]) C Hs(
und somit auch 7 € Hs(k(h)).
Es sind v, p € k(h) und somit v + w** € Hg(k(h)) 1t. LV..

Da 7y + w0 <y + wholho) < § folgt W0(dg) € Hs(k(h)).

Ebenso folgt ®0(y + wtoholoD) WO (4q + wrothollD) € Hs(k(R)).

Ist m = 7, so sind wir fertig.

Ist T < 7 so folgt analog zu oben v + w® - 3 € Hs(k(h)) und 7' = Vo (y + wr o - 3) € Hs(k(h)).
damit gilt auch v := St(n/)~ € Hs(k(h)) und so y + w0 . 3+ w7 ('+1) ¢ Hg(k(h)).

Da y 4 wh@0 . 34 v (1 1) < 4 4 reolho) < § folgt o(h[0]) € Hs(k(h)).

n) Lt. LV. sind ho[i] € H, fiir ¢ =0, 1.

(ho[0]) U {¥%(é&), 1, T, &g, 7} U k(A), falls 7 = 7.
k(h)) 1t. 1.V. und da tp(hg) = Cut4 folgt 1t. I.V. 1) k(A) C Hs(k(h))
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Da W0(G) < 7 ist auch (Yo" @) F(2))ho[1] € H.,.
Es ist u € Kard 1t. Voraussetzung und 7 = rk(A4) < deg(ho) < p.
0/
Da o((Vy "V F@)ho[l]) = olho[l]) < ao < o(he) folgt aus NF(y,w*oho)), daB
0/~
NF(y, whoholoD) und NF(dg, whroa™ "7 Fla)hol1))
Natiirlich ist 0 € C(m(7),7) N m(7) und deg(ho[i]) < deg(ho) < fi.
Analog zu oben folgt

{7, 7, 1,0} Uk(ho[0]) € C(y + LE(y+ 1)) N[ {C(y+ 1L, ¥ (v+1)) : 7 < 7' <K}

und
{é0,7, 1,03 U k(7S @7 P(a))ho[1]) €
{d0, 7, 11,0} U k(A) U{T(d0)} Uk(ho[l]) €

Clao+1,Z(6o + 1)) N[ {Clao + 1, ¥ (4o + 1)) : 7 < 7/ <K}

Es ist End(ho[0]) C End(ho)U{A} C £1(7)UAo(r) und End((¢\¥" D F(x))ho[1])) € End(ho)U
{RAT2 (@)} C 33 (1) U Ag(7).

Weiter ist Ref(ho[0]), Ref((¥" @D F(x))ho[1]) < Ref(ho) < v < ao und da A € $(7),
0((10.2)7 70[0]) < WY (Gg) < T € Reg folgt

dy € H»Y_A,_wuuo und ds € H'y+w“‘°‘0'2-

Ist m# = 7, dann folgt ho[0] € Hyywwao.2 C Hs.
Ist 7 < 7 dann folgt zunéchst

v2(8")
d:= ED CUtA(\PQ(S/),r)(dladZ) € H'y+w*"0‘0-27

da [, W9(8")[NReg = 0.
Es ist v € Kard und aus 7w < 7 folgt m < v.
Weiter ist € < 4/ und aus NF(y,wt°"0)) folgt NF(v/,w” "' +D) da v < pund 5/ < 7 < ag
gilt. Lt. Vor. ist £ € C(m(m), m) Nm(mr) und es ist deg(d) = .
Wie oben folgt

{7\ mEVIURA) C OB + LEQ + 1) {CH + 1, ¥ (Y +1) :w <7/ < K}
Es ist End(d) C End(hg) C X1(m) U Ag(m) und

Ref(d) = max{ry + w ol 44 4 rothollD) | Re f(ho[0]), Ref(ho[1])} <

und 4/ 4 w1 '+ < 4 < § und so h[0] € H.

Die restlichen Félle, d.h. fiir tp(ho) # RefZA(s) und (tp(ho) # Cutg oder rk(A) < m),
seien dem Leser iiberlassen. a

Satz 4.4.2 1I3 — Refl - Vz("2 = HF" — ¢*) mit FV(¢) = 0, dann existiert ein § < gxc+1 und
ein h € Hs mit o(h) < ¥ (exc41), deg(h) = 0 und End(h) C {¢L+}.

Beweis: Gilt II3 — Refl - Vz("2 = HF" — ¢?), dann ex. eine Konjunktion y von Axiomen von
I13 — Refl, so dafl die Sequenz
-(x\'z=HF"),¢*

rein logisch herleitbar ist.
Lt. Satz 3.2.2 ex. also eine RS*-Herleitung hg und n,m < w mit

End(ho) C {~(x\"z=HF"),¢"}
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FV (ho) = {2}, k(ho) C {0,K},0(ho) < W™ +m,deg(ho) < K + w.
Lt. Lemma 3.2.2 ist hy := ho(z/L,,) eine geschlossene RS*-Herleitung (d.h. hy € D) mit

End(hi) € {~(x A “L, = HF*), ¢**}

k(h1) C€{0,K},0(ho) < W +m,deg(hg) < K + w.
Auflerdem existiert eine RS?-Herleitung h} mit

End(h)) € {X* N L, =HF"}

o(h}) < Wt deg(h}) < K und k(h}) C {0,w,K} (fiir x = x1 A ... A X ist k] aufgebaut aus A-
Schliissen und den RS%-Herleitungen Az} (Paar)”, Az} (Ver)”, Az (tran(Ly,)), Azis(Vx € L,Ju €
L,y € u(z € y) N A(u), Azi((z € 21 V& = 29) — Sep)”, sowie Azfx} firi=1,...,lund j =1
oder j = 2 je nachdem welcher Art y; ist).

Es ist deg(x A" L, = HF") < K + w. Sei K + k := min{deg(C), deg(h1),deg(h}),C + 1} und

=:C

vy, (K®)

h:=E, (10.2)5" P ER TR Cut o (B, hy)

mit a := w, -y (max{o(h1) + 1,0(h}) + 1}).

Da hy, b} € DY folgt hy,h} € Hyg und somit auch hy := Cutc(hy, hi) € Hp.
es ist deg(hs) < K + k und somit auch hj := Eﬁﬂ“hg € Hy.

Man tiberpriift leicht die Voraussetzungen fiir

hy = (10.2)5"%hs € Hyxo

0, (K%)

und erhilt somit auch b = By " 'hy € Hyxo. 0
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Kapitel 5

Folgerungen und Anwendungen

5.1 Eine Einhiillende fiir die I1}-Skolem-Funktionen von II;-
Reflexion

Als erste Anwendung der Bezeichnungssysteme Hs werden wir eine zweistellige rekursive Funktion
f mit | Vo € L,y € Ly no(x,y) fir h € Hs mit End(h) C {Voz € L,3y € L,o(z,y)},
deg(h) = 0, ¢(x,y) € Ay angeben, wobei = die Giiltigkeit in der Struktur der erblich endlichen
Mengen ausdriickt. Mit Satz 4.4.2 folgt dann aus II3 — Refl F Vz("2 = HF" — VYa € 2Vy €
2p(x,y)), ¢(x,y) € Ag auch |= Vo € L,Jy € Ly nd(r,y) fiir ein geeignetes h € Hs. Da
f durch <-Rekursion im Sinne von Takeuti [Tak87] definiert ist, die rekursiv aufzihlbaren
Teilmengen in der Struktur der erblich endlichen Mengen genau die Y1-definierbaren Teilmengen
von IN sind (vgl. Barwise [Bar75]) und eine partielle Funktion genau dann rekursiv ist, wenn ihr
Graph rekursiv aufziihlbar ist (vgl. z.B. Rogers [Rog67]), lifit sich dies als Charakterisierung der
beweisbar rekursiven (beweisbar totalen) Funktionen von II3 — Refl interpretieren. Alternativ
dazu lassen sich mit Hilfe der Ordinalzahlbezeichnungssysteme Hierarchien zahlentheoretische
Funktionen definieren, die ebenfalls eine Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen
liefern. Diese Hierarchien sind natiirlich stark von den Fundamentalfolgen abhingig, die fiir die
Limeszahlen gew&hlt werden (vgl. [Wei97]). Fiir stdrkere Ordinalzahlbezeichnungssysteme erhilt
man mittels Einfithrung einer sogenannten Normfunktion (vgl. Buchholz/Cichon/Weiermann
[BCW94]) eine sehr natiirliche Wahl von Fundmentalfolgen. In Blankertz [B197] wird dies mit
Hilfe verfeinerter Operatoren zur Charakterisierung der beweisbar rekursiven Funktionen von
IT5-Reflexion genutzt. In [BCW94] wird auch gezeigt, dafi die <-rekursiven mit den rekursiven
Funktionen iibereinstimmen, die sich schliellich durch Funktionen der Hierarchie majorisieren
lassen, wenn das Ordinalzahlbezeichnungssystem einige natiirliche Voraussetzungen erfiillt.
Weitere Arbeiten jiingeren Datums in dem Gebiet sind [Wei96] und [FrS95].

Dieser Abschnitt ist der einzige Abschnitt, in dem transfinite Induktion verwendet wird. Da wir
vollkommen analog zu [BuOlb] vorgehen kénnen, sind hier nur (soweit sich nichts &ndert) die
Sétze und Hilfssétze wiedergegeben. Einige Lemmata werden ohnehin im néchsten Abschnitt noch
weiter préizisiert.

Definition 5.1.1 2 := 0,2, := 2?m
Ly falls n=0

3"::{ [T€Lij1:x =5, V...Vx=35p,] falls n=2"0 4. 42" ng>...>ng,l:=lev(sy,)

Lemma 5.1.1  a) s, ist ein RS-Term mit lev(s,) < w,
b) lev(s,) <m gdw n < 2,,

Beweis: Siche [Bu01b]. a
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Definition 5.1.2 7* := {s,, : lev(s,) <m} = {sn :n < 2}
Man beachte, da8 7% im Gegensatz zu 7, eine endliche Menge ist.

Vied ': Al falls A= /\(Az)zeJ

Definition 5.1.3 = A: gdw{ Jice A falls A=\(A)ies

ETl:gdw3dAdecTl A
Lemma 5.1.2 a) F-Agdw £ A
b) E s #t,—A(s), A(t)
Beweis: Siche [BuO1b]. O
Lemma 5.1.3 Fiir jedes a € 7, existiert ein n < w mit
Ea=s, und lev(s,) < lev(a).
Beweis: Siehe [Bu01b]. O
Lemma 5.1.4 Fiir A = A\(Ai)ieT, gilt
EA gdw EA faieT).
Beweis: Siche [Bu01b]. a

Definition 5.1.4 Die <-rekursiven Funktionen sind die kleinste Klasse arithmetischer Funktionen,
die die Nullfunktion, die Projektionen und die Nachfolgerfunktion enthélt und abgeschlossen ist
gegen Superpositionen, primitive Rekursion und <-Rekursion, d.h. mit h,g, 8 ist auch f mit

[ b(@y S0 ) falls 6(F,y) <y
1(@y) = { 9(Z,y) sonst

<-rekursiv.
Bemerkung: < bezeichnet hier die Ordnung auf 7 (K).
Definition 5.1.5 von f(h,n) fir h € Hs; und n € IN

Ty falls  J=17,
Fiir A A(A)iey sci | A= q 0 28 7= % 3
0 sonst
f(R]0],n) falls  tp(h) = Rep
Flhon) = max{ f(h[0],n),lev(ig) + 1} falls tp(h) = \/fg, lev(ip) < w
’ max{f(hli],n) : i €| A|"} falls  tp(h) = A4
0 sonst

Definition 5.1.6 Sei A™* die RS-Formel die man erhilt, wenn man in A jeden beschrinkten
Quantor der Form Vx € L, durch Vz € L, und jeden beschrinkten Quantor der Form dz € L,
durch 3z € Lj, ersetzt.
k.= {AnF . A €T}

Lemma 5.1.5 Ist h € Hs, End(h) C RS,,,deg(h) = 0 und f(h,n) < k, dann gilt = End(h)™*.

Beweis: Transfinite Induktion iiber o(h).

Sei h € Hs, End(h) € RS,,,deg(h) =0 und f(h,n) <k.

Da End(h) C RS, ist, ist tp(h) # Refic A und tp(h) # Refs(A(s)). Damit folgt das Lemma analog
zu [BuO1b]. O

Satz 5.1.1 Gilt II3 — Refl - Vz("z = HF" — Vx € 2Vy € z¢(x,y)) mit ¢(z,y) € Aoy, dann
existiert ein i € Hs mit o(h) < U (ex41) und fa. n € IN |=Va € L,3y € Ly, (2, y).

Beweis: Dies folgt mit Satz 4.4.2 aus dem vorangegangenem Lemma. ]
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5.2 FEin Konservativitiatsresultat

Bekanntlich lassen sich Aussagen iiber erblich endliche Mengen als arithmetische Aussagen
auffassen. Wir wollen beweisen, daf fiir ¢ € Ag aus KP + I3 — Refl F Vz("2 = HF" — Vx €
z3y € z¢(x,y)) bereits PRA+ PRWO(<) b Va3yU(é(x,y)) folgt, wobei U(¢) eine naheliegende
Ubersetzung der mengentheoretischen Formel ¢ in eine arithmetische Formel ist.

PRWO(<) ist die Aussage, dafi es keine bzgl. < unendlich absteigende primitiv rekursive Funktion
gibt. PRWO(<) kann durch die Formeln Inf(n + 1) £ f(n) axiomatisiert werden, wobei f
iiber alle primitiv rekursiven Funktionen lduft und evtl. weitere Parameter enthalten kann. Man
beachte, dafl es primitiv rekursive Wohlordnungen gibt, die keine Wohlordnungen sind: vgl. z.B.
Troelstra/Schwichtenberg [TrS96] S.279-284 fiir ein Beispiel einer zweistelligen nichtfundierten
Relation, die keine unendlich absteigenden arithmetischen Sequenzen hat.

PRA ist in einer Sprache der Prédikatenlogik 1. Stufe formuliert. Die Funktionssymbole und
Axiome sind analog zu den primitiv rekursiven Funktionen und ihren definierenden Gleichungen
gebildet. = ist das einzige Relations- und 0 das einzige Konstantensymbol der Sprache. Dariiber-
hinaus erlaubt PRA vollstindige Induktion iiber quantorenfreie Formeln, d.h. Ag-Formeln der
Sprache. Die Theorie PRA wurde 1923 von Skolem [Sk67] als ein informelles (quantorenfreies)
System eingefiihrt. Sie wird in Hilbert/Bernays [HB68] ausgiebig diskutiert und dient dort als
Beispiel finiten Schlieflens. Der quantorenfreie Teil der Theorie hat eine Reihe interessanter
Eigenschaften. Insbesondere ist er unabhingig von der zugrunde gelegten Logik: Intuitionistisch
lassen sich aus den Axiomen dieselben Sdtze beweisen, wie mit klassischer Logik. Damit ist diese
Theorie im hohen Mafle konstruktiv. Zur Bedeutung von PRA siehe auch Troelstra/van Dalen
[TrD88.

Um das oben angekiindigte Resultat zu erhalten, werden wir grob gesprochen wie folgt argumen-
tieren: Mit K P+1I3— Refl+Vz("2 = HF" — Vz € 23y € z¢(x,y)) erhalten wir eine Bezeichnung
fiir eine unendliche schnittfreie Herleitung h mit End(h) C {Vx € L,3y € L,¢(z,y)}. Fiir jedes
n € IN liefert uns der Invertierungsoperator eine Bezeichnung h(n) := Isvf CLodyelué@y)p fy
eine unendliche Herleitung mit End(h(n)) C {3y € L,¢(sn,y)}. Wenn wir annehmen, daf die
Endformel von h(n) falsch ist, dann muf} eine der Prémissen der letzten Regelanwendung falsch
sein. Wir wahlen die ,kleinste* und erhalten eine Bezeichnung fiir eine schnittfreie unendliche
Herleitung, deren Endsequenz nur aus falschen Formeln besteht und eine kleinere Ordinalzahl hat.
Indem wir diesen Vorgang iterieren erhalten wir eine unendlich absteigende primitiv rekursive
Folge, da wir die , Wahl® primitiv rekursiv beschrinken kénnen. Also muss Jy € L, ¢(s,,y) wahr
sein und mit Hilfe eines partiellen Wahrheitspridikates lisst sich das Ergebnis auf die Ubersetzung
iibertragen.

5.2.1 Der Kern der Argumentation

Sei dp(m,n) = Mod(DivS™ (n),2) mit Div{” (n) := n und Div{™ ™ (n) := Div(Div{™ (n),2),
wobei Div, Mod die iiblichen elementaren zahlentheoretischen Funktionen mit m = Div(m, k)-k+
Mod(m, k) bezeichne.

Fiir ag, ..., a0, <1 gilt

dp(i,Zaj~2j) =1 gdw i<munda; =1
3=0

Definition 5.2.1 Definition von Name([z € L, : ¥(ag, ..., am,z)]) durch Induktion iiber n und
Nebeninduktion iiber den Rang von :

Name(Ly) := 2,41 — 1
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Name([z € L, : Ad*(z)]) :==0

Name([x € Ly, : x € z]) :

= 2V dp(Name(a), m) - 2™

m=0

)
)
Name([x € Ly, : x € a]) := Name(a)
)
)

Name([z € L, : ¢ ANY]) := Name([x € L, : ¢]) - Name([x € Ly, : ¥))

(
(
(
Name([z € Ly, : a € 2]
(
Name([z € Ln : ¥y € Ly (y)]) == 3020 (TT72, " dp(i, Name([z € Ln : 9(s5)])) - 2°
Name([x € Ly, : ~¢]) := Name(L,) — Name([z € Ly, : 1))
wobei 701 (.) == 0 und T[725"(-.) = 1 sei.

Mit Hilfe von Name lédsst sich nun ein partielles Wahrheitspridikat Trueg fiir Ag(w)-Sétze definie-
ren:

Definition 5.2.2
trueg(Ad(t)) := 0
trueg(s € t) := dp(Name(s), Name(t))
trueg (¢ A1) = trueg(¢) - trueg (1)
trueo(Vy € t(y)) = 15" sg(1 — dp(j, Name(t)) + trueo(1(s;)))

trueg(—p) := 1 — trueg(v))

wobei wieder Hfigl( o) =1 sei.

Lemma 5.2.1 Es gilt:

1. Name(t) <2, gdw te€T, gdw truey(t€ L,)=1

2. trueg(t € s) = trueg(s € Ly,) = 1 = trueg(t € Ly,) =1

3. Fiir m > lev(t) ist Name(t) = 327 trueg(s; € t) - 2.

4. trueg(t Cs) =1 = Name(t) < Name(s)

5. trueg(t =s) =1 = Name(t) = Name(s)

6. Name(t) = Name(s) =  trueg(o(t)) = trueo(op(s))

7. trueg(t =5) =1 gdw Name(t) = Name(s)

8. trueg(s € Ly,) = trueg(¢p(s)) =1 gdw trueg(s € [ € Ly, : p(x)]) =1

Beweis: 3. Vollst. Induktion iiber lev(t) mit einer Nebeninduktion iiber den Aufbau des Skeletts
von t.

Es ist trueg(s; € t) = dp(i, Name(t)).

Ich zeige nur die Félle t =[x € L, : 2 € a] und t = [z € L, : a € z], die restlichen Fille verlaufen

analog.
2,,—1

Name([z € Ly, : x € a]) = Name(a) 54 Z dp(i, Name(a)) - 2*
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2,—1

Name([x € Lp:acz]) = Z dp(Name(a), j) - 2°
7=0
2m—1 2,—1
= Z dp(3, Z dp(Name(a), j) - 2%) - 2¢
=0 §=0
4. Mit m = lev(t) folgt
1 = trueg(t Cs)
= trueg(Vx € t.x € 8)
2n—1
= H sg(1 — dp(i, Name(t)) + trueg(s; € s))
i=0
2n—1
= H 5g9(1 — trueg(s; € t) + trueo(s; € s))
i=0

d.h.
trueg(s; € t) =1 = trueg(s; € s) = 1.

Mit 3. folgt die Behauptung.

5. folgt aus 4.

6. Vollstdndige Induktion iiber den Aufbau von ¢.

7. Durch Hauptinduktion nach lev(t) und Nebeninduktion iiber den Aufbau des Skeletts von ¢
folgt trueg(t =t) = 1 und mit 6. folgt die Behauptung.

8. Hauptinduktion nach m, Nebeninduktion iiber den Aufbau von ¢. O

Damit folgt nun
Lemma 5.2.2
1. Fiir A~ A(Ay)seT,, gilt

trueg(A) =1 gdw f.a.s €T} trueg(As) = 1.

2. Fir A ~ \/(4s)ser, gilt

trueg(A) =1 gdw ex.s €T} trueg(As) = 1.

Beweis: 1. Sei A=t ¢ [z € Ly, : ¢(x)]. Dann gilt

trueg(A) =1  gdw  trueg(-A) =0
L.5.2.1.8.
gdw  trueg(t € Ly,) = 0 oder trueg(4(t)) =0

!

gdw  f.a.s €T trueg(t = s) =1 = trueg(o(s)) =0
gdw  f.a.s €T trueg(t # sV p(s)) =1

zu (!): 7<" Gelte trueg(t € L,,) = 1, dann gilt ¢t € 7, und Syamer)y € 7,5, sowie trueg(t =
SName()) = 1 wg. Name(syame(t)) = Name(t). Also 0 = trueg(¢(snamer)) = trueo(d(t)).

7= Ist trueg(t = s) = 1, dann folgt trueg(¢(s)) = trueg(p(t)) = 0.

Fiir A =Vz € L,¢(zx) folgt die Behauptung unmittelbar aus der Definition von trueg.

2. Folgt unmittelbar aus 1. |
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Trueg = {A € Ag(w) : trueg(A) = 1}, Falseg := Ag(w) \ Trueg.

Definition 5.2.3 Fiir B = 3z € L,A(z) mit A(Lg) € Ag(w) sei
Hj(B) := {h € H; : deg(h) = 0 und End(h) C {B} U Falseg}.

Definition 5.2.4 Definition von red(h) fir h € H}(B)

h  falls (h) /\ A~ /\( s)sETo
Sy Bl s () = Ay A A(AD e, 1= pi < 2 (trueo(4,,) = 0)
red(h) = hln] falls tp(h) = Ay pa,.n = i < 2(trueo(4;) = 0)
hl0] falls tp(h) =V

Lemma 5.2.3 Gilt f.a. n A(s,) € Falseg, dann gilt
h € H3(B) = red(h) € H3(B) und o(red(h)) < o(h).
Beweis: Ist tp(h) = /%, dann ist
End(red(h)) = End(h[0]) C End(h) U{A(s)} C {B} U Falseg

1t. Voraussetzung und trueg(A(s)) = trueg(A(sy,)) fir m = Name(s).
Die tibrigen Fille verlaufen analog. O

Lemma 5.2.4 Gilt f.a. n A(s,) € Falseg, dann gilt f.a. m
h € H(B) = red(h)™ € Hi(B)
Beweis: Dies folgt durch vollstdndige Induktion nach m aus dem vorangegangenen Lemma. O
Lemma 5.2.5
h € Hj(B) und es ex.n o(red" ™ (h)) £ o(red"(h)) = ex.n A(s,) € Trueg

Beweis: Dies folgt aus den beiden vorangegangenen Lemmata. O

Mit Hilfe von Name lisst sich nun auch eine arithmetische Ubersetzung der Ag(w)-Formeln ange-
ben. 7 stehe fiir den arithmetischen Term S...S0.

n—mal

Definition 5.2.5
U(r € y) :=dp(r,y) =1

U(z € a) :=dp(x, Name(a)) =1

(
(
Ula € b) := dp(Name(a), Name(b)) = 1
UAANB):=U(A)ANU(B)

(

U(Vz € yA) =Vr < 2le'u(Num(y (dp(m,y) =0V U(A))
UMz etAd) :=Ve < 2lev(t)(dp(x, Name(t)) =0V U(A))

U(=A) := -U(A)
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Man beachte, dal damit auch eine Ubersetzung mengentheoretischer Ag-Formeln in arithmetische
Ao-Formeln definiert ist und die Ubersetzung die gleichen freien Variablen, wie die Ursprungsfor-
mel hat. Zur Definition von Num siehe die néchste Seite. Im folgenden soll gezeigt werden, dafl
PRA beweist, dafl truep ein partielles Wahrheitspréadikat fiir Ag(w)-Sétze ist. Um die Feinheiten
der folgenden Argumentation herauszuarbeiten, werden wir an dieser Stelle genau zwischen den
syntaktischen Objekten Formeln, Terme, Variablen und ihren Gédelnummern unterscheiden. D.h.
wir betrachten die Funktionen Name und trueg nun als auf den Gédelnummern definiert, wahrend
der Definitionsbereich von U weiterhin die Menge der Ag(w)-Formeln ist.

Da wir fiir die zu beweisende Aussage einige elementare Eigenschaften der Godelisierung von RS-
Termen und Séitzen brauchen, gebe ich der Kiirze halber eine an. Wir nehmen also an, wir hétten
bereits eine Godelisierung der logischen und nichtlogischen Zeichen sowie der Variablen und e-
Formeln.

Definition 5.2.6

gn(le € L = ¢la, - -, am, 2)]) 1= (gn(Ln), gn(x), gn(e), gn(ar), - ., gn(am))
Das folgende Lemma ist als Erinnerung gedacht:
Lemma 5.2.6
1. PRAFz<n—z=0V...Va=n
2. PRAF[L_sf(x) =1« fO)=1A...Af(R) =1
PRAFY! f(x) >0« f0)>1V...V f(n) >1
PRAFVz < ng(z) < ¢(0) A ... A ¢p(n)

A S

PRAF 3z < ng(z) < ¢(0) V...V ¢(n)

Sei Num eine! primitiv rekursive Funktion mit Num(n) := gn(s,) und
PRAF Name(Num(z)) = .

Sei weiter sb eine primitiv rekursive Funktion mit

sb(gn(A), gn(x), gn(t)) = gn(A.(t))

fiir RS-Formeln A, Variablen x und RS-Terme t. Wir schreiben A(#) fiir den arithmetischen Term

sb(gn(A), gn(z), Num(z)).

1Fiir den Beweisgang werden hier und bei anderen Funktionen einige Eigenschaften verwendet, die von der
intensionalen Darstellung der Funktion abhingen. Darum steht hier und im folgenden ”eine”. Aus einer extensionalen
Sicht heraus ist es natiirlich die Funktion.
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Man beachte, daf$ die Variable z in diesem Term nur an der letzten Stelle frei vorkommt.?
Mit Hilfe von sb 148t sich die Definition von truey auf den Godelnummern von Ag(w)-Sétzen nun
wie folgt angeben:

Definition 5.2.7
trueg({gn(€), x,y)) := dp(Name(zx), Name(y))
trueg({gn(A), z,y)) = trueg(x) - trueo(y)

trueo({gn(v), z,y, 2)) = [1;<5" " sg((1 = dp(j, Name(y)) + trueo(sb(z, @, Num(j))))

Der Grund fiir die an dieser Stelle iibertrieben wirkende Ausfiihrlichkeit ist der, dafl wir im Beweis
des nachfolgenden Lemmas eine etwas hintergriindige Eigenschaft der Funktionen trueg, gn und sb
brauchen. Es soll ndmlich in PRA einsehbar sein, daf} sich bestimmte Aussagen iiber die Funktions-
werte trueg(x) machen lassen, obwohl das Argument x nicht vollstéindig bekannt ist. Anhand der
hier gegebenen Definitionen 148t sich nun einfach iiberpriifen, da§ die Definitionen der Funktionen
trueg, gn und sb die fiir den Beweis des néchsten Lemmas notwendigen Eigenschaften haben.

Lemma 5.2.7 Fiir Ag(w)-Formeln A gilt
PRAF trueg(A(Zo, ..., 4m)) =1 U(A(xoy ..., Tm))

Beweis: Sei A = ¢(ag, ..., an,Zo, ..., Tm). Induktion {iber den Aufbau von ¢.
Wir betrachten nur die beiden Félle mit den Allquantoren. Da die RS-Terme ay, . . ., a,, keine Rolle
bei der Argumentation spielen, lassen wir sie ebenfalls weg.
Sei ¢(xg, ..., Tm) = VEme1 € LY(zo, ..., Timy1)-
Lt. LV. gilt
PRAL tTueo(’(/J(‘fo, N ,i‘erl)) =1« U(l/)(l‘m N ,{Em+1)).

Damit lisst sich in PRA nun wie folgt argumentieren:

1 = trueg(¢(do, ..., Em)) = true({gn(¥), gn(Tm+1), gn(t), ¥ (Zo, . .., Tm)))
Ziev(gnin 1 -
= H sg(1 — dp(zm1, Name(gn(t))) + trueo(sb(w(zo, . .., Zm), gn(Tm+1), Num(zmi1))
"L'7n+1:0
gdw
Vg1 < QlGU(gT(t))dp(me, Name(t)) =1 — trueg(Y(Zo, ..., Tmt1))

1.V.
gdw
Vg1 < Qde(me, Name(t)) =1 — UW(zo,--.,Tm+1))

gdw
U((b(l‘o, PN ,Z‘m))

Fiir den Fall ¢(xo, ..., Zm) = VTmi1 € 2j0(X0, - .., Tmt1) ergibt sich:

1= trueog(d(Zo, ... Em)) = true((gn(V),m, Num(z;), (%o, ..., Tm)))
2lev(Num(z;)) —1 -
= I s9(t = dp(mi1, Name(Num(x;))) + trueo(sb(y(do, - - - #m), gn(@m1), Num(zm 1))
‘Tm+1:0

gdw

2Derartige fiir meinen Geschmack etwas ungliickliche Formulierungen sind in der Literatur iiblich vgl. z.B.
[HaP93], [Tr73] und ermoglichen erst die Herausstreichung der doppelten Rolle von x (als Metavariable und Variable
des Terms) durch die biindige Formulierung A(z).
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VImyr < 2lev(Num(acj))dp(Im+1a xj) =1 — trueo(Y(Zo, .-, Tm+1))

I.V.
gdw
Vomg1 < 2lev(Num($j))dp(xm+1axj) =1— U(’(/)((E(), cee 7xm+1))
gdw
U(¢($0, s ,$m))
wg. PRAF Name(Num(z;)) = x;. O

Folgerung: Fiir Ag(w)-Sétze A gilt

PRAF trueg(gn(A)) =1 < U(A).

5.2.2 Primitive Rekursion

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dafl sich unsere Argumentation tatsdchlich in PRA
durchfiithren 148t, d.h., daf} die verwendeten Prédikate und Funktionen primitiv rekursiv sind.
Ein Blick auf die Beweise zeigt dann, dafl in den Beweisen hochstens Ag-Induktion (gemeint sind
hier Ap-Formeln in der Sprache von PRA, also primitiv rekursive Préadikate) verwendet wurde. Um
nachzuweisen, dafl die verwendeten Pradikate und Funktionen primitiv rekursiv sind, werde ich zei-
gen, dafl die verwendeten Rekursionsschemata nicht aus dem Bereich der primitiv rekursiven Funk-
tionen herausfithren. Dies ist klar fiir o, deg, Ref,tp,[] und fiir Hs: o(d), deg(d), Ref(d), tp(d), d[i]
und d € Hy sind induktiv iiber die Linge der Zeichenkette d definiert. Der Beweis der arithmeti-
schen Aussage, dafl H; ein operatorkontrolliertes Bezeichnungssystem fiir RS (/KC)-Herleitungen ist,
d.h. der Nachweis der Ag-Bedingungen a)-n) lduft ebenso induktiv iiber die Linge der Zeichen-
kette, wie die Beweise aller dafiir notwendigen Lemmata und Sétze, die ebenfalls als Ag-Aussagen
aufgefafit werden konnen.

Anders sieht die Sache bei den Funktionen truey und Name aus. Daraus dall Name primitiv re-
kursiv ist, folgt offensichtlich, dafl truep primitiv rekursiv ist. Name(t) ergibt sich rekursiv aus
Funktionswerten von Name an Argumentstellen, die entweder ein kleineres Level oder einen klei-
neren dufleren Rang als ¢ haben, also in w x w bzgl. der lexikographischen Ordnung vor t liegen.
Da die Anzahl der Argumente zur Berechnung von Name(t) im Rekursionsschritt abhingig von
t variiert, handelt es sich dem Augenschein nach um eine Wertverlaufsrekursion. Dies wirft in-
sofern ein Problem auf, da der Wertverlauf der Werte einer Funktion an Argumentstellen, die
lexikographisch vor einem Argument y liegen, im allgemeinen nicht vollstéindig in einer natiirlichen
Zahl kodiert werden kann, da y unendlich viele Vorgdnger haben kann. Bevor ich die Frage nach
den Rekursionsprinzipien, mit denen Name definiert ist, weiter erdrtere, mochte ich die notwen-
digen Hilfsmittel fiir den Nachweis, dafl diese Prinzipien aus dem Bereich des Primitiv-Rekursiven
nicht herausfithren, bereitstellen. Leider werden in der Literatur nur sehr wenige Werkzeuge be-
reitgestellt, um von einer konkreten Funktion zu zeigen, daf} sie primitiv rekursiv ist. Die grofite
Fundgrube in diesem Gebiet stellt sicher immer noch das Standardwerk von Rosza Peter [Pet57]
dar, bei dem es sich allerdings mehr um eine (sehr umfangreiche) Sammlung von Einzelfillen
handelt, deren Behandlung sich h&ufig nicht oder nur schwer auf allgemeinere Fille iibertragen
léBt. Einige neuere Ergebnisse auf diesem Gebiet finden sich in Felscher [Fel93], u.a. eine Charak-
terisierung der primitiv rekursiven Funktionen durch ”times-Schleifen”. In [Si88] charakterisiert
Simmons die primitiv rekursiven Funktionen als Fixpunkte bestimmter Funktionale. In [CiW97]
fassen Cichon/Weiermann bestimmte Rekursionsschemata als Termersetzungssysteme auf, wobei
die wesentliche Aufgabe dann darin besteht, die Lange der Reduktionssequenzen primitiv rekursiv
abzuschétzen.

Als Nebenergebnisse dieser Arbeit werden sich in diesem Abschnitt elegante Beweise dafiir erge-
ben, daf die primitiv rekursiven Funktionen abgeschlossen gegen die zweifache ungeschachtelte
Rekursion mit Parametersubstitution und die dreifache ungeschachtelte Rekursion sind?. Die hier

3Erstere la8t sich natiirlich als Spezialfall der dreifachen ungeschachtelten Rekursion auffassen. Es geht mir in
diesem Abschnitt darum anzudeuten, wie sich der Beweis verallgemeinern 148t.
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verwendete Beweismethode 148t sich problemlos auf mehrfache ungeschachtelte Rekursionen und
wahrscheinlich auch auf eine Vielzahl anderer Rekursionsschemata tibertragen.

f,9,h,... seien im Folgenden immer Funktionen mit Definitionsbereich IN™ fiir ein n und Wer-
tebereich IN. Wir betrachten nur die Félle mit der geringsten Anzahl von Argumenten. Mithilfe
der Paarfunktion (,) oder durch einfaches Ubertragen der Beweise, lassen sich die Resultate dann
auch fiir die mehrstelligen Fille beweisen. Bis auf den letzten Satz bezeichnet < in diesem Ab-
schnitt die natiirliche Ordnung auf IN. Wir beginnen zun#chst mit der primitiven Rekursion mit
Parametersubstitution. Die Beweisidee ist aus Rose [Ros84] entnommen.

Lemma 5.2.8 Gelte
f(x,0) = g(z)
fley+1) = hlzy, f(i(zy),9)),
dann ist mit g, h, 7 auch f primitiv rekursiv.

Beweis: Wir definieren durch primitive Rekursion zwei dreistellige Funktionen J, F":

J(z,y,0) = =z
J(x,y,t+1) = j(J(z,y,t),y—t)
F(z,y,0) = g(J(z,y-1y))
F(x,y,t+1) = h(J(z,y—1,y—(t+1)),t,F(z,y,t))

Durch vollstandige Induktion nach ¢ folgt nun:
t<y— F(z,y,t) = f(J(z,y=1y—1),1)

t=0
F(2,9,0) = g(J(z,y—1,9)) = f(J(z,y—1,9),0)
t—t+1
Ist t + 1 < y, dann ist y—t > 1. Es folgt
Fz,y,t+1) = h(J(z,y—1,y—(t+1)),t, F(z,y,1))
=:k

T bkt f(T (2, y=1,y=1), 1))

(

h(k,t, f((J (@, y=Ly—(t + 1)), (y—1)=(y—(t + 1))),1))
(
(

h(k,t, f(j(k,t),1))
f(J(z,y—1,y—(t+1)),t+1)

Mit t = y folgt
f(z,y) = F(z,y,y).
O

Wir kénnen nun direkt die zweifache ungeschachtelte Rekursion mit Parametersubstitution in
Angriff nehmen:

Definition 5.2.8 Eine Funktionenmenge F' heiflt abgeschlossen gegen zweifache ungeschachtelte
Rekursion mit Parametersubstitution, wenn aus g, hq, b1, jo, j1, to,t1,s € F und

f(kvovn) = g(kan)
flk,m,0) = ho(k,m, f(jo(k,m,0),to(k,m,0),s(k,m,0))) fir m >0
f(kaman) = hl(ka m,n, f(jo(k,m,ﬂ),to(k, m, ’fl), S(k7m7n))a f(jl(k7m7 n)7m7t1(k7m7n))
fir m > 0,n >0
mit to(k,m,n) < m—1 und t1(k,m,n) < n-—-1, f € F folgt.
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Cichon/Weiermann bezeichnen in [CiW97] das Schema

fle+1L,y+1) = hz,y, f(x,p(x,y)), f(x+1,y))

als mehrfache ungeschachtelte Rekursion mit Parametersubstitution. Da sie zudem f(0,y) = go(y)
und f(z,0) = g1(x) setzen, handelt es sich hierbei in unserer Terminologie um einen Spezialfall
der zweifachen ungeschachtelten Rekursion (ohne Parametersubstitution). Das oben angegebene
Schema unterscheidet sich von dem in Felscher [Fel93] behandelten, durch die Parameterfunktionen
Jo,j1 und dadurch, daf} die Regressionsfunktion ¢y bereits im Rekursionsschritt fiir den Fall n =0
auftaucht. Dadurch ist der Beweis mit Hilfe der von Peter [Pet36] entwickelten Lateralkonstruktion
nicht mehr so einfach durchzufiihren.

Fiir die Dauer des Nachweises, dafl obiges Schema nicht aus dem Primitiv-Rekursiven hinausfiihrt,
werden wir folgende Bezeichnungen verwenden:

ki :=jo(k, m,n) k. :=j1(k,m,n)

my:=to(k,m,n) my=m
n; :=s(k,m,n) n, :=t1(k, m,n)
ki, ...,n, sind natiirlich von k, m,n abhéngig. Es wird aber aus dem Kontext hervorgehen, welche
k,m,n gemeint sind. Mit diesen Abkiirzungen definieren wir nun:
o g(k,n)+1 : m=0
F(k,m,n,0) o { 0 : sonst
F(k,m,n,1) : F(k,m,n,i) #0
ho(k,m, F(k;,my,ng,i)—1) + 1 : F(k,m,n,i) =0,

n=0,m >0 und
F(khml,nbi) #0

hl(kam7naF(kl;mlanlai);]-vF(kmmr;nmi);l) +1
F(k,m,n, i) =0,
n>0,m >0,
F(ky,my,ng, i) # 0 und
F(kr,mp,n.,1) #0

F(k,m,n,i+1)

0 : sonst

Bei der Definition von F' handelt es sich um eine primitive Rekursion mit Parametersubstitution.
F' ist dementsprechend primitiv rekursiv in g, ho, h1, jo, j1, to,t1, S, wie wir weiter oben gesehen
hatten. Desweiteren gilt:

F(k,m,n,i) 20 — F(k,m,n,i + 1) = F(k,m,n,i) = f(k,m,n) + 1

Beweis durch vollstdndige Induktion nach i:
Fiir ¢ = 0 folgt aus F(k,m,n,0) # 0, dal m = 0 und so

F(k)m7n7 1) = F(k7m7n’0) = g(k’n) + 1 = f(k)m7n) + 1.
Ist F(k,m,n,i) # 0, dann folgt 1t. I.V.
F(k,m,n,i+1)=F(k,m,n,i) = f(k,m,n)+ 1.

Sei F'(k,m,n,i)=0.
Ist n =0,m > 0, F(k;, my,ny,4) # 0, dann folgt 1t. I.V.

F(k,m,n,i+1) = ho(k,m, F(k,m;,i)—1)+1
= ho(k,m, f(ki,m;,n)) +1
= f(k,m,n)+1
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Fir n > 0,m > 0, F(k;,my,n;,i) # 0 # F(k.,m;,n., i) folgt die Behauptung analog und im
»sonst“ Fall ist die Behauptung trivial. O

Nun besteht unsere Aufgabe darin, eine primitiv rekursive Funktion z mit F'(k, m,n, z(k,m,n)) # 0
zu konstruieren. Bei der nichsten Definition handelt es sich um eine simultane Wertverlaufsrekur-
sion:

po(k,m,n,0):=k pi(k,m,n,0):=m pa(k,m,n,0):=n

po(k, m,n,2i+ 1) = Jo(po(k,m,n, %), p1(k,m,n,i),ps(k,m,n))
pO(kam’nv2(i+ 1)) = jl(pO(k’m’nvi)vpl(kvmanai)7p2(kvmvn))
p1(k,m,n,2i + 1) = to(po(k, m,n,i),p1(k,m,n,i),pa(k, m,n))
p1(k,m,n,2(i + 1)) = pi(k,m,n,i)

pa(k,m,n,2i+ 1) = s(po(k,m,n,i),p1(k,m,n,i),p2(k,m,n))
p2(k7m7n72(i+ 1)) = tl(pO(kaman7i)vpl(kvm7n7i)7p2(kvm7n))

Wir definieren weiter zwei primitiv rekursive Funktionen N, Ex, die uns dabei helfen, durch den
Berechnungsbaum zu navigieren:

N %0 = 1 Ex0 = 2
Nx(2i4+1) = 2-(Nxi)+1 Ex(2i+1) = 2-(Exi)+1
Nx(26+1)) = 2-(Nx*(i+1)) Ex(20i+1) = 2-(Ex@i+1))
Es gilt
po(ki,mi,ny) = po(k,m,n, N xi)
pO(kramrvnT) = pO(kamanvE*Z)
p1(ki,my, ) = pi(k,m,n, N x1i)
p1(kr,me,ny) = pi(k,m,n, E i)
pa(k, my,my) = pa(k,m,n, N i)
p2(k7‘amr7n7‘) - pQ(kamanvE*Z)
Beweis:
po(k,m,n, N x0) = po(k,m,n,1)
= jo(po(kamanvo)apl(kam7na 0),p2(k7m7n70))
= Jjo(k,m,n)
= kl

po(klvmhnho)
und vollkommen analog folgt der Induktionsanfang fiir alle anderen Falle.

polk,m,n, N x(2i+1)) = polk,m,n,2-(Nx*i)+1)
= jO(pO(kaman7N*i)7p1(k7m7n7N*i)7p2(k7m7naN*i))

Lv. . . . .
= JO(pO(kh my,n, Z)apl(kh my,n, Z)?pQ(kla my,ng, Z))
= Po(klaml,nl,%"‘l)
und auch hier folgt der Induktionsschritt in den restlichen 15 Féllen vollkommen analog. |

Fiir a > 1 gilt
i1<a— Nxi,Exi<8a

Beweis: Es sind N« 0,nx 1, Ex0,EFx1 <5 <8.
Fir i =25+ 1 baw. i = 2(j 4+ 1) folgt

j < Div(a,2) bzw. j+ 1 < Div(a,2).
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Also 1t. L.V.
Nxj,Exj<8-Div(a,2) <4-abzw. Nx(j+1),Ex(j+1) <8 Div(a,2) <4-a.
Da a > 1 ist, folgt

Nxi= 2(Nxj)+1 <8a
Exi= 2Exj)+1 <8a

bzw.

Nxi= 2(Nx*x(j+1)) <8a
Exi= 2FEx(j+1) <S8a.

Wir definieren nun z durch:

z1(k,m,n, a) = (Xl gp2(k,m,n,i))+1
zo(k, m,n,0) = n+1
zo(k,m,n,a+1) = 2z9(k,m,n,a) + z1(k,m,n, 822(k,m,n,a)+1)

z(k,m,n) := zo(k, m,n, m)

Fiir a > 1 gilt

z1(ky,my,ng,a) < zi(k,m,n, 8- a)
21 (kp, mp,npya) < z(k,m,n,8-a)
Beweis: Dies folgt aus N * i, E i < 8a und
pQ(kl7mlanl) = pQ(k7man7N*i)
p2(kr7mr7n7‘) = p2(kam7n7E * Z)

Desweiteren gilt:
zo(ki,mu, e, a) < zo(k,m,n,a+1)

Beweis durch vollstdndige Induktion {iber a:
77a = O“

zg(kl,ml,m,O) = n+1
= po(k,m,n,1)+1

1
< (ZPQ(kam7n7 1)) +1
=0

= z(k,m,n,1)
< z(k,m,n,1)

La— a+1¢

klamlanba) + Zl(klamhnl7822(kl’ml7nl’a) t 1)

klamlanlaa) + 2)

ZQ(kl;mlanlaa+1) = %)

~
A IA

zo(k,m,n,a+1) +21(k,m,n,8z2(k7m’n’a+ 1)+ 1)

Il
N
(]
o
3
S
o
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Fiir n > 0 gilt:
22 (kpy My, mp,y a) < 29(k,m,n, a)

Beweis durch vollstdndige Induktion {iber a:

»d = 0«
zo(kr,mp,n,,0) = n.+1
= ti(k,m,n)+1
< n+1
= ZQ(kam7n70)
La— a+ 1¢
ZQ(kramranraa+1) = 22 kmmrvnraa)+Zl(kramranra822(kr’mr’nr’a)+1)

N

(

< 2(k7»7m7.77’[,7,,a) —+ Zl(k7m7n’ 822(1{:7‘7 My Ny a) + 2)
LV.

< zo(k,m,n,a)+ z1(k,m,n, gz2(k,m,n,a) + 1)

(

= 2z(k,m,n,a+1)

Schliefllich ergibt sich:

z(ky,mi,my) < z(k,m,n) fiir m > 0 und
2(krymp,ny) < z(k,m,n) furn >0

Beweis:

z(ky,mi,ng) = zo(ki,ma, g, my)

(
zo(k,m,n,m)

2
z(k,m,n)

2 (ki, my, ng, m—1)

VANVAN

Z(kr7m7'7n7’) = ZQ(kT‘amT‘;n'r‘?m)

A\

ZQ(ka m,n, m)

z(k,m,n)

Wir haben nun alle Eigenschaften von z beisammen, um den Beweis abzuschlieflen:
F(k,m,n,z(k,m,n)) #0

Beweis: Hauptinduktion iiber m, Nebeninduktion iiber n

Ist F(k,m,n,z(k,m,n)—1) # 0, dann ist nichts zu zeigen. Sei also F(k,m,n, z(k,m,n)—1) = 0.
Fir m =0 ist F(k,m,n, z(k,m,n)) # 0.

Seim > 0,n =0.

Dann ist ¢1(k,m,0) < m und 1t. V.

F(ky,my,ny, z(ki,my, ) = F (ki my,ng, 2(k,m,n)—1) # 0.
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Also ist

F(k,m,n, z(k,m,n)) = ho(k,m, F(ki, my,n;, 2(k,m,n)—1) + 1 # 0.

Die anderen Fille folgen analog. O

Da f(k,m,n) = F(k,m,n, z(k,m,n))—1 ist, ist damit der folgende Satz bewiesen:

Satz 5.2.1 Die primitiv rekursiven Funktionen sind abgeschlossen gegen zweifache ungeschachtelte
Rekursion mit Parametersubstitution.

Anhand der dreifachen ungeschachtelten Rekursion moéchte ich noch skizzieren, wie leicht sich
dieser Beweis auf mehrfache ungeschachtelte Rekursionen iibertragen laft.

Definition 5.2.9 Eine Funktionenmenge F' heifit abgeschlossen gegen dreifache ungeschachtelte
Rekursion, wenn aus g, hq, h1, ho, hs, to, t1,t2, Sg, S1, S2 € F und

f(0,m,n)
f(k,0,0)
f(k,0,m)
f(k,m,0)

f(k7 m? n)

g(m,n)

ho(k, f(to(k,0,0), so(k,0,0), s1(k,0,0))) fiir k>0

hi(k,n, f(to(k,0,n), so(k,0,n),s1(k,0,n)), f(k,0,t2(k,0,n)))

fir k>0,n>0

ho(k,m, f(to(k, m,0), so(k,m,0), s1(k, m,0)), f(k, t1(k, m,0), s2(k,m,0)))

fir k> 0,m >0

hs(k,m,n, f(to(k,m,n), so(k,m,n),s1(k,m,n)), f(k,t1(k,m,n), sa(k,m,n)),
f(k,m, ta(k,m,n))) fir k> 0,m>0,n>0

mit to(k,m,n) < k=—1,t1(k,m,n) < m=1 und t2(k,m,n) <n—1, f € F folgt.

Wir verwenden wieder einige abkiirzende Bezeichnungen:

ki :=to(k,m,n) km =k k, =k
my:=so(k, m,n) Myn:=t1 (k, m,n) mp=m
n; :=s1(k, m,n) Ny, =82k, m, n) ny. :=ta(k, m,n)
wobei ki, ..., n, natiirlich wieder von k, m,n abhingig sind. Mit diesen Abkiirzungen definieren

wir nun analog zu oben:
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m,n)+1 : k=0
F(k,m,n,0) = {9( O) : sonst

F(k,m,n,i) : F(k,m,n,i) #£0
ho(kyF(k:l,ml,m,i)#l)—i—l : F(k7m7n,i) =0,
k>0,n=0,m=0und
F(ky,my,my,i) # 0
hl(k7naF(kl7mlanlv ) 1 F(k’r‘vavn'r‘v ) 1)+]-
: F(k,m,n,i) =0,

k>0m=0,n>0
(kl,mlvnz, ) # 0 und
F(ky,mp,np,i) #0
hQ(k,m,F(khml,?’”, ) 1 F(kmamm,nma ) )+ 1
F(kamanvi"_]-) = : (k,m,n,z) =0,
k>0m>0,n=0
F(kl,ml,m, i) # 0 und
F (s My 1 ) # 0
h’3(k7m7naF(kl7mlanla ) 1 F(kYn7m7nvnmv ) 1 F(kTva'7n7'7’L) 1) +1
: F(k,m,n,i) =0,
k>0m>0n=0
(kl7ml7nl7 )7507
F (b, M 7 1) # 0 und
F(ky,mp,ny,i) #0

0 : sonst

F ist wieder primitiv rekursiv in g, hg, h1, ha, hs, to, t1, t2, So, S1, S2 und es gilt:
F(k,m,n,i) 20 — F(k,m,n,i+ 1) = F(k,m,n,i) = f(k,m,n) + 1.

Wir konstruieren wieder eine primitiv rekursive Funktion z mit F(k, m,n, z(k, m,n)) # 0.

po(k,m,n,0):=k pi(k,m,n,0):=m py(k,m,n,0):=n

po(k, m,n,3i + 1) = to(po(k, m,n,i),p1(k,m,n,i),pa(k,m,n))
polk,m,n,3i+2) = po(k,m,n,1)

po(k,m,n,3(i +1)) = po(k,m,n,i)

p1(k,m,n,3i+1) = s1(po (k,mm,i),pl(k‘,m,n,i),pg(k‘,m,n))
p1(k, m,n, 3i +2) = t1(po(k, m,n,1),p1(k,m,n,i),pa(k,m,n))
pi(k,m,n,3(i+1)) = pi(k,m,n,i)

pQ(k m,mn, 3i+ 1) = 82(p0(k7m7n7i)7p1(kamvnai)aPQ(kam7n>)
pg(k m,n, 31—'_2) = 33(p0(kvmvnvi)7p1(k7m7nai)7p2(kam7n))
pa(k,m,n,3(+1)) = ta(po(k,m,n,i),p1(k,m,n,i),pa(k,m,n))

Wir definieren diesmal drei primitiv rekursive Funktionen N*, Ex, Z*, um durch den Berechnungs-
baum zu navigieren:

N %0 = 1 Ex0 = 2
N#%(3i+1) = 3-(N=xi)+1 Ex@Bi+1) = 3-(Exi)+1
N#(3i+2) = 3-(Nxi)+2 Ex(3i+2) = 3-(Bxi)+2
Nx(3(i+1) = 3-(Nx(i+1)) Ex(3(i+1) = 3-(Ex(i+1))
Z %0 = 3
Z*(Bi—i—l) = 3-(Zxi)+1

*(3i+2) = 3-(Zx%i)+2

FBE+1) = 3 (Zx(+1)
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Es gilt

po(ki,mi,mi) = po(k,m,n, N 1)
P0(kmy, Moy M) = po(k,myn, E x 1)
polkr,mp,n.) = polk,m,n,Z i)
p1(k,my,ny) = pi(k,m,n, N i)
P1(kmy Moy M) = p1(k,myn, E x 1)
p1(kr,mp,n.) = pi(k,m,n,Z x1)
pa(ki,my,ny) = po(k,m,n, N i)
D2k M, M) = pa(k,m,n, E *1)
po(kryme,n.) = pa(k,m,n, Z xi)

Fiir @ > 1 koénnen wir wiederum grob abschétzen:
i1<a— Nxi,FExi<27a

Wir definieren nun z durch:

z1(k,m,n,a) = (Zpg(k,m,n,i)>+l
i=0

zo(k,m,m,0) = n+1
zo(k,m,n,a+1) = z(k,m,n,a) +21(k,m,n,2722(k’m’n7a) +1)
a
ZB(kamanaa) = ZZQ(pO(kaman7i)ap1(kamanvi)7p2(k7m7n7i)7p1(k7m7nai))
i=0
Z4(k7man70) = 22(k7m7n7m)
za(k,mynya+1) = z4(k,m,n,a) +z3(k,m,n,27z4(k’m’n’a)+1)
z(k,m,m) = z4(k,m,n, k)

Fiir @ > 1 gilt nun

z1(k,m,n,27 - a)
z1(k,m,n,27 - a)
z1(k,m,n,27 - a)

Zl(klamlvnlaa)

zl(km7mm7nma a)

IAIAIA

Zl(krv My, Ny CL)
Desweiteren gilt:

ZQ(kl,m[,nl,Cl) < Z2<k7man7a+1)
29 (km, My My a) < 2o(k,myn,a+ 1) und

zo(kr,mp,np,a) < zo(k,m,m,a) fiirn>0
Damit folgt dann:

za(ky,my,ng,a) < za(k,mon,a+1)

A

24(Kmy My Mo, @) z4(k,m,n,a) fir m > 0 und

z4(kr,mpynp,a) < z4(k,m,n,a) fiirn >0
Und schlielich folgt

z(ky,my,ng) < z(k,m,n) fiir k>0

A

2(Kmy My ) z(k,m,n) fir m > 0 und

z2(kpympe,ny) < z(k,m,n) fir n >0
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womit wir dann analog zu oben

F(k,m,n,z(k,m,n)) #0
beweisen kénnen. Wir kénnen also den folgenden allgemeinen Satz formulieren:

Satz 5.2.2 Die primitiv rekursiven Funktionen sind abgeschlossen gegen mehrfache ungeschach-
telte Rekursion.

Es ist noch zu kldren, warum sich daraus ergibt, dafl Name und damit auch truey primitiv rekursiv
sind. Dazu betrachten wir die Funktion f, die definiert ist durch

fO) = m
flx) = f(@0,2))+...+ f(t(k(z),x)),
wobei ¢, k primitiv rekursive Funktionen sind und ¢(¢, ) fir ¢ < k(x) lexikographisch vor z liegen

soll, wenn man beide Werte als geordnete Tupel auffasst. Wir definieren nun eine weitere Funktion
F durch

F(0,i) = m
F(z,0) := F((0,z),k(t(0,z)))
F(x,i+1) = Flx,i)+F@t@+1,2), k6l +1,2)))

und mit der Funktion case

b falls a=0

¢ sonst ’

case(a, b, c) == {

und der Paarfunktion (,) folgt, dafl es sich hierbei um eine dreifache ungeschachtelte Rekursion
handelt. Nun gilt:

i <k(x) — F(z,i) = Zf(t(j, x)) fiir x >0
=0

Beweis: Wir beweisen die Aussage durch Hauptinduktion iiber z und Nebeninduktion iiber 7.
Fiir ¢ = 0 folgt
f(t(0,2)) Y F(t(0,2), k(t(0,2)) = F(z,0).
Fiir i + 1 < k(z) folgt
i+1 i

Zf(t(jw)) F(ti+1,2) + ) f(t(j.x))

J=0

Y i+ 1,2)) + Fz, i)
Y P+ 1,2), k(i + 1,2))) + F(,9)
= F(z,i+1).

Mit ¢ = k(x) folgt

f(z) = F(z,k(x))
und somit ist f primitiv rekursiv. Genauso 148t sich einsehen, dafl die komplizierter anmutende
Funktion f mit

) = m
f(0,0,2)) ... -f(t(s(x),0,x))+
flx) = : :
f@0, k(z),z))- ... -f(t(s(z),k(z),2))



wobel t, k, s wieder primitiv rekursive Funktionen sind und ¢(i,j,z) fir j < k(z),i < s(x) le-
xikographisch vor z liegen soll, primitiv rekursiv ist. Dazu definiert man sich durch vierfache
ungeschachtelte Rekursion simultan zwei Funktionen Fy, Fi:

Fy(0,4,5) == m
Fo(x,0,5) = F1(¢(0,4,z),s(t(0,4,x)), k(t0,j,2))) fiir >0
Fo(z,i+1,7) = Folz,4,5)  Fr(t(i +1,4,2),s(t(i + 1,5,2)),k(t( + 1,7,2))) fiir x >0
Fi(0,4,5) == m
Fi(z,i,0) = Fy(z,4,0) fir z >0
Fi(x,i,j+1) = Fi(x,i,5)+ Fo(x,4,5+ 1) fiir 2 >0

und beweist wie oben simultan durch Hauptinduktion iiber x, Nebeninduktion iiber ¢ und j
Fl(x7 8(33)7 k(SU)) = f(‘T)

i< s(x),j <k(zr) — Fo(x,i,j) = Hf (i,4', )

ng(x),jgk({b) - Fl(ZL',Z,] Z H f 7] {E

=0

Abgesehen von den einfach zu behandelnden Fallunterscheidungen, sind dies genau die Rekursi-
onsschemata, mit denen Name definiert ist. Wir erhalten also:

Lemma 5.2.9 Name und trueg sind primitiv rekursiv.

O

D.h. auch die Aussagen der Lemmata am Anfang dieses Paragraphen lassen sich in PRA beweisen.
Insbesondere haben wir in Lemma 5.2.4 nur Ag-Induktion verwendet. Wir sind nun in der Lage,
den abschliessenden Satz zu beweisen:

Satz 5.2.3 Aus II3 — Refl - Vz2("2 = HF" — Vx € 23y € z¢(x,y)) mit ¢ € Aq folgt PRA +
PRWO(<) = VnamU(¢(n,m)).

Beweis: Wir bezeichnen das Funktionssymbol, das die primitiv rekursive Funktion I mit
I(gn(A), gn(t), gn(h)) = gn(I{*h) reprisentiert, ebenfalls mit 1.

Gelte I3 — Refl - Vz("2 = HF" — Vx € 23y € z¢(x,y)) mit ¢ € Ay.

Lt. Satz 4.4.2 existiert ein § und ein h € Hs mit deg(h) = 0 und

End(h) C{Vx € L,y € L,¢(x,y)}.

Sei h(n) der Term I(gn(Vz € L3y € L,é(z,y)), Num(n), gn(h)).
Es gilt
PRAVF h(n) € Hy(3y € Loo(n,y))

und
PRA 4+ PRWO(<) F 3m o(red™ ™ (h(n))) &£ o(red™(h)).

Mit Lemma 5.2.5 folgt
PRA + PRWO(<) F 3m trueg(é(n,m)) =1
und wg. PRA F trueg(¢p(n,m)) =1 < U(¢p(n,m)) damit
PRA + PRWO(<) F 3ImU(¢p(n, m)).

Mit der Generalisierungsregel folgt die Behauptung. O
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Anhang A

Die Bezeichnungen fiir die
Teilherleitungen

Wir schreiben d : T' fiir End(d) CT.

Zu b= (N30 (6):

(s, Ly) := ~T,...,~f, ~(tran(L;) A L, # O A Paar™),~C|3), B[s]

db2 =
i o
D(a@/s,y/Lo) \{—¥T,..., Y}
db =
dy, : (@S, y/L)\{YT,...,~ Y]} dp, :tran(L;) A Ly # 0 A Paar™ 3:L, =1L,
~Cla" B “u TAE (L)
O, 357 (AdE(2) A BIATY)

hlr] ==

dy : ~C[3]7,32™(Ad*(2) A B[5]*) 10: L, # t,~C[3]},C[3]"
L, # 6, ~C[i", 37 (Ad(2) A BY)
Mit /\_‘Adg(t) = tp(h) folgt die Konklusion von h

Cut

—AdS(t),~C[3)", 32" (AdS(2) A B[3)?).
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—Ad (), ~C[5]", 327 (AdS (2) A B[3)*)

—AdE(t) A —C[3), 327 (AdS(2) A BJ3)?)
Mit tp(h) = /\VZ”(‘!Adg(Z)V"C[g‘]Z) folgt

V2™ (mAdS (2) V C[5)7), 327 (Ad (2) A B[3)7).

Sei I' :== End(ho).

Zu h = ((8.9)5™)ho:

tp(ho) = V'
h[0] :=
ho[O] : AS7F
327 (AdS(2) A AB™) (A, T)\ {A}
Mit tp(h) = RefSA(s) folgt hieraus

(8.9)5"

32" (AdS(z) A AE™) T\ {4}

7777777

Man beachte A = A; A ... A A, = B[3]™ (vgl. S. 36).

d:=
1: ¢717 do(a/g) : _‘(b71r7' ) ._‘(Mcr,_\B[gjﬂ’C[ﬂ” Cut(ﬂr
L: (257]; Cut(z,vr
- B[s]", C[s]™ :
h|0] :=
0 doBETORT
ho: T —BI", 37 (AdS(2) A CLT) (0 O
ut g
327 (Ad(2) A C[3)7), T\ {B[5]})
h[1] ==

(N2)57 - ~(327 (AdS (2) A C[3)%)), 327 (Ad*(2) A B3]*)
Mlt tp(h) = Cutgzw(Ads(Z)/\C[g]z) fOlgt

327 (Ad€(2) A BISI"), T\ {Ba]}.
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Zu h = ((H1101)$:?’B)h0
Man beachte C' = Fu’ (tran(u) A u # O A B+X)),
hls] :=

ho : F, B
—Ad*(s),  TX), ¢k

(H210.1)] 7 5(s)

—\Ada(s) Vi \/F(S’)C), C/(mK)

Mit ¢p(h) = Avyr—ade (vyvy 1o folgt

Vo™ (~Ad® (v) v \/ TR, ¢ R,

Zu h:= ((H210.1)]7 5(s))ho:

Man beachte C' = Fu/ (tran(u) A u # ) A B(wK))
und G = tran(L,) A L, # O A B(TX),

ho:T,B

oo e (e

dy : tran(L,) A Ly #0 /T, BTk
\/ F(T,)C)’ G
dy: Ly # s, TR\ -DTK) \/ TR, oK)
L. #s, VTGN, 00
Mit ¢p(h) = A g40(s) folgt

Cut

=Ad*(s),\/ TR, cmR).

Zu h = ((10.1)7 1) ho:

tp(ho) = Ref(B):

Man beachte C' = JuX (tran(u) A u # 0 A B € T' = End(ho) wg. tp(ho) = Refx(B).
h[0] :=

do : \ - 1K)
F2™(Ad% (2) A N\ -TEK)), (K

(8.10)58
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h[1] :=
hol0] : T, B

—32™(Ad% (z) A\ -T=K)), CmK)
Mit tp(h) = Cuts,~(agao(z)ap =) folgt daraus

(H110.1)m%0

T7(™K)

Zu h = ((H10.2)/"77 A(s))h:

Fir A(s) =VYy™32"G(s,y, z) ist A(s)y = F2"G(s,t, ).
Sei I := End(ho) \ {A(s)}.

hlt] :=

ho : T,Vy™3a™G(s,y,2) 4,
027G, 42) 10 gjumo
T, 327G(s, t,x) ("
T, 327G (5,1, 7) A(s)s
Mit tp(h) = A (5o folgt daraus T', A(s) .

Zu h = ((10.2)1™) ho:

(o) = Ref7 A(s):
Sei I' :== End(hg) \ {A(s)}, A(s) wie oben.

h[0] :=
hol0] : T, Vy™ 32" G(s, y, )
L,=1L, I, Vy"3z"G(s,y, )
Ad°(L,) T,3u"Vy"32"G(u,y,x)
I', Ad° (L) A 3u"™Vy"32"G(u, y, x)

Mit tp(h) = Vi.x (ade (2)7Tu=Vy= T30 Gluy 2y L0188 End(ho).

(H10.2)"77

tp(ho) = Cuta:
Sei PO = E’I’Ld(h() [0]) \ {A} und Fl = End(ho[l]) \ {_‘A}

rk(A) = K
h[0] :=
ho[O] Iro,A (10.1)KFA ho[l] IFl,ﬁA (10.1)1{1—‘_‘14
FO A(N”C) nh Fl ﬁA(R’K) e
! ! C’U,tA<nJC)
End(h()) (10 2);1‘/,71_75
End(ho) e

Mit Rep folgt daraus End(hg).
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h[0] :=
ho[O]Zro,A vr0 ho[l}:l—‘hﬁA vr0
uta
End(ho) \I/Q(do)
End(hg) 7

———— (10.2)4™*
End(ho) (10-2)a;

Mit Rep folgt daraus End(hg).

m <rk(A) € Reg, ag < rk(A) =: 7, 0.B.d.A. A=32"-F(z):

h[0] :=
ho[1] : End(hg), V2™ F(x) g
-A
End(h
M (102)%7%
End(ho) g
Mit Rep folgt daraus End(hg).
7w <rk(A) € Reg, 7 =7 < ap, 0.B.d.A. A =Fz"-F(x):
h[0] :=
hol0] : To, 27— F ho[l] : 'y, Va™ F'(x) N
O[ ] OT Zr (LB) (10'2)5,7-,0 (a0 V'L\Izj)?'( O)F($>
]-—‘Ovaf i‘F(x) (0 (&o),7) [y, Vo ; . F((E) ( .Z)H,T,O
Lo, Iz ¥=(@0)F(z) 4 Iy, Va¥=(%0) p(z) 0
Cut ,w9(a9).m)
End(ho) T

Mit Rep folgt daraus End(hg).
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