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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beséiftigt sich mit der Hydrodynamikiir magnetische Eksigkei-

ten. Ausgehend von der allgemeinen hydrodynamischen Theorie polarisierbarer und magne-
tisierbarer Medien von Liu und deren Ausarbeitung von Liu, Henjes und Jiang wigthan

das gesamte Gleichungssystem der Theorie den besonderen Gegebenheiten in einer ma-
gnetischen Rlssigkeit angepalit. Hierdurch reduziert sich in den dissipativen Anteilen der
Strome die Anzahl der unbestimmten Materialparameter erheblich. Insbesondere kann ge-
zeigt werden, dal’ deif Flussigkeiten dieser Art entscheidende Parameter die magnetische
Relaxationszeit ist. Zusatzlich wird in dieser Arbeit der extensive Anteil der inneren Dre-
himpulsdichte explizit eingebaut, d.h. er wird durch eine eigene Bilanzgleichurigher
sichtigt, deren Struktur bereits bei Kadt und Liu auftaucht, die aber bislang noch nie
explizit fur ein gegebenes System berechnet wurde. Dies geschieht durch diellbuanolgf

einer hydrodynamischen Standardprozedurdas gesamte Gleichungssystem. Insbeson-
dere findet sich ein antisymmetrischer Beitrag im Spannungstensor des Systems und neue
Beitrage zur Entropieproduktion und zum Energiestrom.

Die Leistungséhigkeit der hydrodynamischen Maxwell Theorig magnetische Eksig-

keiten wird durch einige Anwendungsbeispiel untermauert, die wiederzugeben die Stan-
dardtheorie von Shliomis nicht in der Lage ist, die allerdings auch von teilweise geringer
GroRenordnung und damit als Richtschnur zum Vergleich dieser beiden Theorien ungeeig-
net sein nbgen. Es wird jedoch ein interessanter Vorschliagein neues Experiment dis-
kutiert, der nicht mit einem solchen Manko behaftet ist; die hier gezeigte Berechnung der
Diagonalelemente der unterschiedlichen Spannungstensoren deutet auf grof3e Unterschiede
zwischen den statischen Aspekten der beiden Theorien hin.

Da die gewonnene Theorie einerseits durch die Forderung nach lokalem Gleichgewicht im
Gegensatz zur Standardtheorie von Shliomis eingas&hmwird und da andererseits die
Materialparameteriir experimentelle Vorhersagen ligigt werden, innerhalb der hydrody-
namischen Theorielf magnetische Bksigkeiten jedoch nicht berechnet werd@miken,

ist ein weiterer Zugang zur Beschreibung derselb&ign Dieser Zugang beséftigt sich

mit einem mesoskopischen Modelirfdas System, basierend auf der Arbeit von Shliomis.

In diesem Modell wird die Magnetisierung des Systems als quasi-hydrodynamische Varia-
ble berdtigt und ihre Dynamik in den Rahmen der Hydrodynamik eingebunden. Darauf
aufbauend wird erstmals ein vobstdiges, konsistentes Gleichungssystamndfe Dynamik
magnetischer Eissigkeiten angegeben, das im Einklang mit Forderungen der Thermodyna-
mik steht und dem gimomenologischen Bild einer magnetischeinsBlgkeit auf mesosko-
pischer Skala gerecht wird.

Schlie3lich werden diese beiden Atge im Limesv — 0 zusammengéhrt, und damit

wird eine vollséndige und allgemeine Theorigrfmagnetische Eksigkeiten geschaffen,

die den gesamten Frequenzbereich des experimentell Realisierbaren abdeékhtlicties
Phanomene, die bislang mit Ferrofluiden in Beziehung stehen, widerzuspiegeln in der Lage
ist.

Schlagworte Hydrodynamische Maxwell Theorie, Magnetischaddigkeiten, Intrinsischer
Drehimpuls






Abstract

The present work is occupied with the hydrodynamic theory of magnetic fluids. Starting
from the general hydrodynamic theory of polarizable and magnetizabel media of Liu and the
following elaboration of this work by Liu, Henjes, and Jiang, the whole system of equations
of the theory will be adjusted to match the realities of a magnetic fluid firstly. Through this,
the number of the indetermined material parameters in the dissipative parts of the fluxes will
be reduced significantly. Particularly, it can be shown that the crucial parameter for such
systems as under scrutiny is the magnetic relaxational tinheaddition, the extensive part

of the internal angular momentum density will be integrated into the system explicitly, i.e. it
will be allowed for by an extra continuity equation, the structure of which did already arise in
the work of Kosédt and Liu but which never was calculated for a given system explicitly so
far. This calculation is accomplished by carrying out the hydrodynamic standard procedure
for the whole system of equations. In particular, an antisymmetric contribution to the stress
tensor and new contributions to the entropy production and the energy flux is found.

The effectiveness of the hydrodynamic maxwell theory for magnetic fluids will be fortified

by some examples for applications which the standard theory of Shliomis is not capable of
reproducing, but which admittedly are of partial small magnitude and therefore unsuitable to
judge the differences of both theories. However, an interesting proposal for a new experiment
will be discussed which is not affected by the above restriction; the presented calculation of
the diagonal elements of the different stresses points to the big differences between the static
aspects of the two theories.

Because of the restriction of the newly found theory by the requirement of local equilibrium
in contrast to the standard theory - the upper bound for the frequendaking part in

the systems dynamic is determined through the condition< 1 - and because of the

need to know the material parameters which are not accessible through the hydrodynamic
theory an additional approach for describing magnetic fluids is necessary. This approach
deals with a mesoscopic model of the system which is based on the work of Shliomis. In
this model the magnetization of the system is kept as a quasi hydrodynamic variable, the
dynamics of which are incorporated into the theory. Constructed on this premise a complete
and consistent system of equations for the dynamics of magnetic fluids will be given for the
firsttime. This set of equations is in accordance with the requirements of the thermodynamic
principles and with the phenomenological picture of a magnetic fluid on a mesoscopic scale.
Finally, both basic approaches will be merged in the limit~ 0 and a complete and ge-
neral theory of magnetic fluids will be created which covers the entire frequency range of
realizable experiments and every phenomenon which has ever been discovered with respect
to ferrofluids.

Keywords: hydrodynamic maxwell theory, magnetic fluids, intrinsic angular momentum
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KAPITEL 1

Einleitung

Magnetische Rlssigkeiten. Woher kommt das Interesse in diese magnetischissigiei-

ten? Was ist in theoretischer Hinsicht an ihnen so spannend, was in experimenteller? Der
letzte Teil dieser Frage kann einfach beantwortet werden: magnetisgbgigkeiten sind
untrennbar verkiapft mit unserem dglichen Leben. Das Ferrofldichat seinen kleinen,

aber nicht wegzudenkenden Platz in den Festplatten unserer Computer, die uns unser Leben
erleichtern, es befindet sich in den Lautsprecherboxen unserer Musikanlagen, die uns unser
Leben versctinern und es verrichtet seinen unétichen Dienst wohl bald intknstlichen
Herzen, die uns unser Leben \@rbern. Ist es da nicht an der Zeit, sich dieses Stoffes
anzunehmen, ihn einzubetten in unsere Theorien, ihn zu analysieren, zu verstehen? Das
ist namlich erstaunlicherweise die Antwort auf den ersten Teil der obengenannten Frage:
magnetische FEissigkeiten sind unter theoretischen Gesichtspunkten so interessant, weil es
bisher keine vollsindige Theorie gab, die alle ®momene beschreiben konnte, die sie im
Alltag so vielseitig machen.

Tatsachlich sind Ferrofluide in weiten Teilen intuitiv verstanden, und in der Tat gibt es seit
einigen Jahren Anstrengungen, den experimentellen Befunden und den Besonderheiten
dieser Fluide auf theoretischem Wege Rechnung zu tragen. Doch nicht jeder Amsatef
“Theorie fur Ferrofluide” war in jeder Hinsicht von Erfolg gekat. Selbst der bekannteste,

auf die die weiter unten ef@hnte “Standardtheorie” ful3t, macht da keine Ausnahme.
Alleine die Idee, eine “Theoriaif Ferrofluide” schaffen zu wollen, mutet so unvarstlich

an, wie der Versuch, eine “Theoriérf Honig” oder eine “Theorieifr Kaffee” aufzu-
stellen. Existiert nicht bereits eine Theorie, die sich mit makroskopischen Systemen wie
Flussigkeiten auseinandersetzt? Aberunath, die sogenannte Hydrodynamik. Gibt es
keine Moglichkeit, diese so zu erweitern, daf? sie nicht riurWWasser, Honig oder Kaffee
Vorhersagen zu machen erlaubt, sondern eben @audfetrofluide?

Aber ich greife voraus, der didaktisctigbereifer &Rt den interessierten, aber uneinge-
weihten Leser atemlos zieck. Beginnen wir also ganz am Anfang: Was bezeichnen wir

1Der Begriff “magnetische Eissigkeit” wird in dieser Arbeit oft als Synonyniirf den Ausdruck “Fer-
rofluid” benutzt.
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eigentlich als magnetischeiHsigkeit? Schlief3lich haben wir gelernt, dal3 bei Metallen die
CURIE-Temperatur, also die Temperatur bei welcher das entsprechende Metall seine magne-
tischen Eigenschaften verliert, unterhalb des Schmelzpunktes liegt? Wie kann es dann eine
Flussigkeit mit magnetischen Eigenschaften geben? Offensichtlich kann es sich bei der-
artigen Flssigkeiten um keine einkomponentigen handeln. Vielmehr werden seit Anfang
der 60er Jahre ferromagnetische Teilchen mit einem Durchmesser @ger@@rdnung von

10 nm - beispielsweise Magnetit oder Kobaltferrit (Cg Bg) - in einer geeignete ager-
flussigkeit wieOl oder Wasser dispergiert. Die Herstellung der Nanopartikel kann dabei auf
mechanischem Weg durch Mahlen [1] oder mittlerweile auch auf chemische Weise erfolgen
[2]. Durch die geringe Gif3e der Teilchen ist sichergestellt, daf sie nur aus einer einzigen
magnetischen Doéme bestehen. Experimente zeigeerdies, dald diedgiigungsmagne-
tisierung dieser Teilchen um bis zu 25 Prozent kleiner ist als dieselbe eines makroskopi-
schen Objektes des gleichen Materials [3]. Das legt ein Modell nahe, in dem der magneti-
sche Kern des Teilchens von einer magnetisch inaktiven Schicht umgeben ist [4]. Um diese
Schicht wiederum wird eine #le aus Makromolelllen gelegt, die verhindern soll, daf3 die
dispergierten, wechselwirkenden Teilchen agglomerieren. Der schematische Aufbau eines
Nanopartikels findet sich in Abb. 1.1.

molecular coat
_ 5-14nm
magnetic
single-domain
1-2nm

2-4nm

Abbildung 1.1. Der Aufbau eines Ferrofluid-Nanopartikels mit magnetischem
Kern, magnetisch inaktiver Schicht und makromolekularélig¢hicht

Schon bald nachdem die ersten einfachen Ferrofluid&fperimente zur Veifgung stan-
den, gab es verbifende Befunde, die das groRe Potential diesas$tgkeiten aufwiesen.
Allen voran das wegweisende ExperimentWAGUE’S, der feststellte, dal3 die Viskoait



einer magnetischen ti$sigkeit durch eiulReres Magnetfeld beeinfluf3t werden kann, und
zwar sowohl von seiner Feldske, als auch von seiner Ausrichtung relativ zur FluRrichtung
des Fluids [5]. Wie sollte man diesen Effekt endn?

Es war $iLiomis, der das Modell eines Ferrofluids als erster in eine Formelsprache
ubersetzte, die zwar zu intuitiv und inkonsistent, teilweise sogar fehlerhaft war, um sie
als komplette Theorie anzuerkennen, die aber auf brillante Art und Weise die inneren
Mechanismen in einer magnetischeriigdigkeit einsichtig machte; sie lieferte plausible
Erklarungen ir viele Planomene aus dem Bereich der Ferrofluide und gab richtige
Vorhersagen ir bisher unbeobachtete V@ngge. Um also einen ersten Eindruck und
anschauliches Vei&ndnis tir magnetische Eksigkeiten zu bekommen, wenden wir uns
fur einen Augenblick seiner Arbeit zu, die aufgrund des gut funktionierenden Modells
letztlich Ausgangspunktif eine konsistente hydrodynamische Theorie ist, die sich auf
Ferrofluide anwenderaf3t.

Das Modell von $iLiomIs basiert auf einer mesoskopischen Skalierung des Problems in
Bezug auf die beteiligten Relaxationszeiten. Hier sind noch nicht alléragipen Variablen

in ihren Gleichgewichtswert relaxiert, insbesondere die Magnetisierurigt ennf dieser
Zeitskala eine eigene Dynamik und wird dadurch quasi-hydrodynamisch. In diesem Modell
hat das Fluid zwei Komponenten, jede mit eigenen Eigenschaften und eigener Dynamik,
die EinflulR auf die Gesamtdynamik deruBsigkeit haben. Die beiden Komponenten
an sich jedoch sind Vielteilchensysteme, so dald der Begriff “mesoskopisch” immer auf
diese Betrachtung bezogen ist: das Zeitfenster ist s@lgkwdald die Magnetisierung eine
unablangige Dynamik bekommt, es befindet sich jedoch nicht auf einer solch kleinen Skala,
auf der man die Dynamik deiibrigen mikroskopischen Freiheitsgrade ilmksichtigen
miRte.

Dieses Modell verfolgend bes&ftigt sich SiLIoMIS bereits 1967 mit den hydrodynami-
schen Eigenschaften eineriBbkigkeit mit inneren Rotationsfreiheitsgraden, ohne dabei auf
einen etwaigen magnetischen Aspekt einzugehen [6]. In seiner Arbeit berechnet er den
Spannungstensor, die Entropieerzeugung und den Energiestr@né solche Fissigkeit;

das wesentliche Ergebnis ist der antisymmetrische Beitrag zum Spannungstensir, der f
zusatzliche Dissipation im System sorgt. Im Jahr 1969 folgt diehste wichtige Arbeit

[7], in der er die gewonnenen Ergebnisse auf einess§igkeitibertiagt, die magnetische
Eigenschaften hat und deren Magnetisierdvigmit dem inneren Drehimpul$ linear

2Wann immer in dieser Arbeit von einer “mesoskopischen Theorie” oder einer “mesoskopischen Skala”
gesprochen wird, ist damit dieses Modell, diese Betrachtung dssigkeit gemeint.
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zusammendngt, d.h. es gilt dorM = AS. Fur dieses System gibt er den vodatdigen

Satz an Bewegungsgleichungen an und berechnet die symmetrischen und antisymme-
trischen Beitdage zum Spannungstensor. Der daraus hervorgehendézlmise Beitrag

zur Viskositit des Ferrofluids deckt sich jedoch nicht mit den experimentellen Vorgaben
MCTAGUE’S, wie sich s@ter herausstellen wird.

Dieses Manko wird in [8] aufgehoben. Hier wird die atdiche Viskosiat, Rotationsvisko-
sitat genannt, explizit angegeben. Si&1t sich durch

M,HT

_ 1.1
TRt = 41 + 7.7 Mo H/T) (1.1)

beschreiben, wobéi/, die Gleichgewichtsmagnetisieruntd,der Betrag des Magnetfeldes,

I die Summe der Bgheitsmomente aller Teilchen im Einheitsvolumen undie charak-
teristische Zeit ist, mit der die Rotation eines Teilchens abklingt; auRerdendistmagne-

tische Relaxationszeit, also jene charakteristische Zeit, die die Magnetisierung des Systems
berbtigt, um ihren lokalen Gleichgewichtswert nach einer Auslenkung wieder anzunehmen.
Diese Relaxation kanimber zwei unterschiedliche Mechanismen erfolgen, je nach d#sesr

der beteiligten Partikel: zum einen ist da de’x@vNsche Relaxationsprozel3, bei dem man
sich die Magnetisierung als im Teilchen fixiert vorstellt und die in Abb. 1.2 dargestellt ist.
Die Relaxation4uft damitiiber die molekulare Diffusion der Teilchen mit der Zeit

B 3nV

= . 1.2
B k'BT ( )

Hier istn die Viskositit der Tagerflissigkeit,) das Volumen eines dispergierten Teilchens,

T die Temperatur undz die BoLTZMANNKonstante. Diese Relaxationszeit ist offensicht-

lich abiangig von der Gil3e der “Nanomagneten”.

Zum anderen gibt es daseElLsche Relaxationsmodell, atltert in Abb. 1.3, bei dem sich

die Achse des magnetischen Dipolmoments durch spontane Ummagnetisierung relativ zur
raumfesten Kristallachse des Teilchémglert (vgl. [1]). Diese Zeit gémgt der Formel

1
Ty = 7'0<];(B—5> ’ exp{l‘fB—‘;}. (1.3)
Die hier auftretenden, noch nicht @udterten GdlRen sind die vom Material ahhgende
Anisotropie-KonstanteéX und die sogenannte &RRINGA-Relaxationszeit, ~ 10~1%*!s

[9].

Diese NEEL-Relaxationszeit ist ebenso wie dieRBwNsche abhngig von der Teilchen-
grol3e. Da die effektive Relaxationszeit des Prozesses dem schnelleren Mechanismus folgen
wird, d.h. da

%=—+— (1.4)
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Abbildung 1.2. BrownNscher Relaxationsmechanismus. Die Orientierung
der Kristallachsendllt mit der Richtung der Magnetisierung zusammen, nur
durch Drehung des Teilchens im Ganzen kann eine Relaxation in die aufge-
zwungene Richtung erfolgen.

gilt, dominiert laut [10] fir kleine Partikelr,,, ab einer Teilchen@fie von etwa 10-11 nm
jedoch7p. Eine solche Aussage bedarf jedoch einiger Vorsicht: denn es befinden sich die
Partikel, wie oben bereits edlint, genau in einem GRenordnungsbereich, in dem keine
klare Aussage déaber gemacht werden kann, welcher der beiden Relaxationsmechanismen
der schnellere und damit dominante sein wittherdies &Rt sich diese Grenze auch nur
schwer exakt berechnen, da die Bestimmungsgleichun@enyf und 75 teilweise sehr
empfindlich von deraul3eren Parametern dbigt. Von diesen sind jedoch einige blof3en
Mutmaf3ungen unterworfen, etwa die tatkliche Dicke der magnetisch inaktiven Schicht
und der Hillschichtdicke.

Demnach sollte eine allgemeiiligjge Theorie @ir Ferrofluide entweder unatéhgig von

der Art des magnetischen Relaxationsprozesses sein oder zumindest explizit die beiden
verschiedenen Mechanismen beksichtigen. Dieser Punkt wird in [8] nicht beachtet, die
NEELsche Relaxationszeitifit in der Beschreibung der Teilchendynamik komplett unter
den Tisch. Ein weiterer, noch weitreichenderer Schwachpunkt dieser Arbeit ist die unklare
Herleitung des Spannungstenseorg , der die Summe aus dem - leicht modifizierten -
Tensor aus [6] und dem MKWELL schen Spannungstensofist

Im Jahr 1974 endlich erscheint dann ein Artikel, der lange Zeit als Refdierink theoreti-

3SHLIoMIS selbst begindet dies in [8] lapidar mit den Worten “We have includedjp the Maxwellian
stress tensor, since we are dealing here with a magnetic suspension.”
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) Magnetfeld-

‘ richtung

Ferrofluid - Partikel
\

. Kristallachse : Magnetisierung
Abbildung 1.3. NEELscher Relaxationsmechanismus. Die Orientierung der
Kristallachsen ist unaldingig von der der Magnetisierung.

sche Beschreibungif magnetische Eksigkeiten galt - und in einigen Teilen der “ferrofluid
community” auch heute noch gilt. Es handelt sich um das Hauptwerk wano®iis, das
schlicht den Titel “Magnetic fluids” &gt [9] und das als Standard-Theorig Ferrofluide
angesehen wird. Doch auch hier kommt man nicht umhin, diverse KritikpunkieZern.
Im einzelnen sind diese die folgenden:

e Der BeitragS zum extensiven Anteil des inneren Drehimpulses der Suspension ist
gleich dem antisymmetrischen Anteil des Spannungstensors. Seine Relaxationsglei-
chung als abfngige hydrodynamische Variable lautet damit (vgl. Abschhift

dSix _
a Ok

wobei S, = €;;5; gilt. Fur schwache Felder und lineare konstituierende Relationen
folgt der Zusammenhan§ = /w mit der konjugierten Variable;, = 0:/05;, die
sich aus der Fundamentalgleichuiig dlie Energiedichte ergibt. Ist die Argumenta-
tion bis zu dieser Stelle vertretbar, so folgt nun eine uisipe Annahme:t&.10MIS
identifiziert die Gbl3ew mit der mittleren lokalen Winkelgeschwindigkeit, mit der die
Teilchen rotieren, woraus die Identifikation defdBel mit der Summe der Rgheits-
momente der Teilchen pro Einheitsvolumen folgt. Digsevin der Tat dann - und nur
dann - der Fall, wenn der extensive innere Drehimpulsbefiragh allein aus einer
Rotation der Teilchen speiserivde. Dies ist jedoch augenscheinlich unwalhrdin
System, in dem es weitere Béige zuS gibt, z.B. die mit der Spindichte des Systems
verknipften. Ein Beispieliir einen daraus erwachsenden Effekt stellt darsEEIN-
DEHAAS-Effekt dar [11]. Einen Einblick in die Bedeutung derdBeS gibt [12],
eine Diskussion im Rahmen dieser Arbeit erfolgt in Abschhi& Eine hydrodyna-
mische Beschreibung mul} alle diese Baje in Betracht ziehen, infolgedessen kann

— 0y (1.5)



die lokale Winkelgeschwindigkeit der suspendierten Teilchen nur in Ausnalieref

mit w Ubereinstimmen. Damit verlieren wir jedoch auch die Informatioriildar, ob

der Entwicklungsparametértatsachlich mit der Summe der agheitsmomentéber-
einstimmt, d.h. ob der innere Drehimpuls tatklich auf rein mechanischem Wege
relaxiert. Die Relaxationszeit, die der Drehimpuls des Systems bagt, um seinen
Gleichgewichtswert anzunehmen, kann somit nur auf experimentellem Weg bestimmt
werdert, eine Berechnung ist ohne eine sehr viel detaillierte mikroskopische Theorie
nicht ohne weiteres denkbar.

e Der Spannungstensor ist hier offensichtlich darauf ausgelegt, deroRtenen Rech-
nung zu tragen, die mit seinen Au3erdiagonalelementen upfksind, so z.B. mit der
effektiven Viskosiét der Flssigkeit (vgl. [13]). Da keine konsistente Herleitung des
Spannungstensors erfolgte, verwundert es nicht, dal3 die Diagonalelemente desselben
in [9] weitgehend unbéicksichtigt bleiben. 8LioMIs gibt noch nicht einmal eine ge-
naue Definition des Drucks der in seinem Spannungstensor auftaucht, obwohl eine
solche GoRRe im Zusammenhang mit elektromagnetischen Feldern einigeirtinkj
bedarf [14].Uberdies existieren mittlerweile Vors@te fir Experimente, aus denen
die Struktur der Diagonalelemente hervorgehen soll; demnadftigeman hier eine
Theorie, die in der Lage ist, genaue Vorhersagen zu machen - eine Eigenschaft, die
der gerade diskutierten abgeht (vgl. Abschgif.2.

e Die von SHLIomis aufgestellten hydrodynamischen Bewegungsgleichungedié
Magnetisierung und den intrinsischen Drehimpuls widersprechen den thermodynami-
schen Ungleichungen desselben Systems. Die Magnetisidduggrigt laut [9] der
Relaxationsgleichung

. 1
M =w x M — —(M — M), (1.6)
T

die des Drehimpulses lautet

S:MXH—%(S—]Q). (1.7)
Die Bezeichnungenif die einzelnen Gi3en entsprechen den bereits verwende-
ten; zustzlich wird angenommen, dal® die suspendierten Teilchen des Ferrofluids
im Gleichgewicht mit der lokalen Winkelgeschwindigkéit der sie umgebenden
Tragerflissigkeit rotieren. Ein homogenes Magnetfeld déri&t|H| durchdringe den
Behalter mit der magnetischenidsigkeit und werde mit der Winkelgeschwindigkeit

4An dieser Stelle mag die Frage aufkommen, wie sich in einem mesoskopischen Modell, das sich drehende
Teilchen betrachtet, die Relaxationszeitemund g unterscheiden, die schlie3lich beide mit der Drehung des
Teilchen als Ganzes zusammaénhen. Man sieht aber schon iriSomis’ Modell, in dem der Drehimpuls
auf rein mechanischem Weg relaxiert, dal’ es einen Unterschied zwischen diesen Zeiten gebeahraridi W
im Fall der magnetischen Relaxation sich die Orientiergndes Teilchensndert, bis das Gleichgewicht
wiederhergestellt ist, muf im Fall des Drehimpulses aber deren Ablejtgegndert werden.
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wp rotiert. Die Magnetisierung folgt dieseaul3eren Feld, woraus der Zusammenhang
M = wp x M folgt, vgl. Abb. 1.4.
Q

Ferrofluid

B

Felderzeugende
Magneten

Qg

Abbildung 1.4. Zur Veranschaulichung der ginomenologischen Situation.
Die Flussigkeit rotiert lokal mit der Geschwindigkél das Magnetfeld mit
wp.

Der Drehimpuls relaxiert laut [9] hinreichend schnell in seine statien.dosung
dS/dt = 0, wir betrachten lediglich die Beige der Winkelgeschwindigkeiten senk-
recht zum angelegten Feld. Dann ergibt eine kurze Rechnung analog zu der in Ab-
schnitt4.2den Zusammenhang

(wy— Q) = (1 v ]—X)(w —Q),. (1.8)

Das planomenologische Bild des mesoskopischen Modells vermittelt nun demzufolge
(vgl. Abschnitt4.1) die Relation
Ix ¢

=2 1 1.
77, M? I<< ’ (1.9)

was einen offensichtlichen Widerspruch darstellt.

An diesen Stellen zeigt sich, dal3 die mesoskopische Theorie wano8i1s durchaus
fehlerbehaftet ist. Hinzu kommt eine ungenaue Definition dakigkeitsbereichs dieser
Theorie. In dem Bereich, der aufgrund der Frequenzbedingung< 1 als hydrodyna-
misch gilt, ist die Magnetisierung eine schnell in ihren Gleichgewichtsivift—= M*®(B)
relaxierende Gif3e, die demzufolge keineswegs unabdig ist und zusammen mit den
ubrigen kurzlebigen (typischerweigé??) Freiheitsgraden des Systems eliminiert werden
mul3. Eine Theorie, die die Magnetisierung explizitimdsichtigt, ist erst voristen, sobald
sich die Frequenz dem BereickyT ~ 1 nahert. In diesem Bereich vafit SHLIOMIS
jedoch bereits wieder die oben vorgestellte Theorie und entwickelt eine sogenannte
“effective field theory” [15], um solch interessante Effekte wie die “negative Visktsit
von Ferrofluiden zu bécksichtigen. Eine wie auch immer geartete Begiung @ir die
Anwendung dieser mikroskopischeren “effective field theory”, die im wesentlichen auf
einer FOKKER-PLANCK-Gleichung basiert, gibt f8.10MIS an keiner Stelle, obwohl der



Gultigkeitsbereich der von ihm selbst aufgestellten mesoskopischen Theorie gar nicht
verlassen wird. Im Gegensatz dazu wurde eiiszlich von MULLER und Liu gezeigt [16],

dal} eine mesoskopische Theorie, die sich der Magnetisierung alsamggdpr (jedoch

nicht hydrodynamischer) Variable bedient, ohne weitere Annahmen der “negativen Visko-
sitat” gerecht wird. Mit anderen Worten: die hydrodynamischen Prinzipien verlangen, dafl3
man im Frequenzbereich, der dutchr < 1 gekennzeichnet ist, eine Theorie aufstellt, die
nicht der Magnetisierung bedarf. Erst im Bereighr ~ 1 mul3 die unabfingige Dynamik
derselben bércksichtigt werden, allerdings ohne den Boden hydrodynamischer Prinzipien
zu verlassen.

Womit wir mit einem Male bei der bereits eanten zweiten Aritherung an das Pro-
blemfeld “Ferrofluide” angelangt sind: bei der hydrodynamischen Theaotis.Bei dieser
sogenannten “Hydrodynamischen Maxwell Theorie” handelt es sich um eine strikt im
Formalismus der irreversiblen Thermodynamik liggleten makroskopischen Theorie, die
zurachst allgemeinifr alle polarisierbare und magnetisierbare Materialien aufgestellt wurde
[17, 14, 18]. Der Gltigkeitsbereich dieser Theorie wird alleine durch die Relaxationszeiten
7; der abkangigen Variablen bestimmt. Die an der Dynamik beteiligten Frequenzen
durfen wie bereits erédhnt die Bedingung;7; < 1 nicht verletzen; insbesondere giltrf

die Frequenzvp des Magnetfeldes die Bedinguagr < 1. Innerhalb dieses Bereichs
jedoch ist die hydrodynamische Theorie streng und allgemiltigg da sie nur auf als
gesichert geltenden Prinzipien der Physik wie etwa der Energieerhaltung basiert.

Als Fundament dieser Theorie gilt die Forderung nach der Existenz von lokalem Gleich-
gewicht, eine Forderung, die die obengenannte Bés#lung des Frequenzbereiches zur
Folge hat. ZweckralRig ist eine intensive Darstellung der Theorie, um sicherzustellen,
dafld auch nur mit lokalen GRen gearbeitet wir. Die unabhgigen Variablen sind wie in
jeder hydrodynamischen Theorie die erhaltenedf¥n und die Symmetrievariablen des
Systems. Zuitzlich zu den ge@dhnlichen Variablen der grundlegenden Hydrodynamik,
wie sie beispielsweise in [19] dargestellt ist, also &mbch zur Entropiedichtes, zur
Gesamtdichtep der Flssigkeit und zur Impulsdichtg, gesellen sich in unserem Fall
noch das elektrische Feld, auch elektrische Induktion genannt, das magnetische Feld
B, in der Literatur oft als magnetischer Flul3 bezeichnet, und die Konzentrationsdichte der
suspensierten Partikel im Ferroflyig. Mit diesen Erhaltungsgf3en und ihren jeweiligen
Bilanzgleichungendl3t sich das vollgindige Gleichungssystenirfein Ferrofluid aufstel-

len, das insbesondere die Bewegungsgleichiingie Flissigkeit beinhaltet.

Die Vorteile einer solchen Beschreibung im Rahmen einer hydrodynamischen Theorie lie-
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gen auf der Hand:

e Das Fundament der Hydrodynamik bilden allgemein anerkannte Prinzipien der theo-
retischen Physik. Solange diese gelten, gilt auch die hydrodynamische Theorie. So-
lange sich nicht herausstellt, dal3 sich z.B. die Entropie eines Systems im Laufe der
Zeit verringert, ist die Richtigkeit der Theorie gewil3.

¢ Dies hat zur Folge, dal3 die Theorie iradisten Grad allgemein ist. Die Struktur der
von ihr gelieferten Bewegungsgleichungen unterscheiden sich nicht im geringsten f
unterschiedliche System wie etwa Was§aroder Honig. Das teilweise unterschied-
liche Verhalten dieser Systeme wird alleine durch einige wenige Materialparameter
beschrieben; im hier angdirten Beispiel \eire ein solcher Parameter etwa die Visko-
sitat des Stoffes.

e Die Theorie ist unakdngig von der Art der zugrunde liegenden mikroskopischen
Wechselwirkung, die letztendlichuf die Dynamik des Systems verantwortlich ist.
Auf der mikroskopischsten Ebene der theoretischen Physik mag es eine Revolution
geben, das HsGs-Boson mag gefunden werden, die String-Theorigmen sich als
richtig erweisen, die Form aber etwa deaNER-STOKES-Gleichung wird davon
vollig unbeiihrt bleiben.

Jenseits davon hat diese Art der Beschreibung aber auch dingmraktische Zwecke
entscheidenden Nachteil: die Bewegungsgleichungen der Hydrodynamik werden erst durch
die Materialparameter mit Leben gdf; diese aber &nnen nicht mit den Mitteln der
Hydrodynamik bestimmt werden. Hierin unterscheidet sich aber die hydrodynamische
Maxwell Theorie nicht im geringsten von allen anderen hydrodynamischen Theorien. Die
Parameter des Systemdissen alsauf3ere Eingabe in das Gleichungssystem einfliel3en,
um sinnvolle Vorhersagen zu edéglichen. Dies kann im wesentlichen auf zwei Arten
geschehen: die Materialgfgen knnen direkt im Experiment oder unter Anwendung
von mikroskopischen Modellen auf theoretischem Wege bestimmt werden. Beide Wege
erfordern zuatzlichen Input, den die Hydrodynamik nicht zu geben imstande ist.

Auf diese Tatsache gnden sich auch die Kinderkrankheiten, mit denen sich die hydrody-
namische Maxwell Theorie lange Zeit plagen muf3te. So zeigte dith dald die Struktur

der Bewegungsgleichungen zwar durchaus experimentellen Befunden Rechnung tragen
konnten, etwa im Falle des “Spin-Up”-Verhaltens eines Ferrofluids [20], das vorinL

[18] qualitativ diskutiert wurde. Einélberzeugende quantitative Analyse des Problems
mul3te jedoch nicht zuletzt wegen der mangelnden Informatidhendie Systemparameter
ausbleiben. Andere theoretische Vorhersagen, wie etwa die Existenz einerasation
hydrodynamischen Mode [21] wurden bislang niciterpiift, teils aus schwer ziber-
windenden praktischen iHden, teils aber auch aufgrund des ausbleibenden Interesses
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seitens der “ferrofluid community”, die mit der Standardtheorie veni8Smis ein fur

ihre Zwecke anscheinend mehr oder weniger ausreichend gut funktionierendes Werkzeug
in den Handen hielt. So fehlte der hydrodynamischen Maxwell Theorie lange Zeit trotz
ihrer fundamentalen Richtigkeit der Anschlul3 an experimentelle Daten und damit die
Nutzlichkeit fur etwaige Anwendungen. Es mul} allerdings betont werden, dal} sich dieser
Sachverhalt daraus ergab, dal? die Theorie zu wenig Informationen enthielt. Das Gegenteil
ist richtig: wie wir in Abschnitt2.2 sehen werden, gibt es in der Hydrodynamischen
Maxwell Theorie unbestimmte Koeffizienten in einer solchéid; dal’ diese sogar zuviele
Informationen beinhalten. Dieser Sachverhalt machte die Hydrodynamische Maxwell
Theorie lange Zeitir den direkten Vergleich mit den genauen Daten aus den Experimenten
unbrauchbar.

Im Jahre 199&nderte sich dieser Sachverhalt endlich, als gezeigt werden konnte, wie mit
Liu’s hydrodynamischer Maxwell Theorie unter Mitnahme einiger entscheidender Kreuz-
kopplungskoeffizienten aus dem dissipativen Anteil des Spannungstensors und dem dissipa-
tiven Magnetfeld die Struktur der effektiven Viska@dgzunahme eines Ferrofluids in einem
aulReren Magnetfeld erhalten werden kann [13]. Wie in AbscBriityezeigt werden wird,

gilt gemald der hydrodynamischen Theorig fnagnetische Ebksigkeiten folgende Bewe-
gungsgleichung:

PO, +uV)(gi/p) = —sVT'—=pVi{—pVi§ —g;Viu; +V TP

Jorig

+(puE+juxB) +(Bx(VxHD)) .  (1.10)

Hier bezeichnet die zur Impulsdichte konjugierte Geschwindigké€itynd&; sind die che-
mischen Potentiale und damit die konjugiertedfan zu den Dichtepund p;. Die ersten

vier Terme der rechten Seite bilden die Verallgemeinerung des Druckgradienten, die er-
ste grof3e Klammer der letzten Zeile bildet die oft verwendete makroskopische Form der
Lorentz-Kraft, auch wenn diese Bezeichnung nicht hinreichend genau ist, wieirhd
STIERSTADT in ihrem auR3erst didaktischen Artikel zeigen [22]. Eine Zunahme der Vis-
kositat einer FHissigkeit ist offensichtlich mit einer zunehmenden Energiedissipation ver-
bunden, weshalb in diesem Zusammenhang die dissipativerageirur Kraftdichte

fidiss _ VHD 1+ B x (v < HD)z (111)

]
von Bedeutung sind. Die dissipativen Feldbage bestimmen sich aus einer Entwicklung

in die thermodynamischen Kite, die unter Rcksichtnahme auf die entsprechenden Ein-
schiankungen (vgl. Kap2) wie folgt lautet:

D
CIHEEAIGED] w12
I /\ikj Nikj1 Vi

Einige der Kreuzkopplungen aus dieser Onsagermatrixagdeisten nun, dafd die hydro-
dynamische Maxwell Theorie die Struktur der Bewegungsgleichungen einschlief3lich der
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effektiven Rotationsviskogit wiederzugeben in der Lage ist. Sie lautet hier

o

Mot = 1 M*B, (1.13)

was mit dem Ausdruck (1.1) aus der Standardtheorie zu vergleichen ist. Zum einen ist durch
Vergleich mit der mesoskopischen Theorie der Transportkoeffizigetzt bestimmt. Zum
anderen scheinen die beiden Austke aber nicht#llig identisch zu sein. Der Unterschied
zwischen lhnen ist offensichtlich stark abigig von der Form der im mesoskopischen
Modell zugrunde gelegten Relaxationsgleichuilg die Magnetisierung. Da diese selber
wiederum ihre Form der adiabatischen Eliminierung der inneren Drehimpulsfreiheitsgrade
verdankt, muf3 die Relaxationsgleichurig len Drehimpuls also zaglich zu der iir die
Magnetisierung betrachtet werden. Welche Gestalt aber haben diese beiden Gleichungen?
Welches der Ergebnissarfdie Rotationsviskosit ist richtig? Welche Informationen haben

wir Uberhauptiber die Magnetisierung und den intrinsischen Drehimpuls?

Die vorliegende Arbeit bezieht ihre Motivation weitestgehend aus diesen offenen Fragen.
Denn wie oben gezeigt verletzen die voRLSOMIS aufgestellten Gleichungen thermody-
namische Prinzipien; siedkinen demnach nicht Ausgangspunkt €in Modell sein, dal3

die Transportkoeffizienten der Maxwell Theorie zu bestimmen hilft. Auf der anderen Seite
fehlt der Maxwell Theorie genau dieser Input um eitiedas Experimentiitzliche Theorie

zu sein.

In dieser Arbeit wird erstmals die volimdige Struktur einer Theoridgif magnetische
Flussigkeiten gegeben, die siciber einen weiten Frequenzbereich und damit von einer
mesoskopischen, quasi-hydrodynamischen Theorie bis zu einer rein hydrodynamischen
Theorie erstreckt, in der die Magnetisierung keine eigamige Variable mehr darstellt.
Diese komplette, allgemeine Theori@gumt endlich amtliche der hier aufgezeigten Un-
zulanglichkeiten und Inkonsistenzen aus dem Feld und ist damit das universelle Instrument
zur Behandlung derjenigen Bhomene, die eng mit den Eigenschaften der Ferrofluide
verbunden sind. Dazu wird imachsten Kapitel eine knappe Himfrung in die Hydrody-
namik im allgemeinen (Abschni2.1) und in die hydrodynamische Maxwell Theorie im
besonderen gegeben (Abschi@t®). Die Nutzlichkeit dieser Theorielf Ferrofluide, die
Anwendbarkeit auf Altbekanntes und die VoraussagerNeues werden anschliel3end in
Kapitel 3 ins Auge gefaldt; dieses Kapitel setzt sich mit bereits durchngefn Experimen-

ten auseinander, aber auch mit solchen, die erst von verschiedenen Seiten vorgeschlagen
wurden und bei denen Unklarheit dé&er herrscht, ob eine Durdhfrung sich lohnt und
tiefere Einblicke in das Wesen der Ferrofluideafitl
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Der Kernpunkt der Arbeit folgt alsdann in Kapitél Fir die mesoskopische Theorie der
magnetischen Eksigkeiten wird mittels Standardprozedur erstmalig die korrekte Form
einer Magnetisierungsgleichung und einer Relaxationsgleichingdén intrinsischen,
extensiven Drehimpulsanteil hergeleitet. Dieselggm allen an sie gestellten Forderungen,
insbesondere wird der Widerspruch zwischen den Prinzipien der Thermodynamik und den
phanomenologischen Gegebenheiten aufgehoben. Dieg@optenologische Hintergrund
wird in Abschnitt 4.1 vermittelt, die Herleitung der Bewegungsgleichungen aus der
Hydrodynamik erfolgt in Abschnith.2 Diese Theorie ist sicherlichif sich genommen
konsistent, doch fehlt ihr zur endljigen Besétigung als eine richtige mesoskopische
Theorie fir magnetische Ebksigkeiten eine Untersuchung, die im anschlielenden Kapitel
durchgetihrt wird: Um als universell richtig im Frequenzbereichr ~ 1 angesehen zu
werden, mul’ sich die aufgestellte Theorie im Limgs— 0 auf die allgemeinere hydro-
dynamische Maxwell Theorie reduzieren. Um diese Durbhing zu erraglichen, wird

in Kapitel 5 zum ersten Mal der innere Drehimpuls in die Hydrodynamik in konsistenter
Weise explizit eingebaut; dieser Einbau steht ebenfalls im Einklang mit danope-
nologischen En&gungen; die Bewegungsgleichung tien Drehimpuls wird angegeben,

der Spannungstensor wird entsprechend mit einem antisymmetrischen Beitrag modifiziert.
Es wird ebenfalls gezeigt werden, dai} didselerung der Bewegungsgleichungen keine
Konsequenz auf die Untersuchungen aus Kapitedben.

Im abschlieRenden Kapit@& wird dann gezeigt, dal’ sich die neu aufgestellte mesosko-
pische Theorie aus Kapitdl tatsachlich im Limeswp — 0 auf die Maxwell Theorie iir
Ferrofluide reduziert und diese als niederfrequenten Grenzfall beinhaltet. Die nuinoeehr

30 Jahre anhaltende Suche nach einer einheitlichen Théwmmedgnetische Eksigkeiten

ist damit endgltig abgeschlossen. Zwar sind, wie dimgsten Vebffentlichungen zeigen,

noch RAngst nicht alle Eigenschaften der Ferrofluide zuri@enausgelotet und verstanden.
Aber die Beschreibung der Fluide steht nun endlich auf einem soliden Fundament, die
Werkzeuge zum Verahdnis dieser faszinierendeniuBsigkeiten stehen wie im weiteren
gezeigt nun vollstndig zur Verfigung.

Das Einheitensystem, das in dieser Arbeit verwendet wird, ist das Heaviside-Lorentz-
System. Dieses System idirfeine theoretische Arbeit insbesondeimsgfig, weil in ihm

alle elektromagnetischen Felder dieselbe Einké&lfm3 haben. Im Vakuum ist der Zusam-
menhang zwischen den Feldern besonders einfach, er lautet

H=B, E=D. (1.14)

Fur den Vergleich mit experimentellen Daten ist jedoch das MKSA-System oft zwagikm
ger. Zur Unterscheidung der beiden Systeme werden die Einheiten im MKSA-System mit
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einent gekennzeichnet. Die Transformation zwischen beiden Systemen erfolgt mittels

H = H/\/w, B=Bym, E=E//a (1.15)
D = DVe, =p"Va J'=i'Va (1.16)

Hierbei ist iy = 47 - 1077 N/A? und eouy = 1/c*. Die elektrische Leitihigkeit ist

o = oe¢g, die Gleichgewichtssuszeptibéiien sind in beiden Systemen dieselben. Um Ver-
wechslungen mit den Permeatilién zu vermeiden, wurdéif die chemischen Potentiale
durchd@ngig der Buchstabhgbenutzt.



15

KAPITEL 2

EinfUhrung in die Hydrodynamische Maxwell Theorie

Im vorliegenden Kapitel soll in die sogenannte Hydrodynamische Maxwell-Theorie von Liu
[17, 18] eingeiihrt werden, indem ausgehend von einfachen und fundierteniBsen unter
Anwendung von hydrodynamischen Prinzipien die valtstigen Bewegungsgleichungen
fur eine magnetisierbareilsigkeit erarbeitet werden.

2.1 Die Grundprinzipien

Ein System mitl0?* Teilchen und einer Anzahl von Freiheitsgraden in derselbéR&n-
ordnung kann bekanntermaf3en aus praktischémd&n unriglich mit einer detaillierten
mikroskopischen Theorie beschrieben werden. Einen Ausweg bieten die makroskopischen
Theorien wie Thermodynamik oder Statistische Mechanik, die sich auf eine kontrollierbare
Anzahl makroskopischer Parameter und Variablen béséien und erstaunlich gute

und genaue Resultate zeitigen. Mit der Thermodynamik werden jedbtibherweise
Gleichgewichtszugéinde von Systemen beschrieben, was normalerweise Vorhergbgen

die Dynamik eines Systems naturgegebenermallerdgirch macht. Um die zeitliche
Entwicklung eines Systems zu studieren, muf3 man demnach das Gleichgewicht verlassen
und sich in den Bereich von Dissipation und Irreversiéilibegeben. Die “Irreversible
Thermodynamik” - auch “Hydrodynamik” genannt - setzt genau hier an und beschreibt
die dissipative Dynamik von Systemen wie nematischen Kristallen [23, 24, 25, 26],
Supraflissigkeiten [27] oder eben Ferrofluiden.

Wir unterteilen formal das Gesamtsystem in eine Vielzahl von immer noch makro-
skopischen Untersystemen, die aber selbst klein gdggandem Gesamtsystem sind.
Voraussetzungiir eine hydrodynamische Beschreibung ist nun die Existenz eines lokalen
Gleichgewichts in den Untersystemen des betrachteten Systems, da ansonsten Begriffe
wie z.B. Temperatur nicht wohldefiniert sind. Diese Forderung bedingt die E#rgainng

der mit der Dynamik dei-ten Variable verkipften Frequenz,; gemal3w;7; < 1, wobei

die Relaxationszeit; die Zeitspanne ist, die das gegebene Untersystem in Abwesenheit
von aulleren Sireinflussen bedtigen wirde, um in den lokalen Gleichgewichtszustand
uberzugehen. Da die lokalen Gleichgewichtsande i.a. voneinander verschieden sind,
wird das gesamte System zum globalen Gleichgewichtszustand streben. Dieser stellt
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sich durch Umverteilung der entsprechenden hydrodynamischen Variablen der einzelnen
Untersysteme ein, angetrieben durch die sogenannten thermodynamisétfien $a wird
beispielsweise durch die thermodynamische KR&#t Energie zwischen zwei Systemen
solange ausgetauscht, bis Temperaturgleichgewicht herrscht und die Entropie der beiden
Systeme maximal ist. IfF makroskopische Systeme muld dieser Austausch &behn
makroskopische Distanzen erfolgen, was die entsprechenden Bilanzgleichungen mit ihren
Transportkoeffizienten widerspiegeln.

Oftmals, so auch im Rahmen dieser Arbeit, ist es zwedkiger, die Energiedichtean-

stelle der Entropiedichte als fundamentale Gfie aufzufassen. Globales Gleichgewicht
stellt sich dann ein, wenn das Gesamtsystem im Zustand minimaler Energie hinsichtlich der
Zwangsbedingungen ist, die dem System durch die erhalten&#Re@raufgef@gt werden.

Es ist hinhnglich bekannt, dal3 die sogenannte Energiedarstellung der Entropiedarstellung
aquivalent ist [28, 29].

2.2 Die Grundgleichungen

2.2.1 Die thermodynamischen Relationen

Das hier interessierende System ist ein sogenanntes Ferrofluid, eine Suspension paramagne-
tischer Teilchen der ®Re einiger Nanometer in einerafrerflissigkeit wieOl oder Wasser.

Die Hydrodynamik beatigt zur Beschreibung eines solchen Systems nur dessen langlebi-
ge Freiheitsgrade. Demnach ist g&Bn[18, 22] die Gesamtenergiedichteine Funktion

der folgenden Variablen allein: des elektrischen Feldesles magnetischen FeldBs der
Entropiedichtes, der Dichte der Tagerflissigkeitp,, der Dichte der suspendierten Partikel

p1 und der Impulsdichtg = g** — D x B/c. Hierbei bezeichneg™* = pv + E x H/c die
erhaltene Gesamtimpulsdichte des Systems. Der Grinndié Entscheidung gegen diese
als unabBAngige Variable findet sich in [14]. D@berhinaus ist es sinnvoller, eine der beiden
Dichten p; und p, durch Eintihrung der Gesamtdichie = p; + p, zu eliminieren. Wir
entscheiden uns hiearf die beiden Dichtep und p; als unablngige Variablen. Verkinpft
werden all diese Variablen durch die Gibbs’sche Fundamentalgleichung

de =Tds+Edp+ & dp, +v-dg+E-dD+ H - dB. (2.1)
Die konjugierten Variablen sind wie géhnlich als partielle Ableitungen der Energiedichte
nach den jeweiligen Variablen definiert, also z.B.
T:= (?) oder H:= (g—;) . (2.2)
5/ pp,.gDB 5,0,p1,8,D

Die Ableitung nach einem Vektor ist hierbei widlich als Kurzschreibweiséf denjenigen
Vektor zu verstehen, der entsteht, indem man eine skalaiBeGnach den Komponenten
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des Vektors ableitet und die Ergebnisse wieder zu einem Vektor zusammenfal3t.

Eine Minimierung der Gesamtenergie im Gleichgewicht unter den Randbedingungen er-
haltener Entropie, erhaltener Dichten, erhaltenem Gesamtimpuls iltigkgit der zeitun-
abhangigen Maxwell-Gleichungen

V-B=0 und V-D=)" (2.3)
liefert die Gleichgewichtsbedingungen des Systems. Diese lauten in lokaler Darstellung

VT =0, Ve = 0, V=0, (Viv; +V,u,) =0
VxE’ = 0, V xH’=0. (2.4)

2.2.2 Die Bewegungsgleichungen

Im Nichtgleichgewicht haben diese thermodynamischeaftéreine endliche @fe und
produzieren Entropie, &hrend sie das System ins globale Gleichgewicht treiben. Um diese
Dynamik des Systems abzuleiten, bagen wir die Bewegungsgleichungsir idie hydro-
dynamischen Variablen i das elektrische und das magnetische Feld sind diese die makro-
skopischen Maxwellgleichungen

OB = —cVx (EM) und (2.5)
oD = ¢V x (H) —ja. (2.6)

Die FelderEM undHY, die in die Maxwell-Gleichungen eingehen, unterscheiden sich of-
fensichtlich von den vorher definierten Feldern des GleichgewiEhtsxd H. In der Tat
enthalten diese Felder als “Bime” sowohl reaktive als auch dissipative Anteile, wobei die
dissipativen Anteild® undHP Funktionen der thermodynamischeréite sind, deren ge-
naue Gestalt wir sgger erhalten werden. Formal schreiben wir zum jetzigen Zeitpunkt

EM =E+EP, HM =H + HP, (2.7)

eine Darstellung, die von der der hérkmlichen Variablerilbernommen wurde. Deren
zeitliche Entwicklungen lassen sich aufgrund ihrer lokalen Erhaltung einfach durch Kon-
tinuitats- und Bilanzgleichungen darstellen, wobei einzig der Entropiedichte ein Quellterm
spendiert wird, die sogenannte Entropieerzeugiingolange sich das System im Nicht-
gleichgewicht befindet. Dies&gt dem oben erahnten Sachverhalt Rechnung, dal die ther-
modynamischen Kifte jenseits des Gleichgewichts einen endlichen Wert haberimigef
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Entropieproduktion verantwortlich sind. Im einzelnen sind diese Bilanzgleichungen

Os+V-(sv—1P) = R/T, (2.8)
0,9 + V; (I;; + IIY)) = 0. (2.9)
op+V-pv = 0, (2.10)

Oipy +V - (pv—j°) = 0, (2.11)
de+V-Q = 0. (2.12)

IT;; bezeichnet den Spannungstenspen Energiestrom; wie bereits et kennzeich-

net ein hochgestellter Index “D” die dissipativen Anteile der entsprechendemé&tDie
Gleichung (2.12)iir die Energieerhaltung ist nun Ausgangspuiiitdie Ableitung der un-
bekannten Gif3en in diesem Gleichungssystem, namentlich die dissipativéRear die
Entropieerzeugung, den Energiestrom und den reaktiven Anteil des Spannungstensors. Die
Bestimmung dieser Gf3en erfolgt mit der sogenannten “hydrodynamischen Standardpro-
zedur”: aus der Gibbs’schen Beziehung (2.1) berechnes witer Hinzunahme der Bewe-
gungsgleichungen (2.5) - (2.11). Diejenigen Terme, die sich als Divergenz darstellen lassen
identifizieren wir mit dem Energiestrom. Die Forderung nach Energieerhaltung bedingt das
Verschwinden alleiibrigen Terme, wobei die reaktiven Terme dem Spannungstensor und
die Terme, die aus Paaren von thermodynamischer Kraft und dissipativem Strom beste-
hen, der Entropieerzeugung zugeordnet werden. Schlie3lich soll die Entropieerzeugung im
Gleichgewicht verschwinden und ist damit eine Funktion der thermodynamischée Ki-

lein. Diese etwas langwierige Rechnung findet sich in Anhaogd liefert uns als Ergebnis

Qi = (Ts+&p+&p+v-gu+Tf +&50 + 1,
+¢(E x H+EP x H” + E° x H"),, (2.13)
R = —f2.vT—j? Ve -1, — (ju — pyv) - E°
—I—ED . C(v X HO) —HP. C(V X E0)7 (214)
I, = [Ts+&+&p+v-g+H-B+E-D-—¢)d;

1
- Q(HiBj + E;D; —v,g; + (i < j)). (2.15)

Hieraus ergeben sich aufgrund der Forderung nach positiver Definitheit der FuRktiien
dissipativen Stime durch Entwicklung nach den thermodynamischeift€n. Insbesonde-
re ergibt dieselir magnetische Eksigkeiten

<_Hp) _ (_%. Aij,) ((CV x EO)j> (2.16)
Hgg )‘ikj Nikji Ui 7
und
Eg By vy Uiy vy c(V x HY);
fi _ | Yy “g/ T oy v, T (2.17)
JZ-D 191']' ¢ij ?ij @ij Vj£1
Jet vy Ty Oy o E]
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Eine einfache Modellrechnung in [17] zeigt, dal3 der Diagonalkoeffizieder Relaxa-
tionszeit 7, der Polarisation proportional ist, eine &&e, die @r die hier betrachteten
dielektrischen Ferrofluidé&ulRerst klein ist. Es ist auch nicht zu erwarten, dal3 die ent-
sprechenden Kreuzkopplungskoeffizientent und v diese Goélienordnungdibersteigen.

Da die mit den restlichen Diagonal- und Kreuzkopplungen vigpkien Effekte aus der
Hydrodynamik ohne elektromagnetische Felder stammen und bereits gut studiert sind (vgl.
beispielsweise [11]), sind die interessanten Terme diejenigen von Gleichung (2.16), welche
erstmalig in [13] genauer untersucht wurden.

Wir wenden uns diesen darum ein wenig d@isficher zu. Die Nebendiagonalelemente der
Transportkoeffizientenmatrix (2.16) sititber die Onsager-Symmetrie-Relation

)‘zjl(B) - _lei(_B) (2-18)

miteinander verkapft, was aus der Forderung nach geradem Zeitumkehrverhalten der
Entropieerzeugung folgt (vgl. [30]). Da die Isotropie des Systems durch die Vorzugsrich-
tung eines angelegten Magnetfeldes z@tstird, werden die Koeffizienten nach ebendie-
ser Anisotropie entwickelt. Ge@afd Landau [31] sind die einzig unaltgigen Eintage der
Tensoren der entsprechenden Stufe

Ozij(B) = ad; +ayB;B; + azey; By (2.19)
Nia(B) = Mew; Be By + €14 B.B;) + Ay B;d
+ )\3(31(5“ + Bj@ )+ )\4BiBjBl (2.20)
N (B) = m005 + 102(6,0,1 + 6;501,) + 13 B;Bydy + n4B; Bioy,
+n5(B; B0y, + B; B0, + By B)d,; + B;B,.6;)
+ 1 B; B; B}, B,

+ 07 (€0 B0y + €1 By + €1 Brliy + €3y Bru0y5)- (2.21)

Diese grol3e Anzahl von Transportkoeffizienten wurde bereits einganghretrvbie ist es,

die lange Zeit den Vergleich zwischen der hydrodynamischen Maxwell Theorie und den
experimentellen Daten so sehr erschwerte. Sie soll allerdings nidlietaninweghuschen,

dal3 wesentliche Eigenschaften eines Ferrofluids wie etwa die justierbare effektive ¥iskosit
bereits mit einigen wenigen Koeffizienten beschrieben werdemén. Geral [13] sind

dies die Koeffizientem, \; undn;, die iberdies alle mit dem einzigen freien Parameter des
Systems, der magnetischen Relaxationszeifiber den Zusammenhang

a= =2\ =4, =1,,X (2.22)

verknipft sind. Die magnetische Suszeptildtiy ist in diesem Fall durch die Proportiona-
litat der Gleichgewichtsmagnetisieruhffe zumauReren Feld° im Ruhesystem gegeben:
Med = yB?, analog dazu existiert eine weitere Suszeptitilit, die der in der Literatur
haufig verwendeten entspricht und durch die Relaliétt = yH? definiert wird. Der Zu-
sammenhang zwischen diesen beiden ist dyrehyx/(1 — x) gegeben.
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2.2.3 Die Kraftebilanz der Ferrofluide

Betrachten wir abschliel3end noch kurz die sich aus der Korditsgieichungiir die Im-
pulsdichte (2.9) ergebende &ftegleichung - auch Navier-Stokes-Gleichuiig magneti-
sche Flissigkeiten genannt - unter Vernaa$sigung des FeldddP, welches iir die hier
betrachteten Eissigkeiten wie oben e@hnt kaum eine Rolle spielt, so erhalten wir

PO, + vV )(g:/p) = —sV,T —pVi{—p V& — g;Viv; +V TIP

Joig
+ (puB+ju x B+B x (V x HP)) (2.23)

7

Einsetzen von (2.16) und Ausnutzen der Beziehung (2.22) liefert dann die Bewegungsglei-
chung

PO, +uV)Ng:/p) = —sV,T —pV,§—p Vi — gjvivj
+ (P E +Jo X B); + mpAv;
Tm
+ IXvk(Bk:Bj(sil — B, B0,
— B;B;0y; + B, B;6,,;)V v, (2.24)
Mit dieser Bewegungsgleichung und dem Ausdruakden Spannungstensor (2.15) haben
wir nun die Werkzeuge zur Vdifung, relevante ExperimentérfFerrofluide zu beschrei-

ben. Zum Schluf® bemerken wir noch, daf} die ersten vier Terme der rechten Seite der Glei-
chung (2.24) die Volumenkraftdichte

£ = sV — pVi — 0, Vi — g,V (2.25)

darstellen, was sich im weiteren Verlauf algzlich erweisen wird.
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KAPITEL 3

Anwendungsbeispieleiir die Hydrodynamische Maxwell
Theorie

Mit den Ergebnissen aus dem vorangegangenen Kapitel haben wir nurbdlehkeit, die
Nutzlichkeit und Anwendbarkeit der Hydrodynamischen Maxwell Theori@lzerptifen.

In der Tat gibt es zwei wesentliche @rde fir die Formulierung einer Theoriéif magne-

tische FlUssigkeiten, obwohl wie in der Einleitung eitnt bereita eine funktionierende,
wenn auch etwas undurchsichtige und teilweise sogar unrichtige Theorie bereits existiert,
namlich die auf dem Modell von M. |. B.ioMIS basierende [9]. Neben den der Tatsache,
dald diese Theorie teilweise Widergphe in sich birgt ist da zészlich noch der Wunsch

eines jeden theoretischen Physikers, das Wesen eines jeden Dingeémdailstu durch-
dringen, alle Zusammeihge, die mit ihm in Verbindung stehen, zu verstehen und eine
Basis fir eine Beschreibung zu finden, die keinen redundanten Inputigendie gleich-

sam den kleinsten gemeinsamen Nenner darstellt. Wir brauchen keine unterschiedlichen
Theorien fir Ferrofluide und Wasser, genauso, wie wir auch keine getrennten Theiarien f
Honig und Wasser bétigen. Und auch in diesem Sinne ist die bislang vorliegende Arbeit
von Shliomis et al. unbefriedigend; sie ist dfitkenhaft, bedient sich zuweilen intuitiver
Argumente und scheint eher eine Theorie zu sein, die am falschen Endedaufgevwurde:

Sie ist deutlich auf die Vereinbarkeit mit den experimentellen Befunden ausgerichtet und
sucht sich dair die passenden Werkzeuge aus dem grol3en Modellbaukasten der klassischen
Physik, anstatt einer reinen Deduktion aus wenigen Grundprinzipien zu folgen, wie das in
Kapitel 2 dieser Arbeit geschah.

In diesem Teil der Arbeit sollen nun einige interessante und konkretékgegin Ferroflui-

den analysiert werden; einerseits, um die Leistudlggkeit der Hydrodynamischen Max-

well Theorie unter Beweis zu stellen, andererseits aber auch, um deutlich zu machen, ob und
wo die Vorhersagen dieser Theorig bestimmte Experimente relevant sind. Dal3 dies nicht
immer der Fall sein mul3, zeigte eine Analyse relativistischer Korrekturterme in [13], die al-
lesamt von zu geringer @Renordnung sind, um experimentell anglich zu sein. So wird

es auch hier nicht verwundern, wenn nicht alle Effekte, die untersucht werdeghiath
experimentell verifiziert werdendknen.
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3.1 Der stromdurchflossene Leiter

Eines der bekanntesten und gleichzeitig auch eines der beeindruckendsten Experimente, die
sich mit Ferrofluiden auseinandersetzen, betrifft eine magnetiscissigkeit in einem in-
homogenen magnetischen Feld. In [9] findet man eine mit FerrofluidlgePetrischale,

durch die vertikal ein stronihrender Draht gelegt ist. Dieser Aufbau ist in Abb. 3.4 dar-
gestellt, nebst der sich einstellenden Olgetilenform der Eissigkeit. In [22] wurde dieser
Aufbau bereits im Rahmen der Hydrodynamischen Maxwell-Theorie prinzipiell untersucht,
die genaue Analyse soll hier folgen, wobei auf die grundlegenden Gleichungen aus jener
Arbeit fur dieses Problems zieckgegriffen wird.

3.1.1 Die Oberfhche

Der Leiter im Ferrofluid befinde sich bei= 0 in Zylinderkoordinaten. Ist er vom Strom
der Stromsirke.J durchflutet, so wird das sich aufbauende inhomogene MagneHele:
J/(2mr) das Ferrofluid in Richtung des Drahtes ziehen. Die resultierende @tfezfiform
z(r) wurde in [1] unter Vernaclssigung der Obe#&thenspannung angegeben. Im Rahmen
schwacher Felder und somit linearer konstituierender Relationen ergibt @fiedg{eichge-
wicht zwischen magnetischer Ob@dhenkraft und Gravitation

pox J?

) =5 3.1
wobei g die Gravitationsbeschleunigung der Erde ist und die Dichte eines typischen
Ferrofluids wie das Fluid EMG705 von Ferrofluidics Copp= 1,2 - 103 kg/m* bet@gt.
Zwar kommt es (vgl. Abschnig.1.9 bei angelegtem magnetischen Feld zu efmederung
der Konzentrationsdichteverteilung im Ferrofluid; jedoch muf3 dieser hier nicht explizit
beriicksichtigt werden, denn es handelt sich um einen Effekt, der sich erst nach Zeiten
einstellt, die sehr grol3 gegé@mer den Zeiten sind, die die Obé&dhe beitigt, um ihre neue
Form anzunehmen. Die Dichte des Fluids kann folglich in den folgettesmlegungen als
als konstant angenommen werden.

Wird tber GI. (3.1 hinaus die Obeidfthenspannung derisigkeit explizit beicksichtigt,
so erlalt man einen zugzlichen Term, die modifizierte Gleichung lautet [22]

JT_alk TRy (3.2)

sy = FOC Tl +hy)
8m2pg 1 Py

Wie stark veandert dieser Zusatzterm nun die Form der Olhehi¢? In obiger Gleichung
bezeichnen:; undx, die Hauptkiimmungen der RElche. Diese sind allerdings selber wie-
der Funktionen der Obeé#thenform:(r), was die obige Gleichung zu einer komplizierten
Differentialgleichung macht. Es gibt jedoch diedilichkeit, diese Differentialgleichung
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iterativ zu bsen, indem der zweite Term als kleinedising betrachtet wird. Die damit
berechnete Obe#thenform wird dann erneut zur Bestimmung der Hauptimungsradien
herangezogen, es ergibt sich die neu@®tg rachster Ordnung, mit dieser kann erneut das
Profil der Oberfhiche bestimmt werden; dieser Vorgang wird wiederholt, bis die Gl
gegen eine feste Form konvergiert. Dieses Verfahrerdtggnjedoch einen immensen
Rechenaufwand, der durch die gewonnenen Einsichten in die Physik nicht gerechtfertigt zu
sein scheint. Wir wollen hier darum einen noch weiter vereinfachenden Weg einschlagen,
der dann gerechtfertigt ist, wenn bereits in erster Ordnung der Korrekturterm der Ober-
flachenspannung so klein ist, dal3 di@&dFle selbst in den Punktenofter Kiimmung
weitgehend unverformt bleibt. DalR dem tatklich so ist, zeigt die folgende Rechnung.

Fur diese bedtigen wir zurachst den expliziten Ausdruckirf die Krimmungsradien, die
sich komplett aus der ersten und zweiten Fundamentalform berechnen lassen. Die Metrik
fur eine Fache der Form(r) = C//r? mit konstantenC' lautet in Zylinderkoordinaten

(4% +1) 0
@m:< 0 2 (3.3)
die zweite Fundamentalform hat die Gestalt
C? 1 (64 0
(byg) = (47’_6 +1)72 ( 0 _2%) . (3.4)

Daraus berechnet sich die mittlerelinmung folgendermalen:

(ky +hy) = (911511 + 922b22)
= (91_11b11 + 92—21b22)
C? -7 C o
_ (476 + 1) [ = - 8—] (3.5)

710

Dieser Ausdruck beschreibt die mittleretfnmung in einem beliebigen PunktWir sind
jedoch an den Punkten interessiert, an denen diehel maximal gekimmt ist und demzu-
folge auch die maximale mittlere Kmmung aufweist. & den anstehenden Vergleich der
GroRenordnung der Terme wird der Ausdruck diit= x.J? /(872 pgr?) maximiert. Fir das
angegebene Ferrofluid bagt laut Angabe des Herstellers die magnetische Suszeptibilit
x = 0,56, die Oberfachenspannung hat die @ea = 0,03 N/m. Damit erhalten wir
bei einer Stromstrke von 1 A die Konstant€’ = 7,57 - 10~7 cm?. Es gibt aus den 12
Wurzeln der Ableitung von Gl. (3.5) naehgenau eine, die positiv und reell ist, sie lautet
rmaz = 0,0134 cm. Mit dieser ist der Betrag der mittleren iinmung an der Stelle der
starksten Kimmung(x, + y)maz = 45,67 cmL.

Die sﬁrksteAnderung der Oberdichenform erwarten wir demnach begj,, = 0,0134 cm.
Tatsachlich liefert Gl. (3.2) mit diesen konkreten Zahlen

=4,10-10"%cm, (3.6)

< (Tmax )
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ohne die Korrektur, also mit(r) = C/r* hingegen erhalten wir

=4,22-10%cm. (3.7)

2(Tmax)
Der Einfluf3, den die Obe#thenspannung auf dasdtegleichgewicht zwischen magneti-
scher und Gravitationskraft hat, ist demnach von der Ordr@fig)—*) und damit wohl zu
klein, um im Experimentiberpiift werden zu Bnnen, auch wenn seine Signifikariz tlie

Theorie davon unbéhrt bleibt.

Fur die angegebene Stroradte von.J = 1 A sollen die Oberfichenvedufe mit und ohne
den korrigierenden Obeé#thenterm in den nachstehenden Abbildungen 3.1 und 3.2 darge-
stellt werden. Der maximale Unterschied zwischen beiden Glothvedufen ist in Abb.

3.3 zu sehen.

0.008
—— mit Korrekturterm

0.006

0.004

2{) o]

0.002

o 0.05 0.1 0.15 0.2
r [cm]

Abbildung 3.1. Die Form der Obertiche mit zugtzlicher Korrektur geraf3
Gl. (3.2)

3.1.2 Dichtevariation bei angelegtem Feld

Ferrofluide sind Suspensionen paramagnetischer Nanopartikel in ewgerilrssigkeit,
demnach sind die beiden Dichten der Teilsysteme erhalted8&arund sollten auch in

die hydrodynamische Beschreibung eingehen. In den meistenHiegt der hydrodyna-
mischern Betrachtung jedoch eine solch geringe @sufhg zugrunde, dald ein gegebenes
Ferrofluid als homogene &ssigkeit einer einzigen Dichtevariablen erscheint. Gibt es
aber nicht doch Ausnahmen, in denen der Einflul3 der Dichte der suspendierten Teilchen
spurbar wird? Kann man ein Ferrofluid immer als homogene, einkomponentigsigkeit
auffassen? Um diese Frage zu beantworten, soll im Folgenden ein Effekt analysiert werden,
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ohne Oberflaechenkorrektur

2() o
o
;

o 0.05 0.1 0.15 0.2
r[em]

Abbildung 3.2. Die Form der Oberfiche ohne zuégzliche Korrektur geréld
Gl. (3.1)

der aus der Variation der Dichte der magnetischen Teilchen folgt.

Es ist hierbei zweck#@ig, statt der Dichte der suspendierten Teilcheund der Dichte des
Solventerp, die Gesamtdichtp = p'* = p; + p, und p; als die unabéingigen Variablen

zu betrachten (vgl. [22]). Die Gibbs’sche Fundamentalbeziehung wird dann erweitert und
liest sich

de =Tds+Edp+&dp, +v-dg+E-dD + H- dB. (3.8)

Als erhaltene Gil3e spendieren wir der Suspensatdichte eine eigene Koatsglgichung
p, = —V - (p,v) und binden sie in das gesamte Gleichungssystem ein. Die wesentliche
Anderung betrifft die Volumenkraftdichte (2.25), die nun

tPulk — _oVT — pVE — p V& —v;Vg; — pge, (3.9)

lautet. Wie leicht zu erkennen ist, wurde hier die Gravitationskibftr g; + V,II¢" =

—pge. eingebunden, um den Laborbedingungen gerecht zu werdest. offensichtlich
die Gravitationsbeschleunigung der Erde, der Einheitsvaektast aufwarts gerichtet. Im
Gleichgewicht gelten die Bedingungen

VT =0, V&=0 VE=—ge.. (3.10)

Ferner sei der inkompressible Limes, der in [22Jaatért wird, vorausgesetzt, d.h. die
Gleichgewichtsbedingungeémdern sich folgendermal3en:

VT =0, V== _gre,. (3.11)
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0.005

—— mit Korrekturtermen
777777 Ohne Korrekturterme

0.003

2f)[em]

0.001
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Abbildung 3.3. Vergleich der beiden Obe#éthenformen mit und ohne Kor-
rekturterm im Bereich strkster Oberficherdanderung

In der zweiten Gleichung gelten die Ablzungenél® = & + v undy = 1 — pr/pur.
Die lokalen, tatachlichen Dichten der umgebendenugsigkeitpr und die der magneti-
schen Partikep,, sind in diesem Limes konstante @&en; @ir ihre Volumenmittel gilt
p1 =< pu >Undpy =< pp >.

Im folgenden wollen wir ein ruhendes System mit= 0 in eben diesem Limes betrachten.
Genauer gesagt handelt es sich bei dem zu untersuchenden System um eine Probe eines
Ferrofluids, durch das ein stromdurchflossener Leiteitygist. Der schematische Aufbau

ist in Abb. 3.4 verdeutlicht.

Es sind dabei allerdings folgende Einsahikungen zu beachten: Befindet sich das System
zum Zeitpunktt, = 0 bei abgeschaltetem Strom in einem Gleichgewichtszustand mit ho-
mogener Dichteverteilung, so wird das System nach Einschalten des Stroms im Laufe der
Zeit in einen neuen Gleichgewichtszustarzergehen, dem eine andersartige Dichtevertei-
lung des Suspensats entspricht. Das gestellte Problem ist demnach dynamischer Natur, seine
Losung erfordert die Betrachtung des gesamten hydrodynamischen Gleichungssystems ein-
schlief3lich der Diffusionsgleichungen und den Maxwellgleichungen zu einem gegebenen
Zeitpunktt > tq, bis beit — oo eine statioare Losung der Bewegungsgleichungen gefun-

den wird. Im allgemeinen nimmt dieser Vorgang eine sehr grof3e Zeit in Anspruch.

Wir sind hier lediglich an einer Angabe der Dichteverteilung nebst déR&mordnung die-

ses Effekts interssiert. Aus diesem Grund soll nicht die Umverteilungybei einer festen
TeilchenzahlV; betrachtet werden, sondern die sich einstellende Gleichgewichtsverteilung
(3.11) fur ein Reservoir mit unendlich vielen Teilchen. Das Profil der Dichteverteilung bleibt
dabei im wesentlichen unv@ndert, undidir die GilRenordnung des Effekts wird in dieser
Betrachtungsweise eine unter Grenze festgelegt, da der Effektofiemwerden kann, wenn
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Leiter

@@ magnetisches

|

‘ Feld B

Ferrofluid

Abbildung 3.4. Der durch das Geff3 mit dem Ferrofluid géhrte Leiterdraht
fuhrt den StromJ. Die gestrichelte Linie stellt den Obeifihenverlauf des
Fluids nach Einschalten des Stroms dar.

die Teilchen vom Rand des G#§es zum Draht im Inneren wandern.

Die zweite Einschiankung betrifft die BedingungvT' = 0, die fur das beschriebene
System mit Sicherheit nicht éiit sein wird. Dieser Effekt betrifft jedoch die Dynamik

des Systems, da er in die &tebilanz (3.9) eingeht, weshalb seine Betrachtung in die-
sem Zusammenhang keinen Raum findet. Sollten die Daten aus etwaigen Experimenten
jedoch tatachlich nicht mit den hier angegebengéhereinstimmen, so liegt Nahe, dal3

die vorliegende Analyse zu vereinfachend ist und das ‘@llige Problem mit allen
Bewegungsgleichungen @gst werden muf3.

Aus der zweiten Gleichgewichtsbedingung von (3.11) folgt bei Ver@assigung des Gra-
vitationseinflussedif ¢i* = £i»(p,, H) der Gradientifir die Dichteverteilung

o= (), (), i o1

Mit den Naherungen aus [22] folgt die Gleichung

vpl = %plﬂosXVﬁ27 (313)

wobei in diesem Fallifr die osmotischen Kompressibiiits,, = 1073 /Pa gilt. Ein typisches
Ferrofluid wie das schon oben betrachtete Fluid EMG705 der Firma Ferrofluidics Corp. hat
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eine Suszeptibiléat vony = 0, 56. Mit diesen Daten wird der Dichtegradient

Vp, ~ —12 2m2 1
wobei das Magnetfeld eines vom Strom der Str@mist ./ durchflossenen Leiterd| =

J/(2mr) eingesetzt wurde. In Zylinderkoordinaten hat diese Gleichung @tseihg

_sJ2 CNP
8,91-10 ST—Q

A (3.15)

p1(r) = py(00) e

Die Dichteverteilung im Unendlichep, (co) entspricht dabei der Teilchenzahldichte des
Ferrofluids in Abwesenheit eingsiReren Feldes. Sie bigt 2,4 - 10*2/m3. Fur die drei
StromsérkenJ = 0,1 A, J = 0,5 AundJ = 1 A sind die Dichtevedufe in der Abb. 3.5

fur eine Probe angegeben. Der interessante Bereich, in dem es einen merklichen Effekt gibt,
liegt dicht am Leiterdraht in einem Umfeld von ca. 1 cm Radius.

2.4003e+22

2.4002e+22 -

2.4001e+22 -

2.49e+22

Abbildung 3.5. Die Dichteverteilungen der suspensierten Teilchen innerhalb
des Ferrofluids. Die geringe ®Renordnung des Effekéd3t sich leicht erken-
nen.

Dabei wird deutlich, dal? die GRenordnung des Effekts bereits bei grof3en Strérkeh im
Bereich vonl0~2 bis 10~ liegt. Um einen meRbareren Effekt zu erhalten, muR der Drahtra-
dius entweder viel weiter verkleinert werden, oder aber die Stémkestmuld entsprechend
erhoht werden. Beides wird zu grof3en praktischen Probleribrefi. Die meisten Expe-
rimente werden also kaum davon blkrt werden, dal3 es sich bei Ferrofluiden umaben
Mischungen handelt. Um zu zeigen, dal3 der Effekt aber keineswegs immer als klein ange-
nommen werden darf, zeigt Abb. 3.6 dasselbe Profil der Dichteverteilung, hier allerdings
unter Einflu® eines angelegten Stromes von 10 A.
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2.49e+22
J=10 A
2.43e+22 - B
2.42e+22 B
2.41e+22 - B
2.4e+22
(o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Abbildung 3.6. Die Dichteverteilungen der suspensierten Teilchen innerhalb
des Ferrofluids bei viel gif3erer Stromstrke als zuvor. Der Effekt hat sich
deutlich vergblert.

3.2 Der Spannungstensor

Es gibt eine Reihe interessanter Versuche und experimenteller Befunde, die wesentlich mit
der Struktur des Spannungstensors vaghsind. Gut bekannt und verstanden ist bislang

die Errohung der Viskosit eines Ferrofluids in einedulR3eren Feld, ein Effekt, der eng mit

den Nebendiagonalelementen des Spannungstensors und der darin enthaltenen Kopplung
von mechanischen an elektromagnetische Freiheitsgradenindtkst [8, 13]. Daiiber-

hinaus gibt es interessante Vorhersagerugbzh des “Drucks?, die bislang nicht experi-
mentellUberpiift sind. Diesen soll im folgenden unser Augenmerk geschenkt werden. Im
ubrigen treten hierbei keine Effekte auf, die mit der Konzentrationsdichte der Ferrofluid-
Teilchen zusammeid@mgen, auf diese Dichig soll demnach im folgenden der Einfachheit
halber verzichtet werden.

!Da der Druck in Anwesenheit elektromagnetischer Felder eine schlecht definierli®e i€t vgl. [14],
mul3 man genauer von den Diagonalelementen des Spannungstensors, sprechen die sich in Abiavesenheit
rer Felder auf defiblichen hydrodynamischen Druck reduzieren.
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3.2.1 Die Nebendiagonalelemente

Zunachst einmal befassen wir uns ein weiteres mal mit den Nebendiagonalelementen des
Spannungstensors (2.15). Sie lauten

N 1
(1Y), = —i(HZ.Bj + H,B,+ E,D; + E,D; — v,g; — v,9;) + 1. (3.16)

Es konnte gezeigt werden, dal3 die dissipativen Anteile aus diesem Spannungstensor neben
den dissipativen Anteilen aus dem F&kP fiur die effektive Erldhung der Viskosiit eines
Ferrofluids in einen&uReren Magnetfeld verantwortlich sind (vgl. [13, 32]herdies zeigt

die Analyse wie nicht anders zu erwarten eine gerldbereinstimmung der Nebendia-
gonalelemente des Spannungstensors der Hydrodynamischen Maxwell-Theorie und des
von SHLiomis in [9, 8] erarbeiteten, wenn man den hydrodynamischen Liaygs— 0
betrachtet.

In einem relativ neuen Artikel finden nun jedochiM_ER und BENGEL in einem Vergleich

eben dieser Theorien einen Unterschied [33]: Eine Schicht eines Ferrofluids wird dem Ein-
fluR eines linear polarisierten Magnetfeldd® = (H.”,0, H”) coswyt ausgesetzt, vgl.

Abb. 3.7. Damit wird die Tangentialkraff = H;gt—HfJ’;’@) bestimmt, die auf ein gegebenes
Oberfachenelement einer ruhenderigdigkeit mitv = 0 wirkt. Wahrend die mesoskopi-
sche Theorie von Shliomis hier eine Kraft der Ordnégw,7)?) voraussagt, diese also

im hydrodynamischen Limes nicht beobachtbar sein kann, berechiiber Mnd Engel ir

die hydrodynamische Tangentialkraft

hvd %awB HYH® sin 2wt + O((awp)?) (3.17)

mit « = 7(x — 1)/ und der magnetischen Relaxationszeit
So scldn ein solcher Widerspruch in diesen beiden Theorien aincddn physikalischen

Fortschritt ware: er kalt leider einer genaueren Betrachtung nicht stand. WasU¥R und
ENGEL hier berechnet haben, ist, wie man sich leigbérzeugen kann, der Anteil

1
(TLij)izy = _i(HiBj + H,;B,) (3.18)

allein. AuR3er Acht gelassen wurde der Anteil des dissipativen Strdﬁ@esﬂer ebenfalls
Aulerdiagonalelemente hat. Es ist jedoch die Stetigkeit des durch diedaberftetenden
gesamten Impulsstromes, also vidif*, die auf die Tangentialkraftdichtdifirt [34]. Wir
erhalten demnach einen aslichen Term

(0%

AP, = 5 (B,B, + B.B,), (3.19)

so dal3 sich die gesamte hydrodynamische Tangentialkraft folgendermal3en liest:

thyd = _%(Bsz - Bsz> (320)
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Aulenraum (2)
Tangentialkraft f

[

\ I

\

Oberlachenelemer

SSLS S

W/

oszillierendes Magnetfeld H

. -

Ferrofluid

Abbildung 3.7. Zur Messung einer zagzlichen magnetischen Tangential-
kraftdichte. Gbe es einen nichtverschwindenden Term im Spannungstensor
des Ferrofluids, so iif3te das eingezeichnete Ob&ctienelement in Bewegung
geraten; ein ardnglich ruhendes Ferrofluid iwde in Bewegung geraten.

Mit dem Ansatz @ir das Magnetfeld, den MLLER und ENGEL vornahmen und den entspre-
chenden Stetigkeitsbedingungém die einzelnen Felder ergibt sich nun tatlich

hyd H;H? (wp)?
L2 (1=x)? (wpe)?
und damit eine Kraftdichte der GRenordnun@((wa)?). Die entsprechende kurze Rech-
nung findet sich im Anhandé\. Tatsachlich besteht also kein Widerspruch zwischen der
Hydrodynamischen Maxwell-Theorie und der mesoskopischen Theorie NODID&IS im
hydrodynamischen Limes, zumindest was die Nebendiagonalelemente des Spannungsten-
sors und die damit verbundenendlomene angeht. Dal} diés tlie Diagonalelemente so
ohne weiteres nicht gilt, soll imathsten Abschnitt gezeigt werden.

(3.21)

3.2.2 Die Diagonalelemente

Eine volls&ndig andere Situation finden wir bei der Betrachtung der Diagonalelemente des
Spannungstensors vor. Wie bereits in der Einleitungadrw hat die Standard Theorie von
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SHLIOMIS hier grol3e Schiachen. Um diese auszuloten, betrachten wir das folgende Bei-
spiel: Der experimentelle Aufbau bestehe aus einer planen Téeheflzwischen einem
Ferrofluid und einem nichtmagnetischen Material. An diese trennende &iberflvird ein
aulleres Feld der ForH®™* = H, cos(wgzt) tangential angelegt, wie dies in Abb. 3.8 darge-
stellt ist.

p (D)

-~ = M anometer

magneti sches Ferrofluid

Feld H

Abbildung 3.8. Messung der Diagonalelemente des Spannungsteiibers
die Druckanderung an einer Ferrofluid-Obedithe.

Die Kraft, die in normaler Richtung auf die Obéhe wirkt, kann von einem Manometer
gemessen werden. Mit der Hydrodynamischen Maxwell Theorie kann man folgendes Er-
gebnis vorhersagen: Die in Betracht kommenden Elemente des Spannungsigndiesef
Oberflachenkraft sind innerhalb des Ferrofluids

met =1, +1° = Ts+ép+H-B—c¢
—~H,B, +aB,B,
= Ts+é—ec+H,-B,—aB,B,+aB,B,. (3.22)
Beachtet man, dal3 die ersten drei Terme der letzten GleichungaligbLTZSche freie
Energiedichte darstellefl;s + £p — ¢ = —F (vgl. [22]), und dafd es im betrachteten Fall

keinerlei Normalkomponenten der angelegten Felder gibt, sdterfan fir den Spannungs-
tensor

' = —F +H,-B, — aB,B,. (3.23)
Aus der Stetigkeit des Feld&$) folgt die Losung fir das tangentiale Feld

H 1
B, = 0 (17,&@ + cc.). (3.24)
2 . Tiwpa
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Einsetzen in den Spannungstensor und ein wenig Algebra liefern als Resultat somit im hy-
drodynamischen Limes; — 0 das Ergebnis

. H2
[ = —F + MQ 9 (cos(2wpt) 4+ wgasin(2wgt) + 1). (3.25)
Die Losung fir den Spannungstensor auf3erhalb des Ferrofluids dagegen lautet im selben
Limes
ext [rext Iqu :
I = —F + T(cos(QwBt) + pwgasin(2wgt) + 1). (3.26)
Die Randbedingungiif den Spannungstensor beldbergang von einem Medium in ein
anderes lautet
1 1
A(IL,,, +T15,) = (I3 = 113) = gy (= + = ). (3.27)
R, R,
Hier sind R, und R, die Hauptkiimmungsradien der Obeifihe, die aber im vorliegenden
Fall genél3 der gewhlten Geometrie verschwinden. Der am Manometer anliegende und im
Experiment zu messende Drught) = F — F*<* ist damit nach der Maxwell Theorie

H2
p(t) = —wBTXQ'u—QO sin(2wgt), (3.28)

ein rein dissipativer Term, der in der Standard Theorie nicht enthalten ist. Er stirbt im Limes
hoher Modulationsfrequenzen aus und erreicht bei Standardferrofluiden wie APG 933 der
Firma Ferrofluidics Corp. mit einer Suszeptildlitvon y ~ 0,7 und einem magnetischen
Feld der geringen &tke von 5 mT bereits eine maximale Amplitude vop,. ~ 10 Pa.

Mit diesem Resultat gelingt es erstmals, die Hydrodynamische Maxwell Theorienicht nur
auf Bekanntes anzuwenden und schon durditgéd Experimente zu beédigen, vielmehr

wird hiermit ein Experiment diskutiert, dessen Ausgang bisher unbekannt ist. Ein Ergebnis
dieses Experiments wird demnach mit Spannung erwartet.
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KAPITEL 4

Die mesoskopische Theoriellr Ferrofluide

Wie in den fidheren Kapiteln bereits edhnt, ist die Hydrodynamische Maxwell Theorie

- wie jede hydrodynamische Theorie - der deilifgkeitsbereich einschnkenden Bedin-
gungwpT < 1 unterworfen. Tatchlich ist diese Bedingung nicht so rigoros, wie sie auf
den ersten Blick scheinen mag, denn mit einer typischen Relaxationszeitvadid s [aRt

sich die Theorie bis hin zu hohen Frequenzbereichen anwenden. Es existieren allerdings
einige, wenige Pénomene, allen voran die sogenannte “negative Viskijsj85, 15],

die erst in Experimenten zutage treten, in denen magnetische Wechselfeldasl3aist

hohen Frequenzen eingesetzt werden. In diesen Experimenten wirditigk&tsbereich

der Hydrodynamik klar verlassen, und eine modifizierte Theorie, die in der Lage ist, den
entsprechenden Frequenzbereich adfzeh, muld zur Anwendung kommen.

Zunachst einmal bedingen die hohen Frequenzen, daf} die Magnetisierungisiaglkeit

nicht mehr “instantan” deraul3eren Feld folgen kann, sich somit zu einem gegebenen Zeit-
punkt nicht im lokalen Gleichgewicht befindet. Obwohl die Magnetisierung damit noch im-
mer keine hydrodynamische Variable im eigentlichen Sinn ist [36, 23], da sie einer Relaxa-
tionsgleichung geingt und ihre Anregungsfrequenz somit nicht im langwelligen Limes ver-
schwindet dimy_.o wg(k) # 0 -, muB3 sie dennoch als unaligige, quasi-hydrodynamische
Variable in einer entsprechenden Theorie betrachtet werden.

Mit dem Ubergang zu bheren Frequenzen erfolgt aber auch Eibergang zu einer
groReren Aufdsung, zu einer kleineren “Korngfée”. Da diese sich auf einer Skala beweqgt,

die zwar immer noch makroskopisch, jedoch um ein Vielfaches kleiner als diejenige in der
Hydrodynamischen Maxwell Theorie ist, sprechen wir hier von einer sogenannten “meso-
skopischen” Theorie. In dieser werden die einzelnen suspendierten Teilcheiagéds der
Magnetisierung aufgékt und deren Dynamik geht demnach in die Bewegungsgleichungen
mit ein. Zu dieser Dynamik gefnt nun aber auch eine Rotation der einzelnen Teilchen, die
Existenz eines extensiven Anteils des inneren Drehimpulses ist dementsprechend explizit
zu beficksichtigen.

Wie aus der Literatur bekannt ist, existiert bereits eine solche Theorie, die bereits Ende der
60’er, Anfang der 70’er von M.I. SLIOMIS aufgestellt worden ist [6, 9]. Auf der einen Sei-
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te sind die Vorhersagen dieser Standardtheorie in diitereinstimmung mit dem Experi-

ment, auf der anderen Seite jedoch erscheint die Herleitung dieser Theorie streckenweise un-
sauber und willigrlich. Daiiberhinaus ergeben sich aus ihr auch gravierende Wideispr
zwischen pAnomenologischem Ansatz und den thermodynamischen Ungleichungen, die
sich nicht ohne weiteres beiseite wischen lassen. Aus diesem Grund soll im folgenden eine
vollstandige, auf hydrodynamischen Prinzipien basierende mesoskopische Theorie herge-
leitet werden, die tauglich ist, die obigendtomene zu erfassen.

4.1 Der phanomenologische Hintergrund

4.1.1 Drehimpulsgleichung ohnéul3ere magnetische Felder

Wir betrachten ein System einer magnetischarssigkeit. Obwohl die Geometriéirf das
folgende keine Rolle spielt, sollif dieses System hier ein zylindrischer Béar gevahlt
werden. Dieser Béliter werde nun einschlief3lich des in ihm befindlichen Ferrofluids mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit = V x v/2 gedreht. Ohne weiter&gul3ere Einflsse
wird das Fluid eine “solid body rotation” augiren. Wie in [12] ausgéhrt, iangt die Ener-
giedichte dann vom extensiven Beitrag des intrinsischen Drehimpsls¢s zugtzliche
Variable ab, die erhaltene GRe ist dann der Gesamtdrehimplits = r x g +s. Anders als
der erste Term der rechten Seite stellt der zweite Term einen anglgen Beitrag zur Ener-
giedichte dar, was sich folglich in der Gibbs’schen Fundamentalgleichung niedaschli

de =Tds+&dp+ & dp; +v-dg+ w - ds. (4.2)

Aus einer Entwicklung nahe des Minimalwertes der Energiedichte folgt dann der Zusam-
menhang

s =lw, W= %. (4.2)
Os
Aus der Gleichgewichtsbedingung
w=1Q (4.3)
bestimmt sich dann die zachst unbekannte GRRew, und fur den inneren Drehimpuls folgt
s = 1€, (4.4)

eine Beziehung, die die instantane Entwicklung ins Gleichgewicht beschreibt; eine un-
abhangige Dynamikiir den Drehimpulsanted entfallt somit.

4.1.2 Drehimpulsgleichung mitauf3eren magnetischen Feldern

Eine davon abweichende Situation entsteht, wenraalberes Magnetfeld Einflul3 auf die
Teilchen in der Rlissigkeit augbt (vgl. Abb. 1.4). Die Fundamentalgleichung lautet nun

de=Tds+Edp+&dp,+v-dg++h-dM+H-dB + w - ds. (4.5)
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Im Grenzfall der BRowNschen Relaxation werden sich die Teilchen einheitlich entlang dem
aulleren Feld ausrichten wollen, da die Magnetisierung hier als im Partikel “festgefroren”
betrachtet wird. Die Situation derf®wNschen Relaxstion im Gegensatz zuggNschen

wird in den Abb. 1.2 und 1.3 dargestellt. Demnach werden die Teilchen hier nicht mehr mit
der Winkelgeschwindigkei2 der umgebenden &$sigkeit rotieren, der innere Drehimpul-
santeil wird also vermindert und zwar um den Betrag

s =10 —nO(Q —wg). (4.6)

n ist die Teilchenzahldichte&) das Tagheitsmoment eines einzelnen Teilchens wpdst

die Frequenz des homogenen, rotierenden Magnetfeldes. Offensichtlich ist die Reduktion
des Drehimpulses maximal fr ein statisches Magnetfeld mit der Frequenz= 0, was

mit der Erfahrungibereinstimmt; ebenso erwarten wir, daf3 die suspendierten Teilchen bei
einer Rotationsgeschwindigkeit, = 2 ein statisches Magnetfeld sehen und mit unvermin-
dertem Drehimpuls rotieren. Die @Be! ist unbestimmt, jedoch von der &fenordnung

des Einstein-deHaas-Effekts. Der zweite Term von (4.6) wird alsditkeehde sein, woraus

sich die grundlegende Beziehung zwischen deimpimenologischen GRen ableitet:

I
5 <L (4.7)

Gleichung (4.6) zusammen mit (4.7) bildet unsereammenologischen Rahmen, dem sich
eine mesoskopische Theorie anzupassen hat.

4.2 Die Bewegungsgleichungen

Die unablangigen hydrodynamischen und quasi-hydrodynamischen Variablen einer meso-
skopischen Theorieif Ferrofluide sind die VolumendichtearfEntropies, Gesamtdichte
p, Konzentrationsdichtg;, Impulsg, elektrisches Fel®, MagnetfeldB, Magnetisierung
M und innerer Drehimpuls. Verknipft werden diese durch die Fundamentalgleichung

de =Tds+Edp+& dpy+v-dg+E-dD+H-dB+h-dM+w-ds. (4.8)

Die in Anhang A durchgeéfhrte hydrodynamische Standardprozedur liefert mit den
Ansatzen

5 = eIl +10) — VA, (4.9)

i J7g

M; = (2x M), -V, (Mu;)+ XP (4.10)

(2

- wobei XP nach allgemeiner Lesart der dissipative Relaxationsterm in der Magnetisie-
rungsgleichung ist - folgende Entropieerzeugungsfunkiion

R = —fOViT =} V& — v, —jog - B+ EY - (cV x H')
+(Q; — wz’)Giij?k — h XD, (4.11)
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und zugtzlich einen antisymmetrischen Anteil im Spannungstenspll;, = (w X s);.
Der Ansatz (4.9) folgt der Argumentation aus [12], wohingegen sich die Gleichung (4.10)
aus der Analogie zur Polarisation wie in [37] besprochen ergibt.

. B D s . .
Der gesamte Spannungstensor ist i[%é = II,; + II;; mit dem reaktiven Anteil

I = [Ts+&ép+&p+v-g+h-M+E-D+H -B+w-s—¢)i;
1 S 1
_§(HiBj+EiDj —v;9; + (i H]))_‘_i(wisj —w;$;) (4.12)

und dem dissipativen AnteI[?j, der im folgenden bestimmt werden soll.

Entscheidend ist nun bei der Entwicklung der dissipativedr¢r in die thermodynami-
schen Kéfte, dal’ Gl. (4.10) nicht wie im heiknmlichen Sinne eine Relaxationsgleichung
fur die Magnetisierung darstellt, sondern daf3 sie in unserem Fall die Definitionsgleichung
fur die thermodynamische KraXP® ist. Umgeschrieben lautet sie, unter Vernaskigung

des zweiten, konvektiven Terms der rechten Seite,

XP = (wp — Q) x M, (4.13)

da fur ein rotierendes Magnetfeld die Magnetisierung die Fddn= M cos(wgzt)e, +
M sin(wgt) e, annimmt, und somit die Idenét M = wy x M gilt. X" ibernimmt
damit die Rolle der thermodynamischen Kra® x E° im Falle der hydrodynamischen
Maxwell-Theorie.

Dementsprechend lautet die Entwicklung, die die Posiiiviier Entropieerzeugung sowie
ihre Invarianz unter Zeitumkehr undumlichen Spiegelungen wahrt, nun

—h; \ _ Qi Vij X]D )
<€’ilk‘]:[}:’)i‘) a <7¢j @) <(Q —w);/) (4.14)

Die zugelorige Onsagerrelation lautet;(M) = —7;,(—M). Unter Mitnahme der wesent-
lichen Koeffizienten ergibt sich

h, = —aXP +7[(Q—w)xM], (4.15)

)

Eijk:H?k: = BQ—w); +v (X" x M), (4.16)

Folgende Substitutionen sind zwecif$ig, um spter die Vergleichbarkeit mit der Hydro-
dynamischen Maxwell Theorie zu géatwleisten:c = 1/¢3 undy = (,/(3. Wie in Ka-
pitel 5 gezeigt werden wird, ergibt sich damit der Zusammenhghg— — HP fr

wyT, O7, wr < 1und()¥® = —7 (.. Die gleichen Bedingungeriifiren auf ¥ = 4.
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Wir erhalten alsoiir den gesuchten dissipativen Beitrag zum gesamten Spannungstensor

G M?
— —€
203
was leicht nachvollzogen werden kann.

I = éﬁ" (2 —w)y z‘jk(WB — Q) + 772(Vivj + Vjvi)a (4.17)

Benutzt man die statiéme Losung der Bewegungsgleichungy fden inneren Drehimpuls
$ = 0, so ergibt sichiir die Anteile der Winkelgeschwindigkeiten senkrecht zum angelegten
Magnetfeld aus GIn. (4.9) und (4.16)

M2
GG

Der antisymmetrische Anteil des Spannungstensorgiéntia in unserem Fal o« w gilt,
der konvektive Termx A wird vernachéssigt. Also liefert ein Vergleich mit der phome-
nologischen Gleichung (4.6,= [w = I — nO(Q — wp), die Beziehung

GG _ 1

(Ww=Q) =-G (wp — Q). (4.18)

_ = — 1. 4.1
0< LME - n® < (4.19)
Demzufolge mulg, < 0 gelten. Das pnomenologische Bild ist also befriedigt, falls
GG
_ﬁ <6 (4.20)

gilt, was prinzipiell immer erreicht werden kann. Je nachdem, ob wir uns im Grenzfall
Neel'scher oder Brown'scher Relaxation befinden, erwarten wir Wenté(f| zwischen
Null und Eins.

Die enddjltig resultierende Bewegungsgleichurig flie Magnetisierung nimmt nun folgen-
de Gestalt an:

M =Q x M — (h+ G(Q —w) x M. (4.21)

Wie in [38] erhalten wirh aus einer Entwicklung um das Energieminimuian $chwache
Felderh = M /y — B, und die Relaxationsgleichung nimmt nach einer Linearisierung in
die folgende Gestalt an:

M, = x[(1 + iwgT)dy + Te (2 4+ G(2 — w))j] B,. (4.22)

Der letzte Term der rechten Seite ist jedoch aufgrund der Kleinheityem Term zweiter
Ordnung. Demzufolge gilt im wesentlichen die bereits in [13] angewandte Gleichiung f
die Magnetisierung

M; = x[(1 + iwgT)di — 7/2(V,0, — V,0,)] By (4.23)

)
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Da die Gleichungenifr den reduzierten inneren Drehimpuls wie obenadmt fir das
Brown’sche Relaxationsmodell, die letzte Gleichung jedastdas Neel'sche Modell gilt,

in dem die Magnetisierung innerhalb eines Partikels spontan umklappen kann, zeigt sich,
dal3 der Unterschied zwischen den beiden Relaxationsmechanismen lediglich von zweiter
Ordnung in den kleinen GfenQ2T undwr und ist.
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KAPITEL 5

Innere Drehimpulsfreiheitsgrade
in der Hydrodynamischen Maxwell Theorie

Es ist bisher gelungen, eine Theorig fnagnetische BEbksigkeiten aufzustellen, die unein-
geschéankt auf hydrodynamischen Prinzipien beruht und dennoch hodisaufiier als eine

rein hydrodynamische Theorie ist. “Rein hydrodynamisch” meint hier eine Theorie, in der
nur hydrodynamische Variablen, deren mit der Dynamik vaptten Frequenzen die Be-
dingunglim;_o wz(k) = 0 befriedigen, als unatiimgige GoRen angesehen werden. Diese
Theorie ist allgemeiner als die Hydrodynamische Maxwell Theorie &Rtdich in einem
erweiterten @ltigkeitsbereich, d.h. im Bereich hoher Frequenzen, anwenden. Wir erwarten
jedoch, daR’ diese mesoskopische Theorie die Hydrodynamische Maxwell Theorie als nie-
derfrequenten Grenzfall er&h, damit sie wirklich die Erweiterung dieser Theorie darstellt.

5.1 Bewegungsgleichungif den inneren Drehimpuls

Um zu ebrtern, ob die im vorigen Kapitel vorgestellte Theoriedatdich im Limesv,; — 0

mit der Maxwell-Theorie aus Kapitel 2 zusammaifitf mul3 zuchst der extensive Anteil

des inneren Drehimpulses auch in die hydrodynamische Theorie eingebaut werden. Bekann-
termal3eniihrt die Erhaltung des Drehimpulses auf einen symmetrischen Spannungstensor
(vgl. [12]), da

gl = 0,(rxg")
= O, = —V(er; (I + 1)) + € (I + 113) (5.1)

gilt. Existiert nun ein extensiver Anteil eines inneren Drehimpulseso ist der erhaltene
Gesamtdrehimpuls nunmelif® = r x g'* + s. Die Existenz dieses Drehimpulsbeitrags
fuhrt also auf einen antisymmetrischen Anteil im Spannungstensor, die Dynamik wird dem-
zufolge beschrieben durch die Gleichung

S + Vih; = e (I, + I15). (5.2)

In obigem Sinne ist also eine “quasi-hydrodynamische” Variable, deren uaabiger
Dynamik jedoch nichtsdestotrotz Rechnung getragen werden muf3. Gl. (5.2) entspricht
der Form nach Gl. (4.9), jedoch gehen in die jeweiligen Gleichungen unterschiedliche
Spannungstensoren ein.
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Die Energiedichte ist im vorliegenden Fall auch Funktion des inneren Drehimpulses, die
Fundamentalbeziehung der Variablen lautet also

de=Tds+E&dp+ & dp,+v-dg+E-dD+H-dB+w-ds. (5.3)

Die Standardprozedur, die auf die EntropieerzeugRrihrt, findet sich in Anhang A. Hier
sei nur das Ergebnis angegeben:

R = —f’VT—-5V& —v; —j° - E'+EP - (¢V x HY)
—HP - (¢V x E?) + (Q; — w;)e; 5 (IL;, + IT5). (5.4)

7

Die uns interessierenden dissipativerbgte sind nun

Ez‘jkn?k = {lyd(Qi —w;) + CélydKCV x E%) x BJ; (5.5)
—HP = a(eV xE%); — (Y — w) x BJ,. (5.6)
Im hydrodynamischen Bereich gilt die statéoe Losung der Drehimpulsgleichung (5.2)

wegen der geringen GRe der entsprechenden Relaxationszeit 107125 [6]. Also stellt
sich instantan

hyd
€l /G = () —w,) + @KCV x E%) x B]; =0 (5.7)
ein, was umgeformt zu
hyd
w=0+ ém[(cv x E%) x B] (5.8)

die Vergleichbarkeit mit der @imomenologischen Gleichung
s=1Iw=1I0—nOQ —wg) (5.9)

gewahrleistet. Die Bezeichnungsweise aus dem vorangegangenen Abschnitt wirddrier
nommen. Mit der Maxwellgleichungv x E = —B folgt fiir eine “solid-body-rotation” des
Systems die Beziehung

cV x E' = (Q —wpy) x B. (5.10)

Eingesetzt in Gl. (5.8) liefert diedif die Frequenzanteile senkrecht zum angelegten Ma-
gnetfeld

hyd
w=0-— ﬁBQ(Q —wg)].- (5.11)
1
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Aus Vergleich von (5.9) mit (5.11) folgt dann die Beziehung

hyd
9 , nO

Mit dem Zusammenhang, = I/¢* ist auch der zweite Koeffizient bestimmt:

hyd n@
2 - 9,
B2t

(5.13)

Der dissipative Stront” gewinnt nun folgende, neue Gestalt:

H° = —a(¢VXE)+Q-w)xB
0 (&™) 0
= —a(cVxE") - (e [(cV xE”)xB]xB
(n©)?
B?It,

- [a + ](cv x E°). (5.14)

Q

Es zeigt sich, dal} die Struktur des dissipativen Stroms andert bleibt (vgl. [18, 13]),
wohingegen der Transportkoeffizient renormiert wird. Dié&¥ dieses Effektsaa3t sich
ohne Kenntnis vor nicht abschtzen, die genaue Gige von

eff | (n@)Z
Tt gy

(5.15)

kann jedoch noch immer durch Vergleich mit dem mesoskopischen Modell bestimmt wer-

den.
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KAPITEL 6

Reduktion der mesoskopischen Theorie:
der Limeswp — 0

Nachdem eine konsistente Theorig fFerrofluide auf einer mesoskopischen Skala herge-
leitet wurde, der Einbau eines inneren Drehimpulsfreiheitsgrads auch in die Hydrodynami-
sche Maxwell Theorie erfolgteaBt sich nun der Frage nachgehen, ob die beiden Theori-
en tatchlich konsistent sind, d.h. ob die mesoskopische Theorie den hydrodynamischen
Grenzfall im niederfrequenten Limes auch &ithWir erwarten, dal3 die Spannungstenso-
ren, die Energiedichten und die Bewegungsgleichungen einander entsprechen.

6.1 Die Energiedichte

Selbstversindlich missen die Ausdrcke fur die Energiedichte inthrender Ordnung
einander entsprechen. Da diese Aus#te auchiiir die Analyse deilbrigen Gleichungen
berbtigt werden, soll mit deren Betrachtung hier begonnen werden.

Im allgemeinen Fall besteht die Energiedichte aus zwei Teilen
g =™ 4 g™, (6.1)

vgl. auch mit der Diskussion zu Beginn von [39]. Der erste Term ist die thermodynamische
Energie in Abwesenheit voaulReren Feldern, der zweite Term ist dieaabche Energie,

die auRere Felder mir sich bringen. Eiroglicher, dritter Energieterm, der alle mikroskopi-
schen Variablen endtt, die weder dem ersten noch dem zweiten Term zugeordnet werden
kdnnen, ist hier wie in [39] von keiner Bedeutung und demzufolge verasasigt. Um ei-

ne explizite Darstellung zu gewinnen, entwickeln wir den elektromagnetischen Anteil der
Energiedichte in die entsprechenden Variablen:

1 1 1 1
= gmat “B*+ —M*+ —s*-M-B+ —D* 6.2
Die Termex B - s undx M - s wurden der besserdsbersichtlichkeit wegen unterick.
In Anhang B wird gezeigt, dal’ ihre Anwesenheit an der Struktur des Gleichungssystems
nichts andert, sondern lediglich einige Entwicklungskoeffizienten renormiert. Offensicht-

lich wurde die Entwicklungiir schwache Felder vorgenommen.
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Mit dieser Entwicklung (6.2) und den Definitionen

a(gmat —v. g)
0s ’

Tmat = und M= : (6.3)

erhalten wir die konjugierten Variablen

1 ax 1,01
T = Tmt — —__)M2-2 g2 6.4
2x2 Os 22° s 6.4)

1 - 50x 1 ,0I

_ mat __ _ — -
=4 2X2M dp 272> op’ (6.5)
E - lp (6.6)
€
HY = B-M, (6.7)
h = lM—B, (6.8)
X
1
w = 7S (6.9)

Mit diesen B3t sich das totale Differential der Energiedichte
de—v-g)=Tds+&édp—g-dv+E-dD+H" . dB+h-dM+w-ds (6.10)

auf eine Form bringen, in der bis auf Terme der Ordndh@?) lediglich die hydrody-
namischen Variablen aus Kapitel 2 auftreten. Diese findet sich in Anhang B. Wir finden
somit die Fundamentalgleichung der Hydrodynamik (2.1) mit der folgenden Entwicklung
des elektromagnetischen Anteils der Energiedichte

gembyd — iﬁ + %& + %DQ. (6.11)
Der Parameter ist die magnetische Permealiilides Systems, ein Koeffizientenvergleich
(vgl. AnhangB) liefert die Beziehund /i = 1 — x, die bereits aus der Elektrodynamik
bekannt ist. Br diese Entwicklungifr schwache Felder finden wir also atslich imUber-
gang von der mesoskopischen, quasi-hydrodynamischen zur makroskopischen, hydrodyna-
mischen Theorie die erwartete lineare AblgigkeitB = ;H und den Zusammenhang

e =V 4 Oh?). (6.12)

Es bleibt somit zu zeigen, dal3 it w;7 — 0 auchh — 0 gilt. Wie bereits ebrtert, lautet
die Gleichung iir die Magnetisierung

M =QxM —h+G(Q —w) x M. (6.13)
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Der Koeffizient(, ergibt sich aus der Forderung, daf’ die Magnetisierung nach der charak-
teristischen Zeitspannein das lokale Gleichgewicht relaxiert ist, es gjlt= x/7, wobei

die magnetische Suszeptibdiity in diesem FalliberM®? = yB definiert ist (vgl. (6.2);

M-*4 bezeichnet den Wert der Magnetisierung im lokalen Gleichgewicht.

Aufgeldst nach der Abweichung aus dem Gleichgewlghgrhalten wir dann folgende Glei-
chung

hz—%(M—QxMH—%(Q—w)xM. (6.14)

Der letzte Term der rechten Seite ist offenbar weger 1 undQ, w < 1 zu vernachassi-
gen. Eine nmigliche Linearisierung der Gl. (6.14jlirt uns dann zur konstituierenden Rela-
tion

h=—7(B—-QxB)+0(?. (6.15)

Mit der Frequenz des Magnetfeldes muf3 auch die lokale Winkelgeschwindigkeit gegen Null
gehen, was sich aus folgendem Argument able&&t: IEin relativ zum System rotierendes
Magnetfeld mit der Rotationsfrequeng;, ist physikalischaquivalent zu einem statischen
Magnetfeld, das einen Baher durchdringt, der mit der Winkelgeschwindigk@it= —w

rotiert wird. Die geringe Gif3e der einen Frequenz bedingt somit die das Verschwinden der
anderen. Da ein rotierendes Magnetfeld aber nurltierlagerung zweier Wechselfelder
darstellt, folgt der allgemeine Zusammenhang.

Fir ein beliebiges magnetisches Wechselfeld gilt nun &berwy B, so daR tatschlich die
gesuchte Bedingunlg < 1 aus den das hydrodynamische Regime begrenzenden Forderun-
genwp < 1 und? < 1 folgt. Damit ist gezeigt, daf3 die Energiedichte der mesoskopischen
Theorie im hydrodynamischen Grenzfall g&dklich in die Energiedichte der Hydrodynami-
schen Maxwell Theoriébergeht.

6.2 Vergleich der Spannungstensoren

Mit dem Ausdruck @ir die Energien in der Tasche soll nun geklwerden, ob aus dem
Spannungstensor der mesoskopischen Theorlgbargang., — 0 der Spannungstensor

der hydrodynamischen Theorie folgt. Die Nebendiagonal- sowie die Diagonalelemente der
Tensoren werden dabei zweclfligerweise getrennt voneinander untersucht.
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6.2.1 Die Nebendiagonalelemente

In der mesoskopischen Theorie lauten die Nebendiagonalelemenie #nitj des Span-
nungstensors (vgl. Anham)

1
mes o M 7”

j

M2

+m(Viv; + Vv, + QEijk<Q — W) — %T
3

2
Wegen(; < 1 und(3 = x/7 ist der letzte Term der rechten Seite im betrachteten Limes
bereits zu vernachksigen. Br dietibrigen Terme gilt unter Verwendung von Gl. (6.15) und
(4.23)

eijk(wB —Q),. (6.16)

mes o M TX . .
mee = —HMB, - ED, + v+ 5 (B-xB),B, - (B-02xB),B)
+mo (Vv + V,u,) + %eijk(Q —w), + O(Q*?) + O(wiT?). (6.17)

Zum Vergleich nun der Spannungstensor der hydrodynamischen Maxwell-Theorie. Mit der
Relation aus Anhang A

e~ 2 (B-0xB)B,+(B-0xB)B)
+mY Vv, + V,v,) (6.18)

stellen sich dessen Nebendiagonalelemente als

hyd
hyd D,hyd
I = —H,B;— ED;+v,g,+11;;7 + 1T€ijk(Q —w)y,

— —HZMBJ. —EiDj—|—ng2-+HPBj—i—nSyd(VivijVjvi)

o . .
- E((B —QxB),B,+(B-Qx B)JBZ)
hyd
+ lTeijk;(Q —w)y (6.19)
dar.
Mit

H = o(B - Q x B) (6.20)

erhalten wir also durch Koeffizientenvergleich der Gleichungen (6.17) und (6.19) den Zu-

sammenhang™ = ¢, sowient”® = 5, und damit die erwartete Relation

I = I + 0(Q°7%) + O(wpT?) (6.21)

fur die Nebendiagonalelemente.
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6.2.2 Die Diagonalelemente

Der Spannungstensor der mesoskopischen Theorie hat folgende Diagonalelemente mit
Jj=¢:
= (Ts+&ép+v-g+HY-B+E-D+h-M—¢&) - H)'B, — E,D, +v,9,,
(6.22)

wobeig fur eine der drei Komponenteny oderz steht und demnach niciber¢p summiert
wird. Die Energiedichte dieser Theorie entspricht géfd Abschnitt (6.1) der Energiedich-

te e¥4 der Hydrodynamik. Aus diesem Abschnitt folgt auch die Gleichheit der Potentiale
e—Ts—&p = ewd — Thydg  ¢bvd, Die Umformung der Diagonalelemente des Span-
nungstensors lautet damit

mpe = T4 e iv.g+H-B—yh-B+E D+ yh-B— ™
= TS+ eptv-g+E-D+H-B—"
— H,B, + xhyB, — E,D, + v,9, + O(7°). (6.23)

Auf der anderen Seite haben wir den folgenden Diagonalanteil des Spannungstensors der
Hydrodynamischen Maxwell Theorie:

H%d _ Thyd3+§hydp+v.g+E-D+H~B—€hyd
D

Der dissipative Anteil des Spannungstensafi kich als
1y, = —H} B, (6.25)

darstellen (vgl. 6.18). Somit giltif den gesamten Spannungstensor wegen der Relation
Hy = —xhy fir Qr, wpT < 1 schlieBlich

Ipss = I + O(Q°7%) + O(wp), (6.26)

d.h. in linearer Ordnung in den kleinen Nichtgleichgewichifgn sind die Spannungsten-
soren der beiden Theorien tathlich identisch.



50

Kapitel 6. Reduktion der mesoskopischen Theorie: der Limes wg — 0



51

ANHANG A

Die Standardprozeduren

A.1 Standardprozeduren

A.1.1 Die Hydrodynamischen Gleichungen
In der hydrodynamischen Maxwell-Theorie lautet die Gibbs'sche Fundamentalgleichung
de=Tds+&dp+v-dg+H-dB+E-dD+w-ds. (A.1)

Als Bewegungsgleichung bzw. Relaxationsgleichuingdie innere Drehimpulsdichte wird
folgender Ansatz gemacht (vgl. [12]),
$; = eIy +115) — Vi, (A.2)

Jjrhigo

da dieAnderung des Drehimpulses bis auf eine unbestimmte Divergenz gleich dem antisym-
metrischen Anteil des Spannungstensors sein muf3. Es existiert kein konvektiver Term, da
der damit verbundene mechanische Relaxationsprozel3 langsémeal der Prozel3, der

mit der Dynamik der elektromagnetischen Felder vagéhist. Damit und mit deriibrigen
Bilanzgleichungen lassen sich die einzelnen Terimedfe zeitliche Ableitung der Funda-
mentalgleichung berechnen. Im einzelnen sind diese

e = -V-Q, (A.3)
Ts = R—V(Tsv,+TfP)+ PV, T +v;sVT, (A.4)
&0 = —Vil€py) +upVig (A.5)

v-g = -V, [, +1)+BH;+DE;,—(B-H+D-E)j;)v,]

+(Il; + 1Y + BH; + D,E; — (B-H+ D -E)j,;)V,v,
—v,(H;V,B; + E;V,D;) — (vx D) - (V x EP)

+(VXB)~(VxHD)+pelv~E0—%j~(va), (A.6)
HB = —V-(ExH+EPxH")—-cE-(VxH)

—EP . (¢cV xH°) + (vx D) - (V x EP), (A7)
E-D = —j-E+cE-(VxH)+HP. (cVxE

—(vxB)-(V x HP), (A.8)

w-S = W€ (H]k + H?k) —w,; VA (Ag)

i-ijk @Y g
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Hier wurde auf die Gleichung (2.11) verzichtet. Ihr Einbau beeinflul3t die Struktur der zu
findenden Terme nicht wesentlich und kann deshalb einfach ausitpg8hommen werden.
Die unterstrichenen Terme éifen die Identiat

v;(sV, T + pVi§ — H;V,B; — E.V,D;)
= (u-Ts—¢p—v-g—w-s—1,9;)0,;V,v;
Vi (u=Ts—&p—v-g—w-s)d,v;] —v;5;Vw,. (A.10)
Vergleichen wir die einzelnen Audiktke fir die Zeitableitungen sorglig, so stellen wir

bereits hier fest, dal3 sich bei der Bildung der Summe viele Terme gegeneinander wegheben.
Damit erhalten wir den folgendeibersichtlicheren Ausdruck:

-vV-Q = —vi[TmeDv+c<E><H+EDxH°+E°xHD>i+<A-i—sjvz->w»

Jjiog J J

J

+R+ fPV,T + TV, +5° - E°—EP - (¢V x H) + HP - (¢V x E°)

+ (I, + ByH, + D, = v,g,— (B-H+ E-D )5,

7t

+(e-Ts—¢-v-g-H-B-E-D-uw-s)5,|V, (A.11)

Die Isotropie des Raumealirt uns ausgehend von der Gibbs’schen Fundamentalgleichung
auf die sogenannte Rotationsidedtifda bei einer Rotation des gesamten Systems die Ener-
giedichte als skalare GBe unveidndert bleibt, mssen sich alle Be#ige zur Energiedichte,

die sich aus vektoriellen GRen zusammensetzen und die folglich bei einer Drehung nicht
invariant sind, gegenseitig wegheben; die mathematische Formulierung dieses Sachverhalts
ist hier angegeben):

vxg+EXD+HxB+wxs=0. (A.12)
Diese A3t sich hier am zweckafigsten in der Form

1

o 1
= §(HiBj + E,D; —v,g,+ (i < j)) + §(wi8j — w;s;) (A.13)

benutzen. Eine weiterditzliche Identit ist durch

(IL; + 1) Vv, = MDvy; + 10,5 — Qe (T, 4 115 (A.14)
gegeben, was aufgrund der Definition der Winkelgeschwindigkeit V x v/2 gilt. Die
beiden letzten Gleichungen eingesetzt in (A.11) ergibt nach der jeweiligen Zuordnungen der
richtigen Terme die folgenden Auddike fir Energiestron), Entropieerzeugung und fur
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den Spannungstensor

Q;, = Tf°+Iw,+c(ExH+EPxH +E’x HP),
1
+(Ts+§p+v-g+w-s)vi+§[v><(wxs)L (A.15)
R = —fPV.T—v, —jo,E)+EP - (cV x H)
—HP - (¢V X E?) + (Q; — w;)e; 1T, (A.16)
I, = [ITs+ép+v-g+H-B+E-D+w-s—c¢)j;

1 . , 1
- §(HiBj + EiDj —V;9; + (i 7))+ 5(%’3]' - szi)' (A.17)

Zusatzlich erfalt man die Gleichung,; = s;v;.

A.1.2 Die mesoskopischen Gleichungen

Wie in Kapitel 4 erautert, erweitert sich das Variablensystémrhagnetische Eksigkeiten,
wir benutzen die Fundamentalgleichung

du=Tds+¢édp+v-dg+H-dB+E-dD+h-dM +w - ds. (A.18)

Hinsichtlich der Konzentrationsdichte gelten also dieselben Einsémkungen wie in Ab-
schnittA.1.1, was aber an der Richtigkeit undiEgkeit der hier gewonnenen Ergebnisse
nichts zuandern vermag, wie man sich leiditterzeugen kann. Neu kommt jedoch die Re-
laxationsgleichungifr die Magnetisierung hinzu, die die Form

M=QxM - V,(My;) + X" (A.19)

hat. Dielibrigen Bilanzgleichungen entsprechen denen des vorigen Abschnitts, da$'Feld
entfallt jedoch, da detlbergang der Magnetisierung in das lokale Gleichgewicht jetzt durch
obige Magnetisierungsgleichung beschrieben wird. Im einzelnen lauten nun die Terme der
zeitlichen Ableitung der Fundamentalgleichung

i = -v.Q (A.20)
Ts = R—V(Tsv,+TfP)+ fPV, T +v,sV,T, (A.21)
o = =Vi(&py;) +vpVig, (A.22)

v-g = =V, [(;+10},+BH+D,E,—B -Hj; —D-Ej;)v,]

+(I; + I, + B;H; + D,E, — B-Hd;; — D - Ed;;) Vv,
1
—v;(H,;V;B; + E;V,D;) — (v x D) - (V x EP) + pv - E’ - Ej - (v (ARB)

HB = —cV-(ExH+EPxH’)—-cE (VxH)

—EP . (¢V xH°) + (v x D) - (V x EP), (A.24)
E-D = —j-E+cE - (VxH), (A.25)
h-M = h-(QxM)+h-XP-V,(h-Mv,)+v,M,;V;h,, (A.26)

w-S = W€ (H]k =+ H?k) — wivj)\ij. (A27)

i-ijk
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Die unterstrichenen Terme sollen durch den Ausdruck
= (u=Ts=¢p—h-M-v-g—w-s—v4,)6,;V,v;
—V[(u=Ts—&p—h-M—v.-g—w-s)i,v;] —v;s,Vw,;,, (A.28)

ersetzt werden, der durch einfaches Nachreclimenpiift werden kann. Dadihrt uns auf
folgende Gleichungithrt:

“V-Q = =V, [T+ M, 4 (B x HA EP X HY), + (A, — 5,0,

Jv-

+ (I + B;H; + D;E; —v,9;, — (B-H+E-D —¢)d,;)v;

+R+ fPV,T+ 1V, +j° - E'—E" - (¢V x H’) + h- (2 x M)

+h-XP + wieijk(ij + HjDk) + O‘ji - Sjvi)viwj

+ sz‘ + HjBi + EjDZ» —0;9;

+(e—-Ts—¢é—-h-M—-v-g

~H-B-E-D-w-s)j,;|Vu,. (A.29)
Benutzt man an dieser Stellérfdie lokale Winkelgeschwindigkeit den Ausdruek= V x

v/2 und berechnet damit das doppelte Kreuzprodukt(©2 x M), dann erflt man das
Ergebnis

-vV-Q = VTP +15v. +c(ExH+EP xH, + (Nji — 5,0,)w;

JrJ
+R+ [PV, T +15V,0,+3° - E' —EP - (¢V x HY)

+h-X"+ w;€p, (T + H?k) + (N = 50)Viw;

1
+ (I, + H;B; + E;D; — v;g; — §(hi]\/[j — thi)
+(e—Ts—¢—-—h-M-v-g
—H-B—E-D—w-s)éij] V.0, (A.30)
Die Rotationsidentit, die bereits im vorigen Abschnitt zur Anwendung kam, hat nun auf-
grund der zuatzlichen VektorvariableV die Gestalt

vxg+ExD+HxB+hxM+wxs=0. (A.31)

Diesen Ausdruck &nnen wir wie vorher umschreiben, wir erhalten

1
1 . , 1
= §(HiBj + EiDj —V;9; + (i j))+ 5(%‘3]' - sti)- (A.32)
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Weiterhin gilt immer noch Gleichung (A.14). Alles zusammen liefert die folgenden Aus-
drucke:

Q, = Tf°+15v, +c(ExH+EP xH"),

Jivj

1
+(Ts+§p+v-g+h-M+w-s)vi~|—§[v><(h><1\/I+w><s)}(tA.33)

R = =[PV —1Dv,; —jP,E) + EP - (cV x HY)
—h-X"+ (Q, — wi>€ijk(H?k)7 (A.34)
I, = @Ts+ép+h- M+v.-g+H-B+E-D+w-s—u)j;
1 S 1
- §(HiBj + Ez'Dj —v;9; + (i < j)) + 5(%’5]' - szi)a (A.35)

zusammen mid,; = s,v;.

A.1.3 Die Berechnung der Tangentialkraftdichte

Der experimentelle Aufbau und damit die Geometrie ist in Abb. 3.7 verdeutlicht. Die zur
Berechnung der Tangentialkraftdichtétiyen Elemente des Spannungstensors lauten

f, = —a(B,B, — B,B,)/2. (A.36)

Sie ergeben sich wie in Abschnt2.1aus der Forderung nach der Stetigkeit des Impuls-
stroms beim Durchgang durch eine Treanofie (vgl. [34]). Im Aul3enraum wird das Feld
B(2) = H?coswpte, + H? coswpt e, angelegt. Wegen der Stetigkeit der Normalkompo-
nente des magnetischen Feld@srhalten wir im inneren der B§sigkeit direkt

B, = H? coswpt. (A.37)
Die Tangentialkomponente im inneren detigdigkeit ist dagegen

(H)' — H})

B, = pH, = ,
(1—x)

(A.38)

wobei der Nichtgleichgewichtsanteil im Ferrofluid durl® = oB fiir eine ruhende
Flussigkeit gegeben ist. Eingesetzt in Gl. (A.38) erhalten wir daraus die konstituierende
Relation

(1—x)B, +aB, = H? coswt, (A.39)

wobei wieder die Stetigkeit voH, ausgenutzt wurde. Der Ansatz

1 ) )
B, = 5 (Xc“s' 4 X (A.40)
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fuhrt dann zur Bsung

1 a2 ‘ H? |

B, = S L) (A41)
2\(1 — x) + twga (1—x) —iwga
I ‘

B, = S(HZeWs'+ HZem™s"). (A.42)

Das Einsetzen dieser beiden Komponenten in Gl. (A.B6{lie Tangentialkraftdichte liefert
dann das Ergebnis

_ HIH?  (wpe)?
2 (=) (wpa)?

fi (A.43)
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ANHANG B

Die Energiedichte im niederfrequenten Limes

B.1 Vollstandige Entwicklung der Energiedichte

Die Energiedichte eines magnetisierbaren Systé&fdsdich wie dieiir ein polarisierbares
System (vgl. [39]) in drei voneinander unalrtgige Teile zerlegen:

g = gmat | gom 4 gmic (B.1)

Der erste Teil ist dabei die g@hnliche thermodynamische Energiedichte in Abwesenheit
aulierer elektromagnetischer Felder, der zweite Term beschreibt dielmise Energie, die

aus dem Anlegen ebensolcher Felderaahst. Der dritte Teil schlie3lich beinhaltéistli-

che mikroskopische Variablen, die nicht explizit in den ersten beiden Termen enthalten sind.
Gendal der Diskussion in [39] ist dieser letzte Anteil hier auRer acht zu lassen. Wir nehmen
an, daf} amtliche beteilgte elektromagnetische Felder schwach genug sind, um linear kon-
stituierende Relationen anwenden Zinken. Folglich knnen wir die Energiedichte, die

der Fundamentalgleichung

de=Tds+&édp+v-dg+E-dD+H"M . dB+h-dM+w - ds (B.2)

gerugt, folgendermaf3en um ihren Gleichgewichtswert nach den Feldern entwickeln:

1 1 1 1
=gy _B24 M+ —s’-M-B-—1B-s—0OM- s+ —D> (B.3)
2 2x 21 2€

Fur die Berechnung der thermodynamisch konjugierten Variablen ist es z\a@oen, die
Legendre-Transformierte der Energiedichte- v - g zu betrachten. In diesen Variablen
erklaren wir die Temperatur und das chemische Potential in Abwesehligdrer Felder.
Explizit lauten diese

a(gmat —v- g)

O™ —v-g)
0s ’ '

Tmat =
dp

und et .= (B.4)
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Wir erhalten damit die gesuchten konjugierten Variablen. Sie lauten

1 ax 1 ,01
T = Tmat — )22 g2 B.5
2x? Os 22° 95 (85

1 - 50x 1 ,0I

£ = £ - 2—XQM 3, 3B By (B.6)
E = %D, (B.7)
HY = B-—M — s, (B.8)
h — “M_B- Os, (B.9)

X
oM = %s — B — OM. (B.10)

Aus Gleichung (B.9) lernen wir das folgendber die Magnetisierung:
M = xh + xB + xOs. (B.11)

Wir erwarten jedoch, dal3 die Magnetisierung in diesem mesoskopischen Modell zerlegbar
ist in einen AnteilM® = M*i(s, p, g, D, B, s), der demaulieren angelegten Feld folgt,
dementsprechend nicht undirtygig ist und nur von den Variablen der hydrodynamischen
Theorie ablngt einerseits. Dazu kommt andererseits ein uaapiger Anteil, der sich
beZiglich desaulieren Feldes nicht im Gleichgewicht befindet. Dieser wird beschrieben
durch das Inverse der Funktion

h = h(M), (B.12)

welche wir hier mittM (h) bezeichnen wollen. Mit anderen Worteifit sich die Magneti-
sierung aufteilen in

M = M(B,s) + 6M(h). (B.13)

Ein Vergleich mit Gl. (B.11) liefert dann
M*(B,s) = x(B+ ©s) (B.14)
sM(h) = yh. (B.15)

Ahnliche Ausdiicker erhalten wir auchilf die Variablen aus Gin. (B.8) und (B.10). Dazu
setzt man Gl. (B.11) in diese beiden Gleichungen ein. Damit failgGi. (B.8)

HM = (1 - x)B — (x© +7)s — xh. (B.16)

Zerlegen wir das Fel@I™ wie oben in die Variabled3 unds einerseits und andererseits,
bezeichnen den ersten Teil rikdt, den zweiten miHP”, um den Vergleich mit der hydrody-
namischen Maxwell-Theorie zu géhrleisten, so entsprechen diesen beiden Anteilen die
Ausdrucke

H = (1—yx)B—(x0+7)s, (B.17)
HP = —yh (B.18)
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Analoges Vorgeherif ™ = w(B,s) + wP(h) beschert uns

= (; -5~ (1+1O)B, (8.19)

wP? = —xOh. (B.20)

Ersetzen wir nun die Magnetisierung in der Energiedichte (B.3) durch den obigen Ausdruck
(B.13), so erhalten wir die Gleichung

11_ 2. 7.2 i 2, X2
5 —|—2(] O°x)s* — (v + 6x)B s+2€D +2h. (B.21)

Diese mul3 im hydrodynamischen Limes— 0 in die hydrodynamische Energiedichte

1—
2::em: XB2

1 1
emhyd __ - p2
€ = 2,uB + S7vd®

1
2_03B-s+ gDQ (B.22)

ubergehen. Dal3 dies so ist, wird iraahsten Abschni(B.2) gezeigt werden. Der Term pro-
portional zuh? verschwindet in diesem Limes, so daB ein einfacher Koeffizientenvergleich
folgendes liefert:

X = “T_l (B.23)
1 1
v = [—0Ox. (B.25)

Bis auf diese Umbenennung der entsprechenden Koeffizigntdart die Mithahme der
KopplungenB - s undM - s nichts an der Durclifhrbarkeit der Reduktion der mesoskopi-
schen Gleichungen auf das hydrodynamische Gleichungssystem.

B.2 Aquivalenz der Energiedichten im Limesw — 0

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie die Energiedichte der mesoskopischen Theorie
fur Ferrofluide im Limesv — 0 in die der hydrodynamischen Maxwell-Theoftibergeht.

Dazu starten wir mit dem Ausdruckif das Differential der Energiedichte. Im mesoskopi-
schen Fall lautet dieses gaffidem vorigen Abschnitt

de=Tds+¢édp+v-dg+E-dD+HY.dB+h-dM + w - ds. (B.26)

Wie bereits eng@hnt, ist es zweck#aflig, hier stattdessen das thermodynamische Potential
f :=¢e—sT —v-gzuverwenden. Mit der bereits im vorigen Abschnitt vorgenommenen
Aufteilung der Energiedichte in zwei unadtgige Anteile

1 1 1 1
_ fpmat _B2 M2 2 M- -B —D2 B.27
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und den zugebrigen konjugierten Gif3en

g = pv—i—lExH—}DxB
C &
E = lD, h= lM—B
€ X
1
HM = B-M, w=7s (B.28)
erhalten wir
dx dx 1,01 1 ,0I
df = dfmt— M2 dT——M2 dp — —s*—dT — —s*—d
/ 4 aT "2 dp 212” 9T 212” 9p Y’
+E.dD+(B M) -dB +h-d(xB + yh) +w-ds. (B.29)

Es wurde hierbei vorausgesetzt, dal’ die magnetische Suszeiitibgénau wie sjter die
Permeabiliait - eine Funktion der Dichte und der Temperatur allein ist. Gleiches gilt auch
fur das “innere TagheitsmomentT.

Besehen wir uns das hydrodynamische Poterftied = ¥4 — 5T — v - g4, dessen Ent-
wicklung nach den schwachen Feldern unter der Voraussetzeng™< dann

fhyd fmat hyd_l_ iBQ—I— 1 82—|— 1 2

o s7wa® + 5aa D (B.30)

liefert. Identifizieren wir die Koeffiziented und e mit /™4 und "4, so folgt die Gleich-
heit der letzten beiden Terme in den jeweiligen Theorien. Es verbleibt demnach folgende
Betrachtung:

1 ox 5 OX 1 ,01 1 ,0I
d = dmf’“——M2 dT——M dp — —=s*—dT — —s*—
4 / aT ap " 22’ oT 212° 9p Y’
+E-dD+(B M) - dB+h d(xB+ xh) +w - ds
1 ox 20X 1 ,0I 1 ,0I
— mat M2 T — M T2 T 27"
4 or 9" " or ™ T ar® g,
+E-dD—|—BdB xh - dB xB - dB
+h*dy+xh-dh+h-Bdy+ xyh-dB +w - ds. (B.31)

Da die Suszeptibilat eine Funktion der Temperatur und der Dichte ist, qilt
dx = 0x /9T dT + 0x/0p dp. Damit ergibt sich
1 ,0I 1 (‘3[

— ma 2

ox ox ox
2___ 2
+<h = 2>< M aT)dT+h B dT

dx ox ox
2___ 2 X A
+(h 5~ 3V 8p>dp+h B dr

+(1—x)B-dB+ %h? (B.32)
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Benutzen wir nun in der letzten Gleichung das Quadrat déf3¢h = M/y — B und
ersetzen damit die @ReM?/(2x?), so folgt

1 ,0I 1 ,0I

_ mat _ — 27~ R - .
daf = df 573" o7 d 573" 9p dp —w - ds
B? 0y B? 0y )
df™d + O(h?). (B.33)

Das letzte Gleichheitszeichen impliziert den Zusammenhasg: — 1/u. Allgemein folgt
also aus der letzten Relation die Beziehung

e =™ 1 O(h?) + const. (B.34)

Die Integrationskonstante des letzten Terms kann ohne E#nsiiing gleich Null gesetzt
werden, da bereits die Wahl des Energienullpunktes in beiden Theorieanvdlkerfolgte.
Wesentlich ist nur die Erkenntnis, daR diaderung einegufReren Parameters in der einen
Theorie auf eine ginderte Energiedichtailirt, die mit der ganderten Energiedichte der
anderen Theorie bis auf Terme der Ordnuiigibereinstimmt, auch wenn sie in anderen
Variablen ausgedickt wird.
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Kapitel 2. Die Energiedichte im niederfrequenten Limes
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