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ZUSAMMENFASSUNG

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Symmetriestruktur des N= 2 Strings. Wichtigstes tech-
nisches Werkzeug hierfiir ist die BRST-Kohomologie. Nach einer Einleitung zur Erlduterung
der Fragestellung dieser Arbeit wird in Kapitel II ein Uberblick iiber die N= 2 Stringtheorie
gegeben mit Betonung einiger Aspekte der BRST-Quantisierung und konformen Feldtheorie,
die im weiteren Verlauf der Arbeit wichtig sein werden.

In Kapitel III wird die BRST-Kohomologie fiir nichtverschwindenden Impuls, also das Spek-
trum der Theorie, bestimmt. Hier wird besonderer Wert auf das Bildwechsel-Phédnomen gelegt
und gezeigt, dal die Kohomologie bildunabhéngig ist, obwohl sich die Bildwechseloperatoren
nicht auf die aus der N=1 Theorie bekannten Weise invertieren lassen.

In Kapitel IV wird die BRST-Kohomologie fiir Impuls k=0 untersucht und gezeigt, daf} sie
bildabhéngig ist. Fiir die Geistzahlen null und eins wird jeweils eine Schar indquivalenter
Représentanten explizit angegeben. Hohere Geistzahlen werden nur kurz diskutiert.

In Kapitel V geht es um die Symmetrien der Theorie, die zuerst im Rahmen der effektiven
Feldtheorie des N= 2 Strings untersucht werden. Danach wird beschrieben, wie sich unge-
brochene Targetraumsymmetrien im allgemeinen in der Stringtheorie bemerkbar machen. Die
wesentlichen mathematischen Strukturen, die hierbei auftreten, sind die Absteigegleichung
und die Gerstenhaber-Algebra. Aufbauend auf den Ergebnissen iiber die BRST-Kohomologie
wird dann mit diesem Formalismus ein unendlicher Satz von Ladungen konstruiert. Die daraus
abgeleiteten Transformationen der physikalischen Zustéinde der Theorie stimmen mit den
linearisierten Symmetrien der effektiven Feldtheorie iiberein. Im letzten Abschnitt des Kapitels
werden dann noch die entsprechenden Ward-Identititen abgeleitet, und es wird gezeigt, dafl
aus ihnen das Verschwinden aller Amplituden mit mehr als drei &ufleren Beinen in niedrigster
Ordnung der Stérungstheorie folgt.

Kapitel VI enthélt schlieBlich noch eine Zusammenfassung der Ergebnisse und einige abschlie-
Bende Bemerkungen.

Schlagworte: Stringtheorie, BRST-Quantisierung, nicht-lokale Symmetrien,
PACS: 11.10.Lm, 11.25.-w, 11.25.HF



ABSTRACT

Subject of this thesis is the elucidation of the symmetry structure of the N=2 string, based on
a careful investigation of the BRST cohomology.

After a brief introduction to motivate the problem chapter two contains a review of some
aspects — in particular BRST quantisation and conformal field theory — of the N=2 string that
will be important later on.

In the third chapter the BRST cohomology for non-vanishing momentum (i.e. the spectrum
of the theory) will be computed. Moreover, the picture changing phenomenon is discussed in
detail and it is proven that the cohomology is picture independent in this case.

In chapter four the BRST cohomology is analysed for momentum k£ = 0 and its picture
dependence is demonstrated. For ghost number zero and one a family of inequivalent elements
is explicitly constructed. Higher ghost numbers are considered only briefly.

Chapter five deals with the symmetries of the theory which are first discussed in the framework
of the effective field theory of the N=2 string. After that, some generalities about unbroken
target-space symmetries in string theory are reviewed. The essential mathematical structures
in this context are the descent equations and Gerstenhaber algebras. Based on the results
about the BRST cohomology an infinite set of symmetry charges is derived in this formalism.
The corresponding transformation laws of the physical state of the theory coincide with the
linearised symmetries of the effective field theory. Moreover, Ward-identities are derived and
it is shown that they correctly imply the vanishing of all tree-level scattering amplitudes with
more than three external legs.

Chapter six, finally, contains a summary of the results and some concluding remarks.

Keywords: string theory, BRST-quantisation, non-local symmetries,
PACS: 11.10.Lm, 11.25.-w, 11.25.HF
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KAPITEL I:

EINLEITUNG

Die Stringtheorie entstand vor etwa 30 Jahren und wurde seitdem von vielen Physikern und
Mathematikern intensiv untersucht. Thre Verfechter behaupten, sie sei der Kandidat fiir ei-
ne vereinheitlichende Theorie aller grundlegenden Naturphédnomene. Einerseits bietet sie die
Moglichkeit, auf elegante Art das Standardmodell der Elementarteilchenphysik zu reproduzie-
ren, wiahrend andererseits auch die Gravitation in natiirlicher Weise auftaucht.

Verglichen mit der Quantenfeldtheorie, die sie ja erweitern soll, steckt die Stringtheorie aber
noch in den Kinderschuhen. Obwohl die Quantenfeldtheorie Punktteilchen beschreibt, sind die
zentralen Objekte der Theorie nicht die Koordinaten der Teilchen, sondern Quantenfelder, in
denen die Koordinaten nur als Argumente auftreten. In diesem Formalismus wurden fundamen-
tale Symmetrieprinzipien — die Eichsymmetrien — entdeckt, die glénzend durch Experimente
bestéatigt wurden und zudem ein einfaches, geometrisch zu verstehendes Grundkonzept liefern.
Die Stringtheorie ist von einer solchen Eleganz weit entfernt. In ihrer gédngigen Formulierung
stehen nach wie vor Koordinaten im Mittelpunkt, die die Ausbreitung des Strings in einer vor-
gegebenen Raumzeitgeometrie beschreiben. Aulerdem werden die Korrelationsfunktionen nach
dem heutigen Stand der Kunst als Summe von Feynman-Diagrammen definiert. Das steht in
starkem Kontrast zur Feldtheorie, in der es eine klare, auf dem Wirkungsprinzip beruhende De-
finition der Theorie gibt und Stérungstheorie nur eine mogliche Methode zur Berechnung von
Korrelationsfunktionen ist. Die Nachteile dieser erstquantisierten Beschreibung des Strings sind
gravierend: Erstens héngen fast alle phdnomenologischen Konsequenzen von der Wahl der Tar-
getraumgeometrie ab, so dal die Stringtheorie bis zum heutigen Tage nur wenig Vorhersagekraft
hat. Zweitens ist klar, daf§ eine Theorie, in der ein Raumzeithintergrund vorgegeben werden
muf}, kaum der richtige Rahmen ist, um die konzeptionellen Probleme der Quantengravitation
zu 16sen. Es ist also unbedingt erforderlich, eine brauchbare, nicht auf Stérungstheorie beruhen-
de Definition der Theorie zu finden, in der sich die Raumzeitgeometrie als Vakuumzustand aus
Grundprinzipien berechnen 14afit. Dies hat sich allerdings als auBerordentlich schwieriges Pro-
blem erwiesen. Sicherlich ist der Fortschritt, der in den vergangenen Jahren in dieser Richtung
gemacht wurde, enorm (‘die zweite Superstringrevolution’). Dennoch , ist es wahrscheinlich, daf
einige Grundkonzepte noch unverstanden sind “([44], Abschnitt 8).

Um in dieser Frage weiterzukommen, ist es plausibel, nicht nur das phinomenologisch inter-
essante, aber sehr komplexe Stringmodell mit N=1 Supersymmetrie auf der Weltfliche zu
untersuchen, sondern auch andere Theorien, die fiir physikalische Anwendungen vielleicht un-
interessant aber unter Umstadnden weniger kompliziert sind. Eine Moglichkeit ist, Theorien mit
N=2 Supersymmetrie auf der Weltfliche zu betrachten. Eine solche Theorie ist radikal ein-
facher als der N=1 String, denn der einzige Freiheitsgrad ist die Schwerpunktsbewegung des
Strings. Der N=2 String scheint auf den ersten Blick also ein ideales ‘toy-model’ zu sein. Es
stellt sich jedoch heraus, dafl er einen Targetraum mit zwei komplexen Dimensionen besitzt,



I: Einleitung

was der Theorie einen etwas bizarren Anstrich gibt. In [37] wurde dennoch gezeigt, dafl sich
der Freiheitsgrad des geschlossenen N=2 Strings in sinnvoller und bemerkenswert konsistenter
Weise als Fluktuation einer Kédhlermetrik interpretieren 1a83t.

Kahlermetriken in zwei komplexen Dimensionen wurden in der Mathematik griindlich unter-
sucht. Eine elegante Beschreibung, die besonders eng mit dem N=2 String zusammenhingt,
wurde von Plebanski gefunden [40]. Ein interessanter Aspekt der Plebanski-Gleichung ist, daf3
sie eine unendlichdimensionale Algebra nichtlokaler Symmetrien besitzt. In gewissem Sinne ist
sie also ein integrables Modell. Der Hauptaspekt dieser Arbeit ist, analoge Symmetrien in der
N=2 Stringtheorie zumindest ansatzweise sichtbar zu machen, in der Hoffnung, dafl dies als
ein erster Schritt zu einem genauen Verstédndnis der Symmetriestruktur dieser relativ einfa-
chen Theorie dienen kénnte. Vielleicht lassen sich daraus irgendwann Ideen fiir eine tieferes
Verstédndnis auch der N=1 Stringtheorie ableiten.

Die Arbeit ist folgendermaflen gegliedert: In Kapitel II wird zuerst eine allgemeine Einfiithrung
in den N=2 String gegeben. Im dritten Kapitel wird dann die BRST-Kohomologie fiir generi-
schen Impuls, also das Spektrum der Theorie, bestimmt. Dies ist ein Problem, das aufgrund des
sogenannten Bildwechsel-Phinomens keineswegs trivial ist. In Kapitel IV wird dann die Koho-
mologie bei Impuls k=0 berechnet. Fiir das Spektrum ist dieser Fall irrelevant, er dient aber
als wichtige Vorarbeit zur Untersuchung der Symmetrien. Insbesondere werden wir sehen, dafl
sich die Kohomologie bei k=0 deutlich anders verhilt als bei nichtverschwindendem Impuls. In
Kapitel V werden die Symmetrien der Theorie behandelt. Dazu wird zunéchst die Plebanski-
Gleichung untersucht um zu sehen, welche Transformationen wir auf der Seite der Stringtheorie
erwarten sollten. Danach wird ein allgemeiner Uberblick iiber Symmetrien in der Stringtheo-
rie gegeben und darauf aufbauend ein unendlicher Satz erhaltener Ladungen angegeben. Die
daraus abgeleiteten Transformationsgesetze passen mit denen der Plebanski-Gleichung gut zu-
sammen. Auflerdem werden noch Ward-Identitéten abgeleitet und damit die Auswirkungen der
Symmetrien auf die Korrelationsfunktionen untersucht. Das letzte Kapitel enhélt schlieflich
eine Zusammenfassung und einige Bemerkungen zur Interpretation der Ergebnisse.



KAPITEL II:

(GRUNDLAGEN

1. Der N=2 String

In direkter Verallgemeinerung des N=1 Strings wird der N=2 String durch N=2 Supergravita-
tion auf der zweidimensionalen Weltfliche beschrieben. Neben den Stringkoordinaten X*(7, o)
mit Superpartnern *(7, o) enthélt die Weltflachentheorie die zweidimensionale Metrik g,
ein komplexes Gravitino x und ein zur internen U(1)-Symmetrie gehtrendes Vektorfeld A,,.
Es wird sich herausstellen, daf die kritische Dimension vier ist'. Allerdings erzwingt die N=2
Supersymmetrie, die Stringkoordinaten zu den komplexen Koordinaten Z* und ¥*%, a = 1,2
zusammenzufassen:

Z02X0+iX2, \II+O:77Z}O+7;¢2,
Z'=X'"+iX?, Ut = ot 4393, (2.1.1)

Die komplex konjugierten Gréfien werden mit Z% und =% bezeichnet. Die Wirkung hat dann
folgende Gestalt:

S = _ L dodr\/gL, (2.1.2)
4 My

mit
L= (59" 0 200, 2% + %\I!’nymﬁm\lﬁa
+Am\D_B’ym\IJ+a + (amZE + \D—BXm)Xn,ym,yn\I]—i—a
+ (O Z® + Xm V) U7X (2.1.3)

Die Indizes m,n nehmen hier die Werte 7, und ¢ an und D steht fiir die Lorentz-kovariante
Ableitung, enthilt also nicht das Eichfeld A,, (eine ausfiihrliche Diskussion dieser Wirkung
findet man in [8])%. Die Metrik, das Gravitino und das Eichfeld tauchen in der Wirkung ohne

'Fiir einen Beweis sieche den niichsten Abschnitt.

2Zur Notation: 7,; = diag(—, +) ist die flache Metrik des zwei-komplex-dimensionalen Targetraumes. Die
Wahl der Signatur wird spéter erklért. Das entsprechende Skalarprodukt wird wie iiblich mit einem Punkt
abgekiirzt. Zum Beispiel ist Z - Z = n,;2°2° = -Z°Z° + Z' Z*.

3



2.1. Der N=2 String

kinetische Terme auf. Thre Bewegungsgleichungen ergeben, dafl der Energie-Impuls-Tensor 7',
die Supersymmetriestrome G und der U(1)-Strom J, definiert durch

1 9y3L L o_ioL

Tmn =

\/’agmn’ m 4aAm
1 0L 1 0L
+__ _ - 7= - __ =
Gh="T19or  Gn="lpu (2.1.4)

verschwinden. Fiir die String-Stérungsrechnung ist es notwendig, die Theorie auf einer beliebi-
gen Riemannfliche My mit Genus g zu studieren. In dieser Arbeit beschrdnken wir uns aber
auf g = 0, also die komplexe Ebene, bei der die Punkte im Unendlichen identifiziert werden.
Die lokalen Symmetrien reichen dann aus, in die konforme Eichung iiberzugehen?,

Gmn = Nmn, Xm = Am =0. (215)

Dadurch sind die Symmetrien allerdings noch nicht vollsténdig beseitigt. Die Theorie ist immer
noch invariant unter N=2 superkonformen Transformationen, die von den Symmetriestrémen
(2.1.4) erzeugt werden. Es ist iiblich, komplexe Koordinaten z = 7 + io auf der Weltfliche
einzufithren. Die Bewegungsgleichungen der verbleibenden Felder lauten in der konformen Fi-
chung

007 = 90Z° = 0, T =Gy =9t = 9% = 0. (2.1.6)

¥ und v sind hierbei die beiden Spinorkomponenten von ¥, also Wt* = (1) ¢*%). Die Fel-
der spalten in einen holomorphen (= linkslaufenden) und einen antiholomorphen (= rechts-
laufenden) Anteil auf. In dieser Arbeit wird angenommen, dafi die Felder Neveu-Schwarz-
Randbedingungen annehmen. Die bosonischen Stringkoordinaten Z¢ sind also periodisch und
die Fermionen antiperiodisch auf einer den Ursprung einschlieBenden geschlossenen Kurve. Die
Felder lassen sich dann folgendermaflen in Laurent-Reihen entwickeln:

i02°(2 Za 7, i02°%(2 Z Aty
i0Z°(z Z Atz i0Z%(z) =Y anz ",
S S S
ipte(z) Z dfezrr, i (z) = Z d ez, (2.1.7)

Die a- und d-Oszillatoren beschreiben die Eigenschwingungen des Strings. Kanonische Quan-
tisierung der Wirkung (2.1.3) macht die Laurent-Moden zu Operatoren und fiithrt zu den Ver-
tauschungsrelationen

[aa ,542] = 2m6m+n77a5a {dr y Qg b} = 26r+s77
(6%, &) = 2mbminn®, {d+e, d %Y = 26, .n™. (2.1.8)

3Das Eichfeld kann selbst auf der Sphiire in einem nichttrivialen Biindel leben. Dann ist die konforme
Eichung nicht méglich. Dieser Fall wird ausfiihrlich in [8] beschrieben. Hier beschrinken wir uns auf den Fall
eines trivialen Biindels.



2.1. Der N=2 String

Alle anderen Kommutatoren verschwinden; insbesondere kommutieren Links- und Rechtsldufer.
Mit diesen Vertauschungsregeln lassen sich die Operatorprodukt-Entwicklungen (OPE) der
Stringkoordinaten berechnen:

Z%(2,2) 2% (w, w) ~ =20 (In(z — w) + In(z — ),

. e naE
o)~ -2 (2.1.9)
I 77ab
91 w) ~ -2

Um auch noch die Schwerpunktbewegung des Strings zu beriicksichtigen, definieren wir fiir
jeden Targetraum-Impuls k einen Zustand |k) und unterteilen die Oszillatoren in Erzeuger und
Vernichter:

ol |k)y = dFe|k) = a% k) = d k) =0, falls m,r >0
ol kY, die|k), a2 |k), di*|k) #0, falls m,r < 0. (2.1.10)

Hermitesche Konjugation der Fouriermoden ergibt

aa T:O_éi dJra T:dfa
(@) =alm,  (d7)

m —r)

(2.1.11)

(Rechtsldufer analog). Die Nullmode der Stringkoordinate iibernimmt eine besondere Rolle und
miflt den Schwerpunkt-Impuls des Strings*:

al|k) = G2 k) = k° |k) . (2.1.12)

Auf jedem Zustand |k) 1d8t sich aus den Oszillatoren mit negativem Modenindex ein Fock-
raum F7(k) aufbauen. Da links- und rechtslaufende Moden unabhiingig voneinander sind,

faktorisiert der Fockraum

Fot(k) = Frot(k) @ Fret(k). (2.1.13)

C

Die Elemente von F7**(k) beziehungsweise F% (k) sind Polynome aus den negativ gemodeten
a- und d-Oszillatoren beziehungsweise den a- und d-Oszillatoren. Bei vielen Problemen ist
es einfacher, zunéchst nur eine der beiden Hélften zu studieren — der entsprechende Fockraum
heift chiraler Fockraum F™% (k). In dieser Sprechweise sind der links- und rechtslaufende Anteil
in (2.1.13) beide isomorph zur chiralen Theorie.

In der konformen Eichung vereinfachen sich auch die Symmetriestrome. Insbesondere sind die
einzelnen Komponenten entweder holomorph oder antihomolorph. Die holomorphen Kompo-
nenten sind

T, = —%82 - 07 — iaw— St — i@qﬁ T/
G::aZera G;:azwia
J, =2 -yt (2.1.14)

“Das kann man sehr einfach nachpriifen, indem man Translationsinvarianz der Wirkung (2.1.3) im Targe-
traum ausnutzt. Dieser Punkt wird aber spédter noch ausfiihrlich diskutiert.

5



2.1. Der N=2 String

Die Indizes an den Symmetriestromen werden in Zukunft ebenfalls unterdriickt. Die Laurent-
Entwicklung der Symmetriestrome ist

d
() =3 L™ Lo= § o1,

neL 2mi
3 d 1
G*(z) = Z GEr "2, G = j{Q—Z.ZH?Gi(z),
reZ+1/2 7TZ
dz
= —n-t = ¢ —2"J(2). 2.1.1
J(2) %an R & 5—2"(2) (2.1.15)

Die Moden der Strome lassen sich dann durch die Laurent-Koeflizienten der Felder ausdriicken

1 1
In=g 2 Gnom i =g 3 i (dy iy oy d)

Gl==> am-df,, Gy == am-d_,
Jn:—%Z:dnr-dj L (2.1.16)

Die Normalordnung ist wie iiblich durch die Vorschrift definiert, dafl Erzeuger links von Ver-
nichtern stehen. Hermitesches Konjugieren liefert

Ll =L_,, Jh=J ., () =c7,. (2.1.17)
Die Generatoren erfiillen die N=2 superkonforme Algebra

(Lms L] = (M — 1) Loy + 1—62(m3 — ) S mns

m-+r?

(L, G5] = (gm — )G
[Lm> Jn] = —NJmin,

2 1
(GF, Gy = gc(# = )Bres =200 = ) Jpps + 4Ly,
[va G;t] - j:G;th-r?
[y J] = §m6m+n (2.1.18)

mit ¢ = 6. Neben den Symmetriestromen in (2.1.14) gibt es auch noch analoge antiholomorphe
Strome T'(z), G*(Z) und J(Z). Fourierentwicklung wie oben fiihrt auf eine weitere, aus rechts-
laufenden Oszillatoren bestehende N=2 Algebra, die mit den Generatoren (2.1.16) vertauscht.
Die Bewegungsgleichungen der weggeeichten Felder bedeuten, dafl die Symmetriestréme ver-
schwinden miissen. Die Generatoren der N=2 superkonformen Algebra dienen als Zwangsbedin-
gungen und bestimmen im wesentlichen das Spektrum (siehe Abschnitt zwei). Wir haben uns
hier scheinbar willkiirlich auf NS-Randbedingungen beschréinkt. Vom N=1 String ist aber be-
kannt, dafl zum Beispiel auch Ramond-Randbedingungen, bei denen die Fermionen periodisch

6



2.2. BRST-Quantisierung

in der komplexen Ebene sind, eine wichtige Rolle spielen. Welche Randbedingungen moglich
sind, wird aus der Forderung bestimmt, daf bei der Variation der Wirkung eventuell auftretende
Randterme verschwinden. Beim N=2 String stellt sich heraus, daf ein ganzes Kontinuum von
Randbedingungen fiir die Fermionen méglich sind. Eine Laurent-Entwicklung der Felder wie
oben fiir NS-Randbedingungen fithrt dann aber auf Symmetrie-Algebren, die zur NS-Algebra
isomorph sind. Der Operator, der diesen Isomorphismus implementiert (der sogenannte Spek-
tralfluoperator), interpoliert also kontinuierlich zwischen verschiedenen Randbedingungen und
sorgt dafiir, daf§ die verschiedenen Randbedingungen fiir die Fermionen zu dquivalenten Theo-
rien fithren. In [46] wurde gezeigt, dafl es genau eine N=2 superkonforme Algebra gibt, die
nicht durch Spektralflul aus der NS-Algebra hervorgeht. Diese sogenannte getwistete Algebra
tritt auf, wenn man fiir eine der zwei komplexen Stringkoordinaten antiperiodische Randbe-
dingungen annimmt. Dies entspricht einem Targetraum, in dem zwei Dimensionen als eine
Z-Orbifold kompaktifiziert sind. In [26] hat sich aber herausgestellt, daf diese Theorie kei-
ne Wechselwirkungen beschreibt und daher uninteressant ist. Es ist also keine Einschrinkung,
sich auf den NS-Sektor zu konzentrieren, sondern lediglich eine Wahl, die die ganze Theorie
wesentlich vereinfacht.

Die Generatoren der N=2 superkonformen Algebra sind quadratisch in den Ostzillatoren. Da
die Indizes der komplexen Targetraum-Koordinaten nur zwei Werte annehmen, liegt es nahe,
auch Kombinationen der Felder, die mit dem e-Tensor gebildet werden, zu betrachten. Diese
Strome werden in den folgenden Kapiteln auftauchen und werden hier zur spateren Referenz
angegeben:

1 I T
J++ _ Zeawaranrb; J — _Zeal_)w w b7
Gt = €02, G~ = —e;02%7. (2.1.19)

Alle Strome zusammen bilden die N=4 superkonforme Algebra. Es ist aber wichtig, im Gedécht-
nis zu behalten, daff nur der N=2 Anteil (2.1.14) aufgrund der Bewegungsgleichungen der nicht-
dynamischen Felder in der Wirkung (2.1.3) verschwinden muf, das heifit, nur die Moden dieser
Strome werden im BRST-Operator auftauchen (siehe néchster Abschnitt).

2. BRST-Quantisierung

In der konformen Eichung fallen die Metrik, das Gravitino und das U(1) Eichfeld vollig aus
der Wirkung heraus. Es ist dennoch wichtig, ihre Bewegungsgleichungen, die ja gerade das
Verschwinden der Symmetriestrome (2.1.4) bedeuten, nicht zu vergessen. Die Situation ist ana-
log zur Maxwell-Theorie, bei der die Bewegungsgleichung des Feldes A° das Gaufische Gesetz
V - E = 0 liefert. Fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum folgt daraus, dafl das E- Feld
immer senkrecht auf der Ausbreitungsrichtung steht, beziehungsweise dafl Photonen transver-
sal polarisiert sind. Das Gaufische Gesetz bestimmt also das Spektrum der Theorie, das sich
natiirlich nicht #ndert, wenn man zur Coulomb-Eichung A° = 0 {ibergeht, obwohl man es dann
nicht mehr als Bewegungsgleichung aus der eichfixierten Wirkung erhalten kann. V - E = 0muB
als Zwangsbedingung in die Theorie eingebaut werden.

7



2.2. BRST-Quantisierung

Die Generatoren der N=2 superkonformen Algebra spielen eine dem Gauflschen Gesetz analo-
ge Rolle und bestimmen das Spektrum der N=2 Stringtheorie. Ein mathematisches Verfahren,
diese Zwangsbedingungen zu beriicksichtigen, ist die BRST-Quantisierung, die darin besteht,
jedem Generator der Symmetriealgebra eine Geist- und eine Antigeistmode zuzuordnen. Heuri-
stisch betrachtet sind die Geist- und Antigeistfelder 'negative’ Freiheitsgrade, die longitudinal
und zeitartig polarisierte Zustédnde kompensieren. Mit den Geistfeldern 1a8t sich der nilpotente
BRST-Operator ) konstruieren. Die Erfahrung zeigt, daf sich die Kohomologie dieses Opera-
tors auf dem geisterweiterten Hilbertraum sinnvoll als Raum der physikalischen Zusténde der
Theorie benutzen l&8t. Ist der physikalische Hilbertraum erst einmal auf diese Weise identi-
fiziert, lassen sich wichtige Eigenschaften wie Unitaritdt der S-Matrix und Ward-Identitédten
zwischen verschiedenen Streuamplituden sehr effizient nachweisen.

Allgemeiner Formalismus

Um die Grundprinzipien der BRST-Konstruktion zu erldutern, betrachten wir zunéchst eine
beliebige Super-Lie-Algebra mit bosonischen und fermionischen Basiselementen 7, und F,. Die
Vertauschungsrelationen lauten:

[Taa Tb] = fabCTca
[Tw Fﬂ] = faﬁvo
{Fa,Fﬁ} = fap Tt (2.2.1)

Jedem Basiselement wird ein Geist ¢* beziehungsweise 7* und ein Antigeist b, beziehungsweise
(. zugeordnet. Die Geistmoden haben eine den zugehérenden Generatoren entgegengesetzte
Statistik und erfiillen die Vertauschungsrelationen

{ba, '} =&, [Bas ¥ = 65. (2.2.2)
Der BRST-Operator @) ist dann definiert als
a a 1 c.ab a_ 3 1 c.a. B
Q:C Ta+7 Fa_ éfab cc bc_faﬁ’yc 9 ﬁ’y_ §fozﬁ Yy bc (223)
Die Nilpotenz von @ 148t sich mit Hilfe der Jacobi-Identitéat der zugrundeliegenden Lie-Algebra

nachweisen. Der Kommutator von () mit den Antigeistern liefert geisterweiterte Lie-Algebra
Elemente 7" und F"

Ta = {Q> ba} = Ta + Tfh> Tfh = _fabccbbc - faﬁfyvﬁﬁ’ya
Fo:={Q, B} = F, + F9", FI" = — 3,78, — £30°7 be. (2.2.4)

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen 148t sich nachpriifen, daff die Geistanteile 79" und F9"
wieder die urspriingliche Algebra (2.2.1) erfiillen.

Im unendlichdimensionalen Fall kann es vorkommen, daf§ aufgrund von Normalordnungsproble-
men sowohl in der urspriiglichen Algebra der 7;, und F;, als auch in der Algebra der Geistanteile
zentrale Ladungen auftreten (wie etwa in (2.1.18)). Diese zentralen Terme miissen sich gegen-
einander kiirzen; die geisterweiterten Generatoren T, und F, miissen also eine Lie-Algebra ohne

8



2.2. BRST-Quantisierung

zentrale Ladung erfiillen. Nur dann kann man die Nilpotenz des BRST-Operators zeigen, die
grundlegend fiir den ganzen Formalismus ist.

Es ist instruktiv, sich die mathematische Bedeutung der BRST-Konstruktion klarzumachen.
Dazu beschrinken wir uns auf den Fall einer rein bosonischen Lie-Algebra, die man als den
Raum der linksinvarianten Vektorfelder auf der Gruppenmannigfaltigkeit beschreiben kann.
Die Geistmoden ¢ lassen sich dann als die dazu dualen linksinvarianten 1-Formen auffassen.
Sie bilden also die Lie-Algebra-Elemente in die reellen Zahlen ab: ¢*(T},) = 6f. Die BRST-
Transformation

{Q,c} = —%fabccacb (2.2.5)

ist die Maurer-Cartan-Gleichung, das heifit der BRST Operator ist der duflere Differential-
operator auf der Gruppenmannigfaltigkeit. Der Zusatzterm c¢*T, bedeutet, dal @) die Lie-
Algebra-Kohomologie — also die de-Rahm Kohomologie der linksinvarianten 1-Formen — mit
Koeffizienten in der Darstellung der Lie-Algebra berechnet. Im uns interessierenden Fall einer
Stringtheorie ist dieser Darstellungsraum ein Fockraum. Diese Sichtweise wird in Kapitel 111
eine Rolle spielen.

BRST-Quantisierung des N=2 Strings

Fiir die BRST-Quantisierung des N=2 Strings muf} dieser Formalismus auf die direkte Summe
aus links- und rechtslaufender N=2 super Virasoro Algebra angewandt werden. Dazu werden
die zu den L, gehorenden Reparametrisierungsgeister ¢, b,, die zu den J,, gehérenden U(1)-
Geister ¢",/, und die Supersymmetriegeister v*", 3F, sowie ein analoger Satz rechtslaufender
Geistmoden benotigt. Der resultierende BRST-Operator ist die Summe aus identischen links-
und rechtslaufenden Anteilen,

Q=Qr+ Qr. (2.2.6)

Wir diskutieren daher zunéchst nur einen der beiden Sektoren, also die chirale Theorie.
In der Stringtheorie ist es iiblich, die Notation auf folgende Weise zu wechseln,

Cna Cm — C_n, Cl—na ’Yﬂ - fyfm Bri - _5}7 (227)

was auf die Vertauschungsrelationen

{Cn7 bm} - 6n+m7 {C:u b:n} = Un4+m, [’Y;tu ﬂj] = Ur+s (228)

fithrt. Um einen Fockraum zu erhalten, der die Geistanregungen des Strings beschreibt, ist es
notwendig, einen Grundzustand zu wéhlen, der die Geistmoden in Erzeuger und Vernichter
einteilt.

Im Fall der fermonischen Geister ist diese Wahl irrelevant. Sei zum Beispiel |p) der Zustand,
der von allen ¢, mit n > p 4+ 1 vernichtet wird. Aufgrund der fermionischen Natur der ¢, gibt
es eine einfache Relation zwischen |p) und |p + 1):

p) = cpy2|p+ 1), lp+1) =b_p 2|p) (2.2.9)



2.2. BRST-Quantisierung

Die auf |p) und |p + 1) aufgebauten Fockrdume sind also identisch. Es stellt sich als bequem
heraus, als Grundzustand den Zustand [0) ; mit

n |0); =0 fiirn > 1, b, |0); =0 fiirn > -2,
¢, 10); =0 fiir n > 0, by, 10), = 0 fiir n > —1 (2.2.10)

zu benutzen.
Bei den bosonischen Geistern ist die Situation komplizierter. Mogliche Grundzustédnde lassen
sich durch zwei Bildladungen 7+ € Z + % charakterisieren,

3
v ‘7r+,7r’>b:0 fiir r > 7t + 3
1
BF ‘7T+,7T_>b =0 fiirr > -7 — 3" (2.2.11)

Da es sich hier um bosonische Geistmoden handelt, fithrt jede Wahl des Grundzustandes auf
verschiedene Riume. Der auf |0), ® |77, 77), aufgebaute chirale Fockraum aller Geistmoden

wird mit F; fjlj — bezeichnet. Der komplette chirale Fockraum des Strings ist das Tensorprodukt
aus Materiesektor und Geistsektor:

Frt (k) = FMo4(k) @ FI"

atm—

(2.2.12)

Es gibt also eine unendliche Zahl dquivalenter Fockraume, von denen zunéchst keiner besonders
ausgezeichnet scheint. Der entsprchende Grundzustand wird mit

|7t 77 k) == k) ® 0); ® }7?+,7T_>b (2.2.13)

bezeichnet. Aus den Strukturkonstanten der N=2 superkonformen Algebra lassen sich die Gei-
stanteile der Generatoren konstruieren:

Lo :Z(m —n): Combman —i—Zm b
+Z TL—S n+s+fy Bn—i—s) =

Jgh:ch_m m+n—i—z (Y Brss —V=sBies) o (2.2.14)

Qo — 427 bHSiQZ r—8)7 b

-+ Z — S Cfmﬁfprs + Z Com m+s

Die Doppelpunkte bezeichnen eine Normalordnung, die dafiir notwendig ist, dal diese Opera-
toren auf dem Fockraum verniinftig definiert sind. Damit die Geistgeneratoren wieder die N=2
Algebra erfiillen, mufl die Normalordnung korrekt gew#hlt werden. Die richtige Vorschrift ist
Normalordnung beziiglich des Grundzustandes |0) ; fiir die fermionischen Geister und beziiglich
|7t =7~ = 0), fiir die bosonischen Geister. Dann erfiillen die Generatoren in (2.2.14) die N=2

10



2.2. BRST-Quantisierung

Algebra mit zentraler Ladung ¢ = —6. In der kritischen Dimension wird diese zentrale Ladung
genau durch die Materiegeneratoren kompensiert, das heiflt, die geisterweiteten Generatoren

Ly = L, + Lo, Jp = Jn + J, G = GF + gov*, (2.2.15)

erfiilllen die N=2 superkonforme Algebra ohne zentrale Ladung — wie bereits erwéhnt eine
notwendige Voraussetzung fiir die Nilpotenz des BRST-Operators.
Der vollstindige BRST-Operator Q = Q™ + Q9" lautet

Qmut = Z(C_mLm + C/_me) + Z(’y——’—rG; + V:TG:—)’

m

1
QI — -5 Z(m —n): ComConbmin : — Zm t o Conblin

1 _ _
+ 5 Z(n - 28)0—71 : (’Y,S r—;rs + ’ystnJrs) :
- Z CLn : (fyirsﬁr;rs - fy:s rJLrJrs) :
—4 Z fy:sfyirrbTJrS -2 Z(S - T)fy:sfyirrb;drs‘ (2216)

Aus (2.1.17) und der Forderung, dafl der BRST-Operator hermitesch ist, 148t sich das Verhalten
der Geistmoden unter hermitescher Konjugation bestimmen

ch=c n, d=¢_,, (’yf)T =~7,. (2.2.17)

n n

Fiir die Antigeister folgt dann aus den Vertauschungsrelationen (2.2.8)
b = b_p, vi=v_,, (85)" = —57,. (2.2.18)

Eine niitzliche Charakterisierung eines Zustandes ist seine Geistzahl, d.h. sein Eigenwert
beziiglich des Operators

N9 = NbgC + Nbg/c, + Ngv. (2.2.19)
Hierbei sind

Ni ==Y ibnens,  Njg=->:0d:. (2.2.20)

Aufgrund der Normalordnungsvorschrift sind diese beiden Operatoren nicht hermitesch, son-
dern

(Vo) =-NL -3, (Mg =g, -1 (2.2.21)

Das Skalarprodukt zweier Zusténde ist also nur dann von Null verschieden, wenn die Summe
ihrer be-Geistzahlen 3 und die ihrer b'¢’-Geistzahlen 1 betriagt. Das fundamentale Skalarprodukt
des fermionischen Geistsektors ist also

#(0]crcoc—164]0) f = 4. (2.2.22)

11



2.2. BRST-Quantisierung

Den v(-Anteil der Geistzahl definieren wir als

[Ngw’%] = Vry [Ngwﬂr] = _Bm N57 }77——’—7 7T_>b = 0. (2223)

Ng7 148t sich nicht durch die Moden der bosonischen Geister ausdriicken®. Ein expliziter Aus-
druck wird allerdings im Rahmen der Bosonisierung im néchsten Abschnitt angegeben. Man
kann allerdings auch Aussagen iiber das Skalarprodukt im vy(3-Sektor machen, indem man die
Nullmoden der bosonischen Symmetriestrome betrachtet,

IA/():%Z:@_m-am:—in:(dr-d+r+d;r-dr):
+> micby i+ Y mid =Y s (B 8

Jo= —% Y vdydt =D (B =B (2.2.24)

s

In diesen Ausdriicken ist es notwendig, auf die Normalordnung zu achten. Auf dem Grundzu-
stand | 7, 77, k) wirken Ly und Jy als

) + -
Lo| w7 k) = |:7T+(% + 1) + 7 (% + 1)}\ nton k),

Jo| 77 k) = (7= —7%)| 7t 7 k). (2.2.25)

Da Lo und Jy hermitesch sind, kénnen nur Zustéinde mit gleichen Eigenwert ein nichtverschwin-
dendes Skalarprodukt haben, d.h. ,(7F, 77 | 77, 77), # 0 nur falls 7+ = 7% oder 7+ = —7F —2.
Die erste Moglichkeit scheidet allerdings aus, wie man mit Hilfe der v/-Vertauschungsrelation
mit geeignetem Modenindex sieht. Zum Beispiel gilt im (7%, 77) = (0,0) Bild:

b(O, 0|0, 0>b = b(O, 0| [vfm, ﬂ:1/2] |0, O>b = 0, (2226)

denn wegen Bil /2]0, 0), = 0 vernichtet die f-Mode den Zustand auf beiden Seiten.
Insgesamt erhalten wir das Skalarprodukt

p(—m — 2, -t =27t 7)), = 1. (2.2.27)
Diese Relation zeigt, dafl es nicht ausreicht, sich auf ein einziges Bild zu beschrénken.

BRST-Kohomologie

Physikalische Zusténde |phys) sind in diesem Formalismus dadurch gekennzeichnet, daf sie
BRST-invariant sind, aber nicht im Bild von @ liegen.

@ |phys) = 0, [phys) # Q[A). (2.2.28)

®In der Literatur wird oft der Operator

Ny ==X b
T

benutzt. Diese Definition gibt aber den Zusténden |7, 7 ™), unterschiedliche, bildabhingige Geistzahlen und
wird daher in dieser Arbeit nicht benutzt.
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2.2. BRST-Quantisierung

Der Raum der physikalischen Zustdnde — die BRST-Kohomologie — kann fiir jedes Bild und
jeden Impuls getrennt betrachtet werden:

Hov (k) = { |A) € Frr o~ (k) | Q|A) =0, |A) # Q|B) }. (2.2.29)

Jeder Zustand 1é8t sich in Anteile definierter Geistzahl zerlegen. Damit erhélt der Fockraum
eine Gradierung

Frtae (k) =Y F2 (k) (2.2.30)

9

in offensichtlicher Notation. Da der BRST-Operator homogen in der Geistzahl ist, iibertrigt
sich diese Gradierung auf die Kohomologie:

Hepo o (k) =Y HY, _(K). (2.2.31)

g

Bisher haben wir nur die chirale Theorie betrachtet. Der geschlossene String besitzt aber eine
links- und eine rechtslaufene Héilfte, die beide isomorph zur chiralen Theorie sind. Da es zunéchst
nicht ausgeschlossen ist, holomorphe und antiholomorphe Bildzahlen (7%, 77) und (7%, 77)
verschieden zu wahlen, faktorisiert der Fockraum des geschlossenen Strings als

Fant (k) = Frz (k) ® Fre (k). (2.2.32)

Bei der Berechnung der BRST-Kohomologie ist es moglich, das Kiinneth-Theorem [22] an-
zuwenden, da der BRST-Operator die Summe aus links- und rechtslaufendem Anteil ist. Die
BRST-Kohomologie H des geschlossenen Strings faktorisiert also auch:

He: -i(k) = Hype (k) ® Hzx g(k). (2.2.33)

Die Hauptarbeit bei der Berechnung der BRST-Kohomologie liegt also in der Bestimmung der
chiralen Kohomologie, die im néichsten Kapitel genau untersucht wird. Hier werden nur die
Ergebnisse angegeben, die in den néchsten Abschnitten gebraucht werden:

1. In keinem Bild und fiir keine Geistzahl existieren Kohomologieklassen fiir k* # 0. Das
erklart auch die Signatur (2,2) des Targetraumes, denn die Alternative (4,0) wiirde fiir
k?* = 0 keine nichttriviale Dynamik erlauben.

2. Fiir ¥ = 0 und k # 0 existiert in jedem Bild genau eine Kohomologieklasse, deren Re-
priasentanten |V, k) . zusétzlich die Bedingungen

erfiillen (die Bedeutung dieser Bedingungen wird in den folgenden Kapiteln erklért).
|V, k)_+ hat Geistzahl eins. Zusétzlich gibt es auf hoheren Geistzahlen Kohomologieklas-
sen, die nicht die Bedingungen (2.2.34) erfiillen. Diese Zusténde konnen systematisch aus
(2.2.34) durch Anwenden von Geist-Nullmoden gewonnen werden und sollten nicht als von

den |V, k) . unabhéngige Freiheitsgrade interpretiert werden. Sie sind notwendig fiir ein
nichtverschwindendes Skalarprodukt auf der BRST-Kohomologie (siehe (2.2.22)).
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2.3. Konforme Feldtheorie

3. Fiir k = 0 ist die Kohomologie bildabhéngig. Dieser Sektor ist irrelevant fiir das Spektum
der Theorie, aber wichtig fiir ihre Symmetriestruktur (siehe Kapitel V).

Das (—1,—1) Bild ist in gewisser Hinsicht das natiirlichste. Hier sind alle bosonischen Geist-
moden mit positivem (negativem) Index Vernichter (Erzeuger). AuBerdem ist dies der einzige
Sektor, der ein nichtverschwindendes Skalarprodukt hat, ,(—1,—1|-1,—1), = 1. Es ist da-
her nicht erstaunlich, dafl das Kohomologieproblem in diesem Bild am einfachsten ist. Ein
Représentant der Kohomologie ist

Vik) =i |=1,—1,k). (2.2.35)

Dieser Zustand enthilt keine Materieoszillatoren und verdeutlicht, dal beim N=2 String nur
die Schwerpunktsbewegung physikalisch ist.

3. Konforme Feldtheorie

Aus den Geistmoden, die im letzten Abschnitt eingefiihrt wurden, lassen sich wie in (2.1.7)
Quantenfelder in der komplexen Ebene konstruieren,

c(z) = chzl_", b(z) = Z bz 2™,
d(z) = Z a2z ", V(z) = Z bzt

n

V() =D BEz) = Br (2.3.1)

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen (2.2.8) lassen sich die Operatorprodukt-Entwicklungen
ableiten:

)~ W)~
VDB W)~ ——, () (w) ~ —

Z—w Z—w

(2.3.2)

Die aus den Geistanteilen konstruierten superkonformen Stréme lauten
T9"(2) = 20ch + cOb + AV — 3(0y BT + 0y 37) — (v 08" +~+T0p7),
GIE(2) = —4yFb £ 40yFY £ 2950V + 30c4™ + cOB* + ¢ 6%,
JoM(2) = =0(cb) + (Y B~ =~ B7). (2.3.3)
Mit dem Wickschen Theorem lassen sich beliebige OPE’s berechnen. Insbesondere ist es auf
diese Weise einfach nachzupriifen, dal das N=2 Geistsystem einen Beitrag von —6 zur zentralen
Ladung leistet. AuBerdem findet man, daf alle Geistfelder Primérfelder sind, das heifit, sie
transformieren wie Tensoren unter konformen Transformationen. Der Ubersicht halber sind die

konformen Gewichte der beim N=2 String auftauchenden Felder sind in der folgenden Tabelle
zusammengefafit:
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2.3. Konforme Feldtheorie

Feld 0Z | ¥ |GE|J|c|b| AT | pE ||V
konf. Gew. | 1 | 1/2|3/2|1|-1]2]|-1/2]3/2[0]1

Der BRST-Operator 1483t sich ebenfalls als Nullmode eines konformen Feldes mit Gewicht eins
schreiben:

Q= 7{%3}3
)

jp(2)=cT +~7TG~ +~v G" +J
1 1
+ §CTgh + §’Y+Ggh7 + 5"}/7G+gh + icljgh‘ (234)

Aus den rechtslaufenden Moden lassen sich vollig analog antiholomorphe Felder bilden. Da die
Operator-Produkte holomorpher und antiholomorpher Felder keine Singularitdten enthalten,
lassen sich auch im Rahmen der konformen Feldtheorie beide Sektoren getrennt betrachten.
Operatoren, die auf der Weltfldche des geschlossenen Strings leben, lassen sich einfach in holo-
morphe und antiholomorphe Anteile aufspalten.

Az, z) = A(2)A(2). (2.3.5)
Diese Relation ist das Pendant zur Faktorisierung des Fockraumes in (2.2.32).

Gerstenhaber-Algebra

Eine der grundlegenden Eigenschaften der konformen Feldtheorie besteht darin, daf} es eine
eins-zu-eins Korrespondenz zwischen Operatoren und Zustidnden gibt (fiir ausfiihrlichere Dis-
kussionen siehe zum Beispiel [20] oder [43]). Mit einem Operator A(z) assoziiert man den
Zustand

A(z) — |A) == lim A(2) |0). (2.3.6)

z—0

Dieser Zusammenhang kann folgendermaflen verstanden werden: Die Weltfliche des Strings
wird iiber die konforme Abbildung z = " in die komplexe Ebene abgebildet. Insbesondere
entspricht der Ursprung z = 0 dem Zeitpunkt 7 = —oo. Ein Operator A am Ursprung beschreibt
also einen aus weiter Entfernung einlaufenden Zustand |A) des Fockraumes der freien Theorie.
Die negativen Potenzen in z in der Fourierentwicklung von A, die zu divergierenden Termen
bei z = 0 fiithren wiirden, werden mit den Vernichtern multipliziert. Deswegen ist |A) auf diese
Weise wohldefiniert. Zum Beispiel erzeugt man den Zustand |k) durch

k) = e2®2T%2)(0) |0) . (2.3.7)
Durch diese Korrespondenz 148t sich die BRST-Kohomologie fiir Zusténde,
QlA) =0, |A) # Q|B), (2.3.8)

in ein Kohomologieproblem fiir Operatoren iibersetzen:

[Q.A()] =0 A(2) # [Q B()] (2.3.9)
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2.3. Konforme Feldtheorie

Eine wichtige Eigenschaft dieser Beschreibung durch Operatoren ist, dal im Gegensatz zum
Fockraum der Zusténde der Raum der Operatoren mit einem Produkt

(4-B)w) = f S2—

2mi z —w
ausgestattet ist. Dieses Produkt ist einfach der regulére Anteil bei 2 — w im OPE der beiden
Operatoren A und B. Der BRST-Operator erfiillt eine gradierte Leibnitz-Regel:

[Q,A-B] =[Q,A] - B+ (-1)4-[Q,B]. (2.3.11)

Wie iiblich hat das Symbol |A| den Wert 0 beziehungsweise 1, falls A ein bosonischer bzw.
fermionischer Operator ist. Insbesondere induziert (2.3.10) auch ein Produkt auf der BRST-
Kohomologie, denn aus (2.3.11) folgt, dafl das Produkt der Reprisentanten V7 und V5 zweier
Kohomologieklassen wieder BRST-invariant und unabhéngig von der Wahl der Reprisentan-
ten ist. Mit diesem Produkt bildet die BRST-Kohomologie also einen Ring. Da die Geistzahl
additiv bei der Multiplikation ist, bilden die Elemente mit Geistzahl 0 einen Unterring — den
Grundring — hinter dem sich die Symmetriestruktur der Theorie verbirgt ([54], dieser Punkt
wird ausfiihrlicher in Kapitel V diskutiert). Auf der Kohomologie ist das Produkt assoziativ
und gradiert kommutativ®:

Vi (Vo Vo) = (V1 Vo) - Vs, Vi Va = (—)MIvhy, - v (2.3.12)

A(2) B(w) (2.3.10)

Diese Relationen gelten nur fiir BRST-invariante Operatoren und auch fiir diese nur bis auf
BRST-Kommutatoren.

Um Symmetrien in der Stringtheorie zu untersuchen, ist eine weitere Operation niitzlich — die
Gerstenhaber-Klammer [29]. Sie ist definiert durch

{A,B} (w) := 7{ j—;A(l)(z)B(w) (2.3.13)
mit
AW (1) = ]{ %b(z)A(w) (2.3.14)

und trégt Geistzahl —1. Auf der BRST-Kohomologie ist die Gerstenhaber-Klammer gradiert
kommutativ,

na Vz}G _ (_1)(“/1‘*1)(“/2‘*1)“{1/2, V1}G (2.3.15)

obwohl V; und V5 unterschiedlich in die Definition (2.3.13) eingehen. Auflerdem erfiillt sie die
(gradierte) Jacobi-Identitét und pafit sehr schén mit dem Produkt (2.3.10) zusammen”

{(Vi,Va- Va}, = {Vi, Va}, - Vs + (=) MmOV, v vad (2.3.16)

6Beliebige Operatoren werden in dieser Arbeit in der Regel mit A, B, ... und Reprisentanten von Kohomo-
logieklassen mit V; bezeichnet.
"Mathematisch formuliert wirkt die Abbildung

Vo — {V1,Va},

als eine Derivation auf dem Ring der Kohomologieklassen.
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In [29] wurde die BRST-Kohomologie zusammen mit dem Produkt (2.3.10) und der Klammer
(2.3.13) ‘Gerstenhaber-Algebra’ getauft. In dieser Arbeit finden sich auch die Beweise der Re-
lationen (2.3.12), (2.3.15) und (2.3.16) sowie Referenzen auf die urspriinglichen Arbeiten von
Gerstenhaber.

Eine weitere niitzliche Operation, die bei der Untersuchung der BRST-Kohomologie in den
néichsten Kapiteln wichtig sein wird, ist

AA(w) = ?{ 92 w)b(x) Aw). (2.3.17)
w 271

Auf dem A(z) entsprechenden Zustand wirkt A durch Multiplikation mit der Antigeist-

Nullmode by:

d
AA(0)[0) = 7( 92 b(2)A(0) [0) = by | A) (2.3.18)
0 2mi
mit |A) = A(0)]0). Es ist nicht schwer nachzupriifen, da A nilpotent ist, d.h. A? = 0, und
auch in der BRST-Kohomologie wohldefiniert ist. A wirkt zwar per Leibnitz-Regel beziiglich
der Gerstenhaber-Klammer,

A{V, Vo), = {AW, Vo), + {V1, AVR (2.3.19)
aber nicht beziiglich des Produktes (2.3.10)
A(Vi-Ve) = (AV) - Vo + (=1)MIVe - (AVR) + (=1 H{W, Vale. (2.3.20)

Wie iiblich darf man solche algebraischen Strukturen nicht fiir zu tiefsinnig halten. Vielmehr stellen das Produkt
(2.3.10), die Klammer (2.3.13) und der Operator A in erster Linie eine neue Notation fiir Operationen dar, die
immer wieder bei der Untersuchung der Kohomologie und der Symmetrien der Theorie auftauchen. Ein nicht
vollig uninteressanter Aspekt ist jedoch die Tatsache, daf eine absolut identische algebraische Struktur im
Antifeld-Formalismus auftaucht [29]. Der Antifeld-Formalismus (siehe zum Beispiel [24]) wurde entwickelt, um
Feldtheorien mit komplizierter Symmetriestruktur zu untersuchen. Dabei werden den Feldern (inklusive Geister)
¢* der Theorie Antifelder ¢ mit entgegengesetzter Statistik und Geistzahl gh(¢}) = —gh(¢®*) — 1 zugeordnet .
Eine zentrale Rolle spielen die Antiklammer

a8 9 8
AB)=A — B
(4.8) = 45556 ~ 367 57)
und der Operator

90
99" 04,

A und B sind hierbei Polynome in den Feldern und Antifeldern. Die Antiklammer und A haben beide Geistzahl
41 und erfiillen die Relationen

AA = (—1)l*"1F14

(4, B) = —(~1)(4+D0B+ (B, 4),
(A, (B,C)) + ‘gradiert zyklisch’ = 0,

(A,BC) = (A, B)C + (-1)/PIUAD B(4,C),
A(A,B) = (A,AB) — (-1)/81(AA4, B),

A(AB) = AAB + (-1)BI(AA)B + (-1)/81(4, B).
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2.3. Konforme Feldtheorie

Nach Identifizierung der Targetraum Geistzahl gh mit der negativen Weltflichen Geistzahl N9 stimmen diese
Gleichungen genau mit den weiter oben angegeben Relationen der konformen Feldtheorie iiberein. Das ist umso
bemerkenswerter, wenn man bedenkt, dafl die Gerstenhaber-Operationen der Stringtheorie durch Wegintegrale
in der komplexen Ebene definiert sind, wihrend im Antifeld-Formalismus Ableitungen im Raum der Felder
auftreten — also zwei vollig verschiedene Konzepte. Es scheint aber bisher nicht genau klar zu sein, inwiefern
man diese Analogie ausdehnen kann. Ein weiterer, ganz dhnlicher Zusammenhang zwischen BRST-quantisierter

Stringtheorie und dem Antifeldformlismus wird in Abschnitt vier von Kapitel V beschrieben.

Bosonisierung

Ein wichtiges technisches Hilfsmittel in Superstringtheorien ist die Bosonisierung der boso-
nischen Geister. Damit lassen sich zum Beispiel Operatoren konstruieren, die die Bildladung
andern. Bosonisierung der v*- und 37-Geister besteht aus der Ersetzung

NE gttt gF — e—ﬂﬁiaﬁ. (2.3.21)

Hierbei sind ¢* Bosonen mit konformen Gewicht 0 und ¥ und £¥ sind zueinander konjugier-
te fermionische Felder mit konformen Gewichten 1 beziehungsweise 0. Thre Operatorprodukt-
Entwicklungen sind

1

Z—w

P ()™ (w) ~ —In(z — w), 0 (2)€F (w) ~ (2.3.22)
Zunichst scheint in (2.3.21) die Statistik nicht zu stimmen. Um diesen Fehler zu beheben,
muf man e#* mit sogenannten Kozykel-Faktoren C (die in dieser Arbeit aber nie explizit
hingschrieben werden) ausstatten, die dafiir sorgen, daf§ e#* mit allen anderen fermionischen
Objekten der Theorie (zum Beispiel auch mit Differentialformen) antivertauscht, und die Rela-
tion C% = 1 erfiillt. Mit dieser Vorschrift und den OPE in (2.3.22) kann man dann nachpriifen,
daf die neuen Ausdriicke fiir die bosonischen Geister die richtigen OPE’s haben. Das garantiert,
daB die Korrelationsfunktionen in der komplexen Ebene iibereinstimmen. Ein zweiter Hinweis,
daB in (2.3.21) zwei dquivalente Beschreibungen derselben Theorie angegeben sind, ist die Tat-
sache, dafl die Zustandssummen {ibereinstimmen (siehe, zum Beispiel, den Anhang von [49]).
Der ~*, 37 Anteil des Energie-Impuls-Tensors in (2.3.3) wird zu

Oy BT+ B7) —3(y7 98" ++47987) —

L, ., = _ _ _
DpTopT — Ot — 58(,0 Op~ — Pp~ —ntoE™ —n 0T, (2.3.23)
Dieser Energie-Impuls-Tensor produziert die richtigen konformen Gewichte fiir die Felder n*,
£+ und p*. Man sieht aber auch, dafi p* keine freien Bosonen sind: Eine Wirkung, die zu
dem Ausdruck in (2.3.23) als Symmetriegenerator fiihrt, enthélt eine Kopplung von ¢* an den
Kriimmungsskalar der zugrundeliegenden Riemannflidche [18].

Mit den neuen Variablen lassen sich Vertexoperatoren fiir die Grundzusténde (2.2.11) konstru-
leren:

|7t ), =€" £ TTe(0)]0,0),. (2.3.24)
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2.4. Streuamplituden und effektive Feldtheorie

Zum Beispiel lautet der Vertexoperator fiir den physikalischen Zustand im (—1, —1) Bild (siehe
(2.2.35)) damit

Voi1(z, k) = ce’”+e’¢7e%(’2'z+k'2)(z). (2.3.25)

Operatoren, die die Bildladung messen, sind
at = —0p~ +ntE, T = —0pT +nET. (2.3.26)
Die Bildladung kann also gewissermafien als (ganzzahlig quantisierter) Impuls in Richtung der

‘p*-Koordinaten’ zuziiglich eines von den &, 7 Fermionen stammenden Terms aufgefafit werden.
Der Geistzahl-Operator V. 57 aus (2.2.23) kann nun ebenfalls explizit angegeben werden

d
N§, = f{ 2—; (nte +n€"). (2.3.27)

Ein wichtiger Aspekt der Bosonisierung ist, daf} in der Reformulierung der 5+ Geister in (2.3.21)
nur die Ableitungen der Felder ¢ auftauchen. Das heift, die Nullmoden

&= 7{ % 21 (2) (2.3.28)

tauchen in der Bosonisierung nicht auf (die Zustandssummen der (y*, 57)- und der (n*, &%, o*)-
Theorien stimmen auch nur iiberein, wenn man im Fockraum der zweiten Theorie die £F-Moden
nicht beriicksichtigt). Das hat die wichtige Konsequenz, daf§ Zustédnde der Form

Q& 17) (2.3.29)

nicht BRST-trivial sind, da &5 |j) keine Zustéinde der urspriinglichen Theorie sind [18]! Damit
lassen sich aus bereits bekannten Kohomologieklassen neue konstruieren. Fiir Vertexoperatoren
geschieht diese Abbildung durch Multiplikation mit

X*:={Q, 64} = —c0t* + (G* — 4y*b £ 407 £ 2% )e?”. (2.3.30)
Offensichtlich tragen X * bzw. X~ Bildladung (1, 0) bzw. (0, 1). Man kann also durch Anwenden

dieser ‘Bildwechseloperatoren’ auf den Vertexoperator V_; _; neue Vertexoperatoren in héheren
Bildern erzeugen

Voo (B, 2) o= (X)T 0 (X) T vy (K, 2). (2.3.31)
Einfache Beispiele sind

Voi0(k) = Ck'¢_€_¢7€%(k'Z+E-Z)7
Vs = oy ) 235
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2.4. Streuamplituden und effektive Feldtheorie

Man muf sich allerdings dariiber im klaren sein, dafl das Kohomologieproblem fiir beliebige
Bilder durch die Bildwechseloperatoren selbst dann noch nicht gelost ist, wenn man die Ko-
homologie im (—1,—1) Bild vollsténdig kennt. Denn erstens miissen die Vertexoperatoren in
(2.3.31) nicht unbedingt von Null verschieden sein® und zweitens ist nicht garantiert, daf} sie
die Kohomologie voll ausschopfen.

4. Streuamplituden und effektive Feldtheorie

Amplituden des geschlossenen N=2 Strings

Streuamplituden konnen in der gegenwértigen Formulierung der Stringtheorie nur als Stérungs-
reihe definiert werden. Eine N-Punkt-Funktion in g-ter Ordnung der Loop-Entwicklung ent-
spricht einer Riemannfliche vom Geschlecht g mit N davon ausgehenden langen Zylindern, die
den ein- und auslaufenden freien Strings entsprechen. Aufgrund der (super-) konformen Inva-
rianz der Theorie miissen aber Konfigurationen, die durch konforme Abbildungen ineinander
iibergehen, identifiziert werden. Insbesondere lassen sich die langen Zylinder der freien ein- und
auslaufenden Strings auf Punkte abbilden, an denen entsprechende Vertexoperatoren V; ein-
gesetzt werden. Eine plausible Definition der N-Punkt Amplitude ist (unter Vernachlissigung
der verschiedenen U(1)-Biindel) also

Ay=>Y_XN (Vl...VN>gEZAg/due_SVl...VN. (2.4.1)
9=0 9

A ist hierbei die String-Kopplungskonstante, die die Beitrdge der verschiedenen Topologien
gewichtet.

Die Korrelationsfunktionen fiir das Geschlecht g sind hier durch das Pfadintegral definiert. Die
Wirkung wurde in Gleichung (2.1.3) angegeben, und die Integration erstreckt sich iiber alle
darin auftretenden Felder modulo Symmetrien. Zur Auswertung des Pfadintegrals miissen die
Symmetrien der Wirkung fixiert werden. Das fiihrt auf ein Spektrum an Geistfeldern, das mit
dem des algebraischen Zugangs aus Abschnitt zwei iibereinstimmt. Im Endeffekt hingt die Am-
plitude dann nur von der Kopplungskonstanten und den Quantenzahlen der Vertexoperatoren
(typischerweise Impuls und Polarisation) ab.

Fiir den N=2 String wurde die Pfadintegral-Quantisierung fiir beliebiges Geschlecht ausfiihr-
lich in [8] beschrieben. Ein wichtiges Merkmal, durch das sich der N=2 String von anderen
Stringtheorien unterscheidet, ist die Existenz eines U(1)-Eichfeldes, das auf der Weltfliche to-
pologisch nichttriviale Konfigrationen annehmen kann. Solche Eichfelder kénnen mathematisch
prézise durch Faserbiindel beschrieben werden, deren Topologie durch die Chernzahl charak-
terisiert wird. Wie die Beitrége verschiedener Chernzahlen zum Pfadintegral in der Amplitude

8Mathematisch formuliert: Der Ring der BRST-Kohomologie ist mit dem Produkt (2.3.10) nicht nullteilerfrei.
Zum Beispiel ist

V_1,21(k1) - Voq,—1(k2) = 0.
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2.4. Streuamplituden und effektive Feldtheorie

(2.4.1) gewichtet werden, ist natiirlich in gewisser Weise Definitionssache, siehe [10, 30]. Wie
bereits erwahnt, werden wir uns in dieser Arbeit aber nur auf Amplituden mit verschwindender
Chernzahl und verschwindendem Geschlecht beschranken. Die dabei auftretende Riemannfléche
ist die Sphére oder #quivalent die komplexe Ebene (mit Koordinaten z und z), bei der die
Punkte im Unendlichen identifiziert werden. Die Positionen der Vertexoperatoren miissen im
allgemeinen iiber die gesamte Riemannflache integriert werden. In der komplexen Ebene ist es
aber moglich, aufgrund der auch nach der Eichfixierung existierenden Symmetrien die Positio-
nen dreier Vertexoperatoren festzulegen. Eine genaue Auswertung des Pfadintegrals zeigt, daf3
die fixierten und integrierten Vertexperatoren des geschlossenen Strings von der Form

Vﬂ'"’,ﬂ_ (Qka 2 2) - V7r+,7r— (k?, Z)f/fr"',fr— (k, 2) (242)
und
VI k) =VE (k2 (k. 2) (2.4.3)

sind. Die Bildladungen miissen in den Korrelatoren so gewiahlt werden, dafl sie sich alle vier
jeweils zu einem Gesamtwert von —2 addieren (siehe Gleichung (2.2.27)).
Mit diesen Regeln lautet die 3-Punkt-Funktion

Ag(kl, kg, kg) == Aé(kl, kg, kg)z‘ig(kl, kg, kg) (244)
mit
A:% = (Vo —1(k1, 21)Vo,—1(ka, 22)V_1,0(k3, 23)) (2.4.5)

und einem entsprechenden Ausdruck fiir Af}. Hierbei wurde benutzt, dal holomorphe und an-
tiholomorphe Anteile nicht miteinander wechselwirken, und die Amplitude faktorisiert. Samt-
liche Skalarprodukte und Operatorprodukt-Entwicklungen sind aus dem vorigen Abschnitt be-
kannt. Mit den expliziten Ausdriicken fiir die V; und dem Wick-Theorem findet man fiir die
Amplitude

Ag(kl, kg, kg) - (kl'l_CQ - kg'l_ﬂl)2. (246)

Die Bildladungen koénnen in dem Korrelator (2.4.5) willkiirlich gew&hlt werden (solange sie sich
zu —2 addieren). Der Grund dafiir ist, dafi das Verschieben des Bildwechseloperators von einem
Vertexoperator zum anderen BRST-trivial ist:

XE(z1) — X¥(z9) = / " dw{Q, 06 (w)}. (2.4.7)

zZ1

Dies ist ein echter BRST-Kommutator, da die ¢F-Moden auf der rechten Seite nicht mehr
auftauchen. Die Amplituden und damit die Wechselwirkungen des Strings sind also bildun-
abhingig. Es gibt keine Moglichkeit, die Bildladung eines Teilchens zu messen. Daher sollten
die Vertexoperatoren in verschiedenen Bildern, die durch die Operatoren X* wie in (2.3.31)
miteinander verbunden sind, als dquivalente Beschreibung desselben Freiheitsgrades betrachtet
werden.
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2.4. Streuamplituden und effektive Feldtheorie

Bei der Berechnung der 4-Punkt-Funktion wird {iber die Position eines Vertexoperators inte-
griert, die anderen werden iiblicherweise auf die Positionen z = 0, 1, co festgelegt.

2
Ag(ky,. . k) = / d*z \{V,m(kl, 0) V(2 2) Vo1 (K, 1)V 1 (ka, oo>>
r1—s/2I'(1—t/2)T(1 —u/2)
I'(s/2)D(t/2)I(u/2)
Hierbei sind s, ¢ und u die iiblichen Mandelstam - Variablen, s = —(ky - ky + ko - k1), t =

(kg - ks + ks - ky), u = —s — t. Die entscheidende Beobachtung ist, dal der hierbei auftretende
kinematische Vorfaktor

~ F(k)

(2.4.8)

und damit die ganze Amplitude verschwindet [37]!
Allgemeine N-Punkt-Funktionen haben ganz analog die Form

N
AN(kla e 7k7N) = H/dQZi
i=4

Diese Amplituden wurden in [5] und [23] fiir beliebiges N ausgewertet mit dem Ergebnis

2

<V—1,—1(k’1, 0)Vo,—1(k2, 1)V_10(ks, OO)VO(})) (ki Zz)>

An(ky,...  kn) =0 fiir N > 3. (2.4.10)
Die 3-Punkt-Funktion ist also die einzige nichtverschwindende Amplitude.

Effektive Feldtheorie

Kann man eine Feldtheorie finden, die diese Amplituden reproduziert? Der Stringzustand wird
nur durch seinen Impuls bestimmt; die in Frage kommende Feldtheorie muf} also ein masseloses
Skalarfeld ¢ beschreiben. Die Lagrangedichte [37]

_ 2 - _ _
L= ¢n*0,0:0 + ge“be“bqsaaaaqsabagqs. (2.4.11)
fiihrt zu einer 3-Punkt-Funktion
(kl-lzrg)(kg-lzrl) — (kl-lzl)(kl-lgl). (2.4.12)

On-shell, das heifit fiir k-k = 0, verschwindet der zweite Term, und der Ausdruck stimmt mit
(2.4.6) tiberein. Wie beim String verschwinden bemerkenswerterweise alle (on-shell-) Ampli-
tuden mit mehr als drei duleren Beinen. Die Theorie (2.4.11) reproduziert also alle Amplitu-
den des Strings auf Tree-Niveau. Das ist kein vollig iiberraschendes Ergebnis, denn schlieflich
sind die Stringoszillationen unphysikalsich. Die Dynamik des verbleibenden Freiheitsgrades (die
Schwerpunktsbewegung) kann dann genau durch eine Feldtheorie wiedergegeben werden.

Die Theorie (2.4.11) hat eine sehr schone geometrische Interpretation, die man folgendermafien
finden kann. Eine N=2 Stringtheorie im gekriimmten Raum wird durch ein zweidimensionales
Sigma-Modell mit N=2 Supersymmetrie beschrieben. Diese Supersymmetrie ist nur moglich,
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2.4. Streuamplituden und effektive Feldtheorie

wenn der Targetraum eine Kihler-Mannigfaltigkeit ist?. Damit die konforme Invarianz nicht
durch Ein-Loop-Beitridge der zweidimensionalen Theorie verletzt wird, mufl die K&hler-Metrik
auflerdem Ricci-flach sein!®. Erfahrungen mit anderen Stringtheorien zeigen, daf§ geschlossene
Strings typischerweise ‘geometrische Freiheitsgrade’ — also Gravitation — beschreiben; es wére
also sehr plausibel, wenn der N=2 String die Theorie einer Ricci-flachen Kéahler-Metrik in
vier reellen Dimensionen mit Signatur (2,2) wire. Eine Kéhler-Metrik g,z 148t sich durch ein
Potential €2 beschreiben,

Gup = 0a 0580 (2.4.13)
Die hierbei benutzten Ableitungen
0 - 0
. 9 2.4.14
aa aZa Y al_) 8Zb ( )

nach den Targetraum-Koordinaten diirfen nicht mit den Ableitungen 0 und 0 auf der Weltflziche
verwechselt werden. Die einzigen nichtverschwindenden Komponenten des Riccitensors sind

R; = 0,0;In |detg]. (2.4.15)

Das fiihrt auf In }detg} = f(Z) + f(Z). Die Funktionen f und f lassen sich durch geeignete
Wahl der Koordinaten eliminieren, also detg = —1 beziehungsweise

€Pe™0,0,00,05 = —2. (2.4.16)

Diese Gleichung heiit erste Plebanski-Gleichung'! [40]. Einem flachen Targetraum mit Metrik
Naa entspricht das Potential 7,3 Z*Z%. Abweichung vom flachen Raum werden also durch

¢ =Q —neal®Z" (2.4.17)

beschrieben. Setzt man diese Relation in die Plebanski-Gleichung (2.4.16) ein, ergibt sich
- 1 o _
T]aaaaaagb = §€ab€abaaaa¢aba[)¢, (2418)

also die zu (2.4.11) gehérende Bewegungsgleichung. Die Interpretation, daf§ der N=2 Strings
selbstduale Gravitation beschreibt, ist also richtig.
Die Plebanski-Gleichung (2.4.16) ist offensichtlich invariant unter Kahler-Transformationen

Z,Z)— NZ,Z)+ f(Z2) + f(2). (2.4.19)

Dartiiberhinaus besitzt sie aber noch eine unendliche Anzahl versteckter, nicht-lokaler Symmetri-
en, die letztendlich fiir das Verschwinden der Amplituden verantwortlich sind. Diese Symmetrien
und insbesondere ihre Realisierung in der Stringtheorie sind Gegenstand von Kapitel V.

9Das ist vollig analog zu der Tatsache, daf ein N=1 Sigma-Modell in 4 Dimensionen ebenfalls eine Kihler-
Mannigfaltigkeit beschreibt, denn beide Theorien haben die gleiche Anzahl an Superladungen.

10Genau dann, wenn eine Kihler-Mannigfaltigkeit Ricci-flach ist, besitzt sie einen selbstdualen Kriimmungs-
tensor. Daher werden die Begriffe selbstdual und Ricci-flach + K&hler im folgenden synonym benutzt.

UTn [40] wurde auch eine zweite Plebanski Gleichung angegeben, die aus einer anderen Wahl des Koor-
dinatensystems folgt. In dieser Arbeit tritt aber nur die Gleichung (2.4.16) auf und wird im folgenden mit
Plebanski-Gleichung bezeichnet, da keine Moglichkeit der Verwechselung besteht.
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KAPITEL III:

BRST-KOHOMOLOGIE BEI NICHTVER-
SCHWINDENDEM IMPULS

In diesem Kapitel soll das Kohomologieproblem des N=2 Strings fiir nichtverschwindenden
Impuls gelost werden.

Da der chirale Fockraum eine komplizierte Struktur hat, ist es zwecklos, zu versuchen mit expli-
ziten Rechnungen zum Ziel zu gelangen. Die Berechnung der Kohomologie ist daher in mehrere
Schritte unterteilt. In den néchsten beiden Abschnitten werden einige Kohomologietypen be-
schrieben und Tricks gezeigt, die das Problem erheblich vereinfachen. Die Kohomologie kann
im (—1, —1) Bild vollstédndig bestimmt werden. Wir benutzen dazu eine von Frenkel, Garland
und Zuckerman [17] stammende Methode, die im dritten Abschnitt am Beispiel des bosonischen
Strings erkldrt und in Abschnitt vier auf den N=2 String angewandt wird. In den Abschnitten
fiinf und sechs werden dann die Ergebnisse auf beliebige Bildladung erweitert. Im letzten Ab-
schnitt wird die Kohomologie schlieflich explizit in einigen einfachen Féllen bestimmt, um die
Ergebnisse zu illustrieren.

1. Absolute, relative und semirelative Kohomologie

Im diesem Kapitel wird ausschlieflich die chirale Kohomologie behandelt. Nur am Ende dieses
Abschnittes wird kurz auf den geschlossenen String eingegangen.

Bei der Berechnung der BRST-Kohomologie spielen die Nullmoden der bosonischen Symme-
triestrome und der entsprechenden fermionischen Geistfelder eine herausragende Rolle. Fiir
vorgegebenen Impuls hat der hermitesche Operator Lo ein diskretes Spektrum, denn er mifit
die Summe aus Schwerpunktsenergie und Modenlevel eines Fockraum-Zustandes. Ein Zustand
mit nichtverschwindendem fLO—Eigenwert kann nicht Element der Kohomologie sein, denn aus

{Q. b} = IA/oy IA/O V) =aly), QlY)=0 (3.1.1)

folgt fiir a # 0 1

[9) = Qb ) (312

'Das bedeutet, da3 Vertexoperatoren V von Kohomologieklassen konformes Gewicht null haben miissen.
Insbesondere sind Ableitungen solcher Vertexoperatoren BRST-trivial, z.B.

[Q,vW] =ov

mit V1) aus Gleichung (2.3.14).
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3.1. Absolute, relative und semirelative Kohomologie

Das gleiche Argument 148t sich auch auf J, — die Nullmode des U(1) Stromes — anwenden,
denn ganz analog ist {Q,b,} = Jy, wobei der Jy-Eigenwert die halbzahlige U(1)-Ladung eines
Zustandes angibt.

Fiir die Berechnung der Kohomologie ist es also ausreichend, sich auf Zusténde der Form

Loy = Jo |y =0 (3.1.3)

zu beschrinken. Auf diesen Zusténden ist die Wirkung von ) vertrdglich mit den weiteren
Forderungen

bo lt) = b 48} = 0. (3.1.4)

Das sind genau die Bedingungen aus Gleichung (2.2.34). Der Raum dieser Zusténde heifit der
relative Fockraum F,.; (in diesem Abschnitt spielen Impuls und Bildladung keine Rolle und wer-
den daher nicht explizit angegeben) und die zugehorende ‘relative Kohomologie’ wird mit H,.¢
bezeichnet. Im Gegensatz dazu wird der komplette Fockraum F, der keinen Einschrinkungen
unterliegt, auch absoluter Fockraum und die entsprechende Kohomologie H ‘absolute Koho-
mologie’ genannt. H,. besitzt ebenso wie H Gradierungen beziiglich Impuls, Geistzahl und
Bildladung.

Die Bedingungen (3.1.4) hat natiirlich Konsequenzen fiir die Kohomologie, das heiit im allge-
meinen ist H,., # H. Der Zusammenhang zwischen diesen Rdumen 148t sich aber sehr prézise
mit einer exakten Sequenz beschreiben [17, 55|. Betrachten wir zunichst den Fall, daf§ die
bo-Bedingung aufgehoben wird. Der entsprechende Fockraum

F={ ) e F| W) =Lolw)=Jolv) =0} (3.15)

wird im folgenden b'-relativer Fockraum genannt und die Kohomologie mit H' bezeichnet. F’
und F,; unterscheiden sich nur durch die Méglichkeit, den Ostzillator ¢y anzuwenden, d.h.

F' = Fra ® coFrel- (3.1.6)
Die Inklusion i : F,¢ — F' und die Projektion pr : F' — F,., definiert durch
() =14),  pr) +alx) =1Ix), [¥) 5 1x) € Frets (3.1.7)
bilden die folgende kurze, exakte Sequenz:
0— Frop — F 25 Frop — 0. (3.1.8)
Die Projektion antivertauscht mit dem BRST-Operator Q:

pro Q([Y) +co[x)) = pro Qe [x) = pr({Q, co} — co@) [x)
=—QIx) = —Qopr(|¢) +colx)) (3.1.9)
Dabei wurde ausgenutzt, dal {Q,cq} keinen Term mit ¢y enthilt. In der ersten Zeile fallt

1) raus, denn der einzige Term in Q |¢), der ¢y enthilt, ist coLo 1)) = 0. Da auch 7 mit Q
vertauscht, induziert diese Sequenz ein exaktes Kohomologiedreieck?:

%Dies ist eine mathematische Standardkonstrunktion, siche zum Beispiel Ref. [22], Kapitel null.
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3.1. Absolute, relative und semirelative Kohomologie

AN
Hrel ‘ {Q7 CO} H

rel

Der Verbindungshomomorphismus trigt Geistzahl 2 und erlaubt, das Dreieck zu einer langen,
exakten Kohomologie-Sequenz ‘abzurollen’:

L HOEY L et v ppe 1@k eve 1 ppev2 (3.1.10)

rel rel rel

In Abschnitt fiinf dieses Kapitels werden wir zeigen, dafl die relative Kohomologie nur fiir
Geistzahl eins von Null verschieden ist. An der Sequenz liest man dann ab, da H"Y = 0 fiir
g # 1,2 und daf die Abbildungen

., 1 /1 . 12 1
1:H,,— H und pr: H" — H,,

(3.1.11)

Isomorphismen sind. Falls die relative Kohomologie zum Beispiel nur ein Element |¢)) enthilt,
heiBt das, dafl die beiden Zusténde [1)) und cq [1) + |x) mit by |x) = 0 eine Basis von H’ bilden.
|x) wird dabei so gewahlt, daB ¢ [¢)) + |x) BRST-invariant ist.

Der Zusammenhang zwischen H’ und der absoluten Kohomologie H kann analog iiber die
Zerlegung F = F' @ ¢, F’ und die Abbildungen ¢’ : ' — F und pr’ : 7' — F, definiert durch

‘(W) =1, () +alx) =1x), ), 1x) € F, (3.1.12)
gewonnen werden. Die entsprechende lange Sequenz lautet
LHOT L ot B ot (@) ppov2 1 prgre p (3.1.13)

Aus der Sequenz (3.1.10) hatten wir bereits erhalten, da nur H’' und H"* ungleich null sind.
Das fiihrt in (3.1.13) zu dem Ergebnis, da8

pr' : H* — H? und i : H" — H' (3.1.14)

Isomorphismen sind. Bei H? ist die Situation etwas komplizierter. Der relevante Teil der Sequenz
lautet

0— H? L2 P gt o, (3.1.15)

Das heift, i ist injektiv und pr’ ist ist ein Isomorphismus zwischen H? —'(H'?) und H''. Also
hat H? die Form

H? =i (H?) @pr' ' (H"). (3.1.16)

Dadurch, daf} die relative Kohomologie nur Elemente mit Geistzahl eins hat, ist die absolu-
te Kohomologie also vollig durch die relative bestimmt. Aus einem Reprisentanten |¢) der
relativen Kohomologie lassen sich die folgenden absoluten Kohomologieklassen ableiten

g=1:1[¢),
g=2:co W> + ‘Xl) ) 06 W> + ‘X2> ) (3-1-17)
g=3":cycolh) + |xs)
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3.2. Poincaré Dualitédt und Spektraler Fluf3

mit nicht-invarianten Zusténden |x;), die so gewahlt sind, dafi die Zusténde in (3.1.17) BRST-
invariant sind. Dieses Resultat macht es plausibel, daf sich das Spektrum der Theorie nur in der
relativen Kohomologie wiederspiegelt (siehe Kapitel V fiir eine etwas andere Begriindung dieses
Punktes). Die relative Kohomologie besitzt allerdings kein eigenes Skalarprodukt, da man dafiir
Geistnullmoden benoétigt. Die aus relativen Kohomologieklassen konstruierten Zusténde héher-
er Geistzahl haben daher die Funktion, fiir ein nichtverschwindendes Skalarprodukt, dessen
Existenz Voraussetzung fiir eine quantenmechanische Interpretation ist, zu sorgen.

In Kapitel II, Abschnitt drei, hatten wir gesehen, dafl die absolute BRST-Kohomologie zusam-
men mit der Multiplikation (2.3.10) einen Ring bildet. Es ist eine wichtige Frage, ob sich diese
Struktur auch auf die relative Kohomologie iibertriagt. Vertexoperatoren V' in der relativen
BRST-Kohomologie miissen die Bedingungen

AV = A'V =0 (3.1.18)
mit A aus (2.3.17) und
/ dz /
AV (w) = ji WV (w) (3.1.19)

erfiillen. Man kann zeigen, daB A’ einer Leibnitz-Regel gehorcht,
N(Vi-Va) = (A1) - Vo + (=1)MIVi - (A'V), (3.1.20)

das heifit, mit |V;) und |V3) wird auch der Produktzustand (V; - V2)(0) |0) von b vernichtet.
Dagegen erfiillt A keine Leibnitz-Regel (siehe Gleichung (2.3.20)), wodurch die Ringstruktur
der relativen Kohomologie zerstort wird, denn das Produkt zweier relativer Kohomologieklassen
wird im allgemeinen nicht von by vernichtet!

Zum Abschlufl diskutieren wir noch kurz den geschlossenen String, dessen Fockraum das Ten-
sorprodukt links- und rechtlaufender Anteile ist, die beide isomorph zur chiralen Theorie sind
(siehe Gleichung (2.2.32)). Ebenso wie in der chiralen Theorie kann man sich bei Kohomo-
logiebetrachtungen auf Zustédnde beschrinken, die von den Nullmoden sédmtlicher bosonischer
Symmetriestrome vernichtet werden. Das fiihrt auf den relativen Fockraum F; ,.; des geschlos-
senen Strings, der Zusténde |¢) der Form

Lo ) = Lo |¢) = Lo [v) = Lo|¢) =0,
bg ) = by ) =0 mit by = by by, by = b +b) (3.1.21)

enthalt. Offensichtlich faktorisiert dieser Fockraum ebenfalls in links- und rechtslaufenden An-
teil, was mit dem Kiinneth-Theorem auch fiir die relative Kohomologie H¢, des geschlossenen
Strings gilt:

fcl,rel = fL,rel & fR,rel = Hd HL,rel & HR,rel- (3122)

rel —

Wir werden aber in Kapitel V sehen, dal im Gegensatz zur chiralen Theorie nicht die relative,
sondern ‘semirelative’ Kohomologie mit Zusténden, bei denen die bj-Bedingung aufgehoben
wird, die entscheidende ist. Insbesondere faktorisert die semirelative Kohomologie im allge-
meinen nicht in links- und rechtslaufenden Anteil. Der Zusammenhang zwischen absoluter,
semirelativer und relativer Kohomologie kann aber wieder wie oben mit Hilfe von exakten Ko-
homologiesequenzen analysiert werden. Die entsprechenden Verbindungshomomorphismen sind
{Q, cf } beziehungsweise {Q, ¢, }. Weitere Details findet man in [55].
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3.2. Poincaré Dualitédt und Spektraler Fluf3

2. Poincaré Dualitit und Spektraler Fluf3

In den folgenden Abschnitten geht es darum, die chirale, relative Kohomologie H fel,ﬂ'*‘,ﬂ—(k)
fiir jede Geistzahl g, Bildladung (7%, 7~) und beliebigen Impuls & # 0 zu untersuchen. Als
Vorbereitung wird in diesem Abschnitt zunéchst gezeigt, dafl die Kohomologien H,¢ r+ - und
H, ¢ #+ 7 libereinstimmen, wenn

st 4+ =7t +7" spekraler Flus,

(nt, 7)) = (-7t -2, -7 = 2) Poincaré Dualitét.

Zunéachst wird der spektrale Flufl behandelt: In Kapitel II, Abschnitt eins, wurde erklért, daf3
die N=2 superkonformen Algebren, die man als Zwangsbedingungen fiir verschiedene Randbe-
dingungen der fermionischen Stringkoordinaten erhélt, alle zueinander isomorph sind. Fiir die
geisterweiterten Generatoren lautet dieser Isomorphismus konkret

A

L, — L,+6.J,, J, — J,, Gf — C?Tii@, (3.2.1)

fiir einen beliebigen Spektalparameter © € R. Insbesondere ist diese Abbildung ein Automor-
phismus der in dieser Arbeit benutzten NS-Algebra, wenn man © = +1 wihlt, denn dann
bleibt der Modenindex der fermionischen Generatoren halbzahlig. Offensichtlich sind die Auto-
morphismen fiir © = 1 und © = —1 invers zueinander.

Es ist zu erwarten, dafl dieser Automorphismus auch Auswirkungen auf die Kohomologie der
Theorie hat. Ein Operator S(©), der die Abbildung (3.2.1) implementiert, wurde zum Beispiel
in [8] explizit angegeben. Fiir © = %1 trégt er die Bildladung (F1,£1) und lautet

SO=1=8=(1-c)J e e ¥,
SO=-1)=8"t=1+c)Jt e e . (3.2.2)

Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dal S und S~! die Vertexoperatoren von Kohomologieklassen
mit Geistzahl null und verschwindendem Impuls sind. Auf Vertexoperatoren V7 — (k), die be-
liebige Kohomologieklassen mit Impuls k, Geistzahl g und Bildladung (7+, 7~ ) repréisentieren,
wirkt S durch das Multiplikationsgesetz (2.3.10):

S-V. _(kyeH!, | (k) (3.2.3)

Die Relation S - S™' = 1 148t sich leicht mit den expliziten Ausdriicken (3.2.2) nachpriifen.
Aufgrund der Assoziativitdt des Produktes auf Kohomologieklassen ist Multiplikation mit S
eine invertierbare Abbildung, also ein Isomorphismus:

Hg

ot

(k) = HY

at—1,m—+1

(k). (3.2.4)

Die Operatoren S und S~! vertauschen mit by und &) und bilden daher relative auf relative
Kohomologieklassen ab. Der Isomorphismus (3.2.4) gilt also ebenso zwischen den relativen
Kohomologien.

Bei der Poincaré Dualitat wird die Existenz eines Skalarproduktes ausgenutzt, um verschiedene
Kohomologien miteinander in Verbindung zu bringen. Leider enth&lt das Skalarprodukt in
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3.3. Zum Aufwéirmen: relative BRST-Kohomologie des bosonischen Strings

Kapitel II, Abschnitt zwei, die Nullmoden der fermionischen Geister. Alle Elemente des relativen
Fockraumes stehen also senkrecht aufeinander. Um ein nichtverschwindendes Skalarprodukt
zwischen Zusténden, die von den Antigeist-Nullmoden vernichtet werden, zu erhalten, mufl man
die Nullmoden von Hand einfiigen. Auflerdem ist das Produkt nur dann von Null verschieden,
wenn alle Quantenzahlen zueinanderpassen:

) € Frp v - (K), (x| cocy |¥) # 0
=) e F A, (k) (3.2.5)

Aufgrund der Struktur des Fockraumes ist klar, dal das Skalarprodukt nicht degeneriert ist,
mit anderen Worten: Die (endlichdimensionalen!) Rdume

Fopmim (k) wnd  F I (k) (3.2.6)

rel,—mtt—2,—7——2

sind dual zueinander. Trotz der Nullmoden ist () hermitesch:

(Xl cocy@ [¥) = (x| cocoQbobococy [1)
= (x| cocobyboQcocy ) = (x| Qeocy [¥) (3.2.7)
wobei ausgenutzt wurde, daB |¢)) und |x) von Lo und .J, vernichtet werden. Unter diesen
Umsténden wurde in [28], Abschnitt drei, gezeigt, dafi die Kohomologien gleiche Dimension
haben,
dimH?, (k) = dimH, I~ (k). (3.2.8)

rel,—mt—2,—m1——2

Da sie endlichdimensional sind, sind sie isomorph. Allerdings 148t sich nicht ohne weiteres ein
kanonischer Isomorphismus angeben. Das liegt daran, dafl der zu einem Représentanten einer
Kohomologieklasse |¢)) duale Zustand |¢p) mit (¥p| cocy [10) = 1 nicht notwendigerweise BRST-
invariant ist. Es gibt also kein einfaches Rezept, um aus einer Kohomologieklasse in H fel’ﬁ’ﬂ_ (k)

. . —g—2
einen Reprasentanten aus H 7

e o~ 5(k) zu konstruieren.

3. Zum Aufwirmen: relative BRST-Kohomologie des bosonischen
Strings

Eine sehr elegante Methode zur Analyse der relativen, chiralen BRST-Kohomologie, die sich
auch auf den N=2 String im (—1, —1)-Bild anwenden l#8t, wurde von Frenkel, Garland und
Zuckerman [17] gefunden. In diesem Abschnitt wird die Rechnung allerdings erst am einfacheren
Beispiel des bosonischen Strings erldutert.

In der bosonischen Stringtheorie enthélt der Fockraum nur die Fouriermoden der Stringkoor-
dinaten und Reparametrisierungsgeister. FEin beliebiger Zustand hat also die Form

fam, by, cr) |2, p) m,k <0, n<0, (3.3.1)

wobei f irgendein Polynom der Erzeuger und [§2,p) = ¢, [p) ist. Wie iiblich ist der relative
Fockraum der Unterraum aller Zustédnde, die von by und Lg vernichtet werden. Der BRST-
Operator hat die Form

Q= Z Cc_nly — %Z(m —N): ComConbpin - (3.3.2)

m,n
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3.3. Zum Aufwéirmen: relative BRST-Kohomologie des bosonischen Strings

Das zentrale Resultat ist das sogenannte ‘Vanishing Theorem’ , welches besagt, dafl fiir nicht-
verschwindenden Impuls die relative BRST-Kohomologie des bosonischen Strings aufler fiir
Geistzahl eins verschwindet:
H?,(p)=0 fiir g#1, p#0. (3.3.3)
Damit ist die Kohomologie natiirlich noch lange nicht vollsténdig ausgerechnet. Wir werden
aber im néchsten Abschnitt sehen, dafl dieses Ergebnis auch fiir den N = 2 String gilt und dort
erlaubt, die Kohomologie im (—1, —1) Bild sehr einfach und vollstdndig zu bestimmen.
Der Beweis von Gleichung (3.3.3) beruht auf einer Beobachtung, die aus den Zeiten des ‘alten
kovarianten Zugangs’ zur Quantisierung von Stringtheorien stammt: Fiir nichtverschwindenden
Impuls besitzt der Materiefockraum eine Basis, deren Elemente die Form

) =L_p, ... Ly, |X), niy. .. ,ng >0, (3.3.4)

haben [48]. Der Materiefockraum ist also die (unendliche) direkte Summe von universellen
einhiillenden Algebren U(Vir~) der Unteralgebra Vir~ der Virasoro-Algebra, die aus den Ele-
menten mit strikt negativem Modenindex bestehen, symbolisch

Fret =Y "U(Vir-). (3.3.5)

Fiir Impuls p = 0 ist L_;|0) = 0, das heift, die Basis des Fockraumes ist in diesem Fall nicht
von der Form (3.3.4).
Die Generatoren von Vir~ treten im BRST-Operator in der Form

> el (3.3.6)

auf, d.h. im auf |, p) aufgebauten Fockraum wirken die den L_,, zugeordneten Geistmoden als
Vernichter. Dieser Teil des BRST-Operators wirkt also auf den Fockraum C(c,b), der nur aus
Polynomen in den a- und b-Erzeugern besteht. Explizit ist

Cla,b) = span{ H at, H b_n |92, p) } (3.3.7)

n>0 n>0

Der Geistanteil des BRST-Operators enthilt ebenfalls Terme, die auf C(a, b) wirken. Es ist also
plausibel, den Operator

Q= Z cnLpn + % Z (m —n)cmenb_m—n (3.3.8)

n>0 m,n>0

zu betrachten. Man priift leicht nach, dafl (); nilpotent ist; es ist also sinnvoll, die Kohomologie
zu betrachten. Dazu ist es niitzlich, sich die geometrische Bedeutung von C(«, b) klarzumachen:
Im ersten Kapitel wurden die Geistmoden c, als 1-Formen auf einer Gruppenmannigfaltigkeit
interpretiert. Da sie hier aber nur als Vernichter auftreten, ist es an dieser Stelle angebracht,
die Antigeister als die fundamentalen Objekte zu betrachten. Die Antigeister sind dual zu den
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3.3. Zum Aufwéirmen: relative BRST-Kohomologie des bosonischen Strings

Geistern (siehe (2.2.2)), also Elemente der dufleren Algebra der Lie-Algebra. Wegen Gleichung
(3.3.4) 1aBt sich der Raum C(«, b) aufler fir Impuls p = 0 dann als

Clo,b) =Y UWVir ) \Vir- (3.3.9)

schreiben (in hoffentlich offensichtlicher Notation). Der Operator @); berechnet also die Ho-
mologie von Vir~ mit Koeffizienten in Y U(Vir~). Die Berechnung dieser Homologie ist ein

mathematisches Standardproblem?® mit dem Ergebnis, daf sie nur den Grundzustand enthilt,
das heif3t

H(C(a,b), Q1)) = | p), (3.3.10)

also ein vielversprechender Anfang im Hinblick auf unser Ziel Gleichung (3.3.3).

@ ist allerdings nur ein Teil des BRST-Operators und in C(«,b) treten keine Geisterzeuger
auf. Um von Gleichung (3.3.10) auf die Kohomologie des vollstindigen BRST-Operators im
relativen Raum F,¢; zu schliefen, wird eine weitere Gradierung — der Filtrierungsgrad fdeg —
eingefiihrt. Der Filtrierungsgrad ist definiert als

1
fdeg|Q,p) = —§p2 12, p) (3.3.11)

[fdeg, ] = nay, [fdeg, c,] = |n|cq, [fdeg, b,] = —|n|by,.

Fiir festen Impuls p gibt es nur endlich viele Zustdnde mit vorgegebenem Filtrierungsgrad,
d.h. der relative Fockraum F,.;(p) 148t sich in endlichdimensionale Unterrdume mit definiertem
Filtrierungsgrad zerlegen. Es ist von entscheidender Bedeutung, dafl @) zwar nicht homogen
in fdeg ist, aber auch keinen Teil enthilt, der fdeg erniedrigt. ) kann also in einen Anteil
Qo, der vom Grad null in fdeg ist, und einen Anteil, der fdeg strikt erhoht, zerlegt werden.
Aus Q* = 0 folgt dann unmittelbar Q2 = 0, so daf es sinnvoll ist, auch die Kohomologie von
Qo zu betrachten. In der Theorie der Spektralsequenzen (siehe z.B. [22]) lernt man, daf die
Kohomologie von () nur dann nichttrivial ist, wenn auch die von )¢ nichttrivial ist. Fiir den
Beweis des ‘Vanishing Theorems’ (3.3.3) reicht also schon die einfachere Beziehung

HY(Frer, Qo) =0 fiir g#1. (3.3.12)

Spektralsequenzen sind ein kompliziertes Geschéft. Der hier benutzte Zusammenhang 148t sich aber an einem
einfachen Beispiel erldutern. Betrachte dazu einen endlichdimensionalen gradierten Vektoraum R = ) R®, der
mit einem nilpotenten, linaren Operator d = dy + dy ausgestattet ist. Dabei soll dy den Grad eines Elementes
unverdndert lassen und d; ihn um 1 erhohen. Fiir ein homogenes Element o« € R® ist also

doa € R?, dia € R*TL
Zerlegen der Relation d? = 0 in Teile gleichen Homogenitéitsgrades liefert

d2 = d? = {dy,d,} = 0.

3siehe z.B. [19]. Da der Beweis aber fiir die BRST-Kohomologie von Stringtheorien von zentraler Bedeutung
ist und einige Rechentricks enthilt, die typisch fiir die Analyse von Kohomologieproblemen sind, wird er im
Anhang kurz beschrieben.
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3.3. Zum Aufwéirmen: relative BRST-Kohomologie des bosonischen Strings

Mit diesen einfachen Strukturen 148t sich der uns interessierende Zusammenhang
H(R,dy)=0= H(R,d)=0 (3.3.13)

zeigen. Dazu nehmen wir zunéichst H(R,d) # 0 an. Ein Représentant « einer beliebigen nichtverschwindenden
Kohomologieklasse 148t sich dann in homogene Anteile zerlegen,

ly
a=> a, (3.3.14)
=l;

wobei man fiir eine vorgegebene Kohomologieklasse den Représentanten so wihlen kann, dafl I; maximal ist.
Durch Abzéhlen der Homogenitétsgrade stellt man den Zusammenhang

doo =0 = dyoy, =0 (3.3.15)

fest. Da die do-Kohomologie nach Voraussetzung trivial ist, ist a;, = do mit 8 € R'. Dann hat aber das zu
« dquivalente Element o — df eine Zerlegung in homogene Anteile, die mit hoherem untersten Homogenitéts-
grad startet, was im Widerspruch dazu steht, dafl a so gewihlt wurde, daff [; maximal ist. Damit ist (3.3.13)
bewiesen. Die BRST-Kohomologie des bosonischen Strings ist etwas komplizierter, da wir es mit einem unend-
lichdimensionalen Vektorraum zu tun haben und die Zerlegung von ) unendlich viele homogene Anteile enthilt
(aber keinen, der den Homogenitétsgrad erniedrigt). Dieser Fall wird in der allgemeinen Theorie der Spektral-
sequenzen behandelt, die &hnlich wie oben, aber in préziserer Form argumentiert. Es stellt sich heraus, dafl
der Zusammenhang (3.3.13) auch fiir den unendlichdimensionalen Fall gilt, solange nur die Unterriume R* alle
endlichdimensional sind. Wie bereits erwéhnt ist diese Bedingung im BRST-Fall erfiillt, da es fiir vorgegebenen

Impuls nur endlich viele Zusténde in F,..; mit festem Filtrierungsgrad gibt.

Explizit hat Qg die Form Qy = coLo + Q1 + Qs mit Q; aus Gleichung (3.3.8) und

Q2= —% Z (m —n)e_mC_nbmin. (3.3.16)

m,n>0

Im Gegensatz zu (); treten die c-Moden in @)y nur als Erzeuger auf und die b-Moden als
Vernichter. Die folgenden Relationen sind offensichtlich:

Qp = Q1 = Q3 ={Q1,Q2} = 0. (3.3.17)

Der Term c¢yLg in (o kann ignoriert werden, da wir uns ja im relativen Fockraum befinden,
dessen Zustéinde von Ly vernichtet werden. Die Gleichung (3.3.17) legt auBerdem nahe, nicht
nur den Operator ()1 + Q2 zu betrachten, sondern ); und @), getrennt. Dabei ist die folgende
Beobachtung wichtig: Es ist bei der Berechnung der BRST-Kohomologie im allgemeinen nicht
moglich, die Bedingung by = 0 unabhéingig von der Bedingung Lo = 0 zu betrachten, weil
der BRST-Operator fiir Ly # 0 aus dem Kern von by herausfiihrt (siehe (3.1.1)). Im Moment
haben wir es allerdings nur noch mit ¢); und @2 zu tun, die mit by natiirlich vertauschen. Die
Kohomologie von )7 und )2 kann man also auch betrachten, wenn man die ﬁo—Bedingung
lockert. Konkret definieren wir den Raum?

C:={Y) € F; by ) =0}. (3.3.18)

4Zur Erinnerung: F ist der komplette Fockraum, der keinerlei Einschrinkungen unterliegt.
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3.4. BRST-Kohomologie des N=2 Strings im (—1, —1) Bild

Wie iiblich erhélt auch C wieder Gradierungen beziiglich Geistzahl und Schwerpunktsimpuls.
Der relative Fockraum héngt mit C iiber F,.; = C N KerLy zusammen. C hat eine sehr einfache
Struktur, denn er ist das Tensorprodukt

C = Cla,b) ®Clc), (3.3.19)

mit C(a, b) aus Gleichung (3.3.7) und

Cle) = span{ H c_n |, p) } (3.3.20)

n>0

@1 wirkt nur auf C(«, b) und @3 nur auf C(c). Man kann also das Kiinneth-Theorem anwenden,
H(C, Q1+ Q2) = H(C(a, ), Q1) ® H(C(c), Q). (3.3.21)

Es ist instruktiv, in dieser Gleichung die Geistzahl sichtbar zu machen. Da sowohl @); als auch
Q- die Geistzahl um eins erhdhen, sind auch die Kohomologien gradiert, allerdings trégt C(a, b)
nur negative und C(c) nur positive Geistzahl:

HYC,Qi+Q2) = Y H"“C(a,)),Q1) @ H'(C(c),Q2). (3.3.22)

g=v+u
v>1,u<l

Mit Gleichung (3.3.10) erhalten wir also das wichtige Zwischenergebnis
HIC,Q1+Q2) =0 fiir g<1. (3.3.23)

Der niichste Schritt besteht darin, eine analoge Gleichung fiir H(F,.;, Q9) abzuleiten. Wie be-
reits erwihnt ist F.e der Raum der Zusténde |i) € C, die zusiitzlich die Gleichung L [¢)) = 0
erfiillen. Die QQp-invarianten Zusténde aus F, sind auf jeden Fall auch @), + Q)s-invariant, fiir
negative Geistzahl also trivial in C. Konkret heifit das

¥) € FIt, Qoly) =0
= ) = (Q1+Q2) [x) = Qo lx), |x) €Co~". (3.3.24)

1) kann nur dann nichttrivial in F,¢ sein, wenn |x) nicht die Bedingung Loy = 0 erfiillt,
also gar nicht in F,. liegt. Da aber )y und Lo vertauschen und L, fiir festen Impuls ein
diskretes Spektrum hat, muf auch |x) von Ly vernichtet werden, d.h. |y) € Fye. Die relative
Ro-Kohomologie ist also trivial fiir negative Geistzahl. Damit ist auch die relative Kohomolgie
des vollstdandigen BRST-Operators trivial fiir negative Geistzahl. Aus der Poincaré Dualitét
(siche (3.2.8), fiir den bosonischen String mufl man natiirlich die Bildladung ignorieren) folgt
dann sofort, daf§ séamtliche relativen Kohomologieklassen Geistzahl eins haben miissen, das
‘Vanishing-Theorem’ (3.3.3) ist also bewiesen.

Zum Abschlufl unserer Diskussuion des bosonischen Strings behandeln wir noch den Fall p = 0.
Der Grundzustand wird in diesem Fall von L_; vernichtet, die Basis des Materiefockraumes hat
also nicht die Form (3.3.4). Damit wird die ganze Argumentation hinféllig und das "Vanishing-
Theorem’ kann nicht bewiesen werden. Gliicklicherweise ist es nicht schwer, die Kohomologie in
diesem Fall explizit zu berechnen. Dabei findet man in der Tat, dafl das ‘Vanishing-Theorem’

33



3.4. BRST-Kohomologie des N=2 Strings im (—1, —1) Bild

fiir verschwindenden Impuls verletzt ist, denn es gibt nichttriviale Kohomologieklassen fiir die
Geistzahlen 0, 1 und 2. Explizit hat die Kohomologie fiir p = 0 die Form

Hya(p=0) = {c_11Q), o1 |Q), b1 |9) }. (3.3.29)

Ein &hnliches Verhalten werden wir auch beim N=2 String feststellen. Vor allem ist dann die
Kohomologie bei verschwindendem Impuls abhéngig von der Bildladung.

4. BRST-Kohomologie des N=2 Strings im (—1,—1) Bild

Die eben beschriebene Methode zur Berechnung der BRST-Kohomologie ist sehr allgemein.
Die wichtigste Voraussetzung war Gleichung (3.3.4), alle weiteren Schritte waren nur von der
allgemeinen Struktur des BRST-Operators abhéngig, die ja fiir beliebige Zwangsbedingungen
dhnlich ist (wenn die Algebra der Zwangsbedingungen linear ist. Es gibt auch String-Modelle, in
denen das nicht der Fall ist — die W Strings). Gleichung (3.3.4) 148t sich auch noch allgemeiner
formulieren. Die Basis einer Darstellung der Virasoro-Algebra hat immer dann die Form (3.3.4),
wenn die Darstellung der Unteralgebra Vir~ frei ist. Das legt die Vermutung nahe, dafl die
relative chirale Kohomologie eines String-Modelles immer dann in Geistzahl eins konzentriert
ist, wenn der Materiesektor eine freie Darstellung der Unteralgebra der Zwangsbedingungen,
die einen negativem Modenindex haben, ist. Es ist daher auch nicht iiberraschend, daf} das
‘Vanishing-Theorem’ auch fiir den N=1 String bewiesen wurde [28§].

Fiir den N=2 String wurde in Ref. [7] gezeigt, dafl der Materiefockraum fiir Impuls p # 0 eine
Basis der Form

Loy oo Lo GEo GG G Ty e Ty 1) (3.4.1)

—r1 —Tp

hat (n1,...,mg > 0). Der Beweis des ‘Vanishing-Theorems’ 148t sich nun ganz genau wie im
vorigen Abschnitt durchfithren. Ein Punkt verdient allerdings Beachtung. Der Operator ¢); hat
nun die Form

Q1= (enLn+dJn)+> (17 G +77G)

n>0 r>0
/
—|— g m — n)CmCnb_m_n + g mc,,cnb _pmn +
m,n>0 m,n>0

- Z (%n - S)Cn(f}/; irnfs + fy‘:rﬁ:nfs) - Z C;L(fy:ﬁ:nfs - f}/siﬁirnfs)

n,s>0 n,s>0
—4 Z ’YS Y b—r s+ 2 Z §—r '73 '7+b,—r—s~ (342)
r,s>0 r,s>0

Fiir das ganze Argument ist es wichtig, daf§ die Geistmoden in ); Vernichter und die Anti-
geistmoden Erzeuger sind. Das ist nur im (—1, —1) Bild der Fall. In anderen Bildern 148t sich
die Kohomologie nicht auf diese Art berechnen!
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3.4. BRST-Kohomologie des N=2 Strings im (—1, —1) Bild

Der Filtrierungsgrad mufl dann definiert werden als

1
fdeg|Q,p) = —5292 Q),

[fdeg, o] = nay, [fdeg,d,] =

[fdeg, cn] = |n|ca, [fdeg, b,] = |n|bm

[fdeg,c's] = nl|cy, [fdeg, V'] = —|n|b'n,

[fdeg, 7] = |rl", [fdeg, 5] = —|r|5;". (3.4.3)

Man kann explizit priifen, daB @ den Filtrierungsgrad nicht erniedrigt und der Term, der den
Filtrierungsgrad erhalt, die Form Qo = coLo + ¢y Jo + Q1 + Q2 hat mit

=35 E —-n C—mc—n m+n T g mc’ —mc— m+n +

m,n>0 m,n>0
1 _ _ _
+ Z (én - S)C—n(’Y— n+s + ’Y ﬂn-ﬁ-s) - Z c/_”(’yi_sﬂn-i-s —V-s :—i—s)
n,s>0 n,s>0
—4 Z fy:sfyi_rbTJrS -2 Z (8 - r)fy:sfy——’—rb/TJrs' (344)
r,5>0 r,s>0

Um die Kohomologie von @) + ()2 zu berechnen, werden die Lo- und jo—Bedingungen, nicht
aber die der Antigeist-Nullmoden fallengelassen. Der relevante Fockraum ist

C=Clc,d,v)@ChV, [ a,db) (3.4.5)
mit
Cle,d,v*) =span{] [ = [ ¢=n [[ 75} 10, P) (3.4.6)
n>0 n>0 r>0
und

C,v, 8%, a,d) = span{ [ [ oo [ [ V'=n [ [ e=n [ [ 8% T @3 192 1) -

n>0 n>0 n>0 r>0 r>0

Wie beim bosonischen String wirkt Q; nur auf C(b, ¥, 8%, «, d) und Q5 nur auf C(c, ¢, y*). Eine
Super-Version des Resultats aus Anhang B bedeutet dann, dafi H(C,Q; + Q2) fiir Geistzahl
g < 1 verschwindet. Die Erweiterung dieses Ergebnisses auf die relative Kohomologie von Q)
und — per Poincaré Dualitét — auf positive Geistzahlen funktioniert genau wie beim bosonischen
String, was schliellich fiir nichtverschwindenden Impuls auf das ‘Vanishing Theorem’ fiir den
N=2 String fiihrt:

H?,(p)=0 fir g#1, p#0. (3.4.7)
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Die Dimension der Kohomologie 1i8t sich mit dem Euler-Poincaré Prinzip® berechnen. Dabei
spielt der Impulsindex p der diversen Verktorrdume eine wichtige Rolle und wird fiir den Rest
dieses Abschnittes immer explizit angegeben. Gleichung (3.4.7) und das Euler-Poincaré Prinzip
fithren auf

dim Hyy(p) = — Y _(=1)*dim H},y(p) = — Y _(~1)*dim F,,(p). (3.4.9)

Um die rechte Seite zu berechnen, betrachten wir zuerst den Raum C(p) (Gleichung (3.4.5)),
gradiert beziiglich des Jy - Eigenwertes j und des Massenlevels n, d.h. des Eigenwertes von
Lo — %pQ:

Cp)= Y ") (3.4.10)

JEZ,n>0

Da F,¢(p) der Durchschnitt dieses Raumes mit dem Kern von [:0 und jo ist, ist also Fre(p) =
COm37 (p).
Der Charakter ch,V eines gradierten Vektorraumes V' ist definiert als

ch,V = Z z"dimV™. (3.4.11)

Fiir einen Vektorraum mit zwei Gradierungen ist

chyV = Zx”ymdimvn’m. (3.4.12)

n,m

eine natiirliche Verallgemeinerung. Es ist ein kombinatorisches Problem, den Character von
C(p) zu berechnen,

chzyC(p) _ H(l + :L,k:)4 H(l . xk_l/Qy_l)_Q H(l . Cl,‘k_l/2y)_2 %

k>0 k>0 k>0
[T =5 L@+ 2y T+ 22y (3.4.13)
k>0 k>0 k>0

Die einzelnen Faktoren stammen dabei jeweils von den fermionischen Geistern, den S*,~*-
Moden, den (37,7 -Moden, den a-Moden und den d*,d”-Moden. Die Dimension von F,(p)
ist der Koeffizient von 227" in cha,C(p). Den Faktor (—1)9 in Gleichung (3.4.9) beriicksich-
tigt man, indem man C(p) auch noch beziiglich der Geistzahl gradiert und den Ausdruck

®Unter diesem Namen lduft die folgende Beobachtung: R sei ein gradierter Vektorraum, R = Y, R”, und
besitze einen nilpotenten Operator d, der den Grad um genau eine Einheit erhoht, d : R* — R®*!. Die
Kohomologie H erbt in diesem Fall die Gradierung, H = ), H?, und es gilt

> (-1)*dim R = Y "(~1)*dim H". (3.4.8)

Beweis: Zerlege R* = Z® @ A® in einen Unterraum Z¢, der von d vernichtet wird und ein Komplement A*. Man
kann Z¢ weiter in einen d-trivialen Raum B® und die Kohomologie zerlegen, Z* = B* @ H®. Das setzt man in
die linke Seite von (3.4.8) ein und erhilt die rechte Seite, wenn man dimA® = dimB**! benutzt.
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3.5. Bildwechsel, Teil Eins

dim, g(—l)gx”yjdimcnvj’g(p) berechnet. Dabei drehen sich die Vorzeichen in den ersten drei
Faktoren um:

3 (~ 1)y dim €9 (p) =

Jm.g

H(l _ .CL'k)4 H(l + xk71/2y71)72 H(l + xkfl/2y)72 >

k>0 k>0 k>0

H(l . l,k:)—4 H(l + xk—l/Qy—l)Q H(l + CL‘k_l/Qy)Q

k>0 k>0 k>0

_ 1 (3.4.14)

Das Euler-Poincaré Prinzip besagt also, da§ die Dimension von H},(p) der Koeffizient von
273P" in diesem Ausdruck ist. Das liefert das endgiiltige Resultat

dim H!

rel\P

(p) =1 falls p*> =0 und 0 sonst. (3.4.15)

Damit ist die Berechnung der Kohomologie in diesem Bild abgeschlossen.

Diese Methode ist das BRST-algebraische Pendant zur Berechnung der Zustandsumme [37],
d.h. der 1-Loop-Vakuumamplitude, zu der alle Zustdnde der Theorie beitragen. Der Ausdruck
(3.4.14) taucht dabei als Integrand auf. Das Vorzeichen (—1)¢ in Gleichung (3.4.9) représentiert
den Effekt, dafl sich Geistzustéinde und unphysikalische Zustdnde in den inneren Linien von
Loop-Diagrammen auftheben.

5. Bildwechsel, Teil Eins

In den beiden vorigen Abschnitten haben wir gesehen, daf8 die Theorie im (—1,—1) Bild nur
einen physikalischen Zustand enthélt. Leider ist die dabei benutzte algebraische Methode zur
Analyse der Kohomologie nicht in anderen Bildern anwendbar, und es stellt sich die Frage, ob
und wie man die Ergebnisse (3.3.3) und (3.4.15) auf andere Bilder tibertragen kann.

Aus der Kohomologie eines Bildes (71, 7~ ) kann man weitere Klassen in hoheren Bildern durch
Anwenden der Bildwechseloperatoren X+ gewinnen. Es wurde aber schon in Kapitel II darauf
hingewiesen, dafl das Kohomologieproblem damit noch nicht vollstéandig geltst ist. Es bleibt zu
zeigen, dafl die Bildwechseloperatoren wirklich Isomorphismen der Kohomologien in verschie-
denen Bildern sind.

Das analoge Problem existiert auch in der N=1 Stringtheorie, in der es nur einen Bildwechsel-
operator X gibt. Die Lehrbuch-Losung [25] besteht darin, den inversen Bildwechseloperator Y
zu betrachten. Ebenso wie der Bildwechseloperator X vertauscht Y mit ) und hat konformes
Gewicht 0. Seine Nullmode Yy = § £227'Y(2) erfiillt die Beziehung

XooYy=YyoXo=1+1[Q,€. (3.5.1)

Dabei ist Xg = {Q, &} die Nullmode des Bildwechseloperators und € ein Operator, dessen
explizite Form unwichtig ist. Gleichung (3.5.1) zeigt, dal Y, den Bildwechseloperator X, auf
Kohomologieklassen invertiert, da dann der zweite Term auf der rechten Seite irrelevant ist.
Damit ist die Bildunabhingigkeit der Kohomologie bewiesen®. Allerdings vertauscht Y nicht

6Gleichung (3.5.1) bedeutet natiirlich nicht, da8 die Fockriume in den verschiedenen Bildern isomorph sind.
Bildwechsel ist also nur ein ‘on-shell’ - Isomorphismus.
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mit by [12, 6], bildet also die relative Kohomologie nicht unbedingt wieder in sich selbst ab!
Die Existenz von Y zeigt also noch nicht die Isomorphie der relativen Kohomologie (bzw. der
semirelativen Kohomologie im Fall des geschlossenen Strings). Daher betrachten Berkovits und
Zwiebach in [6] den BRST-invarianten Operator A" := § Ze~%y#(z). A", vertauscht mit b
und erfiillt die Relationen

Xoo A", = —%A“ +{Q, m"}, A0 Xy = —%A“ +{Q, n"}, (3.5.2)
wobei A* := § g—;ax # der Impulsoperator ist und die Operatoren m und n mit by vertauschen.
Diese Relationen reichen aus, fiir nichtverschwindenden Impuls die Isomorphie der relativen
Kohomologie in verschiedenen Bildern zu beweisen: Sei z.B. |1, 7, k) Représentant einer Ko-
homologieklasse im Bild 7 mit Impuls & und k° # 0. Mit Hilfe der ersten Gleichung in (3.5.2)
kann man also schreiben

KO i, m k) = —2Xg 0 A% [, m, K) + 2Qm® |4, 7, k). (3.5.3)

Der Zustand [¢, 7, k) liegt also im Bild von X, modulo eines BRST-trivialen Zustandes. Damit
ist gezeigt, dafl X, auf der Menge der Kohomologieklassen surjektiv ist. Die Injektivitéit 148t
sich ebenso leicht mit der zweiten Gleichung in (3.5.2) zeigen. Die Tatsache, dai A", mH
und n* mit by vertauschen ist wichtig, um dieses Argument auch auf die relative Kohomologie
auszudehnen. Dadurch wird sichergestellt, dal A°, |1, 7, k) und mP |, 7, k) von by vernichtet
werden, sobald |, 7, k) von by vernichtet wird.

Es ist offensichtlich, daf} dieser Beweis fiir verschwindenden Impuls nicht mehr funktioniert.
Zusammenfassend zeigt die Existenz der Operatoren Y und A", im Fall des N=1 Strings also
die Bildunabhéngigkeit der absoluten Kohomologie fiir beliebigen Impuls und der relativen
Kohomologie fiir Impuls & # 0. Das ldt noch die Moglichkeit einer Bildabhéngigkeit der
relativen Kohomolgie bei k = 0 offen, was im Ramond-Sektor tatsichlich der Fall ist”.

In der N=2 Theorie ist die Situation komplizierter, denn es existieren keine zu Y analogen inver-
sen Bildwechseloperatoren [9, 31]. Dies ist keineswegs erstaunlich, denn wir werden im néchsten
Kapitel sehen, daf} die absolute Kohomologie bei verschwindendem Impuls bildabhéngig ist. Ein
impulsunabhéngiger inverser Bildwechseloperator — wie etwa Y — kann also nicht existieren.
Es ist daher naheliegend, dhnlich wie in [6] vorzugehen und zu versuchen, die Bildwechsel-

Operatoren in impulsabhéngiger Weise zu invertieren. Dazu betrachten wir die Impulsoperato-
ren im (0, —1) Bild

d
Al = ﬁ e~ P ta(). (3.5.4)

Wegen
(@, e ] = Blee pt) (3.5.5)
ist A5 _; BRST-invariant und erfiillt wie in der N=1 Theorie die Schliisselrelationen

Xo 0o A5y =2A" +{Q, m"}, 610Xy =2A°+{Q,n"}, (3.5.6)

"Im NS-Sektor ist die relative Kohomologie vermutlich auch bei k = 0 bildunabhingig, obwohl kein Beweis
dafiir existiert.
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wobei A% = ;l—fr 07 der Schwerpunktsimpuls ist, und m® und n® sind durch
le f d22 A _ o+
mé = : — dw 06~ (w)e ¥ pH*(2y),
fQﬂ'ZZl | 22| <|21] 27 29
n® :7{ dz dz /Zl dw e ()06 (w) (3.5.7)
211 | 21| <22 27T21 2 e

gegeben. An den expliziten Ausdriicken erkennt man, daf alle Operatoren mit by und bj ver-
tauschen. Mit demselben Argument, das oben fiir den N=1 String beschrieben wurde, zeigt
man, da X~ fiir Impuls k& # 0 invertierbar ist. Alle Rechnungen lassen sich naturlich vollig
analog im (—1,0) Bild durchfiihren, was auf das gleiche Resultat fiir X fithrt. Damit ist die
Bildunabhéngigkeit der relativen BRST-Kohomologie bei Impuls & # 0 beweisen.

Um die erste Gleichung in (3.5.6) zu beweisen, schreiben wir X; o A§ _; als

dz sz B ot 4a
O o f 2mizy £2<|z1| 2m (21)e v (z). (3.5.8)

Wenn sich die Felder X~ und e~#" ¢ einander néhern, tauchen keine Singularititen auf, denn
sie haben die Operatorprodukt-Entwicklung

X (2)e™? ro(w) ~ cdE" e YT (w) + 20Z2%w) + Oz — w). (3.5.9)

Daher 148t sich die Relation

X (21) = X (22) + /zl dw {Q,0¢ (w)} (3.5.10)

z2

in Gleichung (3.5.8) einsetzen, was auf

Xy 0 Af _%% (cOE~e ¢ yta +28Z“)

o 2 [T a0 Q.06 ke vz

27T221 | z2|<|21] 2T 29

fithrt. Unter Ausnutzung von (3.5.5) 1a8it sich der Integrand umschreiben in

{Q, 06 (w)}e® ¢ (22) = {Q, 8¢~ (w)e™® §*(25)}
+ 9 (w)d(ce Pt (z)). (3.5.11)

Aus dem zweiten Integral in (3.5.10) wird dann

(Q. f da T2 [™ G 9 (w)e®" 47 (z0))}

27T221 | z2|<|21] 2T 29

dz d22 3 B ot te
+j{2m'z1 2ol <] 27r (21) — & (22))0(ce™® p™(22))

={Q,m*} — fd@ (22)0(ce”? YT (). (3.5.12)
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Einsetzen in (3.5.10) liefert
Xo 0 A5y =2A" +{Q,m"}

d

4—j€§f-@fﬁ-ev*w+a-§aam@*¢+a». (3.5.13)
7r

Das ist bereits das gewiinschte Ergebnis, denn der Integrand im letzten Term ist eine totale

Ableitung und das Integral verschwindet.

6. Bildwechsel, Teil Zwei

In diesem Kapitel wird ein alternativer Beweis, dafl die Bildwechseloperatoren XgE Isomor-
phismen der absoluten BRST-Kohomologie bei Impuls £ # 0 sind, gegeben. Dabei wird nicht
versucht, X3 explizit zu invertieren, so daf8 dieses Argument logisch véllig unabhéngig von dem
vorangegangenen ist. Leider konnen wir in diesem Abschnitt keine Aussagen iiber die relative,
sondern nur iiber die b'-relative Kohomologie machen — allerdings unabhéngig vom Impuls.
Dadurch werden wir Informationen iiber die Bildabhingigkeit der b'-relativen Kohomologie bei
k = 0 erhalten.

Um die grundlegende Idee des Beweises [36] zu erldutern, betrachten wir wieder den N=1
String. Wie bereits erklart wurde, wird im Rahmen der Bosonisierung der +, 3-Geister der
chirale Fockraum durch den Oszillator &y zu

Fe=F @ &F (3.6.1)

erweitert. Diese Zerlegung ist vollig analog zu Gleichung (3.1.6) in Abschnitt eins dieses Kapi-
tels; wir konnen also mit den gleichen Methoden eine Beziehung zwischen der Kohomologie H¢
von F¢ und der absoluten Kohomologie H von F herstellen: Die Inklusion ¢ : 7 — F¢ und die
Projektion pr : Fe — F , definiert als

i(a) := a+ &0, pr(a+&b) :=b, a, beF, (3.6.2)
lassen sich zu der kurzen exakten Sequenz
0—F - F 2 F—0 (3.6.3)

kombinieren. Natiirlich vertauscht die Inklusion mit dem BRST-Operator. Daf die Projektion
mit dem BRST-Operator antivertauscht, zeigt eine kleine Rechnung;:

proQa+&b) =pr(Qa+{Q,&}b — &Qb)
Qb= Qo prla+&b). (3.6.4)

denn die Projektion vernichtet den Zustand {Q, &y }b, da er kein &y enthilt. Die Sequenz indu-
ziert also genau wie in Abschnitt eins ein Kohomologie-Dreieck mit Verbindungshomomorphis-
mus {Q, &} = Xo. Wenn man die Bildladung beriicksichtigt, wird daraus eine lange, exakte
Kohomologie-Sequenz

— H P H X H S HE (3.6.5)
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wobei benutzt wurde, dafl die Projektion Bildladung —1 und X Bildladung +1 trégt.
Die Schliisselbeobachtung ist nun, daf§ die Kohomologie von F trivial ist, das heifit HS = 0 fiir
jedes 7, denn im erweiterten Fockraum gibt es einen Homotopie-Operator®

W (z) = 4c€0e™ ¢ (3.6.6)
mit der Eigenschaft

{Q,W(2)} =1. (3.6.7)

Setzt man HS = 0 in (3.6.5) ein, erhiilt man die exakte Sequenz
0—Hp 1 =% H, — 0. (3.6.8)

X, ist also ein Isomorphismus.
Der Operator W héngt natiirlich eng mit dem inversen Bildwechseloperator zusammen

W(z) =—£-Y(z2). (3.6.9)
Ein BRST-invarianter Zustand 148t sich (modulo BRST-trivialer Anteile) immer schreiben als

) = XoYo ) = Q&Y [¢) . (3.6.10)

Fiir den N=1 String ist das obige Argument also nur eine Umformulierung der Analyse aus dem
vorigen Abschnitt. Das Bemerkenswerte ist allerdings, daf§ der zu W analoge Operator auch in
der N=2 Stringtheorie existiert, obwohl es keine zu Y analogen Operatoren gibt! Explizit hat
W in der N=2 Stringtheorie die Form

W(z) = —icf*ﬁewe‘p_ (2), (3.6.11)
und erfiillt die gewiinschte Relation {Q, W (2)} = 1. Im Gegensatz zum N=1 String erhélt man
aber durch Herausziehen einer einzelnen £*-Nullmode keinen legalen Operator. Eine zu (3.6.9)
analoge Relation existiert fiir den N=2 String nicht.
Der Operator W vertauscht zwar mit b, aber nicht mit by! Aus Gleichung (3.6.7) folgt also nur,
daBl die Kohomologie des §6—L erweiterten, b'-relativen Fockraumes

Fe=F QGF ®EF @& F (3.6.12)

verschwindet (siehe (3.1.5) fiir die Definition von F’). Die Kohomologie dieses Raumes wird
mit H" bezeichnet. Aus {Q, W(z)} = 1 188t sich also schliefen, daf8 diese Kohomologie fiir
beliebige Bildladung und Geistzahl verschwindet, das heifit H’ if =0

Leider ist der Zusammenhang (3.6.12) etwas komplizierter als (3.6.1). Wir kénnen also nicht
eine einfache exakte Sequenz wie (3.6.5) hinschreiben und gehen daher in zwei Schritten vor.
Zuerst definieren wir

Fr=F @&F (3.6.13)

8Man beachte, da8 W kein legaler Operator im Fockraum JF ist, denn er enthilt die Nullmode &.
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und die Projektion
proFe—F.,  prla+&b+iie+ &5 d) =c+&d, (3.6.14)

fiir a, b, ¢, d € F'. Die Abbildung pr hat wiederum Bildladung —1 und antikommutiert mit @),
denn

(pro@Q)(a+&b+ & c+E5& d)
= pr(Qa + Qb+ Q& ¢+ Q&5 Ey d)

= pr(Qa+ Xgb— & Qb+ Xg'c — & Qc + X &y d — & Q4 d) (3.6.15)
= —Q(c+ & d)
=—(Qopr)(a+ &b+ e+ & & d), (3.6.16)

wobei alle Nullmoden & explizit aufgefiihrt wurden. Zusammen mit der Inklusion i : F_ — F
(die trivialerweise mit ) vertauscht) kann man die kurze, exakte Sequenz

0—F SR F —0 (3.6.17)

bilden. Wie in der N=1 Theorie wird eine lange, exakte Kohomologie-Sequenz induziert:

X§ i
RNy S Ny - [
ot

pr -
— H [t

rt—1,7m—

. H

nt,m—

. (3.6.18)

Ebenso erhiilt man eine analoge Sequenz, die H* enthilt (H* bezeichnet die Kohomologien
von F.). Mit Hilfe von H’ fr+ — = 0 erhalten wir das folgende (impulsunabhéngige) Resultat:

Die Abbildungen

X Ho ——H, . (3.6.19)
und
Xy H;lﬂr, — H:+,7r—+1 (3.6.20)
sind Isomorphismen. H;tr kann also nur von m~ und H;:J_ nur von w abhdingen.
Im zweiten Schritt betrachten wir die Projektion
pr' F_o— F, pr(a+ & b) = 0. (3.6.21)
pr’ antivertauscht wieder mit ) und iiber die exakte Sequenz
0—F S F "oF 0 (3.6.22)

und das entsprechende Kohomologie-Dreieck erhalten wir fiir jedes Paar (7, 77) eine lange
exakte Kohomologie-Sequenz mit Verbindungshomomorphismus X, :

Xo oy 0
nt, =

i - pr’ ! X ' i
— H_ —H. . —H. ... (3.6.23)
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3.6. Bildwechsel, Teil Zwei

Damit kénnen wir das folgende impulsunabhéngige Resultat beweisen:

Wenn

X ! — Hii 5 (3.6.24)

At
fiir fest vorgegebene Bildladung (7, 77) ein Isomorphismus ist, dann ist
Xq H%er_ — H%JFHJF_ (3.6.25)

ein Isomorphismus fiir beliebiges m~. Spektralfluf$ garantiert dann die Isomorphie aller Hy+ ..
Ein analoges Resultat gilt fir X, .

Diese Behauptung ist eine direkte Anwendung des Fiinfer-Lemmas aus der Theorie der exakten
Sequenzen (siche z.B. [47]). Die entscheidende Beobachtung ist, dafi die Sequenz (3.6.23) un-
abhiingig von 7" ist. Um zu zeigen, dafl X bijektiv ist, schreiben wir zwei Sequenzen fiir die
Bildladungen 7" und 7 + 1 nebeneinander hin und verbinden sie durch X (aus Platzgriinden
ist das folgende Diagramm um 90° aus seiner {iblichen Form gedreht).

H= IR
7 F-41 - FH41,7— 41
pr’ pr’
X+
! 0 !
Heine —— Hiipqne
Xo Xo
X+
' 0 ' 3.6.26
H%+,%—+1 — Hzr -1 ( )
7 7
H- BRI
FHAE 4+l o FH41,7—+1
pr! pr!
X+
! 0 !
Hei e —— Hipifg5-

Aufgrund von (3.6.19) sind die erste und vierte horizontale Abbildung von oben Isomorphismen.
Auflerdem sind die Spalten exakt und es gelten die Relationen

[Xopr'l = [X{,i] =0,
(X0 Xo | = X076 Q@ — & Q& Q — QIX(, & (3.6.27)

Da [X;", &, ] die Nullmoden &5 nicht enthilt, vertauschen simtliche Abbildungen auf den Koho-
mologierdumen. Das Diagramm ist also kommutativ. Wenn wir nun wie in der zu beweisenden
Behauptung annehmen, dafl auch die zweite und fiinfte horizontale Abbildung Isomorphismen
sind, besagt das Fiinfer-Lemma, dafl die mittlere horizontale Abbildung ebenfalls bijektiv ist.
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3.7. Explizite Rechnungen

Die Behauptung folgt dann fiir alle 7= > 7~ per Induktion. Der Fall 7~ < 7~ kann analog be-
handelt werden, indem man die Rollen von X und X, vertauscht. Damit ist die Behauptung
bewiesen.

Um dieses Resultat anwenden zu kénnen, wird im néchsten Abschnitt explizit gezeigt, dafl der
Bildwechseloperator X~ im masselosen Fall, also k - k = 0, ein Isomorphismus zwischen den
b'-relativen Kohomologien in den (—1,—1) und (—1,0) Bildern ist. Auerdem vertauscht auch
der Spektralfluioperator S mit b). Auf diese Weise erhalten wir das folgende kommutative®
Diagramm

-

HI—1,—1(%'k:0) — HI—LO(EI‘J’:O)

S*"J{%’ S—n

— X—
HlflJrn,flfn(k'k:O) - HL1+n,n(

(3.6.28)

1R

ol

k=0)

X~ ist also auch ein Isomorphismus in der unteren Reihe. Da ein analoges Diagramm auch fiir
X existiert, sind

X Hlf1+n,—1fn(]5'k:0) - Hl—1+n,—n(%'k:0)>
Xt H o (k-k=0)— H}, _,_ (k-k=0) (3.6.29)

fiir jede ganze Zahl n € Z Isomorphismen. Wir kénnen nun Gleichung (3.6.25) anwenden und
haben damit bewiesen, daf fiir k-k = 0 die Bildwechseloperatoren Isomorphismen zwischen den
Kohomologien beliebiger Bildladung sind.

Im Prinzip ist diese Methode auch fiir hohere Massenlevel anwendbar. Allerdings mufl man
als Induktionsvoraussetzung explizit nachweisen, dafl die Bildwechseloperatoren zum Beispiel
Isomorphismen zwischen den (—1,—1) und (—1,0) Bildern sind, was sehr aufwendig werden
kann.

7. Explizite Rechnungen

Zum SchluB dieses Abschnittes wird die Kohomologie im masselosen Fall, also fiir k-k = 0, in
einigen einfachen Fallen explizit berechnet.

Wir betrachten zunéchst das (—1, —1) Bild. Mit Hilfe der Gleichungen (2.2.25) stellt man fest,
daf der relative Fockraum nur aus einem einzigen Zustand mit Geistzahl eins besteht,

al —1,-1,k), k-k=0. (3.7.1)

Dieser Zustand ist offensichtlich BRST-invariant aber nicht exakt. Er bildet also die relative
Kohomologie im (—1, —1)-Bild. Im b'-relativen Fockraum gibt es zusétzlich noch den Zustand

cocr| =1, -1,k ), k-k =0, (3.7.2)

der ebenfalls invariant aber nicht exakt ist. Die b'-relative Kohomologie enthilt also einen
Zustand mit Geistzahl eins, einen mit Geistzahl zwei und verschwindet sonst. Man kann leicht

9X~ und S wirken iiber die kommutative und assoziative Multiplikation (2.3.10) auf Kohomologieklassen.
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3.7. Explizite Rechnungen

nachpriifen, daf8 dieses Ergebnis im Einklang mit der Sequenz (3.1.10) ist. Der Vertexoperator
fiir den Zustand (3.7.1) wurde bereits in (2.3.25) angegeben und der fiir (3.7.2) lautet

VI = cOce ¥ e ¢ ez (FZ+k2), (3.7.3)

Im (—1,0) Bild wird der relative Fockraum durch die folgenden Zusténde aufgespannt:

Al = Cl('Y/ M (” 1/2)Nd a/2‘ —1,0,k), g=2N+1,
By = c1(vf) (02,) Y =1,0,k), g=2N+2, (3.7.4)
OF = c1(m)9) T (101 ) VdZT )pd T3 ol —1,0,k ), g=2N +2,

wobei N eine nichtnegative ganze Zahl ist. Der BRST-Operator wirkt als

QA% =2k By + 1,5k C%,
QBN = 145" AN+1a (3.7.5)
QO =2k AL, | — 2kP A, .

Es ist nicht schwer, die Kohomologie dieses Systems explizit zu berechnen. Fiir Schwerpunkt-
simpuls £ # 0 enthélt die Kohomologie genau einen Zustand mit Geistzahl 1:

Nk Al = crk-d”, | —1,0,k ), kk = 0. (3.7.6)

Der entsprechende Vertexoperator V_j o steht in (2.3.32). Mit den Resultaten aus Abschnitt
eins dieses Kapitels, stellt man fest, daf3 die ¢/-relative Kohomologie fiir Geistzahl g # 1,2
verschwindet. Der Anteil mit Geistzahl eins ist der Zustand (3.7.6). Anwenden von (@) auf
conapk®Af ergibt

Qconah A = —Angk* Ab = —4Q By, (3.7.7)

was zeigt, dafl die Kohomologieklasse auf Geistzahl zwei durch cona;,k’“Af_’) + 4B, représentiert
wird. Der Vertexoperator ist

Ve = (cOckap~e ¥ — dien )erBZHR2), (3.7.8)
Mit dem expliziten Ausdruck fiir X~ lassen sich die folgenden Relationen leicht nachpriifen.
X Vo= Vo, X V;qlzil = V;qu. (3.7.9)

Damit ist explizit nachgewiesen, dafl Bildwechsel ein Isomorphismus zwischen diesen beiden
Bildern ist — ein Ergebnis, das als Induktionsanfang fiir den Beweis in Abschnitt sechs benotigt
wurde.
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KAPITEL 1V:

BRST-KOHOMOLOGIE BEI VERSCHWIN-
DENDEM IMPULS

Die BRST-Kohomologie bei nichtverschwindendem Impuls, die im vorigen Kapitel untersucht
wurde, ist entscheidend fiir das Spektrum der Theorie. Wichtig war vor allem die Bildun-
abhéngigkeit der Kohomologie, denn nur mit diesem Ergebnis lassen sich die Kohomologieklas-
sen verschiedener Bilder als dquivalente Beschreibung desselben Freiheitsgrades betrachten.
Die Kohomologie bei Impuls k£ = 0, die in diesem Kapitel untersucht wird, ist dagegen fiir das
Spektrum unerheblich, da es nur um einen isolierten Punkt im Impulsraum geht. Insbesondere
steht eine Bildabhingigkeit dieser Kohomologie nicht dazu im Widerspruch, die dynamischen
Freiheitsgrade der verschiedenen Bilder zu identifizieren. Wir haben allerdings bereits mehrfach
gesehen, dafi Operatoren mit verschwindendem Impuls eine wichtige Rolle spielen — etwa der
Spektralfluioperator S und die Bildwechseloperatoren X*, die alle Vertexoperatoren von Ko-
homologieklassen der Geistzahl null sind. Diese Operatoren wirken iiber das Produkt (2.3.10).
Daneben gibt es noch die Gerstenhaber-Klammer, durch die Operatoren mit Geistzahl eins
wirken konnen. Etwas anders formuliert: Seien O und P Operatoren in der Kohomologie mit
Geistzahlen null und eins. Dann sind die Abbildungen

V-0V, V- {PV}, (4.1)

(V' représentiert hier eine beliebige Kohomologieklasse) Abbildungen innerhalb der BRST-
Kohomologie, die die Geistzahl nicht &ndern und den Impuls von O und P tragen. Verlangt
man weiterhin, dafl diese Abbildungen den Impuls des Vertexoperators nicht d&ndern — eine
Forderung, die sehr natiirlich ist, wenn man (4.1) zum Beispiel als Symmetrietransformationen
interpretieren will — endet man zwangslaufig bei einer Untersuchung der BRST-Kohomologie
bei Impuls null.

Die Ergebnisse aus Abschnitt zwei, Kapitel III lassen sich ohne weiteres auch auf das Kohomo-
logieproblem bei verschwindendem Impuls iibertragen. Wie bereits erwihnt wurde, funktioniert
bei Impuls null aber weder die FGZ-Methode noch die Bildwechsel-Methode der relativen Ko-
homologie (Kapitel III, Abschnitte vier und fiinf). Wir sind daher im wesentlichen auf explizite
Rechnungen wie in Abschnitt sieben des letzten Kapitels angewiesen. Allgemeine Aussagen
lassen sich nur iiber die b'-relative Kohomologie bei Impuls null machen.

1. Geistzahl Null

Im (—1,—1) Bild ist die Situation vollig analog zum Fall nichtverschwindenden Impulses. Der
relative Fockraum enthélt nur den Zustand (3.7.1) mit & = 0, ist also leer fiir Geistzahl null.
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4.1. Geistzahl Null

Das gleiche gilt fiir das (—1,0) und (0,—1) Bild. Mit anderen Worten: Es gibt keine relative
Geistzahl null Kohomologie in diesen Bildern.
Im (0,0) Bild enthilt der relative Fockraum fiir Geistzahl null zwei Kandidaten':

0, 0) und c1b’ 1 0,0) (4.1.1)

Der erste Zustand ist der si(2)-invariante Grundzustand der konformen Feldtheorie, der
natiirlich BRST-invariant ist, wohingegen der zweite Zustand nicht invariant ist. Da der re-
lative Fockraum in diesem Bild fiir negative Geistzahl leer ist, kann |0, 0) auch nicht trivial sein
(andernfalls hétten wir ernsthafte Schwierigkeiten mit dem ganzen BRST-Formalismus). Der
Grundzustand (beziehungsweise der Identitatsoperator in der Sprache der Vertexoperatoren)
bildet also die relative Geistzahl null Kohomologie im (0, 0) Bild. Dieses einfache Beispiel zeigt
schon, daf} die Kohomologie fiir verschwindendem Impuls bildabhéngig ist.

Es ist instruktiv, ebenfalls das (—1, 1) Bild zu betrachten. Kandidaten-Zusténde sind

d=3d 71, |-1,1) b yd 7§ ,d 7], - 1,1). (4.1.2)
Eine kleine Rechnung zeigt, dafl die Kombination
(1- Clbl_1)d:(}/2d:li/2 |-1,1) (4.1.3)

invariant ist. Wiederum existiert kein Zustand mit negativer Geistzahl. (4.1.3) stellt also die
Kohomologie in diesem Bild dar. Der entsprechende Vertexoperator ist natiirlich der Spektral-
fluBoperator (3.2.1), den wir hier mit einer kohomologischen Methode wiederentdeckt haben.
Vollig analog findet man, dafl S~! die Kohomologie im (1, —1) Bild darstellt.

Wir kommen nun zum (1,0) beziehungsweise (0,1) Bild. Was sollten wir erwarten? Es gibt
natiirlich die Bildwechseloperatoren X*(z), (2.3.30). Die entsprechenden Zustinde

| X*) = X*(2=0)0) (4.1.4)

reprasentieren Kohomologieklassen in den uns interessierenden Bildern mit Impuls und Geist-
zahl null. Es gibt jedoch noch einen anderen Weg, eine Kohomologieklasse etwa im (0, 1) Bild
zu konstruieren [10]: Man betrachtet einfach den Operator Y~ := S - X, also

1
Y™ = [ef%e” —A(L—clf)(b+ S0V )yTe” + byt oer ]
+ (1 - cbl)etp+é\—7 (415)

beziehungsweise den entsprechenden Zustand |Y~). Die wichtige Beobachtung ist, dafi |X ™)
und |Y ) BRST-indquivalent sind. Um das zu zeigen, nehmen wir an, sie wiren dquivalent.
Dann miifite es eine BRST-triviale Linearkombination von |X ) und |Y ™) geben, also

X ) +aly ) EQN (4.1.6)

mit einem geeignet gewihltem Koeffizienten o und Zustand |A). Offensichtlich muf} |\) Element
des relativen Fockraumes im (0, 1) Bild mit Geistzahl —1 sein. Man kann sich aber leicht davon
iiberzeugen, daf§ dieser Raum nur den Zustand

%, 10,1) (4.0.7)

Y7+, 7~) steht in diesem Kapitel fiir |7+, 7=, k = 0).
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4.1. Geistzahl Null

enthilt und erkennt schon an der Indexstruktur, da Qb ,d "¢ /2 |0, 1) nicht als Linearkombina-
tion von | X ) und |Y ) geschrieben werden kann.

Alternativ kann man, um die Kohomologie in diesem Bild zu analysieren, eine Basis des relativen
Fockraumes hinschreiben und nach BRST-invarianten aber nichttrivialen Linearkombinationen
suchen. Diese Rechnung ist zu lang, um hier wiedergegeben werden zu kénnen (die Dimension
des relativen Fockraumes ist in diesem Fall 38), zeigt aber, daff es neben |X ) und |Y ™) keine
weiteren Kohomologieklassen gibt. Vollig analog kann man zeigen, dafl die Kohomologie im
(1,0) Bild von den Operatoren X+ und X~ - S~! aufgespannt wird.

Kohomologieklassen in hoheren Bildern kann man konstruieren, indem man positive Potenzen
von X* und ganzzahlige Potenzen von S betrachtet. Fiir vorgegebenes Bild (7T, 7~) erhilt
man 7 + 7~ + 1 Operatoren:

O7r+,7r*,n = (X+)7T++n ' (Xi)ﬂﬁin ’ Sn7 n= _7T+> LS T . (418)

Der Laufbereich von n € Z ist auf diese Weise eingeschrénkt, denn es existieren keine negati-
ven Potenzen von X*. Zuniichst stellt sich die Frage, ob die Ox+ r—n wieder in der relativen
Kohomologie liegen, d.h. ob sie von A aus Gleichung (2.3.17) vernichtet werden. In Kapitel III,
Abschnitt eins, hatten wir ja gesehen, daf das durch die Konstruktion (4.1.8) keineswegs ga-
rantiert ist. Da X* und S in der relativen Kohomologie liegen, gilt natiirlich AX* = AS = 0.
Durch explizites Nachrechnen zeigt man auflerdem:

AXT-XT)=AX"-XT)=A(X"-9)=0. (4.1.9)
Mit Gleichung (2.3.20) folgt dann
{x*, X"}, ={Xx" X"}, ={Xx"5},=0. (4.1.10)

Mit diesen Relationen sieht man induktiv, da die Operatoren in (4.1.8) alle in der relativen
Kohomologie liegen.

Es bleibt aber noch zu zeigen, daf§ die O+ .-, nichttrivial sind. Dazu betrachten wir, wie diese
Operatoren auf die Vertexoperatoren V;+ .- (k) aus (2.3.31) wirken. Eine einfache Rechung zeigt

S Vo 1(k) = h(k)V_10(k), S™'-V_1o(k) =h(k)""Vo_1(k), (4.1.11)
wobei h(k) definiert ist als

7.0 1.1
Rk (4.1.12)

Mk =35 =1

Diese Impulsfunktion spielt eine prominente Rolle in [5] (siehe auch [39]) und wird auch im
néchsten Kapitel bei der Diskussion der Symmetrien des N=2 Strings wichtig sein. Insbesondere
ist h(k) nur eine Phase, also |h| = 1 beziehungsweise h* = 1/h. Aufgrund der Kommutativitét
des Produktes wirken S und S~' auf die Operatoren V,+ .- (k) mit beliebiger Bildladung ebenso
wie in (4.1.11). Fiir die Operatoren in (4.1.8) findet man

Ot = - Var 7= (k) = M(k)" Vit jz+ 12 (k). (4.1.13)
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Damit kénnen wir zeigen, daf alle O+ .-, verschiedene Kohomologieklassen représentieren.
Denn wenn das nicht der Fall wére, miifite es eine triviale Linearkombination geben, also

> Ot o = {Q, A} (4.1.14)

fiir ein passendes A und geeignet gewéhlte Koeffizienten «,,. Das Produkt dieser Summe mit
einem beliebigen Vertexoperator miifite dann trivial sein. Andererseits ist aber

(Zn:anoﬁ,ﬂ,n) Voo(k) = (Zn:anh(k)")vﬁm(k). (4.1.15)

Die rechte Seite kann nur dann trivial sein, wenn die Summe ) a,h(k)" fiir jeden lichtartigen
Impuls £ verschwindet. Da das nicht der Fall sein kann, ist die Nichttrivialitdt der O+ .- ,, be-
wiesen. Damit ist allerdings nicht gezeigt, dafl in (4.1.8) die Kohomologie vollstdndig angegeben
ist. Es ist moglich, daB es in Bildern jenseits von 7" +7~ = 1 noch weitere Kohomologieklassen
gibt.

Um die bisherigen Resultate zusammenzufassen, fiilhren wir die Notation 7 = 7" + 7~ ein.
Dann gelten die folgenden Tatsachen iiber die Kohomologie mit Geistzahl und Impuls null:

e Die Kohomologien der Bilder (7", 77) und (7+,77) stimmen fiir 7 = 7 iiberein (das
ist natiirlich nur der SpektalfluB-Automorphismus und gilt auch fiir andere Impulse und
Geistzahlen).

e Die Kohomologie ist leer fiir 7 = —2 und 7 = —1.

e Fiir 7 = 0 ist die Kohomologie eindimensional. Sie wird fiir (7%, 77) = (—n,n) durch den
Operator S™ représentiert.

e Fiir 7 = 1 ist die Kohomologie zweidimensional. Sie wird fiir (77, 77) = (1 — n,n) durch
die Operatoren X+ -S™ und X~ - S"! reprisentiert.

e Fiir 7 > 1 enthilt die Kohomologie die Operatoren (4.1.8). Sie stellen verschiedene aber
eventuell nicht alle Kohomologieklassen dar.

2. Geistzahl Eins

Im (—1,—1) Bild ist die Impuls null Kohomologie mit Geistzahl eins einfach der Grenzwert
k — 0 des physikalischen Zustandes (3.7.1). Dies ist das typische Verhalten eines skalaren
Freiheitsgrades. Der entsprechende Vertexoperator ist

Py 1=V 1(k=0)=ce ¥ e ¥ . (4.2.1)

Im (—1,0) Bild wird der relevante relative Fockraum von den Zustédnden A§ in (3.7.4) aufge-
spannt. Gleichung (3.7.5) fiir & = 0 zeigt, daB sie invariant sind. Da es keine Geistzahl null
Zustdnde im relativen Fockraum gibt, reprisentieren sie die vollstdndige Kohomologie. Das
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4.2. Geistzahl FEins

(0, —1) Bild kann natiirlich vollig analog behandelt werden. Die resultierenden Vertexoperato-
ren sind?

PELO =cp % ¥, = Cwﬂefw- (4.2.2)

Dieselbe Rechnung im (0, 0) Bild ist etwas aufwendiger, da die Dimension des relativen Fock-
raumes mit steigender Bildladung sehr schnell anwichst. Am Ende findet man aber, daf§ die
Kohomologie von den vier Operatoren

—iPgy = c0Z% — 2y~ Y™, —iPgy = c0Z% — 2y " (4.2.3)

aufgespannt wird. Wir sehen also, dafi die Kohomologie bei Impuls null nur im (—1, —1) Bild der
k — 0 Grenzwert der Kohomlogie mit £ # 0 ist. In hoheren Bildern verhélt sich die Dimension
der Kohomologie diskontinuierlich bei & = 0. Die Bedeutung dieses Phédnomens l&8t sich im
Rahmen der Feldtheorie verstehen. Man betrachte zum Beispiel ein freies, masseloses Klein-
Gordon Feld. Kanonische Quantisierung fiihrt auf die iiblichen Erzeugungsoperatoren af(k).
Der Raum der physikalischen Zusténde (die Kohomologie des identisch verschwindenden BRST-
Operators) besteht aus Elementen der Form af(k)|0) mit k% = 0, ist also fiir vorgegebenen
Impuls eindimensional. Bei k = 0 passiert nichts besonderes — ganz analog zum (—1,—1) Bild
des N=2 Strings.

Bei Feldern mit hoherem Spin ist die Situation anders. Zum Beispiel besitzt der aus den Erzeu-
gern aL(k) eines abelschen Vektorfeldes A, gebildete Fockraum kein positiv definites Skalarpro-
dukt. Um die U(1)-Eichsymmetrie zu beriicksichtigen, fiihrt man zusétzlich ein Geistfeld und
ein Antigeistfeld mit Erzeugern cf(k) und &(k) ein. Der physikalisch relevante Zustandsraum
ist wiederum die Kohomologie des BRST-Operators, der in der Lorentz-Eichung die folgende
Form hat:

Q¢! (k) [0) = kal, (k) [0)
al (k) [0) = k H(k) [0), (1.2.4)
Qc' (k) [0) =

Fiir £ # 0 enthélt die Kohomologie genau zwei Zustdnde — die transversal polarisierten Pho-
tonen. Bei k = 0 sieht man aber, daf§ ) identisch verschwindet. Alle Ein-Teilchen-Zusténde
sind physikalisch und die Dimension der Kohomologie macht einen Sprung. Dieses Verhalten
ist im Rahmen der Quantenfeldtheorie (vermutlich) irrelevant, aber typisch fiir alle Felder mit
nichtverschwindendem Spin. Ein weiteres Beispiel ist der offene bosonische String, dessen Ko-
homologie im masselosen Sektor fiir Impuls k£ # 0 und Geistzahl eins 24 transversale Photonen
enthélt, bei identisch verschwindendem Impuls null aber 26-dimensional ist (siehe (3.3.25)).

Der Vergleich mit dem N=2 String zeigt also, dal sich der Freiheitsgrad der Theorie nur im
(—1,—1) Bild wie ein Skalar verhélt und in hoheren Bildern wie ein Feld mit htherem Spin.

In diesem Zusammenhang kann man auch die Wirkung des Bildwechseloperators verstehen.
Zum Beispiel ist ein freies antisymmetrisches Tensorfeld in vier Dimensionen ‘dquivalent’ zu
einem freien Skalarfeld. Eine vielleicht etwas zu formale Methode, diesen Zusammenhang zu be-
weisen, wire, einen Isomorphismus zwischen den physikalischen Zustandsrdumen beider Theo-
rien anzugeben. Das ist aber nur fiir Impuls £ # 0 moglich, denn wéhrend sich die Dimension

2Das sind natiirlich genau diejenigen Operatoren, deren Ladungen in Abschnitt fiinf von Kapitel III benutzt
wurden, um die Bildwechseloperatoren zu invertieren.
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4.2. Geistzahl FEins

des Zustandsraumes der skalaren Theorie auch bei k& = 0 nicht &ndert, macht sie in der Ten-
sortheorie ebenso wie im Fall des Vektorfeldes einen Sprung. Einen Isomorphismus zwischen
den Zustandsrdumen kann es also fiir £ = 0 nicht geben. Diese Analogie legt nahe, den Bild-
wechseloperator als eine Art Dualitéitstransformation zwischen verschiedenen, aber d4quivalenten
Beschreibungen eines Freiheitsgrades aufzufassen.

Nach dieser Abschweifung wenden wir uns wieder der Geistzahl eins Kohomologie des N=2
Strings zu. Kandidaten fiir Kohomologieklassen im (0, 1) Bild sind die Produkte von X~ und Y~
mit den Operatoren aus (4.2.3). Die expliziten Ausdriicke sind sehr lang und werden daher hier
nicht wiedergegeben. Um einzusehen, dafl keine Linearkombination dieser Operatoren BRST-
trivial ist, reicht es aber, die Anteile der Form cy)0Z0Z zu betrachten:

X P~ ce‘p+nbg¢_b82l_’82" +...,
X P~ cewnbgw*bazgaﬁ +...,
Y~ Pt ~ce? b t0Z07 + ...
Y~ PP ~ce? g 0Z°07% + ... (4.2.5)
Die einzige Stelle, in der ein Operator der Form cy0Z0Z im Bild von @ auftaucht, ist
@, cb'ew@/f‘_‘} ~ce? YL 07 + ... . (4.2.6)

Also liegt keine Linearkombination der Operatoren in (4.2.5) im Bild von @ — sie reprisen-
tieren acht verschiedene Kohomologieklassen. Offensichtlich erhélt man verschiedene Kohomo-
logieklassen mit Geistzahl eins, indem man die Operatoren in (4.1.8) und (4.2.3) miteinander
multipliziert:

a — a
7r+,7'r_,n T O7r+’7r*’n ’ PO,O?

pa - Da

Tt n T Oﬂ'"’,ﬂ'_,n . PO,()' (427)

Es mufl wieder gezeigt werden, dafl keine Linearkombination trivial ist. Dazu kénnen wir aber

nicht genau wie in Abschnitt eins (siche (4.1.13)) vorgehen, denn das Produkt von P?, _  mit
einem physikalischen Vertexoperator ist null,
7?4.7#_7” : Vﬁ-ﬁ*ﬂ?* (k) =0 (mod Q), (428)

was einfach mit Geistzahlargument folgt: Die rechte Seite hat Geistzahl zwei, bei der es auf-
grund des Resultats aus Kapitel I1I keine relative Kohomologie gibt. Eine Operation, die einen
Operator aus (4.2.7) mit einem physikalischen Vertexoperator verkniipft und wieder einen phy-
sikalischen Vertexoperator produziert, miifite also die Geistzahl um eine Einheit erniedrigen —
der natiirliche Kandidat dafiir ist die Gerstenhaberklammer. Eine kleine Rechnung zeigt zum
Beispiel

{Poo, Vor 1} = K Vora(k),
{P(()_I,m V—l,—l}G = 'E&V—l,—l(k)- (4.2.9)
Dieses Resultat 1d8t sich auf hohere Bildladung verallgemeinern,
s Vara- g = (k)" K Var z- (),

{Pr Varato = h(E)"k Var 2 (K), (4.2.10)

nt, =,
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4.3. hohere Geistzahlen

indem man die Rechenregeln der Gerstenhaber-Algebra aus Kapitel II, Abschnitt drei, und die
Relationen

{Po X¥} o = {P30Ste = {Fo0 X} = {Pi0: S} =0 (4.2.11)

benutzt, die offensichtlich gelten, weil X* und S Operatoren mit verschwindendem Impuls
sind. Die BRST-Indquivalenz der Operatoren in (4.2.7) zeigt man nun mit demselben Argu-
ment, mit dem im vorigen Abschnitt gezeigt wurde, dafl alle Operatoren in (4.1.8) verschiedene
Kohomologieklassen reprisentieren. Wiederum ist es aber moglich, daf§ es noch weitere Koho-
mologieklassen gibt.

3. hohere Geistzahlen

Im (—1,—1) Bild verschwindet die relative Kohomologie bei Impuls null fiir Geistzahlen g > 1,
weil der relative Fockraum leer ist.

Die (—1,0) und (0,—1) Kohomologien verhalten sich dagegen voéllig anders. Zum Beispiel
enthilt der relative Fockraum im (—1,0) Bild die Zustéinde A%, By und C% aus (3.7.4) mit be-
liebig hoher Geistzahl. Laut Gleichung (3.7.5) wirkt der BRST-Operator fiir verschwindenden
Impuls als

QA% = QBy = QC% =0 fiir alle N € N, (4.3.1)

Das bedeutet, dafl alle Zusténde invariant sind, aber keiner trivial ist. Die relative Kohomologie
ist also zweidimensional fiir jede nicht-negative Geistzahl in diesem Bild. Nach dem alten Rezept
erhalten wir entsprechende Kohomologieklassen hoherer Bilder durch Multiplikation mit den
Operatoren (4.1.8)3:

OWJ"JT—,TL ’ A?\/a O7r+,7r—,n : BN> O7T+,7T_7’n : C]a\/l_], (432)

Das sind fiir jede Geistzahl g > 0 und festes Bild (7, 77) genau 4(7* + 7~ + 1) Operatoren
(die aus Ay abgeleiteten Operatoren haben Geistzahl eins und wurden bereits im Abschnitt
zwel untersucht).

Die Beweismethode, die in den beiden vorigen Abschnitten benutzt wurde, um die BRST-
Indquivalenz der Kohomologieklassen in (4.1.8) und (4.2.7) nachzuweisen, funktioniert aller-
dings nicht mehr fiir Geistzahlen g > 1, denn kombiniert man einen der Operatoren in (4.3.2)
mit g > 1 entweder mit Hilfe des Produktes (2.3.10) oder der Gerstenhaber-Klammer mit einem
physikalischen Vertexoperator V;+ .- (k), dann kann das Ergebnis nur BRST-trivial sein, wie
man einfach durch Abzédhlen der Geistzahl sieht. Nur die Kohomologieklassen mit Geistzahl null
oder eins lassen sich benutzen, um auf natiirliche Weise physikalische Zustédnde ineinander ab-
zubilden. Daher spielen auch nur diese Operatoren eine Rolle in der Diskussion der Symmetrien
des Strings im néchsten Kapitel. Die Bedeutung der Kohomologieklassen hoherer Geistzahl ist
bislang im wesentlichen unbekannt.

Die folgendene Uberlegung aus [54] zeigt auf jeden Fall, daf die Operatoren (4.1.8) und (4.3.2)
bestensfalls fiir 7 = 77 +7~ < 0 die Kohomolgie vollstindig beschreiben kénnen: Man betrachte

3In Gleichung (3.7.4) bezeichnen die Symbole Ay, By und Cy Elemente des Fockraumes. Wir benutzen
hier dieselben Symbole fiir die entsprechenden Vertexoperatoren.
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4.4. b'-relative Kohomologie

eine vom Impuls k parametrisierte Familie von Zusténden |a(k)) mit Norm eins. Wenn nur der
Zustand |a(kg)) fiir einen diskreten Wert kg des Impulses BRST-invariant ist, muf} gelten:

Qla(k)) = f(k) |6(k)), (4.3.3)

wobei |3(k)) ebenfalls Norm eins hat und f(k) genau bei k = kq verschwindet. Neue Kohomolo-
gieklassen bei diskreten Werten der Impulse konnen also nur in Paaren benachbarter Geistzahl
auftreten: |a(k)) ist bei k = ko invariant und |3(k)) ist nicht mehr trivial 4. Fiir den N=2
String hatten wir in Kapitel III gesehen, daf} es fiir festes Bild und Impuls k£ > 0 genau einen
Zustand mit Geistzahl g = 1 und keinen mit anderer Geistzahl gibt. Dagegen konnten wir die
relativen £ = 0 Kohomologien nur in den Bildern (—1,—1), (—1,0) und (0, —1) fiir beliebige
Geistzahl vollstindig berechnen und es ist leicht nachzupriifen, daB sie mit der obigen Uber-
legung konsistent sind. Das gilt ebenfalls fiir die Vermutung, daf§ die Operatoren (4.1.8) und
(4.3.2) die relative k£ = 0 Kohomologie im (0, 0) Bild vollsténdig beschreiben. Fiir 7 > 0 sieht
man aber auf diese Weise, dafl die Operatoren in (4.1.8) entweder nicht alle indquivalent sind
oder die Kohomologie nicht vollstdndig ausschopfen.

Im (0,0) Bild enthilt die relative, chirale Kohomologie mit Impuls £ = 0 und Geistzahl g = 2 die Zusténde

V1 (eabcl'h/za pd* 1/2+6ab71/271/2d 1/2 1/2) 0),

_E

V3 QCO |0> (Clcfl - 2’771/2'71/2 - 271/2'771/2) |0> 3

Qcy [0) = (Clcll + 27b27:1/2 - 27t1/27;/2) 0). (4.3.4)

)=
)= (e bcl'71/20‘ ld:;/z|0>+€ab71/271/2d:l1l/2d_;/2)| )y
)=
)

Va

|V3) und | V) sind nicht trivial, da ¢ |0) und ¢ |0) keine Elemente des relativen Fockraumes sind. Diese Zusténde
sind analog zur Kohomologieklasse Qcg [0} = c¢1c—1 |0) des bosonischen Strings, der eine wesentliche Rolle fiir
den Beweis des ‘Soft-Dilaton-Theorems’ spielt, siehe [15]. Das Auftauchen der Zustinde |V3) und |V4) 148t sich
in der N=2 Stringtheorie vielleicht &hnlich verstehen. Das eigentliche Mirakel sind die Zusténde |V;i) und |V3),

deren Rolle vollig unklar zu sein scheint.

4. b'-relative Kohomologie

Die Behandlung des Bildwechsel-Problems in Kapitel I1I, Abschnitt sechs, war unabhéngig vom
Wert des Impulses und 148t sich daher auch in diesem Kapitel anwenden, um einiges iiber die
Bildabhéngigkeit der ¢'-relativen Kohomologie bei Impuls null in Erfahrung zu bringen.

Die Sequenz (3.6.23) lautete

Som, o Hg ogett o Zeget L (4.4.1)

ot mt, e ’

wobei hier im Gegensatz zu (3.6.23) die Geistzahl explizit angegeben wurde. Weiterhin hatten
wir in Abschnitt zwei gesehen, dafl

H?, o(k=0) = H?, (k=0) =0  fir g#1,2.

4Zum Beispiel fillt das ganze komplizierte Spektrum der diskreten Zustinde der 2D Stringtheorie in dieses
Schema.
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4.4. b'-relative Kohomologie

Eingesetzt in (4.4.1) fiir (77, 77) = (—1,0) ergibt sich
H™{%(k=0) =0  fiir ¢g#0,1,2.

Der Spektralfluoperator (3.2.1) ist natiirlich auch ein Automorphismus der Kohomologie H .
Da er auBlerdem Geistzahl null hat, folgt

H ¥ _(k=0) =0 fir 7#f+7~ =-1 und g¢#0,1,2.

o

Wegen (3.6.20) konnen diese Kohomologien nicht von 7" abhéingen. Sie miissen daher alle ver-
schwinden. Mit der Sequenz (4.4.1) lernen wir daraus, da8 X, ein Isomorphismus der absoluten
Kohomologie fiir Impuls £ = 0 und Geistzahl g # 0, 1,2, 3 ist. Genauso 148t sich natiirlich ein
analoges Resultat fiir X ableiten. Wegen

HY, (k=0) =0 fir g+#1,2
ist also

H"

nt -

(k=0) =0  fiir ¢#£0,1,2,3 (4.4.2)

fiir beliebige Bildladungen 7.
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KAPITEL V:

SYMMETRIEN DES N=2 STRINGS

Kaum jemand bestreitet die iiberragende Rolle von Symmetrien bei der Formulierung der funda-
mentalen Naturgesetze. Zum Beispiel wire die Entdeckung des phdnomenologisch so erfolgrei-
chen Standardmodells ohne die bahnbrechenden Arbeiten von Yang und Mills iiber Eichtheorien
undenkbar.

Es gibt Hinweise, dafl Symmetrien auch in der Stringtheorie eine wichtige Rolle spielen. Zum
Beispiel ist es eine alte Idee [35], daf} sich der unendliche Turm von massiven Zustanden der bo-
sonischen und N=1 Stringtheorien im flachen Targetraum irgendwie als eine Art verallgemeiner-
ter massiver Eichbosonen einer riesigen spontan gebrochenen Symmetrie interpretieren lassen.
In diesen Zusammenhang passen auch die in den vergangenen Jahren gefundenen Dualitéts-
symmetrien, die darauf hindeuten, dafl die verschiedenen N=1 Stringmodelle alle Stérungsent-
wicklungen um verschiedene Grundzustinde derselben Theorie — der M-Theorie — sind. Je nach
Wahl des Grundzustandes tauchen in der Stérungstheorie dann verschiedene Anteile der der
M-Theorie zugrundeliegenden Symmetrie auf [47].

Es ist natiirlich nicht leicht, diese Ideen zu prézisieren, denn aufgrund der unbefriedigenden De-
finition der Stringtheorie ist das Auffinden der Symmetrien nicht ganz einfach. Im Gegensatz
dazu ist es in der Feldtheorie zumindest im Prinzip klar, wie man vorzugehen hat: Man betrach-
tet die Bewegungsgleichungen und sucht nach Transformationen, die eine gegebene Losung in
eine neue abbilden. Insbesondere sind diese Uberlegungen unabhéngig von der Wahl des Grund-
zustandes. Selbst wenn der Grundzustand einige Symmetrien bricht, kann man immer noch aus
der vollen Symmetriegruppe der Bewegungsgleichungen niitzliche Informationen erhalten. Zum
Beispiel basiert der Beweis, daf§ Eichtheorien auch noch bei spontan gebochener Symmetrie

renormierbar sind, auf den Ward-Identitéten der vollen Symmetrie der Bewegungsgleichungen
[34].

Das Problem der Stringtheorie ist, dafl Bewegungsgleichungen, deren Symmetrien man studie-
ren konnte, wenigstens in der heutigen Formulierung nicht existieren. Alles, was die Stringtheo-
rie produziert, ist eine Streumatrix fiir physikalische (‘on-shell’) Zustédnde. Daran lassen sich
bestenfalls die Ward-Identitdten der ungebrochenen Symmetrien iiberpriifen. Die Versuche,
auch etwas iiber die spontan gebrochenen Symmetrien zu erfahren — etwa durch das Studium
der Streuamplituden bei sehr hohen Energien oder durch Bemiihungen, off-shell Amplituden
zu definieren — waren im grofien und ganzen nicht erfolgreich [35].
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5.1. Symmetrien der Plebanski-Gleichung

In dieser Hinsicht konnte der N=2 String ein niitzliches ‘toy-model’ sein, denn das Verschwin-
den aller Tree-level Amplituden mit mehr als drei dufleren Beinen ist sicherlich kein Zufall,
sondern Konsequenz einer (Targetraum-) Symmetrie. Andererseits wird der N=2 String zu-
mindest in niedrigster Ordnung der Storungstheorie exakt durch die Feldtheorie (2.4.11) be-
schrieben, von der bekannt ist [45], daf sie eine unendlichdimensionale Algebra nichtlokaler
Symmetrietransformationen besitzt. In diesem Kapitel wird daher die Frage untersucht, ob
und wie diese Symmetrien in der N=2 Stringtheorie realisiert sein konnten. In Abschnitt
eins wird dazu zunéchst die Feldtheorie behandelt, das heifit, es werden die Symmetrien der
Plebanski-Gleichung untersucht. Dieser Abschnitt ist an den Anfang des Kapitel gestellt, um
im Rahmen der einfacheren Feldtheorie zu erkunden, welche Art von Symmetrie wir in der
Stringtheorie suchen sollten. Abschnitt zwei enthélt dann eine Diskussion iiber den Zusam-
menhang zwischen Symmetrien auf der Weltfliche und im Targetraum. Dies ist der {ibliche
Mechanismus, durch den ungebrochene Symmetrien in der Stringtheorie sichtbar werden. Hier
wird auch die Rolle der BRST-Kohomologie fiir die Symmetriestruktur der Stringtheorie er-
klart. Dieser Formalismus wird dann in Abschnitt drei benutzt, um einen unendlichen Satz
von Symmetrieladungen des N=2 Strings zu identifizieren. Auflerdem wird das Transforma-
tionsgesetz der physikalischen Vertexoperatoren (2.3.31) bestimmt und mit den Ergebnissen
aus Abschnitt eins verglichen. Der néchste logische Schritt ist das Ableiten der entsprechen-
den Ward-Identitéiten. Dies geschieht in Abschnitt fiinf. Davor befindet sich jedoch noch ein
Abschnitt iiber String-Feldtheorie. Diese Diskussion dient zum einen dazu, die Symmetrien ei-
ner Stringtheorie aus einem etwas anderen Blickwinkel zu betrachten (zum Beispiel 148t sich
in diesem Rahmen verstehen, warum spontan gebrochene Symmetrien nicht mit der BRST-
Kohomologie zusammenhéngen), und zum anderen werden einige Resultate beschrieben, die
fiir die weitere Diskussion benotigt werden. In Abschnitt fiinf werden die Ward-Identitédten
dann auf zwei unterschiedliche Arten abgeleitet. Die erste, etwas abstraktere Methode basiert
darauf, dafl man Korrelationsfunktionen von Vertexoperatoren als Differentialformen auf dem
Moduliraum auffassen kann', wihrend die Ward-Identitéiten bei der zweiten Methode als Aus-
sage {iber die Entkopplung BRST-trivialer Zusténde gewonnen werden. Aulerdem wird gezeigt,
dafl aus diesen Ward-Identitédten tatsdchlich das Verschwinden der Amplituden folgt.

1. Symmetrien der Plebanski-Gleichung

Die Symmetrien der Plebanski-Gleichung (2.4.16) wurden in einer Vielzahl von Arbeiten disku-
tiert?. Der effektivste, aber auch abstrakteste Zugang ist die Twistortheorie [37, 38, 51]. Eine
explizitere, fiir unserer Zwecke geeignetere Beschreibung 148t sich allerdings finden, wenn man
erkent, dafl sich die Plebanski-Gleichung als Kompatibilitdtsbedingung

(Lo, L] =0 (5.1.1)
der beiden Differentialoperatoren
Lo=(1+ X0y + 0005201 — 0y01820,
Ly = (14 X\)0y + 01050201 — 01010204 (5.1.2)

!Derjenige Leser, der sich nur fiir diese Form der Ward-Identitiit interessiert, kann den Abschnitt iiber
String-Feldtheorie ohne weiteres auslassen.
2Eine ausfiihrliche Liste von Referenzen findet man in [45].
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5.1. Symmetrien der Plebanski-Gleichung

umformulieren 148t. A ist hierbei ein beliebiger Parameter, (5.1.1) muf} also in jeder Ordnung
in A\ getrennt erfiillt sein. Diese Struktur ist aus der Theorie der zweidimensionalen integrablen
Modelle bekannt. In der Tat wurde in [38] gezeigt, dafl sich selbstduale Gravitation als ein
spezielles, zweidimensionales Modell auffassen 148t. Die Symmetrien der Plebanski-Gleichung
lassen sich dann analysieren, indem man einfach Standardrezepte, die aus vielen Beispielen in
zwei Dimensionen bekannt sind, anwendet.

Die Plebanski-Gleichung als zweidimensionales Modell

Park hat in [38] zweidimensionale Modelle (Koordinaten Z°, Z') untersucht, deren fundamen-
tale Variable ein Feld g(Z) ist, das Werte in einer Lie-Gruppe G annimmt. Aus g kann man
ein Lie-Algebra-wertiges Feld

Au(Z) = g~ Oay, a=0,1 (5.1.3)

konstruieren, das fiir viele Zwecke niitzlicher als g(Z) ist. Insbesondere verschwindet die zu A,
gehorende Feldstarke. Eine grofie Klasse von Modellen 148t sich als Kompatibilitdtsbedingung
(5.1.1) der Differentialoperatoren

Lo = (1 + )\)80 + Ao, L1 = (1 + C)\)al + Al, C = kOHSt. (514)

beschreiben. Fiir ¢ # 0,1 definiert (5.1.1) das sogenannte ‘prinzipale chirale Modell’, ¢ = 0 ist
das Wess-Zumino-Witten Modell und ¢ = 1 das sogenannte topologische Modell. Im folgenden
konzentrieren wir uns auf den Fall ¢ = 1, also das topologische Modell. Gleichung (5.1.1) lautet
in diesem Fall

[Lo, Ll] — 80A1 - 81A0 + [Ao, Al] + )\(80141 - 81A0) — O (515)

Der \-Term ist die Bedingung, daf§ die Feldstirke verschwindet und der A-Term kann als
Bewegungsgleichung aufgefafit werden (diese Bewegungsgleichung 148t sich aus einer Wirkung,
die nur aus einem Wess-Zumino Term besteht, ableiten).

Bisher war die Gruppe G noch unbestimmt. Wir betrachten nun den Fall der unendlichdimensio-
nalen Gruppe SDiff M5 der volumenformerhaltenden Diffeomorphismen einer zweidimensionen
Mannigfaltigkeit M mit Koordinaten Za,

Diese Gruppe besteht aus Diffeomorphismen
7% — f4(2), (5.1.6)
deren Jacobi-Determinante den Wert eins hat, also
B0 ouft — 0yt 0,0 = 1. (5.1.7)
Infinitesimale Diffeomorphismen haben die Form:
fUZ) = 2%+ eVH(Z) + O(e) (5.1.8)

mit einem kleinen Parameter e. Sie werden also durch das Vektorfeld V = V49, erzeugt. Gleichung (5.1.7)
iibersetzt sich dann in die Bedingung

V0 + 0,V =0,V =o. (5.1.9)
0 1
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5.1. Symmetrien der Plebanski-Gleichung

Diese divergenzfreien Vektorfelder bilden eine geschlossene Algebra — die Lie-Algebra sdiffMs der Gruppe
SDiffM,. (5.1.9) wird geldst durch

V = "9, M0, (5.1.10)

fiir eine beliebige erzeugende Funktion A(Z ). Der Kommutator zweier divergenzfreier Vektorfelder V7, Vo mit
erzeugendenden Funktionen A; und As ist

[V1, ‘/2} = 6&58@/\1281; mit A12 = Gdl;a@AlaBAz. (5.1.11)

Wenn g € SDiffM, ist, konnen die beiden Komponenten von A, als divergenzfreie Vektorfelder
mit erzeugenden Funktionen A, geschrieben werden:

Ay = 8,7, (5.1.12)

Sowohl A,(Z,Z) als auch A,(Z, Z) héingen jetzt von den vier Koordinaten Z% und Z@ ab. Die
Bedingungen, die aus (5.1.1) folgen, lauten in dieser Formulierung

€0,0.Ag = 0 (5.1.13)
und
0; (86/\181/\0 - 81/\186/\0) =0. (5.1.14)
Die erste dieser Gleichungen wird gelost durch
0.MAqg = R(Z) (5.1.15)
und die zweite durch
Oy N105Ag — 01 A 10,0 = S(2), (5.1.16)

wobei die Funktionen R und S nur von Z aber nicht von Z abhingen.

In der Wahl von A, herrscht betréchtliche Freiheit: Das Feld A, in (5.1.12) &ndert sich nicht,
wenn man zu A, eine Funktion F,(Z) addiert, die ebenfalls nur von Z aber nicht von Z abhéingt.
Eine Losung A, von (5.1.15) ist also durch eine Verschiebung A, — A, + F, mit €9, F, = R
dquivalent zu einer Lésung von

€“49.Ny = 0. (5.1.17)
Das bedeutet, dal A, als
M(Z,2) = 0,02, 7). (5.1.18)
geschrieben werden kann und fiihrt, in (5.1.16) eingesetzt, auf
05018207 0p2 — 0500207042 = S. (5.1.19)
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5.1. Symmetrien der Plebanski-Gleichung

Jetzt kann man noch zu neuen Koordinaten iibergehen, z.B. Z° — Z'° mit 8,Z2° = S, und
erhélt schliefSlich

Das ist genau die Plebanski-Gleichung (2.4.16), wenn wir die Geometrie unserer Konstruktion
so wahlen, dafl Z und Z komplex konjugiert zueinander sind, also Z=172.

Selbstduale Gravitation ist also nur ein Spezialfall des linearen Systems (5.1.1) und (5.1.4).
Es ist seit langem bekannt (ein lesenswerter Ubersichtsartikel ist [47], in dem auch ein kurzer
Abrifl der Geschichte dieser Modelle zu finden ist), dafl diese Theorien neben der offensichtli-
chen Symmetrie § A, = [A,, n] mit einer Lie-Algebra-wertigen Konstanten 7 einen unendlichen
Satz von nichtlokalen Symmetrien, die sich im allgemeinen nur iterativ angeben lassen, besitzen
(wenigstens klassisch). Die Algebra dieser Symmetrien ist typischerweise die affine Erweiterung
der urspriinglichen Lie-Algebra, in der das Feld A, seine Werte annimmt. Auf diese Weise sieht
man, dafl die Symmetriealgebra der Plebanski-Gleichung die affine Erweiterung der zweidimen-
sionalen divergenzfreien Vektorfelder ist.

Nichtlokale Transformationen des Kihler-Potentials

Fiir einen Vergleich mit der Stringtheorie ist es notwendig, die bereits erwédhnten nichtloka-
len Transformationsgesetze €2 explizit zu bestimmen. Wir betrachten also die Gleichungen des
topologischen Modells

e0,A, = 0, [Ag, Ay] = 0. (5.1.21)
Diese Gleichungen sind invariant unter der Transformation
60Aa = [Aa7p0]7 (5122)

wobei pg ein antiholomorphes, divergenzfreies Vektorfeld ist, also

po = pa0s mit ool = 0apf = 0. (5.1.23)

Im Sinne des letzten Unterabschnittes ist ¢ eine Eichtransformation, denn pp héngt nur von
Z — also den Gruppenparametern — ab. Ein unendlicher Turm nichtlokaler Symmetrien kann
folgendermaflen erzeugt werden: Offensichtlich ist

€”0a[Ap, po] = 0, (5.1.24)
also [Ayp, po] = Opp1. Damit kann man ein neues Transformationsgesetz
6144 = [Aa, p1] (5.1.25)

definieren, das wiederum (5.1.21) invariant 1a8t, obwohl p; nicht mehr antiholomorph ist. 8; ist
also keine Eichtransformation mehr. Die gleichen Schritte, die zu p; gefiihrt haben, fithren zu
einem weiteren Vektorfeld po, das eine neue Symmetrie 6, definiert und so weiter. Man erhélt
einen unendlichen Turm von Symmetrien

oAy = [Aa, pul mit Oupn = [Aa, Pr—1]- (5.1.26)
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5.1. Symmetrien der Plebanski-Gleichung

Die rechte Gleichung ist die definierende Relation fiir p,. Wenn man die Ableitung in 0,p,
beseitigen mochte, mufl man iiber [A,, p,_1| integrieren, was die Nichtlokalitét der Symmetrien
zeigt.

Diese Transformationen miissen nun auf das Kéhlerpotential und das Feld ¢ iibertragen werden.
Wenn man die Gleichungen (5.1.12) und (5.1.18) zusammenfafit, hingen A, und € iiber

A, = €70,0,00; (5.1.27)
zusammen. Die Eichtransformation dy iibersetzt sich in
5082 = plda Q. (5.1.28)

Das ist das Transformationsgesetz eines Skalars unter der Koordinatentransformation Z% —
Z® + pg. Es ist nicht tiberraschend, daf die Plebanski-Gleichung

€Pe™8,0,0 0,00 = —2 (5.1.29)

nur unter volumenformerhaltenden Diffeomorphismen invariant ist, denn in ihrer Herleitung
(siche Kapitel II) wurde ein spezielles Koordinatensystem gewihlt. Daher tauchen die nu-
merisch definierten e-Tensoren in der Gleichung auf, die nur unter volumenformerhaltenden
Koordinatentransformationen invariant sind. Die Transformationen 6,, mit n > 0 lauten

00622 = pE0:0,50. (5.1.30)

Hier transformiert €2 offensichtlich nicht so, wie ein Skalar unter einer zugrundeligenden Koor-
dinatentransformation transformieren wiirde. Diese Transformationen stehen nicht in direktem
Zusammenhang zu Diffeomorphismen und sind daher keine Eichtransformationen. Sie bilden
eine Losung der Plebanski-Gleichung in eine neue ab. Die Invarianz von (5.1.29) 148t sich leicht
nachpriifen:

€e0,0,6,2 0050 = €™y (05.9:042) Dy T2
o _ 1 .- I _
= e“beabaapflagaaQ abaBQ + épflag (GabeabaaaaQ abaBQ) =0. (5131)

Der erste Term der zweiten Zeile verschwindet, denn die Divergenzfreiheit von p,, bedeutet, dafl
€0, p¢ symmetrisch in b « ¢ ist, und der zweite Term verschwindet aufgrund der Bewegungs-
gleichung. Das ist natiirlich nicht die ganze Geschichte, denn (5.1.30) ist eine Differentialglei-
chung fiir 6,2, die nur dann eine Losung hat, wenn die rechte Seite die Konsistenzbedingung

0=¢e%9,0,60 = e“baapfﬁaabQ, (5.1.32)
erfiillt. Hat man eine Losung dieser Gleichung gefunden, ist p, 1, definiert durch
Bap’y = O (phe™D50,2) (5.1.33)

eine weitere. Das ist genau die Iteration (5.1.26).
Das Feld ¢ war definiert durch

VZ,2) = 0 2°2° + $(Z, Z) (5.1.34)
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(vergleiche Kapitel II, Abschnitt 4). Die Transformationen fiir dieses Feld lauten
006n®d = 5020, = Naep’ + p.0:0,0, (5.1.35)

und man kann nachpriifen, dafl sie die Bewegungsgleichungen (2.4.18) invariant lassen. Die
Iterationsgleichung (5.1.32) lautet durch ¢ ausgedriickt:

0uplys1 = €20ap5, + a (P Fp0u0) (5.1.36)
mit €2 = e‘_’_na,;. Es ist instruktiv, einige Transformationsgesetze explizit auszurechnen:

bo¢ = naaZ“pﬁ + PS 0:0,
Pt = €aZ0aply + €°0a(p5050)
(9a51¢ = naéﬁgzbgapg + 625& (p855¢) + Egzbgapgégaa¢
+ €%, (05050) De0a . (5.1.37)
Diese Transformationen sind im allgemeinen inhomogen und enthalten ¢-unabhéngige Terme.
Sie sind spontan gebrochen durch die Wahl ¢ = 0 als Grundzustand. In Abschnitt vier werden
wir sehen, dafl solche Transformationen auf der Seite der Stringtheorie — wenigstens in dem in
dieser Arbeit benutzten erstquantisierten Formalismus — nicht auftauchen konnen. Wenn wir
jedoch ein konstantes p§ wihlen, also globale Translationen in den Z-Koordinaten betrachten,

kann der inhomogene Term in 6§y durch eine Kahlertransformation kompensiert werden. Anders
ausgedriickt:

Bop = PO (5.1.38)

ist immer noch eine Symmetrie der Bewegungsgleichung. Bei konstantem p§ verschwinden au-
Berdem die feldunabhéingigen Terme in p§ und é;:

pi = €pg 0,
aa(51¢ = Engéééa¢ + Eaépgéaéf)¢ 5Eaa¢. (5139)
61 enthélt einen linearen und einen nichtlinearen Term. Leider kénnen wir in der Stringtheorie
nicht die volle nichtlineare Symmetriestruktur erkennen. Fiir unsere Zwecke reicht es also aus,
im folgenden nur die linearisierten Transformationen zu betrachten.
Dazu ist die folgende Beobachtung wichtig: Die iterative Konstruktion (5.1.36) erzeugt keinen
feldunabhéngigen Term in den p¢, die von einem konstanten pf abgeleitet werden. Die entspre-

chenden Transformationen 6,, sind also ungebrochene Symmetrien! Wir kénnen p¢ also in einen
linearen Anteil p° und einen Rest, der hohere Potenzen von ¢ enthilt, aufspalten:

o =5 + O(6?). (5.1.40)
Aus (5.1.35) folgt dann
0ubn® = Nacpl + O(9?). (5.1.41)
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Jetzt muB nur noch das von einem konstanten py stammende p,° bestimmt werden. Die Itera-
tionsgleichung (5.1.36) reduziert sich in diesem Fall zu

Outis = 0BT + O(?), (5.1.42)
denn p¢ enthilt keinen ¢-unabhéngigen Term. Induktion fithrt zur folgenden Formel:
Ouy - 00Dy = €01 .. €00y, ... O, DY (5.1.43)
Nach einer Fouriertransformation

(2, 7) = / d*k ez 2R 2) 4 (k) (5.1.44)

kann man die Massenschalenbedingung & - k£ = 0 und dann die Relation
Naak® = —h(k)eak® (5.1.45)

benutzen (der Impulsfaktor h(k) wurde in (4.1.12) definiert). Damit erhélt man schlielich fiir

)
das n-te Transformation von ¢(k) den Ausdruck:

(k) = LH(RY e OlR) + O(?). (5.1.46)

Das sind die linearen Anteile der von den Translationen abgeleiteten nichtlokalen Symmetrien
(‘affinisierte Translationen’ wire vielleicht ein passender Begriff). Diese Transformationen gilt
es in der Stringtheorie wiederzufinden.

2. Ungebrochene Symmetrien in der Stringtheorie

Ublicherweise machen sich ungebrochene Targetraumsymmetrien in geschlossenen Stringtheo-
rien durch Kohomologieklassen mit Geistzahl eins bemerkbar. Einige Beispiele sind

e Translationssymmetrien aller kritischen Stringtheorien im flachen Raum.
e Eichsymmetrien, die durch Torus-Kompaktifizierung entstehen.

e Supersymmetrie in N=1 Stringmodellen [18].

e Die W,-Symmetrien der 2D Stringtheorie [54].

Im Prinzip wurde der Zusammenhang zwischen BRST-Kohomologie und Targetraumsymmetri-
en schon zu Beginn des letzten Kapitels angegeben. Uber die Gerstenhaber-Klammer und die
Multiplikation (2.3.10) erzeugen Kohomologieklassen geeigneter Geistzahl Abbildungen auf der
Menge der Vertexoperatoren physikalischer Zusténde — das sind die Symmetrietransformatio-
nen. Diese Behauptung wird im Rest dieses Abschnittes und in Abschnitt vier néher begriindet.

Absteigegleichungen

Oft hdngen Targetraumsymmetrien mit Symmetrien der Feldtheorie auf der Weltfliche zusam-
men (eine Ausnahme von dieser Regel wird in [2] beschrieben) und fiithren dort zur Existenz
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5.2. Ungebrochene Symmetrien in der Stringtheorie

erhaltener Strome?®. Wie in Kapitel IT kann die Weltfliche eines geschlossenen Strings durch eine
komplexe Koordinate z = €7 parametrisiert werden. Ein Strom mit Komponenten J,(z, z)
und J(z, z) heifit erhalten, wenn seine Divergenz verschwindet:

dJ, +0J; = 0. (5.2.1)

Die entsprechende Ladung ist
c

C ist hierbei ein geschlossener Weg um den Ursprung. Die Ladung ist in diesen Koordinaten
erhalten, wenn sie den gleichen Wert fiir homologe Wege C und C’ hat (C und C’ bilden also
den Rand OM einer Fliche M). Wie tiblich folgt Ladungserhaltung aus Stromerhaltung:

fo-fo—f o= [ a0 529

denn (5.2.1) bedeutet, dal ; geschlossen ist.

Im BRST-Formalismus muf} die Ladung nur bis auf einen BRST-trivialen Term erhalten sein,
das heiBt dQ; = [Q, ] * fiir irgendeine 2-Form 2,. Sie muf auflerdem BRST-invariant sein.
Das ist der Fall, wenn es eine Funktion {2 gibt, so daf} [@Q, Ql] = df)y. Wenn man () ein weiteres
Mal auf diese Gleichung anwendet, sicht man, daf [Q, Ql] eine Konstante sein muf, die aber
besser verschwinden sollte, denn sonst wére der Einheitsoperator BRST-trivial und es gébe
nicht mehr viel zu untersuchen. Diese Uberlegungen lassen sich zu den Absteigegleichungen
zusammenfassen:

[Q.Q%] =0,
[Q, 1] = d, (5.2.4)
[Q, Q] = dy.

Der ganze Formalismus erlaubt die Ersetzungen

QO—>QO+ [Q?a]a
Q) — Q) + da. (5.2.5)

Die Gleichungen fiir €}y sind genau die definierenden Relationen fiir die BRST-Kohomologie.
Aus jeder Kohomologieklasse 148t sich also eine Ladung konstruieren. Es ist nicht schwer, fiir
ein vorgegebenes Element der Kohomologie

Qolz,2) = W(2)W (%) (5.2.6)

3Dieser Unterabschnitt basiert auf [55].

4Da wir uns in diesem Abschnitt nicht unnétigerweise auf ein bestimmtes Modell festlegen wollen, konnen die
Formen (; entweder bosonisch oder fermionisch sein. Um die Notation dennoch nicht zu iiberfrachten, steht das
Symbol [+, ] fiir einen Kommutator oder Antikommutator. Einige Gleichungen in diesem Abschnitt gelten daher

auch nur bis auf (unwichtige) Vorzeichen, die sich aber leicht richtigstellen lassen, sobald man ein konkretes
Modell betrachtet.
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(W und W sind holomorphe und antiholomorphe Vertexoperatoren beliebiger chiraler Koho-
mologieklassen) eine Losung der Absteigegleichungen anzugeben:

O = (—)WO (W (2)dz + W (2)WD(2)dz,
Qy = WO ()W (2)dz A dz. (5.2.7)

mit W@ aus (2.3.14). Hier erkennt man auch wieder die entscheidende Rolle der relativen
Kohomologie, denn der aus einer Kohomologieklasse 2y abgeleitete Strom sollte ein Primérfeld
sein beziehungsweise der zugehorende Zustand sollte ein Hochstgewichtszustand sein. Das ist
aber nur dann der Fall, wenn q in der relativen Kohomologie liegt (siche Abschnitt 2.2 von
[55])-

Es 1a8t sich auch ohne Schwierigkeiten berechnen, wie die aus €; gebildete Ladung A einen
weiteren BRST-invarianten Vertexoperator V' (z, Z) = V(2)V(Z) des geschlossenen Strings trans-
formiert:

[AV(w,0)] = ()" § EWOGT Y )7 ()
]{ %W(z)w(l)(z)V(w)V(w)
= ()W, V} () W - V(@) + (~)VIW - V(w) {W, V} (@) (5.2.8)

Das erkldrt die Behauptung, daf§ die Gerstenhaber-Klammer und das Produkt (2.3.10) Sym-
metrietransformationen erzeugen. Man erkennt auch, dafi die BRST-Kohomologie in der
Stringtheorie eine doppelte Rolle spielt. Neben den dynamischen Freiheitsgraden enthilt sie
auch Informationen tiber die Symmetrien der Theorie (zumindest iiber die ungebrochenen, sie-
he Abschnitt vier). Es ist am natiirlichsten, fiir 2 eine Kohomologieklasse mit Geistzahl eins
zu wahlen, denn die daraus resultierende Ladung A hat dann Geistzahl null. Nur in diesem
Fall kann die Ladung die Menge der physikalischen Vertexoperatoren in sich selbst abbilden.
Damit erhalten wir das wichtige Resultat, dal die Symmetrien der Stringtheorie in der BRST-
Kohomologie mit Geistzahl eins auftauchen, wiahrend die Freiheitsgrade Geistzahl zwei haben.
Ein einfaches Beispiel fiir diesen Formalismus ist der bosonische String. Fiir eine Kohomologie-
klasse mit Geistzahl eins braucht man zum Beispiel einen rechtslaufenden Vertexoperator mit
Geistzahl null oder kleiner. Der einzige Kandidat ist der Einheitsoperator 1. Der linkslaufende
Anteil mufl dann Geistzahl eins haben. Damit ist die Losung der Absteigegleichung eindeutig
bestimmt (der rechtslaufende Einheitsoperator wird wie iiblich unterdriickt):

QO = caX“, Ql = 8X“, QQ = 0. (529)

Die resultierende Ladung A* ist natiirlich der Impulsoperator und wirkt auf Vertexoperatoren
e*X durch Multiplikation mit k*:

LA, & (1, @)] = 7( 92 X0 (2)e™X (w, @) = —ik X (w, ). (5.2.10)

21
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3. Nichtlokale Transformation der Vertexoperatoren

In diesem Abschnitt werden die obigen Ergebnisse auf den N=2 String angewandt. Um Ladun-
gen zu konstruieren beziehungsweise eine komplette Losung der Absteigegleichungen anzugeben,
fangen wir mit Kohomologieklassen der Geistzahl eins an, die wir aus den Operatoren (4.2.7)
und (4.1.8) kombinieren:

Q0 7t 1= mm = ﬁ+7ﬂ_7m(z)(§ﬂ+min(2), m,n=—mw, .., m. (5.3.1)
Man koénnte auch den holomorphen und antiholomorphen Anteil vertauschen. Es stellt sich aber
heraus, dafl das nichts neues liefert. O und P haben hier identische Bildladung. Vom Standpunkt
der BRST-Kohomologie ist das nicht unbedingt notwendig, scheint aber dennoch die natiirliche
Wahl zu sein. Berechnet man zum Beispiel Amplituden in einer gemischten Theorie aus offenen
und geschlossenen Strings, miissen die Vertexoperatoren so gewéhlt werden, dafl links- und
rechtlaufende Bildladung iibereinstimmen. Andernfalls erhilt man ein falsches Ergebnis. Wir
beschrénken uns daher in dieser Arbeit auf Kohomologieklassen der Form (5.3.1).
Die aus 2y abgeleiteten 1- und 2-Formen lauten:

£1L,7r+,7r—,m,n = —Pai127ﬂ77m(z)@w+’7r, n(z) dz
+ Pa7r+,7r*,m(z)(§7(r142 ﬂf’n(z) dz (532)
g,w"‘,w‘,m,n = Pagrlg,fr—,m(z)@frl‘z,ﬂ—,n(z) dz N dzZ.

Auf den physikalischen Vertexoperatoren (2.4.2) wirken die entsprechenden Ladungen

i ]{ F—— (5.3.3)
c
als
[Ars o ms Va7 (k,w, )]
= { o Vﬁ+ﬁ—}G(w) @ﬂ--&-’ﬂ-—’n"?ﬁ-&-’ﬁ— (w)
e m Var a- (W) O —— vﬁt%*}G(w)- (5.3.4)

Der Term in der letzten Zeile verschwindet, wie man durch Abzdhlen der Geistzahl sieht. Zum
Beispiel ist P% __ -Vz+ - (w) ein chiraler, BRST-invarianter Operator mit nichtverschwin-
dendem Impuls und Geistzahl zwei und muf daher BRST-trivial sein (sieche Kapitel I1I). Den
verbleibenden Term hatten wir schon in (4.1.13) und (4.2.10) berechnet. Es ergibt sich also das
folgende, nichtlokale Transformationsgesetz fiir die Vertexoperatoren:

[ ;+,7r—,m,n7 V7?+’ﬁf (k, w, U_J)] = h(k)m+nkav7r++7?+77r7+ﬁf (k, w, 71)). (5.3.5)
Die Ahnlichkeit mit der linearisierten Transformation (5.1.46) ist offensichtlich (siche auch
Gleichung (4.1) in [5]), bedarf aber noch einer weiteren Diskussion.
Es wurde bereits mehrfach erwéhnt, dafi das Auffinden der vollen Symmetrie einer Stringtheo-
rie nicht einfach ist, denn im allgemeinen wiirde das eine nichtstorungstheoretische Definition
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der Theorie voraussetzen. Um ein Gefiihl dafiir zu bekommen, wie man Gleichung (5.3.5) be-
werten sollte, ist es sinnvoll, einige Tatsachen iiber den geschlossenen bosonischen String zu
wiederholen. Diese Theorie enthélt Gravitation und sollte daher invariant unter allgemeinen
Koordinatentransformationen sein. Die iibliche Stérungsentwicklung ist jedoch um den flachen
Raum und bricht die Symmetrie zur Poincaré-Gruppe. Die Impuls null Kohomologie fiir Geist-
zahl eins enthélt aber nur die Translationen (siehe (3.3.25)). Man kann zwar Strome

JH = XFOXY — X OX" (5.3.6)

hinschreiben, die BRST-invariante Ladungen besitzen und Lorentztransformationen erzeugen;
sie werden aber nicht in der BRST-Kohomologie sichtbar, denn die Stringkoordinate X* ist
kein legaler Operator, der in der Operator-Zustand-Korrespondenz der konformen Feldtheorie
auftaucht.

Ganz analog beschreibt das Feld ¢, das den Freiheitsgrad des N=2 Strings kodiert, Abweichun-
gen eines Kéhler-Potentials vom flachen Raum. Wir sollten daher Translationen im (0, 0) Bild
sehen. Dieses Bild ist das natiirlichste in dem Sinne, daf} es das einzige ist, in dem die aus Koho-
mologieklassen abgeleiteten Strome keine Beitrige des Geistsektors enthalten. Sie konnen daher
iiber die Weltfldche integriert werden und Deformationen der konformen Feldtheorie erzeugen
(siche zum Beispiel [16]).

In Abschnitt eins dieses Kapitels haben wir gesehen, daf3 die aus den Translationen abgeleiteten
nichtlokalen Transformationen (5.1.46) die flache Metrik ebenfalls invariant lassen. Sie sollten
also irgendwo in der Kohomologie bei Impuls null auftauchen. Die Ahnlichkeit der Gleichungen
(5.1.46) und (5.3.5) 148t die Spekulation zu, daf sie iiber die Bildabhéngigkeit der Kohomologie
sichtbar werden. Es ist jedoch fast iiberfliissig zu erwéhnen, daf diese Interpretation zusétzliche
Belege benotigt.

Ein weiterer Aspekt ist, dal die Transformationen 6,, nur fiir n = 0 Eichtransformationen sind.
Andererseits gibt es ein Theorem, dafl Stringtheorien keine starren, kontinuierlichen Symme-
trien im Targetraum zulassen (siehe [43], Kapitel 18). Der Beweis dieser Behauptung basiert
auf Tatsache, dafl zu jeder dieser Symmetrien erhaltene Strome auf der Weltfliche gehoren, aus
denen man Vertexoperatoren fiir entsprechende Eichbosonen konstruieren kann. Man kann sich
also fragen, wie die ungebrochenen, nichtlokalen Symmetrien iiberhaupt in der N=2 Theorie
realisiert sein konnen. Der wesentliche Punkt ist, dafl das eben erwdhnte Theorem davon aus-
geht, da die Strome chiral erhalten sind — und das ist nicht immer der Fall. Die Strome in
(5.3.6) stellen ein Gegenbeispiel dar. Deswegen gibt es in der Stringtheorie keine Eichbosonen
fiir Lorentztransformationen (‘Stringtheorie eicht nur die Translationen’, [2]). Fiir den N=2
String sind die zu den Ladungen gehorenden Strome in (5.3.2) angegeben. Sie sind nur fiir
(7, 77) = (0,0) chiral erhalten, denn dann ist der rechtslaufende Anteil der Einheitsoperator.
Das entsprechende Eichboson ist das Plebanski-Feld ¢. Fiir andere Werte der Bildladung, aber
m =n = 0, sind die Strome nicht chiral erhalten. Trotzdem kann man Eichbosonen aus ihnen
konstruieren, die aber durch Bildwechsel mit dem (0,0) Vertexoperator verbunden sind. Fiir
nichtverschwindende Werte von m und n lassen sich dagegen keine Eichbosonen aus den Stomen
erhalten, was erklédrt, dafl sie zu starren Transformationen im Targetraum gehoren.

4. String-Feldtheorie

Ein plausibler Versuch, eine nichtstérungstheoretische Definition einer Stringtheorie zu finden,
ist, Funktionale W[X (¢)] von Stringkonfigurationen X#(o) zu betrachten. Man konnte dann
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analog zur Quantenfeldtheorie Wirkungen S[W¥] untersuchen und die Theorie zum Beispiel durch
ein Pfadintegral (in diesem Fall ein Integral iiber die Menge aller Funktionale) definieren,

/ [dV]e™s. (5.4.1)

Fiir offene Strings hat so ein Formalismus eine Reihe attraktiver Eigenschaften [52], ist aber
so kompliziert, dafl es nur mit Miihe moglich ist, die Ergebnisse der erstquantisierten Theorie
wiederzugeben. Dariiber hinausgehende Resultate — etwa {iber die volle Symmetriestruktur der
Theorie — scheinen bisher kein kohérentes Bild zu ergeben. Fiir geschlossene Strings ist die
Situation noch schlechter, denn es gibt keine wirklich natiirliche Definition fiir das Produkt
zweier geschlossener Stringfelder, und ohne Produkt kann man keine Wirkung hinschreiben. In
[56] ist es dennoch gelungen, fiir den bosonischen String ein Produkt und eine Wirkung so zu
definieren, dafl die aus dem Pfadintegral (5.4.1) abgeleiteten Feynman-Regeln den stérungs-
theoretischen Ausdruck (2.4.1) reproduzieren und damit per Konstruktion korrekt sind. Die
Wirkung ist jedoch nichtpolynomial, wobei die N-Punkt Vertizes Beitrdage aus jeder Ordnung
der Loop-Entwicklung enhalten®. Das erinnert an nichtrenormierbare Quantenfeldtheorien, die
zwar niitzlich sind, um Phinomene weit unterhalb einer vorgegeben Skala zu untersuchen,
aber nicht als Definition einer Theorie dienen kénnen. Dennoch hat String-Feldtheorie auch
fiir die Diskussion in dieser Arbeit ihren Wert. Ein Grund ist, dal im wechselwirkungsfreien
Fall die Probleme verschwinden und ein sehr eleganter Formalismus entsteht, durch den man
ein besseres Verstdndnis einiger Dinge, wie zum Beispiel der Rolle der Geistzahl, der relati-
ven BRST-Kohomologie oder des U(1)-Moduliraumes bekommen kann. Auflerdem kann man
im Rahmen der wechselwirkenden Theorie zumindest qualitativ den Zusammenhang zwischen
Symmetriestruktur und BRST-Kohomologie verstehen®.

Ein Stringfunktional W[X (0)] 148t sich als Skalarprodukt eines allgemeinen Stringzustandes |¥)
mit einem Positionseigenzustand | X (o)) schreiben,

U[X(0)] = (X (o) |T). (5.4.2)

Die Wahl der Parametrisierung von X (o) sollte keine Rolle spielen, was man dadurch beriick-
sichtigt, dal das Stringfeld auch von den Geistern abhéngen kann. Aus den Erfahrungen mit der
BRST-Kohomologie sollte man zusétzlich fordern, daf§ es Geistzahl eins fiir offene und zwei fiir
geschlossene Strings hat. |¥) 1d8t sich auf bequeme Weise durch die Oszillatoren ausdriicken.
Fiir den masselosen Sektor des offenen bosonischen Strings erhélt man zum Beispiel:

o) — / %k (A, (K)ol sex +iB(R) o) F) (5.4.3)
Es stellt sich heraus, dafl der folgende Ausdruck eine brauchbare Wirkung abgibt:
S=—(vQ )
= /d%:z; <%A#DA“ —2B(9, A" + B)) : (5.4.4)

5Ein sehr lesenswerter Ubersichtsartikel, auf dem diese Diskussion beruht, ist [42].

6Dieser Abschnitt dient hauptsichlich dazu, einige bereits diskutierte Dinge von einem anderen Standpunkt
aus zu betrachten und liegt daher etwas auflerhalb des logischen Aufbaus dieses Kapitels. Da nur ein kleiner
Teil des néichsten Abschnittes auf diese Ergebnisse aufbaut, ist es ohne weiteres moglich, diesen Abschnitt zu
iibergehen.

67



5.4. String-Feldtheorie

wobei die Konvention (k|p) = (2m)%66(k—p) benutzt wurde. Das B-Feld kann eliminiert werden,
da es keinen kinetischen Term hat. Das Resultat ist die Maxwell-Wirkung. Die Bewegungsglei-
chung hat in diesem Formalismus die Form @ |¥) = 0. Auflerdem ist die Wirkung invariant
unter

W) — [¥) +Q[A). (5.4.5)

Die BRST-Kohomologie ist also die Losung der Bewegungsgleichung modulo Symmetrien. In
unserem Beispiel ist

IA) = /d26k A(E)[0), (5.4.6)

was zu den Transformationen

§A,(z) = O\ (z),  6B(x) = _%m(x) (5.4.7)

fithrt. Damit kann das B-Feld weggeeicht werden. Allgemeiner kann man fiir das Stringfeld im-
mer die Siegel-Eichung by |¥) = 0 erreichen. Damit werden gerade die nichtdynamischen Felder
eliminiert. An der expliziten Form des BRST-Operators erkennt man, dafl sich die Wirkung
(5.4.4) dann zu

S=—(U|coly | ) (5.4.8)

reduziert. In dieser eichfixierten Form 148t sich der Propagator D als Inverses des kinetischen
Operators berechnen:

DcoLo |9) = |¥) = D =byL'. (5.4.9)

Man kann auch die Einschrinkung des Stringfeldes auf Geistzahl eins fallen lassen. Fiir den masselosen Level
hat man dann

| W) = / d*k (C’(k) + A, (k)era” | +iB(k)eo + ifl;(k)coclo/il

+iB*(k)cic—1 + ié*(k’)COClc—l) k) .

Damit |¥) eine definierte Statistik hat, sind B, A, und C* bosonische und C, A}, und B* fermionische Felder.
Ausgedriickt durch diese Felder lautet die Wirkung;:

S = /d%x <%AMDA“ — 2B(9, A" + B) — 2iA%0"C — iB*IZIC’) .

Das ist genau die Wirkung, die man im Antifeldformalismus aus der Komponentenform von (5.4.4) ableiten
wiirde; sie 16st also die Mastergleichung. Die Komponentenfelder von Zustdnden mit Weltflichen-Geistzahl N9
haben Targetraum-Geistzahl 1— N9. Dieselbe Relation haben wir schon in Abschnitt drei von Kapitel II gesehen.
Die Targetraum BRST-Transformationen s lassen sich kurz und knapp als

s|¥) = Q[¥)

schreiben. Auf diese Weise erhilt jedes Element des Fockraumes der Stringtheorie eine Interpretation im Targe-
traum [48, 56]. Fiir den offenen String zum Beispiel haben die Materiefelder (Weltfliichen-) Geistzahl N9 = 1,
die Geistfelder haben N9 < 1 und die Antifelder N9 > 1.
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Fiir den geschlossenen bosonischen String mufl die Wirkung (5.4.4) modifiziert werden. Das
Stringfeld soll Geistzahl zwei haben; fiir ein verschwindendes Matrixelement braucht man aber
insgesamt sechs Einheiten an Geistzahl. Es muf} also eine Geist-Nullmode eingefiigt werden.
Der kinetische Term g - ag wird im BRST-Operator mit ¢y + ¢y multipliziert und darf auf
keinen Fall aus der Wirkung verschwinden. Das fithrt auf

Dabei mufl das Stringfeld aber die Bedingungen
(bo — bo) |¥) = (Lo — Lo) [¥) =0 (5.4.11)

erfiillen, damit die Wirkung reell ist. Diese Bedingungen mufl man von vorneherein an das
Stringfeld stellen”, wihrend man

(bo + bo) |¥) = 0 (5.4.12)
wieder als Eichbedingung wéahlen kann. Der Propagator lautet in dieser Eichung

[; b ~ X ~ ~ =
D= ——==68(Lo — Lo) ~ bobo/ d*zztot ot (5.4.13)
Lo+ Ly |2|<1

Dieses Ergebnis kann man anschaulich verstehen. In einer Korrelationsfunktion beschreibt D
die Ausbreitung eines Strings von z = 0 bis z = 1. An diesen Stellen trifft er auf weitere
Strings, mit denen er wechselwirken kann. Die z-Integration entspricht also dem Integral {iber
den Moduliraum der punktierten Sphére im Polyakov-Pfadintegral.

Auf diese Weise kann man auch den N=2 String behandeln. Das Stringfeld sollte Geistzahl zwei
haben. Da ein nichtverschwindendes Skalarprodukt insgesamt Geistzahl acht erfordert (jeweils
vier aus holomorphem und antiholomorphem Sektor, siehe (2.2.22)), miissen wieder zusétzliche
Geist-Nullmoden in die Wirkung eingebaut werden. Die einzige Moglichkeit ist

S =i (V| cycy(co— ¢0)Q |P), (5.4.14)
wobei |U) die Nebenbedingungen
(b — bo) [W) = (Lo — Lo) |¥) =0,
Jo | ) = Jo |T) = b |T) = b, |T) =0 (5.4.15)

erfilllen muB. Man erkennt also, dafl die U(1)-Geister eine andere Rolle als die metrischen
Geister spielen. Der Propagator in der Siegel-Eichung lautet

bbbl 57 — To) 6(J0) 6(Js) = DD (5.4.16)

~

Lo+ Lo

"Lo — Lo erzeugt globale Translationen in o-Richtung auf der Weltflsiche. (Lo — Lo) |¥) = 0 kann man also
geometrisch verstehen, denn es gibt auf der Weltfldche eines geschlossenen String keinen ausgezeichneten Wert
von o.
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mit D aus (5.4.13) und
D' = Egb{) 5(jo) 5(jo)
2m . 2m oz
~ bgbg/ dalei"ljo/ doaye'>. (5.4.17)
0 0

Der U(1)-Anteil fithrt zu einer zusétzlichen Integration iiber einen Torus 75 = S; x Sy, die sich
wieder als Integration iiber den Moduliraum interpretieren 1d8t®. Insbesondere hat der U(1)-
Moduliraum keinen Rand. Dieses Resultat wird bei der Behandlung der Ward-Identitdten im
néchsten Abschnitt eine Rolle spielen.

Wie bereits erwihnt wurde, ist der Ubergang zur wechselwirkenden Theorie nicht einfach — unter
anderem, weil es sehr kompliziert ist, ein verniinftiges Produkt zweier Stringfelder anzugeben.
Die offensichtliche Verallgemeinerung der Transformation (5.4.5) ist

|U) — |¥) +Q|A) + |¥ % A) + hohere Ordnungen, (5.4.18)

ohne daBl wir hier genauer auf die explizite Form von * einzugehen brauchen. Es reicht zu wissen,
daf es moglich ist, ein Produkt zu konstruieren [56]. Das Stringfeld ¥ beschreibt kollektiv die
Abweichungen der Komponentenfelder von ihrem Vakuumwert. Eine Symmetrie des gewéhlten
Grundzustandes sollte also den Wert =0 nicht d&ndern. Eine Transformation mit einem nicht-
invarianten Parameter A enthélt feldunabhéngige Terme, die den Grundzustand nicht invariant
lassen. Ungebrochene Symmetrien erfordern also @ |A) = 0. BRST-triviale Operatoren fithren
allerdings zu Symmetrien, aus denen man keine erhaltenen Ladungen gewinnen kann. Damit
sehen wir auch in diesem Formalismus, dafl man die ungebrochenen Symmetrien der Theorie
in der BRST-Kohomologie mit Geistzahl eins findet.

5. Ward-Identititen des N=2 Strings

Aus den Symmetrien einer Theorie lassen sich im allgemeinen Relationen zwischen den Korre-
lationsfunktionen ableiten (sogenannte Ward-Identitéten). Im Fall des N=2 Strings sollte man
erwarten, dal die Ward-Identitdten ausreichen, um die Amplituden mit mehr als drei dufleren
Beinen zu null zu diskutieren. Es ist also wichtig zu testen, welche Auswirkungen fiir die Kor-
relatoren sich aus unseren Kandidaten (5.3.3) fiir die nichtlokalen Ladungen ergeben. Bevor
wir uns dem N=2 String zuwenden, scheint es allerdings angebracht zu sein, einen Teil des
allgemeinen Formalismus kurz zusammenzufassen [27, 50, 55].

Einige Grundlagen

Wir betrachten der Einfachheit halber zunéchst den geschlossenen bosonischen String in nied-
rigster Ordnung der Stérungstheorie. Die Weltflache hat also die Topologie einer Sphére. Von
einem etwas abstrakteren Standpunkt aus betrachtet kann eine Korrelationsfunktion

O =(Vi...Vys) (5.5.1)

8Diese Rechnung kann natiirlich bestenfalls als eine Art Eselsbriicke verstehen. Fiir eine mathematisch kor-
rekte Bestimmung des U(1)-Moduliraum muf das Indextheorem betrachtet werden, siehe [8].

70



5.5. Ward-Identitédten des N=2 Strings

von N+1 BRST-invarianten Vertexoperatoren mit Geistzahl g; als eine Differentialform vom
Grad

N+1

deg®=> g —6 (5.5.2)

=1

auf dem Moduliraum My, einer Sphéire mit N + 1 markierten Punkten aufgefafit werden.
M1 ist dabei einfach der Konfigurationsraum von N — 2 Punkten auf der Sphére, denn drei
der Punkte kénnen aufgrund der Isometrien beliebig festgelegt werden. Diese Behauptung ist
sehr plausibel, denn man braucht gerade ZNT g; — 6 Antigeist-Einsetzungen beziehungsweise
Integrationen, um aus © eine Zahl zu erhalten. Weiterhin ist es ein wichtiges Ergebnis, dafl
diese Form geschlossen ist [1].

Um Streuamplituden zu berechnen, nimmt man ausschliellich Vertexoperatoren mit Geistzahl
zwei. In diesem Fall ist © eine Volumenform und kann iiber den vollen Moduliraum inte-
griert werden. Um eine Ward-Identitdt abzuleiten, wihlt man dagegen nur N Operatoren mit
Geistzahl zwei und nimmt zusétzlich eine Kohomologieklasse mit Geistzahl eins, die mit den
Symmetrien der Theorie zusammenhéngt. © ist dann eine Form vom Grad dim Mpy,; — 1
und kann nur noch iiber eine Untermannigfaltigkeit mit Kodimension eins intergriert werden.
Der natiirliche Kandidat dafiir ist der Rand OMy,;. Wegen d© = 0 und Stokes’ Theorem

verschwindet dieses Integral allerdings, so dafl die Ward-Identitét lautet:

/ o / 40 — 0. (5.5.3)
8MN+1 MN+1

Dem Rand des Moduliraumes einer Sphére mit N 4 1 markierten Punkten entsprechen Konfi-
gurationen, bei denen zwei der Punkte zusammenriicken (Abb. 1B).

(), )

Abbildung 1: Konfiguration A entspricht einem Punkt im Inneren des Moduliraumes einer
Sphére mit vier Punktierungen. B liegt dicht am Rand.

Diese Situation ist konform &quivalent dazu, dal sich die Sphére in zwei Teile auspaltet, die
nur durch eine unendlich lange, diinne Réhre miteinander verbunden sind (Abbildung 2). Einer
dieser Teile enthélt p und der andere N + 1 — p Punkte fiir irgendeine ganze Zahl p zwischen
2 und N — 1. Die Endpunkte des Zylinders sorgen fiir zwei neue Punktierungen. Auflerdem ist
der Twist-Winkel des Zylinders ein weiterer Modulus. Damit stimmen auch die Dimensionen:
Der Moduliraum einer n-punktierten Sphére hat die reelle Dimension 2(n — 3), also

dim My =2(N=2) —1=2(N—p—1)+2(p—2) +1
= dim MN_p+2 + dim Mp-l-l + 1. (554)
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Abbildung 2: Hier sind zwei Sphéren dargestellt, die durch einen diinnen Zylinder miteinander
verbunden sind. Diese Abbildung ist konform dquivalent zur Konfiguration B in Abbildung 1.

Die diinne Rohre kann durch einen vollstdndigen Satz physikalischer Zusténde, die zwischen
den beiden Sphéren propagieren, beschrieben werden. Der Twist-Winkel der Rohre fiihrt zu
einer Antigeist-Einsetzung von b(z) — b(z). Der Satz der Zusténde hat daher die Form

D100, (5.5.5)

wobei ¢ eine Basis der absoluten BRST-Kohomologie durchnumeriert und
(0;0") = ¢, |0") = (bo — bo) |O"). (5.5.6)

Die Ward-Identitat fiir eine Korrelationsfunktion, die N Geistzahl zwei Vertexoperatoren V; :=
V (k;, 2, Z;) und einen Geistzahl eins Operator g enthilt, lautet also

S Vo Vi 00 N0V - Vi )) = 0. (5.5.7)

Der Index « lduft hierbei iiber alle Moglichkeiten, die N Vertexoperatoren in eine Untermenge
{Vi, ... Vi, } auf der Sphére von €y und den Rest {V,,,, ... Vi, } auf der anderen Sphére zu un-
terteilen. Die Doppelklammern sind ganz normale Korrelatoren auf der Sphére. Diese Notation
deutet nur an, dafl die Integration iiber den Moduliraum bereits ausgefiihrt wurde.

In der N=2 Stringtheorie hat der Moduliraum eine kompliziertere Form (wir betrachten wei-
terhin nur den Fall verschwindender Chernzahl). Die Integration iiber die fermionischen Moduli
kann explizit ausgefithrt werden [8] und fithrt zu der Vorschrift, dafl sich die beiden Bildladun-
gen 77 = 7T und 7~ = 7~ der Vertexoperatoren jeweils zu —2 addieren miissen, um einen
nichtverschwindenden Korrelator zu erhalten. Die U(1)-Moduli hdngen mit der Homologie der
punktierten Riemannfliche zusammen. Auf der Sphére entsprechen sie einfach den nichttri-
vialen Monodromien der U(1)-geladenen Felder um die Punktierungen. Die Korrelatoren fiir
verschiedene Monodromien werden jedoch iiber den SpektralfluBautomorphismus miteinander
identifiziert, so da} wir uns an jeder Punktierung auf den NS-Sektor beschrénken kénnen. Die
Integration iiber die U(1)-Moduli tridgt daher nur zur Normierung bei.

Auflerdem hat der U(1)-Moduliraum keinen Rand, wie wir schon auf etwas heuristische Weise
in Abschnitt zwei dieses Kapitels gesehen haben und wie sich auch aus der genauen mathe-
matischen Behandlung mit Hilfe des Indextheorems ergibt [8]. Die Art und Weise wie die
Ward-Identitét oben hergeleitet wurde zeigt, dafi der U(1)-Sektor keine Rolle spielt. Gleichung
(5.5.7) gilt also unverdndert fiir den N=2 String.
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Es ist sehr aufschlufireich, die Ward-Identitdat auch noch von einem etwas anderen Standpunkt
aus als Aussage iiber die Entkopplung von BRST-trivialen Zusténden zu betrachten [27, 50].
Korrelationsfunktionen auf der Sphére kénnen immer umgeschrieben werden als Matrixelemen-
te ortsunabhéngiger Operatoren [43]. Zum Beispiel lautet eine 4-Punkt-Funktion des geschlos-
senen bosonischen Strings

Ay = (V1|Va(1)DV3(1)|Vy) + Permutationen. (5.5.8)

Hierbei sind V; physikalische Zustinde aus der relativen Kohomologie (sie haben also Geist-
zahl zwei) und der Propagator wurde bereits in (5.4.13) angegeben. Die Entkopplung eines
trivialen Zustandes |V1) = Q|A) zeigt man, indem man @ nach rechts durchzieht. Der einzige
nichtverschwindende Kommutator, der dabei auftritt, ist [Q, D]. Aus den beiden verschiedenen
Ausdriicken fiir D in (5.4.13) erhélt man einerseits

Q. D] = 4 (b — )5 (Lo — Lo)

= (b~ )0 (0 = 310" (O] (5.5.9)

Die Summe lauft hier iiber einen vollstdndigen Satz von Zusténden, die von [:0 — [:0 vernichtet
werden. Im Matrixelement (5.5.8) tragen aber nur die Kohomologieklassen bei [43], so daf sich
die gleiche Summe wie in (5.5.5) ergibt. Andererseits ist

|Q, D] = (boio —boLo) / d2rnto—15L0-1

|2|<1

= bo/ d?z0 (zﬁo_liio) - 50/ d?z0 (zﬁoiio_l) . (5.5.10)
|2[<1 |z[<1

Hier sieht man, daf§ die Rander des Moduliraumes beitragen (den Rand des kompletten Mo-
duliraum erhélt man, wenn man in (5.5.8) alle Permuationen berticksichtigt). Wenn es um die
Entkopplung longitudinaler Freiheitsgrade geht, tragt |A) Impuls k. Man kann dann in eine
Region des Impulsraumes gehen, in der die Lo-Werte grof} sind und die Beitrdge vom Rand
des Moduliraumes verschwinden (‘canceled propagator argument’). Um eine Ward-Identitit zu
erhalten, benutzt man fiir A BRST-invariante Zusténde €}y mit Geistzahl eins und festgeleg-
tem Impuls, die mit den Symmetrien der Theorie assoziiert sind (fiir den N=2 String also die
Operatoren (5.3.1)). Die Ward-Identitét nimmt dann zum Beispiel fiir eine 4-Punkt-Funktion
die Form

0= (Q|QV2(1)DV3(1)|Vy) + Permutationen (5.5.11)

an. Welche Modifikationen sich fiir den N=2 String ergeben, sieht man, indem man den Kom-
mutator des BRST-Operators mit dem Propagator (5.4.16) berechnet:

[Q,DD'] = [Q,D]D/, (5.5.12)
denn D’ vertauscht mit dem BRST-Operator. Zum Beispiel ist

{Q,b,6(Jo)} = Jo6(Jo) = 0. (5.5.13)
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Wir sehen also auch hier, da§ der U(1)-Sektor keine Rolle fiir die Ward-Identitdten des N=2
Strings spielt. Aus diesem Grund werden im folgenden Abschnitt die U(1) Geister nicht explizit
aufgefiihrt.

Explizite Form der Ward-Identititen

Wir betrachten nun die Ward-Identitdten mit den Operatoren aus (5.3.1). Die Bildladung wird
nicht explizit angegeben, um die Formeln etwas iibersichtlicher zu halten. Fiir den Fall der 3-
Punkt-Funktion, bei dem drei Vertexoperatoren V;(k;) mit lichtartigen Impulsen ki +ko+ks = 0
beitragen, lautet (5.5.7):

> (i, 0 (0iVaVs) + > (Va5 ,, , O (O:V3 V1 )

0,m,n

+3 (V398,, .0 (0iViV) = 0. (5.5.14)

Die Bild- und Geistladungen sowie die Impulse der Operatoren O; und O liegen eindeutig fest.
Zum Beispiel trégt in der ersten Summe nur O; = V4 mit konjugierten Zusténden O' = 0cocV;
und O = (dc + 9¢)V; bei. Der zweite Faktor des ersten Terms ist die gewohnliche 3-Punkt-
Funktion und der erste spaltet folgendermaflen in holomorphen und antiholomorphen Anteil
auf:

(Vi (k1) (O + DBV (— k1))
= (Vilk)PeVi(=k1)) (Vi (k1) 0n0EVi(—Fr) ) . (5.5.15)

Die Indizes L und R sollen hier andeuten, dafl die Korrelatoren in Hinblick auf die chiralen
links- und rechtslaufenden Hilften gemeint sind (der Term OcV; trigt aus Geistzahlgriinden
nicht bei). Die ganze Diskussion hangt aulerdem nicht von den gewéhlten Bildladungen ab. Es
gibt daher keine Einschrankungen an die Werte von m und n. Die Korrelatoren (5.5.15) lassen
sich auswerten, indem man die Ergebnisse aus Kapitel IV benutzt und ergeben k§h(k)™ ™.
Der explizite Ausdruck der Ward-Identitéat fiir die 3-Punkt-Funktion lautet daher schliellich

3
A3 Eh(k)™ =0 (5.5.16)
=1

fiir jeden Wert m € Z. Eine analoge Gleichung gilt auch, wenn man k¢ durch k? ersetzt.
Die Amplitude kann also nur dann von Null verschieden sein, wenn die Summe in (5.5.16)
verschwindet. Die eindeutige Losung ist:

h(ky) = h(ks) = h(ks) = 0. (5.5.17)

Das stimmt genau mit dem Ergebnis aus [5] iiberein und erhélt bereits nichttriviale Informati-
on, wie man folgendermaflen einsehen kann: Die Massenschalenbedingung k; - k; = 0 bedeutet

9Fiir die 3-Punkt-Funktion auf der Sphére gibt es keinen Unterschied zwischen der doppelten und der einfa-
chen Klammer, da der metrische Moduliraum in diesem Fall nur aus einem Punkt besteht.
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|k?] = |k!|. Die nullten und ersten Komponenten der Impulse k; bilden also aufgrund der Impul-
serhaltung zwei Dreiecke mit gleicher Seitenlédnge, die sich bis auf ihre unwichtige Schwerpunkts-
position in der Impulsebene nur in der Orientierung unterscheiden kénnen. Man kann sich leicht
iiberlegen, daf eine nichtverschwindende 3-Punkt-Funktion entgegengesetzt orientierte k°- und
k'-Dreiecke erfordert — eine kinematische Situation, die auch aus der Ward-Identitét (5.5.16)
folgt [5].

Wir kommen nun zu den Ward-Identitdten fiir beliebige N-Punkt-Funktionen, bei denen N
lichtartige Impulse k; auftauchen mit k; + ks + ... + ky = 0. Die a-Summe in (5.5.7) lauft
nun iiber eine grofle Anzahl moglicher Entartungen der Riemannfliche. Insbesondere besteht
die Moglichkeit, dafl der Operator €2y mit mehr als einem weiteren Vertexoperator auf einer der
beiden Sphéren sitzt. Das fithrt zum Korrelator

UV Vg + - Vi 280 i ON OV - Vi ). (5.5.18)

O; hat Impuls k,, +k,,+...+k,, und ist im allgemeinen kein ‘on-shell-Operator, hat also nicht-

verschwindenden ﬁo—Eigenwert. Diese Situation behandelt man iiblicherweise, indem man sich
auf das bereits erwihnte ‘canceled propagator argument’ beruft (siche Kapitel 9 aus [43]): Man
wertet den Korrelator (5.5.18) in einer kinematischen Region aus, in der die Zwischenzusténde
positive Skalendimension haben. Die Beitrige vom Rand des Moduliraums verschwinden in
diesem Fall (siehe (5.5.10)). Aufgrund analytischer Fortsetzung sollte der Korrelator dann auch
in jeder anderen Region des Impulsraumes verschwinden. Wenn () jedoch nur mit einem weite-
ren Vertexoperator abspaltet, funktioniert dieses Argument nicht, weil der Zwischenzustand in
dieser Situation Impuls k; hat und daher immer auf der Massenschale liegt. Die Ward-Identitét
erhélt daher nur Beitrdge von diesem Typ der Entartung der Riemannfliche und lautet

N

Y V() 0V (=) Ay = Aw Z k()™ = 0 (5.5.19)

=1

fiir beliebige m, n € Z. Sie sieht nicht besonders aufregend aus (schlielich wurde sie aus ‘affini-
sierten Translationen’ abgeleitet), hat aber zur Folge, dafy die N-Punkt-Funktion verschwinden
mufB, falls nicht die Gleichung

N
> keh(k)™ =0 fiir jedes m € Z (5.5.20)

gilt. Um die Losungen dieser Gleichung zu finden, sollte man sich daran erinnern, daf§ A nur
eine Phase ist und daher als h(k;) = €7 geschrieben werden kann. Wenn man (5.5.20) durch
h(ky)™ teilt und dann iiber m summiert, erhdlt man

0= Z kpy e = ik“é( 7). (5.5.21)

meZ i=

Der erste Term, ¢ = 1, in dieser Summe verschwindet nicht; es mufl also noch andere von
Null verschiedene Summanden geben. Unter Berufung auf analytische Fortsetzung kénnen wir
kinematische Situationen, in denen schon eine echte Untermenge der Impulse separat erhalten
ist, vernachlédssigen. Damit (5.5.21) erfiillt sein kann, muf} also gelten
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(5.5.21) stimmt dann wegen Impulserhaltung. Die Ward-Identitéat (5.5.20) fiithrt schliefllich da-
zu, dafl die N-Punkt-Funktion nur dann von Null verschieden sein kann, wenn

h(k:) = hiks) = ... = h(ky) (5.5.23)

gilt. Diese Bedingung bedeutet unter anderem, daf§ alle Skalarprodukte k;-k; + k;-k; verschwin-
den und stimmt genau mit dem Ergebnis von Berkovits und Vafa iiberein [5].

In diesem Abschnitt haben wir spezielle kinematische Situationen vernachlafligt und uns auf
analytische Fortsetzung verlassen. In einer Theorie, die eine physikalische Situation beschreibt,
wiére das sicherlich berechtigt. Ob man allerdings auch verlangen sollte, dafl ‘on-shell’” Amplitu-
den in einem Targetraum mit Signatur (2,2) analytisch sein miissen, ist Interpretationssache.
Zum Beispiel argumentiert Parkes in [39], dal é-Funktionsbeitrige zur S-Matrix des N=2
Strings wichtig sind im Hinblick auf seine Rolle in der Theorie der integrablen Modelle. Es ist
klar, dal solche Feinheiten der Argumentation in diesem Abschnitt nicht zugénglich sind.
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KAPITEL VI:

ZUSAMMENFASSUNG UND ABSCHLIES-
SENDE BEMERKUNGEN

Es war das Ziel dieser Arbeit, die Symmetrien des N=2 Strings zu untersuchen. Dazu wurde
nach einer allgemeinen Einfiilhrung in die N=2 Stringtheorie in den Kapiteln III und IV die
BRST-Kohomologie ausfiihrlich analysiert. Ergebnis war, daf§ die Kohomologie bei nichtver-
schwindendem Impuls im massiven Fall k-k # 0 leer ist und bei k-k = 0 fiir jede Bildladung
genau einen Zustand enthélt. Da Korrelationsfunktionen aber bildunabhéngig sind, sollten die
Vertexoperatoren in verschiedenen Bildern als dquivalente Beschreibung nur eines Freiheitsgra-
des interpretiert werden. In dem fiir das Spektrum irrelevanten Fall verschwindenden Impulses
wurde gezeigt, dafl die Kohomologie bildabhéngig ist. Insbesondere wurden nichttriviale Ope-
ratoren mit Geistzahl null und eins fiir beliebige Bildladung explizit konstruiert.

Auf diesen Resultaten aufbauend wurde dann in Kapitel V ein unendlicher Satz von Ladungen
angegeben, die durch ihr Bild und eine ganze Zahl n charakterisiert werden (siehe Gleichung
(5.3.3)). Weiterhin wurde vorgeschlagen, diese Ladungen als Generatoren der ungebrochenen
Symmetrien des N=2 Strings im flachen Targetraum zu interpretieren. Dafiir sprechen vor
allem die beiden folgenden Punkte:

1. Die Transformationen der physikalischen Vertexoperatoren (5.3.5) stimmen mit den linea-
riserten, nichtlokalen Transformationen (5.1.46) des Plebanski-Feldes ¢ iiberein.

2. Aus den entsprechenden Ward-Identitdten (5.5.19) lassen sich alle Tree-Level-Amplituden
mit mehr als drei &uleren Beinen bestimmen.

Dieses Resultat wirft natiirlich Fragen auf. In der Quantenfeldtheorie lernt man zum Beispiel,
da BRST-Quantisierung nur eine Wahl des Formalismus ist. Viele Aspekte der Theorie kann
man in diesem Zugang zwar sehr gut verstehen, dennoch scheint die BRST-Konstruktion nicht
mehr als ein technisches Hilfsmittel zu sein, dessen Gebrauch man auch vermeiden kénnte.
Andererseits haben die Ladungen (5.3.3) verschiedene Bildzahl — ein Konzept, das nur iiber die
Spinor-Geister ins Spiel kommt. Es stellt sich daher die Frage, ob und wie man die Ergebnisse
dieser Arbeit ohne BRST-Formalismus erhalten konnte.

Die Antwort konnte darin liegen, dafl die BRST-Quantisierung in der Stringtheorie vielleicht
einen anderen Stellenwert als in der Feldtheorie hat'. Ein Hinweis darauf sind die Schwie-
rigkeiten, die es in den Anfingen der Stringtheorie gab, Vertexoperatoren fiir Targetraum-

!Spekulationen in diese Richtung gab es vor allem im Rahmen der String-Feldtheorie [53], bei der der Geist-
sektor eine unverzichtbare Rolle spielt. Wie schon in Kapitel V, Abschnitt vier, erwidhnt wurde, ist allerdings
nicht klar, ob String-Feldtheorie wirklich der richtige Zugang ist.
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VI: Zusammenfassung und abschliessende Bemerkungen

Fermionen anzugeben. Eine zufriedenstellende Konstruktion wurde erst gefunden, als der Geist-
sektor beriicksichtigt wurde [18]2.

Ein anderes Beispiel ist die 2D Stringtheorie, deren Ahnlichkeit mit dem N=2 String von
vielen Autoren betont wurde. In dieser Theorie fithrt BRST-Quantisierung auf der Weltflache
ebenfalls zu einem unendlichen Satz von Geistzahl null Kohomologieklassen mit diskreten Im-
pulswerten, aus der sich eine unendlichdimensionale Symmetriealgebra ableiten 148t [54] (die
wesentlichen mathematischen Strukturen, die in Kapitel V benutzt wurden — Absteigegleichung
und Gerstenhaber-Algebra — wurden bei der Untersuchung der 2D Stringtheorie Anfang der
neunziger Jahre entwickelt [29, 55]). Diese Ergebnisse lassen sich zumindest in dieser konzep-
tionell klaren Form nicht dadurch reproduzieren, dafl man einfach eine andere Quantisierung
auf der Weltflache (z.B. eine Art Lichtkegelquantisierung) wihlt. Dennoch existiert ein ande-
rer Zugang zur 2D Stringtheorie, dessen Ergebnisse mit denen der BRST-Quantisierung sehr
gut iibereinstimmen: die Matrixmodelle [20]. Bemerkenswert dabei ist, daf die Matrixmodelle
auf der Triangulierung von zweidimensionalen Fldchen beruhen — ein Konzept, das sich vom
herkémmlichen Zugang zur Stringtheorie deutlich unterscheidet. Diese Beispiele lassen die (viel-
leicht etwas gewagte) Vermutung zu, dafl es notig sein kann, qualitativ neue Ideen ins Spiel zu
bringen, um alle Aspekte des BRST-Zugangs zu reproduzieren. Auf den N=2 String iibertra-
gen heifit dies, dafl es sehr interessant wire, die Rolle der Bildladung auf alternative Weise zu
verstehen.

Eine mogliche Uberlegung in diese Richtung ist die folgende: Wenn man den Vergleich zwi-
schen N=2 Strings der 2D Stringtheorie etwas vertieft, stellt man fest, dal beide Theorien das
gleiche Spektrum (ein Freiheitsgrad) und einen Ring chiraler Kohomologieklassen mit Geist-
zahl null besitzen. Die Elemente dieses Ringes tragen in der 2D-Theorie quantisierte Werte des
Liouville-Impulses und wirken auf den physikalischen Zustand durch Multiplikation mit einer
impulsabhingigen Funktion und Verschieben des Impulses. Das ist vollig analog zur Relation

O7r+,7r_,n : V%‘F,ﬁ— (k) = h(k)nvﬂ++%+y7r—+ﬁ— (k) (6]_)

auf der Seite des N=2 Strings und 148t die Vermutung zu, da8 die Felder ©*, die bei der Bosoni-
sierung der Spinor-Geister auftreten, eine dhnliche Rolle wie das Liouville-Feld spielen kénnten
(siche (2.3.24) und nachfolgende Bemerkungen). Schliefilich handelt es sich in beiden Fillen
um Skalarfelder mit quantisiertem Impuls, die an eine Hintergrundladung koppeln. Man kénn-
te also versuchen, die Felder o* als die Koordinaten einer zusitzlichen komplexen Dimension
zu betrachten. 3

Auf der Seite der Feldtheorie wurde der Zusammenhang mit einer Gleichung in drei komplexen
Dimensionen in [41] diskutiert. Die grundlegende Idee ist, selbstduale Yang-Mills Theorie in
einem Raum mit Koordinaten Z°, ..., Z3 und Metrik ds? = —dZ°dZ% 4 dZ'dZ? zu betrachten.
Die Selbstdualitdtsbedingungen lauten:

F02 - F13 == O, F01 == F23 - 0 (62)

?Bei Impuls null lassen sich aus diesen Vertexoperatoren Supersymmetrieladungen konstruieren, die meistens
im —1/2 Bild angegeben werden. Der Antikommutator zweier solcher Ladungen liegt im —1 Bild und ergibt
den erwarteten Impulsoperator nur modulo Bildwechsel. Auch hier spielt die Bildladung eine wichtige Rolle in
der Symmetriestruktur.

3Zusitzliche Dimensionen, die iiber das «y, 3-Geistsystem sichtbar werden kénnten, wurden schon in [4]
diskutiert. Ahnliche Gedanken findet man auch in [21] und den daran ankniipfenden Arbeiten.
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VI: Zusammenfassung und abschliessende Bemerkungen

Die Eichung kann so gewéhlt werden, dafl die ersten beiden Komponenten des Yang-Mills Feldes
A verschwinden. Die verbleibenden Gleichungen sind

Oy Az — O3 Ay + [A2> A:‘J =0,
80A2 - 81A3 - O (63)

Die zweite Bedingung kann man durch Einfiihren eines Feldes ©, das in der Lie-Algebra liegt,
16sen:

Ay =8,0, Ay =0,0. (6.4)

Wihlt man weiterhin als Eichgruppe die bereits in Kapitel V, Abschnitt eins, auftretende
Gruppe der volumenformerhaltenden Diffeomorphismen einer zweidimensionalen Mannigfaltig-
keit mit Koordinaten Z° und Z!, also

O = €"9,00;, mit Q=02°,... 7% 2° 7", (6.5)

wird die erste Gleichung von (6.3) zu einer Gleichung fiir 2 in sechs Variablen. In [41] wurde
gezeigt, dafl sich daraus verschiedene Versionen der selbstdualen Gravitation durch dimensionale
Reduktion ableiten lassen. Die Plebanski-Gleichung erhélt man zum Beispiel einfach durch die
Forderung, dafl Q von den Koordinaten Z2 und Z2 unabhiingig ist.

Um ein besseres Verstidndnis der Bildladung zu bekommen, kénnte man also versuchen, den
genauen Zusammehang zwischen dem N=2 String und dieser sechsdimensionalen Gleichung zu
verstehen. Da hier die selbstduale Yang-Mills Theorie auftritt, scheint auch der offene N=2
String eine Rolle zu spielen. Wenn man alle méglichen Kombinationen von Dirichlet- und
Neumann-Randbedingungen beriicksichtigt, lassen sich die einzelnen Bausteine vielleicht ir-
gendwann zu einem konsistenten Gesamtbild zusammensetzen [33].
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ANHANG A:

IMPULS NULL KOHOMOLOGIE

In diesem Anhang wird die chirale BRST-Kohomologie bei verschwindendem Impuls fiir ver-
schieden Werte der Bildladung zusammengefasst.

Geistzahl Null

Bildladung Kohomologieklassen Dimension der
(rt,77) Kohomologie
(=2 —=p,p) — 0
(=1 —p,p) — 0
(=p.p) P 1
(1—p,p) Xt . SP X . srd 2
Tt 47 > 1| Optp o= (XT)™ 0 (XO)™ 78" [ >0t 4 41
firn=—n"...7"
plus evtl. weitere Zustédnde.

Hier ist p € Z eine beliebige ganze Zahl. Das Normalprodukt wurde in Gleichung (2.3.10)
definiert und die expliziten Ausdriicke fiir die Operatoren S, S~! und X* sind:

S=(1—cb)J e e ¥,
ST =(14cb)J e ¥ e’
X* = —c0¢* + (GF — 4yb £ 4075V £ 290V ) e (A1)

Geistzahl Eins

Bildladung Kohomologielassen Dimension der
(r,77) Kohomologie
(=2 —p,p) SPHL . et eme 1
(=1-p,p) SP - eptee 2
(—=p,p) SP. pe SP. pe 4
(1—p,p) | XT-S7. P X-.8p7 L. pa > 8
X+.8p. pa X—.gp-t. pa
plus evtl. weitere Zustéande.
at+7a7>1 Ort - P?, Oﬂ+7ﬂ7’n-Pé >4t +7 + 1)
plus evtl. weitere Zustédnde.
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A: Impuls Null Kohomologie

Die Impulsoperatoren sind

—iP* = —iPy,=c0Z" — 2y T,
—iP* = —iPy,=c0Z" — 2y " (A.2)

Aufgrund der Poincaré Dualitéit erhélt man dhnliche Tabellen fiir 7+ + 7~ < —2.
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ANHANG B:

LIE-ALGEBRA-HOMOLOGIE

In diesem Anhang geht es darum, Gleichung (3.3.10) zu beweisen (dieser Anhang basiert auf
[19]). Wir wiederholen zundchst kurz die Lie-algebraische Interpretation des Operators @ in
Gleichung (3.3.8).

Dazu sei E eine beliebige Lie-Algebra mit Basis {b,} und Strukturkonstanten frn®. Die duflere
Algebra A F ist die Menge der Polynome in den antikommutierenden Gréen b,,. Die Ableitung

— ={c_n, b} = bum (B.1)

wird auf A E durch eine gradierte Produktregel definiert.

Auflerdem spielt die universelle einhiillende Algebra U(E) eine wichtige Rolle. Um U(E) zu
beschreiben, ist es zweckméBig die Basiselemente von b, in L, umzutaufen. U(E) ist einfach
die Menge aller Polynome in den L,, wobei [L,,, L,] und f,,,*Ls, identifiziert werden.

Auf U(F) ® A E kann man den nilpotenten Operator

d—ZL ® 5~ m+ Z1® bm,b]ab T (B.2)

definieren. Im folgenden werden die Tensorprodukt-Symbole unterdriickt, da keine Gefahr der
Verwechselung besteht. d 148t sich dann als

d —ZL Cep + = Z Frrn ¥ b ConCra (B.3)

mnk

schreiben. Der Operator @1 aus (3.3.8) ergibt sich, wenn man fiir ' die Unteralgebra Vir~ der
Elemente der Virasoro-Algebra, die einen strikt negativen Modenindex haben, einsetzt.
Um die Kohomologie von d zu berechnen, fiihrt man zunéchst eine Gradierung' auf U(E) ein,

U™E)=span{L{"...L}" | ki+...+k =n}, (B.4)

und definiert damit eine Gradierung auf U(E) ® A E:

(U(E) ® /\E)p - Y UHE) o NE. (B.5)

k—Il=p

! Aufgrund des Poincare-Birkhoff-Witt Theorems ist diese Gradierung eindeutig
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B: Lie-Algebra-Homologie

Diese Gradierung ist etwas uniiblich, da sie den Elementen einen negativen Grad zuordnet. Sie
ist aber so gewéhlt, dafl d in einen Teile dy vom Grad 0 und d; vom Grad 1 zerfillt.

do=7 Lt n,

1
=3 Z Frrun* b ConCn.- (B.6)

m,n,k

Dadurch ist es moglich, zunédchst nur die Kohomlogie von dy zu betrachten. Ein niitzlicher
Operator in diesem Zusammenhang ist die Homotopie

0

denn wegen

{do,t} = Z( ai ) (B.8)

wére das Problem praktisch gelost [13]. Allerdings ist die Ableitung % auf U(F) nicht definiert,
denn die Relationen %LT’: = 8pm nd Ly, Ly, — Ly Ly, = frn® Ly, sind nicht miteinander kompatibel.
L, L, und L,L,, unterscheiden sich jedoch um einen Term hoheren Homogenitatsgrad. Die
Bemerkungen in Kapitel ITI, Abschnitt drei, zeigen jedoch, dafl solche Terme irrelevant sind,
wenn man auf die Kohomologie von dy + d; schliefen will 2. Es reicht also, die universelle
einhiillende Algebra durch den Raum U’(E), in dem zwei Elemente identifiziert werden, sobald
sie im Teil minimalen Homogenitétsgrades tibereinstimmen, zu ersetzen. In U’(E) macht die
Ableitung =2 57~ keine Probleme mehr und die Existenz des Homotopie-Operators ¢ zeigt, daf} die
Kohomologle von d hochstens aus dem Einheitselement bestehen kann. Daf§ das Einheitselement
in der Tat eine Kohomologieklasse darstellt, 1&8t sich leicht mit einer expliziten Rechnung

iiberpriifen.

?Dieses Argument kann man préziser machen, wenn man das Konzept einer Filtrierung einfiihrt, sieche Kapitel
11in [22].
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