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ZUSAMMENFASSUNG

In den letzten Jahren wurden bei der Kontrolle von Quantenzustdnden einzelner
Atome, Molekiile und Spins in Festkorpern bahnbrechende Erfolge erzielt, und so-
gar quantenmechanische Verschriankung zwischen einzelnen Quantenobjekten be-
obachtet. Fiir eine Nutzbarmachung in Quantentechnologien, wie Quantensimula-
tion oder Quantencomputing ist die Skalierung auf grofere Teilchenzahlen die zen-
trale Herausforderung. Dabei stellen zu einer Dekohéhrenz des Quantenzustands
fiihrende Kopplungen an die Umgebung die grofste Schwierigkeit dar.

Die vorliegende Habilitationschrift umfasst wissenschaftliche Arbeiten [A1-B15],
welche diese ungelosten Probleme auf zwei Arten adressieren. Zum einen werden
Kapitel 2 neue Wege vorgestellt, wie sich durch die kohdrente Kontrolle von Vielteil-
chensystemen der Einfluss von Dekohérenzprozessen mindern lasst. Zum anderen
wird in Kapitel 3 gezeigt, wie sich kontrollierte Dissipationskandle ausnutzen las-
sen, um Vielteilchenzustidnde mit mafkgeschneiderten Eigenschaften zu erzeugen.
Der Vorteil dieser dissipation Zustandspraparation ist dabei, dass die Beschreibung
der Fehlerquellen auf derselben Ebene wie die gewiinschte Dynamik erfolgt.

Die genaue Untersuchung von Dekohérenzeffekten erfordert die Beschreibung
des zu untersuchenden Quantensystems als ein an die Umgebung gekoppeltes of-
fenes System. Hierfiir wird in Kapitel 4 ein Variationsprinzip vorgestellt, dass eine
effiziente Analyse deartiger Vielteilchensysteme ermdglicht, und damit den beste-
henden Mangel an geeigneten theoretischen Methoden fiir diese Systeme behebt.
Die Resultate dieser variationellen Beschreibung lassen sich wiederum unmittelbar
fiir entsprechende Anwendung von offenen Vielteilchensystemen nutzen, beispiels-
weise fiir die Quantensensorik.
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ABSTRACT

Rapid experimental progress in recent year has led to the control of quantum
states of individual atoms, molecules, and solid state spins, even leading the the
observation of quantum entanglement between individual quantum objects. For
applications in emerging quantum technolgoies like quantum simulation or quan-
tum computing, it will be necessary to scale up these systems to larger sizes. In
this endeavor, unwanted interactions with the environment leading to decoherence
of the quantum state present the biggest challenge.

The work presented in this thesis [A1-B15] comprises publications that address
this challenge in two complementary ways. The approach presented in chapter 2
demonstrates novel ways to engineer interactions in quantum many-body systems
that lead to reduced sensitivity to decoherence processes. The second approach
presented in chapter 3 uses controlled dissipation to prepare tailored quantum
many-body states. The central advantage of this dissipative state prepartion is the
common footing of the description of both unwanted error sources and the desired
dynamics.

A detailed investigation of decoherence effects demands the description of the
quantum system of interest as an open quantum system coupled to an external
environment. Chapter 4 presents a variational princiople to efficiently study such
systems and thereby closes a gap in the lack of suitable methods to tackle such
many-body systems. At the same time, the results of this variational description
lead to immediate applications of open quantum many-body systems, for instance
in their use as quantum sensors.
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KAPITEL 1

EINLEITUNG

Das Ausnutzen nichtklassischer Eigenschaften von Vielteilchen-Quantensystemen
legt die Grundlagen fiir neue und disruptive Quantentechnolgien wie Quanten-
computer, Quantenkryptographie oder Quantenmetrologie. Eine zentrale Heraus-
forderung auf dem Weg zur Realisierung solcher revolutiondren Anwendungen ist
die kontrollierte Erzeugung von mafsgeschneiderten Quantenzustéinden innerhalb
dieser Systeme. Wahrend herausragende experimentelle Erfolge bei der Kontrolle
von Quantensystemen bis hin zu einzelnen Atomen erzielt wurden, setzen die-
se neuen Technologien auf kollektive Effekte, die nur verstanden werden konnen,
wenn das Vielteilchen-Quantensystem als Ganzes betrachtet wird. Diese Eigen-
schaft erschwert auch das theoretische Verstdndnis, da die bendtigten Ressourcen
typischerweise exponentiell mit der Anzahl der untersuchten Teilchen ansteigen.

Fiir eine lange Zeit galt die herrschende Meinung, dass zur Realisierung dieser
Quantentechnologien der néchsten Generation die verwendeten Quantensysteme
perfekt von ihrer Umgebung isoliert werden miissten, da ansonsten eine durch
die Umgebung induzierte Dissipation die Quanteneigenschaften zerstéren wiirde.
Allerdings wurde in den letzten Jahren durch eine Reihe von Theoriearbeiten er-
sichtlich, dass der gezielte Einsatz von Dissipation den gegenteiligen Effekt haben
kann und das Quantensystem in einen gewiinschten Zustand steuern kann, der fiir
weitere Anwendungen genutzt werden kann [16-18].

Die vorliegende Arbeit trigt dieser Entwicklung Rechnung. Zunéchst werden
im zweiten Kapitel Strategien vorgestellt, um eine effiziente kohérente Préaparation
von Quantenzusténden zu erreichen. Ein Schwerpunkt liegt dabei auf der Realisie-
rung von quantenmechanischer Verschréinkung in ungeordneten Systemen. Hierbei
werden mit Stickstoff-Fehlstellen-Zentren in Diamanten und ultrakalten polaren
Molekiilen Systeme mit dipolaren langreichweitigen Wechselwirkungen untersucht.

Im dritten Kapitel werden diese Untersuchungen auf dissipative Vielteilchen-
systeme erweitert. Hierbei stehen wechselwirkende Rydberg-Gase im Vordergrund,
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da diese starke und langreichweitige Wechselwirkung mit exzellent kontrollierbaren
Dissipationskanélen vereinen. In diesem Kontext wird ein neuartiger dissipativer
Bindungszustand vorgestellt, und gezeigt dass dieser selbst im Falle rein repulsi-
ver Wechselwirkungen zwischen den Bindungspartnern vorliegt. Daneben bieten
Rydberg-Gase die Moglichkeit, dissipative Prozesse gezielt zu steuern, und so eine
weite Klasse von Dissipationskanélen zu realisieren, beispielsweise fiir die Erzeu-
gung quantenmechanischer Verschrankung durch Dissipation.

Ausgehend von diesen vielversprechenden Resultaten wird im vierten Kapi-
tel der Fokus auf allgemeine Eigenschaften von dissipativen Vielteilchensystemen
gelegt, um ein tieferes Versténdnis zu erzielen, was wiederum zur Entwicklung
neuer Strategien fiir die Zustandspraparation genutzt werden kann. Hierbei steht
die Vorstellung eines méchtigen Variationsprinzips fiir offene Quantensysteme im
Vordergrund. Da offene Vielteilchensysteme mit den fiir Gleichgewichts-Systeme
entwickelten Methoden nicht analysiert werden koénnen, stellt dieses Variations-
prinzip einen umso wichtigeren Beitrag dar. Die erfolgreiche Anwendung des Va-
riationsprinzips fiir paradigmatische Vielteilchen-Modell liefert auch unmittelbare
Anwendung, beispielsweise in der Quanten-Sensorik.



KAPITEL 2

KOHARENTE ZUSTANDSPRAPARATION
IN DIPOLAREN SYSTEMEN

2.1 Verschrankung in ungeordneten Systemen

Fiir skalierbare Quanteninformationsverarbeitung ist es erforderlich, dass Gatte-
roperationen zwischen rédumlich getrennten Qubits durchgefiihrt werden kénnen
[19]. Speziell fiir Stickstoff-Fehlstellen-Zentren (NV-Zentren) in Diamanten ist dies
ein ungeltstes Problem, da die direkte magnetische Dipol-Dipol-Wechselwirkung
zwischen den einzelnen NV-Zentren zu schwach ist, um die fiir eine optische Adres-
sierbarkeit notigen Distanzen zu iiberbriicken. Die Verwendung von Spin-Ketten
als Quanten-Bus zur Informationsvermittlung [20]| scheidet ebenfalls aus, da die
Herstellung von NV-Ensembles unweigerlich zu einer rdumlich mehr oder weniger
zufilligen Anordnung der Spins und damit zu starken Lokalisierungseffekten fiihrt.

2.1.1 Dipolare Kristalle als Quanten-Bus

Ein moglicher Ausweg ist die Erzeugung eines rdumlich geordneten Spin-Zustands
fiir das ungeordnete Ensemble. Hier bieten sich insbesondere dipolare Spin-Kristalle
als geeignet an, welche urspriinglich zur Beschreibung ultrakalter Rydberg-Gase
eingefiihrt wurden [21]. Im Kontext von NV-Zentren ldsst sich dies durch die Kopp-
lung des m; = 0 Grundzustands an den m,; = 1 Zustand mithilfe von Mikrowel-
lenfelden als effektives Zwei-Niveau-System realisieren. Der Hamiltonian fiir das
NV-Ensemble ist unter Verwendung von Pauli-Matrizen ¢® dabei gegeben durch

hA
H=-—— — Plpl 2.1
DILEE D IR M 2.1

7 1<]
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wobei A und Q die Verstimmung bzw. die Rabi-Frequenz des Mikrowellenfel-
des angeben, wahrend die magnetische Dipolwechselwirkung an den Projektor
P! = (1+ 0%)/2 auf den m, = 1 Zustand mit Dipolmoment ;1 gekoppelt ist. Die
Positionen r; der NV-Zentren sind dabei zufillig in einer eindimensionalen Kette
angeordnet. Wechselwirkungs-Terme der Form o;" o; + h.c. konnen durch zusétz-
liche Mikroweqllen-Pulse zwischen den my = 1 und my = —1 Spin-Zustanden der
NV-Zentren unterdriickt werden [A1].

Fiir geeignete Werte der Mikrowellen-Parameter 2 und A nimmt der Grund-
zustand des Systems einen dipolaren Spin-Kristall an. Die Gesamtenergie des Sys-
tems ist dabei von den Randbedingungen abhéngig. Werden diese Rand-Spins
durch getrennt adressierbare NV-Zentren (z.B. durch ein abweichendes Stickstof-
Isotop) gesteuert, entspricht dies effektiv einer Kompression des Kristalls [Al].
Diese Kompressionsenergie kann fiir eine Phasenverschiebung in einem Zwei-Qubit-
Quantengatter genutzt werden, s. Abb. 2.1. Dazu wird der Quanten-Bus zunéchst
in den m, = 0 Zustand initialisiert, was gerade dem Grundzustand fiir grofse nega-
tive Werte von A entspricht. Die Mikrowellen-Parameter werden nun adiabatisch
gedndert, bis das System die kristalline Phase erreicht. Anschliefend wird das Sys-
tem wieder adiabatisch zuriick in den Anfangszustand gebracht. Die Gesamtphase,
die in diesem Prozess aufgelesen wird, hingt dann vom Zustand der Rand-Spins
ab, wodurch ein effektives Zwei-Qubit-Gatter fiir diese Rand-Spins realisiert wird.

(a) Quantum bus Paramagnet Crystal

(B)
[.... o o000 ............J L]
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Abbildung 2.1: Quantengatter mit dipolaren Kristallen. (a) In Abhéngigkeit des Zustands

des Rand-Spins A und B erhilt der Kristall eine unterschiedliche Kompressionsenergie.

(b) Die Kompressionsenergie kann in einen Zwei-Qubit-Phasengatter verwandelt werden,
wenn das System adiabatisch in den kristallinen Zustand gebracht wird.

2.1.2 Kollektiv verstarkte Wechselwirkungen

Eine alternative Methode, um raumlich getrennte NV-Zentren aneinander zu kop-
peln, ist die Realisierung kollektiv verstiarkter Dipol-Dipol-Wechselwirkungen. Da-
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bei wird zunéchst ein starkes Magnetfeld entlang der Quantisierungachse betrach-
tet, sodass der mgy = —1 Zustand des NV-Zentrums energetisch weit verschoben ist
und daher nicht zur effektiven Dynamik beitrdgt. In drei Raumdimensionen wird
die Dipol-Dipolwechselwirkungen zwischen zwei NV-Zentren ¢ und j beschrieben
durch

2 N N
V;j = (]_ — 3C082 ’19”) |I‘Zﬁ—r]|3 {i []. + O'S)} [1 + O'gj)} — O'Ei)O'(,]) - O'(Z)O'(j)} s
(2.2)

wobei ¥;; der Winkel zwischen der Quantisierungsachse der NV-Zentren und des
Verbindungsvektor zwischen den beiden NV-Zentren ist. Fiir hinreichend starke
Magnetfelder ist die Anzahl der Spins im m, = 1 Zustand nédherungsweise eine gute
Quantenzahl. Im Folgenden wollen wir insbesondere den Unterraum betrachten,
indem nur eine einzelne Anregung mit m, = 1 vorliegt.

In einem perfekt geordneten Ensemble aus N Spins fiihrt die Wechselwirkung
zur Existenz einer Spinwelle, einem Eigenzustand der iiber das gesamte System
ausgedehnt ist, und deren Kopplung um einen Faktor v/N verstirkt ist. Allerdings
fithrt die zuféllige Anordnung der Spins zu starken Lokalisierungseffekten [22],
wodurch die kollektive Spinwelle zerstort wird. Bemerkenswerterweise ist es mog-
lich durch das Anlegen eines schwachen transversalen Magnetfelds den kollektiven
Zustand wieder zu erhalten. Dies lésst sich stérungstheoretisch wie folgt begriin-
den. Im Unterraum mit maximal einer Anregung in m, = 1 ist der Stérungsha-
miltonian gegeben durch H' = —Fy|0X0| + v/ NuB,(J0XW| + h.c.), wobei F, die
Energie einer Spin-Anregung, B, das transversale Magnetfeld und |[W) der sym-
metrische Zustand mit einer Anregung ist. Storungstheorie zweiter Ordnung liefert
als neue Eigenzustinde H' = —(Ey + J)|0X0| + J|WYW| mit J = N(uB,)?/Ey.
Dies bedeutet, dass (bis auf perturbative Korrekturen) der kollektive Zustand
W) = |W) +O(VNuB,/Ey) ein Eigenzustand des gestorten Systems ist [A2].

An dieses neuen Eigenzustand kann nun ein externes NV-Zentrum gekoppelt
werden, wenn dessen Energiedifferenz zwischen den Zustdnden mit m, = 0 und
ms = 1 resonant mit der Energiedifferenz zwischen den Eigenzusténden des En-
sembles ist. Diese Wechselwirkung ist aufgrund der kollektiven Natur des |[W)-
Zustands um einen Faktor v/N erhoht. Es ist auch moglich, zwei Ensembles mit
N mit einer kollektiv verstarkten Wechselwirkung aneinander zu koppeln, in die-
sem Fall ist die Wechselwirkung sogar um den Faktor N verstéirkt. Diese kollektiv
verstarkten Wechselwirkungen kénnen fiir die Realisierung skalierbarer Netzwerke
aus NV-Spin-Ensembles genutzt werden. In solchen Netzwerken mit einem Abstand
von 100 nm zwischen den einzelnen Ensembles kénnen so bei einer Kohérenzzeit
von nur wenigen Millisekunden bereits Fehlerraten fiir Zwei-Qubit-Gatter unter-
halb von 10~* pro Gatteroperation erreicht werden [A2].
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2.2 Geordnete Spin-Zustande ultrakalter polarer
Molekiile

Neben NV-Zentren in Diamanten spielen dipolare Wechselwirkungen auch in ul-
trakalten polaren Molekiilen eine zentrale Rolle, wobei es sich hierbei um eine
elektrische Dipolkraft handelt. In den letzten Jahren ist es erstmals gelungen, po-
lare Molekiile in ihrem rovibrationellen Grundzustand herzustellen [23]. Durch die
gezielte Anregung von Rotationszustdnden lassen sich auch mit polaren Molekiilen
exzellent kontrollierbare Spin-Freiheitsgrade realisieren. Werden polare Molekiile
in ein optisches Gitter geladen, entfallen zudem die bereits ausgefiihrten Schwie-
rigkeiten mit der Positionierung der Spins. Durch die Hinzunahme mehrerer Rota-
tionsanregungen sowie externer elektrischer Felder ldsst sich ein breites Spektrum
an effektiven Modellen realisieren [24].

2.2.1 Dynamisches Wachstum von Spin-Kristallen

Neben der Implementierung von mafgeschneiderten Spin-Modellen mit polaren
Molekiilen stellt sich noch eine weitere wichtige Herausforderung. Im Rahmen
dieser Modelle ist haufig das Phasendiagramm des Grundzustands von zentraler
Bedeutung. Allerdings ist die adiabatische Préaparation von Quantenphasen mit
starken Wechselwirkung ausgehend von einem schwach wechselwirkenden Anfangs-
zustand eine extrem schwierige Aufgabe, da hierfiir ein Quantenphaseniibergang
durchlaufen werden muss, an dem die Energieliicke des Systems im thermodyna-
mischen Limes verschwindet [25].

Ein Ausweg aus diesem Problem ist die nichtadiabatische Préparation von in-
teressanten Quantenphasen, wobei die gewiinschte Phase ausgehend von einem
mikroskopisch kleinen Kondensationszentrum dynamisch wéchst. Im Falle von ul-
trakalten polaren Molekiilen in optischen Gittern léasst sich das insbesondere fiir
dipolare Kristalle zeigen. In diesem Fall ist der Hamiltonian des Systems ebenfalls
durch (2.1) gegeben, wobei die beiden Spin-Zusténde gekoppelte Rotationszustan-
de der Molekiile sind, und p das entsprechende elektrische Dipolmoment ist [A3].
Der zu realisierende eindimensionale Spin-Kristall ist dabei eine spontante Bre-
chung der diskreten Gittersymmetrie, wobei die Fiillung des Gitters jeden belie-
bigen rationalen Wert annehmen kann [26]. Die Niedrigenergie-Anregungen des
Kristalls sind Versetzungsdefekte, die zudem fraktionale Statistik aufweisen.

Das Wachstum von Spin-Kristallen kann dynamisch wie folgt realisiert werden:
Zunéchst wird durch ein weit verstimmtes Mikrowellenfeld eine geringe Dichte an
Rotationsanregungen erzeugt, diese libernehmen die Rolle von Kondensationszen-
tren. Durch geeignete Wahl der Frequenz weiterer Mikrowellenfelder kann dafiir
gesorgt werden, dass das Wachstum des Kristalls eine resonanter Prozess ist. Dies
ist genau dann der Fall, wenn die Verstimmung des zusétzlichen Mikrowellenfeldes
gerade der Wechselwirkungs-Energie entspricht, die fiir eine zusétzliche Rotations-
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anregung an den Réndern des Kristalls benotigt wird [A3]. Da aber gleichzeitig
auch der umgekehrte Prozess, das Entfernen einer Rotationsanregung und damit
ein Schrumpfen des Kristalls, resonant ist, muss die volle Dynamik des Systems
betrachtet werden. Da die Grofse des Kristalls zunéchst einmal unbeschrankt ist,
findet die Dynamik in einem unbeschrankten Hilbertraum statt. Mit fortschreiten-
der Zeit wéchst die mittlere Grofe des Kristalls linear an, da das System einen
immer groferen Teil des Hilbertraums erreichen kann. Dadurch konnen effizient
Spin-Kristalle bestehend aus Hunderten bis Tausenden von Spins realisiert wer-
den.

2.2.2 Topologisch geordnete Zustande

Neben der Realisierung von geordneten Phasen wie Kristallen oder Phasen mit
magnetischer Ordnung bieten polare Molekiile auch die Mdéglichkeit weitaus exo-
tischere Materiezusténde zu erzeugen. Wahrend die vorgenannten Quantenphasen
durch einen lokalen Ordnungsparameter charakterisiert werden und die Phasen-
iibergdnge im Sinne der Landau-Theorie der spontanen Symmetriebrechung ver-
standen werden konnen, gibt es auch Phaseniibergénge, die iiber dieses Paradigma
hinausgehen [27]. Dies trifft insbesondere auf topologisch geordnete Phasen zu, die
durch langreichweitige Verschrankung und nichtlokale Ordnungsparameter charak-
terisiert werden, und deren Eigenschaft essentiell von den Randbedingungen des
Systems bestimmt werden [28].

Ein Paradebeispiel fiir einen nichtlokalen Ordnungsparameter ist String-Ord-

nung von der Form
Ostring(m) - <H Oz> ) (23)
i=0

d.h. der Ordnungsparameter setzt sich aus einem Produkt von quasilokalen Opera-
toren O; zusammen. Fiir die Charakterisierung der Quantenphase ist es insbeson-
dere wichtig, wie sich die Funktion Ogying(z) fiir grofe Distanzen x verhélt. Dabei
konnen drei Félle unterschieden werden: (i) die Funktion nimmt einen konstan-
ten Wert an, (i) die Funktion zerfillt algebraisch oder (iii) die Funktion zerféllt
exponentiell. Alle drei Félle beschreiben dabei unterschiedliche Quantenphasen.

Quantenphasen, die durch String-Ordnung charakterisiert sind, konnen mit po-
laren Molekiilen in optischen Gittern vergleichsweise einfach realisiert werden. Da-
zu wird das Tunneln der Molekiile in einem quasi-eindimensionalen Dreiecksgitter
ausgenutzt (s. Abb. 2.2), d.h. der Hamiltonian ist gegeben durch

H=-%4 Z (ciczﬂ + H.c.) — 19 Z (CiCer + H.C.> + Z Vii—jmin; — p Zn,

i i<j i

(2.4)
Hierbei beschreibt ¢; die Vernichtung eines Molekiils auf Gitterplatz ¢, die Tun-
nelmatrix-Elemente betragen ¢; und ¢, entlang der langen bzw. kurzen Achse des
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Dreiecksgitters, V};_; beschreibt die Dipol-Wechselwirkung fiir die Dichte n; = cjcz-,

und g ist das chemische Potential.

1 142

Abbildung 2.2: Quasi-eindimensionales Dreiecksgitter mit Tunnelmatrix-Elementen ¢y
und t9.

Fiir hinreichend kleine Werte von t; und ¢, nimmt der Grundzustand des Sys-
tems wieder einen dipolaren Kristall mit rationaler Fiillung des Gitters an. Uber-
steigen die Tunnelmatrix-Elemente hingegen einen kritischen Wert, dann liegt eine
neue Quantenphase vor, in der die Defekte des Kristalls kondensieren und alge-
braische Korrelationen aufweisen [A4]. Interessanterweise kann dies auf zwei Arten
geschehen, da das Tunneln auf zwei verschiedenen Wegen moglich ist. In dem vor-
liegenden Dreiecksgitter entspricht die zweimalige Anwendung eines t;-Prozesses
gerade der einmaligen Anwendung des t5-Prozesses. Das fithrt dazu, dass die Struk-
tur der Defekte fur ¢5 > t; unterscheidbar von dem Fall 5 < ¢; ist und mithin
zwei verschiedene Quantenphasen vorliegen.

Wie lésst sich nun von den Korrelationen der Defekte auf die Korrelationen der
Molekiile schliefsen? Da die Transformation zwischen diesen beiden Bildern nichtlo-
kal ist, fithrt das Vorhandensein eines lokalen Ordnungsparameters fiir die Defekte
zu einem nichtlokalen Ordnungsparameter fiir die Molekiile. Interessanterweise las-
sen sich die beiden Phasen mit kondensierten Defekten nicht durch lokale Messung
an den Molekiilen unterscheiden, sondern es muss ein Ordnungsparameter mit
String-Ordnung geméf (2.3) ausgewertet werden, mit O; = exp(i27/qnnitq-1),
wobei ¢ die inverse Fiillung des urspriinglichen Kristalls ist [A4]. In der einen De-
fektphase zerfallt Oguing algebraisch, in der anderen hingegen exponentiell.

Neben Phasen mit String-Ordnung lassen sich mit polaren Molekiilen auch Pha-
sen mit genuin topologischer Ordnung wie dem Toric Code [29] realisieren. Hierfiir
wird ein zweidimensionales Quadratgitter mit polaren Molekiilen geladen, wobei
die Halfte der Molekiile lediglich dazu verwendet wird, die fiir die Realisierung des
Toric Codes nétigen Vierkorper-Wechselwirkungen zu implementieren [A5]. Ein
entscheidender Vorteil des Setups ist dabei, dass die Wechselwirkungen im Sinne
eines digitalen Quantensimulators stroboskopisch und damit nicht-perturbativ rea-
lisiert werden konnen. Dadurch ist es moglich auch im Falle von unvermeidbaren
Fehlerquellen ein Regime zu erreichen, in welchem die topologische Ordnung des
Systems nachgewiesen werden kann.



KAPITEL 3

DISSIPATIVE ZUSTANDSPRAPARATION
IN WECHSELWIRKENDEN
RYDBERG-GASEN

Normalerweise ist Dissipation, d.h. inkoh#rente Ubergéinge zwischen den Energie-
eigenzustdnden, ein unerwiinschter Effekt, wenn es um die kohédrente Kontrolle
von Quantensystemen geht. Allerdings konnten eine Reihe von Theorie-Arbeiten
zeigen, dass kontrollierte Dissipationskanile eine niitzliche Ressource darstellen
koénnen, beispielsweise fiir die Realisierung interesster quantenmechanischer Viel-
teilchenzustande [16-18|. Die zentrale Idee dabei ist, die Wechselwirkung mit der
Umgebung gezielt zu steuern, sodass die Kombination aus kohdrenter und dissi-
pativer Dynamik das System in einen stationédren Zustand mit den gewiinschten
Eigenschaften steuert. Die Machbarkeit einer derartigen dissipativen Zustandspra-
paration konnte bereits in ersten Experimenten gezeigt werden [30,31].

Die aufserordentliche Kontrolle iiber die Wechselwirkungen und Dissipations-
kanile in Rydberg-Gasen macht diese zu idealen Kandidaten, um eine derartige dis-
sipative Vielteilchendynamik zu untersuchen. Rydberg-Atome kénnen durch exter-
ne Laser angeregt werden, wobei ihre atomaren Eigenschaften und Wechselwirkungs-
Stéarken dramatisch mit der Hauptquantenzahl skalieren [32|. Der Zerfall des meta-
stabilen Rydberg-Zustands durch spontane Emission bietet einen natiirlichen Dis-
sipationskanal, dessen Eigenschaften durch gezielte Laser-Kopplungen an weitere
elektronische Anregungen verdndert werden koénnen [33].
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3.1 Dissipativer Bindungsmechanismus bei repul-
siver Wechselwirkung

Durch Ausnutzen einer derartigen Kontrolle der Umgebung ist es auch moglich,
neue physikalische Prinzipien zu realisieren, wie einen dissipativen Bindungsmecha-
nismus, der selbst dann eine Bindung erzeugt, wenn die (kohdrente) Wechselwir-
kung der Bindungspartner repulsiv ist [A6]. Dafiir wird ein Atom mit einer internen
Levelstruktur in A-Konfiguration bendtigt, d.h. zwei elektronische Grundzustinde
werden mit Laserfeldern an einen metastabilen angeregten Zustand gekoppelt. Im
nichtwechselwirkenden Fall nimmt der stationdre Zustand einen Dunkelzustand
der Form [¢)) = (|1) — |3))/v/2 an, wobei |1) und |3) die beiden elektronischen
Grundzustéande sind. Die Struktur dieses Dunkelzustands bleibt auch unter Be-
riicksichtigung der kinetischen Energie und des Dopplereffekts erhalten und kann
zur effizienten Laserkiihlung genutzt werden [34]. Ist hingegen einer der beiden
Grundzusténde wechselwirkend, beispielweise durch Rydberg-Dressing, d.h. eine
kleine Beimischung eines stark wechselwirkenden Rydberg-Zustands [35], dann &n-
dert sich die Situation grundlegend. Durch die Wechselwirkung verschieben sich
die Eigenzustinde des A-Systems und ein exakter Dunkelzustand kann nicht mehr
erreicht werden. Allerdings héngt die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System in
einem metastabilen Zustand befindet, und damit auch die Stérke der Dissipation
des Systems, stark von der Distanz zwischen den Atomen ab. Dies lésst sich in
einem nichthermiteschen Potential zusammenfassen, das ein Minimum aufweist,
wenn sich die Starke der repulsiven Wechselwirkung und die Verstimmung von der
Resonanz zwischen dem wechselwirkenden und dem metastabilen Zustand gerade
nahezu autheben [A6]. Ndherungsweise lésst sich die Position dieses Minimums st6-
rungstheoretisch berechnen, fiir den Fall dass die kinetische Energie gegeniiber der
Wechselwirkungsstéirke und den Laser-Parametern schwach ist. Auferhalb dieses
Minimus sorgt starke Dissipation dafiir, dass die Atome eine zufillige Relativbewe-
gung ausfithren, wihrend diese Bewegung im dissipativen Minimum abgeschwécht
ist.

Diese perturbative Sichtweise ldsst sich auch im Rahmen exakter Rechnungen
mi Wellenfunktions-Monte-Carlo-Methoden [36] bestétigen. Die dissipative Bin-
dung zeigt sich hier als charakteristisches Maximum der Paarkorrelations-Funktion
der einzelnen Atome, welches gerade fiir das Minumum des dissipativen Potentials
auftritt. Zudem ist es moglich, im Rahmen semiklassischer Rechnungen zu zeigen,
dass die dissipative Bindung auch in Vielteilchen-Systemen sowie in beliebigen
Dimensionen nachgewiesen werden kann [A6].
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3.2 Zustandspraparation mit korrelierten Sprung-
Operatoren

Die Realisierung von Dissipationskanélen mit nahezu beliebigen Eigenschaften
ist eine bedeutende Herausforderung. Mathematisch werden dissipative Prozesse
durch eine Quanten-Master-Gleichung mit nicht-hermiteschen Sprung-Operatoren
beschrieben [37]. Eine zentraler Punkt dabei ist, dass die Sprung-Operatoren in der
Regel so konstruiert sein sollen, dass der stationére Zustand des nun offenen Quan-
tensystems im Allgemeinen kein thermischer Zustand des System-Hamiltonians
sein soll. Ein praktikabler Weg, um dies zu realisieren, ist die Verwendung eines
explizit zeitabhéngigen externen Feldes, beispielsweise eines Lasers. Im Kontext
so eines getrieben-dissipativen Systems erscheint die Dissipations typischerweise
durch die Kopplung der Eigenzustéinde des Systems an das Vakuum des elektro-
magnetischen Feldes. In diesem Fall findet die Dissipation natiirlicherweise in der
Eigenbasis des Systems statt. In vielen Situationen wire es jedoch wiinschenwert,
auch andere Dissipationskanéle zur Verfiigung zu haben, beispielsweise zur Erzeu-
gung von kohirenten Uberlagerungen im stationéren Zustand.

Der Startpunkt fiir die folgende Betrachtung ist eine Quanten-Master-Gleichung
in Lindblad-Form

% = —i[H,p] + Xz: (cipcj» — % {czcl-,p}> : (3.1)

wobei der Hamiltonian H die kohérente Dynamik beschreibt, werden die Sprung-
Operatoren ¢; fiir den inkohérenten Anteil verantwortlich sind [37]. Die Lindblad-
Form beschreibt dabei eine markoffsche Master-Gleichung. Im weiteren soll der
Fall betrachtet werden, dass die Dissipation auf einen Satz Hilfsatome beschrinkt
bleibt, wiahrend die gewiinschten Sprung-Operatoren im Sinne einer effektiven Dy-
namik fiir das zu untersuchende System entsteht.

Der Einfachheit halber wird fiir die Hilfsatome ein Zwei-Niveau-System ange-
nommen, wobei einer der beiden Zustande als angeregter Zustand durch Dissipati-
on in den anderen zerféllt. Die Zerfallsrate soll dabei stérker sein als die kohdrenten
Wechselwirkungen, welche die Hilfsatome in den angeregten Zustand bringen. In
diesem Fall lasst sich die Dynamik der Hilfsatome ndherungsweise herausfaktorisie-
ren, und die Auswirkung der Dissipation duftert sich in einer effektiven kohérenten
und dissipativen Dynamik fiir das eigentliche System, welche im Rahmen eines
effektiven Operatorformalismus berechnet werden kann [38]. Die entstehende Dy-
namik ist dann gegeben durch einen effektiven Hamiltonian

Heg = Ho — %Z Vi {ﬁkl + <I:Ik1>T} Vi (3.2)
K

und effektive Sprung-Operatoren
&' = o H 'V (3.3)
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wobei Hy der Hamiltonian des zu betrachtenden Systems ist, ¢, sind die Sprung-
Operatoren fiir die Dissipation und V," und V, beschreibt Wechselwirkungsterme,
die das k-te Hilfsatom in den zerfallenden Zustand bringen bzw. davon entfernen.
H, ist der nicht-Hermitesche Hamiltonian des Hilfsatom, der durch

. i
Hk = Hg - §C]];Ck, (34)

wobei Hf sich nur auf den Hamiltonian des angeregten Zustand bezieht [A7].

Im Rahmen dieses Formalismus kénnen nun nahezu beliebige Sprung-Operato-
ren realisiert werden. Als Beispiel soll dafiir ein Sprung-Operator der Form |—X+|
dienen, mit |+) = (1) £ |}))/v/2. Dieser Sprung-Operator ist nicht in der Eigenba-
sis der Atome definiert, seine Realisierung stellt daher normalerweise eine grofere
Herausforderung dar. Dieser Sprung-Operator kann durch eine Kopplung des Sys-
tems an die Hilfsatome realisiert werden, wenn die Wechselwirkung die Form

E
H;. = Eo|—X+|io)s + Hee. = 70 lo7of +ola}], (3.5)

annimmt, wobei Fj eine beliebige Energieskala ist, die von der konkreten physikali-
schen Realisierung der Wechselwirkung abhéngt. Derartige Spin-Wechselwirkungen
kénnen beispielsweise mit Rydberg-Dressing [39] oder mit ultrakalten polaren Mo-
lekiilen [24] implementiert werden.

Neben Sprung-Operatoren fiir einzelne Atome ist es auch moglich, Sprung-
Operatoren zu realisieren, die auf mehrere Atome gleichzeitig einwirken. Dies ist
besonders interessant, um dissipativ quantenmechanische Verschrankung zwischen
den Atomen aufzubauen. In der gleichen Art wie die Implementierung von Ein-
zelatom-Operatoren eine Wechselwirkung zwischen dem zu kontrollierenden Atom
und einem Hilfsatom erfordert, werden zur Realisierung von Zwei-Atom-Sprung-
Operatoren Dreikorperkrifte benotigt. Ein vielversprechender Weg, solche Drei-
korperkréfte zu erhalten, ist die Zweikorper-Wechselwirkung durch gezielten Ein-
satz externer Felder auszuschalten, wodurch eine Dreikorperkraft als fithrender
Wechselwirkungs-Term tibrig bleibt [40]. Diese Methode ldsst sich ebenfalls mit
Rydberg-Atomen realisieren: Durch eine Kombination eines statischen elektrischen
Feld mit Mikrowellen-Feldern nahe einer Resonanz zwischen zwei Rydberg-Zustan-
den kann die Dipol-Dipol-Wechselwirkung zwischen benachbarten Plétzen in einem
optischen Gitter ausgeschaltet werden. Der verbleibende Wechselwirkungs-Term
ist dann eine Dreikorperkraft, deren Stédrke vergleichbar mit der van-der-Waals-
Wechselwirkung ist. Da eine Vielzahl von Experimenten bereits die Bedeutung die-
ser Wechselwirkung fiir die Rydberg-Blockade nachgewiesen haben [32], erscheint
dieser Weg sehr vielversprechend, um entsprechende Dreikorperkréifte zu realisie-
ren. Durch Kombination dieser Methode mit Rydberg-Dressing von Spinzustdnden
kénnen die gewiinschten Sprung-Operatoren implementiert werden.
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Ein wichtiges Beispiel zur Erzeugung von Verschrankung ist ein Sprung-Operator
von der Form |¢; X¢_|, wobei die Zusténde |¢4) die Bell-Zusténde

=
V2

sind. In diesem Fall hat der benotigte Wechselwirkungs-Hamiltonian die Form

Y1) = —=(IN) £ I1) (3.6)

Hijx = Eoly Xo_|of + Hee. = % lofofoi +ololop —oioiof + o], (3.7)
d.h. er erhélt wie erwartet Drei-Spin-Wechselwirkungen.

Mit dieser Methode zur Realisierung einer weiten Klasse an Sprung-Operatoren
kénnen eine Vielzahl interessanter Modelle, wie beispielsweise ein dissipatives Hei-
senberg-Modell realisiert werden [A7]. Durch die Verwendung mehrerer interner
Zusténde der Hilfsatome konnen auch mehrere Sprung-Operatoren gleichzeitig mit
einem einzelnen Hilfsatom erzeugt werden. Bemerkenswert ist dabei, dass es auch
moglich ist, Modelle zu erhalten, bei denen der kohédrente Anteil verschwindet, diese
Modelle sind also rein dissipativ. Da die verschiedenen Sprung-Operatoren aber
nicht notwendigerweise miteinander kommutieren, sind diese Modelle immernoch
voll quantenmechanisch zu beschreiben.
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KAPITEL 4

VARIATIONSPRINZIP FUR DISSIPATIVE
QUANTENSYSTEME

Wie das vorangegange Kapitel gezeigt hat, bieten dissipative Quantensysteme ei-
ne Vielfalt an neuen Moglichkeiten fiir die Erzeugung interessanter und niitzli-
cher Quantenzustdnde. Allerdings steht das theoretische Versténdnis fiir dissipa-
tive Vielteilchensysteme bisher noch in den Anfdngen, was vor allem daran liegt,
dass sich Methoden zum Verstandnis von Gleichgewichtssystemen nur sehr einge-
schriankt oder gar nicht auf dissipative Systeme {ibertragen lassen. So erfordern bei-
spielsweise Quanten-Monte-Carlo-Methoden das Umschreiben der Zustandssumme
eines Quantensystems auf ein korrespondierendes héherdimensionales klassisches
System [41]. Fiir dissipative Systeme lasst sich allerdings keine Zustandssumme
definieren, weswegen derartige Methoden nicht anwendbar sind. Gleiches gilt fiir
in Gleichgewichtssytemen sehr erfolgreiche Methoden wie die Dichtefunktional-
Theorie. Hier soll der Grundzustand eines Hamiltonians gefunden werden, aller-
dings ist der stationére Zustand eines dissipativen Systems nur in Ausnahmefillen
als Grundzustand eines Hamiltonians darstellbar. Exakte nummerische Losungen
sind aufgrund der exponentiell ansteigenden Komplexitét des Vielteilchenproblems
nur flir duferst begrenzte Systemgrofen durchfiihrbar. Die Losung des Vielteil-
chenproblems fiir dissipative Systeme ist zudem im Vergleich zur Bestimmung des
Grundzustands nochmals schwieriger, da der stationire Zustand nicht auf reine
Zusténde beschrankt ist.

Aufgrund dieser bisher ungelosten Herausforderungen wird in diesem Kapi-
tel ein Variationsprinzip fiir dissipative Vielteilchensysteme eingefiihrt. Variatio-
nelle Techniken haben in der gesamten Physik fiir das fundamentale Verstandnis
physikalischer Theorien eine zentrale Bedeutung, wie das Fermatsche Prinzip der
geometrischen Optik, das Hamiltonsche Prinzip der extremalen Wirkung oder das
Maximum-Entropie-Prinzip der statistischen Physik eindrucksvoll belegen. Gleich-

15



16 4. Variationsprinzip fir dissipative Quantensysteme

zeitig haben sich variationelle Methoden als eine vielversprechende Methode er-
wiesen, um hochgradig komplexe Vielteilchenprobleme in der Quantenphysik zu
16sen, wie durch die Dichtefunktional-Theorie oder den Matrix-Produktzustands-
Formalismus gezeigt wurde.

Wie im vorherigen Kapitel ist der Startpunkt fiir die Anwendung des Variations-
prinzip die Quanten-Master-Gleichung in Lindblad-Form, die durch (3.1) gegeben
ist. Wahrend die Lindblad-Form eine markoffsche Master-Gleichung beschreibt,
lasst sich das Variationsprinzip ohne grofsere Schwierigkeiten auf nicht-markoffsche
Probleme erweitern.

4.1 Variationelle Norm

4.1.1 Stationarer Zustand

Als erster Schritt soll ein Variationsprinzip fiir den stationéren Zustand von dissipa-
tiven Quantensystemen aufgestellt werden. Im Folgenden wird davon ausgegangen,
dass ein solcher Zustand existiert, d.h., das System steuert nicht auf einen Grenz-
zyklus zu. In diesem Fall ist der stationédre Zustand durch die Bedingung d/dtp = 0
gegeben. Um den stationdren Zustand variationell zu bestimmen, wird der Zustand
des Quantensystems p durch einen Satz an Variationsparametern {«;} parametri-
siert, d.h. p = p({a;}). Allerdings lisst sich dadurch die Gleichung d/dtp = 0 nicht
mehr exakt 10sen, da der exakte stationdre Zustand im Allgemeinen auflerhalb der
Mannigfaltigkeit an variationellen Zustdnden liegt. Daher wird anstatt einer ex-
akten Losung dieser Gleichung eine geeignete Naherungslosung gesucht. Hierfiir
bietet es sich an, die Zeitableitung des Dichteoperators als hermitesche Matrix zu
betrachten, und eine geeignete Matrixnorm zu minimieren, gemaf

1Al = 1| = ilH.p] + D(p)|| = min. (4.1)

Um das Variationsprinzip eindeutig zu definieren, muss die Matrixnorm fest-
gelegt werden. Dies kann auf zwei unterschiedliche Wege erfolgen, die beide zum
selben Ergebnis fithren. Zum einen kann das Variationsprinzip fiir eine grofte Klas-
se von moglichen Normen, den Schatten-p-Normen, aufgestellt werden. Diese sind

definiert durch
]l = &/ Te{|plP}. (4.2)

Die jeweilige Norm lésst sich durch Diagionalisierung des Operators und Aufsum-
mieren der betragsméfig potenzierten Eigenwerte berechnen. Beispiele fiir wichtige
Schatten-p-Normen sind die Spurnorm (p = 1), die Hilbert-Schmidt-Norm (p = 2)
und die Maximums-Norm (p — o). Die Anwendung des Variationsprinzips (4.1)
fiir diese Normen zeigt dann, dass fiir alle Schatten-p-Normen mit p > 1 der Zu-
stand mit der niedrigsten Norm der maximal gemischte Zustand ist [A8], unabhén-
gig von dem zu Grunde liegenden Hamiltonian und Sprung-Operatoren. Dadurch
verbleibt die Spurnorm mit p = 1 als einzig mogliche Matrixnorm.
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Alternativ kann die Wahl der Matrixnorm auch durch die Quanteninforma-
tionstheorie begriindet werden. Hierzu wird die Spurnorm als Abstandsmafs der
Matrix d/dtp zur Nullmatrix betrachtet. Die Nullmatrix wird genau dann erreicht,
wenn der variationelle Zustand ein exakter stationdrer Zustand ist. Der entschei-
dende Punkt ist nun, dass die Spurnorm angibt, inwieweit die Matrix d/dtp durch
eine optimale Messung von der Nullmatrix unterschieden werden kann [42]|. Die
Spurnorm beschreibt also die natiirliche Norm zur Definition eines Abstandsmafes
fiir Zeitableitungen von Dichtematrizen.

Wiéhrend das Variationsprinzip den Zustandsraum fiir den stationdren Zustand
erheblich einschréinkt, muss vor einer erfolgreichen Anwendung des Variationsprin-
zips noch ein weiter Schritt unternommen werden. Der Grund hierfiir ist, dass
die Bestimmung der Spurnorm immernoch ein Problem ist, dessen Komplexitét
exponentiell mit der Systemgrofe anwéchst, da hierfiir der Operator d/dtp dia-
gonalisiert werden muss. Im Gegensatz zum Variationsprinzip fiir Grundzustdnde
ldsst sich die Norm auch nicht als Matrixprodukt schreiben, was eine effiziente
Berechnung verhindert. Die Situation ist dabei vergleichbar mit Problemstellun-
gen im Bereich korrelierter Fermionen, wo Energie-Erwartungswerte variationeller
Gutzwiller-Wellenfunktionen nur mit Hilfe weiterer Nahrungen berechnet werden
kénnen [43].

Fiir eine effiziente variationelle Nahrerungslosung lésst sich ausnutzen, dass
nicht der exakte Wert der variationellen Norm relevant ist, sondern die Eigen-
schaften des variationellen Zustands. Es bietet sich zudem an, Ndherungen zu ver-
wenden, die den variationellen Charakter der Losung beibehalten, d.h. eine obere
Schranke fiir die variationelle Norm darstellen.

Der dafiir notwendige Schritt ist dabei abhéngig von der Wahl des variationel-
len Zustands und den Details des jeweiligen Vielteichenproblems. Der Einfachheit
halber soll im Folgenden davon ausgegangen werden, dass das Vielteilchen-Problem
durch einen diskretes Gitter mit auf néchste Nachbarn beschriankten Wechselwir-
kungen (kohérent oder dissipativ) beschrieben ist.

Konkret wollen wir als ersten Schritt variationelle Produktzustdnde der Form

p=p=R1=]]p (4.3)

betrachten. Der Superoperator R ersetzt hierbei jedes Auftreten der Einheitsma-
trix auf der rechten Seite durch die lokale Dichtematrix p; fiir jeden Gitterplatz 7.
Dann ldsst sich mit Hilfe der Dreiecksungleichung die variationelle Norm durch

1611 < ST {IR (s + s + G ) 1} = 30 eI} (4.4)
()

(i5)

nach oben abschétzen. Hierbei ist C’Z] die Zeitableitung der Korrelationen zwi-
schen den Gitterplatzen ¢ und j und p;; ist die Zeitableitung der entsprechenden
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reduzierten Dichtematrix. Interessanterweise wird der Korrelationsterm in Mean-
Field-Rechnungen [44] vernachléssigt, weswegen im Gegensatz zu Gleichgewichts-
problemen Mean-Field-Resultate und variationelle auf Produktzusténden basieren-
de Ergebnisse nicht dquivalent sind. Die rechte Seite von (4.4) erfordert lediglich
die Diagonalisierung von Zweiteilchen-Operatoren und kann daher effizient berech-
net werden. Als zusétzliche Randbedingung bei der Minimierung der variationellen
Norm muss zudem die Positivitat der Dichtematrix garantiert werden. Damit sind
mit Hilfe des Variationsprinzips Naherungslosungen fiir dissipative Vielteilchensys-
teme verfiigbar.

Das Variationsprinzip kann auch auf komplexere Zustandsklassen angewendet
werden. Beispielsweise ist es relativ einfach moglich, Korrelationen zwischen be-
nachbarten Gitterplatzen hinzuzunehmen. Diese Korrelationen kénnen sowohl klas-
sische Korrelationen als auch quantenmechanische Verschrankung beschreiben. Der
variationelle Zustand lasst sich dann in der Form

P = Pc = Pp + ZRCZ} + Z RCZ'J'CM —+ ... (45)
(i) (i) #(kl)

schreiben, wobei Cj; die jeweilige Korrelationsmatrix angibt. Analog zu der Néhe-
rung (4.4) lédsst sich wiederum eine entsprechende obere Schranke fiir die variatio-
nelle Norm finden, die in diesem Fall durch

111 < D 1wl (4.6)

(i5k)

gegeben ist, wobei p;;, die Zeitableitung der reduzierten Dichtematrix der drei
benachbarten Gitterplatze ¢, 7 und k ist. Durch die Hinzunahme von deratigen
Korrelationen kann beispielsweise die Position von dissipativen Phasentibergin-
gen genauer bestimmt werden [A8|. Diese Verbesserung ist grob vergleichbar mit
Korrekturen, die fiir Gleichgewichtsprobleme im Rahmen von Cluster-Mean-Field-
Berechnungen [45] gegeniiber Mean-Field-Resultaten erzielt werden. Allerdings ist
ein entscheidender Unterschied, dass der variationelle Ansatz (4.5) die Translati-
onsinvarianz erhalten kann, da im dissipativen Fall ein einzelner Cluster nicht auf
einen reinen Zustand beschrénkt ist.

4.1.2 Zeitentwicklung

In vielen Fillen ist nicht nur der stationédre Zustand eines dissipativen Vielteil-
chensystems interessant, sondern auch die Art und Weise, wie das System dorthin
relaxiert. Das Variationsprinzip lésst sich relativ einfach auf die volle Zeitentwick-
lung erweitern, indem die Quanten-Master-Gleichung (3.1) variationell integriert
wird. Dazu wird die Zeitableitung zunéchst fiir einen Zeitschritt 7 diskretisiert
und die Master-Gleichung schrittweise integriert. Als besonders giinstige Strategie
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erweist sich dabei die implizite Mittelpunktsmethode [46], die durch
T .
llo(t +7) = p(t) = 5L [p(t) + p(t + 7)} || — min, (4.7)

gegeben ist. Hierbei ist £ der Liouville-Superoperator, der die Dynamik der Master-
Gleichung erzeugt. Die implizite Mittelpunktsmethode hat den Vorteil, dass bei ei-
ner einzelnen Anwendung des Liouville-Superoperators der Fehler von der Grofen-
ordnung 72 ist. Die Verwendung von Integratoren hoherer Ordnung hat hingegen
den Nachteil, dass durch jede Anwendung des Liouville-Superoperators Korrelatio-
nen hoherer Ordnung erzeugt werden, was deren Anwendung erheblich erschwert.
Die implizite Mittelpunktsmethode stellt daher eine optimale Balance dar. Der
Fixpunkt der variationellen Integration, der durch die Bedingung p(t 4+ 7) = p(t)
gegeben ist, fiihrt dabei geradewegs auf das Variationsprinzip fiir den stationdren
Zustand, das im vorangegangenen Abschnitt eingefiihrt wurde.

Analog zum stationdren Zustand kann auch die Zeitentwicklung mit verschiede-
nen Klassen von variationellen Zustdnden durchgefiihrt werden, wobei fiir eine effi-
ziente Berechnung wiederum eine entsprechende zusétzliche Ndherung erforderlich
ist. Allerdings ergibt sich bei der Betrachtung der Zeitentwicklung ein wesentlicher
Unterschied beim Ubergang von Produktzustinden zu Zustinden mit Korrelatio-
nen. Fiir Produktzustédnde fiihrt eine Wechselwirkung zwischen verschiedenen Git-
terplatzen zu einem effektiven Mean-Field-Hamiltonian. Fiir korrelierte Zustande
hingegen liefert eine solche Wechselwirkung hingegen auch zusétzliche dissipative
Terme, da bei der Berechnung der variationellen Norm diese Korrelationen ausge-
spurt werden [A9]. Interessanterweise sind diese zusétzlichen dissipativen Elemente
zeitabhéngig, da sie vom jeweiligen Zustand zum gegenwartigen Zeitpunkt abhan-
gig sind. Diese Zeitabhéngigkeit fiihrt auch dazu, dass diese Terme im Allgemeinen
nicht-markovsche Dynamik beschreiben. Dies lasst sich auch so verstehen, dass
ein Teilsystem bestehend aus einem variationellen Cluster (z.B. zwei Gitterplétze
fiir den Zustand (4.5)) sich seine eigene Umgebung schafft. Da die Zeitskalen fiir
die Dynamik innerhalb des Clusters vergleichbar ist mit der Kopplung zwischen
den Clustern, findet keine fiir die Markov-Naherung erforderliche Separation der
Zeitskalen statt. Diese Eigenschaften eréffnen auch die Moglichkeit, das Variations-
prinzip auf geschlossene Quantensysteme anzuwenden, da die effektive Dynamik
wiederum dissipative Elemente erhalt.

4.2 Dissipative Ising-Modelle

Im Folgenden soll nun das Variationsprinzip auf konkrete Modelle angewendet wer-
den. Als erster Fall soll dabei ein dissipatives Ising-Modell betrachtet werden. Der
Hamiltonian des Ising-Modells in einem transversalen Feld g und einem longitudi-
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nalen Feld A ist gegeben durch

_ 9 W " WV (i) -(3)
H—QZUQC —|—220Z +4;O’Z a’, (4.8)
1 1 7,]

wobei V' die Stéarke der Ising-Wechselwirkung ist. Fiir h = 0 besitzt der Hamil-
tonian eine Zo-Symmetrie, d.h. das Umkehren aller Spins lasst den Hamiltonian
invariant. Fiir den Grundzustand fithrt das dazu, dass das System einen Quanten-
Phaseniibergang von einem Paramagneten (g > V') zu einem (Anti-)ferromagneten
(9 < |V]) aufweist [25].

Das Hinzufiligen von dissipativen Elementen zum Ising-Modell kann jetzt auf
verschiedene Weisen geschehen. Zum einen ist es moglich, die Dissipation so zu
wahlen, dass die Ising-Symmetrie erhalten bleibt. Zum anderen kann die Dissipati-
on die Ising-Symmetrie brechen. Wir werden zunéchst den zweiten Fall betrachten,
insbesondere da dieses Modell eine gute Beschreibung fiir Experimente mit ultra-
kalten Rydberg-Atomen darstellt [47,48]. Dabei stellen die beiden Spin-Zusténde
des Ising-Modells einen elektronischen Grundzustand und einen hochangeregten
Rydberg-Zustand dar. Laser-induziertes Treiben entspricht dann dem transversa-
len Feld, und die Van-der-Waals-Wechselwirkung des Rydberg-Zustands fiihrt zu
einer effektiven Ising-Wechselwirkung [A10].

4.2.1 Symmetriebrechung durch Dissipation

Der einfachste Weg, die Ising-Symmetrie durch Dissipation zu brechen, ist durch
Sprungoperatoren ¢; = \/70(,2), wodurch mit einer Rate v der Spin-Up-Zustand auf
Gitterplatz ¢ in den Spin-Down-Zustand transformiert wird. Im Kontext von ultra-
kalten Rydberg-Gasen beschreibt dieser Prozess den Zerfall des Rydberg-Zustand
durch spontane Emission [A10].

Fiir dieses Modell wurde im Rahmen von Mean-Field-Rechnungen eine bista-
bile Phase vorhergesagt, in der zwei verschiedene stationdre Zustdnde koexistie-
ren [49, 50]. Die Anwendung des Variationsprinzips hingegen liefert ein anderes
Bild. Dort wird die bistabile Phase durch einen dissipativen Phaseniibergang ers-
ter Ordnung ersetzt, an dem die Magnetisierung in z-Richtung (d.h., die Wahr-
scheinlichkeit des Spin-Up-Zustands) einen Sprung aufweist [A8]. Die Vorhersage
des Variationsprinzips wird zudem durch numerische Simulationen basierend auf
Wellenfunktions-Monte-Carlo-Methoden und durch dissipative Tensor-Netzwerk-
Simulationen [A11] bestétigt. Auch ein feldtheoretischer Zugang fiir eng verwandte
Modell stiitzt die Existenz des Phaseniibergangs erster Ordnung [51].

Der Phaseniibergang des dissipativen Ising-Modells ist nicht nur aus funda-
mentalen Erwégungen von Bedeutung sondern kann auch fiir Anwendungen in der
Sensorik genutzt werden. Die zentrale Idee ist hierbei, dass das System am Pha-
seniibergang sehr stark auf kleinste Anderungen beispielsweise eines zu messenden
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externen Feldes reagiert [B15]. Die Verwendung eines dissipativen Phaseniiber-
gangs hat hierbei den entscheidenden Vorteil, dass potenzielle Fehlerquellen wie
Dekohérenz-Prozesse sich in das Sensorik-Protokoll einbauen lassen und dadurch
nicht die Messung negativ beeinflussen. Beispielsweise fiir Magnetfeld-Messungen
mit Stickstoff-Fehlstellen-Zentren in Diamant kann eine aufserordentliche Robust-
heit gegen Dekohérenz-Prozesse gezeigt werden, was fiir diese Systeme von essen-
tieller Bedeutung ist.

Neben des Phaseniibergangs erster Ordnung sagt das Variationsprinzip fiir Pro-
duktzustinde bei einem endlichen longitudinalen Feld h # 0 die Existenz einer
antiferromagnetischen Phase vorher [A10|. Allerdings fiihrt die Hinzunahme von
Korrelationen im variationellen Ansatz geméifs (4.5) dazu, dass der Ordungspa-
rameter stark reduziert wird, weswegen diese geordnete Phase fiir den exakten
stationdren Zustand moglicherweise nicht auftritt [A11]. Auch Simulationen basie-
rend auf Tensor-Netzwerk-Methoden scheinen eher gegen die Existenz der antifer-
romagnetischen Phase zu sprechen. Zudem ist es moglich, dass der Antiferomagnet
nur bei einer strikten Nachsten-Nachbar-Wechselwirkung auftritt, wihrend realis-
tischere Wechselwirkungen wie die langreichweitige van-der-Waals-Wechselwirkung
diese Phase nicht realisieren konnen [52].

4.2.2 FErhaltung der Ising-Symmetrie

Im Folgenden soll nun der Fall betrachtet werden, in dem die Dissipation die Ising-
Symmetrie erhélt. Da die Dissipation typischerweise in einer atomaren Eigenbasis
stattfindet, wird dabei nicht die Dissipation verdndert, sondern im Hamiltonian
des Systems werden die Rollen der Pauli-Matrizen o, und o, getauscht, d.h.

H= AZUS) — JZ ool (4.9)
@ (i5)

Die Sprungoperatoren in der Master-Gleichung sind weiterhin durch ¢; = \/ﬁa@
gegeben. Experimentell kann ein solcher rotierter Ising Hamiltonian ebenfalls mit
Rydberg-Atomen realisiert werden, wenn zwei atomare Grundzustinde weit ver-
stimmt an einen Rydberg-Zustand gekoppelt werden [A12|. Bei geeigneter Wahl
der Laser-Parameter entsteht durch die Beimischung des Rydberg-Zustands eine
effektiver Hamiltonian der Form (4.9). Die Dissipation kann dann durch optisches
Pumpen in einen der beiden Grundzustédnde implementiert werden.

Fiir den stationdren Zustand dieses Ising-symmetrischen Modells ist nun die
Frage, inwieweit die Ismg—Symmetrle spontan gebrochen werden kann, d.h der Or-
dungsparameter ¢ = ) . <O'g; )/N nimmt einen endlichen Wert an. Dafiir werden
als variationeller Zustand zunéchst Produktzustdnde betrachtet. In enger Analo-
gie zur Landau-Theorie fiir Gleichgewichts-Phaseniibergdnge wird nun die varia-
tionelle Norm nach Potenzen des Ordnungsparameters entwickelt. Aufgrund der
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Ising-Symmetrie verschwinden ungerade Potenzen und die variationelle Norm ist
gegeben durch
HpUH = Up -+ U2¢2 + U4¢4 + u6¢6, (410)

wobei die jeweiligen Koeffizienten u, durch von ¢ unabhéngige Minimierung der
Norm eindeutig bestimmt werden konnen. Die variationelle Norm nimmt also eine
mit der Freien Energie in der Thermodynamik vergleichbaren Rolle ein.

Betrachtet man nun den Koeffizienten wuy, so stellt man fest, dass dieser fiir ge-
ringe Stirke der Dissipation v stets positiv ist. Dann ist der ¢5-Term irrelevant und
das Funktional (4.10) beschreibt eine dem Ising-Modell im Gleichgewicht entspre-
chende ¢*-Theorie: Fiir starke Ising-Wechselwirkungen .J ist die Ising-Symmetrie
im stationdren Zustand gebrochen und das System befindet sich in einer ferro-
magnetischen Phase. Fiir schwache Wechselwirkungen hingegen verschwindet der
Ordnungsparameter und das System entspricht einem Paramagneten. Beide Pha-
sen sind durch einen Phaseniibergang zweiter Ordnung verbunden.

Ubersteigt die Stérke der Dissipation hingegen einen kritischen Wert, kann der
Koffizient u4 negativ werden. Dann ist zur Stabilisierung des Funktionals (4.10) die
Hinzunahme des ¢%-Terms erforderlich. Dies fithrt dazu, dass der Phaseniibergang
zwischen Paramagnet und Ferromagnet ein Phaseniibergang erster Ordnung wird.
An der Stelle, an der wuy verschwindet, befindet sich ein multikritischer Punkt
[A12]. Mit Hilfe des Variationsprinzips konnen die Phasengrenzen auch quantitativ
bestimmt werden.

Bemerkenswerterweise sagen Mean-Field-Rechnungen voraus, dass der Phasen-
iibergang stets zweiter Ordnung sei. Hingegen lésst sich auch im Rahmen feldtheo-
retischer Berechnungen zeigen, dass der uy-Term fiir hinreichend starke Dissipa-
tion negativ wird [51], auch wenn dort keine definitive Aussage iiber die Art des
Phaseniibergangs gemacht werden kann. Es lohnt sich daher, die Diskrepanz zwi-
schen Mean-Field-Resultat und der variationellen Losung genauer zu betrachten. In
Gleichgewichtsystemen werden Mean-Field-Ergebnisse zumindest qualtitativ kor-
rekt, wenn sich die rdumliche Dimension eines System oberhalb der oberen kriti-
schen Dimension befindet [53|. Dies ist fiir dissipative Systeme offensichtlich nicht
der Fall, der der Phaseniibergang erster Ordnung und der multikritische Punkt
selbst fiir den Fall d — oo erhalten bleiben.

Es stellt sich nun die Frage, wie sich das Konzept der oberen kritischen Di-
mension auf dissipative System {ibertragen ldsst. Dies funktioniert nur auf der
Basis des Variationsprinzips. Dazu werden zunéchst im Sinne einer dissipativen
Ginzburg-Landau-Theorie rdumliche Fluktuationen des Ordnungsparameters be-
trachtet. Diese fiihren nach Bilden des Kontinuumslimes zu einem zusatzlichen
Gradienten-Term vy in der variationellen Norm gemafs

D[®] =z / A’z ug + v2(VP)? + ug®? + uy®* + usd°. (4.11)

Auch hier kann der Wert des vy-Terms im Rahmen des Variationsprinzips genau
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bestimmt werden. Wie in Gleichgewichts-Systemen kann die obere kritische Di-
mension nun tiber das Ginzburg-Kriterium bestimmt werden [54]. Dazu wird der
normierte Erwartungswert von Fluktuationen um den Mittelwert Ordnungspara-
meters herum betrachtet, die hier durch

90 _ B (412

gegeben sind, wobei w & 0.0952 eine numerische Konstante ist. Aus diesem Re-
sultat ist ersichtlich dass am Phaseniibergang mit uy, = 0 die Fluktuationen fiir
d < 3 divergieren, wihrend sie fiir d > 3 vernachlassigbar klein sind und damit der
Produkt-Ansatz ohne Fluktuationen zumindest qualitativ korrekt ist. Dies bedeu-
tet, dass d = 3 gerade die obere kritische Dimension darstellt.

Die Analyse der Fluktuationen des Ordnungsparameters basierend auf dem
Ginzburg-Landau-Funktional ldsst sich auch zu einem Ginzburg-Landau-Wilson-
Hamiltonian [55] erweitern, wodurch systematisch Korrekturen zum Produktzu-
stand basierend auf der Renormierungsgruppe behandelt werden kénnen. Damit
ist es beispielsweise moglich, durch die Beriicksichtigung von Schleifenkorrekturen
genauere Vorhersagen fiir die Position des multikritischen Punkts zu erhalten [A12].

Ising-symmetrische Modelle konnen aufter mit Rydberg-Atomen auch mit Cavi-
ty-QED-Arrays realisiert werden, wobei sowohl der Hamiltonian als auch der dissi-
pative Teil durch interferometrische Messungen des von den Resonatoren emittier-
ten Lichts und anschliefsendem Feedback an die Cavity-QED-Systeme implemen-
tiert werden [A13|. Durch geeignete Wahl des Interferometers kénnen die Sprung-
operatoren auf quasilokale Terme begrenzt werden. Allerdings ergibt sich hier die
zusitzliche Herausforderung, dass die kohérenten und dissipativen Terme auf die
gleiche Weise erzeugt werden und daher ihre relative Stérke zueinander nur ein-
geschrankt kontrolliert werden kann. Dies fiihrt insbesondere dazu, dass die hier
diskutierten Phaseniiberginge nicht beobachtet werden konnen, da das System auf
die paramagnetische Phase beschréankt bleibt.

4.3 Dissipativer Antiferromagnetismus im Fermi-
Hubbard-Modell

Neben dem Ising-Modell kann das Variationsprinzip auch auf weitere dissipative
Varianten paradigmatischer Modelle aus der Festkorperphysik angewandt werden.
Das Fermi-Hubbard-Modell ist eines der zentralen Modelle der Festkorperphysik
und besitzt zudem das Potenzial, eine Erkldarung fiir das bisher unverstandene
Problem der Hochtemperatur-Supraleitung zu liefern. In den letzten Jahren ist zu-
dem die Moglichkeit entstanden, mit ultrakalten Quantengasen bisher unerforsch-
te Eigenschaften des Fermi-Hubbard-Modells experimentell zu untersuchen [56].
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Mit dem Konzept der dissipativen Zustandspraparation kann dabei durch Verwen-
dung mafgeschneiderter Laserfelder ein antiferromagnetischer Zustand als Dunkel-
zustand der Master-Gleichung realisiert werden [A14]. Der Hamiltonian des Fermi-
Hubbard-Modells ist gegeben durch

H= Z twcwcja +U Z Nty (4.13)

7]0

wobel ¢;, ein Fermion mit Spin-1/2-Variable o erzeugt, t;; das Tunnelmatrix-
Element zwischen Gitterplatz ¢ und j beschreibt, und U die Wechselwirkung zwi-
schen zwei Fermionen mit entgegengesetztem Spins mit n;, = cjocw darstellt. Die
dissipativen Elemente sind gegeben durch

T

i = Aot s = (i) (4.14)
T

0= valmoul 08 =G5 (4.15)

39 = A (D0 |+ [ D D). (4.16)

wobei hier zur besseren Unterscheidung mit den fermionischen Operatoren c;, die
Bezeichnung ja ) fiir die Sprungoperatoren verwendet wird. (4.14) und (4.15) be-
schreiben eine dissipative Bewegung von zwei Fermionen mit gleichem Spin auf
benachbarten Gitterplatzen hin zu einem Paar mit entgegengesetztem Spin auf
demselben Gitterplatz, sowie die entgegengesetzten Prozesse. (4.16) hingegen be-
schreibt den Zerfall des fermionischen Paars zuriick auf getrennte Gitterplatze. Die-
se dissipativen Prozesse konnen durch geeignete Laser-Parameter innerhalb Pro-
zessen wie laser-assistiertem Tunneln realisiert werden [A14].

Im Folgenden wird das Fermi-Hubbard-Modell in zwei Raumdimensionen be-
trachtet. Um das Variationsprinzip anwenden zu konnen, muss dieses zunéchst
leicht adaptiert werden um die fermionische Statistik der Teilchen korrekt zu be-
schreiben. Fiir variationelle Produktzustédnde bei halber Fiillung (d.h. im Mittel
mit einem Fermion pro Gitterplatz) kann eine zwei-dimensionale Jordan-Wigner-
Transformation durchgefiihrt werden. Bei halber Fiillung lassen sich die entste-
henden Wigner-Strings exakt auswerten, diese fiihren dabei zu einem teilweisen
Vorzeichenwechsel der Tunnelmatrixelemente. Die Berechnung des stationdren Zu-
stands lasst sich dann wie gehabt ausfiihren. Fiir den Wert des antiferromagneti-
schen Ordnungsparameter ergibt sich dabei eine sehr gute Ubereinstimmung mit
Wellenfunktions-Monte-Carlo-Rechnungen fiir kleine Systemgroften [A14].



KAPITEL 5

AUSBLICK

Die experimentelle Kontrolle iiber Quantensysteme hat ein Niveau erreicht, dass
die gezielte Nutzung von quantenmechanischer Verschriankung beispielsweise in der
Quantensimulation oder in Quantensensoren in naher Zukunft realistisch erschei-
nen lasst. Die vorliegende Arbeit liefert theoretische Grundlagen fiir die Kontrolle
von kohédrenten Wechselwirkungen und dissipativen Elementen, um diesem Ziel
néher zu kommen.

Die Nutzbarmachung von Dissipation als niitzlicher Ressource fiir die Kon-
trolle von Quantensystemen stellt dabei einen Paradigmenwechsel dar. Ein ent-
scheidender Vorteil des dissipativen Zugangs ist, dass externe Fehlerquellen wie
unerwiinschte Dekohérenz auf derselben Beischreibungsebene stattfindet wie die
erwiinschte Dissipation. Sind die unerwiinschten Fehlerquellen schwécher als die
kontrollierte Dissipation, liefern die unerwiinschten Kanéle in einem stérungstheo-
retischen Sinne lediglich schwache Korrekturen zum erwiinschten Resultat. Dies
ist fiir eine rein kohérente Zustandspréaparation fundamental anders, da dort jede
Fehlerquelle potentiell den gesamten Prozess gefihrdet.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Variationsprinzip fiir offene Quantensysteme
leistet einen wichtigen Beitrag, um ein fundamentales Verstdndnis fiir derartige
Vielteilchensysteme liefert. Durch die Entwicklung eines Aquivalents zur Landau-
Theorie fiir Gleichgewichtssysteme ist es gelungen, die Analyse von offenen Syste-
men auf ein solides theoretisches Fundament zu stellen, auf dessen Basis systema-
tische Erweiterungen untersucht werden koénnen.

Die Untersuchung fundamentaler Eigenschaften von offenen Quantensystemen
motiviert durch Anwendungen in der dissipativen Zustandspraparation ist dabei
keine Einbahnstrafse. Durch ein besseres Versténdnis dieser bisher nur schwer theo-
retisch handhabbaren Systeme ist es unmittelbar moglich neue Anwendungen zu
konzipieren. Eine derartige gegenseitige Befruchtung von Anwendungen und fun-
damentalen Fragen macht die Untersuchung von dissipativen Quantensystemen zu
einer besonders reizvollen Aufgabe.

25



26 5. Ausblick

Fiir die Zukunft wird der Schwerpunkt in der theoretischen Arbeit auf der
Identifzierung und Untersuchung von Modellen mit langreichweitigen Verschran-
kungen liegen, da diese beispielsweise fiir Heisenberg-limitierte Quantenmetrologie
geeignet sind. Ebenso fallen darunter Systeme mit topologischer Ordnung, welche
Anwendungen als langlebige Speichermedien fiir Quanteninformation haben.
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