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Kurzfassung

In dieser Arbeit werden verschiedene Frequenzbereichsmodellansätze zur Berücksichtigung nichtlinearen
Verhaltens auf Basis der seit über 50 Jahren in der Elektrotechnik weit verbreiteten Streuparametern -
kurz S-Parameter - betrachtet und erweitert. Mit den X-Parametern wird davon ein Ansatz in den Fokus
gesetzt, der seit einiger Zeit messtechnisch und simulatorisch kommerziell verfügbar ist. Die X-Parameter
ermöglichen eine Überführung der S-Parametervorteile in eine nichtlineare Domäne und so Verhaltens-
modelle von stark nichtlinearen Übertragungssystemen als Entwurfswerkzeug zu erzeugen.
Eine kurze Einführung in die linearen S-Parameter zeigt deren wichtigste Vorteile für die Beschreibung

linearisierter Übertragungssysteme. Die entscheidende Einschränkung der S-Parameter - nur im Gültig-
keitsbereich der Linearisierung ausreichend genaue Beschreibungen zu liefern - wird anhand der ebenfalls
weit verbreiteten Volterra-Reihe veranschaulicht. Dabei kommt ein wenig beachteter Ansatz von Weiner
und Naditch zum Einsatz, der die Theorien der S-Parameter und der Volterra-Reihe direkt verknüpft.
Dem wird die Betrachtung der X-Parametertheorie vom Ursprung der Beschreibungsfunktion über die
spektrale Linearisierung im polyharmonic distortion-Ansatz bis hin zu Prinzipien der messtechnischen
Bestimmung gegenüber gestellt. Insbesondere die Ableitung der zugrunde liegenden mehrdimensionalen
Beschreibungsfunktion aus der Sinus-Eintonbeschreibungsfunktion erfolgt dabei umfassender als in der
Literatur zu den X-Parametern.
In einem direkten Vergleich der beiden Ansätze - Volterra-reihenbasierte S-Parameter und X-Parame-

ter - wird auf Gemeinsamkeiten sowie Unterschiede eingegangen. Die Volterra-Reihe bietet den Vorteil
mehrere ähnlich große Signalanteile bei beliebigen Frequenzen berücksichtigen zu können. Als wesentliche
Nachteile sind die Beschränkung auf schwach nichtlineares Verhalten und der hohe Berechnungsaufwand
bei höherer Ordnung zu nennen. Die X-Parameter hingegen sind durch ihren Ursprung in der Beschrei-
bungsfunktion in der Lage das stark nichtlineare Systemverhalten infolge eines einzelnen sinusförmigen
Großsignals abzubilden. Weitere Signalanteile werden diesem Großsignalarbeitspunkt allerdings nur li-
near überlagert. Sobald die zusätzlichen Signalamplituden zu groß werden, führen die X-Parameter zu
einem nicht vernachlässigbaren Fehler.
Aus den gewonnenen Erkenntnissen des Vergleichs wird die Theorie der X-Parameter für verschiedene

Fälle erweitert bzw. angepasst. Dazu werden die mehrdimensionalen Beschreibungsfunktionen mit einer
vollständigen Multi-Index-Taylor-Reihe im Großsignalarbeitspunkt über den linearen Anteil hinaus ent-
wickelt. Dadurch werden den in der Literatur verfügbaren Ansätzen zu X-Parametern höherer Ordnung
weitere Terme hinzugefügt und darüber hinaus mit einer mathematischen Grundlage versehen.
Die höhere Genauigkeit des Multi-Index-Ansatzes zieht in jedem Entwicklungspunkt eine deutlich

höhere Modellkomplexität nach sich. Allerdings werden die linearen X-Parameter für verschiedene Lastsi-
tuationen über eine Load-pull -Messumgebung neu bestimmt, sodass deren Modellkomplexität abhängig
von der Lastanzahl stark wächst. Wie in dieser Arbeit gezeigt wird, reicht es u.U. aus einen einzigen
X-Parametersatz nach dem neuen Multi-Index-Taylor-Ansatz für die gesamte Lastebene zu bestimmen,
ohne dabei einen großen Fehler hinnehmen zu müssen.
In einem letzten Abschnitt wird gezeigt, wie mit dem neuen Multi-Index-Ansatz die X-Parameter für

unabhängige Erregerfrequenzen angepasst werden können. Durch einen alternativen Großsignalarbeits-
punkt zur Entwicklung der Taylor-Reihe ist es möglich, dass nur ein Fundamentalsignal als Großsignal
angesehen werden muss. Dadurch lassen sich neue X-Parameter finden, die als Empfindlichkeitsfunktionen
auf leitungsgebundene, unabhängige Störsignale angesehen werden können. Aus dieser neuen Betrach-
tungsweise lässt sich ein Einsatz der X-Parameter als Werkzeug in der Suszeptibilitätsanalyse einsetzen.

Schlagworte: Zweitortheorie, S-Parameter, nichtlineare Übertragungsysteme, Frequenzbereichsmodel-
lierung, Verhaltensmodellierung, Volterra-Reihe, X-Parameter
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Abstract

In this thesis, different frequency domain model approaches for the consideration of nonlinear behavior
are considered and extended on the basis of scattering parameters (S-parameters) which are widely
used in electrical engineering since more than 50 years. Of these approaches, the focus is on the X-
Parameters which were made commercially available metrologically and simulatively a few years ago.
The X-parameters allow the transfer of the S-parameters’ benefits into a nonlinear domain and hence
creating behavioral models of hard nonlinear transmission systems as a design tool.
A brief introduction to the linear S-parameters emphasizes their most important advantages for the

characterization of linearized transmission systems. The crucial limitation of S-parameters (providing
sufficiently accurate results only within the range of linearization) is illustrated using the widely used
Volterra series. Therein, a little-noticed approach of Weiner und Naditch is used, which directly combines
the theories of the S-parameters and the Volterra series. In contrast, the X-parameter theory is consi-
dered widely from the originating describing function via the spectral linearization by the polyharmonic
distortion approach to the principles of metrological determination. In particular, the derivation of the
underlying multi-dimensional describing function from the single sinusoidal input describing function is
carried out more comprehensively than in the literature on X-parameters.
In a direct comparison, similarities and differences of the two approaches (Volterra series based S-para-

meters and X-parameters) are pointed out. Employing the Volterra series, it is possible to consider several
similarly large signal components at arbitrary frequencies. Its main disadvantages are the limitation to
weakly nonlinear behavior and the high computational effort for higher orders. On the other hand, due
to their origin in the describing function, the X-parameters are able to map the hard nonlinear system
response to a single sinusoidal large signal. However, further signal components are superimposed only
linearly on this so-called large signal operating point. As the additional signals’ amplitudes become too
large, the X-parameters result in a non-negligible error. Concluding from the results of the presented
comparison, the theory of the X-parameters is extended or adapted for different cases. For this purpose,
the multi-dimensional describing function is developed in the large signal operating point beyond the
linear terms employing a complete multi-index Taylor series. This new series extension approach adds
further terms to the higher-order X-parameter approaches available in the literature and provides a
mathematical basis in addition.
The higher accuracy of the multi-index approach results in a significantly higher model complexity at

each development point. However, the linear X-parameters have to be redefined at different load situations
via a load-pull measurement techniques. Thus, their overall model complexity increases significantly
depending on the number of considered load situations. As shown in this work, it is sufficient to determine
a single X-parameter set according to the new multi-index Taylor approach for the entire load plane
without introducing a large error.
The last section illustrates how the new multi-index approach can be employed to adjust the X-para-

meters for independent excitation frequencies. Due to an alternative large-signal operating point for the
Taylor series expansion, it is possible to consider only one fundamental signal as a large signal. Thus, new
X-parameters are determined that can be considered as susceptibility functions to conductively coupled
interferences. From this new perspective, it is possible to use the X-parameters as a tool in the suscepti-
bility analysis.

Keywords: two-port theory, S-parameters, nonlinear transmission systems, frequency domain modeling,
behavioral modeling, Volterra series, X-parameters
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21 über ûs1: Vergleich Datenpunkte und polynomielle Ansätze . . . . . . . 49

5.2. X-Parameter X(S)
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6.4. |Bmk| über ûs2 = ûs3 des Klasse-C-Verstärkers bei Dreitonanregung . . . . . . . . . . . . 67
6.5. B11 des Klasse-C-Verstärkers bei Dreitonanregung in komplexer Ebene . . . . . . . . . . 69
6.6. B21 des Klasse-C-Verstärkers bei Dreitonanregung in komplexer Ebene . . . . . . . . . . 70
6.7. B15 des Klasse-C-Verstärkers bei Dreitonanregung in komplexer Ebene . . . . . . . . . . . 71
6.8. B25 des Klasse-C-Verstärkers bei Dreitonanregung in komplexer Ebene . . . . . . . . . . 72
6.9. Vergleich der Modellparameteranzahlen M verschiedener X-Parameteransätze . . . . . . . 73

7.1. Belastetes Zweitor mit Frequenzbereichsbezeichnungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
7.2. Zweitor mit Load-pull-Tuner und aktiver Quelle am Ausgangstor . . . . . . . . . . . . . . 77
7.3. LNA: B11- und B21-Vergleich basierend auf der normalen Phasen-Offset-Methode . . . . . 82
7.4. LNA: B11- und B21-Vergleich basierend auf der zufälligen Phasen-Offset-Methode . . . . 83
7.5. Verhalten des Betrags

∣∣∣X(F)
21

∣∣∣ über die Phase des Reflexionsfaktors Θ21 . . . . . . . . . . . 84
7.6. LNA: B21-Vergleich durch Variation der Reflexionsfaktorphase Θ21 für |Γ21| = 0.85 . . . . 86
7.7. LNA: B21-Vergleich durch Variation der Reflexionsfaktorphase Θ21 für |Γ21| = 0.8 . . . . 88
7.8. LNA: |B21|-Vergleich durch Variation von |A21| bzw. ûs21 für |Γ21| = 0.85 und Θ21 = 90◦ . 89
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1. Einleitung

Der rasante technische Fortschritt und der Trend zu immer mehr drahtlosen Übertragungssystemen
erfordert Schaltungskonzepte mit hohen Datenraten und sehr gutem Wirkungsgrad bzw. geringer Leis-
tungsaufnahme für hohe Akkulaufzeiten in mobilen Anwendungen. Höhere Datenraten lassen sich durch
höhere Frequenzen realisieren und ein besserer Wirkungsgrad erfordert nichtlineare Schaltungskonzepte.
Damit diese nichtlinearen Schaltungen effizient, schnell und somit kostengünstig entworfen werden

können, sind auf verschiedene Hierarchieebenen im Entwurfsprozess Modelle für Teilschaltungen bzw.
-systeme erforderlich. Sobald für ein Verhaltensmodell nur das Verhältnis zwischen der Eingangs- und
Ausgangsbeschreibungsgröße eines Übertragungssystems ermittelt wird, handelt es sich dabei um eine
Black-Box -Sichtweise, in der die interne Beschreibungsgrößen nicht berücksichtigt werden. Eine Möglich-
keit komplexe elektrische Netzwerke mit je einem Ein- und Ausgang als Black-Box bei sinusförmiger
Anregung zu modellieren, stellt die Zweitortheorie dar. Anders als die Übertragungsfunktionen der Sys-
temtheorie ist es mit Zweitorparametern im Frequenzbereich möglich Rückwirkungen des Ausgangs auf
den Eingang zu charakterisieren. Dazu werden Klemmenpaare zu Toren zusammengefasst und das System
über die Beziehung der Torspannungen und -ströme mit Hilfe verschiedener Zweitormatrizen beschrieben.
Für die Messung der strom- und spannungsbasierten Zweitorparameter sind Kurzschlüsse und offene

Klemmen erforderlich. Allerdings lassen sich diese im Hochfrequenzbereich oberhalb von 100 MHz nicht
mehr ohne parasitäre Effekte realisieren, die u.U. zu unerwünschten Oszillationen führen können [48,
153]. In der Hochfrequenztechnik sind daher seit mehr als 50 Jahren die alternativen Streuparameter -
kurz S-Parameter - das Mittel der Wahl zur Charakterisierung von linearisierten Zweitoren, da für die
Messung der S-Parameter keine offenen Klemmen oder Kurzschlüsse erforderlich sind. Stattdessen erfol-
gen die Messungen an Toren, die mit charakteristischen Impedanzen abgeschlossen sind, was auch bei
sehr hohen Frequenzen sehr genau möglich ist. Die S-Parameter werden dann aus dem Verhältnis von leis-
tungsverwandten Größen - den sog. Streuvariablen - ermittelt. Da diese Linearkombinationen von Strom
und Spannung sind, können über eine Umformung aus den S-Parameter alle anderen Zweitorparameter
berechnet werden, sofern diese existieren. Die wesentliche Beschränkung der S-Parameter ist, dass sie
nur für lineare, zeitinvariante Systeme gültig sind. Die in der Realität nur vorkommenden nichtlinearen
Systeme werden durch die S-Parameter folglich nur im linearisierten Kleinsignalfall korrekt beschrieben.
Zur Berücksichtigung nichtlinearen Verhaltens bei größer werdender Signalamplitude gibt es verschie-

dene Verfahren im Zeit- und im Frequenzbereich. Einen Überblick über Frequenzbereichsmodellierung
nichtlinearer Systeme - auf die sich in dieser Arbeit beschränkt wird - wurde zuletzt z. B. von Rijlaarsdam
u. a. [108] gegeben. Um dem eingangs erwähnten Dilemma aus Wirkungsgrad und Linearität in Richtung
höherer Nichtlinearität folgen und trotzdem bei hohen Frequenzen messtechnisch ermittelt werden zu
können, wurden einige von diesen Ansätzen in der Vergangenheit in Zusammenhang mit den S-Parame-
tern gebracht. Eine Entwicklung dieser Großsignal-S-Parameter -Ansätze ist im folgenden Abschnitt 1.1
umrissen. Im darauffolgenden Abschnitt 1.2 wird genauer darauf eingegangen, wie in dieser Arbeit ei-
ner der Großsignal-S-Parameter -Ansätze - die messtechnisch und simulatorisch kommerziell verfügbaren
X-Parameter1 [62, 117, 139, 140] - durch eine umfassende Betrachtung der zugrunde liegenden Theorie
an verschiedenen Stellen erweitert bzw. anders interpretiert werden kann. Abschnitt 1.3 gibt dazu einen
Überblick über die Ergebnisse der restlichen Arbeit.

1.1. Stand der Technik: Von linearen S-Parametern zu
X-Parametern

Der Artikel von Campbell und Foster [22] wird von den späteren Vorreitern Belevitch [2] und Carlin
[24] als Ursprung der S-Parameter bezeichnet. Campbell und Foster [22] beschäftigten sich darin mit
Transmissionseigenschaften von resistiv beschalteten, idealen Transformatoren, was als erster Vorläufer
1X-Parameter ist ein eingetragenes Handelszeichen von Keysight Technologies.
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1. Einleitung

der Streuparameter oder kurz S-Parameter angesehen werden kann. Darin wird allerdings noch keine
Matrixform der Parameter verwendet, was erst später im Zusammenhang mit der Quantenmechanik
[158] eingeführt wurde. Populärer wurden die S-Parameter später zur Beschreibung von Reflexions- und
Transmissionsvorgängen in der Leitungstheorie, worüber u. a.Montgomery, Dicke und Purcel [81] einen
guten Überblick geben. Durch die Ursprünge in der Quantenmechanik und der Leitungstheorie bürger-
ten sich Bezeichnungen wie eingehende und ausgehende Welle im Zusammenhang mit den Streuvariablen
ein, die fälschlicherweise auch später in der Netzwerktheorie synonym für die Streuvariablen verwendet
wurden. Eine Überführung des ersten Ansatzes Campbell und Foster [22] in eine S-Matrixschreibweise so-
wie die Anwendung auf Übertragungseigenschaften von elektrischen Netzwerken wurde von Belevitch [2]
vorgenommen. Anschließend fanden sich weitere Anwendungsgebiete für die S-Parameter, was von meh-
reren Vorreitern in einem Übersichtsband [3, 4, 24, 57, 90, 131] zusammengefasst wurde. Der endgültige
Durchbruch der S-Parameter gelang spätestens mit Einführung geeigneter Messtechnik, insbesondere mit
dem Vektornetzwerkanalysator (VNA) HP-8410 [60, 119]. Mit diesem konnten die S-Parameter bedingt
durch ihre Leistungsverwandtheit erstmals für Frequenzen bis zu 12 GHz bestimmt werden. Andere auf
Strom und Spannung basierende Verfahren sind bereits ab Frequenzen von 100 MHz fehleranfällig, da
die benötigten offenen Leitungen oder Kurzschlüsse nicht mehr realisiert werden bzw. zu unerwünschten
Oszillationen führen können [48]. Weitere Vorteile, wie der Reflexionsbezug und daraus ableitbare opti-
male Leistungsübertragung mit Anpassnetzwerken, führten dazu, dass die S-Parameter in weiten Teilen
der Elektrotechnik nach wie vor ein wichtiges Entwurfs- und Analysewerkzeug sind (vgl. Kapitel 2.2).
Der wesentliche Nachteil der S-Parameter ist, dass sie nur im Gültigkeitsbereich einer Linearisierung

um den Gleichstromarbeitspunkt - englisch: direct current operating point (DCOP) - ohne gravierenden
Fehler eingesetzt werden können. Daher wurden bereits früh nach dem Durchbruch der S-Parameter
Konzepte zur Einbeziehung nichtlinearen Verhaltens entwickelt. Als einer davon beschreibt Elsner [32]
Ansätze zu einer nichtlinearen Vierpol bzw. Zweitortheorie. Dabei wird insbesondere für parametrische
Schaltungen [128] über ein Prinzipschaltbild mit nichtlinearen Bauelementen, deren Kennlinie bekannt ist,
ein Zweitorersatzschaltbild entwickelt. Parametrische Schaltungen sind eine wichtige Klasse von Schaltun-
gen, die auch in dieser Arbeit von zentralem Interesse sind. Sie werden durch sinusförmige Signalquellen
angeregt, wovon nur die Amplitude eines speisenden Signals groß gegenüber allen anderen gewählt wird.
Anders als in dem White-Box -Ansatz von Elsner [32] versuchen Houselander, Chow und Spence [51]
in einem der ersten Black-Box -Ansätze die lineare Zweitortheorie für Großsignalanregung zu erweitern.
Die Zweitorparameter werden darin über den Ansatz der Beschreibungsfunktionen abhängig von den
Amplituden der unabhängigen Torgrößen betrachtet. Die beispielhaft betrachteten Admittanzparameter
yij für Großsignalanregung sind abhängig von den Torspannungen U1 und U2, d. h. es gilt yij(U1, U2).
Dabei wird sich - wie bei der Beschreibungsfunktion (BF) sinusförmiger Signale [40] auf eine „quasi-har-
monische Domäne“ beschränkt, wodurch die nichtlinearen Effekte harmonische Verzerrung - englisch:
harmonic distortion (HD) - und Intermodulation (IM) vernachlässigt werden. Neben den gezeigten Ad-
mittanzparametern bei der Arbeitsfrequenz von 50 MHz werden auch für hohe Frequenzen (f > 100 MHz)
S-Parametermessungen im Großsignalbetrieb erwähnt, die mit der gleichen Messmethodik wie für den
Kleinsignalbetrieb aufgenommen wurden [48]. Dabei werden allerdings insbesondere bei den Parametern
S12 und S22 Fehler begangen, da im nichtlinearen Fall das Superpositionsprinzip nicht anwendbar ist.
Durch die nacheinander erfolgende Großsignalanregung an den unterschiedlichen Systemtoren weicht der
Systemzustand von dem zu beschreibenden Zustand ab.
Eine Methode, den Superpositionsansatz in der Großsignalmessung und die daraus resultierenden Feh-

ler der S-Parameter zu vermeiden, ist in der Arbeit von Müller [83] - hier wird der Begriff Large-Signal
S-Parameter erstmals benutzt - am Beispiel eines Leistungsverstärkers der Klasse-C beschrieben. Wie
auch in der Arbeit von Houselander, Chow und Spence [51] wird trotz der Nichtlinearität des Verstärkers
angenommen, dass die entstehenden Harmonischen vernachlässigbar sind, da die Fundamentalkomponen-
te sehr viel größer ist. Daher werden die S-Parameter aus den Verhältnissen der Fundamentalkomponenten
der entsprechenden Streuvariablen mit Hilfe eines VNA wie dem damals aktuellen HP-8405A bestimmt.
Die Amplitude des Signals am Eingangstor legt im Klasse-C-Verstärker über den sog.DC-Shift [154] den
Arbeitspunkt und damit auch alle Gleichströme des Verstärkers fest. Zur Bestimmung der Parameter S12

und S22 wird das Signal am Eingangstor daher konstant gehalten. Über eine kleine Änderung ∆ZL der
Lastimpedanz ZL wird eine Variation der Streuvariablen am Ausgangstor ∆A2 = A′2−A2 hervorgerufen.
Zusammen mit den gemessenen Werten von Bi für ZL und B′i für Z ′L = ZL + ∆ZL lassen sich aufgrund
des konstant gehaltenen Signals A′1 = A1 die als problematisch eingestuften S-Parameter Si2 = ∆Bi

∆A2
mit

∆Bi = B′i −Bi und i ∈ {1, 2} berechnen.
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1.1. Stand der Technik: Von linearen S-Parametern zu X-Parametern

Eine weitere Arbeitsgruppe, die sich mit S-Parametern unter Großsignalanregung beschäftigte, war an
den Sandia Laboratories in Albuquerque ansässig. In einer ersten kurzen Arbeit von Chaffin und Leighton
[26] werden drei wesentliche Probleme bei der Definition von Großsignal-S-Parameter genannt. Erstens
werden wie bei den o. g. Ansätzen die durch die Nichtlinearität entstehenden Harmonischen genannt,
die durch Filter und/oder Anpassnetzwerke eliminiert werden können. Des Weiteren wird der möglichst
gleichbleibende Arbeitspunkt genannt. Drittens wird eine hohe Messgenauigkeit genannt, damit in einem
Einsatz außerhalb der 50Ω-Messumgebung und dem damit verbundenen hohen Reflexionsfaktor noch
Unterschiede erkennbar sind. Darüber hinaus wird eine Messumgebung mir einer hohen Eingangsleistung
gefordert. Am Ende der Arbeit [26] wird als Lösung für diese Forderungen eine prinzipielle Messumgebung
vorgestellt, die eine Fehlertoleranz von ±1 % und eine Eingangsleistung von 50 W ermöglicht und auf dem
konventionellen VNA HP-8410 basiert. In einer begleitend erschienen Arbeit von Webb und Chaffin [155]
wird gezeigt, wie die Großsignal-S-Parameter in einem Entwurfsprozess von Transistorverstärkern ver-
wendet werden können. Als Erweiterung der beiden Arbeiten [26, 155] werden in der Arbeit von Leighton,
Chaffin und Webb [69] die Probleme der höheren Harmonischen und des gleichbleibenden Arbeitspunk-
tes genauer ausgeführt. Durch eine Betrachtung im Zeitbereich für verschiedene Transistorarbeitspunkte
wird festgestellt, dass die gemessenen Transistorspannungen nahezu sinusförmig sind. Dies wird mit den
filternden Eigenschaften parasitärer Elemente des Transistorgehäuses und des eingebauten Anpassungs-
netzwerk begründet. Daher wird auch für nichtlineare Verstärker der Klasse B und C (vgl. z. B. [28]) eine
nahezu lineares Verhalten angenommen, sodass die auf der Superposition basierende Messmethodik für
Kleinsignal-S-Parameter angewendet wird. Mit der Messumgebung aus [26] werden die Großsignal-S-Pa-
rameter in Abhängigkeit der Eingangsamplitude am Eingangstor bestimmt, wobei der Parameter S21

als am stärksten abhängig von den Eingangsamplitude beschrieben wird. Den Parametern S11 und S22

wird eine schwächere Abhängigkeit von der Eingangsamplitude nachgewiesen. Allerdings wird gezeigt,
dass sich diese Parameter für verschiedene Klassen der Arbeitspunkte mit steigender Eingangsamplitude
annähern. Der Parameter S12 wird in dem betrachteten Transistor als sehr klein gemessen. Der Proble-
matik beim Messen der Parameter S12, S22 ohne ein Großsignal am Eingangstor sind sich die Autoren
mit Verweis auf die Arbeit von Müller [83] bewusst. Der Lösungsvorschlag der Autoren für die korrekte
Messung dieser Parameter ist eine Verlagerung des Arbeitspunkts in die Klasse A, um auch ohne Signal
am Eingangstor den gleichen Kollektorstrom zu erhalten, wie für die Messung der Großsignal-S-Parame-
ter S11, S21 im Klasse-C-Betrieb. Für Transistoren, deren Eingangs- und Ausgangsimpedanz viel kleiner
sind als die charakteristischen 50Ω der Messumgebung - was in |Sii| ≈ 1 resultiert -, wurden die Messun-
gen in einer 4Ω-Messumgebung wiederholt. Die ermittelten Großsignal-S-Parameter können anstatt der
Kleinsignalparameter für den Entwurfsprozess von Leistungsverstärkern verwendet werden, sodass auch
Stabilitätsuntersuchungen im Großsignalbetrieb möglich sind [69].

Einen dritten Ansatz zur Bestimmung der Großsignal-S-Parameter stammt von Mazumder und Puije
[77]. Darin wird eine Messumgebung verwendet, die das zu testende Zweitor an beiden Toren gleichzeitig
anregt, was in einer zuvor erschienen Arbeit ausführlicher beschrieben wurde [76]. Das Signal am Aus-
gangstor A2 wird durch eine Quelle zusätzlich zur Anregung am Eingangstor A1 aktiv erzeugt, anders
als in der Arbeit von Müller [83], wo eine Lastvariation passiv zu einem Signal A2 führte. Mit der An-
nahme, dass die Großsignal-S-Parameter für konstante Eingangsleistungen |Ai|2 ebenfalls konstant sind,
werden die S-Parameter über eine Variation der Phasendifferenz ΦA2

− ΦA1
bestimmt. Für konstante

Werte von |A1| und |A2| ergeben sich damit für die gemessenen Verhältnisse Bi
Aj

mit i, j ∈ {1, 2} in
der komplexen Ebene kreisförmige Ortskurven, deren Mittelpunkt einem S-Parameter Sij entspricht. So
kann aus dem Mittelpunkt der Darstellung B1

A2
= S11

A1

A2
+ S12 der S-Parameter S12 bestimmt werden.

In einem Vergleich mit der Methode von Leighton, Chaffin und Webb [69] wird eine bessere Vorhersage
des experimentell ermittelten Systemverhaltens festgestellt, was aufgrund nahezu identischer S-Parame-
ter S11, S21 auf die als problematisch eingestuften Parameter S12, S22 zurückzuführen ist. Als weiterer
Vorteil wird eine Möglichkeit zur Abschätzung der Qualität des Verstärkerentwurfs genannt. Da sich die
kreisförmige Ortskurve mit steigender Eingangsleistung |A1|2 verformt, kann für starke Abweichungen
von einem Kreis ein großer Unterschied zwischen dem vorhergesagten und tatsächlichen Systemverhalten
erwartet werden [77]. In einem solchen Fall wird empfohlen, die Methode aus [76] zu verwenden. Diese
Entwurfsmethode verwendet anstatt der einzelnen S-Parameter die Reflexionskoeffizienten an Quellen-
und Lastseite Γs bzw.ΓL.

Mehrere Jahre später entwickelten Rizzoli, Lipparini und Mastri [110] einen Ansatz zur Bestimmung
der Großsignal-S-Parameter in Schaltungssimulatoren basierend auf der Methode der harmonischen Ba-
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1. Einleitung

lance - englisch: harmonic balance (HB). In der vorgeschlagenen Methode werden ebenfalls die Signal A1

und A2 gleichzeitig in das System eingespeist, allerdings nicht bei der gleichen Frequenz, sondern mit
einem kleinen Frequenz-Offset ∆f = f2 − f1 = 10−4f1. Dadurch wird das System in einem quasi-peri-
odischem Zustand betrieben, dessen Signalspektren Intermodulationsprodukte aus f1 und f2 enthalten.
Mit Hilfe der zweidimensionalen Fourier-Transformation [109] ist eine separate Berechnung der S-Para-
meter möglich, und zwar aus Si1(f1) = Bi(f1)

A1(f1) und Si2(f2) = Bi(f2)
A2(f2) mit i ∈ {1, 2}. Aufgrund des sehr

kleinen Frequenzoffsets ∆f wird angenommen, dass die bei f2 bestimmten S-Parameter mit einem ver-
nachlässigbarem Fehler bestimmt werden, d. h.Si2(f2) ≈ Si2(f1). Als wesentlichen Vorteil gegenüber der
Zweiton-Methode von Mazumder und Puije [77] wird der deutlich geringere Aufwand zur Bestimmung der
S-Parameter angegeben. Anstatt von acht nichtlinearen Analysen und anschließender numerischer Ap-
proximation der Kreismittelpunkte sei lediglich eine Standardnetzwerkanalyse in einem kommerziellen
nichtlinearen Netzwerksimulators erforderlich [110, 111]. Allerdings wird eine messtechnische Umsetzung
dieser Methode nicht vorgeschlagen.

In der Arbeit von Call [21] werden die Ansätze für S-Parameter unter Großsignalanregung mit mehreren
Jahrzehnten zeitlichem Abstand diskutiert. Auch nach so langer Zeit sei es nicht abschätzbar wie erfolg-
reich die Großsignal-S-Parameter in der Praxis gewesen wären. Es sei lediglich aus den Publikationen mit
Großsignal-S-Parametermessungen erkennbar, dass die nötige Sorgfalt bei den Messungen und Kalibrie-
rungen gefehlt hätte, wie sie in den ursprünglichen Arbeiten zu den Großsignal-S-Parametern erkennbar
gewesen wäre. So wird z.B. die erste Edition von Referenz [134] genannt, worin die Großsignal-S-Pa-
rameter einfach durch normale S-Parametermessungen für höhere Eingangsleistungen bestimmt werden
könnten. Trotzdem nennt Vendelin [134] als wesentlichen Nachteil der Großsignal-S-Parametermessung
den beschränkten Gültigkeitsbereich. Damit ist gemeint, dass die Großsignal-S-Parameter nur für die in
der Messung verwendete charakteristische Impedanz und Eingangsleistung gültig sind und vorausgesetzt
wird, dass höhere Harmonische nicht auftreten. Als Möglichkeit zum Ausgleich dieses Nachteils werden
die Load-pull -Ansätze genannt [29, 130], bei denen eine lastabhängige Charakterisierung unter Groß-
signalanregung ermöglicht wird. Eine Verknüpfung der Konzepte der Großsignal-S-Parameter und der
Load-pull -Ansätze wird von Tucker [132] vorgestellt, wodurch die optimale Lastimpedanz Yopt mit Hil-
fe der Großsignal-S-Parameter ohne die aufwändigeren Load-pull -Messungen abgeschätzt werden kann.
Der Einschätzung von Vendelin [134], dass die Load-pull -Ansätze den Großsignal-S-Parameter aufgrund
der Möglichkeit zur Variation der Lastimpedanz vorzuziehen seien, fügt Call [21] eine Bewertung von
Maas [71] hinzu. Demnach seien Großsignal-S-Parameter ein nutzloser Versuch, nichtlinearen Schaltun-
gen lineare Netzwerktheorie aufzuzwingen. Abgesehen von diesem Einwand bezüglich der vorausgesetz-
ten Quasilinearität - höhere Harmonische werden vernachlässigt - nennt Call [21] den Kalibrierungs- und
Messaufwand als Hauptgrund für den geringen Erfolg der Großsignal-S-Parameter. Die unterschiedlichen
Ansätze [77, 83] hätten von Computerunterstützung profitieren können, was zu damaliger Zeit ein nicht
weit verbreiteter Luxus gewesen sei.

Die voranschreitende technische Entwicklung und die damit verbundenen stark nichtlinearen Schal-
tungsstrukturen in Systemen mit hohem Wirkungsgrad erforderten Konzepte und Messtechniken über
die Quasilinearität der ursprünglichen Großsignal-S-Parameter hinaus. Seit den Anfängen in den 1990er
Jahren entwickelten sich aus den ersten Prototypansätzen [135, 136, 140–142] mit dem Großsignalnetz-
werkanalysator - englisch: large signal network analyzer (LSNA) - und dem nichtlinearer Vektornetzwerk-
analysator (NVNA) unterschiedliche, kommerziell verfügbare Messtechniken [112, 133] und mit den S-
Functions [84] und den X-Parametern [116] multiharmonische Modellkonzepte zur Erweiterung der linea-
ren S-Parameter. Ein erster Ansatz höhere Harmonische in der Ein-/Ausgangsbeschreibung von schwach
nichtlinearen Hochfrequenzsystemen zu berücksichtigen basiert auf der Volterra-Reihe (vgl. z. B. [123])
und wird daher als Volterra input-output map (VIOMAP) bezeichnet. Verbeyst und Vanden Bossche
[136] zeigen, dass es sich dabei um ein Äquivalent zu den linearen S-Parametern handelt und ebenfalls
kaskadiert werden kann. In einer weiteren Arbeit zeigen Verbeyst und Vanden Bossche [135], dass der
VIOMAP-Ansatz eine Alternative zu Load-pull -Messungen darstellt. Der VIOMAP-Ansatz könne die
Lastimpedanzkurven trotz stark reduziertem Messaufwand vorhersagen und sei zusätzlich in der Lage,
den Einfluss höherer Harmonischer zu berücksichtigen. Es wird gezeigt, wie der VIOMAP aus den ge-
messenen Eingangs-/Ausgangssignalen mit Hilfe des Newton-Raphson-Verfahrens numerisch bestimmt
werden kann, wobei eine Problematik bei der Wahl des Startwerts zugegeben wird. Außerdem wird eine
mögliche Integration in einem HB-Simulator genannt. In den beiden Arbeiten [135, 136] wird auf eine
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1.1. Stand der Technik: Von linearen S-Parametern zu X-Parametern

theoretische Betrachtung der Volterra-Reihe verzichtet und sich auf die Anwendung und Messtechni-
sche Bestimmung des VIOMAP beschränkt. Entgegengesetzt werden kann die Arbeit von Weiner und
Naditch [157], die bereits im Jahr 1976 erschien. Darin wird ausführlich betrachtet, wie auf Basis der
Volterra-Reihe nichtlineare S-Parameter für schwach nichtlineare Systeme definiert werden können, was
im Fall angepasster Tore vereinfacht werden kann. Anhand von einfachen Beispielen wird gezeigt, wie
aus einem Netzwerkmodell die Volterra-reihenbasierten S-Parameter berechnet werden können, woraus
wiederum ein Leistungstransfer durch harmonische Verzerrung und Intermodulation bestimmt werden
kann. Eine Möglichkeit zur messtechnischen Bestimmung der Volterra-reihenbasierten S-Parameter wird
dabei nicht genannt, da es zu der damaligen Zeit keinerlei passende Messkonzepte gab. Diese wurden erst
Ende der 1980er und Anfang der 1990er Jahre entwickelt.
In seiner Dissertation aus dem Jahr 1995 gibt Verspecht [141] einen Überblick über die zuvor an an-

derer Stelle entwickelten Prototypen der sog. vektoriellen nichtlinearen Netzwerkanalysatoren (VNNAs).
Wie mit den VNA im linearen Fall können mit den VNNA die Torgrößen eines nichtlinearen Systems im
Frequenzbereich als komplexe Zahlen, die auch als Vektoren darstellbar sind, bestimmt werden. Durch
eine Mehrtonanregung lassen sich auch Intermodulationsprodukte messen. Verspecht [141] nennt für alle
Ansätze Vor- und Nachteile und stellt seinen eigenen Prototypen und einen Kalibrierungsansatz vor, der
in Zusammenarbeit mit der Hewlett-Packard Network Measurement and Description Group (HP-NMDG)
entstanden ist. Im Anhang seiner Dissertation und einer weiteren Arbeit zeigt Verspecht [142, 149], dass
der VIOMAP [135, 136] ein Spezialfall der mehrdimensionalen Beschreibungsfunktion ist. Letztere sei-
en folglich besser in der Lage stark nichtlineare Systeme im Frequenzbereich zu beschreiben als der
Volterra-reihenbasierte Ansatz VIOMAP. Aufbauend auf diesem Konzept der mehrdimensionalen Be-
schreibungsfunktionen entwickelten Verspecht, Vanden Bossche und Verbeyst [140] und weiterführend
Verspecht [143] einen Ansatz für „sinnvolle Großsignal-S-Parameter“. Darin wird die mehrdimensionale
spektrale Beschreibungsfunktion unter der Annahme, dass lediglich ein dominanter Spektralanteil vorhan-
den ist, linearisiert und ist damit dem Ansatz der conversion matrix [72] nicht unähnlich. Die darüber
definierten Großsignal-S-Parameter sind eine Erweiterung der ursprünglichen Großsignal-S-Parameter
[26, 77, 83], die die quasilineare Eintonbeschreibungsfunktion als Grundlage hatten (vgl. Abschitt 4.1).
In einer Reihe von Arbeiten zeigen Jargon, Gupta und DeGroot [54–56] einen Ansatz von Großsi-

gnal-S-Parameter, der ebenfalls davon ausgeht, dass nur Signalanteile bei ganzzahligen Vielfachen einer
Fundamentalfrequenz vorkommen, jedoch wie der Ansatz von Verspecht, Vanden Bossche und Verbeyst
[140] keine Linearisierung verwendet. Für die messtechnische Ermittelung der Großsignal-S-Parameter
kommt der von Verspecht [141] vorgeschlagene Messaufbau zum Einsatz. Aus den Messwerten werden
die Großsignal-S-Parameter über das Training von künstlichen neuralen Netzwerken (KNNs) bestimmt.
Dieser Schritt sei nötig, da die notwendige Bedingung Aql = 0 am Tor q 6= p und der Harmonischen
l 6= k zur direkten Bestimmung des S-Parameters Spqkl messtechnisch nicht realisierbar sei [54–56]. Im
Gegensatz dazu ist eine direkte Berechnung - ohne KNN - der einzelnen Großsignalparameter in einem
Simulator möglich, da hier die notwendige Bedingung Aql = 0 für q 6= p ∧ l 6= k leicht einzuhalten ist.
Beide Vorgehen werden anhand einer Schottky-Diode beispielhaft verglichen, wobei ähnliche Ergebnis-
se erzielt werden. In der HB-Simulationsumgebung kommt dabei ein äquivalentes Kompaktmodell des
Diodenherstellers zum Einsatz. Damit wird in [54] anhand eines Frequenzdopplers gezeigt, wie die Großsi-
gnal-S-Parameter als Entwurfswerkzeug verwendet werden können. Außerdem wird gezeigt, dass sich die
Großsignal-S-Parameter ähnlich wie die linearen S-Parameter in Matrixform aufschreiben und in andere
Darstellungen wie Z- oder Y-Parameterdarstellungen umformen lassen. Anhand eines Eintors unter Ein-
tonanregung wird nachgewiesen, dass sich die Zusammenhänge der Großsignal-Z- und -S-Parameter im
linearen Fall zu dem bekannten Zusammenhang zwischen der Impedanz und dem S-Parameter des Ein-
tors reduzieren lassen. Für ein Zweitor wird bei der Bestimmung der Ausgangsreflexionskoeffizienten bei
der k-ten Harmonischen S22kk eingeräumt, dass ein einfaches Berechnen durch das Verhältnis B2k/A2k

nicht möglich sei, da eine Abhängigkeit über das Großsignal am Eingangstor A11 bestünde - das gleiche
Problem wie die ursprünglichen Großsignal-S-Parameter [26, 77, 83] mit S12 und S22 hatten. Als Ausweg
wird der Ansatz des hot S22-Parameters über einen kleinen Frequenz-Offset genannt [38, 54, 55].
Mit dem Begriff hot S-Parameter sind verschiedene Ansätze zur Beschreibung schmalbandiger Leis-

tungsverstärker gemeint, bei denen ein Großsignal das System in den Arbeitsbereich nichtlinearer Kom-
pression bringt und weitere Signalanteile relativ klein gegenüber diesem Großsignal sind. Sie können
als Verhaltensmodell in Verbindung mit anderen Stufen eines Übertragungssystems im Frequenzbereich
verwendet werden. In einer kurzen Übersichtsarbeit unterscheiden Verspecht u. a. [147] im Wesentlichen
zwei unterschiedliche Anwendungsgebiete der hot S-Parameter : Stabilitätsuntersuchungen und Vorhersa-
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ge der nichtlinearen Verzerrungen. Bei ersteren werden die hot S-Parameter bei den Kleinsignalfrequenzen
untersucht, wobei wie im Kleinsignalfall vier S-Parameter nötig sind [37, 38]. Zur Untersuchung nicht-
linearer Verzerrungen in Verbindung mit weiteren kaskadierten Teilsystemen wird neben einem nahezu
angepassten System - die Lastimpedanz ist etwa so groß wie die charakteristische Impedanz ZL ≈ Z0

- angenommen, dass die zusätzlichen Kleinsignalanteile bei ganzzahligen Vielfachen der fundamentalen
Großsignalfrequenz sind. Dazu sind nach Verspecht [144] zwei zusätzliche hot S-Parameter zur Verknüp-
fung der komplex konjugierten Kleinsignale nötig, die die Lastanpassung beschreiben. In der Arbeit [150]
wird die mathematische Notwendigkeit dieser komplex konjugierten Kleinsignalterme betont. Dabei wird
der bereits oben erwähnte spektrale Linearisierungsansatz, wie er in [140, 143] verwendet wurde, verall-
gemeinert, sodass beliebige Frequenzanteile und Großsignalanteile auftreten dürfen. Es werden Beispiele
genannt - u. a. das Mischerbeispiel zur conversion Matrix aus [72] -, in denen die Ansätze mit vier hot
S-Parametern nicht sinnvoll sind. Zur Abgrenzung zu den hot S-Parametern von Gasseling u. a. [38]
wird in der Arbeit von Root u. a. [114] für die erweiterten hot S-Parameter erstmals der Modellbegriff
polyharmonische Verzerrung - englisch: polyharmonic distortion (PHD) verwendet. Aufbauend auf dem
ersten Linearisierungsansatz [140], der ein Spezialfall der Linearisierung aus [150] ist, wird hier ein Modell
formuliert, in dem die Parameter nur von dem Betrag des dominanten Großsignals sind. Die Einflüsse
der zusätzlich auftretenden Kleinsignale werden dem Entwicklungspunkt der spektralen Linearisierung -
später bekannt als Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal operating point (LSOP) [148] - linear
überlagert. Zur Bestimmung der Modellparameter wurden anders als in [140] keine Approximation über
die Methode der kleinsten Fehlerquadrate zur Bestimmung der Modellparameter verwendet. Stattdes-
sen wurden die zusätzlichen Kleinsignale über einen kleinen Frequenzoffset ∆f von einem ganzzahligen
Vielfachen der Fundamentalfrequenz des Großsignals verschoben. Dadurch können aus den entstehenden
Intermodulationsprodukten die einzelnen Modellparameter direkt bestimmt werden. Die Überführung des
Modells aus [140] zum phasennormierten PHD-Modell ist ausführlich in der viel zitierten, gleichnamigen
Veröffentlichung [139] weiter ausgeführt.

Durch eine kommerzielle Einführung zweier unterschiedlicher phasennormierter Großsignalmessappara-
turen unter dem Oberbegriff VNNA wurde es einem breiten Anwenderkreis ermöglicht, das PHD-Modell
messtechnisch zu gewinnen. Auch wenn sie oft synonym verwendet werden, basieren die NVNA auf dem
Mischerprinzip, wohingegen die LSNA samplerbasiert sind [112, 133]. Mit der kommerziellen Einfüh-
rung der NVNA und LSNA wurde von der Firma Agilent - ein Ableger von Hewlett-Packard (HP) -
der Begriff X-Parameter als Warenzeichen für die Großsignal-S-Parameter des PHD-Ansatzes geschützt.
Neben der notwendigen Messtechnik wurde auch in Simulationsumgebungen, wie z.B. Advanced Design
System (ADS) [61] von Agilent bzw. heute Keysight, die Möglichkeit geschaffen, X-Parameter zu ver-
wenden. Daher versuchte Odyniec [88] in einem Übersichtspaper die unterschiedlichen Ansätze auf ihre
Anwendbarkeit zu überprüfen. Darin nennt er die bereits von den ursprünglichen Autoren [26, 77, 83]
genannte Problematik bei Mehrtonanregung, übersieht allerdings deren Lösungsvorschläge. Da er die
Großsignal-S-Parameter für Eintonanregungen - wie im linearen Fall - durch Division der komplexen
Streuvariablen Sk(A1) = Bk(A1)

A1
berechnet und dieser Ansatz für Mehrtonanregungen nicht anwendbar

ist, erachtet er zusammenfassend nur Großsignal-S-Parameter für Eintonanregungen eines angepassten
N-Tors als „nützlich“ bzw. „sinnvoll“ [88]. Dadurch werden der Linearisierungsansatz von [150] und der
generelle Ansatz von Jargon, Gupta und DeGroot [54] indirekt als unnütz angesehen, obwohl er zuvor
den Linearisierungsansatz [150] als „sehr nützlich für den Mischerentwurf“ eingestuft hatte.

Darüber hinaus wurden später in zwei Arbeiten mit sehr ähnlichen Titeln die X-Parameter mit den
nichtlinearen Streufunktionen verglichen [106, 129]. Trotz der nahezu gleichen Titel wird darin jeweils et-
was anderes mit dem Begriff Streufunktion beschrieben. In der Arbeit von Sun, Xu und Liang [129] wird
damit - trotz fehlenden Zitats - der allgemeinere Ansatz nichtlinearer S-Parameter von Jargon, Gupta
und DeGroot [54] gemeint, von dem die X-Parameter eine Näherung erster Ordnung sind. In der Arbeit
von Qinglong und Shengli [106] hingegen werden die S-Funktionen aus der Arbeit von Myslinski u. a.
[84] mit den X-Parametern verglichen. Es wird festgestellt, dass die S-Funktionen ebenso wie die X-Pa-
rameter eine Linearisierung der mehrdimensionalen Beschreibungsfunktionen sind. Beide Ansätze sind
aus den Arbeiten der HP-NMDG hervorgegangen, zu der auch Verspecht, Verbeyst und Vanden Bosche
gehörten. Verspecht entwickelte zusammen mit Root für Agilent die X-Parameter, wohingegen Verbeyst
und Vanden Bosche in der von Agilent ausgelagerten, selbstständigen Abteilung Network Measurement
and Description Group (NMDG), die später von National Instruments aufgekauft wurde, die Notation
der S-Funktionen einführte [84, 85]. Somit sind beide Ansätze eine Erweiterung der linearen S-Parameter,
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die sich nur in der Notation unterscheiden und von unterschiedlichen Wettbewerbern kommerziell zur
Verfügung gestellt werden.
Nach der kommerziellen Einführung dieses „neuen Paradigmas“ [116] für die Modellierung von stark

nichtlinearen Transistorschaltungen unter Großsignalanregung konnten die X-Parameter im Systement-
wurf von Leistungsverstärkern integriert werden (vgl. z. B. [31]). Zwei wesentliche Annahmen schränkten
jedoch die Anwendungs- und Gültigkeitsbereiche der X-Parameter ein: erstens die Lastanpassung an die
charakteristische Impedanz der Messumgebung und zweitens die als Kleinsignale angenommenen höheren
Harmonischen. Daher beschäftigten sich neben den Erfindern der X-Parameter bei Agilent im Wesentli-
chen drei universitäre Forschungsgruppen mit der Erweiterung der X-Parameter. Die Gruppe um Tasker,
Woodington und Qi an der Universität von Cardiff führte aufbauend auf dem PHD-Ansatz der X-Pa-
rameter eine Modellvariante - das sog. direct wave look-up-Modell - höherer polynomieller Ordnung ein,
das mit Hilfe von Load-pull -Messungen auch für Lastsituationen abweichend von der charakteristischen
Impedanz anwendbar ist [103–105, 120, 161–163]. Die lastabhängige Messung der X-Parameter wurde
von Agilents Partner Maury Microwave mit Hilfe von passiven Load-pull -Messungen entwickelt [126].
Daher werden diese nachfolgend auch als Load-pull-X-Parameter bezeichnet. In Zusammenarbeit mit der
Universitäten in Cardiff und Vigo entwickelte die Gruppe um Peláez Pérez an der technischen Universität
in Madrid einen analytischen Ansatz zur Vorhersage des Verhaltens von Feedback-Strukturen und zum
Entwurf von Oszillatoren [33, 92–94, 96–98] mit Hilfe der X-Parameter.
Die dritte Arbeitsgruppe um Cai und Brazil an der Universität Dublin verwendete die X-Parameter

für den Entwurf von Frequenzverdopplern [12]. Darüber hinaus wurden verschiedene Ansätze verfolgt
den Gültigkeitsbereich der X-Parameter zu vergrößern. In [18] werden dazu anstatt einer Taylor-Reihen-
entwicklung 1.Ordnung der spektralen Beschreibungsfunktion eine Padé-Approximation verwendet und
in [15, 16] die Taylor-Reihe um einige der quadratischen Anteile erweitert. Außerdem wird in [16] der
zuvor in [14] eingeführte lastabhängige Wichtungsfaktor in das erweiterte Modell quadratische polyhar-
monische Verzerrung - englisch: quadratic polyharmonic distortion (QPHD) - integriert. Dadurch soll
eine Anpassung des Modells an Situationen mit ZL 6= Z0 ermöglicht werden. In weiteren Arbeiten wird
der Parameterraum der Lastabhängigkeit der Modellansätze reduziert, sodass entweder eine Abhängig-
keit über den Betrag des Reflexionsfaktors |ΓL| allein [17, 19, 20] oder durch einen neuen Ansatz zur
Modellgenerierung gar keine Lastabhängigkeit mehr besteht [13].
Neben den o. g.Modellanpassungen der drei universitären Forschungsgruppen erweiterten die Mitar-

beiter von Agilent die Anwendungsgebiete der X-Parameter. In der Arbeit von Xie, Zhang und Liu
[166] werden X-Parameter für Mischerschaltungen eingeführt. Dadurch wird die Restriktion ausschließ-
lich polyharmonischer Frequenzen k · f0 mit k ∈ N aufgehoben. Allerdings werden die X-Parameter in
diesem Ansatz als Funktionen von zwei Großsignalamplituden betrachtet, der Amplitude des RF- und
des LO-Signals. Zusätzlich können durch dynamische X-Parameter long-term dynamic memory effects,
wie z. B.Bias-Modulation, berücksichtigt werden [138, 148, 151]. Root u. a. [117] fassen die wesentlichen
Erkenntnisse zu den X-Parametern aus den letzten 20 Jahren in einem Übersichtsbuch zusammen, das
als einziges Nachschlagewerk zu dem Thema zur Verfügung steht.

1.2. Beitrag zum Stand der Technik

Wie der letzte Abschnitt zeigte, wurde insbesondere in den letzten beiden Jahrzehnten seit der Einfüh-
rung entsprechender Messtechnik Forschungsaufwand betrieben, um das Konzept der linearen S-Para-
meter für nichtlineare N -Tore unter Großsignalanregung zu erweitern. Die S-Parameter wurden seit den
1960er Jahren für verschiedene Anwendungen als geeignetes Hilfsmittel für die Modellierung und den
Entwurf von Hochfrequenzsystemen verwendet. Die Firma Agilent, deren Messtechniksparte später in
der Firma Keysight ausgegliedert wurde, stellte mit den X-Parametern eines dieser Konzepte um das
Jahr 2010 kommerziell zur Verfügung und nannte es einen „Paradigmenwechsel“ [116]. Abgesehen von
einem Übersichtsbuch von Root u. a. [117] und dem vielzitierten Journalartikel zum zugrunde liegenden
PHD-Konzept von Verspecht und Root [139] ist relativ wenig Literatur zu den X-Parametern verfügbar.
Daher liegt einer der Schwerpunkte dieser Arbeit auf der Betrachtung der zugrunde liegenden Mathema-
tik des X-Parametermodells. Für ein deutlich besseres Verständnis dieser wird ein tiefgreifender Vergleich
mit der Volterra-Reihe - einem anderen sehr verbreiteten Ansatz zur Modellierung von nichtlinearen, dy-
namischen Systemen - durchgeführt. Auf Basis der Volterra-Reihe veröffentlichten Weiner und Naditch
[157] einen Ansatz zur Verwendung von Streuvariablen anstatt Strömen und Spannungen, wie es auch
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1. Einleitung

bei den linearen S-Parametern üblich ist. Der Ansatz von Weiner und Naditch [157] wird jedoch in der
gesamten X-Parameterliteratur nicht berücksichtigt.

Stattdessen wird im Anhang der Dissertation von Verspecht [141] unter dem Titel Describing Functi-
ons Can Better Model Hard Nonlinearities in the Frequency Domain than the Volterra Theory [142] ein
rudimentärer Vergleich zwischen dem Volterra input-output map (VIOMAP) [135, 136] und der mehrdi-
mensionalen Beschreibungsfunktion (BF) durchgeführt, die das Grundkonzept der X-Parameter darstellt.
Letztere wird dabei allerdings nicht analytisch bestimmt - wenn dies überhaupt möglich ist -, sondern
nur über eine rationale Funktion approximiert. Die Kernaussage des Vergleichs in [142], dass die BF stark
nichtlineares Verhalten besser beschreiben kann als die Volterra-Reihe, ist wenig verblüffend, wenn ein
Einblick in die jeweilige Theorie gewonnen wurde. Die Volterra-Reihe ist nur für schwach nichtlineare
Systeme anwendbar und die BF ist in der Lage, auch stark nichtlineares Verhalten abzubilden. Wie die
vorliegende Arbeit anders als [142] zeigen wird, ist die verwendete mehrdimensionale BF als Erweite-
rung der aus der Literatur, wie z. B. [40], bekannten Einton-BF und Mees [79] BF-Matrix zu verstehen.
Grundsätzlich ist daher die titelgebende Aussage von [142] vollkommen richtig, jedoch ist die anhand
eines Beispiels abgeleitete Begründung hanebüchen. Denn im Vergleichsfall von Verspecht [142] wird
ein Volterra-reihenähnliches VIOMAP-Polynom niedriger Ordnung mit einer rationalen Funktion vergli-
chen, um die einzelnen Spektralanteile der Ausgangssignale zu approximieren. Aufgrund der Welligkeit
der VIOMAP-Polynome erzielen die rationalen Funktionen die besseren Ergebnisse bei einer geringeren
Parameterkomplexität. Dabei werden jedoch nicht die wesentlichen Unterschiede sowie Gemeinsamkeiten
der beiden Ansätze Volterra-Reihe und BF diskutiert. An anderen Stellen wird ebenfalls ein Vergleich
zwischen Volterra-Reihe und den X-Parametern - bzw. dem PHD-Ansatz zur Linearisierung der zugrun-
de liegenden BF - durchgeführt. So wird zwar in [112, Kapitel 6] aus einem VIOMAP-Polynom der
PHD-Ansatz abgeleitet und in [117, Anhang B] werden darüber hinaus für den Fall schwach nichtlinea-
ren Verhaltens Ausdrücke für die X-Parameter X(·)

mk in Form einer McLaurin-Reihe gefunden. Neben dem
Verzicht auf gängige Volterra-Reihennotation ist der größte Mangel dieser beiden Vergleiche, dass keine
weiteren Schlussfolgerungen gezogen werden. Die gefundenen Zusammenhänge können durchaus genutzt
werden, um die X-Parametertheorie zu verbessern, was an verschiedenen Stellen möglich ist. So ist die
Grundvoraussetzung für die Gültigkeit des X-Parametermodells, dass ein Eingangssignal wesentlich grö-
ßer ist als alle anderen auftretenden Signalanteile, da diese nur linear in die Modellgleichung eingehen.
Sobald eines der zusätzlichen Signale ähnlich groß wird wie das Großsignal, wird folglich der begangene
Modellfehler immer größer. Um diesen Mangel zu umgehen, wird in der Literatur (z. B. [117]) das weite-
re Großsignal im LSOP berücksichtigt. Dadurch geht es bei diesen Load-pull -X-Parametern nicht mehr
linear in die Modellgleichung mit ein. Allerdings müssen dadurch sehr viel mehr X-Parameter bestimmt
werden, da sie nicht nur in Abhängigkeit einer einzigen Großsignalamplitude bestimmt werden müssen.
Zwar gibt es bereits erste Ansätze [12–20] dies durch eine Ordnungserhöhung der linearen X-Parameter
zu umgehen, allerdings lassen diese eine mathematische Legitimation durch einen tieferen Einblick in die
X-Parametertheorie vermissen. Folglich bemerken die Autoren dieser Arbeiten nicht, dass ihre Ansätze
nicht vollständig bzw. fehlerhaft sind. So wird in [15, 16] z. B.mit dem QPHD eine quadratische Erweite-
rung des PHD-Ansatzes eingeführt. Dabei wird jedoch der spektrale Überlagerungsgedanke des linearen
PHD aufrecht erhalten und jeder weitere Signalanteil wird unabhängig betrachtet, was ab einer gewissen
Signalamplitude schlichtweg falsch ist.

In dieser Arbeit wird eine deutlich umfassendere Betrachtung der Modelltheorien von Volterra-Reihe
und X-Parametern durchgeführt als in der Literatur vorhanden ist. Dadurch können auch die Ergebnisse
des Vergleichs aus [117, Anhang B] besser nachvollzogen werden. Darüber hinaus werden zusätzliche Er-
kenntnisse gewonnen, um das X-Parametermodell basierend auf dem PHD-Ansatz zu erweitern und somit
zu verbessern. Dabei werden die bereits vorhandene Ansätze [12–20] aufgegriffen, konsequent weiterver-
folgt und verbessert. So wird die mehrdimensionale BF nicht - wie im PHD-Ansatz vorgesehen - nach dem
Taylor-Reihenglied erster Ordnung abgebrochen, sondern auch für höhere Ordnungen betrachtet. Dabei
werden nicht nur - wie in [15, 16] - Sonderfälle berücksichtigt, sondern über eine Multi-Index -Notation
die vollständige Taylor-Reihenentwicklung höherer Ordnung zugelassen. Für diese neue Erweiterung wird
kurz erläutert, wie bestehende Messkonzepte zur Modellgewinnung erweitert werden müssen. Die eigent-
liche Umsetzung der Modellkonzepte erfolgt in einer Kombination aus MATLAB und dem HB-Simulator
im Cadence Virtuoso Design Framework, da dem Verfasser dieser Arbeit weder ein geeignetes Messgerät
- LSNA oder NVNA - noch der Simulator Advanced Design System (ADS) [61] von Keysight, in dem die
X-Parameter implementiert sind, zur Verfügung stand. Durch die Ordnungserhöhung der Reihenentwick-
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lung folgt zwangsläufig auch eine Erhöhung der einzelnen Modellkomplexitäten. Allerdings wird dadurch
auch der Gültigkeitsbereich der Modelle erweitert. So ist es möglich das komplexere Modell, das auf
Basis eines zufälligen Messverfahrens [13] bestimmt wird, für die gesamte Lastebene einzusetzen anstatt
nur für einen kleinen Bereich um die jeweilige Lastsituation herum. Somit ist die X-Parameteranzahl im
Vergleich zu den linearen Load-pull-X-Parametern insgesamt kleiner.

Ein weiterer Mangel des Vergleichs von Volterra-Reihe und X-Parametern in [117, Anhang B] ist die
Beschränkung auf polyharmonische Anregungen ωk = kω0 mit k ∈ N. Eine Stärke der Volterra-Reihe ist
es, Eingangssignale beliebiger, unabhängiger Frequenzen ωk 6= kω0 mit k ∈ N zu berücksichtigen. Zwar
gibt es für diese Situationen ebenfalls X-Parameter um z.B. Frequenzmischer zu modellieren, allerdings
ist hier die vorhandene Literatur zahlenmäßig noch kleiner und lässt sich mit [46, 52, 166] sowie [117,
Kapitel 5.7] an einer Hand abzählen. Mit Hilfe dieses Konzepts lassen sich die X-Parameter nicht nur als
Verhaltensmodell, sondern auch als Entwurfswerkzeug für Frequenzmischer einsetzen. Der größte Man-
gel dieses Ansatzes ist allerdings, dass zu jeder auftretenden Fundamentalfrequenz auch ein Großsignal
definiert werden muss, dass den LSOP festlegt. Dadurch müssen alle X-Parameter für jede Kombination
von Großsignalamplituden neu bestimmt werden, wodurch eine große Zahl an X-Parametern im Modell
gespeichert werden muss. Allerdings ist es nicht unbedingt erforderlich jedes Fundamentalsignal auch als
Großsignal zu definieren. So ist bei Frequenzmischern das sog. lokaler Oszillator (LO)-Signal üblicher-
weise sehr viel größer als alle anderen auftretenden Signale [72]. Außerdem sind für die fundamentalen
Großsignale keine Empfindlichkeitsfunktionen X(S) bzw.X(T) vorhanden, da sie in den Großsignal-X-Pa-
rametern X(F) berücksichtigt werden.
Anhand der gewonnenen Erkenntnisse aus dem umfassenden Volterra-Reihenvergleich dieser Arbeit

lässt sich eine alternative Betrachtungsweise auf das X-Parametermodell für unabhängige Frequenzen
ableiten. In dieser wird nur ein einziges Großsignal definiert, das wie zuvor im polyharmonischen Fall
den LSOP festlegt. Jedes weitere Fundamentalsignal wird ebenfalls als Störung dieses LSOP angese-
hen. Mit dem so neu gewonnen Ansatz ist zum einen eine geringere X-Parameteranzahl als im An-
satz von Xie, Zhang und Liu [166] nötig. Zum anderen ist damit auch ein Einsatz als Werkzeug für
eine Suszeptibilitäts-Analyse möglich, da sich für jedes außer das LSOP festlegende Fundamentalsignal
Empfindlichkeitsfunktionen X(S) bzw.,X(T) etc. finden lassen. In Verbindung mit der zuvor eingeführten
Multi-Index-Taylor-Reihe (MIT) lässt sich dennoch ein großer Gültigkeitsbereich erreichen.

1.3. Übersicht der Arbeit

In dieser Arbeit werden verschiedene Konzepte zur Erweiterung der linearen S-Parameter zur Berücksich-
tigung nichtlinearen Verhaltens betrachtet, verglichen und erweitert. Zunächst werden dazu in Kapitel 2
kurz die S-Parameter als einen besonderen Fall der linearen Zweitortheorie betrachtet, um zu verstehen,
welchen Stellenwert diese in der Elektrotechnik besitzen. Da die S-Parameter nur für lineare Systeme
gültig sind, wurden in der Vergangenheit die in Abschnitt 1.1 gezeigten, verschiedenen Ansätze zur Er-
weiterung des S-Parameterkonzepts für nichtlineare Schaltungen entwickelt. Davon wird einer der ersten
aus dem Jahr 1976 in Kapitel 3 mit den nichtlinearen S-Parametern basierend auf der Volterra-Reihe
von Weiner und Naditch [157] fortführend betrachtet. Dazu wird zunächst kurz die Volterra-Reihe all-
gemein und deren Berechnung rekapituliert, bevor die Überführung der Volterra-Reihe von Torströmen
und -spannungen zu nichtlinearen Streuvariablen angerissen wird.
Darauffolgend wird in Kapitel 4 mit den X-Parametern ein weiterer, jüngerer und inzwischen über

Keysight Technologies kommerziell verfügbarer Ansatz vorgestellt. Dazu wird zunächst in Abschnitt 4.1
mit den Beschreibungsfunktionen das mathematische Grundkonzept der X-Parameter beleuchtet. Im
PHD-Modellansatz, aus dem die X-Parameter direkt hervorgehen, werden die mehrdimensionalen Be-
schreibungsfunktionen um einen Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal operating point (LSOP)
linearisiert, was in Abschnitt 4.2 betrachtet wird. In Abschnitt 4.3 werden zusätzlich zwei Methoden zur
Bestimmung der X-Parameter aus Messdaten zusammengefasst, nämlich die Frequenz-Offset- und die
Phasen-Offset-Methode, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit erweitert werden müssen.
Im darauffolgenden Kapitel 5 werden die beiden Ansätze aus Kapitel 3 und 4 auf Gemeinsamkeiten

und Unterschiede untersucht. Dabei wird tiefgreifender auf die Volterra-Reihe eingegangen als in anderen
in der Literatur vorhandenen Vergleichen dieser Art [112, 117, 141]. So lässt sich deutlich zeigen, dass
sich für schwach nichtlineares Systemverhalten die X-Parameter durch eine Volterra-Reihe darstellen
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1. Einleitung

lassen. Auf diese Weise lassen sich eine große Anzahl von X-Parametern durch wenige, abschnittsweise
definierte, komplexe Polynome approximieren (vgl. Abschnitt 5.1). Anhand einer beispielhaften Untersu-
chung lässt sich erkennen, dass die X-Parametergültigkeit vom Amplitudenverhältnis der unterschiedli-
chen Spektralanteile abhängig ist. Wird die Hauptannahme des zugrunde liegenden PHD-Ansatz, dass
ein Spektralanteil viel größer ist als alle anderen, verletzt, leidet die Modellgenauigkeit. Aus dem Ver-
gleich mit der Volterra-Reihe wird in Abschnitt 5.3 die Schlussfolgerung gezogen, dass in diesem Fall eine
Ordnungserhöhung der X-Parameter notwendig wird.
Folglich werden in Kapitel 6 die in der Literatur vorhandenen Ansätze für X-Parameter höherer Ord-

nung untersucht. Dabei wird in Abschnitt 6.1 festgestellt, dass die Ordnungserhöhung der X-Parameter
[15, 16, 18] nicht konsequent durchgeführt wird, da so der Grundgedanke des PHD-Ansatz - unabhän-
gige Überlagerung der zusätzlichen Spektralanteile - aufrechtzuerhalten werden kann. Daher werden in
Abschnitt 6.2 X-Parameter höherer Ordnung eingeführt, die sich einer vollständigen Entwicklung mit
einer Multi-Index-Taylor-Reihe bedienen. Anhand einer beispielhaften qualitativen Untersuchung in Ab-
schnitt 6.4 werden die unterschiedlichen X-Parameter höherer Ordnung miteinander verglichen. In Ab-
schnitt 6.5 wird betrachtet wie sich die Erhöhung der Modellordnung auf die Modellkomplexität auswirkt.
Die umfassendste Ordnungserhöhung zieht deutlich die größte Modellkomplexität nach sich.
Nichtsdestotrotz sind Erhöhungen der Modellordnung sinnvoll, wie die Lastabhängigkeitsuntersuchung

der X-Parameter in Kapitel 7 zeigt. Die zuvor betrachteten X-Parameter sind ein Verhaltensmodell für
nichtlineare Systeme unter leichter Fehlanpassung. Die Antwort des angepassten Systems ist der LSOP
und eine leichte Störung dieses Zustands führt zu kleinen, weiteren Spektralanteilen, deren Einfluss linear
in den X-Parametern des PHD-Ansatzes berücksichtigt werden. Eine starke Fehlanpassung führt zu einem
LSOP, der von zwei Großsignalen abhängt. Folglich sind die X-Parameter dieses Systems zusätzlich von
der Amplitude und der Phase des zweiten Großsignals abhängig. Zur Abdeckung der ganzen Lastebene
ist daher deutlich mehr als ein Parametersatz nötig, wie in einem Vergleich verschiedener Ansätze in
Abschnitt 7.3 gezeigt wird. Da die Begriffe (Fehl-) Anpassung in nichtlinearen Systemen nicht so eindeutig
definierbar sind wie für lineare Systeme, wird in Abschnitt 7.1 eine Interpretation dieser Sprechweise
aufgezeigt. Die in dem erwähnten Vergleich untersuchten lastabhängigen X-Parameteransätze werden
einzeln in Abschnitt 7.2 kurz vorgestellt.
Im PHD-Ansatz und den zugehörigen X-Parametern wird sich auf polyharmonische Eingangssignale

mit ganzzahligen Vielfachen einer Fundamentalfrequenz ωk = kω0 mit k ∈ N beschränkt. Das bedeutet,
dass unter Ausschluss von Subharmonischen alle Signale periodisch bzw. durch eine Fourier-Reihe dar-
stellbar angenommen werden. Die Volterra-Reihe aus Kapitel 3 unterliegt einer solchen Beschränkung
nicht, aber auch die X-Parameter wurden für Signalfrequenzen ωk 6= kω0 mit k ∈ N erweitert [117,
166], wie in Abschnitt 8.1 kurz gezeigt wird. Hier werden die X-Parameter erneut in Abhängigkeit von
mindestens zwei Großsignalen betrachtet. Ein neuer, alternativer Ansatz wird in Abschnitt 8.2 auf Basis
der vorherigen Erkenntnisse der vorliegenden Arbeit eingeführt. Dadurch lassen sich die X-Parameter
unabhängiger Erregerfrequenzen nur in Abhängigkeit eines einzelnen Großsignals ansehen. Anhand einer
Beispielschaltung werden in Abschnitt 8.3 die Unterschiede der beiden Ansätze verdeutlicht.
Die Arbeit endet in Kapitel 9 mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse und einem Ausblick über

mögliche Fortsetzungen dieser Forschung.
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2. Lineare Zweitorbeschreibung mit
S-Parametern

Nachdem in der Einleitung die Gründe für den Einsatz von Streuparametern - kurz S-Parameter -
angerissen wurden, soll in diesem Kapitel genauer darauf eingegangen werden. Dabei wird sich trotzdem
auf die wichtigsten Punkte beschränkt. Weiterführend wird exemplarisch auf die en masse vorhandene
Literatur zum Thema S-Parameter verwiesen. Zunächst wird kurz die Zweitortheorie anhand der strom-
und spannungsbasierten Zweitormatrizen erläutert. Darauffolgend werden deren Nachteile gegenüber den
S-Parametern dargestellt. Abgeschlossen wird dieses Kapitel mit einem kleinen Überblick über einige
Anwendungen der S-Parameter.

2.1. Strom- und spannungsbasierte Zweitormatrizen

Mit dem Begriff Zweitor werden Systeme bezeichnet, die Energie und/oder Signale zwischen einem Ein-
gangs- und einem Ausgangstor übertragen. Die Tore werden aus Klemmenpaaren gebildet, wobei die
Gesamtanzahl der Klemmen nicht zwangsläufig vier sein muss, und mit einer Spannung sowie einem hin-
ein- und herausfließendem Strom charakterisiert. Ein System mit drei Klemmen, bei dem eine Klemme
vom Ein- und Ausgangstor gemeinsam genutzt wird, wie zum Beispiel einem Transistor, kann ebenfalls
als Zweitor beschrieben werden. Die Begriffe Zweitore und Vierpole müssen außerdem unterschieden wer-
den, da bei einem Zweitor die Torbedingung erfüllt sein muss. Dies ist der Fall, wenn der hineinfließende
gleich dem herausfließende Strom des Tores ist (vgl. Abb. 2.1). Im allgemeineren Fall des Vierpols ist
diese Bedingung nicht notwendig. Daher wurde der ursprünglich verwendete Begriff Vierpoltheorie durch
den der Zweitortheorie verdrängt [63].

I1

I1

U1

A1

B1

I2

I2

U2

B2

A2

Zweitor

Abb. 2.1.: Allgemeines Zweitor

Die Zweitortheorie kann als Erweiterung der Systemtheorie betrachtet werden. In letzterer beschreibt
eine Funktion den Zusammenhang zwischen dem Eingangs- und Ausgangssignal eines Systems, das linear,
zeitinvariant - englisch: linear time-invariant (LTI) ist. Diese als Impulsantwort [74] oder Gewichtsfunkti-
on [70] bezeichnete Funktion h(t) ergibt sich am Systemausgang durch Anregung mit dem Dirac-Impuls
δ(t). Im Zeitbereich wird das Ausgangssignal y(t) über die Faltung des Eingangssignals mit der Ge-
wichtsfunktion bestimmt. Durch Laplacetransformation wird aus dieser Faltung eine Multiplikation im
Frequenzbereich. Es ergibt sich der Zusammenhang

y(t) = h(t) ∗ x(t) =

∞∫
−∞

h(τ)x(t− τ)dτ
Lc s Y (s) = H(s)X(s), (2.1)

worin die Laplacetransformation H von h als Übertragungsfunktion bezeichnet wird. Da in der Zweitor-
theorie jedes Tor durch die zwei Größen Strom und Spannung charakterisiert wird, reicht eine Funktion
zur Beschreibung des Zweitors nicht aus. Stattdessen werden vier Parameter benötigt, die die Torgrößen
miteinander in Verbindung setzen. Dies kann zwar auch über die Faltung im Zeitbereich erfolgen, wie
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Z =

(
Z Z
Z Z

) I1

I1

U1

I2

I2

U2Z

(a)

I1

I1

U1

I2

I2

U2
Y

Y =

(
Y −Y
−Y Y

)

(b)

Abb. 2.2.: Parallelwiderstand ohne Y -Matrix (a) und Reihenwiderstand ohne Z-Matrix (b)

Wunsch [164] zeigte. Üblich ist allerdings die Betrachtung im Frequenzbereich bei sinusförmiger Anregung
im Sinne der komplexen Wechselstromrechnung [165]. Die Zweitorgleichungen können in Matrixform zu-
sammengefasst werden, wobei ein Vektor zweier abhängiger Torgrößen über eine Matrixmultiplikation
mit einem Vektor unabhängiger Torgrößen berechnet wird. So ist z. B. der Zusammenhang der Impedanz-
parameter Z durch die Impdedanz- oder auch kurz Z-Matrix gegeben(

U1

U2

)
=

(
Z11 Z12

Z21 Z22

)(
I1
I2

)
. (2.2)

Eine Möglichkeit der Koordinatentransformation und somit eine Umformung der Matrixdarstellung be-
steht über Permutation der sog.Belevitch-Form [4, 66]

(
0
0

)
=

(
1 0 −Z11 −Z12

0 1 −Z21 −Z22

)
U1

U2

I1
I2

 . (2.3)

So können Umrechnungsvorschriften für die sechs gängigen Möglichkeiten (A,B,G,H,Y,Z) gefunden
werden. Dabei ist anzumerken, dass nicht immer jede der Darstellungsformen existiert. Insbesondere für
einfache Zweitore, wie dem Parallelwiderstand ohne Admittanzmatrix Y = Z−1 in Abb. 2.2a und dem
Reihenwiderstand ohne Impedanzmatrix Z = Y−1 in Abb. 2.2b, ist dies der Fall. Verschaltete Zwei-
tore können über Matrixoperationen der entsprechenden Matrizen zu einem Gesamtzweitor umgerechnet
werden. So können z. B. zwei Zweitore, die in Reihen-Reihen-Schaltung sind, durch Addition der Impe-
danzmatrizen

Zges = Z1 + Z2 (2.4a)

zusammengefasst werden [63]. Neben der Existenz der einzelnen Matrizen muss nach der Verschaltung
ebenfalls die Torbedingung erfüllt werden [66]. Bei der Verkettung von mehreren Zweitoren ist dies immer
der Fall, was wichtig für mehrstufige Schaltungen ist, die über Zweitore modelliert werden. So ergibt sich
bei einer zweistufigen Schaltung die Gesamtkettenmatrix als Matrixprodukt der einzelnen Kettenmatrizen

Ages = A1 ·A2. (2.4b)

Die Kettenmatrix

A =

A11 =
U1

U2

∣∣∣∣
I2=0

A12 =
−U1

I2

∣∣∣∣
U2=0

A21 =
I1
U2

∣∣∣∣
I2=0

A22 =
−I1
I2

∣∣∣∣
U2=0

 (2.5)

beschreibt den Zusammenhang (
U1

I1

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
U2

−I2

)
. (2.6)

Zur Bestimmung der einzelnen Kettenparameter Aij aus den Definitionsgleichungen in (2.5) wird am
zweiten Tor ein Kurzschluss U2 = 0 bzw. offene Klemmen I2 = 0 benötigt. Diese Bedingungen sind für
Hochfrequenzmessungen bei Frequenzen über 100 MHz allerdings aufgrund parasitärer Elemente schwie-
rig zu realisieren. Außerdem führen Kurzschlüsse oft zu unerwünschten Oszillationen [48]. Zusätzlich
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sind für hohe Frequenzen „die Begriffe Strom, Spannung und Widerstand bzw. Leitwert nicht unmittel-
bar zu definieren und zu messen“ [63]. Genau hier liegt der enorme Vorteil der nachfolgend vorgestellten
S-Parameter, für die andere Bedingungen in den Definitionsgleichungen gelten.

2.2. Streuparameter und S-Matrix

Die S-Parameter wurden erstmals in Matrixform für die Beschreibung von Wellengrößen in der Quanten-
mechanik [158] zusammengefasst. Später wurden sie für Reflexionsvorgänge an Transmission lines ver-
wendet [81]. Belevitch [3] verwendete sie erstmals zur Beschreibung von Netzwerken mit derN -Tortheorie.
Später wurden weitere wichtige Arbeiten in einem IRE Transactions on Circuit Theory-Sonderband zu
Streuparametern von Belevitch [3, 4], Carlin [24], Kahn [57], Oono [90] und Treuhaft [131] gesammelt.
Carlin und Giordano [23] stellen weiterführend die wichtigsten Eigenschaften der S-Matrix zusammen.
Da die S-Parameter seither in sehr vielen Lehrbüchern zum Thema Hochfrequenztechnik enthalten sind,
wird sich im Folgenden auf einen kurzen Überblick der Vorteile und Anwendungen der S-Parameter
beschränkt.

I1

I1

U1

A1

B1

I2

I2

U2

B2

A2

Z1 Z2

Us1 Us2Zweitor

Abb. 2.3.: Zweitor in Betriebsschaltung zur Bestimmung der S-Matrix

Der wesentliche Unterschied zu den oben genannten Zweitorparametern ist die Tatsache, dass die S
-Matrix anstatt der Torströme und -spannungen die sog. Streuvariablen verknüpft

B = SA⇐⇒
(
B1

B2

)
=

(
S11 S12

S21 S22

)(
A1

A2

)
. (2.7)

Aus der Wellentheorie übernommen finden sich für die Streuvariablen An, Bn auch häufig in Verbindung
mit Netzwerken fälschlicherweise - in Netzwerken gibt es keine Wellenphänomene - die Bezeichnungen
hinlaufende und rücklaufende Spannungswelle am Tor n für An bzw.Bn. In Anlehnung daran werden
An und Bn in dieser Arbeit zur Unterscheidung von hinlaufender und rücklaufender Streuvariablen
gesprochen. Die Streuvariablen stellen eine Linearkombination aus Strom und Spannung dar und werden
auf einen Bezugswert normiert. Diese Umrechnung ist auch als Heaviside-Transformation bekannt [63,
66] und ist für einen reellen Bezugswiderstand Z0n ∈R im Zeit- und Frequenzbereich möglich

an(t) =
un(t) + Z0nin(t)

2
√
Z0n

Fc s An(ω) =
Un(ω) + Z0nIn(ω)

2
√
Z0n

(2.8a)

bn(t) =
un(t)− Z0nin(t)

2
√
Z0n

Fc s Bn(ω) =
Un(ω)− Z0nIn(ω)

2
√
Z0n

. (2.8b)

Manchmal wird in der Literatur, z. B. [67], auch eine komplexe Bezugsimpedanz Z0 ∈ C gewählt, wodurch
sich die Heaviside-Transformation im Frequenzbereich verändert zu

An(ω) =
Un(ω) + Z0nIn(ω)

2
√

Re{Z0n}
und Bn(ω) =

Un(ω)− Z∗0nIn(ω)

2
√

Re{Z0n}
. (2.9)

Im Folgenden wird auf die Unterscheidung der charakteristischen Impedanz Z0n für jedes der Tore zu-
gunsten einer einzigen reellen Bezugsimpedanz Z0 ∈R verzichtet. Mathematisch gesehen stellt die Hea-
viside-Transformation eine Drehstreckung des ui-Koordinatensystems dar [78]. Dadurch ist es möglich
z. B. einen idealen Schalter mit den Streuvariablen zu beschreiben [66]. Allgemein lässt sich festhalten,
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2. Lineare Zweitorbeschreibung mit S-Parametern

dass die S-Matrix immer existiert [24]. Durch ihren Bezug zur Momentanleistung pn(t) am Tor n

pn(t) = a2
n(t)− b2n(t) (2.10a)

bzw. zur Wirkleistung

Pn =
1

2
(|An|2 − |Bn|2) (2.10b)

lassen sich die Streuvariablen anders als Ströme und Spannungen auch bei hohen Frequenzen messen
(vgl. [63, 66, 78]). Die S-Parameter als Elemente der S -Matrix sind definiert über

S =

S11 =
B1

A1

∣∣∣∣
A2=0

S12 =
B1

A2

∣∣∣∣
A1=0

S21 =
B2

A1

∣∣∣∣
A2=0

S22 =
B2

A1

∣∣∣∣
A1=0

 . (2.11)

Zur messtechnischen Bestimmung der einzelnen S-Parameter muss dafür gesorgt werden, dass die nicht
beteiligten hinlaufenden Streuvariablen An = 0 sind. So werden die beiden S-Parameter S11 und S21

mit A2 = 0 bestimmt. Hier liegt ein weiterer Vorteil gegenüber den Strom- und Spannungsbasierten
Messverfahren. Die Bedingung An = 0 wird durch eine rein passive Beschaltung des Tors n mit der
charakteristischen Impedanz Z0n erreicht. Für eine genullte Quelle Usn = 0 in Abb. 2.3 ergibt sich die
Torspannung zu Un = −Z0nIn. Daraus folgt direkt mit (2.8a) der Zusammenhang

An = 0⇐⇒ Zn = Z0n . (2.12)

In diesem Fall wird das Tor n als angepasst bezeichnet. Für die Messungen von Si1 mittels einer Betriebs-
schaltung wie in Abb. 2.3 dargestellt muss folglich Z2 = Z02

gelten. Diese Bedingung ist auch für hohe
Frequenzen durch geeignete Kalibriermaßnahmen hoch genau zu erreichen [49].

2.2.1. T-Matrix

Wie bei den strom- und spannungsbasierten Zweitorparametern gibt es zur Berechnung eines Gesamtzwei-
tors aus verketteten Zweitoren die sowohl als Transmissions- als auch Betriebskettenmatrix [63] genannte
T-Matrix, die laut Fettweis [35] von Bauer [1] eingeführt wurde. In der Literatur finden sich unterschied-
liche Definitionen der T-Matrix. Die gängigste lautet(

A1

B1

)
=

(
T11 T12

T21 T22

)(
B2

A2

)
, (2.13)

wohingegen z. B. von Montgomery, Dicke und Purcel [81] - damit vor Bauer [1] - die inverse Darstellung
verwendet wird. Im Vergleich zu den verwandten Kettenparametern fällt auf, dass die Definition aus (2.13)
wie die Kettenmatrix aus (2.6) mit den Torgrößen am Ausgangstor multipliziert wird. Mit der T-Matrix
ist es daher ebenso möglich ein Gesamtzweitor durch Multiplikation der einzelnen Zweitormatrizen zu
berechnen

Tges = T1 ·T2. (2.14)

2.2.2. N-Tore

Die bisherige Betrachtung wurde anhand von Zweitoren durchgeführt. Die Zweitortheorie lässt sich auf
Mehrtore - in dieser Arbeit häufig auch N -Tore genannt - erweitern. Dabei ist zu beachten, dass sich die
Matrixoperationen verschalteter Mehrtore nur für „torzahlsymmetrische“ [63] Fälle anwenden lassen. So
ergibt sich für ein N -Tor der S-MatrixzusammenhangB1

...
BN

 =

S11 . . . S1N

...
. . .

...
SN1 . . . SNN


A1

...
AN

 . (2.15)
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2.2. Streuparameter und S-Matrix

Da die Heaviside-Transformation aus (2.8) eine Linearkombination aus Strom und Spannung in Zu-
sammenhang mit den charakteristischen Impedanzen Z0n ist, lassen sich auch Umrechnungsvorschriften
für die Transfer- und Streumatrix zu den anderen Matrizen finden. Für die Umrechnung von S- zu Y-
bzw. Z-Matrix lauten diese beispielsweise [118]

Y =
(
Z

1
2
0 + SZ

1
2
0

)−1 (
Z
− 1

2
0 − SZ

− 1
2

0

)
(2.16a)

Z =
(
Z
− 1

2
0 − SZ

− 1
2

0

)−1 (
Z

1
2
0 + SZ

1
2
0

)
. (2.16b)

Darin sind

Z
1
2
0 = diag

(√
Z01

, . . . ,
√
Z0n , . . . ,

√
Z0N

)
, (2.16c)

Z
− 1

2
0 = diag

(√
Z01

−1
, . . . ,

√
Z0n

−1
, . . . ,

√
Z0N

−1
)
, (2.16d)

und Z0n ∈ R die charakteristische Impedanz am Tor n ∈ [1, N ] ⊂ N. Auf diese Weise können die S-Para-
meter gemessen werden und in jede andere Darstellungsform umgerechnet werden, sofern diese existiert.
Die Umrechnungsvorschriften können über eine homografische Matrixtransformation der Belevitch-Form
aus (2.3) gewonnen werden, wie Belevitch [4] am Beispiel eines Zweitors zeigte. Die Belevitch-Form der
S-Parameter eines Zweitors lautet

(
0
0

)
=

(
1 0 −S11 −S12

0 1 −S21 −S22

)
B1

B2

A1

A2

 . (2.17)

2.2.3. Anwendungen

Nach der theoretischen Einführung der vorherigen Abschnitte sollen hier einige Anwendungen der S- und
T-Parameter genannt werden. Eine sehr gute Übersicht und eine kleine Einführung in die verwendete
Messtechnik lässt sich in verschiedenen Application Notes der Messgerätehersteller finden, z. B.HP [48,
50, 59], deren Messgerätesparte später als Teil von Agilent bzw. noch später unter dem Namen Keysight
selbstständig ausgelagert wurde.
Für das Verständnis der nachfolgenden Anwendungsfälle ist es sinnvoll sich die Bedeutung der ein-

zelnen S-Parameter zu verdeutlichen. Aus den Definitionsgleichungen in (2.11) ist ersichtlich, dass für
die Bestimmung von S11 das 2. Tor quellenfrei und im Sinne von (2.12) Z2 = Z02

angepasst sein muss.
Der S-Parameter S11 stellt folglich das Verhältnis der rücklaufenden zur hinlaufenden Streuvariable im
angepassten Fall am 1.Tor dar (vgl. Leistungszusammenhang in (2.10)), woraus mit (2.8)

S11 =
U1 − Z01

I1
U1 + Z01

I1

∣∣∣∣
A2=0

(2.18)

folgt. Daher wird er auch als Betriebsreflexionsfaktor am 1.Tor bezeichnet [63]. Wenn für den Eingangs-
widerstand Ze1 = U1

I1
= Z01

gilt, wird S11 = 0. Äquivalentes gilt auch für den S-Parameter S22.
Der S-Parameter S21 wiederum gibt im angepassten 2. Tor das Verhältnis der rücklaufenden Streuva-

riable B2 zur hinlaufenden Streuvariable A1 dar. Daher wird

S21 =
U2 − Z02

I2
U1 + Z01

I1

∣∣∣∣
A2=0

(2.19)

auch als Betriebsübertragungsfaktor bezeichnet [63]. Für den rückwirkenden Übertragungsfaktor S12 gilt
bei übertragungssymmetrischen Zweitoren S12 = S21. Aktive Zweitore sind i. d. R. nicht übertragungs-
symmetrisch und es gilt S12 � S21.
Aufgrund dieser Eigenschaften lassen sich die S-Parameter sehr gut dafür einsetzen, sog.Anpassnetzwerke

zu dimensionieren, mit denen der Ein- und Ausgangswiderstand eines aktiven Zweitors an die Betriebs-
beschaltung angepasst werden können. Dabei kommt neben den Betragsfrequenzgängen (vgl. Abb. 2.4a)
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2. Lineare Zweitorbeschreibung mit S-Parametern

auch als Hilfsmittel das sog.Smith-Chart (vgl. Abb. 2.4b) zum Einsatz. Dieses stellt eine konforme Ab-
bildung der komplexen (Impedanz- oder Admittanz-) Ebene dar, was auch als Möbius-Transformation
bekannt ist [66].

(a) (b)

Abb. 2.4.: S-Parameter S11 und S21: Betragsfrequenzgang in dB (a) und das zugehörige
Impedanz-Smith-Chart (|Si1| < 1) (b)

In Folge der Leistungsverwandtheit (2.10) lassen sich durch die S-Parameter verschiedene Leistungs-
verstärkungsfaktoren (engl. power gains) definieren und als Entwurfskriterium einsetzen. Dies geschieht
in Verbindung mit den Reflexionsfaktoren

Γn =
Zn − Z0n

Zn + Z0n

(2.20)

des nicht angepassten n-ten Tors. Bei aktiven Zweitoren können die Ein- und Ausgangsimpedanz negativ
werden, was instabiles bzw. oszillierendes Verhalten nach sich ziehen kann. Über die S-Parameter und die
daraus abgeleiteten Stabilitätskreise [91] kann daher auch überprüft werden, ob das aktive Zweitor unter
den gegebenen Arbeitsbedingungen instabil werden kann. Neben der Analyse eines Verstärkers kann dies
auch für eine initiale Dimensionierung im Entwurf eines Oszillators verwendet werden [43].
Darüber hinaus lassen sich die S- bzw.T-Parameter für die Verhaltensmodellierung einsetzen. Zum

einen kann aus einer Verkettung einzelner Zweitore über (2.14) ein gesamtes Zweitor berechnet werden.
Zum anderen können aus den gemessenen S-Parametern über die Umrechnung in (2.16) Frequenzgänge
der Impedanz- oder Admittanzparameter gewonnen werden. Daraus können über ein geeignetes Ver-
haltensmodell parasitäre Elemente berücksichtigt werden. Wenn dies für verschiedene Arbeitspunkte ge-
schieht, können nichtlineare Kennlinien über Integration der statischen, differentiellen Elemente gefunden
werden (vgl. [122, 159]).

2.2.4. Beschränkung auf Linearisierung

Trotz all der o. g. Vorteile und den daraus erwachsenden Anwendungsmöglichkeiten der S-Parameter ist
deren größte Einschränkung, dass sie nur im Gültigkeitsbereich der Linearisierung um den DCOP oh-
ne Fehler verwendet werden können. Sobald die Eingangsamplitude eine gewisse Größe überschreitet
(vgl. Punkt A und A’ in Abb. 2.5 [28]), kommt es je nach Art der Nichtlinearität des betrachteten Zwei-
tors zur sog.Kompression - manchmal aber auch zur Expansion - der Signalamplitude bei der anregenden
Frequenz ω. Damit ist die Abweichung des nichtlinearen Systems gegenüber dem linearisierten System
zu verstehen. Oft wird daher der sog. 1dB-Kompressionspunkt als Maß für die Linearität eines nicht-
linearen Übertragungssystems verwendet (vgl. z. B. [68]). Infolge der nichtlinearen Kompression ist die
Anpassung über den S22-Parameter zur maximalen Leistungsübertragung nicht zwangsläufig auch die
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Abb. 2.5.: 1dB-Kompressionspunkte bei maximaler Leistungsanpassung über S22 und optimaler Leis-
tungsanpassung über eine Load-pull -Messung [28]

optimale Wahl. So kann über eine Leistungsanpassung mit Hilfe eines sog.Load-pull-Tuners ein größerer
1dB-Kompressionspunkt erreicht werden (vgl. Punkt B und B’ in Abb. 2.5 [28]).
Noch bevor die Load-pull-Technik eingeführt wurde, gab es Bestrebungen S-Parameter zur Berück-

sichtigung nichtlinearen Verhaltens zu erweitern (vgl. Abschnitt 1.1). Die ersten Arbeiten zum Thema
Großsignal-S-Parameter [26, 69, 77, 83] nichtlinearer Zweitore stellten ein wesentliches Problem fest:
Aufgrund der Nichtlinearität ist das Superpositionsprinzip nicht mehr anwendbar. Erst durch dieses ist
es im linearen Fall möglich, die einzelnen Zweitorparameter durch das Nullsetzen (Quellenfreiheit) der
nicht beteiligten Torgrößen zu bestimmen. Insbesondere bei den amplitudenabhängigen Großsignal-S-Pa-
rametern S12(A1, A2) und S22(A1, A2) wird ein großer Fehler begangen, wenn die Quelle Us1 = 0 ge-
setzt wird. Die Schaltungsantwort auf diese Messbedingung weicht stark vom Betriebszustand mit dieser
Quelle Us1 6= 0 ab. Einen ersten Ansatz zur Bestimmung der Großsignal-S-Parameter S12(A1, A2) und
S22(A1, A2) schlägt Müller [83] vor. Neben einer Messung mit beiden anregenden Signalen A1 und A2 im
angepassten Zustand wird eine zweite Messung mit einer leicht abweichenden Last durchgeführt. Dadurch
können die Großsignal-S-Parameter durch ein Gleichungssystem berechnet werden. Auf diesem Ansatz
basiert auch die in Kapitel 7.2.3 verwendete und viel später eingeführte zufällige („randomized“ [13, 19,
20]) Phasen-Offset-Methode.
Einen zweiten Lösungsansatz stellen Mazumder und Puije [77] vor, bei dem die Großsignal-S-Parameter

als Mittelpunkt einer möglichst kreisförmigen Darstellung gewonnen werden. Beispielhaft ist dies mit

B2 = S21A1 + S22A2 ⇔
B2

A2
= S21

A1

A2
+ S22 (2.21)

in Abb. 2.6 dargestellt. Für die Messung dieser Darstellung werden die Beträge |A1| , |A2| = konst. gehal-
ten und nur die Phasendifferenz ΦA1

−ΦA2
wird variiert. Je stärker die Nichtlinearität des untersuchten

Zweitors ist, desto mehr weicht der Verlauf B2

A2
von einem Kreis ab [77]. Die Ursache dafür kann durch

die X-Parameter X(T) [139] aus Kapitel 4 erklärt werden. Eine Bestimmungsmethode dieser kommerziell
verfügbaren Großsignal-S-Parameter basiert auf der Methode von Mazumder und Puije [77] und wird
als Phasen-Offset-Methode in Kapitel 4.3.2 erläutert. Zuvor wird allerdings im folgenden Kapitel mit der
Volterra-Reihe ein anderer Ansatz zur Modellierung von nichtlinearen Übertragungssystemen betrachtet,
der von Weiner und Naditch [157] in Verbindung mit den Streuvariablen gebracht wurde.

Im
( B 2 A 2)

Re
(
B2

A2

)S22

S21
A1

A2

Abb. 2.6.: Grafische Bestimmung der Großsignal-S-Parameter nach Mazumder und Puije [77]
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3. Volterra-reihenbasierte nichtlineare
S-Parameter

Im letzten Kapitel wurde mit den S-Paramtern ein Konzept kurz betrachtet, das aufgrund der guten
Messbarkeit und des Bezugs auf eine charakteristische Impedanz seit über 50 Jahren als ein Modellie-
rungs- und Entwurfswerkzeug in der Hochfrequenz (HF)-Technik sehr weit verbreitet ist. Der wesentliche
Nachteil der S-Parameter ist die Gültigkeitsbeschränkung auf lineare bzw. linearisierte Systeme. Von den
in der Einleitung 1.1 genannten Ansätzen zur Berücksichtigung nichlinearen Verhaltens sollen in die-
sem Kapitel die auf der Volterra-Reihe basierenden nichtlinearen S-Parameter nach Weiner und Naditch
[157] vorgestellt werden. Anders als beim ebenfalls in der Einleitung erwähnten Volterra input-output map
(VIOMAP)-Ansatz handelt es sich hierbei nicht um einen Black-Box -Ansatz. Stattdessen wird die Volter-
ra-Reihe aus den Netzwerkgleichungen berechnet. Daher werden zum besseren Verständnis des Ansatzes
von Weiner und Naditch [157] in Abschnitt 3.1 kurz die wesentlichen Begriffe der Volterra-Reihe betrach-
tet. In Abschnitt 3.1.2 wird darauffolgend kurz auf das in dieser Arbeit verwendete Berechnungsverfahren
eingegangen. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der Ansatz von Weiner und Naditch [157] auf
den in dieser Arbeit wichtigen Fall der polyharmonischen Anregung (vgl. Anhang A.1) übertragen. Dieser
findet ebenfalls in den in Kapitel 4 vorgestellten X-Parametern Verwendung, die in den letzten Jahren
als Erweiterung der linearen S-Parameter kommerziell verfügbar wurden. Im darauffolgenden Kapitel 5
werden die Volterra-reihenbasierten S-Parameter dieses Kapitels mit den X-Parametern verglichen.

3.1. Volterra-Reihe

Die Volterra-Reihe ist eine bekannte Methode zur Beschreibung schwach nichtlinearer Übertragungssys-
teme sowohl im zeit- als auch im Frequenzbereich und in der Literatur sehr gut beschrieben u. a. in [8,
9, 27, 71, 123]. Für die kurze Einführung in diesem Abschnitt wird sich an dem Werk von Weiner und
Spina [156] orientiert.
Für ein schwach nichtlineares Übertragungssystem mit dem Eingangssignal x(t) und dem Ausgangs-

signal y(t) aus Abb. 3.1 reicht das lineare Faltungsintegral mit der Sprungantwort h(t) bzw. die lineare
Übertragungsfunktion H(ω) aus (2.1) nicht mehr zur Beschreibung im Zeit- bwz. Frequenzbereich aus.
Aufgrund der Nichtlinearität treten im Spektrum des Ausgangssignals y(t) neben der Kompression oder
Expansion der Fundamentalsignale (vgl. Abschnitt 2.2.4) zwei ernstzunehmende Effekte auf, und zwar
die harmonische Verzerrung - englisch: harmonic distortion (HD) und Intermodulation (IM). Mit HD
ist die Verteilung von Leistung auf ganzzahlige Vielfache kω der anregenden Frequenz ω und mit IM
die Leistungsverteilung auf Summen- und Differenzfrequenzen ±k1ω1 + k2ω2± . . . bei Mehrtonanregung
gemeint. Beide Effekte sind beispielhaft für eine Zweitonanregung in Abb. 3.2 gezeigt.
Mit Hilfe der Volterra-Reihe können diese nichtlinearen Effekte für schwach nichtlineare, dynamische

Systeme berücksichtigt werden. Generell kann die Volterra-Reihe als Verallgemeinerung der Taylor-Reihe
statisch nichtlinearer Systeme angesehen werden, um dynamische Effekte einzubeziehen. Durch Hinzunah-
me von Reihengliedern höherer Ordnung yd kann in beiden Fällen die Genauigkeit erhöht werden. Unter
der Annahme, dass nach einer gewissen Ordnung D alle Einflüsse höherer Ordnung vernachlässigbar

x(t) schwach
nichtlineares

System

y(t)

Abb. 3.1.: Schwach nichtlineares System mit dem Eingangssignals x(t) und dem Ausgangssignal y(t)
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Abb. 3.2.: Ein- (a) und Ausgangsspektrum (b) eines schwach nichtlinearen Systems (vgl. Abb. 3.1) bei
sinusförmiger Zweitonanregung

werden, kann das Ausgangssignal durch die endliche Reihe

y(t) =

D∑
d=1

yd(t) (3.1)

ausgedrückt werden. Damit der Rechenaufwand nicht unermesslich steigt, sollte in der Praxis dabei die
Ordnung D nicht zu groß werden. Mit der Volterra-Reihe sollen wie im linearen Fall (2.1) dynamische
Systeme mit Gedächtnis beschrieben werden, was im Zeitbereich durch die mehrdimensionalen Faltungs-
integrale

y1(t) =

∞∫
−∞

h1 (τ1)x (t− τ1) dτ1 (3.2a)

y2(t) =

∞∫
−∞

∞∫
−∞

h2 (τ1, τ2)x (t− τ1)x (t− τ2) dτ1dτ2 (3.2b)

...

yd(t) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

hd (τ1, . . . , τd)x (t− τ1) · · ·x (t− τd) dτ1 · · · dτd (3.2c)

möglich ist. Darin wird die Funktion hd(τ1, . . . , τd) als Sprungantwort oder Volterra-Kern d-ter Ordnung
bezeichnet [9, 156]. Diese können mit Hilfe der mehrdimensionalen Fourier-Transformation

y1(t)
Fc s Y1(ω) = H1(ω)X(ω), (3.3a)

y2(t)
Fc s Y2(ω1, ω2) = H2(ω1, ω2)X(ω1)X(ω2), (3.3b)

...
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+

+

+

+

+

H1(ω1)
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Hd(ω1, . . . , ωd)

HD(ω1, . . . , ωD)
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yd(t)

yD(t)

Abb. 3.3.: Volterra-Reihenmodell für schwach nichtlineare Übertragungssysteme

yd(t)
Fc s Yd(ω1, . . . , ωd) = Hd(ω1, . . . , ωd)X(ω1) · · ·X(ωd) (3.3c)

in den Frequenzbereich überführt werden. Darin sind die mehrdimensionalen Fourier-Transformierten der
Volterra-Kerne hd(τ1, . . . , τd) die sog.nichtlinearen Übertragungsfunktionen

Hd(ω1, . . . , ωd) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

hd (τ1, . . . τd) e−j(ω1τ1+···+ωdτd)dτ1 · · · dτd. (3.4)

Mit Hilfe von (3.3) und (3.4) kann die Reihenentwicklung (3.1) über die Blockdarstellung in Abb. 3.3
modelliert werden. Die einzelnen parallelen Blöcke der Übertragungsfunktionen Hd(ω1, . . . , ωd) haben
alle dasselbe Eingangssignal x(t), sind unabhängig von diesem und erzeugen daraus den Anteil yd(t). Die
Summe aller D Blöcke ergibt gemäß (3.1) das Ausgangssignal y(t) des schwach nichtlinearen Systems
[156].

3.1.1. Sinusförmige Anregung

Die mehrdimensionalen Fourier-Transformierten Yd(ω1, . . . , ωd) aus (3.3) beschreiben einen Punkt im
mehrdimensionalen Spektrum. Um auf einen Punkt im eindimensionalen Spektrum Yd(ω) und daraus
über die inverse Fourier-Transformation auf yd(t) zu kommen, gibt es unterschiedliche Ansätze. Butter-
weck [10] bezeichnet diese Reduzierung am zweidimensionalen Beispiel mit dem Begriff Kontraktion und
Peyton Jones und Billings [100] verallgemeinern diesen Ansatz, ohne dabei einen speziellen Begriff zu
verwenden. In dieser Arbeit sollen nur reelle sinusförmige Anregungen der Form

x(t) =
1

2

L∑
l=−L

Xle
jωlt mit Xl = X∗−l und X0 = 0 (3.5)

betrachtet werden. Für diese vereinfacht sich durch Einsetzen in (3.2) und Umformen der Anteil d-ter
Ordnung

yd(t) =
1

2d

L∑
l1=−L

· · ·
L∑

ld=−L

Xl1 · · ·Xlde j(ωl1+···+ωld )t

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

hd (τ1, . . . τd) e j(ωl1τ1+···+ωldτd)dτ1 · · · dτd

︸ ︷︷ ︸
Hd(ωl1 ,...,ωld)
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3. Volterra-reihenbasierte nichtlineare S-Parameter

bzw.mit Hd (ωl1 , . . . , ωld) aus (3.4)

yd(t) =
1

2d

L∑
l1=−L

· · ·
L∑

ld=−L

Xl1 · · ·XldHd (ωl1 , . . . , ωld) e j(ωl1+···+ωld )t. (3.6)

Daraus ist ersichtlich, dass die Summe von L reellen Sinussignalen aus (3.5) im Anteil d-ter Ordnung
yd(t) am Ausgangssignal y(t) des nichtlinearen Systems aus (3.1) neue Frequenzanteile generiert. Von
allen vorhandenen Anregungsfrequenzen −ωL, · · ·−ω1, ω1, . . . , ωL tragen immer d gleichzeitig zum Anteil
ωq = ωl1 + · · ·+ ωld bei. Alle möglichen Kombinationen ergeben das gesamte Ausgangsspektrum, wobei
verschiedene Permutationen (ωl1 , . . . , ωld) zur gleichen Frequenz ωq beitragen. Unter der Annahme, dass
die Übertragungsfunktionen Hd (ωl1 , . . . , ωld) symmetrisch sind, d. h. die Reihenfolge der Argumente
spielt keine Rolle für ihren Wert und es gilt beispielsweise

H3 (ω1, ω2, ω3) = H3 (ω1, ω3, ω2) = H3 (ω2, ω1, ω3) = . . . , (3.7)

können äquivalente Kombinationen zusammengefasst werden. In realen Systemen gilt zusätzlich

Hd (ω1, . . . , ωd) = H∗d (−ω1, . . . ,−ωd) . (3.8)

Weiterhin ist u.A. in [27, 123] gezeigt, wie unsymmetrische Funktionen hd,unsy (τ1, . . . τd) bzw.
Hd,unsy (ω1, . . . , ωd) symmetrisiert werden können. Im Folgenden soll daher stets von symmetrischen Über-
tragungsfunktionenHd ausgegangen werden. Die wesentliche Aufgabe zur Bestimmung des Ausgangsspek-
trums von y(t) ist es, die komplexen Amplituden des Anteils d-ter Ordnung Xl1 · · ·XldHd (ωl1 , . . . , ωld)
aus (3.6) zu bestimmen und dem entsprechenden Frequenzanteil ωq = ωl1 + · · ·+ωld zuzuordnen. Dieses
Kombinatorikproblem ist unter dem Begriff Frequenzgeneration in der Literatur [9, 71, 156] bekannt.
Darin werden alle Frequenzkombinationen mit einem Frequenzvektor

q = (q−L, . . . , q−1, q1, . . . , qL) (3.9a)

repräsentiert, die zur Frequenz

ωq =

L∑
l=−L

qlωl = (q1 − q−1)ω1 + · · ·+ (qL − q−L)ωL (3.9b)

beitragen. Alle durch q als identisch identifizierten Permutationen der Funktion Hd (ωl1 , . . . , ωld) werden
mit Hilfe des Multinomialkoeffizienten(

d

q

)
=

d!

q−L! · · · q−1!q1! · · · qL!
(3.9c)

zusammengefasst [156]. Mit Hilfe des Modulvektors (3.9a) wird in [27] noch eine andere Schreibweise

Hd (ωl1 , . . . , ωld) = Hd (q−L{ω−L}, . . . , q−1{ω−1}, q1{ω1}, . . . , qL{ωL}) (3.10)

eingeführt, die im Folgenden bei Übertragungsfunktionen höherer Ordnung verwendet werden soll.

3.1.2. Berechnung der Volterra-Kerne

Eine weitere Schwierigkeit neben dem Kombinatorikproblem des letzten Abschnitts ist die Berechnung
der Volterra-Übertragungsfunktionen Hd (ω1, . . . , ωd). In der älteren Literatur zur Volterra-Reihe werden
im wesentlichen zwei Methoden genannt und an einfachen Beispielen nachvollzogen. Zum einen ist das
die sog. harmonic-input- oder auch probing-Methode [9, 71] und zum anderen die Methode nichtlinearer
Stromquellen [71, 124, 154]. Beide besitzen Vor- und Nachteile auf die an dieser Stelle nicht weiter einge-
gangen werden soll. Als Verallgemeinerung der Methode nichtlinearer Stromquellen kann der Ansatz von
Koeppl [64] angesehen werden. Die Übertragungsfunktionen d-ter Ordnung Hd können durch suksessive
Lösung der Ersatznetzwerke der Ordnungen 1, . . . , d− 1 mit Hilfe der modifizierten Knotenpotentialana-
lyse berechnet werden. Dazu sind die Netzwerkgleichungen in Form von Sparse-Matrizen Cl, Gl und
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3.2. Streuvariablen und die Volterra-Reihe

Kronecker-Produkten der Lösungen geringerer Ordnung zu verwenden

Hd (ω1, . . . , ωd) = − ((ω1 + · · ·+ ωd)C1 + G1)
−1 ×

l=2∑
d

((ω1 + · · ·+ ωd)Cl + Gl)

×
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

ml=1︸ ︷︷ ︸
u(l)=d

l⊗
k=1

Hmk

(
ωl(k), . . . , ωu(k)

)
.

(3.11)

Der Vektor Hd enthält dabei alle Volterra-Übertragungsfunktionen H1s,d, H2s,d, . . . von der anregenden
Quelle Us (vgl. Abb. 3.4) zu jedem unbekannten Potential im Netzwerk. Als lesbares Beispiel von (3.11)
nennt Koeppl [64] den Fall zweiter Ordnung

H2 (ω1, ω2) = − ((ω1 + · · ·+ ωd)C1 + G1)
−1

((ω1 + ω2)C2 + G2)H1 (ω1)⊗H2 (ω2) . (3.12)

Auf Basis dieses Verfahrens wurde am Institut für Theoretische Elektrotechnik der Leibniz Universität
Hannover ein Volterra-Reihen-Simulator [75] entwickelt, der aus einem Cadence Virtuoso Design Fra-
mework Schematic die Volterra-Übertragungsfunktionen Hd in MATLAB berechnen kann. Aufgrund
der Verwendung von Kronecker-Produkten in (3.11) steigt die Berechnungsdauer mit größer werdender
maximaler Ordnung D und Netzwerkkomplexität sehr schnell an. In diesen Volterra-Simulator wurden
auch die Volterra-reihenbasierten S-Parameter implementiert, die im Folgenden vorgestellt werden.

3.2. Streuvariablen und die Volterra-Reihe

Im Jahr 1976 zeigten Weiner und Naditch [157] eine Möglichkeit nichtlineare dynamische Zweitore auf
Basis der Streuvariablen mit Hilfe der Volterra-Reihe (vgl. Abschnitt 3.1) zu beschreiben. In der sehr
umfangreichen Veröffentlichung wird gezeigt, wie ausgehend von der allgemeinen Volterra-Reihe die Tor-
spannungen und -ströme in Abhängigkeit der einzigen Quellenspannung Us am Eingangstor (s. Abb. 3.4)
zu berechnen sind. In einer längeren Rechnung, auf die hier verzichtet wird, ergibt sich aus den Torspan-
nungen und -strömen über die Definitionsgleichungen der Streuvariablen (A.1)

an(t) =
un(t) + Z0in(t)

2
√
Z0

und bn(t)
un(t)− Z0in(t)

2
√
Z0

ein Zusammenhang im Frequenzbereich für eine Volterra-reihenbasierte Erweiterung der linearen S-Pa-
rameter. Zu diesen reduziert sich der Volterra-Ansatz im Fall 1.Ordnung. Im Wesentlichen sind die zu
berechnenden Größen die Übertragungsfunktionen d-ter OrdnungHms,d (ω1, . . . , ωd), die die Übertragung
der Quellenspannung Us zum Anteil d-ter Ordnung an den Torspannungen Um, m ∈ {1, 2} beschreiben.
Als Zusammenhänge ergeben sich mit im Vergleich zu [157] leicht angepasster Notation

S11,d(ω1, ... , ωd) =

{
2H1s,1(ω1)− 1 d = 1,

2dZ0,s

d−1
2 H1s,d(ω1, ... , ωd) d > 1,

(3.13a)

I1

I1

U1

A1

B1

I2

I2

U2

B2

A2

Zs

Us ZL

nichtlineares

Zweitor

Abb. 3.4.: Nichtlineares Zweitor mit Quelle Us am ersten Tor und linearer Quellen- (Zs) und Lastimpe-
danz (ZL)
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3. Volterra-reihenbasierte nichtlineare S-Parameter

S21,d(ω1, ... , ωd) = 2dZ
d
2
0,s

1√
Z0,L

H2s,d(ω1, ... , ωd) (3.13b)

mit d ≥ 1 für ein nichtlineares Zweitor. Die Ausdrücke in (3.13) sind für allgemeine Signalanregungen
gültig und können für komplexe harmonische Signale us(t) = 1

2

∑L
l=−L Us(jωl)e

jωlt zu den Volterra-rei-
henbasierten nichtlinearen S-Parametern

Sm;1d(ω1, ... , ωd) =
1

2d

(
d

q

)
Sm1,d(ω1, ... , ωd) (3.13c)

transformiert werden (vgl. Frequenzgeneration in Abschnitt 3.1.1 bzw. [156]). Die nichtlinearen S-Para-
meter in (3.13c) sind nur für den angepassten Fall (vgl. Abschnitt 7.1), d. h.Zs = Z0,s und = ZL = Z0,L,
gültig. Im Vergleich zum allgemeinen Fall ZL, der auch in [157] angedeutete wurde, bietet (3.13c) den
Vorteil, dass nur ein Term benötigt wird, um den Anteil d-ter Ordnung an der Streuvariable Bm am Tor
m bei der Frequenz ω1 + ...+ ωd über

Bm,d(ω1 + ...+ ωd) = Sm;1d(ω1, ... , ωd)

d∏
p=1

A1(ωp) (3.13d)

mit
A1(ω) =

Us(ω)

2
√
Z0,s

(3.13e)

zu berechnen. Im Folgenden werden einige Schritte der Herleitung von (3.13) für den in dieser Arbeit
wichtigen Sonderfall ωl = lω0 aus (A.2) aufgegriffen [157, 160].

3.2.1. Polyharmonische Anregung

Das Zweitor in Abb. 3.4 wird am Eingangstor durch ein polyharmonisches Signal mit der Fundamental-
frequenz ω0 bis zur L-ten Harmonischen angeregt, das in der komplexen Darstellung mit Us (lω0) = Usl

us(t) =
1

2

L∑
l=−L

Us (lω0) e jlω0t =
1

2

L∑
l=−L

Usle
jlω0t mit Us(−l) = U∗sl und Us0 = 0, (3.14)

lautet (vgl. (A.2)). Sowohl das Eingangs- als auch das Ausgangstor sind mit der gleichen charakteristi-
schen Impedanz beschaltet, d. h.Zs = ZL = Z0 ∈R+. Folglich ist die Streuvariable A1(ω) aus (3.13e) nur
von der anregenden Quelle Us(ω) abhängig und A2(ω) ≡ 0 ∀ ω ∈R. Die Torströme

im(t) ≈
D∑
d=1

im,d(t) (3.15a)

und -spannungen

um(t) ≈
D∑
d=1

um,d(t), (3.15b)

werden im Zeitbereich durch die nach der Ordnung D abgebrochenen Volterra-Reihe angenähert, in der
jeder Anteil durch die mehrdimensionalen Faltungsintegrale

im,d(t) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

yms,d (τp) ·
d∏
p=1

us (t− τp) dτp (3.16a)

und

um,d(t) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

hms,d (τ1, . . . , τd) ·
d∏
p=1

us (t− τp) dτp (3.16b)
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berechnet wird. Einsetzen von (3.14) in (3.16) ergibt

im,d (t) =
1

2d

L∑
l1=−L

· · ·
L∑

ld=−L

Yms,d (l1ω0, . . . , ldω0) ·
d∏
p=1

Uslpe jlpω0t (3.17a)

und

um,d (t) =
1

2d

L∑
l1=−L

· · ·
L∑

ld=−L

Hms,d (l1ω0, . . . , ldω0) ·
d∏
p=1

Uslpe jlpω0t (3.17b)

mit den Strom- und Spannungsübertragungsfunktionen d-ter Ordnung [157]

Yms,d (l1ω0, . . . , ldω0) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

yms,d (τ1, . . . , τd) ·
d∏
p=1

e−jlpω0τpdτp (3.18a)

und

Hms,d (l1ω0, . . . , ldω0) =

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

hms,d (τ1, . . . , τd) ·
d∏
p=1

e−jlpω0τddτp. (3.18b)

Unter der Annahme, dass nur periodische Signale ohne Erzeugung von Subharmonischen im Netzwerk
vorhanden sind, können die erhaltenen Ströme und Spannungen der d-ten Ordnung in ihre komplexen
Fourier-Reihen entwickelt werden

im,d(t) =
1

2

∞∑
k=−∞

Im,d (kω0) e jkω0t =
1

2

∞∑
k=−∞

Imk,de
jkω0t (3.19a)

und

um,d(t) =
1

2

∞∑
k=−∞

Um,d (kω0) e jkω0t =
1

2

∞∑
k=−∞

Umk,de
jkω0t. (3.19b)

Darin gilt für die komplexen Fourier-Koeffizienten Im,d (kω0) = Imk,d = I∗m(−k),d und Um,d (kω0) =

Umk,d = U∗m(−k),d. Per Definition werden diese komplexen Fourierkoeffizienten mit T0 = 2π
ω0

über

Imk,d =
1

T0

T0∫
0

im,d(t)e
−jkω0tdt (3.20a)

bzw.

Umk,d =
1

T0

T0∫
0

um,d(t)e
−jkω0tdt (3.20b)

berechnet [65]. Mit Hilfe der Heaviside-Transformation (vgl. Anhang A)

Bmk,d =
Umk,d − Z0Imk,d

2
√
Z0

(3.21)

und
A1 (lω0) =

Us (lω0)

2
√
Z0

=
Usl

2
√
Z0

= A1l (3.22)

werden die Streuvariablen zur Beschreibung des Zweitors erhalten. Durch Ersetzen der komplexen Fou-
rier-Koeffizienten Umk,d and Imk,d in (3.21) ergibt sich

Bmk,d =
1

2d

L∑
l1=−L

· · ·
L∑

ld=−L

Sm1,d (l1ω0, . . . , ldω0)

d∏
p=1

A1lp , (3.23a)
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worin

Sm1,d (l1ω0, . . . , ldω0) = 2d−1Z
(d−1)/2
0 (Hms,d (l1ω0, . . . , ldω0)− Z0Yms,d (l1ω0, . . . , ldω0)) (3.23b)

unter der Bedingung
l1ω0 + · · ·+ ldω0 = kω0 (3.23c)

sind. Mit den Zusammenhängen [157]

Yms,d(l1ω0, . . . , ldω0) =

{
1−H1s,1(l1ω0)

Z0
m = 1 ∧ d = 1

−Hms,d(l1ω0,...,ldω0)
Z0

sonst
(3.24a)

ergeben sich wegen der Einschränkung Z0,s = ZL = Z0 als Spezialfall von (3.13)

Sm1,d(l1ω0, . . . , ldω0) =

{
2H1s,1(l1ω0)− 1 m = 1 ∧ d = 1

2dZ0

d−1
2 Hms,d(l1ω0, . . . , ldω0) sonst.

(3.24b)

Die nichtlinearen Übertragungsfunktionen werden als symmetrisch in ihren Argumenten angenommen.
Daher sind alle Funktionen Sm1,d (·) mit dem gleichen Frequenzvektor aus (3.9a)

q = (q−L, . . . , q−1, q1, . . . , qL) ,

mit
q−L (−Lω0) + · · · − q−1ω0 + q1ω0 · · ·+ qLLω0 = kω0 (3.25)

identisch [9]. Mit Hilfe der Multinomialkoeffizienten aus (3.9c)
(
d
q

)
= d!

q−L!···q−1!q1!···qL! und dem Faktor
1

2d
wird die Identität dieser Anteile berücksichtigt, was zu

Bm,d (l1ω0 + · · ·+ ldω0) =
1

2d

(
d

q

)
Sm1,d (l1ω0, . . . , ldω0)

d∏
p=1

A1lp (3.26a)

bzw.mit der Substitution Sm;1d(l1ω0, · · · , ldω0) = 1
2d

(
d
q

)
Sm1,d(l1ω0, · · · , ldω0) aus (3.13c) zu

Bm,d (l1ω0 + · · ·+ ldω0) = Sm;1d (l1ω0, · · · , ldω0)

d∏
p=1

A1lp (3.26b)

führt. Die Addition aller Anteile Bm,d (·) aus (3.26), die zur Frequenz kω0 beitragen, ergibt Bmk,d aus
(3.23). Dadurch wird der Beitrag der Ordnung d an der Streuvariablen Bmk =

∑D
d=1Bmk,d bei der Fre-

quenz kω0 in Abhängigkeit des Eingangssignals A1l berechnet.

3.3. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde mit den Volterra-reihenbasierten S-Parametern vonWeiner und Naditch [157] ein
erster Ansatz betrachtet, wie die linearen S-Parameter erweitert werden können, um nichtlineare Effekte
zu berücksichtigen. Zum besseren Verständnis dieses Ansatzes wurden zunächst in Abschnitt 3.1 kurz
die wesentlichen Schritte in der Bestimmung der zugrunde liegenden Volterra-Reihe und insbesondere die
nichtlinearen Übertragungsfunktionen Hd(ω1, . . . , ω2) gezeigt. Dabei ist durch Abb. 3.3 veranschaulicht,
dass die Volterra-Reihe der aus der linearen Systemtheorie bekannten linearen Übertragungsfunktion
additiv weitere Reihenglieder hinzufügt, die das dynamische, nichtlineare Verhalten höherer Ordnung
des nichtlinearen Systems berücksichtigen.
Anschließend wurden die wichtigsten Gleichungen aus [157] zusammengefasst und für den im Folgen-

den wichtigen Fall der polyharmonischen Anregung nachvollzogen. Dabei wurde verdeutlicht, dass die
Volterra-reihenbasierten S-Parameter am sinnvollsten für die Lastsituation Zs = Z0,s und ZL = Z0,L
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eingesetzt werden, da in diesem Fall in (3.26b) nur ein nichtlinearer S-Parameter pro Ordnung d und Tor
m benötigt wird. Diese Bedingung entspricht der Bestimmung der ursprünglichen Großsignal-S-Parame-
ter S11(A1) und S21(A1) [26, 83]. Eine Bestimmung der weiteren S-Parameter S12(A1) und S22(A1) war
in diesen Arbeiten als problematisch eingestuft worden. In der Betrachtung mit der Volterra-Reihe ist
eine Anwendung des Superpositionsprinzips wie bei den linearen S-Parametern genauso fehlerhaft. Eine
zusätzliche zweite Signalquelle am Tor 2 ist ebenfalls nicht möglich, da dann die Definition der Übertra-
gungsfunktionen auf die Torspannungen - wie in (3.13) nötig - nicht mehr möglich ist. Nichtsdestotrotz
kann der vorgestellte Ansatz von Weiner und Naditch [157] in Kapitel 5 genutzt werden, um ein besseres
Verständnis der nachfolgend vorgestellten X-Parameter zu erhalten.
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4. X-Parameter

In diesem Kapitel werden die auf Beschreibungsfunktionen basierten Modellansätze zur Erweiterung der
S-Parameter für nichtlineare N -Tore am Beispiel der X-Parameter [62, 117] betrachtet. In der Arbeit
von Qinglong und Shengli [106] wurde in einem Vergleich gezeigt, dass sich der alternative Ansatz der
nichtlinearen Streufunktionen (S-functions) [84] in erster Linie durch eine unterschiedliche Notation von
den X-Parametern unterscheidet. Beide Ansätze beruhen auf dem Ansatz PHD von Verspecht und Root
[139]. In diesem wird davon ausgegangen, dass alle auftretenden Signale periodisch und polyharmonisch
verzerrt sind, d. h. es treten nur Signalanteile bei ganzzahligen Vielfachen einer Grundfrequenz ω0 auf
(vgl. Anhang A). Die Signale können folglich durch eine (komplexe) Fourier-Reihe repräsentiert werden.
Des Weiteren wird angenommen, dass nur Kleinsignale außer einem Großsignalanteil, meist dem Funda-
mentalanteil am Eingang des ersten Tors, vorliegen. Dieses Großsignal legt zusammen mit dem DCOP
den sog.Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal operating point (LSOP) - fest. Die Einflüsse aller
weiteren Signalanteile auf die Ausgangssignale werden spektral linearisiert dem LSOP überlagert. Be-
vor der PHD-Ansatz in Abschnitt 4.2 und damit die theoretische Herkunft der X-Parameter genauer
betrachtet wird, wird in Abschnitt 4.1 mit der sog. Beschreibungsfunktion (BF) ein kurzer Einblick in
die Grundlage des PHD-Ansatz gegeben. Abgeschlossen wird dieses Kapitel mit einem kurzen Überblick
über zwei Methoden mit denen die X-Parameter aus Mess- bzw. Simulationsdaten eines nichtlinearen
N -Tors bestimmt werden können.

4.1. Beschreibungsfunktionen sinusförmiger Anregung

Dieser Abschnitt befasst sich mit dem Konzept der BF, das wiederum als mathematische Grundlage für
die X-Parameter dient. Erste umfassende Werke über die BF stammen von Graham und McRuer [44],
Macmillan [73] und von Gelb und Velde [40], worin in letzterem Mehrfacheingangssignale untersucht wur-
den. Darin werden die BF als Quasilinearisierung betrachtet, einer weiteren Methode zur Untersuchung
nichtlinearer Systeme neben anderen wie der Phasen-Raum-Lösung, der Reihenentwicklung oder der „wah-
ren“ [40] Linearisierung. Die Quasilinearisierung stellt zwar eine Linearisierung des nichtlinearen Systems
dar, jedoch hängt diese anders als die übliche Linearisierung neben dem Arbeitspunkt auch von gewissen
Signaleigenschaften, wie z. B. der Amplitude eines Sinussignals, ab. Daher müsse die Quasilinearisierung
für festgelegte Eingangssignale durchgeführt werden. Ein wesentliches Anwendungsgebiet der BF ist die
nichtlineare Regelungstechnik, in der durch Rückführungen die Form der Eingangssignale nicht eindeutig
bekannt ist. Für die praktische Anwendung der BF wird dieses Problem durch Annahme einer gewissen
Form gelöst. Da dieser Ansatz nur für wenige Signalformen möglich ist, werden die BF im Wesentlichen
für drei unterschiedliche Signalarten - konstante, sinusförmige und zufällige - verwendet. Von diesen wird
in dieser Arbeit nur die sinusförmige Anregung betrachtet. Hierfür wird angenommen, dass die von der
Nichtlinearität erzeugten höheren Harmonischen durch ein nachgeschaltetes Filter stark abgeschwächt
werden können. So ist eine Reduzierung auf die Fundamentalfrequenz - und ggf. wenige Harmonische -
als Eingangssignal an der Nichtlinearität möglich [40]. Dieses Konzept soll im Folgenden anhand einer
Ein- und Zweitonanregung untersucht werden. Eine Erweiterung dieser BF erster Ordnung auf höhere
Harmonische und eine Zusammenfassung in einer Matrixdarstellung der Beschreibungsfunktion wurde
erstmals in [79] gezeigt, worauf am Ende dieses Abschnitts kurz eingegangen werden soll.

4.1.1. Eintonanregung

In diesem Abschnitt werden sinusförmige Eintonsignale als Eingangssignale der Nichtlinearität in Abb. 4.1
betrachtet. Die zugehörige Beschreibungsfunktion ist von den oben erwähnten Signaltypen die am weites-
ten verbreitete Art [40]. Es wird im Folgenden beispielhaft gezeigt, wie die Quasilinearisierung der BF zu
verstehen ist. Eine weiterführende Betrachtung findet sich u. a. in den eingangs erwähnten Literaturstellen
[40, 44, 73].
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4. X-Parameter

x(t) = x̂ sin(ψ) Nichtlineares
System

y(x̂ sin(ψ), x̂ω cos(ψ))

Abb. 4.1.: Ein harmonisch angeregtes nichtlineares System, das eine periodische Antwort in Abhängigkeit
des Eingangssignals erzeugt [40].

Das in Abbildung 4.1 dargestellte nichtlineare System wird mit dem Sinussignal

x(t) = x̂ sinψ mit ψ = ωt (4.1)

angeregt, wobei die Amplitude x̂ und die Frequenz ω deterministisch sein sollen. Unter Annahme einer
ebenfalls periodischen Antwort des Systems in Abbildung 4.1 auf die periodische Anregung in (4.1) kann
das Ausgangssignal y unter Ausschluss von Subharmonischen als Fourier-Reihe

y (x̂ sinψ, x̂ω cosψ) =
α0

2
+

∞∑
n=1

(αn cos(nψ) + βn sin(nψ)) (4.2)

mit den Fourier-Koeffizienten

αn =
1

π

∫ 2π

0

y (x̂, sinψ, x̂, ω cosψ) cos(nψ)dψ (4.3a)

und

βn =
1

π

∫ 2π

0

y (x̂ sinψ, x̂ω cosψ) sin(nψ)dψ (4.3b)

dargestellt werden [44]. Das quasilineare Konzept der Beschreibungsfunktion betrachtet nur die Fourier-
Koeffizient der Fundamentalfrequenz n = 1. Die BF ist darin der Quotient der komplexen Zeiger des
Ausgangs- und Eingangssignals. Für den reinen Sinus (4.1) ohne Phasenverschiebung als Eingangsignal
lässt sich die BF N(x̂, ω) durch

N (x̂, ω) =
β1 + jα1

x̂
= |N(x̂, ω)|e jφ1(x̂,ω) (4.4)

berechnen [73] und als amplituden- und frequenzabhängiger komplexer Verstärkungsfaktor mit dem Be-
trag |N | und der Phasenverschiebung φ1 interpretieren. Auf diese Weise wird versucht das Konzept der
Übertragungsfunktion linearer Systeme auf nichtlineare Systeme zu erweitern. Mit der BF ist es folglich
möglich, das Ausgangssignal des nichtlinearen Systems näherungsweise in Abhängigkeit der Eingangsam-
plitude zu berechnen. Allerdings werden entstehende Harmonische nicht berücksichtigt, wie in (4.4) zu
erkennen ist. Eine grafische Darstellung des BF-Konzepts ist in Abb. 4.2 gegeben [40]. Die gesamten
vernachlässigten harmonischen Signalanteile werden darin als Residuum bezeichnet

yr (x̂, ω) =

∞∑
n=2

αn cos(nωt) + βn sin(nωt). (4.5)

Beispiel: statische, kubische Nichtlinearität

An einem Beispiel soll das Konzept der Beschreibungsfunktionen verdeutlicht werden. Hierzu wird das
statische, nichtlineare Übertragungsverhalten

y(x) = c1x+ c3x
3 (4.6)

mit der Anregung
x(t) = x̂ sin(ωt) (4.7)
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4.1. Beschreibungsfunktionen sinusförmiger Anregung

betrachtet. Einsetzen von (4.7) in (4.6) ergibt durch Anwendung der Additionstheoreme

y (x̂ sin(ωt)) = c1x̂ sin(ωt) +
3

4
c3x̂

3 sin(ωt)− 1

4
c3x̂

3 sin(3ωt) (4.8)

für das Ausgangssignal [73]. Für die Fourier-Koeffizienten folgt nach (4.3)

α1 = 0 und β1 =

(
c1x̂+

3

4
c3x̂

3

)
, (4.9)

womit sich für die BF nach (4.4)

N (x̂, ω) =
β1

x̂
= c1 +

3

4
c3x̂

2 (4.10)

ergibt. Unter Anwendung der BF in (4.10) folgt für das statische, nichtlineare System aus (4.6) das Model
in Abb. 4.2.
Das tatsächliche Ausgangssignal y (x̂ sin(ωt)) setzt sich aus der Fundamentalen y1 (x̂, ω) und dem Re-

siduum aus (4.5) yr (x̂, ω) zusammen. Für dieses Beispiel folgt für die Fundamentale des Ausgangssignals

y1 (x̂, ω) = N (x̂, ω) x̂ sin(ωt) (4.11)

mit der Beschreibungsfunktion N (x̂, ω) aus (4.10). Um das Ausgangssignal y (x̂ sinψ, x̂ω sinψ) des tat-
sächlichen nichtlinearen Systems in Abbildung 4.1 zu beschreiben, müssten die vernachlässigten Harmo-
nischen - in diesem Fall nur die 3.Harmonische -

yr (x̂, ω) =

∞∑
n=2

βn sin(nωt) = −1

4
c3x̂

3 sin(3ωt) (4.12)

zur Fundamentalen y1 (x̂, ω) addiert werden (vgl. Abb. 4.2). Dies ist jedoch für kompliziertere nichtli-
neare Systeme nicht möglich. Die Einton-BF sind hingegen auch für stark nichtlineare Systeme - wie
z. B. einer Hysterese - analytisch berechnen. Eine Auflistung verschiedener Nichtlinearitäten findet sich
in [40, Anhang B]. Neben der guten Berechenbarkeit der BF auch für starke Nichtlinearitäten wird in
[40] als weiterer Hauptvorteil die Einsatzmöglichkeit als Entwurfswerkzeug genannt. Eine approximative
Möglichkeit Systemeigenschaften analytisch gegen Systemparameter darzustellen sei wertvoller als eine
exakte analytische Methode, die nur eine gewisse Information unter gewissen Umständen enthalte. Da-
her ist es wenig verwunderlich, dass diese Methode auch heute noch als Stabilitätskriterium [5, 127], zur
Analyse von Grenzzyklen [89] sowie zum Oszillatorentwurf [99, 152] angewendet wird.

4.1.2. Zweitonanregung

Eine wesentliche Einschränkung des Konzepts der Beschreibungsfunktionen ist, dass das Eingangssi-
gnal der Nichtlinearität vorab angenommen werden muss. Für den Fall, dass kein reiner Sinus mehr
angenommen werden kann, ist die Einton-BF nicht mehr anwendbar. Als einfachste Erweiterung der
Eintonannahme kann eine additive Überlagerung zweier Sinusfunktionen der Form

x(t) = x̂1 sin(ω1t+ θ1) + x̂2 sin(ω2t+ θ2) (4.13)

x = x̂ sin(ωt)

Nichtlineares

N(x̂, ω)

System

y1(x̂, ω)

yr(x̂, ω)

y(x̂ sin(ωt), x̂ω cos(ωt))
+

Abb. 4.2.: Modellierung eines nichtlinearen Systems mit dem Konzept der Beschreibungsfunktion [40]
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4. X-Parameter

am Eingang erwartet werden. Für dieses Eingangssignal führen Gelb und Velde [40] als konsequente
Erweiterung die Zweiton-BF ein. Die zweite auftretende Frequenz ω2 neben der anregenden Frequenz ω1

kann eine nicht gefilterte höhere Harmonische ω2 = γω1 mit γ ∈ N\{0, 1} oder eine unabhängige Frequenz
ω2 = γω1 mit γ ∈R+ sein, die z. B. durch Auftreten eines Grenzzyklus entsteht. Für den allgemeineren
letzteren Fall kann das entstehende Ausgangssignal durch die zweidimensionale Fourier-Reihe [86]

y(t) = y(x̂1 sinψ1 + x̂2 sinψ2) =

∞∑
m=0

∞∑
n=0

α[k,l] cos(kψ1 + lψ2) + β[k,l] sin(kψ1 + lψ2) (4.14a)

mit
ψ1 = ωt und ψ2 = γωt+ θ (4.14b)

beschrieben werden. Darin sind

α[k,l] =
1

2π2

π∫
−π

π∫
−π

y(t) cos(kψ1 + lψ2)dψ1dψ2, (4.14c)

β[k,l] =
1

2π2

π∫
−π

π∫
−π

y(t) sin(kψ1 + lψ2)dψ1dψ2 (4.14d)

die reellen Fourier-Koeffizienten der Reihe. Sobald diese für die beiden Fundamentalfrequenzen ω1 bzw.ω2

bekannt sind, können als Quasilinearisierung des nichtlinearen Systems unter Zweitonanregung die beiden
Beschreibungsfunktionen

N1(x̂1, x̂2, ω, γ, θ) =
β[1,0] + jα[1,0]

x̂1
, (4.15a)

N2(x̂1, x̂2, ω, γ, θ) =
β[0,1] + jα[0,1]

x̂2
(4.15b)

berechnet werden. Im Fall einer höheren Harmonischen ω2 = γω1 mit γ ∈ N\{0, 1} vereinfacht sich (4.14)
zu (4.2). Im Fall einer Subharmonischen ω2 = γω1 mit γ ∈Q+ ergeben sich die gleichen Beschreibungs-
funktionen wie für den harmonischen Fall des Kehrwerts ω2 = ω1

γ mit 1
γ ∈ N\{0, 1}, wobei dabei die

Rollen der höheren und niedrigeren Frequenzen vertauscht werden müssen. In diesem Fall kann eine Un-
tersuchung mit Hilfe der Beschreibungsfunktion N2(x̂1, x̂2, ω, γ, θ) durchgeführt werden, unter welchen
Bedingungen Subharmonische auftreten [40, Beispiel 5.1-1].

4.1.3. Berücksichtigung höherer Harmonischer

Die Einton-BF ersetzt das ursprüngliche nichtlineare System in Abb. 4.1 durch ein quasilineares System,
das den ersten Fourier-Koeffizienten in Abhängigkeit der Amplitude x̂ und der Frequenz ω abbildet.
Damit dieser Ansatz Gültigkeit hat, muss das Eingangssignal als rein sinusförmig angenommen werden
(vgl. Abschnitt 4.1.1). Als Erweiterung dieses Ansatzes ersetzen die Zweiton-BF aus dem letzten Ab-
schnitt das nichtlineare System durch ein quasilineares Pendant, das die beiden Fourier-Koeffizienten
der Fundamentaltöne in Abhängigkeit der Eingangsamplituden x̂i, i ∈ {1, 2}, der ersten Fundamentalfre-
quenz ω, dem Verhältnis der beiden Fundamentaltöne γ und der Phasenverschiebung θ beschreibt. Sowohl
die Einton- als auch die Zweiton-BF vernachlässigen daher höhere Harmonische der Grundfrequenz(en)
und die Zweiton-BF im Fall nichtproportionaler Erregerfrequenzen, d. h. γ ∈R+ in (4.14b), die zusätzlich
auftretenden Intermodulationsprodukte.
Einen anderen Ansatz verfolgen Nuij, Bosgra und Steinbuch [87] in ihrem Konzept des harmonics

generator, um Beschreibungsfunktionen für höhere Harmonische messtechnisch zu bestimmen. In dem
Ansatz werden ebenfalls nur reine Sinussignale x(t) = x̂ sin(ωt + φ0) zugelassen und um virtuelle Har-
monische mit der gleichen Amplitude x̂ und proportionaler Nullphase kφ0 erweitert. Dabei wird die
Beschreibungsfunktion zum k-ten Fourier-Koeffizienten des Ausgangssignals berechnet über

Nk(x̂, ω) =
1

x̂
(βk + jαk). (4.16)
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4.1. Beschreibungsfunktionen sinusförmiger Anregung

Diese Funktion beschreibt daher die k-te harmonische Verzerrung im Ausgangsspektrum des zeitinvarian-
ten, nichtlinearen Systems in Abhängigkeit der Amplitude x̂ und Frequenz ω des anregenden Sinussignals.
Obwohl sich mit diesem Ansatz höhere Harmonische des Ausgangssignals y(t) beschreiben lassen, bleibt
der Eingang wie bei der Einton-BF auf reine Sinussignale beschränkt. Für eine Rückkopplung des Aus-
gangssignals auf den Eingang muss daher ebenso wie für (4.4) eine Filterung der höheren Harmonischen
stattfinden.
Eine Berücksichtigung der höheren Harmonischen sowohl im Eingangs- als auch im Ausgangssignal

findet sich im Ansatz der Beschreibungsfunktionsmatrix von Mees [79]. In diesem Ansatz wird die Idee
der Einton-BF auf eine bestimmte endlich Anzahl an Harmonischen verallgemeinert. Betrachtet wird das
allgemeine nichtlineare System aus Abb. 4.1 mit dem erweiterten periodischen Eingangssignal

x(t) =
1

2

∞∑
l=−∞

Xle
jlωt (4.17a)

und dem - unter Vernachlässigung von Subharmonischen - ebenfalls als periodisch angenommenen Aus-
gangssignal

y(t) =
1

2

∞∑
k=−∞

Yke jkωt. (4.17b)

Darin sind Xl = X∗−l die komplexen Fourier-Koeffizienten des reellen Eingangsignals bei der l-ten Har-
monischen und Yk = Y ∗−k die des reellen Ausgangssignals bei der k-ten Harmonischen. Diese lassen sich
jeweils in vektorieller Schreibweise für ein einseitigen Spektrum zusammenfassen zu

x = (X0, X1, X2, . . . )
ᵀ und y = (Y0, Y1, Y2, . . . )

ᵀ mit x,y ∈ C∞. (4.18)

Die unendliche Matrix N verknüpft diese beiden unendlichen Vektoren in der Form

Nx = y (4.19)

und wird daher als BF-Matrix bezeichnet. Die Elemente der Matrix werden über die sukzessive Vorschrift

Nkl =
Yk(xl)− Yk(xl−1)

Xl
(4.20)

berechnet. Darin ist Yk(xl) der Fourier-Koeffizient der k-ten Harmonischen im Ausgangssignal y(t), das
durch ein auf l Harmonische beschränkte Eingangssignal mit xl = (X0, X1, . . . , Xl)

ᵀ ∈ Cl+1 hervorgeru-
fen wird. Wenn eine Harmonische im Spektrum nicht vorhanden ist, wird

Nkl = 0 für Xl = 0 (4.21)

festgelegt, da ebenfalls Yk(xl) − Yk(xl−1) = 0 gilt. Für eine praktische Anwendung muss die maximale
Länge der Fourier-Reihe L festgelegt werden, damit die Approximation von (4.19) der Länge L

NLxL = yL(xL) (4.22)

bestimmt werden kann. Darin ist NL = {Nkl|k, l ≤ L} nur eine Funktion der Fourier-Koeffizienten der
ersten L Harmonischen xL = (X0, X1, . . . , XL). Wäre Nkl 6= 0 für Xl = 0 (vgl. (4.21)), so wäre (4.22)
nicht wahr für alle L [79]. Sobald die Anzahl der berücksichtigten Harmonischen um J verlängert werden
soll, bleibt die für L bestimmte Matrix NL als linke obere Untermatrix der neuen BF-Matrix

NL+J =

(
NL WLJ

VJL UJ

)
(4.23)

erhalten. Mit Hilfe einer derartigen Approximation ist es ab einer gewissen Länge L möglich, vorherzu-
sagen, ob ein System schwingungsfähig ist [79].
Unabhängig von Mees [79] BF-Matrixansatz verallgemeinerten Peyton Jones und Billings [101] den

Zweiton-BF-Ansatz aus Abschnitt 4.1.2 für eine allgemeine Mehrtonanregung x(t) = 1
2

∑L
l=−LXle

jωlt

mit Xl = X∗−l und insbesondere den - auch in dieser Arbeit - wichtigen Fall der polyharmonischen
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4. X-Parameter

Anregung ωl = l · ω0 ∀ l ∈ N

x(t) =
1

2

L∑
l=−L

Xle
jlω0t mit Xl = X∗−l. (4.24)

Anders als bisher werden die Beschreibungsfunktionen in [101] nicht aus den Fourier-Koeffizienten be-
rechnet, sondern über eine endliche Volterra-Reihe (vgl. Abschnitt 3.1) angenähert. Auf diese Weise wird
der Vorteil der Volterra-Reihe genutzt, relativ einfach mehr als ein oder zwei spektrale Komponenten zu
berücksichtigen. Allerdings erbt die über die Volterra-Reihe gefundene BF auch deren Beschränkung auf
schwach nichtlineare Systeme. Dies erkannte auch Verspecht im Anhang [142] seiner Dissertation [141].
Darin und weiterführend in [149] wird ebenfalls unabhängig von Mees [79] BF-Matrix eine allgemeine
Interpretation der BF für höhere Harmonische eingeführt. Bei einer polyharmonischen L-Tonanregung
(4.24) soll der k-te Fourier-Koeffizient des Ausgangssignals Yk als allgemeine komplexe Funktion Fk al-
ler komplexen Fourier-Koeffizienten des Eingangssignals xL aufgefasst werden, d. h. es gilt unter der
Annahme eines reinen Wechselsignals mit X0 = 0

Yk = Fk(X1, . . . , XL). (4.25a)

Dabei wird chaotisches Verhalten genauso wie das Auftreten von Subharmonischen vernachlässigt. Durch
die Annahme eines zeitinvarianten Systems kann ein Fourier-Koeffizient als Phasenreferenz herangezogen
werden. Dadurch kann mit Xl = |Xl|Pl und Pl = e jφl

Yk = P k1 · Fk(|X1|, . . . , |XL|, P2, . . . PL). (4.25b)

erhalten und somit die Abhängigkeit von Fk um eine Variable reduziert werden. Im Vergleich zur (un-)
endlichen BF-Matrix in (4.19) bzw. (4.22) ergibt sich Fk als Multiplikation der k-ten Zeile mit dem
Eingangsvektor x bzw.xL

Fk ≈ Nk1X1 +Nk2X2 + · · ·+NkLXL. (4.26)

Da die allgemeinen Beschreibungsfunktionen Fk nicht ohne weiteres bestimmbar sind, werden in [142,
149] verschiedene Modellansätze zur Approximation von Fk gewählt. Dabei handelt es sich um ein all-
gemeines Polynom - nur in [142] -, ein VIOMAP-Polynom (vgl. [135, 136]) und eine rationale Funkti-
on, die für jeweils unterschiedliche Komplexitäten verglichen wurden. Wie der Titel „Black box model-
ling of hard nonlinear behavior in the frequency domain“ von [149] zeigt, soll dieser Ansatz als Black-
box -Verhaltensmodell eingesetzt werden, das in [149] im Sinne der Zweitorbetrachtung auf ein nichtlinea-
res Zweitor (vgl. Abb. 3.4) erweitert wird. Aus denselben Gründen wie im linearen Fall der S-Parameter
- u. a. gute Messbarkeit bei hohen Frequenzen - werden dabei die Streuvariablen eingesetzt. Diese werden
im nichtlinearen N -Tor (vgl. Abschnitt A.1) durch die BF

Bmk = Fmk(A11, A12, . . . , A21, A22, . . . ) (4.27)

verknüpft. Mit Hilfe einer spektralen Linearisierung von Fmk werden „vernünftige Großsignal-S-Para-
meter“ definiert [140]. Aufbauend auf den Arbeiten [137, 143, 145] wird diese über die Jahre gereifte
Konzept unter dem Namen polyharmonische Verzerrung - englisch: polyharmonic distortion (PHD) - von
Verspecht und Root [139] zusammengefasst. Aus diesem Ansatz, der im folgenden Abschnitt weiterfüh-
rend betrachtet wird, wurde Jahre später der Begriff X-Parameter geboren [116].

4.2. PHD-Ansatz

In diesem Abschnitt wird mit dem Ansatz polyharmonische Verzerrung - englisch: polyharmonic distortion
(PHD) - [139] das wesentliche Konzept hinter den X-Parametern vorgestellt. Der PHD-Ansatz wiederum
nimmt die Beschreibungsfunktionen höherer Ordnung aus (4.27) als mathematische Grundlage. Wie
die Streuvariablen am Tor m für ein nichtlineares N -Tor in Abb. 4.3 aus den Torströmen im(t) und
-spannungen um(t) bei polyharmonischer Anregung ohne Gleichanteil (Usn0

= 0) am Tor n

usn(t) =
1

2

Ln∑
l=−Ln

Usnle
jlω0t mit n ∈ {1, 2, . . . , N} und Usnl = U∗sn(−l)
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i1

i1

u1

a1

b1

Zs1

us1

...
iN

iN

uN
aN

bN

ZsN

usN

nichtlineares

N -Tor

Abb. 4.3.: Nichtlineares N -Tor in Betriebsschaltung

(vgl. (4.24) bzw. (A.2)) errechnet werden, zeigt Anhang A.1. Der PHD-Ansatz nutzt die in (4.25) ange-
deutete Phasennormierung zur Reduzierung der unabhängigen Variablen in Fmk. Unter Annahme eines
vorherrschenden Großsignals kann die ordnungsreduzierte Beschreibungsfunktion Fmk im sog.Großsignal-
arbeitspunkt - englisch: large signal operating point (LSOP) - spektral linearisiert werden.

4.2.1. Phasennormierung der mehrdimensionalen Beschreibungsfunktion

Der Ausgangspunkt der Betrachtungen im nachfolgenden Abschnitt sind die allgemeinen spektralen Abbil-
dungsfunktionen Fmk aus (4.27). Diese sind wie die S-Parameter des linearisierten nichtlinearen Systems
abhängig vom DCOP [116] und der Fundamentalfrequenz ω0 [114]. Die Funktionen Fmk beschreiben für
jeden DCOP den Zusammenhang

Bmk = Fmk (DCOP, ω0, A11, A12, . . . , A21, A22, . . . , Anl, · · · ) , m, n ∈ {1, . . . , N} (4.28)

zwischen dem komplexen Fourier-Koeffizienten Bmk der harmonischen Frequenz k ·ω0 der rücklaufenden
Streuvariablen am Tor m aus (A.7b) und aller auftretenden komplexen Fourier-Koeffizienten Anl 6= 0. Im
Allgemeinen gelten unter Beachtung von (A.4) bei reellen Signalen für die Frequenzindizes |k|, |l| ∈ [1,∞).
Im Fall von angepassten Quellenimpedanzen gilt aufgrund von (A.8) am Tor n für den Frequenzindex
l ∈ [1, Ln]. Im Fall von zeitinvarianten Systemen können die nichtlinearen Beschreibungsfunktionen Fmk
aus (4.28) sinnvoll normiert werden, was allgemein in (4.25) angedeutet wurde und nachfolgend für die
spezielle Form (4.28) gezeigt wird.

Die Abhängigkeit der Funktionen Fmk vom DCOP und der Fundamentalfrequenz ω0, die das Frequenz-
gitter (vgl. (A.7)) festlegt, wird dabei zugunsten der Lesbarkeit nicht wiederholt. Allgemein bedeutet die
Eigenschaft Zeitinvarianz, dass ein um T zeitverzögertes Eingangssignal x(t− T ) zu einem ebenso zeitver-
zögertem Ausgangssignal y(t− T ) führt. Für die durch Fmk verknüpften Fourier-Koeffizienten aus (A.7)
bedeutet die Zeitverzögerung um T im Frequenzbereich eine Phasendrehung von e−jlω0T (vgl. z.B. [125])
gemäß

Anle
−jlω0T =

1

T0

T0∫
0

an(t)e jlω0(t−T )dt =
1

T0

T0∫
0

an(t− T )e jlω0tdt, (4.29a)

Bmke−jkω0T =
1

T0

T0∫
0

bm(t)e jlω0(t−T )dt =
1

T0

T0∫
0

bm(t− T )e jlω0tdt. (4.29b)

Durch die Zeitverzögerung T gilt daher für die Abbildung aus (4.28)

Bmke−jkω0T = Fmk
(
A11e−jω0T , . . . , Anle

−jlω0T , · · · , A∗11e+jω0T . . .
)
, (4.30)
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4. X-Parameter

worin die Zeitverzögerung T beliebig sein kann. Sofern der Zusammenhang

φA11 = arg{A11} = ω0T (4.31a)

gilt, ergibt sich mit
A11e−jφA11 = |A11| (4.31b)

und mit
P = e jφA11 (4.31c)

aus (4.30) die Abhängigkeit

Bmk = P k · Fmk
(
|A11| , A12P

−2, . . . , AnlP
−l, . . .

)
. (4.32)

Auf diese Weise sind die Beschreibungsfunktionen Fmk von einem Parameter weniger abhängig, allerdings
ist dies, wie eingangs erwähnt, nur für zeitinvariante Systeme der Fall.

4.2.2. Linearisierung der mehrdimensionalen Beschreibungsfunktion

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, wie die spektrale BF aus (4.32) linearisiert werden kann. Damit
eine komplexe Funktion differenzierbar ist, muss sie analytisch in ihren Variablen sein [36, 53]. Die BF Fmk
aus (4.32) ist dies i. A. jedoch nicht [139]. Daher müssen Real- und Imaginärteil von Anl als unabhängige
Variablen betrachtet werden. Durch die Phasennormierung in (4.32) ist Fmk bereits nur abhängig von
|A11| ∈R+. Alle anderen Anl werden aufgeteilt, sodass sich [143]

Bmk = P k · Fmk
(
|A11| ,Re

(
A12P

−2
)
, Im

(
A12P

−2
)
, . . . ,Re

(
AnlP

−l) , Im (AnlP−l) , . . . ) (4.33a)

bzw. mit der Äquivalenz

Re
(
AnlP

−l) =
AnlP

−l +A∗nlP
l

2
(4.33b)

Im
(
AnlP

−l) =
AnlP

−l −A∗nlP l

2j
(4.33c)

die Form [139]
Bmk = P k · Fmk

(
|A11| , A12P

−2, A∗12P
2 . . . , AnlP

−l, A∗nlP
l, . . .

)
(4.33d)

ergibt. Durch diese Aufteilung sind Fmk analytische Funktionen in all ihren Argumenten [117].
Im PHD-Modellansatz von Verspecht und Root [139] wird weiterhin angenommen, dass nur ein Groß-

signal auftritt und alle anderen Eingangssignale am nichtlinearen N -Tor aus Abb. 4.3 klein gegenüber
diesem Großignal sind. Als das Großsignal wird meist die Fundamentale am ersten Tor definiert, d. h. es
gilt für die Fourier-Koeffizienten aus (A.7a)

|A11| � |Anl| ∀ (n, l) 6= (1, 1). (4.34)

Der Systemzustand, den das Großsignal in Verbindung mit dem DCOP hervorruft, wird als Großsignal-
arbeitspunkt - englisch: large signal operating point (LSOP) - bezeichnet. Darin sind die nichtlinearen
Effekte harmonische Verzerrung und Kompression sowie die Verschiebung des DCOP, auch DC-shift
genannt [107], infolge der Großsignalanregung berücksichtigt. Jeder Spektralanteil im LSOP wird folglich
über die Beschreibungsfunktion (4.32) ohne Kleinsignale Anl = 0 ∀ (n, l) 6= (1, 1)

BmkLSOP = P k · Fmk (|A11| , 0, . . . , 0) . (4.35)

beschrieben. Durch das Hinzufügen der weiteren Signale Anl ∀ (n, l) 6= (1, 1) unter der Annahme in
(4.34) können die Einflüsse dieser Kleinsignale unabhängig voneinander dem LSOP spektral überlagert
werden. Mathematisch gesehen, werden die spektralen BF (4.32) im LSOP mit einer mehrdimensionalen
Taylor-Reihe, die nach der ersten Ordnung abgebrochenen wird, entwickelt. Da hierfür die komplexen
Funktionen Fmk partiell abgeleitet werden, müssen sie analytisch [36, 53] in Bezug auf alle Kleinsignale
Anl sein, was durch die separate Betrachtung der komplex Konjugierten A∗nl in (4.33) gewährleistet
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4.2. PHD-Ansatz

wurde. Die Phasennormierung in (4.32) erfordert, dass der Phasor P−l mit berücksichtigt wird. Dadurch
ergibt sich mit (4.35) und

FmkLSOP
:= Fmk

(
|A11| , . . . , AnlP−l, · · · , A∗nlP+l, . . .

)∣∣
(|A11|,0,...,0)

(4.36)

die lineare Approximation von (4.32) zu [117, 150]

Bmk ≈ BmkLSOP
+

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l) 6=(1,1)

(
∂FmkLSOP

∂AnlP−l
AnlP

k−l +
∂FmkLSOP

∂A∗nlP
+l
A∗nlP

k+l

)
. (4.37)

Die partiellen Ableitungen werden durch die X-Parameter

X
(S)
mk,nl(|A11|) =

∂FmkLSOP

∂AnlP−l
, (4.38a)

X
(T)
mk,nl(|A11|) =

∂FmkLSOP

∂A∗nlP
+l

(4.38b)

und der Großsignaleinfluss durch den X-Parameter

X
(F)
mk (|A11|) = Fmk (|A11| , 0, . . . , 0) (4.38c)

ersetzt, sodass sich aus (4.37) die neue Schreibweise

Bmk ≈ X(F)
mk (|A11|)P k +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

(
X

(S)
mk,nl(|A11|)AnlP k−l +X

(T)
mk,nl(|A11|)A∗nlP k+l

)
(4.39)

ergibt. Die eingeführten X-Parameter der Fundamentalfrequenzen (k, l = 1) gehen für eine Kleinsignal-
betrachtung in die linearen S-Parameter aus (2.15) über bzw. verschwinden [116, 117]

lim
|A11|→0

X
(F)
m1 (|A11|)
|A11|

= Sm1, (4.40a)

lim
|A11|→0

X
(S)
m1,n1(|A11|) = Smn ∀ n > 1, (4.40b)

lim
|A11|→0

X
(T)
m1,n1(|A11|) = 0. (4.40c)

Die einzelnen spektralen Einflüsse im PHD-Ansatz sind für das BeispielBmk = P k·Fmk(|A11| , A12, A13)

Bmk ≈ X
(F)
mkP

k︸ ︷︷ ︸
BmkLSOP

+X
(S)
mk,12A12P

k−2 +X
(T)
mk,12A

∗
12P

k+2︸ ︷︷ ︸
Bmk12

+X
(S)
mk,13A13P

k−3 +X
(T)
mk,13A

∗
13P

k+3︸ ︷︷ ︸
Bmk13

(4.41)

in Abbildung 4.4 dargestellt. Darin sind die einzelnen Eingangssignalanteile am Tor 1 in der üblichen
spektralen Aufteilung nach Betrag und Phase gezeigt. Ein resultierendes Bmk ist als prinzipielle Zeiger-
addition der einzelnen Anteile von (4.41) in der komplexen Ebene veranschaulicht. Der LSOP-Anteil
BmkLSOP ist dabei in grün und die Einflüsse der Kleinsignale A12 bzw.A13 sind in blau (Bmk12) bzw. rot
(Bmk13) dargestellt. Die Anteile der Kleinsignale Bmknl sind dabei jeweils in den Einfluss von Anl und
A∗nl unterteilt.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass theoretisch eine Beschreibung der DC-Komponenten Bm0 über
die X-Parameter X(F)

m0 , X
(S)
m0,nl und X

(T)
m0,nl möglich ist, um so den DC-shift [107] zu berücksichtigen.

Aufgrund der Linearität der Heaviside-Transformation (A.1) bzw. (A.7) können daraus die Gleichströme
und -spannungen am Tor m berechnet werden. Bei niedrigen Frequenzen lassen sich diese allerdings auch
ohne den Einsatz der Streuvariablen messen. Daher werden in [117, Abschnitt 3.2.2] X-Parameter zur
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|A1(ω)|

φA1
(ω)

Re (Bmk)

Im (Bmk)

1 2 3 ω
ω0
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BmkLSOP

X
(S)
mk,12A12P

k−2

X
(T)
mk,12A

∗
12P

k+2

Bmk12

X
(S)
mk,13A13P

k−3
X

(T)

mk
,13
A
∗
13
P
k+3

Bmk13

Bmk

Abb. 4.4.: Harmonische Überlagerung im PHD-Ansatz [139]

Beschreibung der Torströme X(FI)
m , X

(Y)
mk,nl und -spannungen X

(FU)
m , X

(Z)
mk,nl eingeführt. Diese sind nur

nötig, wenn die Tore eine Gleichstrom- und/oder -spannungsversorgung erhalten. In dieser Arbeit wird
zugunsten der Einfachheit auf diese DC-Betrachtung verzichtet, da sowohl DC-freie Quellenspannungen
(A.2), (A.4) als auch gleichstromentkoppelte Toreingänge angenommen werden.
Die einzelnen X-Parameter aus (4.38) sind neben dem explizit gezeigten |A11| noch vom DCOP und

der Fundamentalen ω0 abhängig (vgl. (4.28)). Daher müssen sie nur in Abhängigkeit dieser Parameter
bestimmt werden. Nach welchen Prinzipien dies in der Praxis erfolgen kann, zeigt der nächste Abschnitt.

4.3. Bestimmung der X-Parameter

In Abschnitt 1.1 der Einleitung dieser Arbeit wurde bereits darauf eingegangen, dass frühe Ansätze einer
Erweiterung der S-Parameter für nichtlineare Zwei- oder N -Tore - insbesondere bei der Berücksichtigung
von HD und IM - Probleme mit der messtechnischen Umsetzung hatten. In der linearen Messtechnik
werden die S-Parameter nur über ein Verhältnis der Streuvariablen bestimmt. Erst die Erweiterung der
verfügbaren VNA zu VNNA bzw. LSNA und NVNA sowie deren kommerzielle Verfügbarkeit inkl. der
nötigen Kalibrierungstechnik ermöglichte eine messtechnische Erfassung der absoluten Streuvariablen im
nichtlinearen N -Tor [112, 117, 133, 141].
In diesem Abschnitt werden zwei unterschiedliche Methoden erläutert, mit denen die X-Parameter in

(4.38) aus Messdaten berechnet werden können. Die erste ist die sog.Frequenz-Offset- [114, 117] und die
zweite die Phasen-Offset-Methode [45, 117]. Die Frequenz- und Phasen-Offset-Methode besitzen jeweils
Vor- und Nachteile in realen Messumgebungen. Da sie beide gleich viele Messungen erfordern, finden
beide Anwendung [117]. Dem Verfasser dieser Arbeit stand weder ein geeignetes Messgerät - LSNA oder
NVNA - noch der Simulator Advanced Design System (ADS) [61] von Keysight, in dem die X-Parameter
implementiert sind, zur Verfügung. Stattdessen wurden in dieser Arbeit die theoretischen Prinzipien bei-
der Methoden in Verbindung mit Frequenzbereichssimulationen auf Basis der HB aus Cadence Virtuoso
Design Framework verwendet.

4.3.1. Frequenz-Offset-Methode

Bei der Frequenz-Offset-Methode [114, 117] wird dem Großsignal A11 bei ω0 ein Kleinsignal Anl bei
ωl = l · ω0 + ε überlagert. Durch den möglichst kleinen Frequenz-Offset ε� ω0 werden die resultierenden
spektralen Überlagerungen im Ausgangsspektrum als separate Intermodulationsprodukte

ωmix = κω0 + λωl = κω0 + λ(lω0 + ε) mit κ, λ ∈ Z (4.42)
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|B
m

(ω
)|

ω
ω0 − ε ω0 ω0 + ε 2ω0 − ε 2ω0 2ω0 + ε 3ω0 − ε 3ω0 3ω0 + ε

|Bm1− |

|Bm1LSOP |

|Bm1+ |

|Bm2− |

|Bm2LSOP
|

|Bm2+
|

|Bm3− |

|Bm3LSOP |

|Bm3+ |

Abb. 4.5.: Spektraldarstellung zur Frequenz-Offset-Methode

erhalten, was in Abb. 4.5 dargestellt ist.
In Tab. 4.1 sind für l = 2 beispielhaft zugehörig zu den X-Parametern die Werte von κ gezeigt. Durch

die Kleinsignalannahme (4.34) lassen sich die Seitenbänder über λ = ±1 begrenzen. Aus diesen können
anschließend die zugehörigen X-Parameter der Kleinsignale berechnet werden, genauer gesagt X(S)

mk,nl aus
den oberen Seitenbändern kω0 + ε [114, 117]

X
(S)
mk,nl =

Bmk+
AnlP k−l

(4.43a)

und X(T)
mk,nl aus den unteren Seitenbändern kω0 − ε

X
(T)
mk,nl =

Bmk−
AnlP k+l

. (4.43b)

Darüber hinaus können aus den Harmonischen k ·ω0 die X-Parameter des LSOP X
(F)
mk berechnet werden

X
(F)
mk = BmkLSOPP

−k. (4.43c)

Sofern die Phase des Großsignals φA11
= 0 bzw.P = 1 ist, vereinfachen sich diese Ausdrücke. Durch den

Frequenzoffset ε können zwar die einzelnen Anteile an (4.39) unabhängig ermittelt werden. Allerdings wird
dabei davon ausgegangen, dass die ermittelten X-Parameter X(S)

mk,nl und X
(T)
mk,nl denen des Grenzwerts

ε → 0 entsprechen. In der Messtechnik muss daher ein Kompromiss zwischen einem möglichst kleinen
Offset ε und den damit verbundenen längeren Messzeiten durch größere Einschwingzeiten der verwendeten
Filter [117] und dem zwangsläufigen Fehler bei zu großem ε eingegangen werden. Dieser Kompromiss ist
für jedes nichtlineare System unterschiedlich zu bewerten. In manchen Frequenzbereichsimulatoren, wie
z. B. der HB, können - außer für An1, n 6= 1 - die einzelnen Spektralanteile auch ohne Frequenzoffset,
d. h. ε = 0, ermittelt werden, was in dieser Arbeit ausgenutzt wird.

4.3.2. Phasen-Offset-Methode

Eine zweite Möglichkeit die X-Parameter zu bestimmen besteht in der Phasen-Offset-Methode [45, 117],
die vom Prinzip eine numerische Weiterentwicklung der grafischen Methode von Mazumder und Puije
[77] darstellt. Zunächst wird hier das System nur durch das Großsignal A11 angeregt. Aus den gemessenen
BmkLSOP

lassen sich die Großsignalparameter X(F)
mk = BmkLSOP

P−k berechnen. Anschließend wird je ein
Kleinsignal Anl ohne Frequenz-Offset ε bei ganzzahligen Vielfachen der Fundamentalfrequenz l · ω0 dem
Großsignal A11 überlagert. Durch Subtraktion der Großsignalantwort von der Gesamtantwort kann der
Einfluss des Kleinsignals Anl erhalten werden

Bmknl = Bmk −BmkLSOP
. (4.44a)
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4. X-Parameter

Tab. 4.1.: Spektralanteile von Bm(ω) der Frequenz-Offset-Methode (4.42) und zugehörige X-Parameter

Bm(ωmix) ωmix κ λ X-Parameter X(·)
mk

Bm0+ 0 + ε -2 1 X
(S)
m0,n2

Bm1− ω0 − ε 3 -1 X
(T)
m1,n2

Bm1LSOP
ω0 1 0 X

(F)
m1

Bm1+
ω0 + ε -1 1 X

(S)
m1,n2

Bm2− 2ω0 − ε 4 -1 X
(T)
m2,n2

Bm2LSOP 2ω0 2 0 X
(F)
m2

Bm2+
2ω0 + ε 0 1 X

(S)
m1,n2

Bm3− 3ω0 − ε 5 -1 X
(T)
m3,n2

Bm3LSOP 3ω0 3 0 X
(F)
m3

Bm3+ 3ω0 + ε 1 1 X
(S)
m3,n2

Damit die beiden Kleinsignalparameter X(S)
mk,nl und X

(T)
mk,nl berechnet werden können, müssen mindes-

tens zwei unterschiedliche Werte für das Kleinsignal Anl = |Anl|e jφAnl eingestellt werden. In der Pha-
sen-Offset-Methode wird dies über unterschiedliche Phasen φAnl des Kleinsignals erreicht. Für M > 2
unterschiedliche Phasen ergibt sich ein Optimierungsproblem, das z. B.mit der Methode kleinster Feh-
lerquadrate gelöst werden kann, wodurch der Einfluss von Ausreißern in den Messergebnissen minimiert
wird. Es ergibt sich ein überbestimmtes Gleichungssystem der FormAnl,1P

k−l A∗nl,1P
k+l

...
...

Anl,MP
k−l A∗nl,MP

k+l


X(S)

mk,nl(|A11|)

X
(T)
mk,nl(|A11|)

 =

Bmknl,1
...

Bmknl,M

 , (4.44b)

das sich mit Hilfe eines geeigneten Algorithmus lösen lässt. In dieser Arbeit wird dafür die Methode
der kleinsten Fehlerquadratsumme [6, 30] in MATLAB verwendet (vgl. dazu auch Abschnitt 7.2.5). An-
schließend werden die berechneten X-Parameter in einer MATLAB-Structure für die weitere Verwendung
gespeichert. Die berechneten X-Parameter werden in den kommerziell verfügbaren Lösungen in einem
einheitlichen Format mit der Dateiendung .xnp gespeichert [117], wie es für lineare S-Parameter mit
dem Touchstone-Format .snp [58] üblich ist. Dabei kommt schnell eine riesige Anzahl an X-Parametern
zusammen - je nach Anzahl der eingestellten Parameter, wie zum Beispiel des DCOP, der Fundamen-
talfrequenz ω0 oder der Großsignalamplitude |A11|, der Anzahl der Tore N sowie der Anzahl Ln der
berücksichtigten Frequenzen an jedem Tor aus (A.2).

4.4. Zusammenfassung
In diesem Kapitel wurde ein kurzer Überblick über den mathematischen Hintergrund der X-Parameter
gegeben, die sich in den letzten Jahren als kommerziell verfügbare Erweiterung der S-Parameter für stark
nichtlineare N -Tore etabliert haben. Die X-Parameter basieren auf dem Prinzip der mehrdimensionalen
Beschreibungsfunktion (BF). In der gesamten zugrunde liegenden Literatur [114, 139, 140, 142–150]
wird allerdings nie der Zusammenhang zur aus älterer Literatur bekannten quasilinearen Einton- und
Zweiton-BF (vgl. z. B. [40]) hergestellt. Dies wird daher in Abschnitt 4.1 erstmals getan. Da die mehrdi-
mensionalen BF für mehrere Eingangssignale nicht mehr zu bestimmen sind, wurde mit dem PHD-Ansatz
in Abschnitt 4.2 eine Möglichkeit zur Linearisierung der BF betrachtet. Dabei wird ein Signalanteil als
sehr groß gegenüber den anderen Signalanteilen angenommen, das den sog. LSOP festlegt. Dieser wird
durch die X-Parameter X(F)

mk beschrieben. Alle weiteren auftretenden Signalanteile werden als kleine Stö-
rungen des LSOP betrachtet und durch die X-Parameter X(S)

mk,nl und X
(T)
mk,nl berücksichtigt. Diese können

40



4.4. Zusammenfassung

folglich auch als Empfindlichkeitsfunktionen des N -Tors auf diese kleine Störung interpretiert werden.
Abschließend wurden zwei unterschiedliche Methoden zur Bestimmung der X-Parameter aus Mess- bzw.
Simulationsdaten gezeigt. Die so gewonnenen X-Parameter können als Verhaltensmodell gespeichert wer-
den und in System-Level-Simulationen zur Beschleunigung des Entwicklungsprozess eingesetzt werden.
Außerdem gibt es erste Ansätze einer Verwendung als analytisches Entwurfswerkzeug [33, 92–98].
Im nachfolgenden Kapitel soll die wesentliche Aussage der X-Parametererfinder ausführlicher betrach-

tet werden als das in der zugehörigen Arbeit mit dem Titel Describing Functions Can Better Model Hard
Nonlinearities in the Frequency Domain than the Volterra Theory [142] geschehen ist. Dabei wird ein
direkter Vergleich der X-Parameter dieses Kapitels mit den Volterra-reihenbasierten S-Parametern [157]
aus Kapitel 3 durchgeführt. Letztere hatten in der Betrachtung von Verspecht [142] keine Beachtung
gefunden. Aus den gewonnenen Erkenntnissen dieses Vergleichs sollen darauffolgend Möglichkeiten zur
Erweiterung der X-Parameter untersucht werden, wodurch entweder die Modellgenauigkeit erhöht oder
die gesamte Modellkomplexität verringert werden kann.
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5. X-Parameter und Volterra-reihenbasierte
S-Parameter im Vergleich

In Kapitel 3 wurden die Volterra-reihenbasierten S-Parameter als Erweiterung der linearen S-Parameter
und in Kapitel 4 die X-Parameter, die auf der mehrdimensionalen Beschreibungsfunktion (BF) fundieren,
eingeführt. Dieses Kapitel soll als Fortsetzung von [160] genauer untersuchen, welche Gemeinsamkeiten
und Unterschiede die beiden Ansätze besitzen. Dazu werden zunächst die mathematischen Zusammenhän-
ge der beiden Ansätze betrachtet und anschließend anhand eines Beispiels diskutiert. Bereits im Anhang
[142] seiner Dissertation stellt Verspecht [141] fest, dass die BF starke nichtlineare Systeme im Frequenz-
bereich besser charakterisieren könnten als die Volterra-Reihe. Allerdings nutzt er in dem rudimentären
Vergleich nur den bestehenden VIOMAP-Ansatz seiner Kollegen Verbeyst und Vanden Bossche [135,
136]. Wie der Name Volterra input-output map (VIOMAP) vermuten lässt, handelt es sich dabei um ein
Black-Box -Modell, das der Volterra-Reihe ähnlich ist. Allerdings erlaubt erst die Betrachtung der Vol-
terra-Reihe, wie sie in diesem Kapitel durchgeführt wird, ein besseres mathematisches Verständnis der
Zusammenhänge. Im Anhang B von [117] wird ein ähnlicher Vergleich durchgeführt. Jedoch wird auch
hier weder der Ansatz von Weiner und Naditch [157] (vgl. Kapitel 3) berücksichtigt noch wird die gängige
Notation der Volterra-Reihe verwendet. Stattdessen wird ein Ansatz von Peyton Jones und Billings [101]
zitiert, der die ursprüngliche BF [40] als Quasilinearisierung mit der Volterra-Reihe in Verbindung bringt,
was ebenfalls bereits von Chua und Ng [27] beispielhaft gezeigt wurde. Am Ende dieses Kapitels werden
die gewonnenen Ergebnisse resümiert und die Möglichkeiten zur Erweiterung der X-Parameter in den
nachfolgenden Kapiteln genannt.

5.1. Mathematische Zusammenhänge beider Ansätze

Die X-Parameter basieren auf der Linearisierung der spektralen BF höherer Ordnung für nichtlineare, zei-
tinvariante N -Tore nach dem PHD-Modellansatz [139]. Wie sich in Abschnitt 4.2 inkl. Anhang A.1 zeigte,
werden in diesem Ansatz alle Ströme und Spannungen als periodisch angenommen, sodass sie durch ihre
komplexe Fourier-Reihe bzw. -Koeffizienten repräsentiert werden können [145]. Folglich werden Eingangs-
signale nur an ganzzahligen Vielfachen einer Fundamentalfrequenz ω0 berücksichtigt. Weiterhin wird das
fundamentale Eingangssignal am ersten Tor A11 als einziges Großsignal angesehen. Der Systemzustand
infolge der Großsignalanregung A11 wird als Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal operating
point (LSOP) - bezeichnet, der sowohl die Fundamentalantwort als auch die harmonische Verzerrung
berücksichtigt. Zusätzliche Eingangssignale Anl am Tor n und der l-ten Harmonischen, d. h. l ·ω0, werden
als klein gegenüber A11 betrachtet. Dadurch kann deren Einfluss auf den LSOP als lineare Überlagerung
angesehen werden. Mathematisch handelt es sich beim PHD-Ansatz um eine Taylor-Reihenentwicklung
der mehrdimensionalen spektralen BF (4.28), wodurch sich der Name polyharmonische Verzerrung ab-
leitet. Als Näherung für die resultierenden Streuvariablen Bmk am Tor m und der k-ten Harmonischen
k · ω0 werden über die Modellgleichung (4.38)

Bmk ≈ X(F)
mk (|A11|)P k +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

(
X

(S)
mk,nl(|A11|)AnlP k−l +X

(T)
mk,nl(|A11|)A∗nlP k+l

)

beschrieben, worin die X-Parameter X(F)
mk , X

(S)
mk,nl, X

(T)
mk,nl über A11 vom LSOP abhängen. Infolge einer

Phasennormierung P = e jφA11 (4.31) beschränkt sich die Abhängigkeit in (4.38) auf den Betrag |A11|.
Als zweiter Ansatz, nichtlineare Zweitore mit Hilfe von Streuvariablen bzw. -parametern zu beschreiben,

wurden in Kapitel 3 der Volterra-reihenbasierte Ansatz von Weiner und Naditch [157] aus dem Jahr 1976
betrachtet. Insbesondere in Abschnitt 3.2 wurde gezeigt wie diese nichtlinearen S-Parameter für den in
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5. X-Parameter und Volterra-reihenbasierte S-Parameter im Vergleich

dieser Arbeit wichtigen Fall der polyharmonischen Anregung in (3.14) bzw. (3.22) genutzt werden können,
um die reflektierten Streuvariablen am Tor m bei der k-ten Harmonischen Bmk zu berechnen. Aus dem
allgemeineren Fall in (3.13) wird für den angepassten Fall und identische charakteristische Impedanzen
an allen Toren, d. h. Zs = Z0 und ZL = Z0,

Sm1,d(l1ω0, . . . , ldω0) =

{
2H1s,1(l1ω0)− 1 m = 1 ∧ d = 1

2dZ0

d−1
2 Hms,d(l1ω0, . . . , ldω0) sonst,

(5.1a)

Sm;1d(l1ω0, ... , ldω0) =
1

2d

(
d

q

)
Sm1,d(l1ω0, ... , ldω0) (5.1b)

und

Bm,d(l1ω0 + ...+ ldω0) = Sm;1d(l1ω0, ... , ldω0)

d∏
p=1

A1lp . (5.1c)

Durch Summation aller Anteile bis zur maximalen Ordnung D an der Frequenz kω0, die die Bedingung
l1ω0 + · · ·+ ldω0 = kω0 aus (3.23c) erfüllen, ergibt sich als Volterra-Reihennäherung

Bmk ≈
D∑
d=1

∑
l1+···+ld=k

Sm;1d (l1ω0, . . . , ldω0)

d∏
p=1

A1lp . (5.1d)

Nachfolgend wird betrachtet, wie die Modellgleichungen zusammenhängen bzw.welche Unterschiede be-
stehen. Dazu wird zunächst anhand der Eintonanregung über das Großsignal A11 ein Vergleich der
Großsignal-X-Parameter X(F)

mk zu den Volterra-reihenbasierten S-Parametern durchgeführt, der anschlie-
ßend für eine Zweitonanregung auf die weiteren X-Parameter X(F)

mk,nl und X
(T)
mk,nl erweitert wird. Anhand

eines Beispiels werden Vor- und Nachteile der beiden Ansätze herausgearbeitet.

5.1.1. Eintonanregung

In diesem Abschnitt werden die X-Parameter (4.38) basierend auf dem PHD-Ansatz [139] mit den Vol-
terra-reihenbasierten S-Parametern in (5.1) anhand einer Eintonanregung am Eingangstor von Abb. 3.4

us(t) = ûs1 cos (ω0t+ φus1
) , (5.2)

verglichen. Das X-Parametermodell aus (4.38) besteht in diesem Fall lediglich aus dem Großsignal-X-Pa-
rameter X(F)

mk (4.38c) und dem Phasor P = e jφA11 = e jφs1 (4.31)

Bmk = X
(F)
mk (|A11|)P k. (5.3)

Zur Berechnung der Streuvariable Bmk gemäß der Volterra-reihenbasierten S-Parameter (5.1) werden
alle Anteile Bmk,d an kω0 aufsummiert. In Tab. 5.1 sind beispielhaft bis einschließlich der Ordnung d = 4
verschiedene Anteile Bmk,d einzeln mit der Notation aus (3.26a) gezeigt (vgl. z. B. [9]). Für die ersten
k Harmonischen ergeben sich unter expliziter Berücksichtigung der ersten beiden Summanden mit der
vereinfachten Notation aus (3.26b) und (3.10)

Bm1 ≈ Sm;11 (ω0)A11 + Sm;13 (−ω0, 2{ω0})A2
11A

∗
11 +O(5), (5.4a)

Bm2 ≈ Sm;12 (2{ω0})A2
11 + Sm;14 (−ω0, 3{ω0})A3

11A
∗
11 +O(6), (5.4b)

Bm3 ≈ Sm;13(3{ω0})A3
11 + Sm;15 (−ω0, 4{ω0})A4

11A
∗
11 +O(7), (5.4c)

...

Bmk ≈ Sm;1k(k{ω0})Ak11 + Sm;1(k+2)(−ω0, (k + 1){ω0})Ak+1
11 A∗11 +O(k + 4). (5.4d)

Aus der Definition des Phasors P in (4.31) ist A11 = |A11|·P und A∗11 = |A11|·P−1 sowie Ak11 = |A11|k · P k
und Ak+1

11 A∗11 = |A11|k+2 · P k, woraus mit einem Koeffizientenvergleich von (5.3) und (5.4) die Zusam-
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Tab. 5.1.: Summanden der Streuvariablen Bmk,d aus (5.1) bis zur 4. Ordnung für eine Eintonanregung
q = (q−1, q1) Kreisfrequenz Streuvariable Bmk,d

d = 1

(1, 0) −ω0 Sm;11(−ω0)A∗11

(0, 1) ω0 Sm;11(ω0)A11

d = 2

(2, 0) −2ω0 Sm;12(−ω0,−ω0) (A∗11)
2

(1, 1) 0 Sm;12(−ω0, ω0)A∗11A11

(0, 2) 2ω0 Sm;12(ω0, ω0)A2
11

d = 3

(3, 0) −3ω0 Sm;13(−ω0,−ω0,−ω0) (A∗11)
3

(2, 1) −ω0 Sm;13(−ω0,−ω0, ω0) (A∗11)
2
A11

(1, 2) ω0 Sm;13(−ω0, ω0, ω0)A2
11A

∗
11

(0, 3) 3ω0 Sm;13(ω0, ω0, ω0)A3
11

d = 4

(4, 0) −4ω0 Sm;14(−ω0,−ω0,−ω0,−ω0) (A∗11)
4

(3, 1) −2ω0 Sm;14(−ω0,−ω0,−ω0, ω0) (A∗11)
3
A11

(2, 2) 0 Sm;14(−ω0,−ω0, ω0, ω0) (A∗11)
2
A2

11

(1, 3) 2ω0 Sm;14(−ω0, ω0, ω0, ω0)A∗11A
3
11

(0, 4) 4ω0 Sm;14(ω0, ω0, ω0, ω0)A4
11

menhänge

X
(F)
m1 (|A11|) = Sm;11 (ω0) |A11|+ Sm;13 (−ω0, 2{ω0}) |A11|3 +O(5), (5.5a)

X
(F)
m2 (|A11|) = Sm;12 (2{ω0}) |A11|2 + Sm;14 (−ω0, 3{ω0}) |A11|4 +O(6), (5.5b)

X
(F)
m3 (|A11|) = Sm;13 (3{ω0}) |A11|3 + Sm;15 (−ω0, 4{ω0}) |A11|5 +O(7), (5.5c)

...

X
(F)
mk (|A11|) = Sm;1k(k{ω0})|A11|k + Sm;1(k+2)(−ω0, (k + 1){ω0})|A11|k+2 +O(k + 4) (5.5d)

folgen. Daraus ist ersichtlich, dass sich die Großsignal-X-ParameterX(F)
mk für schwach nichtlineare Systeme

als Polynom in |A11| mit den Volterra-reihenbasierten S-Parametern Sm;1d (·) als Koeffizienten darstel-
len lassen. Dabei ist die niedrigste Potenz immer dem Frequenzindex k entsprechend. Davon ausgehend
werden die Potenzen mit der Schrittweite 2 vergrößert, sodass abhängig von k nur gerade oder ungerade
Polynome vorliegen. Je höher die maximale Ordnung D der Volterra-Reihe ist desto stärker nichtlinear
kann das System sein. Eine Erhöhung von D zieht allerdings einen enormen Rechenaufwand nach sich.
Da die X-Parameter immer für eine festgelegte Fundamentalfrequenz und verschiedene Werte |A11| be-
stimmt werden, wird meistens wie in (5.5) nur die Abhängigkeit von |A11| angedeutet. Folglich ist jeder
X-Parameter gemäß (4.28) eine Funktion des DCOP, der Frequenz ω0 und des Großsignals |A11|. Die
Volterra-reihenbasierten S-Parameter sind nur vom DCOP und den anregenden Frequenzen abhängig.
Wie in (5.5) gezeigt, können die Großsignal-X-Parameter X(F)

mk über komplexe Polynome in |A11| mit den
Volterra-S-Parametern Sm;1d als Koeffizienten approximiert werden.

5.1.2. Zweitonanregung

Die Ergebnisse des letzten Abschnitts zeigten, wie die Großsignal-X-Parameter X(F)
mk mit Hilfe der Vol-

terra-reihenbasierten S-Parameter beschrieben werden können. In diesem Abschnitt soll mit Hilfe einer
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5. X-Parameter und Volterra-reihenbasierte S-Parameter im Vergleich

Tab. 5.2.: Zusätzliche Terme der Streuvariablen Bmk,d aus (5.1) bis zur 4. Ordnung bei Zweitonanregung,
die vom PHD-Ansatz aufgrund des linear vorhandenen |A12| berücksichtigt werden
q = (q−2, q−1, q1, q2) Kreisfrequenz Streuvariable B1k,d

d = 1

(0, 0, 0, 1) 2ω0 Sm;11(2ω0)A12

d = 2

(1, 0, 1, 0) 0 Sm;12(−2ω0, ω0)A∗12A11

(0, 1, 0, 1) ω0 Sm;12(2ω0,−ω0)A12A
∗
11

(0, 0, 1, 1) 3ω0 Sm;12(2ω0, ω0)A12A11

d = 3

(1, 0, 2, 0) 0 Sm;13(−2ω0, ω0, ω0)A∗12A
2
11

(0, 2, 0, 1) 0 Sm;13(2ω0,−ω0,−ω0) (A∗11)
2
A12

(0, 1, 1, 1) 2ω0 Sm;13(2ω0, ω0,−ω0)A12A
∗
11A11

(0, 0, 2, 1) 4ω0 Sm;13(2ω0, ω0, ω0)A2
11A12

d = 4

(0, 2, 1, 1) ω0 Sm;14(2ω0,−ω0,−ω0, ω0) (A∗11)
2
A11A12

(0, 1, 2, 1) 3ω0 Sm;14(2ω0,−ω0, ω0, ω0)A∗11A
2
11A12

(0, 0, 3, 1) 5ω0 Sm;14(2ω0, ω0, ω0, ω0)A3
11A12

beispielhaften Zweitonanregung gezeigt werden, wie die Kleinsignal-X-Parameter X(S)
mk,nl und X

(T)
mk,nl

ebenso mit den Volterra-reihenbasierten S-Parameter in Verbindung gebracht werden können.

Wie in der Grundannahme (4.34) der spektralen Linearisierung (4.38) soll das zweite Signal als klein
gegenüber dem Großsignal (5.2) angenommen werden. Mit einer Überlagerung am Eingangstor - nur
an diesem wurden in [157] sinnvolle Volterra-reihenbasierte S-Parameter definiert - bei der doppelten
Frequenz ω1 = 2ω0 folgt mit ûs1 � ûs2

us(t) = ûs1 cos(ω0t+ ϕus1
) + ûs2 cos(ω1t+ ϕus2

). (5.6)

Mit dieser Zweitonanregung ergibt sich das X-Parametermodell aus (4.38) zu

Bmk ≈ X(F)
mk (|A11|)P k +X

(S)
mk,12 (|A11|)A12P

k−2 +X
(T)
mk,12 (|A11|)A∗12P

k+2, (5.7)

worin das Kleinsignal über A12 bzw.A∗12 linear zu der Streuvariable Bmk beiträgt.

In Folge der Zweitonanregung müssen in der Volterra-Reihe deutlich mehr Terme als in (5.4) bzw.Tab. 5.1
berücksichtigt werden. In Tab. 5.2 sind beispielhaft bis einschließlich der Ordnung d = 4 verschiedene An-
teile Bmk,d einzeln mit der Notation aus (3.26a) gezeigt (vgl. z. B. [9]). Dabei wird sich zum Vergleich mit
(5.7) auf eine lineare Abhängigkeit des Kleinsignals A12 beschränkt.

Es ergeben sich für die ersten drei Harmonischen der Streuvariablen Bmk unter Berücksichtigung der
Approximation (5.5) mit der Notation aus (3.10) folgende Ausrücke

Bm1 ≈X(F)
m1 (|A11|)P 1 +

(
Sm;12({2ω0}, {−ω0})|A11|+ Sm;14({2ω0}, 2{−ω0}, {ω0})|A11|3 + . . .

)
A12P

−1

+
(
Sm;14({−2ω0}, 3{ω0})|A11|3 + Sm;16({−2ω0}, {−ω0}, 4{ω0})|A11|5 + . . .

)
A∗12P

3,

(5.8a)

Bm2 ≈X(F)
m2 (|A11|)P 2 +

(
Sm;11({2ω0}) + Sm;13({2ω0}, {−ω0}, {ω0})|A11|2 + . . .

)
A12

+
(
Sm;15({−2ω0}, 4{ω0})|A11|4 + . . .

)
A∗12P

4,
(5.8b)
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5.1. Mathematische Zusammenhänge beider Ansätze

Bm3 ≈X(F)
m3 (|A11|)P 3 +

(
Sm;12({2ω0}, {ω0})|A11|+ Sm;14({2ω0}, {−ω0}, 2{ω0})|A11|3 + . . .

)
A12P

1

+
(
Sm;16({−2ω0}, 5{ω0})|A11|5 + . . .

)
A∗12P

5,

(5.8c)

Erneut kann anhand eines Koeffizientenvergleichs von (5.7) und (5.8) gezeigt werden, wie die X-Para-
meter und die Volterra-reihenbasierten S-Parameter zusammenhängen. Für die Kleinsignal-X-Parameter
folgen mit der Notation aus (3.10)

X
(S)
m1,12(|A11|) = Sm;12({2ω0}, {−ω0})|A11|+ Sm;14({2ω0}, {ω0}, 2{−ω0})|A11|3 +O(5), (5.9a)

X
(S)
m2,12(|A11|) = Sm;11({2ω0}) + Sm;13({2ω0}, {ω0}, {−ω0})|A11|2 +O(4), (5.9b)

X
(S)
m3,12(|A11|) = Sm;12({2ω0}, ω0)|A11|+ Sm;14({2ω0}, 2{ω0}, {−ω0})|A11|3 +O(5), (5.9c)

...

X
(S)
mk,12(|A11|) = Sm;1k−1({2ω0}, (k − 2){ω0})|A11|k−2

+ Sm;1k+1({2ω0}, (k − 1){ω0}, {−ω0})|A11|k +O(k + 2) (5.9d)

bzw.

X
(T)
m1,12(|A11|) = Sm;14({−2ω0}, 3{ω0})|A11|3 + Sm;16({−2ω0}, {−ω0}, 4{ω0})|A11|5 +O(7), (5.10a)

X
(T)
m2,12(|A11|) = Sm;15({−2ω0}, 4{ω0})|A11|4 +O(6), (5.10b)

X
(T)
m3,12(|A11|) = Sm;16({−2ω0}, 5{ω0})|A11|5 +O(8), (5.10c)

...

X
(T)
mk,12(|A11|) = Sm;1k+3({−2ω0}, (k + 2){ω0})|A11|k+2 +O(k + 4), (5.10d)

worin sich die Restgliedordnung O(·) jeweils auf die Potenz von |A11| bezieht.

5.1.3. Polynomieller Ansatz der Beschreibungsfunktionen

Übertragen aus den Zusammenhängen der nichtlinearen Volterra-reihenbasierten S-Parameter und den
X-Parametern in (5.5), (5.9) und (5.10) können für eine Approximation der X-Parameter über ein Poly-
nom folgende Gleichungen formuliert werden:

X
(F)
mk (|A11|) =

∞∑
h=0

S(m;12h+k) ((h+ k){ω0}, h{−ω0}) |A11|2h+k (5.11a)

X
(S)
mk,1l(|A11|) =

∞∑
h=0

S(m;12h+|k−l|+1) (lω0, h{ω0}, h{−ω0}, |k − l| {sgn(k − l)ω0}) |A11|2h+|k−l| (5.11b)

X
(T)
mk,1l(|A11|) =

∞∑
h=0

S(m;12h+k+l+1) (−lω0, h{−ω0}, (h+ k + l){ω0}, ) |A11|2h+k+l. (5.11c)

Ähnliche Aussagen werden mit einer anderen Herleitung im Anhang B von [117] getroffen. Aus diesen
Zusammenhängen lässt sich schlussfolgern, dass jeder X-Parameter über stückweise definierte Polynome
endlichen Grades approximiert werden kann. Dabei variiert die minimale Ordnung |κ| je nach Art des
X-Parameters und der zu beschreibenden Frequenzkomponente, was in (5.11) mit h = 0 abzulesen ist.
Dies lässt sich auch über |κ| aus der Frequenz-Offset-Methode (4.42)

ωmix = kω0 + λε = κω0 + λ(lω0 + ε) ⇔ κ = k − λl (5.12)

erhalten und in einer verallgemeinerten Darstellung von Tab. 4.1 wiederfinden, die in in Tab. 5.3 darge-
stellt ist. Darin sind κ(X

(F)
mk ) = k, |κ|(X(S)

mk,nl) = |k − l| und κ(X
(T)
mk,nl) = k + l.

Bei der minimalen Ordnung |κ| startend werden die Polynompotenzen um zwei erhöht, sodass sich
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Tab. 5.3.: Allgemeine Spektralanteile der Frequenz-Offset-Methode ωmix = κω0 + λ(lω0 + ε) und zugehö-
rige X-Parameter

Bm(ωmix) ωmix κ λ X-Parameter X(·)
mk

Bmk− kω0 − ε k + l -1 X
(T)
mk,nl

BmkLSOP
kω0 k 0 X

(F)
mk

Bmk+ kω0 + ε k − l 1 X
(S)
mk,nl

abhängig von |κ| ein Polynom endlichen Grades mit geraden oder ungeraden Potenzen bis zur maximalen
Potenz K ∈ N mit (K − κ) mod 2 = 0

X
(·)
mk(|A11|) = c|κ||A11||κ| + c|κ|+2|A11||κ|+2 + · · ·+ cK |A11|K (5.13)

ergibt. Für eine Approximation der Funktionen X
(·)
mk(|A11|) müssen je M > K−|κ|

2 + 1 verschiedene
Wertepaare (|A11|, Bmk(·)) aufgenommen werden. Damit lässt sich über (4.43) jeweils das überbestimmte
Gleichungssystem  |A11,1||κ| . . . |A11,1|K

...
. . .

...
|A11,M ||κ| . . . |A11,M |K


︸ ︷︷ ︸

A11


c|κ|

...

cK

 =


X

(·)
mk1
...

X
(·)
mkM

 (5.14)

aufstellen, das sich mit der Methode kleinster Fehlerquadrate lösen lässt (vgl. z. B. [6]). Der Platzhalter (·)
für die drei Fälle (F), (S) bzw. (T) in Bmk(·) und auf der rechten Seite des Gleichungssystems in X(·)

mk sind
entsprechend (4.43) bzw.Tab. 5.3 zugehörig. Auf eine zusätzliche Indizierung der Polynomkoeffizienten
bzw. der minimalen Ordnung |κ| zur Unterscheidung der unterschiedlichen Fälle (F), (S) bzw. (T) wurde
zugunsten der Lesbarkeit verzichtet. Es sei an dieser Stelle daran erinnert, dass die X-Parameter komplexe
Größen sind, d. h.X(·)

mk(|A11|) ∈ C. Folglich müssen in der Approximation über (5.14) die Koeffizienten
ci ∈ C sein, da |A11| ∈ R.
Bei der Approximation der X-Parameter mit stückweise definierten polynomiellen Ansätzen ist dar-

auf zu achten, dass die jeweiligen betrachteten Intervalle A11 ∈ [A11,minA11,max] nicht zu groß werden.
Anderenfalls kann die Ansatzfunktion das Verhalten der X-Parameter über A11 nicht abbilden, ohne
große Fehler einzuführen. Anhand zweier beispielhaften Darstellung soll dies genauer ausgeführt wer-
den. In Abb. 5.1 ist der Verlauf der Großsignal-X-Parameter X(F)

21 der Beispielschaltung aus Abb. 5.3
für f0 = 300 MHz gezeigt. Die über die Frequenz-Offset-Methode aus Abschnitt 4.3 bestimmten numeri-
schen Werte werden mit den aus (5.14) berechneten polynomiellen Ansätzen verglichen. Dabei wird das
ursprüngliche Intervall zusätzlich in kleinere Intervalle unterteilt, deren polynomielle Ansätze ebenfalls
dargestellt sind. In der komplexen Darstellung in (a) ist zu sehen, dass der polynomielle Ansatz über
das gesamte Intervall im Bogen bei X(F)

21 = 0.02 + 0.1j vom numerischen Verlauf abweicht, was so in der
Darstellung des Betrags in dB (b) nicht zu sehen ist, jedoch in der Betrachtung des relativen Fehlers

∣∣∣∆X(·)
mk

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣X
(·)
mk,num −X

(·)
mk,poly

X
(·)
mk,num

∣∣∣∣∣ · 100 % (5.15)

mit Höchstwerten von rund 6 % auffällt. Bereits eine Aufteilung in zwei Teilintervalle (T = 2) führt zu
einer deutlichen Reduzierung des relativen Fehlers. Die Polynome der Teilintervalle wurden hier ohne Ne-
benbedingung bestimmt. Um den Einfluss der Intervallgrenzen so gering wie möglich zu halten, werden
die Teilintervalle überlappend für die Approximation gewählt. In diesem Bereich kann dann der Appro-
ximationswert mit dem kleineren relativen Fehler ausgewählt werden. Um einen stetigen Übergang der
Teilintervalle zu erreichen, müsste die Berechnung des Gleichungssystems (5.14) über eine Optimierung
mit Gleichheitsnebenbedingung [6] erfolgen. Durch diese Bedingung wird durch das gefundene Optimum
im restlichen Intervall ein größerer Fehler begangen als durch eine unbedingte Optimierung. Daher wird

48



5.1. Mathematische Zusammenhänge beider Ansätze

(a)

(b)

(c)

Abb. 5.1.: X-Parameter-Vergleich numerischer Datenpunkte und auf T = {1, 2, 3, 4} Intervalle aufgeteilte
polynomielle Ansätze aus (5.14): komplexe Darstellung X(F)

21 (a), der Betrag
∣∣∣X(F)

21

∣∣∣ (b) sowie
der relative Fehler der polynomiellen Ansätze (c) über ûs1 = |A11| · 2

√
Z0.
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hier auf eine bedingte Optimierung verzichtet. Die Polynomansätze (5.13) sind zur maximalen Ordnung
K = 7 gewählt, sodass pro Teilintervall vier Koeffizienten ci berechnet werden müssen. Eine Erhöhung der
Polynomordnung zur Verbesserung der Approximation ist aufgrund der schlecht konditionierten Matrix
A11, die der Vandermonde-Matrix ähnlich ist, nicht ratsam. Aus den ursprünglichen 100 numerischen
Werten von X(F)

21 ergibt sich durch die polynomiellen Ansätze in Abhängigkeit der Teilintervallanzahl T ,
der kleinsten |κ| und der maximalen Potenz K eine Koeffizientenanzahl

Mc(T , |κ|,K) = T ·
(
K − |κ|

2
+ 1

)
. (5.16)

Im Beispiel aus Abb. 5.1 ergeben sich Mc(T , 1, 7) = 4T . Durch die Polynome kann die Modellkomplexi-
tät folglich u.U. drastisch verringert werden. Außerdem ermöglicht ein Polynom durch Funktionsauswer-
tung eine schnelle Berechnung von Werten zwischen den gemessenen Stützstellen. Bei einer numerischen
Look-up-Table müssen Zwischenwerte über ein geeignetes Verfahren, z. B. lineare Interpolation, berechnet
werden.
In Abb. 5.2 ist als zweites Beispiel der Kleinsignal-X-Parameter X(S)

11,12 auf dieselbe Weise dargestellt,
wie X

(F)
21 in Abb. 5.1. Im unteren Bereich von ûs1 = |A11| · 2

√
Z0 ähnelt der Verlauf X(S)

11,12 in (a)
bzw. |X(S)

11,12| in (b) dem von X
(F)
21 . In der Mitte des Intervalls bei ûs1 ≈ 250 mV gibt es einen klei-

nen Bereich mit einem starken Betragsanstieg. Anschließend flacht der Verlauf ab, nimmt leicht ab, um
anschließend erneut zuzunehmen. Der Blick auf die relativen Fehler der polynomiellen Approximations-
ansätze in Abb. 5.2c zeigt, dass eine Erhöhung der Teilintervallanzahl T nicht zwangsläufig zu einer
besseren Approximation führen muss. So erstreckt sich das zweite von T = 3 Teilintervallen über den
Bereich starker Zunahme und anschließender Abflachung. Dadurch liegt der relative Fehler deutlich über
dem des ersten von T = 2 Teilintervallen. Dieser wiederum begeht im unteren Bereich des ersten Teil-
intervalls aufgrund sehr kleiner absoluter Zahlenwerte, die in der Least-square-Approximation nicht so
stark gewichtet werden, einen großen relativen Fehler

∣∣∣∆X(S)
11,12

∣∣∣ > 30 %.
Aus der Betrachtung von Abb. 5.1 und Abb. 5.2 kann zusammengefasst werden, dass eine Approximati-

on der einzelnen X-Parameter über ein komplexes Polynom in |A11| der Form in (5.13) möglich ist. Dabei
sollte das Verhalten jedes X-Parameters über |A11| vor der Approximation bewertet werden und in Teilin-
tervalle unterteilt werden, die nicht zwangsläufig gleich lang sein müssen. Durch eine Approximation über
das komplexe Polynom können weitere Modellparameter eingespart werden. Wenn das Verhalten eines
X-Parameters viele Teilintervalle erfordert, dass eine kleine oder keine Modellreduktion erfolgt, kann eine
Kombination von Approximation und Look-up-Table erfolgen. Im nachfolgenden Abschnitt werden die
Erkenntnisse dieses Abschnitts anhand eines Schaltungsbeispiels diskutiert.

5.2. Beispiel: LNA

In diesem Abschnitt wird anhand des Beispiels unsymmetrischer rauscharmer Verstärker - englisch: low
noise amplifier (LNA) - (vgl. z. B. [68]) in Abb. 5.3 gezeigt, welche Vor- und Nachteile die beiden Ansätze
gegenüber dem jeweils anderen besitzen. Dazu werden die Testfälle der beiden letzten Abschnitte, Ein-
und Zweitonanregung, angewandt. Zunächst wird der LNA mit der Eintonanregung (5.2) angeregt. Die
Streuvariablen Bmk werden über die X-Parameter in (5.3) und über den Volterra-reihenbasierten S-Para-
metersatz in (5.8) beschrieben. Aus der Vergleichssimulation, die mit der Harmonic Balance in Cadence
Virtuoso Design Framework gewonnen wird, kann der Großsignal-X-Parameter X(F)

11 für jeden Wert von
|A11| über (4.43) direkt bestimmt werden. Über eine Variation von ûs1 = |A11| · 2

√
Z0 ∈ [10 mV, 500 mV]

werden verschiedene Datenpunkte für eine Approximation mit einem Polynom in |A11| der Ordnung 7 aus
(5.11a) gewonnen. Die Koeffizienten dieses Polynoms werden mit Hilfe des überbestimmten Gleichungs-
systems (5.14) berechnet. Die aufwändige Berechnung der Volterra-Reihe über das in Abschnitt 3.1.2
vorgestellte Verfahren ist hingegen auf die Ordnung D = 3 beschränkt. In Abb. 5.4 sind die zugehörigen
Simulationsergebnisse zu sehen. Für kleine Amplituden ûs1 ∼ |A11| sind die Verläufe der Volterra-reihen-
basierten S-Parameter und der polynomiellen X-Parameterapproximation nahezu gleich der Vergleichssi-
mulation aus Cadence Virtuoso Design Framework. Im Übergangsbereich ab ûs1 = 150 mV weichen die
Verläufe von der Vergleichssimulation ab. Durch die Welligkeit des Polynoms ist dabei zunächst sogar
der Volterra-reihenbasierte Ansatz näher an der Vergleichssimulation als die X-Parameterapproximation.
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5.2. Beispiel: LNA

(a)

(b)

(c)

Abb. 5.2.: X-Parameter-Vergleich numerischer Datenpunkte und auf T = {1, 2, 3, 4} Intervalle aufgeteilte
polynomielle Ansätze aus (5.14): komplexe DarstellungX(S)

11,12 (a), der Betrag
∣∣∣X(S)

11,12

∣∣∣ (b) sowie
der relative Fehler der polynomiellen Ansätze (c) über ûs1 = |A11| · 2

√
Z0.
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5. X-Parameter und Volterra-reihenbasierte S-Parameter im Vergleich
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Abb. 5.3.: Unsymmetrischer LNA.

Abb. 5.4.: |B11| über ûs1 = |A11| · 2
√
Z0, Vergleich der Volterra-reihenbasierten S-Parameter und X-Pa-

rameterapproximation mit Cadence Virtuoso Design Framework.

Allerdings können letztere das nichtlineare Verhalten bei größeren Signalamplituden nachbilden. Damit
die Volterra-reihenbasierten S-Parameter ebenfalls diesen Verlauf abbilden können, müsste die Reihen-
ordnung weiter erhöht werden, was bedingt durch die Berechnung über das Kronecker-Produkt (3.11)
zu einem viel größeren Rechenaufwand führen würde. Dabei ist die Konvergenz der Volterra-Reihe im
betrachteten Wertebereich stets vorausgesetzt. Ab einem bestimmten Signalwert ûs1 ist auch das nicht
mehr gewährleistet, da der Haupttransistor M1 den aktiven Bereich verlässt und sein Verhalten nicht
mehr schwach nichtlinear ist. In Abb. 5.5 ist beispielhaft die Streuvariable B11 in der komplexen Ebene
vergleichend für vier verschiedene Werte der Amplitude ûs1 ∼ |A11| und variierende Werte der Phase
φA11

∈ [0◦, 360◦] dargestellt. Der in Abb. 5.4 beobachtete Trend spiegelt sich auch in dieser Darstellung
wider.

Im Folgenden wird die Zweitonanregung aus (5.6) am Eingangstor des LNA angelegt. Daraus ergibt
sich für die X-Parameter der Ansatz (5.7). In Abb. 5.6 ist der Einfluss der zweiten Harmonischen am
Eingang ûs2 ∼ |A12| auf die reflektierte Streuvariable B11 in der komplexen Ebene unter Variation der
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5.2. Beispiel: LNA

Abb. 5.5.: B11 bei Eintonanregung in der komplexen Ebene für verschiedene Werte ûs1 = 50 mV
(schwarz), ûs1 = 100 mV (blau), ûs1 = 150 mV (grün), ûs1 = 200 mV (rot).

Abb. 5.6.: B11 in der komplexen Ebene für ûs1 = 120 mV und verschiedene ûs2 = 30 mV (schwarz),
ûs2 = 60 mV (blau), ûs2 = 90 mV (grün), ûs2 = 120 mV (rot).
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5. X-Parameter und Volterra-reihenbasierte S-Parameter im Vergleich

Tab. 5.4.: Zusätzliche Terme bei positiven Frequenzen der Streuvariablen Bmk,d bis zur 3. Ordnung für
eine Zweitonanregung, die vom PHD-Ansatz aufgrund höherer Ordnung von |A12| nicht be-
rücksichtigt werden

q Frequenz Bmk,d

d = 2

(1, 0, 0, 1) 0 Sm;12(2ω0,−2ω0)A∗12A12

(0, 0, 0, 2) 4ω0 Sm;12(ω1, ω1)A2
12

d = 3

(1, 0, 1, 1) ω0 Sm;13(−2ω0, 2ω0, ω0)A∗12A12A11

(1, 0, 0, 2) 2ω0 Sm;13(−2ω0, 2ω0, 2ω0)A∗12A
2
12

(0, 1, 0, 2) 3ω0 Sm;13(−ω0, 2ω0, 2ω0)A∗11A
2
12

(0, 0, 1, 2) 5ω0 Sm;13(ω0, 2ω0, 2ω0)A11A
2
12

(0, 0, 0, 3) 6ω0 Sm;13(−2ω0,−2ω0,−2ω0) (A∗12)
3

Phase φA12
∈ [0◦, 360◦] betrachtet. Da die LSOP aus (5.5) der beiden Ansätze leicht unterschiedlich sind

(vgl. Abb. 5.4), wurden die Verläufe zugunsten der besseren Vergleichbarkeit um die Differenz zum LSOP
der Vergleichssimulation verschoben. Für den vergleichsweise kleinen, festen Wert von ûs1 = 120 mV
ergeben sich für verschiedene Werte ûs2 = 30 mV (schwarz), ûs2 = 60 mV (blau), ûs2 = 90 mV (grün),
ûs2 = 120 mV (rot) unterschiedliche Ergebnisse. Für kleine ûs2 = |A12| · 2

√
Z0 sind beide Ansätze na-

hezu identisch. Je größer die Amplitude der zweiten Harmonischen wird desto mehr weicht der X-Para-
meteransatz von der Vergleichssimulation ab, wohingegen die Volterra-reihenbasierten S-Parameter das
Verhalten der Vergleichssimulation sehr gut abbilden können. Das liegt daran, dass in der vollständigen
Volterra-Reihe dritter Ordnung zusätzlich zu den Termen in (5.9) bzw. (5.10) noch Terme vorhanden
sind, die mindestens quadratisch im zusätzlichen Signal A12 sind. Im Fall des Beispiels auf der Funda-
mentalfrequenz B11 ist dieser zusätzliche Term der sog. desentization-Anteil dritter Ordnung [9]

B11,des =
(
Sm;13(ω0, 2ω0,−2ω0) · |A11|

)
|A12|2 · P. (5.17)

In Tab. 5.4 sind weitere nicht vom PHD-Ansatz berücksichtigten Terme dritter Ordnung aufgelistet. Auf-
grund der spektralen Linearisierung der zugrunde liegenden Beschreibungsfunktion sind die X-Parameter
(4.38) nur linear in den zusätzlichen Signalanteilen Anl, wodurch sie den Verlauf der Streuvariablen Bmk
bei einer Verletzung der Annahme |A11| � |Anl| ∀ (n, l) 6= (1, 1) aus (4.34) nicht mehr folgen können. In
Abb. 5.7 ist dieser Trend über ûs2 am Beispiel B11 zu beobachten.
In Abhängigkeit des Kleinsignals A12 ist der Volterra-reihenbasierte S-Parameteransatz über einen

größeren Wertebereich gültig als die X-Parameter, für deren Gültigkeit die Bedingung (4.34) gelten sollte.
Andererseits ist es mit Hilfe der X-Parameter leichter möglich das Großsignalverhalten eines nichtlinearen
Systems in Folge der Anregungsamplitude |A11| zu berücksichtigen, wie der letzte Abschnitt zeigte. In
Tab. 5.5 sind die Vor- und Nachteile der Volterra-reihenbasierten S-Paramter und in Tab. 5.6 die der
X-Parameter zusammengefasst. In vielen Fällen sind die Vorteile des einen Ansatzes die Nachteile des
anderen und umgekehrt.

5.3. Schlussfolgerungen und Erweiterung der X-Parameter

In diesem Kapitel wurden als Fortsetzung von [160] die in Kapitel 4 betrachteten X-Parameter mit den
Volterra-reihenbasierten S-Parameter aus Kapitel 3 auf Gemeinsamkeiten und Unterschiede verglichen.
Es wurde festgestellt, dass im Falle schwach nichtlinearer Systeme - auf die die Volterra-Reihe beschränkt
ist - eine Äquivalenz der beiden Ansätze erreicht werden könnte, sofern die Ordnung der Volterra-Reihe
ausreichend groß ist. Darüber hinaus wurden die jeweiligen Vor- und Nachteile in einer Tabelle zusam-
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5.3. Schlussfolgerungen und Erweiterung der X-Parameter

Abb. 5.7.: |B11| über ûs2 = |A12| · 2
√
Z0 bei ûs1 = 180 mV, Vergleich der Volterra-reihenbasierten S-Pa-

rameter und X-Parameterapproximation mit Cadence Virtuoso Design Framework.

Tab. 5.5.: Vor- und Nachteile der Volterra-reihenbasierten S-Parameter

Vorteile Nachteile

Amplitude der zusätzlichen Signale ähnlich
groß wie beim Großsignal

Nur für schwach nichtlineare Systeme gültig

Keine Beschränkungen der Eingangsfrequenzen Nur für angepasste Zweitore sinnvoll

Genauigkeit kann durch Erhöhung der Ordnung
verbessert werden

Stark steigender Berechnungsaufwand für höhe-
re Ordnungen

White-Box -Ansatz ermöglicht theoretisch Be-
rücksichtigung von Schaltungsparametern

Analytische Berechnung noch aufwändiger

Tab. 5.6.: Vor- und Nachteile der X-Parameter nach dem PHD-Ansatz

Vorteile Nachteile

Verhaltensmodell stark nichtlinearer Systeme Amplitudenbeschränkung |Anl| � |A11|
Lineare Abhängigkeit der spektral überlagerten
Kleinsignale Anl

PHD-Ansatz lässt nur ganzzahlige Vielfache
der Fundamentalen ω0 zu

Numerische Berechnung aus Mess- oder Simu-
lationsdaten (Black-Box -Ansatz)

Genauigkeit hängt vom Berechnungsansatz ab
(Frequenz- oder Phasen-Offset-Methode)

Kommerziell verfügbar in Messtechnik und Si-
mulation durch Keysight [62]

Black-Box-Ansatz berücksichtigt keine Schal-
tungsparameter
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5. X-Parameter und Volterra-reihenbasierte S-Parameter im Vergleich

mengefasst.
Die wesentliche Annahme des zugrunde liegenden PHD-Ansatzes ist, dass die X-Parameter nur vom

Betrag eines Großsignals |A11| abhängen und alle zusätzlich auftretenden Signalanteile bei ganzzahligen
Vielfachen der Fundamentalfrequenz ω0 viel kleiner sind, d. h. |Anl| � |A11|. Abgeleitet aus einer allgemei-
nen spektralen Beschreibungsfunktion Fmk können die X-Parameter X(F)

mk das stark nichtlineare Verhal-
ten infolge der Großsignalanregung, d. h. den sog.Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal operating
point (LSOP) -, abbilden. Die Störung des LSOP wird über die X-Parameter X(S)

mk,nl bzw.X
(T)
mk,nl linear

in den weiteren Signalen |Anl| berücksichtigt. Hier liegt der wesentliche Unterschied und größte Vor-
teil gegenüber der Volterra-Reihe, die den Gleichstromarbeitspunkt - englisch: direct current operating
point (DCOP) - als Entwicklungspunkt hat und mit Reihengliedern höherer Ordnung die Störung des
linearisierten Systems infolge des schwach nichtlinearen Verhaltens beschreibt. Aus der mathematischen
Äquivalenz im Kleinsignalfall wurde in Abschnitt 5.1 festgestellt, dass sich die X-Parameter X(·)

mk als
komplexe, in |A11| polynomielle Funktionen approximieren lassen. Damit das stark nichtlineare Verhal-
ten des LSOP mit der Volterra-Reiha wie mit den X-Parametern abgebildet werden könnte, müssten -
Konvergenz der Reihe vorausgesetzt - in (5.5) unendlich viele Reihenglieder hinzugezogen werden.
Für größer werdende |Anl| 6� |A11| sind die X-Parameter aufgrund der linearen Berücksichtigung |Anl|

nicht mehr fähig das Systemverhalten abzubilden, wohingegen die Volterra-reihenbasierten S-Parame-
ter durch Terme höherer Ordnung von |Anl| dazu in der Lage sind. Voraussetzung dafür ist allerdings,
dass das System schwach nichtlineares Verhalten aufweist. Es kann zwar eine Situation |A1l| ≈ |A11|
abgebildet werden, allerdings für nur für kleinere Werte |A11| als bei den X-Parametern. Aus dieser Er-
kenntnis lassen sich die X-Parameter gezielt erweitern. Ein erster Ansatz zur quadratischen Erweiterung
der X-Parameter findet sich in einer der Vorgängerarbeiten noch unter der Bezeichnung Hot S22 [144].
Darauf aufbauend führt die Arbeitsgruppe aus Dublin um Cai und Brazil [15, 16, 18] neue Ansätze ein,
in denen weitere X-Parameter eingeführt werden, durch die die Kleinsignale Anl quadratisch eingehen.
Daher werden z. B.Terme der Volterra-Reihe wie Sm;13(ω0, 2ω0,−2ω0)A11A12A

∗
12 berücksichtigt. Aller-

dings fehlt all diesen Ansätzen die mathematische Legitimation. So werden zwar für die unterschiedlichen
Kleinsignale Terme höherer Ordnung eingeführt, allerdings werden diese unabhängig von anderen Klein-
signalen - wie im linearen Fall - dem LSOP überlagert. Die Betrachtung mit der Volterra-Reihe zeigt,
dass bei mehr als einem Kleinsignal Anl neben dem Großsignal A11 Terme vorkommen, die die verschie-
denen Anl verknüpfen. So trägt bei Berücksichtigung der Signale A12 und A13 der Term 2. Ordnung
Sm;12(−2ω0, 3ω0)A∗12A13 direkt zum Fundamentalsignal Bm1 bei. Sobald die vermeintlichen Kleinsignale
Anl nicht mehr viel kleiner sind als das Großsignal A11, gewinnen diese Terme an Einfluss, den das X-Pa-
rametermodell und auch die erweiterten Ansätze [15, 16, 18] nicht abbilden können. In diesem Fall ist
eine vollständige Ordnungserhöhung der Taylor-Reihenentwicklung von Fmk aus (4.28) nötig. Dies wird
im nachfolgenden Kapitel 6 behandelt.
Ein weiterer Vorteil der Volterra-reihenbasierten S-Parameter ist, dass beliebige Frequenzen betrachtet

werden können. Anders als bei den bisher betrachteten X-Parametern können Spektralanteile, wie z. B.
Sm;12(kω0, lω1)A1(kω0)A1(lω1) mit ω1 6= kω0 und k ∈ N, beschrieben werden, die nicht bei ganzzahligen
Vielfachen einer Fundamentalfrequenz liegen. Es existiert allerdings eine Erweiterung der X-Parameter
zur Berücksichtigung derartiger Frequenzen, um z.B.Mischer zu modellieren [117, 166]. Diese X-Para-
meter werden für zwei unabhängige Fundamentalfrequenzen in Kapitel 8 betrachtet und mit Hilfe der in
diesem und der nachfolgenden Kapitel gewonnenen Erkenntnisse erweitert.
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6. X-Parameter höherer Ordnung

In diesem Kapitel wird die Bedingung |A11| � |Anl| ∀ (n, l) 6= (1, 1) aus (4.34) als Grundvoraussetzung
für die Anwendbarkeit der X-Parameter durch Ordnungserhöhung der Taylor-Reihenentwicklung der
spektralen Abbildungsfunktion (4.27) abgeschwächt. In der Arbeit von Verspecht [144] wird auf Basis
des Konzepts Hot-S22 - einer Vorstufe der X-Paramerter - die Möglichkeit der Ordnungserhöhung im
Zusammenhang mit der Beschreibungsfunktion (BF) Fmk genannt. In den Arbeiten von Cai und Brazil
[15, 16] wird darauf aufbauend die Ordnung des polyharmonische Verzerrung - englisch: polyharmonic
distortion (PHD)-Ansatzes erhöht und als quadratische polyharmonische Verzerrung - englisch: quadratic
polyharmonic distortion (QPHD)-Ansatz bezeichnet.
Dabei wird in [15] festgestellt, dass die Mischterme der Kleinsignale und derer komplex konjugierter,

d. h. AnlA∗nl, vernachlässigt werden können, wodurch eine geringere Modellkomplexität resultiert, was
als reduziertes Polynom - engl.: reduced polynomial (RP) bezeichnet wird. In der kurz darauf erschiene-
nen Arbeit [16] wurde der komplette QPHD-Ansatz verwendet und durch einen empirisch bestimmten
Wichtungsfaktor αmk,nl(|A11| ,ΓL) an die Lastimpedanz angepasst. Die Lastabhängigkeit wird im Detail
in Abschnitt 7 betrachtet.

6.1. HOPHD-Ansatz: Kleinsignale ohne Wechselwirkung

Im Folgenden soll zunächst der Fall untersucht werden, dass nur ein weiteres Kleinsignal Anl neben dem
Großsignal A11 vorhanden ist. Die spektrale Abbildungsfunktion aus (4.33) wird mit

Ãnl = AnlP
−l und B̃mk = BmkP

−k (6.1a)

in diesem Fall zu
B̃mk = Fmk

(
|A11| , Ãnl, Ã∗nl

)
. (6.1b)

Zur Erhöhung der Genauigkeit des X-Parametermodells mit größer werdendem |Anl| mit (n, l) 6= (1, 1)
wird anders als in (4.37) die zweidimensionale Taylor-Reihenentwicklung [80] um den Großsignalarbeits-
punkt - englisch: large signal operating point (LSOP) - nicht nach der ersten Ordnung abgebrochen,
sondern bis zur D-ten Ordnung fortgesetzt

B̃mk ≈
D∑
d=0

1

d!

(
∂

∂Ãnl
Ãnl +

∂

∂Ã∗nl
Ã∗nl

)d
FmkLSOP

, (6.2)

wobei
FmkLSOP

= Fmk(|A11| , Ãnl, Ã∗nl)
∣∣∣
(|A11|,0,0)

wie in (4.36) gilt. Der Differentialoperator aus (6.2) ist wie folgt anzuwenden(
∂

∂Ãnl
Ãnl +

∂

∂Ã∗nl
Ã∗nl

)0

FmkLSOP = FmkLSOP , (6.3a)

(
∂

∂Ãnl
Ãnl +

∂

∂Ã∗nl
Ã∗nl

)1

FmkLSOP
=
∂FmkLSOP

∂Ãnl
Ãnl +

∂FmkLSOP

∂Ã∗nl
Ã∗nl, (6.3b)

(
∂

∂Ãnl
Ãnl +

∂

∂Ã∗nl
Ã∗nl

)2

FmkLSOP =
∂2FmkLSOP

∂Ã2
nl

Ã2
nl + 2

∂2FmkLSOP

∂Ãnl∂Ã∗nl
ÃnlÃ

∗
nl +

∂2FmkLSOP

∂(Ã∗nl)
2

(Ã∗nl)
2, (6.3c)

...
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(
∂

∂Ãnl
Ãnl +

∂

∂Ã∗nl
Ã∗nl

)d
FmkLSOP

=

d∑
q=0

(
d

q

)
∂dFmkLSOP

∂Ãd−qnl ∂(Ã∗nl)
q
Ãd−qnl (Ã∗nl)

q. (6.3d)

Die partiellen Ableitungen können als Erweiterung von (4.38) mit 1
d!

(
d
q

)
= 1

(d−q)!q! ersetzt werden durch

X
(S0T0)
mk,nl (|A11|) = FmkLSOP = X

(F)
mk (|A11|), (6.4a)

X
(S2)
mk,nl(|A11|) =

1

2

∂2FmkLSOP

∂Ã2
nl

, (6.4b)

X
(T2)
mk,nl(|A11|) =

1

2

∂2FmkLSOP

∂(Ã∗nl)
2
, (6.4c)

X
(ST)
mk,nl(|A11|) =

∂2FmkLSOP

∂Ãnl∂Ã∗nl
, (6.4d)

...

X
(Sd−qTq)
mk,nl (|A11|) =

1

(d− q)!q!
∂dFmkLSOP

∂Ãd−qnl ∂(Ã∗nl)
q
. (6.4e)

Durch die Substitution von (6.3d) mit (6.4e) wird (6.2) zu

B̃mk ≈
D∑
d=0

d∑
q=0

X
(Sd−qTq)
mk,nl (|A11|)Ãd−qnl (Ã∗nl)

q. (6.5)

Daraus ergeben sich mit D = 1 für die bisher betrachtete Signalkombination aus dem Großsignal A11

und dem einzelnen Kleinsignal Anl aus (6.1) die X-Parameter aus (4.38), wobei die Doppelsumme über
n und l wegfällt.

Sobald mehr als ein weiteres Kleinsignal in der X-Parametermodellierung höherer Ordnung berück-
sichtigt werden soll, gibt es zwei Möglichkeiten. In der ersten können die Einflüsse höherer Ordnung
jedes Kleinsignals dem LSOP ebenso wie beim PHD unabhängig von anderen Kleinsignalen überlagert
werden. Daher wird dieser Ansatz im Folgenden als polyharmonische Verzerrung höherer Ordnung - eng-
lisch: higher order polyharmonic distortion (HOPHD) - bezeichnet. So ergibt sich in (6.5) zusätzlich die
Doppelsumme über n und l wie in (4.38)

B̃mk,HOPHD ≈ X(F)
mk (|A11|) +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

D∑
d=1

d∑
q=0

X
(Sd−qTq)
mk,nl (|A11|)Ãd−qnl (Ã∗nl)

q. (6.6)

Mit D = 2 ergibt sich daraus der QPHD-Ansatz aus [16]

B̃mk,QPHD ≈X(F)
mk (|A11|) +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l) 6=(1,1)

X
(S)
mk,nl(|A11|)Ãnl +X

(T)
mk,nl(|A11|)Ã∗nl

+X
(S2)
mk,nl(|A11|)Ã2

nl +X
(T2)
mk,nl(|A11|)(Ã∗nl)2 +X

(ST)
mk,nl(|A11|)|Anl|2.

(6.7)

Im allgemeineren, zweiten Fall muss - anders als für (6.6) - angenommen werden, dass sich die Kleinsi-
gnale Anl untereinander beeinflussen und Mischterme erzeugen. Im folgenden Teilabschnitt wird gezeigt
welche Änderungen an (6.6) vorzunehmen sind, um diese Mischterme zu berücksichtigen.
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6.2. MIT-Ansatz: Kleinsignale mit Wechselwirkung

Ausgangspunkt der Betrachtungen in diesem Abschnitt ist wie im vorherigen Abschnitt die BF aus (4.33)

B̃mk = Fmk

(
|A11| , Ã12, Ã

∗
12, . . . , Ãnl, Ã

∗
nl, . . .

)
(6.8)

mit der in (6.1a) eingeführten Kurzschreibweise Ãnl, B̃mk für die Kleinsignale am Tor n bei der l-ten
Harmonischen der Grundfrequenz ω0.
Anders als im letzten Abschnitt sollen die unterschiedlichen Kleinsignalanteile Einfluss aufeinander

ausüben. Daher muss die zweidimensionale Taylor-Reihe aus (6.2), die für jedes Kleinsignal Ãnl ein-
zeln im LSOP entwickelt wurde und anschließend in (6.6) additiv überlagert wurde, in eine allgemeine
mehrdimensionale Taylor-Reihe mehrerer Veränderlicher überführt werden. Dazu wird im Folgenden die
Multi-Index-Notation [7, 121] für den Variablenvektor x = (x1, . . . , xL) ∈ CL verwendet:

α = (α1, . . . , αL) ∈ NL0 heißt ein Multi-Index, (6.9a)
|α| = α1 + · · ·+ αL seine Ordnung, (6.9b)
α! = α1! · · ·αL! α-Fakultät, (6.9c)
xα = xα1

1 · · ·x
αL
L heißt das Monom vom Exponenten α, (6.9d)

α± β = (α1 ± β1, . . . , αL ± βL) Addition/Subtraktion von Multi-Indizes, (6.9e)

∂αf(x) = ∂α1
1 ∂α2

2 . . . ∂αLL f(x) =
∂|α|

∂xα1
1 · · · ∂x

αL
L

f(x) mit ∂if =
∂

∂xi
f(x) und ∂0f = f. (6.9f)

Mit dieser Notation ergibt sich für die analytische Funktion f(x) : CL → C die Taylor-Reihe der
Ordnung D im Entwicklungspunkt x0 = (x01 , . . . , x0L) zu

f(x) ≈
∑
|α|≤D

1

α!
∂αf(x0)(x− x0)α. (6.10)

Angewandt auf die Beschreibungsfunktion (6.8) wird der Variablenvektor x = (Ã, Ã
∗
) in zwei Teilvek-

toren mit den komplexen Amplituden der Kleinsignale Ã und deren komplex Konjugierte Ã
∗
aufgeteilt.

Für die Kleinsignalvektoren gilt

Ã = (Ã12, . . . , Ãnl, . . . , ÃNLN ) und

Ã
∗

= (Ã∗12, . . . , Ã
∗
nl, . . . , Ã

∗
NLN ) ∈ CL mit L =

N∑
n=1

Ln − 1,
(6.11)

wobei Ln die jeweils höchste Harmonische am Tor n des N-Tors aus (A.8) ist und die −1 das Groß-
signal A11 ausschließt. Durch die zugehörige Aufteilung des Multi-Index lässt sich das Monom von x
umschreiben

xα = (Ã, Ã
∗
)α = Ã

σ
(Ã
∗
)τ mit σ = (α1, . . . , αL) und τ = (αL+1, . . . , α2L) ∈ NL0 . (6.12)

Unter Beachtung der Definitionen in (6.9) ergibt sich für die Fakultät des Multi-Index α! = σ!τ ! und für
die partielle Ableitung ∂α = ∂σ∂τ = (∂α1

1 · · · ∂
αL
L )(∂

αL+1

L+1 · · · ∂2L
α2L

). Daraus folgt für die Beschreibungs-
funktion aus (6.8) mit dem LSOP aus (4.36) als Entwicklungspunkt, was x0 = 0 in (6.10) entspricht,

B̃mk ≈
∑

|σ|+|τ |≤D

1

σ!τ !
∂σ∂τFmkLSOP

Ã
σ
(Ã
∗
)τ . (6.13)

Durch eine Ersetzung der partiellen Ableitungen - wie in (4.38) bzw. (6.4e) - können mit der Notation
der Multi-Index-Taylor-Reihe (MIT) aus (6.9)ff.X-Parameter höherer Ordnung

X
(SσTτ )
mk (|A11|) :=

1

σ!τ !
∂σ∂τFmkLSOP (6.14a)
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Tab. 6.1.: Allgemeine Spektralanteile der Frequenz-Offset-Methode ωmix = κω0 + λ(lω0 + ε) und zugehö-
rige HOPHD X-Parameter

Bm(ωmix) ωmix κ λ X-Parameter X(·)
mk

...
...

...
...

...

Bmk−2
kω0 − 2ε k + 2l −2 X

(T2)
mk,nl, X

(ST3)
mk,nl, . . .

Bmk− kω0 − ε k + l −1 X
(T)
mk,nl, X

(ST2)
mk,nl, . . .

Bmk0 kω0 k 0 X
(F)
mk , X

(ST)
mk,nl, . . .

Bmk+ kω0 + ε k − l 1 X
(S)
mk,nl, X

(S2T)
mk,nl, . . .

Bmk+2
kω0 + 2ε k − 2l 2 X

(S2)
mk,nl, X

(S3T)
mk,nl, . . .

...
...

...
...

...

definiert werden. Mit diesen kann die BF aus (6.8) durch

B̃mk,MIT ≈
∑

|σ|+|τ |≤D

X
(SσTτ )
mk (|A11|)Ã

σ
(Ã
∗
)τ (6.14b)

über einen großen Gültigkeitsbereich approximiert werden, was im Folgenden als MIT-Ansatz bezeichnet
wird.

6.3. Berechnung der X-Parameter höherer Ordnung

In diesem Abschnitt werden die im Vergleich zu Abschnitt 4.3 nötigen Erweiterungen zur Berechnung
der X-Parameter höherer Ordnung gezeigt. Dazu wird zunächst der HOPHD-Ansatz (6.6) betrachtet.

6.3.1. HOPHD-Ansatz

Beim HOPHD-Ansatz werden die Kleinsignale Anl dem Großsignal A11 - wie beim PHD-Ansatz - einzeln
überlagert. Sowohl der Abb. 6.1 als auch Tab. 6.1 ist zu entnehmen, dass die Frequenz-Offset-Methode aus
Abschnitt 4.3.1 allein nicht ausreicht, um alle Parameter des HOPHD-Ansatzes zu bestimmen. Bereits
für D = 2, d. h. dem QPHD-Ansatz aus (6.7), muss der Term X

(ST)
mk,nl|Anl|2 berücksichtigt werden, der

ohne Frequenz-Offset ε direkt dem LSOP überlagert ist:

B̃mk0 = B̃mkLSOP + B̃mkKS = X
(F)
mk (|A11|) +X

(ST)
mk,nl(|A11|) · |Anl|2. (6.15)

Dieser entspricht der sog.desensitization [9] in der Volterra-Reihe, mit z. B.H3(ω0, lω0,−lω0) . Für die
Berechnung der X-Parameter erster Ordnung basierend auf dem PHD-Ansatz mittels der Frequenz-Offset-
Methode in Abschnitt 4.3.1 wird davon ausgegangen, dass Anl � A11 gilt. Dadurch ist Bmk0 ≈ BmkLSOP ,
woraus X(F)

mk (|A11|) direkt bestimmt wird. Im Fall der X-Parameter höherer Ordnung soll die Einschrän-
kung für die Signale Anl nicht gelten. Zur Bestimmung des Parameters X(ST)

mk,nl(|A11|) muss in Anlehnung
an die Phasen-Offset-Methode aus Abschnitt 4.3.2 für jeden Wert des Großsignals |A11| ein Gleichungs-
system von M ≥ 2 unterschiedlichen Anregungen Ãnlmit P = konst. aufgestellt werden1 |Anl,1|2

...
...

1 |Anl,M |2


 X

(F)
mk (|A11|)

X
(ST)
mk,nl(|A11|)

 =

 B̃mk0,1
...

B̃mk0,M

 . (6.16)

Anders als in der Phasen-Offset-Methode aus (4.44) zur Bestimmung der X-ParameterX(S)
mk,nl undX

(T)
mk,nl

verändert eine Variation der Phase φAnl die Koeffizientenmatrix nicht, weshalb die Amplitude des zu-
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|Bm(ω)|

ω − kω00−2ε −ε ε 2ε

|Bmk−2
|

|Bmk− |
|BmkLSOP

|

|BmkKS
|

|Bmk+ |
|Bmk+2 |

Abb. 6.1.: Prinzipbild zur Frequenz-Offset-Methode mit zwei Tönen: k-te Harmonische kω0 mit Seiten-
bändern bis zur 2.Ordnung: Anteile des PHD-Ansatzes (schwarz), Anteile des QPHD-Ansatzes
(magenta)

sätzlichen Signals |Anl| angepasst werden muss. Für M = 2 ergibt sich eine quadratische Koeffizienten-
matrix bzw. ein bestimmtes Gleichungssystem. Sofern zunächst über die Eintonanregung mit A11 und
Anl = 0 der LSOP B̃mkLSOP = X

(F)
mk (|A11|) ermittelt wird, kann über B̃mkKS,0 = B̃mk0 − B̃mkLSOP aus der

Überlagerungsmessung mit Anl 6= 0 der Parameter

X
(ST)
mk,nl(|A11|) =

B̃mkKS,0

|Anl|2
(6.17)

berechnet werden. Im QPHD-Ansatz können die weiteren Parameter höherer Ordnung aus der Fre-
quenz-Offset-Methode direkt berechnet werden (vgl. (6.7), Tab. 6.1 und Abb. 6.1)

X
(S2)
mk,nl(|A11|) =

B̃mk+2

Ã2
nl

(6.18a)

X
(T2)
mk,nl(|A11|) =

B̃mk−2

(Ã∗nl)
2
. (6.18b)

Ab Ordnungen D ≥ 3 kommen auch bei den Seitenbändern Bmk± , Bmk±2
etc. weitere Modellparameter

hinzu, sodass hier ebenfalls ein Gleichungssystem zu lösen ist:

 (Ã∗nl,1)2 (Ã∗nl,1)2|Anl,1|2 . . .
...

...
...

(Ã∗nl,M )2 (Ã∗nl,M )2|Anl,M |2 . . .



X

(T2)
mk (|A11|)

X
(ST3)
mk,nl(|A11|)

...

 =

 B̃mk−2,1

...
B̃mk−2,M

 , (6.19a)

 Ã∗nl,1 Ã∗nl,1|Anl,1|2 . . .
...

...
...

Ã∗nl,M Ã∗nl,M |Anl,M |2 . . .




X
(T)
mk (|A11|)

X
(ST2)
mk,nl(|A11|)

...

 =

 B̃mk−,1
...

B̃mk−,M

 , (6.19b)

 Ãnl,1 Ãnl,1|Anl,1|2 . . .
...

...
...

Ãnl,M Ãnl,M |Anl,M |2 . . .




X
(S)
mk(|A11|)

X
(S2T)
mk,nl(|A11|)

...

 =

 B̃mk+,1
...

B̃mk+,M

 , (6.19c)

 (Ãnl,1)2 (Ãnl,1)2|Anl,1|2 . . .
...

...
...

(Ãnl,M )2 (Ãnl,M )2|Anl,M |2 . . .



X

(S2)
mk (|A11|)

X
(S3T)
mk,nl(|A11|)

...

 =

 B̃mk+2,1

...
B̃mk+2,M

 . (6.19d)
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Tab. 6.2.: Spektralanteile der Frequenz-Offset-Methode für eine Dreitonanregung
ωmix(λ) = κω0 + λ1(l1ω0 + ε1) + λ1(l2ω0 + ε2) zur Bestimmung der zusätzlichen X-Para-
meter des MIT-Ansatzes der Ordnung D = 2.

Bmkλ ωmix κ λ1 λ2 X-Parameter X(·)
mk

Bmk−− kω0 − ε1 − ε2 k + l1 + l2 −1 −1 X
(S(0,0)T(1,1))
mk

Bmk−+
kω0 − ε1 + ε2 k + l1 − l2 −1 1 X

(S(0,1)T(1,0))
mk

Bmk+− kω0 + ε1 − ε2 k − l1 + l2 1 −1 X
(S(1,0)T(0,1))
mk

Bmk++
kω0 + ε1 + ε2 k − l1 − l2 1 1 X

(S(1,1)T(0,0))
mk

Damit auf denselben Frequenzanteil weitere Anteile fallen, muss die zugehörige Ordnung des Anteils um
zwei erhöht werden.
Alternativ kann auch im Sinne der Phasen-Offset-Methode ein Gleichungssystem mit allen X-Parame-

tern außer den LSOP-Parametern X
(F)
mk , die wie oben beschrieben zuvor bestimmt werden, aufgestellt

werden. Mit der in (6.1a) eingeführten Kurzschreibweise Ãnl und B̃mknl = B̃mk −X(F)
mk ergibt sich

 Ãnl,1 Ã∗nl,1 (Ãnl,1)2 (Ã∗nl,1)2 |Anl,1|2 . . .
...

...
...

...
...

...
Ãnl,M Ã∗nl,M (Ãnl,M )2 (Ã∗nl,M )2 |Anl,M |2 . . .


︸ ︷︷ ︸

Ãnl



X
(S)
mk,nl(|A11|)

X
(T)
mk,nl(|A11|)

X
(S2)
mk,nl(|A11|)

X
(T2)
mk,nl(|A11|)

X
(ST)
mk,nl(|A11|)

...


=

 B̃mknl,1
...

B̃mknl,M

 . (6.20)

Durch eine reine Variation der Phase φAnl stehen in der fünften Spalte der Koeffizientenmatrix Ãnl

der konstante Betrag |Anl|2. Mittels einer zusätzlichen Erhöhung des Betrags |Anl| werden in dem Opti-
mierungsproblem Datenpunkte berücksichtigt, bei denen das Modell durch die Terme höherer Ordnung
dominiert wird, was folglich zu einer höheren Genauigkeit über einen größeren Wertebereich von |Anl|
führt.

6.3.2. MIT-Ansatz

Zur Bestimmung der zusätzlichen X-Parameter des MIT-Ansatzes (6.14) ist eine Erweiterung der Fre-
quenz-Offset-Methode nötig. Der Entwicklungsordnung der Multi-Index-Taylor-Reihe (MIT) entspre-
chend müssen dazu D verschiedene der L zusätzlichen Signale aus Ã in (6.11) gleichzeitig dem Großsignal
A11 überlagert werden. Damit die entstehenden Mischprodukte eindeutig zugeordnet werden können, müs-
sen die unterschiedlichen Signale Anl unterschiedliche Frequenz-Offsets bekommen ωli = liω0 + εi, sodass
sich die Mischprodukte bei den Frequenzen

ωmix(λ) = kω0 +

D∑
i=1

λiεi = κω0 +

D∑
i=1

λiωli = κω0 +

D∑
i=1

λi(liω0 + εi) (6.21)

ergeben, wobei k ∈ N0, li ∈ N, λ = (λ1, λ2, . . . , λD), λi ∈ Z und
∣∣∣∑D

i=1 λi

∣∣∣ ≤ D sowie κ = k −
∑D
i=1 λili

gelten. In Tab. 6.2 ist beispielhaft für zwei zusätzliche Signale Ã = (Ãnl1 , Ãnl2) und der MIT-Ordnung
D = 2 dargestellt, aus welchen Frequenzanteilen die zusätzlichen X-Parameter des MIT-Ansatzes (6.14)
bestimmt werden können. Abb. 6.2 zeigt die zusätzlichen Frequenzanteile des MIT-Ansatzes in grün, die
Anteile des PHD-Ansatzes in schwarz und die zusätzlichen des QPHD-Ansatzes (6.7) in magenta. Bezüg-
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|Bm(ωmix)|

ω − kω00−2ε2 −ε2 ε2 2ε2−2ε1 −ε1 ε1 2ε1
−ε1 − ε2 ε1 − ε2 ε2 − ε1 ε1 + ε2

|Bmk−− | |Bmk+− | |Bmk−+
| |Bmk++

|

Abb. 6.2.: Prinzipbild zur Frequenz-Offset-Methode mit drei Tönen: Harmonische bei kω0 mit Seiten-
bändern bis zur 2.Ordnung: Anteile des PHD-Ansatz (schwarz), Anteile des QPHD-Ansatz
(magenta), Anteile des MIT-Ansatz (grün)

lich der Frequenz-Offsets ε1 6= ε2 müssen in einer Messumgebung - wie für die Frequenz-Offset-Methode
für zwei Signale in Abschnitt 4.3.1 - Kompromisse eingegangen werden. Wieder gilt für eine Berechnung
der X-Parameter aus einem Frequenzbereichssimulator, dass die Offsets εi = 0 sein können, sofern alle
Signale bei unterschiedlichen Frequenzen vorliegen, d. h. li 6= 1 und li 6= lj ∀ i, j ∈ {1, . . . , D}.
Sofern einemMischprodukt bei ωmix nur ein MIT-X-Parameter zugeordnet werden kann, wird dieser wie

zuvor im PHD-Ansatz (4.43) bzw.QPHD-Ansatz (6.18) berechnet. Für die vier zusätzlichen X-Parameter
des MIT-Ansatzes im Beispiel aus Tab. 6.2 ergeben sich aus (6.14)

X
(S(0,0)T(1,1))
mk =

B̃mk−−

Ã∗nl1Ã
∗
nl2

(6.22a)

X
(S(0,1)T(1,0))
mk =

B̃mk−+

Ã∗nl1Ãnl2
(6.22b)

X
(S(1,0)T(0,1))
mk =

B̃mk+−

Ãnl1Ã
∗
nl2

(6.22c)

X
(S(1,1)T(0,0))
mk =

B̃mk++

Ãnl1Ãnl2
. (6.22d)

Sobald für D > 2 mehr als ein X-Parameter dem Mischprodukt ωmix(λ) mit λ = (λ1, λ2, . . . , λD) = σ − τ
aus (6.21) zugeordnet werden kann, muss wie für den HOPHD-Ansatz in (6.19) ein Gleichungssystem
gelöst werden, dessen Zeilen mit B̃mkλ = B̃m(ωmix(λ)) durch∑

σ−τ=λ

X
(SσTτ )
mk Ã

σ
(Ã
∗
)τ = B̃mkλ (6.23)

gebildet werden. In dem o. g. Beispiel für zwei zusätzliche Signale Ã = (Ã12, Ã13) ergibt sich für
Bmk++

= Bm(ωmix(λ = (1, 1))

 Ã12,1Ã13,1 Ã2
12,1Ã13,1Ã

∗
12,1 Ã12,1Ã

2
13,1Ã

∗
13,1 . . .

...
...

...
...

Ã12,M Ã13,M Ã2
12,M Ã13,M Ã

∗
12,M Ã12,M Ã

2
13,M Ã

∗
13,M . . .




X
(S(1,1)T(0,0))
mk

X
(S(2,1)T(1,0))
mk

X
(S(1,2)T(0,1))
mk

...


=

 B̃mk++,1

...
B̃mk++,M

 .

(6.24)
Darin ist wie in (6.19) zu sehen, dass eine Erhöhung der Ordnung um zwei nötig ist, um weitere Parameter
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Tab. 6.3.: Spektralanteile der Frequenz-Offset-Methode für eine Dreitonanregung
ωmix(λ) = κω0 + λ1(l1ω0 + ε1) + λ1(l2ω0 + ε2) zur Bestimmung der zusätzlichen MIT
X-Parameter der Ordnung D = 3.

Bmkλ ωmix κ λ1 λ2 X-Parameter X(·)
mk

Bmk0− kω0 − ε2 k + l2 0 −1 X
(T)
mk,nl2

= X
(S(0,0)T(0,1))
mk , X

(ST2)
mk,nl2

, X
(S(1,0)T(1,1))
mk , . . .

Bmk−0
kω0 − ε1 k + l1 −1 0 X

(T)
mk,nl1

, X
(ST2)
mk,nl1

= X
(S(1,0)T(2,0))
mk , X

(S(0,1)T(1,1))
mk , . . .

Bmk+0
kω0 + ε1 k − l1 1 0 X

(S)
mk,nl1

, X
(S2T)
mk,nl1

= X
(S(2,0)T(1,0))
mk , X

(S(1,1)T(0,1))
mk , . . .

Bmk0+ kω0 + ε2 k − l2 0 1 X
(S)
mk,nl2

= X
(S(1,0)T(0,0))
mk , X

(S2T)
mk,nl2

, X
(S(1,1)T(1,0))
mk , . . .

dem Anteil Bmkλ zuordnen zu können. Zur tabellarischen Veranschaulichung sind in Tab. 6.3 weitere
Anteile gezeigt.

Ebenso wie für den HOPHD-Ansatz kann auch für den MIT-Ansatz die Phasen-Offset-Methode be-
nutzt werden. Dazu muss der Unbekanntenvektor des Gleichungssystems (6.20) um die zusätzlichen
X-Parameter erweitert werden. Aus (6.20) wird für Ã = (Ã12, Ã13) mit

Ã12,13 =

 Ã∗12,1Ã
∗
13,1 Ã∗12,1Ã13,1 Ã12,1Ã

∗
13,1 Ã12,1Ã13,1

...
...

...
...

Ã∗12,M Ã
∗
13,M Ã∗12,M Ã13,M Ã12,1Ã

∗
13,M Ã12,M Ã13,M

 ,

Ãnl =

 Ãnl,1 Ã∗nl,1 (Ãnl,1)2 (Ã∗nl,1)2 |Anl,1|2
...

...
...

...
...

Ãnl,M Ã∗nl,M (Ãnl,M )2 (Ã∗nl,M )2 |Anl,M |2

 und Xmk,nl =


X

(S)
mk,nl

X
(T)
mk,nl

X
(S2)
mk,nl

X
(ST)
mk,nl

X
(T2)
mk,nl


(6.25a)

für das betrachtete Beispiel das erweiterte Gleichunssystem zur Berechnung von (6.14)

(
Ã12 Ã13 Ã12,13

)


Xmk,12

Xmk,13

X
(S(0,0)T(1,1))
mk

X
(S(0,1)T(1,0))
mk

X
(S(1,0)T(0,1))
mk

X
(S(1,1)T(0,0))
mk


=

 B̃mknl,1
...

B̃mknl,M

 . (6.25b)

Anders als beim HOPHD-Ansatz müssen Datenpunkte (Ã, B̃mk,KS) in das Gleichungssystem einbezogen
werden, bei denen alle Elemente des Kleinsignalvektors Ã von null verschieden sein müssen, d. h. Ãnl 6= 0.
Alternativ zur Berechnung über das Gleichungssystem mit allen Kleinsignal-X-Parametern X(SσTτ )

mk kann
auch erst der HOPHD-Ansatz über die Vorgehensweise des letzten Abschnitts bestimmt werden und
anschließend können die zusätzlichen MIT-X-Parameter mit Hilfe eines weiteren Optimierungsproblems
berechnet werden. Für das gezeigte Beispiel ergibt sich mit (6.6)

Ã12,13 ·


X

(S(0,0)T(1,1))
mk

X
(S(0,1)T(1,0))
mk

X
(S(1,0)T(0,1))
mk

X
(S(1,1)T(0,0))
mk

 =

 B̃mk1 − B̃mk,HOPHD1

...
B̃mkM − B̃mk,HOPHDM

 . (6.25c)
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6.4. Beispiel: Klasse-C-Verstärker

In diesem Abschnitt werden die oben eingeführten Ansätze zur Ordnungserweiterung der X-Parameter
am Beispiel eines Leistungsverstärkers mit Source-Follower -Ausgangsstufe, wie er in Abb. 6.3 gezeigt ist,
qualitativ verglichen. Dabei können über den Spannungsteiler R1, R2 unterschiedliche Verstärkerklassen
eingestellt werden. Die Schaltung wird im Folgenden in einem Arbeitspunkt der Klasse C in Cadence
Virtuoso Design Framework aufgebaut und mit Hilfe der Harmonic Balance simuliert.

us

UDD

Ck

Ck

R3

R4

Z0

Z0

R1

R2u1 u2

i1 i2

Abb. 6.3.: MOS-Leistungsverstärker mit Source-Spannungsteiler und Source-Follower -Ausgangsstufe.

Die Wechseleingangsspannung wird mit drei harmonischen Signalen eingestellt

us(t) = ûs1 cos(ω0t+ φs1) + ûs2 cos(2ω0t+ φs2) + ûs3 cos(3ω0t+ φs3), (6.26)

sodass die Beschreibungsfunktion (6.8) mit den Streuvariablen aus Anhang A.1 in diesem Fall zu

B̃mk = Fmk

(
|A11| , Ã12, Ã

∗
12, Ã13, Ã

∗
13

)
(6.27)

wird. Diese Dreiton-Beschreibungsfunktion wird mit den Ansätzen polyharmonische Verzerrung - eng-
lisch: polyharmonic distortion (PHD) - aus (4.39)

B̃mk,PHD ≈ X(F)
mk (|A11|) +X

(S)
mk,12(|A11|)Ã12 +X

(T)
mk,12(|A11|)Ã∗12

+X
(S)
mk,13(|A11|)Ã13 +X

(T)
mk,13(|A11|)Ã∗13,

(6.28)

quadratische polyharmonische Verzerrung - englisch: quadratic polyharmonic distortion (QPHD) - [16]
aus (6.7)

B̃mk,QPHD =B̃mk,PHD

+X
(S2)
mk,12 (|A11|) Ã2

12 +X
(T2)
mk,12 (|A11|)

(
Ã∗12

)2

+X
(ST)
mk,12 (|A11|) |A12|2

+X
(S2)
mk,13 (|A11|) Ã2

13 +X
(T2)
mk,13 (|A11|)

(
Ã∗13

)2

+X
(ST)
mk,13 (|A11|) |A13|2,

(6.29)

dem Ansatz reduziertes Polynom - engl.: reduced polynomial (RP) - aus [15]

B̃mk,RP = B̃mk,QPHD −X(ST)
mk,12 (|A11|) |A12|2 −X(ST)

mk,13 (|A11|) |A13|2, (6.30)

dem in Abschnitt 6.2 eingeführten Ansatz der Multi-Index-Taylor-Reihe (MIT) (6.14) für D = 2 und
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Ã =
(
Ã12, Ã13

)
B̃mk,MIT =B̃mk,QPHD

+X
(S(1,1)T(0,0))
mk (|A11|) Ã12Ã13 +X

(S(0,0)T(1,1))
mk (|A11|) Ã∗12Ã

∗
13

+X
(S(1,0)T(0,1))
mk (|A11|) Ã12Ã

∗
13 +X

(S(0,1)T(1,0))
mk (|A11|) Ã∗12Ã13

(6.31)

und in Anlehnung an den RP-Ansatz mit einem multi-index reduced polynomial (MIRP)-Ansatz

B̃mk,MIRP = B̃mk,MIT −X(ST)
mk,12 (|A11|) |A12|2 −X(ST)

mk,13 (|A11|) |A13|2 (6.32)

angenähert. Dies geschieht anhand der Ergebnisse für die Komponenten der Streuvariablen am Eingangs-
und Ausgangstor bei der Fundamentalfrequenz ω0 und der fünften Harmonischen 5ω0, d. h.B11, B21, B15

und B25. Bei diesen Frequenzen wird der Einfluss der Kleinsignalinteraktion durch einen Mischterm
zweiter Ordnung

cos(2ω0t+ φs2) · cos(3ω0t+ φs3) =
1

2
(cos(ω0t− φs2 + φs3) + cos(5ω0t+ φs2 + φs3)) (6.33)

besonders deutlich. In allen Simulationen gilt für das Großsignal ûs1 = 95 mV und φs1 = 60◦ bei der
Fundamentalfrequenz f0 = ω0

2π = 300 MHz, woraus sich für ein an Z0 angepasstes Eingangstor über (A.9)
und Us1 = 2ûs1e jφs1 die komplexe Streuvariable A11 = ûs1√

Z0
e jφs1 ergibt. Aus (4.31) ist ersichtlich, dass

daher P = e j60◦ für ein Z0 ∈ R gilt. Des Weiteren werden die Kleinsignale immer so gewählt, dass für
ihre Amplituden ûs2 = ûs3 und ihre Winkel φs3 = − 3

4φs2 gelten.
In Abb. 6.4 werden die Beträge der untersuchten Streuvariablen |B11|, |B21|, |B15| und |B25| in Ab-

hängigkeit der Amplituden ûs3 = ûs2 und ûs2 ∈ [10 mV, 100 mV] dargestellt. Der Verlauf von |B11| in
Abb. 6.4a weist nur eine Änderung um wenige 10 mdB auf. Im qualitativen Verlauf lässt sich feststellen,
dass die MI-Ansätze über einen größeren Bereich nahe der Vergleichssimulation liegen als die anderen
Ansätze. Ab einer Amplitude von etwa 60 mV ist zusätzlich noch zu erkennen, dass die Ansätze QPHD
und MIT ihr Verhalten im Vergleich zu ihren RP-Pendants ändern und nach oben abknicken. Der Un-
terschied der Ansätze besteht in den Termen X(ST)

mk,nl (|A11|) |Anl|2. Bei der Bestimmung der Parameter

X
(ST)
mk,nl kann es zu numerischen Problemen kommen (vgl. Abschnitt 6.3), wenn - wie in diesem Fall - der

Einfluss des Signals so gering ist, dass er in der Größenordnung der Messgenauigkeit liegt.
Im Gegensatz dazu steht der Verlauf von |B21| in Abb. 6.4b. Darin entspricht der RP-Ansatz (6.30)
nahezu den X-Parametern erster Ordnung aus dem PHD-Ansatz (6.28). Die Terme X(ST)

21,nl (|A11|) |Anl|2
lassen den QPHD-Ansatz (6.29) und MIT-Ansatz (6.31) über den gesamten Bereich näher an der Ver-
gleichssimulation liegen. Ab einer Amplitude von etwa 40 mV gewinnen die Multi-Index-Terme stärker
an Einfluss, sodass darüber hinaus der MIRP-Ansatz (6.32) näher an der Vergleichssimulation liegt. Der
MIT-Ansatz weicht sogar für die höchste Amplitude ûs2 = 100 mV, was größer ist als das vermeintliche
Großsignal ûs1, nur um weniger als ein Dezibel ab.
Die Ergebnisse für |B15| und |B25|, dargestellt in den Abbildungen 6.4c/d, weisen einen qualitativ

ähnlichen Verlauf auf. Anders als für |B21| haben die Parameter X(ST)
m5,nl (|A11|) | einen vernachlässigba-

ren Einfluss, da die Ansätze RP und MIRP den gleichen Verlauf besitzen wie ihre erweiterten Pendants
QPHD bzw. MIT. Letzterer ist über den gesamten Variationsbereich näher an der Vergleichssimulation
als der QPHD-Ansatz, der wiederum bei großen Amplituden der Kleinsignale den X-Parametern des
PHD-Ansatzes überlegen ist.

Die erhöhte Genauigkeit der Multi-Index-Ansätze wird in der komplexen Darstellung von B11, B21, B15

und B25 für eine Variation der Phasen φs2 ∈ [0◦, 360◦] und φs3 = − 3
4φs2 deutlich, die jeweils für sechs un-

terschiedliche Amplituden ûs2 = ûs3 durchgeführt wurde. In Abb. 6.5a sind die Ergebnisse der Streuvaria-
blen B11 für die Amplituden ûs2 = ûs3 = 1 mV dargestellt. In diesem Fall ist die Annahme |A11| � |Anl|
aus (4.34) des PHD-Ansatzes [139], dass die zusätzlichen Signale sehr viel kleiner sind als das Großsi-
gnal, mit ûs2 = ûs3 � ûs1 erfüllt. Folglich ergeben sich für alle Ansätze gleiche qualitative Verläufe.
Jedoch ist bereits hier eine konstante Verschiebung der Ansätze QPHD und MIT gegenüber den anderen
Ansätzen, die die Vergleichssimulation sehr genau abbilden, zu erkennen. Diese Verschiebung wird mit
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(a) (b)

(c) (d)

Abb. 6.4.: Bmk über ûs2 = ûs3 für feste Winkel φs3 = − 3
4φs2 im Verstärker der Klasse C,

ûs1 = 95 mV, φs1 = 60◦, f0 = 300 MHz

steigenden Amplituden in den Abbildungen 6.5b-f immer deutlicher. Wie bereits für die entsprechende
Amplitudenvariation in Abb. 6.4a erläutert, liefern die Terme X(ST)

11,nl (|A11|) |Anl|2 einen phasenunabhän-
gigen Anteil, der u.U. - bedingt durch numerische Probleme - falsch berechnet wird. In diesem Fall
wurden X

(ST)
11,12 und X

(ST)
11,13 zu groß berechnet. Durch die mit ûs2 = ûs3 wachsende phasenunabhängige

Verschiebung der Vergleichssimulation gegenüber den Ansätzen RP und MIRP ist ersichtlich, dass die
Terme X(ST)

11,nl (|A11|) |Anl|2 nötig sind. Ohne diese entspricht der RP-Ansatz auch in dieser Darstellung
dem PHD-Ansatz. Abgesehen von der zu großen oder nicht vorhandenen Verschiebung sind die Multi-
Index-Ansätze in der Lage für größere Amplituden das qualitative Verhalten von B11 abzubilden. Wie
bereits in der Diskussion zu Abb. 6.4a bemerkt, liegt die Grenze mit etwa ûs2 = ûs3 = 40 mV deutlich
über der der anderen Ansätze.

Abb. 6.6 zeigt die Ergebnisse der komplexen Streuvariablen B21 für die gleichen Amplitudeneinstel-
lungen wie zuvor. Für die kleinsten Amplituden ûs2 = ûs3 = 1 mV in Abb. 6.6a liefern alle Ansätze die
gleichen Ergebnisse und bilden die Vergleichssimulation genau ab. Auch für die nächstgrößeren Amplitu-
den ûs2 = ûs3 = 5 mV sind sich alle Verläufe sehr ähnlich. Für größere Amplituden ûs2 = ûs3 ergeben
sich ähnliche Beobachtungen wie für B11 in Abb. 6.5. So entspricht der RP-Ansatz für alle betrachte-
ten Amplituden den X-Parametern 1.Ordnung (PHD-Ansatz). Beide Multi-Index-Ansätze können das
qualitative Verhalten der Vergleichssimulation bis etwa ûs2 = ûs3 = 40 mV abbilden. Anders als für B11

wurden die zusätzlichen Terme des QPHD-Ansatzes X(ST)
11,nl (|A11|) |Anl|2 ohne numerische Probleme be-

stimmt. Dies wird besonders deutlich im Vergleich zwischen den beiden Multi-Index-Ansätzen, da der
MIT-Ansatz (6.31) der Vergleichssimulationauch quantitativ nahe kommt.

In den Abbildungen 6.7 und 6.8 sind die Ergebnisse für die Streuvariablen B15 und B25 zu sehen,
die ähnliche Tendenzen aufweisen und daher gemeinsam diskutiert werden. Anders als zuvor B11 und
B21 weichen die X-Parameter 1.Ordnung bereits für die kleinsten Amplituden ûs2 = ûs3 = 1 mV von
den anderen Ansätzen und damit auch von der Vergleichssimulation ab. Ein weiterer Unterschied zu den
Ergebnissen der Fundamentalfrequenz besteht darin, dass die Terme X(ST)

11,nl (|A11|) |Anl|2 für die durchge-
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6. X-Parameter höherer Ordnung

Tab. 6.4.: Beispielhafter Vergleich der Anzahl M der Modellparameter X(SσTτ )
mk der Ordnung D = 2 und

der Länge L des Signalvektors Ã ∈ CL aus (6.11), die zur Berechnung jedes Bmk nötig sind.

Ansatz Gleichung Anzahl M

PHD (6.28) 5

QPHD (6.29) 11

RP (6.30) 9

MIT (6.31) 15

MIRP (6.32) 13

führten Simulationen keinen Einfluss besitzen, da hier Bmk,RP ≈ Bmk,QPHD aus (6.30) und (6.29) sowie
Bmk,MIRP ≈ Bmk,MIT (6.32) und (6.31) sind. Darüber hinaus sind die Multi-Index-Ansätze in der Lage
für Amplituden ûs2 = ûs3 = 40 mV das qualitative Verhalten von |B15| bzw. ûs2 = ûs3 = 60 mV von
|B25| anzunähern. Der QPHD-Ansatz weicht bereits für ûs2 = ûs3 = 20 mV von der Vergleichssimulati-
on ab.

6.5. Modellkomplexität

In Tabelle 6.4 sind vergleichend für alle Ansätze die Anzahlen M der Modellparameter für das vorherge-
hende Beispiel dargestellt. Allgemein können die Modellparameteranzahlen mit Hilfe der Kombinatorik
berechnet werden. Die Anzahl der zur Berechnung jedes komplexen Signals Bmk nötigen X-Parameter
des PHD-Ansatzes werden linear aus der Länge L des Signalvektors Ã ∈ CL aus (6.11) und dem Großsi-
gnalparameter X(F)

mk berechnet. So gilt

MPHD(L) = 1 + 2L, (6.34)

worin sich der Faktor 2 aus der Berücksichtigung der komplex konjugierten Signalanteile aus Ã
∗
∈ CL,

d. h. den X-Parametern X
(T)
mk,nl, ergibt. Für den MIT-Ansatz aus (6.31) ergibt sich ein vollständiges

Kombinationsproblem mit Wiederholung

MMIT(L,D) =

D∑
d=0

(
2L+ d− 1

d

)
=

D∑
d=0

1

d!

d−1∏
δ=0

(2L− δ), (6.35)

worin D die Ordnung der Taylor-Reihenentwicklung aus (6.14) ist. Beim allgemeinen HOPHD-Ansatz
der Ordnung D aus (6.6) fehlen im Vergleich zum MIT-Ansatz die Kombinationen aller Elemente aus Ã
und Ã

∗
ohne Wiederholung, die durch den Binomialkoeffizienten

(
2L
d

)
berücksichtigt werden, außer den

Kombinationen AnlA∗nl, die L-mal vorkommen. Dadurch ergibt sich für die Anzahl

MHOPHD(L,D) = 1 + 2L+

D∑
d=2

(
2L+ d− 1

d

)
−
(

2L

d

)
+ L ∀ 2L ≥ D, (6.36)

wobei sich die Einschränkung 2L ≥ D aus der Tatsache ergibt, dass sonst der zweite Binomialkoeffizient
nicht definiert ist. In dieser Arbeit wird weitestgehend der Spezialfall der Ordnung D = 2 verwendet, für
den sich

MQPHD(L) = MHOPHD(L, 2) = 1 + 5L (6.37)
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 6.5.: B11 in komplexer Ebene für φs2 ∈ [0◦, 360◦], φs3 = − 3
4φs2 und unterschiedliche Amplituden

ûs2 = ûs3, Verstärker der Klasse C, ûs1 = 95 mV, φs1 = 60◦, f0 = 300 MHz
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 6.6.: B21 in komplexer Ebene für φs2 ∈ [0◦, 360◦], φs3 = − 3
4φs2 und unterschiedliche Amplituden

û12 = û13, Verstärker der Klasse C, ûs1 = 95 mV, φs1 = 60◦, f0 = 300 MHz
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 6.7.: B15 in komplexer Ebene für φs2 ∈ [0◦, 360◦], φs3 = − 3
4φs2 und unterschiedliche Amplituden

û12 = û13, Verstärker der Klasse C, ûs1 = 95 mV, φs1 = 60◦, f0 = 300 MHz
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Abb. 6.8.: B25 in komplexer Ebene für φs2 ∈ [0◦, 360◦], φs3 = − 3
4φs2 und unterschiedliche Amplituden

û12 = û13, Verstärker der Klasse C, ûs1 = 95 mV, φs1 = 60◦, f0 = 300 MHz
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ergibt. Die reduced polynomial Ansätze RP und MIRP wurden für die im Beispiel betrachtete Ordnung
D = 2 eingeführt. Ihnen fehlen die Terme X(ST)

mk,nl (|A11|) |Anl|2, die L-mal vorhanden sind, sodass gilt

MMIRP(L) =

2∑
d=0

(
2L+ d− 1

d

)
− L = 1 + 2L+ 2L2, (6.38a)

MRP(L) =

2∑
d=0

(
2L+ d− 1

d

)
−
(

2L

2

)
= 1 + 4L. (6.38b)

In Abb. 6.9 werden die Modellparameteranzahlen der unterschiedlichen Ansätze für die Ordnung D = 2
und verschiedene Signalanzahlen vergleichend dargestellt. In dem Beispiel aus Abschnitt 6.4 mit L = 2
gibt es, wie auch aus der Tab. 6.4 zu entnehmen ist, im MIT-Ansatz lediglich 4 Parameter mehr als im
QPHD-Ansatz. Bei L = 4 istMMIT(4) = 45 bereits mehr als doppelt so groß wieMQPHD(4) = 21 und für
L = 6 nahezu dreimal so groß, und zwar genauer MMIT(6) = 91 und MQPHD(6) = 31. Bei den genannten
Zahlenwerten ist zu beachten, dass dies die Modellparameter zur Berechnung eines jeden komplexen
Bmk sind. Die gesamte Modellkomplexität errechnet sich aus der Multiplikation der Parameteranzahl
MAns jedes Ansatzes, der Anzahl der Tore N , der maximal berücksichtigten Harmonischen Kmax und
der Anzahl MA11

an verschiedenen Großsignalwerten, bei denen die X-Parameter bestimmt wurden, zu

Mges,Ans = NKmaxMAnsMA11
. (6.39)

Wenn anstatt MA11
numerischer Werte für jeden X-Parameter stückweise definierte Polynome in A11

verwendet werden (vgl. Abschnitt 5.1.3), kann die GesamtmodellkomplexitätMges,Ans noch weiter gesenkt
werden.
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Abb. 6.9.: Vergleich der Modellparameteranzahlen M der unterschiedlichen X-Parameteransätze für ver-
schiedene Anzahlen der zusätzlichen Signale L ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6} und der Ordnung D = 2.

6.6. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden verschiedene Ansätze zur Erweiterung des X-Parametermodells, das auf dem
PHD-Ansatz (vgl. Abschnitt 4.2) basiert, unter dem Oberbegriff X-Parameter höherer Ordnung einge-
führt und qualitativ verglichen. Im PHD-Ansatz [139] wurden die zugrunde liegenden spektralen Be-
schreibungsfunktionen Fmk im sogenannten LSOP (4.36) mittels Taylor-Reihe linearisiert [150] und da-
her in diesem Kapitel als X-Parameter 1.Ordnung bezeichnet. Im Gültigkeitsbereich der Linearisierung,
d. h. für kleine zusätzliche Signale Anl gemäß (4.34), können die Einflüsse jedes Kleinsignals dem LSOP
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6. X-Parameter höherer Ordnung

additiv überlagert werden. In Kapitel 5 wurde festgestellt, dass der wesentliche Vorteil der X-Parameter
gegenüber der Modellierung mit der Volterra-Reihe in dem LSOP als verwendeten Entwicklungspunkt
liegt. Die Einschränkung der zusätzlichen Signale |Anl| � |A11| ist für die lineare Berücksichtigung der
zusätzlichen Signale Anl erforderlich.
In [15, 16] wurden zwei Ansätze vorgestellt und in Abschnitt 6.1 genauer betrachtet, die der Linearisie-

rung quadratische Terme hinzufügt und so den Gültigkeitsbereich des zugehörigen X-Parametermodells
erweitert. Dabei wurden die zusätzlichen Kleinsignale Ãnl separat betrachtet und die analytische Be-
schreibungsfunktion Fmk

(
|A11| , Ãnl, Ã∗nl

)
nach dem quadratischen Term abgebrochen. Dadurch lassen

sich nichtlineare Effekte wie z. B. die desentization - vgl. z. B.H3(ω0, lω0,−lω0) [9] - berücksichtigen. Der
quadratischen Erweiterung aus [15, 16] mangelt es an der mathematischen Betrachtung der Modellerweite-
rung. Denn durch die Beibehaltung des Überlagerungsgedankens des PHD-Ansatzes wurden Mischterme
der Kleinsignale, wie sie durch die Taylor-Reihe höherer Ordnung der eigentlichen spektralen Beschrei-
bungsfunktion Fmk

(
|A11| , Ã12, Ã

∗
12 . . . , Ãnl, Ã

∗
nl, . . .

)
entstehen, nicht berücksichtigt. Dazu zählen z. B.

Terme zweiter Ordnung Sm;12(3ω0,−2ω0), wie sie in der Volterra-Reihenbetrachtung aus Kapitel 5 be-
schrieben sind. Dieser einschränkende Mangel wurde im Abschnitt 6.2 mit Einführung der X-Parameter
auf Basis einer Multi-Index-Taylor-Reihe (MIT) aufgehoben. Die neu eingeführten Terme werden insbe-
sondere dann wichtig, wenn die vermeintlichen Kleinsignale Ãnl ähnlich groß werden wie das Großsignal
A11, das den Entwicklungspunkt LSOP der MIT festlegt. Zusätzlich zu der höheren Modellgenauigkeit
kann noch die bessere Implementierbarkeit der X-Parameter des MIT-Ansatzes durch die systematische
Multi-Index-Notation als Vorteil genannt werden.
In Abschnitt 6.4 wurden die verschiedenen Ansätze 2.Ordnung am Beispiel eines Klasse-C-Verstärkers

für eine Dreitonanregung am Eingangstor verglichen. Dabei wurde deutlich, dass mit steigender Ampli-
tude der zusätzlichen Signale Ãnl eine Erhöhung der Modellkomplexität sinnvoll ist. Die Ansätze RP
und QPHD aus der Literatur [15, 16] schaffen es zwar den Gültigkeitsbereich gegenüber den linearen
X-Parametern des PHD-Ansatzes zu vergrößern, allerdings fällt diese Erweiterung deutlich kleiner aus
als im Fall des in dieser Arbeit neu eingeführten MIT-Ansatzes.
Für das gezeigte Beispiel der Dreitonanregung (6.26) ergeben sich die Modellparameteranzahlen in

Tabelle 6.4. Im Vergleich zu den X-Parametern 1.Ordnung mit MPHD = 5 sind die Parameteranzah-
len MQPHD = 11 mehr als verdoppelt und MMIT = 15 verdreifacht. Dem gegenüber steht ein deutlich
größerer Gültigkeitsbereich der komplexeren Modelle. In Abschnitt 6.5 wurden weiterführend die X-Pa-
rameteranzahlen der unterschiedlichen Modellansätze in Abhängigkeit der Anzahl L der zusätzlichen
Signale Ãnl und der Entwicklungsordnung D der Taylor-Reihe untersucht. Die RP-Ansätze verzichten
gegenüber ihren zugehörigen HOPHD- bzw. MIT-Ansätzen auf phasenunabhängige Terme, die u.U. zu
einer nicht zu vernachlässigen Verschiebung relativ zum LSOP führen. Aufgrund der nur wesentlich gerin-
geren Modellkomplexität sind die RP-Ansätze daher wenig sinnvoll. Weiterhin wurde deutlich, dass die
Modellkomplexitäten der Ansätze höherer Ordnung sehr schnell wachsen, wobei der MIT-Ansatz deutlich
schneller an Komplexität gewinnt als der HOPHD-Ansatz. Daher sollte für jede Anwendung zwischen
geringer Komplexität und höherem Gültigkeitsbereich abgewogen werden. Sobald die weiteren Signale
Ãnl nicht mehr als Kleinsignale angesehen werden können, sollten weitere Modellparameter hinzugefügt
werden.
In der Literatur finden sich vorwiegend zwei Fälle, in denen weitere Großsignale betrachtet werden.

Zum einen ist das eine lastabhängige Betrachtung der X-Parameter, vgl. z. B. [126], und zum anderen ist
das eine Beschreibung von Systemen mit nichtproportionalen Frequenzanteilen, d. h. f 6= kω0 mit k ∈ N,
wie z. B. Frequenzmischer. Im folgenden Kapitel wird zunächst untersucht, wie eine Lastabhängigkeit mit
den X-Parametern berücksichtet werden kann, bevor in Kapitel 8 Untersuchungen zu Frequenzmischern
durchgeführt werden. In [166] wurde festgestellt, dass für Mischer eine Abhängigkeit der X-Parameter
von zwei Großsignalen nötig ist, z. B. X(F)

mk (|A11| , |A21|). Durch eine Erhöhung der X-Parameterordnung
kann diese in die bekannte Abhängigkeit von einem Großsignal X(F)

mk (|A11|) überführt werden. Durch
die Verwendung der Multi-Index-Notation wird ein Einsatz von unabhängigen Frequenzen f 6= kω0 mit
k ∈ N möglich.
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter
Die X-Parameter, wie sie bisher in dieser Arbeit betrachtet wurden, werden in einer Messumgebung
bestimmt, die mit der charakteristischen Impedanz Z0 - meist 50Ω - der Streuvariablen aus Anhang A
abgeschlossen ist. Das Haupteinsatzgebiet dieser X-Parameter ist eine Verhaltensmodellierung in leicht
fehlangepassten Zweitoren. Durch die Partnerschaft mit der Maury Microwave Corporation wurde von
Agilent Technologies, deren Messtechniksparte später in der Firma Keysight ausgelagert wurde, eine Er-
weiterung der Messumgebung um Load-pull-Tunern [126] ermöglicht. So können die X-Parameter für
verschiedene Lastsituationen ZL (vgl. Abb. 7.1) bestimmt werden. In diesem Kapitel soll zunächst disku-
tiert werden, was mit den Begriffen (Fehl-) Anpassung und Lastabhängigkeit in nichtlinearen Systemen
gemeint ist. Anschließend werden verschiedene Ansätze zur Berücksichtigung eines stark fehlangepassten
Zustands in der Berechnung der X-Parameter vorgestellt. Dabei wird die Load-pull-Erweiterung der ur-
sprünglichen X-Parameter von Root u. a. [117] und einige darauf basierende ordnungsreduzierte Ansätze
einer Gruppe der Universität von Dublin um Tasker [103–105, 120, 161–163] betrachtet. Ein anderer
Ansatz der Cardiff-Universität [161–163], der sich hauptsächlich mit der Berücksichtigung der Funda-
mentalfrequenz beschäftigt und aus dem Kanon der X-Parameter herausfällt, wird an dieser Stelle nicht
weiter verfolgt. Nach der kurzen Einführung der Ansätze werden die Unterschiede in der Berechnung der
Modellparameter im Vergleich zum angepassten Fall aus den vorherigen Abschnitten diskutiert und an-
hand einer beispielhaften Untersuchung verglichen. Die Ergebnisse dieses Kapitels sind eine Fortsetzung
von [82].
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A1

B1

I2

I2

U2

B2

A2

Z0

��>ΓL

Us Z0

ZL

Zweitor

Abb. 7.1.: Belastetes Zweitor mit Frequenzbereichsbezeichnungen

7.1. Anpassungsbegriff für (nicht-) lineare Systeme
In diesem Abschnitt wird auf die Unterschiede bei der Betrachtung von linearen und nichtlinearen Zwei-
toren für unterschiedliche Lastsituationen eingegangen. Dabei werden die Begriffe Anpassung und Last-
abhängigkeit diskutiert.

7.1.1. Lineare Systeme
Wie in Abschnitt 2.2 bzw. in (2.10b) erwähnt, besteht zwischen den Streuvariablen und der Wirkleistung
Pn am Tor n ein direkter Zusammenhang Pn = 1

2 (|An|2 − |Bn|2). Die aufgenommene Wirkleistung wird
maximal, wenn der als reflektierte Leistung bezeichnete Anteil |Bn|2 = 0 ist. In diesem Fall wird von
Leistungsanpassung gesprochen. Die ist äquivalent mit der Bedingung ZL,n = Z0,n, d. h. die charakteris-
tische Impedanz und die Lastimpedanz des Tores n stimmen überein. Ist diese Bedingung nicht erfüllt,
wird von Reflexion gesprochen, die über die Streuvariablen charakterisiert werden kann. In einem linearen
System findet kein Leistungstransfer in andere Frequenzen statt und es können z. B. in einem Zweitor
vier verschiedene Reflexionsfaktoren (vgl. z. B. [43]) definiert werden. So ist z. B. der Lastreflexionsfaktor
ΓL das Verhältnis der eingehenden zur ausgehenden Streuvariablen am Tor 2

ΓL(ω) =
A2(ω)

B2(ω)
=
ZL(ω)− Z0

ZL(ω) + Z0
=

1

Γout(ω)
. (7.1)
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter

Wie in Abschnitt 2.2.3 kurz angedeutet wurde, können mit Hilfe dieser Reflexionsfaktoren u. a.Anpassnetzwerke
[42, Abschnitt 2.7] oder Oszillatoren [43] entworfen werden.

7.1.2. Nichtlineare Systeme

Durch das Auftreten harmonischer Verzerrungen (HD) und Intermodulationen (IM) in nichtlinearen Sys-
temen verkompliziert sich die Beschreibung der Lastsituation im Vergleich zu linearen Systemen deutlich.
Der Impedanzbegriff harmonisch angeregter, linearer Schaltungen in der komplexen Wechselstromrech-
nung lässt sich nicht einfach übertragen. Jedoch lässt sich unter der Annahme einer linearen Last am
quellenfreien Ausgang des nichtlinearen Zweitors für jede auftretende Harmonische eine Lastimpedanz

ZL(jkω0) =
U2(jkω0)

I2(jkω0)
∀ k ∈ N (7.2a)

definieren. Daraus lässt sich mit (A.7) für nichtlineare Zweitore - ähnlich wie für lineare Systeme - ein
Reflexionskoeffizient für jede Harmonische mit ZLk := ZL(jkω0)

Γ2k =
A2k

B2k
=
ZLk − Z0

ZLk + Z0
∀ k ∈ N (7.2b)

definieren, wie es z. B. in [41, Kapitel 2.4] für die Fundamentale und die erste Harmonische oder in [34]
verallgemeinert geschehen ist. Die Reflexionskoeffizienten jeder Harmonischen können zu einer Menge

ΓL = {Γ21,Γ22, . . . } (7.2c)

zusammengefasst werden, die die Lastsituation des nichtlinearen Zweitors beschreibt. Von einem an-
gepassten nichtlinearen Zweitor kann nur gesprochen werden, wenn ein ohmscher Widerstand anliegt,
d. h. wenn die Bedingung

ZLk = Z0 ∈ R⇔ Γ2k = 0 ∀ k ∈ N (7.2d)

erfüllt ist. Für nichtlineare Lasten, die in dieser Arbeit nicht untersucht werden, ist eine derartige Be-
trachtung nicht mehr möglich.

7.2. Modellansätze

In diesem Abschnitt werden verschiedene Ansätze zur Berücksichtigung einer Lastimpedanz ungleich
der charakteristischen Impedanz, z. B.ZL 6= Z0 = 50Ω, in der Berechnung der X-Parameter betrach-
tet und verglichen. Dabei wird zunächst der allgemeinste Fall lastabhängiger X-Parameter nach Root
u. a. [117] gezeigt. Im Gegensatz dazu stehen die Ansätze modifizierte QPHD (MQPHD) [16], parame-
trischer Großsignalarbeitskreis - englisch: parametric large signal operating cycle (PLSOC) -[19, 20] und
ein load-pull-basierter Optimierungsansatz zur Vergrößerung des Geltungsbereichs der lastunabhängigen
X-Parameter [13].

7.2.1. Load-pull-Ansatz

Die X-Parameter basierend auf dem PHD-Ansatz (vgl. Kapitel 4) wurden ursprünglich für eine mit der
charakteristischen Impedanz Z0 abgeschlossenen Umgebung - typischerweise Z0 = 50Ω - entwickelt
und messtechnisch umgesetzt. Mit der Erweiterung des Messapparates um einen Load-pull-Tuner [126]
wurde die Möglichkeit für die Bestimmung der X-Parameter für verschiedene Lastsituationen geschaffen.
In [113] wird gezeigt, in welcher Weise die Lastabhängigkeit der X-Parameter zu berücksichtigen ist.
Darauf wird in [117, Kapitel 5.2] ausführlicher eingegangen. Unter der Annahme, dass die Reflexion auf
der Fundamentalen Γ21 zu einem weiteren Großsignal A21 neben A11 führt, das im LSOP berücksichtigt
werden muss, gibt es zwei Möglichkeiten die X-Parameter zu betrachten. Entweder kann die Abhängigkeit
über das entstehende Großsignal A21

LSOP = {DCOP, f0, |A11| , A21} (7.3a)
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oder über den Reflexionsfaktor Γ21

LSOP = {DCOP, f0, |A11| ,Γ21} (7.3b)

ausgedrückt werden. In dem erweiterten LSOP des letzteren Falls führt die spektrale Linearisierung aus
Kapitel 4.2.2 zu [117]

B̃mk,PHD ≈ X(F)
mk (|A11| ,Γ21) +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

X
(S)
mk,nl(|A11| ,Γ21)∆Ãnl +X

(T)
mk,nl(|A11| ,Γ21)∆Ã∗nl

mit ∆Ãnl =

{[
A21 − Γ21X

(F)
21 (|A11| ,Γ21)

]
P−1 für (n, l) = (2, 1)

AnlP
−l sonst.

(7.4)

Hier können die Gültigkeitsbereiche der X-Parameter über die Ansätze aus Kapitel 6 ebenfalls erweitert
werden, sodass sich z. B. der QPHD-Ansatz ergibt zu

B̃mk,QPHD ≈ B̃mk,PHD +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

X
(S2)
mk,nl(|A11| ,Γ21)∆Ã2

nl +X
(T2)
mk,nl(|A11| ,Γ21)(∆Ã∗nl)

2

+X
(ST)
mk,nl(|A11| ,Γ21)|∆Anl|2.

(7.5)

Weiterhin ist Γ21 ein komplexer Wert
Γ21 = |Γ21|e jΘ21 , (7.6)

wodurch die X-Parameter X(·)(|A11| , |Γ21|,Θ21) von drei Parametern neben dem DCOP und der Funda-
mentalfrequenz ω0 abhängen. Diese lastabhängigen X-Parameter lassen sich wie im angepassten Fall über
die Methoden in Abschnitt 4.3 berechnen. Dazu wird über den Load-pull-Tuner der fundamentale Reflexi-
onsfaktor Γ21 und darüber der LSOP aus (7.3b) eingestellt. Zur Bestimmung der Kleinsignal-X-Parameter
wird wie im angepassten Fall über die Quelle Us2 ein Kleinsignal A2l eingespeist (vgl. Abbildung 7.2).

I1

I1

U1

A1

B1

I2

I2

U2

B2

A2

Z0

Z0
��>ΓL

Us1 Us2ZLZweitor

Abb. 7.2.: Zweitor mit Load-pull-Tuner und aktiver Quelle am Ausgangstor

Da für jede Lastsituation der Reflexionsfaktor Γ21 und damit der LSOP variiert, müssen die X-Para-
meter jedes Mal neu bestimmt werden. So ist ein enormer Mess- und Berechnungsaufwand erforderlich,
um das zu charakterisierende System zu modellieren. Aufgrund der Abhängigkeit von zwei weiteren Para-
metern (|Γ21|,Θ21) im Load-pull-Ansatz ergeben sich beim Erzeugen eines umfassenden Modells schnell
mehrere hundert Modellparameter. Daher existieren einige Ansätze die Parameteranzahl lastabhängiger
X-Parameter zu reduzieren, die in den folgenden Abschnitten gezeigt werden.
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter

7.2.2. MQPHD-Ansatz
In einem ersten Ansatz von Cai, King und Brazil [16] wird der QPHD-Ansatz aus (6.7) modifiziert, indem
vor den quadratischen Anteilen ein lastabhängiger Korrekturfaktor αmk,nl(|A11| ,ΓL) multipliziert wird

B̃mk,MQPHD ≈ X(F)
mk (|A11|) +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

X
(S)
mk,nl(|A11|)Ãnl +X

(T)
mk,nl(|A11|)Ã∗nl

+αmk,nl(|A11| ,ΓL)
[
X

(S2)
mk,nl(|A11|)Ã2

nl +X
(T2)
mk,nl(|A11|)(Ã∗nl)2 +X

(ST)
mk,nl(|A11|)|Anl|2

]
.

(7.7)

Dabei ist anzumerken, dass die eigentlichen X-Parameter dieselben sind wie im QPHD-Ansatz des an-
gepassten Falls ZL = Z0. Mit Hilfe dieser X-Parameter wird für jede Lastsituation (7.2) ein Korrektur-
faktor αmk,nl(|A11| ,ΓL) über eine Fehlerminimierung aus Messergebnissen verschiedener Phasenlagen
(vgl. Abschnitt 4.3.2) gewonnen [16].

7.2.3. PLSOC-Ansatz
In den Arbeiten von Cai u. a. [17, 19, 20] wird ein Ansatz vorgestellt, in dem auf die Abhängigkeit
der X-Parameter von der Phase des Reflexionsfaktors verzichtet wird. Allerdings fließt anders als in
dem Load-pull-Ansatz von Root u. a. [117] der Betrag der Reflexionsfaktoren bei höheren Harmonischen
Γ2l ∀ l > 1 mit in die Modellierung ein. Dadurch wird der LSOP mit den Beträgen der Reflextionsfaktoren
der jeweiligen Harmonischen

|ΓL| = {|Γ21|, |Γ22|, . . . } (7.8)

als Menge der Reflexionsfaktorbeträge aus (7.2c) zum parametrischer Großsignalarbeitskreis - englisch:
parametric large signal operating cycle

PLSOC = {DCOP, ω, |A11| , |ΓL|}. (7.9)

Folglich sind die X-Parameter nicht nur in einem speziellen Punkt in der über (7.2) beschriebenen Lastebe-
ne gültig, sondern auf einem Kreis. Die X-Parameter können auf diesem PLSOC im Sinne verschiedener
Ansätze bestimmt werden. In [17, 20] wird sowohl der QPHD-Ansatz als auch der in dieser Arbeit nicht
betrachtete Padé-Ansatz [18] durch den PLSOC-Messansatz bestimmt. Zusätzlich wird in [19] der im
letzten Kapitel verworfene RP-Ansatz verwendet. In dieser Arbeit wird im Folgenden ausschließlich der
PLSOC in Verbindung mit dem QPHD-Ansatz eingesetzt und daher synonym verwendet

B̃mk,PLSOC ≈ X(F)
mk (|A11| , |ΓL|) +

N∑
n=1

Ln∑
l=1︸ ︷︷ ︸

(n,l)6=(1,1)

X
(S)
mk,nl(|A11| , |ΓL|)Ãnl +X

(T)
mk,nl(|A11| , |ΓL|)Ã∗nl

+X
(S2)
mk,nl(|A11| , |ΓL|)Ã2

nl +X
(T2)
mk,nl(|A11| , |ΓL|)(Ã∗nl)2 +X

(ST)
mk,nl(|A11| , |ΓL|)|Anl|2.

(7.10)

Im Vergleich zu den linearen X-Parametern des PHD-Ansatzes soll hier der Genauigkeitsverlust in Fol-
ge des Verzichts der Θ2k-Abhängigkeit durch die Erhöhung der X-Parameterordnung zum QPHD-Ansatz
erzielt werden. Die Parameterberechnung wird auf die gleiche Weise durchgeführt, wie für den Ansatz
im folgenden Abschnitt. Dabei liegen lediglich unterschiedliche Messergebnisse zugrunde, die über die
sog. zufällige („randomized“[13, 19, 20]) Phasen-Offset-Methode erhalten werden. Daher wird die Berech-
nung nachfolgend beschrieben.

7.2.4. Lastoptimierungsansatz
In diesem Ansatz von Cai und Yu [13] wird ein X-Parametersatz bestimmt, der für die gesamte Las-
tebene einen minimalen quadratischen Fehler nach sich zieht. Der Berechnung über ein Optimierungs-
problem liegen Datenpunkte zugrunde, die mittels Variation von |ΓL| und ΘL im Sinne der zufälligen
Phasen-Offset-Methode [13, 19, 20] erhalten werden. Daher stellt dieser Ansatz eine Erweiterung des
PLSOC-Ansatz dar, der für jedes Element der Reflexionsfaktormenge |ΓL| einen Parametersatz nach sich
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zieht. Der X-Parametersatz des Optimierungsansatzes wird folglich wie im angepassten Fall für jeden
Wert des Großsignals am Eingangstors A11 nur einmal bestimmt.

7.2.5. Berechnung der Modellparameter

Ebenso wie die X-Parameter im angepassten Fall aus den vorherigen Kapiteln können die Load-pull-X-Pa-
rameter aus (7.4) bzw. (7.5) über die Frequenz- oder Phasenoffset-Methode aus Abschnitt 4.3 berechnet
werden. Im Fall der Phasen-Offset-Methode wird zunächst der LSOP bestimmt und anschließend durch
Variation der Kleinsignalphase φÃnl das Gleichungssystem (4.44) aufgestellt und gelöst. Sobald dieses
überbestimmt ist, wird daraus ein Optimierungsproblem, welches mit Hilfe der Methode kleinster Fehler-
quadrate gelöst werden kann. Dadurch kann der Einfluss von Ausreißern minimiert werden. Dieses Vorge-
hen ermöglicht ein unabhängiges Berechnen der X-Parameter X(·)

mk,nl jedes Kleinsignals Anl. Im Fall der
X-Parameter höherer Ordnung (7.5) müssen entsprechend die Anpassungen aus dem Abschnitt 6.3 vorge-
nommen werden. Für die Phasen-Offset-Methode aus Kapitel 4.3.2 muss neben einer Phasen- auch eine
Betragsvariation des Kleinsignals Ãnl vorgenommen werden, damit die Berechnung der Modellparameter
höherer Ordnung mittels (6.20) zu einem sinnvollen Ergebnis führt. Diese Grundidee zur Berechnung der
Modellparameter wurde in den Ansätzen von [13, 19, 20] adaptiert. Zur Minimierung des Einflusses von
Messfehlern kann dabei auch der Großsignal-X-Parameter X(F)

mk in die Optimierung mit einfließen, dessen
Wert unabhängig vom Kleinsignal Ãnl konstant bleiben sollte. Ergeben z. B. die Optimierungsergebnisse
bei der Berechnung mit A12 völlig andere Ergebnisse für X(F)

mk als mit A13 so kann davon ausgegangen
werden, dass ein systematischer Fehler vorliegt. Für den QPHD-Ansatz ergibt sich für M Messwerte das
Gleichungssystem

1 Ãnl,1 Ã∗nl,1 Ã2
nl,1 |Ãnl,1|2 (Ã∗nl,1)2

...
...

...
...

...
...

1 Ãnl,M Ã∗nl,M Ã2
nl,M |Ãnl,M |2 (Ã∗nl,M )2





X
(F)
mk

X
(S)
mk,nl

X
(T)
mk,nl

X
(S2)
mk,nl

X
(ST)
mk,nl

X
(T2)
mk,nl


=

 B̃mk,1
...

B̃mk,M

 , (7.11a)

das mit A ∈ CM×N , x ∈ CN×1 und b ∈ CM×1 umgeschrieben werden kann zu

A · x = b. (7.11b)

Die Kleinsignalmatrix A kann durch die QR-Zerlegung A = Q ·R mit der orthogonalen Matrix Q ∈
CM×M und der oberen Dreiecksmatrix R ∈ CM×N ausgedrückt werden. Da für orthogonale komplexe
Matrizen das Matrixprodukt mit ihrer Hermiteschen die Einheitsmatrix E = Q · QH ergibt, folgt das
Gleichungssystem

R · x = QHb, (7.11c)

das durch Rückwärtssubstitution gelöst werden kann. Obwohl dieses Vorgehen langsamer ist als die von
Cai u. a. [13, 19, 20] eingesetze Normalform, ist die QR-Zerlegung vorzuziehen, da sie bessere numerische
Eigenschaften hat [30].
Der wesentliche Unterschied zwischen den einzelnen Methoden ist wie die der Berechnung von (7.11)

zugrunde liegenden M Wertepaare (Ãnl, B̃mk) gemessen werden. Im Load-pull-Ansatz wird das Klein-
signal Ãnl - wie im angepassten Fall - über eine Quelle Usn am Tor n dem über den Load-pull-Tuner
eingestellten LSOP überlagert (vgl. Abbildung 7.2). DurchM -fache Variation des Quellensignals in Phase
und/oder Betrag können die unterschiedlichen Wertepaare gemessen werden. Für den Load-pull-Ansatz
kann außerdem der in Abschnitt 4.3.1 vorgestellte Frequenz-Offset-Ansatz zur Berechnung verwendet
werden, da durch den Load-pull-Tuner nur der LSOP verändert wird und die zusätzlichen Kleinsignale
Ãnl mit dem nötigen Frequenz-Offset über die Quelle Usn aktiv eingespeist werden können.
Die Ansätze von Cai u. a. [13, 19, 20] erzeugen die unterschiedlichen Wertepaare (Ãnl, B̃mk) allein durch

passives Load-pull-Tuning, wie es in Abbildung 7.1 dargestellt ist. Dabei wird für den PLSOC-Ansatz [19,
20] nur die Phase des Reflexionsfaktors bei der l-ten Harmonischen Θ2l variiert, sodass die X-Parameter
des durch |Γ2l| festgelegten PLSOC X

(·)
mk(|A11| , |Γ2l|) gefunden werden. Beim Load-pull-Optimierungs-
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ansatz [13] wird zusätzlich zur Phase auch noch der Betrag des Reflexionsfaktors |Γ2l| verändert, um die
für die gesamte Lastebene optimierten X-Parameter X(·)

mk(|A11|) zu erhalten.
Der Vorteil laut [20] ist: „[...] no pertubation signal is required when generating this model simplifiy-

ing and reducing the cost of the extraction.“ Daraus, dass keine weitere Kleinsignalquelle Usn vorhanden
ist, ergeben sich allerdings auch Nachteile. Durch das implizite Verändern des Kleinsignals Ãnl über die
Phase des Load-pull-Tuners ΘL kann es beim PLSOC-Ansatz insbesondere für kleine |ΓL| dazu kommen,
dass die Kleinsignalmatrix A einen zu geringen Rang für die Optimierung hat. Gleiches gilt für die Be-
stimmung der X-Parameter X(S)

mk,1l etc., da die nötige Variation des Kleinsignals A1l am Eingangstor bei
einem angepassten Eingangstor nicht durch Load-pull-Tuning hervorgerufen werden kann. Für große |ΓL|
kann die implizite Variation von Ãnl über den Load-pull-Tuner zu einer starken Schwankung im Betrag
des Kleinsignals |Anl| führen. Dadurch werden die Modellparameter stark von der Wahl der Lastpunkte
abhängig, wie [20] anhand unterschiedlicher Lastabtastungen zeigt. Außerdem kann dies u.U. zu einer
Verletzung der Grundannahme |Anl| � |A11| führen, wodurch eine weitere Ordnungserhöhung des Mo-
dellansatzes nötig wird, wie im Abschnitt 6 gezeigt wurde. Des Weiteren wird bei der für jedes Kleinsignal
Anl separaten Berechnung der X-Parameter über (7.11) wie im PHD-Ansatz davon ausgegangen, dass
alle anderen Kleinsignale null sind. Diese Annahme setzt im passiven Load-pull-Tuning Γ2l voraus, dass
der Load-pull-Tuner nur die l-te Harmonische verändert und alle anderen Harmonischen angepasst sind.
Dies wiederum erfordert in der Realisierung des Load-pull-Tuners ein Filternetzwerk sehr hoher Ord-
nung, um die weiteren Harmonischen auf ein vernachlässigbares Niveau abzuschwächen. Sofern dies nicht
möglich ist, muss das Gleichungssystem für alle betrachteten Kleinsignale im Modell in einem Schritt
gelöst werden. Aus (7.11) wird im Fall des QPHD-Ansatzes mit

1 =

1
...
1

 ,Xmk,nl =


X

(S)
mk,nl

X
(T)
mk,nl

X
(S2)
mk,nl

X
(ST)
mk,nl

X
(T2)
mk,nl

 und Ãnl =

 Ãnl,1 Ã∗nl,1 Ã2
nl,1 |Ãnl,1|2 (Ã∗nl,1)2

...
...

...
...

...
Ãnl,M Ã∗nl,M Ã2

nl,M |Ãnl,M |2 (Ã∗nl,M )2


(7.12a)

das erweiterte Gleichunssystem

(
1 Ã12 . . . Ãnl . . .

)


X
(F)
mk

Xmk,12

...
Xmk,nl

...

 =

 B̃mk,1
...

B̃mk,M

 . (7.12b)

Mit Hilfe dieses Gleichungssystems ist es zudem möglich die X-Parameter zu den Kleinsignalen am
Eingangstor X(·)

mk,1l mitzuberechnen.

7.3. Vergleich der Ansätze
In diesem Abschnitt werden die zuvor beschriebenen Ansätze zur Berücksichtigung der Fehlanpassung
anhand der bereits betrachteten Verstärkerschaltung aus Abb. 5.3 und Abb. 6.3 verglichen. Dazu werden
die Schaltungen, wie in Abb. 7.1 bzw. 7.2 angedeutet, um einen Load-pull-Tuner ergänzt und in Cadence
Virtuoso Design Framework simuliert [11].

7.3.1. Beispiel: LNA

In einem ersten Beispiel wird anhand des LNA aus Abb. 5.3 ein Vergleich der zuvor vorgestellten Ansätze
zur Berechnung der X-Parameter X(·)

mk,21 des Fundamentalsignals am Ausgangstor A21 durchgeführt.
Aufgrund dessen, dass der LNA ein Schmalbandverstärker ist, wird angenommen, dass im Wesentlichen
die Anteile der Fundamentalfrequenz nötig sind, um das Verhalten des Systems zu beschreiben. Daher
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7.3. Vergleich der Ansätze

werden nur die Signalanteile der Fundamentalfrequenz f0 = ω0

2π = 2.4 GHz in diesem Abschnitt betrachtet.
Das Großsignal am angepassten Eingangstor wird durch eine Signalquelle mit der Amplitude ûs11 =
500 mV angeregt, was einer Eingangsleistung Pin = 4 dBm und der Streuvariablen A11 = 35 m

√
W

entspricht.

Phasen-Offset-Methode

Zunächst werden die verschiedenen Ansätze gezeigt, die die normale Phasenoffset-Methode aus den Ab-
schnitten 4.3.2 und 6.3 zur Berchnung der X-Parameter nutzen. Dies sind der Load-pull-Ansatz aus (7.4)
bzw. (7.5) mit (n, l) = (2, 1) und ∆Ã21 =

[
A21 − Γ21X

(F)
21 (|A11| ,Γ21)

]
P−1

B̃m1,PHDL
=X

(F)
m1 (|A11| ,Γ21) +X

(S)
m1,21(|A11| ,Γ21)∆Ã21 +X

(T)
m1,21(|A11| ,Γ21)∆Ã∗21,

B̃m1,QPHDL =B̃m1,PHDL +X
(S2)
m1,21(|A11| ,Γ21)∆Ã21

+X
(T2)
m1,21(|A11| ,Γ21)(∆Ã∗21)2 +X

(ST)
m1,21(|A11| ,Γ21)|∆Ã21|2

sowie der MQPHD-Ansatz aus (7.7)

B̃m1,MQPHD = B̃m1,PHD0
+ αm1,21(|A11| ,Γ21)

[
B̃m1,QPHD0

− B̃m1,PHD0

]
,

wofür die X-Parameter des angepassten PHD-Ansatzes (4.37)

B̃m1,PHD0
= X

(F)
m1 (|A11|) +X

(S)
m1,21(|A11|)Ã21 +X

(T)
m1,21(|A11|)Ã∗21

und des angepassten QPHD-Ansatzes (6.7)

B̃m1,QPHD0 = B̃m1,PHD0 +X
(S2)
m1,21(|A11|)Ã21 +X

(T2)
m1,21(|A11|)(Ã∗21)2 +X

(ST)
m1,21(|A11|)|Ã21|2

nötig sind. Diese werden daher ebenfalls in den Vergleich mit einbezogen.

Dem LSOP wurde mit einer Kleinsignalquelle gemäß Abb. 7.2 das zusätzliche Signal A21 überlagert,
das in Betrag und Phase (φs21 = [0◦, 350◦]) geändert wurde. In Abb. 7.3 sind die resultierenden Verläufe
der Signale B11 (a) und B21 (b) in der komplexen Ebene und der jeweilige relative Fehler jedes Ansatzes

|∆Bm1| =
∣∣∣∣Bm1,Cad. −Bm1,Ans.

Bm1,Cad.

∣∣∣∣ (7.13)

im Vergleich zur Cadence-Simulation dargestellt (c-d). Dabei wurde der LSOP neben dem Großsignal A11

durch den repräsentativen Lastreflexionsfaktor |Γ21| = 0.85 und Θ21 = 90◦ eingestellt. In der komplexen
Darstellung in (a), (b) ist deutlich zu sehen, dass die X-Parameter des angepassten Falls ZL = Z0 - daher
der Index 0 in der Legende - deutlich von der Vergleichssimulation abweichen. Dabei verbessert die erhöhte
Ordnung des QPHD-Ansatzes - wie zu erwarten war - das Bild im Vergleich zum linearen PHD-Ansatz.
Der durch den lastabhängigen Korrekturfaktor α(|A11| ,Γ21) davon abweichende MQPHD-Ansatz ver-
bessert die Approximation der Vergleichssimulation, wobei nicht die Genauigkeit der Load-pull-Ansätze
erreicht werden kann. In den Abbildungen (c), (d) ist zu sehen, wie groß die zugehörigen relativen Fehler
bei den beiden eingestellten Kleinsignalamplituden sind. Im Fall ûs21 =

ûs11

100 = 5 mV sind die Fehler der
Ansätze PHD (∆B21,PHD0

≈ 7.5 %), QPHD (∆B21,QPHD0
≈ 5.8 %) und MQPHD (∆B21,MQPHD ≈ 3 %)

nahezu konstant, da alle Verläufe Kreise sind, die einen verschobenen Mittelpunkt haben. Im Fall der
größeren Amplitude ûs21 = 168.3 mV ≈ 0.3ûs11 sind deutliche Schwankungen über φs21 zu erkennen. Bei
der Beschreibung des Signals am Eingangstor B̃11 werden insgesamt kleinere Fehler begangen als am
Ausgangstor B̃21, an dem die Last variiert wird. Dieses Verhalten ist auf Grunde der vergleichsweise klei-
ne Rückwirkung des LNA zu erwarten. Die Fehler am Ausgangstor sind dabei bis zu ∆B21,PHD0

≈ 12 %,
∆B21,QPHD0

≈ 8 % und ∆B21,MQPHD ≈ 6 %.
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter

(a) (b)

(c)

(d)

Abb. 7.3.: LNA: B11- und B21-Vergleich der Ansätze basierend auf dem normalen Phasen-Offset für
|Γ21| = 0.85 und Θ21 = 90◦ und zwei verschiedene Amplituden ûs21 .
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7.3. Vergleich der Ansätze

(a) (b)

(c)

(d)

Abb. 7.4.: LNA: B11- und B21-Vergleich aller des PLSOC- und Optimierungsansatzes basierend auf dem
Load-pull-Phasen-Offset für drei verschiedene Werte |Γ21| = {0.25, 0.55, 0.85}.
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter

Abb. 7.5.: Verhalten des Betrags
∣∣∣X(F)

21

∣∣∣ über die Reflexionsfaktorphase Θ21 aufgetragen für verschiedene

|ΓL| und ûs11 = 500 mV (|A11| = 35 m
√

W)

Zufällige Phasen-Offset-Methode

Zur Berechnung des PLSOC-Ansatzes aus (7.10) mit (n, l) = (2, 1)

B̃m1,PLSOC ≈ X(F)
21 (|A11| , |Γ21|) +X

(S)
m1,21(|A11| , |Γ21|)Ã21 +X

(T)
m1,21(|A11| , |Γ212|)Ã∗21

+X
(S2)
m1,21(|A11| , |Γ21|)Ã2

21 +X
(T2)
m1,21(|A11| , |Γ21|)(Ã∗21)2 +X

(ST)
m1,21(|A11| , |Γ21|)|A21|2

wird die Phase des Reflexionsfaktors Θ21 von 0◦ bis 355◦ mit konstanter Schrittweite von 5◦ für je-
den Betrag des Reflexionsfaktors |Γ21| variiert. Der lastoptimierte QPHD-Ansatz wird aus allen Daten-
punkten der unterschiedlichen |Γ21| = {0.05, 0.15, . . . , 0.95} berechnet, für die zuvor jeweils ein Para-
meterset des PLSOC-Ansatzes berechnet wurde. In Abb. 7.4 sind für drei exemplarische Werte |Γ21| =
{0.25, 0.55, 0.85} erneut die Verläufe und relativen Fehler zur Vergleichssimulation von Bm1 dargestellt.
In der komplexen Darstellung in (a), (b) ist zu sehen, dass sowohl der jeweils für einen Wert von |Γ21| be-
stimmte PLSOC-Ansatz als auch der für die gesamte Lastebene optimierte QPHD-Ansatz zu einer guten
qualitativen Approximation der Vergleichssimulation führt. Außerdem ist zu sehen, dass eine gleichver-
teilte Variation von Θ21 nicht zu einer ebenso gleichverteilten Variation von Bm1 führt. Daher wird diese
Methode auch als zufällige („randomized“ [13, 19, 20]) Phasen-Offset-Methode bezeichnet. Die Grundidee
dieser Methode wurde bereits von Müller [83] für die ursprünglichen Großsignal-S-Parameter eingesetzt.
Die relativen Fehler am Ausgangstor sind größer als am Eingangstor, jedoch nicht größer als 3 % im
Fall des lastoptimierten QPHD-Ansatz für |Γ21| = 0.85. Dabei ist zusätzlich zu sehen, dass der relative
Fehler des lastoptimierten QPHD-Ansatz nicht umso größer ist, je größer |Γ21| ist. Im Vergleich zu dem
jeweiligen PLSOC-Ergebnis ist der relative Fehler zwar in dieser Betrachtung bis zu einem Faktor 10
größer, jedoch werden für die Abdeckung der gesamten Lastebene auch 10 mal so viele Modellparameter
benötigt. Für eine weitere Bewertung aller Ansätze werden diese in der Folge für verschiedene Szenarien
miteinander verglichen.

Vergleich aller Ansätze

Als erster Vergleich wird die Variation der Reflexionsfaktorphase Θ21, wie sie zur Berechnung des lastop-
timierten und des PLSOC-Ansatzes angewandt wurde, auf die übrigen Ansätze erweitert. Da die Load-
pull-X-Parameter des (Q)PHDL- sowie des MQPHD-Ansatzes für jeden Reflextionsfaktor neu berechnet
werden müssen, wurde für diese Ansätze die Schrittweite ∆Θ21 = 45◦ gewählt. In Abb. 7.5 ist beispielhaft
der Verlauf des Großsignal-X-Parameters X(F)

21 der verschiedenen Ansätze über Θ21 gezeigt. Für die |Γ21|
abhängigen Ansätze (Q)PHDL und (Q)PHDPLSOC sind zusätzlich die X-Parameter X(F)

21 für verschiede-
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7.3. Vergleich der Ansätze

ne Werte von |Γ21| ∈ {0.25, 0.45, 0.65, 0.85} dargestellt. Für den (Q)PHDL-Ansatz gilt X(F)
21 (|A11| ,Γ21),

d. h. es besteht sowohl eine Abhängigkeit von |Γ21| als auch von Θ21. Daher verändert sich der Wert
|X(F)

21 | je nach |Γ21| mehr oder weniger stark, und zwar für |Γ21| = 0.25 zwischen −28 dB und −31 dB

sowie für |Γ21| = 0.85 zwischen −23.5 dB und −33.5 dB. Die Werte des PLSOC-Ansatz X(F)
21 (|A11| , |Γ21|)

sind über Θ21 konstant, wobei kein Trend über |Γ21| zu erkennen ist. Ebenso wenig ist der durch die
Optimierung aus allen Werten von Θ21 - für ein |Γ21| - berechnete Wert von X

(F)
21 (|A11| , |Γ21|) der

Mittelwert der Load-pull-Großsignal-X-Parameter X(F)
21 (|A11| ,Γ21). Durch das Einbeziehen des Großsi-

gnal-X-Parameters X(F) in die Optimierung der PLSOC X-Parameter mittels (7.11) wird dieser stark
abhängig von der Wahl der Datenpunkte, wie Cai u. a. [20] selbst zeigten. Die gleichverteilte Variation
der Reflexionsfaktorphase Θ21 führt - wie in Abb. 7.4 zu sehen ist - zu einer Häufung in einem Teilge-
biet. Die Großsignal-X-Parameter X(F)

mk der anderen Ansätze sind konstant für die gesamte Lastebene.
Der MQPHD-Ansatz besitzt die gleichen X-Parameter wie im angepassten Fall und nur die quadrati-
schen X-Parameter X(S2)

21 (|A11|) etc. werden mit dem lastabhängigen Wichtungsfaktor α21,21 (|A11| ,Γ21)
skaliert. Der lastoptimierte QPHD-Ansatz weist einen zum angepassten Fall sehr ähnlichen Wert von
X

(F)
21 (|A11|) auf. Die auch als Empfindlichkeitsfunktionen ansehbaren Kleinsignal-X-Parameter X(·)

21,21

sorgen für jeden Ansatz dafür, dass die Systemantwort B21 mehr oder weniger gut approximiert werden
kann.
Beispielhaft sind die Ergebnisse einer Θ21-Variation in Abb. 7.6 für den Fall dargestellt, dass der LSOP

über den passiven Tuner wie in Abb. 7.1 auf |Γ21| = 0.85 eingestellt wird. Dabei sind in (a) die komplexe
Darstellung B21, in (b) der Betrag |B21| in dB und in (c) die jeweiligen relativen Fehler der Ansätze gemäß
(7.13) gezeigt. Die Verläufe des PLSOC- und des lastoptimierten Ansatzes sind dadurch identisch zu den
in Abb. 7.4 für diesen |Γ21|-Wert. Die Load-pull-X-Parameter wurden für |Γ21| = 0.85 mit ∆Θ21 = 45◦

bestimmt. Für diese LSOP nimmt sowohl der PHD- als auch der QPHD-Ansatz den Wert des Load-
pull-X-Parameters X(F)

21 (|A11| ,Γ21) an. Theoretisch sollte der relative Fehler an den Berechnungsstellen
Θ21 = {0◦, 45◦, . . . , 315◦} gegen null gehen, kann allerdings bedingt durch Messungenauigkeiten oder
in Folge des Einbeziehens in die Optimierung in (7.11) einen endlichen Wert annehmen, so wie es in
Abb. 7.6c für Θ21 = 270◦ mit einem relativen Fehler des (Q)PHDL-Ansatzes ∆B21 ≈ 1 % der Fall ist.
Durch Abweichen von der Berechnungsstützstelle wird für die Load-pull-Ansätze (Q)PHDL ein von null
verschiedenes Kleinsignal ∆Ã21 erzeugt, das bei beiden Ansätzen einen nahezu identischen Verlauf B21

nach sich zieht. In diesen Zwischenräumen der Berechnungsstützstellen vergrößert sich der Fehler, bleibt
jedoch weitestgehend im Bereich von ∆B21 ≈ 2 % und nimmt bei Θ21 = 25◦ jeweils einen maximalen
Wert von ∆B21 ≈ 9.5 % für den PHDL- und ∆B21 ≈ 6 % für den QPHDL-Ansatz an.
Der MQPHD-Ansatz wurde ebenso für wenige Werte ∆Θ21 = 45◦ aus dem angepassten QPHD0-Ansatz

bestimmt. Zwar kann dadurch im Vergleich zum QPHD0-Ansatz der Fehler nahezu für alle Werte mehr als
halbiert werden, was jedoch immer noch einen Fehler von bis zu ∆B21 ≈ 4 % für den MQPHD-Ansatz
an den Berechnungsstützstellen bedeutet. In den Zwischenräumen können die relativen Fehler sowohl
kleiner als auch größer als an den Stützstellen sein - maximal ∆B21 ≈ 9.75 % bei ∆Θ21 = 345◦.
Wie zu erwarten war, führen die beiden Parametersätze aus der angepassten Messumgebung (Q)PHD0

bei der großen Abweichung |Γ21| = 0.85 zu einem recht hohen Fehler von über 10 %. Dabei ist es wider
Erwarten so, dass der PHD-Ansatz über den gesamten Bereich von Θ21 einen kleineren Fehler nach sich
zieht als der QPHD-Ansatz. Das liegt daran, wie der angepasste QPHD0-Ansatz aus der Phasen-Offset-
Methode berechnet wird. In diesem Fall wurde die Matrix A des Gleichungssystems (7.11) für verschie-
dene Phasen und Beträge des Kleinsignals A21 erzeugt, wohingegen für den PHD-Ansatz nur für ein
sehr kleines A21 die Phase variiert wird. Dadurch kann es sein, dass letzterer Ansatz wie hier für sehr
kleine Werte von A21 genauer ist als der QPHD-Ansatz. Abhilfe schafft hier ein sukzessives Berechnen
des QPHD-Ansatzes aus dem PHD-Ansatz, was wiederum aufwändiger ist, als ein einmaliges Lösen des
gesamten Gleichungssystems (7.11).
Die zuvor betrachtete Lastvariation zeigte, wie sich die Ansätze bei einer Variation der Phase Θ21

für einen Wert des Betrags |Γ21| verhalten, an dem die verschiedenen Ansätze, d. h. PLSOC, MQPHD
sowie Load-pull-(Q)PHD, bestimmt wurden. In Abb. 7.7 wird die gleiche Untersuchung für |Γ21| = 0.8
durchgeführt. Dieser Wert liegt genau in der Mitte zwischen zwei zur Berechnung der lastabhängigen
Ansätze herangezogenen Werten von |Γ21|. Für den relativen Fehler von (Q)PHDL in Abb. 7.7c gilt sowohl
für den X-Parametersatz von |Γ21| = 0.75 als auch von |Γ21| = 0.85 wieder weitestgehend ∆B21 < 2 %. Die
lokalen Minima liegen in den zur Berechnung der X-Parameter verwendeten Werte von Θ21, der maximale
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(a)

(b)

(c)

Abb. 7.6.: LNA: B21-Vergleich durch Variation der Reflexionsfaktorphase Θ21 für |Γ21| = 0.85
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Fehler liegt erneut bei Θ21 = 25◦ und ist wider Erwarten kleiner als bei der vorherigen Betrachtung mit
dem passenden Betrag |Γ21| = 0.85. Die Verläufe der beiden Parametersätze des MQPHD-Ansatzes sind
qualitativ ähnlich wie zuvor und weichen bei Θ21 = 90◦ um 0.2 % sowie bei Θ21 = 315◦ um 0.7 % ab.
Der relative Fehler des für Γ21 = 0.85 bestimmte MQPHD-Parametersatz ist hier (|Γ21| = 0.8) teilweise
sogar niedriger als beim zugrunde liegenden Wert (|Γ21| = 0.85).
Die beiden Parametersätze des PLSOC-Ansatzes führen im Vergleich zur vorherigen Betrachtung in

Abb. 7.6 zu deutlich höheren Fehlern. Für das bei |Γ21| = 0.85 bestimmten Parameterset ist der Fehler im
Bereich 2.5 % < ∆B21 < 8 % und für das bei |Γ21| = 0.75 bestimmte sogar im Bereich 2.5 % < ∆B21 <
11 %. Obwohl beide Parametersätze um ∆|Γ21| = 0.05 von dem zur Berechnung herangezogenen Wert
von |Γ21| abweichen, ist der relative Fehler beim Parameterset des kleineren Werts |Γ21| = 0.75 deutlich
größer. Dieser Umstand ist damit zu erklären, dass bei der Berechnung über (7.11) in der Matrix A
eine größere Wertestreuung in |A21| auftritt, je größer |Γ21| ist. Im Vergleich zu den Parametersätzen
der angepassten Ansätze (Q)PHD0 liefert der PLSOC-Ansatz in diesem Fall des maximalen Abstands
zu den zugrunde liegenden |Γ21|-Werten über einen großen Θ21-Bereich hinsichtlich des relativen Fehlers
nur unwesentlich bessere Ergebnisse. Im Gegenteil, über einen Teil des Θ21-Wertebereichs ist der relative
Fehler größer als für die angepassten Ansätze (Q)PHD0. Ein Blick auf die komplexe Darstellung in
Abb. 7.7a zeigt, dass im Bereich der größten Abweichung des PLSOC-Ansatz die geringste Punktdichte
vorliegt. Hier zeigt sich, wie bereits oben erwähnt, dass die Modellparameter durch die Berechnung
mittels des Optimierungsansatzes (7.11) stark von der Verteilung der Messpunkte abhängen [20]. Die
Verläufe der angepassten (Q)PHD0-Anstätze weisen qualitativ den gleichen Verlauf auf wie für den Fall
|Γ21| = 0.85 in Abb. 7.6c. Quantitativ sind die Fehlermaxima rund 1 % kleiner, was zu erwarten ist, da
die (Q)PHD0-Ansätze für |Γ21| = 0 berechnet werden.
Ähnlich wie bei den angepassten Ansätzen sind auch die Ergebnisse des lastoptimierten Ansatzes

QPHDopt fast unverändert nah an der Vergleichssimulation aus Cadence Virtuoso Design Framework.
Damit sind sie in einem ähnlichen Fehlerbereich wie die Load-pull-X-Parameter QPHDL, wobei der
maximale Fehler sogar kleiner ist. Die Höhe der lokalen Fehlermaxima des QPHDL-Ansatzes ist abhängig
davon bei wie vielen Lastsituationen die Load-pull-X-Parameter bestimmt wurden. Eine Quantisierung
der Lastebene mit ∆Θ21 = 90◦ führt zu höheren und mit ∆Θ21 = 10◦ zu kleineren Fehlermaxima im
Vergleich zu der Betrachtung mit ∆Θ21 = 45◦. Eine Verkleinerung der Quantisierungsschrittweite sowohl
in Θ21 als auch |Γ21| zieht zwar bessere Ergebnisse nach sich, wird allerdings mit einer deutlich höheren
Anzahl an Parametern erkauft (vgl. Tabelle 7.1).
Die bisherigen Untersuchungen betrachteten eine Störung des LSOP über eine passive Variation der

Lastsituation, wie sie in Abb. 7.1 angedeutet ist. Eine Variation des Signalanteils A21 über einen Ampli-
tuden-Sweep der aktiven Quelle us2(t) aus Abb. 7.2 bis zum Wert ûs21 = 0.5ûs11 = 250 mV führt zu den
Ergebnissen in Abb.7.8. Die passive Last ist dabei über |Γ21| = 0.85 und Θ21 = 90◦ eingestellt, wodurch
die lastabhängigen LSOPs und die zugehörigen X-Parameter festgelegt sind. Erneut zeigt sich, dass der
PLSOC-Ansatz in der Nähe der Berechnungsgrundlage zu sehr guten Ergebnissen führt, jedoch mit stei-
gendem ûs21 sehr schnell zu fehlerhaften Ergebnissen führt. Der MQPHD-Ansatz verbessert zwar den
Verlauf gegenüber dem angepassten Fall QPHD0, allerdings muss - wie erwähnt - der Korrekturfaktor für
jede Lastsituation ebenso wie die Load-pull-X-Parameter des (Q)PHDL-Ansatzes neu berechnet werden.
Die X-Parameter des QPHDopt-Ansatzes scheinen in dieser Betrachtung erneut der beste Kompromiss
aus Rechenaufwand und Genauigkeit zu sein. Im folgenden Abschnitt wird mit der lastabhängigen Un-
tersuchung am Beispiel des Klasse-C-Verstärkers aus Kapitel 6.4 die Idee des QPHDopt-Ansatzes auf den
in dieser Arbeit in Abschnitt 6.2 eingeführten MIT-Ansatz übertragen.

7.3.2. Beispiel: Klasse-C-Verstärker

In diesem Abschnitt wird die vorherige Betrachtung um den MIT-Ansatz aus (6.14) in Kapitel 6 erweitert.
Dabei wird zu Gunsten der Übersichtlichkeit auf einige der Ansätze aus dem letzten Abschnitt verzichtet,
deren Ergebnisse nicht zufriedenstellend (PLSOC) waren oder deren Berechnung zu zeitintensiv (MQPHD
und QPHDL) ist. Letzterer lieferte für die gewählte Rasterung der Lastebene

∆ |Γ21| = 0.1 und ∆Θ21 = 45◦ (7.14)

im Vergleich zum linearen PHDL-Ansatz nur unwesentlich bessere Ergebnisse und rechtfertigte des-
halb nicht die zusätzlichen X-Parameter. Diese Einschätzung gilt wohlgemerkt nur für die gewählte
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(a)

(b)

(c)

Abb. 7.7.: LNA: B21-Vergleich aller Ansätze durch Variation der Reflexionsfaktorphase Θ21 für |Γ21| =
0.8. Dieser Wert liegt zwischen |Γ21| = 0.75 und 0.85, bei denen die Ansätze PLSOC, MQPHD
und (Q)PHDL bestimmt wurden.
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(a)

(b)

Abb. 7.8.: LNA: |B21|-Vergleich durch Variation von |A21| bzw. ûs21 für |Γ21| = 0.85 und Θ21 = 90◦

Rasterung der Lastebene. Bei einer gröberen Rasterung der Berechnungspunkte liefert der QPHD-
bzw.HOPHD-Ansatz bessere Modellierungsergebnisse als der lineare PHD-Ansatz. Der angepasste Fall
stellt dabei ein Extremum der Rasterung der Lastebene dar. Hierfür wird ebenso wie für die durch die
zufällige Phasen-Offset-Methode optimierten Ansätze nur ein Parameterset bestimmt.
Als Beispiel wird in diesem Abschnitt der in Abb. 6.3 gezeigte und bereits in Abschnitt 6.4 unter-

suchte Verstärker der Klasse C herangezogen, für den zusätzlich zur Fundamentalfrequenz f0 = 2.4 GHz
auch die Anteile bei 2f0 berücksichtigt werden. Das Großsignal am angepassten Eingangstor wird durch
eine Signalquelle bei der Fundamentalfrequenz angeregt. Da das Eingangstor angepasst ist, wird an-
genommen, dass keine Kleinsignale A1l mit l > 1 vorliegen. Daher ergeben sich unter Berücksich-
tigung der zweiten Harmonischen am Ausgangstor die linearen Load-pull-X-Parameter aus (7.4) mit
∆Ã21 =

[
A21 − Γ21X

(F)
21 (|A11| ,Γ21)

]
P−1 zu

B̃mk,PHDL
=X

(F)
mk (|A11| ,Γ21) +X

(S)
mk,21(|A11| ,Γ21)∆Ã21 +X

(T)
mk,21(|A11| ,Γ21)∆Ã∗21

+X
(S)
mk,22(|A11| ,Γ21)Ã22 +X

(T)
mk,22(|A11| ,Γ21)Ã∗22.

Es ergeben sich für die X-Parameter des angepassten bzw. des lastoptimierten [13] PHD-Ansatzes (4.37)

B̃mk,PHD0/opt
=X

(F)
21 (|A11|) +X

(S)
mk,21(|A11|)Ã21 +X

(T)
mk,21(|A11|)Ã∗21
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+X
(S)
mk,22(|A11|)Ã22 +X

(T)
mk,22(|A11|)Ã∗22

und des QPHD-Ansatzes (HOPHD mit D = 2) (6.7)

B̃mk,QPHD0/opt
=B̃mk,PHD0/opt

+X
(S2)
mk,21(|A11|)Ã21 +X

(T2)
mk,21(|A11|)(Ã∗21)2 +X

(ST)
mk,21(|A11|)|Ã21|2

+X
(S2)
mk,22(|A11|)Ã22 +X

(T2)
mk,22(|A11|)(Ã∗22)2 +X

(ST)
mk,22(|A11|)|Ã22|2.

Für den in dieser Arbeit eingeführten MIT-Ansatz aus (6.14) ergeben sich mitD = 2 und Ã =
(
Ã21, Ã22

)
zusätzliche X-Parameter, sodass die reflektierten Streuvariablen

B̃mk,MIT0/opt
=B̃mk,QPHD0/opt

+X
(S(1,1)T(0,0))
mk (|A11|) Ã21Ã22 +X

(S(0,0)T(1,1))
mk (|A11|) Ã∗21Ã

∗
22

+X
(S(1,0)T(0,1))
mk (|A11|) Ã21Ã

∗
22 +X

(S(0,1)T(1,0))
mk (|A11|) Ã∗21Ã22

berechnet werden. Die jeweiligen X-Parameter der unterschiedlichen Ansätze werden dabei wie in Ab-
schnitt 7.2.5 beschrieben mittels (7.12) bestimmt.
Mit diesen Ansätzen ergeben sich für die Amplitude ûs11 = 900 mV, was einer Eingangsleistung

Pin ≈ 9 dBm und dem Streuparameter A11 = 64 m
√

W entspricht, die in Abb. 7.9 gezeigten Ergebnisse
für die Streuvariablen am Ausgangstor B2k,Ans. der verschiedenen Ansätze. Zusätzlich zu der komplexen
und der Betragsdarstellung werden die nach (7.13)

|∆Bmk| =
∣∣∣∣Bmk,Cad. −Bmk,Ans.

Bmk,Cad.

∣∣∣∣ für k = 1, 2

begangenen relativen Fehler im Vergleich zur Cadence-Virtuoso-Simulation gezeigt. Für diese Vergleichs-
simulation wurde wie im vorherigen Abschnitt eine Variation der Reflexionsfaktorphase 0 ≤ Θ21 ≤ 355◦

mit ∆Θ21 = 5◦ durchgeführt, wobei der Betrag |Γ21| = 0.9 eingestellt wurde. Die X-Parameter des
PHDL-Ansatzes wurden für |Γ21| = 0.85 bzw. |Γ21| = 0.95 bestimmt, sodass die vorliegende Last betrags-
mäßig genau in der Mitte der beiden Ansätze liegt.
Bei Betrachtung der komplexen Darstellungen fällt sowohl für B21 in Abb. 7.9a als auch für B22 in

Abb. 7.10a auf, dass es in einem großen Bereich von Θ21 eine Wertehäufung gibt und sich nur für wenige
Werte eine vergleichsweise große Änderung ergibt. Für B21 liegt dieser Bereich bei 0◦ ≤ Θ21 ≤ 60◦ mit
dem Betragsmaximum bei Θ21 = 30◦ (vgl. Abb. 7.9b) und für B22 zwischen 20◦ ≤ Θ21 ≤ 85◦ mit dem
Betragsmaximum bei Θ21 = 60◦ (vgl. Abb. 7.10b). Der Reflexionsfaktorbetrag |Γ21| = 0.9 wird in der
Simulation eingestellt. Für die zweite Harmonische ergibt sich der Reflexionsfaktor |Γ22| ≈ 0.9, da die
lineare Last nicht sehr steilflankig im Verlauf |ZL(ω)| ist. Aufgrund des hohen Betrags |Γ21| = 0.9 werden
gemäß (7.2) A2l = Γ2lB2l für l = 1, 2 betragsmäßig ähnlich groß und in der Phase variiert. Im Fall des
PHDL-Ansatzes wird in den Großsignal-X-Parametern der Einfluss der Reflexion auf der Fundamentalen
ALSOP

21 = Γ21B
LSOP
21 bereits berücksichtigt. Im vorliegenden Fall heißt das X(F)

mk (|A11| ,Γ21 = 0.85e jn45◦)

bzw. X(F)
mk (|A11| ,Γ21 = 0.95e jn45◦) mit n ∈ {0, 1, . . . , 7}. Die Abweichungen ∆|Γ21| = 0.05 und in Θ21

vom zugrunde liegenden LSOP wird hier durch das Kleinsignal ∆Ã21 =
[
A21 − Γ21X

(F)
21 (|A11| ,Γ21)

]
P−1

berücksichtigt. Durch die Subtraktion der komplexen Zahl Γ21 ·X(F)
21 liegt das globale Maximum von ∆Ã21

nicht genau bei dem gleichen Wert von Θ21 wie das von Ã21. Vielmehr ergeben sich zwei nahezu gleich
große lokale Maxima bei Θ21 = 25◦ bzw.Θ21 = 60◦ sowohl für |Γ21| = 0.85 als auch |Γ21| = 0.95. Die
globalen Maxima der relativen Fehler |∆B̃21| und |∆B̃22| nehmen die PHDL-Ansätze bei Θ21 = 60◦

an, da hier zusätzlich Ã22 sehr große Werte annimmt. Insgesamt gesehen bleibt der für |Γ21| = 0.85
bestimmte X-Parametersatz deutlich unter den Fehlerwerten des für |Γ21| = 0.95 bestimmten Satzes.
Es ergeben sich die Maximalwerte |∆B̃21(0.85)|max = 12.5 % und |∆B̃21(0.95)|max = 24.2 % sowie
|∆B̃22|max(0.85) = 30 % und |∆B̃21|max(0.95) = 42 %. Diese recht hohen Fehler lassen sich damit er-
klären, dass die vermeintlichen Kleinsignale ∆Ã21 und Ã22 ähnlich groß werden, wie das Großsignal
am Eingangstor A11. Umso verwunderlicher ist die Tatsache, dass im Bereich der maximalen Werte
von Ã21 der angepasste PHD0-Ansatz für B21 (vgl. Abb. 7.9c) teilweise einen kleineren relativen Feh-
ler begeht als der mit Termen höherer Ordnung erweiterte QPHD0-Ansatz, d. h. dem HOPHD0-Ansatz
der Ordnung D = 2, und der MIT0-Ansatz aus Abschnitt 6.2, der zusätzlich durch weitere Terme die
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(a)

(b)

(c)

Abb. 7.9.: Klasse-C-Verstärker: B21-Vergleich aller Ansätze durch Variation der Reflexionsfaktorphase
Θ21 bei |Γ21| = 0.9. Dieser Wert liegt zwischen |Γ21| = 0.85 und 0.95, bei denen der Load-
pull-Ansatz PHDL bestimmt wurde. Die Ansätze HOPHD und MIT werden mit der Ordnung
D = 2 bestimmt.
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(a)

(b)

(c)

Abb. 7.10.: Klasse-C-Verstärker: B22-Vergleich aller Ansätze durch Variation der Reflexionsfaktorphase
Θ21 bei |Γ21| = 0.9. Dieser Wert liegt zwischen |Γ21| = 0.85 und 0.95, bei denen der Load-
pull-Ansatz PHDL bestimmt wurde. Die Ansätze HOPHD und MIT werden mit der Ordnung
D = 2 bestimmt.
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(a) (b)

Abb. 7.11.: Klasse-C-Verstärker: Vergleich der angepassten Ansätze durch Variation der Quellenphasen
φs,22 = − 4

3φs,21 für ûs11 = 900 mV, ûs21 = 450 mV und ûs22 = 300 mV. Die Ansätze HOPHD
und MIT werden mit der Ordnung D = 2 bestimmt.

Wechselwirkung der Kleinsignale Anl 6= A11 berücksichtigt. Bei Θ21 = 45◦ ist z. B. |∆B̃21,PHD0
| = 6 %,

|∆B̃21,QPHD0 | = 7.6 % und |∆B̃21,MIT0 | = 8.6 %. Die Erklärung dafür lässt sich in Abb. 7.11 finden. Darin
sind B̃21 und B̃22 in der komplexen Ebene (a) für die drei angepassten Ansätze sowie die Cadence-Ver-
gleichssimulation und die relativen Fehler der Modellansätze (b) gezeigt. Die zugrunde liegende Simula-
tion wurde für die Großsignalamplitude ûs11 = 900 mV, die zusätzlichen Signalquellen am Ausgangstor
ûs21 = 450 mV sowie ûs22 = 300 mV und einer Phasenvariation φs,22 ∈ [0, 350◦] mit ∆φs,22 = 10◦ sowie
φs,21 = − 3

4φs,22 durchgeführt. Die Betrachtung der komplexen Darstellung zeigt, dass wie erwartet der
MIT0-Ansatz das qualitative Verhalten am besten nachbilden kann. Allerdings gibt es bei φs,22 = 100◦

auch einen Punkt, bei dem der PHD0-Ansatz trotz der hohen Signalamplituden der im Ansatz als klein
angenommenen Signale einen geringeren relativen Fehler begeht als der MIT0-Ansatz. Im Vergleich zum
QPHD0-Ansatz gibt es noch weitere Punkte, in denen der vermeintlich unterlegene PHD0-Ansatz einen
kleineren Fehler nach sich zieht.
Das gleiche Verhalten ist auch im Bereich der kleinsten Werte von B21 und B22 zu beobachten. Al-

lerdings liegt hier die Ursache in der Berechnung nach der Phasen-Offset-Methode mittels (7.12) und
in der zugrunde liegenden Simulationsdaten. Im Fall des PHD-Ansatzes werden nur kleine Signalampli-
tuden eingestellt, sodass für den hier betrachteten Modellansatz optimierte X-Parameterwerte erhalten
werden. Für die anderen Ansätze werden in die Berechnung über das Optimierungsproblem (7.12) Simula-
tionsdaten mit höheren Signalamplituden herangezogen, sodass die Modellparameter über einen größeren
Wertebereich der Kleinsignale zu einem minimalen quadratischen Fehler führen. Für den HOPHD-Ansatz
werden dabei nacheinander die Signalquellen Usnl einzeln zusätzlich zu Us11 in der Phase variiert. Beim
MIT-Ansatz werden weiterhin Datenpaare in (7.12) berücksichtigt, wie sie in der Betrachtung in Abb. 7.11
vorliegen (vgl. Abschnitt 6.3). Bei der Optimierung der Fehlerquadratsumme für die Ansätze höherer
Ordnung mittels (7.11) bzw. (7.12) werden andere X-Parameter erster Ordnung X

(·)
mk erhalten als für

den PHD-Ansatz, für dessen Berechnung über (4.44) nur Datenpaare kleiner Amplituden ûsnl zugrunde
liegen. Daher ist zu erwarten, dass der PHD-Ansatz u.U. für kleinere Amplituden zu einem kleineren
relativen Fehler führt.
Im Vergleich zu den bisher beschriebenen Ansätzen fällt in Abb. 7.9 und 7.10 auf, dass die lastopti-

mierten Ansätze 2.Ordnung QPHDopt ≡ HOPHDopt(D = 2), und MITopt sowohl qualitativ als auch
quantitativ - im Sinne des relativen Fehlers |∆B̃2k| in (c) - zu besseren Ergebnissen führten. Dabei
ist viel deutlicher als im Fall der angepassten Ansätze zu erkennen, dass der theoretisch überlegene
MITopt-Ansatz auch praktisch im Vorteil gegenüber dem HOPHDopt-Ansatz ist. Für die maximalen re-
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lativen Fehler ergeben sich für den HOPHDopt-Ansatz |∆B̃21|max = 8.4 % und |∆B̃22|max = 36.2 %,
wohingegen für den MITopt-Ansatz |∆B̃21|max = 1.4 % und |∆B̃22|max = 9.8 % sind. Es bestätigt sich
der Eindruck der beispielhaften Betrachtung am LNA des letzten Abschnitts, bei dem aufgrund der Be-
schränkung auf die Fundamentalfrequenzen, d. h.A21 als einziges zusätzliches Signal, HOPHD ≡ MIT
gilt. Die lastoptimierten Ansätze stellen im Vergleich zu den angepassten eine sinnvolle Alternative zu
den Load-pull-X-Parametern dar. Die Berücksichtigung verschiedener Lastsituationenmittels der zufälli-
gen Phasen-Offset-Methode [13, 19, 20] führt zu einem X-Parametersatz, der über die gesamte Lastebene
einen möglichst kleinen quadratischen Fehler begeht. Wie aus der qualitativen Betrachtung in Abschnitt
6.4 hervorgegangen, ist hier der MIT-Ansatz im Vorteil gegenüber den anderen Ansätzen, und zwar nicht
nur den Ansätzen mit einem X-Parametersatz, sondern - bei der vorliegenden Rasterung der Lastebene -
auch den PHDL X-Parametern. Diese werden wie die angepassten Ansätze über die normale Phasen-Off-
set-Methode aus Abschnitt 4.3.2 bestimmt, bei der nur die Phase der zusätzlichen Signale Anl variiert
wird. Für die Bestimmung der Ansätze höherer Ordnung ist es, wie in Abschnitt 6.3 angemerkt, sinnvoll
noch zusätzlich die Amplitude der Signalquellen ûsnl zu variieren. Diese Idee ist implizit im passiven Loa-
d-pull-Tuning durch deutlich mehr, zufällig verteilte Wertepaare erweitert, wodurch sich die verbesserten
Modellparameter ergeben. Wie in Abschnitt 7.2.5 angemerkt, ist für eine Berechnung der X-Parameter
X

(·)
mk,1l am Eingangstor eine Quelle Us1l nötig, die im Sinne der Phasen-Offset-Methode variiert werden

muss. Alternativ kann am Eingangstor im Sinne der zufälligen Phasen-Offset-Methode äquivalent ein
Source-pull-Tuner eingesetzt werden.

7.3.3. Modellkomplexität

In Abschnitt 6.5 wurden die Komplexitäten der verschiedenen Modellansätze in allgemeiner Form und in
Tab. 6.4 am Beispiel der Ordnung D = 2 und der Länge L = 2 des Kleinsignalvektors Ã aus (6.11) ver-
glichen. Es wurde über die zugehörige Betrachtung von Abb. 6.9 festgestellt, dass die Modellkomplexität
des in dieser Arbeit eingeführten MIT-Ansatz schnell gegenüber den in der Literatur genannten wächst.
Die dort betrachteten Ansätze gelten für den angepassten Fall. In diesem Kapitel wurden verschiedene
Ansätze betrachtet, die eine lastabhängige Modellierung mit Hilfe der X-Parameter erlauben. Wie dieses
Kapitel zeigte, lassen sich mit diesen Ansätzen i. A. qualitativ und quantitativ bessere Ergebnisse erzie-
len als mit den Ansätzen, die für eine angepasste Messumgebung bestimmt werden. Allerdings werden
die erweiterten Ansätze für verschiedene Lastsituationen immer neu berechnet, sodass sich eine größere
Menge an Modellparametern ergibt. Im Folgenden werden wie in Abschnitt 6.5 die Parameteranzahlen
gegenübergestellt und am Ende des Abschnitts in Tab. 7.1 zusammengefasst.
In Abschnitt 7.2.1 wurden die lastabhängigen X-Parameter betrachtet, die mit Hilfe eines Load-pull-Tu-

ners den LSOP variieren. Mathematisch zieht dies in (7.3) entweder eine Berücksichtigung des zweiten
Großsignals A21 oder äquivalent dazu des fundamentalen Lastreflexionsfaktors Γ21 im LSOP nach sich
[117]. In dieser Arbeit wurde die zweite Möglichkeit über die komplexe Größe Γ21 = |Γ21|e jΘ21 bevor-
zugt. Wie im angepassten Fall werden die lastabhängigen X-Parameter des PHDL-Ansatzes über spektrale
Linearisierung der zugehörigen Beschreibungsfunktion im LSOP gewonnen. Der Vorteil des Load-pull-An-
satzes ist, dass nur auf der Fundamentalen ein Load-pull-Tuner erforderlich ist. Die Fehlanpassung auf
den höheren Harmonischen (vgl. Abschnitt 7.1) wird über die Kleinsignal-X-Parameter (X(S), etc.) be-
rücksichtigt, die deshalb auch Empfindlichkeitsfunktionen darstellen [117, S. 128]. Wenn zusätzlich zum
angepassten Fall in MΓL

verschiedenen lastabhängigen LSOP die X-Parameter berechnet werden, ergibt
sich die Modellparameteranzahl des PHDL-Ansatzes mit der Länge L des Signalvektors Ã ∈ CL aus
(6.11) und MPHD = 1 + 2L aus (6.34)

MPHDL
(L,MΓL

) = (1 +MΓL
)MPHD = (1 +MΓL

)(1 + 2L). (7.15)

Dabei gilt bei äquidistanter Rasterung der Lastebene über ∆|Γ21| = konst. und ∆Θ21 = konst.

MΓL =
360◦

∆|Γ21|∆Θ21
. (7.16)

In dieser Arbeit wurde die Lastebene mit ∆|Γ21| = 0.1 und ∆Θ21 = 45◦ gerastert, wodurch sich MΓL
=

80 ergibt. In der bespielhaften Betrachtung des LNA in Abschnitt 7.3.1 unter Berücksichtigung der
Fundamentalfrequenzen, d. h.A21 als einziges Signal in Ã und L = 1, folgt MPHDL

(1, 80) = 3 · 81 =
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243. Zu Vergleichszwecken wurde ebenfalls eine Ordnungserhöhung des PHDL-Ansatzes zum QPHDL

durchgeführt, dessen Modellkomplexität

MQPHDL
(L,MΓL

) = (1 +MΓL
)MQPHD = (1 +MΓL

)(1 + 5L) (7.17)

ebenfalls abhängig von MΓL und MQPHD(L) aus (6.37) ist. Für das LNA-Beispiel gilt MQPHDL(1, 80) =
6 · 81 = 2 ·MPHDL

(1, 80) = 486. Wie der direkte Vergleich in den Abb. 7.6ff. zeigte, ist bei gleichblei-
bender Lastquantisierung MΓL

nur ein geringer Vorteil gegenüber dem linearen PHDL zu verzeichnen,
der die größere Anzahl an Parametern nicht rechtfertigt. Im Fall des Klasse-C-Verstärkerbeispiels in
Abschnitt 7.3.2 ist L = 2, wodurch sich bei gleicher Anzahl von Lastpunkten MΓL die Modellkom-
plexität MQPHDL(2, 80) = 5 · 81 = 405 ergibt. Für den quadratischen Ansatz wäre in diesem Fall
MQPHDL

(2, 80) = 11 · 81 = 891 gewesen. Die Erhöhung der Komplexität infolge der höheren Ordnung
D = 2 könnte durch eine gleichzeitige Reduzierung der Lastpunkte MΓL

kompensiert werden. Diese Idee
ist die Basis der anderen betrachteten Ansätze.
Der als erstes in Abschnitt 7.2.2 eingeführte MQPHD-Ansatz nach [16] skaliert über einen lastabhän-

gigen Faktor αmk,nl(ΓL) die angepassten X-Parameter zweiter Ordnung, wie in (7.7) gezeigt. Zusätzlich
zu den MQPHD angepassten X-Parametern des QPHD-Ansatzes aus (6.37) kommen noch für jedes der
L zusätzlichen Signale Ãnl insgesamt MΓL Skalierungsfaktoren αmk,nl hinzu, sodass sich die Modellkom-
plexität ergibt zu

MMQPHD(L,MΓL
) = MQPHD + L ·MΓL

= 1 + L(MΓL
+ 5). (7.18)

Die Modellkomplexität wird im LNA-Beispiel aus Abschnitt 7.3.1 und der gewählten Lastanzahl MΓL
=

80 zu MMQPHD(1, 80) = 86 und wäre im Klasse-C-Beispiel aus Abschnitt 7.3.2 MMQPHD(2, 80) = 171 ge-
wesen. Die Modellgenauigkeit ist im Vergleich zum angepassten Fall QPHD0 verbessert und nicht wesent-
lich schlechter als beim PHDL-Ansatz. Im Vergleich zum PHDL-Ansatz kann die Modellparameteranzahl
zwar stark gesenkt werden, allerdings ist der Berechnungsaufwand ähnlich hoch, da die lastabhängigen
Skalierungsfaktoren αmk,nl(ΓL) ebenso für jede der MΓL Lastsituationen über ein Optimierungsproblem
berechnet werden. Daher wurde im Klasse-C-Beispiel auf den MQPHD-Ansatz verzichtet.
Den Ansätzen (Q)PHDL und MQPHD, die für verschiedene Lastsituationen neu berechnet werden, ist

gemein, dass bei einer Variation der Last (7.2) sowohl in |ΓL| als auch ΘL mindestens ein neuer Parameter
verwendet werden muss. Wie in den Abb. 7.8ff. zu sehen ist, führt dieser Wechsel zu nicht stetigen Verläu-
fen von Bmk. Dieser Umstand könnte durch eine Berechnung der X-Parameter über ein Optimierungspro-
blem mit Nebenbedingungen (vgl. z. B. [6, 39]) umgangen werden, was allerdings den Berechnungsaufwand
vergrößern würde. Als erster Ansatz, der die Lastebene nicht in verschiedene LSOP aufteilt, wurde der
PLSOC-Ansatz [19, 20] in Abschnitt 7.2.3 betrachtet. Dessen X-Parameter X(·)

mk(|A11| , |ΓL|) aus (7.10)
sind unabhängig von der Phase Θ2l der Reflexionsfaktoren bei der l-ten Harmonischen Γ2l und nur ab-
hängig von deren Beträge |Γ2l| gültig. Dabei entspricht |Γ2l| = konst. ∀ Θ2l ∈ [0, 360◦] einem Kreis in
der Lastebene der l-ten Harmonischen, womit der Ansatzname zu erklären ist [20]. Die X-Parameter des
PLSOC-Ansatzes werden durch die zufällige Phasen-Offset-Methode [13, 19, 20] bestimmt. Für jeden
der M|ΓL| verschiedenen PLSOC ergibt sich ein X-Parametersatz. In [20] werden die X-Parameter nach
dem QPHD-Ansatz aus (6.7) und dem Padé-Ansatz aus [17] und in [19] nach dem RP-Ansatz im Sin-
ne des PLSOC-Ansatzes berechnet. In dieser Arbeit wurde in (7.10) zu Vergleichszwecken ebenfalls der
QPHD-Ansatz gewählt, wofür sich hier

MPLSOC(L,M|ΓL|) = M|ΓL|MQPHD = M|ΓL|(1 + 5L) (7.19)

ergibt. Der angepasste Fall ΓL = 0 ist darin nicht enthalten und wird durch den X-Parametersatz des
kleinsten |ΓL| angenähert. Anders als im PHDL-Ansatz [117] wird in [20, Gl. (22)] angedeutet, dass auch
auf den höheren Harmonischen ein Load-pull-Tuner zum Einsatz kommt. Wenn bei allen berücksichtigten
Kmax Harmonischen unabhängige Load-pull-Tuner zum Einsatz kommen, die die Lastebene aller Kmax

Harmonischen mit konstantem ∆|Γ| rastern, erhöht sich die Komplexität zu MPLSOC(L,Kmax,∆|Γ|) =
MQPHD(1 + ∆|Γ|Kmax) unterschiedlichen X-Parametersätzen.
Im LNA-Beispiel aus Abschnitt 7.3.1 wurden an zehn verschiedenen PLSOC, d. h.M|ΓL| = (∆|Γ21|)−1 =

10, insgesamtMPLSOC(1, 10) = 60 verschiedene X-Parameter X(·)
21 (|A11| , |Γ21|) berechnet. Die erhaltenen

X-Parametersätze liefern, wie Abb. 7.6 und 7.8 zeigten, in der Nähe der PLSOC sehr gute Ergebnisse.
Allerdings zeigte sich in letzterer und in Abb. 7.7, dass bei einer stärkeren Abweichung vom PLSOC sehr
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter

Tab. 7.1.: Vergleich der Anzahl M der (lastabhängigen) Modellparameter unterschiedlicher Ansätze. Die
lastabhängigen Ansätze wurden in diesem Abschnitt mit M|ΓL| = 1

∆|Γ21| = 10 , ∆Θ21 = 45◦

und MΓL
= 360◦

∆Θ21
M|ΓL| = 80 bestimmt.

Ansatz Gl.
Anzahl M

MAns(L, ·) MAns(1, ·) MAns(2, ·)

PHDL (7.15) (1 +MΓL
)(1 + 2L) 243 405

QPHDL (7.17) (1 +MΓL
)(1 + 5L) 486 (891)

MQPHD (7.18) 1 + L(MΓL
+ 5) 86 171

PLSOC (7.19) M|ΓL|(1 + 5L) 60 (110)

PHD0/opt (6.34) 1 + 2L 3 5

QPHD0/opt (6.37) 1 + 5L 6 11

MIT0/opt (6.35)
∑D=2
d=0

(
2L+d−1

d

)
(6) 15

schnell ein ähnlich großer Fehler begangen wird wie im angepassten Fall. Die Ursache hierfür liegt in der
Bestimmung der X-Parameter über (6.20) bzw. (7.11) auf Basis der zugrunde liegenden Datenpunkte.
Wie auch [20, Fig. 4ff.] feststellte, sind die erhaltenen X-Parameter stark von der Werteverteilung abhän-
gig. Eine äquidistante Variation von Θ21 führt nicht zu einer Gleichverteilung von A21. Im betrachteten
LNA-Beispiel liegt eine Häufung kleiner A21 vor, sodass große Werte weniger Einfluss in der Optimie-
rung erhalten. Beim angepassten Fall wird dem durch eine systematische Variation von |A21| über die
Signalquelle Us21 (vgl. (A.2) und Abb. 4.3) entgegengewirkt. Im zweiten Beispiel in Abschnitt 7.3.2 mit
L = 2 wurde auf den PLSOC-Ansatz verzichtet, da bereits in Abb. 7.7f. zu große relative Fehler vorlagen,
um die im Vergleich zum angepassten Fall zusätzlichen Modellparameter zu rechtfertigen. Die Anzahl im
zweiten Beispiel wäre für MPLSOC(2, 10) = 110 gewesen.
Mit dem in Abschnitt 7.2.4 aufgegriffenen lastoptimierten Ansatz [13] wird die Idee der im PLSOC-

Ansatz eingesetzten zufälligen Phasen-Offset-Methode auf die gesamte Lastebene ausgeweitet, d. h. der
Berechnung der X-Parameter in (7.11) liegen Datenpunkte der gesamten Lastebene zugrunde. Anders
als im PLSOC-Ansatz werden diese nicht nur über eine Variation von ΘL gewonnen, sonder sowohl über
|ΓL| als auch ΘL. Durch die Variation von |ΓL| folgen über (7.2) auch verschiedene Werte für die Signale
Ã2l. Im betrachteten LNA-Beispiel (vgl. Abb. 7.6ff.) zeigt sich, dass die daraus berechneten lastoptimier-
ten X-Parameter der beste Kompromiss aus Genauigkeit und X-Parameteranzahl sind. Letztere ist in
diesem Fall genauso groß wie für den angepassten Fall, da die Optimierung über die gesamte Lastebene
nur einmal pro Wert |A11| durchgeführt werden muss. Die X-Parameteranzahl im LNA-Beispiel aus Ab-
schnitt 7.3.1, in dem nur die Fundamentalfrequenzen betrachtet wurden, ist daher mit L = 1 in (6.37)
für den lastoptimierten QPHD-Ansatz MQPHDopt(L = 1) = MQPHD0(1) = 6 und im Klasse-C-Beipiel in
Abschnitt 7.3.2 MQPHDopt

(L = 2) = MQPHD0
(2) = 11.

Die Parameteranzahlen aller betrachteten Ansätze dieses Kapitels sind in Tab. 7.1 in allgemeiner Form
und für die beiden Beispiele aus Abschnitt 7.3.1 und 7.3.2 mit L = 1 bzw.L = 2 zusammengefasst. Die
Zahlenwerte in Klammern sind dabei die verworfenen Ansätze bzw. im Fall des MITopt-Ansatz für L = 1
identisch zum QPHD-Ansatz. Der Vergleich der Modellkomplexitäten für die einfachen Beispiele dieses
Abschnitts zeigt, dass für die lastabhängigen Ansätze deutlich mehr Modellparameter zu bestimmen sind,
was nicht zwangsläufig zu einem genaueren Modell führt. In Abb. 6.9 bzw.wurden für die angepassten
Ansätze die Modellparameteranzahlen für 1 ≤ L ≤ 6 diskutiert. Dabei wurde festgestellt, dass die Kom-
plexität des in dieser Arbeit vorgestellten MIT-Ansatzes durch die binomiale Abhängigkeit (6.35) sehr
schnell im Vergleich zu den anderen Ansätzen wächst. Genauer gesagt ist MMIT0

(L,D) ∼ LD, wohinge-
gen MHOPHD0

(L,D) ∼ LD−1 ein Polynom der Ordnung D− 1 ist. Für den in dieser Arbeit betrachteten
QPHD-Ansatz ist MHOPHD0

(L, 2) ∼ 5L ebenfalls linear in L und mit einer höheren Steigung als der
PHD-Ansatz. Die Modellkomplexitäten der lastabhängigen Ansätze sind zwar linear in L, allerdings sind
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7.3. Vergleich der Ansätze

(a)

(b)

Abb. 7.12.: Vergleich der Modellparameteranzahlen unterschiedlicher (lastabhängigen) X-Parameteran-
sätze für verschiedene Signalanzahlen L und Ordnungen D: (a) L ∈ {2, . . . , 81} mit D = 2
und (b) L ∈ {2, . . . , 11} mit D = 3.

die Steigungen und die Ordinatenabschnitte abhängig vonM|ΓL| und ∆Θ21. Folglich gibt es zwangsläufig
Schnittpunkte der linearen Modellkomplexitätsfunktionen der lastabhängigen Ansätze und der polynomi-
ellen Abhängigkeiten der Ansätze höherer Ordnung mit nur einem Parametersatz pro |A11|. In Abb. 7.12a
sind die Verläufe der Modellkomplexitätsfunktionen aus Tab. 7.1 im Intervall L ∈ {2, . . . , 81} zur Veran-
schaulichung dargestellt. Darin ist zu sehen wie die quadratische Funktion des MIT-Ansatzes die linearen
Verläufe der lastabhängigen Ansätze schneidet bzw. überschreitet, und zwar bei L = 24 den PLSOC-,
bei L = 24 den MQPHD- und bei L = 81 den PHDL-Ansatz. Daraus folgt, dass für ein Zweitor an
beiden Toren 41 Harmonische berücksichtigt werden müssten, damit mit dem MIT-Ansatz die gleiche
X-Parameteranzahl pro Großsignalwert |A11| gespeicherte werden müsste wie für den PHDL-Ansatz. In
Abb. 7.12b ist die Darstellung ergänzt um die Verläufe MMIT0

(L, 3) ∼ L3 und MHOPHD0
(L, 3) ∼ L2 im

Intervall L ∈ {2, . . . , 11}. Darin ist zu sehen, dass das quadratische PolynomMHOPHD0(L, 3) schneller an-
steigt als MMIT0(L, 2) ∼ L2, sodass bereits bei L = 12 der PLSOC-Ansatz überschritten wird. Die nicht
mehr dargestellten Schnittpunkte liegen bei L = 20 für den MQPHD- und bei L = 40 den PHDL-Ansatz.
Das kubische Polynom MMIT0

(L, 3) übersteigt die linearen Funktionen bei L = 5 für den PLSOC-, bei
L = 7 für den MQPHD- und bei L = 10 für den PHDL-Ansatz. Letzterer Schnittpunkt zeigt, dass beim
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7. Lastabhängigkeit der X-Parameter

MIT-Ansatz der Ordnung D = 3 für ein Zweitor erst beim Berücksichtigen von fünf oder mehr Harmo-
nischen die Modellkomplexität größer wird als beim mit M|ΓL| = 80 gerasterten PHDL-Ansatz. Sobald
die Lastebene in mehr als M|ΓL| = 80 LSOP gerastert wird, um die Genauigkeit vom PHDL-Ansatz zu
erhöhen, verschiebt sich dieser Schnittpunkt weiter zu größeren Werten von L. Allgemein muss bei der
Berechnung des gesamten X-Parametersatzes der lastoptimierten Ansätze über das Gleichungssystem
(7.11) darauf geachtet werden, dass über die zufällige Phasen-Offset-Methode [13, 19, 20] mindestens
genauso viele nicht redundante Datenpaare aufgenommen werden, wie X-Parameter berechnet werden
sollen. Anderenfalls ist das Gleichungssystem unterbestimmt.

7.4. Zusammenfassung

Die in den vorherigen Kapiteln betrachteten X-Parameter - erster oder höherer Ordnung - werden ty-
pischerweise in einer 50Ω-Messumgebung bestimmt. Diese angepassten X-Parameter werden als Verhal-
tensmodell in leicht fehlangepassten Systemen eingesetzt. In diesem Kapitel wurden als Fortsetzung von
[82] verschiedene Ansätze zur Verwendung der X-Parameter bei beliebigen Lastsituationen anhand zwei-
er Beispielsystemen - einem LNA und einem Klasse-C-Verstärker - mit den angepassten X-Parametern
verglichen.
Zunächst wurde dazu diskutiert inwiefern die Begriffe Anpassung bzw.Fehlanpassung und Lastimpedanz

für nichtlineare Systeme zu verwenden sind. Es wurde angemerkt, dass eine Definition dieser Begriffe
sinnvoll ist, wenn das nichtlineare System mit Signalen angeregt wird, deren Frequenzen linear abhängig
sind, d. h.ωk = kω0 für k ∈ N. So kann die Lastimpedanz jeder auftretenden Harmonischen über das
Verhältnis ZL(jkω0) = U2(jkω0)

I2(jkω0) und daraus ein Reflexionsfaktor Γ2k = A2k

B2k
= ZLk−Z0

ZLk+Z0
bei der k-ten

Harmonischen definiert werden [34, 41].
Anschließend wurden die verschiedenen Ansätze einzeln betrachtet und festgestellt, welche Verände-

rungen im Vergleich zu den angepassten X-Parametern vorzunehmen sind. Als erstes wurden die Load-
pull -X-Parameter von Root u. a. [117] gezeigt. Diese sind äquivalent zu den angepassten X-Parame-
tern, nur das der Entwicklungspunkt der spektralen Beschreibungsfunktion nicht dem Zentrum des Smit-
h-Charts (vgl. Abb. 2.4) entspricht, sondern in einer beliebigen, über den Load-pull-Tuner eingestellten,
Lastsituation liegt. Die Bestimmung der Load-pull-X-Parameter erfolgt dabei wie im angepassten Fall
und die Entwicklungsordnung (vgl. Abschnitt 6) kann ebenfalls erhöht werden. Allerdings ist dies nicht
sinnvoll, da bereits für die linearen X-Parameter bei einer hohen Anzahl an Lastsituationen sehr viele
X-Parameter berechnet und gespeichert werden müssen.
Daher wurden weitere Ansätze der Arbeitsgruppe um Cai und Brazil [13, 16, 17, 19, 20] betrachtet,

in denen eine Modellordnungsreduktion vorgenommen wurde. Im MQPHD-Ansatz [16] wird der ange-
passte quadratische X-Parametersatz mit Hilfe eines Skalierungsfaktor αmk,nl(|A11| ,ΓL) an die jeweilige
Lastsituation angepasst. Die Berechnung erfolgt ebenfalls über ein Optimierungsproblem auf Basis von
lastabhängigen Messdaten, wie sie auch zur Berechnung der Load-pull-X-Parameter verwendet werden.
Anstatt alle X-Parameter für die jeweilige Lastsituation neu zu berechnen, muss daher lediglich der Skalie-
rungsfaktor α in jeder der insgesamt MΓL

verschiedenen Lastsituationen neu berechnet werden. Dadurch
kann zwar die Parameteranzahl gesenkt werden, jedoch nicht der Berechnungsaufwand. Zusätzlich ist
der Genauigkeitsverlust der Modellordnungsreduktion im Vergleich zu anderen Ansätzen mit weniger
Modellparametern zu groß, sodass dieser Ansatz nur im ersten Beispiel in Abschnitt 7.3.1 berücksichtigt
wurde.
Als weiterer Ansatz, der sowohl die Modellordnung als auch den Berechnungsaufwand senkt, wurde der

PLSOC-Ansatz [17, 19, 20] betrachtet. Hier werden die X-Parameter anstatt für jede Lastsituation für die
Menge der Lastsituationen mit |ΓL| = konst.berechnet. Die Datenpunkte (Ã, B̃mk) für die Berechnung
mittels (7.11) bzw. (7.12) werden implizit über die Reflexionsfaktorphase ΘL variiert, weshalb dieses Vor-
gehen als zufällige Phasen-Offset-Methode bezeichnet wird. Dieser Ansatz senkt die Modellkomplexität
im Vergleich zu den Load-pull-X-Parameter abhängig davon, wie viele Load-pull-X-Parametersätze pro
eingestellten Wert |Γ21| berechnet werden. Im betrachteten LNA-Beispiel ergab sich der Faktor 4. Der
Modellfehler des ordnungsreduzierten PLSOC-Ansatzes blieb dennoch unterhalb der Load-pull-X-Para-
meter, zumindest auf dem PLSOC. In dem Grenzfall |Γ21| = 0.9 genau zwischen zwei der Berechnung
zugrunde liegenden Werten |Γ21| = {0.85, 0.95} ergab sich allerdings, dass der vom PLSOC-Ansatz ver-
ursachte Fehler teilweise sogar über dem des angepassten X-Parametersatzes lag. Daher wurde auch der
PLSOC-Ansatz im zweiten Beispiel nicht weiterverfolgt.
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7.4. Zusammenfassung

Als konsequente Weiterentwicklung des PLSOC-Ansatzes kann der lastoptimierte X-Parameteransatz
verstanden werden. Hier werden die mittels der zufälligen Phasen-Offset-Methode über die gesamte Las-
tebene gewonnenen Messdaten als Grundlage für das Optimierungsproblem (7.11) bzw. (7.12) verwendet,
sodass wie im angepassten Fall nur ein X-Parametersatz pro Großsignalwert |A11| berechnet wird. Im
LNA-Beispiel, in dem nur die Fundamentalfrequenzen betrachtet wurden, erwies sich der lastoptimier-
te QPHD-Ansatz aus [13] als der beste Kompromiss aus Modellparameteranzahl und -genauigkeit. Im
zweiten Beispiel des Klasse-C-Verstärkers wurde der in dieser Arbeit eingeführte MIT-Ansatz (D = 2)
im Sinne der Lastoptimierung über die zufällige Phasen-Offset-Methode berechnet. Wie bereits aus der
qualitativen Betrachtung in Kapitel 6 zu erwarten, wurde durch den MIT-Ansatz die Genauigkeit im Ver-
gleich zum lastoptimierten QPHD-Ansatz deutlich verbessert. Eine Untersuchung der Modellkomplexitä-
ten zeigte, dass trotz der zusätzlichen X-Parameter des MIT-Ansatzes - im Vergleich zum lastoptimierten
QPHD-Ansatz - eine Modellordnungsreduktion - im Vergleich zu den Load-pull-X-Parametern - erreicht
werden kann. Die Größenordnung der Reduktion ist dabei stark von der Ordnung D des MIT-Ansatzes
und der Menge L der berücksichtigten zusätzlichen Signale Ãnl abhängig. Dabei ist zu beachten, dass
eine Berücksichtigung von Signalen A1l durch zusätzliche Source-pull -Messungen (vgl. z. B. [41]) erfolgen
sollte, um auch am Eingang eine zufällige Variation der Signalanteile zu gewährleisten.
Nachdem in diesem Kapitel die Einsatzmöglichkeiten der in Kapitel 6 eingeführten X-Parameteransätze

höherer Ordnung betrachtet wurden, werden im folgenden Kapitel X-Parameter für beliebige Signalfre-
quenzen ωk = kω0 mit k ∈ Q+ betrachtet. Anhand der in Kapitel 5 gewonnenen Erkenntnisse werden
die X-Parameter dabei - anders als in der Literatur [117, 166] - in Abhängigkeit eines einzigen fun-
damentalen Großsignals betrachtet. Mit dieser alternativen Blickweise lassen sich die X-Parameter als
Empfindlichkeitsfunktionen für weitere Fundamentalsignale auffassen. Des Weiteren wird dadurch die
Modellkomplexität verringert.
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

Für die in Kapitel 4 beschriebenen X-Parameter auf Basis des PHD-Ansatzes werden neben einem Groß-
signal weitere Kleinsignale bei einem ganzzahligen Vielfachen der Fundamentalfrequenz ω0 des Groß-
signals angenommen. Diese Einschränkung trifft beispielsweise auf kaskadierte Verstärkersysteme oder
bei Fehlanpassung (vgl. Kapitel 7) der Verstärkerendstufe an die zu treibende Last zu [117]. In diesem
Kapitel werden Systeme betrachtet, die mit unabhängigen Frequenzen angeregt werden, wie beispiels-
weise Frequenzmischer [25, 72]. Für diesen Fall werden die Anteile der Fundamentalfrequenzen an den
Eingangstoren als Großsignale definiert und die Beschreibungsfunktionen (BF) in Abhängigkeit dieser
bestimmt [117, 166]. In dieser Arbeit soll durch eine alternative Reihenentwicklung höherer Ordnung,
wie in Kapitel 6 beschrieben, weiterhin die Abhängigkeit der BF von nur einem Großsignal beibehalten
werden. Dadurch kann zum einen eine Reduzierung der Modellkomplexität erreicht werden. Zum ande-
ren können die Kleinsignal-X-Parameter des neuen Ansatzes als Empfindlichkeitsfunktionen auf beliebige
Fundamentalsignale aufgefasst werden. Dazu wird zunächst in Abschnitt 8.1 der bestehende Ansatz bei
einer Anregung mit unabhängigen Fundamentalfrequenzen ω2 6= l · ω1 mit l ∈N von Xie, Zhang und Liu
[166] vorgestellt. Anschließend wird in Abschnitt 8.2 darauf eingegangen, wie dieser Ansatz mit Hilfe der
Erkenntnisse der vorherigen Ergebnisse dieser Arbeit anzupassen ist, um eine Ordnungsreduzierung zu
ermöglichen. Anhand einer beispielhaften Untersuchung werden in Abschnitt 8.3 beide Ansätze mitein-
ander verglichen.

8.1. X-Parameter mit zwei unabhängigen Großsignalen

Bereits in den Arbeiten [139, 150] wurde darauf hingewiesen, dass auch Anregungen unabhängiger Fre-
quenzen mit der spektralen Linearisierung betrachtet werden könnten. Im X-Parameter-Kontext werden
erst in den Arbeiten von Xie, Zhang und Liu [166] und Root u. a. [117] Signale mit unabhängigen Fre-
quenzen betrachtet. In einem der sehr wenigen Anwendungsbeispiele von He und Li [46] wird gänzlich
auf die Mathematik der X-Parameter unabhängiger Frequenzen verzichtet. An dieser Stelle soll kurz aus
[117, Kapitel 5.7] zusammengefasst werden.
Im einfachsten Fall wird sich auf zwei unabhängige Fundamentalfrequenzen ω1 und ω2 beschränkt.

Alle anderen im System auftretenden Frequenzen sind Vielfache l1ω1 bzw. l2ω2, sog. harmonische Verzer-
rungen (HD), bzw. Linearkombinationen ωb = k1ω1 + k2ω2 mit k1, k2 ∈Z, sog. Intermodulationsprodukte
(IM) (vgl. Abschnitt 3.1 oder z. B. [71, 156]). In Anhang A.2 wird gezeigt, wie die Streuvariablen nichtli-
nearer N -Tore bei einer derartigen Zweitonanregung zu berechnen sind. Dabei werden beide anregenden
Frequenzen an einem Tor angenommen, was z. B. zu einem Leistungsverstärker mit einer Zweitonanre-
gung am Tor 1 passt. Im Folgenden wird stattdessen von einer Großsignalanregung an Tor 1 mit A1[1,0]

bei ω1 und an Tor 2 mit A2[0,1] bei ω2 ausgegangen (vgl. (A.17)). Mit Hinzunahme eines dritten Tors kann
ein Frequenzmischer, wie z. B. in Abb. 8.3 dargestellt, beschrieben werden. Weitere Signalanteile sind nur
bei Linearkombinationen der Fundamentalfrequenzen

ωa = l1ω1 + l2ω2 (8.1)

mit l1, l2 ∈Z zulässig. Dabei sind auch die Fundamentalfrequenzen an anderen Toren z. B.A3[1,0] denkbar.
Analog zum PHD-Ansatz ist der Ausgangspunkt die spektrale Abhängigkeit

Bm[k1,k2] = Fm[k1,k2]

(
DCOP, ω1, ω2, A1[1,0], A2[0,1], . . . , An[l1,l2], . . .

)
, (8.2)

worin Fm[k1,k2] die mehrdimensionale BF der Fourier-Koeffizienten bei ωb = k1ω1 + k2ω2 ist. Die BF
Fm[k1,k2] verdeutlichen den Zusammenhang der Fourier-Koeffizienten der reflektierten Streuvariablen
Bm[k1,k2] von allen einfallenden Streuvariablen An[l1,l2] sowie dem DCOP und den Fundamentalfrequen-
zen ω1, ω2. Durch Annahme eines zeitinvarianten Systems und einer Phasennormierung auf die Phasen
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Abb. 8.1.: LSOP im Frequenzmischer - IF zu HF Umsetzung - bei zwei Großsignalen
∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣
unabhängiger Frequenzen ω1, ω2

der Fundamentalsignale mit P[1,0] und P[0,1]∣∣A1[1,0]

∣∣ = A1[1,0]P
−1
[1,0], (8.3a)∣∣A2[0,1]

∣∣ = A2[0,1]P
−1
[0,1] (8.3b)

ergibt sich

Bm[k1,k2] = Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣ , . . . , An[l1,l2]P
−l1
[1,0]P

−l2
[0,1], . . .

)
P k1[1,0]P

k2
[0,1]. (8.4)

Unter der Annahme {∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣}� ∣∣An[l1,l2]

∣∣ , (8.5)

d. h. die beiden Fundamentalsignale sind die einzigen Großsignale im System, können die spektralen BF
Fm[k1,k2], wie in Abschnitt 4.2.2, linearisiert werden. Der Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal
operating point

LSOP = {DCOP, ω1, ω2,
∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣ , An[l1,l2] = 0 ∀ n [l1, l2] 6= {1 [1, 0] , 2 [0, 1]}− (8.6)

als Entwicklungspunkt wird hier allerdings durch die zwei Großsignale
∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣ festgelegt. Auf die
explizite Nennung der Abhängigkeit vom DCOP und den beiden Fundamentalen ω1, ω2 soll in der Folge
erneut verzichtet werden. Eine Veranschaulichung des LSOP aus (8.6) ist in Abb. 8.1 für eine Umsetzung
vom Zwischenfrequenz - englisch: intermediate frequency (IF) - zum Hochfrequenz (HF)-Bereich, wie sie
im Transmitterpfad eines Heterodyntransceivers eingesetzt wird, dargestellt.

Die Kleinsignale
∣∣An[l1,l2]

∣∣ werden, wie im PHD-Ansatz in Abschnitt 4.2, als Störung des LSOP in
Folge geringer Fehlanpassung angesehen. Eine lastabhängige Betrachtung bei starker Fehlanpassung, wie
in Abschnitt 7.2.1, wird der Einfachheit halber in dieser Arbeit nicht zusätzlich durchgeführt. Auf eine
ausführliche Ableitung der Linearisierung von (8.4) wie in Abschnitt 4.2.2 soll an dieser Stelle verzichtet
werden. Analog ergibt sich als Modellgleichung für die X-Parameter

Bm[k1,k2] ≈X
(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)P k1[1,0]P
k2
[0,1]+∑

n[l1,l2]

(
X

(S)
m[k1,k2],n[l1,l2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)An[l1,l2]P
k1−l1
[1,0] P k2−l2[0,1]

+X
(T)
m[k1,k2],n[l1,l2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)A∗n[l1,l2]P
k1+l1
[1,0] P k2+l2

[0,1]

)
.

(8.7a)
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8.2. X-Parameter unabhängiger Frequenzen und eines einzigen Großsignals

Darin wird der LSOP wie in (4.39) über die Großsignal-X-Parameter

X
(F)
m[k1,k2] = Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣ , 0, . . . , 0) (8.7b)

berücksichtigt. Alle weiteren Signale An[l1,l2] werden über die Kleinsignal-X-Parameter

X
(S)
m[k1,k2],n[l1,l2] =

∂Fm[k1,k2]LSOP

∂An[l1,l2]P
−l1
[1,0]P

−l2
[0,1]

, (8.7c)

X
(T)
m[k1,k2],n[l1,l2] =

∂Fm[k1,k2]LSOP

∂A∗n[l1,l2]P
l1
[1,0]P

l2
[0,1]

(8.7d)

mit Fm[k1,k2]LSOP
:= Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣ , . . . , An[l1,l2]P
−l1
[1,0]P

−l2
[0,1], . . .

)∣∣∣
(|A1[1,0]|,|A2[0,1]|,0,...,0)

einbe-

zogen [117]. Die X-Parameter sind neben den nicht mehr explizit genannten Fundamentalfrequenzen
ω1, ω2 und dem DCOP von den Beträgen der Großsignale

∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣ abhängig. Damit ist es zwar
ein Parameter weniger als bei den lastabhängigen X-Parametern aus (7.4), aber dennoch einer mehr als
für die X-Parameter aus (4.38). Da jeder weitere Parameter zusätzliche Messungen und Speicherplatz in
der Modelldatei erfordert, wird im Folgenden ein anderer Ansatz zur Reihenentwicklung der mehrdimen-
sionalen BF Fm[k1,k2] aus (8.4) über den linearen Term hinaus gezeigt. Dabei wird davon ausgegangen,
dass nur eines der beiden Fundamentalsignale ein Großsignal ist. Dadurch müssen die X-Parameter nur
in Abhängigkeit dieses Großsignals bestimmt werden.

8.2. X-Parameter unabhängiger Frequenzen und eines einzigen
Großsignals

Im letzten Abschnitt wurden die aus der Literatur [117, 166] bekannten X-Parameter für zwei unabhängi-
ge Fundamentalfrequenzen vorgestellt. Dabei wurden die jeweiligen Fundamentalanteile an unterschied-
lichen Toren als Großsignale angenommen. Diese Annahme ist allerdings nicht immer erforderlich, wie
z. B. die Betrachtung eines Frequenzmischers mit der conversion Matrix in [72, Kapitel 4] zeigt. Darin
wird nur das LO-Signal als Großsignal angesehen und das IF oder HF-Signal als Kleinsignal, sodass
nur Mischprodukte berücksichtigt werden müssen, in denen die Kleinsignale linear eingehen. Die gleiche
Annahme soll im Folgenden gelten, sodass die BF Fm[k1,k2] ähnlich dem PHD-Ansatz aus Abschnitt 4.2
nur in Abhängigkeit des großen LO-Signals linearisiert bzw. ähnlich den Ansätzen aus Kapitel 6 in einer
Reihe höherer Ordnung entwickelt werden können.

8.2.1. Zweitonanregung
Zur Verdeutlichung des Unterschieds zu den X-Parametern unabhängiger Frequenzen aus Abschnitt 8.1
soll im Folgenden zunächst die Zweitonanregung mit den dort als Großsignal angesehenen Signalen
A1[1,0], A2[0,1] erfolgen. Daher ergibt sich aus der allgemeinen BF (8.2) - ohne die Abhängigkeit vom
DCOP und den Fundamentalfrequenzen ω1, ω2 explizit zu nennen -

Bm[k1,k2] = Fm[k1,k2]

(
A1[1,0], A

∗
1[1,0], A2[0,1], A

∗
2[0,1]

)
(8.8)

als Ausgangspunkt der Betrachtung. Darin sind neben den beiden Signalen A1[1,0], A2[0,1] auch deren
komplex Konjugierten aus demselben Grund wie in (4.33) vorhanden: Die komplexe Differenzierbarkeit
erfordert, dass die Funktion analytisch in all ihren Argumenten ist. Durch die Annahme eines einzigen
Großsignals ∣∣A1[1,0]

∣∣� ∣∣A2[0,1]

∣∣ (8.9)

ergibt sich die Möglichkeit eines anderen LSOP als Entwicklungspunkt. Zuvor soll jedoch erneut durch
eine Phasennormierung die Anzahl der unabhängigen Parameter reduziert werden. In (8.4) wurde mit
den Phasen der beiden fundamentalen Großsignale normiert. Die Begründung dazu in [117, Kapitel 5.7.2]
lautet, dass es bei zwei Signalen unabhängiger Frequenzen immer einen Zeitpunkt gäbe, bei denen die
Phasendifferenz beider Signale null sei. Es müsse lediglich lange genug gewartet werden.
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

Zur Vereinfachung des Zusammenhangs in (8.8) wird hingegen wie beim PHD-Ansatz in (4.29)ff. eine
Phasennormierung auf das Großsignal A1[1,0] durchgeführt. Unter der Annahme eines zeitinvarianten
Systems führen um T verzögerte Eingangssignale zu einer Multiplikation der Fourier-Koeffizienten in
(A.15) mit einem Exponentialterm entsprechender Frequenz

Bm[k1,k2]e
−j(k1ω1+k1ω2)T = Fm[k1,k2]

(
A1[1,0]e

−jω1T , A∗1[1,0]e
jω1T , A2[0,1]e

−jω2T , A∗2[0,1]e
jω2T

)
. (8.10a)

Analog zu (4.31) in Kapitel 4.2 wird die Zeitkonstante festgelegt zu

T =
φA1[1,0]

ω1
(8.10b)

und damit wird der auf die Phase des Großsignal A1[1,0]

P[1,0] = e
jφA1[1,0] (8.10c)

normierte Zusammenhang

Bm[k1,k2] = Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , A2[0,1]P
−ω2
ω1

[1,0] , A
∗
2[0,1]P

ω2
ω1

[1,0]

)
P
k1+k2

ω2
ω1

[1,0] (8.11)

erhalten. Für die nachfolgende Reihenentwicklung wird für eine bessere Lesbarkeit zunächst die Kurz-
schreibweise aus (6.1) übertragen

Ãn[l1,l2] = An[l1,l2]P
−l1−l2 ω2

ω1

[1,0] und B̃m[k1,k2] = Bm[k1,k2]P
−k1−k2 ω2

ω1

[1,0] , (8.12a)

was in diesem Fall aus (8.11) zu

B̃m[k1,k2] = Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , Ã2[0,1], Ã
∗
2[0,1]

)
(8.12b)

führt. Infolge der im Vergleich zu (8.5) unterschiedlichen Annahme eines einzigen Großsignals aus (8.9)
ist der Entwicklungspunkt im Gegensatz zu (8.6) definiert durch

LSOP = {DCOP, ω1,
∣∣A1[1,0]

∣∣ , An[l1,l2] = 0∀n [l1, l2] 6= {1 [1, 0]}. (8.13)

Zur Veranschaulichung des Unterschieds zum Ansatz (8.6) aus dem letzten Abschnitt dient Abb. 8.2.
Die Systemanregung durch

∣∣A1[1,0]

∣∣ führt zum LSOP, der wie beim PHD-Ansatz nur aus den schwarz
dargestellten HD kω1 mit k ∈N0 besteht. Die zusätzliche Einkopplung des Fundamentalsignals A2[0,1]

führt zu den rot dargestellten HD kω2 und IM k1ω1 + k2ω2 mit k1, k2 ∈Z. Diese können wie im Fall des
Mischers zur Frequenzumsetzung erwünscht sein oder aber als leitungsgebundene Störsignale aufgefasst
werden. Für letztere Auffassung sind insbesondere bei ω1 � ω2 die IMs nahe des Nutzsignals ω1 ± ω2

von Interesse, da diese das Systemverhalten maßgeblich beeinträchtigen können und nur durch sehr
steilflankige Filter abgeschwächt werden können. Zur einfachen Störungsbeschreibung des LSOP werden
die Funktionen Fm[k1,k2] aus (8.12) wie in Abschnitt 4.2 linearisiert oder wie in Abschnitt 6.1 in einer
Taylor-Reihe höherer Ordnung entwickelt.

Linearisierung der BF

Die BF aus (8.12) soll analog zu den X-Parametern des PHD-Ansatzes im LSOP

Fm[k1,k2]LSOP
:= Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , Ã2[0,1], Ã
∗
2[0,1]

)∣∣∣
(|A1[1,0]|,0,0)

(8.14)

linearisiert werden. Es ergeben sich erneut die Groß- und Kleinsignalparameter gemäß

X
(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) = Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , 0, 0) , (8.15a)
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Abb. 8.2.: LSOP (schwarz) im Frequenzmischer - IF zu HF Umsetzung - bei nur einem Großsignal
∣∣A1[1,0]

∣∣
bei der Fundamentalfrequenz ω1 und einem kleineren zweiten Fundamentalsignal bei ω2. Die
Anwesenheit des Kleinsignals

∣∣A2[0,1]

∣∣ führt zu IM. Diese können wie im Fall des Mischers
erwünscht sein, aber auch als Störungen aufgefasst werden.

X
(S)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) =
∂Fm[k1,k2]LSOP

∂Ã2[0,1]

, (8.15b)

X
(T)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) =
∂Fm[k1,k2]LSOP

∂Ã∗2[0,1]

(8.15c)

und als allgemeine lineare Approximation von (8.12)

B̃m[k1,k2] ≈X
(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)
+X

(S)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) Ã2[0,1] +X
(T)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) Ã∗2[0,1].
(8.15d)

Dieser allgemeine Ansatz kann allerdings noch vereinfacht werden, je nachdem welches B̃m[k1,k2] be-
schrieben werden soll. Dazu soll die Interpretation des LSOP in Abb. 8.2 mit der aus Abschnitt 4.3.1
bekannten Frequenz-Offset-Methode verglichen werden. In (4.42) wird den Kleinsignalen lω0 ein kleiner
Frequenz-Offset ε hinzugefügt, um die IM mit dem Großsignal A11 nicht auf eine HD bei kω0 fallen zu
lassen. Dadurch wird eine direkte Bestimmung der drei unterschiedlichen X-Parameterarten ermöglicht.
Aus den unteren Seitenbändern kω0 − ε in Abb. 4.5 können die X-Parameter X(T)

mk,nl und aus den oberen

Seitenbändern kω0 + ε die X-Parameter X(S)
mk,nl bestimmt werden. Bei den Harmonischen kω0 wurden die

Großsignal-X-Parameter X(F)
mk direkt bestimmt (vgl. dazu auch Tab. 4.1). Im Fall unabhängiger Frequen-

zen gilt das gleiche Prinzip, nur dass der Frequenzoffset ε ∈R beliebig groß sein kann. Folglich lässt sich
zusammenfassen

X
(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ≡ 0 ∀ k2 6= 0, (8.16a)

X
(S)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ≡ 0 ∀ k2 6= 1, (8.16b)

X
(T)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ≡ 0 ∀ k2 6= −1, (8.16c)
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

woraus als lineare Approximation von (8.12)

B̃m[k1,k2] ≈



X
(T)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) Ã∗2[0,1] für k2 = −1,

X
(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) für k2 = 0,

X
(S)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) Ã2[0,1] für k2 = 1,

0 sonst

(8.16d)

resultiert. Die letzte Bedingung ergibt sich daraus, dass die IM B̃m[k1,k2] für |k2| > 1 nicht durch ein
lineares A2[0,1] erreicht werden können (vgl.Kapitel 3.1 und 5). Damit diese beschrieben werden können,
muss die Taylor-Reihenentwicklung über die 1.Ordnung hinaus fortgesetzt werden, wie es für die PHD
basierten X-Parameter in Kapitel 6 geschehen ist.

Reihenentwicklung höherer Ordnung

Analog zu Abschnitt 6.1 wird zur Erhöhung der Genauigkeit des X-Parametermodells mit größer wer-
dendem

∣∣A2[0,1]

∣∣ anders als in (8.15) die zweidimensionale Taylor-Reihenentwicklung [80] um den LSOP
nicht nach der ersten Ordnung abgebrochen, sondern wie in (6.2)ff. bis zur D-ten Ordnung fortgesetzt.
Mit

X
(S0T0)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) = X
(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) , (8.17a)

X
(Sd−qTq)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) =
1

(d− q)!q!
∂dFmkLSOP

∂Ãd−q2[0,1]∂
(
Ã∗2[0,1]

)q (8.17b)

ergibt sich der allgemeine Ausdruck

B̃m[k1,k2] ≈
D∑
d=0

d∑
q=0

X
(Sd−qTq)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) Ãd−q2[0,1](Ã
∗
2[0,1])

q. (8.17c)

Wie im linearisierten Fall (8.16) lassen sich hier erneut X-Parameter zu null identifizieren

X
(Sd−qTq)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ≡ 0 ∀ d− 2q 6= k2, (8.17d)

wozu ein Blick in Tab. 8.1 hilfreich ist. So ergeben sich ohne D explizit einzuschränken und ohne die
Abhängigkeit der X-Parameter von

(∣∣A1[1,0]

∣∣) zu wiederholen

B̃m[k1,k2] ≈



(
Ã∗2[0,1]

)|k2|
·
(
X

(T|k2|)
m[k1,k2],2[0,1] +X

(ST|k2|+1)
m[k1,k2],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . .
)

für k2 < 0,

X
(F)
m[k1,k2] +X

(ST)
m[k1,k2],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . . für k2 = 0,

Ãk22[0,1] ·
(
X

(Sk2 )
m[k1,k2],2[0,1] +X

(Sk2+1T )
m[k1,k2],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . .
)

für k2 > 0.

(8.18)

Die zu approximierende BF aus (8.8) spiegelt genau den LSOP aus (8.6) wider, der wiederum direkt durch
die Großsignal-X-Parameter X(F)

m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) aus (8.7) repräsentiert wird. Durch Rücksub-
stitution von (8.12a) folgen mit(

Ã∗2[0,1]

)|k2|
P
k1−|k2|ω2

ω1

[1,0] =
(
A∗2[0,1]

)|k2|
P k1[1,0] =

∣∣A2[0,1]

∣∣|k2| P k1[1,0]P
−|k2|
[0,1] ,(

Ã2[0,1]

)k2
P
k1+k2

ω2
ω1

[1,0] =
(
A2[0,1]

)k2
P k1[1,0] =

∣∣A2[0,1]

∣∣k2 P k1[1,0]P
k2
[0,1]

106



8.2. X-Parameter unabhängiger Frequenzen und eines einzigen Großsignals

Tab. 8.1.: Nicht verschwindende X-Parameter X(Sd−qTq)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) aus (8.17) zu den Frequenzen
ωmix = k1ω1 + k2ω2

Bm(ωmix) ωmix X-Parameter X(Sd−qTq)
m[k1,k2],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)
...

...
...

Bm[k1,−2] k1ω1 − 2k2ω2 X
(T2)
m[k1,−2],2[0,1], X

(ST3)
m[k1,−2],2[0,1], . . .

Bm[k1,−1] k1ω1 − k2ω2 X
(T)
m[k1,−1],2[0,1], X

(ST2)
m[k1,−1],2[0,1], . . .

Bm[k1,0] k1ω1 X
(F)
m[k1,0], X

(ST)
m[k1,0],2[0,1], . . .

Bm[k1,1] k1ω1 + k2ω2 X
(S)
m[k1,1],2[0,1], X

(S2T)
m[k1,1],2[0,1], . . .

Bm[k1,2] k1ω1 + 2k2ω2 X
(S2)
m[k1,2],2[0,1], X

(S3T)
m[k1,2],2[0,1], . . .

...
...

...

aus einem Koeffizientenvergleich von (8.7) und (8.18) die Zusammenhänge

X
(F)
m[k1,k2<0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ ∣∣A2[0,1]

∣∣|k2| · (X(T|k2|)
m[k1,k2],2[0,1] +X

(ST|k2|+1)
m[k1,k2],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . .
)
,

(8.19a)

X
(F)
m[k1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ X(F)
m[k1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)+X
(ST)
m[k1,k2],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . . , (8.19b)

X
(F)
m[k1,k2>0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ ∣∣A2[0,1]

∣∣k2 · (X(Sk2 )
m[k1,k2],2[0,1] +X

(Sk2+1T)
m[k1,k2],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . .
)
, (8.19c)

worin nur für X(F)
m[k1,0] die explizite Nennung der Abhängigkeit von

∣∣A1[1,0]

∣∣ zur Unterscheidung von

lim
|A2[0,1]|→0

X
(F)
m[k1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) = X
(F)
m[k1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) (8.20)

nötig ist. Der Vorteil der Reihenentwicklung aus (8.18) ist, dass die X-Parameter X(Sd−qTq)
m[k1,k2],2[0,1] nur in

Abhängigkeit der Großsignalamplitude
∣∣A1[1,0]

∣∣ bestimmt werden müssen. Die Variation über das zweite
Fundamentalsignal wird über die Reihenentwicklung in

∣∣A2[0,1]

∣∣ abgedeckt. In Abschnitt 8.3 wird dies
weiter veranschaulicht. Im Folgenden sollen zunächst kurz die Erweiterungen für zusätzliche Kleinsignale
Ãn[l1,l2] erläutert werden.

8.2.2. Mehrtonanregung

Im letzten Abschnitt wurde in (8.19) gezeigt, wie die Großsignal-X-ParameterX(F)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)
durch X-Parameter X(·)

m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣), die nur vom Betrag eines Großsignals
∣∣A1[1,0]

∣∣ abhängen, angenä-
hert werden können. Im Folgenden wird verdeutlicht, wie dieser Ansatz für weitere abhängige Kleinsignale
An[l1,l2] erweitert werden kann. Ein Blick in die Modellgleichung (8.7) zeigt, dass die Kleinsignalstörterme
eine Multiplikation An[l1,l2]P[0,1] beinhalten. Darin ist P[0,1] der Phasor des zweiten Fundamentalsignals
A2[0,1], das in diesem Abschnitt erneut als Kleinsignal angesehen werden soll. Daher ist eine Approxi-
mation der Kleinsignal-X-Parameter zweier Großsignale X(·)

m[k1,k2],n[l1,l2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) aus (8.7) mit

X-ParameternX(·)
m[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣), die nur von einem Großsignal abhängen, nur mit Hilfe einer Anpassung
des MIT-Ansatzes aus (6.14) sinnvoll. Für L Kleinsignale inkl.A2[0,1] ergibt sich mit der Kurzschreibweise
aus (8.12a) und dem aus (6.11) angepassten Kleinsignalvektor

Ã = (Ã2[0,1], . . . , Ãn[l1,l2], . . . , ) ∈ CL (8.21a)
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

für die BF unabhängiger Frequenzen aus (8.2) die allgemeine Modellgleichung des MIT-Ansatzes zu

B̃m[k1,k2],MIT ≈
∑

|σ|+|τ |≤D

X
(SσTτ )
m[k1,k2](

∣∣A1[1,0]

∣∣)Ãσ
(Ã
∗
)τ (8.21b)

mit X(SσTτ )
m[k1,k2](|A11|) :=

1

σ!τ !
∂σ∂τ Fm[k1,k2]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , Ã2[0,1], . . . , Ãn[l1,l2], . . .
)∣∣∣

(|A1[1,0]|,0...,0)
. (8.21c)

Weiterhin kann dieses Modell auch für weitere Fundamentalfrequenzen erweitert werden. Dazu wird die
allgemeine Notation der Fundamentalfrequenzen ω = [ω1, ω2, . . . , ωL] und der Indexvektoren

k = [k1, k2, . . . , kL] ∈ ZL und l = [l1, l2, . . . , lL] ∈ ZL

aus Anhang A.2.2 übernommen, woraus sich der Ausdruck

B̃mk,MIT ≈
∑

|σ|+|τ |≤D

X
(SσTτ )
mk (

∣∣A1[1,0]

∣∣)Ãσ
(Ã
∗
)τ (8.22a)

mitX
(SσTτ )
mk (

∣∣A1[1,0]

∣∣) =
1

σ!τ !
∂σ∂τ Fmk

(∣∣A1[1,0,...,0]

∣∣ , Ã2[0,1,...,0], . . . , Ãnl, . . .
)∣∣∣

(|A1[1,0,...,0]|,0...,0)
(8.22b)

ergibt. Dies ist hier allerdings nur der Vollständigkeit halber erwähnt und wird im Weiteren nicht ange-
wandt. Stattdessen soll im Folgenden anhand eines einfachen Single-Balanced -Mischers das X-Parameter-
modell für ein Großsignal mit dem aus der Literatur [117, 166] bekannten X-Parametermodell zweier Groß-
signale bei zwei unabhängigen Fundamentalfrequenzen genauer verglichen werden. Dazu wird zunächst
die Zweitonuntersuchung mit der Approximation aus (8.19) überprüft. Anschließend wird der MIT-Ansatz
für unabhängige Frequenzen aus (8.21) anhand einer Dreitonuntersuchung Fm[k1,k2]

(
A1[1,0], A2[0,1], A1[2,0]

)
veranschaulicht.

8.3. Beispiel: Single-balanced-Mischer

In diesem Kapitel wird der Single-balanced -Mischer aus Abbildung 8.3 untersucht. Der Frequenzmischer
wird am 1.Tor mit dem LO-Signal us1(t) angeregt, das über ein Balun auf das Differenzpaar M1/M2

einkoppelt. Am 2.Tor liegt über die Koppelkapazität Ck das Signal us2(t) auf Fußpunktstromspiegel
M3/M4 an. Je nach Art der gewünschten Frequenzumsetzung - IF zu HF oder HF zu IF - kann us2(t)
entweder das IF- oder das HF-Signal sein. Das jeweilig gewünschte Mischprodukt wird am 3.Tor über
ein weiteres Balun am Differenzpaar ausgekoppelt. Alle drei Tore sind mit den charakteristischen Impe-
danzen Z0 abgeschlossen. Das fundamentale LO-Signal soll im Folgenden stets bei ω1

2π = fLO = 2.4 GHz
liegen und die größte vorhandene Fundamentalfrequenz ω1 sein. Dadurch bleiben Abwärtsumsetzungen
k1ω1 − |k2|ω2 stets positiv, woraus die Definition der Indizierung aus [117, Abschnitt 5.7.6] erhalten
bleibt, ohne eine Konjugation der komplexen X-Parameter vornehmen zu müssen. Das IF-Signal soll bei
fIF = 54 MHz liegen. Anhand einer Zweitonanregung soll zunächst die Gültigkeit von (8.19) anhand
der IF- zu HF-Umsetzung gezeigt werden. Anschließend wird beispielhaft eine Dreitonuntersuchung zur
Veranschaulichung von (8.21) durchgeführt. Dabei soll der Einfluss der zweiten LO-Harmonischen auf
die Abwärtsumsetzung ωdown = ω1 − ω2 = 2.346 GHz als Beispiel dienen.

8.3.1. Zweitonanregung

In diesem Abschnitt wird das LO-Signal am 1.Tor als reines Eintonsignal

uLO = us1(t) = ûs1[1,0] cos
(
ω1t+ φs1[1,0]

)
(8.23a)

angenommen, was mit Us1[1,0] = ûs1[1,0]e
jφs1[1,0] über (A.17) zur komplexen Streuvariablen A1[1,0] führt.

Am 2.Tor koppelt das IF-Signal

uIF = us2(t) = ûs2[0,1] cos(ω2t+ φs2[0,1]) (8.23b)
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8.3. Beispiel: Single-balanced-Mischer

us1 = uLO

u1

i1
Z0

us2 = uIF/HF

u2

i2Z0

u3

i3

Z0

UDD

UG UD

M1 M2

M3 M4

Rbias Rd1
Rd2

Ck

Abb. 8.3.: Single-balanced -Mischer mit Balun-Einkopplung.

in den Fußpunktstromspiegel (vgl. Abb. 8.3) ein. Zur Veranschaulichung der Gültigkeit von (8.19) soll

eine Variation von A2[0,1] =
ûs2[0,1]

2
√
Z0

e
φs2[0,1] dienen, das im Ansatz (8.7a) als zweites Großsignal den LSOP

festlegt.
Im neu eingeführten Ansatz aus (8.21) wird A2[0,1] als erstes Kleinsignal angesehen, das den durch

A1[1,0] allein festgelegten LSOP in (8.14) stört. Durch diese Interpretation kann (8.16) zur Suszepti-
bilitätsanalyse der Schaltung genutzt werden. Für zwei verschiedene Werte des Großsignals ûs1[1,0] =

2
√
Z0A1[1,0] = {0.5 V, 1 V} wird die Mischerschaltung aus Abb. 8.3 in Cadence Virtuoso Design Fra-

mework mit der HB im Intervall ûs2[0,1] = 2
√
Z0A2[0,1] ∈ [10 mV, 0.5 V] simuliert. Gleichzeitig wurden

die Phasen der Fundamentalsignale über φs1[1,0] = − 1
2φs2[0,1] = 100◦ûs1[1,0] · 1 V−1 implizit variiert. Bei-

spielhaft sollen sowohl die Antworten bei der ersten Fundamentalfrequenz ω1 als auch bei der Abwärts-
umsetzung ωdown = ω1 − ω2 gezeigt werden. Als Approximation des Ansatzes mit zwei fundamentalen
Großsignalen von Xie, Zhang und Liu [166] in (8.7) wird sowohl der lineare Ansatz (8.16) als auch der
Ansatz 3.Ordnung aus (8.17) angewendet und anhand des relativen Fehlers

|∆Bm[k1,k2]| =
∣∣∣∣Bm[k1,k2],Cad. −Bm[k1,k2],Ans.

Bm[k1,k2],Cad.

∣∣∣∣
ausgewertet. In Abb. 8.4 ist beispielhaft das Spektrum der Ausgangsspannung infolge der Zweitonanre-
gung (8.23) gezeigt. Dabei wird verdeutlicht wie sich die Ordnung D = {1, 3, 5} des neu eingeführten
Ansatzes auswirkt. Infolge der Differenzstufe werden die Signalanteile um geradzahlige Vielfache der
Differenzspannung uLO stark abgeschwächt. Gleiches gilt für die Frequenzanteile kω2, die durch die am
Fußpunktstromspiegel eingekoppelte Spannung us2 hervorgerufen werden.

Fundamentalfrequenz ω1

Für die Fundamentalfrequenz ω1 am 3.Tor lautet die Modellgleichung (8.7) im Zweitonfall

B3[1,0] = X
(F)
3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)P[1,0] (8.24a)
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

(a)

(b)

(c)

Abb. 8.4.: Spektrum der X-Parameternäherung für unabhängige Frequenzen und Ordnung D=1 (8.16)
(a), Ordnung D=3 (8.17) (b) und die Cadence-Vergleichssimulation bzw. X-Parameter aus
(8.7) mit |k1| ≤ 5 und |k2| ≤ 5 (c)

und die Approximationen der Ordnung D = 1 aus (8.16) bzw.D = 3 aus (8.17)

B3[1,0](D = 1) ≈ X(F)
3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)P[1,0], (8.24b)

B3[1,0](D = 3) ≈
(
X

(F)
3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)+X
(ST)
3[1,0],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2)P[1,0]. (8.24c)

Die zugehörigen Verläufe von
∣∣B3[1,0]

∣∣ über ûs2[0,1] = 2
√
Z0A2[0,1] ∈ [10 mV, 0.5 V] mit einer Schrittweite

von ∆ûs2[0,1] = 10 mV und des relativen Fehlers jedes Ansatzes
∣∣∆B3[1,0]

∣∣ sind in Abb. 8.5 für zwei
Werte des fundamentalen Großsignals ûs1[1,0] dargestellt. Für jeden der 50 Werte von ûs2[0,1] muss der
Wert X(F)

3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) berechnet und gespeichert werden. Die Werte werden gemäß (8.24a)
nur mit dem Phasor P[1,0] multipliziert. Der relative Fehler ist folglich sehr klein |∆B3[1,0]| � 1 %. Der
Großsignal-X-Parameter X(F)

3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) wird für ûs2[0,1] = 0 bestimmt. Der Verlauf B3[1,0](D = 1)

enthält keine Abhängigkeit von A2[0,1] und ist folglich in Abb. 8.5a konstant. Durch den nichtlinearen
Effekt desentization - vgl. z. B.H3(ω1, ω2,−ω2) [9] - verringert sich

∣∣B3[1,0]

∣∣ über ûs2[0,1] . Daher steigt der
relative Fehler der linearen Approximation

∣∣∆B3[1,0](D = 1)
∣∣ schnell an und ist

∣∣∆B3[1,0](D = 1)
∣∣ ≈ 2.5 %

bei ûs2[0,1] = 1
4 ûs1[1,0] = 125 mV (gelb) und

∣∣∆B3[1,0](D = 1)
∣∣ ≈ 5.5 % bei ûs2[0,1] = 1

4 ûs1[1,0] = 250 mV
(blau).

Für den Ansatz höherer Ordnung wird der X-Parameter X(ST)
3[1,0],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) bei ∣∣A2[0,1]

∣∣ = 1
4

∣∣A1[1,0]

∣∣
ähnlich zu (6.17) berechnet. Dadurch bleibt in Abb. 8.5b |∆B3[1,0](D = 3)| � 1 % bis ûs2[0,1] = 1

4 ûs1[1,0] =

125 mV (lila) und ûs2[0,1] = 1
4 ûs1[1,0] = 250 mV (grün). Über ûs2[0,1] = 1

4 ûs1[1,0] hinaus steigt der relative
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8.3. Beispiel: Single-balanced-Mischer

Fehler |∆B3[1,0](D = 3)| schnell an und ist |∆B3[1,0](D = 3)| ≈ 23 % für ûs1[1,0] = ûs2[0,1] = 500 mV
(lila) bzw. |∆B3[1,0](D = 3)| ≈ 11 % bei ûs1[1,0] = 2ûs2[0,1] = 1 V (grün). Eine weitere Erhöhung der

Ordnung D würde mit Einführung des X-Parameters X(S2T2)
3[1,0],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) den Gültigkeitsbereich der
Approximation aus (8.19b)

X
(F)
3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ X(F)
3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)+X(ST)
3[1,0],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2+X
(S2T2)
3[1,0],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ∣∣A2[0,1]

∣∣4+. . .

vergrößern. Der Übersichtlichkeit halber wurde darauf in der Darstellung in Abb. 8.5 verzichtet.

(a)

(b)

Abb. 8.5.: Fundamentalantwort
∣∣B3[1,0]

∣∣ in komplexer Darstellung (a) und relativer Fehler
∣∣∆B3[1,0]

∣∣ zur
Cadence-Vergleichssimulation (b)

Abwärtsumsetzung ωdown

Für die Abwärtsumsetzung ωdown = ω1 − ω2 am 3.Tor lautet die Modellgleichung (8.7) im Zweitonfall

B3[1,−1] ≈ X
(F)
3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)P[1,0]P
−1
[0,1] (8.25a)
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

und die Approximationen der Ordnung D = 1 aus (8.16) bzw.D = 3 aus (8.17)

B3[1,−1](D = 1) ≈ X(T)
3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)A∗2[0,1]P[1,0], (8.25b)

B3[1,−1](D = 3) ≈
(
X

(T)
3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣)+X
(ST2)
3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ∣∣A2[0,1]

∣∣2)A∗2[0,1]P[1,0]. (8.25c)

In Abb. 8.6 sind die zugehörigen Verläufe B3[1,−1] in der komplexen Ebene und der relative Fehler jedes
Ansatzes

∣∣∆B3[1,−1]

∣∣ über ûs2[0,1] = 2
√
Z0A2[0,1] ∈ [10 mV, 0.5 V] mit einer Schrittweite von ∆ûs2[0,1] =

10 mV dargestellt. Anders als in Abb. 8.5a ist in Abb. 8.6a die komplexe Darstellung gewählt, um den
Einfluss der linearen Phasendrehung φs1[1,0] = − 1

2φs2[0,1] = 100◦ûs1[1,0] · 1 V−1 zu verdeutlichen. Erneut
wirdX(F)

3[1,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) für jeden der 50 Werte von ûs2[0,1] berechnet und gespeichert. Diese werden
gemäß (8.25a) mit dem Phasorprodukt P[1,0]P

−1
[0,1] multipliziert. Der relative Fehler ist auch hier sehr

klein |∆B3[1,−1]| ≤ 0.3 %. Der Kleinsignal-X-Parameter X(T)
3[1,0],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) wird jeweils bei A2[0,1] =
1

100A1[1,0] bestimmt. Der zugehörige Verlauf B3[1,−1](D = 1) aus (8.25b) weicht beim zehnfachen Wert
A2[0,1] = 1

10A1[1,0] dennoch erst um |∆B3[1,−1]| ≈ 1 % (gelb) und bei A2[0,1] = 1
4A1[1,0] um |∆B3[1,−1]| ≈

2.5 % bzw. |∆B3[1,−1]| ≈ 4.9 % (blau) ab. Beim eingestellten Maximalwert ist |∆B3[1,−1](D = 1)| ≈ 47 %
für ûs1[1,0] = ûs2[0,1] = 500 mV (gelb) und |∆B3[1,−1](D = 1)| ≈ 31 % bei ûs1[1,0] = 2ûs2[0,1] = 1 V (blau).

Für den Ansatz 3.Ordnung wird der X-Parameter X(ST2)
3[1,0],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) bei ∣∣A2[0,1]

∣∣ = 1
4

∣∣A1[1,0]

∣∣ ähn-
lich zu (6.19) berechnet. Dadurch bleibt in Abb. 8.6b |∆B3[1,−1](D = 3)| � 1 % bis ûs2[0,1] = 1

4 ûs1[1,0] =

125 mV (lila) und ûs2[0,1] = 1
4 ûs1[1,0] = 250 mV (grün). Eine weitere Erhöhung der Ordnung D würde

mit Einführung des X-Parameters X(S2T3)
3[1,0],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) den Gültigkeitsbereich der Approximation aus
(8.19a)

X
(F)
3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ ∣∣A2[0,1]

∣∣ · (X(T)
3[1,−1],2[0,1] +X

(ST2)
3[1,−1],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2
+X

(S2T3)
3[1,−1],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣4) (8.26)

vergrößern. Der Übersichtlichkeit halber wurde darauf erneut verzichtet.
In [117, Abschnitt 5.7.7] ist ein Überblick gegeben wie mit Hilfe der X-Parameter verschiedene Mischer-

gütezahlen ausgedrückt werden können. So ist z. B. die Abwärtsumsetzungsverstärkungen - engl. down-
conversion gain - mit (8.26) gegeben durch

gdown =

∣∣∣X(F)
3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)∣∣∣∣∣A2[0,1]

∣∣ ≈
∣∣∣X(T)

3[1,−1],2[0,1] +X
(ST2)
3[1,−1],2[0,1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 + . . .
∣∣∣ . (8.27)

Diese Approximation mit den X-Parametern X(·)
3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) ist insbesondere dann hilfreich, wenn
das zweite Fundamentalsignal ein Störsignal im System ist. So kann über (8.27) eine analytische Abhän-
gigkeit der Umsetzungsverstärkung erhalten werden, die gleichzeitig Auskunft über die Störfestigkeit in
Bezug auf A2[0,1] des Systems gibt. Dabei reicht eine kleine, von der Ordnung D abhängige Anzahl an
X-Parametern X(·)

3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) als Koeffizienten aus. Die Ergebnisse von (8.27) für das zuvor be-
trachtete Beispiel ûs1[1,0] = {500 mV, 1 V} ist in Abb. 8.7 ûs2[0,1] ∈ [10 mV, 500 mV] gezeigt. Wie auch in
Abb. 8.6 kann der Verlauf X(F)

3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) mit der Näherung 3.Ordnung (8.26) sehr gut bis∣∣A2[0,1]

∣∣ ≤ 1
4

∣∣A1[1,0]

∣∣ approximiert werden. Dazu sind nur zwei X-Parameter X(T)
3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) und
X

(ST2)
3[1,−1],2[0,1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣) pro Wert des Großsignals
∣∣A1[1,0]

∣∣ anstatt 25 X(F)
3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) nötig.
8.3.2. Dreitonanregung

In diesem Abschnitt wird beispielhaft ein Zusammenhang zwischen den Kleinsignal-X-Parametern zweier
unabhängiger Großsignale aus (8.7) und den X-Parametern eines Großsignals gemäß des MIT-Ansatzes
aus (8.21) hergestellt. Dazu wird neben den beiden Fundamentalsignalen A1[1,0], A2[0,1] die zweite Harmo-
nische des LO-Signals am 1.TorA1[2,0] alsKleinsignal berücksichtigt. Es soll die HF- zu IF-Abwärtsumsetzung
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(a)

(b)

Abb. 8.6.: Abwärtsumsetzung B3[1,−1] (a) und relativer Fehler
∣∣∆B3[1,−1]

∣∣ zur Cadence-Vergleichssimu-
lation (b)

mit B3[1,−1] bei ωdown = ω1−ω2 = 2π ·2.346 GHz betrachtet werden, wozu das zweite Fundamentalsignal
A2[0,1] bei ω2 = 2π · 54 MHz am Tor 2 angelegt wird. Es ergibt sich damit für (8.7)

B3[1,−1],Xie ≈X
(F)
3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)P[1,0]P
−1
[0,1] +X

(S)
3[1,−1],1[2,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)A1[2,0]P
−1
[1,0]P

−1
[0,1]

+X
(T)
3[1,−1],1[2,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣)A∗1[2,0]P
3
[1,0]P

−1
[0,1].

(8.28)

Der MIT-Ansatz aus (8.21) wird für den vorliegenden Dreitonfall bis zur Ordnung D = 3 betrachtet,
wobei die Kurzschreibweise aus (8.12a) verwendet wird. Mit dem Kleinsignalvektor

Ã =
(
Ã2[0,1], Ã1[2,0]

)
(8.29a)
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

Abb. 8.7.: Down-conversion gain über die Amplitude ûs2[0,1]

ergibt sich der vollständige MIT-Ansatz

B̃3[1,−1],MIT ≈
∑

|σ|+|τ |≤3

X
(SσTτ )
3[1,−1] (

∣∣A1[1,0]

∣∣)Ãσ
(Ã
∗
)τ . (8.29b)

Dieser hat wie für die polyharmonische Anregung die Modellkomplexitäten M(·)(L,D) aus (6.35)

MMIT(2, 1) = 5,

MMIT(2, 2) = 15

und MMIT(2, 3) = 35.

Allerdings lassen sich wie im Zweitonfall in (8.17d) X-Parameter X(SσTτ )
3[1,−1] (

∣∣A1[1,0]

∣∣) ≡ 0 identifizieren.
Dazu ist eine Übertragung der Frequenzgeneration aus (3.9a) (vgl. [9, 156]) hilfreich. Für das vorliegende
Beispiel ergibt sich mit dem Modulvektor q = (q−3, q−2, q−1, q1, q2, q3)ᵀ und dem Frequenzvektor ω =
(−2ω1,−ω2,−ω1, ω1, ω2, 2ω1)ᵀ

ω1 − ω2 = q−3(−2ω1) + q−2(−ω2) + q−1(−ω1) + q1ω1 + q2ω2 + q3(2ω1). (8.30)

Ein Koeffizientenvergleich ergibt die Bedingungen

1 = q1 − q−1 + q3 − q−3 (8.31a)
−1 = q2 − q−2. (8.31b)

Aus der zweiten Bedingung folgt direkt q−2 = q2 + 1 und daraus wiederum mit q2 ∈N0 die Bedingung
q−2 ≥ 1. Übertragen auf die X-Parameterbetrachtung mit dem MIT-Ansatz des vorliegenden Beispiels
folgt, dass für die zu ω2 bzw.A2[0,1] gehörigen Einträge der Multi-Indizes σ und τ äquivalent gelten muss

σ1 − τ1
!
= −1, um zu der Streuvariablen Bm[1,−1] beizutragen. Im Umkehrschluss folgt daher

X
(SσTτ )
3[1,−1] (

∣∣A1[1,0]

∣∣) ≡ 0 ∀ σ1 − τ1 6= −1. (8.32)

Von dem allgemeinen MIT-Ansatz aus (8.29) bleiben damit nur

B̃3[1,−1](D = 1) = X
(S(0,0)T(1,0)

3[1,−1] Ã∗2[0,1], (8.33a)

B̃3[1,−1](D = 2) = B̃3[1,−1](D = 1) + Ã∗2[0,1]

(
X

(S(0,1)T(1,0))
3[1,−1] Ã1[2,0] +X

(S(0,0)T(1,1))
3[1,−1] Ã∗1[2,0]

)
, (8.33b)
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8.3. Beispiel: Single-balanced-Mischer

B̃3[1,−1](D = 3) = B̃3[1,−1](D = 2) + Ã∗2[0,1]

(
X

(S(1,0)T(2,0))
3[1,−1]

∣∣A2[0,1]

∣∣2 (8.33c)

+X
(S(0,2)T(1,0))
3[1,−1] Ã2

1[2,0] +X
(S(0,1)T(1,1))
3[1,−1]

∣∣A1[2,0]

∣∣2 +X
(S(0,0)T(1,2))
3[1,−1]

(
Ã∗1[2,0]

)2
)
.

Darin sind einige X-Parameter aus (8.25c) in anderer Notation bekannt und es gelten die Äquivalenzen
X

(S(0,0)T(1,0)

3[1,−1] = X
(T)
3[1,−1],2[0,1] aus B̃3[1,−1](D = 1) und X(S(1,0)T(2,0)

3[1,−1] = X
(ST2)
3[1,−1],2[0,1] aus B̃3[1,−1](D = 3).

Wie in (8.19) gezeigt wurde, können diese genutzt werden um die Großsignal-X-Parameter
X

(F)
3[1,−1]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) zu approximieren. Ein Koeffizientenvergleich mit (8.28) ergibt für die Klein-
signal-X-Parameter die Näherungen

X
(S)
3[1,−1],1[2,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ ∣∣A2[0,1]

∣∣ (X(S(0,1)T(1,0))
3[1,−1] +O(4)

)
, (8.34a)

X
(T)
3[1,−1],1[2,0]

(∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣) ≈ ∣∣A2[0,1]

∣∣ (X(S(0,0)T(1,1))
3[1,−1] +O(4)

)
. (8.34b)

Aus B̃3[1,−1](D = 3) sind darüber hinaus noch Terme zu erkennen, die quadratisch in
∣∣A1[2,0]

∣∣ sind.
Diese werden vom Ansatz aus (8.7) nicht berücksichtigt, da die Reihenentwicklung der spektralen Be-
schreibungsfunktion F3[1,−1] im LSOP nach den linearen Termen abgebrochen wurde. Zum Vergleich von
(8.28) und (8.33) werden die Amplituden der beiden Kleinsignale gleichermaßen

ûs2[0,1] = ûs1[2,0] ∈ [10 mV, 500 mV]

mit einer Schrittweite von 10 mV in Cadence Virtuoso Design Framework variiert. Zusätzlich werden die
Phasen implizit über

φ1[2,0] = 600◦ûs2[0,1] · 1 V−1 = −2

3
φ2[0,1]

geändert. Dabei ist die Großsignalamplitude ûs1[1,0] = 1 V und die Phase φA1[1,0]
= 0, was P[1,0] =

e
jφA1[1,0] = 1 entspricht. Folglich können nach (8.12a) in (8.33) die Tilden ignoriert werden.

Die Berechnungen der verschiedenen Ansätze erfolgen nach unterschiedlichen Verfahren. Beim Ansatz
(8.28) von Xie, Zhang und Liu [166] wird die Phasen-Offset-Methode aus (4.44) auf die IM-Produkte
Bm[k1,k2] übertragen. Da das Signal A2[0,1] von diesem Ansatz als Großsignal angesehen wird, werden
die drei X-Parameter aus (8.28) für jeden der 50 Werte von A2[0,1] neu berechnet. Die X-Parameter
des MIT-Ansatzes aus (8.33) werden über die übertragene Phasen-Offset-Methode aus (6.24) einmalig
für jeden Wert von A1[1,0] berechnet. Die zugehörigen Ergebnisse von B3[1,−1] und die relativen Feh-
ler der unterschiedlichen Ansätze sind in Abb. 8.8 gezeigt. Durch die Wahl

∣∣A2[0,1]

∣∣ =
∣∣A1[2,0]

∣∣ ist die
Grundannahme

{∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣}� ∣∣An[l1,l2]

∣∣ aus (8.5) der X-Parameter aus (8.28) nicht erfüllt. Für
kleine ûs2[0,1] = ûs1[2,0] < 125 mV ist der relative Fehler

∣∣∆B3[1,−1]

∣∣ < 1 % - abgesehen vom kleinsten
betrachteten Wert. Allerdings führt auch der Verlauf von B3[1,−1](D = 1) in diesem Bereich zu kei-
nem großen Fehler

∣∣∆B3[1,−1]

∣∣ < 3 %. Da B3[1,−1](D = 1), wie in (8.33a) zu sehen ist, nur von A2[0,1]

abhängt, ist davon auszugehen, dass die zweite Harmonische des LO-Signals A1[2,0] in diesem Bereich
nur einen vernachlässigbaren Einfluss auf B3[1,−1] besitzt. Für größere Werte wird die Wirkung von
A1[2,0] auf B3[1,−1] durch die Wahl ûs2[0,1] = ûs1[2,0] zunehmend erkennbar. Die beiden Ansätze nach Xie,
Zhang und Liu [166] B3[1,−1],Xie und die eingeführten MIT-X-Parameter aus (8.33b) B3[1,−1](D = 2)
berücksichtigen A1[2,0] jeweils linear. Obwohl der MIT-Ansatz B3[1,−1](D = 2) das zweite Fundamental-
signal A2[0,1] ebenfalls nur linear berücksichtigt, gibt es einen Wertebereich in dem der relative Fehler
unter dem des Ansatzes B3[1,−1],Xie aus (8.28) liegt. Die Ursache dafür ist die Verletzung der Bedingung
{
∣∣A1[1,0]

∣∣ , ∣∣A2[0,1]

∣∣} � ∣∣An[l1,l2]

∣∣ aus (8.5) und das darauf basierende Berechnungsverfahren nach der Pha-
sen-Offset-Methode (4.44), für das (8.5) erfüllt wird. Wie schon bei der Betrachtung von Abb. 8.6 festge-
stellt wurde, führt das Fehlen der Terme höherer Ordnung von

∣∣A2[0,1]

∣∣ ab einem gewissen Wert zu einem
schnell ansteigenden relativen Fehler. Im Vergleich zu den û2[0,1] ≈ 100 mV des dunkelblauen Verlaufs
in Abb. 8.6b ist dieser in Abb. 8.8b mit û2[0,1] = 200 mV deutlich größer. Auch hier ist die unterschiedli-
che Berechnung die Ursache: Beim MIT-Ansatz wird ähnlich zum erweiterten Frequenz-Offset-Verfahren
(6.25) ein Gleichungssystem gelöst, das für beide Signale des Vektors Ã verschiedene Amplituden erfor-
dert. Der MIT-Ansatz B3[1,−1](D = 3) enthält neben dem bekannten Term X

(ST2)
3[1,−1],2[0,1] = X

(S(1,0)T(2,0))
3[1,−1]
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

(a)

(b)

Abb. 8.8.: Abwärtsumsetzung B3[1,−1] bei Dreitonanregung aus (8.28) und (8.33) für ûs[1,0] = 1 V in
komplexer Ebene (a) und relativer Fehler

∣∣∆B3[1,−1]

∣∣ zur Cadence-Vergleichssimulation über
ûs2[0,1] = ûs1[0,2] (b)

auch drei Terme, die quadratisch in
∣∣A1[2,0]

∣∣ sind. Dadurch wächst der relative Fehler dieses Ansatzes erst
ab û2[0,1] = 350 mV schnell an, wobei der nicht streng monoton ansteigende relative Fehler

∣∣∆B3[1,−1],Xie

∣∣
erst bei û2[0,1] = 500 mV überschritten wird.

8.4. Modellkomplexität

Wie in den Abschnitten 6.5 und 7.3.3 soll im Folgenden kurz die Modellkomplexitäten der beiden Ansätze
(8.7) und (8.21) verglichen werden. Dabei wird sich auf die Anzahl an X-Parametern bezogen, die nötig
ist, um für einen festen Wert des ersten Fundamentalsignals

∣∣A1[1,0]

∣∣ ein bestimmtes Bm[k1,k2] zu beschrei-
ben. Für den aus der Literatur bekannten Ansatz (8.7) von Xie, Zhang und Liu [166] ergibt sich eine
Abhängigkeit von der Anzahl MA2[0,1]

des zweiten Fundamentalsignalbetrags
∣∣A2[0,1]

∣∣ und der Anzahl L̃
berücksichtigter Kleinsignale An[l1,l2]. Im direkten Vergleich zur Länge L des MIT-Kleinsignalvektors Ã
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aus (8.21) gilt L̃ = L− 1. Als Modellkomplexität ergibt sich ähnlich zum PHD-Ansatz aus (6.34)

MXie(L,MA2[0,1]
) = MA2[0,1]

(1 + 2L̃) = MA2[0,1]
(1 + 2(L− 1)). (8.35)

Für den MIT-Ansatz aus (8.21) ergibt sich als worst-case Modellkomplexität die gleiche Anzahl MMIT

wie bei polyharmonischer Anregung aus (6.35). Je nachdem welche Kleinsignale in Ã vorhanden sind,
können einige X-Parameter zu null identifiziert werden, wie in Abschnitt 8.2 festgestellt wurde. Daher
gilt bei unabhängigen Frequenzen

MMIT(L,D) ≤
D∑
d=0

(
2L+ d− 1

d

)
=

D∑
d=0

1

d!

d−1∏
δ=0

(2L− δ). (8.36)

Allerdings muss hierbei beachtet werden, dass die Ordnung D ≥ k2 sein muss, um den Anteil Bm[k1,k2]

überhaupt beschreiben zu können. Aus demselben Grund wird auch auf eine Berechnung der gesamten
Modellkomplexität verzichtet. Einen beispielhaften grafischen Vergleich von (8.35) und dem worst case

Abb. 8.9.: Vergleich der Modellkomplexitäten (8.35) und (8.36) über der Länge L des Kleinsignalvektors
Ã für verschiedene Ordnungen D und Amplitudenanzahlen MA2[0,1]

.

aus (8.36) bzw. (6.35) zeigt Abb. 8.9. Darin sind die Verläufe von MMIT(L, 2), MMIT(L, 3), MXie(L, 25),
MXie(L, 50),MXie(L, 75) undMXie(L, 100) ausgewählt. Der quadratische Verlauf über L des MIT-Ansatzes
zweiter Ordnung MMIT(L, 2) bleibt über den ausgewählten Bereich L = {1, . . . 10} unter allen vier linea-
ren Verläufen MXie. Der kubische Verlauf MMIT(L, 3) übersteigt MXie(L, 25) nach L = 4, MXie(L, 50)
nach L = 6, MXie(L, 75) nach L = 8 und MXie(L, 100) nach L = 10. Wie bereits erwähnt handelt es sich
bei MMIT(L,D) jedoch nur um den worst case. Im betrachteten Dreitonbeispiel (8.29) sind die Anzahlen
wie aus (8.33) ersichtlich MMIT(L, 2) = 3� 15 und MMIT(L, 3) = 7� 35. Dem gegenüber steht für den
Ansatz von Xie, Zhang und Liu [166] mit MXie(2, 50) = 150 eine deutlich höhere X-Parameteranzahl.

8.5. Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden zwei unterschiedliche Ansätze von X-Parametern für unabhängige Erreger-
frequenzen betrachtet und verglichen. Zum einen handelt es sich dabei in Abschnitt 8.1 um den aus
der Literatur bekannten, von Xie, Zhang und Liu [166] erstmals eingeführten und in [117] ausführli-
cher betrachteten Ansatz. Bei diesem werden zwei - oder mehr - Großsignale bei den unabhängigen
Fundamentalfrequenzen ωi 6= lωj mit l ∈ N und ωi > ωj angenommen. Wie in der bisherigen Be-
trachtung werden alle Signale im System als periodisch angenommen, sodass die Frequenzbereichsbe-
schreibung mit der zwei- bzw.L-dimensionalen Fourier-Reihe (A.12) bzw. (A.18) möglich ist. Abgesehen
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8. X-Parameter für unabhängige Frequenzen

von der Mehrdimensionalität der Fourier-Reihe ist der zweite Unterschied zu den X-Parametern des
PHD-Ansatzes aus Abschnitt 4, dass die X-Parameter von den Beträgen der fundamentalen Großsigna-
le abhängen. Neben den fundamentalen Großsignalen dürfen nur Linearkombinationen aus diesen, also
HD- und IM-Frequenzanteile, auftreten. Wie im PHD-Ansatz legen die Großsignale den LSOP fest und
die Einflüsse der weiteren Kleinsignale werden diesem als Störung linear überlagert. Die X-Parameter-
modellgleichung (8.7) eines jeden Bm[k1,...,kL] ergibt sich erneut aus der Linearisierung der zugehörigen
mehrdimensionalen BF Fm[k1,...,kL] im LSOP aus (8.6). Mit diesem Ansatz ist eine Modellierung von
Systemen mit unabhängigen Fundamentalsignalen, wie den Frequenzmischern, möglich.
Zum anderen wurde in Abschnitt 8.2 ein auf Basis der Erkenntnisse der vorherigen Kapitel dieser Ar-

beit gewonnener Ansatz vorgestellt, der eine völlig andere Sichtweise auf die X-Parametermodellierung
mit unabhängigen Erregerfrequenzen erlaubt. Die BF werden nicht in einem LSOP entwickelt, an dem bei
allen Fundamentalfrequenzen ein Großsignal vorliegt. Stattdessen wurde von einem einzigen Großsignal
ausgegangen, das wie im polyharmonischen Fall aus Kapitel 4 nur HD-Anteile im Spektrum aufweist.
Die weiteren Fundamentalsignale können mit diesem Ansatz als Störung dieses LSOP angesehen wer-
den. Diese weiteren Kleinsignale bei unabhängigen Frequenzen erzeugen das gesamte Ausgangspektrum
inkl. IM-Produkte, das über die mehrdimensionale Fourier-Reihe beschrieben werden muss. Die X-Pa-
rameter der zugehörigen Modellgleichung (8.17) werden durch eine Taylor-Reihenentwicklung höherer
Ordnung der zugehörigen mehrdimensionalen BF Fm[k1,...,kL] in diesem LSOP aus (8.13) gewonnen. Da-
bei kommt erneut die MIT-Notation aus (6.9) in angepasster Form zum Einsatz. Diese X-Parameter sind
wie ihre Pendants aus den Kapiteln 4 und 6 nur von einem Großsignalbetrag abhängig. Durch diese kom-
plett andere Sichtweise auf den Entwicklungspunkt der mehrdimensionalen BF ist eine Interpretation der
X-Parameter als Empfindlichkeitsfunktionen auf unabhängige Störsignale im Sinne der elektromagneti-
sche Verträglichkeit (EMV) möglich.
Anhand eines Single-Balanced -Mischers, der mit dem neuen Ansatz auch als Operationsverstärker mit

Störung am Bias-Netzwerk angesehen werden kann, wurden beide Ansätze beispielhaft in Abschnitt 8.3
über eine Zwei- und Dreitonanregung miteinander verglichen. Es wurde gezeigt, wie die X-Parameter
aus der Literatur mit den neu eingeführten X-Parametern in MIT-Notation angenähert werden können.
Dabei wurde gezeigt, dass die neuen X-Parameter des MIT-Ansatzes über einen großen Bereich (A1[1,0] ≈
4A2[0,1]) eine sehr gute Näherung darstellen. Dabei kommt der Ansatz mit einer geringeren Anzahl an
Modellparametern aus.
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Die Streuparameter sind seit über 50 Jahren ein weit verbreitetes Hilfsmittel zur Analyse und zum
Entwurf von HF-Übertragungssystemen. Ihre gute Messbarkeit bei hohen Frequenzen erlaubt es z. B.
Verhaltensmodelle inklusive parasitärer Elemente von HF-Bauelementen zu erstellen. Die Leistungsver-
wandtheit und der Bezug auf eine charakteristische Impedanz erlauben zusätzlich einen Einsatz zur
Dimensionierung von Anpassnetzwerken zur optimalen Leistungsübertragung [47, 48, 102, 118, 134]. Die
S-Parameter sind mathematisch gesehen Lineartransformationen von anderen linearen N -Torparametern
wie z. B. den Impedanzparametern (Z-Parameter), die auf Strömen und Spannungen basieren. Daher ist
die Gültigkeit der S-Parameter auf lineare oder linearisierte Systeme beschränkt. Sobald in nichtlinearen
Systemen eine zu große Anregung vorliegt, sind die S-Parameter nicht ohne Fehler anwendbar. Wie die
Einleitung dieser Arbeit in einem kurzen Überblick des Stands der Technik zeigte, wurden bereits vor
einigen Jahrzehnten Ansätze [26, 77, 83] eingeführt, die eine Überführung der S-Parametervorteile wie
z. B. die Messbarkeit bei hohen Frequenzen auf nichtlineare Systeme erlauben. Probleme bei der Stabilität
des Arbeitspunktes im Messverfahren und eine Beschränkung auf eine Quasilinearisierung verhinderten
den Durchbruch dieser Großsignal-S-Parameter.

Die voranschreitende Technik erforderte immer mehr effiziente, stark nichtlineare Schaltungstopologien.
Für deren Entwurf und Einbettung in ein Gesamtsystem sind messtechnisch generierte Verhaltensmodelle
erforderlich. Daher wurden Mitte der 1990er Jahre verschiedene messtechnische Ansätze unternommen
(vgl. [141]), um die leicht kalibrierbaren Vektornetzwerkanalysatoren (VNA) für nichtlineare Systeme
zu erweitern, was zur kommerziellen Verfügbarkeit von vektoriellen nichtlinearen Netzwerkanalysatoren
VNNA [112] geführt hat. Als theoretische Erweiterung des S-Parameterkonzepts wurden zusätzlich vom
Messtechnikhersteller Agilent - Auslagerung der Messtechniksparte in 2014 als Keysight Technologies - die
sog.X-Parameter [116] eingeführt und auch in zugehörigen Simulationstools kommerziell zur Verfügung
gestellt [61, 62].
Trotz beinahe 15 Jahren Forschungszeit von der ersten Idee [142] bis hin zur marktreifen Technologie

[115] existiert relativ wenig Fachliteratur zu dem Thema X-Parameter. Noch geringer ist die Anzahl, wenn
die Veröffentlichungen der Erfinder, die in dem kurzen Übersichtsbuch von Root u. a. [117] gesammelt
sind, abgezogen werden. So ist zum einen der Zusammenhang zur zugrunde liegenden Beschreibungs-
funktion (BF) nur kurz in den ersten Arbeiten [140, 142, 143, 149] angedeutet, wurde aber nie richtig
herausgearbeitet. Zum anderen ist der Zusammenhang zu anderen Frequenzbereichsmodellansätzen, wie
z. B. der Volterra-Reihe [9, 124, 156], nur rudimentär in [112, 117, 142] angedeutet. Daher war es das
Anliegen dieser Arbeit, einen tiefgreifenden Einblick in die Theorie der X-Parameter zu gewähren, die-
se so zugänglicher zu machen und dadurch eine gezielte Anpassung bzw.Erweiterung zu ermöglichen.
Messtechnische Verfahren werden dabei nur prinzipiell am Rande behandelt.
Dazu wurden zunächst in Kapitel 2 die linearen S-Parameter kurz eingeführt, um die Besonderheiten

dieser gegenüber anderen Zwei- bzw.N -Torparametern zu verdeutlichen. Darauffolgend wurde in Ka-
pitel 3 mit der Volterra-Reihe ein weit verbreiteter Ansatz zur Berücksichtigung nichtlinearer Effekte
betrachtet, auf deren Basis Weiner und Naditch [157] einen Ansatz vorstellten, nichtlineare Zweitore
mit Streuvariablen zu beschreiben. In Abschnitt 3.1 wurden kurz die wesentlichen Schritte in der Be-
stimmung der Volterra-Reihe, insbesondere die Berechnung der nichtlinearen Übertragungsfunktionen
Hd(ω1, . . . , ω2), gezeigt.
Anschließend wurden in Abschnitt 3.2 die wichtigsten Gleichungen aus [157] zusammengefasst und

für den im darauffolgenden wichtigen Fall der polyharmonischen Anregung nachvollzogen. Dabei wur-
de verdeutlicht, dass die Volterra-reihenbasierten S-Parameter am sinnvollsten für die Betriebssituation
Zs = Z0,s und ZL = Z0,L eingesetzt werden, da in diesem Fall in (3.26b) nur ein nichtlinearer S-Parameter
pro Ordnung d und Tor m benötigt wird. Diese Bedingung entspricht der Bestimmung der ursprüngli-
chen Großsignal-S-Parameter S11(A1) und S21(A1) [26, 83]. Eine Bestimmung der weiteren S-Parameter
S12(A1) und S22(A1) war in diesen Arbeiten als problematisch eingestuft worden. In der Betrachtung
mit der Volterra-Reihe ist eine Anwendung des Superpositionsprinzips wie bei den linearen S-Parametern
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genauso fehlerhaft. Eine zusätzliche zweite Signalquelle am Tor 2 ist ebenfalls nicht möglich, da dann die
Definition der Übertragungsfunktionen auf die Torspannungen, wie in (3.13) nötig, nicht mehr möglich ist.

Weiterführend wurde in Kapitel 4 ein kurzer Überblick über den mathematischen Hintergrund der
X-Parameter gegeben, die sich in den letzten Jahren als kommerziell verfügbare Erweiterung der S-Pa-
rameter für stark nichtlineare N -Tore etablierten. Die X-Parameter basieren auf der mehrdimensionalen
BF. In der zugrunde liegenden Literatur [114, 139, 140, 142–150] wird allerdings nicht der Zusammenhang
zur, aus älterer Literatur bekannten, quasilinearen Einton- und Zweiton-BF (vgl. z. B. [40]) hergestellt.
Dies wird daher in Abschnitt 4.1 erstmals getan. Da die mehrdimensionalen BF für mehrere Eingangssi-
gnale nicht mehr zu bestimmen sind, wurde mit dem PHD-Ansatz [139] in Abschnitt 4.2 eine Möglichkeit
zur Linearisierung der BF betrachtet. Dabei wird ein Signal als sehr groß gegenüber den anderen Signal-
anteilen angenommen und legt somit den sog.Großsignalarbeitspunkt - englisch: large signal operating
point (LSOP) fest. Dieser wird durch die X-Parameter X(F)

mk beschrieben. Alle weiteren auftretenden
Signalanteile werden als kleine Störungen des LSOP betrachtet und durch die X-Parameter X(S)

mk,nl und

X
(T)
mk,nl berücksichtigt. Diese können folglich auch als Empfindlichkeitsfunktionen des N -Tors auf diese

kleine Störung interpretiert werden.
Zusätzlich wurden in Abschnitt 4.3 zwei unterschiedliche Methoden zur Bestimmung der X-Parameter

aus Mess- bzw. Simulationsdaten zusammengefasst, deren Konzepte im weiteren Verlauf dieser Arbeit
verwendet und weiterentwickelt wurden. Die so gewonnenen X-Parameter können als Verhaltensmodell
gespeichert werden und in System-Level-Simulationen zur Beschleunigung des Entwicklungsprozesses ein-
gesetzt werden.

Den Anhang seiner Dissertation betitelt Verspecht [141] - einer der Erfinder der X-Parameter - mit
Describing Functions Can Better Model Hard Nonlinearities in the Frequency Domain than the Volterra
Theory [142]. Dies wird anhand eines wenig differenzierten Vergleichs unterschiedlicher Approximationen
der mehrdimensionalen BF geschlussfolgert. Zur vertiefenden Betrachtung dieser Kernaussage wurden
als Fortsetzung von [160] in Kapitel 5 die zuvor betrachteten X-Parameter und Volterra-reihenbasierten
S-Parameter hinsichtlich Gemeinsamkeiten und Unterschiede bewertet. Es wurde festgestellt, dass im
Falle schwach nichtlinearer Systeme - auf die die Volterra-Reihe beschränkt ist - eine Äquivalenz der
beiden Ansätze erreicht werden könnte, sofern die Ordnung der Volterra-Reihe ausreichend groß ist.
Die wesentliche Annahme des zugrunde liegenden PHD-Ansatzes ist, dass die X-Parameter nur vom Be-

trag eines Großsignals |A11| abhängen und alle zusätzlichen Signalanteile bei ganzzahligen Vielfachen der
Fundamentalfrequenz ω0 viel kleiner sind, d. h. |Anl| � |A11|. Abgeleitet aus einer allgemeinen spektralen
Beschreibungsfunktion Fmk können die X-Parameter X(F)

mk das stark nichtlineare Verhalten infolge der
Großsignalanregung - den LSOP - abbilden. Die Störung des LSOP wird über die X-Parameter X(S)

mk,nl

bzw.X(T)
mk,nl linear in den weiteren Signalen |Anl| berücksichtigt. Hier liegt der wesentliche Unterschied

und größte Vorteil gegenüber der Volterra-Reihe, die den Gleichstromarbeitspunkt - englisch: direct cur-
rent operating point (DCOP) als Entwicklungspunkt hat und mit Reihengliedern höherer Ordnung die
Störung des linearisierten Systems infolge des schwach nichtlinearen Verhaltens beschreibt. Aus der ma-
thematischen Äquivalenz im Kleinsignalfall wurde in Abschnitt 5.1 festgestellt, dass sich die X-Parameter
X

(·)
mk als komplexe, in |A11| polynomielle Funktionen approximieren lassen. Damit das stark nichtlinea-

re Verhalten des LSOP mit der Volterra-Reihe wie mit den X-Parametern abgebildet werden könnte,
müssten - Konvergenz der Reihe vorausgesetzt - unendlich viele Reihenglieder hinzugezogen werden.
Für größer werdende |Anl| 6� |A11| sind die X-Parameter aufgrund der linearen |Anl| nicht mehr in

der Lage das Systemverhalten abzubilden, wohingegen die Volterra-reihenbasierten S-Parameter durch
Terme höherer Ordnung von |Anl| dazu in der Lage sind. Voraussetzung dafür ist allerdings, dass das
System schwach nichtlineares Verhalten aufweist. Es kann zwar eine Situation |A1l| ≈ |A11| abgebildet
werden, allerdings nur für kleinere Werte |A11| als bei den X-Parametern.
Aus dieser Erkenntnis ließen sich die X-Parameter gezielt erweitern, was in Kapitel 6 unter dem Ober-

begriff X-Parameter höherer Ordnung durchgeführt wurde. Dazu wurden zunächst in Abschnitt 6.1 zwei
Ansätze [15, 16] genauer betrachtet, die über die Linearisierung der mehrdimensionalen BF hinausgehen
und quadratische Terme hinzufügen. So wird der Gültigkeitsbereich des zugehörigen X-Parametermodells
erweitert. Dabei wurden die zusätzlichen Kleinsignale Ãnl wie im PHD-Ansatz unabhängig voneinander
betrachtet. Dadurch lassen sich nichtlineare Effekte wie z. B. die desentization - vgl. z. B.H3(ω0, lω0,−lω0)
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[9] - berücksichtigen. Der quadratischen Erweiterung aus [15, 16] fehlt es an einer mathematischen Le-
gitimation. Denn durch die Beibehaltung des Überlagerungsgedankens aus dem PHD-Ansatz wurden
Mischterme der Kleinsignale, wie sie durch die Taylor-Reihe höherer Ordnung der eigentlichen spektra-
len Beschreibungsfunktion Fmk

(
|A11| , Ã12, Ã

∗
12 . . . , Ãnl, Ã

∗
nl, . . .

)
entstehen, nicht berücksichtigt. Dazu

zählen z. B. Terme zweiter Ordnung Sm;12(3ω0,−2ω0), wie sie in der Volterra-Reihenbetrachtung aus
Kapitel 5 beschrieben sind. Dieser einschränkende Mangel wurde im Abschnitt 6.2 mit Einführung der
X-Parameter auf Basis einer Multi-Index-Taylor-Reihe (MIT) aufgehoben. Die neu eingeführten Terme
werden insbesondere dann wichtig, wenn die vermeintlichen Kleinsignale Anl ähnlich groß werden wie
das Großsignal A11, das den Entwicklungspunkt LSOP der MIT festlegt. Ein beispielhafter Vergleich der
verschiedenen Ansätze 2.Ordnung in Abschnitt 6.4 wurde anhand eines Klasse-C-Verstärkers für eine
Dreitonanregung am Eingangstor durchgeführt. Dabei wurde deutlich, dass mit steigender Amplitude
der zusätzlichen Signale Anl eine Erhöhung der Modellkomplexität sinnvoll ist. Die Ansätze RP und
QPHD aus der Literatur [15, 16] sind zwar in der Lage den Gültigkeitsbereich gegenüber den linearen
X-Parametern des PHD-Ansatzes zu verbessern, allerdings fällt diese Ausweitung deutlich kleiner aus
als die des in dieser Arbeit neu eingeführten MIT-Ansatzes. Jede Erhöhung der Modellordnung zieht
eine größere Modellkomplexität nach sich, wie in Abschnitt 6.5 gezeigt wurde. Daher sollte für jede An-
wendung zwischen geringer Komplexität und größerem Gültigkeitsbereich abgewogen werden. Sobald die
weiteren Signale Anl nicht mehr als Kleinsignale angesehen werden können, sollten weitere Modellpara-
meter hinzugefügt werden.

Dass sich dennoch Situationen ergeben in denen eine Ordnungserhöhung sinnvoll ist, zeigte die Betrach-
tung in Kapitel 7. Dort wurden verschiedene Ansätze zur Verwendung der X-Parameter bei beliebigen
Lastsituationen anhand zweier Beispielsystemen mit den in Kapitel 4 eingeführten X-Parametern vergli-
chen. Letztere wurden in Kapitel 7 als angepasste X-Parameter bezeichnet, da sie in einer Messumgebung
bestimmt werden, die mit der charakteristischen Impedanz Z0 abgeschlossen ist. Die Empfindlichkeits-
funktionen X

(S)
mk,nl und X

(T)
mk,nl repräsentieren eine leichte Störung dieses angepassten Systemzustands.

Bevor lastabhängige X-Parameteransätze eingeführt wurden, wurde zunächst diskutiert inwiefern die
Begriffe Anpassung bzw.Fehlanpassung und Lastimpedanz für nichtlineare Systeme verwendet werden
können. Es wurde angemerkt, dass eine Definition dieser Begriffe höchstens dann sinnvoll ist, wenn das
nichtlineare System polyharmonisch angeregt wird. So kann die Lastimpedanz jeder auftretenden Harmo-
nischen über das Verhältnis ZL(jkω0) = U2(jkω0)

I2(jkω0) und daraus ein Reflexionsfaktor Γ2k = A2k

B2k
= ZLk−Z0

ZLk+Z0

bei der k-ten Harmonischen definiert werden [34, 41].
Anschließend wurden die verschiedenen Ansätze einzeln betrachtet und festgestellt, welche Verände-

rungen im Vergleich zu den angepassten X-Parametern vorzunehmen sind. Als erstes wurden die Load-
pull -X-Parameter von Root u. a. [117] gezeigt. Diese sind äquivalent zu den angepassten X-Parametern,
nur das der LSOP nicht dem Zentrum des Smith-Charts entspricht, sondern zu einer beliebigen, über den
Load-pull-Tuner eingestellten Lastsituation gehört. Die Bestimmung der Load-pull-X-Parameter erfolgt
dabei wie im angepassten Fall und die Entwicklungsordnung (vgl. Abschnitt 6) kann ebenfalls erhöht
werden. Allerdings ist dies nicht sinnvoll, da bereits für die linearen Load-pull-X-Parameter bei einer
hohen Anzahl an Lastsituationen sehr viele Load-pull-X-Parameter berechnet und gespeichert werden
müssen.
Daher wurden weitere Ansätze der Arbeitsgruppe um Cai und Brazil [13, 16, 17, 19, 20] betrachtet, in

denen eine Modellordnungsreduktion vorgenommen wurde. Im MQPHD-Ansatz [16] wird der angepass-
te quadratische X-Parametersatz mit Hilfe eines Skalierungsfaktors αmk,nl(|A11| ,ΓL) an die jeweilige
Lastsituation angepasst. Als weiterer Ansatz, der sowohl die Modellordnung als auch den Berechnungs-
aufwand senkt, wurde der PLSOC-Ansatz [17, 19, 20] betrachtet. Hier werden die X-Parameter anstatt
für jede Lastsituation für die Menge der Lastsituationen mit |ΓL| = konst. berechnet. Als konsequente
Weiterentwicklung des PLSOC-Ansatzes wurde der lastoptimierte X-Parameteransatz [13] verstanden.
Hier werden die mittels der zufälligen Phasen-Offset-Methode über die gesamte Lastebene gewonnenen
Messdaten als Grundlage für die Berechnung verwendet, sodass wie im angepassten Fall nur ein X-Pa-
rametersatz pro Großsignalwert |A11| berechnet wird. Im ersten Beispiel - einem LNA, in dem nur die
Fundamentalfrequenzen betrachtet wurden - erwies sich der lastoptimierte QPHD-Ansatz aus [13] als der
beste Kompromiss aus Modellparameteranzahl und -genauigkeit. Im zweiten Beispiel des Klasse-C-Ver-
stärkers wurde der in dieser Arbeit eingeführte MIT-Ansatz (D = 2) im Sinne der Lastoptimierung über
die zufällige Phasen-Offset-Methode [13] berechnet. Wie bereits aus der qualitativen Betrachtung aus
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9. Zusammenfassung und Ausblick

Kapitel 6 zu erwarten, konnte durch den MIT-Ansatz die Genauigkeit im Vergleich zum lastoptimierten
QPHD-Ansatz deutlich verbessert werden. Dabei konnte gegenüber den Load-pull-X-Parametern eine
Modellordnungsreduktion erreicht werden. Die Größenordnung der Reduktion ist dabei stark von der
Ordnung D des MIT-Ansatzes und der Menge L der berücksichtigten zusätzlichen Signale Ãnl abhängig.

In Kapitel 8 wurden zwei unterschiedliche Ansätze von X-Parametern für unabhängige Erregerfrequen-
zen betrachtet und verglichen. Beim ersten handelt es um den in Abschnitt 8.1 vorgestellten, aus der
Literatur bekannten Ansatz von Xie, Zhang und Liu [166] (ausführlicher in [117]) mit zwei - oder mehr
- Großsignalen bei unabhängigen Fundamentalfrequenzen ωi 6= lωj mit l ∈ N und ωi > ωj . Abgesehen
von der daraus resultierenden Mehrdimensionalität der Fourier-Reihe ist der zweite Unterschied zu den
X-Parametern des PHD-Ansatzes aus Abschnitt 4, dass die X-Parameter von den Beträgen der funda-
mentalen Großsignale abhängen. Mit diesem Ansatz ist eine Modellierung von Systemen mit erwünschten
unabhängigen Fundamentalsignalen, wie z. B. den Frequenzmischern, möglich.
Auf Basis der Erkenntnisse der vorherigen Kapitel dieser Arbeit wurde in Abschnitt 8.2 ein zweiter

Ansatz vorgestellt, der eine völlig andere Sichtweise auf die X-Parametermodellierung mit unabhängigen
Erregerfrequenzen erlaubt. Die Beschreibungsfunktionen werden darin nicht in einem LSOP entwickelt,
an dem bei allen Fundamentalfrequenzen ein Großsignal vorliegt. Stattdessen wurde von einem einzigen
Großsignal ausgegangen, dessen LSOP wie im polyharmonischen Fall aus Kapitel 4 nur HD-Anteile im
Spektrum aufweist. Die weiteren Fundamentalsignale können mit diesem neuen Ansatz als Störung dieses
LSOP angesehen werden. Diese weiteren Kleinsignale bei unabhängigen Frequenzen erzeugen das gesamte
Ausgangspektrum inkl. IM-Produkte, das über die mehrdimensionale Fourier-Reihe beschrieben werden
muss. Die X-Parameter werden durch eine Taylor-Reihenentwicklung höherer Ordnung der zugehörigen
mehrdimensionalen Beschreibungsfunktion Fm[k1,...,kL] in dem LSOP gewonnen. Dabei kommt erneut die
MIT-Notation aus Abschnitt 6.2 in angepasster Form zum Einsatz. Diese X-Parameter sind wie ihre Pen-
dants aus den Kapiteln 4 und 6 nur von einem Großsignalbetrag abhängig. Durch diese komplett andere
Sichtweise auf den Entwicklungspunkt der spektralen Beschreibungsfunktionen ist eine Interpretation der
X-Parameter als Empfindlichkeitsfunktionen auf unabhängige Störsignale im Sinne der EMV möglich.
Anhand eines Single-Balanced -Mischers, der mit dem neuen Ansatz auch als Operationsverstärker mit

Störung am Bias-Netzwerk angesehen werden kann, wurden beide Ansätze beispielhaft in Abschnitt 8.3
über eine Zwei- und Dreitonanregung miteinander verglichen. Es wurde gezeigt, wie die X-Parameter
aus der Literatur mit den neu eingeführten X-Parametern in MIT-Notation angenähert werden können.
Dabei wurde deutlich, dass die neuen X-Parameter des MIT-Ansatzes über einen großen Bereich eine sehr
gute Näherung darstellen. Dabei kommt der Ansatz mit einer geringeren Anzahl an Modellparametern
aus als der Ansatz von Xie, Zhang und Liu [166].

Zukünftige Arbeiten, die die Ergebnisse dieser Arbeit aufgreifen, könnten sich genauer mit einer Ver-
kettung auf Systemebene der erweiterten X-Parametermodelle beschäftigen. Des Weiteren könnte ein
Einsatz der verbesserten X-Parameteransätze als Entwurfswerkzeug in Zusammenhang mit den analyti-
schen Ansätzen [33, 92–94, 96–98] von Interesse sein.
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A. Streuvariablen in nichtlinearen N-Toren

Die Streuvariablen sind aus den Torspannungen und -strömen über die Heaviside-Variablentransformation
im Zeitbereich gegeben durch

an(t) =
un(t) + Z0in(t)

2
√
Z0

, (A.1a)

bn(t) =
un(t)− Z0in(t)

2
√
Z0

. (A.1b)

A.1. Polyharmonische Anregung

Bei einer polyharmonischen L-Tonanregung am Tor n (vgl. Abbildung 4.3) der Art

usn(t) =
1

2

Ln∑
l=−Ln

Usnle
jlω0t mit n ∈ {1, 2, . . . , N} (A.2)

ergeben sich unter der Annahme, dass das nichtlineare System keine Subharmonischen erzeugt, die Tor-
größen in ihren komplexen Fourierreihendarstellung (vgl. z. B. [74])

un(t) =
1

2

∞∑
l=−∞

Unle
jlω0t, (A.3a)

in(t) =
1

2

∞∑
l=−∞

Inle
jlω0t, (A.3b)

worin Unl, Inl ∈ C die komplexen Fourier-Koeffizienten bei der l-ten Harmonischen der Torspannungen
un bzw. der -ströme in sind. Für reelle Signale gilt dabei für die Fourier-Koeffizienten

Un(−l) = U∗nl, (A.4a)
In(−l) = I∗nl, (A.4b)
Usn(−l) = U∗snl . (A.4c)

In der gesamten Arbeit wird angenommen, dass N ≤ 10 ist. Anderenfalls müsste in der Indizierung der
komplexen Fourier-Koeffizienten Unl ein Komma Un,l ergänzt werden, um z.B. für U111 eine Unterschei-
dung der Fundamentalen am 11.Tor U11,1 von der 11.Harmonischen am 1.Tor U1,11 zu ermöglichen.
Der Einfachheit halber wird auf das Komma in der Indizierung verzichtet und sich in Beispielen auf
niedrige Harmonische beschränkt, sodass es keine Fälle mit drei Indizes U111 gibt. Des Weiteren wird in
der gesamten Arbeit angenommen, dass die Quellensignale keine Gleichanteile besitzen und daher ist

Usn0
= 0. (A.4d)

Da es sich bei der Heaviside- und Fourier-Transformation jeweils um lineare Operationen handelt, ergibt
sich mit [125]

1

2

∞∑
l=−∞

Cle
jlω0t

Fc sπ ∞∑
l=−∞

Clδ(ω − lω0) (A.5)
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aus (A.1) und (A.3) für die Streuvariablen im Frequenzbereich

an(t)
Fc sAn(ω) = π

∞∑
l=−∞

Unl + Z0Inl

2
√
Z0

δ(ω − lω0), (A.6a)

bn(t)
Fc sBn(ω) = π

∞∑
l=−∞

Unl − Z0Inl

2
√
Z0

δ(ω − lω0). (A.6b)

Aufgrund der Eigenschaften der Diracfunktion δ(ω) können die komplexen Fourier-Koeffizienten der
Streuvariablen für jeden Frequenzanteil über die Heaviside-Transformation der Fourier-Koeffizienten der
Torspannungen und -ströme separat berechnet werden, ohne das Zeitsignal der Streuvariablen an(t) bzw.
bn(t) integrieren zu müssen, d.h. es gilt mit der fundamentalen Periodendauer T0

Anl =
Unl + Z0Inl

2
√
Z0

=
1

T0

T0∫
0

an(t)e jlω0tdt, (A.7a)

Bnl =
Unl − Z0Inl

2
√
Z0

=
1

T0

T0∫
0

bn(t)e jlω0tdt. (A.7b)

Im Fall angepasster Torquellen, d. h. Zsn = Z0, ergibt sich aus (A.1a) über un = usn(t)− Z0in(t) für
die einlaufende Streuvariable

an(t) =
usn(t)

2
√
Z0

Fc sAn(ω) = π

Ln∑
l=−Ln

Usnl√
Z0

δ(ω − lω0) (A.8)

bzw. wie in (A.7) jeder Fourier-Koeffizient direkt aus den Fourier-Koeffizienten der Quellenspannung Usnl

Anl =
Usnl

2
√
Z0

. (A.9)

A.2. Unabhängige Erregerfrequenzen

A.2.1. Zweitonanregung

Als unabhängige Frequenzen werden solche Frequenzen angesehen, für die

ω2 = γω1 mit γ ∈ R+, γ /∈ N und
1

γ
/∈ N (A.10)

gilt. Für eine Anregung am Tor n mit den beiden Fundamentalfrequenzen ω1 und ω2 der Art

usn(t) =
1

2

(
Usn[1,0]

e jω1t + Usn[−1,0]
e−jω1t + Usn[0,1]

e jω2t + Usn[0,−1]
e−jω2t

)
(A.11)

lassen sich - unter Ausschluss von Subharmonischen der Fundamentalfrequenzen - alle Torspannungen
und -ströme durch die zweidimensionale komplexen Fourier-Reihen [86]

in(t) =

∞∑
l1=−∞

∞∑
l2=−∞

In[l1,l2]e
j(l1ω1+l2ω2)t n ∈ {1, . . . , N} (A.12a)

und

un(t) =

∞∑
l1=−∞

∞∑
l2=−∞

Un[l1,l2]e
j(l1ω1+l2ω2)t n ∈ {1, . . . , N} (A.12b)
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darstellen. Für reelle Signale muss für die komplexen Fourier-Koeffizienten gelten

Usn[−1,0]
= U∗sn[1,0]

, (A.13a)

Usn[0,−1]
= U∗sn[0,1]

, (A.13b)

Un[−l1,−l2] = U∗n[l1,l2], (A.13c)

In[−l1,−l2] = I∗n[l1,l2]. (A.13d)

(A.13e)

Die komplexen Fourier-Koeffizienten In[l1,l2] und Un[l1,l2] repräsentieren jeweils das durch die Zweitonan-
regung in (A.11) erzeugte Mischprodukt bei der Kreisfrequenz

ωb = l1ω1 + l2ω2 mit l1, l2 ∈ Z. (A.14)

Mit der Anwendung der Heaviside-Transformation aus (A.1) folgt analog zu (A.6)ff. mit (A.12) für die
Streuvariablen im Frequenzbereich

bn(t)
Fc sBn(ω) = π

∞∑
l1=−∞

∞∑
l2=−∞

Un[l1,l2] − Z0In[l1,l2]

2
√
Z0

δ(ω − l1ω1 − l2ω2). (A.15a)

Aufgrund der Eigenschaften der Diracfunktion δ(ω) können die komplexen Fourier-Koeffizienten der
Streuvariablen separat berechnet werden

An[l1,l2] =
Un[l1,l2] + Z0In[l1,l2]

2
√
Z0

, (A.16a)

Bn[l1,l2] =
Un[l1,l2] − Z0In[l1,l2]

2
√
Z0

. (A.16b)

Im Fall angepasster Torquellen, d. h. Zsn = Z0, ergibt sich aus (A.1a) über un = usn(t)− Z0in(t) für
die einlaufende Streuvarible äquivalent zu (A.9) zu

An[l1,l2] =
Usn[l1,l2]

2
√
Z0

. (A.17)

A.2.2. L-Tonanregung
Für L unabhängige Fundamentalfrequenzen ω = (ω1, ω2, . . . , ωL) ∈ RL ergibt sich äquivalent zur Zweito-
nanregung mit dem Indexvektor l = (l1, l2, . . . , lL) ∈ZL und dem Skalarprodukt l ·ω = l1ω1 + · · ·+ lLωL
die L-dimensionale Fourier-Reihe (vgl. [86] für L ≤ 3)

in(t) =

∞∑
l1=−∞

· · ·
∞∑

lL=−∞

Inle
jl·ωt n ∈ {1, . . . , N} (A.18a)

und

un(t) =

∞∑
l1=−∞

· · ·
∞∑

lL=−∞

Unle
jl·ωt n ∈ {1, . . . , N}. (A.18b)

Daraus folgt wie zuvor für die Zweitonanregung in (A.16)

Anl =
Unl + Z0Inl

2
√
Z0

, (A.19a)

Bnl =
Unl − Z0Inl

2
√
Z0

. (A.19b)
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