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Die vorliegende Arbeit widmet sich dem Aufbau, der Ndherung und dem Finden des globalen
Optimums von nichtkonvexen Optimierungsproblemen. Die Bilder auf der vorderen und hinte-

ren Umschlagseite veranschaulichen die Gleichungen der Arbeit.
Erliuterungen zum Bild auf der vorderen Umschlagsseite:

Das Bild auf der vorderen Umschlagseite zeigt ein von farblich abgestuften Niveauflachen einer
quadratischen Zielfunktion durchzogenes dreidimensionales Losungsgebiet eines Optimie-
rungsproblems, welches durch in schwarz, grau und weil3 dargestellte, quadratische Nebenbe-

dingungen beschréankt wird.

Die Funktionsvariablen der drei Dimensionen konnen beispielhaft als Wirk- und Blindleis-

tungsidnderungen interpretiert werden.

Die Zielfunktion, in dem Bild beispielhaft dargestellt durch jeweils eine von zwei Schalen eines
Hyperbolischen Zylinders, kann als quadratisch angendherte Funktion der Netzverluste inter-

pretiert werden.

Das innen liegende, sanduhrdhnliche, schwarz gezeichnete Einschalige Hyperboloid kann
bspw. als quadratisch angendherter Stromgrenzwert interpretiert werden. Das zuldssige Lo-

sungsgebiet liegt dann auflerhalb dieses Einschaligen Hyperboloiden.

Um den Symmetriepunkt des Bildes (den bei realen Problemen nicht alle Nebenbedingungen
gemein haben) herum, befinden sich zwei Ellipsoide. Das innere, halbtransparent graue Ellip-
soid kann beispielhaft als quadratisch angendherte untere Spannungsbandgrenze, das dul3ere,
als weilles Gitternetz gezeichnete Ellipsoid kann als quadratisch angenéherte obere Spannungs-
bandgrenze interpretiert werden, sodass das zuldssige Losungsgebiet zwischen den beiden El-

lipsoiden liegt.
Erliuterungen zum Bild auf der hinteren Umschlagsseite:

Das Bild auf der hinteren Umschlagseite zeigt in blau ein Hyperbolisches Paraboloid (,,Sattel-
fliche*), das sich dadurch auszeichnet, dass es aus Funktionsbestandteilen aller drei in der vor-
liegenden Arbeit unterschiedenen Eigenwerte (positiv, negativ und Null) besteht. In griin und
rot sind die durch stlickweise Linearisierung des nichtkonvexen Funktionsbestandteils (negati-
ver Eigenwert) erhaltenen Konvexifizierungen dargestellt, die hier Parabolische Zylinder bil-

den.
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Kurzfassung

Kurzfassung

Die Energiewende, der Kernenergieausstieg, eine zunechmende Elektrifizierung energetischer
Anwendungen, ein zunehmender internationaler Stromhandel, ein unzureichender Netzausbau
und ein zunehmender regulatorischer Effizienzdruck bewirken einen Betrieb des elektrischen
Energieversorgungsnetzes an seinen Betriebsgrenzen beziehungsweise erfordern in zunehmen-
den Umfang MaBBnahmen, um diese einzuhalten. Da die Betriebsgrenzen und MaBBnahmen mit-

einander in Wechselwirkung stehen, ergibt sich ein herausforderndes Optimierungsproblem.

Diese Arbeit enthdlt Weiterentwicklungen der Modellierung und Lésung eines Optimierungs-
problems, welches die Minimierung der Kosten fiir Netzverluste und die Minimierung der Kos-
ten fiir Redispatch kombiniert. Im Rahmen der Optimierung wird die Einhaltung der Strom-

tragfahigkeiten und Spannungsbénder sichergestellt bezichungsweise wiederhergestellt.

Zur Losung des nichtlinearen Optimierungsproblems werden die eingehenden Netzgleichungen
quadratisch angenihert, da eine global-optimale Losung des allgemeinen nichtlinearen und
nichtkonvexen Optimierungsproblems in akzeptabler Zeit nicht erwartet werden kann. Des
Weiteren ist eine Umkehrfunktion der Leistungsgleichung erforderlich, die mit Hilfe des Ver-

teilten Slacks ermittelt wird, ohne dass das Spannungsniveau im Netz determiniert wird.

Um das in jedem Schritt einer sequentiellen Optimierung entstehende quadratische nichtkon-
vexe Optimierungsproblem mit Standardsoftware 10sen zu konnen, muss dieses konvexifiziert
werden. Hierzu werden die nichtkonvexen Funktionsbestandteile durch Hauptachsentransfor-
mation identifiziert und durch stiickweise Linearisierungen konvexifiziert, was das kontinuier-
liche Optimierungsproblem gemischt-ganzzahlig werden ldsst. Durch Voroptimierungen und

Startwertermittlungen kann jedoch eine Losung in angemessener Zeit erreicht werden.

Die Modellierung zeigt im Rahmen der Fallstudien im Hinblick auf Prognosefehler, dass die
quadratischen und die konvexifizierten quadratischen Ndherungen sehr geringe Prognosefehler
haben. Lineare Ndherungen hingegen zeigen im Vergleich deutlich groBBere Prognosefehler. Im
Hinblick auf das Konvergenzverhalten der sequentiellen Optimierung zeigt sich, dass mit line-
aren Nebenbedingungen Schwingungen um ein Optimum und langsame Konvergenz zu einem
Optimum hin deutlich starker ausgeprigt sind. Weitere Auswertungen zeigen zudem im Hin-
blick auf das Ergebnis der Optimierung, dass mit linearen Nebenbedingungen unter Umstdnden
nur ein lokales Optimum gefunden wird. Im Hinblick auf die Kombinierung der Netzverlustop-
timierung durch Blindleistungsinderung mit der Optimierung der Engpassbeseitigung durch

Wirkleistungsédnderung zeigen sich deutliche Effizienzvorteile.



Abstract

Abstract

The exit from nuclear and fossil-fuel energy, the increasing electrification of power applica-
tions, the increasing international power trade, insufficient network expansion and stronger reg-
ulation to increase the efficiency of grid operation cause electric power grids to be operated
close to its limits. Thus, more and more measures are necessary to keep or restore a secure and
stable grid operation. Since most of grid constraints and measures interact, their cost-optimal

selection is a challenging optimization problem.

This thesis contains enhancements for modeling and solving an optimization problem, which
minimizes the costs of grid losses as well as those for redispatch. Within this optimization,

adherence to security constraints of currents and voltages is ensured or restored respectively.

To solve the nonlinear optimization problem, comprised equations are approximated by quad-
ratic Taylor expansions, since a global-optimal solution of the universal nonlinear and noncon-
vex optimization problem cannot be expected in acceptable time. Furthermore, an inverse func-
tion of the power equation is necessary, which is established by means of a distributed slack,
which has the advantage not to determine the voltage level of the grid before the optimization

process.

To solve the quadratic nonconvex optimization problem obtained in every step of a sequential
optimization process with standard software, it needs to be convexificated. Therefore, the non-
convex parts of the quadratic Taylor expansions are identified by principal axis transformation
and convexificated by piecewise linearization. As a result, the optimization problem becomes
a mixed-integer one. By applying pre-optimizations and by seeking initial values, the following

optimization can be solved in acceptable time.

Within the case studies, the quadratic and convexificated quadratic approximations reveal very
small forecasting errors compared to those of linear approximations. With regard to conver-
gence, the sequential optimization with linear constraints reveals distinct oscillations around an
optimum and is slowly converging compared to the sequential optimization with quadratic con-
straints. Further evaluations show that with linear constraints only a local optimum may be
found. Furthermore, the combination of grid loss minimization and redispatch optimization has

significant improvements in efficiency compared to separate optimizations.
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1 Einleitung

1.1 Hintergrund und Motivation

Diese Arbeit reiht sich in die Arbeiten um die ,,Herkulesaufgabe® [1.1] der Energiewende und
den mit ihr in vielen Landern — beispielsweise in Deutschland — verbundenen Ausstieg aus der
energetischen Nutzung der Kernenergie ein und mochte ein Puzzlestiick zu ihrem Gelingen

beitragen.

In Europa und dariiber hinaus sind die Energieversorgungssysteme einem grundsitzlichen
Strukturwandel unterworfen, der zu technisch, politisch und wirtschaftlich verdnderten Rah-
menbedingungen fiihrt. Weil viele energetischen Anwendungen wie beispielsweise Teile der
Mobilitit und der Warmeversorgung elektrifiziert werden, ist trotz zunehmender Bemiithungen
um Energieeffizienz auch weiterhin von einem steigenden Stromverbrauch auszugehen, der von
den elektrischen Energieversorgungsnetzen die Ubernahme weiterer Transportaufgaben erfor-
dert. Bild 1.1 zeigt diese Entwicklung beispielhaft fiir den prognostizierten Stromverbrauch

Europas aufgeteilt nach Sektoren.

Prognose zum Stromverbrauch der EU-27 fir die Jahre 2010, 2015 und 2020
nach Sektoren (in Terrawattstunden)
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Bild 1.1 Prognose zum Stromverbrauch der EU-27 fiir die Jahre 2010, 2015 und 2020 nach Sekto-
ren [1.2]
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Auch erzeugerseitig ist das elektrische Energieversorgungssystem einem tiefgreifenden Wan-
del unterworfen, indem nicht nur Kraftwerke auf Basis von Kernenergie, sondern insbesondere
Kraftwerke auf Basis fossiler Energietrdger zunehmend durch Erzeugungsanlagen auf Basis
von erneuerbaren Energien verdriangt werden. Diese Entwicklung ist am Beispiel der Brut-
tostromerzeugung in Deutschland aufgeteilt nach Energietragern in Bild 1.2 dargestellt. Die
Bundesregierung hat sich fiir Deutschland zum Ziel gesetzt, den Anteil der erneuerbaren Ener-
gien von derzeit etwa 33 % bis zum Jahr 2025 auf 40 % bis 45 % und bis zum Jahr 2035 auf
55 % bis 60 % zu steigern [1.21].
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Bild 1.2 Bruttostromerzeugung in Deutschland [1.3]

Bestehende Kraftwerke auf Basis fossiler Energietrdger wurden tendenziell in der Néhe der von
thnen zu versorgenden Lastschwerpunkte errichtet. Erzeugungsanlagen auf Basis von erneuer-
baren Energien werden im Gegensatz dazu dort errichtet, wo die Ausnutzung der erneuerbaren
Energien am wirtschaftlichsten erfolgen kann. Durch diese rdumliche Verlagerung der Erzeu-
gungskapazititen ergeben sich erhdhte Transportaufgaben fiir die elektrischen Energieversor-
gungsnetze. Dieser Effekt wird durch den zeitlich volatilen Charakter der Einspeisung der Er-
zeugungsanlagen auf Basis von erneuerbaren Energien verstédrkt, da es nicht nur eine spezifi-
sche oder eine ungiinstigste Einspeisesituation, die vom elektrischen Energieversorgungsnetz
beherrscht werden muss, sondern eine Vielzahl von stark unterschiedlichen, wetterabhdngigen
Einspeisesituationen gibt. Neben der zusitzlichen Transportaufgabe durch die rdumliche Ver-

lagerung der Wirkleistungseinspeisungen, dndert sich auch die Spannungsebene der Einspei-
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sung, da Erzeugungsanlagen auf Basis erneuerbarer Energien aufgrund ihrer kleineren Bemes-
sungsleistungen zum groBten Teil in den dem Ubertragungsnetz unterlagerten Spannungsebe-
nen angeschlossen werden, sodass die Einspeisung von Leistung rdumlich und netztechnisch

an anderer Position erfolgt und weiteren Restriktionen unterliegt.

Weiteren Einfluss auf die Energieversorgungssysteme hat der regulatorische Rahmen, der in
Europa durch die Europiische Union (EU) und die nationale Gesetzgebung vorgegeben und
durch die Agency for the Cooperation of Energy Regulators (ACER) sowie die nationalen Re-
gulierungsbehorden (in Deutschland die Bundesnetzagentur (BNetzA)) und den Verband Eu-
ropiischer Ubertragungsnetzbetreiber (European Network of Transmission System Operators
for Electricity (ENTSO-E)) umgesetzt bzw. kontrolliert wird. Mit dem Ziel einen gemeinsa-
men, diskriminierungsfreien und grenziiberschreitenden Energiebinnenmarkt zu schaffen [1.4],
um die Energieversorgung nachhaltiger, preisglinstiger und sicherer zu machen, ist eine Zu-
nahme des grenziiberschreitenden Stromhandels verbunden, sodass auch hierdurch weitere
Transportaufgaben vom elektrischen Energieversorgungsnetz iibernommen werden miissen.
Insbesondere Deutschland ist hiervon aufgrund seiner geographisch zentralen Lage innerhalb
Europas betroffen. Bild 1.3 zeigt die Auswirkungen des Stromhandels am Beispiel des physi-

kalischen Stromaustausches Deutschlands mit seinen Nachbarldndern.
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Bild 1.3 Physikalischer Stromaustausch Deutschlands mit Nachbarldandern [1.5]
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International ist in den nichsten Jahren und Jahrzehnten von einem weiteren Ausbau der
Ubertragungskapazititen zwischen den Lindern auszugehen. Fiir das Netzgebiet der ENTSO-E
beschreibt der Ten Year Network Development Plan (TYNDP) die geplanten
Leitungsausbauprojekte. Die Ergebnisse des TYNDP 2016 sind in Bild 1.4 dargestellt.
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Bild 1.4 Ergebnisse des TYNDP der ENTSO-E [1.22]

Den vorgenannten Herausforderungen steht jedoch an vielen Stellen, vor allem in Deutschland

und an seinen Grenzen [1.6], ein verzogerter Netzausbau gegeniiber.

Die beschriebenen Entwicklungen erhdhen insgesamt die Transportaufgaben der elektrischen
Energieversorgungsnetze und fiihren zunehmend zu einem Betrieb der Netze an ihren Betriebs-
grenzen. Der Belastungszustand eines Netzes bestimmt sich durch die Last, die Einspeisungen
aus erneuerbaren Energien und den Kraftwerks- und Speichereinsatz, der sich durch die Markt-
teilnehmer bildet und als Dispatch bezeichnet wird. Da dieser Dispatch den sich ergebenden
Netzzustand und die Restriktionen des Netzes nicht beziechungsweise nur teilweise beriicksich-

tigt!, filhren Netzbetreiber einen sogenannten Redispatch, also Anpassungen am Kraftwerks-

' beispielsweise durch Net-Transfer-Capacities (NTCs)
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und Speichereinsatz durch, um die Betriebsgrenzen des Netzes wieder einzuhalten®. Hierbei
sind insbesondere die zuldssige Stromtragfihigkeit der Betriebsmittel des Netzes sowie die zu-
lassigen oberen und unteren Spannungsgrenzen des Netzes zu beriicksichtigen. Diese Betriebs-
grenzen sind nicht nur im fehlerfreien Betriebszustand, der als (n-0)-Fall bezeichnet wird, son-
dern auch in allen fehlerbehafteten Betriebszustinden, die als (n-1)-Fille bezeichnet werden,
einzuhalten. Fiir Deutschland zeigt Bild 1.5 beispielhaft die Zunahme der jahrlichen Engpass-

arbeit durch Redispatchmafinahmen und der Anzahl der Engpassstunden pro Jahr.
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Bild 1.5 Engpassarbeit® und Engpassstunden in Deutschland (Daten aus [1.8], [1.9], [1.10], [1.11],
[1.12],[1.13],[1.14])

Die Auswertungen zeigen, dass der beschriebene Strukturwandel des elektrischen Energiever-
sorgungssystems einen deutlich zunehmenden Bedarf von Redispatchmaflnahmen zur Folge
hat, von dem aufgrund der dargestellten Entwicklungen fiir die ndchsten Jahre eher angenom-
men werden muss, dass er weiter steigt, wenngleich die Maflnahmen der Netzentwicklungs-
plane. Da die den Kraftwerks- und Speicherbetreibern beim Redispatch entstehenden wirt-
schaftlichen Schidden und der entstehende Aufwand von den Netzbetreibern zu kompensieren

sind, ist der Netzbetreiber angehalten, die Wiederherstellung eines sicheren Systembetriebs

2 Weitere marktbezogene MaBnahmen der Netzbetreiber wie beispielsweise Countertrading werden in dieser

Arbeit nicht gesondert betrachtet, sondern unter Redispatch subsumiert.

3 [1.9] waren keine Angaben zur Engpassarbeit fiir das Jahr 2011 zu entnehmen.
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moglichst kostenoptimal durchzufiihren*. Es ergibt sich somit aus Sicht des Netzbetreibers das
Optimierungsproblem, die Kosten fiir die Wiederherstellung eines sicheren Systembetriebs zu
minimieren. Wenn keine Grenzwertverletzungen vorliegen oder diese beseitigt wurden, sind
die Kosten der Betriebsfithrung zu minimieren ohne hierbei Grenzwertverletzungen zu verur-
sachen. Als variable Kosten der Betriebsfithrung sind im Wesentlichen die Netzverluste anzu-
sehen [1.19], die der Netzbetreiber beispielsweise durch Blindleistungseinsatz beeinflussen
kann. Bild 1.6 zeigt beispielhaft die Netzverluste® und ihren Anteil am Nettostromverbrauch in

Deutschland fiir ausgewaihlte Jahre.
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Bild 1.6 Netzverluste und ihr Anteil am Nettostromverbrauch in Deutschland (Daten aus [1.20])
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Im Vergleich der Grof3enordnungen von Engpassarbeit und Netzverlusten zeigt sich, dass beide
dhnliche GroBenordnungen aufweisen und daher keine der beiden Groflen vorrangig vor der
anderen optimiert werden sollte. Nach den Kosten fiir Regelleistung sind die Kosten fiir Netz-

verluste die zweitgrofSten Hilfsdienstkosten der deutschen Netzbetreiber [1.19].

1.2 Zielstellungen und Forschungsfragen
Diese Arbeit hat zwei wesentliche Zielstellungen. Zum einen soll das im vorherigen Abschnitt

skizzierte Optimierungsproblem detailliert erldutert und mdglichst genau formuliert werden.

4 Die in Deutschland speziellen Anforderungen an die MaBnahmen zur Herstellung der Systemsicherheit nach
§ 13 EnWG [1.7] sind nicht Bestandteil der Ausarbeitungen in dieser Arbeit, da der Fokus dieser Arbeit auf
den grundsitzlichen technischen Zusammenhingen des elektrischen Energieversorgungsnetzes und nicht auf
den regulatorischen Besonderheiten einzelner Lander liegt.

5 Dargestellt sind in Bild 1.6 die Netzverluste aller Spannungsebenen.
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Hierbei soll sowohl der Wirk- als auch der Blindleistungseinsatz beriicksichtigt werden. Die
detailgenaue Modellierung des Netzes und seiner Gleichungssysteme bildet daher einen der
Schwerpunkte dieser Arbeit. Durch die Losung des Optimierungsproblems sollen die Kosten
fiir die Netzverluste und den Redispatch minimiert werden. Zum anderen soll das Optimie-
rungsproblem zur kostenoptimalen Wiederherstellung und Kostenminimierung des sicheren
Systembetriebs moglichst global-optimal gelost werden. Ein weiterer Schwerpunkt sind somit
die hierzu mathematisch notwendigen Formulierungen und die auf ein Mindestmall zu be-
schrinkenden notwendigen Nédherungen zur global-optimalen Losung des Optimierungsprob-
lems. Die notwendigen Niherungen sollen hierbei zeitsparend durch Herleitung allgemeingiil-

tiger und kompakter Berechnungsformeln ermittelt werden.

In Deutschland werden die Engpassbeseitigung und die Netzverlustoptimierung auf Basis der
bestehenden regulatorischen Anforderungen als zwei separate Optimierungen durchgefiihrt.
Die Engpassbeseitigung wird als lineares Optimierungsproblem angendhert und die Spannungs-
Blindleistungsoptimierung zur Minimierung der Ubertragungsverluste ausgehend von einem
engpassfreien Zustand optimiert. Einen Uberblick iiber aktuell verwendete Methoden bietet
[1.15]. Da Ubertragungsengpisse in der Regel wesentlich durch Wirkleistungstransporte be-
dingt sind, kénnen die Engpisse durch Anderung der Wirkleistungseinspeisungen beseitigt
werden. Da zumindest im Ubertragungsnetz aufgrund des kleinen R-zu-X-Verhiltnisses eine
dominierende Kopplung zwischen den Spannungsbetrigen und der Blindleistungseinspeisung
besteht, kann das Spannungsniveau mit Hilfe von Blindleistungseinspeisungen beeinflusst wer-
den. Jedoch besteht auch eine Kopplung zwischen Blindleistungseinspeisungen und Ubertra-
gungsengpdssen sowie zwischen Spannungsbandverletzungen und Wirkleistungstransporten.
Es ist daher eine zentrale Forschungsfrage dieser Arbeit, ob die gemeinsame Formulierung und
Losung der Engpassbeseitigung und der Spannungs-Blindleistungsoptimierung vorteilhaft ist.
Es besteht diesbeziiglich beispielsweise die Aussicht, dass eine Transportaufgabe von Wirkleis-
tung, die einen Engpass auf einem Ubertragungsweg verursacht, durch Blindleistungsverinde-
rungen auf einen anderen Ubertragungsweg verschoben werden kann. Des Weiteren sind bei-
spielsweise in Deutschland zunehmend spannungsbedingte Wirkleistungsredispatchmafinah-
men notwendig [1.14]. Um diese Wechselwirkungen zu beriicksichtigen und um unter Umstéin-
den zueinander beziiglich Spannungen und Ubertragungsengpissen kontraproduktive Wirk- be-
ziehungsweise Blindleistungsinderungen zu verhindern, ist es aussichtsreich, die Optimierun-

gen zu verkniipfen.
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Zum Ldsen von Optimierungsproblemen gibt es eine Vielzahl von Ansitzen, die in verschie-
dene Kategorien eingeteilt werden kdnnen. Eine mdgliche Einteilung ist in Bild 1.7 dargestellt.
Uber die dargestellten Kategorien hinausgehend, gibt es noch eine Vielzahl von weiteren Unter-
und Mischformen. Eine umfangreiche Ubersicht iiber Losungsansitze fiir Optimierungsprob-

leme kann beispielsweise [4.8] entnommen werden.

Ansétze zur Lésung von Optimierungsproblemen

A /

Lokale Optimierung Globale Optimierung

A /

Lokal optimierende
analytische Global optimierende analytische Verfahren
Verfahren

Heuristische
Verfahren

Bild 1.7 Ubersicht iiber Ansitze zur Losung von Optimierungsproblemen

Zunichst kann die globale Optimierung von der lokalen Optimierung unterschieden werden.
Zufillig kann bei der lokalen Optimierung ein globales Optimum gefunden werden, jedoch
kann im Rahmen der lokalen Optimierung nicht sichergestellt werden, dass tatsdchlich ein glo-

bales Optimum ermittelt wird.

Heuristische Verfahren bieten sich an, wenn das Optimierungsproblem nicht explizit formu-
lierbare Funktionen enthélt, sehr groB3, nichtlinear und/oder nichtkonvex ist und nicht zwingend
ein globales Optimum gefunden werden muss. Heuristische Verfahren basieren beispielsweise
auf Simulated Annealing, evolutiondren Algorithmen, Schwarmintelligenzverfahren, Neurona-
len Netze oder selbstlernenden Verfahren. Diese Verfahren suchen das Losungsgebiet teilweise
mit stochastischen, selbstlernenden oder naturinspirierten Ansédtzen nach Optima ab. Die Ver-

fahren benétigen im Allgemeinen einen hohen Rechen- und Zeitaufwand.

Lokal optimierende analytische Verfahren hingegen benutzen analytische Methoden, um ein
Optimum oder mehrere Optima zu finden. Diese Verfahren nutzen beispielsweise den Gradi-
enten der Funktion, um die Anderungsrichtung zum nichsten lokalen Optimum zu bestimmen.
Die Verfahren erfordern im Allgemeinen einen deutlich geringeren Rechen- und Zeitaufwand
als heuristische Verfahren, finden jedoch in vielen Anwendungstéllen nicht so gute Losungen
wie die heuristischen Verfahren, da in letzteren gezielte Strategien implementiert werden kon-

nen, um nicht in lokalen Optima zu verharren.
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Die gezielte globale Optimierung kann nur mit analytischen Verfahren erfolgen, die entweder
die analytischen Eigenschaften der Funktionen nutzen, oder durch ,,intelligentes Ausprobieren*
eine Losung finden. Ein verbreiteter Ansatz ist die Intervallaufteilung (Domain Reduction
[1.16]), bei der die zu optimierende Funktion in mehrere Bereiche unterteilt wird, in denen
jeweils lokal optimiert wird. Durch Vergleich der lokalen Optima wird ein globales Optimum

ermittelt.

Bezugnehmend auf die Zielstellung dieser Arbeit, moglichst die global-optimale Losung des
Optimierungsproblems zu finden, kommen fiir den sogenannten Optimal Power Flow nur glo-
bal optimierende analytische Verfahren in Betracht. Solche Verfahren nutzt beispielsweise BA-
RON [5.2], jedoch ist eine lange Rechenzeit zu erwarten, da das zu 16sende Optimierungsprob-
lem nicht explizit formulierbare Funktionen enthélt, sehr grof3, nichtlinear und nichtkonvex ist.
Es ergibt sich daher als weitere zentrale Forschungsfrage fiir diese Arbeit, ob das Optimierungs-
problem so angenihert und dann sequentiell gelost werden kann, dass die Ndherung in jedem
Schritt der sequentiellen Optimierung einen so kleinen Fehler hat, dass weiterhin davon ausge-
gangen werden kann, dass durch die Losung des angenédherten Optimierungsproblems ein glo-
bales Optimum gefunden wird. Insbesondere sind hierbei die Unterschiede zwischen linearen
und quadratischen Ndherungen zu vergleichen, und es ist zu untersuchen, ob die sequentielle
Optimierung konvergiert oder divergiert. Der Ansatz einer Ndherung bietet sich immer dann
an, wenn davon ausgegangen oder vermutet werden kann, dass die Zielfunktion und die Ne-
benbedingungen des Optimierungsproblems durch die Ndherung — in dieser Arbeit linear oder
quadratisch — gut angendhert werden konnen. Dies erscheint im Anwendungsfall dieser Arbeit
aussichtsreich, da die Basisgleichungen des Netzes in komplexer und kartesisches Darstellung
nur quadratische Nichtlinearititen aufweisen®. Linearisierungen und zunehmend auch quadra-
tische Ndherungen wurden dariiber hinaus fiir den Optimal Power Flow bereits 6fter, beispiels-
weise in [4.1], [4.2], verwendet. Es besteht beziiglich des angendherten Optimierungsproblems
zudem die Aussicht, dass es mit hierfiir spezialisierten analytischen Verfahren in akzeptabler
Zeit global-optimal gelost werden kann. Ein Optimierungsproblem mit quadratischer Zielfunk-
tion und lediglich linearen Nebenbedingungen wird als Quadratisches Optimierungsproblem

(Quadratic Programming — QP) bezeichnet, auch wenn es vollstindig als linear beschrianktes

¢  Einige der zu beriicksichtigenden Funktionen, wie beispielsweise die Betragsfunktionen oder Umkehrfunktio-

nen, sind hohergradig nichtlinear, sodass die Abweichungen der quadratischen Naherung verglichen mit den
tatsdchlichen Ergebnissen einer Leistungsflussberechnung untersucht werden miissen.
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quadratisches Optimierungsproblem (linearly constrained Quadratic Programming — LCQP)
bezeichnet werden miisste. Der in dieser Arbeit favorisierte Ansatz mit quadratischer Zielfunk-
tion und quadratischen Nebenbedingungen wird als quadratisch beschrianktes quadratisches Op-

timierungsproblem (quadratically constrained Quadratic Programming — QCQP) bezeichnet.

1.3 Losungsansatz und Aufbau der Arbeit

Die global-optimale Losung des beschriebenen Optimierungsproblems in vertretbarer Rechen-
zeit ist eine Herausforderung, die entweder Nédherungen [1.17], eine Beschrankung des unter-
suchten Netzgebiets beziechungsweise der beriicksichtigten Variablen und Nebenbedingungen,
die Akzeptanz eines nur lokalen Optimums und/oder die Aufteilung in Teilprobleme erfordert
oder deren Losung nur bei Nutzung von GroBrechnern und unter Inkaufnahme von langen Re-
chenzeiten moglich ist. Insbesondere die zeitpunktiibergreifende Optimierung ist weiterhin Ge-

genstand aktueller Forschung [1.18].
Den im Folgenden genauer beschriebenen Losungsansatz dieser Arbeit zeigt Bild 1.8.

In Kapitel 2 dieser Arbeit werden in Abschnitt 2.1 zundchst die Grundlagen zur Netzmodellie-
rung, in Abschnitt 2.2 die allgemeinen Grundlagen von Optimierungsproblemen und in Ab-
schnitt 2.3, aufbauend auf den Abschnitten 2.1 und 2.2, der allgemeine Optimal Power Flow
und die optimierte Engpassbeseitigung beschrieben. Aufbauend auf den Grundlagen zur Netz-
modellierung und zu Optimierungsproblemen lassen sich Optimierungsprobleme fiir den Opti-

mal Power Flow und die optimierte Engpassbeseitigung aufstellen.

Die Darstellungen in Kapitel 2 ergeben eine security-constrained economic redispatch opti-
mization und zeigen, dass eine Umkehrfunktion der Leistungsgleichung erforderlich ist, um
nichtlineare und damit in vielen Féllen nichtkonvexe Gleichheitsnebenbedingungen zu elimi-
nieren. In Kapitel 3 wird zunédchst die Umkehrbarkeit der Leistungsgleichung untersucht. Da
die Umkehrbarkeit der Leistungsgleichung nur in Ausnahmefillen gegeben ist, gibt es eine
Vielzahl von Ansitzen zur Herstellung der Umkehrbarkeit beziehungsweise zur Losung, die
vorgestellt und verglichen werden. Hierbei steht das Ziel, die Netzregelung zum Ausgleich der
Wirkleistungsbilanz im Netz moglichst genau abzubilden, im Vordergrund. Eine solche Netz-
regelung bewirkt, wie gezeigt wird, die Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung, wo-
bei ein sogenannter Verteilter Slack die groBte Ubereinstimmung mit dem tatséichlichen Leis-

tungsausgleich durch Regelleistung hat.
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Sequentielle quadratische Optimierung mit innerer sequentieller Konvexifizierun

Eingangsdaten > Start der Optimierung > Kapitel 2
v v

(n-0)-Leistungsflussberechnung (n-1)-Leistungsflussberechnungen
und Auswertung der Spannungs- und Auswertungen der Kapitel 3
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| |
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Bild 1.8 Sequentielle quadratische Optimierung mit innerer sequentieller Konvexifizierung

In dieser Arbeit wird angestrebt, das globale Optimum zu finden, indem keine der beriicksich-
tigten Einflussgroen oder Wechselwirkungen im Vorhinein vernachldssigt werden, sondern
indem Niherungen erst so spit wie moglich innerhalb des sequentiellen Ablaufs durchgefiihrt
werden. Nédherungen sollen daher auch nicht durch technische Vernachldssigungen erfolgen,
sondern nur dort zielgerichtet angewendet werden, wo sie zur Losung des Optimierungsprob-
lems mathematisch erforderlich sind, damit sich moglichst geringe Abweichungen zwischen

den durch die Ndherung prognostizierten Werten und den durch Leistungsflussberechnungen

11
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ermittelten Werten ergibt. Daher kommen die Darstellungen in den Kapitel 2 und 3 ohne Ver-
nachlédssigungen und Niherungen aus. Erst ab Kapitel 4 und 5 werden Néaherungen fiir alle in
die Zielfunktion und Nebenbedingungen des Optimierungsproblems eingehenden Funktionen
erarbeitet, die eine ndherungsweise sequentielle Losung des Optimierungsproblems ermogli-
chen. Optimierungen auf Basis quadratischer Ndherungen konnen einen Mittelweg zwischen
Optimierungen mit linearen Ndherungen und Optimierungen nichtlinearer und nichtkonvexer
Funktionen darstellen. Lineare Ndherungen sind in vielen Féllen ungenau, aber lineare Opti-
mierungsprobleme sind innerhalb ihrer Genauigkeit zuverldssig global-optimal 16sbar. Ohne
Néherungen sind Optimierungen nichtlinearer und nichtkonvexer Funktionen nur in nicht ak-
zeptabler Zeit und ohne Garantie des globalen Optimums l6sbar. Quadratische Néherungen be-
riicksichtigen ndherungsweise die Nichtlinearitdt der Funktionen, konnen jedoch unter Ausnut-

zung der besonderen Eigenschaften quadratischer Funktionen besser gelost werden.

Der Losungsansatz dieser Arbeit beinhaltet daher eine quadratische Naherung der Zielfunktion
und der Nebenbedingungen des Optimierungsproblems. Es ist hierbei besonders hervorzuhe-
ben, dass die Umkehrfunktion der Leistungsgleichung in dieser Arbeit nicht nur linear, also
durch Invertierung der Jakobimatrix der Leistungsgleichung, sondern ebenfalls quadratisch ge-
bildet wird, wodurch angestrebt wird, eine geringe Abweichung zwischen den durch die ange-
ndherten Funktionen prognostizierten Werten und den durch Leistungsflussberechnungen er-

mittelten Werten zu haben.

Jedoch sind quadratische Optimierungsprobleme im Allgemeinen nichtkonvex. Ansdtze zur
Ldsung von nichtkonvexen quadratischen Optimierungsproblemen mit nichtkonvexen quadra-
tischen Nebenbedingungen sind beispielsweise in [5.1] beschrieben. In ihren eigenen jeweili-
gen Publikationen bezeichnen sich BARON [5.2], [5.3], GloMIQO2 [5.4] oder SCIP [5.5] als
am schnellsten fiir diese Problemklasse. SCIP hat iiber die OPTI Toolbox [5.6] eine direkte
MATLAB-Schnittstelle [4.3] und steht fiir die akademische Nutzung kostenlos zur Verfiigung.
Eine Losung mit SCIP ist fiir die Ausarbeitungen in dieser Arbeit ausprobiert worden, jedoch
haben sich unbrauchbar lange Rechenzeiten ergeben, ohne dass das globale Optimum gefunden
beziehungsweise festgestellt werden konnte’. Uber GAMS [5.7] wire der Zugriff auf weitere

Losungssoftwares flir Nichtlineare Optimierung (Nonlinear Programming — NLP) moglich, die

7 Erfolgreich getestet wurde SCIP am IEEE-9-Knoten-Netz [2.2]. Fiir das in den Fallstudien dieser Arbeit ver-
wendete 120-Knoten-Netz (vgl. Abschnitt 7.1) wurden die Optimierungen nach mehreren Tagen Berechnungs-
dauer abgebrochen.

12
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teilweise ebenfalls eine globale Optimierung erlauben, jedoch heuristische und keine analyti-
schen Ansitze verfolgen. Eine Ubersicht iiber die Problemklassen, die von CPLEX [5.1] oder
Gurobi [5.9] gelost werden konnen, zeigt Tabelle 1.1.

Tabelle 1.1 Ubersicht iiber Optimierungsprobleme und Losbarkeit durch CPLEX und Gurobi

Zielfunktion
linear quadratisch konvex quadratisch nichtkonvex
é linear konvexes (MI)LP konvexes (MI)QP nichtkonvexes (MI)QP
= .
.iz gn qulijrr;t;(:h (ﬁggéisp konvexes (MI)QCQP
% °01  quadratisch
z nichtkonvex

CPLEX und Gurobi werden fiir diese Arbeit ausgewéhlt, weil sie eine direkte MATLAB-
Schnittstelle besitzen, weil sie die Problemklassen, die sie angeben, 16sen zu konnen, auch glo-
bal optimal 16sen, und weil sie mit akademischer Lizenz kostenlos verfiigbar sind. Die Bezeich-
nung ,,(MI)*“ in Tabelle 1.1 kennzeichnet die Fihigkeit gemischt-ganzzahlige Probleme (Mixed
Integer Programming) zu 16sen. Diese Fahigkeit ist in dieser Arbeit zur Beriicksichtigung von
voneinander abhdngigen Variablen in einer Variablengruppe (beispielsweise Special Ordered
Sets vom Typ 1 oder 2 — SOS1 oder SOS2) notwendig (vgl. Abschnitt 2.2.1). Die in Tabelle 1.1
griin hinterlegten Optimierungsprobleme konnen im Gegensatz zu den rot hinterlegten von
Gurobi oder CPLEX gelost werden. Die nichtkonvexen Optimierungsprobleme vom Typ
QCAQP in dieser Arbeit konnen somit ohne weitere Bearbeitung der Modellierung, die als Kon-

vexifizierung bezeichnet wird, von Gurobi oder CPLEX nicht geldst werden.

In Kapitel 5 werden nichtkonvexe Funktionsbestandteile anhand der Eigenwerte der Hessemat-
rizen identifiziert, indem zunichst eine Hauptachsentransformation der quadratischen Zielfunk-
tion und jeder quadratischen Nebenbedingung durchgefiihrt wird. Diese Identifizierung ermog-
licht die selektive Konvexifizierung der nichtkonvexen Funktionsbestandteile. Die nichtkonve-
xen Funktionsbestandteile werden durch stiickweise Linearisierungen konvexifiziert und ange-
nidhert, sodass das Optimierungsproblem als gemischt-ganzzahliges quadratisch beschrinktes
quadratisches Optimierungsproblem (mixed-integer quadratically constrained quadratic pro-
gram — MIQCQP) modelliert und geldst werden kann. Das beschriebene Vorgehen beschrankt
den zusétzlichen Prognosefehler der stiickweisen Linearisierung auf die nichtkonvexen Funk-
tionsbestandteile und macht die Losung des Optimierungsproblems leichter, da verglichen mit
einer stiickweisen Linearisierung der gesamten Funktionen weniger SOS-Bedingungen erfor-

derlich sind.
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Das vollstindige Optimierungsmodell wird sodann in Kapitel 6 aufgestellt. Zusammen mit der
Startwertermittlung in Abschnitt 6.4 ergibt sich ein Optimierungsalgorithmus, der die nichtli-
neare nichtkonvexe Charakteristik der Netzgleichungen, entweder mit Hilfe von quadratische
Naherungen fiir die konvexen Funktionsbestandteile oder mit Hilfe von stiickweisen Lineari-
sierungen der nichtkonvexen quadratisch angendherten Funktionsbestandteile, berticksichtigt

und somit nicht auf die Suche lokaler Minima beschréankt bleibt.

In Kapitel 7 werden im Rahmen einiger Fallstudien Antworten auf die Forschungsfragen dieser

Arbeit gesucht und gepriift, ob die Zielstellungen der Arbeit erreicht wurden.

Die Arbeit schliet mit einer Zusammenfassung in Kapitel 8 und mit einem Ausblick auf Wei-

terentwicklungen und weitere Verbesserungen in Kapitel 9.
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

In diesem Kapitel werden die mathematischen und methodischen Grundlagen fiir die Ausarbei-
tungen in den noch folgenden Kapiteln beschrieben. Das Kapitel gliedert sich in Abschnitt 2.1,
in dem die Grundlagen zur Netzmodellierung beschrieben werden, in Abschnitt 2.2, in dem die
Grundlagen zur Optimierung dargestellt werden und in Abschnitt 2.3, in dem aufbauend auf
den Abschnitten 2.1 und 2.2 der allgemeine Optimal Power Flow und die optimierte Engpass-

beseitigung formuliert werden.

Die Beschreibungen in den folgenden Abschnitten bemiihen sich um eine mdglichst allgemeine
Darstellung, sodass eine weitreichende Verwendung iiber die Anwendungsfille dieser Arbeit

hinaus mdglich ist.

2.1 Grundlagen zur Modellierung des Netzes

Die Modellierung des Netzes und der Netzbetriebsmittel erfolgt in dieser Arbeit in Anlehnung
an [2.3], [2.4]. Das Netz wird durch Knoten und Zweige nachgebildet, wobei die Verbindung
von mindestens zwei Knoten miteinander als Zweig bezeichnet wird. Als Zweige werden in
dieser Arbeit Einspeisungen, Lasten, Leitungen und Transformatoren beriicksichtigt. Die Mo-
dellierung dieser Netzbetriebsmittel wird im folgenden Abschnitt 2.1.1 beschrieben. In Ab-
schnitt 2.1.2 wird beschrieben, wie die Netzbetriebsmittel zu einem knotenorientierten Netz-

gleichungssystem verkniipft werden.

2.1.1 Modellierung der Netzbetriebsmittel

Die Netzbetriebsmittel werden in dieser Arbeit als Zwei- oder Vierpole® modelliert. Die Pole
der Modelle werden auch als Klemmen oder Terminals bezeichnet. Zwei Pole, Klemmen be-
ziehungsweise Terminals bilden gemeinsam ein Tor. Der allgemeine Zwei- oder Vierpol kann
sowohl passive Langs- und Querelemente, beispielsweise Widerstinde, Induktivititen und Ka-
pazitéten, als auch aktive Elemente, beispielsweise Quellen, enthalten. Bild 2.1 zeigt das Er-
satzschaltbild eines allgemeinen Zweipols und Bild 2.2 das Ersatzschaltbild eines allgemeinen
Vierpols. Die Spannungen an den Toren sowie die Strome an den Klemmen sind mit /, m und
n indiziert. Die Spannungen und Strome sind einheitlich entsprechend des Verbrauchzéhlpfeil-

systems einander zugeordnet.

8 Die Modellierung von Sechspolen, beispielsweise von Dreiwicklungstransformatoren, kann analog erfolgen.
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Bild 2.1 Allgemeines Zweipol-Ersatzschaltbild Bild 2.2 Allgemeines Vierpol-Ersatzschaltbild

Die Klemmenbeziehungen von Strémen und Spannungen sind in GI. (2.1) fiir einen Zweipol

und in GI. (2.2) fiir einen Vierpol in Admittanzform dargestellt.
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Die Einspeisungen und Lasten werden in dieser Arbeit durch ideale Quellen ohne passive Ele-
mente und als Zweipol modelliert. Bild 2.3 zeigt das Quellen-Ersatzschaltbild einer Einspei-

sung oder Last in Zweipoldarstellung.

Bild 2.3 Quellen-Ersatzschaltbild einer Einspeisung oder Last in Zweipoldarstellung
Fiir eine ideale Einspeisung oder Last ergibt sich die Zweipol-Admittanz in GI. (2.3) zu Null.
Y, =0 (2.3)

In Tabelle 2.1 werden die Vierpoldarstellungen einer Leitung und eines Transformators darge-
stellt. Leitungen und Transformatoren werden in dieser Arbeit durch passive Ersatzschalt-

bildelemente ohne Quellen modelliert.
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

Tabelle 2.1 Vierpoldarstellungen einer Leitung und eines Transformators
II-Ersatzschaltbild einer Leitung T-Ersatzschaltbild eines Transformators
_______ 1
N 1,

I
- - -

Fiir die Leitung ergibt sich mit Hilfe der Ad-
mittanzen in Gl. (2.4) und (2.5)

Yee =%(G+ja)C) (2.4)

(2.5)

Yoy = ———
R+ x

die Zweipol-Admittanzmatrix in Gl. (2.6).

Yy

Yex + Y6 (2.6)
Yex +Yoc '

~Ypx

Fiir den Transformator ergibt sich mit Hilfe der Admit-

tanzen in Gl. (2.7) und (2.8)

L ys ;
i’ (RUS +JX<5US) @.7)
: .
= 3 =Y
Ros +1X 508
1 1
Yy=—+— 2.8)
RFe JXh
die Vierpol-Admittanzmatrix in Gl. (2.9).
N P — -
|2| Ys (Zos +Xh) —U Y Yo
Yis+Yos+Y, Yis+Yos+Y, (2.9)

Yo (KUS +Y, )
Yis+Yos+Y,

P
—uY s Yos

Yis+Yos+Y,

Fiir alle Zweige des Netzes werden die Zweipol- und Vierpol-Admittanzmatrizen in blockdia-

gonaler Form in der Zweig-Admittanzmatrix ¥ ,, zusammengefasst. Gl. (2.10) zeigt die Klem-

menbeziehungen aus Gl. (2.1) und (2.2) fiir alle Zweige.

i,=Y, u, +1;,

(2.10)

In GI. (2.10) ist i, ein Vektor, der die Zweigstrome an den jeweiligen Klemmen enthélt. Der

Vektor u, enthilt die jeweiligen Spannungen an den Toren der Zweige’. Der Vektor i 74 €Nt-

hélt die Quellenstrome.

9

Zweige gemessen werden konnten, sind.

Zur Vermeidung von Missverstindnissen wird verdeutlicht, dass dies nicht die Spannungen, die lings der

17




2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

Ausgehend von Gl. (2.10) konnen die Betrdge der Zweigstrome in Gl. (2.11) berechnet werden,

die fiir die Berticksichtigung von Stromgrenzwerten i aus Gl. (2.12) als Nebenbedingungen

Z,max
im Rahmen der Optimierung wichtig sind. Fiir Leitungen enthélt #, . den thermischen Grenz-

strom und fiir Transformatoren den Bemessungsstrom.

i, =i =¥, u, +i, | =i, + i, @.11)

(2.12)

iZ S iZ,maX
Durch Multiplikation des konjugiert-komplexen Zweigstromvektors aus Gl. (2.10) mit einer

Diagonalmatrix U, der Klemmenspannungen der Zweige ergeben sich in Gl. (2.13) die Klem-
menscheinleistungen s, der Zweige, bestehend aus den Zweigwirkleistungen p, und Zweig-

blindleistungen ¢, .

;=P +34,=3U; i, =3U, Y, u, (2.13)
Die vorstehenden Gleichungssysteme enthalten nur ungekoppelte Zweig- beziehungsweise
KlemmengroBen, jedoch keine Informationen iiber die Topologie des Netzes. Das Aufstellen
von topologischen Matrizen des Netzes sowie die Verkniipfung der Zweiggleichungen mit

Hilfe der topologischen Matrizen zu einem knotenorientierten Netzgleichungssystem erfolgt in

Abschnitt 2.1.2.

2.1.2 Aufstellen des knotenorientierten Netzgleichungssystems
Zur Beschreibung der Netzgleichungssysteme wird in dieser Arbeit die knotenorientierte Dar-
stellung [2.2] verwendet. Als Zustandsvektor des Netzes dient somit der Knotenspannungsvek-

tor u, in Gl. (2.14).

Y = - (cosdy +jsindy ) =u, + juy (2.14)

Uy =y -
Ausgehend vom Knotenspannungsvektor konnen die Betrdge der Knotenspannungen in
GI. (2.15) berechnet werden, die fiir die Beriicksichtigung der Spannungsgrenzen aus Gl. (2.16)

als Nebenbedingungen im Rahmen der Optimierung wichtig sind.

uy =|yK|=1/ué’r+uf<,i (2.15)

u <u,<u (2.16)

K,min K, max
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

Die topologischen Informationen, welche Zweige mit welchen Knoten verbunden sind, werden
in der Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix KZ eingetragen'®. Deren Zeilenanzahl entspricht der
Knotenanzahl des Netzes und deren Spaltenanzahl entspricht der Zweiganzahl des Netzes. st
ein Zweig mit einem Knoten verbunden, steht an der entsprechenden Stelle in der Matrix eine

Eins, sonst eine Null.

Mit Hilfe der Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix kdnnen die Knotenpunktsatze in Gl. (2.17) formu-
liert werden.

KZ-i,=0, (2.17)
Es lassen sich zudem in Gl. (2.18) die Torspannungen der Zweige u, aus den Knotenspannun-

gen u, berechnen.

EZZKZT'EK (2.18)

Einsetzen der Gl. (2.10) und (2.18) in GI. (2.17) liefert GI. (2.19).
KZ-i,=0,=KZ-Y,,-u,+KZ-i, =KZ-Y,, KZ" -u, +i, (2.19)
In Gl. (2.19) ist iy = KZ-i,  der Knotenstromvektor, welcher die den Knoten zugeordneten

Stromquellen der Einspeisungen und Lasten enthdlt. Durch Umformen von Gl. (2.19) ergeben

sich die Knoten-Admittanzmatrix ¥, =—KZ-Y ,, - KZ" und die Stromgleichung (2.20).

~KZ-Y,, KZ" -uy =Y ug =iy (2.20)
Ausgehend vom Knotenspannungsvektor als Zustandsvektor des Netzes konnen alle anderen
GroBen des Netzes berechnet werden. Vorgreifend auf die Optimierung in Kapitel 6, in der die
Netzverluste in der Zielfunktion sowie die Aussteuergrenzen der Knotenleistungen als Neben-
bedingungen beriicksichtigt werden, werden die entsprechenden Gleichungen im Folgenden

angegeben.

Durch Multiplikation des konjugiert-komplexen Knotenstromvektors in Gl. (2.20) mit einer Di-
agonalmatrix U, der Knotenspannungen u, ergibt sich die Leistungsgleichung (2.21) fiir die

Knotenscheinleistungen s, , bestehend aus den Knotenwirkleistungen p, und Knotenblind-

leistungen ¢, .

10 Es handelt sich um eine reduzierte Knoten-Zweig-Inzidenzmatrix, da der Bezugsknoten (,,die Erde*) nicht
enthalten ist.
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

Sk = P+ §4x =3 Uy i =3-U - Yige 2 (2:21)
Fiir den Knotenleistungsvektor s, konnen die Aussteuergrenzen fiir die Wirk- und Blindleis-

tungsanteile mit den Gl. (2.22) und (2.23) berechnet werden.

pK,min < pK < pK,maX (222)
qK,min < qK < qK,max (223)
Zur Berechnung des Leistungsbedarfes S, des Netzes in Gl. (2.24) und seinen Bestandteilen,

dem Wirkleistungsbedarf P, und dem Blindleistungsbedarf Q,,, kann die Summe iiber alle

Knotenleistungen gebildet werden.

Sy =P 0y =3 uy Yoy (2.24)

2.2 Grundlagen zur Optimierung

Die Darstellungen in den folgenden Abschnitten orientieren sich an [2.1], werden aber fiir diese
Arbeit angepasst. In Abschnitt 2.2.1 wird der allgemeine Aufbau von Optimierungsproblemen
dargestellt. In Abschnitt 2.2.2 wird die Konvexitit von Optimierungsproblemen und ihre Aus-

wirkungen auf die globale Optimierung behandelt.

2.2.1 Aufbau von Optimierungsproblemen

Die fiir diese Arbeit relevanten Optimierungsprobleme bestehen aus einer skalaren reellen Ziel-

funktion f (x) und verschiedenartigen skalaren reellen Nebenbedingungen n (x) , die das Lo-

sungsgebiet der Zielfunktion beschrinken. Komplexe Funktionen oder Variablen werden in
dieser Arbeit in Real- und Imaginérteil aufgeteilt. Optimierungen von komplexen Funktionen
beziehungsweise Nebenbedingungen mit komplexen Variablen sind zwar grundsitzlich mit
Hilfe des Wirtinger-Kalkiils denkbar [2.6], [2.7], [2.8], [2.9], werden aber in dieser Arbeit nicht
durchgefiihrt. Die Zielfunktion eines Optimierungsproblems kann entweder maximiert oder mi-
nimiert werden, wobei das in dieser Arbeit vorliegende Problem als Minimierungsproblem for-

muliert wird.

Der Vektor x enthélt die Variablen (oder auch Parameter oder StellgroBBen), die zur Optimie-
rung der Zielfunktion variiert werden konnen. Die Variablen konnen in verschiedenen Wer-

tebereichen definiert sein, iiber die in Tabelle 2.2 eine Ubersicht dargestellt ist:
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

Tabelle 2.2  Wertebereiche der Variablen eines Optimierungsproblems

Beschreibung Wertebereichsdefinition
kontinuierlich x. eR
ganzzahlig x el
binér x, €{0;1}

Nebenbedingungen kdnnen in verschiedenen Formen und Kombinationen auftreten. In dieser

Arbeit werden die Nebenbedingungen in Tabelle 2.3 beriicksichtigt:

Tabelle 2.3 Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems

Art der Nebenbedingungen Definition der Nebenbedingung
Aussteuergrenzen X SXS<X
Gleichheitsnebenbedingungen ng (x) =0
Ungleichheitsnebenbedingungen ny (x) <0,
xex' cx

Special-Ordered-Sets

Type 1 (SOSI)!! dlx, :(xk #0vx, =0)

Nick = 0
Nebenbedingungen x,ex'cx
agf Basis von m=l+1
Variablengruppen .
Special-Ordered-Sets Alx, :(x, 20vx, =0)

Type 2 (SOS2)"
ype 2 ( ) 3x, :(x, #0vx, =0)

xj# =0
J#Em

Obwohl in dieser Arbeit nur Variablen mit kontinuierlichem Wertebereich beriicksichtigt wer-
den, ergibt sich durch die Einfiihrung von Special-Ordered-Sets [2.10], [2.11] im Rahmen der
stiickweisen Linearisierung trotzdem eine gemischt-ganzzahlige Problemformulierung (mixed-

integer-problem).

Das sich aus Zielfunktion und Nebenbedingungen ergebende Optimierungsproblem ist in

Gl. (2.25) zusammengestellt.

! Es existiert maximal ein Element x, aus der Teilmenge x’ von x, das ungleich Null ist.

12 Es existieren maximal zwei aufeinanderfolgende Elemente x;, und x, aus der Teilmenge x” von x, die

ungleich Null sind.
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

. (2.25)

Das Losungsgebiet des Optimierungsproblems ergibt sich aus der Schnittmenge der Losungs-
gebiete der Nebenbedingungen. In Bild 2.4 werden beispielhaft die Losungsgebiete zweier Ne-

benbedingungen und deren Schnittmenge dargestellt.

Bild 2.4 Gemeinsames Losungsgebiet zweier Nebenbedingungen

Das Losungsgebiet der ersten Nebenbedingung wird au3en durch die grof3ere in griin gezeich-
nete Ellipse begrenzt, liegt also innerhalb dieser Ellipse und ist mit nach rechts oben geschrig-
ten in griin gezeichneten Linien gekennzeichnet. Das Losungsgebiet der zweiten Nebenbedin-
gung wird innen durch die kleinere in rot gezeichnete Ellipse begrenzt, liegt also auBerhalb
dieser Ellipse und ist mit in rot gezeichneten Gitterlinien gekennzeichnet. Die Schnittmenge
der beiden Losungsgebiete ist somit die Flache, die sowohl geschrégte Linien als auch Gitter-

linien enthélt. Diese Schnittmenge ergibt das Losungsgebiet des Optimierungsproblems.

2.2.2 Konvexitit und globale Optimierung
In diesem Abschnitt werden die Eigenschaften von Optimierungsproblemen, die fiir die weite-

ren Aussagen dieser Arbeit von Bedeutung sind, dargestellt. Fiir die Beweise der nachfolgend
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2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

dargestellten Eigenschaften und beziiglich weiterer Eigenschaften wird auf weiterfiihrende Li-

teratur [2.1], [2.5] verwiesen.

Eine Funktion wird als konvex bezeichnet, wenn ihr Epigraph, also die Menge aller Punkte, die
auf oder {iber ihrem Graphen liegt, eine konvexe Menge ist. Nach [2.5] ist eine Menge konvex,
wenn alle Punkte der Verbindungslinien, die zwischen zwei beliebigen Punkten aus der Menge
gebildet werden konnen, innerhalb der Menge liegen. Die beschriebene geometrische Defini-
tion der Konvexitit einer Menge wird in den weiteren Abschnitten der Arbeit benutzt. Bild 2.5
zeigt beispielhaft eine konvexe Menge (a), eine nichtkonvexe Menge (b) und disjunkte Mengen
(c). Die beiden disjunkten Mengen von (c) in Bild 2.5 sind fiir sich allein betrachtet konvex,
jedoch ist die disjunkte Vereinigung der beiden Mengen nichtkonvex. Aufgrund der vorstehen-
den Definition ist das gemeinsame Losungsgebiet in Bild 2.4 ebenfalls nichtkonvex. Die

Menge d) in Bild 2.5, also alle Punkte auf der Kurve, ist eine nichtkonvexe Menge.

®
® /_\ ®
[
a) b) ¢) d)

Bild 2.5 Beispiele fiir konvexe a), nichtkonvexe b), disjunkte Mengen ¢) und Mengen auf Kurven

Fiir Mengen, die von quadratische Funktionen begrenzt werden, wie sie ab Kapitel 4 in dieser
Arbeit verwendet werden, gibt es neben dem vorgenannten geometrischen Kriterium die Mog-
lichkeit, die Konvexitét auf analytischem Wege zu bestimmen, indem die Eigenwerte der Hes-
sematrix untersucht werden. Eine quadratische Funktion ist immer dann konvex, wenn deren
Hessematrix positiv semidefinit ist, was genau dann erfiillt ist, wenn alle Eigenwerte der Hes-
sematrix gro3er oder gleich Null sind. Von dieser besonderen Eigenschaft quadratischer Funk-

tionen wird in Kapitel 5 Gebrauch gemacht.
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Da die Schnittmenge konvexer Mengen wieder eine konvexe Menge ergibt, und sich das Lo-
sungsgebiet eines Optimierungsproblems aus der Schnittmenge aller Losungsgebiete der Ne-
benbedingungen ergibt, miissen fiir ein konvexes Optimierungsproblem die Losungsgebiete al-
ler Nebenbedingungen konvex sein, also alle Nebenbedingungen konvexe Funktionen sein. Des
Weiteren muss auch die Zielfunktion eines konvexen Optimierungsproblems konvex sein. Op-
timierungsprobleme kdnnen somit in konvexe und nichtkonvexe Optimierungsprobleme unter-
teilt werden. Bei konvexen Optimierungsproblemen ist ein lokales Optimum immer das globale
Optimum, sodass diese einfacher gelost werden konnen, da unabhingig von der Art des Lo-
sungsverfahrens eine lokale Suche ausreicht. Lineare Optimierungsprobleme mit linearer Ziel-
funktion und linearen Nebenbedingungen sind immer konvex, jedoch konnen auch nichtlineare
Optimierungsprobleme konvex sein. Die konvexe Optimierung von Energieversorgungssyste-

men wird beispielsweise in [2.12] thematisiert.

Lokale Minima oder das globale Minimum nichtlinearer Optimierungsprobleme kénnen so-
wohl am Rand als auch innerhalb des Losungsgebiets liegen. Bild 2.6 zeigt in den Bildern a)
bis f) konvexe und nichtkonvexe Zielfunktionen, konvexe und nichtkonvexe Losungsgebiete,

die durch Nebenbedingungen beschriankt sind und die sich daraus ergebenden Lésungen.

________ ————

f)

Bild 2.6 Lokale und globale Minima von Zielfunktionen innerhalb von verschiedenen Losungsgebie-
ten
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¢ Bild a) zeigt eine konvexe Funktion, deren Tiefpunkt innerhalb des konvexen Losungsge-
bietes liegt. Der innerhalb des Losungsgebietes liegende Tiefpunkt ist somit das globale Op-
timum.

¢ Bild b) zeigt dieselbe Funktion wie in a), jedoch mit einem anderen Losungsgebiet, welches
den Tiefpunkt aus a) nicht enthélt. Das Optimum liegt somit nicht im Tiefpunkt der Funk-
tion, sondern an einer Grenze des Losungsgebietes.

e Bild ¢) zeigt dieselbe Funktion wie in a) und b), jedoch ist das Losungsgebiet in ¢) disjunkt
und damit nichtkonvex. Im rechten Teil des Losungsgebiets befindet sich ein lokales Opti-
mum an der Grenze des Losungsgebiets (weill ausgefiillter Kreis) und im linken Teil des
Losungsgebiets findet sich das globale Optimum innerhalb des Losungsgebiets.

e Bild d) zeigt eine nichtkonvexe Funktion mit zwei Tiefpunkten und somit zwei Optima, die
beide innerhalb des Losungsgebiets liegen. Aus dem Vergleich der beiden Funktionswerte
ergibt sich ein lokales Optimum (weill ausgefiillter Kreis) und ein globales Optimum
(schwarz ausgefiillter Kreis).

e Bild e) zeigt dieselbe Funktion wie in d), jedoch mit einem anderen Losungsgebiet, welches
das globale Optimum aus d) nicht enthélt, sodass das lokale Optimum aus d) globales Opti-
mum in e) ist.

o Bild f) zeigt wie c), dass es bei disjunkten Losungsgebieten Optima innerhalb dieser Teillo-
sungsmengen geben kann, die miteinander verglichen werden miissen, wobei im Unter-

schied zu ¢) das globale Optimum in f) nicht am Rand eines Losungsgebiets liegt.

Die Beispiele machen deutlich, dass beim Suchen des globalen Optimums nichtkonvexer Op-
timierungsprobleme mehrere Teillosungsgebiete, mehrere Tiefpunkte und die Rénder der Teil-

16sungsgebiete abgesucht werden miissen.

2.3 Optimal Power Flow und optimierte Engpassbeseitigung
Die Formulierung des ersten verallgemeinerten Optimal Power Flows wird [2.13] zugeschrie-

ben. Der Basisfall des Optimal Power Flows in Gl. (2.26) minimiert die Summe der Kosten fiir

den Wirkleistungseinsatz f, (B) und beschreibt diese als Funktion der Knotenspannungen'?

1

aus Gl. (2.14), die somit die Variablen des Optimierungsproblems darstellen. Die Netzverluste

3 In der Regel, und so auch in dieser Darstellung, werden hierbei die Polarkoordinaten verwendet. Jedoch ist
ebenso eine Darstellung in kartesischen Koordinaten moglich.

25



2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

und ihre Kosten sind in der Zielfunktion von Gl. (2.26) enthalten. Die Losung von Gl. (2.26)
entspricht dem verlustoptimierten Leerlauf, wenn keine weiteren Nebenbedingungen, bspw. die
Festlegung der Wirk- und Blindleistungen von Abnehmern oder eine Wirkleistungsbilanz beim

Redispatch, hinzugefiigt werden.

min(i £(B(duy ))] =min (/ (J.u))

i=1

IN

u uK S uK,max (226)
pK,min < pK (5K’ uK ) < pK,max

ql{,min S qK (51( > uK ) S qK,max

K,min

Als Ungleichheitsnebenbedingungen werden die Spannungsbandgrenzen und die Aussteuer-
grenzen der Generatoren beriicksichtigt, die auf Basis von GI. (2.21) ebenfalls als Funktionen

der Knotenspannungen beschrieben werden.

Autbauend auf [2.13] hat es eine Vielzahl von Losungsansitzen und Erweiterungen gegeben.
Diesbeziigliche Literaturiibersichten sind beispielsweise [2.5], [2.14], [2.15], [2.16], [2.17] zu
entnehmen. Wesentliche Erweiterungen auf Basis der vorgenannten Literaturiibersichten, die
fiir diese Arbeit relevant sind, sind der security-constrained Optimal Power Flow und der eco-
nomic (re)dispatch, deren Eigenschaften in Abschnitt 2.3.1 und 2.3.2 beschrieben werden. In
Abschnitt 2.3.3 wird die in dieser Arbeit durchgefiihrte security-constrained economic redis-

patch optimization beschrieben.

2.3.1 Security-constrained Optimal Power Flow

Die Erweiterung des Basisfalls des Optimal Power Flows hin zum security-constrained Optimal
Power Flow beriicksichtigt zusétzliche im allgemeinen Fall nichtlineare Nebenbedingungen
[2.18]. Haufig werden im security-constrained Optimal Power Flow die Leitungsbelastungen,
je nach Ansatz nur im (n-0)-Fall oder auch in allen relevanten (n-1)-Féllen, beriicksichtigt, wo-
bei in vereinfachten Ansitzen nur der Wirkleistungsfluss auf den Betriebsmitteln und in kom-
plexeren Ansitzen der Betrag des Stromes als MaB fiir die Leitungsbelastung angesetzt wird.
Weitere Nebenbedingungen des security-constrained Optimal Power Flows konnen beispiels-
weise Stabilitdts- oder Kurzschlussindizes sein. In dieser Arbeit wird der Basisfall des Optimal
Power Flow aus Gl. (2.26) zu einem security-constrained Optimal Power Flow erweitert, indem
weitere Ungleichheitsnebenbedingungen fiir den Strombetrag der Zweige aus Gl. (2.12) hinzu-
treten, sodass diesbeziigliche Grenzwertverletzungen vermieden beziehungsweise beseitigt

werden konnen. Gl. (2.27) zeigt das sich so ergebende Optimierungsproblem, welches wie
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Gl. (2.26) um Nebenbedingungen, bspw. die Festlegung der Wirk- und Blindleistungen von

Abnehmern oder eine Wirkleistungsbilanz beim Redispatch, erweitert werden muss.

mm@ﬁ(e(%w))}mm(f (95.m)

Sug <

uK,min uK,max

Prcnin < P (0> ) < P (2.27)
Gicomin < G (O M) < G
i (51( ) ”K) S Uy ax
Weitere Nebenbedingungen fiir (n-1)-Félle sind zusétzlich fiir einen (n-1)-Fall in GI. (2.28)
dargestellt, wobei der Variablenvektor um die Zustandsgrof3en der (n-1)-Félle, die Spannungs-

winkel und -betrdge, erweitert werden muss.

uK,min < uK,(n—l) < uK,max
pK,min < pK,(n-l) (§K,(n-l) 4 uK,(n-l) ) < pK,max

(2.28)
qK,min < qK,(n-l) (6K,(n-l) 4 uK,(n-l) ) < qK,max

i (O oy M) S
Die Verkniipfung der Zustandsgroflen des (n-0)-Falls mit denen der (n-1)-Fille erfolgt iiber
zusitzliche Gleichheitsnebenbedingungen. Diese beschreiben diejenigen GroBen, die im (n-0)-
Fall und im betrachteten (n-1)-Fall gleich sind, was in der Regel die Knotenwirk- und -blind-
leistungen auf Basis von Gl. (2.21) sind. Gl. (2.29) zeigt beispielhaft fiir einen (n-1)-Fall solche
Gleichheitsnebenbedingungen, wobei die Wirk- und Blindleistung an mindestens einem Kno-
ten nicht iiber Gleichheitsnebenbedingungen verkniipft werden diirfen, damit der verénderte

Leistungsbedarf des Netzes im (n-1)-Fall ausgeglichen werden kann.

Dk n-1) (6K,(n—l) > Uy (1) ) = Px (51{ > Uy )

(2.29)
dx (n-1) (JK,(n-l) > Ui (1) ) =qx (51( > Uy )

2.3.2 Economic (re)dispatch

Die Erweiterung des Basisfalls des Optimal Power Flows hin zum economic (re)dispatch kann
die im allgemeinen Fall stiickweisen und nichtlinearen Anfahrts- und Betriebskosten der Kraft-
werke beriicksichtigen und den wirtschaftlich optimalen Kraftwerkseinsatz bestimmen. Zur Be-
riicksichtigung von detaillierten Kostenfunktionen von Kraftwerken und Speichern im Rahmen

des economic (re)dispatch, wie sie beispielsweise bei unterschiedlichen Kosten fiir positive und

27



2 Grundlagen zur Modellierung des Netzes und zur Optimierung

negative Leistungsidnderungen oder Anfahrtskosten auftreten, ist es notwendig, dass die Kno-
tenwirk- und -blindleistungen als Variable des Optimierungsproblems zur Verfiigung stehen.
Hierzu muss der Variablenvektor um diese Variablen erweitert werden. Gl. (2.30) zeigt eine
solche Problemformulierung aufbauend auf Gl. (2.26), wobei die Spannungswinkel und -be-
trige mit den Knotenwirk- und -blindleistungen iiber zusétzliche Gleichheitsnebenbedingungen
verkniipft werden miissen. Wie in Gl. (2.26) und Gl. (2.27) miissen Nebenbedingungen, bspw.
zur Festlegung der Wirk- und Blindleistungen von Abnehmern oder eine Wirkleistungsbilanz

beim Redispatch, hinzugefiigt werden.

min(Zfi(Pi(éK,uK,pK,qK))j:min(f(éK,uK,pK,qK))

U i S Uy S Uy
Pmin < P = Pimax (2.30)
D min < xS D max

P =Re{3-U, Yy ]

g =Im{3-Uy Vi -uy |

2.3.3 Security-constrained economic redispatch optimization

In dieser Arbeit wird eine security-constrained economic redispatch optimization durchgefiihrt
[2.17]. Autbauend auf einem economic dispatch, der sich am Markt gebildet hat, muss der
Netzbetreiber den Blind- und bei Bedarf auch Wirkleistungseinsatz optimieren, um einen mog-
lichst geringen Redispatchaufwand zur Einhaltung aller Netzrestriktionen und moglichst ge-
ringe Netzverluste zu haben. Es werden somit die in den vorangegangenen Abschnitten darge-
stellten allgemeinen Formulierung fiir die Nebenbedingungen des security-constrained Optimal
Power Flow und die detaillierten Kosten des economic (re)dispatch aufgegriffen. Wie in den
beiden vorherigen Abschnitten dargestellt wurde, bedingen sowohl die Nebenbedingungen aus
(n-1)-Féllen im Rahmen des security-constrained Optimal Power Flow als auch die Kraftwerks-
kosten im Rahmen des economic (re)dispatch die Beriicksichtigung von nichtlinearen Gleich-
heitsnebenbedingungen. Das Optimierungsproblem wird durch nichtlineare Gleichheitsneben-
bedingungen immer nichtkonvex, da niemals alle Punkte der Verbindungslinie von zwei Punk-
ten eines nichtlinearen Funktionsgraphen auf dem Funktionsgraphen liegen (vgl. Bild 2.5 in

Abschnitt 2.2.2 und [2.20]).

28
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Da sowohl fiir die Nebenbedingungen der (n-1)-Félle als auch fiir die Kostenfunktionen die
Leistungen die relevanten Variablen beziehungsweise VerkniipfungsgroBen sind, ist es zielfiih-
render, alle anderen Variablen mit Hilfe der Gleichheitsnebenbedingungen zu eliminieren und
nur die Leistungen als Variablen des Optimierungsproblems zu verwenden. Die Zielfunktion
und die Nebenbedingungen werden dann als Funktionen der Leistungen aufgestellt. Gl. (2.31)
zeigt ein solches Optimierungsproblem. Wie in Gl. (2.26), Gl. (2.27) und GI. (2.30) miissen
Nebenbedingungen, bspw. zur Festlegung der Wirk- und Blindleistungen von Abnehmern oder

eine Wirkleistungsbilanz beim Redispatch, hinzugefiigt werden.

min( f (x4 ))
Pxmin < Px < Pk max
4K min qx < G man
Ui < U (Piol) Sty (2.31)
1y oy (Pics G ) < Ui
i, (Do) S

iZ,(n-l) (pK H qK ) S iZ,max

IA

IN

uK,min

Um die in GIL (2.31) enthaltenen Funktionen zu ermitteln, ist eine Umkehrfunktion
u, = f(sy) der Leistungsgleichung s, = f (l_lK) aus Gl. (2.21) erforderlich. In Kapitel 3 wird

zunidchst die Umkehrbarkeit der Leistungsgleichung untersucht. Da die Umkehrbarkeit der
Leistungsgleichung nur in Ausnahmefillen gegeben ist, werden ebenfalls einige Ansitze zur

Herstellung der Umkehrbarkeit vorgestellt und verglichen.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung
In Abschnitt 2.1.2 wurde die Leistungsgleichung (2.21) hergeleitet. Sie beschreibt die nichtli-

nearen Funktionen der Knotenwirk- und -blindleistungen p, und ¢, in Abhéngigkeit der Be-
triebsmitteladmittanzen, die in der Knotenadmittanzmatrix Y, zusammengefasst sind, und

dem Netzzustandsvektor, der aus den Knotenspannungen u, besteht. Es gibt vier reelle Kno-

tengroflen (Wirk- und Blindleistung, Spannungsbetrag und -winkel), von denen jeweils zwei je
Knoten vorgegeben werden konnen, und die iiber die Leistungsgleichung mit den jeweils an-
deren beiden verkniipft sind, sodass sich diese ergeben. Sofern alle Knotenspannungen bekannt
sind, konnen aus diesen unmittelbar die Knotenleistungen und alle weiteren Grofen des Netzes,
wie beispielsweise Netzverluste, Leistungsfliisse und Strome auf den Betriebsmitteln berechnet
werden. Die Knotenspannungen sind somit die Zustandsgrof3en des Netzes. In der Regel sind
jedoch zunichst nur die Knotenleistungen bekannt und der Netzzustandsvektor muss ermittelt
werden. Im Rahmen von Netzberechnungen werden die Knotentypen in Tabelle 3.1 unterschie-

den.

Tabelle 3.1 Knotentypen der Netzberechnung

PQ-Knoten PU-Knoten Slack-Knoten
Vorgabe | Ergebnis | Vorgabe | Ergebnis | Vorgabe | Ergebnis
Wirkleistung
Blindleistung
Betrag der Spannung
Winkel der Spannung

Statt der Leistungsgleichung (2.21) wird im Folgenden eine Leistungsdifferenzenglei-
chung (3.1) verwendet, was jedoch keine Anderung der Leistungsgleichung zur Folge hat, son-

dern nur einer Beschreibung in einem um —s, verschobenen Koordinatensystem entspricht.
Die Leistungsdifferenzengleichung gibt die Differenz As, zwischen den Netzleistungen sy

und den Knotenleistungen s, an.

* *
Asy =8y —8g =3U Yu —sg

Ap, +iAq, = (Re{3QKzLKgL} —pK)+j(Im{3QKZLKyL} —qK) oy

Analog zur Leistungsgleichung (2.21) und Leistungsdifferenzengleichung (3.1) entspricht die
beispielhaft in Bild 3.1 in blau gezeichnete Kennlinie im schwarz gezeichneten P-6-Koordina-
tensystem einer Wirkleistungs-Winkel-Kennlinie und im rot gezeichneten AP-Ad-Koordinaten-

system einer Wirkleistungsdifferenz-Winkeldifferenz-Kennlinie.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung

A AP

Psoll

Bild 3.1 Wirkleistungs-Winkel-Kennlinie als Beispiel fiir die Beschreibung einer Funktion in zwei
Koordinatensystem P-6 und AP-Ad

Unter einer Losung der Leistungsdifferenzengleichung wird in dieser Arbeit ein Knotenspan-

nungsvektor verstanden, der einen zu einem Wirk- und Blindleistungsvektor zugehorigen Netz-

zustand beschreibt. Fiir eine Losung der Leistungsdifferenzengleichung gilt somit As, =0, in

Gl (3.1).

Zur Ermittlung einer Losung der Leistungsdifferenzengleichung ist die Umkehrfunktion Au,

in GI. (3.2) der Leistungsdifferenzengleichung (3.1) oder zumindest eine Ndherung dieser Um-

kehrfunktion notwendig.

Auy = f(Asy) (3.2)
In Abschnitt 3.1 wird gezeigt, dass die Leistungsdifferenzengleichung fiir konstante Knoten-
leistungen s, in der Regel nicht umkehrbar ist. Wie sie umkehrbar gemacht werden kann, wird
ebenfalls in Abschnitt 3.1 beschrieben. Vor- und Nachteile verschiedener Moglichkeiten, die
Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung herzustellen, werden in den Unterabschnit-
ten von Abschnitt 3.2 verglichen. In den Unterabschnitten 3.2.1 bis 3.2.5 werden Moglichkeiten

aufgezeigt, die Umkehrbarkeit durch Erweiterungen um geregelte Knotenleistungen herzustel-
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len. Im Unterabschnitt 3.2.6 wird eine weitere in der Literatur beschriebene Moglichkeit erldu-
tert und diskutiert, welche die Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzengleichung mit Hilfe

der Pseudoinversen herstellt.

Da im Allgemeinen auf analytischem Weg keine exakte Umkehrfunktion der Leistungsglei-
chung, Leistungsdifferenzengleichung bzw. modifizierten Leistungsdifferenzengleichung be-
stimmt werden kann, wird eine Losung in der Regel durch ein numerisches Verfahren bestimmt.
In Abschnitt 3.3 wird das in dieser Arbeit fiir die Leistungsflussberechnung benutzte Newton-
verfahren zur Bestimmung einer Losung der durch den Verteilten Slack aus Unterab-

schnitt 3.2.3 umkehrbar gemachten Leistungsdifferenzengleichung beschrieben.

In Abschnitt 3.4 wird zundchst die potentiell mogliche Anzahl der Losungen der umkehrbar
gemachten Leistungsdifferenzengleichung und dann der Umgang mit mehreren Lésungen in

dieser Arbeit beschrieben.

3.1 Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung
Mathematisch kann die Umkehrbarkeit einer Funktion mit Hilfe des Satzes von der Umkehrab-
bildung untersucht werden, der fiir nichtlineare Funktionen jedoch nur die Aussage erlaubt, ob

eine Funktion lokal, also an einer bestimmten Stelle — im Fall der Leistungs- und Leistungsdif-
ferenzengleichung an der Stelle u, —, umkehrbar ist. Lokale Umkehrbarkeit liegt vor, wenn

die Jakobimatrix der Funktion, also die Matrix der partiellen Ableitungen an einer bestimmten
Stelle, invertierbar also nicht-singulér ist und somit eine Determinante ungleich Null besitzt.
Die Umkehrbarkeit einer Funktion kann auch gegeben sein, obwohl die Umkehrfunktion nicht

analytisch bestimmt werden kann.

Fiir die Netzleistungen werden die Formeln zur Berechnung der Elemente der Jakobimatrix in
Anhang 11.1.1 dargestellt. Wenn die Knotenleistungen s, konstant sind, entspricht die Jako-
bimatrix der Leistungsdifferenzengleichung der Jakobimatrix der Netzleistungen. Im Allgemei-
nen kann dann keine Festlegung getroffen werden, ob die Determinante der Jakobimatrix der
Leistungsdifferenzengleichung gleich oder ungleich Null ist. Die Determinante der Jakobi-
matrix der Leistungsdifferenzengleichung ist unter Vernachlissigung der Querglieder und der
ohmschen Anteile immer Null. Jedoch liefert auch die Inverse einer Jakobimatrix der Leis-
tungsdifferenzengleichung mit einer Determinante ungleich Null nur sehr selten verwertbare
Ergebnisse. Sie wird daher auch in der Literatur, beispielsweise in [2.2], als numerisch singulér

oder schlecht konditioniert bezeichnet.
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Im Folgenden wird die Nicht-Umkehrbarkeit der Leistungs- und Leistungsdifferenzenglei-
chung auf Basis der Vorgidnge im Energieversorgungsnetz anschaulich begriindet. Die Umkehr-
funktion der Leistungsdifferenzengleichung beschreibt die Anderung der Knotenspannungen in
Abhingigkeit von den Anderungen der Knotenleistungen. Hierbei muss aufgrund des Energie-
erhaltungssatzes die Leistungsbilanz des Systems, inklusive des Wirk- und Blindleistungsbe-
darfes des Netzes, immer ausgeglichen werden. Kommt es zu einer Stérung des Leistungs-
gleichgewichtes im System, beispielsweise durch den Ausfall eines Betriebsmittels oder durch
eine Leistungsdnderung an einem Knoten, und sind die ({ibrigen) Knotenleistungen in der Leis-
tungsdifferenzengleichung konstant, wird das Leistungsgleichgewicht nicht ausgeglichen. Die
Leistungsdifferenzengleichung kann in diesem Fall nur dann umgekehrt werden, wenn die An-
derung der Knotenspannung derart erfolgen kann, dass die Leistungsbilanz des Netzes durch
einen verdnderten Wirk- und Blindleistungsbedarf des Netzes ausgeglichen werden kann. Die-
ser Fall ist ohne weitere Mallnahmen, wie sie in den Abschnitten 3.2.1 bis 3.2.5 beschrieben
werden, nur selten gegeben. Um eine Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung zu er-
reichen, muss diese verdndert werden, indem die Reaktion des Netzes auf Leistungsbilanzén-

derungen festgelegt wird. In den folgenden Abschnitten werden dafiir die Knotenleistungen s,
nicht mehr als konstante Leistungen s, , angenommen, sondern es werden Leistungen oder

Teile davon in GI. (3.3) durch Leistungsfunktionen ersetzt oder um diese ergéinzt. Damit ver-
bunden ist eine Anderung der PQ-Knoten in leistungsgeregelte Knoten. Die folgende Zusam-
menstellung von Ansétzen fiir geregelte Knoten ist nicht abschlieend, enthélt jedoch alle in

dieser Arbeit betrachteten Ansitze.

Sx =Sgo T AS (”K ) +AS 5 (EK ) + quK,PU (EK ) +Asy s (EK ) +Apy vs (EK ) (3.3)
Die Leistungen s, werden in den folgenden Abschnitten in mehrere Teile zerlegt. Diese Teile

sind die konstanten Leistungen der Einspeisungen und Lasten s, , = py | , +jqx . ,» die von den
Knotenspannungsbetridgen abhédngigen Leistungsinderung der Lasten As, (uK) (Ab-

schnitt 3.2.1), die Leistungsédnderungen As, , ( u, ) tiber Ersatzknotenadmittanzen, die fiir Ein-
speisungen oder Lasten ermittelt werden konnen (Abschnitt 3.2.2), die Blindleistungsédnderun-
gen Aqy oy ( gK) an PU-Knoten (Abschnitt 3.2.3), die Leistungsénderung As, q ( yK) am Slack-
Knoten (Abschnitt 3.2.4) und die Leistungsdnderung Ap, s (#y ) an allen Knoten, die zu einem

Verteilten Slack beitragen (Abschnitt 3.2.5).
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Neben der Ermoglichung der Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung, haben die fol-
genden Abschnitte das Ziel, das Verhalten des Netzes bei Leistungsdnderungen mdéglichst ge-
nau zu beschreiben. Dies ist vor allem im Rahmen der Optimierung, aber beispielsweise auch
bei der Leistungsflussberechnung und bei potentiellen anderen Netzberechnungen, erstrebens-
wert. Insbesondere spielt hierbei die in den Netz- und Systemregeln der deutschen Ubertra-
gungsnetzbetreiber (TransmissionCode [3.11]) angestrebte Reaktion des Systems auf eine Leis-
tungsidnderung eine Rolle, indem die Leistungsdnderung durch Regelleistung ausgeglichen

werden muss.

3.2 Umkehrung der Leistungsdifferenzengleichung

In den Unterabschnitten 3.2.1 bis 3.2.5 werden Modellierungsansitze vorgestellt, die eine Um-
kehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung durch Anpassungen der Knotenleistungen er-
moglichen. Im Unterabschnitt 3.2.6 wird ein Umkehrungsansatz auf Basis der Pseudoinversen

der Jakobimatrix beschrieben.

In Unterabschnitt 3.2.7 werden die beschriebenen Ansitze verglichen und bewertet.

3.2.1 Spannungsabhingigkeit der Lasten

Basierend auf [3.21] gibt es eine Vielzahl von Moglichkeiten zur Beriicksichtigung der (stati-
schen) Spannungsabhéngigkeit der Lasten. Der hdufigste verwendete Ansatz ist ein Exponen-
tialansatz, welcher im Folgenden dargestellt wird. Die Modellierung des Exponentialansatzes
ist in Gl. (3.4) mit Hilfe der Matrizen aus Gl. (3.5) beschrieben und [2.2] entnommen. Weitere
Ansitze sind polynomiell, linear, ,,umfassend* (fiir besonders niedrige Spannungsniveaus), o-

der die Nachbildungen von Induktionsmotoren und leistungselektronische Modellierungen.

Sk (”K) =PxL ("K ) + jqK,L (”K) =U, - Prro +jUQ “Yx 1o (3.4)
(U/u,) (v/u,,)"
U, = U, =
(U Uo)™ (U /U )"
(3.5)
A§K,L (”K) =SkL (”K ) —Skro (3.6)
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In GI. (3.6) ist s, ,ein Knotenleistungsvektor, der an den Positionen der Knoten, deren Leis-

tung als spannungsabhingige Last beschrieben wird, die entsprechende Leistung aus dem Kno-

tenleistungsvektor s, , enthélt.

Durch die Beriicksichtigung dieser Funktionen kann die Leistungsdifferenzengleichung um-
kehrbar werden, da das Leistungsgleichgewicht im System durch Verédnderung der Spannungen

iiber den spannungsabhéngigen Lasten hergestellt wird.

3.2.2 Lasten oder Erzeuger als Ersatzadmittanzen
Ein weiterer Ansatz, der beispielsweise in [3.9], [2.3], [3.10] beschrieben wird, um die Leis-
tungsdifferenzengleichung umkehrbar zu machen, ist die Lasten oder Erzeuger durch Ersatzad-

mittanzen nachzubilden. Ausgehend von den Knotenscheinleistungen s, und den angenom-
menen, oder bereits bekannten, Knotenspannungen u, konnen in GI. (3.7) fiir die Knotenleis-

tungen die Ersatzknotenadmittanzen Yo berechnet werden.

v =5 (03) s (3.7)

In Gl. (3.7) ist U, eine Diagonalmatrix der quadratischen Betriige der Knotenspannungen.

Ublicherweise werden nur die Ersatzadmittanzen fiir die Leistungen der Lasten (Abnehmer)

sy . berechnet, da das Verhalten einiger Lasten bei Spannungsénderung oft durch das Verhal-

ten einer Admittanz bei Spannungsidnderung niherungsweise beschrieben werden kann. Jedoch
ist eine Berechnung von Ersatzadmittanzen fiir Erzeuger, oder nur aus Wirk-, Blind- oder sons-
tigen Anteilen der Leistungen von Lasten oder Erzeugern, analog moglich. Die Beschreibung

von Lasten durch Ersatzadmittanzen ist gleichwertig zur Modellierung der Spannungsabhén-
gigkeit der Lasten mit den Exponenten p, =2 und ¢, =2. Sie stellt somit fiir Lasten lediglich

einen Sonderfall des in Abschnitt 3.2.1 dargestellten Ansatzes dar.

Die Leistung der Ersatzadmittanzen der Lasten kann mit GI. (3.8) beschrieben werden.

sin (1) =30, Y, uy (3.8)

Asg o (EK ) =Ska (EK ) —Ska0 (3.9
In GI. (3.8) ist Y, eine Diagonalmatrix des Vektors der Ersatzadmittanzen Y, der die Ersatz-

knotenadmittanzen Y der Lasten enthilt. In Gl. (3.9) ist s, ,, ein Knoten-Leistungsvektor,
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der an den Positionen der Knoten, deren Leistung durch Ersatzadmittanzen beschrieben wird,

die entsprechende Leistung aus dem Knoten-Leistungsvektor s, , enthélt.

Analog zur Beriicksichtigung der Spannungsabhéngigkeit der Lasten wird die Leistungsdiffe-
renzfunktion bei Berilicksichtigung von Ersatzadmittanzen umkehrbar. Das Leistungsgleichge-
wicht wird bei einer Anderung der Leistungsbilanz des Netzes hergestellt, indem sich die Span-

nungen liber den Ersatzadmittanzen entsprechend einstellen.

3.2.3 PU-Knoten
An einem PU-Knoten werden nicht die Wirk- und Blindleistung vorgegeben, sondern die
Wirkleistung und der Spannungsbetrag. Die Blindleistung und der Spannungswinkel stellen

sich dann den Netzverhéltnissen entsprechend ein.

Fiir die Blindleistung der PU-Knoten gilt Gl. (3.10):
o = Tm {30, ¥y | (3.10)
In GI. (3.10) ist U, eine Diagonalmatrix, die nur an den Elementen der PU-Knoten die Kno-

tenspannung der PU-Knoten aus u, enthilt. Um die spannungsabhéngige Blindleistungsrege-
lung von PU-Knoten in der Leistungsdifferenzengleichung zu beriicksichtigen, wird in

Gl. (3.11) eine Funktion fiir die Blindleistungsdifferenz an PU-Knoten Ag, , (# ) ermittelt.

Gy (3.11)

Aup; =0

Adicro () = oy = oo = Tm {30 py ¥ 1y |
In Gl. (3.11) entspricht ¢, der Blindleistung an den PU-Knoten im Ausgangszustand. Der
Betrag der Knotenspannungen an den PU-Knoten in Gl. (3.11) ist konstant.
Durch die Beriicksichtigung von PU-Knoten wird die Leistungsdifferenzfunktion nur in Aus-

nahmefillen umkehrbar, da ein Wirkleistungsungleichgewicht mit Hilfe von PU-Knoten nicht

ausgeglichen werden kann.

3.2.4 Slack-Knoten

Zur Bilanzierung des Netzes kann ein sogenannter Slack-Knoten eingefiihrt werden. Am Slack-
Knoten wird die Spannung nach Betrag und Phase (beziehungsweise Real- und Imaginérteil)
konstant gehalten, sodass die Spannung dieses Knotens in Gl. (3.12) keine Variable, sondern

eine Konstante ist und somit die Ableitungen nach dieser Spannung Null sind. In der Folge
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ergibt sich die Leistung an diesem Knoten nicht mehr aus einer Leistungsvorgabe wie bei PQ-
Knoten, sondern aus den Netzverhéltnissen, sodass fiir die Leistung S ( gK) am Slack-Knoten
gilt:

* *

Sy (EK) = 3Eg Yyuy (3.12)
In GI. (3.12) ist ug ein Knoten-Spannungsvektor, der nur an der Position des Slack-Knotens

die vorgegebene Spannung als Nicht-Nullelement enthélt. Um die Leistungsfunktion Sg ()

in Gl. (3.3) zu beriicksichtigen, wird die Leistungsdnderung am Slack-Knoten in Gl. (3.13) in

vektorieller Form beschrieben.

—Sso (3.13)

Ug=0

Asg (EK) =3Uq Z*KK E*K AUg=

In Gl. (3.13) ist U eine Diagonalmatrix von ug und s, ein Knoten-Leistungsvektor, der nur

an der Position des Slack-Knotens den zugehorigen Wert aus dem Knoten-Leistungsvektor s,

als Nicht-Nullelement enthalt.

Durch die Beriicksichtigung eines Slack-Knotens, wird die Leistungsdifferenzengleichung um-
kehrbar, da ein Wirk- oder Blindleistungsungleichgewicht durch entsprechende Leistungsein-

speisung am Slack-Knoten ausgeglichen wird.

3.2.5 Verteilter Slack fiir die Wirkleistung
Da ein Wirkleistungsbilanzungleichgewicht im tatsdchlichen Netz durch Regelleistung [3.11]

ausgeglichen wird, wird in dieser Arbeit mit Hilfe eines Verteilten Slacks eine Leistungsrege-

lung Apy s (gK) implementiert, bei der Kraftwerke, die sich am Verteilten Slack beteiligen,

analog zur Regelleistung auf eine Anderung der Wirkleistungsbilanz im Netz reagieren.

Ein Verteilter Slack (,,distributed slack®) wurde im Rahmen von Leistungsflussberechnungen,
die mit Slack-Knoten durchgefiihrt werden (beispielsweise in [3.12]), bereits implementiert,

jedoch nur indem nach jedem Iterationsschritt die Knotenleistungen angepasst werden.

In [3.19] wurde in Anlehnung an [3.20], unter Vernachlissigung der Anderung des Leistungs-
bedarfes des Netzes, die Leistungsdifferenzengleichung um eine Gleichung fiir die Wirkleis-
tungsbilanzabweichung und der Netzzustandsvektor um die Frequenzabweichung erweitert. In

der Jakobimatrix des erweiterten Systems kann dann ein Verteilter Slack beriicksichtigt werden.
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Der Ansatz in dieser Arbeit beriicksichtigt den Verteilten Slack unmittelbar in der Leistungs-
differenzengleichung und der Verteilte Slack findet somit direkten Eingang in die Jakobi- und
Hessematrizen jedes Iterationsschrittes, sodass ein einzelner Slack-Knoten nicht mehr notwen-
dig ist. Es wird zudem auch die nichtlineare Anderung des Leistungsbedarfes des Netzes be-
riicksichtigt, und es sind keine weiteren Zustandsgroflen notwendig. Des Weiteren erfolgt im

Gegensatz zum Slack-Knoten keine Festlegung eines Spannungsniveaus fiir das Netz.

Zunéchst wird in Abschnitt 3.2.5.1 der Verteilte Slack fiir ein gesamtes Netz und darauf auf-
bauend in Abschnitt 3.2.5.2 ein Verteilter Slack fiir einzelne Regelzonen hergeleitet, falls das
Netz in diese aufgeteilt wird. In Abschnitt 3.2.5.3 wird beschrieben, wie sich die Blindleis-
tungsbilanz im Netz einstellt, wenn nur ein Verteilter Slack und keine weiteren Mafnahmen fiir
das Blindleistungsmanagement, beispielsweise PU-Knoten (vgl. Abschnitt 3.2.3), umgesetzt

werden.

3.2.5.1 Verteilter Slack fiir ein gesamtes Netz
Fiir die Herleitung des Verteilten Slacks fiir ein gesamtes Netz wird zunéchst von der Summe
aller Wirkleistungen im Netz, also dem Wirkleistungsbedarf des Netzes aus Gl. (2.24), ausge-

gangen. Die Anderung des Wirkleistungsbedarfes AP, kann mit Gl. (3.14) beschrieben werden.

APV(EK):PV(HK)_PV,O:Re{3££Z;KE:{}_PV,O (3.14)

Fiir den Verteilten Slack wird jedoch nicht die Funktion des Wirkleistungsbedarfes des Netzes
bendtigt, sondern die Anderung der Wirkleistungsbilanz des Netzes. Hierzu muss analog zum
Slack-Knoten (vgl. Abschnitt 3.2.4) an einem Knoten die Spannung nach Betrag und Phase
beziehungsweise Real- und Imaginérteil konstant gehalten werden. Dieser Knoten reagiert ent-
gegengesetzt auf eine Anderung der Wirkleistungsbilanz im System. Wird eine konstante Span-

nung in GI. (3.14) beriicksichtigt, ergibt sich Gl. (3.15) fiir die Anderung der Wirkleistungsbi-

lanz AP( Uy ) , da die Anderung der Leistung am Knoten mit konstant gehaltener Spannung in

der Gleichung nicht enthalten ist.

- P,

AP(EK) = Re{?’E;ZLKE;} AUe—o VO (3.15)

Bei der Berechnung der Anderung der Wirkleistungsbilanz ist zu beachten, dass die Auswahl
des Knotens mit konstanter Spannung einen Einfluss auf das Ergebnis hat, da die Netzverlustén-
derung und damit auch die Wirkleistungsbilanzénderung abhingig von der Wahl des Knotens

mit konstanter Spannung, der auf die Leistungsénderung reagiert, sind. Diese Ungenauigkeit
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hat sich im Rahmen der Ausarbeitungen fiir diese Arbeit als vernachlissigbar klein herausge-
stellt. Sie ist klein, weil am Knoten mit konstanter Spannung nur hilfsweise die Wirkleistungs-
bilanzianderung berechnet wird und die Kompensation der Wirkleistungsbilanzdnderung im

Folgenden von den am Verteilten Slack beteiligten Knoten {ibernommen wird.

Um festzulegen, welche Knoten sich mit welchen Anteilen an der Ausregelung eines Wirkleis-
tungsbilanzungleichgewichts beteiligen, wird der Vektor bf, in Gl. (3.16) benotigt, der Betei-
ligungsfaktoren bf, (,,participation factors*) fiir jeden Knoten enthélt. Die Summe aller Betei-

ligungsfaktoren muss eins ergeben, damit das Wirkleistungsbilanzungleichgewicht nicht unter-

oder tiberkompensiert wird.

bf, =[bf, - bf, - be]T (3.16)
Um die Leistungsidnderung durch den Verteilten Slack Ap, ys () an jedem Knoten zu be-

rechnen, wird in Gl. (3.17) der Beteiligungsfaktor jedes Knotens mit der Wirkleistungsbi-

lanzénderung multipliziert.

APy vs (EK):_be 'AP(EK):_be '(Re{?’E;X;KH;} _Pv,oj (3.17)

AU=0
Da der Verteilte Slack einer Wirkleistungsbilanzidnderung entgegenwirken soll, ist das Minus-

zeichen in Gl. (3.17) notwendig.

3.2.5.2 Verteilter Slack fiir einzelne Regelzonen

Die Wirkleistungsbilanzbildung in Gl. (3.15) fiir die Regelleistung wird iiblicherweise nicht
regelzonentibergreifend, sondern separat fiir jede Regelzone durchgefiihrt. Es ist daher nahelie-
gend, den Verteilten Slack aus Abschnitt 3.2.5.1 zu einem Verteilten Slack fiir einzelne Regel-

zonen weiterzuentwickeln.

Zur Beriicksichtigung der Wirkleistungsbilanzénderungen fiir jede Regelzone Ap,, ( 7% ) , kann

Gl. (3.15) fiir mehrere Regelzonen, und somit als Vektor, aufgestellt werden, indem jeweils die

Summe aller Knotenleistungen in einer Regelzone gebildet wird.

Apy, (EK) =RK -Re {SQKX;KE:(}

~ Przo ~ Przvyo (3.18)

AUg=0

In GI. (3.18) ist RK eine Regelzonen-Knoten-Inzidenzmatrix, die angibt, welche Knoten zu
welcher Regelzone gehoren. Deren Anzahl der Zeilen entspricht der Anzahl der Regelzonen
und deren Anzahl der Spalten entspricht der Anzahl der Knoten. Befindet sich ein Knoten in

einer Regelzone, steht an der entsprechenden Stelle eine Eins in der Matrix, sonst eine Null.
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Der Vektor p,,, enthilt die Import-Export-Bilanz jeder Regelzone. Ein entsprechender Wert

ist in GL. (3.17) nicht enthalten, da die Import-Export-Bilanz des gesamten Netzes immer Null
ist. Analog zu p,, in Gl. (3.17) ist in Gl. (3.18) der Vektor der Netzverluste jeder Regelzone

Przvo enthalten. Der Vektor Apg, (EK) beschreibt also den Regelleistungsbedarf je Regel-

zone.

Da fiir jede Regelzone beschrieben werden muss, welche Knoten sich an dem Ausgleich des
Regelleistungsbedarfs einer Regelzone beteiligen, muss statt des Vektors der Beteiligungstfak-
toren bf, in Gl. (3.17) eine Matrix der Beteiligungsfaktoren BF, ., aufgestellt werden. Deren
Anzahl der Zeilen entspricht der Anzahl der Knoten und deren Anzahl der Spalten entspricht
der Anzahl der Regelzonen. Beteiligt sich ein Knoten an der Regelleistung einer Regelzone, so
steht an der entsprechenden Stelle in BF,,, der jeweilige Beteiligungsfaktor bf, . Hierbei
muss der Regelleistungsabruf nicht zwingend aus der Regelzone stammen, in der ein Regelleis-
tungsbedarf auftritt, sondern kann im Rahmen eines Netzregelverbunds [3.13], [3.14] auch aus
anderen Regelzonen stammen, sodass sich ein Knoten auch an der Regelleistungsbereitstellung
fiir mehrere Regelzonen beteiligen kann, jedoch muss die Spaltensumme von BF,,, immer
Eins ergeben. Sofern ein gegenldufiger Regelleistungsabruf in verschiedenen Regelzonen im
Rahmen eines Netzregelverbunds verhindert werden soll, miissen diese Regelzonen zusammen-
gefasst werden. Die Knotenleistungsédnderungen durch den Verteilten Slack fiir einzelne Regel-

zonen zeigt Gl. (3.19).

Apy vs (EK) =—BF, -Apy, (EK)

o (3.19)
=—BF,,, -RK-(RC{?)QKXKKEK}

~ Przo ~ Przvo j

AU=0

3.2.5.3 Blindleistungsbilanz bei Verteiltem Slack fiir die Wirkleistung

Wird ein Slack-Knoten im Netzmodell implementiert und somit auch eine Spannung nach Be-
trag und Phase festgelegt, so wird iiber diesen Slack-Knoten sowohl die Wirk- als auch die
Blindleistungsbilanz des Netzes ausgeglichen. Wird ein Verteilter Slack fiir die Wirkleistung
im Netzmodell implementiert, so {ibernimmt dieser nur die Bilanzierung der Wirkleistung. Es
ist somit fiir diesen Fall zu erdrtern, wie das Blindleistungsgleichgewicht im Netz aufrecht-
erhalten wird, wenn es keine PU-Knoten gibt. Da das Leistungsgleichgewicht im Netz erhalten

bleiben muss, reagiert das Netzmodell auf eine Blindleistungsdanderung im Netz dhnlich wie bei
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spannungsabhéngigen Lasten (vgl. Abschnitt 3.2.1) und Ersatzknotenadmittanzen (vgl. Ab-

schnitt 3.2.2) mit Spannungsinderungen:

e Die Anderung des Spannungsbetrages iiber den in der Regel kapazitiven Querelementen be-
einflusst den Blindleistungsbedarf wesentlich aufgrund der quadratischen Spannungsabhén-
gigkeit der Blindleistung'®. Eine Spannungsbetragsinderung bewirkt zudem Verinderungen
des Wirk- und Blindleistungsflusses in den Langselementen des Netzes und somit des Wirk-
und Blindleistungsbedarfs dieser Elemente.

e Die Anderung der Spannungswinkel bewirkt keine Leistungsverinderung in den Querele-
menten, jedoch Verénderungen des Wirk- und Blindleistungsflusses in den Léngselementen

des Netzes und somit des Wirk- und Blindleistungsbedarfs dieser Elemente.

Zusammenfassend verdndern sich bei einer Blindleistungsdnderung die Spannungsbetridge und
-winkel, sodass die Blindleistungsbilanz ausgeglichen wird. Grundsétzlich gibt es unendlich
viele Kombinationsmoglichkeiten, wie sich die Spannungsbetrdge und -winkel dndern konnen,
sodass die Blindleistungsbilanz ausgeglichen ist. Durch die beschriebene Modellierung stellt
sich diejenige Kombination von Spannungsidnderungen ein, die dazu fiihrt, dass der durch die
verdnderten Spannungs- und Blindleistungsverhéltnisse verdnderte Wirkleistungsbedarf des
Netzes durch Wirkleistungsédnderungen an denen am Verteilten Slack beteiligten Knoten aus-
geglichen wird und die Wirk- und Blindleistungsédnderungen an allen (iibrigen) Knoten Null

sind.

Da sich auf Basis der beschriebenen Wirkungsweise Wirkleistungsfliisse der Betriebsmittel
durch Blindleistungsdnderungen dndern, bieten Blindleistungsédnderungen auch Potentiale zur
Verschiebung von Wirkleistungsfliissen im Rahmen der Redispatchoptimierung. Auf die Wirk-

samkeit dieser Potentiale wird in Abschnitt 7.4 vertiefend eingegangen.

3.2.6 Umkehrung der Leistungsdifferenzengleichung durch Pseudoinverse

Eine in [3.15] vorgestellte Moglichkeit, die Jakobimatrix der Leistungsdifferenzengleichung zu
invertieren, ohne eine der vorgenannten Verdnderungen an den Knotenleistungsfunktionen
durchzufiihren, ist die Nutzung der Pseudoinversen [3.16], [3.17]. Das Ergebnis der Umkeh-

rung mittels der Pseudoinversen kann mit Hilfe des Gauss-Newton-Verfahrens interpretiert

4 Werden die Querglieder des Netzes vernachléssigt, wird die Blindleistungsbilanz aufgrund der im Folgenden
beschrieben Zusammenhénge dennoch ausgeglichen.
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werden, in welchem ebenfalls die Pseudoinverse benutzt wird. Die Invertierung der Jakobi-
matrix wird dabei so durchgefiihrt, dass das Netz auf eine Leistungsbilanzédnderung reagiert,
indem die Summe der quadratischen Leistungsabweichungen aller Netzknoten minimal ist. Das
Vorgehen ist physikalisch interpretierbar, wenn alle Knoten an der Regelleistungsbereitstellung
beteiligt wéren und die Regelleistung so erbracht wiirde, dass die Summe der quadratischen

Regelleistungsbeitrige minimal ist.

3.2.7 Vergleich der Modellierungsansiitze zur Umkehrung der Leistungsdiffe-

renzengleichung
Die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Modellierungsansétze kehren die Leistungs-
differenzengleichung auf verschiedene Weise um. Die Ansétze zeigen jedoch unterschiedliche

Vor- und Nachteile.

Sowohl bei der Beriicksichtigung von spannungsabhédngigen Lasten als auch von Ersatzadmit-
tanzen konnen bei groBen Leistungsédnderungen unzuldssig grole Spannungsidnderungen auf-
treten. Zudem konnen sich im Rahmen der Optimierung niedrige Spannungen und eine damit
verbundene verringerte Last als optimal herausstellen, wenngleich die Effizienz der Ubertra-

gung sinkt.

Da Anderungen der Leistungen der Lasten nicht die entsprechend [3.11] angestrebte Reaktion
des Netzes auf eine Leistungsidnderung ist, werden weder die Spannungsabhéngigkeit der Las-
ten noch Ersatzadmittanzen zur Ermoglichung der Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzen-
gleichung in dieser Arbeit verwendet. Eine Berilicksichtigung der Spannungsabhéngigkeit der
Lasten kann fiir eine moglichst genaue Modellierung sinnvoll sein, falls die hierzu notwendigen

Exponenten p, und ¢, bekannt sind und die Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung

auf anderem Weg hergestellt wird.

PU-Knoten werden in dieser Arbeit nur im Rahmen der initialen Leistungsflussberechnung ver-
wendet. Fiir die Herstellung der Umkehrbarkeit der Leistungsdifferenzengleichung im Rahmen
der Optimierung werden sie nicht verwendet, da optimierte Spannungssollwerte erst im Rah-
men der Optimierung ermittelt werden sollen, sodass eine vorherige Festlegung nicht sinnvoll

ist.

Ein wesentlicher Nachteil eines Slack-Knotens ist, dass jedes Leistungsbilanzungleichgewicht
im Netz, verursacht durch Knoten-Leistungsinderungen oder Anderungen des Leistungsbedar-

fes des Netzes, allein durch den Slack-Knoten ausbilanziert wird. Dieses Verhalten entspricht
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beziiglich der Wirkleistung nicht dem tatsidchlichen Verhalten des Netzes [3.11], da Ungleich-
gewichte in der Wirkleistungsbilanz durch Regelleistung ausgeglichen werden. Die Losung der
Leistungsdifferenzengleichung mit einem Slack-Knoten hat den weiteren Nachteil, dass das
Spannungsniveau im gesamten Netz durch die Spannungsvorgabe am Slackknoten determiniert
wird. Eine vorgegebene Spannung am Slack-Knoten sowie die Vorgabe mehrerer Spannungen
an PU-Knoten (vgl. Abschnitt 3.2.5.3) erlauben keine Optimierung des Spannungsniveaus
mehr beziehungsweise wiirden die Optimierung ein suboptimales Ergebnis liefern lassen, falls
die Spannungen als Stellgrofe schon durch das Gleichungssystem konstant gehalten werden.
Zudem wire das Berechnungsergebnis von der Wahl des Slack-Knotens abhéngig. Daher wird
in dieser Arbeit der Ansatz mit Slack-Knoten zur Ermdglichung der Umkehrbarkeit der Leis-

tungsflussgleichung nicht verwendet.

Der Modellierungsansatz mit Verteiltem Slack entspricht den angestrebten Anforderungen. Es
beteiligen sich analog zur Regelleistung mehrere Knoten am Ausgleich eines Wirkleistungsun-
gleichgewichts, und es wird das Spannungsniveau im Netz nicht determiniert. Dieser Model-
lierungsansatz ist daher am besten geeignet und wird im Rahmen dieser Arbeit verwendet. Im
Rahmen der Fallstudien dieser Arbeit wird der Verteilte Slack fiir einzelne Regelzonen jedoch

nicht genutzt, da die Beispiele in dieser Arbeit nur aus einer Regelzone bestehen.

Die Giite der Umkehrung der Leistungsdifferenzengleichung mittels Pseudoinversen wurde in
[3.18] untersucht und war hierbei einigen anderen Ansétzen iiberlegen, konnte jedoch nicht mit
der Giite des Verteilten Slacks konkurrieren. Da diese Art der Invertierung einen geringen Be-
zug zu den tatsdchlichen Vorgéngen im Netz hat, findet diese Methode in dieser Arbeit keine

weitere Verwendung.

3.3 Losung der Leistungsdifferenzengleichung mit Verteiltem Slack durch

Leistungsflussberechnung nach dem Newton-Verfahren
Bei einer Leistungsflussberechnung nach dem Newton-Verfahren [2.4] wird ausgehend von
einem Startwert iterativ eine Losung der Leistungsdifferenzengleichung gesucht. Zur Durch-
filhrung wird die Leistungsdifferenzengleichung linearisiert und die Nullstelle mit Hilfe der
Jakobimatrix ndherungsweise bestimmt, wobei die Leistungsdifferenzengleichung zunéchst
umkehrbar gemacht werden muss (vgl. Abschnitt 3.2). An der ndherungsweise ermittelten Lo-
sungsstelle wird GI. (3.21) erneut linearisiert, und es wird eine verbesserte Néherung fiir die

Nullstelle bestimmt. Dieser Vorgang wird so oft wiederholt, bis sich die Anderung zwischen
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zwei Ndherungslosungen unterhalb einer Genauigkeitsschranke befindet. Weitere Details zum

Newtonverfahren kdnnen beispielsweise [2.2] entnommen werden.

Fiir die Leistungsflussberechnung wird in dieser Arbeit zur Wirkleistungsbilanzierung ein Ver-
teilter Slack (vgl. Abschnitt 3.2.3) implementiert, an dem sich alle Knoten mit Einspeisung be-
teiligten. Thr Beteiligungsfaktor aus Gl. (3.16) wird vereinfacht entsprechend Gl. (3.20) aus

dem entsprechenden Anteil der Einspeisung an der Gesamteinspeisung ermittelt.

bf;c = Pk,Einspeisung z Pl,Einspeisung (3 20)

=1
Die Leistungsdifferenzengleichung unter Beriicksichtigung der Knotenleistungsdnderungen
durch den Verteilten Slack und durch PU-Knoten, getrennt nach Wirk- und Blindleistung, zeigt
Gl. (3.21).

Apy =Re {3QKX*KKE;} — Pxo — APk vs (EK )

.. (3.21)
Agy = Im{?’QKXKKEK} —qxo — My py (EK)

Die Herleitung der Jakobimatrix der Leistungsdifferenzengleichung mit Verteiltem Slack in

Gl. (3.21) wird in Anhang 11.1 dargestellt.

Im Rahmen der initialen Leistungsflussberechnung werden in dieser Arbeit PU-Knoten an allen
Knoten mit Wirkleistungseinspeisung implementiert, um plausible Startwerte zu erhalten.
Hierzu wird an allen PU-Knoten zundchst Netznennspannung angenommen. Das Ergebnis der
Leistungsflussberechnung kann Grenzwertverletzungen von Stromen, Spannungen und Aus-
steuergrenzen enthalten und ist beziiglich der Netzverluste und Spannungssollwerte nicht opti-
miert. Das Ergebnis einer initialen Leistungsflussberechnung dient daher in dieser Arbeit als

Startwert fiir die Optimierung.

Zur Einhaltung der Systemstabilitdt muss das Energieversorgungsnetz (n-1)-sicher betrieben
werden. Das bedeutet unter anderem, dass auch bei Ausfall eines Betriebsmittels die zuldssigen
Strom- und Spannungsgrenzwerte der Betriebsmittel nicht {iber- beziehungsweise unterschrit-
ten werden diirfen. Im Rahmen der Optimierung und Beseitigung von Grenzwertverletzung
sind also alle beziehungsweise alle als relevant identifizierten (n-1)-Zustinde auf die Einhal-

tung der Grenzwerte zu tiberpriifen.
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3.4 Anzahl der Losungen der Leistungsdifferenzengleichung

Die nach Real- und Imaginérteil aufgetrennte Leistungsdifferenzengleichung kann mehrere ma-
thematische Losungen haben, von denen das Newtonverfahren nur die Losung findet, in deren
Anziehungsbereich die Startwerte liegen [3.5]'°. Bild 3.2 zeigt eine Ubersicht iiber die mogli-

chen Losungen der Leistungsgleichung.

Mathematisch mégliche Losungen

A

Physikalisch mogliche Losungen Physikalisch nicht mégliche Losungen
(Losungsmenge im Bereich der reellen (Losungsmenge im Bereich der komplexen
Zahlen) Zahlen)
/ A

Gewiinschter unerwiinschte

Betriebspunkt Betriebspunkte

(,,operational (,,non-operational
solution®; ,,white solutions®; ,,black

solution®) solutions®)

Bild 3.2 Ubersicht iiber die Losungen der Leistungsgleichung

Die Anzahl der mathematischen Losungen der Leistungsgleichung hdangt nicht von der Anzahl
der reellen ZustandsgroBen, sondern von der Anzahl der komplexen ZustandsgroBBen bezie-

hungsweise der betragsgleichen Anzahl der Knoten » ab. Fiir Strangnetze ist die Anzahl der

moglichen mathematischen Losung durch 2" nach oben beschriinkt [3.1]. Fiir allgemeine

Netze ist die Anzahl der moglichen mathematischen Losungen durch den Binomialkoeffizien-

2(n—-1
ten ( ( )} nach oben beschrédnkt [3.2]. Einige der mathematisch moglichen Lésungen des

(n-1)

reellen Gleichungssystems konnen im Zahlenbereich der komplexen Zahlen liegen, die fiir die
reellen ZustandsgroBen des realen physikalischen Systems nicht erreichbar sind und somit kei-
ner weiteren Betrachtung im Rahmen dieser Arbeit bediirfen. Doch auch im Zahlenbereich der

reellen Zahlen konnen mehrere Losungen auftreten. In der Regel gibt es nur eine reelle Losung,

5 Liegen die Startwerte im Anzichungsbereich mehrerer Losungen oder keiner Losung, ist die Konvergenz des
Newtonverfahrens nicht sichergestellt.
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die im Bereich der zuldssigen Betriebsgrenzen liegt und stabil ist, jedoch sind auch Félle doku-
mentiert, in denen mehrere Losungen sowohl im Bereich der zuldssigen Betriebsgrenzen liegen
als auch stabil sind [3.3]. Solche Mehrfachlésungen sollen vor allem im Zusammenhang mit
langen Versorgungsabschnitten und dezentraler Einspeisung auftreten konnen. Im Allgemeinen
ist eine Untersuchung aller physikalisch mdglichen Losungen [3.4] erforderlich, da im Hinblick

auf die Optimierung in dieser Arbeit die Frage besteht, ob verglichen mit einer zuldssigen Lo-
sung der Leistungsflussgleichung, also einem Arbeitspunkt u, , mindestens eine andere zulds-
sige Losung der Leistungsflussgleichung, also ein anderer Arbeitspunkt u; , fiir denselben

Leistungszustand einen geringeren Zielfunktionswert besitzt oder durch Redispatch einen ge-
ringeren Zielfunktionswert erreichen kann. Zunéchst miissten also alle physikalisch moglichen
Losungen, also die nicht-komplexen Losungen des reellen Gleichungssystems, ermittelt wer-
den. Ein hierfiir vielversprechendes Verfahren ist die holomorph einbettende Leistungsflussbe-
rechnung (Holomorphic Embedding Load Flow Method (HELM)) [3.4], [3.6]. Das in dieser
Arbeit hergeleitete Verfahren zur Leistungsflussoptimierung miisste sodann ausgehend von al-
len physikalischen Losungen der HELM durchgefiihrt werden, um die beste Losung auswéhlen
zu konnen. In den folgenden Abschnitten werden basierend auf den Ausfithrungen in [3.1] bis
[3.6] beispielhaft die Losungen der Leistungsgleichungen fiir ein Zwei- und Dreiknotennetz fiir
verschiedene Lastsituationen diskutiert, wobei fiir detailliertere Herleitungen auf die genannten
Quellen verwiesen wird. Es wird sich hierbei zeigen, dass es jeweils eine Losung gibt, die dem
»gewlinschten Betriebspunkt® entspricht (,,operational solution* oder ,,white solution) und die-
ser Betriebspunkt auch derjenige mit den geringsten Verlusten ist. Wenngleich nicht ausge-
schlossen werden kann, dass sich das Netz beispielsweise nach Netzfehlern in einem der phy-
sikalisch moglichen aber ,,unerwiinschten* Betriebspunkte befindet (,,non-operational soluti-
ons* oder ,,black solutions*), wird in dieser Arbeit im Folgenden davon ausgegangen, dass der
Ausgangspunkt der Optimierung, der durch eine initiale Leistungsflussberechnung ermittelt
worden ist (vgl. Abschnitt 3.3), der gewlinschte Betriebspunkt ist. Es wird daher auch nur aus-
gehend von diesem Arbeitspunkt optimiert. Da es nicht moglich ist, durch kontinuierliche Leis-
tungsidnderung zwischen zwei Losungen der Leistungsflussgleichung zu wechseln, sondern
hierzu ein ,,Sprung® (beispielsweise ausgeldst durch einen Netzfehler mit anschliefender Kla-
rung) notwendig ist [3.1], kann durch Redispatch keine andere Losung der Leistungsflussglei-

chung erreicht werden.
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3.4.1 Untersuchung der Losungen eines Zweiknotennetzes

Zunachst wird das Zweiknotennetz (n = 2) in Bild 3.3 untersucht.

1 2

Bild 3.3 Topologie des Zweiknotennetzes

An Knoten 1 soll im Folgenden die Spannung konstant bleiben und die Leistungsbilanz des

Netzes hergestellt werden (vgl. Slack-Knoten in Abschnitt 3.2.4). Fiir diese Stranganordnung

gibt es 2" =2 mathematische Losungen der Leistungsgleichung.

In Abschnitt 3.4.1.1 werden die Losungen unter Annahme von P, =0 und Q, =0 dargestellt
und in Abschnitt 3.4.1.2 die Losungen fiir beliebige Belastungsfille.

3.4.1.1 Losungen fiir den Leerlauf mit 2, =0 und 0, =0

Unter Annahme von P, =0 und O, =0 an Knoten 2 ergeben sich zwei physikalisch mogliche
Losungen der Leistungsgleichung:

. Eine Losung mit Leerlaufspannung U, =U,, , und

II. eine Losung mit Kurzschlussspannung U, =0.

Unter Vernachldssigung der ohmschen Anteile und der Querglieder der Leitung ergibt sich mit

Y, =1/jX, die Knotenadmittanzmatrix in Gl. (3.22). Bild 3.4 zeigt die Spannungszeiger der

beiden physikalisch moglichen Losungen.

L. II.

12 1
A A

-Y Y
Yy { S } (3.22)
YL _YL

2

u _1 UnN _1 UnN

= — | u — "

21 _1 \/5 LAQI I 0 \/g

Bild 3.4 Spannungszeiger von zwei physikalischen Losungen der Leistungsgleichung fiir das Zwei-
knotennetz in Bild 3.3

In Losung I. liegt am Knoten 2 dieselbe Spannung wie an Knoten 1 an. In Losung II. ist die

Spannung am Knoten 2 Null.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung

Es ist offensichtlich, dass der Leerlauffall in Losung I. dem gewiinschten Betriebspunkt ent-
spricht, da die Spannungen innerhalb der Betriebsgrenzen liegen, und im Kurzschlussfall in

Losung II. hohe Strome hohe Verluste bedingen wiirden.

3.4.1.2 Losungen fiir beliebige Leistungen

Bild 3.5 zeigt die beiden ,,Losungsschalen® fiir ein beispielhaftes 380-kV-Zweiknotennetz,
wenn ausgehend von P, =0 und Q, =0 die Leistungen variiert werden. Fiir £, =0 und 0, =0
ergibt sich die Kurzschlusslosung am Tiefpunkt in Bild 3.5 bei U, =0 und die Leerlauflosung

am Schnittpunkt einer von dem Kurzschlusspunkt ausgehend vertikal verlaufenden Linie mit

der oberen Losungsschale.
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Bild 3.5 Ldsungsschalen des Zweiknotennetzes in Bild 3.3

Die obere Losungsschale mit groBeren Spannungsbetrdgen kann den ,,Leerlauflésungen* und
die untere Losungsschalte mit kleineren Spannungsbetrigen den ,,Kurzschlusslosungen* zuge-
ordnet werden. Nicht dargestellt in Bild 3.5 sind die Losungspunkte, an denen sich die beiden
Losungsschalen beriihren. An diesen sogenannten Bifurkationspunkten gibt es nur eine Losung
der Leistungsgleichung. Fiir die Leistungen auerhalb der Losungsschalen gibt es keine physi-

kalisch moglichen Lésungen der Leistungsgleichung.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung

3.4.2 Untersuchung der Losungen eines Dreiknotennetzes
Im Folgenden wird das Dreiknotennetz (n :3) in Bild 3.6 untersucht, welches keine

Strangstruktur aufweist, sondern aus drei im Dreieck miteinander verbundenen Knoten besteht,

sodass eine Masche entsteht.

3
Bild 3.6 Topologie des Dreiknotennetzes

Wie bei dem Zweiknotennetz soll hierbei an Knoten 1 die Spannung konstant bleiben und die

Leistungsbilanz des Netzes hergestellt werden. Fiir diese Anordnung ergeben sich aus dem Bi-

2(n—1)
(n-1)

In Abschnitt 3.4.2.1 werden die Losungen unter Annahme von P, =F, =0 und Q,=0,=0

4
nomialkoeffizienten ( j = (2j = 6 mathematische Losungen der Leistungsgleichung.

dargestellt und in Abschnitt 3.4.2.2 die Losungen fiir einen besonderen Belastungsfall, der

sechs physikalische Losungen hat.

3.4.2.1 Losungen fiir den Leerlauf mit », =P, =0 und 0, =0, =0

Nicht fiir alle Lastfdlle gibt es sechs physikalisch mdgliche Losungen. So ergeben sich fiir
P,=P, =0 und Q, =0, =0 zwei physikalisch nicht mégliche Losungen und nur die vier fol-

genden physikalisch moglichen Losungen:

. Eine Losung mit Leerlaufspannungen U, =U,, und U, =Uj,, (unter Vernachldssigung

der Querglieder, liegt die Spannung des Slack-Knotens an),

II. eine Losung mit Kurzschlussspannung U, =0 (und U, #0),
III. eine Losung mit Kurzschlussspannung U, =0 (und U, #0), und

IV. eine Losung mit Kurzschlussspannungen U, =0 und U, =0.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung

Mit ¥, =1/jX, ergibt sich unter Vernachléssigung der ohmschen Anteile und der Querglieder

der Leitung die Knotenadmittanzmatrix in Gl. (3.23). Bild 3.7 zeigt die Spannungszeiger der

vier physikalisch mdglichen Losungen.

I. I1. 1. IV.
123 1 1 1
A A
3 2

2 3 23

1 1 1 1
UnN UnN UnN UnN

g =|1|—= |ugy=| 0 gy =105 |1—F Uxrv = 0
1 \/g 10,5 \/5 | 0 \/g 0 \/5

Bild 3.7 Spannungszeiger von vier physikalischen Losungen der Leistungsgleichung fiir das Drei-
knotennetz in Bild 3.6

Yo=| ¥, 21, 7, (3.23)

Y, Y, -2
In Losung . liegt an den Knoten 2 und 3 dieselbe Spannung wie an Knoten 1 an. Es handelt
sich um die Leerlauflosung. In Losung II. ist die Spannung am Knoten 2 Null und am Knoten
3 halb so grof3 wie an Knoten 1. In Losung III. ist die Spannung am Knoten 2 halb so gro3 wie
an Knoten 1 und am Knoten 3 Null. In Lésung IV. ist die Spannung am Knoten 2 und 3 Null.

Es handelt sich um die Kurzschlusslosungen.

Wie beim Zweiknotennetz ist offensichtlich, dass Losung I. dem gewtlinschten Betriebspunkt
entspricht, da die Spannungen innerhalb der Betriebsgrenzen liegen und die hohen Stréme in

den Kurzschlusslosungen II. bis IV. hohe Verluste bedingen.

Analog zum Zweiknotennetz konnen ausgehend von P, =P, =0 und Q, =0, =0 die Leistun-

gen variiert und die jeweiligen Losungen den Fillen 1. bis IV. zugeordnet werden. Fiir einige
Belastungsfille kann es auch mehr als vier physikalisch mogliche Losungen geben. Im folgen-

den Abschnitt 3.4.2.2 wird ein solcher Belastungsfall beispielhaft untersucht.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung

3.4.2.2 Losungen fiir einen Belastungsfall mit sechs physikalischen Losungen

Im Folgenden soll ein weiterer Belastungsfall, ebenfalls unter Vernachldssigung der ohmschen
Anteile und der Querglieder der Leitung, betrachtet werden, der zwei weitere physikalisch mog-
liche Losungen, die Losungen V. und V1., enthilt. Der Belastungsfall ist so konstruiert, dass in
diesen beiden zusdtzlichen Losungen die Spannungen an allen Knoten denselben Betrag haben,

jedoch um jeweils 120° zueinander phasenverschoben sind. Die Drehung der Spannungszeiger

wird durch den Drehzeiger a = e kenntlich gemacht. Bild 3.8 zeigt die vorgegebenen Lo-

sungsvektoren.
V. VI.
1 1
2 3 3 2
1 1
Uy = Qz U_\/ng Uy v = QZ: %
a a

Bild 3.8 Spannungszeiger zweier zusitzlicher physikalischer Losungen der Leistungsgleichung fiir
das Dreiknotennetz in Bild 3.6 in einem besonderen Lastfall

Die Knotenleistungen in den besonderen Belastungsfillen der Losungen V. und VI. sind

2

U,
P=P=0und 0, =0,=-3j—2*.

L

In den Losungen V. und VI. ergibt sich jeweils ein Strom, der innerhalb der Dreiecksmasche
zirkuliert. Wenngleich es sich in diesem Beispiel um einen konstruierten Fall, fernab von iibli-
chen Betriebszustinden, handelt, kann nicht ausgeschlossen werden, dass in groeren Netzen
Zustidnde auftreten, die ebensolche Kreisstrome enthalten. Solche Zustinde treten tiblicher-
weise bei nicht abgestimmten Transformator-Reglern auf [3.7], wurden jedoch auch unabhén-
gig von Transformatoren bei Netzen, die beispielsweise grofle geographische Hindernisse wie
Gebirge umkreisen, beobachtet und allgemein theoretisch belegt [3.8]. Solche Kreisstromlo-
sungen sind, ebenso wie die Kurzschlusslosungen, stets verlustbehafteter als der erwiinschte

Betriebspunkt.
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3 Losen der Leistungsdifferenzengleichung

Ausgehend von den Leistungen der Kreisstromldsungen in den Féllen V. und VI. kdnnen die
vier physikalisch moglichen Losungen, analog zum Zweiknotennetz, berechnet werden. In
Bild 3.9 werden die Zeigerbilder und Berechnungsergebnisse der Spannungen fiir die vier phy-

sikalisch moglichen Losungen gezeigt.

L. II. I1. IV.

23
Ab

1 1

LNI3 Uy | |17 (U | Un |, _|12V13 | U,
2 \/5 =K 4 \/5 =K, 4 \/5 =K,V

14413 1+417 1-V17 -

L 2 L 4 4 2

%’ —_
S

4

m

)
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Uy =

g’l\)
—
w

Bild 3.9 Spannungszeiger von vier physikalischen Losungen der Leistungsgleichung fiir das Drei-
knotennetz in Bild 3.6 in einem besonderen Lastfall

Keine der sechs dargestellten Losungen zeigt einen erstrebenswerten Betriebszustand an. In
Losung I. treten zwar im Gegensatz zu den anderen Losungen keine Kurzschluss- oder Kreis-

strome auf, jedoch sind die Spannungen aullerhalb der zuldssigen Grenzen.
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4 Quadratische Naherungen der Netzgleichungen

Die Grundlagen und Herleitungen zu den Netzgleichungen, dem Optimierungsproblem und der
Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzengleichung in den Kapiteln 2 und 3 sind unabhéngig
von einem Koordinatensystem und sind ohne Néherungen ausgekommen, wobei vorausgesetzt
wurde, dass es in GI. (3.2) eine explizit ermittelbare Umkehrfunktion der Leistungsgleichung
in GI. (3.1) gibt. Diese gibt es jedoch nur in Sonderféllen beziehungsweise nur als Potenzreihe
mit unendlich vielen Summanden. Die Formulierung eines Optimierungsproblems mit implizi-
ten Funktionen ist grundsétzlich umsetzbar, jedoch miissen in diesem Fall die Losungen der
impliziten Gleichungen in jedem Losungsschritt der Optimierung bestimmt werden, was zu
erheblichen Verldngerungen der Berechnungszeit fiihrt. Eine weitere Herausforderung ist, dass

das Optimierungsproblem in Gl. (2.31) nichtlinear und nichtkonvex ist.

In dieser Arbeit soll das Optimierungsproblem explizit formuliert werden, indem die Zielfunk-
tion und die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems mit Hilfe von Taylorpolynomen
zweiter Ordnung quadratisch angendhert werden. Da auch fiir die Umkehrfunktion der Leis-
tungsdifferenzengleichung eine quadratische Néherung ermittelt werden kann, kann diese
Gleichheitsnebenbedingung durch Einsetzen in die quadratischen Ndherungen von Zielfunktion
und Nebenbedingungen eliminiert werden. Zur Ermittlung der Gradienten sind daher alle ersten
partiellen Ableitungen und zur Ermittlung der Hessematrizen sind alle zweiten partiellen Ab-
leitungen fiir die Zielfunktion und alle quadratischen Nebenbedingungen erforderlich. Der Aus-
gangspunkt der Optimierung und damit ebenso der Entwicklungspunkt der Taylorpolynome ist
das Ergebnis einer initialen Leistungsflussberechnung (vgl. Abschnitt 3.3). Um dem Nahe-
rungsfehlern von den Taylorpolynomen zweiter Ordnung zu begegnen, wird die quadratisch
beschrinkte quadratische Optimierung mehrmals, ab dem zweiten Durchlauf ausgehend vom
Losungspunkt der vorherigen Optimierung, durchgefiihrt. Es ergibt sich somit eine sequentielle
quadratisch beschrankte quadratische Optimierung (sequential quadratically constrained Quad-
ratic Programming — SQCQP). Der Vorgang wird so lange wiederholt, bis die Anderungen

zwischen zwei Durchldufen eine gewidhlte Genauigkeitsgrenze unterschreitet.

Im Folgenden wird die fiir diese Arbeit verwendete Schreibweise von quadratisch angenéherten

Funktionen beschrieben. Gleichung (4.1) zeigt das Taylorpolynom zweiter Ordnung fiir eine

reelle Funktion Ati(Ax) in Abhingigkeit von der Anderung des Zustandsvektors Ax. In

Gl. (4.1) sind die Koeffizienten der Funktion im Gradientenvektor g, und der Hessematrix H,

gegeben. Zugunsten der Ubersichtlichkeit wird im Folgenden auf die Angabe der Stelle, an der
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4 Quadratische Nidherungen der Netzgleichungen

die Ableitung erfolgt, verzichtet. Sofern nicht etwas anderes angegeben ist, ist immer die Ab-

leitung an der Stelle Ax =0 gemeint.

2
e L e PO o1 P
2 ox 2 Oxox
hi,ll hi,lN
1 r . . .
:I:gi,l gi,N]'Ax+EAx' : | Ax (4.1)
hi,Nl hi,lN
O (Ax) A (AY)
Ox,0x, x, 0%
:{(Mté(Ax) 5A2(Ax) ,Ax%AxT_ 5 -
X X
Ox\ Ox, Oox, O,

Fiir ein System mehrerer Funktionen At(Ax:) , wie es beispielsweise durch alle Nebenbedin-

gungen gebildet wird, erweitert sich die skalare Grofle Az, (Ax) zu einer vektoriellen Grofe. Es

wird fiir diese Arbeit eine Notation definiert, die in Gl. (4.2) beschrieben ist:

2 A 4L

ox' 2 oxox’
hl,ll hl,lN
gl,l T gl,n L hI . h (42)
A . | B . NI 1IN
=| . DAY+ —Ax ® ) ® Ax
g, g 2 hl,ll hl,lN ’
hl,Nl hl,lN

Die Menge aller Gradientenvektoren g, wird in der Jakobimatrix G gespeichert. Die Menge
{H } aller Hessematrizen H, wird in geschweiften Klammern geschrieben'®. Die Multiplika-

tionen der Vektoren Ax und Ax' mit {H } entsprechen nicht den tiblichen Konventionen zur

Matrixmultiplikation, sodass zur Unterscheidung als Multiplikationszeichen ein eingekreistes

Kreuz ® benutzt wird. Die durch das eingekreiste Kreuz ® reprisentierte Multiplikation wird

16 Die Darstellung mit geschweiften Klammern erfolgt in Anlehnung an die Speicherung von Cell-Arrays in der
Software MATLAB [4.1], die in dieser Arbeit genutzt wird.
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4 Quadratische Niaherungen der Netzgleichungen

fiir diese Arbeit als Multiplikation jeder der in {H } enthaltenen Matrizen H, mit Ax' bezie-

hungsweise Ax entsprechend Gl. (4.1) definiert. Das jeweilige Ergebnis der Multiplikation

entspricht dem i-ten Element in einem Spaltenvektor.

In Abschnitt 4.1 werden zuniichst die Auswirkungen von Uber- und Unterschitzungen durch
Naherungen auf das Konvergenzverhalten einer sequentiellen Optimierung dargestellt. Die
Taylorpolynome zweiter Ordnung werden in Abschnitt 4.2 fiir die Anderungen der Netzleis-
tungen aus GI. (2.21) und in Abschnitt 4.3 fiir die Anderungen der Knotenleistungen durch den
Verteilten Slack in Gl. (3.17) bestimmt. In kartesischen Koordinaten kdnnen die beiden vorge-
nannten Funktionen durch quadratische Funktionen exakt beschrieben werden, wohingegen in
Polarkoordinaten das Taylorpolynom zweiter Ordnung nur eine Nédherung ist. Mit Hilfe der
beiden vorgenannten Taylorpolynome wird in Abschnitt 4.4 die quadratische Néherung fiir die
Umkehrfunktion der um den Verteilten Slack erweiterten Leistungsdifferenzengleichung her-
geleitet, die sowohl in Polarkoordinaten als auch in kartesischen Koordinaten nur eine Néhe-
rung um den Arbeitspunkt ist. In den auf Abschnitt 4.4 folgenden Abschnitten werden Taylor-
polynome zweiter Ordnung fiir die Anderungen der Knotenleistungen (Abschnitt 4.5), die An-
derung der Netzverluste (Abschnitt 4.6), die Anderungen der Spannungsbetriige (Abschnitt 4.7)
und der Anderung der Strombetrige (Abschnitt 4.8) zuniichst als Funktionen der Anderungen
der Knotenspannungen hergeleitet. Fiir die Anderungen der Knotenleistungen und die Ande-
rung der Netzverluste sind diese quadratischen Funktionen in kartesischen Koordinaten exakt
und in Polarkoordinaten nur eine Néherung. Die Néherung der Umkehrfunktion aus Ab-
schnitt 4.4 wird jeweils in die Taylorpolynome zweiter Ordnung fiir die Anderungen der Kno-
tenleistungen, der Netzverluste, der Spannungsbetrige und der Strombetrdge eingesetzt, sodass
die Taylorpolynome als Funktionen der Knotenleistungen geschrieben werden kénnen. Durch
Einsetzen der nur genéherten Umkehrfunktion werden auch die Zielfunktion und alle Neben-

bedingungen des Optimierungsproblems in kartesischen Koordinaten Nidherungen.

Statt der Anderungen der Spannungsbetriige Au, werden im Folgenden die auf den Ausgangs-
wert u, , bezogenen Anderungen der Spannungsbetrige Au, / u,, benutzt, da sich einige der

Jakobi- und Hessematrizen einfacher beschreiben lassen und ein gut konditioniertes Optimie-
rungsproblem, also eine dhnliche Grofenordnung der Zielfunktion und aller Nebenbedingun-

gen, angestrebt wird. Aus diesem Grund werden fiir die Optimierung ebenso die Anderungen
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der Zweigstrome Ai, auf den jeweiligen Strom'” i,, und die Anderungen der Verlustleistung
AP, auf den Ausgangswert der Netzverluste P, bezogen. Zur Vermeidung von numerisch

problematischen kleinen Werte, vor allem in den Hessematrizen, werden auBerdem die Variab-

len p, und g, in GW beziehungsweise Gvar angegeben.

Zur Unterscheidung von Knoten- und Zweiggrofen (vgl. Abschnitt 2.1) und fiir eine bessere
Ubersichtlichkeit werden im Folgenden im ersten tiefgestellten Index von Vektoren, Matrizen
und Cell-Arrays immer die jeweiligen Dimensionen angegeben. Die Benennung der Jakobi-
und Hessematrizen erfolgt auf Basis des Zdhlers und des Nenners der jeweiligen Ableitungen.
Fiir Vektoren werden Kleinbuchstaben im Namen und fiir Matrizen GroBBbuchstaben verwen-
det. Die Ziffern 1 oder 2 am Ende des Namens kennzeichnen, ob es sich um die erste oder die
zweite Ableitung handelt. Die skalaren Elemente eines Vektors oder einer Matrix werden mit

Kleinbuchstaben geschrieben.

Die folgenden Herleitungen werden sowohl in Polarkoordinaten als auch in kartesischen Koor-
dinaten durchgefiihrt. Die Polarkoordinaten haben den Vorteil, dass ihre Zustandsgrofen (die

Spannungsbetrdge u, und die -winkel J, ) im Gegensatz zu den ZustandsgrofBen in kartesi-
schen Koordinaten (den Realteilen u,, und den Imaginrteilen u, ;) physikalisch interpretier-

bar sind und daher zur Beriicksichtigung der oberen und unteren Spannungsbandgrenzen im
Rahmen der Optimierung keine Betragsbildung der Zustandsgrof3en erfolgen muss. Die karte-
sischen Koordinaten hingegen haben den Vorteil, dass einige Funktionen durch quadratische

Funktionen exakt beschrieben werden.

4.1 Darstellungen zur Uber- und Unterschitzung durch Niherungen
Im Allgemeinen entsteht durch jede Niherung eine Unter- oder Uberschitzung, sodass unter
Umstidnden die Zielfunktion lokale und globale Optima nicht mehr richtig beschreibt und die

Nebenbedingungen das Losungsgebiet zu stark oder nicht ausreichend beschrianken.

In Bild 4.1 ist beispielhaft zu sehen, wie eine Linearisierung (rot) das durch die nichtlineare

Funktion (griin) begrenzte Gebiet iiberschitzt.

7" Leerlaufende Zweige mit i, =0 bleiben auBer Betracht. Auch in nicht-bezogenen GroBen sind diese Ablei-
tungen nicht definiert (vgl. Anhang 11.1.7).
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Bild 4.1 Beispiel fiir eine Uberschitzung des zuldssigen Losungsgebietes (griin) durch eine lineare
Néherung (rot)

Die tatséchlich zulédssigen Punkte in Bild 4.1 liegen innerhalb des in griin begrenzten und mit
Gitterlinien schraffierten Gebietes. Jedoch werden auch Punkte auB3erhalb dieses Gebietes als
zuldssig bewertet, wenn die Begrenzung des Gebietes durch eine Linearisierung, ausgehend
vom schwarz gekennzeichneten Punkt, angenédhert wird und das unterhalb der roten Geraden

liegende, mit schrig schraffierten Linien gekennzeichnete Gebiet als zulédssig bewertet wird.

In Bild 4.2 ist beispielhaft zu sehen, wie eine Linearisierung (rot) das durch die nichtlineare
Funktion (griin) begrenzte Gebiet unterschatzt.
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Bild 4.2 Beispiel fiir cine Unterschiitzung des zuléissigen Losungsgebietes (griin) '
rung (rot)
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Die tatsdchlich zuldssigen Punkte in Bild 4.2 liegen unterhalb des in griin begrenzten und mit
Gitterlinien schraffierten Gebietes. Jedoch werden nicht alle Punkte innerhalb dieses Gebietes
als zuldssig bewertet, wenn die Begrenzung des Gebietes durch eine Linearisierung, ausgehend
vom schwarz gekennzeichneten Punkt, angendhert wird und das unterhalb der roten Geraden

liegende mit schriag schraffierten Linien gekennzeichnete Gebiet als zulédssig bewertet wird.

Eine Uberschiitzung ist fiir die Anwendungsfille dieser Arbeit als kritischer'® zu bewerten als
eine Unterschitzung, da eine Unterschitzung eine sicher zuldssige Losung!® liefert. Eine sicher
zuldssige Losung bietet zudem den Vorteil, dass diese Losung im folgenden Schritt der sequen-
tiellen Optimierung als Startwert benutzt werden kann. Jedoch findet eine Unterschitzung das
globale Optimum mdglicherweise nicht oder kann im Rahmen der sequentiellen Optimierung
aufgrund des Maratos-Effekts [4.5], [4.6] ein langsames Konvergenzverhalten haben. Beim
Maratos-Effekt liegt das Optimum am Rand des Losungsgebiets (vgl. Bild 2.6) und wird durch
die Unterschitzung des Losungsgebiets in jedem Schritt des sequentiellen Algorithmus nicht
exakt erreicht. Erst durch die mit jedem Schritt des sequentiellen Algorithmus abnehmende
Unterschiatzung kann sich die Losung dem Optimum ndhern. Als Vorteil von SQCQP-Ansétzen
gegeniliber SLCQP-Ansétzen ist zu nennen, dass der Maratos-Effekt kleiner ist, was beispiels-
weise in [4.7] dokumentiert und auch im Rahmen der Ausarbeitungen fiir diese Arbeit beobach-
tet wurde. Ein Nachteil einer Uberschiitzung ist, dass sie zu einer Schwingung der sequentiellen
Optimierung um das Optimum fithren kann, wie beispielsweise in [4.4] gezeigt wird. Fiir ein
endliches Taylorpolynom kann keine Festlegung getroffen werden, ob es zu Uber- oder Unter-
schéitzung der Ursprungsfunktion fiihrt. Die Fallstudien in Kapitel 7 zeigen, dass der SQCQP-
Ansatz fiir die Anwendungsfille dieser Arbeit sehr gute Ergebnisse liefert. Schwingungen um

das Optimum und der Maratos-Effekt sind nur in geringem Umfang zu beobachten.

4.2 Niherung fiir die Anderungen der Netzleistungen
Da fiir die Optimierung ein reelles Gleichungssystem bendtigt wird, wird die Gleichung fiir die
Netzleistungen in Gl. (3.1) in ihre Real- und Imaginérteile — also die Wirk- und Blindleistungen

— aufgeteilt. Die lineare Ndherung erfolgt iiber die ersten Ableitungen in der Jakobimatrix, wie

Liegt ein Optimierungsproblem vor, bei dem beispielsweise eine maximale Beanspruchung ermittelt werden
soll, so ist eine Unterschitzung als kritischer zu bewerten.

Die Zulassigkeit der Unterschétzung bezieht sich nur auf die jeweils unterschétzte Randbedingung. Es ist nicht
auszuschlieflen, dass eine Unterschitzung mehrerer Randbedingungen zum gegenseitigen Ausschluss einiger
oder gar aller zuldssigen Losungen fiithren. Dieses Problem wurde in dieser Arbeit jedoch nicht beobachtet.
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sie auch in der Leistungsflussberechnung verwendet und beispielsweise aus [2.2] der Literatur
entnommen werden kann. Die quadratische Ndherung beziehungsweise Funktionsbeschreibung
in kartesischen Koordinaten erfolgt durch die Hinzunahme der zweiten Ableitungen in den Hes-
sematrizen. Gl. (4.3) zeigt das Taylorpolynom zweiter Ordnung der Leistungsdifferenzenglei-

chung in Polarkoordinaten und Gl. (4.4) zeigt ebendieses in kartesischen Koordinaten.

Ap, Ad, [ as, 7T AS,
{ }zPQDUIZKzK[ } { } ®{PQDU22K2K}2K®{ } 4.3)

Aqy A”K/ e, | 2 A”K/ Uy, A”K/ Uy,
T
Apy Auy, 1| Auy Auy
= PORII Tl4+= 1 ®{PORI2 ® ! 4.4
|:AqK:| Q 2K2K |:AMK)ij| 2 |:AHK,1 { Q 2K2K }ZK AHK’i ( )

Eine kompakte Moglichkeit zur Berechnung der Jakobimatrizen PQDUL,,, und PORII, ..

sowie der Hessematrizen PQDU2 und PQRI2, ., wird in Anhang 11.1.1 hergeleitet.

2K2K, i

4.3 Niherung fiir die Anderungen der Knotenleistungen durch den Ver-

teilten Slack
Gl. (3.15) berechnet die Anderung der Wirkleistungsbilanz im Netz in Abhiingigkeit von den
Knotenspannungen des Netzes. Wie in Abschnitt 3.2.3 beschrieben, muss in Gl. (3.15) eine
Spannung nach Betrag und Phase bezichungsweise Real- und Imaginérteil konstant gehalten
werden. Deren Ableitungen sind somit Null. Gl. (4.5) zeigt das Taylorpolynom zweiter Ord-
nung und die Untermatrizen in Polarkoordinaten, GI. (4.6) zeigt ebendieses in kartesischen Ko-

ordinaten, welches die Funktion exakt beschreibt.

AP(u, )= pdul A0 I PDU2 Ad (4.5)
u, )= pdu +—= .
‘ * A”K/ U, | 2 AuK/ Uy o oK A”K/ Uy o
T
Au 1| Au Au
AP(u, )= pril Krlg—| % | PRI2 Kr 4.6
(_K) prily { AuK’J 5 { A”KJ 2K2K { AuK,i:| (4.6)

Auf Basis von Gl. (4.5) konnen die Leistungsdnderungen an allen am Verteilten Slack beteilig-
ten Knoten in Polarkoordinaten in Gl. (4.7) und auf Basis von GI. (4.6) in kartesischen Koordi-

naten in Gl. (4.8) berechnet werden, indem der Zusammenhang aus Gl. (3.17) verwendet wird.
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—bf. - +—bf; -
ApK,VS (HK) f, k " paulx Auy / Uy, 2 fK Auy / Uy 2K Auy / Uy o

: 4.7)
VSDUI A% L A% g (VSDU2,, }, ® A%
= + —
e A”K/ Ueo | 2| Auy / Uy B A”K/ Uy
A 1 Au, | A
. u r u N u ;r
ApK,VS (HK) = be 'prllzK © +_be : < PRIZszK <

Aug; | 2 Auy Auy

' ' ' (4.8)

T
Au 11 Au Au
=VSRII Krle—| T | ®{VSRI2 ®| &
ZK"’KLuKJ Z{AuKJ { s Lum

Eine kompakte Mdglichkeit zur Berechnung der Jakobimatrizen VSDUL,,, und VSRIL,

sowie der Hessematrizen VSDU2,,,, . und VSRI2,,,, . wird in Anhang 11.1.4 hergeleitet.

4.4 Naiaherung fiir die Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzengleichung
Auf Basis der Niherungsgleichungen fiir die Anderung der Netzleistungen sowie fiir die Ande-
rungen der Knotenleistungen durch den Verteilten Slack konnen die Taylorpolynome zweiter
Ordnung fiir die Umkehrfunktionen der Leistungsdifferenzengleichung (3.1) in Polarkoordina-
ten und kartesischen Koordinaten berechnet werden. Ziel der jeweiligen Umkehrungen sind die
Gl. (4.9) und (4.10), die die quadratisch angendherte Umkehrfunktion in GI. (3.2) der Leis-

tungsdifferenzengleichung beschreiben.

{ Ad } = DUPQL,,,, {Ap“ } +1{APK} ®{DUPQ2,,} ® {Apﬂ (4.9)
Aq K Ag

AuK/ Uy o k] 2] Aqy K
Au ' A
K =RIPQ12K2K{APK}+1{APK} ®{RIPQ22K2K}2K®{ 7 K} 4.10)
Auy ; Age | 2[Agqy Agy

Die Herleitung der folgenden Formeln wird in Anhang 11.3 gezeigt.

Auf Basis von GI. (3.3) ergeben sich die Jakobimatrizen der Umkehrfunktion in GI. (4.11) in

Polarkoordinaten und in Gl. (4.12) in kartesischen Koordinaten.

-1
DUPQI,,,, =(PQDUI,, —VSDUI,,, ) (4.11)
-1
RIPQI,,, =(PORIL,, —VSRIL,, ) (4.12)
Fiir eine Hessematrix DUPQ2,, , aus {DUPQ2,.} « 1n Polarkoordinaten bzw.

RIPQ2, ., aus {RIPQ2,..} in kartesischen Koordinaten ergeben sich Gl. (4.13)

2K

bzw. Gl. (4.14).
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2K
DUPQ2,, , =—DUPQLy, - 3" (dupql, -(PODU2,,, ~VSDU2yyy ,))- DUPQLy,, (4.13)
[
2K
RIPQ2, . , = _RIPleTKzK 'Z(’"ipqlkl ’(PQRlzszK,l —VSRI2,, )) ‘RIPQL,, (414

=1

4.5 Niherung fiir die Anderungen der Knotenleistungen

Auf Basis der Umkehrfunktionen in Gl. (4.9) und (4.10) ist es wiederum moglich, die Knoten-
leistungsdnderungen als Funktion der Knotenleistungsdnderungen unter Beriicksichtigung des
Verteilten Slack zu berechnen. Neben der mit dem Ergebnis gegebenen Moglichkeit zur Plau-
sibilisierung, konnen mit dem Ergebnis die resultierenden Knotenleistungsanderungen berech-
net werden, die sich unter Beriicksichtigung des Verteilten Slacks ergeben. Dies kann zur Be-

riicksichtigung von Aussteuergrenzen sinnvoll sein.

Zur Bestimmung der vorgenannten Funktion muss Gl. (4.9) in Gl. (4.3) beziehungsweise
Gl. (4.10) in GI. (4.4) eingesetzt werden. Der in dieser Arbeit benutzte Algorithmus, um quad-
ratische Funktionen in quadratische Funktionen einzusetzen, ist in Anhang 11.2 dargestellt. Als
Ergebnis des Einsetzens ergibt sich GI. (4.15). Die Form von GI. (4.15) ist unabhéngig davon,

ob in Polarkoordinaten oder kartesischen Koordinaten gerechnet wird.

Ap KVS | ApK l APK T ApK
[ AqK,VJ = POPQIL,, . { Ag. } + 5 L‘IJ ®{POPO2,, }, ® {Aqu (4.15)

Die Jakobimatrix in Gl. (4.15) kann mit Gl. (4.16) in Polarkoordinaten und mit GI. (4.17) in

kartesischen Koordinaten berechnet werden.

PQPQIZKZK = PQDUI2K2K -DUPQ]2K2K (4.16)
PQPQIZKZK = PQRIIZKZK 'RIPlesz 4.17)

Fiir eine Hessematrix PQPQ2,,, aus {PQPQ2,., } ergibt sich Gl. (4.18) in Polarkoordi-

2K

naten bzw. Gl. (4.19) in kartesischen Koordinaten

2K
PQPQ22K2K,k = DUPQIZTKZK PQDUZZKZK,kDUPQIZKZK + Z(pqdul,d 'DUPQ22K2K,1) (4.18)

I=1

2K

PQPQ2,, , = RIPQLy, PORI2, , RIPQL,, +"(pgril, - RIPQ2,, )  (4.19)

=1
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4.6 Niherung fiir die Anderung der bezogenen Netzverluste

Analog zur Leistungsdifferenzengleichung und zur Funktion des Verteilten Slack kann auch
die Funktion der Netzverlustinderung durch eine quadratische Funktion in kartesischen Koor-
dinaten beschrieben beziehungsweise in Polarkoordinaten angenédhert werden. Fiir die quadra-

tisch angendherte bezogene Netzverlustinderung als Funktion der Knotenspannungsianderun-

gen ergeben sich die Gln. (4.20) und (4.21).

AS As, AS
%:pvdulm-{ 5 }1{ 5 }-PVDUZZKZK-{ K} (4.20)

o Auy / Weo| 2| Auy / u, Auy / u,
T
AP Au Au Au
Y= pvril, | P L) Ot “PVRI2,, | (4.21)
Ry Aug; | 2| Aug, Auy

Zwei kompakte Moglichkeiten zur Berechnung der Jakobimatrizen pvdul,, und pvril,, so-

wie der Hessematrizen PVDU2,,,. und PVRI2, , werden in Anhang 11.1.2 hergeleitet.

Analog zum Einsetzen der quadratisch gendherten Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzen-
gleichung in die quadratisch gendherte Funktion der Knotenleistungsdnderungen in Ab-
schnitt 4.5 kann die Umkehrfunktion ebenso in die Funktion der Netzverlustdnderungen einge-
setzt werden. Auf Basis des Algorithmus in Anhang 11.2 ergibt sich Gl. (4.22) fiir die Netzver-

lustdnderung als Funktion der Knotenleistungsédnderungen.

AP A Ap 1
v - pqulm{ P K}l[ P K} -PVPQZZKZK-{APK} 4.22)
Pv,o Agqy | 2| Agy Agy

Die Form von GI. (4.22) ist unabhéngig davon, ob in Polarkoordinaten oder kartesischen Ko-

ordinaten gerechnet worden ist. Der Gradient in Gl. (4.22) kann mit Gl. (4.23) in Polarkoordi-
naten oder mit Gl. (4.24) in kartesischen Koordinaten berechnet werden.

pvpql, = pvdul, - DUPQIL, (4.23)

pvpql,, = pvril, - RIPOL,, (4.24)

Fiir die Hessematrix PVPQ2,,,, ergibt sich Gl. (4.25) in Polarkoordinaten bzw. GI. (4.26) in

kartesischen Koordinaten

2K
PVPQ2,,, = DUPQL,, PVDU2,, DUPQL,, +Y (pvdul,- DUPQ2,,.,)  (4.25)
I=1

2K
PVPQ2,, = RIPQL,, PVRI2,, RIPOL,, + (pvril,- RIPQ2,, )  (4.26)

=1
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4.7 Niherung fiir die Anderungen der bezogenen Betrige der Knoten-

spannungen
Die Néherung des Spannungsbetrages unterscheidet sich in Polarkoordinaten beziehungsweise
kartesischen Koordinaten. In Polarkoordinaten ist der Spannungsbetrag Bestandteil des Zu-
standsvektors, sodass sich Gl. (4.27) im Gegensatz zu den kartesischen Koordinaten unmittel-

bar aus der Nidherung der Umkehrfunktion in GI. (4.9) ergibt.

] 1 [ape T Apy
Auy [u, =UPQI LqK}ELqK ®{UPQ2,, }, ® Aq. (4.27)

In kartesischen Koordinaten ergibt sich der Spannungsbetrag nicht unmittelbar aus dem Zu-
standsvektor, sodass zundchst der Betrag gebildet werden muss. Da fiir das Optimierungsprob-
lem quadratische Gleichungen hergeleitet werden sollen, muss das Taylorpolynom zweiter Ord-

nung von Gl. (2.15) ermittelt werden. Es ergibt sich Gl. (4.28)

T
Au 1| Au Au
Au, /u, ., =URII Sle=—| % | ®{URI2 ® 4.28
K/ K,0 K2K {A"K,l 7 {A"K,l { 2K2K}K |:A”K,J ( )

Eine kompakte Moglichkeit zur Berechnung der Jakobimatrix URIL,,, sowie der Hessemat-

rizen URI2,,, ; wird in Anhang 11.1.6 hergeleitet.

Analog zum Einsetzen der quadratisch gendherten Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzen-
gleichung in die quadratisch genédherte Funktion der bezogenen Spannungsbetrige in Ab-
schnitt 4.5 kann die quadratisch gendherte Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzengleichung
in die quadratisch gendherte Funktion der bezogenen Spannungsbetrage eingesetzt werden. Auf
Basis des Algorithmus in Anhang 11.2 ergibt sich fiir die Knotenspannungsbetrége als Funktion
der Knotenleistungen eine Funktion der Form von Gl. (4.27).

Die Jakobimatrix von Gl. (4.27) kann in kartesischen Koordinaten mit Gl. (4.29) berechnet wer-

den.

UPQI,,. =URII,,, -RIPQL,,, (4.29)

Fiir eine Hessematrix UPQ2,,,, , aus {UPQ2,, }  ergibt sich Gl. (4.30) in kartesischen Ko-

2K

ordinaten
2K

UPQ2,, , = RIP 0L URI2,, ; RIPQL,, + Z(ur il - RIP QZZKZK,I) (4.30)

=1

65



4 Quadratische Nidherungen der Netzgleichungen

4.8 Niherung fiir die Anderungen der bezogenen Betriige der Zweig-

strome
Weder in Polarkoordinaten noch in kartesischen Koordinaten kann der Strombetrag direkt aus
dem Zustandsvektor entnommen werden. Analog zum Spannungsbetrag in kartesischen Koor-
dinaten miissen zunichst Funktionen des Strombetrags in Abhdngigkeit des Zustandsvektors in

Polarkoordinaten beziehungsweise kartesischen Koordinaten aufgestellt werden. Auf Basis von

Gl. (2.11) ergibt sich Gl. (4.31) in Polarkoordinaten und Gl. (4.32) in kartesischen Koordinaten.

. . . 2 . 2 .
lz/lz,o = \/Re {Zzz U+ lz,q} +1Im {Zzz uy +lz,q} /’z,o

(4.31)
iz/iz,o = \/Re {Zzz -KZ" Uy +iZ,q}2 + Im{zzz -KZ' Uy +iZ,q}2 /iz,o
. . . 2 . 2 .
lz/lz,o = \/(Gzz”z,r —Bu,; +lz,q,r) + (Bzz”z,r + Gy +lz,q,i) /’z,o
(G, -KZ"-u,,~B,, -KZ" -u_ +i,,,) (4.32)

iy i, = , iz
+(B,,-KZ" -u, +G,, - KZ" -, +i,,,)
Da fiir das Optimierungsproblem quadratische Gleichungen hergeleitet werden sollen, miissen
die Taylorpolynome zweiter Ordnung der Gln. (4.31) und (4.32) ermittelt werden. Da die Quell-
strome der Zweige keine Funktion der Zweigspannungen sind (vgl. Abschnitt 2.1.1), ergeben
sich in den Gln. (4.33) und (4.34) die quadratisch angenédherten Zweigstromanderungen nur als

Funktion in Abhingigkeit von den Zweigspannungen.

T
o AS 1| ae AS
AIZ/IZ)O:IDU122Z|:AuZ /22,0}5{ z }@{mwzm}z@{ z } (4.33)

Au, / u, Au, / u,,
T
Au 1| Au Au
AL /i, = IRII Ll | A QUIRI2 ®|  “ 4.34
Z/ Z,0 727 {AMZ,J 2 {AHZ,J { ZZZZ}Z |:Auz)i ( )

Durch Einsetzen von Gl. (2.18) ergeben sich in den Gln. (4.35) und (4.36) die Zweigstrome in
Abhingigkeit der Knotenspannungen.

KZ" 0} AS
Aiz/iZ’O:IDUIZZ{ i Kz H 5 }

0L, KZ'| Au/ug,
Ao, '[kz' o, ] KZ' 0o Ad
+l y T KZT ®{IDU22222}Z ® KZT 5 (4.35)
2| Auyfug, | | 0y, Kz 0L, KZ"| Au/u,

AS, [ as, 7 AS,
Ai, /i, =IDUI +— ®I1IDU2 ®
lz/lz,o 72K [A”K/”K,o} 2 [A”K/”K,o} { 2K2K }z A”K/”K,o
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KZ" 0, | Au
Ai, iy, ZIRHZZ{ i Kz }{ K}

0., KZ'| Aug,
T T
Au KZ" 0] KZ" 0., || Au
L] A “ | ®{IR12,,,} ® Kz Ko (4.36)
2| Aug; | | 0, KZ' 210y, KZ'|| Aug

T
. . AuK,r 1 AuK,r AuK,r
A, [i,, = IRI1, Lum } - ELMK,i } ®{IRI2,, }, ® L"K }

Eine kompakte Moglichkeit zur Berechnung der Elemente der Jakobimatrizen IDUI,,, und

IRI1,, sowieder Hessematrizen IDU2,,,, . und IRI2,.,, wirdin Anhang 11.1.7 hergeleitet.

Analog zum Einsetzen der quadratisch gendherten Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzen-
gleichung in die quadratisch gendherte Funktion der Knotenleistungen in Abschnitt 4.5 kann
die quadratisch gendherte Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzengleichung in die quadra-
tisch gendherte Funktion der Strombetrige eingesetzt werden. Auf Basis des Algorithmus in
Anhang 11.2 ergibt sich fiir die Strombetrdge als Funktion der Knotenleistungen sowohl in

Polarkoordinaten als auch in kartesischen Koordinaten eine Funktion der Form von Gl. (4.37).

. ] 1 ap T Apy
Ai, i, =1IPQI,, L%}E{MK ®{IPQ2,, }, ® Aq. (4.37)

Die Jakobimatrix in Gl. (4.37) kann in Polarkoordinaten mit GI. (4.38) und in kartesischen Ko-

ordinaten mit GI. (4.39) berechnet werden.

IPQ1,, = IDUL,, - DUPQL,,. (4.38)
IPQ1,, = IRIl,, -RIPOL, . (4.39)

Fiir eine Hessematrix IPQ2,,, . aus {IPQ2,, | ergibt sich Gl. (4.40) in Polarkoordinaten

V4

und GI. (4.41) in kartesischen Koordinaten

2K
IPQ2,,, . = DUPQL,,, IDU2,, . DUPQL,, +> (idul,- DUPQ2,,, ) (4.40)

I=1

2K
IPQ2, . = RIPQIL,,, IRI2,,, . RIPQL,,, + Z(irilzl 'RIPQ22K2K,1) (4.41)

=1
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S5 Identifizierung und Konvexifizierung nichtkonvexer Bestandteile

quadratischer Funktionen

Auf Basis der in Kapitel 4 hergeleiteten quadratischen Néherungen lassen sich Optimierungs-
probleme vom Typ QCQP beziehungsweise SQCQP formulieren (vgl. Kapitel 4). Diese Opti-

mierungsprobleme sind, von Spezialféllen abgesehen, jedoch nichtkonvex.

Die Zielfunktion und die Nebenbedingungen eines Optimierungsproblems kénnen durch Ko-
ordinatentransformationen grundsitzlich in beliebigen Koordinatensystemen beschrieben wer-
den, wobei in dieser Arbeit nur kartesische Koordinatensysteme beriicksichtigt werden. In die-
ser Arbeit werden fiir verschiedene Funktionsbestandteile der quadratischen Zielfunktion und
der Nebenbedingungen ZustandsgroBen in unterschiedlichen Koordinatensystemen verwendet,
da sich diese Beschreibung im Rahmen dieser Arbeit als besonders vorteilhaft herausgestellt
hat. Die linearen Transformationsbeziehungen zwischen den ZustandsgroBen der verschiede-
nen Koordinatensysteme werden als Gleichheitsnebenbedingungen in der Optimierung beriick-

sichtigt.

Eine Hauptachsentransformation [5.10] von quadratischen Funktionen ermdglicht die Identifi-
zierung der nichtkonvexen Funktionsbestandteile, da, wie in Abschnitt 2.2.2 dargestellt, durch
die Analyse der Eigenwerte der Hessematrizen quadratischer Funktionen, Aussagen iiber deren
Konvexitit getroffen werden kdnnen. Sind alle Eigenwerte der Hessematrix einer quadratischen
Funktion positiv oder gleich Null, so wird die Hessematrix als positiv-semidefinit bezeichnet
und die Funktion ist konvex. Sind Eigenwerte der Hessematrix einer quadratischen Funktion
negativ, so ist die Funktion nichtkonvex. Die Darstellung einer nichtkonvexen quadratischen
Funktion im Koordinatensystem ihrer Hauptachsen, bietet den Ausgangspunkt fiir Konvexifi-

zierungen der nichtkonvexen Funktionsbestandteile.

Koordinatensysteme konnen zueinander gedreht sein. Der Index a kennzeichnet im Folgenden,
dass ein Koordinatensystem gegeniiber dem Ausgangskoordinatensystem gedreht ist. Koordi-
natensysteme konnen zudem ihren jeweiligen Ursprung in verschiedenen Punkten haben und
somit zueinander verschoben sein. Im Hinblick auf die Hauptachsentransformation und die
Konvexifizierung sind im Folgenden der Ausgangspunkt (AP), der Punkt der quadratischen
Anndherung (QA), der Symmetriepunkt (SY) und die Konvexifizierungspunkte (K1 und K2)
zu berlicksichtigen. Von allem Kombinationsmoglichkeiten fiir Koordinatensysteme von Ut-
sprungspunkten mit Drehzustand sind im Folgenden die Koordinatensysteme AP, QA, a,QA
und 0,SY in Bild 5.1 von Relevanz.
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AAXéLQ/\SY:

Asza’Q& '/_

szo/\sv

Bild 5.1 Beispielhafte Darstellung der zu beriicksichtigenden Punkte und Koordinatensysteme fiir die
Koordinatentransformationen

e Der Ausgangspunkt der Optimierung, der sich aus der initialen Leistungsflussberechnung
ergibt, wird im Folgenden mit dem Index AP gekennzeichnet. Dieser Punkt wird in allen
Iterationsschritten der sequentiellen Optimierung verwendet, um die unterschiedlichen
Kosten fiir positive und negative Leistungsédnderungen (vgl. Abschnitt 6.2) zu beriicksich-
tigen. Im Koordinatensystem AP liegt der Unterscheidungspunkt zwischen positiven und
negativen Leistungsdnderungen im Koordinatenursprung. In dem Punkt AP wird das Ko-
ordinatensystem mit dem Index AP aufgestellt, dessen Achsen den Leistungsdnderungen
Axl1,, und Ax2,, ausgehend von AP entsprechen.

e Der Punkt in dem die quadratische Anndherung erfolgt, wird im Folgenden mit dem Index
QA gekennzeichnet. Dieser Punkt liegt im ersten Iterationsschritt in dem Ausgangspunkt
der Optimierung AP, dndert sich aber mit jedem Iterationsschritt der sequentiellen quadra-
tischen Optimierung um den Wert der Leistungsdnderungen des vorherigen Schritts der
sequentiellen quadratischen Optimierung. Da in dem Punkt QA im Rahmen der Hauptach-
sentransformation die Drehung der Koordinatenachsen durchgefiihrt wird, werden in die-

sem Punkt zwei Koordinatensysteme aufgestellt. Die Achsen des ersten Koordinatensys-

tems mit dem Index QA entsprechen den Leistungsdnderungen Axl,, und Ax2,, ausge-

hend von QA in Richtung der Achsen des Koordinatensystems AP. Die Achsen des zweiten

Koordinatensystems mit dem Index a,QA entsprechen den Leistungsanderungen Axl,
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und Ax2 ., ausgehend von QA in Richtung der gegeniiber dem ersten Koordinatensystem

gedrehten Hauptachsen der jeweiligen Funktion.
e Der Symmetriepunkt der quadratischen Funktion wird im Folgenden mit dem Index SY
gekennzeichnet. Der Symmetriepunkt dndert sich in jedem Iterationsschritt der sequentiel-

len quadratischen Optimierung. Im Punkt SY wird das Koordinatensystem mit dem Index
0,SY aufgestellt, dessen Achsen den Leistungsénderungen Axl, ¢, und Ax2 ¢, ausgehend
von SY in Richtung der Hauptachsen entsprechen. Im Koordinatensystem SY konnen die
Symmetrieeigenschaften quadratischer Funktion bei der Konvexifizierung genutzt werden.
e Die Punkte, in denen die Konvexifizierungen erfolgen, werden im Folgenden mit dem In-
dex K1 oder K2 gekennzeichnet. Der Punkt K1 liegt im jeweils ersten Schritt der inneren
sequentiellen Konvexifizierung (vgl. Abschnitt 5.3) im Punkt der quadratischen Anndhe-
rung. Der Punkt K2 ist der an der Hauptachse gespiegelte Punkt von K1. Die Punkte K1
und K2 dndern sich mit jedem Schritt der inneren sequentiellen Konvexifizierung auf den

Ergebniswert des vorherigen Schritts und dessen jeweils gespiegelten Punkt.

Die Abstinde zwischen zwei Punkten werden mit Differenzgrofen beispielsweise AAxl,y,,

und AAx2,,,, angegeben.

Die Anwendung der Hauptachsentransformation auf quadratische Funktionen wird im Ab-
schnitt 5.1 beschrieben. Nach Auswahl der optimalen Koordinatensysteme in Abschnitt 5.2
werden in Abschnitt 5.3 die nichtkonvexen Funktionsbestandteile durch stiickweise Linearisie-
rungen konvexifiziert. Es ergibt sich ein gemischt-ganzzahliges konvexes quadratisches Opti-

mierungsproblem, welches mit CPLEX oder Gurobi gelost werden kann (vgl. Abschnitt 1.3).

5.1 Hauptachsentransformation und Eigenwertanalyse einer quadrati-

schen Funktion

GIL. (5.1) beschreibt eine lineare Koordinatentransformation [5.10].

Ax=T Ax,, (5.1)
Mit Ax und Ax,; werden dieselben Punkte in verschiedenen Koordinatensystemen beschrie-
ben. Ist die Transformationsmatrix 7, eine orthogonale Matrix, sodass Gl. (5.2) gilt, handelt es

sich bei der linearen Koordinatentransformation um eine Drehung [5.10].

T'=T" (5.2)

1
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5 Identifizierung und Konvexifizierung nichtkonvexer Bestandteile quadratischer Funktionen

Im Folgenden wird beispielhaft die quadratische Funktion in Gl. (5.3) betrachtet. Die Funktion
hat die Form der in Kapitel 4 beschriebenen quadratischen Néherungen, sodass die Hessematrix

H, eine reelle symmetrische Matrix ist, fiir die Gl. (5.4) gilt. Der Vektor g, bezeichnet den

Gradienten und £, einen konstanten Anteil.

1

At,(Ax)zki+gi'Ax+%AxT-Hi~Ax (5.3)

H =H! (5.4)
Fir reelle symmetrische Matrizen H, kann eine reelle Drehungs-Transformationsmatrix 7,

derart gefunden werden, dass die Hessematrix D, in Gl. (5.5) eine Diagonalmatrix ist [5.10].

1
Ati(Axai):ki +8,-T-Ax,; +_Ax<;ri 'TiT H,-T -Ax,
s 5! 2 5! 5!
: (5.5)
=k, + 8. "Ax,, +5Ax§,i D, Ax,
Die Diagonalelemente von D, sind bei dieser Transformation die Eigenwerte von H, und die
zu den Eigenwerten gehorenden Eigenvektoren, deren Richtungen auch als Hauptachsenrich-
tungen bezeichnet werden, sind die Spaltenvektoren der Drehungs-Transformationsmatrix 7,

[5.10]. Die Transformation zwischen Ax, und dem so konstruierten Koordinatensystem Ax,

wird als Hauptachsentransformation bezeichnet [5.10].

Bezugnehmend auf die Koordinatensysteme in Bild 5.1 wird im Folgenden die Funktion

At, (AxQ A) in Gl (5.6) im Koordinatensystem QA betrachtet. In diesem Koordinatensystem

werden der konstante Anteil &, ;, der Gradient g, , und die Hessematrix H, bestimmit.

QA.,i
1

AL (Axgn ) = Kou, + 8ons - AXoa +Axg, - H, - Axg, (5.6)

Die Funktion At (AxQ A) ist gegeniiber der Richtung ihrer Hauptachsen Ax,,, gedreht. Zur

Identifizierung nichtkonvexer Anteile der quadratischen Funktion, wird die Funktion durch
Hauptachsentransformation in dem Koordinatensystem der Hauptachsen a,QA,i beschrieben.

Hierzu miissen zunéchst die Eigenwerte und die Eigenvektoren der Hessematrix H, bestimmt
werden. Ausgehend von der Beschreibung At (AxQ A ) im Koordinatensystem Ax,, ergibt sich

die Funktion Az, (Axa in GI. (5.8) durch Einsetzen von GI. (5.7) in GI. (5.6) im gedrehten

ons)
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Koordinatensystem Ax,, ;. Im Folgenden werden die Hauptachsen nach der GroBe der ihnen

zugeordneten Eigenwerte sortiert und in Gl. (5.7) in Gruppen von Hauptachsen unterteilt, denen

positive oder negative Eigenwerte oder Nulleigenwerte zugeordnet sind. Die hochgestellten In-

dizes ,,—, ,,0° und ,,+* kennzeichnen die Gruppen von Hauptachsen.
AX on
_ _ - 0 + 0
AxQA,i =T 'Axa,QA,i = [T wQA,i ];,QA,I' ];,QA,I':I Axa,QA,i (5.7)
+
Axa,QA,i

Ax;,QA,i
N - 0 + 0
- kQAJ + [ga,QA,i ga,QA,i ga,QA,i:I ’ Axa,QA,i (58)
+
Axa,QA,i
— T — —
1 Axot,QA,i Di Axot,QA,i
0 0 0
+ E AX oni | 0; | A%y on.
+ + +
AX, on D, AX, on

Die Diagonalmatrix D, kann in Untermatrizen zerlegt werden, von denen nur die Diagonalma-

trizen D und D, Nicht-Null-Elemente entsprechend den positiven und negativen Eigenwer-

ten enthalten. Die passende Beriicksichtigung und die Auswahl des fiir jede Hauptachsengruppe

am besten geeigneten Koordinatensystems wird im folgenden Abschnitt beschrieben.

5.2 Auswahl der optimalen Koordinatensysteme fiir die Zustandsgrof3en

und Beschreibung der Funktionen in diesen
Wie in Abschnitt 2.2.2 beschrieben, sind quadratische Funktionen mit negativen Eigenwerten
der Hessematrix nichtkonvex. Die von den negativen Eigenwerten abhdngigen Funktionsbe-
standteile miissen daher konvexifiziert werden, damit ein konvexes Optimierungsproblem auf-
gestellt werden kann. Wie in Abschnitt 5.3 gezeigt wird, eignet sich hierzu das Koordinaten-

system o,SY aus Bild 5.1 am besten.

Es hat sich im Rahmen der Ausarbeitungen fiir diese Arbeit gezeigt, dass bei der Eigenwertana-
lyse in der Regel keine Werte gefunden werden, die exakt gleich Null sind, sondern Werte, die

sehr kleine Betrdge haben. Diese Werte werden unter Annahme numerischer Ungenauigkeiten
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als ,,echte Nullen® interpretiert. Fiir die linearen Anteile gng . 1n Richtung der Hauptachsen,

denen Nulleigenwerte zugeordnet werden, haben sich ebenfalls sehr kleine Betrdge ergeben,

sodass auch diese als ,,echte Nullen” interpretiert werden. Somit hidngt die Funktion

At, (Ax“,Q A,l.) weder linear noch quadratisch von den Variablen MS’Q . ab, sodass diese unbe-

riicksichtigt bleiben kdnnen. Es hat sich gezeigt, dass in jeder Funktion immer genau ein solcher
Nulleigenwert auftritt. Es liegt nahe anzunehmen, dass das Auftreten einer Hauptachse, in deren
Richtung die Funktion keine Abhéngigkeit aufweist, in der Beriicksichtigung des Verteilten
Slacks begriindet ist, da dieser fiir den Ausgleich der Leistungsbilanz sorgt und somit durch

eine implizit vorhandene Summe-Null-Bedingung eine Variable linear abhdngig macht.

Die konvexen Funktionsbestandteile in Richtung der Hauptachsen, denen positive Eigenwerte
zugeordnet werden konnen, konnten durch Riicktransformation wieder in das Koordinatensys-
tem QA zuriicktransformiert werden. Da die Hessematrix spérlich statt voll besetzt ist, wenn
auch diese Funktionsbestandteile in ihren Hauptachsenkoordinatensystemen beschrieben wer-
den, hat sich die Modellierung im Koordinatensystem in Richtung der Hauptachsen im Rahmen
der Ausarbeitungen fiir diese Arbeit als numerisch vorteilhafter herausgestellt. Sofern redun-
dante Zustandsgroflen numerisch sinnvoll eliminiert werden konnen, wird die Eliminierung

durch die Losungssoftware automatisch durchgefiihrt.

Ohne die ZustandsgroBBen der Hauptachsen, denen Nulleigenwerte zugeordnet werden, jedoch
unter Hinzunahme der Zustandsgréfen im Koordinatensystem QA ergibt sich GI. (5.9) aus
Gl. (5.8). Zur Verkniipfung der jeweiligen Hauptachsenkoordinatensysteme der Zielfunktion
und aller Nebenbedingungen mit dem Koordinatensystem QA, dienen Gleichheitsnebenbedin-

gungen. Gl. (5.10), die aus Gl. (5.7) folgt, zeigt eine solche Gleichheitsnebenbedingung.

AX,on AX, on
At Ax:,QA,f :kQA,i+|:g;,QA,i g;,QA,i 0]' Ax;,QA,i
AxQA AxQA
B T ) - ) (5.9)
1 TAS D, TAS
+E Ax;,QA,i ’ Di+ ’ Ax;,QA,i
AxQA 0_ AxQA
AX,on
[Toon Tions —E | Axign, |=0 (5.10)
Ax,
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Im Vergleich zu GI. (5.6) und (5.8) ist die Anzahl der Zustandsgrofen in Gl. (5.9) um die An-
zahl der negativen und positiven Eigenwerte grofer, da zusitzlich zu den Zustandsgréfen des
Koordinatensystems QA die Zustandsgrof3en der Hauptachsen hinzugekommen sind, denen ein
negativer oder positiver Eigenwert zugeordnet wird. Diesem Nachteil stehen die vorgenannten
numerischen Vorteile und die Mdglichkeit der Konvexifizierung nichtkonvexer Funktionsbe-

standteile gegeniiber.

Da sich im folgenden Abschnitt 5.3 das Koordinatensystem a,SY,i aus Bild 5.1 fiir die Kon-
vexifizierungen als am besten geeignet herausstellt, muss das Koordinatensystem dieser Haupt-
achsen von QA in SY,i verschoben werden.

Zur Beschreibung der Funktion in Richtung der Hauptachsen, denen ein negativer Eigenwert

zugeordnet wird, im Koordinatensystem o,SY, i aus Bild 5.1, wird der Abstand AAx, ¢y ; ZWi-

schen den beiden Punkten QA und SY in GI. (5.11) benétigt.
AAx;,QASY,i = Ax;,QA,i - Ax;,sy,; Ax;,QA,i = Ax;,SY,i + AAx;,QASY,i (5.11)

Die Herleitung der Berechnung von AAx, ., ; fiir GL. (5.12) wird in Anhang 11.4 dargestellt.

AAX, gusys ==(D7) (Zaons) (5.12)
Fiir die Hauptachsen, denen ein positiver Eigenwert zugeordnet wird, ist keine Beschreibung
im Koordinatensystem o,SY,i aus Bild 5.1 erforderlich, jedoch wird mit diesen analog zu den
Hauptachsen mit negativem Eigenwert verfahren. Es entstehen hierdurch mehr Nullen im Gra-

dienten der quadratischen Funktion in GI. (5.17). Analog zu Gl. (5.11) beschreibt Gl. (5.13) die

Verschiebung um AAx; s, ,, deren Herleitung ebenfalls in Anhang 11.4 dargestellt wird.

-1 T
Ax;,QA,f = Ax;,sy,; +AAx;r,QASY,i = Ax;,sy,; _(D;r) (g;,QA,;) (5.13)

Wie in Kapitel 6 detailliert behandelt wird, soll fiir die Zielfunktionen bei den Leistungsidnde-
rungen zwischen positiven und negativen Leistungsdanderungen unterschieden werden, da die-
sen ausgehend vom Punkt AP unterschiedliche Kosten zugeordnet werden sollen. Es ist daher
bezugnehmend auf die Darstellung der Koordinatensysteme in Bild 5.1 zielfiihrend, das Koor-

dinatensystem der ZustandsgroBBen Ax,, vom Punkt QA in den Punkt AP zu verschieben, da

in diesem Punkt die Unterscheidung zwischen positiven und negativen Leistungsdnderungen

im Koordinatenursprung liegt. Gl. (5.14) beschreibt die Verschiebung um AAx,,,,, zwischen

den Punkten AP und QA, die sich im ersten Iterationsschritt der sequentiellen Quadratischen
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Optimierung zu Null und in allen folgenden Iterationsschritt aus dem Ergebnis der Optimierung

des vorherigen Iterationsschrittes ergibt.

Ax o, = Ax,p + AAX G 0p (5.14)

Durch die Verschiebungen der Funktionsvariablen von QA in SY,i und von QA in AP ergeben

sich Gl. (5.17) und (5.16) aus Gl. (5.9) und (5.10) mit kg, aus Gl. (5.15)

_ - - + +
Ksyap; = kQA,i + &uoni "AAX orsy. t 8aoni T DAX, gasy

1 . T 1 T (5.15)
+E(AAxa,QASY,i) Di AAxa,QASY,i +E(AAx;,QASY,i) D;AAx;,QASY,i
Ax;,SY,i + AAx;,QASY,i
[Tu:QA,i To:QA,i _Ei:| Ax;,SY,i + AAx(:,QASY,i =0
Ax,, + AAx
QAAP
- ) (5.16)
Axa,SY,i AAxa,QASY,i
[Tu:QA,i To:QA,i _Ei:| Ax;sy,i = _I:TaTQA,i TuJ,rQA,i _Ei] AAx(:,QASY,i =FS,;
L AxAP,i AAxQAAP,i
Ax;,SY,i Ax;,SY,i + AAx;,QASY,i
At, Ax;r,SY,i = kQA,i + [g;,QA,i g;r,QA,i 0] Ax;,SY,i + AAx;r,QASY,i
AxAP AxAP + AAxQAAP
— —_ T —_ B —_ —_
1 Ax(x,SY,i + AAxO.,QASY,f Di A'x:ot,SY,i + AAxO.,QASY,f
+ E Ax(:,SY,i + AAx;,QASY,i ) D; ’ Ax(:,SY,i + AAx;,QASY,i (5 y 7)
Ax,p + AAX G 0p 0 | Ax,p + AAX G 0p
T

Ax;,SY,i 1 Ax;,SY,i Di_ Axo_t,SY,i

= ksyap; + [Oz_ 0; 0] Ax;,SY,i +5 Ax;,SY,i ‘ D; ' Ax(:,SY,i

AxAP,i AxAP,i i 0 AxAP,i

Als Ergebnis der Drehungen und Verschiebungen liegen die Funktionsbestandteile nun in den
Koordinatensystemen vor, die flir die Konvexifizierung und das Aufstellen der Kostenfunktion
zweckméBig sind. Die nichtkonvexen Funktionsbestandteile jeder so erhaltenen Funktion wer-

den, wie im folgenden Abschnitt 5.3 beschrieben wird, konvexifiziert.

5.3 Konvexifizierung der nichtkonvexen Funktionsbestandteile
Mit Hilfe der Hauptachsentransformation (vgl. Abschnitt 5.1) sind die Funktionsbestandteile
mit negativen Eigenwerten, die zur Nichtkonvexitit fiihren, identifiziert und separiert. Dariiber-

hinaus liegt die quadratische Funktion symmetrisch zu ihren Hauptachsen.
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Im Folgenden wird die Nichtkonvexitit durch Konvexifizierung beseitigt. Unter dem Begriff
Konvexifizierung (convexification) sind in der Literatur eine Vielzahl von Ansétzen beschrie-
ben. Einen Uberblick iiber verschiedene Ansitze und weiterfiihrende Literatur geben beispiels-
weise [5.1], [5.11], [5.12]. In dieser Arbeit wird jede Funktion konvexifiziert, indem die quad-
ratische Funktion in Richtung der Hauptachsen mit negativem Eigenwert stiickweise linearisiert
wird. So wie die quadratischen Ndherungen die nichtlinearen Netzgleichungen nur annéhern,
ndhern die stiickweisen Linearisierungen die nichtkonvexen Bestandteile der quadratischen
Funktionen ebenfalls nur an. In den Punkten, in denen die stiickweisen Linearisierungen die
quadratischen Funktionen schneiden oder tangieren, beschreiben die stiickweisen Linearisie-
rungen die quadratischen Funktionen exakt, ansonsten nur gendhert. In je mehr Stiicke die zu
konvexifizierende Funktion unterteilt wird, umso genauer ist die Ndherung, jedoch steigt der
Speicher- und Rechenzeitaufwand. In dieser Arbeit wird die Ndherung mit nur zwei zur quad-

ratischen Funktion symmetrisch liegenden Stiicken favorisiert, um den Speicher- und Rechen-

zeitaufwand mdglichst gering zu halten. Die zu konvexifizierenden Hauptachsen Ax_, , wer-
den im Rahmen der stiickweisen Linearisierung somit in zwei Hauptachsenabschnitte Ax_ gy,

und Ax,_ g, aufgeteilt, deren Zusammenhang Bild 5.2 und deren Wertebereiche Gl. (5.18)

zeigt. Die Bestimmung der Wertebereiche wird in Abschnitt 6.3.1 beschrieben.

AXgsy,11,i AXgsy,1,i

Bild 5.2 Aufteilung der Hauptachsen Ax g, ; in zwei Abschnitte Ax ¢y, und Ax, g,

Axon,SY,i,min
Ax

a,SY,i,min

< Ax < Ax;,SY,i,max (5 18)

< Ax;,SY,IJ. <0< Ax;’SY,H’l. <Ax®

a,SY ,i,max

a,SY.,i

Selbst fiir nur zwei zur quadratischen Funktion symmetrisch liegende Stiicke, deren Eckpunkt
im Nullpunkt der Variable liegt, entlang derer die Funktion konvexifiziert wird, gibt es unend-
liche viele mogliche Konvexifizierungen, von denen drei in Bild 5.3 beispielhaft gezeigt sind.
Die beiden stiickweisen Linearisierungen trennen das Losungsgebiet in zwei separate Losungs-
gebiete. Fiir die in Magenta gezeichnete stiickweise Linearisierung in Bild 5.3 sind die zwei

separaten Losungsgebiete in unterschiedlichen Grautonen gekennzeichnet.
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Bild 5.3 Drei Beispiele von zur quadratischen Funktion symmetrisch liegenden stiickweisen Lineari-
sierungen, bestehend aus jeweils zwei Stiicken

Stiickweise Linearisierungen konnen die anzundhernde Funktion unter- oder tiberschitzen. Die
Vor- und Nachteile von Unter- oder Uberschitzungen sind in Abschnitt 4.1 beschrieben. Ist die
nichtkonvexe quadratische Funktion in Bild 5.3 beispielsweise eine Nebenbedingung, die das
Losungsgebiet auf alle Punkte oberhalb der Parabel beschrinkt, so liberschétzt die rote stiick-
weise Linearisierung das Losungsgebiet, obwohl die rote stiickweise Linearisierung bezogen
auf die nichtkonvexe quadratische Funktion innerhalb des Parabelbogens liegt. Die violette
stiickweise Linearisierung ist somit teilweise eine Uberschiitzung und teilweise eine Unter-
schitzung. Die tangentiale stiickweise Linearisierung, die in Magenta gezeichnet ist, ist eine
Unterschétzung, was auf Basis der Darstellungen in Abschnitt 4.1 als vorteilhaft gegeniiber ei-
ner Uberschitzung angesehen wird. Diese Linearisierung hat in der Nihe um die Konvexifizie-
rungspunkte K1, und K2,i in beide Richtungen die grofite Néherungsgenauigkeit und kann
zudem tiber Differentialrechnung leicht ermittelt werden beziehungsweise aus den auf die
Hauptachsen transformierten Taylorreihen entnommen werden, sodass die tangentiale stiick-

weise Linearisierung im Folgenden favorisiert wird.

Die Auswahl der als Konvexifizierungspunkte bezeichneten Punkte, in denen die stiickweisen
Linearisierungen die quadratische Funktion tangieren, hat also Einfluss auf die Abweichungen
der Néherungen. In groferer Entfernung konnen grofe Losungsgebiete nur ungenau erfasst
werden. Um diesem Problem zu begegnen, werden innerhalb von jedem sequentiellen Schritt

der sequentiellen Quadratischen Optimierung die Konvexifizierungen ebenfalls sequentiell
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durchgefiihrt, indem die Entwicklungsstellen der Konvexifizierungspunkte dem aktuellen Ar-
beitspunkt nachgefiihrt werden (vgl. Gl. (5.19)). Dieses Vorgehen wird im Folgenden als innere
sequentielle Konvexifizierung bezeichnet. Es entstehen somit zwei verschachtelte sequentielle
Schleifen (vgl. Bild 1.8), bestehend aus der sequentiellen Quadratischen Optimierung und der

inneren sequentiellen Konvexifizierung.

Da Linearisierungen eine gute Genauigkeit in der Néhe ihrer Entwicklungsstelle haben und es
zweckmaiBig ist, eine gute Genauigkeit in der Ndhe des aktuellen Arbeitspunktes zu haben, bie-
tet sich als Entwicklungsstelle fiir K1,7 der aktuelle Arbeitspunkt an. Die zweite Entwicklungs-
stelle K2,7 ergibt sich als negativer Wert von K1,7 bezogen auf die zu konvexifizierende Vari-
able im Koordinatensystem a,SY. Im ersten Schritt der inneren sequentiellen Konvexifizierung

wird fiir K1,i der Punkt QA verwendet. In den darauffolgenden Schritten werden jeweils die

sich aus der Optimierung ergebenden Werte fir AAx, ¢, aus Gl. (5.19) benutzt.

AAx;,SYKl,i = _AAx;,QASY,i + AAx;,QAAP + AAx;,APKl,i (5.19)

Somit werden fiir den Funktionsbestandteil A¢; (Ax in GI. (5.20) im Folgenden zwei Li-

o,SY,i )

nearisierungen A/, (Ax,gy,;) in GL (5.21) und Al (Ax, gy, ) in Gl. (5.22) hergeleitet.

ILi

At; (Ax;,SY,i) = %(Axa,SY,i )T D Ax gy, (5.20)
Alii (Ax;,SY,I,i) =8usvLi 'Ax;,SY,I,i + kl,i (5.21)
Aly, (Ax;,SY,II,i) = &usvii Moy Tk, (5.22)

Fiir Al (Ax,q,,) gelten die Gleichheitsbedingungen mit Az (Ax,g,,) am Punkt K1,i in

Gl. (5.23) fur die Funktion und in Gl. (5.24) fiir den Gradienten. Fir A/, (Ax;,SY)HJ,) gelten
unter Ausnutzung der Symmetrie der quadratischen Funktion in Normallage die Gleichheitsbe-
dingungen mit At (Ax, gy, ) am Punkt K2,i in Gl. (5.25) fiir die Funktion und in Gl. (5.26) fiir

den Gradienten.

Al (A ) = A (Axgy, ) (5.23)

AXy sy, =AM syK1i Axy sy i =AM syk1

oAl (Ax sy,) _ oA (Axy,)
0 (Ax;,SY,I,i )T 0 (Ax‘;SYJ

(5.24)

)T
Axr;,SY,I,i :AAx;,SYKl i Ax;,sy Ji :AAx;,SYKl,i
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Al

ILi (Ax;,SY,II,i) = At (Ax;,SY,i )‘ (5.25)

AXy sy 11, == AAX syk AXy sy i == AAX sy

ALy, (Ax, gy ,) OAL (Axgy,) (5.26)
_ T - B T :
g (Axa’SY’H’[ ) Axy sy 11, =AM syK1 i g (Axa’SY’[ ) Axy sy i =AM vk i
Aus GI. (5.24) und (5.26) ergeben sich die Ergebnisse in Gl. (5.27) und (5.28)
— — T —
8usvii = (AAxa,SYKl,i) D, (5.27)
— — T —
8osvai — _(AAxa,SYKl,i) -D, (5.28)

Durch Einsetzen der Ergebnisse aus Gl. (5.27) und (5.28) in GI. (5.23) und (5.25) ergibt sich
das Ergebnis in GI. (5.29).

1

— T — —
ky; =ky; = _E(AAxSYKl,i) "Dy - AAX gy (5.29)

N N

o,SY,IL,i o,SY,i

Fiir die konvexifizierte Funktion Az, . [[(Ax;sm ; )T (Ax_ )T (Ax+ )T (Ax AP )T Tj

ergibt sich Gl. (5.30) und fiir die erweiterte Gleichheitsnebenbedingung ergibt sich GI. (5.31).
Die ODER-Verkniipfung der jeweils zwei Konvexifizierungsvariablen in Ax, gy, und Ax, gy

wird iiber SOS (vgl. Abschnitt 2.2.1) vorgenommen.

AX oy 1,
Ax . 1
o,SY,IL,i _ T
Atkon,i Ax+ - kkon,i + gkon,i ’ Ax + E Ax - Hkon,i -Ax
a,SY.,i
Ax AP
kkon,i = kSYAP,i + kI,i = kSYAP,i + kII,i
(5.30)
_ - - +
Skoni = [g asvii  8asvii 0 0}
Ou,SY,I,i
_ Oa,SY,II,i
Hkon,i - D+
i
0
AX, v 1
Ax .
- - + aSYLi |
[IZI,QA,I' T.oni Toon, _Ei:l Ax* =S, (5.31)
o,SY,i
Ax AP
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Die Anzahl der Zustandsgroflen hat sich durch die Konvexifizierung noch einmal um die An-
zahl der negativen Eigenwerte erhoht, da durch die Aufteilung der Hauptachsen, denen ein ne-

gativer Eigenwert zugeordnet wird, jeweils zwei Zustandsgrof3en notwendig werden.

Die in dieser Arbeit verwendeten Losungssoftwares CPLEX [5.1] und Gurobi [5.9] bieten fer-
tige Modellierungen stiickweiser Linearisierungen an, jedoch Gurobi nur fiir die Zielfunktion
und CPLEX nicht iiber die MATLAB-Schnittstelle, sodass in dieser Arbeit eine eigene Model-
lierung vorgenommen wird. Im Allgemeinen werden stiickweise Linearisierungen in Optimie-
rungsproblemen mit SOS2-Bedingungen (vgl. Abschnitt 2.2) beschrieben [5.13], [5.14], [5.15].

Bei nur zwei Konvexifizierungen, deren Eckpunkt zudem im Nullpunkt der Variablen liegt,
entlang derer die Funktion konvexifiziert wird (die Variable Ax,, in Bild 5.3), ist es moglich,

die stiickweise Linearisierung als SOS1-Bedingungen (vgl. Abschnitt 2.2) zu formulieren. Die
Verwendung von SOS1-Bedingungen im Vergleich mit SOS2-Bedingungen fiihrt zu einfacher
zu 16senden Optimierungsproblemen, da ihre Umsetzung weniger bindre Variablen benétigt.

Die Formulierung der SOS1-Bedingungen wird in Abschnitt 6.3.4 beschrieben.

Eine Néherung durch mehr als zwei Linearisierungen je negativem Eigenwert, beispielsweise
durch eine weitere Linearisierung mit einem Konvexifizierungspunkt am Schnittpunkt der
quadratischen Funktion mit ihrer Hauptachse, wiirde die Prognosegiite je Schritt der inneren
sequentiellen Konvexifizierung erhdhen und moglicherweise weniger Schritte der inneren se-
quentiellen Konvexifizierung erfordern, jedoch wiirde die Losung des ganzzahligen Optimie-
rungsproblems deutlich verldngert werden. Eine diesbeziigliche Untersuchung und mogliche

Weiterentwicklungen dieser Art bleiben weiteren Untersuchungen vorbehalten (vgl. Kapitel 9).

In den folgenden beiden Abschnitten werden zwei- und dreidimensionale Beispiele dargestellt,
um die Durchfiihrung der Konvexifizierung durch stiickweise Linearisierungen geometrisch zu

interpretieren.

5.3.1 Zweidimensionale Beispiele fiir die Konvexifizierungen nichtkonvexer
Funktionsbestandteile

In den folgenden Bildern werden anhand einiger Beispiele geometrische Interpretationen fiir

die in dem diesem Abschnitt beschriebenen Konvexifizierungen von quadratischen Funktionen

dargestellt. Der Vollstindigkeit halber werden auch Eigenwertkombinationen angegeben, die

keiner Konvexifizierung bediirfen. Entartete Félle, wie beispielsweise leere Mengen, Null-

punkte oder Geraden und Ebenen, werden nicht dargestellt, da ihr Auftreten im Rahmen dieser
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5 Identifizierung und Konvexifizierung nichtkonvexer Bestandteile quadratischer Funktionen

Arbeit nicht beobachtet wurde. In den Bildern sind die Losungsgebiete der quadratischen Funk-
tionen durch rechteckig gekreuzte Fldchen kenntlich gemacht. Diese werden durch die schrig
gestrichenen Flachen, die sich durch die Konvexifizierungen ergeben, teilweise iiberdeckt. In
den folgenden Beschreibungen wird auf die Darstellungen in Abschnitt 2.2.2 Bezug genom-
men, aus denen hervor geht, dass ein Losungsgebiet konvex ist, wenn die zugehorigen Eigen-
werte nicht negativ sind beziehungsweise wenn zwei beliebige Punkte innerhalb des Losungs-
gebiets durch eine Grade verbunden werden konnen und alle Punkte auf dieser Geraden wiede-

rum innerhalb des Losungsgebietes liegen.

Bild 5.4 zeigt zwei zweidimensionale Beispiele fiir quadratische Funktionen, wobei die Funk-
tion linear von einer Variablen und quadratisch von einer weiteren Variablen abhingt. Es erge-
ben sich somit Parabeln. Der zur quadratischen Variablen gehorige Eigenwert ist in Bild a)
positiv und in Bild b) negativ. Fiir Bild b) sind die entsprechenden Konvexifizierungen eben-

falls eingezeichnet.

}L1-3c12+g-x2 <0

a) >0 b  1<0
g#0 g#0

“\’ [

—
-l
L

Innere Parabelfliche | AuBere Parabelfliche
Keine Konvexifizierung| konvexifiziert durch
notwendig zwei Geraden

Bild 5.4 Zweidimensionale Beispiele fiir quadratische Funktionen mit einer linearen und einer quad-
ratischen Variablen mit den entsprechenden Konvexifizierungen

Fiir das in griinem Gittermuster gezeichnete konvexe Losungsgebiet innerhalb der Parabel in
Bild a) sind keine Konvexifizierungen notwendig. Fiir das in griinem Gittermuster gezeichnete
nichtkonvexe Losungsgebiet auBerhalb der Parabel in Bild b) sind zwei Konvexifizierungen
notwendig, die durch die Geraden an die Parabel kenntlich gemacht sind und deren umfasstes

Gebiet mit roten schragen Linien gekennzeichnet ist.
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5 Identifizierung und Konvexifizierung nichtkonvexer Bestandteile quadratischer Funktionen

Bild 5.5 zeigt zwei zweidimensionale Beispiele fiir quadratische Funktionen, wobei die Funk-
tionen quadratisch von beiden Variablen abhdngen und die den Variablen zuzuordnenden Ei-
genwerte jeweils gleiche Vorzeichen haben. Es ergeben sich somit Ellipsen. Die zu den quad-
ratischen Variablen gehorigen Eigenwerte sind in Bild a) positiv und in Bild b) negativ. Fiir

Bild b) sind die entsprechenden Konvexifizierungen ebenfalls eingezeichnet.

A-Xp+ 2, % +k<0

Va0
A4 >0
Ax2
A\

< -

/] X

Innere Ellipsenfliche | AuBere Ellipsenfliche
Keine Konvexifizierung| konvexifiziert durch
notwendig vier Geraden

Bild 5.5 Zweidimensionale Beispiele fiir quadratische Funktionen mit zwei quadratischen Variablen,
deren Eigenwerte gleiche Vorzeichen haben, mit den entsprechenden Konvexifizierungen

Fiir das in griinem Gittermuster gezeichnete konvexe Losungsgebiet innerhalb der Ellipse in
Bild a) sind keine Konvexifizierungen notwendig. Fiir das in grilnem Gittermuster gezeichnete
nichtkonvexe Losungsgebiet auBerhalb der Ellipse in Bild b) sind zwei Konvexifizierungen je
Variable mit negativem Eigenwert notwendig, sodass sich vier Konvexifizierungen ergeben,
die durch die Geraden an die Ellipse kenntlich gemacht sind und deren umfasstes Gebiet mit

roten schrigen Linien gekennzeichnet ist.

Bild 5.6 zeigt zwei zweidimensionale Beispiele fiir quadratische Funktionen, wobei die Funk-
tionen quadratisch von beiden Variablen abhidngen und die den Variablen zuzuordnenden Ei-
genwerte jeweils ungleiche Vorzeichen haben. Es ergeben sich somit Hyperbeln. In Bild a) be-
findet das in grilnem Gittermuster gezeichnete nichtkonvexe disjunkte Losungsgebiet innerhalb
der Hyperbeldste, wohingegen sich in Bild b) das in griinem Gittermuster gezeichnete nicht-

konvexe Losungsgebiet auBBerhalb und zwischen den Hyperbelésten befindet.
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5 Identifizierung und Konvexifizierung nichtkonvexer Bestandteile quadratischer Funktionen

Axi+ A +k<0

a) A4, >0 k<0 b) A4, <0

k>0

Innere Hyperbelflichen | AuBere Hyperbelfliche
konvexifiziert durch konvexifiziert durch
zwei Parabeln zwei Parabeln

Bild 5.6 Zweidimensionale Beispiele fiir quadratische Funktionen mit zwei quadratischen Variablen,
deren Eigenwerte ungleiche Vorzeichen haben, mit den entsprechenden Konvexifizierungen

Beide Funktionen miissen konvexifiziert werden, wobei die Funktionen nur in Richtung der
jeweiligen Variablen mit negativem Eigenwert konvexifiziert werden miissen. Obwohl die je-
weilige Variable durch eine stiickweise Linearisierung konvexifiziert wird, ergeben sich jeweils
zwei Parabeln als Konvexifizierungen, da in Richtung der Hauptachse, der ein positiver Eigen-
wert zugeordnet wird, die quadratische Variablenabhingigkeit erhalten bleibt. Es zeigt sich
hierbei der Vorteil der Identifikation und Separation der nichtkonvexen Funktionsbestandteile
durch die Hauptachsentransformationen, da auf diesem Weg die konvexen quadratischen Nicht-

linearitdten weiterhin beriicksichtigt werden konnen.

5.3.2 Dreidimensionales Beispiel fiir die Konvexifizierung eines nichtkonvexen
Funktionsbestandteils

Fiir eine dreidimensionale Darstellung einer Konvexifizierung auf Basis einer stiickweisen Li-

nearisierung in Richtung der Hauptachse mit negativem Eigenwert mit zwei Stiicken bietet sich

ein Beispiel an, das einen negativen und positiven Eigenwert sowie einen Nulleigenwert ent-

hilt. Es ergibt sich mit dieser Eigenwertkombination ein Hyperbolisches Paraboloid, welches

auch als Sattelflache bezeichnet wird. In Bild 5.7 sind ein solches Hyperbolisches Paraboloid

und seine Konvexifizierungen dargestellt.
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Bild 5.7 Hyperbolisches Paraboloid (Sattelfliche) im Koordinatensystem der Hauptachsen mit zwei
anliegenden Konvexifizierungen (rot und griin)

Das von dem Hyperbolischen Paraboloid begrenzte Losungsgebiet liegt, bezogen auf die
x -Achse, links und rechts des Hyperbolischen Paraboloiden. Die Funktion muss entlang der
x -Achse konvexifiziert werden, sodass durch stiickweise Linearisierung die beiden konvexi-
fizierten Teilstlicke enstehen. Jedes konvexifizierte Teilstiick bildet einen Parabolischen Zylin-
der, der fiir sich alleine genommen ein konvexes Losungsgebiet begrenzt. Die Quadratische
Abhéngigkeit in Richtung der x"-Achse bleibt somit auch in diesem Beispiel nach der Kon-
vexifizierung bestehen. Es zeigt sich auch in diesem Beispiel der Vorteil der Identifikation und
Separation der nichtkonvexen quadratischen Funktionsbestandteile durch die Hauptachsen-
transformationen, da auf diesem Weg die konvexen quadratischen Nichtlinearitidten weiterhin

beriicksichtigt werden konnen.
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

Die Netzgleichungen fiir die Zielfunktion und die Nebenbedingungen des Optimierungsprob-
lems wurden auf Basis von Kapitel 2 und 3 in Kapitel 4 durch nichtkonvexe quadratische Ni-
herungen modelliert. In Kapitel 5 wurden diese Ndherungen dann konvexifiziert. In diesem Ka-
pitel wird die Modellierung fiir unterschiedliche Kosten von positiven und negativen Leistungs-
anderungen vorgenommen, und es werden die Zielfunktion sowie alle Nebenbedingungen zu-

sammengestellt.

Das Optimierungsproblem in dieser Arbeit unterscheidet sich vom Optimal Dispatch Problem
(vgl. Abschnitt 2.3), welchem noch kein Kraftwerkseinsatz zugrunde liegt. In dieser Arbeit
wird davon ausgegangen, dass der Kraftwerkseinsatz durch den Strommarkt bereits bestimmt
worden ist (Dispatch) und Anderungen des ,,marktoptimalen* Kraftwerkseinsatzes durch den
Ubertragungsnetzbetreiber nur aufgrund der Verletzung von Netzrestriktionen erfolgen konnen
(Redispatch). Das Optimierungsproblem baut auf einer konvergenten initialen Leistungsfluss-
berechnung auf, wie sie in Abschnitt 3.3 beschrieben wurde. Es wird daher im Folgenden im-

mer die Anderung ausgehend von dem vorgenannten Zustand betrachtet.

Zunéchst wird in Abschnitt 6.1 der Zustandsvektor, der bisher aus Wirk- und Blindleistungsén-
derungen bestand, in positive und negative Wirkleistungsdnderungen aufgeteilt. Des Weiteren
werden die zusdtzlichen Zustandsgrofen fiir die Koordinatentransformation aus Kapitel 5 dem
Zustandsvektor hinzugefiigt. In Abschnitt 6.2 wird darauf autbauend die Zielfunktion mit ihren
verschiedenen Kostenanteilen aufgestellt. In Abschnitt 6.3 werden dann die Nebenbedingungen
aufgestellt, die aus den Aussteuergrenzen fiir alle Zustandsgroflen, einer linearen Gleichheits-
nebenbedingung zur Sicherstellung der Wirkleistungsbilanz des Netzes, den Transformations-
bedingungen aus Kapitel 5, den konvexifizierten quadratischen Nebenbedingungen fiir Strom-
und Spannungsgrenzwerte sowie den fiir die Konvexifizierung notwendigen SOS1 bestehen. In
Abschnitt 6.4 wird fiir das zusammengestellte Optimierungsproblem eine Methode vorgestellt,
um verbesserte Startwerte fiir das Optimierungsproblem, im Speziellen fiir die SOS1-Bedin-

gungen, zu erhalten, die eine erhebliche Beschleunigung der Losung bewirken.

6.1 Zusammenstellen des Zustandsvektors

Der Zustandsvektor Ax in Gl. (6.1) besteht zunichst nur aus den Anderungen der Knoten-

wirkleistungen und der Knotenblindleistungen.
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APK} 6.1)

Mo = {AqK

In Anlehnung an den Beschluss der Bundesnetzagentur BK8-12-019 [6.1], der Kriterien fiir die
Bestimmung einer angemessenen Vergiitung bei strombedingten RedispatchmaBBnahmen und
bei spannungsbedingten Anpassungen der Wirkleistungseinspeisung festlegt, wird auch in die-
ser Arbeit zwischen positiven und negativen Leistungsdnderungen unterschieden. Obwohl der
vorgenannte Beschluss mit dem Beschluss BK8-12-019-A [6.2] wieder aufgehoben worden ist,

wird eine Aufteilung in positive und negative Wirkleistungsédnderungen weiterhin als sachge-

recht angesehen. Den somit erweiterten Zustandsvektor zeigt Gl. (6.2)

neg
K

Ax.pq =| APE” (62)

Agy
In Kapitel 5 wurden fiir die Hauptachsentransformation und die Konvexifizierung einer quad-
ratischen Funktion weitere Zustandsgrofen eingefiihrt. Fiir das Optimierungsproblem miissen
diese zusitzlichen ZustandsgrofBen fiir die Zielfunktion (zf) und jede quadratische Nebenbedin-
gung (qnb) eingefiihrt werden. Um diese muss der Zustandsvektor erweitert werden, sodass

sich der Zustandsvektor Ax und seine Unterkomponenten in Gl. (6.3) ergeben.

r - N I - N r +
AX sy 1 AX, sy 1ist JAN |
- - - +
Ax, oy AX, oy AX, oy AN
Ax- : : :
_ @.SY,II - : - . : + :
Ax = Ax" AX, oy = Ax- AX, oyn = Ax- Ax, gy = Ax (6.3)
o,SY o,SY,Li o,SY,ILi ao,SY,i
Ax : : :
+PQ :
- - +
_Axu,SY,I,qnb i _Axu,SY,II,qnb i _Axa,SY,qnb J

Da fiir jede Konvexifizierung und somit fiir jeden negativen Eigenwert der Zielfunktion oder
einer quadratischen Nebenbedingung zwei zusétzliche Zustandsgroflen entstehen, werden der
Zustandsvektor und damit die Vektoren und Matrizen der Zielfunktion und der Nebenbedin-
gungen sehr gro3. Wie in den folgenden Abschnitten gezeigt wird, sind die Vektoren und Mat-
rizen nur an wenigen Positionen und somit spérlich besetzt, sodass sie keinen hohen Speicher-

bedarf haben.

6.2 Aufstellen der Zielfunktion
Die Zielfunktion der Optimierung soll in dieser Arbeit sowohl die Kostenidnderung durch Re-

dispatch AC, (Ax) als auch die Kostenénderung durch Netzverlustinderung AC, (Ax)

edispatch
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

bei der Minimierung beriicksichtigen. Hierzu werden beide Kostenidnderungen in einer gemein-

samen Zielfunktion AZF (Ax) in GI. (6.4) beriicksichtigt.

AZF(AX) = ACkegispaen (Ax) +AC, (Ax) (6.4)

Fiir die Kosten fiir Redispatch AC} (Ax) wird in dieser Arbeit kein Marktmodell hinter-

edispatch
legt, sondern angenommen, dass Redispatchkosten fiir die Anderung von Blindleistungsbereit-
stellungen Null und fiir positive und negative Wirkleistungsanderungen Eins beziehungsweise
Minuseins sind. In dieser Arbeit wird somit eine Minimierung des Wirkleistungseinsatzes
durchgefiihrt. Fiir Blindleistungsdnderungen werden in dieser Arbeit nur ,,indirekte Kosten®,
die sich durch die bewirkte Anderung der Wirkleistungsverluste ergeben, beriicksichtigt. Mog-

liche zukiinftige Vergiitungsmodelle fiir Blindleistung werden in [6.3] untersucht. Gl. (6.5)

zeigt die Kostenfunktion AC, (Ax). Die in dieser Arbeit gewahlte Modellierung erlaubt

edispatch
im Rahmen von Weiterentwicklungen auch nichtlineare und stiickweise Kostenfunktionen (vgl.
Kapitel 9).

ACrgispareh (Ax) = [0;,53(,1 0,5y Og,sy e 1o 0 J Ax (6.5)
Fiir die Netzverluste wird in dieser Arbeit angenommen, dass sie dieselben Kosten haben wie
positive Wirkleistungsdnderungen. Die Kostenénderung fiir Netzverlustinderungen AC,, (Ax)

werden als quadratische Funktion in Gl. (6.6) beschrieben.

ACV(Ax)sz+gV-Ax+%AxT-HV-Ax (6.6)

Die Gln. (6.7), (6.8) und (6.9) zeigen die Zusammensetzung des konstanten Anteils &, , des

Gradienten der Netzverluste g, und der blockdiagonalen Hessematrix der Netzverluste H, .

ky = kony (6.7)

gv=[g1_,v v Ousy O O OK]
gl_,V=':g;,SY,I,V 0;,5\(,1,1 0;,SY,l,i 0;,SY,l,qnb:| (6.8)

Suv =[ga,SY,ll,V Oa,SY,ll,l Ou,SY,II,i Oa,SY,ll,qnb}
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Oa,SY,l

0

o,SY,II

+
Oa,SY,l

(6.9)

o,SY,i

+

0oc,SY,qnb B
OK

OK

In der Regel gilt, dass die Ubertragung von Leistung bei hoherer Spannung effizienter ist, weil
der Strom in den Betriebsmitteln bei gleicher Leistung und hoherer Spannung sinkt, was gerin-
gere Verluste zur Folge hat. Es wird daher im Allgemeinen — auch aus Griinden der Stabilitit
[2.2] — ein hohes Spannungsniveau angestrebt. Jedoch ist nicht in allen Belastungsfallen eine
hohere Spannung beziiglich der Verluste effizienter, wenn beispielsweise die hohere Spannung
zusitzliche Leistungstransporte bedingt oder zum Erreichen der hoheren Spannung zusétzliche

Leistungstransporte und Blindleistungsbereitstellungen notwendig sind.

e In leerlaufenden oder schwach belasteten Netzgebieten steigt der kapazitive Blindleis-
tungsbedarf der Querglieder mit zunehmender Spannung. Da die Blindleistung unter Um-
standen an anderer Stelle im Netz eingespeist und zu den Kapazititen transportiert werden
muss, bedingt in diesen Fillen eine hohere Spannung zusétzlichen Leistungstransport und
hohere Verluste.

e Auch in stark belasteten Netzgebieten kann eine Uberkompensation des in der Regel in-
duktiven Blindleistungsbedarfs der Lingselemente der Betriebsmittel zusétzlichen Trans-

portaufwand bedingen, der Verluste zur Folge hat.

Sofern es die Spannungsbander zulassen, ist daher ein mdglichst lokal ausgeglichener Blind-
leistungshaushalt anzustreben. Somit liegt das Verlustoptimum im Allgemeinen nicht an den
Spannungsbandgrenzen, sondern in nichtlinearer Abhéngigkeit des Netzzustandes innerhalb

des Losungsgebietes.

6.3 Aufstellen der Nebenbedingungen
In den folgenden Abschnitten werden die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems zu-

sammengestellt.
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6.3.1 Aussteuergrenzen der Zustandsgrofien
Der Zustandsvektor in Gl. (6.3) besteht aus sieben Komponenten. Die Aussteuergrenzen der

Leistungen in Gl. (6.10) kdnnen als Eingangsdaten und damit als bekannt angenommen werden.

Ap K,min < Ap K < Ap K,max
AqK,min < AqK < AqK,max

(6.10)

Aus Gl. (6.10) ergeben sich ebenfalls die Aussteuergrenzen fiir die negativen Wirkleistungsén-

neg pos

derungen Ap.*® und die positiven Wirkleistungsdnderungen App” in GI. (6.11).

neg
ApK,min < ApK < 0K
pos
0K S ApK S ApK,max

Fiir die gedrehten und mit a indizierten Zustandsgrofen zeigt Bild 6.1 den Zusammenhang der

6.11)

Aussteuergrenzen im gedrehten Koordinatensystem mit den Aussteuergrenzen im ungedrehten

Koordinatensystem.
A AYa,0a
Aya,QA max
l' ————————————— | -
| I
| I
! AXg.Qmi | l :;AX LQA,may
— T — P ——
I ............... l AX(,,QA
N e, I‘ :
|
R U R |-
AY(:,QA min

Bild 6.1 Zusammenhang zwischen den Aussteuergrenzen im ungedrehten (QA) und gedrehten
(0,QA) Koordinatensystem
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Die Aussteuergrenzen im ungedrehten Koordinatensystem begrenzen ein Rechteck, dessen
Kanten parallel zu den zugehorigen Achsen verlaufen (hellgriines Rechteck). Um die Aussteu-
ergrenzen im gedrehten Koordinatensystem zu berechnen, geniigt es nicht, das Begrenzungs-
rechteck ebenfalls zu drehen, da Teile des zuldssigen Losungsgebietes abgeschnitten wiirden
(dunkel griin gestricheltes Rechteck). Einen einfachen Weg Aussteuergrenzen fiir die gedrehten
Zustandsgroflen zu bestimmen, die keinen Teil des zuldssigen Losungsgebietes abschneiden,
bietet der Kreis mit dem Radius gleich der Lange des ldngsten Vektors, der zu einer Ecke flihrt
(dunkelgriin gepunktet). Der Radius dieses Kreises ist der Betrag aller Aussteuergrenzen der

gedrehten ZustandsgroBen und kann mit Gl. (6.12) berechnet werden.

max ( Ax
QAmax> QA mm
= ( \/ QA,max + Ay(z)A,min (6. 12)
max (AyQA max 2 AyQA mm

Da Aussteuergrenzen immer ein Rechteck, dessen Kanten parallel zu den zugehorigen Achsen
verlaufen, bilden, ergibt sich auf Basis von GI. (6.12) ein Begrenzungsquadrat (dunkelgriin ge-
punktet), welches das urspriingliche Losungsgebiet deutlich iiberschétzt. Das Endergebnis der
Optimierung wiirde hierdurch nicht beeinflusst, da die Aussteuergrenzen der ungedrehten Zu-
standsgrofBen das Losungsgebiet weiterhin wirksam begrenzen. Fiir die zeitgerechte Losung des
Optimierungsproblems ist es vorteilhaft, moglichst grofle Teile des Losungsgebietes abschnei-
den zu kdnnen, sodass die kleinstmoglichen Aussteuergrenzen der ZustandsgrofBen in gedrehten
Koordinaten bestimmen werden sollten. In vielen Féllen ergibt sich schon in der Vorverarbei-
tung (preprocessing), dass jeweils ein Teilstiick der stiickweisen Linearisierung im Rahmen der
inneren sequentiellen Konvexifizierung auflerhalb der zuldssigen Aussteuergrenzen liegt, so-
dass gar nicht mehr stiickweise linearisiert werden muss, sondern eine Linearisierung ausreicht

und somit bindre Entscheidungsvariablen entfallen kdnnen.

Es ist daher zielfithrend, die minimalen und maximalen Aussteuergrenzen der gedrehten Koor-
dinaten an den Ecken des Rechtecks zu bestimmen und anhand dieser Aussteuergrenzen ein
neues Begrenzungsrechteck im gedrehten Koordinatensystem zu erstellen (dunkelgriin). Im
zweidimensionalen Beispiel in Bild 6.1 sind die Minimal- und Maximalwerte im gedrehten
Koordinatensystem der vier Eckpunkte des ungedrehten Begrenzungsrechtecks direkt zu be-
stimmen. Bei hoherdimensionalen Problemen sind sie die Losungen linearer Optimierungs-
probleme, einmal einer Minimierung und einmal einer Maximierung. Gl. (6.13) zeigt die beiden

linearen Optimierungsprobleme auf Basis von Gl. (2.25).
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Ap K T Ap K
AX, op o =min| £, . - AX op o =max|
a,QA,j,i,min ( Kj,i |:AqK 0,QA,j,i,max Kj,i AqK
ApK,min < ApK < ApK,max ApK,min < ApK < ApK,maX (6 13)
Aql(,min < AqK < AqK,max AqK,min = AqK = AqK,max

In GL (6.13) ist #,, die j-te Spalte der Transformationsmatrix 7; aus Gl. (5.2). Auch wenn die

beiden linearen Optimierungsprobleme in Gl. (6.13) schnell gelost werden konnen, ist die Lo-
sung fiir jede gedrehte ZustandsgroBe notwendig, sodass sich ein fiir die Gesamtzeit relevanter
Rechenaufwand ergibt. Da die linearen Optimierungsprobleme aber unabhingig voneinander
sind, konnen sie parallelisiert werden.

Die auf dem zuvor beschriebenen Weg ermittelten Aussteuergrenzen Ax, g, .., Und Ax, o4 o

fur alle gedrehten ZustandsgroBen Ax, ., missen mit Hilfe der Umformungen in Gl. (6.14)

noch in den jeweiligen Arbeitspunkt SY,i verschoben werden (vgl. Abschnitt 5.2).

Axa,QA,min < Axa,QA <Ax, ,QA,max
Axa,QA,min = Axu,SY +AAx, aasy = A%y 0 max (6.14)
Axa,QA,min - AAxa,QASY < Axa,SY < Axa,QA,max - AAxa,QASY .
AX 5 min < Axa,SY < AX 5 max
Die Zusammensetzung des Vektors AAx, ¢y zeigt Gl. (6.15).
I AAxu,QASY,zf |
AAxu,QASY,l
AAx (6.15)

@, QASY —
° AAX, sy

| AAX, asy.nb |

Die zu konvexifizierenden Variablen Ax g, miissen zudem noch am Nullpunkt des Koordi-

natensystems SY,i aufgeteilt werden (vgl. Abschnitt 5.3). Gl. (6.16) zeigt diese Aufteilung.

A"CO(SYmm _Ax SY _AxuSYmax
Axu SY,min — Ax o,SY,I — 0(1 SY,min (616)
0(1 SY,min — Ax o,SY,II — Axa SY,max
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

Zusammenfassend ergeben sich die Aussteuergrenzen /b und ub in Gl. (6.17) nach Sortierung

der Aussteuergrenzen entsprechend der Anordnung der Zustandsgréf3en im Zustandsvektor Ax

Ib < Ax < ub
TAS AX, sy 0, 5y min
0;,SY,min Ax;,SY,II Ax;,SY,max
AX, 6 min < Ax, oy < AX, v max (6.17)
AP min - K - 0
0, Ap” APy max
| AMgmin | L A || A |

6.3.2 Lineare Gleichheitsnebenbedingungen fiir die Wirkleistungsbilanz des
Netzes und die Transformationsbedingungen der Zustandsgrofien

Da ein Redispatch immer neutral beziiglich der Wirkleistungsbilanz sein muss, ist eine lineare

Gleichheitsnebenbedingung notwendig, welche diese Wirkleistungsbilanz sicherstellt. Ande-

renfalls wiirde die Wirkleistungsbilanz durch Regelleistung beziechungsweise im Netzmodell

dieser Arbeit durch den Verteilten Slack (vgl. Abschnitt 3.2.5) hergestellt werden. Gl. (6.18)

zeigt die lineare Gleichheitsnebenbedingung fiir die Wirkleistungsbilanz des Netzes.

Ayp-Ax = I:O;,SY,I Osvi Oosv 1o Ik OK]'Ax =0 (6.18)

eq,B ’
Die Blindleistungsbilanz wird in dieser Arbeit durch sich verdndernde Spannungswerte und
Leistungsfliisse (vgl. Abschnitt 3.2.5.3) hergestellt. Die sich hierdurch verandernden Wirkleis-
tungsverluste werden vom Verteilten Slack ausgeglichen. Es bedarf also keiner weiteren Mal3-

nahmen zur Sicherstellung der Blindleistungsbilanz.

In Kapitel 5 wurden in Gl. (5.31) die zu einer konvexifizierten Funktion Az . zugehdrigen

Transformationsbedingungen hergeleitet. Unter Beriicksichtigung des vollstdndigen Zustands-

vektors aus Abschnitt 6.1 ergibt sich in Gl. (6.19) die Matrix A, ; fir die Transformationsbe-

dingung einer Funktion At

kon,i *

A Ax=rs,,
Az[ T {E} {E} {OKH
0, 0, E, (6.19)
E_:[O;,QAJ TaTQAJ 0;’QA’qnb]
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

Durch Zusammenfassen aller linearen Gleichheitsnebenbedingung a,, , und 4, ; ergeben sich

die Vektoren und Matrizen in Gl. (6.20).

A, Ax = rs,
up |0 0
A A'xot,SY,l rs

eq,zf _ eq,zf
A A"COL,SY,II rs

eq,1 + eq,1

c ] AMasy || (6.20)

neg

A, AP IS, .

eq,i Ap™* eq.i

: K :

Aq
L K
_Aeq,qnb i _rseq,qnb i

6.3.3 Konvexifizierte quadratische Nebenbedingungen fiir Strom- und Span-
nungsgrenzwerte

In Kapitel 5 wurde in GI. (5.30) die konvexifizierte Funktion Az, . hergeleitet. Unter Beriick-

kon,i
sichtigung des vollstandigen Zustandsvektors aus Abschnitt 6.1 ergibt sich GI. (6.21) als Form
dieser Nebenbedingungen. In dieser Arbeit werden das obere und untere Spannungsband sowie

die Stromtragfahigkeit der Betriebsmittel als quadratische Nebenbedingungen beriicksichtigt.

gkon,i 'AX"F%AXT H

kon,i

Ax <k (6.21)

Die Gln. (6.22), (6.23) und (6.24) zeigen die Zusammensetzung der blockdiagonalen Hesse-

matrix H, ., des Gradienten g, . und des konstanten Anteils ;.
0;,SY,I
0;,SY,II
OZ,SY,V
OZ,SY,l
Hkon,i = Dz+
L 0;:,SY,qnb i
OK
0K
L O
(6.22)
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

gkon,i:[g;,; 8, OZ,SY 0, 0y OK}

8, = I:Oa,SY,I,V Opsvii " &usvai Oa,SY,I,qnb:I (6.23)
8ui = I:Oa,SY,II,V Ou,SY,II,l v Sasyi Oa,SY,II,qnb:I
ki = _kkon,i (624)

Nach dem Zusammenstellen aller quadratischen Nebenbedingungen ergibt sich Gl. (6.25) fiir

alle quadratischen Nebenbedingungen mit &, aus Gl. (6.26), G, aus Gl (6.27), und {H,,}

kon

aus GL. (6.28).

G, -Ax+%AxT ®{H,, | ®Ac<k (6.25)
n
k= k (6.26)
o
G, = gk;m,,- (6.27)
| Sionans |
{Hy ) ={Hypp, | | Hins | = | Hyonao (6.28)

6.3.4 Special-Ordered-Sets vom Typ 1 (SOS1)

Als weitere Nebenbedingung der Optimierung muss beriicksichtigt werden, dass maximal je-
weils eine der Konvexifizierungsvariablen Ax, g, ,; oder Ax, g, ungleich Null sein darf.
Hierzu wird fiir jede SOS1-Bedingung SOS; ein Vektor sos.ind, auf Basis von Gl. (6.29) be-

riicksichtigt, der die Variablenindizes der zur jeweiligen SOS1-Bedingung gehdrenden Variab-

len enthélt. Die Variable AnzEWneg enthilt die Anzahl der insgesamt vorhandenen negativen

Eigenwerte.

sos.ind, = : (6.29)
i+ AnzEWneg
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

Des Weiteren kann optional ein Gewichtungsfaktor sos.wt, auf Basis von Gl. (6.30) angegeben

werden, der die Information enthélt, welche der beiden Konvexifizierungsvariablen im Rahmen
der Losungssuche vorrangig iiberpriift werden soll. In dieser Arbeit wird der Konvexifizierung
an der Stelle K1 (vgl. Bild 5.3) immer ein hoheres Gewicht gegeben, da es wahrscheinlich ist,
dass die auszuwdhlende Konvexifizierung diejenige ist, in der auch der aktuelle Konvexifizie-

rungspunkt liegt.

2
SOS.wt, = L} (6.30)

6.4 Startwertermittlung

Durch die stiickweisen Linearisierungen und die hierfiir notwendigen SOS1-Bedingungen wird
das Problem zu einem gemischt-ganzzahligen Optimierungsproblem, welches im Allgemeinen
nur in nicht-polynomieller Zeit geldst werden kann, was bei grofler werdenden Beispielen mit
zunehmender Anzahl von SOS1-Bedingungen zu nicht mehr akzeptablen Losungszeiten fiihrt.
Mit Hilfe guter Startwerte fiir die ganzzahligen Entscheidungen, kann die Losungszeit deutlich
verringert werden. Im Folgenden wird ein Ansatz zur Bestimmung von guten Startwerten be-
schrieben, indem die nichtkonvexen Funktionsbestandteile nur durch eine Linearisierung kon-
vexifiziert werden. Bild 5.3 zeigt in Magenta gezeichnet die in dieser Arbeit verwendeten
stiickweisen von den Punkten K1 und K2 ausgehenden Linearisierungen und in dunkelgrau und
hellgrau die Losungsgebiete, die von jeweils einer der beiden Linearisierungen begrenzt wer-
den. Bild 6.2 zeigt das Losungsgebiet, das sich ergibt, wenn nur die Linearisierung ausgehend

vom Punkt K1 benutzt wird.
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6 Zusammenstellen des Optimierungsproblems

AX,SY,i

Bild 6.2 Losungsgebiet zur Startwertermittlung mit nur einer Linearisierung

Der Teil des Losungsgebietes, der von der Linearisierung fiir Werte Ax,g,; >0 mit umfasst

wird, ist in hellgrau hervorgehoben. Somit wird der Teil des Losungsgebiets, der in Bild 5.3
eigentlich von der zweiten stiickweisen Linearisierung ausgehend vom Punkt K2 umfasst wird,
durch die eine Linearisierung in Bild 6.2 ausgehend vom Punkt K1 teilweise mit umfasst. Es
handelt sich hierbei um eine Unterschitzung des Losungsgebietes, sodass die Ndherung immer

eine zuldssige Losung liefert (vgl. Abschnitt 4.1).

Das Optimierungsproblem, welches mit nur jeweils einer Linearisierung aufgestellt wird, ent-
hélt keine SOS1-Bedingungen mehr und kann daher schneller gelost werden. Aus der Losung
kann abgelesen werden, ob das gefundene Optimum beziiglich der beiden Linearisierungen in
Bild 5.3 im Losungsgebiet der Linearisierung ausgehend vom Punkt K1 (dunkelgraue Fliche)
oder im Losungsgebiet der Linearisierung ausgehend von Punkt K2 (hellgraue Fliche) liegt.
Diese Information kann fiir Startwerte fiir das Optimierungsproblem mit SOS1-Bedingungen
benutzt werden. Die Ausarbeitungen fiir diese Arbeit haben gezeigt, dass das vereinfachte Op-
timierungsproblem zwar noch nicht das globale Optimum findet, da das Losungsgebiet um-
fangreich beschnitten wird, allerdings sehr gute Startwerte fiir die SOS1-Bedingungen findet,
sodass sich die Entscheidung, welche der stiickweisen Linearisierung benutzt werden soll, in

fast allen Féllen schon aus der vereinfachten Optimierung ergibt.
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7 Fallstudien

Im Rahmen der Fallstudien dieser Arbeit werden verschiedene Aspekte des entwickelten Mo-

dellierungs- und Losungsansatzes erprobt und bewertet:

e Wie hoch sind die Prognosefehler?® des gewihlten Modellierungs- und Lésungsansatzes von
den Ergebnissen einer der Optimierung folgenden Leistungsflussberechnung?
e Liefert der Optimierungsansatz mindestens gleichwertige oder bessere Ergebnisse als ver-
gleichbare Ansétze?
o Welche Vorteile ergeben sich im Speziellen durch die quadratische Modellierung der Ne-
benbedingungen im Vergleich mit einer linearen Modellierung?
o Welche Vorteile ergeben sich durch die Kombination der Netzverlustoptimierung mit der

Redispatch-Optimierung?

In Abschnitt 7.1 wird zunéchst der fiir die Fallstudien verwendete Datensatz und der verwen-
dete Berechnungsserver beschrieben. Die Prognosefehler des gewdhlten Modellierungsansatzes
werden in Abschnitt 7.2 ermittelt. Hierzu werden die wihrend der Optimierung prognostizier-
ten Werte fiir die Netzverluste, sowie fiir die Betrdge der Knotenspannungen und Zweigstrome
mit denen in einer Leistungsflussberechnung, die als Eingangsgrofen die in der Optimierung
ermittelten Leistungen verwendet, ermittelten Grofen verglichen. In Abschnitt 7.3 werden die
Ergebnisse von Optimierungen mit linearen Nebenbedingungen mit denen von Optimierungen
mit quadratischen Nebenbedingungen verglichen. Die Vorteile einer Kombinierung der Netz-

verlustoptimierung und einer Redispatch-Optimierung werden in Abschnitt 7.4 dargestellt.

7.1 Datensatz und Berechnungsserver fiir die Fallstudien

Die Fallstudien in dieser Arbeit werden mit dem Datensatz aus [7.1] durchgefiihrt, der im Rah-
men eines Verbundprojektes [7.2] entstanden ist. Er ist an die heutigen Verhiltnisse im euro-
pdischen Verbundnetz angepasst, und basiert auf dem IEEE-118-Knoten-Netz [7.3]. Die Aus-
wahl dieses Datensatzes fiir die Fallstudien erfolgte, weil fiir jede Stunde eines Jahres validierte
Leistungsflussszenarien verfiigbar sind, deren Kraftwerkseinsatz bereits das Ergebnis eines mo-
difizierten Optimal Power Flows ist [7.4]. Bild 7.1 zeigt die Netztopologie des verwendeten

Datensatzes.

20 Der Begriff Prognose wird in dieser Arbeit fiir die Vorhersage der linearen und quadratischen Ndherungen
eines neuen, durch Redispatch zu erreichenden, Netzzustands verwendet.
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Bild 7.1 Netztopologie des verwendeten Datensatzes [7.1] fiir die Fallstudien (TRY = Testreferenz-
jahre)

Bild 7.2 zeigt die sortierte Datenreihe der Strome der Betriebsmittel bezogen auf die jeweilige

Stromtragfahigkeit fiir den im Folgenden beispielhaft ausgewerteten Zeitpunkt # =1 im fehler-

freien Betrieb.
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70 %
60 %
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m Stréme der Betriebsmittel bezogen auf die jeweilige Stromtragfahigkeit

Bild 7.2 Sortierte Datenreihe der Strome der Betriebsmittel bezogen auf die jeweilige Stromtragfa-
higkeit fiir den im Folgenden beispielhaft ausgewerteten Zeitpunkt ¢ =1

Damit sich in den Fallstudien Engpésse zeigen, die beseitigt werden miissen, werden fiir die
Fallstudien in dieser Arbeit die Stromtragfahigkeiten der Betriebsmittel auf 80 % der in dem
Datensatz vorgegebenen Stromtragfihigkeit herabgesetzt. Des Weiteren werden die Spannun-
gen der Generatorknoten auf die jeweilige Netznennspannung gesetzt, um im Rahmen der Op-

timierung nennenswerte Strom- und Spannungsénderungen zu haben, die eine Auswertung des
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Prognosefehlers erlauben, und damit sich Unterschiede bei Optimierung mit linearen und quad-
ratischen Nebenbedingungen, die erst bei groBen Anderungen zu erwarten sind, zeigen. Im
Rahmen der (n-1)-Ausfallsimulationen werden nur die Betriebsmittel, deren Auslastung im
(n-0)-Fall iiber 50 % liegt, beriicksichtigt, da als worst-case der Ausfall eines parallelen Sys-
tems (ohne weitere parallele Zweige) angenommen wird. Es zeigt sich fiir den im Folgenden in
allen Fallstudien beispielhaft ausgewerteten Zeitpunkt ¢ =1, dass nur 14 von 321 moglichen
Ausfallsimulationen durchgefiihrt werden miissen und hierbei 19 Engpisse mit einer Uber-
schreitung der Stromtragfahigkeit um bis zu 14,36 % auftreten. In den untersuchten (n-1)-Fil-
len kommt es zu keinen Verletzungen des Spannungsbandes. Fiir das Optimierungsproblem
ergeben sich 3.546 quadratische Nebenbedingungen fiir die Strom- und Spannungsgrenzwerte
aus dem (n-0)-Fall und allen (n-1)-Féllen. Diese quadratischen Nebenbedingungen enthalten
95.395 negative Eigenwerte, flir die entsprechend der in Kapitel 5 beschriebenen Konvexifizie-
rung jeweils eine SOS1-Bedingung vorzusehen ist, die das Problem gemischt-ganzzahlig wer-

den lisst.

Die Fallstudien wurden auf einem Server des Fachgebiets Elektrische Energieversorgung des
Instituts fiir Elektrische Energiesysteme (IfES) der Leibniz Universitit Hannover gerechnet.
Dieser Server hat zwei Prozessoren vom Typ ,,Intel Xeon E5-2430v2 6C/12T 2.5GHz 15MB*
sowie zwolf RAM-Speicher vom Typ ,,16GB (1x16GB) 2Rx4 L DDR3-1600 R ECC*. Die
Prozessoren wurde von CPLEX und Gurobi zur Parallelisierung genutzt, der RAM-Speicher

wurde jedoch nicht im vorhandenen Umfang genutzt.

7.2 Auswertungen zum Prognosefehler der Modellierung

Wie in Kapitel 4 beschrieben, werden die nichtlinearen Netzgleichungen quadratisch angeni-
hert. Diese Néherung kann entweder in kartesischen Koordinaten oder in Polarkoordinaten er-
folgen. Im Rahmen der Ausarbeitungen fiir diese Arbeit hat sich gezeigt, dass die sich ergeben-
den Funktionen und Ergebnisse, von numerisch kleinen Unterschieden abgesehen, unabhingig
vom gewihlten Koordinatensystem sind. In [7.5] wurden erhebliche Unterschiede in den Er-
gebnissen und der Konvergenz der Optimierung festgestellt, jedoch wurden nur eine lineare
Umkehrfunktion der Leistungsdifferenzengleichung in GI. (3.1) und nur lineare Nebenbedin-

gungen verwendet.

Wie in Kapitel 5 beschrieben, werden die nichtkonvexen Funktionsbestandteile der quadrati-

schen Ndherungen durch eine aus zwei Stiicken bestehende Linearisierung konvexifiziert. Es

101



7 Fallstudien

ist daher zu untersuchen, ob es sich bei den Ndherungen um addquate Nachbildungen der tat-
siichlichen Verhiltnisse handelt. Die Anderungen der Knotenwirk- und Blindleistungen haben
keine Prognosefehler, da diese als Ergebnis der Optimierung einer Leistungsflussberechnung
als Eingangsdaten libergeben werden. Fiir die Funktionen zur Berechnung der Netzverluste, der
Betrige der Spannungen und der Betrdge der Zweigstrome wird der Prognosefehler ermittelt.
Als Prognosefehler wird in dieser Arbeit die Differenz zwischen der durch die quadratische
(Index ,,quad®), die konvexifizierte quadratische (Index ,,quad-konv*) oder die lineare Néhe-
rung (Index ,,lin*) prognostizierte Anderung und der durch die Leistungsflussberechnung er-
mittelten Anderung definiert. Um die Prognosefehler der verschiedenen GroBen miteinander
vergleichen und ins Verhiltnis setzen zu kdnnen, wird der bezogene Prognosefehler eingefiihrt,
der sich durch Bezug auf den jeweiligen Ausgangswert ergibt. Gl. (7.1) bis (7.9) zeigen die
Gleichungen fiir die bezogenen Prognosefehler der Netzverluste pf,, , der Spannungsbetrige
pf, und der Strombetrige pf,. In den folgenden Auswertungen werden die bezogenen Prog-
nosefehler jeweils als Funktion der ebenfalls auf den jeweiligen Ausgangswert bezogenen

durch die Leistungsflussberechnung ermittelten Anderungen dargestellt.

AP,

V,quad -

AP, AR V,LF

Plyvawd = P V.LE als Funktion von 7 (7.1)
V.0 V,0
—AP, ) AP,
D avad oy = ——dkn A als Funktion von VIE (7.2)
,quad_kon P P
V.,0 V,0
AP,. —AP. AP
Pl = —n VT als Funktion von VLT (7.3)
PV,O P V.0
Au —Au ) Au
PfUquaa = Kquad KLE als Funktion von —KLE (7.4)
uK’o uK,O
Au —Au ) Au
pf U,quad_konv = fd o0 =~ als Funktlon von == (75 )
uK’o uK,O
Au, . . —Au Au
Pfuin = find e als Funktion von —= (7.6)
uK,O uK,O
Al - Al ) JAY
Pfiquad = - als Funktion von —== (7.7)
LAY AN
Al - Al ) Al
Pfquad kony = Z.auad kon 2L als Funktion von —Z (7.8)
1 ZN lZ,N
Ai,. —Ai JAY
Pl = —zh =7 als Funktion von = (7.9)
lZ,N lZ,N

Bild 7.3 zeigt die Anderungen der Wirk- und Blindleistungen an den Generatorknoten des Net-

zes nach Durchfiihrung des ersten sequentiellen Schritts der Optimierung.
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Bild 7.3 Wirk- und Blindleistungsinderung an den Generatorknoten nach dem ersten Schritt der se-
quentiellen Optimierung

Zur Beseitigung der Engpésse ist ein Blindleistungseinsatz ohne eine Inkaufnahme von Verlet-
zungen des zuldssigen Spannungsbandes nicht ausreichend, sodass zusdtzlich ein Wirkleis-
tungsredispatch notwendig ist, an dem drei Knoten beteiligt sind. Die Anderungen der Blind-

leistungen dienen neben der Engpassminderung der Verlustminimierung.

Fiir die Prognosefehler der Netzverluste ergeben sich die Werte in Tabelle 7.1, wobei die be-

AP,
— um 10,11 % verringert werden.

V.0

zogenen Netzverluste

Tabelle 7.1 Prognosefehler der Netzverluste

pf V,quad pf V,quad_kon pf V.lin
0,16 % 0,16 % -2,22 %

Fiir die quadratische Néherung und die konvexifizierte quadratische Nidherung der Netzverluste
hat sich der gleiche Prognosefehler von 0,16 % ergeben, da die Zielfunktion in diesem Beispiel
keine negativen Eigenwerte aufweist. Wire eine lineare Néaherung verwendet worden, hitte
sich demgegeniiber ein deutlich groferer Prognosefehler von -2,22 % ergeben. Dieser hohe
Wert und das entgegengesetzte Vorzeichen zeigen, dass eine lineare Néherung einen Tiefpunkt

nicht richtig abbilden kann.

Die Prognosefehler der quadratischen Néherungen der Spannungsbetridge mit und ohne Kon-
vexifizierung sowie die Prognosefehler der linearen Ndherungen der Spannungsbetréige sind in

Bild 7.4 dargestellt.
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Bild 7.4 Prognosefehler der quadratischen Nidherungen der Spannungsbetrige

Es ist auffillig, dass die Prognosefehler fiir kleine Anderungen der Spannungsbetrige nicht
gegen Null streben und fiir gréBere Anderung nicht zunehmen. Dies ist darauf zuriick zu fithren,
dass sich selbst an Knoten, an denen der Spannungsbetrag gleich bleibt, die Real- und Imagi-
nérteile der Spannungen durch die Anderungen der Wirk- und Blindleistungen entsprechend
Bild 7.3 dndern. Somit unterliegt auch die Prognose einer Spannungsbetragsédnderung von Null
einer Prognoseungenauigkeit. Eine Zunahme des Prognosefehlers mit groBeren Anderungen
wiire erst bei noch groBeren Anderungen zu erwarten. Im Vergleich der Prognosefehler zeigt
sich, dass die quadratische Ndherung der Spannungsbetrdge und die konvexifizierten quadrati-
schen Ndherungen fiir das obere und untere Spannungsband nahezu dieselben Prognosefehler
haben, deren Betragsmittelwert bei 0,036 % liegt. Die lineare Ndherung hingegen zeigt um ein

Vielfaches groflere Prognosefehler mit einem Betragsmittelwert von 0,226 %.

Die Prognosefehler der quadratischen Nédherungen der Strombetrége mit und ohne Konvexifi-
zierung sowie die Prognosefehler der linearen Ndherungen der Strombetridge sind in Bild 7.5

dargestellt.
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Bild 7.5 Prognosefehler der quadratischen Ndherungen der Strombetrige

Analog zu den Prognosefehlern der Spannungsbetrage, zeigen sich fiir die quadratische und die
konvexifizierte quadratische Nidherung kaum unterschiedliche Prognosefehler, deren Betrags-
mittelwerte im Bereich von 0,085 % liegen. Die lineare Ndherung der Strombetrige zeigt, ver-
glichen mit den linearen Naherungen der Spannungsbetrige, deutlich groBere Prognosefehler
mit einem Betragsmittelwert von 0,87 %, wobei es Ausreiller von bis zu 11,79 % gibt, deren
Prognosefehler grofer ist als die tatsichliche Anderung. Solche Ausreifler treten bei Leistungs-
flussumkehr auf einem Betriebsmittel auf, deren Auswirkung auf den Strombetrag durch lineare
Modelle nicht richtig abgebildet werden kann. Hierbei kdnnen lineare Néherungen teilweise

negative Werte fiir den Strombetrag liefern.

Zusammenfassend zeigen die Auswertungen in allen Féllen deutlich geringere Prognosefehler
der quadratischen Ndherung im Vergleich mit der linearen Nédherung. Der geringere Progno-
sefehler rechtfertigt somit den Mehraufwand fiir die quadratische Modellierung. Hierbei hat die
Konvexifizierung der quadratischen Ndherung nur sehr geringe Auswirkungen auf den Prog-
nosefehler. Mit linearen Naherungen konnen wesentliche Effekte, wie das Abbilden des Mini-
mums der Netzverluste und die Anderung des Strombetrags bei Leistungsflussumkehr, nicht

richtig abgebildet werden.
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7.3 Auswertungen zum Vergleich der Optimierung mit linearen oder

quadratischen Nebenbedingungen
Aus dem geringeren Prognosefehler quadratischer Naherungen, der in Abschnitt 7.2 beschrie-
ben wurde, folgt noch nicht, dass nicht auch mit linearen Néherungen dasselbe Optimierungs-
ergebnis erreicht werden kann. Unter Umsténden miissen nur mehr Schritte der sequentiellen
Optimierung in Kauf genommen werden. Die folgenden Darstellungen enthalten die ersten
zehn Schritte der sequentiellen Optimierung. In den darauffolgenden Schritten wurden kein
abweichendes Verhalten und keine Konvergenz festgestellt, wenn sie nicht bereits in den ersten
zehn Schritten sichtbar waren. Da das Optimum einer nichtlinearen Zielfunktion nicht immer
an den Aussteuergrenzen (vgl. Abschnitt 2.2.2) liegt, ist es notwendig, die Zielfunktion nicht-
linear anzundhern. Optimierungsprobleme mit nichtkonvexer quadratischer Zielfunktion und
linearen Nebenbedingungen konnen beispielsweise mit CPLEX global-optimal geldst werden.
Die Ergebnisse werden im Folgenden mit den Ergebnissen von quadratischer Optimierung mit
quadratischen Nebenbedingungen verglichen. Bild 7.6 zeigt die Netzverluste in jedem Schritt

der sequentiellen Optimierung mit quadratischen und mit linearen Nebenbedingungen.
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Bild 7.6 Netzverluste bei sequentieller Optimierung mit quadratischen oder linearen Nebenbedingun-
gen

Als zuléssige Losung wird in dieser Arbeit eine Losung verstanden, die keine Grenzwertverlet-
zungen mehr enthdlt. Die Optimierung mit quadratischen Nebenbedingungen ermittelt schon
im ersten Schritt der sequentiellen Optimierung eine zuldssige Losung. In der der Optimierung

folgenden Engpass- und Spannungsbanduntersuchung sind keine Grenzwertverletzungen mehr

festzustellen. Die konvexifizierten quadratischen Néherungen sind somit Unterschidtzungen, die
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ein zuldssiges Ergebnis liefern (vgl. Abschnitt 4.1). In den weiteren Schritten der sequentiellen
Optimierung werden neue, ebenfalls zuldssige Losungen gefunden, die hohere Verluste aufwei-
sen. Diese bedeuten jedoch keinen schlechteren Zielfunktionswert, da in die Zielfunktion neben
den Netzverlusten auch der Wirkleistungsaufwand zur Beseitigung von Engpéssen eingeht (vgl.
Abschnitt 6.2). Es gelingt mit jedem Schritt der sequentiellen Optimierung eine geringe Ver-
besserung des Zielfunktionswertes, indem der tatsdchlich benotigte Wirkleistungsaufwand zur
Beseitigung von Engpissen, unter Inkaufnahme etwas hoherer Verluste, verringert wird. Schon
nach wenigen Schritten der sequentiellen Optimierung zeigt die Optimierung mit quadratischen

Nebenbedingungen konvergentes Verhalten.

Die Optimierung mit linearen Nebenbedingungen hingegen erreicht im ersten Schritt der se-
quentiellen Optimierung keine zuldssige Losung. In der der Optimierung folgenden Engpass-
und Spannungsbanduntersuchung sind weiterhin Grenzwertverletzungen von Stromen und
Spannungen festzustellen. Die linearen Niherungen sind somit Uberschétzungen, die kein zu-
lassiges Ergebnis liefern (vgl. Abschnitt 4.1). In den weiteren Schritten der sequentiellen Opti-
mierung mit linearen Nebenbedingungen werden weitere nichtzuldssige Losungen gefunden,
die teils hohere und teils geringere Verluste als der Konvergenzwert der Optimierung mit quad-
ratischen Nebenbedingungen aufweisen. Auch nach zehn Schritten der sequentiellen Optimie-
rung sind Schwingungen um ein Optimum festzustellen (vgl. Abschnitt 4.1). Diese Schwingun-
gen sind auf Uber- bzw. Unterschitzungen der Linearisierungen und dadurch bedingte Verlet-
zungen bzw. Nicht-Ausnutzungen der Grenzwerte der Nebenbedingungen zurlick zu fithren. Im
untersuchten Beispiel wird das zuldssige Spannungsband im ersten Schritt der sequentiellen
Optimierung iiberschétzt. Im néchsten Schritt der sequentiellen Optimierung werden die Span-
nungsbandverletzungen durch verdanderten Blindleistungseinsatz beseitigt, jedoch bedingt die-
ser verdanderte Blindleistungseinsatz wiederum neue Spannungsbandverletzungen an anderen
Knoten. Diese Wechselwirkungen schwingen iiber verschiedene Schritte hinweg und wechsel-
wirken zudem mit dem Wirkleistungsredispatch. In der Literatur, beispielsweise in [7.6], sind
Strategien beschrieben, um mit solchen Schwingungen umzugehen, die jedoch Nachteile, wie
beispielsweise ein verlangsamtes Konvergenzverhalten, haben. Erginzend ist zu erwéhnen,
dass in [7.7] neben Schwingungen um ein Optimum auch das Verharren in einem lokalen Op-

timum bei Optimierung mit linearen Nebenbedingungen beschrieben wird.

Der Zielwert, um den die Optimierung mit linearen Nebenbedingungen schwingt, scheint im

vorliegenden Beispiel derselbe Zielwert zu sein, den die Optimierung mit quadratischen Ne-
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benbedingungen erreicht. Die Schlussfolgerung, dass die Optimierung mit linearen Nebenbe-
dingungen immer denselben Zielwert erreicht, ist jedoch nichtzutreffend, da im untersuchten
Fall die Zielfunktion keine negativen Eigenwerte aufweillt, sodass sie konvex ist und jedes lo-

kale Optimum auch das globale Optimum ist.

Im Allgemeinen sind jedoch die Zielfunktionen nichtkonvex. Um die Auswirkungen nichtkon-
vexer Zielfunktionen darzustellen, wird der Eingangsdatensatz im Folgenden modifiziert, in-
dem Anderungspotentiale fiir Wirk- und Blindleistungen nicht nur fiir die Generatorknoten des
Datensatzes, sondern fiir alle Knoten mit mehr als sieben angeschlossenen Leitungen zu
+1.000 MW beziehungsweise +1.000 Mvar angenommen werden. Die Auswahl der Knoten er-
folgt beispielhaft auf diesem Weg, weil so Knoten in Gebieten mit einem hohen Vermaschungs-
grad ausgewihlt werden und sich gegenseitig beeinflussen, sodass auch negative Eigenwerte
entstehen. Bild 7.7 zeigt die Netzverluste in jedem Schritt der sequentiellen Optimierung mit
quadratischen und mit linearen Nebenbedingungen. Abweichend von den Darstellungen in den
vorherigen Bildern, wird eine feinere Skalierung der Hochachse gewahlt, um die Unterschiede
der Optimierung mit linear und quadratisch angendherten Nebenbedingungen sichtbar zu ma-

chen. Die Verluste im Ausgangszustand sind somit in Bild 7.7 nicht dargestellt.
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Bild 7.7 Netzverluste bei sequentieller Optimierung mit quadratischen oder linearen Nebenbedingun-
gen unter Annahme von Redispatchpotentialen in Hohe von =1.000 MW beziehungsweise
+1.000 Mvar an allen hochvermaschten Knoten

Die Ergebnisse der Simulationen in Bild 7.7 zeigen zwar nicht so ausgeprigte Schwingungen

wie die Ergebnisse in Bild 7.6, jedoch auch ein schwingendes Verhalten. Die Ergebnisse der
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Simulationen in Bild 7.7 zeigen jedoch auch, dass die Optimierung mit linearen Nebenbedin-
gungen um ein anderes Optimum schwingt, als die Optimierung mit quadratischen Nebenbe-
dingungen. Es ist somit moglich, dass durch die Linearisierung der Nebenbedingungen das Lo-

sungsgebiet so unterschétzt wird, dass das globale Optimum abgeschnitten wird [7.7].

Die Auswertungen in diesem Abschnitt zeigen die Vorteile einer quadratischen Ndherung, da
es bei Linearisierungen zum einen zu so groBen Uberschitzungen des Losungsgebietes kom-
men kann, dass unzulédssige Losungen als zuléssig erachtet werden und dieser Fehler auch nicht
nach einer gro3eren Anzahl von Schritten der sequentiellen Optimierung beseitigt werden kann,
sondern sich Schwingungen um ein Optimum dauerhaft zeigen. Zum anderen kann es bei Li-
nearisierungen zu so groflen Unterschitzungen des Losungsgebietes kommen, dass das Opti-
mum, welches mit quadratischen Nebenbedingungen gefunden wird, mit linearen Nebenbedin-

gungen nicht gefunden werden kann, sodass nur ein lokales Optimum gefunden wird.

7.4 Auswertungen zur Verbesserung durch kombinierte Optimierung

Die in dieser Arbeit durchgefiihrte Optimierung kombiniert die Engpassoptimierung, die iibli-
cherweise durch Wirkleistungsredispatch durchgefiihrt wird, mit der Netzverlustoptimierung,
die iiblicherweise durch Blindleistungseinsatz durchgefiihrt wird (vgl. Abschnitt 2.3). In der
Gl. (7.10) sind die beiden Optimierungsprobleme gegeniibergestellt und in Gl. (7.11) zusam-

mengefasst.
Engpassoptimierung : Netzverlustoptimierung :
min (ACRediSpatch (Ap )) min (ACV (Agy )
AP in < APk = APx nax Adgmin < DM <Ay, (7.10)
Ay (AP ) < Ay At i < Ay (M) < Auy,
Ay o (AP ) S Aiy Ay i < Ay (Mg ) < Aug

kombinierte Optimierung :
min (ACRedispatch (APK s Agy ) +AC, (APK »Agy ))
AP in < Apy < APy max
A i < Agy < Ay
Atty iy < D (BpyAq) < Aug,,
Auy iy < Abg (APK ,Aq K) S Aug o
A, (Ap, Aqy ) < Aiy
Ay ) (DD Ay ) S Ay,

(7.11)
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Anhand der 380-kV-Beispielanordnung in Bild 7.8 wird der Einfluss von Blindleistungseinsatz

auf den Strom- und den Wirkleistungsfluss demonstriert.

K2Q1,.P, K1

K3
I 1000 MW
AQ

Bild 7.8 Einfluss von Blindleistungseinsatz auf den Wirkleistungsfluss in einer Beispielanordnung

Ausgehend von AQ =0 sind der Strom /, und der Wirkleistungsfluss P, auf den beiden pa-

rallelen Leitungen zwischen Knoten K1 und K2 gleich. Die Anderungen des Stromes und des
Wirkleistungsflusses auf der oberen Leitung in Abhdngigkeit der Blindleistungseinspeisung an
Knoten K3 zeigt Bild 7.9. Der Strom und der Wirkleistungsfluss auf der unteren Leitung dndern

sich entgegengesetzt.
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Bild 7.9 Anderungen des Stromes und des Wirkleistungsflusses in Abhéingigkeit der Blindleistungs-
einspeisung

Das Beispiel zeigt, dass durch Blindleistungseinsatz eine Wirkleistungsiibertragungsaufgabe

im Rahmen des zuldssigen Spannungsbandes zwischen Betriebsmitteln verschoben werden

kann. Es ist somit moglich, durch Blindleistungseinsatz Einfluss auf die Engpasssituationen im

Netz zu nehmen.
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Fiir den Datensatz dieser Fallstudien (vgl. Abschnitt 7.1) werden in Bild 7.10 der Wirkleis-
tungsredispatch und in Bild 7.11 der Blindleistungseinsatz verglichen, die zur Engpassbeseiti-
gung und Netzverlustoptimierung notwendig sind, wenn die Optimierung separat oder kombi-

niert durchgefiihrt wird.
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Bild 7.10 Wirkleistungsredispatch im Vergleich von kombinierter und separater Optimierung
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Bild 7.11 Blindleistungsredispatch im Vergleich von kombinierter und separater Optimierung

Bei der separaten Optimierung wird zunéchst die Netzverlustoptimierung durchgefiihrt und
ausgehend von diesem Ergebnis die Engpassbeseitigung, damit die Engpassbeseitigung nicht
von zu schlechten Startwerten fiir die Blindleistungen und die Spannungen ausgeht und den

notwendigen Wirkleistungsredispatchbedarf unter Umstdnden {iberschétzt.
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Im Vergleich der kombinierten mit der separaten Optimierung zeigt sich, dass bei kombinierter
Optimierung nur Wirkleistung im Umfang von 39 MW in positive und negative Richtung auf-
gewendet werden muss, wohingegen bei separater Optimierung Wirkleistung im Umfang von
58 MW in positive und negative Richtung aufgewendet werden muss. Bei separater Optimie-
rung ergeben sich mit 192 MW zwar etwas geringere Netzverluste als bei kombinierter Opti-
mierung mit 197 MW, diese Ersparnis von 5 MW bei den Netzverlusten rechtfertigt jedoch
nicht den Mehraufwand beim Wirkleistungsredispatch in Hohe von 19 MW. Da die Auswahl
von Kraftwerken bei kombinierter Optimierung nicht nur orientiert an ihren Kosten und ihren
Wirkungen auf die Engpésse, sondern auch orientiert an ihren Wirkungen auf die Netzverluste
erfolgt, sind bei kombinierter Optimierung drei und bei separater Optimierung nur zwei Kraft-
werke am Wirkleistungsredispatch beteiligt, obwohl in Summe weniger Wirkleistungsredis-
patch vorgenommen werden muss. Im Vergleich der Blindleistungen ein deutlich verdanderter
Blindleistungseinsatz. Da der ermittelte Blindleistungseinsatz in beiden Optimierungen teil-
weise sogar unterschiedliche Vorzeichen hat, kann davon ausgegangen werden, dass der Blind-
leistungseinsatz bei separater Optimierung teilweise nicht nur nicht bestmoglich auf die Eng-
passe wirkt, sondern auch verschlimmernd. Die beschriebenen Wechselwirkungen zeigen die

Vorteile der kombinierten Optimierung gegeniiber der separaten Optimierung.
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Die Energiewende und der mit ihr in vielen Landern — beispielsweise in Deutschland — verbun-
dene Ausstieg aus der energetischen Nutzung der Kernenergie forciert einen technischen, poli-
tischen und wirtschaftlichen Strukturwandel der Energieversorgung. Eine veridnderte Last- und
Einspeisesituation, bedingt durch zunehmende Elektrifizierung energetischer Anwendungen,
Erzeugungsanlagen auf Basis erneuerbarer Energien und einen zunehmenden internationalen
Stromhandel, bewirkt zusammen mit einem erhohten regulatorischen Effizienzdruck einen Be-
trieb des elektrischen Energieversorgungsnetzes an seinen Betriebsgrenzen beziehungsweise
erfordert vor dem Hintergrund eines verzogerten Leitungsbaus in zunehmenden Umfang Mal-
nahmen, um die Betriebsgrenzen kostenoptimal einzuhalten. Diese Arbeit enthdlt Weiterent-
wicklungen der Modellierung und Losung eines Optimierungsproblems, welches die teils di-
vergierenden Optimierungsziele, die Minimierung der Kosten fiir Netzverluste und die Mini-
mierung der Kosten fiir Redispatch, kombiniert. Im Rahmen der Optimierung wird die Einhal-
tung der wesentlichen technischen Betriebsgrenzen, also der Stromtragfihigkeiten und Span-
nungsbédnder, mit Hilfe von Wirk- und Blindleistungsdnderungen sichergestellt beziehungs-
weise wiederhergestellt. Die Modellierung wurde im Hinblick auf die Losbarkeit mit Standard-

software fiir die analytische global-optimale Optimierung angepasst.

Das Optimierungsproblem wird auf Basis der knotenorientierten Netzgleichungen aufgebaut,
und enthilt die Knotenwirk- und Knotenblindleistungen, die Knotenspannungsbetrige und die
Strombetrage der Betriebsmittel. Einordnend in bestehende Optimierungsansitze fiir Energie-
versorgungsnetze kann das kombinierte Optimierungsproblem dieser Arbeit als security-cons-
trained economic redispatch optimization bezeichnet werden. Das Optimierungsproblem be-
steht aus einer nichtlinearen Zielfunktion und mehreren nichtlinearen Gleichheits- und Un-
gleichheitsnebenbedingungen und wird zunéchst in allgemeiner Darstellung, also ohne Néhe-
rungen und ohne eliminierte ZustandsgroBen, aufgestellt. Eine angestrebte global-optimale L6-
sung dieses Problems ist jedoch nicht in akzeptabler Zeit zu erwarten, da eine Vielzahl von
nichtlinearen und nichtkonvexen Funktionen in der Zielfunktion und den Nebenbedingungen
beriicksichtigt werden muss. Insbesondere nichtlineare Gleichheitsnebenbedingungen, basie-
rend auf der Leistungsgleichung beziehungsweise der Leistungsdifferenzengleichung, die gar

keine konvexen Bestandteile haben, erschweren die global-optimale Losung.

Verbunden mit der Aussicht, dass es sich hierbei um eine akzeptable Naherung handelt, wird

aufbauend auf der allgemeinen Darstellung ein auf quadratischen Néherungen basierendes Mo-
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dell zur sequentiellen Optimierung erstellt, wobei die quadratisch angendherten Gleichheits-
nebenbedingungen eliminiert werden, indem diese in die Zielfunktion und die Nebenbedingun-
gen eingesetzt werden. Diese Eliminierung erfordert jedoch quadratisch angendherte Umkehr-
funktionen der Gleichheitsnebenbedingungen. Die Untersuchung der Umkehrbarkeit zeigt, dass
die Leistungsdifferenzengleichung jedoch nur in Ausnahmefillen umkehrbar ist. Zur Herstel-
lung der Umkehrbarkeit werden spannungsabhingige Lasten, Ersatzadmittanzen, PU-Knoten,
ein Slack Knoten, ein Verteilter Slack und eine Methode zur Ermittlung einer Umkehrfunktion
auf Basis der Pseudoinversen vorgestellt und verglichen. Im Rahmen des Vergleichs ergibt sich
der an die Regelleistung angelehnte Verteilte Slack als hierfiir zu favorisierende Option, da
durch ihn das Spannungsniveau im Netz nicht im Vorfeld der Optimierung determiniert wird.
Die quadratischen Ndherungen werden auf Basis von Taylorreihen erstellt, wobei es sowohl
gelingt kompakte Formeln zur Berechnung aller Gradienten, Jakobimatrizen und Hessematri-
zen als auch kompakte Algorithmen und Formeln zum Einsetzen eines quadratischen Glei-
chungssystems in ein anderes und zur Ermittlung der Umkehrfunktion der Leistungsdiffe-

renzengleichung abzuleiten.

Um das in jedem Schritt der sequentiellen Optimierung entstehende quadratische nichtkonvexe
Optimierungsproblem mit deterministisch global-optimal arbeitender Standardsoftware 16sen
zu konnen, muss dieses noch konvexifiziert werden. Hierzu werden mit Hilfe von Eigen-
wertanalysen der quadratischen Zielfunktion und der quadratischen Nebenbedingungen die
nichtkonvexen Funktionsbestandteile identifiziert und durch zwei stiickweise Linearisierungen
konvexifiziert. Fiir die stiickweisen Linearisierungen sind zusitzliche ZustandsgréBen und zu-
satzliche Nebenbedingungen auf Basis von Variablengruppen (Special-Ordered-Sets) notwen-

dig, die das bisher kontinuierliche Optimierungsproblem gemischt-ganzzahlig werden lassen.

Zur Ermoglichung der zeitgerechten Losung des Optimierungsproblems werden Voroptimie-
rungen durchgefiihrt, die erstens minimale Aussteuergrenzen fiir die Zustandsgrof3en ermitteln,
sodass das Losungsgebiet minimal gehalten wird, und zweitens Startwerte fiir die stiickweisen
Linearisierungen ermitteln. Die so ermittelten Werte der ganzzahligen Variablen entsprechen

meist schon denen der endgiiltigen Losung.

Das so modellierte, gendherte und mit guten Startwerten versehene Optimierungsproblem zeigt
im Rahmen der Fallstudien im Hinblick auf Prognosefehler bezogen auf die Ergebnisse einer
der Optimierung folgenden Leistungsflussberechnung, dass die quadratisch und die konvexifi-
zierten quadratischen Ndherungen sehr geringe Prognosefehler haben. Lineare Ndherungen hin-

gegen zeigen im Vergleich mit quadratischen Ndherungen deutlich gréere Prognosefehler. Im
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Hinblick auf das Konvergenzverhalten der sequentiellen Optimierung mit quadratischer Ziel-
funktion, die einmal mit quadratischen und einmal mit linearen Nebenbedingungen durchge-
fiihrt wird, zeigt sich, dass mit linearen Nebenbedingungen Schwingungen um ein Optimum
und der Maratoseffekt, also langsame Konvergenz zu einem Optimum, deutlich stirker ausge-
pragt sind. Weitere Auswertungen zeigen zudem im Hinblick auf das Ergebnis der Optimie-
rung, dass mit linearen Nebenbedingungen das Losungsgebiet soweit unterschitzt werden kann,
dass nur ein lokales Optimum gefunden wird. Im Hinblick auf die Kombinierung der Netzver-
lustoptimierung durch Blindleistungseinspeisung mit der Optimierung der Engpassbeseitigung
durch Wirkleistungsredispatch zeigen sich ebenfalls Vorteile, indem beispielsweise Stromeng-
pésse durch Blindleistungseinsatz verringert werden konnen, sodass weniger Wirkleistung zur
Beseitigung von Engpédssen eingesetzt werden muss und Blindleistung nicht engpasserhohend
eingesetzt wird. Zudem erfolgt die Auswahl von Kraftwerken fiir den Wirkleistungsredispatch
nicht nur basierend auf ihren Kosten und ihrer Wirkung auf die Engpésse, sondern auch orien-

tiert an ihren Wirkungen auf die Netzverluste.

Die in vielen Punkten verbesserten Eigenschaften der kombinierten Optimierung und der quad-
ratischen Ndherung im Vergleich mit der linearen Ndherung rechtfertigen zusammenfassend
nicht nur den erhdhten Aufwand des Losungsansatzes dieser Arbeit, sondern zeigen auch, dass
sich der erhohte Aufwand fiir Netzbetreiber beziehungsweise die kostentragende Volkswirt-
schaft durch weniger Kosten fiir Netzverluste und Redispatch auszahlen kann. Dartiber hinaus
ermdglicht der Losungsansatz dieser Arbeit eine bessere Ausnutzung der vorhandenen Be-
triebsgrenzen und hohere Betriebsmittelauslastungen, sodass besser auf verdnderte Last- und
Einspeisesituationen reagiert werden und somit eine bessere Integration erneuerbarer Energien
in das Energieversorgungssystem gelingen kann. Diese Arbeit kann somit ein Puzzlestiick zum

Gelingen der Energiewende beitragen.
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Der Losungsansatz dieser Arbeit liefert eine vielversprechende Basis, auf der Weiterentwick-
lungen und weitere Verbesserungen im Umfeld des Optimal Power Flows mdglich sind. In den
folgenden Abschnitten werden weitere Einflussgrofen und -mdglichkeiten, die als Variablen
oder in der Zielfunktion beriicksichtigt werden konnen (Abschnitt 9.1), weitere Restriktionen,
die als Nebenbedingungen beriicksichtigt werden kdnnen (Abschnitt 9.2), und Ansitze fiir an-
dere Modellierungen, welche die Losung des Optimierungsproblems beschleunigen kdnnen

(Abschnitt 9.3), dargestellt

9.1 Beriicksichtigung weiterer Einflussgrofien und -moglichkeiten

In dieser Arbeit sind konstante und fiir verschiedene Erzeugungsanlagen gleiche Kosten fiir
Wirkleistungsédnderungen beriicksichtigt worden. Die individuellen Kosten der Energie- und
Leistungsbereitstellung der Kraftwerke sind jedoch nicht {iber den Leistungsbereich des Kraft-
werks konstant, sondern nichtlineare Funktionen der von den Arbeitspunkten abhéngigen Wir-
kungsgrade. Des Weiteren sind Anfahrkosten zu beriicksichtigen, die von der Stillstandszeit
abhingig sind. Hierbei ist eine quadratische und stiickweise Nédherung der nichtlinearen Kos-
tenanteile thermischer Kraftwerke ein tiblicher Ansatz [9.1], [9.2], der sich somit in das in die-
ser Arbeit erarbeite Modell einfiigen ldsst. Bei der Optimierung von Ein- und Ausschaltvorgin-
gen wird auch die Beriicksichtigung von Einsatzrestriktionen, wie sie beispielsweise durch
Wirmeauskopplung bestehen, erforderlich. Durch die Erweiterung um Anfahrkosten, Mindest-
leistungen und maximale Leistungsgradienten treten teilweise weitere gemischt-ganzzahlige
Variablen hinzu. Zusammen mit der Beriicksichtigung von Speichern und ihren Fiillstandsbe-
dingungen wird dadurch das Optimierungsproblem zudem zeitpunktiibergreifend, was hohe
Herausforderungen an die zeitgerechte Losung stellt. Eine genauere Modellierung der Kraft-
werks- und Systembetriebskosten erfordert neben der Beriicksichtigung des Energiemarktes die
Berticksichtigung der Regelleistungsmarkte. Beide Mérkte stehen in Wechselwirkungen mit
den Mirkten fiir Emissionsrechte und Brennstoffe. Insgesamt ist daher die Kopplung mit einer
integrierten Netz- und Energiemarktsimulation [9.3] erstrebenswert. Bei Beriicksichtigung
mehrerer Marktgebiete sind als zusétzliche EinflussgroBen die durch physikalische Grenzen
beschriankten Leistungs- und Systemdienstleistungsaustausche zwischen diesen Marktgebieten

zu berticksichtigen und zu optimieren.

Im Hinblick auf die Netzbetriebsmittel ist die Beriicksichtigung weiterer Stellparameter anzu-

streben. Dies konnen beispielsweise die Stufen der Léngs-, Quer- und Schrigregelung der
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Transformatoren und Kompensationsanlagen, die zusétzliche diskrete Variablen erfordern, so-
wie Schaltzustandsédnderungen, die zusétzliche bindre Variablen erfordern, sein. Da sowohl die
Ubersetzungsverhiltnisse der Transformatoren als auch die Schaltzustinde der Leitungen quad-
ratisch in die Leistungsgleichung eingehen, bietet die in dieser Arbeit dargestellte konvexifi-
zierte quadratische Modellierung einen aussichtsreichen Ansatz zur Beriicksichtigung. Im Rah-
men der Schaltzustandsoptimierung bedingt die Vermeidung von Inselnetzbildungen im (n-0)-
Fall aber auch in allen (n-1)-Féllen Herausforderungen fiir die Modellierung und zeitgerechte

Losung.

Sofern Hochspannungs-Gleichstrom-Ubertragungen (HGU, HVDC) im zu betrachtenden Netz
zum Einsatz kommen, ist ihre Beriicksichtigung erforderlich. Ihre dann ebenfalls zu minimie-
renden belastungsunabhidngigen und belastungsabhingigen Wirkleistungsverluste miissen in
der Zielfunktion beriicksichtigt werden, wobei das HGU-Ein-Ausschaltkalkiil eine gemischt-
ganzzahlige Modellierung erfordert. Da die belastungsabhidngigen Verluste wiederum quadra-
tisch von den DC-Spannungen abhéngen, bietet sich eine quadratische Modellierung an. Thr
Wirkleistungstransportpotential aber auch die je nach Bauart mdgliche Bereitstellung von
Blindleistung fiir das Drehstromnetz an den HGU-Kopfstationen verkniipft die HGU-Einsatz-
optimierung mit der in dieser Arbeit dargestellten Optimierung. Durch HGUs wird allerdings

auch die Beriicksichtigung weiterer (n-1)-Fille fiir den Ausfall der HGUs erforderlich.

9.2 Beriicksichtigung weiterer Restriktionen

Der Netzbetrieb wird neben den in dieser Arbeit beriicksichtigten Stromtragféhigkeiten und
Spannungsbindern durch weitere Restriktionen beeinflusst. Beispielsweise erfordern die Ein-
haltung oberer und unterer Grenzen fiir die Kurzschlussstrome sowie die Sicherstellung der
Systemstabilitit unter Umstinden detaillierte Uberpriifungen jedes Systemzustands, teils unter
Zuhilfenahme von Eigenwertberechnungen und Simulationen dynamischer Vorginge. Ahnli-
ches gilt beispielsweise fiir die Beriicksichtigung von Oberschwingungsanregungen, die mit
zunehmendem Einsatz von Umrichter-getriebenen Erzeugungsanlagen auftreten, und Resonan-
zen, die sich beispielsweise durch den Einsatz von Kabeln in niedrigere Frequenzbereiche ver-
schieben. Ob Einsatzbeschrinkungen im Rahmen einer Optimierung auch durch Hilfsindizes
abgebildet werden konnen und ob hierfiir eine konvexifizierte quadratische Modellierung ge-

eignet ist, bedarf weiterer umfangreicher Untersuchungen.

Grundsétzlich kann angenommen werden, dass die Beriicksichtigung weiterer Restriktionen

hilft, das zuldssige Losungsgebiet zu beschrinken, sodass eine Losung beziehungsweise die
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optimale Losung schneller gefunden werden kann. Wenn jedoch die Modellierung und Bertick-
sichtigung weiterer Restriktionen sehr aufwendig ist, kann eine Verldngerung der Losungszeit

auftreten.

9.3 Verbesserungen im Hinblick auf die Modellierung und die Losung des

Optimierungsproblems
Neben der Modellierung weiterer Einflussgrofen fiir die Zielfunktion und Nebenbedingungen,
gibt es noch eine Vielzahl von Ansétzen, mit denen probiert werden kann, die Losungszeit po-

sitiv zu beeinflussen. Im Folgenden werden einige Ansitze dargestellt.

Die in dieser Arbeit verwendete Software, aber auch viele andere Softwares, bietet die Mog-
lichkeit, Priorititen fiir diskrete Variablen zu definieren. Im Rahmen der diskreten Optimierung
kann somit beeinflusst werden, fiir welche Variable vorrangig nach diskreten Losungswerten
gesucht wird. Sofern es eine sinnvolle Sortierung gibt, kann die Vorgabe von Prioritdten das

Finden der Losung beschleunigen.

Im Rahmen weiterer Untersuchungen ist zu tiberpriifen, ob sich alternativ zu den quadratischen
Néherungen und der Konvexifizierung durch stiickweise Linearisierung andere Ansitze zur
Naherung und Konvexifizierung des allgemeinen Problems beispielsweise durch konvexe Hiil-
len eignen und als vorteilhaft erweisen. Hierbei sollte auch ein Vergleich mit stiickweisen Li-
nearisierungen mit mehr als zwei Stiicken erfolgen. Es konnen dann keine SOS1 mehr verwen-
det werden, sondern es werden SOS2 notwendig. Diesem Nachteil steht unter Umstidnden als
Vorteil gegeniiber, dass die Linearisierung nicht mehr im Symmetriepunkt, sondern in dem
Ausgangspunkt AP oder dem Punkt der quadratischen Anndherung QA erfolgen kann. Mog-
licherweise erspart dieses Vorgehen Probleme der Losungssoftware, weil der Nullvektor ein

zuldssiger Startwert sein kann.

Die Modellierung der stiickweisen Linearisierungen dieser Arbeit kann sowohl in CPLEX als
auch in Gurobi nicht nur iiber SOS1 beziehungsweise SOS2 erfolgen, sondern auch durch un-
mittelbare Ubergabe der Eckpunkte der stiickweisen Linearisierungen®!. Nach telefonischer
Riicksprache mit dem Telefonsupport der Firma Gurobi ist hierbei eine bessere Beriicksichti-

gung der stiickweisen Linearisierungen im Losungsalgorithmus moglich. Diese Mdoglichkeit

2L SOS1 und SOS?2 bieten die allgemeine Moglichkeit, die Auswahl von Variablen aus einer Variablengruppe auf
eine oder zwei aufeinanderfolgende Variablen zu beschrinken. Stiickweise Linearisierungen sind nur einer von
mehreren denkbaren Anwendungsfillen solcher Variablengruppen.

119



9 Ausblick

wird von Gurobi iiber die MATLAB-Schnittstelle derzeit nur fiir die Zielfunktion angeboten
und von CPLEX {iber die MATLAB-Schnittstelle weder fiir die Zielfunktion noch fiir die Ne-

benbedingungen.

Uber sogenannte Callbacks ist es moglich, wihrend des Verlaufs der Optimierung die Model-
lierung auf Basis von Zwischenergebnissen anzupassen. Beziiglich der stiickweisen Linearisie-
rungen im Rahmen der inneren sequentiellen Konvexifizierung und fiir die quadratischen Ni-
herungen im Rahmen der sequentiellen quadratischen Optimierungen ist es unter Umstdnden
moglich auf sequentielle Schritte zu verzichten und auf diesem Weg die Optimierung zu be-
schleunigen sowie Schwingungen um ein Optimum und den Maratos-Effekt zu verringern.
Callbacks werden jedoch weder von CPLEX noch von Gurobi iiber die MATLAB-Schnittstelle

angeboten.

Generell erscheint es zielfilhrend zu iiberpriifen, ob eine Modellierung auBlerhalb von
MATLAB vorteilhaft ist, wenn eine Optimierung der Rechenzeiten angestrebt wird, da iiber
die MATLAB-Schnittstellen nicht alle Moglichkeiten der Optimierungssoftwares optimal
ausgenutzt werden konnen. Zur Optimierung der Rechenzeit bietet sich neben der Nutzung
spezialisierter Software unter Umstinden auch die Nutzung spezialisierter Hardware an.
MATLAB bietet beispielsweise iiber die CUDA-Schnittstelle die Moglichkeit, die
Eigenwertberechnung nicht mit der CPU, sondern der GPU durchzufiihren.

Unabhéngig von den Eigenschaften der in dieser Arbeit verwendeten Optimierungssoftware
kann die Dekomposition des Gesamtproblems in Unterprobleme aussichtsreich sein, ohne hier-
bei die Kopplungen zwischen den Unterproblemen aufzugeben, die sequentiell beispielsweise
tiber Callbacks beriicksichtigt werden. Wenngleich die Losung der Unterprobleme mehrfach
erfolgen muss, kann ein solches Vorgehen vorteilhaft sein, wenn die Losung der Unterprobleme

deutlich schneller ist als die Losung des Gesamtproblems.

Weitere Herausforderungen ergeben sich, da die oft mit zeitlichen Vorlauf durchgefiihren Op-
timierungen auf Planungs- und Prognosedaten basieren, die mit Ungenauigkeiten behaftet sind.
Dem daher unsicheren Netzzustand kann methodisch mit Stochastischer Optimierung begegnet
werden, was weitere Herausforderungen aber auch Moglichkeiten an die Modellierung und L6-

sung stellt.

Die in dieser Arbeit entwickelten Modellierungen und die Losungsmethodik bilden eine aus-

sichtsreiche Basis, die beschriebenen Weiterentwicklungen und Verbesserungen einzuarbeiten.
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11 Anhang

In den Unterabschnitten dieses Anhangs wird eine Vielzahl von Herleitungen, deren Ergebnisse
in der vorstehenden Arbeit verwendet wurden, detailliert dargestellt. Ziel der Herleitungen ist
es, Formeln fiir die ersten und zweiten Ableitungen der in der Zielfunktion und den Nebenbe-
dingungen des Optimierungsproblems verwendeten Funktionen zu erhalten. Mit Hilfe der her-
geleiteten kompakten Formeln kann die Berechnung der Jakobi- und Hessematrizen deutlich
schneller erfolgen als beispielsweise mit denen in MATLAB integrierten Differenzierungsfunk-
tionen. Obwohl einige Formeln und Funktionen umfangreich in ihrer Darstellung sind, folgt
daraus nicht, dass ihre Berechnung numerisch aufwendig ist. So wird beispielsweise fiir die
quadratische Ndherung der Umkehrfunktion — wie bei der linearen Ndherung — nur die Inverse
der Jakobimatrix der Leistungsdifferenzengleichung bendtigt. Weitere numerisch aufwendige
Invertierungen sind nicht notwendig. Einige der Matrizenmultiplikationen haben einen etwas
hoheren Zeit- und Speicherbedarf, wenn mindestens eine der beteiligten Matrizen nicht spér-
lich, sondern vollbesetzt ist, was bei den Hessematrizen der Umkehrfunktion der Leistungsdif-
ferenzengleichung der Fall ist. Verglichen mit dem Zeitbedarf der Optimierung haben die Be-
rechnungen der Jakobi- und Hessematrizen aber einen vernachlissigbaren Zeitanteil. Gleiches
gilt fiir die Ermittlung der Eigenwerte und Eigenvektoren der Hessematrizen im Rahmen der

Hauptachsentransformation.

Analog zu Kapitel 2 werden zur Unterscheidung von Knoten- und Zweiggroflen (vgl. Ab-
schnitt 2.1) und fiir eine bessere Ubersichtlichkeit im Folgenden im ersten tiefgestellten Index
von Vektoren, Matrizen und Cell-Arrays immer die jeweiligen Dimensionen angegeben. Die
Benennung der Jakobi- und Hessematrizen erfolgt auf Basis des Zéahlers und des Nenners der
jeweiligen Ableitungen. Fiir Vektoren werden Kleinbuchstaben im Namen verwendet und fiir
Matrizen Grof3buchstaben. Die Ziffern 1 oder 2 am Ende des Namens kennzeichnen, ob es sich
um die erste oder die zweite Ableitung handelt. Die skalaren Elemente eines Vektors oder einer

Matrix werden mit Kleinbuchstaben geschrieben.

11.1 Herleitung der Taylorpolynome zweiter Ordnung

In den folgenden Abschnitten werden die Hilfsvektoren und -matrizen aus Tabelle 11.1 bis
Tabelle 11.5 fiir die Berechnung der Jakobi- und Hessematrizen benétigt. X gibt die Ordnung

der Vektoren beziehungsweise Matrizen an und x die Position eines Elements.
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Tabelle 11.1  Hilfsvektoren und -matrizen fiir die Berechnung der Jakobi- und Hessematrizen

Hilfsvektor e, , der auf allen Positio- Hilfsvektor ey ., der nur auf der Position x das Nicht-

nen das Element 1 enthilt. Null-Element 1 enthiilt.

Diagonalmatrix Ey = diag(ey ) Diagonalmatrix Ey , = diag(ex’x) , die nur auf dem Dia-
gonalelement x das Nicht-Null-Element 1 enthélt

Tabelle 11.2 Hilfsmatrizen der Admittanzen
G, = Re{zzz} B,, = Im{zzz}

G =Re {ZKK} By = Im{ZKK}

Tabelle 11.3  Hilfsmatrizen der Spannungen

Uy =diag(gK) Uy =diag(uK)
UK,r = diag(Re{t_lK}) UK)i = diag(Im{gK})
U, =diag(gz)

Tabelle 11.4 Hilfsmatrizen der Strome

Iy, = diag(Re{iy }) I ; = diag(Im{i, })
Iinv, = diag(ez/iZ )
iy e, = iNV, -0y, iyipe, = linV, iy
I, = diag(iz,r’beZ ) I, = diag (iz’i’beZ )
1,,=1linv, Y, U,
I, =Re{l,} Iy =il

Tabelle 11.5 Hilfsmatrizen der Leistungen
Py =Re{3U, ¥y Uy | O =M {3U Yo Uy |
P, =diag(py) 0, =diag(qy)

11.1.1 Netzleistungen
Die komplexe Leistungsgleichung zeigt Gl. (11.1) und GI. (11.2) zeigt die Leistungsdiffe-

renzengleichung:

sg =3U i =3U Y uy (11.1)
Asy =3Uyg Z;K E*K —Sxo (11.2)
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Fiir die weitere Verarbeitung wird die Leistungsdifferenzengleichung in Gl. (11.3) in Real- und

Imaginirteil zerlegt:
[Ap} Re {30, ¥ | {p}_{v Uy, }HV}
Agqy Im { 3U, ZLK g; } dx.o Ui —Ux, || ki 9k

_3 UK,r UK,i |:GK_K _BK_K:| Uy, B Dk
Ue, —Ux, || B G || Uk; k0

In den folgenden Unterabschnitten werden die Jakobi- und Hessematrizen zunéchst in Polarko-

(11.3)

ordinaten und dann in kartesischen Koordinaten hergeleitet.

11.1.1.1 Jakobi- und Hessematrizen in Polarkoordinaten
Fiir die Wirkleistungsdifferenz eines Knotens ergibt sich Gl. (11.4). Fiir die Blindleistungsdif-
ferenz eines Knotens ergibt sich GI. (11.5).

K
AP, = 3UZYk,Ucos(5 -6,—ay)- Z (11.4)

I=1

~

K K

AQ, =3U, Z Y,Ujsin (5k —0,—ay ) —Oho = Z 9~ Do (11.5)
=1 =1

Fiir die ersten Ableitungen der Wirkleistungs- und Blindleistungsdifferenzen eines Knotens er-

geben sich die Gleichungen in Tabelle 11.6. Die ersten Ableitungen konnen beispielsweise

[2.2] entnommen werden, werden aber zur Herleitung der leicht abweichenden Darstellungs-

weise in dieser Arbeit erneut aufgefiihrt.

Tabelle 11.6  Erste Ableitungen der Leistungsdifferenzengleichung in Polarkoordinaten

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
AP, LS K aAQ K
: Z_qulzqkk_zqkl . Zpkl__ kk+zpkl
85k I=1 1=1 I=1
1k /ik
OAP, OAQ,
aé.] ki 65I ki
OAP, 6AQk
=p p =q q
oU /UkO ek Z K oU /UkO ek Z K
OAP, OAQ,
= Pu =4qu
aU,/U,,O aUz/Ul,o

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.6 konnen die Jakobimatrizen in Gl. (11.6)

ermittelt werden.
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PODUT, :{

PD, PU,

oD QUi

H

QKK_QK
_PKK+PK QKK+QK

PKK+PK}

(11.6)

Fiir die Herleitung der Hessematrix jeder Knotenleistung, miissen die ersten Ableitungen in

Tabelle 11.6 erneut nach jeweils allen Zustandsgrof3en abgeleitet werden. Das Vorgehen wird

in Tabelle 11.7 bis Tabelle 11.10 fiir die Wirk- und Blindleistung eines Knotens dargestellt.

Tabelle 11.7  Ableitungen nach den Winkeln der Ableitungen nach den Winkeln der Leistungsdiffe-

renzengleichung

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
2 K K 2 K K
;5;2]( :_;pkl :pkk_;pkl jé‘kAaQéi z_qul zqkk_;qkl
Ik I#k
O*AP, O*AQ,
25,05, M 25,05, M
AP, O°AQ; _
0505, 1M 20505, M
O*AP, *AQ,
aé}@é}z_pkl aé}aé}:_qkl
O AP, 0*AQ,
0505, 0505,

Die Untermatrix PDD, , der Hessematrix PDU2,,, , kann mit Gl. (11.7) und die Unter-

matrix ODD,, , der Hessematrix QDU2,,,, . kann mit GI. (11.8) berechnet werden.

T .
PDD, =E,, - Py +(Ey, P ) —diag(eg, - Pog )~ Ey, - P (11.7)

T .
ODD, , = E, ;- Oy +(EK,k QKK) _dlag(eK,k 'QKK)_EK,k O (11.8)
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Tabelle 11.8  Ableitungen nach den Spannungen der Ableitungen nach den Winkeln der Leistungs-

differenzengleichung
Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
82APk K K 82AQk K K
a5kaUk/Uk,o ; K~ Yk ; K a5kaUk/Uk,o ; Kl Kk ; Kl
1#k I#k
AP, NG,
26,0U,/U,, ™ 05,0U,/U,, "
d*AP, *AQ,
050U, /U, " 050U, /U, "
AP, NG, _
260U,/U,, ™ 050U, /U,, "
AR, INQ
850U, U, , 05,0U,,/U,,,

Die Untermatrix PDU,,, der Hessematrix PDU2,,, , kann mit Gl (11.9) und die Unter-

matrix QDU , der Hessematrix QDU2,,,, . kann mit GI. (11.10) berechnet werden.

PDUy, =—Ey; - O +(EK,k Ok )T +diag(e1<,k 'QKK)_EK,k O
ODU,,, =E,, Py —(Ey, Po) —diag(eg, P )+ Ey, P,

(11.9)
(11.10)

Tabelle 11.9  Ableitungen nach den Winkeln der Ableitungen nach den Spannungen der Leistungs-

differenzengleichung
Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
d’AP, S S ’AQ S K
aUk/Uk,l; 25, = _E 9 = e — IZ::,QM aUk/Uk,:aé'k = %pu ="Put ;pkl
d’AP, O’ AQ,
U, U, , 05, M U, U, 00, X
O’AP, d’AQ,
oU, U, 05, U, /U, 05, "
O’AP, d’AQ,
oU,JU,, 05, ™ oU, U, 05, "
62APk B azAQk _
ou, /U, , 06, ou,/U,, 06,

Die Untermatrix PUD,,, der Hessematrix PDU2,,, , kann mit Gl. (11.11) und die Unter-

matrix QUD,,, der Hessematrix QDU2,,,, , kann mit Gl. (11.12) berechnet werden.
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T .

PUDy , = Ey ;- Oy _(EK,k QKK) +dlag(e1<,k 'QKK)_EK,k Q¢ (11.11)
T .

QUDKKJ( :_EK,k P +(EK,k -PKK) —dlag(eK’k 'PKK)+EK,k P, (11.12)

Tabelle 11.10 Ableitungen nach den Spannungen der Ableitungen nach den Spannungen der Leis-

tungsdifferenzengleichung?

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
O°AF, 0*AQ,
oU, U, ,0U, JU,, = Put P oU, U, ,0U, JU,, = T ¥ O
AP, B 0’AQ, _
oU, /U, ,0U,/U,, Pu U, /U, ,0U, /U, ~
d*AP, ~ 0*AQ, _
oU,/U,,0U, U, , ~Pu oU,/U,,0U, JU, ~ u
O*AP, B 0*AQ, _
U, /U,,0U,/U,, oU,/U,,0U,/U,,
O*AP, B 0’AQ, _
ou,/U,,0U, /U, ou,/U,,0U, /U,

Die Untermatrix PUU,,, der Hessematrix PDU2,,,, . kann mit Gl. (11.13) und die Unter-

matrix QUU,, , der Hessematrix QDU2,,,, . kann mit GI. (11.14) berechnet werden.

PUUKK,k:EK,k'PKK+(EK,k'PKK)T (11.13)

T
QUU,, = Ey, - O +(Ey; - Ou) (11.14)

Zusammenfassend ergibt sich aus den Gln. (11.7) bis (11.14) PDU2,,, , in Gl. (11.15) und

ODU2,,, in Gl. (11.16).

PDD,,
PDU2,,, = {PUD
KK,k
— {QDDKK,k
2K2K .k T
’ QUD KK,k

PDU

b (11.15)
PUU,
QDU (11.16)
QUUyy,

2 Bei den zweiten Ableitungen nach den Spannungen ist zu beriicksichtigen, dass die Elemente p,;, und g,, der
ersten Ableitungen nach den Spannungen bereits einmal nach den Spannungen abgeleitet und in bezogenen

Koordinaten lediglich mit den konstanten Spannungen U, , multipliziert worden sind.
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11.1.1.2 Jakobi- und Hessematrizen in kartesischen Koordinaten
Fiir die Wirkleistungsdifferenz eines Knotens ergibt sich Gl. (11.17) kartesischen Koordinaten.

Fiir die Blindleistungsdifferenz eines Knotens ergibt sich Gl. (11.18) kartesischen Koordinaten.

K K

APk = 3Uk,r Z(leUl,r - BklUl,i ) + 3Uk,i Z(BklUl,r + leUl,i ) - Pk (11.17)
=1 =1
K K

AQ, = 3Uk,i Z(leUl,r - BklUl,i ) - 3Uk,r Z(BklUl,r + leUl,i ) -0 (11.18)
=1 =1

Fiir die ersten Ableitungen der Wirkleistungs- und Blindleistungsdifferenzen eines Knotens er-
geben sich die Gleichungen in Tabelle 11.11. Die ersten Ableitungen konnen beispielsweise
[2.2] entnommen werden, werden aber zur Herleitung der leicht abweichenden Darstellungs-

weise in dieser Arbeit erneut aufgefiihrt.

Tabelle 11.11 erste Ableitungen der Leistungsdifferenzengleichung in kartesischen Koordinaten

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
OAP, O0AQ,
=3(G, U, _+U_.B —=3(U, .G, —-B U
aUk,r ( kY ko ki kk) aUk,r ( ki Tkk Kk k,r)
K K
+3Z(leUl,r _BklUl,i) +3Z(BklUl,r + leUl,i)
I=1 I=1
OAP, OA
‘ :3(Ukerl+Ukinl) G :3(Ukinl_Ukerl)
ou I ' ’ oU Ir ’ |
OAP, aAQ,
=3(G,U,.-U, B —=-3(U, .G,, +B, U, .
aUk,i ( kY ki kP kk ) aUk,i ( ke Tk Kk k,l)
K K
+3Z(BklUl,r + leUl,i) +3Z(leUl,r _BklUl,i)
=1 =1
OAP, OAQ
L= 3(Uk,inl - Uk,erl) L= _3(Uk,erl + Uk,inl)
oU L ouU L

Auf Basis der ersten Ableitungen in Tabelle 11.6 konnen die Jakobimatrizen in Gl. (11.6) er-

mittelt werden.

PR Pl
PORIL,,, = { - KK}

OR, Ol
_ 3|:UK,r 'GKK + UK,i 'BKK + IK,r UK,i 'GKK _UK,r 'BKK + IK,i
UK,i 'GKK - UK,r 'BKK - IK,i _UK,r 'GKK - UK,i 'BKK + IK,r

(11.19)

Fiir die Herleitung der Hessematrix jeder Knotenleistung, miissen die ersten Ableitungen in
Tabelle 11.12 erneut nach jeweils allen Zustandsgrofen abgeleitet werden. Das Vorgehen wird

in Tabelle 11.12 bis Tabelle 11.15 fiir die Wirk- und Blindleistung eines Knotens dargestellt.
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Tabelle 11.12 Ableitungen nach den Realteilen der Ableitungen nach den Realteilen der Leistungs-

differenzengleichung
Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
O’ AP, ’A
—k=2.3.gkk —Qk=—2'3'bkk
oU, .0U, U, 0U,,
d*AP, d*AQ,
= =38 =3y
aUk,raUl,r a(]k,ral]l,r
d’AP, ’AQ
—k=3'gk1 —k=_3'bk1
U, ,0U, oU,,0U,
O’AP, *AQ,
8U,,r8U,’r a[]l,ra(]l,r
o°’AP, d’AQ,
al]l,réljm,r al]l,réljm,r

Die Untermatrix PRR,,, der Hessematrix PRI2,, . kann mit Gl (11.20) und die Unter-

matrix ORR,, . der Hessematrix QRI2,,, . kann mit Gl. (11.21) berechnet werden.

PRRKK,k =E -Gy +(Ek Gy )T (11.20)
ORR, , = -E, 'BKK_(Ek By )T (11.21)

Tabelle 11.13 Ableitungen nach den Imaginérteilen der Ableitungen nach den Realteilen der Leis-

tungsdifferenzengleichung

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
0’APR, O*AQ,

oU, ,0U,; oU, ,0U,;

O°AP °AQ
—k:_3‘bk1 —k:_3'gk1
oU,.oU,; ou, ,0U,;

O’ AP, O*AQ,

— =3 . =28
ou, . 0U, ou, . 0U,;
AP, 0*AQ,
ou,,0U,; ou,,0U,;
o°AP, d’AQ,
al]l,réljm,i al]l,réljm,i

Die Untermatrix PRI, der Hessematrix PRI2,,, , kannmit GI. (11.22)und die Untermatrix

ORI, , der Hessematrix QRI2,,, . kann mit Gl. (11.23)berechnet werden.

PRIKK,k =—E, B +(Ek By )T (11.22)
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T
QRIKK,k =-E, 'GKK +(Ek 'GKK)

Tabelle 11.14 Ableitungen nach den Realteilen der Ableitungen nach den Imaginérteilen der Leis-

tungsdifferenzengleichung

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
o°AB, d*AQ,

ou, ;0U, ou, ;0U,

O’AP, *AQ,
—:3'ka ., 2 8u
ou,;oU,, ou,;0U,,

O°AP, ’°AQ
——t—=-3p, ———=3g,
ou,;0U, ou,;0U, ,

0°AB, *AQ,
ou,;0U,, ovu,;0U,,

O’AP, O’AQ,
a[]l,ia[]m,r a[]l,ia[]m,r

Die Untermatrix PIR,, , der Hessematrix PRI2,,, , kann mit Gl. (11.22) und die Untermatrix

OIR, , der Hessematrix QRI2,,, . kann mit Gl. (11.23) berechnet werden.

PIRKK,k =E, By _(Ek - By )T
QIRKK,k =E, -G _(Ek Gy )T

Tabelle 11.15 Ableitungen nach den Imaginérteilen der Ableitungen nach den Imaginérteilen der

Leistungsdifferenzengleichung

Wirkleistung eines Knotens Blindleistung eines Knotens
d’AP, oA
—k=2.3.gkk —Q"=—2'3'bkk
oU, ;0U,; oU,;0U, ;

O’AP, o’AQ
—k:3‘gk1 —k:_3‘bk1
ou, ;0U,; ou,;0U,;

O’AP, 0’°AO
—k=3‘gk1 —k=_3'bk1
oU,;0U,; ou,;0U, ;

O*AR, 0*AQ,
ou,;0U,; oU,;0U,;
O’AP, *AQ,
al]l,ial]m,i a(]l,iéljm,i

Die Untermatrix PII, , der Hessematrix PRI2,,,, . kann mit Gl. (11.26) und die Untermatrix

OIl,, , der Hessematrix QRI2,,, , kann mit Gl. (11.27) berechnet werden.

PIIKK,k =E, 'GKK +(Ek 'GKK )T
QIIKK,k =—E, B _(Ek By )T
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Zusammenfassend ergibt sich aus den Gln. (11.20) bis (11.27) PRI2,, , in Gl. (11.28) und

ORI2,,, inGl. (11.29).

r T T
PRI2. - PRR, PRIy,| |E Gy +(E, Gy) ~E, By+(E By) 1128
2K2K A = (11.28)
| PIR, Pl | |E, B, —(E, By) E, Gu+(E Gg)
= T T
. QRRKK,k QRIKK,k _ —E, - By _(Ek 'BKK) —E, -Gy +(Ek 'GKK)
ORIZ,c, =| oo = g l(11.29)
_Q ki @l Ek-GKK—(Ek-GKK) —Ek-BKK—(Ek-BKK)

11.1.2 Netzverluste
Die komplexe Leistungsbilanzgleichung zeigt Gl. (11.30). Gl. (11.31) zeigt die Leistungsbi-

lanzdifferenzgleichung:

S oo = 30y iy =3u ¥ uy (11.30)

ges
AS o =3u Y yuy —S (11.31)

ges,0

Die Anderung der Netzverluste in Gl. (11.32) ergibt sich aus dem Realteil von Gl. (11.31).

AP, =Re{3u, ¥y u |~ Ry (1132)

In den folgenden Unterabschnitten werden der Gradient und die Hessematrix zunéchst in Po-

larkoordinaten und dann in kartesischen Koordinaten hergeleitet.

11.1.2.1 Gradient und Hessematrix in Polarkoordinaten

Fiir die Anderung der Netzverluste ergibt sich GI. (11.33) in Polarkoordinaten.

AP, 223UmYanncos§ -5,-a,,)- iipm— 0 (11.33)

m=1 n=1 m=1 n=1
Fiir die Komponenten des Gradienten der Anderung der Netzverluste ergeben sich die Glei-

chungen in Tabelle 11.16.

Tabelle 11.16 Erste Ableitungen der Anderung der Netzverluste in Polarkoordinaten

K
zqu zqkn quk quﬂ —_mek Zpkn

m=1 8U/Uk0 m=1

m;ék n:tk

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.16 kann der Gradient in GI. (11.34) ermittelt

werden.

pdul, = [de p”K] = I:eK O~ O e P ey PKTK] (11.34)
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Fiir die Herleitung der Hessematrix Anderung der Netzverluste, miissen die ersten Ableitungen
in Tabelle 11.16 erneut nach jeweils allen Zustandsgrofen abgeleitet werden. Tabelle 11.17

zeigt die Herleitungen.

Tabelle 11.17 Zweite Ableitungen der Anderung der Netzverluste in Polarkoordinaten??

(j;;lz‘/k = _% Pk _gplm =2pu _gl’mk _gplm s;f;;} =Dy + Dy
2
65,{ZIJA:>IU,(,O zéqu_gqh :mi—;qu_nzli;qkn %zqm_%
aUka/ZS,iaak :%q’”"_gq"” :gqu_gq’m %:_%ﬁ'%
aUk/lii)A‘;DZ]k/Uk,o "2 aUk/(f;Ag\;]l/Ul’o = Put Pu

Die Untermatrizen PDD,, , PDU,,, PUD,, und PUU,, der Hessematrix PDU2,,,, konnen
mit den Gln. (11.35) bis (11.38) berechnet werden.

PDD, = PKTK + Py _diag(eK 'PKK)_diag(eK PKTK) (11.35)

PDU = QIIK - QKK+diag(eK 'QKK)_diag(eK QEK) (11.36)
PUD, =0y + QKK+diag(eK 'QKK)_diag(eK QIZK) (11.37)
PUU,, =P/, + P (11.38)

Zusammenfassend ergibt sich aus den Gln. (11.35) bis (11.38) PDU2,,,, in Gl. (11.39).

(11.39)

PDD PDU
PDUZZKZK = [ * KK}

PUD,, PUU,,
Zur Kontrolle kann PDU2,,,, mit Hilfe von Gl. (11.40) auch aus der Summe der Hessematri-

zen von PDU2,,, , gebildet werden.

K
PDU2,, = PDU2,,, (11.40)

k=1
Um den Gradienten und die Hessematrix in bezogenen Koordinaten zu erhalten, miissen noch

die Berechnungen in den GlIn. (11.41) und (11.42) angewendet werden.

pvdul,, = pdul, [P, (11.41)

PVDU2,,, = PDU2,, /PR, (11.42)
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11.1.2.2 Gradient und Hessematrix in kartesischen Koordinaten

Fiir die Anderung der Netzverluste ergibt sich GI. (11.33) in kartesischen Koordinaten.
K K

AR, =3Y">(U,,(G,U,,~B,U,)+U,(B,U,,+G,U,))- P (11.43)

mn~~ n,i mn~ n,r mn~ n,i
1 n=1

Fiir die Komponenten des Gradienten der Anderung der Netzverluste ergeben sich die Glei-

chungen in Tabelle 11.18.

Tabelle 11.18 Erste Ableitungen der Anderung der Netzverluste in kartesischen Koordinaten

aAP K K K
= :3Z(Gannr _Banni)+3ZUermk +3ZUmiBmk
aUk,r n=1 , ’ m=1 ’ m=1 '
K K K
aAPV = 3 (Bannr + Ganni)+3ZUmiGmk _3ZUWI erk
al]k,i n=l1 ’ ’ m=1 ’ m=1 ’

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.18 kann der Gradient in Gl. (11.44) ermittelt

werden.
prily = [er PiK]
T
Pry =€ '(GKK Uy, =By 'UK,i)+eK '(UK,r Gy +Uy; 'BKK) (11.44)
. T
pry =¢e¢ '(BKK Uy, + G 'UK,i)+eK '(UK,i G — Uy, 'BKK)
Fiir die Herleitung der Hessematrix jeder Knotenleistung, miissen die ersten Ableitungen in

Tabelle 11.18 erneut nach jeweils allen Zustandsgroflen abgeleitet werden. Tabelle 11.19 zeigt

die Herleitungen.

Tabelle 11.19 Zweite Ableitungen der Anderung der Netzverluste in kartesischen Koordinaten

d°AP, O°AP,
U 81\; :3'(Gkk+Gkk) U 81\; :3'(Gk1+sz)
k,r k,r k,r lr
d°AP, d°AP,
ﬁ=3'(—3kk+3kk)=0 W::%'(_Bkl"'Blk)
kO oY
O°AP, O*AP,
oU 8(\; :3'(Bkk_Bkk)=0 oU 6(\; 23'(Bk1_31k)
ki k., ki lr
d’AP, O°AP,
—=3.(G, +G —V _-3.(G,+G
aUk,iaUk,i ( Kk ek ) aUk,iaUI,i ( [ Tk )

Die Untermatrizen PRR,, , PRI, , PIR . und PII,, der Hessematrix PRI2, , konnen mit
den Gln. (11.45) bis (11.48) berechnet werden.
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PRR, =3-(Gyy +Gyy ) (11.45)
PRI, =3-(-By, + By ) (11.46)
PIR =3-(By - By ) (11.47)
P, =3-(Gy +Gyy ) (11.48)

Zusammenfassend ergibt sich aus den Gln. (11.45) bis (11.48) PRI2,,, in G1.(11.49).

(11.49)

PRR,, PRI
PRI2, . :{ e KK}

PIR.. PII
Zur Kontrolle kann PRI2,,, mit Hilfe von GI. (11.50) auch aus der Summe der Hessematrizen
von PRI2, . . gebildet werden.
K
PRI, =Y PRI2,, (11.50)
k=1
Um den Gradienten und die Hessematrix in bezogenen Koordinaten zu erhalten, miissen noch
die Berechnungen in den GlIn. (11.51) und (11.52) angewendet werden.
pvril,, = pril,, / R, (11.51)

PVRI2,, = PRI2,, /P, (11.52)

11.1.3 Blindleistungsbedarf des Netzes
Die Anderung des Blindleistungsbedarfes des Netzes GI. (11.53) ergibt sich aus dem Imaginér-
teil von GI. (11.31)

AQ, =Tm{Bu, ¥yt | = Oy (11.53)

In den folgenden Unterabschnitten werden der Gradient und die Hessematrix zunéchst in Po-

larkoordinaten und dann in kartesischen Koordinaten hergeleitet.

11.1.3.1 Gradient und Hessematrix in Polarkoordinaten

Fiir die Anderung des Blindleistungsbedarfes ergibt sich Gl. (11.54).

K K K K
=Y 33U, Usin(S, =8, —ay )~ v = 3. — O (11.54)

k=1 [=1 k=1 I=1
Fiir die Komponenten des Gradienten der Anderung des Blindleistungsbedarfes ergeben sich

die Gleichungen in Tabelle 11.20.
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Tabelle 11.20 Erste Ableitungen der Anderung des Blindleistungsbedarfes in Polarkoordinaten

OA K
QV __ZPMk+Zpkn mek—‘rzpk” aAQV quk zqkn

U Usy

m¢k nik

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.20 kann der Gradient in Gl. (11.55) ermittelt

werden.
qdul, =[qd, qu,]= [—eK ‘P te Pl e O +e -QIIK] (11.55)
Fiir die Herleitung der Hessematrix jeder Knotenleistung, miissen die ersten Ableitungen in

Tabelle 11.20 erneut nach jeweils allen ZustandsgroBen abgeleitet werden. Tabelle 11.21 zeigt

die Herleitungen.

Tabelle 11.21 Zweite Ableitungen der Anderung des Blindleistungsbedarfes in Polarkoordinaten®

o? AQ, A0
Z 9k Z Qpn = Z 9 T Z 9in — 2qkk vV __, _
06,00, nl w1 05,0, 9 —Yu
_080, 8°AQ
_mek+zpkn an1k+zpkn —V:_ +
a5ka Uk/Uk 0 Zi}( n¢k aaka UI/UI,O plk pkl
0° AQ, A0
———meﬁzpkn mek+zpk,, _ oAy
oU, JU,, 06, it = ~ 2U, /U, , 03, Py~ Pu
8’AQy _ 0’AQ, ~
= 29 =qu +4qy
U, JU, ,0U, /Uy, oU, U, , U, /U, ,

Die Untermatrizen ODD,,., ODU, ., QUD,, und QUU,, der Hessematrix QDU2,,,. kon-
nen mit den Gln. (11.56) bis (11.59) berechnet werden.

ODD,, = -0y, — O, +diag(e, - Oy ) +d1ag(e QKK) (11.56)
ODU :_PKTK + Py —diag(eK KK +dlag( ) (11.57)
QUD,, = P, — P, —diag(e, - P )erlag(eK -PKTK) (11.58)
QUU,, =0y +0y (11.59)

Zusammenfassend ergibt sich aus den Gln. (11.56) bis (11.59) ODU2,,,, in Gl. (11.60).

(11.60)

opUz, . - {QDDKK QDUKK}

QUD, QUUy
Zur Kontrolle kann QDU2,, ., mit Hilfe von GI. (11.61) auch aus der Summe der Hessematri-

zen von QDU2, . , gebildet werden.
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K
ODU2,, = ZQDUZZKZK,k (11.61)

k=1

11.1.3.2 Gradient und Hessematrix in kartesischen Koordinaten
Fiir die Anderung des Blindleistungsbedarfes ergibt sich Gl. (11.62) in kartesischen Koordina-

ten.

=3ii( ( B’””Uﬂr Gannl)—i—Um (Gannr mn nl)) QVO (1162)

m=1 n=1
Fiir die Komponenten des Gradienten der Anderung des Blindleistungsbedarfes ergeben sich

die Gleichungen in Tabelle 11.22.

Tabelle 11.22 Erste Ableitungen der Anderung des Blindleistungsbedarfes in kartesischen Koordina-

ten
Z?JQV_?’i( kn nr_ kn nl) 3Z(]mr ﬂlk+3ZUﬂ‘Ll mk
k. n=1
aAQV 3?( - kn nl) 3ZUW’1 mk+3z m;x mk
aUkl n=1

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.22 kann der Gradient in GI. (11.63) ermittelt

werden.
qril,, = [qu qu]
T
qre =ey (B Uy, — Gy Uy, ) e (U, - By + Uy -Gy ) (11.63)
. T
qix =€ '(GKK Uy, =By 'UK,i)+eK '(_UK,i "By +Uy, 'GKK)
Fiir die Herleitung der Hessematrix jeder Knotenleistung, miissen die ersten Ableitungen in

Tabelle 11.22 erneut nach jeweils allen Zustandsgrofen abgeleitet werden. Tabelle 11.23 zeigt

die Herleitungen.
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Tabelle 11.23 Zweite Ableitungen der Anderung des Blindleistungsbedarfes in kartesischen Koordi-

naten
%:3.(—Gkk+@d{)=0 %:3'(_%"'%)
%:&(Gkk_ckk):o %:3'(@{1_61”
%:3‘(_&%_3%) %:3'(_%1_&1{)

Die Untermatrizen QRR,,, ORI, QIR und QII der Hessematrix QRI2, . konnen
mit den Gln. (11.45) bis (11.48) berechnet werden.

ORR,, =3-(-By - By ) (11.64)
ORI, =3-(-Gy + Gy ) (11.65)
QIR =3-(Gy — Gy ) (11.66)
Ol =3-(-By — Byy) (11.67)

Zusammenfassend ergibt sich aus den Gln. (11.45) bis (11.48) ORI2,,,, in Gl.(11.49).

(11.68)

ORI2,,, = {QRRKK QRIKK}

QIR OII, .
Zur Kontrolle kann QRI2,, .. mit Hilfe von GI. (11.50) auch aus der Summe der Hessematrizen

von ORI2,, . gebildet werden.

K
QRIzszK = ZQRIZZKZK,k

(11.69)
k=1
11.1.4 Verteilter Slack
Ausgehend von Abschnitt 3.2.3 ergibt sich Gl. (11.70) fiir den Verteilten Slack.
APK,VS (EK ) =bf -Ap (EK) =bfy '(Re {32;2:(1(2;} A0 - pv,oj (11.70)

Die Ableitungen des Verteilten Slacks ergeben sich aus den Ableitungen der Netzverluste durch
Konstanthalten einer Spannung nach Betrag und Phase in Polarkoordinaten beziehungsweise

nach Real- und Imaginirteil in kartesischen Koordinaten. Es muss hierzu ein beliebiger Slack-
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knoten s ausgewéhlt werden. Zur Berechnung der Jakobi- und Hessematrizen wird in Anleh-

nung an die Hilfsvektoren und -matrizen in Tabelle 11.1 ein Hilfsvektor e, ; beziehungsweise
eine Hilfsmatrix E,  bendtigt, die nur an der Stelle s, bezichungsweise auf dem Diagonalele-

ment s einen Nicht-Null-Eintrag 1 haben.

In den folgenden Unterabschnitten werden die Jakobi- und die Hessematrizen zunichst in Po-

larkoordinaten und dann in kartesischen Koordinaten hergeleitet.

Als Nachteil des Verteilten Slacks ist zu erwéhnen, dass die Zeilen der beteiligten Knoten in
der Jakobimatrix sowie deren Hessematrizen nicht mehr spérlich, sondern in der Regel (bis auf
die Spalte des Knotens mit konstanter Spannung) voll besetzt sind, was zusétzlichen Speicher-
platz erfordert, die Umkehrung numerisch aufwendiger macht und zeitlich verlédngert. In den
Fallstudien dieser Arbeit hat sich dieser Zeitnachteil aber als vernachlissigbar klein gegeniiber
dem Zeitaufwand fiir die Optimierung herausgestellt. Der vorgenannte Nachteil des Verteilten
Slacks ist beim Verteilten Slack fiir einzelne Regelzonen nicht so ausgeprigt, da die Zeilen der

beteiligten Knoten in den sich ergebenden Jakobi- und Hessematrizen nicht voll besetzt sind.

11.1.4.1 Jakobi- und Hessematrizen in Polarkoordinaten
Fiir die Jakobimatrix des Verteilten Slacks ergibt sich GI. (11.71) aus dem Gradienten der Netz-

verluste.

b E,-E 0
VSDUIzKZK:{fK]pdulzK-{ £ TR “ } (11.71)
OK 01( EK_EK,s

Fiir eine Hessematrix VSDU2,,, . aus {VSDUZZKzK} o ergibt sich Gl (11.72) aus der Hesse-

matrix der Netzverluste.

E, - E 0 E,-E 0
VSDU2,,,, , =bfk-{ € R “ ]PDUZZKZK-{ £ R “ } (11.72)
| OK EK - EKv OK EK - EK,S

11.1.4.2 Jakobi- und Hessematrizen in kartesischen Koordinaten
Fiir die Jakobimatrix des Verteilten Slacks ergibt sich Gl. (11.73) aus dem Gradienten der Netz-

verluste.

b E,-E 0
VSRIIZKZKz{fK] pri12K~[ € “ } (11.73)
0K OK EK_EK,S

Fiir eine Hessematrix VSRI2,,, aus {VSRI2,.. } ergibt sich Gl (11.72) aus der Hesse-

2K

matrix der Netzverluste.

145



11 Anhang

EK_EKv OK _EK

R E¢ 0,
VSRI2, ., =bf, - 0, E, - E, "PRI2, - 0

? (11.74)

K EK - EK,S

11.1.5 Herleitung und Vereinfachung der ersten und zweiten Ableitung einer Be-
tragsfunktion

In diesem Abschnitt werden zunichst die erste und zweite Ableitung einer allgemeinen Be-

tragsfunktion der Form von GI. (11.75) hergeleitet.

Gl. (11.75) zeigt eine Betragsfunktion mit den Koeffizienten a,, a,, b, und b, deren erste und

zweite Ableitungen gesucht werden.

J(a+a,) +(b+b,) (11.75)
Fiir die folgenden Darstellungen wird verallgemeinernd angenommen, dass alle Koeffizienten
eine Funktion von zwei Variablen x und y sind, nach denen die Koeffizienten und somit auch
die Betragsfunktion abgeleitet werden konnen. Im Folgenden wird die Ableitung nach der Va-
riablen x durch einen Hochstrich gekennzeichnet. In Gl. (11.76) ergibt sich die erste Ableitung
mit Hilfe der Kettenregel.

Z(a,+a,)(a]+a))+Z (b, +b,) (b +b})
Z\/(a1 + az)2 +(b, +b, )2
_ (a,+a,)(a +a,)+(b +b,) (b +b;)
J(a+a,) +(b,+b,)
Die so ermittelte Gleichung ldsst sich fiir mehr als zwei Summanden verallgemeinern. Es ergibt

sich GI. (11.77).

d
EJ(almz)u(bl +b,) =

(11.76)

i\/(zaj+(2bj ety (1177

Im Folgenden wird die Ableitung nach der Variablen y durch einen Hochstern gekennzeichnet.

Mit Hilfe der Quotientenregel, der Produktregel und der Kettenregel ergibt sich GI. (11.78).
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_( +a,)(a;+ay)+(b +b,)(b +D))
dy \/a1+a22 b, +b )2

((a,+a,)(al+a)+ (b +b,) (B +B.)) (@ +a,) +(b, +b,)
—((al+a2)(al’+a;)+(bl+b2)(b1’+b;))(\/(al+a2)2+(b1+b2)2 *
Java) +(5+b,) (11.78)
((a,+a,)(a+a)+ (b +b,) (B +B)) (@, +a,) +(b +,)
Java)y +(b b
((a,+a,)(a +a)+ (b +b,) (b +8))((a +a,) (@ +a5 )+ (b +b,) (] +;))

Jata)+(b+b)

Durch Erweitern des ersten Bruchs mit \/ (a,+a,)" +(b +b,)" ergibt sich GL (11.79) mit ge-

meinsamen Hauptnenner.

(al*+a2)(al+a2) (al+a2 (al'*+a;*)
+(b +b; ) (B +b})+ (b, +b,) (B +;)
) (

((a+a,) +(b+5,))

(a,+a,) (a+a}) (a1+a;
(a1+a2)(b +b )(al'+a£ ( )
a1+a2) b +b )(al*

)(
+(b+b,) (b +b})(by +b)
J(@+a,) +(b+b,)

Nach dem Ausmultiplizieren der Produkte summieren sich einige der Summanden in

Gl. (11.80) zu Null.

*
+a2

(11.79)

3
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+(b+b,) () +a;)(a] +a}) + (b, +0, (

(b TR BB B ) + (4D, ) (b +b,) (B 4B

(e ra e ra @) —(a+a,) (b +b,) () +a) (b +])
~(a+a,)(B+b,) (] +a;) (B + ;) ~ (BB (bbb + b))

(11.80)

3

\/(al +a2)2 +(b, +b, )2

In GI. (11.81) werden die Summanden sortiert nach solchen, in denen die zweiten Ableitungen

der Koeffizienten a,, a,, b und b, enthalten sind, und solchen, bei denen die vorgenannte

Bedingungen nicht erfiillt ist, und auf separate Briiche geschrieben.

(a1+a2)2(b1*+b;)(bl'+b2') (a,+a,) 2(a1+a2)( +a2)
+(b, +b2)2(af +a;)(al’+a;) +(a,+a,) (b +b2)(b’* +b'*)

(al'—i-a;)(bl*-i-b;) (b +b )2 (al—i-az)(a1 +a, )
(“l”‘2)(1"+b2)[+(ar+a:)<b;+b;>} (b +b) (e b)(H <)

(11.81)

Java) +(b+b,) Ja+a) +(b+b,)

Durch Ausmultiplizieren der quadratischen Produkte im ersten Bruch und durch Ausklammern

im zweiten Bruch ergibt sich Gl. (11.82).

(a1+a2)( a +a, (1*+b) {+0))
bz) b+b )( a;)(al—i-az
(q+%Xb+bXa+@Mb+b) (a+a2 +by)U%+%x4+¢jJ
~(a+a,)(b +b,)(a; ";)( | +(b b, (0 +2F) (11.82)
J(a+a,) (b +b,) J(a+a,) +(b+b,)

Durch Faktorisieren im Zdhler des ersten Bruchs und Kiirzen des quadratischen Betrags im

zweiten Bruch, ergibt sich GI. (11.83).
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((a,+a,)(b/+b5)—(b, +b2)(al'+a;))((a1 +a,)(b +b,)-(b +b,)(a, +a;))
Jata)+(b+b)
N ((al +a2)(a1'* +a§‘)+(b1 +b2)(b1’* +b2’*))
J(a +a,) +(b,+b,)

Die so ermittelte Gleichung lésst sich fiir mehr als zwei Summanden verallgemeinern. Es ergibt

sich Gl. (11.84).

[Zo3ei-20 B Lo $h-To-Tal) (Ta Tal 12054 ]

+

[z (=] [z (5]

(11.84)

(11.83)

Die Eigenschaft, dass die Faktoren im Zéhler der Briiche eine dhnliche Form wie die ersten

Ableitungen in GI. (11.77) haben, wird in den folgenden Abschnitten benutzt.

11.1.6 Spannungsbetrige
Da die Spannungen als Zustandsvektor dienen, konnen die Spannungsbetriage in Gl. (11.85) in

Polarkoordinaten und in kartesischen Koordinaten als Funktionen des Zustandsvektors berech-

net werden.
2 2
e =l = () + (o) (1185)
Fiir die Spannungsidnderungen ergibt sich GI. (11.86) und fiir die bezogenen Spannungsédnde-
rungen.
2 2
Auy :|EK|_”K,0 :\/(uK,r) +(”K,i) — Uy (11.86)
A 2 2
u u, .
e[ €& = [ K’r] +[ij —ey (11.87)
Ueoy |8y Uy, Ug o

In den folgenden Unterabschnitten werden die Jakobi- und die Hessematrizen zunichst in Po-

larkoordinaten und dann in kartesischen Koordinaten hergeleitet.
11.1.6.1 Jakobi- und Hessematrizen in Polarkoordinaten

Da in Polarkoordinaten der Betrag der Spannung bereits im Zustandsvektor der Spannungen

enthalten ist, besteht ein direkter und linearer Zusammenhang.
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Fiir die Jakobimatrix ergibt sich Gl. (11.88)
UDUlL,, =[0, E.] (11.88)
Fiir eine Hessematrix UDU2,,, , aus {UDUZZKZK} o ergibt sich Gl. (11.89)
UDU2,,, , =0« (11.89)

11.1.6.2 Jakobi- und Hessematrizen in kartesischen Koordinaten
Fiir die bezogene Anderung eines Knotenspannungsbetrages ergibt sich G1. (11.90) in kartesi-

schen Koordinaten.

2 2
A U U,.
Y ( ’”J +£ ’“J -1 (11.90)
Uk,O Uk,O Uk,O
Fiir die ersten Ableitungen von GI. (11.90) ergeben sich mit Hilfe des Zusammenhangs aus

Gl. (11.77) die Gleichungen in Tabelle 11.24. Die jeweiligen Summen enthalten nur einen

Summanden.

Tabelle 11.24 Erste Ableitungen der Anderung des Betrages einer Knotenspannung in kartesischen

Koordinaten
aAUk/Uk,o _ Uy aAU/«/Uk,O
aUk,r B Uy 'Uk,o aU(k+1),r
AU U, Uy, AU, /U,
aUk,i B Uy 'Uk,o aU(k+1),i

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.24 konnen die Jakobimatrizen in GI. (11.91)
ermittelt werden.
URIL . =| U Uy, U UL -Uy, -Ul|=[UR Ul] (11.91)

Die zweiten Ableitungen ergeben sich mit Hilfe des Zusammenhangs aus GI. (11.84). Die Her-

leitungen sind in Tabelle 11.25 bis Tabelle 11.28 zusammengestellt.

Tabelle 11.25 Ableitungen nach den Realteilen der Ableitungen nach den Realteilen der Anderung
des Betrages einer Knotenspannung in kartesischen Koordinaten

2
0" AU, JUy, _ Ui 0" AU, /Uy, _
aUk,rﬁUk,r Uli 'Uk,o 8Uk,raU(/m),r
0’ AU, JU, o 0’ AU, JU, _
a(](Iﬁ-l),ra[]k,r a(](k+1),ra[](k+l),r
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Die Untermatrix URR,, , der Hessematrix URI2,,, , kann mit Gl. (11.92) berechnet werden.

URRy , = (eK,k (UKl Uy, 'UE))T '(eK,k (UKI Uy, UKI)) (11.92)
= (eK,k '(UIKK))T '(eK,k '(UIKK)) =Uly -Ey Ul

Tabelle 11.26 Ableitungen nach den Imaginirteilen der Ableitungen nach den Realteilen der Ande-
rung des Betrages einer Knotenspannung in kartesischen Koordinaten

O’AU Uy Uy, Uy, 0’ AU, /Uy,
6Uk,raUk,i Uli 'Uk,o aUk,raU(kJrl),i
2 2
" AU /U, o 0" AU, /U, _
6[J(k+l),r6(]k,i a(](k+1),r6[](k+l),i

Die Untermatrix URI,, der Hessematrix URI2,,, , kann mit Gl. (11.93) berechnet werden.

URI , = (eK,k (UKl Uy, 'U;))T '(eK,k '(_U1_<1 Uy, U1<l)) (11.93)
= (eK,k '(UIKK))T '(eK,k '(_URKK)) =—Ulyy - Ey - URyy

Tabelle 11.27 Ableitungen nach den Realteilen der Ableitungen nach den Imaginérteilen der Ande-
rung des Betrages einer Knotenspannung in kartesischen Koordinaten

0°AU U, U,,;-U, 8’ AU, U, ,
6Uk,iaUk,r Uzi 'Uk,o aUk,iaU(kn),r
0> AU, /U, , o 0’ AU U, , _
aU(kJrl),iaUk,r aU(kJrl),iaU(kJrl),r

Die Untermatrix UIR,, , der Hessematrix URI2,,, , kann mit Gl. (11.94) berechnet werden.

UIRKK,k = (eK,k '(_U1-<1 Uy, 'U;))T '(eK,k (UKI Uy, UKl)) (11.94)
= (eK,k '(_URKK))T '(eK,k '(UIKK)) = _URKK 'EK,k 'UIKK

Tabelle 11.28 Ableitungen nach den Imaginérteilen der Ableitungen nach den Imaginérteilen der
Anderung des Betrages einer Knotenspannung in kartesischen Koordinaten

O’AU U, U, 0’ AU /Uy _
8Uk,iaUk,i UZ 'Uk,o aUk,iaU(kH),i
2 2
0" AU, /U, , o 0" AU, U, o
aU(/m),iaUk,i aU(kJrl),iaU(kH),i
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Die Untermatrix Ull, , der Hessematrix URI2,, . kann mit Gl. (11.95) berechnet werden.

Ul , = (eK,k (UKl Uy, 'U;))T '(eK,k (UKl Uy, U1<l))

] (11.95)
=(ex. -(URKK)) (e (Ul ) = URyy - Ey - URy

Fir eine Hessematrix URI2,, , aus {URIZZKZK}K ergibt sich somit zusammenfassend

Gl (11.113).
URR URI ur.-E , -Ul -Ul -E, . -UR
URIZZKZK . — KK,k KK,k — KK K.k KK KK K.k KK (1 1 96)
’ UIRKK,k ui1 KKk —-UR, 'EK,k Ul URyy 'EK,k URyy
11.1.7 Strombetrige
Fiir die Betridge der Zweigstrome gilt Gl. (11.97).
i, =abs(i,)=\/i;, +i}; (11.97)

Fiir die Stromdnderungen ergeben sich die Gln. (11.98) und (11.99) fiir die bezogenen Stro-

minderungen.

AP, = abs (lz) - iz,o = ié,r + ié,i - iz,o (11.98)

2 2
. . i i
—élz :abs[—,lz j—ez = [Zj +(L] —¢ (11.99)
170 Iz0 Y20 f20

In den folgenden Abschnitten werden die Jakobi- und die Hessematrizen zunéchst in Polarko-

ordinaten und dann in kartesischen Koordinaten hergeleitet.

11.1.7.1 Jakobi- und Hessematrizen in Polarkoordinaten

Fiir die bezogene Anderung eines Zweigstrombetrages ergibt sich Gl. (11.100) in Polarkoordi-

AL (LY (LY L. oY (L. Lo
z _ Z,r n z,i 1= zr n z(z+1),r n zz,i n z(z+1),i 1
IZ,O IZ,O IZ,O Iz,O IZ,O IZ,O IZ,O

2
YU cos(gozz + 52) N Yz(z+1)U(z+1)COS((0z(z+1) + 5(z+1))

naten.

zz z

(11.100)

ZZ,O ZZ,O

zz z

l lz)0

2
\ s Y.Usin(p_+6.) . Yz(z+1)U(z+1)Sin(¢z(z+1) + 5(z+1))

z,0
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Fiir die ersten Ableitungen von Gl. (11.100) ergeben sich mit Hilfe des Zusammenhangs aus

Gl. (11.76) die Gleichungen in Tabelle 11.29.

Tabelle 11.29 Erste Ableitungen der Anderung des Betrages eines Stromes in Polarkoordinaten

aAIZ/IZ,O _ [z,i '[zz,r _[z,r '[zz,i aA[Z/IZ,O — Iz’i 'Iz(z+l),r _Iz’r .IZ(Z'H)’i
652 [z ’ IZ,O a5(z+1) Iz ’ ]z,O
' zz,1 ’ ' ]zz,r ’ ]z z+1),i ]z z+1),r
al:_l a2:0 bl:] b2=0 alr:O a;:— (z+1) b{:o b2': (z+1)
z,0 z,0 ]z,O Iz,O
OAL L, I, -1 +I;1_ OAL /L, Loyt L,
aUZ/UZ,O IZ 'IZ,O a(](z-*—l)/[](z-*—l),o Iz 'Iz,O
1 I__. 1 1
aly _lzr a; -0 blr _ =i b =0 al, —0 a; _ z(z+1),r bl, —0 b; _ 2(z+1),i
12,0 ]z,O Iz,O IZ,O

Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.29 konnen die Jakobimatrizen in Gl. (11.101)

ermittelt werden.

IDU]zzz:[IDzz IUZZ]:[Iz,i'Izz,r_lz,r'lzz,i Iz,r'lzz,r"'lz,i'lzz,i (11.101)

Die zweiten Ableitungen ergeben sich mit Hilfe des Zusammenhangs aus GI. (11.83). Die Her-

leitungen sind in Tabelle 11.30 bis Tabelle 11.33 zusammengestellt.

153



11 Anhang

AANNDNV.N“vaww:ulNNDN.MNN.NMDNHAANNDNV.NQvaww:ulAANNDNV.N“NQV.HAANNDNV.N,NQVH
(TOT'11) rr tge tpp iy = cr g iz g\ = zp tg.  trg.
AAANNN. 2y 4 22y NNV. vawmﬂblﬁ 2y Y2y 72y, N~v. NNV.HAA 22y ‘2p Y72y, NNV.MNNVHMNNQQN

"UDPIOM JUYD310q (ZOT'11) 1O MW uuey ~“Xznqr X1mewassay 10p “Hqqy Xmewuaiun) a1

07, 07
) _ _ 1 ) _ C _ 1
lT.NvNN - i@ O - *;Q ‘_AT.NVNN - = *;Q O - *~~u
o,NN o,NN
4 1 i 4 !
(142 = *Q o = *Q 1(1+2)z = *G O = *c
:+VN Ac+v~ 0= % 0= g 0= ‘v 0o='p
o“NN o“NN */ oz */ ! oz !
R/ _1 __ _1 I 1
e, A 0= Sz, =7 0=7 0=Y4 ==l 0=%  =-=l
s I I
o 1 — O,NN 4 L OANN 4 I
Aﬁﬁiwv I 1NN n uATwNvNN Hn\v uATwNVNN =9 0=49 _A:NVNN -—=) o=/
R oo log e 00" 00
A_étv 7 E\X%E 74 ENV 0 NN\NZ 0 AE\. Pt ENXEENN. g (1+2) I ENV : NN\NZ 0
C ! C 1 [4 o“NN L C oaNN I
O = *\Q O = *\Q O = *\3 O = *\G O = *\Q 1'zz - = *\Q O = *‘Q Tzz = *\E
o,NN ornN NA . N
=% 0= = o=" T T
(1+2) * * 1(1+2)z * * 0= NQ _ = 5 0= p — — = 7
I 1 ¥ TEL T . N e .
" "1 "1 "1
O“\NQ 1zz Hw@ OHWE 1‘zz |H\~Q ”N ”ﬁ ”N |”ﬁ
I A Nv 0 \Q &NNN \Q 0 \G MANNN \u
0z, 2 I+z z ‘z_ z ‘z_ z z .z
I _ sege CrT EN 9090
H1+2)z . 1’z H1+2)z . 1z rzz 1z rzz X'z 07, /2 zz I’z Tz rz.\ (rz. rz Izz Iz zz 1z Izz Iz BEAE
UJBUIPIOONIB[O] U SOWONG SAUId SaTenog Sop FunIopuy Iop U[UIA\ USP (o UdSUMIS[qY 19p U[SNUIA USP YorU USSUMISIQY (€ T gL

154



11 Anhang

AA NNQNV. Nthvww%._.NNQ~. N,Nm. NHNDNI _ AANNQ~V. NQNNV wﬁﬁ._.ﬁ NNQ~V. Nthv. HAA NND~V. N,val _
(o) SNN.M,NNISNN.HNN = Serp — aNNN.M,N ISNN.HNN .7Z5). M,NNN.SN._.SNN.SN .75\ = N,NNDQN
L
“UDPIOM JUYD310q (SOT°T1) 1O MW uuey ~“Xznqy Xmewassoy 1op ““qy Xumewaiun a1
0z 0z
I I
¥(1+2)z = *wQ 0= *\HQ (1+2)z = MQ 0= *WE
I , I
0z 0z
I I
——=9 0=9 —F—=> 0=r
T ATr v * * X Q+ v * *
oe, ! . 0= 0= 0= 0=
N N * O»N * * O»N *
= [4 = I —_= < = L N N
T, 0=4 e, 7= 7 0=.7 0=7% == 0=" ==
i I
0z z 0z 0z
1T I I
. ¢ - 1(1+2)z = w@ 0= m@ r(1+2)z - w@ 0= WNQ
AHA:NV I ﬁhNNI (1+2) I HNNV Vi ’ 1
i /00" e “rl ""n/"ne" oo
AHA:NVNN. ﬁNNl (1+2) I HnNVA mATwNvNN . M,NN " HATNVNN . HNNV 0 NN\NZ NQ AHNN . ﬁ,NNl thnN HnNVA M,AT.NVNN H,NN i 1(1+2) I Hn\v 0 NN\NZ NQ
0z 0z
I I
0=_{q 0=_14 0="» 0= 0=09 == 0=30  Z=—=7
ohNN ohNN ,N Nh
=% 0=q = o= OFr 1
ﬁATwNvNN * * uATrNV 7 * * O = MQ HANNN = *—Q o = MNQ &NNN = “Q
z QNN L z oANN I QNN o@\
O = \Q Hnn\ = ;Q O = ;E ﬁhNNN - = \E O = w& ‘_,NNN = w& O = w@ _hNnN - = WG
0z, 2 0(1+2) \:+Nv z 0z, z 0z, =z 0z z z
I _ N/ "nege -1 -1 n/’ne‘ee
(1+2)z 1z (1+2)z Iz zz 1z 1zz 1z 0°z z 1zz 1z 12z 1z T 1z 1z 12z 1z 12z 1z 1zz 1z = ‘z z
(=) () 1/°1v @ (=) (=) (e ) v e
UQ)RUIPIOONIR[OJ Ul SOWIONS SAUTS SOSeI1o¢ SOp SUNIOPUY ISP UANUIA\ TP YJoeUu Uagumio Jop uagunuuedg uap yoru UAFUNIID 11 d1Pqe
IpI003IB[Od Ul S sout d S9p puy 19p U[UIM USp Y RIqV 1op Suep y RIQV  I€°T1 3PgeL

155



11 Anhang

AA NNQNV. N“NwVWm%._.NNDN. N“NMN. NMQNI — AA NNQNV. NQNNVWEMI.AA NNDNV. N“va. FAANNQNV. N“val —
01" 11) e e = e v gy x
AA 2y 2y vz, N~v. vaww%IAAANNN.ANN+ 22y NNV.MNNV.HAA 2y ‘2y 72y, NNV.N,NMVHN,NNQDN
"UDPIOM JUY31dq ($OT°11) 1O MW uuey ~“Xzaqr X1mewassay 1p ‘A Xmeuuaiun a1
0z 0z
1 1
(1+2)z = *WQ 0= *\@ o)z, = MQ 0= *WE
1 ‘ 1
0z 0z
el BN
ye’ g 0= 79 0= 0= 1 0=
! =4 0=9 ! = 0= 4 " I z " I
_AT.NVNN i J x(1+2) 7 / / 0= *& — = *Q 0= *3 = *G
1 i
0z z o“NN oANN
-1 ) 4 I : 4 I
_ - = Q O = ﬁN - = *D O =D
I¢ z 1z 1 zZ)z Iz ;—+an ! ! 1 :+NVN ! !
A?: 7Ry ~v I I
ohNN . MN B Qﬁ@@ oétvb\?fwvb@ oANN . MN ) N%Q oéﬁvb\c.ﬁvb@
AMATNV I _hNN " r(1+2) 7 &nNVA HA:NVNN ﬁ,NNl 1(1+2) I Han 0 NN\NZ NQ Anﬁ\ . M,NN " Hnn\ . HnNVA &:+NVNN ﬁ,NN _ (1+2) I Hn\v 0 NN\NZ N@
0z 0z
1 1
O = w@ O = m@ O = w@ O = Tw O = *WQ Izz = tﬁmw O = MQ Tzz = *WE
o'z * * 0z * * N : N
! =% 0=9 ! = 0o="p "y "y
HATrNVNN * * MATrNVNN * * 0= MQ = = *—Q 0= MQ = *-u
o“NN OANN o“NN | %N
O = w@ ﬁnn\ = m@ O = w@ ‘_,NNN = Tw O = w& _hNnN = w@ O = w@ Hnn\ = w@
1 1
‘z, z (1+2) ‘z z ‘z_ oz ‘z_ z z ‘z z
Y _"ee""n/"ne I “ri 90" n/*ne
(+z)z . 1’z (1+z)z, 1z Izz o 1z rzz 1z 02, /2 Irzz 1’z vz 1z \ [rz. rz rzz Iz rzz 1’z rzz_ Iz = ‘z_ |z
A,: oy vy ) NX -1 ) 1/°1v .0 =) (Fr e (=) v e
USJBUIPIOONIR[OJ UI SOWIOMS SAUIS SATeNog SIP Juniopuy Iop udgunuuedg Up YorU UISUMIS[QY ISP U[UIA| USP YOrU USUMISIQY  TE T d[PqeL

156



11 Anhang

Zqr - N,Nm. NHNQ~ _ AA NNQNV. Nthv. HAA NNQ~V. N,va _

(sortn)
177 rz 177 Iz 'z 177 rz 177 1z 2z 277
Ny ! . .77,). Ny ! . ) =
((71-7r=""1-"1)-"2)- ("1 1-71)-7%)=""nn1
"UDPIOM JUY0310q (SOT' 1) 1O MW uuey ~“¥znqy X1ewassoy 1op ‘%] Xeuuaiun o1
= < = I = NQ = ~Nw _ C _ 1 _ C _ 1
O *\Q O *\Q O */ O */ 0= *\Q 0= *\& 0= *\3 0= *\G
0z 0z < ¢
! ! T T
T L 4 1
1“(1+2)z H*Q OH*Q I([+2)z H*C OH*G OHN@ 1zz = S OHNG Izz = ~Q
“(1+2) 7 (1+2) i * 7 * I
0z 0z 0z 0z
I I 1 1
_C _1 _C _ 1 _C _ 1 _C _ 1
;EJ =4 0=.9 étﬁ =0 o=, E:J =4 0=4 ;:NJ =‘p 0=,
oATNVb oA:va o,Nb o“CLwva
.z 3 @ @ 2z Q@5 @
oN.MN _ (1+ 'n (1+ 'n "Il ' (+ Vb
AHC.‘.NV 7 M,NN . _AT.NVNN . &NNVAuArnvnN . ﬁn\ . M,Q+anN . Hn\v 0 NN\NZ N@ A&NNN . ﬁ,an ﬁhNnN HNNVA &ATEVNN 1NN| (1+2) i Han 0 NN\NZ N@
0=09 0= 0= 0= 0=% 0=_4 0="» 0=_lr
0z 0z < ‘
! ! T T
C 1 C 1
(1+2)z H*Q OH*Q 1(1+2)z H*Q OH*Q =G z = =% z =p
,:.,r v N Q.,r v N O *Q ﬁNNN *Q O « it NNN «
0z 0z 0z 0z
1 1
O = w@ ﬁ“NNN = \_Q O = w@ &NNN = \_G O = w@ ﬁhNnN = \AQ O = w@ HNnN = WG
1 1
ol /"0 7o i ~"n/*nen/ ne
AHAT.NVNN . MANN _ lTanN . ENNVA &NNN . MANN _ MANNN . &NNV 0 NN\NZ N@ A &NNN ] MANN _ M“NNN ] &NNVA &NNN . ﬁNN _ M“NNN ] &NNV 0 NN\NZ N@

7USIRUIPIOONIR[OJ UI SOWOIS SAUIS SATeNOY SIP FJuniopuy Iop udgunuuedg udp Yoru USUNIS[QY I9p udSunuuedS usp yoru Usum[qQy €€ T dPqeL

157



11 Anhang

Fir eine Hessematrix IDU2,,, . aus {IDUZmZ} , ergibt sich somit zusammenfassend

Gl. (11.106)

IDD IDU
ID UZZZZZ,Z — |: 77,7 77,7 :|

1UD 1UU

77,z 77,z

(11.106)

_ IU;Z 'Ez,z 'IUzz _IU;Z 'Ez,z 'IDZZ
_ID;Z 'Ez,z 'IUzz IDZTZ 'Ez,z 'IDZZ

+ —diag (eZ,z : (IUZZ )) diag (ez’z . (IDZZ ))
diag(e,. -(ID,,)) iz

11.1.7.2 Jakobi- und Hessematrizen in kartesischen Koordinaten

Fiir die bezogene Anderung eines Zweigstrombetrages ergibt sich GI. (11.107) in kartesischen

Al (LY (LY L. Lo Y (L. Lews)
z _ zr i zi 1= 2z i z(z+1),r n 2z, i z(z+1),i _1
IZ,O IZ,O IZ,O IZ,O IZ,O IZ,O IZ,O

2
[GZZUZ,r N Gz(z+1)U e BLU.; B BZ(Z+1)U(Z+1),1J (11.107)

Koordinaten.

IZ,O IZ,O IZ,O IZ,O

_ -1

2
G.U,, G + Uz+ i B.U Bz z+ Uz+ r
+ zz 7 Z,1 + Z(Z 1) ( 1), + zz >~ zZ,r + ( 1) ( 1),

I 1 1,

z,0 z,0 ]Z,O

Fiir die ersten Ableitungen von Gl. (11.100) ergeben sich mit Hilfe des Zusammenhangs aus
Gl. (11.77) die Gleichungen in Tabelle 11.34. Die jeweiligen Summen enthalten vier Summan-

den.

Tabelle 11.34 Erste Ableitungen der Anderung des Betrages eines Stromes in kartesischen Koordina-
ten

aAIz/lz,O _ Iz,r ) Gzz +Iz,i ) Bzz aA12/12,0 _ IZ»r ) GZ(Z+1) +Iz,i ) BZ(Z+1)

U, 11, U, 11,

Zk:ak =1, Zbk =1 Zak :]z,r zbk =1,;
k k
;a; = Gzz Zbli = Bzz ;a/’c = Gz(z+1) ;bl; = Bz(z+l)

OAL /I, 1,G.-I,B AL 1., LGy —L, B

ou., -1 U, -1

z,i z z,0
Zak =1 Zbk Tl Zak =1 Zbk =1,
k k

k

; a/’c = Gzz Zbli = _Bzz ; al’c = Gz(z+l) Zblz = _Bz(z+l)

k

z,0
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Auf Basis der ersten Ableitungen aus Tabelle 11.34 konnen die Jakobimatrizen in Gl. (11.108)

ermittelt werden.

IRIIzzz = I:IZ,r 'Gzz + IZ,i 'Bzz IZ,i 'Gzz _IZ,r 'Bzz]

(11.108)
=[RG,, +1B,, I1G,,—RB, |=[IR,, II,]

Die zweiten Ableitungen ergeben sich mit Hilfe des Zusammenhangs aus GI. (11.84). Die Her-

leitungen sind in Tabelle 11.35 bis Tabelle 11.38 zusammengestellt.
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11.2 Einsetzen einer quadratischen Funktion in eine quadratische Funk-
tion
Der im Folgenden beschriebene Algorithmus zur Ermittlung der quadratischen Anteile der

Funktion, die sich durch Einsetzen einer quadratischen Funktion in eine andere quadratische

Funktion ergeben, wird zunédchst an einem eindimensionalen Beispiel gezeigt. Gegeben sind

zwei Funktionen Ax(Ay) und Ay(Az) in den Gln. (11.114) und (11.115).

A)C(Ay)=xyl-Ay+%xy2~Ay2 (11.114)

Ay(Az)zyzl-Az+%y22~Azz (11.115)

Durch Einsetzen von Ay(Az) in Ax(Ay) ergibt sich Ax(Az) in Gl (11.116), wobei in dieser

Arbeit nur die quadratischen Anteile beriicksichtigt werden.

2
Ax(Az):xyl-(yzl-Az+%yzZ-Azzj+%xy2-(yzl-Az+%y22-Azzj

:xyl-yzl-Az+l(xy1-yz2—i-xy2-yzlz)-Az2
2 (11.116)

+%xy2-yzl-yz2-Az3 +xy2%yz22 -Az*
zxyl-yzl-Az+%(xy1-yz2+xy2-yzlz)-A22

In Gl. (11.116) wird deutlich, dass der quadratische Anteil von Ax(Az) aus zwei Bestandteilen

besteht. Im Folgenden wird das zuvor beschriebene Einsetzen fiir Systeme von zwei Funktionen

durchgefiihrt und dann auf Systeme mit beliebig vielen Funktionen verallgemeinert.

Zwei Systeme aus jeweils zwei quadratischen Funktionen in Abhéngigkeit von jeweils zwei
Variablen, die ineinander eingesetzt werden konnen, konnen mit den Gln. (11.117) bis (11.120)

beschrieben werden.

(A TAy ] [x2,, w2, 1A
A (Av, Ay, ) =[x, ] Ayl}% Ay1 xyz“l yzm} yl} (11.117)
| AV, LAY, | [XV 4151 XV |[B)
Ay T 1T T T2, 02, 1TAy
Ax, (Av, Ay, ) =[x, i, ] Ayl}ﬁ Ayl xy2211 xy2212 Ayl (11.118)
2 L 21 L 221 222 | 2
Az Az ' yz2 2. 1 Az
Ay, (Az,Az,) =[yzl, 2l AZI}+;|:AZI} {yzz‘“ yzz“z} AZI} (11.119)
2 2 YZipn YZiy, || Az,
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Az Az, | [ yz2 2, Az
Ayz(Azl,Azz):[yzl21 ylez]{Azl}—%{Azl} {yzzzn yzzm}{&l} (11.120)
2 2 YZiypy VZiny, 2

Durch Einsetzen der linearen Anteile aus den Gln. (11.119) und (11.120) in die linearen Anteile
der Gln. (11.117) und (11.118) ergeben sich die GIn. (11.121) und (11.122).

vzl ozl || Az Az,
Ax,, (Az,,Az,)=|xyl,, xyl =|xzIl,, xzI 11.121
l,lm( 1 2) [ Y Xy 12]{)}2121 ylej{f X [ zly Xz 12] Az, ( )

vzl vzl || Az Az,
Ax,. (Az,,Az, )=]xpl xyl =|xz1 xzl 11.122
2,11n( 1 2) [ Yy Xy 22]{)}2121 yzlzj{f ) [ 2y xz 22] Az, ( )

Durch Einsetzen der linearen Anteile aus den GIn. (11.119) und (11.120) in die quadratischen
Anteile in den GlIn. (11.117) und (11.118) ergeben sich die ersten Bestandteile der quadrati-
schen Ergebnisfunktion in den Gln. (11.123) und (11.124).

T T
Ax (AZ Az ) _ l AZI yZIII y2112 xy2111 xy2112 ylel ylez AZI
Landin AP0 0 Az | | vzl vzl | [ 002, 0020, || 121, v2ly, || Az,

e (11.123)
— l AZl xZlel,quadlin 'x22112,quadlin |:A21 :|

2 _Azz_ | X2 2121,quadlin Xz 2122,quadlin Az,

- AT T
Ax (AZ Az )_l Az, vzl ylez} {xyzzu V2, || vzl vzl || Az
2,quadlin 1° 2]

2| Az yzl,,  yzl xy2 xy2 yzl,, yzl, || Az

L% | V4l 2 21 222 21 2 2 (11.124)

T
_ l|:A21 :| xzzle,quadlin xZZZlZ,quadlin |:AZI j|
2| Az, Xz 2221,quadlin Xz 2222,quadlin Az,
Durch Einsetzen der quadratischen Anteile aus den Gln. (11.119) und (11.120) in die linearen

Anteile in Gln. (11.117) und (11.118) ergeben sich die zweiten Bestandteile der quadratischen
Ergebnisfunktion in den Gln. (11.125) und (11.126).

T
A inqua (A2, A2 ):xyln, Az || y22yy, y22, || Az
1,linquad 1>==2 2 AZZ y22121 y22122 AZZ

- T
+xy112 AZI:| {yzzzn y22212j||:Azlj| (11.125)
2 Az, | | y22y, yzZ2y, || Az,

T
_ 1 AZl x221 11,linquad XZZI 12,linquad AZ1
2| Az, 1 [ X2 2121,linquad Xz 2122,linquad Az,
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T
Ax, . (AZ Az ):_xylzl, Az, || yz2y, y22,, || Az
2,linquad =2 2 AZZ yzzlzl y22122 AZz

T
+xy122 |:AZI:| {yzzzu y22212:||:AZl:| (11.126)
2 Az V225, Y22, || Az,

T
_l|:Ale| xzz211,linquad xzz212,linquad {Azl}
2 AZZ XZZ 221,linquad Xz 2222,linquad AZZ
Fiir die Summe der beiden Bestandteile der quadratischen Ergebnisfunktion ergeben sich die

Gln. (11.127) und (11.128).

AX’-l,quad (AZ AZ ) 1,linquad ( ) 1,quadlin (AZI b AZZ)

|: :| xzzl 11,linquad xzzl 12,linquad |:AZ1 :|

XZ2121 Jinquad XZ2122,linquad AZz
1T

- xzzlll ,quadlin xzzl 12,quadlin AZl (1 1 : 127)

2 AZz Xz 2121,quadlin Xz 2122,quadlin Az,

— “TrF

_ l AZ] xzzlll,quad XZ21 12,quad AZ[
2| Az, | _XZ2121,quad X225 quaa || AZ,

sz,quad (AZI’ AZZ ) = A)("Z,Iinquad (AZI’AZZ ) + A)(’-Z,qualdlin (AZI’ AZZ )

T
1 | xz2,, Llinquad X% 2, 12inquad || AZ;
2| Az, | | X2 2, Llinquad X% 2, Jinquad || AZ,

1 AZI T xzzzll,quadlin ‘XZ2212,quadlin AZ] (1 1 . 128)
+ —_
2| Az, | Az,

Xz 2221,quadlin X225, ,quadlin
.
:l|:AZl:| XZ2211,quad XZ2212,quad |:AZ1:|
2| Az, _XZ2221,quad xzzzzz,quad Az,
Verallgemeinert fiir ein System von K quadratischen Funktionen in den Gln. (11.129) und

(11.130) ergibt sich Gl. (11.131) fiir den linearen Anteil der Ergebnisfunktionen.

Ax, Ay ) = XY - Ay +%Ay£ ®{XV2 |, ® Ay (11.129)
1

Ay (Azy ) =YZI - Az +3Az§ ®¥Z2, }, ®Az (11.130)

Axyy, (A )= XV - YZ1y - Az = XZ1 - Az (11.131)

Fiir den ersten Bestandteil des quadratischen Anteils einer der Ergebnisfunktionen ergibt sich

damit GL. (11.132).

1 1

Axk,quadlin (AzK) = EAZE 'YZIIZK XY2y, YZ1 - Az = EAZII 'XZZKK,k,quadnn Az (11.132)
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Fiir den zweiten Bestandteil des quadratischen Anteils einer der Ergebnisfunktionen ergibt sich

Gl (11.133).

1
Axk,nnquad(AzK) ~ A nylz«z Y22y M =5 M X2 s D (11.133)

Fiir den gesamten quadratischen Anteil einer der Ergebnisfunktionen ergibt sich GI. (11.134).

1 1
A"CK,quad (AzK ) = E Azl: ’ (XZZKK,k,quadlin + XZZKK,k,linquad ) ’ AzK = 5 Azlz ’ XZZKK,k ’ AZK (1 1 . 1 34)

11.3 Angeniherte Umkehrfunktion einer quadratischen Funktion

Im Allgemeinen ldsst sich die exakte Umkehrfunktion einer quadratischen Funktion nicht auf-
stellen. Fiir einfache Fille beispielsweise in Gl. (11.135) ldsst sich die Umkehrfunktionen er-
mitteln. Es wird erkennbar, dass die Umkehrfunktionen quadratischer Funktionen keine quad-
ratischen Funktionen sind. Es ist allerdings moglich, die Umkehrfunktion quadratisch anzuné-
hern. Falls die Umkehrfunktion mehrere Losungen hat (vgl. Abschnitt 3.4), so gilt die angeni-
herte Umkehrfunktion fiir eine der Lésungen.

Av(Ay) =l Ay 924 - Ay(Ar)=—2Lp L \/xy12+2 X2-Ax
? w22 (11.135)

zyxl-Ax+%yx2-Ax2

Fiir jede Funktion gilt, dass sich durch Einsetzen der Umkehrfunktion in die Ausgangsfunktion
die sogenannte Identitét ergibt. Gl. (11.136) zeigt dies fiir das Beispiel aus GI. (11.135).

1
Ax(Ay(Ax)) xyl- ( )):;}2 xyz\/xy12+2 xy2- Ax]
2
+1xy2 [ xyl \/xy12+2 - xXy2- ij
xy2 xy2

[%4-&\# 2 Ax] (11.136)
2 2
+| = 21 iil\/x 7 xy2 - Ax + — Y1 + Ax
2 xy 2 xy
= Ax

Da jede Funktion auch durch ihre Taylorreihe beschrieben werden kann, ergibt sich in

GI. (11.139) ebenfalls die Identitdt fiir die Taylorreihen aus den Gl. (11.137) und (11.138) der

Funktionen Ax(Ay) und Ay(Ax).
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Ax(Ay)zixyk-Ayk (11.137)
Ay(m)=iyx1~Ax’ (11.138)
Ax(Ay(Ax))zixyk-(iyxl-Ax’] = Ax (11.139)

Da in dieser Arbeit die Ausgangsfunktionen quadratisch sind bzw. quadratisch angendhert wer-
den und nur die quadratische Naherung der Umkehrfunktionen berticksichtigt wird, vereinfacht

sich G. (11.139) zu GL. (11.140)

2
Ax(Ay(Ax)) zxyl-(yxl-Ax+lyx2-Ax2]+lxy2-(yxl-AerlyxZsz]
2 2 2
(11.140)
:xyl-yxl-Ax+(%xyl-yx2+%xy2-yxlzj-Ax2 +%yxl-yx22 - AX +%yx23 At = Ax

Durch rekursiven Koeffizientenvergleich der Koeffizienten vor den linearen und quadratischen

Termen der rechten und linken Seite von GI. (11.140) ergeben sich die gesuchten Koeffizienten

der Umkehrfunktion in den Gln. (11.141) und (11.142). Die Terme hoherer Ordnung kénnen

fiir die quadratischen Nédherungen auller Betracht bleiben, da sie zu diesen keinen Beitrag leis-
ten.

xyl-yxl-Ax=Ax  — yx1=L (11.141)

xyl
xp2- yxl’® __ xy2
xyl I’

1 1
(Exy1~yx2+§xy2~yx12j~Ax2=O - 2=- (11.142)

Im Folgenden wird die beschriebene Methode des Koeffizientenvergleichs fiir ein System von

quadratischen Gleichungen hergeleitet.

GI. (11.131) zeigt die Formel zur Berechnung der Jakobimatrix des Funktionssystems, das sich
ergibt, wenn zwei Funktionssysteme ineinander eingesetzt werden. Ist eins der beiden Funkti-
onssysteme das Umkehrfunktionssystem des anderen beziechungsweise dessen quadratische Ni-
herung, so ergibt sich als Jakobimatrix des resultierenden Funktionssystems die Identitét, also

die Einheitsmatrix. Somit ergibt sich GI. (11.143) aus GI. (11.131).

XYl -YXI, = XX1, =E, — Y¥XI, =XYI (11.143)
Gl. (11.134) zeigt die Formel zur Berechnung einer der Hessematrizen XX2,, , des Funktions-

systems, das sich ergibt, wenn zwei Funktionssysteme ineinander eingesetzt werden. Ist eins

der beiden Funktionssysteme das Umkehrfunktionssystem des anderen beziehungsweise dessen
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quadratische Ndherung, so ergibt sich fiir alle Hessematrizen des resultierenden Funktionssys-

tems eine Nullmatrix 0, . Somit ergibt sich Gl. (11.144) aus GI. (11.134).

XXZKK,k,quadlin + XXZKK,k,linquad = XXZKK,k =0,y

. K (11.144)
YXIg, - XY2,, - YXT + Z xply ¥YX2 = XX2 =0,
[=1

Durch Einsetzen von GI. (11.143) konnen alle Matrizen XX2,y ; o.qi, Mit Gl. (11.145) berech-

net werden.

XX2

KK,k ,quadlin

=YX, - X2, - YX1, =( XYL )T XYV2 - XYL (11.145)
Die gesuchten Hessematrizen ¥X2,, , der Umkehrfunktion tauchen in allen K Gleichungssys-

temen der Form von Gl. (11.144) auf. Es handelt sich somit um gekoppelte Gleichungssysteme,
die gemeinsam gelost werden miissen. Das vollstindige Gleichungssystem in Gl. (11.146)

ergibt sich durch untereinander Anordnen aller K Gleichungssysteme der Form von

Gl. (11.144).

—diag(xyln) diag(xylu) diag(xyllK) _YXZKK,J [ XX KK, 1,quadlin ]
diag (xylkl ) -+ diag (xylkl ) -+ diag (xyle ) YXZKK,[ == XXZKK,k,quadlin
_diag (xlel ) .-+ diag (xlel ) .-+ diag (xle_K )_ _YXZKK,K J _XXZKK,K,quadlin i
(11.146)

Durch Permutation von Gl. (11.146) kann die Matrix auf der linken Seite in Blockdiagonalform

gebracht werden, sodass sich Gl. (11.147) ergibt.
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XYI,,

XYI,,

XY,

yleK,l

yleK,l

_yleK,K i

yxZIK,l

yleK,l =

_yxZ[K,K |
X2y,

yx2, F

i _yxZKK,K 1]

xle K,l,quadlin

xle K,/,quadlin

L xx21 K,K,quadlin _|

xeIK,l,quadlin

xeIK,l,quadlin

| XX 2y ¢ quadiin |

xeKK,l ,quadlin

xeK_K,l ,quadlin

xx2

KK,K,quadlin _|

(11.147)

In Blockdiagonalform kann GI. (11.147) unter Ausnutzung von Gl. (11.143) invertiert werden,
sodass sich Gl. (11.148) ergibt.

yxZIK,l

yxZIK,l

yxZ[K,l

yxz[K,l

yxZKK1

W2,

_yleK,K )

_yleK,K i

i 2y ¢ |

YXI1,

YXi1, .,

170

xle K,1,quadlin

xle K,/,quadlin

L xx21 K,K,quadlin _|

xeIK,l,quadlin

xeIK,l,quadlin

XX 2 ¢ quadiin |

xeKK,l ,quadlin

xeKK,l ,quadlin

xx2

KK,K,quadlin _|

(11.148)
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Durch Riickpermutation von Gl. (11.148) ergibt sich Gl. (11.149).

_YXZKKJ | _diag(yxl”) diag(yxlll) diag(y)du() | XX, KK, 1,quadlin W
YX2,, |=—| diag (y)dkl ) - diag (yXIkl ) - diag (yXIkK ) X*XZKK,k,quadnn
_YXZKK,K ] _diag (ylel ) -+ diag (ylel ) -+ diag (yleK )_ _XXZKK,K,quadlin J
(11.149)

Fiir eine Hessematrix ¥X2,,, ergibt sich Gl. (11.150) aus GI. (11.149).

KK,k ,quadlin

K K
YX2, =D yxl, - XX2 = (XYL, )T >yl - XY2, - XV (11.150)
k=1 k=1

Mit Hilfe des beschriebenen Algorithmus sind die Taylorpolynome zweiter Ordnung der Um-

kehrfunktionen bekannt, wohingegen die vollstindigen Umkehrfunktionen unbekannt bleiben.

11.4 Herleitung des Abstands zwischen den Punkten QA und SY

Im Folgenden wird die Herleitung des Abstands eines Punktes, hier der Punkt QA, zum Sym-
metriepunkt quadratischer Funktionen dargestellt. Da quadratische Funktionen nur in Richtung
der Hauptachsen mit Eigenwerten ungleich Null Symmetriepunkte haben, werden im Folgen-

den nur Hauptachsen in diese Richtungen betrachtet. Gl. (11.151) zeigt eine solche Funktion.

Ax- _ AX oy
AL @,QA.i - - . + . 0,QA,I
@MD ons*{8uons o] Lx* ,-

— T _ —
+ l A"COL,QA,i . |:D1 i| X A"COL,QAJ
2 Ax;tr,QA,i D iJr Ax;tr,QA,i

Die Beschreibung einer Funktion wie in GI. (11.151) in einem verschobenen Koordinatensys-

(11.151)

tem erfolgt durch Einsetzen des Zusammenhangs zwischen zwei Koordinatensystemen mit den

Abstinden AAX, gy, und AAX, ., ; aus Gl (11.152), deren GroBen noch zu bestimmen sind.

Axa;,QA,i | Masvi |, AAxi,QASYJ (11.152)
Ax(l,QA,i Ax+ AAx

w.SY,i 0,QASY,i

Durch Einsetzen von Gl. (11.152) in Gl. (11.151) ergibt sich GI. (11.153).
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AX o AX oo AAx _
At (:’SY’Z = kQA,i + [g wori & ;,QA,i ] ) (:’SY’I + TQASY’I
Axa,SY,i Axa,SY,i AAxa,QASY,i
T
l |:Axa SY1i| {AAxaQASYz:| {Dl_ } |:Axa,SY,ii|+|:AAxa QASY1:|
2 Axa SY.,i AAxa QASY i D:r Ax(:,SY,i AAx;— QASY,i

Ax o, AAX _
a,SY,i o,SY i - + 0,QASY i
z+ gu i gu i + + gu, N gu, N ’ + (11153)
[{ Ax, wSY J} o [ o o } |:Ax(1,SY,[:| [ o oA ] |:AAxa,QASY,l'j|

— — — aT — a7 — 7
+ l o,SY,i :| |:D :| . |:Axa,SY,ii| += 1 |:AAxa LQASY i . Di . AAxa LQASY i
2 Ax;r SY.i D+ Ax(:Lr,SY,i 2 AAxa QASY,i | L Dz+ _ AAx;trQASY i|
— B T ~ B B aT - R B -
+ l AAxO.,QASY,i . |:Dz :| Axu SY,i + l Ax(x,SY,i . Di . AAxo(,QASY,i
2 _AAx;r,QASY,i D Ax;r SY.i 2 Ax;tr,SY,i i L Dz+ _ _AAx;r,QASY,i i

Durch Zusammenfassen der konstanten, linearen?® und quadratischen Anteile aus Gl. (11.153)

ergibt sich GI. (11.154).
At {Ax}
A'x:ot,SY,i
T
AAXx; . AAXx; , D AAX _
= kQA,i + [g woni 8 ;,QA,I' ] ’ O:QASY’[ + l O:QASY’I ) [ l + } ’ TQASY,I
AAxa,QASY,i 2 AA“‘Cot,QASY,i Dj AA'xu,QASY,i
T —_
- + Ax;,SY,i AAx;,QASY,i D; Ax;,SY,i
+ [ga,QA,i ga,QA,i :‘ ’ |:Ax+ :| + |:AAx+ ’ D+ ) Aer
o,SY,i 0,QASY i i ao,SY,i

+1 A“‘C(;SYI . Di_ | Ax:(:SYz
2 A"C(:,SY,I’ Dz+ a A"C(:,SY,Z'

Der gesuchte Symmetriepunkt SY ergibt sich, wenn die linearen Anteile von Gl. (11.154) Null

(11.154)

werden. Somit ergibt sich G1. (11.155) fiir die Abstinde AAx, gy, und AAX; .y ;-

i

_ — -1 B ! - _1' - . !
{AAxTQASYJ}:{D[ } _ (ga,QA,,-)T - (D, )_1 (g«,QA,z)T (11.155)
AAX, sy i D, (g;r,QA,i) (D;) '(g;QAJ)

23 Das quadratische Produkt Ax' - D - AAx ergibt ein Skalar. Mit D = D" gilt Ax' -D-AAx = AAx" -D-Ax.
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