
Über Ford-Kugeln
Von G. J. Rieger in Hannover

Im Zusammenhang mit den Farey-Brüchen für 0 hat man die bekannten Ford-
Kreise1). Das Ziel dieser Arbeit ist es, im Zusammenhang mit dem Körper H der 3.-ten
Einheitswurzel analog Ford-Kugeln2) zu untersuchen. Hauptsächlich geht es um eine
Packungseigenschaft (Satz 1), einen bemerkenswerten Grenzwert (Satz 2) und eine
gewisse Gleichverteilung (Satz 3).

§ 1. Wir identifizieren C IR mit dem euklidischen f?3 vermöge

(1. 1) <
ferner sei Cd ft3 vermöge

Es sei IR+ :={xe IR: x>0}. Für zeC, delR+ bezeichne B(z, d)c=f?3 die abgeschlossene
l

Kugel mit Mittelpunkt < z, — d > und Durchmesser d. Es sei zx € C, z2 e C, dl e IR+ , d2 6 Ä+ ;

^(z! , i/^ berührt 5(z2, ^2) von außen, wenn und nur wenn
(1.2) \z,-z2\2 = d,d2

ist. Eine Kugel B heißt zulässig, wenn und nur wenn es ein z e C und ein delR+ gibt
mit 5 = 5(z, d) ; z heißt dann Stützpunkt von 5.

§ 2. Es sei
l + ij/3

:= , //:=0( ), L:^={m'+nQ:me Zs\n

Wegen 2 = — l ist

(2. 1) L={m' + riQ2:mf e Z/\ri e Z}.

Für xielR, x2efR ist

(2. 2) l*! -h *2£l2 = *i + ^1^2 H- 4

2)Vgl.[l]und[2].
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2 Rieger, Über Ford-Kugeln

Für z e L gilt |z|2 e Z und

\z\ = l <^> z 6 E:= {l, , 2, -1, - , - 2}.

L ist bekanntlich ein euklidischer Ring3). Für jedes Paar OLE L, € L ist daher der größte
gemeinsame Teiler (a, ß) bis auf einen Faktor aus E eindeutig bestimmt. Jedes z e H läßt
sich schreiben als

(2. 3) * = -7r> aeL,04=jSeL, (a , jS) = l;
0

für z = 0 ist darin a = 0, |/?| = 1; für sind darin , bis auf denselben Faktor aus E
eindeutig bestimmt und durch die Zusatzbedingung

n(2. 4) 0 ̂  arg/? < —

völlig eindeutig bestimmt; D (z) := \ß\2 e N ist eindeutig bestimmt; ferner gilt

(2.5) |j8| = loz6L.

Für z e /i heißt F(z) := J? l z, l die Ford-Kugel von z oder zum Stützpunkt z.

Für ZjG/ f , z2 e/ , 2 schreiben wir nach dem Vorbild von (2. 3) zunächst
°c2

z =——, z2 =-77—; dann ist
Pl P2

i oc2
 2

(2'6) A
wegen (l. 2) folgt, daß die Ford-Kugeln zu zwei verschiedenen Stützpunkten aus H keinen
inneren Punkt gemeinsam haben und daß sie sich genau dann (von außen) berühren,
wenn gilt

Ein Tripel verschiedener Elemente aus H heißt satt, wenn und nur wenn sich die Ford-
Kreise dieser Elemente paarweise berühren. Ein von einem satten Tripel gebildetes
Dreieck heißt auch satt.

Für z E H gelte (2. 3); dann hat

(2.8) - = 1, £ e L , f / e L

nach dem euklidischen Algorithmus mindestens eine Lösung = 9 = $\ jede Lösung
erhält man genau einmal vermöge

/ Q\ „ „ M _o /_ _ r \ .

= 0 ist wegen (2. 5) genau für z e L möglich, und wir wählen dann 0 — 0. Für ein
beliebiges e E betrachten wir noch

3)Vgl.etwa[3], 187—188.
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Rieger ', ber Ford-Kugeln 3

Verm ge î' = îã, ç' = çã sind die L sungen von (2. 8) und (2. 10) bijektiv aufeinander

bezogen, und f r 77 ö 0 ist Fi — 1 = ^1 -ô K Zusammen mit (2. 7) folgt, da jede Ford-

Kugel F(z) genau von den (unendlichvielen) Ford-Kugeln

mit ô e L falls z <£ L und mit Ï ö ô e L falls z 6 L ber hrt wird.

§ 3. Es ist

M:= {x + >;ñ2 : ÷ e IR Ë j e IR Ë Ï <^÷< l Ë 0 ̂  j>< 1}

eine Raute mit den Ecken 0, l, ñ, ñ2. Wegen (2. 1) ist {oc + M:aeL} eine einfache und
l ckenlose berdeckung von C. F r Ï Ö â e L ist M( ):= {âë : ë e M} eine Raute mit den
Ecken Ï, â, â ñ, â ñ2 ; f r jedes ã e L gibt es dann genau ein ç e L mit ç = y mod â Ë ç e M (â).
Es ist M(1) = M. In (2.9) darf also ç0€Ì(â) vorausgesetzt werden; insbesondere ist
dann \ç0\<\â\. Es sei |j |>l; dann ist é/0Öè. F r O^ eL bezeichne S( ) das offene
Sechseck mit den Ecken âô (ô e E). Es gilt M( ) a S( ) und ç e S(j8) => M < |j8| .

1. T/O liege im Inneren des Dreiecks Ï, â, â ñ. Dann gibt es Zahlen ae Q, beQ
mit a >0, Z? >0, a + b<l und

(3.1) ç0 = áâ + ïâñ.

In (2. 9) w hlen wir ô als 0, l, ñ. Dann sind ç0, ç0 — â, ç0 — âñ enthalten in 5(/})\{0}.
Die Punkte

î0 î0 - á î0 - áñ

(¾

sind paarweise verschieden und bilden ein Dreieck Ä — l, da f r
P

ßï - ßï

die Annahme r e Q wegen (3. 1) durch Aufspalten nach â und âñ auf r= — — und

02 + aft -h b2 = á + b f hrt, was

Ã:=

widerspricht. F r
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Rieger, ber Ford-Kugeln

/< lund

also liegt — im Innern von Ä é — J. Mittels — wird das satte Dreieck Ä { — } wegen (2. 7)
P V /V P V/V

und (2. 8) in 3 satte Dreiecke zerlegt.

Beispiel 1. Ä ( - - —p l hat die Ecken 0, l, ñ.

Fall 2. ç0 liege im Innern des Dreiecks Ï, â ñ, â ñ2. Dann gibt es Zahlen aeQ.beQ
mita>0, &>0, a + b<l und

In (2. 9) w hlen wir ô als Ï, ñ, ñ2. DamAind ç0, ç0 — âñ, ç0 — âñ2 enthalten in S( )\{0}.
Nach dem Vorbild von Fall l findet man, da die Punkte

ein Dreieck Ä ( — ) bilden, welches — im Innern enth lt. Mittels — wird das satte
\P / P P

Dreieck ^ l -— l in 3 satte Dreiecke zerlegt.
V/V

. ?j0 liege im Innern der Strecke von 0 nach . Dann gibt es ein ce Q mit
0<c<l und

(3.2) ç, = €â.

In (2. 9) w hlen wir ô als Ï, ñ"1, l, ñ. Dann liegen ç0, ç0 — â bzw. ç0 — âñ"1, ç0 — âñ im
Innern bzw. auf dem Rande von 5(/?)\{0}. Wegen (2. 8) und (3. 2) ist

darin hat die rechte Seite den Betrag l und ist von l und — l verschieden; also bilden

ein gleichschenkliges Dreieck. Wegen (2. 8) und (3. 2) ist

ºï-â
ferner ist
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Rieger, Über Ford-Kugeln

also bilden

ein konvexes Viereck; die von — — ausgehende Diagonale ist Symmetrielinie, enthält
*?o

-77 = c -- l· (l — c) - — und zerlegt das Viereck in zwei satte Dreiecke, welche ihrerseits
P >/o no-ß
mittels — in zwei satte Dreiecke zerlegt werden.

Fall 4. / liege im Innern der Strecke von 0 nach . Statt (3. 2) hat man dann $ = cß .
In (2. 9) wählen wir als 0, l, , 2. Alles andere geht nach dem Vorbild von Fall 3.

Fall 5. 0 liege im Innern der Strecke von 0 nach 2. Statt (3. 2) hat man dann
0 = cß 2. In (2. 9) wählen wir als , , 2, 3. Alles andere geht nach dem Vorbild von

Fall 3.

Die Fälle l bis 5 erschöpfen alle Möglichkeiten für 0 e M(ß). Jedes z mit (2. 3) gibt
also Anlaß zu satten Dreiecken in der beschriebenen Weise.

§ 4. Wir bringen jetzt einfache Hilfssätze über Kugeln.

Hilfssatz 1. Drei zulässige Kugeln mit den Durchmessern d^^d^, d^ mögen sich paar-
weise von außen berühren ; dann gilt

(4.1)

Beweis. Die Stützpunkte darf man voraussetzen als

(4.2) <0,0,0>, <*2,0,0>,

aus IR3 mit
(4.3)

Wie bei (1.2) gilt

(4, 4)

Es folgt x2 = }/dvd2. Subtraktion in (4. 4) ergibt

2x3 1/ ' d±d2 —d±d2 — d2d3 -h d3 dl .

Ferner ist

(4. 5) 4 d,d2 y\ = 2(dl+d2 + d3) d,d2d3 - dldl - dldl - dldl .

Daraus folgt wegen y\ ^0 die Behauptung.

Ist umgekehrt (4. 1) erfüllt, lassen sich aus diesem Beweis reelle Zahlen y3, jc3, x2
bestimmen, und die Kugeln mit den Durchmessern di9 d2, d3 und den Stützpunkten (4. 2)
berühren sich paarweise von außen.

Journal für Mathematik. Band 303 304 2
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Rieger, Über Ford-Kugeln

Hilfssatz 2. Drei zulässige Kugeln K^, K2, K3 mit den Durchmessern d±, d2, i/3 mögen
sich paarweise von außen berühren; falls di=d2 = d3, gibt es genau eine zulässige Kugel

und zwar vom Durchmesser — di l, welche Kl9 K2 und K3 von außen berührt; andernfalls

gibt es genau zwei zulässige Kugeln K und K", welche K±, K2 und K3 von außen berühren.

Beweis. Wir wählen die Stützpunkte von ÄTX, K2, K3 gemäß (4. 2) und (4. 3); dabei sind
y3, x3, x2 durch c/l9 d2, d3 eindeutig bestimmt auf Grund des vorigen Beweises. Die
zulässige Kugel mit Stützpunkt <x, y, 0> und Durchmesser d möge ̂ , K2 und K3 von
außen berühren. Wie bei (4. 4) gilt dann

(4.6) x2+ / = <«!

Zusammen mit (4. 4) folgt

(4.7)

(4.8)

und damit

(4.9)

Es sei noch

(4. 10) r

(4. 5) ergibt dann

(4. 11)

Fall . >>3 . (4. 7) und (4. 9) führen mit der ersten Gleichung von (4. 6) nach
leichter Rechnung zwangsläufig auf

und daher

(4.12) 2«±= ±1/3( 2-2 ) .

Für beliebige reelle Zahlen ai, 2, 3 gilt

(4.13) (fli+ö2 + fl3)2^3(ö? + fli + ai);

darin gilt = genau für at = a2 = a3. Also ist

(4. 14) H + ^ H _ ^ 0 .

Falls dl—d2 = d3, gibt (4. 12) daher « _ = 0 und n +=3«!. Andernfalls ist «_ >0 und
die beiden gesuchten Kugeln haben die Durchmesser öf+:=n+ 1 und d-i—nl1; ihre
Stützpunkte <*+, j+> 0> und <x_, j_, 0> errechnen sich aus (4. 7), (4. 9) mittels i/=ä?+
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Rieger, Über Ford-Kugeln 7

Fall 2. y3 = 0. Dann darf noch x2 < x3 vorausgesetzt werden. (4. 4) liefert

(4.15) d~^ = d~^ + d~\
und d1=d2 = ö?3 ist jetzt unmöglich. Elimination von aus (4. 6) und (4. 8) ergibt leicht
2 = , was wegen (4. 11) im Einklang mit (4. 12) steht. Die beiden gesuchten Kugeln

haben beide den Durchmesser d= — ; ihre Stützpunkte <x+, y+9 0>, <x_, j>_, 0> errechnen

sich aus (4. 7) und der ersten Gleichung von (4. 6); insbesondere i s t j c + = j c _ , . y + + > > _ = 0.

Die beiden gesuchten Kugeln erfüllen in Fall l und Fall 2 noch die Beziehung

(x+— X-)2 + (y+ — >>_)2 = 3d+öL und berühren sich nach (1. 2) somit nicht.

Hilfssatz3. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Hilfssatz 2; die
Durchmesser von K ', K" bezeichnen wir noch mit d ', d' '; die Stützpunkte von Kl9 K2, K3
mögen ein echtes Dreieck bilden ; dann sind die Stützpunkte von K' und K" rational aus den
Durchmessern dl9 d29 d$9d'9 d" und den Stützpunkten von Ki9 K2, K3 berechenbar.

Beweis. Es sei etwa d' ^d" \ mit (4. 10) und (4. 12) ist dann

Die Stützpunkte von Kl9 K2, K3 seien (^1,^1, 0>, <*2» J^ 0>> <*3> J3? 0> aus ^3·
Da eine Translation rational ausführbar, darf xl = yi = 0 vorausgesetzt werden. Es sei
d = dr bzw. d=d", und es sei <x, ;;, 0> der Stützpunkt von K' bzw. K". Nach dem
Vorbild von (4. 7) und (4. 8) kommt

j (7 = 2,3).

Nach Voraussetzung ist aber x2 y3 3 y2 .

§4' (Zusatz bei der Korrektur). Ein Tripel zulässiger Kugeln mit verschiedenen
Stützpunkten und mit den Durchmessern di,d29 d3 heißt halbsatt, wenn und nur wenn mit
den Bezeichnungen (4. 2) genau zwei Gleichungen von (4. 4) ungeändert bleiben und die
restliche Gleichung von (4. 4) einen zusätzlichen Faktor 3 auf der rechten Seite hat.

Die zulässigen Kugeln Kl9K29 K3 mit den verschiedenen Stützpunkten (4. 2) und mit
den Durchmessern d1 , d2, d3 seien halbsatt. Ohne Einschränkung darf

(4. 4') x2
2 = d,d2, (x2-x3)2 + yl = 3d2d3, x$ + yl = d3d,

vorausgesetzt werden. Dann hat man

(4. 5')

(4.1')
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8 Rieger, Über Ford-Kugeln

Die zulässige Kugel K mit Stützpunkt <x, y, 0> und Durchmesser d möge
von außen berühren. Dann hat man (4. 6), (4. 7), (4. 8), (4. 9). Es sei noch

(4.100 «,·:̂ 1 0=1, 2, 3), n'=d~\ ':=3^
(4. 5') ergibt

(4. l )

Nach leichter Rechnung wird man jetzt zwangsläufig auf

3n2 + 3(n1 — «2 — 3)« + 3« + n2 -\-nl — 3nin2-\-n2n3 — 3n3ni = 0
und daher auf

(4. 12') 6n± = - 3/i! + 3«2 + 3rc3 ± |/3(( ')2-2 ')
geführt. Aus (4. l' ) folgt

und insbesondere n1<n2 + n3, und (4. 12') liefert

(4. 14') «

Falls d1=d2=zd3, ist «-=0 (und «+=«!). Andernfalls ist w_ >0, und die halbsatten
Kugeln /£l9 AT2, K3 werden von genau zwei zulässigen Kugeln K=K',K" von außen
berührt; sie haben die Durchmesser d+ :=n+*9 d- :=wl1; ihre Stützpunkte <x+ , .y+, 0>,
< j t _ , j > _ , 0 > errechnen sich wieder aus (4.6), (4.7) mittels d=d+,d,; eine leichte
Rechnung ergibt

und K' , K" berühren sich nach (1. 2). Hilfssatz 3 überträgt sich wörtlich auf halbsatte
Kugeln K^K2,K3( = Hilfssatz 3').

Die quadratische Form % + 2 + 2 aus (2. 2) ist positiv-definit. Ihre verschiedenen
positiven Werte gn für xi e Z, x2 e Z ordnen wir der Größe nach an ; es ist also
£1 = 1» #2 = 3, g3 = 4, g4 = 7, £5 = 9, g6 = 12, . . . . Es sei G:={0, gl9 g2, g3 , · · ·}·

Ein Tripel verschiedener Elemente aus H heißt halbsatt, wenn und nur wenn das
Tripel ihrer Ford-Kugeln halbsatt ist.

Hilfssatz 4. z e C liege in dem echten, abgeschlossenen Dreieck ZjE H(j= l, 2, 3);
es seid* e!R+; B (z, d*) berühre F(ZJ) (j = l, 2, 3) iwz außen; ferner sei

(4. 16) rf*< min (
dann ist das Tripel zi , z2 , z3 saif oufer halbsatt.

Beweis. Nach dem Vorbild von (2.3) sei ,— ,·/?]"1 (y '=l»2, 3); ferner sei

(4.17) <51:
Es ist |̂ ·|2 eG O'=l,2, 3). Für den Durchmesser J der zulässigen Kugel, welche ihren
Stützpunkt auf der Strecke von z2 nach z3 hat und welche F(z2) und F(z3) berührt, gilt
dann (vgl. auch (4. 15))
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Rieger, ber Ford-Kugeln

Trivialerweise ist d*^d. Die Annahme |51|^2 widerspricht (4.16). Es darf also
1(5/1^1/3 (7=1,2,3) vorausgesetzt werden. Es sei jc^l = \ 2\ = |<53| = |/3; mit den St tz-
punkten (4. 2) und <x, y, 0> gilt dann

mittels dj'.= df j/3 (j= l, 2, 3), d\=—>=- gehen diese Gleichungen in (4. 4), (4. 6) ber;

mit (4. 10) liefert (4. 13) sofort ó2 ̂  3 ô, und (4. 12) gibt

im Widerspruch zu (4.16). Es sei jetzt \ä^\ = \ 2\ = j/3, |<53| = 1; durch Erweitern mit
Faktoren aus E kann man erreichen (^ = <52 = l + ñ, ä3 e £"; durch Subtraktion in (4. 17)
folgt a3 (/?! + j 2) = 3 ((*! H- a2) und daraus wegen (a3, /J3) = l sofort /^ = — 2 + ôâ3,
a! = — a2 4- ôá3 f r ein gewisses ô e L; Einsetzen in <53 ergibt den Widerspruch ô(1+ñ) e E.
Bis auf die Numerierung bleiben also nur die F lle Éß^^É/3, |ä2\ = \ä3\ = l und
1<5é1 = 1<52| = 1<531 = 1.

t-\
1

3?2

*Y

uciapici. i-/ a

. Æ Ã |

1
< 3 ß 2 - 3 ß + 1

1 V\i*riiVit*f·

ti t c: '/ v . j_yv^i J

) v\Pkt*ll Ãº t*1"

Pi^r Pnnlrt

77rm P l

L U11JVL

^(0),
1

f + 1^ ^

_ llt/^L AAA1 aLLV^ll JLVltlt1

i? 1 I J7 l

liegt im halbsatten Dreieck

\- (Δ. \G\ InntP-t

) · (Δ. \f\\ 1iintp»t

o 1 1 ·
' ß + ñ ' ß + ñ '

1
"̂

§5. Gegeben sei ein sattes Tripelz^ z2, z3 aus //. Nach dem Vorbild von (2. 3)
sei zj = aj j-i (y = l,2,3). Wegen (2.7) gilt in (4. 17) dann jeE (j= l, 2, 3). Durch
Erweitern der Br che mit Faktoren aus E kann zun chst erreicht werden äé = ä2 = l .
Durch erneutes Erweitern des Bruches f r z2 bzw. z3 bzw. zi mit ê E E bzw. ê"1 bzw. ê
bleiben ä^ und 2 unge ndert, und <33 geht in ä3ê2 ber. Es kann also <53 = l oder ä3 = — l
erzielt werden. Im Fall <53 = l sind wir fertig. Im Fall c>3 = — l vertauschen wir die
Indizes l und 2 und erweitern den Bruch f r zt und z2 mit — l . Jedenfalls kann

(5.1) a1jS2

erzielt werden. Daraus folgt

und daraus wegen (a2 , 2) = l sofort

f r ein gewisses ô e L. Durch Einsetzen in die letzte Gleichung von (5. 1) kommt ô= — l und
somit

(5.2)
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10 Rieger, Über Ford-Kugeln

Es sei etwa ßi=a + bQ,ß2 = c + hQ mit gewissen Zahlen a,b, c,A aus Z. Dann ist

\ßl\2 = a2 + ab + b2, \ß2\2 = c2 + cA + A2 , yß3|2 = (a + c)2 + (a + c) (6+A) + (6+A)2.

Wir wenden Hilfssatz 2 an auf F(zl)9 F(z2), F(z3); nach (4. 10) ist dann

Nach (4. 12) ist

—-(ah + bc)±—-

Also ist n±e I und wegen (4. 14) noch w+^0. Genau im Fall d1=d2 = d3 ist «_=0 ;
wegen (5. 2) ist dann

(5. 1) gibt jSJl; also ist

(5.3) «_ =0 ^= /2 = /3 = 1.

Es ist sogar n± e G; denn : für ah^bc ist

tt+ = (a + fo + A)2 - (a + b -f A) (a -h c + A) + (a + c -h /z)2,

und ähnlich ist es für «_ und ähnlich für ah<bc.

§ 5' (Zusatz bei der Korrektur}. Die Zahlen zl9 z2, ^3 aus jfiT seien verschieden und
halbsatt. In (4. 16) ist etwa 1^1 = |/3, |<52| = l, \ 3\ = 1. Nach dem Vorbild von (5. 1) kann

(5. ) 5 = 1+ , ^2 = ̂  = 1

erzielt werden. Wie bei (5. 2) folgt

(5.2')

Es sei etwa ßi=a + bQ, ß2 = c + tiQ mit gewissen a, fe, c, A aus Z. Dann ist
ß3 = _ö + b_ c-_( a + 2b + H)Q. Wir wenden § 4' an auf F(z1), F(z2), F(z3); dann ist

·= \ßj\2 (7= l, 2, 3). Eine leichte Rechnung ergibt

Nach (4. 12') ist

(5.3') 2n±=2a

Mit (4. 14') folgt 0^n± e Z. Genau im Fall di=d2 = d3 ist «_ =0; wegen (5. 2') ist dann
ß2 = -ßi, ßi^-ßiQ oder ß3 = -ßi9 ß2 = -ßiQ', (5. l') gibt &|1; also gilt erneut (5. 3).
Wie oben findet man sogar leicht n±eG.
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Rieger, Über Ford-Kugeln H

§ 6. Für jedes n e N gibt es Zahlen a e Z, fc e Z mit a2 + ab + i?2 = g„ ; also ist

l = gn> Für jedes z e H gibt es genau ein je N mit— =

(6.1) £>(*)=%
Es sei me N. Für z1 e /f, z2 e //, zx 2 gilt

wegen (2. 6). Also ist Lm:= {z E H:D(z)^gm} diskret. Es ist L = L1? H= (J Lj. Es sei
7 = 1

:= inf \z-v\2D(z) (veC).
zeLm

Es ist

(6. 2) D(t; + w) = />(i;), ^m(ü -f w) = iAm W (i; e C, w € L) .
M* entstehe aus M durch Hinzunahme seines Randes. Es ist

^m(v)= inf \z-v\2D(z) (veM*).
zeLm , |z |^2

Also ist \l/m auf M* stetig; daher nimmt \l/m auf M* sein Maximum an, das wir mit hm
bezeichnen. Also ist Sm:={veC:\l/m(v) = hm}*$. Wegen (6.2) ist \l/m(v)^hm (veC).
Für t; 6 M* n (Lm+1\LJ ist

und daher

(6.3) *»
ferner ist hm+1^hm. Für Fm:= U ^) ist Fmg Fm+1.

zeL

Hilfssatz 5. Es sei m e N; /wr jedes ve Sm hat B (v, Am) n Vm keine inneren Punkte',
för jedes veC und jedes reelle d>hm hat B (v, d) n Vm innere Punkte.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus

und (1.2). Die Verneinung der zweiten Behauptung ergibt sofort einen Widerspruch zur
Definition von hm als Maximum.

Hilfssatz 5 liefert sofort
Folgerung 1. hm ist der größtmögliche Durchmesser unter allen zulässigen Kugeln,

welche mit Vm keine inneren Punkte gemeinsam haben (me N).

§ 1. Wir beweisen jetzt
Satz 1. FürmeN ist Sm = Lm+1\Lm
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12 Rieger, Über Ford-Kugeln

Beweis (Induktion nach m). Für m e N sei S^:= 5m n M, L^:= Lm n M; wegen (6. 2)
ist es hinreichend, S^ = L^+i\Lf

m und Am = ̂ ~+1 zu zeigen. Es sei m = l; einerseits hat D

auf M genau für die Schwerpunkte — - — =- - - und — — =- - rj- der Dreiecke

0, l, und , , 2 den Wert 3; anderseits haben unter allen zulässigen Kugeln, die
ihren Stützpunkt in M haben und mit V± keine inneren Punkte gemeinsam haben, genau
die Kugeln in diesen beiden Schwerpunkten den größten Durchmesser und zwar 1/3.
Damit haben wir Sl = L2\Li und h2<hi=g2

i. Für m >1 sei bereits Sm^i = Lm\Lm_1
und hm<hm_l=g-1 bewiesen.

i) Es sei zeSm. Nach Hilfssatz 5 und Folgerung l gibt es ein z enthaltendes,
abgeschlossenes, echtes Dreieck ZjELm (7 = 1,2,3) derart, daß die Kugel B(z,hm) die
Kugeln F(ZJ) (j= l, 2, 3) berührt; denn sonst könnte man in jeder Umgebung von z noch
Punkte veC und reelle Zahlen d>hm finden derart, daß B (v, d) mit Vm keine inneren
Punkte gemeinsam hat. Das Dreieck z l9 z2, z3 ist satt oder halbsatt; denn sonst hätte man
den Widerspruch

hm ̂  min (D fo) " 1 , D (z2) ~l, D (z3) " 1 ) (nach Hilfssatz 4)
^gm1 (wegen z^eLJ.

Die Bezeichnungen und Überlegungen von § 5 und § 5' ergeben sofort hm = n^1

oder hm = nll und somit h~l e N. Nach Hilfssatz 3 und Hilfssatz 3' folgt z e H. Dieses z
schreiben wir gemäß (2. 3) und wenden § 3 an; es folgt

(7.1) B(z,hm) = F(z).

Insbesondere ist

(7. 2) D(z)-1 = hm^g-^ (nach (6. 3)).

In (6. 1) ist dann j^m + 1. Für j^m hätte man wegen (7. 1) den Widerspruch

zu Hilfssatz 5. Also ist j = m -h l und folglich z e Lm+1\Lm. Damit ist bewiesen Sm ^Lm+1\Lm.
(6.1) und (7.2) ergeben Am = grö+i· Nach Folgerung l gibt es Zahlen u e C derart,
daß B(v,hm+l) mit Vm+i keine inneren Punkte gemeinsam hat; wir machen die Annahme
/jm+1=/im; dann hätte B(v,hm) erst recht mit Vm keine inneren Punkte gemeinsam;
nach § 6 folgt VE Sm und nach dem eben Bewiesenen daraus v e Lm+ } \Lm9 B (v, hm) = F(v)
und der Widerspruch B(v, Am+1) = F(i;)c= Fm+1 zu Hilfssatz 5; also ist

ii) Es sei z e Lm+ 1 \Lm. Dann gilt D (z) = gm+ i = A~ 1 nach i), und F(z) und Vm haben
keinen inneren Punkt gemeinsam nach § 2. Es folgt

\v-z\2^D(vYlD(zYl (nach (2. 6))

= /)(»)-1Am (^€Lm)

und daraus ^m(z) ̂  Äm, z e Sm. Damit ist auch Lm+ x \Lm g S'm bewiesen.
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Rieger, ber Ford-Kugeln 13

Also kann man sich

V:= U Vm = U F(z)
m=l ZEH

in folgender Weise entstanden denken („Packung"). Wir gehen aus von Fx. Wir nehmen
alle zul ssigen Kugeln vom gr tm glichen Durchmesser hinzu, welche mit V1 keine
inneren Punkte gemeinsam haben; nach Satz l ergibt das genau F2. Wir nehmen alle
zul ssigen Kugeln vom gr tm glichen Durchmesser hinzu, welche mit F2 keine inneren
Punkte gemeinsam haben; nach Satz l ergibt das genau F3. So macht man weiter.

§8. Es sei M:={<z, x3>:ze Ì*Ë×3 elR}. F r z e C bezeichne z die zu z
konjugiert-komplexe Zahl. Durch Spiegelung von z an den Seiten von MaC erh lt man

z, l + ñ — æñ, z- 1 + 2ñ, —æñ 1;

f r z e 7f liegen diese 4 Spiegelbilder in /i; die Ford-Kugeln zu diesen 4 St tzpunkten
haben denselben Durchmesser wie F(z). Zusammen mit (2. 6) folgt sofort

Hilfssatz 6. F r z e H\M* hat F(z) n M keine inneren Punkte; f r z E H aus dem
Inneren von M* gilt F(z) <= M.

Zwei Randpunkte zi , z2 von M hei en gegen berliegend, wenn und nur wenn
zi — z2 e {l, ñ2, — l, —ñ 2} ist. Man hat dann unmittelbar

Hilfssatz 7. F(0) n M, F(l) n M, Ffe) n M, ̂ (ñ2) n M «wrf „Kugelsektoren" vom
o o

Durchmesser l wrcd ffnungswinkel — — , — , —-, — ; /wr gegen berliegende Randpunkte

z1? z2 t?o« M at/51 //, welche keine Eckpunkte von M sind, sind F(z1) n M und F(z2) ð Ì
Halbkugeln desselben Durchmessers.

Es sei ç e f? + , ç^ 1. Ìç entstehe aus M durch die Translation <z, 0> é—> <æ, ç) von
CxIR. Nach Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 ist M*7 n F die Vereinigung von endlichvielen
Kreisen, endlichvielen Halbkreisen und 4 Kreissektoren; dabei lassen sich die 4 Kreis-
sektoren zu einem Kreis zusammenfassen; dasselbe gilt f r die Halbkreise, die von den
Ford-Kugeln von gegen berliegenden Randpunkten von M, welche keine Eckpunkte
von M sind, herr hren. Es bezeichne r (ç) den Fl cheninhalt von Mn n V. Man hat sofort

(8.1) !·(!,) = ð Ó Ó (\â\~2ç-ç2).
0eL\{0},aeL

F r eL\{0}sei

Ö(â)·= Ó é À ;
(«,/*) = l

ö hei t Euler-Funktion f r #. Es folgt

(8.2) Ãè/) = ð>7 Ó <Êâ)(ÉâÃ2-*ß)·
0eL\{0}

§9. Das von eL erzeugte Hauptideal von L bezeichnen wir mit [/?]. F r
ÏÖÁ E L, )32 e L gilt [jSJ = [j82] o j32jS1~1 e £". Jedes Ideal des euklidischen Rings L ist
Hauptideal von L. Es bezeichne / die Menge der von [0] verschiedenen Ideale von L.

Journal f r Mathematik. Band 303/304 3
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14 Rieger, ber Ford-Kugeln

Verm ge

(9.1) ^m

erh lt man eine bijektive Beziehung zwischen { eL\{0}:(2. 4)} und /. F r eL\{0}
ist ö(\â]):=ö(â) wohldefiniert. F r eL hei t #([£]) :=| l 2 die Norm von [ ]. F r
â € L\{0} hat L n M(jS) genau 7V( ) Elemente. F r ç e fl + , r/^ l folgt aus (8. 2) sofort

(9. 2) ö) = ðç
be/

Hilfssatz 8.F rtelR+ gilt

Ó

Beweis. Wir schreiben /? 6 L als /? = á 4- ß?ñ mit á e Z, b 6 Z. Es ist \a + 6 ñ |2 = a2 -f ab + b2

nach (2. 2). Die Ellipse x2 + xy + y2 ̂ t2 mit xelR, y E IR hat den Fl cheninhalt —7=- r2

und den Umfang O (t), woraus nach Gau (Werke II, 269 — 291) die Behauptung folgt.

Wie im Zusammenhang mit (9.1) folgt aus Hilfssatz 8 sofort

(9.3) Ó 1=-^
bEl,N(b)^x 3 1/

Durch Teilsummation folgt daraus

(9. 4) Ó NQ>) =-=- x2 + 0(x) (xe/R+).
6J/3

F r b e / bezeichne ù(Â) die Anzahl der verschiedenen Primideale p E I mit bgp.
b e / hei t quadratfrei, wenn und nur wenn es kein Primideal p e / gibt mit b£p2. F r
b e / sei ̂ (b):=( — l)w(b) falls b quadratfrei und ì(Â):=0 sonst; ì hei t M bius-Funktion
f r H. Wie in 0 beweist man

(9.5) <Hb) = 7V(b) Ó ì(á) (TV(a))-1 (be/).
ae É, áûâ

F r l<5ef?sei
Cn(*):=Z

áåß

£H hei t Dedekindsche æ-Funktion f r jFi; es ist

(9-6) (CH(*)r = Z
oel

F r a € /, b 6 /gilt a=>b, wenn und nur wenn es ein c e /gibt mit ac = b. F r ÷ e IR+ ist

(9.7)

= ^—p- x+OQ/x) (mittels (9. 3) und (9. 6))
3æÇ(2)1/3 W M })
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Rieger, ber Ford- Kugeln 15

und

Ó 0(b)= Ó ì(á) Ó N(c) (mittels (9. 5))
f beI,N(b)£x aEl,N(a)^x c6/,N(c)Sx/N(a)

' ' 3

= - ̂ —^ x2 + 0 (x1) (mittels (9. 4) und (9. 6)).
6Ce(2)|/3

Einsetzen in (9. 2) ergibt

(9'9) r(*?)

F r primes /? ö 3 sei

l falls/? = l mod3
,-é

f r

C(*):= Ó «~s, !·(*):= Ð
n = l

Wegen der Zerlegungsgesetze 4) f r H gilt

n = l p prim
Ñ Ö 3

Bekanntlich ist 6 æ (2) = ð2. Aus (9. 9) folgt sofort

Satz 2. Fwr ç e « + , η^ l g//i

Der Fl cheninhalt von Ìç ist ; nach Satz 2 gilt

L (2) ist einer numerischen Behandlung besonders gut zug nglich; man findet rasch
2

— — —~0,85. Das bedeutet, da f r kleine ç>0 etwa 85°/o aller Punkte von Ìç auch3 L (2)
zu V geh ren.

Nach van der Corput und anderen kann in Hilfssatz 8 noch O (t) durch O(t2^) mit

einem gewissen reellen B<~ - ersetzt werden („Kreisproblem"). In Satz 2 erh lt man

dann çé~^ statt ]/ç.

4)Vgl.etwa[4], HO.
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16 Rieger, ber Ford-Kugeln

Wegen (9.2) ist die Funktion ç\->ô*(ç) stetig; zwischen
quadratisch (n e N). So ist

2ð „

2ð

2ð

2ð

und gn
 1 ist sie

§ 10. Es sei sJJigM; der Rand von SIR sei ein einfaches, geschlossenes Polygon5).
Es bezeichne |5Dl| den Fl cheninhalt von 50Ú. Es sei ç e /R+, ç^ l; 501 ̂  entstehe aus 50Ú durch
die Translation <z, 0> H-» <z, 77) von CxlR; es bezeichne r(77,501) den Fl cheninhalt von
50l17 n F; es ist r (ç, M) = r(f/).

Es sei z â //; 50l1* n F(z) ist eine Teilmenge eines Kreises vom Radius V—— — ç2<ãç\

f r ein z e H, welches mindestens ]/i? vom Rand von 50Ú entfernt liegt, hat also F(z) mit
dem Rand von 50úç keine Punkte gemeinsam; statt (8. 1) gilt daher

mit einer h chstens von der L nge des Randes von 5)ú abh ngigen Konstanten im
Restglied6). F r â e L\{0} sei

):= Ó 1;

5) Man k nnte als Rand auch allgemeiner eine geschlossene, rektifizierbare Jordan-Kurve zulassen.
6) Bei der Herleitung von (8. 1) h tte man auf Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 verzichten k nnen auf Kosten
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Rieger, ber Ford-Kugeln 17

es ist ö(â, Ì) = ö(â). Wie bei (8. 2) folgt sofort

Ã(ç,3×) = *ç Ó

Wie bei Hilfssatz 8 findet man

.,.,£„„
Statt (9. 5) kommt daher

«0- Ó
oei.021«

Mittels (9. 3) und (9. 6) folgt statt (9. 7) f r l g ÷ e /R jetzt

ö(â,¿Ï

Mittels (9. 4) und (9. 6) folgt statt (9. 8) f r l ̂ x e IR jetzt

Ó ^ é / ?6CH(2)l/3

Einsetzen ergibt sofort

Satz 3. F r çå/Ñ + ,ç^É gilt

Insbesondere gilt also

ö, Ì) \Ì\ í é '

(„Gleichverteilung bez glich 9Ji").

§11. Es sei ç € / Ñ + , ç^\· Es bezeichne A é (ç) bzw. Ë2(>0 die Strecke von <0, ^)
nach <1, f/> bzw. nach <1+ñ, /?> in CxR Es bezeichne ô,·(?7) das lineare Ma von
Á}(ç) n V (j= l, 2). Nach [5] ist7)

(11.1)

Unter einem Ford-Kreis verstehen wir den Durchschnitt einer Ford-Kugel mit der Ebene
x2 = 0 in (1. 1); nach § 2 kommt ein echter Kreis dabei genau f r diejenigen Ford-Kugeln
zustande, deren St tzpunkt auf der reellen Achse x2 = *3 = 0 liegt.

(11. 1) ist das Analogon zu Satz 2 f r Ford-Kreise statt Ford-Kugeln. In [5]
findet sich auch ein Analogon zu Satz 3 f r Ford-Kreise.

7) Vgl. auch [6], 140—142.
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18 Rieger, ber Ford-Kugeln

Es sei a e Z, b e Z, (a, 6) = l, O^a £b. Wegen (l +ñ)|3 hat F\ (l + ñ) - ) den Durch-
V b)

messer b 2 falls IJfb und 3 ä 2 falls 3|fe. Es bezeichne ö die Euler-Funktion f r Q.
Wie bei der Behandlung von ô1 (ç) in [5] kommt

Nach der klassischen Methode von Dirichlet (1849) findet man f r 2^ ÷ e IR leicht

Teilsummation ergibt

Ó

é ð
Wie in [5] folgt unter Benutzung von $yl — t2dt = — leicht

(11-2) -,íé/ 2ð
\

r 3 3J/3
Die L nge von Á1(ç) bzw. Ë20?) ist l bzw. 1/3. Es ist —^0,955 und —-—^0,827. F rn 2n
kleine ç>0 geh ren also etwa 95,5 °o aller Punkte von Á1(ç) auch zu V und nur etwa
82,7 ° o aller Punkte von A2 (ç) auch zu V.

Nach Satz 3 hat man in V also „ebene Gleichverteilung", aber nach (11. 1) und
(11. 2) keine „lineare Gleichverteilung6'.

§ 12. Es sei G: = {m + ni: m e É Ë n e Z}. G ist ein euklidischer Ring8). Jedes z e 0(0
l t sich eindeutig schreiben als

z=7'
mit

(12. 1)

Wie § 2 erkl ren wir D (z) und F(z) auch f r z e 0(0 und sprechen wieder von Ford-Kugeln.
Wie bei (2. 6) haben Ford-Kugeln zu verschiedenen St tzpunkten aus 0(0 keine inneren
Punkte gemeinsam. Wegen \xi+x2i\2 = x? + *1ist D (z) der Werte l, 2, 4, 5, 8, 9,10,13,...
f hig. Man kann sich aber

W:= U F(z)
zeO(i)

nicht nach dem Vorbild von § 7 durch „Packung" entstanden denken. Dazu gehen wir aus
von den Ford-Kugeln mit Durchmesser l und St tzpunkt in G, was also Vl entspricht.

8)Vgl.etwa[3],185—186.
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Rieger, ber Ford-Kugeln 19

Wir nehmen jetzt alle zul ssigen Kugeln mit gr tm glichem Durchmesser hinzu, welche
mit den erw hnten Kugeln keine inneren Punkte gemeinsam haben; dabei erh lt man
offenbar als neue St tzpunkte genau alle zeQ(i') mit D "(z) = 2, also die Punkte der

Gestalt z = m + — + (« + — ]/ (raeZ, w e Z ) mit Ford-Kugeln vom Durchmesser — ;

das entspricht V2. Beim n chsten Schritt kann man leider zul ssige Kugeln mit einem
l / i / 1/3 \ \

Durchmesser > — unterbringen wie etwa die Kugel B l — - + 1 l -- — 1 1, 2 — |/3 l ,4 \2 \ 2 / /

welche F(0), F(l) und ^(~^~»"^"1 wegen (1.2) ber hrt. Ein Analogon zu Satz l gibt es

f r Q(/) also nicht.
F r Ï ̂  ç e IR sei

pi := {(jq + jc2 /, f j> e C ÷ IR : 0^x1 <

es bezeichne /?(?/) den Fl cheninhalt von Pn n W. Wie bei (8. 1) hat man sofort

ð ÓÓ (\âÃ2ç-ç2)
/3eG\{0},aeG

Das von j e G erzeugte Hauptideal von G bezeichnen wir mit [/TJ. F r Ï ö ̂  e G, j?2
 e G

gilt [ i] = [ 2]o 2 ii €{!,/, -l, -/}. Jedes Ideal von G ist Hauptideal von G. Es
bezeichne ./ die Menge der von [0] verschiedenen Ideale von G. F r â e G\{0} sind

Ó É, Ø(Éâº):=Ø(â),Í(Éâ1)-\â\2

wohldefmiert. Wie bei (8. 2) und (9. 2) folgt

-1-!)

Statt (9. 3) hat man jetzt

,. JU' %
F r l<selR sei

00

æ (.S')!— 2L (·** \*·í) ' v^/*1111 ^ -
beJ n=0

Nach dem Vorbild von § 9 findet man statt (9. 9) jetzt

Wegen der Zerlegungsgesetze9) f r 0(0 gilt C*(j) = C($)L*(s). Statt Satz 2 haben wir
damit erhalten

9)Vgl.etwa[4], 110.
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20 Rieger, Über Ford-Kugeln

Numerisch findet man rasch ».0 ~0,819. Für kleine >0 gehören also knapp 82%4L (2)
aller Punkte von auch zu W.

Auch § 10 läßt sich übertragen, und man erhält ein Analogon zu Satz 3.
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