Uber Ford-Kugeln

Von G. J. Rieger in Hannover

Im Zusammenhang mit den Farey-Briichen fiir Q hat man die bekannten Ford-
Kreise'). Das Ziel dieser Arbeit ist es, im Zusammenhang mit dem Korper H der 3.-ten
Einheitswurzel analog Ford-Kugeln?) zu untersuchen. Hauptsichlich geht es um eine
Packungseigenschaft (Satz 1), einen bemerkenswerten Grenzwert (Satz 2) und eine
gewisse Gleichverteilung (Satz 3).

§ 1. Wir identifizieren C x R mit dem euklidischen R* vermdge

1.1) Xy x50, X530 =Xy, X3, X3 ;
ferner sei C =/R* vermdge

X+ X0 =%y, %,,0).

Es sei R, :={xeR:x>0}. Fiir ze C, de R, bezeichne B(z, d)cR*® die abgeschlossene
Kugel mit Mittelpunkt <z,%d> und Durchmesserd. Esseiz; € C,z, e C,d, e R,,d, € R, ;
B(z,, d,) beriihrt B(z,, d,) von aullen, wenn und nur wenn

1.2 |z, —z,|*=d,d,

ist. Eine Kugel B heilt zuldssig, wenn und nur wenn es ein ze C und ein de R, gibt
mit B= B(z, d); z heiBt dann Stiitzpunkt von B.

§ 2. Es sei

1+i)/3

0= , H=Q(), L:={m+ng:meZrneZ}.

2
Wegen g2 = —1 ist
2.1 L={m'+n'¢>meZnn' e€Z}.
Fiir x; e R, x, € R ist
2.2) |x; + X201 =] + X%, + X3

1) Vgl. etwa [6], 140.
2)Vgl. [1]und [2].
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2 Rieger, Uber Ford-Kugeln

Fiirze Lgilt |z|> € Z und
|Z|=1 ©ZEE:={13 o, st _13 —0, _QZ}

L ist bekanntlich ein euklidischer Ring?). Fiir jedes Paar a € L, f € L ist daher der groBte
gemeinsame Teiler («, f) bis auf einen Faktor aus E eindeutig bestimmt. Jedes z € H 140t
sich schreiben als

d
B

fiir z=0 ist darin =0, |f|=1; fiir 240 sind darin a, § bis auf denselben Faktor aus E
eindeutig bestimmt und durch die Zusatzbedingung

2.3) z=—,0€L,0FpeL,(a, f)=1;

Q. 4) 0<argp <§

vollig eindeutig bestimmt; D(z):= |B|> € N ist eindeutig bestimmt ; ferner gilt
2.5) |Bl=1<zelL.

1
D(2)

Fiir z € H heit F(z):=B <z, ) die Ford-Kugel von z oder zum Stiitzpunkt z.

Fir z, € H, z, € H, z, +z, schreiben wir nach dem Vorbild von (2. 3) zunichst

1 —;i-, zz=%; dann ist
(2.6) i—f(iz—llf Bal 2 (1 4+ (loy B, — a2 By 12— 1))
. Bl BZ — IM1F2 1F2 2M1 ’

wegen (1. 2) folgt, daB die Ford-Kugeln zu zwei verschiedenen Stiitzpunkten aus H keinen
inneren Punkt gemeinsam haben und daB sie sich genau dann (von auBlen) beriihren,
wenn gilt

2.7 loey B — 02 By =1.

Ein Tripel verschiedener Elemente aus H heiBt sarz, wenn und nur wenn sich die Ford-
Kreise dieser Elemente paarweise beriihren. Ein von einem satten Tripel gebildetes
Dreieck hei3t auch satt.

Fiir z € H gelte (2. 3); dann hat
(2.8) an—p&=1, LeL,nel

nach dem euklidischen Algorithmus mindestens eine Losung & =¢,, n=1n,; jede Losung
erhdlt man genau einmal vermoge

2.9 ¢=co—ta n=no—1tf (tel);

n=0 ist wegen (2.5) genau fiir ze L moglich, und wir wihlen dann n,=0. Fiir ein
beliebiges y € E betrachten wir noch

(2.10) an'— B¢ =y, {’eL,nelL.

%) Vgl. etwa [3], 187—188.
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Rieger, Uber Ford-Kugeln 3
Vermoge &' = ¢y, n' =ny sind die Losungen von (2. 8) und (2. 10) bijektiv aufeinander

bezogen, und fiir n+0 ist F (—s—>=F <§7> Zusammen mit (2. 7) folgt, daB jede Ford-

Kugel F(z) genau von den (unendlichvielen) Ford-Kugeln

o — 10t
F<’10‘—Tﬁ>

mit 7 € L falls z ¢ L und mit 0t € L falls z € L beriihrt wird.

§ 3. Es ist
M:={x+y0*:xeRAye RAOSx<1A0Zy<1}

eine Raute mit den Ecken 0, 1, g, 0>. Wegen (2. 1) ist {x+ M:a e L} eine einfache und
liickenlose Uberdeckung von C. Fiir 0% f € L ist M(B):= {BA: A € M} eine Raute mit den
Ecken 0, B, Bo, Bo?; fiir jedes y € L gibt es dann genau ein 7 € L mit =y mod Ay € M(B).
Es ist M(1)=M. In (2. 9) darf also n, € M () vorausgesetzt werden; insbesondere ist
dann |yl <|Bl. Es sei |f|>1; dann ist n,+0. Fir 0% f € L bezeichne S(f) das offene
Sechseck mit den Ecken f7(t € E). Es gilt M(8)<=S(f) und n € S(B) = In|<|Bl.

Fall 1. 5, liege im Inneren des Dreiecks 0, 8, fo. Dann gibt es Zahlen ac Q, be Q
mita>0,b>0,a+b<1und

3.1 no=af+bpoe.

In (2.9) wéhlen wir 7 als 0, 1, ¢. Dann sind 74, no— B, 1o— Be enthalten in S(B)\{0}.
Die Punkte

_é_o_ Co—a Ep—ap
N NMo—B " no—Be

sind paarweise verschieden und bilden ein Dreieck 4 <—°i>, da fiir

B
fmme &
- no—Pe  mo ___(ﬂo‘ﬂ)Q
. 60_“__5_0_ no— Be
no—B 1o

die Annahme re Q wegen (3. 1) durch Aufspalten nach f und fo auf r= —g und
a* + ab + b* = a + b fiihrt, was

I''=@+b(1A—-a—-b)y+ab>0
widerspricht. Fiir

k=TI 'a(l—a—b)(1—a)+b?), I:=I"'b((1—a—b) (1—-b)+d*)
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4 Rieger, Uber Ford-Kugeln

giltk>0,/ >0,k +/<1und

o o $o—a o — Q@
—=01—-k-1)—+k +1 ;
B o Mo—B  Mo—Pe
Lo, 03 . o« ) o
also liegt —ﬁ— im Innern von 4 <_E> Mittels —ﬂ— wird das satte Dreieck 4 (F) wegen (2. 7)

und (2. 8) in 3 satte Dreiecke zerlegt.

1
Beispiel 1. 4
eispie <1+Q_1

) hat die Ecken 0, 1, o.

Fall 2. n, liege im Innern des Dreiecks 0, B, Bo*. Dann gibt es Zahlen aeQ, b€ Q
mita>0,b>0,a+b<1und

no=apPe +bpe*.

In (2. 9) wihlen wir t als 0, o, 0. Dann'sind o> Mo — B, 1o — Po? enthalten in S(B)\{0}.
Nach dem Vorbild von Fall 1 findet man, daB3 die Punkte

_é_o_ Eo—aQ fo_OCQ2
no’ Mo—PBe’ no—Po*

ein Dreieck 4 (—;—) bilden, welches %— im Innern enthilt. Mittels % wird das satte

Dreieck 4 (%) in 3 satte Dreiecke zerlegt.

Fall 3. n, liege im Innern der Strecke von 0 nach . Dann gibt es ein ¢ € Q mit
0<c<1lund

(.2 no=cp.

In (2. 9) wihlen wir 7 als 0, ¢ ', 1, 0. Dann liegen 5, 7o — B bzw. no—Bo ™", no — e im

Innern bzw. auf dem Rande von S(8)\ {0}. Wegen (2. 8) und (3. 2) ist

$o—aQ ___fo_
no—Pe ny 5, c—o!
Go—ag ' & ° c-e¢
no—Be™t Mo

darin hat die rechte Seite den Betrag 1 und ist von 1 und —1 verschieden; also bilden

fo—aet & o—oe
no—Be™'" o Mo—Pe
ein gleichschenkliges Dreieck. Wegen (2. 8) und (3. 2) ist
So—a & 1—c+c? (éo—‘"é’~1 .€l+ o —aQ _&)_

N—B Mo (1-9Q—0c) \me—Pa ' 1o Mo—Be o

ferner ist

1-0QR2—-0<2(1—c+c?);
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Rieger, Uber Ford-Kugeln 5
also bilden

_60, 50_0‘9-1 Co—a Eo—ap
Mo Mo—Pe™' no—B  no—Pe

ein konvexes Viereck; die von i ausgehende Diagonale ist Symmetrielinie, enthélt
Mo
So—at

o 5 und zerlegt das Viereck in zwei satte Dreiecke, welche ihrerseits

T2 1=
B Cﬂo+( C)”o_

. a ., . .
mittels —B— in zwei satte Dreiecke zerlegt werden.

Fall 4. n, liege im Innern der Strecke von 0 nach fg. Statt (3. 2) hat man dann n,=cfg.
In (2. 9) wihlen wir 7 als 0, 1, g, ¢*. Alles andere geht nach dem Vorbild von Fall 3.

Fall 5. n, liege im Innern der Strecke von 0 nach Be?. Statt (3. 2) hat man dann

o =cPe*. In (2. 9) wihlen wir t als 0, g, 02, 3. Alles andere geht nach dem Vorbild von
Fall 3.

Die Fille 1 bis 5 erschopfen alle Moglichkeiten fiir n, € M (). Jedes z mit (2. 3) gibt
also AnlaB zu satten Dreiecken in der beschriebenen Weise.

§ 4. Wir bringen jetzt einfache Hilfssétze iiber Kugeln.

Hilfssatz 1. Drei zuldssige Kugeln mit den Durchmessern d,, d,, dy mdgen sich paar-
weise von aufien beriihren; dann gilt

4. 1) 2d 2 +dy? +ds ) S(d  +dy t +dy ).

Beweis. Die Stiitzpunkte darf man voraussetzen als

4.2 0,0,0), <{x,,0,0>, <{x3, y3,0)
aus R* mit

4.3) x,>0, y3=0.

Wie bei (1. 2) gilt
4.4 x3=d,d,, (X, —x3)* + y3=dyds, X5+ Y3 =dyd,.
Es folgt x, = l/m Subtraktion in (4. 4) ergibt
2x; |/ dydy = dydy — dyds + dsd; .
Ferner ist
“4.5) 4d,d, y3=2(d, + dy + ds) d,d,d; — d}d} — d2d3 —d3d?.
Daraus folgt wegen y3 =0 die Behauptung.

Ist umgekehrt (4. 1) erfiillt, lassen sich aus diesem Beweis reelle Zahlen y;, x3, x,
bestimmen, und die Kugeln mit den Durchmessern d;, d,, d; und den Stiitzpunkten (4. 2)
beriihren sich paarweise von auBBen.

Journal fiir Mathematik. Band 303 304 2
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6 Rieger, Uber Ford-Kugeln

Hilfssatz 2. Drei zuldssige Kugeln K|, K,, K5 mit den Durchmessern d,, d,, d; mdgen
sich paarweise von auflen beriihren; falls d, =d,=d;, gibt es genau eine zuldissige Kugel

1
<und zwar vom Durchmesser 3 d1>, welche K, K, und K3 von auflen beriihrt; andernfalls

gibt es genau zwei zuldssige Kugeln K’ und K", welche K, , K, und K; von aufen beriihren.

Beweis. Wir wéhlen die Stiitzpunkte von K, K,, K5 gemaf (4. 2) und (4. 3); dabei sind
¥3, X3, X, durch d,, d,, d; eindeutig bestimmt auf Grund des vorigen Beweises. Die
zuldssige Kugel mit Stiitzpunkt {(x, y, 0> und Durchmesser d mége K;, K, und K; von
auflen berithren. Wie bei (4. 4) gilt dann

4.6) x*+y’=ddy, (x—x;)’ + y*=dd,, (x—x3)* + (y — y3)* = dd;.

Zusammen mit (4. 4) folgt

4.7 2x,x=d(d; —d,)+ d\d,,
4.8) 2x3x+2y3y=d(d, —d;) +d,d;
und damit

4.9 2x,y3y=d((d, — d3) x, +(d, — dy) x3) + dy (d3x, — d, x3) .
Es sei noch

(4. 10) np=d;'(j=1,2,3), n:=d™", o:=n;+n,+n3, :==nf +nj +nj3.
(4. 5) ergibt dann

@.11) 0<4nn,n3yi=0*-21.

Fall1. y;+0. (4.7) und (4.9) fitlhren mit der ersten Gleichung von (4. 6) nach
leichter Rechnung zwangslaufig auf

2n*—20n+3t—02=0
und daher

(4. 12) 2n, =c+)/3(c*—27) .

Fiir beliebige reelle Zahlen q,, a,, a; gilt
4.13) (a, +a, +a3)*<3(a? + a3+ a3);

darin gilt = genau fiir @, = a, =a;. Also ist
4. 14) nyzn_20.

Falls d| =d, =d;, gibt (4.12) daher n_ =0 und n, =3n,. Andernfalls ist n_ >0 und
die beiden gesuchten Kugeln haben die Durchmesser d,:=n3;! und d_:=nZ'; ihre
Stiitzpunkte <{x,, y,, 0> und <x_, y_, 0> errechnen sich aus (4. 7), (4. 9) mittels d=d,
undd=d_.
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Rieger, Uber Ford-Kugeln 7

Fall 2. y;=0. Dann darf noch x, < x5 vorausgesetzt werden. (4. 4) liefert

N

1 1
4. 15) dy>=d, *+d,°,

und d; =d, =d, ist jetzt unmoglich. Elimination von x aus (4. 6) und (4. 8) ergibt leicht
2n=0, was wegen (4.11) im Einklang mit (4. 12) steht. Die beiden gesuchten Kugeln

. 2 .
haben beide den Durchmesser d = ;; ihre Stiitzpunkte {x,, y,, 0>, {(x_, y_, 0> errechnen

sich aus (4. 7) und der ersten Gleichung von (4. 6); insbesondere ist x, =x_, y, +y_=0.

Die beiden gesuchten Kugeln erfiillen in Fall 1 und Fall 2 noch die Beziehung
(x4 —x_)*+(y4+—y_)*=3d, d_ und beriihren sich nach (1. 2) somit nicht.

Hilfssatz 3. Die Voraussetzungen und Bezeichnungen seien wie in Hilfssatz 2; die
Durchmesser von K', K" bezeichnen wir noch mit d’, d"; die Stiitzpunkte von K, K,, K,
mdogen ein echtes Dreieck bilden; dann sind die Stiitzpunkte von K' und K" rational aus den
Durchmessern d,, d,, ds, d', d" und den Stiitzpunkten von K,, K,, K5 berechenbar.

Beweis. Es sei etwa d' <d”; mit (4. 10) und (4. 12) ist dann
d=n7', d"=n_!.

Die Stiitzpunkte von K;, K,, K; seien {x;, y;,0>, {x3, ¥5,0)>, {x3, y3,0> aus R>.
Da eine Translation rational ausfithrbar, darf x, = y, =0 vorausgesetzt werden. Es sei

d=d bzw. d=d", und es sei <{x,y,0) der Stiitzpunkt von K’ bzw. K”. Nach dem
Vorbild von (4. 7) und (4. 8) kommt

Nach Voraussetzung ist aber x, y; % x3 y,.

§ 4’ (Zusatz bei der Korrektur). Ein Tripel zuldssiger Kugeln mit verschiedenen
Stiitzpunkten und mit den Durchmessern d,, d,, d; heilt halbsatt, wenn und nur wenn mit
den Bezeichnungen (4. 2) genau zwei Gleichungen von (4. 4) ungedndert bleiben und die
restliche Gleichung von (4. 4) einen zusitzlichen Faktor 3 auf der rechten Seite hat.

Die zulidssigen Kugeln K, K,, K5 mit den verschiedenen Stiitzpunkten (4. 2) und mit
den Durchmessern d,, d,, d; seien halbsatt. Ohne Einschrankung darf

4. 4) x3=ddy, (x;— X3)* + y3=3dyds, X3 + y3 =dsd,
vorausgesetzt werden. Dann hat man

XZ= d1d2’ 2xZX3=d1d2‘—3d2d3+d3d1 s

4. 1) 209d7 +d; 2 +d3 ) S(Bdy 4+ dy 4+ dy ).
2*
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8 Rieger, Uber Ford-Kugeln
Die zuldssige Kugel K mit Stiitzpunkt {x, y, 0> und Durchmesser d moge K, K,, K3
von aufen beriihren. Dann hat man (4. 6), (4. 7), (4. 8), (4. 9). Es sei noch

(4.10")  ni=d;' (j=1,2,3), n:=d™', o¢":=3n+n,+n;, tv:=9ni+n3+nj.
(4. 5") ergibt

4. 11" 0<4nn,n3y3=(c')*-27".
Nach leichter Rechnung wird man jetzt zwangslaufig auf

3n?+3(n, —ny—ny)n+3n?+nd+n3—3nn,+nny—3n3n,=0

und daher auf

4.12) 6n.=—3n+3n,+3n3+)/3((¢")*—27)
gefiihrt. Aus (4. 1) folgt

(/2 =V/n3)? <3n, <(V/ny +)/n3)?

und insbesondere n; <n, + n;, und (4. 12’) liefert

4. 14" n,=n_2=0.

Falls d, =d, =d,, ist n_=0 (und n, =n,). Andernfalls ist n_ >0, und die halbsatten
Kugeln K;, K,, K3 werden von genau zwei zuldssigen Kugeln K=K’, K” von auBlen
beriihrt; sie haben die Durchmesser d, :=n3;', d_:=n_"; ihre Stiitzpunkte {x,, y., 0>,
{x_,y-,0) errechnen sich wieder aus (4.6), (4.7) mittels d=d,,d_; eine leichte
Rechnung ergibt

(Xt =x )V +(ys—y)=d.d_,
und K’, K” beriihren sich nach (1. 2). Hilfssatz 3 ibertrdgt sich wortlich auf halbsatte
Kugeln K, K,, K; (= Hilfssatz 3').

Die quadratische Form x} + x, x, + x3 aus (2. 2) ist positiv-definit. Ihre verschiedenen
positiven Werte g, fiir x, € Z, x, € Z ordnen wir der GrofBe nach an; es ist also

g1=1,8,=3,83=4,8,=7,85=9, g¢=12,.... Es sei G:= {0, 81, 825 835 - - }
Ein Tripel verschiedener Elemente aus H heiBt halbsatt, wenn und nur wenn das
Tripel ihrer Ford-Kugeln halbsatt ist.

Hilfssatz 4. z € C liege in dem echten, abgeschlossenen Dreieck z;e H (j=1, 2, 3);
es sei d* € R, ; B(z, d*) beriihre F(z;) (j=1, 2, 3) von aufen; ferner sei

(4. 16) d*<min(D(zy)™", D(z)7", D(z3)7);
dann ist das Tripel z,, z,, z4 satt oder halbsatt.

Beweis. Nach dem Vorbild von (2.3) sei z;=o;;' (j=1,2,3); ferner sei
d¥:=D(z) ' (j=1,2,3)und

4.17) Or:=0y B3 —3f,, 0y:=0a3B — oy B3, d3:=0; B, — ;.

Es ist |6;/*€ G (j=1, 2, 3). Fir den Durchmesser d der zuldssigen Kugel, welche ihren
Stiitzpunkt auf der Strecke von z, nach z; hat und welche F(z,) und F(z;) beriihrt, gilt
dann (vgl. auch (4. 15))

_ 1

1 -1 -
0,d >=df *+df 2.
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Rieger, Uber Ford-Kugeln 9

Trivialerweise ist d*>d. Die Annahme |d,|=2 widerspricht (4.16). Es darf also
|5j|§[/§ (j=1, 2, 3) vorausgesetzt werden. Es sei |51|=|52|=|53|=]/§; mit den Stiitz-
punkten (4. 2) und {x, y, 0) gilt dann

x3=3dtd}, (x,—x3)" +yi=3d3d}, xj+y}=3d}dt,
X2yt =drdf, (x—x)* +y*=d*df, (x—x3)* +(y—ys)’ =d*df;

*

. d
mittels d;:=df [/§ (j=1,2,3),d:= ]/5 gehen diese Gleichungen in (4. 4), (4. 6) iiber;

mit (4. 10) liefert (4. 13) sofort 62 <31, und (4. 12) gibt
2
gg 2)/3t <6 max(n,, n,, ns)

im Widerspruch zu (4. 16). Es sei jetzt |§;|=19,| =[/§, |05]=1; durch Erweitern mit
Faktoren aus E kann man erreichen 6, =3, =1+, 0; € E; durch Subtraktion in (4. 17)
folgt o3(By + B)=P5(o; +,) und daraus wegen (a3, f3)=1 sofort f;=—f,+ 183,
oy = —d, + tag fiir ein gewisses 7 € L; Einsetzen in §5 ergibt den Widerspruch t(1+¢) € E.
Bis auf die Numerierung bleiben also nur die Fille |511=]/§, |0,]=1051=1 und
101]=102] =105]=1.

1
Beispiel. Es sei € N. Der Punkt — liegt im satten Dreieck 0, ———,
t(1+9) t+(—1p
1 1 1 1
;. F — | berithrt F(0), F{ ———— ), F|————; (4. 16) lautet
e (t(1+g)> erithrt F(0) (t-l—(t—l)Q) <t—1+tg> (4.16) laute
1 1 1 1 1

< . Der Punkt liegt im halbsatten Dreieck O, -, ;
37 <37 3111 er Pun P iegt im halbsatten Dreiec 1+’ ito

1 1 1 1 1
F ihrt F(0), F F ; (4. 16) lautet .
(t+1>berur (0), <t+é>’ (H—Q)’( ) laute (t+1)2<t2+t+1

§ 5. Gegeben sei ein sattes Tripel z;, z,, z; aus H. Nach dem Vorbild von (2. 3)
sei z;=o;$;' (j=1,2,3). Wegen (2.7) gilt in (4.17) dann J;€ E (j=1, 2, 3). Durch
Erweitern der Briiche mit Faktoren aus E kann zundchst erreicht werden 6, =4§,=1.
Durch erneutes Erweitern des Bruches fiir z, bzw. z; bzw. z; mit x € E bzw. k™! bzw. «
bleiben &, und &, ungedndert, und 83 geht in 53x? iiber. Es kann also 63 =1 oder d;= —1

erzielt werden. Im Fall §;=1 sind wir fertig. Im Fall 6;=—1 vertauschen wir die
Indizes 1 und 2 und erweitern den Bruch fiir z; und z, mit —1. Jedenfalls kann
.1 oy — =083 — a3y =03 —oy B3 =1

erzielt werden. Daraus folgt
oy (B + B3) =B (o +03)
und daraus wegen (a,, ff,) =1 sofort
Bs=—B1+1B, 03=—0y +10,

fiir ein gewisses 7 € L. Durch Einsetzen in die letzte Gleichung von (5. 1) kommt = —1 und
somit

(-2 Bi+ B2+ B3=0.
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10 Rieger, Uber Ford-Kugeln

Es seietwa 8, =a + bg, f, = c+ ho mit gewissen Zahlen q, b, ¢,h aus Z. Dann ist
B2 =a+ab+b2, |B, > =c*+ch+h?, |Bs*=(a+c) +(@a+c) (b+h)+(b+h)>
Wir wenden Hilfssatz 2 an auf F(z,), F(z,), F(z5); nach (4. 10) ist dann

n=|B,1* (j=1,2,3), 62 —2t=3(ah—boc).
Nach (4. 12) ist

1
ni=n1+n2+ac+bh+?(ah+bc)j-_% lah —bc|.

Also ist ny € Z und wegen (4. 14) noch n, =0. Genau im Fall d, =d,=d; ist n_=0;
wegen (5. 2) ist dann

52=ﬁ19i2, .33=ﬁ10¢2;
(5. 1) gibt B, |1; also ist
(5.3) n_=O®dl=d2=d3=1.

Esist sogarny € G;denn: fiir ah = be ist
n,=(@+b+h?>—(@+b+h)(a+c+h)+(@a+c+h?
und dhnlich ist es fiir »_ und dhnlich fiir ah < be.

§ 5’ (Zusatz bei der Korrektur). Die Zahlen z,, z,, z; aus H seien verschieden und
halbsatt. In (4. 16) ist etwa |0,|=]/3, |0,| =1, |d3] = 1. Nach dem Vorbild von (5. 1) kann

6. 1) 0,=1+40, 0,=03=1
erzielt werden. Wie bei (5. 2) folgt

(5.2) 1+ By +B,+B3=0.
Es sei etwa fB,=a+bg, f,=c+ho mit gewissen a, b, ¢, h aus Z. Dann ist
Bs=—a+b—c—(a+2b+h)g. Wir wenden § 4 an auf F(z,), F(z,), F(z;3); dann ist
n;=|B;|* (j=1, 2, 3). Eine leichte Rechnung ergibt

(6")> —21t"=3(ac—ah+bh+2bc)*.

Nach (4. 12') ist
(5.3) 2ny=2a%*+2b*+2c*+2h*+2ab+2ch+3ac+3ah +3bh+|ac—ah+bh+2bc|.
Mit (4. 14’) folgt 0=<n, € Z. Genau im Fall d, =d, =d; ist n_ =0; wegen (5. 2') ist dann

B2=—P1, Bs=—Pio oder B3=—P;, B,=—P,e; (5. 1') gibt B;|1; also gilt erneut (5. 3).
Wie oben findet man sogar leicht n,. € G.

Bereitgestellt von | Technische Informationsbibliothek Hannover
Angemeldet
Heruntergeladen am | 10.04.18 10:38



Rieger, Uber Ford-Kugeln 11

§ 6. Fir jedes ne N gibt es Zahlen ae Z, be Z mit a®> +ab+b*>=g,; also ist

1 1 : . i
D <a+b9>=gn- Fiir jedes z € H gibt es genau ein j e N mit

6.1) D(z)=g;.
Esseime N.Firz, € H,z, € H, z; + z, gilt
21~ 22 D(z) ' D) !

wegen (2. 6). Also ist L,:={ze H:D(z)<g,,} diskret. Es ist L=L,, H= ) L;. Es sei

j=1

t//m(v):=ziean z—v]*D(z) (vel).
Esist
V() =0<velL,,
6.2) D@w+w)=D(), Y,0+w)=y,(v) welC,wel).

M * entstehe aus M durch Hinzunahme seines Randes. Es ist

Yu@= inf |z—0>D(E) (veM*).

z€Lpm,|z|£2

Also ist ¥, auf M* stetig; daher nimmt y,, auf M* sein Maximum an, das wir mit A,
bezeichnen. Also ist S,:={veC:y,(v)=h,}+0. Wegen (6.2) ist ¥, (v)<h, (veC).
Firve M* n (L, \L,) ist

U2 inf 5 D= g
und daher
(6.3) P28 15
ferner ist A, <h,,. Fir V,,;:= |J F(2)ist V,,EV,41.

z€Lm

Hilfssatz 5. Es sei m e N; fiir jedes ve S,, hat B(v, h,) N V,, keine inneren Punkte,
fiir jedes v € C und jedes reelle d> h,, hat B(v, d) N V,, innere Punkte.

Beweis. Die erste Behauptung folgt aus
hy=Yn®)<lz—0 D) (V€S zeH, D(@)<g,)

und (1.2). Die Verneinung der zweiten Behauptung ergibt sofort einen Widerspruch zur
Definition von 4, als Maximum.

Hilfssatz 5 liefert sofort

Folgerung 1. h,, ist der grofitmigliche Durchmesser unter allen zuldssigen Kugeln,
welche mit V,, keine inneren Punkte gemeinsam haben (m € N).

§ 7. Wir beweisen jetzt
.. . _ R
Satz 1. Firme Nist S,,=L,,, \L,,und h,,=g,.},.
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12 Rieger, Uber Ford-Kugein

Beweis (Induktion nach m). Firme N sei S,,:=S,, " M, L,:=L,, n M; wegen (6. 2)
ist es hinreichend, S,,=L,,.;\L,, und h,=g,1, zu zeigen. Es sei m=1; einerseits hat D
to_ 1 gt o
3 1+07! 3 1+¢
0, 1, ¢ und 0, @, ¢* den Wert 3; anderseits haben unter allen zuldssigen Kugeln, die
ihren Stiitzpunkt in M haben und mit ¥, keine inneren Punkte gemeinsam haben, genau
die Kugeln in diesen beiden Schwerpunkten den groBten Durchmesser und zwar 1/3.
Damit haben wir S, =L,\L, und h, <h, =g, *. Fiir m >1 sei bereits S,_; =L, \L, _,
und h,, < h,,_, =g, bewiesen.

1
auf M genau fiir die Schwerpunkte

— der Dreiecke

i) Es sei z€ S,,. Nach Hilfssatz 5 und Folgerung 1 gibt es ein z enthaltendes,
abgeschlossenes, echtes Dreieck z;€ L,, (j=1, 2, 3) derart, daB die Kugel B(z, h,) die
Kugeln F(z;) (j=1, 2, 3) beriihrt; denn sonst kénnte man in jeder Umgebung von z noch
Punkte v € C und reelle Zahlen d>h,, finden derart, daB B(v, d) mit V,, keine inneren
Punkte gemeinsam hat. Das Dreieck z,, z,, z; ist satt oder halbsatt; denn sonst hétte man
den Widerspruch

h,Zmin(D(zy)~!, D(z,)™", D(z3)™") (nach Hilfssatz 4)
>gn! (wegen z;€ L,).

Die Bezeichnungen und Uberlegungen von § 5 und § 5’ ergeben sofort h, =n3"
oder h,,=n"' und somit A, ' € N. Nach Hilfssatz 3 und Hilfssatz 3’ folgt z € H. Dieses z
schreiben wir gemdB (2. 3) und wenden § 3 an; es folgt

(7.1) B(z, h,)=F(z).
Insbesondere ist
7.2 D(z) '=h,zg.}, (nach (6. 3)).
In (6. 1) ist dann j<m+ 1. Fiir j<m hitte man wegen (7. 1) den Widerspruch
B(z, h,) " V,,=B(z, h,,)

zu Hilfssatz 5. Also ist j=m+ 1 und folglichze L,,,,\ L,,. Damit ist bewiesen S,, S L, ,;\ L.
(6.1) und (7.2) ergeben h,=g,1,. Nach Folgerung 1 gibt es Zahlen ve C derart,
daB B(v, h,,,,) mit V,,, keine inneren Punkte gemeinsam hat; wir machen die Annahme
h,.,=h,; dann hitte B(v, h,) erst recht mit V,, keine inneren Punkte gemeinsam;
nach § 6 folgt v € S,, und nach dem eben Bewiesenen darausve L,,,,\L,,, B(v, h,)=F(v)
und der Widerspruch B(v, h,,, ) =F(v) =V, zu Hilfssatz 5; also ist

hm+l <hm'

ii) Es sei z € L, \L,,. Dann gilt D(z) =g,,., = h,,* nach i), und F(z) und V,, haben
keinen inneren Punkt gemeinsam nach § 2. Es folgt

lp—z]>2D@) ' D(z)™*  (nach (2. 6))
=D() 'h,, (velL,)

und daraus y,,(z) 2 h,,, z € S,,. Damit ist auch L, ., \L,, € S,, bewiesen.
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Rieger, Uber Ford-Kugein 13

Also kann man sich

Vi=U Vo=U F()
m=1 zeH
in folgender Weise entstanden denken (,,Packung*‘). Wir gehen aus von V;. Wir nehmen
alle zulassigen Kugeln vom groBtmoglichen Durchmesser hinzu, welche mit ¥, keine
inneren Punkte gemeinsam haben; nach Satz 1 ergibt das genau V,. Wir nehmen alle
zuldssigen Kugeln vom groBtmoglichen Durchmesser hinzu, welche mit 7, keine inneren
Punkte gemeinsam haben; nach Satz 1 ergibt das genau V5. So macht man weiter.

§8. Es sei M:={{z,x;>:ze M*Ax;eR}. Fir zeC bezeichne z die zu z
konjugiert-komplexe Zahl. Durch Spiegelung von z an den Seiten von M < C erhilt man

Z,1+0—20,z2—1+20, —z0~ %

fir z e H liegen diese 4 Spiegelbilder in H; die Ford-Kugeln zu diesen 4 Stiitzpunkten
haben denselben Durchmesser wie F(z). Zusammen mit (2. 6) folgt sofort

Hilfssatz 6. Fiir z € H~\ M* hat F(z) N M keine inneren Punkte; fiir z € H aus dem
Inneren von M* gilt F(z) = M.

Zwei Randpunkte z,,z, von M heiBlen gegeniiberliegend, wenn und nur wenn
2, — 2, € {1, 0%, —1, —0?} ist. Man hat dann unmittelbar

Hilfssatz 7. F(0) n M, F(1) n M, F(¢) n M, F(¢*) n M sind , Kugelsektoren vom

" 2 2
Durchmesser 1 und Offnungswinkel Tn, %, —373
21,2, von M aus H, welche keine Eckpunkte von M sind, sind F(z;) n M und F(z,) n M
Halbkugeln desselben Durchmessers.

7
, ?; fiir gegeniiberliegende Randpunkte

Es sei n e R, n<1. M" entstehe aus M durch die Translation <z, 0> + <z, #> von
C xR. Nach Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 ist M" n V' die Vereinigung von endlichvielen
Kreisen, endlichvielen Halbkreisen und 4 Kreissektoren; dabei lassen sich die 4 Kreis-
sektoren zu einem Kreis zusammenfassen; dasselbe gilt fiir die Halbkreise, die von den
Ford-Kugeln von gegeniiberliegenden Randpunkten von M, welche keine Eckpunkte
von M sind, herrithren. Es bezeichne r(#) den Flicheninhalt von M" n V. Man hat sofort

(8.1) rim=n XX  (BI7*n—n?.
peLN{0},acL
(2.4), 182!
(@ p=1,af"1eM

Fiir B € L\{0} sei
pP= X 1

aeL,af~leM
(a,p)=1

¢ heilt Euler-Funktion fiir H. Es folgt
(8.2 r(m=nn X o (B) (IBI7~n).

BeL\{0}
(2.4),181>=n"1

§9. Das von fe L erzeugte Hauptideal von L bezeichnen wir mit [f]. Fiir
0+p, €L, B,eL gilt [f;]1=[B,] <> B,B; " € E. Jedes Ideal des euklidischen Rings L ist
Hauptideal von L. Es bezeichne / die Menge der von [0] verschiedenen Ideale von L.

Journal fiir Mathematik. Band 303/304 3
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14 Rieger, Uber Ford-Kugeln

Vermoge

©.1) B [B]

erhilt man eine bijektive Beziehung zwischen {f e L\{0}:(2.4)} und I. Fir B e L\{0}
ist ¢([B]):= ¢(B) wohldefiniert. Fiir f e L heiBt N([f]):=|B|*> die Norm von [B]. Fir
B € L\{0} hat L n M () genau N(f) Elemente. Fiir n e R, n=<1 folgt aus (8. 2) sofort

0.2 rm=nn ¥ $®) (N®)'~n).

bel, N(b)=y~*

Hilfssatz 8. Fiir t € R, gilt
2
Y 1==L 124 00).

BeL,|Bl<t /3
Beweis. Wir schreiben fe Lals B=a+bomitae Z,be Z. Esist |a+bg|*=a*+ab+b*
i 2
nach (2. 2). Die Ellipse x2+ xy+ y*<t? mit x € R, y € R hat den Flicheninhalt ——T;— t?

und den Umfang O(¢), woraus nach GauBl (Werke II, 269—291) die Behauptung folgt.

Wie im Zusammenhang mit (9. 1) folgt aus Hilfssatz 8 sofort

T
9.3 1= o0 R.).
©-3) bel,g(:b)§x 31/5 X+ (l/;) (reR.)

Durch Teilsummation folgt daraus

©. 4) Y NO)=—" x2+0(x%) (xeR,).

bel, N(B)Sx 6]/5

Fiir b € I bezeichne w(b) die Anzahl der verschiedenen Primideale p € I mit bg p.
b e I heiBt quadratfrei, wenn und nur wenn es kein Primideal p € I gibt mit b= p?. Fiir
b el sei u(b):=(—1)°® falls b quadratfrei und u(b):=0 sonst; u heiBt Mdbius-Funktion
fiir H. Wie in Q beweist man

©.5) ¢(®)=N®) ¥ u(@) (N@)™" (bel).

ael,a2b

Fir1<se R sei

lu(®):=% (N@)™%

ael
{y heiBt Dedekindsche {-Funktion fur H; es ist
9. 6) (Ca@®) = ZI (@) (N(a))~°.

Fiira e I, b e I gilt a2b, wenn und nur wenn es ein ¢ € I gibt mit ac=b. Fiir x e R, ist

¢ (b) p(a) .
—= ) > 1 (mittels (9. 5)
bel, N(b)<x N(b) ael,N(@)Sx N(a) ceLNOSFS ( )

©.7)

= ?&;—(;—)—17—5— X+ O(l/;) (mittels (9. 3) und (9. 6))
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Rieger, Uber Ford-Kugeln
und

S ¢®= T u@ L N (mittels©.5))

bel, N(b)=x acl,N(a)=<x cel,N(c)=x/N(a)
9. 8) s
T 2 Vi .
=———— x>+ 0(x") (mittels (9. 4) und (9. 6)).
6(s(2))/3

Einsetzen in (9. 2) ergibt

2

T
9.9 = +0 ) R,,n<1).
©.9) r(n) Y (/n) (meR,,n=<1)

Fiir primes p # 3 sei

1 falls p=1mod3

X(P)1={_1 falls p=2 mod 3;

fir1<seR sei

()= 2 n™ Lis)=I1 (1—x(p)p™)""
n=1 ppp:;n
Wegen der Zerlegungsgesetze ¢) fiir H gilt
Cu(s)=C(s) L(s).

Bekanntlich ist 6 (2) = 7. Aus (9. 9) folgt sofort

Satz 2. Firne R,,n<1gilt

1
=t 0 .

3
Der Fliacheninhalt von M ist ——l{—; nach Satz 2 gilt

% .-—..E__ —)——2 —_—
r(n)-—l/gr(n) 3L0) (n—0).

15

L(2) ist einer numerischen Behandlung besonders gut zuginglich; man findet rasch

2
3L(Q2)
zu V gehoren.

~(,85. Das bedeutet, daB fiir kleine 1>0 etwa 85% aller Punkte von M" auch

Nach van der Corput und anderen kann in Hilfssatz 8 noch O(¢) durch O(¢?*) mit

1 .
einem gewissen reellen 9<? ersetzt werden (,,Kreisproblem®). In Satz 2 erhélt man

dann 5! % statt ]/;1

4y Vgl. etwa [4], 110.

3*
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16 Rieger, Uber Ford-Kugeln
Wegen (9.2) ist die Funktion n> r*(y) stetig; zwischen g,!; und g, ! ist sie
quadratisch (n € N). So ist

2n

= (1 -
1/517( ) <

W=
IA
=
IIA

~

[\®]
‘1:‘

=
P
P

|

=

+
w0

|

Y

=
N
/\
N

IIA

=

IIA
w| =

N——— N—

27 2 3 1 1
*m={——p(1-n+=—2n+-—-3 —<n<—
r*(n) V§n< n+3 '1+4 '1) (7_77_4

27 3 12 1 1

1=+ 2+ =3 ——12 o <n<—

1/511( N3 =2+ =3+ — n) (9_11_7),

27 2 3 12 6 1 1

e 2 =3 — 12+ ——6 ~<n<—).

% ”( Mty oAty ot lant g ”) <12—"—9>

1

] 1
12

1 )
73 2 "

of =
- -

§ 10. Es sei M= M; der Rand von M sei ein einfaches, geschlossenes Polygon®).
Es bezeichne || den Flicheninhalt von M. Es sein e R, n<1; M" entstehe aus I durch
die Translation <z, 0> — {(z, #) von C xR; es bezeichne r(n, M) den Flacheninhalt von
M N V;esistr(n, M)=r(n).

Esseize H; IMM" N F(z) ist eine Teilmenge eines Kreises vom Radius % —n*< ]/ﬁ;
V4

fiir ein z € H, welches mindestens ]/;1 vom Rand von I entfernt liegt, hat also F(z) mit
dem Rand von IM" keine Punkte gemeinsam; statt (8. 1) gilt daher

r(, W=nn XY (BI"2—n)+On(/n)

peL\{0},aeL
(2.4), 181250}
@B)=1,ap"TeM
mit einer hochstens von der Linge des Randes von IR abhingigen Konstanten im

Restglied®). Fiir € L\{0} sei
B, M= X 1;

aeL,ap~1eMM
(a,p)=1

%) Man konnte als Rand auch allgemeiner eine geschlossene, rektifizierbare Jordan-Kurve zulassen.
6) Bei der Herleitung von (8. 1) hitte man auf Hilfssatz 6 und Hilfssatz 7 verzichten kénnen auf Kosten
eines + 0(]/5).
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Rieger, Uber Ford-Kugeln 17

esist ¢(B, M) = ¢(p). Wie bei (8. 2) folgt sofort
r, M=nn X B M) (B2 —n)+ Om()/n).

Be N0}
(2.4),|B]2=n"!

Wie bei Hilfssatz 8 findet man

_1m 1P B
aea,aﬂz‘leim1_|M| N(a)+0m<‘/;(av)> ' (ﬂEL\{O},QGI)

Statt (9. 5) kommt daher

an M| B |BI?

Mittels (9. 3) und (9. 6) folgt statt (9. 7) fir 1 < x € R jetzt

5 SBW W
BeLN{0} |BI? | M| 3(,,(2)[/3

(2.4),|pI2=x

Mittels (9. 4) und (9. 6) folgt statt (9. 8) fiir 1 <x € R jetzt

M|
7g~n=
,;eLz\w, o6 M| 6¢,(2))/3

(2.4),|p]>=x

+ O (|/x log(2x)).

3
+0g(x7).

Einsetzen ergibt sofort

Satz 3. Firne R, n<1gilt

|9 1 2
MW="" 10 log—).

Insbesondere gilt also

L0 |
ooy 170

(,,Gleichverteilung beziiglich ‘).

§11. Es sei neR,, n<1. Es bezeichne 4,(n) bzw. 4,(n) die Strecke von <0, )
nach {1,7n) bzw. nach {1+¢,#) in CxR. Es bezeichne 1;(n) das lineare Mal} von
A;(n) "V (j=1,2). Nach [5] ist”)

3 2
(11.1) rl(r/)=;+0<l/ﬁ 1og7>.

Unter einem Ford-Kreis verstehen wir den Durchschnitt einer Ford-Kugel mit der Ebene
x,=01in (1. 1); nach § 2 kommt ein echter Kreis dabei genau fiir diejenigen Ford-Kugeln
zustande, deren Stiitzpunkt auf der reellen Achse x, = x; =0 liegt.

(11. 1) ist das Analogon zu Satz 2 fiir Ford-Kreise statt Ford-Kugeln. In [5]
findet sich auch ein Analogon zu Satz 3 fiir Ford-Kreise.

) Vgl. auch [6], 140—142.
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18 Rieger, Uber Ford-Kugeln
Esseiae Z,be Z,(a, b)=1,0=a=<b. Wegen (1+¢)|3 hat F((l +0) %) den Durch-

messer b2 falls 3/b und 3b2 falls 3|b. Es bezeichne ¢ die Euler-Funktion fiir Q.
Wie bei der Behandlung von 7, (1) in [5] kommt

Lm=2 X oe®Vnb i -n*+2 X @®)|/3nb -1

0o<bsVn-1 0<bsV3n-t
34b 3b
Nach der klassischen Methode von Dirichlet (1849) findet man fiir 2 < x € R leicht
S )= 1 Orlogn), T o) =— et O(x logy)
= , = x logx);
R T(¢) B 5L TR 5
34b 30p
Teilsummation ergibt
p®) _ 3x p(b) x
L =" _ 1 0(logx), ———=——q0( .
> b g TOlR) (2 T Ty tOlee
34b 3b

1
Wie in [5] folgt unter Benutzung von | |/1—1?dt =% leicht
(0]

9 2
(11.2) rz(n)=2—n+0<1/ﬁ log;)

: . .3 3)/3
Die Lange von A4, () bzw. 4,(n) ist 1 bzw. [/3 Es ist —= 0,955 und ~0,827. Fiir
T

kleine >0 gehoren also etwa 95,5 “; aller Punkte von A4, () auch zu ¥ und nur etwa
82,7', aller Punkte von A, (1) auch zu V.

Nach Satz 3 hat man in V also ,,ebene Gleichverteilung®, aber nach (11. 1) und
(11. 2) keine ,,lineare Gleichverteilung**.

§ 12. Es sei G:={m+ni:me Z Ane Z}. G ist ein euklidischer Ring®). Jedes z € Q(i)
148t sich eindeutig schreiben als

z=—;—,aeG,O:i=ﬁeG, (@ B)=1

mit
(12.1) 0§argﬂ<%.

Wie § 2 erkliren wir D(z) und F(z) auch fiir z € Q(i) und sprechen wieder von Ford-Kugeln.
Wie bei (2. 6) haben Ford-Kugeln zu verschiedenen Stiitzpunkten aus Q(7) keine inneren
Punkte gemeinsam. Wegen |x; + x,i|> = x? 4+ x3 ist D(z) der Werte 1, 2,4, 5, 8,9, 10, 13,.. ..
fahig. Man kann sich aber
W= | F(2)
ze Q(i)
nicht nach dem Vorbild von § 7 durch ,,Packung‘ entstanden denken. Dazu gehen wir aus
von den Ford-Kugeln mit Durchmesser 1 und Stiitzpunkt in G, was also V; entspricht.

%) Vgl. etwa [3], 185—186.
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Rieger, Uber Ford-Kugeln 19

Wir nehmen jetzt alle zuldssigen Kugeln mit groBtmoglichem Durchmesser hinzu, welche
mit den erwdhnten Kugeln keine inneren Punkte gemeinsam haben; dabei erhdlt man
offenbar als neue Stiitzpunkte genau alle ze€ Q(i) mit D(z)=2, also die Punkte der
1 1 1
Gestalt z=m+?+<n+—2—>i (me Z, ne Z) mit Ford-Kugeln vom Durchmesser 7;
das entspricht ¥,. Beim ndchsten Schritt kann man leider zuléssige Kllligln mit einem

1 1 3
Durchmesser >~‘—1—~ unterbringen wie etwa die Kugel B<7+(1— 3 >i, 2—]/3),

1
welche F(0), F(1) und F (— L) wegen (1.2) beriihrt. Ein Analogon zu Satz 1 gibt es

272
fiir Q(7) also nicht.
Fir0<n e R sei
Pi={{x;+x,i,n) e CxR:0=5x, <1 A0Zx,<1};
es bezeichne p(n) den Flacheninhalt von P" n W. Wie bei (8. 1) hat man sofort
pm=n X3 (BI7*n—n") (O<n=1).

BeG\{0},aeG
(12.1), |B|2sn~!
(@, B)=1,af " 1ePO

Das von f € G erzeugte Hauptideal von G bezeichnen wir mit [f]. Fir 0% f,€G, f,€G

gilt [B]1=[B,]1< BB ' €{l,i, —1, —i}. Jedes Ideal von G ist Hauptideal von G. Es

bezeichne J die Menge der von [0] verschiedenen Ideale von G. Fiir f € G\{0} sind
vB:= X LyBD:=v @, NBD:=Ip

aeG,af " 1eP?
(o, B)=1

wohldefiniert. Wie bei (8. 2) und (9. 2) folgt
pm=mn ¥ Y@ (N®)'-n) (meRy,ns1).
beJ,N(b)<n~1!
Statt (9. 3) hat man jetzt

T

Y 1=—x+0(%x) (xeR,).

beJ,N(b)=x 4

Fir1<se R sei

*():=X (V1)) L*(9):= Ezlo(—i)" @n+1)7"

beJ

Nach dem Vorbild von § 9 findet man statt (9. 9) jetzt

7!?2
PO =gmgy +OWN  (eR. =)

Wegen der Zerlegungsgesetze®) fiir Q(i) gilt {*(s)={(s) L*(s). Statt Satz 2 haben wir
damit erhalten

3
PO =g tOVD  (eRwnsD.

%) Vgl. etwa [4], 110.
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20 Rieger, Uber Ford-Kugeln

Numerisch findet man rasch ~(,819. Fiir kleine n>0 gehoren also knapp 82%

3
4L*(2)
aller Punkte von P"auch zu W.

Auch § 10 148t sich iibertragen, und man erhélt ein Analogon zu Satz 3.
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