Eine Verallgemeinerung eines Satzes von Kurata
Von Dirk Windelberg in Hannover

In [4], Theorem 3. 6 hat Y. Kurata 1965 in einem nicht-kommutativen und nicht-
assoziativen Ring R, der die Maximalbedingung fiir zweiseitige Ideale erfiillt, zu der
Aussage: ,,Jedes zweiseitige Ideal in R kann als Durchschnitt endlich vieler rechtsprimdrer
zwetseitiger Ideale aus R dargestellt werden* vier dquivalente Bedingungen angegeben.

In [11] konnte ich zeigen, daB sich diese vier Bedingungen auch in der allgemeinen
Struktur der noetherschen nicht-assoziativen (T)-Algebren als dquivalent erweisen zu
der in dieser Struktur formulierten Aussage: ,,Jedes Element einer noetherschen nichi-
assoziativen (T)-Algebra (L) kann als Durchschnitt endlich vieler linksprimdirer Elemente
aus (L) dargestellt werden.'

Inzwischen wurden fiir die Darstellungssitze von V. A. Andrunakievic und Ju. M.
R. Jabuhin in [1] noch weiterfithrende Strukturen gefunden und dort ,,Systeme mit
Residuen'* genannt. — Ich méchte hier fiir (T)-Systeme, die ebenfalls eine Verallge-
meinerung nicht-assoziativer ()-Algebren darstellen, die Kurata-Aquivalenzen beweisen.

Im §1 soll der Zusammenhang zwischen (¥)-Algebren, (T)-Systemen und Systemen
mit Residuen dargestellt werden ([1], [6] und [11]). Nach der Definition dieser Begriffe
werden dann im § 2 tertidire und primére Elemente in (¥)-Systeme eingefiithrt und einige
die Bedeutung dieser Elemente erlduternde Sdtze bewiesen.

SchlieBlich enthilt der §3 den fiir die Kurata-Aquivalenzen so wichtigen Begriff
der verallgemeinerten Bedingung von Artin und Rees ([7] und [8]), der hier so formuliert
wurde, daB er die Giiltigkeit eines zu dem oben erwidhnten Satz Kuratas in [4] verallge-
meinerten Satzes sichert; dieser Satz ist dann in § 4 formuliert.

§ 1. (%)-Systeme und na-(¥)-Algebren
In [11], Definition 1. 4 hatte ich rna-(T)-Algebren in folgender Weise definiert:

Definition 1. 1. Eine Menge zweier Verbidnde () und (L) heiBt rna-(T)-Algebra (L),
falls die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(A) () ist ein quasi-ganzes und vollstéindiges Verbandsgruppoid?),
(B) (L) ist ein vollstindiger Verband,

1) () heiBt Verbandsgruppoid, wenn in (¥) eine Multiplikation ,, - * eingefiihrt ist, bez. derer (¥) ein
Gruppoid bildet und fiir die gilt A+ (B vE)=A-B v A-C sowie (A v B)- E=A-C B -C.
(%) heiBit quasi-ganz, falls gilt A~ B=A- BY U, Be (T),
(%) heifit vollstindig, wenn (%) als Verband vollstindig ist.
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(C) Zwischen () und (L) ist eine Operation - :(¥) x (L) (L) erklirt mit
(AB) X = A(BX) VU BERE), XE(L)

AX <X VA €@F), Xe€L) ?
(igz Qli) (jg’ X,) = l.leJI AX; VYU E€R), X,€(L), I,J Indexmengen.
i€J

Definition 1. 2. Ist A € () bzw. Y € (L), so nennt man das groBte Element der
Menge {Z € (L); A Z < X} den Rechtsquotienten von X bez. A bzw. das groBte Element
der Menge {®B €(Z); BY < X} den Linksquotienten von X bez. Y. — Beide Quotienten
existieren wegen (C), da (L) und (T) vollstindig sind.

Schreibweisen:
(X, Y): = (Linksquotient von X bez. Y) =sup {B€(T); BY < X}
R(X, A): = (Rechtsquotient von X bez. A) = sup {Z € (L); AZ < X}.

Nach [3] kann man dann zeigen, daB in jeder rna-(T)-Algebra (L) der folgende Satz
gilt:

Satz 1. 1. In einer na-(X)-Algebra (L) gelten fiir beliebige X, Y, Z € (L) und be-
liebige U, B € (T):

Q1 A= (X, X) X< RX,% Y

Q2 A=< (X, R(X,%) X <= R(Y,8(Y,X))

Q3 X, Z)~n&(Y,2) =¥X~nY,2)

RX, W) ~R(Y,A) =RX~Y, %)

Q4 X, )~ QX,72) =8X,Yv 2

R(X,%A) ~ R(X, B) = R(X,UAv B).

Diese Aussagen lassen sich direkt aus der Definition herleiten. Auch die beiden fol-
genden Aussagen Q5 und Q6 kann man aus dieser beweisen, sie folgen aber auch aus Q3
und Q4:

Q6 XY= X, 2) < &(Y,2)

X<ZY-R(X, N < R(Y,Y)
Q6 Y <Z=(X,Y) =X, 2)
A= B~ R(X, %A = R(X, B),
denn aus Y < Z z. B. folgt Z= Y v Z, also ist
QUX,Z2) =X, Y Z)= X, Y)n (X, 2 = 8, 7).
Im folgenden sollen die im Satz 1.1 bewiesenen Aussagen Q1 bis Q4 als definierende
Eigenschaften eines neuen Begriffes verwendet werden.

Definition 1. 3. Es seien (L) ein Verband und () ein Verbandsgruppoid. Wir
nennen dann (L) ein ()-System, wenn zu je zwei Elementen X, Y € (L) und zu jedem
Element % € () ein eindeutig bestimmtes Linksresiduum I(X, Y) € () von X bez. Y
und ein eindeutig bestimmtes Rechtsresiduum r(X, %) € (L) von X bez. A existieren,

2) Schretbweise: ,, A < B* fiir ,4 < B und 4 & B*.
3) Auch aus dieser Bedingung folgt, dag (Z) ein groBtes Element besitzt. Ist ferner U das groSte Element
von (L), so ist U< R(U, N VY Ae (), also R(U,A) = U.
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so daB mit R(X,A) = r(X, A) und (X, Y) = (X, Y) die Aussagen Q1, Q2, Q3 und
Q4 gelten.
Bemerkung 1. 1. Ein so definiertes (¥)-System unterscheidet sich von einem in

[1] definierten ,,System mit Residuen‘‘ dadurch, dall in einem System mit Residuen der
Verband (T) nicht notwendig ein Verbandsgruppoid ist.

Definition 1. 4. Ein ()-System (L) heilit (L)-noethersch bzw. (L)-semimodular,
wenn der Verband (L) die aufsteigende Kettenbedingung erfiillt bzw. semimodular?) ist.

Ein (Z)-System heiBt (T)-quasi-ganz, wenn das Verbandsgruppoid () quasi-ganz
ist.

Definition 1. 5. Ein Element X eines (¥)-Systems (L) heiflt ~-irreduszibel, falls
aus X =Y ~Zmit Y, Z€(L)und X =+ Y stets X = Z folgt®).

Von besonderer Wichtigkeit erweist sich hier der folgende Satz:

Satz 1. 2. In einem (L)-noetherschen (Z)-System (L) ist jedes Element aus (L) als
Durchschnitt endlich vieler ~-irreduzibler Elemente darstellbar.

Der Beweis dieses Satzes verlauft analog zu dem 3. Teilerkettensatz von van der
Waerden in [10].

§ 2. Tertisire und primire Elemente

Wie in [6] fir (T)-Algebren sollen hier tertidre und primére Elemente in (ZT)-
Systemen definiert und einige Eigenschaften gezeigt werden.

Definition 2. 1. Ein Element T eines (I)-Systems (L), zu dem es ein Y € (L) mit
T < Y gibt, heiflt tertidr, falls fiir jedes X € (L) und jedes A € (L) mit r(T,A) ~ X =T
und T < r(T, A) folgt, daB X = T ist.

Bemerkung 2. 1. Falls ein (T)-System (L) ein grofites Element U besitzt, so soll
auch dieses tertidr sein, denn aus der Definition 2. 1 ersieht man, daBl jedes ~-irreduzible
Element X = U aus (L) tertidr ist.

Bemerkung 2. 2. Nach [5] gilt in einem semimodularen Verband (L):
Aus R, S € (L) mit R < S folgt die Aquivalenz folgender Aussagen:

(I) Fiir jedes X €(L) mit S~ X =R gilt X=R.

(I1) Fiir jedes Y€(L) mit S~ Y <R gilt Y < R.

Daher ist in einem semimodularen (¥)-System (L) die Definition 2.1 dquivalent
mit der folgenden:

Definition 2. 2. Ein Element T eines semimodularen (¥)-Systems (L), zu dem es
ein Y € (L) mit T < Y gibt, heiflt tertidr, falls fiir jedes X € (L) und jedes U € (T) mit
(T, W~ XZTund T <r(T, ) folgt, daBB X < T ist.

Da in einem (X)-System eine Potenz A" von A € (T) im allgemeinen erst durch die
Angabe eines ,,Beklammerungstyps* eindeutig bestimmt ist, soll hier die von E. A.

4) Ein Verband (L) heiit semimodular, wenn es zu je drei Flementen X, Y, Z e (L) mit
YnZ< X<Z<YvVZ
stets ein T e (L) gibt mit YA Z< T <Y und X = (X v T) ~ Z. — Diese Definition stimmt mit der in [9]
gewdhlten Definition eines ,halbmodularen'* Verbandes iiberein. Dort wird auch bewiesen, dafl ein Verband end-
licher Lénge genau dann semimodular ist, wenn er ein Birkhoffscher Verband ist.
5) Besitzt (L) ein groStes Element U, so ist insbesondere U ~-irreduzibel.
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Behrens in [2] eingefithrte Schreibweise gewihlt werden: ,,I7®()* bedeutet dann
A™ bei einer Beklammerung vom Typ ».

Definition 2. 3. Ein Element P eines (¥)-Systems (L) heiBt primdr, wenn es fiir
jedes A € (), fiir das ein X € (L) mit X < r(P, A) und X £ P existiert, ein n € N und
einen Typ » gibt, so daf gilt:

r(Y, I (N) < r(P, I (N)) VY€EWL) 9.

Zu der Definition 2. 3 wollen wir hier noch eine dquivalente Aussage formulieren.

Satz 2. 1. Sei (L) ein (T)-System und P ein beliebiges Element aus (L). Dann sind
die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

A P ist primar.
B Zu jedem A€ (T) mit P <r(P,A) gibt es ein n€ N und einen Typ v mit
r(Y, IQO) < r(P,IPA) VY €(L).

Der Beweis dieses Satzes verlduft hier analog zu dem in [11], Satz 2. 1 angegebenen
Beweis.

Definition 2. 4. Wir wollen sagen, dafl ein Element X eines (¥)-Systems (L) eine
Primdr- bzw. Tertidrdarstellung besitzt, falls sich X als Durchschnitt endlich vieler
primérer bzw. tertidrer Elemente aus (L) darstellen 148t.

Im folgenden wollen wir noch direkte Beziehungen zwischen tertiiren und pri-
méren Elementen angeben.

Satz 2. 2. Ist in einem (T)-System (L) jedes tertiire Element aus (L) primdr, so tst
auch jedes ~-irreduzible Element aus (L) primdr.

Beweis. Nach Bemerkung 2.1 ist jedes ~-irreduzible Element aus (L) tertiir,
nach Voraussetzung also primdr.

Satz 2. 3. Ist in etnem (L)-noetherschen (T)-System (L) jedes ~-irreduzible Element
aus (L) primdr, so besitzt jedes Element aus (L) eine Primdrdarstellung.

Bewets. Nach Satz 1. 2 146t sich in einem (L)-noetherschen (¥T)-System jedes Ele-
ment aus (L) als Durchschnitt endlich vieler ~-irreduzibler Elemente aus (L) darstellen.
Damit folgt aber aus der Voraussetzung dieses Satzes sofort die Behauptung.

§ 3. Die Bedingung von Artin und Rees

In noetherschen Ringen, aber auch in noetherschen R-Moduln kann man das
,Lemma von E. Artin und D. Rees* beweisen (vgl. etwa [8])").

Dieses Lemma erhielt bei Kurata in [4] eine neue Bedeutung, indem sich die Giiltig-
keit dieses Lemmas als dquivalent zu der Aussage erwies, daB jedes ~-irreduzible zwei-
seitige Ideal rechtsprimir (und nicht nur rechtstertiéir) ist. Diese Bedeutung erhélt das
Lemma von Artin und Rees in einer verallgemeinerten Form auch in der Theorie der
(Z)-Systeme, so daB wir, die (T)-Systeme, in denen dieses Lemma gilt, ,,A-R-(T)-
Systeme'* nennen wollen.

8) Besitat (L) ein groBtes Element U, so ist U nach dieser Definition primir.
") Das Lemma von Artin und Rees besagt, daB in einem noetherschen Ring R zu je zwei Idealen a, b aus
R und zu jeder natiirlichen Zahl » eine natiirliche Zahl m existiert, so daf a™ ~ b= a” - b gilt.

Journal fiir Mathematik. Band 251 Bereitgestellt von | Technische Informationsbibliothek&annover
Angemeldet
Heruntergeladen am | 10.04.18 09:50



178 Windelberg, Eine Verallgemeinerung eines Satzes von Kuraia

Definition 3. 1. Existieren in einem (T)-System (L) fir jedes A€ (T), jedes
Z € (L), jedes n € N und jeden Typ » einer Beklammerung ein Element V € (L), ein
m € N und ein Beklammerungstyp u, so daB} gilt:

VAr(Z, I9A) < Z und r(V, TOQ) = r(Y, IPA) VY E(L),

so nennt man (L) ein A-R-(X)-System.
Es laBt sich nun zeigen, dafl sogar eine spezielle Form eines A-R-(%)-Systems
in bestimmten Fillen dieselbe Bedeutung erlangt wie ein A-R-(%)-System:

Definition 3. 2. Existieren in einem (¥)-System (L) fiir jedes A € (T) und jedes
Z € (L) ein Element V € (L), ein m € N und ein Beklammerungstyp u, so dafl gilt:

VAar(Z, < Zund r(V, 1Y) = r(Y, 1% (A)) vV Y€e(L),
$0 nennt man (L) ein Quasi-A-R-(T)-System.
Bemerkung 3. 1. Jedes A-R-(%)-System ist ein Quasi-4-R-(%)-System.
In dem folgenden Satz 3.1 soll ein Zusammenhang zwischen einem A-R-(%)-
System und einem (%)-System (L), in dem jedes Element aus (L) eine Primérdarstellung

besitzt, aufgezeigt werden. Weitgehend wird dabei die SchluBweise von Kurata [4] be-
nutzt.

Lemma 3. 1. Sei (L) ein ()-System mit einem groften Element U. Ist dann P ein
primdres Element aus (L) und ist A ein Element aus (), zu dem es ein X € (L) mu
X Zr(P,N) und X £ P gibt, so existieren ein n € N und ein Typ v mit

r(P, IIY(A)) = U.
Beweis. Nach Definition 2. 3 gilt unter den gegebenen Voraussetzungen
r(Y, IPA) < r(P, IP(A)) v Y€(L).
Folglich ist nach Q1 und Definition von U auch
USr(U, 0 < r(P,OYN))S U,
woraus die Behauptung sofort folgt.

Satz 8. 1. Sei (L) ein (T)-quasi-ganzes (T)-System mit einem gréfiten Element U.
Besitzt dann jedes Element aus (L) eine Primdrdarstellung, so ist (L) ein A-R-(Z)-
System.

Beweis. Seien A € (T), Z€ (L), n€ N und ein Typ » beliebig gewihlt. Wir setzen
dann
X =r(Z, O9N).

Nach Voraussetzung besitzt Z eine Priméirdarstellung:

(A) Z=P,~nPy~-+-~nP,.

r

Zu zeigen ist, daB ein V € (L), ein m € N und ein Typ u existieren mit V ~ X < Z und
r(Y, IO < r(V, 0% (A) V YEUL).

Ist nun X < P,, Py, ..., P, sogilt X < Z. Daher ist fiir jedes beliebig gewihlte
Element V € (L) bereits V ~ X < Z.

Nach Voraussetzung besitzt (L) ein grofites Element U. Setzen wir nun U = V,
so ist auch r(Y, A) < r(V, A) fir jedes Y € (L) nach Q5 erfiillt, d. h. (L) ist in diesem
Fall A-R-(%)-System.
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Gibt es jedoch ein i mit X £ P, so kann man wegen der Unabhingigkeit der Dar-
stellung (A) von der Reihenfolge voraussetzen, daB die P, so numeriert sind, daB es
ein s mit 1 < s<r gibt, so daB X £ P, P,,..., P, und X < P,,,... P,gilt, falls
s <r ist. Dann gilt: (P~ Py~ -+~ P)~ X< Z — Nach (A) gilt nun Z < P,
fiiv jedes i, nach Qb also

X=r(Z,OPN) < r(P,, Y (N)).

Da die Elemente P, primér sind, folgt nach Lemma 3. 1 aus X < r(P;, IIY(A)) und
X £ P furi€fl,..., s}, daB fir jedes i €{1,.. ., s} ein m, € N und ein Typ u, existieren
mit

U = r(P;, I (11D (N))).
Also gibt es Typen 4,, fir die gilt:

(B) U =r(P;, IT33, (), P€{1,..., sk

Da (L) nach Voraussetzung (¥)-quasi-ganz ist, gilt auch
I8 () - (152, () - (- - - 1T () < T8, (%)

fir jedes i mit 1 < ¢ < s. Folglich gibt eszu m: = 2:‘ nm, einen Typ p mit

i=1
e < Hﬁf;;fi(%) vie{l,.. ., s}
Nach Q6 und (B) ist daher auch
U =r(Py, I3 (A) < r(Py, TP (),
also, da U groBtes Element aus (L) ist,
r(P, IIP(N) = Ufiri€{1,...,sh

Nach Q3 ist dann auch
U=r(P,~nPyn- -~ P, ITPN)).

Folglich hat man mit V = P, ~ -+~ P, sowohl die Existenz eines m € N wie eines
Typs u mit

r(Y, 19 0) < U = r(V, 19 (@) V Y €(L),
also auch
VﬁXéPlf'\"'f\P‘ﬁ"'f\pr=Z
gezeigt.

Mit Hilfe von Satz 3. 1 ist jetzt bewiesen, daB ein (¥)-quasi-ganzes, (L)-noether-
sches (Z)-System (L) mit einem groBten Element, in dem nach Satz 1.2 jedes Element
aus (L) als Durchschnitt endlich vieler ~-irreduzibler Elemente darstellbar ist, ein
A-R-(¥)-System ist, falls jedes ~-irreduzible Element primér ist. In dem folgenden
Satz soll nun gezeigt werden, daB in einem (L)-semimodularen (¥)-System diese Aussage
auch umkehrbar ist, d. h. in einem (L)-semimodularen A-R-(T)-System jedes ~-irre-
duzible Element primir ist. Nach der Bemerkung 3.1 sowie nach Satz 2. 2 geniigt es,
dafiir den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3. 2. (L) sei ein (L)-semimodulares Quasi-A-R-(Z)-System. Dann ist jedes
tertiire Element aus (L) primdr.

Beweis. Sei T ein tertiires Element aus (L). Es soll gezeigt werden, daB T die Aus-
sage B in Satz 2. 1 erfiillt. Gibt es kein A € (T) mit T < r(T, A), so ist T primar.
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Sei nun A€ (T) mit T < r(T, A). —
Da (L) ein Quasi-A-R-(%)-System ist, gibt es ein Element V € (L), ein m € N
und einen Typ u, so dafl gilt:

r(Y, 9 Q0) < r(V, I9(2)) VYEUL)
und
VAar(T, AT

Da T tertiar und (L) sogar (L)-semimodular ist, folgt nach Definition aus
VAar(T, W< T und T <r(T,A)

bereits V < T, also r(T, I (N) = r(V, TLN) = r(Y, T (A)) fir jedes Y € (L)
nach Q5, d. h. T ist primér.

§ 4. Die verallgemeinerte Kurata-Aquivalenz

Als Ergebnis konnen wir jetzt den folgenden Satz als Folgerung von Satz 3. 1,
Bemerkung 3. 1, Satz 3.2, Satz 2.2 und Satz 2.3 fomulieren:

Satz 4. 1. Ist (L) ein (L)-noethersches, (L)-semimodulares und (%)-quasi-ganzes
(X)-System, in dem der Verband (L) ein griftes Element besitzt, so sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

A Jedes Element aus (L) besitzt eine Primdrdarstellung.

(L) ist ein A-R-(Z)-System.
(L) tst ein Quasi-A-R—(Z)-System.
Jedes tertidre Element aus (L) ist primdr.

HT oW

Jedes ~-irreduzible Element aus (L) ist primar.
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