Eine Bemerkung iiber die Hurwitzschen Zahlen

Von G. J. Rieger in Hannover

Zunichst werden hier einige bekannte Aussagen iiber die Bernoullischen Zahlen
B, (n=0) und iiber die damit verwandten Hurwitzschen Zahlen E, (n>0) und die
Matterschen Zahlen F, (n > 0) zusammengestellt. Die Zahlen B,, E,, F, sind induktiv erklért
(vgl. (1. 1), (2. 1), (3. 1)); sie treten auf in den Entwicklungskoeffizienten gewisser Funk-
tionen (vgl. (1. 2), (2. 2), (3. 2)) und im Wert von Y ™™, wobei die Summation iiber alle

-1+})/ -3
ganzen Zahlen a#0 des Korpers Q, Q(}/ —1), D(%) zu erstrecken ist (vgl.

(1.3), (2.3), (3. 3)). Einen Satz von von Staudt und Clausen kennt man fiir B,, E,, F, (vgl.
(1.4), (2. 4), (3. 4)). Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein zahlentheoretisches Ergebnis von
Frobenius iiber die B, auch fiir die £, und fiir die F, zu beweisen.

§ 1. Die Bernoullischen Zahlen B, (n=0) sind induktiv erklirt vermoge!)

(.1 BO:=1,<g>30+<'1')31+---+<nf1>3,,-1=0 (n>1);

sie sind rational und erfiillen

* B
1.2 zlexp(z)—1)"'= Y% n"l 2" (z] <2n).
n=0 N:
Es ist B,,, =0 (n>0). Fiir ganzrationales n> 0 gilt bekanntlich
0 B (2%)2"
2n __
1.3) ,=Z_w r =G | Byal-
r*0

Fiir den halben Umfang n des Einheitskreises beachten wir noch
1 dx
=2 | e,
! :

/ix

Nach von Staudt und Clausen gilt

1
1.4 B,=b,— Y — (n>0,2|n)
(®-vin P
p prim

') Fiir den Inhalt von § 1 vgl. man etwa [3],§4,§5,§12.
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mit gewissen b, € Z. Frobenius hat bewiesen, daBl jede Primzahl, die den Nenner von

n

teilt, bereits den Nenner von B, teilt.

§ 2. Die Hurwitzschen Zahlen E, (n>0) sind auch induktiv erklirt,und zwar ver-
. 2
moge~)

1 3 n-t 4n
o 151 =10 B =y aen=n 5, @k @n—ak—1) <4k)EkE,,_k (n>1).
3.7 #7211 . 367211 37.73.112.19
f = — = = = E R e —
Sofindetman £, =0, B = 153- Fa =547 Fs 10 " 10-13
o BT U219.23 310740 112.19.23.223
T 1029 » e 10-17 ’
g 3T 113:19:23-31 61
o 10-13-37 ’

Hurwitz hat noch E,,, E,,, E,, angegeben. Es sei

U dx
w=2——;
o /1 —x*
wir betrachten die WeierstraB3sche g-Funktion zu den Perioden w und wi und nennen sie

15 dann gilt

2.2 P, (2)=z"2+ E‘, _ B, 42,
Tt L 4 @n—2) ’

ferner gilt

s} = o) —an (2w)4n
. = E
2.3) ,=Z_ms:2_m(r+s0 @ny Ln
r2+s2+0

(n>0).

Im Hinblick auf (1. 3) und (2. 3) stellt Hurwitz mit Recht fest, daB seine E, (n>0) eine
entsprechende Stellung fiir die ganzen Gaullschen Zahlen einnehmen wie die B, (n=0)
fir die ganzrationalen Zahlen. Hurwitz beweist nun ein Analogon zum erwihnten Satz
von von Staudt und Clausen, das wir in abgeschwichter Form so formulieren: es gilt

1
2. 4) E—gto+ 3 S0P
2 pElmf)d4 p
p prim
(p—1)|4n

mit gewissen ganzrationalen Zahlen a,, c¢(n, p) +0 und mit p ¥ c(n, p).

2) Fiir den Inhalt von § 2 vgl. man [1].
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§ 3. Die Matterschen Zahlen F, (n>0) sind auch induktiv erklart und zwar ver-
moge?)

32 1 -
Fl ='2—2*‘7, Fn= (n—l)(36n 1) kzl (6k 1)(6’1 6k— 1)( >FkEt k (n>1)
3. 1)

So findet man

35.52 F_38-53.11 F_3“.53-112.17_
22.7.13° 73 22.7.19° "4 22.7.13

Matter hat noch Fs, F, ..., Fy, angegebcn. Es sei

__—1+i]/?.
2 b

F2=

1
=72 =
g |/1 x®
wir betrachteten die WeierstraBBsche g-Funktion zu den Perioden v und v¢ und nennen
sie ¢, ; dann gilt

=] 26n
2 6n—2.
(3.2 P20)=27 4 T e
ferner gilt
© © B (20)6n
6n __
3.3 rzzﬂoszz_w(r+sg) =6n) E, (n>0).

r2+s2+0

Matter beweist nun ein Analogon zu (1. 4) und (2. 4), das wir in abgeschwichter Form so
formulieren: es gilt

d d(n;
(3. 4) F=bt oy 40D
2 p=1mod 6 p
pprim
(p—1)|6n

mit gewissen ganzrationalen Zahlen b,, d, b=0, d(n, p) =0 und p t d(n, p).

§ 4. In Analogie zum erwihnten Satz von Frobenius beweisen wir jetzt

Satz 1. Jede Primzahl, die den Nenner vo
(n>0).
Die kanonische Primfaktorzerlegung der rationalen Zahl 4+ 0 schreiben wir als

= + H pe(l;p)_

p prim

Es bezeichne Z, bzw. D, den Zihler bzw. Nenner von E, (n>0). Aus (2. 4) folgt
4.1 e(Z,,p)=e(E,;p)=0 (m >0, pprim, p=3 mod 4).

%) Fiir den Inhalt von § 3 vgl. man [2].
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Hilfssatz 1. Es sei p prim, p=3 mod4, n =1 ganzrational; dann gilt e(E,; p) = e(n; p).

Beweis (Induktion nach n). Fiir n=1, 2, 3 kommt es nur auf p=3 an, und wegen
Z =1, Z,=3, Zy=3*-7 ist dafiir die Behauptung klar. Es sei n>3. Im Fall
e(n; p) =0 ist nichts zu beweisen. Es sei also p|n. Fiir p=3 wie auch fiir p >3 gilt

3
e<(2n—3)(16n2—1) : p>=0

wegen p|n. Wegen (2. 1) geniigt es also zu zeigen

4
4. 2) e(n;p)§e<<4Z>EkEn~k;p> O<k<n).
Natiirlich ist e(4n; p) =e(n; p) (> 0 wegen p|n), e(4dk; p)=e(k; p). Fall1. e(k; p) = e(n; p).
4
Nach Induktionsvoraussetzung fiir k folgt wegen ( 4 Z) € Z und wegen (4. 1) firm=n—k

sofort (4. 2). Fall 2. e(k; p)<e(n; p). Dann ist e(n —k; p)=e(k; p); wegen
4n _n 4n—1 4n—1 7
4k)" & \ak—1) \ak—-1)°
e 4n . > _n‘ —_ . k .
4k spl=e k’p ——e(n,p) €( ’p)9

zusammen mit der Induktionsvoraussetzung fiir & folgt erneut (4. 2).

1st

Hilfssatz 2. Jede Primzahl =1 mod4, die den Nenner von % teilt, teilt bereits den
Nenner von E, (n>0).
Beweis. Fiir primes p =1 mod 4 ist zu zeigen
(pln A p ¥ D,) = e(Z,; p)ze(n; p).
FirgeZ,neZ, 2 g, n>0 gilt nach Hurwitz [1], (29) zunichst

@.3) Qe g 1) ez,

Wir wihlen g als Primitivwurzel modp; wegen 2 f g v 2 ¥ (g+p) darf 2 ¥ g voraus-
gesetzt werden. Es ist p ¥ 2g. Wegen p ¥ D, und wegen (2. 4) ist (p—1) f 4n. Mit der
Definition von g folgt daraus p 4 (g*"—1). Zusammen mit (4. 3) folgt
E, E,
0§e<(2g)“"‘2 " =1D—= p>=e<—1; p)

n

=e(Z,; p)—e(D,; p)—en; p).
Wegen e(D,; p) =0 folgt daraus die Behauptung.

1 . .
Beweis von Satz 1. Der Summand > in (2. 4) erfaBBt den moglichen Primteiler 2

von n. Hilfssatz 1 bzw. Hilfssatz 2 erfaBBt die moglichen Primteiler p=3 mod4 bzw.
p=1mod4 von n.
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§ 5. Wir beweisen noch

Satz 2. Jede ungerade Primzahl, die den Nenner von % teilt, teilt bereits den
Nenner F, (n>0).

Es bezeichne Z, bzw. D, den Zihler bzw. Nenner von F, (n>0). Aus (3. 4) folgt

6.1 e(Z,; p)=e(F,; p=0 (m>0, p prim,p>2, p%£1mod6).

Hilfssatz 3. Es sei p prim, p>2, p1mod6, n=>1 ganzrational, dann gilt
e(F,; p)ze(n; p).

Beweis. Man geht fast wortlich vor wie im Beweis von Hilfssatz 1. Nur an die Stelle
von (2. 1) und (4. 1) treten jetzt (3. 1) und (5. 1).

Hilfssatz 4. Jede Primzahl =1 mod 6, die den Nenner von Z" teilt, teilt bereits den
Nenner von F, (n>0).
Beweis. Fiir primes p=1 mod 6 ist zu zeigen
(pln A p ¥ D;) = e(Z,; p)ze(n; p).
FirgeZ,neZ, g=—1mod6, n> 0 gilt nach Matter [2], (22) zunéchst

2 F,
(5.2 — Qg2 (" -1)"eZ.
3 n
Es sei A eine Primitivwurzel modp; dann ist auch h+tp (t€Z) eine Primitivwurzel
modp; wegen p=1mod6 gibt es ein >0 mit g:=h+(p=—1mod6. Es ist p t2g.
Wegen p t D, und wegen (3. 4) ist (p—1) ¥ 6n und daher p 4 (g°" —1). Zusammen mit
(5. 2) folgt

F, E
n" ; p>=e<7"; p>=e(Z’; p)—e(D,; p)—e(n; p).

0ze(3 o @)

Wegen e(D,; p) =0 folgt daraus die Behauptung.

Beweis von Satz 2. Hilfssatz 3 bzw. Hilfssatz 4 erfat die mdoglichen ungeraden
Primteiler p%1 mod 6 bzw. p=1 mod6 von n.

Matter beabsichtigte, in (3. 4) noch d=(—1)", b=2 zu beweisen; in Satz 2 kann
dann ,,ungerade‘ weggelassen werden.
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