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1 Einleitung

Stromrichter, wie bspw. aktive Filter mit komplexen Ausgangsströmen zur Oberschwingungskom-
pensation, benötigen Stromregler. Trotz zahlreicher Verfahren (deadbeat, model predictive, repete-
tive control etc.) und Entwicklungen sind PI-Regler in rotierenden und Resonanzregler in ortsfesten
Koordinatensystemen bevorzugte Verfahren. Da sie keine trigonometrischen Funktionen zur Be-
rechnung rotierender Koordinatensysteme (Park-Transformation) bedürfen, sind resonante Regler
vorteilhaft, wenn viele Frequenzen zu regeln sind. Die Übertragungsfunktion

GR (s, ϕ) = k
s cosϕ− ωr sinϕ

s2 + ω2
r

(1)

zeigt, dass es sich um ein mit der Resonanzfrequenz ωr schwingendes System handelt, dessen
Ausgang um den Winkel ϕ verschoben werden kann [1, 2]. Eine Anregung mit x(s = jωr) ̸= 0, lässt
die Ausgangsgröße des Resonators y(s) je nach Verstärkung k aufschwingen. Dieses integrative
Verhalten führt zu einem stabilen Schwingen sobald x(s = jωr) = 0 ist.
Eine Überführung der Funktion (1) in den diskreten (z-)Bereich mit dem Ziel, ein identisches Ver-
halten beider Funktionen zu erwirken, ist zur Implementierung in einen digitalen Signalprozessor
(DSP) zwingend erforderlich. Eine Untersuchung der Pol- und Nullstellen sowie des Rechenauf-
wandes ist dazu erforderlich [3, 4, 5]. Es kann nötig sein, den Resonatorausgang zu begrenzen
oder unverzüglich auszuschalten, damit Überströme oder instabiles Verhalten vermieden werden.
Ein praxistauglicher resonanter Regler sollte also

• ein identisches Verhalten der diskreten gegenüber der kontinuierlichen Funktion aufweisen,

• möglichst keine trigonometrischen Berechnungen in der Zielfunktion enthalten,

• eine einstellbare Phasenverschiebung zulassen,

• aufgrund von Netzfrequenzschwankungen frequenzadaptiv sein [6],

• sicher ein- und ausschaltbar sein und

• eine Strombegrenzung besitzen, welche den Ausgang dämpft, aber nicht abschneidet.

Dieser Beitrag greift die zuvor genannten Punkte auf und liefert Untersuchungen von resonanten
Reglern, welche mit dem Fokus zur Implementierung in reale DSPs durchgeführt werden.

2 Synthese der diskreten Übertragungsfunktion

Aus Gleichung (1) lässt sich das Blockschaltbild der Abbildung 1 generieren. Durch Zuführen von
ωr und ϕ wird eine Frequenz- und Phasenadaptivität erreicht. Zahlreiche Publikationen zur Diskre-
tisierung von (1) wurden in den vergangenen Jahren veröffentlicht [3, 4, 5, 7, 8]. Der Dissertati-
onsschrift „Digital Resonant Current Controllers for Voltage Source Converters“ [7] wird dabei von
den Autoren ein besonderer Stellenwert beigemessen, da hier erstmals umfänglich verschiedene
Methoden systematisch untersucht und Lösungsvorschläge für etwaige Ungenauigkeiten disku-
tiert wurden. Von ihr ausgehend wird eine äquivalente diskrete Übertragungsfunktion und ein mit
ihr korrespondierendes Schaltbild generiert. Es wird angenommen, dass die Resonanzfrequenz
ωr ein ganzzahliges Vielfaches der um ωn schwankenden Netzfrequenz ω(t) ist.
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Abbildung 1: Blockschaltbild des Resonators nach Gleichung (1); a) direkter & b) indirekter Integrator

2.1 Diskretisierung mit verschiedenen Verfahren

Zur Diskretisierung wird entweder eine Übertragungsfunktion G (s) in ihrer Gesamtheit in den z-
Bereich zu G (z) transformiert, so dass daraus ein Schaltbild generierbar ist oder die im Schaltbild
vorhandenen s-Abhängigkeiten werden durch z-Äquivalente ersetzt, so dass aus dem Resultat die
Übertragungsfunktion G (z) abgeleitet wird.
Zur Transformation stehen verschiedene Verfahren zur Verfügung [9, 10]. Tabelle 1 listet eine Aus-
wahl samt Berechnungsvorschrift sowie selbst definierten Operatoren auf.

Tabelle 1: Auswahl von Methoden und s-Äquivalenten zur Diskretisierung kontinuierlicher Funktionen

Methode s-Äquivalent Operator

Rückwärts Euler G(z) = G(s)
∣∣
s= z−1

zTs

ZBW

Vorwärts Euler G(z) = G(s)
∣∣
s= z−1

Ts

ZFW

Tustin G(z) = G(s)
∣∣
s= 2

Ts

z−1
z+1

ZT

Tustin mit prewarping G(z) = G(s)
∣∣
s= ω

tan-1(0.5ωTs)

z−1
z+1

ZTPW

Impulsinvarianz G(z) = TsZ{L-1{G(s)} ∗∑
n
δ (t− nTs) } ZImp

Die Anwendung dieser Verfahren liefert

GR (s, ϕ)
∣∣
ki=1

ZFW

→s ........... sGR (z)FW=Ts
cos (ϕ) z−1 − [ωrTs sin (ϕ) + cos (ϕ)] z−2

1− 2z−1 + (ω2
rT

2
s + 1) z−2

, (2a)

GR (s, ϕ)
∣∣
ki=1

ZBW

→s ........... sGR (z)BW=Ts
cos (ϕ)− ωrTs sin (ϕ)− cos (ϕ) z−1

(ω2
rT

2
s + 1)− 2z−1 + z−2

, (2b)

GR (s, ϕ)
∣∣
ki=1

ZT

→s ........... sGR (z)T =
ωrT

2
s sin (ϕ)

ω2
rT

2
s + 4

2
ωrTs tan(ϕ)

− 1− 2z−1 −
(

2
ωrTs tan(ϕ)

+ 1
)
z−2

1 + 2
(
ω2

rT
2
s −4

ω2
rT

2
s +4

)
z−1 + z−2

, (2c)

sowie

GR (s, ϕ)
∣∣
ki=1

ZImp

→s ........... sGR (z)Imp=Ts
cos (ϕ)− cos (ϕ− ωrTs) z

−1

1− 2 cos (ωrTs) z−1 + z−2
. (2d)

Die Transformation von (1) mit ZTpw liefert ein quasi-identisches Verhalten wie (2d), wird aber auf-
grund der deutlich umfangreicheren Berechnung der Koeffizienten hier nicht mit aufgeführt.
Darüber hinaus besitzt der Resonator zwei Integratoren: einen in Vorwärtsrichtung (direkter Inte-
grator a)) und einen in rückwärtiger Richtung (indirekter Integrator b)), was es erlaubt, diese unter-
schiedlich zu diskretisieren. Ein, wie sich zeigen wird, sinnvolles Ergebnis liefert die Diskretisierung
von a) mit dem Vorwärts- und b) mit dem Rückwärts-Euler Verfahren, was zu

GR (s, ϕ)
∣∣
ki=1

ZFW&BW

→s ........... sGR (z)FW&BW=Ts
[cos (ϕ)− ωrTs sin (ϕ)] z

−1 − cos (ϕ) z−2

1 + (ω2
rT

2
s − 2) z−1 + z−2

(3)

führt.
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Unter Annahme von ωr = h · 2π50Hz (wobei h ∈ N) und einer Abtastrate von Ts = 10 kHz ergibt
sich das Polstellendiagramm aus Abbildung 2. Idealerweise wird die transformierte Funktion we-
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Abbildung 2: Ausschnitt vom diskreten Polstellendiagramm aller Funktionen GR (z)
• bei fs = 10 kHz und

ωr = h · 2π50Hz

der gedämpft, noch verschiebt sich ihre Resonanzfrequenz. Dies trifft nur für die impulsinvariante
Transformation zu. Ihre Polstellen (wie auch bei der Tustin- und der FW+BW-Euler Methode) liegen
auf dem Einheitskreis (z-Bereich) und als Einzige nahe bzw. gleich ωr. Die Funktion GR (z)FW ist
deutlich instabil (außerhalb des Einheitskreises), GR (z)BW hingegen wird stark gedämpft.
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Abbildung 3: Bode-Diagramme der Funktionen GR(z)
• bei fs = 10 kHz, h = 11 und ϕ = ωrTs;

Die Verläufe von GR (s, ϕ) werden zum Vergleich ebenfalls dargestellt

Die Bode-Diagramme aus Abbildung 3 bestätigen diese Analyse. Darüber hinaus ermöglichen sie
eine Aussage zur Phasengenauigkeit. Dazu wird eine Phasenverschiebung eines Berechnungszy-
klus, also ϕ = ωrTs, angenommen. Auch hier zeigt sich, dass die GR (z)Imp exakt der GR (s, ϕ) folgt.
Die Abweichung der Funktionen GR (z)T und GR (z)FW&BW steigen mit zunehmender Resonanz-
frequenz (bzw. Ordnung h). Es lässt sich zusammenfassen, dass GR (z)Imp exakt dem Verhalten
der kontinuierlichen Funktion folgt und dass die Polstellen sowie Phasengenauigkeiten von GR (z)T

und GR (z)FW&BW leicht abweichen.

405



2.2 Analyse der Funktionen

Aus den zuvor gewonnen Erkenntnissen könnte abgeleitet werden, dass nur die Funktion GR (z)Imp

zur Implementierung in einen DSP infrage kommt. Zu bedenken ist jedoch, dass die Pol- und
Nullstellenkoeffizienten bei einer gewünschten Frequenzadaptivität (wegen ωr = f(t)) in jedem
Berechnungszyklus trigonometrisch zu berechnen sind und bei multiplen Resonanz-Reglern ein
enormer Berechnungsaufwand entsteht. Eine genauere Auswertung kann daher lohnenswert sein.

Polstellen

Die Polstellen der Funktion GR (z)Imp sind

PR (z)Imp=1− 2 cos (ωrTs) z
−1 + z−2 (4)

und liefern die anzustrebenden Koeffizienten zur Lokalität der Resonanzfrequenz. Zur Vermeidung
der trigonometrischen Funktion kann eine Approximation des Kosinus hilfreich sein. Aus

cos (x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
(5)

folgt für (4) bei n = 1

PR (z)Imp≈1 +
(
−2 + ω2

rT
2
s

)
z−1 + z−2 = PR (z)FW&BW , (6)

was exakt den Polstellen von (3) entspricht. Eine Erhöhung der Approximationsordnung verschafft
demnach ein Gewinn an Pol-Genauigkeit für GR (z)FW&BW.
Schwierig dabei ist allerdings, dass die Methode zur Gewinnung von (3) darauf basiert, dass im
Schaltbild der kontinuierlichen Funktion die Integratoren a) und b) direkt ersetzt wurden und ledig-
lich ωr zugeführt wird (vgl. Abbildung 1). Der Faktor T 2

s ist dem Schaltbild also schon inhärent und
eine Anpassung von (3) mit n > 1 demnach nicht möglich. Umgangen werden kann das Problem
durch Anpassung der zugeführten Frequenz ωr. Mit Hilfe von (5) folgt

−2 cos (ωrTs)≈ −2 + ω2
rT

2
s − ω4

rT
4
s

12
+

ω6
rT

6
s

360
+ ... (7)

was umgewandelt werden kann in

−2 cos (ωrTs)≈ −2 + Cr (k)T
2
s , (8)

wobei

Cr (k)= ω2
r −

ω4
rT

2
s

12
+

ω4
rT

6
s

360
− ... =

∞∑
k=1

(−1)k
ω2k
r T 2k−2

s

0.5(2k)!
. (9)

Somit kann die Übertragungsfunktion GR (z)FW&BW angepasst werden, indem ω2
r durch Cr (k)

ersetzt wird, wobei k die Ordnung der Approximation darstellt. Es entsteht die angepasste Funktion

GR (z)FW&BW
p = Ts

[cos (ϕ)− ωrTs sin (ϕ)] z
−1 − cos (ϕ) z−2

1 + (Cr (k)T 2
s − 2) z−1 + z−2

. (10)

Nullstellen

Das Zählerpolynom der Funktion GR (z)imp liefert eine exakte Phasentreue und lautet

ZR (z)Imp = Ts

[
cos (ϕ)− cos (ϕ− ωrTs) z

−1
]
. (11)

Es weicht mit
ZR (z)FW&BW

p = Ts

[
(cos (ϕ)− ωrTs sin (ϕ)) z

−1 − cos (ϕ) z−2
]

(12)

um ein Verzögerungsglied sowie den Koeffizienten vom Zählerpolynom von GR (z)FW&BW
p ab.

Aufgrund der bisherigen Bemühungen zur Anpassung der Polstellen, sollte die gewonnene Funk-
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tion so moduliert werden, dass deren Nullstellenkoeffizienten denen aus (11) entsprechen. Dazu
wird ZR (z)Imp unter Beibehaltung der Phasentreue auf die gleiche Ordnung wie (12) angehoben.
Das bedeutet, dass es um einen Sample-Schritt verzögert wird und um die entstandene Phasen-
verschiebung von −ωrTs „zurückgedreht“ werden muss. Es entsteht der Ausdruck

ZR (z)Imp→ Ts

[
cos (ϕ+ ωrTs)− cos (ϕ− ωrTs + ωrTs) z

−1
]
· z−1

= Ts

[
cos (ϕ+ ωrTs) z

−1 − cos (ϕ) z−2
]
, (13)

welcher dem aus (12) bereits sehr ähnelt, da die z−2 Koeffizienten identisch sind und der z−1

Koeffizient aus (12) eine Approximation von (11) um den Mittelpunkt ϕ ist, wie

cos (ϕ+ ωrTs)≈ cos (ϕ)− ωrTs cos (ϕ) (14)

zeigt. Damit ließe sich auch die Phasendifferenz zwischen GR (z)Imp
p und GR (z)FW&BW

p in Abbil-
dung 3 erklären. Es lässt sich ableiten, dass das Zählerpolynom der Funktion GR (z)FW&BW

p mit
dem phasentreuen Zählerpolynom aus (13) zu

GR (z)FW&BW
p,z = Ts

cos (ϕ+ ωrTs) z
−1 − cos (ϕ) z−2

1 + (Cr (k)T 2
s − 2) z−1 + z−2

(15)

ersetzt werden kann. Allerdings befindet sich im Argument des z−1 Koeffizienten noch immer ωr.
Es sollte eine effizientere Approximation als in (14) gefunden werden, da diese offensichtlich zu
einer inakzeptablen Phasenverschiebung führt. Zu diesem Zweck wird angenommen, dass die
Netzfrequenz nur geringfügig um ωn schwankt und eine kleine Abweichung von

∆ωr = ωr − hωn = ωr − ωr,n (16)

existiert. Wird der frequenzabhängige Koeffizient aus (15) nun um ϕ + ωr,nTs approximiert, kann
dieser mit

cos (ϕ+ ωrTs)≈cos (ϕ+ ωr,nTs)−∆ωrTs sin (ϕ+ ωr,nTs) (17)
zu

GR (z)FW&BW
p,z ≈ Ts

(cos (ϕ+ ωr,nTs)−∆ωrTs sin (ϕ+ ωr,nTs)) z
−1 − cos (ϕ) z−2

1 + (Cr (k)T 2
s − 2) z−1 + z−2

(18)

ersetzt werden. Für den Fall, dass ϕ nicht von ωr abhängt, ist die Übertragungsfunktion GR (z)FW&BW
p,z

eine hinreichend genaue, diskrete Repräsentation der kontinuierlichen Funktion GR (s), welche es
vermeidet, im Berechnungszyklus eines DSPs trigonometrischen Funktionen lösen zu müssen.

2.3 Synthese des Blockschaltbildes mit ϕ(ωr)

Die Annahme von ϕ =konst. kann bspw. eine Kompensation des Ausgangsfilters am Stromrich-
ter sein und trifft bei kleinen Frequenzschwankungen hinreichend zu. Stromrichter selbst erzeugen
allerdings durch ihre Wandlungsprozesse (analog zu diskret (ADC) und zurück (PWM)) „gesampel-
te“ Verzögerungen (bspw. 3/2Ts), welche interne frequenzabhängige Phasenverschiebungen ver-
ursachen und zu korrigieren sind. Es wird nun angenommen, dass ϕ aus einem konstanten Anteil
(Filterkompensation) und einem variablen Anteil (Sample-Kompensation) besteht, so dass gilt:

ϕ′=ϕ0 + ωrTsn

=ϕ0 + ωr,nTs +∆ωrTsn = ϕ′
n + n∆ωr,nTs. (19)

Aus (15) und (19) entsteht

GR (z)= Ts
cos (ϕ′ + ωrTs) z

−1 − cos (ϕ′) z−2

1 + (Cr (k)T 2
s − 2) z−1 + z−2

. (20)

Mit Hilfe von (16) können nun erneut Approximationen um die Mittelpunkte ϕ′
n + ωr,nTs und ϕ′

n
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durchgeführt werden, welche die Koeffizienten

cos
(
ϕ′ + ωrTs

)
≈A1 = cos (ϕ0 + ωr,nTs (1 + n))−∆ωrTs (1 + n) sin (ϕ0 + ωr,nTs (1 + n)) (21)

sowie
cos

(
ϕ′)≈A2 = cos (ϕ0 + ωr,nTsn)−∆ωrTsn sin (ϕ0 + ωr,nTsn) (22)

liefern. Die Variable n beschreibt die Anzahl der zu kompensierenden Takte (z.B. n = 3/2). Werden
die approximierten Koeffizienten in (20) ersetzt, entsteht die voll frequenzvariable Funktion

G′
R (z)= Ts

A1z
−1 −A2z

−2

1 + (Cr (k)T 2
s − 2) z−1 + z−2

. (23)

Im Falle von n = 0 sind (18), (20) und (23) identisch und entsprechen der Lösung aus [7].
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Abbildung 4: Blockschaltbild der synthetisierten diskreten Übertragungsfunktion G′
R (z)

Mit Hilfe einer geschickten Aufteilung der Koeffizienten kann aus dem Blockschaltbild 1 und allen
vorangegangenen Analysen mit

a=Tsn sin (ϕ0 + ωr,nTsn) (24a)
b=cos (ϕ0 + ωr,nTsn) (24b)
c=Ts(1 + n) sin (ϕ0 + ωr,nTs(1 + n)) (24c)
d=cos (ϕ0 + ωr,nTs(1 + n)) (24d)

das Blockschaltbild der Abbildung 4 angelehnt an [7] generiert werden.

3 Begrenzung des Ausgangssignals

Werden mehrere resonante Regler parallel in einen Stromrichter implementiert, kann es in be-
stimmten Fällen zum Aufschwingen einzelner Frequenzen kommen. Denkbar ist auch, dass die
notwendige Leistung einer Frequenz die vom Stromrichter maximal mögliche überschreitet. In sol-
chen Fällen ist es zwingend notwendig, dass Frequenzen/Regler selektiv ein- und ausgeschaltet
oder in ihrer Amplitude begrenzt werden können.

3.1 Ein- und Ausschaltverhalten

Wird das Ausgangssignal abgeschaltet (z.B. Multiplikation mit Null), schwingen die Integratoren
wegen des Eingangs weiterhin auf und strebenden gegen den Maximalwert des DSPs, was bei
Wiedereinschalten zu massiven Problemen führt. Das Abschalten des Ein- und Ausgangssignals
löscht ebenfalls nicht das in den Integratoren zirkulierende Signal. Sinnvollerweise wird an den
Stellen ein Ein- und Ausschaltbefehl gegeben, an denen die Signale in die Integratoren und zum
Ausgang führen. Eine solche Funktion wird in Abbildung 5 vorgeschlagen.

3.2 Anti-Windup Funktion

Soll der Ausgang begrenzt werden, kann er aufgrund der Sinusform nicht ab einem konstanten
Wert „abgeschnitten“ werden, da dies wie in [11] zu hohen Verzerrungen führen würde. Vielmehr
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Abbildung 5: Blockschaltbild der diskreten Übertragungsfunktion G′
R (z) mit Reset-Funktion

muss der Eingang so moduliert werden, dass die Amplitude des Ausgangs bei Überschreitung auf
ein vorgegebenes Maß gesenkt und gehalten wird. Diese „Anit-Windup“ Funktion ist bei PI-Reglern
(nichtschwingend) gängig [12] und in Abbildung 6 dargestellt. Zur Modulation des Eingangs bedarf
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Abbildung 6: Blockschaltbild mit zusätzlicher Anti-Windup Modulierung

es eines weiteren Signals, das lediglich die Amplitude verändert. Eine Multiplikation mit einem
Faktor c ist jedoch nicht zielführend, da im Falle von c = 0 keine Möglichkeit zur Beeinflussung des
Resonators besteht. Aus (24a-24d) ist bekannt, dass die Koeffizienten

[a1, b1, c1, d1]=[a, b, c, d]
∣∣
ϕ0=0,n=1

(25)

im oberen linken Teil der Abb. 7 ein Signal erzeugen, welches der Eingangsphasenlage um einen
Abtastschritt voreilt und ihr bei Rückführung durch ein Verzögerungsglied exakt entspricht.
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Abbildung 7: System zur Amplituden-Erkennung und Erzeugung des Kompensationssignals z[n]
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Weiterhin wird die Amplitude des Ausgangssignals benötigt. Es ist bekannt, dass die Amplitude ei-
nes orthogonalen Systems durch die Wurzel der Quadratsummen seiner Anteile bestimmt werden
kann. Daher wird im unteren linken Teil von Abb. 7 ein weiteres, um 90° verschobenes Signal mit

[a2, b2, c2, d2]=[a, b, c, d]
∣∣
ϕ0=

π

2
,n=1

(26)

erzeugt, so dass die Amplitude wie dargestellt berechnet werden kann. Ein Vergleich mit einem
wählbaren Maximalwert liefert die notwendige Differenz zur Beeinflussung des Eingangs.
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Abbildung 8: Überstromerkennung, PI-Regler

1 if RMS > Max

2 Set = boolean (1);

3 else

4 %Hysterese

5 if RMS > Max_2 && Set_In == 1

6 Set = boolean (1);

7 else

8 Set = boolean (0);

9 end

10 end

Tabelle 2: Code zur Überstromerkennung

Wird die Differenz bei Überschreiten wie in Abb. 8 integrativ geregelt, wird der Ausgangs phasen-
treu auf das vorgegebene Maß reduziert. Das Hinzufügen einer Hysterese (Tabelle 2) ist zur Ver-
meidung von Instabilitäten im Grenzbereich hilfreich. Abbildung 9 zeigt die zufriedenstellende Wir-
kungsweise des Verfahrens anhand des diskreten Ein- und Ausgangssignals und dem im Vergleich
unbegrenzten Ausgang des äquivalenten analogen Systems, bei ωr = 11 · 2π50Hz, fs = 10 kHz,
ϕ0 = 10 kHz und einem Verstärkungsfaktor von k = 50 (vgl. (1)).
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Abbildung 9: Verhalten des analogen (x(t) → y(t)) und des diskreten Systems (x[n] → y[n]) ohne und
mit Anti-Windup Funktion (nur diskret); Begrenzung der Amplitude auf 0,8 p.u.

Abschluss

Dieser Beitrag zeigt die Entwicklung eines resonanten Reglers, der eine hohe Genauigkeit der
Polstellen und der Phasenlage besitzt, frequenzadapitv ist und dabei auf die online-Berechnung
von trigonometrischen Funkionen verzichtet. Darüber hinaus wurde ein Verfahren präsentiert, das
einerseits das integrative Verhalten des Reglers auf Wunsch aus- und wieder einschaltet und des-
sen Ausgangssignal verzerrungsfrei auf ein vorgegebenes Maß begrenzt. Der so vorgestellte Re-
sonanzregler ist bspw. für den Einsatz in aktiven Filtern geeignet.
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