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1 Einleitung

Innerhalb von metallischen Gehdausen missen angesichts hoher Schaltfrequenzen in leistungs-
elektronischen und digitalen elektronischen Systemen bereits beim Schaltungsdesign Hohlraum-
resonanzen beriicksichtigt werden. Fir die Untersuchung mdglicher Stérungen sind aufwandige
Simulationen notwendig, die insbesondere im Zeitbereich aufgrund der Resonanzen zusétzlich er-
schwert werden.

Um eine flexible Analyse komplexer Verbindungsstrukturen mit beliebigen Abschlissen in metalli-
sche Gehausen beliebiger Form im Frequenz- und Zeitbereich zu ermdglichen, lasst sich ein mo-
dales Netzwerkmodell nach [6] aufstellen. Hierzu mussen die Eigenfunktionen des elektrischen
und magnetischen Feldes bestimmt werden. Da die analytische Berechnung nur fir sehr einfache
Strukturen mdglich ist, missen die Eigenwertprobleme numerisch, beispielsweise mit der Finite-
Elemente-Methode (FEM), berechnet werden. Dabei ist es nicht notwendig das Eigenwertproblem
vollstédndig zu I6sen, da fir die Betrachtung einer endlichen Frequenzbandbreite nur die ersten
N Eigenfunktionen notwendig sind. Hierfir kénnen entsprechende Unterraumverfahren wie die
Arnoldi-Methode angewendet werden.

Jedoch ist bekannt, dass durch die Diskretisierung der Felder mit Kantenelementen in der FEM
zusatzliche statische Moden entstehen (sog. ,spurious modes“[8]). Bei feinerer Vernetzung steigt
der Anteil dieser Moden signifikant und die genaue Anzahl ist im Vorhinein nicht bekannt. Somit
ist es nicht effizient, diese mit zu berechnen und zwischenzuspeichern. Dementsprechend wurden
Methoden zur Abtrennung des statischen Unterraums implementiert. Hierzu wurde eine Baum-
Kobaum-Zerlegung durchgefiihrt, um die Systemmatrizen zu reduzieren, wie dies in [7] fir das
magnetische Feld dargestellt ist. Fir das elektrische Feld wurde der Baum, wie in [9] beschrieben,
aufgestellt und in die vorige Methode integriert.

Um die notwendigen Transformationsmatrizen fir das reduzierte Eigenwertproblem ohne stati-
schen Unterraum aufzustellen, ist die Inverse der Systemmatrix notwendig. Beim Invertieren der
dinnbesetzten FEM-Systemmatrix tritt jedoch das sogenannte ,fill-in“ auf, welches bewirkt, dass
fir die Inverse eine dichtbesetzte Matrix resultiert. Bei den Ublicherweise hohen Dimensionen der
Systemmatrizen der FEM flhrt dies zu einem hohen Speicheraufwand fur die Inversen. So liegt die
GroBe einer Inversen fiir ein Netz mit ca. 100000 Tetraedern bei ca. 100 GB, da 10'° Matrixelemente
explizit gespeichert werden missen. Aufgrund der sehr gro3en Anzahl der Matrixelemente ist der
Zeitaufwand fur die weiteren Berechnungsschritte sehr grof3 und die Abtrennung des statischen
Unterraums ist nur bedingt durchflihrbar, aufgrund von Begrenzungen des Arbeitsspeichers. Um
dieses Problem zu umgehen, wird in dieser Arbeit eine Approximation der dichtbesetzten Inversen
der Systemmatrix in Form einer diinnbesetzten Matrix vorgenommen. So ist es mdglich, die Inverse
einer Matrix [A] Uber das charakteristische Polynom dieser Matrix darzustellen. Das Polynom kann
bei einer endlichen Potenz N abgebrochen werden, um ein approximatives Muster der relevanten
Matrixelemente zu erhalten und nur diese zu betrachten. Hierbei ist aus empirischen Untersuchun-
gen eine Approximation bis zur dritten Potenz meist fir eine gute Genauigkeit ausreichend. Jedoch
muss auch fir diesen Ansatz die Inverse explizit aufgestellt werden. Um diese Notwendigkeit zu
umgehen, wurde der SPAI-Algorithmus implementiert [4].
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Bild 1: Aufspannender Baum T einer Bild 2: Kobaum C des Baumes T einer
zweidimensionalen Vernetzung zweidimensionalen Vernetzung

Im Rahmen dieser Arbeit wird zunachst die Problemstellung der ,spurious modes“ bei der nume-
rischen Berechnung der Eigenfunktionen von Hohlraumstrukturen mittels FEM beschrieben und
die notwendige Baumzerlegung vorgestellt, um die statischen Moden abzuspalten. Daraufhin wird
die Notwendigkeit der approximierten Systemmatrix-Inversen beschrieben und der implementier-
te SPAI-Algorithmus vorgestellt. Die Anwendbarkeit des Ansatzes wird anhand des resultierenden
modalen Netzwerkmodells [6] demonstriert, welches im Folgenden beschrieben wird. SchlieBlich
wird der vorgestellte Ansatz anhand eines komplexen Beispiels validiert, wobei eine Analyse sowohl
im Frequenzbereich als auch im Zeitbereich durchgefiihrt wird.

2 Abspaltung des statischen Unterraums

Um das Verhalten elekirischer Felder mittels der FEM zu untersuchen, wird Ublicherweise von der-
Wellengleichung [3]

VxSV xE—k6E =0 (1)

Hr

ausgegangen. Durch diesen Ansatz ist jedoch die Divergenzfreiheit des elektrischen Feldes E bei
Abwesenheit von Ladungsverteilungen nur implizit enthalten. Dies fuhrt dazu, dass bei der Unter-
suchung der schwachen Formulierung der Wellengleichung als Variationsproblem fiir die FEM die
Divergenzfreiheit zusatzlich erzwungen werden muss. Wenn jedoch als Basis fur die FEM Kanten-
basisfunktionen ersten Grades verwendet werden, fehlen die daflir notwendigen Freiheitsgrade und
die numerischen Betrachtungen kénnen zu nicht physikalischem Verhalten fihren [7].

Nun wird bei der FEM ein Eigenwertproblem der Form [5]
[AJle = A [Bje 2)

betrachtet wird, mit den Systemmatrizen [A] und [B], welche die diskretisierten Rotationsoperato-
ren der Wellengleichung (1) darstellen. Aufgrund der oben beschriebenen Problematik entstehen
bei der Auswertung dieses Eigenwertproblems zusatzliche statische Moden die sogenannten ,spu-
rious modes®. Diese nehmen einen signifikanten Anteil der berechneten Eigenfunktionen ein, vor
allem bei genauerer Vernetzung, da die Anzahl der spurious modes mit der Zahl der freien Knoten,
also der Tetraederknoten, die nicht auf PEC liegen, Ubereinstimmt.

Um die statischen Moden bei der Berechnung des Eigenwertproblems zu vernachlassigen, ist es
moglich den statischen Unterraum der Systemmatrizen abzutrennen. Hierzu gibt es in der Lite-
ratur verschiedene Methoden, wie beispielsweise Baum-Kobaum-Zerlegungen [7], um die linear
abhangigen Reihen der Systemmatrizen zu finden. Hierbei wird bei der Betrachtung des elektri-
schen Felder der Baum Uber die Kanten der verwendeten Vernetzung so aufgestellt, wie es in den
Abbildungen 1 und 2 beispielhaft am zweidimensionalen Fall mit einer strukturierten Vernetzung
gezeigt wird [9]. Die Kanten entlang der PEC-Randflachen kénnen hierbei vernachlassigt werden,
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da dort die elektrische Feldstarke den Wert Null annimmt und diese somit keinen Einfluss auf das
Eigenwertproblem haben. Von allen galvanisch getrennten PEC-Flachen geht jeweils eine Kante
des Baumes aus und die anderen Baumkanten verbinden die freien Knoten der Vernetzung. Hier-
bei entspricht nun der Baum den linear abhangigen Reihen der Systemmatrizen, also der Ursache
der statischen Lésungen. Somit ist es mdglich die Systemmatrizen wie folgt aufzutrennen:

A]= Hﬁgﬂ ﬁ?iﬂ @)
[B] = HECT% FETTH (4)

Hierbei entsprechen die Indizes T den zum Baum gehdérenden und C' den zum Kobaum gehé-
renden Reihen und Spalten. Der gesuchte Vektor der elektrischen Feldkomponenten entlang der
Tetraederkanten e kann nun Gber die linear unabhangigen Reihen der Matrizen, also denen des
Kobaums dargestellt werden. So lasst sich nun eine Transformationsmatrix [T] nach [7] aufstellen,
die das Gesamtsystem reduziert:

T = [B] " [[AC] [ATC]]" (5)

Dadurch resultiert das reduzierte Eigenwertproblem

[A]é = \[B]é (6)

mit den neuen Systemmatrizen
[A] = [T]" [A] [T} (7)
[B] = [T]" [B] [T] (8)

rekonstruieren. Somit kann Uber diesen Ansatz das berechnete Eigenwertproblem reduziert wer-
den, ohne dass Informationen Uber die Felder auf den Kanten verloren gehen.

3 Approximation der inversen Systemmatrix

Flr das Aufstellen der reduzierten Systemmatrizen ist, wie in Gleichung (5) offensichtlich, die Inver-
se der spérlich besetzten Bandmatrix [B] notwendig. Um das hierbei auftretende ,fill-in“ der Inver-
sen [B] !, zu umgehen, ist es méglich diese als eine spérlich besetzte Matrix zu approximieren, da
ein Grof3teil der Eintrage keine relevante GréBenordnung haben. Dazu wurde der SPAI-Algorithmus
(Sparse Approximate Inverse) [4] implementiert, welcher iterativ eine geeignete Approximation der
Inversen bestimmt. Grundlage des Algorithmus’ ist hierbei das Optimierungsproblem

min| [B} my, — & (10)

Hierbei steht der Index k flr die jeweilige Spalte der zu approximierenden Matrix, da der Algo-
rithmus spaltenweise durchgefihrt wird, was eine effiziente Parallelisierung ermdglicht. Uber die
Vorgabe einer booleschen Matrix [P] werden die zu flllenden Eintréage der Inversen bestimmt, wo-
durch nur die Untermatrix |B|der zu invertierenden Matrix [B] betrachtet werden muss. Hierbei
eignet sich fur die Wahl von [P] entweder die entsprechende Einheitsmatrix oder eine niedrige
ganzzahlige Potenz der zu invertierenden Matrix. Der Vektor my, ist die jeweilige Spalte der appro-
ximierten Inversen und &, ein zugehdriger Einheitsvektor. Die Lésung des Optimierungsproblems
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ergibt dann die Eintrdge der approximierten Inversen [B];P}p. Hinsichtlich einer méglichst guten Ap-

proximation ergibt die Norm des Matrixprodukts [B];;p [B] Zahlenwerte méglichst nahe bei Eins.
Dementsprechend ist ein weiterer Vorteil des SPAI-Algorithmus’, dass mit dem dazugehdérigen Re-
siduum r; der Normfehler der jeweiligen Approximationsspalte abgeschatzt werden kann. Dieser
wird Uber das Optimierungsproblem der j-ten Reihe und k-ten Spalte

min|ry + mix[Ble]|. (11)

berechnet. So lasst sich Uber das Residuum r; ein Abbruchkriterium des iterativen Algorithmus’
festlegen, damit die Approximation nicht zu konservativ gewahlt wird.

3.1 Abweichungen der Eigenwerte durch die Approximation

Uber den beschriebenen Algorithmus wird die Inverse [B] ™" in Gleichung (5) durch [B] . appro-
ximiert. Daraus resultiert eine fehlerbehaftete Transformationsmatrix [T], , welche fir das redu-
zierte Eigenwertproblem (6) genutzt wird. Um den Einfluss des Approximationsfehlers, quantifiziert
durch die Matrix der Einzelresiduen [R] der Approximation, auf die berechneten Eigenwerte \,,,
abzuschatzen, wurde die folgende obere Schranke gefunden

A= Aol _ T = [T
Y T [

(12)

Hierbei wird die co-Norm verwendet. Mit der Darstellung der exakten Inversen tber

lasst sich die Ungleichung umformulieren zu
Bl [[A%) (AT
(] + [R) ! [Bl,,, [A%]  [AT€]]"

app

A~ sl _
x

. (14)

Da der Term ([E] + [R]) eine Norm von nahezu eins hat, ist es zulédssig die Invertierung zu vernach-
lassigen und wir erhalten schlie3lich als Fehlerabschatzung fur die Eigenwerte

Al _ |, Bl [[A] [ATCT] (15
AT+ R) B [[AC] (AT

Es ist anzumerken, dass diese Abschatzung eingeschrankten Nutzen hat, da das Aufstellen der
Approximation notwendig ist und auch das Zwischenspeichern der gesamten Residualmatrix [R]
bei sehr groBer Matrixgré3e nicht mehr effizient ist. Jedoch erlaubt diese Ungleichung eine Ab-
schatzung der entstandenen Eigenwertfehler vor Berechnung des Eigenwertproblems und auch
eine Abschatzung der Genauigkeit der berechneten Eigenwerte, wenn keine Referenz vorhanden
ist.

Fir die meisten Anwendungsfalle ist es ausreichend, eine relativ ungenaue Approximation der
Inversen durchzufiihren mit Normabweichungen im Bereich von 0,1 < |[[R]]| < 0,5. Somit ist es
meist sinnvoll als Startmuster der approximierten Inversen [B];plp die Einheitsmatrix zu wahlen und
innerhalb weniger Iterationen einige Elemente hinzuzufigen, um die geforderte Genauigkeit zu
erreichen.
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Bild 3: Vollstandiges Ersatzschaltbild einer Verbindungsstruktur mit P Ports und N Moden innerhalb eines
resonanten Gehauses

4 Modales Netzwerkmodell

Durch die Berechnung des (reduzierten) Eigenwertproblems resultieren die modalen Feldvertei-
lungen €, und Eigenfrequenzen w,. Diese kdnnen genutzt werden, um ein passives breitbandiges
Netzwerkmodell nach [6] aufzustellen. Das Ersatzschaltbild fiir N Ports und N Moden ist in Abbil-
dung 3 dargestellt. Die entsprechenden Portimpedanzen haben die Form

z i Vi PRI (16)
ij = — T JWliy.
n=1 JWLn+R +‘]wc + G CZJ

Hierbei sind u,’f’i und u{;fj die modalen Koppelfaktoren der jeweiligen Ports, die sich aus

VE‘ = <en7Si> (17)

n,i

mit den Pfadfunktionen der Stromverteilungen S; des i-ten Ports berechnen lassen. Die modalen
Ersatzschaltbildelemente werden wie folgt berechnet:

1

L, = M% (1 8)
w

R,=—1L, 19
Qv o—w, (19)

C,=¢eK En (20)
w

G, = —2~0C3, 21
o, @)

Die quasistatischen Elemente C;; und L;; werden Uber zuséatzliche statische Simulationen be-
stimmt, die nur einmalig durchzufiihren sind. Die in (16) reduzierte quasistatische Induktivitat ergibt
sich demnach aus

nz n,]
Lij = Lij — MZ k2KEn' (22)

227



Netzteil

100 70 100
+ +

+ +
100 130

20
100] 100 50 . 70

20 %0

20

1=

Y2=140

Bild 4: Vereinfachtes Rechnergehduse mit komplexen Bild 5: Abmessungen des Aufbaus in mm
innerem Aufbau

Somit hat die Approximation der inversen Systemmatrix [B];plp Einfluss auf die Genauigkeit der
resultierenden Eigenfunktionen (6), den Koppelfaktoren (17) und Gber die resultierenden Eigenfre-
quenzen (6) auch auf die einzelnen Netzwerkelemente (18)-(21).

5 Validierung anhand eines komplexen Beispiels

Das in Abbildung 3 dargestellte modale Netzwerkmodell kann in Netzwerksimulationen wie SPI-
CE [2] importiert werden, um das Systemverhalten im Frequenz- und Zeitbereich bei beliebiger
Beschaltung zu untersuchen. Anhand eines praxisnahen Beispiels soll die Anwendbarkeit des Mo-
dells demonstriert werden und die Ergebnisse mit Referenzsimulationen validiert werden. Hierzu
wird das in Abbildung 4 dargestellte vereinfachte Rechnergehduse mit komplexem Innenaufbau
untersucht. In Abbildung 5 sind die Abmessungen zusammengefasst. Das Mainboard wird mit ei-
ner 2,5 mm dicken FR4-Platte mit den Materialparametern ¢ = 4.4 und ¢’ = 0.04 (bei 0.5 GHz)
modelliert. Dort sind zwei Ports P, und P, angebracht, welche als Monopolantennen mit vernach-
lassigbar kleinem Radius reprasentiert werden. Eine weitere Antenne ist an der Decke als Port
P3 angebracht. Als Pfadfunktion der Stromverteilungen J; = I;S; wurde die dreieckige Form in
z-Richtung

Si =0 —z)0(y — i) (1 — —)e, (23)

angesetzt, wobei die Lange mit L; = 25 mm fUr alle Antennen gleich gewahlt wurde. Fur das Ge-
hause und den inneren Aufbau wurde als Material Aluminium mit der Leitfahigkeit = = 3,6 - 107 %
angenommen.

Um die Genauigkeit der durchgefiihrten Approximation Uber die gesamte Frequenzbandbreite zu
demonstrieren, werden zunéchst alle Eigenwerte und Eigenfunktionen der resonanten Moden be-
trachtet. Die Grdé3e der Vernetzung wurde hier mit etwa Ny = 60000 Tetraedern gewahlt, um eine
Berechnung des nicht reduzierten Eigenwertproblems als Referenz zu ermdglichen. Die Approxi-

mation der Inversen [B};plp wurde mit einem Normresiduum von r = 0.1 gewahlt, dadurch konnte

die Anzahl der Elemente von [B};plp von 2 - 10° auf etwa 10 - 10° verkleinert werden, was einer
Reduktion um etwa 99, 6 % entspricht. Auf diese Weise konnte der bendtigte Speicher von 33 GB
auf etwa 100 MB beschrankt werden. Die Berechnungszeit zum Aufstellen des reduzierten Sys-
tems zum Lésen des Eigenwertproblems wurde dementsprechend von etwa 16 h auf 1 h drastisch

228



reduziert.
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Bild 6: Relative Abweichung der Eigenwerte des Bild 7: Norm der Abweichung der Eigenvektoren der
reduzierten Eigenwertproblems reduzierten Eigenwertprobleme

Die relative Abweichung der Eigenwerte bei Reduzierung des Eigenwertproblems mit der exakten
und approximierten inversen Systemmatrix bezuglich der Ergebnisse des nicht reduzierten Sys-
tems sind in Abbildung 6 aufgetragen. Die Fehlernorm far Abweichungen der entsprechenden Ei-
genfunktionen ist in Abbildung 7 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der Fehler, der durch die
Systemreduktion mit exakter Inversen entsteht, mit steigender Frequenz sinkt, aber Uber die ge-
samte Bandbreite vernachlassigbar gering ist mit maximal 10~ fir die Eigenwerte und 10~ fur die
Fehlernorm der Eigenvektoren. Die Abweichungen der approximierten Systeme sind jedoch anna-
hernd konstant Uber den betrachteten Frequenzbereich bleiben aber auch hier unerheblich klein mit
Maxima bei etwa 1075 fiir die Eigenwerte und 10~ fir die Eigenvektoren. Es ist festzustellen, dass
die Genauigkeit des gelésten Eigenwertproblems kaum reduziert wird, obwohl eine relativ grobe
Approximation der Inversen der Systemmatrix [B] gewahlt wurde.

Zur weiteren Validierung wurden die ersten N = 20 Moden verwendet, um die Netzwerkelemente
bis zu einer Frequenz f...x = 1GHz zu berechnen. Die quasistatischen Elemente wurden Uber
zuséatzliche numerische Simulationen bestimmt. Abbildung 8 zeigt den Verlauf der Impedanz Z;3
im Frequenzbereich flr das reduzierte System mit vollstandiger und approximierter Systemmatrix-
Inversen und den Verlauf einer Vollwellenlésung aus CST [1] als Referenz. Auch hier sind keine
relevanten Abweichungen in den Verlaufen zu erkennen. Fir eine Validierung im Zeitbereich wur-
de der Verlauf der Spannung an Port 1 betrachtet, wenn an Port 3 ein trapezférmiger Strompuls
mit Anstiegs- und Abfallzeit von 1ns, der Halbwertsbreite 5ns und 1 A Amplitude eingespeist wird.
Hierbei wird das Netzwerkmodell auf Basis des exakten und approximierten reduzierten Eigenwert-
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Bild 8: Transferimpedanz zwischen Port 1 und Port 3 Bild 9: Eingekoppelter Strompuls I3 und
Ausgangsspannung an P; mit angepasstem
Leitungsabschluss
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problems verglichen (Abb. 9). Auch hier kann eine sehr gute Ubereinstimmung festgestellt werden,
wodurch gezeigt werden konnte, dass die reduzierten Systeme weiterhin eine korrekte Analyse des
Frequenz- und Zeitbereichsverhaltens ermdéglichen.

6 Zusammenfassung

Es wurde eine Reduktion eines Eigenwertproblems firr die diskretisierte elektrische Wellenglei-
chung im Rahmen der FEM durch die Abspaltung des statischen Unterraums durchgefihrt. Hier-
bei wurden die Ansatze [9] und [7] kombiniert, um die Abspaltung mittels einer Baum-Kobaum-
Zerlegung zu erzielen. Die hierbei notwendige Inverse einer der beiden Systemmatrizen wurde
mit dem SPAI-Algorithmus approximiert, um eine effizientere Berechnung des reduzierten Sys-
tems zu ermdglichen. Hierbei wurde insbesondere der Einfluss der Approximation auf die L&-
sung des Eigenwertproblems an einem realitdtsnahen komplexen Beispiel untersucht. Auf der
Lésung dieses Eigenwertproblems beruht eine modale Netzwerkdarstellung fir die gesamte An-
ordnung. Die deutliche Beschleunigung der Berechnungen und vor allem die Reduzierung des
notwendigen Arbeitsspeichers ermdglicht die praktische Anwendbarkeit des modalen Netzwerk-
Syntheseverfahrens fir realitdtsnahe, komplexe Aufbau- und Verbindungsstrukturen in resonanten
Gehausen.
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