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Analytische Ermittlung
des Stirnraumanteils
der Wicklung-Stator-Kapazität
in elektrischen Maschinen zur
Vorausberechnung des hochfrequenten
Common-Mode-Stroms
J. O. Stockbrügger, B. Ponick

Beim Betrieb von schnellschaltenden Umrichtern treten in elektrischen Antrieben parasitäre, hochfrequente Effekte auf. Bei einem
Zweipunkt-Wechselrichter ist der Mittelwert der drei Ausgangsspannungen aufgrund der diskreten Schaltzustände der Leistungstransi-
toren eine von Null verschiedene Gleichtaktspannung. Die Common-Mode-Spannung wird durch den Umrichter in die Motorwicklung
eingeprägt und verursacht einen kapazitiven, hochfrequenten Common-Mode-Strom, der als Umladestrom der Kapazität zwischen
Wicklung und Statorblechpaket und –gehäuse verstanden werden kann.

Die Wicklung-Stator-Kapazität setzt sich aus einem Nut- und einem Stirnraumanteil zusammen. In diesem Artikel wird eine analyti-
sche Bestimmung des Stirnraumanteils der Wicklung-Stator-Kapazität vorgestellt, welche neben der Stirnraumgeometrie den Einfluss
von Materialien mit unterschiedlichen Permittivitäten berücksichtigt. Die Ermittlung des Stirnraumanteils der Wicklung-Stator-Kapazität
basiert auf der Berechnung des skalaren Potenzialfelds unterhalb und oberhalb des Wicklungskopfs der Statorwicklung. Das vorge-
stellte Modell wird mit Hilfe von FEM-Simulationen für verschiedene Geometrien und Materialien validiert.

Schlüsselwörter: Wicklung-Stator-Kapazität; Wellenspannung; zirkulare Lagerströme; Traktionsantrieb

Analytical determination of the winding-to-stator capacity for the prediction of high-frequency common mode current
in electrical machines.

Parasitic, high-frequency effects occur in electric drives during operation of fast-switching converters. In a two-point inverter, the
mean value of the three output voltages is a non-zero common mode voltage due to the discrete switching states of the power
transistors. The common-mode voltage is impressed into the motor winding by the inverter and causes a capacitive, high-frequency
common-mode current, which can be understood as charging current of the capacity between winding and stator core plus stator
housing.

The winding stator capacity is composed of a slot and an end-winding portion. In this article, an analytical determination of the
end-winding portion of the winding stator capacity is presented, which, in addition to the end-winding geometry, takes into account
the influence of materials with different permittivities. The determination of the end-winding portion of the winding stator capacity is
based on the calculation of the scalar potential field in the area below and above the end-winding. The method is validated by means
of FEM simulations for different geometries and materials.
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1. Einleitung
Die Anzahl umrichtergespeister Antriebe steigt auf Grund der gu-

ten Regelbarkeit der E-Maschine bei mittlerweile geringen Anschaf-

fungskosten. Infolge der diskreten Schaltzustände der Leistungs-

transistoren ist der Mittelwert der drei Ausgangsspannungen eines

Zweipunkt-Wechselrichters eine von Null verschiedene Gleichtakt-

spannung, welche als Common-Mode-Spannung bezeichnet wird.

Die Gleichtaktspannung wird durch den Umrichter in die Motor-

wicklung eingeprägt und verursacht einen kapazitiven, hochfre-

quenten Common-Mode-Strom [1], der als Umladestrom der Ka-

pazität zwischen Wicklung und Statorblechpaket und –gehäuse ver-

standen werden kann. Die den Stromfluss hervorrufende Wicklung-

Stator-Kapazität setzt sich aus einem Nut- und einem Stirnrauman-

teil zusammen [2]. Häufig wird der Stirnraumanteil, dessen Anteil

mit abnehmender Blechpaketlänge zunimmt, ignoriert und lediglich

der Nutanteil betrachtet [1, 3–7]. Auf Grund der komplexen Stirn-
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Abb. 1. Vereinfachter Stirnraum einer elektrischen Maschine

raumgeometrie erfolgt die Bestimmung des Stirnraumanteils der
Wicklung-Stator-Kapazität überwiegend mittels FEM-Simulationen
[2].

Eine vereinfachte, rotationssymmetrische Stirnraumgeometrie ei-
nes elektrischen Antriebs kann der Abb. 1 entnommen werden. Das
gesamte Feldgebiet des Stirnraums, welches aus den in den Stirn-
raum überstehenden Nutwandisolierungen, einer möglichen Ver-
gussmasse und dem Luftbereich besteht, ist axial begrenzt durch
das Statorblechpaket und das Lagerschild. In radialer Richtung wird
das Gebiet durch den Rotor und das Statorgehäuse beschränkt.

Es wird angenommen, dass der überwiegende Anteil der kapa-
zitiven Kopplung zwischen dem Wicklungskopf der Statorwicklung
und dem Stator in den zwei in Abb. 1 gestrichelt eingezeichneten
Bereichen erfolgt. Der obere Bereich schließt in axialer Richtung mit
der Ausladung des Wicklungskopfs ab. Die kapazitive Kopplung des
Wicklungskopfs der Statorwicklung und des Stators im Bereich zwi-
schen dem oberen Feldgebiet und dem als eigenständige Äquipo-
tentialfläche betrachtetem Lagerschild wird vernachlässigt. Am lin-
ken Rand des Bereichs befindet sich das Statorblechpaket. Das Sta-
torgehäuse dient als radiale Begrenzung. Der Bereich unterhalb des
Wicklungskopfs der Statorwicklung erstreckt sich in axialer Richtung
bis zur maximalen Ausladung der Isolierung. An den rechten Begren-
zungen in Längsrichtung soll in beiden Bereichen das E-Feld nur eine
tangentiale Komponente aufweisen. Auf Grund der Vorgabe dieser
Neumann-Randbedingungen dringt kein E-Feld aus den betrachte-
ten Gebieten aus. Die Feldlösung für die zwei in Abb. 1 gestrichelt
eingezeichneten Bereiche erfolgt auf Grund der räumlichen Tren-
nung unabhängig voneinander.

Als zeiteffiziente Alternative zu FEM-Simulationen erfolgt die
Bestimmung des Stirnraumanteils der Wicklung-Stator-Kapazität
im Folgenden mit Hilfe der maxwellschen Kapazitätskoeffizienten,
mit welchen der Kapazitätsbegriff auf Systeme übertragen werden
kann, die aus mehreren voneinander isolierten Elektroden bestehen
[8]. Als Elektroden werden in der vorliegenden Problemstellung der
Wicklungskopf der Statorwicklung mit der Ladung Qw und dem Po-
tential ϕw , der Stator mit der Ladung Qs und dem Potential ϕs sowie
der Rotor mit der Ladung Qr und dem Potential ϕr betrachtet. Die
entsprechende Kapazitätskoeffizientenmatrix lautet

⎛
⎜⎝

Qw

Qs

Qr

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

cww cws cwr

csw css csr

crw crs crr

⎞
⎟⎠ ·

⎛
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ϕw

ϕs

ϕr

⎞
⎟⎠ . (1)

Abb. 2. Modell der oberhalb des Wicklungskopfs vorliegenden Geo-
metrie mit Randbedingungen

Die Kapazitätskoeffizienten cμv entsprechen bei Gegenkapazitä-
ten μ �= v den Kapazitäten Cμv , welche einen Zusammenhang zwi-
schen den Ladungen und den Potentialdifferenzen herstellen.

Durch die Wahl eines Stator- und eines Rotorpotentials von je-
weils null Volt ergibt sich nach (1) der Stirnraumanteil der Wicklung-
Stator-Kapazität Cws zu

Cws = cws = csw = Qs

ϕw
= Qso + Qsu

ϕw
. (2)

Die auf dem Stator influenzierte Ladung Qs setzt sich aus den par-
tiellen Ladungen des oberhalb Qso und des unterhalb Qsu des Wick-
lungskopfs der Statorwicklung vorliegenden Bereichs zusammen.

Insgesamt liegen dem Berechnungsmodell folgende Vereinfa-
chungen zugrunde:

• Die kapazitive Kopplung zwischen dem Wicklungskopf und dem
Stator erfolgt im Gebiet der Ausladung des Wicklungskopfs.

• Der Wicklungskopf und der Stator sind elektrisch ideal leitfähig.
• Innerhalb des betrachteten Gebiets befinden sich keine Raumla-

dungen.
• Die Medien innerhalb der betrachteten Geometrie bestehen aus

Materialien mit jeweils konstanter Permittivität.

2. Berechnung der oberhalb des Wicklungskopfs
influenzierten Statorladung

Die Abbildung 2 stellt den Raumbereich oberhalb des Wicklungs-
kopfs der Statorwicklung dar. Die radialen Begrenzungen ergeben
sich durch den Radius der Oberkante des Wicklungskopfs der Sta-
torwicklung rwo und den Außenradius des Blechpakets des Stators
rs, der gleichzeitig dem Gehäuseinnenradius entspricht. Die Höhe
der am Wicklungskopf anliegenden Isolierung wird mit dem Radi-
us rgo berücksichtigt. Die Länge der Isolierung beträgt liso. An der
linken Begrenzung im Gebiet der Isolierung liegt eine Neumann-
Randbedingung vor. Das Raumgebiet erstreckt sich in axialer Rich-
tung bis zur Ausladung des Wicklungskopfs lw .

Das Feldgebiet wird auf Grund der komplexen Berücksichtigung
der im Feldgebiet endenden Isolierung in zwei getrennte Bereiche
unterteilt. Am axialen Ende der Ausladung der Isolierung liso erfolgt
die Trennung des Feldgebiets. Es wird im Folgenden angenommen,
dass an der gestrichelt eingezeichneten Trennlinie eine Neumann-
Randbedingung vorliegt.

2.1 Berechnung der influenzierten Statorladung im Bereich
der Isolierung

Der Bereich, über welchen sich in Abb. 2 die Isolierung erstreckt,
kann dem modifizierten Feldgebiet in Abb. 3 entnommen werden.
Das Feldgebiet besteht aus dem Material der Isolierung mit der Per-
mittivität ε2 und dem an das Statorgehäuse angrenzenden Medium
mit der Permittivität ε1.

204 heft 4-5.2020 © Der/die Autor(en) e&i elektrotechnik und informationstechnik



J.O. Stockbrügger, B. Ponick Analytische Ermittlung des Stirnraumanteils... ORIGINALARBEIT

Abb. 3. Modifiziertes Feldgebiet oberhalb des Wicklungskopfs im Be-
reich der Isolierung mit Randbedingungen; die axiale Ausladung be-
trägt das Doppelte der realen Ausladung der Isolierung

Im Gegensatz zu dem in Abb. 2 dargestellten Feldgebiet lie-
gen aus Gründen der Vereinfachung an den axialen Begrenzungen
Dirichlet-Randbedingungen vor. Die komplexe Berücksichtigung der
auf der radialen Achse vorliegenden unterschiedlichen Randbedin-
gungen kann entfallen, da die axiale Ausladung des Feldgebiets
auf 2 · liso verdoppelt wurde. Die Dirichlet-Randbedingungen an der
axialen Position z = 2 · liso führen zu der gewünschten Neumann-
Randbedingung an der Position z = liso.

In der Elektrostatik gilt es, für die Bestimmung des skalaren Poten-
tialfelds ϕ in einem betrachteten Raumgebiet mit linearen, isotropen
und homogenen Materialien die Poisson-Gleichung

�ϕ = −ρ

ε
(3)

mit der Ladungsdichte ρ und der Permittivität ε zu lösen [9]. So-
fern keine Raumladungen in dem Gebiet vorhanden sind, verein-
facht sich (3) zur Laplace-Gleichung

�ϕ = 0. (4)

Eine der wichtigsten Methoden zur analytischen Behandlung von
partiellen Differentialgleichungen ist die sogenannte Separationsme-
thode [8]. Hierbei wird in dem gewählten Koordinatensystem die
partielle Differentialgleichung mittels eines Produktansatzes in ge-
wöhnliche Differentialgleichungen überführt. Abschließend erfolgt
die Anpassung der Lösung an die gestellten Randbedingungen.

Die Anwendung des Laplace-Operators im Zylinderkoordinaten-
system ergibt

�ϕ (r,γ , z) = 1
r

· ∂

∂r

(
r · ∂ϕ (r,γ , z)

∂r

)
+ 1

r2

∂2ϕ (r,γ , z)
∂γ 2

+ ∂2ϕ (r,γ , z)
∂z2 = 0. (5)

Das skalare Potentialfeld ist auf Grund des rotationssymmetri-
schen Raumgebiets unabhängig von der Winkelkoordinate γ , wo-
durch sich der Laplace-Operator (5) vereinfacht zu

�ϕ (r, z) = 1
r

· ∂

∂r

(
r · ∂ϕ (r, z)

∂r

)
+ ∂2ϕ (r, z)

∂z2 = 0. (6)

Durch Einsetzen des gewählten Produktansatzes

ϕ(r, z) = R(r) · Z(z) (7)

in die Laplace-Gleichung (6)

Z (z) · ∂2R(r)
∂r2 + Z(z)

r
· ∂R(r)

∂r
+ R(r) · ∂2Z (z)

∂z2 = 0 (8)

und anschließendes Dividieren durch den Produktansatz (7) ergibt
sich

1
R(r)

· ∂2R(r)
∂r2 + 1

r · R(r)
· ∂R(r)

∂r
+ 1

Z(z)
· ∂2Z (z)

∂z2 = 0. (9)

Die einzelnen Summanden der Gl. (9) sind konstant, und mittels
der Definitionen

k2
r = 1

R(r)
· ∂2R(r)

∂r2
+ 1

r · R(r)
· ∂R(r)

∂r
, (10)

k2
z = 1

Z(z)
· ∂2Z (z)

∂z2 (11)

zerfällt unter Berücksichtigung der Nebenbedingung

k2
r + k2

z = 0 (12)

die partielle Differentialgleichung (6) in die zwei entkoppelten, ge-
wöhnlichen Differentialgleichungen (10) und (11). Aus den Lösun-
gen der homogenen und linearen Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten ergibt sich die allgemeine Lösung der Laplace-
Gleichung für die beiden betrachteten Bereiche

ϕ1 (r, z) = (
A1 · I0

(
kr1 · r

) + B1 · K0
(
kr1 · r

))

·
(
C1 · ekz1 ·z + D1 · e−kz1 ·z) , (13)

ϕ2 (r, z) = (
A2 · I0

(
kr2 · r

) + B2 · K0
(
kr2 · r

))

·
(
C2 · ekz2 ·z + D2 · e−kz2 ·z) (14)

mit der modifizierten Bessel-Funktion erster Art I0 und der modi-
fizierten Bessel-Funktion zweiter Art K0. Die Ordnung der beiden
Bessel-Funktionen beträgt jeweils null.

Die Bestimmung der Koeffizienten A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2 und
D2 sowie der Konstanten kr und kz erfolgt mit Hilfe der Randbedin-
gungen

ϕ1 (r, z = 0) = 0, (15)

ϕ2 (r, z = 0) = 0, (16)

ϕ1
(
r, z = 2 · liso

) = 0, (17)

ϕ2
(
r, z = 2 · liso

) = 0, (18)

ϕ1 (r = rs, z) = 0, (19)

ϕ2 (r = rwo, z) = ϕw (20)

und unter Berücksichtigung der Stetigkeitsbedingung des Potentials
sowie der Normalkomponente des D-Felds an der Materialgrenze

ϕ1
(
r = rgo, z

) = ϕ2
(
r = rgo, z

)
, (21)

− ε1 · ∂ϕ1
(
r = rgo, z

)

∂r
= −ε2 · ∂ϕ2

(
r = rgo, z

)

∂r
. (22)

Für die zwei Bereiche gilt nach der Randbedingung auf der radia-
len Achse (15) und (16)

D1/2 = −C1/2. (23)

Die Randbedingungen (17) und (18) führen anschließend zu den
Gleichungen

e4·kz1 ·liso = 1 = ej·2·π ·n, (24)

e4·kz2 ·liso = 1 = ej·2·π ·m (25)

und abschließend unter Berücksichtigung der Nebenbedingung (12)
zur Bestimmung der Konstanten

kz1 = j · π · n
2 · liso

= j · kr1 = j · k1,n = 1,2,3, . . . , (26)
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kz2 = j · π · m
2 · liso

= j · kr2 = j · k2, m = 1,2,3, . . . . (27)

Für beide Teilgebiete kann auf Grund der Linearität der Laplace-
Gleichung eine allgemeinere Lösung konstruiert werden. Die Ex-
ponentialterme in axialer Richtung der Potentialfelder (13) und
(14) können unter Berücksichtigung der Eulerformel durch Sinus-
Funktionen ersetzt werden gemäß

ϕ1 (r, z) =
∑

n=1,2,3,..

(
Ã1 · I0

(
k1 · r

) + B̃1 · K0
(
k1 · r

)) · sin
(
k1 · z

)
,

(28)

ϕ2 (r, z) =
∑

m=1,2,3,..

(
Ã2 · I0

(
k2 · r

) + B̃2 · K0
(
k2 · r

)) · sin
(
k2 · z

)
,

(29)

mit

Ã1/2 = 2 · j · C1/2 (30)

und

B̃1/2 = 2 · j · C1/2. (31)

Die Randbedingung auf dem Radius des Blechpakets des Stators
(20) ergibt für das erste Potentialfeld

B̃1 = −Ã1 · I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) . (32)

Bei der fehlenden Randbedingung (21) des zweiten Potentialfelds

ϕ2 (r = rwo, z) =
∑

m=1,2,3,..

(
Ã2 · I0

(
k2 · rwo

) + B̃2 · K0
(
k2 · rwo

))

· sin
(
k2 · z

) = ϕw , (33)

ϕ2 (r = rwo, z) =
∑

m=1,2,3,..

F̃2 · sin
(
k2 · z

) = ϕw ,

F̃2 = Ã2 · I0
(
k2 · rwo

) + B̃2 · K0
(
k2 · rwo

)
(34)

handelt es sich um die Fourier-Reihe einer Sinusfunktion. Der Gleich-
anteil und die Kosinusfunktionen der Fourier-Reihe entfallen bei der
Entwicklung einer ungeraden, mittelwertfreien Funktion, sodass die
Randbedingung (21) mit −ϕw im Intervall (2liso, 4liso] ungerade er-
weitert wird. Der Fourier-Koeffizient F̃2 berechnet sich zu

F̃2 = 1
liso

·
∫ 2·liso

0
ϕw · sin

(
k2 · z

) · dz, (35)

F̃2 = −2 · ϕw

m · π ·
([−1

]m − 1
)

= Ã2 · I0
(
k2 · rwo

) + B̃2 · K0
(
k2 · rwo

)
.

(36)

Die Stetigkeitsbedingung des Potentials (22) führt zu der Glei-
chung

Ã1 ·
(

I0
(
k1 · rgo

) − I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K0
(
k1 · rgo

))

= Ã2 · I0
(
k2 · rgo

) + B̃2 · K0
(
k2 · rgo

)
(37)

und die Differenzierbarkeitsbedingung (23) zu

ε1 · k1 · Ã1 ·
(

I1
(
k1 · rgo

) + I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K1
(
k1 · rgo

))

= ε2 · k2 ·
(
Ã2 · I1

(
k2 · rgo

) − B̃2 · K1
(
k2 · rgo

))
. (38)

Die unbekannten Konstanten Ã1, Ã2 und B̃2 der Potentialfelder
der zwei Bereiche (29) und (30) können mit Hilfe der Gl. (27) bis
(29) bestimmt werden.

Abb. 4. Darstellung der analytisch berechneten Äquipotentialflächen
des modifizierten Feldgebiets oberhalb des Wicklungskopfs im Be-
reich der Isolierung

In der Abb. 4 sind beispielhaft analytisch berechnete Äquipoten-
tialflächen des in Abb. 3 enthaltenen modifizierten Feldgebiets dar-
gestellt. Die konvexen Wiederholungen in axialer Richtung an der
Stelle des Radius des Wicklungskopfs r = rwo entstehen durch die
Anwendung der Fourier-Reihe. An der Stelle der maximalen Ausla-
dung der Isolierung liso kann auf Grund der rein axial verlaufenden
Äquipotentiallinien die geforderte Neumann-Randbedingung iden-
tifiziert werden.

Zur Bestimmung der auf der Stirn- und der Mantelfläche des Sta-
tors vorhandenen Ladung werden das D-Feld des ersten Potential-
felds

−→
D 1

−→
D 1 =

(
D1r

D1z

)
= ε1 ·

(
E1r

E1z

)
= −ε1 · grad (ϕ1) (39)

mit

D1r = −
∑

n=1,2,3,..

Ã1 · k1 · ε1

(
I1

(
k1 · r

) + I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K1
(
k1 · r

))

· sin
(
k1 · z

)
(40)

und

D1z = −
∑

n=1,2,3,..

Ã1 · k1 · ε1

(
I0

(
k1 · r

) − I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K0
(
k1 · r

))

· cos
(
k1 · z

)
(41)

sowie das D-Feld
−→
D 2 des zweiten Potentialfelds

−→
D 2 =

(
D2r

D2z

)
= ε2 ·

(
E2r

E2z

)
= −ε2 · grad (ϕ2) (42)

mit

D2r = −
∑

m=1,2,3,..

ε2 · k2 ·
(
Ã2 · I1

(
k2 · r

) − B̃2 · K1
(
k2 · r

)) · sin
(
k2 · z

)

(43)
und

D2z = −
∑

m=1,2,3,..

ε2 ·k2 ·
(
Ã2 · I0

(
k2 · r

) + B̃2 · K0
(
k2 · r

)) ·cos
(
k2 · z

)

(44)
ermittelt. Die Oberflächenladungsdichte σr1 auf der Mantelfläche
des Stators berechnet sich mit dem Flächennormalenvektor −→n und
dem D-Feld des ersten Potentialfelds zu

σr1 = −→n · −→D 1 (r = rs, z) = −−→e r · −→D 1 (r = rs, z)

= −D1r (r = rs, z) , (45)
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σr1 =
∑

n=1,2,3,..

Ã1 · k1 · ε1

(
I1

(
k1 · rs

) + I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K1
(
k1 · rs

))

· sin
(
k1 · z

)
. (46)

Die Ladung auf der Mantelfläche des Stators Qr1 berechnet sich
mit Hilfe des Flächenintegrals der Oberflächenladungsdichte über
die axiale Länge der Isolierung liso als

Qr1 =
∫ liso

0

∫ 2·π

0
σr1 · r · dγ · dz, (47)

Qr1 = −
∑

n=1,2,3,..

Ã1 · 2 · π · ε1 · rs

·
(

I1
(
k1 · rs

) + I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K1
(
k1 · rs

)) ·
(
cos

(π · n
2

)
− 1

)
.

(48)

Zur Bestimmung der Ladung auf der Stirnfläche des Stators im
Bereich des ersten Potentialfelds wird zu Beginn die Oberflächenla-
dungsdichte σz1 ermittelt mit

σz1 = −→n · −→D 1 (r, z = 0) = −→e z · −→D 1 (r, z = 0) = D1z (r, z = 0) , (49)

σz1 = −
∑

n=1,2,3,..

Ã1 · k1 · ε1

(
I0

(
k1 · r

) − I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K0
(
k1 · r

))
.

(50)

Die Ladung auf der Stirnfläche des Stators Qz1 im Bereich des
ersten Potentialfelds berechnet sich mit Hilfe des Flächenintegrals
der Oberflächenladungsdichte über die radiale Höhe des Feldgebiets
zu

Qz1 =
∫ rs

rgo

∫ 2·π

0
σz1 · r · dγ · dr, (51)

Qz1 = −
∑

n=1,2,3,..

Ã1 · 2 · π · ε1 · k1 ·
∫ rs

rgo

r

·
(

I0
(
k1 · r

) − I0
(
k1 · rs

)

K0
(
k1 · rs

) · K0
(
k1 · rs

)) · dr. (52)

Die in Abb. 2 enthaltene Neumann-Randbedingung am linken
Rand der Isolierung führt zu einem direkten Eindringen des E-Felds
in das Statorblechpaket. Die hierdurch influenzierte Ladung auf dem
Statorblech wird durch die im modifizierten Feldgebiet vorgegebe-
ne Dirichlet-Randbedingung an der linken Seite der Isolierung nicht
berücksichtigt. Eine Kompensation erfolgt durch die Ermittlung der
Ladung Qz2 auf der linken Seite der Isolierung. Die Oberflächenla-
dungsdichte σz2 berechnet sich zu

σz2 = −→n · −→D 2 (r, z = 0) = −→e z · −→D 2 (r, z = 0) = D2z (r, z = 0) , (53)

σz2 = −
∑

m=1,2,3,..

ε2 · k2 ·
(
Ã2 · I0

(
k2 · r

) + B̃2 · K0
(
k2 · r

))
. (54)

Die Ladung auf der Stirnfläche des Stators Qz2 im Bereich des
zweiten Potentialfelds ergibt sich zu

Qz2 =
∫ rgo

rw

∫ 2·π

0
σz2 · r · dγ · dr, (55)

Qz2 = −
∑

m=1,2,3,..

2 · π · ε2 · k2

·
∫ rgo

rw
r ·

(
Ã2 · I0

(
k2 · r

) + B̃2 · K0
(
k2 · r

)) · dr. (56)

Die Lösung der in (52) und (56) verbleibenden Integrale kann nu-
merisch erfolgen.

Abb. 5. Feldgebiet oberhalb des Wicklungskopfs im Bereich außer-
halb der Isolierung mit Randbedingungen

2.2 Berechnung der influenzierten Statorladung im Bereich
außerhalb der Isolierung

Der in Abb. 2 dargestellte Bereich des Feldgebiets, welches sich in
axialer Richtung von der Ausladung der Isolierung bis zur Ausladung
des Wicklungskopfs der Statorwicklung erstreckt, kann der Abb. 5
entnommen werden. Das Feldgebiet ist gefüllt mit dem Medium der
Permittivität ε1.

Auf Grund des rotationssymmetrischen Raumgebiets und der Vor-
gabe von Neumann-Randbedingungen an den beiden axialen Be-
grenzungen ist das Potentialfeld unabhängig von der Winkelkoor-
dinate γ und der Längskoordinate z. Folglich vereinfacht sich der
Laplace-Operator (5) zu

�ϕ (r) = 1
r

· ∂

∂r

(
r · ∂ϕ (r,γ , z)

∂r

)
= 0. (57)

Mittels direkter Integration kann das skalare Potentialfeld be-
stimmt werden zu

ϕ3 (r) = A3 + B3 · ln (r) . (58)

Die vorgegebenen Dirichlet-Randbedingungen

ϕ3 (r = rs) = 0, (59)

ϕ3 (r = rwo) = ϕw (60)

führen zu dem Potentialfeld

ϕ3 (r) = ϕw

ln
(

rwo
rs

) · (ln (r) − ln (rs)
)
. (61)

Zur Bestimmung der Ladung auf dem Stator wird die Oberflächen-
ladungsdichte σr2 mit Hilfe des elektrischen Felds

−→
E 3 = E3r

−→e r = −grad (ϕ3) = − ϕw

r · ln
(

rwo
rs

)−→e r (62)

und des Flächennormalenvektors −→n des Stators berechnet zu

σr3 = −→n · −→D 3 (r = rs) = −−→e r · ε1E3r (r = rs)
−→e r

= ε1 · ϕw

rs · ln
(

rwo
rs

) . (63)

Die Ladung auf der Mantelfläche des Stators Qr3 berechnet sich
mit Hilfe des Flächenintegrals der Oberflächenladungsdichte über
die Länge des Statorabschnitts als

Qr3 =
∫ lw

liso

∫ 2·π

0
σr3 · r · dγ · dz = 2 · π · (lw − liso

) · ε1 · ϕw

ln
(

rwo
rs

) . (64)

Die in Gl. (2) enthaltene partielle Statorladung des oberhalb des
Wicklungskopfs der Statorwicklung vorliegenden Bereichs Qso er-
mittelt sich abschließend zu

Qso = Qr1 + Qz1 + Qz2 + Qr3. (65)
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Abb. 6. Feldgebiet unterhalb des Wicklungskopfs im Bereich der Iso-
lierung mit Randbedingungen

Abb. 7. Modifiziertes Feldgebiet unterhalb des Wicklungskopfs im
Bereich der Isolierung mit Randbedingungen; die axiale Ausladung
beträgt das Doppelte der realen Ausladung der Isolierung

3. Berechnung der unterhalb des Wicklungskopfs
influenzierten Statorladung

Die Abbildung 7 stellt das Feldgebiet unterhalb des Wicklungskopfs
der Statorwicklung dar. Die radialen Begrenzungen ergeben sich
durch den Radius der Unterkante des Wicklungskopfs der Stator-
wicklung rwu und den Radius des Rotors rr . Das Feldgebiet setzt
sich aus drei Materialien mit unterschiedlichen Permittivitäten zu-
sammen. Das erste Medium mit der Permittivität ε3 dient der Be-
rücksichtigung einer in den Stirnraum überstehenden Isolierung. Ein
eventuell vergossener Stirnraum wird durch das zweite Material mit
der Permittivität ε4 berücksichtigt. Das dritte Medium berücksich-
tigt das an den Rotor angrenzende Medium mit der Permittivität ε5.
Die Höhen der Schichten werden mit den Radien rgu1 und rgu2 be-
rücksichtigt. Das Statorblech liegt an der linken Seite des mittleren
Feldgebiets an. Das Raumgebiet erstreckt sich in axialer Richtung
bis zur Ausladung der Isolierung liso. Der Bereich mit z > liso leistet
in der Regel keinen nennenswerten Betrag zur Kapazität zwischen
Wicklung und Ständerblechpaket.

Auf Grund der komplexen Berücksichtigung der abwechselnden
Randbedingungen auf der radialen Achse des Feldgebiets wird der
in Abb. 7 dargestellte modifizierten Raumbereich betrachtet. An den
Begrenzungen in axialer Richtung liegen Dirichlet-Randbedingungen
vor. Für die Realisierung der geforderten Neumann-Randbedingun-
gen an der Position der axialen Länge der Isolierung erstreckt sich der
Bereich in axialer Richtung, analog zum Vorgehen im Abschn. 2.1,
über die doppelte Länge der Isolierung 2 · liso.

Die in Abschn. 2.1 hergeleitete Ansatzfunktion (28) kann auf
Grund der axial beidseitig vorhandenen Dirichlet-Randbedingungen

für die drei Potentialfelder angewendet werden

ϕ4 (r, z) =
∑

n=1,2,3,..

(
Ã4 · I0

(
k4 · r

) + B̃4 · K0
(
k4 · r

)) · sin
(
k4 · z

)
,

(66)

ϕ5 (r, z) =
∑

m=1,2,3,..

(
Ã5 · I0

(
k5 · r

) + B̃5 · K0
(
k5 · r

)) · sin
(
k5 · z

)
,

(67)

ϕ6 (r, z) =
∑

i=1,2,3,..

(
Ã6 · I0

(
k6 · r

) + B̃6 · K0
(
k6 · r

)) · sin
(
k6 · z

)
.

(68)

mit

k4 = j · π · n
2 · liso

,n = 1,2,3, . . . , (69)

k5 = j · π · m
2 · liso

,m = 1,2,3, . . . , (70)

k6 = j · π · i
2 · liso

, i = 1,2,3, . . . . (71)

Die Bestimmung der Koeffizienten und Konstanten erfolgt mit Hil-
fe der gestellten Randbedingungen

ϕ6 (r = rr , z) = 0, (72)

ϕ4 (r = rwu, z) = ϕw . (73)

und unter Berücksichtigung der Stetigkeitsbedingungen des Potenti-
als sowie der Normalkomponente des D-Felds an den Materialgren-
zen

ϕ4
(
r = rgu1, z

) = ϕ5
(
r = rgu1, z

)
, (74)

ϕ5
(
r = rgu2, z

) = ϕ6
(
r = rgu2, z

)
, (75)

− ε3 · ∂ϕ4
(
r = rgu1, z

)

∂r
= −ε4 · ∂ϕ5

(
r = rgu1, z

)

∂r
, (76)

− ε4 · ∂ϕ5
(
r = rgu2, z

)
∂r

= −ε5 · ∂ϕ6
(
r = rgu2, z

)
∂r

. (77)

Die Randbedingung auf der Rotoroberfläche (72) führt zu

B̃6 = −Ã6 · I0
(
k6 · rr

)

K0
(
k6 · rr

) . (78)

Zur Realisierung der Randbedingung am Wicklungskopf der Sta-
torwicklung (73) wird die in Abschn. 2.1 erläuterte Fourier-Reihe

F̃4 = 1
liso

·
∫ 2·liso

0
ϕw · sin

(
k4 · z

) · dz, (79)

F̃4 = −2 · ϕw

n · π ·
([−1

]n − 1
)

= Ã4 · I0
(
k4 · rwu

) + B̃4 · K0
(
k4 · rwu

)
(80)

angewendet. Die vier Stetigkeitsbedingungen (74) bis (77) führen zu
den Gleichungen

Ã4 · I0
(
k4 · rgu1

) + B̃4 · K0
(
k4 · rgu1

)

= Ã5 · I0
(
k5 · rgu1

) + B̃5 · K0
(
k5 · rgu1

)
, (81)

Ã5 · I0
(
k5 · rgu2

) + B̃5 · K0
(
k5 · rgu2

)

= Ã6 ·
(

I0
(
k6 · rgu2

) − I0
(
k6 · rr

)

K0
(
k6 · rr

) · K0
(
k6 · rgu1

))
(82)

ε3 · k4 ·
(
Ã4 · I1

(
k4 · rgu1

) − B̃4 · K1
(
k4 · rgu1

))
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= ε4 · k5 ·
(
Ã5 · I1

(
k5 · rgu1

) − B̃5 · K1
(
k5 · rgu1

))
(83)

ε4 · k5 ·
(
Ã5 · I1

(
k5rgu2

) − B̃5 · K1
(
k5rgu2

))

= ε5 · k6 · Ã6 ·
(

I1
(
k6rgu2

) + I0
(
k6rr

)

K0
(
k6rr

) · K1
(
k6rgu2

))
(84)

Die unbekannten Konstanten Ã4, B̃4, Ã5, B̃5 und Ã6 der drei Po-
tentialfelder (66) bis (68) können mit Hilfe der Gl. (81) bis (84) be-
stimmt werden. Zur Ermittlung der auf der Stirnfläche des Blechpa-
kets des Stators vorhandenen Ladung werden das D-Feld des vierten
Potentialfelds

−→
D 4 =

(
D4r

D4z

)
= ε3 ·

(
E4r

E4z

)
= −ε3 · grad (ϕ4) (85)

mit

D4r = −
∑

n=1,2,3,..

ε3 · k4 ·
(
Ã4 · I1

(
k4 · r

) − B̃4 · K1
(
k4 · r

)) · sin
(
k4 · z

)

(86)

und

D4z = −
∑

n=1,2,3,..

ε3 · k4 ·
(
Ã4 · I0

(
k4 · r

) + B̃4 · K0
(
k4 · r

)) · cos
(
k4 · z

)

(87)

sowie das D-Feld des fünften Potentialfelds

−→
D 5 =

(
D5r

D5z

)
= ε4 ·

(
E5r

E5z

)
= −ε4 · grad (ϕ5) (88)

mit

D5r = −
∑

m=1,2,3,..

ε4 · k5 ·
(
Ã5 · I1

(
k5 · r

) − B̃5 · K1
(
k5 · r

)) · sin
(
k5 · z

)

(89)
und

D5z = −
∑

m=1,2,3,..

ε4 ·k5 ·
(
Ã5 · I0

(
k5 · r

) + B̃5 · K0
(
k5 · r

)) ·cos
(
k5 · z

)

(90)
berechnet. Zur Bestimmung der Ladung auf der Stirnfläche des
Blechpakets des Stators im Bereich des fünften Potentialfelds wird
zu Beginn die Oberflächenladungsdichte σz3 ermittelt zu

σz3 = −→n · −→D 5 (r, z = 0) = −→e z · −→D 5 (r, z = 0) = D5z (r, z = 0) , (91)

σz3 = −
∑

m=1,2,3,..

ε4 · k5 ·
(
Ã5 · I0

(
k5 · r

) + B̃5 · K0
(
k5 · r

))
. (92)

Die Ladung auf der Stirnfläche des Stators Qz3 im Bereich des
fünften Potentialfelds berechnet sich mit Hilfe des Flächenintegrals
der Oberflächenladungsdichte über die radiale Höhe des Feldgebiets
zu

Qz3 =
∫ rgu1

rgu2

∫ 2·π

0
σz3 · r · dγ · dr, (93)

Qz3 = −
∑

m=1,2,3,..

2 · π · ε4 · k5

·
∫ rgu1

rgu2

r ·
(
Ã5 · I0

(
k5 · r

) + B̃5 · K0
(
k5 · r

)) · dr. (94)

Die in Abb. 6 enthaltenen Neumann-Randbedingungen an der
linken Seite des vierten und des sechsten Potentialfelds werden in
dem in Abb. 7 dargestellten modifizierten Feldgebiet durch Dirichlet-
Randbedingungen ersetzt. Die Neumann-Randbedingung des vier-
ten Potentialfelds führt zu einem direkten Eindringen des E-Felds in
das Statorblechpaket. Die hierdurch influenzierte Ladung auf dem

Statorblech ist in dem modifizierten Feldgebiet auf Grund der vor-
gegebenen Dirichlet-Randbedingung an der linken Seite des vierten
Potentialfelds nicht existent. Eine Korrektur erfolgt durch die Ermitt-
lung der Ladung Qz4 auf der linken Seite des vierten Potentialfelds.
Die Oberflächenladungsdichte σz4 berechnet sich zu

σz4 = −→n · −→D 4 (r, z = 0) = −→e z · −→D 4 (r, z = 0) = D4z (r, z = 0) , (95)

σz4 = −
∑

n=1,2,3,..

ε3 · k4 ·
(
Ã4 · I0

(
k4 · r

) + B̃4 · K0
(
k4 · r

))
. (96)

Die Ladung auf der Stirnfläche des Stators Qz4 im Bereich des
vierten Potentialfelds ergibt sich zu

Qz4 =
∫ rwu

rgu1

∫ 2·π

0
σz4 · r · dγ · dr, (97)

Qz4 = −
∑

n=1,2,3,..

2 · π · ε3 · k4

·
∫ rgo

rw
r ·

(
Ã4 · I0

(
k4 · r

) + B̃4 · K0
(
k4 · r

)) · dr. (98)

Die Lösung der in (94) und (98) verbleibenden Integrale erfolgt
numerisch.

Die in Gl. (2) enthaltene partielle Statorladung des unterhalb des
Wicklungskopfs der Statorwicklung vorliegenden Bereichs Qsu be-
rechnet sich zu

Qsu = Qz3 + Qz4. (99)

4. Validierung des Modells
Die Validierung des Modells erfolgt separat für die beiden in
Abb. 1 gekennzeichneten Bereiche. Für den Vergleich werden die in
den beiden Gebieten vorliegenden Stirnraumanteile der Wicklung-
Stator-Kapazität mit Hilfe von FEM-Simulationen (ANSYS Maxwell)
ermittelt. Für die Validierung des Bereichs oberhalb des Wicklungs-
kopfs der Statorwicklung entspricht der Ladung auf dem Stator Qs

folglich der influenzierten Ladung Qso. Für den Vergleich des Be-
reichs unterhalb des Wicklungskopfs entspricht die gesamte Ladung
auf dem Stator der influenzierten Ladung Qsu.

Die fünf untersuchten Maschinenvarianten für die Validierung des
Bereichs oberhalb des Wicklungskopfs, welche sich hinsichtlich ihrer
Geometrien und Materialeigenschaften unterscheiden, können der
Tab. 1 entnommen werden. Der FEM-Modellaufbau entspricht dem
in Abb. 2 dargestellten Feldgebiet.

Die simulierten Materialien sind Luft (εr ≈ 1), Epoxidharz (εr ≈ 5)
und Polyimid (εr ≈ 3). Die Tab. 2 enthält die analytisch berechne-
ten und die numerisch bestimmten Stirnraumanteile der Wicklung-
Stator-Kapazitäten.

Die fünf untersuchten Maschinenvarianten für die Validierung des
Bereichs unterhalb des Wicklungskopfs können der Tab. 3 entnom-
men werden. Der FEM-Modellaufbau entspricht dem in Abb. 6 dar-
gestellten Feldgebiet.

Die Tab. 4 enthält die analytisch berechneten und die numerisch
bestimmten Stirnraumanteile der Wicklung-Stator-Kapazitäten.

Die Abweichungen der beiden Modelle zur Ermittlung der ober-
halb und der unterhalb des Wicklungskopfs vorliegenden kapaziti-
ven Kopplung liegen im einstelligen Prozentbereich. Die Fehler sind
durch die nicht geschlossenen Lösungen der Feldgebiete und die in
Abb. 3 bzw. in Abb. 7 enthaltenen, zur axialen Begrenzung verwen-
deten Dirichlet-Randbedingungen zu begründen. Auf Grund der Be-
rücksichtigung der influenzierten Ladungen im Bereich der Isolatio-
nen steigen mit zunehmender Isolationsdicke die Abweichung an.
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Tab. 1. Geometrie- und Materialeigenschaften der untersuchten Modelle oberhalb des Wicklungskopfs

Variante rwo in mm rgo in mm rs in mm liso in mm lw in mm εr1 εr2

1 91,33 91,64 109,1 10,0 37,83 5,2 3,3
2 92,08 92,39 100,0 10,0 42,33 1,0 3,3
3 87,08 87,39 91,0 8,0 20,0 1,0 3,3
4 55,08 55,26 64,3 4,0 18,0 1,0 3,3
5 129,33 129,68 147,6 13,0 20,0 5,2 3,0

Tab. 2. Vergleich der oberhalb des Wicklungskopfs analytisch berechneten Stirnraumanteile der Wicklung-Stator-Kapazitäten mit den FEM-
Ergebnissen

Variante Cws,anal in pF Cws,FEM in pF Abweichung in %

1 111,40 113,75 −2,07
2 47,26 44,05 +7,29
3 41,52 37,94 +9,44
4 18,65 17,23 +8,24
5 107,26 113,85 −5,79

Tab. 3. Geometrie- und Materialeigenschaften der untersuchten Modelle unterhalb des Wicklungskopfs

Variante rw in mm rgu1 in mm rgu2 in mm rr in mm liso in mm εr3 εr4 εr5

1 94,0 93,5 90,8 89,8 4,0 3,3 5,2 1,0
2 80,0 79,6 77,2 76,1 7,0 3,1 5,2 1,0
3 72,0 71,7 67,5 66,4 5,0 3,1 5,2 1,0
4 69,0 68,7 65,8 65,0 8,0 3,3 5,2 1,0
5 69,0 68,7 65,8 65,0 8,0 5,2 5,2 1,0

Tab. 4. Vergleich der unterhalb des Wicklungskopfs analytisch berechneten Stirnraumanteile der Wicklung-Stator-Kapazitäten mit den FEM-
Ergebnissen

Variante Cws,anal in pF Cws,FEM in pF Abweichung in %

1 38,29 35,96 +6,48
2 31,76 32,14 −1,18
3 35,58 36,71 −3,08
4 31,93 32,63 −2,15
5 38,96 38,81 +0,39

Die Ladungen auf den Stirnflächen des Blechpakets des Stators wer-
den folglich überschätzt. Die Kapazitätswerte in Tab. 4 verdeutli-
chen, dass für die Ermittlung des Stirnraumanteils der Wicklung-
Stator-Kapazität die unterhalb des Wicklungskopfs der Statorwick-
lung vorliegende kapazitive Kopplung nicht vernachlässigbar ist.

5. Schlussfolgerungen und Ausblick
Diese Arbeit präsentiert eine einfache und zeiteffiziente analytische
Berechnung des Stirnraumanteils der Wicklung-Stator-Kapazität. Die
berücksichtigte kapazitive Kopplung zwischen dem Wicklungskopf
der Ständerwicklung und dem Stator setzt sich aus den Bereichen
unterhalb und oberhalb des Wicklungskopfs zusammen. Das be-
trachtete, obere Feldgebiet erstreckt sich in axialer Richtung über
die Ausladung des Wicklungskopfs, der unterhalb des Wicklungs-
kopfs betrachtete Bereich erstreckt sich über die Ausladung der Iso-
lierung. Die Bestimmung der Kapazität basiert auf der Separations-
methode zur Lösung der Laplace-Gleichung in einem ein- und in
zwei zweidimensionalen Gebieten. Der modellierte Stirnraum be-
steht aus fünf Medien mit unterschiedlichen Permittivitäten. Mit

Hilfe des vorgestellten Modells kann die Auswirkung von unter-
schiedlichen Geometrien und Materialien auf den Stirnraumanteil
der Wicklung-Stator-Kapazität bestimmt werden.
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