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Zusammenfassung.Im Rahmen dieser Arbeit wird ein alter-
nativer Ansatz zur Phasenrauschoptimierung von LC-Tank
Oszillatoren (VCOs) unter Verwendung stochastischer Dif-
ferentialgleichungen vorgestellt. Zunächst werden die linea-
ren Ans̈atze von Leeson, Hajimiri und Lee analysiert und
bewertet. Danach wird ein Konzept vorgestellt, mit dem
man die Rauscheigenschaften von VCOs auf der Grundlage
stochastischer Differentialgleichungen und Fokker-Planck-
Gleichungen untersuchen kann. Ziel dieser Arbeit ist eine
Beschreibung des Phasenrauschens auf der Basis einer nicht-
linearen Rauschmodellierung, welche Parameter eines VCOs
fr eine Optimierung beinhaltet. Es wurde ein Matlab-Tool er-
stellt und die Funktionalitt anhand von Simulationen verifi-
ziert.

1 Einleitung

Phasenrauschen ist in Kommunikationssystemen ein wichti-
ger Parameter beim Entwurf von VCOs. Das reziproke Mi-
schen von Phasenrauschen und Trgersignal verursacht ei-
ne Vielzahl von unerẅunschten Effekten wie Nachbarka-
nalsẗorungen, erḧohte Bitfehlerrate (BER) und Synchroni-
sationsproblemen in digitalen Systemen. Mit Modulations-
verfahren wie z.B. Orthogonal Frequency-Division Multi-
plex (OFDM), steigt auch die Nachfrage nach besseren spek-
tralen Eigenschaften. Demzufolge ist eine Optimierung des
Phasenrauschens und die Möglichkeit zur Modellierung von
großer Bedeutung.
Oszillatoren sind elektronische Schaltungen mit periodi-
schen Str̈omen und Spannungen die folgende Eigenschaften
besitzen: (a) feste Frequenz (bzw. einstellbar) (b) feste Am-
plitude (bzw. einstellbar) (c) Amplitude unabhängig von den
Anfangsbedingungen und (d) qualitatives Verhaltenändert
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Abb. 1. Dissipation und Grenzzyklus.

sich nicht beim Hinzuf̈ugen von kleinen parasitären Sẗorun-
gen.
Daraus ergibt sich, dass ein Oszillator mit Hilfe eines nicht-
linearen Systems modelliert werden muss, welches asympto-
tisch stabile periodische Lösungen aufweist (vgl.Mathis und
Russer, 2005; Kurz und Mathis, 1994). Im Rahmen der ma-
thematischen Theorie dynamischer Systeme werden solche
Lösungen durch stabile Grenzzyklen beschrieben, bei denen
es sich um isolierte geschlossene Kurven im Zustandsraum
handelt. Alle transienten L̈osungen mit Anfangsbedingun-
gen, die nicht auf der Kurve starten, laufen asymptotisch in
diese Kurve ein (Jordan und Smith, 1987). Um dieses Ver-
halten zu geẅahrleisten, muss das nichtlineare System kon-
tinuierlich Energie aufnehmen und abgeben (vgl. Abb.1).
Nach dem Jouleschen Gesetz sind Ohmsche Widerstände
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Abb. 2. Phasenrauschspektrum eines Oszillators.

� � � �

� � � �

� � � � � � � �

�

�

Abb. 3. Blockschaltbild eines positiven Feedback Regelkreises.

an ein Ẅarmebad gekoppelt. Durch diese Kopplung geht
Energie aus einer Oszillatorschaltung in das Wärmebad
über. Die Erḧohung der kinetischen Energie im Wärmebad
führt zu einer R̈uckwirkung auf das System und verstärkt
eine Teilchen-Fluktuation im Widerstand. Dieser Vorgang
wird durch das Dissipations-Fluktuationstheorem beschrie-
ben (Van Kampen, 1992). Oszillatoren sind folglich keine
deterministischen Systeme, was eine nichtlineare Rauschmo-
dellierung zur Beschreibung von Oszillatoreigenschaften er-
fordert.
Das Rauschen in Oszillatoren tritt als Amplituden- und Pha-
senrauschen in Erscheinung, die i.a. gekoppelt sind. Ei-
ne vollsẗandige Entkopplung der Rauscheffekte kann dazu
führen, dass einige Effekte unberücksichtigt bleiben (z.B.
Frequenzshift, sieheMaffezoni, 2007; Hänggi und Risebo-
rough, 1983). Mit Hilfe der Mittelungsmethode nachBogo-
liubov (1963) undStratonovich(1967) kann man aus den ge-
koppelten Amplituden- und Phasengleichungen eine Nähe-
rungsbeschreibung bestimmen, mit denen man auch die eben
erwähnten Effekte analysieren kann.
Die periodischen L̈osungen von Oszillatoren liefern ein Li-
nienspektrum (vgl. Abb.2).
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Abb. 4. Blockschaltbild eines positiven LC-Feedback Oszillator.
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Abb. 5. Übertragungssytem nach Hajimiri und Lee.

Basierend auf einer Arbeit vonLax (1967) wird im Fol-
genden gezeigt, dass die Linienaufweitung der spektralen
Leistungsdichte durch das Einbringen einer Rauschquelle
in die nichtlineare Differentialgleichung des Oszillators er-
klärbar ist und nicht durch eine Filterung, wie in linearen
Rauschmodellen, erzeugt wird. Weiterhin wird eine nichtli-
neare Rauschmodellierung von Oszillatoren vorgestellt und
deren Ergebnisse anhand eines Van der Pol Oszillators ex-
emplarisch dargestellt. Mit Hilfe einer in Matlab implemen-
tierten Toolbox k̈onnen die Ergebnisse der numerischen Si-
mulation pr̈asentiert werden.

2 Lineare Modelle

In vielen Untersuchungen (Leeson, 1966; Craninckx und
Steyaert, 1995; Sauvage, 1977; Nallatamby et al., 2003) zum
Phasenrauschen werden linear zeitinvariante (LTI) Modelle
für High-Q und Quarz-Oszillatoren verwendet. Die bekannte
Leeson Formel (Leeson, 1966) kann unter Ber̈ucksichtigung
des Barkhausen-Kriteriums bestimmt werden. Dazu wird das
Rückkopplungsnetzwerk aus Abb.3 mit Hilfe einesäquiva-
lenten Netzwerkmodells (siehe Abb.4) realisiert und n̈ahe-
rungsweise die Impedanz

Z(ω0 + 1ω) ≈
Rp

1 + j2QL
1ω
ω0

(1)

des Parallelschwingkreises bei der Frequenzω0 + 1ω

bestimmt (QL: Schwingkreisg̈ute). Durch Aufstellen der
ÜbertragungsfunktionH(jω)

H(jω) =
Ua

Ue

= 1 +
1

j2QL
1ω
ω0

(2)

und Annahme eines Eingangsrauschspektrum der Form

Sx(1ω) = 2FkT R ·

(
1 +

ωc

1ω

)
, (3)
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wobei F die Effektive Rauschzahl,R der rauschende Wi-
derstand undωc die Eckfrequenz des 1/f -Rauschens ist,
kann das Ausgangsphasenrauschen mit Hilfe der Wiener-
Lee-Beziehung

L(1ω) = Sx(1ω) · |H(jω)|2 (4)

ermittelt werden zu

L(1ω) = 2FkT R · [1 + (
ω0

2QL1ω
)2

] · ·(1 +
ωc

1ω
).

Die FaktorenF undωc stellen hierbei die empirisch zu be-
stimmenden Parameter dar. Trotz großer praktischer Bedeu-
tung dieser Modelle, basieren sie auf einer starken Vereinfa-
chung des Problems. Sie verdecken auch die fundamentale
Fragestellungen, wie die, dass rauschende Oszillatoren eine
spektrale Dispersion aufweisen, die nicht mit einem linearen
Modell erklrt werden kann (Demir et al., 2000).
Um die Nichtlineariẗaten in High-Q Oszillatoren zu berück-
sichtigen und die Rauschanalyse zu verbessern, wurden ei-
nige Untersuchungen mittels linear zeitvarianter (LTV) Me-
thoden durchgeführt (vgl. Hajimiri und Lee, 1998). Das
Verfahren von Hajimiri und Lee basiert auf einem zwei-
stufigen Übertragungssystems (vgl. Abb.5), welches den
Rauschstrom in die Ausgangsspannung transformiert. Das
erste, LTV System repräsentiert die Rauschstrom-Phasen-
Umsetzung durch die von Hajimiri und Lee definierte, zeit-
variante “Impulse Sensitivity Function” (ISF). Das zweite,
nichtlineare System stellt eine Phasenmodulation dar, wel-
che die Phasenänderung in die Ausgangsspannung trans-
formiert. Basierend auf deterministischen Störungen, liefern
LTV Analysen eine bessere Abschätzung des Spektrums als
LTI Verfahren (Demir et al., 2000). Dennoch bleiben bei
der LTV Analyse mit stochastischen Störungen einige nicht-
physikalische Ergebnisse der LTI Analyse, wie das unendlich
groe Rauschen bei der Oszillationsfrequenz, bestehen und
ermöglichen wenig Einblick in die grundlegenden physika-
lischen Mechanismen des Phasenrauschens.

3 Stochastische Beschreibung von VCOs

Um die tats̈achlichen physikalischen Rauschvorgänge in
VOCs zu modellieren, gehen wir zunächst von einer deter-
ministischen Beschreibung solcher Schaltungen aus, die das
nichtlineare Verhalten und insbesondere das Auftreten von
Grenzzyklen repr̈asentieren. Allgemeine nichtlineare Schal-
tungen lassen sich in folgender Weise modellieren

dx
dt

= a(x(t), t). (5)

Das thermische Rauschen in einer Schaltung wird nun
durch einen nichtlinear angekoppelten weißen Vektor-
Rauschprozessξ(t) modelliert, d.h. es ergibt sich

dx
dt

= a(x(t), t) + B(x(t), t) ξ(t), (6)

wobeiξ(t) ein weißer Rauschprozess ist, der folgende Eigen-
schaften besitzt (〈·〉 ist der Mittelwertoperator)

〈ξi(t)〉 = 0, 〈ξi(t) ξj (t + τ)〉 = δij δ(τ ) (7)

und die Anfangsbedingungenx(t0)=x0 mit i, j=1, · · · , n

vorgegeben sind. Differentialgleichungen dieses Typs
geḧoren zur Klasse stochastischer Differentialgleichungen
(SDEs). Unsynchronisierte Oszillatorschaltungen besitzen
keine explizite Zeitabḧangigkeit, so dass für den Driftvektor
a=a(x(t)) und für die DiffusionsmatrixB=B(x(t)) gilt.
Vom Standpunkt der statistischen Thermodynamik ist ein
Grenzzyklus (vgl. Abb.1) ein dynamischer Prozess, der
fernab vom Gleichgewicht stattfindet. Damit können die von
Weiss und Mathis (Mathis und Weiss, 2003; Weiss und Ma-
this, 1999) entwickelten Methoden der Rauschbeschreibung
in nichtlinearen Schaltungen nicht mehr angewendet werden,
da sie sich auf Prozesse in der “Nähe” des Gleichgewichts
beziehen.
Man kann zeigen, dass die Lösungen von SDEs stocha-
stische Prozesse sind, die Eigenschaften eines Markow
Prozesses besitzen. Solche Prozesse werden mit Hilfe der
sogenannten Chapman-Kolmogorov-Integralgleichung (CK-
Gleichung) charakterisiert; vgl. z.B.Van Kampen(1992).
Löst man die CK-Gleichung mit Hilfe einer sogenannten
Kramers-Moyal-Entwicklung, in der bis auf die ersten
beiden Terme s̈amtliche Terme verschwinden, dann erhält
man eine sogenannte Fokker-Planck-Differentialgleichung
(FP-Gleichung)

∂p(x, t |x0, t0)

∂t
= −

n∑
i=1

∂

∂xi

[[a]ip(x, t |x0, t0)]

+
1

2

n∑
i,j=1

∂2

∂xi∂xj

[[BBT
]ijp(x, t |x0, t0)], (8)

wobei p(x, t) die Übergangswahrscheinlichkeit des zu-
geḧorigen Markow-Prozesses ist; sieheRisken(1989). Die
Lösung der FP-Gleichung ist bei realen Schaltungen auf-
grund der vielen Variablen und der Parabolizität der Glei-
chung sehr aufwendig. Exakte Lösungen sind mit Ausnahme
der Van der Pol Gleichung kaum verfügbar (Risken, 1989)
und auch die Numerik solcher Gleichungen ist schwierig.
Deshalb verwenden wir im folgenden numerische Verfahren
für die SDE (Gl.6).

4 Linienaufweitung der spektralen Leistungsdichte

Bei der geẅohnlichen quasilinearen Betrachtungen von Rau-
schen in nichtlinearen Systemen, verursacht das Rauschen
einen additiven Effekt zum Trägersignal. Wendet man die
quasilinearen Verfahren bei einem Oszillator an, würde man
ein Spektrum der Ausgangsspannung erhalten, das aus einem
diskreten Spektrum fr den Grenzzyklus und einem additiven
Rauschgrund besteht. Wie man jedoch experimentell zeigen
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Abb. 6. Grafische Benutzeroberfläche.

kann (sieheLax, 1967), erzeugt Rauschen in einem Oszilla-
tor eine Linienaufweitung des Spektrums, die man als Lor-
entzlinie bezeichnet.
Voraussetzung für eine quasilineare Betrachtung von nicht-

linearen Systemen ist dessen Stabilität. Die Amplitude eines
Grenzzyklus weist ein stabiles, die Phase jedoch ein instabi-
les Verhalten auf. Somit ist eine quasilineare Betrachtung der
Phase nicht m̈oglich.
Folgende Differentialgleichung für die Phase kann abgeleitet
werden (Lax, 1967)

dφ

dt
= ξ(t) · cos(φ + ω0t). (9)

Dabei beschreibtξ(t) eine weiße, Gaußsche Zufallsvaria-
ble, die proportional zum Eingangsrauschen ist.φ+ω0t ist
die Momentan-Phase undω0 die Oszillatorfrequenz. Glei-
chung (9) beschreibt einen nichtstationären Markow-Prozess
dessen Diffusionskonstante zeitabhängig und proportional zu
cos2(ω0t+φ) ist. Für große Zeiten (t�(ω0)

−1) kann jedoch
eine FP-Gleichung abgeleitet werden (Risken, 1989). Man
kann zeigen (Lax, 1967), dass zwischen der nichtlinearen
SDE Gl. (9), dem vereinfachten, linearen Prozess

dφ/dt = ξ(t) · cos(ω0t) (10)

und dem reduzierten Prozess

dφ/dt = 1/
√

2 · ξ(t) (11)

kein Unterschied zwischen ihren statistischen Verhalten be-
steht. Der reduzierte Prozessφ entspricht einer geẅohnlichen
Brownschen Bewegung (Wiener Prozess). Die spektrale Lei-
stungsdichte (SLD) der Zustandsgröße

x(t) = a(t) · eφ(t)e−jω0t (12)

kann nun mit Hilfe der Fourier-Transformation der Au-
tokorrelationsfunktion (AKF) bestimmt werden (Wiener-
Khintchine Theorem).

〈x∗(t)x(0)〉 ≈ 〈|a|
2
〉〈ej [φ(t)−φ(0)]

〉ejω0t (13)

Die Amplituden-Fluktuationena(t) wurden bei der Bestim-
mung der AKF in Gl. (13) vernachl̈assigt. Daφ eine mittel-
wertfreie Gauß-Variable ist, ergibt sich folgende Beziehung

〈ej [φ(t)−φ(0)]
〉 = e−

1
2 〈[φ(t)−φ(0)]2〉. (14)

Für eine weitere Betrachtung (für t�(ω0)
−1) kann der linea-

re Prozessφ verwendet werden, der ein Wiener Prozess ist
und bei dem die mittlere quadratische Verschiebung linear
mit der Zeit ansteigt (Papoulis, 1965)

〈[φ(t) − φ(0)]2〉 = W · |t |. (15)

Folglich kann die AKF in die Form

〈x∗(t)x(0)〉 = 〈|a(t)|2〉e−3p ·|t |
· ejω0t (16)

mit 3p =
1
2W umgeschrieben werden.

Das Rauschspektrum erhält somit die bekannte Lorentzform:

〈x∗
ωxω〉 =

∞∫
−∞

e−jωtdt〈a∗(t)a(0)〉

= |a0|
2 3p

32
p + (ω − ω0)2

(17)

Der Parameter

3p =
1

2
W =

1

4
(G2)ω0 =

1

4

(e2)ω0

|L′a0|
2

(18)

gibt ein Maß f̈ur die Breite der SLD wieder, wobeiL′ eine
Induktivität, (e2)ω0 die Leistung der Rauschquelle und|a0|

den Betrag der Amplitude bei der Oszillatorfrequenzω0 wi-
derspiegelt. Damit ist gezeigt, dass der Rauschprozess selbst
eine Linienaufweitung der SLD in Form einer Lorentzlinie
erzeugt. Eine entsprechende Beziehung der SLD fr einen
LC-VCO wurde in der Arbeit [Magierowski und Zukotyn-
ski (2004)] vorgestellt, welche einen mathematischen Zu-
sammenhang zwischen Designparametern und SLD formu-
liert. In dieser Arbeit wird gezeigt, dass durch eine numeri-
sche L̈osung der SDE die AKF und SLD, durch Bestimmung
der einzelnen Trajektorien und anschlieender Mittelung, an-
gen̈ahert werden k̈onnen (siehe Abschnitt5).

5 Simulationsergebnisse

Die Van der Pol Gleichung reprsentiert eine Klasse von Dif-
ferentialgleichungen mit Grenzzyklus, die zur Beschreibung
von VCOs geeignet sind. Hier wird diese Gleichung zur Illu-
stration der Simulationsmethoden verwendet:

ẍ + ε(x2
− 1)ẋ + x = a · ξ (19)
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Abb. 7. Van der Pol Oszillator mit Rauschen.(a) Oszillation mit schwachem Rauschen;(b) Oszillation mit starkem Rauschen;(c) Grenzzy-
klus mit schwachem Rauschen;(d) Grenzzyklus mit starkem Rauschen.

Die Differentialgleichung des Van der Pol Oszillators wird
in dieser Arbeit als It̂o-Integral dargestellt und mit Hil-
fe des Euler-Maruyama Verfahren numerisch gelöst (Kloe-
den et al., 1994). Zur einfacheren Untersuchung verschiede-
ner Oszillator-Modelle wurde eine graphische Benutzerober-
fläche (GUI) (Marchand, 1999) angefertigt (Abb.6). Durch
ver̈andern der Nichtlinearität wird die Form der Oszillation,
im Zeitbereich und Zustandsraum dargestellt (siehe Abb.7),
beeinflusst und f̈ur ε=0.2 stellt sich ein fast sinusförmiger
Verlauf ein. Wie aus Abb.7c und d zu erkennen ist, wird der
Grenzzyklus mit zunehmenden Amplituden- und Phasenrau-
schen breiter und unförmiger. In den Abb.8a und b sieht man
die Sinusschwingung des Mittelwertes von 50 Trajektorien
und die Gaußartigen Wahrscheinlichkeitsdichten zu jedem
Zeitpunkt der Oszillation. Die Varianz nimmt mit stärker
werdenden Rauschen zu, was sich in der Verbreiterung der
Gauß-Kurven deutlich macht. Die Bestimmung der AKF er-
folgt mit Hilfe einer zyklischen Erweiterung (sieheAmbar-
dar, 1999) um den Einfluss der Fensterung bei einer endli-
chen Abtastfolge auszublenden.

In Abb. 9a und b sieht man den AKF-Verlauf der periodisch
erweiterten L̈osung fr 50 Trajektorien. Im n̈achsten Schritt
wird der Scharmittelwert aller Trajektorien der Autokorrela-
tionsfunktion gebildet, der unverfälschte Teil ausgelesen und
der Rand mit Nullen aufgefüllt Abb. 9 c und d.
Der Verlauf der AKF entspricht den analytischen Ergeb-
nissen von Demir, Gleeson und ODoherty (sieheDemir
et al., 2000, O’Doherty und Gleeson, 2005), nach denen
die AKF eines rauschbehafteten Oszillators, einer Cosinus-
schwingung miẗuberlagerter Exponentialfunktion entspricht

Rxx(τ ) = exp(−
1

2
�2ζ τ) cos(�τ). (20)

Die Konstanteζ in Gl. (20) beschreibt einen Faktor propor-
tional zur Rauschgröße.
Zur Berechnung der SLD wurde das Schätzverfahren
nach der Welch-Methode gewählt, da die herk̈ommliche
Periodogramm-Methode schlechtere Ergebnisse liefert (sie-
heOppenheim et al., 1989).
Wie zu erkennen ist, hat schwaches Rauschen lediglich Ein-
fluss auf die Amplitude der SLD und nicht auf die Lage ihrer

www.adv-radio-sci.net/6/181/2008/ Adv. Radio Sci., 6, 181–187, 2008



186 T. Thiessen et al.: Nichtlineare Rauschmodellierung

(a)

(b)

Abb. 8. Gauß-Dichte.(a) Gauß-Dichte mit Rauschfaktor 0.4;(b)
Gauß-Dichte mit Rauschfaktor 0.8.

Mittenfrequenz. Die Verschiebung der einzelnen Trajektori-
en der SLD untereinander nimmt mit steigendem Rauschen
zu (siehe Abb.10a und c). Aus der Verschiebung der Tra-
jektorien resultiert eine relative Verbreiterung des gemittel-
ten Spektrums in Abb.10b und d. Die SLD einer Oszillation
ohne Rauschen m̈usste die Form einer Delta-Funktion auf-
weisen. Jedoch entsteht durch das numerische Verfahren eine
methoden-bedingte endliche Breite der SLD. Deswegen ist
bei der Auswertung die relative und nicht die absolute Breite
der SLD relevant.

6 Diskussion

In dieser Arbeit wurde erläutert, dass ein Oszillator mit Hil-
fe eines nichtlinearen Systems modelliert werden muss, wel-
ches als L̈osungen stabile Grenzzyklen aufweist und somit
nach dem Dissipations-Fluktuationstheorem zumindest das
thermische Rauschen in Oszillatoren berücksichtigt werden
muss.
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Abb. 9. AKF von 50 Trajektorien.(a) AKF mit schwachem
Rauschen und periodischer Erweiterung;(b) AKF mit starkem
Rauschen und periodischer Erweiterung;(c) Gemittelte AKF mit
schwachem Rauschen;(d) Gemittelte AKF mit starkem Rauschen.
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Abb. 10. Spektrale Leistungsdichte von 50 Trajektorien.(a) SLD
mit mittlerem Rauschen;(b) Gemittelte SLD mit mittlerem Rau-
schen;(c) SLD mit starkem Rauschen;(d) Gemittelte SLD mit star-
kem Rauschen.

Die in der Praxis verwendeten linearen Modelle wurden ge-
nauer untersucht und nachgewiesen, dass sie die spektrale
Dispersion rauschender Oszillatoren durch eine lineare For-
mung des Eingangsrauschens mit Hilfe eines Filterprozesses
nachbilden. Die Filterfunktion wird dabei durch eine Impe-
danzbestimmung ermittelt und erzeugt ein Spektrum in Form
einer Gaußartigen Verteilung, die einer Lorentzlinieähnlich
ist. Die in dieser Arbeit verwendeten stochastischen Diffe-
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rentialgleichungen beinhalten dieses Effekt intrinsisch und
müssen nicht auf eine Rauschformung zurückgreifen.
Da sich nichtlineare stochastische Differentialgleichungen,
analog zu geẅohnlichen Differentialgleichungen, häufig
nicht analytisch l̈osen lassen, wurden sie mit dem nume-
rischen Verfahren nach Euler-Maruyama gelöst. Eineäqui-
valente Darstellung der stochastischen Differentialgleichung
bietet die Fokker-Planck-Gleichung. Ihre Ableitung wurde
kurz vorgestellt, wobei jedoch auf ihre Anwendung ange-
sichts der aufwendigen Lösung verzichtet wurde.
Es wurde eine Toolbox in Matlab mit einer graphischen Be-
nutzeroberfl̈ache entwickelt, welche die Eigenschaften, wie
Oszillation- und Grenzzyklusverlauf, Wahrscheinlichkeits-
dichte, AKF und SLD einer stochastischen Differentialglei-
chung bestimmen kann. Beispielhaft wurde die numerische
Simulation anhand der Van der Pol SDE nach Itô mit Hilfe
des Euler-Maruyama Verfahrens durchgeführt und gezeigt,
dass die Simulation qualitativ und teilweise quantitativ mit
den Ergebnissen in der Literaturübereinstimmt.
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