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Zusammenfassung.Es wird ein alternativer Ansatz zum
Entwurf von vollintegrierten LC Oszillatoren mit Hilfe der
Andronov-Hopf Bifurkationsanalyse unter Einbeziehung ei-
nes nichtlinearen Overall-Modells für MOS-Transistoren
(EKV-Modell) vorgestellt. Das in dieser Arbeit vorgestell-
te Verfahren beschreibt die MOS-Kapazität des VCOs über
geometrische Gundgrößen, die damit nur als Längen- und
Weitenverhältnisse in die Bifurkationsanalyse eingehen. Zur
Beschreibung der MOS-Kapazität wurde ein Basic-Charge-
Modell, wie es in den Arbeiten von Enz und Vittoz vorge-
stellt wurde, in Verbindung einer expliziten analytischen Nä-
herung des Oberflächenpotenzials verwendet. Das Verfahren
ermöglicht es, als zusätzlichen Freiheitsgrad für den Desi-
gner auch die Amplitude zur Optimierung der Bauteilpara-
meter heranzuziehen und vorab eine genauere Abschätzung
der Parameter des Varaktors zu erhalten. Zusammengefasst
in einer Toolbox führt die Anwendung des Verfahrens auf
einen grafischen Optimierungsprozess, mit dessen Hilfe die
Parameter analytisch bestimmt werden können. Die verwen-
dete Methode erweitert den von Hajimiri und Ham vorge-
stellten Entwurfsprozess von LC-Tank VCOs um eine Sta-
bilitätsanalyse, die Berücksichtigung harmonischer höherer
Ordnung und die physikalisch exakte Modellierung der Va-
raktorkapazitäten.

1 Einleitung

Die Oszillatorschaltung bzw. die spannungsgesteuerte Os-
zillatorschaltung ist heute eine der wichtigsten integrierten
Schaltungen. Sie findet in fast allen Anwendungsbereichen
der mobilen Kommunikationstechnik, wie Bluetooth, WI-
MAX, WLAN, UMTS und GSM Anwendung und ist zen-
trales Thema vieler aktueller Forschungsarbeiten. Die da-
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bei behandelten Probleme, wie die Forderungen nach gerin-
gem Leistungsbedarf, geringem Phasenrauschen, einem ho-
hen Integrationsgrad und geringen Kosten bei der Herstel-
lung, ergeben sich zum größten Teil durch die hohe Mo-
bilität der Endgeräte, in denen integrierte Oszillatorschal-
tungen zum Einsatz kommen. Der Entwurf von Oszillato-
ren ist dementsprechend eine sehr komplexe Aufgabe und
bedarf einer ständigen Optimierung der dazu angewandten
Entwurfsmethoden. Demzufolge muss für einen verbesser-
ten Entwurfsprozess ein stärkeres Verständnis der physikali-
schen Vorgänge im Oszillators entwickelt und diese mit Hilfe
von mathematisch verbesserten Modellen beschrieben wer-
den. Da der Oszillator ein nichtlineares System ist, kann ei-
ne genauere Beschreibung und Analyse des Oszillators nur
auf einer nichtlinearen Betrachtungsweise basieren. Aus die-
sem Grund müssen bei Oszillatoren lineare Beschreibungen
durch nichtlineare Beschreibungen erweitert oder auch er-
setzt werden. Wir zeigen eine Erweiterung der nichtlinea-
ren Modellierung des Oszillators mit Hilfe der Andronov-
Hopf-Bifurkation, wie sie schon in vorangegangenen Arbei-
ten durchgeführt wurde (Mathis, 2004, 1987; Prochaska et
al., 2005). In einem neuartigen Ansatz werden die Beschrei-
bungsgleichungen von Oszillatoren durch Hinzufügen einer
spannungsabhängigen Kapazität erweitert, so dass man einen
spannungsgesteuerten Oszillator erhält, auf den eine Bifur-
kationsanalyse angewendet werden kann. Die dafür gewähl-
te Schaltungstopologie ist der LC-Tank Oszillator, da dieser
wegen seiner guten Phasenrauscheigenschaften und einem
hohen Integrationsgrad beim Entwurf von integrierten ana-
logen Schaltungen sehr weit verbreitet ist.

2 Andronov-Hopf Bifurkation

Den Ausgangspunkt der Andronov-Hopf Bifurkation bildet
ein nichtlineares dynamisches System folgender Form:

ẋ = f(x, µ), f : Rn → Rn, x ∈ Rn. (1)
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Abbildung 1. Andronov-Hopf Bifurkation

ẋ = f(x, µ), f : R
n → R

n, x ∈ R
n. (1)

In der Funktionf(x, µ) stelltµ einen freien Netzwerkparame-
ter oder eine Kombination aus Parametern dar, die zur spä-
teren Optimierung zur Verfügung stehen. Zunächst müssen
die Art und die sich daraus ergebenen Zustände des Systems
betrachtet werden. Ist der Parameterµ sinnvoll gewählt er-
wartet man fürµ < 0, dass sich das System in einem stabi-
len Arbeitspunkt befindet und dieser dann fürµ > 0 in einen
stabilen Grenzzyklus übergeht. Dies entspricht dem einge-
schwungenen Zustand eines elektrischen Oszillators.
An dieser Stelle wird die Andronov-Hopf Bifurkation zur
Beschreibung des Systems genutzt, da die eben genannten
Erwartungen genau dann erfüllt werden, wenn die Voraus-
setzungen dieses Theorems erfüllt sind.

Satz von Andronov-Hopf:

Sind die folgenden Voraussetzungen

1. Die Jacobi-MatrixJf (x, µ)|x=0
µ=0 besitzt ein konjugiert

komplexes Eigenwertpaarλ1,2 = ±jω0

2. Alle weiteren Eigenwerte haben einen negativen Real-
teil

3. Die Transversalitätsbedingungd
dµ

<λ(µ)|µ=0 > 0 ist
erfüllt

4. Der Gleichgewichtspunkt ist fürµ = 0 asymptotisch
stabil

erfüllt, dann existieren zwei hinreichend kleine Parameter
µ1 und µ2, so dass im Intervall(−µ1, 0) alle transienten
Lösungen spiralförmig in den stabilen Gleichgewichtspunkt
0 einlaufen. Für das Intervall(0, µ2) existiert als Lösung

Abbildung 2. Vereinfachtes Ersatzschaltbild

des Systems eine isolierte geschlossenen Kurve im Zu-
standsraum, die im Rahmen der mathematischen Theorie
dynamischer Systeme Grenzzyklus genannt wird. Alle
transienten Lösungen mit Anfangsbedingungen die nicht auf
dem Grenzzyklus starten laufen asymptotisch in den Grenz-
zyklus ein. Eine Vergrößerung des Bifurkationsparameters
führt zu einer Aufweitung des Grenzzyklus und dement-
sprechend zu einem Anstieg der Oszillationsamplitude (vgl.
[Guckenheimer (1983)] und [Mathis (2005)] .

3 Bifurkationsanalyse von LC-Tank Oszillatoren

Um die Bifurkationsanalyse im Sinne früherer Arbeiten ( z.
B. [Prochaska (2005)]) auf den Designprozess von Oszilla-
toren anwenden zu können, wird zunächst das allgemeine
Kleinsignalersatzschaltbild eines LC-Tank Oszillators,
wie es von Hajimiri [Hajimiri (2001)] bekannt ist, weiter
vereinfacht. Das Ersatzschaltbild wird für unsere Zwecke
auf eine Parallelschaltung aus Induktivität, Kapazität, den in
einem ohmschen Widerstand zusammengefassten Verlusten
und einem nichtlinearen Widerstand zur Kompensation
der Verluste zurückgeführt. Dafür müssen aus dem Ersatz-
schaltbild nach Hajimiri zunächst alle Reihenschaltungen
in Parallelschaltungen umgerechnet werden (siehe Abb. 2).
Ausgehend von dem zuvor gezeigten Ersatzschaltbild, wird
nun ein nichtlineares dynamisches System zweiter Ordnung
mit Hilfe von Netzwerkgleichungen aufgestellt. Dabei steht
der Indext für die Schwingkreisgrößen (engl. Tank).

Die Spannung über der Induktivität ist beschrieben mit

Vt = Lt
diL
dt
. (2)

Der Strom durch den nichtlinearen Widerstand wird über die
Summe der Ströme im Knoten berechnet

−id(Vt) = iR + iC + iL

id(Vt) =
Vt
Rt

+ Ct
dVt
dt

+ iL. (3)
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Aufweitung des Grenzzyklus und dementsprechend zu ei-
nem Anstieg der Oszillationsamplitude (vgl.Guckenheimer
und Holmes, 1983, undMathis und Russer, 2005).
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mit Hilfe von Netzwerkgleichungen aufgestellt. Dabei steht
der Indext für die Schwingkreisgrößen (engl. Tank).
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Aus der Spannung und der Summe der Knotenströme erge-
ben sich folgende Differenzialgleichungen

dVt

dt
= −

Vt

RtCt
−
iL

Ct
−
id(Vt )

Ct
(4)
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diL

dt
=
Vt

Lt
. (5)

Diese bilden zusammengefasst folgendes nichtlineare dyna-
mische System zweiter Ordnung(
dVt
dt
diL
dt

)
=

(
−

1
RtCt

−
1
Ct

1
Lt

0

)(
Vt
iL

)
−

(
id (Vt )
Ct

0

)
, (6)

was einem Differenzialsystem der Form

ẋ = f(x, µ), f : Rn → Rn, x ∈ Rn. (7)

entspricht. Für die Beschreibung des von der Oszillatoram-
plitude abhängigen Stromesid durch den nichtlinearen Wi-
derstand wurde ein von Buonomo (Buonomo und Lo Schia-
vo, 2002) vorgestellter Ansätze gewählt,

id(Vt ) = −IBias
Vt

νn

√
1 −

V 2
t

ν2
n

(8)

mit

νn = 2

√
IBiasLn

µnCoxWn

. (9)

Die GrößenWn undLn sind Weite und Länge der Transis-
toren, die zur Realisierung des nichtlinearen Widerstandes
verwendet werden. Da der VCO über die Änderung der Ka-
pazität in seiner Frequenz abgestimmt wird, dass oben ge-
zeigte System jedoch nur eine Beschreibung mit konstanten
Kapazität ist, beziehen sich alle Berechnungen nur auf den
Oszillator mit fester Frequenz. Zur Beschreibung eines span-
nungsgesteuerten Oszillators muss der Ansatz zur Berech-
nung der Amplitude um ein nichtlineares Modell der Kapa-
zität erweitert werden. Dabei soll angemerkt werden, dass
auch schon im Falle eines Oszillators mit fester Frequenz, auf
Grund der Dynamik des Systems, nicht von einer konstanten
Kapazität ausgegangen werden kann. Somit ergibt sich das
neue erweiterte Ersatzschaltbild (siehe Abb.4).

4 Oberflächenpotenzial basierte Modellierung von
MOS-Kapazitäten

Um das System der zuvor erläuterten Bifurkationsanalyse
auf den VCO zu erweitern, wird eine analytische Beschrei-
bung der verwendeten MOS-Kapazität benötigt. In den meis-
ten Modellen (z.B. aus der BSIM-Familie) werden dazu
die einzelnen Arbeitsbereiche eines MOS-Transistors durch
Näherungen beschrieben und am Ende zu einer Gesamt-
beschreibung zusammengefügt. Beim Basic Charge Modell
(Enz und Vittoz, 2006) handelt es sich um ein so genann-
tes Overall-Modell, welches eine kontinuierliche Beschrei-
bung der MOS-Kapazität in allen Bereichen liefert. Die
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tes Overall-Modell, welches eine kontinuierliche Beschrei-
bung der MOS-Kapazität in allen Bereichen liefert. Die
grundlegende Idee dabei ist, eine Betrachtung des MOS-
Varaktorverhaltens in Abhängigkeit der Ladungsverteilung
bzw. des Oberflächenpotenzials des Halbleiters anzustellen.
Dabei wird die vom Gleichgewicht abweichende Ladungs-
verteilung im Inneren des Halbleiters berechnet und daraus
die unter der Oberfläche befindliche Ladungsflächendichte
bestimmt. Im Folgenden werden alle Berechnungen auf ein
p-dotiertes Substrat bezogen und zur Vereinfachung wird da-
von ausgegangen, dass alle Dotieratome (Akzeptoren) im
Substrat ionisiert sind (Störstellenerschöpfung). Die Gesamt-
kapazität

Cges =
Csi · Cox
Csi + Cox

, (10)

berechnet sich dabei aus der Reihenschaltung der konstanten
Oxidkapazität

Cox =
εox ∗ ε0 ∗A

tox
(11)

und der aus dem Zusammenhang

Csi =
d(−Qsi)
dψs

(12)

abgeleiteten spannungsabhängige Kapazität über der Raum-
ladungszone

Csi =
εsiUT
LD

dF

dψs

=
εsi

2LD

exp
(
ψs−2φF −V

UT

)
− exp

(
−ψs

UT

)
+ 1

F (ψs, 2φF + V )
.

(13)

Da es sich bei der Gleichung um die Abhängigkeit der Ka-
pazität vom Oberflächenpotenzial handelt, man das Oberflä-
chenpotenzial jedoch nicht als einstellbaren Parameter zur
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p-dotiertes Substrat bezogen und zur Vereinfachung wird da-
von ausgegangen, dass alle Dotieratome (Akzeptoren) im
Substrat ionisiert sind (Störstellenerschöpfung). Die Gesamt-
kapazität

Cges=
Csi · Cox

Csi + Cox
, (10)

berechnet sich dabei aus der Reihenschaltung der konstanten
Oxidkapazität

Cox =
εox ∗ ε0 ∗ A

tox
(11)

und der aus dem Zusammenhang

Csi =
d(−Qsi)

dψs
(12)

abgeleiteten spannungsabhängige Kapazität über der Raum-
ladungszone

Csi =
εsiUT

LD

dF

dψs

=
εsi

2LD

exp
(
ψs−2φF−V

UT

)
− exp

(
−ψs
UT

)
+ 1

F(ψs,2φF + V )
.

(13)

Da es sich bei der Gleichung um die Abhängigkeit der Ka-
pazität vom Oberflächenpotenzial handelt, man das Oberflä-
chenpotenzial jedoch nicht als einstellbaren Parameter zur
Verfügung hat, benötigt man eine Abhängigkeit der Kapa-
zität von der Gatespannung. Der Zusammenhang zwischen
ψs undVG

VG − VFB

UT
=
ψs

UT
+

εsi

CoxLD
F(ψs,2φF + V ) (14)
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4 :

Verfügung hat, benötigt man eine Abhängigkeit der Kapa-
zität von der Gatespannung. Der Zusammenhang zwischen
ψs undVG

VG − VFB
UT

=
ψs
UT

+
εsi

CoxLD
F (ψs, 2φF + V ) (14)

(VG ist die Gatespannung,ψs ist das Oberflächenpotenzial,
tox die Dicke des Oxides undφms ein Potentialunterschied
zwischen Gate und Kanalmaterial) ist jedoch nicht invertier-
bar, es handelt sich um einen impliziten Ausdruck. Zur ex-
pliziten analytischen Darstellung des Oberflächenpotenzials
sind in der Vergangenheit unterschiedlichste Arbeiten veröf-
fentlicht worden [Gildenblatt (2001)] [Langevelde (2000)].
Da der von Langevelde vorgestellte Ansatz einen guten Kom-
promiss zwischen Rechenaufwand und Genauigkeit bietet,
wurde dieser von uns dazu verwendet, dass für die Bifurka-
tionsanalyse notwendige System aufzustellen. Der Ausdruck
für die explizite analytische Näherung des Oberflächenpo-
tenzials von Langevelde beschränkt sich auf den Bereich von
Depletion bis Inversion. Das bedeutet für unseren Anwen-
dungsfall keine Einschränkung, da verwendeten Varaktoren
nur in diesem Bereich arbeiten. Mit den zusätzlichen Annah-
men,ψ > 0 undψ >> ut, kann die Gleichung (14) zu

VG−VFB−ψ = γ

√
ψ + ut · exp

(
ψ − V − 2φF

ut

)
(15)

reduziert werden. Die Temperaturspannungut ist definiert
als kT/q und der Faktorγ entspricht

√
2qεsiNa/Cox. Um

aus dem vereinfachten Ausdruck eine explizite Darstellung
zu entwickeln, müssen einige Näherungen aufgestellt wer-
den. Für den Bereich der schwachen Inversion

0 < ψ < 2φF + V (16)

lässt sich Gl. (15) unter Vernachlässigung des exponentiellen
Anteils, wie folgt bestimmen

ψwi =

(√
VGB − VFB +

γ2

4
− γ

2

)2

. (17)

Um letztendlich ein kontinuierlichen Übergang vom Bereich
der starken Inversion zum Bereich der schwachen Inversi-
on zu erreichen nutzt Langevelde die folgende Smoothing-
Function [Klaassen (1994)]

f(VGB , V ) =
2φF + V

2
+
ψwi
2

− 1

2

√
(ψwi − 2φF − V )2 + 4ε2.

(18)

Dabei istε ein Anpassungsfaktor mit dem Wert2e− 2. Nach
einigen Umformungen erhält man die endgültige explizite
Näherung des Oberflächenpotenzials
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Abbildung 4. Vergleich zwischen der expliziten analytischen Nähe-
rung des Oberflächenpotenzials nach Langevelde und dem mit dem
EKV-Modell berechneten Oberflächenpotenzial

ψ = f + ut ln

[(
VGB − VFB − f

γ
√
ut

− (ψwi − f) · γ√ut√
1 +

[
ψwi−f

4ut

]2




2

− f

ut
+ 1




(19)

Abb.g 4 zeigt die mit unserer symbolischen Umsetzung er-
zeugte analytische Näherung des Oberflächenpotenzials im
Vergleich zur impliziten Berechnung mit dem EKV Modell.
Die Näherung des Oberflächenpotenzials von Langevelde ist
für die Bifurkationsanalyse geeignet und liefert wie in Ab-
bildung 4 gezeigt ein genaues Ergebnis. Die aus dem EKV
Modell, in Kombination mit der expliziten analytischen Nä-
herung, entstehenden Gesamtkapazität in Abhängigkeit der
Gatespannung ist in Abb. 4 zu sehen.

5 Bifurkationsanalyse mit veränderlicher Kapazität

Für die Bifurkationsanalyse mit veränderlicher Kapazität
wird das nichtlineare dynamische System (6) erweitert. Da-
für wird das vorgestellte Surface Potential Modell in Kom-
bination mit der expliziten analytischen Näherung für das
Oberflächenpotenzial nach Langevelde genutzt. Alle Größen
sind dabei auf geometrische Grundgrößen zurückgeführt und
gehen somit nur als Längen und Weiten in die Bifurkations-
analyse ein. Das somit entstehende neue Gesamtsystem lau-
tet wie folgt:

Abbildung 4. Vergleich zwischen der expliziten analytischen Nähe-
rung des Oberflächenpotenzials nach Langevelde und dem mit dem
EKV-Modell berechneten Oberflächenpotenzial.

(VG ist die Gatespannung,ψs ist das Oberflächenpotenzial,
tox die Dicke des Oxides undφms ein Potentialunterschied
zwischen Gate und Kanalmaterial) ist jedoch nicht invertier-
bar, es handelt sich um einen impliziten Ausdruck. Zur ex-
pliziten analytischen Darstellung des Oberflächenpotenzials
sind in der Vergangenheit unterschiedlichste Arbeiten veröf-
fentlicht worden (Chen und Gildenblatt, 2001; van Langevel-
de und Klaassen, 2000). Da der von Langevelde vorgestellte
Ansatz einen guten Kompromiss zwischen Rechenaufwand
und Genauigkeit bietet, wurde dieser von uns dazu verwen-
det, dass für die Bifurkationsanalyse notwendige System auf-
zustellen. Der Ausdruck für die explizite analytische Nähe-
rung des Oberflächenpotenzials von Langevelde beschränkt
sich auf den Bereich von Depletion bis Inversion. Das bedeu-
tet für unseren Anwendungsfall keine Einschränkung, da ver-
wendeten Varaktoren nur in diesem Bereich arbeiten. Mit den
zusätzlichen Annahmen,ψ>0 undψ�ut , kann die Gl. (14)
zu

VG − VFB − ψ = γ

√
ψ + ut · exp

(
ψ − V − 2φF

ut

)
(15)

reduziert werden. Die Temperaturspannungut ist definiert
als kT /q und der Faktorγ entspricht

√
2qεsiNa/Cox . Um

aus dem vereinfachten Ausdruck eine explizite Darstellung
zu entwickeln, müssen einige Näherungen aufgestellt wer-
den. Für den Bereich der schwachen Inversion

0< ψ < 2φF + V (16)
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mit

A1 =

[
− 1

a1Rt
+
IBias
a1νn

]

A2 =

[
− 1

a2Rt
+
IBias
a2νn

− IBias
a06ν3

n

]
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[
− 1

a3Rt
+
IBias
a3νn

− IBias
a16ν3

n

]
, A4 =

[
− IBias
a26ν3

n

]
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[
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a36ν3

n

]
, A6 = − 1

a1
, A7 = − 1

a2
, A8 −

1

a3

(21)
Dies entspricht einem Differenzialsystem der Form

ẋ = Ax + f̃(x) (22)

wobei f̃(x) den nichtlinearen Anteil repräsentiert.

Nach Zerlegung des nichtlinearen Systems in einen linea-
ren und nichtlinearen Anteil kann die Andronov-Hopf Bifur-
kationsanalyse angewendet werden. Sind alle Kriterien des
Andronov-Hopf Theorems erfüllt, ist sichergestellt, dassein
Bifurkationsparameterµ existiert, dessen Variation zu einem
stabilen Grenzzyklus führt. Im ersten Schritt muss der Bifur-
kationsparameter im System ausgewählt werden. Der Para-

meter muss die Einstellung des Bifurkationspunktes ermög-
lichen und darf darüber hinaus die Oszillationsfrequenz nicht
beeinflussen. In dem Gleichungssystem (20) ist daher die
Weite des TransistorpaarsWn ein geeigneter Bifurkationspa-
rameter, da diese im Vergleich zur Weite des VaraktorsW die
Frequenz des Oszillators wenig beeinflusst. Die erste Voraus-
setzung für das Andronov-Hopf Theorem besagt, dass das li-
nearisierte System (20) im Bifurkationspunkt ein konjugiert-
komplexes Eigenwertpaar mit verschwindendem Realteil be-
sitzt. Die Eigenwerte der Systemmatrix lassen sich aus

det(A − λE) =

[
(α− λ) − 1

a0WL
1
Lt

−λ

]
= 0 (23)

wie folgt bestimmen:

λ1,2 = +
α

2
±
√(α

2

)2

− 1

a0WLLt
, (24)

mit

α = − 1

a0

[
− 1

WLRt
+

IBias
WLµn

]
. (25)

Im Bifurkationspunkt muss nach der Beziehung (23) der Pa-
rameterWn, von demα abhängig ist, so eingestellt werden,
dass die Bedingungα = 0 eingehalten wird. Dann ergeben
sich die Eigenwerte zu

λ1,2 = ±j
√

1

a0WLLt
. (26)

Daraus lässt sich die Oszillationsfrequenz direkt bestimmen

ω0 =

√
1

a0WLLt
. (27)

Da der Parametera0 von der TuningspannungVtune abhän-
gig ist, kann man die Oszillationsfrequenz durch Variation
von Vtune abstimmen, ohne dass sich die Bifurkationsbe-
dingungα = 0 ändert. Dies folgt offensichtlich aus Gl.
(25). Damit können zunächst einige notwendige Bedingun-
gen (vgl. Barkhausen-Kriterium) des Andronov-Hopf Theo-
rems erfüllt werden.
Es sei angemerkt, dass eine lineare Abhängigkeit der Oszil-
lationsfrequenzf0 (ω0 = 2πf0) von der Tuningspannung
Vtune nur dann gegeben ist, wenna0(Vtune) umgekehrt pro-
portional zuV 2

tune abhängt. In den Anwendungen ist dies
durch geeignete schaltungstechnische Maßnahmen sicherzu-
stellen.

6 Zusammenfassung

Um die nichtlineare Kapazität in der Bifurkationsanalyse
nutzen zu können, musste für die vom Oberflächenpotenzi-
al abhängigen Kapazität ein Ausdruck in Abhängigkeit der

Abbildung 5. Gesamtkapazität(Cges) in Abhängigkeit der Gate-
spannung fürV =0 mit analytischer Näherung.

lässt sich Gl. (15) unter Vernachlässigung des exponentiellen
Anteils, wie folgt bestimmen

ψwi =

√VGB − VFB +
γ 2

4
−
γ

2

2

. (17)

Um letztendlich ein kontinuierlichen Übergang vom Bereich
der starken Inversion zum Bereich der schwachen Inversi-
on zu erreichen nutzt Langevelde die folgende Smoothing-
Function (Velghe et al., 1994)

f (VGB , V ) =
2φF + V

2
+
ψwi

2

−
1

2

√
(ψwi − 2φF − V )2 + 4ε2.

(18)

Dabei istε ein Anpassungsfaktor mit dem Wert 2e−2. Nach
einigen Umformungen erhält man die endgültige explizite
Näherung des Oberflächenpotenzials

ψ = f + ut ln

[(
VGB − VFB − f

γ
√
ut

−
(ψwi − f ) · γ

√
ut√

1 +

[
ψwi−f
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2

−
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Abbildung4 zeigt die mit unserer symbolischen Umsetzung
erzeugte analytische Näherung des Oberflächenpotenzials im
Vergleich zur impliziten Berechnung mit dem EKV Modell.

Die Näherung des Oberflächenpotenzials von Langevel-
de ist für die Bifurkationsanalyse geeignet und liefert wie
in Abb. 4 gezeigt ein genaues Ergebnis. Die aus dem EKV
Modell, in Kombination mit der expliziten analytischen Nä-
herung, entstehenden Gesamtkapazität in Abhängigkeit der
Gatespannung ist in Abb.5 zu sehen.
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5 Bifurkationsanalyse mit veränderlicher Kapazität

Für die Bifurkationsanalyse mit veränderlicher Kapazität
wird das nichtlineare dynamische System (6) erweitert. Da-
für wird das vorgestellte Surface Potential Modell in Kom-
bination mit der expliziten analytischen Näherung für das
Oberflächenpotenzial nach Langevelde genutzt. Alle Größen
sind dabei auf geometrische Grundgrößen zurückgeführt und
gehen somit nur als Längen und Weiten in die Bifurkations-
analyse ein. Das somit entstehende neue Gesamtsystem lau-
tet wie folgt:
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mit
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Dies entspricht einem Differenzialsystem der Form

ẋ = Ax + f̃(x) (22)

wobeĩf(x) den nichtlinearen Anteil repräsentiert.
Nach Zerlegung des nichtlinearen Systems in einen linea-

ren und nichtlinearen Anteil kann die Andronov-Hopf Bifur-
kationsanalyse angewendet werden. Sind alle Kriterien des
Andronov-Hopf Theorems erfüllt, ist sichergestellt, dass ein
Bifurkationsparameterµ existiert, dessen Variation zu einem
stabilen Grenzzyklus führt. Im ersten Schritt muss der Bifur-
kationsparameter im System ausgewählt werden. Der Para-
meter muss die Einstellung des Bifurkationspunktes ermög-
lichen und darf darüber hinaus die Oszillationsfrequenz nicht
beeinflussen. In dem Gleichungssystem (20) ist daher die
Weite des TransistorpaarsWn ein geeigneter Bifurkationspa-
rameter, da diese im Vergleich zur Weite des VaraktorsW die
Frequenz des Oszillators wenig beeinflusst. Die erste Voraus-
setzung für das Andronov-Hopf Theorem besagt, dass das li-

nearisierte System (20) im Bifurkationspunkt ein konjugiert-
komplexes Eigenwertpaar mit verschwindendem Realteil be-
sitzt. Die Eigenwerte der Systemmatrix lassen sich aus

det (A − λE) =

[
(α − λ) −

1
a0WL

1
Lt

−λ

]
= 0 (23)

wie folgt bestimmen:
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2
±

√(α
2
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−

1

a0WLLt
, (24)

mit

α = −
1
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[
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+
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Im Bifurkationspunkt muss nach der Beziehung (23) der Pa-
rameterWn, von demα abhängig ist, so eingestellt werden,
dass die Bedingungα=0 eingehalten wird. Dann ergeben
sich die Eigenwerte zu

λ1,2 = ±j

√
1

a0WLLt
. (26)

Daraus lässt sich die Oszillationsfrequenz direkt bestimmen

ω0 =

√
1

a0WLLt
. (27)

Da der Parametera0 von der TuningspannungVtune abhän-
gig ist, kann man die Oszillationsfrequenz durch Variation
vonVtune abstimmen, ohne dass sich die Bifurkationsbedin-
gungα=0 ändert. Dies folgt offensichtlich aus Gl. (25). Da-
mit können zunächst einige notwendige Bedingungen (vgl.
Barkhausen-Kriterium) des Andronov-Hopf Theorems er-
füllt werden.

Es sei angemerkt, dass eine lineare Abhängigkeit der Os-
zillationsfrequenzf0 (ω0=2πf0) von der Tuningspannung
Vtune nur dann gegeben ist, wenna0(Vtune) umgekehrt pro-
portional zuV 2

tune abhängt. In den Anwendungen ist dies
durch geeignete schaltungstechnische Maßnahmen sicherzu-
stellen.

6 Zusammenfassung

Um die nichtlineare Kapazität in der Bifurkationsanalyse
nutzen zu können, musste für die vom Oberflächenpoten-
zial abhängigen Kapazität ein Ausdruck in Abhängigkeit
der Gatespannung entwickelt werden. Da es sich bei dem
Zusammenhang zwischen Oberflächenpotenzial und Gate-
spannung um eine implizite Funktion handelt, wurde die-
se mit Hilfe einer Näherung in expliziter Weise beschrie-
ben. Zu diesem Zweck wurden die Ansätze zur expliziten
Näherung des Oberflächenpotenzials von Gildenblat (Chen
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und Gildenblatt, 2001) und Langevelde (van Langevelde und
Klaassen, 2000) unter Matlab implementiert und mit der im-
pliziten Lösung des Oberflächenpotenzials verglichen. Das
in dieser Arbeit vorgestellte Modell beschreibt die MOS-
Kapazität in einem VCO über geometrische Grundgrößen
und geht damit nur als Längen- und Weitenverhältnisse in
die Bifurkationsanalyse ein. Damit wurde erstmalig nichtli-
neare Beschreibungsgleichungen für VCOs mit spannungs-
abhängiger Kapazität formuliert, die als Ausgangspunkt für
eine Bifurkationsanalyse geeignet sind. Einige notwendige
Bedingungen konnten bereits in dieser Arbeit erfüllt wer-
den. Auf dieser Grundlage soll in folgenden Arbeiten ei-
ne Entwurfsmethodik für VCOs entwickelt werden, welche
die Nichtlinearitäten von VCOs in umfassender Weise einbe-
zieht. Die vollständige Bifurkationsanalyse ist dabei in glei-
cher Weise durchzuführen, wie das in früheren Arbeiten für
LC-Tank Oszillatoren bereits geschehen ist; vgl.Prochaska
et al.(2005).
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