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Zusammenfassung Was ist das Kontinuum? Beispiele sind Raum und Zeit, Korper,
Flichen und Linien. Was das Kontinuierliche an ihnen ist, dariiber finden wir in
der Geschichte sehr unterschiedliche Antworten. Die historische Mathematik ist
in ihrem Fundament bestimmt durch eine anschaulich-philosophische Auffassung
des geometrischen Kontinuums. Sie wurde von Aristoteles formuliert und steht im
Hintergrund der Elemente des Euklid und der nachfolgenden Mathematik. Im 19.
Jahrhundert tritt eine radikale Wende im mathematischen Denken ein. Seitdem gibt
es die reellen Zahlen. Bis hierhin geben wir eine knappe Ubersicht, um zum Schluss
Nichtstandard-Auffassungen des Kontinuums vorzustellen und zuriickzublicken.

1 Vorbemerkungen

Das Wort ,,Kontinuum* bedeutet das ,,Ausgedehnte®, das ,,in sich Zusammenhén-
gende®, das ,Liickenlose* oder das ,,Ununterbrochene®. Das griechische Wort ist
,ouveyeo™ (synechés). Seine Bedeutung ist eher transitiv und meint ,,das Zusam-
menhaltende* oder ,,das Verbindende* und driickt eine Beziehung, eine Relation
aus. Beriihmte, grofle Beispiele fiir das Kontinuum sind der uns umgebende Raum
und der stetige Fluss der Zeit. Korper, Flachen und Linien, ihre kontinuierlichen
Bestandteile im Raum und Abschnitte in der Zeit sind weitere, iiberschaubarere
Beispiele. Sie konnen real oder abstrakt gedacht sein. Wir werden sie vornehmlich
mathematisch, also geometrisch sehen.
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Der Sprachgebrauch, dem wir uns anschlieB3en, ist so. Das ,,Kontinuum® ist ei-
nerseits der Oberbegriff {iber die genannten und weitere Beispiele. Jedes einzelne
Beispiel ist ,,ein Kontinuum*. Von manchem einzelnen Kontinuum aber, einem Kor-
per etwa, einer Flidche, einer Geraden, einem Intervall, spricht man oft auch einfach
von ,,dem Kontinuum®.

Was ist ,,das Kontinuum*“? Das war und ist eine grofle Frage. Uber Raum und
Zeit ist viel philosophiert worden. Nehmen wir das Beispiel der Zeit, zu der es eine
eigene Philosophie gibt (s. z. B. [44]). Wie schwierig das Problem der Zeit ist, hat
Augustinus (354-430) so kommentiert:

»Was also ist die Zeit? Wenn niemand mich fragt, so weil} ich es; wenn ich es
einem Fragenden erkldren will, weil3 ich es nicht.*

In der Tat. Will man den Zeitbegriff klidren, so muss man dies zeitlich, also in
der Zeit tun. Das birgt von Vornherein Selbstbeziige in sich. Man philosophiert
sehr tief iiber Anschauung und Empfindung, Antizipation und Erinnerung, es geht
um Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft, Anfang und Ende, Werden und Ver-
gehen. In der Moderne ist der Bezug zur Physik fundamental. Unser Anspruch ist
sehr bescheiden. Wir nehmen fiir unsere mathematischen Zwecke einen schlichten
Standpunkt ein und betrachten die Zeit wie die anderen Kontinua von auflen. Sie ist
fiir uns eine lineare Erscheinung unter anderen.

In der Geschichte der Mathematik hat es schon sehr frith Versuche gegeben, die
genannten Bedeutungen des Begriffs ,,Kontinuum* zu erldutern und zu sagen, was
das Charakteristische des Kontinuierlichen in den Beispielen ist. Sie fallen, wie wir
sehen werden, sehr unterschiedlich aus. Die Auffassungen iiber das Kontinuum, die
oft auch nur aus dem Umgang mit Strecken, Fldchen und Korpern erschlossen wer-
den konnen, haben sich in der Geschichte der Mathematik grundlegend gewandelt.
Heute sind die reellen Zahlen R das mathematische Kontinuum. Aus ihnen gewinnt
oder charakterisiert man die weiteren Kontinua.

Wir wollen den Weg liber ausgewihlte Positionen bis zur heutigen mathemati-
schen Auffassung verfolgen. Wir konzentrieren uns dabei auf knappe Charakterisie-
rungen und verzichten auf weitldufige Kommentare. Unser bescheidenes Ziel ist es,
eine Skizze historischer Auffassungen zum Kontinuum zu geben, um einen Hinter-
grund zu schaffen, vor dem wir unsere heutige mathematische Auffassung bedenken
konnen. Wir wollen zum Nachdenken iiber einen fundamentalen Begriff anregen.

Sind die reellen Zahlen die endgiiltige Antwort auf die uralte Frage nach dem
Kontinuum? Gegen Ende sprechen wir tiber Nichtstandard-Auffassungen des Kon-
tinuums und geben eine Antwort auf diese Frage.

2 Vorsokratische Auffassungen
Ein sehr frither Zeuge einer Auffassung, die wir auf das Kontinuum beziehen konnen,
ist Anaxagoras (ca. 500—428 v. Chr.). Er sagt:

,Denn von dem Kleinen gibt es kein Allerkleinstes, sondern immer noch ein
Kleineres. Denn es ist unmdoglich, dass das Seiende durch Teilung bis ins
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Unendliche aufhort zu sein. Aber auch von dem GroBen gibt es immer noch
ein GroBeres.” (Fragmente 3, zitiert nach [13], S. 267)

Zuerst ist fiir uns der mittlere Satz wichtig. Was ist das Seiende? Dabei denkt
Anaxagoras an ganz reale, materielle Dinge im Raum.

Was ist der Raum? Anaxagoras war Physiker und Kosmologe, besser Metereo-
loge, der sich mit den ,,Dingen in der Hohe* (uetéwa (metéora), das Erhobene)
beschiftigte. Hieraus entstand seine Naturphilosophie. Raum ist fiir Anaxagoras nie
leer. Die Dinge im ,,Kosmos* denkt er aus unzéhligen Urstoffen gebildet, die gleich-
mifBig im Raum verteilt sind, nach geistigen Prinzipien bewegt und geordnet werden,
die physischen Dinge bilden und alle in allen Dingen sind. Anaxagoras Philosophie
ist ein friihes Beispiel eines klaren Dualismus von Geist (voU¢) und Materie.

Es geht in unserem Zitat um die unbegrenzt fortsetzbare Teilung, die als Cha-
rakteristikum des rdaumlich Physischen genannt wird. Dass diese Teilung nicht ins
Leere, ins Nichts fiihrt, scheint aus seiner Raumauffassung zu folgen. Auch ein
~Allerkleinstes” (Fragmente 6, [13], S. 267) gibt es daher nicht. — Wir wollen die
Situation der fortgesetzten Teilung, da es uns um Mathematik geht, ins Geometri-
sche iibertragen. Dabei denken wir an eine ,,reale* Strecke. Dann sieht die ,, Teilung
bis ins Unendliche* durch fortgesetzte Halbierung z. B. so aus:

-
;

,Teilung bis ins Unendliche® einer ,realen® Strecke (Anazagoras)

Die Sétze 1 und 3 im obigen Zitat veranschaulichen wir im folgenden Bild — hier
auf Intervalle auf einer Geraden iibertragen:

T - o JJ1 71 T °

¢

,Von dem Kleinen gibt es immer noch ein Kleineres, von dem Grofien gibt es immer noch ein Gréferes® (Anazagoras)

Von innen nach auflen gesehen ,,gibt es immer noch ein Groferes”, von auflen
nach innen ,,ijmmer noch ein Kleineres*. Wir haben hier eine frithe Formulierung,
die auf das spitere Archimedische Axiom verweist.

Fiir uns sind das gewohnte Bilder. Die Vorstellung der unbegrenzten Teilbarkeit
von Strecken und die unbegrenzte Ausdehung der Geraden gehort auch fiir uns zur
Vorstellung des linearen Kontinuums. Und sie gehorte zur Geometrie der Pythago-
reer.

3 Pythagoreer
Um Verhiltnisse von Strecken zu bestimmen, besallen die alten Griechen ein

praktisches Verfahren: die Wechselwegnahme, die heute in der elementaren
Zahlentheorie
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— auf Zahlen angewendet — als euklidischer Algorithmus bekannt ist. Sie verwendet
die Teilung von Strecken. Die Wechselwegnahme sieht so aus: Seien a, b Strecken.
Von der groBeren a nehme man die kleinere weg, in unserem Beispiel zweimal.
Den Rest r; nehme man von b weg usw.:

a ~
T2

Tl S

r T3 a=2-b+mr

ﬁb‘ b=2-r1+1rs

L =T2+7T3
Ty = 3-r 3
r3 ist das gemeinsame MaB von a und ». Man nahm wohl voriibergehend an,
dass dieses Verfahren immer zu einem Ergebnis fiihrt. Die Entdeckung der Inkom-
mensurabilitidt durch die Pythagoreer um 450 v. Chr. — wie man allgemein annimmt
(vgl. [11]) — lehrte etwas anderes. Wir kennen alle z. B. dieses Bild:

Wie ist das Verhiltnis von Diagonale und Seite im regelmifligen Fiinfeck? Die
Wechselwegnahme geht hier so:

d = a + d a = di + a
d = a + d a = d + a

d = a + ds a d; + as

Was sieht man? Es kann kein gemeinsames Mal3 geben. Die Wechselwegnahme
bricht nicht ab. Sie folgt der unendlichen Folge der Fiinfecke. Notwendige Voraus-
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setzung fiir diese Entdeckung — und deshalb zitieren wir dieses berithmte Bild — ist
die Auffassung, dass auch die Folge der Teilungen der Strecken unendlich ist und
an kein Ende kommt so, wie es der Auffassung des Anaxagoras entspricht und es
heute fiir unsere Anschauung selbstverstdndlich ist.

4 Demokrit

Demokrit (ca. 460—ca. 370 v. Chr.) war da ganz anderer Auffassung. Er ist uns als
konsequenter Materialist und als der Hauptvertreter der alten Atomisten bekannt.
Er war ein entschiedener philosophischer Gegner von Anaxagoras. Die Atomisten
hatten ganz andere Vorstellungen iiber das Kontinuum als Anaxagoras und die Py-
thagoreer. Uber sie duBert sich Aetius (ca. 50 v. Chr.) so:

Sie ,,behaupten, dass die Zerteilung der Stoffe bei den teillosen <Stoffteil-
chen>' zum Stehen komme und sich nicht bis ins Unendliche fortsetzen lasse.
(zitiert nach [13], S. 396)

Es geht also wieder zuerst ums Materielle und dessen Teilung, die eben nicht
unbegrenzt bis ins Unendliche geht, sondern bei den ,,Atomen* stehen bleibt. Wieder
anders als Anaxagoras, der in der Dualitit von Geist und Materie dachte, stellt
Demokrit die Atome ins Nichts, in den leeren Raum, in dem sie sich bewegen und
die physischen Dinge bilden. Seine Naturphilosophie war kausalistisch mit dem
letzten Grund ,,Atom“. Auch Seele und Geist, Wahrnehmen und Denken erklirte er
atomistisch.

Demokrit selbst hat seine atomistische Vorstellung iiber die stofflichen Dinge
gedanklich ins Geometrische iibertragen — in diese Situation:

»Wenn ein Kegel parallel zur Grundflache von Ebenen geschnitten wird, wie
soll man sich die entstehenden Schnittflichen denken, gleich oder ungleich?
Sind sie ungleich, so werden sie den Kegel ungleichmifig machen, da er viele
stufenartige Einschnitte und Vorspriinge erhilt; sind sie dagegen gleich, so
werden alle Schnitte gleich sein, und der Kegel wird die Erscheinung eines
Zylinders bieten.* (zitiert nach [22], S. 232).

Demokrit stellte sich, anders kann man diese Aussage nicht verstehen, den Kegel
offenbar aus den Schnittflichen aufgeschichtet vor. Diese Schnittflaichen miissen fiir
ihn eine gewisse Hohe gehabt haben. Sie sind also sehr diinne, in ihrer Hohe nicht
weiter teilbare, ,,atomare* oder indivisible Scheiben. Sie sind nicht nur eben, son-
dern haben auch eine gewisse raumliche Dimension. So rufen sie die ,,stufenartigen
Einschnitte und Vorspriinge“ hervor, von denen Demokrit spricht.

Wir wollen Demokrits Auffassung ins Lineare iibertragen und am Beispiel einer
Strecke veranschaulichen. Das haben wir so auch fiir die Auffassung des Anaxagoras
getan und werden es ebenso fiir die folgenden Auffassungen iiber das Kontinuum
tun. So konnen wir diese unmittelbar einander gegeniiber stellen und vergleichen.

! Ergidnzung im zitierten Werk
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Das bietet sich an, da das lineare Kontinuum in der Geschichte der Auffassungen
und gerade gegen Ende eine besondere Rolle spielt.

Ubertragen wir die Aussage Demokrits zunichst in eine ebene Version. Die aus-
getauschten Begriffe sind kursiv gesetzt.

»Wenn ein Dreieck parallel zur Grundlinie von Geraden geschnitten wird, wie
soll man sich die entstehenden Schnittstrecken denken, gleich oder ungleich?
Sind sie ungleich, so werden sie das Dreieck ungleichmifig machen, da es
viele stufenartige Einschnitte und Vorspriinge erhilt; sind sie dagegen gleich,
so werden alle Schnitte gleich sein, und das Dreieck wird die Erscheinung
eines Rechtecks bieten.*

Dreieck mit Schnitigerade

Ein Ausschnitt sdhe im ungleichen Falle ,,unter der Lupe* so aus:

il

"

Teil einer Dreiecksseite und einer Schnittstrecke im Dreieck unter der Lupe des Demokrit

Strecken hier sind analog zu den Schnittflichen beim Kegel sehr schmale, in-
divisible Streifen, die fldchenartig sind. Thre Hohe ist sehr klein, aber von einem
festen positiven Betrag. Andernfalls gibe es nicht die stufenartigen Einschnitte, die
wir hier sehen. Es gibt sehr viele Streifen, es konnen aber nur — wegen des fes-
ten Betrages — endlich viele sein. Aus den streifenartigen Strecken ist das Dreieck
zusammengesetzt.

Eine weitere Ubertragung der Formulierung ins Lineare ist nur partiell moglich.
wSchnittpunkte* konnen nicht ,,parallel sein. Aulerdem konnen sie nicht ,,ungleich*
sein. ,,Stufenartige Einschnitte und Vorspriinge* kann es nicht geben. Es bleibt nur
die Analogie, dass Punkte — so wie Flichen bei Demokrit eine indivisible riumliche,
Strecken eine indivisible ebene Dimension haben — eine lineare Dimension haben.
Punkte sind, so konnen wir schlieBen, fiir Demokrit sehr kleine, atomare Strecken.
Aus diesen ist die Gesamtstrecke zusammengesetzt. Aus der Aussage des Demokrit
wird — mit einer Ergénzung in Klammern:

»Wenn eine Strecke von Punkten geteilt wird, wie soll man sich die entste-
henden Schnittpunkte denken? Die Strecke wird die Erscheinung einer Strecke
bieten <die aus den Schnittpunkten zusammengesetzt ist>.*
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Das sieht — wieder unter der Lupe — so aus:

Strecke aus sehr kleinen Strecken (Punkten) nach Demokrit

Wieder haben die Strecken, die die Punkte sind, eine sehr kleine Linge. Es kon-
nen daher wieder nur endlich viele kleine Strecken sein, die die Gesamtstrecke
zusammensetzen.

5 Archimedes

Wir verlassen jetzt kurz den chronologischen Fortgang, iiberspringen Aristoteles,
dessen Auffassung wir anschlieend vorstellen, und kommen zu Archimedes. Archi-
medes (etwa 287-212 v. Chr), so werden wir es sehen, verbindet die Auffassungen
des Anaxagoras und des Demokrit, die unbegrenzte Teilbarkeit der Kontinua und,
so konnen wir es sehen, den Atomismus. Wie geschieht das?

Archimedes Auffassung ist gespalten. Er steht als Mathematiker in der Tradition
der Pythagoreer und folgt Aristoteles und Euklid (s.u.), anderseits scheint er in
seiner Heuristik ein Atomist zu sein — in einem neuen Sinn. Verfolgen kdnnen
wir das in seiner Methodenlehre. Aus der Skizze zur beriihmten Parabelquadratur,
aus der wir nur einen Ausschnitt betrachten, konnen wir Charakteristisches seiner
mechanischen Methode ablesen.

T

(6] 5 Y

Awus der Parabelquadratur nach Archimedes

Wir wollen nicht die geometrischen Details studieren und die Argumentation im
Einzelnen nachvollziehen. Wir erkennen aber sofort: Archimedes wiegt Strecken.
Wir sehen eine Balkenwaage mit dem Drehpunkt «. Links, in N, hingt die Strecke
71, die kongruent zu £o ist. Rechts hingt in v die Strecke pu£.

Das zeigt beispielhaft den mechanischen Aspekt der Heuristik des Archimedes.
Den anderen, fiir uns entscheidenden Aspekt, entnehmen wir dem folgenden Zitat:

,und weil aus den Strecken im Dreieck y¢a das Dreieck ya besteht und aus
den im Parabelsegment der Strecke £o entsprechend genommenen das Segment
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afy, so wird das Dreieck [...] im Gleichgewicht sein mit dem Parabelsegment,
[...] .“ (Archimedis opera Bd. II, S. 436, zitiert nach [37], S. 113)

Was lesen wir? Ein Dreieck ,,besteht in der Auffassung des Archimedes aus
Strecken. Wie konnen wir uns das vorstellen? Vom physikalischen Hintergrund her
konnen wir an eine Zusammensetzung denken:

Ein Dreieck ist in der Auffassung des Archimedes eine Zusammensetzung von
Strecken.

Was bedeutet dies, wenn wir es ins Lineare iibertragen? Diese Ubertragung kon-
nen wir in der Parabelquadratur quasi sehen, da die Spuren der zusammengesetzten
Strecken auf einer Kathete und der Parabel Punkte sind:

Eine Strecke ist in der heuristischen Auffassung des Archimedes eine Zusam-
mensetzung von Punkten.

Das hort sich an wie bei Demokrit. Inzwischen aber war viel Zeit vergangen.
Uber die allgemeine Unkenntnis seiner Zeitgenossen iiber die Inkommensurabilitit
hatte sich Platon (428-349 v. Chr.), gut 100 Jahre zuvor, deutlich und drastisch so
gedulBert:

,,Bs kam mir vor, als wire das gar nicht bei Menschen moglich, sondern eher
nur beim Schweinevieh. Und da schiamte ich mich, nicht nur fiir mich selbst,
sondern auch fiir alle Hellenen.* ([32], Bd. 8 (Gesetze), 819-820 AD)

Zwischen Platon und Archimedes liegen Aristoteles Werke und Euklids Elemen-
te. Die unendliche, unbegrenzt fortsetzbare Teilung einer Strecke war philosophi-
scher und mathematischer Alltag. Die Entdeckung der Inkommensurabilitit hatte
die Mathematik verédndert, die GroBenlehre in den Elementen hervorgebracht und
den mathematischen Atomismus iiberwunden. In der Physik der Zeit aber war die
atomistische Auffassung der Materie prisent. Also konnen wir vermuten, dass die
Auffassung des Archimedes nicht der finite Atomismus des Demokrit und der Phy-
siker, sondern ein neuer, ein infiniter Atomismus ist:

Ein Dreieck ist in der Heuristik des Archimedes eine Zusammensetzung von
unendlich vielen Strecken, die unendlich schmale, unteilbare Streifen sind.

Archimedes selbst hat sich weder iiber endliche oder unendliche Anzahl, tiber
kleine oder unendlich kleine Malle oder den Status solcher Indivisibilien geduBert,
sondern allein mit ihnen operiert und ihre geometrischen Relationen genutzt.

Wir iibertragen Archimedes Auffassung, die wir vermuten, wieder ins Lineare:

Eine Strecke ist eine Zusammensetzung von unendlich vielen Punkten, die
unendlich kleine, indivisible (atomare) Strecken sind.

Eine Veranschaulichung dieser Situation ist nicht mehr moglich. Sie ist rein ge-
danklich — und folgenreich.

Der transfinite Atomismus des Archimedes ist vereinbar mit der Auffassung des
Anaxagoras und der Praxis der Pythagoreer, die von der unbegrenzten Teilbarkeit
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von Kontinua ausgingen. Wenn wir unsere Schlussfolgerungen iiber die Auffassung
des Archimedes ein wenig weiter verfolgen, so konnen wir sagen:

Eine Strecke besteht aus unendlich vielen Punkten. Es entsteht also eine Art
,,Gesamtheit” aller Punkte.

Die geometrische Strecke stiftet diese Gesamtheit. Die Vermutung also ist:

Archimedes scheint heuristisch schon das aktual Unendliche zugelassen zu
haben, d.h. das Unendliche als fertig gegebene Gesamtheit.

Dieses zu denken, hatte Aristoteles 100 Jahre zuvor ausgeschlossen, wie er das
unendlich Kleine und die Atome ausschloss. Archimedes blieb bekanntlich nicht bei
seiner Heuristik stehen, sondern war wieder ganz aristotelisch und euklidisch streng,
wenn er die mathematischen Beweise fiir seine heuristisch gewonnenen Aussagen
fiihrte.

Wir wenden uns jetzt der aristotelischen Auffassung tiber das Kontinuum zu.

6 Aristoteles

Aristoteles (384-322 v. Chr.) ist es, der fiir die ndchsten 2000 Jahre die Auffassung
des Kontinuums, so wie die des Unendlichen, bestimmt, auch wenn wie in der Heu-
ristik des Archimedes vereinzelt atomistische Konzeptionen auftreten. Aristoteles
kniipft an Anaxagoras und die Pythagoreische Mathematik an. Um das Kontinuier-
liche klar zu charakterisieren, stellt er es dem Diskontinuierlichen gegeniiber. Wir
fassen hier die bekannten Auffassungen des Aristoteles knapp zusammen und bezie-
hen uns auf [43] sowie auf die Bemerkungen in [8] im Abschnitt 3.3. Die folgenden
kurzen Zitate, die wir aus [43] und Dehn [17] entnehmen, kommen aus dem sechsten
Buch der Physik.

Kontinuierlich ist das, das ,,teilbar in immer wieder Teilbares ist* (231 b 16).

Das erinnert an Anaxagoras. Die Teile, die bei der Teilung entstehen, sind wieder
Kontinua. Wichtig ist, wieder dhnlich wie bei Anaxogoras und in der Praxis der
Pythaogoreer:

Der potentiell unbegrenzte Prozess der Teilung wird nicht als abgeschlossen
gedacht.

Dadurch ist die Vorstellung des unendlich Kleinen ausgeschlossen. Bei Aristoteles
kommen die Grenzen ins Spiel, die bei den Teilungen entstehen und die Teilkontinua
begrenzen:

Kontinuierlich ist das, ,,dessen Grenzen Eines sind“.

Hierdurch wird in rdaumlichen und ebenen Beispielen der Zusammenhang betont.
Im Linearen sind das ,,Eine* die Punkte, die in der Teilung entstehen und Strecken
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begrenzen.? Es sind die Punkte, die den kontinuierlichen Strecken gegeniibergestellt
werden.

Punkte sind bei Aristoteles Grenzen (Eoyata, wortlich ,,die AuBersten®) linea-
rer Kontinua.

Punkte sind das schlechthin Nichtteilbare. Sie konnen sich nicht beriihren wie
Kontinua, deren Grenzen bei Beriihrung zusammenfallen. Aristoteles sagt in der
Physik (231 a 28):

,,Denn etwas anderes ist das AuBerste und das nicht AuBerste*.

Das nicht AuBerste ist das Innere der kontinuierlichen Strecke. Punkte sind das
AuBerste, sie haben kein Auf3erstes, keine Grenze. Sie konnen nicht begrenzt werden.
Damit gilt fiir Aristoteles:

Punkte sind die Reprisentanten des Diskontinuierlichen.
Aus diesem Nichtkontinuierlichen kann nicht Kontinuierliches bestehen.

,EBs ist unmoglich, dass etwas Kontinuierliches aus Unteilbarem besteht.* (231
a24)

Denn wenn Punkte benachbart sind, dann wire ,,zwischen ihnen Linie, also etwas
Andersartiges.” Punkte konnen sich nicht beriithren wie Kontinua, deren Grenzen bei
Beriihrung zusammenfallen. Sich beriihrende Punkte sind nicht denkbar. Damit ist
das zusammenhingende, stetige Liegen von Punkten, die sich beriihren miissten, un-
denkbar. Die Vorstellung der potentiell unendlichen Erschopfung einer Linie durch
Punkte hat zudem fiir Aristoteles dadurch keinen Bestand, dass bei ihm die Poten-
tialitét streng verstanden wird, die Teilung einer Linie also durch Teilpunkte immer
im Werden begriffen und nie in irgendeiner Weise als Ganzes gedacht werden kann.
Aristoteles schlieft endgiiltig aus, dass Linien und Kontinua aus Punkten bestehen
konnen.

Kontinua sind keine Punktmengen.

Wieder, weil die Teilungsprozesse nicht als abgeschlossen gedacht werden, sind
auch atomare, indivisible Strecken unmoglich. Allein die Vorstellung von ,,Strecken-
atomen® ist unmoglich, da das Charakteristikum des Kontinuums der Strecke die
Teilbarkeit, des Atoms die Unteilbarkeit ist. Sicherlich also gilt:

Punkte sind keine atomaren Strecken,

wie wir sie bei Demokrit fanden und bei Archimedes vermuteten.

2 Wie in der Auffassung des Aristoteles der Zusammenhang in den Punkten sich ausdriickt, ist in [7] (S. 4)
genauer dargestellt.
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7 Euklid

Zu den Auffassungen des Euklid (ca. 365—ca. 300 v. Chr.) kommen wir nur implizit,
indem wir aufmerksam in seine Mathematik schauen. Wir werden wieder vorsich-
tig sein in unseren Interpretationen. Hinzu kommt die vermittelte Rezeption der
Elemente des Euklid, die sich im deutschen Sprachraum wesentlich auf die Uber-
setzung durch Clemens Thaer (1883-1974) stiitzt. Wir werden daher manchmal in
den griechischen Text schauen.

Die Auffassungen des Aristoteles hatten grofen Einfluss auf das Denken der
Philosophen im alten Griechenland und damit der Mathematiker unter ihnen, speziell
auf Euklid (s. [8], Abschnitt 2.3). Das gilt auch fiir seine Auffassung des Kontinuums.
In den Elementen des Euklid, dem mathematischen Lehrbuch der kommenden 2200
Jahre, ist das deutlich erkennbar.

Der euklidische Algorithmus in geometrischer Form, die Wechselwegnahme, ist
der Zeuge der unbegrenzten Teilbarkeit der linearen Kontinua, wenn er bei der Suche
nach einem gemeinsamen Mal nicht abbricht wie im Buch X der Elemente, § 2.
Er ist ein Erbe der pythagoreischen Mathematik. Die unbegrenzte Teilbarkeit der
Kontinua, die Aristoteles iibernahm, entspricht der Auffassung des Anaxagoras.

Wir zitieren einige Definitionen aus dem Buch I:

1. Ein Punkt ist, dessen Teil nichts (nicht eines) (oUV€v) ist.
2. Eine Linie aber Linge ohne Breite.
3. Eine Fliche ist, was nur Linge und Breite hat.

Im Buch XTI lautet die erste Definition:
1. Massiv (otepedv) ist, was Linge und Breite und Tiefe hat.

In der Ubersetzung von C. Thaer [19] steht hier ,Ein Korper fiir das griechi-
sche Wort ,,o0tepedv®, das wortlich ,,das Starre®, ,,Feste®, ,Massive* bedeuet. Die
,,;massiven® Korper in der riumlichen Geometrie stehen in ihrer Bedeutung offenbar
sehr nahe bei den konkreten Korpern, ndher als ihre ,,Grenzen®, die Fliachen (XI,
Definition 2) und wieder deren Grenzen, die Linien (I, Definition 6) und schlieflich
deren Enden, die Punkte (I, Definition 3).

Die Definition 1 im Buch I der Elemente lautet bekanntlich in der Ubersetzung
von C. Thaer in [19] sehr frei ,,Ein Punkt ist, was keine Teile hat* und wird deutsch
meist in dieser Formulierung zitiert. Es sieht danach so aus, als wenn Punkte so etwas
sind wie Atome. Wortlich aber miisste man iibersetzen, wie wir es getan haben. Das
passt nicht zu unteilbaren Atomen. Im Griechischen steht dort fiir ,,Punkt o nuétov,
das urspriinglich ,,Zeichen* bedeutet. Sowohl das Zeichen wie der Teil, der Nichts
ist, erinnern an die Punkte bei Aristoteles. Punkte sind nur Zeichen fiir Grenzen
von Kontinua. Das Teilen von Kontinua auf diese Punkte fortgesetzt, so kann man
die griechische Formulierung der 1. Definition verstehen, fiihren nicht mehr zu
Kontinua, sondern sind nichts.

Lesen wir die oben angegebenen Definitionen in der Reihenfolge riickwirts, von
den Korpern zu den Flachen, die ,,nur Linge und Breite®, also keine ,,Tiefe* haben,
iiber die Linien ,,ohne Breite® zu den Punkten, dann bleibt letzteren schlief3lich
keine Linge — weder eine sehr kleine noch eine unendlich kleine. Euklidisch also
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ist wie bei Aristoteles die atomistische Denkweise ausgeschlossen. Speziell sind
die Punkte des Archimedes in seiner Methodenschrift, die wir als unendlich kleine
Strecken sahen, nicht zugelassen, und Archimedes selbst hatte sie auch nicht als
mathematisch legitim angesehen.

Die Auffassung einer Linie als Gesamtheit von Punkten ist bei Euklid nicht er-
kennbar. Geraden, Flidchen, Kreise usw. sind eigenstiandige Elemente in einer Kon-
struktionsgeometrie. Punkte sind nie Punkte ,,des Kreises* oder ,,der Gerade*, son-
dern ,liegen auf* diesen. Zwischen Punkten und Geraden, Kreisen usw. besteht
allein die rein duBlere Beziehung der Inzidenz. Im Verhiltnis zu Strecken tauchen
Punkte noch als deren Grenzen auf (s. I, Definition 3 unten). Gesamtheiten von
Punkten kommen ausschlieBlich in diskreter Form vor.

Wir bemerken noch, dass anders als bei Aristoteles, bei dem die Kontinua die
priméren Erscheinungen und Punkte nur deren Grenzen (£oyota) sind, der Punkt
(onuétov) bei Euklid am Anfang steht. Zwischen Punkten entstehen die kontinu-
ierlichen Strecken, wie es im 1. Postulat steht:

»Gefordert soll sein, von jedem Punkt zu jedem Punkt eine gerade Linie zu
ziehen.“

Die Definition
3. Die Enden (mépato) einer Linie sind Punkte.

Im Buch I nimmt jedoch die Aristotelische Auffassung der Punkte als dulerste
Grenzen auf. C. Thaer fasst in [19] diese Definition als Relikt einer verungliickten
Punkt-Definition auf, die etwas variiert eher in den Bereich der Postulate gehorte.
Wir sehen sie als Indiz fiir den aristotelischen Einfluss an.

Neben den geometrischen Kontinua waren die GroB3en, die wir in den Biichern
V und X der Elemente finden, die Reprisentanten des Kontinuierlichen der alten
Mathematik. Das Buch V ist eine erstaunliche Erscheinung frither axiomatischer
Mathematik. Der Begriff der Gro8e bleibt undefiniert.

Der Begriff des Verhiltnisses von Grofen wird in der Definition 4 auf ,,gleich-
artige* (Definition 3) GroBen eingeschrinkt, die ,,vervielfiltigt einander tibertreffen
konnen“. Diese Formulierung wird bisweilen als das spiter nach Archimedes ge-
nannte Axiom interpretiert, vernachlidssigend, dass es sich um eine Definition und
nicht um ein Postulat oder Axiom handelt. Groen, die nicht in einem Verhilt-
nis stehen, sind nicht ausgeschlossen, sei es, dass sie nicht gleichartig sind oder
,vervielfiltigt einander nicht ,.iibertreffen konnen®. In jedem Fall aber ist es be-
merkenswert, dass das archimedische Axiom als Eigenschaft eines Bereichs von
Gré6Ben schon hier formuliert ist.

Die im Buch V implizite Annahme einer vierten Proportionalen, die in VI § 12
fiir lineare GroBen (Strecken) konstruiert wird, fordert und beschreibt einen Aspekt
der Kontinuierlichkeit des Kontinuums.

Wir halten fest: Das fiir die Mathematik wesentliche Erbe des Aristoteles und des
Euklid waren fiir die beiden folgenden Jahrtausende unter anderem diese Prinzipien:

1. Das Fundament der Mathematik bilden die anschaulichen, geometrischen Konti-
nua und die kontinuierlichen Grofien.
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2. Weder die unbegrenzte Teilung der Kontinua noch das unbegrenzte Hinzufiigen
von Einheiten kann als abgeschlossen gedacht werden: Das Unendliche ist po-
tentiell und nie aktual.

3. Punkte und Mengen von Punkten reprisentieren das Diskontinuierliche. Geraden,
Strecken, Flidchen etc. sind keine Mengen von Punkten.

4. Es gibt keine atomaren Linienstiicke.

5. Es gibt keine unendlich kleinen Linienstiicke.

8 Leibniz

Wir machen einen Zeitsprung von 2000 Jahren in die Zeit des Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1716). Wir duflern uns wieder sehr knapp und verweisen auf die
Geschichte der Analysis [25], auf weitere Ausfithrungen in der Philosophie der Ma-
thematik ([8], Abschnitt 3.3) und auf G.W. Leibniz: De quadratura arithmetica [26].
Uns geht es um die Kontinuumsauffassung, die im Hintergrund der Analysis des
17. und 18. Jahrhunderts steht und die Leibniz formuliert hat. Sie geht ganz aus
der Kontinuumsauffassung des Aristoteles hervor und iiberwindet die aristotelische
Vorschrift (5).

In der frithen Neuzeit entstehen die Ideen des Archimedes neu, offenbar ohne
dass man Kenntnis von seiner Methodenschrift hat. Leibniz stiitzt sich in seiner
Auffassung des Kontinuums auf Vorgénger wie Johannes Kepler (1571-1630), Bo-
naventura Cavalieri (1598-1647), Blaise Pascal (1623-1662). Kepler und Cavalieri
entdecken die Idee der Indivisibilien wieder, die von Pascal verwandelt wird. Leib-
niz liest die Schriften von Pascal und erweitert seine Ideen. Die zugrunde liegende
geometrische Idee formuliert er so:

»~Man muf} aber wissen, daf eine Linie nicht aus Punkten zusammengesetzt
ist, auch eine Flidche nicht aus Linien, ein Korper nicht aus Fliachen, sondern
eine Linie aus Linienstiickchen (ex lineolis), eine Flache aus Flachenstiickchen,
ein Korper aus Korperchen, die unendlich klein sind (ex corpusculis indefinite
parvis). Das heift, es wird gezeigt, dass zwei ausgedehnte Grdflen verglichen
werden konnen (und zwar auch dann, wenn sie inkommensurabel sind), indem
man sie in gleiche oder kongruente Teile zerlegt, die beliebig klein sind, [...].“
(Mathematische Schriften Bd. 7, S. 273)

Wir haben ,,indefinite parvum* — eigentlich ,,unbestimmt‘ oder ,,unbegrenzt klein*
— mit ,,unendlich klein* iibersetzt. Leibniz spricht oft von unendlich kleinen Grofen
(quantitates infinite parvae). Die ,Linienstiickchen®, wenn sie wie hier eine Linie
zusammensetzen oder gemeinsame Malle inkommensurabler Strecken sein sollen,
miissen unendlich klein sein, da sie keine endliche messbare Grofle haben konnen
(s. [26], S. 130).

Leibniz unterscheidet zwischen Punkten und unendlich kleinen Linienstiickchen,
den Infinitesimalien. Diese sind, anders als Linienatome, wieder teilbar. Leibniz
Auffassung ist also keine atomistische Auffassung.
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Der mathematische Zweck der Infinitesimalien liegt fiir Leibniz bekanntlich in
den infinitesimalen Differentialen: Die Funktion der Infinitesimalien ist, Verhiltnisse
in Momenten oder Punkten zu beschreiben, indem man

»beachtet, da man dx, dy, dv, dw, dz proportional zu den augenblicklichen
Differenzen, d.h. Inkrementen [Zuwichsen, Anm. der Autoren] oder Dekre-
menten [Verminderungen], der x, y, v, w, z [...] betrachten kann.” (Zitiert nach
[5], S. 162)

Die Differentiale werden in der Verbindung mit endlichen GroBen x, y, v, w, z [...]
gesehen und erscheinen im Rechnen als selbstindige Rechenelemente in einem
Kalkiil. Das ist ihr mathematischer Zweck, hinter dem die Frage nach dem, was die
Infinitesimalien eigentlich sind, zuriicktritt:

,,Man kann somit die unendlichen und die unendlich kleinen Linien — auch
wenn man sie nicht in metaphysischer Strenge und als reelle Dinge zugibt —
doch unbedenklich als ideale Begriffe brauchen, durch welche die Rechnung
abgekiirzt wird, dhnlich den imagindren Wurzeln in der gewohnlichen Analy-
sis.* (Zitiert nach [5], S. 166)

Infinitesimalien also sind fiir Leibniz niitzliche Fiktionen, besser Idealisierun-
gen oder Ubertragungen aus finiten Verhiltnissen, die arithmetisch wie ,.imaginre
Wurzeln* sind und zwischen O und allen positiven Grolen liegen. Es geht um eine
nichtarchimedische GroBenarithmetik. Sie sind dabei GroBen, die nach ihrer geo-
metrischen Bedeutung fragen. Und da bleibt maBgebend das erste Zitat oben — und
der Hinweis unten auf das alte charakteristische Dreieck, mit dem alles begann. Wir
gehen gleich darauf ein.

Zuvor bemerken wir noch, dass Leibniz nicht weit von unseren Grenzwerten
entfernt war. Infinitesimalien betrachtet Leibniz oft wie Verdnderliche (loc. cit.):

»[---], s0 zeigt unser Kalkiil, dass der Irrtum geringer ist als irgendeine angebba-
re GroBe, da es in unserer Macht steht, das Unvergleichbarkleine — das man ja
immer so klein, als man will, annehmen kann, zu diesem Zwecke hinlédnglich
zu verringern.*

Ganz deutlich wird der Gedanke des Grenzwertes hier:

,.Denn anstelle des Unendlichen oder des unendlich Kleinen nimmt man so
grofle oder so kleine GroBen wie notig ist, damit der Fehler geringer sei, als
der gegebene Fehler, [...] .“ (Zitiert nach [25], S. 125)

Jetzt kommt der Unterschied zu unseren Vorstellungen. Wir denken bei der Be-
stimmung der Tangentensteigung an rechtwinklige Sekanten-Dreiecke bestehend
aus Sekanten As und Katheten Ax, Ay, die im Grenzprozess verschwinden. Bei
Leibniz verschwanden die Sekanten-Dreiecke nicht, sondern miindeten in einem un-
endlich kleinen Dreieck mit den Seiten ds, dx, dy, dem charakteristischen Dreieck:
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dx:
x x+dx

Charakteristisches Dreieck bei Leibniz

Das charakteristisches Dreieck ist unendlich klein, aber im Endlichen spiegelt
es sich wieder: Die Verhiltnisse der unendlich kleinen Seiten ds, dx, dy entspre-
chen den Verhiltnissen der endlichen Seiten 7, y, u in der Abbildung. Hier scheint
fiir Leibniz ein ,,Licht” in die Sphére des unendlich Kleinen zu leuchten. Bei der
Beobachtung eines ganz dhnlichen Grenzprozesses sagt er:

,Dennoch aber werden die ds und dx [unsere Variablen fiir die originalen
eingesetzt] nicht im absoluten Sinne ,Nichts® sein, da sie zueinander stets das
Verhiltnis von ¢ : u bewahren, [...]* (Zitiert nach [5], S. 163).

Fiir Leibniz scheint dies wie die Versicherung einer Art ,,Realitdt” des unendlich
kleinen charakteristischen Dreiecks gewesen zu sein. Die Verhiltnisse der unendlich
kleinen Seiten zu den endlichen Seiten bildeten die Briicke, die aus der Realitit der
endlichen GroBen in den Bereich des Infinitesimalen und zuriick fiihrt.

Von ,Fiktionen* also im negativen Sinne als Erdichtungen irrealer, unsinniger
oder gar falscher (fictae) Gebilde, als die man Infinitesimalien manchmal interpretiert
und relativiert, kann man, auch wenn Leibniz selbst von Fiktionen (quantitates
fictitiae) spricht (s. [26], S. 36, S. 128), nicht sprechen. Wir sehen bei Leibniz eine
Erweiterung der aristotelischen Kontinuumsauffassung, die eine neue qualitative
Dimension hinter der quantitativen Erfassung eroffnet. Infinitesimalien bei Leibniz
sind, so meinen wir, neue Idealisierungen in der idealen Welt der geometrischen
Kontinua.

9 Ubersicht iiber die Auffassungen zum Kontinuum

Wir geben jetzt eine Ubersicht iiber die Auffassungen der Kontinua, die uns begegnet
sind oder begegnen werden, und charakterisieren sie fiir den linearen Fall moglichst
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kurz und prignant. Fiir ihre grobe Erkennung bezeichnen wir sie in naheliegender
Weise und geben in Klammern ihre Hauptvertreter an.

(a) Finiter Atomismus (Demokrit)
Eine Linie zerfillt in endlich viele sehr kleine Linienstiicke. Diese kleinen Li-
nienstiicke sind nicht mehr teilbar. Punkte sind die atomaren Linienstiicke. Eine
Strecke ist eine endliche Zusammenfiigung von Punkten.

(b) Transfiniter Atomismus (Archimedes, Cavalieri)
Eine Linie zerfillt in unendlich viele unendlich kleine Linienstiicke. Diese klei-
nen Linienstiicke sind nicht mehr teilbar. Punkte sind die atomaren Linienstiicke.
Eine Linie ist eine unendliche Zusammenfiigung von Punkten.

(c) Visualismus (Aristoteles)
Linien sind weder Zusammensetzungen von unendlich kleinen Linienstiicken
noch von Punkten. Teile von Linien und Punkte sind Gegenstinde grundsétzlich
unterschiedlicher Art. Zwischen ihnen besteht eine nur duflere Beziehung.

(d) Infinitesimalismus (Leibniz)
Eine Linie ist aus unendlich vielen unendlich kleinen Linienstiicken zusammen-
gesetzt. Diese kleinen Linienstiicke sind wieder teilbar. Punkte und Teile von
Linien, darunter die unendlich kleinen Linienstiicke, sind Gegenstinde unter-
schiedlicher Art. Zwischen ihnen besteht eine nur duflere Beziehung.

Eine weitere Auffassung, zu der wir gleich kommen, ist ein

(e) Trans-transfiniter Atomismus (Cantor)
Linien bzw. Teile dieser Linien und Punkte sind Gegenstinde grundsétzlich
unterschiedlicher Art. Linien und Teile dieser Linien sind (iiberabzihlbar) un-
endliche Mengen von Punkten.

Zwischen (d) und (e) verlduft die Grenze zwischen ,,altem* und ,,neuem‘ Konti-
nuum. Denn die letzte Auffassung (e), der trans-transfinite Atomismus, ist die, die
wir heute tdglich praktizieren. Wir nennen sie trans-transfinit, weil sie eine Unend-
lichkeit heranzieht, die jenseits der potentiellen oder abzihlbaren Unendlichkeit liegt
und bis ins 19. Jahrhundert undenkbar war.

Wie ist es zu dieser Auffassung gekommen? Dariiber ist viel nachgedacht und
geschrieben worden. Wir jedoch machen es wieder sehr kurz und raffen die Zeit so-
wie die vielen Details der vielen Probleme, die auf dem Weg zum neuen Kontinuum
lagen.

10 Arithmetisierung des Kontinuums im 19. Jahrhundert

Die kontinuierlichen GroBen, die man von den alten Griechen ererbt hatte, die
infinitesimalen GroBen des 18. Jahrhunderts und der anschaulich-geometrische Hin-
tergrund aus den alten Elementen des Euklid bereiteten den Mathematikern im 19.
Jahrhundert zunehmend Unbehagen. Sie waren fiir sie begrifflich unklar und hat-
ten eine gewisse ,,Unreinheit” an sich, die dem strenger werdenden Anspriichen
nach Wissenschaftlichkeit und mathematischer Reinheit widersprach. ,,Rein®, d.h.
gedanklich rein oder ,,logisch* schienen allein die Zahlen zu sein. — Diese Unter-
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scheidung ist altes pythagoreisches, platonisches und aristotelisches Erbe. Aristoteles
wies die Groflen der empirischen Welt, die Zahlen aber der Seele zu.

Auf die reinen Zahlen sollte die Mathematik begriindet werden. Speziell waren
es die irrationalen Zahlen, die zwar ,,Zahlen* hie8en, die man aber bis dahin nur
als Groflen im alten Sinne begreifen konnte. Sie vor allem sollten wirkliche Zahlen
werden. Wir geben zu einem groflen Thema nur eine winzige Auswahl von Stich-
worten an, hinter der sich gewaltige Veridnderungen verbergen. Wir verweisen auf
die umfangreiche Literatur (s. [8]).

Schritte und Stationen in der Arithmetisierung der Mathematik waren diese:

(a) Die mathematische Legitimation des aktual Unendlichen.
(b) Die Konstruktion der reellen Zahlen.

In der Folge:

(c) Die Ersetzung des Kontinuums durch die reellen Zahlen.
(d) Die Entfernung der Groflen aus der reinen Mathematik.
(e) Die Entfernung der Infinitesimalien.

Das gewiinschte Ergebnis war die arithmetisierte, reine Mathematik. Vor dem
Hintergrund der alten Kontinuumsauffassung ist besonders bemerkenswert:

(f) Das geometrische Kontinuum wurde zur Punktmenge.

Diese Konsequenz, die Mengenauffassung des Kontinuums, bedeutet eine zweite
fundamentale Veridnderung des mathematischen Denkens im 19. Jahrhundert, die
ebenso gewichtig ist wie die mathematische Legitimation des aktual Unendlichen.

Praktische Konsequenzen sind:

(g) Geometrische Kontinua konnen als Kopien aus dem R” aufgefasst werden.
(h) Punkte sind Zahlen (oder Zahlen-Tupel).

In dieser gedanklichen Welt leben wir heute. Das lineare Kontinuum ist R, der
Raum ein ,,Ather* aus Zahlentupeln. Stindig prisenter Zeuge unserer Auffassung
ist die ,,Zahlengerade®, in der Zahlen und Punkte identifiziert sind. Auf der arith-
metisierten Basis treiben wir iiberaus erfolgreich Mathematik.

Der Fortschritt war in der Tat enorm: Das, was bis dahin als undurchdringli-
cher Nebel im Hintergrund der Mathematik stand, das anschauliche, geometrische
Kontinuum, jetzt hatte man es mit R in der Hand — als unendliche Menge. Es wur-
de zum definierten Gegenstand und zum mathematischen Instrument. Die Erfolge
nicht zuletzt in den Anwendungen waren auerordentlich. Hilbert sprach von einer
,~Symphonie des Unendlichen®. Diese Symphonie war und ist zwar von einigen Dis-
harmonien begleitet, die aber heute niemanden mehr aus dem Konzept bringen. Auch
dariiber konnen wir hier nicht sprechen und verweisen wieder in die umfangreiche
Literatur (vgl. [8], 3.3, 4.4, 5.3, 5.4).

War und ist damit ein fiir alle Mal das Problem des Kontinuums erledigt? Wir mei-
nen nein. Die alten Infinitesimalien kehrten noch einmal zuriick, auf neuer Grund-
lage. Mit ihnen entsteht ein anderer Blick auf das Kontinuum.
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11 Nichtstandard-Auffassungen des Kontinuums

Eine neue Auffassung des Kontinuums kommt aus der Nichtstandard-Analysis, die
auf Nichtstandard-Modellen oder Erweiterungen der reellen Zahlen basiert. Die Kor-
per, die entstehen, werden als hyperreelle Zahlen bezeichnet.

Einen logischen Weg zu den Nichtstandard-Modellen beschritt Abraham Robin-
son (1918-1974) im Jahr 1961 in dem beriihmten Aufsatz Non-standard Analysis
[33]. Im Jahr 1966 folgte das Lehrbuch Non-standard Analysis [34].

Curt Schmieden (1905-1992) und Detlef Laugwitz (1932-2000) gingen einen
anderen Weg. Sie gaben der reellen ,Infinitesimalrechnung®, wie sie ja immer noch
hieB3 und heif3t, die Infinitesimalien zuriick, die verloren gegangen waren. Der Auf-
satz Eine Erweiterung der Infinitesimalrechnung [36] erschien 1958. Die Methode
war mengentheoretisch. 1978 und 1986 schrieb D. Laugwitz die Lehrbiicher Infini-
tesimalkalkiil [28] und Zahlen und Kontinuum [29]. Das letztere schldgt neben dem
mengentheoretischen einen logisch-algebraischen Zugang vor.

Der logische Zugang nach Robinson ist formal. Er beginnt mit Nichtstandard-
Modellen der reellen Zahlen. Solche Modelle, von denen es viele gibt, ergeben
sich als formal-logische Konsequenz aus einem fundamentalen Satz der Logik, dem
Vollstindigkeitssatz (Godel, 1929), und aus daraus folgenden modelltheoretischen
Sitzen. Thre Existenz ist ,,nur* formal, aus der Logik erster Stufe, begriindet — so wie
die der Nichtstandard-Modelle der natiirlichen Zahlen. (Diese hatte Skolem schon in
den dreifliger Jahren des letzten Jahrhunderts angegeben.) Interessant ist mathema-
tisch ihr Nutzen in Ergidnzung und Erweiterung der klassischen Analysis. Der Bezug
der Nicht-Standard-Modelle zum arithmetischen Kontinuum der reellen Zahlen, von
denen sie abstammen, ist primir algebraisch. Vom anschaulichen, geometrischen
Kontinuum scheinen die Nicht-Standard-Modelle weit entfernt zu sein.

Auch der logisch-algebraische Zugang, den Laugwitz entwickelt hat, kommt nicht
organisch aus dem anschaulichen Kontinuum. Es geht um eine Art Adjunktion eines
transfiniten Elementes, die die Anschauung des Kontinuums willkiirlich zu sprengen
scheint. Wir machen unten noch einige Bemerkungen iiber diesen Ansatz.

Anders ist das bei der mengentheoretischen Konstruktion, die in [28] und [29]
beschrieben wird und seitdem in vielen Lehrbiichern der Nonstandardanalysis zu
finden ist (u.a. [2], Kap. 7, Prestel in Ebbinghaus [18], 211-233, [27, 42]). Sie geht
aus von beliebigen Folgen reeller Zahlen, in der in natiirlicher Weise Infinitesimalien
entstehen.

Um das sofort plastisch zu sehen, wihlen wir ein populires Beispiel. Es ist eine
immer wieder gestellte Frage:

Ist a) 0,999... = 1 oder b) 0,999... < 1?7

Obwohl stindig a) beteuert und natiirlich bewiesen wird, verschwindet die
Meinung b) nicht. Was steckt dahinter? Es ist wohl die Problematik des aktual
Unendlichen.
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Es fillt dem Nicht-Mathematiker oder mathematischen Anfinger in der Re-
gel schwer, sich den Grenzwert 1, der zu 0,999... gehort, tatsidchlich vorzustellen.
Denn dies setzt voraus, dass die Reihe, d.h. die unendliche Folge der Partialsummen
(0,9;0,99;0,999; ...), die hinter 0,999... steckt, als abgeschlossen und fertig gegeben
aufgefasst werden muss. Ein Mathematiker hat das schlicht gelernt oder iibernom-
men. Der mathematische Anfénger kann die zugehorige fertige Reihe nicht denken.

Der Anfidnger tut daher etwas Naives — aber nichts Falsches. Er vergleicht einzeln
jedes Folgenglied mit 1. D.h. er vergleicht die beiden — potentiell oder ,,eingeschrankt
aktual* (vgl. [8], S. 388 f) unendlichen — Folgen (0,9; 0,99; 0,999; ...) und (1; 1; 1; ...).
Und in der Tat ist im Vergleich die erste Folge in einem naheliegenden Sinn kleiner
als die zweite. Thre Differenz (0,1;0,01;0,001; ...) ist groBer als O und infinitesimal.
Wir kommen gleich darauf zuriick.

Folgen rationaler oder reeller Zahlen bilden einen Ring. Dieser Ring, genauer
ein Faktorring davon, der nicht archimedisch angeordnet ist, ist der Ausgangspunkt
der mengentheoretischen Konstruktion eines nicht-archimedischen Korpers, wie sie
Laugwitz in [28, 29], S. 91ff) beschreibt. Wir deuten die mengentheoretische Kon-
struktion kurz an.

Wir gehen aus von dem Ring aller reellen Zahlenfolgen, konvergenten wie di-
vergenten. Wir bezeichnen den Folgenring dieser Folgen mit RY. In RY sind die
arithmetischen Operationen folgengliedweise definiert, z. B. (ay,) - (by) = (¢p) &
ay - by, = ¢, fiir alle n. In diesem Ring sind die reellen Zahlen selbst als konstante
Folgen reprasentiert. — In dhnlicher Weise werden bekanntlich die reellen Zahlen
gewonnen: Der Folgenring QY ist der Ausgangspunkt fiir die Konstruktion der re-
ellen Zahlen nach Cantor. R ist der Faktorring des Ringes der Fundamental-Folgen
nach dem maximalen Ideal der Nullfolgen.

Die Konstruktion eines — in einem externen Sinn — nicht-archimedischen Korpers
nach Schmieden und Laugwitz aus dem Jahr 1958 lduft iiber den ganzen Folgenring
und ein anderes, kleineres Ideal, das Ideal V' der schlieBlich verschwindenen Folgen,
d.h. der Folgen, fiir die nur endlich viele Folgenglieder nicht Null sind.

Zu den Folgen in V' gehort die Menge Cof der cofinalen Mengen in N, das sind
die Mengen M, fiir die N\ M endlich ist:

Cof = {M C N|N\M endlich}.
Es ist

(an) € V genau dann, wenn {n |a, = 0} € Cof.
Folgen sind dquivalent, wenn @ — b € V, d.h. hier

a~b<s{nla, =b,} € Cof,
wenn also die Folgenglieder fast alle iibereinstimmen.

Die Klassen, die Elemente in R/ V, bezeichnen wir mit kleinen griechischen
Buchstaben «, B, v, ..., die durch Folgen (a,), (b,), (cy), ... reprisentiert werden.
Die Menge der reellen Zahlen wird hier wieder représentiert durch die konstanten

Folgen (z. B. wie oben die 1 durch (1;1;1;...)). Fiir Elemente «, 8 € RY/V haben
wir dann z. B.
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o = B & genau dann, wenn a ~ b, d.h. {n|a, = b,} € Cof.
a+ B =y &{nla, + b, =cn} € Cof,
a-B=1y < {nla,- b, =cy} e Cof,
a-f=0<% {n|a,- b, =0} e Cof.

Das Beispiel « - § mit a, = 1+ (=1)" und b, = 1 — (—1)" zeigt, dass der Ring
RN/ V nicht nullteilerfrei ist. Der Weg zu einem Korper ,hyperreeller” Zahlen ist
abstrakt. Wir kommen gleich dazu. Zunéchst zur Anordnung. Es sei

a< B s {n|a, <b,} e Cof.
Beispiel:
(0,9;0,99;0,999; ..) < (1;1;1; ..)

< ist transitiv, da Cof ein Mengenfilter ist. D.h. es liegt eine Ordnungsrelation vor.
< ist nicht total.

Beispiele: Sei Q die Klasse in RY/V, die von der Folge (1;2;3;..) = (n)
reprédsentiert wird. Es ist

Q>nfijrallenundé>0,

1o 1 e . o
denn g wird von (;;) représentiert. Gleichzeitig ist

1 1
Q<=

fiir jedes n. Also ist é unendlich klein, d.h. unendlich nahe bei O:
|
a ~0.

Was ist mit (—1)%? Das ist die Klasse mit dem Reprisentanten ((—1)"). Fiir sie gilt
weder

(-1 < 0 noch (=1)2 = 0 noch (—1)% > 0.

Das ist ein Gegenbeispiel gegen die Linearitit von <. Dieser Mangel wird aufge-
hoben, wenn wir auf der Basis von RY/ V' einen Koérper gewinnen. Der Weg dorthin
ist wie gesagt abstrakt und unkonstruktiv. Er setzt das Auswahlaxiom voraus.

Der Weg beginnt beim freien Filter Cof. Zu Cof gehort das Ideal V. Jeder feinere
freie Filter F' umfasst Cof und erzeugt ein V' umfassendes Ideal, sagen wir /. Fiir
Folgen a, b gilt

aclp & {nla,=0}€eF,

a und b sind dquivalent, wenna — b € I & {nla, = b,} € F.

Das Zornsche Lemma, also das Auswahlaxiom, sichert in der geordneten Menge
solcher freien Filter einen maximalen freien Filter U. RY /Iy ist ein angeordne-

ter Korper, der Korper der hyperreellen Zahlen. Das Auswahlaxiom sichert seine
Existenz. Wir wissen aber nicht, wie er aussieht. Er ist nicht eindeutig bestimmt.
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Wegen des inkonstruktiven Charakters dieses Weges beschreibt Laugwitz diese
Korper auch algebraisch als Ergebnis ©K einer Art Adjunktion eines unendlich
groflen Elementes €2 (vgl. [29], Kap. 2), die wir hier nicht weiter ausfiihren. Er folgt
dort in einer angenihert logischen Formulierung dem Leibniz’schen Prinzip ,,Die
Regeln des Endlichen gelten im Unendlichen weiter*:

,»Es sei A(.) eine Aussageform, formuliert in der Sprache von K. Wenn es ein
no € N gibt, so daB fiir alle n > n( die Aussage A(n) in der Theorie von K
wahr ist, dann soll A(2) als wahrer Satz in die neue Theorie ®K aufgenommen
werden.*

Auch hier ist das Ergebnis nicht eindeutig. Die quasi-algebraische Konstruktion ist
insofern interessant, als sie mathematisch die gebriduchliche algebraische Adjunktion
aufnimmt und diese neue Art der Adjunktion, wie man leicht sieht, wiederholbar
ist. Auch die Konstruktion iiber Folgenringe ist wiederholbar.

Mit beliebigen Folgen reeller Zahlen begann die beschriebene mengentheoreti-
sche Konstruktion. Mit solchen Folgen operiert der obige mathematische Anfinger,
zu dem wir jetzt zuriickkehren. Er vergleicht in naiver Weise Folgen, statt Grenz-
werte zu denken, und kommt sogleich iiber die reellen Zahlen hinaus, bleibt aber
im Kontinuum, in dem die reellen Zahlen als Punkte dargestellt sind.

Es ist, wie wir oben schon angedeutet haben, im Kontinuum neben den reel-
len Zahlen anschaulich durchaus Platz fiir neue Zahlen, z. B. zwischen 0,999...
und 1. Wir fassen beide wieder als Folgen auf. Dann liegt (0,95;0,995;0,9995; ...)
zwischen (0,9;0,99;0,999;...) und (1;1;1;...), das arithmetische Mittel von bei-
den. Die Differenz von 0,999... = (0,9; 0,99; 0,999 ; ..) und 1 = (1;1;1; ...) ist
die Folge (0,1;0,01;0,001;...) > 0. Sie ist unendlich klein, nimlich kleiner als
% = (&;L: 1. ) fiir jedes n € N. Diese Ordnungsbezichungen bleiben erhalten

n’n’n’

beim Ubergang zu den hyperreellen Zahlen. Die Alternative b) ,,0,999... < 1?7* der
alten Frage ,,Ist 0,999... = 1 oder 0,999... < 1?7* also ist nicht falsch. Sie ist nur
nicht standard.

Die mengentheoretische Konstruktion hat so einen sehr konkreten, anschauli-
chen Anfang, der in unmittelbarer Beziehung zum Kontinuum steht. Laugwitz sagt
Folgendes:

,,FUr mich ist, es sei wiederholt, das Kontinuum nicht identisch mit der Menge
R, [..]"

Und:

,»Wir haben gesehen, daf} das anschauliche Linearkontinuum Platz 146t fiir die
Omegazahlen und nicht als durch die reellen Zahlen ausgeschopft angesehen
werden muss.* ([29], S. 223)

Es bedeutet eine gewisse Anstrengung, aus den geschilderten Konstruktionen
oder logischen Modellen die Konsequenzen fiir eine neue Kontinuumsauffassung
zu ziehen. Es geht darum, Denkgewohnheiten zu iiberwinden. Diese werden, so
sind wir ausgebildet, durch R bestimmt. R isz heute das Kontinuum, aus dem alle
anderen Kontinua abgeleitet werden. Was sind die wesentlichen Elemente einer
Nichtstandard-Auffassung?
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Wir miissen uns unendlich kleine und unendlich grofe Zahlen vorstellen und
die Nichtstandard-Zahlen, die es in unendlich kleiner Nihe zu den Standardzahlen
gibt. Wir miissen — das ist mathematisch besonders schwer — Abschied nehmen
von der Gleichsetzung des Kontinuums mit R. Wir miissen, was vielleicht noch
schwerer ist, zum alten, anschaulichen, geometrischen Kontinuum zuriickkehren.
Im geometrischen Kontinuum, in dem der Geraden, stellen wir die neuen Zahlen
wieder als Punkte dar — wie die ,,alten reellen Zahlen. Wir miissen akzeptieren,
dass im Kontinuum neben und nach den reellen Zahlen noch ,,Platz ist fiir neue
Zahlen, der Platz, den wir vorher durch die Gleichsetzung des Kontinuums mit R
negiert haben.

Wir miissen Abschied nehmen von der Denk- und Redeweise iiber die ,,Zahlen-
geraden®, in der zuvor Punkte und reelle Zahlen identifiziert und so andere Zahlen
ausgeschlossen waren. Wir miissen eine ,,ldngere und ,,vollere* Zahlengerade ak-
zeptieren. Nein, mehr: Wir miissen und werden nach dieser Erfahrung vorsichtig
sein mit einer neuen Identifikation der neuen Zahlen mit den Punkten des geome-
trischen Kontinuums zum Zwecke einer neuen ,,Zahlengeraden®. Wir werden von
Punkten im Kontinuum sprechen und Abschied nehmen von der Vorstellung, dass
das Kontinuum eine Punktmenge sei.

Die neue Situation ist sehr vorteilhaft. Denn die reellen Zahlen sind ja nicht
verloren gegangen. Das Wissen, das wir iiber die reellen Zahlen mitbringen, konnen
wir komplett auf die Nichtstandard Zahlen iibertragen: Alle Sitze iiber die reellen
Zahlen gelten fiir den Bereich der Nichtstandardzahlen weiter. Die Mathematik wird
durch — externe — Unterscheidungen zwischen Standard- und Nichtstandardzahlen
reicher und zudem komfortabler, da wir iiber infinitesimale und infinite Zahlen
verfiigen. Das macht viele Formulierungen einfacher, die man sonst nur in der
Grenzwert-Sprache ausdriicken kann.

Hitten wir frithzeitig in den Verhiltnissen zu denken gelernt, wie sie in den Nicht-
standard-Modellen herrschen, so wiren sie uns nicht fremd. Die Nichtstandard-Mo-
delle heilen nur ,,nichtstandard®, weil wir gewohnlich anders denken. Es war eine
Fiigung der Geschichte, dass wir so zu denken gelernt haben, eine wohl zwangs-
laufige Fiigung. Denn die obigen Konstruktionen zeigen, dass die mathematischen
Voraussetzungen fiir sie nicht gegeben waren — weder die mengentheoretischen noch
die logischen —, als die Analysis im 19. Jahrhundert durch den Grenzwertbegriff auf
eine neue Grundlage gestellt wurde. Der Grenzwertbegriff, die ,,Finitisierung® der
unverstandenen infinitesimalen GroBen, stand am Anfang der damaligen Entwick-
lung, die in eine ungeahnte , Infinitisierung* der Mathematik miindete. Sie brachte
die Definitionen der reellen Zahlen und die Mengenlehre hervor. Erst in dieser infi-
niten, theoretischen Mathematik hatte die Finitisierung ihre Grundlage erreicht. Die
logischen Grundlagen entwickelten sich erst im Zuge einer erneuerten Axiomatik
zu Beginn des 20. Jahrhunderts.

Wie wenig nichtstandard zu denken und zu rechnen mathematisch noch heute
présent ist, zeigt eine kleine Geschichte, die wir in den Mitteilungen der DMV
(2/2003) finden. Sie ist neu abgedruckt in [10] , S. 89 f)* — wohl als leuchtendes

3 Dieses Buch wird von der DMV an Abiturienten als Preis verliehen fiir besondere Leistungen im mathe-
matischen Abitur.
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Vorbild der mathematischen Aufkldrung mathematischer Anfinger —, und beginnt
mit einem Brief:

Liebe MathematikerInnen,

ich bin in der 6. Klasse und wir haben gerade periodische Dezimalbriiche
durchgenommen. Wir haben gelernt:é =0.111..., % = 0.333... usw. Was aber
ist dann 0.999...7 Unsere Lehrerin hat gesagt, das wire %. Das kann aber doch
nicht sein. Das wire doch 1 und 0.999... ist doch ein Unendlichstel kleiner
als 1. Gibt es 0.999... iiberhaupt? Aber eine Zahl, die ich mir ausdenken kann,
muss es doch geben. Wie kommt man an 0.999...7

Ich wiirde mich iiber eine Antwort freuen. Lina

Ein Mathematiker findet, dass Lina ,,eine Antwort verdient hat. Die ,,vielleicht
enttduschende® Antwort kommt sofort: ,,Deine Lehrerin hat in der Tat recht®. Dann
wird iiber Schreibweisen von Briichen gesprochen und schliellich ausfiihrlich iiber
die Standard-Berechnung des arithmetischen Mittels von 0,999... und 1 argumentiert,
ohne das Unendlichstel mit einem Wort zu wiirdigen. Zum Schluss kommt dann
der ,,Trost“ — ,,so er denn liberhaupt nétig ist™: ,,Spéter wirst Du lernen, dass ein
Unendlichstel gleich Null ist*.

Was hitten Laugwitz und Robinson dazu gesagt?

12 Schluss

Wir sind vom anschaulichen und geometrischen Kontinuum ausgegangen — und sind
um einige Einsichten reicher zu ihm zuriickgekehrt. Wir haben durch die Geschichte
hindurch verfolgt, wie in sehr unterschiedlicher Weise versucht wurde, das Konti-
nuum zu charakterisieren oder gar es festzulegen. Wir haben zum Schluss erkannt,
dass es weder mathematisch zu arithmetisieren ist, noch als Punktmenge aufgefasst
werden kann. Es ist Medium fiir Punkte, die ins Kontinuum gesetzt werden konnen,
und Medium fiir die Darstellung von Zahlen — Standard oder Nichtstandard.

Laugwitz unterscheidet einen qualitativen von einem quantitativen Aspekt des
Kontinuums. Die reellen Zahlen reprisentieren den quantitativen Aspekt. Sie entste-
hen im Kontinuum in der transfiniten Fortsetzung des konkreten quantifizierenden
Messens. Das ist in den Konstruktionen der reellen Zahlen als Klassen von Inter-
vallschachtelungen oder Fundamentalfolgen realisiert. Die reellen Zahlen sind die
universellen Maf3zahlen.

Das Kontinuum aber besitzt auch qualitative Eigenschaften, die iiber das rein
quantitative im wahrsten Sinne hinausgehen und sich im unendlich Kleinen und
Groflen zeigen. Sie werden in den mengentheoretischen Konstruktionen der infi-
nitesimalen und infiniten Zahlen realisiert. Das Infinitesimale beschreibt in neuer
Weise die Stetigkeit des linearen Kontinuums und erlaubt, in qualitativer Weise
z. B. die Stetigkeit von Funktionen f zu erfassen: f ist stetig, wenn aus x & y
folgt f(x) =~ f(y). Das Kontinuum ist nicht durch das reine Messen erfassbar. Es
ist unermesslich.

Auch die mengentheoretischen oder quasi-algebraischen Konstruktionen erfassen
es nicht. Das zeigt z. B. die Konstruktion durch die logisch-algebraische Adjunktion,
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die wiederholbar ist. Denn der Nichtstandard-Korper, der entsteht, hat arithmetisch
alle die Eigenschaften des Ausgangskorpers. Auch mit den infinitesimalen und infi-
niten Zahlen ist das Kontinuum nicht ausgeschopft. Der Atomismus, der finit begann,
transfinit wurde und heute trans-transfinit herrscht, jede Art von Atomismus scheint
dem Phinomen des Kontinuums nicht gerecht zu werden.

Die Nichtstandard-Auffassung des Kontinuums, die sich auf die logische Position
stiitzt, weist noch dariiber hinaus. Logisch geht es um Nichtstandard-Modelle *R der
reellen Zahlen. Dabei ist das eine Nichtstandard-Modell so geeignet wie das andere.
Diese Nichtstandard-Modelle aber gibt es in beliebig grofier iiberabzihlbarer Mdich-
tigkeit — liber die Méchtigkeit der reellen Zahlen hinaus ([31], Seite 239, Example
7.3.11.3). Das Kontinuum ist von diesem Standpunkt aus nicht nur unermesslich
sondern unerschopflich.

Es bleibt das alte anschaulich-geometrische Kontinuum. Es ist, wie Brouwer
sich ausdriickte, eine unergriindliche ,,RaumsoBe®. Weyl sagte es etwas philoso-
phischer: Das Kontinuum ist ein ,,Medium freien Werdens®. Das Kontinuum ist in
der Tat, darauf weisen zusitzlich die Probleme rund um die Kontinuumshypothese
hin, mathematisch nicht zu erfassen (s. [8], 4.4). Es bleibt — auch mathematisch —
transzendent.

Die Beobachtungen schlielich, die wir gemacht haben, erfordern noch einige
Bemerkungen: Uber die mathematischen Zugiinge zum Kontinuum und eine daraus
resultierende mogliche mathematische Distanz zu Nichtstandard-Auffassungen.

Bis ins spite 19. Jahrhundert hinein gab es nur Ansétze, das Kontinuum zu mathe-
matisieren. Es waren die Groflen, die sich bis zuletzt einer expliziten mathematischen
Fassung widersetzten. Das Kontinuum blieb anschaulich im Hintergrund der Mathe-
matik — sowohl fiir die Geometrie wie fiir die Groflen, finit oder infinitesimal. Die
mathematischen Zuginge zum Kontinuum seitdem sind sehr unterschiedlich.

Der erste Zugang, der des 19. Jahrhunderts, war eine (zuerst naive) mengentheo-
retische Konstruktion, ging aus vom Messen und konstruierte die reellen Zahlen als
eindeutige Ergebnisse unendlicher Nidherungsfolgen in der unendlichen Fortsetzung
des Messens. Mit ihnen glaubte man, das Kontinuum erfasst zu haben.

Die mengentheoretische Konstruktion der Nichtstandard-Zahlen von Schmieden
und Laugwitz unterscheidet die Messfolgen genauer und findet unendlich kleine und
groBBe Differenzen. Das Auswahlaxiom ist mafgebend dafiir, dass dieser Ansatz zu
einem Korper und zu einer linearen Ordnung der neuen Zahlen fiihrt, die erlaubt,
die infiniten und infinitesimalen Verhiltnisse ins lineare Kontinuum zu iibertragen.
Diese neuen Zahlen konnen zwar mengentheoretisch-konstruktiv gewonnen werden,
nicht aber in der mengentheoretisch-eindeutigen Weise wie die reellen Zahlen. Ein
solcher Zahlbereich ist weniger konkret, sodass es vielleicht schwierig ist, ihn als
wirkliche Alternative anzuerkennen.

Die logisch-algebraische Adjunktion, die [29] vorschlédgt, postuliert schlicht das
unendlich Grof3e und Kleine. Dieser Zugang scheint am ehesten den mathematischen
Gewohnheiten angepasst — bis auf die logische Komponente, die Ubertragung von
Aussagen auf den neuen Zahlbereich, die als nur formales Postulat angesehen werden
kann.

Im rein logischen Zugang nach Robinson sind Nichtstandard-Modelle schlief3-
lich rein logische Phidnomene. Beide Zuginge, die logisch-algebraische Adjunktion
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und die logische Feststellung der Nichtstandard-Modelle, gehen aus von der Pridi-
katenlogik erster Stufe. Der logische Zugang nutzt ausgerechnet deren Ausdrucks-
schwiche, ndmlich die Klasse der archimedischen Korper nicht axiomatisieren zu
konnen. Die Existenz der Nichtstandard-Modelle erhilt so eine gewisse Relativitit
und die Nichtstandard-Modelle selbst erhalten eine zusétzliche Formalitit, die den
formalen Charakter der Modelle, von dem schon oben die Rede war, noch steigert.
Es kann der Eindruck eines logischen Sprachspiels entstehen, der die Akzeptanz der
Nichtstandard-Modelle und der Nichtstandard-Methoden im mathematischen Alltag
mindert.

Gleiche Vorbehalte konnen anderen Zugingen gegeniiber bestehen, die wir hier
nicht besprochen haben. Eine andere grundsétzliche Frage ist zudem, inwiefern
Nichtstandardmethoden die Standardanalysis in der Tat erweitern konnen.

Dennoch: Seit 50 Jahren ist die Nonstandard-Analysis mathematisch integriert
und bewihrt. Zu Beginn waren die Reaktionen kontrovers und abwartend, bald
aber aufgeschlossen und positiv. Es liegen heute sehr gute Lehrbiicher vor, alte und
neue (s. Literaturverzeichnis). Es ist daher einigermaflen verwunderlich, dass die
Nonstandard-Analysis noch immer nur Spezialgebiet und Randerscheinung ist. Sie
hat trotz ihrer fundamentalen Beitrige kaum Eingang in den mathematischen Alltag,
in die mathematische Anschauung und die Lehre gefunden hat. Das Beispiel oben
und ein Blick in die Lehrbiicher der Analysis zeigen das (vgl. z. B. [9], S. 237).
Bei allen moglichen formalen Vorbehalten, die vielleicht vorliegen und die wir eben
angedeutet haben, ist eine Reserve der Nichtstandard-Mathematik gegeniiber nicht
angemessen. Dies gilt nicht zuletzt fiir die elementare Lehre.

Was in jedem Falle bleibt — und vielleicht ist dies ein groBer ,,ideologischer*
Hemmschuh —, ist die Wirkung der Nichtstandardmodelle und der Nichtstandard-
Auffassungen: die klare Relativierung, ja Aufthebung der Identifikation von reellen
Zahlen und Kontinuum. — Der Atomismus ist tot. Es lebe das méchtige Modell der
reellen Zahlen.
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