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Zusammenfassung. Die vorliegende Arbeit beschäftigt
sich mit dem Signalübertragungsverhalten von single-bit
continuous-time (CT)61 Modulatoren. Dabei liegt der Fo-
kus der Untersuchung auf dem Peaking der Signaltransfer-
funktion (STF). Dieser Effekt kann die Performance und
die Stabilität des Gesamtsystems negativ beeinflussen, da
bei auftretendem STF-Peaking Signale außerhalb des Signal-
bands verstärkt werden. In dieser Arbeit wird ein neuer An-
satz zur Reduktion des Peakings vorgestellt, der auf der Op-
timierung der Systemdynamik basiert. Dabei werden die Fil-
terkoeffizienten des Modulators systematisch angepasst. An-
hand eines Beispielsystems wird gezeigt, dass der Ansatz ge-
nutzt werden kann, um das Übertragungsverhalten des Mo-
dulators abhängig vom Ausgangssystem zu verändern. So
kann entweder die Systemsperformance verbessert werden,
ohne Peaking in der STF zu erzeugen, oder das STF-Peaking
reduziert werden, ohne die Systemperformance stark zu be-
einflussen.

1 Einleitung

Der CT 61 Modulator wird aufgrund seiner impliziten
Anti-Aliasing Filtereigenschaften (Ortmanns, 2006) in vie-
len modernen Kommunikationssystemen zur Analog-digital-
Wandlung eingesetzt. Eine Vielzahl von wissenschaftlichen
Arbeiten zum Thema61 Modulatoren befasst sich mit der
Optimierung des Signal-Rausch-Verhältnisses (engl.signal-
to-noise-ratio, kurz SNR), derDynamic Range(DR) sowie
der maximal stabilen Amplitude (MSA). Die darin vorge-
stellten High-Performance61 Modulatoren weisen in vie-
len Fällen im Frequenzgang ihrer STF eine starke Erhöhung
auf, die alsPeakingbekannt ist. Das Peaking der STF be-
wirkt eine Verstärkung der Anteile des Eingangssignals im
Frequenzbereich der Überhöhung, was zu einer falschen Ar-
beitsweise des Modulators und damit zu instabilem System-

verhalten führen kann (Maeyer et al., 2005). Eine Optimie-
rung von CT61 Modulatoren sollte sowohl die Systemper-
formance verbessern als auch die STF so flach wie mög-
lich halten. Dafür ist ein tieferes Verständnis des dynami-
schen Verhaltens von61 Modulatoren nötig. Daher wird
der Modulator in dieser Arbeit alsSwitched-System(Gonçal-
ves et al., 2001) betrachtet. Außerdem wird gezeigt, wie die
Optimierungsmethode ausZorn et al.(2011) genutzt werden
kann, das Peaking der STF zu reduzieren, ohne dabei die Sy-
stemperformance stark zu verändern.

2 Switched-System Modell

Der CT 61 Modulator kann als ein System aus einem
linear, zeitinvarianten Transferblock und einer stückweise
linearen Rückkopplung betrachtet werden. Das zeitdiskre-
te Ausgangssignaly[k] wird durch periodische Abtastung
der FrequenzFs = 1/Ts aus dem Ausgangssignal des Quan-
tisierersy(t) gewonnen (vgl. Abb.1a). Der linear, zeitin-
variante Filterblock wird durch die beiden Übertragungs-
funktionen für die offenen Schleifen vom Eingangssignal
Hsig und vom RückführsignalHnoisebeschrieben. Durch die
Verwendung eines single-bit Komparators als Quantisierer
wird das Rückkopplungssignalr(t) ausschließlich zwischen
zwei Wertenr(t) ∈ {+1,−1} umgeschaltet. In der Rege-
lungstechnik werden derartige Mixed-Signal Systeme zu den
Switched-Systemsgezählt, einer Unterklasse von Hybridsy-
stemen. Ein als Switched-System beschriebener Modulator
ist ein zustandsgesteuertes CT System (vgl. Abb.1b) mit ei-
ner endlichen Anzahl von Betriebsmodi, die von der Anzahl
der Quantisiererbits abhängt (Lunze, 2000). Das Schleifenfil-
ter kann daher als ein äquivalentes System mit den Eingangs-
signalenr(t) und u(t) betrachtet werden, wie es in Abb.2
dargestellt ist.
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Abb. 1. Switched Model eines single-bit CT61 Modulators.
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Abb. 2. Single-bit CT61 Modulator als zustandsgesteuertes CT
system.

Das Rückführsignal wird zwischen den beiden Betriebs-
modi (+1,−1) umgeschaltet, was durch den Mixed-Signal
Block mit Zustandslogik gesteuert wird. Dabei nimmtr(t)

den Wert+1 für y[k] < 0 und−1 für y[k] ≥ 0 gemäß der
Umschaltbedingung

y(t) = sign(w(t)) =

{
1, for w(t) ≥ 0
−1, for w(t) < 0

(1)

an den Abtastzeitpunktent = kTs an. Das Filter lässt sich im
Zustandsraum darstellen durch

ẋ(t) = Ax(t)+B
[
u

r

]
, (2)

und

w(t) = cT x(t), (3)

wobei A ∈ Rn×n, B ∈ Rn×2 und cT
∈ R1×n die Systemma-

trix, die Eingangsmatrix bzw. der Ausgangsvektor sind. Die
n Elemente des ZustandsvektorsxT

= (x1,...,xn) gehören
zu den Ausgängen dern Integratoren eines CT Schleifenfil-
tersn-ter Ordnung. Die Lösung des Zustandsraumsx(t) aus
Gl. (2) ist zwischen zwei aufeinanderfolgenden Umschalt-
punktenti undti+1, d.h.t ∈ [ti,ti+1), gegeben durch (Jordan,
2007; Sun and Ge, 2005):

x(t) = eA(t−ti )x(ti)+

t∫
ti

eA(t−s)B
[
u(s)

r(ti)

]
ds. (4)

Zwischen zwei Umschaltpunkten ist die Lösung des Zu-
standsraums kontinuierlich, sodass Gl. (4) ausgehend von
xi(ti) zur Berechnung des nachfolgenden Umschaltpunkts
xi+1(ti+1) genutzt werden kann.

xMSP

cTx=0

Abb. 3. Qualitatives Verhalten der Zustandstrajektorien in Abhän-
gigkeit vonU .

3 Maximaler Integratorpegel

Mit Hilfe des im vorherigen Abschnitt vorgestellten
Switched-System Modell können durch eine Analyse der
Zustandstrajektorien die Maxima der internen Zustände ge-
funden werden. Durch den Einsatz eines single-bit Quan-
tisierers und die damit verbundenen zwei Betriebsmodi
wird der zugehörige Zustandsraum in zwei TeilräumeS+ =

{x(t) ∈ S: cT x(t) ≥ 0} und S− = {x(t) ∈ S: cT x(t) < 0} auf-
geteilt. Die Grenze zwischen diesen beiden Teilräumen, die
sog.Switching-Surface(SWS), ist durch die Ausgangsglei-
chung (3) wegen Gl. (1) mit w(t) = cT x(t) = 0 gegeben.
Diese lässt sich als eine Hyperebene der Dimensionn− 1
in Hessischer Normalform interpretieren (Gonçalves et al.,
2001). Das qualitative Verhalten der Zustandstrajektoriex(t)

eines Lyapunov-stabilen Systems (Jordan, 2007) ist in Abb.3
für verschiedene Werte des konstanten EingangssignalsU

dargestellt. Befindet sich die Trajektoriex(kTs) zu einem
Abtastzeitpunkt im HalbraumS+, so gilt für das Rückführ-
signal r = −1. Das System ändert den Betriebsmodus zu
r = +1 an dem Abtastzeitpunkt, nach dem die Trajekto-
rie die SWS in den HalbraumS− überquert hat. Die Dif-
ferentialgleichung (2) des Zustandsraum verdeutlicht, dass
das EingangssignalU und das Rückrührsignalr(t) die Ge-
schwindigkeit des Zustandvektorsx(t) beeinflussen. Durch
eine höhere Geschwindigkeit bei höherem|U | kann die Tra-
jektorie x(t) vor einem Umschaltvorgang weiter in einen
Halbraum gelangen, sodass sich der Abstand des Umschalt-
punkts zur SWSdSWS= |w(t)| vergrößert. Der größte Ab-
standdSWS,max beim Abtastzeitpunktx((k +1)Ts) wird er-
reicht, wenn die Trajektorie am vorherigen Abtastzeitpunkt
x(kTs) genau auf der SWS liegt. Die zugehörigen Punkte
der Trajektorie heißenmaximale Umschaltpunkte(engl.ma-
ximum switching point) und werden je nach Betriebsmodus
mit MSPp/n bezeichnet. Diese können für eineworst-case
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Analysegenutzt werden, um den maximalen Zustand zu be-
rechnen, wie inZorn et al.(2010) gezeigt wurde.

Um ein stabiles System zu gewährleisten, muss der Be-
reich, in dem sich die Trajektorien in Abhängigkeit von der
Amplitude des Eingangssignalsu(t) bewegen, begrenzt sein.
Folglich bewegen sich die inneren ZuständexT (t) undy(t)

in einer invariante Menge (Schreier et al., 1997). Der be-
rechnete maximale Zustand stellt die Grenze der invarianten
Menge eines idealen Systems dar, in dem die Integratoren
nicht in Sättigung geraten. Werden dagegen reale Integrato-
ren mit einem Sättigungsbereich betrachtet, legt der maxima-
le Integratorpegel die Begrenzung für die inneren Zustände
und den Rand der invarianten Menge fest. Sobald der Un-
terschied zwischen der Größe der invarianten Mengen des
realen und des idealen Systems für eine festgelegte Amplitu-
de des Eingangssignals zu groß wird, kann der Modulator das
Signal nicht mehr richtig verarbeiten. In diesem Fall kann das
System nicht dem Eingangssignal folgen und der Quantisie-
rungsfehler wird zu groß, wodurch das SNR abnimmt (Hein
and Zakhor, 1993).

4 STF Optimierung

Die Idee der Optimierung ist, die Systemdynamik so zu ver-
ändern, dass der Unterschied zwischen den invarianten Men-
gen vom realen und idealen System verringert wird. So wird
zum Beispiel ein MSP, bei dem die Integratoren für eine
konstante AmplitudeUs bereits in Sättigung sind, durch die
Optimierung unter den Sättigungspegel verschoben. Dies ge-
schieht über die Skalierung des MSP für ein konstantes Ein-
gangssignalU mit einem konstanten Faktorξ < 1 in Gl. (4).
Für einen Startwertxs(U) auf der SWS innerhalb der invari-
anten Menge mit dem EingangssignalsU ergibt sich

8xs(U)+0

[
U

r

]
= ξ ·xmsp,p/n(U), (5)

wobei

8 = eATs (6)

und

0 =

∫ Ts

0
eAsds ·B (7)

gelten. Darin istTs die Abtastperiode des Abtast-Halte-
Glieds und8 sowie0 hängen direkt von den Schleifenfil-
terkoeffizienten ab.

Es wurde bereits gezeigt (Zorn et al., 2010), wie die Ska-
lierung des MSP und damit auch der Filterelemente durch
einen Faktorξ < 1 zu einer Reduzierung der Zeit, in der
sich die Integratoren in Sättigung befinden, führen kann. In-
folgedessen kann durch die Skalierungsmethode eine ver-
besserte Systemperformance mit höherem SNR und größe-
rer MSA erreicht werden. Zusätzlich zur SNR und MSA

Abb. 4. CT 61 Modulator in CIFB Struktur.

kann durch die Skalierungsmethode die Signaltransferfunk-
tion (STF) des61 Modulators beeinflusst werden. Es kann
gezeigt werden, dass durch die Skalierung der Filterelemen-
te, die durch

STF(jω) = Hsig(jω)NTF(ejω) (8)

gegebene STF eines CT61 Modulators verbessert werden
kann. Dabei hängt die Art der Verbesserung von der Charak-
teristik der NTF des Systems ab. Im Fall einer konservativ
entworfenen NTF mit einer von vornherein flachen STF wur-
de inZorn et al.(2010) gezeigt, dass eine Vergrößerung des
SNR und der MSA möglich ist. In diesem Fall kann beob-
achtet werden, dass die STF nahezu flach bleibt und sich ihre
Eckfrequenz zur Bandkante verschiebt, sodass Eingangssi-
gnale mit Frequenzen außerhalb des Signalbandes bereits bei
geringeren Frequenzen abgeschwächt werden. Folglich wird
die Systemperformance bei flach bleibender STF verbessert.
Anders verhält sich eine aggressiv entworfene NTF mit ho-
her maximaler SNR, deren zugörige STF ein starkes Peaking
im Frequenzvelauf aufweist. Hier wird das Peaking verrin-
gert, ohne dass sich die SNR und MSA stark verändern. Im
nächsten Abschnitt werden die beschriebenen Effekte an ent-
sprechenden Beispielsystemen demonstriert.

5 Beispiel

Im Folgenden wird als Beispielsystem ein CT61 Modula-
tor in chain of integrators with distributed feedback(CIFB)
Topologie, wie er in Abb.4 dargestellt ist, betrachtet. Dabei
wird der Einfluss desexcess loop delayvernachlässigt. Zu-
nächst werden die Effekte der Skalierungsmethode auf ein
konservativ entworfenes System mit den Transferfunktionen
NTF1 und STF1 gezeigt. Anschließend wird ein aggressiv
entworfenes System (NTF2 und STF2) untersucht. Konserva-
tiv bedeutet in diesem Zusammenhang, dass bei einem derar-
tigen System zugunsten der Stabilität auf maximale Perfor-
mance verzichtet wird.

Mit Hilfe der MATLAB-Toolbox von Schreier (2005)
wird für eine Überabtastrate OSR= 64 die Funktion NTF1
des konservativen DT61 Modulators berechnet. Anschlie-
ßend wird NTF1 mit dem Ansatz vonLoeda(2006) für ei-
ne AbtastfrequenzFs = 320 kHz auf den äquivalenten CT
61 Modulator in CIFB Struktur (vgl. Abb.4) abgebil-
det. Die dadurch erhaltenen Filterkoeffizientenai und b1 =

a1 werden mit der Skalierungsmethode aus Gl. (5) bzw.
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Tabelle 1.Skalierte Koeffizienten des konservativen Systems.

ξ 0.95 0.9 0.85 0.8 0.75 0.7

a1 0.0383 0.0316 0.0249 0.0184 0.0117 0.0051
a2 0.2149 0.1842 0.1536 0.1229 0.0922 0.0615
a3 0.6294 0.5879 0.5465 0.5051 0.4636 0.4222
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Abb. 5. Dynamic Range für verschiedene Skalierungsfaktoren
(NTF1) .

Zorn et al.(2011) für verschiedene Faktorenξ < 1 in neue
Koeffizientensets überführt. In Tabelle1 sind die resultieren-
den Koeffizienten dargestellt.

10
−2

−5

−4

−3

−2

−1

0

1

f/F
s

B
et

ra
g 

[d
B

]

Signalbandgrenze

ξ=1.00

ξ=0.95

ξ=0.90

ξ=0.85

ξ=0.80

ξ=0.75

ξ=0.70

Abb. 6. STF1 für verschiedene Skalierungsfaktoren.

Die entsprechendenDynamic Ranges(SNR über Eingang-
samplitude) sind in Abb.5 vergleichend dargestellt. Darin ist
zu sehen, dass durch die Skalierung die maximal stabile Am-
plitude (MSA) und das maximale SNR vergrößert werden
kann.

In Abb. 6 werden die zugehörigen Frequenzgänge von
STF1 für die verschiedenen Faktorenξ verglichen. Darin ist
ersichtlich, dass sich die Eckfrequenz für kleiner werdendes
ξ zur Signalbandgrenze des Modulators verschiebt und der
Verlauf leicht vom maximal flachen Verlauf vonξ = 1 ab-
weicht. Durch die Skalierung der Systemdynamik mit dem
Faktorξ = 0.8 kann im Vergleich zum unskalierten System
das SNR um ca. 10 dB und die MSA um mehr als 10 dBFS
gesteigert werden, wobei die STF nur eine Erhöhung von
1 dB aufweist.

Tabelle 2.Skalierte Koeffizienten des aggressiven Systems.

ξ 0.95 0.90 0.85 0.80 0.75 0.70

a1 0.0524 0.0471 0.0417 0.0364 0.0310 0.0257
a2 0.1265 0.1087 0.0910 0.0733 0.0556 0.0378
a3 0.3912 0.3657 0.3403 0.3148 0.2893 0.2638
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Abb. 7. STF2 für verschiedene Skalierungsfaktoren.

Anders verhält sich das aggressiv entworfene System
mit NTF2, das ebenfalls mit OSR= 64 undFs = 320 kHz
arbeitet. Die initialen Koeffizienten (ξ = 1, a1 = b1 =

0.0578, a2 = 0.1442 unda3 = 0.4167) wurden durch Simu-
lation unter der Vorgabe maximalem SNR bestimmt. Tabel-
le 2 stellt eine Übersicht der Koeffizienten dar, die durch die
zuvor beschriebene Skalierungsmethode für dieses System
erhalten wurden.

Das unskalierte System NTF2 mit nur einem Feedin-
Koeffizientenb1 = a1 weist in seinem Signalübertragungs-
verhalten ein Peaking von über 20 dB auf. Durch die Skalie-
rung mit einem Faktor vonξ = 0.7 kann dieses Peaking um
mehr als 14 dB reduziert werden, wie in Abb.7 zu sehen ist.
Die zugehörigen Dynamic Ranges bleiben bei der Skalierung
weitestgehend unverändert, wie in Abb.8 gezeigt ist.

6 Diskussion

In dieser Arbeit wurde gezeigt welchen Einfluss die Skalie-
rung der Systemdynamik von CT61 Modulatoren auf de-
ren Signalübertragungsverhalten besitzen. Dazu wurde zu-
nächst eine Modellierung des61 Modulators alsSwitched-
System(Zorn et al., 2010) eingeführt, die der Skalierungsme-
thode (Zorn et al., 2011) zugrunde liegt. Anhand zweier un-
terschiedlicher Ausgangssituationen für den CT61 Modu-
lator in CIFB Struktur wurden die Effekte der Skalierung auf
die jeweiligen Signalübertragungseigenschaften und die Dy-
namic Range untersucht. Dabei wurde festgestellt, dass bei
einem konservativ entworfenem System die Dynamic Range
wesentlich vergrößert werden kann, ohne die STF stark zu
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Abb. 8. Dynamic Ranges für verschiedene Skalierungsfaktoren
(NTF2).

verändern. Dagegen wurde bei einem System mit aggres-
siver Systemperformance ein stark reduziertes Peaking be-
obachtet, wobei sich die Dynamic Range nur in einem ge-
ringen Maß verkleinert hat. Durch die vorgestellte Methode
kann das Übertragungsverhalten der STF geändert werden,
ohne dass weitere Filterelemente eingefügt werden müssen
(Maeyer et al., 2005). Dadurch wird die Ordnung des STF-
Tiefpassverhaltens beibehalten.
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