Performante, parametervariante Modellierung
thermischer Prozesse bei der Vulkanisation von
Kautschukerzeugnissen

Computation-efficient thermal Modeling of parameter-varying Rubber Curing Processes

Von der Fakultit fiir Maschinenbau
der Gottfried Wilhelm Leibniz Universitit Hannover
zur Erlangung des akademischen Grades
Doktor-Ingenieur
genehmigte

Dissertation

von
Tobias Frank, M. Sc.

2021



1. Referent: Prof. Dr.-Ing. Tobias Ortmaier
2. Referent: Prof. Dr.-Ing. Stephan Kabelac

Tag der Promotion: 20. Oktober 2021



Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wihrend meiner Titigkeit als wissenschaftlicher Mitarbeiter
am Institut fiir Mechatronische Systeme der Gottfried Wilhelm Leibniz Universitdt Hannover.
Zunichst mochte ich mich bei Frau Professorin Raatz und Herrn Professor Kabelac fiir die
Ubernahme des Priifungsvorsitzes sowie des Koreferats bedanken. Mein besonderer Dank
gilt meinem Doktorvater Herrn Professor Ortmaier fiir die fachliche und fiirsorgliche Betreu-
ung wihrend meiner Promotion sogar iiber seine Institutszeit hinaus. Vielen Dank fiir die
konstruktiven Anmerkungen und Anregungen, welche diese Dissertation maB3geblich geprigt
haben.

Ich bedanke mich bei meinen Projektpartnern von der Continental Reifen Deutschland GmbH
Herrn Dr. Axel Becker und Herrn Holger Krohne fiir die Betreuung und Durchfiihrung des
Forschungsprojektes sowie bei Herrn Ruben Steinhoff vom Institut fiir Thermodynamik fiir
die iiberaus konstruktive Zusammenarbeit und Diskussionen im Rahmen von zahlreichen
Projekttreffen und dariiber hinaus.

Herzlichen Dank an alle Kolleg*innen und Studierenden mit denen ich am Institut fiir Me-
chatronische Systeme zusammenarbeiten durfte, fiir die stets freundliche, konstruktive und
hilfsbereite Atmosphére wie es sie sonst wohl nur selten gibt. Mein besonderer Dank gilt Herrn
Dr. Steffen Bosselmann, mit dem ich zusammen am Forschungsprojekt gearbeitet habe. Vielen
Dank fiir die unzihligen Anregungen, Diskussionen und Ideen.

Meiner Familie und meinen Freunden danke ich fiir den emotionalen Riickhalt wihrend meines
Studiums und meiner Promotion. Besonders danke ich meinen Eltern fiir die Ermoglichung
meines Studiums und meines Werdegangs.

Der wohl grofite Dank gebiihrt meiner Frau Stefanie, welche mich stets aufopferungsvoll
unterstitzt und motiviert hat. Stefanie, Linnea und Johann ich liebe euch.

Hannover, Oktober 2021 Tobias Frank



II

Kurzfassung

In einer Vielzahl industrieller Anwendungen trigt die Temperatur maB3geblich zum Prozes-
serfolg bei. Ein Beispiel stellt die Vulkanisation von Kautschukerzeugnissen dar, bei der
viskoelastische Verbundkorper in einer Heizpresse einen Energieeintrag durch Wirme bei
gleichzeitiger Formgebung erhalten. Nach dem Abkiihlvorgang liegt schlieBlich das rein elas-
tische Endprodukt vor. Ein thermisches Modell des Produktes kann zur Prozessauslegung
und -optimierung oder aber auch zur Uberwachung oder Regelung verwendet werden, um die
Produktqualitét zu erhdhen und/oder den Energieverbrauch zu reduzieren.

Bei der Erstellung der thermischen Modelle muss die partielle Wirmeleitungsdifferentialglei-
chung ortlich und zeitlich diskretisiert werden. Liegen komplexe Geometrien mit mehreren
Komponenten vor, konnen finite Elemente zur Bildung eines Netzes aus Stiitzstellen verwendet
werden, an deren Knoten die zeitlich verdnderlichen Temperaturen berechnet werden. Oftmals
kommt es dabei zu Systemen mit einer sehr hohen Anzahl von Zustandsgleichungen, was einen
beachtlichen zeitlichen Berechnungsaufwand fiir eine Simulation zur Folge hat.

Dieser Arbeit liegt der zentrale Zielkonflikt zwischen Berechnungsdauer der Simulation und
Modellkomplexitdt bzw. -genauigkeit zu Grunde. Zur Losung wird die hochdimensionale
Systembeschreibung in einen linearen und einen zustandsabhédngigen Systemteil zerlegt. Pro-
jektoren zur Modellordnungsreduktion werden anhand des linearen Teils berechnet und auf die
gesamte Systemdarstellung angewendet. Ferner wird die Ausfithrung des zustandsabhingigen
Systemteils von der zeitlichen Diskretisierung entkoppelt und nur bei einem Uberschreiten einer
festgelegten Zustandsidnderung neu berechnet. Durch Anpassungen dieses Grenzwertes kann
der adressierte Zielkonflikt zur Laufzeit angepasst und fiir Echtzeitfiahigkeit abgestimmt werden.
Somit ist es erstmalig moglich, dreidimensionale Temperaturverteilungen echtzeitfiahig auch
auf eingeschriankter Hardware wie z.B. industrielle Steuerungen zu berechnen und innerhalb
regelungstechnischer Methoden zu verwenden.

Als beispielhafte Anwendungen wird ein Vulkanisationspriifstand mit Hilfe von Messungen im
Rahmen einer Identifikation parametriert und anschlielend verifiziert. Die validierten Modelle
werden abschlieend zur echtzeitfahigen Pradiktion des Abkiihlvorgangs von Kautschuker-
zeugnissen sowie zur Uberwachung der Oberflichentemperaturverteilung der Heizform durch
ein Kalman-Filter eingesetzt.

Schlagworter: verteilt-parametrische Systeme, linear parametervariante Systeme, Modellord-
nungsreduktion, Parameteridentifikation, echtzeitfahige Priadiktion, Zustandsschitzung
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Abstract

In manifold industrial applications, temperature contributes significantly to process success.
One example is rubber curing, where viscoelastic composites are placed inside a mold and
receive energy input through heat with simultaneous shaping. After the subsequent cooling
process at ambient emperature, the product has reached its final state of cure. A precise model
of temperature distributions over time can greatly benefit process planning, monitoring and
control. Thus, product quality can be increased and energy consumption decreased.

In order to create a thermal model, the partial heat conduction differential equation must
be discretized in terms of time and space. If complex geometries with several components
are present, finite elements can be used to form a mesh at whose nodes the time-varying
temperatures are calculated. Often, this results in systems with a very high number of state
equations, which require a considerable amount of time to solve during a simulation.

This thesis is based on the central conflict of objectives between calculation time of the
simulation and model complexity and accuracy, respectively. To solve this problem, the high-
dimensional system description is separated into a linear and a parameter-varying system part.
Projectors for model order reduction are calculated on the basis of the linear part and applied
to the entire system representation. Furthermore, execution of the parameter-varying system
part is decoupled from the temporal discretization and only recalculated in case of a change
of state beyond a predefined threshold. And thus, the addressed conflict can be adjusted at
runtime by parameter inputs and adapted to real-time requirements. Eventually, it is possible to
calculate three-dimensional temperature distributions in real time even on limited hardware
such as industrial programmable logic controller and to use them within model-based control
methods.

As exemplary applications, a test bench for rubber curing is parameterized and subsequently
validated by means of measurements using iterative solution methods within a parameter
identification. The validated models will eventually be used for real-time prediction of the
cooling process as well as for monitoring surface temperature distributions of the heating mold
using a kalman filter.

Keywords: Distributed Parameter System, Linear Parameter-varying Systems, Model Order
Reduction, Parameter Identification, Real-Time Prediction, State Estimation



v

Inhaltsverzeichnis
1 Einleitung
1.1 Problemstellung . . . . . . . . . . . .
1.2 Stand der Forschung . . . . . ... ... ... ... ... .. ... ...
1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise . . . . . . . ... ... ... ...,
2 Thermische Modellierung
2.1 Thermodynamische Grundlagen . . . . ... ... ... .. .........
2.1.1 Wirmeleitung . . . . . . . ..
2.1.2 Konvektion . . . . . ...
2.1.3  Wirmestrahlung . . . . . . ... L oL oo
2.1.4 Kombination von Konvektion und Strahlung . . . . . . . . ... ...
2.2 Methode der finiten Elemente bei thermisch transienten Modellen . . . . . .
2.2.1 Formulierung von Anfangs- und Randbedingungen . . . . . . . . ..
2.2.2 Diskretisierung anhand der Methode der finiten Elemente . . . . . . .
2.3 Linear parametervariantes Zustandsraummodell . . . . . . .. ... ... ..
2.3.1 Parametrische Beschreibung variierender Materialien . . . . . . . . .
2.3.2 Parametrische Beschreibung der Warmetiibergédnge . . . . . . . . ..
2.3.3 Separation in linearen und parametervarianten Systemteil . . . . . . .
2.3.4  Superposition von Eigen- und Fremddynamik . . . . . .. ... ...
3 Grundlagen zur Reduktion der Modellordnung

3.1
3.2
33

Konzepte und Zielvorgaben zur Senkung der Berechnungsdauer . . . . . . .
Projektionsbasierte Modellordnungsreduktion . . . . . . ... .. ... ...
Giitekriterien zur Bewertung reduzierter Modelle . . . . . . ... ... ...
3.3.1 Einfluss der Projektion . . . . . .. ... .. ... ... ... ... .
3.3.2  Systemnormen . . . . ... ..o
3.3.3 Abweichung im Zeitbereich . . . . ... ... ...

0 W b =i

12
13
14
16
18
18
19
20
24
25
26
29
33



3.4 Reduktionsverfahren fiir lineare Systeme . . . . . . . .. .. .. .. ... .. 44
34.1 Balanced Truncation . . . .. ... ... ... ... ......... 45

3.4.2 Proper Orthogonal Decomposition . . . . . . . .. .. ... ..... 47

343 Krylov Unterraum Verfahren . . . . . . .. .. ... ... .. .... 48
Rationale Krylov Algorithmen . . . . . . .. ... ... ... .... 49

Tangentiale Interpolation . . . . . . . ... ... ... ... ... 53

Iterative Rational Krylov Algorithm -IRKA . . . . . .. .. ... .. 55

3.5 Parametrische Modellordnungsreduktion . . . . . . ... ... ... ... .. 58
3.5.1 POD/POD-Greedy Algorithmus . . . . ... ... ... ... .... 58

3.5.2 Discrete-Empirical-Interpolation-Method . . . . . . . ... ... .. 59

3.5.3 Interpolative Verfahren . . . . . . . ... ... . ... ... ... 60

3.54 Cross-Gramian Verfahren . . . ... ... ... ... ... .... 61
Performante Ausflihrung der thermischen Simulation 63
4.1 Ordnungsreduktion der vorliegenden Systembeschreibung . . . . . . . . .. 63
4.1.1 Anwendung auf linear parametervariante Systeme . . . . . . . . .. 64
4.1.2  Simulative Analysen der Verfahren zur Reduktion der Modellordnung 69

Analyse des balancierten Abschneidens am Abkiihlmodell des Reifens 69
Analyse Blockkrylov und tangentiale Interpolation am Abkiihlmodell 71

Analyse des IRKA am Abkithlmodell . . . . . .. ... ... .... 74

4.1.3 Gesamtvergleich der Reduktionsergebnisse . . . . . ... ... ... 74

4.2 Numerische Losung von Anfangswertproblemen . . . . ... ... ... .. 80
4.2.1 Existenz und Eindeutigkeit . . . . . . . ... ... ... 80

4.2.2 Runge-Kutta-Verfahren . . . . . . . .. ... ... ... ... ..., 81
Explizite Einschrittverfahren . . . . . . . .. ... ... ... 81

Implizite Einschrittverfahren . . . . . . . ... ... ... ... ... 83

4.2.3 Analyse der Losungsalgorithmen . . . . . . ... .. ... ..... 84
Beispielhafte Anwendungen der performanten Modellierung 90
5.1 Parametrierung der thermischen Modelle . . . . . . .. ... ... ... ... 90
5.1.1 Formulierung der Parameterraume und des Optimierungsproblems . . 91

5.1.2 Identifikation am Priifkérper . . . . . . .. ... 0oL 93

5.1.3  Bestimmung unbekannter Modellparameter des Heizplattenmodells . 94

5.2 Echtzeitfihige Anwendungen . . . . . . . . .. ... Lo 100
5.2.1 Prédiktion des nichtlinearen Abkiihlvorgangs . . . . . . .. ... .. 101

5.2.2 Beobachtergestiitzte Schitzung der Oberflichentemperaturverteilung 105



VI

6 Zusammenfassung und Ausblick
6.1 Zusammenfassung . . .. .. .. .. ...
6.2 Ausblick. .. ... .. ... ...

Anhang

A.1 Ausheizgrad bei der Vulkanisation von Kautschukerzeugnissen

Literatur

110
110
114

115
115

117



VII

Abbildungsverzeichnis

2.1
2.2
23

24
2.5

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

4.1

4.2

4.3

4.4

Betrachtete Modelle im schematischen Aufbau . . . . . .. ... ... ...
Ortliche Diskretisierung der Geometrien durch finite Elemente . . . . . . . .
Temperaturabhiingigkeit des WUK v (T') fiir Innen- und AuBenoberfliche
des Reifenmodells [Fra+18] . . . . . . . . . . . . .. .. . .. ... ...
Besetztheitsstruktur der Systemmatrizen Aund A, . . . . . ... ... ...
Superpositionsprinzip von Eigen- und Fremddynamik bei vorgegebener inho-
mogener Temperaturverteilung 7, = z(0) und Abkiihlen an der Umgebung-
stemperatur Ty . . . . ... e e e e e

Berechnete a-priori Fehlerschranken und ermittelte Fehler in der Approximati-
on der Eigendynamik (a) und Fremddynamik (b) des linearen Abkiihlmodells
vomReifen . .. ... oo
Bodediagramm eines Ubertragungspfades des durch den Eingangs-Krylov-
Unterraum reduzierten, linearen Abkiihlmodells vom Reifen fiir verschiedene
Anzahlen von Momenten kgund koo . . . . . . .o
Relativer Zustandsfehler €, ,,(¢) im transienten und stationéren Zeitbereich der
Abkiihlung fiir verschiedene Krylov-Ordnungen ko und ko . . . . . . . . ..
Beispielhafte Konvergenzentwicklung des IRKA im relativen Fehler der H,-
Norm fiir Eigen- und Fremddynamik mit ¢y = ¢, =12 . . . . ... ... ..
Beispielhaftes Bodediagramm fiir den Amplitudengang der durch den IR-
KA reduzierten Fremddynamik des linearen Abkiihlmodells vom Reifen fiir
verschieden viele Entwicklungsstellen . . . . . .. ... ... ... .. ...
Relativer Zustandsfehler fiir Eigen- und Fremddynamik des linearen Abkiihl-
modells vom Reifen bei verschiedener Wahl der Anfangsentwicklungsstellen

Verteilung der zeitlich gemittelten Zustandsfehler mit und ohne Adaption der
Materialparameter bei gleichzeitiger 10 % Schwankung [Fra+20] . . . . . . .
Anpassungsmoglichkeiten der Materialparameter der Priifkorpergeometrie bei
verschiedenen Werkstoffen [Fra+20] . . . . . . . . . . . ... ... .....
Mittler Zustandsfehler bei adaptierten und nicht adaptierten Parameterschwan-
kungen im Material und bei Wirmeiibergingen der Heizplatte [Fra+20]
Relativer Fehler bei der Reduktion des linearen Abkiihlsystems mittels BT

68
70



VIII

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

4.11
4.12

4.13

4.14

4.15

4.16

4.17

4.18

4.19

4.20

4.21

Verteilung des zeitgemittelten Zustandsfehlers Az bei MOR der linearen
Eigen- und Fremddynamik mittels BT fiir g = 15,¢, =13 . . . . . . . . ..
Fehlerintervalle fiir die NL-Simulation der Systemausginge y(¢) sowie der
Zustinde x(t) mit ¢qo = 17,¢q, = 16,7 = 2Kund h = 0, 1 s [Zei+20] . . . .
Relativer Zustandsfehler 5, (¢) und £5,,(t) fiir das Block-Eingangs-RK sowie
rechtstangential interpolierte Abkiihlsystem mit s; € {0;0,1;00} . . . . . . .
Bodediagramm eines Ubertragungspfades der Fremddynamik des Abkiihlsys-
tems fiir verschiedene RK-basierte Reduktionsverfahren . . . . . .. .. ..
Sensor- und exemplarische Zustandsverldufe mit Fehlertoleranzbéindern fiir
die ordnungsreduzierte Abkiihlsimulation mit TI fiir Eigen- und BK-UR fiir
Fremddynamik (1 = 1°Cund h = 0,1s) [Zei+20] . . . . . . . . ... ...
Fehlerintervalle tiber der Abkiihlzeit fiir «(¢) und y(¢) der IRKA-reduzierten,
NL-Abkiihlsimulation mit 7 = 1 K, A = 0,15, gy = 15, g, = 18 [Zei+20]

Relativer Fehler bei der Reduktion des linearen Abkiihlsystems mittels IRKA
Projektionsfehler (p; fiir durch unterschiedliche MOR-Verfahren generierte
Projektoren des Abkiihlsystems . . . . . .. ... ... L L
RMS-Fehler fiir verschiedene Ordnungen des linearen Abkiihlsystems infolge
verschiedener Reduktionsverfahren [Zei+20] . . . . .. ... ... ... ..
Zeitabhingiger relativer Zustandsfehler €5(¢) bei der Wahl verschiedener Re-
duktionsverfahren [Zei+20] . . . . . . . . . . . ... . oo
Reduktionsergebnisse des NL-Abkiihlsystems mit ¢y = 16, ¢, = 14, T = 2K
und h = 0,18 . . . . . e
Abweichungen der Systemausginge bei Verwendung unterschiedlicher Reduk-
tionsverfahren und Ordnungen [Zeil9] . . . . . . . . ... .. .. ... ...
Qualitative Ubersicht der Reduktionsverfahren Truncated Balanced Realizati-
ons (TBR), RK und IRKA am Abkiihlsystem [Zeil9; Zei+20] . . .. .. ..
Relativer Zustandsfehler des Endzustandes €5 ,(tenq) Verschiedener Losungs-
verfahren und Zeitschrittweiten A fiir ¢ = 28 Zusténde des linearen Systemteils
bei der Ausfithrung aufdem IPC . . . . . .. ... ... ... ... .....
Rechenzeit g verschiedener Losungsverfahren und Zeitschrittweiten h fiir
q = 28 Zustinde des linearen Systemteils bei der Ausfiihrung auf dem IPC . .
Abweichung der Ausginge ARMS und Rechenzeit g am nichtlinearen Abkiihl-
system des Reifens fiir verschiedene Ordnungen ¢ und Schrittweiten h mit
To =2Kund PimpiBuler + « « « = v v v v e e
Rechenzeit und RMS-Fehler der expliziten RuKu-Verfahren in Abhéngigkeit
der Zeitschrittweite beim reduzierten NL-Abkiihlsystem mit ¢y = 19 (TI),
qu =18 (RK)und T = 1K [Fra+20] . . ... ... ... ... ... ....



IX

4.22 Rechenzeit und RMS-Fehler der impliziten RuKu-Verfahren in Abhiingigkeit
der Zeitschrittweite beim reduzierten NL-Abkiihlsystem mit ¢y = 19 (TI),
¢ =18 RK)und T = 1K [Fra+20] . ... .. ... ... ... ......

4.24 Rechenzeit und RMS-Fehler in Abhéngigkeit des Grenzwertes 7 beim re-
duzierten NL-Abkiihlsystem mit o = 19 (TI), r, = 18 (RK) und 75 = 1K
[Fra+20] . . . . . . . e

4.25 Zeitlicher Vergleich der Simulation zwischen Gesamtmodell und reduziertem
System mit Pgyer, T = 10K, teng = 45 min, 7y = 19 (TI) und r, = 18 (RK)
[Fra+20] . . . . . . . . e

5.1 Verifizierung Priifkdrpermodell fiir Aufheiz- und Abkiihlverhalten [Fra+20] .
5.2 Beispielhaftes Verifizierungsergebnis bei identifizierten Materialparametern
und Wirmeiibergdngen der Heizplatte [Fra+20] . . . . . .. ... ... ...
5.3  Empirisch ermittelte WUK Kennfelder bei freier Konvektion und Strahlung fiir
die drei Oberflichenareale der Heizplatte [Fra+19] . . . ... ... ... ..
5.4 Sprungantworten zur Identifikation der Randbedingungen [Fra+19] . . . . . .
5.5 Verifizierung der freien Konvektion im zyklischen Prozess [Fra+19] . . . . .
5.6  Verifizierung der erzwungenen Konvektion im zyklischen Prozess [Fra+19]
5.7 Architektur des Versuchsstandes . . . . . . . ... ... L.
5.8 Beispielhafte Temperaturverteilungen im Heizprozess fiir den Priifkorper (a)
und den Reifenquerschnitt (b) . . . . . . . .. ... L.
5.9 Schema der Abkiihlpriadiktion bei Kautschukprodukten . . . . . .. ... ..
5.10 Aufbau des TCCom Objektes zur Pradiktion . . . . . . .. ... ... ....
5.11 Temperaturverldufe sowie Abweichungen zwischen aufgenommener Messung
und linearisiertem bzw. adaptiertem Modell im echtzeitfahigem Betrieb ohne
Riickfithrung [FWO20] . . . . . . . . . . . .. o o
5.12 Geschitzte Oberflaichentemperatur T Alsurf 1M Vergleich zu den Sensorwerten
Ts [FWO20] . . . . o e e
5.13 Abweichung zwischen geschitzten und gemessenen Temperaturen zum in
Abbildung 5.12 dargestellten Zeitpunkt . . . . . . .. ... ...
5.14 Beispielhafte Heizverldufe und Abweichungen zwischen gemessenen 1's und
geschitzten Temperaturwerten Tsim an den Sensorpositionen [FWO20]
5.15 Gemittelte Abweichungen zwischen gemessenen und geschitzten Temperatu-
ren fiir die Verldufe aus Abbildung 5.14 [FWO20] . . . . . . . .. .. .. ..

A.1 Beispielhafter Temperatur- und Ausheizgradverlauf im Priifkorper . . . . . .



Abkurzungsverzeichnis

BT Balanced Truncation

BTI Bladder Tire Interface - Reifeninnenseite
DEIM Discrete Empirical Interpolation Method
DGL Differentialgleichung

DGS Differentialgleichungssystem

EKF Extended-Kalmanfilter

EW Eigenwert

FEM Finite-Elemente-Methode

HP Heizplatte

IRKA Iterative Rational Krylov Algorithm
MTI Mold Tire Interface - Reifenauflenseite
MIMO Multiple-Input-Multiple-Output

MOR Modellordnungsreduktion

NL Nichtlinear

PK Priifkorper

POD Proper Orthogonal Decomposition

RB Randbedingung

RK Rationaler Krylov Algorithmus

RMS Root Mean Squared Error

RuKu Runge Kutta Verfahren

SISO Single-Input-Single-Output

SWZ Singulidrwertzerlegung

TI Tangentiale Interpolation

UR Unterraum

WUK Wirmeiibergangskoeffizient

ZRM Zustandsraum



XI

Nomenklatur

Lateinische Buchstaben

Q o

B uo s e h;}z;;zh;z;;

oy
= o

QW

o

Systemmatrix

Reduzierte Systemmatrix

Reduzierte Systemmatrix der Eigendynamik
Reduzierte Systemmatrix der Fremddynamik
Systemmatrix des nichtlinearen Anteils

Flache

Eingangsmatrix

Reduzierte Eingangsmatrix

Reduzierte Eingangsmatrix der Eigendynamik
Reduzierte Eingangsmatrix der Fremddynamik
Ausgangsmatrix

Reduzierte Ausgangsmatrix

Reduzierte Ausgangsmatrix der Eigendynamik
Reduzierte Ausgangsmatrix der Fremddynamik
Robin-Rand

Dirichlet-Rand

Neumann-Rand

Strahlungsaustauschzahl

Durchgangsmatrix

Deskriptormatrix

Reduzierte Deskriptormatrix

Lastmatrix

Zustandsabhingige Lastmatrix
Ubertragungsfunktion

Reduzierte Ubertragungsfunktion
Grashof-Zahl

Bindrmatrix

Einheitsmatrix

Konduktivitidtsmatrix

Konduktivitidtsmatrix des Einzelelements



C

Steifigkeitsanteil durch Robin-RB
Zustandsabhingiger Steifigkeitsanteil
Approximierte Konduktivitdtsmatrix
Approximierter Robinanteil der Konduktivititsmatrix
Wirmekapazitdtsmatrix

Markovparameter

Anzahl von Entwicklungsstellen
Lipschitzkonstante

Wirmekapazitdtsmatrix des Einzelelements
Nusselt-Zahl

Prandtl-Zahl

Projektor

Gramsche Steuerbarkeitsmatrix

Gramsche Beobachtbarkeitsmatrix
Wirmeenergie in J

Wirmestrom in W

Residuum

Reynolds-Zahl

Thermodynamische Temperatur
Transformationsmatrix

Anfangstemperatur °C

Thermodynamische Umgebungstemperatur °C
Thermodynamische Trigger-Temperatur K
Gemessene Temperatur in °C
Projektionsmatrix

Projektionsmatrix

Laplacetransformierter Zustandsvektor
Laplacetransformierter, reduzierter Zustandsvektor
Laplacetransformierter Ausgangsvektor
Laplacetransformierter, rekonstruierter Ausgangsvektor
Zuordnungsmatrix des Elements [

SISO Eingangsvektor

Gewichte eines RuKu-Verfahrens

SISO Ausgangsvektor

Spezifische Wirmekapazitit in J/(kg - K
Knoten eines RuKu-Verfahrens



Zustandsfunktion
Formfunktion

Nichtlineare Korrekturfunktion
Reduzierte Korrekturfunktion

Reduzierte Korrekturfunktion der Eigendynamik
Reduzierte Korrekturfunktion der Fremddynamik

Zeitschrittweite s

Imaginire Einheit
Boltzmann-Konstante in J - K~*
Stufe des Krylovunterraums um s
Linkstangentiale Richtung
Linkstangentiale Richtung in s;
Linksresiduum von G

Moment der Ubertragungsfunktion
Einheitsnormalenvektor

Anzahl WUK Parameter

Anzahl der Oberflichenzustidnde
Anzahl der Materialkomponenten
Riumliche Dimension

Anzahl an Elementen

Anzahl Knoten pro Element
Anzahl Parameter

Anzahl nichtlinearer Zustinde
Anzahl Oberflichenareale
Polynomgrad WUK

Anzahl Stiitzstellen WUK
Anzahl Systemeingénge

Anzahl der Snapshots

Anzahl Umgebungstemperaturen
Systemdimension

Anzahl Systemausginge
Lastvektor

Reduzierte Ordnung

Reduzierte Ordnung der Eigendynamik
Reduzierte Ordnung der Fremddynamik

Index einer Norm
Druck in Pa



X1V

P, Parametervektor WUK

Ppe Parametervektor pc

Dy Parametervektor A

q Lastvektor des Einzelelements

T Rechtstangentiale Richtung

T Rechtstangentiale Richtung in s;

T Rechtsresiduum von G

S Komplexe Frequenz

51 Entwicklungsstelle

t Zeit

iR Berechnungsdauer der Simulation

Ty Oberflichen-/Kantentemperaturen °C
t; Diskreter Zeitpunkt

tsim Simulationszeit

Uu Systemeingangsvektor

ug Spezifische innere Energie .J

v Zustand der Fremddynamik

v Reduzierter Zustand der Fremddynamik
Vo Anfangszustand der Fremddynamik

w Zustand der Eigendynamik

w Reduzierter Zustand der Eigendynamik
w Anfangszustand der Eigendynamik

wy Geschwindigkeitsvektorfeld eines Fluids
T Systemzustandsvektor

T; Partition des Systemzustandsvektors

T Reduzierter Systemzustandsvektor

z Rekonstruierter Systemzustandsvektor
o Anfangszustand

Ty Reduzierter Anfangszustand

T Nichtlinearer Oberflichenzustand

x®) Elementzustandsvektor

T; Numerische Losung des Zustands @ zum Zeitpunkt ¢;
Az Zeitgemittelter Zustandsvektor

Y Systemausgangsvektor

Y Approximierter Systemausgangsvektor

20 Linearkombinationsvektor der Initialbasis
2B Oberflachen-/Kantenkoordinaten



XV

Ortsvektor

Griechische Buchstaben

A

AP
ARMS

QKonv

Qsir

Oproj

Cproj

U

Projektionsfehler

Abbildungsmatrix des Projektionsfehlers
RMS-Fehler

Singuldrwertmatrix

Partition der Singulidrwertmatrix

System

Ordnungsreduziertes System
Linearisiertes System der Eigendynamik
Reduziertes System der Eigendynamik
Linearisiertes System der Fremddynamik
Reduziertes System der Fremddynamik
Verfahrens-/ Inkrementfunktion
Wirmestromdichte

Wirmestromdichte eines schwarzen Strahlers
Wirmestromdichte der Neumann-RB
Wirmestromdichte der Robin-RB
Dissipationsleistungsfunktion
Testfunktion

Offenes Gebiet

Offenes Teilgebiet

Topologischer Rand von 2
Wirmeiibergangskoeffizient
Wirmeiibergangskoeffizient im Arbeitspunkt
Gesamtwirmeiibergangskoeffizient
Konvektiver Wirmeiibergangskoeffizient
Wirmeiibergangskoeffizient der Strahlung
Impulsanregung

Dirac-Distribution

Absolut gemittelter Projektionsfehler
Projektionsfehler

Dynamische Viskositit in Pa - s

Stufen eines RuKu-Verfahrens



XVI

A Wirmeleitfahigkeit in W/(m - K)
A Wirmeleitfihigkeitstensor W/(m - K)
Aj Eigenwert bzw. Polstelle

N Polstelle des reduzierten Systems
€ Emissionsgrad

Epa Relativer Zustandsfehler

I3 Residuum

s Kreiszahl

) Dichte kg - m ™3

oj Singulidrwert

w Kreisfrequenz in s—!

Sonstige Symbole & Operatoren

N Menge der natiirlichen Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

R, Menge der positiven reellen Zahlen
C Menge der komplexen Zahlen

C,_ Menge der komplexen Zahlen mit positivem, negativem Realteil
K Korper der reellen oder komplexen Zahlen
Xo Raum aller Anfangszustinde

Xo Initialbasis

R Realteil

Ry Imaginérteil

div Divergenz eines Vektorfeldes

\V4 Nabla-Operator, Gradient

< Operator der Laplacetransformation
o—e Bildbereichstransformation

H, Hardy-Norm

L, Lebesgue-Norm

() Transposition

(OH Adjungierte

(as: Zeile o

tr( ) Spur

span( ) Lineare Hiille



XVII

colspan( )
D

K

Vv

L

Lineare Hiille der Spaltenvektoren
Direkte Summe

Krylovunterraum der Stufe &
Bildraum der Projektion
Gaulklammer



1 Einleitung

Die Verwendung mathematischer Modelle zur Beschreibung von Industrieprozessen nimmt
in den vergangenen Jahren stetig zu und wird auch zukiinftig von zentraler Bedeutung sein
[WCB17]. Insbesondere im Kontext der Industrie 4.0 ist es unabdingbar, modellbasierte Me-
thoden zur Auslegung, Uberwachung und/oder Regelung zu verwenden, mit den Zielen die
Produktqualitit zu erhohen, Energie oder Kosten zu sparen sowie den gesamten Entwicklungs-
und Produktionsablauf zu verbessern [Lul7].

Vielfiltige Industrie- und Herstellungsprozesse stehen dabei unter direktem Einfluss von Tem-
peratureffekten, wobei zwischen dem Auftreten als ungewollte Storgroe und einer relevanten
Einflussgroe zum Produktionserfolg unterschieden werden kann. Gleichzeitig liegt dieser
Temperatureinfluss oftmals gekoppelt mit elektrischen, chemischen oder mechanischen Wirk-
prinzipien vor, welche sich auch gegenseitig beeinflussen konnen. So muss besonders beim
Schweillen, Sintern, Warmwalzen oder Umformen das Ausgangsmaterial in einem bestimmten
Temperaturbereich gehalten werden, um die gewiinschten Bearbeitungseffekte zu erzielen
[Hu+13]. Bei elektrischen Komponenten wie Halbleiterelementen, Leistungsreglern oder Elek-
tromotoren konnen Verluste im laufenden Betrieb zu lokal erhohten Temperaturen (Hotspots)
fiihren, welche entweder die Bauteilcharakteristik storen oder sogar das gesamte Bauteil zer-
storen konnen [Sun+18]. Ein besonderer Einfluss liegt bei chemische Reaktionen wie dem
Vulkanisieren von Gummimischungen oder Aushirten von Verbundwerkstoffen vor, bei denen
die eingebrachte Energie durch Zufuhr von Wirme direkte Auswirkungen auf die chemischen
Vernetzungsreaktionen und somit die Produktqualitit hat [Gho16]. Ahnlich verhilt es sich bei
Lebensmitteln oder Halbleiterwerkstoffen, Glas und Metallen, welche auch in Zusammenhang
mit einer Oberflachenbehandlung wie Lackierungen oder Anstrichen, durch Konvektions- oder
Gliihofen Temperatureintrige erfahren [Yi+17].

Eine thermische Modellierung und anschlieBende Analyse kann in all diesen Fillen von grofler
Bedeutung sein, um den Einfluss der Temperatur besser zu verstehen, darzustellen und die
Prozesse entsprechend auszulegen und zu iiberwachen. Grundvoraussetzung ist dabei sowohl
eine genaue als auch recheneffiziente (performante) Simulation der Modelle, was in den meisten
Fillen jedoch einen Zielkonflikt darstellt. So fiihren genaue und aufwendige Modellierungs-
ansitze, wie sie zum Beispiel im Rahmen einer mehrdimensionalen finite Elemente Analyse
vorliegen, meist zu einem genauen Ergebnis, liefern dieses allerdings erst nach einer erheblichen
Berechnungszeit [LQ10]. Modellbasierte Methoden bendétigen jedoch entweder eine Vielzahl
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an Simulationsiterationen, beispielsweise bei der Minimierung eines Kostenfunktionals im
Zuge einer Parameteridentifikation oder aber unterliegen harten Echtzeitanforderungen, wie sie
bei der Ausfiihrung auf industriellen Steuerungen auftreten [Lul7].

1.1 Problemstellung

Die im Verlauf dieser Promotion betrachteten thermischen Vorginge sind an die industriellen
Prozesse rund um die Vulkanisation von Kautschukerzeugnissen und insbesondere deren Ver-
bundprodukte wie beispielsweise PKW-Reifen angelehnt, aber nicht explizit darauf beschrénkt.
Ziel dieser Vulkanisationsprozesse ist die Formgebung durch mechanische Krafteinwirkung bei
gleichzeitiger Anderung mechanischer Produktparameter durch temperaturbedingte chemische
Vernetzungsreaktionen im Material. Der anfidnglich viskoelastische Zustand des Rohproduktes
wird dabei in einen rein elastischen iiberfiihrt. Dafiir werden die unvulkanisierten Produkte in
eine Heizpresse eingelegt und unter Druck mit einem vorgegebenen Temperaturprofil beheizt.
Nach Ablauf der Heizdauer wird der Reifen aus der Heizpresse entnommen und es findet ein
Abkiihlprozess an der Umgebungsluft statt, wihrenddessen der GroBteil der Vernetzungsreaktio-
nen im Inneren des Materials ablduft [KV86]. Zur Quantifizierung des Anteils der abgelaufenen
Reaktionen und somit auch der Qualitét der einzelnen Komponenten sowie des Gesamtpro-
duktes ist die zeitliche Temperaturverteilung wihrend des Heiz- und Abkiihlprozesses sowie
insbesondere der daraus ermittelte Ausheizgrad (sieche Anhang A.1) von entscheidender Bedeu-
tung [BW80]. Da diese Verteilung jedoch nur iiber eine hohe Anzahl von Sensoren messbar
wire und ein Einbringen von Sensoren irreversible Schaden am Produkt nach sich ziehen wiirde,
ist die modellbasierte Berechnung und Uberwachung der Temperaturverteilungen im laufenden
Prozess eine vielversprechende Alternative.

Neben der thermischen Betrachtung des Kautschukerzeugnisses ist auch die Modellierung
und Regelung der Heizpresse von entscheidender Bedeutung, um die wihrend der Ausle-
gung festgelegten Prozessparameter einzuhalten und zu tiberwachen. Aufgrund der komplexen
Geometrie und einer Vielzahl von verbauten Komponenten ergeben sich fiir PKW-Reifen
sowie fiir die Heizpresse hochdimensionale Modelle, welche durch Prozessanforderungen
und Rahmenbedingungen nur eingeschrinkt vereinfacht werden konnen. Beispiele hierfiir
sind Parametervariationen in den Materialeigenschaften durch vorige Prozessschritte oder die
natiirlich auftretenden Schwankungen des Kautschukrohmaterials. Weiterhin treten in beliifte-
ten Industriehallen wetter- und saisonbedingte Verdnderungen der Umgebungstemperaturen
auf, welche kontrollierte thermische Randbedingungen insbesondere beim Abkiihlvorgang
erschweren. Diese Parameterabhingigkeiten bleiben bei der Verwendung numerischer Diskreti-
sierungsverfahren wie der Methode der finiten Elemente nicht erhalten, was Parametrierungen
nach dem Aufstellen der Zustandsgleichungen ausschlief3t. Bei den vorliegenden Systemen



handelt es sich zudem um MehrgroBensysteme, bei denen eine hohe Anzahl von Ein- und
Ausgingen auftreten kann.

Zusammengefasst ergeben sich damit besonders beim Vulkanisationsprozess die folgenden
Herausforderungen bei der Verwendung modellbasierter Verfahren:

* Verteilt-parametrische, thermische Systeme sehr hoher Ordnung auf Grund komplexer
Geometrien und des Aufbaus aus mehreren Komponenten,

* nichtlineare Zustandsgleichungen durch temperaturabhiingige Randbedingungen,
 Simulation von zeitlich verdnderlichen Zustandsverteilungen,

* grofle Anzahl von Ein- und Ausgéngen,

* Abbildung von Parametervariationen im Material,

* unbekannte thermische Randbedingungen, Wirmeiibergidnge und Materialparameter
sowie

* Beschrinkungen der Simulationsdauer durch erforderliche Echtzeitfihigkeit oder bei der
iterativen Losung von Optimierungsproblemen.

Insgesamt liegt ein zentraler Zielkonflikt zwischen Modellgenauigkeit/-komplexitéit und Be-
rechnungsdauer der Simulation vor, welcher anforderungsspezifisch gelost werden muss. Bisher
entwickelte Herangehensweisen bei der Verwendung thermischer Modelle hoher Ordnung in re-
gelungstechnischen Problemstellungen werden nachfolgend hinsichtlich ihrer Verwendbarkeit
dargestellt und diskutiert.

1.2 Stand der Forschung

Besonders in der Gummiverarbeitung ist die Vorgabe und Einhaltung von der geplanten Aushei-
zgradverteilung von grofler Bedeutung, da der Umfang der chemischen Vernetzungsreaktionen
direkten Einfluss auf die Produktqualitit hat. Im Zuge dessen wurden umfangreiche Modellie-
rungsansdtze in den letzten Jahren erforscht [GNOS; Ghol6; NTO11; SD16; Su+15; WDJ15].
Ebenfalls thematisiert wurden die Verwendungen datenbasierter Modellierungsansitze wie zum
Beispiel [KID09; KID12]. Im Wesentlichen lisst sich der Stand der Forschung in drei unter-
schiedliche Herangehensweisen einteilen, um die Berechnungsdauer thermischer Simulationen
zu senken:

* Vereinfachungen in der Geometrie und im Arbeitspunkt,
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* mathematische Reduktion der Modellordnung sowie
* datenbasierte Verfahren.

Diese Losungsmoglichkeiten werden nachfolgen anhand verschiedener Forschungsarbeiten
detaillierter betrachtet.

Vereinfachungen in der Geometrie und im Arbeitspunkt

Eine vereinfachte Modellierung der physikalischen Realitit erfordert zumeist tieferes Verstind-
nis der Prozesse und der zu Grunde liegenden Wirkprinzipien, um daraus zuldssige Annahmen
fiir die Modellbildung abzuleiten. Diese stellen jedoch einen schnellen und effektiven Ansatz
zur Reduktion der Berechnungsdauer thermischer Systeme dar. Ein Beispiel hierfiir ist das
Ausnutzen von Symmetrieeffekten falls diese vorliegen. Auf diese Weise konnen kleinere
Teilgebiete betrachtet werden oder es kann sogar eine Reduktion der rdumlichen Dimension in
Frage kommen, wodurch die Anzahl notwendiger ortlicher Stiitzstellen und somit die Anzahl
der Zustandsgleichungen stark verringert. So wird in [CYPO04] ein raumlich beschrinktes, drei-
dimensionales finite Elemente Modell zur Auslegung von Vulkanisationsprozessen verwendet,
welches allerdings immer noch eine beachtliche Berechnungsdauer aufweist und nur fiir wenige
aufeinanderfolgende Simulationen geeignet ist. Deutlich performanter sind die in [ZWJ16]
verwendeten nichtlinearen Teilmodelle bei der Edelstahlherstellung auf einer Heizstra3e. Die
symmetrische Form des Werkstoffes erlaubt dabei die Verwendung eines eindimensionalen
Modells. Weiterhin kann die Anzahl der ortlichen Stiitzstellen (Diskretisierung) auf Grund der
hohen thermischen Leitfidhigkeit bei Metallen zusitzlich gesenkt werden.

Die Autoren von [Spe+13; Spe+14] nutzen ein erweitertes Kalman-Filter (EKF) fiir die Uber-
wachung der Stahltemperatur bei Warmwalzprozessen. Da diese von nichtlinearen Wirme-
strahlungseffekten, diversen mechanischen Kontakten und Parameterschwankungen beeinflusst
werden, ist eine physikalische Interpretierbarkeit der Modellierung wiinschenswert. Im Zuge
dessen wurde zur Modellierung auf die eindimensionale nichtlineare Warmeleitungsgleichung
mit moglichst wenig Temperaturknoten als rdumliche Stiitzstellen zuriickgegriffen. Aussagen
iiber Temperaturverteilungen im gesamten Werkstiick und insbesondere an den Réndern sind
auf diese Weise jedoch nur eingeschriankt moglich.

In [Adel5; AAO19] werden mit Hilfe einer genetischen Optimierung Heiztemperaturen und
Zykluszeiten unter Vorgabe eines zu erreichenden Ausheizgrades im Material bestimmt. Dabei
wird ebenfalls ein vereinfachtes Modell genutzt, welches in einer Dimension aufgestellt ist
und die verschiedenen Materialparameter des Verbundes mittelt. Auch hier ist der vereinfachte
Ansatz nicht auf die Vulkanisation von Gummiverbundwerkstoffen zu iibertragen, da durch die
verschiedenen Bauteile lokal stark unterschiedliche Materialcharakteristka vorliegen. Deutlich



komplexere und detaillierte Modellierungsansétze des Vulkanisationsprozesses wie in [CKAO06]
sind auf Grund ihrer hohen Rechenzeiten dagegen nicht in Optimierungsaufgaben verwendbar
und werden lediglich empirisch parametriert.

Ein weiteres grof3es Feld der thermischen Modellierungsansitze liegt in der Kombination mit
elektrischen Wirkmechanismen, wie sie beispielsweise bei der Motoriiberwachung auftreten.
Dabei werden auch hauptsichlich vereinfachte Modelle eingesetzt [Lan+15]. Bei der thermi-
schen Auslegung und Uberwachung von Halbleitermodulen ist besonders die genaue Abbildung
von Randbedingungen entscheidend. Da Modelle aus finiten Elementen bei der echtzeitfihigen
Uberwachung nicht eingesetzt werden kinnen, verwendet [BMB18] thermische Netze mit
wenigen Stiitzstellen, welche jedoch zu lokal hohen Abweichungen in den Temperaturvertei-
lungen fiihren konnen. Noch einfacher und mit lediglich drei Knoten werden in [Sun+18] die
Temperaturen eines Motors zum besseren Wirmemanagement modelliert.

Eine weitere Moglichkeit zur Modellvereinfachung liegt in der Linearisierung an einem ausge-
wihlten Arbeitspunkt. In [SDM14] wird beispielsweise ein Modell zur thermischen Auslegung
elektrischer Komponenten durch zeitliche Mittelung der thermischen Randbedingungen linea-
risiert. Diese Linearisierungen sind jedoch nur fiir kleine Abweichungen um den gewéhlten
Arbeitspunkt zuldssig. Besonders bei Vulkanisationsprozessen ist jedoch ein groBes Tempera-
turspektrum abzubilden, was den Einsatz von linearisierten Modellen stark eingrenzt.
Zusammenfassend sind die vorgestellten Ansétze gut zur Reduktion der Modellgroe bei sym-
metrischen Werkstoffen hoher thermischer Leitfdhigkeiten geeignet, bei denen eine genaue
Abbildung von rdumlichen Temperaturverteilungen nicht von groer Bedeutung ist. Insbesonde-
re bei zu vulkanisierenden Verbundwerkstoffen, Polymeren und Kautschukmischungen, welche
zur Vernetzung in einer Heizpresse erwdrmt und in Form gebracht werden, sind diese Ansitze
nicht vollumfinglich anwendbar. Da der Erfolg dieser Prozesse maB3geblich von dem Energie-
eintrag in den Querschnitt abhingt, ist die genaue Modellierung von zeitlich veridnderlichen
Temperaturverteilungen im gesamten Material notwendig. Weiterhin konnen auf Grund des
fiir die Vulkanisation entscheidenden Abkiihlvorgangs keine nichtlinearen Strahlungseffekte
vernachldssigt werden. Die geringe Wirmeleitfdhigkeit der Materialien verhindert ebenso
vereinfachende Annahmen zur Temperaturhomogenitit. Die in dieser Arbeit durchgefiihrte
thermische Modellierung ist Bestandteil des zweiten Kapitels.

Mathematische Reduktion der Modellordnung

Methoden zur Modellordnungsreduktion (MOR) sind eine vielversprechende Mafinahme zur
deutlichen Verringerung der Berechnungsdauer bei gleichzeitigem Erhalt hinreichender Ap-
proximationsgiite. Leicht anzuwenden und bereits weitgehend erforscht sind diese im Falle
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eines linearen oder linearisierten Modells und konnen daher nach der Anwendung der vorig
thematisierten Modellvereinfachungen zusétzlich verwendet werden.

Im Rahmen der Dissertation [Boh18] wurde eine modellbasierte Temperaturregelung von
Umformwerkzeugen in der Karosserieherstellung entwickelt. Aufgrund der komplexen Geo-
metrie ist ein dreidimensionales Modell aus finiten Elementen verwendet worden. Da sich
der Arbeitsbereich der Anwendung auf ein sehr enges Temperaturfenster beschrinkt, ist eine
Linearisierung zulédssig. Im Zuge dessen konnen lineare Modellordnungsreduktionsverfah-
ren (siche Abschnitt 3.1) angewendet werden. Die optimale Sensor-/Aktorplatzierung sowie
Zustandsschitzung der Oberflichentemperaturverteilung wurden anschlieend mit Hilfe von
modellbasierten Verfahren umgesetzt und zur Regelung verwendet.

Im Rahmen der Dissertation [Bos21] wurden mathematische Methoden zur Ordnungsreduktion
bei einem Vulkanisationsprozess angewendet. Durch den groBen Arbeitsbereich bei Vulkanisati-
onsprozessen, ist eine Linearisierung in diesem Umfang jedoch nur eingeschrinkt moglich. Ein
symmetrischer Versuchsstand zur Vulkanisation von Kautschukerzeugnissen ermdglichte die
Verwendung eines zweidimensionalen Modells des Querschnitts. Fiir die Heizpresse wurde ein
dreidimensionales Modell verwendet. Aufgrund des regelmifBigen und symmetrischen Aufbaus
sowie der begrenzten Anzahl an Materialien wurde auf thermische Netzwerke zur ortlichen
Diskretisierung zuriickgegriffen. Diese wurden wenn moglich linearisiert und mit den auch in
[Boh18] verwendeten, linearen MOR Methoden reduziert, wobei durch Abkiihlprozesse zu-
sitzliche inhomogene Anfangsbedingungen beriicksichtigt wurden. Die Temperaturverteilung
des Priifkorpers, welcher beim Abkiihlen stark nichtlinearen strahlungs- und konvektionsab-
hingigen Effekten unterliegt, wurde iiber ein unreduziertes, nichtlineares Modell abgebildet.
Durch das homogene Material konnte dieses mit einer spérlichen rdumlichen Diskretisierung
hinreichend genau approximiert werden, sodass eine geringe Berechnungsdauer entstand. Auf
diese Weise konnten die thermischen Modelle zur Optimierung der Stellgréen sowie in mo-
dellbasierten Prozessregelungen verwendet werden. Bei der Ubertragung der Methode auf die
komplexen Reifenmodelle im Rahmen dieser Arbeit sind jedoch mehrere Materialkomponenten
und komplexere Geometrien zu beriicksichtigen, sodass eine feinere ortliche Diskretisierung
mit einer damit einhergehenden Vielzahl von Zustinden verwendet werden muss.

Weitere Beispiele fiir MOR bei thermischen Modellen finden sich auch bei der Lot- und
Schweilltechnik [Pa+19] sowie allgemeinen Maschineneinsétzen [ Yua+17] und elektrischen
Komponenten [GvD17] wieder. MaBgebliche Nachteile der klassischen MOR Verfahren liegen
in dem Verlust der physikalischen Interpretierbarkeit von Parametern und Zustéinden und der
beschrinkten Anwendbarkeit auf lineare Systeme hoher Ordnung [BGW15].

Parametrische MOR [Ben+17b], bei der ausgewéhlte Systemparameter erhalten bleiben, oder
Verfahren fiir nichtlineare Systeme basieren meist auf einzelnen Messungen oder simulierten
Zustandstrajektorien der vollstindigen Systeme den sogenannten ,,snap-shots‘. Dafiir sind aller-



dings reale Experimente erforderlich oder es miissen bereits valide, komplexe Referenzmodelle
verwendet werden. Rotzer et al. verwenden ein thermisches Modell zur Schitzung der Tempera-
turverteilung von Stahlproben in einem Glithofen [RJK17]. Da es sich um symmetrische Proben
handelt, kann die rdumliche Dimension auf einen zweidimensionalen Querschnitt reduziert
werden. Insbesondere durch die thermische Strahlung ergeben sich stark temperaturabhiingige
Randbedingungen, was zu einer nichtlinearen Modellbeschreibung fiihrt. Die Methode der
finiten Elemente wurde zur ortlichen Diskretisierung verwendet, was eine hohe Modellordnung
zur Folge hat. Zur Ordnungsreduktion wurde mit Proper Orthogonal Decomposition (siehe
Abschnitt 3.5.1) ein Verfahren fiir nichtlineare Systeme verwendet. Dieses beruht auf einer
Basis aus verschiedenen simulierten Zustandstrajektorien des unreduzierten Originalmodells.
Das so erhaltene reduzierte Modell wird zur optimalen Sensorplatzierung und innerhalb eines
EKF zur Schitzung der Temperaturverteilung verwendet. Das Filter gleicht dabei unbekannte
Parameterschwankungen aus und wird zur modellbasierten Temperaturregelung des Gliithofens
verwendet. Bei der Ubertragung auf Vulkanisationsprozesse ergeben sich zwei wesentliche
Schwierigkeiten. Die geringe thermische Leitfahigkeit und Abwesenheit von Sensoren erge-
ben eine schlechte Beobachtbarkeit, sodass eine online-Adaption an Parameterschwankungen
nicht umsetzbar ist [Bos21]. Weiterhin erfordert das Verfahren zur Modellordnungsreduktion
eine Vielzahl von Simulationsdurchldufen des unreduzierten Modells, was fiir die sich in
dieser Arbeit ergebenden Systeme sehr hoher Ordnung mit einem erheblichen Zeitaufwand
von mehreren Tagen verbunden wére. Weitere so erhaltene parameterabhédngige thermische
Modelle werden in den letzten Jahren sporadisch im Bereich elektrischer Komponenten oder
der Motoriiberwachung eingesetzt [Qi+16; Qi+17; Sun+18; van+18; GvD17].

Fiir die in dieser Arbeit vorliegende Problemstellung existiert kein vollumfinglich geeignetes
Verfahren zur mathematischen Reduktion der Modellordnung, sodass eine neue Methode zur
Modellierung komplexer thermischer Systeme erarbeitet wurde. Eine detaillierte Beschreibung
der Verfahren zur MOR und deren Vergleich ist in Kapitel 3 zu finden.

Datenbasierte Verfahren

Die dritte Kategorie zur Einsparung von Rechenzeit umfasst die datenbasierten Verfahren zur
Modellbildung, bei denen keine physikalische Gleichung als Ausgangspunkt dient. Grund-
voraussetzung dafiir ist ein umfangreicher Datensatz bestehend aus Messdaten oder Simulati-
onsergebnissen bereits validierter Modelle. In [Gia+16] wird beispielsweise die Anwendung
kiinstlicher neuronaler Netze zur schnelleren Simulation des Temperaturverhaltens bei Hoch-
spannungsunterverteilungen analysiert, da vollstindige Simulationen mit finiten Elementen
zu zeitaufwindig sind. Weiterhin finden die neuronalen Netze Anwendung zur Préadiktion der
Aushirtung von Verbundwerkstoffen [JSR12] oder in Form von Support Vector Machines bei
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der Uberwachung von Temperaturverldufen entlang einer Heizlinie [Zha+18]. Bei der Herstel-
lung von Aluminiumlegierungen und Sicherstellung einer homogenen Temperaturverteilung
priasentieren [She+16] einen Ansatz mit self-growing radial basis function neural network
(SGRBFNN) um Verkopplungen im Prozess abzubilden. In [KID09; KID12] wurden detaillier-
te Untersuchungen im Bereich der Vulkanisation von Gummi mit datenbasierter Modellierung
durchgefiihrt. So erstellte black-box Modelle sind zwar sehr performant in der Ausfithrung,
jedoch ist der Aufwand zur Datenakquise nicht unerheblich [Are+18] oder bei Temperaturver-
teilungen im Material schlichtweg nicht moglich. Zusétzlich muss die Robustheit gegeniiber
Parameterschwankungen oder Storungen im Prozess sichergestellt sein. Die Auslegung thermi-
scher Komponenten und Systeme durch Simulationen im Prototypingprozess ist ebenfalls nur
eingeschriankt machbar, da die physikalischen Parameter nicht direkt abgelesen und optimiert
werden konnen [JSR12]. Ein Vergleich zwischen modellbasierter und datenbasierter Pradik-
tionsverfahren fiir einzelne Messpunkte wurde in einer eigenen Verdffentlichung [Fra+18]
bezogen auf den Vulkanisationsvorgang thematisiert, kann jedoch bei der Berechnung von
Temperaturverteilungen mit mehreren tausend Stiitzstellen nicht angewendet werden.

Allen Arbeiten innerhalb des beschriebenen Stands der Forschung gemein ist die Notwendigkeit
einer performanten, thermischen Simulation fiir modellbasierte Verfahren. Diese Arbeit leistet
einen methodischen Beitrag zur Formulierung und Parametrierung von Modellen bei der
Verwendung in der modellbasierten Prozessauslegung und -regelung ohne Notwendigkeit
einer vorigen Modellvereinfachung oder zeitaufwendigen Datenakquise. Auf diese Weise kann
die performante Systembeschreibung ohne weitere Prozesskenntnisse aus den Geometrien
automatisiert abgeleitet und auf andere Komponenten angewendet werden.

1.3 Zielsetzung und Vorgehensweise

Um zeitvariante Temperaturverteilungen zu berechnen und den vorliegenden Zielkonflikt
zwischen Approximationsgiite und notwendiger Berechnungsdauer zu l16sen, wird folgen-
de Vorgehensweise verwendet. Zunédchst wird im Rahmen einer thermischen Modellbildung
die partielle Warmleitungsgleichung mit auftretenden thermischen Randbedingungen fiir die
betrachteten Geometrien aufgestellt. Aus den numerischen Matrizen, welche im Zuge der
ortlichen Diskretisierung mit finiten Elementen entstehen, werden parameterabhéngige System-
beschreibungen generiert. Diese enthalten alle relevanten Materialparameter, Warmeiibergéinge
und Randbedingungen in parametrischer und interpretierbarer Form. Im Rahmen einer neu
entwickelten Methode zur performanten Ausfithrung dieser Systemrealisierung werden pro-
jektive Verfahren der MOR hinsichtlich formulierter Giitekriterien untersucht und verglichen.
Anpassbare Parameter und zustandsabhéngige Funktionen bleiben dabei erhalten. Anschlieend
werden die kontinuierlichen Zustandsgleichungen zeitlich diskretisiert, wobei explizite und



implizierte Losungsverfahren hinsichtlich Fehler und Berechnungsdauer verglichen werden.
Wesentliches Augenmerk liegt dabei auch auf der Abbildung zustandsabhéngiger Randbedin-
gungen, deren Zeitintervall zur Berechnung wihrend der Simulation angepasst werden kann. Im
Rahmen beispielhafter Applikationen werden mit Hilfe der parametrischen und performanten
Simulationsausfithrung Modelle im Rahmen von Optimierungsproblemen in einer Identifi-
kation parametriert und an Versuchsstinden abschlieBend anhand von Messungen validiert.
Als mogliche Anwendungsfille werden eine echtzeitfihige Pridiktion von Ausheizgrad- und
Temperaturverteilungen in den Kautschukerzeugnissen sowie die Schitzung der Oberflichen-
temperaturverteilung auf der Heizplatte ausgefiihrt. Zusammenfassend ergeben sich damit die
nachfolgenden Schwerpunkte, welche kapitelweise behandelt werden:

2. thermodynamische Modellierung und Formulierung der Zustandsgleichungen,
3. Grundlagen zu Methoden der (P)MOR,
4. Reduktion und zeitliche Diskretisierung der Systembeschreibung sowie

5. beispielhafte Anwendung einer Parameteridentifikation und echtzeitfdhigen Implemen-
tierung.
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2 Thermische Modellierung

Im Rahmen dieser Dissertation wird die thermische Modellierung beispielhaft an drei un-
terschiedlichen Systemen durchgefiihrt. Eine Heizplatte sowie ein Gummipriifkdrper liegen
als Labormessaufbau fiir Vulkanisationsprozesse zur Durchfiihrung von Messungen vor und
werden daher zu Validierungszwecken und fiir die praktische Umsetzung betrachtet. Der Priif-
korperquerschnitt und die Heizplatte sind schematisch in Abbildung 2.1a dargestellt. Ndheres
zum Aufbau des Systems ist in [Bos21] zu finden. Weiterhin dient ein Reifen, modelliert durch
den in Abbildung 2.1b zu sehenden Querschnitt, als komplexeres Beispiel fiir die Anwendung
der entwickelten Methoden. Da Temperaturmessungen zu diesem Modell nicht zur Verfiigung
stehen, beziehen sich simtliche Untersuchungen auf eine simulative Referenzlosung mit einer
kommerziellen Simulationsumgebung.

MTI
Reifenauflenfliche Laufstreifen

Heizpatrone

Pfﬁfkﬁfpef_
Thermoelement Heizzone 3

(a) Heizplatte und Priifkorperquerschnitt in Anleh-
nung an [Bos21]

I

2 Heizplatte i

|

Isolation { Reifeninnenfliche |
| Seitenwand !

i

Pt100 i
Temperatursensoren !

i

) ) Reifenmittellinie:
Heizzone 1 Heizzone 2 !
]

i

]

i

(b) Halber Reifenquerschnitt

Abbildung 2.1: Betrachtete Modelle im schematischen Aufbau

Das Reifenmodell besteht aus 23 verschiedenen Komponenten mit je nach Mischung unter-
schiedlichen thermischen Materialparametern. Diese sind in Abbildung 2.1b farblich gekenn-
zeichnet. Dargestellt ist ein halber Reifenquerschnitt mit gestrichelter Reifenmittellinie und den
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drei Hauptbereichen des Reifens: Laufstreifen mit Profilrillen, Seitenwand und Wulst. Einge-
brachte Stahlgiirtellagen im Laufstreifensegment resultieren in der entsprechenden Schicht in
eine richtungsabhidngige Wirmeleitfihigkeit. Als Eingangsgroflen wéhrend des Heizprozesses
konnen bis zu fiinf Temperaturen iiber die Auflenkante, das sogenannte Mold-Tire-Interface
(MT1I), und eine Heiztemperatur iiber die Innenkante, das Bladder-Tire-Interface (BTI), beauf-
schlagt werden. Wihrend Abkiihlvorgingen an der freien Umgebung wird zwischen Umge-
bungstemperaturen an der Reifenaufen- und Reifeninnenfliche unterschieden, da sich durch
geringere Luftzirkulation innen am Reifen hohere Umgebungstemperaturen einstellen. Virtuelle
Sensoren konnen im Querschnitt platziert werden, um die Temperaturverldufe an bestimmten
Stellen auszugeben. Reale Sensoren sind in den spéteren Endprodukten nicht vorhanden und
dienen lediglich zur Verifizierung in Experimenten. Es wird aus Griinden der Symmetrie wie
abgebildet ein zweidimensionales Modell des halben Querschnitts verwendet mit einer als
adiabat betrachteten Trennlinie durch den Laufstreifen als Symmetrieachse.

Der Priifkorper besteht aus einer einzigen Kautschukmischung und ist quaderférmig mit den
AbmalBen 250 mm x 200 mm x 20 mm. Drei verschiedene Bereiche konnen iiber eine zonierte
Laborheizpresse anndhernd unabhiingig voneinander mit einer Temperatur beaufschlagt werden.
Dazu wird der Priifkorper zwischen zwei Heizplatten eingelegt und unter mechanischem
Druck aufgeheizt. Beim Abkiihlen an der Umgebung wird eine Referenzumgebungstemperatur
der Raumluft betrachtet. Zwei Thermoelemente sind nahe der Mittellinie unter den zwei
Heizzonen eingebracht und konnen zur Messung der Temperaturverldufe im Inneren verwendet
werden. Ein zweidimensionales Modell des Querschnitts wird auf Grund der symmetrischen,
quaderférmigen Form gewdhlt.

Die betrachtete, quaderformigen Heizplatte besteht aus einer Aluminiumlegierung mit den Ab-
mafen 250 mm x 200 mm x 60 mm. Sie ist an fiinf Seitenflichen umgeben von einer 10 mm
dicken thermischen Isolationsschicht, sodass lediglich die zur Beheizung des Priifkorpers
genutzte Metalloberfldache frei liegt. Sechs Heizpatronen mit jeweils drei separat ansteuerbaren
Elementen konnen fiir die Warmeerzeugung im inneren der Heizplatte verwendet werden. Es
stehen zwolf Pt100 Sensoren zur Messung der Temperaturen 5 mm unterhalb der Oberfliache
zur Verfiigung. Weiteres zur Beschreibung des Versuchsstandes kann der Dissertation [Bos21]
entnommen werden.

Zur Formulierung einer mathematischen Abbildungsvorschrift, mit welcher sich das zeitab-
hingige Skalarfeld der Temperatur innerhalb der vorgestellten Geometrien berechnen ldsst, ist
die Anwendungen thermodynamischer GesetzmiBigkeiten auf dem zu betrachtenden Gebiet
notwendig. Die Vorgehensweise, um aus den physikalischen Beschreibungen mathematische
Zustandsgleichungen zu formulieren, wird in diesem Kapitel dargestellt. Dabei werden die
folgenden Schritte behandelt:
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* Aufstellung der Warmeleitungsgleichung mit Wirmeiibergangs-Randbedingungen unter
Anwendung der thermodynamischen Hauptsétze (Abschnitt 2.1),

* Ortliche Diskretisierung der entstehenden partiellen Differentialgleichung (DGL) mit
finiten Elementen (Abschnitt 2.2) sowie

* Formulierung von parametervarianten Zustandsdifferentialgleichungen (Abschnitt 2.3).

2.1 Thermodynamische Grundlagen

GemiiBl dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik ist eine Anderung der Energie innerhalb
eines Systems {2 nur durch den Transport von Energie iiber die duleren Systemgrenzen OS2 mog-
lich. Dieser Transport erfolgt durch die Verrichtung von Arbeit und/oder dem Austausch von
Wirme (. Im Gegensatz zur Arbeit verursacht der Energietransport durch Wiarme immer auch
eine Entropieinderung im System, welche durch den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik
beschrieben wird. Eine unmittelbare Folge daraus ist, dass die zeitliche Anderung der Wirme,
der Wirmestrom () in Watt, immer entgegengesetzt zum Temperaturgradienten zwischen den
Austauschmedien stattfindet. Warmestrome lassen sich dabei in zwei wesentliche Transport-
mechanismen einteilen: Wéarmeleitung und elektromagnetische Strahlung (Wéarmestrahlung).
Die Wirmeleitung beinhaltet dabei sowohl den Transport innerhalb eines Stoffes sowie an der
Grenzfliche zwischen Feststoff und Fluid. Letzteres wird auch als konvektiver Warmeiibergang
bezeichnet, stellt jedoch keinen eigenen Transportmechanismus dar [Nus15]. Um den Wirme-
transport dieser Mechanismen auch tiber verschiedene Grenzflachen vergleichbar zu machen,
wird der Warmestrom als flachenspezifisch betrachtet.

Definiton 2.1 Der flichenspezifische Wirmestrom

ode L Bl Ww
Q= U mit {(b] = (2.1)

heif3t Warmestromdichte.

Die Richtung der Wirmestromdichte ist bei rdumlichen Wirmestromen stets senkrecht zu
dem Fliachenelement d A. Da konvektive Wirmeiiberginge in dieser Dissertation eine wichtige
Randbedingung zur Berechnung von Temperaturverteilungen sind, werden diese im Rahmen
eines separaten Unterabschnitts niher erldautert. Die folgenden Abschnitte orientieren sich an
den Lehrbiichern [HM14; BW17; HU94; CM90] sowie dem VDI-Wirmeatlas [Ges06] und
gliedern sich damit in die drei Unterpunkte: Wirmeleitung, Konvektion und Warmestrahlung.
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2.1.1 Warmeleitung

Liegt in einem Feststoff oder ruhenden Medium ein Temperaturgradient vor, so erfolgt der
Wirmeaustausch zwischen benachbarten Molekiilen in Form von Schwingungsenergie. Dieser
Vorgang wird als Wirmeleitung oder Konduktion bezeichnet und kann durch das FOURIER ’sche
Gesetz beschrieben werden. Dieses stellt die Proportionalitdt zwischen der Wiarmestromdichte
im Material bezogen auf den vorliegenden Gradienten dar:

¢=—A-V(T). (2.2)

Am negativem Vorzeichen lédsst sich die vorig erwihnte Einhaltung der Entropiebilanz, wo-
nach innere Energie immer von hoher zu niedriger Temperatur transportiert wird, erkennen.
Weiterhin ist die Richtung stets senkrecht zu den isothermen Potentiallinien des Temperaturska-
larfeldes. Der stoff-, temperatur- und druckabhéngige Proportionalititsfaktor A in W/mk wird als
Wirmeleitfahigkeitstensor bezeichnet, wobei die Druckabhéngigkeit in der Praxis bei Festkor-
pern vernachlissigbar ist [Ges06]. Weiterhin konnen fiir die betrachteten Temperaturbereiche
alle Warmeleitfahigkeiten hinsichtlich ihrer Temperaturabhiingigkeit linearisiert werden. Im
Rahmen dieser Dissertation werden Systeme aus zusammengesetzten Materialkomponenten
betrachtet. Dabei wird im Allgemeinen davon ausgegangen, dass die Wiarmeleitungseigen-
schaften innerhalb der einzelnen Komponenten orts- und richtungsunabhéngig sind. Fiir diese
isotropen Materialien wird statt des Tensors eine skalare Wiarmeleitfahigkeit A gesetzt [HU94].
Lediglich zur Modellierung von Stahlgiirtellagen im Reifen, bei denen Stahlfdaden in einer
vorgegebenen Richtung eingearbeitet sind, wird innerhalb dieser Schicht ein orthotropes, also
ein in Richtung der einzelnen Koordinatenachsen konstantes, Koeffizientenverhalten angenom-
men. Ebenso werden bei der spiteren Abbildung geometrischer Verdnderungen im Modell
orthotrope Eigenschaften verwendet, wenn sich die geometrischen Verhiltnisse in Richtung
einer Koordinatenachse verdandern. In diesen beiden Sonderfillen liegt ein Tensor vor, bei dem
ausschlieBlich die Hauptdiagonale besetzt ist. Zeitliche Anderungen des skalaren Tempera-
turfelds 7'(z, t) innerhalb des Gebiets Q2 C R™im ¥z = (z1,..., 2,,. )" € Qund fiir die Zeit
t € RT konnen mit Hilfe der allgemeinen instationiren Wirmeleitungsgleichung berechnet
werden. Dafiir werden zwei- und dreidimensionale Modelle verwendet ngi, € {2,3}. Wenn
der Wirmeaustausch ausschlieBlich tiber Konduktion erfolgt, 1dsst sich die Gleichung

c(z)p(z)% =div (A(2)VT(z,1)) + w(z,t) (2.3)

aus einer Energiebilanz an einem infinitesimalen Volumenelement unter Beriicksichtigung des
FOURIER’schen Gesetzes (2.2) aufstellen [HU94]. Hierbei ist p in die Dichte, c die spezifische
Wirmekapazitit und w(z, t) in eine Dissipationsfunktion, welche interne Wirmeerzeugung
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bspw. durch Heizpatronen oder Wirmetransportverluste beriicksichtigt. Fiir die Gleichung (2.3)
wurden dabei die folgenden drei Annahmen getroffen:

Annahme 2.1 Alle thermischen Materialparameter c(z), p(z) und A(z) sind im betrachteten
Arbeitsbereich zeit- und temperaturinvariant.

Annahme 2.2 Gebiet ) besteht aus ncomp, Komponenten Q2; C €, j € {1,..., Neomp }»
Neomp € NT mit ortlich homogen verteilten Materialeigenschaften cp(z;) = (cp); und

A(z;) = Aj, V z; € Q. Weiterhin werden alle diese Komponenten als disjunkt angenommen
Q;UQ;, Vi # .

Annahme 2.3 Der komponentenspezifische Wirmeleitfihigkeitstensor A; kann fiir isotro-
pe Materialien als skalares \; angenommen werden. Fiir Komponenten mit richtungsab-
hingigen Stahleinlagen sowie Geometriednderungen in Koordinatenrichtungen wird auf or-
thotrope Eigenschaften zuriickgegriffen, wobei nur die Tensordiagonale besetzt ist und aus
diag(Ajz .- A ) besteht.

j’anim

In den meisten Fillen kann A unter Verwendung von Annahme 2.3 fiir die lokalen Teilgebiete
2; C €2 aus dem Divergenz Operator ausgeklammert werden. Nur bei Reifenkomponenten, in
denen Metallfiden in Gummischichten eingebettet sind (Giirtellagen), ergeben sich richtungs-
abhidngige Wirmeleitungskoeffizienten durch die hohere Leitfahigkeit in Lingsrichtung der
Féden. Diese werden spiter gesondert beriicksichtigt. Daher kann die Wirmeleitungsgleichung
an dieser Stelle iiber den Laplace-Operator A ausgedriickt werden:

pc %—71: =AAT +w. (2.4)

Ausgeschrieben in kartesischen Koordinaten ergibt sich die Wirmeleitungs-DGL (2.3) im
Gebiet () zu

2 2 2
or <3T o°T 8T) o 2.5)

Pt ok * 023 * 023
Die partielle DGL (2.4) bildet die mathematische Grundlage zur Berechnung der Tempera-
turverteilung in den vorliegenden Systemen. Der Wirmeaustausch mit der Umgebung wird
als Randbedingungen in Form von Konvektion und Strahlung in den folgenden Abschnitten
hinzugefiigt.

2.1.2 Konvektion

Im vorigen Abschnitt wurde die Warmeleitung und der Energieaustausch innerhalb der Sys-
temgrenzen OS2 beschrieben. Werden diese jedoch von einem Fluid umstromt, findet iiber die
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Kontaktfliche ein konvektiver Wirmeiibergang statt, bei dem Wiérme durch die Bewegung des
Umgebungsmediums abtransportiert wird. Dies trifft in dieser Dissertation auf die Systemgren-
zen zur Umgebung zu, an denen ein Ubergang der Feststoffe zur gasférmigen Umgebungsluft
vorliegt. Weitere Ursache fiir den Wirmetransport ist wie zuvor eine Temperaturdifferenz. In
diesem Fall wird sie zwischen Temperatur an der Systemgrenze Ty = T'(zg) mit zg € Jf2
und Umgebungsluft 7{; berechnet. Um den Wirmeiibergang nun quantitativ beschreiben zu
konnen, muss die auftretende Warmestromdichte durch die AuB3enoberfliche/-kante gﬁKonV ins
Verhiltnis zur dafiir ursdchlichen Temperaturdifferenz gesetzt werden:

Definiton 2.2 Zur Beschreibung von Wirmeiibergdingen wird

O4(ZB7T‘B)KonV = (26)

(bKonv in W
Ts — Ty m2K

als Wirmeiibergangskoeffizient definiert. Dieser ist sowohl orts- als auch temperaturabhdngig.

Der Wirmeiibergangskoeffizient (WUK) ist folglich ein MaB fiir die Giite des Energietransports
in Form von Wirme auf Grund einer vorliegenden Temperaturdifferenz an der Systemgrenze
[HU94]. Die Bestimmung und somit die Quantifizierung von konvektiven Wirmeiibergéngen
ist eine zentrale Aufgabe in der Thermodynamik. Dabei wird zwischen natiirlicher Konvektion,
bei der die Luftstrémung durch wirmebedingte Dichteunterschiede von selbst stattfindet, und er-
zwungener Konvektion, welche durch kiinstlich erzeugte Druckunterschiede zu Stande kommt,
unterschieden [BW17]. Eine besondere Herausforderung liegt dabei in der wechselseitigen
Beeinflussung von Stromungs- und Temperaturfeld bei der natiirlichen Konvektion, da die vor-
herrschenden Temperaturen den Auftrieb der Stromung beeinflussen und umgekehrt. Folglich
miissen drei verkoppelte Differentialgleichungen aufgestellt werden, welche Stromungsfeld
wq(t, z), Temperaturfeld 7'(¢, z), Dichte- p(t, z) sowie Druckfeld pq(¢, z) und spezifische,
innere Energie uq(t, z) zueinander ins Verhiltnis setzen. Aus Erhaltungssétzen werden die
Kontinuititsgleichung

0 :
a—? = —div(pwg) (2.7a)

als Massenbilanz, die Navier-Stokes-Gleichung
d
P Ewﬂ = —Vpg +nAwg + por (2.7b)

als Impulsbilanz und die Energiegleichung (hier dissipationsfrei)

d
poun = —Pn div(wg) + div(A VT) (2.7¢)
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als Energiebilanz aufgestellt', wodurch der konvektive Wirmeiibergang vollstindig beschrie-
ben wird [CM90; BW17]. Dabei bezeichnet 1 die dynamische Viskositit und oy die externe
Kraftdichte. Weil sich diese Gleichungen im Allgemeinen nicht analytisch berechnen lassen,
muss auf numerische Losungsmethoden zuriickgegriffen werden. Da diese jedoch aufwendig
zu formulieren sind und die Berechnungsdauer mehrere Stunden betragen kann, werden zur Ab-
schitzung oftmals empirische Korrelationen genutzt. In der Grenzschichttheorie nach Prandtl
werden nur diinne Schichten direkt iiber der Kontaktfliche zur Bestimmung des konvektiven
WUK betrachtet. Dadurch lassen sich in Kombination mit (2.7) dimensionslose Ahnlichkeits-
kenngroéen formulieren:

Definiton 2.3 Die dimensionslose Kenngrofle

al

Nu ;=
Y

(2.8)
heifit Nusselt-Zahl. Die Linge L in m ist die charakteristische Anstromldnge. Die Wirmeleit-
fahigkeit der Umgebungsluft wird an dieser Stelle mit \ bezeichnet.

Fiir freie Luftstromungen konnen die Korrelationen der Form Nu = fx, (Pr, Gr) aus [Ges06]
zur Berechnung genutzt werden. Bei kiinstlich erzeugten Umstromungen dominiert die erzwun-
gene Konvektion und es gelten Korrelationen der Form Nu = fx,(Pr, Re). Hierbei bezeichnet
Pr die stoffcharakteristische Prandtl-Zahl des Fluides und Gr bzw. Re die stromungscharakte-
ristische Grashof- bzw. Reynoldszahl. Die Verwendung dieser empirischen Zusammenhinge
zur Bestimmung der WUK stellt den Stand der Technik dar und wird zur Bestimmung der
WUK in Kapitel 5.1 verwendet. Vorgreifend wird an dieser Stelle jedoch auch schon der Vorteil
von Parameteridentifikationsverfahren zur Bestimmung der WUK deutlich, da hierbei auf auf-
windige numerische Simulationen des Stromungsfeldes sowie die empirischen Abschétzungen
verzichtet werden kann. Die Ergebnisse zeigen dabei deutlich bessere Ubereinstimmungen in
der Abbildung der Wirmeiibergénge.

2.1.3 Warmestrahlung

Neben den konvektiven Wirmeiibergédngen ist die Emission und Absorption elektromagneti-
scher Wellen ein weiterer Transportmechanismus von Energie iiber die Systemgrenze. Die dabei
auftretenden Wellenldngen von ca. 0,1 - 1000 um liegen im Infrarotbereich. Ein umgebendes
Tragermedium ist dabei nicht notwendig, sondern sorgt sogar fiir eine Verschlechterung des
Transports, da jedes Medium oberhalb des absoluten Nullpunktes Warmestrahlung emittiert
und absorbiert. Um die Warmestromdichte auf Grund von Strahlung zu bestimmen, wird diese
mit dem Wirmestrom durch eine festgelegte Referenzoberfldche verglichen.

! Mit dem totalen Differential & := & +wy T V.
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Definiton 2.4 Der Emissionsgrad

(o Tp) = 220 € [0,1] (2.9)

S

beschreibt das Verhdiltnis der Wirmestromdichten zwischen der betrachteten Oberfliche ésu
und der eines idealen schwarzen Strahlers ¢s. Der Emissionsgrad ist dabei sowohl temperatur-
als auch ortsabhdngig.

Das Stefan-Boltzmann-Gesetz
os(Ts) = o T (2.10)

mit der Stefan-Boltzmann-Konstante o beschreibt die Wirmestromdichte eines schwarzen
Strahlers. Multipliziert man diese mit dem fiir die betrachtete Oberfliche ermittelten Emis-
sionsgrad, ergibt sich die tatsdchliche Wirmestromdichte. Weiterhin sind allerdings auch
Wechselwirkungen mit der Umgebung zu beriicksichtigen. Ist die Oberflache von einem Fluid
umgeben oder gar von anderen Oberfldachen, entsteht ein Strahlungsaustausch, der beriicksich-
tigt werden muss. Dieser ist von den einzelnen Emissionsgraden und der Geometrie abhéngig.

Definiton 2.5 Die Strahlungsaustauschzahl C\5 quantifiziert die gegenseitige Bestrahlung
zweier Medien. Die Wiirmestromdichte zwischen zwei Medien mit den Temperaturen I 1 und
Ty 2 kann so durch

b1o = Cra(Tiyy — Tp) Q.11)

bestimmt werden.

Diese Wechselwirkungen treten beispielsweise im inneren eines Reifens auf, da sich die
Innenwinde gegenseitig anstrahlen. Fiir zwei geometrisch einfache Korper und Anordnungen
mit den Emissionsgraden €1, eo wird C15 = Cia(€q, €2) analytisch berechnet. Bei komplexen
Konfigurationen muss auf empirische Berechnungen zuriickgegriffen werden [Ges06]. Bei
Strahlungsabgabe an die Umgebungsluft setzt man die zweite Referenztemperatur auf einen
sehr weit entfernten Punkt mit Umgebungstemperatur. Dadurch ergibt sich niherungsweise die
Wiirmestromdichte zur Umgebung

dsue(Ts, z8) = Cu(Ts, 28)0 (Th — T{). (2.12)

Wie auch schon bei den konvektiven Wirmeiibergéngen stellt die genaue Parametrierung des
Wirmeiibergangs eine Herausforderung dar. Hierbei bieten die in Abschnitt 5.1 vorgestellten
Methoden grofles Verbesserungspotenzial im Hinblick auf die Genauigkeit und vor allem dem
Aufwand der Parametrierung.
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2.1.4 Kombination von Konvektion und Strahlung

Die vorliegenden Abschnitte beschreiben die moglichen Arten der Warmeiibertragung, ver-
deutlichen jedoch auch die Probleme bei der Bestimmung der geeigneten Warmeiibergangs-
koeffizienten bzw. Strahlungsaustauschzahlen und Emissionsgrade. Neben der aufwendigen
numerischen Berechnung und den empirischen Abschidtzungen existieren auch Verfahren zur
Identifikation dieser Parameter aus Messdaten. Einen Uberblick iiber mogliche Bestimmungs-
methoden liefert Kapitel 5.1. Um die Anzahl von zu identifizierenden Parametern moglichst
gering zu halten, ldsst sich ein kombinierter Warmeiibergang aus Konvektion und Strahlung
einfiihren. Dabei wird der gemeinsame WUK oo (T, z5) definiert, welcher stark nichtlinear
von der Temperatur abhingt. Es gilt

at0t<TB) ZB) - aKonv(TBy ZB) + aStr(TBa zB) (213)

mit dem Strahlungswirmeiibergangskoeffizienten

Ts - Ty

—_—. 2.14
T~ Ty (2.14)

aStr(TBa ZB) = CB,U(TBa ZB)U
Weiterhin bietet dieser Ansatz den Vorteil, dass die nichtlineare Abhéngigkeit der Tempera-
tur in den Parameter oy, verschoben wurde, was bei der spiteren Aufstellung von linearen
parametervarianten Zustandsgleichungen von entscheidender Bedeutung ist.

2.2 Methode der finiten Elemente bei thermisch transienten
Modellen

Die im vorigen Abschnitt aufgestellte partielle, instationére, parabolische DGL (2.3) soll
nun hinsichtlich der Temperatur und unter Beriicksichtigung der Wirmeiibergénge an den
Systemgrenze geldst werden. Da dies nur in trivialen Féllen noch analytisch durchfiihrbar ist,
wird ein numerisches Approximationsverfahren verwendet. Dabei wird die DGL im Gebiet €2
raumlich diskretisiert und so in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen iiberfiihrt.
Dabei gilt, je feiner die gewihlte Diskretisierung, desto genauer die Approximationsgiite, aber
desto hoher auch die Systemordnung und somit der Berechnungsaufwand. Dieser entstehende
Zielkonflikt ist eine zentrale Herausforderung und wird in Kapitel 3 noch genauer behandelt.

Ein probates Mittel zur raumlichen Diskretisierung ist die Anndherung durch finite Differenzen,
meist finite Volumen. Auf Grund der Einfachheit und Anschaulichkeit eignet sich dieses
Verfahren besonders fiir einfache und symmetrische Geometrien. Werden die Systeme hingegen
komplexer und ist eine verbesserte numerische Stabilitdt gefordert, werden in der Regel finite
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Elemente zur Diskretisierung verwendet. Dies ist fiir alle behandelten Geometrien in dieser
Dissertation der Fall. Die nachfolgenden Unterkapitel behandeln den Einbau von Anfangs- und

Randbedingungen bis hin zum Zusammensetzen der Elementmatrizen und basieren auf den
Lehrbiichern [Cyr02; HU94] und [LQO3].

2.2.1 Formulierung von Anfangs- und Randbedingungen

Um die aufgestellte Wirmeleitungsgleichung (2.3) eindeutig zu 16sen, miissen Anfangsbe-
dingungen und Randbedingungen (RB), insbesondere Konvektions- und Strahlungseffekte,
bestimmt werden. Dazu wird eine anfingliche Temperaturverteilung 75(z) angenommen,
woraus eine inhomogene Anfangsbedingung

T(z,t=0)=Ty(z), VzeQ (2.15)

folgt. Nur in besonderen Fillen kann diese zu einer homogenen Anfangsbedingung verein-
facht werden, was vor allem bei startenden Heizprozessen zutrifft. Dort wird als Startwert
vereinfacht an jedem Ort z die Umgebungstemperatur angenommen 7y ~ 1y. Treten jedoch
Abkiihlprozesse nach einem vorigen Autheizen auf, muss die Anfangsbedingung ortsabhiingig
beriicksichtigt werden.

Ein zeitabhingiges Oberflichentemperaturprofil 7p(¢) kann durch Dirichlet-RB

T(zp.t) = Tn(t) (2.16)

auf dem topologischen Rand 052 von (2 aufgeprigt werden. Diese Form der Randbedingung
findet im Rahmen dieser Dissertation jedoch keine Anwendung, da die Annahme eines definier-
ten Temperaturprofils auf der Systemgrenze stark anwendungsspezifisch wire und vor allem zu
Modellvereinfachung getroffen wird, wenn diese Profile bekannt sind. Wiarmestréme an den
Systemgrenzen konnen nach dem FOURIER ’schen Gesetz (2.2) durch Neumann-RB

dx(zB,t) = —AVT (2, 1) 2.17)

festgesetzt werden. Die gemall Unterkapitel 2.1.4 zusammengefassten konvektiven und strah-
lungsbedingten Warmeiiberginge werden durch die Robin-RB

(.bR(ZBat) = ot (T, 2B) (T(ZB, t) — Tu) (2.18)

eingebunden.
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2.2.2 Diskretisierung anhand der Methode der finiten Elemente

Die Methode der finiten Elemente wird zur rdumlichen Diskretisierung der zunédchst unendlich-
dimensionalen Losung 7'(z, t) der partiellen Wirmeleitungsgleichung verwendet. Die grund-
legende Idee besteht darin das Gesamtgebiet 2 in 1., € NT Kkleinere disjunkte Teilgebiete
C; C ), die sogenannten finiten Elemente, aufzuteilen:

o= | a (2.19)

le{lamvnelem}

Diese konnen sowohl Volumen-, Flichen- oder Linienelemente sein. Damit werden dann
zeitabhingige Temperaturfunktionen x(¢) an einer endlichen Zahl n, von ortlichen Stiitzstellen
(Knoten) im gesamten Gebiet {2 berechnet. Dafiir wird das Temperaturfeld 7'(z, t) im finiten
Element C durch eine Ndherungslosung approximiert, in der eine ortliche und eine zeitliche
Komponente separat auftreten. Es gilt

NFE

T(z,t) ~ T(z,t) := Z a;(t)pi(z) = a’(t)p(z) mit a,p € R, (2.20)
j=1

Die ortlichen Ansatzfunktionen ¢; konnen dabei verschiedene geometrische Formen annehmen
und sind abhingig vom gewihlten finiten Element. Die zeitliche Komponente a stellt die
Temperatur an den Ecken oder auch Knoten der Elemente dar. Die Anzahl der Knoten pro
Element bzw. die Dimension der geometrischen Ansatzfunktionen wird mit ngg bezeichnet. In
dieser Dissertation werden im Wesentlichen Drei- und Vierecke im zweidimensionalen bzw.
Tetraeder (npg = 4) und Hexaeder (npg = 8) im dreidimensionalen Fall verwendet. Fiir die
Systemrinder miissen analog dazu Elemente aus der jeweils darunterliegenden raumlichen
Dimension eingesetzt werden, also Linien- bzw. Flachenelemente. Abbildung 2.2 stellt bei-
spielhaft die entstehenden Netze zur ortlichen Diskretisierung anhand der Methode der finiten
Elemente fiir Heizplatte und Reifenquerschnitt dar. Fiir die vollstdndigen Systeme ergeben sich
beispielhaft die folgenden Anzahlen von Knoten n,: Reifenmodell: n® = 7167; Priifkorper:
nPX = 5271; Heizplatte: n'l’ = 29173.

Bei thermischen Systeme ist die Wahl von Elementen ohne zusitzliche kanten-trennende
Knoten zulédssig, man bezeichnet diese auch als Elemente 1.0rdnung. Setzt man die so erhaltene
Niéherungslosung T (z,t) in die Wirmeleitungsgleichung (2.3) ein, verbleibt eine Abweichung
(Residuum) zur tatsédchlichen Losung. Bei der sogenannten schwachen Formulierung wird
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(a) Tetra- und Hexaederelemente im (b) Ausschnitt des Reifenquerschnitts mit
Netz der Heizplatte viereckigen Netzelementen

Abbildung 2.2: Ortliche Diskretisierung der Geometrien durch finite Elemente

gefordert, dass dieses Residuum iiber jedem finiten Element Cj (im Folgenden vereinfacht als
(' bezeichnet) zu null wird

/ (pc%—T — VAVT — w)¢dC = 0. 2.21)
c t

Dazu werden dimensionslose Testfunktionen ¢(z) definiert, um die Approximationsfehler zu
gewichten und so die obere Gleichung zu erfiillen. Dies bezeichnet man auch als Methode
der gewichteten Residuen [Cyr02; LQO3]. Die Testfunktionen miissen dafiir einmal stetig
differenzierbar sein und definitionsgemif3 auf dem Dirichlet-Rand 0C, verschwinden

W(z) =0, Vzedlp. (2.22)

Nachdem die Niherungslosungen T (z,t) eingesetzt werden, wird Gleichung (2.21) umgeformt
und die Randbedingungen eingearbeitet. Das Intergral wird in Einzelsummanden aufgeteilt
und unter Anwendung der 1. Greenschen Formel wird der Warmeleitfihigkeitstensor aus dem
Divergenz Operator gezogen. Damit ergibt sich unter den getroffenen Annahmen 2.1, 2.2 und
2.3 die Darstellung

/ pcwa—T dC + / Vi - AVT dC = / YwdC + [ yn-(AVT)dOC)  (2.23)
c ot c c aC

mit dem senkrecht auf den Rand stehenden Einheitsnormalenvektor . Anschliefend werden die
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natiirlichen Randbedingungen eingesetzt, diese ergeben sich aus den Teilrdindern der Neumann-
0Cy und Robin- 0CRr Randbedingungen. Fiir den rechten Integralterm gilt damit

Yn - (AVT)d(0C) = | (=d)nd(0C) + |  dae(T —Ty)d(DC), (2.24)
C dCN OCR

da die Dirichlet-Randbedingungen mit der Beriicksichtigung von Gleichung (2.22) entfillt.
Durch diese schwache Formulierung ist lediglich die einfache ortliche Differenzierbarkeit
der Losungsfunktion notwendig, da keine verkoppelten Nabla-Operatoren mehr vorliegen.
Das ortliche Diskretisierungsverfahren wird abschlieBend durch die Wahl der Basis- und
Testfunktionen ¢;(z) und v;(z) definiert. Bei der hier verwendeten beliebigen aber identischen
Wahl ¢; = ¢; wird von der Galerkin-Methode gesprochen. In diesem Kontext bildet die
Basisfunktion ¢ die diskreten Knotentemperaturen z;(t) eines einzelnen Elements auf eine
kontinuierliche Temperaturverteilung 7'(z, ) ab:

x(t) — @ (z) - x(t) = T(z,1). (2.25)

Da diese Abbildungsvorschrift nur von der Form der gewihlten Elemente (Dreieck, Viereck,
Tetraeder, Hexaeder) abhingt, wird diese definiert als:

Definiton 2.6 Die Basisfunktionen p(z) werden durch ihre Verwendung als Formfunktionen
f,(z) € R bezeichnet und erfiillen T(z,t) = f;(z) x(t).

Fiir eine gegebene Elementkonfiguration kdonnen die Formfunktionen auf unterschiedliche
Weisen explizit berechnet werden, sieche dazu [HU94] und [Cyr02]. Die urspriingliche Wérme-
leitungsgleichung, wird nun durch Einsetzen des Ansatzes (2.20) diskretisiert. Dadurch ergibt
sich das folgende System von Differentialgleichungen

W o 0f,001 .
et siaocys ZZ AT G0+ /aCRamtf@f@ A(0C) | (1
_ / fowd@C)+ [ Fo(—domd@0) + / £ 00 Tu d(DC),
C OCN OCR

(2.26)

anhand dessen die Knotentemperaturen «(t) numerisch berechnet werden kénnen. Zur kompak-
teren Beschreibung werden die einzelnen Summanden auch in Matrixschreibweise dargestellt.
Durch die darin enthaltenden dyadischen Produkte f, f?o haben die Matrizen die Dimension
n%g. Eine Besonderheit tritt durch den vorliegenden Wirmeleitfihigkeitstensor auf, weshalb
der zweite Integralterm in (2.26) aus bis zu 9 Summanden bestehen kann. Gemil Annahme
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2.3 treten im Rahmen dieser Dissertation jedoch hochstens orthotrope Leitfidhigkeiten auf,
wodurch nur maximal drei Summanden berechnet werden miissen. Weiterhin konnen durch
Annahme 2.2 alle anderen Parameter komponentenweise betrachtet werden und somit in einzel-
nen Teilgebieten als konstant angenommen werden, was den Aufbau der Matrizen zusitzlich
vereinfacht.

Definiton 2.7 Die Einzelelementmatrizen werden nachfolgend definiert.
(i) Wiirmekapaczitiitsmatrix:

M = / pcf, f; d(0C) € RrrExnre, (2.27a)
C

(ii) Konduktivititsmatrix:

Ndim Ndim 8]” a fT
K = A —2—"%d R7FEXNEE 2.27b
Z Z/C 2y azz 8Zj (80) € ) ( )

i=1 j=1

(iii) Konduktivititsmatrix-Anteil durch Robin-RB:
KR = / Qliot f@ f; d(@C) c RnFEXﬂFE, (2270)
lele
(iv) Lastvektor:

Gult) = /C Fowd@C) + [ Fo—dnd@C)+ [ F, 0Ty d(0C) € R,

dCn dCr
(2.274d)
Damit ergibt sich die FEM-Modelldynamik dquivalent zu (2.26) als ein DGS
M &(t) + [K + Kg| 2(t) = qy(t), (2.28)

welches als lineare, numerische Systembeschreibung vorliegt. Dieser Zusammenhang kann fiir
jedes Einzelelement C) des Diskretisierungsverfahren aufgestellt werden und wird im Nachhin-
ein zu vollstindigen Elementmatrizen zusammengesetzt. Beim Zusammensetzen werden die
Matrizen zudem als diinn besetzte Bandmatrizen aufgestellt, was erhebliche Berechnungsvor-
teile in der spiteren Simulation nach sich zieht. Die Zuordnung zwischen ortlichen Stiitzstellen
(Knotennummer) und Gleichungsnummer erfolgt durch eine Indextabelle. Diese Bijektion
muss beim Vergleich zwischen FEM- und ordnungsreduziertem Modell beriicksichtigt wer-
den. An den Elementiibergéngen liegen gemeinsame Knoten vor, sodass die resultierende
Systemknotenzahl n, in jedem Fall kleiner als die Summe aller auftretenden Elementknoten
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ist ny <K NelemNrge. Mittels bindrer Zuordnungsmatrizen Z ) € Rrexnx werden die System-
knoten & € R"* auf die Elementknoten abgebildet: x) = Z g Dadurch lassen sich die
Systemmatrizen des Gesamtsystems

M
M=> zO0TM"z", (2.29a)
I=1
M
K=> zO0TK"Z" und (2.29b)
=1
M
g=% 207 g0 (2.29¢)
=1

aus denen der Einzelelemente M (l), KW und gV bilden. In der Praxis wird das Zusammen-
setzten nicht durch speicheraufwendige Zuordnungsmatrizen bewirkt, sondern direkt durch
Einsortieren iiber sog. Indextafeln. Der Einbau von Randbedingungen erfolgt nachtriglich
durch weitere Elementtabellen [Cyr02] und [HU94].

2.3 Linear parametervariantes Zustandsraummodell

Im vorigen Abschnitt wurde die Erstellung eines linearen, numerischen Modells vorgestellt,
zu dessen Aufstellung und Losung kommerzielle Software als Stand der Technik zur Verfii-
gung steht. Dabei konnen die entstandenen Gesamtmatrizen aus den Gleichungen (2.29) an
einem festen Arbeitspunkt als numerische Matrizen exportiert werden. Im Folgenden wird nun
die Aufstellung eines linear parametervarianten Zustandsraummodells beschrieben, um die
Parameterabhiingigkeiten, welche in den erhaltenen Matrizen nicht mehr analytisch vorliegen,
zugdnglich zu machen. Dafiir ist die affine Matrizenstruktur aus (2.29) von wesentlicher Be-
deutung. Ziel ist die Formulierung eines Parametervektors p € P C R™ in dem alle fiir die
jeweilige Anwendung relevanten Material- und RB-parameter aufgefiihrt sind. Die Zustands-
raumdarstellung ergibt sich damit parameterabhédngig zu

z(t) = f(t,p,x(),u),  =(0)=

(2.30)
y(t) = h(t, z(t), u(t)),

mit Zustandsabbildung f : RT x R™ x R™ x R™ — R™ und der Ausgangsabbildung

h : R x R™ x R™ — R™. Weiterhin werden Eingangssignal u(t) € R™, Ausgangssignal
y(t) € R™ und Anfangszustand x, € R™ eingefiihrt. Zur Bestimmung der parameterabhingi-
gen Zustandsabbildung f wird im folgenden Unterabschnitt die Variation von Materialparame-
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tern beschrieben. Im darauffolgenden Unterabschnitt werden die temperaturabhiingigen RB
eingearbeitet.

2.3.1 Parametrische Beschreibung variierender Materialien

Die Extraktion einer parametervarianten Beschreibung von Materialparametern aus den nume-
rischen Matrizen wird nachfolgend erldutert. Dazu werden zunichst alle varianten Material-
parameter definiert. Die Materialdefinition erfolgt dabei komponentenweise geméfl Annahme
2.2

Definiton 2.8 Der Parameterraum P enthdilt die folgenden Materialparameter:

(i) p,. € R enthilt alle Produkte aus Dichte und spezifischer Wirmekapazitcit (pc); der
einzelnen Systemkomponenten §;.

(ii) p, € R"m> beschreibt alle Weirmeleitfiihigkeiten \; der einzelnen Komponenten ;7.

Die Materialeigenschaften Dichte p und spezifische Wirmekapazitit c lassen sich dabei durch
ihre Produktverkniipfung nicht separat parametrieren bzw. identifizieren. Es erfolgt anschlie-
Bend die Aufstellung der linearisierten Elementmatrizen geméfl dem Abschnitt 2.2 an allen
Parameterstellen p gemil3

My = M| o), 2.31)
M,.; = M|, =1y — Mo, (2.32)
Ko=Klp, 0, (2.33)
K, ; = K|, ;-1 — Ko. (2.34)

Dabei werden die Matrizen an zwei Stiitzstellen gebildet und anschliefend voneinander subtra-
hiert. Durch den proportionalen Zusammenhang zwischen Matrix und Materialparameter sind
zwei Stiitzstellen ausreichend. Zur einfacheren Berechnung werden diese bei p = 1 und p — 0
gewihlt. Die eigentliche Elementmatrix M wird danach durch die affine Form der Matrix M

2 Im Sonderfall der Stahlcordlagen im Reifen enthilt p, auch orthotrope Leitfihigkeitseintriige, womit sich
die Dimension von p, zusitzlich um 2 erhoht. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird die Erhohung nicht
explizit mathematisch beriicksichtigt.
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komponentenweise approximiert [Fen+16; Qi+16]. Selbiges gilt fiir die Konduktivitdtsmatrix
K und deren Approximation K:

Ncomp

M =~ M(ppc> = MO + Z Mpc,j Dep,j s (235)
j=1

Ncomp

K~ K(P,\) =Ko+ Z K ;pxj- (2.36)

=1

Nach diesen Berechnungsvorschriften konnen die Materialparameter nach der rdumlichen
Diskretisierung und dem Export der numerischen Matrizen noch angepasst werden. Dies ist
im spéteren Kapitel zur Reduktion der Modellordnung von entscheidender Bedeutung, um
Parameteranpassung in reduzierten Modellen durchfiihren zu konnen. Zusitzlich miissen im
Folgenden noch die Randbedingungen aus Konvektion und Warmestrahlung parametriert und
eingearbeitet werden.

2.3.2 Parametrische Beschreibung der Warmeubergange

Die Wirmeiibergénge haben nach (2.27c¢) und (2.27d) sowohl einen Einfluss auf den Robin-RB
Anteil der Konduktivititsmatrix Ky als auch auf den Lastvektor g. Dieser wird zunichst zerlegt
in ein Produkt aus Lastmatrix ¢ € R™*™ und dem in (2.30) eingefiihrten Eingangsvektor
u(t)

q= [Qw Qa(atot)} [W,TU} T (2.37)
) -0 . —u(t)

Der Eingangsvektor kann dabei elektrische Leistungen w enthalten, z.B. fiir eine etwaige
volumetrische Wirmeerzeugung durch Heizpatronen sowie verschiedene Umgebungstempe-
raturen fiir die thermischen Randbedingungen T'y € R™=¢. Nach Gleichung (2.18) kann die
Wirmestromdichte aller Wéarmeiibergiinge durch den zusammengefassten Wirmeiibergangsko-
effizienten o beschrieben werden. Dieser hingt nichtlinear von den jeweiligen Oberflichen-
temperaturen des Systems ab, aber auch von der Geometrie und Oberflichenbeschaffenheit.
Da eine Zuordnung von einem separaten WUK fiir jedes einzelne Oberfliichenelement, zu
einer Vielzahl von Parameterfunktionen fithren wiirde, findet hier eine oberflichenspezifische
Trennung in no verschiedene Areale statt.

Annahme 2.4 Die temperaturabhingigen WUK-Funktionen konnen fiir einzelne Oberflichena-
reale des Gesamtsystems 0S); zusammengefasst werden. Dies gilt bei gleicher Oberflichenbe-
schaffenheit und geometrischer Ndhe. Es folgen aus den Einzeloberflichen
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0Q; C 99, i € {1,...,n0} C NT die oberfliichenspezifischen WUK-Funktionen
ot (T(2B4, 1), 2B,i) = Qoti(T(2B,, 1)) V 2B, € R™ C 09,

Fiir jede dieser einzelnen Oberflichenareale lésst sich auch eine separate Umgebungstemperatur
im Eingangsvektor zuweisen. Zwei beispielhaft zusammengefasste WUK Verliufe sind fiir
die Innen- und AuBenoberflichen eines Reifenmodells in Abbildung 2.3 dargestellt. Eine
derart getrennte Betrachtung der Reifenoberfliche ist notwendig, da an der dufleren Fliche in
beliifteten Hallen Kombinationen aus erzwungener und natiirliche Konvektion entstehen konnen,
wohingegen auf der inneren Seite die natiirliche Strémung deutlich vermindert ist und erhdhte
Strahlungswechselwirkungen auftreten. Der Funktionsverlauf des inneren WUK liegt somit
unterhalb des AuBeren. Die so entstehenden Verliufe konnen durch einen Parametervektor
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Abbildung 2.3: Temperaturabhiingigkeit des WUK i (T') fiir Innen- und AuBenoberfliche
des Reifenmodells [Fra+18]

p,, auf zwei verschiedene Weisen beschrieben werden. Zum einen kann eine polynomiale
Approximation des Verlaufs mit beliebigen Grad n,, € N, welches bei n,, = 0 in einem
linearisierten Zustandsraum resultiert, verwendet werden. Die Polynomkoeffizienten stehen
dabei in den entsprechenden Spalten und pro separatem Oberflidchenareal wird P, € R"B*"pe!
um eine Zeile erweitert. Die oberflachenspezifischen Polynome lauten damit

Npol

ori(T) =Y Pooli T7. (2.38)
j=1
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Zum anderen ist die stiickweise Approximation durch kubische Splines [FC80], bei der
nque € NT Stiitzstellen (,,query-points“) 7; gewéhlt werden, moglich. Dieses Verfahren ist da-
bei deutlich intuitiver zu parametrieren als die Vorgabe der Polynomkoeffizienten fiir Gleichung
(2.38). Die Parametermatrix Py, € R"3*"au enthilt die jeweiligen WUK Q

Poij =0, 7€{1,2,..., ngue}- (2.39)

Beide Ansitze wurden in dieser Dissertation untersucht und eine detaillierte Beschreibung zur
Ermittlung der WUK-Funktionen und Wahl der beschreibenden Parameter wird im Kapitel
5.1 zur Identifikation temperaturabhingiger Randbedingungen gegeben. Fiir eine bessere
Lesbarkeit werden die beschreibenden Parameter in dem Vektor p, zusammengefasst. Die
Dimension von p,, ergibt sich damit aus der Anzahl der Oberflichenareale und der Wahl des
Approximationsgrades bzw. Anzahl der Stiitzstellen. Damit ldsst sich der Parameterraum fiir
die vorliegenden Modelle nun wie folgt erweitern:

Definiton 2.9 Der Parameterraum P beinhaltet neben den Materialien auch die folgenden
RB-Parameter:

(iii) p,, € R™ mit n, = no - (Npo1 V Nque) enthdilt die oberflichenspezfischen Approximations-
parameter der temperaturabhiingigen WUK-Funktionen Qtot, -

Um den Anteil der Robin-RB in der Konduktivitdtsmatrix parameterabhéingig zu beschreiben,
wird dieser mit dem konstanten WUK & von 1 und O fiir alle Oberflichen beaufschlagt. So lisst
sich der Anteil aus den exportierten Konduktivitdtsmatrizen erhalten mit

Kz K| ~ K|, (2.40)

ot =1) Giot =1) Got —=0) *

Zur Aufstellung der vom WUK abhiingigen Spalten @, miissen die einzelnen oberflichenzuge-
horigen Spalten bei 1 linearisiert und zusammengesetzt werden:

Qol(aeor=1) = [l (Geors =1): - - - A (Grong, =1y € RO, (2.41)

Definiton 2.10 Die Funktion f, : R" x R™ — R™" bildet aus den Parametern p, und
den Temperaturen x , die auftretenden WUK fiir jeden Eintrag der Matrix K. Analog dazu
konstruiert die Funktion f, o : R" x R™ — R™*"° die temperaturabhingigen WUK der
Spalten Q,, der Eingangsmatrix.
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Damit kann der in Gleichung (2.27¢) aufgestellte Anteil der Robin-RB und die WUK abhiingige
Spalte in der Eingangsmatrix aus Gleichung (2.37) approximiert werden durch:?

KR%KRZKRMM:U © fo(p,, ), (2.42)
Qa ~ Qa = Qa’(dtot =1) © fa,Q(pcw CC) (243)

Die Funktionen f, und f, , bilden dabei aus den Parametern p,, zunéchst je nach Approxi-
mationsverfahren den Verlauf der oberflachenspezifischen WUK-Funktionen. AnschlieBend
werden diese durch die Abhédngigkeiten aus den Gleichungen (2.29) je nach Knotenlage den
passenden Gleichungseintrigen zugeordnet. Dies wird durch Indextabellen realisiert.

2.3.3 Separation in linearen und parametervarianten Systemteil

Setzt man alle vorig ermittelten parameterabhingigen Approximationen in die Gleichung (2.28)
ein, so erhilt man die folgende Form:

M(p,.)&(t) + [K(py) + Kr(pa, z)]2(t) = [Qu, Qu(Pu, )] u(t). (2.44)

Alle in dieser Gleichung enthaltenden Matrizen lassen sich durch eine affine Vorschrift mit
Hilfe der Parametervektoren zusammensetzen. Dies wurde durch die Linearisierung und den
Export von verschiedenen numerischen Matrizen erreicht. Wenn die Invertierbarkeit der Wir-
mekapazititsmatrix vorausgesetzt wird, lidsst sich die obige Beschreibung direkt in das linear
parametervariante Zustandsraummodell

&= —M [K+Kg(p,)z+ M [Q,Q.p,=)]u=A@p,x)x+Bp, o) u

J/ N /
-~ -~

A(z) Q(p,.@)

N J/

B()

(2.45)
iiberfithren. Dabei wird davon ausgegangen, dass vor der eigentlichen Losung der Gleichung
alle Materialparameter p,. und p, festgesetzt wurden. Man erhiilt die zustandsabhidngige
Systemmatrix A(x) € R™*"= sowie die Eingangsmatrix B(x) € R™*™ In dieser Form ist
die Anwendung weiterer Verfahren zur Reduktion der Modellordnung nicht ohne weiteres
moglich. Daher wird die Systembeschreibung noch einmal umgeformt. Die Grundidee besteht
nun darin, das System in einen dominanten linearen Teil und einen zustandsabhéngigen Anteil

3 © bezeichnet dabei die elementweise Multiplikation der Matrizen (Hadamard-Produkt)
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aufzuteilen. Dafiir werden die zustandsabhiingigen WUK-Funktionen in einen konstanten und
einen varianten Teil
ot (z) = o + o () (2.46)

zerlegt. Diese Verschiebung wird ebenfalls im darstellenden Parametervektor p, berticksichtigt.
Daraus folgt eine Zerlegung der zustandsabhéngigen Matrizen

Q(Po @) = Qloy + Q" (P} @), (2.472)
K + Kg(p,,z) = K|, + K (p}, z). (2.47b)

Die Gleichung (2.45) lésst sich zu

) a1 A a1 A N -
()= -M Klo,z(t) + M Qlo,u(t) -M K (p,,x)z(t) + M Q,(p,=)Tuy(t)
—r ——r N ~~
A B 9(p5z.Tu)
= Ax(t) + Bu(t) + g(pi, x(t), Tu(t))

(2.48)

umformen und ist somit separiert in einen linearen Anteil sowie eine nichtlineare Funktion. Die
Wahl der oberflichenspezifischen Arbeitspunkte oy kann dabei beliebig getroffen werden, da
Abweichungen formal durch den Korrekturterm g : R"> x R"x x R"uwms — R™x

A —1 ~ %

g(p, 2. Ty) = - N K (pt,z)zt)+ M Q.(p-.z)Tu(t) (2.49)

ausgeglichen werden. Durch weiteres Einsetzen der Gleichungen (2.42) und (2.43) ergibt sich
die Korrekturfunktion

gi(t) =(— M 'Kgla,_, © Filph,@))a(t)
+ (M Qultan =1 © Fruo(Ph @) Tult)., (2.50)

Besondere Beachtung ist lediglich bei einer spiteren Ordnungsreduktion notwendig, bei der
deutlich fehlerhafte Arbeitspunkte zu Approximationsfehlern fithren konnen. Néheres ist im
dazugehorigen Kapitel 3 erlautert. Bevor jedoch eine Modellordnungsreduktion angewen-
det wird, werden zunichst noch weitere Vereinfachungen im vollstindigen Zustandsraum
durchgefiihrt, welche die Berechnungsdauer verkiirzen. Da die temperaturabhingigen Wirme-
tibergiinge zur Umgebung lediglich an den Systemoberfldchen auftreten, wird beziiglich dieser
im Korrekturterm beriicksichtigten Wirmeiibergéiinge eine Annahme getroffen:

Annahme 2.5 Die Anzahl n,, der Zustinde x,, € R™, welche durch einen temperaturab-
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hiingigen WUK beeinflusst werden, ist deutlich kleiner als die Anzahl der gesamten Zustiinde
N1 < N«.

Um diese relevanten Zustinde aus den Gesamtzustinden zu extrahieren wird die Bindrmatrix
H ¢ R™»*™ aufgestellt, sodass gilt ¢,; = H" . Eingesetzt in (2.50) resultiert daraus die
Korrekturfunktion g, : R x R™! x R"me — R™ zu

~r—1 * *
go(t) = H[(_HTM KR’(dmt:l) HQfa(pavHT ;E))HTCD(t)
Aa

=1 * *
+(\HTM Qa|(&tot =1l®fa7Q(pa?HT m))TU(t)}’ (2'51)

~~
Bq

mit den angepassten Berechnungsfunktionen der WUK pro Oberflichenknoten
fog Rt x RM™ — R x R™me und  f, : R" x R™! — R™! x R™! und den damit
elementweise multiplizierten Matrizen A, € R™1*™i B & R™1*Mume,

Der notwendige Rechenaufwand zur intensivsten Berechnung in der Korrekturfunktion sinkt
damit von O(n,?) in Gleichung (2.48) auf O(n, ny) in Gleichung (2.51) und kann durch eine
Modellordnungsreduktion noch weiter reduziert werden. Fiir das Beispiel Reifenmodell ist die
resultierende Anderung der Matrizenstruktur und Dimension dargestellt in Abbildung 2.4.

ny = 7167 ne = 747

Abbildung 2.4: Besetztheitsstruktur der Systemmatrizen A und A,

Die Matrix A, weist standardmifBig im zweidimensionalen Fall eine Bandstruktur mit drei
Eintridgen pro Zeile auf. Der Wirmeiibergangskoeffizient ist somit iiber Linienelemente der
Kante aufgetragen, sodass sich die korrespondierende Temperatur aus dem Knoten auf der
Hauptdiagonalen sowie seinen zwei ortlichen Nachbarn ergibt. Dies entspricht der Verwendung
zweier Linienelemente auf der Systemkante in der Zustandsgleichung. Ubertragen auf ein
dreidimensionales System wiirde sich die Bandstruktur je nach Anzahl der Knotennachbarn auf
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der Oberfliche deutlich auffachern, was die Verwendung bei Berechnungen erschwert. Wird
hingegen der Warmeiibergangskoeffizient knotenspezifisch anstelle von elementspezifisch auf-
gestellt, ergibt sich die Matrix A,, als reine Diagonalmatrix, da lediglich der betrachtete Knoten
bzw. Zustand in die Gleichung eingeht. Dieses Vorgehen ist besonders im dreidimensionalen
Fall aus Effizienzgriinden zu wihlen, verringert im zweidimensionalen Fall allerdings ebenfalls
den Berechnungsaufwand. Bei feiner Diskretisierung der Randelemente, wie sie bei komplexen
Geometrien meistens schon vorliegt, ist eine zusétzliche Mittelung tiber benachbarte Randkno-
ten auf Grund dhnlicher Temperaturen nicht sinnvoll. Es ist damit von keinem grofen Einfluss
auf die Abbildungsgiite auszugehen. Der auftretende Fehler fiir die hier betrachteten Modelle
liegt dabei im Bereich der numerischen Genauigkeit. Nachfolgende Ausfiihrungen betrachten
zunichst den allgemeinen Fall eines elementweise aufgeprigten Wirmeiibergangskoeffizienten,
bis in Abschnitt 4.1 ndhere Betrachtungen zur Reduktion der Berechnungsdauer erfolgen.

Da das Hinzufiigen und Berechnen der Korrekturfunktion g, (¢) in jedem Zeitschritt den
Rechenaufwand im Vergleich zu linearen Modellen erhoht, wird die Ausfithrung von der
zeitlichen Diskretisierung der Simulation entkoppelt und iiber mehrere Zeitschritte konstant
gehalten. Als Zeitpunkt der Neuberechnung der Korrektur wird 7;,; € R™ definiert, sodass
gilt g, (t) = g, Vt € (75, 7i41]. Der Zeitpunkt 7,,; kann auf verschiedene Weisen ermittelt
werden. Entweder iiber eine separate zeitliche Abfolge mit fest definierten Werten, wobei die
Ausfithrungsfrequenz deutlich niedriger ist, als die der Simulation oder wenn ein Eintrag j der
Oberflichentemperatur x,(¢) sich im Vergleich zur letzten Neuberechnung x,;(7;), um mehr
als einen definierten Grenzwert 7 gedndert hat:

Tip1 = t, wenn |2y () — zn ()| > To (2.52)

Fiir g; gilt damit:
9, =H[A,® fi(pL, zu(n)) ]| 2u(T) (2.53)
+H B, O @5 xa(n) ]| Tu(r). (2.54)

Dies bietet enorme Zeitersparnis und ist zulédssig, da die vergleichsweise hohen Zeitkonstanten
thermischer Systeme und die temperaturabhingigen WUK Funktionen groBe Zeitschritte
erlauben. In Hinblick auf Ordnungsreduktionen sind jedoch auf Grund der Stabilitéit eher
kleinere Zeitschrittweiten zu wihlen. Nihere Untersuchungen zur zeitlichen Diskretisierung
und Ausfiihrungszeiten sind im Kapitel 4 zu finden.
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2.3.4 Superposition von Eigen- und Fremddynamik

In Gleichung (2.15) wurden inhomogene Anfangstemperaturverteilungen angenommen, wie sie
bei Abkiihlprozessen nach voriger Beheizung auftreten konnen. Bei der spiteren Anwendung
von projektiven Verfahren zur Reduktion der Modellordnung kénnen jedoch lediglich homogene
Anfangsbedingungen o, = 0 oder Substitutionen wie & := x — x;, welche fiir im Vorfeld
unbekannte oder veridnderliche Anfangsbedingungen ungeeignet sind, beriicksichtigt werden.
Um dennoch Anfangsbedingungen vorgeben zu konnen, werden die Eigenbewegung und
fremderregte Dynamik voneinander entkoppelt [Fra+18; BGM17].

Satz 2.1 [Lunl6; BGM17] Durch die Methode ,, Variation der Konstanten “ergibt sich aus der
Theorie linearer DGS fiir & = A x + B u die Bewegungsgleichung

t
x(t) = etxy + / A" Bu(r)dr (2.55)
SN—— 0
=w(t) S ~ .
=:v(t)

als Uberlagerung von homogener und partikuliirer Losung des linearen Zustandsraums, wobei
die Transitionsmatrix durch die Taylorreihenentwicklung e! := Y reo % A" angendihert
werden kann.

Folglich wird die Eigendynamik beschrieben durch die homogene Losung w(t) bei Vorgabe
von x, ohne weitere externe Anregung. Weiterhin folgt der Verlauf der Fremddynamik v(¢)
aus einer externen Erregung und homogener Anfangsbedingung x, = 0. Die so gebildeten
linearen Zustandsrdume lauten > y;, fiir Eigen- und >, ji, fiir die Fremddynamik

EO,Iin w=Aw +X0’}’, Wy = 0 (2563)
Yulin : v =Av+Bu, vy =0 (2.56b)

Beide Systeme verfiigen nun iiber homogene Anfangsbedingungen und sind in dieser Form
fiir eine projektive MOR geeignet. Fiir die Eigenbewegung >y wird die aus dem Heizvor-
gang resultierende Temperaturverteilung beim Ubergang zum Abkiihlen als Systemeingang
~(t) := §(t) zo mit dem Dirac-Impuls 6(¢) beim Abkiithlmodell vorgegeben. Da diese jedoch
a-priori nicht bekannt ist, wird zunéchst eine Basis Xy € R™** konstruiert, die den Raum aus
allen denkbaren Anfangszustinden X, C R™* aufspannt. Da die Zustinde des Systems starke
Verkopplungen aufweisen, kann die Basis fiir eine hinreichend genaue Approximation deutlich
weniger Spalten p < ny aufweisen. Es gilt:

VaegeXygdzg e R¥: g~ Xgzg. (2.57)
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Abbildung 2.5: Superpositionsprinzip von Eigen- und Fremddynamik bei vorgegebener inho-
mogener Temperaturverteilung 7y = z(0) und Abkiihlen an der Umgebung-
stemperatur T

Beispielhaft stellt Abbildung 2.5 einen linearen Abkiihlprozess aus einem transienten Heizvor-
gang dar. Die ortlich gemittelten Zustinde der Eigen- und Fremdynamik @ und © werden zu
superponiert.

Weiterhin lisst sich auch die Korrekturfunktion (2.54) unter Verwendung von w, = H"' w
und v, = H" v in zwei Teile separieren:

9o = H[Aoz ©) f; (PZa mnl(Ti>)}wn1(Ti)7

2.58)
gu; = H[Aa O] fz (pz, wnl(Ti))]Unl(Ti) + H[Ba © fZQ (pZ, wnl(Ti))}TU(Ti)- (

Diese enthalten die Parameterabhiingigkeiten p}, sowie die superponierten Oberfldchentempe-
raturen &1 (7;) = vni(7;) + wni(7;). Beide Korrekturterme g ; und g, ; konnen zu den linearen
Systemdarstellungen X ji, und X, ;i addiert werden. Die Superposition der so entstehenden
Gesamtsysteme X und 2, welche nur im linearen Systemfall giiltig ist, kann trotz der nichtli-
nearen Berechnungen der Korrekturterme erfolgen, da diese abschnittweise konstant gehalten
werden. Fiir die im folgenden Kapitel vorgestellten Verfahren der Ordnungsreduktion liegen da-
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mit die folgenden zwei verkoppelten Zustandsrdume vor, welche explizit die Beriicksichtigung
von inhomogenen Anfangsbedingungen erlauben:

Yo:w=Aw+Xyy+gp; wo=0 (2.59a)
Yy:v=Av+Bu-+tg,, vo=20. (2.59b)

Die NL-Korrekturen g, und g, konnen nun zur Bildung der Gesamtsysteme >, und X, zu
den linearen Anteilen in der Zustandsgleichung von g ji, und X ;i addiert werden. Auf diese
Weise lassen sich die variierenden Wirmeiibergangskoeffizienten auch bei inhomogenen An-
fangsbedingungen zur Simulation eines Abkiihlvorgangs verwenden.

In diesem Kapitel wurde zunichst die Wiarmeleitungsgleichung unter Beriicksichtigung von
thermischen Randbedingungen aufgestellt und mit Hilfe der Methode der finiten Elemente ort-
lich diskretisiert. Aus den resultierenden numerischen Matrizen wurde auf Grundlage der affinen
Parameterabhingigkeiten anschliefend eine linear-parametervariante Systembeschreibung ge-
neriert. Zur nachfolgenden Verwendung von Verfahren zur MOR wurde diese in einen linearen
sowie zustandsabhiingigen Anteil aufgeteilt. Ferner wurden im letzten Abschnitt inhomogene
Anfangsbedingungen durch eine Separation von Eigen- und Fremddynamik beriicksichtigt, was
schlussendlich auf die Systemrealisierungen (2.59) fiihrt, welche das vollstindige, thermische
Modell darstellen und in den folgenden Kapiteln reduziert werden. Dazu werden in Kapitel
3 zunichst die Grundlagen, Zielvorgaben und Giitekriterien zur MOR erldutert und anhand
des linearen Systemteils verdeutlicht. Anschlieend erfolgt in Kapitel 4 die Reduktion und
Losung der Systemgleichungen (2.59) durch die im Rahmen dieser Promotion neu entwickelte
Methode.
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3 Grundlagen zur Reduktion der Modellordnung

Die im vorherigen Kapitel hergeleitete Systembeschreibung liegt als Differentialgleichungs-
system mit der teilweise sehr hohen Ordnung n, vor. Dementsprechend erfordert die Losung,
insbesondere im transienten Fall, ein hoher Berechnungsaufwand. Die gebildete Modellbe-
schreibung soll allerdings im Rahmen von modellbasierten Methoden zur Prozessiiberwachung
und -regelung auf echtzeitfahigen Systemen bzw. industriellen Steuerungen ausgefiihrt werden
(siehe Kapitel 5.2). Weiterhin kdnnen die Losungsalgorithmen von Optimierungsproblemen
z.B. zur Identifikation von Parametern viele Simulationsiterationen in kurzer Zeit erfordern
(Kapitel 5.1). Methoden zur Reduktion der Modellordnung bieten die Moglichkeit die Anzahl
der Zustandsgleichungen zu reduzieren und so die performante Ausfithrung der Simulation
bei hinreichend erhaltener Genauigkeit zu ermoglichen. Dieses Kapitel befasst sich daher mit
den Grundlagen zur Modellordnungsreduktion, wofiir zundchst in Abschnitt 3.1 Zielvorga-
ben und die Konzepte der Modellvereinfachung sowie der mathematischen Reduktion der
Modellordnung zur Senkung der Berechnungsdauer vorgestellt werden. Letzterem kommt im
Rahmen dieser Dissertation eine besondere Rolle zu, weshalb die dazugehorigen Verfahren
anschlieBend in Abschnitt 3.2 genauer erldutert werden. Nach der Definition von Giitekriterien
zur Bewertung der verschiedenen Reduktionsverfahren in Sektion 3.3, werden die Algorithmen
fiir lineare (Abschnitt 3.4 sowie parametrische Systeme (3.5) vorgestellt.

3.1 Konzepte und Zielvorgaben zur Senkung der
Berechnungsdauer

Zunichst konnen Vereinfachungen im vorher beschriebenen Modellierungsprozess sowie der
spateren Ausfithrung durchgefiihrt werden. Dazu gehoren vor allem Anpassungen der vorliegen-
den CAD-Geometrien, bei denen konstruktive Details wie zum Beispiel Schraubverbindungen
oder Bohrlocher vernachlissigt werden, um die Anzahl von feineren Netzelementen bei der
spiteren Ortlichen Diskretisierung zu verringern. Durch geeignete Vernachlidssigungen von
geometrischen Details konnen zum Beispiel auch Symmetrieeffekte genutzt werden, um das
System in einer niedrigeren riumlichen Dimension zu betrachten, was oftmals einen groflen
Einfluss auf die Rechenzeitersparnis ohne Modellordnungsreduktion zeigt. Weiterhin konnen
Bereiche von niedrigerem Interesse in der Modellierung ausgeschlossen oder stark verein-
facht werden. Auf diese Weise ist unter Umstdnden eine grobere ortliche Diskretisierung ohne
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Einbuflen bei der Genauigkeit der relevanten Bereiche moglich [TBGO09]. Die Vereinfachung
der Geometrie erfordert sowohl ein tieferes Verstindnis der physikalischen Prozesse, um die
Zulassigkeit und Auswirkung der MaBBnahmen zu bewerten, als auch Routine in der CAD-
Konstruktion fiir das zeitaufwendige Anpassen. Daher wurden verschiedenste automatisierte
Mechanismen entwickelt, um die konstruktive Anpassung zu erleichtern. Ein gutes Beispiel
dafiir sind die virtuellen Topologien [SBB97].

Neben den konstruktiven MaBBnahmen konnen auch Vereinfachungen des Netzes aus finiten
Elementen wie bspw. Knotenverschiebungen oder -vereinigungen zu Einsparungen bei der
Rechenzeit fithren [Boh18]. Prinzipiell sind alle diese getroffenen Vereinfachungen durch
vergleichende thermische Simulationen oder sogar Messungen auf Zulidssigkeit zu priifen.
Detailliert beschriebene Algorithmen und Vorgehensweisen sind in [FZL19; Mou+13] zu
finden. Jeder Modellierungsprozess sollte zumindest eine rudimentiire geometrische Uber-
arbeitung hinsichtlich der physikalischen Simulation enthalten [Had+18]. Bei der spéteren
Simulationsausfithrung kann die Wahl von gréeren Schritten bei der zeitlichen Diskretisie-
rung ebenfalls zu einer deutlichen Verringerung der Berechnungszeit beitragen. Allerdings ist
darauf zu achten, dass die ortliche und zeitliche Diskretisierungen nicht getrennt voneinander
betrachtet werden konnen, da Elementgrofle und Zeitschritt voneinander abhéngen und einen
Einfluss auf die Simulationsgenauigkeit haben [SBS02]. Eine weitere MaBBnahme kann die
Linearisierung in einem Betriebspunkt sein, um das im Allgemeinen nichtlineare System in ein
lineares DGL-System zu iiberfithren und die Wahl der Losungsalgorithmen zu vereinfachen.
Die Vereinfachung von Geometrien und den entstehenden Netzen zur ortlichen Diskretisie-
rung wurde wie zum Beispiel auch in [Boh18] im Rahmen dieser Dissertation iiberpriift und
durchgefiihrt.

Weiterhin stellen mathematische Verfahren zur Reduktion der Modellordnung eine Alternative
dar, bei denen durch den gewihlten Reduktionsalgorithmus die Anzahl der Zustandsglei-
chungen von n, auf ¢ mit ¢ < ny verringert wird. Im Allgemeinen wird zu einem linearen
Originalsystem in Zustandsraumdarstellung

E:{z'c(t) — Az(t)+ Bu(t), z(0)=0 G

y(t) =Cx(t)+ Dult),

mit Systemausgang y € R™, der hohen Ordnung dim(x) = n, > 10% und den Systemmatrizen
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Y =(A,B,C,D,) € R=™ x R x R™ ™ x R™*™ eine reduzierte Systemdarstel-
lung

(3.2)

mit der Realisierung & = (2, B,C, D) € R x R x R™*9 x R™ "™ den rekonstru-
ierten Systemausgidngen y € R™ und der Ordnung ¢ gesucht. Durch Anwendung der Laplace-
transformation folgt aus den Matrizen der Zustandsraumdarstellung die Ubertragungsfunkti-
onsmatrix des Originalsystems G: C — C™>*™ mit s € C

G(s)=C(sI—A)'B+D mit Y(s)=G(s)U(s). (3.3)

Analog dazu lisst sich aus den reduzierten Matrizen die reduzierte Ubertragungsfunktionsmatrix
G berechnen. Einige Reduktionsverfahren basieren auf einer Approximation der Ubertragungs-
funktionen, sodass G ~ G gilt. Es ist offensichtlich, dass mit der Forderung ¢ < n, und der
damit einhergehenden Verringerung der Zustandsgleichungen auch ein Verlust von Informa-
tionen resultiert. Es entsteht dabei ein zentraler Zielkonflikt zwischen Berechnungsdauer und
Approximationsgiite. Allgemeine Zielvorgaben an Verfahren zur Reduktion sind in [Ant05;
MG10; Sop11; Ben+17a] formuliert und lauten bezogen auf die Problemstellung im Rahmen
dieser Dissertation:

|
1. Eine moglichst exakte Abbildung der originalen Systemausginge y(t) ~ ¢(t) Vt € R*
durch die approximierten Ausgangssignale y(t) zur Parametrierung und Validierung der
ordnungsreduzierten Modelle anhand von gemessenen Temperaturen

!

2. Eine moglichst genaue Rekonstruktion aller Originalzustinde = (t) ~ #(t)Vt € R*

durch den approximierten Zustandsvektor &(¢) iiber das gesamte transiente Verhalten,
um Temperaturverteilungen bestimmen zu konnen

3. Numerische Stabilitit und numerische Effizienz des Reduktionsverfahrens
4. Anwendbarkeit auch bei hochdimensionalen Systemen mit mehr als n, > 10* Zustinden

5. Erhalt einer Vielzahl von physikalisch interpretierbaren Systemparameter zur Abbildung
von Parameterabhingigkeiten und -schwankungen

6. Beriicksichtigung mehrfacher zustandsabhéngiger Systemparameter wihrend der laufen-
den Simulation zur Beriicksichtigung temperaturabhingiger Randbedingungen
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7. Erhalt der wesentlichen Systemeigenschaften (Stabilitét, Steuer- und Beobachtbarkeit)
zur Verwendung von modellbasierten Methoden zur Prozessiiberwachung und -regelung

8. Anwendbarkeit bei nicht-quadratischen Mehrgrofensystemen
9. Abschitzung von Fehlerschranken im Vorfeld der Ausfiihrung

10. GroBenbeschrinkung der reduzierten Matrizen zur Einbindung als Modul auf echtzeitfi-
higen Systemen

11. Keine mehrfachen Simulationen der vollstandigen Systeme zur Generierung von Zu-
standstrajektorien fiir datenbasierende Verfahren, da die Berechnungsdauer sehr hoch
ist

Zur Berechnung der reduzierten Realisierung existieren eine Vielzahl von Verfahren, welche
grundlegender oder stark anwendungsspezifischer Natur sind. Jede einzelne Methode besitzt
verschiedene Vor- und Nachteile, wobei keine der bisher verdffentlichten alle gestellten Anfor-
derungen vollumfinglich erfiillt. Es muss daher hinsichtlich dieser abgewogen und priorisiert
werden. Als vielversprechende Verfahren haben sich die im folgenden Abschnitt beschriebenen
projektionsbasierten Reduktionen etabliert.

3.2 Projektionsbasierte Modellordnungsreduktion

Die grundlegende Idee der projektionsbasierten Verfahren zur Modellordnungsreduktion liegt in
dem Projizieren des originalen Zustandsvektors & in einen Zustandsraum mit deutlich weniger
Freiheitsgeraden, den sogenannten Projektionsunterraum V. Fiir die Durchfiihrung einer Projek-
tion sind die Beschreibungen von Projektionsrichtung und Projektionsunterraum entscheidend.
Die Matrix V' € R™*? enthilt die Basisvektoren zur Beschreibung des Projektionsunterraumes
V. Senkrecht zur Projektionsrichtung liegt der richtungsbeschreibende Unterraum WV dessen
Basisvektoren in W enthalten sind.

Aus den beiden Basen W und V kann der sogenannte Projektor P = V(W' V)" 'WT
gebildet werden. Dieser induziert die als Projektion bezeichnete lineare Abbildung  — P x
und vereinfacht sich durch die biorthonormale Beziehung von W und V zu P = V W',
Diese Projektion lésst sich weiterhin in zwei Arten einteilen [Sop11]:

Definiton 3.1 Abhiingig von der Wahl von V., W € R"™*4 gelten fiir den Projektor P folgende
Bezeichnungen:

(i) Fiir V.= W heifit P orthogonale/Galerkin-Projektion und es gilt P = P".

(it) Fiir V.# W heifsit P schiefe/Petrov-Galerkin-Projektion.
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Die senkrechte Projektion entlang VV ldsst sich ausdriicken als
W(&(t) — (1)) = 0, (3:4)

mit der Basis W € R™*? und dem projizierten Vektor & € R™. Dieser wir durch & im
reduzierten Unterraum ) dargestellt

&(t) == V&(t). (3.5)

Das ineinander Einsetzen der vorigen Gleichungen sowie Umstellen liefert die Vorschrift zur
Ordnungsreduktion
z:=(W'V)"'WTx(t). (3.6)

Eine Besonderheit bei der Bestimmung der Projektionsmatrizen zur Ordnungsreduktion ist die
Forderung, dass die Spaltenvektoren beider Matrizen senkrecht zueinander stehen (biorthogo-
naler Fall), wodurch WTV = I mit Einheitsmatrix I € R7%4 gilt. Somit kann der reduzierte

Zustandsvektor € )V berechnet werden durch
z(t) = Wha(t). (3.7)
Zur Riicktransformation wird folgenden Vorschrift nach (3.6) verwendet
x(t) = x(t) =V a(t) (3.8)

Da die Reduktion immer mit einem Informationsverlust einhergeht, ist der riicktransformierte
Zustandsvektor () nur eine Niherung der tatsidchlichen Losung. Das so entstehende Residuum
&(t) € R™ verschwindet durch die Petrov-Galerkin-Bedingung

£(t) Lcolspan(W) bzw. WTE(t) =0 Vit € RT, (3.9)

welche die Anforderung an W stellt, dass alle Spalten von W orthogonal zu eben jenem
Residuum sein miissen. [Sopl1; Woll14] Damit kann das folgende vorher iiberbestimmte
Gleichungssystem nun gelost werden

z(t) = WT{lV:T:(t) + WT~B w(t) + WTE@), Z0)=WTzy=0
A ::,flv =:B =:0 (310)
y(t) =g V()

=C

I

Wird nun diese Transformationen auf die in Kapitel 2 hergeleiteten Systembeschreibungen zu
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Eigendynamik igJin aus (2.56a) und Fremddynamik iu,lin aus (2.56b) angewendet, resultieren
daraus die folgenden Realisierungen:

iO,lin = (Wg AV, Wg Xy, C VO) =: (207 EO, 6’0) € RWXW0 » RIXH w R7y X0

N IR 3.11
Suin = (Wi AV W B, CV,) = (A, B,,C,) € RI¥% x RIXT 5 R™ X, G-

In den folgenden Abschnitten werden die verschiedenen MOR-Verfahren zur Berechnung
geeigneter Projektoren respektive Projektionsmatrizen vorgestellt. Zunichst werden jedoch
Giitekriterien zur Bewertung und Vergleichbarkeit der Methoden eingefiihrt.

3.3 Gutekriterien zur Bewertung reduzierter Modelle

Die verwendeten Reduktionsmethoden haben beziiglich der formulierten Anforderungen in
Abschnitt 3.1 unterschiedliche Stirken und Schwichen bei der Approximation der Systeme.
Daher miissen Giitekriterien definiert werden, anhand derer die Eignung der Algorithmen
bewertet werden kann. Eine Einteilung kann in a-priori und a-posteriori Fehler erfolgen, diese
beziehen sich auf die Simulationsdurchfiihrung.

3.3.1 Einfluss der Projektion

In diesem BewertungsmaB erfolgt ein Vergleich von durch die Ordnungsreduktion bestimmten
Projektoren. Dabei wird der originale Zustandsvektor reduziert und anschlieend riicktrans-
formiert  ~ V W z. Das so entstehende Residuum AP™ kann zur Einordnung der Pro-
jektionsgiite genutzt werden, in dem der Projektor mit der Identitit I € R™ ™ verglichen
wird

AP = [T -V WT] ¢ R™*"x (3.12)

Dieses ist unabhingig von einer Losung des Zustandsraumes und kann somit als a-priori
Fehlermal} verwendet werden. Zur Angabe eines skalaren Fehlermafes d,,.; kann der absolute
Mittelwert des Residuums geméf

I

a=1 g=1

eRT mit A" = (APY), st ny) (3.13)

) = —
I'O':
Prey Ty 2

X

verwendet werden. Jedoch wird der Betrag nicht elementweise gebildet, da das Fehlermal} sonst
mit der Dimension des reduzierten Zustandsraums ansteigen und einen Vergleich verschieden
groBBer Projektoren verhindern wiirde. Daraus ergibt sich jedoch, dass sich Abweichungen mit
unterschiedlichen Vorzeichen aufheben und in dem so definierten Fehlermall keine Beachtung
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finden. Daher wird ein FehlermaB ¢,,..; eingefiihrt, welches die zeilenweise Abweichung des
Projektors zu Zeilenvektoren e, der Identitit angibt. Dabei beschreibt (-),.. die Zeile a der
jeweiligen Matrix:

Tx

1 &
roj - — ‘7‘47T 2 - «a
Gproj n Z Z( )a,ﬁ leal|2

X

B L =1 (3.14)
1 &
= > VWl — 1] € BT
X a=1

3.3.2 Systemnormen

In der Bewertung der Approximationsgiite von Modellordnungsreduktionen bilden Normen
eine wichtige Komponente. Sie lassen sich in Signal- und Systemnormen in Zeit- und Fre-
quenzbereich unterteilen. Das Hauptziel einer MOR kann als ||y — ¢ || < € - || w|| definiert
werden, wobei e die Fehlertoleranz angibt. Klassische p-Normen wurden durch [Sop11] mit
7 C R auf zeitabhingige Signale erweitert

1
[fI||u(t)||g;dt}p, fiir 1 < p < oo

) (3.15)
sup|| w(t)||,, fiir p = 0.
teZ

lwlle, =

Zur Einfithrung eines weiteren a-priori Giitekriteriums ist es sinnvoll eine Systemnorm zu
verwenden, welche die Ubertragungsfunktionen beriicksichtigt. Durch Betrachtung der Sin-
gulidrwerte 0;(G) € R des j-ten Pfades der Ubertragungsfunktionsmatrix ergibt sich die
Schatten-p-Norm

3 =

min{ny,nu} p ..
Yo a‘(G)] , firl <p<oo
1G llsp:=q ’ B A (3.16)
1§j§rlg?1?{)§zy,nu}aj< ), iir p = oo.

Daraus abgeleitet ergeben sich die H,-Norm angewendet auf die Ubertragungsfunktion nach
[Ant05]

Lsup [TIGO+ ), ], fir1<p<oo
1G I3, = 0>0 (3.17)
sup || G(5)]|s.ps fiir p = o0.

seCt
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Der sogenannte Hardy-Raum 7{," " (C") := {G : C — C™*™ ||| G ||, < oo} enthilt
dabei alle in || - |5, beschrinkten Funktionen. Zur Bewertung von Ordnungsreduktionen sind
die Ho-Norm sowie die H..-Norm iiblich. || G |3, = sup|| G(jw)|l2 = Sup Oma (G (jw))

weR weR
kann dabei recht schnell bestimmt werden [BMSOS; Sop11], jedoch ist auf Grund der hohen
Dimension die Berechnung der H,-Norm zeitaufwéndig und wird daher wie folgt numerisch
bestimmt. Fiir Systeme im Zeitbereich wird nach [Wol14] die Spur

|G|, =tu(B"QB)=u(CPC") (3.18)

aus der Gram’schen Steuerbarkeitsmatrix P oder der Gram’schen Beobachtbarkeitsmatrix
Q berechnet. Zur Bewertung der Approximationsgiite zwischen reduzierter und originaler
Ubertragungsfunktion wird die Differenz innerhalb der H.. und der H, Normen gebildet. Zur
Bestimmung von || G — G ||, ist nach [Wol14] die Berechnung der Gram’schen Matrizen
sowie die Losung X oder X ¢ € R™*? einer der Sylvestergleichungen

AXp+XpA +BB =0 .19)

A" X+ XcA+C'C =0. '
notwendig. Mit dem Skalarprodukt (G, G)y, = tr (B" X B) = tr (C X 6’T) ergibt sich
daraus das Fehlermal3

I1G -G, =G5, + |G 3, — 2(G. G, - (3.20)

3.3.3 Abweichung im Zeitbereich

!
Als a-posteriori Giitekriterien konnen die Zustands- x(t) ~ &(t) oder Ausgangssignale

y(t) ~ y(t) miteinander verglichen werden. Besonders bei den Zustéinden muss bei der Be-
rechnung eines skalaren Giitekriteriums sowohl iiber die ortliche Verteilung als auch den
Zeitverlauf gemittelt werden, was zu starken Verzerrungen fiithren kann. Fiir eine Zeitreihe
wird bei zeitdiskreter Implementierung das Root-Mean-Squared Fehlermal iiber die t diskreten

Zeitpunkte ¢; mit j € {1,--- ,m,} fiir den jeweiligen Zustand z; durch
1 & 2
ARMS ~ 1 — i(t;) — zi(t5 3.21
i th[ZE(]) 37(9)} ( )
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angenihert. Zur Berechnung des skalaren Fehlermalies

Arvs L D> oA (3.22)

X =1

wird der Fehler iiber alle Zustéinde gemittelt. Selbige Fehlermalle werden auch fiir die System-
ausginge gebildet. Bei verschiedener raumlicher oder zeitlicher Diskretisierung zwischen den
zu vergleichenden Modellen muss entsprechend interpoliert werden. Um dieses Fehlerkriterium
iber verschiedene Zustandstrajektorien hinweg vergleichbar zu machen, ist eine Angabe des
relativen Fehlers unter Verwendung klassischer Normen zweckmafig:

ot = 12O, g

Besonders fiir p = 2 kann e, ,(¢) fiir eine bessere Interpretierbarkeit verwendet werden. Im

(3.23)

Gegensatz zu den vorigen Abschnitten ermodglichen Fehlerkriterien im Zeitbereich zwar ein
anschaulicheres Fehlermal3, erfordern jedoch eine im Vorfeld durchgefiihrte numerische Losung
der Systemgleichung. Daher kann der Fehler beim Berechnen der Losung den eigentlichen
Approximationsfehler durch die Projektion beeinflussen.

Nach der Definition der Giitekriterien in diesem Abschnitt, werden im Folgenden die verwen-
deten Reduktionsverfahren genauer beschrieben.

3.4 Reduktionsverfahren flr lineare Systeme

Nach dem Aufstellen der Zielvorgaben und dem Definieren der Giitekriterien werden nun
zunichst die Verfahren zur Berechnung der in Abschnitt 3.2 eingefiihrten Projektionsmatrizen
V. W fiir lineare Systeme erldutert und auf den linearen Teil der Systembeschreibung (2.59)
aus Kapitel 2 angewendet. Die projektiven Verfahren zur Reduktion linearer Systeme lassen
sich nach [Ant05] in drei Kategorien einteilen:

¢ Modale Verfahren,

* Verfahren mit Singuldrwertzerlegungen,

* Krylov-Unterraum-Verfahren.
Die modalen Reduktionsverfahren zédhlten lange zum Stand der Technik bei der Reduktion von
FEM-Modellen [Sop11], benétigen fiir eine gute Approximation jedoch eine verhidltnismiBig
hohe Anzahl an reduzierten Zustandsgleichungen. Daher sind sie fiir Systeme mit hoheren Di-
mensionen, wie sie im Rahmen dieser Dissertation auftreten, eher ungeeignet. Weiterhin lassen
sich keine Fehlerschranken vor der Durchfiihrung der Reduktion definieren oder anwenden. Da-
her werden im Folgenden Balanced Truncation und Proper Orthogonal Decomposition (POD)
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als Vertreter der Verfahren auf Basis der Singulédrtwertzerlegung betrachtet sowie verschiede-
ne Krylov-Unterraum-Verfahren wie z.B. Momentenabgleich und (tangentiale) Interpolation
untersucht.

3.4.1 Balanced Truncation

Bei dem Verfahren Balanced Truncation werden die Systemzustinde aufsteigend nach der Gro-
Be der bendtigten Energie zur Ansteuerung sowie der Unbedeutsamkeit der Energietibertragung
auf den Systemausgang sortiert. Anschliefend erfolgt das Abschneiden der unbedeutenden
Zustinde aus dieser Abfolge, sodass diese nicht weiter betrachtet werden (Truncation). Zur
Beurteilung der energetischen Beitrige eines Zustands finden die Gram’schen Matrizen fiir
Steuerbarkeit P und Beobachtbarkeit @ Verwendung, welche mit Hilfe der Lyapunov Glei-
chungen bestimmt werden [TP87]. Diese werden anschlieend so transformiert, dass beide
identisch sind und nur Diagonaleintrige o; besitzen. Zur Bestimmung der Transformations-
matrix T erfolgt die Zerlegung der Gram’schen Matrizen in Choleskyfaktoren P = R R",
Q = S ST Danach gilt:

Satz 3.1 [TP87; Woll4; Ant05] Die Transformationsmatrix T' zum Balancieren der Systembe-
schreibung ergibt sich aus der Singulirwertzerlegung S* R = U 3 L mit
3. = diag(oy,...,04,) zu

T=>:U"S" und T'=RLY . (3.24)

Die Eigenwerte des Produktes der transformierten Gram’schen Matrizen P=TPT" und
Q = T~ " QT entsprechen den Eigenwerten (EW) der untransformierten Matrizen:

EW,(PQ)=EW,(P Q). (3.25)

Definiton 3.2 [BMS05] Die Systemkonstanten o; := \/ EW ;(P Q) heifen
Hankel-Singuliirwerte (HSV) des Systems.

Nach dem Balancieren des Systems wird dieses in den relevanten oberen Teil 3, welcher
dann die reduzierte Systemrealisierung darstellt, und in den abgeschnittenen unteren Teil 3o
getrennt (Systempartitionierung):

E:

>
! 5 ] mit $; € R, 3, € R™="m—q, (3.26)
2
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T _ A A g
T2 Ay Ay _3’32_
€

Yy = [Cl 02] !
)

Das reduzierte System besteht somit aus 3; =

(3.27)

mit ¢, € RY, x, € R™7 7,

(A1, B, C,). Die HSV konnen als a-priori

Fehlerschranke zur Wahl der reduzierten Ordnung genutzt werden [BMSO05]. Dabei ist die
Ho-Norm der Ubertragungsfunktionen kleiner als die Summe der in der Reduktion nicht

beriicksichtigten HSV

1G(s) - GE)lne <2 0.

(3.28)

J=q+1

Abbildung 3.1 zeigt die sich gemill der Fehlerabschitzung ergebene obere Fehlerschranke
der Ordnungsreduktion fiir Eigen- und Fremddynamik eines Beispielsystems. Der langsamere
Zerfall der HSV fiir die Eigenbewegung sorgt dabei fiir einen hoheren Fehler bei gleicher

Ordnung im Vergleich zur Fremddynamik.

10°r 0
° o Obere Fehlerschranke
* x * Tatsdchlicher Fehler
10 o
«%%0
£ o
fr— 103 L % o
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Abbildung 3.1: Berechnete a-priori Fehlerschranken und ermittelte Fehler in der Approximation
der Eigendynamik (a) und Fremddynamik (b) des linearen Abkiihlmodells vom

Reifen

Da das Giitekriterium in der ‘H.,-Norm keine intuitive Bewertung zur notwendigen Ordnung

zulésst, existieren verschiedene Entscheidungsverfahren zur Festlegung der Grenze zur System-
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partitionierung [Har02]. Ein wesentlicher Vorteil bei der Verwendung von Balanced Truncation
zur Berechnung einer reduzierten Systemdarstellung ist der Erhalt aller wesentlicher Systemei-
genschaften wie Stabilitiit, Steuer- und Beobachtbarkeit. Dies ist jedoch mit der aufwendigen
Berechnung der Gram’schen Matrizen aus beiden Lyapunovgleichungen sowie deren Singu-
larwertzerlegung verbunden, was fiir Systeme hoherer Ordnungen n, > 3.000 nicht mehr
zweckmiBig ist [WPL13; Sop11]. Fiir groBlere Systeme konnen die Gram’schen Matrizen iiber
eine Niedrigrang-Approximation im Rahmen der Alternating Directions Implicit (ADI) - oder
Rational Krylov Subspace-Methode (RKSM) [WPL13; BLT09] angenéhert werden. Damit
einher geht allerdings der Verlust der Fehlerschranke (3.28) sowie samtlicher Garantien zum
Erhalt der Systemeigenschaften. Da die Systeme im Rahmen dieser Dissertation alle hoherer
Ordnung sind, wird fiir alle BT-Reduktionen auf die ADI-Methode zuriickgegriffen.

3.4.2 Proper Orthogonal Decomposition

Das Verfahren Proper Orthogonal Decomposition (POD) findet vor allem bei der Reduktion
von nichtlinearen und parametrischen Systemen Verwendung [Ben+17a; BMS05], kann jedoch
auch im linearen Fall angewendet werden. Daher werden in diesem Abschnitt zunéchst die
grundlegenden Konzepte des Algorithmus beleuchtet, die Verwendung im parametrischen
Kontext erfolgt im spéteren Abschnitt 3.5.1. Zur Bestimmung der Projektoren wird zunéchst
eine Matrix aus ng € Nt Stichproben von Zustandsvektoren zu verschiedenen Zeitpunkten des
vollstindigen Modells (sogenannte ,,snap-shots®) gebildet X = [z, ..., xs], X C R™*"S mit
r = span(X). Die reduzierte Ordnung ergibt sich daraus im méglichen Intervall g € [1, ng].
Anschliefend wird ein Minimierungsproblem aufgestellt und der Projektor V' € R™*? als
dessen Losung gemil3

1
POD,(X) = mi ;= VVTx|? 3.29
() =min} @ i I (3:29)

berechnet. Nach [Vol11] lésst sich zeigen, dass die Losung dieses Problems durch Singulér-
wertzerlegung von X bestimmt werden kann

SVZ(X): X =V, XV, (3.30)

mit den orthogonalen Matrizen V; € R™*" und V5, € R™"s sowie den Singuldrwerten
3 = diag(oy,...,0,) € R™". Aus den Singuldrwerten kann wiederum die Fehlerschranke

ns q q
dolla; =Y (& vi)vlli= D o (3.31)
j=1

=1 i=k+1
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ermittelt werden. Der Projektor V' besteht also schlussendlich aus den ausgewihlten ¢ linken
Spalten der Matrix V';. Die Wahl der Ordnung wird dabei empirisch durch Fehleranalysen des
reduzierten Modells iiberpriift und gegebenenfalls angepasst. Weiterhin wird fiir die Projektoren
im Rahmen der POD meistens W = V gesetzt [BMSO05]. Vorteile des Verfahrens sind
die relativ leichte Implementierung und Berechnung der Projektoren, aber besonders die
Anwendbarkeit im Rahmen der parametrischen Modellordnungsreduktion (siehe Abschnitt
3.5). Ein Nachteil liegt jedoch in der Notwendigkeit von vorliegenden ,,snap-shots®, fiir die
das vollstindige Modell mehrfach gelost werden muss, was fiir grole Modelle und komplexe
Systeme mit erheblichem Rechenaufwand verbunden ist. Im Gegensatz zu Balanced Truncation
lassen sich keine Aussagen zur Stabilitit, Beobachtbarkeit und Steuerbarkeit des reduzierten
Systems treffen.

3.4.3 Krylov Unterraum Verfahren

Neben modalen und auf SWZ-basierenden Methoden bilden Verfahren mit Krylov Unterrdumen
eine groBBe und vielfiltige Kategorie projektiver Reduktionsverfahren. Grundlegender Ansatz
ist es dabei, die Ubertragungsfunktion des Originalsystems G(s) durch G (s) zu approximieren.
Dabei wird eine endliche Zahl L von Entwicklungsstellen sogenannte ,,shifts* s; € C gewibhlt,
welche G(s) an den entsprechenden Frequenzen interpolieren, sodass gilt:

|~

G(Sl) = G(Sl> Vi= 1, e L. (332)

Ein groBer Vorteil von Krylov-basierten Reduktionsverfahren ist die Verwendbarkeit bei Sys-
temen mit sehr hoher Ordnung n, > 10° sowie die im Vergleich zu anderen Verfahren deut-
lich schnellere Berechnung der Projektoren [Ben+17a]. Weiterhin existieren auf Grund der
Vielfiltigkeit je nach vorliegendem Systemtyp verschiedene Methoden zur Konstruktion der
Projektoren. Nachteile sind jedoch der Verlust der Systemeigenschaften sowie die Bestimmung
geeigneter Entwicklungsstellen. Durch die hohe Anzahl an numerischen Freiheitsgraden und
keine im Vorfeld berechenbare Fehlerschranke existiert bis heute kein eindeutiges Verfahren zur
Wahl der Entwicklungsstellen [MG10]. Nachfolgend werden die giingigsten Krylov Verfahren
zur MOR kurz erliutert.
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Rationale Krylov Algorithmen

Um die Forderung in Gleichung (3.32) zu erfiillen wird die originale Ubertragungsfunktion G(s)
im Rahmen einer Taylorreihenentwicklung approximiert. An einem Entwicklungspunkt s, € C

G(s) = Z

J=0

gilt somit

m;(s0)(s — so)’, (3.33)

mit den Taylorreihenkoeffizienten m;(sg) € C™*"™.

Definiton 3.3 [Ant05] Die Taylorreihenkoeffizienten als Matrizen m;(so) € C™ ™™ werden
als Momente der Ubertragungsfunktion G(s) an der Entwicklungsstelle sy bezeichnet. Die
Grenzwerte M ; := lim m;(so) € C™ ™" heifien Markovparameter.

Sp—00

Die Momente lassen sich dabei nach [Ant05] auch ohne Bildung der partiellen Ableitungen der
Taylorreihe mit Hilfe von Gleichung (3.3) direkt aus der Ubertragungsfunktion G(s) bestimmen

m;(sg) = C(A—s,1,) V) B. (3.34)
Mit Definition 3.3 lassen sich daraus auch die Markovparameter als
M;=CA B (3.39)

ermitteln. Diese konnen in der Taylorreihe

G(s) =) M;s 0tV (3.36)
§=0
verwendet werden. Eine ausschlieBlich durch Markovparameter approximierte Ubertragungs-
funktion
= 0 -1 1 24 ... (k—1) -k 4.
G(s)=C A°'B s +C A'B s“+---+CA Bs" + (3.37)

€Ki1(A,B) €K2(A,B) €Kr(A,B)

enthilt dabei k& Krylov-Unterrdaume /C;. Nach [Sopl1; Gri97; Saa03] konnen diese Krylov-
Unterrdume allgemein aus den Systemmatrizen wie folgt definiert werden:

Definiton 3.4 (i) K (A,b) := span{b, Ab, A’b,..., A¥"1b} C R™ bezeichnet einen
Krylov-Unterraum der Stufe k fiir SISO-Systeme.
(ii) Ki(A,B) := span{B,AB, A’ B, ..., A*"' B} C R™*"™ bezeichnet einen Block-
Krylov-Unterraum der Stufe k fiir MIMO-Systeme.
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Die gemiB dieser Definition verwendeten Krylov-Unterraume beziehen sich lediglich auf
System- und Eingangsmatrix unter Verwendung der anschaulichen Markovparameter. Fiir ein
beliebiges sy gelten hingegen die folgenden Definitionen von [Sop11; LS04]:

Definiton 3.5 Arten und Verfahren
(i) Kp((A=soI,)7, (A —soI,)"" B) bezeichnet Eingangs-Krylov-Unterriume.
(ii) Ki((A—s01,)"",(A—s01,)"" C") bezeichnet Ausgangs-Krylov-Unterriiume.
(iii) Basieren die Krylov-Methoden entweder auf (i) oder (ii) heiflen diese einseitigen Verfah-
ren. Werden hingegen (i) und (ii) genutzt, heifien diese zweiseitige Verfahren.

Nach Aufstellen der £ Momente an der Entwicklungsstelle sq erfolgt der geforderte Momen-
tenabgleich zwischen originalem und reduziertem System

!

m(so) = my(s) bzw. M, =DM, Vj=1,. ..k (3.38)

Ein direkter Abgleich ist jedoch nur fiir Systeme kleiner Ordnung n, < 10 numerisch stabil
[Sopl1], weshalb ein indirekter Ansatz iiber die biorthogonalen Projektionsmatrizen V', W
gemif Definition 3.1 erfolgt. Unter der Voraussetzung, dass sg € C kein Eigenwert von A ist,
folgt die Invertierbarkeit von (A —sg I,,) und somit gilt:

Satz 3.2 Gemdf3 [Gri97; Woll4; Ant05] gelten die folgenden Bedingungen:
(i) Wenn
Ki((A=soI,)™", (A—syI,)"" B) C colspan(V), (3.39a)

k.

ny |°

dann gilt m;(sg) = m;(sg) mindestens¥j =1,...,
(ii) Wenn

I

Ki((A=soI,)" ", (A=soI,)"" C") C colspan(W), (3.39b)

j:l,..,[ﬂjﬂﬂ-

Ein Momentenabgleich liegt demnach vor, wenn die Vektoren der Krylov-Unterraume durch
Linearkombinationen der Spalten aus V' bzw. W beschrieben werden kénnen. Um nun eine
Reduktion durchzufiihren, muss die Entwicklungsstelle s, und die Anzahl der abgeglichenen
Momente ks, € N um diese Stelle angegeben werden. Ferner ist es jedoch meist erforderlich
die Ubertragungsfunktion an verschiedenen Entwicklungsstellen s; € C, 1 = 1,...,L zu
approximieren, um hohere Genauigkeiten in einem weiteren Frequenzbereich zu erzielen. Dazu
wird Satz 3.2 durch die Vereinigung mehrerer Krylov-Unterrdume erweitert [Gri97; Sop11].
Demnach gilt:



51

Satz 3.3 Nach [Gri97; Sopl1] folgt:
(i) Die Projektionsmatrix V stellt eine Basis der Vereinigung

L
U Ki((A=s;I,)"',(A=s,1,)"' B) C colspan(V), (3.40a)
=1

dar, sodass m;(s;)) =m;(s;)Vj=1,..., L%J Vi=1,...,Lgil
(ii) Die Projektionsmatrix W stellt eine Basis der Vereinigung

L
U Ke((A=sI,)"",(A—s,1,)""C") C colspan(W), (3.40Db)
=1

dar, sodass m;(s;)) =m;(s;)Vj=1,..., L%J Vi=1,...,Lgil
(iii) Gelten beide Aussagen (i) und (ii), dann ist
m;(s) = my(s)Vji=1,..., HJ + Ln—kysz ... L

Nu

Da die Zeitkonstanten der hier vorliegenden thermischen Systeme recht gro8 sind, ist eine Ap-
proximation des Ubertragungsverhaltens vor allem im niedrigen Frequenzbereich bzw. im statio-
ndren Verhalten auf den ersten Blick entscheidend fiir ein genaues Simulationsergebnis. Jedoch
muss bei der Beriicksichtigung inhomogener Anfangsbedingungen gemif3 Systembeschreibung
(2.56) die Impulsantwort des Systems abgebildet werden, was eine Beriicksichtigung hoherer
Frequenzanteile notwendig macht. Weiterhin erfolgt die Aufschaltung von Eingangsgrofen im
Modell oft sprunghaft als Leistungs- oder Temperatureingabe. Zur Beriicksichtigung dieser
beiden Effekte kann der Anfangs- bzw. Endwertsatz der . (Laplace)-Transformation genutzt
werden, um geeignete Entwicklungsstellen zu generieren:

Satz 3.4 [Lunl6] Es seien x(t) differenzierbar sowie x(t) und x(t) £ -transformierbar. Dann
gilt mit x(t)o—e X (s):
(i) lim x(t) = lims X(s) als Anfangswertsatz,
t—+0 8§—00

(ii) lim x(t) = lims X (s) als Endwertsatz.
t—o0 s—0

Somit ist fiir eine Entwicklungsstelle s, = 0 vor allem eine gute Ubereinstimmung im statio-
nidren Zustand ¢ — oo zu erwarten, wihrend die Markovparameter das transiente Verhalten
bei t — 0 abbilden. Daher werden als mogliche Entwicklungsstelle zunédchst sy = 0 sowie fiir
den hochfrequenten transienten Bereich s, = oo untersucht. Dies entspricht dem Abgleich der
Momente m;(0) bzw. der Markovparameter M ;. In Abbildung 3.2 ist der Amplitudengang
eines Ubertragungspfades des linearen Abkiihlsystems ¥, ;i bezogen auf das Reifenmodell fiir
abgeglichene Momente um 0 und oo dargestellt.
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Abbildung 3.2: Bodediagramm eines Ubertragungspfades des durch den Eingangs-Krylov-

Unterraum reduzierten, linearen Abkiihlmodells vom Reifen fiir verschiedene
Anzahlen von Momenten k, und k.,

Im oberen Bodediagramm liegt gemil Interpolation um sy = 0 eine gute Approximation des
stationdren Verhaltens vor, wobei fiir eine ausreichend hohe Anzahl von Momenten und daraus
folgender hoherer Ordnung, sich auch in hoheren Frequenzbereichen eine gute Annéherung an
den Verlauf ergibt. Im mittleren Diagramm stellt sich durch die Markovparameter eine sehr
gute Abbildung des hochdynamischen Bereiches ein, wobei es zu deutlichen Abweichungen
bei niedrigen Frequenzen kommt. Erst eine deutliche Erh6hung der Momente bzw. reduzierten
Ordnung fiihrt zu einer signifikanten Verbesserung bei weiterhin gro3en Abweichungen. Fiir
thermische Systeme ist es folglich von Vorteil niederfrequente Entwicklungsstelle zu bevor-
zugen, da die reduzierte Ordnung deutlich niedriger gewihlt werden kann. Eine gleichzeitige
Betrachtung beider Entwicklungsstellen fiihrt zu einer relativ guten Annédherung iiber den
gesamten Amplitudengang, bei kleinstmoglicher Ordnung. Im Zeitbereich ergeben sich damit
die in Abbildung 3.3 dargestellten Effekte durch die Wahl der Entwicklungsstellen. Hierbei
ist die kombinierte Wahl der Entwicklungsstellen hinsichtlich des relativen Zustandsfehlers
€2, am besten geeignet. Neben den beiden betrachteten Entwicklungsstellen werden zur besse-
ren Anniherung des Ubertragungsverhaltens in der Regel weitere Zwischenpunkte gewihlt.
Mogliche Entscheidungskriterien zur Auswahl werden bspw. in [GG96] diskutiert. Aus den
geeigneten Entwicklungsstellen konnen die Projektionsmatrizen V' und W gemil Satz 3.2
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Abbildung 3.3: Relativer Zustandsfehler ¢, ,(¢) im transienten und stationdren Zeitbereich der
Abkiihlung fiir verschiedene Krylov-Ordnungen £y und k.,

bestimmt werden. Fiir grofe Systemordnungen ist jedoch die dafiir notwendige direkte Inver-
tierung von (A —sq I,,) numerisch nicht effizient, weshalb die Invertierung in ein zu 16sendes
lineares Gleichungssystem iiberfiihrt wird. Weiterhin konvergieren Krylovmatrizen gegen die
zu den Eigenwerten \; von A gehorenden Eigenvektoren und es konnen linear abhingige
Spaltenvektoren (Deflation) entstehen. Eine Orthogonalisierung in jedem Iterationsschritt, wie
z.B. durch Anwendung des Gram-Schmidt-Verfahrens, schafft dabei Abhilfe. Der in dieser
Dissertation verwendete Arnoldi-Algorithmus nach [Ant0S; Sop11] beriicksichtigt die auftre-
tenden Herausforderung bei der Berechnung der Projektionsmatrizen. Als Alternative kann der
Lanczos-Algorithmus genutzt werden, dieser fiihrt jedoch zu hoheren Berechnungsdauern und
ist daher fiir sehr hohe Ordnungen weniger geeignet [Wit+02].

Tangentiale Interpolation

Fiir MehrgroBensysteme bedeutet die Forderung des Momentenabgleichs in Gleichung (3.38)
und G(s;) < G(s))V1=1,...,L eine Vervielfachung der Bedingungen zum Berechnen der
Projektionsmatrizen je nach Anzahl der Ein- und Ausginge n, n, L [MG10]. Hat der Krylov-
Unterraum die Stufe &, dann ergibt sich daraus fiir die reduzierte Ordnung des Eingangskrylov-
Unterraum ¢eiy = nyk sowie gas = nyk fiir den Ausgangsraum. Da in dieser Dissertation
besonders fiir das Beheizungssystem n,, = 18, n, = 12, aber gerade auch in der Ubertragung
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auf industriell verwendete Systeme mit n,, > 200 sowie ny > 400, sehr groe MIMO-Systeme
vorliegen, ist die Verkoppelung von Ein- bzw. Ausgangsdimension und reduzierter Ordnung
problematisch. Selbiges gilt fiir die Eingangsmatrix der Eigendynamik, da diese nach Gleichung
(2.57) zum Beispiel aus ;o > 50 verschiedenen Anfangsbedingungen bestehen kann. Damit
wire die Ordnung des reduzierten Systems der Eigendynamik zwangsweise ein Vielfaches von
. Zur Entkopplung von der reduzierten Ordnung und den Ein- und Ausgangsdimensionen wird
die Ubertragungsfunktion tangential entlang der Richtungen I; € C™,r; € C™ interpoliert.
Nachfolgend werden dazu die theoretischen Grundlagen nach [MG10; Ben+17a; Sopl1]
erldutert.

Definiton 3.6 Fiir G, G e R ™ gelten mit der Rechtstangentialrichtung r;, € C"" und der
Linkstangentialrichtung |, € C™ folgende Bezeichnungen:
(i) Wenn G(s;)7,=G(s)) r, gilt, heift G rechtstangential Interpolierende von G (s) entlang
der Richtung r; in s;.
(ii) Wenn I} G(s,)=I] G(s)) gilt, heift G linkstangential Interpolierende von G(s) entlang
der Richtung l; in s;.
(iii) Wennl] G(s))r;=l} G (s)) r1 gilt, heifit G bitangential Hermit-Interpolierende von G (s)
entlang der Richtungen r; und l; in s,.

Diese tangentialen Richtungen werden nun verwendet, um geeignete Projektionsmatrizen
V', W zu bestimmen. Die Berechnung wird durch folgenden Satz vorgegeben:

Satz 3.5 [MGI10; Ben+17a; Sopl1] Es seien V., W und G wie bisher. Ferner sei sg € C kein
EW von A und GY(s,) bezeichne die j-te Ableitung von G nach s in s.

(i) Wenn
(so I, — A soI,—A)""Br ccolspan(V) Vk =1,..., Ny, (3.41a)
dann gilt GY) (s¢) r = é(j)(so) rVvj=1,...,Ny — L
(ii) Wenn
((soIn—A) ™) (soT,— A)"TCl € colspan(W)Vk = 1,..., Ny, (3.41b)

dann gilt 1" GV (s0) = 1" é(j)(so) Vi=1,...,No— 1

(iii) Gelten die Aussagen (i) und (ii),
so gilt I G(j)(so) r=1" (N}’(])(so) rVji=1...,Ni+Ny— 1
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Um mehrere tangentiale Richtungen zu beriicksichtigen, konnen die Basen wie im vorigen
Abschnitt vereinigt werden. Dabei gehoren zu den allgemeinen Entwicklungsstellen s; die
Richtungen r;, [;. Die erhaltene, reduzierte Ordnung kann durch Multiplikation der Anzahl von
Entwicklungsstellen L mit der Stufe N: ¢ = L - N errechnet werden. Der Rechenaufwand des
Verfahrens wird im Wesentlichen durch das Losen eines Gleichungssystems bestimmt, weshalb
dieses auch bei hoheren Ordnungen gut anwendbar ist [Ant05]. Im Rahmen dieser Disser-
tation werden ausschlieBlich reelle Entwicklungsstellen aus {0; 1073;1072;107%; 0, 5; 1; 0o}
gewihlt, da diese bei empirischen Betrachtungen mit den vorliegenden Zeitkonstanten zu
guten Ergebnissen fithren. Allgemeine Empfehlungen zur Auswahl der Stellen sind in [GG96;
Gri97; Sop11] enthalten. Ein existierendes Verfahren zur iterativen Bestimmung Hs-optimaler
Entwicklungsstellen wird nachfolgend vorgestellt.

Iterative Rational Krylov Algorithm - IRKA

Zur automatischen Bestimmung geeigneter Entwicklungsstellen kann der IRKA-Algorithmus
nach [FBG12] eingesetzt werden. Weitere Ausfithrungen basieren unter anderem auch auf
[Ben+17a; Sop11]. Dabei wird iiber mehrere Iterationen der Approximationsfehler der Ubertra-
gungsfunktionen || G — G ||, in der #,-Norm minimiert. Es ergibt sich ein nicht-konvexes
Minimierungsproblem der Form

|G =G, = min [|G—=Ggllsn, (3.42)
dim(Gq)=q
Die Meier-Luenberger-Bedingung fiir SISO-Systeme besagt nun, dass jede Losung
G(s) =¢"(sI q— A)~'b € C des Optimierungsproblems (3.42) mit nur einfachen Polstel-
len i, ..., qu € C in ihren gespiegelten Polen das Originalsystem G(s) = ¢"(s I, — A)™'b
interpoliert:

G(=M) = G(=X), G'(=\) =G'(= ) Vk=1,...,q (3.43)
Durch eine Partialbruchzerlegung lésst sich diese Aussage auch auf MIMO-Systeme erweitern:
q

~ .37 §
G@ZZkﬁ mit I, € C"™, 7, € C™. (3.44)
k=15 "k

Unter der Annahme, dass G nur einfache Polstellen besitzt, gilt der Satz:



56 3 Grundlagen zur Reduktion der Modellordnung

Satz 3.6 [Ben+17a; MG10] Es seien G (s) die Losung des Optimierungsproblems (3.42) der
Ordnung g mit Polen 5\1, ce qu € C einfacher Vielfachheit. Dann gilt

G(= )T = G(= M) Ty (3.45a)
~T ~ ~T ~ -
L G(= M) = 1, G(= M) (3.45b)
5T Yo~ ~T ~ 1 ~
LG (= M)Te=0,.G (= )T, Vk=1,...,q. (3.45¢)

Die notwendigen Pole A, des reduzierten Systems sind jedoch vor der Reduktion unbekannt.
Um dennoch lokal Hs-optimale Systeme zu erzeugen, kann der Iterative Rational Krylov
Algorithm (IRKA) verwendet werden. In jeder Iteration wird das reduzierte System gebildet
und anschlieBend die Entwicklungsstellen anhand des Satzes 3.6 durch Spiegelung neu gesetzt.
Dafiir miissen allerdings anfdngliche Entwicklungsstellen tibergeben werden. Unterschreitet die
relative Anderung der Entwicklungsstellen eine vorgegebene Toleranz, bricht der Algorithmus
ab und das zuletzt gebildete reduzierte System wird verwendet. Ein abschlieBender Beweis
iber die Konvergenzbedingungen des IRKA konnte bisher nicht erbracht werden [FBG12].
Das Konvergenzverhalten bei der Reduktion des Reifenmodells ist in Abbildung 3.4 beispielhaft
dargestellt. Die Eigenbewegung konvergiert bei einer gesetzten Toleranz von tol = 10~ bereits
nach 8 Iterationen, die Fremddynamik erst nach 12.

-3
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o I\ ~ 0,12
:;t' NLS’ U “ il :;: ~
LIS \ 5
S o5 : LT 004

0 0

0 5 10 15 0 5 10 15

Iteration k; Iteration k;

Abbildung 3.4: Beispielhafte Konvergenzentwicklung des IRKA im relativen Fehler der H,-
Norm fiir Eigen- und Fremddynamik mit ¢y = ¢, = 12

Im Amplitudengang der Abbildung 3.5 lésst sich die eingangs erwéhnte gleichméfige Abde-
ckung des gesamten Frequenzbereichs fiir bereits geringe Ordnungen beobachten. Da die Wahl
der Anfangsentwicklungsstellen die Konvergenzgeschwindigkeit erheblich beeinflussen kann,
sollten systemtypische Stellen verwendet werden, wie zum Beispiel die ¢ groflten Eigenwerte
des Ausgangssystems [Cas+19; Cas+17]. Abbildung 3.6 zeigt den Einfluss der Anfangsent-
wicklungsstellen auf den relativen Zustandsfehler beim Abkiihlvorgang des Reifenmodells.
Auch hier zeigt sich, dass die Eigendynamik mit hoherem Fehler reduziert wird, allerdings ist
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Abbildung 3.5: Beispielhaftes Bodediagramm fiir den Amplitudengang der durch den IRKA
reduzierten Fremddynamik des linearen Abkiihlmodells vom Reifen fiir ver-
schieden viele Entwicklungsstellen

der Unterschied nicht so gravierend wie beim Balanced Truncation Verfahren in Abbildung 3.1.

Alle bisher vorgestellten Verfahren sind in dieser Form ausschlieBlich fiir lineare Systembe-
schreibungen giiltig. Sie werden jedoch im Rahmen dieser Dissertation auf die im vorigen
Kapitel hergeleitete nichtlineare Systemdarstellung angewendet. Im nachfolgenden Abschnitt
werden zunichst bestehende Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion beschrie-
ben und hinsichtlich ihrer Verwendbarkeit bewertet, bevor in Kapitel 4 die Anwendung der
selbst entwickelten Methode auf die vorliegende Systembeschreibung erfolgt.



58 3 Grundlagen zur Reduktion der Modellordnung

=« Alle AES im Ursprung: 9o = 15 « = Alle AES im Ursprung: qu = 12

12 —-Original-EW als AES: o = 15 1,4 == Original-EW als AES : ¢u = 12
X 10 TN 1
= G
=8 s \ 2
= ’ Y —
< 6 - ’ : N
5 P ’ \ o f}' o=
W 4p s ‘\ J .\ w 0,6 I “ R =res S

Y, / ‘ ‘- “ e .."s
2 ‘\‘ Y v \\ l \
0 \Q_-—--ﬂéﬁliu--fﬂ—---—--._'.. 0 2 “' \‘-
0 10 20 30 0 10 20 30
t in min t in min

Abbildung 3.6: Relativer Zustandsfehler fiir Eigen- und Fremddynamik des linearen Abkiihl-
modells vom Reifen bei verschiedener Wahl der Anfangsentwicklungsstellen

3.5 Parametrische Modellordnungsreduktion

Eine Erweiterung der bisher beschriebenen Verfahren auf parameterabhiingige oder nichtlineare
Systeme stellen Methoden der parametrischen Modellordnungsreduktion dar. Ausgangspunkt
fiir die parametrische Systemdarstellung sei die Verallgemeinerung des linear parametervarian-
ten Systems aus Gleichung (2.44) in der Form

M (p)a(t,p) = K(p)z(t,p) + Q(p) u(t) (3.46)
y(t,p) = C(p)x(t,p). (3.47)

Viele der Verfahren basieren dabei auf der in dieser Dissertation gemdf Abschnitt 2.3.1 vorlie-
genden affinen Parameterabhédngigkeit. Das Ziel ist dabei die physikalische Interpretierparkeit
der variablen Parameter trotz Reduktion der Modellordnung zu erhalten, um diese zum Beispiel
im Rahmen von Identifikationsverfahren zu bestimmen. Jedoch existieren dabei unterschied-
liche Herausforderungen, wodurch keine der Methoden direkt auf die in dieser Dissertation
vorliegende Systembeschreibung anwendbar ist.

3.5.1 POD/POD-Greedy Algorithmus

Eine Moglichkeit die parameterabhingige Form aus Gleichung (3.46) zu reduzieren, ist eine
Anpassung des POD Algorithmus [Vol11]. Dabei wird wie im linearen Fall aus Abschnitt 3.4.2
eine Menge aus Zustandsvektoren bendotigt, welche jetzt zusitzlich neben .J zeitlichen auch noch
K parameterspezifische ,,snap-shots “enthdlt X =[xy, ..., xs| = [Top,, ..., TJp,] [Ben+l7a].
Folglich ergeben sich K (.J + 1) notwendige Losungen des vollstindigen Systems. Aufgrund
der hohen Systemordnung sowie der relativ hohen Parameterzahl von bis zu n,, = 12 bei der
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Heizplatte, ist die Konstruktion der ,,snap-shots “durch Losen des originalen Zustandsraumes
nicht in vertretbarer Zeit moglich. Da die Anzahl der notwendigen Stichproben fiir eine gute
Systemabbildung entscheidend aber nur schwer zu bestimmen ist, wurde als Erweiterung
der POD-greedy Algorithmus vorgestellt [HOO8]. Dieser verbessert das reduzierte Modell
iterativ, in dem der am schlechtesten approximierte Parameterzusammenhang gefunden wird.
Nach Gleichung (3.29) ergibt sich aus einer Iteration die Instanz PO D). Diese wird mit Hilfe
eines Giitekriteriums aus Abschnitt 3.3 bezogen auf die Parameterabbildung getestet. Es ist
folglich auch ein Validierungsdatensatz notwendig, welcher verschiedene Parameterstellen
abdeckt. Die Parameter werden entsprechend ihrer Abbildungsgenauigkeit sortiert und deren
Abweichungen x(p;) — V V' z(p;) spaltenweise in X’ eingetragen. Die neue POD-Instanz
berechnet sich dann aus dem so erhaltenen X’ durch V' = POD,;(X'). Der Gesamtprojektor
V', wird dann zusammengesetzt zu V', = [V, V']. Auf diese Weise wird solange iteriert bis
die relative Fehlerdnderung eine gesetzte Toleranz unterschreitet. Verfahren zur Beschleu-
nigung der Konvergenz sind in [Haal3] vorgestellt. Es ist ersichtlich, dass dieses Vorgehen
zwar die Genauigkeit verbessert, jedoch wiederum eine Erhohung von Simulationsdurchldufen
des vollstdndigen Modells nach sich zieht. Dennoch gilt POD als Mittel der Wahl bei einer
Vielzahl von Anwendungen wie zum Beispiel der Modellierung von Parameterunsicherheiten
[SHO6], in Zusammenhang mit Machine Learning zur Verbesserung der Parameterabhédngig-
keiten [Swi+19] und im Bereich der stromungsmechanischen Analysen (CFD) [Ast04]. Auf
Grund der Betrachtungen von Zustandsstichproben zeigen POD-basierte Verfahren vor allem
bei Giitekriterien im Zeit- als im Frequenzbereich gute Ergebnisse. Wihrend der klassische
POD Algorithmus den mittleren Fehler reduziert, kann POD-greedy gezielt zur Verringerung
des maximalen Fehlers verwendet werden. Besonders oft wird POD im Zusammenspiel mit
der nachfolgenden Discrete Empirical Interpolation Method (DEIM) zur Ordnungsreduktion
nichtlinearer Systeme verwendet, bei denen eine gute Zustandsapproximation von Bedeutung
1st.

3.5.2 Discrete-Empirical-Interpolation-Method

Eine mit der POD verwandte Methode stellt die Discrete Empirical Interpolation Method
(DEIM) nach [CS10] dar. Der Vorteil liegt in der direkten Anwendbarkeit auf nichtlineare
Systeme und parametrischer MOR [AHS14]. Die Vorgehensweise wird anhand der Gleichung
(2.48), wie sie in dieser Dissertation zu Grunde liegt, demonstriert. Die allgemeine Systembe-
schreibung

z(t) = Axz(t) + Bu(t)+g,(x(t)) (3.48)

enthilt zusitzlich zum linearen Anteil die nichtlineare, zustandsabhingige Funktion
g, : R™ — R™. Ziel im Rahmen der Ordnungsreduktion durch DEIM ist die Projektion
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auf einen kleineren Unterraum W € R"™*4, sodass gilt g, ~ ¥ d mit den Amplituden d € RY.
Die Losbarkeit dieses tiberbestimmten Zusammenhangs wird durch die Multiplikation mit
einer bindren Matrix P; € R™*? hergestellt. Damit werden lediglich ¢ Zeilen oder auch
Interpolationspunkte der nichtlinearen Funktion benétigt. Es ergibt sich:

P)lg, =P,"¥d
d=(P,”¥)"'P,"g, (3.49)
g, ~ \If(PdT \I’)_IPdTgx.

Der Unterraum ¥ wird dabei durch POD aus einem Satz von ,,snap-shots* der nichtlinearen
Funktion g, erstellt. Der DEIM Algorithmus kann jedoch bei Diskretisierungen mit finiten
Elementen unvorteilhaft sein, wenn die Anzahl an Interpolationspunkten, ausgewihlt durch
P 4, zu hoch ist [TR13]. Dies ist insbesondere bei Strukturanalysen oder temperaturabhéingigen
Materialparametern der Fall, da diese nichtlinearen Funktionen jeden einzelnen Meshknoten
betreffen. Um diesem Problem zu begegnen, kann die nichtlineare Funktion elementbezogen
aufgestellt werden, bevor das Knotengleichungssystem zusammengesetzt wird (Unassambled
DEIM). Diese Vorgehensweise zieht allerdings deutlich hohere Berechnungsdauern nach sich
[TR13].

3.5.3 Interpolative Verfahren

Eine Kategorie von Verfahren zur parametrischen Modellordnungsreduktion kann durch
die Interpolation zwischen einzelnen reduzierten Zustandsrdumen charakterisiert werden
[Ben+17a]. Bei der sogenannten Matrixinterpolation [Pan+10] werden zunédchst Parameterstel-
len py, ..., px ausgewdhlt und das originale System an jeder dieser Stellen linearisiert und mit
separaten Projektionsmatrizen reduziert. Damit erhédlt man K unterschiedliche Realisierungen
X = (Ej, B s C Js ﬁj, E'j), welche durch die jeweiligen Projektionsmatrizen V' ;, W ; kon-
struiert werden. AnschlieBend werden diese tiber Transformationsmatrizen S, T'; € R9*? und
Gewichte () zusammengesetzt:

E(p)=) (p)S,E;T;", A(p) =) Q(p)S; A; T,
! o (3.50)
B(p)=)_ Q(p)S;B;, C(p)=>_Q(p)C,T;"
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Die Transformationen werden aus den lokalen Projektoren sowie einer Matrix R € R™*¢
konstruiert: S; = (W;" R)™!, T; = R" V. Die Matrix R ergibt sich aus der SWZ von
[Q(p) V1,...,Qk(p) V]| Vorteil des Verfahrens ist die einfache Implementierbarkeit und
Uberlagerung durch Superposition. Allerdings miissen im Vorfeld feste, bekannte Parameter-
stiitzstellen definiert werden und weiterhin kann bei hoheren Parameterzahlen keine effiziente
Reduktion erfolgen. Da die reduzierten Matrizen vor der Simulation interpoliert werden miissen,
kann der Speicherbedarf durch die erhohte Anzahl an zu verarbeitenden Matrizen kritisch fiir
die Moduleinbindung auf echtzeitfihigen Systemen sein. Neben den Matrizen ist auch eine In-
terpolation der Ubertragungsfunktionen moglich [BB09]. Dabei werden Lagrange Polynome L;
verwendet, um zwischen den lokalen Ubertragungsfunktionen G i(s) = C; (s E — A, 7t

zu interpolieren:
K

G(s,p) = > _ Li(p) G;(). (3.51)

Bei dieser Methode konnen jedoch keine Zustandsverteilungen bestimmt werden und sie ist
nicht anwendbar auf mehrere unabhéngige Parameter [BB09]. Mit Beriicksichtigung tangen-
tialer Interpolationsrichtungen, welche den Gradienten bzw. die Hessematrix der originalen
Ubertragungsfunktion bezogen auf die Parameter verwenden, und H,-optimale Entwicklungs-
stellen, die mit dem IRKA bestimmt werden, kann eine stiickweise, tangentiale H, Interpolation
vorgenommen werden [Bau+11]. Weiterhin kann durch Taylorreihenentwicklung im Rahmen
eines Momentenabgleichs nach Satz 3.2 ein Multi-Parameter Moment Matching durchgefiihrt
werden [Dan+04; Wei+99]. Eine besondere Herausforderung liegt dabei vor allem in der Wahl
geeigneter frequenz- und parameterabhidngiger Entwicklungsstellen, was fiir eine Vielzahl von
Parametern dufert kritisch ist. Weiterhin erfolgt die Interpolation vor der Reduktion, was die
Modellierung zeit- oder zustandsabhéngiger Parameter ausschlieft.

3.5.4 Cross-Gramian Verfahren

Diese Methode bestimmt die Projektionsmatrizen durch SWZ der parameterabhéngigen Cross-
Gramian Matrix W ,(px) nach [HO14; Ben+17a]

Wo(pi) = / e’ B, C e 'dt. (3.52)
0

Diese wird allerdings nicht durch das aufwendige Losen der Sylvestergleichungen bestimmt,
sondern stattdessen empirisch iiber Matrizen aus ,,snap-shots “ von Impulsantworten an /K
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diskreten Parameterstellen ermittelt. Es entsteht eine iiber alle Parameterpunkte gemittelte

Matrix

_ 1 E
W. =23 W) (3.53)
k=1

Das Verfahren ist dabei dhnlich zur parameterabhingigen POD aus Abschnitt 3.5.1. Die Zusam-
menstellungen ergeben sich zu X's5(pi) = [x(to, ), - . ., T(ts, pi)], Xs(pr) € R=*U+D und
den adjungierten ,,snap-shots “ Xs(pp) = [&(to, pr)s - - -, &(Ls, pr)]s Xs(pr) € R+ it

t t
(b pr) = / AT Bl w(r)dr, &t py) — / (A (O], u(r)dr.  (3.54)
0 0

Mit der Zeitdifferenz At ergibt sich die approximierte Cross-Gramian Matrix W,

K
___ A 1 - T
AW, == AtX X . 3.55
W e kgl 5(Px) X 5(Pk) (3.55)
Der Projektor der Ordnungsreduktion V' folgt dann aus der SWZ
SWZ(W,)=V,SV, (3.56)

und wird gesetzt, indem die ¢ linken Spalten von V'; extrahiert werden. Analog zum Abschnitt
3.5.1 wird W = V gesetzt. Die Approximationsgiite im zeitlichen Bereich ist zu vergleichen
mit POD, da ebenfalls Zeitsignale zur Konstruktion der Projektoren genutzt werden. Durch die
Berticksichtigung der Beobachtbarkeits- und Steuerbarkeitseigenschaften wird im Allgemeinen
aber auch eine hohere Ubereinstimmung im Frequenzbereich erreicht. GroBer Nachteil der
Methode ist die Beschrinkung auf rein quadratische Systeme, weshalb eine Anwendung fiir
die hier betrachteten Systeme nicht in Frage kommt.

Zusammengefasst sind die in Abschnitt 3.5 vorgestellten Verfahren zur Reduktion parametri-
scher Systeme nicht geeignet fiir die in Kapitel 2 aufgestellte Systembeschreibung, weshalb im
nachfolgenden Kapitel eine eigene Methode zur performanten Simulation thermischer Systeme
beschrieben wird. Dabei werden die linearen Verfahren aus Abschnitt 3.4 verwendet, um die
Projektionsmatrizen anhand des linearen Systemteils zu bestimmen. Die Korrekturfunktion
wird anschlieend mit den erhaltenen Matrizen projiziert.
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4 Performante Ausfuhrung der thermischen Simulation

Ankniipfend an die bereits existierenden Methoden zur Reduktion der Modellordnung aus dem
vorigen Kapitel wird im Folgenden die in Kapitel 2 erarbeitete vollstindige, thermische Sys-
tembeschreibung mit Hilfe eines neu entwickelten Verfahrens in der Ordnung reduziert und in
eine performant zu 16sende Darstellung iiberfiihrt (Abschnitt 4.1). Dabei werden verschiedene
Ansitze der bestehenden Verfahren verwendet und kombiniert, sodass etwaige Nachteile der
Reduktionsverfahren kompensiert werden konnen. Auf diese Weise kann die neue Methode
fiir linear parametervariante Systeme sehr hoher Ordnungen mit einer Vielzahl variierender
Parameter verwendet werden. AnschlieBend wird in Abschnitt 4.2 die numerische Losung der
reduzierten Systemrealisierung durch verschiedene zeitliche Diskretisierungsverfahren beschrie-
ben. Einstellungen und Wahl der Losungsalgorithmen werden hinsichtlich Berechnungsdauer
und Approximationsgiite untersucht.

4.1 Ordnungsreduktion der vorliegenden Systembeschreibung

Die beiden Systemrealisierungen >y und X, aus (2.59a) und (2.59b) stellen den Ausgangspunkt
fiir die Reduktionsverfahren dar. Da die Realisierungen >y und X, in einen rein linearen Anteil
und eine Korrekturfunktion g aufgespalten wurden, liegt eine Systembeschreibung wie auch
beim DEIM Algorithmus in Gleichung (3.48) zu Grunde. Die Projektionsmatrizen werden fiir
den linearisierten Systemteil durch Verfahren der klassischen linearen Modellordnungsreduk-
tionen bestimmt. Dabei muss auf Grund der hohen Systemordnung fiir Balanced Truncation auf
eine Approximation der Gram’schen Matrizen durch den ADI-Algorithmus zuriickgegriffen
werden, wodurch der Erhalt von Systemeigenschaften nicht mehr gewéhrleistet ist (vgl. Ab-
schnitt 3.4.1). Weiterhin anwendbar sind die auf Krylov-UR basierenden Verfahren Blockkrylov,
tangentiale Interpolation sowie IRKA. POD Verfahren werden auf Grund des hohen Rechen-
aufwandes bei der Losung des unreduzierten Systems zur Generierung von ,,snap-shots ““ nicht
verwendet. Die genutzten linearen Verfahren werden in den folgenden Abschnitten hinsichtlich
der formulierten Giitekriterien aus Abschnitt 3.3 untersucht und miteinander verglichen.
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4.1.1 Anwendung auf linear parametervariante Systeme

Nach der Bestimmung der Projektionsmatrizen miissen diese auch auf die Korrekturfunktion
g : R" x R™ x R™ms — R™ aus Gleichung (2.48) angewendet werden. Unabhéngig von
der Zerlegung in Eigen- und Fremddynamik gilt dafiir allgemein geméf Gleichung (3.2):

S ,{z@) = AB() + Bult) + We(p,, VED). To(), 30)=0
y(t) =Cz(t)+ Dul(t).

Trotz der Multiplikation mit den Projektoren muss fiir die Evaluation von g der reduzierte
Zustandsvektor erst in den originalen Zustandsraum riicktransformiert werden, um dann wieder
reduziert zu werden. In dieser Form liegt folglich keine reduzierte Systemdarstellung im
eigentlichen Sinne mehr vor [Phi03], da der hochste Berechnungsaufwand fiir den Schritt immer
noch bei O(n?) liegt. Ahnlich zu Gleichung (3.49) beim DEIM-Algorithmus wurde durch die
Bindrmatrix H in Gleichung (2.51) die Anzahl der Zustandsgleichungen verringert, unter der
Annahme 2.5, wonach die Anzahl der Oberflichenzustinde deutlich kleiner als die Gesamtzahl
an Zustidnden ist. Die so erhaltene Funktion g, : R"> x R"» x R™ume — R"™ erfordert nur
noch O(ny n, ) Operationen bei der aufwendigsten Berechnung innerhalb der Funktion. Bei
der Anwendung der Ordnungsreduktion ergeben sich approximierte Oberflichenzustinde

xn=H'x~a&,=H"'Vz ¢ R™, (4.2)

sodass sich nach [Fra+18] die reduzierte, stiickweise konstante Korrekturfunktion

g = WiH (A, © fr(ph &a(r))] &a(T) (4.3)
H
+H[B, O fio(ph @u(n) ]| Tu(r) (4.4)

ergibt. Die Matrix H € R?*™1 kann vor der eigentlichen Simulation bestimmt werden, sodass
sich der maximale Berechnungsaufwand auf O(n?2)) verringert. Eine zusitzliche Verringerung
des Rechenaufwands kann durch die geschickte Wahl von Randelementen beim Aufprigen
der temperaturabhiingigen Randbedingungen erfolgen. Wie in Abschnitt 2.3.3 beschrieben
liegt die Matrix A, statt einer diinnbesetzten Bandstruktur als Diagonalmatrix vor, wenn der
WUK knoten- anstatt elementspezfisch gewiihlt wird. Durch Extraktion der Diagonalelemente
ergibt sich der Vektor a,, = diag(A,), a, € R™'. Die Funktion der WUK bildet damit nur
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noch in eine Dimension ab f : R" x R™ — R, Damit und aus der Assoziativitit des
Hadamardproduktes folgt fiir die Korrekturfunktion

g; = WiH [ao © fr(ph Zu(7) © Tu(r)] (4.5)
H
+ H[B,® fio(ph @m(n))] Tu(r) (4.6)

mit dem nun verringerten maximalen Rechenaufwand O(q n,,). Eine weitere Reduktion kann
durch das Zusammenfassen von kleinen Oberflachenbereichen erreicht werden. So wird zum
Beispiel der Einfluss der konvektiven Randbedingungen eines Knotens auf seine Nachbarn
iibertragen, wenn diese innerhalb einer geometrischen Néhe liegen. Mit diesem Schritt findet
eine Anpassung der Oberflachendiskretisierung bei der Berechnung des temperaturabhidngigen
Teils statt, ohne das Mesh bzw. die Ordnungsreduktion zu dndern. Je nach Warmeleitfihigkeit
des betrachteten Oberflichenmaterials fiihrt diese Anpassung jedoch zu unterschiedlichen
Approximationsfehlern. So fithren geringe Leitfahigkeiten zu hohen Temperaturgradienten an
der Oberflache, was die Zusammenfassung grofler Teilgebiete einschrinkt.

Die Beriicksichtigung von Materialparametern in den ordnungsreduzierten Modellen basiert
auf der affinen Struktur der numerischen Elementmatrizen aus den Gleichungen (2.35), (2.36)
und wurde in [Fra+20] publiziert. Die Projektoren werden anhand einer Parameterstiitzstelle
P € P berechnet, welche als initialer Arbeitspunkt festgelegt wird. Dafiir werden die Material-
parameter aus Tabellenwerten abgelesen. Die reduzierten Matrizen ergeben sich dann durch
die Kompensation der Abweichungen vor der Simulation aber ohne erneutes Durchfiihren der
zeitaufwendigen Projektionsberechnung:

A=A

Z;'L;Olmp K- (prj — Drj) )] v, 4.7

Tcomp . 5
Zj:l M pj+ (Pepj — Dep,j

Q
Ac + WT Ncomp ~ . (4.8)
P g [2]21 Mcpvj ) (pCPJ - pCPJ)

T
ﬁcpvﬁ)\ - W [

B=B

Die Matrizen in der Korrekturfunktion der zustandsabhidngigen Parameter verdandern sich zu

Kr|a,, _
A, =A,l; —H" | = e A H, (4.9)
rer | 22550 Mep s - (Pepg — Deps)
| Q. (b =1) ]
B,=B,|;, —H' | =i . (4.10)
Fee _Zj:l My (Pepj — pcw‘)_

Durch die Verwendung der Projektoren W, V', welche durch ein an p linearisiertes System
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Adaptierte Materialparameter . 0,3 v
| 5
0,14
1,7
Nicht adaptierte Materialparameter v
[ - 1,65
e — -
<
1,55

Abbildung 4.1: Verteilung der zeitlich gemittelten Zustandsfehler mit und ohne Adaption der
Materialparameter bei gleichzeitiger 10 % Schwankung [Fra+20]

berechnet wurden, treten erwartungsgemill Abweichungen auf. Zur Modellierung von kleinen
Materialparameterschwankungen, wie sie bspw. bei der Produktion von Gummimischungen
auftreten, ist der Ansatz aber geeignet [Qi+16]. Fiir den Gummipriifkdrper zeigt Abbildung 4.1
die Auswirkungen von Materialschwankungen um 10% bezogen auf die zeitlich gemittelte
Zustandsverteilung eines beispielhaften Heiz- und Abkiihlprozesses. Wird lediglich mit dem
nicht adaptierten, reduzierten Modell simuliert, zeigt sich im Vergleich zum vollstindigen
Modell mit richtigen Parametern eine Abweichung von 1,5 —1,7 K. Mit durchgefiihrter Ad-
aption des reduzierten Modells geméll den vorigen Gleichungen liegen die Abweichungen
trotz Beibehalten des Projektors im Wesentlichen unter 0,1 K. Inwieweit sich abweichende
Materialparameter im Priifk6rpermodell korrigieren lassen, ist in Abbildung 4.2 dargestellt.
Dort zeigt sich fiir verschiedene Grundmaterialien (Stahl, Kunststoffmischung, Kautschukmi-
schung) eine gute Korrekturmdglichkeit der Parameter iiber kleine Abweichungen hinaus. Die

ARMSZ an

Graphen zeigen den Verlauf des zeitlich und ortlich gemittelten Zustandsfehlers
mit eingefidrbtem Toleranzband zur Angabe des minimalen bzw. maximalen Zustandsfehlers
im Vergleich zum Originalmodell. Fiir die Heizplatte wurden die Wirmeiibergénge zwischen
Isolation und Heizplatte M, und Heizpatronen und Heizplatte A\j.pp sowie die unbekannte
Zusammensetzung der Heizpatronen MY und cpii® als zu bestimmende Materialparameter
ausgewihlt. Die Auswirkungen von Schwankungen bei angepassten und unangepasstem Modell
sind in Abbildung 4.3 gezeigt. Die Ersatzwidrmeleitfihigkeit der Heizpatronen zeigt wenig
Einfluss auf den Fehler in der Zustandsabbildung und Adaptionen fiihren dementsprechend

kaum zu Verbesserungen. Die iibrigen Parameter haben unangepasst grofen Einfluss auf den
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Abbildung 4.2: Anpassungsmdglichkeiten der Materialparameter der Priifkdrpergeometrie bei
verschiedenen Werkstoffen [Fra+20]

Zustandsfehler, lassen sich jedoch gut korrigieren ohne eine erneut durchgefiihrte MOR. Insbe-
sondere bei der Identifikation dieser unbekannten Parameter, dargestellt in Kapitel 5.1, wird
der Vorteil der performanten Adaption der reduzierten Modelle durch das iterative Losen von
Optimierungsproblemen deutlich. Nach den Parameteranpassungen ergeben sich die folgenden

Realisierungen:
So {0 = Ag® + Xy + o (Pl u(r). Tu(n)), o =0, (4.11a)
S0t {6 = A5+ Butg,,(p, &(n). To(r), 5 =0, (4.11b)

mit den Dynamik spezifischen Reduktionen:

gn=H,w+H, v, H=HV, H,=HV,, (4.12a)
H,=W,"H, H, =W, H, (4.12b)
A=W/ AV, A, =W,"AV,, (4.12¢)

X,=W, X, B, -wW.,"B. (4.12d)
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2 -
Adaptiert
1k Nicht adaptiert
0 | | | ) f 1 | | |

-0 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50
Variation A\I" in %

0 | | 1 1 T T 1 | |
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Variation c¢ph®” in %

-0  -40 -30  -20 -10 0 10 20 30 40 o0
Variation AT, in %

O | | | 1 T 1 | |
-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Variation AB" . in %

ARMSZ in K ARMSZz in K ARMSZ in K ARMSZ in K

Abbildung 4.3: Mittler Zustandsfehler bei adaptierten und nicht adaptierten Parameterschwan-
kungen im Material und bei Wirmeiibergingen der Heizplatte [Fra+20]
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4.1.2 Simulative Analysen der Verfahren zur Reduktion der Modellordnung

Der durch die Modellordnungsreduktion bedingte Informationsverlust sowie die Abweichun-
gen durch Vereinfachungen der Korrekturfunktion, konnen durch eine Referenzlosung des
Originalsystems quantifiziert werden. Thermische transiente Analysen mit der finite Elemen-
te Software ANSYS Mechanical® werden dafiir zu Grunde gelegt. Die fiir lineare Systeme
geeigneten Reduktionsalgorithmen Balanced Truncation sowie die Krylov-Methoden werden
mit der Matlab® sssMOR-Toolbox aus [Cas+17; Cas+19] durchgefiihrt. Zur Untersuchung
der Verfahren wird auf Grund der komplexen Geometrie das Modell des Reifenquerschnitts
gewdhlt. Ferner liegt in der Prozesssimulation ein Aufheiz- und Abkiihlvorgang vor, was die
Beriicksichtigung von inhomogenen Anfangsbedingungen erfordert. Das Originalsystem des
Reifens umfasst nyg = 7.167 Zustinde. Eine Heiztemperatur von 7}, = 170°C wird iiber
tn = 10 min eingestellt. AnschlieBend erfolgt iiber . = 35 min der Abkiihlvorgang an konstan-
ter Umgebungstemperatur von 7,,,, = 28 °C. Da der Reifen sich wihrend des Heizprozesses
vollstindig umschlossen in einer Heizpresse befindet, liegen keine temperaturabhidngigen Rand-
bedingungen vor, woraus eine rein lineare Systembeschreibung folgt. Da die Reduktion eines
linearen Systems keine Neuerung im Vergleich zum Stand der Technik darstellt, beziehen sich
die nachfolgenden Untersuchungen auf die Simulation des anschlieBenden Abkiihlvorgangs.
Die Anfangstemperaturverteilung der Abkiihlsimulation ergibt sich aus der inhomogenen Tem-
peraturverteilung nach dem Aufheizen und wird mit dem expliziten Eulerverfahren und einer
Zeitschrittweite von 0,1 s berechnet. In den folgenden Abschnitten werden die Verfahren Ba-
lanced Truncation sowie die Krylov-Methoden hinsichtlich der Giitekriterien bei Anwendung
auf die Systeme aus dem vorigen Abschnitt miteinander verglichen.

Analyse des balancierten Abschneidens am Abkiihimodell des Reifens

Zunichst wird die rein lineare Realisierung des Abkiihlmodells anhand BT fiir gro3e Syste-
me mit approximierten Gram’schen Matrizen reduziert. Die reduzierte Ordnung kann dabei
anhand einer a-priori Fehlerschranke festgelegt werden. Abbildung 4.4 zeigt den relativen
Zustandsfehler e, ,, fiir die lineare Eigen- und Fremddynamik in Abhéngigkeit der jeweiligen
reduzierten Dimensionen und der verstrichenen Abkiihlzeit ¢. Fiir zu kleine Ordnungen ¢ < 10
zeigt sich neben groBen Abweichungen zu Beginn auch ein deutlicher Unterschied in der Ap-
proximation des stationidren Zustands. Die Autoren [Har02; BMSO05] stellen dafiir verschiedene
Untersuchungen und Verbesserungen vor, um die stationidre Genauigkeit von BT bei niedrigen
Ordnungen zu erhohen. Die ortliche Fehlerverteilung iiber alle Simulationszeitschritte gemittelt
Az = 37" |®(t;) — @(t;)] ist in Abbildung 4.5 dargestellt. Die Abweichungen in der
reduzierten Eigenbewegung sind dabei deutlich groBer, sodass eine hohere Modellordnung ¢
erforderlich ist. Fiir die hier gewihlten Ordnungen liegen die gemittelten Zustandsfehler der
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(b) Zustandsfehler Fremddynamik
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Abbildung 4.4: Relativer Fehler bei der Reduktion des linearen Abkiihlsystems mittels BT
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Abbildung 4.5: Verteilung des zeitgemittelten Zustandsfehlers Az bei MOR der linearen
Eigen- und Fremddynamik mittels BT fiir ¢ = 15, ¢, = 13
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linearen Anteile jedoch in einem tolerierbaren Fehlerbereich. Die Zustandsfehler gehen im
Rahmen der nichtlinearen Korrekturfunktionen jedoch zusétzlich in die Systemgleichungen
ein wodurch sich die Abweichungen erhohen. Abbildung 4.6 zeigt den zeitlichen Verlauf der
Abweichungen in den virtuellen Sensoren und approximierten Zustdnden anhand von Tole-
ranzbindern fiir einen Grenzwert zur Neuberechnung der Korrektur von 7 = 2 K. Wihrend
die Sensoren noch gut abgebildet werden kdnnen, zeigen sich Abweichungen von mehreren
Kelvin in den Zustinden. Ahnliche Effekte konnten die Autoren [DSP11] bei der Anwendung
von BT bei einer nichtlinearen Systembeschreibung beobachten. Weiterhin lédsst sich durch
das Auftreten vieler kleiner Fehlerspitzen im zeitlichen Verlauf gut das Neuberechnen der
Korrekturfunktion erkennen. Zu Beginn erfolgt dieses auf Grund des schnelleren Abkiihlens
noch deutlich héufiger als am Ende der Simulation.

—Mittlerer Fehler

90% Toleranzband
min/max Toleranzband

Ay(t)in K
o

-0,2

(e \S) B
I

Ax(t)inK

2k

4 | | | | | | |
) 10 15 20 25 30 35

t in min

Abbildung 4.6: Fehlerintervalle fiir die NL-Simulation der Systemausginge y(t¢) sowie der
Zustinde x(t) mit ¢qo = 17, ¢, = 16,7 = 2K und h = 0, 1 s [Zei+20]

Eine abschlieende Bewertung der erreichten Genauigkeiten von BT im Vergleich mit weiteren
MOR-Verfahren ist am Ende dieses Kapitels in Abschnitt 4.1.3 zu finden.

Analyse Blockkrylov und tangentiale Interpolation am Abkihimodell

Krylov-Verfahren sind nicht nur wie in Abschnitt 3.4.3 bei hohen Systemordnungen préadesti-
niert zur Reduktion, sie eignen sich auch gut zur Approximation der gesamten Zustandsvertei-
lungen. Abbildung 4.7 stellt die relativen Zustands- und Ausgangsfehler bei der Verwendung
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von Blockkrylov sowie tangentialer Interpolation dar. Erwartungsgemif ist der Fehler bei
tangentialer Interpolation hoher, da nur bestimmte Interpolationsrichtungen der Ubertragungs-
funktion beriicksichtigt werden. Gleichzeitig zeigt sich jedoch kein groer Unterschied in der
Approximationsgiite zwischen Ausgangs- und Zustandsverldufen. Betrachtet man den Ampli-

0,8 | ‘EQA:U(t) durch Block—Einganés—RK 20¢ --‘-Ezﬂy(t) durch rechtstang. fnterp.

0.6 —-€9,(t) durch Block-Eingangs-RK :\ —-€9,(t) durch rechtstang. Interp.
X 1 X 15§ 7
S 7 E:q “s \
< 0,4 <100 ™y,
@ ] 5 ™y

0,2 kE Y5 Soma.

0f T T oL, Ty
0 10 20 30 0 10 20 30
t in min t in min

Abbildung 4.7: Relativer Zustandsfehler €, () und €9, (¢) fiir das Block-Eingangs-RK sowie
rechtstangential interpolierte Abkiihlsystem mit s; € {0;0, 1; 00}

tudengang des fremderregten Systems in Abbildung 4.8 zeigt sich der deutliche Unterschied
zwischen tangentialer Interpolation und Blockkrylov bei gleicher reduzierter Ordnung ¢, = 10.
Eine Betrachtung von linksseitiger Interpolation oder reinen Ausgangs-Krylov-UR ist an die-
ser Stelle nicht sinnvoll, da geméf Satz 3.2 und 3.5 die Eingangsmatrix nicht im jeweiligen
Reduktionsalgorithmus beriicksichtigt wird. Da jedoch die Zustandsverteilung und gerade
auch die temperaturabhéngigen Randbedingungen von Interesse sind, ist die Verwendung
der Eingangsmatrizen unumgénglich. Beidseitige Verfahren fiihren unter Beriicksichtigung
der Ausgangsmatrix lediglich zu einer besseren Anpassung an das Ausgangsverhalten, bei
leichter Verschlechterung des Zustandabbilds. Sie sind daher auch weniger gut fiir die Ver-
wendung bei den vorliegenden Modellen geeignet. Ein vielversprechender Ansatz liegt in der
Kombination verschiedener Verfahren, je nach zu reduzierender Dynamik und System. Fiir
die Eigenbewegung zeigt sich tangentiale Interpolation als besser geeignet, wohingegen wie
gezeigt Blockkrylov-UR bei der Abbildung der Fremderregung eine bessere Approximations-
giite erreicht. Abbildung 4.9 zeigt die gute Ubereinstimmung der Ausgangssignale bei der so
ausgefiihrten Kombination der Reduktionsverfahren.
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Abbildung 4.8: Bodediagramm eines Ubertragungspfades der Fremddynamik des Abkiihlsys-
tems fiir verschiedene RK-basierte Reduktionsverfahren
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Abbildung 4.9: Sensor- und exemplarische Zustandsverlaufe mit Fehlertoleranzbiandern fiir

die ordnungsreduzierte Abkiihlsimulation mit TI fiir Eigen- und BK-UR fiir
Fremddynamik (7 = 1°C und h = 0, 1s) [Zei+20]
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Analyse des IRKA am Abkihimodell

Da beim IRKA im Rahmen einer Optimierung die H,-Norm der Abweichung zwischen ori-
ginaler und reduzierter Ubertragungsfunktion minimiert wird, eignet sich der Algorithmus
vor allem sehr gut zur Approximation von Ausgangssignalen y(t). Da bei der Korrektur des
ordnungsreduzierten Systems jedoch eine gute Abbildung der Zustandsverteilung, insbesondere
der Oberflichenzustinde, gegeben sein muss und die dieser Dissertation zu Grunde liegende
Zielsetzung in der Berechnung von Temperaturverteilungen liegt, ist die Verwendbarkeit er-
wartungsgemal eher eingeschriankt. Abbildung 4.10 zeigt daher einen hohere Abweichung als
bspw. Balanced Truncation, da insbesondere im Verlauf der Zustandsfehler gro3e Ausreifler
auftreten. Bei der Untersuchung der relativen Fehler () unter Beriicksichtigung der Ab-

0,5 —Mittlerer Fehler
90% Toleranzband
min/max Toleranzband

=51 ! \

0 5 10 15 20 25 30 35
{ in min
Abbildung 4.10: Fehlerintervalle iiber der Abkiihlzeit fiir «(¢) und y(¢) der IRKA-reduzierten,
NL-Abkiihlsimulation mit 7 = 1 K, h = 0,15, gy = 15, g, = 18 [Zei+20]

kiihlzeit und verschiedener Ordnungen lésst sich besonders fiir die Eigendynamik auch keine
Fehlerreduktion durch Erh6hung der reduzierten Ordnung feststellen (siehe Abbildung 4.11).
4.1.3 Gesamtvergleich der Reduktionsergebnisse

In diesem Abschnitt werden die betrachteten Reduktionsverfahren hinsichtlich der in Abschnitt 3.3
formulierten Giitekriterien miteinander verglichen. Zundchst wird der Projektionsfehler (i (P)
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(a) Zustandsfehler Eigendynamik (b) Zustandsfehler Fremddynamik
15 15
SN X
g 10 g 10
= 5 = 5
Q0 )
20 40 20 10
10 20 10 20
0 0 . . 0 0 . .
Gu { In min qo t In min
(c) Ausgangsfehler Eigendynamik (d) Ausgangsfehler Fremddynamik

Abbildung 4.11: Relativer Fehler bei der Reduktion des linearen Abkiihlsystems mittels IRKA
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der biorthogonalen Projektion P = V W fiir den nichtlinearen Abkiihlvorgang analysiert.
Dieser eignet sich auf Grund der schlechten Interpretierbarkeit nur als qualitatives Kriteri-
um. Abbildung 4.12 zeigt fiir die nicht optimierten Krylovverfahren eine gleichbleibende
Projektionsgiite unabhéngig der gewihlten reduzierten Ordnung. Die Verwendung des IRKA
sorgt durch Konvergenzprobleme bei der iterativen Bestimmung eines lokalen Minimums fiir
deutliche Schwankungen in Abhiingigkeit der gewihlten Ordnung. Abhilfe kann mehrmaliges
Durchfiihren mit verschiedenen iibergebenen Anfangsentwicklungsstellen schaffen, wodurch
der Reduktionsaufwand jedoch beachtlich erhoht wird. Besonders grof3 ist dabei die Schwan-
kung bei der Modellierung der Eigendynamik. Erwartungsgemil steigt die Projektionsgiite
tendenziell bei BT mit zunehmender Ordnung, da mehr Hankel-Singulidrwerte betrachtet wer-
den. Eine anschaulichere Fehlerdarstellung ist durch die Betrachtung des RMS-Fehlers in

—~-BT —«-BT
+IRKA $ 5- -+ IRKA .
10" =-RK-TI £ i3 0.7 RK-Blockkrylovraum
/_O\ /\5 -bu-%,:':::'h
< = P
g g KON
g ::s".' J\% "Q:: Q‘ *
% i ! P
0 = “ 0,5 k &
10 ety e b ocons IR
v, ~ -x‘_—g.f,. - o \~
7 - Tay "
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
Dimension g Dimension g,

Abbildung 4.12: Projektionsfehler (., fiir durch unterschiedliche MOR-Verfahren generierte
Projektoren des Abkiihlsystems

Abbildung 4.13 fiir beide Dynamiken dargestellt. Es wiederholt sich das schlechte Abschnei-
den der TI bei der Fremderregung, was auch durch Erhohen der reduzierten Ordnung nicht
kompensiert werden kann. Weiterhin zeigt sich ebenfalls das unregelmifige Abschneiden des
IRKA bei der Zustandsabbildung in der Eigenbewegung. Prinzipiell existierten aber dennoch
vielversprechende Verfahrenskombinationen mit geringer Ordnung von ¢ < 20 zur Reduktion
des Reifenmodells. Neben der Betrachtung des RMS-Fehlers in Abhiingigkeit der reduzierten
Ordnung ist die Analyse des relativen Zustandsfehlers e,(t) iiber die Zeit ein entscheidendes
Kriterium zur Wahl des Reduktionsverfahrens. Je nach Anforderung kann eine gute Uberein-
stimmung im stationdren Zustand oder in der Umgebung des Startzeitpunktes wichtig sein.
Gerade bei zeitlich gemittelten Fehlerkriterien konnen starke Anfangsschwingungen durch
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Abbildung 4.13: RMS-Fehler fiir verschiedene Ordnungen des linearen Abkiihlsystems infolge
verschiedener Reduktionsverfahren [Zei+20]

einen langeren Simulationsabschnitt vernachlissigt werden. Abbildung 4.14 zeigt dazu den
zeitlichen Verlauf des Reduktionsfehlers fiir die verschiedenen Verfahren.

~ BT 0.3 - BT
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Abbildung 4.14: Zeitabhingiger relativer Zustandsfehler e5(t) bei der Wahl verschiedener
Reduktionsverfahren [Zei+20]
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Die bereits diskutierten Schwiéchen von BT und IRKA in der Approximation der Eigenbewe-
gung werden gerade im zeitlichen Zustandsverlauf deutlich. Jedoch zeigen sich bereits fiir
kleine gewihlte Ordnungen bessere Annidherungen der Verfahren bei den Anfangszustédnden.
Da gerade eine gute Abbildung des Anfangszustandes fiir Abkiihlvorgénge von entscheidender
Bedeutung ist, muss die gewihlte Ordnung des reduzierten Systems weiter erhoht werden.
Daraus wird ersichtlich, dass eine reine Bewertung der Verfahren anhand der Projektionsgiite
oder des zeitlich gemittelten Fehlers nicht fiir eine fundierte Wahl des Verfahrens ausreicht.
In Abbildung 4.15 und Abbildung 4.16 sind die Resultate fiir verschiedene Kombinationen der
reduzierenden Verfahren dargestellt. Der erste Eintrag bezieht sich dabei auf Eigendynamik
und der zweite auf das Verfahren zur Reduktion der Fremderregung. Die Bezeichnung RK
bei Eigendynamik entspricht dabei immer der vorher erwihnten tangentialen Interpolation.

0.5/ BT-BT 0.5 IRKA-BT
0
mi.u/max Toleranzband
_0’5 ‘—Mml(?ror Fchlcr‘ Ay(t) ‘ _0,5 ‘ ‘
¢ 0,5/ BT-RK 0,5 TRKA-RK
8= g
= 00— T < 0
= =
Yol o5
0,5/ BT-IRKA 0.5 IRKA-IRKA
0 m
0,5 ) ¥ E
0 ) 10 15 20 25 30 35 0 ) 10 15 20 25 30 35
t in min t in min

Abbildung 4.15: Reduktionsergebnisse des NL-Abkiihlsystems mit ¢y = 16, ¢, = 14,
Tc=2Kund h=0,1s

Diese und weitere Untersuchungen im Zustandsbereich und bei den anderen Modellen wurden
dazu verwendet eine abschlieBende Ubersicht iiber die Genauigkeit der Verfahren bei der
Simulation des Abkiihlvorgangs zu erstellen. Diese ist in Abbildung 4.17 qualitativ dargestellt.
Der erste Eintrag des Tupels bezeichnet dabei die Approximationsgiite der Zustinde  und
der zweite stellt die der Ausginge y dar. Zusammengefasst liefert der Eingangs-Krylov-
Unterraum bei der Fremddynamik und rechtstangentiale Interpolation bei der Eigenbewegung
die vielversprechendsten Ergebnisse.
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Abbildung 4.16: Abweichungen der Systemausginge bei Verwendung unterschiedlicher Re-
duktionsverfahren und Ordnungen [Zeil9]
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Abbildung 4.17: Qualitative Ubersicht der Reduktionsverfahren Truncated Balanced Realizati-
ons (TBR), RK und IRKA am Abkiihlsystem [Zeil9; Zei+20]
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4.2 Numerische Losung von Anfangswertproblemen

Neben der in Kapitel 2 ausgefiihrten Ortlichen Diskretisierung miissen die Systembeschrei-
bungen nach der Reduktion der Ordnung weiterhin auch zeitlich diskretisiert werden, da eine
analytische Losung der Gleichungssysteme nicht moglich ist. Zu diesem Zweck werden nume-
rische Verfahren zur Bestimmung der Losung eingesetzt. Bei den hier vorliegenden Systemen
(2.30) handelt es sich um Anfangswertprobleme mit der Bedingung (¢ = 0) = x,. Die sich
damit befassenden theoretischen Ausfiihrungen in diesem Kapitel beruhen auf [KM74; Bou02;
Ang+17; Are+13]. Die bisher getitigten Betrachtungen im Rahmen der Modellordnungsre-
duktion wurden mit einer kleinen Zeitschrittweite durchgefiihrt, um Fehler durch die zeitliche
Diskretisierung zu minimieren. Gerade fiir Simulationen unter Echtzeitbedingungen oder bei
einer Vielzahl notwendiger Simulationsiterationen ist es allerdings auf Grund der hohen Be-
rechnungsdauer nicht moglich diese kleinen Zeitschritte zu verwenden. In den nachfolgenden
Abschnitten wird dafiir ein effizientes Losungsverfahren ausgewihlt und parametriert.

4.2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Vor dem eigentlichen Losen der Problemstellung muss die Existenz und Eindeutigkeit der
Losung festgestellt werden. Dafiir wird der Satz von Picard-Lindelof verwendet, welcher sich
aus dem Banach’schen Fixpunktsatz abgeleitet.

Satz 4.1 [Bou02; Are+13]Sei f : T x J - R™mitZ C R,, J C R"™ stetig auf T x J.
Wenn dann ¥ ) C I x J die Lipschitz-Bedingung

|| f(t,:vl) — f(t,w2)||2 S LQH L1 — Lo ||2 Vi c 7 und (t,ml), (t, 22) € Q (413)

mit der Lipschitzkonstanten Lo > 0 gilt, so existiert V xy € J eine eindeutig bestimmte, stetige
Losung x(t) des AWP & = f(t,z(t)), =(0) = .

Werden nun die hergeleiteten Zustandsgleichungen in der Form & = A x(t) + Bu(t) +
g(p,, @(t), Ty(t)) gemiB Gleichung 2.48 in die Bedingung eingesetzt, resultiert daraus

| f(t,@1) — f(t,z2)]2 = | Az + Bu+g(p}, x1,Tu) — (Axza+ Bu+g(p, x2,Tv))l2
= || Az — Axs+g(p, @1, Tu) — (P}, x2,Tu))|2
B M Ry @i 4N Koy~ MK @+ MK 2
=[|-M Y (K+K*) (@1 —za)l2 < | - M (K +K")|a ]| 21— a2 |2

=:Lo(z) >0

Die Lipschitzkonstante ist durch die temperaturabhzingigen WUK in K* zustandsabhiingig. Um
die Losbarkeit sicherzustellen, sind folglich Beschrinkungen des Funktionsbreichs der WUK
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zu wihlen, sodass die Ungleichung auf einem Teilgebiet J C R"* erfiillt ist. Diese Vorgaben
konnen zum Beispiel durch Nebenbedingungen bei der Identifikation der WUK beriicksichtigt
werden oder durch Limitierungen des Parameterraumes. Damit ist das vorliegende System aus
Zustandsgleichungen im Sinne von Picard-Lindel6f eindeutig 16sbar.

4.2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Zur zeitlichen Diskretisierung der kontinuierlichen Zustandsgleichungen (2.48) werden Runge-
Kutta(RuKu)-Verfahren verwendet. Diese lassen sich unter Verwendung der zeitlichen Schritt-
weite h in zwei unterschiedliche Klassen einteilen:

Definiton 4.1 Eine Rekursionsvorschrift zur Diskretisierung von x; ~ x(t;) zu den Zeitpunk-
ten t; heift

(i) explizites Einschrittverfahren, wenn x; 1 = x; +h ®(t;, x;, h),

(ii) implizites Einschrittverfahren, wenn x; 1, = x; +h ®(t;11,x;11, h).

Weiterhin existieren Mehrschrittverfahren, welche zusitzliche Zeitpunkte ¢;_; . in der Vergan-
genheit beriicksichtigen. Auf Grund der deutlich héheren Rechenzeiten [KM74] finden diese
jedoch im Rahmen dieser Arbeit keine Verwendung. Die hier verwendeten Verfahren weisen
die folgende Struktur auf [Bou02; KM74]:

S 5
P = Z b f(t; + he,m)  mit Z by =1 und der Niherung
=1 =1
s s
m=x; +hZalV f(t; +ch,m,) mit Zalvy =qVi=1,...,8.

v=1 v=1

(4.14)

Wenn bei der Berechnung keine Nédherung zu in der Zukunft liegenden Zeitschritten erforderlich
ist, gilt a;, = 0V v > [ und das Verfahren wird als explizit bezeichnet. Im Folgenden werden
die verwendeten RuKu-Verfahren definiert und der Einfluss der Wahl des Losungsalgorithmus
sowie der Zeitschrittweite h auf die Rechenzeit und Genauigkeit quantifiziert.

Explizite Einschrittverfahren

Das explizite Euler-Verfahren findet als einfachste Variante standardmiflig Anwendung bei
einer Vielzahl von Simulationsaufgaben. Der Differentialquotient

x(t+ h) — x(t)

ft,z,u) = x(t) = lim (4.15)
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wird dabei durch die Tangentengleichung
x(t+h)~x(t)+hft,z,u) (4.16)
angendhert und ersetzt. Die als
w1 =x;+h f(t;,x,u) = x;+h[Ax;+ Bu-+g,] (4.17)

definierte Rekursionsvorschrift des Euler-Verfahrens ergibt sich aus dem wiederholten anein-
ander Reihen von Tangentengleichungen. Das Euler-Heun-Verfahren kann zu einer besseren
Approximation der Tangentensteigung verwendet werden. Dabei wird die Steigung am An-
fang ¢; und Ende ¢, des Intervalls betrachtet. Da dafiir eine a-priori Ndherung der Steigung
® (41,11, h) notwendig ist, wird diese durch einen Euler-Pridikator angenihert:

h
Tjy1 = T; +§ [f(tj, @) + f(t;+ h,z;+h f(t),2;)] = @ +h Preun (4.18)
— ——

Euler-Priadikator

Wird hingegen die Steigung in der Intervallmitte % =: t,, verwendet, resultiert daraus

erneut unter Verwendung des Euler-Pradikators das Euler-Runge-Verfahren

h h
Cl}'j_H = azj ‘I‘h f(t] + 5, Q?j—f— 5 f(tj, 33])) = azj ‘I‘h (I)Runge . (419)

Euler-Priadikator

Mit Hilfe der Simpsonregel [Bou02] kann die Steigung iiber eine vierfache Iteration von
Euler und Euler-Runge angenihert werden. Das Verfahren wird als klassisches Runge-Kutta-
Verfahren (KLRK) bezeichnet, mit der Vorschrift:

h .
Ljy1 = I +—[ 1 +2 ‘I)Q +2 (I)g + (1)4] = &;j +]'L (PKLRKy wobei

6
h h
¢, = f(tj7mj)7 P, = f(tj + 5,37]' +§ (1’1), (4.20)
h h
P; = f(tj + §7mj+§ (I)Q) und &, = f(tj + h, x; +h (1)3)

Die linearen Modelle der Aufheizvorgéinge von Reifen und Kautschukpriifkorper werden mit
einer sehr kleinen Schrittweite von A = 10~*s gelost. Da nach [KM74] der Zusammenhang

=0 VteIVvVe. (4.21)

2

lim
h—0

H x(tj11) — Tjpa
h
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gilt, wird davon ausgegangen, dass der verbleibende Fehler bei derart kleinen Schrittweiten
vernachlissigbar gering ist. Fiir die nichtlinearen Simulationen dienen iterative ANSYS®
Solver [LN18] mit einer Schrittweite von h = 10! s. Vorgreifend zeigen die Untersuchungen
zu expliziten Losungsalgorithmen in Abschnitt 4.2.3 keine stabilen Losungen oberhalb von
Schrittweiten 2 > 1s, weshalb im Folgenden zusétzlich implizite Verfahren eingefiihrt werden.

Implizite Einschrittverfahren

Ein verbessertes Stabilititsverhalten bei groBBeren Schrittweiten zeigen implizite Verfahren. Die
in dieser Arbeit verwendeten Methoden sind zum einen das implizite Eulerverfahren mit der
Vorschrift

Ljr1 = & +h f(tj+17 .’Dj+1) . (422)

Zum anderen wird die implizite Trapezmethode verwendet, welche die Steigung f(¢;41, Zj11)
am Intervallende durch

F(t,x;) + g(tj+la jt1) (4.23)

Tjp1 = T +h

berechnet. Da in der Rekursionsvorschrift die Abhingigkeit von x;;; besteht, muss diese
zur Losung umgestellt werden. Fiir lineare Systeme f (¢, z, u) = A  + B u mit konstantem
Eingang wu ldsst sich das Problem als LGS

(I, —h A)x;, = ;+h Bu (4.24)

umformulieren. Die abschnittsweise konstante Korrekturfunktion g; des letztmaligen Aktuali-
sierungszeitpunktes 7; wird hinzuaddiert:

(I,—hA)zi =x;+h(Bu+tg;). (4.24b)

Die Trapezmethode ergibt sich zu

h h
(I”_E Az = (1, —|—§ A)x; —|—h(Bu—|—gl-)). (4.24¢)

Hierbei wurde w;; = u; als konstant angenommen, da bei der Pradiktion des Abkiihlvorgangs
kein Vorausberechnen der Umgebungstemperatur erfolgt und daher der zum Priadiktionszeit-
punkt vorliegende Wert verwendet wird. Der numerische Hauptaufwand der so umgesetzten
impliziten Verfahren besteht dann im Losen von LGS.
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4.2.3 Analyse der Losungsalgorithmen

Zunichst sollen die vorgestellten Algorithmen ohne den Einfluss der Korrekturfunktion unter-
sucht werden. Bei der Losung des rein linearen Zustandsraumes mit der Dimension ¢ = 28
werden Berechnungsdauer und Genauigkeit quantifiziert. Der relative Zustandsfehler €5 4 (tend)
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Abbildung 4.18: Relativer Zustandsfehler des Endzustandes €5, (fena) verschiedener Losungs-
verfahren und Zeitschrittweiten h fiir ¢ = 28 Zustinde des linearen System-
teils bei der Ausfithrung auf dem IPC

des Endzustandes nach einem Pridiktionszeitraum von t.,g = 600s ist in Abbildung 4.18
dargestellt. Bis auf das KLRK Verfahren profitieren alle Algorithmen von einer geringeren
Zeitschrittweite. Deutlich zu sehen sind weiterhin die Vorteile mehrstufiger Verfahren gegen-
iiber dem expliziten Euler Algorithmus. Implizite Verfahren erlauben noch wesentlich hohere
Zeitschrittweiten und bleiben stabil, erzeugen dabei allerdings auch hohere Abweichungen.
Daneben zeigt Abbildung 4.19 fiir die gleichen Simulationen die Berechnungsdauern. Dafiir
wurden die Simulationen mehrfach ausgefiihrt und die Zeitdauer gemittelt. Hierbei zeigt sich
die exponentielle Abhingigkeit der Dauer von der Zeitschrittweite i sowie der Mehraufwand
mehrstufiger Algorithmen. Das Losen eines LGS in jedem Iterationsschritt fiihrt bei den impli-
ziten Verfahren zu einem deutlich erhohten Rechenaufwand, insbesondere im Vergleich zur
Wahl eines mehrstufigen Verfahrens bei gleicher Schrittweite.

Nun sollen dieselben Untersuchungen fiir die Systeme mit Korrekturfunktion verglichen werden.
Dafiir wird zunéchst der Einfluss der reduzierten Ordnung sowie unterschiedliche Zeitschritt-
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Abbildung 4.19: Rechenzeit tg verschiedener Losungsverfahren und Zeitschrittweiten A fiir
q = 28 Zustinde des linearen Systemteils bei der Ausfiihrung auf dem IPC

weiten auf Rechenzeit und Approximationsfehler in Abbildung 4.20 unter der Verwendung des
impliziten Eulerverfahrens gezeigt. Die Wahl der reduzierten Ordnung hat dabei einen grof3eren
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Abbildung 4.20: Abweichung der Ausgiinge ARMS und Rechenzeit tg am nichtlinearen Abkiihl-
system des Reifens fiir verschiedene Ordnungen ¢ und Schrittweiten A mit
Ig =2 K und (I)impl Euler

Einfluss auf den Approximationsfehler als die Zeitschrittweite. Fiir die Berechnungsdauer ist
jedoch die gewihlte Zeitschrittweite ausschlaggebend. Trotz der Mittelung iiber die Rechenzeit
zeigen sich gerade fiir kleine Schrittweiten grofle Streuungen in der Berechnungszeit, was
durch wechselnde Belastung durch Hintergrundprozesse erklart werden kann. Eine genauere
Analyse der expliziten Verfahren kann Abbildung 4.21 entnommen werden. Hierbei zeigen
sich kaum Auswirkungen von der Zeitschritt- oder Verfahrenswahl auf die Genauigkeit oder
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Rechenzeit. Implizite Verfahren, dargestellt in Abbildung 4.22, erlauben jedoch deutlich hohere
Schrittweiten und konnen durch Wahl des Zeitschritts die Simulation stark beeinflussen. Erwar-
tungsgemal zeigt die Trapezmethode durch genauere Approximation eine bessere Genauigkeit
fiir hohere Schrittweiten. Auffillig ist bei allen Verfahren die Konvergenz gegen eine minimale
Berechnungszeit sowie einen minimalen Fehlerwert fiir kleine Zeitschritte.
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Abbildung 4.21: Rechenzeit und RMS-Fehler der expliziten RuKu-Verfahren in Abhéngigkeit
der Zeitschrittweite beim reduzierten NL-Abkiihlsystem mit ¢y = 19 (TD),
¢u = 18 (RK) und 7 = 1 K [Fra+20]

Bei der Wahl von impliziten Losungsalgorithmen mit erhohter Zeitschrittweite ergeben sich
Einsparpotenziale bei der Berechnungszeit, welche zur Erhohung der reduzierten Ordnung
auf bis zu ¢ = 300 verwendet werden konnen. Damit Idsst sich das Problem unzureichend
abbildbarer Einschwingvorginge bei kleinen reduzierten Ordnungen umgehen, wie es in
Abschnitt 4.1.3 und insbesondere Abbildung 4.14 aufgetreten ist. Jedoch kann der gegenteilige
Effekt durch zu groBe Zeitschrittweiten im transienten Bereich auftreten. Die so auftretende
zeitlich gemittelte Fehlerverteilung bei der Verwendung der impliziten Trapezmethode ist in
Abbildung 4.23 fiir beispielhafte Grenzwerte und Zeitschrittweiten gezeigt. Bei hoher gewéhlten
Werten treten besonders fiir vereinzelte Zustdnde hohere Abweichungen auf.

MaBgeblichen Einfluss auf Genauigkeit und Rechenzeit hat jedoch die Haufigkeit der Ausfiih-
rung der Korrekturfunktion g;. Bisher wurden die Schwellwerte der Oberflachentemperatur-
danderung T zwischen 1 bis 2 K gewdhlt. Abbildung 4.24 zeigt den Einfluss auf Genauigkeit
und Rechendauer. Fiir hohere Schwellwerte 7z > 5 K konvergiert die Ausfiihrungsdauer gegen
die Zeit einer rein linearen Simulation. Die Genauigkeit ldsst sich fiir kleine Schwellwerte
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Abbildung 4.22: Rechenzeit und RMS-Fehler der impliziten RuKu-Verfahren in Abhéngigkeit
der Zeitschrittweite beim reduzierten NL-Abkiihlsystem mit ¢y = 19 (T1),
¢u = 18 (RK) und 7 = 1 K [Fra+20]

zwar steigern, jedoch fiihrt dies zu einem exponentiellen Anstieg der Berechnungsdauer. Neben
Zeitschrittweite, Losungsalgorithmus und der gewihlten reduzierten Ordnung bietet die Wahl
des Temperaturschwellwertes einen separat einstellbaren und prozessabhingigen Parameter zur
Gewichtung zwischen notwendiger Genauigkeit und der durch Echtzeitfahigkeit vorgegebenen
Berechnungsdauer.

Abschliefend kann der Vulkanisationsprozess wie in Abbildung 4.25 dargestellt abgebildet
werden. Der lineare Aufheizbereich wird dem Stand der Technik gemif3 gut durch die linearen
Verfahren abgebildet. Fiir den nichtlinearen Abkiihlvorgang zeigt sich durch die vorgestell-
te Methode ebenfalls eine gute Ubereinstimmung zwischen reduziertem und vollstindigem
Modell. Die Berechnungsdauer betrégt dabei lediglich 0,8 s und ist deutlich schneller als die
FEM-Simulation mit ungefihr 28 min. Je nach Anforderungen aus Leistung des Industrie-PC,
Taktzeit des Prozessreglers oder vorgegebenen Fehlerschranken kann ein geeigneter Grenzwert
ausgewdhlt werden.
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(c)Mit h =10sund T = 1 K ergibt sich:  (d) Mit h = 0,1sund Tg = 1 K ergibt sich:
ARMSz — 043K, tg = 2,15, 70 Aufrufe ARMSz — 0,41 K, tg = 28, 155 Aufrufe

Abbildung 4.23: Beispielhafte zeitlich gemittelte Zustandsfehler A& bei der nichtlinearen
Abkiihlpradiktion fiir eine Dauer von ¢.,q = 35 min, go = 19 (TI) und ¢, = 18
(RK)
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Abbildung 4.24: Rechenzeit und RMS-Fehler in Abhiingigkeit des Grenzwertes 7 beim re-
duzierten NL-Abkiihlsystem mit o = 19 (TI), r, = 18 (RK)und 75 = 1 K
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Abbildung 4.25: Zeitlicher Vergleich der Simulation zwischen Gesamtmodell und reduziertem
System mit ®Pgye,, T = 10K, teng = 45min, o = 19 (TD) und r, = 18 (RK)
[Fra+20]
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5 Beispielhafte Anwendungen der performanten
Modellierung

Die Vorteile bei der Verwendung der vorgestellten Systemrealisierung sollen anhand exem-
plarischer Anwendungsfille verdeutlicht werden. Dafiir werden die Modelle des bestehen-
den Versuchsstands zur Vulkanisation von Kautschukerzeugnissen mit Hilfe von Messdaten
zundchst in Abschnitt 5.1 parametriert. Da das dafiir notwendige iterative Losen von Opti-
mierungsproblemen zwar eine hohe Zahl von Simulationsaufrufen erfordert, jedoch in der
gesamten Berechnungsdauer nicht fest limitiert ist, kann der Zielkonflikt zwischen Genauigkeit
und Berechnungsdauer eher zu Gunsten der Genauigkeit abgestimmt werden. Die gesamte
Identifikationsdauer liegt dabei sogar deutlich unter der Dauer einer einzigen Simulation mit
vollstdndigen finite Elemente Modellen. Bei einer spiteren Verwendung der bedateten und
verifizierten Modelle in der echtzeitfahigen Prozesssimulation ist dagegen eine maximale
Berechnungszeit zwingend einzuhalten und der Grenzwert 7; muss entsprechend eingestellt
werden. Als Beispiele wird in Abschnitt 5.2 zunichst die Priadiktion des Abkiihlvorgangs und
anschlieend die Schitzung der Oberflichentemperaturverteilung der Heizplatte beschrieben.

5.1 Parametrierung der thermischen Modelle

Die in den vorigen Kapiteln hergeleitete, parameterabhiingige Systemrealisierung soll nun
im Rahmen von Parameteridentifikationen bedatet und anschlieBend durch Messungen ve-
rifiziert werden. Die geringe Berechnungsdauer einer Simulation erlaubt dabei den Einsatz
von Algorithmen mit einer Vielzahl von Iterationen, um die Optimierungsaufgabe numerisch
zu l6sen. Der Einfluss einzelner Parameter auf den Vulkanisationsprozess unter Laborbedin-
gungen wurde im Rahmen einer Sensitivititsanalyse in der Dissertation [Bos21] dargestellt
und diskutiert. Zunichst werden die Parameterrdume der Modelle sowie die zu minimierende
Kostenfunktion definiert. AnschlieBend werden die eingesetzten Algorithmen und Ergebnisse
vorgestellt, welche im Rahmen von [Fra+19] veroffentlicht wurden. Die in Kapitel 4 présentier-
te Methode stellt ein neues Verfahren insbesondere zur Bestimmung von temperaturabhéngigen
Wirmeiibergangskoeffizienten dar. Die genaue Parametrierung von derartigen thermischen
Randbedingungen ist oftmals entscheidend fiir die Simulationsgenauigkeit [Rah+19]. Diese
konnen iiber Analysen im Bereich der Stromungsmechanik (CFD-Simulationen) numerisch
bestimmt werden, was jedoch einen beachtlichen Zeitaufwand darstellt [Mly19]. Daher werden
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zur Bestimmung vereinfacht empirische Korrelationen eingesetzt, welche jedoch fiir komplexe
Geometrien oder Umfelder nicht voll umfénglich giiltig sind [Mir+13]. Die direkte Bestimmung
aus Messdaten zur Modellverifizierung wird lediglich fiir stark vereinfachte Problemstellungen
durchgefiihrt, da eine vollstdndige Simulation mit numerischen Modellen pro Simulationsdurch-
lauf einen hohen Zeitaufwand darstellt [LTT13]. Die performante, modellbasierte Identifikation
thermischer Parameter ist daher zentrale Problemstellung bei der Modellierung komplexer
thermischer Systeme und Prozesse [ML19].

5.1.1 Formulierung der Parameterraume und des Optimierungsproblems

Die in Kapitel 2 vorgestellte Methode zur Modellierung parametervarianter Systeme ermoglicht
die Beriicksichtigung von Materialparametern, wie komponentenweise konstante (orthotrope)
Wirmeleitfihigkeiten in die entsprechenden Raumrichtungen )\;, Produkte aus Dichte und
spezifischer Wirmekapazitit pc sowie thermische Randbedingungen iiber die WUK . Da der
Priifkorper aus einer Mischung mit dem Naturprodukt Kautschuk besteht, treten naturgemaf
Schwankungen in den Materialparametern auf. Weiterhin kann durch vorige Prozessschritte,
beispielsweise Walz- oder Mischvorginge, die Dicke oder auch die Materialzusammenset-
zung variieren. Dabei konnen die geometrischen Schwankungen in Dickenrichtung mit Hilfe
der orthotropen Wirmeleitfahigkeiten beriicksichtigt werden. Eine Anpassung der thermi-
schen Randbedingungen im Abkiihlvorgang kann je nach Umfeld oder auftretenden Luft-
stromungen notwendig sein. Zwei Ansatzfunktionen fiir Ober- und Unterseite werden mit
jeweils drei Stiitzstellen zur Interpolation pt¥ € R?*3 verwendet. Der so entstehende Pa-
rameterraum des Priifkdrpers PPX besteht insgesamt aus 9 zu identifizierenden Parametern
(cpP, NN pPK) € PR ¢ RO,

Bei der Heizplatte sind die Leitfahigkeiten der Warmeiibergénge zwischen Heizpatronen und
Heizplatte A1}, sowie Isolation und Heizplatte A, unbekannt. Auf Grund des unbekannten
inneren Aufbaus der Heizpatronen miissen diese durch Ersatzmaterialparameter \i¥' und
cpiP beschrieben werden. Ferner sind die Parameter der WUK Funktionen p!'* fiir drei
Oberflichenareale (Unterseite, Seitenflichen und Metalloberfliche) zu parametrieren. Daraus
ergibt sich je nach WUK Abbildungsverfahren der Parameterraum PHP C R4+ne,

Zur Bestimmung der jeweiligen Parameter p € P* wird eine Kostenfunktion formuliert, die
bezogen auf p minimiert werden soll. Zielsetzung ist eine moglichst exakte Abbildung der
Sensorverlidufe T's € RE*™ durch die zugehdrige Modellausgiinge T's € RE*" Dabei wird
tiber die Anzahl der Zeitschritt K und Anzahl n, der Sensortemperaturen gemittelt:

Ny K

min J(p) = | — > = > [Tsus(p) — Tsrsl® (5.1)

p Ny
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Zusitzlich sind geeignete Nebenbedingungen zu setzen. Fiir die Materialparameter gelten dabei
Ober- und Untergrenzen, welche insbesondere negative Materialparameter ausschlieen und
allgemein die Zeitdauer zur Losung des Optimierungsproblems verringern konnen indem der
Suchraum eingeschriinkt wird. Fiir die Parameter zur Beschreibung der WUK-Funktionen p;,
miissen jedoch zusitzliche Einschrankungen getroffen werden. In Abschnitt 4.2.1 wurde die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Zustandsraumes nur unter bestimmten Einschrinkun-
gen der WUK-Funktionen o bewiesen. Diese Forderung muss nun iiber Nebenbedingungen
bei der Suche von p?, beriicksichtigt werden. Ferner miissen die Verldufe der WUK-Funktionen
physikalisch plausibel sein, was durch einen streng monoton steigenden und ausschlieBlich
positiven Verlauf vorgegeben wird. Zusitzlich muss der Giiltigkeitsbereich fiir die betrachtete
Simulation eingeschrinkt werden. Dieser gilt von Anfangs- und Umgebungstemperatur 7y bis
zu einem Maximaltemperaturwert 7}, fiir den die Forderungen erfiillt sind:

atot,i(Ta p) > 07 VT : TU S T S TmaX7 (52)
ot,¢ T7
aa“é—;p)x), VT Ty < T < T - (5.3)

Weiterhin kann aus Griinden der Zeitersparnis ebenfalls der Suchraum iiber Ober- und Unter-
grenzen eingeschrinkt werden 1b; < p; < ub,. Hier sind die Grenzen der Polynomkoeffizienten
allerdings weniger intuitiv vorzugeben als WUK-Grenzwerte an Temperaturstiitzstellen, wo-
durch sich die Optimierung verlidngern kann.

Fiir die Suche nach einem Minimum eignen sich zur Beriicksichtigung der Nebenbedingungen
lokale Optimierer wie “Interior-Point” [Wal+06]. Da das Optimierungsproblem nicht konvex
ist, besteht die Moglichkeit lediglich ein lokales Minimum zu finden. Auf Grund der schnellen
Berechnung und wenn bereits eine gute Beschrinkung des Suchraumes vorliegt bspw. bei
bekannten Materialschwankungen kann die Verwendung jedoch gerechtfertigt sein. Als Alter-
native kann die Partikel-Schwarm-Optimierung [KE95] als globales Optimierungsverfahren
eingesetzt werden. Beide Verfahren erfordern zur Losung eine Vielzahl von Simulationsitera-
tionen insbesondere bei den hier vorliegenden Parameterriumen mit Dimensionen von bis zu
n, = 16. Auch wenn der lokale Algorithmus in der Regel weniger Iterationen benotigt, ist die
Verwendung von numerischen Modell mit hoher Ordnung und Simulationszeiten von mehreren
Minuten bis Stunden nicht zweckmiBig. Die in dieser Arbeit vorgestellten performanten und
parameterabhédngigen Systembeschreibungen eignen sich durch ihre geringe Berechnungsdauer
von unter 1 s sehr gut zur Verwendung in diesen Optimierungsaufgaben.
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Tabelle 5.1: Identifizierte Materialparameter des Priifkorpers

Parameter Wert  Einheit

Mie  T6,6% Tk
APK +3,3% %

quer

cptR +9,5% HiZJK

5.1.2 Identifikation am Prufkorper

Zunichst wird das Modell zur Berechnung der Temperaturverteilung im Priifkdrperquerschnitt
parametriert. Die Bestimmung der Materialparameter wird wihrend des Heizprozesses vorge-
nommen, da bei geschlossener Heizpresse keine groBeren Uberginge zur Umgebung beste-
hen, sondern lediglich Kontaktwiderstinde zu den Heizplatten. Zur Bestimmung der WUK
Funktionen fiir das Abkiihlmodell werden verschiedene Messungen des Abkiihlvorgangs von
unterschiedlichen Anfangswerten verwendet. Das Heizmodell wird durch den Block-Krylov-
Eingangsraum, gut geeignet fiir fremderregte Dynamiken, auf eine Ordnung von ¢*% = 21
reduziert. Die Identifikationsdauer betriigt ca. 5 min bei einem Residuum von ARMS = 0,5 K.
Fiir den Abkiihlvorgang ergeben sich durch Reduktion die Ordnungen ¢f% = 19 und ¢** = 18
sowie eine Identifikationsdauer von 11 min bei einem Residuum von ARMSj; = 1 1K. Die
relative Anderung zwischen Datenblattwerten und identifizierten Parametern ist in Tabelle
5.1 dargestellt. Abbildung 5.1 zeigt das Ergebnis der Verifizierung fiir einen beispielhaften
Heizprozess mit anschlie3ender freien Abkiihlung an der Umgebungsluft. Fiir die beiden Sen-
soren nahe der Mitte des Priifkorpers zeigen sich gute Ubereinstimmungen zwischen Modell
und Messung. Ungenauigkeiten sind vor allem auf eine nicht exakte Positionsbestimmung der
Sensoren durch Computertomographie zuriickzufiihren. Die auf Grund der geringeren Wirme-
leitfdhigkeit des Priifkorpers vorliegenden steilen Gradienten im Temperaturfeld resultieren
bei Positionsungenauigkeiten folglich in groere Fehler. Die hier erzeugten Ergebnisse sind
vergleichbar mit den Resultaten aus der vorangegangenen Arbeit [Bos21], bieten jedoch die
Ubertragungsmoglichkeit auf komplexere Systeme indem andere CAD Daten als Geometrie
verwendet werden.
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Abbildung 5.1: Verifizierung Priitkorpermodell fiir Aufheiz- und Abkiihlverhalten [Fra+20]

5.1.3 Bestimmung unbekannter Modellparameter des Heizplattenmodells

Fiir die Bedatung des Heizplattenmodells sollen zunichst die Leitfahigkeiten der unbekannten
Wirmeiibergéinge \i%;p und AT, zwischen den Komponenten, wie in Abschnitt 5.1.1 beschrie-
ben, bestimmt werden. Weiterhin sind die Materialparameter der Heizpatronen Afi¥ und cpfit
nicht bekannt und lassen sich durch einen mehrschichtigen Aufbau dieser nur ersatzweise be-
stimmen. Dafiir werden Sprungantworten mit verschiedenen Leistungsvorgaben aufgenommen
und besonders der anfidngliche transiente Bereich zur Parametrierung verwendet, da in diesem
Fall die thermischen Randbedingungen noch eine untergeordnete Rolle spielen und die Wirme
sich innerhalb der Heizplatte verteilt. Die aus Datenblittern bereits bekannten Materialparame-
ter gemil Tabelle 5.2 werden fiir die restlichen Komponenten verwendet. Fiir das reduzierte
Modell ergibt sich die Dimension ¢"* = 138 mit n!}f = 6.404 Oberflichenzustinden. Fiir eine
60-miniitige Simulationsdauer betrédgt bei einem Grenzwert von 7 = 1 K und einem Zeitschritt
von h = 5 s die Berechnungsdauer nur etwa 0,3 s. Die gesamte Identifikationsdauer betrigt fiir
ca. 6.000 Iterationen etwa 30 min bei einem verbleibenden Residuum von ARMSj; = 0,7 K.

In Tabelle 5.3 sind die identifizierten Materialparameter dargestellt. Auf Grund der Verkniip-
fung als Produkt von Dichte und spezifischer Wirmekapazitit lassen sich diese nicht getrennt
identifizieren. Abbildung 5.2 zeigt die Verifizierungsergebnisse der bestimmten Parameter
bei einem vorgegebenen Heizprofil. Es zeigen sich gute Abbildungen im transienten Bereich
wobei zu beobachten ist, dass die gemessenen Temperaturen im Ubergangsbereich starke
Streuungen aufweisen. Dies kann auf unsymmetrische Lage der Heizpatronen oder variierende
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Tabelle 5.2: Materialeigenschaften des Heizplattenaufbaus gemafl Datenblatt

in L in X8 in W
Komponente cin e Ain —=

Heizplatte 864 2840 130

Heizpatrone 480 7750 15,1
Isolierung 1340 1320 0,25

Tabelle 5.3: Identifizierte Wirmeiiberginge und Materialparameter der Heizpatronen

Parameter Wert Einheit

MiEe 2600 0%
M 240
AHP 362 N
cpi® 2958 B

Wirmeiiberginge zuriickgefiihrt werden, welche in der Simulation nicht beriicksichtigt wer-
den kénnen. Die empirisch bestimmten WUK-Funktionen anhand [Ges06] sind fiir die drei
Oberflachenareale in Abbildung 5.3 dargestellt. Durch den niedrigen Strahlungskoeffizienten
der blanken Metalloberflidche ist der Koeffizient an diesen Flachen am geringsten. Durch die
bessere vertikale Anstromung der freien Konvektion, zeigt die Seitenwand durchweg den
hochsten Wirmeiibergangskoeffizienten. Zur Identifikation werden wiederum Sprungantwor-
ten verwendet, welche bis in den stationédren Bereich aufgenommen werden, sodass sich fiir
verschiedene Temperaturen die dazugehorigen Wirmeiibergiinge zur Umgebung einstellen.
Verschiedene Approximationen der WUK-Funktionen wurden dabei verwendet. Tabelle 5.4
stellt die Ergebnisse fiir konstante WUK npot = 0, lineare n,, = 1 und kubische n,, = 3
Polynome sowie Spline-Approximierung mit 3 und 5 Stiitzstellen dar. Mit einer hoheren Anzahl
von zu bestimmenden Koeffizienten steigt die Anzahl der notwendigen Iterationen und somit
auch die Berechnungsdauer deutlich an. Durch die intuitive Vorgabe der Grenzen weisen die
Verfahren mit Stiitzstellen eine verhiltnisméBig geringere Optimierungsdauer auf. Sie zeigen
weiterhin auch den geringsten Fehler und werden daher im Weiteren verwendet.
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Abbildung 5.2: Beispielhaftes Verifizierungsergebnis bei identifizierten Materialparametern
und Wirmeiibergingen der Heizplatte [Fra+20]

Tabelle 5.4: Einfluss verschiedener WUK Abbildungsverfahren auf die Dauer der Identifikation
und das Ergebnis der Verifizierung

Abbildung Fehler in K Iterationen Dauer Identifikation in min
Polynom Grad 0 5,3 57 9,7
Polynom Grad 1 2,4 138 17,7
Polynom Grad 3 2,3 396 50,7
3 Stiitzstellen 1,9 153 20,9
5 Stiitzstellen 1,7 159 30,7

Abbildung 5.4 zeigt beispielhaft drei vorgegebene Sprungantworten und den gemittelten Sensor-
fehler sowie das minimale/maximale Toleranzband. Es ergeben sich insbesondere im stationidren
Zustand sehr gute Identifikationsergebnisse, bei der Verwendung von bereits 3 Stiitzstellen der
Spline-Interpolation. Mit einer Identifikationsdauer von unter 21 min und einem Restfehler
von 1,9 K stellt diese Methode eine zufriedenstellende Wahl dar und wird fiir die beispielhafte
Anwendung in Abschnitt 5.2.2 verwendet. Die so identifizierten WUK Verliufe sind im Ver-
gleich zu den empirisch ermittelten in Abbildung 5.3 dargestellt. Es zeigt sich eine grofere
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Abbildung 5.3: Empirisch ermittelte WUK Kennfelder bei freier Konvektion und Strahlung fiir
die drei Oberflichenareale der Heizplatte [Fra+19]
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Abbildung 5.4: Sprungantworten zur Identifikation der Randbedingungen [Fra+19]

Abweichung im oberen Temperaturbereich, wobei die identifizierten Parameter einen hoheren
Wirmeaustausch mit der Umgebung angeben als sich aus den empirischen Abschitzungen
nach 2.1.2 ergeben.

Zur Verifizierung aller bestimmten Parameter wird die Heizplatte im zyklischen Betrieb auf
verschiedene Temperaturniveaus geheizt und abgekiihlt. Gerade fiir gute Ubereinstimmungen
wihrend der Abkiihlvorgiinge ist eine geeignete Parametrierung durch die WUK entscheidend.
In Abbildung 5.5 ist die anfingliche Ubereinstimmung mit dem empirisch bestimmten Koeffizi-
enten zu sehen, jedoch ergeben sich mit zunehmender Simulationsdauer hohere Abweichungen.
In einem zweiten Szenario wurde die Heizplatte von einer Seite mit einer erzwungenen Luft-
stromung von etwa 17 beaufschlagt. Diese konnte etwa in einer beliifteten Industriehalle
auftreten. Die empirische Ermittlung der WUK gestaltet sich dadurch aufwendiger, da die
Stromungsgeschwindigkeiten gemessen werden miissen. Wie im vorigen Fall werden zunichst
Sprungantworten zur Identifikation verwendet. Abbildung 5.6 zeigt die darauffolgenden Veri-
fizierungsergebnisse bei erzwungener Konvektion fiir das vorige zyklische Temperaturprofil.
Die empirische Abschitzung der WUK fillt in diesem Fall deutlich zu hoch aus, da die Be-
aufschlagung von erzwungener Stromung direkt von einer Seite zu ”Verschattungen” auf der
gegeniiberliegenden Seite fiihrt. Trotz der Aufteilung in nun fiinf verschiedene Oberfldchena-
reale, bei der die verschattete sowie die direkt angestromte Fliche separat betrachtet werden,



99

200 T T T T T T T T T
r.m.... r‘m ﬂ.n-.-llln
Q i
Og 150 + \--“H,' p..m..' ln.J H
R= 1 l | i
= | i
100 Hmomremed ]
i = = = Messung ‘
l Il Il Il Il Il Il Il Il Il
15 L Identifizierte Parameter Empirische Parameter
V=
£ 10+ 4
=
<g] St 4
~ ry / .x\“_ - -
0 L .-_m_"x.-v 1 1 1 I-’x//-xk 1-1—/‘ 1 \1.NA

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
t in min

Abbildung 5.5: Verifizierung der freien Konvektion im zyklischen Prozess [Fra+19]

zeigt sich erwartungsgemiB ein groBer Vorteil bei der Identifikation der WUK-Funktionen, da
der Parametrierungsaufwand im empirischen Fall vergleichsweise hoch ist. Das so verifizierte
Modell der Heizplatte wird im nachfolgenden Abschnitt 5.2 mit freier Konvektion echtzeitfdhig
im Rahmen einer Schitzung der Oberflichentemperaturverteilung verwendet.
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Abbildung 5.6: Verifizierung der erzwungenen Konvektion im zyklischen Prozess [Fra+19]

5.2 Echtzeitfahige Anwendungen

Die erstellten und parametrierten Modelle weisen durch das vorgestellte Verfahren zur Mo-
dellordnungsreduktion deutlich geringere Simulationsdauern als die vollstindigen Modelle

auf. Dieser Vorteil wird nun im Rahmen der echtzeitfdhigen Ausfiihrung exemplarisch verwen-
det, um mit dem Priifkorper- bzw. Reifenmodell Préadiktionen iiber die gesamte Prozessdauer
durchzufiihren. Diese Anwendung wurde im Rahmen der Konferenzbeitrige [Bos+18; Fra+20]

veroffentlicht. Als Alternativansatz wurde die Priadiktion mit kiinstlichen neuronalen Netzen in
[Fra+18] thematisiert, welche jedoch thematisch in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt wird. Als

zweite Anwendung wird die Oberflichentemperaturverteilung der Heizplatte mittels Kalman-
Filter geschitzt, um eine homogene Temperaturverteilung zu iiberwachen. Zur Implementierung
wurde die echtzeitfihige Software TwinCAT 3 und ein Dell Optiplex 9020, Dual-Core Intel
Core 15-4690 3.5 GHz, 32 GB 1600 MHz DDR3 memory, Windows 10, Dell Inc., Round Rock,
TX, USA verwendet.

Abbildung 5.7 zeigt die Architektur des Versuchsstandes. Zwei speicherprogrammierbare Steue-
rungen (SPS) werden mit verschiedenen Taskzykluszeiten betrieben und sind in strukturiertem
Text geschrieben. Dabei wird auf der ersten SPS die Prozessteuerung und Temperaturregelung
sowie die Kommunikation mit externen Komponenten wie der grafischen Benutzeroberfldche,
der Datenakquise iiber einen XML-Server und der Datenaustausch mit den in Matlab/SI-
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Abbildung 5.7: Architektur des Versuchsstandes

MULINK generierten TCCom Objekten in C++ ausgefiihrt. Die Objekte werden mit einer
Zykluszeit von 6 s ausgefiihrt, da hier die zeitintensiven Berechnungen stattfinden. Innerhalb
der TCCom-Objekte werden die ordnungsreduzierten und verifizierten Modelle der vorheri-
gen Kapitel verwendet. Die zweite SPS ist mit einer schnelleren Zykluszeit umgesetzt und
beinhaltet Leistungsregler, Sicherheitsabfragen sowie das Klemmen I/O Management. Die
Kommunikation mit den Klemmen erfolgt iiber einen EtherCAT Bus.

5.2.1 Pradiktion des nichtlinearen Abkiihlvorgangs

Der Abkiihlvorgang bei der Vulkanisation hat einen entscheidenden Einfluss auf die Vernet-
zungsreaktionen und somit die abschlieBende Produktqualitit [KV86]. Die aktive Beeinflus-
sung der Vulkanisation findet allerdings wihrend des Heizprozesses iiber die Vorgabe der
Heiztemperaturen sowie der Heizdauer statt. Der nachfolgende Abkiihlvorgang an der Umge-
bungstemperatur erfolgt in der Regel passiv im Umfeld einer beliifteten Industriehalle. Der
gesamte Prozessablauf kann im Vorfeld mit Hilfe von Optimierungsverfahren energieeffi-
zient oder qualitititssichernd ausgelegt werden [Bos+18; ACC16; Lab+10]. Um Stérungen
der Heiztemperaturen durch Prozess- und Materialschwankungen auszugleichen oder wetter-
oder saisonbedingte Umgebungstemperaturen zu kompensieren und das vorgegebene Ziel zu
erreichen, kann der Prozess mit einer Verldngerung oder Verkiirzung der Heizdauer einfach
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und schnell adaptiert werden. Direkte Anpassungen der Heiztemperaturen sind auf Grund
der langsamen Systemdynamik nur stark eingeschriankt moglich [Bos21]. Zur Festlegung des
Heizendes ist die Kenntnis iiber die Temperaturverteilungen (siche Abbildung 5.8) bzw. den
sich daraus ergebenden Ausheizgrad im aktuellen Zeitschritt notwendig, da bei zu frithem
Beenden des Heizprozesses das Produkt noch nicht formstabil entnommen werden kann. Wei-
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(a) Priifkorperquerschnitt (b) Reifenquerschnitt

Abbildung 5.8: Beispielhafte Temperaturverteilungen im Heizprozess fiir den Priifkorper (a)
und den Reifenquerschnitt (b)

terhin muss die Ausheizgradverteilung am Ende des zukiinftigen Abkiihlens vorliegen, um
Minimalanforderungen sicher zu stellen. Da im Endprodukt keine Sensorik vorliegt, kann eine
modellbasierte Priadiktion des Abkiihlvorgangs in Kombination mit einem Heizmonitoring
verwendet werden, um Informationen tiber die Temperatur- und Ausheizgradverteilungen zu
erhalten. Abbildung 5.9 zeigt qualitativ den iiberwachten und pridizierten Temperaturverlauf
an einem Zielpunkt im Produkt.
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Abbildung 5.9: Schema der Abkiihlpradiktion bei Kautschukprodukten

Wihrend jedes Taktes des TCCom Objektes wird das Heizmodell um einen weiteren Zeit-
schritt gelost und es findet eine vollstindige Simulation des Abkiihlvorgangs statt. Die dafiir
notwendige Berechnungsdauer darf gemil3 der Echtzeitbedingung nicht die Lange des Taktes
iberschreiten. Der in dieser Arbeit vorgestellte Modellierungsansatz bietet nun die Moglichkeit
die Simulationsdauer iiber die Haufigkeit der nichtlinearen Korrektur anzupassen und so diese
Anforderung zu erfiillen. Abbildung 5.10 zeigt den Aufbau des TCCom Objektes. Die von der
SPS1 iibertragenen aktuellen Heiztemperaturen werden als Eingang der linearen Aufheizsimu-
lation verwendet, welche geméal} Taktzeit des Objektes zeitlich diskretisiert wurde. Am Ende
des Zeitschrittes werden ausgewéhlte virtuelle Sensorwerte, welche an den Sensorpositionen
von Messreifen liegen, ausgegeben und kénnen zur Verifizierung genutzt werden. Weiterhin
wird die bisher erreichte Ausheizgradverteilung ausgegeben. Fiir die Abkiihlsimulation wird
die aktuell gemessene Umgebungstemperatur als Eingang verwendet. Ferner ist die aktuelle
Temperaturverteilung als inhomogene Anfangsbedingung notwendig. Durch die Transformation
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V, € R¥*%eiz werden im aktuellen Zeitschritt ¢, die reduzierten Zustinde des Heizmodells
Theiz(tis) € R% in die Anfangszustinde der Eigenbewegung w(0) = w, € R%®

wo =Wy Vieis Theiz (tist) (5.4)
———

Vx

transformiert. V', weist dabei lediglich die reduzierten Dimensionen auf, sodass die Trans-
formation schnell berechnet werden kann. Gleichung (5.4) gilt allerdings nur wenn beide
Modelle denselben unreduzierten Zustandsraum sprich dieselbe ortliche Diskretisierung auf-
weisen. Andernfalls miissen die Zustandsvektoren noch auf ein gemeinsames Netz aus ortlichen
Stiitzstellen interpoliert werden, sodass eine Ubertragung moglich ist. Durch die Abkiihlpri-
diktion innerhalb eines Subsystems kann dann mit eigener Zeitschrittweite unabhéngig von
der Zykluszeit des Objektes der Ausheizgrad nach dem Abkiihlen berechnet werden. In der
Uberlagerung mit der aktuellen Ausheizgradverteilung ergibt sich somit die Verteilung am
Prozessende, welche zur Adaption der Heizdauer verwendet werden kann. Auf diese Weise
kann anhand von Regeln, bspw. das Erreichen des Mindestausheizgrades fiir alle Punkte, das
Ende des Heizprozesses angepasst werden. Durch die genaue Festlegung dieses Zeitpunktes ist
das Verlidngern der Heizdauer aus Sicherheitsgriinden nicht mehr notwendig, was zur Reduktion
der Prozessdauer sowie zur Energieeinsparung fiihren kann.

fa r )
Einginge Aufheizsimulation (linear) Ausginge
( Heiztemperaturen — :( Sensortemperaturen )
| — \
(Umgebungstemperatur ] (" Ausheizgradverteilung
3 L bisher
( Zustandstransformation J
1
Abkiihlsimulation (nichtlinear) Subsystem
Eigenbewegung | 1}
1 Ausheizgradverteilung Ausheizgradverteilung
Abkiihlen Prozessende
v
. J
' Fremderregung '—
\. J

Abbildung 5.10: Aufbau des TCCom Objektes zur Priadiktion
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5.2.2 Beobachtergestiitzte Schatzung der Oberflachentemperaturverteilung

Das in Kapitel 5.1 parametrierte und durch beispielhafte Prozessverldufe verifizierte Modell
der Heizplatte wird im Rahmen einer beobachtergestiitzten Schitzung der Oberflachentempera-
turverteilung verwendet. Dafiir wird das Modell zunéchst in linearer Form ohne Korrekturterm
sowie mit verifizierten Parametern und adaptierter Korrektur in ein TCCom Modul umgewan-
delt und echtzeitfdhig ausgefiihrt. Die Schrittweite des zeitlichen Diskretisierungsverfahrens
implizit Euler wird auf h = 5s gesetzt. Im Falle des adaptierten Modells wird ein Grenzwert
zur Neuberechnung von 7 = 1 K verwendet, woraus sich ein mittlerer Approximationsfehler
von 0,35 K sowie eine Berechnungsdauer von 1,5 fiir einen 140 min langen Prozess ergibt.
Abbildung 5.11 zeigt die Sensorverldufe sowie die Abweichung fiir das linearisierte und das
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Abbildung 5.11: Temperaturverldufe sowie Abweichungen zwischen aufgenommener Messung
und linearisiertem bzw. adaptiertem Modell im echtzeitfihigem Betrieb ohne
Riickfithrung [FWO20]

paramterabhiingige Modell. Zwar zeigt sich eine anfinglich relativ gute Ubereinstimmung
des linearisierten Modells mit dem Messverlauf, diese gilt jedoch nur lokal fiir den gewihl-
ten Arbeitspunkt bei 120 °C. Insgesamt bestitigt sich auch im Rahmen der echtzeitfihigen
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Ausfiihrung das wesentlich genauere Ergebnis des vorgestellten Modellierungsansatzes. Aller-
dings zeigen sich besonders in der Anfangsphase der Simulation noch hohere Abweichungen,
welche auf Messungenauigkeiten und temporire Storungen in der Umgebung der Heizplatte
zuriickgefiihrt werden kann. Mit Hilfe eines Kalman-Filters wird durch eine Riickfithrung der
Messung und einer Korrektur der Zustédnde im laufenden Prozess der Einfluss von Prozessunge-
nauigkeiten verringert. Dafiir muss die reduzierte Systembeschreibung in der Gleichung zur
Berechnung des Pridiktionsschritts im Kalman-Filter verwendet werden. Durch die zeitliche
Diskretisierung mit dem impliziten Euler Verfahren ergibt sich die reduzierte, zeitdiskrete
Systemmatrix Aq € R7¥4

A|;)"! (5.5)

und damit die Priadiktionsgleichung
By = Aq &1+ h | Blpup1 + g,(p5, Zu(n), Tu(m))] - (5.6)

Die Notation k£~ zeigt den Pridiktionsschritt an. Die Beobachtbarkeit muss fiir das reduzierte
System gezeigt werden, da durch die MOR die Systemeigenschaften verloren gehen. Ein
zweckmafiger Ansatz ist die Sicherstellung der Beobachtbarkeit durch den eingeschrinkten
Wertebereich der Korrekturfunktion. Die zustandsabhiingigen Parameterfunktionen konnen
durch obere und untere Schranken begrenzt werden. Auf diese Weise kann die Beobachtbarkeit
an verschiedenen Arbeitspunkten, insbesondere an den gewihlten Schranken ermittelt wer-
den. Die Beobachtbarkeit nach dem Kalman Kriterium zeigt fiir das vorliegende System die
Beobachtbarkeit und Verwendbarkeit eines Kalman-Filters. Die préadizierte Kovarianzmatrix
P, € R?7Y wird berechnet durch

~ ~T
P, = AP, A, +Q,_,. (5.7)

Dabei werden die Anfangswerte P, durch eine empirische Bestimmung auf 0, 1 gesetzt. Die
Kovarianz des Prozessrauschens Q wird als Diagonalmatrix mit den Werten 10 gesetzt. Zur
Korrektur wird zunéchst ein Temperatursensor 7g ; der Heizplatte verwendet. Die restlichen
dienen zur Verifizierung der geschitzten Oberflichentemperaturverteilung. Das Residuum der
Pridiktion berechnet sich somit iiber

- = Tsp — € &y, (5.8)
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mit dem Ausgangsvektor é € R'*9, Die Kalman Verstirkung 3 € R? berechnet sich aus der
préadizierten Kovarianz und dem Messrauschen R = 1

B, =P, ¢ (éP,- &' + R,) .. (5.9)
SchlieBlich erfolgen die Korrekturschritte des Zustandsvektors und der Kovarianzmatrix

i)k = jk— + IBk*Ek_a (510)
P,= (-3, ¢&P-. (5.11)

Abbildung 5.12 zeigt die geschitzte Oberflichenverteilung im stationdren Zustand mit den
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Abbildung 5.12: Geschitzte Oberflichentemperatur T Alsurt 1M Vergleich zu den Sensorwerten
Ts [FW0O20]

eingezeichneten gemessenen Sensorwerten. Rot umrandet ist der zur Korrektur verwendete
Temperatursensor im Randbereich. Die Abbildung 5.13 zeigt die Abweichungen zwischen den
geschitzten und gemessenen Sensortemperaturen zum selben Zeitpunkt wie Abbildung 5.12.
Insbesondere auf Seite des zur Korrektur verwendeten Sensors zeigt sich eine sehr kleine
Abweichung. Etwas hoher liegen die Werte auf der anderen Heizplattenseite, was durch einen
unsymmetrischen Aufbau bzw. unsymmetrische Luftstrémungen um die Heizplatte begriindet
werden kann und lediglich der gegeniiberliegende Sensor zur Riickfithrung verwendet wird.

Beispielhafte Prozessverlaufe unter der Verwendung eines Kalman-Filters sind in Abbil-
dung 5.14 gezeigt. Fiir die beiden dargestellten Verldufe ist der zeitlich gemittelte Fehler
zwischen pridizierten und gemessenen Sensorwerten in Abbildung 5.15 dargestellt. Es zeigt
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Abbildung 5.13: Abweichung zwischen geschitzten und gemessenen Temperaturen zum in
Abbildung 5.12 dargestellten Zeitpunkt

sich die bereits festgestellte unsymmetrische Fehlerverteilung auf Grund unsymmetrischer
Luftstromungen und unregelméfBigem Einbau der Heizpatronen. Weiterhin zeigen sich beson-
ders im Ubergangsbereich der einzelnen Temperaturniveaus groBere Abweichungen. Dies ist
zuriickzufiihren auf eine stark streuende Messung unter den Temperatursensoren.
Zusammenfassend ist die echtzeitfdhige Schitzung von Temperaturverteilungen mit den ord-
nungsreduzierten Modellen auf einer industriellen Steuerung umgesetzt und verifiziert worden,
was bisher mit derart komplexen Ausgangsmodellen nicht erreicht werden konnte [FWO20].
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Abbildung 5.14: Beispielhafte Heizverldufe und Abweichungen zwischen gemessenen T's und
geschitzten Temperaturwerten 7'y, an den Sensorpositionen [FWO20]
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Abbildung 5.15: Gemittelte Abweichungen zwischen gemessenen und geschitzten Temperatu-
ren fiir die Verldufe aus Abbildung 5.14 [FWO20]
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Die recheneffiziente, thermische Modellierung von Systemen oder Prozessen stellt in vie-
len industriellen Anwendungen eine Herausforderung dar. Vielfach werden vereinfachende
Annahmen wie z.B. Linearisierungen oder Symmetrieeffekte verwendet, welche jedoch ein
erweitertes Prozessverstindnis voraussetzen oder kritische Effekte vernachlidssigen konnen.
Sind diese Annahmen auf Grund des Prozesses nicht zulidssig oder liegen komplexe Geometrien
aus mehreren Komponenten mit schwankenden Parametern vor, ist unter Umstinden eine
parametervariante Modellierung mit einer Vielzahl von Zustandsgleichungen notwendig. Diese
hohe Modellkomplexitit erfordert eine hohe Berechnungsdauer, um eine ausreichend hohe Ge-
nauigkeit erreichen. Fiir modellbasierte Regelungsmethoden wie z.B. Zustandsschitzung oder
pradiktive Verfahren gelten allerdings harte Echtzeitanforderungen, welche durch die hohen
Simulationszeiten nicht eingehalten werden konnen. Weiterhin erfordern iterative Losungsalgo-
rithmen fiir Optimierungsprobleme und Parameteridentifikationen viele Simulationsdurchliufe
in kurzer Zeit, wodurch eine Verwendung von gro3en Modellen ebenfalls nicht moglich ist. Im
Rahmen dieser Dissertation wurde ein Verfahren entwickelt, wodurch der zentrale Zielkonflikt
zwischen Berechnungsdauer und Genauigkeit parametriert werden kann. Auf diese Weise ist es
erstmalig moglich raumliche Temperaturverteilungen in Echtzeit auf industriellen Steuerungen
zu berechnen und innerhalb der Prozessregelung und -iiberwachung zu verwenden. In diesem
Kapitel werden die wichtigsten Methoden und Ergebnisse zunédchst zusammengefasst und
anschlieBend darauf aufbauend ein Ausblick formuliert.

6.1 Zusammenfassung

Ausgangspunkt fiir eine performante, thermische Modellierung stellt die Geometrie eines zu
betrachteten Systems dar. Fiir diese Geometrie, welche oftmals im Rahmen von CAD-Daten
vorliegt, wird die partielle Wirmeleitungsgleichung mit thermischen Randbedingungen aufge-
stellt. Diese zunédchst unendlich-dimensionale Gleichung wird durch ortliche Diskretisierung
mit finiten Elementen in einen endlich-dimensionalen Zustandsraum aus Knotentemperaturen
tiberfiihrt. Dazu werden lineare, numerische Elementmatrizen, welche das thermische Verhalten
jedes einzelnen finiten Elements beschreiben, aufgestellt und anschlieBend zusammengesetzt.
Durch dieses numerische Verfahren liegen allerdings keine physikalisch interpretierbaren
Parameterabhingigkeiten mehr vor, weshalb diese aus einer affinen Kombination von numeri-
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schen Matrizen an verschiedenen Stiitzstellen interpoliert werden. Anschlieend ergibt sich
ein linear parametervariantes System aus Zustandsgleichungen, welche neben ausgewihlten
Materialparametern auch zustandsabhingige thermische Randbedingungen aus Konvektion und
Wirmestrahlung enthélt. Durch einen Separationsansatz wird das Gleichungssystem in einen
linearen und einen parameterabhingigen Teil aufgespalten. Die Abweichung der an einem
beliebigen Arbeitspunkt linearisierten Matrizen zum tatsdchlichen Arbeitspunkt wird somit
durch eine zustandsabhingige additive Korrekturfunktion kompensiert. Grundvoraussetzung
hierfiir ist die affine Struktur der thermischen Systeme.

Eine nachfolgend durchgefiihrte Modellordnungsreduktion iiberfiihrt die hochdimensionale,
vollstdndige Systembeschreibung in eine reduzierte, performante Realisierung. Inhomogene
Anfangsbedingungen, wie sie insbesondere bei der Abkiihlsimulation nach dem Heizprozess
auftreten, werden durch Superposition aus Eigen- und Fremddynamik abgebildet, um sie in
den reduzierten Modellen beriicksichtigen zu konnen. Zur Reduktion von linearen System-
realisierungen existieren eine Vielzahl von mathematischen Verfahren. Auf die vorliegenden
LPV-Systeme sind diese jedoch nicht direkt anwendbar. Parametrische Reduktionsverfahren
sind fiir LPV-Systeme zwar geeignet, verwenden allerdings Zustandstrajektorien (,,snap-shots*)
der unreduzierten Systeme fiir verschiedene Parameterstiitzstellen oder interpolieren zwischen
mehreren gewichteten, reduzierten Realisierungen. Dies erfordert entweder bereits validierte
Originalmodelle oder ist fiir eine hohe Zahl von variierenden Parametern mit viel Rechen- und
Speicheraufwand verbunden.

Eine vielversprechende Alternative liefert das in dieser Arbeit beschriebene Verfahren, bei dem
die separierte Systemdarstellung verwendet wird. Die Projektoren zur Modellordnungsreduk-
tion werden dabei fiir den linearen Systemteil berechnet und auch in der Korrekturfunktion
angewendet. Eine Vielzahl von Reduktionsverfahren wurde hinsichtlich aufgestellter Anfor-
derungen und Giitekriterien untersucht und ein passender Ansatz fiir die jeweilige Dynamik
ausgewdhlt. Dabei ist grundsitzlich zwischen den Zielvorgaben zu unterscheiden, ob eine ge-
naue Abbildung der Systemausginge oder aller Zustinde erfolgen soll. Bei der Rekonstruktion
aller Zustinde bzw. ausgewihlter Temperaturverteilungen eignen sich insbesondere Eingangs-
Block-Krylovrdaume fiir die Fremddynamik sowie rechtsseitige tangentiale Interpolation fiir die
Eigendynamik. Weiterhin muss die reduzierte Ordnung zur besseren Zustandsabbildung etwas
hoher gewidhlt werden.

Da zur Berechnung der nichtlinearen Korrekturfunktion die reduzierten Zusténde in den Origi-
nalraum und wieder zuriick transformiert werden miissen, ergibt sich durch die reine Separation
und Reduktion zunichst keine Einsparung bei der Berechnungsdauer. Als Losungsansatz wird
die Korrekturfunktion lediglich fiir die Zustinde mit nichtlinearem Einfluss berechnet und von
der zeitlichen Diskretisierung entkoppelt. Die Korrekturfunktion wird daher abschnittsweise
in einem Zeitintervall konstant gehalten und nur neu berechnet, wenn die absolute Anderung
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eines nichtlinear beeinflussten Zustands einen definierten Grenzwert iibersteigt. Damit entsteht
ein parametrierbarer Kompromiss aus Abbildungsgenauigkeit und Berechnungsdauer, welcher
zur Laufzeit der Simulation angepasst werden kann ohne die Modelle zu veridndern oder neu zu
diskretisieren. Fiir einzelne Simulationen ohne Grenze der Berechnungsdauer kann folglich eine
hohe Genauigkeit erzielt werden, wenn der Grenzwert zur Neuberechnung gering gewihlt wird.
Einschriankungen durch Echtzeitfihigkeitsbedingungen oder eine Vielzahl von notwendigen
Iterationen zur Losung von Optimierungsproblemen erfordern hingegen eine hohe Performanz
und dementsprechend einen hoheren Grenzwert.

Die so reduzierten Systemrealisierungen werden anschliefend mit verschiedenen Verfahren
zeitlich diskretisiert. Bei der gegebenen Problemstellung sind implizite Losungsalgorithmen
besser geeignet, da diese einen groferen Stabilitdtsbereich aufweisen und die Zeitschrittweite
somit deutlich hoher gewihlt werden kann als bei expliziten Verfahren. Der hohere Berech-
nungsaufwand der implizierten Verfahren kann auf diese Weise ausgeglichen werden. Trotz
der hoheren Zeitschrittweiten zeigt sich nur ein geringer Anstieg des gemittelten Zustands-
fehlers zwischen reduziertem und vollstandigen Modell. Weiterhin wurde der Einfluss des
Grenzwertes zur Neuberechnung der Korrekturfunktion quantifiziert. Dieser hat die grofiten
Auswirkungen auf Genauigkeit und Rechenaufwand und ermdglicht somit eine Parametrierung
des Zielkonfliktes je nach Anforderungen.

Die entwickelte Modellierungs- und Simulationsmethode wird durch die Anwendung auf
einen Vulkanisationsprozess von Kautschukerzeugnissen exemplarisch anhand von Messun-
gen iiberpriift. Zur Herstellung von Kautschukerzeugnissen werden diese in viskoelastischer
Form in eine Heizpresse eingelegt und anschlieBend unter Druck geformt und beheizt. Die so
zugefiihrte Warme fiihrt zu chemischen Vernetzungsreaktionen, welche das Materialverhalten
zu elastischen Charakteristiken iiberfithren. Nach Beendigung des Heizprozesses werden die
Produkte aus der Heizpresse entnommen und kiihlen in der Regel an der Umgebungsluft ab.
Wihrenddessen finden gerade im Inneren noch weitreichende Vernetzungsreaktionen statt,
sodass auch der Abkiihlvorgang einen signifikanten Einfluss auf die Produktqualitiit hat. Zur
Quantifizierung dieser kann der Ausheizgrad aus der zeitlichen Temperaturverteilung berechnet
werden. Da allerdings im Kautschukerzeugnis keine Sensorik vorliegt, muss diese Verteilung
modellbasiert berechnet werden. Ebenfalls von entscheidendem Interesse ist die Oberfldchen-
temperaturverteilung der Heizpresse, da nur durch eine exakte Einhaltung der Prozessvorgaben
das gewiinscht Endergebnis im Kautschukprodukt erreicht werden kann.

Die reduzierten und zeitlich diskretisierten Modelle von Kautschukprobe und Heizplatte wer-
den im Rahmen einer Identifikation bedatet. Dabei sind insbesondere Materialeigenschaften,
Wirmeiiberginge und thermische Randbedingungen bei Heizplatte und Kautschukerzeugnis-
sen relevant. Ein Laboraufbau aus Heizplatte und Priifkorper liefert dabei die notwendigen
Messdaten. Zur Identifikation wurden Sprungantworten der Heizplatte sowie Prozesse mit dem
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Priifkorper verwendet. Als zu minimierende Kostenfunktion wurde die Abweichung zwischen
gemessenen Sensortemperaturen und den Systemausgingen verwendet. Der transiente Bereich
bei der Heizplatte dient zur Ermittlung der Wirmeiibergiinge zwischen Aluminiumblock und
Isolation sowie Heizpatronen und zur Identifikation der Materialparameter der Heizpatronen.
Selbiges gilt fiir Materialparameter des Priifkdrpers. Das stationére Verhalten sowie der Abkiihl-
vorgang dienen zur Identifikation der temperaturabhingigen Wirmeiibergangskoeffizienten.
Diese wurden durch Polynome und kubische Splines approximiert, wodurch identifizierbare
Parameter erzeugt wurden. Im Vergleich zu empirisch bestimmten Wirmeiibergangskoeffi-
zienten weisen beide Modelle in Validierungsprozessen deutlich hohere Genauigkeiten auf.
Dieser Identifikationsansatz zur Bestimmung temperaturabhiingiger Randbedingungen und
thermischer Ubergiinge verwendet erstmalig reduzierte Modelle mit mehreren variierenden
Parametern(-funktionen) in einem iterativ gelosten Optimierungsproblem und ist abschlieend
erfolgreich validiert worden.

Die validierten Modelle der Heizplatte und der Kautschukprobe werden anschlieend in
echtzeitfdhigen Methoden auf einer industriellen Steuerung verwendet. Die Kautschukprobe
wird wihrend des Heizprozesses modellbasiert iiberwacht, sodass zu jedem Zeitpunkt die
aktuelle Temperaturverteilung sowie der bisher erreichte Ausheizgrad berechnet wird. Weiterhin
findet in jedem Takt eine Priadiktion des Abkiihlvorgangs statt, um die Ausheizgradverteilung
nach dem Ende des Vulkanisationsprozesses bereits beim Aufheizen zu berechnen. Diese
Ergebnisse sind besonders wertvoll, da nur wihrend des Heizprozesses aktiv auf den Prozess
Einfluss genommen werden kann. Die Heizdauer kann folglich so angepasst werden, dass
gegeniiber der aktuellen Umgebungstemperatur ein robustes Endprodukt hergestellt werden
kann. Bisher konnten im Stand der Forschung wihrend des Vulkanisationsprozesses keine
Angaben iiber den Stand der Ausheizgradverteilung gemacht werden, weshalb zur Erreichung
eines robusten Prozessziels die Heizdauer pauschal um eine Sicherheitsmarge erhoht wurde.
Eine zweite Einsatzmoglichkeit stellt die beobachtergestiitzte Schitzung der Oberflachentem-
peraturverteilung der Heizplatte dar. Die performante Systemrealisierung der Heizplatte wird
in einem Kalman-Filter verwendet, bei dem ein Temperatursensor als Korrektur dient und die
weiteren elf zur Validierung der geschitzten Temperaturverteilung. Es zeigen sich gute Validie-
rungsergebnisse und eine deutliche hohere Genauigkeit als bei den empirisch parametrierten
Modellen. Beide Anwendungsfille bestétigen somit die Verwendbarkeit und Vorteile des ent-
wickelten parametrierbaren Modellierungsansatzes zur Losung des zentralen Zielkonfilktes
zwischen der Modellgenauigkeit/-komplexitit und der Berechnungsdauer.
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6.2 Ausblick

Der in dieser Arbeit entwickelte Modellierungs- und Simulationsansatz zeigt unter Laborbe-
dingungen bei Vulkansiationsprozessen vielversprechende Ergebnisse. Die modellbasierten
Methoden zur Priadiktion und Zustandsschitzung konnen dabei echtzeitfahig und mit ausrei-
chender Genauigkeit umgesetzt werden. Die im industriellen Umfeld stattfindenden Prozesse
weisen allerdings eine hohere Komplexitit auf und sind besonders durch mehrere und ldngere
Ubergangsphasen zwischen Prozessschritten gekennzeichnet. Hierbei sind insbesondere die
vorgestellten Parameterierungsmoglichkeiten im Rahmen der modellbasierten Identifikation
hilfreich, um diese Effekte automatisiert zu parametrieren und abzubilden. Erste Versuche zur
Identifikation von Abkiihlrandbedingungen im industriellen Umfeld und unter Beriicksich-
tigung verschiedener Zwischenschritte in der Prozesskette zeigen gute Ubereinstimmungen,
miissen allerdings anhand von weiteren Messungen validiert werden.

Weiterhin ist das schnelle Adaptieren der Modelle bei im Vorfeld gemessenen Parameter-
schwankungen vorteilhaft bei der genauen Prozessiiberwachung. Die Methode kann im Rahmen
weiterer Untersuchungen mit komplexeren Prozessabldaufen und aufwendigeren Priifkdrpern
aus verschiedenen Materialien und Geometrien evaluiert werden. Hierbei konnen insbesondere
additive Herstellungsverfahren verwendet werden, um Aktorik und Sensorik direkt in die Priif-
korper einzubringen und eine hohe Probenvielfalt zu realisieren. Eine weitere Verwendung der
performanten Modellierung liegt in der Optimierung von Komponenten beziiglich Geometrie-
oder Materialparametern, um aufwendige experimentelle Studien zu ersetzen und Zielvorgaben
bei der spiteren Verwendung mit einzubinden. Durch den Einsatz reduzierter Modelle ldsst sich
auf diese Weise bereits im Entwicklungsprozess deutlich an Simulationszeit sparen. Denkbar
sind hier die Auslegung von Komponenten hinsichtlich gezielter thermischer Vorgaben wie
beispielsweise bei der Fertigung von Isolationsmaterial.

Neben einer Anwendung auf Vulkanisationsprozesse lisst sich die entwickelte Methode auch
auf weitere Prozesse, die unter dem Einfluss der Temperatur stehen, tibertragen. Insbesondere
im Kontext der Industrie 4.0 findet eine zunehmende Verwendung von modellbasierten Ver-
fahren zur Auslegung, Optimierung, Uberwachung und Regelung von Systemen statt. Dabei
besteht jedoch immer die Voraussetzung, dass die verwendeten Modelle bzw. Simulationen
auch auf eingeschrinkter Hardware wie industriellen Steuerungen ausfiihrbar sind. Die An-
passung der Berechnungsdauer hinsichtlich Echtzeitvorgaben ermdglicht hierbei verschiedene
Anwendungsfelder wie zum Beispiel Zustandsschétzer zur Detektion von thermischen Stérun-
gen oder zur Riickfithrung von Temperaturverteilungen beim Einsatz von Prozessregelungen.
Die in im Rahmen dieser Dissertation vorgestellte Methode bietet damit das Potenzial innerhalb
vielféltiger Industrieprozesse verwendet zu werden und einen Beitrag zur fortschreitenden
Digitalisierung der Produktionskette zu leisten.
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Anhang

A.1 Ausheizgrad bei der Vulkanisation von
Kautschukerzeugnissen

Der Ausheizgrad quantifiziert die wahrend der Vulkanisation abgelaufenen chemischen Vernet-
zungsreaktionen innerhalb des Kautschukerzeugnisses. Durch Berechnungs des Ausheizgrades
bzw. der Ausheizgradverteilung konnen Riickschliisse auf die erreichte Steifigkeit der jeweili-
gen Materialkomponente gezogen werden. Er ist somit ein indirektes MalB fiir den Prozesserfolg
sowie die Produktqualitiit.

Zur Berechnung bei Kautschukerzeugnissen wird in der Regel das Equivalent Cure Concept
(ECC) verwendet [DGPMO0O0; Stu97]. Bei dieser Methode wird die im Material auftretende
Temperatur 7" mit einer Referenztemperatur 7, verglichen. Daraus kann ein Zeitdquivalent ¢,
in ETmin bestimmt werden, welches angibt wie lange die auftretende Temperatur gehalten
werden muss, um den gleichen Ausheizgrad wie beim Referenzprozess zu erreichen. Aus
der Aktivierungsenergie der chemischen Reaktion £/4 sowie der allgemeinen Gaskonstante R
ergibt sich fiir zeitabhiingige Temperaturen 7(¢) im Material

t E
teq:/ e 1 (T T, (A.1)
0

Abbildung A.1 stellt eine beispielhafte Messung von zwei Sensortemperaturen und den daraus
berechneten Ausheizgrad in ETmin dar. Es zeigt sich, dass erst nach dem Uberschreiten
von Temperaturen iiber 120 °C chemische Vernetzungsreaktionen starten und bei hoheren
Temperaturen immer schneller stattfinden. Weiterhin findet ein Grofteil der Reaktionen durch
die geringe Wiarmeleitfahgkeit des Materials auch wihrend des Abkiihlvorgangs statt, sodass
Aufheiz- und Abkiihlvorgang immer fiir eine Berechnung des Endausheizgrades beriicksichtigt
werden miissen.

Ziel des Vulkanisationsprozesses ist es eine vorig definierte Ausheizgradverteilung im gesamten
Produkt bestmdglich zu erreichen. Eine Minimalvorgabe muss in jedem Fall eingehalten werden,
da das Material sonst im viskoelastischen Zustand verbleibt. Deutliches Uberschreiten des
Endausheizgrades kann wiederum zu einer Zerstdrung der Molekiilketten und des Produktes
fiihren.
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