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Leistungskennzahlen zu berechnen.  
 

Aufgabe: 
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implementiert werden und mit weiteren bereits vorhandenen Implementierungen verglichen werden, 
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Zwangsbedingungen basieren. Dabei soll auch die Aufstellung der Gleichungen in 

parameterlinearer Form untersucht werden. 
 

Im Rahmen dieser Arbeit ergeben sich insbesondere die folgenden Aufgabenpunkte: 
 

 Literaturrecherche und Einarbeitung, 

 Inbetriebnahme der existierenden Programme „ParaDyn“ und „openSYMORO“ und Test 

mit Beispielsystemen, 

 Definition von Schnittstellen und Programmstruktur, 

 Implementierung des zu untersuchenden Ansatzes (nach Abdellatif et al.), 

 Herleitung der Dynamikgleichungen für unterschiedliche Systeme mit bekannter Lösung 
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Kurzfassung

Das Ziel dieser Arbeit ist die Implementierung einer automatischen Dynamikmodellierung
für parallelkinematische Maschinen. Diese dient unter anderem der automatischen Struktur-
und Maßsynthese neuartiger Roboter in Abhängigkeit einer vorgegeben Aufgabenspezifikation.
Als Grundlage wird eine bereits vorhandene MAPLE-Toolbox verwendet, mit der aber bisher
nur serielle und hybride Strukturen berechnet werden können. Da der zu implementierende
Ansatz nach Abdellatif et al. auf der getrennten Betrachtung der Beinketten und der Plattform
basiert, wurde die Toolbox so erweitert, dass auf die vorhandenen Lösungen für serielle Ketten
zurückgegriffen werden kann. Um das Dynamikmodell, das über den LAGRANGE-sche For-
malismus aufgestellt wird, in Minimalform zu erhalten, werden die Bewegungsgleichungen
der Teilsysteme in den Plattform-Koordinatenraum projiziert. Als Referenz dienen in dieser
Arbeit zwei weitere Implementierungen zur Berechnung der Dynamik, die auf einer ähnli-
chen Projektion auf Basis der kinematischen Zwangsbedingungen bzw. auf der Verwendung
der NEWTON-EULER-Methode basieren. Die Lösungen wurden hinsichtlich Recheneffizienz,
Struktur der Lösung und verfahrensbedingte Begrenzungen für verschiedene Roboterstrukturen
untersucht und mit denen der Referenzen verglichen.
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1 Einleitung

Die hohe Nachfrage in der Robotik- und Automatisierungstechnologie bewirkt, dass immer
wieder neue Ansprüche an die aktuelle Robotertechnik gestellt werden. Aufgrund des enormen
Wachstums entsteht der Bedarf, spezifische Roboter zu entwickeln, die auf eine einzige Aufgabe
zugeschnitten sind und dabei bestimmte Spezifikationen einhalten. Der Hauptabnehmer ist
nach wie vor die Industrie mit dem Haupteinsatzzweck in der Automobilbranche, aber auch die
Medizin- oder Servicerobotik sind wachsende Einsatzfelder. In dem übergeordneten Projekt
dieser Arbeit soll eine Methode zur automatischen Struktur- und Maßsynthese von parallelki-
nematischen Maschinen in Abhängigkeit einer vorgegeben Aufgabenspezifikation entwickelt
werden. Dabei soll der Roboter gewisse Vorgaben wie z. B. einen geringen Energieverbrauch,
eine hohe Dynamik oder ein geringes Gewicht einhalten. Bisherige Roboter werden in den
meisten Fällen auf breite Anwendungsfelder ausgelegt und sind für den letztendlichen Einsatz-
zweck somit häufig überdimensioniert, wodurch sie die gewünschten Vorgaben nicht einhalten
können. Da eine solche Methode bereits für serielle Roboter vorliegt, liegt der Schwerpunkt
hier auf der Betrachtung parallelkinematischer Maschinen.

Das Grundkonzept der Methode, auf das die Entwicklung aufbauen soll, besteht aus zwei
Schritten: Zunächst sollen alle Roboterstrukturen, die für die Aufgabe in Frage kommen, be-
stimmt werden (Struktursynthese), um in einem zweiten Schritt die Dimensionierung aller
ausgewählten Roboterkinematiken so festzulegen, dass die gewünschten Spezifikationen erfüllt
werden (Maßsynthese). Am Ende liegt eine Löungsmenge aller Roboter, die für die gewünsch-
te Aufgabe und den einzuhaltenden Spezifikationen in Frage kommen, vor. Hierzu wird ein
Optimierungsverfahren entwickelt, in dem eine aus den Vorgaben abgeleitete Gütefunktion in
Abhängigkeit der kinematische und dynamische Leistungskenngrößen minimiert wird. Voraus-
setzung für die Optimierung ist, dass die Modellierung der Kinematik und der Dynamik aus
den ausgewählten Roboterstrukturen automatisch berechnet werden kann.

Für diesen Zweck, aber auch für spätere Steuerungs- und Regelungsaufgaben wie z. B. Vor-
steuerungen oder Simulationen, soll in dieser Arbeit eine automatische Dynamikmodellierung
implementiert werden. Für serielle Strukturen liegt diese basierend auf den LAGRANGE’schen
Gleichungen bereits vor und kann als Grundlage weiterverwendet werden [Sch]. Für parallele
Roboterstrukturen existieren verschiedene Implementierungen zur Dynamikberechnung, die
auf unterschiedlichen Ansätzen beruhen. In dieser Arbeit soll ein weiterer Ansatz für parallele
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Roboter implementiert werden [AH09], während zwei weitere Verfahren zu Vergleichszwecken
dienen [DTKHO09a], [KVK+14]. Alle drei Ansätze basieren entweder auf der Berechnung
der Dynamik mit Hilfe des NEWTON-EULER-Verfahrens oder mittels der LAGRANGE’schen
Gleichungen beziehungsweise der HAMEL-BOLTZMANN-Gleichungen für Quasikoordinaten
und -geschwindigkeiten. Das Hauptaugenmerk liegt hierbei auf der Berechnung der inversen
Dynamik, da die vorgegebene Aufgabenspezifikation in den meisten Fällen eine Endeffektor-
bewegung ist und die zu minimierende Gütefunktion die Kräfte und Momente der Antriebe
beinhaltet. Durch Umstellung nach den Beschleunigungen mittels Matrixinvertierung und
anschließende Integration lässt sich die direkte Dynamik aus der inversen Dynamik bestimmen.
Am Ende liegt eine Implementierung vor, die für jeden Roboter die vollständige Dynamikmo-
dellierung übernimmt, ohne das der Anwender sich mit dem Fachgebiet der Mehrkörpersysteme
auseinandersetzen muss.

Um den oben genannten Einsatzzwecken gerecht zu werden, soll das Ergebnis der Modellie-
rung einen möglichst geringen Rechenaufwand verursachen. In diesem Punkt unterscheiden
sich die verschiedenen Ansätze (NEWTON-EULER und LAGRANGE) voneinander, was durch
einen Vergleich am Ende dieser Arbeit mit untersucht werden soll. In jedem Fall muss das
Dynamikmodell in Abhängigkeit der Minimalkoordinaten bestimmt werden. Sie entsprechen
der minimalen Anzahl an Koordinaten, mit denen jeder Zustand des Roboters beschrieben
werden kann und ihre Verwendung führt zu einer Reduzierung des Modells auf die geringste
Anzahl Bewegungsgleichungen. Im Allgemeinen entsprechen die Minimalkoordinaten bei
parallelen Robotern den EE- bzw. Plattformkoordinaten [Abd07]. Darüber hinaus erfolgt die
Implementierung des Verfahrens über das Computer-Algebra-System MAPLE. Der Vorteil
gegenüber der numerischen Berechnung, wie sie beispielsweise in MATLAB erfolgen würde,
liegt ebenfalls in der Optimierung der Recheneffizienz [DPF13].

In dieser Arbeit wird zunächst in die wichtigsten Grundlagen der Roboterkinematik und
-dynamik in Abschnitt 2 eingeführt, um darauf aufbauend in Abschnitt 3 auf die unterschied-
lichen Ansätze der Dynamikmodellierung einzugehen. Während die Funktionsweisen der
Vergleichsimplementierungen nur kurz angeschnitten werden, wird das zu implementierende
Verfahren umfangreicher erläutert. Im Anschluss wird in Abschnitt 4 der Aufbau der Tool-
box, die um die Dynamikmodellierung für parallele Roboter erweitert wurde, vorgestellt. In
Abschnitt 5 wird auf die Roboterkinematiken, die zu Testzwecken der jeweiligen Implemen-
tierungen herangezogen werden, und deren Besonderheiten bzw. gegebenenfalls eingeführten
Vereinfachungen eingegangen. Am Ende des Kapitels folgt ein Vergleich der neuen Imple-
mentierung gegenüber der bestehenden unter Betrachtung der genannten Beispielroboter. Eine
Zusammenfassung mit kurzem Ausblick in Abschnitt 6 schließen diese Arbeit ab.
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2 Grundlagen

Im Folgenden wird zunächst auf die wichtigsten Grundlagen für die Dynamikberechnungen
bei parallelen Robotern eingegangen. In Abschnitt 2.1 wird zunächst auf Roboterkinematik
eingegangen, auf der die nachfolgenden Berechnungen basieren. Anschließend beschreibt
Abschnitt 2.2 die verschiedenen Verfahren zur Dynamikmodellierung, sowie Besonderheiten,
die bei parallelen Robotern auftreten.

2.1 Kinematik

Die Kinematik bildet die Grundlage für die Robotermodellierung. Sie beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen den Gelenkkoordinaten q und den Endeffektorkoordinaten xE. Die
Kinematik kann entweder in impliziter oder in expliziter Form beschrieben werden. Wenn
explizit von den gegeben aktiven Winkeln qa auf xE geschlossen werden soll, wird dies als
direkte Kinematik bezeichnet. Den umgekehrten Fall nennt man inverse Kinematik.

2.1.1 Impliziter Zusammenhang

Um die Gelenkkoordinaten q und die Endeffektorkoordinaten xE in eine funktionale Relation
setzen zu können, müssen kinematischen Zwangsbedingungen

h(q,xE) = 0 (2.1)

aufgestellt werden. Grundsätzlich erhält man diese Zwangsbedingungen durch Betrachtung
eines Punktes auf dem Roboter, der über zwei Wege entlang der Robotergeometrie berechnet
wird. Durch Gleichsetzen dieser beiden Vektoren, erhält man den impliziten Zusammenhang
aus (2.1). Ein bewährtes Vefahren ist hierbei das Gleichsetzen des Vektors der Koppelpunkt-
koordinaten xK, der über die folgenden Wege berechnet wurde: Der erste Vektor h1i(q) wird
über die serielle Kette eines Beines i und der zweite h2i(xE) über die Endeffektorbewegung
und dem Abstand der Koppelpunkte xKi zum Endeffektor berechnet. Durch Stapeln aller so
enstandenen i Gleichungen erhält man (2.1) [Mer06].
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2.1.2 Inverse Kinematik

Die inverse Kinematik beschreibt die Winkel der aktiven Koordinaten qa in Abhängigkeit der
Endeffektorkoordinaten xE:

qa = g(xE) (2.2)

Bei seriellen Robotern kann die analytische Herleitung sehr aufwendig sein, da kein allgemein-
gültiger Lösungsformalismus existiert. Für parallele Roboter wird die inverse Kinematik im
Allgemeinen über die minimalen Zwangsbedingungen h(qa,xE) = 0 bestimmt. Der Vektor
hat die Größe (i × 1), wenn, wie gewöhnlich, jedes Roboterbein nur ein angetriebenes Ge-
lenk besitzt. Man erhält sie für die gängigen Robotertypen, deren Plattform-Koppelgelenke
so viele rotatorische Freiheitsgrade wie der Endeffektor haben, aus (2.1), indem die passiven
Gelenkwinkel eliminiert werden [Mer06]. Um die Gleichungen in der expliziten Form (2.2) zu
erhalten, werden sie nach qa umgestellt.

2.1.3 Direkte Kinematik

Während die inverse Kinematik über den oben beschriebenen Ansatz gelöst wird, existiert für
die direkte Kinematik

xE = f(qa) (2.3)

bei parallelen Robobter kein analytisches Lösungsverfahren. Dies liegt daran, dass für eine
Gelenkstellungung der aktiven Koordinaten qa mehrere Endeffektorstellungen xE existieren
[KD02]. Für eine eindeutige Zuordnung müssten auch die passiven Gelenkkoordinaten qp
bekannt sein. Werden diese nicht zusätzlich gemessen, kann die Lösung nur über eine iterative
numerische Lösung erfolgen.

2.1.4 Differentielle Kinematik

Die Beschreibung des Zusammenhang der Ableitungen der Systemkoordinaten und Endef-
fektorkoordinaten wird differentielle Kinematik genannt. Wie bei der direkten bzw. inversen
Kinematik sind im Allgemeinen nur die aktiven Koordinaten von Interesse, sodass die Lösung

ẋE =
df(qa)

dt
=
∂f(qa)

∂qa

dqa
dt

=
∂f(qa)

∂qa
q̇a = Jq̇a (2.4)

gesucht wird. Für die differentielle Kinematik reicht es demnach aus, die Gesamt-Jacobi-
Matrix J zu kennen. Genau wie bei den Kinematikbetrachtungen, ist auch hier bei PKM
nur die Berechnung der inversen differentiellen Kinematik q̇a = J−1ẋE analytisch effizient
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möglich. Bei komplizierten Robotermechanismen mit vielen Freiheitsgraden, erhält man J
durch numerisches Invertieren von J−1. Bei parallelen Robotern wird für die Berechnung
von J−1 auf die kinematischen Zwangsbedingungen h(qa,xE) = 0 zurückgegriffen. Durch
zeitliches Ableiten der Zwangsbedingungen erhält man

dh(xE, qa)

dt
=
∂h(xE, qa)

∂xE

ẋE +
∂h(xE, qa)

∂qa
q̇a = AẋE +Bq̇a = 0. (2.5)

Umgestellt nach den angetriebenen Gelenkgeschwindigkeiten ergibt sich

q̇a = −B−1AẋE = J−1ẋE. (2.6)

Diese Lösung hat zwei Vorteile: Zum einen müssen die Zwangsbedingungen nicht erst aufwen-
dig umgestellt werden, zum anderen liegen nun auch die Jacobimatrix der direkten Kinematik
A und die Jacobimatrix der inverse Kinematik B vor. A und B sind vor allem für Singula-
ritätsuntersuchungen von Relevanz [Abd07]. Durch erneutes Ableiten von (2.6) können die
Beschleunigungen der aktiven Gelenke berechnet werden:

q̈a = J−1ẍE + J̇
−1
ẋE (2.7)

Da mit der Gesamt-Jacobimatrix J die Geschwindigkeiten verknüpft werden, gilt der gleiche
Zusammenhang auch für kleine Positions- oder Winkeländerungen

∆qa = J−1∆xE. (2.8)

Mit (2.8) kann nun auch die Beziehung zwischen Kräften und Momenten hergeleitet werden.
Wenn davon ausgegangen wird, dass die Energie, die zur Endeffektorbewegung und zu aktiven
Gelenkbewegungen vom System aufgebracht werden muss, die gleiche ist und in den passiven
Gelenken keine Energie dissipiert wird, erhält man

∆qTa τ a = ∆xT
EτE

∆xT
EJ

−Tτ a = ∆xT
EτE

J−Tτ a = τE.

(2.9)

Die erste Zeile von (2.9) ist auch unter dem Prinzip der virtuellen Arbeit bekannt. τ a sind die
Kräfte bzw. Momente in den aktiven Gelenken und τE entspricht den resultierenden Kräften
bzw. Momenten am Endeffektor [OK14].



2 Grundlagen 6

2.1.5 MDH-Parameter

Für die Beschreibung des seriellen Robotermechanismus hat sich die Verwendung der DENAVIT-
HARTENBERG-Notation etabliert. Sie dient vor allem dazu die Wahl der Koordinatensysteme
für jeden Teilkörper des Roboters zu normen, sodass die Transformation von einem Teilkörper
zum nächsten mit nur vier DENAVIT-HARTENBERG-Parametern beschrieben werden kann. Mit
einer Tabelle, die diesen Parameter für jeden Teilkörper bzw. jedes Koordinatensystem besteht,
lässt sich die Kinematik des Roboter eindeutig bestimmen. Die homogene Transformation vom
Koordinatensystem (KS)i nach (KS)j lautet somit

iT j(qj) = T rz(θj)T tz(dj)T tx(aj)T rx(αj), (2.10)

wobei T rx , T ry und T rz für die rotatorischen homogenen Transformationen um die x-, y- und
z-Achse stehen und T tx , T ty und T tz die translatorische homogene Transformation entlang
der entprechenen Achsen beschreiben. Die vier Parameter, die vorgegeben werden müssen,
lauten θj , dj , aj und αj [OK14].

Für geschlossenen Ketten, wie die hybriden oder parallelen Roboter, reicht die Notation mit
vier Parametern nicht aus, weshalb die modifizierte DENAVIT-HARTENBERG-Notation entstan-
den ist. Genauso wie bei der klassischen DENAVIT-HARTENBERG-Notation, ist die Wahl der
Koordinatensysteme bis auf wenige Sonderfälle exakt vorgegeben. Durch den komplizierteren
Mechanismus von geschlossenen Ketten, müssen aber mehr Parameter vorgegeben werden.
Neben den sechs Parametern, die die Transformation von einem Körper zum nächsten beschrei-
ben, muss angegeben zwischen welchen Gelenken die Transformation erfolgt. Darüber hinaus
muss vorgegeben werden, ob es sich bei dem jeweiligen Gelenk des Teilkörpers um eine Dreh-
(σj = 0) oder Schubgelenk (σj = 1) und ob es sich um ein aktives (µj = 1) oder passives
(µj = 0) handelt. Da ein Teilglied mehrere Folgeglieder, wird mit a(j) = i angegeben, dass es
sich um die Transformation von (KS)i nach (KS)j

iT j(qj) = T rz(γj)T tz(bj)T rx(αj)T tx(dj)T rz(θj)T tz(rj) (2.11)

handelt. Somit müssen für die vollständige Beschreibung die acht Parameter σj , a(j), µj , γj ,
bj , αj , dj , θj und rj vorgegeben werden [KD02]. Da es ausreicht, bei den in dieser Arbeit
betrachteten Ansätzen, die Kinematik der jeweiligen Beine der PKM vorzugeben und diese
für gewöhnlich keine geschlossene Ketten enthalten, ist sowohl die klassische als auch die
modifizierte Notation möglich. Während in dem Programm nach [DTKHO09a], die auf die Be-
rechnung serieller und paralleler Strukturen beschränkt ist, DENAVIT-HARTENBERG Parameter
vorgegeben werden, verwendet die in dieser Arbeit für PKM nach [Abd07] erweiterte Toolbox
[Sch] die modifizierten Parameter, da hiermit auch hybride Roboter berechnet werden können.
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2.2 Dynamik

Die Dynamik eines Roboters gibt die Relation zwischen den eingebrachten Kräften und der
daraus resultierenden Bewegung für die massebehafteten Körper an. Im Gegensatz zu seriellen
Robotern, ist die Berechnung der Dynamik für parallele Roboter mit geschlossene Ketten
wesentlich aufwendiger. Dies liegt vor allem daran, dass sich der Minimalkoordinatenraum
vom Antriebskoordinatenraum unterscheidet und jedes Bein zudem aus zahlreichen passiven
Gelenken besteht. Beim Aufstellen der Differentialgleichungen kommt es daher zu vielen
Transformationen der Bewegungsgleichungen in unterschiedliche Koordinatenräume [AH09]:

Für einen Roboter mit n Freiheitsgraden besteht das Dynamikmodell aus nDifferentialgleichun-
gen. Darüber hinaus wird hierbei zwischen der direkten und inversen Dynamik unterschieden.
Die direkte Dynamik

ẍE = fdir(ẋE,xE, q, τ a,p) (2.12)

gibt die Beschleunigung der Minimalkoordinaten im Bezug auf die eingebrachten Kräfte an und
wird vor allem in der Simulation von Roboterbewegungen verwendet. In der realen Anwendung
hat die direkte Dynamik allerdings keine Relevanz, weshalb der Schwerpunkt dieser Arbeit auf
der inversen Dynamik

τ a = finv(ẍE, ẋE,xE, q,p) (2.13)

liegt. Sie beschreibt die Kräfte, die in die aktiven Gelenke eingeleitet werden müssen, um
eine vorgegebene Endeffektorbewegung durchführen zu können und wird hauptsächlich zum
Zweck der Steuerung bzw. Regelung des Roboters sowie für die Simulation und Auslegung
in der Maßsynthese eingesetzt. Der Vektor p aus (2.13) enthält alle physikalischen Parameter
des Systems. In (2.12) und (2.13) ist zu erkennen, dass sowohl die Endeffektorkoordinaten
als auch sämtliche passive und aktive Gelenkkoordinaten vorgegeben werden müssen. Bei
den Geschwindigkeiten und Beschleunigungen reicht es hingegen die Endeffektorkoordinaten
anzugeben. Dies hängt mit der inversen Kinematik aus Abschnitt 2.1.2 zusammen, bei der
kein analytisches Verfahren zur Bestimmung aller aktiven und passiven Gelenkkoordinaten
auf Basis der Endeffektorkoordinaten existiert. Die inverse Dynamik kann in verschiedenen
Formen aufgstellt werden. Die in der Literatur am häufigsten auftretende allgemeine Form

τ a = M (q)ẍE + c(q, ẋE) + g(q) (2.14)

entspricht (2.13) mit expliziter Darstellung der einzelnen Dynamikterme. Wenn n der Anzahl an
Freiheitsgraden entspricht, istM die (n× n)-Massenmatrix, c der (n× 1)-Coriolisvektor und
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g der (n× 1)-Gravitationsvektor. Die Gleichung der Form (2.14) ist zwar rechenaufwendiger
als (2.13), es lässt sich daraus aber durch einfaches Umformen die Gleichung für die direkte
Dynamik bestimmen [Abd07].

Zur Berechnung der Dynamikgleichungen eines Roboters existieren verschiedene Verfahren, die
eingesetzt werden können: Das NEWTON-EULER-Verfahren, das LAGRANGE’sche Verfahren
und Das Prinzip der virtuellen Arbeit bzw. Energie. Im Folgenden werden die ersten beiden
Methoden vorgestellt, da die in dieser Arbeit betrachteten Algorithmen ausschließlich darauf
beruhen.

2.2.1 Der LAGRANGE’sche Formalismus

Bewegungsgleichungen, die mittels des LAGRANGE’sche Formalismus aufgestellt werden,
haben den Vorteil, dass sich die jeweiligen Dynamikterme direkt aus der LAGRANGE-Funktion
berechnen lassen und somit eine gut strukturierte Form der Gleichung vorliegt. Bei dem Forma-
lismus kann zwischen den Gleichungen 1. Art, die aus n+m Differentialgleichungen stehen
und die kinematischen Zwangsbedingungen enthalten, und 2. Art aus n Differentialgleichungen,
in denen die Zwangsbedingungen bereits eliminiert wurden, unterschieden werden. Während n
die Anzahl der Freiheitsgrade des Roboters und somit die unabhängigen Koordinaten angibt,
entspricht m der Anzahl aller abhängigen Koordinaten.

2.2.2 Die LAGRANGE’schen Gleichungen 1. Art

Die Grundlage der LAGRANGE’schen Gleichungen sind kinetische und potentielle Energie
T bzw. U , die für das Gesamtsystems aufgestellt und zur LAGRANGE-Funktion L = T − U

zusammengesetzt werden. Durch partielles Ableiten von L nach den Roboterkoordinaten ergibt
sich das Dynamikmodell zu

τ q +
∂h(q)

∂(q)

T

λ =
d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
, (2.15)

das n+m Differentialgleichungen enthält. Hierbei besteht der Vektor q aus n unabhängigen
und m abhängigen Koordinaten und τ q aus den entsprechenden Kräften und Momenten. Da die
Koordinaten durch m kinematische Zwangsbedingungen miteinander verknüpft sind, müssen
diese in den Gleichungen berücksichtigt werden. Dazu wird die Matrix ∂h(q)/∂(q) multipli-
ziert mit dem Vektor der LAGRANGE-Multiplikatoren λ addiert. Es existieren genauso viele
LAGRANGE-Multiplikatoren wie Zwangsbedingungen vorhanden sind. (∂h(q)/∂(q))Tλ ist
der Vektor der Zwangskräfte, die eingebracht werden müssen, um die Zwangsbedingungen
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einzuhalten. Mit allen n+m Differentialgleichungen und den m Zwangsbedingungen stehen
genug Gleichungen zur Verfügung, um das Gleichungssystem zu lösen. Damit liegt sowohl die
Lösung für die Zwangskräfte als auch für die gesuchte Bewegungsgleichung des Systems vor
[Mei70].

Da die Zwangskräfte bei der Berechnung der inversen Dynamik nicht von Interesse sind und die
Berechnung unnötig aufwendiger macht, wird deshalb auf die LAGRANGE’schen Gleichungen
2. Art zurückgegriffen. Diese lassen sich aus den Gleichungen 1. Art ableiten, indem die
Zwangskräfte eliminiert werden, wie im Folgenden näher beschrieben wird.

2.2.3 Die LAGRANGE’schen Gleichungen 2. Art

Die LAGRANGE’schen Gleichungen 2. Art ergeben sich aus (2.15), wenn die partiellen Ablei-
tungen der LAGRANGE-Funktion ausschließlich nach den generalisierte Koordinaten (Mini-
malkoordinaten) z gebildet werden. Die Minimalkoordinaten sind jene Koordinaten, die die
kinematischen Zwangsbedingungen immer erfüllen. Dies hat zur Folge, dass die Zwangsbedin-
gungen konstant bleiben und die Ableitung nach den Minimalkoordinaten ∂h(q)/∂(z) = 0

ergibt. Somit erhält man ausgehend von (2.15) die allgemeine Form

τ z +
∂h(q)

∂(z)

T

︸ ︷︷ ︸
=0

λ = τ z =
d

dt

∂L

∂ż
− ∂L

∂z
. (2.16)

Die Anzahl an Minimalkoordinaten eines Systems entsprechen der Anzahl dessen Freiheits-
grade n. Wie aus den Kinematikgrundlagen aus Abschnitt 2.1 bereits bekannt, ist die direkte
Kinematik bei parallelen Robotern analytisch nicht lösbar, da für eine Konfiguration der An-
triebskoordinaten mehrere Konfigurationen des Endeffektors existieren. Die kinematischen
Zwangsbedingungen, die ebenfalls in Abschnitt 2.1 aufgestellt wurden, werden von den An-
triebskoordinaten nicht immer erfüllt. Bei parallelen Systemen kommen für die Wahl der
Minimalkoordinaten somit nur die Endeffektorkoordinaten in Frage [Mei70].

2.2.4 Das NEWTON-EULER-Verfahren

Die zweite, weitverbreitete Methode zur Berechnung der Bewegungsgleichungen ist das
NEWTON-EULER-Verfahren. Hierbei wird das Gesamtsystem in seine N Teilkörper frei-
geschnitten und der Impuls- und Drallsatz für jeden Teilkörper aufgestellt. Wenn das dabei
entstehende Gleichungssystem mit 6N Gleichungen nach den aktiven Gelenkkräften aufgelöst
wird, erhält man die inverse Dynamik des Systems. Ein Vorteil des Verfahrens gegenüber dem
LAGRANGE’schen Formalismus ist, dass es eine höhere Recheneffizienz bietet. Dadurch ist das
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Verfahren bei der Modellierung von PKMs verbreitet [Abd07]. Ein Nachteil ist, dass mit dem
Verfahren auch die Schnittkräfte mitberechnet werden müssen. Die translatorische Bewegung
wird für jeden Körper i mit dem Impulssatz in differentieller Form

miai = f ti (2.17)

beschrieben. Der Vektor f ti ist die Summe alle äußeren Kräfte, die auf den Körper i wirken.
mi ist die Masse des Körpers und ai die Beschleunigung des Körpers in seinem Massenschwer-
punkt Si. Zur Berechnung der rotatorischen Bewegungsgleichung werden für jeden Teilkörper
i die Drallsätze um den Schwerpunkt Si gebildet

I
(Si)
i ω̇i + ω̃i

(
I
(Si)
i ωi

)
= m

(Si)
ti . (2.18)

I
(Si)
i ist der Trägheitstensor, ωi der Vektor der Winkelgeschwindigkeiten und m(Si)

ti der Vektor
der äußeren Momente um den Schwerpunkt Si. Bei parallelen Robotern wird das System in
seine Teilsysteme zerlegt und die aufgestellten Drall- und Impulssätze rekursiv in einander
eingesetzt [Abd07].

2.2.5 Dynamik bei parallelen Robotern

Durch die komplizierte Struktur paralleler Roboter muss ein erhöhtes Augenmerk auf die An-
wendung der oben beschriebenen Berechnungsverfahren gelegt werden. Während man bei der
Verwendung der NEWTON-EULER-Methode wenige Variationsmöglichkeiten beim Aufstellen
der Gleichungen hat, können mit der LAGRANGE-Methode verschiedene Ansätze in Betracht
gezogen werden. Grundsätzlich lässt sich das Prinzip der LAGRANGE’schen Gleichungen
auf das geschlossene System des parallelen Roboters anwenden. Allerdings erhält man auf
Grund der partiellen Ableitungen nach den Minimalkoordinaten sehr aufwendige Gleichungen,
womit das Ergebnis für einen Parallelroboter mit vielen Freiheitsgraden nicht recheneffizient
wäre. In [AH09] wird bewiesen, dass die geschlossenen Ketten der Grund für die ineffiziente
Lösung sind und dass die Aufsummierung der Dynamikgleichungen für die einzelnen Teilket-
ten und die Plattform auf das gleiche Ergebnis, wie das des geschlossenen Mechanismus, führen:

Es werde die LAGRANGE-Funktion L = T − U mit den Minimalkoordinaten z = (rTP,ϕ
T
P)T

für 6 FHG für den geschlossenen Mechanismus und Lt = Tt −Ut mit den Minimalkoordinaten
jedes Teilsystems, die in zt zusammengefasst werden, für das offene System betrachtet. Der
LAGRANGE’sche Formalismus ergibt

τ =
d

dt

∂L

∂ż
− ∂L

∂z
(2.19)
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und
τ t =

d

dt

∂Lt
∂żt

− ∂Lt
∂zt

. (2.20)

Der Beweis aus [AH09] liefert für die virtuelle Arbeit, dass

τdz =

(
d

dt

∂L

∂ż
− ∂L

∂z

)
dz =

(
d

dt

∂Lt
∂żt

− ∂Lt
∂zt

)
dzt = τ tdzt. (2.21)

Das heißt, dass beide Systeme die gleiche virtuelle Arbeit verrichten und deshalb bei Verwen-
dung des D’ALAMBERT’sche Prinzips die gleichen Bewegungsgleichungen entstehen müssten.
Mit anderen Worten wird die gleiche Energie vom System aufgebracht, unabhängig davon, ob
die Koordinaten z mit τ oder die Koordinaten zt mit τ t bewegt werden. Vorausgesetzt, das
offene und das geschlossene System führen die gleichen Bewegungen durch, was aber durch
die kinematischen Zwangsbedingungen erzwungen wird. Eine weitere Erklärung für die Mach-
barkeit dieses Verfahrens ist die Berechnung über das NEWTON-EULER-Verfahren. Hierbei
kann die Dynamik ebenfalls zunächst für jedes Subsystem des Roboters für sich erstellt werden.
Anschließend werden die externen Kräfte der Teilsysteme durch geeignete Transformationen
und die NEWTON-EULER-Methode miteinander verrechnet.

Es ist demnach möglich die Bewegungsgleichungen für jede Teilsysteme einzeln zu bestim-
men und diese anschließend aufzusummieren. Dabei muss allerdings beachtet werden, dass
die Gleichungen zuvor in ein gemeinsames Koordinatensystem transformiert werden. Bei
geschickter Einteilung des Gesamtssystems in seine Teilsysteme, können die Abhängigkeiten
von den Minimalkoordinaten vereinfacht und somit der Aufwand zur Berechnung der partiellen
Ableitungen reduziert werden. Bei parallelen Robotern hat sich die Einteilung in die jeweiligen
seriellen Ketten und die Roboterplattform bewährt. Die Gleichungen der seriellen Ketten j wer-
den bezüglich ihrer Gelenkkoordinaten qj gebildet. Zur Berechnung der Dynamikgleichungen
der Roboterplattform werden die Minimalkoordinaten des Gesamtsystems z verwendet [AH09].
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3 Ansätze

In diesem Kapitel werden das zu implementierende Verfahren sowie die zu vergleichenden
Ansätze für die Berechnung der PKM-Dynamik beschrieben und dabei die jeweiligen Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede erläutert. Zunächst wird in Abschnitt 3.1 auf das Programm
OPENSYMORO eingegangen, das die inverse Dynamik mittels des NEWTON-EULER-Verfahren
bestimmt [KVK+14]. Abschnitt 3.2 und Abschnitt 3.3 beschreiben die Funktionsweise von
PARADYN aus [DTKHO09a] bzw. dem zu implementierenden Ansatz (nach Abdellatif et al.),
der in [AH09] beschrieben wird.

Dynamik der Beine im 

Gelenkkoordinatenraum 𝒒𝑗

Aufsummieren im Platt-

formkoordinatenraum 𝒙P

Koppelpunkt-

Koordinatenraum 𝒙K𝑗

Aktiver

Gelenkkoordinatenraum 𝒒a

Ansatz nach Abdellatif et al.

𝑱𝑞𝑗
K𝑗

𝑱K𝑗
𝑥P

𝑱𝑥P
𝑞a−T

Dynamik der Beine im 

Gelenkkoordinatenraum 𝒒𝑗

Aufsummieren im Platt-

formkoordinatenraum 𝒙P

Aktiver

Gelenkkoordinatenraum 𝒒a

PARADYN

𝑱𝑞𝑗
𝑥P

𝑱𝑥P
𝑞a−T

Dynamik des Roboters im 

Gelenkkoordinatenraum 𝑞

Aufsummieren im aktiven

Gelenkkoordinatenraum 𝒒a

OPENSYMORO

𝑱𝑞
𝑞a

Bild 3.1: Schematische Darstellung der betrachteten Verfahren

Beide Ansätze verwenden die LAGRANGE‘schen Gleichungen zur Dynamikmodellierung und
unterscheiden sich hauptsächlich in der Projektion der Dynamikgleichungen in ein gemeinsa-
mes Koordinatensystem. In Bild 3.1 sind die Unterschiede dieser Projektionen schematisch
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dargestellt. Grundsätzlich unterscheidet sich das Koordinatensystem der Plattform (KS)P von
dem des EE-Koordinatensystem (KS)E, was durch eine weitere Transformation berücksichtigt
werden muss. Da diese Transformation aber nicht von der Konfiguration des Roboters abhängt,
werden für alle Verfahren statt der EE-Koordinaten xE die Plattformkoordinaten xP verwendet.

3.1 Projektion durch implizit definierte Schließbedingungen
(OPENSYMORO)

OPENSYMORO ist ein Open-Source Programm, dass 2014 von Khalil et al. veröffentlicht wurde
und der symbolischen Modellierung von Robotern dient. Mit dem, in der Programmiersprache
Python geschriebenen Programm, können sowohl Roboter mit offenen als auch mit geschlos-
senen Ketten modelliert werden. Zudem ist es möglich Roboter mit fester und beweglicher
Basis, sowie solche mit Rädern zu berechnen. Als Vorgabe erwartet die graphische Oberfläche
die Anzahl der Gelenke und bei Robotern mit geschlossenen Ketten die Gliederanzahl. Die
Geometrie des Roboters wird mit modifizierten DENAVIT-HARTENBERG-Parametern bestimmt
[KVK+14].

3.1.1 Form des Ergebnisses

Das Ziel bei der Bestimmung eines Dynamikmodells ist es, die aktiven Gelenkkräfte und
-momente in Abhängigkeit der Roboter Bewegung zu erhalten. Grundsätzlich ist es möglich
diese Bewegung alleine durch alle Systemkoordinaten und die Minimalgeschwindigkeiten
und -beschleunigungen beschreiben zu können. Da in OPENSYMORO die Dynamik mittels
der NEWTON-EULER-Methode im Gelenkkoordinatenraum aufgestellt wird, liegt wird das
Dynamikmodell in der Form

τ q = fdyn(q̈, q̇, q,p),

τ a = J qaq τ q
(3.1)

mit dem Parametervektor p und allen Gelenkwinkeln q ausgegeben. Mit dieser Formel werden
zunächst alle Kräfte der passiven und aktiven Gelenke τ q bestimmt, um das Ergebnis im
Anschluss über J qaq in den Raum der aktiven Gelenke τ a zu projizieren. Aufgrund der Verwen-
dung der NEWTON-EULER-Methode zur Bestimmung des Modells, ist es nicht möglich, die
Gleichung mit getrennten Dynamiktermen für den Intertial-, Coriolis- und Gravitationsanteil
zu erhalten.
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3.1.2 Das Verfahren

Im Gegensatz zu den anderen, später beschriebenen Verfahren, ist der Ansatz aus OPEN-
SYMORO nicht auf PKMs beschränkt. Hiermit können jegliche Systeme von seriellen und
baumstrukturartigen Robotern bis hin zu Robotern mit geschlossenen Ketten berechnet wer-
den. Dies wird unter anderem dadurch ermöglicht, dass hier zur Dynamikmodellierung das
NEWTON-EULER-Verfahren herangezogen wird. Denn im Gegensatz zum LAGRANGE’schen
Verfahren fallen bei der NEWTON-EULER-Methode die Überlegungen zum Koordinatenraum,
in dem die Bewegungsgleichungen aufgestellt werden, weg. Im Folgenden wird zunächst die
Bestimmung der Kinematik in Abschnitt 3.1.2 und darauf aufbauend das Dynamikmodell in
Abschnitt 3.1.2 beschrieben.

Kinematik

Zur Modellbestimmung bei Robotern mit geschlossenen Ketten, wird das System in eine äqui-
valente Baumstruktur überführt. Dies geschieht indem die Schleifen an bestimmten Gelenken
aufgeschnitten werden, aber davon ausgegangen wird, dass die beiden Koordinatensysteme der
so entstandenen freien Enden übereinander liegen. Eine geeignete Wahl der Schnittgelenke
bei parallelen Robotern sind die Koppelgelenke. Das Ziel bei der Bestimmung des Kinema-
tikmodells bei parallelen Robotern ist der differentielle Zusammenhang zwischen den aktiven
Gelenken und den Plattformkoordinaten. Bei OPENSYMORO wird hierfür zunächst der diffe-
rentiellen Zusammenhangs zwischen den Plattformkoordinaten und allen Gelenken entlang
einer Kette

ẋP =
∂f(q)

∂q
q̇ = JxPq q̇ (3.2)

gebildet. Da im Prinzip an jedem Teilglied der Endeffektor montiert werden könnte, muss
das Plattformkoordinatensystem vorgegeben werden. Da die in Abschnitt 2.1.4 beschriebene
differentielle Kinematik nur von den aktiven Gelenken abhängt, müssen die passiven Gelenke
in (3.2) durch kinematische Zwangsbedingungen eliminiert werden [KVK+14].

Zur Bestimmung der Beziehung zwischen den passiven und aktiven Gelenken werden die
Geschwindigkeiten der Koordinatensysteme an den Enden freien Enden einer geöffneten Kette
gebildet. Da davon ausgegangen wird, dass beide Koordinatensysteme exakt übereinander
liegen, können die so berechneten Geschwindigkeiten gleich gesetzt werden und sodass man

(vTk ,ω
T
k )T = Jkq1q̇1 = Jkq2q̇2 (3.3)

erhält. k steht für das geschnittene Koordinatensystem und q̇1 bzw. q̇2 für die Gelenkgeschwin-
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digkeiten entlang einer der beiden Ketten. Multipliziert mit den beiden Jacobi-Matrzen Jkq1 und
Jkq2 ergibt sich die Geschwindigkeiten (vTk ,ω

T
k )T das geschnittene Koordinatensystem. Durch

Kombination dieser Gleichungen für alle geschlossenen Ketten ergibt sich

(
W a W P 0

W ac W pc W c

) q̇a
q̇p
q̇c

 = 0, (3.4)

wobei q̇a, q̇p und q̇c die aktiven, passiven und geschnittenen Gelenke repräsentieren. Durch
Umstellen der ersten Zeile aus (3.4) erhält man

q̇p = −W−1
P W aq̇a = J qpqa q̇a. (3.5)

Durch Einsetzen von (3.5) in (3.2) ergibt sich die gewünschte differentielle Kinematik in
Abhängigkeit der aktiven Gelenkwinkel [KC97].

Dynamik

In Abschnitt 2.2.4 wurde erklärt wie mittels des NEWTON-EULER-Verfahrens die Bewe-
gungsgleichungen für die einzelnen Starrkörper eines Roboters bestimmt werden können. Zur
Berechnung der inversen Dynamik werden die durch Freischneiden der einzelnen Glieder ent-
standenen Gleichungen rekursiv in einander eingesetzt. Für das in OPENSYMORO eingesetzte
Verfahren zur Bildung des Dynamikmodells wird das geschlossene System in eine äquivalente
Baumstruktur überführt. Hierbei müssen Schnittgelenke gewählt werden, in denen die geschlos-
senen Ketten geöffnet werden.

Das Verfahren besteht demnach aus zwei Schritten: In der Vorwärts-Rekursion werden die
Dynamikkräfte in Abhängigkeit der Geschwindigkeiten und Beschleunigungen bestimmt. Die
Reaktionskräfte zwischen den Teilkörpern werden hierbei vorerst nicht berücksichtigt. Für
jeden Körper i = 1, ..., N des Systems ergeben sich die Impuls- und Drallsätze zu

f ti = miai,

mti = I
(Si)
i ω̇i + ω̃i

(
I
(Si)
i ωi

)
.

(3.6)

Den zweiten Schritt bildet eine Rückwärts-Rekursion, bei der die entstandenen Bewegungsglei-
chungen der Teilglieder über die jeweiligen Schnittkräfte miteinander verknüpft werden. Für
jedes freigeschnitten Teilglied ergeben sich für i = N, ..., 1 die Funktionen

f i = f ti + f j,

mi = mti +mj + r̃Si
i f i + r̃Si

j f j.
(3.7)
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Hierbei ist i das auf j folgende Gelenk, sodass i = a(j). Der Tilde-Operator beschreibt das
Kreuzprodukt zweier Vektoren durch ein Produkt aus Matrix und Vektor a× b = ãb. Bei meh-
reren Nachfolgern müssen die Schnittkräfte und -momente aller Folgeglieder berücksichtigt
werden. Die Kräfte bzw. Momente f i bzw. mi sind die die Reaktionskräfte zwischen den
Teilgliedern [KC97].

Die Bestimmung der Antriebskräfte τi jedes Gelenks ist davon abhängig, ob es es sich um ein
translatorisches oder rotatorisches Gelenk handelt sowie entlang welcher Achse es sich bewegen
kann. Mit Verwendung der klassischen bzw. modifizierten DENAVIT-HARTENBERG-Notation
ist bereits festgelegt, dass sich die Gelenke um bzw. entlang der z-Achse bewegen können. Für
das Gelenk i ergibt sich somit

τi = fT
i azi bzw.

τi = mT
i azi ,

(3.8)

wobei azi = (0, 0, 1)T zur Auswahl der z-Komponente des Vektors genutzt wird. Die so
entstandenen Bewegungsgleichungen liefern die Kräfte aller Gelenke τq = (τT

a , τ
T
p )T des

Roboters. Um die vollständige inverse Dynamik, die ausschließlich die Kräfte der aktuierten
Gelenke enthält, zu erhalten, ist es notwendig alle Kräfte auf die aktiven Gelenke zu projizieren.
Für diese Projektion wird Gleichung (3.5) verwendet, sodass

τ am = τ a + J qpqa
−Tτ p (3.9)

gilt. Der Vektor τ am gibt hierbei die endgültigen Motorkräfte an, während J qpqa
Tτ p der Projekti-

on des passiven auf den aktiven Gelenkkoordinatenraum entspricht [KC97].

3.2 Projektion auf Plattformkoordinaten durch Schließbedingungen
(PARADYN)

PARADYN wurde am Institut für mechatronische Systeme an der Leibniz Universität Hannover
von Do Tanh et al. in dem Computer-Algebra-System MAPLE entwickelt. Dem Programm
werden lediglich die DENAVIT-HARTENBERG- und die pyhsikalischen Parameter sowie die ak-
tuierten und Minimalkoordinaten, -geschwindigkeiten und -beschleunigungen vorgegeben. Als
Ergebnis erhält man das symbolisch berechnete Kinematik- und Dynamikmodell in optimier-
tem Matlab-Code [DTKHO09a]. Dieses Kapitel ist in zwei Teile gegliedert: Abschnitt 3.2.1
beschreibt, wie das Ergebnis des Dynamikmodells aussehen soll und Abschnitt 3.2.2 erläutert
die Vorgehensweise in dem Verfahren.
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Während beim Ansatz nach Abdellatif et al. das Dynamikmodell für jedes Subsystem mit
eigenen Gleichungen, getrennt voneinander beschrieben wird, betrachtet PARADYN die Glei-
chungen zusammengesetzt in einem einzigen Vektor. In dieser Koordinatenteilungsmethode
werden die Gleichungen aller Subsysteme zusammengefügt und anschließend über eine Projek-
tionsmatrix J qaq auf die Minimalform reduziert. Bei Abdellatif et al. wird jede Gleichung für
sich projiziert, um sie darauffolgend zur Minimalform aufzusummieren. Dies ist lediglich eine
Stilfrage und hat somit keinen Einfluss auf die Struktur der endgültigen Lösung. Der Übersicht
halber wird in dieser Arbeit für beide Verfahren die selbe Darstellung verwendet.

Dynamik der Beine im 

Gelenkkoordinatenraum 𝒒𝑗

Aufsummieren im Platt-

formkoordinatenraum 𝒙P

Aktiver

Gelenkkoordinatenraum 𝒒a

𝑱𝑞𝑗
𝑥P

𝑱𝑥P
𝑞a−T

Bild 3.2: Schematische Darstellung von PARADYN

3.2.1 Form des Ergebnisses

Die inverse Dynamik beschreibt die eingeprägten Kräfte in Abhängigkeit einer vorgegebenen
Systembewegung bzw. der Koordinaten, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen. Das Ziel
ist es das Dynamikmodell in Minimalform

τ a = fdyn(z̈, ż, z, q,p) (3.10)

zu erhalten, bei der die Anzahl der Gleichungen der Anzahl an Freiheitsgraden und der aktiven
Gelenke des Roboters entsprechen. Mit der expliziten Darstellung der einzelnen Terme wie in
Abschnitt 2.2.1 als Differentialgleichung 2. Ordnung erhält man

τ a = M a(qges)z̈ + ca(qges, ż) + ga(qges), (3.11)
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wobei ż bzw. z̈ den (n× 1) Minimalgeschwindigkeiten bzw. -beschleunigungen und τ a dem
Kraftvektor der Antriebe für n unabhängige Koordinaten entspricht.M ist die (n× n) Mas-
senmatrix, c der (n× 1) Coriolisvektor, g der (n× 1) Gravitationsvektor und p der (n× 1)

Parametervektor. qges ist der (f × 1) Vektor, der alle f = n+m Systemkoordinaten einbezieht.
Für die Minimalkoordinaten stehen sowohl die aktuierten Gelenke als auch die Koordinaten der
Plattform zur Auswahl. Aufgrund der Schwierigkeit die Gleichungen in Abhängigkeit der ak-
tiven Gelenke in symbolischer Form zu bilden, kommt aber nur letzteres in Frage [DTKHO09a].

Wie bereits in Abschnitt 2.2.1 erwähnt, hat die Form in (3.11) den Vorteil, dass die einzelnen
Terme des Dynamikmodells explizit dargestellt sind. Aufgrund dieser Tatsache eignet sich
die Gleichung sehr gut für die Berechnung der direkten Dynamik oder zum Entwurf von
Regelungen und bietet im Allgemeinen die größte Flexibilität in der Darstellung. Z. B. können
durch die enstprechende Jacobi-Matrix die Minimalbeschleunigungen z̈ durch den Vektor der
Antriebsbschleunigungen q̈a ersetzt werden, wie in [AH09] gefordert. In dieser Arbeit wird sich
auf die Darstellung nach (3.11) beschränkt, um eine einheitliche Darstellung zu gewährleisten.

3.2.2 Das Verfahren

Nachdem in Abschnitt 2.2.5 gezeigt wurde, dass das Aufteilen in Subsysteme zu kürzeren
Ausdrücken in den Bewegungsgleichungen führt, wird der Parallelroboter in seine einzelnen
seriellen Ketten sowie die bewegte Plattform separiert. Wenn j der Indizierung der Beine
entspricht, kann die Dynamik der Beine τ j mit Hilfe der LAGRANGE’schen Gleichungen
bezüglich der Gelenkkoordinaten qj bestimmt werden. Häufig treten symmetrische Roboter
auf, bei denen es genügt die Gleichungen für ein Bein aufzustellen und anschließend für alle
anderen Beine zu übernehmen. Die Roboterplattform besteht lediglich aus einem Starrkörper,
dessen Dynamikgleichungen τP ebenfalls mittels des LAGRANGE’schen Formalismus oder des
NEWTON-EULER-Verfahrens bestimmt werden können. Um die Ergebnisse der Teilsysteme zu-
sammenzuführen, müssen die Gleichungen in einen gemeinsamen Koordinatenraum überführt
werden. Anschließend können die Ergebnisse aufsummiert werden. Hierzu wird in PARADYN

das kartesische Koordinatensystem, in dem die Bewegung der Roboterplattform beschrieben
wird, verwendet. Die Kräfte bzw. Momente der aktuierten Gelenke τ a erhält man, indem die
Kräfte über die entsprechende Jacobi-Matrix J qaz

−T in den Raum des aktiven Gelenkraums
projiziert werden. Damit das Ergebnis der Form aus (3.10) bzw. (3.11) entspricht, gilt es alle Ge-
lenkgeschwindigkeiten und -beschleunigungen q̇j und q̈j durch die Minimalgeschwindigkeiten
und -beschleunigungen ż und z̈ zu ersetzen [DTKHO09b].
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Kinematik

Bild 3.2 kann entnommen werden, inwiefern sich die Ansätze in der Wahl und der Projektion in
ein gemeinsames Koordinatensystem unterscheiden. Diese Transformation erfolgt, wie bereits
aus Abschnitt 2.2 bekannt, über eine Multiplikation mit der jeweiligen Jacobi-Matrix J . Die
Bewegungsgleichungen der Plattform liegen bereits bezüglich der kartesischen Koordinaten vor,
sodass hier ausschließlich die Dynamikmodelle der seriellen Ketten betrachtet werden müssen.
In Bild 3.2 ist zu erkennen, dass in PARADYN die Bewegungsgleichungen aus dem Gelenkraum
ohne Umweg über ein Zwischenkoordinatensystem in den kartesischen Raum transformiert
werden. Da ein Parallelroboter geschlossene kinematische Ketten aufweist, müssen zuvor
die kinematischen Zwangsbedingungen aufgestellt werden. Durch zeitliches Ableiten der so
entstanden Gleichungen erhält man

∂h(z, qj)

∂z
ż +

∂h(z, qj)

∂qj
q̇j = Aż +Bq̇j = 0. (3.12)

Durch Umstellen der Gleichung

q̇j = −B−1Aż = J qjz ż (3.13)

kann die Jacobi-Matrix für einen parallelen Roboter bestimmt werden. h(z, qj) beschreibt die
aufgestellten kinematischen Zwangsbedingungen, z die Minimal- bzw. Plattformkoordinaten
des parallelen Mechanismus, qj die Minimalkoordinaten der seriellen Kette j und J qjz die
gesuchte Projektionsjacobi-Matrix [DTKHO09a]. Für eine detaillierte Erklärung für Herleitung
der kinematischen Zwangsbedingungen sei auf Abschnitt 2.1 verwiesen.

Dynamik der seriellen Ketten

Für die Dynamik der seriellen Ketten ist es das Ziel, das Dynamikmodell in der Form

τ j = M j(qj)q̈j + cj(q̇j, q̈j) + gj(qj) (3.14)

mit den expliziten Termen für die Inertialmatrix M j sowie den Coriolis- und Gravitations-
vektor cj bzw. gj zu erhalten. τ j beschreibt die eingeprägten Gelenkmomente und -kräfte. In
Abschnitt 2.2.1 wurde gezeigt, wie die Bewegungsgleichungen eines mechanischen Systems
mit Hilfe des LAGRANGE’schen Ansatzes und der enthaltenen Energie hergeleitet werden
können. Für serielle Strukturen aus Nj Teilkörpern ergeben sich die kinetische und potentielle
Energie-Gleichung zu
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Tj =
1

2

Nj∑
k=1

(
ωT
k I

(Sk)
k ωk +mkv

T
Sk
vSk

)
(3.15)

und

Uj =

Nj∑
k=1

mkg
T
gravrSk

. (3.16)

Die Winkelgeschwindigkeiten bzw. Schwerpunktgeschwindigkeiten eines Körpers können über
ωk bzw. vSk

ausgedrückt werden. mk bzw. I(Sk)
k entsprechen der Masse bzw. Trägheitstensor

eines Körpers. Zur Berechnung der potentiellen Energie Uj wird der Gravitationsvektor g
mit den Schwerpunktkoordinaten rSk

eines jeden Körpers multipliziert. Die Winkel- und
Schwerpunktgeschwindigkeiten sind linear von den Gelenkgeschwindigkeiten q̇j abhängig und
können in Matrixform

ωk = JRk
q̇j und vCk

= JTk
q̇j (3.17)

ausgedrückt werden. JRk
und JTk

sind die rotatorische und translatorische Jacobi-Matrix für
den Körper k. Über die partiellen Ableitungen der LAGRANGE’schen Funktion Lj = Tj − Uj
und durch Einsetzen von (3.17) in (3.15) kann die kinetische Energie der seriellen Kette mit

Tj =
1

2

(
q̇TjM jq̇j

)
(3.18)

ausgedrückt werden, wobei die Massenmatrix als

M j =

Nj∑
k=1

(
JT

Rk
I
(Sk)
k JRk

+mkJ
T
Tk
JTk

)
(3.19)

definiert ist. Somit kann die Berechnung der MassenmatrixM j direkt über (3.19) implementiert
werden [DTKHO09a]. Aus der partiellen Ableitung ∂Tj/∂qj in (2.16) kann vonM j auf den
Coriolisvektor cj

cj,ε =

Nj∑
k=1

Nj∑
l=1

(
∂Mj,εk

∂zj,l
− 1

2

∂Mj,kl

∂zj,ε

)
żj,kżj,l (3.20)

in (3.14) geschlossen werden. Der Index ε = 1...nj gibt eine der Komponenten von cj wieder.
Die Terme

gj,ε =

Nj∑
k=1

mkg
T
grav

∂rCk

∂zj,ε
(3.21)
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des Gravitationsvektors gj in (3.14) werden aus der partiellen Ableitung ∂Uj/∂qj in (2.16)
ermittelt [AH09].

Dynamik der Plattform

Bei der Plattform handelt es sich um einen einzelnen Starrkörper, dessen Energie-Gleichungen
sich durch

TP =
1

2

(
ωT

PI
(SP)
p ωP +mPv

T
SP
vSP

)
und UP = mPg

T
gravx (3.22)

beschreiben lassen. Die Position der Plattform wird mit dem Vektor x beschrieben, der die
Position des Plattformursprungs relativ zum kartesischen Inertialkoordinatensystem (KS)0
beschreibt. Die Orientierung wird mit EULER-Winkeln beschrieben [DTKHO09a], da dies, im
Gegensatz zu z. B. Quaternionen, eine Minimaldarstellung ist. Basierend auf dem LAGRAN-
GE’schen Verfahren, können zur Berechnung der Dynamikgleichungen der Plattform die selben
Gleichungen wie die der serielle Kette aus Abschnitt 3.2.2 verwendet werden. Wird die Form
aus (3.14) verwendet, erhält man für die Dynamik

τP = MP(z)z̈ + cP(z, ż) + gP(z). (3.23)

Projektion und Summieren der Gleichungen

Die nun vorliegenden Gleichungen für τ p und τ j aus (3.23) und (3.14) mit den oben genannten
kinematischen Zwangsbedingungen h(z, qj) aus (3.12) decken sich mit den Ergebnissen, die
die LAGRANGE’schen Gleichungen 1. Art

τ + λ
∂h(z, qj)

∂qges
= M(qges)q̈ges + c(q̇ges, q̇ges) + g(qges) (3.24)

mit qges = (q1, q2, ...,z)T wie in Abschnitt 2.2.2 ergeben. Damit liegt das vollständige Dyna-
mikmodell der parallelen Struktur vor, allerdings in Abhängigkeit der Gelenkkoordinaten und
der Minimalkoordinaten. Das Ziel ist es jedoch dieses Modell einerseits in Minimalform darzu-
stellen, um die geringste Anzahl an Gleichungen zu erhalten und damit den Rechenaufwand
zu minimieren. Andererseits sollen ausschließlich die eingeprägten Momente bzw. Kräfte der
aktiven Gelenke τ a, wie in (3.11), explizit in den Gleichungen stehen.

Um die gewünschte Form zu erhalten, werden zunächst die Dynamikmodelle jeder seriellen
Kette in den kartesischen Raum und somit in den Raum der bereits aufgestellten Plattformdyna-
mik transformiert. Dabei werden die jeweiligen Gleichungen mit der Jacobi-Matrix J qjz aus
(3.13), die von den kinematischen Zwangsbedigungen abgeleitet wird, multipliziert. Da nun
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alle Gleichungen in kartesischen Koordinaten vorliegen, können diese aufsummiert werden.
In [DTKHO09a] wird dies durch eine Multiplikation von (3.24) mit der transponierten Jacobi-
Matrix aus q̇ = J qz

Tż = (J q1z
T,J q2z

T,J qNs
z

T, ..., I)Tż für alle Ns Beine, die die Beziehung
zwischen allen Systemkoordinaten und den Minimalkoordinaten beschreibt, ausgedrückt. Als
Ergebnis erhält man die Minimalform der Dynamikgleichungen des gesamten Systems

τ z = M (q, z)z̈ + c(q, z, q̇, ż) + g(q, z), (3.25)

wobei

τ z = τ p +
Ns∑
j=1

J qjz
Tτ j, (3.26)

M (q, z) = M p(z) +
Ns∑
j=1

J qjz
TM j(qj)J

qj
z , (3.27)

c(q, z, q̇, ż) = cp(z, ż) +
Ns∑
j=1

(J qjz
TM j(qj)J

qj
z ż + J qjz

Tcj(qj, q̇j)) (3.28)

und

g(q, z) = gp(z) +
Ns∑
j=1

(J qjz
Tgj(qj)). (3.29)

In einem weiteren Schritt werden alle Gelenkgeschwindigkeiten durch die Minimalgeschwin-
digkeiten

q̇ges = (q̇T1 , q̇
T
2 , ..., ż

T)T = (J q1z
T,J q2z

T,J qNs
z

T, ..., I)Tż (3.30)

ersetzt, sodass nun die Gleichung

τ z = M(qges)z̈ + c(qges, ż) + g(qges) (3.31)

in Abhängigkeit aller Gelenkkoordinaten qges, aber nur der Minimalgeschwindigkeiten und
-beschleunigunen ż bzw. z̈ vorliegt.

Inverse Dynamik

Wie oben bereits erklärt, dient das Dynamikmodell als Vorsteuerung im Regelkreis des Roboters
oder dazu, die Roboterbewegung zu simulieren. In beiden Fällen wird die inverse Dynamik
benötigt, bei der das Modell als einzige Momente die aktiven Gelenkmomente enthält. Es wird
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demnach der Zusammenhang zwischen den Kräften und Momenten im kartesischen Raum τ z
und im aktiven Gelenkraum τ a gesucht. Dieser ergibt sich aber genau aus der Gesamt-Jacobi-
Matrix J qaz des parallelen Roboters, sodass τ a = J qaz

−Tτ z. Die Gesamt-Jacobi-Matrix ergibt
sich aus dem Zusammenhang q̇a = J qaz ż und kann ähnlich wie in (3.12) bzw. (3.13) über die
minimalen kinematischen Zwangsbedingungen hergeleitet werden:

∂h(q)

∂z
ż +

∂h(q)

∂qa
q̇a = Agesż +Bgesq̇a = 0 (3.32)

q̇a = −B−1
gesAgesż = J qaz ż (3.33)

Der Vollständigkeit halber sei erwähnt, dass die Gesamt-Jacobi-Matrix J qaz auch aus (J q1z
T,

J q2z
T,J qNs

z
T, ..., I)T = J qgesz abgeleitet werden kann. In dieser Matrix sind die aktiven Gelen-

kanteile der Gesamt-Jacobi-Matrix bereits enthalten und müssen lediglich über die Auswahl-
Matrix ∂qges/∂qa extrahiert werden [DTKHO09a]: Aus

τ a = J qaz
−Tτ z und τ a =

∂qges
∂qa

τ qges =
∂qges
∂qa

T

J qgesz
−Tτ z (3.34)

ergibt sich

J qaz
−Tτ z =

∂qges
∂qa

T

J qgesz
−Tτ z. (3.35)

Durch Multiplikation von (3.25) mit der transponierten Gesamt-Jacobi-Matrix J qaz
−T erhält

man die gewünschte Form aus (3.11)

τ a = J qaz
−Tτ z

= J qaz
−T
(
M(qges)z̈ + c(qges, ż) + g(qges)

)
= M a(qges)z̈ + ca(qges, ż) + ga(qges).

(3.36)

3.3 Projektion über Zwischenkoordinatenraum (Abdellatif)

Der in dieser Arbeit zu implementierende Ansatz wurde 2007 am damaligen Institut für Ro-
botik (heute Institut für Mechatronische Systeme) und am Mechatronik-Zentrum Hannover
(MZH) der Leibniz Universität Hannover von Abdellatif et al. entwickelt [Abd07]. Es hat viele
Ähnlichkeiten mit PARADYN [DTKHO09a], unterscheidet sich allerdings trotzdem in mehre-
ren, wesentlichen Berechnungen. Dies führt zu einer veränderten Struktur des symbolischen
Ergebnisses und somit auch zu Unterschieden in der Rechenzeit. Im Folgenden wird auf die
Funktionsweise des Verfahrens eingegangen.
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3.3.1 Form des Ergebnisses

Zu den Gemeinsamkeiten der beiden Ansätze gehört, dass die Dynamikmodelle des Gesamtsys-
tems durch Aufspaltung in Subsysteme berechnet werden. Abschnitt 2.2.5 zeigte bereits, was
der Vorteil einer solchen Methode ist und bewies durch Energiebetrachtungen, dass es zu den
gleichen Dynamikgleichungen führt. Die Ergebnisse der Subsysteme werden ins kartesische
Koordinatensystem transformiert und aufsummiert, um die Minimalform zu erhalten. Durch
Multiplikation mit der transponierten Gesamt-Jacobi-Matrix J qas

−T werden die Antriebsmo-
mente berechnet. Unterschiede gibt es in der Berechnung der Gesamt-Jacobi-Matrix und der
Jacobi-Matrix aus q̇j = J qjs ṡ, die von Minimalgeschwindigkeiten in Gelenkgeschwindigkeiten
transformiert. Hier werden die Jacobi-Matrizen nicht anhand der kinematischen Zwangsbe-
dingungen berechnet, wie das beispielsweise in (3.12) bzw. (3.13) geschehen ist, sondern
über die seriellen Jacobi-Matrix der jeweiligen Beine und dem Zusammenhang zwischen den
Koppelpunktgeschwindigkeiten und den Plattformgeschwindigkeiten der PKM. Die Gesamt-
Jacobi-Matrix ergibt sich durch Auswahl derjenigen Zeilen der Jacobi-Matrizen J qjs , die auf
die aktiven Gelenkgeschwindigkeiten führen.

Eine weiterer Besonderheit bei dem Ansatz nach Abdellatif et al. ist die Verwendung von
Quasikoordinaten s und Quasigeschwindigkeiten ṡ = (ṙTP,ω

T
P)T. Sie werden genutzt, weil

die Berechnungen der Ableitungen in den LAGRANGE’schen Gleichungen nach den Ge-
schwindigkeiten ż = (ṙTP, ϕ̇

T
P)T, die konsistent mit den Minimalkoordinaten sind, schnell

sehr aufwendig werden. Da ṙP und ωP direkt in der Berechnung der kinetische Energie der
Plattform involviert sind, bietet es sich an, die Winkelgeschwindigkeiten ωP anstatt der EU-
LER-Winkeländerungsraten ϕ̇P als Ableitung der Minimalkoordinaten zu verwenden [Qui90].
Bei der Darstellung der Orientierung durch Rotationen um die drei Raumachsen muss es eine
Konvention geben, die besagt, um welche Achsen und in welcher Reihenfolge die Koordina-
tensysteme rotiert werden. Der Angabe der Rotationswinkel ϕP muss demnach die genutzte
Konvention beigefügt sein, um die Orientierung exakt beschreiben zu können. ωP gibt die
Drehrate um eine momentane Drehachse an, bei der die infinitesimale Bewegung wie eine
Bewegung in der Ebene betrachtet werden kann. Die momentane Drehachse wird durch die
in ωP enthaltenen EULER-Winkeln beschrieben. Bis auf den Fall, dass Rotationen nur in
einer Ebene ausgeführt werden, entsprechen die Komponenten der Winkelgeschwindigkeit
ωP im Allgemeinen allerdings nicht den EULER-Winkeländerungsraten ϕ̇P. Da ωP nur für
infenitesimale Bewegungen definiert ist, kann dΩP = ωPdt nur auf infinitesimale Drehungen
um die aktuelle Achse führen. Das Integral

∫
ωPdt hat somit keine physikalische Bedeutung.

Diese Eigenschaft hat dazu geführt dazu, dass Variablen, wie die Winkelgeschwindigkeiten ωP,
als Quasi-Geschwindigkeiten und ΩP als Quasi-Koordinaten bezeichnet werden. Der Zusatz
„Quasi“bedeutet, dass die Koordinate ΩP keine Bedeutung als Positionskoordinate besitzt, wo-
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𝑞a−T

Bild 3.3: Schematische Darstellung nach dem Ansatz von Abdellatif et al.

hingegen die Geschwindigkeit ωP und das differentielle Inkrement dΩP = ωPdt physikalisch
gedeutet werden können [Gin08].

Für das Dynamikmodell ergibt sich mit Verwendung der Quasikoordinaten die von (3.11)
verschiedene Gleichung

τ a = fdyn(s̈, ṡ, qges,p) = M a(qges)s̈+ ca(qges, ṡ) + ga(qges). (3.37)

ṡ bzw. s̈ entsprechen den (n× 1) Minimalgeschwindigkeiten bzw. -beschleunigungen, die hier
aus Quasigeschwindigkeiten und -beschleunigungen bestehen, und τ a dem Kraftvektor der
Antriebe.

3.3.2 Das Verfahren

Wie oben bereits erklärt, sind sich das Verfahren von Abdellatif und PARADYN in den meisten
Punkten sehr ähnlich. Übereinstimmungen gibt es in dem verwendeten Ansatz, in dem das
Gesamtsystem der parallelen Struktur in deren Teilketten und die Plattform aufgeteilt werden,
um die Gleichungen anschließend in einem gemeinsamen Koordinatenraum zu summieren.
Die Unterschiede liegen vor allem in der Berechnung der Jacobi-Matrizen zur Projektion der
Gleichungen und der Wahl der Minimalkoordinaten bzw. -geschwindigkeiten. In Abschnitt 3.3.1
wurde hierzu bereits auf die Verwendung von Quasigeschwindigkeiten eingegangen. Im Folgen-
den werden die Schritte zur Berechnung des Dynamikmodells ausführlich vorgestellt. Zunächst
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wird die Kinematik, insbesondere die entsprechenden Jacobi-Matrizen zur Transformation
der Gleichungen, hergeleitet. Um nicht die Zwangsbedingungen der geschlossenen Ketten
bestimmen zu müssen, kombiniert Abdellatif die Kinematik der Beine und den Zusammenhang
zwischen Koppelpunkt- und Plattformgeschwindigkeiten. Die Kinematik der Beine, die in den
meisten Fällen aus seriellen Ketten bestehen, kann analytisch mit wenig Aufwand bestimmt
werden. Die Jacobi-Matrix, die den Zusammenhang zwischen Koppelpunkt- und Plattform-
geschwindigkeiten beschreibt, ist bei jedem parallelen Roboter gleich. Durch die Wahl dieser
Transformationsvorschrift wird erhofft den Rechenaufwand weiter zu reduzieren [Abd07].

Zur Berechnung der Dynamikgleichungen τ j der seriellen Ketten werden die LAGRAN-
GE’schen Gleichungen bezüglich der Gelenkkoordinaten qj bestimmt. Da die Roboterplatt-
form lediglich aus einem Starrkörper besteht, kann das Dynamikmodell ebenfalls mittels der
LAGRANGE’schen Gleichungen oder mit Hilfe des NEWTON-EULER-Verfahrens hergelei-
tet werden. Bei allen Berechnungen ist darauf zu achten, dass als Minimalgeschwindigkei-
ten und -beschleunigungen die in Abschnitt 3.3.1 gewählten Quasigeschwindigkeiten und
-beschleunigungen verwendet werden. Dies gilt es sowohl in der Plattformdynamik als auch
bei der Transformation in den gemeinsamen Koordinatenraum zu beachten. Wie auch in dem
Verfahren von PARADYN, müssen alle Gelenkgeschwindigkeiten und -beschleunigungen q̇j
und q̈j durch die Minimalgeschwindigkeiten und -beschleunigungen ṡ und s̈ ersetzt werden,
um die Form in (3.37) zu erhalten. Durch numerische Verfahren kann qj aus der inversen
Kinematik bestimmt werden, sodass es ausreicht die Minimalkoordinaten z vorzugeben. Da
es das Ziel ist, das Modell in symbolischer Form zu generieren, müssen den Gleichungen alle
Systemkoordinaten qges vorgegeben werden. Die numerischen Berechnungen müssen deshalb
in einem vorherigen Schritt, beispielsweise in MATLAB erfolgen [AH09].

Kinematik

Sowohl beim Kinematik- als auch beim Dynamikmodell ist auf die Verwendung der Quasige-
schwindigkeiten Rücksicht zu nehmen. Der Vorteil dieser Definition wurde in Abschnitt 3.3.1 er-
läutert. Abdellatif verwendet in seinem Verfahren die Minimalkoordinaten, -geschwindigkeiten
und -beschleunigungen

z = xP = (rTP,ϕ
T
P)T,

ṡ = vP = (ṙTP,ω
T
P)T,

s̈ = v̇P = (r̈TP, ω̇
T
P)T,

(3.38)

wobei rP = (xP, yP, zP)T der Ortsvektor zum Plattformkoordinatensystems bzw. zu dem
Punkt auf der Plattform, an dem ein möglicher Endeffektor montiert werden kann, ist. ϕT

P =
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(ψP, θP, φP)T gibt die Orientierung des Plattformkoordinatensystems an. Bei Angabe der Rota-
tionswinkel ist auf die gewählte EULER-Winkel-Konvention zu achten. In der Herleitung der
Gleichungen wird sich auf die am meisten genutzte KARDAN-Winkel-Konvention beschränkt,
bei der nacheinander um die mitgedrehte x-, y- und z-Achse rotiert wird. Die Verfahren funk-
tionieren aber genauso mit jeder anderen, denkbaren Winkel-Konvention [Abd07].

ṙP = drP/dt ist die zeitliche Ableitung des Ortsvektors rP und gibt demnach den translatori-
schen Anteil an der Geschwindigkeit vP an. Die Winkelgeschwindigkeit der Plattform wird
durch ωP ausgedrückt und kann über die Rotationsmatrizen der PlattformRP zu

ωP = ṘPR
T
P (3.39)

berechnet werden. Für die KARDAN-Winkel-Konvention ergibt sich die Winkelgeschwindigkeit
in Abhängigkeit der Winkelraten zu

ωP =
∂ωP

∂ϕ̇P

ϕ̇P

=

 1 0 sθP
0 cψP

−sψP
cθP

0 sψP
cψP

cθP


 ψ̇P

θ̇P
φ̇P


= Qp(ϕP)ϕ̇P.

(3.40)

Die Abkürzungen sψ und cψ stehen dabei für die trigonometrischen Funktionen sin(ψ) und
cos(ψ) [AH09]. Mit (3.38) kann somit der Zusammenhang zwischen den Quasigeschwindig-
keiten ṡ und den Ableitungen der Plattformkoordinaten ẋP mit

ṡ = vP =

(
ṙP
ωP

)
=

(
I 0

0 Qp(ϕP)

)
ẋP

= H(ϕP)ẋP

= H(ϕP)ż

(3.41)

beschrieben werden. Damit existiert ein linearer Zusammenhang zwischen den Minimal- bzw.
Quasigeschwindigkeiten und den Ableitungen der Minimalkoordinaten.

In Abschnitt 2.2.5 wurde bereits erklärt, dass die Dynamikmodelle der einzelnen Subsysteme
in ein gemeinsames Koordinatensystem transformiert werden müssen, um die Gleichungen
addieren zu können. Aus Bild 3.3 wird deutlich, dass die Gleichungen zunächst in den Raum
der Koppelpunkte xKj

und anschließend in den Raum der Minimalkoordinaten z transformiert
werden. Ein Vorteil bei der Verwendung dieser Zwischentransformation liegt in der einfachen
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Berechnung der jeweiligen Jacobi-Matrizen, bei der die kinematischen Zwangsbedingungen
nicht aufgestellt müssen.

Der Zusammenhang q̇j = J qjs ṡ wird deshalb über die Transformationen mit einer zusätzliche
Matrix-Multiplikationen

q̇j = J
qj
Kj
ẋKj

= J
qj
Kj
JKj
s ṡ (3.42)

ausgedrückt. q̇j = J
qj
Kj
ẋKj

= JKj
qj

−1
ẋKj

entspricht der direkten differentiellen Kinematik der
Beine und kann aus der Ableitung

ẋKj
=

dxKj

dt
=
∂f(qj)

∂qj

dqj
dt

= JKj
qj
q̇j (3.43)

der direkten Kinematik xKj
= f(qj) bestimmt werden. Aufgrund der seriellen Struktur der

Beine gestaltet sich die Berechnung recht einfach. Im Gegensatz zu der Berechnung von J qjKj
ist

die Jacobi-Matrix aus ẋKj
= JKj

s ṡ nicht abhängig von der Roboterstruktur. Da beide Punkte z
und xKj

auf der Plattform, die als Starrkörper betrachtet wird, liegen, handelt es sich lediglich
um eine translatorische Transformation

ẋKj
= ṙKj

= ṙP + r
Kj

P × ωP

= ṙP + r̃
Kj

P ωP

= (I, r̃
Kj

P )(ṙTP,ω
T
P)T

= JKj
s ṡ.

(3.44)

Die Inverse der Gesamt-Jacobi-Matrix ergibt sich aus den Zeilenvektoren

J
qaj
s =

∂qaj
∂qj

J qjs =
∂qaj
∂qj

J
qj
Kj
JKj
s (3.45)

zu

J qas = (J
qa1
s

T
,J

qa2
s

T
, ...,J

qaNs
s

T
)T, (3.46)

wobei ∂qaj/∂qj die Zeilen von J qjs auswählt, die auf qaj führen, wenn damit das aktive Gelenk
des Beines j [Abd07] bezeichnet wird. Damit sind alle nötigen Transformation der Kinematik
für parallele Roboter bekannt und das Dynamikmodell, das im folgenden beschrieben wird,
kann vollständig aufgestellt werden.
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Dynamik der Plattform

Da die Berechnung der Dynamik der Beine dem gleichen Prinzip wie dem in Abschnitt 3.2.2
folgt, wird nur noch auf die Plattformgleichungen eingegangen. Auf Grund der Verwendung von
Quasikoordinaten und der Betrachtung der Plattform als Starrkörper lassen sich die Energien T
und U aus (3.22) nach dem Verfahren von LAGRANGEanalytisch ableiten. Dies gehört zu den
in Abschnitt 3.3.1 genannten Vorteilen der Wahl von Quasikoordinaten. Nach dem Ableiten
und Zusammenführen in die jeweiligen Dynamikterme erhält man

τP = MP(z)s̈+ cP(z, ṡ) + gPz (3.47)

als strukturierte und allgemeine Lösung. Die jeweiligen Dynamikterme werden hier nicht
aufgelistet und sind [Abd07] zu entnehmen.

Projektion und Summieren der Gleichungen

Nachdem nun alle Dynamikgleichungen vorliegen, gilt es diese zusammenzuführen. In [AH09]
erfolgt dieser Schritt mittels Projektion in einen gemeinsamen Koordinatenraum analog zu
dem in Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Verfahren. Hierzu werden die Dynamikgleichungen
der seriellen Kette mit Hilfe die Projektionsmatrix J qjs = J

qj
Kj
JKj
s in den Raum des Inertial-

koordinatensystem projiziert. Anschließend können alle Gleichungen, die nun bezüglich des
selben Raumes vorliegen, aufsummiert werden. Als Ergebnis erhält man die Minimalform der
Dynamikgleichungen

τ s = M (q, z)s̈+ c(q, z, q̇, ṡ) + g(q, z), (3.48)

wobei

τ s = τP +
Ns∑
j=1

J qjs
Tτ j, (3.49)

M (q, z) = MP(z) +
Ns∑
j=1

J qjs
TM j(qj)J

qj
s , (3.50)

c(q, z, q̇, ṡ) = cP(z, ṡ) +
Ns∑
j=1

(J qjs
TM j(qj)J̇

qj
s ṡ+ J qjs

Tcj(qj, q̇j)) (3.51)

und
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g(q, z) = gp(z) +
Ns∑
j=1

(J qjs
Tgj(qj)). (3.52)

Die Berechnung der Jacobi-Matrix J̇
qj
s ist sehr viel aufwendiger als die dessen inverse Jacobi-

Matrix J̇
s

qj
= J̇

qj
s

−1. Der zweite Term aus (3.51) wird demnach so aufgestellt, dass nur noch
die Ableitung dieser nicht-inversen Jacobi-Matrix bestimmt werden muss. Eine detaillierte
Beschreibung dieser Umformschritte ist in [Abd07] zu finden. In dieser Substitution der Ab-
leitungen und der damit einhergehenden Steigerung der Recheneffizienz zeigt sich der Vorteil
einer Aufteilung der Projektionen in zwei Teilschritte aus (3.42). In einem letzten Schritt
werden alle Gelenkgeschwindigkeiten q̇j durch die Minimalgeschwindigkeiten ṡ ersetzt. Damit
erhält man die geforderderte Funktion aus (3.37), die nur noch von den Systemkoordinaten und
den Minimalgeschwindigkeiten und -beschleunigungen abhängig ist.

Inverse Dynamik

Die vollständige inverse Dynamik liegt nun bezüglich des Raumes der Plattformkoordinaten
vor. Das Ziel ist es allerdings die Funktion der Form (3.37) zu erhalten, in der explizit die
aktiven Gelenkmomente τ a enthalten sind. Es muss daher ein Zusammenhang zwischen den
angetriebenen Gelenkmomenten bzw. -kräften τ a und den Plattformmomenten bzw. -kräften
τ s hergestellt werden. Diese Abhängigkeit kann aber genau über die Gesamt-Jacobi-Matrix
τ a = J qas

−Tτ s ausgedrückt werden. Die Matrix J qas ergibt sich in [Abd07] aus der Matrix
(J q1s

T,J q2s
T, ...,J qNs

s
T)T = J qs, indem sie mit der Auswahlmatrix ∂q/∂qa multipliziert wird.

Es werden also nur die Einträge aller Transformationen J qs ausgewählt, die die aktiven Gelenke
betreffen. Man erhält somit für die Gesamt-Jacobi-Matrix

τ a = J qas
−Tτ s =

∂q

∂qa

T

J qs
−Tτ s. (3.53)

Setzt man (3.48) für τ s in (3.53) ein, erhält man

τ a = J qas
−Tτ s = J qas

−T
(
M (qges)s̈+ c(qges, ṡ) + g(qges)

)
(3.54)

und somit die geforderte Funktion aus (3.37). Aufgrund der rechenintensiven Berechnung von
J qas

−T, wird die Invertierung insbesondere bei Robotern mit sechs Freiheitsgraden numerisch
durchgeführt.
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4 Die Toolbox

Das Ziel dieser Arbeit ist die Implementierung des Ansatzes (nach Abdellatif et al.), der
in [AH09] beschrieben wird. Hierzu wurde eine bereits vorhandene Toolbox, die bisher die
Kinematik sowie die Dynamik für serielle und hybride Roboter berechnen konnte, erweitert.
Sie basiert auf mehreren MAPLE-Arbeitsblättern, die sowohl manuell als auch automatisch
über Bash-Skripte nacheinander ausgeführt werden können.

4.1 Maple und Bash-Skripte

Mit dem Programm MAPLE können symbolische Berechnung durchgeführt werden, indem
alle Funktionen, die man vorgibt, analytisch berechnet werden. Hierbei rechnet das Programm
bekannte Ausdrücke automatisch aus und versucht diese, durch Vorgabe von entsprechenden
Funktionen, zu vereinfachen. Die symbolische Berechnungsmethode hat den erheblichen Vorteil
gegenüber der numerischen, dass viele Terme eliminiert werden, sobald sie Null ergeben. Dies
trifft auch auf trigonometrischen Funktionen, wie z. B. cos(π/2) = 0 zu. Dadurch fallen die
überflüssigen Berechnungsschritte weg, was zu einer effizienteren Lösung und somit zu einer
geringeren Rechenzeit führt. Bei numerischen Verfahren hingegen, wird jede Operation, die
vorgegeben wird, ausgeführt. Nullen sind vor der Laufzeit nicht bekannt, sodass nicht darauf
geachtet wird, ob eine Berechnung überflüssig ist, wenn es sich bei einem der Faktoren um eine
Null handelt.

Die Verwendung von Bash-Skripten hat mehrere Vorteile. Auf der einen Seite werden damit die
Lösungen vollkommen automatisch erstellt, auf der anderen Seite können die Arbeitsblätter, im
Gegensatz zu einer reinen MAPLE-Implementierung, auch komplett manuell ausgeführt werden.
Darüber hinaus können durch die Aufteilung in mehrere Arbeitsblätter im Vergleich zu den
verschachtelten Funktion, wie in PARADYN, die Zwischenergebnisse leichter geprüft werden.
Ein weiterer Vorteil ist, dass die Ergebnisse mit den Informationen zu den Schnittstellen auto-
matisch generiert und standardisiert getestet werden können. Im Folgenden Abschnitt wird der
Aufbau der Toolbox näher erläutert. Da hier zum Teil auf bereits vorhandene Ergebnisse zurück-
gegriffen wird, kann mittels Skripten überprüft werden, ob diese Ergebnisse schon existieren
und diese bei Bedarf neu berechnen. Zum Testen und zur Weiterverwendung des erstellten
Dynamikmodells können am Ende automatisch MATLAB-Funktionen generiert werden.
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4.2 Aufbau

Aufbauend auf dem Dynamikmodell der Beine, das mit der Toolbox bereits bestimmt werden
kann, besteht die erweiterte Struktur aus den vier Teilkomponenten, die die Aufgaben

• Erstellung der Variablen-Definitionen

• Berechnung der Kinematik des parallelen Roboters

• Berechnung der Plattformdynamik

• Projektion und Aufsummieren aller Dynamikgleichungen

ausführen. Für jede dieser Komponenten wurden MAPLE-Arbeitsblätter erstellt, die nachein-
ander ausgeführt werden müssen. Bild 4.1 gibt einen Überblick über das Schema der um die
parallele Berechnung erweiterten Toolbox. Ausgehend von den bereits vorhanden Berechnun-
gen der Beine und den in Abschnitt 3.3.2 aufgestellten Dynamikgleichungen der Plattform,
werden diese in einem nächsten Schritt in den gleichen Koordinatenraum projiziert. Dies
geschieht über die zuvor berechnete Kinematik aus Abschnitt 3.3.2. Liegen alle Differenti-
algleichungen im selben Koordinatenraum vor, können diese in einem letzten Schritt wie in
Abschnitt 3.3.2 aufaddiert werden. Bei allen Berechnungen wird auf die vorhergegangenen
Variablen-Definitionen zurückgegriffen.

Die Toolbox ermöglicht es außerdem die Dynamikgleichungen in parameterlinearer Form
aufzustellen. Parameterlinearer Form bedeutet, dass das Dynamikmodell linear bezüglich der
Dynamik-Parameter vorliegt [KD02]. Um die Berechnungen von der normalen Dynamikbe-
rechnung zu trennen, wurden hierzu zwei weitere Arbeitsblätter erstellt. Bei Verwendung der
Berechnung in parameterlinearer Form werden demnach die Teilfunktionen

• Erstellung der Variablen-Definitionen

• Berechnung der Kinematik des parallelen Roboters

• Berechnung der Plattformdynamik in Parameterlinearer Form

• Projektion und Aufsummieren aller Dynamikgleichungen in parameterlinearer Form

nacheinander ausgeführt.
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Dynamikgleichungen

Implementiert: für Berechnung paralleler Roboter

Definition der Variablen

Bild 4.1: Aufbau der um die parallele Berechnung erweiterten Toolbox

4.3 Definitionen und Übergabeargumente

Die Berechnung baut auf den Informationen aus zwei Definitionsdateien auf, die für jeden
Roboter erstellt werden müssen, bevor die Berechnungen ausgeführt werden können. Die eine
Datei enthält alle Informationen für die Beine des Roboters, während die zweite die Struktur
des parallelen Systems beschreibt. Indem die Berechnungen für die jeweiligen Beine und für
die PKM getrennt voneinander berechnet werden, können die Lösungen auch vollkommen
getrennt voneinander erstellt werden. Diese modulare Struktur der Toolbox hat den Vorteil,
auf bereits vorhandene Lösungen zurückgreifen zu können ohne alle Gleichungen wiederholt
berechnen zu müssen, und dadurch Rechenzeit einzusparen.

Die Definitionsdatei der Beine wurde aus der vorhandenen Toolbox übernommen. Sie enthält
hauptsächlich den Namen des Roboters, die Anzahl der Teilkörper und Gelenke, sowie die
MDH-Parameter für serielle oder hybride Roboter. Alle anderen Informationen werden entwe-
der über Bash-Argumente übergeben oder, wie die physikalischen Parameter, als allgemein
angenommen. Für die Berechnung paralleler Roboter wurde eine weitere Definitionsdatei
eingeführt. Sie muss sowohl den Namen der PKM als auch die Namen der Beine enthalten, auf
dessen Lösung zurückgegriffen werden soll. Aus diesem Grund muss bei der Definition auf
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eine konsistente Namensgebung geachtet werden. Zudem enthält die Datei die Freiheitsgrade
des Endeffektors und die Anzahl der Beine. Bei der Berechnung des Beines wurde bisher
davon ausgegangen, dass alle Gelenke aktiv betrieben werden. Bei parallelen Robotern existiert
für gewöhnlich aber nur ein Antriebsgelenk pro Bein, dessen Index angeben werden muss.
Durch die Angabe des Basis-Koppelpunkts durch einen Ortsvektor und EULER-Winkel wird
die Definition abgeschlossen.

Durch Übergabeargumente an das Bash-Skript ist es möglich zu beeinflussen, welche Berech-
nungen ausgeführt werden sollen. Für parallele Systeme muss übergeben werden, dass es sich
um einen parallelen Roboter handelt. Zudem kann vorgegeben werden, ob das Dynamikmodell
der Beine neu berechnet oder auf ein bereits vorhandenes Ergebnis zurückgegriffen werden soll.
Auch hierbei muss auf die kontinuierliche Namensgebung geachtet werden. MAPLE greift bei
der Berechnung standardmäßig nur auf einen Prozessorkern zu. Um Rechenzeit einzusparen,
kann angegeben werden, dass die Arbeitsblätter, soweit möglich, parallel und auf mehreren
Kernen ausgeführt werden.

4.4 Ausgabe

Die berechneten Ausdrücke können direkt in MAPLE als optimierten MATLAB-Code ausge-
geben werden. Dafür wird die Gesamtfunktion möglichst weit vereinfacht und dann so in
Teilausdrücke aufgeteilt, dass kein Ausdruck doppelt berechnet wird. Dadurch kann mehrfach
auf ein Ergebnis zurückgegriffen werden, ohne es erneut berechnen zu müssen. Um die Ergeb-
nisse ohne manuelles Eingreifen direkt in numerisch-rechnenden Programmen weiterverwenden
zu können, werden aus den erstellten Code-Dateien MATLAB-Funktionen generiert. Hierbei
werden alle zusammengehörige Variablen aus MAPLE durch MATLAB-Vektoren ersetzt. So
können die Übergabeargumente an die Funktion möglichst übersichtlich gehalten werden.
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5 Auswertung

Im Folgenden soll der implementierte Ansatz genauer untersucht werden. Hierbei werden in
Abschnitt 5.1 zunächst klassische Roboterstrukturen vorgestellt, anhand derer die Untersu-
chungen erfolgen. Anschließend wird die Implementierung in der Korrektheit der Lösung in
Abschnitt 5.2, der Struktur der Lösung in Abschnitt 5.3, der Recheneffizienz in Abschnitt 5.4
und den Limitierungen in Abschnitt 5.5 erforscht.

5.1 Verwendete Roboterstrukturen

In diesem Kapitel werden die Roboter, die zum Testen und Vergleichen der Implementierungen
betrachtet werden, vorgestellt. In erster Linie wird auf die jeweilige Kinematik und gegebenen-
falls eingeführte Vereinfachungen eingegangen. Um ein möglichst weites Spektrum abzudecken,
werden Roboter mit verschiedenen Freiheitsgraden betrachtet. Zunächst werden rein planare
Roboter in Abschnitt 5.1.1 und Abschnitt 5.1.2 beschrieben, um mit dem Delta-Roboter in
Abschnitt 5.1.3 ein räumliches System mit drei Freiheitsgraden einzuführen. In Abschnitt 5.1.4
wird der Aufbau eines räumlichen Roboters mit einem rotatorischen Freiheitsgrad erläutert.
Abschnitt 5.1.5 widmet sich der 6UPS-PKM, einem räumlichen Roboter mit vollen sechs
Freiheitsgraden. Es konnte kein symmetrischer Roboter mit drei translatorischen und zwei
rotatorischen FHG (3T2R) gefunden werden, dessen Modellierung mit dem implementierten
Verfahren möglich ist. Auf die Erklärung hierzu wird in Abschnitt 5.5 eingegangen.

5.1.1 3RRR

Der 3RRR ist ein planarer Roboter mit insgesamt drei Freiheitsgraden. Aus zwei translato-
rischen und einem rotatorischen Freiheitsgrad ergibt sich die Kurzbeschreibung 2T1R. Als
Minimalkoordinaten wird der Vektor z = (xP, yP, ϕP)T gewählt. Die Beine bestehen aus zwei
Teilkörpern mit jeweils einem Drehgelenk, die wiederum über ein Drehgelenk als Koppelgelenk
mit der Plattform verbunden sind. Aus Tabelle 5.1 können die verwendeten klassischen sowie
die modifizierten DENAVIT-HARTENBERG-Parameter nach [BK15] entnommen werden. Das
erste Gelenk jedes Beines ist das Antriebsgelenk q1.
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Tabelle 5.1: DH-Parameter der RRR-Beine des 3RRR-Roboters. Links: Standard DH-
Parameter. Rechts: Modifizierte DH-Parameter

i θi di ai αi
1 q1 0 l1 0
2 q2 0 l2 0
3 q3 0 0 0

i a(i) σi γi bi αi di θi ri
1 0 0 0 0 0 0 q1 0
2 1 0 0 0 0 l1 q2 0
3 2 0 0 0 0 l2 q3 0

5.1.2 3RPR

Eine weitere, oft betrachteter planare PKM ist der 3RPR-Roboter, der ebenfalls drei Freiheits-
grade besitzt, sodass die Minimalkoordinaten aus z = (xP, yP, ϕP)T (2T1R) bestehen. Die
Beine bestehen aus zwei Teilkörpern mit einem Drehgelenk q1 und dem aktiven Schubgelenk
q2 und werden über das passive Schnittgelenk q3 mit der Plattform verbunden. Die klassischen
sowie die modifizierten DENAVIT-HARTENBERG-Parameter nach [BK15] sind in Tabelle 5.2
zu finden.

Tabelle 5.2: DH-Parameter der PPR-Beine des 3RPR-Roboters. Links: Standard DH-Parameter.
Rechts: Modifizierte DH-Parameter

i θi di ai αi
1 q1 0 0 π/2
2 0 0 q2 π/2
3 q3 0 0 0

i a(i) σi γi bi αi di θi ri
1 0 0 0 0 0 0 q1 0
2 1 1 0 0 π/2 0 0 q2
3 2 0 0 0 π/2 0 q3 0

5.1.3 3RUU (Delta)

Der Delta-Roboter ist eine PKM, die räumliche Bewegungen mit drei translatorischen Freiheits-
graden (3T0R) durchführen kann, sodass als Minimalkoordinaten der Vektor z = (xP, yP, zP)T

gewählt wird. Die Beine bestehen aus dem aktiven Drehgelenk q1, gefolgt von einer hybriden
Struktur, die sich in ihrer Bewegung wie ein Parallelogramm verhält. Um die kompliziertere
hybride Kinematik zu umgehen und die Beine als serielle Ketten betrachten zu können, wird
eine Modellierung nach [LCGB06] gewählt. Hier wird davon ausgegangen, dass die Plattform
immer parallel zu Inertialkoordinatensystem bewegt wird und rein translatorische Bewegungen
ausführt ohne zu rotieren. Damit kann das hybride System durch einen Starrkörper der Länge l2,
der sich zwischen zwei Kardangelenken befindet, ersetzt werden. Durch Ignorieren des letzten
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Kardangelenks jedes Beines, kann das System, durch Vorgabe der drei Minimalkoordinaten z,
vereinfacht modelliert werden. Tabelle 5.3 zeigt die DENAVIT-HARTENBERG-Parameter für
die gesamte Beinkette.

Tabelle 5.3: DH-Parameter der Beine des Delta-Roboters. Links: Standard DH-Parameter.
Rechts: Modifizierte DH-Parameter

i θi di ai αi
1 q1 0 l1 0
2 q2 0 0 π/2
3 q3 0 l2 0
4 q4 0 0 π/2
5 q5 0 0 0

i a(i) σi γi bi αi di θi ri
1 0 0 0 0 0 0 q1 0
2 1 0 0 0 0 l1 q2 0
3 2 0 0 0 π/2 0 q3 0
4 3 0 0 0 0 l2 q4 0
5 4 0 0 0 π/2 0 q5 0

5.1.4 4(P)RRR

Der 4(P)RRR-Roboter baut auf auf der 3RRR-PKM, bei der als erstes Gelenk zusätzlich
ein Linearaktor verwendet wird. Mit vier solchen Beinketten, kann der Roboter räumliche
Bewegungen mit drei translatorische Freiheitsgraden und einem rotatorischen Freiheitsgrad
durchführen, sodass als Minimalkoordinaten der Vektor z = (xP, yP, zP, φP)T (3T1R) gewählt
wird. Während bei einem Bein das erste Lineargelenk q1 aktuiert wird, ist das aktive Gelenk
bei den drei anderen Beinketten das Drehgelenk q2. Die DENAVIT-HARTENBERG-Parameter
des Roboters können Tabelle 5.4 entnommen werden.

Tabelle 5.4: DH-Parameter der Beine des 4(P)RRR-Roboters. Links: Standard DH-Parameter.
Rechts: Modifizierte DH-Parameter

i θi di ai αi
1 0 q1 0 0
2 q2 0 l1 0
3 q3 0 l2 0
4 q4 0 0 0

i a(i) σi γi bi αi di θi ri
1 0 1 0 0 0 0 0 q1
2 1 0 0 0 0 q2 0
3 2 0 0 0 0 l1 q3 0
4 3 0 0 0 0 l2 q4 0
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5.1.5 6UPS (STEWART-GOUGH)

Die 6UPS-PKM ist ein 3T3R-Roboter, der sich in alle Raumrichtungen bewegen kann und
somit alle sechs Freiheitsgrade besitzt. Der Vektor der Minimalkoordinaten besteht aus z =

(rTP,ϕ
T
P)T, wobei rP die Position der Plattform und ϕP die Orientierung in EULER-Winkeln

ist. Der Roboter besteht aus sechs Beinen, die wiederum aus dem passiven Kardangelenk, das
durch zwei Drehgelenke q1 und q2 modelliert wird, gefolgt von dem aktiven Schubgelenk q3
bestehen. Das Koppelgelenk ist ein Kugelgelenk und wird mit den drei Drehgelenken q4, q5
und q6 modelliert. Die Beschreibung mit (modifizieren) DENAVIT-HARTENBERG-Parameter ist
in Tabelle 5.5 zu finden.

Tabelle 5.5: DH-Parameter der Beine des 6UPS-Roboters. Links: Standard DH-Parameter.
Rechts: Modifizierte DH-Parameter

i θi di ai αi
1 q1 0 0 π/2
2 q2 0 0 π/2
3 0 0 q3 0
4 q4 0 0 0
5 q5 0 0 π/2
6 q6 0 0 π/2

i a(i) σi γi bi αi di θi ri
1 0 0 0 0 0 0 q1 0
2 1 0 0 0 π/2 0 q2 0
3 2 1 0 0 π/2 0 0 q3
4 3 0 0 0 0 0 q4 0
5 4 0 0 0 π/2 0 q5 0
6 5 0 0 0 π/2 0 q6 0

5.2 Vergleich der Ergebnisse

Zu Beginn der Auswertung wird überprüft, ob die neue Implementierung die Dynamikmodelle
überhaupt korrekt berechnen kann. Hierzu dienen die anderen beiden Verfahren als Referenzlö-
sung. Für den Test werden die Ergebnisse in der bereits beschriebenen Form aus (3.1), (3.11)
und (3.37) verglichen. Die unterschiedlichen Transformationen, die durch die verschiedenen
Übergabeargumente in den Formeln nötig sind, wurden zuvor in MATLAB durchgeführt. Die
physikalischen Parameter sowie die Konfiguration des Roboters sind zufällig gewählt worden.
Da die Ergebnisse für alle, in dieser Arbeit betrachteten, Beispielroboter mit den Referenzlösun-
gen übereinstimmen, wird davon ausgegangen, dass der Ansatz korrekt implementiert ist. Aus
Gründen der Übersichtlichkeit werden die Gleichungen, in denen die jeweiligen Ergebnisse
vorliegen, hier noch einmal aufgelistet:

τ q = fdyn(q̈, q̇, q,p),

τ a = J qaq τ q
(5.1)
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τ a = M a(qges)z̈ + ca(qges, ż) + ga(qges), (5.2)

τ a = M a(qges)s̈+ ca(qges, ṡ) + ga(qges) (5.3)

5.3 Vergleich der Struktur der Lösung

In PARADYN wird zunächst unterschieden, ob es sich um einen Roboter mit mehr als vier
Freiheitsgraden handelt oder nicht. Falls das System mehr als vier Freiheitsgrade hat, wird
die inverse Dynamik im Plattformkoordinatenraum und die Inverse der Gesamt-Jacobi-Matrix
getrennt von einander ausgegeben. Dies hat den Grund, dass aus den bisherigen analytischen
Berechnungen nur die Inverse der Gesamt-Jacobi-Matrix hervorgeht. Bei komplizierten Robo-
termechanismen, wie dem 6UPS-Roboter, wäre die analytische Invertierung sehr kostspielig.
Durch die separate Ausgabe kann die Invertierung numerisch mit MATLAB erfolgen, um die in-
verse Dynamik im Plattformkoordinatenraum anschließend mit Hilfe der Gesamt-Jacobi-Matrix
in den aktiven Antriebsraum zu transformieren. Während der Implementierung in dieser Arbeit
wurde ebenfalls festgestellt, dass die symbolische Invertierung einer (6 × 6)-Matrix eine lange
Rechenzeit in Anspruch nimmt. Darum wird auch hier die Inverse der Gesamt-Jacobi-Matrix in
einer getrennten Funktion ausgegeben, um die Invertierung numerisch vorzunehmen.

Die Ausgabe von OPENSYMORO liefert im Gegensatz zu den anderen beiden Verfahren das
Dynamikmodell bezüglich aller aktiven und passiven Gelenke. Für das vollständige Modell
müssen die Dynamikgleichungen mit einer Projektionsmatrix multipliziert werden, die ebenfalls
ausgegeben wird. Darüber hinaus müssen dem Modell aus OPENSYMORO die Geschwindigkei-
ten und Beschleunigungen aller Gelenkwinkel vorgegeben werden.

Für die Dynamikmodellierung werden bei PARADYN für einen Roboter mit sechs Freiheitsgra-
den drei Funktionen zur Berechnung der inversen Dynamik ausgegeben. Neben der inversen
Dynamik im Plattformkoordinatenraum und der Inversen der Gesamt-Jacobi-Matrix wird zu-
sätzlich eine Funktion zur Berechnung der Minimalparameter erstellt. Die Funktion der inversen
Dynamik greift auf die Rückgabewerte dieser Funktion zu. Bei der Implementierung in dieser
Arbeit wurde auf die explizite Erzeugung der Minimalparameter in einer zusätzlichen Funktion
verzichtet. Da in dem Ansatz nach Abdellatif et al. Quasigeschwindigkeiten verwendet werden,
liegen auch die Momente der inversen Dynamik im Plattformkoordinatenraum im Raum der
Winkelgeschwindkeiten vor, während die Momente bei PARADYN bezüglich seiner Drehraten
berechnet werden. Durch die gleiche Berücksichtigung in der Gesamt-Jacobi-Matrix hebt sich
der Unterschied bei der Berechnung der aktiven Momente wieder auf.
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5.4 Vergleich der Rechenoperationen

Obwohl der Schwerpunkt in dieser Arbeit nicht auf einer möglichst guten Recheneffizienz der
Lösung des inversen Dynamikmodells liegt, ist sie dennoch ein wichtiges Gütekriterium für die
Implementierungen. Sowohl für die Regelung bzw. Steuerung als auch für die Simulation ist
es notwendig die Berechnungen mit möglichst wenig Rechenschritten ausführen zu können.
Aus diesem Grund steht beim Vergleich der neuen Implementierung mit den vorhandenen der
Rechenaufwand im Vordergrund. Ein Vorteil der Berechnungen mit MAPLE ist, dass man mit
dem Befehl cost die Anzahl der Rechenoperationen ermitteln lassen kann. Durch die Funktion
optimize mit dem Übergabeargument tryhard kann das Modell optimiert und auf die
Berechnung einzelner Ausdrücke reduziert werden. Da die Wahl der Dynamikparameter-Form
einen erheblich Einfluss auf die Anzahl der Rechenoperationen hat, werden drei verschiedene
Formen unterschieden:

• DynPar 1: Parameter bezogen auf den Schwerpunkt des Teilkörpers

• DynPar 1: Parameter bezogen auf den Koordinatenursprung und Angabe des 1. Moments

• DynPar 3: Minimalparameter gemäß [GK90], [Abd07]

5.4.1 Vergleich mit Abdellatif

Da sich die Form des Ergebnisses der Bewegungsgleichungen nach [Abd07] von der aus PARA-
DYN unterscheidet und dies Auswirkungen auf die Anzahl der Rechenschritte hat, muss sich
beim Vergleich auf eine gemeinsame Form geeinigt werden. Zunächst wurde aber überprüft, ob
mit dem implementierten Ansatz die gleiche Anzahl an Operationen wie in [Abd07] erreicht
werden kann. Dazu wird die Implementierung so verändert, dass sie der Gleichung gemäß (3.48)
entspricht. Sie unterscheidet sich einerseits darin, dass die passiven Gelenkgeschwindigkeiten
nicht durch die Minimalgeschwindigkeiten ersetzt werden und andererseits in der Verwendung
von Quasigeschwindigkeiten. Betrachtet wird hier der PaLiDA-Roboter, der sich aber in seiner
Struktur und der Kinematik nicht vom 6UPS-Roboter unterscheidet. Da sowohl die Beine des
6UPS- als auch die des PaLiDA-Roboters nur aus drei Gelenken und somit aus nur drei Teil-
körpern bestehen, werden die physikalischen Parameter der restlichen modellierten Teilkörper
nicht betrachtet. Um die überflüssigen Parameter nicht in den Berechnungen berücksichtigen
zu müssen, wurden diese bereits vorher eliminiert. Näheres zur Auswahl der notwendigen
physikalischen Parameter ist in [Abd07] zu finden.

Die Tabelle 5.6 zeigt, dass sich die Gesamtanzahl der Operationen der inversen Dynamik
gemäß (3.48) der eigenen Implementierung deutlich gegenüber den Ergebnissen aus [Abd07]
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Tabelle 5.6: Rechenoperationen für PaLiDA-Roboter mit notwendigen physikalischen Parame-
tern.

± ×/: sin/cos
PARADYN (DynPar 3) 1075 1779 42
Abdellatif (DynPar 3) 1276 2045 42
[Abd07] (DynPar 3) 669 1480 kA

unterscheidet. Obwohl für beide Lösungen das Programm MAPLE zum Einsatz kam, hat man
bei der Implementierung vielseitige Möglichkeiten die analytische Entwicklung der Formeln zu
beeinflussen. So verwendet MAPLE z.B. nicht selbstständig alle Additionstheoreme zum Ver-
einfachen trigonometrischer Terme. Auch die Stellen im Code, an denen die Vereinfachungen
durchgeführt werden, können ein Grund für die Abweichung sein. Bei der getrennten Betrach-
tung der Terme, fällt auf, dass die Dynamikterme der serielle Kette annähernd übereinstimmen,
während die der Plattform sich fast um einen Faktor zwei unterscheiden. Da die vereinfachte
Parametrisierung bezüglich der Vorannahmen übernommen wurde, lässt dies darauf schließen,
dass für die Berechnung der Operationen weitere Vereinfachungen getroffen worden sind, die
in [Abd07] nicht erwähnt werden. Desweiteren wird der Rechenaufwand der einzelnen Terme
aufsummiert, ohne weitere mögliche Operationen bei der Addition aller Terme zu berücksichti-
gen. Damit liegen keine fairen Ausgangsbedingungen vor und ein aussagekräftiger Vergleich
zwischen der Implementierung aus [Abd07] und dieser Arbeit ist nicht möglich.

5.4.2 Vergleich mit PARADYN und OPENSYMORO

Um den Vergleich der Implementierung nach dem Ansatz von Abellatif et al. und dem aus
PARADYN auf die Projektion beschränken zu können, werden beide Dynamikmodelle gemäß
(5.2) dargestellt. Da OPENSYMORO durch die Wahl der NEWTON-EULER-Methode einen von
Grund auf anderen Ansatz wählt, werden die Ergebnisse nicht weiter aneinander angeglichen.
Bei der generischen Robotererzeugung ist im Voraus nicht bekannt, welche physikalischen
Parameter notwendig sind, sodass bei der Dynamikmodellierung alle berücksichtigt werden.
Da die Bewegungsgleichungen von PARADYN und Abdellatif in der gleichen Zielfunktion
vorliegen, ist davon auszugehen, dass der Rechenaufwand in der gleichen Größenordnung liegt.

Die Ergebnisse der in Abschnitt 5.1 beschriebenen Roboter können Tabelle 5.7 und Bild 5.1
entnommen werden. In Tabelle 5.7 werden alle Rechenoperationen nach ihrer Gewichtung auf-
summiert. Hierfür wurden die Gewichtungsfaktoren, die für die Höhe ihres Rechenaufwandes
stehen, aus [SLH19] übernommen. Bei allen Modellen wurde als EULER-Winkel-Konvention
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stets die xyz-Konvention gewählt. Durch die getrennte Berechnung vom Dynamikmodell
und der Gesamt-Jacobi-Matrix für Systeme mit mehr als vier FHG, werden die Ergebnis-
se in Tabelle 5.7 für den 6UPS separat in zwei Zeilen angegeben. Für einen differenzierten
Vergleich werden die Operationen für die Projektionsmatrix aus OPENSYMORO ebenfalls
getrennt aufgelistet. Bild 5.1 zeigt die Ergebnisse außerdem bezüglich der drei verschiedenen
Dynamikparameter und bereits in den aktiven Gelenkraum projiziert in einem Balkendiagramm.

Tabelle 5.7: Anzahl der gewichteten Rechenoperationen für alle betrachteten Roboter.

± × / sin/cos := (Gewichtete)
Faktor 1 1 4 10 1 Summe
Verfahren 3RPR
OPENSYMORO (DynPar 2) 189 246 12 35 176 1009
Abdellatif (DynPar 3) 181 302 6 8 124 711
PARADYN (DynPar 3) 169 275 6 8 136 684
Verfahren 3RRR
OPENSYMORO (DynPar 2) 251 308 0 53 199 1288
Abdellatif (DynPar 3) 233 432 8 20 206 1103
PARADYN (DynPar 3) 209 321 8 20 193 955
Verfahren Delta
OPENSYMORO (DynPar 2) 890 1094 32 193 592 4634
Abdellatif (DynPar 3) 415 901 22 30 368 2072
PARADYN (DynPar 3) 427 730 22 24 420 1905
Verfahren 4(P)RRR
OPENSYMORO (DynPar 2) 628 642 0 79 358 2418
Abdellatif (DynPar 3) 293 543 9 26 253 1385
PARADYN (DynPar 3) 266 409 7 18 249 1132
Verfahren 6UPS - τP bzw. τq
OPENSYMORO (DynPar 2) 1579 1904 30 41 1046 5059
Abdellatif (DynPar 3) 1472 2478 12 42 811 5229
PARADYN (DynPar 3) 1194 1864 14 42 942 4476
Verfahren 6UPS - Jacobi-Matrix J
OPENSYMORO (DynPar 2) 205 930 30 505 465 6770
Abdellatif (DynPar 3) 150 318 0 42 172 1060
PARADYN (DynPar 3) 120 312 0 42 245 1097

Bei den planaren System fallen die Unterschiede in der Anzahl der Operationen aller Verfahren
gering aus. Wie erwartet, ist der Aufwand mit der Wahl von DynPar 1 am höchsten und mit
DynPar 3 am niedrigsten. Während PARADYN für alle betrachteten Roboter die höchste Effi-
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zienz besitzt, bildet OPENSYMORO immer das Schlusslicht. Mit zunehmender Komplexität
des Roboters fällt OPENSYMORO immer weiter ab, sodass sich die Anzahl der Rechenschritte
beim 6UPS fast verdoppelt hat. Das Verfahren nach Abdellatif liegt mit seinem Rechenaufwand
stets in einem mittleren Bereich. Wie zu erwarten war, steigt die Anzahl der Operationen mit
zunehmenden Freiheitsgraden an. Auffallend ist, dass der 4(P)RRR-Roboter mit mehr FHG
weniger Operationen als der 3RUU-Roboter aufweist. Dies ist damit zu begründen, dass die
Beinketten aus drei Drehgelenken in einer Ebene und dem Schubgelenk einfacher aufgebaut
sind.

OpenSymoro (DynPar 2)
Abdellatif (DynPar 1)
Abdellatif (DynPar 2)
Abdellatif (DynPar 3)
ParaDyn (DynPar 3)

Bild 5.1: Vergleich der gewichteten Rechenoperationen aller drei Verfahren und mit verschie-
denen Dynamik-Parametern.

Obwohl Abdellatif mit seinem Ansatz nahe an die Ergebnisse von PARADYN herankommt,
ist der Aufwand für jeden hier betrachteten Roboter immer etwas größer. Der Hauptgrund
für die Abweichungen in den Ergebnissen ist, dass PARADYN auf ein möglichst rechen-
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effizientes Ergebnis ausgelegt ist. Neben den vielen Zwischenvereinfachungen, die in dem
MAPLE-Code von PARADYN eingesetzt worden sind, wird am Ende ein selbst geschriebener
Optimierungsalgorithmus ausgeführt. Zur Vereinfachung werden hier vor allem die Vielzahl an
Additionstheoremen, die aus den analytischen Berechnungen bekannt sind, MAPLE aber von
sich aus nicht einsetzt, verwendet. Aus den letzten beiden Zeilen aus Tabelle 5.7 wird deutlich,
dass der hohe Rechenaufwand OPENSYMORO aus der separaten Berechnung der Projektions-
matrix resultiert. Besonders hervorzuheben ist die enorme Anzahl der sin- und cos-Funktionen,
die darauf zurückzuführen ist, dass redundante Ausdrücke in den Berechnungen nicht eliminiert
werden.

Der absteigende Rechenaufwand von DynPar 1 bis DynPar 3 lässt sich damit erklären, dass die
Dynamikparameter zu immer kürzeren Ausdrücken zusammengefasst werden. Z. B. werden
in DynPar 2 die Trägheitsparameter auf den Ursprung bezogen, wodurch die Steiner-Anteile
bereits in den Parametern enthalten sind. Die Abweichung dieser Tendenz beim 3RRR und
4(P)RRR ist damit zu begründen, dass es MAPLE gelingt, die trigonometrischen Funktionen für
DynPar 1 zu vereinfachen. In DynPar 3 werden die einzelnen Dynamikparameter aus DynPar
2 weiter zu Minimalparametern zusammengefasst, was wiederum zu einer Reduzierung der
Rechenoperationen führt.

5.4.3 Einfluss der EULER-Winkel

Es existieren 12 EULER-Winkel-Konventionen, mit denen die Orientierung der Plattform be-
schrieben werden kann. Durch die Implementierung der automatischen Dynamikmodellierung
ist es möglich, die Bewegungsgleichungen für alle Konventionen zu generieren. Der Vergleich
der Anzahl an gewichteten Rechenoperationen hat allerdings ergeben, dass die Wahl der EU-
LER-Winkel keinen Einfluss auf den Rechenaufwand hat. Dies ist damit zu begründen, dass die
unterschiedlichen Konventionen die gleiche Anzahl an trigonometrischen Funktionen enthal-
ten. Die in MAPLE genutzte Optimierung kann den Rechenaufwand für keine der gewählten
Konventionen maßgeblich reduzieren.

5.5 Begrenzungen

Die Verwendung des Ansatzes nach Abdellatif et al. bringt gewisse Begrenzung mit sich. Es
müssen bestimmte Vorgaben eingehalten werden, damit das Verfahren zum Ziel kommt. Aus
der Wahl der Beispielroboter wurde bereits ersichtlich, welche Aufgabentypen möglich sind.
Im Folgenden wird erläutert, welche PKM mit dem Ansatz verwendet werden können und
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warum das Verfahren auf Robotertypen beschränkt ist, deren Gelenkanzahl eines Beines bis
zum Koppelpunkt den translatorischen FHG des Roboters entspricht.

5.5.1 Schnittgelenk

Sowohl in dem neuen Ansatz als auch in dem von PARADYN wird das Koppelgelenk als Schnitt-
gelenk gewählt, sodass nur die Kinematik der Beine bis zum Koppelpunkt mit der Plattform
vorgegeben wird. Das Koppelgelenk wird dabei nicht betrachtet. Wenn davon ausgegangen
wird, dass es sich um ein reines Drehgelenk handelt, hat es auf die kinematischen Zwangsbedin-
gungen keinen Einfluss. Wie oben bereits erklärt, werden vor dem Ausführen des Programms
die MDH-Parameter für jedes Bein definiert. Die MDH-Parameter sind im Gegensatz zu den
DH-Parametern so definiert, dass sich die Parameter des aktuellen Koordinatensystems immer
auf das letzte beziehen. Für die vollständige Beschreibung der seriellen Kette müssen demnach
auch die Parameter des Koppelgelenks angegeben werden. Beim Aufstellen der translatorischen
Jacobi-Matrix der seriellen Kette wird das Koppelgelenk allerdings automatisch eliminiert und
hat somit keinen Einfluss auf die Kinematik des Roboters.

Da das Schnittgelenk eliminiert wird, fehlen dem Verfahren die Informationen des Roboters.
Es geht deshalb automatisch davon aus, dass das letzte Gelenk der Beine auf die nötigen Frei-
heitsgrade „auffüllt“. Z.B. besitzt die Plattform beim 3RRR drei Freiheitsgrade, die definierten
Beine bis zum Koppelpunkt allerdings nur zwei. Das Verfahren geht demnach davon aus, dass
es sich bei dem Schnittgelenk um ein einfaches Drehgelenk handelt. Die Beine des 6UPS
hingegen besitzen bis zum Koppelpunkt nur drei Freiheitsgrade. Um auf die sechs Freiheits-
grade der Plattform zu kommen, geht das Verfahren von einem Kugelgelenk als Koppelgelenk
aus. Der Delta-Roboter ist ein Sonderfall, bei dem im Vorhinein die Parallelogrammstruktur
durch ein Kardangelenk ersetzt worden ist. Da das Kardangelenk schon alle Freiheitsgrade der
Parallelogrammstruktur abdeckt, geht das Verfahren davon aus, dass das letzte Gelenk keinen
Einfluss auf die Freiheitsgrade der seriellen Kette hat.

5.5.2 Redundanzen

Die Bisherige Struktur der Implementierung lässt nur die Modellierung von Parallelrobotern
mit Antriebsredundanz durch eine zusätzliche serielle Kette zu. Hier unterscheidet sich das
Ergebnis darin, dass die Inverse der Gesamt-Jacobi-Matrix nicht quadratisch ist. Eine klassi-
sche Invertierung dieser Matrix kann nicht durchgeführt. Unter der Nebenbedingung, dass die
Geschwindigkeiten der Antriebsgelenke möglichst gering sein sollen, kann zur Invertierung die
Moore-Penrose-Inverse verwendet werden. Dies hat keine Auswirkung auf das Aufstellen der
Dynamikmodelle sowie auf die Transformation der Gleichungen. Auch die Antriebsredundanz
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durch Ersetzen eines passiven durch ein aktives Gelenk betrifft lediglich die Inverse der Gesamt-
Jacobi-Matrix. Hierzu wird der differentielle Zusammenhang zwischen Plattformkoordinaten
und dem zusätzlichen aktiven Gelenk hergestellt. Dadurch ist Erweiterung der Implementierung
auf solche Redundanzen problemlos möglich.

Für parallele Roboter mit kinematischer Redundanz existieren redundante serielle Ketten. Da
die Jacobi-Matrix der seriellen Kette nicht quadratisch ist, kann sie nicht invertiert werden. Die
Nutzung der Moore-Penrose-Inverse, die impliziert, dass die Gelenkgeschwindigkeiten minimal
gehalten werden, ist hier nachteilig. Dies bringt eine vorherige Einschränkung der Lösung mit
sich, obwohl die passiven Gelenkgeschwindigkeiten nicht relevant sind. In PARADYN wird
dieses Problem durch die Vorgabe, dass das zusätzliche, kinematische redundante Gelenk als
eine Komponente der Minimalkoordinaten verwendet wird, gelöst. Dies ist möglich durch das
Aufstellen aller Transformationsmatrizen aus den kinematischen Zwangsbedingungen. Ein
solcher Ansatz ist mit dem Verfahren aus Abdellatif et al. nicht möglich, da das Aufstellen der
Transformationsmatrizen speziellen Regeln folgt. Somit können kinematische Redundanzen
mit dem zu implementierenden Ansatz nicht gelöst werden und stellen somit eine Limitierung
dar.

5.5.3 Singularitäten

Singularitäten treten durch Rangabfall (det(J) = 0) einer zu invertierenden quadratischen
Jacobi-Matrix auf und limitieren das Verfahren. Die Inverse einer solchen Matrix kann nicht
bestimmt werden und es kommt grundsätzlich zu einem Verlust bzw. Gewinn von Freiheits-
graden des Endeffektors. Die Implementierung des Ansatzes aus Abdellatif et al. enthält jene
Invertierungen an zwei Stellen des Verfahrens. In (3.43) wird die Jacobi-Matrix eines Beines
JKj
qj

, die den Zusammenhang zwischen Gelenkgeschwindigkeiten und Koppelpunktgeschwin-
digkeiten herstellt, invertiert. Eine quadratische Matrix wird dadurch sichergestellt, dass eine
Beinkette bei räumlichen Systemen aus drei Gelenken und bei planaren Systemen aus zwei
Gelenken besteht. Die Koppelgelenke werden hierbei nicht berücksichtigt. Singuläre Stellungen
entstehen hierbei sowohl auf als auch innerhalb der Grenzen des Arbeitsraumes einer seriellen
Kette und müssen vermieden werden. In (3.54) wird die Gesamt-Jacobi-Matrix für parallele
Roboter invertiert. Auch hier kann es auf und innerhalb der Grenzen des Arbeitsraumes zum
Rangabfall kommen. Für eine differenziertere Untersuchung der singulären Stellungen sei auf
[Mer06] verwiesen, in der drei verschiedene Arten unterschieden werden.
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6 Zusammenfassung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine automatische Dynamikmodellierung für parallelkine-
matischen Maschinen implementiert. Hierzu wurde eine bereits vorhandene Toolbox für die
Modellierung serieller und hybrider Strukturen um die Berechnung paralleler Roboter erweitert.
Diese basiert auf Arbeitsblättern des Computer-Algebra-Systems MAPLE, die über Bash-Skripte
ausgeführt werden. Damit wurden die Vorteile beider Systeme ausgenutzt, um eine allgemeine,
automatische und flexible Modellierung für PKM zu erhalten. Hierbei können die Bewegungs-
gleichungen bezüglich unterschiedlicher Dynamikparameter sowie in parameterlinearer Form
erzeugt werden. Als Vorgabe werden modifizierte DENAVIT-HARTENBERG-Parameter, die
Nummer des aktiven Gelenks, die Transformation zum Basis-Koordinatensystem der Beinket-
ten und die Plattformkoordinaten im Inertialkoordinatensystem benötigt.

Der Rechenaufwand der erhaltenen Lösung ist vergleichbar mit dem Aufwand aus den Ergeb-
nissen bereits vorhandener Implementierungen, wobei sich die Anzahl der Rechenoperationen
durch die Wahl der Dynamikparameter beeinflussen lässt. Durch die Realisierung einer Opti-
mierung mit dem Schwerpunkt auf die Anwendung trigonometrischer Additionstheoreme lässt
sich die Recheneffizienz vermutlich noch verbessern. Die automatische Dynamikmodellierung
in der jetzigen Form ermöglicht es die Bewegungsgleichungen für symmetrische PKM zu
bestimmen. Hierbei muss beachtet werden, dass die Anzahl der Gelenke eines Beines bis zum
Koppelpunkt den translatorischen FHG des Roboters entspricht. Dadurch können auch Roboter
mit Antriebsredundanz durch eine zusätzliche serielle Kette berechnet werden. Durch den
gewählten Ansatz ist es grundsätzlich auch möglich Roboter mit Antriebsredundanz durch
mehrere aktive Gelenke in einer Beinkette zu modellieren.

Die Implementierung liegt nun für die Berechnung klassischer PKM vor und bietet die pas-
senden Voraussetzungen, um in einer weiteren Arbeit darauf aufzubauen. Hierbei ist die
Untersuchung über die Verwendung hybrider Beinketten denkbar. Die Toolbox, die hier erwei-
tert wurde, kann die Modelle für hybride Roboter mit eliminierten Zwangsbedingungen bereits
berechnen. Damit kann überprüft werden, ob die Modellierung solcher Systeme mit dem hier
genutzten Projektionsverfahren besser funktioniert, als mit PARADYN.
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