
P r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣

❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❙❛❧③❣❡st❡✐♥

▼✳❊♥❣✳ ▼❛t❤✐❛s ●r❡❤♥

❉♦❦t♦r❛♥❞✿

Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ■♥❛ ❙❝❤♠✐❞t

❑♦rr❡❢❡r❡♥t✿

❍❛✉♣tr❡❢❡r❡♥t✿

Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❯✳ ◆❛❝❦❡♥❤♦rst

❉❡r ❋❛❦✉❧tät ❢ür
❇❛✉✐♥❣❡♥✐❡✉r✇❡s❡♥

✉♥❞ ●❡♦❞äs✐❡ ❞❡r

●♦tt❢r✐❡❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ▲❡✐❜♥✐③

❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r

③✉r ❊r❧❛♥❣✉♥❣ ❞❡s ●r❛❞❡s

❡✐♥❡s

❉♦❦t♦r✲■♥❣❡♥✐❡✉rs

❣❡♥❡❤♠✐❣t❡ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ ✈♦♥

▼✳❊♥❣✳ ▼❛t❤✐❛s ●r❡❤♥

❍❛♥♥♦✈❡r ✷✵✶✼

❚❛❣ ❞❡r ❊✐♥r❡✐❝❤✉♥❣✿

✷✸✳✶✶✳✷✵✶✻
❚❛❣ ❞❡r ♠ü♥❞❧✳ Prü❢✉♥❣✿

✶✼✳✵✷✳✷✵✶✼

■♥st✐t✉t ❢ür
❇❛✉♠❡❝❤❛♥✐❦
✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡
▼❡❝❤❛♥✐❦



✐✐

■♥st✐t✉t ❢ür ❇❛✉♠❡❝❤❛♥✐❦

✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦

❱❡r✇❛❧t✉♥❣✿

Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❯✳ ◆❛❝❦❡♥❤♦rst

❍❡r❛✉s❣❡❜❡r✿

●♦tt❢r✐❡❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ▲❡✐❜♥✐③

❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r
❆♣♣❡❧str✳ ✾❆

✸✵✶✻✼ ❍❛♥♥♦✈❡r

❚❡❧✳✿

❋❛①✳✿

✰✹✾ ✭✵✮✺✶✶ ✴ ✼✻✷✲✸✷✶✾

✰✹✾ ✭✵✮✺✶✶ ✴ ✼✻✷✲✶✾✵✺✸

➞ ▼✳❊♥❣✳ ▼❛t❤✐❛s ●r❡❤♥

■♥st✐t✉t ❢ür ❇❛✉♠❡❝❤❛♥✐❦

✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦

●♦tt❢r✐❡❞ ❲✐❧❤❡❧♠ ▲❡✐❜♥✐③

❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r
❆♣♣❡❧str✳ ✾❆

✸✵✶✻✼ ❍❛♥♥♦✈❡r

❆❧❧❡ ❘❡❝❤t❡✱ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❛s ❞❡r

Ü❜❡rs❡t③✉♥❣ ✐♥ ❢r❡♠❞❡ ❙♣r❛❝❤❡♥✱
❱♦r❜❡❤❛❧t❡♥✳ ❖❤♥❡ ●❡♥❡❤♠✐❣✉♥❣

❞❡s ❆✉t♦rs ✐st ❡s ♥✐❝❤t ❣❡st❛tt❡t✱

❞✐❡s❡s ❍❡❢t ❣❛♥③ ♦❞❡r t❡✐❧✇❡✐s❡

❛✉❢ ♣❤♦t♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♠✱

❡❧❡❦tr♦♥✐s❝❤❡♠ ♦❞❡r s♦♥st✐❣❡♠

❲❡❣❡ ③✉ ✈❡r✈✐❡❧❢ä❧t✐❣❡♥

■❙❇◆ ✾✼✽✲✸✲✾✸✺✼✸✷✲✹✺✲✶



✐✐✐



✐✈



✈

Zusammenfassung

■♥ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❡✐♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞✐❡s❡s
❆♥s❛t③❡s ③✉r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③✲
❣❡st❡✐♥ ✇✐r❞ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r
❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ❣❡③❡✐❣t✳

❆❧s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❡✐❣❡♥s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐✲
❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❡❧❝❤❡s ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❞❡s ✒❈♦♠♣♦s✐t❡✲❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧s✏ ✈♦♥ ❞❡r ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢✲
t❡♥ ✉♥❞ ❘♦❤st♦✛❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳ ❋ür ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡
✉♥❞ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❯♠s❡t③✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ✈❛❧✐❞✐❡rt✳ ❇❡✐ ❞❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣
❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❜❡s♦♥❞❡rs ❛✉❢ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙t❛❜✐❧✐tät
❣❡❛❝❤t❡t✳

❆♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❞✐❡ ❢ür ♠❡❤r❡r❡ ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥
✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ✉♥❞ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✉♥❞ ❛♥
P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡♥ ✈❡r✐✜③✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✇✐r❞
❞❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❛s ♠❡❤r♠❛❧✐❣❡ ▲ös❡♥
❞❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ♥✐❝❤t ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✳ ❩✉♠ ▲ös❡♥ ❞❡r
st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❞❛s ●❛❧❡r❦✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞❡♥
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

❉✐❡ ●üt❡ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❛♥✲
❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡s ♠✐t ❡✐♥❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❛✉s ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡
r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❢ür ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳
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▼❡t❤♦❞❡✱ ❑r✐❡❝❤❡♥✱ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✱ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s



✈✐



✈✐✐

Abstract

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ s❛❧t r♦❝❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧
❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ s❛❧t r♦❝❦ ✐s s❤♦✇♥ ❜② ❛ ❝r❡❡♣ t❡st ❛♥❞ ❛♥ ✉♥❞❡r❣r♦✉♥❞ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳

❆ ♥❡✇ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ s❛❧t r♦❝❦✳ ❚❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞❡s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✒❈♦♠♣♦s✐t❡✲
❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧✏ ❜② t❤❡ ❋❡❞❡r❛❧ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ●❡♦s❝✐❡♥❝❡s ❛♥❞ ◆❛t✉r❛❧
❘❡s♦✉r❝❡s✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ ✇❛s ♣❛✐❞ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ st❛❜✐❧✐t②✳

❖♥ t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❝r❡❡♣ t❡sts ❢♦r t❤❡ s❡✈❡r❛❧ t❡st s❡r✐❡s✱ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥
♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❡r❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ❛♥❞ ✈❡r✐✜❡❞ ❜② ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞✐❡s✳
❚❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s✐♥❝❡ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ st♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
♠❡t❤♦❞ t❤❡ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② s♣❛❝❡✳

❚❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲▼❡t❤♦❞ ✐s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲▼❡t❤♦❞s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳

Keywords ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲▼❡t❤♦❞✱ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲▼❡t❤♦❞✱
❈r❡❡♣✱ ❘♦❝❦ ❙❛❧t✱ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s
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Abkürzungsverzeichnis

❆❜❦ür③✉♥❣ ❇❡❞❡✉t✉♥❣
❇●❘ ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞

❘♦❤st♦✛❡
❇▼❇❋ ❇✉♥❞❡s♠✐♥✐st❡r✐✉♠ ❢ür ❇✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ❋♦r✲

s❝❤✉♥❣
❈❉❋ ❑✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥
❈❉▼ ❈♦♠♣♦s✐t❡✲❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧
❉●▲ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❊✲▼♦❞✉❧ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧
❋❊ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t
❋❊▼ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡
❋❩❑ ❋♦rs❝❤✉♥❣s③❡♥tr✉♠ ❑❛r❧sr✉❤❡
■❢● ■♥st✐t✉t ❢ür ●❡❜✐r❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ●♠❜❍
■◆❊ ■♥st✐t✉t ❢ür ◆✉❦❧❡❛r❡ ❊♥ts♦r❣✉♥❣
■❯❇ ■♥st✐t✉t ❢ür ❯♥t❡r✐r❞✐s❝❤❡s ❇❛✉❡♥
❦❢③ ❑✉❜✐s❝❤ ✢ä❝❤❡♥③❡♥tr✐❡rt
▼❈ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
▼❉❈❋ ▼✉❧t✐♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞

❋r❛❝t✉r❡
◆❛❈❧ ◆❛tr✐✉♠❝❤❧♦r✐❞
P❈ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s
P❉❋ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥
❘❱❊ ❘❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t
❙❉●▲ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
❙❋❊▼ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡
❚❯❈ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❈❧❛✉st❤❛❧
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Symbolverzeichnis

Lateinische Buchstaben

a ▼✐tt❧❡r❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r s✉❜❦♦r♥✇❛♥❞♥❛❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡ ♠✐t ❧♦❦❛❧
ü❜❡r❤ö❤t❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣

ai ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ■◆❊✴❋❩❑
A ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡
Ai ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ■❯❇✲▼❉❈❋
AArr Prä❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡r ❋❛❦t♦r
Ap ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞❛s ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ●ü♥t❤❡r✴✲

▼✐♥❦❧❡②
a ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣
b ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡
b ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦rs
B ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲▼❛tr✐①
Bi ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ■❯❇✲▼❉❈❋
B ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑ör♣❡rs
B 0 ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑ör♣❡rs
C ▼❛t❡r✐❛❧t❡♥s♦r
D ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡
D ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥
e ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
ei ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
E ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡
E ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧
Ei ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
f ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥
F ❑✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥
Fh ❋❛❦t♦r ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡

❞✉r❝❤ ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞✐❧❛t❛♥t❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③
F ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t
F σ✲❆❧❣❡❜r❛
g ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥
G ●❧❡✐t♠♦❞✉❧
G ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ■❯❇✲▼❉❈❋
G

∗
k ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧

✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
G

∗
kE ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥

❍♦✉✴▲✉①
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h ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡
h ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠
H ▼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠
Ii ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs
J ❏❛❝♦❜✐✲❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡
Ji ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲

❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs
k1 ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧

✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
k2 ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞❛s tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✐♠ ❙t♦✛✲

♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
k1E ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥

❍♦✉✴▲✉①
ka ❘❛t❡♥❦♦♥st❛♥t❡ ❢ür ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ❇r❡✐t❡ ❞❡r s✉❜❦♦r♥✲

✇❛♥❞♥❛❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡ ♠✐t ❧♦❦❛❧❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣sü❜❡r❤ö❤✉♥❣
♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣

kr ❆♥♣❛ss♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❱❡rs❡t③✉♥❣s❛❜✲
st❛♥❞❡s ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣

kwi ❆♥♣❛ss♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❙✉❜❦♦r♥✲
❞✉r❝❤♠❡ss❡rs ❞❡r ❞r❡✐ ❋r❛❦t✐♦♥❡♥ ✐

kB ❇♦❧t③♠❛♥♥ ❑♦♥st❛♥t❡
K ❑✐♥❡t✐s❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡
K ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①
Ke ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①
K̃i P❈ ❙❋❊▼ ❑♦✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐①
K P❈ ❙❋❊▼ ●❡s❛♠t❡st❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①
l ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s st❛t✐♦♥är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✐♠ ❙t♦✛✲

♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
L ❉r❡❤✐♠♣✉❧s
LN ▲♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣
m ▼❛ss❡
m ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s st❛t✐♦♥är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✐♠ ❙t♦✛✲

♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
M ❚❛②❧♦r❢❛❦t♦r
M ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠s
ni ❙♣❛♥♥✉♥❣s❡①♣♦♥❡♥t
np ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ●ü♥t❤❡r✴✲

▼✐♥❦❧❡②
n ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ❛✉❢ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞❛
N ❙♣❛♥♥✉♥❣s❡①♣♦♥❡♥t
N ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ❛✉❢ ❞❡r ❋❧ä❝❤❡ ❞❆
N ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣
p ❍②❞r♦st❛t✐s❝❤❡r ❉r✉❝❦
p ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s
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P ▼❛t❡r✐❡❧❧❡r P✉♥❦t
P ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r P❈ ❇❛s✐s
PF ◆❛❝❤❜r✉❝❤❢❛❦t♦r
P P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r
P ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
P Pr♦❥❡❦t✐♦♥st❡♥s♦r
Q ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡
r ▼✐tt❧❡r❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❛❜st❛♥❞
rv ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ③✉r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡
R ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ●❛s❦♦♥st❛♥t❡
RD ❚r✐❛①✐❛❧ ❋✉♥❦t✐♦♥
R ➘✉ÿ❡r❡ ▲❛st❡♥
R

n ♥✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❘❛✉♠
S ❊♥tr♦♣✐❡
t ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r
T ❚❡♠♣❡r❛t✉r
Ts ❙❝❤♠❡❧③t❡♠♣❡r❛t✉r
T P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛✲❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r
u ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r ❜✇③✳❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞
U ■♥♥❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡
v ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
wi ▼✐tt❧❡r❡r ❙✉❜❦♦r♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❞❡r ❋r❛❦t✐♦♥ i = 1, 2, 3
δW ❱✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t
X ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡
X̂ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥
X ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r
Y ❚❡♥s♦r✇❡rt✐❣❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡

Griechische Buchstaben

∆a ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s✢ä❝❤❡ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
ε ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦r
η ❚❡st❢✉♥❦t✐♦♥
η∗k ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✐♠ ❙t♦✛✲

♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
η∗m ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s st❛t✐♦♥är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✐♠ ❙t♦✛✲

♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①
κ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧
λ ▲❛❣r❛♥❣❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t♦r
λL ▲❛♠❡✲P❛r❛♠❡t❡r
µL ▲❛♠❡✲P❛r❛♠❡t❡r
µp ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ●ü♥t❤❡r✴✲

▼✐♥❦❧❡②
ν ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥
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ξ ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡
̺ ❉✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
̺0 ❉✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
σF ❋❧✐❡ÿs♣❛♥♥✉♥❣
σi ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs
σokt ❖❦t❛❡❞❡r♥♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣
σvM ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s
σ∗ ❊✛❡❦t✐✈❡ ✐♥♥❡r❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣
σ ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r
τD ❖❦t❛❡❞❡rs❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡r ❇●❘✲❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡
τokt ❖❦t❛❡❞❡rs❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣
ϕ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ ❘❡❢❡r❡♥③✲ ❛✉❢ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
ϕd ❉✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
ϕD ❉✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
ϕm ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
ϕM ▼❛ss❡♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
φa ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
φA ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
φm ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
φM ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
φv ❱♦❧✉♠❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
φV ❱♦❧✉♠❡♥❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
Φ ❑r✐❡❝❤♣♦t❡♥t✐❛❧
Φ̄ ▼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s P♦❧②♥♦♠ ❞❡r P❈ ❇❛s✐s ✭❦♦♠♣❧❡①❡ ❉❛r✲

st❡❧❧✉♥❣✮
ψ ❋r❡✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
ψ ❊✐♥ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s P♦❧②♥♦♠ ❞❡r P❈ ❇❛s✐s
Ψ ▼ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s P♦❧②♥♦♠ ❞❡r P❈ ❇❛s✐s
ω ❊r❡✐❣♥✐s
Ω ❊r❡✐❣♥✐s♠❡♥❣❡

Index bzw. Operatoren

•̃ ❉❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡r ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ •
•̇ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ •
•cr ❑r✐❡❝❤❛♥t❡✐❧ ❛♥ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
•eff ❯♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡r ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ •0
•el ❊❧❛st✐s❝❤❡r ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
•test ❚❡st❣röÿ❡ ✈♦♥ •
•vol ❱♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡r ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ •
•0 ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ ✈♦♥ •
•D ●❡s❝❤ä❞✐❣t❡r ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❣röÿ❡ •0
•ss st❛t✐♦♥är❡s ❑r✐❡❝❤❡♥ ✈♦♥ •
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det(•) ❉❡t❡r♠✐♥❛♥t❡ ✈♦♥ •
∆• ■♥❦r❡♠❡♥t ✈♦♥ •
❞✐✈(•) ❉✐✈❡r❣❡♥③ ✈♦♥ •
❣r❛❞(•) ●r❛❞✐❡♥t ✈♦♥ •
tr(•) ❙♣✉r ✈♦♥ •
❱❛r(•) ❱❛r✐❛♥③ ✈♦♥ •
〈•〉 ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ✈♦♥ •
‖ • ‖ ◆♦r♠ ✈♦♥ •
•(θ) ❆❧❧❣❡♠❡✐♥ ✈♦♥ ❩✉❢❛❧❧ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡
∂• P❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ •
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Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung 1

✶✳✶✳ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶
✶✳✷✳ ❩✐❡❧❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸
✶✳✸✳ ●❧✐❡❞❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸

2. Kontinuumsmechanischer Rahmen 5

✷✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺
✷✳✶✳✶✳ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ✳ ✳ ✻
✷✳✶✳✷✳ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✶✳✸✳ ■♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✶✳✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✷✳✶✳✺✳ ❱♦❧✉♠❡tr✐s❝❤✲■s♦❝❤♦r❡r ❙♣❧✐t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✷✳✶✳✻✳ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✶✸

✷✳✷✳ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✷✳✶✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹
✷✳✷✳✷✳ ▼❛ss❡♥❜✐❧❛♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✷✳✷✳✸✳ ■♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻
✷✳✷✳✹✳ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼
✷✳✷✳✺✳ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✷✳✷✳✻✳ ❊♥tr♦♣✐❡❜✐❧❛♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
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1. Einleitung

■♥ ❞❡r ❇✉♥❞❡sr❡♣✉❜❧✐❦ ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞ ♠✉ss ♥❛❝❤ ➓ ✾❛ ❆❜s✳ ✸ ✒●❡s❡t③ ü❜❡r ❞✐❡
❢r✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❑❡r♥❡♥❡r❣✐❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙❝❤✉t③ ❣❡❣❡♥ ✐❤r❡ ●❡❢❛❤r❡♥✏
❞❡r ❇✉♥❞ ❆♥❧❛❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙✐❝❤❡rst❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥❞❧❛❣❡r✉♥❣ r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡r ❆❜✲
❢ä❧❧❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❧❧❡♥✳ ❉❛s ❧❡t③t❡ ❆t♦♠❦r❛❢t✇❡r❦ ❣❡❤t ✐♠ ❏❛❤r❡ ✷✵✷✷ ❛✉ÿ❡r
❇❡tr✐❡❜✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❘ü❝❦❜❛✉ ❞❡r ❑❡r♥❦r❛❢t✇❡r❦❡ ❢❛❧❧❡♥ ♥❛❝❤ ❙❝❤ät③✉♥❣❡♥ ❞❡r
❊♥ts♦r❣✉♥❣s❦♦♠♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❇✉♥❞❡s r✉♥❞ 6000m3

a
s❝❤✇❛❝❤✲ ✉♥❞ ♠✐tt❡❧r❛❞✐♦❛❦✲

t✐✈❡r ❆❜❢❛❧❧ ❛♥✱ ❢ür ❞❡♥ ❡✐♥ ❊♥❞❧❛❣❡r ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ ❊❞❡r ❬✷✵✶✹❪✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥
③✉r ❊♥❞❧❛❣❡rs✉❝❤❡ ✇✐r❞ s✐❝❤ ✈♦r❛✉ss✐❝❤t❧✐❝❤ ü❜❡r ♠❡❤r ❛❧s ❡✐♥ ❏❛❤r③❡❤♥t ❤✐♥③✐❡✲
❤❡♥✱ ❞❛ ♥❛❝❤ ❆♥❣❛❜❡♥ ❞❡s ❇✉♥❞❡s ❡rst ❢rü❤st❡♥s 2030 ❡✐♥ ❊♥❞❧❛❣❡r ❜❡♥öt✐❣t
✇✐r❞✱ ❇❡✐❦❧❡r ✉♥❞ ❚r❡t❜❛r ❬✷✵✶✷❪✳ ❩✉r ❩❡✐t ❣❡❤t ♠❛♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss r✉♥❞
300000 ❚♦♥♥❡♥ ❤♦❝❤r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡r ▼ü❧❧ ❜❡r❡✐ts ✇❡❧t✇❡✐t ❡①✐st✐❡rt ✉♥❞ ✇❡✐t❡r❡
12000 ❚♦♥♥❡♥ ❤♦❝❤r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡♥ ▼ü❧❧ ♣r♦ ❏❛❤r ❞❛③✉ ❦♦♠♠❡♥✱ ❑♦✇✐t③ ✉♥❞ ❘♦✲
s❡♥❦r❛♥③ ❬✷✵✵✽❪✳

1.1. Problemstellung und Motivation

❉✐❡ ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞❧❛❣❡r ❢ür r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡ ❆❜❢ä❧❧❡ ✐st ❞❡r ●r✉♥❞✱ ✇❛r✉♠
✐♥ ❞❡♥ ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r③❡❤♥t❡♥ ✈✐❡❧❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❊①♣❡rt✐s❡
❢ür ❞❛s ❇❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✇✉r❞❡♥
✭③✳❇✳ ▼✉♥s♦♥ ✉♥❞ ❉❛✇s♦♥ ❬✶✾✽✶❪✱ ❖❧s❝❤❡✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✶❪✱ ❍❡✉s❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✽✸❪✱ ▲✉① ❬✶✾✽✹❪✱ ❙t❡✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✼❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❛❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ❬✶✾✽✾❪✱
❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✷❪✱ ❙❛❧③❡r ❬✶✾✾✸❪✱ ❏❡r❡♠✐❝ ❬✶✾✾✹❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✶✾✾✹❪✱
❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✶✾✾✾❪✱ ▼✐♥❦❧❡② ❬✷✵✵✸❪ ✉✳❛✳✮✳
❱✐❡❧❡ ❞✐❡s❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇✉♥❞ ✜♥❛♥③✐❡rt✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡
❊♥❞❧❛❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❆t♦♠♠ü❧❧s ♥❛❝❤ ❞❡r ❇✉♥❞❡sr❡❣✐❡r✉♥❣ t✐❡❢❡ ❣❡♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❋♦r♠❛✲
t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❋r❛❣❡ ❦♦♠♠❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ t✐❡❢❡♥ ❣❡♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❋♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧t❡
❙❛❧③stö❝❦❡ s❡✐♥✱ ❞❛ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❉✉r❝❤❧äss✐❣❦❡✐t ❢ür ❲❛ss❡r③✉✢üss❡
✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥✱ ❣✉t❡ ❲är♠❡❧❡✐t❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥ ❤♦❤❡s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r♠ö❣❡♥
❛✉❢✇❡✐st✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❆✉t♦r❡♥ ❣✐❜t ❡s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❞✐❡ ❞❛s
❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡♥ ❛✉❢ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳
❉✐❡s❡s ✇❡✐st ❛✉❢ ❡✐♥ ❛❦t✐✈❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s❢❡❧❞ ❤✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡s s✐❝❤ ❞✉r❝❤ stä♥❞✐✲
❣❡ ❲❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡
❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ✐❤r❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❛♥ ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦ ❢ür ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉s③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ✇✉r❞❡ ✐♠



✷ ✶✳✶✳ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ✉♥❞ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

▲❛✉❢❡ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r③❡❤♥t❡ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❊①♣❡rt✐s❡ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦
❛✉❢❣❡❜❛✉t✳ ❉✐❡s❡ ❊①♣❡rt✐s❡ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣✲
❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❛♠ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r
❱❡rs✉❝❤❡ ✇✉r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞
✈❛❧✐❞✐❡rt✳ ❉✐❡ ❆♥✇❡♥❞❜❛r❦❡✐t ❞✐❡s❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❜✉♥❞✲
✈♦r❤❛❜❡♥ ❞❡s ❇✉♥❞❡s♠✐♥✐st❡r✐✉♠s ❢ür ❇✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✭❇▼❇❋✮ ✒❉✐❡
▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r
❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✏ ❣❡③❡✐❣t ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❍❛♠♣❡❧
❬✷✵✵✻❪✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱
P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡
❞✐❡s❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ s♦❧❧ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❙❛❧③❞♦♠❡ ü❜❡r
❞✐❡ ♥ä❝❤st❡♥ ❏❛❤rt❛✉s❡♥❞❡ ❛❜❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t✱ ❞❡r
❛✉❢ ❞❡r ❣r♦ÿ❡♥ ❍❛❧❜✇❡rt③❡✐t ❞❡s ❆t♦♠♠ü❧❧s ❜❡r✉❤t✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥
♠üss❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ❛✉s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t r♦❜✉st ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱
❞❛ ❛✉❢ ●r✉♥❞ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ s❡❤r ❦♦st❡♥ ✉♥❞ ③❡✐t ■♥t❡♥s✐✈
✐st✳
❆✉s ❞❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥✲
s❛❧③ ❡✐♥❡r st❛r❦❡♥ ❙tr❡✉✉♥❣ ✉♥t❡r❧✐❡❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣
❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥s ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳ ❲❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆✉t♦r❡♥ ❞❡s
❇▼❇❋✲❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ▼❛st❡r❦✉r✈❡♥
❜❡st✐♠♠t ❤❛❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ❣❡❤❡♥ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
✈❡r❧♦r❡♥✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡s❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✳

❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ♥ä❝❤st❡♥ ●❡♥❡r❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥ s✐✲
❝❤❡r❡s ❊♥❞❧❛❣❡r ❢ür ❞❡♥ ❆t♦♠♠ü❧❧ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇✐r❞✱ ✇❛r ❞✐❡ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ s✐❝❤ ♠✐t
❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ③✉ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡
❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞
♠✐t ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞✐❡ ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ❞✐❡ ❙t♦❝❤❛st✐❦✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥♦❝❤ ❡✐♥ r❡❝❤t
❥✉♥❣❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s❢❡❧❞ ✐♥ ❞❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❡r✇❡✐t❡rt✳ ❉❛s
❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❛♥✲
✇❡♥❞❜❛r ✐st✱ ❦♦♥♥t❡ ✐♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❍ür❦❛♠♣ ❬✷✵✶✹❪✱ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪✱
❋✐♥❦ ❬✷✵✶✺❪ ✉♥❞ ●r❡❤♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❜❡r❡✐ts ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❧❛♥❣❡
❍❛❧❜✇❡rts③❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥❞❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ♠✉ss ❜❡✐ ❞❡r
❊✐♥❜❡tt✉♥❣ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦ ✐♥ ❞✐❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡s♦♥❞❡rs ❛✉❢ ❞✐❡
♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❘♦❜✉st❤❡✐t ❣❡❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t ❦❛♥♥ ❞❛③✉ ❜❡✐✲
tr❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❊✐♥③✉❣ ✐♥ ❞✐❡ ❙❛❧③♠❡✲
❝❤❛♥✐❦ ❤ä❧t✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ ●r❛❞ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉s ❡✐♥❡r st♦✲
❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❡r❣✐❜t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r❡♥
✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✈❡r❜❡ss❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❊♥❞❧❛❣❡rs✉❝❤❡ ✈♦r❛♥❜r✐♥❣❡♥✳



✶✳ ❊✐♥❧❡✐t✉♥❣ ✸

1.2. Ziele dieser Arbeit

❉❛s ❍❛✉♣t③✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡s ♠✐t ❞❡♠ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❞❛s ▼❛✲
t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❯♥t❡rt❛❣❡st✉❦t✉r ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ③✉❢❛❧❧s✲
✈❡rt❡✐❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❯♥t❡rt❛❣❡st✉❦t✉r ✇✉r❞❡
❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ❞❡r ●r✉❜❡ ❙♦♥❞❡rs❤❛✉s❡♥ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡s❡ ▼❛✲
s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ■♥✲s✐t✉✲▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥✲
❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡✲
♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✳ ❉✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ③ä❤❧t❡ ③✉♠ ❱❡rs✉❝❤s✈❡rs❝❤❧✉ss❜❛✉✇❡r❦ ❞❡r
●r✉❜❡ ❙♦♥❞❡rs❤❛✉s❡♥ ✉♥❞ ✐st ❞❛❤❡r s❡❤r ❣✉t ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt ♥❛❝❤ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✳
❉✐❡s❡ ❆r❜❡✐t s♦❧❧ ③❡✐❣❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ▼❛t❡✲
r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ ♦❜ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❞✐❡ ③✉r ❩❡✐t
✒st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt✏ s✐♥❞✱ ❣❡❡✐❣♥❡t s✐♥❞✱ ✉♠ ❞❛s ❦♦♠♣❧❡①❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ s♦❧❧ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡♥
❜❡✐♥❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ s♦❧❧ ❛✉s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t st❛❜✐❧ ❣❡st❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥✳

1.3. Gliederung dieser Arbeit

❉❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡✲
❝❤❛♥✐❦ ③✉r ●❡st❛❧t✉♥❣ ❞❡r ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡ ✉♥❞ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❞❡r ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧
✹ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉✐❡ ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③
❡r❣❡❜❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛s❑❛♣✐t❡❧ ✺ st❡❧❧t ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡✲
❣❡♥❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡
❛✉s ❞❡♠ ❇▼❇❋✲❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥ ✒❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧✲
t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✏ ❞❛r✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❞❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳
❋ür ❞❛s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ❞✐❡
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ ❞✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✇❡r❞❡♥
❛✉s ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✼ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣✱ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❘❡❧❡✈❛♥③ s✐♥❞✳ ❊✐♥❡
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡ ❢ür ✉♥s✐❝❤❡r❡ ❙②st❡♠♣❛✲
r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♠❑❛♣✐t❡❧ ✽ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲
❛♥❛❧②s❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐tt❡❧s ✉♥s✐❝❤❡r❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡r✲
❞❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾ ❣❡③❡✐❣t✳ ❊✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❢ür
③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✵ ❣❡❣❡❜❡♥✳
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2. Kontinuumsmechanischer Rahmen

❉✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ st❡❧❧t ❡✐♥❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❘❛❤♠❡♥ ❜❡r❡✐t✱ ✉♠ ❞❛s
❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❑ör♣❡r♥ ✉♥t❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❊✐♥✇✐r❦✉♥❣❡♥ ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ♦❤♥❡
❞❛❜❡✐ ❞❡♥ ❛t♦♠❛r❡♥ ♦❞❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ❑ör♣❡rs ③✉ ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❡r ❑ör♣❡r ✇✐r❞ ❛❧s ❑♦♥t✐♥✉✉♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✇❛s ❡✐♥❡r P✉♥❦t♠❡♥❣❡
❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❞✐❡ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❡✐♥❡♥ ❘❛✉♠ st❡t✐❣ ❛✉s❢ü❧❧t✳ ◆✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❩✉✇❡✐s✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❜❡st✐♠♠t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥s❛t③ ✐st ❢ür ✈✐❡❧❡
Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞✱
❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❛✉❢
❦❧❡✐♥❡♥ ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ❛✉s♠✐tt❡❧♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞❛s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡
❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛❧s ❤♦♠♦❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
♥✉r ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡
❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛ ❛✉❢ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪✱ P❛r✐s❝❤
❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ❞❡ ❙♦✉③❛ ◆❡t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

■♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥
❞❡r ❑♦♥t✐✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✶ ❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r
❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❑ör♣❡rs ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s
r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ❑ör♣❡rs✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ✇✐r❞✱ ❛✉s❣❡❤❡♥❞
✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❜❡♥öt✐❣t❡♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉✐❡ ❦♦♥✲
st✐t✉t✐✈❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ❢ür ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▼❛t❡r✐❛❧
✭❙❛❧③❣❡st❡✐♥✮ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✸ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ✉♥❞ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❡r❢♦❧❣❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳

2.1. Kinematik

❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs B ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ③❡✐t❧✐❝❤❡♥
❆❜❢♦❧❣❡ ✈♦♥ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡
❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❤✐❡r❢ür
✐st✱ ❞❛ss ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ❞❡s ❑ör♣❡rs ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t t = 0 ❜❡❦❛♥♥t ✐st✳
❯♠ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r
❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣✉♥❦t P ✐♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑ör♣❡r B 0 ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠ R

3 ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦❛rt❡s✐s❝❤❡♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✐st ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐✲



✻ ✷✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

t✐❣ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r
❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ E = {E1,E2,E3} ✉♥❞ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ PX = [X1, X2, X3]
❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ❞❡♠ ❖rts✈❡❦t♦r

X = P
XiEi ∈ B 0 ✭✷✳✶✮

❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❲✐❞❡r❢ä❤rt ❡✐♥ ❑ör♣❡r B ❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ϕ✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✲
♣✉♥❦t P ✉♥t❡r ❩✉❤✐❧❢❡♥❛❤♠❡ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡s❡s ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞❡♥ ❖rts✈❡❦t♦r

x = P
xi ei ∈ B , ✭✷✳✷✮

❞❡r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ e = {e1, e2, e3} ✉♥❞ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
Px ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✳ ❉✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ Px ❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ϕ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐st ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❑ör♣❡rs
B ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱

ϕ : B 0 → B

P
x = ϕ

(
P
X
)

,
✭✷✳✸✮

✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✮✳ ❉✉r❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ■♥✈❡rs❡♥ ✈♦♥ ϕ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r
▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r
❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱
❞❛ ♠❛♥ ③✉ ❥❡❞❡♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❖rt ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧t❡✐❧❝❤❡♥s ✐♠
❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ tr❡✛❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠✉ss ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss ❡✐♥❡r ❞❡r ●r✉♥❞♣❢❡✐❧❡r ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ P❤②s✐❦ ♥✐❝❤t ✈❡r❧❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❞❛r❢✿
✒❲♦ ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❡t❡✐❧❝❤❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❦❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s s❡✐♥✏✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t
✇❡♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✉♠❦❡❤r❜❛r ✐st✱ ❛❧s♦

J = det
(

ϕ
(
P
X
))

6= 0. ✭✷✳✹✮

2.1.1. Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r

u = x−X ✭✷✳✺✮

❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❧❛❣❡ ✉♥❞ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❧❛❣❡ ❡r❣✐❜t✳
❉✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❦❛♥♥ ❛❧s ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥

u
(
P
X
)

= ϕ
(
P
X
)

− P
X

♦❞❡r

u
(
P
x
)

= P
x−ϕ−1

(
P
x
)

✭✷✳✻✮



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✼

B 0

B

E1, e1

ϕ

X

x(X, t)
E2, e2E3, e3

P ′

P

❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞
t = 0

▼♦♠❡♥t❛♥③✉st❛♥❞
t > 0

u

u+ duQ

Q′

dX

dx

Abbildung 2.1.: ❘❡❢❡r❡♥③✲ ✉♥❞ ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs B

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✐st ❛❧s ③❡✐t❧✐❝❤❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❱❡r✲
s❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦rs

v = u̇ ✭✷✳✼✮

❞❡✜♥✐❡rt✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♥❛❝❤ ❞❡r ❩❡✐t ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡
❇❡s❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣

a = v̇. ✭✷✳✽✮

❉❛ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❢ür ♥ä✲
❤❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪❀ ●r❡✈❡ ❬✷✵✶✸❪ ✉♥❞ ❇❡tt❡♥ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✲
✇✐❡s❡♥✳

2.1.2. Deformation und Verzerrung

❯♠ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ P✉♥❦t❡s P tr❡✛❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡ ❧✐❡❢❡rt ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡
▲ä♥❣❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✭▲ä♥❣❡✱ ❲✐♥❦❡❧✮ ✐♥ ❞❡r ♥ä❤❡r❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❡✐♥❡s ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥
P✉♥❦t❡s ✐♥❢♦❧❣❡ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r✲
❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s✲ ♠✐t ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞❛s
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✲ ❜③✇✳ ❱❡r③❡rr✉♥❣s♠❛ÿ ❦❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ③❡✐t❧✐❝❤❡♥
❆❜❧❛✉❢ ❞❡r ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✮✳ ❯♠ ❡✐♥ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡s ▲✐♥✐❡♥❡❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s ❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞❡s dX ✐♥ ❞❡♥ ▼♦♠❡♥t❛♥③✉st❛♥❞ dx ③✉ tr❛♥s❢♦r♠✐❡✲
r❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t F ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t



✽ ✷✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

F =
∂x

∂X

F
−1 =

∂X

∂x

✭✷✳✾✮

st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥✲
❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❱❡❦t♦rrä✉♠❡ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ▼♦✲
♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s✈❡❦t♦r❡♥ Ei ✉♥❞ ei ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❉✉r❝❤ ✷✳✹ ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t❡♥

J = det (F ) 6= 0, ✭✷✳✶✵✮

❞❛ss ❞✐❡s❡r ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✉♠❦❡❤r❜❛r s❡✐♥ ♠✉ss✳
■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✐st ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t ❡✐♥ ✉♥s②♠♠❡tr✐s❝❤❡r ❚❡♥s♦r✱ ❞❛
❞✐❡s❡r ❚❡♥s♦r ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✐st ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐✲
♦♥s❣r❛❞✐❡♥t ✉♥❣❡❡✐❣♥❡t ❛❧s ❱❡r③❡rr✉♥❣s♠❛ÿ✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ✉♥t❡r ❩✉❤✐❧❢❡♥❛❤♠❡ ❞❡s
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣s♠❛ÿ ❣❡❧❛♥❣t✱ ✇✐r❞ ✐♠
▲❛✉❢❡ ❞✐❡s❡s ❆❜s❝❤♥✐tt❡s ♥♦❝❤ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐✲
❡♥t ✈♦♠ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣✉♥❦t ❛❜❤ä♥❣t✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥
▲✐♥✐❡♥❡❧❡♠❡♥t ♠✐t ❞❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③✲ ✐♥ ❞✐❡ ▼♦♠❡♥✲
t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥✲
✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③✲ ✐♥ ❞✐❡ ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❦❛♥♥
❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡r ❞❡♥ ❩✉s❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ❧✐❡❢❡rt✳ ❋ür ❡✐♥ ❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t ✉♥t❡r ❞❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❖r✐✲
❡♥t✐❡r✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣

da = JF−T dA. ✭✷✳✶✶✮

❉✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t❡s ✐♥ ❞✐❡ ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❢♦❧❣t
♠✐t

dv = J dV. ✭✷✳✶✷✮

❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✮ ✐st ❞✐❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❇❡✲
❞❡✉t✉♥❣ ❞❡s ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥ts ❢ür ❞✐❡ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✐st ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t ❦❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡s ❱❡r③❡r✲
r✉♥❣s♠❛ÿ✱ ❞❛ ❞✐❡s❡r s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈♦r❣❛♥❣ ❜❡③✐❡❤t ✭❙t❛rr✲
❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥✮✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥✲
❣❡♥ ✈♦♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t ❛❜❣❡s♣❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
❞❡s ♣♦❧❛r❡♥ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ss❛t③❡s ❢ür ❚❡♥s♦r❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t✱ ❦❛♥♥
❞✐❡s❡r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐t❡♥ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡♥s♦r U ♦❞❡r V ✉♥❞ ❡✐♥❡♥
♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❚❡♥s♦r R ③❡r❧❡❣t ✇❡r❞❡♥

F = R ·U = V ·R. ✭✷✳✶✸✮



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✾

dA
da

dx1

dX1

dX3

dx3

dV dv

F

JF−T

J

E1, e1

E2, e2

E3, e3

Abbildung 2.2.: ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③✲ ✉♥❞
▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

❆✉s ❞❡♠ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚❡♥s♦r U ❦❛♥♥ ❞❡r r❡❝❤t❡ ❈❛✉❝❤② ●r❡❡♥ ❚❡♥s♦r

C = U2 =
(

F
T · F

)

✭✷✳✶✹✮

❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ♥ä❤❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❆❧t❡♥✲
❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪❀ ●r❡✈❡ ❬✷✵✶✸❪ ✉♥❞ ❇❡tt❡♥ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣
✈♦♥ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❡s ✈♦♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❞❛s ❱❡r③❡rr✉♥❣s♠❛ÿ ❜❡✐
r❡✐♥❡r ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡♥ ❲❡rt ◆✉❧❧
❛♥♥✐♠♠t✳ ❉❡r r❡❝❤t❡ ❈❛✉❝❤② ●r❡❡♥ ❚❡♥s♦r ✐st ✐♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡✜♥✐❡rt ✉♥❞ ♥✐♠♠t ❜❡✐ r❡✐♥❡r ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡♥ ❲❡rt ❊✐♥s ❛♥✳ ❆✉s
❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✐st ❞❡r r❡❝❤t❡ ❈❛✉❝❤② ●r❡❡♥ ❚❡♥s♦r ♥✐❝❤t ❣❡❡✐❣♥❡t ❢ür ❞✐❡ ❇❡✲
s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s r❡❝❤t❡♥ ❈❛✉❝❤② ●r❡❡♥
❚❡♥s♦r ❦❛♥♥ ❞❡r ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡✬s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r

E =
1

2
(C − 1) ✭✷✳✶✺✮

❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ❜❡✐ r❡✐♥❡r ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥❣ ❞❡♥ ❲❡rt ◆✉❧❧ ❛♥♥✐♠♠t✳
❉❛s ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞ ❞❡✜♥✐❡rt ❞✐❡ ✈❡r❢♦r♠t❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs✱ ❞❛✲
❤❡r ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞❛s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✺ ✉♥❞ s❡t③t ❞✐❡s ✐♥ ❞✐❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✾ ❡✐♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t

F =
∂X

∂X
+
∂u

∂X
= 1+

∂u

∂X
= 1+H ✭✷✳✶✻✮

♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞❡s ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❚❡♥s♦r H ✐st ❞❡✲
✜♥✐❡rt ❛❧s ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣r❛❞✐❡♥t ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✳
❉❡r r❡❝❤t❡ ❈❛✉❝❤② ●r❡❡♥ ❚❡♥s♦r

C = 1+H +HT +HT ·H ✭✷✳✶✼✮



✶✵ ✷✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

❦❛♥♥ ♠✐t ❞❡♠ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❣r❛❞✐❡♥t❡♥ H ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥✲
s❡t③❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✼ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✺ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ●r❡❡♥✲
▲❛❣r❛♥❣❡✬s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✱

E =
1

2

(

H +HT +HT ·H
)

. ✭✷✳✶✽✮

▲✐❡❣t ❦❡✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✈♦r✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❚❡r♠ HT ·H ✈❡r♥❛❝❤✲
❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t ❞✉r❝❤

ε =
1

2

(

H +HT
)

✭✷✳✶✾✮

❞✐❡ ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt❡ ❋♦r♠ ❞❡s ●r❡❡♥✲▲❛❣r❛♥❣❡✬s❝❤ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦rs✳

2.1.3. Infinitesimale Verformung

❉❛ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❛✉s ❙t❡✐♥s❛❧③ s❡❤r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t✲
♥✐s ③✉ ❞❡r❡♥ ❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥✱ ✐st ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❛✉❢ ❦❧❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
♠ö❣❧✐❝❤✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❙❝❤❧✉ss ❦♦♠♠❡♥ ❛✉❝❤ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞
❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ P✉✲
❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪✳
❇❡✐ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ✐st ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞✐❡♥t H ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r
❛❧s 1✱ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣t H ·HT ≈ 0 ✉♥❞ ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③✲
✉♥❞ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥✳

2.1.4. Mechanische Spannung

❲✐r❦t ❡✐♥❡ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r s♦ ❡♥tst❡❤t ✐♠ ■♥♥❡r❡♥ ❡✐♥ ❇❡❛♥✲
s♣r✉❝❤✉♥❣s③✉st❛♥❞✳ ❯♠ ❞✐❡s❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♥❦t ❞❡s
❑ör♣❡rs ❜❡✇❡rt❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡s ▼❛ÿ✳ ❉❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✲
♣✉♥❦t ❜✐❧❞❡t ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♣r✐♥③✐♣ ✈♦♥ ❊✉❧❡r ✉♥❞ ❈❛✉❝❤②✳ ❋ü❤rt ♠❛♥ ❡✐♥❡♥
❣❡❞❛❝❤t❡♥ ❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❑ör♣❡r✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ä✉ÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❜❡❛♥s♣r✉❝❤t ✐st✱
❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡♥ ❑rä❢t❡ s✐❝❤t❜❛r ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✮✳ ❉✐❡✲
s❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ❙❝❤♥✐tt♣r✐♥③✐♣ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❆❧s ▼❛ÿ ❢ür ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s✲
③✉st❛♥❞ ✇✐r❞ ❞❡r ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r

t (x,n, t) =
df

da
✭✷✳✷✵✮

❡✐♥❣❡❢ü❤rt✱ ♠✐t ❞❡♠ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❑r❛❢t✈❡❦t♦r df ❛✉❢ ❞❡♠ ✐♥✜♥✐t❡s✐♠❛❧❡♥
❋❧ä❝❤❡♥❡❧❡♠❡♥t da ✉♥❞ ❞❡♠ ◆♦r♠❛❧❡♥❡✐♥❤❡✐ts✈❡❦t♦r n✳ ❉❛ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
✈❡❦t♦r ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✈♦♠ ❖rt✱ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt✲
✢ä❝❤❡ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✱ ✐st ❞✐❡s❡r ❛❧s ❙♣❛♥♥✉♥❣s♠❛ÿ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✳ ❉❡r ❈❛✉❝❤②✲
❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r ✐st ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❛s



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✶✶

❈❛✉❝❤②✬s❝❤❡ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧t❤❡♦r❡♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✵ ❛♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥
❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r

t (x,n, t) = σ · n. ✭✷✳✷✶✮

❉❛ ❞❡r ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤♥✐tt✲
✢ä❝❤❡ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡r ❛❧s ▼❛ÿ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ✇❛❤r❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥✲
❞❡s ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ▼❛tr✐①❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦r♠ ❢ür
❞❡♥ ❈❛✉❝❤②✲❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r

σ =





σ11 σ12 σ13

σ21 σ22 σ23

σ31 σ32 σ33



 . ✭✷✳✷✷✮

❉✉r❝❤ ❞❛s ▼♦♠❡♥t❡♥❣❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ❦❛♥♥ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
t❡♥s♦r s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✐st

σij = σji. ✭✷✳✷✸✮

❇❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡✲
r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❛♥❛❧♦❣❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❞❡♥ ✶✳ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛✲
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r

T = P ·N0. ✭✷✳✷✹✮

❉❛ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✐♥ ❥❡❞❡♠ P✉♥❦t ❞❡s ❑ör♣❡rs ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r❡♥ ③✉r ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s ❤❡r❛♥❣❡③♦✲
❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

2.1.5. Volumetrisch-Isochorer Split

❉✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞
❡✐♥❡ ●❡st❛❧tsä♥❞❡r✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❡✐♥ ❛❞❞✐t✐✈❡r ❙♣❧✐t ❢ür ❞❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦rs ε ✐♥ ❡✐♥❡♥ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧
εvol ✉♥❞ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ε̃

ε = εvol + ε̃. ✭✷✳✷✺✮

❉✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r✇❡rt✐❣❡ ●röÿ❡ e = tr(ε) ❜❡s❝❤r✐❡✲
❜❡♥✳ ▼✐t ❞✐❡s❡r ●röÿ❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣✱

ε
vol =

1

3
e1 ✭✷✳✷✻✮

❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ✉♥❞❡❢♦r♠✐❡rt❡ ❱♦❧✉♠❡♥❡✐♥❤❡✐t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ●❡❣❡♥✲
s❛t③ ③✉r ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡✇✐r❦t ❞✐❡ ✐s♦❝❤♦r❡ ❜③✇✳ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥

ε̃ = ε− 1

3
e1 ✭✷✳✷✼✮



✶✷ ✷✳✶✳ ❑✐♥❡♠❛t✐❦

n

∆a

∆a

∆f

∆f

f3

f2

f1

f2

f3

f1

Abbildung 2.3.: ●❡s❛♠t❦ör♣❡r ♠✐t ä✉ÿ❡r❡♥ ❑rä❢t❡♥ ✉♥❞ ❚❡✐❧❦ör♣❡r ♠✐t ä✉ÿ❡✲
r❡♥ ❑rä❢t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥
❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❙❝❤♥✐tt✢ä❝❤❡ ❛♠ ❊❧❡♠❡♥t ∆a ✇✐r❦❡♥✱
♥❛❝❤ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪✳

❦❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣✳ ❉✐❡s❡r ❆♥t❡✐❧ ❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ●❡st❛❧tsä♥❞❡r✉♥❣ ❞✐❡ ✈♦❧✉✲
♠❡♥tr❡✉ ✐st✳ ❋ür ✈✐❡❧❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t❡✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❜❡✐ ❞❡r P❧❛st✐③✐tät
✉♥❞ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ❤❛t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❆✉❢s♣❧✐t✲
t✉♥❣ ❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✐♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❜❡✇ä❤rt P❛r✐s❝❤ ❬✷✵✵✸❪✳
❉❛❤❡r ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs

σ = σvol + σ̃ ✭✷✳✷✽✮

✐♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❛♥✳ ❉❡r ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❜③✇✳ ❞❡r ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡
❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉

σ
vol = −p1 ✭✷✳✷✾✮

♠✐t ❞❡♠ ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❉r✉❝❦

p = −1

3
tr(σ). ✭✷✳✸✵✮

❉❡r ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ❦❛♥♥ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✼
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥

σ̃ = σ − σvol. ✭✷✳✸✶✮



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✶✸

❉❛ss ❞✐❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈♦♥ ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t ✐st✱ ✇✐r❞ ✐♥ ▲❡❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✻✽❪ ✉♥❞
❙✐♠♦ ✉♥❞ ❖rt✐③ ❬✶✾✽✺❪ ❣❡③❡✐❣t✳

2.1.6. Hauptspannungen und Invarianten des Spannungstensors

❉❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ❜③✇✳ s❡✐♥❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✷ s✐♥❞ ✐♠ ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ x✱ y ✉♥❞ z ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ■♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐st ❡s ♥♦t✇❡♥❞✐❣✱ ❞❡♥
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ③✉♠ ❯rs♣r✉♥❣s❦♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ❣❡❞r❡❤t❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥s②st❡♠ x1✱ y1 ✉♥❞ z1 ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳ ❉r❡❤t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ✐♥ ❡✐♥
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ ✐♥ ❞❡♠ ❦❡✐♥❡ ❙❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ♥✉r ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥✲
❣❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r ✐♠ ❍❛✉♣t❛❝❤s❡♥s②st❡♠✳ ❉❛s
❍❛✉♣t❛❝❤s❡♥s②st❡♠ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✈❡❦t♦r ti
✉♥❞ ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ◆♦r♠❛❧❡♥✈❡❦t♦r ni ❥❡✇❡✐❧s ❣❧❡✐❝❤❣❡r✐❝❤t❡t s✐♥❞✱ s♦♠✐t ❣✐❧t
❢ür ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✶

ti = σ · ni. ✭✷✳✸✷✮

❉✉r❝❤ ●❧❡✐❝❤s❡t③❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✷✶ ✉♥❞ ✷✳✸✷ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡
❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠✱ ●r♦ss ✉♥❞ ❙❡❡❧✐❣ ❬✷✵✶✻❪✱

(σ − σI) · n = 0. ✭✷✳✸✸✮

❊✐♥❡ ♥✐❝❤ttr✐✈✐❛❧❡ ▲ös✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❑♦❡❢✲
✜③✐❡♥t❡♥❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ det(σ − σI) = 0 ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳ ❉❛❞r✉❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡
P♦❧②♥♦♠❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞r✐tt❡♥ ●r❛❞❡s

σ3 − I1σ
2 − I2σ − I3 = 0. ✭✷✳✸✹✮

♠✐t ❞❡♥ ❱♦r❢❛❦t♦r❡♥ I1✱ I2 ✉♥❞ I3✳ ❉✐❡s❡ ●röÿ❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✉♥❞ s✐♥❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt

I1 = σii = σ1 + σ2 + σ3,

I2 =
(σijσij − σiiσjj)

2
,

I3 = det(σij),

✭✷✳✸✺✮

✇♦❜❡✐ ❞✐❡s❡ ●röÿ❡♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥s②st❡♠ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ●röÿ❡♥ σ1✱
σ2 ✉♥❞ σ3✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ❛❧s ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣
❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ✷✳✸✹ ❞❛r ✉♥❞ s✐♥❞ r❡❡❧❧❡ ●röÿ❡♥✳ ❉✐❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥
s✐♥❞ ❞✐❡ ❊①tr❡♠❛❧✇❡rt❡ ❞❡r ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡♥ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞❡✈✐❛t♦rs

J1 = 0,

J2 =
1

2
σ̃ij σ̃ij ,

J3 =
1

3
σ̃ij σ̃jkσ̃ki,

✭✷✳✸✻✮



✶✹ ✷✳✷✳ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✉♠ ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ■♥✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞❡✈✐❛t♦rs s♣✐❡❧t ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣ ❘♦❧❧❡
✐♥ ❞❡r P❧❛st✐③✐tätst❤❡♦r✐❡✳
❋ür ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t❡s ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡
●r✉♥❞❧❛❣❡♥❧✐t❡r❛t✉r ✈❡r✇✐❡s❡♥✱ ③✳❇✳ ❲r✐❣❣❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ●r♦ss ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✹❪✳

2.2. Bilanzgleichungen

▼✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ◆❛t✉r❣❡s❡t③❡ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❑♦♥✲
t✐♥✉✉♠s❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❣❧♦❜❛❧❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t❡♥ ❑ör♣❡r ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉♥ä❝❤st ✐♥ ✐♥✲
t❡❣r❛❧❡r ❋♦r♠ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ❊✐♥❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t✲
t❡❧s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❜❡✐ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❧❛tt❡♥ ❋❡❧❞❡r♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❦❧❡✐♥❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡s ❑ör♣❡rs ❜❡③✐❡❤❡♥✳
❊✐♥❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❊r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ s❡✐♥✱ ✇❡♥♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ③✉ ❜✐✲
❧❛♥③✐❡r❡♥❞❡ ●röÿ❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❩❡✐tr❛✉♠ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳

2.2.1. Allgemeine Formulierung von Bilanzgleichungen

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡s ❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧s ü❜❡r ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥
❜③✇✳ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ❩✉st❛♥❞ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs B ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❱♦❧✉♠❡♥✲ ✉♥❞ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✐♥t❡❣r❛❧❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r
❇❡❧❛st✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ●❡✲
❣❡❜❡♥ s❡✐ ❡✐♥❡ t❡♥s♦r✇❡rt✐❣❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●röÿ❡ Y ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣
ϕd ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t dv✱ s♦♠✐t ❣✐❧t

Y (t) =

∫

B

ϕd (x, t) dv. ✭✷✳✸✼✮

❉✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ Y
✉♥❞ ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜✐❧❛♥③✐❡rt✳ ▼✐t ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❞✐❝❤t❡
φa ✉♥❞ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❞✐❝❤t❡ φv ❡r❤ä❧t ♠❛♥

d

dt
Y (t) =

d

dt

∫

B

ϕd (x, t) dv =

∫

∂B

φa (x, t) da+

∫

B

φv (x, t) dv. ✭✷✳✸✽✮

❉❛ ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥ φa ♥✐❝❤t ♥✉r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞❡s ❖rt❡s ✉♥❞ ❞❡r
❩❡✐t s✐♥❞✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ P✉♥❦t❡s ❛❜❤ä♥✲
❣❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✽ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✬s❝❤❡♥ ▲❡♠♠❛ ❢ür
❚❡♥s♦r❡♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡r ❙t✉❢❡♥ p ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱

d

dt

∫

B

ϕ
(p)
d (x, t) dv =

∫

∂B

n (x, t)φ(p+1)
a (x, t) da+

∫

B

φ
(p)
v (x, t) dv. ✭✷✳✸✾✮



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✶✺

❉✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✾ ✐st ✐♥ ❞❡r ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡
❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✾ ③✉

d

dt

∫

B 0

ϕ
(p)
D (X, t) dV =

∫

∂B 0

N (X)φ
(p+1)
A (X, t) dA+

∫

B 0

φ
(p)
V (X, t) dV, ✭✷✳✹✵✮

♠✐t ❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❞✐❝❤t❡ φA ✉♥❞ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❞✐❝❤t❡ φV ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜✲
❣✉r❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✸✾ ✉♥❞ ✷✳✹✵ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❋♦r♠ ❞❡r
❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼♦♠❡♥t❛♥✲ ✉♥❞ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞❛r✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
✐st ❡s ❢ür ♠❛♥❝❤❡ ❇✐❧❛♥③✐❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❱♦rt❡✐❧ ♠✐t ❞❡r ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ ③✉ r❡❝❤♥❡♥
❛♥st❡❧❧❡ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❦r❛❢t❞✐❝❤t❡✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✈♦♥ ϕm✱ ϕM ✱ φm ✉♥❞
φM ✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❑♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ r❡♣räs❡♥✲
t✐❡r❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✸✾ ✉♥❞ ✷✳✹✵
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡rs❡t③t✳ ▼❛♥ ❡r❤ä❧t s♦♠✐t ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

d

dt

∫

B

ψm (x, t) ̺ dm =

∫

∂B

n (x, t)φa (x, t) da+

∫

B

φm (x, t) ̺ dv ✭✷✳✹✶✮

✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥

d

dt

∫

B 0

ψM (x, t) ̺ dM =

∫

∂B 0

N (X)φA (X, t) dA+

∫

B 0

φm (X, t) ̺ dV. ✭✷✳✹✷✮

❉✐❡ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ s♦ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡
❞❡r ❩✉✲ ✉♥❞ ❆❜✢üss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❘ä♥❞❡r ❞❡s ❑ör♣❡rs ✉♥❞ ❞❡r ❩✉✇❛❝❤s ❜③✇✳ ❞❡r
❱❡r❧✉st ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣röÿ❡ ✐♠ ❑ör♣❡r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r
❇✐❧❛♥③❣röÿ❡ ✐st✳

2.2.2. Massenbilanz

▼✐tt❡❧s ❡✐♥❡s ❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧s ü❜❡r ❞❛s ❉✐❝❤t❡❢❡❧❞ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ▼❛ss❡

m =

∫

B

̺(x, t)dv =

∫

B 0

̺0(X)dV ✭✷✳✹✸✮

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ▼❛ss❡❡r❤❛❧t
✈♦r❧✐❡❣t✱ ❞❛ ❦❡✐♥ ❩✉✇❛❝❤s ♦❞❡r ❱❡r❧✉st ✈♦♥ ▼❛ss❡ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ③✉
❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ä♥❞❡r♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s
❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ▼❛ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❩❡✐t ❦♦♥st❛♥t✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥
❋♦r♠ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✶ ❛✉s ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❦❡✐♥ ▼❛ss❡♥✲
❛✉st❛✉s❝❤ ü❜❡r ❞✐❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ✐♥♥❡r❡ ▼❛ss❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ✉♥❞
✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✷✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✱

dm

dt
=

d

dt

∫

B

̺(x, t)dv =
d

dt

∫

B 0

̺(x, t)JdV = 0. ✭✷✳✹✹✮



✶✻ ✷✳✷✳ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❋ü❤rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣ ❞✉r❝❤✱ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣✱
❞❛ss ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✉♥✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤ ✐st✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

ṁ =

∫

B

(

˙̺ J + ̺
∂

∂t
J

)

dV. ✭✷✳✹✺✮

▼✐t ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ∂
∂t
J = ❞✐✈v J ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✺ ③✉

❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦

ṁ =

∫

V

( ˙̺ + ̺ ❞✐✈v) J dV
︸ ︷︷ ︸

dv

= 0, ✭✷✳✹✻✮

❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ st❡❧❧t ❞❡♥ ❣❧♦❜❛❧❡♥ ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③ ❞❛r✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋♦r♠ ❞❡s ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③

˙̺ + ̺ ❞✐✈v = 0 ✭✷✳✹✼✮

❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❯♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣

̺(x, t) dv = ̺0(x, t) dV

̺0 = J̺
✭✷✳✹✽✮

❦ö♥♥❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥
❞❡✜♥✐❡rt❡ ▼❛ss❡♥❞✐❝❤t❡ ̺0 ✐st ✐♠♠❡r ✈♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❢ür ✐♥❦♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❣✐❧t ̺0 = ̺ ❞❛ J = 1✳

2.2.3. Impulsbilanz

❉❡r ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s p ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

p(x, t) =

∫

B

B (x, t) dm =

∫

B

v(x, t)̺(x, t) dv ✭✷✳✹✾✮

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✈❡r❜✐♥❞❡t ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ▼❛ss❡✈❡rt❡✐❧✉♥❣
❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs B ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❇✐❧❛♥③✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✶ ❛✉s ✉♥t❡r ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ❛✉❢ ❞❡♥ ❑ör♣❡r
✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ✇✐r❦❡♥❞❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✲ ✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ➘♥❞❡r✉♥❣s✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ●❡s❛♠t✐♠♣✉❧s❡s p ✐st✱

d

dt

∫

B

v̺ dv =

∫

∂B

σ · n da+
∫

B

b̺ dv, ✭✷✳✺✵✮

♠✐t ϕ(p)
d = v✱ φ(p+1)

a = σ ✉♥❞ φ(p)
v = b✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ●❛✉ÿ✬s❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s❛t✲

③❡s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ③✉

d

dt

∫

B

v̺ dv =

∫

B

❞✐✈ (σ) dv +
∫

B

b̺ dv ✭✷✳✺✶✮



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✶✼

✉♠❣❡❢♦r♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❯♠❢♦r♠❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❥❡t③t ✉♥t❡r ❡✐✲
♥❡♠ ■♥t❡❣r❛❧ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥

∫

B

( ❞✐✈ (σ) + b̺− v̺̇) dv = 0. ✭✷✳✺✷✮

❉✐❡s❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❣✐❧t ❢ür ❥❡❞❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❱♦❧✉♠❡♥✱ ❞❛❤❡r ♠✉ss ❞❡r ❑❧❛♠♠❡r❛✉s✲
❞r✉❝❦ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❣❡❧❛♥❣t ♠❛♥ ③✉r ❧♦❦❛❧❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ■♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③

❞✐✈ (σ) + b̺ = v̺̇, ✭✷✳✺✸✮

❞✐❡ ❞❡♠ ◆❡✇t♦♥✬s❝❤❡♥ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❣❡s❡t③ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳

2.2.4. Drehimpulsbilanz

❉❡r ❉r❡❤✐♠♣✉❧s L ✐♥ ❣❧♦❜❛❧❡r ❋♦r♠ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦✱ s✐❡❤❡ ❆❧t❡♥❜❛❝❤
❬✶✾✾✹❪✱

L(x, t) =

∫

B

P
x× v(x, t) dm =

∫

B

P
x× v(x, t)̺(x, t) dv ✭✷✳✺✹✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✶ ❛✉s✱
✉♥t❡r ❞❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥
❉r❡❤✐♠♣✉❧s❡s

d

dt

∫

B

P
x× v̺ dv =

∫

∂B

P
x× σ · n da+

∫

B

P
x× b̺ dv ✭✷✳✺✺✮

❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇❡③✉❣s♣✉♥❦t Px ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙✉♠♠❡ ❛❧❧❡r ▼♦♠❡♥t❡ ❞✐❡ ❤❡r✈♦r✲
❣❡r✉❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈♦♥ ❛✉ÿ❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❑ör♣❡r B ✇✐r❦❡♥❞❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✲
✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡✱ ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ P✉♥❦t Px✱ ♠✐t ϕ(p)

d = x × v✱ φ(p+1)
a =

x × σ ✉♥❞ φ(p)
v = x × b✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ●❛✉ÿ✬s❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s❛t③❡s✱

❞❡r ▼❛ss❡♥❡r❤❛❧t✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✺✸ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉r❡❤✐♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③✱
♥❛❝❤ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪✱

L× σ = 0 ✭✷✳✺✻✮

✐♥ ❧♦❦❛❧❡r ❋♦r♠✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞❛s ❙②♠✲
♠❡tr✐❡✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❈❛✉❝❤②✬s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ③✇❡✐t❡♥ P✐♦❧❛✲❑✐r❝❤❤♦✛s❝❤❡♥ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣st❡♥s♦rs ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✸✮✳



✶✽ ✷✳✷✳ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

2.2.5. Energiebilanz

❉❡r ❡rst❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥✲
❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡

Ė =
d

dt
(K + U) , ✭✷✳✺✼✮

❞✐❡ s✐❝❤ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ❛✉s ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ K = 1
2

∫

B
v · v ̺ dv ✉♥❞ ❞❡r

✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ U =
∫

B
̺u dv ❡r❣✐❜t✱ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ❛❧❧❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥✲

✉♥❞ ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡ ❛♠ ❑ör♣❡r B s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✱
③✉③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ③✉✲ ✉♥❞ ❛❜❣❡❢ü❤rt❡♥ ❊♥❡r❣✐❡❛♥t❡✐❧❡✳ ❯♥t❡r ❇❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✶ ❢♦❧❣t

d

dt

∫

B

̺

(
1

2
v · v + u

)

dv =

∫

∂B

(σ · n
︸ ︷︷ ︸

t

·v−q ·n)da+
∫

B

̺ (b · v + r) dv ✭✷✳✺✽✮

❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③✱ ♠✐t ϕ(p)
d = 1

2
v·v+u✱ φ(p+1)

a = σ·v−q ✉♥❞ φ(p)
v = b·v+r✳

❉❡r ❚❡r♠ −q · n s♦r❣t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡♥ ❲är♠❡✢✉ss ✐♥ ❞❡♥ ❑ör♣❡r B ❞❡r
❚❡r♠ ♣♦s✐t✐✈ ✐st✱ ❞❛❤❡r ❞❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❱♦r③❡✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✺✽ ❜❡✲
s❝❤r❡✐❜t r ❞✐❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛ss❡♥❡✐♥❤❡✐t ❜❡③♦❣❡♥❡ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ✉♥❞ q ❜❡s❝❤r❡✐❜t
❞❡♥ ❲är♠❡str♦♠✈❡❦t♦r✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ●❛✉ÿs❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s❛t③❡s ❦❛♥♥ ❞❛s ❖❜❡r✲
✢ä❝❤❡♥✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥✐♥t❡❣r❛❧ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ♠❛♥ ❡r❤ä❧t

d

dt

∫

B

̺

(
1

2
v · v + u

)

dv =

∫

B

(̺ (b · v + r) + ❞✐✈ (σ · v)− ❞✐✈ (q)) dv. ✭✷✳✺✾✮

❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❘❡②♥♦❧❞s✬s❝❤❡♥ ❚r❛♥s♣♦rtt❤❡♦r❡♠s ✉♥❞ ❞❡s ●❛✉ÿ✬s❝❤❡♥
■♥t❡❣r❛❧s❛t③❡s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ➘♥❞❡r✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ●❡s❛♠t❡♥❡r❣✐❡ ③✉
❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦

∫

B

(

˙̺u+ ̺ u̇+ ˙̺
1

2
v · v + ̺ v̇ · v + ̺

(
1

2
v · v + u

)

❞✐✈v

)

dv = ...

∫

B

(̺ (b · v + r) + ❞✐✈ (σ · v)− ❞✐✈ (q)) dv.
✭✷✳✻✵✮

❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❊♥❡r❣✐❡❡r❤❛❧t✉♥❣ss❛t③❡s

˙̺u+ ̺ u̇+ ˙̺
1

2
v · v + ̺ v̇ · v + ̺

(
1

2
v · v + u

)

❞✐✈ (v) = ...

̺ (b · v + r) + ❞✐✈ (σ · v)− ❞✐✈ (q)

✭✷✳✻✶✮

❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞❡r ❑❧❛♠♠❡r❛✉s❞r✉❝❦ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✻✵ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✱ ❞❛
❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✺✾ ❢ür ❥❡❞❡s ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❱♦❧✉♠❡♥ ❣✐❧t✳ ❩✐❡❤t ♠❛♥



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✶✾

✈♦♥ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ♠✐t v ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt❡ ■♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③ ✷✳✺✸ ❛❜ ✉♥❞ ❜❡✲
rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❦❧❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ✐s♦t❤❡r♠❡ Pr♦③❡ss❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡
✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

̺ u̇ = σ · ·ε̇− ̺

(
1

2
v · v + u

)

✭✷✳✻✷✮

❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③✳

2.2.6. Entropiebilanz

❆✉s ❞❡♠ ❡rst❡♥ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❊♥❡r❣✐❡ s✐❝❤ ✐♥
❛♥❞❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡❢♦r♠❡♥ ✉♠✇❛♥❞❡❧♥ ❧ässt✱ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤t ❛✉s ❞❡♠ ◆✐❝❤ts ❡♥tst❡❤t
✉♥❞ ♥✐❝❤t ✈❡r♥✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❡r ❡rst❡ ❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦
❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❡✐♥❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ❞❛rü❜❡r✱ ♦❜ ❡✐♥ Pr♦③❡ss r❡✈❡rs✐❜❡❧ ♦❞❡r
✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✐st ♦❞❡r ✉♠ ✇❡❧❝❤❡ ❆rt ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ❡s s✐❝❤ ❤❛♥❞❡❧t✳
❯♠ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❆✉ss❛❣❡♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡

S =

∫

B

s dm =

∫

B

̺ s dv ✭✷✳✻✸✮

❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ✐st ❡✐♥ ▼❛ÿ✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧ ❊♥❡r❣✐❡ ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡r
♥✉t③❜❛r❡♥ ✐♥ ♥✐❝❤t ♥✉t③❜❛r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞
✈♦♥ ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❋♦r♠ ❞❡r ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✹✶ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣✱
❞❛ss ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡③✉❢✉❤r ❦❧❡✐♥❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡
➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡

d

dt

∫

B

̺ s dv ≥ −
∫

∂B

q · n
θ

da+

∫

B

̺
r

θ
dv ✭✷✳✻✹✮

✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s ♠✐t ϕ(p)
d = s✱ φ(p+1)

a = − q

θ
✱ φ(p)

v =
r
θ
✉♥❞ ❞❡r ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r θ✳ ❉❛ ♥✉r ❜❡✐ ✐❞❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❞✐❡

●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❊♥tr♦♣✐❡③✉❢✉❤r ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣sr❛t❡
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❡✐♥❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ❱♦❧✉♠❡♥s ✐st✱ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✻✹ ❞❛s
●röÿ❡r✲●❧❡✐❝❤✲❩❡✐❝❤❡♥ ≥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ③✇❡✐t❡♥
❍❛✉♣ts❛t③ ❞❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦✳ ❉✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ä♥❞❡r✉♥❣sr❛t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉

d

dt

∫

B

̺ s dv =

∫

V

( ˙̺ s+ ̺ ṡ) dv +

∫

∂B

̺ sv · n da, ✭✷✳✻✺✮

✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❘❡②♥♦❧❞s✬s❝❤❡♥ ❚r❛♥s♣♦rtt❤❡♦r❡♠s✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❡♥
●❛✉ÿ✬s❝❤❡♥ ■♥t❡❣r❛❧s❛t③ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✻✹ ✉♥❞ ✷✳✻✺ ❛♥✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✷✳✻✹ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥

∫

B

( ˙̺ s+ ̺ ṡ+ ̺ s ❞✐✈ (v)) dv ≥
∫

B

(

− ❞✐✈
(
q

θ

)

+ ̺
r

θ

)

dv ✭✷✳✻✻✮



✷✵ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

θ ( ˙̺ s+ ̺ ṡ+ ̺ s ❞✐✈ (v)) + ❞✐✈ (q)− q · ❣r❛❞ (θ)
1

θ
+ ̺ r ≥ 0 ✭✷✳✻✼✮

✐st ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋♦r♠ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❜✐❧❛♥③ ✷✳✻✷
✐♥ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❊♥tr♦♣✐❡❜✐❧❛♥③❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡♥ ❯♠❢♦r♠✉♥❣❡♥

θ ( ˙̺ s+ ̺ ṡ)− ̺ u̇+ σ · ·ε̇− q · ❣r❛❞ (θ)
1

θ
≥ 0. ✭✷✳✻✽✮

❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲❡❣❡♥❞r❡✲❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

ψ = u− θ s ✭✷✳✻✾✮

✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❩❡✐t❛❜❧❡✐t✉♥❣

ψ̇ = u̇− θ̇ s− θ ṡ ✭✷✳✼✵✮

❦❛♥♥ ❞❡r ❚❡r♠ u̇ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✻✽ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ♠❛♥

θ ( ˙̺ s+ ̺ ṡ)− ̺
(

ψ̇ + θ̇ s+ θ ṡ
)

+ σ · ·ε̇− q · ❣r❛❞ (θ)
1

θ
≥ 0 ✭✷✳✼✶✮

❡r❤ä❧t✳ ■♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✻✾ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ψ ❞✐❡ ❋r❡✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✳ ❉✉r❝❤ ❯♠❢♦r♠✉♥❣
✉♥❞ ✉♥t❡r ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❡✐♥❡s ✐s♦t❤❡r♠❡♥ Pr♦③❡ss❡s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲❉✉❤❡♠✲
❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✉r❝❤

D = −̺ ψ̇ + σ · ·ε̇ ≥ 0 ✭✷✳✼✷✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳

2.3. Materialverhalten und Konstitutivgleichungen

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ s♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❜✐s ❥❡t③t ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ s♦ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ❣❡❤❛❧t❡♥ s✐♥❞ ✉♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ❑♦♥t✐♥✉❛
❣❡❧t❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠✱ ❞❛ss ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t ❣❡♥ü❣❡♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ st❡❤❡♥ ✉♠ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛r✲
❛✉s ❧ässt s✐❝❤ s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss ✇❡✐t❡r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ♥♦t✇❡♥❞✐❣ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥✱ ❙t♦✛❣❡s❡t③ ♦❞❡r ❦♦♥st✐t✉t✐✈❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ❜❡♥öt✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♠ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ③✉
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ s✐❡ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤✲
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❯♥t❡r❦❛♣✐t❡❧♥ ❡r❧ä✉t❡rt✳



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✷✶

2.3.1. Einführung in die Materialtheorie

❆♠ ❆♥❢❛♥❣ ❥❡❞❡s ♥❡✉ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ♠üss❡♥ ❧❛✉t ❆❧t❡♥❜❛❝❤
❬✶✾✾✹❪ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋r❛❣❡♥ ❣❡❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳

❼ ❲✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥❄

❼ ▲✐❡❣t ♠❛t❡r✐❡❧❧❡ ❙②♠♠❡tr✐❡ ✈♦r❄

❼ ❑❛♥♥ ♠❛♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❡✐♥❛r❜❡✐t❡♥❄

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❡♠ ❑♦♥t✐♥✉✉♠ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧✲
❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈❡r❧✐❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣
✈♦♥ ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐✲
❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ♥öt✐❣ s✐♥❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✇❡r❞❡♥ ❣✉t ❞♦❦✉♠❡♥t✐❡rt❡ ▼❛t❡r✐❛❧t❡sts ✭❱❡rs✉❝❤s♣❛r❛♠❡t❡r✮ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠
❞❛s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ③✉ ✈❛❧✐❞✐❡r❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹ ✐st ❞✐❡s❡
❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ❣r❛✜s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❛r❜❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧s②♠♠❡tr✐❡♥ ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❍✐♥s✐❝❤t
✈❡r❡✐♥❢❛❝❤❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡♥öt✐❣t ❞✐❡s❡r ❙❝❤r✐tt ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✉♥❞
✐♥❣❡♥✐❡✉r♠äÿ✐❣❡ ▼❡t❤♦❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧s②♠♠❡tr✐❡♥ ❛✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥
❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡r ❍✐♥s✐❝❤t ❧✐❡❢❡rt ❞✐❡ ❊✐♥❛r❜❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❊✐♥✲
s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤❡ ❊✐♥s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❢ür ❞❛s
▼❛t❡r✐❛❧ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✐st✱ ❞❛ss ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡ ❞✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
r❡✐♥ ❡❧❛st✐s❝❤ ✐st✳ ❙✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❋r❛❣❡♥ ❣❡❦❧ärt✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
♠✐tt❡❧s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡r ❆①✐♦♠❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

❉❛s ❡rst❡ ❆①✐♦♠ s❛❣t ❛✉s✱ ❞❛ss ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❱♦r❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s
✉♥❞ ❞❡s ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡ ❩✉st❛♥❞ ❞❡s ❑♦♥t✐♥✉✉♠s
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ❉❡t❡r♠✐♥✐s♠✉s❛①✐♦♠ s❛❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉s✱
❞❛ss ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ P✉♥❦t❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥
♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ P✉♥❦t❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst ✇✐r❞✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❆①✐♦♠s ❞❡r ❧♦❦❛❧❡♥
❲✐r❦✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ✈♦r❤❡r✐❣❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r❡ ❯♠❣❡❜✉♥❣
❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❋❡r♥✇✐r❦✉♥❣❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✳
❉❛r❛✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❢ür ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❡rst❡♥ ●r❛❞❡s✱ ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥
❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✱ ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s
♥✉r ❞✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ●r❛❞✐❡♥t❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉❛s ●❡❞ä❝❤t♥✐s♣r✐♥③✐♣
❜❡s❛❣t✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ③❡✐t❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ❱❡r❡✐♥❢❛❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❣❧❛tt❡♥
✉♥❞ s❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡♥ ●❡❞ä❝❤t♥✐s✳ ❇❡✐ s❝❤✇✐♥❞❡♥❞❡♥ ●❡❞ä❝❤t♥✐ss❡♥ ❣❡❤t ♠❛♥
❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ③✉rü❝❦❧✐❡❣❡♥❞❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢
❞❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❤❛❜❡♥✳ ❋ür ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❧❛tt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡
❚❛②❧♦r✲❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪ ✇✐r❞ ❡✐♥
❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❧❛tt❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❞❛s❑❛✉s❛❧✐täts♣r✐♥✲
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Abbildung 2.4.: ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✉♥❞ ❆❜❧❡✐✲
t❡♥ ❞❡s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠♦❞❡❧❧s

③✐♣ ✐♥ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ✉♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥t❡rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧
❢ür ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ✉♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ s♦❧❧ ❡✐♥ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❑♦♥t✐✲
♥✉✉♠ ❞✐❡♥❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r s✐♥❞ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱
❞❛ ❞✐❡s❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ❞✐❡ ❲är♠❡✢üss❡✱ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ✉♥❞
❞✐❡ ❊♥tr♦♣✐❡ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❛❧s ❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠✉ss ❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡
❙❛t③ ❛♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥
s❡✐♥✱ ✇❛s ❞❡♠ ➘q✉✐♣räs❡♥③❛①✐♦♠ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛s ❣❡✇ä❤❧t❡ ❇❡③✉❣ss②st❡♠
❞❛r❢ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ s❛❣t
❞❛s ❆①✐♦♠ ❞❡r ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ❖❜❥❡❦t✐✈✐tät ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣s✲
❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ③✉ ♣rü❢❡♥ ✐st✳ ❉❛s Pr✐♥③✐♣ ❞❡r
♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ❱❡rträ❣❧✐❝❤❦❡✐t s❛❣t ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❑♦♥st✐t✉t✐✈✲
❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✷ ♥✐❝❤t ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥ ❞ür❢❡♥✳

❊✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✇❛s ❞✐❡s❡♥ ❆①✐♦♠❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥
③✉✈❡r❧äss✐❣ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ✉♥❞ ✉♥t❡r❧✐❡❣t ❞❡♠ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♥③❡♣t✳
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2.3.2. Elastisches Materialverhalten

❊❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❧✐❡❣t ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
③✉st❛♥❞ ❇❡✲ ✉♥❞ ❊♥t❧❛st✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♠s❡❧❜❡♥ ❲❡❣ ❡r❢♦❧❣t ✉♥❞ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❱❡r✲
③❡rr✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❡♥tst❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ✉♥❞
✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ ❜❡✐♠ ❊♥t❧❛st❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
♥✉r ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ✉♥❞ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳
❉✐❡ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ✐♠ ❑ör♣❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛❧s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡
❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ✇✐❡❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛❜❣❡❜❛✉t✳
❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❊♥❡r❣✐❡

ψ =
1

2
(C · ·ε)
︸ ︷︷ ︸

σ

· · ε, ✭✷✳✼✸✮

❞✐❡ ♠❛♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲❛♠❡✲P❛r❛♠❡t❡r ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤

ψ =
1

2
κ (tr(ε))2 + µ

(

ε− 1

3
tr(ε)1

)

︸ ︷︷ ︸

ε̃

· ·
(

ε− 1

3
tr(ε)1

)

✭✷✳✼✹✮

❛✉s❞rü❝❦❡♥ ❦❛♥♥✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r

∂ψ

∂ε
= σ = C · ·ε

∂ψ

∂ε
= σ = κ tr(ε) + 2µε̃,

✭✷✳✼✺✮

✇❛s ❞❡♠ ❍♦♦❦❡✬s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧t❡♥s♦r C ❡r❤ä❧t ♠❛♥
♠✐tt❡❧s ❞❡r ③✇❡✐t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r

∂ψ

∂ε∂ε
= C = κ1⊗ 1+ 2µ

(

1− 1

3
1⊗ 1

)

︸ ︷︷ ︸

P

. ✭✷✳✼✻✮

❉✐❡s❡r ▼❛t❡r✐❛❧t❡♥s♦r ❣✐❧t ♥✉r ❢ür ✐s♦t❤❡r♠❡s✱ ✐s♦tr♦♣❡s ✉♥❞ ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❤❛t ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧t❡♥s♦r ✽✶ ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡ ❞✐❡
❞✉r❝❤ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❯♥❜❡❦❛♥♥t❡♥
❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥❛r❜❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❋❛❧❧ ❛✉❢ ③✇❡✐
❯♥❜❡❦❛♥♥t❡ r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ▲❛♠❡✲P❛r❛♠❡t❡r

λL =
ν E

(1 + ν) (1− 2 ν)

µ =
E

2 (1 + ν)

κ =
3λL + 2µ

3

✭✷✳✼✼✮

❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡
s✐❝❤ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧t❡♥s♦r ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❙②♠♠❡tr✐❡♥ ❡r❣✐❜t✱ ✐st ③✳❇✳ ✐♥ ❏♦♥❡s ❬✶✾✾✽❪
✉♥❞ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳



✷✹ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

2.3.3. Viskoelastisches Materialverhalten

❱✐s❦♦❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❣❡♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r③❡r✲
r✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ä✉ÿ❡r❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ ❡♥tst❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❜❡✐ ❞❡r
❊♥t❧❛st✉♥❣ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ❊❧❛st✐③✐tät ❡r❢♦❧❣t ❥❡❣❧✐❝❤❡
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ s♦✇✐❡ ❘ü❝❦st❡❧❧✉♥❣ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉✐❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡✲
♥❡ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ✐♠ ❑ör♣❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛❧s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s❛r❜❡✐t ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✉♥❞
♥❛❝❤ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ✇✐❡❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛❜❣❡❜❛✉t✳ ❋ür ❞✐❡ ❢r❡✐❡
❊♥❡r❣✐❡❢✉♥❦t✐♦♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ✈✐s❦♦❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❣❡❜❡♥
❙✐♠♦ ✉♥❞ ❍✉❣❤❡s ❬✶✾✾✽❪ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❛♥

ψ =
1

2
κ (tr(ε))2 + µ ε̃ · ·ε̃−

N∑

i=1

qi · ε̃−Θ

(
N∑

i=1

qi

)

, ✭✷✳✼✽✮

♠✐t ❞❡r ✈✐s❦♦s❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣ qi ✉♥❞ ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r N ❞❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
▼❛①✇❡❧❧✲❑ör♣❡r ❛♥❣✐❜t✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞❛s t♦t❛❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✼✽
✉♥❞ s❡t③t ❞❛s ✐♥ ❞✐❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲❉✉❤❡♠✲❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✼✷✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❈❧❛✉s✐✉s✲
❉✉❤❡♠✲❯♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣

(

σ − κ tr(ε)− 2µε̃+
N∑

i=1

qi

)

: ε̇+

N∑

i=1

(

ε− ∂Θ(qi)

∂qi

)

: q̇i ≥ 0 ✭✷✳✼✾✮

✐♥ ❞❡r ❋♦r♠ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❉✐ss✐♣❛t✐♦♥s✲
❢✉♥❦t✐♦♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

σ = κ tr(ε) + 2µε̃−
N∑

i=1

qi,

D =
N∑

i=1

(

ε− ∂Θ(qi)

∂qi

)

: q̇i ≥ 0.

✭✷✳✽✵✮

❉✐❡ ✈✐s❦♦❡❧❛st✐s❝❤❡ ❆♥t✇♦rt ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ❙✐♠♦ ✉♥❞ ❍✉❣❤❡s ❬✶✾✾✽❪ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r
❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥

q̇i +
1

τi
qi =

γi
τi
2µε̃,

lim
t→∞

qi = 0.

♠✐t
N∑

i=1

= 1− γ∞

0 ≤ γ∞ < 1

✭✷✳✽✶✮

❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r γ∞, γi ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛❧s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦✲
❞✉❧❡ E∞, Ei ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❡❞❡r ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❣❡s❛♠t❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✷✺

✉♥❞ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥✱

γi =
Ei

E
♠✐t i = 1, 2, ..., N

γ∞ =
E∞
E

✭✷✳✽✷✮

❉✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❡✣③✐❡♥t❡r ❣❡st❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣

d

dt

(

qi exp

(
t

τi

))

=
γi
τi

2µε̃ exp

(
t

τi

)

✭✷✳✽✸✮

✐♥ ❞✐❡s❡r ❋♦r♠ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥t❡❣r✐❡rt ♠❛♥ ❞✐❡s❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ✉♥❞ ✉♥t❡r
❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

qi =
γi
τi

t∫

−∞

exp

(−(t− s)

τi

)

2µε̃(s) ds. ✭✷✳✽✹✮

❲✐r❞ ❞✐❡s❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ♣❛rt✐❡❧❧ ✐♥t❡❣r✐❡rt ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❜❡③✐❡❤✉♥❣ ✷✳✽✵
❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣

σ(t) = κ tr(ε) +

t∫

−∞

g(t− s)
d

ds
(2µε̃(s)) ds

♠✐t

g(t) = γ∞ +

N∑

i=1

γi exp

(−t
τi

)

✭✷✳✽✺✮

✐♥ ❞❡r ●❡❞ä❝❤t♥✐s✐♥t❡❣r❛❧❞❛rst❡❧❧✉♥❣✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ g(t) ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✽✺ ✇✐r❞
❘❡❧❛①❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❆✉s ❞❡♠ ❆❜❧❡✐t✉♥❣st❡r♠ ✉♥❞ ❞❡r ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧✲
❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❙❛t③ ✈♦♥ ✐♥t❡r♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥

hi =

t∫

T0

exp

(−t
τi

)
d

ds
(2µε̃(s))
︸ ︷︷ ︸

σ̃test

ds. ✭✷✳✽✻✮

❇❡✐ ❞❡r ✉♥t❡r❡♥ ●r❡♥③❡ ❧✐❡❣t r❡✐♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦r ✉♥❞ ❞✐❡ ❩❡✐t❞✐s✲
❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t n+1t = nt+ dt✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❩❡✐t❞✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❦❛♥♥
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✽✻ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥

n+1
hi = exp

(−dt
τi

)
nt∫

T0

exp

(−(nt− s)

τi

)
d

ds
σ̃

test ds+ ...

n+1t∫

nt

exp

(−(n+1t− s)

τi

)
d

ds
σ̃

test ds

✭✷✳✽✼✮



✷✻ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ❛❧s ❜✐s ③✉ ❞✐❡s❡♠
❩❡✐ts❝❤r✐tt ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt❡ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r
③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ✇✐r❞ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ✐♥t❡❣r✐❡rt

n+1t∫

nt

exp

(−(n+1t− s)

τi

)
d

ds
σ̃

test ds

∼= d

ds
σ̃

test

∣
∣
∣
∣
s=

n+1t+nt
2

n+1t∫

nt

exp

(−(n+1t− s)

τi

)

ds

=
(
n+1

σ̃
test − n

σ̃
test
) 1

dt
τi exp

(−(n+1t− s)

τi

)∣
∣
∣
∣

s=n+1t

s=nt

=
1− exp

(
−dt
τi

)

dt
τi

(
n+1

σ̃
test − n

σ̃
test
)
.

✭✷✳✽✽✮

❉❛s ❯♣❞❛t❡ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊✐♥❛r❜❡✐t❡♥ ❞❡r ❇❡③✐❡✲
❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦

n+1
hi = exp

(−dt
τi

)

n
hi +

1− exp
(

−dt
τi

)

dt
τi

(
n+1

σ̃
test − n

σ̃
test
)
. ✭✷✳✽✾✮

❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t n+ 1 ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

n+1
σ = κ tr(n+1

ε) + γ∞
n+1

σ̃
test +

N∑

i=1

γi
n+1

hi ✭✷✳✾✵✮

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤ ❦♦♥st❛♥t❡ ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧ ✐st ❞✉r❝❤ ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❣❡❣❡❜❡♥

n+1
C =

∂n+1σ

∂n+1ε
= κ1⊗ 1+



γ∞ +

N∑

i=1

γi
1− exp

(
−dt
τi

)

dt
τi





︸ ︷︷ ︸

g∗

2µP. ✭✷✳✾✶✮

2.3.4. Kriechen

❇❡✐♠ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉✲
❝❤✉♥❣s♥✐✈❡❛✉ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ stä♥❞✐❣ ③✉♥❡❤♠❡♥✳ ❉✐❡ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt❡ ❑r✐❡❝❤✲
❞❡❤♥✉♥❣ ✐st ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r P❧❛st✐③✐tät ✐rr❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❆♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡♥ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤✈♦r❣❛♥❣ ✐♥ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥
❡✐♥t❡✐❧❡♥ ❧ässt ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✮

❼ P❤❛s❡ I ❞❛s s♦❣✳ ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥✱



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✷✼

❼ P❤❛s❡ II ❞❛s s♦❣✳ s❡❦✉♥❞är❡ ❜③✇✳ st❛t✐♦♥är❡s ❑r✐❡❝❤❡♥ ✉♥❞

❼ P❤❛s❡ III ❞❛s s♦❣✳ t❡rt✐är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥✳

❉❛s ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ I ✐st ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✱
❞✐❡ ♠✐t ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ r❛s❝❤ ❛❜♥✐♠♠t✳ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ●✐tt❡rstr✉❦t✉r ✐♠ ❙❛❧③❦r✐st❛❧❧ s✐♥❞ ❜❡st✐♠♠❡♥❞ ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥✳
❉✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡❣✐♥♥❡♥ s✐❝❤ ♠✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ③✉ ❜❡✇❡❣❡♥✳
❉❛s ❇❡✇❡❣✉♥❣s♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❛♥✇❛❝❤s❡♥❞❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❲✐r❞ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt✱
❡♥tst❡❤❡♥ ♥❡✉❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✐♠ ●✐tt❡r✳ ❉✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s✲
❞✐❝❤t❡ ❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡♥
❲✐❞❡rst❛♥❞ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ s❡❧❜st ❡r③❡✉❣t ✭s✐❡❤❡ I ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✮✳
❉❡r s❡❦✉♥❞är❡ ❜③✇✳ st❛t✐♦♥är❡s ❑r✐❡❝❤❜❡r❡✐❝❤ II ✐st ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❉✐❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t
✇✐r❞ ♠❛ÿ❣❡❜❡♥❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑❧❡tt❡r♥ ✈♦♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡
③✉ ❡✐♥❡♠ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ③✇✐s❝❤❡♥ ❡r③❡✉❣t❡♥ ✉♥❞ ❛✉s❣❡❧öst❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥
❢ü❤rt✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ÿ
✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ II ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✮✳ ❉✐❡ t❡rt✐är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ III ✇✐r❞ ❞✉r❝❤
❡✐♥❡ r❛s❝❤ ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡ ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❯rs❛❝❤❡ ❢ür
❞❛s r❛s❝❤❡ ❆♥st❡✐❣❡♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡r✉❤t ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞ ❛✉❢
❊♥t❢❡st✐❣✉♥s♣r♦③❡ss❡ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ✭s✐❡❤❡ III ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✮✱ ❇❡r❣♠❛♥♥
❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ❇❧✉♠ ❬✶✾✼✽❪✳

❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡♥ s✐♥❞ ♠❛t❡r✐❛❧❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ s✐♥❞ ❞❛❤❡r ✉♥✲
t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❛✉s❣❡♣rä❣t ❥❡ ♥❛❝❤ ▼❛t❡r✐❛❧✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡
❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡♥ t❡✐❧✇❡✐s❡ ♦❞❡r ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❢❡❤❧❡♥✳

❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❑r✐❡❝❤✈♦r❣❛♥❣s ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❆♥sät✲
③❡ ❜❡♥öt✐❣t✳ ■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❦ö♥♥❡♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥s ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ♦❢t♠❛❧s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ s♣❡③✐✲
❡❧❧❡♥ ❊✐♥s❛t③❜❡r❡✐❝❤ ❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❋ür ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ❆❧t❡♥❜❛❝❤
❬✶✾✾✹❪✱ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r ❆♥s❛t③ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥

εcr = f1(σ) f2(t) f3(θ), ✭✷✳✾✷✮

❞❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f1(σ) ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤✲
❞❡❤♥✉♥❣✱ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f2(t) ❞✐❡ ❩❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡
❋✉♥❦t✐♦♥ f3(θ) ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣✳ ◆♦rt♦♥ ✉♥❞
❇❛✐❧❡② ❢♦r♠✉❧✐❡rt❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ f1 ✉♥❞ f2 ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❆♥s❛t③✳
❉✐❡ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣s✲❩❡✐t✲❑✉r✈❡ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

εcr = F Tm (0 < m <∞) ✭✷✳✾✸✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛❜❡✐ s✐♥❞ F ✉♥❞ m ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞✐❡
❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts✲❙♣❛♥♥✉♥❣s❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉

ε̇cr = K σn, ✭✷✳✾✹✮



✷✽ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

ε, ε̇

t

ε

I II III

ε̇

Abbildung 2.5.: ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣

♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ K ✉♥❞ n✳ ❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉✲
r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤❞❡❤✉♥❣ ❣✐❜t ❡s ✇❡✐t❡r❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❆♥sät③❡✳ ❊✐♥❡r
❞✐❡s❡r ❆♥sät③❡ ✐st ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ s❡✐ ❡r✇ä❤♥t✱
❞❛ss ❡s ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ❆♥sät③❡♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡♥ ❣✐❜t✱ ❢ür ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r ✇✐r❞ ❛✉❢
▲✉❞✇✐❦ ❬✶✾✵✾❪✱ ▲✉❜❛❤♥ ✉♥❞ ❋❡❧❣❛r ❬✶✾✻✶❪✱ ❘✉s✐♥❦♦ ✉♥❞ ❘✉s✐♥❦♦ ❬✷✵✶✶❪ ✉♥❞
❇❡tt❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✾❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❆♥sät③❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❛s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❛❝❤s✐✲
❣❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s③✉st❛♥❞✱ ❡✐♥❡ ♠❡❤r❛❝❤s✐❣❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❆♥sät③❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥s ❦❛♥♥ ♥❛❝❤ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪
✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❋❧✐❡ÿt❤❡♦r✐❡ ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❞❛❢ür ✐st✱
❞❛ss ❡✐♥ ❑r✐❡❝❤♣♦t❡♥t✐❛❧ Φ(σ) ❡①✐st✐❡rt✳ ❉✐❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❛♥❛❧♦❣
③✉r P❧❛st✐③✐tätst❤❡♦r✐❡✱ s✐❡❤❡ ❞❡ ❙♦✉③❛ ◆❡t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✱ ❙✐♠♦ ✉♥❞ ❍✉❣❤❡s
❬✶✾✾✽❪ ✉♥❞ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪✳ ❉❛s ❑r✐❡❝❤♣♦t❡♥t✐❛❧

Φ(σ) = (σvM )2 =
1

2
σ̃ · ·σ̃ =

1

3
σ2
F , ✭✷✳✾✺✮

✇✉r❞❡ ✈♦♥ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✱ ♠✐t σvM ❞✐❡ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤✉♥❣ss♣❛♥✲
♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ♠✐t σ̃✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣st❡♥s♦rs ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ♠✐t σF ✱ ❞✐❡ ❞❡r ❋❧✐❡ÿs♣❛♥♥✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❙♦♠✐t
❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐tst❡♥s♦r ♠✐tt❡❧s ❞❡s ❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❋❧✐❡ÿ❣❡s❡t✲
③❡s ❛✉s❞rü❝❦❡♥

ε̇
cr = λ

∂Φ

∂σ
. ✭✷✳✾✻✮



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✷✾

❯♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡s ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦r
✉♥❞ ❞❡♠ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥♦rs✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ❑r✐❡❝❤♣♦t❡♥t✐❛❧
❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✾✺ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥

Φ(σ) =
1

6

[
3σ · ·σ − I21 (σ)

]
. ✭✷✳✾✼✮

❉✉r❝❤ ❜✐❧❞❡♥ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ∂Φ
∂σ

✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣✲
❦❡✐tst❡♥s♦r ③✉

ε̇
cr = λσ̃. ✭✷✳✾✽✮

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉❡❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡♥tr❡✉ s❡✐♥ ♠✉ss✱ ❡r❢ü❧❧t ✐st✳ Ü❜❡r ❞✐❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡s ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡♥
✉♥❞ ❞❡s ♠❡❤r❛❝❤s✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞❡s ❦❛♥♥ ❞❡r ❋❛❦t♦r λ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r❞
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✾✽ ♠✐t σ̃ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❞✐ss✐♣✐❡rt❡
❙♣❛♥♥✉♥❣s❧❡✐st✉♥❣✱ ❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪✱

W = σ̃ · ·ε̇cr = λσ̃ · ·σ̃ =
2

3
λσ2

F . ✭✷✳✾✾✮

❉✐❡ ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡s ❡✐♥❛❝❤s✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡s ♠❡❤r❛❝❤s✐❣❡♥ ❩✉st❛♥❞❡s ❣✐❧t ❛✉❝❤ ❢ür
❞❛s Pr♦❞✉❦t ❛✉s äq✉✐✈❛❧❡♥t❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

W = σvM ε̇cr,v. ✭✷✳✶✵✵✮

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✷✳✾✾ ✉♥❞ ✷✳✶✵✵ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❋❛❦t♦r ③✉

λ =
3

2

ε̇cr

σvM
✭✷✳✶✵✶✮

✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✾✽ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s❣❡✲
❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥

ε̇
cr =

3

2

ε̇cr

σvM
σ̃. ✭✷✳✶✵✷✮

❋ür ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡♥ ♠üss❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥sät③❡ ❞❡✲
✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞❛s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽ ❡r❧ä✉t❡rt✳

2.3.5. Schädigung

❯♥t❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✈❡rst❡❤t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss✱ ✐♥ ❞❡♠ ✐♠ Pr♦✲
③❡ss✈❡r❧❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧st❡✐✜❣❦❡✐t ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡r Pr♦③❡ss✈❡r❧❛✉❢ ❦❛♥♥
❜✐s ③✉♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rs❛❣❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐st ❡✐♥ ✐rr❡✈❡rs✐❜❧❡r Pr♦③❡ss
✉♥❞ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ♠❡ss❜❛r❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞
❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡✳
▼✐❦r♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡♥ Pr♦③❡ss ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛❧s ❞❛s ❆✉❢❜r❡❝❤❡♥



✸✵ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❞❡r ❛t♦♠❛r❡♥ ❇✐♥❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ✈♦♥ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥ s♦✇✐❡ ✈♦♥ P♦r❡♥
✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥✳ ❇❛s✐❡r❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥
▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ✉♥❞ ❈❤❛❜♦❝❤❡ ❬✶✾✾✹❪ ❢♦❧❣❡♥❞❡
❇❡❣r✐✛❡ ❞❡✜♥✐❡rt✳

❼ ❙♣rö❞❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣

❉✐❡ s♣rö❞❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❉❡❤♥✉♥❣❡♥ εel ✈✐❡❧ ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ εpl s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡s
❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❛♥ ❞❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❘✐sss♣✐t③❡ ❦❡✐♥❡ ♥❡♥♥❡♥s✇❡r✲
t❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤
❦❡✐♥❡ ♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✳

❼ ❉✉❦t✐❧❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣

❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r s♣rö❞❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ü❜❡r❧❛❣❡r♥ s✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥ ❙♣✐t③❡♥
❞❡r ▼✐❦r♦r✐ss❡ ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥
εel ✈✐❡❧ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ εpl s✐♥❞✳

❼ ❑r✐❡❝❤s❝❤ä❞✐❣✉♥❣

❉✐❡s❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t tr✐tt ❜❡✐ ✈✐s❦♦s❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❢✳ ❉❡r
Pr♦③❡ss ✐st ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ▼❡t❛❧❧❡ ✉♥t❡r ♣❡r♠❛♥❡♥t❡r st❛t✐s❝❤❡r ▲❛st
t❤❡r♠✐s❝❤ ❛❦t✐✈✐❡rt✳ ❉❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ✐st ❣❡♣rä❣t ❞✉r❝❤ ❞❛s
❊♥tst❡❤❡♥ ✈♦♥ ▼✐❦r♦♣♦r❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥✳

❼ ❊r♠ü❞✉♥❣

❉✐❡s❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣r♦③❡ss tr✐tt ✉♥t❡r ③②❦❧✐s❝❤❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ✉♥❞
✐st ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ♥✉r ❧♦❦❛❧❡ ▼✐❦r♦♣❧❛st✐③✐tät
❛✉❢✇❡✐st ✉♥❞ ✐♠ ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦r❧✐❡❣t✳

❼ ■s♦tr♦♣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣

❉✐❡ ✐s♦tr♦♣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❧ä✉❢t r✐❝❤t✉♥❣s✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❛❜✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss
❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣r❡♥③❡ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ✐♥ ❛❧❧❡♥
❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡r♠❛ÿ❡♥ ❣❡s❝❤ä❞✐❣t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡s ❧ässt s✐❝❤ ♠✐❦r♦✲
s❦♦♣✐s❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❲❛❝❤st✉♠ ❦✉❣❡❧❢ör♠✐❣❡r P♦r❡♥ ❡r❦❧är❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ✐s♦tr♦♣❡♥ ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣ ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❜❧❡✐t❡♥✳

❼ ❆♥✐s♦tr♦♣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣

❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ✐s♦tr♦♣❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❧ä✉❢t ❞✐❡ ❛♥✐s♦tr♦♣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣
r✐❝❤t✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣ ❛❜✱ ❞❛ s✐❡ ❞✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❛♥✐s♦tr♦♣❡♥ ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣ ♠üss❡♥ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✸✶

■♥ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s✲
♠❡♥ ♠✐tt❡❧s ❘❛st❡r❡❧❡❦tr♦♥❡♥♠✐❦r♦s❦♦♣✐❡ ♦♣t✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❋ür ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ♠✉ss ❞❛s ❙②st❡♠ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❛✱ ③✳❇✳ ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ♦❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐✲
s❝❤❡ ❊❜❡♥❡✱ ❜❡st✐♠♠t ✇❡❧❝❤❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳
❇❡✐ ❞❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣
❞✉r❝❤ ▼✐❦r♦r✐ss❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❢ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❞❡s ❲❡r❦st♦✛❡s ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥
s✐♥❞✱ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆✉❢❜r❡❝❤❡♥ ❞❡r ❆t♦♠❜✐♥❞✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❊✛❡❦t❡ ❢ü❤r❡♥ ✐♠
■♥♥❡r❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ③✉r ❇✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ P♦r❡♥ ✉♥❞ ❍♦❤❧rä✉♠❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ s♦✲
✇❡✐t ❛✉s❜r❡✐t❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛s ❇r✉❝❤✢ä❝❤❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ▼❛❦r♦r✐ss❡ ✐♠ ▼❛t❡✲
r✐❛❧✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ❣❡tr❡♥♥t❡ ❆♥sät③❡ ❢ür ❞✐❡
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♦❞❡r ❦♦♠❜✐♥✐❡rt❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❆✉s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▲ä♥❣❡♥s❦❛✲
❧❛ ❛❧❧❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤t✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✈♦❧✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür
❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❛s s♣❡③✐✜s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳
❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❦❧❡✐♥❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✿ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉
❙t❛❤❧ ❦❛♥♥ s✐❝❤ ●✉♠♠✐ ✉♠ ♠❡❤r❡r❡ ❤✉♥❞❡rt Pr♦③❡♥t ❞❡❤♥❡♥✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ▼❛t❡r✐✲
❛❧s❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡s ●✉♠♠✐s ❢ü❤rt✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱
❞❛ss ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠✐t✲
t❡❧s ❞❡r ❊r♠ü❞✉♥❣✱ ❞❡r ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦✱ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠ss❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦
♦❞❡r ❞❡r ♠✐❦r♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❡✐♥ s❡❤r ❛❦t✐✈❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❦❡✐♥
❆♥s♣r✉❝❤ ❛✉❢ ❱♦❧❧stä♥❞✐❣❦❡✐t ❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r
✇✐r❞ ③✳❇✳ ❛✉❢ ●r♦ss ✉♥❞ ❙❡❡❧✐❣ ❬✷✵✶✻❪✱ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ✉♥❞ ❍❛✐✲
❜❛❝❤ ❬✷✵✵✻❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳
❉❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳✸ ♥ä✲
❤❡r ❡r❧ä✉t❡rt✳

❼ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ♥❛❝❤ ❑❛❝❤❛♥♦✈

❇❡✐♠ ❑♦♥③❡♣t ♥❛❝❤ ❑❛❝❤❛♥♦✈ ❬✶✾✺✽❪ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛❧s ❋♦❧❣❡
❞❡r ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛s ❆♥✇❛❝❤s❡♥ ✈♦♥ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✳ ❉✐❡
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ♥❛❝❤ ❇✉r❜✉❧❧❛ ❬✷✵✶✺❪ ✐♠ ❣❡s❛♠t❡♥
❑♦♥t✐♥✉✉♠✳ ❉✐❡ ▼✐❦r♦s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ü❜❡r ❞❛s r❡♣räs❡♥t❛t✐✈❡ ❑♦♥✲
tr♦❧❧❡❧❡♠❡♥t ✭❘❱❊✮ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✻✮ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s✲
s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❣❡♠✐tt❡❧t✳ ❉❡❢❡❦t❡ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ s✐♥❞ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ✐♠
❆✉s❣❛♥❣s③✉st❛♥❞ ✈♦r❤❛♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡✛❡❦t❡ ❦❛♥♥
♥❛❝❤ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❘❱❊ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱♦❧✉♠❡♥
✈♦♥ 1mm3 ❢ür ❡✐♥ P♦❧②♠❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❘❱❊ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡r
B ∈ R

3 ✐♠ P✉♥❦t P ♠✐t ❞❡r ◆♦r♠❛❧❡♥ n✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡♥
dA0✱ dAD ✉♥❞ dAeff ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡



✸✷ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

dA0 ❞✐❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❞❡s ❘❱❊✱ ❞✐❡ ❋❧ä❝❤❡ dAD ❣✐❜t ❞✐❡
◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ❛♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ P♦r❡♥ ✉♥❞ ❘✐ss❡ ❣❡s❝❤ä❞✐❣t ✐st ✉♥❞ ❞✐❡
✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ dAeff ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ◆❛❝❤
❞❡♠ ❑♦♥③❡♣t ✈♦♥ ❑❛❝❤❛♥♦✈ ❬✶✾✺✽❪ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❘✐ss✲ ✉♥❞ P♦r❡♥❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür
❡✐♥ ✐s♦tr♦♣❡s ▼❛t❡r✐❛❧✱ ❞❛ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥
❞❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✐st✱ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ s❦❛❧❛r❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ D ❢ür ❞❛s ❘❱❊
❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ D ❢ür ❞❡♥ P✉♥❦t P ∈ B
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s

D(P,n) =
dAD

dA0
✭✷✳✶✵✸✮

❞❡s ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ③✉♠ ❣❡s❛♠t❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ❘❱❊✳ ❉✐❡ ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ D ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ■♥t❡r✈❛❧❧

0 ≤ D ≤ 1 ✭✷✳✶✵✹✮

❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ✇♦❜❡✐ D = 0 ❡✐♥ ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡s ✉♥❞ D = 1 ❡✐♥ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣
❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❞❛rst❡❧❧t✳

n

0

RV E

in M

dAD

dA0

dAeff

n

Abbildung 2.6.: ❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❘❱❊ ❞❡s ❑ör♣❡rs B ❛♥ ❞❡r ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣
❞❡✜♥✐❡rt ✇✐r❞✳

❼ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣

❉❛s ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❘❛❜♦t♥♦✈ ❬✶✾✻✾❪
✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❣❡❤t ❞❛✈♦♥ ❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑r❛❢t F ✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
❑ör♣❡r ✇✐r❦t✱ ♥✐❝❤t ü❜❡r ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt A0✱ s♦♥❞❡r♥ ü❜❡r ❞✐❡



✷✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❘❛❤♠❡♥ ✸✸

✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡ ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä❝❤❡ A0 −AD ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇✐r❞ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✷✳✼✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σ ♥♦r♠❛❧ ③✉r ◗✉❡rs❝❤♥✐tts✢ä✲
❝❤❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥s❛t③ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥

σeff =
F

A0 −AD

=
F

Aeff
. ✭✷✳✶✵✺✮

▼✐t ❡✐♥❡r s❦❛❧❛r❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡♥ D ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✵✸ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✱

σeff = (1−D)σ. ✭✷✳✶✵✻✮

❙♦♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡s❝❤ä❞✐❣✲
t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ✉♥❣❡s❝❤ä❞✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ♠✐t
✈❡rr✐♥❣❡rt❡♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✐st✳

~F ~n
AD

A0

Abbildung 2.7.: ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡❧❡♠❡♥t

❼ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣

◆❛❝❤ ❞❡♠ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣✱ s✐❡❤❡ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞
▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛♠ P✉♥❦t P ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥
❩✉st❛♥❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡ ❉❡❢❡❦t❡ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✲
✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❤❛t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥❦r❡t❡
▼✐❦r♦str✉❦t✉r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σeff ❛♠ ✉♥❣❡s❝❤ä✲
❞✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ ✉♠❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür
❡✐♥ ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐s❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③ s♦❧❧ ❞✐❡s❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✳
❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❑♦♥③❡♣t❡s ❞❡r ➘q✉✐✈❛❧❡♥③ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣

εel =
σ

Eeff
❢ür D = 0, ✭✷✳✶✵✼✮

εel =
σ

(1−D)E
❢ür 0 < D < 1, ✭✷✳✶✵✽✮



✸✹ ✷✳✸✳ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥st✐t✉t✐✈❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ✉♠✲
❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ♥❛❝❤ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s
●❧❡✐❝❤s❡t③❡♥ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❊❧❛s✲
t✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

Eeff = (1−D)E. ✭✷✳✶✵✾✮

❊✐♥❡ ❊✐♥❜❡tt✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞❛s t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t ❞❡s ✈❡r✲
✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❡r❢♦❧❣t ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳



✸✺

3. Finite Element Modellierung

❉✐❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡ ✭❋❊▼✮ ✐st ❡✐♥ ❡t❛❜❧✐❡rt❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ✉♠ ♣❛rt✐❡❧❧❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ♥ä❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ③✉ ❧ös❡♥✳ ❉❛ ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ♥❛tür✲
❧✐❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞✐❡ ❋❊▼ ❛✉s ❞❡r ✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❜❡r✉✢✐❝❤❡♥
Pr❛①✐s ✈♦♥ ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r♥ ✉♥❞ ■♥❣❡♥✐❡✉r❡♥ ❛✉s ❤❡✉t✐❣❡r ❙✐❝❤t ♥✐❝❤t
♠❡❤r ✇❡❣❞❡♥❦❜❛r✳ ❉✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✇✐❝❤t✐❣❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❛r✉♥t❡r ❢❛❧❧❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥
❘❛♥❞✇❡rt♣r♦❜❧❡♠❡✳ ❉❛ ❞❛s ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❡❧❞ ❢ür ❞✐❡ ❋❊▼ s❡❤r ✇❡✐t ❣❡❢ä❝❤❡rt
✐st ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✉r ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r ❇❡r❡✐❝❤ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
✜♥❞❡t✱ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛ ❛✉❢
✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ▲✐t❡r❛t✉r ③✳❇✳ ❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ✉♥❞ ❚❛②❧♦r ❬✷✵✵✵❪✱ ❇❛t❤❡ ❬✷✵✵✶❪✱
❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ ❲r✐❣❣❡rs ❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ❇r❛❡ss ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✶ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❣❡✲
③❡✐❣t✱ ❞✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✷ ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt
✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ♠✐t ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥✱ ❞✐❡
♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✉♥❞ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡
❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✸ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳

3.1. Schwache Formulierung

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ■♠♣✉❧s❜✐❧❛♥③ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✺✸✮ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❜❡✐ ❱❡r♥❛❝❤❧äss✐❣✉♥❣
❞❡r ❞②♥❛♠✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts❜❡❞✐♥❣✉♥❣

❞✐✈ (σ) + ̺ b = 0. ✭✸✳✶✮

❯♠ ③✉r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts ③✉ ❦♦♠♠❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✸✳✶ ♠✐t ❡✐♥❡r ✈❡❦t♦r✇❡rt✐❣❡♥ ❚❡st❢✉♥❦t✐♦♥ η ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✉♥❞ ü❜❡r ❞❛s ❣❡s❛♠t❡
●❡❜✐❡t ✐♥t❡❣r✐❡rt✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✱

∫

B

η · ( ❞✐✈ (σ) + ̺ b) dV = 0. ✭✸✳✷✮

❉✐❡s ❤❛t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❞❛s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❛♥ ❥❡❞❡♠
P✉♥❦t ❞❡s ❑ör♣❡rs ❡r❢ü❧❧t ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ♥✉r ♥♦❝❤ ✐♠ ❣❡✇✐❝❤t❡t❡♥ ✐♥t❡❣r❛❧❡♥
▼✐tt❡❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❡✐♥❡ s❝❤✇ä❝❤❡r❡ ❋♦r♠ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉✉r❝❤ ❯♠❢♦r♠❡♥



✸✻ ✸✳✷✳ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣

❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷ ✉♥❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r Pr♦❞✉❦tr❡❣❡❧ ❞✐✈ (ησ) = η ·
❞✐✈ (σ) + ❣r❛❞ η · σ✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

∫

B

❞✐✈ (ησ) dV −
∫

B

❣r❛❞ η · σ dV +

∫

B

η̺ b dV = 0. ✭✸✳✸✮

❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❛s ❉✐✈❡r❣❡♥③t❤❡♦r❡♠ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❚❡r♠ ❛♥✱ ✉♥t❡r ❇❡✲
rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❤✐❡r ❛✉❢ ❞❡♠ ❘❛♥❞ ∂B ❣ü❧t✐❣❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣sr❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣
t = σ ·n ✉♥❞ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣sr❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ u = ũ✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡
❋♦r♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

∫

∂B

η · t dA−
∫

B

❣r❛❞ η · ·σ dV +

∫

B

η · ̺ b dV = 0. ✭✸✳✹✮

❉❡r ❆✉s❞r✉❝❦ ❣r❛❞ η ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹ ❦❛♥♥ ❛❧s ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡s ❱❡r③❡rr✉♥❣s③✉✲
st❛♥❞❡s δε ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦rt✐❡rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✹ s♦✱ ❞❛ss
❞❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❑rä❢t❡✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❞✐❡
✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t
❞❡r ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❦rä❢t❡ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡
s❝❤✇❛❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t❡s ✐♥ ▼❛tr✐③❡♥♥♦t❛t✐♦♥

∫

B

δεT σ dV −
∫

B

δuT ̺ b dV −
∫

∂B

δuT
t dA = 0. ✭✸✳✺✮

❋ü❤rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❛s ❙t♦✛❣❡s❡t③ ❡✐♥✱ ✐♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦r
✐♥ ❱♦✐❣t✲◆♦t❛t✐♦♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ s♦ ❧❛✉t❡t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✺

∫

B

δεT C ε dV −
∫

B

δuT ̺ b dV −
∫

∂B

δuT
t dA = 0. ✭✸✳✻✮

❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ✐♥✲
♥❡r❡♥ ❑rä❢t❡ δintW ✱ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ❚❡r♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ❱♦❧✉✲
♠❡♥❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❞❡r ❞r✐tt❡ ❚❡r♠ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ❖❜❡r✢ä✲
❝❤❡♥❦rä❢t❡✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❚❡r♠❡ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥❦rä❢t❡ ✉♥❞ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥❦rä❢t❡ ❧❛ss❡♥
s✐❝❤ ③✉r ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ä✉ÿ❡r❡♥ ❑rä❢t❡ δextW ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✳ ❉rü❝❦t
♠❛♥ ❞✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t❡s ❞✉r❝❤

δW = δintW − δextW = 0 ✭✸✳✼✮

❛✉s✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡ ❆r❜❡✐t ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ✉♥❞ ä✉ÿ❡r❡♥ ❑rä❢t❡ ✐♠
●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t s❡✐♥ ♠✉ss✳

3.2. Linearisierung

P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ✇❡✐s❡♥ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉❢✱ ❞❛✲
❞✉r❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♣r♦❜❧❡♠❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥❞❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱



✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✸✼

❡✐♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠✳ ❉✐❡ ❛♠ ❤ä✉✜❣st❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛✲
r✐tät❡♥ ❜❡tr❡✛❡♥ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
u ✉♥❞ ❞❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❑rä❢t❡♥✳ ❉✐❡s❡ ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ♦❞❡r
♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ❯rs♣r✉♥❣s s❡✐♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥
◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ✭❣r♦ÿ❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ ❣r♦ÿ❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣✱ ❙t❛rr❦ör♣❡r❜❡✇❡❣✉♥✲
❣❡♥ ✉♥❞ ❑♦♥t❛❦tr❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✮ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳
❉❛s s♦ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❦❛♥♥ ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt ✉♥❞ ♠✐t
❍✐❧❢❡ ❞❡s ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐t❡r❛t✐✈ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ◆❡✇t♦♥✲
❘❛♣❤s♦♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ st❡❧❧t s♦♠✐t ❡✐♥ ❣ä♥❣✐❣❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r ▲ös✉♥❣ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡ ❞❛r✳
❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❜✐❧❞❡t ❞❛s ❘❡s✐❞✉✉♠ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥
❋♦r♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ❣❡❣❡♥ ♥✉❧❧ str❡❜❡♥ s♦❧❧

G (u) = δintW (u)− δextW (u) = 0. ✭✸✳✽✮

❉❛s ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r❡♥ ❡r❢♦❧❣t ♠✐tt❡❧s ❡✐♥❡r ❚❛②❧♦rr❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ❘❡s✐❞✉✉♠s
❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ●❧✐❡❞ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt❡ ❋♦r♠ ❞❡s ❘❡s✐❞✉✉♠s ✭❧✐♥❡❛r❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣s✲
s②st❡♠✮

G (u0 +∆u) ≈ G (u0) + ∆G (u0 +∆u) ≈ 0. ✭✸✳✾✮

❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ●ât❡❛✉①✲❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❚❡r♠ ❛♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

∆G (u0 +∆u) =
dG (u0 + h∆u)

dh

∣
∣
∣
∣
h=0

=
∂G

∂u
∆u. ✭✸✳✶✵✮

❙❡t③t ♠❛♥ ✈♦r❛✉s✱ ❞❛ss ❞❛s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ❙②st❡♠ ♥✉r ❦♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ ❑rä❢t❡ ✭ä✉ÿ❡r❡
▲❛st❡♥ s✐♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ u ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣✮ ❜❡s✐t③t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡
❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡s ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤t❡s ③✉
∫

B

δεT C ε dV +

∫

B

δεT C∆ε dV −
∫

B

δuT ̺ b dV −
∫

∂B

δuT
t dA = 0. ✭✸✳✶✶✮

❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❑♥♦t❡♥❦rä❢t❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥✱

❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① KT (u0) =
∂δintW

∂u

∣
∣
∣
u=u0

✳ ❙♦♠✐t

❦❛♥♥ ❞❛s ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✐♥❦r❡♠❡♥t ∆u ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r

u = u0 +∆u ✭✸✳✶✷✮

❛❦t✉❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ◆✉♥ ❜✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ◆♦r♠ ❞❡s ❘❡s✐❞✉✉♠s ❢ür
❞❡♥ ✉♣❣❡❞❛t❡t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✈❡❦t♦r ✉♥❞ ✈❡r❣❧❡✐❝❤t s✐❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡✲
♥❡♥ ❚♦❧❡r❛♥③✳ ❲✐r❞ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤r✐tt❡♥✱ ♠✉ss ❡r♥❡✉t ✐t❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ◆✐❝❤t❜❡tr❛❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❚❡r♠❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❦❛♥♥ ❡s ✈♦r❦♦♠✲
♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐✈❡r❣✐❡rt✳ ■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❞✐✈❡r❣✐❡rt
❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣s❧ös✉♥❣ ③✉ ✇❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❣❡s✉❝❤t❡♥ ▲ös✉♥❣
❡♥t❢❡r♥t ✐st✳ ❙t❡❧❧t ♠❛♥ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❢❡st✱ ❦❛♥♥ ❡✐♥❡ ▼✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ▲❛st✲
s❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❆❜❤✐❧❢❡ s❝❤❛✛❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ✐st ❞❛s ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❣r❛✜s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳



✸✽ ✸✳✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

∂G(u)
∂u

1∆u 2∆u 3∆u 4∆u u

t+∆tδintW

t
1δ

intW

t+∆t
1 δextW

t+∆tδintW (u)− t+∆t
1 δextW (u)

Abbildung 3.1.: ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✐t❡r❛t✐♦♥

3.3. Finite Element Diskretisierung

❉❛s ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥❞❡ ●❡❜✐❡t B ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ✜♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ✐♥
ne ❊❧❡♠❡♥t❡ ✉♥t❡rt❡✐❧t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✳ ❉✐❡ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡
❞❡s ❚❡✐❧❣❡❜✐❡t❡s B e ❛♣♣r♦①✐♠✐❡r❡♥ ❞❛s ●❡❜✐❡t B ✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❡♥tst❡❤❡♥ ❞❛❞✉r❝❤
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s❢❡❤❧❡r✱ ❞❛

B h =

ne⋃

e=1

B e 6= B . ✭✸✳✶✸✮

❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❞❛s B h ❡✐♥❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ B ✐st✳

3.3.1. Ansatzfunktion

❋ür ❞❛s ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt❡ ●❡❜✐❡t B e ✇❡r❞❡♥ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞✐❡ ❞✐r❡❦t
❛✉❢ ❞❡♠ ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t Ωe ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✳ ❯♠ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻ ♥ä✲
❤❡r✉♥❣s✇❡✐s❡ ❛✉❢ B e ❧ös❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✳
❉✐❡ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤❡ ❙t❡t✐❣❦❡✐ts❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠✐t Cd−1 ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦✲
❜❡✐ d ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳ ■♥ ❞❡r ❊❧❛st✐✲
③✐tätst❤❡♦r✐❡ ❦♦♠♠❡♥ ✐♥ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠✱ ❢ür ❩✉❣✲ ❜③✇✳ ❉r✉❝❦stä❜❡ ✉♥❞



✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✸✾

B

∂B

B h

∂B h

Abbildung 3.2.: ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ●❡❜✐❡ts B ♠✐t ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥

❜❡✐ 2D ❜③✇✳ 3D ❑♦♥t✐♥✉✉♠✱ ♥✉r ❞✐❡ ❡rst❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✈♦r
✭d = 1✮✳ ❙♦♠✐t ❣❡♥ü❣t ❡s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥trä♥❞❡r♥
❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ♣r✐♠är❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ st❡t✐❣ s❡✐♥ ♠üss❡♥✱ ❞✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t
✐st ❜❡✐ ❞❡r C0✲❙t❡t✐❣❦❡✐t ❡r❢ü❧❧t✳ ❉✐❡ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss
s✐❡ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❑♥♦t❡♥ ❣❡♥❛✉ ❞❡♥ ❲❡rt ❊✐♥s ❛♥♥❡❤♠❡♥ ✉♥❞ ❛♥ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❑♥♦✲
t❡♥ ❞❡♥ ❲❡rt ◆✉❧❧✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ♠✉ss ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❢ür
❛❧❧❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❣❡♥❛✉ ❞❡♥ ❲❡rt ❊✐♥s ❡r❣❡❜❡♥✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❧❧❡ ❞✐❡s❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❛♠✐t ❞❛s
✉♥❜❡❦❛♥♥t❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞ u✱ ❞✐❡ ✈✐rt✉❡❧❧❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ δu ✉♥❞ ❞❛s
■♥❦r❡♠❡♥t ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ∆u ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥
❆♥s❛t③❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❘❡❢❡r❡♥③❡❧❡♠❡♥t ♠✐t ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭r, s, t✮
❞❡✜♥✐❡rt

u =

nkno∑

α=1

hα(r, s, t) ûα,

δu =

nkno∑

α=1

hα(r, s, t) δûα,

∆u =

nkno∑

α=1

hα(r, s, t)∆ûα.

✭✸✳✶✹✮

❉✐❡ ❙✉♠♠❛t✐♦♥ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❑♥♦t❡♥ nkno ❡✐♥❡s ❊❧❡♠❡♥t❡s ✉♥❞
❞❡r ■♥❞❡① α ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❑♥♦t❡♥♥✉♠♠❡r✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
❞✐❡s❡❧❜❡♥ ❆♥sät③❡ ✇✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♠ ✐s♦♣❛r❛♠❡tr✐s❝❤❡♥
❑♦♥③❡♣t✳ ❙♦♠✐t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡



✹✵ ✸✳✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥

x =

nkno∑

α=1

hα(r, s, t) x̂α,

y =

nkno∑

α=1

hα(r, s, t) ŷα,

z =

nkno∑

α=1

hα(r, s, t) ẑα.

✭✸✳✶✺✮

3.3.2. Elementsteifigkeitsmatrix

❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❜✐❧❞❡t ❞❡r ❡rst❡
❚❡r♠ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻✳ ❉❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣t❡♥s♦r ✐st ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡rt

εij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi

)

. ✭✸✳✶✻✮

❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐✲
♥❛t❡♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

∂ui

∂xj
=

nkno∑

α=1

∂hα(r, s, t)

∂xj
û

α
i ,

∂ui

∂xj
=

nkno∑

α=1

(
∂hα(r, s, t)

∂r

∂r

∂xj
+
∂hα(r, s, t)

∂s

∂s

∂xj
+
∂hα(r, s, t)

∂t

∂t

∂xj

)

û
α
i .

✭✸✳✶✼✮

❋ü❤rt ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ▼❛tr✐③❡♥s❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✼ ❡✐♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

gradu =

nkno∑

α=1

B
α(r, s, t)ûα

i . ✭✸✳✶✽✮

❉✐❡ s♦ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡ ▼❛tr✐① B ✇✐r❞ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲▼❛tr✐① ❣❡♥❛♥♥t
✉♥❞ ❧❛✉t❡t ✇✐❡ ❢♦❧❣t

B =













∂h1

∂x
0 0

0 ∂h1

∂y
0

0 0 ∂h1

∂z
∂h1

∂y
∂h1

∂x
0

∂h1

∂z
0 ∂h1

∂x

0 ∂h1

∂z
∂h1

∂y

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

. . .

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∂hnGP

∂x
0 0

0 ∂hn

∂y
0

0 0 ∂hn

∂z
∂hn

∂y
∂hn

∂x
0

∂hn

∂z
0 ∂hn

∂x

0 ∂hn

∂z
∂hn

∂y













. ✭✸✳✶✾✮



✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✹✶

▼✐t ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲▼❛tr✐① ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❜❡❧✐❡✲
❜✐❣❡♥ P✉♥❦t ✐♠ ❊❧❡♠❡♥t ❞✉r❝❤

ε = Bû ✭✸✳✷✵✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲▼❛tr✐① ❜❡st✐♠♠❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭r, s, t✮ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ♥❛tür✲
❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭x, y, z✮ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✼✮✳ ❉✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥
❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✸✳✶✺ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭r, s, t✮
❛❜❧❡✐t❡t ✉♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐① ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst

J =










nkno∑

α=1

∂hα

∂r
x̂α

nkno∑

α=1

∂hα

∂r
ŷα

nkno∑

α=1

∂hα

∂r
ẑα

nkno∑

α=1

∂hα

∂s
x̂α

nkno∑

α=1

∂hα

∂s
ŷα

nkno∑

α=1

∂hα

∂s
ẑα

nkno∑

α=1

∂hα

∂t
x̂α

nkno∑

α=1

∂hα

∂t
ŷα

nkno∑

α=1

∂hα

∂t
ẑα










. ✭✸✳✷✶✮

❆♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❜✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ■♥✈❡rs❡ ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐① J−1 ✉♥❞ ❡r❤ä❧t ❞✐❡
❣❡s✉❝❤t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭r, s, t✮ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r✲
❞✐♥❛t❡♥ ✭x, y, z✮✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ♠❛♥
♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐① ✈♦♠ ❘❡❢❡r❡♥③❡❧❡♠❡♥t ❛✉❢ ❞❛s ✈❡r③❡rrt❡ ❊❧❡♠❡♥t
s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t✱ ❞❛ss ♠❛♥ ✈♦♠ ✈❡r③❡rrt❡♥ ❊❧❡♠❡♥t ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r
■♥✈❡rs❡♥ ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐① ❛✉❢ ❞❛s ❘❡❢❡r❡♥③❡❧❡♠❡♥t s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ❦❛♥♥✳

①

②

③

❏

J−1

✶ ✷

✸✹

✺ ✻

✼✽

✶
✷

✸✹

✽

✺ ✻

✼

r

s
t

Abbildung 3.3.: ❱❡r③❡rrt❡s ✽✲❑♥♦t❡♥✲❇r✐❝❦✲❊❧❡♠❡♥t

❉✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✵ ✐♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❚❡r♠ ❞❡r



✹✷ ✸✳✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✻✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

δuT

∫

B

B
T
CB dV

︸ ︷︷ ︸

Ke

u ✭✸✳✷✷✮

③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①✳ ❊rs❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥✲
✐♥t❡❣r❛❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❉r❡✐❢❛❝❤✲■♥t❡❣r❛❧

K
e =

∫∫∫

B

B
T
CB dx dy dz

︸ ︷︷ ︸

dV

, ✭✸✳✷✸✮

✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥
✭r, s, t✮ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❋ür ❞❛s ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ❣✐❧t

dx dy dz
︸ ︷︷ ︸

dV

= detJ dr ds dt
︸ ︷︷ ︸

dV̂

. ✭✸✳✷✹✮

❉❛♠✐t ❢♦❧❣t

K
e =

1∫

−1

1∫

−1

1∫

−1

B
T
CB detJ dr ds dt

︸ ︷︷ ︸

dV̂

. ✭✸✳✷✺✮

❆♥♠❡r❦❡♥❞ s❡✐ ♥♦❝❤ ❡r✇ä❤♥t✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ detJ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❑♦✲
♦r❞✐♥❛t❡♥ ✭r, s, t✮ ✐st✳ ❉✐❡s ♠❛❝❤t ❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✲
✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤✱ ❞❛ detJ ✐♠ ◆❡♥♥❡r ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲
▼❛tr✐① ✈♦r❦♦♠♠t ✉♥❞ ❞✐❡s❡s ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡♥ r❛t✐♦♥❛❧❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡s
■♥t❡❣r❛♥t❡♥ ❢ü❤rt✳

3.3.3. Numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatrix

❲✐❡ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✈❡r✲
❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞✐❡ ◆♦t✇❡♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤ ③✉ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥✳ ❋ür ❞✐❡s❡ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣ ❤❛t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❋❊▼ ❞❛s
●❛✉ÿ✲▲❡❣❡♥❞r❡✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✉r❝❤❣❡s❡t③t✳ ❉❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✇✐r❞ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❡✐♥✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧s ❡r❧ä✉t❡rt ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❛✉❢ ❞❛s ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
Pr♦❜❧❡♠ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✺ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❊r❧ä✉t❡r✉♥❣
❞❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥s ✐st ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

A =

b∫

a

f(x) dx. ✭✸✳✷✻✮

❉❡r ❑✉r✈❡♥✈❡r❧❛✉❢ ❞✐❡s❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r
❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❲❡❣✱ ✉♠ ❞❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✐♥❤❛❧t ✉♥t❡r ❞❡r ❑✉r✈❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❜❡st❡❤t



✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✹✸

❞❛r✐♥ ❞❛s ■♥t❡❣r❛t✐♦♥s✐♥t❡r✈❛❧❧ ✐♥ n äq✉✐❞✐st❛♥t❡ ❆❜s❝❤♥✐tt❡ ③✉ ✉♥t❡rt❡✐❧❡♥✳ ❋ür
❡✐♥ P♦❧②♥♦♠ ♥✲t❡♥ ●r❛❞❡s ✇❡r❞❡♥ n + 1 ❙tüt③st❡❧❧❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ü❜❡r ❞✐❡ ✐♥t❡✲
❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡r
❋✉♥❦t✐♦♥ ✷✳ ●r❛❞❡s ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ✮

A =

b∫

a

f(x) dx =
b− a

2
(f(x0) + f(x2)) ,

A =

b∫

a

f(x) dx =
b− a

6
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2)) ,

A =

b∫

a

f(x) dx =
b− a

8
(f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3)) ,

A =

b∫

a

f(x) dx =
b− a

90
(7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3) + 7f(x4)) .

✭✸✳✷✼✮

f(x)
①

②

x0❛
❜

x1 x2

f(x2)

f(x1)

f(x0)

Abbildung 3.4.: ❉❡r ❑✉r✈❡♥✈❡r❧❛✉❢ ❞❡r ③✉ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x)



✹✹ ✸✳✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

❋ür ❡✐♥❡♥ P♦❧②♥♦♠❣r❛❞ n = 1 ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❚r❛♣❡③r❡❣❡❧✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ P♦❧②✲
♥♦♠❣r❛❞ ✈♦♥ n = 2 ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙✐♠♣s♦♥✬s❝❤❡ ❘❡❣❡❧✳ ❉✐❡ s♦ ❡♥t✇✐❝❦❡❧✲
t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡r ◆❡✇t♦♥✲❈♦t❡s✲❋♦r♠❡❧✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞❡s ●❛✉ÿ✲
▲❡❣❡♥❞r❡✲❱❡r❢❛❤r❡♥s ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ◆❡✇t♦♥✲❈♦t❡s✲◗✉❛❞r❛t✉r ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss
s✐❡ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❡✐♥ ❣❡♥❛✉❡r❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❆✉s✇❡rt✉♥❣s✲
♣✉♥❦t❡♥ ❧✐❡❢❡rt✳ ❙♦♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✻ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ü❜❡r
❞✐s❦r❡t❡ ❙tüt③st❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ❲✐❝❤t✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ wGP ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱

A =

b∫

a

f(x) dx =

nGP∑

i=1

iwGP g(ri) ✭✸✳✷✽✮

❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ❉✐❡ ❙tüt③st❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❲✐❝❤t✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❢ür ❡✐♥ ■♥t❡r✈❛❧❧ [−1, 1]
❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥✇❡r❦❡♥ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❲r✐❣❣❡rs ❬✷✵✵✾❪✳ ❉✐❡
❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥ ③✉♠ ■♥t❡r✈❛❧❧
[−1, 1] ❡r❢♦❧❣t✱ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❛♥❤❛♥❞ det J ✳
❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛✉❢ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✺ ❛♥✱ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡
■♥t❡❣r❛❧❡ ❞✉r❝❤ ❙✉♠♠❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❙tüt③st❡❧❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❡rs❡t✲
③❡♥

Ke =
n∑

k=1

n∑

j=1

n∑

i=1

B
T (ri, sj , tk)CB (ri, sj , tk) iwGP jwGP kwGP det(J).

✭✸✳✷✾✮

❲❡♥♥ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❦❡✐♥❡ ❣❡❜r♦❝❤❡♥❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✐st
✉♥❞ det J ✐st ❦❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ (r, s, t)✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ■♥t❡❣r❛❧ ❡①❛❦t ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳
❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss ③✉ st❛r❦ ✈❡r③❡rrt❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢
❞✐❡ ●üt❡ ❞❡r ▲ös✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳

3.3.4. Numerische Differentiation

■♥ ✈✐❡❧❡♥ ♥❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧✐❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥✲
❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈♦♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✜♥❞❡t
♠❛♥ ♥✐❝❤t ❢ür ❛❧❧❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♦❤♥❡ ❲❡✐t❡r❡s ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥✱
✉♠ ❞✐❡s❡ ❛✉s✇❡rt❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❙♦♠✐t ♠üss❡♥ ◆ä❤❡r✉♥❣s❧ös✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❜❡♥ö✲
t✐❣t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ s✐❝❤ ❛✉❢
❞❡♥ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t ❜❡s❝❤rä♥❦t✳
❉✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❛❧s ●r❡♥③✇❡rt
❡✐♥❡s ❉✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt

f ′(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
≈ f(x0 + h)− f(x0)

h
. ✭✸✳✸✵✮

❉❡r ❉✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t ❦❛♥♥ ❛❧s ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙❡❦❛♥t❡ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x) ❞✉r❝❤
❞✐❡ P✉♥❦t❡ (x0, f(x0)) ✉♥❞ (x1, f(x1)) ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥✳ ❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❞❛❢ür



✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✹✺

✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❜❛r ✐st✳ ❉❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❆✉s❞r✉❝❦ ✇✐r❞ ❛✉❝❤
❱♦r✇ärts❞✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t ❣❡♥❛♥♥t✱ ❞❛ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r
❡rst❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡rt ✈♦♥ x ❛✉s ✐♥ ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ✭✈♦r✇ärts✮
❣❡❤t✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✐♥ ❞✐❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ✭rü❝❦✇ärts✮✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❞❡♥ ❘ü❝❦✇ärts❞✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥

f ′(x) = lim
x→x0

f(x0)− f(x)

x0 − x
≈ f(x0)− f(x0 − h)

h
. ✭✸✳✸✶✮

❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❱♦r✇ärts❞✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥ ✉♥❞
❞❡♠ ❘ü❝❦✇ärts❞✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❣❡s✉❝❤t❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❢ür
❞❡♥ ③❡♥tr❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥

f ′(x) ≈ f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
. ✭✸✳✸✷✮

❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞❡s ③❡♥tr❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡r❢❛❤✲
r❡♥ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥❢♦r♠❡❧ ♠✐t ❞❡r ❋❡❤❧❡r♦r❞♥✉♥❣ ③✇❡✐
❡r❤ä❧t✳ ❉❛s ❤❡✐ÿt✱ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ♥✐♠♠t ♠✐t ❞❡♠ ◗✉❛❞r❛t ❞❡r ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❛❜✳
❯♠ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ h ❛✉❢ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ③✉ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥✱ ✇✐r❞
❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x) = 2 cosh(x) ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x0 = 2 ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠
③❡♥tr❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥q✉♦t✐❡♥t❡♥ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡♥ ❜❡st✐♠♠t✳

h ‖f ′(x0)− 2 sinh(x0)‖ h ‖f ′(x0)− 2 sinh(x0)‖
100 ✶✳✷✼✵✽✻✵✺✹✺✷✻✽✹✽✹ 10−10 ✵✳✵✵✵✵✵✶✷✺✶✼✺✷✶✾✺
10−1 ✵✳✵✶✷✵✾✺✺✽✵✽✾✾✺✾✽ 10−11 ✵✳✵✵✵✵✸✷✸✸✼✾✾✻✽✽✺
10−2 ✵✳✵✵✵✶✷✵✽✾✺✾✺✶✸✷✶ 10−12 ✵✳✵✵✵✹✼✻✹✷✼✷✵✻✼✸✺
10−3 ✵✳✵✵✵✵✵✶✷✵✽✾✺✸✵✾✽ 10−13 ✵✳✵✵✻✶✽✹✾✶✵✾✹✶✵✶✻
10−4 ✵✳✵✵✵✵✵✵✵✶✷✵✾✹✾✸✵ 10−14 ✵✳✵✼✸✼✺✶✶✹✻✽✸✶✾✾✺
10−5 ✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵✶✼✺✺✼✹ 10−15 ✵✳✶✹✽✷✾✸✹✺✽✵✾✸✵✸✼
10−6 ✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✵✸✵✽✽✵✷ 10−16 ✼✳✷✺✸✼✷✵✽✶✺✻✾✹✵✸✽
10−7 ✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✺✵✷✵✷✻✾ 10−17 ✼✳✷✺✸✼✷✵✽✶✺✻✾✹✵✸✽
10−8 ✵✳✵✵✵✵✵✵✵✵✽✸✵✷✹✵✽ 10−18 ✼✳✷✺✸✼✷✵✽✶✺✻✾✹✵✸✽
10−9 ✵✳✵✵✵✵✵✵✸✻✸✺✼✸✼✼✺ 10−19 ✼✳✷✺✸✼✷✵✽✶✺✻✾✹✵✸✽

Tabelle 3.1.: ▲ös✉♥❣ ♠✐t ✶✺✲st❡❧❧✐❣❡r ❞❡③✐♠❛❧❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣

❉❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❋❡❤❧❡r ❜❡✐♠ ❱❡rr✐♥❣❡r♥ ❞❡r
❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ h ③✉❡rst ❛❜♥✐♠♠t ✉♥❞ ❞❛♥♥ st❛r❦ ❛♥st❡✐❣t✳ ❆❜ ❡✐♥❡r ❙❝❤r✐tt✇❡✐✲
t❡ h = 10−16 ❜❧❡✐❜t ❞❡r ❋❡❤❧❡r ❦♦♥st❛♥t✱ ✇❛s ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ✈♦♥
eps = 2.220446049250313 10−16 ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❞❛❢ür ✐st✱ ❞❛ss
❞❡r ❘❡❝❤♥❡r ❜❡✐ h < eps ❦❡✐♥❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ x0+h ✉♥❞ x0+eps♠❛❝❤t✳
❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❩✇✐❝❦♠ü❤❧❡ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡r ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡✳ ❲ä❤❧t ♠❛♥
❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ③✉ ❦❧❡✐♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞✉r❝❤ ❘✉♥❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r ✈❡r❢ä❧s❝❤t✳
❲ä❤❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ③✉ ❣r♦ÿ✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ❞✉r❝❤ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s✲
❢❡❤❧❡r ✈❡r❢ä❧s❝❤t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ❩✇✐❝❦♠ü❤❧❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠



✹✻ ✸✳✸✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣

❢ür ❞❡♥ ●❡s❛♠t❢❡❤❧❡r✳ ❲❡♥♥ ❞❡r ●❡s❛♠t❢❡❤❧❡r ♠✐♥✐♠❛❧ ✐st✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡
❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳
◆❛❝❤ ❑♥♦rr❡♥s❝❤✐❧❞ ❬✷✵✶✸❪ s❡t③t s✐❝❤ ❞❡r ●❡s❛♠t❢❡❤❧❡r ❛✉s ❞❡♥ ❘✉♥❞✉♥❣s❢❡❤✲
❧❡r♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r♥ ③✉s❛♠♠❡♥

‖rd(f ′(x0, h))− f ′(x0)‖ ≈ 2 eps‖f(x0)‖
h

+
1

2
‖f ′′(x0)‖h

︸ ︷︷ ︸

∆F

. ✭✸✳✸✸✮

❯♠ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡rt ♠❛♥ ∆F ♥❛❝❤ h ✉♥❞
s❡t③t ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ◆✉❧❧✳ ▼✐tt❡❧s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣

h ≈ 2

√

eps
‖f(x0)‖
‖f ′′(x0)‖

✭✸✳✸✹✮

❦❛♥♥ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺ ✇✉r❞❡♥
❞✐❡ ❘✉♥❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ü❜❡r ❞✐❡ ❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡ ❛✉❢✲
❣❡tr❛❣❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❛♠ ❙❝❤♥✐tt♣✉♥❦t ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ❞❡r ●❡s❛♠t❢❡❤❧❡r ❛♠ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ✐st✳

❘✉♥❞✉♥❣s❢❡❤❧❡r
❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r

1.❊✲✶✽ 1.❊✲✶✻ 1.❊✲✶✹ 1.❊✲✶✷ 1.❊✲✶✵ 1.❊✲✵✽ 1.❊✲✵✻ 1.❊✲✵✹ 1.❊✲✵✷ 1.❊✲✵✵
1.❊✲✷✵

1.❊✲✶✺

1.❊✲✶✵

1.❊✲✵✺

1.❊✵✵

1.❊✵✺

❙❝❤r✐tt✇❡✐t❡

❋
❡❤
❧❡
r

Abbildung 3.5.: ❘✉♥❞✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ❢ür ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ f(x) =
2 cosh(x)



✹✼

4. Mechanisches Verhalten von Steinsalz

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❣✐❜t ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥
✉♥❞ ❞❛s ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✳ ❊✐♥ ❊✐♥❜❧✐❝❦ ✐♥ ❞✐❡
❊♥tst❡❤✉♥❣ ✉♥❞ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✉♥❞ ❡✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r
❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ s♦✇✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❆♥sät③❡
❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✶ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✷
❜❡s❝❤ä❢t✐❣t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✉♥❞ ♠✐t
✇❡❧❝❤❡r ▼❡t❤♦❞❡ s✐❝❤ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧ässt✳ ▼✐t ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸
✇✐r❞ ❡✐♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❞❡r ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
✈♦♥ ❞✉❦t✐❧❡♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✉ ●r✉♥❞❡ ❧✐❡❣❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r ❞✐❡s❡s
❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t❡s ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ▲✐t❡r❛t✉r ✈♦♥ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪❀
❑❧❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪❀ ❲✐❡s❡ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❲❡❧❝❤❡♥
❊✐♥✢✉ss ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❤❛t✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✹ ❣❡③❡✐❣t✳
❉✐❡ ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐ts❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✺ ❜❡tr❛❝❤t❡t✳
■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✻ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✉♥❞
❣r❛✜s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

4.1. Allgemein

❙t❡✐♥s❛❧③ ✐st ❡✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤ ✈♦r❦♦♠♠❡♥❞❡s ▼✐♥❡r❛❧✱ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r❞✉♥st❡♥
✈♦♥ ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt❡♠ ▼❡❡r✇❛ss❡r ✈♦r r✉♥❞ ✷✺✵ ▼✐❧❧✐♦♥❡♥ ❏❛❤r❡♥ ❡♥tst❛♥❞❡♥
✐st✳ ❉✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ▲❛❣❡rstätt❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✐♥ ◆♦r❞❡✉r♦♣❛ ❜❡r✉❤t ❧❛✉t
❞❡r ✧❇❛rr❡♥t❤❡♦r✐❡✧ ✈♦♥ ❖❝❤s❡♥✐✉s ❬✶✽✼✼❪ ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❡s ✐♥ ❞❡r ❣❡♦❧♦❣✐s❝❤❡♥
❱❡r❣❛♥❣❡♥❤❡✐t ❞❡r ❊r❞❡ ✐♥ ◆♦r❞❡✉r♦♣❛ ❣r♦ÿ❡ ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r❡ ❣❛❜✱ ❞✐❡ ♠✐tt❡❧s
❇❛rr❡♥ ✈♦♥ ❖③❡❛♥❡♥ ❣❡tr❡♥♥t ✇❛r❡♥✳ ■♠ ♦❜❡r❡♥ ❇✐❧❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶ ✐st
❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s ✢❛❝❤❡ ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r ✐st
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❛rr❡ ✈♦♠ ❩✉✢✉ss ❢r✐s❝❤❡♥ s❛❧③❤❛❧t✐❣❡♠ ▼❡❡r✇❛ss❡r t❡✐❧✇❡✐s❡ ♦❞❡r
✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❣❡tr❡♥♥t✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❩❡✐t ✇üst❡♥ä❤♥❧✐❝❤❡ ❑❧✐♠❛ ✐♥ ❊✉r♦✲
♣❛✱ ✈❡r❞✉♥st❡t❡ ❞❛s s❛❧③❤❛❧t✐❣❡ ▼❡❡r✇❛ss❡r✳ ❉✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ ❤❛tt❡ ③✉r ❋♦❧❣❡✱
❞❛ss ❞✐❡ ❙❛❧③❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ✐♠ ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r ❛♥st✐❡❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❡❧öst❡♥ ❙❛❧③❡
❦r✐st❛❧❧✐s✐❡rt❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❛♠ ❇♦❞❡♥ ❞❡s ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r❡s ❛♥❧❛❣❡rt❡♥✳ ❉✐❡s❡s ✐st
✐♠ ♠✐tt❧❡r❡♠ ❇✐❧❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡r ❱♦r❣❛♥❣ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t❡
s✐❝❤ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❊r❞❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❢ü❤rt❡ ③✉ ❞❡♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❤✉♥❞❡rt ▼❡t❡r♥
❞✐❝❦❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③s❝❤✐❝❤t❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ▼❡t❡r ♠ä❝❤t✐❣❡♥ ❑❛❧✐✢ö③❡♥✳ ❉✉r❝❤
✇❛ss❡r✉♥❞✉r❝❤❧äss✐❣❡ ❙❝❤✐❝❤t❡♥✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❚♦♥✱ ✇✉r❞❡ ✐♠ ▲❛✉❢❡
❞❡r ❊r❞❣❡s❝❤✐❝❤t❡ ❞❛s ❆✉✢ös❡♥ ❞❡r ❙❛❧③❡ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ✭s✐❡❤❡ ✉♥t❡r❡s ❇✐❧❞ ✐♥



✹✽ ✹✳✶✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✮✳ ◆❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✶✾✾✹❪ ❜❡st❡❤t ❞❛s ✇❡❧t✇❡✐t❡
❱♦❧✉♠❡♥ ❞❡r ❙❛❧③❧❛❣❡rstätt❡♥ ③✉ 90% ❛✉s ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ❉❛s ❙t❡✐♥s❛❧③ ❜❡st❡❤t ❛✉s
❞❡♠ ▼✐♥❡r❛❧ ❍❛❧✐t ✭◆❛❈❧✮ ◆❛ 39, 4% ❈❧ 60, 6% ❜✐s ❛✉❢ ❣❡r✐♥❣❡ ❇❡✐♠❡♥❣✉♥❣❡♥
✈♦♥ ❑✐❡s❡r✐t✱ P♦❧②❤❛❧✐t✱ ❆♥❤②❞r✐t ✉♥❞ ❚♦♥ ✉♥❞ ✐st ❡✐♥ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡s ●❡st❡✐♥✱
✇❡❧❝❤❡s ❛✉s ❊✐♥③❡❧❦r✐st❛❧❧❡♥ ❜❡st❡❤t✱ ❇❡t❡❝❤t✐♥ ❬✶✾✼✼❪✳

❊✐♥❞❛♠♣❢❡♥❞❡s ▼❡❡r✇❛ss❡r

♦✛❡♥❡s ▼❡❡r ❙❛❧③❜✉❝❤t

❇❛rr❡

❑❛❧❦ ✉♥❞ ❉♦❧♦♠✐t
●✐♣s ✉♥❞ ❆♥♥②❞r✐t

♦✛❡♥❡s ▼❡❡r ❙❛❧③❜✉❝❤t

▲❛♥❞ ♠✐t
❲üst❡♥❦❧✐♠❛❇❛rr❡

❙t❡✐♥s❛❧③
❑❛❧✐s❛❧③

❑❛❧❦ ✉♥❞ ❉♦❧♦♠✐t
●✐♣s ✉♥❞ ❆♥♥②❞r✐t

▲❛♥❞ ♠✐t
❲üst❡♥❦❧✐♠❛

❑❛❧❦ ✉♥❞ ❉♦❧♦♠✐t
●✐♣s ✉♥❞ ❆♥♥②❞r✐t

♦✛❡♥❡s ▼❡❡r ❙❛❧③❜✉❝❤t

▲❛♥❞ ♠✐t
❲üst❡♥❦❧✐♠❛❇❛rr❡

❙t❡✐♥s❛❧③
❑❛❧✐s❛❧③

❙t❛✉❜✇✐♥❞❡

❩
❡✐
t
t

Abbildung 4.1.: ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❡♥ ✐♥ ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r❡♥ ♥❛❝❤ ❖❝❤s❡♥✐✉s
❬✶✽✼✼❪



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✹✾

❉✐❡ ❊✐♥③❡❧❦r✐st❛❧❧❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛✉❝❤ ❛❧s ❑ör♥❡r ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤
❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③
✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ◆❛tr✐✉♠✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❈❤❧♦r✐❞✐♦♥❡♥ ❜✐❧❞❡♥
❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥t❛r③❡❧❧❡ ❞❡s ❍❛❧✐t✱ ❞✐❡s❡ ❜❡st❡❤t ❛✉s ③✇❡✐ ❦✉❜✐s❝❤✲✢ä❝❤❡♥③❡♥tr✐❡rt❡♥
✭❦❢③✮ ●✐tt❡r♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑r✐st❛❧❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞
✈♦♠ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥
♠✐❦r♦str✉❦t✉r❡❧❧❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✱ ❞❡r ❞❡♠ ❞❡r ❦❢③ ▼❡t❛❧❧❡♥ ä❤♥❧✐❝❤ ✐st✱
❦ö♥♥❡♥ ✈✐❡❧❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❛✉s ❞❡r ▼❡t❛❧❧❦✉♥❞❡ ❛✉❢ ❞❛s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥✐❣❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❦❢③ ▼❡t❛❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡♠ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥
❡①✐st✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ♦✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤st❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ❑♦r♥❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡①t✉r✳ ❉❡s
❲❡✐t❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ❲❡✐❞✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪ ③❡✐❣❡♥ ❞❛s ●❧❡✐t❡♥ ❜❡✐♠ ◆❛❈❧
❜❡✈♦r③✉❣t ✐♥ ❞❡r {110} ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❡r❢♦❧❣t✱ ❛♥❞❡rs ❛❧s ❡s ❜❡✐ ❦❢③ ▼❡t❛❧❧❡♥ ❞❡r
❋❛❧❧ ✐st✳

Abbildung 4.2.: ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r ✈♦♥ ◆❛❈❧

◆❛❝❤ ❑❧❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ❡♥tst❡❤❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❱❡rs❡t✲
③✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆❜❣❧❡✐t❡♥ ✈♦♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ✉♥❞
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❜❡✐♠ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r
❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠✉ss ❡r✇ä❤♥t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❆r❜❡✐✲
t❡♥ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡✱ ❞❛ss ❛♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ▼❡t❛❧❧❡♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❦❡✐♥❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡
❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡ ❤❛t ✉♥❞ s♦♠✐t ❦❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❋❧✐❡ÿ✢ä❝❤❡ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱
❜❡✐ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥s❡t③t✳ ❉✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡
③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧
✺ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ■♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❯r❛✐ ✉♥❞ ❙♣✐❡rs ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ●ü♥t❤❡r
❬✷✵✵✾❪ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡♥ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❞✐❡ ❞❛③✉❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❡s ❜❡✐♠
❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❦❡✐♥❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡ ❣✐❜t✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✐st ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤❡s ✐♥ ❏❛❤r❤✉♥❞❡rt❡♥
❡♥tst❛♥❞❡♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧✱ ✇❛s s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉s✇✐r❦t✳ ▼❛♥
❦❛♥♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥
❛✉❢tr❡t❡♥✱ ✇❛s s✐❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉s✇✐r❦❡♥✳ ❉✐❡s❡r



✺✵ ✹✳✶✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥

❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡ ✇✉r❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ✐♥
✉♥③ä❤❧✐❣❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❬✶✾✾✹❪✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ●ü♥t❤❡r
❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ❲❡✐❞✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✳

❊✐♥ t②♣✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥❡s ❙t❡✐♥s❛❧③♣rü❢❦ör♣❡rs ❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣sr❛t❡ ❣❡st❛✉❝❤t ✇✉r❞❡✱ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡s❡r
❱❡rs✉❝❤ ✇✐r❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤ ❣❡♥❛♥♥t ✉♥❞ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣❡♥✱ ❛♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤✱ ❞♦rt ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❣❡✲
♠❡ss❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡s ❱❡r❧❛✉❢❡s ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ♦❞❡r ❞✉r❝❤
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥ ✭❍♦✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✽✽❜❪ ✉♥❞ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❛❪✮ ③❡✐❣t s✐❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
❙t❡✐♥s❛❧③❡s ❣❡♠äÿ

ε = εel + εth + εv + εpl, ✭✹✳✶✮

❛✉s ❡✐♥❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥✱ ❡✐♥❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥✱ ❡✐♥❡r ✈✐s❦♦s❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉
❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❉❡❤♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ▲✉① ❬✶✾✽✹❪ ❣❡③❡✐❣t ❤❛t✱
❞❛ss s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ❞✐❡ ✈✐s❦♦s❡♥ ✉♥❞ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥
♥✐❝❤t ❡✐♥❞❡✉t✐❣ tr❡♥♥❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛s ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❞✐❡ ✈✐s❦♦s❡♥ ✉♥❞
♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛sst ③✉ ❡✐♥❡♠ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ εvpl

❉❡❤♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧✳

❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ▼❡t❛❧❧❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ❑r✐❡❝❤❡♥ ❡rst ❜❡✐ ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉✲
r❡♥ ❡✐♥s❡t③t✱ ❜❡s✐t③t ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❋ä❤✐❣❦❡✐t
s✐❝❤ ✉♥t❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣ ♣❧❛st✐s❝❤ ③✉ ✈❡r❢♦r♠❡♥✳ ❉✐❡s❡ ③❡✐t❛❜❤ä♥❣✐❣❡
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❞r❡✐ P❤❛s❡♥ ❡✐♥t❡✐❧❡♥ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧
✷✳✸✳✹ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ tr✐tt ✐♠ ✉♥t❡r❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ✉♥❞ ✉♥✲
t❡r s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❜❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❛✉❢✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r♥ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡ r❡✐♥ ❡❧❛st✐✲
s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❲✐❡ ♠❛♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✷
❡♥t♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞✐❡s❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ③❡✐t✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❡r❢♦❧❣t ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r
♠✐t ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣✳ ❉✐❡s❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s❛♥t❡✐❧ ✐st ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ r❡✈❡rs✐❜❡❧✳ ❉✐❡s❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❣r❛✉❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✉♥t❡r❧❡❣t✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ✐rr❡✲
✈❡rs✐❜❧❡♥ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ●❡s❛♠t✈❡r✲
❢♦r♠✉♥❣ ③✉♥✐♠♠t✳ ❉✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❦❛♥♥ ✐♥ ③✇❡✐ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❡✐♥❣❡t❡✐❧t
✇❡r❞❡♥✱ ❞❡r ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦r ❞❡♠ ❇r✉❝❤ ✇✐r❞ ❛❧s ❞✉❦t✐❧ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❡♠ s❝❤❧✐❡ÿt s✐❝❤
❞❡r ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❇r✉❝❤s ✉♥❞ ❞❡s ◆❛❝❤❜r✉❝❤s ❛♥✳ ❉✐❡ ❉✉❦t✐❧✐tät ❡✐♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧s
❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡♥ ✈✐s❦♦s❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛❜✳ ❉❡♠ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥
❡♥t♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛❜ ❡✐♥❡♠ ❜❡st✐♠♠t❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
③✉st❛♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❱♦❧✉♠❡♥③✉♥❛❤♠❡✱ ✇❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r
♠✐t ❉✐❧❛t❛♥③ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❆❜ ❞❡♠ P✉♥❦t✱ ❛♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ✈✐s❦♦✲
♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥③✉♥❛❤♠❡ ε̇vplvol ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❱♦❧✉♠❡♥❦♦♠♣r❡ss✐♦♥



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✺✶

✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✷✮ ε̇elvol ✐st✱ ü❜❡r✇✐❡❣t ✐♠ ❞✉❦t✐❧❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❛s ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ❉❡r ❞✉❦t✐❧❡ ❇❡r❡✐❝❤ ✐st ❛✉❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♥♦❝❤ ❛♥st❡✐❣t✱ ❜❡✈♦r ❡s ✐♥ ❞❡♥ ❇r✉❝❤✲
❜③✇✳ ◆❛❝❤❜r✉❝❤❜❡r❡✐❝❤ ü❜❡r❣❡❤t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✮✳ ❉❛s s♦ ❡✐♥tr❡t❡♥❞❡ ❱❡r✲
s❛❣❡♥ ✇✐r❞ ♥❛❝❤ ❋❧ü❣❣❡ ❬✶✾✺✽❪ ❛❧s ❉✉❦t✐❧❜r✉❝❤ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❚r✐tt ❞❡r ❇r✉❝❤ ♦❤♥❡
♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐r❡❦t ♥❛❝❤ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
❢♦r♠✉♥❣ ❡✐♥✱ s♣r✐❝❤t ❋❧ü❣❣❡ ❬✶✾✺✽❪ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❙♣rö❞❜r✉❝❤✳

❙
♣
❛♥
♥✉

♥
❣
σ

σ < σeff
max σeff

max ≥ σ > σeff
R

❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣

❞✉❦t✐❧ ❇r✉❝❤/
◆❛❝❤❜r✉❝❤

t

t

❱♦❧✉♠❡♥❡①t❡♥s✐♦♥

❱♦❧✉♠❡♥❦♦♠♣r❡ss✐♦♥♣❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥

❉
✐❧
❛t
❛♥
③
ǫv

o
l

ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞
❡❧❛st✐s❝❤❡s
❱❡r❤❛❧t❡♥

❙♣✐t③❡♥❢❡st✐❣❦❡✐tσeff
max

❘❡st❢❡st✐❣❦❡✐tσeff
R

Abbildung 4.3.: ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲✱ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉✐❧❛t❛♥③✲
❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✐♠ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤ ♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r
❬✷✵✵✾❪

4.1.1. Materialtests für Salzgestein

■♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❏❛❤r③❡❤♥t❡ ✇✉r❞❡♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤✲
✈❡rs✉❝❤❡ ❛♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ■♥ ❞❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳



✺✷ ✹✳✶✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥

❬✶✾✽✽❜❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✽❛❪✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ▲✐❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ✉♥❞
❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✶✾✾✾❪ s✐♥❞ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡ ▲❛❜♦r✈❡rs✉❝❤❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆✉s
❞✐❡s❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s
❛❜s❝❤ät③❡♥✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥
❞✐❡s❡ ❙tr❡✉✉♥❣✱ ✇❛s ❛✉❢ ❞❛s ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❲❛❝❤s❡♥ ❞❡r ❙t❡✐♥s❛❧③s❝❤✐❝❤t❡♥ ③✉rü❝❦✲
③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s③❡✐t ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲
✉♥❞ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ s❡❤r ❦♦st❡♥✲ ✉♥❞ ③❡✐t✐♥t❡♥s✐✈ s✐♥❞✳

■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹ s✐♥❞ ✉♥✐❛①✐❛❧❡ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t
❡✐♥❡r ❆①✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ✈♦♥ 11 ▼P❛ ✉♥❞ 14 ▼P❛ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ✈♦♥ 30◦❈ ✉♥❞ 22◦❈ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡r ❙❛❧③st❡✐♥♣rü❢❦ör♣❡r
✇❛r ❡✐♥❡ ③②❧✐♥❞r✐s❝❤❡ Pr♦❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ 100 ♠♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡r
❍ö❤❡ ✈♦♥ 250 ♠♠✱ ❡✐♥❡ ❙❝❤❡♠❛③❡✐❝❤♥✉♥❣ ❞❡s Prü❢❦ör♣❡rs ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✻✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❧✐❡❣t
❧❡❣❡♥❞❧✐❝❤ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❑✉r✈❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ Pr♦❜❡♥
❡rst❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✳

❆✉s ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ❧❡✐t❡t❡ ❞✐❡ Pr♦❥❡❦t❣r✉♣♣❡ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱
❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s
❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ③✉r ✒▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞
❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✏
❛❜✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ▼❛st❡r❦✉r✈❡♥ ❣❡✇ä❤❧t
✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❆❧s ✒▼❛st❡r❦✉r✈❡♥✏ ❢ür ❞✐❡ ◆❛❝❤r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧❡♥
❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❑✉r✈❡♥ 04141 ✉♥❞ N2/4✲95015 ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✹✳✹✮ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❣❡❤❡♥ ✈✐❡❧❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈❡r❧♦r❡♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s❡r❣❡❜✲
♥✐ss❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥ ❡✐♥ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡s ❘✐s✐❦♦✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❍♦♠♦❣❡♥✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉❢ ❞❡r ▼❛❦r♦❡❜❡♥❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❣r♦ÿ❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥
❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣✱ ❞✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧
✾✳✶ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳

❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❞✐❡♥t ❛❧s ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t✱ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥
✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡ ✭❙❋❊▼✮
❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❉❛ss ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❙❋❊▼ ❜❡✐ ▼❡t❛❧❧❡♥✲ ✉♥❞ ❇❡t♦♥❦♦♥str✉❦✲
t✐♦♥❡♥ ✐♠ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇❡s❡♥ ❛♥✇❡♥❞❜❛r ✐st✱ ③❡✐❣t❡♥ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❏❛❜❧♦♥s❦✐
❬✷✵✶✹❪ ✉♥❞ ❋✐♥❦ ❬✷✵✶✺❪✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ●r❡❤♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❞❡r ❙❋❊▼ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞
s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❛♥✇❡♥❞❜❛r ✐st✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s③❡✐t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ♥✐❝❤t
❢ür ❛❧❧❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ♠❡❤r❡r❡ ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r
▼❡❤r❢❛❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ✐st ❜❡s❝❤rä♥❦t ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹✮✱ ✇❛s ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣
❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❡rs❝❤✇❡rt✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧
✾✳✶ ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳
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T = 30◦❈
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σ1 = 14▼P❛

T = 22◦❈

❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤✿ N2/2✲95010

❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤✿ N2/4✲95015

❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤✿ N2/5✲94141

❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤✿ N2/3✲93212

❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤✿ N2/1✲95006

Abbildung 4.4.: ❯♥✐❛①✐❛❧❡r ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❛♥ ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③✿ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r Prü❢❦ör♣❡r ✇❡✐st ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡
❞❡s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❛✉❢✱ ♥❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞
❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✳



✺✹ ✹✳✷✳ ❊❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥

4.2. Elastisches Verhalten

❉❛s ❧✐♥❡❛r ❡❧❛st✐s❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ❍♦♦✲
❦❡✬s❝❤❡♥ ●❡s❡t③❡s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❣✐❧t ❡❜❡♥✲
❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ❞✐r❡❦t❡ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐tät ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ σyy ✉♥❞ ❞❡r
❉❡❤♥✉♥❣ ✐♥ ② ❘✐❝❤t✉♥❣ εyy = ∆y

y0
❞❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡✱ s♦✇✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙❝❤✉❜✲

s♣❛♥♥✉♥❣ τxy ✉♥❞ ❞❡♠ ❱❡r③❡rr✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ γxy = ∆x
y0
✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ✐♥

❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E st❡❧❧t ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❩✉✲
s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ◆♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ σyy ✉♥❞ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣ εyy ❞❛r✳ ❉❡r
❧✐♥❡❛r❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣ τxy ✉♥❞ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣
γxy ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ●❧❡✐t♠♦❞✉❧ G✳

σyy = E
∆y

y0
= E εyy

τxy = G
∆x

y0
= Gγxy

✭✹✳✷✮

◗✉❡r ③✉r ❇❡❧❛st✉♥❣ ❡♥tst❡❤t ❡✐♥❡ ◗✉❡r❞❡❤♥✉♥❣ εxx✱ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦✲
t✐♦♥s③❛❤❧ ✭❛✉❝❤ P♦✐ss♦♥③❛❤❧✮

ν =
εxx
εyy

✭✹✳✸✮

❦❛♥♥ ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✇✐s❝❤❡♥ ◗✉❡r❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❙t❛✉❝❤✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❊✐♥❡ r❡✐♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❤❛t ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ③✉r ❋♦❧❣❡✳
❉❡r ❧✐♥❡❛r❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❖❦t❛❡❞❡r♥♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ σokt ✉♥❞
❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥✈❡r❢♦r♠✉♥❣ εvol ✐st ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧ κ ❣❡❣❡❜❡♥✳

∆x
2

∆x
2

x0

∆
y

y
0

σyy

∆x

y
0

τxy

γxy

Abbildung 4.5.: ❊❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡

❉✐❡ ❖❦t❛❡❞❡r♥♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣

σokt =
σxx + σyy + σzz

3
= κ

∆V

V0
= κ εvol ✭✹✳✹✮



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✺✺

❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ❛❧❧s❡✐t✐❣❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❉r✉❝❦✳ ▼✐t ❞❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛✲
r❛♠❡t❡r♥ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ✐s♦tr♦♣❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ♥✉r ③✇❡✐ ❞❡r ✈✐❡r ❣❡✲
③❡✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ✉♠❣❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
❞✐❡s❡s ✐st ✐♥ ❙❝❤♠✐❞t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ❣❡③❡✐❣t✳
❋ür ◆❛❈❧✲●✐tt❡r ❜❡s❝❤r✐❡❜ ❘♦s❡♥t❤❛❧ ❬✶✾✼✹❪ ❞✐❡ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠❡♥ ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❛t♦♠❛r❡♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣❡♥
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆t♦♠❡♥✳

4.3. Visko-Plastisches Verhalten

4.3.1. Versetzungen als Träger der visko-plastischen Verformung

❲✐❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❣✐❜t ❡s ❜❡✐ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r✲
❤❛❧t❡♥s✱ ❞❛s ❞❛r❛✉❢ ❜❡r✉❤t✱ ❞❛ss ✐♥ r❡❛❧❡♥ ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞ ❋❡❤❧❡r ❜③✇✳ ❉❡❢❡❦t❡
❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❯♥t❡r ❉❡❢❡❦t❡♥ ❞❡s ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞❡s ✇✐r❞ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ❙tö✲
r✉♥❣ ❞❡r ●✐tt❡rs②♠♠❡tr✐❡ ✈❡rst❛♥❞❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❥❡ ♥❛❝❤ ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣
❦❛t❡❣♦r✐s✐❡r❡♥ ❧ässt✱ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪✱ ❑❧❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✶✸❪✳
❉✐❡s❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❤❛❜❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥s✱ ✇❛s
s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❛s ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥s ❛✉s✇✐r❦t✳

❼ ◆✉❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r

❉✐❡ ♥✉❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ♣✉♥❦t✉❡❧❧❡ ❋❡❤❧❡r ✐♠ ●✐t✲
t❡r✳ ❊✐♥❡ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✹✳✻ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ♠✐t 1 ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ✇✐r❞ ❛❧s
▲❡❡rst❡❧❧❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ ❡✐♥ ❆t♦♠ ✐♠ ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞ ❢❡❤❧t✳ ❇❡✜♥❞❡t s✐❝❤
❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ❆t♦♠ ✐♠ ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r ❋❡❤❧❡r ❛❧s ❩✇✐s❝❤❡♥❣✐t✲
t❡r❛t♦♠ 2 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ■st ❞✐❡s❡s ❡✐♥ ❋r❡♠❞❛t♦♠✱ ✇✐r❞ ❞❡r ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❛❧s
❡✐♥❣❡❧❛❣❡rt❡s ❋r❡♠❞❛t♦♠ 4 ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊rs❡t③t ❡✐♥ ❋r❡♠❞❛t♦♠ ❡✐♥ ❆t♦♠
❛✉s ❞❡♥ ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♠ s✉❜st✐t✉✐❡rt❡♥ ❋r❡♠❞❛t♦♠ 3✳

❼ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r

❉✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❡✐♥❡ ❧✐♥✐❡♥❢ör♠✐❣❡ ❙tör✉♥❣
❞❡s ●✐tt❡rs✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ●✐tt❡rs②♠♠❡tr✐❡ ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣t✳ ❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❱❡r✲
s❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ♥✉r ✐♥ ❡✐♥❡r ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣ ❛✉s❜r❡✐t❡♥✳
❉❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦rs b ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❇❡tr❛❣✱ ✉♠ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤
❞✐❡ ●❧❡✐t❡❜❡♥❡♥ ❣❡❣❡♥❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❜❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣
st❡❤t ❞❡r ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r s❡♥❦r❡❝❤t ❛✉❢ ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❧✐♥✐❡✳ ❊✐♥❡ ❙t✉❢❡♥✲
✈❡rs❡t③✉♥❣ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s✐❝❤ ❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ s♦ ✈♦rst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❛✉s ❡✐♥❡♠
♣❡r❢❡❦t❡♥ ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞ ❆t♦♠❡ r❛✉s ❣❡s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✲



✺✻ ✹✳✸✳ ❱✐s❦♦✲P❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥

1

2

3

4

Abbildung 4.6.: ◆✉❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ♥❛❝❤ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪

✈❡r❤❛❧t ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ r♦t❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞❡♥ ❇✉r❣❡rs✉♠❧❛✉❢ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ♣❡r❢❡❦t❡♥ ●✐t✲
t❡r✈❡r❜✉♥❞ ✉♥❞ ❛♥ ❡✐♥❡r ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ❯♠❧❛✉❢ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❞❡r ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r✱ ❞❡r ✐♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✉♠ ❊✐♥s❛t③ ❦♦♠♠t✳ ❙t❡❤t ❞❡r
❇✉❣❡rs✈❡❦t♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❧✐♥✐❡✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❙❝❤r❛✉✲
❜❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣✳

❆ ❜
❇ ❆✱❇

❆❂❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t

❇❂❊♥❞♣✉♥❦t ❞❡s

❜❂❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r
❯♠❧❛✉❢s

Abbildung 4.7.: ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡rs ❛♥ ❡✐♥❡r
❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r b ♥❛❝❤
❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪

❼ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r

❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r♥ ❜r❡✐t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ③✇❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ✐♥ ③✇❡✐ ❘❛✉♠r✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❛✉s✳ ❆❧s ③✇❡✐❞✐♠❡♥✲



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✺✼

s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ✇❡r❞❡♥ ❑♦r♥✲ ✱ ❩✇✐❧❧✐♥❣s✲ ✉♥❞ P❤❛s❡♥❣r❡♥③❡♥ s♦✇✐❡
❙t❛♣❡❧❢❡❤❧❡r ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❋ür ❞❛s ❈♦♠♣♦s✐t❡✲❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍❛♠✲
♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪ s✐♥❞ ❞✐❡ ❙✉❜❦♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❡✐♥
❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡s ❑r✐t❡r✐✉♠✳ ❱♦♥ ❙✉❜❦♦r♥❣r❡♥③❡♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ♥❛❝❤ ❊❧❧✐❣❡r
❬✷✵✵✺❪✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❣❡❦✐♣♣t❡♥ ●✐tt❡r❡❜❡♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s
15◦ ✐st✳

❼ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r

❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❡✐♥❡♥ rä✉♠✲
❧✐❝❤❡♥ ❉❡❢❡❦t ❞❡s ●✐tt❡r✈❡r❜✉♥❞❡s✳ P♦r❡♥ ✉♥❞ ▼✐❦r♦r✐ss❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛❧s ❞r❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ✉♥❞ ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✲
✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❞✉❦t✐❧❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ P♦❧②❦r✐st❛❧❧❡♥✳ ❉❛ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥
❡✐♥❡♥ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❤❛t✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❛✉s ❞❡r ▼❡t❛❧❧❦✉♥✲
❞❡ ❛✉❢ ❞❛s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡s❡s ③❡✐❣t❡ ③✳❇✳ ❋♦❦❦❡r ❬✶✾✾✽❪✳ ❉❡r
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t❡♥ ❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡ ✭s✐❡❤❡ ❋r❡♥❦❡❧
❬✶✾✷✻❪✮ ✉♥❞ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡✱ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❖r♦✇❛♥
❬✶✾✸✹❛✱❜✱❝❪ ✉♥❞ ❚❛②❧♦r ❬✶✾✸✹❪ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉✐❡ ♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ s♦❧❧ ❛♥❤❛♥❞
❡✐♥❡r ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣ ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣
♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ▲✐❡❣t ❞❡r ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡✱ ✈❡r❤ä❧t s✐❝❤ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ü❜❡r✇✐❡❣❡♥❞
❞✉❦t✐❧ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✇❛♥❞❡r♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r ✉♥❞ ❞❡❢♦r♠✐❡r❡♥
❞✐❡s❡♥ ❜✐s ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡ st♦ÿ❡♥ ♦❞❡r ❛✉❢❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡✲
s❡ ❍✐♥❞❡r♥✐ss❡ ✇❡r❞❡♥ ❛❧s ❱❡rs❡t③✉♥❣s❤✐♥❞❡r♥✐ss❡ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤
❢♦❧❣❡♥❞❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇❡r❞❡♥✿ ❍✐♥❞❡r♥✐s✈❡rs❡t③✉♥❣✱ ❑♦r♥✲ ✉♥❞ ❩✇✐❧✲
❧✐♥❣s❣r❡♥③❡♥✱ ❣❡❧öst❡ ❋r❡♠❞❛t♦♠❡ ✐♠ ●✐tt❡r ✉♥❞ ❛✉s❣❡s❝❤✐❡❞❡♥❡ ❋r❡♠❞❛t♦♠❡
❛❧s ❚❡✐❧❝❤❡♥✱ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❚❤❡♠❛t✐❦
✒❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❛❧s ❚rä❣❡r ❞❡r ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣✏✱ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥
✈♦♥ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ❊❧❧✐❣❡r ❬✷✵✵✺❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

τF τF τF τF

Abbildung 4.8.: ❱❡rs❡t③✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪



✺✽ ✹✳✸✳ ❱✐s❦♦✲P❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥

4.3.2. Verfestigung durch Verformung

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✮ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✐st ❡rs✐❝❤t✲
❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s ❞✐❡ Prü❢s♣❛♥♥✉♥❣ ✇❡✐t❡r
❛♥st❡✐❣t ❜✐s ❞✐❡ ❙♣✐t③❡♥❢❡st✐❣❦❡✐ts σeff

max ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❇❡✐ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ✇✐r❞
❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❞❛❞✉r❝❤ s✐❝❤t❜❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤ ❛❜✲
♥✐♠♠t ❜✐s s✐❡ ❦♦♥st❛♥t ✇✐r❞ ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸✳✹✮✳
❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ✈❡r✉rs❛❝❤t✱ ❞❛ss ♥❡✉❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❡r❤ö❤t ✇✐r❞✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s✈❡r♠✐♥❞❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡
❇❡✇❡❣✉♥❣s❜❧♦❝❦✐❡r✉♥❣ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t✳ ❉✐❡s❡s ❜❡✇✐r❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ Prü❢s♣❛♥♥✉♥❣
✐♠ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❛♥st❡✐❣t✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r ❞✐❡s❡r ❚❤❡♠❛t✐❦
✇✐r❞ ❛✉❢ ❘ös❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✱ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ●♦ttst❡✐♥ ❬✷✵✵✼❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

4.3.3. Verfestigung durch Korngrenzen

❉✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❛♥ ❡✐♥❡r ❑♦r♥❣r❡♥③❡
❞✐❡ ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❞❡s ❑♦r♥s ❡♥❞❡t✱ s♦❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❤✐❡r ❛✉❢ ❡✐♥ ♥✐❝❤t
③✉ ü❜❡r✇✐♥❞❡♥❞❡s ❍✐♥❞❡r♥✐s tr❡✛❡♥✳ ❙♦♠✐t st❡❧❧❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ♣♦❧②❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥
❲❡r❦st♦✛ ❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❡✐♥ ③✉sät③❧✐❝❤❡s ❡✛❡❦t✐✈❡s ❱❡rs❡t③✉♥❣s❤✐♥❞❡r♥✐ss ❞❛r✱
❞❛❞✉r❝❤ ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❢❡✐♥❦ör♥✐❣❡r ❲❡r❦st♦✛ s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡
❋❡st✐❣❦❡✐t ❛✉s✇✐r❦t ✭s✐❡❤❡ ❘ös❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✱ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ●♦ttst❡✐♥
❬✷✵✵✼❪✮✳

4.3.4. Verfestigung durch Mischkristallbildung

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❜❡st❡❤t ❞✐❡ ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r
♥✐❝❤t ♥✉r ❛✉s ◆❛❈❧✱ s♦♥❞❡r♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❧❛❣❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋r❡♠❞❛t♦✲
♠❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ✐♥❞✐r❡❦t❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡r❢❡s✲
t✐❣✉♥❣s♣r♦③❡ss✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❜❡✇❡❣✉♥❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞❡r♥✳ ❩✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❋r❡♠❞❛t♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡st❡❤❡♥ ❛♥③✐❡❤❡♥❞ ❜③✇✳ ❛❜st♦ÿ❡♥❞ ✇✐r✲
❦❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪✮✳ ❙♦♠✐t ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❑r❛❢t ❢ür
❞✐❡ ❆✉❢r❡❝❤t❡r❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ❱❡rs❡t③✉♥❣s❣❧❡✐t❡♥s ❜❡♥öt✐❣t✳
❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t❡s ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❢❡st✐✲
❣✉♥❣ ❢ür ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ●②✉❧❛✐ ❬✶✾✻✸❪ ❍❡❡♠❛♥♥ ❬✶✾✽✾❪
✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

4.3.5. Versetzungserholung

❉✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❡✐♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❜❡✐ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ❜❡❣r❡♥③t✳ ❉✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣sr❡❛❦t✐♦♥❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♠ ❱❡r❢❡st✐✲
❣✉♥s♣r♦③❡ss ❡♥t❣❡❣❡♥✇✐r❦❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ♥❛❝❤ ❇❧✉♠ ❬✶✾✼✽❪ ❛❧s ❊r❤♦❧✉♥❣ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
❢♦r♠✉♥❣ ❡♥tst❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ✇❛s ❡✐♥❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉r ❋♦❧❣❡ ❤❛t✱



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✺✾

❛❜❣❡❜❛✉t ♦❞❡r ❡♥❡r❣❡t✐s❝❤ ❣ü♥st✐❣❡r ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❍❛❤♥ ❬✷✵✵✸❪✮✳
◆❛❝❤ ❇❧✉♠ ❬✶✾✼✽❪ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❯♠str✉❦t✉r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥
♥❡t③✇❡r❦❛rt✐❣❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❛✉s✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❙✉❜❦ör♥❡r ❡r❣❡❜❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s
●❧❡✐t❡♥ ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✐♠ ❙✉❜❦♦r♥✐♥♥❡r❡♥ ♥✐♠♠t ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐♥
❙✉❜❦♦r♥✐♥♥❡r❡♥ ❛❜✳ ❉❛ ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❙✉❜❦♦r♥❣r❡♥③❡♥ ♥✐❝❤t ü❜❡r✇✐♥❞❡♥
❦ö♥♥❡♥✱ st❡✐❣t ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❛♥ ❞❡♥ ❙✉❜❦♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❛♥✳ ❉✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣
❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❜❡✇✐r❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ③✉♥✐♠♠t✱ ❞❛ss ❞✐❡
❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✈❡r♥✐❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❋♦❦❦❡r ❬✶✾✾✽❪✮✳ ❉✐❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✾ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ♦r✐❡♥t✐❡rt❡♥ ❱❡rs❡t✲
③✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❜❡✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡✇❡❣❡♥ s✐❝❤
❞✉r❝❤ ❞❛s ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r✱ tr❡✛❡♥ ❞✐❡s❡ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✈❡r❡✐✲
♥✐❣❡♥ s✐❡ s✐❝❤ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✈❡r♥✐❝❤t❡t✳

Abbildung 4.9.: ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❞✉r❝❤ ❆♥♥✐✲
❤✐❧❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❋♦❦❦❡r ❬✶✾✾✽❪

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵ ✐st ❡✐♥ ❊r❤♦❧✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❡r ❛✉❢ ❱❡r✲
s❡t③✉♥❣s❦❧❡tt❡r♥ ✉♥❞ ◗✉❡r❣❧❡✐t❡♥ ❜❡r✉❤t✳ ❉✐❡ ●❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t
✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ✐♥ ❞❡r ✐❤r ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r b ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✮ ❧✐❡❣t✳ ❙♦♠✐t ✐st
❢ür ❡✐♥❡ ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣✱ ❞❡r❡♥ ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❧✐♥✐❡
❧✐❡❣t✱ ❞✐❡ ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵❛ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❧✐❡❣t✳ ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥
❞❡r ▲❛❣❡ ✐❤r❡ ✉rs♣rü♥❣❧✐❝❤❡ ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❑❧❡tt❡r♥ ✐♥ ❡✐♥❡r
♣❛r❛❧❧❡❧❡♥ ❣❡❧❡❣❡♥❡♥ ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❢♦rt③✉s❡t③❡♥✳ ❉✐❡s❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❜❡r✉❤t ❛✉❢
❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ▲❡❡rst❡❧❧❡♥❞✐✛✉s✐♦♥✱ ✇❛s ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵❜ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✱
s✐❡❤❡ ❛✉❝❤ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪✳ ❉❡r Pr♦③❡ss ❞❡s ❱❡rs❡t③✉♥❣s❦❧❡tt❡r♥s ✐st ❡✐♥ t❤❡r✲
♠✐s❝❤ ❛❦t✐✈✐❡rt❡r Pr♦③❡ss ✉♥❞ tr✐tt ❞❛❤❡r ❡rst ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✐♥
❞❡♥ ❱♦r❞❡r❣r✉♥❞✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙t✉❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣✱ ❧✐❡❣t ❞❡r ❇✉r❣❡rs✈❡❦✲
t♦r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙❝❤r❛✉❜❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣ ♣❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ❱❡rs❡t③✉♥❣✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❞❡r ●r✉♥❞
❞❛❢ür✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙❝❤r❛✉❜❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣ ❛✉❢ ❥❡❞❡r ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❜❡✇❡❣❡♥ ❦❛♥♥✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❧✐♥✐❡ ❣❡❤t✳ ❉✐❡s ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❡✐♥❡r ❙❝❤r❛✉❜❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣
●❧❡✐t❤✐♥❞❡r♥✐ss❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ◗✉❡r❣❧❡✐t❡♥ ③✉ ü❜❡r✇✐♥❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡✲
s❡ ❜❡✐❞❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✈❡r❡✐♥✐❣❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤
❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❛✉s❧ös❝❤❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✵❝ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✳



✻✵ ✹✳✸✳ ❱✐s❦♦✲P❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥

Abbildung 4.10.: ❱❡rs❡t③✉♥❣s❦❧❡tt❡r♥ ✉♥❞ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪

❆✉s ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✹✳✸✳✹ ✉♥❞ ✹✳✸✳✺ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡
●❡s❛♠t✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉s ❛❧❧❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣sr❡❛❦t✐♦♥❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❲❛s ❞❛s
❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ✇✉r❞❡
✐♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❇❧✉♠ ❬✶✾✼✽❪✱ ❙❛❧③❡r ❬✶✾✾✸❪ ✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ❡r❧ä✉t❡rt✳

4.3.6. Schädigung und Dilatanz

❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧s❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❜❡r❡✐ts ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❊♥tst❡❤✉♥❣s♣r♦③❡ss ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡ ▼✐❦r♦r✐ss❡ s✐❝❤ ✇❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ♦❞❡r s✐❝❤
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥✱ ❞❛ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥
❞❡s ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡rs ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣❡st❛✉t ✇❡r❞❡♥✱
s✐❝❤ ▼✐❦r♦r✐ss❡ ❜✐❧❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❧❡❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❉✐❡s❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥
❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ▼❡t❛❧❧❦✉♥❞❡ ❛✉❢ ❞❛s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❉✐❡s❡r Pr♦③❡ss
❞❡r ▼✐❦r♦r✐ss❡♥tst❡❤✉♥❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❛✉❢❣❡st❛✉t❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✐st ✐♥ ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✲
✇✐❝❦❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❱♦r❣❛♥❣ ❞❡r ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ✐st✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❇r✉❝❤✲
t❤❡♦r✐❡♥ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rs❛❣❡♥ ❛✉❢
❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ❡r❣✐❜t✱ ❞❛ ❞✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❡ ✇❡✐t❡r❧❛✉❢❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ③✉
❇r✉❝❤✢ä❝❤❡♥ ✈❡r❜✐♥❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❱♦r❣❛♥❣❡s ❦❛♥♥
③✳❇ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪✱ ●r♦ss ✉♥❞ ❙❡❡❧✐❣ ❬✷✵✶✻❪ ✉♥❞ ❘♦ss♠❛♥✐t❤ ❬✷✵✶✸❪ ❡♥t♥♦♠✲
♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ❦❛♥♥ ❣❡s❛❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡✇❡❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r
❱❡rs❡t③✉♥❣ ❡✐♥❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡ ❜❡✐ ❞❡r ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ s♣✐❡❧t✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
s♣✐t③❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❘✐sss♣✐t③❡♥ ❜❡✐ ❜❡✇❡❣❧✐❝❤❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ❧❡✐❝❤t❡r
❞✉r❝❤ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛❜❜❛✉❡♥✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❱❡r❤✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❘✐ss❛✉s❜r❡✐t✉♥❣ ③✉r
❋♦❧❣❡ ❤❛t✳ ❲✐r❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st❡✐❣❡♥❞❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡✱ ✇❛s ❛✉❢ ❞✐❡
✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ❇❡✇❡❣❧✐❝❤❦❡✐t ❞❡r ❱❡rs❡t✲
③✉♥❣ ❡✐♥❣❡s❝❤rä♥❦t✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s♣✐t③❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ❘✐sss♣✐t③❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✻✶

❞✉r❝❤ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♠❣❡❧❛❣❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐♠ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❡✐♥❡s ❦r✐t✐s❝❤❡♥
❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s ❛♥ ❞❡r ❘✐sss♣✐t③❡ ❜❡❣✐♥♥t ❞❡r ❘✐ss s✐❝❤ ❛✉s③✉❜r❡✐t❡♥✳

Abbildung 4.11.: ▼✐❦r♦r✐ss❡♥tst❡❤♥✉♥❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❛✉❢❣❡st❛✉t❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥
♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪

❉✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t ❜❡✐ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥③✉♥❛❤♠❡✳ ❉✐❡s❡r ❊❢✲
❢❡❦t ❜❡♥öt✐❣t s♣❡③✐❡❧❧❡ ❆♥sät③❡ ❢ür ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❙❛❧③❣❡st❡✐♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥③✉♥❛❤♠❡ ❜❡✐ ❞❡r
❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ♠✐t ❉✐❧❛t❛♥③ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ♠✐t ❱♦❧✉♠❡♥❞✐❧❛t❛♥③
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳
❉✐❡ ❉✐❧❛t❛♥③ ❡✐♥❡s ❞✉❦t✐❧❡♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥s ✐st ❛♥ ❞✐❡ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢❡st✐✲
❣✉♥❣ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✳ ▲✐❡❣t ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞
✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡ ✭s✐❡❤❡ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✮ ❧ä✉❢t ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦✲
❧✉♠❡♥tr❡✉ ❛❜✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲
✈❡rs✉❝❤❡✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ❚= 30◦❈ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❙t❛✉❝❤✉♥❣sr❛t❡ ✈♦♥
∆ε
∆t

= 1.0❊✲05 1
s
✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐❧❛t❛♥③

✉♥❞ ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t s✐❝❤ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ♠✐t ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥✲❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss
❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❛❜✲
♥✐♠♠t✱ ✇❛s ❛✉❢ ❞✐❡ st❡✐❣❡♥❞❡ ❱❡r❢♦r♠❜❛r❦❡✐t ❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡s ③✉rü❝❦③✉❢ü❤✲
r❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ✢❛❝❤t ✐♠♠❡r ♠❡❤r
❛❜✱ ❞❛ ❜❡✐ ✇❛❝❤s❡♥❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞✐❡ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣ ✐♠♠❡r ♠❡❤r ③✉♥✐♠♠t
✉♥❞ ❞❡r ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❡♥t❣❡❣❡♥✇✐r❦t✳ ❉✐❡ P✉♥❦t❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✷ ❣❡✲
❜❡♥ ❞✐❡ ❙♣✐t③❡♥❢❡st✐❣❦❡✐t σeff

max ❜❡✐ ❞❡♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ❛♥ ✉♥❞ ♠❛r❦✐❡r❡♥
❞❡♥ P✉♥❦t ❛♥ ❞❡♠ ❞✐❡ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✐st ✉♥❞ ❞❡r ❆♥st✐❡❣
❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ❣❧❡✐❝❤ ◆✉❧❧ ✐st✱ ✇❛s ❞❡r ✐❞❡❛❧❡♥ P❧❛st✐③✐tät
❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ◆❛❝❤ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡s❡s P✉♥❦t❡s ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❑✉r✈❡ ♥❡❣❛t✐✈ ✉♥❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡❣✐♥♥t s✐❝❤ ③✉ ❡♥t❢❡st✐❣❡♥✱ ✇❛s
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❱♦❧✉♠❡♥③✉♥❛❤♠❡ ③✉ ❡r❦❧är❡♥ ✐st✳



✻✷ ✹✳✸✳ ❱✐s❦♦✲P❧❛st✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥
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Abbildung 4.12.: ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❉✐✲
❧❛t❛♥③❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛♥ ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥t❡r✲
s❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r ▼❛♥t❡❧❞rü❝❦❡ ♥❛❝❤ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪

❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❉✐❧❛t❛♥③③✉♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ♠✐t ❞❡r ✈♦♥ ▼❡t❛❧❧❡♥ ✇✐r❞
❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❙t❡✐♥s❛❧③ ❡✐♥ ❛✉s❣❡♣rä❣t❡r❡s ❉✐❧❛t❛♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❤❛t ❛❧s ▼❡t❛❧❧❡✳
■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✇✐r❞ ❞✐❡s❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧ärt✱ ❞❛ss ❙t❡✐♥s❛❧③ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❩✉❣✲
❢❡st✐❣❦❡✐t ❛❧s ▼❡t❛❧❧ ❛✉❢✇❡✐st✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ❜❡❣ü♥st✐❣t ✇✐r❞ ✭s✐❡❤❡
❲❡✐❞✐♥❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✮✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ♠❛ÿ❣❡❜❧✐❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ❢ür ❞✐❡
❱♦❧✉♠❡♥❞✐❧❛t❛♥③ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡r❡♥✳ ❉❡r ❡rst❡ ✐st ❞✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡r❡✐✲
❝❤❡♥ ♠✐t ❱❡rs❡t③✉♥❣s❛♥st❛✉✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ③✇❡✐t❡ ✐st ❞❛s ❧♦❦❛❧❡ ❩✉❣✈❡rs❛❣❡♥
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳
❆♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❛♠ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❣❡✲
❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥ s✐♥❞✱ ❦♦♥♥t❡ ♠❛♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
❙❛❧③❣❡st❡✐♥ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✹✳✶✸ ③❡✐❣t ❡✐♥❡ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ss❡r✐❡ ♠✐t ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ✭③✷❙P✮ ✈♦♥ ❞❡r 800♠
❙♦❤❧❡ ❞❡r ❙❝❤❛❝❤t❛♥❧❛❣❡ ❆ss❡ ■■ ✉♥❞ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r
❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✳ ❊s ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡✲
s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ❛♥st❡✐❣t✱ s♦♠✐t ♠✉ss ❜❡✐ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡r ❑✉r③③❡✐t❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❢❡st✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❇❡✐ ❣r♦ÿ❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❑✉r③③❡✐t❢❡st✐❣❦❡✐t✱
❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣r♦ÿ❡ ❙♣✐t③❡♥❢❡st✐❣❦❡✐t σeff

max ✉♥❞ ❣❡r✐♥❣❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♥ ❱♦r✲
❜r✉❝❤❜❡r❡✐❝❤ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✐st✳ ❲♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ♠❛♥ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❇❡❧❛st✉♥❣s✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❢❡st✐❣❦❡✐t s♣r✐❝❤t✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✻✸

❙♣✐t③❡♥❢❡st✐❣❦❡✐t σeff
max ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❣röÿ❡r❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♠ ❱♦r❜r✉❝❤❜❡r❡✐❝❤ ❝❤❛✲

r❛❦t❡r✐s✐❡rt ✐st✳

0.2

▲♦❣❛r✐t❤♠✉s ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❬▼P❛❪

1.❊✲✵✼
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❪

❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❬▼P❛❪
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100◦❈
80◦❈
50◦❈
30◦❈
22◦❈
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Abbildung 4.13.: ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s❡r✐❡ ♠✐t ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ✭③✷❙P✮ ✈♦♥ ❞❡r 800♠
❙♦❤❧❡ ❞❡r ❙❝❤❛❝❤t❛♥❧❛❣❡ ❆ss❡ ■■✳ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥
❑r✐❡❝❤r❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ✉♥❞ ✇✉r✲
❞❡♥ ❞♦♣♣❡❧t✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤ ü❜❡r ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢✲
❣❡tr❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ▲✐♥✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥
♥❛❝❤ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✳

◆❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞
❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲
♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❛✉❢ ♠✐❦r♦str✉❦t✉❡❧❧❡r ❊❜❡♥❡ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ❛♥ ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✶ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✉r❞❡✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss♣✐t③❡♥
❛♥ ❞❡♥ ❛♥❣❡st❛✉t❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡s✲
t✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐tt❡❧s ❤♦❤❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇✉r❞❡♥✱
❦♦♥♥t❡ ❡r♠✐tt❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ❞✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ❡✐♥❡ ✉♥t❡r❣❡✲
♦r❞♥❡t❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t ✉♥❞ ❞❛s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲❱❡r❤❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ♥❛❤❡③✉
✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❜✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✸✳✺ ❡r✇ä❤♥t✱ ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ s✐❝❤ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐✲
s❝❤❡ ❇rü❝❤❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❡✱ ❞✐❡ ♠✐t ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❱♦r✈❡r❢♦r♠✉♥❣
✇❡✐t❡r ❛♥✇❛❝❤s❡♥ ✉♥❞ s✐❝❤ ✈❡r❜✐♥❞❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❱❡rs✉❝❤❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❜❡t❡✐✲
❧✐❣t❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❑✉r③③❡✐t❢❡st✐❣❦❡✐t



✻✹ ✹✳✹✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣

❜❡stät✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ ▲❛♥❣③❡✐t❢❡st✐❣❦❡✐t ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉s✲
✇❡rt✉♥❣ ✈♦♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❜❡stät✐❣t ✇❡r✲
❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s③❡✐t ✐♠♠❡r ♠❡❤r ❛♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣
❣❡✇✐♥♥t✳ ❉✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❜❧♦❝❦✐❡rt❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❜❡❤✐♥❞❡rt✱
❞❛ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❱❡rs❡t③✉♥❣s❦❧❡tt❡r♥ ✉♥❞ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ❛❜❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤
❞✐❡ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ss♣✐t③❡♥ ❛❜❣❡❜❛✉t ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣
✈♦♥ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥ ✇✐r❞ ✈❡r♠✐♥❞❡rt✱ ✇❛s ❞❡♠ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❇r✉❝❤ ❡♥t❣❡❣❡♥✲
✇✐r❦t✳
❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ s❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❡st✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✈♦♠ ✇✐r❦❡♥✲
❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞✱ s♦✇✐❡ ✈♦♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥③✉st❛♥❞ ✉♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ❛❜❤ä♥❣t✳ ●❡♦r❣✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✼✺❪ ✉♥❞ ▼❡♥③❡❧ ✉♥❞ ❙❝❤r❡✐♥❡r
❬✶✾✼✼❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✐♥ ✐❤r❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✉♥❞ ❞❡♥ ❉❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥③✉st❛♥❞ ❡✐♥ ❑♦♥③❡♣t ❞❡r s♣❡③✐✜s❝❤❡♥ ❋♦r♠ä♥❞❡r✉♥❣s❛r❜❡✐t✳

4.4. Temperaturabhängigkeit der Verformung

❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡r✇ä❤♥t✱ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥ ❛♥ ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✹✳✶✸ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r
❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡✳
❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r P♦✲
t❡♥③✐❛❧❦✉r✈❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✹✮ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡
❞❡r ❆t♦♠❡ ❜❡✐♠ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ◆✉❧❧♣✉♥❦t 0K ❛✉s ✉♥❞ ❜❡tr❛❝❤t❡t ❞✐❡s❡ ❛♥s❝❤❧✐❡✲
ÿ❡♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ st❡❧❧t ♠❛♥ ❢❡st✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡
✉♠ ❞❡♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❇❡tr❛❣ ∆Epot ❡r❤ö❤t ❤❛t✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉♥❛❤♠❡
❜❡✇✐r❦t ❡✐♥❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t❡s ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❣röÿ❡✲
r❡♥ ❆t♦♠❛❜st❛♥❞❡s ❤✐♥✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✸ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
P✉♥❦t❡ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳ ❆✉❢ ❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ✇✐r❞ ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ s✐❝❤t❜❛r✱ ❞❛ s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊❜❡♥❡ ❞✐❡
❆t♦♠❛❜stä♥❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆t♦♠❡♥ ✈❡r❣röÿ❡r♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡r
❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s❦r❛❢t❦✉r✈❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❲✐❡s❡ ❬✷✵✶✵❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱
❞❛ss ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ❡✐♥❡ ❱❡r♠✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ③✉r
❋♦❧❣❡ ❤❛t✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts✲
♠♦❞✉❧s ❢ür ▼❡t❛❧❧❡ ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ T < 0.5 · Ts s❝❤❧ä❣t ❲✐❡s❡
❬✷✵✶✵❪ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆♥s❛t③ ✈♦r

E(T ) = E(0K) ·
(

1− 0.5 · T
Ts

)

, ✭✹✳✺✮

✇♦❜❡✐ E(0K) ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❜❡✐ 0K ✐st ✉♥❞ Ts ❞✐❡ ❙❝❤♠❡❧③t❡♠♣❡r❛t✉r
❛♥❣✐❜t✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✹ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ♥✉r ❢ür ❣❡✲
r✐♥❣❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❛♥✇❡♥❞❜❛r ✐st✳ ❇❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ st❡✐❣t ❞❡r ●r❛❞
❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛♥✳
❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❆♥sät③❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❦❡✐t ❜❡♥öt✐❣t✱ ❲✐❡s❡ ❬✷✵✶✵❪ ❣✐❜t ❛♥✱ ❞❛ss ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡r



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✻✺

❆♥s❛t③ T < 0.8 ·Ts ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ✐st✳ ❋ür ❙t❡✐♥✲
s❛❧③ ❣❡❜❡♥ ❆s❤❜② ✉♥❞ ❋r♦st ❬✶✾✽✷❪ ❢ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❆✉s❞r✉❝❦ ❛♥

G(T ) = 15000▼P❛ ·
(

1− 0.73 · T [K]− 300K

1070K

)

. ✭✹✳✻✮

rNa−Cl

Epot

0
r0Na−Cl(0K)

r0Na−Cl(T )

T > 0K

∆Epot

Abbildung 4.14.: ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
❛♥❤❛♥❞ ❞❡r P♦t❡♥③✐❛❧❦✉r✈❡ ❢ür ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❡♥ ♥❛❝❤ ❲✐❡s❡ ❬✷✵✶✵❪✳

❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❦✐♥❡t✐s❝❤❡
❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛♥st❡✐❣t✱ ❞✐❡s❡s ❱❡r✲
❤❛❧t❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❇♦❧t③♠❛♥♥✲❑✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✺ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡✱ ✇✐r❞ ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ✈♦♥ ▼♦❧❡❦ü❧❡♥
❣röÿ❡r✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡❜❛rr✐❡r❡ ü❜❡r✇✐♥❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ✇✐r❞
❞✐❡ ❇❡✇❡❣✉♥❣s❢ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡s ❙t♦✛❡s ❡r❤ö❤t✳ ❉✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡r
❈❤❡♠✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❡r ●r✉♥❞✲
❧❛❣❡♥❧✐t❡r❛t✉r ❱♦❧❧❤❛r❞t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❈③❡s❧✐❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❑✉r③✇❡✐❧ ✉♥❞
❙❝❤❡✐♣❡rs ❬✷✵✵✺❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥❡ ❋❛✉st❢♦r♠❡❧ ❛❜❣❡❧❡✐✲
t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ 10◦❈ ❞✐❡ ❘❡❛❦t✐♦♥s✲
❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t s✐❝❤ ✈❡r❞♦♣♣❡❧t ♦❞❡r s♦❣❛r ✈❡r❞r❡✐❢❛❝❤t✳ ❉❡r s❝❤✇❡❞✐s❝❤❡ P❤②✲
s✐❦❡r✱ ❈❤❡♠✐❦❡r ✉♥❞ ◆♦❜❡❧♣r❡✐strä❣❡r ❙✈❛♥t❡ ❆✉❣✉st ❆rr❤❡♥✐✉s ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥❡
●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✳ ❉✐❡ ❆rr❤❡♥✐✉s✲



✻✻ ✹✳✺✳ ❋❡✉❝❤t❡❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✽✮ ❣✐❜t ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❘❡✲
❛❦t✐♦♥s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛♥✳
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Abbildung 4.15.: ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡
❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r t✐❡❢❡♥
✭❇❧❛✉✮ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✭❘♦t✮ ♥❛❝❤ ❱♦❧❧❤❛r❞t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳

4.5. Feuchteabhängigkeit der Verformung

❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✇✉r❞❡ ✐♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ▲❛✲
❜♦r✈❡rs✉❝❤❡♥ ✉♥t❡r ❦♦♥tr♦❧❧✐❡rt❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ❞✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❞❡♥
❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✶✾✾✻❪ ✉♥❞ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✷❪
❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦♥ ❞✐❧❛t❛♥t❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞✐❡ ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ✐♥ ❞❡♥ P♦r❡♥✱ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥ ✉♥❞
❑♦r♥❣r❡♥③❡♥ ❛✉s❜r❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❛❜♦r✈❡rs✉❝❤❡ ✐st ❜❡❦❛♥♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡✲
s❡r ❊✛❡❦t ❡✐♥❡♥ ❡♥♦r♠❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❤❛❜❡♥ ❦❛♥♥✳
❉❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ❤ä♥❣t st❛r❦ ✈♦♠ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❛❜✱ ✇❛s ❞❛✲
③✉❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳
❇❡✐ ❞❡♥ ▲❛❜♦r✈❡rs✉❝❤❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ✉♥✐❛①✐❛❧❡♥ ❱❡rs✉✲
❝❤❡♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ❛♠ ❣röÿt❡♥ ✐st✳ ❉✐❡s❡ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss
❜❡✐ tr✐❛①✐❛❧❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ❞❡r ▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦✱ ♦❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❣❡s♣r♦❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐♥✐✲
♠❛❧❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ❞✐❡ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ✈❡r❤✐♥❞❡rt
✉♥❞ s♦♠✐t ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ ▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t❡ ❛❜♥✐♠♠t✳ ■♥
❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ❜❡rü❝❦✲
s✐❝❤t✐❣t ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✮✳



✹✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✻✼

4.6. Zusammenfassung des mechanischen Verhaltens von
Steinsalz

❲✐❡ ❞✐❡ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❣❡③❡✐❣t ❤❛❜❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
❙t❡✐♥s❛❧③ ❞✉r❝❤ ✈✐❡❧❡ ❋❛❦t♦r❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉sst✱ ✇❛s s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ s♦✇✐❡ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢
❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❛✉s✇✐r❦❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡✲
st❡✐♥ ❧ässt s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣s✲▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥
✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✶✻ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇●❘ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥✳
❉✐❡ r♦t❡ ▲✐♥✐❡ ✐♠ ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣s✲▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦✲❉✐❛❣r❛♠♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡
❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●röÿ❡ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❞❛ ❛❜ ❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t ❡✐♥❡
❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❆✉✢♦❝❦❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s st❛tt✜♥❞❡t✳ ❉✐❡
❆✉✢♦❝❦❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥
♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆♥sät③❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ■❞❡♥t✐✜③✐❡r✉♥❣ ❞✐❡s❡r ●r❡♥③❡ ✐st
❡✐♥ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡r ❇❡st❛♥❞t❡✐❧ ❜❡✐ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ✉♥❞
✇✉r❞❡ ✐♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✶✾✾✾❪✱
❍❛✉❝❦ ❬✷✵✵✶❪ ✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱ ❊❜❡rt❤ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞
●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪✱ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳
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Abbildung 4.16.: ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❙t❡✐♥s❛❧③ ♥❛❝❤ ❇●❘



✻✽ ✹✳✻✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③

❯♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡✱ ✐♠ ❣r❛✉ ✉♥t❡r❧❡❣t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❙❛❧③❣❡✲
st❡✐♥ ✈❡r❞✐❝❤t❡t ✉♥❞ ❡s ❡r❢♦❧❣t ❡✐♥❡ ▼✐❦r♦r✐ss✈❡r❤❡✐❧✉♥❣✳ ■♠ tür❦✐s❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✱
✉♥t❡r❤❛❧❜ ✉♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡✱ ✜♥❞❡t ❦❛✉♠ ❡✐♥❡ ❱♦❧✉♠❡♥✈❡rä♥✲
❞❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s st❛tt✳ ❊✐♥❡ ❆✉✢♦❝❦❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s ❡r❢♦❧❣t ❜❡✐♠
Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡s tür❦✐s❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡s✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡s ❇❡r❡✐❝❤❡s ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱
❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡✐ ❤ö❤❡r❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲
③✉stä♥❞❡♥ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❜❧ä✉❢t✳ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡t ❞✐❡s❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❡✐♥❡
●r❡♥③❡✱ tr✐tt ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❙♣rö❞❜r✉❝❤ ❡✐♥✱ ✇❛s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ✇❡✐ÿ❡♥ ❇❡r❡✐❝❤
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t ✐st✳

❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥st❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❡r♥❡✉t ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ st♦❝❤❛s✲
t✐s❝❤❡ ❍❡r❛♥❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✈♦♥ ❱♦rt❡✐❧ ✐st✳ ❉❛s ❉✐❛❣r❛♠♠ ✇✉r❞❡ ❛♥❤❛♥❞ ✈♦♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧✈❡rs✉❝❤❡♥ ❛♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡rst❡❧❧t✱ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❤ä❧t ❞✐❡s❡s ❉✐❛❣r❛♠♠
❡✐♥✐❣❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t s♦ ❡✐♥❢❛❝❤ ❜❡✉rt❡✐❧t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥
❡r✇ä❤♥t✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❤❡✉t✐❣❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐✲
❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ♠✐t ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❆♥sät③❡♥
❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ❞❡r ❙t❛♥❞s✐❝❤❡r❤❡✐t ❡✐♥❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥
❛✉s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ✉♠ ❡✐♥❡♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥s❛t③
③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ♥❡✉❡
▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡✉rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡rs❛❣❡♥s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❑♦♥✲
str✉❦t✐♦♥❡♥ ❛✉s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✳ ❉❛ ❡✐♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✐♥ ❞❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♥♦❝❤ r❡❧❛t✐✈ ♥❡✉ ✐st✱
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❢ür ❞❛s ●❡❜✐❡t ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦✳

❉✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥sät③❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r✲
❤❛❧t❡♥s ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✱ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐s❞❛rst❡❧❧✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾ ❣❡❣❡❜❡♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣✱ ♦❜ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥sät③❡ ❡✐♥❡ ③✉❧äss✐❣❡ ❊r✇❡✐✲
t❡r✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡❜✐❡t ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❦❛♥♥ ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧
✶✵ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
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5. Materialmodelle für Steinsalz

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❛✉s ❉❡✉ts❝❤❧❛♥❞
✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③
❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳

■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✶ ✇❡r❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧❛♥sät③❡ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ❛✉❢
❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ü❜❡rtr❛❣❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉❛s ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷ ❜❡s❝❤r❡✐❜t
❞❛s ❈♦♠♣♦s✐t❡✲❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧ ✭❈❉▼✮ ✈♦♥ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❞❡r ❇✉♥❞❡s✲
❛♥st❛❧t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❘♦❤st♦✛❡ ✭❇●❘✮✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡
❬✷✵✵✼❪✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✸
✇✐r❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ■♥st✐t✉t ❢ür ●❡❜✐r❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ●♠❜❍ ✭■❢●✮ ✈♦r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ❊✐♥❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❦❛♥♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
▲✐t❡r❛t✉r ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ▼✐♥❦❧❡② ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ●ü♥✲
t❤❡r ❬✷✵✵✾❪✳ ❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉ ✉♥❞ ▲✉① ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❛❞❞✐t✐✈❡♥
❙♣❧✐t ❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✉♥❞ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✹ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ■♥ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❬✶✾✾✽❪ ✉♥❞ ❍♦✉ ❬✷✵✵✷❪ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ü❜❡r
❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ▼✉❧t✐♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐✲
♦♥ ❈♦✉♣❧❡❞ ❋r❛❝t✉r❡ ✭▼❉❈❋✮ ✇✉r❞❡ s❡✐t ✶✾✾✷ ❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✲
❛r❜❡✐t❡♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❛♠ ■♥st✐t✉t ❢ür ❯♥t❡r✐r❞✐s❝❤❡s ❇❛✉❡♥ ✭■❯❇✮ ♠♦❞✐✜✲
③✐❡rt✳ ❊✐♥❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞❛s ■❯❇✲▼❉❈❋ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❣✐❜t ❞❛s ❑❛♣✐t❡❧
✺✳✺ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥
✈♦♥ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✷❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❜❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✺❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❛❪ ✉♥❞ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❑❛✲
♣✐t❡❧ ✺✳✻ st❡❧❧t ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧✱ ❞❛s ❛♠ ■♥st✐t✉t ❢ür ◆✉❦❧❡❛r❡ ❊♥ts♦r❣✉♥❣
❛♠ ❋♦rs❝❤✉♥❣s③❡♥tr✉♠ ❑❛r❧sr✉❤❡ ✭■◆❊✴❋❩❑✮ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇♦r❞❡♥ ✐st✱ ❞❛r ✉♥❞
❦❛♥♥ P✉❞❡✇✐❧❧s ✉♥❞ ❉r♦st❡ ❬✷✵✵✸❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✺❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ P✉❞❡✲
✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✼ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ✉♥❞ ❡✐♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❞❡r ❡✐❣❡♥❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉❛s ❞❛r❛✉s
r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽ ✈♦r❣❡st❡❧❧t
✉♥❞ ❡r❧ä✉t❡rt✳

5.1. Allgemein

❲✐❡ ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr ♠✐tt❡❧s
❡✐♥❡♠ ♣r✐♠är❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ s❡❦✉♥❞är❡♥ ❆♥t❡✐❧ (ε̇cr,p ε̇cr,s)✱ ❞✐❡ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❢r❡✐
s✐♥❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡♥ ❆♥t❡✐❧ ε̇cr,D✱ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t



✼✵ ✺✳✶✳ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

ε̇cr = f
(

ε̇cr,p, ε̇cr,s, ε̇cr,D
)

. ✭✺✳✶✮

❲✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr ❜❡✐ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥
③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ❣❡③❡✐❣t✳ ■♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥
❋❛❧❧ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❛❞❞✐t✐✈✳

❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥sät③❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✇❡✐t❡st❣❡❤❡♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❡✲
③❡✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❩✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❡❧❛st✐✲
s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✇✐r❞ ❞❛s ❍♦♦❦❡✬s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❛s ❡✐♥❡♥ ❧✐✲
♥❡❛r❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱

σ =
κ

3
tr
(

ε
el
)

1+ 2µ ε̃el. ✭✺✳✷✮

❋ür ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥✱ ✇✉r❞❡ ✐♥ ❞❡r Pr♦❥❡❦t❣r✉♣♣❡ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱
●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s
❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❢ür ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❞❡r ❲❡rt ν = 0.265
❢❡st❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ❞❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●❧❡✐t♠♦❞✉❧ µ = G(T ) ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

G(T ) = 15000▼P❛

(

1− 0.73
T [❑]− 300❑

1070❑

)

✭✺✳✸✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❢♦r♠✉❧✐❡rt
✭s✐❡❤❡ ③✳❇✳ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✾ ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✹✮✳ ❉✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r
❑r✐❡❝❤r❛t❡♥ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ◆✉t③✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✭❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱
❍❡❡♠❛♥♥ ❬✷✵✶✵❪✮

ε̇
cr = ε̇cr,vol

∂σvol

∂σ
+ ˙̃εcr

∂σvM

∂σ
, ✭✺✳✹✮

✇❛s ❞❡r ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ❋❧✐❡ÿt❤❡♦r✐❡ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s
❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❆✉❢ ❞✐❡s❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❛❧ ✷✳✸✳✹ ♥ä❤❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥✳
❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σvol ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✹ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸✵✮✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σvM ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r
❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s ✉♥❞ ✐st ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✜♥✐❡rt

σvM =

√

3

2
σ̃ · ·σ̃. ✭✺✳✺✮

❉✐❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s❞❡❤♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s ǫvM ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

ǫvM =

√

2

3
ǫ̃ · ·ǫ̃, ✭✺✳✻✮



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✼✶

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❇✐❧❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✹ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡✲
❦❛♥♥t❡♥ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ✭s✐❡❤❡
❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✸✳✹✮

ε̇
cr =

1

3
ε̇cr,vol 1+

3

2
˙̃εcr

σ̃

σvM
. ✭✺✳✼✮

❉❛ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❤ä♥❣t✱ ✇❛s ❜❡✲
r❡✐ts ✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❞✐s❦✉t✐❡rt ✇✉r❞❡✱ ✇✐r❞ ❤ä✉✜❣ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❞✐❡ ❆rr❤❡♥✐✉s✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✳ ❉✐❡s❡ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐✈ ♠✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ✈❡r❦♥ü♣❢t✱ ❈③❡s❧✐❦
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❑✉r③✇❡✐❧ ✉♥❞ ❙❝❤❡✐♣❡rs ❬✷✵✵✺❪✱

k = AArr exp

(

− Q

RT

)

. ✭✺✳✽✮

❉❡r ♣rä❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡ ❋❛❦t♦r AArr ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ Q s✐♥❞ s❡❧❜st
✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉❛ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❡✐♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡✲
r❡✐❝❤ ✈♦♥ 22◦C ❜✐s 200◦C ❢ür ❞✐❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥s
❛✉sr❡✐❝❤t✱ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ❣❡♠✐tt❡❧t❡r ❲❡rt ❢ür ❞❡♥ ♣rä❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❋❛❦t♦r AArr

✉♥❞ ❞❡r ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ ❛❧s ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❡r❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❤ö❤❡r❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♠üsst❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥❢❛❧❧s ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡ ❆rr❤❡♥✐✉s✲
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠♦❞✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❈③❡s❧✐❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❑✉r③✇❡✐❧ ✉♥❞
❙❝❤❡✐♣❡rs ❬✷✵✵✺❪✳

❇❡✐ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❣❡r❣✐❡ ♠✉ss ❞❛s ③✉❣r✉♥❞❡❣❡❧❡❣t❡ ▼❛t❡✲
r✐❛❧♠♦❞❡❧❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ✐♥♥❡r❦r✐st❛❧❧✐♥❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✱
❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞✲
❧✐❝❤❡ ❆♥❣❛❜❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❬✶✾✾✹❪✱ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞
❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✶✾✾✾❪✳

5.2. Composite-Dilatanz-Modell

❉❛s ❈♦♠♣♦s✐t❡✲❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧ ✭❈❉▼✮ ✐st ❡✐♥ ❱❡r❜✉♥❞♠♦❞❡❧❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ✈♦♥
✈✐❡❧❡♥ ❆✉t♦r❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❡✐♥❡r ❑♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ✇❡✐t❡r❡♥t✇✐❝❦❡❧t
✇✉r❞❡✳ P❛rt♥❡r ❞✐❡s❡r ❑♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐st ❞✐❡ ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥
✉♥❞ ❘♦❤st♦✛❡ ✭❇●❘✮ ✐♥ ❍❛♥♥♦✈❡r✱ ❉r✳ ❆♥❞r❡❛s ❍❛♠♣❡❧✱ s♦✇✐❡ ❞❛s ■♥st✐t✉t ❢ür
❲❡r❦st♦✛✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❊r❧❛♥❣❡♥✲◆ür♥❜❡r❣✳
❇❡✐ ❞❡♠ ❈❉▼ ❜✐❧❞❡♥ s❡❝❤s ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛s ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ■♥
❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✺✳✾✱ ✺✳✶✷✱ ✺✳✶✸✱ ✺✳✶✹✱ ✺✳✶✺ ✉♥❞ ✺✳✶✻ s✐♥❞ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱

dεcr

dt
=

b

M

1

r2
v0 exp

(

− Q

RT

)

sinh

(
b∆a σ∗

M kB T

)

, ✭✺✳✾✮



✼✷ ✺✳✷✳ ❈♦♠♣♦s✐t❡✲❉✐❧❛t❛♥③✲▼♦❞❡❧❧

♠✐t ❞❡r ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ●❛s❦♦♥st❛♥t❡ R✱ ❞❡r ❇♦❧t③♠❛♥♥✲❑♦♥st❛♥t❡ kB ✉♥❞ ❞❡♠
❚❛②❧♦r❢❛❦t♦r M ✳ ❉✐❡ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ εcr✱ ❞❡r ❩❡✐t t ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r T ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✳ ❉❡r
❊✐♥✢✉ss ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧ ❞❡s ♠✐tt❧❡r❡♥ ❉✉r❝❤✲
♠❡ss❡r❡s ❞❡r ❙✉❜❦ör♥❡r ❞❡r ❋r❛❦t✐♦♥ w1✱ w2 ✉♥❞ w3✱ ❞❡♠ ♠✐tt❧❡r❡♥ ❱❡rs❡t✲
③✉♥❣s❛❜st❛♥❞❡s r ✉♥❞ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ❇r❡✐t❡ ❞❡r s✉❜❦♦r♥✇❛♥❞♥❛❤❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡
❞❡r ♠✐t ❧♦❦❛❧ ü❜❡r❤ö❤t❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ a ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ▼✐❦r♦str✉❦t✉r❣rö✲
ÿ❡♥ w1✱ w2✱ w3 ✉♥❞ a ♠✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✾ ✈❡r❦♥ü♣❢t s✐♥❞ ❦❛♥♥ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞
❇●❘ ❬✶✾✾✻❪ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❜❡✇❡❣✉♥❣
✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡s ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦rs b✱ ❞❡r ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐ts❦♦♥st❛♥t❡ v0✱
❞❡r ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s❡♥❡r❣✐❡ Q✱ ❞❡r ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣s✢ä❝❤❡ ❞❡r ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣ ∆a✱ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ✐♥♥❡r❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σ∗ ✉♥❞ ❞❡r ❘❛t❡♥❦♦♥st❛♥t❡♥ kw,1✱
kw,2✱ kw,3✱ kr ✉♥❞ ka✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ✈❡r❢♦r♠✉♥❣s❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r
▼✐❦r♦str✉❦t✉r❣röÿ❡♥ w1✱ w2✱ w3✱ r ✉♥❞ a ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✳ ❲✐❡ ❞✐❡
●röÿ❡♥ ∆a ✉♥❞ σ∗ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ✐st ✐♥ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✺✳✾ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡r ❖r♦✇❛♥✲●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t
❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ✈♦♥ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣✱ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡r ❑r✐❡❝❤✲
✈❡r❢♦r♠✉♥❣✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ∆σ✱ ❞✐❡ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥
▼✐s❡s ❡♥ts♣r✐❝❤t ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺✮✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✾ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❡✛❡❦t✐✈❡ ✐♥♥❡r❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σ∗ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✳ ❉✐❡ ❖r♦✇❛♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✈❡r❦♥ü♣❢t
❞✐❡ ❙❝❤❡r✈❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ γ̇ ♠✐t ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t v ✉♥❞ ❞❡r ❱❡r✲
s❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ρ✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ●♦ttst❡✐♥
❬✷✵✶✸❪

γ̇ = b ρ v. ✭✺✳✶✵✮

❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❞r✉❝❦ ❛✉s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✾

ρ =
1

M

1

r2
exp

(

− Q

RT

)

sinh

(
b∆a σ∗

M kB T

)

, ✭✺✳✶✶✮

❛❧s ❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦✲
t✉r ❤ä♥❣t ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛❜✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

dw1

dt
=
wss − w1

kw,1

dεcr
dt

, ✭✺✳✶✷✮

dw2

dt
=
wss − w2

kw,2

dεcr
dt

, ✭✺✳✶✸✮

dw3

dt
=
wss − w3

kw,3

dεcr
dt

, ✭✺✳✶✹✮

dr

dt
=
rss − r

kr

dεcr
dt

, ✭✺✳✶✺✮



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✼✸

✉♥❞

da

dt
=
ass − a

ka

dεcr
dt

. ✭✺✳✶✻✮

✇✐❞❡r❣❡s♣✐❡❣❡❧t ✇✐r❞✳ ❉❡r ■♥❞❡① SS ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❲❡rt ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r❣rö✲
ÿ❡♥ w1✱ w2✱ w3✱ r ✉♥❞ a ♥❛❝❤ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥s✳ ❲✐❡ ❞✐❡
❙t❛rt✇❡rt❡ ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r❣röÿ❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦t✉r❣röÿ❡♥
❜❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡s st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✐st ✐♥ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞
❇●❘ ❬✶✾✾✻❪ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t✲
❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ P❤ä♥♦♠❡♥❡ s✐❝❤ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ✭❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✮✳
■♠ ❈❉▼ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ t♦t❛❧❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣r❛t❡ ε̇cr,ges ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ♠✉❧t✐✲
♣❧✐❦❛t✐✈❡ ❱❡r❦♥ü♣❢✉♥❣ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥✳ ❉✐❡ t♦t❛❧❡ ❑r✐❡❝❤✲
✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐st ✐♥ ❞❡r ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱

ε̇cr,ges = PF δ
dam Fh ε̇

cr. ✭✺✳✶✼✮

❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ Fh ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✶✼ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t
❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s ✉♥❞ s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ③✇❡✐ ❆♥t❡✐❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✳
❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ fΦ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡r r❡❧❛t✐✈❡r ❋❡✉❝❤t❡♥ Φ✱
❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ fc ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣
σ3 ✉♥❞ ❞❡r ❖❦t❛❡❞❡rs❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣ τokt✱ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱

fΦ = cΦ1 sinh (cΦ2 Φ)

fc =

[

1 +

(
σ3

σu

)cfc1 τokt
]−
(

cfc2

1+( τokt
σu

)

)

2

❢ür σ3 ≥ 0

fc = 1 s♦♥st,

✭✺✳✶✽✮

♠✐t ❞❡r ◆♦r♠✐❡r✉♥❣s❣röÿ❡ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ σu ✉♥❞ ❞❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ cΦ1✱ cΦ2✱
cfc1 ✉♥❞ cfc2 ✭s✐❡❤❡ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✷❪✮✳ ❉❛♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ Fh

❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱

Fh = 1 + fΦ fc. ✭✺✳✶✾✮

❉✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s ✇✐r❞ ✐♠ ❈❉▼ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ❋❛❦t♦rs δdam ✉♥❞
❞❡s ❋❛❦t♦rs PF ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ◆ä❤❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ③✉ ❞✐❡s❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❋❛❦t♦r❡♥
❦ö♥♥❡♥ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❆✉s ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❢ür ❆ss❡ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss
❢ür ❞✐❡ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞❡r st❛t✐♦♥är❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♦❜❡r❤❛❧❜
❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡✱ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr ✉♥❞ ❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr,vol

✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s rv ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❡❤❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐✲
t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆✉✢♦❝❦❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ♠✐t ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤♣r♦③❡ss ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤
❣❡❦♦♣♣❡❧t ✐st✳ ■♠ ❈❉▼ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr,vol ✐♥ ❆❜✲
❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr ❢♦r♠✉❧✐❡rt✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱

ε̇cr,vol =

√

3

2
rv Fh ε̇

cr. ✭✺✳✷✵✮



✼✹ ✺✳✸✳ ❙t♦❢❢♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ●ü♥t❤❡r✴▼✐♥❦❧❡②

❉❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s ❞❡r ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ③✉r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ✐st ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❞❡✲
✜♥✐❡rt ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪

rv = 3

[
τokt − τD
σokt

]2

❢ür τokt > τD

rv = 0 s♦♥st,

✭✺✳✷✶✮

♠✐t ❞❡r ❖❦t❛❡❞❡r♥♦r♠❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ σokt ✉♥❞ ❞❡r ❖❦t❛❡❞❡rs❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣ ❞❡r
❇●❘✲❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡ τD ♥❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✳

5.3. Stoffmodell von Günther/Minkley

❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈♦♠ ■❢● ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣s✲❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣s✲❚❤❡♦r✐❡
✈♦♥ ❖❞q✈✐st ✉♥❞ ❍✉❧t ❬✷✵✶✸❪✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t ❢ür ❞❛s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❢r❡✐❡ ❑r✐❡❝❤❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t

ε̇ = ε̇el + ε̇cr ✭✺✳✷✷✮

s✐❝❤ ❛❞❞✐t✐✈ ❛✉s ❡✐♥❡♠ ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ε̇el ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❑r✐❡❝❤❛♥t❡✐❧ ε̇cr ③✉✲
s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❉✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s
❍♦♦❦❡✬s❝❤❡ ●❡s❡t③ ③✉

ε̇
el = − 1

9κ
σ̇

vol +
1

2µ
˙̃σ, ✭✺✳✷✸✮

♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ κ ✉♥❞ µ✳ ❉✐❡ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t✱
●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱

ε̇
cr =

3Ap

(
σvM

)np

2 (εvM,V,0 + εvM,cr)µ
cr

σ̃

(σvM )np
, ✭✺✳✷✹✮

♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ Ap✱ np ✉♥❞ µcr ✉♥❞ ❞❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣❡♥ εvM,V,0 ✉♥❞ εvM,cr ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✮✳ ❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡s❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❙❛❧③❡r ❬✶✾✾✸❪✱ ❙❛❧③❡r ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✽❪✱ ▼✐♥❦❧❡② ❬✷✵✵✸❪✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts
✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ✇✐r❞ ❜❡✐♠ ❇❡❣✐♥♥ ❞❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞♦✲
♠✐♥✐❡rt ❞✉r❝❤ ❞❛s ❲❛♥❞❡r♥ ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✈♦r✲
❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉❛❤❡r ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ✈♦♥ ❖❞q✈✐st ✉♥❞ ❍✉❧t ❬✷✵✶✸❪ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❡
❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♠✐t ❞❡r ❆♥❢❛♥❣s✈❡r❢❡st✐✲
❣✉♥❣ εvM,V,0 ❡r✇❡✐t❡rt✳ ❇❡✐♠ ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♥❡✉❡
❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❡r③❡✉❣t✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r ❛♥✲
✇ä❝❤st✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❦❧❡✐♥❡r ✇✐r❞✱ ✇❛s ❞r❛✉❢ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ③✉♥✐♠♠t ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸✳✷✮✳ ❉❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❣❡s❛♠✲
t❡ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣ εvM,cr ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✹ ❡✐♥❣❡❤t✱
✇✐r❞ ❞❡r ❊✛❡❦t ❞❡r ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ♠✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉❡r ✐♥



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✼✺

❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸✳✺ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❊✛❡❦t ❞❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣s❡r❤♦❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥✲
❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣s❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱
●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱

ε̇
vM,cr = ε̇vM,V + ε̇vM,E ✭✺✳✷✺✮

❙t❡❧❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✺ ♥❛❝❤ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣sr❛t❡ ✉♠✱ ❡r❤ä❧t
♠❛♥✱

ε̇
vM,V = ε̇vM,cr − ε̇vM,E . ✭✺✳✷✻✮

●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❣✐❜t ❢ür ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❊r❤♦❧✉♥❣sr❛t❡ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣
❛♥✱

ε̇
vM,E =

εvM,V

t0
, ✭✺✳✷✼✮

♠✐t ❞❡r ❊r❤♦❧✉♥❣s③❡✐t

t0 = tc · exp
(

− Q

RT

)

. ✭✺✳✷✽✮

❉❡r ❚❡r♠ exp
(
− Q

RT

)
✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✽✮ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜✲

❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❊r❤♦❧✉♥❣s③❡✐t ✉♥❞ ✇✐❡ ❞✐❡ ❩❡✐t❦♦♥st❛♥t❡ tc ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞ ✐st
✐♥ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡r
❣❡s❛♠t❡♥ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❑r✐❡❝❤❞❡❤♥✉♥❣ εvM,cr ✉♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✺✳✷✼ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✻ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤

ε̇
vM,V =

Ap

(
σvM

)np

(εvM,V,0 + εvM,cr)µ
cr − εvM,V

t0
✭✺✳✷✾✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❉✐❧❛t❛♥③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ▼❛t❡✲
r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✇❡✐t❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❦❛♥♥ ❙❛❧③❡r ❬✶✾✾✸❪✱ ❙❛❧③❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✱ ▼✐♥❦❧❡② ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪
❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

5.4. Stoffmodell von Hou/Lux

❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉ ✉♥❞ ▲✉① ✇✉r❞❡ ✐♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✲
♠♦❞❡❧❧ ✒▲✉❜❜②✷✏ ♥❛❝❤ ❍❡✉s❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✸❪ ✉♥❞ ▲✉① ❬✶✾✽✹❪ ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐❦ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❍♦✉
❬✶✾✾✽❪✱ ❍♦✉ ❬✷✵✵✷❪ ✉♥❞ ❍♦✉ ✉♥❞ ▲✉① ❬✷✵✵✸❪ ❡r✇❡✐t❡rt✳ ❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧
✐st ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤✲♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ♠♦t✐✈✐❡rt ✉♥❞ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❉❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❉✐✛✉s✐♦♥✱ ❉✐s❧♦❦❛t✐♦♥✱ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣
✉♥❞ ❊r❤♦❧✉♥❣✳ ■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡✱ ❞✐❡ ✈✐s❦♦✲
♣❧❛st✐s❝❤❡✲✈♦❧✉♠❡♥tr❡✉❡ ✉♥❞ ❞✐❡ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡✲❞✐❧❛t❛♥t❡ ❉❡❤♥r❛t❡ ✈♦r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ♥✉r ❛✉❢ ❜❡st✐♠♠t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥



✼✻ ✺✳✹✳ ❙t♦❢❢♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉①

❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ❢ür ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❍♦✉ ❬✶✾✾✽❪✱ ❍♦✉
❬✷✵✵✷❪ ✉♥❞ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳
❉❛s ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉① ❜❡r✉❤t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❛❞❞✐t✐✈❡♥ ❱❡r❦♥ü♣✲
❢✉♥❣ ❞❡r t♦t❛❧❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣sr❛t❡

ε̇ = ε̇el + ε̇vp + ε̇d + ε̇h, ✭✺✳✸✵✮

♠✐t ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❤♥r❛t❡ ε̇el✱ ❞❡r ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡♥✲✈♦❧✉♠❡♥tr❡✉❡♥ ❉❡❤♥✲
r❛t❡ ε̇vp✱ ❞❡r s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡♥✲❞✐❧❛t❛♥t❡♥ ❉❡❤♥r❛t❡ ε̇d ✉♥❞ ❞❡r
✈❡r❤❡✐❧✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡♥✲❦♦♥tr❛❦t❛♥t❡♥ ❉❡❤♥r❛t❡ ε̇h✳ ❉✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥r❛t❡ ❡r✲
❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❍♦♦❦❡✬s❝❤❡ ●❡s❡t③ ③✉

ε̇
el = − 1

9κ

σ̇vol

(1−D)
+

1

2µ

˙̃σ

(1−D)
, ✭✺✳✸✶✮

♠✐t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣✈❛r✐❛❜❧❡♥ D✳ ❉✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ü❜❡r ❡✐♥❡
♠♦❞✐✜③✐❡rt❡ P♦t❡♥③❢✉♥❦t✐♦♥ ❞✐❡ ✐♥ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st ✉♥❞ ❜❛s✐❡rt
❛✉❢ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ✉♥❞ ❑❛❝❤❛♥♦✈ ❬✷✵✶✸❪✳
❉✐❡ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤✲✈♦❧✉♠❡♥tr❡✉❡ ❉❡❤♥r❛t❡ ✐st ♥❛❝❤ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❞❡✜♥✐❡rt✱

ε̇
vp =

3

2

[
1

ηk

(

1− εtr

max εtr

)

+
1

ηm

]

· σ̃

(1−D)
. ✭✺✳✸✷✮

❉✐❡ ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥ ❞❡s ✒▲✉❜❜②✷✏ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✸✷ ❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❡r❤ö❤✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡
❊r❤♦❧✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s♠✐♥❞❡r✉♥❣ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥
✇✐r❞ ü❜❡r ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣

max εtr =
1

Gk

· σvM

(1−D)
✭✺✳✸✸✮

❣❡st❡✉❡rt ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ Gk✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❆✉s❞r✉❝❦ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱

Gk =







G
∗
k · exp

(

k1 · σvM

(1−D)

)

❢ür εtr < max εtr

G
∗
kE · exp

(

k1E · σvM

(1−D)

)

❢ür εtr > max εtr
. ✭✺✳✸✹✮

■st ❞✐❡ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤✲
✈❡r❢♦r♠✉♥❣ εtr < max εtr ✇✐r❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ✈❡r❢❡st✐❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ Gk

✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡rst❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✸✹ ❜❡st✐♠♠t✱ ♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡✲
r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣ G

∗
k ✉♥❞ k1✳ ❉✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s

s❡t③t ❡✐♥ ✇❡♥♥ ❞✐❡ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡
tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ εtr > max εtr✱ ✇❛s ③✉❢♦❧❣❡ ❤❛t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐✲
♦♥ Gk ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✸✹ ❜❡st✐♠♠t ✇✐r❞✱ ♠✐t ❞❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ G

∗
kE ✉♥❞ k1E ✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ηk ✉♥❞



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✼✼

ηm✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤✲✈♦❧✉♠❡♥tr❡✉❡♥ ❉❡❤♥r❛t❡✱ ✇❡❧❝❤❡
✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✸✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✱ ✈♦♠ st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥

ηk = η∗k · exp
(

k2 · σvM

(1−D)

)

✭✺✳✸✺✮

✉♥❞ ❞❡♠ tr❛♥s✐❡♥t❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥

ηm = η∗m · exp
(

m · σvM

(1−D)

)

· exp (l · T ) ✭✺✳✸✻✮

❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r η∗k
✉♥❞ k2 st❡✉❡r♥ ❞❛s st❛t✐♦♥är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r η∗m✱m ✉♥❞ l
st❡✉❡r♥ ❞❛s tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥✳ ❉✐❡ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡✲❞✐❧❛t❛♥t❡ ❉❡❤♥r❛t❡
ε̇d ✇✐r❞ ✐♠ ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❍♦✉✴▲✉① ❞✉r❝❤

ε̇
d = ε̇ds + ε̇dz = a3 ·

(
Fds

F∗

)a1

(1−D)a2
· ∂Q

ds

∂σ
+ a3 ·

(
Fdz

F∗

)a1

(1−D)a2
· ∂Q

dz

∂σ
✭✺✳✸✼✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ a1✱ a2 ✉♥❞ a3 ❢ür ❞❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✲
♣r♦③❡ss ✉♥❞ ❞❡r ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ss♣❛♥♥✉♥❣ F ∗ = 1▼P❛✳ ❉✐❡ ❱♦❧✉♠❡♥ä♥❞❡r✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐r❞ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❋❧✐❡ÿ❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ F ds ✉♥❞ F dz r❡❛❧✐s✐❡rt ✉♥❞
❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t❛ss♦③✐✐❡rt❡♥ ❋❧✐❡ÿr❡❣❡❧ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪
❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❋❧✐❡ÿ❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

F ds =

{
0 ❢ür F ds ≤ 0

F ds ❢ür F ds > 0
✭✺✳✸✽✮

✉♥❞

F dz =

{
0 ❢ür F dz ≤ 0

F dz ❢ür F dz > 0
✭✺✳✸✾✮

✇✐r❞ s✐❝❤❡r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❛❦✲
❦✉♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞ ❜❡✐♠ Ü❜❡rs❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣r❡♥③❡ ✐♥ ❋♦❧❣❡
❉r✉❝❦✲ ❙❝❤✉❜s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ds ✉♥❞ ♦❞❡r ❜❡✐ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s❡✐♥ ✈♦♥ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥✲
❣❡♥ dz✳ ❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❋❧✐❡ÿ❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞
♥✐❝❤t ✈❡r❧❡t③t ✇✐r❞ ❦❡✐♥❡ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ✐♥ ❋♦❧❣❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❛❦❦✉✲
♠✉❧✐❡rt✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ Qds ✉♥❞ Qdz ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❋❧✐❡ÿr✐❝❤t✉♥❣
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

5.5. Stoffmodell IUB-MDCF

❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ▼✉♥s♦♥ ✉♥❞ ❉❛✇s♦♥
❬✶✾✽✶❪ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t ✈♦♥ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✷❪✱
❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❜❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❛❪ ✉♥❞ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✼❪ ❡r✇❡✐t❡rt✳ ❉✐❡ ❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥r❛t❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❛s ❍♦♦❦❡✬s❝❤❡ ●❡s❡t③ ✭s✐❡❤❡



✼✽ ✺✳✺✳ ❙t♦❢❢♠♦❞❡❧❧ ■❯❇✲▼❉❈❋

●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✮ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ♥✐❝❤t❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥r❛t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❘♦❦❛❤r
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ③✉

ε̇
in = ε̇vM,cr · ∂σ

vM,cr

∂σ
+ ε̇vM,w−sh · ∂σ

vM,w−sh|f

∂σ
+ ...

ε̇vM,w−te · ∂σ
vM,w−te

∂σ
+ ε̇vM,w−h · ∂σ

vM,w−h|f

∂σ
,

✭✺✳✹✵✮

♠✐t ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❉❡❤♥r❛t❡ ✭s✐❡❤❡ ✺✳✻✮ ❛✉s ❞❡♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❢ür
❞❛s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❢r❡✐❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ε̇vM,cr✱ ❞❡r s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥
❉❡❤♥r❛t❡ ❛✉s ❙❝❤✉❜✲ ε̇vM,w−sh ❜③✇✳ ❩✉❣s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ε̇vM,w−te ✉♥❞ ❞❡r ❡✛❡❦✲
t✐✈❡♥ ❉❡❤♥r❛t❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❍❡✐❧✉♥❣ ε̇vM,w−h ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❞r❡✐✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❧✐❡ÿ♣♦t❡♥t✐❛❧❡✱ ✇❛s ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧
✷✳✸✳✹ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇✉r❞❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ❋❧✐❡ÿ♣♦t❡♥t✐❛❧❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣❡♥ σvM,cr✱ σvM,w−sh|f ✱ σvM,w−te ✉♥❞ σvM,w−h|f ❛❜❣❡❧❡✐t❡t
♥❛❝❤ ❞❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧❡ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥
✐st ✐♥ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉✐❡ ❉❡❤♥r❛t❡ ❢ür ❞❛s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❢r❡✐❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪ ③✉

ε̇vM,cr = F ·
3∑

i=1

ε̇crsti . ✭✺✳✹✶✮

▼✐t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ F ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ❙tr✉❦t✉r ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✱
✇❛s ❞❡♠ tr❛♥s✐❡♥t❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛s tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❧ässt
s✐❝❤ ✐♥ ❞r❡✐ ❚❡✐❧❡ ❛✉❢t❡✐❧❡♥ ✉♥❞ ✐st ♥❛❝❤ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥
❞❡✜♥✐❡rt

F =







exp

(

∆
(

1− ζ

εtr−max

)2
)

❢ür ζ < εtr−max

1 ❢ür ζ = εtr−max

exp

(

−δ
(

1− ζ

εtr−max

)2
)

❢ür ζ > εtr−max

✭✺✳✹✷✮

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ✐♥t❡r♥❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡s tr❛♥s✐❡♥t❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥s ζ ✉♥❞ ❞❡♠
tr❛♥s✐❡♥t❡♥ ❊♥❞❦r✐❡❝❤♠❛ÿ εtr−max ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❛♠ tr❛♥s✐❡♥✲
t❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❣❡st❡✉❡rt✳ ❉❛s tr❛♥s✐❡♥t❡ ❊♥❞❦r✐❡❝❤♠❛ÿ ✐st ❞✉r❝❤ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪

εtr−max = K0 · exp (c · T ) ·
(

σvM,cr

G (1−D)

)m

✭✺✳✹✸✮

❣❡❣❡❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ K0✱ c ✉♥❞ m✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣s❢✉♥❦✲
t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ✐♥t❡r♥❡♥ ❩✉st❛♥❞s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❡s tr❛♥s✐❡♥t❡♥ ❑r✐❡❝❤❡s ❞❡✜♥✐❡rt ✐st
❦❛♥♥ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❡rst❡ P❢❛❞ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✺✳✹✷ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣s❛♥t❡✐❧ ❞❡r ❞❡♥ ❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r

∆ = αw + βw · log
(

σvM,cr

G (1−D)

)

✭✺✳✹✹✮



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✼✾

✉♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠t❡r αw ✉♥❞ βw ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳ ❉❡r ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts③✇❡✐❣ ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ P❢❛❞ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✹✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❤♦❧✉♥❣ ❞❡s
tr❛♥s✐❡♥t❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❞r✐tt❡♥ P❢❛❞ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r ❊r❤♦❧✉♥❣s✲
♣❛r❛♠❡t❡r ✐st ❞✉r❝❤

δ = αr + βr · log
(

σvM,cr

G (1−D)

)

✭✺✳✹✺✮

❣❡❣❡❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ αr ✉♥❞ βr✳ ❉✐❡ ❞r❡✐ st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤❛♥✲
t❡✐❧❡ ε̇crst1 ✱ ε̇

cr
st1 ✉♥❞ ε̇crst1 ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✹✶ s✐♥❞ ❞✉r❝❤

ε̇crst1 = A1 exp

(

− Q1

RT

)

·
(

σvM,cr

G(1− ω)

)n1

,

ε̇crst2 = A2 exp

(

− Q2

RT

)

·
(

σvM,cr

G(1− ω)

)n2

,

ε̇crst3 =

∣
∣
∣
∣
H

(
σV,cr

(1− ω)
− σ0

)∣
∣
∣
∣
·
(

B1 exp

(

− Q1

RT

)

+ ...

B2 exp

(

− Q2

RT

))

· sinh




q ·
(

σvM,cr

(1−ω)
− σ0

)

G



 ,

✭✺✳✹✻✮

❣❡❣❡❜❡♥✱ s✐❡❤❡ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❉✐❡ ●röÿ❡♥ Ai✱ Bi✱ n1✱ n2 ✉♥❞ q ✐♥ ❞❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣ s✐♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐❡ ❞✐❡s❡ ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞ ❦❛♥♥ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✷❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❜❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪✱ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✻❛❪ ✉♥❞ ❈❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❚❡r♠❡ exp

(
− Q1

RT

)

✉♥❞ exp
(
− Q2

RT

)
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ✭s✐❡❤❡

❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✹✮✳ ❉❡r ❲❡rt σ0 ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧❡♥✇❡rt ❢ür ❞❛s ❊✐♥s❡t③❡♥ ❞❡s
❱❡rs❡t③✉♥❣s❣❧❡✐t❡♥s✱ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ H ✐st ❞✐❡ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❍❡❛✈✐s✐❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥✳

5.6. Stoffmodell des Instituts für Nukleare Entsorgung am
Forschungszentrum Karlsruhe

❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❛❞❞✐t✐✈❡♥ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❉❡❤♥✉♥❣sr❛t❡

ε̇ = ε̇el,T + ε̇vp ✭✺✳✹✼✮

✐♥ ❡✐♥❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣sr❛t❡ ε̇el,T ✉♥❞ ❡✐♥❡ ✈✐s❦♦✲♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤✲
♥✉♥❣sr❛t❡ ε̇vp✳ ❉✐❡ t❤❡r♠♦❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣sr❛t❡ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✸
❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❚❡r♠ α Ṫ · 1 ❡r✇❡✐t❡rt ✇✐r❞✳ ❉❛❜❡✐ ❜❡s❝❤r❡✐❜t Ṫ ❞✐❡
❚❡♠♣❡r❛t✉rr❛t❡ ✉♥❞ α ❞❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥✳
❋ür ❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡♥tr❡✉❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ✈✐s❦♦♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣sr❛t❡
ε̇vp ❞✉r❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❑r✐❡❝❤❛♥sät③❡✳ ❋ür ❞❛s s❡❦✉♥❞är❡ ✉♥❞ tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥



✽✵ ✺✳✼✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡

✇❡r❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❛s s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ③✉

ε̇
s = A · exp

(−Q
RT

)

· (F s)n
∂F s

∂σ
, ✭✺✳✹✽✮

♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ A✱ n✱ Q✱ R ✉♥❞ T ✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ✈♦♥ ▼✐s❡s ❋❧✐❡ÿ✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣ F s =

√
J2 − F s

0 ❦❛♥♥ ❞❡r ❋❧✐❡ÿ❜❡❣✐♥♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❦❡✐♥❡ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❋❧✐❡ÿ❣r❡♥③❡ ❤❛t✱ ✇✐r❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r
F s
0 ③✉ ◆✉❧❧ ❣❡s❡t③t✱ ✇❛s ♠❛♥ s♦ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❜❡✐

❇❡❧❛st✉♥❣❡♥ ✐♠♠❡r ✐♠ ✈✐s❦♦s❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❋ür ❞❛s tr❛♥s✐❡♥t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥
✇✐r❞ ♥❛❝❤ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ❡✐♥ ❩❡✐t✈❡r❢❡st✐❣✉♥❣s❛♥s❛t③ ❞❡✜♥✐❡rt

ε̇
tr = a0 ·

(

σvM
)n

· exp
(−Q
RT

)

·
[
1 + a1 · ta2−1] · ∂F

s

∂σ
, ✭✺✳✹✾✮

♠✐t ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ a0✱ a1 ✉♥❞ a2✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✹✾ ❣❡❤t ♥❛❝❤ s❡❤r
❧❛♥❣❡♥ ❑r✐❡❝❤③❡✐t❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✹✽ ü❜❡r✳ ❉✐❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❑r✐❡❝❤❛♥t❡✐❧❡
❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r P✉❞❡✇✐❧❧s ✉♥❞ ❉r♦st❡ ❬✷✵✵✸❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✺❪✱
P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

5.7. Zusammenfassung der Materialmodelle

❉✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧✲
t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❤❛❜❡♥ ✐♠ ❇▼❇❋✲❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥ ✒❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞
❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✏ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r✲
❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ♠✐t✲
❡✐♥❛♥❞❡r s♦ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠ ❛❞❞✐t✐✈❡♥ ❙♣❧✐t
❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣st❡♥s♦rs ❜❡r✉❤❡♥✳ ❉❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧✲
❧❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧s ❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣s✲
t❡♥s♦rs✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❜❛s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❛✉❢ ❑r✐st❛❧❧♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥
❆♥sät③❡♥ ❛✉❢ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❦❧❡✐♥❡♥ ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❡♥ ✭▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥❜❛s✐❡rt✮✳ ❉✐❡
❜❡♥öt✐❣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ✐♥❣❡♥✐❡✉r♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✉r ♠✐t ✐♠♠❡♥s❡♥
❆✉❢✇❛♥❞ ❡r♠✐tt❡❧t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ♥❛t✉r❣❡♠äÿ ❣r♦ÿ❡♥ ❙tr❡✉✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✳ ❆✉❝❤
st❡✐❣t ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ♠✐t ❥❡❞❡♠ ❉❡t❛✐❧♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s✱ ❞❡r
❛✉❢ ❞✐❡s❡r ▲ä♥❣❡♥s❦❛❧❛ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ü❜❡r♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥✳ ❋ür ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐✲
s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞✐❡s❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s✐♥❞
❢❡r♥❡r ❜❡s♦♥❞❡r❡ ▼❛ÿ♥❛❤♠❡♥ ✭❦♦♥s✐st❡♥t❡ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣✱ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡
❩❡✐ts❝❤r✐tt❡✱ ❡t❝✳✮ ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ ✉♠ r♦❜✉st❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❜❡r❡✐t③✉st❡❧❧❡♥✳
❆✉s ❞✐❡s❡♥ ●rü♥❞❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡✐♥ ♥❡✉❡r ❲❡❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✇❛s ❛✉❢ r❤❡♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡♥ ✭❋❡❞❡r♥✱ ❉ä♠♣❢❡r✱
❡t❝✳✮ ❜❛s✐❡rt✳ ❉❛s s♦❧❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞ ❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡
❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❦♦♥♥t❡ ❞✉r❝❤ ❙❝❤✉♣♣❡ ❬✶✾✻✸❪❀ ◆❛✲
t❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✻❪❀ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ✉♥❞ ●r❡❤♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✽✶

❉✐❡s❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❤❛t ❡✐♥❡ ❡♥♦r♠❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ③✉❢♦❧❣❡✱
✇❛s s✐❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐täts❛♥❛❧②s❡ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹✮ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✲
♠♦❞❡❧❧s ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛✲
r❛♠❡t❡r ❛✉s✇✐r❦t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥
❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✷ ✉♥❞ ✻✳✸✮ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ▼✐❦r♦str✉❦✲
t✉r ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✐st ❡✐♥ ♥❡✉✲
❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s③✇❡✐❣ ✐♥ ❞❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱ ✇❛s ③✉❢♦❧❣❡ ❤❛t✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t
❛❧❧❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ♠✐t ❞❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥
▼❡t❤♦❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✮ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✵✮✳

5.8. Verwendetes Materialmodell

❉❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❦❧❡✐♥❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ❛❞❞✐t✐✲
✈❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❞❡s ❱❡r③❡rr✉♥❣st❡♥s♦rs ✐♥ s❡✐♥❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❡st❛♥❞t❡✐❧❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳
❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ t♦t❛❧❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣sr❛t❡ ❛❧s ❙✉♠♠❡ ❡✐♥❡s ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ε̇el✱
❡✐♥❡s ✈✐s❦♦s❡♥ ε̇v ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❑r✐❡❝❤ ε̇cr ❉❡❤♥✉♥❣s❛♥t❡✐❧s

ε̇ =
1

(1−D)

(

ε̇
el + ε̇v + ε̇cr

)

. ✭✺✳✺✵✮

❉✐❡ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ε̇D ✇✐r❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡
D ♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐✈ ♠✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺✵ ✈❡r❦♥ü♣❢t✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶ ✐st
❞✐❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❞❡❤✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡ ❣❡③❡✐❣t✳
❉✐❡ ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ✇✐r❞ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ▼❛①✇❡❧❧✲
▼♦❞❡❧❧ ✭s✐❡❤❡ ✺✳✷✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡r
P❤❛s❡ ❣❡❣❡♥ ◆✉❧❧ ❣❡❤t✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶ ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈✐s✲
❦♦s ❉❡❤♥✉♥❣ εv ♥❛❝❤ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❦♦♥st❛♥t ✐st✳ ❲❛s
❞❛r❛✉❢ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✱ ❞❛ss ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ü❜❡r ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡
▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✸✳✸✮✳ ❙♦♠✐t ✇✐r❞ ❞✐❡
s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ♣r✐♠är ♠✐tt❡❧s ❞❡s ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡♥ ◆♦rt♦♥✲❙t♦✛❣❡s❡t③❡s
❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣
❜❡✐ ❢♦rts❝❤r❡✐t❡♥❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♥ ❞❡r s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ✐♠♠❡r ❣röÿ❡r
✇✐r❞✳ ❉❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t ✐♥ ❞❡r t❡rt✐är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛✲
s❡ ❞❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❑r✐❡❝❤❜r✉❝❤ ✉♥❞ ✇✐r❞ ü❜❡r ❡✐♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③ ♥❛❝❤
▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳

5.8.1. Generalisiertes Maxwell-Modell

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷ ✐st ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡
❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ❦❛♥♥
❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✷✳✸✳✸ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③❡✐❣t❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐✲
❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✐♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❜❡r❡✐ts ♠✐t ❡✐♥❡r ❋❡❞❡r E∞ ✉♥❞ ❞r❡✐



✽✷ ✺✳✽✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧

ε

t

ε

εcr
εv

εel

I II III

εD

Abbildung 5.1.: ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡ ❡✐♥❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡

▼❛①✇❡❧❧✲❊❧❡♠❡♥t❡♥ E1✱ E2✱ E3✱ η1✱ η2 ✉♥❞ η3 ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t
✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷✮✳

5.8.2. Modifiziertes Norton-Stoffgesetz

❯♠ ❞❛s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ♠✉ss ❞❛s ◆♦rt♦♥✲
❙t♦✛❣❡s❡t③ ✭s✐❡❤❡ ✷✳✾✹✮ ♠♦❞✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❍❡❡♠❛♥♥ ❬✷✵✶✵❪✱
✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞✐❡ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s✲
❞r✉❝❦ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥

˙̃εcr = B1 Fh (σokt, τokt)
(

σvM
)N

. ✭✺✳✺✶✮

❉❡r ❚❡r♠ B1 ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ❞❡♥ ❆rr❤❡♥✐✉s ❚❡r♠ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✽✮✱ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐✲
♦♥ Fh ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✶✾✮ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ❞❡♥ ❋❡✉❝❤t❡❡✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤✲
r❛t❡ ✉♥❞ N ✐st ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s❡①♣♦♥❡♥t✱ ❞❡r ♠❛t❡r✐❛❧❛❜❤ä♥❣✐❣ ✐st✳ ❉✐❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣ σvM ✐st ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉✉r❝❤ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡✱ ❞✐❡ ❢ür ❞❛s ❙♣❡✐s❡s❛❧③ ❞❡s ❚②♣s ❆ss❡ ❞✉r❝❤✲
❣❡❢ü❤rt ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✱ ❦♦♥♥t❡ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r
st❛t✐♦♥är❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡ ❞✐❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣sr❛t❡ ε̇cr,vol ✉♥❞ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ε̇cr ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐s rv
✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✶✮ ③✉❡✐♥❛♥❞❡rst❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ✐st ❛❧s
Pr♦❞✉❦t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✷✶ ♠✐t ❞❡r ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ˙̃εcr ❞❡✜♥✐❡rt

ε̇cr,vol = rv (σokt, τokt) ˙̃εcr, ✭✺✳✺✷✮



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✽✸

E1 E2

η1 η2 ηn

EnE∞

Abbildung 5.2.: ●❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧

✈❣❧✳ ❍❡❡♠❛♥♥ ❬✷✵✶✵❪✳

5.8.3. Schädigungsgesetz

■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ▲✐♣♣♠❛♥♥ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣❣❡s❡t③
❢ür ❞❛s ◆♦rt♦♥✲❙t♦✛❣❡s❡t③ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✳
❉❛s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❣❡s❡t③ ❤❛t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r N ✈♦♠
◆♦rt♦♥✲❙t♦✛❣❡s❡t③ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❞❡r ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐st ♥❛❝❤ ▲✐♣♣♠❛♥♥
✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡ ❬✶✾✾✻❪ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt

Ḋ =

(
σvM

)2
RD

2E SDKN
D (1−D)N+2

Hf , ✭✺✳✺✸✮

♠✐t ❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ SD ✉♥❞ KD✳ ❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲
♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐st ✐♥ ❑❛♣✐t❛❧ ✻✳✸ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ RD ❜❡s❝❤r❡✐❜t
❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ✐st
❣❡❣❡❜❡♥ ❞✉r❝❤

RD =
2

3
(1 + ν) + 3 (1− 2ν)

(
σvol

σvM

)2

. ✭✺✳✺✹✮

❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥

Hf = 1 ❢ür τokt > τD

Hf = 0 s♦♥st.
✭✺✳✺✺✮

❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ♥✉r ❡✐♥tr✐tt✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ♦❜❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❉✐❧❛t❛♥③❣r❡♥③❡ ✭❆✉✢♦❝❦❡r✉♥❣ ❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s✮ ❧✐❡❣t✳



✽✹ ✺✳✽✳ ❱❡r✇❡♥❞❡t❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧

5.8.4. Materialgleichung

❉✐❡ t❡♥s♦r✐❡❧❧❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❡r❢♦❧❣t ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✼✱
✇♦❜❡✐ ❞❡r ❚❡r♠

σ̃

σvM
= n ✭✺✳✺✻✮

❛❧s ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡ ❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡ ❛✉❢❣❡❢❛sst ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ◆❛❝❤ ❞❡ ❙♦✉③❛ ◆❡t♦
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ✈❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡rt❡ ❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐✲
❣✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ③✉

n =
3
2
σ̃

(1−D)σvM
. ✭✺✳✺✼✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✼ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ❛❧♣❤❛✲❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

∆ε =

t+dt∫

t

ε̇ dt = t+αdt
ε̇
(
n+1

σ
)
dt ♠✐t

n+1
σ = (1− α) n

σ + αn+1
σ.

✭✺✳✺✽✮

❋ür ❡✐♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ st❛❜✐❧❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❊✈♦❧✉t✐♦♥s❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
♠✐t ❡✐♥❡♠ ✐♠♣❧✐③✐t❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✐♥t❡❣r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ✐♠♣❧✐③✐t❡r ❆❧❣♦r✐t❤✲
♠✉s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ α = 1✳ ❯♥t❡r ❊✐♥❤❛❧t✉♥❣ ❞❡s ✐♠♣❧✐③✐t❡♥ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❢ür
❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs
❞✉r❝❤

n+1
σ̃ =

(
1− n+1D

)
n+1

σ̃
test

︸ ︷︷ ︸

n+1Rσ̃

−dt 3µL
˙̃εcr

1
n+1σvM

︸ ︷︷ ︸

n+1Ãσ̃

n+1
σ̃, ✭✺✳✺✾✮

♠✐t

n+1
σ̃

test = γ∞ 2µL
n+1

ε̃
︸ ︷︷ ︸

n+1
◦
σ̃

+

n∑

i=1

γi
n+1

h̃i − 2µL
n
ε̃
cr ✭✺✳✻✵✮

✉♥❞

n+1
h̃i = exp

(−dt
τi

)

n
h̃i +

1− exp
(

−dt
τi

)

dt
τi

(
n+1

◦ σ̃ − n
◦ σ̃
)

✭✺✳✻✶✮

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✱

n+1σvol =
(
1− n+1D

)
n+1σtest,vol

︸ ︷︷ ︸

n+1R
σvol

−κ dt n+1ε̇cr,vol
︸ ︷︷ ︸

n+1γvol

, ✭✺✳✻✷✮



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✽✺

♠✐t

n+1σtest,vol = κ
(
n+1εvol − nεcr,vol

)

. ✭✺✳✻✸✮

❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r γ∞✱ γi ✉♥❞ τi ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥❞❡①❡ i ✉♥❞ n ❦ö♥♥❡♥ ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧
✷✳✸✳✸ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ εvol = tr(ε) ✉♥❞ ❞✐❡
❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❱❡r③❡rr✉♥❣ ε̃ = ε− 1

3
εvol1 ❦ö♥♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳

5.8.5. Nichtlineare Nullfunktionen

▲öst ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺✾ ♥❛❝❤ n+1σ̃ ❛✉❢✱ s♦ ❡r❣✐❜t s✐❝❤

n+1
σ̃
(

1 + dt n+1Ãσ̃

)

︸ ︷︷ ︸

n+1Aσ̃

= n+1
Rσ̃

n+1
σ̃ =

1
n+1Aσ̃

n+1
Rσ̃.

✭✺✳✻✹✮

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✹ ✐st ❡✐♥❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐r❡❦t ❞✐❡ ❞❡✈✐❛✲
t♦r✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t n + 1 ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❇✐❧❞❡t
♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ❡✉❦❧✐❞✐s❝❤❡ ◆♦r♠ ‖x ‖ =

√

x211 + x212 + ...+ x233 ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣

✺✳✻✹ ✉♥❞ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ❜❡✐❞❡ ❙❡✐t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❋❛❦t♦r
√

3
2
✱ ❡r❤ä❧t

♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

√

3

2
‖n+1

σ̃‖
︸ ︷︷ ︸

n+1σvM

=
1

n+1Aσ̃

√

3

2
‖n+1

Rσ̃‖. ✭✺✳✻✺✮

❲✐r❞ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✺ ♠✐t ❞❡♠ ❚❡r♠ n+1Aσ̃ ♠✉❧t✐♣❧✐③✐❡rt ✉♥❞ s♦ ✉♠❣❡❢♦r♠t✱
❞❛ss ❞❡r ❚❡r♠ ♠✐t ❞❡r ✈♦♥ ▼✐s❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ r❡❝❤t ❙❡✐t❡ ❞❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡❜r❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ ✈♦♥
▼✐s❡s ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t n+ 1

n+1f̃ = n+1Aσ̃
n+1σvM −

√

3

2
‖n+1

Rσ̃‖. ✭✺✳✻✻✮

❆♥❛❧♦❣ ③✉r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ ❢ür n+1σvM ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❜❡✐❞❡♥
♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✱

n+1fvol = n+1σvol − n+1σvol,test + γvol,

n+1fD = n+1D − nD −
(
σvM

)2
RD

2E SDKN
D (1−D)N+2

Hfdt.
✭✺✳✻✼✮



✽✻ ✺✳✾✳ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❦♦♥s✐st❡♥t❡♥ ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧s

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡r❦❡♥♥t ♠❛♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ✐♥♥❡r❡ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ■t❡r❛t✐♦♥ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥
❞✐❡ ❆❜❜r✉❝❤❦r✐t❡r✐❡♥ ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞

n+1f̃ ≤ tol

n+1fvol ≤ tol

n+1fD ≤ tol.

✭✺✳✻✽✮

❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛✲
r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐①

J in =






∂n+1f̃

∂n+1σvM
∂n+1f̃

∂n+1σvol
∂n+1f̃

∂n+1D
∂n+1fvol

∂n+1σvM
∂n+1fvol

∂n+1σvol
∂n+1fvol

∂n+1D
∂n+1fD

∂n+1σvM
∂n+1fD

∂n+1σvol
∂n+1fD

∂n+1D




 . ✭✺✳✻✾✮

❉✐❡s❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥
◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❆♥❤❛♥❣
❆✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐① J in ❦❛♥♥ ❞❛s ❯♣❞❛t❡ ❞❡r ✐♥♥❡r❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥
♠✐tt❡❧s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣





n+1
k+1σ

vM

n+1
k+1σ

vol

n+1
k+1D



 =





n
k+1σ

vM

n
k+1σ

vol

n
k+1D



− J−1
in





n+1f̃
n+1fvol

n+1fD



 ✭✺✳✼✵✮

❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ♥ä❤❡r ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇✉r❞❡✱
✇❡r❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ③❡♥tr❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥③❡♥✈❡r❢❛❤r❡♥s ❣❡❜✐❧❞❡t ✭s✐❡❤❡
❆❜s❝❤♥✐tt ✺✳✶✮✳

5.9. Berechnung des konsistenten Tangentenmoduls

❯♠ ❡✐♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ st❛❜✐❧❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ❧✐♥❡❛r✐s✐❡rt✳ ❉✐❡s❡s ❡r❤ä❧t ♠❛♥✱ ✐♥❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ n+1σ

♥❛❝❤ ❞❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ n+1ε ❛❜❧❡✐t❡t✱ ✇❛s ❡✐♥❡r ❦♦♥s✐st❡♥t❡♥ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❡♥t✲
s♣r✐❝❤t✱

n+1
C =

∂n+1σvol

∂n+1ε
⊗ 1+

∂n+1σ̃

∂n+1ε
. ✭✺✳✼✶✮

■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❦♦♥s✐st❡♥t❡♥
❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧s✳ ❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ∂n+1σvol

∂ε
✉♥❞ ∂n+1σV

∂ε
❡r❣❡❜❡♥

s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s t♦t❛❧❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧s ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥
n+1fvol ✉♥❞ n+1f̃ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣❡♥ n+1ε✳



✺✳ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ✽✼

❋ür ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❞rü❝❦❡

dfvol =

[

∂fvol

∂n+1ε
+

(
∂fvol

∂n+1D

∂n+1D

∂n+1Ḋ

∂n+1Ḋ

∂n+1σvol
+

∂fvol

∂n+1σvol

)

· ...

∂n+1σvol

∂n+1ε
+

(
∂fvol

∂n+1D

∂n+1D

∂n+1Ḋ

∂n+1Ḋ

∂n+1σvM
+

∂fvol

∂n+1σvM

)

· ...

∂n+1σvM

∂n+1ε

]

dε = 0,

✭✺✳✼✷✮

♠✐t

∂fvol

∂n+1ε
= −

(
1− n+1D

)
κ1 ✭✺✳✼✸✮

✉♥❞

dn+1f̃ =

[

∂n+1f̃

∂n+1ε
+

(
∂n+1f̃

∂n+1D

∂n+1D

∂n+1Ḋ

∂n+1Ḋ

∂n+1σvol
+

∂n+1f̃

∂n+1σvol

)

· ...

∂n+1σvol

∂n+1ε
+

(
∂n+1f̃

∂n+1D

∂n+1D

∂n+1Ḋ

∂n+1Ḋ

∂n+1σvM
+

∂n+1f̃

∂n+1σvM

)

· ...

∂n+1σvM

∂n+1ε

]

dε = 0.

✭✺✳✼✹✮

▼✐t

∂n+1f̃

∂n+1ε
= −

(
1− n+1D

)
√

3

2
nRσ̃ 2µL

n+1g∗P, ✭✺✳✼✺✮

✉♥❞ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ g∗✱ ❞✐❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✾✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♥❞ ❞❡r
❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡♥ ❞❡r ❚❡sts♣❛♥♥✉♥❣ nRσ̃ ✳ ❙t❡❧❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✺✳✼✷ ✉♥❞
✺✳✼✹ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❣❡s✉❝❤t❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ✉♠ ✉♥❞ ❢ü❤rt ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ n+1A1 ❜✐s
n+1A4 ❡✐♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❞rü❝❦❡

∂n+1σvol

∂ε
=

[

− ∂fvol

∂n+1ε
− n+1A1 · ∂

n+1σvM

∂n+1ε

][

n+1A2

]−1

✭✺✳✼✻✮

✉♥❞

∂n+1σvM

∂ε
=

[

− ∂n+1f̃

∂n+1ε
− n+1A3 · ∂

n+1σvol

∂n+1ε

][

n+1A4

]−1

✭✺✳✼✼✮

❢ür ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✺✳✼✻ ✉♥❞ ✺✳✼✼ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r
❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ✐♥❡✐♥❛♥❞❡r ❡✐♥s❡t③❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❡rst❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡



✽✽ ✺✳✾✳ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡s ❦♦♥s✐st❡♥t❡♥ ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧s

❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

∂n+1σvol

∂ε
=

[

∂fvol

∂n+1ε
− n+1A1

n+1A−1
4

∂n+1f̃

∂n+1ε

]

· ...
[

n+1A1
n+1A3

n+1A−1
4 − n+1A2

]−1 ✭✺✳✼✽✮

✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

∂n+1σvM

∂ε
=

[

∂n+1f̃

∂n+1ε
− n+1A−1

2
n+1A3

∂fvol

∂n+1ε

]

· ...
[

n+1A1
n+1A−1

2
n+1A3 − n+1A4

]−1

.

✭✺✳✼✾✮

❉❡r ❡rst❡ ❚❡r♠ ❞❡s ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❞②❛✲
❞✐s❝❤❡♥ Pr♦❞✉❦t❡s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✼✽ ✉♥❞ ❞❡s ③✇❡✐st✉✜❣❡♥ ❊✐♥❤❡✐ts✲
t❡♥s♦rs✳ ▲❡✐t❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✹ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ n+1ε ❛❜✱ ❡r❤ä❧t
♠❛♥ ❞❡♥ ③✇❡✐t❡♥ ❚❡r♠ ❞❡s ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧s

∂n+1σ̃

∂n+1ε
=

∂

∂n+1ε

(
1

n+1Aσ̃

n+1
Rσ̃

)

=
1

n+1Aσ̃

[

∂n+1Rσ̃

∂n+1ε
− n+1

σ̃
test dt

(
n+1Ḋ

∂n+1σvol

∂n+1σvol

∂ε
+ ...

n+1Ḋ

∂n+1σvM

∂n+1σvM

∂ε

)]

− dt

(n+1Aσ̃)
2

[

∂n+1Aσ̃

∂n+1σvol

∂n+1σvol

∂ε
+ ...

∂n+1Aσ̃

∂n+1σvM

∂n+1σvM

∂ε

]

⊗ n+1
Rσ̃

✭✺✳✽✵✮

♠✐t ❞❡r ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣

∂n+1Rσ̃

∂n+1ε
=
(
1− n+1D

)
2µL

n+1g∗ P. ✭✺✳✽✶✮

▼✐tt❡❧s ❞❡r ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✱
❦❛♥♥ ❞❡r ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧ n+1

C ③✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t n + 1 ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ✉♥s✐❝❤❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡③ü❣✲
❧✐❝❤ ❞❡r P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✸✳



✽✾

6. Numerische Beanspruchungsanalyse mittels
deterministischer Materialparameter

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳✹ s♦❧❧❡♥
❞❛s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ▼❡ss❞❛t❡♥✱
❞✐❡ ✐♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪
✉♥❞ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t ✇✉r❞❡♥✱ s♦❧❧❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
❢ür ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r
❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✷ ✉♥❞ ❞✐❡
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧
✻✳✸ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ Pr♦❜❡♥ ❡✐♥❡r ❱❡rs✉❝❤sr❡✐❤❡
st❛r❦ ✈❛r✐✐❡r❡♥✳ ❲❡❧❝❤❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧s ✉♥s✐❝❤❡r ❛♥③✉s❡❤❡♥ s✐♥❞✱ ✇✐r❞
✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹ ❣❡③❡✐❣t✳ ❩✉r ❱❛❧✐❞✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ✇✐r❞ ♠✐t ❞❡♥
❜❡st✐♠♠t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱
✇❛s ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✺ ❡r❢♦❧❣t✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✻ ✇✐r❞ ❡✐♥❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ü❜❡r
❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡♥ ❡r❧❛♥❣t ✇♦r❞❡♥
s✐♥❞✳

6.1. FE-Modell der Steinsalzprobe

❉✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡ ♠✐t ❞❡♥ ❆❜♠❛✲
ÿ❡♥ l = 250♠♠ ✉♥❞ r = 50♠♠ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉❡r ▼♦❞❡❧❧❛✉❢❜❛✉ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs✉✲
❝❤❡ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉s ❦❛♥♥
❞❛s ❋❊▼✲▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ✸❉✲▼♦❞❡❧❧ ❛✉❢ ❡✐♥ ❛❝❤s❡♥s②♠♠❡tr✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
✭✷❉✮ r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ▼♦❞✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❱❡r③❡rr✉♥❣s✲❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s✲
▼❛tr✐①✱ ❞❡s ❉❡❤♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ♥❛❝❤ s✐❝❤ ③✐❡❤t✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥t❡r✲
❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r ❞❡s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t❡s ❞❡r ❘♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐❡ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❉❡❣❡r
❬✷✵✵✽❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❧✐❡❣t ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ 5 ❜✐s 1200 ❚❛❣❡♥✳
❉❛s ●❡❜✐❡t ✇✐r❞ ♠✐t 100 4✲❑♦♥t❡♥✲❙❝❤❡✐❜❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt ✉♥❞ ❦❛♥♥
♠✐t ❡✐♥❡r ❆①✐❛❧✲ ✉♥❞ ❘❛❞✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡❧❛st❡t ✇❡r❞❡♥✳
▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❙❡t✉♣ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141 ❜✐s 04143 ✉♥❞
N2/1 − 95006✱ N2/2 − 95010✱ N2/3 − 93212✱ N2/4 − 95015 ✉♥❞ ◆✷✴✺✲✾✹✶✹✶
✉♥❞ ❞✐❡ tr✐❛①✐❛❧❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❞❡r ❚❯❈ ❘❡✐❤❡ ♥❛❝❤r❡❝❤♥❡♥✱ s✐❡❤❡ ❍❛♠♣❡❧
❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳



✾✵ ✻✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥
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Abbildung 6.1.: ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s♣r♦❜❡ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ 04141✱ N2/4−95015 ✉♥❞ TUC−
313

6.2. Parameter für das primäre und sekundäre Kriechen

❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡s
▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s 04141 ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦✲
❧✉♥❣ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❡✐♥❡ ✉♥t❡r❣❡♦r❞♥❡t❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳ ❉✐❡s❡r ▲❛♥❣✲
③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ✇✉r❞❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❉❛t❡♥✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤
❞❛s ❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥ ❞❡s ❇▼❇❋ ✒❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧✲
t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✏ ✈♦r✲
❧✐❡❣❡♥✱ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥
♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠
❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙✐♠✉✲
❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❜❡trä❣t 900 ❚❛❣❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❱❡rs✉❝❤s③❡✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡✲
r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ∆σ ✈♦♥ 11▼P❛ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t✱ ✇❛s ❞❡r ❆①✐❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳
❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✇✉r❞❡ ❞❡r ▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦ p0 ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✱ ❞❡r ❞✐❡ ❘❛❞✐✲
❛❧s♣❛♥♥✉♥❣ r❡♣räs❡♥t✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡ ❞❡r ❲❡rt 30◦❈ ❛♥❣❡♥♦♠✲
♠❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡✉❝❤t❡ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❲❡rt 45% ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡
❲❡rt❡ ❞❡r ♠✐tt❧❡r❡♥ ▲❛❜♦rr❛✉♠❧✉❢t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳

❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r E∞✱ Ei✱ τi ✉♥❞ As ✇✉r❞❡♥ ✐t❡r❛t✐✈ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❛rt✲
✇❡rt❡♥ ❛♥ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s 04141 ❛♥❣❡✜tt❡t✳ ❉✐❡
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❡r✇ä❤♥t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✱ ❦♦♥♥t❡♥ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r✲
s✉❝❤ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r✱ ♦❞❡r ✇✉r❞❡♥
❜❡r❡✐ts ✈♦♥ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ●❡❣❡♥ü❜❡r✲
st❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✻✳✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡✳
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Abbildung 6.2.: ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s 04141 ✉♥❞ ●❡❣❡♥ü❜❡r✲
st❡❧❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡♥

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❛t❡✲
r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳✹ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③ ❞❛s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ▲❛♥❣✲
③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s 04141 ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ P❛r❛✲
♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✶ ❡♥t✲
♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

E∞ ✐♥ ❬▼P❛❪ Ei ✐♥ ❬▼P❛❪ τi ✐♥ ❬1/s❪ As ✐♥ ❬✲❪

2040
1200 40000

1.2000E + 132300 3000000
32328 5

Tabelle 6.1.: P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❡ss❞❛t❡♥ ✐st ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣r✐♠är❡♥ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡♥
❑r✐❡❝❤❡♥ ❜❡❦❛♥♥t ✉♥❞ ❧✐❡❣t ❜❡✐ r✉♥❞ 350 ❚❛❣❡♥ ♥❛❝❤ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✳ ❉✉r❝❤
❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❦♦♥♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss



✾✷ ✻✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥

❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ♣r✐♠är❡♥ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥✱ ❜❡✐ r✉♥❞ 340 ❚❛✲
❣❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷✮ ❡r❢♦❧❣t✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ✈❡rtr❡t❜❛r❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♠ ❊①✲
♣❡r✐♠❡♥t ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞❛r❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡
♥❛❤❡③✉ ❦♦♥st❛♥t ✈❡r❧ä✉❢t✱ ✇❛s ❡✐♥❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ③✉r ❋♦❧❣❡
❤❛t✳
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❙✐♠✉❧✐❡rt❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡

Abbildung 6.3.: ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s
04141

❉❡r ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ s♣✐❡❣❡❧t ❞❡♥ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ▲❛✉❢ ✇✐❞❡r✱ ✇✐❡ s✐❡
❡✐♥❡ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡
❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺✮✳ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❢ür ❞❡♥
▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141 ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹❛ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r
♥✐❝❤t ❦♦♥st❛♥t❡ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ✐♥ ❞❡r s❡❦✉♥❞är❡♥
❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❯♠✇❡❧t❡✐♥✢üss❡✱ ✇✐❡ ❞❡r ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣ ❞❡r ▲✉❢t❢❡✉❝❤t❡✱
❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ s✐♥❦t ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲
r❛t❡ r❛s❝❤ ❛❜✱ ❜✐s s✐❡ ✐♥ ❞✐❡ s❡❦✉♥❞är❡ P❤❛s❡ ü❜❡r❣❡❤t✱ ✇❛s ❜❡✐ r✉♥❞ 340 ❚❛❣❡♥
❡r❢♦❧❣t✱ ✉♥❞ ❛♥s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦♦♥st❛♥t ✈❡r❧ä✉❢t✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
✇✉r❞❡ ❞✐❡ Pr♦❜❡ ♥✐❝❤t s♦✇❡✐t ❜❡❧❛st❡t ❜✐s ❞✐❡s❡ ✐♥ ❞✐❡ t❡rt✐är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ü❜❡r✲
❣❡❤t✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❛✉s ❞✐❡s❡♠ ❱❡rs✉❝❤ ❦❡✐♥❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ❡r❤ä❧t✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❜r✉❝❤ st❡✉❡r♥✳
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Abbildung 6.4.: ❑♦♥✈❡r❣❡♥③♥♦r♠ ❢ür ❞❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹ ✐st ❞✐❡ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③♥♦r♠ ü❜❡r ❞❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ss❝❤r✐tt❡♥
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡✲
r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽ ✉♥❞ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❆ ✈♦r❣❡st❡❧❧t
✇✉r❞❡♥✱ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❚❛♥❣❡♥t❡♥♠♦❞✉❧s ❢❡❤❧❡r❢r❡✐ ✐st✱ ❞❛ q✉❛✲
❞r❛t✐s❝❤❡ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡
▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱
❞❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❋❡❤❧❡r ♥❛❤❡ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❛♥③✉s✐❡❞❡❧♥✳ ❉❡r r♦t ✉♠✲
r❛♥❞❡t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✹ ③❡✐❣t ❡✐♥ ❧✐♥❡❛r❡s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇❛s
❞r❛✉❢ ❜❡r✉❤t✱ ❞❛ss ❞❡r ✈♦r❧❡t③t❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ss❝❤r✐tt ❞❡r ■t❡r❛t✐♦♥ s❝❤♦♥ ♥❛❤❡
❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❧✐❡❣t ✉♥❞ s♦♠✐t s✐❝❤ ❦❡✐♥ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✲
✈❡r❤❛❧t❡♥ ❡✐♥st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♠ q✉❛❞r❛t✐s❝❤❡♥ ❑♦♥✲
✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❣❡❜✐❧❞❡t❡r
❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❡r❦❧är❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✸✳✹✮✳ ◗✉❛❞r❛t✐s❝❤❡ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ✐st ❞✐❡
❱♦r❛✉ss❡t③✉♥❣ ❢ür ❡✐♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤ st❛❜✐❧❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✉♥❞ st❡❧❧t s♦♠✐t ❡✐♥❡
✇✐❝❤t✐❣❡s ❑r✐t❡r✐✉♠ ❢ür ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❞❛r✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞❛s
▲❛♥❣③❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r❡♥ s✐♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳ ❉❛s ■♥t❡r❡s✲
s❡ ❛♠ ▲❛♥❣③❡✐t✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❛❧s
▲❛❣❡rstätt❡ ❢ür ❆t♦♠✲ ✉♥❞ ●✐❢t♠ü❧❧ ❞✐❡♥❡♥ s♦❧❧❡♥✳



✾✹ ✻✳✸✳ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣

6.3. Bestimmen der Parameter für die Schädigung

❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r SD ✉♥❞ KD ❡r❢♦❧❣t ❛♠ tr✐❛①✐❛❧❡♥
❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❚❯❈✲313✱ ❞❡r ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❉✐❡ ❊♥❞s❝❤❡✐✲
❞✉♥❣✱ ❡✐♥❡♥ tr✐❛①✐❛❧❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❤❡r❛♥✲
③✉③✐❡❤❡♥ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥ ❞❡r
▲✐t❡r❛t✉r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
❞✐❡ t❡rt✐är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉s ❞❡♠ ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉✱ ❞❡r ❞❡♠ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✲
✈❡rs✉❝❤❡s ä❤♥❡❧t✱ s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✳
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Abbildung 6.5.: ❚r✐❛①✐❛❧❡ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ❚❯❈✲303 ✉♥❞ ❚❯❈✲313 ♥❛❝❤ ❘♦❦❛❤r
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪

❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❜❡trä❣t 5 ❚❛❣❡✱ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❱❡rs✉❝❤s③❡✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡
❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ∆σ ✈♦♥ 38▼P❛ ✉♥❞ ❡✐♥ ▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦ p0 ✈♦♥ 3▼P❛ ❛✉❢❣❡✲
❜r❛❝❤t✳ ❋ür ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡ ❞❡r ❲❡rt 30◦❈ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡
r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡✉❝❤t❡ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❲❡rt 75% ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡✉❝❤t❡ ✈♦♥
75% ❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ❞❛ ❜❡✐ ❞❡r ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡s ❞✐❡ ❙❛❧③st❡✐♥♣r♦✲
❜❡ ♠✐t ❚❡✢♦♥❢♦❧✐❡ ✉♥❞ ●✉♠♠✐♠❛♥s❝❤❡tt❡ ü❜❡r③♦❣❡♥ ✇❛r✱ ❞❛❜❡✐ s❝❤❧♦ss ❞✐❡
●✉♠♠✐♠❛♥s❝❤❡tt❡ ❞✐❡ ❉r✉❝❦♣❧❛tt❡♥ ❞❡s Prü❢st❛♥❞❡s ♠✐t ❡✐♥✳ ❙♦♠✐t ❦♦♥♥t❡
❞✐❡ ❡✐♥❣❡s❝❤❧♦ss❡♥❡ ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ✐❤r❡ ✈♦❧❧❡ ❲✐r❦s❛♠❦❡✐t ❡♥t❢❛❧t❡♥✳
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▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

✾✺

❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r SD ✉♥❞ KD ✇✉r❞❡♥ ✐t❡r❛t✐✈ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❛rt✇❡rt❡♥
✭SD = 1 ▼P❛ ✉♥❞ KD = 1 ▼P❛✮ ❛♥ ❞✐❡ tr✐❛①✐❛❧❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❚❯❈✲313
❛♥❣❡✜tt❡t✳ ❉✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♣❛r❛♠❡t❡r ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✻✳✷ ❡♥t✲
♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

SD ✐♥ ❬▼P❛❪ KD ✐♥ ❬▼P❛❪
✵✳✵✵✺✺✵✵ 340.0

Tabelle 6.2.: P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❜❡❤❛❢t❡t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻ ✐st ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❞❛r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✺
✉♥❞ ✻✳✻ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ♣r✐♠är❡
❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ♥✐❝❤t ❡①❛❦t ✇✐❡❞❡r❣❡❜❡♥ ❦❛♥♥✳
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❙✐♠✉❧✐❡rt❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡

❙✐♠✉❧✐❡rt❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣

0.4

Abbildung 6.6.: ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❞❡s tr✐❛①✐❛❧❡♥
❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s ❚❯❈✲313✳

❉✐❡s❡s ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❡r❦❧är❡♥✳
❉❛s ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✇✐r❞ ③✉♠ ❣röÿt❡♥ ❚❡✐❧ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲
▼♦❞❡❧❧ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇❛s ❞✐❡ ❉✐❧❛t❛♥③ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ♥✐❝❤t ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ ❞✐❡



✾✻ ✻✳✹✳ ■❞❡♥t✐❢✐③✐❡r✉♥❣ ❞❡r s❡♥s✐t✐✈❡♥ P❛r❛♠❡t❡r

✈✐s❦♦s❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥
✇✐r❞✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉stä♥❞❡✱ ❞✐❡ ❜❡✇✐r❦❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞r✐tt❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡
❡✐♥tr✐tt ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ♥✐❝❤t ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❜❡✲
r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s ❛❧s ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❡✐♥❣❡st✉❢t✳
❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❦♦♥♥t❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ s❡❦✉♥❞är❡ ✉♥❞ t❡rt✐är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡
❞✉r❝❤ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡t ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡
✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✻❜✮ ✇❡✐st ❞❡♥ ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❱❡r❧❛✉❢ ❛✉❢✱ ✇✐❡ ❡r ✐♥ ❞❡r ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✺ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞✐❡ ❛❧❧❡ ❞r❡✐ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡♥
❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳

6.4. Identifizierung der sensitiven Parameter

❉✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐r❞ ❛♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141
✭s✐❡❤❡ ✹✳✹❛✮ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❛♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ N2/4 − 95015 ✭s✐❡❤❡
✹✳✹❜✮ ✈❛❧✐❞✐❡rt✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹✳✶ ✉♥❞ ✻✳✹✳✹ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐s✲
s❡ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥
❊r❦❡♥♥t♥✐ss❡ ❢ür ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣✳ ■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✻✳✼ ❜✐s ✻✳✶✶ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ ✒r♦t❡♥ ▲✐♥✐❡♥✏ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐
❞❡r ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ❲❡rt❡s ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs ✉♥❞ ❞✐❡ ✒❣rü♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥✏ ❞❛s ▼❛✲
t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐♠ ❊r❤ö❤❡♥ ❞❡s ❲❡rt❡s ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs✳ ❉✐❡ ✒❜❧❛✉❡♥ ▲✐♥✐❡♥✏
st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❘❡❢❡r❡♥③❧ös✉♥❣ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷ ❞❛r✳

6.4.1. Abhängigkeit der elastischen Konstanten

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼ ③❡✐❣t ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡✐♠ ❱❛r✐✐❡r❡♥ ❞❡r ❡❧❛st✐✲
s❝❤❡♥ ❑♦♥st❛♥t❡♥ E ✉♥❞ ν✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ✈♦♥ 900 ❚❛❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹ ♠✐t ❞❡♠ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥
❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✼❛✱ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t ✐st✱ ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ✐st✳ ❉✐❡s❡s
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❞❡r s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡
❡✐♥❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ✇❛s ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥
✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❑✉r✈❡♥✈❡r❧ä✉❢❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✺✳✻✷ ✉♥❞
✺✳✺✾ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❱❛r✐✐❡r❡♥ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡
ä♥❞❡rt✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥
▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧s ✈♦♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❡✐♥❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦✲
❞✉❧s✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r E∞ ❤❡r✈♦r❣❡r✉❢❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣
✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹✳✷ ♥ä❤❡r ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧
③❡✐❣t s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✼❜ ♠✐t
❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141 ❜✐s 04143✱ ❞❛ss ❞✐❡
❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν s❡♥s✐t✐✈ ✈❡rt❡✐❧t ✐st✱ ❛❧s ❛♥✇❡♥❞❜❛r✳
❉✐❡ ❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❞❡r s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡
❧ässt s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r κ ✉♥❞ µL ✐♥ ❡✐♥❡♠
❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉❡✐♥❛♥❞❡rst❡❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✼✼✮✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞✐❡



✻✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡r
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

✾✼

❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ✐♥ ❞❡r s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ tr♦t③ ❞❡r
✈❡rä♥❞❡rt❡♥ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧✳ ❉✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣s③✉♥❛❤♠❡ ❜③✇✳ ❉❡❤♥✉♥❣s❛❜✲
♥❛❤♠❡ ✐♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❜❡r✉❤t ❛✉❢ ❞❡rs❡❧❜❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥✳ ❲✐r❞ ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧
❡r❤ö❤t✱ ❤❛t ❞❛s ❡✐♥❡ ▼✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ▲❛♠❡✲P❛r❛♠❡t❡r µL ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ✇❛s ❞✐❡
✈✐s❦♦✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ❡r❤ö❤t✳ ❇❡✐ ❞❡r ▼✐♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s✲
③❛❤❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡♠❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ✈✐s❦♦✲❡❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❤♥✉♥❣✳
❉✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❦❛♥♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✾✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❜✐r❣t ❛✉❝❤ ●❡❢❛❤r❡♥✱
❞❛ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ✈♦♥ ν = 0.5 ❜❡✐ ❡✐♥❡♥ ✐s♦tr♦♣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧
❞❡r ❑♦♠♣r❡ss✐♦♥s♠♦❞✉❧ κ ❣❡❣❡♥ ❯♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡r ❋❛❧❧ ♠✉ss ❢ür ❞✐❡
✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞
✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶ ❣❡s♦♥❞❡rt ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳
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E = 18934 ▼P❛

E = 37868 ▼P❛

E = 56802 ▼P❛

ν = 0.1325

ν = 0.265

ν = 0.3975

Abbildung 6.7.: ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥
❑♦♥st❛♥t❡♥



✾✽ ✻✳✹✳ ■❞❡♥t✐❢✐③✐❡r✉♥❣ ❞❡r s❡♥s✐t✐✈❡♥ P❛r❛♠❡t❡r

6.4.2. Sensitivität der Parameter des generalisierten Maxwell-Modells

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✽ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❜❡✐♠ ❱❛r✐✐❡✲
r❡♥ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧❡ ❢ür ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ❡r❣❡❜❡♥ ❤❛✲
❜❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✽❛ ✇✐r❞✱ ✇✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r
P❛r❛♠❡t❡r E∞ ❢ür ❞✐❡ ♣❛r❛❧❧❡❧❣❡s❝❤❛❧t❡t❡ ❋❡❞❡r ♠✐t ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲
❊❧❡♠❡♥t❡♥ ❡✐♥❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❛ ❜❡✐♠ ➘♥❞❡r♥ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡r E∞ ❞❡r
❣❡s❛♠t❡ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ s✐❝❤ ♥✉r ♠✐♥✐♠❛❧ ä♥❞❡rt✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙t❡✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡r
s❡❦✉♥❞är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❢ür ❞✐❡ ❞r❡✐ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❛❧s ♥❛❤❡ ③✉ ❣❧❡✐❝❤ ❛♥❣❡s❡❤❡♥
✇❡r❞❡♥✳

❉❛s ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✐♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥
❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❛♥ ❞❡r t = ∞ ▲ös✉♥❣

ε(t = ∞) =
σ

E∞
✭✻✳✶✮

❢ür ❡✐♥ ✸✲P❛r❛♠❡t❡r ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✺✳✶ ❡r❧ä✉t❡r♥✳ ❉❡r P❛r❛♠❡t❡r E∞ ❞❡s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧s ❧❡❣t ❞✐❡
▼❛①✐♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ❜❡st✐♠♠t❡♥ ▲❛st ❢❡st✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt
s✐❝❤ s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡r ●r❡♥③❞❡❤♥✉♥❣ ❦❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❉❡❤✲
♥✉♥❣ ❛❦❦✉♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✱ ✇❛s ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶ ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣
εv ❜❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r II ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❱❡r♠✐♥❞❡r♥
❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs ✇✐r❞ ❞✐❡ ●r❡♥③❞❡❤♥✉♥❣ ❡r❤ö❤t✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss ❞❡r P❛✲
r❛♠❡t❡r E∞ ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧❞❡❤♥✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ✈✐s❦♦✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❜❡st✐♠♠t✳
❉✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❋❡❞❡r♣❛r❛♠❡t❡r Ei ❢ür ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ✇❡✐s❡♥
❦❡✐♥❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉❢✱ ❞❛ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❡r❣❡❜❡♥❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥
✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✽❜ ✉♥❞ ✻✳✽❝✮✳

❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧❡

E := E∞ +
n∑

i=1

Ei ✭✻✳✷✮

❢ür ❡✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❞❡s ❣❡s❛♠✲
t❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✾ ✇✐r❞
❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r τi ❢ür ❞✐❡ ❉ä♠♣❢❡r ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲
❊❧❡♠❡♥t❡ ❦❡✐♥❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❉❛s ❡✐♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ✐st✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t✲
❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ 04141 ✉♥❞ N2/4 − 95015✳ ❉✐❡ ✈✐s❦♦s❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜❧❡✐❜❡♥
✉♥✈❡rä♥❞❡rt✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ♣r✐♠är❡♥ ③✉♠ s❡❦✉♥❞är❡♥
❑r✐❡❝❤❡♥ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳ ❆✉❢ ❡✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ❞r✐tt❡
▼❛①✇❡❧❧✲❊❧❡♠❡♥t ✇✉r❞❡ ❞❛r✉♠ ✈❡r③✐❝❤t❡t✳
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Abbildung 6.8.: ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts✲
♠♦❞✉❧❡ ❢ür ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧

6.4.3. Sensitivität der Parameter für das Norton Kriechgesetz

❉✐❡ ❑r✐❡❝❤❡♥❦✉r✈❡♥ ❞✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✵ ❡♥t✲
♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ③✉r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❞❡r
P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ◆♦rt♦♥ ❑r✐❡❝❤❣❡s❡t③ ❡r❣❛❜ ❞❛s ❡r✇❛rt❡t❡ ❊r❣❡❜♥✐s✱ ❞❛ss ❞✐❡
❆♥♥❛❤♠❡ ❞❡r ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ◆♦rt♦♥ ❑r✐❡❝❤❣❡s❡t③
♥✐❝❤t ③✉tr✐✛t✳ ❉✐❡s❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ✇✐r❞ ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✺✳✺✶
✉♥❞ ✺✳✺✷ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ ❜❡✐♠ ❱❛r✐✐❡r❡♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r As✱ N ✉♥❞ Φ ❞✐❡
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Abbildung 6.9.: ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❉ä♠♣❢❡r❦♦♥✲
st❛♥t❡♥ ❞❡s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧s

❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❣❡♠✐♥❞❡rt ❜③✇✳ ❡r❤ö❤t ✇✐r❞✳ ❆♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✵❛ ✐st ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱
❞❛ss ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r As ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛r❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❜❡s✐t③t✳ ❲✐r❞ ❞❡r ❲❡rt ❞❡s
P❛r❛♠❡t❡rs As ❤❛❧❜✐❡rt✱ ❤❛❧❜✐❡rt s✐❝❤ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡✳ ❲♦❤✐♥❣❡❣❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐♠
❊r❤ö❤❡♥ ❞❡s P❛r❛♠❡t❡rs As ❡✐♥❡ ❣röÿ❡r❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❡✐♥st❡❧❧t✳ ❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡r
N ✉♥❞ Φ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ st❛r❦❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st
❛✉s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ③✉ ❜❡❞❡♥❦❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ r❛t✐♦♥❛❧❡ ❩❛❤❧ ❢ür ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r
N s✐❝❤ ✉♥❣ü♥st✐❣ ❛✉s✇✐r❦❡♥ ✇ür❞❡✳ ❋ür ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r Φ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡s ❱❡rs✉❝❤s❛✉❢❜❛✉s ✉♥❞ ❞❡s ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❑❧✐♠❛s ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦✲
t✉r ❦❡✐♥❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡s✐t③❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❦♦♥♥t❡ ♠✐t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❜❡stät✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✵❝✮✳
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Abbildung 6.10.: ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r
❢ür ❞❛s ◆♦rt♦♥ ❑r✐❡❝❤❣❡s❡t③

6.4.4. Sensitivität der Parameter für das Schädigungsgesetz

❉✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❞✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✻✳✶✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✶❛ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛✲
r✐❛❜❧❡ D ❡✐♥ s❡♥s✐t✐✈❡r P❛r❛♠❡t❡r ✐st✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ s♦ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙❛❧③st❡✐♥♣r♦❜❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❱♦rs❝❤ä❞✐❣✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤
❞❡♥ ❊♥tst❡❤✉♥❣s♣r♦③❡ss ❛✉❢✇❡✐s❡♥ ✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ✇❡✐s❡♥ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣❡r ❣❡✲
s❝❤ä❞✐❣t❡s ●❡❢ü❣❡ ❛✉❢✱ ❛❧s ❞❛s ❘❡❢❡r❡♥③❣❡❢ü❣❡✳ ●❡❢ü❣❡ ❞✐❡ ❡✐♥ ❣ü♥st✐❣❡r❡s ●❡❢ü✲
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Abbildung 6.11.: ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r
❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣

❉✐❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❢ür SD ✉♥❞ KD ✇✉r❞❡ ❛♠ tr✐❛①✐❛❧❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❚❯❈✲
313 ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ❞❛ ❞✐❡ III ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❜❡✐ ❞❡♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141
♥✐❝❤t ❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❛s ❋♦rts❝❤r❡✐t❡♥ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛✲
❜❧❡ D ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❜r✉❝❤ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ♠üss❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡
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❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ III ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡♥✳ ❆♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✶❜
✉♥❞ ✻✳✶✶❝ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r SD ✉♥❞ KD ❡rst ❜❡✐♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥
❞❡r III ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❡✐♥❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❤❛❜❡♥✳ ❉❛s
③❡✐❣t s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ✉♠ 1 ❚❛❣ ✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✱
❞❛ ❜❡✐♠ ▼✐♥❞❡r♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r SD ✉♥❞ KD ❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r ③✇✐✲
s❝❤❡♥ ❞❡♠ 4 ✉♥❞ 5 ❚❛❣ ❡r❢♦❧❣t❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r tr✐❛①✐❛❧❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
s❡❤r ❣❡r✐♥❣ ✐st ✉♥❞ ❞❡s✇❡❣❡♥ ❦❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❆✉ss❛❣❡ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❜
❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠♦❞❡❧❧s s❡♥s✐t✐✈ s✐♥❞ ♦❞❡r ♥✐❝❤t✱ ✇❡r❞❡♥ ❢ür ❞✐❡
✇❡✐t❡r❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾ ♥✉r ❞✐❡ ❱♦rs❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D ❛❧s ✉♥s✐❝❤❡r ❜❡✲
tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ❞❡r ❙❡r✐❡ 0414i ✉♥❞ N2/i
♥❛❝❤❣❡✇✐❡s❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳

6.5. Validierung der Ergebnisse am Langzeitkriechversuch
N2/4-95015

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✇✐r❞ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❛♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
N2/4 − 95015 ✈❛❧✐❞✐❡rt✳ ❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❜❡trä❣t
1200 ❚❛❣❡ ✉♥❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❱❡rs✉❝❤s③❡✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣
∆σ ✈♦♥ 14▼P❛ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉❡r ▼❛♥t❡❧❞r✉❝❦ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
❡❜❡♥❢❛❧❧s ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳ ❉✐❡ ▲✐t❡r❛t✉r ❣✐❜t ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❘❛❤♠❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛♥✿ ❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✐r❞ ♠✐t 22◦❈ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❢ür
❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡✉❝❤t❡ ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s 45% ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳

❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹ ✉♥❞ ❞❡r ✒❜❧❛✉❡♥ ▲✐♥✐❡♥✏ ❛✉s ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✷ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡
✐st✱ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥t❡r ❞❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞
❣❡♥❛✉ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss
♥✐❝❤t ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ Pr♦❜❡♥ ❞✐❡s❡❧❜❡♥
▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣
❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥s ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✹ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉✐❡s❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❜❡stät✐❣t ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✷ ✉♥❞ ✻✳✸ ❡r♠✐tt❡❧t ✇✉r❞❡♥✳
❉✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❡r❣❡❜❡♥✱ s✐♥❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s
❛✉s ❞❡r ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ③✉rü❝❦ ③✉❢ü❤r❡♥✳ ❉❛ ❢ür ❞✐❡
▲❛♥❣③❡✐t✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r❡♥ ❞✐❡ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡
❛♠ ❜❡❞❡✉t❡♥❞st❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡♠ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ③✉❢r✐❡✲
❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❛❧s ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞
❣❡♥❛✉ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✉♥❞ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ✐♥ ❞❡r ♣r✐♠är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❛❧s ✈❡rtr❡t❜❛r
❡✐♥❣❡st✉❢t✳

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱
❞✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✻✳✹✳✶ ❜✐s ✻✳✹✳✹ ✐❞❡♥t✐✜③✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ s❡♥s✐t✐✈ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❜❡✲
r❡❝❤♥❡t❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✶✷ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
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Abbildung 6.12.: ❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣ ❛♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ N2/4−95015

6.6. Zusammenfassung

❊s ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥❤❛♥❞
✈♦♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇✐❡ ❡s ✐♠ ❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛✲
❜❡♥ ❞❡s ❇▼❇❋ ✒❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✏ ❡r❢♦❧❣t❡✱ ♥✐❝❤t s♦ ❣❡❡✐❣✲
♥❡t ✐st✳ ❉❛ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡✱ ❞❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
❛♥ ▼❛st❡r❦✉r✈❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✱ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ s✐♥❞✱ ❞❛ss ❣❡s❛♠t❡
❙♣❡❦tr✉♠ ❞❡r ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ▼❛♥ ❦❛♥♥ ♥✐❝❤t



✻✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡r
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

✶✵✺

❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞
❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉❛ss ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐
❣❧❡✐❝❤❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❙❡t✉♣ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤❡s st❛r❦ str❡✉❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
❉❛t❡♥ ❛✉s ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱
❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡✱
❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙❛t③ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱
❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ③✉ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥✳ ❉❛ss
❞❛s ♥✐❝❤t ❛❧❧❡✐♥❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❢ür ❞❛s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ③✉rü❝❦ ③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ❞❡r Pr♦❥❡❦t❣r✉♣♣❡
●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❇❡✐♠ ❆♥❛❧②s✐❡r❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥
❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❢ür ❡✐♥✐❣❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥
❛❜✇❡✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆♥❤❛❧ts♣✉♥❦t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ❡✐♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡r ❆♥s❛t③ ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❧✐❡❢❡r♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✲
♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❛✉ss❛❣❡❦rä❢t✐❣❡r❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡r♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐r❞ ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥
❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✻✳✼✱ ✻✳✽✱ ✻✳✶✶ ✉♥❞ ✻✳✶✷ ♥♦❝❤ ✉♥t❡r♠❛✉❡rt✳ ❉❛ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥
❦♦♥♥t❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ν ✉♥❞ E∞ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡
D ❣r♦ÿ❡ ❙❡♥s✐t✐✈✐tät ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡
●röÿ❡♥ ♠✐t ❞❡r ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✷ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧
❡✐♥❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❧✐❡❣t ❞❛r✐♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ♠❡❤r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥✳
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7. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

■♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇✉r❞❡ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥
❛♥✇❡♥❞❜❛r ✐st✱ ✇❛s ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✹ ✉♥❞ ✺ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❛✉❢❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❙❦❛❧❛r❡♥
✉♥❞ ▼❛tr✐③❡♥ ❢❡st s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡❢❛sst s✐❝❤ ♠✐t ❞❡♠ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥
●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞✐❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✉♠ ❑♦♥③❡♣t❡ ❡✐♥③✉❢ü❤r❡♥✱ ♠✐t ❞❡ss❡♥ ❍✐❧❢❡
s✐❝❤ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❙②st❡♠❣röÿ❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❧❛ss❡♥✳

■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✶ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠❡s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❩✉❢❛❧❧s❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ●röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✷ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❲✐❡
❞✐❡s❡ ●röÿ❡♥ ✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✸ ❣❡③❡✐❣t✳ ❖❜ ❞✐❡ ✈♦♠ ❩✉❢❛❧❧
❛❜❤ä♥❣❡♥❞❡♥ ●röÿ❡♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ♦❞❡r ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ✇✐r❞ ✐♠
❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✹ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉✐❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s❣röÿ❡♥ ❡r❢♦❧❣t ♠✐t ❞❡♥
st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼♦♠❡♥t❡♥✱ ❞✐❡ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✺ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❑❛♣✐t❡❧
✼✳✻ st❡❧❧t ❞✐❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tttr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❛r✱ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r ✐♥ ❡✐♥❡♥
❛♥❞❡r❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r tr❛♥s❢♦r♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❛ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❣r♦❜❡♥ Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ❞❛s ❚❤❡♠❡♥❢❡❧❞ ❞❡r ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡ ❣✐❜t✱ ✇✐r❞ ❞❡r ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡ ▲❡s❡r ❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▲✐t❡r❛t✉r
✈❡r✇✐❡s❡♥✱ ●❡♦r❣✐✐ ❬✷✵✶✺❪✱ ❑❧❡♥❦❡ ❬✷✵✶✸❪✱ ❚❛♣♣❡ ❬✷✵✶✸❪ ✉♥❞ ●♥❡❞❡♥❦♦ ❬✶✾✾✼❪✳

7.1. Wahrscheinlichkeitsraum

●❡♦r❣✐✐ ❬✷✵✶✺❪✱ s❝❤❧ä❣t ❢ür ❞✐❡ ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧s ③✉r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡s ❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❣❡❜✐❡t❡s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❞r❡✐ ❙❝❤r✐tt❡ ✈♦r✳

7.1.1. Festlegen des Ergebnisraumes

❯♠ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐sr❛✉♠ ③✉ ❞❡✜♥✐❡r❡♥ ♠✉ss ❞❡r ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥❡ ❱♦r❣❛♥❣ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤
❞❡r ❱♦r❣ä♥❣❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ s✐♥❞✳ ■♥ ❞❡r
▼❡♥❣❡ Ω ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ■♥t❡r❡ss❡ s✐♥❞✱ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst✳
❲✐❡ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐sr❛✉♠ ❢❡st❧❡❣t ✇✐r❞✱ s♦❧❧ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡s ♠❡❤r♠❛❧✐❣ ❣❡✇♦r❢❡♥
❲ür❢❡❧s ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳



✶✵✽ ✼✳✶✳ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠

❇❡✐ ❡✐♥❡♠❲ür❢❡❧ ✐st ♠❛♥ ✐♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ❛♥ ❞❡r ❣❡✇♦r❢❡♥❡♥ ❆✉❣❡♥③❛❤❧ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt
✉♥❞ ♥✐❝❤t ❛♥ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❲ür❢❡❧s ❛✉❢ ❞❡♠ ❚✐s❝❤ ✉♥❞ ❛♥ ❞❡r ❍❛♥❞❤❛❧t✉♥❣
❜❡✐♠ ❲✉r❢✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡r Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ ❡✐♥❡s n✲♠❛❧ ❣❡✲
✇♦r❢❡♥❡♥ ❲ür❢❡❧s ③✉ Ω = {1, ..., 6}n ❢ür ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Ω✳ ❉❛❜❡✐ ✐st ωi ❞✐❡
❆✉❣❡♥③❛❤❧ ❞❡s i✲t❡♥ ❲✉r❢❡s✳
❉❛s ❱♦r❣❡❤❡♥ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ▼❡♥❣❡ Ω ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❢ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❙②st❡♠❡
ü❜❡rtr❛❣❡♥✳

7.1.2. Bestimmen der Ereignis-σ-Algebra

■♥ ❞❡r ❘❡❣❡❧ ✐st ♠❛♥ ♥✐❝❤t ❛♥ ❞❡r ❣❡♥❛✉❡♥ ❆✉❣❡♥③❛❤❧ ❞❡s ❲ür❢❡❧s ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠
❲✉r❢ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ ❛♥ ❞❡♠ ❊✐♥tr❡t❡♥ ❞❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s✱ ✇❡❧❝❤❡s ❛✉s ❜❡✲
st✐♠♠t❡♥ ❊✐♥③❡❧❡r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❜❡st❡❤t✳ ❉✐❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ s✐♥❞ ❡✐♥❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ✈♦♥
Ω✳ ❉❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❊r❡✐❣♥✐s ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥
❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥❡r n✲♠❛❧ ❣❡✇♦r❢❡♥❡♥ ▼ü♥③❡ ♠✐♥❞❡st❡♥s k✲♠❛❧ ❞❡r ❲❡rt ❑♦♣❢
❡✐♥tr✐tt ❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡

A =

{

ω = (ω1, ..., ωn) ∈ Ω :
n∑

i=1

ωi ≥ k

}

✭✼✳✶✮

♠✐t ❞❡♠ ❊r❣❡❜♥✐sr❛✉♠ Ω = {0, 1}n ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❙②st❡♠ F ✈♦♥
❊r❡✐❣♥✐ss❡♥ ♠✉ss s♦ ❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❥❡❞❡♠ ❊r❡✐❣♥✐s A ∈ F ❡✐♥❡ ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t P (A) ❢ür ❞❛s ❊✐♥tr❡t❡♥ ✈♦♥ A ③✉③✉♦r❞♥❡♥ ✐st✳ ●❡♠äÿ ●❡♦r❣✐✐
❬✷✵✶✺❪ ♠✉ss ❞❛s ❙②st❡♠ F ⊂ P (Ω) ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▼✐♥✐♠❛❧❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧❡♥✱

1.Ω ∈ F ,
2. A ∈ F ⇒ Ac := Ω \A ∈ F ,
3. A1, A2, ... ∈ F ⇒

⋃

i≥1

Ai ∈ F .
✭✼✳✷✮

❉❡r ❊r❡✐❣♥✐sr❛✉♠ ❜③✇✳ ❞❡r ♠❡ss❜❛r❡ ❘❛✉♠ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s P❛❛r (Ω,F)✳
❲✐❡ ❞✐❡ σ✲❆❧❣❡❜r❛ ❢❡st③✉❧❡❣❡♥ ✐st✱ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ●❡♦r❣✐✐ ❬✷✵✶✺❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

7.1.3. Wahrscheinlichkeitsbewertung der Ereignisse

❊✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r P✉♥❦t ✐♥ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦ ✐st ❡s✱ ❞❡♥ ●r❛❞ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
③✉ ❜❡✇❡rt❡♥✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ❞❛✈♦♥✱ ❞❛ss ❢ür Ai ∈ F ❡✐♥ ▼❛ÿ P(A) ∈ [0, 1] ❣❡✲
s✉❝❤t ✇✐r❞✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ A ❛♥❣✐❜t✳ ❋ür ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥
❞❡s ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts♠❛ÿ❡s s❝❤❧ä❣t ●❡♦r❣✐✐ ❬✷✵✶✺❪ ✈♦r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥



✼✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ✶✵✾

❘❛❤♠❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ s✐♥♥✈♦❧❧❡r✇❡✐s❡ ❡r❢ü❧❧t s❡✐♥ s♦❧❧t❡♥

P(Ai) ≥ 0, ∀Ai ∈ F ,
P(Ω) = 1,

P




⋃

i≥1

Ai



 =
∑

i≥1

P(Ai).

✭✼✳✸✮

❍❛t ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ P : F → [0, 1] ❞✐❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✼✳✸❛ ❜✐s ✼✳✸❝✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ③✉ (Ω, F , P)✳ ❉❡r ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥❡♥ ❍✐❧❜❡rt ❘❛✉♠✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✷
❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❜❡s✐t③❡♥ ❡✐♥❡ ❡♥❞❧✐❝❤❡ ❱❛r✐❛♥③✳ ❲❡♥♥ ❞❛s ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✱ ❦❛♥♥
❡✐♥ ✐♥♥❡r❡s Pr♦❞✉❦t ✉♥❞ ❡✐♥❡ ◆♦r♠ ❢ür ❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ❞❡✜♥✐❡rt
✇❡r❞❡♥✳

7.2. Zufallsvariablen

❉✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ X st❡❧❧t ✐♥ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦ ❡✐♥❡ ●röÿ❡ ❞❛r✱ ❞❡ss❡♥ ❲❡rt
✈♦♠ ❩✉❢❛❧❧ ❛❜❤ä♥❣t✳ ❉✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♠ ❩✉❢❛❧❧ ✇✐r❞ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ X(θ) ❛✉s❣❡❞rü❝❦t✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞ ❞❛✈♦♥
❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ♥✉r r❡❡❧❧❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür r❡❡❧❧❡ ❩✉✲
❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ Ω ✐♥ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ R ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥
X : Ω → R✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❢ür ❥❡❞❡s ❊r❡✐❣♥✐s θ ∈ Ω✱ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r
❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t✱ ●❡♦r❣✐✐ ❬✷✵✶✺❪

{θ : X(θ) ≤ c} ∈ F , ∀c ∈ R, ✭✼✳✹✮

❡✐♥❡ r❡❡❧❧❡ ❩❛❤❧ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❇❡✐s♣✐❡❧s✱ ✇❛s ✐♥ ❞❡r ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✶ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ s♦❧❧ ❞✐❡ ❩✉♦r❞♥✉♥❣ ✈❡r❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉s❣❛♥❣s✲
♣✉♥❦t ❢ür ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❜✐❧❞❡♥ ③✇❡✐ ❲ür❢❡❧✱ ❞✐❡ ♣❛❛r✇❡✐s❡ ❣❡✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
❋ür ❞❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❧ässt s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ (Ω, F , P)
❞❡✜♥✐❡r❡♥✱ ♠✐t ❞❡r ▼❡♥❣❡ Ω ❞✐❡ ❛❧❧❡ 36 ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ Ω = {(i, j) :
i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}} ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✳ ▼✐t ✇❡❧❝❤❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s
❡✐♥tr✐tt ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❜③✇✳ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✼✳✶✱ ✐♥
❞❡r ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ♥♦❝❤♠❛❧ ❛✉❢❜❡r❡✐t❡t ✇✉r❞❡♥✳

X(θ) ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✶✷
P(X = X(θ)) 1

36
2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

Tabelle 7.1.: ❱❡rt❡✐❧✉♥❣st❛❜❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✶

❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❇♦r❡❧s❝❤❡♥ σ✲❆❧❣❡❜r❛ ✉♥❞ ❞❡r



✶✶✵ ✼✳✷✳ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥

❋✉♥❦t✐♦♥ X(θ) ❡✐♥❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ X : Ω → R ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✳
❉✐❡s❡s ❡r❢♦❧❣t ♠✐tt❡❧s ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ♥✐❝❤t ✐♠♠❡r s♦
❡✐♥❞❡✉t✐❣ ✐st ✇✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✶ ❣❡③❡✐❣t✱ ♠üss❡♥ ❞❛❢ür ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥
❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✸ ❡r❢♦❧❣t✳

(1, 1)(1, 2)(1, 3)(1, 4)(1, 5)(1, 6)

(2, 1)(2, 2)(2, 3)(2, 4)(2, 5)(2, 6)

(6, 1)(6, 2)(6, 3)(6, 4)(6, 5)(6, 6)

(3, 1)(3, 2)(3, 3)(3, 4)(3, 5)(3, 6)

(4, 1)(4, 2)(4, 3)(4, 4)(4, 5)(4, 6)

(5, 1)(5, 2)(5, 3)(5, 4)(5, 5)(5, 6)

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

Abbildung 7.1.: ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ ③✇❡✐
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❣❡✇♦r❢❡♥❡♥ ❲ür❢❡❧♥

7.2.1. Zufallsvektoren

■♥ ❞❡♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✉r❞❡ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s❣röÿ❡ X
❡✐♥❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❞✐❡ ❥❡❞❡♠ ❊r❣❡❜♥✐s θ ∈ Ω ♥✉r ❡✐♥❡ r❡❡❧❧❡ ❩❛❤❧ X(θ)
③✉♦r❞♥❡t✱ ❍❛✐♥③❧ ❬✷✵✶✸❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ X(θ) ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r X(θ) ❣❡③❡✐❣t✱ ❢ür ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ❇❡s❝❤ä❢✲
t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ✇✐r❞ ❛✉❢ ❇r❛♠❧ ❬✷✵✶✵❪✱ ❙t❡❧❛♥❞ ❬✷✵✶✸❪ ✉♥❞
❍❛✐♥③❧ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♠ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ (Ω, F , P)
✇✐r❞ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r X(θ) ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ M ❛✉s ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ X1(θ) ❜✐s XM (θ) ❞❡✜♥✐❡rt✳ ❋♦r♠❛❧ ❦❛♥♥ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r ❞✉r❝❤

X(θ) = [X1(θ), ..., XM (θ)]T ✭✼✳✺✮



✼✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ✶✶✶

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❆♥❛❧♦❣ ③✉r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ ❡r❢♦❧❣t ❢ür r❡❡❧❧❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦✲
r❡♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ Ω ✐♥ ❞✐❡ ▼❡♥❣❡ R

M ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ X : Ω → R
M ✳

❉✐❡ ♠❡❤r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✸✳✹ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t✳

7.3. Verteilungsfunktion

❲✐❡ ♠❛♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✷ ❡♥t♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ st❡t✐❣
♦❞❡r ❞✐s❦r❡t ✈❡rt❡✐❧t s❡✐♥✳ ■♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❦✉♠✉❧❛t✐✲
✈❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✭❈❉❋✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥❡♥
✭P❉❋✮ ❢ür ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

1

FX(x)

xx1 x2 x3 x4 xn

❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r st❡t✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈r✐❛❜❧❡♥

❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❞✐s❦r❡t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈r✐❛❜❧❡♥

Abbildung 7.2.: ❙t❡t✐❣❡ ✉♥❞ ❞✐s❦r❡t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥

7.3.1. Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen

❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡✐♥❡r st❡t✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ −∞ <
X <∞ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❈❉❋

FX(x) = P(X ≤ x) ✭✼✳✻✮



✶✶✷ ✼✳✸✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥

❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❈❉❋ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ fX : R → [0,∞)
❞❡r P❉❋ fX ✱ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥✱

fX(x) ≥ 0,
∞∫

−∞

fX(x) = 1,

P(x1 ≤ X ≤ x2) =

x2∫

x1

fX(x)dx = FX(x2)− FX(x1),

0 ≤FX(x) ≤ 1.

✭✼✳✼✮

❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠♦♥♦t♦♥ ✇❛❝❤s❡♥❞❡
❈❉❋ FX ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r P❉❋ fX ✐st ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

F ′
x(x) = fX(x) ✭✼✳✽✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳

7.3.2. Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsvariablen

❉✐❡ ❞✐s❦r❡t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ P❉❋ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t
✇❡r❞❡♥✱

fX(x) =

{

P(X = xi) ❢ür x = xi

0 ❢ür x 6= xi
. ✭✼✳✾✮

❉✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❈❉❋ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆✉❢s✉♠♠✐❡r✉♥❣ ❛❧❧❡r ❲❡rt❡ xi ≤ x
✉♥❞ ❦❛♥♥ ❢♦r♠❛❧ ❞✉r❝❤ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥

FX(x) = P(X ≤ x) =
∑

xi≤x

fX(xi). ✭✼✳✶✵✮

❉✐❡ ❈❉❋ ✉♥❞ P❉❋ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❞❡♥ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✱

fX(xi) ≥ 0,
∞∑

i=1

fX(xi) = 1,

0 ≤FX(x) ≤ 1.

✭✼✳✶✶✮

❉✉r❝❤ P(a < X ≤ b) = FX(b) − FX(a) ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉s✲
❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ [a, b] ❧✐❡❣t✳ ❉❛ ✐♠
❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✉r st❡t✐❣❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✱ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡
✇❡✐t❡r❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞✐s❦r❡t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈❡r③✐❝❤t❡t✳



✼✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ✶✶✸

7.3.3. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

■♠ ❆♥❤❛♥❣ ❇ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ P❉❋✬s ♠✐t ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❈❉❋✬s ❞❛r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
❇✳✶✱ ❞✐❡ ❞✐❡ P❉❋ ❢ür ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡ N (µ, σ) ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉✐❡
❢♦❧❣❡♥❞❡ P❉❋

fX(x) =
1√
2π

exp

(

−1

2
x2
)

✭✼✳✶✷✮

❢ür ❞❡♥ ❙♦♥❞❡r❢❛❧❧ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ③✉ µ = 0 ✉♥❞ σ = 1 ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✼✳✶✷
❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✷✳ ❆✉s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r
❙✐❝❤t ❡✐❣♥❡t s✐❝❤ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ♥✐❝❤t ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧✲
♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧✱ ❞❛ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤
❞❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ (−∞,+∞) ❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❞❛③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r
❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ♥❡❣❛t✐✈ ✇✐r❞✱ ✇❛s ❛✉s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ♥✐❝❤t ③✉❧äss✐❣ ✐st✳
❆♥❤❛♥❞ ③✇❡✐❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ✇✐r❞ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐✲
❧✉♥❣ ❛✉s ✐♥❣❡♥✐❡✉rt❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ❞✉r❝❤❛✉s ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t ✐st✳ ❉✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡✲
t❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D s✐♥❞
✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✼✳✷ ❣❡③❡✐❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❈❉❋✬s ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✸ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

E D

µ 210000 ▼P❛ 0

σ 42000 ▼P❛ 0, 1

a 0 ▼P❛ −0, 3

b 420000 ▼P❛ 0, 3

P(a < E ≤ b) 99, 99994 % 99, 73002 %

Tabelle 7.2.: ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r

❉❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❢ür ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ P(a < E ≤ b) = 99, 99994 % ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✐♠ ♣♦s✐t✐✲
✈❡♥ ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣t✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
P(E ≤ 0)✱ ❞❛ss ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❡✐♥❡♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❲❡rt ❛♥♥✐♠♠t✱ ❜❡✐ r✉♥❞
2, 8665 · 10−5 % ❧✐❡❣t✳ ❉❛ ❛✉s ❤❡✉t✐❣❡r ❙✐❝❤t ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✐♥
❡✐♥❡♥ s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❚♦❧❡r❛♥③❜❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣t✱ ❦❛♥♥ ❛✉s ■♥❣❡♥✐❡✉rss✐❝❤t ❛✉s❣❡s❝❤❧♦s✲
s❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♥❡❣❛t✐✈❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✳
❊✐♥❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛ ❦❛♥♥ ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❊✐♥tr❡t❡♥ ✈♦♥ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❲❡rt❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐st ❛✉s ♣❤②s✐✲
❦❛❧✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ✈❡rtr❡t❜❛r✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❛❧s ❇❡r❡✐❝❤❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥
❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❋❡❤❧st❡❧❧❡♥ ✐♠ ●✐tt❡r❣❡❢ü❣❡ ③✉ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥ s✐♥❞ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✹✳✸✮✳
❊✐♥ ❛♥❞❡r❡r ❲❡❣ ✉♠ ♥❡❣❛t✐✈❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ③✉ ✉♠❣❡❤❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❡✐✲
♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞✐❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡



✶✶✹ ✼✳✸✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥

◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥✱ ✐st ❡s ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✱ ❞❛ss ❡s
③✉ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❲❡rt❡♥ ❦♦♠♠t✱ ❞❛ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤ ]0,+∞) ✐st✳ ■♠ ❘❛❤✲
♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r s♦✇♦❤❧ ♠✐t ❞❡r
◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ♠✐t ❞❡r ❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡♥ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
x105

−0.5 −0.4 −0.3−0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
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f X
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1

f X
(D

)

❊✲▼♦❞✉❧ ✐♥ ❬▼P❛❪

❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❬✲❪

Abbildung 7.3.: ❈❉❋ ❢ür ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D

7.3.4. Mehrdimensionale Verteilungsfunktion

◆❛❝❤ ❇r❛♠❧ ❬✷✵✶✵❪ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❈❉❋ FX ❡✐♥❡s ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦rs X ❢♦r♠❛❧ ❞✉r❝❤

FX(x1, ..., xM ) = P[(X1 ≤ x1) ∩ ... ∩ (XM ≤ xM )] = P(X ≤ x) ✭✼✳✶✸✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ P❉❋ fX ❢ür ❞❡♥ M ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ❡r❤ä❧t ♠❛♥
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❈❉❋ FX ❞✐❡ ❙t❛♠♠❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r P❉❋ fX
✐st ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦✱

fX(x1, ..., xM ) =
∂MFX(x1, ..., xM )

∂x1, ..., ∂xM
, ✭✼✳✶✹✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❈❉❋ FX ✉♥❞ ❞✐❡ P❉❋ fX ❢ür ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r❡♥ ✉♥t❡r✲
❧✐❡❣❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ❞❡♥ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥
❡r❧ä✉t❡rt ✇✉r❞❡♥✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❑❡♥♥✇❡rt❡ ❢ür ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r❡♥
❜❡st✐♠♠❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ✐st ✐♥ ❇r❛♠❧ ❬✷✵✶✵❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥



✼✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ✶✶✺

❇❡✐s♣✐❡❧s s♦❧❧ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r P❉❋ ❢ür ❡✐♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦rs X ♠✐t ❞❡r ❉✐✲
♠❡♥s✐♦♥ M = 2 ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❜✐❧❞❡t ❞✐❡ P❉❋ ❢ür ❞❡♥
❙♦♥❞❡r❢❛❧❧ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♥
M ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✼✳✶✷ ③✉

fX(x1, ..., xM ) =
1

√
(2π)M

exp

(

−1

2

M∑

i=1

x2i

)

✭✼✳✶✺✮

✉♠❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✹ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✇❡✐❡r st❛♥❞❛r❞✲
♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X1(θ) ✉♥❞ X2(θ)✳
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Abbildung 7.4.: P❉❋ ❡✐♥❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣

7.4. Stochastische Unabhängigkeit

●❡❣❡❜❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❯r♥❡✱ ✐♥ ❞❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ✇❡✐ÿ❡♥ ✉♥❞ ❜❧❛✉❡♥ ❑✉✲
❣❡❧♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❛s ❊✐♥tr❡t❡♥ ❡✐♥❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s
✈♦♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❊r❡✐❣♥✐s ❛❜❤ä♥❣t✳ ❆♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❇❡✐s♣✐❡❧✱ ✐st ❞❛s
❇❡✐s♣✐❡❧ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✷ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣❡ ❲✉r❢ ♠✐t ③✇❡✐ ❲ür❢❡❧♥ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣
✈♦♠ ✈♦r❤❡r✐❣❡♥ ❊r❡✐❣♥✐s✱ ❞❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ♥✐❝❤t ä♥❞❡r♥✳ ❋♦r♠❛❧



✶✶✻ ✼✳✺✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ▼♦♠❡♥t❡

❦❛♥♥ ❞✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞✉r❝❤

P(A|B) = P(A) ✭✼✳✶✻✮

✉♥❞

P(B|A) = P(B) ✭✼✳✶✼✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ A ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s A ✉♥❞ B ❞❛s ❊r❡✐❣♥✐s B ❞❛rst❡❧❧t✳
❉✐❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❊✐♥tr❡t❡♥s ❞❡s ❊r❡✐❣♥✐ss❡s A✱ ♠✐t ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥
X1 ✉♥❞ ❞❡r P❉❋ fX1

✱ ✈♦♠ ❊r❡✐❣♥✐s B✱ ♠✐t ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X2 ✉♥❞ ❞❡r
P❉❋ fX2

✱ ❤❛t ❡✐♥❡ ❜❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r✲
❤❛❧t❡♥s✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ Xi, ..., XM ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛✲
♠❡ P❉❋

fX(x) =

M∏

i=1

fXi(xi), ✭✼✳✶✽✮

❛❧s Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❞❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ P❉❋✬s ❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❤❛t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱
❞❛ss ❦❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡♥ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✲
r❛✉♠ ✈♦r❧✐❡❣❡♥ ♠üss❡♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❦❡✐♥❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ P❉❋ ❞❡✜♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥
♠✉ss✳ ❉✐❡s❡s ✈❡rr✐♥❣❡rt ❞❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥
■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ❡✐♥❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣
❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s s♦ ❣✉t ✇✐❡ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✼✳✼❝
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❞✉r❝❤ ❞❛s Pr♦❞✉❦t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐t❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱

P(a ≤X ≤ b) =
M∏

i=1

P(ai ≤ Xi ≤ bi), ✭✼✳✶✾✮

❞❛ss ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ [a, b] ❧✐❡❣t✳ ❉❡r ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt

〈X〉 =
M∏

i=1

〈Xi〉, ✭✼✳✷✵✮

❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛❧s Pr♦❞✉❦t ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡ 〈Xi〉✳

7.5. Stochastische Momente

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼♦♠❡♥t❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❩✉❢❛❧❧s❣röÿ❡♥ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡✲
r❡♥✱ ♥❛❝❤ ●♥❡❞❡♥❦♦ ❬✶✾✾✼❪ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼♦♠❡♥t❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞✉r❝❤

νn(a) =

∞∫

−∞

(x− a)n fxdx ✭✼✳✷✶✮



✼✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ✶✶✼

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ P❛r❛♠❡t❡r a✳ ❲✐r❞ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ③✉ ♥✉❧❧ ❣❡s❡t③t
a = 0✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✐❡ ❆♥❢❛♥❣s♠♦♠❡♥t❡✳ ❉✐❡ ♥✲t❡♥ ❆♥❢❛♥❣s♠♦♠❡♥t❡ ❦ö♥♥❡♥
❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞✉r❝❤

νn = 〈Xn〉 =
∞∫

−∞

xnfxdx ✭✼✳✷✷✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❆♥❢❛♥❣s♠♦♠❡♥t ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣

ν1 = µ = 〈X〉 =
∞∫

−∞

xfxdx, ✭✼✳✷✸✮

❞❛s ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❣❡♥❛♥♥t ✇✐r❞✱ st❡❧❧t ❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❑❡♥♥✲
✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t❡ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r a ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❆♥❢❛♥❣s♠♦♠❡♥t ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣ a = 〈X〉 ✐st✳ ❉❛s
❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t ❡rst❡r ❖r❞♥✉♥❣✱

ν1(a) =

∞∫

−∞

(x− a) fxdx = 0, ✭✼✳✷✹✮

✐st ♣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♠♠❡r ♥✉❧❧✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③

ν2(a) = σ2 =

∞∫

−∞

(x− a)2 fxdx, ✭✼✳✷✺✮

❞❛s ❞❡♠ ❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t ③✇❡✐t❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ✐st ❞❛s ✇✐❝❤t✐❣st❡ ❩❡♥tr❛❧✲
♠♦♠❡♥t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡r ❑❡♥♥✇❡rt ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣
❛♥❣✐❜t✳ ❆✉s ❞❡r ❱❛r✐❛♥③ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ σ =

√
σ2 ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞✲

❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ●r❛❞ ❞❡r ❆s②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣✱

ν3(a) =

∞∫

−∞

(x− a)3 fxdx, ✭✼✳✷✻✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇❛s ❛✉❝❤ ❙❝❤✐❡❢❡ ❣❡♥❛♥♥t ✇✐r❞✳ ■st ν3(a) ❦❧❡✐♥❡r ♥✉❧❧ s♣r✐❝❤t ♠❛♥
✈♦♥ ❞❡r ▲✐♥❦ss❝❤✐❡❢❡ ✉♥❞ ❜❡✐ ν3(a) ❣röÿ❡r ♥✉❧❧ ✇✐r❞ ✈♦♥ ❘❡❝❤tss❝❤✐❡❢❡ ❣❡s♣r♦✲
❝❤❡♥✳ ■st ❞❛s ❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t ❞r✐tt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧✱ ✐st ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
s②♠♠❡tr✐s❝❤ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✸ ✉♥❞ ✼✳✹✮✳ ❉✐❡ ❲ö❧❜✉♥❣✱

ν4(a) =

∞∫

−∞

(x− a)4 fxdx, ✭✼✳✷✼✮

✇❡❧❝❤❡ ❞❡♠ ❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t ✈✐❡rt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❡♥ ●r❛❞
❞❡r ✒●✐♣✜❣❦❡✐t✏✱ ♥❛❝❤ ❈❧❡✛ ❬✷✵✶✶❪✳ ❱♦♥ ✒❙t❡✐❧❣✐♣✜❣✏ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✇❡♥♥ ν4(a)



✶✶✽ ✼✳✻✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tttr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥

❣röÿ❡r ♥✉❧❧ ✐st ✉♥❞ ✐st ν4(a) ❦❧❡✐♥❡r ♥✉❧❧ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ✒❋❛❝❤❣✐♣✜❣✏✳ ■st ❞❛s
❩❡♥tr❛❧♠♦♠❡♥t ✈✐❡rt❡r ❖r❞♥✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣
✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✹✮✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼♦♠❡♥t❡ ❢ür ❞✐❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❈❤❛♦s ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❧❛ss❡♥ ✐st ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✷✳✷ ❡r❧ä✉t❡rt✳

7.6. Rosenblatttransformation

❉✐❡ ❘♦s❡♥❜❧❛tttr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣❡❤t ❛✉❢ ❞❡♥ ❯❙ ❛♠❡r✐❦❛♥✐s❝❤❡r ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r
▼✉rr❛② ❘♦s❡♥❜❧❛tt ③✉rü❝❦ ✉♥❞ ✇✉r❞❡ ③✉❡rst ✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❬✶✾✺✷❪
✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❘♦s❡♥❜❧❛tttr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡✐ ❛✉❢ ❑❡❡s❡ ❬✷✵✵✹❪✱ ❑♦t✉❧s❦✐ ✉♥❞ ❙③❝③❡♣✐♥s❦✐ ❬✷✵✵✾❪✱ ❇❧❛t♠❛♥
❬✷✵✵✾❪✱ ❍✉rt❛❞♦ ❬✷✵✶✸❪ ✉♥❞ ❘üs❝❤❡♥❞♦r❢ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r
X = [X1, ..., XM ]T ✱ ♠✐t ❞❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts♠❛ÿ❡♥ fX(x) ✉♥❞
FX(x) ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ M ✱ s♦❧❧ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✐♥ ❡✐♥❡♥
♥❡✉❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r Y = [Y1, ..., YM ]T ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s❡✐ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦✲
♥❡♥t❡ ❞❡s ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦rs Y st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧t ❛✉❢ ❞❡♠
■♥t❡r✈❛❧❧ [0, 1]M ✳ ◆❛❝❤ ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❬✶✾✺✷❪ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ Ü❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ❞❡s ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❡❦t♦rs X ✐♥ ❞❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r Y ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

Y = [Y1, ..., YM ]T = Tx = T (x1, ..., xM ), ✭✼✳✷✽✮

♠✐t ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T ✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤

Z1 =P(X1 ≤ x1) = FX1
(x1),

Z2 =P(X2 ≤ x2|X1 = x1) = FX2
(x2|x1),

✳✳✳

ZM =P(XM ≤ xM |xM−1 = xM−1, ..., X1 = x1) = ...

FXM (x2|xM−1, ..., x1)

✭✼✳✷✾✮

❣❡❜❡♥ ✐st✱ ✉♥❞ ❞❡♥ ❜❡❞✐♥❣t❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ FXi(xi|xi−1, ..., x1)✱ ♠✐t
❞❡♠ ■♥❞❡① i = [1, ...,M ]✳ ■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❘♦s❡♥❜❧❛tt ❬✶✾✺✷❪ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r Y = Tx ❣❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧t ❛✉❢ ❞❡♠
M ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍②♣❡r✇ür❢❡❧ [0, 1]M ✐st✳ ■♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❙✉❞r❡t ❬✷✵✵✼❪
✉♥❞ ❍✉rt❛❞♦ ❬✷✵✶✸❪ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥✈❡rs❡ ✉♥❞ ❦❛♥♥
❞✉r❝❤

X = [X1, ..., XM ]T = T−1
Z ✭✼✳✸✵✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r Y = [Y1, ..., YM ]T ✉♥❞ ❞❡r P❉❋
fX(x) ❞❡r ❣❡s✉❝❤t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X = [X1, ..., XM ]T ✳ ❊s s❡✐ ♥♦❝❤ ❡r✇ä❤♥t✱
❞❛ss ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡s ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦rs Y st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤✲
✈❡rt❡✐❧t ❛✉❢ ❞❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ [0, 1]M s✐♥❞✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r Y
♠✐t ❞❡r ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥ P❉❋ fX(x) ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

X = f−1
X (Y ), ✭✼✳✸✶✮



✼✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❡❝❤♥✉♥❣ ✶✶✾

✐♥ ❞❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦rs X tr❛♥s❢♦r♠✐❡r❡♥✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ♠✐t ❞✐❡s❡r
❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ [0, 1]M

❡✐♥❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳



✶✷✵ ✼✳✻✳ ❘♦s❡♥❜❧❛tttr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
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8. Stochastische Finite Element Methoden

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱
❞✐❡ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t r❡❧❡✈❛♥t s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✶✳ ❉✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡✲
s❡r ❆r❜❡✐t ♠✐t ❞❡♠ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ❞✐❡ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❱❡r✲
❢❛❤r❡♥s ❡r❢♦❧❣t ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✷✳ ❉✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❋❊▼ ✉♠ ❞✐❡
❙t♦❝❤❛st✐❦ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✸ ❡r❧ä✉t❡rt✳

8.1. Stochastische Differentialgleichung

❉✉r❝❤ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭❙❉●▲✮ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ Pr♦③❡ss❡
❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✱ ❞✐❡ ♥❡❜❡♥ ❞❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❛✉❝❤ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦✲
t♦r❡♥ ❜❡s✐t③❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t❡s ✇✐r❞ ❛✉❢
❇❡❤r❡♥❞s ❬✷✵✶✷❪✱ ❍❛❝❦❡♥❜r♦❝❤ ✉♥❞ ❚❤❛❧♠❛✐❡r ❬✷✵✶✸❪✱ ❖❦s❡♥❞❛❧ ❬✷✵✶✸❪✱ ✉♥❞
❈❤♦✇ ❬✷✵✶✹❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✱ ❞❛ ❤✐❡r ♥✉r ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ✈❡r❞❡✉t✲
❧✐❝❤t ✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❛❧❧❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥
✇✐r❞✳

❉✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❡❧❧✐♣t✐s❝❤❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭❉●▲✮✱ ❇r❛❡ss
❬✷✵✶✸❪✱

∆u(x) = f(x), ✭✽✳✶✮

♠✐t ❞❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❞❛ss x ∈ B ✉♥❞ ∂uB∪∂tB = ∂B ✐st✱ ❜✐❧❞❡t ❞❡♥ ❆✉s❣❛♥❣s✲
♣✉♥❦t ❞❡r ❍❡r❧❡✐t✉♥❣✳ ❉❛s ❋❡❧❞ u r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✐❡ ♣r✐♠är❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ✉♥❞
∆(•) ✐st ❞❡r ▲❛♣❧❛❝❡ ❖♣❡r❛t♦r✳ ❯♠ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❉●▲ ✽✳✶ ③✉
❡r❤❛❧t❡♥✱ ♠üss❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❊s ✇✐r❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ③✇❡✐
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❉✐r✐❝❤❧❡t✲
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱

u = ū ❛✉❢ ∂uB, ✭✽✳✷✮

✉♥❞ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ◆❡✉♠❛♥♥✲❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱

B∂(x) = t̄ ❛✉❢ ∂tB. ✭✽✳✸✮

❉❡r ❣❡s❛♠t❡ ❘❛♥❞ ❞❡s ❑ör♣❡rs ∂B ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ∂uB ✉♥❞
∂tB ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇♦❜❡✐ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘ä♥❞❡r ♥✐❝❤t ü❜❡r❧❛♣♣❡♥ ❞ür❢❡♥✳



✶✷✷ ✽✳✶✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❉✐❢❢❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣

❊r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❆♥❛❧②s❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r Pr♦③❡ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ s♦♥❞❡r♥
❛✉❝❤ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❊✐♥✢✉ss❢❛❦t♦r❡♥ ❤❛t✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡s❡ ✐♥ ❞✐❡ ❉●▲ ❡✐♥❣❡❜❛✉t
✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡s ❙②st❡♠s ❧❡❣t ❢❡st✱ ✇❡❧❝❤❡ ❙②st❡♠❣röÿ❡♥ ✉♥s✐❝❤❡r s✐♥❞✱
❞❛ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❙②st❡♠❣röÿ❡♥ ✉♥s✐❝❤❡r s❡✐♥ ♠üss❡♥✳ ▲ä✉❢t ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥ Pr♦✲
③❡ss ✉♥t❡r ▲❛❜♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❛❜ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r Pr♦❜❡♥ str❡✉t ♥✐❝❤t✱
❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❛❧s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❯♠ s♦ ♠❡❤r ❙②s✲
t❡♠❣röÿ❡♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✱ ✉♠ s♦ ❣röÿ❡r ✇✐r❞ ❞❛s ③✉ ❧ös❡♥❞❡ ❙②st❡♠
✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✸✳✷✮✳ ❉✐❡ ❙②st❡♠❣röÿ❡♥✱ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
✉♥❞ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❦ö♥♥❡♥ ❥❡ ♥❛❝❤ Pr♦③❡ss ✉♥s✐❝❤❡r s❡✐♥✳ ❉✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ❙②st❡♠✲
❣röÿ❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✷✮✱ ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r❡♥ ♦❞❡r ❩✉✲
❢❛❧❧s❢❡❧❞❡r s❡✐♥ ✉♥❞ ❜❡♥öt✐❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ (Ω,F ,R) ✭s✐❡❤❡
❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✶✮ ✐♥ ❞❡♠ s✐❡ ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✳ ❊✐♥❡ ❙❉●▲ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❊✐♥s❡t③t❡♥
❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❙②st❡♠❣röÿ❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ❉●▲s ✽✳✶✱ ✽✳✷ ✉♥❞ ✽✳✸✳ ❙♦♠✐t
♠✉ss ♥❛❝❤ ◆♦❜✐❧❡ ✉♥❞ ❚❡♠♣♦♥❡ ❬✷✵✵✾❪ ❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣ ❢ür u : B×Ω → R ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t✱

∆u(x, θ) = f(x, θ), x ∈ B × Ω,

u = ū(θ), ❛✉❢ ∂uB × Ω,

B∂(x, θ) = t̄(θ), ❛✉❢ ∂tB × Ω.

✭✽✳✹✮

❆♥ ❞❡r ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❉●▲s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❦❡✐✲
♥❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ❞❛ ❞❛s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡ ●❡❜✐❡t B ❦❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥
θ ✐st✳ ■♥ ◆♦❜✐❧❡ ✉♥❞ ❚❡♠♣♦♥❡ ❬✷✵✵✾❪ ✐st ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠
❣❡③❡✐❣t✱ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ❊①✐st❡♥③✱ ❞❡r ❊✐♥❞❡✉t✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡r ▲ös✉♥❣✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡r ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r✱
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉sst ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ✐♥ ◆♦❜✐❧❡
✉♥❞ ❚❡♠♣♦♥❡ ❬✷✵✵✾❪ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❡ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❚❤❡♠❡♥❣❡✲
❜✐❡t❡s ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ●üt❡ ✉♥❞ ❊①✐st❡♥③ ❞❡r ▲ös✉♥❣✱ s❡✐ ❛✉❢ ❇❛❜✉s❦❛ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✹❪✱ ❳✉ ✉♥❞ ●r❛❤❛♠✲❇r❛❞② ❬✷✵✵✺❪✱ ❇❛❜✉s❦❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ◆♦❜✐❧❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✽❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❣❡③❡✐❣t❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r s❝❤✇❛❝❤❡♥ ❋♦r♠ ❣❡❤t ❛✉❢
❳✐✉ ✉♥❞ ❍❡st❤❛✈❡♥ ❬✷✵✵✺❪ ③✉rü❝❦✳
❉❛s ▲ös❡♥ ❞❡r ❙❉●▲s ✽✳✹❛ ❜✐s ✽✳✹❝ ❡r❢♦❧❣t ♠✐tt❡❧s ❞❡s st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ●❛❧❡r❦✐♥
❱❡r❢❛❤r❡♥s✱ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ss❝❤r✐tt❡ s✐♥❞ ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ●❛❧❡r❦✐♥
❱❡r❢❛❤r❡♥s ✇❛s ✐♥ ❇r❛❡ss ❬✷✵✶✸❪ ❣❡③❡✐❣t ✐st✳ ❉✐❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❊①✐st❡♥③ ❞❡r
▲ös✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❙❉●▲s ❦❛♥♥ ❞❡r ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❙❉●▲s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ü❜❡r
❞❛s ●❡❜✐❡t B ✉♥❞ ❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ M ✉♥❞ ❞✐❡
❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X = (X1, ..., X∞) ♠✐t ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡♥ f̂i : Γi → Ri✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ✉♥❡♥❞❧✐✲
❝❤❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s ♣r❛❦t✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ♥✐❝❤t ❤ä♥❞❡❧❜❛r ✐st✱ ❞❛❤❡r
✇✐r❞ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ♠✐t ❞❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ M ❜❡s❝❤rä♥❦t
✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✷✮✳ ❉❡r ❚rä❣❡r Γ s❡✐ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❞❡✜♥✐❡rt✱

Γi ≡ Xi(Ω), ✭✽✳✺✮



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✷✸

✐♥ R ❢ür i = 1, ...,M ✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡ ❞✉r❝❤

f̂(X) =
M∏

m=1

f̂(Xi) ✭✽✳✻✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡♠ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❚rä❣❡r

Γ ≡
M∏

m=1

Γi ⊂ R
M . ✭✽✳✼✮

❉✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❙❉●▲s ✽✳✹❛ ❜✐s ✽✳✹❝ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤
❞❛s ❊✐♥s❡t③t❡♥ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥X = (X1, ..., XM )✱ s♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥✲
❞❡s ❙❉●▲s ❙②st❡♠

∆u(x,X) = f(x,X), ∀(x,X) ∈ B × Γ,

u = ū(X), ❛✉❢ ∂uB × Γ,

B∂(x,X) = t̄(X), ❛✉❢ ∂tB × Γ.

✭✽✳✽✮

▼✐t δu ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❡st❢✉♥❦t✐♦♥ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt✳ ❋ür ❞✐❡ ❚❡st❢✉♥❦t✐♦♥ ❣✐❧t δu ∈ VΓ ⊂
L2

f (Γ)✱ ✇♦❜❡✐ VΓ ⊂ L2
f (Γ) ❡✐♥❡♥ ❡♥❞❧✐❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❯♥t❡rr❛✉♠ ❞❛rst❡❧❧t✳

❉✐❡s❡r ❘❛✉♠ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❛❧❧❡ L2 ✐♥t❡❣r✐❡r❜❛r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥✳ ◆❛❝❤ ❞❡♠ ❉♦♦❜✲
❉②♥❦✐♥✲▲❡♠♠❛ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❇♦❜r♦✇s❦✐ ❬✷✵✵✺❪✱ ❖❦s❡♥❞❛❧ ❬✷✵✶✸❪ ✉♥❞ ❘❛♦
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❣❡③❡✐❣t ✐st✱ ❞✐❡ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ u(x,X) ♠✐t ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❩✉✲
❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❙❉●▲s ❦❛♥♥ ✇✐❡
❢♦❧❣t ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥

∫

Γ

f̂X∆(uV (x,X)) δu(X)dX = ...

∫

Γ

f̂Xf(x,X)dX, ∀δu(X) ∈ VΓ,x ∈ B,

∫

Γ

f̂XB∂(x,X)δu(X)dX = ...

∫

Γ

f̂Xt(X)δu(X)dX, ∀δu(X) ∈ VΓ,x ∈ B.

✭✽✳✾✮

❋ür ❞✐❡ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt❡ ▲ös✉♥❣ ❣✐❧t uV ∈ VΓ(X)✳ ❯♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡s ❊r✲
✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡s 〈X〉 =

∫

Ω

X̂fX(X̂) ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✽✳✾❛ ✉♥❞ ✽✳✾❜ ❛✉❝❤

❞✉r❝❤

〈∆(uV (x,X)) δu(X)〉 = 〈f(x,X)〉, ∀(x, δu(X)) ∈ B ⊗ VΓ,

〈B∂(x,X)δu(X)〉 = 〈t(X)δu(X)〉, ∀(x, δu(X)) ∈ B ⊗ VΓ,
✭✽✳✶✵✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✽✳✶✵❛ ✉♥❞ ✽✳✶✵❜ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ s❝❤✇❛❝❤❡
❋♦r♠✱ ❞✐❡ ✐♠ ❡♥❞❧✐❝❤❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ❞❡✜♥✐❡rt ✐st✱ ❞❡r



✶✷✹ ✽✳✷✳ ❉❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❙❉●▲s ✽✳✹❛ ❜✐s ✽✳✹❝ ❞❛r✳ ■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✐r❞ ❞❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❢ür ❞✐❡
❲❛❤❧ ❞❡s ❯♥t❡rr❛✉♠❡s Γ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✳
❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ❢❡st❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❙❉●▲s ③✇❡✐ ❉✐s❦r❡✲
t✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❡r❢♦r❞❡r❧✐❝❤ s✐♥❞✱ ❞✐❡ ❡rst❡ ❢ür ❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ✉♥❞
❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❢ür ❞❛s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ●❡❜✐❡t B✳

8.2. Das Polynomial Chaos

❉❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✭P❈✮✱ ❛✉❝❤ ❲✐❡♥❡r ❈❤❛♦s ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❣❡♥❛♥♥t✱ ✇✉r❞❡
③✉❡rst ✈♦♥ ❲✐❡♥❡r ❬✶✾✸✽❪ ♣✉❜❧✐③✐❡rt ✉♥❞ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡✐♥❡r
❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞❛r✳

❆✉s❣❡❤❡♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ M✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪ ❛❧s ✒❜❧❛❝❦✲❜♦①
❢✉♥❝t✐♦♥✏ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ✇✐r❞✱ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧
❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ❙②st❡♠ ❛❧s ❡✐♥❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✈♦♥ R

M ❛✉❢
R

Q✱ ✇♦❜❡✐ M ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠❡s ✉♥❞ Q ❞✐❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ❖✉t♣✉ts ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ M ✐st ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❙❡t ✈♦♥ ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r♥ x = {x1, ..., xM}T ✳ ■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥
❞✐❡ ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡ ❊✐♥❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ♦❞❡r
✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ M(x)
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❙❡t ✈♦♥ ❖✉t♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r♥ y = {y1, ..., yQ}T ✳

❋ür ❥❡❞❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡ ❞❡s ❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦rsX = {X1, ..., XM}T ❣✐❧t Xi(θ) : Ω →
BX ✳ ❉✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ s♣❛♥♥❡♥ ❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ♠✐t ❞❡r ❉✐♠❡♥✲
s✐♦♥ M ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❱❛r✐❛♥③ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥

〈X2
i 〉 =

∫

Ω

X2
i (θ)dFi(θ) =

∫

BX

x2i fXi(x)dx < +∞ ✭✽✳✶✶✮

❜❡s❝❤rä♥❦t ❞❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ L2(Ω, F , P;R) ♠✐t ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡❢✉♥❦t✐♦♥ fXi(BX)✳ ❉✉r❝❤ ❞❛s ✐♥♥❡r❡ Pr♦❞✉❦t✱ ✇❛s ❞✉r❝❤ ❞❡♥
❆✉s❞r✉❝❦

〈X1, X2〉L2
R

= 〈X1, X2〉 =
∫

Ω

X1(θ)X1(θ)dP(θ) = ...

∫

BX1X2

x1x2fX1,X2
(x1, x2)dx1dx2

✭✽✳✶✷✮

❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✶✶ ♥❛❝❤ ❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪✱ ❞❛ss ❞❡r
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ L2(Ω, F , P;R) ❡✐♥❡♥ ❍✐❧❜❡rt✲❘❛✉♠ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉❛s
Pr♦❞✉❦t ❞❡s ✐♥♥❡r❡♥ Pr♦❞✉❦t❡s ❣✐❜t ❞✐❡ ◆♦r♠ ❛♥ ✉♥❞ ✐st ❞✉r❝❤

‖X‖L2
R

=
√

〈X2〉 ✭✽✳✶✸✮



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✷✺

❞❡✜♥✐❡rt✳ ❉❡r ■♥♣✉t ❱❡❦t♦r ❢ür ❞❛s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧ ✐st ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❡❦t♦r X(θ) r❡♣räs❡♥t✐❡rt✱ ♠✐t ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ P❉❋ fX(x)✳ ❉❡r ❖✉t♣✉t
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ Y (θ) = M(X(θ))✱ ❞✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✐st ✐♥
❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r

❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r ❞❡r

X

▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

●❡♦♠❡tr✐❡

❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥

❇❧❛❝❦ ❇♦①

M
❖✉t♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r

❩✉❢❛❧❧s✈❡❦t♦r ❞❡r

Y = M(X)

❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣

❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥

❉❡❤✉♥❣❡♥✱ ❡t❝✳

❛♥❛❧✳ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣

❋❊✲▼♦❞❡❧❧

❡t❝✳

Abbildung 8.1.: ❆❜❧❛✉❢s❦✐③③❡ ❜❡✐ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ♥❛❝❤ ❇❧❛t♠❛♥
❬✷✵✵✾❪

▼✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ Φ̄i✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉❢✲
✇❡✐s❡♥✱ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ M̄i ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡ P❈
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür M(X)✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ❞✐❡ P❈
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧♥ ✽✳✷✳✻ ✉♥❞ ✽✳✷✳✼ ❡r❧ä✉t❡rt✳
■♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✱ ❑❡❡s❡ ❬✷✵✵✹❪ ✉♥❞ ❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪
❦❛♥♥ ❞✐❡ P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱

M(X(θ)) =
∞∑

i=0

M̄iΦ̄i(θ). ✭✽✳✶✹✮

❉✐❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ P♦❧②♥♦♠❡ Φ̄i ✇❡r❞❡♥ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt✱ ❞❛ss s✐❡ ❡✐♥❡ ❇❛s✐s ❢ür ❞❡♥
❍✐❧❜❡rt✲❘❛✉♠ ❜✐❧❞❡♥✱

∞⊕

i=0

Φ̄i = S = L2(Ω, F , P;R). ✭✽✳✶✺✮

❉✐❡ s♦ ❞❡✜♥✐❡rt❡ ❇❛s✐s s♦❧❧ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❢ür ❞✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts✲
❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡❧t❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✶✹ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥M(X) ❛✉s ❡✐♥❡r ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❙✉♠✲
♠❡ ❜❡st❡❤t✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❛✉s ♣r❛❦t✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t
❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡♥ ●❧✐❡❞ ❛❜❣❡❜r♦❝❤❡♥ ✇✐r❞✳ ❙♦♠✐t
❦❛♥♥ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✶✹ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡r
❆✉s❞r✉❝❦ ❢♦♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱

M(X(θ)) ≈
P−1∑

i=0

M̄iΦ̄i(θ), ✭✽✳✶✻✮



✶✷✻ ✽✳✷✳ ❉❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

♠✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P♦❧②♥♦♠❡ P ✱ ❞✐❡ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r P❈✲❇❛s✐s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥
✉♥❞

Φ̄i ∈ SI . ✭✽✳✶✼✮

❉✐❡ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❘❛✉♠❡s ♠✉ss s♦ ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❩✉✲
s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ SI ⊂ S ❣✐❧t✳ ■♥ ❞❡r ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ ❙♦✐③❡ ✉♥❞ ●❤❛♥❡♠ ❬✷✵✵✹❪
❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜③❣❧✳ ❞❡r L2 ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✱

lim
P→+∞

∥
∥
∥
∥
∥
M(X)−

P−1∑

i=0

M̄iΦ̄i(θ)

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2

≡ ...

lim
P→+∞

〈
(

M(X)−
P−1∑

i=0

M̄iΦ̄i(θ)

)2

〉 = 0.

✭✽✳✶✽✮

❚r❛❞✐t✐♦♥❡❧❧ ❡r❢♦❧❣t❡ ❞✐❡ P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r st❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ♠✐t ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥✱ ❲✐❡♥❡r ❬✶✾✸✽❪✱ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✱
❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✳ ❉❛ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ♥✐❝❤t
❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ♠✐t st❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✉♠ ✇❡✐t❡r❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❣ä♥③t✳ ❉✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ P♦❧②♥♦♠❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡♥ ❆s❦②✲❙❝❤❡♠❛ ❡♥t✲
♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✷✳✹ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r
❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❛✉ss❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

8.2.1. Grundlagen

❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡X ♠✐tt❡❧s ❞❡s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❦❛♥♥ ♥❛❝❤
▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✱ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✷❪ ✉♥❞ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s
❬✶✾✾✶❪ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❞✉r❝❤

X(θ) = X̄0Φ̄0 +

∞∑

i1=1

X̄i1 Φ̄1(ξi1(θ))

+
∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

X̄i1i2 Φ̄2(ξi1(θ), ξi2(θ))

+

∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

i2∑

i3=1

X̄i1i2i3 Φ̄3(ξi1(θ), ξi2(θ)ξi3(θ))

+
∞∑

i1=1

i1∑

i2=1

i2∑

i3=1

i3∑

i4=1

X̄i1i2i3i4Φ̄4(ξi1(θ), ξi2(θ)ξi3(θ)ξi4(θ))

+ ...,

✭✽✳✶✾✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉t✐❣❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ Φ() ✉♥❞ ψ()
❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ X ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✶✾ ♥❛❝❤ ▼❛✐tr❡



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✷✼

✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❦♦♠♣❛❦t❡r❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥

X(θ) =

∞∑

i=1

X̂iΨi(ξ(θ)), ✭✽✳✷✵✮

♠✐t ❞❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ξ = [ξ1, ξ2, ...]
T ✱ ❞❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ Ψi

✉♥❞ ❞❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈✲❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ X̂i✳ ❉✐❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
❞❡r P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✵ ❦❛♥♥ ✈♦r❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡
❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ξ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ st❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❣❡✲
✇ä❤r❧❡✐st❡t✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ SI ❢ür ❞✐❡ P♦❧②♥♦♠❡ Φ̄i ❡✐♥
❯♥t❡rr❛✉♠ ❞❡s ❲✐❡♥❡r P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✐st✱ ❑❡❡s❡ ❬✷✵✵✹❪✳ ❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ P♦❧②✲
♥♦♠❡ Φ̄i ♥✐❝❤t s♦ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ξ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✉♥❞ st❛♥✲
❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✱ ✐st ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠ ❡✐♥ ❯♥t❡rr❛✉♠ ❞❡s
❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s✱ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✸❪✳
❯♠ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür X(θ) ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✵ ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✉t③❡♥ ③✉ ❦ö♥✲
♥❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛✉❢ P − 1 ❚❡r♠❡ ❜❡s❝❤rä♥❦t✳ ❉✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥
❞❡r P❈✲❇❛s✐s ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉✱

P =

r∑

i=1

(
M + i− 1

i

)

, ✭✽✳✷✶✮

♠✐t ❞❡r ❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❖r❞♥✉♥❣ r ✉♥❞ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥M ✳ ■♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✽✳✶ s✐♥❞ ❢ür
❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ M ✉♥❞ P❈✲❖r❞♥✉♥❣❡♥ r ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥
❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r P❈✲❇❛s✐s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❲❡❧❝❤❡ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥
❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥M ✉♥❞ P❈✲❖r❞♥✉♥❣❡♥ r ❡r❣❡❜❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥
❑❛♣✐t❡❧♥ ❡r❧ä✉t❡rt✳
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❞❡r P❈✲❇❛s✐s ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür X(θ)
❞✉r❝❤

X(θ) =

P∑

i=1

X̂iΨi(ξ(θ)) ✭✽✳✷✷✮

❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳

M ✷ ✸ ✻
r ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹ ✶ ✷ ✸ ✹
P ✸ ✻ ✶✵ ✶✺ ✹ ✶✵ ✷✵ ✸✺ ✼ ✷✽ ✽✹ ✷✶✵

Tabelle 8.1.: ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r P❈✲❇❛s✐s P ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥
M ✉♥❞ ❞❡r P❈✲❖r❞♥✉♥❣ r✱ ♥❛❝❤ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✳



✶✷✽ ✽✳✷✳ ❉❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

8.2.2. Stochastische Momente

❉❡r ❡rst❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛s ❡rst❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡
▼♦♠❡♥t✱ s♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦✱ ♥❛❝❤
❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱

〈X〉 = X̂1. ✭✽✳✷✸✮

❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❛❧❧❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐s✲
t✐s❝❤❡♥ P❈✲❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❞✐❡ ❙❝❤✇❛♥❦✉♥❣❡♥ ✉♠ ❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥✳ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❣✐❜t ❢ür ❞❛s ③✇❡✐t❡✱ ❞r✐tt❡ ✉♥❞ ✈✐❡rt❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡
▼♦♠❡♥t ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❛♥✱

〈X2〉 =
P∑

i=2

X̂2
i (Ψ

2
i )

〈X3〉 =
P∑

i=2

P∑

j=2

P∑

k=2

dijkX̂iX̂jX̂k, ♠✐t dijk = 〈ΨiΨjΨk〉,

〈X4〉 =
P∑

i=2

P∑

j=2

P∑

k=2

P∑

l=2

dijklX̂iX̂jX̂kX̂l, ♠✐t dijkl = 〈ΨiΨjΨkΨl〉.

✭✽✳✷✹✮

8.2.3. Fehlerschätzer

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❣r♦❜❡r Ü❜❡r❜❧✐❝❦ ü❜❡r ❞❛s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ❞❡r ❋❡❤❧❡r✲
s❝❤ät③❡r ❢ür ❞❛s P❈ ❣❡❣❡❜❡♥✳ ❋ür ✇❡✐t❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆r❜❡✐t❡♥
✈♦♥ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✸❪✱ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❲❛♥ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s
❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❑❡❡s❡ ❬✷✵✵✹❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳
❯♠ ❞✐❡ ●üt❡ ❞❡r P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛❜s❝❤ät③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ s❝❤❧❛❣❡♥ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✷❪ ③✇❡✐ ❋❡❤❧❡rs❝❤ät③❡r ✈♦r✳ ❉❡r ❡rst❡ ❋❡❤❧❡rs❝❤ät③❡r ❜❛s✐❡rt ❛✉❢ ❞❡♠ ❆♥s❛t③
❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ❋❡❤❧❡rq✉❛❞r❛t❡✱

ǫ1 =
〈(X −X(θ))2〉

〈X2〉 , ✭✽✳✷✺✮

♠✐t ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡ ❆♣♣r♦①♠❛t✐♦♥ ❞❡r
P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✷ ❡✐♥✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥

ǫ1 =

〈(

X −∑P

j=1 X̂jψj(ξ(θ))
)2
〉

〈X2〉 . ✭✽✳✷✻✮

❉✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❯♠❢♦r♠✉♥❣❡♥✱ s✐❡❤❡ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦
✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✻ ③✉

ǫ1 = 1− 1

〈X2〉
P∑

j=2

X̂2
j j!. ✭✽✳✷✼✮



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✷✾

❉❡r ③✇❡✐t❡ ❋❡❤❧❡rs❝❤ät③❡r ✐st ❞❡r s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈❉❋ ❋❡❤❧❡rs❝❤ät③❡r ✉♥❞ ✐st ❞❡✜✲
♥✐❡rt ❛❧s

ǫ2 = sup
X

|FX(x)− FX̂(x)|, ✭✽✳✷✽✮

♠✐t ❞❡♠ ❆✉s❞r✉❝❦ FX(x)✱ ❞❡r ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ●röÿ❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t ✉♥❞ FX̂(x)✱
✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐s♦♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ FX̂(x) = Φ(ξ) ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❊✐♥
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋❡❤❧❡rs❝❤ät③❡r ✐st ✐♥ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

8.2.4. Wahl der orthogonalen Polynome Φi

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❆s❦❡② ❙❝❤❡♠❛s✱ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❙❝❤♦✉t❡♥s ❬✷✵✶✷❪✱ ❇❡❝❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱
❑♦❡❦♦❡❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✱ ❚❡♠♠❡ ✉♥❞ ▲❛♣❡③ ❬✷✵✵✶❪✱ ❋❡rr❡✐r❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞
❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✷❪✱ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞✐❡ ③✉❣r✉♥❞❡ ❣❡❧❡❣t❡♥
❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ P♦❧②♥♦♠❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t
❍✐❧❢❡ ❞❡r ❋❛♠✐❧✐❡ ❞❡r ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ P♦❧②♥♦♠❡ ❡r❢♦❧❣t ❞✐❡
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s P❈s✳ ❊✐♥❡ ❚❡✐❧♠❡♥❣❡ ❞✐❡s❡r ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥
P♦❧②♥♦♠❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❞❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❲✐❡♥❡r
❈❤❛♦s ❡♥t✇✐❝❦❡❧♥ ❧ässt✱ s✐❡❤❡ ❲✐❡♥❡r ❬✶✾✸✽❪✳ ❲❡❧❝❤❡ ❇❛s✐s s✐❝❤ ❢ür ✇❡❧❝❤❡ ❱❡rt❡✐✲
❧✉♥❣ ❡✐❣♥❡t✱ ❤ä♥❣t ✈♦♥ ❞❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tät ❜③✇✳ ✈♦♥ ❞❡♥ ❲✐❝❤t✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥❡♥
❛❜✳ ❉✐❡s❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐ts❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❦ö♥♥❡♥ ♥❛❝❤ ●❤❛♥❡♠
✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪❀ ❙✉❞r❡t ✉♥❞ ❑✐✉r❡❣❤✐❛♥ ❬✷✵✵✵❪ ✉♥❞ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s
❬✷✵✵✷❪ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣✱

〈Ψi Ψj〉 =
∫

Γ

Ψi(ξ)Ψj(ξ)f̂ξdξ

= 〈ψ2
i 〉δij ,

✭✽✳✷✾✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❆s❦❡② ❙❝❤❡♠❛ ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✐st ✐♥ ❚❛✲
❜❡❧❧❡ ✽✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ♥✉r st❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡r✲
t❡✐❧t❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ✈♦r❛✉s❣❡s❡t③t✱ ❞❛❤❡r ❦ö♥♥❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ❢ür ❞✐❡
❘❡✐❤❡♥❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❚❛❜❡❧❧❡ ✽✳✷✮✳ ❉❛✲
❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✷ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥

X(θ) =

P∑

i=1

X̂iΨi(ξ(θ))

=
P∑

i=1

X̂iHi(ξ)

=
P∑

i=1

X̂i

M∏

i=1

hαi(ξi).

✭✽✳✸✵✮



✶✸✵ ✽✳✷✳ ❉❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ξi P♦❧②♥♦♠❡ Φi ❚rä❣❡r Γ

❙t❡t✐❣

❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧ ❍❡r♠✐t❡ (−∞,∞)
●❛♠♠❛ ▲❛❣✉❡rr❡ [0,∞)
●❛♠♠❛ ▲❛❣✉❡rr❡ ✭❣❡♥✳✮ [0,∞)
❇❡t❛ ❏❛❝♦❜✐ [a, b]

❯♥✐❢♦r♠ ▲❡❣❡♥❞r❡ [a, b]

❉✐s❦r❡t

P♦ss✐♦♥ ❈❤❛r❧✐❡r {0, 1, 2, ...}
❇✐♥♦♠✐❛❧ ❑r❛✇t❝❤♦✉❦ {0, 1, 2, ..., N}

◆❡❣❛t✐✈❡ ❇✐♥♦♠✐❛❧ ▼❡✐①♥❡r {0, 1, 2, ...}
❍②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ❍❛❤♥ {0, 1, 2, ..., N}

Tabelle 8.2.: ❆s❦❡② ❙❝❤❡♠❛ ♥❛❝❤ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✷❪

❲✐❡ ❞✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ h ✉♥❞ ❞✐❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ H ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✱ ❦❛♥♥ ❞❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ❈✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

8.2.5. Bestimmung der PC-Basis

❉✐❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❇❛s✐s ❦❛♥♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡s Pr♦❞✉❦t❡s ❛✉s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
❇❛s❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱

Ψα =

M∏

i=1

ψαi(ξi), ✭✽✳✸✶✮

❞❛ ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ξ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P❈s st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✳ ■♥
❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ s✐♥❞ ❱❡r❢❛❤✲
r❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✉♠ ❞✐❡ ■♥t❡❣❡r✲❋♦❧❣❡♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ▼✉❧t✐✲■♥❞❡①❡ αi ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ Ψi

❞❡r❡♥ ●r❛❞ ♥✐❝❤t ❣röÿ❡r ❛❧s ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❖r❞♥✉♥❣ r ✐st✱ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳
❉❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ Ψi ✉♥t❡r ❊✐♥✲
❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡s ▼✉❧t✐✲■♥❞❡① α = (α1, ... αM ) ♠✐t M ■♥t❡❣❡r♥ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳
❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✶ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱

Ψi = Ψα =

M∏

i=1

hαi(ξi), ✭✽✳✸✷✮

♠✐t ❞❡r ❇❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ❞❛ss α ≥ 0 ❣✐❧t✳ ❉✐❡ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❙✉❞r❡t ✉♥❞ ❑✐✉r❡❣❤✐❛♥
❬✷✵✵✵❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡s❡s ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ❯r♥❡♥♣r♦❜❧❡♠s ❞❛r✱
✇❛s ❞✐❡s❡♥ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❛♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ♠❛❝❤t✳ ❉❡♠ ❆♥❤❛♥❣ ❈✳✸ ❦ö♥♥❡♥ ❡✐♥❡
❆✉s✇❛❤❧ ✈♦♥ ❡✐♥✲ ❜✐s ✈✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s❡♥ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✳✸ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❡rst❡♥ s✐❡❜❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ he0, ..., he6✱ ❞❡r❡♥
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❈✳✺ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❈✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✳✸ ✐st ❞❛s ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❍❡r♠✐t❡ ❈❤❛♦s ❢ür ❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✸✶
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Abbildung 8.2.: ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡

0✱ 1 ✉♥❞ 2 ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ❈✳✷ ✐♠ ❆♥❤❛♥❣
❈✳✸ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

❊✐♥❡ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t❡s ❦❛♥♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ●❤❛♥❡♠
✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✱ ❙✉❞r❡t ✉♥❞ ❑✐✉r❡❣❤✐❛♥ ❬✷✵✵✵❪✱ ❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

8.2.6. Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten mittels der
Projektionsmethode

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ X̂i s❝❤❧❛❣❡♥ P✉✐❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✱ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✷❪✱ ❋✐❡❧❞ ✉♥❞ ●r✐❣♦r✐✉ ❬✷✵✵✹❪✱ ▼❛✐tr❡
✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❞✐❡ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡ ✈♦r✳ ❉✐❡
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Abbildung 8.3.: ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❍❡r♠✐t❡ ❈❤❛♦s ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❖r❞♥✉♥❣❡♥



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✸✸

❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ X ♠✐t ❞❡♥ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❡r❢♦❧❣t ♠✐t

X =
P∑

i=1

X̂iψi(ξ). ✭✽✳✸✸✮

❯♥t❡r ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣ ❞❡r P❉❋ fX ✉♥❞ ❞❡r ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✽✳✷✾ ❢♦❧❣t ♥❛❝❤ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❢ür M = 1 ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

〈X ψi(ξ)〉 = X̂i〈ψ2
i (ξ)〉

= X̂i i!.
✭✽✳✸✹✮

❯♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❞❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞✲◆♦r♠❛❧r❛✉♠ X →
ξ : FX(X) = Fξ(ξ)✱ ✇❛s ❞❡r ❘♦s❡♥❜❧❛tttr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✻✮
❡♥ts♣r✐❝❤t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ X ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

Xi(ξ) = F−1
X (Fξ(ξ)). ✭✽✳✸✺✮

❋♦r♠t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✹ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥
X̂i ✉♠ ✉♥❞ s❡t③t ❞✐❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣ ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✺ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❦❛♥♥
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✹ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱

X̂i =
1

i!
〈F−1

X (Fξ(ξ))ψi(ξ)〉, ✭✽✳✸✻✮

♠✐t ❞❡r st❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧ ❈❉❋ Fξ✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✻ ❞✐❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt❡s ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✻✮ ❛♥✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✇✐❡ ❢♦❧❣t ✉♠❣❡❢♦r♠t ✇❡r❞❡♥✱

X̂i =
1

i!

+∞∫

−∞

F−1
X (Fξ(t))ψi(t) fX(t)dt. ✭✽✳✸✼✮

■♥ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ✜♥❞❡t ♠❛♥ ❢ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ N (µ, σ)✱ ❞✐❡ ❧♦❣❛✲
r✐t❤♠✐s❝❤❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ LN (λ, ζ) ✉♥❞ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ U [a, b]
❞✐❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✼✱

X ≡ N (µ, σ) : X̂0 = µ, X̂1 = σ, X̂i = 0 ❢ür i ≥ 2

X ≡ LN (µ, σ) : X̂i =
σi

i!
exp

[

µ+
1

2
σ2

]

❢ür i ≥ 0

X ≡ U [a, b] : X̂0 =
a+ b

2
, X̂2i = 0, X̂2i+1 =

(−1)1(b− a)

22i+1
√
πi!(2i+ 1)

.

✭✽✳✸✽✮

❊s s❡✐ ❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ■♥❞❡① i ❜❡✐ 0 ❜❡❣✐♥♥t✳ ■♥
❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❙✉❞r❡t ✉♥❞ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ❬✷✵✵✸❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪
✇✐r❞ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✱ ❞❛ss ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❞❡r ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✽✳✸✼ ♠✐t ❞❡♠ ●❛✉ÿ✲▲❡❣❡♥❞r❡✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✸✳✸✳✸✮ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳



✶✸✹ ✽✳✷✳ ❉❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s

❉✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ Ĝi ❢ür ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡
❋✉♥❦t✐♦♥ G(X) ❡r❢♦❧❣t ❛♥❛❧♦❣ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦✲
❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ X✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❢ür ❞❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ Ĝi ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✼ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥

Ĝi =
1

i!

+∞∫

−∞

G
(
F−1
X (Fξ(t))

)
ψi(t) fX(t)dt. ✭✽✳✸✾✮

8.2.7. Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten mittels der
Kollokationsmethode

❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥
X̂i ✐st ❞✐❡ ❑♦❧❧♦❦❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡✳ ❉✐❡ ❑♦❧❧♦❦❛t✐♥s♠❡t❤♦❞❡ ✇✉r❞❡ ✐♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥
❆r❜❡✐t❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❙✉❞r❡t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ✉♥❞ ❑❡✇❧❛♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥
P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ X̂i ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ❑♦❧❧♦❦❛t✐♦♥s♠❡t❤♦❞❡ ❜❛s✐❡rt ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss
♠✐tt❡❧s ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ❋❡❤❧❡rq✉❛❞r❛t♠❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ■♥♣✉t ❱❛✲
r✐❛❜❧❡X ✉♥❞ ❞❡r ❦♦rr❡s♣♦♥❞✐❡r❡♥❞❡♥ P❈ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣X ♠✐♥✐♠✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✳

❆✉s❣❛♥❣s♣✉♥❦t ❢ür ❞✐❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ X̂i

❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✽✳✸✸ ✉♥❞ ✽✳✸✺ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥❡ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ■♥♣✉t
❱❛r✐❛❜❧❡♥ X = (X1, ..., Xn) ❣❡♥❡r✐❡rt ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉❡r ■♥❞❡① n ❜❡s❝❤r❡✐❜t ❞❛✲
❜❡✐ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳ ❊s s❡✐ ❛♥❣❡♠❡r❦t✱ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣
❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ M = 1 ❜❡trä❣t✱ ❞❛❞✉r❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐✲
❜✉♥❣ ❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ P♦❧②♥♦♠❡ ψi ❞✐❡ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡
h ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐r❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❇❛s✐s ψi ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❇❛s✐s Ψi ❡rs❡t③t✱
❦ö♥♥❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥✲
s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r
❦❧❡✐♥st❡♥ ❋❡❤❧❡rq✉❛❞r❛t♠❡t❤♦❞❡ ❛♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡③✐❡❤✉♥❣

∆X =
n∑

i=1

(
X(i) −X(i)

)2
=

n∑

i=1

(

X(i) −
P∑

j=1

X̂jψj(ξ(i))

)2

. ✭✽✳✹✵✮

❉✐❡ P ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ X̂i ❦ö♥♥❡♥ ✐♥ ❞❛s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❧✐♥❡❛r❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ü❜❡r❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✱ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✸✺

❬✷✵✶✷❪✱










n∑

i=1

ψ1(ξ(i))ψ1(ξ(i)) . . .
n∑

i=1

ψ1(ξ(i))ψP (ξ(i))

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
n∑

i=1

ψP (ξ(i))ψ1(ξ(i)) . . .
n∑

i=1

ψP (ξ(i))ψP (ξ(i))










...






X̂1

✳✳✳
X̂P




 =










n∑

i=1

X(i)ψ1(ξ(i))

✳✳✳
n∑

i=1

X(i)ψP (ξ(i))










.

✭✽✳✹✶✮

❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛tr✐① ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ■♥♣✉t ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ s♦♥❞❡r♥
♥✉r ✈♦♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ξ✬s✱
❛❜❤ä♥❣t✳ ❆✉s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ❤❛t ❞❛s ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❞✐❡ ▼❛tr✐① ♥✉r
❡✐♥♠❛❧ ❛ss❡♠❜❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss ✉♥❞ ✐♥ ❜❡r❡✐ts ❢❛❦t♦r✐s✐❡rt❡r ❋♦r♠ ❢ür ❞✐❡
✇❡✐t❡r❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
◆❛❝❤ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ξ(i) ♠✐t ❍✐❧❢❡ ✈♦♥
❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧❡♥❣❡♥❡r❛t♦r❡♥ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✳

❋ür ❡✐♥❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ G(X) ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ P❈ ❑♦❡✣③✐✲
❡♥t❡♥ Ĝi ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✹✵ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥
✉♠❢♦r♠✉❧✐❡rt✱

∆G =
n∑

i=1

(
G(X(i))−G(i)

)2
=

n∑

i=1

(

G(X(i))−
P∑

j=1

Ĝjψj(ξ(i))

)2

. ✭✽✳✹✷✮

■♥ ❆♥❛❧♦❣✐❡ ③✉r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✹✶ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ③✉r
❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡♥ Ĝi ❢♦r♠✉❧✐❡r❡♥










n∑

i=1

ψ1(ξ(i))ψ1(ξ(i)) . . .
n∑

i=1

ψ1(ξ(i))ψP (ξ(i))

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
n∑

i=1

ψP (ξ(i))ψ1(ξ(i)) . . .
n∑

i=1

ψP (ξ(i))ψP (ξ(i))










...






Ĝ1

✳✳✳
ĜP




 =










n∑

i=1

G(X(i))ψ1(ξ(i))

✳✳✳
n∑

i=1

G(X(i))ψP (ξ(i))










.

✭✽✳✹✸✮



✶✸✻ ✽✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡

8.3. Stochastische Finite Elemente Methode

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡✲
t❤♦❞❡ ③✉r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ✭❙❋❊▼✮ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡
❙❋❊▼ ✇✉r❞❡ ❜❡r❡✐ts ✐♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳
●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✱ ❙✉❞r❡t ✉♥❞ ❑✐✉r❡❣❤✐❛♥ ❬✷✵✵✵❪✱ ❙✉❞r❡t ✉♥❞ ❇❡r✈❡✐❧✲
❧❡r ❬✷✵✵✸❪✱ ▼❛tt❤✐❡s ✉♥❞ ❑❡❡s❡ ❬✷✵✵✺❪✱ ❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪✱ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✱
❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪ ✉♥❞ ❋✐♥❦ ❬✷✵✶✺❪✳

8.3.1. Stochastische Materialgleichung

❉✐❡ Ü❜❡r❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧
✺✳✽✳✹ ✉♥❞ ✺✳✽✳✺✮ ✐♥ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ s♦❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧
❡r❧ä✉t❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❱♦r❣❡❤❡♥ s♦❧❧ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❊❧❛st✐③✐tät
❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❼ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❊❧❛st✐③✐tät ♠✐tt❡❧s st♦❝❤❛st✐s❝❤❡r ▼❛✲
t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐✲
♦♥ ν st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♠ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t
✇✉r❞❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ●röÿ❡♥ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✷ ❞✉r❝❤

E(θ) =
P∑

i=1

ÊiΨi(ξ),

ν(θ) =
P∑

i=1

ν̂iΨi(ξ),

✭✽✳✹✹✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ▲❛♠❡✲P❛r❛♠❡t❡r✱

µL(θ) =

P∑

i=1

µ̂LiΨi(ξ),

κ(θ) =
P∑

i=1

κ̂iΨi(ξ).

✭✽✳✹✺✮

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞✐❡s❡r ●röÿ❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱
✇❛s ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲
♠❡t❡r♥ ❤♦❤❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞❡r ❤✐♥s❝❤❧✐❝❤ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥
▼❡t❤♦❞❡♥ st❡❧❧t✳ ■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡
❤ä✉✜❣st❡♥ ❘❡❝❤❡♥♦♣❡r❛t✐♦♥❡♥ ❢ür ❞✐❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦r✲
❣❡st❡❧❧t✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✹✺ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✼✻ ❡✐♥✱ ❡r❤ä❧t



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✸✼

♠❛♥ ❞✐❡ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❋♦r♠ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐✲
❛❧t❛♥❣❡♥t❡

C
el(θ) =

P∑

i=1

κ̂iΨi(ξ)1⊗ 1+ 2

P∑

i=1

µ̂LiΨi(ξ)P. ✭✽✳✹✻✮

▲öst ♠❛♥ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✽✳✸✳✷ ♠✐t ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧t❛♥✲
❣❡♥t❡ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✽✳✸✳✸✱ ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞❛s P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❈❤❛♦s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s❢❡❧❞ ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

u(θ) =

P∑

i=1

ûiΨi(ξ). ✭✽✳✹✼✮

❼ ❇❡st✐♠♠❡♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✻✳✹ ❣❡③❡✐❣t✱ ✐st ❞❛s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ❞❡r ❞r❡✐ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ E∞✱ ν ✉♥❞ D ❜❡✲
s♦♥❞❡rs s❡♥s✐t✐✈✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❲❡✐t❡r❡♥ ❞✐❡s❡ ▼❛t❡r✐❛❧✲
♣❛r❛♠❡t❡r ❛❧s st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❢♦r♠✉❧✐❡rt✳ ❯♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✷✷ ❢♦❧❣t ❞❡r❡♥ P❈✲❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

E∞(θ) =
P∑

i=1

Ê∞iΨi(ξ),

ν(θ) =
P∑

i=1

ν̂iΨi(ξ),

D(θ) =

P∑

i=1

D̂iΨi(ξ).

✭✽✳✹✽✮

❯♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✹✽ ❦❛♥♥ ❞❡r ❞❡✈✐❛t♦r✐s❝❤❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✺✳✺✾ ❞✉r❝❤

n+1 ˆ̃σk =

P∑

i=1

n+1 ˆ̃σtest
i Ψi −

P∑

i=1

P∑

j=1

Cijk
n+1D̂i

n+1 ˆ̃σtest
j − ...

dt

P∑

i=1

P∑

j=1

Cijk
n+1 ˆ̃Aσ̃ i

n+1 ˆ̃σj

✭✽✳✹✾✮



✶✸✽ ✽✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t

n+1 ˆ̃σtest
l = 2

P∑

i=1

P∑

j=1

P∑

k=1

Dijklγ̂∞ i µ̂L j
n+1ˆ̃εk + ...

n∑

m=1

(
P∑

i=1

P∑

j=1

Cijkγ̂mi
n+1 ˆ̃

hmj −
P∑

i=1

P∑

j=1

Cijk2µ̂L i
nˆ̃εcrj

)

,

n+1 ˆ̃
hmi = exp

(−dt
τi

) P∑

i=1

n+1n ˆ̃
hmiΨi +

1− exp
(

−dt
τi

)

dt
τi

...

P∑

i=1

(
n+1

◦ ˆ̃σi − n
◦ ˆ̃σi

)

Ψi

✭✽✳✺✵✮

✉♥❞ ❞❡♥ ❚❡♥s♦r❡♥ ❞r✐tt❡r ❙t✉❢❡ Cijk ✉♥❞ ✈✐❡rt❡r ❙t✉❢❡ Dijkl✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤
❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥

Cijk =
〈Ψi Ψj Ψk〉

〈Ψ2
k〉

Dijkl =
〈Ψi Ψj Ψk Ψl〉

〈Ψ2
l 〉

✭✽✳✺✶✮

❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✳ ❉✉r❝❤ ❛♥❛❧♦❣❡s ❱♦r❣❡❤❡♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❡r ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡
❆♥t❡✐❧ ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✺✳✻✷ ③✉

n+1σ̂vol
i =

P∑

i=1

(
n+1R̂σvol i − n+1γ̂vol

i

)

Ψi. ✭✽✳✺✷✮

❲❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✼✶ ❞✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ n+1ε✱ n+1σvol

✉♥❞ n+1σ̃ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ n+1ε̂i✱ n+1σ̂vol
i ✉♥❞ n+1 ˆ̃σi

❡rs❡t③t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧t❛♥❣❡♥t❡ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❞r✉❝❦✱

n+1
Ĉi =

∂n+1σ̂vol
i

∂n+1ε̂i
⊗ 1+

∂n+1 ˆ̃σi

∂n+1ε̂i
, ✭✽✳✺✸✮

✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥✱ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳✺
✉♥❞ ✺✳✾ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ❖♣❡r❛t♦rs♣❧✐t ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠
st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❚❡r♠❡ ❡r❢♦❧❣t ✉♥t❡r ❊✐♥❤❛❧✲
t✉♥❣ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥✈♦rs❝❤r✐❢t❡♥ ❛✉s ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✳ ❉✐❡ P❈✲
▼❛t❡r✐❛❧t❛♥❣❡♥t❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❩✉s❛♠♠❡♥❢ü❤r❡♥ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❆♥t❡✐❧❡ ③✉

n+1
Ĉ(θ) =

P∑

i=1

n+1
ĈiΨi(ξ). ✭✽✳✺✹✮

❉✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❞❡r P❈ ▼❛t❡r✐❛❧t❛♥❣❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✽✳✺✾ ❡✐♥❣❡❜❡tt❡t✳



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✸✾

8.3.2. PC-SFEM Gleichungssystem

●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❞❡r ❋❊▼ ✸✳✽ ❢ür ❡✐♥
♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❛✉s ✉♥❞ ❞rü❝❦t ❡s ✐♥ ❞❡r ❋♦r♠

K∆u = fext − f int ✭✽✳✺✺✮

❛✉s✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞❛s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✉♥t❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥s✐❝❤❡✲
r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❡✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s②st❡♠ ❞❡r ❋♦r♠

K(θ)∆u(θ) = fext(θ)− f int(θ). ✭✽✳✺✻✮

❋ür ❞❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ●❡s❛♠tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①

K =
⊕

el

K
e =

⊕

el

∫∫∫

B

B
T
CB dx dy dz

︸ ︷︷ ︸

dV

. ✭✽✳✺✼✮

❛✉s ❞❡♥ ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐③❡♥ Ke ❛ss❡♠❜❧✐❡rt✳ ❙❡t③t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ P❈
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✸ ❡✐♥✱ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ P ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛✲
tr✐③❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✷✸ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉

K
e(θ) =

P∑

i=1

K̂
e
iΨi(ξ) =

P∑

i=1

∫∫∫

B

B
T
ĈiBΨi(ξ) dx dy dz

︸ ︷︷ ︸

dV

. ✭✽✳✺✽✮

❉✐❡ ❇✲▼❛tr✐① B s❡t③t s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ✇✐❡ ✐♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ③✉s❛♠✲
♠❡♥✱ ❞❛ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❦❡✐♥❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t ✭s✐❡❤❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶✾✮✳ ❲✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❇✲▼❛tr✐① ❜❡✐ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ●❡♦♠❡tr✐❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✲
s❡t③t✱ ❦❛♥♥ ③✳❇✳ ❜❡✐ ❚♦♦t❦❛❜♦♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ü❣t ♠❛♥
❞✐❡s❡♥ ❆♥s❛t③ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✺✼ ❡✐♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ P ●❡s❛♠tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐✲
③❡♥

K̂i =
⊕

el

K̂
e
i =

⊕

el

∫∫∫

B

B
T
ĈiB dx dy dz

︸ ︷︷ ︸

dV

✭✽✳✺✾✮

❞✉r❝❤ ❞✐❡ P ❊❧❡♠❡♥tst❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐③❡♥ Ke
i ❛ss❡♠❜❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛r❛✉s ❢♦❧❣t

❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✺✻ ❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

P∑

i=1

K̂iΨi (ξ)

P∑

j=1

∆ûjΨj (ξ) =

P∑

j=1

r̂
ext
j Ψj (ξ)−

P∑

j=1

r̂
int
j Ψj (ξ) . ✭✽✳✻✵✮

▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ●❛❧❡r❦✐♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥s ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡
❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥∆û1 ❜✐s∆ûP ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ◆❛❝❤ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪
❢♦r❞❡rt ❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❞✐❡ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧✐tät ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✻✵ ③✉ ❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
Ψk(ξ) ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ③✉♠ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt✱ ♠✐t ❞❡♠ ■♥❞❡① k = 1, ..., P ✳ ❙♦♠✐t
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✻✵ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❞r✉❝❦

〈Ψk

P∑

i=1

K̂iΨi

P∑

j=1

∆ûjΨj〉 = 〈Ψk

(
P∑

j=1

r̂
ext
j Ψj −

P∑

j=1

r̂
int
j Ψj

)

〉, ✭✽✳✻✶✮



✶✹✵ ✽✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡

✇♦❜❡✐ ❞❡r Ü❜❡rs✐❝❤t ❤❛❧❜❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r P❈ ❇❛s✐s Ψ ✈♦♥ ❞❡♥ ❩✉✲
❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡♥ ξ ✈❡r③✐❝❤t❡t ✇✉r❞❡✳ ❲❡♥❞❡t ♠❛♥ ❞❡♥ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt♦♣❡r❛t♦r
♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ Ψ ❛♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r✲
♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❡♥t❤ä❧t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✻✶ ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❖rt❤♦✲
❣♦♥❛❧✐täts❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥✐❣❡♥ ❯♠❢♦r♠✉♥❣❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ÿ❡♥ ❛✉s❣❡❞rü❝❦t
✇❡r❞❡♥✱

P∑

i=1

P∑

j=1

dijkK̂i∆ûj = 〈Ψ2
k〉r̂extk − 〈Ψ2

k〉r̂int
k , ✭✽✳✻✷✮

♠✐t ❞❡r ❋✉♥❦t✐♦♥ dijk✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ ❞✐❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥♠❛tr✐③❡♥ K̂i

❦♦♥st❛♥t s✐♥❞✳ ❋ür ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ dijk ❣✐❜t ❡s ❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣✱ ✇✐❡ ❞✐❡s❡
s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❞r❡✐❡r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ Ψ
③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t ✐st ✐♠ ❆♥❤❛♥❣ ❈✳✷ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ◆❛❝❤ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❞❛s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❧✐♥❡❛r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠






K̃11 · · · K̃1,P

✳✳✳
✳ ✳ ✳

✳✳✳
K̃P,0 · · · K̃P,P






︸ ︷︷ ︸

Klm

·






∆û1

✳✳✳
∆ûP






︸ ︷︷ ︸

um

=






r̃ext1

✳✳✳
r̃extp




−






r̃int
1

✳✳✳
r̃int
p






︸ ︷︷ ︸

rm

, ✭✽✳✻✸✮

♠✐t ❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ K̃jk =
P∑

i=1

dijkK̂i✱ r̃extk = 〈Ψ2
k〉r̂extk ✉♥❞ r̃int

k = 〈Ψ2
k〉r̂int

k ✳

❉✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✐♠ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ❤❛t ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ (Nnodes ·
Ndof )×(Nnodes ·Ndof )✱ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼❛tr✐③❡♥ K̃jk ❤❛❜❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐❡ ❉✐♠❡♥✲
s✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ P❈ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛✲
tr✐① ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ (Nnodes ·Ndof · P )× (Nnodes ·Ndof · P )✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✽✳✹ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❞❡r P❈ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❢ür ❡✐♥ r♦t❛t✐✲
♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧✱ ❞❛ss ♠✐t ✹ ❑♥♦t❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❞✐s❦r❡t✐s✐❡rt
✇✉r❞❡♥ ✐st✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✳✹ ❛ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❙t❡✐✲
✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✉♥❞ st❡❧❧t s♦♠✐t ❞❛s ❘❡❢❡r❡♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ❞❛r✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t
♠❛♥ ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡s ③✉
❧ös❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♣r♦ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r P❈ ❇❛s✐s ③✉♥✐♠♠t✳
❉✐❡ ❆❜❦ür③✉♥❣ nz ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✽✳✹ st❡❤t ❢ür ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞✐❡ ✉♥❣❧❡✐❝❤ ♥✉❧❧
s✐♥❞✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ st❛r❦
✈♦♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r P❈ ❇❛s✐s ❛❜❤ä♥❣t✳ ❋ür ❞❛s ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✇❡r❞❡♥ s♣❡③✐❡❧❧❡ ▲ös✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❞✐❡ ❡t❛❜❧✐❡rt❡st❡♥
▲ös✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❜❡s♣r♦❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ❑❛♣✐✲
t❡❧ ✾ ✇✐r❞ ♥♦❝❤ ❡✐♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥❡✉❛rt✐❣❡♥ ▲ös✉♥❣s✈❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r
❩❡✐t ❋♦rs❝❤✉♥❣s❣❡❣❡♥st❛♥❞ s✐♥❞✳



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✹✶
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c.)P = 3 ♠✐t nz = 1002 d.)P = 4 ♠✐t nz = 1783

Abbildung 8.4.: ❙tr✉❦t✉r ❞❡r P❈ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐①

8.3.3. Methoden zum Lösen des SFEM Gleichungssystems

❼ ❉✐r❡❦t❡r ▲ös❡r

■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ③✉♠ ▲ös❡♥ ❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ✽✳✻✸
❞❡r ✒❇❛❝❦s❧❛s❤ ❙♦❧✈❡r✏ ✈♦♥MATLAB ❬✷✵✶✺❪ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞✐❡s❡r ❙♦❧✈❡r ❣❡❤ört
✐♥ ❞✐❡ ❑❧❛ss❡ ❞❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧ös❡r✳ ❉❛ ❞✐❡ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✐♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✻✸ ❡✐♥❡ ♣♦s✐t✐✈ ❞❡✜♥✐❡rt❡ (Nnodes ·Ndof ·P )×(Nnodes ·Ndof ·P )
▼❛tr✐① ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡r ❈❤♦❧❡s❦②✲❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡✳ ❊✐♥ ❡r✲
❤❡❜❧✐❝❤❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞✐❡s❡r ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ✐st ❡s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r
▼❛tr✐① Klm ♥✐❝❤t ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✐r❞✳ ❉❛s ❢ü❤rt ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞❛s ❣❡s❛♠t❡
●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✽✳✻✸ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛ss❡♠❜❧✐❡rt ✉♥❞ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳
❉❛ ❞✐❡s❡r ❙♦❧✈❡r ❞❡r ❑❧❛ss❡ ❞❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ▲ös❡r ❛♥❣❡❤ört✱ ♠✉ss ❞❛s ●❧❡✐✲



✶✹✷ ✽✳✸✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡

❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♥✉r ❡✐♥♠❛❧✐❣ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧ ❞❡s ❡✐♥♠❛❧✐❣❡♥
▲ös❡♥s ❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ❦❛♥♥ ❜❡✐ s❡❤r ❣r♦ÿ❡♥ ❙②st❡♠❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡
❤❡r✈♦rr✉❢❡♥✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡ ❩❡r❧❡❣✉♥❣ ❞✐❡ ❣❛♥③❡ ▼❛tr✐① Klm ✈♦r❣❡❤❛❧t❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤t✱
✇❛s ❜❡✐ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤❡✉t✐❣❡♥ ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤✲
♥✐❦ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ ✐st✳ ❇❡✐ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ❞✐❡s❡s Pr♦✲
❜❧❡♠ ❞❡r ❙♣❡✐❝❤❡r❛✉s❧❛st✉♥❣ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ♣räs❡♥t✳ ❉✐❡ ❛♥st❡✐❣❡♥❞❡ ❘❡❝❤❡♥✲
③❡✐t ❜❡✐♠ ▲ös❡♥ ❣r♦ÿ❡r ❙②st❡♠❡✱ ✐st ❥❡❞♦❝❤ ✐♥ ❍✐♥s✐❝❤t ❞❡r ❘❡❝❤❡♥❦♦st❡♥
❢ür ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ✉♥❞ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r✳
❆✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐t ✐st ❞❡r ✒❇❛❝❦s❧❛s❤ ❙♦❧✈❡r✏ ❡✐♥ s❡❤r ✈❡r❜r❡✐t❡✲
t❡r ▲ös❡r ❢ür ❦❧❡✐♥❡ ✉♥❞ ♠✐tt❧❡r❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡✳

❼ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ P❈ ▲ös❡r

▲✐❡❣t ❡✐♥❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡s ③✉ ❧ös❡♥❞❡♠ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ✽✳✻✸ ✇✐❡ ✐♥ ❙✉❞r❡t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪ ✉♥❞ ❋✐♥❦ ❬✷✵✶✺❪ ❣❡③❡✐❣t ✈♦r✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ③✉
❧ös❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♠✐t ❞❡♠ ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ P❈ ▲ös❡r ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡s❡r ❤❛t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ❞✐r❡❦t❡♥ ▲ös❡r✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ✐t❡r❛✲
t✐✈❡♥ ❙♦❧✈❡r ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ❛✉s❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡
●❡❣❡♥ü❜❡rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❞✐r❡❦t❡♥ ✉♥❞ ✐t❡r❛t✐✈❡♥ ❙♦❧✈❡r♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛✲
t✉r ❙❛❛❞ ❬✷✵✵✸❪✱ ❨♦✉♥❣ ❬✷✵✵✸❪✱ ●♦✉❧❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ▼❡✐st❡r ❬✷✵✶✹❪ ❡♥t✲
♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ♥ä❤❡r❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❙tr✉❦t✉r ✉♥❞ ❞❛s
❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ●❛✉ss✲❙❡✐❞❡❧ P❈ ▲ös❡rs ✇✐r❞ ❛✉❢ ❘❤❡✐♥❜♦❧❞t
❬✶✾✾✽❪✱ ▼❡✐st❡r ❬✷✵✶✹❪ ✉♥❞ ❏❛❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉✐❡s❡r ▲ös❡r st❡❧❧t
♥✐❝❤t ❞❡♥ ❛❦t✉❡❧❧❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ❞❛r✱ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r
❊t❛❜❧✐❡rt❤❡✐t ✐♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❋❊▼✲Pr♦❣r❛♠♠❡♥ ❡✐♥❢❛❝❤ ✉♠ ❞✐❡ ❙❋❊▼ ❡r✲
✇❡✐t❡rt ✇❡r❞❡♥✳

❼ P❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡r✉♥❣ P❈✲❙❋❊▼ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠

❉✐❡ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❙♦❧✈❡r ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐ ❤♦❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❛♥ ✐❤r❡
●r❡♥③❡♥ st♦ÿ❡♥✱ ❞❛ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●röÿ❡ ❞❡s ③✉ ❧ös❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②s✲
t❡♠s (Nnodes ·Ndof · P )× (Nnodes ·Ndof · P ) ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✻✸✮ ❞✐❡
❘❡❝❤❡♥❦♦st❡♥ ❞❡♥ ▼❡❤r✇❡rt ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❤ö❤❡r❡♥ ●r❛❞ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥
ü❜❡rst❡✐❣❡♥✳
❯♠ ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥❦♦st❡♥ ③✉ ♠✐♥✐♠✐❡r❡♥✱ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡s ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❙♦❧✈❡rs
③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡✐♥❣❡s❡t③t❡ ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦ ♦♣t✐♠❛❧❡r ❛✉s③✉♥✉t③❡♥
s❝❤❧ä❣t ▲❡❡ ❬✷✵✶✻❪ ❞✐❡ P❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡s ③✉ ❧ös❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s
✈♦r✳
❩✉r ❊✐♥❛r❜❡✐t✉♥❣ ✐♥ ❞❛s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ❞❡r P❛r❛❧❧❡❧✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❙❝❤✇❛r③ ✉♥❞ ❑ö❝❦❧❡r ❬✷✵✶✶❪✱ ❙❝❤✇❛♥❞t ❬✷✵✶✸❪
✉♥❞ ❍❛❝❦❜✉s❝❤ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ◆❛❝❤ ❙❝❤✇❛♥❞t ❬✷✵✶✸❪ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ③✉ ❧ö✲
s❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❘❡❣❡❧♥ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✿ ❩✉♠
❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❆✉❢t❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡ ❛✉s❢ü❤r✲
❜❛r❡ ❚❡✐❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡✳ ❉❛s ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚❡✐❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣s✲



✽✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞❡♥ ✶✹✸

s②st❡♠❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❡✐♥❛♥❞❡r s✐♥❞✳ ❉❛r❛✉s ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss
❞✐❡s❡ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❞ür❢❡♥ ✉♥❞ ❞❛ss ♥✐❝❤t ❞✐❡ ▲ös✉♥❣
❡✐♥❡s ❚❡✐❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ♥✐❝❤t ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❡✐♥❡s ❛♥❞❡r❡♥ ❚❡✐❧❣❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ss②st❡♠s ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❚❡✐❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣s✲
s②st❡♠❡ ❦♦♥♥t❡ ✐♥ ▲❡❡ ❬✷✵✶✻❪ ♥✉r ❢ür ❧✐♥❡❛r❡ P❈✲❙❋❊▼ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠
❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❼ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐t ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s
❚❡❝❤♥✐❦❡♥

❇❡✐ ❤♦❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙❋❊▼ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛✲
tr✐① ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✻✸✮ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❡♥ ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❤❡✉t✐❣❡
❙♣❡✐❝❤❡rt❡❝❤♥✐❦ ♥✐❝❤t ✈❡r❛r❜❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❉✐✛❡✲
r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥
❜❡✐♥❤❛❧t❡♥✱ ❞✐❡ ③✉ Pr♦❜❧❡♠❡♥ ❜❡✐ ▲ös❡♥ ❢ü❤r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ③✳❇✳ ❞✐❡ ❋❧✐❡ÿ✲
♥♦r♠❛❧❡ ✉♥❞ ❞❛s ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❡✐♥❡s ❚❡♥s♦rs ③✇❡✐t❡r ❙t✉❢❡ ✭s✐❡❤❡
❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✷✳✹✮✳
❉✐❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③❡✐❝❤♥❡t s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉s✱ ❞❛ss s✐❡ ❧❡✐❝❤t ③✉
✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞❛s s✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡
t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❛✉❢ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s
❬✶✾✾✶❪✱ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✱ ❇✐♥❞❡r ✉♥❞ ❍❡❡r♠❛♥♥ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳
■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✷✳✸ ✐st ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠✐t ❞❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡③❡✐❣t✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✇✐r❞
❞❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
s✐❝❤t❜❛r✱ ❞❡r s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ③❡✐❣t✳ ❯♠
❞✐❡s❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ③✉ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✱ s❝❤❧ä❣t
❱✐❞❛❧✲❈♦❞✐♥❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❞✐❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❱❡r❜✐♥❞✉♥❣
♠✐t ❞❡r ▼♦❞❡❧ ❘❡❞✉❦t✐♦♥s ❚❡❝❤♥✐❦ ✈♦r✳ ❉✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❛♥✱
❞❛ ❞❛s ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ n✲♠❛❧ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳
❉✐❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❡rst♠❛❧✐❣❡♥ ▲ös❡♥ ❞❛s
●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ r❡❞✉③✐❡rt ✇✐r❞ ✉♥❞ ❛♥s❝❤✐❡ÿ❡♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ r❡❞✉③✐❡r✲
t❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ✇❡✐t❡r ❣❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❋ür ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡
❇❡s❝❤ä❢t✐❣✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡♠ ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼♦❞❡❧ ♦r❞❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ ✇✐r❞
❛✉❢ ❙❝❤✐❧❞❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ✉♥❞ ◗✉ ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

❼ ▼■◆❘❊❙✲❱❡r❢❛❤r❡♥

■♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ❑❡❡s❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱ ▼❛tt❤✐❡s ✉♥❞ ❑❡❡s❡ ❬✷✵✵✺❪✱
❯❧❧♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ✉♥❞ ❖♥✇✉♥t❛ ❬✷✵✶✻❪ ✇✐r❞ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥✱ ❞❛ss
❞❛s ❙❋❊▼ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❙♦❧✈❡r ③✉ ❧ös❡♥ ❞❡r ❛✉❢ ❞❡♠
▼■◆❘❊❙✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ❜❛s✐❡rt✱ ✇❛s ❡✐♥ ❑r②❧♦✇✲❯♥t❡rr❛✉♠✲❱❡r❢❛❤r❡♥ ③✉r
✐t❡r❛t✐✈❡♥ ▲ös✉♥❣ s②♠♠❡tr✐s❝❤❡r ❧✐♥❡❛r❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡ ❞❛rst❡❧❧t✳
❋ür ❞✐❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ✇✐r❞ ❛✉❢ ●r♦ss ✉♥❞ ❘❡✉s❦❡♥ ❬✷✵✶✶❪
✈❡r✇✐❡s❡♥✳
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9. Numerische Beanspruchungsanalyse bei
zufallsverteilten Materialparametern

❉❛s ❑❛♣✐t❡❧ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✻ ✉♥❞ ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛✲
t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✷ ✉♠ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❛r✳ ■♠
❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶ ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥✲
t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ■♥♣✉t ●röÿ❡♥ ❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❉✐❡
❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡♥ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉✲
❝❤❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✷ ❣❡③❡✐❣t✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✸ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ♥✉✲
♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r✱ ♠✐t ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛✲
t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

9.1. Verteilung der Materialparameter

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✹✳✹✮✱ ❦❛♥♥ ❦❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ✈✐❡❧❡ Pr♦③❡ss❡ ✐♥ ❞❡♥ ◆❛t✉r✲
✉♥❞ ❞❡♥ ■♥❣❡♥✐❡✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ N ❜❡s❝❤r❡✐✲
❜❡♥ ❧❛ss❡♥✱ ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❣✐❧t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣

fX(u) =
1

σu

√
2π

exp

(

−1

2

(u− µu

σ

)2
)

, ✭✾✳✶✮

❞✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r µ ✉♥❞ σ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶ ✐st ❞✐❡ ❱❡rt❡✐✲
❧✉♥❣ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ 0414i ✉♥❞ N2/i ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣ ♠üss❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡rst❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ✐st✱ ❞❛ss
♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ 80% ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ❧❛✈❡♥❞❡❧❢❛r❜✐❣❡♥ ▲✐♥✐❡ ❜③✇✳ s❝❤✇❛r③❡♥ ▲✐♥✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❛r✲
st❡❧❧t✱ ✉♥❞ ❞❡r s❝❤✇❛r③❡♥ ▲✐♥✐❡ ❜③✇✳ r♦t❡♥ ▲✐♥✐❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ●r❡♥③❡
❞❛rst❡❧❧t✱ ❧✐❡❣t✳ ❉❛s ■♥t❡r✈❛❧❧ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ µu ± 1.281σu ❛✉s❞rü❝❦❡♥✳
❉✐❡s❡s ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❣rü♥ ❤✐♥t❡r❧❡❣t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt✳
❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt µu ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♥❛❝❤ 300
❚❛❣❡♥ r✉♥❞ ❞❡♥ ❲❡rt 0.4755% ❛♥♥✐♠♠t✳ ❋ür ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σu ✇✉r✲
❞❡ ❞❡r ❲❡rt 0.08495% ❡r♠✐tt❡❧t✱ ✇❛s ❡✐♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ 17.867%
✈♦♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛✉s ✻✳✹ ❞❛r✳ ❉✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❡r✲
❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✷ ✉♥❞ ✻✳✸ ✉♥❞
❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣✳
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Abbildung 9.1.: ❯♥✐❛①✐❛❧❡r ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❛♥ ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❣❡✲
♥♦♠♠❡♥❡♥ ●❛✉ÿ✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✿ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡✲
♥❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r Prü❢❦ör♣❡r ✇❡✐st ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❇❛♥❞❜r❡✐✲
t❡ ❞❡s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❛✉❢✱ ♥❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞
❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✳



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✹✼

9.1.1. Parameterstudie Standardabweichung

❉✐❡ ✒r♦t❡ ▲✐♥✐❡✏ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡ ●❛✉ÿ✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 300 ❚❛❣❡♥ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ 0414i ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧
✾✳✶✳ ❉✐❡ ❲❛❤❧✱ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ 300 ❚❛❣❡♥ ③✉ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ❜❡r✉❤t ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss
❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ s✐❝❤ ♥♦❝❤ ✐♥ ❞❡r I ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❜❡✜♥❞❡t✱ ❞❛ ❛❧❧❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ P❛r❛✲
♠❡t❡r ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ♣r✐♠är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ♥✉r s❡❦✉♥❞är
❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ II ✉♥❞ III ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ♥❡❤♠❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✹✮✳ ❉❡s ✇❡✐✲
t❡r❡♥ st❡❧❧t ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡ ✈❡rtr❡t❜❛r❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 300 ❚❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞✐❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r
P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❢ür ❛♥❞❡r❡ ❩❡✐ts❝❤r✐tt❡ ❣✐❧t✳ ❉❛s ❞✐❡✲
s❡s ③✉tr✐✛t✱ ❦❛♥♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✷ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ✈♦♥ 300
❚❛❣❡♥ st❡❧❧t ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ❣✉t❡♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❱❡r✲
t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ❞❛r✳
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Abbildung 9.2.: ❆✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ③✉r ❙t❛♥❞❛r❞✲
❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
♠✐t ❞❡r ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ 300 ❚❛❣❡♥✳

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❜❡③✐❡❤t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡s❡ ✇❡✐s❡♥ ❡❜❡♥✲
❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ N ❛✉❢✳ ❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r ❦❛♥♥
❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✾✳✺✱ ✾✳✼ ✉♥❞ ✾✳✾ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳



✶✹✽ ✾✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷ ③❡✐❣t ❡✐♥✐❣❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡
③✉r ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ P❛r❛♠❡t❡r E∞✱ ν
✉♥❞ D✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✾✳✷ ❞✐❡ ❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❣✉t ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦♥
❞❡r ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ N ❛❜✇❡✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡s ✐st ❞❡r ♥✐❝❤t ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡✲
s❝❤✉❧❞❡t✱ ❞❛ss ❜❡✐♠ ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ■♥♣✉t ❞❡r ❖✉t♣✉t ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❛✉❢✇❡✐st✳ ❋ür ❞✐❡ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇✉r❞❡♥ ❛✉s ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡
❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ σE∞

= 359.05 ▼P❛✱ σν = 0.057 ✉♥❞ σD = 0.0894
❣❡✇ä❤❧t✳ ❉✐❡s❡ P❛r❛♠❡t❡r r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ ✒❜❧❛✉❡✏ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧✲
❞✉♥❣ ✾✳✷✮ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣✳ ❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ s✐❡ ❞❡♥ ❇❡r❡✐❝❤
♠✐t ❞❡r ❣röÿt❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❛♠ ❜❡st❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ✉♥❞ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ✉♥❞
✉♥t❡r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈❡rtr❡t❜❛r❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡s✐t③t✳ ❉❛ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ N
❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❢ür ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❆♥♥❛❤♠❡ ❞❛rst❡❧❧t✱ ❢ür ❣❡♥❛✉❡r❡ ❆✉s✲
s❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ♠❡❤r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥
❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥ ♦❞❡r ❡s ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞
❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡ ♠✐t st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞ ❜❡✇❡rt❡t✳ ❊✐♥
❦✉r③❡r ❆✉s❜❧✐❝❦ ③✉ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❛ ✇✐r❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✶✵ ❣❡❣❡❜❡♥✳
❇❡✐ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ st❡❧❧t❡ s✐❝❤ ❤❡r❛✉s✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν
❞❡♥ ❣röÿt❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❤❛t ✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣
✈♦♥ 21.5% ✈♦♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt µν ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✳

9.1.2. Parameterstudie homogenes Zufallsfeld und zufälliges Zufallsfeld

■♥ ❞✐❡s❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ✇✐r❞ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❡✐♥❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡s
③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞❡s ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❊✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✐st ❞❛❞✉r❝❤
❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡✲
t❡r ❛♥ ❛❧❧❡♥ ●❛✉ÿ✲P✉♥❦t❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❞❡♥s❡❧❜❡♥ ❲❡rt ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ❲❡♥♥
❞✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❛♥ ❛❧❧❡♥ ●❛✉ÿ✲P✉♥❦t❡♥ ❞❡s ❙②st❡♠s ❢ür
❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❲❡rt❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ s♣r✐❝❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞✳ ❉r❡✐ ❡①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡✲
r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✾✳✻✱ ✾✳✽ ✉♥❞ ✾✳✶✵
❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳
■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸ ✐st ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡r
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x = 30♠♠ ü❜❡r ❞✐❡ Pr♦❜❡♥❤ö❤❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡
✒❣rü♥❡♥ ▲✐♥✐❡♥✏ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸✮ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt µE ✱
µν ✉♥❞ µD ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❞✐❡ ✒❜❧❛✉❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ✏ ✭s✐❡❤❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸✮ st❡❧❧❡♥ ❞❛s ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ❞❛r ✉♥❞ ❞✐❡ ✒r♦t❡♥ ▲✐♥✐❡♥✏
✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸✮ ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
ü❜❡r ❞✐❡ Pr♦❜❡♥❤ö❤❡ ✉♥❞ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ s♦♠✐t ❞❛s ③✉❢ä❧❧✐❣❡ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞✳ ❊s ✐st
③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐♠ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞
✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt str❡✉❡♥✳ ❲❡❧❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❛s ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❤❛t✱
✇✐r❞ ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧s ♥♦❝❤ ❡r❧ä✉t❡rt✳
❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ♠❛♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✹✾

❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❧♦❦❛❧❡ ❊✛❡❦t❡ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✱ ❞❛ ❢ür ❡✐♥❡
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣s❢❡❧❞ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣
❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ✈♦r❧✐❡❣t✳ ❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❧❡✐t❡♥✱ ❞❛ss
❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡r Pr♦❜❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❣❡s❛♠t❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ❡✐♥tr❡t❡♥ ✇✐r❞✱ ❞✐❡s❡s
✇✐❞❡rs♣r✐❝❤t ❞❡♠ ♥❛tür❧✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥✳
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Abbildung 9.3.: ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♠ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✉♥❞ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♠ ❩✉✲
❢❛❧❧s❢❡❧❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳

❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✸ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ✐st ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡✐♥ ♥❛tür❧✐❝❤ ❡♥tst❛♥❞❡♥❡s
▼❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ✇❡✐st ❞❛❤❡r ❦❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ●❡❢ü❣❡ ❛✉❢✱ ❞✐❡s❡s ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡
●❡❢ü❣❡ ❤❛t ❡✐♥❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t
♠❛♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥
❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞✱ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡s
❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❋❡❤❧❡r ✐♠ ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r Pr♦❜❡ ❜❡✐
❡✐♥❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡♥ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❛♥s❛t③ ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❡✐♥ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉❡❤♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r Pr♦❜❡
❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❜❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❜❡✐ ❞❡r Pr♦❜❡♥❤ö❤❡ l = 50♠♠ ✉♥❞ l = 125♠♠✳ ❊s ✐st
❞❛✈♦♥ ❛✉s③✉❣❡❤❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ❞❡r Pr♦❜❡♥❤ö❤❡ ✈♦♥ l = 50♠♠ ❞✐❡ ❣röÿt❡ ▼❛✲
t❡r✐❛❧❜❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣ ✈♦r❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ Pr♦❜❡ ❛♥ ❞✐❡s❡♠ P✉♥❦t ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤
❛♥❢ä♥❣t ③✉ ✈❡rs❛❣❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤✱ ❞❛ss ❛♥ ❞✐❡s❡r ❙t❡❧❧❡
❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ✈♦r❣❡s❝❤ä❞✐❣t ✐st ✉♥❞ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❞❡♥ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❲❡rt
❛✉❢✇❡✐st ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡♥ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡s✐t③t✳
❉✐❡s❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❣❡✇✐♥♥t ❜❡✐ ❑r✐❡❝❤✲ ✉♥❞ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡♥ ❛♥ ❇❡❞❡✉t✉♥❣✱
❞✐❡ ❜✐s ③✉r ❩❡rstör✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ ❛✉❝❤ Pr♦❜❡♥ ✈❡rs❛❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
❞✐❡ s❡❤r ❣✉t❡ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ●❡❢ü❣❡❢❡❤❧❡r ❜❡s✐t③❡♥✱ ❞❡r



✶✺✵ ✾✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

③✉r ❩❡rstör✉♥❣ ❞❡r Pr♦❜❡ ❢ü❤rt✳ ❙♦♠✐t ❦❛♥♥ ❣❡s❛❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡s
❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s ●❡❢ü❣❡s ❡✐♥❡s
▼❛t❡r✐❛❧s ❛♠ ❜❡st❡♥ ❜❡s❝❤r❡✐❜t✳
❆❧❧❡r❞✐♥❣s s❡✐ ♥♦❝❤ ❡r✇ä❤♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡
❛♥ ❡✐♥❡♠ r♦t❛t✐♦♥ss②♠♠❡tr✐s❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t ✇❡✐st
❞❛s ●❡❢ü❣❡ ✐♥ ❯♠❢❛♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❛♥ ❥❡❞❡♠ ❙❝❤♥✐tt ❞❛ss❡❧❜❡ ●❡❢ü❣❡ ❛✉❢✱ ❞❛
❞❛s ●❡❢ü❣❡ ✉♠ ❞✐❡ y✲❆❝❤s❡ r♦t✐❡rt ✇✐r❞✳ ❋ür ❡✐♥❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r
❋❡❤❧st❡❧❧❡♥ ♠✉ss ❡✐♥❡ 3D ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt
✇❡r❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s st❡❤t ❞❡r ❩✉✇❛❝❤s ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❦❡✐♥❡♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s
③✉ ❞❡r ❡r❤ö❤t❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t✱ ✇❛s ❞✐❡ 2D ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧❡❣✐t✐♠✐❡rt✳

❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❱♦rt❡✐❧ ❡✐♥❡s ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥
❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✐st✱ ❞❛ss ♠❛♥ ❢ür ❞❛s P♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ ✇❡♥✐❣❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❜❡♥ö✲
t✐❣t✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✹ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

8
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥

102
0.42

0.44

0.46

0.48

µ
u

8
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥

102
3.775

3.78

3.785

3.79

µ
E

×104

8
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥

102
0.24

0.26

0.28

µ
ν

8
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥

102
−0.05

0

0.05

µ
D

Abbildung 9.4.: ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞
❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✭✒❜❧❛✉❡ ▲✐✲
♥✐❡♥✏✮ ✉♥❞ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✭✒r♦t❡ ▲✐♥✐❡♥✏✮✳

❇❡✐ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥s ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
✉♥❞ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✭✒❜❧❛✉❡ ▲✐♥✐❡♥✏✮ ✉♥❞ ③✉❢ä❧❧✐✲
❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✭✒r♦t❡ ▲✐♥✐❡♥✏✮ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ■♥✲ ✉♥❞ ❖✉t♣✉t✲●röÿ❡♥
s✐❝❤ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ s✐❝❤ ❞❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❛♥♥ä❤❡r♥✳ ❉✐❡✲
s❡s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ✇❛r ❜❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✸ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱
❞❛ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt str❡✉❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r
❣❡t❡✐❧t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ●❛✉ÿ✲P✉♥❦t❡ ❜❡✐ ❣r♦ÿ❡♥ ❙②st❡♠ s❝❤♦♥ ❞❡♥ ▼✐t✲



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✺✶

t❡❧✇❡rt ❡r❣✐❜t✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❆♥③❛❤❧ ✈♦♥
r✉♥❞ 1000 ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡s ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt
❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✱ ✇♦❤✐♥❣❡❣❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ r✉♥❞ 3000 ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥✲
❣❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✳
❋ür ❞✐❡ ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r s✐❡❤t ❞❛s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ä❤♥❧✐❝❤ ❛✉s✳
❋ür ❛❧❧❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ③✉❢ä❧❧✐❣❡s ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❆♥✲
③❛❤❧ ✈♦♥ 1000 ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳

9.1.3. Stochastische Verteilung des Elastizitätsmoduls und des
Parameters E∞

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✺ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r E∞
♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t ✐st✱ ❞❛❞✉r❝❤ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

fX(E∞) =
1

σE∞

√
2π

exp

(

−1

2

(
E∞ − µE∞

σE∞

)2
)

✭✾✳✷✮

❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ❜❡r❡✐ts ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✼✳✸✳✸ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ♠✉ss ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t
s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❦❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡s
❣❡❣❡♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●❡s❡t③♠äÿ✐❣❦❡✐t❡♥ ✈❡rstöÿt✳ ❆✉s ❞❡♠ ●r✉♥❞✱ ❞❛ss ❞❡r
❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ♥✉r ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ♥♦r♠❛❧ ❱❡rt❡✐❧t❡♥ P❛r❛♠❡t❡r E∞ st♦❝❤❛st✐s❝❤
✈❡rt❡✐❧t ✐st✱ ✐st ❡s ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σE

✈♦♠ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠✉ss
❛✉❝❤ s✐❝❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r E∞ st❡ts ♣♦s✐t✐✈❡ ❲❡rt❡
❛♥♥✐♠♠t✳ ■♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✾✳✶ s✐♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡
■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

E∞ E∞
µE∞

2170.00 ▼P❛ 2170.00 ▼P❛
σE∞

358.05 ▼P❛ 358.05 ▼P❛
a 0 ▼P❛ 1500.00 ▼P❛
b 4340.00 ▼P❛ 2840.00 ▼P❛

P(a < E ≤ b) 99.99999986 % 93.8689 %

P(a ≥ E) 6.7804 · 10−8 % 3.0655 %

P(E > b) 6.7804 · 10−8 % 3.0655 %

Tabelle 9.1.: ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r E∞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❡✳

❉❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✾✳✶ ✐st ③✉ ❡♥t♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥
P(0▼P❛ < E ≤ 4340.00▼P❛) = 99.99999986% ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r E∞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
■♥t❡r✈❛❧❧ ❧✐❡❣t✱ ❞❛❞✉r❝❤ ✐st ❡s ❛✉s ✐♥❣❡♥✐❡✉rt❡❝❤♥✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t✱



✶✺✷ ✾✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❛❧s ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t ❛♥③✉s❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss
❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r E∞ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t ❜❡trä❣t
r✉♥❞ 6.7804 · 10−8 %✱ ✐st ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ♥❛❤❡ ③✉
❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③❡✐❣t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r E∞ ❦❡✐♥❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ r✉♥❞ 600▼P❛ ✈❡r✇♦r❢❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ❞❛ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱
❞❛ss ♥❡❣❛t✐✈❡ ❲❡rt❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✱ ❜❡✐ 0.0149% ❧✐❡❣t✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞✐❡s❡r
❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ♥♦t✇❡♥❞✐❣ ✐st✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡s❡s ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❆❜❢r❛❣❡ ❞❡r
❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧❡♥ ❣❡s❝❤❡❤❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐♠ ❊✐♥tr❡t❡♥ ❞❡s ❋❛❧❧❡s ❞✐❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞❡
❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳

❉❛s ③✇❡✐t❡ ■♥t❡r✈❛❧❧ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✺ ❛❧s ❣rü♥ ❤✐♥t❡r❧❡❣t❡r ❇❡r❡✐❝❤ ✈✐✲
s✉❛❧✐s✐❡rt✳ ❉✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡s ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡rs E∞ ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣❡♥✱ ❜❡trä❣t r✉♥❞ 93.8689%✳ ❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✺ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss
❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ✉♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐❡rt❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧✲
✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥✳
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×10−3

Abbildung 9.5.: ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡rs
E∞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❈❉❋ ✉♥❞ P❉❋✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✻ ✐st ❡✐♥❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ü❜❡r ❞✐❡ Pr♦❜❡



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✺✸

❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ③❡✐❣t ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐✲
❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt
str❡✉t✱ ❞❡r ❜❡✐ r✉♥❞ 37868.44▼P❛ ❧✐❡❣t✳ ❉❛ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦✲
t✐♦♥ ✈♦♥ E∞ ✐st✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡❜❡♥❢❛❧❧s 358.05▼P❛✳ ❉❡r
ü❜❡r❤ö❤t❡ ❲❡rt ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ✈♦♥ 39440.0▼P❛ ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x = 0
✉♥❞ y = 0✱ ❣❡❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s❢❡❤❧❡r ✈♦♥ ❞❡♥ ●❛✉ÿ♣✉♥❦t✇❡rt❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡
❑♥♦t❡♥✇❡rt❡ ③✉rü❝❦✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ♥✉r ❢ür ❞✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇✐r❞ ✉♥❞ ❞❛s ❙②st❡♠ ❛♥ ❞❡♥ ●❛✉ÿ♣✉♥❦t❡♥ ❣❡❧öst ✇✐r❞✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❋❡❤❧❡r ✈❡r✲
♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss✐❡rt❡♥ ▲❡s❡r ✇✐r❞ ❛✉❢ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥❧✐t❡r❛t✉r
✇✐❡ ❇❛t❤❡ ❬✷✵✵✶❪✱ ❇❛rt❤ ✉♥❞ ❘✉st❧❡r ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❇r❛❡ss ❬✷✵✶✸❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

9.1.4. Stochastische Verteilung der Querkontraktionszahl

❲❡r❞❡♥ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐✲
❝❤✉♥❣ ✾✳✶ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷ ❞✉r❝❤

fX(ν) =
1

σν

√
2π

exp

(

−1

2

(
ν − µν

σν

)2
)

✭✾✳✸✮

❛✉s❣❡❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥③❛❤❧ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t
✐st✳ ❲✐❡ s❝❤♦♥ ❡r❧ä✉t❡rt✱ ❡r❣❛❜ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❛✉s ❑❛♣t✐❡❧ ✾✳✶✳✶✱ ❞❛ss
❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ 21.5% ✈♦♠
▼✐tt❡❧✇❡rt µν = 0.265 ❞✐❡ ❣röÿt❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❛❤❡r ♠✉ss ❢ür ❞✐❡ ✇❡✐✲
t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ s✐❝❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧
♥✐❝❤t ❞❡♥ ❲❡rt 0.5 ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❲❡rt ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧t❡♥s♦r ❣❡❣❡♥
❯♥❡♥❞❧✐❝❤ ❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✇ür❞❡ ❡✐♥ ✐♥❦♦♠♣r❡ss✐❜❧❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥
❞❛rst❡❧❧❡♥✱ ✇❛s ❞❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❉❛t❡♥ ✇✐❞❡rs♣r❡❝❤❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉✐❡ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t❡♥ ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✾✳✷
❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳

ν ν

µν 0.265 0.265

σν 0.056975 0.056975

a 0 0.1

b 0.5 0.4

P(a < ν ≤ b) 99.997978 % 98.92032 %

P(a ≥ ν) 0.00101 % 0.5398 %

P(ν > b) 0.00101 % 0.5398 %

Tabelle 9.2.: ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✈❡r✲
s❝❤✐❡❞❡♥❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❡✳



✶✺✹ ✾✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
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Abbildung 9.6.: ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❢ür ❡✐✲
♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt❡♥
❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡✳

❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❡s ♥✐❝❤t ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❡r✲
❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❞❡♥ ❲❡rt 0.5 ♦❞❡r ä❤♥❧✐❝❤ ✉♥❣ü♥st✐❣❡ ❲❡rt❡ ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛
❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t P(a < ν ≤ b) = 98.92032%✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲❡rt❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞✐❡s❡s ■♥t❡r✈❛❧❧s [0.1 < ν ≤ 0.4] ❧✐❡❣❡♥✱ ♥✐❝❤t ❛✉sr❡✐❝❤t ✉♠ ❞✐❡ ✉♥③✉❧äss✐❣❡♥
❜③✇✳ ✉♥❣ü♥st✐❣❡♥ ❲❡rt❡ ❛✉s③✉s❝❤❧✐❡ÿ❡♥✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♠ ●r✉♥❞ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡s❡♥
❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❞✐❡ ✈♦r❣❡s❝❤❧❛❣❡♥❡ ▲ös✉♥❣ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶✳✸ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❛ss ❜❡✐♠
❊✐♥tr❡t❡♥ ❞❡s ❋❛❧❧s ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s③❛❤❧ ❡rs❡t③t ✇✐r❞✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
❦♦♥♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡s❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧
❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ P❛r❛♠❡t❡r ✐st✱ ❞❡r ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✺✺

❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❦❡✐♥❡ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt✱ ❞❛ ❞❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡
❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❣röÿ❡r 0.42 ✈❡rs❛❣t✳

❉❡r ❣rü♥ ❤✐♥t❡r❧❡❣t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✼ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞❛s ③✇❡✐t❡ ■♥✲
t❡r✈❛❧❧ [0.1 < ν ≤ 0.4, ] ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ P(a < ν ≤ b) =
98.92032%✳ ❉✐❡ ❛✉s ❞❡r P❉❋ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✾✳✸✮ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❈❉❋ ✐st ✐♥
❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
0

0.5
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ν
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Abbildung 9.7.: ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν ❛♥✲
❤❛♥❞ ❞❡r ❈❉❋ ✉♥❞ P❉❋✳

❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ü❜❡r ❞❡r Pr♦❜❡♥❤ö❤❡ ❢ür ❡✐♥❡ r❡♣rä✲
s❡♥t❛t✐✈❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✽ ❣❡③❡✐❣t✳ ❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡s❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
✐st ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt µν = 0.265 ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st
③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❆❧❣♦r✐t❤♠✉s ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✱ ❞❡r ❞❛s ❊✐♥tr❡t❡♥ ❞❡s ❋❛❧❧s✱
❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ✉♥❣ü♥st✐❣❡♥ ❲❡rt ❛♥♥❡❤♠❡♥✱ ✈❡r❤✐♥✲
❞❡r♥ s♦❧❧✳ ❉❡r ❲❡rt ✈♦♥ 0.0571 ❛♥ ❞❡r ❙t❡❧❧❡ x = 0 ✉♥❞ y = 40 ✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉❢
❡✐♥❡♥ Pr♦❥❡❦t✐♦♥s❢❡❤❧❡r ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❛❤❡r ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥✳



✶✺✻ ✾✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r
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Abbildung 9.8.: ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❢ür
❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt❡♥
❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡✳

9.1.5. Stochastische Verteilung der Anfangsschädigung

❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D ❦❛♥♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❛❞✉r❝❤ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✾✳✶
❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦♠✐t ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥

fX(D) =
1

σD

√
2π

exp

(

−1

2

(
D − µD

σD

)2
)

✭✾✳✹✮



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✺✼

❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣✳ ❉✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡
❈❉❋ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✾ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

D D D

µD 0 0 0

σD 0.08944 0.08944 0.08944

a −1 −0.2 −0.3

b 1 0.2 0.3

P(a < D ≤ b) 100.00 % 97.465268 % 99.9204 %

P(a ≥ D) 0 % 1.267365 % 0.0398 %

P(D > b) 0 % 1.267365 % 0.0398 %

Tabelle 9.3.: ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r
■♥t❡r✈❛❧❧❡✳
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Abbildung 9.9.: ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r
❈❉❋ ✉♥❞ P❉❋✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡✱ ✈♦♥ ❞❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❲❡rt❡ ✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✾✳✸



✶✺✽ ✾✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r

❣❡③❡✐❣t s✐♥❞✱ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤r✲
s❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ P(a < D ≤ b) = 100.00 s✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ ❜❡✜♥❞❡t✱
❜❡✐ ❡✐♥❡r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ σD = 0.08944 ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ▼✐tt❡❧✇❡rt ✈♦♥
µD = 0✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ❦❛♥♥ ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥ ❲❡rt D = 1 ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡s ❡✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧
r❡♣räs❡♥t✐❡rt✱ ❞❛s ❦❡✐♥❡♥ tr❛❣❢ä❤✐❣❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ♠❡❤r ❜❡s✐t③t ✉♥❞ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡
❣✐❧t ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❡ ❞❡♥ ❲❡rt D = −1 ❛♥♥✐♠♠t✱ ❞❛
❞✐❡s❡s ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ s✐❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
✈❡r❞♦♣♣❡❧t✳

250 50

0

50

100

150

200

250
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Abbildung 9.10.: ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡
❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡✳



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✺✾

❉✐❡s❡s ♠✉ss ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❛✉s❣❡s❝❤❧♦ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤
♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❣❡③❡✐❣t ❤❛t✳ ▼✐t ❡✐♥❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥
P(a < D ≤ b) = 99.9204% ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❣❡♥❡r✐❡rt❡♥ ❲❡rt❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧
[−0.3 < ν ≤ 0.3]✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ③✉tr✐✛t ❦♦♥♥t❡ ✐♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡
③✉r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶✳✶ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✳

❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❆♥❢❛♥❣ss❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ü❜❡r ❞❡r Pr♦❜❡♥✲
❤ö❤❡ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✵ ❣❡③❡✐❣t✳

9.2. Numerische Beanspruchungsanalyse von
Langzeitkriechversuchen

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡
♠✐t ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❢ür ❞✐❡ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ 0414i ✉♥❞
N2/i ✉♥❞ st❡❧❧t s♦♠✐t ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✻ ❞❛r✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ s♦❧❧ ❞❛s
❑❛♣✐t❡❧ ③❡✐❣❡♥ ♦❜ ❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✽ ❛♥✇❡♥❞❜❛r
s✐♥❞ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆rt ✈♦♥ Pr♦❜❧❡♠st❡❧❧✉♥❣❡♥✳

9.2.1. Langzeitkriechversuch 0414i

❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡r✲
s✉❝❤❡s ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❱❡rs✉❝❤ s✐♥❞ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ✒❜❧❛✉❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡
✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✶❛ st❡❧❧t ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❞❛r ✉♥❞ ❡♥t✲
s♣r✐❝❤t ❛♥♥ä❤❡r♥❞ ❞❡♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141 ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✻✳✷✳
❉✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥✲
❞❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✾✳✹ ✐♠ ❣r❛✉ ❤✐♥t❡r❧❡❣t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ❡♥t♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✳

E∞ E ν D u

1 2170.00▼P❛ 37868.44▼P❛ ✵✳✷✻✺✵✵ ✵ 0.5862%

2 2369.50▼P❛ 38067.94▼P❛ ✵✳✷✸✸✼✾ ✵✳✶✸✽✷✾ 0.6014%

3 2383.98▼P❛ 38082.42▼P❛ ✵✳✷✻✻✼✾ ✲✵✳✵✹✸✾✺ 0.5059%

4 2016.24▼P❛ 37714.68▼P❛ ✵✳✷✹✼✻✻ ✲✵✳✶✻✵✻✼ 0.5302%

5 1651.89▼P❛ 37350.33▼P❛ ✵✳✷✺✾✶✹ ✲✵✳✵✺✹✺✻ 0.6893%

6 2297.18▼P❛ 37995.63▼P❛ ✵✳✷✸✻✽✺ ✲✵✳✵✵✼✺✺ 0.5392%

Tabelle 9.4.: ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲
♠❡t❡r ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳

❉✐❡ ✒r♦t❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡ st❡❧❧t ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ●r❡♥③❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ✒❣rü♥❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡



✶✻✵✾✳✷✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ✈♦♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥

st❡❧❧t ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡s 80% ◗✉❛♥t✐❧s ❞❛r✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♠✐t ❡✐♥❡r
❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✈♦♥ P(a < uy ≤ b) = 80% ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥
✐♥ ❞✐❡s❡♠ ■♥t❡r✈❛❧❧ ❧✐❡❣❡♥✳
■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✶❜ ✐st ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❉✐❡ P✉♥❦t❡ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ s♦❧❧❡♥ ③❡✐❣❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ♠✐t ❞❡r ❈❉❋ ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐✲
❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡s❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✾✳✹ ❡♥t♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✳
❆♥ ❞❡r ❈❉❋ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♥✐❝❤t ♥♦r♠❛❧✲
✈❡rt❡✐❧t ✐st✱ tr♦t③ ❞❡r ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡♥ ■♥♣✉t ❱❛r✐❛❜❧❡♥✱ ✇❛s ❛✉❢ ❞✐❡ ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✳ ❉❛ ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉❢
❡✐♥❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❜❡r✉❤t ✉♥❞ ❡s ③✉r ❩❡✐t ❦❡✐♥❡ ❑❡♥♥t♥✐ss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡①✐st✐❡r❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛❧s ❛❦③❡♣t❛❜❡❧
❡✐♥❣❡st✉❢t✳
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Abbildung 9.11.: ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s 0414i ♠✐t ✉♥s✐❝❤❡r❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥✳

❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉✲
❝❤❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹❛ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧
♠✐t ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣✱ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ s❡❤r



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✻✶

❣✉t ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❣❡st❡✐❣❡rt❡♥ ●r❛❞ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❦ö♥✲
♥❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ■♥t❡r✈❛❧❧❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✜♥❞❡t✳ ❙♦♠✐t ❦ö♥♥❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥ ❱❡rs❛❣❡♥ ❞❡r ❙❛❧③st❡✐♥♣r♦❜❡ ❜❡✐ ✉♥❣ü♥st✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥✲
❣❡♥ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❡✐♥tr❡t❡♥ ❦❛♥♥✳

0

❍
ä✉
✜
❣❦
❡✐
ts
✈❡
rt
❡✐
❧✉
♥
❣

1

2

3

4

0

20

40

60

80

P
❉
❋
❜
❡✐
t
=

9
0
0
❚
❛❣
❡♥

❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♥ [%]
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 9.12.: P❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡r✲
t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✷ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❣❡♠✐tt❡❧t❡ P❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t✲
❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s ♠✐t ❡✐♥❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❊❧❡♠❡♥t ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛✲
❧✐s✐❡r✉♥❣✳

9.2.2. Langzeitkriechversuch N2/i

❆♥❤❛♥❞ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ N2/i s♦❧❧ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈❛❧✐✲
❞✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉s ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ r❡s✉❧t✐❡rt❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥
s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛❜❡✐ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ❞✐❡ ✒r♦t❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✲
✈❡ ❞✐❡ ♦❜❡r❡ ●r❡♥③❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ✒❣rü♥❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡ ❞✐❡ ✉♥t❡r❡ ●r❡♥③❡ ❞❡s 80%
◗✉❛♥t✐❧s✳ ❉✐❡ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ❱❡rs✉❝❤ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✳✺
❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✒❜❧❛✉❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡ st❡❧❧t ❞❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤
N2/4 − 95015 ❞❛r✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣



✶✻✷✾✳✷✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ✈♦♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥

✾✳✶✸❛ ♠✐t ❞❡♥ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✹❜ ✇✐r❞ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞❡✉t❧✐❝❤✱
❞❛ss ❞❛s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❛s
▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❢ür ❞✐❡ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ s❡❤r ❣✉t ✇✐✲
❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥ ❦❛♥♥✳
■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✸ ✐st ❞✐❡ ❈❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 1200 ❚❛❣❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱
✇♦❜❡✐ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡r ❘❡❛❧✐s✐❡✲
r✉♥❣❡♥ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳

E∞ E ν D u

1 2170.00▼P❛ 37868.44▼P❛ ✵✳✷✻✺✵✵ ✵ 1.1917%

2 1662.54▼P❛ 37360.99▼P❛ ✵✳✶✼✼✼✽ ✲✵✳✵✸✹✵✵ 1.3821%

3 2094.69▼P❛ 37793.13▼P❛ ✵✳✷✾✵✽✷ ✲✵✳✵✺✾✼✹ 1.1746%

4 1968.00▼P❛ 37666.44▼P❛ ✵✳✸✷✾✶✵ ✲✵✳✷✹✺✹✸ 1.0471%

5 2300.34▼P❛ 37998.79▼P❛ ✵✳✷✺✷✽✺ ✵✳✶✵✼✷✹ 1.2396%

6 1970.52▼P❛ 37668.97▼P❛ ✵✳✸✵✶✵✵ ✲✵✳✵✸✹✼✼ 1.2724%

Tabelle 9.5.: ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡✲
t❡r ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳

❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡
✾✳✺ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❣❡♠✐tt❡❧t❡ P❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❢ür ❞✐❡s❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡r✲
s✉❝❤ ♠✐t ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❊❧❡♠❡♥t ♠✐t ❞❡r ❞❛③✉✲
❣❡❤ör✐❣❡♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✹ ❣❡③❡✐❣t✳

9.2.3. Vergleich Polynomial Chaos mit Monte Carlo Simulation

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t ❞❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ✭▼❈✮ ❙✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡s❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥
✾✳✶✺ ❜✐s ✾✳✶✼ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢ ❡✐♥❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞❛s
❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ❞❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r③✐❝❤t❡t✱
❢ür ❡✐♥❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞❛s ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t ✇✐r❞ ❛✉❢ ③✳❇✳ ❇✐♥❞❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪
✉♥❞ ▲❛♥❞❛✉ ✉♥❞ ❇✐♥❞❡r ❬✷✵✶✹❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✺ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✒❜❧❛✉❡✏ ❑r✐❡❝❤✲
❦✉r✈❡✮ ✉♥❞ ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✒r♦t❡✏ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r ❋❡❤❧❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡♥
❣❡r✐♥❣ ✐st✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ✈❡rtr❡t❜❛r❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❲❡r❞❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❞✐❡ r❡✲
s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥ ❛✉s ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✾✳✶✺❜ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❇✐❧❞✳ ▼❛♥ ❡r❦❡♥♥t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥
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Abbildung 9.13.: ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s N2/i ♠✐t ✉♥s✐❝❤❡r❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣
❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 1200 ❚❛❣❡♥✳

❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣röÿ❡r ✐st ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ▼❈ ❙✐✲
♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛s ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ③✉ ❣❡r✐♥❣❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ▼❈
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❡r❣✐❜t✱ ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✻❛ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞✐❡s❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✐st ❞❡r ❋❡❤❧❡r ü❜❡r ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

❉✉r❝❤ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s ❡r❧❛♥❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ♥✐❝❤t✲
❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r s✐❝❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ s✐♠✉✲
❧✐❡rt❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r ▼❈
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❞ ❜❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ♠✐t ❡✐♥❡r ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✭s✐❡❤❡ ✾✳✶✺✮ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳
❆✉s ❞❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙✉♠♠❛✲
t✐♦♥ ✈♦♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇✐r❞✱ ❞❛ ❡s ❢ür ❜❡st✐♠♠t❡ ❘❡❝❤❡♥♦♣❡✲
r❛t✐♦♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥❣❡♥ ❣✐❜t ✉♥❞ ❞✐❡s❡ s♦♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤ ❜❡st✐♠♠t
✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ s✐❡❤❡ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✳ ■♠ ❆♥❤❛♥❣ ✐st ❞✐❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ▲ös✉♥✲
❣❡♥ ❞❡r ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤ ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❋❡❤❧❡rq✉❡❧❧❡ ❢ür ❞❛s
♥✐❝❤t ❦♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥ ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❦❛♥♥ ✐♥ ❞❡r
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞❡s ❧✐❡❣❡♥✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞❡r ❢ür ❞✐❡ P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐✲
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Abbildung 9.14.: P❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 1200 ❚❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡r✲
t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳

♦♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✳✶ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ▼❈
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✐♥❞ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ❤♦♠♦❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ü❜❡r
❞❡♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✈❡rt❡✐❧t✱ ✇❛s ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✻ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉❛s ❞✐❡
❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ③✉ ❣❡r✐♥❣❡ ❆♥③❛❤❧
❛♥ ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥ ✐st✱ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▼✐tt❡❧✲
✇❡rt❡ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s r❡❧❛t✐✈❡♥ ❋❡❤❧❡rs ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✳ ❉❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ❜❡✐ 1000 ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥
▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❋ür ❞❛s P♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ 1500 ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ✈❡r✇❡♥✲
❞❡t✱ ✇❛s ❞❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t ✈♦♥ 1500 ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✳ ❉✐❡
❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❢ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❜❡✲
♥öt✐❣t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❜❡st✐♠♠t ✇✉r❞❡♥✳ ❉❛s ✐st ❞❛r❛✉❢
③✉rü❝❦ ③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❡s ③✉r ❩❡✐t ❦❡✐♥❡ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡✱ ❢ür ❞❛s ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦✲
❜❧❡♠ ❡✐♥❡s ✈♦♠ ❩✉❢❛❧❧ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❚❡♥s♦r ③✇❡✐t❡r ❙t✉❢❡ ❣✐❜t✳ ❉✐❡s❡s ✇✐r❦t s✐❝❤
♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❛✉s✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❞ ❜❡✐♠ ❜❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡r ✒r♦t❡♥✏
❑✉r✈❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✻ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ tr♦t③ ❞❡♠ ❡✐♥❡♥
❞❡✉t❧✐❝❤ ❱♦rt❡✐❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♠✐t s✐❝❤ ❜r✐♥❣t✳ ❯♠ ❞❡♠s❡❧❜❡♥
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ r✉♥❞
❞✐❡ 25 ❢❛❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s③❡✐t ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡✲
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Abbildung 9.15.: ●❡❣❡♥ü❜❡rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉s ❞❡r P❈✲ ✉♥❞ ❞❡r ▼❈
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 0414i✳

r✐♥❣❡r❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s❦♦st❡♥ ❞❡r P❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡❝❤t❢❡rt✐❣❡♥ ❞❡♥ ❡r❤ö❤t❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
✉♥❞ ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❞❡r ❙❋❊▼✳

❉✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✼ ③❡✐❣t ❞❛s ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛✲
r❛♠❡t❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ✒r♦t❡♥✏
▲✐♥✐❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❋❡❤❧❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r P❈ ✉♥❞
❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❛rst❡❧❧t✱ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡✲
r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✳ ❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥✲
❣❡♥ ❞❡r ■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡s P❈ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇✉r❞❡♥ ❦♦♥✈❡r❣✐❡r❡♥
♥❛❝❤ r✉♥❞ 1500▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
■♥♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r✳ ❉✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❜❡stät✐❣t ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❞✐❡ ❊r❦❡♥♥t♥✐s✱ ❞❛ss ❞❛s
♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❛✉s ❑❛♣✐t❡❧ ✺ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❖✉t♣✉t✲P❛r❛♠❡t❡r
❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❉✐❡ ✒❜❧❛✉❡♥✏ ▲✐♥✐❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✼ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❱❡r✲
t❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡r ♥❛❝❤ ♥✉r ③✇❡✐ ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ✒♠❛❣❡♥t❛✏
❢❛r❜✐❣❡♥ ▲✐♥✐❡♥ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡r
♠✐tt❡❧s ❞❡r P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❛r✳
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Abbildung 9.16.: ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡❤✲
❧❡r ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❈
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

9.2.4. Schlussfolgerung

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③✲
♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ✉♥s✐❝❤❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣ ✐st ✉♥❞ ❞❛ss ❞✐❡
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❡✐♥❡ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧ts ♣r♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
③✉❢♦❧❣❡ ❤❛t✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❜❡✐ ❞❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣
✉♠ ✉♥s✐❝❤❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❡✐♥✐❣❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ❞✐❡ ③✉r ❩❡✐t ♥♦❝❤ ♥✐❝❤t
③✉❢r✐❡❞❡♥ st❡❧❧❡♥❞ ❣❡❧öst s✐♥❞✳ ■♥ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❯♥t❡r♣✉♥❦t❡♥ ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡s❡♥
❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❡✐♥❣❡❣❛♥❣❡♥ ✉♥❞ ❛♥❤❛♥❞ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❡r❧ä✉t❡rt✳

❼ ◆♦r♠ ❡✐♥❡s ❚❡♥s♦rs

■♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥ ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ◆♦r♠ ❡✐♥❡s ❚❡♥✲
s♦rs ❜❡♥öt✐❣t✱ ❛❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞✐❡s❡s ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t❡s s♦❧❧ ❞✐❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥✲
♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s ❞✐❡♥❡♥✳ ❉✐❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ✈♦♥ ▼✐s❡s
❦❛♥♥ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

σvM =

√

3

2
‖n+1

σ̃‖ ✭✾✳✺✮



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✻✼
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Abbildung 9.17.: ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t
❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✜♥❞❡t s✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡r❡ ▼❡t❤♦❞❡
✉♠ ❞✐❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ss♣❛♥♥✉♥❣ ③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ◆❛❝❤ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪
♠üss❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤r✐tt❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥

n+1 ˆ̃σ2
k =

P∑

i=1

P∑

j=1

Cijk
n+1 ˆ̃σi

n+1 ˆ̃σj ✭✾✳✻✮

✉♥❞

σ̂vM =

√

3

2

√
n+1 ˆ̃σ2. ✭✾✳✼✮

❲♦❜❡✐ ❢ür ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✾✳✼ ③✉r ❩❡✐t ❦❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ✐♥ ❞❡r
▲✐t❡r❛t✉r ✈❡r❢ü❣❜❛r ✐st✳ ❉❛❞✉r❝❤ ♠✉ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐tt❡❧s ◆ä❤❡✲
r✉♥❣s❧ös✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❣❡③❡✐❣t s✐♥❞✱ ❣❡❧öst
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ✐t❡r❛t✐✈❡ ▲ös❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✇✐r❦t s✐❝❤ ✉♥❣ü♥st✐❣ ❛✉❢ ❞✐❡
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s③❡✐t ❛✉s ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ●r✉♥❞ ❞❛❢ür s❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡



✶✻✽✾✳✷✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ✈♦♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥

❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛❜✇❡✐❝❤t✳

❼ ❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡♥

❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ ●röÿ❡ ❢ür ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡ st❡❧❧t ❞✐❡
❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺✻✮ ❞❛r✱ ❞✐❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✾✳✻✱ ✾✳✼ ✉♥❞ ✺✳✺✻ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❞❡r ❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ✐t❡r❛t✐✈❡s ❱❡r❢❛❤r❡♥✱ ✇❛s ✐♥
❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❣❡③❡✐❣t ✐st✳

❼ ■♥✈❡rt✐❡r❡♥ ✈♦♥ ❚❡♥s♦r❡♥

❋ür ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ◗✉❛❞r❛t✇✉r③❡❧ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✾✳✼ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥
❞✐❡ ■♥✈❡rs❡ ❏❛❝♦❜✐ ▼❛tr✐① ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ✈♦♥ Cijk ✐st✱ ✇❛s ❞❛③✉
❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❣r♦ÿ❡ ❚❡♥s♦r❡♥ ✐♥✈❡rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ✇❛s s✐❝❤
❡❜❡♥❢❛❧❧s ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s③❡✐t ❛✉s✇✐r❦t✳

❼ ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❡✐♥❡s ❚❡♥s♦rs ③✇❡✐t❡r ❙t✉❢❡

■♠ ▲❛✉❢❡ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❢ür ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡s ❊✐❣❡♥✲
✇❡rt♣r♦❜❧❡♠s ❞❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs

det(σ − σI) = 0 ✭✾✳✽✮

✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❦❡✐♥❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❡①✐st✐❡rt✱ ❞✐❡s❡s ❢ür ❞✐❡ P❈ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
③✉ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ✐st ❞❡r ●r✉♥❞ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
fc ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✶✽✮✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑r✐❡❝❤r❛t❡
❜❡s❝❤r❡✐❜t✱ ♠♦❞✐✜③✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✳ ◆❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ❦❛♥♥
❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ fc ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆♥s❛t③

fc =

[

1 +

(
σokt

σu

− τokt√
2σu

)cfc1 τokt
]−
(

cfc2

1+( τokt
σu

)

)

2

❢ür σokt ≥ τokt√
2

fc = 1 s♦♥st,

✭✾✳✾✮

❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❢ür ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❞✐❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡ ✐♠ P♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣
ü❜❡r ❞✐❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉❛s ❤❛t ❛❜❡r ③✉ ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥❡♥
●❛✉ss♣✉♥❦t 1500 ♠❛❧ ❞❛s ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✇❛s
❡✐♥❡♥ ❡♥♦r♠❡♥ ❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ❢ür ❞❛s P♦st♣r♦❝❡ss✐♥❣ ③✉❢♦❧❣❡ ❤❛t✳

❆❜s❝❤❧✐❡ÿ❡♥❞ ❦❛♥♥ ♠❛♥ ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❛s ▼❛✲
t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❣✉t ✇✐❞❡rs♣✐❡❣❡❧♥ ❦❛♥♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❦❡♥ s✐❝❤



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✻✾

❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❙❋❊▼ ♠✐t P❈ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉s✳ ❲❡♥♥ ✐♥
✇❡✐t❡r❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥♦♣❡r❛t✐♦✲
♥❡♥ ❡✣③✐❡♥t❡r ❞✉r❝❤③✉❢ü❤r❡♥✱ st❡❧❧t ❞✐❡ ❙❋❊▼ ♠✐t P❈ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ❩✉❢❛❧❧s✈❛✲
r✐❛❜❧❡♥ ❡✐♥❡ ❣✉t❡ ▼❡t❤♦❞❡ ❞❛r✱ ✉♠ ❞❛s ♥✐❝❤t✲❧✐♥❡❛r❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥
③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳

9.3. Numerische Beanspruchungsanalyse einer Untertagestruktur

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ❡✐♥❡ ❯♥t❡r✲
t❛❣❡str✉❦t✉r✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✽ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✱ ❛✉s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❜❡✲
r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ✐st ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ❞❡s ❇❡r❣✇❡r❦s
❙♦♥❞❡rs❤❛✉s❡♥ ✐♥ ❚❤ür✐♥❣❡♥✳

▼❡ss♣✉♥❦t ❛
▼❡ss♣✉♥❦t ❜
▼❡ss♣✉♥❦t ❞
▼❡ss♣✉♥❦t ❡
▼❡ss♣✉♥❦t ❢

7
1
5
m

∅
3
m

5m

5
m1
0
0
m

A

A

A−A

Abbildung 9.18.: ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✐♠
❇❡r❣✇❡r❦ ❙♦♥❞❡rs❤❛✉s❡♥✳

❉✐❡s❡ ✇✉r❞❡ ❣❡✇ä❤❧t✱ ❞❛ ❢ür ❞✐❡s❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ■♥✲s✐t✉✲▼❡ss❞❛t❡♥ ✈♦r❧✐❡✲



✶✼✵ ✾✳✸✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❡✐♥❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r

❣❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱
❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t ✇✉r✲
❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❡✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ♠✐t ❞❡♥ ✐♥
❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✽
✐st ❡✐♥❡ s❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥✲
str❡❝❦❡ ✇✉r❞❡ ✐♠ ❖❦t♦❜❡r 1969 ❛✉❢❣❡❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ✐♠ ❩❡✐tr❛✉♠ ✈♦♠ 02.12.1998
❜✐s 04.05.1999 ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❊①t❡♥s✐♦♠❡t❡r♠❡ss✉♥❣ ✐♠ ❙t♦ÿ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❋✐rst
❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ✈♦♥ 36.5 ❏❛❤r❡♥✱ ❞✐❡
s✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ❞❡r ❆✉✛❛❤r✉♥❣ ❜✐s ③✉♠ ❊♥❞❡ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❡rstr❡❝❦t✳ ❉✐❡ ▼❛✲
s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❛✉❢ ❞❡r 715♠ ❙♦❤❧❡ ✉♥❞ ❜❡s✐t③t ❡✐♥❡♥ ❦r❡✐s❢ör♠✐❣❡♥
◗✉❡rs❝❤♥✐tt ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ 3♠✳ ❊✐♥❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r
▲❛❣❡ ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s✈❡rs❝❤❧✉ss❜❛✉✇❡r❦❡s ✐♥ ❞❡r ❊❯✶ ❞❡r ●r✉❜❡ ❙♦♥❞❡rs❤❛✉s❡♥
❦❛♥♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ■♥ ❞❡r
❚❡✉❢❡ ✈♦♥ 715♠ ❧✐❡❣t ❡✐♥ ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡r ❉r✉❝❦ ✈♦♥ p = 17.9▼P❛ ✈♦r✳ ❉✐❡
P✉♥❦t❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✽ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣s♣✉♥❦t❡ ❢ür ❞❛s ▼♦❞❡❧❧
❞❛r ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❆✉s✇❡rt✉♥❣s♣✉♥❦t❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r✳ ❉✐❡ ❙tr❡❝❦❡
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ b ✉♥❞ f s♦✇✐❡ d ✉♥❞ e ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡r 5♠ ❧❛♥✲
❣❡♥ ❊①t❡♥s✐♦♠❡t❡r♠❡ssstr❡❝❦❡ ✐♥ ❞❡r ❋✐rst ✉♥❞ ✐♠ ❙t♦ÿ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡✱ ❍❛♠♣❡❧
❬✷✵✵✻❪✳ ❉❛s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ✇✐r❞ ✐♠ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❑❛♣✐t❡❧
✈♦r❣❡st❡❧❧t✳

9.3.1. FE-Modell der Untertagestruktur
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Abbildung 9.19.: ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡✲
❝❦❡ ❊❯✶✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r ✉♥❞ ❞❡r ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ❍♦♠♦❣❡♥✐✲



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✼✶

tät ❞❡s ❱❡rs✉❝❤s❢❡❧❞❡s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ Pr♦❥❡❦t❣r✉♣♣❡ ✒❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡✲
❤❡♥s✇❡✐s❡♥✏ ❦ö♥♥❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ❋❊✲ ▼♦❞❡❧❧❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✾✳✶✾✮✳ ❊✐♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✇är❡ ♠ö❣✲
❧✐❝❤✱ ✐st ❛❜❡r ❛✉s ♥✉♠❡r✐s❝❤❡r ❙✐❝❤t ♥✐❝❤t r❛ts❛♠✱ ❞❛ ❞❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡ ●❡✇✐♥♥ ❛♥
■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✐♥ ❦❡✐♥❡r ❘❡❧❛t✐♦♥ ③✉r ❣❡st❡✐❣❡rt❡♥ ❘❡❝❤❡♥③❡✐t st❡❤t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❦❛♥♥ ❞❛s ▼♦❞❡❧❧ ❤❛❧❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✇❛s
❡✐♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡r ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞❡r ❛♥ ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡❡❜❡♥❡ ♥❛❝❤ s✐❝❤ s✐❡❤t✳ ❉❡s
❲❡✐t❡r❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣ ✐♥ ▲ä♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ❜❡❤✐♥❞❡rt✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❉❡❤♥✉♥❣
✐♥ ❞✐❡s❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ◆✉❧❧ ❣❡❤t ✉♥❞ s♦♠✐t ❞❡r ❡❜❡♥❡ ❉❡❤♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❛♥✲
❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼♦❞❡❧❧s ✈♦♥ 3❉ ❛✉❢ 2❉ ❤❛t ③✉r
❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ s✐❝❤ ✐♥ ▲ä♥❣sr✐❝❤t✉♥❣ ♥✐❝❤t ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❉❡r ❱❡r❧✉st
❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡r ❱♦rs❝❤ä✲
❞✐❣✉♥❣ ❞❡s ❙❛❧③st♦❝❦s ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡♥♦r♠❡ ❘❡❞✉③✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t
❦♦♠♣❡♥s✐❡rt✳
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Abbildung 9.20.: ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ♠✐t ❞❡♥
❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳

❋ür ❞✐❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡s ❡❜❡♥❡♥ ❉❡❤♥✉♥❣s③✉✲
st❛♥❞❡s ❤❛❜❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ❱❛r✐❛♥t❡♥ ❞✉r❝❤❣❡s❡t③t✱ s✐❡❤❡ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳
❉✐❡ ❡rst❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ✐st ❡✐♥ ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥ ❆❜♠❛ÿ❡♥
100♠× 200♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❙②♠♠❡tr✐❡r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣✱ ❡✐♥❡r ❦♦♥st❛♥t❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥✲



✶✼✷ ✾✳✸✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❡✐♥❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r

❧❛st ✈♦♥ 15.7▼P❛ ❛♠ ♦❜❡r❡♥ ❘❛♥❞✱ ❡✐♥❡r ❧✐♥❡❛r❡♥ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ❋❧ä❝❤❡♥❧❛st
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❙②♠♠❡tr✐❡r❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ▼✐♥✐♠❛❧✇❡rt ✈♦♥ 15.7▼P❛
✉♥❞ ❞❡♠ ▼❛①✐♠❛❧✇❡rt ✈♦♥ 20.1▼P❛ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣sr❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣
❛♠ ✉♥t❡r❡♥ ❘❛♥❞✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❱❛r✐❛♥t❡ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ❞❡r ❡rs✲
t❡♥ ❱❛r✐❛♥t❡ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❧✐♥❡❛r ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ❋❧ä❝❤❡♥❧❛st ✇✐r❞ ❣❡♠✐tt❡❧t ü❜❡r ❞❛s
●❡❜✐❡t ✉♥❞ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉ 17.9▼P❛✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✈❡rr✐♥❣❡rt❡♥ ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ✉♥❞
❞❡r ❚❛ts❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞❡ ❛♥ ❞❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥
❱❛r✐❛♥t❡♥ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✱ ✇❛s ✐♥ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱
✇✉r❞❡ ❢ür ❞✐❡ ◆❛❝❤r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❱❛r✐❛♥t❡ ❣❡✇ä❤❧t✳
■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✵ ✐st ❞❛s ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ♠✐t ❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥
❆❜♠❡ss✉♥❣❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳

9.3.2. Verteilung der Materialparameter

■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③
❣❡③❡✐❣t✳
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❇r❡✐t❡ ✐♥ ❬♠♠❪

❍
ö❤
❡
✐♥

❬♠
♠
❪

2.5 5 7.5 10
×104

0

2.5

5

7.5

10
×104

36680.0▼P❛

37060.0▼P❛

37440.0▼P❛

37820.0▼P❛

38200.0▼P❛

38580.0▼P❛

38960.0▼P❛

Abbildung 9.21.: ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r
▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✶ ✐st ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✼✸

❉❡r ✒r♦t✏ ✉♠r❛♥❞❡t❡ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✶ ③❡✐❣t ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s
❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ♥❛❤❡ ❞❡r ❘✉♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
❱❡r♥❡t③✉♥❣ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♥ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤❡♥ ✈♦♠ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt
❣r♦ÿ❡ ●❡❜✐❡t❡ ♠✐t ♥❛❤❡③✉ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳ ❉❛ ✐♥ ❞✐❡s❡♥
❇❡r❡✐❝❤❡♥ ❡✐♥ ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ✈♦r❧✐❡❣t ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
❣❡❣❡♥ ◆✉❧❧ ❣❡❤t✱ ❦❛♥♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❢❡✐♥❡r❡ ❱❡r♥❡t③✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈❡r③✐❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥✳
❊s ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ ✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt str❡✉t✳ ❉✐❡
❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✐st ✐♥ ❞❡r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❲❡rt ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧
✐♠ ♦❜❡r❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ x = 0♠ ❜✐s x = 10♠ ✉♥❞ y = 100♠ ❣❡❤t ❛✉❢ ❡✐♥❡♥
Pr♦❥❡❦t✐♦♥s❢❡❤❧❡r ③✉rü❝❦✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ✐st
③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✉♠ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt str❡✉t✳
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Abbildung 9.22.: ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣
❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✸ ✐st ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆♥ ❞❡♥
❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ✐♠
❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s ❦❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡s ❉❡❤✉♥❣s❢❡❧❞
❡✐♥st❡❧❧❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❡s ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❉✐❡s❡s ♠✉ss ❜❡✐♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♠✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r
❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✇❡r❞❡♥ ❞❡s❤❛❧❜



✶✼✹ ✾✳✸✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❡✐♥❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r

❞✐❡ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥✳
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Abbildung 9.23.: ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼❛✲
s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳

9.3.3. Ergebnisdarstellung der Simulation

❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✲ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡
❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢ ❦❛♥♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✾✳✷✺ ✉♥❞ ✾✳✷✻ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐
❞✐❡ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ❞❡♥ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ r❡♣räs❡♥t✐❡r❡♥✳ ❆✉❢ ❡✐♥❡
❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✲ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❛
✇✐r❞ ✈❡r③✐❝❤t❡t✱ ❞❛ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ▼❡ss♣✉♥❦t ❦❡✐♥❡
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❡r❢ä❤rt✳ ❉❛ss❡❧❜❡ ❣✐❧t ❢ür ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❱❡rt✐❦❛❧✲ ✉♥❞
❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢✳
❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ ❞❡r
▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✾✳✷✺ ✉♥❞ ✾✳✷✻ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
s✐♥❞✱ ♠✐t ❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦✲
t❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✹✮ ✇✐r❞ ❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧
❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❯♥t❡rt❛❣❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡
❊❯✶ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦❛♥♥✳



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥
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❱❡rt✐❦❛❧❡✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❜
❱❡rt✐❦❛❧❡✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❢

❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❞
❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❡−80❱
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Abbildung 9.24.: ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡rt✐❦❛❧✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡r❢♦r♠✉♥❣
❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢ ❛✉s ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❞✐❡ s✐♠✉❧✐❡rt❡ ❱❡rt✐❦❛❧✲
✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s P✉♥❦t❡s ❜ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♠ 30♠♠ ❜✐s 62♠♠ ❧✐❡❣t✱ s✐❡❤❡
❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪✱ ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❉❛ ♥✉r ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡♥
❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❦❡✐♥❡ ❡♥❞❣ü❧t✐❣❡ ❆✉ss❛❣❡ ü❜❡r ❞❡♥ ❇❡tr❛❣ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❣❡tr♦✛❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐♠ ❇❡tr❛❝❤t❡♥ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✉♥❞
❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ 36 ❏❛❤r❡♥ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜ ✉♥❞ ❢ ✇✐r❞
❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣
❢ür ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡ ●❡❜✐❡t❡ ✈♦♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❣❡❣❡♥ ◆✉❧❧ ❣❡❤t✳ ❉✐❡s❡s
❱❡r❤❛❧t❡♥ ✇✉r❞❡ ✈❡r♠✉t❡t ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●röÿ❡ ❞❡s ❜❡tr❛❝❤t❡t❡♥ ●❡❜✐❡t❡s ✉♥❞
❞❡♠ ✈♦r❤❡rrs❝❤❡♥❞❡♥ ❤②❞r♦st❛t✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞❡s✳

❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♥ ❞❡♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✺ ✉♥❞
✾✳✷✻ ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st✱ ❞✐❡ ♥❛tür❧✐✲
❝❤❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ③✉ ❜❡s❝❤r❡✐❜❡♥✳ ❯♠ ❆✉ss❛❣❡♥
ü❜❡r ❞✐❡ ●üt❡ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ tr❡✛❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ✇❡✐t❡r❡ ■♥✲s✐t✉✲
▼❡ss❞❛t❡♥ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s✲
❡r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❛❜③✉❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❉❛ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r✲



✶✼✻ ✾✳✸✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❡✐♥❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r

♠✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ③✉❢r✐❡❞❡♥st❡❧❧❡♥❞ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱ ✇✐r❞
❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❤✐♥✲
r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
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❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❢

Abbildung 9.25.: ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜ ✉♥❞
❢ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
❜❡✐ 36 ❏❛❤r❡♥✳

❉✐❡ ❊①t❡♥s✐♦♠❡t❡r♠❡ss✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ ❞ ✉♥❞ ❡ ❡r❣❛❜❡♥ ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣sr❛t❡♥ ✐♥ ✈❡rt✐❦❛❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ 1.09 ❜✐s 1.3♠♠/❛ ✉♥❞ ✐♥ ❤♦r✐③♦♥t❛✲
❧❡r ❘✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ 0.365 ❜✐s 0.62♠♠/❛✱ s✐❡❤❡ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪✱ ●ü♥t❤❡r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪✱ ❍♦✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✱ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪✱ ❘♦✲
❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳ ❉✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡♥ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❧✐❡❣❡♥ ❢ür
❞✐❡ ✈❡rt✐❦❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✐ r✉♥❞ 0.8♠♠/❛ ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡ ❘✐❝❤t✉♥❣ ❜❡✐
r✉♥❞ 0.2♠♠/❛✳ ❉✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣sr❛t❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡r❦❧är❡♥✳ ❉❛ ❢ür ❞✐❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r
❑r✐❡❝❤r❛t❡ ✐♥ ❞❡r st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤♣❤❛s❡ ❡✐♥ ♠♦❞✐✜③✐❡rt❡s ◆♦rt♦♥✲❙t♦✛❣❡s❡t③
✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺✶ ✉♥❞ ✺✳✺✷✮ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✐r❞✱ ✇❛s ♥✐❝❤t ✐♥ ❞❡r ▲❛❣❡ ✐st ❛❧❧❡
❊✛❡❦t❡ ❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡s ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ③❡✐❣❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❞❡t❡r✲
♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✻✮ ✉♥❞ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✮ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♣r✐♠är❡♥ ●röÿ❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❱❡r✲
❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥✱ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥❞ ❣❡♥❛✉ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
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❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s ❡

Abbildung 9.26.: ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❞
✉♥❞ ❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡r✲
s❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜❡✐ 36 ❏❛❤r❡♥✳

❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡
❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r✱ ③✳❇✳ P✉❞❡✇✐❧❧s ❬✷✵✵✼❪✱ ❍❛♠♣❡❧ ❬✷✵✵✻❪ ✉♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✹✱
✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ❞❛ss ③✳❇✳ ❞✐❡ ❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s b ✈♦♥ ❞❡r
❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡s ▼❡ss♣✉♥❦t❡s d ❛❜✇❡✐❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✹✮✱
✇❛s ❜❡✐ ❞❡r ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ♥✐❝❤t ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✳ ❉✐❡✲
s❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ❡r❦❧är❡♥✱
❞❛ ❢ür ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ ●❡❜✐❡t ❡✐♥ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡r ●❡❜✐r❣s❞r✉❝❦ ✈♦♥ 17.9▼P❛ ❛♥❣❡✲
♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥♥❛❤♠❡ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❜❡tr❛❣s♠äÿ✐❣ ❣❧❡✐❝❤❡
❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rt✐❦❛❧✲ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✲
✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✾✮ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞
❢✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✽ ✐st ❞❡r ❇❡tr❛❣ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❆❜❤ä♥✲
❣✐❣❦❡✐t ✈♦♠ ❆❜st❛♥❞ ③✉r ❙tr❡❝❦❡♥❦♦♥t✉r ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡✉❢❡ ✈♦♥ 715♠ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✼ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥t✲
✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ❣✉t❡ Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ■♥✲
s✐t✉✲▼❡ss❞❛t❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✽ ❡♥t♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ●❡❜✐r❣s❞r✉❝❦ 17.9▼P❛
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Abbildung 9.27.: ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❋r❛❝ ▼❡ss❞❛t❡♥
❛✉s ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪
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Abbildung 9.28.: ❇❡tr❛❣ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❏❛❤r ✉♥❞
♥❛❝❤ 36 ❏❛❤r❡♥✳



✾✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❜❡✐ ③✉❢❛❧❧s✈❡rt❡✐❧t❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥

✶✼✾

❦♦♥✈❡r❣✐❡rt✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ❦♦♥✈❡r❣✐❡rt ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣
✈♦♥ r✉♥❞ 22♠ ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥ ✉♥❣❡stört❡♥ ●❡❜✐r❣s❞r✉❝❦✳
❲✐❡ s✐❝❤ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣s③✉st❛♥❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❩❡✐t ❢ür ❞✐❡ ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢
❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✷✾ ❣❡③❡✐❣t✳ ■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ s✐♥❞ ❞✐❡ ❙♣❛♥✲
♥✉♥❣❡♥ σxx ✉♥❞ σyy ❞❛r❣❡st❡❧❧t✱ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ σzz ✇✐r❞
✈❡r③✐❝❤t❡t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❞❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ✐♥ ❉✐❝❦❡♥r✐❝❤t✉♥❣ ❡♥ts♣r✐❝❤t ✉♥❞ ü❜❡r ❞✐❡ ❣❡✲
s❛♠t❡ ❩❡✐t ❦♦♥st❛♥t ✐st ✉♥❞ ❞❡♠ ❲❡rt ❞❡s ●❡❜✐r❣s❞r✉❝❦ ❜❡s✐t③t✳ ❉❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤
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Abbildung 9.29.: ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✲ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥
▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢✳

9.3.4. Schlussfolgerung

❉✐❡ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ♠✐t ✉♥s✐✲
❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥t❡r♠❛✉❡r♥ ❞✐❡ ❆✉ss❛❣❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r
❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ❞✐❡ ❙t♦❝❤❛st✐❦ ❛♥✇❡♥❞❜❛r ✐st✳ ❊s ❦♦♥♥t❡ ❣❡③❡✐❣t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss
❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣r❛❞ ✉♥t❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❙❋❊▼ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r ✐st✱ ❛❧s ❡s ❜❡✐



✶✽✵ ✾✳✸✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❡✐♥❡r ❯♥t❡rt❛❣❡str✉❦t✉r

❞❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❋❛❧❧ ✐st✳ ❯♠ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s✲
❣r❛❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦
▼❡t❤♦❞❡ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡♥♦r♠❡♥ ❩✉✇❛❝❤s ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t
❡r❦❛✉❢t✳ ❉✐❡s❡r ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t ❦❛♥♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✻ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❙♦✲
♠✐t ✐st ❞❡r ▼❡❤r❛✉❢✇❛♥❞ ❢ür ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✉♥❞
❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❋❊▼ ❣❡r❡❝❤t❢❡rt✐❣t✱ ❞❛ ❞❡r ▼❡❤r❛✉❢✇❛♥❞ ❜❡✐ ❞❡r ■♠✲
♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s③❡✐t ❛♠♦rt✐s✐❡rt ✇✐r❞✳
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10. Zusammenfassung und Ausblick

■♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❦♦♥♥t❡ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❣❡③❡✐❣t
✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛ss ❞✐❡
❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤ ✈❡rt❡✐❧t s✐♥❞✱ ♣r❛❦t✐❦❛❜❡❧ ✐st✳ ❉✐❡s❡s ❘❡s✉❧t❛t
✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❧❛♥❣❥ä❤r✐❣❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡s❡♠ ❚❤❡♠❡♥❣❡❜✐❡t
❡r❧❛♥❣t✳ ❉❡r ❲❡❣ ❞❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❊r❦❡♥♥t✲
♥✐ss❡ s✐♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✶ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡rt✳

❉✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ●r❛❞ ❞❡r ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡r
st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❡✐♥❡r ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐s❝❤❡♥
❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ✉♠ ✈✐❡❧❡s ❤ö❤❡r ✐st✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❞ ❞❡r ❤ö❤❡r❡ ■♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t ❞❡r ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣s❛♥❛❧②s❡ ❞✉r❝❤ ❡r❤ö❤t❡♥ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞
✉♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣s❛✉❢✇❛♥❞ ❡r❦❛✉❢t✳ ❉❡r ❡r❤ö❤t❡ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✇❛♥❞ ❦❛♥♥
❞✉r❝❤ ✐♠♠❡r ❜❡ss❡r❡r ✇❡r❞❡♥❞❡ ❘❡❝❤❡♥t❡❝❤♥✐❦ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ✐st
s♦♠✐t ❤ä♥❞❡❧❜❛r✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞❡s st♦❝❤❛st✐s❝❤ ♠♦t✐✈✐❡rt❡♥
▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❡r❣❛❜❡♥ s✐❝❤ ✇❡✐t❡r❢ü❤r❡♥❞❡ ❋r❛❣❡st❡❧❧✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ✐♥ ❛♥❞❡r❡♥
❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t❡♥ ❣❡❦❧ärt ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳

❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❩✉♥❛❤♠❡ ❞❡s ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t❡s ❞❡s ❖✉t♣✉ts ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤
♥❡✉❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ■♥♣✉t✳ ❋ür ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✇❡r❞❡♥
❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✇✐❡ ❞✐❡ ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣✱ ❞❡r ▼✐tt❡❧✇❡rt ✉♥❞ ❞✐❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ❞❛❞✉r❝❤ ♠✉ss ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ❛♥ ❛✉s✇❡rt❜❛r❡♥
▼❛t❡r✐❛❧t❡sts ✉♥t❡r ▲❛❜♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✳ ❋ür ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❧✐❡❣t ❡✐♥❡
❣r♦ÿ❡ ❉❛t❡♥❜❛s✐s ❛♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ✉♥t❡r ▲❛❜♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥
✈♦r✱ ❞✐❡ ✐♥ ③❛❤❧r❡✐❝❤❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ❡rst❡❧❧t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡ ❙②st❡♠✲
♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❡✐♥❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s ❞❡r
❘❡✐❤❡ 0414i ❡r♠✐tt❡❧t ✉♥❞ ✉♥t❡r❧✐❡❣❡♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡r ♣rä③✐s❡♥ ❙t♦❝❤❛st✐❦✳ ❋ür ❞✐❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥❡♥✳ ❉❛
❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ③❡✐❣❡♥ s♦❧❧t❡✱ ♦❜ ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ♣r❛❦t✐❦❛❜❡❧ ✐st✱
✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ♠✐t st❛t✐st✐s❝❤❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ♥✐❝❤t
✇❡✐t❡r ✈❡r❢♦❧❣t✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ▲❡♦♥❛r❞ ✉♥❞ ❍s✉ ❬✶✾✾✾❪ ❣❡③❡✐❣t ✐st✳ ❉✐❡s❡s ❜❡r✉❤t
❛✉❢ ❞❡r ③✉ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s
❙❡r✐❡♥✳ ❯♠ ❞❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥s❣❡❤❛❧t ❞❡s ■♥♣✉ts ③✉ st❡✐❣❡r♥✱ ❦ö♥♥t❡ ✐♥ ✇❡✐t❡r
❢ü❤r❡♥❞❡♥ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❛r❜❡✐t❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥♠❡♥❣❡ ❞✉r❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛♠
❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ❡r❤ö❤t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ tr❡✛❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳

❋ür ③✉❦ü♥❢t✐❣❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ❋❡❧❞ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥t❡r ❇❡✲
rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ♠üss❡♥ ✇❡✐t❡r❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡
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❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ③❡✐❣❡♥✱ ♦❜ ❞❛s ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧✱ ❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ▼❡✲
t❤♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆♥♥❛❤♠❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❞❛s ❞✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ♥♦r✲
♠❛❧✈❡rt❡✐❧t ✐st✱ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥
✇❡✐t❡r❡♥ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡♥ ❤✐♥r❡✐❝❤❡♥ ❣❡♥❛✉ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❇❡✐
❞❡r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧s ✉♠ ✇❡✐t❡r❡ ❊✛❡❦t❡✱ ✇✐❡ ③✳ ❇✳ ❞✐❡ ❍❡✐❧✉♥❣
❞❡s ❙❛❧③❣❡st❡✐♥s✱ ♠✐t ❞❡♥♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r✲
❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❜❡s♦♥❞❡rs ❛✉❢ ❞✐❡ ❊✐❣♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✐♠ ❇❡③✉❣ ❛✉❢
❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ③✉ ❛❝❤t❡♥✳ ❆❧s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❤✐❡r❢ür✱ s♦❧❧ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣
✺✳✶✽ ❞✐❡♥❡♥✱ ♠✐t ❞❡r ✐♠ ❈❉▼ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❋❡✉❝❤t✐❣❦❡✐t ❛✉❢ ❞✐❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣
❞❡s ❙t❡✐♥s❛❧③❡s ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❞r✐t✲
t❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣✱ ❢ür ❞✐❡ ❞✐❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡s ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦❜❧❡♠s ❡✐♥❡s ❚❡♥s♦rs
③✇❡✐t❡r ❙t✉❢❡ ❜❡♥öt✐❣t ✇✐r❞✳ ❩✉r ❩❡✐t ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❦❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ▲ö✲
s✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡ ❢ür ❞❛s ❊✐❣❡♥✇❡rt♣r♦❜❧❡♠ ❡✐♥❡s st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❚❡♥s♦rs ③✇❡✐t❡r
❙t✉❢❡✱ ✇❛s ❞❛③✉ ❢ü❤rt✱ ❞❛ss s♦❧❝❤❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥
❊✣③✐❡♥③ ❜❡✐ ❞❡r ❙❋❊▼ ✈❡r♠✐❡❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ st❡❧❧t s✐❝❤ ❞✐❡
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❋❧✐❡ÿ♥♦r♠❛❧❡♥ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✺✻✮ ❛❧s ✐♥❡✣③✐❡♥t ❞❛r✱ ❞❛ ❡s
③✉r ❩❡✐t ❢ür ❞✐❡ ❉✐✈✐s✐♦♥ ✈♦♥ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ●röÿ❡♥ ❦❡✐♥❡ ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣
❣✐❜t✱ s✐❡❤❡ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✳ ■♥ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❉❡❜✉ss❝❤❡r❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪
s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❤❡✉t✐❣❡♥ ❙t❛♥❞ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦ ❡✣③✐❡♥t❡♥ ▲ös✉♥❣s♠❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ❩✉❢❛❧❧s✲
✈❛r✐❛❜❧❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐tt❡❧s ❞❡s P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❡♥t✇✐❝❦❡❧t❡♥ ✇♦r❞❡♥✱ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❡✐♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡❞❛r❢ ❜❡✐ ❞❡r
❡✣③✐❡♥t❡♥ ▲ös❡♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡✳ ❉✐❡✲
s❡s ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤ ❜❡✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❜❡♥öt✐❣❡♥ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉♠ ▲ös❡♥ ❞❡r ❙t❡✐✲
✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ❡✐♥❡s ❧✐♥❡❛r✲❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧✱
s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✼✻ ✉♥❞ ✺✳✼✶✳

❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r ❯♥t❡rst❛❣❡str✉❦t✉r❡♥ ❤✐♥s✐❝❤t❧✐❝❤ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡✲
r❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ❦❛♥♥ ❞✐❡ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✐tät st❛r❦ ❛♥st❡✐❣❡♥✱
✇❛s s✐❝❤ ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡❝❤❡♥③❡✐t ❛✉s✇✐r❦t✱ ❞❛ s❡❤r ❣r♦ÿ❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡
❣❡❧öst ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡s❡s ❦❛♥♥ ③✉♠ ❚❡✐❧ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈❡r❜❡ss❡rt❡ ❘❡❝❤❡♥✲
t❡❝❤♥✐❦ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❢ür ❤♦❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
❙②st❡♠❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣s❧ös❡r✱ ✇✐❡ s✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❆r❜❡✐t❡♥ ✈♦♥ ▲❡❡ ❬✷✵✵✾❪✱ ▲❡❡
❬✷✵✶✻❪ ✉♥❞ ❉❡♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡♥✳

❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ st❡❧❧t ❞❡r ❡r❤ö❤t❡ ●r❛❞ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥
❞❡♥ ❆♥✇❡♥❞❡r✱ ❞❛ ❡r ❞✐❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉✛❛ss❡♥✱ ✈❡r❛r❜❡✐t❡♥
✉♥❞ ✈✐s✉❛❧✐s✐❡r❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
✐♥t❡r♣r❡t✐❡r❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ✉♥s✐❝❤❡r❡
❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ❦♦♥♥t❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❤ö❤❡r❡ ●r❛❞ ❛♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❡✐♥❡♥
✇✐❝❤t✐❣❡♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❊♥❞❧❛❣❡rs✉❝❤❡ ❢ür ❆t♦♠♠ü❧❧ ❧✐❡❢❡rt✳

■♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✵✳✶ ✐st ❞❛s ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ③✉r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③✲
♠❡❝❤❛♥✐♥❦ ✉♠ ❞❛s ❋❡❧❞ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r ❡✐❣❡♥❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✇❡❣
✐st ✐♥ ❞❡♥ ❤❡❧❧❣r❛✉❡♥ ❋❡❧❞❡r♥ ❣❡③❡✐❣t✳ ❉❛r❛✉s ✇✐r❞ ❡rs✐❝❤t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✇✐r ✉♥s



✶✵✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦ ✶✽✸

❢ür ❡✐♥ ❡✐❣❡♥❡s ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥ ❤❛❜❡♥✱ ✇❛s ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥ ❞❡r ❡t❛✲
❜❧✐❡rt❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✺✳✽✳ ❋ür ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞❡r ✇✉r❞❡ s✐❝❤ ❢ür ❞❛s P♦❧②♥❛♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❡♥ts❝❤✐❡❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ❣❡❣❡♥
ü❜❡r ❞❡r ❑❛r❤✉♥❡♥ ▲♦❡✈❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❱♦rt❡✐❧❡ ❜❡s✐t③t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❑❛r❤✉♥❡♥
▲♦❡✈❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥❡♥ s❡❤r ❤♦❝❤❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥✲
❧✐❝❤❦❡✐tsr❛✉♠✱ ✇❛s ❞❛③✉❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❑♦❧❧♦❦❛t✐♦♥s♣✉♥❦t❡♥
✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❡✐♥❡r ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❧✐❡❣t✳ ❲❡❧❝❤❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡s
❛✉❢ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s③❡✐t ❤❛t ✐st ✐♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✾✳✶✼ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❯♠ ❡✐♥❡
❣✉t❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡r ❑❛r❤✉♥❡♥ ▲♦❡✈❡ ❊✐❣❡♥❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ③✉
❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥ ❜❡♥öt✐❣t ♠❛♥ ❡✐♥ ❢❡✐♥❡s ❋❊▼ ◆❡t③✱ ✇❛s ❞❛③✉❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❛ss
❞❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡t ◆❡t③ ❢❡✐♥❡r s❡✐♥ ♠✉ss✱ ❛❧s ❡s ❢ür ❞✐❡ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❆♥t✇♦rt
✈♦♥♥öt❡♥ ✇är❡✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭s✐❡❤❡ ❑❛♣✐t❡❧ ✾✮
❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ ❡✐♥❣❛♥❣s ❣❡st❡❧❧t❡ ❋r❛❣❡ ✒■st ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠
✉♥s✐❝❤❡r❡ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣❄✏ ♠✐t ✒ ❥❛✏ ❜❡❛♥t✇♦rt❡t ✇❡r❞❡♥✳



✶✽✹

♠♦❞❡❧❧❡
▼❛t❡r✐❛❧✲
t❡sts

❈❉▼✱
❍♦✉✴▲✉①✱ ✳✳✳

❊✐❣❡♥❡s ▼❛✲
t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧

E, ν, ...
E(θ),
ν(θ), ...

▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✲ ❙❋❊▼
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥

❑❛r❤✉♥❡♥
▲♦❡✈❡

P♦❧②♥♦♠✐❛❧
❈❤❛♦s

M = 1 M = 2 M = 3 M = 4 M = n

❊r❣❡❜♥✐ss❡
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣

❏❛

◆❡✐♥

③✉❦ü♥❢t✐❣❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡❞❛r❢

❙♦❧✈❡r ❢ür Klm

❊✣③✐❡♥t❡r❡s ▲ös❡♥ ❞❡r
▼❛t❡r✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

❊r✇❡✐t❡r♥ ❜③✇✳ ❱❡r❜❡ss❡♥
❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧♠♦❞❡❧❧❡

❉❛t❡♥❛♥❛❧②s❡

■st ❞✐❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠
✉♥s✐❝❤❡r❡ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ③✇❡❝❦♠äÿ✐❣❄

▼❛t❡r✐❛❧✲

■♥♣✉t ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥

❊✐❣❡♥❡r
❋♦rs❝❤✉♥❣s✇❡❣

❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤❡♥
❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡❞❛r❢
❛✉s ❞✐❡s❡♠
❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤

Abbildung 10.1.: ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❞❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥s ③✉r ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ❞❛s
❋❡❧❞ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦✳



✶✽✺

A. Ableitung der nichtlinearen Nullfunktionen

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✺✳✽✳✺ ❞❛r✳ ❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣
❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ n+1f̃ ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✻✮ ♥❛❝❤ ❞❡r ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✲
s♣❛♥♥✉♥❣ σvM ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

∂n+1f̃

∂n+1σvM
= n+1Aσ̃ +

∂n+1Aσ̃

∂n+1σvM

n+1σvM −
√

3

2

∂‖n+1Rσ̃‖
∂n+1σvM

✭❆✳✶✮

♠✐t

∂n+1Aσ̃

∂n+1σvM
= dt 3µL

(
∂n+1 ˙̃εcr

∂n+1σvM

1
n+1σvM

−
n+1 ˙̃εcr

(n+1σvM )2

)

,

∂n+1 ˙̃εcr

∂n+1σvM
= B1

(
∂n+1Fh

∂n+1σvM

(
n+1σvM

)N

+ n+1FhN
(
n+1σvM

)N−1
) ✭❆✳✷✮

✉♥❞

∂‖n+1Rσ̃‖
∂n+1σvM

= −
n+1Rσ̃

‖n+1Rσ̃‖
n+1

σ̃
test dt

n+1Ḋ

∂n+1σvM
✭❆✳✸✮

❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ✈♦❧✉♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡s
❙♣❛♥♥✉♥❣st❡♥s♦rs ✐st ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

∂n+1f̃

∂n+1σvol
= n+1σvM ∂n+1Aσ̃

∂n+1σvol
−
√

3

2

∂‖n+1Rσ̃‖
∂n+1σvol

✭❆✳✹✮

♠✐t

∂n+1Aσ̃

∂n+1σvol
= dt 3µL

(
∂n+1 ˙̃εcr

∂n+1σvol

1
n+1σvM

)

,

∂n+1 ˙̃εcr

∂n+1σvol
= B1

(
∂n+1Fh

∂n+1σvol

(
n+1σvM

)N
) ✭❆✳✺✮

✉♥❞

∂‖n+1Rσ̃‖
∂n+1σvol

= −
n+1Rσ̃

‖n+1Rσ̃‖
n+1

σ̃
test dt

n+1Ḋ

∂n+1σvol
✭❆✳✻✮

❣❡❣❡❜❡♥✳ ▲❡✐t❡t ♠❛♥ ♥✉♥ ❞✐❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ n+1f̃ ♥❛❝❤ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐✲
❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡ D ❛❜✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

∂n+1f̃

∂n+1D
= −

√

3

2

∂‖n+1Rσ̃‖
∂n+1D

✭❆✳✼✮



✶✽✻

♠✐t

∂‖n+1Rσ̃‖
∂n+1D

= −
n+1Rσ̃

‖n+1Rσ̃‖
n+1

σ̃
test. ✭❆✳✽✮

❋ür ❞✐❡ ③✇❡✐t❡ ❩❡✐❧❡ ❞❡r ❏❛❝♦❜✐✲▼❛tr✐① ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r
♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ n+1fvol ✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✼❛✮ ❜❡♥öt✐❣t✳ ❉✐❡ ♣❛r✲
t✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ n+1σvM ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✉

∂n+1fvol

∂n+1σvM
= −∂

n+1Rσvol

∂n+1σvM
+
∂n+1γvol

∂n+1σvM
✭❆✳✾✮

♠✐t

∂n+1Rσvol

∂n+1σvM
= −n+1σtest,vol dt

n+1Ḋ

∂n+1σvM
,

∂n+1γvol

∂n+1σvM
= dt κ

∂ε̇cr,vol

∂n+1σvM

✭❆✳✶✵✮

✉♥❞

∂ε̇cr,vol

∂n+1σvM
=

∂n+1rv
∂n+1σvM

n+1 ˙̃εcr + n+1rv
∂n+1 ˙̃εcr

∂n+1σvM
. ✭❆✳✶✶✮

❉✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ♥❛❝❤ n+1σvol ❡r❤ä❧t ♠❛♥ ❞✉r❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆✉s❞r✉❝❦

∂n+1fvol

∂n+1σvol
= 1− ∂n+1Rσvol

∂n+1σvol
+
∂n+1γvol

∂n+1σvol
✭❆✳✶✷✮

♠✐t

∂n+1Rσvol

∂n+1σvol
= −n+1

σ
vol,test dt

n+1Ḋ

∂n+1σvol
,

∂n+1γvol

∂n+1σvol
= dt κ

∂ε̇cr,vol

∂n+1σvol

✭❆✳✶✸✮

✉♥❞

∂ε̇cr,vol

∂n+1σvol
=

∂n+1rv
∂n+1σvol

n+1 ˙̃εcr + n+1rv
∂n+1 ˙̃εcr

∂n+1σvol
. ✭❆✳✶✹✮

❉✐❡ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s✈❛r✐❛❜❧❡
D ✐st ❞✉r❝❤

∂n+1fvol

∂n+1D
= −∂

n+1Rσvol

∂n+1D
✭❆✳✶✺✮

♠✐t

∂n+1Rσvol

∂n+1D
= −n+1

σ
vol,test ✭❆✳✶✻✮



❆✳ ❆❜❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✶✽✼

❣❡❣❡❜❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ♣❛rt✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐t✉♥❣❡♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ◆✉❧❧❢✉♥❦t✐♦♥ n+1fD

✭s✐❡❤❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✻✼❜✮ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ n+1σvM ✱ n+1σvol ✉♥❞ n+1D ❡r❣❡✲
❜❡♥ s✐❝❤ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥

∂n+1fD

∂n+1σvM
= −dtHf

n+1Ḋ

∂n+1σvM
,

∂n+1fD

∂n+1σvol
= −dtHf

n+1Ḋ

∂n+1σvol

✭❆✳✶✼✮

✉♥❞

∂n+1fD

∂n+1D
= 1− dtHf

n+1Ḋ

∂n+1D
. ✭❆✳✶✽✮



✶✽✽



✶✽✾

B. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

❋ür ❞✐❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ N ♠✐t ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ µ ✉♥❞ σ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧✲
❣❡♥❞❡ P❉❋

fX(x) =
1

σ
√
2π

exp

(

−1

2

(x− µ

σ

)2
)

, ✭❇✳✶✮

♠✐t ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❈❉❋

FX(x) =
1√
2π

x∫

−∞

exp

(

−1

2
t2
)

dt. ✭❇✳✷✮

❉✐❡ P❉❋ ❢ür ❡✐♥❡ ❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡ ◆♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ LN ✐st ❞✉r❝❤ ❣❡❣❡❜❡♥

fX(x) =

{
1√

2πσx
exp

(

− (ln(x)−µ)2

2σ2

)

x > 0

0 x ≤ 0
, ✭❇✳✸✮

♠✐t ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ µ ✉♥❞ σ✳ ❉✐❡ ❈❉❋ ❦❛♥♥ ❞✉r❝❤

FX(x) =
1√
2πσ

x∫

0

1

t
exp

(

− (ln t− µ)2

2σ2

)

dt ✭❇✳✹✮

❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❣❧❡✐❝❤♠äÿ✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ U ❢ür ❞❛s ■♥t❡r✈❛❧❧ [a, b] ❦❛♥♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ P❉❋ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥

fX(x) =

{
1

b−a
a ≤ x ≤ b

0 s♦♥st
, ✭❇✳✺✮

♠✐t ❞❡r ❞❛③✉❣❡❤ör❡♥❞❡♥ ❈❉❋

FX(x) =







0 x ≤ a
x−a
b−a

a < x < b

1 x ≥ b

. ✭❇✳✻✮



✶✾✵



✶✾✶

C. Polynomial Chaos

❉✐❡s❡s ❑❛♣✐t❡❧ st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✽✳✷ ❞❛r✳ ■♠ ❑❛♣✐t❡❧ ❈✳✶
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ♠✐t ❞❡r❡♥ ❍✐❧❢❡ ❞✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
❞❡r ❩✉❢❛❧❧s✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❡r❢♦❧❣t✳

C.1. Hermite Polynome

❉✐❡ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❞❡♥ ❢r❛♥③ös✐s❝❤❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦❡r ❈❤❛r❧❡s ❍❡r✲
♠✐t❡ ❜❡♥❛♥♥t ✇♦r❞❡♥ s✐♥❞✱ ❣❡❤ör❡♥ ③✉ ❞❡r ❑❧❛ss❡ ❞❡r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
♥❛❝❤ ❇r❛♥❞t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✳ ■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✜♥❞❡♥ s✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ❆♥sät③❡ ③✉r
❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡r ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡✱ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ✇✐❝❤✲
t✐❣st❡♥ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ♥❛❝❤ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞
❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✳ ●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡♥ s♦❣❡♥❛♥♥t❡♥ ❊r③❡✉❣❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥

w(x) =
1√
2π

exp

(

−x
2

2

)

✭❈✳✶✮

❜③✇✳

w(x) =
1√
π
exp

(
−x2

)
✭❈✳✷✮

❞✐❡ st❡t✐❣ ❞✐✛❡r❡♥③✐❡r❜❛r ✉♥❞ ü❜❡r ❞❛s ■♥t❡r✈❛❧❧ [−∞,∞] ❞❡✜♥✐❡rt s✐♥❞✳ ◆❛❝❤
▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤ ❢ür ❞✐❡ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡
❋♦r♠ ❞❡r ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆✉s❞rü❝❦❡

hen(x) = (−1)n exp

(

−x
2

2

)
dn

dxn
exp

(

−x
2

2

)

✭❈✳✸✮

✉♥❞

hn(x) = (−1)n exp(x2)
dn

dxn
exp(−x2). ✭❈✳✹✮

❋ür ❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❙❛❝❤✈❡r❤❛❧t❡s ✇✐r❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ▲✐t❡r❛✲
t✉r ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪ ✉♥❞ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪ ✈❡r✇✐❡s❡♥✳ ❉✐❡
♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ ❡rst❡♥ s✐❡❜❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ❞❛✱ ❞✐❡



✶✾✷ ❈✳✷✳ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❞r❡✐❡r ♠✉❧t✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡

s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❉✐✛❡r❡♥③✐❡r❡♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❈✳✸ ✉♥❞ ❈✳✹ ❡r❣❡❜❡♥✳

he0(x) = 1

he1(x) = x

he2(x) = x2 − 1

he3(x) = x3 − 3x

he4(x) = x4 − 6x2 + 3

he5(x) = x5 − 10x3 + 15x

he6(x) = x6 − 15x4 + 45x2 − 15

✭❈✳✺✮

h0(x) = 1

h1(x) = 2x

h2(x) = 4x2 − 2

h3(x) = 8x3 − 12x

h4(x) = 16x4 − 48x2 + 12

h5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x

h6(x) = 64x6 − 480x4 + 720x2 − 120

✭❈✳✻✮

❉✐❡ s✐❡❜❡♥ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ he0..6 ❦ö♥♥❡♥ ❞❡r ❆❜❜✐❧❞✉♥❣❡♥ ✽✳✷ ❡♥t♥♦♠♠❡♥
✇❡r❞❡♥✳

C.2. Erwartungswert dreier multidimensionaler Hermite Polynome

◆❛❝❤ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ❦ö♥♥❡♥ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✽✳✸✷ ❞✐❡ ❊r✇❛rt✉♥❣s✲
✇❡rt❡ 〈Ψi Ψj Ψk〉 ❢ür ❞✐❡ ❞r❡✐ P♦❧②♥♦♠❡ Ψ ✇✐❡ ❢♦❧❣t ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥

Ψi =

M∏

m=1

hαm(ξm), ❛✉❢ αm ≥ 0,

Ψj =

M∏

m=1

hβm(ξm), ❛✉❢ βm ≥ 0,

Ψk =

M∏

m=1

hγm(ξm), ❛✉❢ γm ≥ 0.

✭❈✳✼✮

●❡❤t ♠❛♥ ✈♦♥ ❞❡♠ ❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt

Dijk = 〈hi(ξ) hj(ξ) hk(ξ)〉

=







i! j! k!

( i+j−k
2 )!( j+k−i

2 )!( k+i−j
2 )!

, wenn

{

(i+ j + k) gerade

k ∈ [|i− j|, i+ j]

0 sonst,

✭❈✳✽✮



❈✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✶✾✸

❞r❡✐❡r ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡r ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ❢ür ♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡♥ ❛✉s
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥❛❝❤ ❇❡r✈❡✐❧❧❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ✉♥❞ ❙✉❞r❡t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❢ür ❞❡♥ ❣❡s✉❝❤t❡♥
❊r✇❛rt✉♥❣s✇❡rt ❢♦❧❣❡♥❞❡r ❆✉s❞r✉❝❦

dijk = 〈Ψi Ψj Ψk〉 =
M∏

m=1

〈hαm(ξ) hβm(ξ) hγm(ξ)〉 =
M∏

m=1

Dαmβmγm ✭❈✳✾✮

C.3. Polynomial Chaos Basis

❉✐❡ ♥❛❝❤❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❚❛❜❡❧❧❡♥ ❈✳✶ ❜✐s ❈✳✹ st❡❧❧❡♥ ❞✐❡ P❈ ❇❛s✐s ❛❧s Pr♦❞✉❦t ❛✉s
❞❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥
❞❛r ✉♥❞ ✇✉r❞❡♥ ❞❡r ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪ ✉♥❞ ❏❛✲
❜❧♦♥s❦✐ ❬✷✵✶✹❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥✳

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✶ ✵ h0 ✶ ✶
✷ ✶ h1 ξ1 ✶
✸ ✷ h2 ξ21 − 1 ✷
✹ ✸ h3 ξ31 − 3ξ1 ✻
✺ ✹ h4 ξ41 − 6ξ21 + 3 ✷✹
✻ ✺ h5 ξ51 − 10ξ31 + 15ξ1 ✶✷✵
✼ ✻ h6 ξ61 − 15ξ41 + 45ξ21 − 15 ✼✷✵

Tabelle C.1.: ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛✲
❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ♥❛❝❤
●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✶ ✵ h0h0 ✶ ✶
✷

✶
h1h0 ξ1 ✶

✸ h0h1 ξ2 ✶
✹

✷
h2h0 ξ21 − 1 ✷

✺ h0h1 ξ1ξ2 ✶
✻ h0h2 ξ22 − 1 ✷
✼

✸

h3h0 ξ31 − 3ξ1 ✻
✽ h2h1 ξ21ξ2 − ξ2 ✷
✾ h1h2 ξ1ξ

2
2 − ξ1 ✷

✶✵ h0h3 ξ32 − 3ξ2 ✻
❋♦rts❡t③✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❙❡✐t❡



✶✾✹ ❈✳✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❇❛s✐s

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✶✶

✹

h4h0 ξ41 − 6ξ21 + 3 ✷✹
✶✷ h3h1 ξ31ξ2 − 3ξ1ξ2 ✻
✶✸ h2h2 ξ21ξ

2
2 − ξ21 − ξ22 + 1 ✹

✶✹ h1h3 ξ1ξ
3
2 − 3ξ1ξ2 ✻

✶✺ h0h4 ξ42 − 6ξ22 + 3 ✷✹

Tabelle C.2.: ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛✲
❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ♥❛❝❤
●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✶ ✵ h0h0h0 ✶ ✶
✷

✶
h1h0h0 ξ1 ✶

✸ h0h1h0 ξ2 ✶
✹ h0h0h1 ξ3 ✶
✺

✷

h2h0h0 ξ21 − 1 ✷
✻ h1h1h0 ξ1ξ2 ✶
✼ h1h0h1 ξ1ξ3 ✶
✽ h0h2h0 ξ22 − 1 ✷
✾ h0h1h1 ξ2ξ3 ✶
✶✵ h0h0h2 ξ23 − 1 ✷
✶✶

✸

h3h0h0 ξ31 − 3ξ1 ✻
✶✷ h2h1h0 ξ21ξ2 − ξ2 ✷
✶✸ h2h0h1 ξ21ξ3 − ξ3 ✷
✶✹ h1h2h0 ξ1ξ

2
2 − ξ2 ✷

✶✺ h1h1h1 ξ1ξ2ξ3 ✶
✶✻ h1h0h2 ξ1ξ

2
3 − ξ1 ✷

✶✼ h0h3h0 ξ32 − 3ξ2 ✻
✶✽ h0h2h1 ξ22ξ3 − ξ3 ✷
✶✾ h0h1h2 ξ2ξ

2
3 − ξ2 ✷

✷✵ h0h0h3 ξ33 − 3ξ3 ✻
✷✶

✹

h4h0h0 ξ41 − 6ξ21 + 3 ✷✹
✷✷ h3h1h0 ξ31ξ2 − 3ξ1ξ2 ✻
✷✸ h3h0h1 ξ31ξ3 − 3ξ1ξ3 ✻
✷✹ h2h2h0 ξ21ξ

2
2 − ξ21 − ξ22 + 1 ✹

✷✺ h2h1h1 ξ21ξ2ξ3 − ξ2ξ3 ✷
✷✻ h2h0h2 ξ21ξ

2
3 − ξ23 − ξ22 + 1 ✹

✷✼ h3h1h0 ξ1ξ
3
2 − 3ξ1ξ2 ✻

✷✽ h1h2h1 ξ1ξ
2
2ξ3 − ξ1ξ3 ✷

✷✾ h1h1h2 ξ1ξ2ξ
2
3 − ξ1ξ2 ✷

❋♦rts❡t③✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❙❡✐t❡



❈✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ✶✾✺

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✸✵

✹

h1h0h3 ξ1ξ
3
3 − 3ξ1ξ3 ✻

✸✶ h0h4h0 ξ42 − 6ξ22 + 3 ✷
✸✷ h0h3h1 ξ32ξ3 − 3ξ2ξ3 ✻
✸✸ h0h2h2 ξ22ξ

2
3 − ξ23 − ξ22 + 1 ✹

✸✹ h0h1h3 ξ2ξ
3
3 − 3ξ2ξ3 ✻

✸✺ h0h0h4 ξ43 − 6ξ23 + 3 ✷✹

Tabelle C.3.: ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛✲
❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ♥❛❝❤
●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✶ ✵ h0h0h0h0 ✶ ✶
✷

✶

h1h0h0h0 ξ1 ✶
✸ h0h1h0h0 ξ2 ✶
✹ h0h0h1h0 ξ3 ✶
✺ h0h0h0h1 ξ4 ✶
✻

✷

h2h0h0h0 ξ21 − 1 ✷
✼ h1h1h0h0 ξ1ξ2 ✶
✽ h1h0h1h0 ξ1ξ3 ✶
✾ h1h0h0h1 ξ1ξ4 ✶
✶✵ h0h2h0h0 ξ22 − 1 ✷
✶✶ h0h1h1h0 ξ2ξ3 ✶
✶✷ h0h1h0h1 ξ2ξ4 ✶
✶✸ h0h0h2h0 ξ23 − 1 ✷
✶✹ h0h0h1h1 ξ3ξ4 ✶
✶✺ h0h0h0h2 ξ24 − 1 ✷
✶✻

✸

h3h0h0h0 ξ31 − 3ξ1 ✻
✶✼ h2h1h0h0 ξ21ξ2 − ξ2 ✷
✶✽ h2h0h1h0 ξ21ξ2 − ξ3 ✷
✶✾ h2h0h0h1 ξ21ξ2 − ξ4 ✷
✷✵ h1h2h0h0 ξ1ξ

2
2 − ξ1 ✷

✷✶ h1h1h1h0 ξ1ξ2ξ3 ✶
✷✷ h1h1h0h1 ξ1ξ2ξ4 ✶
✷✸ h1h0h2h0 ξ1ξ

2
3 − ξ1 ✷

✷✹ h1h0h1h1 ξ1ξ3ξ4 ✶
✷✺ h1h0h0h2 ξ1ξ

2
4 − ξ4 ✷

✷✻ h0h3h0h0 ξ32 − 3ξ2 ✻
✷✼ h0h2h1h0 ξ22ξ3 − ξ3 ✷
✷✽ h0h2h0h1 ξ22ξ4 − ξ4 ✷

❋♦rts❡t③✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❙❡✐t❡



✶✾✻ ❈✳✸✳ P♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❈❤❛♦s ❇❛s✐s

✐ P❈ ❖r❞♥✉♥❣ r
M∏

i=1

hαi P♦❧②♥♦♠❡ Φi 〈Ψ2
i 〉

✷✾

✸

h0h1h2h0 ξ2ξ
2
3 − ξ2 ✷

✸✵ h0h1h1h1 ξ2ξ3ξ4 ✶
✸✶ h0h1h0h2 ξ2ξ

2
4 − ξ2 ✷

✸✷ h0h0h3h0 ξ33 − 3ξ3 ✻
✸✸ h0h0h2h1 ξ23ξ4 − ξ4 ✷
✸✹ h0h0h1h2 ξ3ξ

2
4 − ξ3 ✷

✸✺ h0h0h0h3 ξ34 − 3ξ4 ✻
✸✻

✹

h4h0h0h0 ξ41 − 6ξ21 + 3 ✷✹
✸✼ h3h1h0h0 ξ31ξ2 − 3ξ1ξ2 ✻
✸✽ h3h0h1h0 ξ31ξ3 − 3ξ1ξ3 ✻
✸✾ h3h0h0h1 ξ31ξ4 − 3ξ1ξ4 ✻
✹✵ h2h2h0h0 ξ21ξ

2
2 − ξ21 − ξ22 + 1 ✹

✹✶ h2h1h1h0 ξ21ξ2ξ3 − ξ2ξ3 ✷
✹✷ h2h1h0h1 ξ21ξ2ξ4 − ξ2ξ4 ✷
✹✸ h2h0h2h0 ξ21ξ

2
3 − ξ23 − ξ22 + 1 ✹

✹✹ h2h0h1h1 ξ21ξ3ξ4 − ξ3ξ4 ✷
✹✺ h2h0h0h2 ξ11ξ

2
4 − ξ24 − ξ21 + 1 ✹

✹✻ h1h3h0h0 ξ1ξ
3
2 − 3ξ1ξ2 ✻

✹✼ h1h2h1h0 ξ1ξ
2
2ξ3 − ξ1ξ3 ✷

✹✽ h1h2h0h1 ξ1ξ
2
2ξ4 − ξ1ξ4 ✷

✹✾ h1h1h2h0 ξ1ξ2ξ
2
3 − ξ1ξ2 ✷

✺✵ h1h1h1h1 ξ1ξ2ξ3ξ4 ✶
✺✶ h1h1h0h2 ξ1ξ2ξ

2
4 − ξ1ξ2 ✷

✺✷ h1h0h3h0 ξ1ξ
3
3 − 3ξ1ξ3 ✻

✺✸ h1h0h2h1 ξ1ξ
2
3ξ4 − ξ1ξ4 ✷

✺✹ h1h0h1h2 ξ1ξ3ξ
2
4 − ξ1ξ3 ✷

✺✺ h1h0h0h3 ξ1ξ
3
4 − 3ξ1ξ4 ✻

✺✻ h0h4h0h0 ξ42 − 6ξ22 + 3 ✷✹
✺✼ h0h3h1h0 ξ32ξ3 − 3ξ2ξ3 ✻
✺✽ h0h3h0h1 ξ32ξ4 − 3ξ2ξ4 ✻
✺✾ h0h2h2h0 ξ22ξ

2
3 − ξ23 − ξ22 + 1 ✹

✻✵ h0h2h1h1 ξ22ξ3ξ4 − ξ3ξ4 ✷
✻✶ h0h2h0h2 ξ21ξ

2
4 − ξ24 − ξ22 + 1 ✹

✻✷ h0h1h3h0 ξ2ξ
3
3 − 3ξ2ξ3 ✻

✻✸ h0h1h2h1 ξ2ξ
2
3ξ4 − ξ2ξ4 ✷

✻✹ h0h1h1h2 ξ2ξ3ξ
2
4 − ξ2ξ3 ✷

✻✺ h0h1h0h3 ξ2ξ
3
4 − 3ξ2ξ4 ✻

✻✻ h0h4h0h0 ξ43 − 6ξ23 + 3 ✷✹
✻✼ h0h0h3h1 ξ33ξ4 − 3ξ3ξ4 ✻
✻✽ h0h0h2h2 ξ23ξ

2
4 − ξ23 − ξ24 + 1 ✹

✻✾ h0h0h1h3 ξ3ξ
3
4 − 3ξ3ξ4 ✻

✼✵ h0h0h0h4 ξ44 − 6ξ24 + 3 ✷✹

Tabelle C.4.: ❱✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈✲❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛✲
❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥ ♥❛❝❤
●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳
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✺✳ ❉❡③❡♠❜❡r ✷✵✶✼
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✐♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❜❡✐ ❞❡r ❊♥❞❧❛❣❡r✉♥❣ ✇är♠❡❡♥t✇✐❝❦❡❧♥❞❡r ♥✉❦❧❡❛r❡r ❆❜❢ä❧❧❡✳ ■♥✲
st✐t✉t ❢ür ❇❛✉♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ▲❡✐❜♥✐③✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥✲
♥♦✈❡r✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❉❛r♠st❛❞t✳



✷✵✷ ▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❋❡rr❡✐r❛✱ ❈✳✱ ▲♦♣❡③✱ ❏✳ ▲✳✱ ✉♥❞ ▼❛✐♥❛r✱ ❊✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❆s②♠♣t♦t✐❝ r❡❧❛t✐♦♥s ✐♥
t❤❡ ❛s❦❡② s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❤②♣❡r❣❡♦♠❡tr✐❝ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥
❆♣♣❧✐❡❞ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✸✶✭✶✮✿✻✶ ✕ ✽✺✳

❋✐❡❧❞✱ ❘✳ ✉♥❞ ●r✐❣♦r✐✉✱ ▼✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ❖♥ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ ✶✾✭✶✕✷✮✿✻✺ ✕ ✽✵✳ ❋♦✉rt❤
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳

❋✐♥❦✱ ❙✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦✉r ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥
♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✿ ❛ s♣❡❝tr❛❧ st♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
■♥st✐t✉t ❢ür ❇❛✉♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ▲❡✐❜♥✐③ ❯♥✐✈❡rs✐tät
❍❛♥♥♦✈❡r✳

❋❧ü❣❣❡✱ ❙✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ❍❛♥❞❜✉❝❤ ❞❡r P❤②s✐❦✿ ♣t✳✶✲✷✳ ❑r✐st❛❧❧♣❤②s✐❦ ■✲■■✳ ❍❛♥❞❜✉❝❤
❞❡r P❤②s✐❦✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳

❋♦❦❦❡r✱ P✳ ❆✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❚❤❡ ♠✐❝r♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❝r❡❡♣ ✐♥ r♦❝❦s❛❧t✳ ❙❡r✐❡s ♦♥ r♦❝❦
❛♥❞ s♦✐❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✹✾✕✻✶✳

❋r❡♥❦❡❧✱ ❏✳ ✭✶✾✷✻✮✳ ❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts❣r❡♥③❡ ✉♥❞ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐t ❑r✐s✲
t❛❧❧✐♥✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r✳ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür P❤②s✐❦✱ ✸✼✭✼✲✽✮✿✺✼✷✕✻✵✾✳

●❡♦r❣✐✱ ❋✳✱ ▼❡♥③❡❧✱ ❋✳✱ ✉♥❞ ❙❝❤r❡✐♥❡r✱ ❲✳ ✭✶✾✼✺✮✳ ❩✉♠ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❙❛❧③❧❛❣❡rstätt❡♥ ❞❡r ❉❉❘✱ ❚❡✐❧ ✶✿ ❉❛s
❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡r❤❛❧t❡♥✳ ◆❡✉❡ ❇❡r❣❜❛✉t❡❝❤♥✐❦✱ ❏❣✱ ✺✿✻✻✾✕✻✼✻✳

●❡♦r❣✐✐✱ ❍✳ ✭✷✵✶✺✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❦✿ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡
✉♥❞ ❙t❛t✐st✐❦✳ ❉❡ ●r✉②t❡r ❙t✉❞✐✉♠✳ ❉❡ ●r✉②t❡r✳

●❤❛♥❡♠✱ ❘✳ ●✳ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s✱ P✳ ❉✳ ✭✶✾✾✶✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✿ ❆ s♣❡❝tr❛❧
❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❉♦✈❡r ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✷✵✵✸✱ ▼✐♥❡♦❧❛✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✳

●♥❡❞❡♥❦♦✱ ❇✳ ✭✶✾✾✼✮✳ ▲❡❤r❜✉❝❤ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡✿ ♠✐t ✷✽ ❚❛❜❡❧❧❡♥✳
❉❡✉ts❝❤✳

●♦ttst❡✐♥✱ ●✳ ✭✷✵✵✼✮✳ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❦✉♥❞❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
▲❡❤r❜✉❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

●♦ttst❡✐♥✱ ●✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼❛t❡r✐❛❧✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t ✉♥❞ ❲❡r❦st♦✛t❡❝❤♥✐❦✿ P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡
●r✉♥❞❧❛❣❡♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲▲❡❤r❜✉❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

●♦✉❧❞✱ ◆✳ ■✳✱ ❙❝♦tt✱ ❏✳ ❆✳✱ ✉♥❞ ❍✉✱ ❨✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♣❛rs❡
❞✐r❡❝t s♦❧✈❡rs ❢♦r t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❧❛r❣❡ s♣❛rs❡ s②♠♠❡tr✐❝ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠s ♦❢
❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆❈▼ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❙♦❢t✇❛r❡ ✭❚❖▼❙✮✱ ✸✸✭✷✮✿✶✵✳

●r❡❤♥✱ ▼✳✱ ❋❛✉✱ ❆✳✱ ✉♥❞ ◆❛❝❦❡♥❤♦rst✱ ❯✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❆ st♦❝❤❛st✐❝ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ ❝r❡❡♣ ♦❢ r♦❝❦ s❛❧t✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❳▲■❱ ❙✉♠♠❡r ❙❝❤♦♦❧
✲ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❆❞✈❛♥❝❡❞ Pr♦♦❜❧❡♠s ✐♥ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳

●r❡✈❡✱ ❘✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦✿ ❊✐♥ ●r✉♥❞❦✉rs ❢ür ■♥❣❡♥✐❡✉r❡ ✉♥❞
P❤②s✐❦❡r✳ P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❛str♦♥♦♠② ♦♥❧✐♥❡ ❧✐❜r❛r②✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳



▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✷✵✸

●r♦ss✱ ❉✳✱ ❍❛✉❣❡r✱ ❲✳✱ ❙❝❤rö❞❡r✱ ❏✳✱ ✉♥❞ ❲❛❧❧✱ ❲✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦
✷✿ ❊❧❛st♦st❛t✐❦✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲▲❡❤r❜✉❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

●r♦ss✱ ❉✳ ✉♥❞ ❙❡❡❧✐❣✱ ❚✳ ✭✷✵✶✻✮✳ ❇r✉❝❤♠❡❝❤❛♥✐❦✿ ▼✐t ❡✐♥❡r ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡
▼✐❦r♦♠❡❝❤❛♥✐❦✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

●r♦ss✱ ❙✳ ✉♥❞ ❘❡✉s❦❡♥✱ ❆✳ ✭✷✵✶✶✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❚✇♦✲♣❤❛s❡ ■♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ❋❧♦✇s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s ✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r
❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

●ü♥t❤❡r✱ ❘✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊r✇❡✐t❡rt❡r ❉❡❤♥✉♥❣s✲❱❡r❢❡st✐❣✉♥❣s✲❆♥s❛t③✿ ♣❤ä♥♦♠❡✲
♥♦❧♦❣✐s❝❤❡s ❙t♦✛♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✉❦t✐❧❡ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ♣r✐♠är❡♥✱
s❡❦✉♥❞är❡♥ ✉♥❞ t❡rt✐är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥s✳ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❡s ■♥st✐t✉ts ❢ür
●❡♦t❡❝❤♥✐❦ ❞❡r ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❇❡r❣❛❦❛❞❡♠✐❡ ❋r❡✐❜❡r❣✳ ■♥st✐t✉t ❢ür
●❡♦t❡❝❤♥✐❦✳

●ü♥t❤❡r✱ ❘✳✱ ▼✐♥❦❧❡②✱ ❲✳✱ ✉♥❞ ❙❛❧③❡r✱ ❑✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r✲
❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✳ ❇▼❇❋✲❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥✱ ❊r❣❡❜♥✐s❜❡r✐❝❤t ③✉ ❚❡✐❧✈♦r❤❛❜❡♥ ✶✱
❋ör❞❡r❦❡♥♥③❡✐❝❤❡♥ ✵✷ ❈ ✶✵✵✹✳

●②✉❧❛✐✱ ❩✳ ✭✶✾✻✸✮✳ ❉❛s ❲❡✐t❡r✇❛❝❤s❡♥ ✈♦♥ ♣❧❛st✐s❝❤ ❞❡❢♦r♠✐❡rt❡♥ ◆❛❈❧✲
❑r✐st❛❧❧❡♥✳ ❩❡✐ts❝❤r✐❢t ❢ür P❤②s✐❦✱ ✶✼✻✭✹✮✿✸✼✵✕✸✼✾✳

❍❛❝❦❜✉s❝❤✱ ❲✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼✉❧t✐✲●r✐❞ ▼❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❙❡r✐❡s
✐♥ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❍❛❝❦❡♥❜r♦❝❤✱ ❲✳ ✉♥❞ ❚❤❛❧♠❛✐❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❆♥❛❧②s✐s✿ ❊✐♥❡ ❊✐♥✲
❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r st❡t✐❣❡♥ ❙❡♠✐♠❛rt✐♥❣❛❧❡✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ▲❡✐t❢ä✲
❞❡♥✳ ❱✐❡✇❡❣✰❚❡✉❜♥❡r ❱❡r❧❛❣✳

❍❛❤♥✱ ❋✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡s ③②❦❧✐s❝❤ ♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛✈❡r❤❛❧t❡♥s
✉♥t❡r ✉♠❢♦r♠♥❛❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❙❝❤r✐❢t❡♥r❡✐❤❡ ❲❡r❦st♦✛❡ ✉♥❞ ✇❡r❦st♦✛✲
t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥✳ ❚❡❝❤♥✳ ❯♥✐✈✳✱ ▲❡❤rst✉❤❧ ❢ür ❱❡r❜✉♥❞✇❡r❦st♦✛❡✳

❍❛✐❜❛❝❤✱ ❊✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❇❡tr✐❡❜s❢❡st✐❣❦❡✐t✿ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ❉❛t❡♥ ③✉r ❇❛✉t❡✐❧❜❡r❡❝❤✲
♥✉♥❣✳ ❱❉■✲❇✉❝❤✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❍❛✐♥③❧✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ❢ür ◆❛t✉r✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❧❡r✳ ▲❡✐t❢ä❞❡♥ ❞❡r ❛♥✲
❣❡✇❛♥❞t❡♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦ ✉♥❞ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ✲ ❚❡✉❜♥❡r ❙t✉❞✐❡♥❜ü❝❤❡r✳ ❱✐❡✇✲
❡❣✰❚❡✉❜♥❡r ❱❡r❧❛❣✳

❍❛♠♣❡❧✱ ❆✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❡r ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣✱ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡s ❇r✉❝❤✉st❡rs ✐♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡rs✉❝❤❡♥
❛♠ ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ❆❜s❝❤❧✉ss❜❡r✐❝❤t ③✉♠ ❇●❘✲❆✉❢tr❛❣ ◆r✳ ✷✲✵✶✵✶✶✵✶✾✳

❍❛♠♣❡❧✱ ❆✳ ✭✷✵✵✻✮✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✳ ❇▼❇❋✲
❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥✱ ❊r❣❡❜♥✐s❜❡r✐❝❤t ③✉ ❚❡✐❧✈♦r❤❛❜❡♥ ✶✱ ❋ör❞❡r❦❡♥♥③❡✐❝❤❡♥ ✵✷
❈ ✶✵✵✹✳



✷✵✹ ▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❍❛✉❝❦✱ ❘✳ ✭✷✵✵✶✮✳ ❚r❛❣✈❡r❤❛❧t❡♥ t✐❡✢✐❡❣❡♥❞❡r ❙❛❧③❦❛✈❡r♥❡♥ ❜❡✐ ❛t♠♦s♣❤är✐✲
s❝❤❡♠ ■♥♥❡♥❞r✉❝❦✳ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❞❡♠ ❚✉♥♥❡❧✲ ✉♥❞ ❑❛✈❡r♥❡♥❜❛✉
❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r✳ ■♥st✳ ❢ür ❯♥t❡r✐r❞✐s❝❤❡s ❇❛✉❡♥ ❞✳ ❯♥✐✈✳ ❍❛♥♥♦✈❡r✳

❍❡❡♠❛♥♥✱ ❯✳ ✭✶✾✽✾✮✳ ❚r❛♥s✐❡♥t❡s ❑r✐❡❝❤❡♥ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤❜r✉❝❤ ✐♠ ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ■❇✲
◆▼✳

❍❡❡♠❛♥♥✱ ❯✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥ ❞❡s ◆♦rt♦♥✲❙t♦✛❣❡s❡t③ ♠✐t rv ❦♦♥③❡♣t✳ ❇●❘
▼✐tt❡✐❧✉♥❣ ✈♦♠ ✷✸✳✵✽✳✷✵✶✵✳

❍❡❡♠❛♥♥✱ ❯✳ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❖✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r✲
❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✳
❇▼❇❋✲❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥✱ ❊r❣❡❜♥✐s❜❡r✐❝❤t ③✉ ❚❡✐❧✈♦r❤❛❜❡♥ ✶✱ ❋ör❞❡r❦❡♥♥✲
③❡✐❝❤❡♥ ✵✷ ❈ ✶✵✵✹✳

❍❡✉s❡r♠❛♥♥✱ ❙✳✱ ▲✉①✱ ❑✳✱ ✉♥❞ ❘♦❦❛❤r✱ ❘✳ ✭✶✾✽✸✮✳ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤✲
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ▼♦❞❡❧❧❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❙t♦✛✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥
✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❩❡✐t ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ▲❛✲
❜♦r✈❡rs✉❝❤❡♥ ♠✐t ❜❡❣❧❡✐t❡♥❞❡♥ ❦♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ♥❛❝❤
❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✳ ✽✸✱✶ ✲✿ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r✐❝❤t ❚✳ ❋❛❝❤✐♥❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s③❡♥tr✉♠ ❊♥❡r❣✐❡✱ P❤②s✐❦✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✳

❍♦✉✱ ❩✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ③✉♠ ◆❛❝❤✇❡✐s ❞❡r ❙t❛♥❞s✐❝❤❡r❤❡✐t ❢ür ❯♥t❡r✲
t❛❣❡❞❡♣♦♥✐❡♥ ✐♠ ❙❛❧③❣❡❜✐r❣❡✳ Pr♦❢❡ss✉r ❢ür ❉❡♣♦♥✐❡t❡❝❤♥✐❦ ✉♥❞ ●❡♦♠❡❝❤❛✲
♥✐❦✱ ■♥st✐t✉t ❢ür ❆✉❢❜❡r❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ❉❡♣♦♥✐❡t❡❝❤♥✐❦✱ ❚❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐tät
❈❧❛✉st❤❛❧✳ P❛♣✐❡r✢✐❡❣❡r✳

❍♦✉✱ ❩✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ●❡♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ P❧❛♥✉♥❣s❦♦♥③❡♣t❡ ❢ür ✉♥t❡rtä❣✐❣❡ ❚r❛❣✇❡r✲
❦❡ ♠✐t ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ●❡❢ü❣❡s❝❤ä❞✐❣✉♥❣✱ ❱❡r❤❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞
❤②❞r♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❑♦♣♣❧✉♥❣✳ ❙❝❤r✐❢t❡♥r❡✐❤❡✳ P❛♣✐❡r✢✐❡❣❡r✳

❍♦✉✱ ❩✳ ✉♥❞ ▲✉①✱ ❑✳✲❍✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞❡❣r❛❞❛t✐♦♥ ❛♥❞ s❡❧❢✲❤❡❛❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❡①❝❛✈❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❞r✐❢t ❞❛♠ ✐♥ r♦❝❦ s❛❧t✳ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❝♦♠♠✐s✲
s✐♦♥ ❈▲❯❙❚❊❘ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇♦r❦s❤♦♣ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❡①❝❛✈❛t✐♦♥ ❞✐st✉r❜❡❞
♦r ❞❛♠❛❣❡❞ ③♦♥❡ ✭❊❉❩✮ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ✇❛st❡ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧
r❡♣♦s✐t♦r✐❡s✳ ▲✉①❡♠❜♦✉r❣✱ ✸✲✺ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✸✳

❍♦✉✱ ❩✳✱ ❲♦❧t❡rs✱ ❘✳✱ ✉♥❞ ❉üst❡r❧♦❤✱ ❯✳ ✭✷✵✵✼✮✳ ❉✐❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡r ❙t♦✛❣❡s❡t③❡ ✉♥❞ ❱♦r✲
❣❡❤❡♥s✇❡✐s❡♥✳ ❇▼❇❋✲❱❡r❜✉♥❞✈♦r❤❛❜❡♥✱ ❊r❣❡❜♥✐s❜❡r✐❝❤t ③✉ ❚❡✐❧✈♦r❤❛❜❡♥ ✶✱
❋ör❞❡r❦❡♥♥③❡✐❝❤❡♥ ✵✷ ❈ ✶✵✵✹✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❱✐s❝♦✲P❧❛st✐❝ ❇❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ ●❡♦♠❛t❡r✐❛❧s✱ ❝❤❛♣t❡r ❯♥✐❛①✐❛❧
❛♥❞ ❚r✐❛①✐❛❧ ❈r❡❡♣ ❛♥❞ ❋❛✐❧✉r❡ ❚❡sts ♦♥ ❘♦❝❦✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡ ❛♥❞
■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✶✕✺✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❱✐❡♥♥❛✱ ❱✐❡♥♥❛✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳ ✉♥❞ ❇●❘ ✭✶✾✾✻✮✳ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡♥✿ ❆❜s❝❤❧✉ÿ❜❡r✐❝❤t ③✉♠ ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥✱ ❇❡r✐❝❤ts③❡✐tr❛✉♠✿
✵✶✳✵✶✳✶✾✾✸ ✲ ✸✶✳✶✷✳✶✾✾✹✳ ❇●❘✳



▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✷✵✺

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳ ✉♥❞ ❍❛♠♣❡❧✱ ❆✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❘♦❝❦ s❛❧t ✲ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❤❡ ❤♦st r♦❝❦ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r ❛ r❛❞✐♦❛❝t✐✈❡ ✇❛st❡ r❡♣♦s✐t♦r②✳ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣
●❡♦❧♦❣②✱ ✺✷✭✸â➾✏✹✮✿✷✼✶ ✕ ✷✾✶✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳✱ P❧✐s❝❤❦❡✱ ■✳✱ ✉♥❞ ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❘♦❤st♦✛❡✱ ❇✳ ✭✶✾✽✽❛✮✳
▲❛♥❣③❡✐t❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡♥✳ ●❡♦t❡❝❤♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❙❛❧③❣❡st❡✐♥❡ ✿ ❆❜s❝❤❧✉ÿ❜❡r✐❝❤t❀ ❈♦♥tr❛❝t ❑❲❆✲✺✺✵✷✲✽ ✴ ❇✉♥✲
❞❡s❛♥st❛❧t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❘♦❤st♦✛❡✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳✱ P❧✐s❝❤❦❡✱ ■✳✱ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❖✳ ✭✶✾✽✽❜✮✳ ▲♦♥❣✲t❡r♠ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❜❡❤❛✈✐♦✉r ♦❢ s❛❧t r♦❝❦✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳✱ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❋✳✱ ❲❛❧t❡r✱ ❋✳✱ ✉♥❞ P❧✐s❝❤❦❡✱ ■✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛✲
♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙❛❧③❣❡st❡✐♥✳ Pr♦❥❡❦t ●♦r❧❡❜❡♥ ✾●✷✶✸✽✶✶✵✵✵✵✱ ❆❜✲
s❝❤❧✉ss❜❡r✐❝❤t✱ ❇✉♥❞❡s❛♥st❛❧t ❢ür ●❡♦✇✐ss❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞ ❘♦❤st♦✛❡✱ ❍❛♥♥♦✲
✈❡r✱ ❚❛❣❡❜✉❝❤✲◆r✳ ✶✶✼✻✻✴✵✸✱ ✶✺✼ ❙✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❖✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❊✛❡❝t ♦❢ ❤✉♠✐❞✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✜♥✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡
♦♥ ❝r❡❡♣ ♦❢ r♦❝❦ s❛❧t✳ ■♥ ❚❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❛❧t✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡
3rd ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ P❛❧❛✐s❡❛✉✱ ✶✾✾✸✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❖✳ ✭✷✵✵✷✮✳ ❍✉♠✐❞✐t② ✐♥❞✉❝❡❞ ❝r❡❡♣ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❞✐❧❛t❛♥❝② ❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ ❇❛s✐❝ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ❙❛❧t ▼❡❝❤❛♥✐❝s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s
♦❢ t❤❡ ✺t❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❙❛❧t✱ ❇✉❦❛r❡st✱ ❙✳ ✼✸✲✽✼✱
❙✇❡ts ✫ ❩❡✐t❧✐♥❣❡r✱ ▲✐ss❡✳

❍✉♥s❝❤❡✱ ❯✳ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡✱ ❖✳ ✭❍✉♥s❝❤❡❙❝❤✉❧③❡✶✾✾✹✮✳ ❉❛s ❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
❙t❡✐♥s❛❧③✳ ❑❛❧✐ ✉♥❞ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❇❛♥❞ ✶✶✱ ❍❡❢t ✽✴✾✳

❍ür❦❛♠♣✱ ❆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ▼✐❝r♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ❞❛♠❛❣❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✉❧tr❛ ❤✐❣❤
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✜❜r❡ r❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❝♦♥❝r❡t❡ str✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ■♥st✐t✉t
❢ür ❇❛✉♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ▲❡✐❜♥✐③ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r✳

❍✉rt❛❞♦✱ ❏✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t②✿ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ▲❡❛r♥✐♥❣ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❏❛❜❧♦♥s❦✐✱ P✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠♦✲
❞❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲▼❡t❤♦❞❡✳ ■♥st✐t✉t ❢ür ❇❛✉♠❡✲
❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡❝❤❛♥✐❦✱ ▲❡✐❜♥✐③ ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r✳

❏❡r❡♠✐❝✱ ▼✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ✐♥ ❙❛❧t ▼✐♥✐♥❣✳ ❚❛②❧♦r ✫ ❋r❛♥❝✐s✳

❏♦♥❡s✱ ❘✳ ✭✶✾✾✽✮✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❖❢ ❈♦♠♣♦s✐t❡ ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ▼❛t❡r✐❛❧s ❙❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❙❡r✐❡s✳ ❚❛②❧♦r ✫ ❋r❛♥❝✐s✳

❑❛❝❤❛♥♦✈✱ ▲✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s
♦❢ ❊❧❛st✐❝ ❙t❛❜✐❧✐t②✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

❑❛❝❤❛♥♦✈✱ ▲✳ ▼✳ ✭✶✾✺✽✮✳ ❚✐♠❡ ♦❢ t❤❡ r✉♣t✉r❡ ♣r♦❝❡ss ✉♥❞❡r ❝r❡❡♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■③✈✳ ❆❦❛❞✳ ◆❛✉❦✳ ❙✳❙✳❘✳ ❖t❞✳ ❚❡❝❤✳ ◆❛✉❦✳✱ ✽✿✷✻✕✸✶✳



✷✵✻ ▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

❑❡❡s❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✹✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❙②st❡♠s ✇✐t❤ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✿
❆ ●❡♥❡r❛❧ P✉r♣♦s❡ ❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥ts✳

❑❡❡s❡✱ ❆✳✱ ▼❛tt❤✐❡s✱ ❍✳✱ ❡t ❛❧✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ s♠♦❧②❛❦ q✉❛✲
❞r❛t✉r❡ ❢♦r ♥♦♥❧✐♥❡❛r st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳

❑❡✇❧❛♥✐✱ ●✳✱ ❈r❛✇❢♦r❞✱ ❏✳✱ ✉♥❞ ■❛❣♥❡♠♠❛✱ ❑✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❆ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s
❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳ ❱❡❤✐❝❧❡
❙②st❡♠ ❉②♥❛♠✐❝s✱ ✺✵✭✺✮✿✼✹✾✕✼✼✹✳

❑❧❡❜❡r✱ ❲✳✱ ❇❛✉ts❝❤✱ ❍✳✱ ❇♦❤♠✱ ❏✳✱ ✉♥❞ ❑❧✐♠♠✱ ❉✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡
❑r✐st❛❧❧♦❣r❛♣❤✐❡✳ ❉❡ ●r✉②t❡r✳

❑❧❡♥❦❡✱ ❆✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐tst❤❡♦r✐❡✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲▲❡❤r❜✉❝❤ ▼❛st❡r❝❧❛ss✳
❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❑♥♦rr❡♥s❝❤✐❧❞✱ ▼✳ ✭✷✵✶✸✮✳ ◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✿ ❊✐♥❡ ❜❡✐s♣✐❡❧♦r✐❡♥t✐❡rt❡
❊✐♥❢ü❤r✉♥❣✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✲❙t✉❞✐❡♥❤✐❧❢❡♥✳ ❈❛r❧ ❍❛♥s❡r ❱❡r❧❛❣ ●♠❜❍ ✫ ❈♦♠✲
♣❛♥② ❑●✳

❑♦❡❦♦❡❦✱ ❘✳✱ ❑♦♦r♥✇✐♥❞❡r✱ ❚✳✱ ▲❡s❦②✱ P✳✱ ✉♥❞ ❙✇❛rtt♦✉✇✱ ❘✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❍②♣❡r✲
❣❡♦♠❡tr✐❝ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ P♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛♥❞ ❚❤❡✐r q✲❆♥❛❧♦❣✉❡s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ▼♦♥♦✲
❣r❛♣❤s ✐♥ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

❑♦t✉❧s❦✐✱ ❩✳ ✉♥❞ ❙③❝③❡♣✐♥s❦✐✱ ❲✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ❊rr♦r ❆♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳ ❙♦❧✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

❑♦✇✐t③✱ ❉✳ ✉♥❞ ❘♦s❡♥❦r❛♥③✱ ❏✳ ✭✷✵✵✽✮✳ ❊♥❡r❣✐❡❦♥❛♣♣❤❡✐t ✉♥❞ ❦❧✐♠❛✇❛♥❞❡❧
✈❡r❤❡❧❢❡♥ ❞❡r ❛t♦♠❦r❛❢t ③✉ ❡✐♥❡r ü❜❡rr❛s❝❤❡♥❞❡♥ r❡♥❛✐ss❛♥❝❡✳ ❞♦❝❤ ✇♦❤✐♥
♠✐t ❞❡♠ ❤♦❝❤ r❛❞✐♦❛❦t✐✈❡♥ ♠ü❧❧❄ ✸✵✵✳✵✵✵ t♦♥♥❡♥ ❣✐❜t ❡s s❝❤♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ✇❡❧t
✲ ❛❜❡r ♥♦❝❤ ✐♠♠❡r ❦❡✐♥ ❡♥❞❧❛❣❡r✳ ❙t❡r♥✳

❑✉r③✇❡✐❧✱ P✳ ✉♥❞ ❙❝❤❡✐♣❡rs✱ P✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❈❤❡♠✐❡✿ ●r✉♥❞❧❛❣❡♥✱ ❆✉❢❜❛✉✇✐ss❡♥✱
❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✳ ❱✐❡✇❡❣s ❋❛❝❤❜ü❝❤❡r ❞❡r ❚❡❝❤♥✐❦✳ ❱✐❡✇❡❣✳

▲❛♥❞❛✉✱ ❉✳ ✉♥❞ ❇✐♥❞❡r✱ ❑✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ❆ ●✉✐❞❡ t♦ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐♥
❙t❛t✐st✐❝❛❧ P❤②s✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▲❡❡✱ ❇✳ ✭✷✵✵✾✮✳ ●✉✐❞❛♥❝❡ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ ♠✉❧t✐❣r✐❞ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❢♦r s②st❡♠s ♦❢
❡❧❧✐♣t✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
✸✶✭✹✮✿✷✽✵✸✕✷✽✸✶✳

▲❡❡✱ ❇✳ ✭✷✵✶✻✮✳ P❛r❛❧❧❡❧ ♣r❡❝♦♥❞✐t✐♦♥❡rs ❛♥❞ ♠✉❧t✐❣r✐❞ s♦❧✈❡rs ❢♦r st♦❝❤❛st✐❝
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❤❛♦s ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧❛r❣❡ s❝❛❧❡✳
◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▲✐♥❡❛r ❆❧❣❡❜r❛ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✷✸✭✶✮✿✺✕✸✻✳

▲❡❡✱ ❊✳✱ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ ❆✳ ❙✳✱ ✉♥❞ ♦❢ ❆PP▲■❊❉ ▼❊❈❍❆◆■❈❙✳✱ ❙✳
❯✳ ❈✳ ❉✳ ✭✶✾✻✽✮✳ ❊❧❛st✐❝✲♣❧❛st✐❝ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t ❋✐♥✐t❡ ❙tr❛✐♥s✳ ❆♠❡r✐❝❛♥
❙♦❝✐❡t② ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✳ ❉❡❢❡♥s❡ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❈❡♥t❡r✳

▲❡♠❛✐tr❡✱ ❏✳ ✉♥❞ ❈❤❛❜♦❝❤❡✱ ❏✳ ▲✳ ✭✶✾✾✹✮✳ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❙♦❧✐❞ ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❈❛♠✲
❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳



▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✷✵✼

▲❡♦♥❛r❞✱ ❚✳ ✉♥❞ ❍s✉✱ ❏✳ ✭✶✾✾✾✮✳ ❇❛②❡s✐❛♥ ▼❡t❤♦❞s✿ ❆♥ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❙t❛t✐st✐✲
❝✐❛♥s ❛♥❞ ■♥t❡r❞✐s❝✐♣❧✐♥❛r② ❘❡s❡❛r❝❤❡rs✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❙❡r✐❡s ✐♥ ❙t❛t✐st✐❝❛❧ ❛♥❞
Pr♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ❈❛♠❜r✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② Pr❡ss✳

▲✐❛♥❣✱ ❲✳✱ ❩❤❛♥❣✱ ❈✳✱ ●❛♦✱ ❍✳✱ ❨❛♥❣✱ ❳✳✱ ❳✉✱ ❙✳✱ ✉♥❞ ❩❤❛♦✱ ❨✳ ✭✷✵✶✷✮✳ ❊①♣❡✲
r✐♠❡♥ts ♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ s❛❧t r♦❝❦s ✉♥❞❡r ❝②❝❧✐❝ ❧♦❛❞✐♥❣✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ❘♦❝❦ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ●❡♦t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✹✭✶✮✿✺✹ ✕ ✻✶✳

▲✐♣♣♠❛♥♥✱ ❍✳ ✉♥❞ ▲❡♠❛✐tr❡✱ ❏✳ ✭✶✾✾✻✮✳ ❆ ❈♦✉rs❡ ♦♥ ❉❛♠❛❣❡ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✳ ❙♣r✐♥✲
❣❡r ❇❡r❧✐♥ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

▲✉❜❛❤♥✱ ❏✳ ✉♥❞ ❋❡❧❣❛r✱ ❘✳ ✭✶✾✻✶✮✳ P❧❛st✐❝✐t② ❛♥❞ ❝r❡❡♣ ♦❢ ♠❡t❛❧s✳ ❲✐❧❡② s❡r✐❡s
♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧s✳ ❲✐❧❡②✳

▲✉❞✇✐❦✱ P✳ ✭✶✾✵✾✮✳ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❞❡r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦✳ ❙♣r✐♥❣❡r ❇❡r❧✐♥
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✳

▲✉①✱ ❑✳ ✭✶✾✽✹✮✳ ●❡❜✐r❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❊♥t✇✉r❢ ✉♥❞ ❋❡❧❞❡r❢❛❤r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❙❛❧③❦❛✲
✈❡r♥❡♥❜❛✉✿ ❡✐♥ ❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈♦♥ Pr♦❣♥♦s❡♠♦❞❡❧❧❡♥ ❢ür ❞❡♥ ❍♦❤❧✲
r❛✉♠❜❛✉ ✐♠ ❞✉❦t✐❧❡♥ ❙❛❧③❣❡❜✐r❣❡✳ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❡r❣❡❜♥✐ss❡ ❛✉s ❞❡♠ ❚✉♥♥❡❧✲ ✉♥❞
❑❛✈❡r♥❡♥❜❛✉✳ ❊♥❦❡✳

▼❛✐tr❡✱ ❖✳ ✉♥❞ ❑♥✐♦✱ ❖✳ ✭✷✵✶✵✮✳ ❙♣❡❝tr❛❧ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❯♥❝❡rt❛✐♥t② ◗✉❛♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥✿ ❲✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❋❧✉✐❞ ❉②♥❛♠✐❝s✳ ❙❝✐❡♥t✐✜❝
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❙♣r✐♥❣❡r ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

MATLAB ✭✷✵✶✺✮✳ ❱❡rs✐♦♥ ✽✳✻✳✵✳✷✻✼✷✹✻✭❘✷✵✶✺❜✮✳ ❚❤❡ ▼❛t❤❲♦r❦s ■♥❝✳✱ ◆❛t✐❝❦✱
▼❛ss❛❝❤✉s❡tts✳

▼❛tt❤✐❡s✱ ❍✳ ●✳ ✉♥❞ ❑❡❡s❡✱ ❆✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ●❛❧❡r❦✐♥ ♠❡t❤♦❞s ❢♦r ❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦♥❧✐✲
♥❡❛r ❡❧❧✐♣t✐❝ st♦❝❤❛st✐❝ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣✉t❡r ▼❡t❤♦❞s ✐♥
❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✹✭✶✷✮✿✶✷✾✺✕✶✸✸✶✳

▼❡✐st❡r✱ ❆✳ ✭✷✵✶✹✮✳ ◆✉♠❡r✐❦ ❧✐♥❡❛r❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ss②st❡♠❡✿ ❊✐♥❡ ❊✐♥❢ü❤r✉♥❣
✐♥ ♠♦❞❡r♥❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥✳ ▼✐t ▼❆❚▲❆❇➤✲■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❈✳ ❱ö♠❡❧✳
❙♣r✐♥❣❡r ❋❛❝❤♠❡❞✐❡♥ ❲✐❡s❜❛❞❡♥✳

▼❡♥③❡❧✱ ❲✳ ✉♥❞ ❙❝❤r❡✐♥❡r✱ ❲✳ ✭✶✾✼✼✮✳ ❩✉♠ ❣❡♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ✈❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥
st❡✐♥s❛❧③ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❧❛❣❡rstätt❡♥ ❞❡r ❞❞r✳ ❚❡✐❧ ■■✿ ❉❛s ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✈❡r❤❛❧✲
t❡♥✱ ◆❡✉❡ ❇❡r❣❜❛✉t❡❝❤♥✐❦✱ ✺✭✽✮✿✺✻✺✕✺✼✶✳

▼✐♥❦❧❡②✱ ❲✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ●❡❜✐r❣s♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✈♦♥ ❊♥t❢❡st✐❣✉♥❣ ✉♥❞
❙♣rö❞❜r✉❝❤❡rs❝❤❡✐♥✉♥❣❡♥ ✐♠ ❈❛r♥❛❧❧✐t✐t✳ ◆✉♠❜❡r ❇❞✳ ✷ ✐♥ ❙❝❤r✐❢t❡♥r❡✐❤❡ ❞❡s
■♥st✐t✉t ❢ür ●❡❜✐r❣s♠❡❝❤❛♥✐❦✳ ❙❤❛❦❡r✳

▼✉♥s♦♥✱ ❉✳ ✉♥❞ ❉❛✇s♦♥✱ P✳ ✭✶✾✽✶✮✳ ❙❛❧t✲❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉s✐♥❣ ♠❡❝❤❛✲
♥✐s♠ ♠❛♣s✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❙❛♥❞✐❛ ◆❛t✐♦♥❛❧ ▲❛❜s✳✱ ❆❧❜✉q✉❡rq✉❡✱ ◆▼
✭❯❙❆✮❀ ❈♦r♥❡❧❧ ❯♥✐✈✳✱ ■t❤❛❝❛✱ ◆❨ ✭❯❙❆✮✳ ❉❡♣t✳ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆❡r♦✲
s♣❛❝❡ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✳



✷✵✽ ▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
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❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ r❛♥❞♦♠ ❡❧❛st✐❝ ♠❡❞✐❛✳ ❈♦♠♣✉t❡r
▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣✱ ✶✾✹✭✹✷✕✹✹✮✿✹✸✻✷ ✕ ✹✸✽✺✳

❨♦✉♥❣✱ ❉✳ ✭✷✵✵✸✮✳ ■t❡r❛t✐✈❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ▲❛r❣❡ ▲✐♥❡❛r ❙②st❡♠s✳ ❉♦✈❡r ❇♦♦❦s ♦♥
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ❙❡r✐❡s✳ ❉♦✈❡r P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✱ ❖✳ ✉♥❞ ❚❛②❧♦r✱ ❘✳ ✭✷✵✵✵✮✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✭✺t❤ ❊❞✐t✐♦♥✮
❱♦❧✉♠❡ ✶ ✲ ❚❤❡ ❇❛s✐s✳ ❊❧s❡✈✐❡r✳

❩✐❡♥❦✐❡✇✐❝③✱ ❖✳✱ ❚❛②❧♦r✱ ❘✳✱ ✉♥❞ ❩❤✉✱ ❏✳ ✭✷✵✵✺✮✳ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞ ✲ ■ts
❇❛s✐s ❛♥❞ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s✳ ❇✉tt❡r✇♦rt❤ ❍❡✐♥❡♠❛♥♥✳



✷✶✸

Abbildungsverzeichnis

✷✳✶✳ ❘❡❢❡r❡♥③✲ ✉♥❞ ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❡✐♥❡s ❑ör♣❡rs B ✳ ✳ ✳ ✳ ✼
✷✳✷✳ ❱♦❧✉♠❡♥❡❧❡♠❡♥t ✐♥ ❞❡r ❘❡❢❡r❡♥③✲ ✉♥❞ ▼♦♠❡♥t❛♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✳ ✾
✷✳✸✳ ●❡s❛♠t❦ör♣❡r ♠✐t ä✉ÿ❡r❡♥ ❑rä❢t❡♥ ✉♥❞ ❚❡✐❧❦ör♣❡r ♠✐t ä✉ÿ❡r❡♥

❑rä❢t❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡♥ ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣❡♥ ❲✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❛♥
❞❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ❙❝❤♥✐tt✢ä❝❤❡ ❛♠ ❊❧❡♠❡♥t ∆a ✇✐r❦❡♥✱ ♥❛❝❤
❆❧t❡♥❜❛❝❤ ❬✶✾✾✹❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✷✳✹✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s ✉♥❞ ❆❜❧❡✐t❡♥
❞❡s ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣s♠♦❞❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷

✷✳✺✳ ❑r✐❡❝❤✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✷✳✻✳ ❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ❘❱❊ ❞❡s ❑ör♣❡rs B ❛♥ ❞❡r ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣

❞❡✜♥✐❡rt ✇✐r❞✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✼✳ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡❧❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✶✳ ◆❡✇t♦♥✲❘❛♣❤s♦♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts✐t❡r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✷✳ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡s ●❡❜✐❡ts B ♠✐t ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✸✳ ❱❡r③❡rrt❡s ✽✲❑♥♦t❡♥✲❇r✐❝❦✲❊❧❡♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✸✳✹✳ ❉❡r ❑✉r✈❡♥✈❡r❧❛✉❢ ❞❡r ③✉ ✐♥t❡❣r✐❡r❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥ f(x) ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✺✳ ❘✉♥❞✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉✐s❦r❡t✐s✐❡r✉♥❣s❢❡❤❧❡r ❢ür ❞❛s ❇❡✐s♣✐❡❧ f(x) =

2 cosh(x) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✹✳✶✳ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❙❛❧③❡♥ ✐♥ ❇✐♥♥❡♥♠❡❡r❡♥ ♥❛❝❤ ❖❝❤s❡♥✐✉s ❬✶✽✼✼❪ ✹✽
✹✳✷✳ ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r ✈♦♥ ◆❛❈❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✹✳✸✳ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐s❝❤❡s ❙♣❛♥♥✉♥❣s✲✱ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❉✐❧❛t❛♥③✲

❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ✐♠ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤ ♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✺✶
✹✳✹✳ ❯♥✐❛①✐❛❧❡r ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❛♥ ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③✿ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❱❡r✲

❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r Prü❢❦ör♣❡r ✇❡✐st ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡ ❞❡s
❑r✐❡❝❤✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❛✉❢✱ ♥❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✳ ✺✸

✹✳✺✳ ❊❧❛st✐s❝❤❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❡✐♥❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✹✳✻✳ ◆✉❧❧❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡r ♥❛❝❤ ❇❡r❣♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✹✳✼✳ ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡s ❡✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ●✐tt❡r❢❡❤❧❡rs ❛♥ ❡✐♥❡r ❙t✉✲

❢❡♥✈❡rs❡t③✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❇✉r❣❡rs✈❡❦t♦r b ♥❛❝❤ ❇❡r❣✲
♠❛♥♥ ❬✷✵✵✸❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✽✳ ❱❡rs❡t③✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✹✳✾✳ ❱❡r♥✐❝❤t✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡r ●❧❡✐t❡❜❡♥❡ ❞✉r❝❤ ❆♥♥✐✲

❤✐❧❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ❋♦❦❦❡r ❬✶✾✾✽❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✹✳✶✵✳ ❱❡rs❡t③✉♥❣s❦❧❡tt❡r♥ ✉♥❞ ❆♥♥✐❤✐❧❛t✐♦♥ ♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✳ ✳ ✻✵
✹✳✶✶✳ ▼✐❦r♦r✐ss❡♥tst❡❤♥✉♥❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❛✉❢❣❡st❛✉t❡r ❱❡rs❡t③✉♥❣❡♥

♥❛❝❤ ●ü♥t❤❡r ❬✷✵✵✾❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶



✷✶✹ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✹✳✶✷✳ ❋❡st✐❣❦❡✐ts✈❡rs✉❝❤❡ ③✉r ❊r♠✐tt❧✉♥❣ ❞❡r ❋❡st✐❣❦❡✐ts✲ ✉♥❞ ❉✐❧❛t❛♥✲
③❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❛♥ ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐✲
❝❤❡r ▼❛♥t❡❧❞rü❝❦❡ ♥❛❝❤ ❍❡❡♠❛♥♥ ✉♥❞ ❙❝❤✉❧③❡ ❬✷✵✵✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷

✹✳✶✸✳ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s❡r✐❡ ♠✐t ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ✭③✷❙P✮ ✈♦♥ ❞❡r 800♠
❙♦❤❧❡ ❞❡r ❙❝❤❛❝❤t❛♥❧❛❣❡ ❆ss❡ ■■✳ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥
❑r✐❡❝❤r❛t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ P✉♥❦t❡ r❡♣räs❡♥t✐❡rt ✉♥❞ ✇✉r❞❡♥
❞♦♣♣❡❧t✲❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤ ü❜❡r ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③s♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✳
❉✐❡ ▲✐♥✐❡♥ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ st❛t✐♦♥är❡♥ ❑r✐❡❝❤❡♥ ♥❛❝❤ ❍❛♠♣❡❧
❬✷✵✵✻❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸

✹✳✶✹✳ ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛♥✲
❤❛♥❞ ❞❡r P♦t❡♥③✐❛❧❦✉r✈❡ ❢ür ③✇❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
♥❛❝❤ ❲✐❡s❡ ❬✷✵✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺

✹✳✶✺✳ ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❑r✐❡❝❤r❛t❡ ❛♥✲
❤❛♥❞ ❞❡r ❦✐♥❡t✐s❝❤❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r ▼♦❧❡❦ü❧❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r t✐❡❢❡♥
✭❇❧❛✉✮ ✉♥❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✭❘♦t✮ ♥❛❝❤ ❱♦❧❧❤❛r❞t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻

✹✳✶✻✳ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡s ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥
❙t❡✐♥s❛❧③ ♥❛❝❤ ❇●❘ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✺✳✶✳ ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡ ❡✐♥❡r ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✺✳✷✳ ●❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡s ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✸

✻✳✶✳ ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤s♣r♦❜❡ ✉♥❞ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣♥❣❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱❡rs✉❝❤❡ 04141✱ N2/4− 95015 ✉♥❞ TUC − 313 ✾✵

✻✳✷✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s 04141 ✉♥❞ ●❡❣❡♥ü❜❡rst❡❧✲
❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ▼❡ss❡r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✻✳✸✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s 04141 ✳ ✾✷
✻✳✹✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③♥♦r♠ ❢ür ❞❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 04141 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✸
✻✳✺✳ ❚r✐❛①✐❛❧❡ ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡ ❚❯❈✲303 ✉♥❞ ❚❯❈✲313 ♥❛❝❤ ❘♦❦❛❤r

❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
✻✳✻✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣sr❛t❡ ❞❡s tr✐❛①✐❛❧❡♥

❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤❡s ❚❯❈✲313✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
✻✳✼✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ❑♦♥✲

st❛♥t❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
✻✳✽✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❊❧❛st✐③✐täts♠♦✲

❞✉❧❡ ❢ür ❞❛s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✻✳✾✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❉ä♠♣❢❡r❦♦♥✲

st❛♥t❡♥ ❞❡s ❣❡♥❡r❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▼❛①✇❡❧❧✲▼♦❞❡❧❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✵
✻✳✶✵✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡r ❑r✐❡❝❤❦✉r✈❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❢ür

❞❛s ◆♦rt♦♥ ❑r✐❡❝❤❣❡s❡t③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶
✻✳✶✶✳ ❙t♦❝❤❛st✐s❝❤❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür

❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
✻✳✶✷✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤sr❡❝❤♥✉♥❣ ❛♠ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ N2/4− 95015 ✳ ✳ ✶✵✹



❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✷✶✺

✼✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ✉♥❞ ❞✐❡ ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ ③✇❡✐
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❣❡✇♦r❢❡♥❡♥ ❲ür❢❡❧♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵

✼✳✷✳ ❙t❡t✐❣❡ ✉♥❞ ❞✐s❦r❡t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣s❢✉♥❦t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✶
✼✳✸✳ ❈❉❋ ❢ür ❞❡♥ ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧ E ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D ✳ ✳ ✳ ✶✶✹
✼✳✹✳ P❉❋ ❡✐♥❡r ③✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥ ❙t❛♥❞❛r❞♥♦r♠❛❧✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✶✶✺

✽✳✶✳ ❆❜❧❛✉❢s❦✐③③❡ ❜❡✐ st♦❝❤❛st✐s❝❤❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ♥❛❝❤ ❇❧❛t♠❛♥ ❬✷✵✵✾❪ ✶✷✺
✽✳✷✳ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ ❍❡r♠✐t❡ P♦❧②♥♦♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✶
✽✳✸✳ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❍❡r♠✐t❡ ❈❤❛♦s ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❖r❞♥✉♥❣❡♥ ✶✸✷
✽✳✹✳ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r P❈ ❙t❡✐✜❣❦❡✐ts♠❛tr✐① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✶

✾✳✶✳ ❯♥✐❛①✐❛❧❡r ❑r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ ❛♥ ❆ss❡✲❙♣❡✐s❡s❛❧③ ♠✐t ❡✐♥❡r ❛♥❣❡♥♦♠✲
♠❡♥❡♥ ●❛✉ÿ✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✿ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❱❡r❢♦r✲
♠✉♥❣ ❞❡r Prü❢❦ör♣❡r ✇❡✐st ❞✐❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡ ❞❡s ❑r✐❡❝❤✲
✈❡r❤❛❧t❡♥s ✈♦♥ ❙t❡✐♥s❛❧③ ❛✉❢✱ ♥❛❝❤ ❍✉♥s❝❤❡ ✉♥❞ ❇●❘ ❬✶✾✾✻❪✳ ✳ ✶✹✻

✾✳✷✳ ❆✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❞❡r P❛r❛♠❡t❡rst✉❞✐❡ ③✉r ❙t❛♥❞❛r❞❛❜✲
✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡✐ 300 ❚❛❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✼

✾✳✸✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡♠ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✉♥❞ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♠ ❩✉✲
❢❛❧❧s❢❡❧❞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✾✳✹✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✭✒❜❧❛✉❡ ▲✐♥✐❡♥✏✮
✉♥❞ ③✉❢ä❧❧✐❣❡♥ ❩✉❢❛❧❧s❢❡❧❞ ✭✒r♦t❡ ▲✐♥✐❡♥✏✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✾✳✺✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡rs
E∞ ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❈❉❋ ✉♥❞ P❉❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✷

✾✳✻✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐✲
s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③♣r♦❜❡✳ ✳ ✶✺✹

✾✳✼✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ν ❛♥❤❛♥❞
❞❡r ❈❉❋ ✉♥❞ P❉❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✺

✾✳✽✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❢ür ❡✐♥❡
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❛①✐❛❧s②♠♠❡tr✐s❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠✐❡rt❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✲
♣r♦❜❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✻

✾✳✾✳ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ D ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❈❉❋
✉♥❞ P❉❋✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✾✳✶✵✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❙t❡✐♥✲
s❛❧③♣r♦❜❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✾✳✶✶✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s 0414i ♠✐t ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛✲
t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✾✳✶✷✳ P❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 900 ❚❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐✲
❧✉♥❣ ❞❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✶

✾✳✶✸✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤s N2/i ♠✐t ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ▼❛✲
t❡r✐❛❧♣❛r❛♠❡t❡r♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 1200 ❚❛❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✸



✷✶✻ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣s✈❡r③❡✐❝❤♥✐s

✾✳✶✹✳ P❉❋ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❜❡✐ 1200 ❚❛❣❡♥ ♠✐t ❞❡r ❍ä✉✜❣❦❡✐ts✈❡rt❡✐✲
❧✉♥❣ ❞❡r ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✹

✾✳✶✺✳ ●❡❣❡♥ü❜❡rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❛✉s ❞❡r P❈✲ ✉♥❞ ❞❡r ▼❈
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢ür ❞❡♥ ▲❛♥❣③❡✐t❦r✐❡❝❤✈❡rs✉❝❤ 0414i✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✾✳✶✻✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡ ❋❡❤❧❡r ❞❡r
❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✶✻✻

✾✳✶✼✳ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③✈❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r ■♥♣✉t P❛r❛♠❡t❡r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r
❆♥③❛❤❧ ❞❡r ▼❈ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✼

✾✳✶✽✳ ❙❝❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✐♠ ❇❡r❣✲
✇❡r❦ ❙♦♥❞❡rs❤❛✉s❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✾

✾✳✶✾✳ ❱♦rst❡❧❧✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡
❊❯✶✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✵

✾✳✷✵✳ ❋❊✲▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ♠✐t ❞❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥✲
❣✉♥❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✶

✾✳✷✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡s ❊❧❛st✐③✐täts♠♦❞✉❧s ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r ▼❛✲
s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✾✳✷✷✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r
▼❛s❝❤✐♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✸

✾✳✷✸✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▼❛s❝❤✐✲
♥❡♥str❡❝❦❡ ❊❯✶ ✉♥❞ ❞❡♠ ✉♠❣❡❜❡♥❡♥ ❙t❡✐♥s❛❧③✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✾✳✷✹✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ❱❡rt✐❦❛❧✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡r
▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢ ❛✉s ❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✾✳✷✺✳ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❜ ✉♥❞ ❢
✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❜❡✐ 36
❏❛❤r❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻

✾✳✷✻✳ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣ ❞❡r ▼❡ss♣✉♥❦t❡ ❞ ✉♥❞
❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ❍♦r✐③♦♥t❛❧✈❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣
❜❡✐ 36 ❏❛❤r❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✼

✾✳✷✼✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ✉♥❞ ❋r❛❝ ▼❡ss❞❛t❡♥ ❛✉s
❘♦❦❛❤r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✾✳✷✽✳ ❇❡tr❛❣ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❍❛✉♣ts♣❛♥♥✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❏❛❤r ✉♥❞
♥❛❝❤ 36 ❏❛❤r❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✽

✾✳✷✾✳ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ❱❡rt✐❦❛❧✲ ✉♥❞ ❍♦r✐③♦♥t❛❧s♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥
▼❡ss♣✉♥❦t❡♥ ❜✱ ❞✱ ❡ ✉♥❞ ❢✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✾

✶✵✳✶✳ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❞❡s ❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥s ③✉r
❊r✇❡✐t❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❛❧③♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♠ ❞❛s ❋❡❧❞ ❞❡r ❙t♦❝❤❛st✐❦✳ ✳ ✳ ✶✽✹



✷✶✼

Tabellenverzeichnis

✸✳✶✳ ▲ös✉♥❣ ♠✐t ✶✺✲st❡❧❧✐❣❡r ❞❡③✐♠❛❧❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺

✻✳✶✳ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s ♣r✐♠är❡ ✉♥❞ s❡❦✉♥❞är❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶
✻✳✷✳ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞❛s s❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❜❡❤❛❢t❡t❡ ❑r✐❡❝❤❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺

✼✳✶✳ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣st❛❜❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❊r❡✐❣♥✐ss❡ ❛✉s ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✼✳✶ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✾
✼✳✷✳ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✸

✽✳✶✳ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❡r P❈✲❇❛s✐s P ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥
M ✉♥❞ ❞❡r P❈✲❖r❞♥✉♥❣ r✱ ♥❛❝❤ ▼❛✐tr❡ ✉♥❞ ❑♥✐♦ ❬✷✵✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼

✽✳✷✳ ❆s❦❡② ❙❝❤❡♠❛ ♥❛❝❤ ❳✐✉ ✉♥❞ ❑❛r♥✐❛❞❛❦✐s ❬✷✵✵✷❪ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸✵

✾✳✶✳ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r E∞ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡✲
❞❡♥❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✶

✾✳✷✳ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ◗✉❡r❦♦♥tr❛❦t✐♦♥s③❛❤❧ ❜❡③ü❣❧✐❝❤
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ■♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✸

✾✳✸✳ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣ ❜❡③ü❣❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r
■♥t❡r✈❛❧❧❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✼

✾✳✹✳ ▼✐tt❡❧✇❡rt❡ ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲
♠❡t❡r ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✾✳✺✳ ▼✐tt❡❧✇❡rt ❞❡r ✉♥s✐❝❤❡r❡♥ ❙②st❡♠♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❞ ▼❛t❡r✐❛❧♣❛r❛✲
♠❡t❡r ✉♥❞ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣❡♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✷

❈✳✶✳ ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥
♥❛❝❤ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✸

❈✳✷✳ ❩✇❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥
♥❛❝❤ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✹

❈✳✸✳ ❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈ ❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥
♥❛❝❤ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✺

❈✳✹✳ ❱✐❡r❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡ P❈✲❇❛s✐s ♠✐t ❞❡♠ Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❊✐♥❞✐♠❡♥s✐♦✲
♥❛❧❡♥ ❍❡r♠✐t❡♥ P♦❧②♥♦♠❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞❛③✉❣❡❤ör✐❣❡♥ ❱❛r✐❛♥③❡♥
♥❛❝❤ ●❤❛♥❡♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♦s ❬✶✾✾✶❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✻



✷✶✽ ❚❛❜❡❧❧❡♥✈❡r③❡✐❝❤♥✐s



✷✶✾

Forschungs- und Seminarberichte

Institut für Baumechanik und Numerische Mechanik

Gottfried Wilhelm Leibniz Universität Hannover

❇✐s❤❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❙❝❤r✐❢t❡♥r❡✐❤❡ ❡rs❝❤✐❡♥❡♥❡ ❇❡r✐❝❤t❡✿

❙ ✼✸✴✶ ❙❡♠✐♥❛r ü❜❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✉♥❞ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦✱ ❍❛♥♥♦✈❡r ✶✾✼✸

❋ ✼✺✴✶ ✏❉✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕▼❡t❤♦❞❡✑✱
❘✳ ❆❤♠❛❞✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✼✺

❋ ✼✻✴✶ ✏❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❙t♦✛❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤✕♣❧❛st✐s❝❤✕✈✐s❦♦s❡r
❲❡r❦st♦✛❡✑✱
❍✳ ▼❡♥t❧❡✐♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✼✻

❙ ✼✼✴✶ ❙❡♠✐♥❛r ü❜❡r ❧✐♥❡❛r❡ ✉♥❞ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❙❝❤❛❧❡♥t❤❡♦r✐❡ ❡✐♥s❝❤❧✐❡ÿ❧✐❝❤
❙t❛❜✐❧✐tätst❤❡♦r✐❡✱ ❍❛♥♥♦✈❡r ✶✾✼✼

❋ ✼✼✴✷ ✏❇❡✐tr❛❣ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ●rü♥❞✉♥❣s♣❧❛tt❡♥ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕
▼❡t❤♦❞❡✑✱
❍✳ ▼❡②❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✶✾✼✼

❋ ✼✼✴✸ ✏❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❊✐❣❡♥❢r❡q✉❡♥③❡♥ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥s❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❢♦r♠❡♥ rä✉♠❧✐❝❤
✈♦r❣❡❦rü♠♠t❡r ✉♥❞ ✈♦r✈❡r✇✉♥❞❡♥❡r ❙tä❜❡✑✱
❏✳ ▼ö❤❧❡♥❦❛♠♣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✼✼

❋ ✼✼✴✹ ✏❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ✉♥❞ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♥✐❝❤t✲
❧✐♥❡❛r❡r ❑♦♥t✐♥✉❛ ♠✐t ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✑✱
❏✳ P❛✉❧✉♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✼✼

❙ ✼✽✴✶ ✷✳ ❙❡♠✐♥❛r ü❜❡r ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❦ ✉♥❞ ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦✱
❍❛♥♥♦✈❡r ✶✾✼✽

❋ ✼✾✴✶ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ✈✐s❦♦♣❧❛s✲
t✐s❝❤❡r ❑♦♥t✐♥✉❛✑✱
❑✳✕❉✳ ❑❧❡❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✶✾✼✾

❋ ✼✾✴✷ ✏❩✉r ❑♦♥str✉✐❡r❜❛r❦❡✐t ✈♦♥ ❱❛r✐❛t✐♦♥s❢✉♥❦t✐♦♥❛❧❡♥ ❢ür ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ Pr♦❜❧❡♠❡
❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦✑✱
❏✳ ❙✐❡❢❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✼✾

❋ ✽✵✴✶ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❣❡r❛❞❡r ❙tä❜❡ ♠✐t ❡♥❞✲
❧✐❝❤❡♥ ❉r❡❤✉♥❣❡♥✑✱
▼✳ ❑❡ss❡❧✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✶✾✽✵

❋ ✽✶✴✶ ✏❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❑♦♥t❛❦t✕ ✉♥❞ ❙t♦ÿ♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❑ör♣❡r ♠✐t ❍✐❧❢❡
❞❡r ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕▼❡t❤♦❞❡✑✱
P✳ ❲r✐❣❣❡rs✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✶✾✽✶

❋ ✽✶✴✷ ✏❙t♦✛❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❢ür ❙t❡✐♥s❛❧③❡ ✉♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ✉♥❞ t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❇❡❛♥s♣r✉✲
❝❤✉♥❣✑✱
❏✳ ❖❧s❝❤❡✇s❦✐✱ ❊✳ ❙t❡✐♥✱ ❲✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❉✳ ❲❡t❥❡♥✱ ❣❡ä♥❞❡rt❡ ❋❛ss✉♥❣ ❡✐♥❡s ❩✇✐✲
s❝❤❡♥❜❡r✐❝❤t❡s ③✉♠ ❇▼❋❚✕❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥ ❑❲❆ ✶✻✵✽✴✺

❋ ✽✷✴✶ ✏❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ✉♥❞ ❋❡❤❧❡r❛❜s❝❤ät③✉♥❣ ❜❡✐ ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✑✱
❘✳ ❘♦❤r❜❛❝❤✱ ❊✳ ❙t❡✐♥✱ ❆❜s❝❤❧✉ÿ❜❡r✐❝❤t ❡✐♥❡s ❱❲✕❋♦rs❝❤✉♥❣s✈♦r❤❛❜❡♥s✱ ❋❡✲
❜r✉❛r ✶✾✽✷



✷✷✵

❋ ✽✷✴✷ ✏❆❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❡♥✑✱
❈✳ ❑❧ö❤♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✷

❋ ✽✸✴✶ ❙❡♠✐♥❛r ü❜❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❙t❛❜t❤❡♦r✐❡✱ ❍❛♥♥♦✈❡r ✶✾✽✸

❋ ✽✸✴✷ ✏❇❡✐trä❣❡ ③✉r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ✐♥❦r❡♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕ ❇❡✲
r❡❝❤♥✉♥❣ ❞ü♥♥❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙❝❤❛❧❡♥✑✱
❆✳ ❇❡r❣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✶✾✽✸

❋ ✽✸✴✸ ✏❊❧❛st♦♣❧❛st✐s❝❤❡ P❧❛tt❡♥❜✐❡❣✉♥❣ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ❱❡r③❡rr✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❣r♦ÿ❡♥ ❉r❡❤✉♥✲
❣❡♥✑✱
❏✳ P❛✉❧✉♥✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✽✸

❋ ✽✸✴✹ ✏●❡♦♠❡tr✐s❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❋❊✕❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛❧t✇❡r❦❡♥ ♠✐t ♣❧❛st✐s❝❤ ✴ ✈✐s❦♦✲
♣❧❛st✐s❝❤❡♠ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥✑✱
▼✳ ❑r♦❣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✽✸

❋ ✽✺✴✶ ❱❡r❧❡✐❤✉♥❣ ❞❡r ❊❤r❡♥❞♦❦t♦r✇ür❞❡ ❞❡s ❋❛❝❤❜❡r❡✐❝❤s ❇❛✉✐♥❣❡♥✐❡✉r✕ ✉♥❞ ❱❡r♠❡s✲
s✉♥❣s✇❡s❡♥ ❞❡r ❯♥✐✈❡rs✐tät ❍❛♥♥♦✈❡r ❛♥ ❞✐❡ ❍❡rr❡♥ Pr♦❢✳ ❉r✳ ❉rs✳ ❤✳❝✳ ❏✳❍✳
❆r❣②r✐s✱ ❉r✳✕■♥❣✳ ❍✳❲✐tt♠❡②❡r

❋ ✽✺✴✷ ✏❊✐♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❚❤❡♦r✐❡ s❝❤✉❜❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙❝❤❛❧❡♥ ♠✐t ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❛✉❢ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❉✉r❝❤s❝❤❧❛❣✕ ✉♥❞ ❑♦♥t❛❦t♣r♦❜❧❡✲
♠❡♥✑✱
❲✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✶✾✽✺

❋ ✽✺✴✸ ✏●❡♦♠❡tr✐s❝❤✴♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ Pr♦❜❧❡♠❡ ✖ ❙tr✉❦t✉r ✉♥❞ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥
✖ ✑✱ ●❆▼▼✕❙❡♠✐♥❛r ✐♠ ❋❡❜r✉❛r ✶✾✽✺ ✐♥ ❍❛♥♥♦✈❡r

❋ ✽✼✴✶ ✏❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡❜❡♥❡r ❙t❛❜tr❛❣✇❡r❦❡ ♠✐t ❋❧✐❡ÿ❣❡❧❡♥❦❡♥ ✉♥❞
❣r♦ÿ❡♥ ❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣❡♥✑✱
❘✳❑❛❤♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✽✼

❋ ✽✽✴✶ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ s❝❤✉❜❡❧❛st✐s❝❤❡r ❙❝❤❛❧❡♥ ♠✐t ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❉r❡❤✉♥❣❡♥ ✉♥t❡r
❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❇✐♦t✕❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥✑✱
❋✳ ●r✉tt♠❛♥♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✶✾✽✽

❋ ✽✽✴✷ ✏❖♣t✐♠❛❧❡ ❋♦r♠❣❡❜✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❛❜tr❛❣✇❡r❦❡♥ ♠✐t ◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät❡♥ ✐♥ ❞❡r ❩✐❡❧✲
❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡♥ ❘❡str✐❦t✐♦♥❡♥ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲
▼❡t❤♦❞❡✑✱
❱✳ ❇❡r❦❤❛❤♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✽✽

❋ ✽✽✴✸ ✏❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ❣r♦ÿ❡r ♣❧❛st✐s❝❤❡r ✉♥❞ ❦❧❡✐♥❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡r
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❡✐♥✢✉ÿ✑✱
❘✳ ▲❛♠♠❡r✐♥❣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✽

❋ ✽✽✴✹ ✏❑♦♥s✐st❡♥t❡ ▲✐♥❡❛r✐s✐❡r✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ❑♦♥t✐♥✉✉♠s♠❡❝❤❛♥✐❦ ✉♥❞ ✐❤r❡r ❆♥✇❡♥✲
❞✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕▼❡t❤♦❞❡✑✱
P✳ ❲r✐❣❣❡rs✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✽

❋ ✽✽✴✺ ✏▼❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ❑♦♥t❛❦t♣r♦❜❧❡♠❡
❛✉❢ ❞❡r ●r✉♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ ❊①tr❡♠❛❧♣r✐♥③✐♣✐❡♥✑✱
❉✳ ❇✐s❝❤♦✛✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✽✽

❋ ✽✽✴✻ ✏❩✉r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ t❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r Pr♦③❡ss❡✑✱
❈✳ ▼✐❡❤❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✽✽

❋ ✽✾✴✶ ✏❩✉r ❙t❛❜✐❧✐tät ✉♥❞ ❑♦♥✈❡r❣❡♥③ ❣❡♠✐s❝❤t❡r ✜♥✐t❡r ❊❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❞❡r ❧✐♥❡❛r❡♥
❊❧❛st✐③✐tätst❤❡♦r✐❡✑✱
❘✳ ❘♦❧❢❡s✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✶✾✽✾

❋ ✽✾✴✷ ✏❚r❛❣❧❛st❜❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❋❛❧t✇❡r❦❡♥ ♠✐t ❡❧❛st♦♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✑✱
❑✳✲❍✳ ▲❛♠❜❡rt③✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✽✾



❋♦rs❝❤✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❙❡♠✐♥❛r❜❡r✐❝❤t❡ ✷✷✶

❋ ✽✾✴✸ ✏❚r❛♥s✐❡♥t❡s ❑r✐❡❝❤❡♥ ✉♥❞ ❑r✐❡❝❤❜r✉❝❤ ✐♠ ❙t❡✐♥s❛❧③✑✱
❯✳ ❍❡❡♠❛♥♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✽✾

❋ ✽✾✴✹ ✏▼❛t❡r✐❛❧❣❡s❡t③❡ ③✉♠ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❇❡t♦♥❦♦♥str✉❦t✐♦♥❡♥ ❜❡✐ ❤❛rt❡♥ ❙töÿ❡♥✑✱
❊✳ ❙t❡✐♥✱ P✳ ❲r✐❣❣❡rs✱ ❚✳ ❱✉ ❱❛♥ ✫ ❚✳ ❲❡❞❡♠❡✐❡r✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✽✾

❋ ✽✾✴✺ ✏▲✐♥❡❛r❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✉♥❞ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❇❡❣❧❡✐t♠❛tr✐③❡♥✑✱
❈✳ ❈❛rst❡♥s❡♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✽✾

❋ ✾✵✴✶ ✏❩✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♣r✐s♠❛t✐s❝❤❡r ❙t❛❤❧❜❡t♦♥❜❛❧❦❡♥ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ◗✉❡r✲
s❝❤♥✐tts❢♦r♠❡♥ ❢ür ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡ ❇❡❛♥s♣r✉❝❤✉♥❣❡♥✑✱
❍✳ ◆✳ ▲✉❝❡r♦✕❈✐♠❛s✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✵

❋ ✾✵✴✷ ✏❩✉r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❙t♦ÿ✲ ❑♦♥t❛❦t♣r♦❜❧❡♠❡♥ ♠✐t ❘❡✐❜✉♥❣ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣
❞❡r ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕▼❡t❤♦❞❡✑✱
❚✳ ❱✉ ❱❛♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✶✾✾✵

❋ ✾✵✴✸ ✏◆❡t③❛❞❛♣t✐♦♥ ✉♥❞ ▼❡❤r❣✐tt❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥
❋❛❧t✇❡r❦❡♥✑✱
▲✳ P❧❛♥❦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✵

❋ ✾✵✴✹ ✏❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ✜♥✐t❡r ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✑✱
◆✳ ▼ü❧❧❡r✕❍♦❡♣♣❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✾✵

❋ ✾✵✴✺ ✏❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ✈♦♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ♠✐t ✐♥♥❡r❡r
❘❡✐❜✉♥❣ ❛♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❞❡s ❲❡r❦st♦✛❡s ❇❡t♦♥✑✱
❚✳ ❲❡❞❡♠❡✐❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✾✵

❋ ✾✶✴✶ ✏❩✉r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❙t❛❜✐❧✐täts♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❞❡r ❊❧❛st♦st❛t✐❦ ♠✐t ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡
❞❡r ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✑✱
❲✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✶

❋ ✾✶✴✷ ✏▼❡❤r❣✐tt❡r✈❡r❢❛❤r❡♥ ✉♥❞ ◆❡t③❛❞❛♣t✐♦♥ ❢ür ❧✐♥❡❛r❡ ✉♥❞ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ st❛t✐s❝❤❡
❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t❡✕❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥tr❛❣✇❡r❦❡♥✑✱
❲✳ ❘✉st✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✾✶

❋ ✾✶✴✸ ✏❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣❡♥ ✐♠ ❚r❡✛t③s❝❤❡♥ ❙✐♥♥❡ ❢ür ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡
❛♥✐s♦tr♦♣✕❡❧❛st✐s❝❤❡ ❋❛s❡r✈❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥✑✱
❑✳ P❡t❡rs✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✾✶

❋ ✾✷✴✶ ✏❊✐♥s♣✐❡❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥tr❛❣✇❡r❦❡♥ ❛✉s ✐❞❡✲
❛❧ ♣❧❛st✐s❝❤❡♠ ❜③✇✳ ❦✐♥❡♠❛t✐s❝❤ ✈❡r❢❡st✐❣❡♥❞❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧✑✱
●✳ ❩❤❛♥❣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✶✾✾✷

❋ ✾✷✴✷ ✏❙tr✉❦t✉r♦♣t✐♠✐❡r✉♥❣ st❛❜✐❧✐täts❣❡❢ä❤r❞❡t❡r ❙②st❡♠❡ ♠✐tt❡❧s ❛♥❛❧②t✐s❝❤❡r
●r❛❞✐❡♥t❡♥❡r♠✐tt❧✉♥❣✑✱
❆✳ ❇❡❝❦❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✷

❋ ✾✷✴✸ ✏❉✉❛❧❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣s♣r♦❜❧❡♠❡ ✐♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r♠❡✲
❝❤❛♥✐❦✑✱
❘✳ ▼❛❤♥❦❡♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✷

❋ ✾✸✴✶ ✏❑❛♥♦♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐✈❡r ❊❧❛st♦✕P❧❛st✐③✐tät✳ ❚❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐s❝❤❡
❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✑✱
❈✳ ▼✐❡❤❡✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✾✸

❋ ✾✸✴✷ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ❛✉s
✐s♦tr♦♣❡♥✱ ❤②♣❡r❡❧❛st✐s❝❤❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✑✱
❋✳✕❏✳ ❇❛rt❤♦❧❞✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✾✸

❋ ✾✹✴✶ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❱❡r❢❡✐♥❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲◆❡t③❡♥ ❢ür ❙t❛❜✐❧✐täts♣r♦❜❧❡♠❡ ✈♦♥
❋❧ä❝❤❡♥tr❛❣✇❡r❦❡♥✑✱
❊✳ ❙t❡✐♥✱ ❇✳ ❙❡✐❢❡rt✱ ❲✳ ❘✉st✱ ❋♦rs❝❤✉♥❣s❜❡r✐❝❤t✱ ❖❦t♦❜❡r ✶✾✾✹



✷✷✷

❋ ✾✺✴✶ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❋♦r♠♦♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥tr❛❣✇❡r❦❡♥ ✉♥t❡r
❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ❞❡r ❈❆❉✕❋❊▼✕❑♦♣♣❧✉♥❣✑✱
❆✳ ❋❛❧❦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✶✾✾✺

❋ ✾✻✴✶ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ❞ü♥♥✇❛♥❞✐❣❡r ❋❛s❡r✈❡r❜✉♥❞str✉❦t✉r❡♥✑✱
❋✳ ●r✉tt♠❛♥♥✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✷ ✏❩✉r ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ✜♥✐t❡r ❡❧❛st♦♣❧❛st✐s❝❤❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✈♦♥ ❙❝❤❛❧❡♥✲
str✉❦t✉r❡♥✑✱
❇✳ ❙❡✐❢❡rt✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✸ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t❡ ③✉r ♣❤ä♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤r❡✐✲
❜✉♥❣ ❛♥✐s♦tr♦♣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r❤❛❧t❡♥s✑✱
❏✳ ❙❝❤rö❞❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✹ ✏❙t❛t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❞②♥❛♠✐s❝❤❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙❝❤❛❧❡♥ ❡♥❞❧✐❝❤❡r ❡❧❛st✐s❝❤❡r ❉❡✲
❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ♠✐t ❣❡♠✐s❝❤t❡♥ ✜♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥✑✱
P✳ ❇❡ts❝❤✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✺ ✏❑♦♣♣❧✉♥❣ ✈♦♥ ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❘❛♥❞❡❧❡♠❡♥t❡♥ ❢ür ❡❜❡♥❡ ❊❧❛st♦♣❧❛st✐✲
③✐tät ♠✐t ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ P❛r❛❧❧❡❧r❡❝❤♥❡r♥✑✱
▼✳ ❑r❡✐❡♥♠❡②❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✻ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✲ ✉♥❞ ♠♦❞❡❧❧❛❞❛♣t✐✈❡r ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲
▼❡t❤♦❞❡♥ ✈♦♥ ❋❧ä❝❤❡♥tr❛❣✇❡r❦❡♥✑✱
❙✳ ❖❤♥✐♠✉s✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✼ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ❢ür ▼■▼❉✲P❛r❛❧❧❡❧r❡❝❤♥❡r ③✉r ❇❡❤❛♥❞✲
❧✉♥❣ ✈♦♥ ❙tr✉❦t✉r♣r♦❜❧❡♠❡♥ ♠✐t ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛✉❢ ❙t❛❜✐❧✐täts♣r♦❜❧❡♠❡✑✱
❖✳ ❑❧❛❛s✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✶✾✾✻

❋ ✾✻✴✽ ✏■♥st✐t✉ts❜❡r✐❝❤t ✶✾✼✶✕✶✾✾✻ ❛✉s ❆♥❧❛ÿ ❞❡s ✷✺✲❥ä❤r✐❣❡♥ ❉✐❡♥st❥✉❜✐❧ä✉♠s ✈♦♥
Pr♦❢✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❉r✳✲■♥❣✳ ❊✳❤✳ ❉r✳ ❤✳❝✳ ♠✉❧t✳ ❊r✇✐♥ ❙t❡✐♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✶✾✾✻

❋ ✾✼✴✶ ✏▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ❞✉❦t✐❧❡r ❦r✐st❛❧❧✐♥❡r ❲❡r❦st♦✛❡✑✱
P✳ ❙t❡✐♥♠❛♥♥✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✶✾✾✼

❋ ✾✼✴✷ ✏❋♦r♠♦♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r❞②♥❛♠✐❦✑✱
▲✳ ▼❡②❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✾✾✼

❋ ✾✼✴✸ ✏▼♦❞❡❧❧❜✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ❢ür ❱❡rs❛❣❡♥s♣r♦③❡ss❡ ✐♥ ●rü♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❈❛✐✲
s♦♥✇❡❧❧❡♥❜r❡❝❤❡r♥✑✱
▼✳ ▲❡♥❣♥✐❝❦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✼

❋ ✾✽✴✶ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❣❡♠✐s❝❤t❡ ✜♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ✐♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡♥ ❊❧❛st♦st❛t✐❦ ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❑♦♣♣❧✉♥❣ ♠✐t ❘❛♥❞❡❧❡♠❡♥t❡♥✑✱
❯✳ ❇r✐♥❦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✶✾✾✽

❋ ✾✽✴✷ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆s♣❡❦t❡ ③✉r P❛r❛♠❡t❡r✐❞❡♥t✐✜❦❛t✐♦♥ ✉♥❞ ▼♦❞❡❧✲
❧✐❡r✉♥❣ ❜❡✐ ♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥✑✱
❘✳ ▼❛❤♥❦❡♥✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✶✾✾✽

❋ ✾✽✴✸ ✏▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❙t❛❜✐❧✐tät ❞❡r ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❛ss❡r❣❡sätt✐❣t❡r ❜✐♥❞✐❣❡r ✉♥❞
❣r❛♥✉❧❛r❡r ❇ö❞❡♥✑✱
❏✳ ▼✳ P❛♥❡ss♦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✶✾✾✽

❋ ✾✽✴✹ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐❦ ♠✐t
Pr❛①✐s❜❡✐s♣✐❡❧❡♥✑✱
❘✳ ▼❛❤♥❦❡♥ ✭❍rs❣✳✮✱ ❋❡sts❝❤r✐❢t ❛♥❧äss❧✐❝❤ ❞❡r ❊♠❡r✐t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ Pr♦❢✳ ❉r✳✕■♥❣✳
❉r✳✕■♥❣✳ ❊✳❤✳ ❤✳❝✳ ♠✉❧t✳ ❊r✇✐♥ ❙t❡✐♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✽

❋ ✾✾✴✶ ✏❊✐♥❡ ❤✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕▼❡t❤♦❞❡ ❢ür ❡❧❛st♦✕♣❧❛st✐s❝❤❡ ❙❝❤❛❧❡♥♣r♦❜❧❡✲
♠❡ ✐♥ ✉♥✐❧❛t❡r❛❧❡♠ ❑♦♥t❛❦t✑✱
❈✳✲❙✳ ❍❛♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✶✾✾✾



❋♦rs❝❤✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❙❡♠✐♥❛r❜❡r✐❝❤t❡ ✷✷✸

❋ ✵✵✴✶ ✏❊✐♥ ❞✐s❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡s ❋✐♥✐t❡✕❊❧❡♠❡♥t✕▼♦❞❡❧❧ ❢ür ▲♦❦❛❧✐s✐❡r✉♥❣s✈❡rs❛❣❡♥ ✐♥
♠❡t❛❧❧✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ❣r❛♥✉❧❛r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✑✱
❈✳ ▲❡♣♣✐♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✷✵✵✵

❋ ✵✵✴✷ ✏❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙trö♠✉♥❣❡♥ ✐♥ ③❡✐t❧✐❝❤ ✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ♠✐t ❞❡r
▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❋✐♥✐t❡♥ ❊❧❡♠❡♥t❡✑✱
❍✳ ❇r❛❡ss✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✷✵✵✵

❋ ✵✵✴✸ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤❡ ❇❡✐trä❣❡ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛s❡r✈❡r❜✉♥❞✲
s❝❤❛❧❡♥✑✱
❏✳ ❚❡ss♠❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✷✵✵✵

❋ ✵✵✴✹ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t✲▼❡t❤♦❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s❜❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ✐♥ ❇❡✲
t♦♥ ✉♥❞ ❙t❛❤❧❜❡t♦♥✑✱
❉✳ ❚✐❦❤♦♠✐r♦✈✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✵

❋ ✵✶✴✶ ✏❆ ❈✶ ✲ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r ✜♥✐t❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛❝t✑✱
▲✳ ❑rst✉❧♦✈✐❝✲❖♣❛r❛✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✷ ✏❙tr❛✐♥ ▲♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ❢♦r ❋✉❧❧② ❛♥❞ P❛rt✐❛❧❧② ❙❛t✉r❛t❡❞ ●❡♦♠❛t❡r✐❛❧s✑✱
❍✳ ❩❤❛♥❣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✸ ✏▼❡s♦✲♠❛❦r♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛s❡r✈❡r❜✉♥❞✇❡r❦st♦✛❡♥ ♠✐t ❙❝❤ä✲
❞✐❣✉♥❣✑✱
❈✳ ❉ö❜❡rt✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✹ ✏❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❣✉♠♠✐❛rt✐❣❡r P♦❧②♠❡rstr✉❦t✉r❡♥✑✱
❙✳ ❘❡❡s❡✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✺ ✏❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ●✉♠♠✐♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❱✉❧❦❛♥✐✲
s❛t✐♦♥ ✕ ❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ✕✑✱
▼✳ ❆♥❞ré✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆♣r✐❧ ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✻ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❋❊▼ ❢ür ❡❧❛st♦♣❧❛st✐s❝❤❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ✉♥❞ ❱✐s✉❛✲
❧✐s✐❡r✉♥❣✑✱
▼✳ ❙❝❤♠✐❞t✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✼ ✏❱❡rt❡✐❧t❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❢ür ❤✲✱ ♣✲ ✉♥❞ ❞✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✐♥ ❞❡r ♥✐❝❤t❧✐✲
♥❡❛r❡♥ ❙tr✉❦t✉r♠❡❝❤❛♥✐❦ ✑✱
❘✳ ◆✐❡❦❛♠♣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✽ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥ ♠✐t
❡❧❛st♦♣❧❛st✐s❝❤❡♥ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥✑✱
❑✳ ❲✐❡❝❤♠❛♥♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✾ ✏❉✐r❡❝t ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ■♥st❛❜✐❧✐t② P♦✐♥ts ✇✐t❤ ■♥❡q✉❛❧✐t② ❈♦♥tr❛✐♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡
❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼❡t❤♦❞✑✱
❍✳ ❚s❝❤ö♣❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✶

❋ ✵✶✴✶✵ ✏❚❤❡♦r✐❡ ✉♥❞ ◆✉♠❡r✐❦ r❡s✐❞✉❛❧❡r ❋❡❤❧❡rs❝❤ät③❡r ❢ür ❞✐❡ ❋✐♥✐t❡✲❊❧❡♠❡♥t❡✲
▼❡t❤♦❞❡ ✉♥t❡r ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ äq✉✐❧✐❜r✐❡rt❡r ❘❛♥❞s♣❛♥♥✉♥❣❡♥✑✱
❙✳ ❖❤♥✐♠✉s✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✶

❋ ✵✷✴✶ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡♥ ❢ür t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❑♦♥t❛❦t♣r♦❜❧❡♠❡✑✱
❆✳ ❘✐❡❣❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✷

❋ ✵✷✴✷ ✏❈♦♥s✐st❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦❢ s❤❡❧❧✲ ❛♥❞ ❜❡❛♠✲♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡r♠♦✲❡❧❛st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✑✱
❑✳ ❈❤❛✈❛♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✵✷

❋ ✵✸✴✶ ✏❊rr♦r✲❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ✜♥✐t❡ ❡❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✐♥ ❧❛r❣❡ str❛✐♥ ❤②♣❡r❡❧❛st✐❝✐t②
❛♥❞ ❢r❛❝t✉r❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝s✑✱
▼✳ ❘üt❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼❛✐ ✷✵✵✸

❋ ✵✸✴✷ ✏❋♦r♠✉❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❑♦♥t❛❦t✈♦r❣ä♥❣❡ ✐♥ ❞❡r ❇❛✉❣r✉♥❞✲
❚r❛❣✇❡r❦s✲■♥t❡r❛❦t✐♦♥✑✱
❆✳ ❍❛r❛❧❞ss♦♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✷✵✵✸



✷✷✹

❋ ✵✸✴✸ ✏❈♦♥❝❡♣ts ❢♦r ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❖rt❤♦tr♦♣✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t♦
▼❡♠❜r❛♥❡ ❙tr✉❝t✉r❡s✑✱
❚✳ ❘❛✐❜❧❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✷✵✵✸

❋ ✵✹✴✶ ✏❖♥ ❙✐♥❣❧❡✲ ❛♥❞ ▼✉❧t✐✲▼❛t❡r✐❛❧ ❛r❜✐tr❛r② ▲❛❣r❛♥❣✐❛♥✲❊✉❧❡r✐❛♥ ❆♣♣r♦❛❝❤❡s
✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ▼✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ Pr♦❜❧❡♠s ❛t ❋✐♥✐t❡ ❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✑✱
❉✳ ❋r❡ÿ♠❛♥♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✵✹

❋ ✵✹✴✷ ✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ▼✐❝r♦❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ▼❛t❡r✐❛❧s ❛t ❋✐♥✐t❡
❙tr❛✐♥s ■♥❝❧✉❞✐♥❣ ❉❛♠❛❣❡✑✱
❙✳ ▲ö❤♥❡rt✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✵✹

❋ ✵✺✴✶ ✏◆✉♠❡r✐❝❛❧ ▼✐❝r♦✲▼❡s♦ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥♦s❡♥s❛t✐♦♥ ❞r✐✈❡♥ ❖st❡♦♥❛❧ ❘❡♠♦✲
❞❡❧✐♥❣ ✐♥ ❈♦rt✐❝❛❧ ❇♦♥❡✑✱
❈✳ ▲❡♥③✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✷✵✵✺

❋ ✵✺✴✷ ✏▼♦rt❛r ❚②♣❡ ▼❡t❤♦❞s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❈♦♥t❛❝t ▼❡❝❤❛♥✐❝s✑✱
❑✳❆✳ ❋✐s❝❤❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✷✵✵✺

❋ ✵✺✴✸ ✏▼♦❞❡❧s✱ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❙♦❢t✇❛r❡ ❈♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❈♦♥t❛❝t ❛♥❞ ❋r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥
❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙♦❧✐❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝s✑✱
❈✳ ❍❛❤♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✺

❋ ✵✻✴✶ ✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❈♦♥❝r❡t❡✑✱
❙✳ ▼♦❢t❛❤✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✷✵✵✻

❋ ✵✻✴✷ ✏❘❡❞✉❝t✐♦♥ ▼❡t❤♦❞s ✐♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ◆♦♥❧✐♥❡❛r ❙tr✉❝t✉r❛❧ ❉②♥❛✲
♠✐❝s✑✱
❍✳ ❙♣✐❡ss✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✵✻

❋ ✵✻✴✸ ✏❚❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ✉♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t❡ ③✉r ❇❡s❝❤r❡✐❜✉♥❣ ❞❡s ❜❡❛♥s♣r✉✲
❝❤✉♥❣s❛❞❛♣t✐✈❡♥ ❑♥♦❝❤❡♥✇❛❝❤st✉♠s✑✱
❇✳ ❊❜❜❡❝❦❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✷✵✵✻

❋ ✵✻✴✹ ✏❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ❛♥ ❡❧❛st♦♠❡r❡♥ ❲❡r❦st♦✛❡♥✑✱
▼✳ ❉ä♠❣❡♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✷✵✵✻

❋ ✵✼✴✶ ✏◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❑♦♥③❡♣t❡ ③✉r ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥❡❧❛st✐s❝❤❡r ❊✛❡❦t❡ ❜❡✐♠ r❡✐❜✉♥❣s❜❡✲
❤❛❢t❡t❡♥ ❘♦❧❧❦♦♥t❛❦t✑✱
▼✳ ❩✐❡✢❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✵✼

❋ ✵✼✴✷ ✏❇❡❣❧❡✐t❜✉❝❤ ③✉r ▲❡✐❜♥✐③✲❆✉sst❡❧❧✉♥❣✑✱
❍rs❣✿ ❊✳ ❙t❡✐♥✱ P✳ ❲r✐❣❣❡rs✱ ✷✵✵✼

❋ ✵✼✴✸ ✏▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❤♦❝❤❢r❡q✉❡♥t❡♥ ❉②♥❛♠✐❦ r♦❧❧❡♥❞❡r ❘❡✐❢❡♥✑✱
▼✳ ❇r✐♥❦♠❡✐❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉♥✐ ✷✵✵✼

❋ ✵✼✴✹ ✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❍♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝r♦✲str✉❝t✉r❛❧ ❉❛♠❛❣❡ ❞✉❡ t♦ ❋r♦st ✐♥
❍❛r❞❡♥❡❞ ❈❡♠❡♥t P❛st❡✑✱
▼✳ ❍❛✐♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏✉❧✐ ✷✵✵✼

❋ ✵✼✴✺ ✏❊❧❡❦tr♦♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❑♦♥t❛❦t♠♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣ ❛✉❢ ▼✐❦r♦❡❜❡♥❡✑✱
❚✳ ❍❡❧♠✐❝❤✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✼

❋ ✵✼✴✻ ✏❉r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ❉✐s❦r❡t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼♦❞❡❧❧ ❢ür ❙✉♣❡r❡❧❧✐♣s♦✐❞❡✑✱
❈✳ ▲✐❧❧✐❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✵✼

❋ ✵✼✴✼ ✏❆❞❛♣t✐✈❡ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❈♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞ ❉✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❉❛♠❛❣❡ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✐♥
❋r❛❝t✉r✐♥❣ ❙♦❧✐❞s✑✱
❙✳❍✳ ❘❡❡s❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✵✼

❋ ✵✽✴✶ ✏❙t✉❞❡♥t Pr♦❥❡❝ts ♦❢ ▼✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✑✱
❍rs❣✿ ❯✳ ◆❛❝❦❡♥❤♦rst✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✽



❋♦rs❝❤✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❙❡♠✐♥❛r❜❡r✐❝❤t❡ ✷✷✺

❋ ✵✾✴✶ ✏❚❤❡♦r② ❛♥❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ ▼♦♥♦✲ ❛♥❞ P♦❧②✲ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❈②❝❧✐❝ ▼❛rt❡♥s✐t✐❝
P❤❛s❡ ❚r❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✑✱
●✳ ❙❛❣❛r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✾

❋ ✵✾✴✷ ✏❙t✉❞❡♥t ♣r♦❥❡❝ts ♦❢ ▼✐❝r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s✑✱
❉✳ ❇❛❧③❛♥✐ ❛♥❞ ❯✳ ◆❛❝❦❡♥❤♦rst✱ ❈♦✉rs❡ ❱♦❧✉♠❡✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✵✾

❋ ✵✾✴✸ ✏▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ◗✉❛s✐❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❋r❛♠❡✇♦r❦✱ ✇✐t❤ ❆♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ t♦ ❈♦♥t❛❝t Pr♦❜❧❡♠s✑✱
❲✳ ❙❤❛♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾

❋ ✶✵✴✶ ✏❆ ▼✉❧t✐s❝❛❧❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ▼✐❝r♦❝r❛❝❦ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❈♦rt✐❝❛❧
❇♦♥❡ ❛♥❞ ❘❡❧❛t❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❙t✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❇♦♥❡ ❈❡❧❧s✑✱
❉✳ ❑❛r❞❛s✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✵

❋ ✶✶✴✶ ✏❊✐♥ ✐♥t❡❣r❛❧❡s ▼♦❞❡❧❧✐❡r✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ③✉r ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❖ss❡♦✐♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥ ✉♥❞ ▲❛♥❣③❡✐tst❛❜✐❧✐tät ✈♦♥ ❊♥❞♦♣r♦t❤❡s❡♥✑✱
❆✳ ▲✉t③✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❖❦t♦❜❡r ✷✵✶✶

❋ ✶✷✴✶ ✏❊✐♥ ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤ ♠♦t✐✈✐❡rt❡s ❘❡✐❢❡♥✲❋❛❤r❜❛❤♥♠♦❞❡❧❧ ❢ür ❞✐❡ ●❡s❛♠t❢❛❤r③❡✉❣✲
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✑✱
❘✳ ❈❤✐❛r❡❧❧♦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✶✷

❋ ✶✸✴✶ ✏❚❤❡r♠♦♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❚✐r❡ ❘✉❜❜❡r ❈♦♠♣♦✉♥❞s ✐♥ ❘♦❧❧✐♥❣ ❈♦♥t❛❝t✑✱
❆✳ ❙✉✇❛♥♥❛❝❤✐t✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✷

❋ ✶✸✴✷ ✏❚♦✇❛r❞s ❛ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❋❧✉✐❞ ❋❧♦✇ ✐♥ t❤❡ ❍✉♠❛♥ ❍✐♣ ❏♦✐♥t✑✱
❑✳ ❋✐❡t③✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✸

❋ ✶✹✴✶ ✏▼✐❝r♦✲▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❇❛s❡❞ ❉❛♠❛❣❡ ❆♥❛❧②s✐s ♦❢ ❯❧tr❛ ❍✐❣❤ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❋✐❜r❡
❘❡✐♥❢♦r❝❡❞ ❈♦♥❝r❡t❡ ❙tr✉❝t✉r❡s ✇✐t❤ ❯♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✑✱
❆✳ ❍ür❦❛♠♣✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✷✵✶✸

❋ ✶✹✴✷ ✏◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❍✐❣❤✲❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❋♦❦❦❡r✲P❧❛♥❝❦ ❊q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❉✐s✲
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ●❛❧❡r❦✐♥ ▼❡t❤♦❞s✑✱
❋✳ ▲♦❡r❦❡✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❉❡③❡♠❜❡r ✷✵✶✸

❋ ✶✹✴✸ ✏◆✉♠❡r✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐s❝❤❡r ❙❝❤ä❞✐❣✉♥❣s♠♦❞❡❧❧❡ ♠✐t ❞❡r ❙t♦❝❤❛s✲
t✐s❝❤❡♥ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t❡ ▼❡t❤♦❞❡✑✱
P✳✲P✳ ❏❛❜❧♦♥s❦✐✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✹

❋ ✶✺✴✶ ✏❖♥ ❛ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ❆♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❙♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ❙t✐♠✉❧❛t❡❞
❇✐♦❝❤❡♠✐❝❛❧ ❋r❛❝t✉r❡ ❍❡❛❧✐♥❣ ▼♦❞❡❧✑✱
❆✳ ❙❛♣♦t♥✐❝❦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✶✺

❋ ✶✺✴✷ ✏❙t✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊❧❛st✐❝✲P❧❛st✐❝ ▼❛t❡r✐❛❧ ❇❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤ ❯♥❝❡rt❛✐♥ ▼❛t❡r✐❛❧ P❛✲
r❛♠❡t❡rs✳ ❆ ❙♣❡❝tr❛❧ ❙t♦❝❤❛st✐❝ ❋✐♥✐t❡ ❊❧❡♠❡♥t ♠❡t❤♦❞ ❆♣♣r♦❛❝❤✑✱
❙✳ ❋✐♥❦✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✶✺

❋ ✶✺✴✸ ✏❆ ❋✉❧❧② ▼✐❝r♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧❧② ▼♦t✐✈❛t❡❞ ▼❛t❡r✐❛❧ ▲❛✇ ❢♦r ❋✐❧❧❡❞ ❊❧❛st♦♠❡✑✱
❖✳ ❙t❡❣❡♥✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ▼är③ ✷✵✶✺

❋ ✶✻✴✶ ✏❆ ♠♦❞✐✜❡❞ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❤❛r♠♦♥② s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ str✉❝t✉r❛❧ ✐❞❡♥t✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛♠❛❣❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✑✱
▼✳ ❏❛❤❥♦✉❤✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✷✵✶✻

❋ ✶✼✴✶ ✏❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P✐❡③♦✲❡❧❡❝tr✐❝❛❧❧② ❙t✐♠✉❧❛t❡❞ ❇♦♥❡ ❆❞❛♣t✐♦♥ ❙✉r✲
r♦✉♥❞✐♥❣ ❆❝t✐✈❛t❡❞ ❚❡❡t❤ ■♠♣❧❛♥ts✑✱
❆✳ ❙❤✐r❛③✐❜❡❤❡s❤t✐❤❛✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❏❛♥✉❛r ✷✵✶✼

❋ ✶✼✴✷ ✏❆ ❈♦♥st✐t✉t✐✈❡ ❈♦♥t❛❝t ▼♦❞❡❧ ❢♦r ❍♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ❚r❡❛❞✲❘♦❛❞ ■♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♥
❘♦❧❧✐♥❣ ❘❡s✐st❛♥❝❡ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✑✱
❘✳ ❇❡②❡r✱ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥✱ ❋❡❜r✉❛r ✷✵✶✼

❋ ✶✼✴✸ ✏❆ P♦st❡r✐♦r✐ ❊rr♦r ❊st✐♠❛t❡s ❢♦r ❆❞✈❛♥❝❡❞ ●❛❧❡r❦✐♥ ▼❡t❤♦❞s✑✱
▼✳❖✳ ❘üt❡r✱ ❍❛❜✐❧✐t❛t✐♦♥✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✼


	1 Einleitung
	1.1 Problemstellung und Motivation
	1.2 Ziele dieser Arbeit
	1.3 Gliederung dieser Arbeit

	2 Kontinuumsmechanischer Rahmen
	2.1 Kinematik
	2.1.1 Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung
	2.1.2 Deformation und Verzerrung
	2.1.3 Infinitesimale Verformung
	2.1.4 Mechanische Spannung
	2.1.5 Volumetrisch-Isochorer Split
	2.1.6 Hauptspannungen und Invarianten des Spannungstensors

	2.2 Bilanzgleichungen
	2.2.1 Allgemeine Formulierung von Bilanzgleichungen
	2.2.2 Massenbilanz
	2.2.3 Impulsbilanz
	2.2.4 Drehimpulsbilanz
	2.2.5 Energiebilanz
	2.2.6 Entropiebilanz

	2.3 Materialverhalten und Konstitutivgleichungen
	2.3.1 Einführung in die Materialtheorie
	2.3.2 Elastisches Materialverhalten
	2.3.3 Viskoelastisches Materialverhalten
	2.3.4 Kriechen
	2.3.5 Schädigung


	3 Finite Element Modellierung
	3.1 Schwache Formulierung
	3.2 Linearisierung
	3.3 Finite Element Diskretisierung
	3.3.1 Ansatzfunktion
	3.3.2 Elementsteifigkeitsmatrix
	3.3.3 Numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatrix
	3.3.4 Numerische Differentiation


	4 Mechanisches Verhalten von Steinsalz
	4.1 Allgemein
	4.1.1 Materialtests für Salzgestein

	4.2 Elastisches Verhalten
	4.3 Visko-Plastisches Verhalten
	4.3.1 Versetzungen als Träger der visko-plastischen Verformung
	4.3.2 Verfestigung durch Verformung
	4.3.3 Verfestigung durch Korngrenzen
	4.3.4 Verfestigung durch Mischkristallbildung
	4.3.5 Versetzungserholung
	4.3.6 Schädigung und Dilatanz

	4.4 Temperaturabhängigkeit der Verformung
	4.5 Feuchteabhängigkeit der Verformung
	4.6 Zusammenfassung des mechanischen Verhaltens von Steinsalz

	5 Materialmodelle für Steinsalz
	5.1 Allgemein
	5.2 Composite-Dilatanz-Modell
	5.3 Stoffmodell von Günther/Minkley
	5.4 Stoffmodell von Hou/Lux
	5.5 Stoffmodell IUB-MDCF
	5.6 Stoffmodell des Instituts für Nukleare Entsorgung am Forschungszentrum Karlsruhe
	5.7 Zusammenfassung der Materialmodelle
	5.8 Verwendetes Materialmodell
	5.8.1 Generalisiertes Maxwell-Modell
	5.8.2 Modifiziertes Norton-Stoffgesetz
	5.8.3 Schädigungsgesetz
	5.8.4 Materialgleichung
	5.8.5 Nichtlineare Nullfunktionen

	5.9 Berechnung des konsistenten Tangentenmoduls

	6 Numerische Beanspruchungsanalyse mittels deterministischer Materialparameter
	6.1 FE-Modell der Steinsalzprobe
	6.2 Parameter für das primäre und sekundäre Kriechen
	6.3 Bestimmen der Parameter für die Schädigung
	6.4 Identifizierung der sensitiven Parameter
	6.4.1 Abhängigkeit der elastischen Konstanten
	6.4.2 Sensitivität der Parameter des generalisierten Maxwell-Modells
	6.4.3 Sensitivität der Parameter für das Norton Kriechgesetz
	6.4.4 Sensitivität der Parameter für das Schädigungsgesetz

	6.5 Validierung der Ergebnisse am Langzeitkriechversuch N2/4-95015
	6.6 Zusammenfassung

	7 Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung
	7.1 Wahrscheinlichkeitsraum
	7.1.1 Festlegen des Ergebnisraumes
	7.1.2 Bestimmen der Ereignis–Algebra
	7.1.3 Wahrscheinlichkeitsbewertung der Ereignisse

	7.2 Zufallsvariablen
	7.2.1 Zufallsvektoren

	7.3 Verteilungsfunktion
	7.3.1 Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen
	7.3.2 Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsvariablen
	7.3.3 Wahrscheinlichkeitsverteilungen
	7.3.4 Mehrdimensionale Verteilungsfunktion

	7.4 Stochastische Unabhängigkeit
	7.5 Stochastische Momente
	7.6 Rosenblatttransformation

	8 Stochastische Finite Element Methoden
	8.1 Stochastische Differentialgleichung
	8.2 Das Polynomial Chaos
	8.2.1 Grundlagen
	8.2.2 Stochastische Momente
	8.2.3 Fehlerschätzer
	8.2.4 Wahl der orthogonalen Polynome i
	8.2.5 Bestimmung der PC-Basis
	8.2.6 Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten mittels der Projektionsmethode
	8.2.7 Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten mittels der Kollokationsmethode

	8.3 Stochastische Finite Elemente Methode
	8.3.1 Stochastische Materialgleichung
	8.3.2 PC-SFEM Gleichungssystem
	8.3.3 Methoden zum Lösen des SFEM Gleichungssystems


	9 Numerische Beanspruchungsanalyse bei zufallsverteilten Materialparametern
	9.1 Verteilung der Materialparameter
	9.1.1 Parameterstudie Standardabweichung
	9.1.2 Parameterstudie homogenes Zufallsfeld und zufälliges Zufallsfeld
	9.1.3 Stochastische Verteilung des Elastizitätsmoduls und des Parameters E
	9.1.4 Stochastische Verteilung der Querkontraktionszahl
	9.1.5 Stochastische Verteilung der Anfangsschädigung

	9.2 Numerische Beanspruchungsanalyse von Langzeitkriechversuchen
	9.2.1 Langzeitkriechversuch 0414i
	9.2.2 Langzeitkriechversuch N2/i
	9.2.3 Vergleich Polynomial Chaos mit Monte Carlo Simulation
	9.2.4 Schlussfolgerung

	9.3 Numerische Beanspruchungsanalyse einer Untertagestruktur
	9.3.1 FE-Modell der Untertagestruktur
	9.3.2 Verteilung der Materialparameter
	9.3.3 Ergebnisdarstellung der Simulation
	9.3.4 Schlussfolgerung


	10 Zusammenfassung und Ausblick
	A Ableitung der nichtlinearen Nullfunktionen
	B Wahrscheinlichkeitsverteilungen
	C Polynomial Chaos
	C.1 Hermite Polynome
	C.2 Erwartungswert dreier multidimensionaler Hermite Polynome
	C.3 Polynomial Chaos Basis

	Lebenslauf
	Literaturverzeichnis
	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Forschungs- und Seminarberichte

