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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein stochastischer Ansatz zur Beschreibung
des Materialverhaltens von Salzgestein vorgestellt. Die Anwendbarkeit dieses
Ansatzes zur stochastischen Beschreibung des Materialverhaltens von Salz-
gestein wird anhand von Langzeitkriechversuchen und der Simulation einer
Untertagestruktur gezeigt.

Als Materialmodell wird ein eigens entwickeltes Materialmodell zur Beschrei-
bung des Materialverhaltens von Salzgestein verwendet, welches Komponenten
des ,,Composite-Dilatanz-Modells“ von der Bundesanstalt fiir Geowissenschaf-
ten und Rohstoffe beinhaltet. Fiir das Materialmodell wird die deterministische
und stochastische Umsetzung vorgestellt und validiert. Bei der Formulierung
der Materialgleichungen wurde besonders auf die numerische Stabilitét
geachtet.

Anhand von Langzeitkriechversuchen die fiir mehrere Versuchsreihen vorliegen
wurden die unsicheren und stochastischen Parameter identifiziert und an
Parameterstudien verifiziert. Fiir die Beschreibung der Zufallsvariablen wird
das Polynomial Chaos verwendet, da fiir diese Methode das mehrmalige Losen
des deterministischen Gleichungssystems nicht notwendig ist. Zum Losen der
stochastischen Finite Elemente Methode wird das Galerkin Verfahren fiir den
Wahrscheinlichkeitsraum vorgestellt.

Die Giite der Losung der stochastischen Finite-Elemente-Methode wird an-
hand eines Vergleiches mit einer Monte Carlo Simulation gezeigt. Des Weiteren
werden die aus der Methode der stochastischen Finite-Elemente-Methode
resultierende Probleme fiir die nichtlinearen Materialgesetze diskutiert.

Stichworte Finite-Elemente-Methode, Stochastische Finite-Elemente-
Methode, Kriechen, Salzgestein, Polynomial Chaos






Abstract

In this thesis a stochastic approach on the description of the material behavior
of salt rock is presented. The applicability of this approach for the material
behavior of salt rock is shown by a creep test and an underground construction.

A new developed material model is used to describe the mechanical behavior
of salt rock. This material model includes components of the ,,Composite-
Dilatanz-Modell“ by the Federal Institute for Geosciences and Natural
Resources. For the material model a deterministic and stochastic implementa-
tion is presented and validated. In the formulation of the material equations
particular attention was paid on the numerical stability.

On the basis of long-term creep tests for the several test series, the uncertain
parameters were identified and verified by probabilistic parameter studies.
The polynomial chaos expansion has been used for the description of the
random variables, since this method does not require the multiple solution of
the deterministic system of equations. To solve the stochastic finite element
method the Galerkin method is presented for the probability space.

The quality of the solution of the Stochastic Finite-Element-Method is
shown in comparison with Monte Carlo simulation. Furthermore, challenges
within the framework of Stochastic Finite-Element-Methods considering the
non-linear material models are addressed.

Keywords Finite-Element-Method,  Stochastic  Finite-Element-Method,
Creep, Rock Salt, Polynomial Chaos
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1. Einleitung

In der Bundesrepublik Deutschland muss nach § 9a Abs. 3 ,Gesetz iiber die
friedliche Verwendung der Kernenergie und den Schutz gegen ihre Gefahren“
der Bund Anlagen fiir die Sicherstellung und die Endlagerung radioaktiver Ab-
félle zur Verfiigung stellen. Das letzte Atomkraftwerk geht im Jahre 2022 aufer
Betrieb. Durch den Riickbau der Kernkraftwerke fallen nach Schitzungen der
Entsorgungskommission des Bundes rund 6000’”73 schwach- und mittelradioak-
tiver Abfall an, fiir den ein Endlager benétigt wird, Eder [2014]. Das Verfahren
zur Endlagersuche wird sich voraussichtlich iiber mehr als ein Jahrzehnt hinzie-
hen, da nach Angaben des Bundes erst frithstens 2030 ein Endlager bendtigt
wird, Beikler und Tretbar [2012]. Zur Zeit geht man davon aus, dass rund
300000 Tonnen hochradioaktiver Miill bereits weltweit existiert und weitere
12000 Tonnen hochradioaktiven Miill pro Jahr dazu kommen, Kowitz und Ro-
senkranz [2008].

1.1. Problemstellung und Motivation

Die Suche nach einem Endlager fiir radioaktive Abfille ist der Grund, warum
in den letzten Jahrzehnten viele Forschungsvorhaben und eine grofte Expertise
fiir das Beschreiben des Materialverhaltens von Salzgestein aufgebaut wurden
(z.B. Munson und Dawson [1981], Olschewski et al. [1981], Heusermann et al.
[1983], Lux [1984], Stein et al. [1987], Hunsche et al. [1988a], Heemann [1989],
Chan et al. [1992], Salzer [1993|, Jeremic [1994], Hunsche und Schulze [1994],
Hunsche und BGR [1996], Hunsche und Hampel [1999], Minkley [2003] u.a.).
Viele dieser Forschungsvorhaben wurden durch den Bund finanziert, da fiir die
Endlagerung des Atommiills nach der Bundesregierung tiefe geologische Forma-
tionen in Frage kommen. Solche tiefen geologischen Formationen kénnen alte
Salzstocke sein, da Steinsalz eine geringe Durchlissigkeit fiir Wasserzufliisse
von aufien, gute Wirmeleiteigenschaften und ein hohes Verformungsvermdogen
aufweist.

Durch die Vielzahl an Autoren gibt es verschiedene Materialmodelle die das
Verhalten von Salzgesteinen auf unterschiedlichen Léngenskalen beschreiben.
Dieses weist auf ein aktives Forschungsfeld hin, welches sich durch sténdi-
ge Weiterentwicklung der experimentellen Verfahren zur Bestimmung des
Materialverhaltens von Steinsalz und die Anpassung der Materialmodelle
hinsichtlich ihrer Komplexitdt an die Rechentechnik fiir die numerische
Simulation auszeichnet. Durch die zahlreichen Forschungsvorhaben wurde im



1.1. PROBLEMSTELLUNG UND MOTIVATION

Laufe der letzten Jahrzehnte eine grofe Expertise im Bereich der Salzmechanik
aufgebaut. Diese Expertise beruht auf einer Vielzahl von Kriech- und Festig-
keitsversuchen, die am Salzgestein durchgefiihrt worden sind. Anhand dieser
Versuche wurden fiir die Materialmodelle die Modellparameter bestimmt und
validiert. Die Anwendbarkeit dieser Materialmodelle wurde in einem Verbund-
vorhaben des Bundesministeriums fiir Bildung und Forschung (BMBF) ,Die
Modellierung des mechanischen Verhaltens von Steinsalz: Vergleich aktueller
Stoffgesetze und Vorgehensweisen“ gezeigt und kann den Arbeiten von Hampel
[2006], Giinther et al. [2007], Heemann und Schulze [2007], Hou et al. [2007],
Pudewills [2007] und Rokahr et al. [2007] entnommen werden. Mit Hilfe
dieser Materialmodelle soll das mechanische Verhalten der Salzdome iiber
die nichsten Jahrtausende abgeschétzt werden. Aus diesem Sachverhalt, der
auf der grofen Halbwertzeit des Atommiills beruht, wird deutlich, dass die
Materialmodelle nicht nur das Materialverhalten von Salzgestein widerspiegeln
miissen, sondern auch aus numerischer Sicht robust formuliert werden miissen,
da auf Grund der Simulationszeit die Berechnung sehr kosten und zeit Intensiv
ist.

Aus den Versuchen kann man ableiten, dass das Materialverhalten von Stein-
salz einer starken Streuung unterliegt, welche auf die natiirliche Entstehung
des Salzgesteins zuriickzufiithren ist. Was dazu fiihrte, dass die Autoren des
BMBF-Verbundvorhaben die Materialparameter anhand von Masterkurven
bestimmt haben. Durch diesen Ansatz gehen eine Menge an Informationen
verloren, was dazu fiihrt, dass die Ergebnisse dieser deterministischen Berech-
nung mit einer unbekannten Unsicherheit verbunden sind.

Dieser Sachverhalt und die Tatsache, dass fiir die nachsten Generationen ein si-
cheres Endlager fiir den Atommiill gefunden wird, war die Motivation sich mit
diesem Themengebiet zu beschéftigen. Da die vorhandenen Materialmodelle
das mechanische Materialverhalten zufriedenstellend abbilden kénnen, wird
mit dieser Arbeit die Salzmechanik um die Stochastik, welche noch ein recht
junges Forschungsfeld in den Ingenieurwissenschaften darstellt, erweitert. Das
die Erweiterung der Stochastik zur Beschreibung des Materialverhaltens an-
wendbar ist, konnte in den Arbeiten von Hiirkamp [2014], Jablonski [2014],
Fink [2015] und Grehn et al. [2016] bereits gezeigt werden. Durch die lange
Halbwertszeit und die Grofie der zu berechnenden Strukturen muss bei der
Einbettung der Stochastik in die Finite Elemente Methode besonders auf die
numerische Robustheit geachtet werden. Die vorliegende Arbeit kann dazu bei-
tragen, dass die stochastische Finite Elemente Methode Einzug in die Salzme-
chanik hilt. Durch den héheren Grad an Informationen, der sich aus einer sto-
chastischen Berechnung ergibt, kann die Beurteilung von Untertagestrukturen
von Salzgestein verbessert werden und somit die Endlagersuche voranbringen.
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1.2. Ziele dieser Arbeit

Das Hauptziel dieser Arbeit ist es mit dem vorgestellten Materialmodell das Ma-
terialverhalten von Salzgestein fiir eine Untertagestuktur mit Hilfe von zufalls-
verteilten Materialparametern zu berechnen. Fiir die Untertagestuktur wurde
die Maschinenstrecke EUL der Grube Sondershausen gewdhlt, da fiir diese Ma-
schinenstrecke In-situ-Messungen vorliegen. Die Messdaten kénnen der folgen-
den Literatur entnommen werden Giinther et al. [2007], Hampel [2006], Hee-
mann und Schulze [2007], Hou et al. [2007], Pudewills [2007] und Rokahr et al.
[2007]. Die Maschinenstrecke EU1 zahlte zum Versuchsverschlussbauwerk der
Grube Sondershausen und ist daher sehr gut dokumentiert nach Hampel [2006].
Diese Arbeit soll zeigen, ob die Anwendung von stochastisch verteilten Mate-
rialparametern mdglich ist und ob die stochastischen Methoden die zur Zeit
state of the art® sind, geeignet sind, um das komplexe Materialverhalten von
Salzgestein abbilden zu kénnen. Das Materialmodell soll alle drei Kriechphasen
beinhalten und soll aus numerischer Sicht stabil gestaltet werden.

1.3. Gliederung dieser Arbeit

Das Kapitel 2 beinhaltet die theoretischen Grundlagen der Kontinuumsme-
chanik zur Gestaltung der konstitutiven Gleichungen. Des Weiteren werden in
diesem Kapitel Modellierungsansétze und theoretische Grundlagen fiir die ver-
schiedenen Verformungsmechanismen von Steinsalz gegeben. Die Grundlagen
der Finiten Elementen Methode werden im Kapitel 3 erlautert. Im Kapitel
4 wird die Entstehung und die Struktur von Salzgestein erldutert. Die Verfor-
mungsmechanismen, die sich aus dem mikrostrukturellen Aufbau von Steinsalz
ergeben, werden ebenfalls in diesem erldutert. Das Kapitel 5 stellt die grundle-
genden Differentialgleichungen und Modellierungsansitze der Materialmodelle
aus dem BMBF-Verbundvorhaben ,Die Modellierung des mechanischen Verhal-
tens von Steinsalz: Vergleich aktueller Stoffgesetze und Vorgehensweisen“ dar.
Des Weiteren wird in diesem Kapitel das verwendete Materialmodell vorgestellt.
Fiir das vorgestellte Materialmodell aus Kapitel 5 werden im Kapitel 6 die
Materialparameter bestimmt und die unsicheren Materialparameter werden
aus den Experimenten abgeleitet. Das Kapitel 7 behandelt die Grundlagen
der Wahrscheinlichkeitsrechnung, die fiir diese Arbeit von Relevanz sind. Eine
Erweiterung der klassischen Finiten Element Methode fiir unsichere Systempa-
rameter und wie die Zufallsvariablen mittels des Polynomial Chaos beschrieben
werden konnen, wird im Kapitel 8 gegeben. Die numerischen Beanspruchungs-
analysen, die mittels unsicherer Materialparameter durchgefiihrt werden, wer-
den im Kapitel 9 gezeigt. Eine Zusammenfassung und einen Ausblick fiir
zukiinftige Forschungsvorhaben wird im Kapitel 10 gegeben.
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2. Kontinuumsmechanischer Rahmen

Die Kontinuumsmechanik stellt einen theoretischen Rahmen bereit, um das
Verhalten von Koérpern unter duferen Einwirkungen zu untersuchen, ohmne
dabei den atomaren oder mikroskopischen Aufbau des Korpers zu beriick-
sichtigen. Der Kérper wird als Kontinuum betrachtet, was einer Punktmenge
entspricht, die zu jedem Zeitpunkt einen Raum stetig ausfiillt. Nur durch die
Zuweisung von Materialeigenschaften kann das Verhalten von bestimmten
Materialien beschrieben werden. Dieser Modellierungsansatz ist fiir viele
Problemstellungen in den Ingenieurwissenschaften vollkommen ausreichend,
da sich die Inhomogenitit, die sich beim Betrachten des Materialverhaltens auf
kleinen Léngenskalen ergeben, ausmitteln. Dadurch kann das makroskopische
Verhalten als homogen beschrieben werden. Da im Rahmen dieser Arbeit
nur die Grundlagen der Kontinumsmechanik betrachtet werden, wird fiir eine
ausfiihrliche Beschiftigung mit diesem Thema auf Altenbach [1994], Parisch
[2003] und de Souza Neto et al. [2008] verwiesen.

In den folgenden Kapiteln werden die fiir diese Arbeit benétigten Grundlagen
der Kontiuumsmechanik erldutert. Das Kapitel 2.1 beschiftigt sich mit der
Bewegung und Deformation eines dreidimensionalen Kérpers und die daraus
resultierende Beanspruchung des Korpers. Im Kapitel 2.2 wird, ausgehend
von der allgemeinen Form der Bilanzgleichung, die fiir die betrachteten
physikalischen Prozesse bendtigten Bilanzgleichungen hergeleitet. Die kon-
stitutiven Zusammenhinge fiir das in dieser Arbeit verwendete Material
(Salzgestein) werden in Kapitel 2.3 betrachtet. Eine ausfiihrliche Vorstellung
des Materialmodells und die numerische Behandlung erfolgen in Kapitel 5.8.

2.1. Kinematik

Die Bewegung und Deformation eines Kérpers B kann mittels einer zeitlichen
Abfolge von Konfigurationen beschrieben werden, allerdings wird die Ursache
der Bewegung und der Deformation nicht betrachtet. Voraussetzung hierfiir
ist, dass der Ausgangszustand des Korpers zum Zeitpunkt ¢ = 0 bekannt ist.
Um die Bewegung und Deformation beschreiben zu kénnen, muss zwischen der
Ausgangskonfiguration und der Momentankonfiguration unterschieden werden.
Der Materialpunkt P im betrachteten Korper B in einem dreidimensionalen
euklidischen Raum R® kann durch die Referenzkonfiguration beschrieben wer-
den. Die Beschreibung der Referenzkonfiguration erfolgt in einem kartesischen
Koordinatensystem und in diesem Fall ist die Referenzkonfiguration gleichzei-
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tig die Ausgangskonfiguration. Die Referenzkonfiguration kann mit Hilfe der
Basisvektoren E = {E;, E2, E3} und der Koordinaten PX = [X1, X2, X3]
ausgedriickt werden, was dem Ortsvektor

X:PXZ‘EiGBo (2.1)

entspricht. Widerfahrt ein Koérper B eine Deformation ¢, kann der Material-
punkt P unter Zuhilfenahme der Momentankonfiguration beschrieben werden.
Dieses erfolgt iiber den Ortsvektor

z="xe € B, (2.2)

der ebenfalls durch die Basisvektoren e = {e1, ez, es} und der Koordinaten
Pz definiert ist. Die Koordinaten 'z kénnen mit Hilfe der Deformation ¢ be-
schrieben werden. Die Deformation ist eine eindeutige Abbildung des Korpers
B zwischen der Referenzkonfiguration und der Momentankonfiguration,

p:Bo— B
Pm:SO(PX)’

(siehe Abbildung 2.1). Durch Bildung der Inversen von ¢ kann man von der
Momentankonfiguration auf die Referenzkonfiguration schliefsen. Mit Hilfe der
Beziehungen lisst sich die Bewegung eines Korpers vollstindig beschreiben,
da man zu jedem Zeitpunkt Aussagen iiber den Ort des Materialteilchens im
dreidimensionalen Raum treffen kann. Allerdings muss gewéahrleistet werden,
dass einer der Grundpfeiler der klassischen Physik nicht verletzt werden darf:
»Wo ein Materieteilchen ist, kann kein anderes sein“. Dieses ist gewéhrleistet
wenn die Gleichung 2.3 eindeutig umkehrbar ist, also

J = det (cp (PX)) £0. (2.4)

(2.3)

2.1.1. Verschiebung, Geschwindigkeit und Beschleunigung

Anhand der Abbildung 2.1 wird deutlich, dass sich der Verschiebungsvektor
u=x—X (2.5)

durch die Differenz zwischen der Momentanlage und der Ausgangslage ergibt.
Die Verschiebung kann als Funktion von

u (PX) _ (PX) _Px

oder (2.6)



2. KONTINUUMSMECHANISCHER RAHMEN

Ausgangszustand
t=0

Momentanzustand
t>0

E;,es3

E1,e1

Abbildung 2.1.: Referenz- und Momentankonfiguration eines Korpers B

ausgedriickt werden. Die Geschwindigkeit ist als zeitliche Anderung des Ver-
schiebungsvektors

v=1u (2.7)

definiert. Wird die Geschwindigkeit nach der Zeit abgeleitet, erhélt man die
Beschleunigung

a=1v. (2.8)

Da dynamische Effekte in dieser Arbeit nicht betrachtet werden, wird fiir ni-
here Informationen auf Altenbach [1994]; Greve [2013] und Betten [2013] ver-
wiesen.

2.1.2. Deformation und Verzerrung

Um Aussagen iiber die Deformation des materiellen Punktes P treffen zu
konnen, wird die Verzerrung eingefiihrt. Diese liefert Informationen iiber die
Lingenénderung (Liange, Winkel) in der niheren Umgebung eines materiellen
Punktes infolge der Bewegung. Die Deformation ergibt sich durch den Ver-
gleich der Ausgangs- mit der Momentankonfiguration, allerdings beinhaltet das
Deformations- bzw. Verzerrungsmafl keine Informationen iiber den zeitlichen
Ablauf der Bewegung (siehe Abbildung 2.1). Um ein infinitesimales Linienele-
ment des Ausgangszustandes dX in den Momentanzustand dx zu transformie-
ren, wird der Deformationsgradient F' eingefiihrt. Der Deformationsgradient
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ox

F=ox (2.9)
Fl= aix
ox

stellt eine Abbildung zwischen der Ausgangskonfiguration und der Momentan-
konfiguration dar. Die Vektorrdume der Ausgangskonfiguration und der Mo-
mentankonfiguration werden durch die Basisvektoren E; und e; beschrieben.
Durch 2.4 gilt auch fiir den Deformationsgradienten

J = det (F) #£0, (2.10)

dass dieser eindeutig umkehrbar sein muss.

Im Allgemeinen ist der Deformationsgradient ein unsymmetrischer Tensor, da
dieser Tensor Starrkérperbewegungen beinhaltet. Dadurch ist der Deformati-
onsgradient ungeeignet als Verzerrungsmaf. Wie man unter Zuhilfenahme des
Deformationsgradienten zu einem geeigneten Verzerrungsmaf gelangt, wird im
Laufe dieses Abschnittes noch erldutert.

Anhand der Abbildung 2.1 kann man erkennen, dass der Deformationsgradi-
ent vom betrachteten Materialpunkt abhéngt. Wie schon beschrieben kann ein
Linienelement mit den Deformationsgradient von der Referenz- in die Momen-
tankonfiguration transformiert werden. Fiir die Transformation von Flichen-
und Volumenelementen von der Referenz- in die Momentankonfiguration kann
ebenfalls der Deformationsgradient verwendet werden, da dieser den Zusam-
menhang liefert. Fiir ein Flichenelement unter der Beriicksichtigung der Ori-
entierung ergibt sich folgender Zusammenhang

da=JF TdA. (2.11)

Die Transformation des Volumenelementes in die Momentankonfiguration folgt
mit

dv=JdV. (2.12)

Anhand dieser Zusammenhinge (sieche Abbildung 2.2) ist die fundamentale Be-
deutung des Deformationsgradients fiir die Kontinuumsmechanik zu erkennen.

Wie schon beschrieben, ist der Deformationsgradient kein geeignetes Verzer-
rungsmafR, da dieser sich auf den gesamten Bewegungsvorgang bezieht (Starr-
kérperbewegungen). Daraus lésst sich ableiten, dass die Starrkérperbewegun-
gen vom Deformationsgradient abgespaltet werden miissen. Durch Anwendung
des polaren Zerlegungssatzes fiir Tensoren auf dem Deformationsgradient, kann
dieser in einen positiv definiten symmetrischen Tensor U oder V und einen
orthogonalen Tensor R zerlegt werden

F=R-U=V-R (2.13)
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E'l,e1

Abbildung 2.2.: Volumenelement in der Referenz- und
Momentankonfiguration

Aus dem symmetrischen Tensor U kann der rechte Cauchy Green Tensor
C=U>= (FT : F) (2.14)

abgeleitet werden. Fiir ndhere Informationen zur Herleitung wird auf Alten-
bach [1994]; Greve [2013] und Betten [2013] verwiesen. Fiir die Formulierung
von Konstitutivgleichungen ist es von Vorteil, dass das Verzerrungsmaf bei
reiner Starrkorperbewegung und fiir die Referenzkonfiguration den Wert Null
annimmt. Der rechte Cauchy Green Tensor ist in der Ausgangskonfiguration
definiert und nimmt bei reiner Starrkérperbewegung den Wert Eins an. Aus
diesem Grund ist der rechte Cauchy Green Tensor nicht geeignet fiir die Be-
schreibung von Konstitutivgleichungen. Mit Hilfe des rechten Cauchy Green
Tensor kann der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor

1
E=_(C-1) (2.15)
formuliert werden, der bei reiner Starrkdrperbewegung den Wert Null annimmt.
Das Verschiebungsfeld definiert die verformte Konfiguration eines Korpers, da-
her kann man die Deformation und die Verzerrung mittels der Verschiebung
berechnen. Bildet man das Differential von Gleichung 2.5 und setzt dies in die
Gleichung 2.9 ein, kann der Deformationsgradient
0X = Ou ou
F=22 + 2 -1+ 22 —1+H 2.1
ax tox T 'Tax Tt (2.16)
mit Hilfe des Verschiebungsfeldes ausgedriickt werden. Der Tensor H ist de-
finiert als der Verschiebungsgradient bezogen auf die Ausgangskonfiguration.
Der rechte Cauchy Green Tensor

C=1+H+H"+H" H (2.17)
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kann mit dem Verschiebungsgradienten H ausgedriickt werden. Durch ein-
setzen der Gleichung 2.17 in die Gleichung 2.15 ergibt sich fiir den Green-
Lagrange’sche Verzerrungstensor folgender Ausdruck,

E:%(H—&-HT-i-HT-H). (2.18)
Liegt keine geometrische Nichtlinearitiit vor, wird der Term H” - H vernach-
lassigbar klein und man erhilt durch

e= % (H+H) (2.19)

die linearisierte Form des Green-Lagrange’sch Verzerrungstensors.

2.1.3. Infinitesimale Verformung

Da die Verformungen bei Strukturen aus Steinsalz sehr klein sind im Verhalt-
nis zu deren Abmessungen, ist eine Beschriankung auf kleine Deformationen
moglich. Zu diesem Schluss kommen auch Giinther et al. [2007], Heemann und
Schulze [2007], Hampel [2006], Hou et al. [2007], Rokahr et al. [2007] und Pu-
dewills [2007].

Bei infinitesimalen Verformungen ist der Deformationsgradient H viel kleiner
als 1, daraus folgt H - H” ~ 0 und der Unterschied zwischen der Referenz-
und der Momentankonfiguration wird vernachléssigbar klein.

2.1.4. Mechanische Spannung

Wirkt eine dufiere Kraft auf einen Korper so entsteht im Inneren ein Bean-
spruchungszustand. Um diesen Beanspruchungszustand in einem Punkt des
Korpers bewerten zu konnen, ben6tigt man ein geeignetes Mafl. Den Ausgangs-
punkt bildet das Spannungsprinzip von Euler und Cauchy. Fiihrt man einen
gedachten Schnitt durch einen Koérper, der durch duflere Kraft beansprucht ist,
konnen die inneren Krifte sichtbar gemacht werden (siehe Abbildung 2.3). Die-
ses Verfahren wird Schnittprinzip genannt. Als Maf fiir den Beanspruchungs-
zustand wird der Cauchy-Spannungsvektor

df

t(xz,n,t) = Ta

(2.20)
eingefithrt, mit dem resultierenden Kraftvektor df auf dem infinitesimalen
Flachenelement da und dem Normaleneinheitsvektor n. Da der Spannungs-
vektor im Allgemeinen vom Ort, der Zeit und der Orientierung der Schnitt-
fliche abhingig ist, ist dieser als Spannungsmafl nicht sinnvoll. Der Cauchy-
Spannungsvektor ist in der Momentankonfiguration definiert. Wendet man das
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Cauchy’sche Fundamentaltheorem auf die Gleichung 2.20 an, erhélt man den
Cauchy-Spannungstensor

t(z,n,t) =0 n. (2.21)

Da der Cauchy-Spannungstensor unabhéngig von der Orientierung der Schnitt-
flache ist, kann dieser als Maf zur Beschreibung des wahren Spannungszustan-
des herangezogen werden. In Matrixdarstellung ergibt sich folgende Form fiir
den Cauchy-Spannungstensor

o = 021 g22 023 . (2.22)

Durch das Momentengleichgewicht kann gezeigt werden, dass der Spannungs-
tensor symmetrisch ist

0ij = 0ji. (2.23)

Bendtigt man eine Formulierung fiir den Beanspruchungszustand in der Refe-
renzkonfiguration erhélt man durch analoges Vorgehen den 1. Piola-Kirchhoff-
Spannungstensor

T =P N,. (2.24)

Da der Spannungszustand in jedem Punkt des Korpers definiert ist, konnen die
Spannungstensoren zur Beurteilung des Beanspruchungszustandes herangezo-
gen werden.

2.1.5. Volumetrisch-lsochorer Split

Die Deformation eines Kontinuums kann durch eine Volumen&nderung und
eine Gestaltsdnderung beschrieben werden. Fiir kleine Deformation ergibt sich
ein additiver Split fiir den Dehnungstensors € in einen volumetrischen Anteil

€ und deviatorischen Anteil &

e=¢c""+¢. (2.25)

Die Volumendnderung wird durch eine skalarwertige Grofe e = tr(e) beschrie-
ben. Mit dieser Grofie kann die Volumenénderung,
1
e = Zel (2.26)
3
bezogen auf die undeformierte Volumeneinheit angegeben werden. In Gegen-
satz zur volumetrischen Deformation bewirkt die isochore bzw. deviatorische
Deformation

E=ec— el (2.27)

W =

11
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Abbildung 2.3.: Gesamtkorper mit dufieren Kraften und Teilkorper mit dufle-
ren Kréften und die resultierenden gegenseitigen Wirkungen
die an der gemeinsamen Schnittfliche am Element Aa wirken,
nach Altenbach [1994].

keine Volumen#nderung. Dieser Anteil bewirkt eine Gestaltsdnderung die volu-
mentreu ist. Fiir viele Anwendungsgebiete, wie zum Beispiel bei der Plastizitét
und der Berechnung von inkompressiblen Materialien, hat sich eine Aufsplit-
tung des Dehnungstensors in die beiden Anteile bewahrt Parisch [2003].
Daher bietet sich ebenfalls eine Zerlegung des Spannungstensors

c=0c""+5& (2.28)

in diese beiden Anteile an. Der volumetrische Anteil bzw. der hydrostatische
Anteil des Spannungstensors ergibt sich zu

o’ =—pl (2.29)
mit dem hydrostatischen Druck
1
p= —gtr(a). (2.30)

Der deviatorische Anteil des Spannungstensor kann analog zu Gleichung 2.27
bestimmt werden

6=0—0"" (2.31)
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Dass die Aufteilung ebenfalls von vorteilhaft ist, wird in Lee et al. [1968] und
Simo und Ortiz [1985] gezeigt.

2.1.6. Hauptspannungen und Invarianten des Spannungstensors

Der Spannungstensor bzw. seine Komponenten in Gleichung 2.22 sind im Ko-
ordinatensystem z, y und z dargestellt. In einigen Féllen ist es notwendig, den
Spannungstensor in einen zum Ursprungskoordinatensystem gedrehten Koordi-
natensystem x1, y1 und 2z; anzugeben. Dreht man den Spannungstensor in ein
Koordinatensystem in dem keine Schubspannungen und nur Normalspannun-
gen auftreten, befindet sich der Spannungstensor im Hauptachsensystem. Das
Hauptachsensystem ist dadurch gekennzeichnet, dass der Spannungsvektor t;
und der dazugehdrige Normalenvektor n; jeweils gleichgerichtet sind, somit gilt
fiir Gleichung 2.21

Durch Gleichsetzen der Gleichungen 2.21 und 2.32 erhélt man das homogene
lineare Gleichungssystem, Gross und Seelig [2016],

(o0 —0ol) - n=0. (2.33)

Eine nichttriviale Losung ergibt sich fiir das Gleichungssystem wenn die Koef-
fizientendeterminate det(o — oI) = 0 verschwindet. Dadruch ergibt sich eine
Polynomgleichung dritten Grades

0® — Lo — o — I3 = 0. (2.34)

mit den Vorfaktoren Iy, I2 und Is5. Diese Grofen sind die Invarianten des
Spannungstensors und sind folgendermafien definiert

I =0y = 01 + 02 + 03,
1, — (7% ;Gz‘iffjj)y (2.35)
I3 = det(o3;),

wobei diese Grofen unabhéngig vom Koordinatensystem sind. Diese Grofen o1,
o2 und o3, die auch als Hauptspannungen bezeichnet werden, stellen die Losung
des Gleichungssystems 2.34 dar und sind reelle Gréfen. Die Hauptspannungen
sind die Extremalwerte der Normalspannung.

Durch die Invarianten des Spannungsdeviators

J1 =0,
1. .

J2 = 504504, (2.36)
1

Jz = géz‘jﬁjkﬁku

13
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konnen die Abweichung zum hydrostatischen Spannungszustands beschrieben
werden. Die zweite Invariante des Spannungsdeviators spielt eine wichtig Rolle
in der Plastizitdtstheorie.

Fiir eine ausfiihrliche Herleitung dieses Themengebietes wird auf die folgende
Grundlagenliteratur verwiesen, z.B. Wriggers et al. [2007] und Gross et al.
[2014].

2.2. Bilanzgleichungen

Mit Hilfe von Bilanzgleichungen kénnen Naturgesetze unabhingig von den Kon-
tinuumseigenschaften beschrieben werden. Um globale Aussagen iiber den be-
trachteten Korper zu erhalten, werden die Bilanzgleichungen zunéchst in in-
tegraler Form formuliert. Eine lokale Formulierung der Bilanzgleichungen mit-
tels Differentialgleichungen kann bei hinreichend glatten Feldern vorgenommen
werden. Diese konnen sich auf einen beliebig kleinen Teil des Kérpers beziehen.
Eine Bilanzgleichung kann auch ein Erhaltungssatz sein, wenn sich die zu bi-
lanzierende Grofe iiber den betrachteten Zeitraum nicht &ndert.

2.2.1. Alilgemeine Formulierung von Bilanzgleichungen

Mit Hilfe eines Volumenintegrals {iber die Dichteverteilung der mechanischen
bzw. thermischen Groéfien kann der Zustand eines Korpers I3 beschrieben wer-
den. Durch Volumen- und Oberflichenintegrale iiber die jeweilige Dichte der
Belastung kann die Wirkung der dufseren Umgebung ausgedriickt werden. Ge-
geben sei eine tensorwertige physikalische Grofe Y und die Dichteverteilung
4 bezogen auf ein Volumenelement dv, somit gilt

Y(t) = /cpd (z,t) dv. (2.37)

B

Die Anderungsgeschwindigkeit entspricht der Zeitableitung der Funktion Y
und wird mit der Wirkung der Umgebung bilanziert. Mit der Oberflichendichte
¢, und der Volumendichte ¢, erhdlt man

%Y(t) - %/Lpd (@,£) dv = /qba (a, 1) daJr/qﬁﬂ (@,t)dv.  (2.38)
B oB B

Da die Oberflichendichtefunktion ¢, nicht nur Funktionen des Ortes und der
Zeit sind, sondern auch von der Orientierung des materiellen Punktes abhin-
gen, kann die Gleichung 2.38 unter Verwendung des Cauchy’schen Lemma fiir
Tensoren beliebiger Stufen p wie folgt ausgedriickt werden,

d ® _ (r+1) ®
— [ ei (@ t)dv= [ n(z,t)¢," " (z,t)da+ [ &) (z,t)dv. (2.39)
4o won- | /

B oB
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Die Bilanzgleichung 2.39 ist in der Momentankonfiguration definiert. Fiir die
Referenzkonfiguration ergibt sich die Gleichung 2.39 zu

% PP (X, 1) dV = / N (X)) (X 1) dA—i—/d)(") (X, t)dV, (2.40)
Bo 9B g

mit der Oberflichendichte ¢, und der Volumendichte ¢, in der Referenzkonfi-
guration. Die Bilanzgleichungen 2.39 und 2.40 stellen die allgemeine Form der
Bilanzgleichung fiir die Momentan- und Referenzkonfiguration dar, allerdings
ist es fiir manche Bilanzierungen von Vorteil mit der Massendichte zu rechnen
anstelle der Volumenkraftdichte. Durch die Einfithrung von ¢,,,, ¢, ¢,,, und
@), die die Massendichtefunktionen fiir die jeweilige Konfiguration reprisen-
tieren, werden die Volumendichtefunktionen in den Gleichungen 2.39 und 2.40
durch die Massendichtefunktionen ersetzt. Man erhilt somit die allgemeine
mechanische Bilanzgleichung fiir die Momentankonfiguration

%/wm (z,t) odm = /n(w,t)d)a (w,t)da+/¢m (z,t)odv (2.41)
B B

oB

und fiir die Referenzkonfiguration

dt/meng /N quXtdA+/qb (X,t) pdV. (2.42)

9B o Bo

Die Bilanzgleichungen kann man physikalisch so interpretieren, dass die Summe
der Zu- und Abfliisse iiber die Rénder des Korpers und der Zuwachs bzw. der
Verlust der Bilanzgrofe im Korper gleich der Anderungsgeschwindigkeit der
Bilanzgrofe ist.

2.2.2. Massenbilanz

Mittels eines Volumenintegrals iiber das Dichtefeld kann die Masse

m:/g(:c,t)dv: /Qo(X)dV (2.43)
B Bo

bestimmt werden. Die Gleichung beinhaltet die Annahme, dass Masseerhalt
vorliegt, da kein Zuwachs oder Verlust von Masse vorliegt. Des Weiteren ist zu
erkennen, dass sich die Dichte und das Volumen iiber die Zeit dndern, allerdings
bleibt die Masse iiber die gesamte Zeit konstant. Geht man von der allgemeinen
Form der Bilanzgleichung 2.41 aus unter Beriicksichtigung, dass kein Massen-
austausch iiber die Oberfliche und keine innere Massendnderung erfolgt und

unter Verwendung der Gleichung 2.12, ergibt sich folgender Ausdruck,
dm d d
@ =) o, )dv = & / o(@, £)JdV = 0. (2.44)

Bo

15
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Fiihrt man nun die Zeitableitung durch, unter Verwendung der Bedingung,
dass das Volumen in der Referenzkonfiguration unverénderlich ist, ergibt sich

. . 0
m-/(gJ—i—gaJ) dav. (2.45)
B

Mit der partiellen Ableitung %J = divv J ergibt sich die Gleichung 2.45 zu
folgendem Ausdruck

m:/(g—i—g divw) JdV =0, (2.46)
14 dv

diese Gleichung stellt den globalen Massenerhaltungssatz dar. Aus dieser Glei-
chung kann die lokale Form des Massenerhaltungssatz
0+ o0 divv =0 (2.47)
formuliert werden. Unter Einbeziehung der Gleichung
x,t)dv = x,t)dV
o(w, 1) (z,1) (2.48)
00 =Jo

konnen folgende Aussagen abgeleitet werden. Die in der Referenzkonfiguration
definierte Massendichte go ist immer von der Zeit unabhingig und fiir inkom-
pressible Deformationen gilt go = o da J = 1.

2.2.3. Impulsbilanz

Der Gesamtimpuls p kann durch die Definitionsgleichung

p(x,t) = /B (z,t)dm = /v(w,t)g(w,t) dv (2.49)
B B

bestimmt werden und verbindet die Geschwindigkeits- und Masseverteilung

eines Korpers B miteinander. Geht man von der allgemeinen Form der Bilanz-

gleichung 2.41 aus unter der Definition, dass die Summe aller auf den Kérper

von aufien wirkenden Oberflichen- und Volumenkrifte gleich der Anderungs-

geschwindigkeit des Gesamtimpulses p ist,

%/vydvz /cr-nda—i—/bgdv7 (2.50)
B o8 B

mit cp&p) =, ¢>flp+1) = o und qbff’) = b. Mit Hilfe des Gauf’schen Integralsat-
zes kann die Gleichung zu

% dev:/ div(a’)dv+/b9dv (2.51)
B B B
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umgeformt werden. Durch Umformen kann man den Ausdruck jetzt unter ei-
nem Integral wie folgt zusammenfassen

/ (div (o) + bp — vp)dv = 0. (2.52)
B

Diese Beziehung gilt fiir jedes beliebige Volumen, daher muss der Klammeraus-
druck verschwinden. Dadurch gelangt man zur lokalen Form der Impulsbilanz

div (o) + bp = vy, (2.53)

die dem Newton’schen Bewegungsgesetz entspricht.

2.2.4. Drehimpuisbilanz

Der Drehimpuls L in globaler Form ist durch den Ausdruck, siehe Altenbach
[1994],

L(x,t) = /Pm x v(xz,t)dm = /Pm x v(x,t)o(x,t) dv (2.54)
B B

gegeben. Geht man von der allgemeinen Form der Bilanzgleichung 2.41 aus,
unter der Beriicksichtigung, dass die Anderungsgeschwindigkeit des gesamten
Drehimpulses

%/mevgdv:/Pa:><0'~nda+/P:c><bgdv (2.55)
B oB B

bezogen auf den Bezugspunkt Tx gleich der Summe aller Momente die hervor-
gerufen werden, durch die von aufen auf den Kérper B wirkende Oberflichen-
und Volumenkrifte, bezogen auf den Punkt Fx, mit gofip> =x X, ¢ff+1) =
x X o und qﬁq(f’) = x X b. Unter Verwendung des Gauft’schen Integralsatzes,
der Massenerhaltung und der Gleichung 2.53 erhélt man die Drehimpulsbilanz,
nach Altenbach [1994],

Lxo=0 (2.56)

in lokaler Form. Anhand dieser Beziehung konnen Aussagen iiber das Sym-
metrieverhalten des Cauchy’schen und des zweiten Piola-Kirchhoffschen Span-
nungstensors getroffen werden (siehe Gleichung 2.23).

17
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2.2.5. Energiebilanz

Der erste Hauptsatz der Thermodynamik besagt, dass die Anderungsgeschwin-
digkeit der Gesamtenergie

d

E= G E+U), (2.57)

die sich als Summe aus der kinetischen Energie K = % Jv-vodv und der
B
inneren Energie U = [opudv ergibt, gleich der Leistung aller Oberflichen-
B

und Volumenkrifte am Korper B sind, die an der Deformation beteiligt sind,
zuziiglich der thermischen zu- und abgefiihrten Energieanteile. Unter Beriick-
sichtigung der allgemeinen Form der Bilanzgleichung 2.41 folgt

d 1
E/g(iv«eru) d'u—/(a’-n-qu‘n)daJr/g(b-v+r)dv (2.58)
o8Bt B

B

fiir die Energiebilanz, mit cpff) = tv-v+tu, Pt = g.v—qund ¢P) = b-vtr.

Der Term —q - n sorgt dafiir, dass bei einen Warmefluss in den Kérper B der
Term positiv ist, daher das negative Vorzeichen. In der Gleichung 2.58 be-
schreibt r die auf die Masseneinheit bezogene Warmequelle und g beschreibt
den Warmestromvektor. Mit Hilfe des Gaufischen Integralsatzes kann das Ober-
flichenintegral in ein Volumenintegral {iberfiihrt werden und man erhélt

% g<%v-v+u) dv:/(g(b~v+r)+ div (o - v) — div(q))dv. (2.59)
B B

Unter Verwendung des Reynolds’schen Transporttheorems und des Gauf’schen
Integralsatzes ergibt sich die Anderungsgeschwindigkeit der Gesamtenergie zu
folgendem Ausdruck

. S| . 1 .
/(gu—l—gu—&—g;wv—l—gv-v+g(§v~v+u) d1vv)dv:...
B

(2.60)
/(g(b~v+r) + div (o - v) — div(q)) dv.
B
Die lokale Form des Energieerhaltungssatzes
g'u—i—gu—l—g'lv-'v—}—giwv—i—g(LU-'U—}—u) div (v) =
2 2 (2.61)

o(b-v+r7)+ div(e-v)— div(q)

erhélt man, indem der Klammerausdruck aus Gleichung 2.60 verschwindet, da
die Beziehung aus Gleichung 2.59 fiir jedes beliebige Volumen gilt. Zieht man
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von dieser Gleichung die mit v multiplizierte Impulsbilanz 2.53 ab und be-
riicksichtigt kleine Deformationen und isotherme Prozesse ergibt sich folgende
vereinfachte Beziehung

gﬂza--é—g(%v~v+u) (2.62)

fiir die Energiebilanz.

2.2.6. Entropiebilanz

Aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik folgt, dass Energie sich in
andere Energieformen umwandeln lasst, jedoch nicht aus dem Nichts entsteht
und nicht vernichtet werden kann. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
beinhaltet allerdings keine Aussagen dariiber, ob ein Prozess reversibel oder
irreversibel ist oder um welche Art der Energieumwandlung es sich handelt.

Um Informationen iiber die fehlenden Aussagen zu erhalten, wird die Entropie

S:/sdm:/gsdv (2.63)
B B

eingefiithrt. Die Entropie ist ein Maf, wie viel Energie irreversibel von einer
nutzbaren in nicht nutzbare Energie umgewandelt werden kann. Ausgehend
von der allgemeinen Form der Bilanzgleichung 2.41 unter Beriicksichtigung,
dass die Geschwindigkeit der dufteren Entropiezufuhr kleiner ist als die zeitliche
Anderung der Entropie

d q-n r
= >— [ L - .
dt/Qde* / 7 da—l—/gedv (2.64)
B o8B B
innerhalb eines betrachteten Volumens mit gofip) = s, ¢{gp+1) = -1, 4;5}’) =

7 und der absoluten Temperatur 6. Da nur bei idealisierten Prozessen die
Geschwindigkeit der dufieren Entropiezufuhr gleich der Entropieinderungsrate
innerhalb eines betrachteten Volumens ist, wird fiir die Gleichung 2.64 das
Grofer-Gleich-Zeichen > verwendet. Diese Beziehung entspricht dem zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik. Die Entropiednderungsrate ergibt sich zu

%/gsdv:/(Q5+Qs')dv+/gsv~nda, (2.65)

B \4 oB

unter Verwendung des Reynolds’schen Transporttheorems. Wendet man den
Gauf’schen Integralsatz auf die Gleichungen 2.64 und 2.65 an, kann die Glei-
chung 2.64 folgendermafien

/(@S+Q$+QS div(v))de/(— div (%) +gg) dv (2.66)

B B
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ausgedriickt werden. Mit der folgenden Beziehung

1
0(0s+ 05+ s div(v)) + div(g) — g - grad (9)5 +or>0 (2.67)

ist die lokale Form gegeben. Setzt man die Gleichung fiir die Energiebilanz 2.62
in die lokale Form der Entropiebilanzen erhélt man nach einigen Umformungen

0(os+0s$)—ou+o--é—q-grad (0)- > 0. (2.68)

D =

Unter Verwendung der Legendre-Transformation

Yv=u—10s (2.69)
und dessen Zeitableitung

b=u—0s—03 (2.70)

kann der Term = in Gleichung 2.68 ersetzt werden, wodurch man
. . ; ; . . 1
0(os+03) —g(w—i—ﬁs—i—@s) +o0-€—q- grad (9)5 >0 (2.71)

erhilt. In der Gleichung 2.69 beschreibt ¢ die Freie Energie. Durch Umformung
und unter Voraussetzung eines isothermen Prozesses kann die Clausius-Duhem-
Ungleichung durch

D=—optp+0-£>0 (2.72)

ausgedriickt werden.

2.3. Materialverhalten und Konstitutivgleichungen

Wie schon erwéhnt, kénnen die speziellen Eigenschaften des Materials durch
die bis jetzt eingefiihrten Gleichungen weitestgehend noch nicht beschrieben
werden, da diese so allgemein wie mdoglich gehalten sind und fiir alle Kontinua
gelten. Daraus ergibt sich das Problem, dass bisher nicht geniigend Gleichun-
gen zur Verfiigung stehen um das Materialverhalten abbilden zu kénnen. Dar-
aus ldsst sich schlussfolgern, dass weitere Gleichungen zur Beschreibung des
Materialverhaltens notwendig sind. Diese Gleichungen werden als Materialglei-
chungen, Stoffgesetz oder konstitutive Gleichungen bezeichnet.

Die zusétzlichen benétigen Gleichungen um das Verhalten von Steinsalz zu
beschreiben und welchen Gesetzméfigkeiten sie unterliegen, wird in den nach-
folgenden Unterkapiteln erldutert.
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2.3.1. Einflhrung in die Materialtheorie

Am Anfang jedes neu entwickelten Materialmodells miissen laut Altenbach
[1994] folgende Fragen geklirt werden.

e Wie konnen die Konstitutivgleichungen formuliert werden?
e Liegt materielle Symmetrie vor?
e Kann man kinematische Einschrinkungen in das Modell einarbeiten?

Mit Hilfe der Konstitutivgleichungen werden dem Kontinuum die Material-
eigenschaften verliehen. Die Anzahl der Konstitutivgleichungen ist abhéngig
von der Anzahl der inneren Variablen, die zur Beschreibung des Materi-
alverhaltens nétig sind. Fiir die Bestimmung der Konstitutivgleichungen
werden gut dokumentierte Materialtests (Versuchsparameter) benétigt, um
das entwickelte Materialmodell zu validieren. In der Abbildung 2.4 ist diese
Vorgehensweise grafisch dargestellt. Die Konstitutivgleichungen lassen sich
durch die Einarbeitung von Materialsymmetrien in mathematischer Hinsicht
vereinfachen. Allerdings benétigt dieser Schritt eine Menge Erfahrung und
ingenieurméifige Methoden, da die Materialsymmetrien aus Experimenten
abgeleitet werden miissen. Eine weitere Vereinfachung der Materialgleichungen
in mathematischer Hinsicht liefert die Einarbeitung von kinematischen Ein-
schrankungen in das Modell. Eine solche kinematische Einschrénkung fiir das
Material Steinsalz ist, dass unterhalb der Dilatanzgrenze die Volumendnderung
rein elastisch ist. Sind diese Fragen geklart, konnen die Konstitutivgleichungen
mittels grundlegender Axiome bestimmt werden.

Das erste Axiom sagt aus, dass mit Hilfe der Vorgeschichte des Materials
und des aktuellen Belastungszustandes der aktuelle Zustand des Kontinuums
bestimmt werden kann. Das Determinismusaxiom sagt ebenfalls aus,
dass das Verhalten des betrachteten materiellen Punktes durch die anderen
materiellen Punkte beeinflusst wird. Mit Hilfe des Axioms der lokalen
Wirkung kann die vorherige Bedingung auf die unmittelbare Umgebung
eingeschrénkt werden, da die Fernwirkungen vernachldssigbar klein sind.
Daraus ergibt sich, dass fiir Materialien ersten Grades, die sogenannten
einfachen Materialien, man fiir die Beschreibung des Materialverhaltens
nur die Variablen und deren Gradienten benétigt. Das Ged&achtnisprinzip
besagt, dass fiir die zeitliche Beschreibung Vereinfachungen vorgenommen
werden konnen. Bei den Vereinfachungen unterscheidet man zwischen glatten
und schwindenden Gedédchtnis. Bei schwindenden Gedéchtnissen geht man
davon aus, dass zuriickliegende Ereignisse einen geringeren Einfluss auf
den aktuellen Zustand haben. Fiir hinreichend glatte Funktionen kann eine
Taylor-Reihenentwicklung vorgenommen werden, in Altenbach [1994] wird ein
Beispiel fiir eine hinreichend glatte Funktion gegeben. Die Variablen, die das
Materialverhalten beschreiben, konnen in Anlehnung an das Kausalitétsprin-

21



22

2.3. MATERIALVERHALTEN UND KONSTITUTIVGLEICHUNGEN

Experiment

%(iaten

Materialparameter und

B Materialverhalten

i I
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< @ t
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Randbedingungen, Output

Lasten, Verschiebungen, ...

q2

r
=
Berechnungsmodell

Abbildung 2.4.: Experimentelle Ermittlung des Materialverhaltens und Ablei-
ten des Berechnungsmodells

zip in abhingige und unabhingige Variablen unterteilt werden. Als Beispiel
fiir abhédngige und unabhéngige Variablen soll ein thermomechanisches Konti-
nuum dienen. Die Bewegung und die Temperatur sind unabhéngige Variablen,
da diese Variablen die Spannung, die Wéarmefliisse, die freie Energie und
die Entropie beeinflussen, konnen diese als abhéngige Variablen betrachtet
werden. Um Wechselwirkungen abbilden zu konnen, muss der vollstédndige
Satz an unabhingigen Variablen in allen Konstitutivgleichungen enthalten
sein, was dem Aquiprisenzaxiom entspricht. Das gewihlte Bezugssystem
darf keinen Einfluss auf die Konstitutivgleichungen haben. Des Weiteren sagt
das Axiom der materiellen Objektivitidt aus, dass die Beobachtungs-
abhéngigkeit von Starrkorperbewegungen zu priifen ist. Das Prinzip der
physikalischen Vertréglichkeit sagt aus, dass die entwickelten Konstitutiv-
gleichungen den Bilanzgleichungen aus Kapitel 2.2 nicht widersprechen diirfen.

Ein Materialmodell was diesen Axiomen entspricht, kann das Materialverhalten
zuverléssig abbilden und unterliegt dem thermodynamischen Konzept.
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2.3.2. Elastisches Materialverhalten

Elastisches Materialverhalten liegt vor, wenn bei einen einachsigen Spannungs-
zustand Be- und Entlastung auf demselben Weg erfolgt und wenn die Ver-
zerrungen die durch die dufiere Belastung entstanden sind, vollstdndig und
unmittelbar verschwinden beim Entlasten. Des Weiteren ist die Verformung
nur abhéngig von der Belastung und nicht von der Belastungsgeschwindigkeit.
Die aufgenommene Arbeit wird im Korper vollstdndig als Verformungsenergie
gespeichert und nach der Belastung wieder vollstdndig abgebaut.

Ausgehend von der freien Energie

b=1(C.e)-e, (2.73)
2%—/

die man unter Verwendung der Lame-Parameter auch durch
1
wzimﬁddf+u<e—%w@ﬂ)~(e—éﬂ@ﬂ) (2.74)

&
ausdriicken kann. Bildet man die erste Ableitung der freien Energie nach dem
Verzerrungstensor, erhdlt man den Spannungstensor

%:U:C..s

€ (2.75)
a—w—a—ntr(s)+2 5

857 - HE,

was dem Hooke’schen Gesetz entspricht. Den Materialtensor C erhilt man
mittels der zweiten Ableitung der freien Energie nach dem Verzerrungstensor

o 1
8dk;fcfn1®1+2ﬁ<1 31@1). (2.76)

P
Dieser Materialtensor gilt nur fiir isothermes, isotropes und linear-elastisches
Materialverhalten. Im Allgemeinen hat der Materialtensor 81 Unbekannte die
durch Experimente bestimmt werden miissen. Die Anzahl der Unbekannten
kann durch Einarbeitung von Symmetrien fiir den einfachsten Fall auf zwei
Unbekannte reduziert werden. Somit kénnen die Lame-Parameter

\ — vE
POty a=2v)
E
- 2.77
F= o+ @.77)
3L +2p
T3

durch den Elastizitdtsmodul und die Querkontraktion bestimmt werden. Wie
sich der Materialtensor fiir andere Symmetrien ergibt, ist z.B. in Jones [1998]
und Altenbach [1994] dargestellt.
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2.3.3. Viskoelastisches Materialverhalten

Viskoelastisches Materialverhalten ist dadurch gegenzeichnet, dass die Verzer-
rungen, die durch die dufieren Belastungen entstanden sind, vollstindig bei der
Entlastung verschwinden. Anders als bei der reinen Elastizitat erfolgt jegliche
Verformung sowie Riickstellung zeitabhingig. Die iiber die Zeit aufgenomme-
ne Arbeit wird im Korper vollstdndig als Verformungsarbeit gespeichert und
nach der Belastung iiber die Zeit wieder vollstindig abgebaut. Fiir die freie
Energiefunktion zur Bestimmung des viskoelastisches Materialverhalten geben
Simo und Hughes [1998] folgenden Ausdruck an

Y= %f@(tr(e))2 + uE--E— Z q,-€—0 (Z qi> , (2.78)

mit der viskosen Dehnung g, und dem Parameter N der die Anzahl der
Maxwell-Korper angibt. Bildet man das totale Differential von Gleichung 2.78
und setzt das in die Clausius-Duhem-Ungleichung 2.72, kann die Clausius-
Duhem-Ungleichung

<a—mfr —2,ue+Zq> e+Z( a9ql>:qizo (2.79)

in der Form ausgedriickt werden. Fiir die Spannungen und fiir die Dissipations-
funktion ergeben sich daraus folgende Beziehungen

o =rtr(e) + 2ué — Zqi,

D= Z( aeql);qizo.

Die viskoelastische Antwort kann nach Simo und Hughes [1998] mit Hilfe der
Ratengleichung beschrieben werden

(2.80)

qz+ ql 72#6

hm q; =0.
t—o0
mit (2.81)
N
)DETEEN
i=1
0<7% <1

Die Materialparameter vo.,7v:; ergeben sich als Verhiltnis der Elastizitdtsmo-
dule Ew, E; der einzelnen Feder bezogen auf dem gesamten Elastizitdtsmodul
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und ist durch die folgenden Beziehungen gegeben,

%-:% mit 1=1,2,..,. N
I (2.82)
=g

Die Integration der Evolutionsgleichung kann durch die Anwendung der expo-
nentiellen Projektion wesentlich effizienter gestaltet werden. Durch die expo-
nentiellen Projektion kann die Evolutionsgleichung

d t I P t
7 (qi exp (Z)) = 211€ exp (ﬂ) (2.83)

in dieser Form geschrieben werden. Integriert man diesen Ausdruck und unter
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen, erhilt man

t
i —(t — .
q;, = ik / exp (u) 2ué(s) ds. (2.84)
Ti Ti
Wird dieser Ausdruck partiell integriert und in die Spannungsbeziehung 2.80
eingesetzt, erhélt man die Konstitutivgleichung
t
o(t) =rtr(e) + / g(t — s)% (21&(s)) ds

—o0

mit (2.85)

N
—t
t) = . _
9(t) %oJr;% eXp(TZ)
in der Gedachtnisintegraldarstellung. Die Funktion g(¢) in Gleichung 2.85 wird
Relaxationsfunktion genannt. Aus dem Ableitungsterm und der Exponential-
funktion der Relaxationsfunktion ergibt sich ein Satz von internen Variablen

t
h; = /exp <_—t) 4 (2u&(s)) ds. (2.86)
Ti ds N —
To Gtest

Bei der unteren Grenze liegt rein elastische Deformation vor und die Zeitdis-
kretisierung erfolgt mit "t = "¢ + dt. Mit Hilfe der Zeitdiskretisierung kann
die Gleichung 2.86 folgendermafien

n

t
"Hh = exp <7dt) /exp (u> i&te“ ds+ ...
Ti T ds
T,

0

(2.87)

ntl,

_(ntly _
/ exp (7( t=s) ) i&te“ ds
Ti ds

nt
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ausgedriickt werden. Der erste Term in der Gleichung kann als bis zu diesem
Zeitschritt akkumulierte inelastische Deformation interpretiert werden. Der
zweite Term wird wie folgt integriert

n41y

(g
/ exp <7( L 3))i&fe“ds
Ti ds

nt

n+1t
d _tes —(ntly
= d—a'tebt . / exp (u ds
S n fm T
=T ' (2.88)
< :7L+1t
_ (n+1 ~ test n ~test 1 7(n+1t - S) y
= Gt =" ") —1 exp | ——=
dt Ti s=nt
1—exp (;dt)
— @ n+1 ~ test n ~ test
=—w ( o -"a ) .

Ti

Das Update der internen Variable ergibt sich durch das Einarbeiten der Bezie-
hungen zu folgendem Ausdruck

+1 —di 176Xp<7:i“) +1 ~ test ~ test
" hz’:exp( )"hi+T(” Gl nEtet) L (2.89)

Ti

Ti

Die Spannung zum Zeitpunkt n + 1 kann durch

N
n+1a_ _ :‘itr(n+15) + ’Yoon+1&t€5t + Z'Yz n+1h7j (290)
=1

bestimmt werden. Der algorithmisch konstante Tangentenmodul ist durch fol-
genden Ausdruck gegeben

) an+lo_ N 1— exp (%dt)
"+C:8n+16:/§1®1+ %OJFZ%Tl 2uP. (2.91)

=1 T

2.3.4. Kriechen

Beim Kriechen kann man beobachten, dass bei einem konstanten Beanspru-
chungsniveau die Verzerrungen stdndig zunehmen. Die akkumulierte Kriech-
dehnung ist wie bei der Plastizitit irreversibel. Anhand von einachsigen Ex-
perimenten l&sst sich beobachten, dass sich der Kriechvorgang in drei Phasen
einteilen lisst (siehe Abbildung 2.5)

e Phase I das sog. primire Kriechen,
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e Phase I das sog. sekundére bzw. stationdres Kriechen und
e Phase I1] das sog. tertidre Kriechen.

Das primére Kriechen I ist durch eine grofie Verformungsrate charakterisiert,
die mit Fortschreiten der Deformation rasch abnimmt. Versetzungen innerhalb
der Gitterstruktur im Salzkristall sind bestimmend fiir das primire Kriechen.
Die Versetzungen beginnen sich mit zunehmender Spannung zu bewegen.
Das Bewegungspotential der vorhandenen Versetzungen wird durch die
anwachsende Verformung verringert. Wird weiterhin Verformung akkumuliert,
entstehen neue Versetzungen im Gitter. Die daraus resultierende Versetzungs-
dichte bewirkt eine Verringerung der Kriechgeschwindigkeit, da diese einen
Widerstand gegen die Verformung selbst erzeugt (siehe I in Abbildung 2.5).
Der sekundére bzw. stationdres Kriechbereich /I ist charakterisiert durch
eine konstante Kriechgeschwindigkeit. Die konstante Kriechgeschwindigkeit
wird mafigebend durch das Klettern von Versetzungen verursacht, da diese
zu einem Gleichgewicht zwischen erzeugten und ausgeldsten Versetzungen
fiihrt. Daraus folgt, dass die Verfestigung und die Entfestigung gleich grof
werden (siehe I in Abbildung 2.5). Die tertidre Kriechphase 171 wird durch
eine rasch ansteigende Kriechgeschwindigkeit bestimmt. Die Ursache fiir
das rasche Ansteigen der Kriechgeschwindigkeit beruht iiberwiegend auf
Entfestigunsprozesse im Material (sieche II1 in Abbildung 2.5), Bergmann
[2003] und Blum [1978].

Die hier gezeigten Kriechphasen sind materialabhidngig und sind daher un-
terschiedlich ausgeprigt je nach Material. Dieses kann dazu fithren, dass die
Kriechphasen teilweise oder vollstandig fehlen.

Zur Beschreibung des Kriechvorgangs werden in der Regel nichtlineare Ansét-
ze bendtigt. In der Literatur konnen zahlreiche Ansdtze zur Beschreibung des
Kriechverhaltens gefunden werden, allerdings sind diese oftmals auf einen spezi-
ellen Einsatzbereich beschrankt. Fiir die Kriechdehnung kann nach Altenbach
[1994], folgender allgemeiner Ansatz formuliert werden

e = filo) f2(t) f3(0), (2.92)

dabei beschreibt die Funktion fi(o) die Spannungsabhingigkeit der Kriech-
dehnung, die Funktion f>(¢) die Zeitabhingigkeit der Kriechdehnung und die
Funktion f3(0) die Temperaturabhingigkeit der Kriechdehnung. Norton und
Bailey formulierten fiir die Funktionen f; und f> folgenden einfachen Ansatz.
Die Kriechdehnungs-Zeit-Kurve kann durch die Beziehung

e =FrT™ (0 <m < o0) (2.93)

beschrieben werden, dabei sind F und m Materialparameter und die
Kriechdehnungsgeschwindigkeits-Spannungsbeziehung ergibt sich zu

T =Ko", (2.94)
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s

I 11 111

Abbildung 2.5.: Kriechverformung

mit den Materialparametern K und n. Zur Beschreibung der Temperatu-
rabhingigkeit der Kriechdehung gibt es weitere spezielle Ansidtze. Einer
dieser Ansédtze ist in Gleichung 5.8 dargestellt. Des Weiteren sei erwihnt,
dass es in der Literatur eine Vielzahl von Amnsdtzen zur Beschreibung der
unterschiedlichen Kriechphasen gibt, fiir den interessierten Leser wird auf
Ludwik [1909], Lubahn und Felgar [1961], Rusinko und Rusinko [2011] und
Betten et al. [1989] verwiesen.

Die hier gezeigten Ansatze beschreiben das Kriechverhalten fiir einen einachsi-
gen Belastungszustand, eine mehrachsige Verallgemeinerung der verschiedenen
Ansitze zur Beschreibung des Kriechverhaltens kann nach Altenbach [1994]
und Hampel [2006] mittels der Flieftheorie erfolgen. Voraussetzung dafiir ist,
dass ein Kriechpotential ®(o) existiert. Die Verallgemeinerung erfolgt analog
zur Plastizitdtstheorie, sieche de Souza Neto et al. [2008]|, Simo und Hughes
[1998] und Jablonski [2014]. Das Kriechpotential

®(0) = (c"M)? = %&. &= %U%, (2.95)
wurde von Altenbach [1994] vorgeschlagen, mit o die der Vergleichungsspan-
nung nach von Mises entspricht, mit &, die dem deviatorischen Anteil des Span-
nungstensors entspricht und mit or, die der Fliefspannung entspricht. Somit
lasst sich der Kriechgeschwindigkeitstensor mittels des assoziierten Fliefigeset-
zes ausdriicken

-cro_ aiq)
€T = a5 (2.96)
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Unter Beriicksichtigung des Zusammenhangs zwischen dem Spannungstensor
und dem deviatorischen Anteil des Spannungstenors, kann das Kriechpotential
aus Gleichung 2.95 folgendermafien ausgedriickt werden

1
P(0) = 6 [30 -0 — 112(0)] . (2.97)
Durch bilden der partiellen Ableitung g—i, ergibt sich der Kriechgeschwindig-
keitstensor zu

£ = )6 (2.98)

Anhand der Gleichung lasst sich erkennen, dass die Forderung, dass die Defor-
mation volumentreu sein muss, erfiillt ist. Uber die Aquivalenz des einachsigen
und des mehrachsigen Zustandes kann der Faktor A bestimmt werden. Wird
die Gleichung 2.98 mit & multipliziert, ergibt sich die spezifische dissipierte
Spannungsleistung, Altenbach [1994],

W=6 &"=X\5 6= %)\J%, (2.99)
Die Aquivalenz des einachsigen und des mehrachsigen Zustandes gilt auch fiir
das Produkt aus dquivalenter Spannung und Kriechdehngeschwindigkeit

W = oM, (2.100)
Mit Hilfe der Gleichungen 2.99 und 2.100 ergibt sich der Faktor zu

3 gor
T 9 goM

(2.101)

und durch diese Gleichung kann die Gleichung 2.98 folgendermafien ausge-
driickt werden

3 &
cer 9 &~
€ —2 UMO'.

(2.102)

Fiir die unterschiedlichen Kriechphasen miissen unterschiedliche Ansétze de-
finiert werden. Wie in dieser Arbeit das Kriechverhalten von Salzgestein be-
schrieben wird, wird in Kapitel 5.8 erldutert.

2.3.5. Schédigung

Unter Schéidigung versteht man einen physikalischen Prozess, in dem im Pro-
zessverlauf die Materialsteifigkeit verringert wird. Dieser Prozessverlauf kann
bis zum Materialversagen fithren. Die Schadigung ist ein irreversibler Prozess
und verursacht bleibende messbare Anderung der Materialeigenschaften und
der Geometrie.

Mikromechanisch kann man den Prozess der Schiadigung als das Aufbrechen
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der atomaren Bindungen und das Wachstum von Mikrorissen sowie von Poren
interpretieren. Basierend auf der phenomenologischen Beobachtungen haben
Lippmann und Lemaitre [1996] und Lemaitre und Chaboche [1994] folgende
Begriffe definiert.

e Spréde Schiadigung

Die sprode Schidigung ist dadurch gekennzeichnet, dass die elastischen
Dehnungen ¢° viel grofer als die plastischen Dehnungen €' sind. Dieses
beruht darauf, dass an der mikroskopischen Rissspitze keine nennenswer-
ten plastischen Effekte auftreten, was dazu fithrt, dass makroskopisch
keine nennenswerte plastische Dehnung akkumuliert wird.

e Duktile Schidigung

Anders als bei der sproden Schidigung iiberlagern sich an den Spitzen
der Mikrorisse die plastischen Effekte, sodass die elastischen Dehnungen
¢ viel kleiner als die plastischen Dehnungen ? sind.

e Kriechschidigung

Dieser Schidigungseffekt tritt bei viskosem Materialverhalten auf. Der
Prozess ist zum Beispiel fiir Metalle unter permanenter statischer Last
thermisch aktiviert. Der Schidigungsmechanismus ist geprégt durch das
Entstehen von Mikroporen an den Korngrenzen.

e Ermiidung

Dieser Schidigungsprozess tritt unter zyklischer Beanspruchung auf und
ist dadurch gekennzeichnet, dass das Material nur lokale Mikroplastizitit
aufweist und im globalen elastisches Materialverhalten vorliegt.

e Isotrope Schidigung

Die isotrope Schidigung lauft richtungsunabhéngig ab. Daraus folgt, dass
bei einer Belastung oberhalb der Schiadigungsgrenze das Material in allen
Raumrichtungen gleichermafien geschiadigt wird. Dieses lésst sich mikro-
skopisch durch das Wachstum kugelférmiger Poren erklidren. Aus diesem
Materialverhalten lésst sich fiir die Beschreibung der isotropen Schéadi-
gung eine skalare Schidigungsvariable ableiten.

e Anisotrope Schidigung

Anders als bei der isotropen Schédigung lauft die anisotrope Schédigung
richtungsabhéngig ab, da sie die Mikrorissausbreitungen in der jeweiligen
Raumrichtung beschreibt. Fiir die Berechnung der anisotropen Schidi-
gung miissen tensorielle Schidigungsvariablen eingefiithrt werden.
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In Lippmann und Lemaitre [1996] werden die jeweiligen Schidigungsmechanis-
men mittels Rasterelektronenmikroskopie optisch dargestellt.

Fiir die Wahl der Formulierung der Evolutionsgleichung der Schidigungsva-
riable muss das System hinsichtlich der Schidigungsmechanismen untersucht
werden. Die Festlegung der Léngenskala, z.B. mikroskopische oder makroskopi-
sche Ebene, bestimmt welche Schidigungsmechanismen beriicksichtigt werden.
Bei der Betrachtung der mikroskopischen Ebene ergibt sich die Schidigung
durch Mikrorisse, welche auf Inhomogenitdten des Werkstoffes zuriickzufiihren
sind, oder durch das Aufbrechen der Atombindungen. Diese Effekte fithren im
Inneren des Materials zur Bildung von Poren und Hohlrdumen, die sich so-
weit ausbreiten konnen, das Bruchflichen entstehen. Durch Fortschreiten der
Schadigung ergeben sich auf der makroskopischen Ebene Makrorisse im Mate-
rial. Fiir die Beschreibung der Schidigung konnen getrennte Ansdtze fiir die
Schidigung formuliert werden oder kombinierte Ansétze zur Beschreibung der
Schédigung herangezogen werden.

Aus Experimenten kann man ableiten, dass eine Betrachtung der Langenska-
la alleine nicht ausreicht, da fiir die Formulierung der Evolutionsgleichung fiir
die Schéidigung das spezifische Materialverhalten beriicksichtigt werden muss.
Dieses kann an einem kleinen Beispiel verdeutlicht werden: Im Gegensatz zu
Stahl kann sich Gummi um mehrere hundert Prozent dehnen, bevor die Materi-
alschédigung zu einem Versagen des Gummis fithrt. Daraus lédsst sich ableiten,
dass fiir verschiedene Materialien unterschiedliche Ansétze zur Beschreibung
der Schidigung formuliert werden. Die Beschreibung der Schiadigung kann mit-
tels der Ermiidung, der Bruchmechanik, der Kontinuumsschadigungsmechanik
oder der mikromechanischen Schidigungsmechanik beschrieben werden. Da die
Beschreibung der Schiadigung ein sehr aktiver Forschungsbereich ist, kann kein
Anspruch auf Vollstdndigkeit gegeben werden. Fiir den interessierten Leser
wird z.B. auf Gross und Seelig [2016], Lippmann und Lemaitre [1996] und Hai-
bach [2006] verwiesen.

Das in dieser Arbeit verwendete Schidigungsmodell wird im Kapitel 5.8.3 na-
her erldutert.

e Konzept der Schiddigung nach Kachanov

Beim Konzept nach Kachanov [1958] ergibt sich die Schadigung als Folge
der Entstehung und das Anwachsen von Mikrorissen im Material. Die
Entwicklung der Schidigung erfolgt nach Burbulla [2015] im gesamten
Kontinuum. Die Mikrospannungen werden iiber das reprisentative Kon-
trollelement (RVE) (siehe Abbildung 2.6) im Rahmen der Kontinuums-
schidigungsmechanik gemittelt. Defekte im Material sind auch schon im
Ausgangszustand vorhanden. Die Abbildung der Schidigungseffekte kann
nach Lippmann und Lemaitre [1996] durch ein RVE mit einem Volumen
von 1mm? fiir ein Polymer beschrieben werden. Das RVE eines Korper
B € R? im Punkt P mit der Normalen n, konnen die Querschnittsflichen
dAo, dAp und dA®?S identifiziert werden. Dabei beschreibt die Fliche
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dAy die vollstandige Querschnittsfliche des RVE, die Flache dAp gibt die
Querschnittsfliche an, die durch Poren und Risse geschidigt ist und die
ungeschidigte Querschnittsfliche wird durch dA®// beschrieben. Nach
dem Konzept von Kachanov [1958] kann die Riss- und Porenbildung fiir
ein isotropes Material, da die Schidigungsentwicklung unabhéngig von
der Richtung ist, durch eine skalare Schidigungsvariable D fiir das RVE
ausgedriickt werden. Die Schidigungsvariable D fiir den Punkt P € B
ergibt sich durch das Verhaltnis

dAp
dAo

D(P,n) = (2.103)

des ungeschidigten zum gesamten Querschnitt des RVE. Die Schédi-
gungsvariable D wird durch das Intervall

0<D<1 (2.104)

beschrénkt, wobei D = 0 ein ungeschédigtes und D = 1 ein vollsténdig
geschidigtes Material darstellt.

Abbildung 2.6.: Schnitt durch ein RVE des Korpers B an der die Schidigung
definiert wird.

e Konzept der effektiven Spannung

Das Konzept der effektiven Spannung, welches durch Rabotnov [1969]
vorgeschlagen wurde, geht davon aus, dass die Kraft F', die auf einen
Korper wirkt, nicht iiber den Ausgangsquerschnitt Ao, sondern iiber die
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ungeschidigte Querschnittsfliche Ao — Ap iibertragen wird (siehe Abbil-
dung 2.7). Dadurch kann fiir die Spannung o normal zur Querschnittsfli-
che der folgende Ansatz formuliert werden

F F
eff _ _ _ 2.1
o 1o A, AeF7 (2.105)

Mit einer skalaren Schédigungsvariablen D aus Gleichung 2.103 ergibt
sich fiir die effektive Spannung folgender Ausdruck,
o = (1 - D)o. (2.106)

Somit ldsst sich ableiten, dass die effektive Spannung in einem geschéidig-
ten Material gleich der Spannung in einem ungeschédigten Material mit
verringertem Querschnitt ist.

el
S

Abbildung 2.7.: Eindimensionales Schidigungselement

e Konzept der Aquivalenz der Dehnung

Nach dem Konzept der Aquivalenz der Dehnung, siehe Lippmann und
Lemaitre [1996] wird die Schédigung am Punkt P nur durch den lokalen
Zustand beschrieben. Daraus folgt, dass benachbarte Defekte keinen Ein-
fluss auf die Schédigungsentwicklung hat. Des Weiteren werden konkrete
Mikrostrukturen und die Mechanismen fiir die Schiadigungsentwicklung
nicht beriicksichtigt. Mit Hilfe der effektiven Spannung ¢/ am ungesch-
digten Material kénnen die Gréfsen umformuliert werden. Das Beispiel fiir
ein linear elastisches Materialgesetz soll diesen Sachverhalt verdeutlichen.
Unter Verwendung des Konzeptes der Aquivalenz der Dehnung

el g . _
e = oy fiir D=0, (2.107)

el ag -
= —7— f D<1 2.1
€ (i-D)E ir 0<D <1, (2.108)
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konnen die Gleichungen fiir die elastische Dehnung folgendermafen um-
formuliert werden, nach Lippmann und Lemaitre [1996]. Durch das

Gleichsetzen dieser beiden Gleichungen ergibt sich fiir den effektiven Elas-
tizitdtsmodul der Ausdruck

E“T = (1 - D)E. (2.109)

Eine Einbettung der Schiddigung in das thermodynamische Konzept des ver-
wendeten Materialmodells erfolgt im Kapitel 5.8.



3. Finite Element Modellierung

Die Finite Element Methode (FEM) ist ein etabliertes Verfahren, um partielle
Differentialgleichungen niherungsweise zu lésen. Da eine Vielzahl von natiir-
lichen Prozessen mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen beschrieben
werden kann, ist die FEM aus der wissenschaftlichen und der beruflichen
Praxis von Naturwissenschaftlern und Ingenieuren aus heutiger Sicht nicht
mehr wegdenkbar. Die fiir diese Arbeit wichtigen Grundlagen werden in
diesem Kapitel erlautert. Darunter fallen die in dieser Arbeit betrachteten
Randwertprobleme. Da das Anwendungsfeld fiir die FEM sehr weit geféchert
ist und in dieser Arbeit nur ein kleiner Bereich dieser Methode Anwendung
findet, wird fiir eine ausfiihrliche Beschéftigung mit diesem Thema auf
weiterfithrende Literatur z.B. Zienkiewicz und Taylor [2000], Bathe [2001],
Zienkiewicz et al. [2005], Wriggers [2009] und Braess [2013] verwiesen.

Im Kapitel 3.1 wird die Herleitung der verwendeten schwachen Form ge-
zeigt, die aufgrund der materiellen Nichtlinearitét im Kapitel 3.2 linearisiert
werden muss. Die rdumliche Diskretisierung mit finiten Elementen, die
numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatrix und die numerische
Differentiation wird im Kapitel 3.3 behandelt.

3.1. Schwache Formulierung

Durch die Impulsbilanz (siehe Gleichung 2.53) erhilt man bei Vernachlissigung
der dynamischen Effekte die Gleichgewichtsbedingung

div (o) + ob=0. (3.1)

Um zur schwachen Form des Gleichgewichts zu kommen, wird die Gleichung
3.1 mit einer vektorwertigen Testfunktion n multipliziert und iiber das gesamte
Gebiet integriert. Dies fiihrt zur schwachen Form des Gleichgewichts,

/ n-(div (o) +0b) dV =0. (3.2)
B

Dies hat allerdings zur Folge, dass das Gleichgewicht nicht mehr an jedem
Punkt des Korpers erfiillt ist, sondern nur noch im gewichteten integralen
Mittel, welches eine schwichere Form der Losung darstellt. Durch Umformen
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der Gleichung 3.2 und unter Verwendung der Produktregel div (no) = n -
div (o) + grad n - o, ergibt sich fiir die Gleichung 3.2 folgender Ausdruck

/ div (no) dV —/ grad n - o-dV—|—/ nobdV = 0. (3.3)
B B B

Wendet man nun das Divergenztheorem auf den ersten Term an, unter Be-
riicksichtigung der hier auf dem Rand OB giiltigen Spannungsrandbedingung
t = o -m und Verschiebungsrandbedingung u = @, ergibt sich fiir die schwache
Form folgender Ausdruck

/n~tdAf/ gradn--odV+/n-gde:0. (3.4)
o8 B B

Der Ausdruck grad ) in Gleichung 3.4 kann als Variation des Verzerrungszu-
standes de interpretiert werden. Sortiert man nun die Gleichung 3.4 so, dass
der erste Term die virtuelle Arbeit der inneren Krifte, der zweite Term die
virtuelle Arbeit der Volumenkrifte und der dritte Term die virtuelle Arbeit
der Oberflichenkrifte beschreibt, erhdlt man den bekannten Ausdruck fiir die
schwache Form des Gleichgewichtes in Matrizennotation

/dsTo'de/6uTgdef/6uTtdA:O. (3.5)
B B oB

Fiithrt man nun das Stoffgesetz ein, in der Spannungs- und Verzerrungstensor
in Voigt-Notation gegeben ist, so lautet Gleichung 3.5

/6sT(Cz-:dV—/§uT,gde—/5uTtdA:O. (3.6)
B B oB

Der erste Term in der Gleichung 3.6 représentiert die virtuelle Arbeit der in-
neren Krifte ', der zweite Term beschreibt die virtuelle Arbeit der Volu-
menkrifte und der dritte Term représentiert die virtuelle Arbeit der Oberfla-
chenkréfte. Die beiden Terme der Volumenkrifte und Oberflichenkrifte lassen
sich zur virtuelle Arbeit der duferen Krifte §°“*W zusammenfassen. Driickt
man die schwache Form des Gleichgewichtes durch

SW ="MW —6*"'W =0 (3.7)

aus, erkennt man, dass die virtuelle Arbeit der inneren und dufseren Krafte im
Gleichgewicht sein muss.

3.2. Linearisierung

Physikalische Prozesse weisen im Allgemeinen nichtlineares Verhalten auf, da-
durch ergibt sich, durch die problembeschreibenden Differenzialgleichungen,
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ein nichtlineares Gleichungssystem. Die am héufigsten auftretenden Nichtlinea-
ritdten betreffen den Zusammenhang zwischen der unbekannten Verschiebung
u und den inneren Kriften. Diese Nichtlinearititen konnen geometrischen oder
materiellen Ursprungs sein. Im Rahmen dieser Arbeit konnen die geometrischen
Nichtlinearitdten (grofe Verschiebung, grofe Verformung, Starrkérperbewegun-
gen und Kontaktrandbedingungen) vernachlissigt werden.

Das so entstehende nichtlineare Gleichungssystem kann linearisiert und mit
Hilfe des Newton-Raphson Verfahrens iterativ gelost werden. Das Newton-
Raphson Verfahren stellt somit ein géngiges Verfahren zur Losung nichtlinearer
Gleichungssysteme dar.

Ausgangspunkt fiir die Linearisierung bildet das Residuum der schwachen
Form, welches gegen null streben soll

G (u) =6""W (u) — 6“'W (u) = 0. (3.8)
Das Linearisieren erfolgt mittels einer Taylorreihenentwicklung des Residuums
fiir die Verschiebungen, die nach dem linearen Glied abgebrochen wird. Da-

durch erhdlt man die linearisierte Form des Residuums (lineares Gleichungs-
system)

G (uo + Au) = G (uo) + AG (uo + Au) =~ 0. (3.9)
Wendet man nun die Gateaux-Ableitung auf folgenden Term an, erhdlt man
dG (uo + hAu) oG
A Au) = =7 = —Au. 1
G (uo + Au) ah " ou u (3.10)

Setzt man voraus, dass das betrachtete System nur konservative Krifte (dufere
Lasten sind von der priméiren Variablen w unabhingig) besitzt, ergibt sich die
linearisierte schwache Form des Gleichgewichtes zu

/65T<CedV+/6sT(CAedV—/6uTgde—/5uTtdA:0. (3.11)
B B B oB

Bildet man die Ableitung der inneren Knotenkréfte nach den Verschiebungen,

int .
8667 . Somit
u —
U=u,

kann das Verschiebungsinkrement Aw bestimmt und der Verschiebungsvektor

erhilt man die tangentiale Steifigkeitsmatrix Kr (uo) =

u=1uo+ Au (3.12)

aktualisiert werden. Nun bildet man die euklidische Norm des Residuums fiir
den upgedateten Verschiebungsvektor und vergleicht sie mit einer vorgegebe-
nen Toleranz. Wird diese nicht unterschritten, muss erneut iteriert werden.
Aufgrund der Nichtbetrachtung von Termen héherer Ordnung kann es vorkom-
men, dass das Newton-Raphson Verfahren divergiert. In der Regel divergiert
das Verfahren, wenn die Ndherungslosung zu weit von der gesuchten Losung
entfernt ist. Stellt man dieses Verhalten fest, kann eine Minderung der Last-
schrittweite Abhilfe schaffen. In der Abbildung 3.1 ist das Newton-Raphson
Verfahren grafisch dargestellt.
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,’ t+At6intW (u) o §+At6¢3th (U)
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/ -
)
! /
i
t+At
1 5extW
0G(u)
! ou
/
7
Lt >
1Au 2Au sAu 4Au u

Abbildung 3.1.: Newton-Raphson Gleichgewichtsiteration

3.3. Finite Element Diskretisierung

Das zu berechnende Gebiet B wird fiir die finite Element Diskretisierung in
n. Elemente unterteilt, siche Abbildung 3.2. Die so entstandenen Elemente
des Teilgebietes B . approximieren das Gebiet B, allerdings entstehen dadurch
Approximationsfehler, da

Bh:GBe;«éB. (3.13)

e=1

Daraus folgt das B, eine Approximation von B ist.

3.3.1. Ansatzfunktion

Fiir das approximierte Gebiet B . werden Ansatzfunktionen gewihlt, die direkt
auf dem finiten Element Q. definiert sind. Um die Differentialgleichung 3.6 na-
herungsweise auf B. 16sen zu konnen, miissen die Ansatzfunktionen folgende
Bedingungen erfiillen.

Die erforderliche Stetigkeitsanforderung kann mit C?~! bestimmt werden, wo-
bei d die héchste Ableitung in der schwachen Form beschreibt. In der Elasti-
zitdtstheorie kommen in der schwachen Form, fiir Zug- bzw. Druckstdbe und
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Abbildung 3.2.: Diskretisierung eines Gebiets B mit finiten Elementen

bei 2D bzw. 3D Kontinuum, nur die erste Ableitung der priméaren Variable vor
(d = 1). Somit geniigt es, dass die Ansatzfunktionen an den Elementrindern
ausschliefslich in den priméren Variablen stetig sein miissen, dieser Sachverhalt
ist bei der C°-Stetigkeit erfiillt. Die Ansatzfunktionen werden so definiert, dass
sie an einem Knoten genau den Wert Eins annehmen und an allen anderen Kno-
ten den Wert Null. Des Weiteren muss die Summe der Ansatzfunktionen fiir
alle Elemente genau den Wert Eins ergeben.

Wenn die Ansatzfunktionen alle diese Bedingungen erfiillen, kann damit das
unbekannte Verschiebungsfeld u, die virtuellen Verschiebungen du und das
Inkrement der Verschiebung Aw approximiert werden. Die hier dargestellten
Ansatzfunktionen sind auf einem Referenzelement mit den Koordinaten (r, s, t)
definiert

Mkno

u= Z h(r,s,t) @,
a=1

Mkno

Su= > h%(rs,t)sa, (3.14)
a=1

Mkno

Au= Y h%(r,s,t) A
a=1

Die Summation erfolgt iiber die Anzahl der Knoten nx,, eines Elementes und
der Index a beschreibt die Knotennummer. Verwendet man fiir die Geometrie
dieselben Ansétze wie fiir die Verschiebung, spricht man vom isoparametrischen
Konzept. Somit ergeben sich fiir die Approximation der Geometrie folgende
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Beziehungen
MNkno
T = Z h(r,s,t) 2
MNkno
y= Z h*(r,s,t) Y, (3.15)
MNkno

3.3.2. Elementsteifigkeitsmatrix

Ausgangspunkt zur Bestimmung der Elementsteifigkeitsmatrix bildet der erste
Term der Gleichung 3.6. Der Verzerrungtensor ist wie folgt definiert

_ 1 Ou; auj‘
& = 3 (8% + axi) : (3.16)

Bildet man nun die Ableitung der Verschiebung nach den natiirlichen Koordi-
naten, erhilt man

ou; nkz"” Oh*(r, s,t)
- 8"1:] Z bl

a.l‘j
Ou; & (Oh(r,s,t) Or  OhS(r,s,t) Bs  Oh(r,s,t) Ot
or, ~ 2 (et Oy Ot S Sl P Y

(3.17)
Fithrt man nun die Matrizenschreibweise fiir die Gleichung 3.17 ein, erh&lt man
folgenden Ausdruck

Mkno

gradu = Z B®(r, s, t)ug. (3.18)

a=1

Die so entstandene Matrix B wird Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix genannt
und lautet wie folgt

— 1 -
G 0 0 ohGl 0
0 ont 0 Oz o™ 0
o oht Oy dh™
0 0 0 0
_ ] ]
B = th % OZ e Oh™ Oh™ Oz . (319)
68,?1 O ont 88}%‘ 665 oh™
0z 0 ox 0z Oh™ B%z”
dht  8h! 0 o
L 0 Oz dy 0z 9y i
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Mit der Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix kann die Dehnung fiir einen belie-
bigen Punkt im Element durch

e =Ba (3.20)

ausgedriickt werden. Um die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix bestimmen zu
kénnen, benotigt man die Ableitungen der Koordinaten (r, s,t) nach den natiir-
lichen Koordinaten (z,y, z) (siehe Gleichung 3.17). Die gesuchten Ableitungen
erhilt man, indem man die Gleichungen 3.15 nach den Koordinaten (r,s,t)
ableitet und in die Jacobi-Matrix zusammengefasst

Mkno

3
=
3
o

Mkno

Oh® s a Oh® ~a Oh® sa
or € or Yy Z or z
a=1 a=1 a=1
MNkno Mkno MNkno
_ OhY ~a Oh®Y ~a Oh™ s
J = Z as L Z as Y as # . (321)
a=1 a=1 a=1
n n n
kno Ohe ﬁ?a kno IR ~a kno Ohe 204
ot ot Y at
a=1 a=1 a=1

AnschlieRend bildet man die Inverse der Jacobi-Matrix J ' und erhilt die
gesuchten Ableitungen der Koordinaten (r,s,t) nach den natiirlichen Koor-
dinaten (z,y,z). Anhand der Abbildung 3.3 kann man erkennen, dass man
mit Hilfe der Jacobi-Matrix vom Referenzelement auf das verzerrte Element
schlieffen kann. Daraus folgt, dass man vom verzerrten Element mit Hilfe der
Inversen der Jacobi-Matrix auf das Referenzelement schliefsen kann.

S
(o)
+
O
N
wn

.
.

.

.

[S31 SEEEEE

(V]

=1
Abbildung 3.3.: Verzerrtes 8-Knoten-Brick-Element

Durch Einsetzen der Beziehung aus Gleichung 3.20 in den ersten Term der
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Gleichung 3.6, erhélt man die Beziehung

5uT/ B'CBdV u (3.22)
B

—_——
K.

zur Berechnung der Elementsteifigkeitsmatrix. Ersetzt man nun das Volumen-
integral durch ein Dreifach-Integral

K° = // BTCB dzdydz, (3.23)
N——
B av

wird ersichtlich, dass eine Koordinatentransformation in die Koordinaten
(r, s,t) durchgefiihrt werden muss. Fiir das Volumenelement gilt

drdydz = det Jdrdsdt. (3.24)
N—— ——
av v

Damit folgt

1 1 1

K° = ///BTCB det J drdsdt. (3.25)
av

—1-1-1

Anmerkend sei noch erwidhnt, dass in der Regel det J eine Funktion der Ko-
ordinaten (7, s,t) ist. Dies macht eine numerische Integration der Elementstei-
figkeitsmatrix erforderlich, da det J im Nenner der Verzerrungs-Verschiebungs-
Matrix vorkommt und dieses zu einer gebrochenen rationalen Funktion des
Integranten fithrt.

3.3.3. Numerische Integration der Elementsteifigkeitsmatrix

Wie im vorherigen Abschnitt erldutert, ergibt sich durch die Einfiihrung ver-
allgemeinerter Elemente die Notwendigkeit die Elementsteifigkeitsmatrix nu-
merisch zu integrieren. Fiir diese Problemstellung hat sich in der FEM das
Gaufl-Legendre-Verfahren durchgesetzt. Das Verfahren wird anhand eines ein-
dimensionalen Beispiels erldutert und anschliefend auf das dreidimensionale
Problem in Gleichung 3.25 {ibertragen. Ausgangspunkt fiir die Erlduterung
des Verfahrens ist die Gleichung

Az/f(a:)dm. (3.26)

Der Kurvenverlauf dieser Gleichung ist in der Abbildung 3.4 dargestellt. Der
einfachste Weg, um den Flécheninhalt unter der Kurve zu bestimmen, besteht
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darin das Integrationsintervall in n dquidistante Abschnitte zu unterteilen. Fiir
ein Polynom n-ten Grades werden n + 1 Stiitzstellen bendtigt, iiber die inte-
griert werden muss. Die nachfolgenden Gleichungen zeigen die Integration einer
Funktion 2. Grades (siche Abbildung 3.4 )

A= [ fa)dn =50 (flao) + 4 (00) + fla2)

A= [ pwyde =" (Flan) + 30 (n) + 35 (w2) + flaw)

A= [ fa)do = 5 (1(0) + 32 0r) + 12f (@) + 32 (2a) + T (@4)).

(3.27)

VA

Abbildung 3.4.: Der Kurvenverlauf der zu integrierenden Funktion f(x)
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Fiir einen Polynomgrad n = 1 ergibt sich die Trapezregel. Fiir einen Poly-
nomgrad von n = 2 erhdlt man die Simpson’sche Regel. Die so entwickel-
ten Gleichungen entsprechen der Newton-Cotes-Formel. Der Vorteil des Gaufs-
Legendre- Verfahrens gegeniiber der Newton-Cotes-Quadratur liegt darin, dass
sie in der Regel ein genaueres Ergebnis bei geringerer Anzahl an Auswertungs-
punkten liefert. Somit ldsst sich das Integral in Gleichung 3.26 als Summe iiber
diskrete Stiitzstellen, die mit Wichtungsfaktoren wgp multipliziert werden,

b ngp
A= / flx)dz = Z iwap g(r:) (3.28)

=1

darstellen. Die Stiitzstellen und Wichtungsfaktoren sind fiir ein Intervall [—1, 1]
gegeben und kénnen Tabellenwerken entnommen werden, Wriggers [2009]. Die
Koordinatentransformation von den natiirlichen Koordinaten zum Intervall
[—1,1] erfolgt, wie schon beschrieben, anhand det J.

Wendet man die numerische Integration auf Gleichung 3.25 an, kann man die
Integrale durch Summen iiber die Stiitzstellen fiir die jeweilige Richtung erset-
zen

K. = ZZZBT (Ti,Sj,tk)CB (n-, Sj,tk) WGP jWGP kWGP det(J).
k=1j=1 i=1

(3.29)

Wenn die Elementsteifigkeitsmatrix keine gebrochene rationale Funktion ist
und det J ist keine Funktion von (r, s,t), kann das Integral exakt gelost werden.
Daraus lédsst sich schlussfolgern, dass zu stark verzerrte Elemente Einfluss auf
die Giite der Losung haben.

3.3.4. Numerische Differentiation

In vielen naturwissenschaftlichen und ingenieurwissenschaftlichen Anwendun-
gen werden von Funktionen die Werte der Ableitung benotigt. Allerdings findet
man nicht fiir alle Funktionen ohne Weiteres die dazugehorige Stammfunktion,
um diese auswerten zu konnen. Somit miissen Niherungslésungen fiir die bend-
tigten Ableitungen berechnet werden. Im Rahmen dieser Arbeit wird sich auf
den zentralen Differenzenquotient beschrankt.

Die gesuchte Ableitung erhdlt man, indem man die Ableitung als Grenzwert
eines Differenzenquotienten definiert

f’(a:) — lim f(.’E) _ f(ifo) ~ f(vTO + h) — f(‘rU) (330)

T—xT(Q X — To h '

Der Differenzenquotient kann als Steigung der Sekante der Funktion f(z) durch
die Punkte (zo, f(z0)) und (z1, f(z1)) aufgefasst werden. Voraussetzung dafiir
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ist, dass die Funktion f differenzierbar ist. Der vorgestellte Ausdruck wird auch
Vorwirtsdifferenzenquotient genannt, da zur Bestimmung der Ableitung der
erste Funktionswert von z aus in die positive Koordinatenrichtung (vorwérts)
geht. Geht man in die negative Koordinatenrichtung (riickwirts), erhilt man
den Riickwiartsdifferenzenquotienten

— — —h
f/(CL‘) — lim f(xo) f(CL') . f(x()) f(xo ) (331)
T—xT0 Xo — I h

Bildet man den Mittelwert zwischen dem Vorwértsdifferenzenquotienten und
dem Riickwértsdifferenzenquotienten, erhélt man die gesuchte Beziehung fiir
den zentralen Differenzenquotienten
1oy J@o+h) = flxzo—h)
fi(z) = 5 .
Der Vorteil des zentralen Differenzenquotienten gegeniiber den anderen Verfah-
ren liegt darin, dass man eine Differenzenformel mit der Fehlerordnung zwei

erhélt. Das heiftt, der Fehler nimmt mit dem Quadrat der Schrittweite ab.
Um den Einfluss der Schrittweite h auf das Ergebnis zu verdeutlichen, wird
fiir die Funktion f(z) = 2 cosh(z) an der Stelle zo = 2 die Ableitung mit dem

zentralen Differenzenquotienten bei verschiedenen Schrittweiten bestimmt.

(3.32)

h [f" (o) — 2sinh(zo)| | R [[f" (o) — 2sinh(zo)]|
10° 1.270860545268484 10~ 10 0.000001251752195
107! 0.012095580899598 10~ 0.000032337996885
1072 0.000120895951321 10712 0.000476427206735
1073 0.000001208953098 10713 0.006184910941016
1074 0.000000012094930 10714 0.073751146831995
107° 0.000000000175574 10715 0.148293458093037
1076 0.000000000308802 10716 7.253720815694038
1077 0.000000005020269 1077 7.253720815694038
1078 0.000000008302408 10718 7.253720815694038
107° 0.000000363573775 1071 7.253720815694038

Tabelle 3.1.: Losung mit 15-stelliger dezimaler Rechnung

Der Tabelle 3.1 kann man entnehmen, dass der Fehler beim Verringern der
Schrittweite h zuerst abnimmt und dann stark ansteigt. Ab einer Schrittwei-
te h = 107'6 bleibt der Fehler konstant, was auf die Rechengenauigkeit von
eps = 2.220446049250313 10~ 1 zuriickzufiihren ist. Der Grund dafiir ist, dass
der Rechner bei h < eps keinen Unterschied zwischen xo+h und zo+eps macht.
Somit ergibt sich eine Zwickmiihle bei der Wahl der Schrittweite. Wahlt man
die Schrittweite zu klein, wird das Ergebnis durch Rundungsfehler verfilscht.
Wihlt man die Schrittweite zu grof, wird das Ergebnis durch Diskretisierungs-
fehler verfélscht. Aus dieser Zwickmiihle ergibt sich ein Minimierungsproblem
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fiir den Gesamtfehler. Wenn der Gesamtfehler minimal ist, wurde die optimale

Schrittweite gefunden.
Nach Knorrenschild [2013] setzt sich der Gesamtfehler aus den Rundungsfeh-

lern und den Diskretisierungsfehlern zusammen

(s (o, ) = ' (wo)] = 2LLE 4 2y . (3.33)

h

AF

Um die optimale Schrittweite zu erhalten, differenziert man AF nach h und
setzt die Ableitung Null. Mittels der Gleichung

[1f (o)l

eps————72 1

P51 o) | (3.5

h~2

kann die optimale Schrittweite bestimmt werden. In der Abbildung 3.5 wurden
die Rundungsfehler und die Diskretisierungsfehler iiber die Schrittweite auf-
getragen. Anhand der Abbildung ist zu erkennen, dass am Schnittpunkt der
beiden Linien der Gesamtfehler am geringsten ist.

Fehler

Abbildung 3.5.: Rundungs- und Diskretisierungsfehler fiir das Beispiel f(z) =

1 .E05 T T T T T T
-- Rundungsfehler

1.E00

1.E-05

1.E-10

1.E-15

1.E-20

Diskretisierungsfehler

2 cosh(z)

"1.E-18 1.E16 1.E-14 1.E-12 1.E-10 1.E-08 1.E-06 1.E-04 1.E-02 1.E-00

Schrittweite




4. Mechanisches Verhalten von Steinsalz

Dieses Kapitel gibt einen Uberblick iiber die Verformungsmechanismen
und das ph@nomenologische Verhalten von Salzgestein. Ein Einblick in die
Entstehung und Zusammensetzung von Steinsalz und eine Ubersicht iiber
das mechanische Verhalten von Steinsalz sowie daraus resultierende Ansitze
fiir die Beschreibung des Materialverhaltens von Steinsalz, die in dieser
Arbeit verwendet werden, wird im Kapitel 4.1 gegeben. Das Kapitel 4.2
beschéftigt sich mit dem elastischen Verhalten von Salzgestein und mit
welcher Methode sich das Verhalten beschreiben lasst. Mit dem Kapitel 4.3
wird ein Uberblick gegeben, welche Prozesse der visko-plastischen Verformung
von duktilen Salzgestein zu Grunde liegen. Fiir den interessierten Leser dieses
Themengebietes wird auf die weiterfithrende Literatur von Bergmann [2003];
Kleber et al. [2010]; Wiese [2010] und Schulze [2013] verwiesen. Welchen
Einfluss die Temperatur auf die Verformung hat, wird in Kapitel 4.4 gezeigt.
Die Feuchtigkeitsabhingigkeit der Verformung wird im Kapitel 4.5 betrachtet.
Im Kapitel 4.6 werden die mechanischen Eigenschaften zusammengefasst und
grafisch dargestellt.

4.1. Allgemein

Steinsalz ist ein natiirlich vorkommendes Mineral, das durch das Verdunsten
von konzentriertem Meerwasser vor rund 250 Millionen Jahren entstanden
ist. Die Bildung der Lagerstidtten von Steinsalz in Nordeuropa beruht laut
der "Barrentheorie" von Ochsenius [1877] darauf, dass es in der geologischen
Vergangenheit der Erde in Nordeuropa grofe Binnenmeere gab, die mittels
Barren von Ozeanen getrennt waren. Im oberen Bild der Abbildung 4.1 ist
ein solches Binnenmeer exemplarisch dargestellt. Das flache Binnenmeer ist
durch die Barre vom Zufluss frischen salzhaltigem Meerwasser teilweise oder
vollstdndig getrennt. Durch das in dieser Zeit wiistendhnliche Klima in Euro-
pa, verdunstete das salzhaltige Meerwasser. Dieser Vorgang hatte zur Folge,
dass die Salzkonzentration im Binnenmeer anstieg und die geldsten Salze
kristallisierten und sich am Boden des Binnenmeeres anlagerten. Dieses ist
im mittlerem Bild der Abbildung 4.1 dargestellt. Dieser Vorgang wiederholte
sich im Laufe der Erdgeschichte und fiithrte zu den mehreren hundert Metern
dicken Steinsalzschichten und den mehrere Meter méchtigen Kaliflozen. Durch
wasserundurchlédssige Schichten, wie zum Beispiel Ton, wurde im Laufe
der Erdgeschichte das Auflosen der Salze verhindert (siehe unteres Bild in
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Abbildung 4.1). Nach Hunsche und Schulze [1994] besteht das weltweite
Volumen der Salzlagerstitten zu 90% aus Steinsalz. Das Steinsalz besteht aus
dem Mineral Halit (NaCl) Na 39,4% Cl 60,6% bis auf geringe Beimengungen
von Kieserit, Polyhalit, Anhydrit und Ton und ist ein polykristallines Gestein,
welches aus Einzelkristallen besteht, Betechtin [1977].

O

offenes Meer Salzbucht

Land mit
Wi istenklima,

Gips und Annydrit
Kalk und Dolomit

O

offenes Meer Salzbucht

Land mit
Wi istenklima,

Zeit t

Steinsalz
Gips und Annydrit
Kalk und Dolomit

O

offenes Meer Salzbucht

Staubwinde

Land mit
Wiistenklima

Kalisalz
Steinsalz
Gips und Annydrit
Kalk und Dolomit

Abbildung 4.1.: Entstehung von Salzen in Binnenmeeren nach Ochsenius
[1877]
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Die Einzelkristalle kénnen auch als Korner interpretiert werden, die durch
Korngrenzen miteinander verbunden sind. Die Kristallstruktur von Steinsalz
ist in der Abbildung 4.2 dargestellt. Natriumionen und Chloridionen bilden
die Elementarzelle des Halit, diese besteht aus zwei kubisch-flichenzentrierten
(kfz) Gittern. Durch den polykristallinen Aufbau von Steinsalz kann man
ableiten, dass das mechanische Verhalten durch die Kristalleigenschaften und
vom Korngrenzenverhalten beschrieben werden kann. Durch den kristallinen
mikrostrukturellen Aufbau von Steinsalz, der dem der kfz Metallen &hnlich ist,
konnen viele Erkenntnisse aus der Metallkunde auf das Salzgestein {ibertragen
werden. Einige Unterschiede zwischen den kfz Metallen und dem Salzgestein
existieren, die offensichtlichsten sind die Korngréfen und die Textur. Des
Weiteren konnten Weidinger et al. [1998] zeigen das Gleiten beim NaCl
bevorzugt in der {110} Gleitebene erfolgt, anders als es bei kfz Metallen der
Fall ist.

Abbildung 4.2.: Kristallstruktur von NaCl

Nach Kleber et al. [2010] entstehen plastische Verformungen durch Verset-
zungen. Die Versetzungen werden durch das Abgleiten von Gitterebenen und
durch die Verschiebung entlang der Korngrenzen beim Uberschreiten der
Fliefgrenze verursacht. Allerdings muss erwdhnt werden, dass in vielen Arbei-
ten gezeigt wurde, dass anders als bei Metallen Salzgestein keine definierte
Flieffgrenze hat und somit keine eindeutige Flieftfliche definiert werden kann,
bei der plastisches Verhalten einsetzt. Die verschiedenen Modellierungsansitze
zur Beschreibung des visko-plastischen Materialverhaltens werden in Kapitel
5 vorgestellt. In den Arbeiten von Urai und Spiers [2007] und Giinther
[2009] wurden die Ursachen erldautert, die dazufithren kénnen, dass es beim
Salzgestein keine definierte Flieffigrenze gibt.

Wie schon beschrieben, ist Salzgestein ein natiirliches in Jahrhunderten
entstandenes Material, was sich auf die Materialeigenschaften auswirkt. Man
kann davon ausgehen, dass innerhalb der Mikrostruktur Inhomogenititen
auftreten, was sich negativ auf die Materialeigenschaften auswirken. Dieser
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Sachverhalt und die daraus resultierenden Probleme wurden bereits in
unzdhligen Arbeiten diskutiert, Hunsche [1994], Wang et al. [2014], Giinther
[2009] und Weidinger et al. [1998].

Ein typisches Verhalten eines Steinsalzpriifkérpers der mit einer konstanten
Verschiebungsrate gestaucht wurde, ist in Abbildung 4.3 dargestellt. Dieser
Versuch wird Festigkeitsversuch genannt und gemessen werden dabei die Span-
nungen, anders als beim Kriechversuch, dort werden die Verschiebungen ge-
messen. Anhand des Verlaufes der Spannung in der Abbildung 4.3 oder durch
verschiedene Veroffentlichung von Kriech- und Festigkeitsversuchen (Hou et al.
[2007], Heemann und Schulze [2007], Hunsche und BGR [1996], Hunsche et al.
[1988b] und Hunsche et al. [1988a]) zeigt sich, dass sich die Deformation des
Steinsalzes gemafs

e=c" 4" +e" &, (4.1)

aus einer elastischen, einer thermischen, einer viskosen und einer plastischen
Verformung zusammensetzt. Je nach Beanspruchung und Versuchsaufbau
kénnen einzelne Dehnungsanteile verschwinden, wobei Lux [1984] gezeigt hat,
dass sich aufgrund der Messtechnik die viskosen und plastischen Verformungen
nicht eindeutig trennen lassen. Das fiithrt dazu, dass man die viskosen und
plastischen Dehnungsanteile zusammenfasst zu einem visko-plastischen V!
Dehnungsanteil.

Anders als bei Metallen, bei denen das Kriechen erst bei hohen Temperatu-
ren einsetzt, besitzt Salzgestein in allen Temperaturbereichen die Fihigkeit
sich unter Belastung zeitabhingig plastisch zu verformen. Diese zeitabhingige
Verformung l4sst sich in drei Phasen einteilen und wurde bereits im Kapitel
2.3.4 behandelt. Dieses Verhalten tritt im unteren Spannungsbereich und un-
ter schneller ablaufenden Belastungen nicht auf, da diese Verformung durch
die Deformation von Kristallgittern hervorgerufen wird und eine rein elasti-
sche Deformation darstellt. Wie man den Gleichungen aus den Kapitel 4.2
entnehmen kann, ist diese Verformung zeitunabhingig und erfolgt unmittelbar
mit der Belastung. Dieser Verformungsanteil ist vollstdndig reversibel. Dieses
Materialverhalten ist in der Abbildung 4.3 mit einem grauen Bereich unterlegt.
Des Weiteren kann man der Abbildung 4.3 entnehmen, dass der Anteil der irre-
versiblen plastischen Verformung bei steigender Belastung an der Gesamtver-
formung zunimmt. Die plastische Verformung kann in zwei Bereiche eingeteilt
werden, der Bereich vor dem Bruch wird als duktil bezeichnet, dem schliefst sich
der Bereich des Bruchs und des Nachbruchs an. Die Duktilitdt eines Materials
héngt von den viskosen Eigenschaften ab. Dem Festigkeitsversuch kann man
entnehmen, dass die plastische Verformung ab einem bestimmten Spannungs-
zustand mit einer Volumenzunahme, was in dieser Arbeit und in der Literatur
mit Dilatanz bezeichnet wird, verbunden ist. Ab dem Punkt, an dem die visko-
plastische Volumenzunahme &' grofer als die elastische Volumenkompression

vol
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(siehe Kapitel 4.2) ¢!, ist, iiberwiegt im duktilen Bereich das visko-plastische
Materialverhalten. Der duktile Bereich ist auch dadurch gekennzeichnet, dass
die Spannung im Laufe der Verformung noch ansteigt, bevor es in den Bruch-
bzw. Nachbruchbereich iibergeht (siehe Abbildung 4.3). Das so eintretende Ver-
sagen wird nach Fliigge [1958] als Duktilbruch bezeichnet. Tritt der Bruch ohne
nennenswerte visko-plastische Verformung und direkt nach der elastischen Ver-

formung ein, spricht Fliigge [1958] von einem Sprédbruch.

A Spitzenfestigkeit o577,

b .

& duktil Bruch/

g Nachbruch

g estfestigkeit o/
A of f cf f eff

N 0 < Opax Omax >0 > Or

Verfestigung Entfestigung
iiberwiegend t
A | elastisches
Verhalten

kS

°

w

N

f=|

<

£

=

a

Volumenextension
plastisches Verhalten ~ Yolumenkompression ¢

Abbildung 4.3.: Charakteristisches Spannungs-, Verformungs- und Dilatanz-
Verhalten von Steinsalz im Festigkeitsversuch nach Giinther
[2009]

4.1.1. Materialtests fiir Salzgestein

Im Laufe der letzten Jahrzehnte wurden zahlreiche Festigkeits- und Kriech-
versuche an Steinsalz durchgefiihrt. In den Veréffentlichungen von Hou et al.
[2007], Heemann und Schulze [2007], Hunsche und BGR [1996], Hunsche et al.
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[1988b], Hunsche et al. [1988a], Giinther et al. [2007], Liang et al. [2012] und
Hunsche und Hampel [1999] sind zahlreiche Laborversuche beschrieben. Aus
diesen Experimenten kann man die natiirliche Streuung des Materialverhaltens
abschitzen. Die beiden Kriechversuche in der Abbildung 4.4 verdeutlichen
diese Streuung, was auf das natiirliche Wachsen der Steinsalzschichten zuriick-
zufiihren ist. Anhand der Versuchszeit kann man ableiten, dass die Festigkeits-
und Kriechversuche sehr kosten- und zeitintensiv sind.

In Abbildung 4.4 sind uniaxiale Kriechversuche dargestellt, die jeweils mit
einer Axialspannung von 11 MPa und 14 MPa und einer konstanten Tem-
peratur von 30°C und 22°C durchgefiihrt wurden. Der Salzsteinpriifkérper
war eine zylindrische Probe mit einem Durchmesser von 100 mm und einer
Héhe von 250 mm, eine Schemazeichnung des Priifkérpers ist in Abbildung
6.1 dargestellt. Der Unterschied zwischen den einzelnen Kriechkurven liegt
legendlich darin, dass die gemessenen Kurven mit unterschiedlichen Proben
erstellt wurden.

Aus den gesamten Versuchen leitete die Projektgruppe Giinther et al. [2007],
Hampel [2006], Heemann und Schulze [2007], Hou et al. [2007], Pudewills
[2007] und Rokahr et al. [2007] zur ,Modellierung des mechanischen Ver-
haltens von Steinsalz und deren Vergleich der aktuellen Stoffgesetze und
Vorgehensweise fiir die Beschreibung des Materialverhaltens von Salzgestein®
ab, dass fir die Bestimmung der Materialparameter Masterkurven gewéhlt
werden miissen. Als ,Masterkurven“ fiir die Nachrechnung von uniaxialen
Kriechversuchen wurden die Kurven 04141 und N2/4-95015 (siehe Abbildung
4.4) gewahlt. Durch diese Annahme gehen viele Informationen verloren,
die durch die Experimente gewonnen wurden und die Berechnungsergeb-
nisse beinhalten ein unbekanntes Risiko. Durch die Homogenisierung der
Materialparameter auf der Makroebene ergeben sich grofe Unsicherheiten
beziiglich der Entwicklung der Schidigung, dieser Sachverhalt wird im Kapitel
9.1 untersucht und wurde bereits in der Arbeit von Jablonski [2014] untersucht.

Dieser Sachverhalt dient als Motivation fiir diese Arbeit, das Materialverhalten
von Steinsalz mit Hilfe der stochastischen Finiten Element Methode (SFEM)
abzubilden. Dass die Anwendung der SFEM bei Metallen- und Betonkonstruk-
tionen im Ingenieurwesen anwendbar ist, zeigten die Arbeiten von Jablonski
[2014] und Fink [2015]. Die Arbeit von Grehn et al. [2016] zeigt, dass die Anwen-
dung der SFEM zur Beschreibung des Materialverhaltens fiir das primére und
sekundéare Kriechen anwendbar ist. Aufgrund der Versuchszeiten wurden nicht
fiir alle Versuche mehrere Versuchsreihen durchgefiihrt und die Anzahl der
Mehrfachversuche ist beschriankt (sieche Abbildung 4.4), was die Bestimmung
der stochastischen Parameter erschwert. Dieser Sachverhalt wird im Kapitel
9.1 behandelt.



4. MECHANISCHES VERHALTEN VON STEINSALZ

0.8 I T
Uniaxialer Kriechversuch
0.7 —{Asse Speisesalz
o1 = 11 MPa )
0.6 *T1= 30°C i
. "_/——’-‘ -__.,"”’A‘
g, ’/‘/__,/- MNMM
= 05 et o
EY Eaaul ]
g 0. //// _‘_/_,_.,‘//W ~
g 03 e ot B
2 /
= 0.2 tets \’\,\\/\,\ =
— Kriechversuch; 04142 . ., (\'\/\/\ no )
0.1 f{—Kriechversuch: 04141 > [l S VEH
0 | | Kriechversuch: 04143 L B07 é L
0 200 400 600 800
od ‘ | | T ‘
100 200 300 400 500 600 700 800 900
Zeit in Tagen
1.8 ‘ ‘
Uniaxialer Kriechversuch
1.6 Arze-Sreisesih
o1 = 14MPa
1.4 T = 22°C
- . // /
= 10 7 e
1 —_— 5 . _
g 0.8 — Kriechversuch: N2/2-95010
g % ~—Kriechversuch: N2/4-95015
5 0.6 —Kriechversuch: N2/5-94141
“5 —Kriechversuch: N2/3-93212
~ 04 —Kriechversuch: N2/1-95006
0.2
0
0 200 400 600 800 1000 1200

Zeit in Tagen

Abbildung 4.4.: Uniaxialer Kriechversuch an Asse-Speisesalz: Die gemessene
Verformung der Priifkérper weist die natiirliche Bandbreite
des Kriechverhaltens von Steinsalz auf, nach Hunsche und
BGR [1996].
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4.2. Elastisches Verhalten

Das linear elastische Materialverhalten von Salzgestein kann mittels des Hoo-
ke’schen Gesetzes beschrieben werden. Fiir den elastischen Bereich gilt eben-
falls eine direkte Proportionalitét zwischen der Normalspannung oy, und der
Dehnung in y Richtung 4, = ﬁ der Steinsalzprobe, sowie zwischen der Schub-
spannung T, und dem Verzerrungswmkel Yoy = . Dieses Verhalten ist in
der Abbildung 4.5 dargestellt. Der Elastizititsmodul E stellt den linearen Zu-
sammenhang zwischen der Normalspannung o, und der Dehnung €, dar. Der
lineare Zusammenhang zwischen der Schubspannung 7., und der Verzerrung
Yzy ergibt sich durch den Gleitmodul G.

(4.2)
Toy = G 2% = Gy

Quer zur Belastung entsteht eine Querdehnung ¢, mit Hilfe der Querkontrak-
tionszahl (auch Poissonzahl)

€Z‘x
v=— (4.3)
Eyy
kann das Verhéltnis zwischen Querdehnung und Stauchung beschrieben wer-
den. Eine rein elastische Verformung hat eine Volumendnderung zur Folge.
Der lineare Zusammenhang zwischen der Oktaedernormalspannung ook¢ und
der Volumenverformung £ ist durch den Kompressionsmodul  gegeben.

Az g Az Az
2 2

Abbildung 4.5.: Elastische Verformung einer Steinsalzprobe

Die Oktaedernormalspannung

Ozx + Oyy + 022 AV vo
O'okt:+:ﬁ70:fi8 ! (4.4)
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entspricht dem allseitigen rdumlichen Druck. Mit den vorgestellten Materialpa-
rametern kann ein isotropes Materialverhalten beschrieben werden. Allerdings
bendtigt man zur Beschreibung des Materialverhaltens nur zwei der vier ge-
zeigten Materialparameter, da diese ineinander umgerechnet werden kdnnen,
dieses ist in Schmidt et al. [2013] gezeigt.

Fiir NaCl-Gitter beschrieb Rosenthal [1974] die physikalischen Grundmecha-
nismen der elastischen Verformung anhand der atomaren Wechselwirkungen
zwischen den Atomen.

4.3. Visko-Plastisches Verhalten

4.3.1. Versetzungen als Tréger der visko-plastischen Verformung

Wie beschrieben, gibt es bei Steinsalz eine grofie Streuung des Materialver-
haltens, das darauf beruht, dass in realen Gitterverbund Fehler bzw. Defekte
auftreten. Unter Defekten des Gitterverbundes wird im Allgemeinen eine St6-
rung der Gittersymmetrie verstanden, die sich je nach Ausdehnungsrichtung
kategorisieren lasst, Bergmann [2003], Kleber et al. [2010] und Schulze [2013].
Diese Gitterfehler haben Einfluss auf die Mikrostruktur des Salzgesteins, was
sich auf das makroskopische Verhalten des Salzgesteins auswirkt.

e Nulldimensionale Gitterfehler

Die nulldimensionalen Gitterfehler beschreiben punktuelle Fehler im Git-
ter. Eine schematische Darstellung der Gitterfehler kann der Abbildung
4.6 entnommen werden. Der mit 1 gekennzeichnete Gitterfehler wird als
Leerstelle bezeichnet, da ein Atom im Gitterverbund fehlt. Befindet sich
ein weiteres Atom im Gitterverbund, wird dieser Fehler als Zwischengit-
teratom 2 bezeichnet. Ist dieses ein Fremdatom, wird der Gitterfehler als
eingelagertes Fremdatom 4 bezeichnet. Ersetzt ein Fremdatom ein Atom
aus den Gitterverbund, spricht man vom substituierten Fremdatom 3.

¢ Eindimensionale Gitterfehler

Die eindimensionalen Gitterfehler beschreiben eine linienférmige Stérung
des Gitters, die die Gittersymmetrie beeintrichtigt. Diese werden als Ver-
setzungen bezeichnet, da sich diese nur in einer Raumrichtung ausbreiten.
Der sogenannte Burgersvektors b beschreibt den Betrag, um welche sich
die Gleitebenen gegeneinander verschieben. Bei einer Stufenversetzung
steht der Burgersvektor senkrecht auf der Versetzungslinie. Eine Stufen-
versetzung kann man sich am einfachsten so vorstellen, dass aus einem
perfekten Gitterverbund Atome raus geschnitten werden. Dieser Sach-
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Abbildung 4.6.: Nulldimensionale Gitterfehler nach Bergmann [2003]

verhalt ist in der Abbildung 4.7 dargestellt. Die roten Vektoren in der
Abbildung 4.7 beschreiben den Burgersumlauf an einem perfekten Git-
terverbund und an einer Stufenversetzung. Durch diesen Umlauf ergibt
sich der Burgersvektor, der in einigen Materialmodellen zur Beschreibung
des Materialverhaltens von Salzgestein zum Einsatz kommt. Steht der
Bugersvektor parallel zur Versetzungslinie, spricht man von einer Schrau-
benversetzung.

A=Ausgangspunkt

B=Endpunkt des
Umlaufs

b=Burgersvektor

Abbildung 4.7.: Verdeutlichen eines eindimensionalen Gitterfehlers an einer

Stufenversetzung und der Definition des Burgersvektor b nach
Bergmann [2003]

e Zweidimensionale Gitterfehler

Anders als bei den eindimensionalen Gitterfehlern breiten sich die zwei-
dimensionalen Gitterfehler in zwei Raumrichtungen aus. Als zweidimen-
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sionale Gitterfehler werden Korn- , Zwillings- und Phasengrenzen sowie
Stapelfehler bezeichnet. Fiir das Composite-Dilatanz-Modell von Ham-
pel [2006] und Heemann und Schulze [2007] sind die Subkorngrenzen ein
entscheidendes Kriterium. Von Subkorngrenzen spricht man nach Elliger
[2005], wenn der Winkel zwischen den gekippten Gitterebenen kleiner als
15° ist.

e Dreidimensionale Gitterfehler

Bei einem dreidimensionalen Gitterfehler handelt es sich um einen raum-
lichen Defekt des Gitterverbundes. Poren und Mikrorisse kénnen als drei-
dimensionale Gitterfehler betrachtet werden.

Die Bewegung und Erzeugung von Versetzungen hat einen mafigeblichen Ein-
fluss auf die duktile plastische Verformung bei Polykristallen. Da Salzgestein
einen polykristallinen Aufbau hat, konnen die Erkenntnisse aus der Metallkun-
de auf das Salzgestein {ibertragen werden, dieses zeigte z.B. Fokker [1998]. Der
Unterschied zwischen der theoretisch abgeleiteten Fliefgrenze (siehe Frenkel
[1926]) und der gemessenen Flieigrenze, wurde in den Arbeiten von Orowan
[1934a,b,c] und Taylor [1934] erlautert. Die plastische Verformung soll anhand
einer Stufenversetzung erldutert werden. Die Bewegung einer Stufenversetzung
oberhalb der Fliefigrenze ist in der Abbildung 4.8 dargestellt. Liegt der Span-
nungszustand oberhalb der Fliefigrenze, verhilt sich das Material iiberwiegend
duktil und die Versetzungen wandern durch das Kristallgitter und deformieren
diesen bis die Versetzungen auf Hindernisse stofien oder aufgeldst werden. Die-
se Hindernisse werden als Versetzungshindernisse bezeichnet und kénnen durch
folgende Gitterfehler verursacht werden: Hindernisversetzung, Korn- und Zwil-
lingsgrenzen, geloste Fremdatome im Gitter und ausgeschiedene Fremdatome
als Teilchen, Bergmann [2003]. Eine ausfiihrliche Darstellung der Thematik
wVersetzungen als Triger der visko-plastischen Verformung®, kann den Arbeiten
von Giinther [2009] und Elliger [2005] entnommen werden.

; ; ; ; ; I ETF ; I ! E7'F ETF TF

Abbildung 4.8.: Versetzungsmechanismus nach Giinther [2009]
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4.3.2. Verfestigung durch Verformung

Anhand der Festigkeitsversuche (sieche Abbildung 4.3) von Steinsalz ist ersicht-
lich, dass beim Erreichen des inelastischen Bereiches die Priifspannung weiter
ansteigt bis die Spitzenfestigkeits ¢4 erreicht wird. Bei Kriechversuchen wird
die Verfestigung dadurch sichtbar, dass die Verformungsrate kontinuierlich ab-
nimmt bis sie konstant wird (siehe Abschnitt 2.3.4).

Dieser Effekt wird dadurch verursacht, dass neue Versetzungen entstehen und
die Versetzungsdichte erhoht wird, was eine Bewegungsverminderung und eine
Bewegungsblockierung zur Folge hat. Dieses bewirkt, dass die Priifspannung
im inelastischen Bereich ansteigt. Fiir den interessierten Leser dieser Thematik
wird auf Résler et al. [2013], Bergmann [2003] und Gottstein [2007] verwiesen.

4.3.3. Verfestigung durch Korngrenzen

Die Verfestigung durch Korngrenzen beruht darauf, dass an einer Korngrenze
die Gleitebene des Korns endet, sodass die Versetzungen hier auf ein nicht
zu iiberwindendes Hindernis treffen. Somit stellen bei einem polykristallinen
Werkstoff Korngrenzen ein zusétzliches effektives Versetzungshinderniss dar,
dadurch lisst sich ableiten, dass ein feinkdrniger Werkstoff sich positiv auf die
Festigkeit auswirkt (siehe Rosler et al. [2013], Bergmann [2003] und Gottstein
[2007]).

4.3.4. Verfestigung durch Mischkristallbildung

Durch die natiirliche Entstehung von Salzgestein besteht die Kristallstruktur
nicht nur aus NaCl, sondern beinhaltet auch die Einlagerung von Fremdato-
men. Diese Verunreinigungen haben einen indirekten Einfluss auf den Verfes-
tigungsprozess, da diese die Versetzungsbewegungen behindern. Zwischen den
Fremdatomen und den Versetzungen bestehen anziehend bzw. abstofiend wir-
kende Beziehungen (siehe Bergmann [2003]). Somit wird eine gréfere Kraft fiir
die Aufrechterhaltung des Versetzungsgleitens benotigt.

Eine ausfiihrliche Darstellung des Themengebietes der Verformungsverfesti-
gung fiir Salzgestein kann den Arbeiten von Gyulai [1963] Heemann [1989]
und Giinther [2009] entnommen werden.

4.3.5. Versetzungserholung

Die Verfestigung eines Materials bei plastischen Deformationen ist durch die
sogenannte Erholung begrenzt. Die Versetzungsreaktionen, die dem Verfesti-
gunsprozess entgegenwirken, werden nach Blum [1978] als Erholung bezeichnet.
Die Erholung bewirkt, dass die Versetzungen, die im Laufe der plastischen Ver-
formung entstanden sind, was einen Anstieg der inneren Energie zur Folge hat,
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abgebaut oder energetisch giinstiger angeordnet werden (siehe Hahn [2003]).
Nach Blum [1978] bilden sich durch die Umstrukturierung der Versetzungen
netzwerkartige Strukturen aus, aus denen sich Subkdrner ergeben. Durch das
Gleiten der Versetzungen im Subkorninneren nimmt die Versetzungsdichte in
Subkorninneren ab. Da die Versetzungen die Subkorngrenzen nicht iiberwinden
konnen, steigt die Versetzungsdichte an den Subkorngrenzen an. Die Erhghung
der Versetzungsdichte bewirkt, dass die Wahrscheinlichkeit zunimmt, dass die
Versetzungen durch Annihilation vernichtet werden (siehe Fokker [1998]). Die
Abbildung 4.9 zeigt eine Vernichtung von unterschiedlich orientierten Verset-
zungen, die sich auf einer Gleitebene befinden. Die Versetzungen bewegen sich
durch das Kristallgitter, treffen diese beiden Versetzungen aufeinander, verei-
nigen sie sich und die Versetzungen werden vernichtet.

Abbildung 4.9.: Vernichtung von Versetzungen einer Gleitebene durch Anni-
hilation nach Fokker [1998]

In der Abbildung 4.10 ist ein Erholungsmechanismus dargestellt, der auf Ver-
setzungsklettern und Quergleiten beruht. Die Gleitung der Versetzung erfolgt
in der Ebene in der ihr Burgersvektor b (siche Abbildung 4.7) liegt. Somit ist
fiir eine Stufenversetzung, deren Burgersvektor senkrecht zur Versetzungslinie
liegt, die Gleitebene festgelegt. In der Abbildung 4.10a ist zu erkennen, dass
die Versetzung nicht auf derselben Gleitebene liegt. Stufenversetzungen sind in
der Lage ihre urspriingliche Gleitebene durch das sogenannte Klettern in einer
parallelen gelegenen Gleitebene fortzusetzen. Dieser Mechanismus beruht auf
der sogenannte Leerstellendiffusion, was in der Abbildung 4.10b dargestellt ist,
siehe auch Bergmann [2003]. Der Prozess des Versetzungskletterns ist ein ther-
misch aktivierter Prozess und tritt daher erst bei hoheren Temperaturen in
den Vordergrund. Anders als bei einer Stufenversetzung, liegt der Burgersvek-
tor bei einer Schraubenversetzung parallel zur Versetzung. Dieses ist der Grund
dafiir, dass sich eine Schraubenversetzung auf jeder Gleitebene bewegen kann,
die durch die Versetzungslinie geht. Dies ermdglicht einer Schraubenversetzung
Gleithindernisse durch das sogenannte Quergleiten zu iiberwinden. Durch die-
se beiden Mechanismen koénnen sich Versetzungen vereinigen und sich dadurch
gegenseitig ausloschen, was die Abbildung 4.10c verdeutlicht.
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Abbildung 4.10.: Versetzungsklettern und Annihilation nach Giinther [2009]

Aus den beiden Kapiteln 4.3.4 und 4.3.5 kann man schlussfolgern, dass sich die
Gesamtverformung aus allen Versetzungsreaktionen zusammensetzt. Was das
fiir die Modellierung des Materialverhaltens von Salzgestein bedeutet, wurde
in den Arbeiten von Blum [1978], Salzer [1993] und Giinther [2009] erldutert.

4.3.6. Schédigung und Dilatanz

Die Materialschadigung von Salzgestein beruht darauf, dass bereits durch
den Entstehungsprozess vorhandene Mikrorisse sich weiterentwickeln oder sich
durch die visko-plastische Verformung entwickeln, da durch die Versetzungen
des Kristallgitters in den Bereichen in denen Versetzungen aufgestaut werden,
sich Mikrorisse bilden (siehe Kleber et al. [2010]). Dieses Materialverhalten
lasst sich aus der Metallkunde auf das Salzgestein iibertragen. Dieser Prozess
der Mikrorissentstehung im Bereich der aufgestauten Versetzungen ist in der
Abbildung 4.11 dargestellt. Daraus lédsst sich ableiten, dass die Schadigungsent-
wicklung mit dem Vorgang der Verfestigung verbunden ist. Durch die Bruch-
theorien ist bekannt, dass sich aus den Mikrorissen das Materialversagen auf
der makroskopischen Ebene ergibt, da die Mikrorisse weiterlaufen und sich zu
Bruchflichen verbinden. Eine ausfiihrliche Beschreibung dieses Vorganges kann
z.B Bergmann [2003], Gross und Seelig [2016] und Rossmanith [2013] entnom-
men werden. Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Beweglichkeit der
Versetzung eine entscheidende Rolle bei der Rissbildung spielt. Die Spannungs-
spitzen an den Rissspitzen bei beweglichen Versetzungen koénnen sich leichter
durch Verformung abbauen, was eine Verhinderung der Rissausbreitung zur
Folge hat. Wird hingegen durch die steigende Versetzungsdichte, was auf die
visko-plastische Verformung zuriickzufiihren ist, die Beweglichkeit der Verset-
zung eingeschrénkt, konnen die Spannungspitzen an den Rissspitzen nicht mehr



4. MECHANISCHES VERHALTEN VON STEINSALZ

durch Verformung umgelagert werden und beim Uberschreiten eines kritischen
Spannungszustandes an der Rissspitze beginnt der Riss sich auszubreiten.

Abbildung 4.11.: Mikrorissentstehnung im Bereich aufgestauter Versetzungen
nach Giinther [2009]

Die Mikrorissbildung bewirkt bei Salzgestein eine Volumenzunahme. Dieser Ef-
fekt bendtigt spezielle Ansitze fiir die Modellierung des Materialverhaltens von
Salzgestein, die in Kapitel 5 vorgestellt werden. Die Volumenzunahme bei der
Rissbildung wird in der Literatur mit Dilatanz oder auch mit Volumendilatanz
bezeichnet.

Die Dilatanz eines duktilen Salzgesteins ist an die visko-plastische Verfesti-
gung und an den Spannungszustand gekoppelt. Liegt der Spannungszustand
unterhalb der Dilatanzgrenze (siche Hampel [2006]) lauft die Verformung vo-
lumentreu ab. Dieser Effekt ist in der Abbildung 4.12 anhand der Festigkeits-
versuche, bei einer Temperatur von T= 30°C und einer Stauchungsrate von
%’i = 1.0E-05%, dargestellt. Daraus lasst sich ableiten, dass die Dilatanz
und die Festigkeit sich gegenseitig beeinflussen. Vergleicht man die Spannungs-
Verformungs-Kurve mit der Volumen-Verformungs-Kurve wird ersichtlich, dass
bei steigender Dilatanz die Steigung der Spannungs-Verformungs-Kurve ab-
nimmt, was auf die steigende Verformbarkeit des Salzgesteines zuriickzufiih-
ren ist. Die Steigung der Spannungs-Verformungs-Kurve flacht immer mehr
ab, da bei wachsender Verformung die Entfestigung immer mehr zunimmt
und der Verfestigung entgegenwirkt. Die Punkte in der Abbildung 4.12 ge-
ben die Spitzenfestigkeit ¢l bei dem jeweiligen Versuch an und markieren
den Punkt an dem die Entfestigung gleich der Verfestigung ist und der Anstieg
der Spannungs- Verformungs-Kurve gleich Null ist, was der idealen Plastizitét
entspricht. Nach Erreichen dieses Punktes wird die Steigung der Spannungs-
Verformungs-Kurve negativ und das Material beginnt sich zu entfestigen, was
durch den exponentiellen Anstieg der Volumenzunahme zu erkliren ist.
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Abbildung 4.12.: Festigkeitsversuche zur Ermittlung der Festigkeits- und Di-
latanzentwicklung an Asse-Speisesalz in Abhéngigkeit unter-
schiedlicher Manteldriicke nach Heemann und Schulze [2007]

Vergleicht man die Dilatanzzunahme von Steinsalz mit der von Metallen wird
deutlich, dass Steinsalz ein ausgeprigteres Dilatanzverhalten hat als Metalle.
In der Literatur wird dieses dadurch erkldrt, dass Steinsalz eine geringere Zug-
festigkeit als Metall aufweist, wodurch die Rissbildung begiinstigt wird (siehe
Weidinger et al. [1998]). Dadurch lassen sich zwei mafigebliche Effekte fiir die
Volumendilatanz identifizieren. Der erste ist die Mikrorissbildung in den Berei-
chen mit Versetzungsanstauungen und der zweite ist das lokale Zugversagen
des Materials.

Anhand von Kriech- und Festigkeitsversuchen, die am Salzgestein durch ge-
fiithrt wurden sind, konnte man ableiten, dass das Festigkeitsverhalten von
Salzgestein stark von der Belastungsgeschwindigkeit abhingt. Die Abbildung
4.13 zeigt eine Kriechversuchsserie mit Asse-Speisesalz (z2SP) von der 800m
Sohle der Schachtanlage Asse II und verdeutlicht die Abhéngigkeit von der
Belastungsgeschwindigkeit. Es ist ersichtlich, dass bei steigender Belastungsge-
schwindigkeit die Differenzspannung ansteigt, somit muss bei Salzgestein zwi-
schen der Kurzzeitfestigkeit und der Langzeitfestigkeit unterschieden werden.
Bei grofsen Belastungsgeschwindigkeiten spricht man von der Kurzzeitfestigkeit,
die durch eine groRe Spitzenfestigkeit 0%/, und geringe Verformung in Vor-
bruchbereich charakterisiert ist. Wohingegen man bei geringeren Belastungs-
geschwindigkeiten von der Langzeitfestigkeit spricht, die durch eine geringere
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Spitzenfestigkeit o4 und einer groferen Verformung im Vorbruchbereich cha-
rakterisiert ist.
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Abbildung 4.13.: Kriechversuchserie mit Asse-Speisesalz (z2SP) von der 800m
Sohle der Schachtanlage Asse II. Die gemessenen stationédren
Kriechraten werden durch die Punkte repréisentiert und wur-
den doppelt-logarithmisch iiber der Differenzspannung auf-
getragen. Die Linien entsprechen den stationdren Kriechen
nach Hampel [2006].

Nach Giinther [2009] und nach Auswertung der zahlreichen Festigkeits- und
Kriechversuche kann dieses Verhalten von Salzgestein durch die Verformungs-
mechanismen auf mikrostruktueller Ebene erklart werden. Wie bereits an der
Abbildung 4.11 erldutert wurde, wird die Schidigung durch Spannungsspitzen
an den angestauten Versetzungen verursacht. Durch die Auswertung von Fes-
tigkeitsversuchen, die mittels hohen Verformungsraten durchgefiihrt wurden,
konnte ermittelt werden, dass bei diesen Versuchen die Erholung eine unterge-
ordnete Rolle spielt und das Spannungs-Verformungs-Verhalten wird nahezu
vollstdndig durch die Mikrorissbildung und die Verformungsverfestigung be-
schrieben. Wie bereits im Kapitel 2.3.5 erwédhnt, entwickeln sich makroskopi-
sche Briiche durch die Mikrorisse, die mit Fortschreiten der Vorverformung
weiter anwachsen und sich verbinden. Anhand dieser Versuche und den betei-
ligten Verformungsmechanismen kann die Aussage iiber die Kurzzeitfestigkeit
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bestétigt werden. Die Aussage iiber die Langzeitfestigkeit kann durch die Aus-
wertung von Festigkeitsversuchen mit geringer Verformungsrate bestétigt wer-
den, da die Erholung aufgrund der Versuchszeit immer mehr an Bedeutung
gewinnt. Die Verformung wird nicht durch blockierte Versetzungen behindert,
da sie durch das Versetzungsklettern und Annihilation abgebaut werden. Durch
die Annihilation werden die Spannungsspitzen abgebaut und die Entstehung
von Mikrorissen wird vermindert, was dem makroskopischen Bruch entgegen-
wirkt.

Abschliefend kann man sagen, dass die Festigkeit von Salzgestein vom wirken-
den Spannungszustand, sowie vom Deformationzustand und von der Schidi-
gung des Materials abhangt. Georgi et al. [1975] und Menzel und Schreiner
[1977] beschrieben in ihren Arbeiten fiir den Spannungszustand und den De-
formationzustand ein Konzept der spezifischen Formadnderungsarbeit.

4.4. Temperaturabhdngigkeit der Verformung

Wie bereits erwahnt, erkennt man an den Kriechversuchen aus der Abbildung
4.13 die Temperaturabhingigkeit des Materials. Die Abh#ngigkeit der Verfor-
mung von der Temperatur ergibt sich durch die Temperaturabhéngigkeit der
elastischen Konstanten und der Kriechrate.

Die Temperaturabhéngigkeit der elastischen Konstanten kann mittels der Po-
tenzialkurve (sieche Abbildung 4.14) erklirt werden. Geht man von der Energie
der Atome beim absoluten Nullpunkt 0K aus und betrachtet diese anschlie-
fend nach der Erhéhung der Temperatur, stellt man fest, dass sich die Energie
um den temperaturabhingigen Betrag AE,,; erhoht hat. Die Energiezunahme
bewirkt eine Verschiebung des Mittelpunktes der Schwingung zu einem gréfse-
ren Atomabstandes hin. Dieses Verhalten ist in der Abbildung 4.13 durch die
Punkte gekennzeichnet. Auf der makroskopischen Ebene wird das durch die
thermische Verformung sichtbar, da sich auf der mikroskopischen Ebene die
Atomabstande zwischen den Atomen vergréfern. Durch das Betrachten der
Wechselwirkungskraftkurve, die in Wiese [2010] dargestellt ist, wird deutlich,
dass eine Temperaturerh6hung eine Verminderung des Elastizitdtsmoduls zur
Folge hat. Fiir die Beschreibung der Temperaturabhéngigkeit des Elastizitéts-
moduls fiir Metalle bei niedrigen Temperaturen 7" < 0.5 - T, schligt Wiese
[2010] den folgenden Ansatz vor

E(T) = E(OK) - (1 —05- T1> , (4.5)
wobei E(0K) der Elastizitdtsmodul bei 0K ist und T die Schmelztemperatur
angibt. Anhand der Abbildung 4.14 wird deutlich, dass dieser Ansatz nur fiir ge-
ringe Temperaturen anwendbar ist. Bei hoheren Temperaturen steigt der Grad
der nichtlinearen Abhéngigkeit des Elastizitatsmoduls von der Temperatur an.
Daher werden nichtlineare Ansitze zur Beschreibung der Temperaturabhin-
gigkeit benotigt, Wiese [2010] gibt an, dass im Allgemeinen ein quadratischer



4. MECHANISCHES VERHALTEN VON STEINSALZ

Ansatz T' < 0.8 - T fiir die Temperaturabhéngigkeit ausreichend ist. Fiir Stein-
salz geben Ashby und Frost [1982] fiir die Temperaturabhangigkeit folgenden
Ausdruck an

B T[K] — 300 K
G(T) = 15000 MPa - (1 — 073 S ) . (4.6)
Epor |
T>0K
®
A-Epot
0 rOna—ci(T) -
TONafcl(OK) g\fafcl

Abbildung 4.14.: Verdeutlichung der Temperaturabhéngigkeit der Verformung
anhand der Potenzialkurve fiir zwei unterschiedliche Tempe-
raturen nach Wiese [2010].

Die Temperaturabhéngigkeit der Kriechrate beruht darauf, dass die kinetische
Energie der Molekiile durch die Erh6hung der Temperatur ansteigt, dieses Ver-
halten kann den Boltzmann-Kurven in Abbildung 4.15 entnommen werden.
Durch die Erhohung der kinetischen Energie, wird der Anteil von Molekiilen
grofer, die die Aktivierungsenergiebarriere iiberwinden kénnen und somit wird
die Bewegungsfahigkeit des Stoffes erh6ht. Dieser Zusammenhang wurde in der
Chemie bereits in vielen Verdffentlichungen besprochen und kann der Grund-
lagenliteratur Vollhardt et al. [2011], Czeslik et al. [2010] und Kurzweil und
Scheipers [2005] entnommen werden. Dadurch konnte eine Faustformel abgelei-
tet werden, dass bei einer Erhohung der Temperatur von 10°C die Reaktions-
geschwindigkeit sich verdoppelt oder sogar verdreifacht. Der schwedische Phy-
siker, Chemiker und Nobelpreistrédger Svante August Arrhenius konnte eine
Gesetzméfigkeit anhand von experimentellen Daten ableiten. Die Arrhenius-
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Gleichung (siehe Gleichung 5.8) gibt diesen Zusammenhang zwischen der Re-
aktionsgeschwindigkeit und der Temperatur an.

Anzahl der Molekiile

iQ
Fin der Molekiile

Y

Abbildung 4.15.: Verdeutlichung der Temperaturabhingigkeit der Kriechrate
anhand der kinetischen Energie der Molekiile bei einer tiefen
(Blau) und bei einer hohen Temperatur (Rot) nach Vollhardt
et al. [2011].

4.5. Feuchteabhdingigkeit der Verformung

Der Einfluss der Feuchtigkeit auf die Verformung wurde in zahlreichen La-
borversuchen unter kontrollierten Bedingungen untersucht, dieses kann den
Arbeiten von Hunsche und Schulze [1996] und Hunsche und Schulze [2002]
entnommen werden. Die Erhdhung der Verformung von dilatanten Steinsalz
ergibt sich dadurch, dass sich die Feuchtigkeit in den Poren, Mikrorissen und
Korngrenzen ausbreiten kann. Durch die Laborversuche ist bekannt, dass die-
ser Effekt einen enormen Einfluss auf die Kriechrate haben kann.

Der Einfluss der Feuchtigkeit hdngt stark vom Spannungszustand ab, was da-
zufiihren kann, dass der Einfluss der Feuchte auf die Verformung verschwindet.
Bei den Laborversuchen konnte beobachtet werden, dass bei uniaxialen Versu-
chen der Einfluss der Feuchtigkeit am grofiten ist. Diese beruht darauf, dass
bei triaxialen Versuchen der Manteldruck, oder allgemein gesprochen, die mini-
male Hauptspannung die Ausbreitung der Feuchtigkeit im Material verhindert
und somit bei steigendem Manteldruck der Einfluss der Feuchte abnimmt. In
den verschiedenen Materialmodellen wird dieser Effekt unterschiedlich beriick-
sichtigt (siehe Kapitel 5).
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4.6. Zusammenfassung des mechanischen Verhaltens von
Steinsalz

Wie die vorherigen Kapitel gezeigt haben, wird das Materialverhalten von
Steinsalz durch viele Faktoren beeinflusst, was sich positiv sowie negativ auf
das Verhalten von Salzgestein auswirken kann. Dieses Verhalten von Salzge-
stein lésst sich in einem Differenzspannungs-Manteldruck-Diagramm darstellen
und kann der Abbildung 4.16 entnommen werden. Diese Zusammenfassung
des Materialverhaltens von Steinsalz wurde durch die BGR vorgenommen.
Die rote Linie im Differenzspannungs-Manteldruck-Diagramm beschreibt die
Dilatanzgrenze, welche eine wichtige Grofe darstellt, da ab diesem Punkt eine
Volumeninderung aufgrund der Auflockerung des Steinsalzes stattfindet. Die
Auflockerung des Steinsalzes wird in den unterschiedlichen Materialmodellen
mit verschiedenen Ansdtzen beschrieben. Die Identifizierung dieser Grenze ist
ein wesentlicher Bestandteil bei der Entwicklung eines Materialmodells und
wurde in zahlreichen Veréffentlichungen, wie z.B. Hunsche und Hampel [1999],
Hauck [2001] , Hunsche et al. [2003], Eberth [2007], Hou et al. [2007] und
Giinther [2009], diskutiert.
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Abbildung 4.16.: Schematische Darstellung des mechanischen Verhaltens von
Steinsalz nach BGR
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Unterhalb der Dilatanzgrenze, im grau unterlegten Bereich, wird das Salzge-
stein verdichtet und es erfolgt eine Mikrorissverheilung. Im tiirkisen Bereich,
unterhalb und oberhalb der Dilatanzgrenze, findet kaum eine Volumenveran-
derung des Materials statt. Eine Auflockerung des Steinsalzes erfolgt beim
Uberschreiten des tiirkisen Bereiches. Anhand dieses Bereiches ist ersichtlich,
dass die Verformung und die Mikrorissentwicklung bei héheren Spannungs-
zustinden schneller ablduft. Uberschreitet dieser Spannungszustand eine
Grenze, tritt der sogenannte Sprodbruch ein, was durch den weifsen Bereich
gekennzeichnet ist.

Anhand dieser Zusammenstellung wird erneut ersichtlich, dass eine stochas-
tische Herangehensweise bei der Beschreibung des Materialverhaltens von
Salzgestein von Vorteil ist. Das Diagramm wurde anhand von gemittelten
Materialversuchen an Salzgestein erstellt, dadurch erhélt dieses Diagramm
einige Unsicherheiten, die nicht so einfach beurteilt werden kénnen. Wie schon
erwéhnt, ergeben sich aus dem heutigen Stand der Technik bei der Beschrei-
bung des Materialverhaltens von Steinsalz mit deterministischen Ansitzen
Unsicherheiten iiber die Aussagen der Standsicherheit einer Konstruktion
aus Salzgestein. Durch die Erweiterung um einen stochastischen Ansatz
zur Beschreibung des Materialverhaltens von Salzgestein ergeben sich neue
Moglichkeiten fiir die Beurteilung von Versagenswahrscheinlichkeiten von Kon-
struktionen aus Salzgestein. Da ein stochastischer Ansatz zur Beschreibung
des Materialverhaltens in den Ingenieurwissenschaften noch relativ neu ist,
ergibt sich ein neuer Forschungsbereich fiir das Gebiet der Salzmechanik.

Die Vorstellung der stochastischen Ansétze zur Beschreibung des Materialver-
haltens erfolgt in Kapitel 8, die Ergebnisdarstellung wird im Kapitel 9 gegeben
und die Zusammenfassung, ob die stochastischen Ansitze eine zuléssige Erwei-
terung fiir das Forschungsgebiet der Salzmechanik darstellt, kann dem Kapitel
10 entnommen werden.



5. Materialmodelle fiir Steinsalz

In diesem Kapitel werden verschiedene Materialmodelle aus Deutschland
vorgestellt, die zur Beschreibung des Verformungsverhaltens von Steinsalz
eingesetzt werden.

Im Kapitel 5.1 werden Modellansdtze beschrieben, die sich weitestgehend auf
die vorgestellten Materialmodelle {ibertragen lassen. Das Kapitel 5.2 beschreibt
das Composite-Dilatanz-Modell (CDM) von Hampel [2006] und der Bundes-
anstalt fiir Geowissenschaften und Rohstoffe (BGR), Heemann und Schulze
[2007], Hunsche et al. [2003] und Hunsche und BGR [1996]. Im Kapitel 5.3
wird das Materialmodell von Institut fiir Gebirgsmechanik GmbH (IfG) vor-
gestellt. Eine detaillierte Darstellung des Materialmodells kann der folgenden
Literatur entnommen werden, Giinther et al. [2007], Minkley [2003] und Giin-
ther [2009]. Das Materialmodell von Hou und Lux basiert auf einen additiven
Split des Dehnungstensors und wird im Kapitel 5.4 vorgestellt. In Hou et al.
[2007], Hou [1998] und Hou [2002] wird eine ausfiihrliche Darstellung iiber
das Materialmodell gegeben. Das Materialmodell Multimechanism Deformati-
on Coupled Fracture (MDCF) wurde seit 1992 durch verschiedene Forschungs-
arbeiten entwickelt und am Institut fiir Unterirdisches Bauen (IUB) modifi-
ziert. Einen Uberblick iiber das IUB-MDCF Materialmodell gibt das Kapitel
5.5 und eine detaillierte Darstellung des Materialmodells kann den Arbeiten
von Rokahr et al. [2007], Chan et al. [1992], Chan et al. [1996b], Chan et al.
[1995], Chan et al. [1996a] und Chan et al. [1997] entnommen werden. Das Ka-
pitel 5.6 stellt das Materialmodell, das am Institut fiir Nukleare Entsorgung
am Forschungszentrum Karlsruhe (INE/FZK) entwickelt worden ist, dar und
kann Pudewills und Droste [2003], Pudewills [2005], Pudewills [2006] und Pude-
wills [2007] entnommen werden. Im Kapitel 5.7 wird eine Zusammenfassung der
Materialmodelle und ein Ausblick der eigenen Forschung gegeben. Das daraus
resultierende Materialmodell fiir diese Arbeit wird im Kapitel 5.8 vorgestellt
und erldutert.

5.1. Allgemein

Wie im vorherigen Kapitel beschrieben, kann die gesamte Kriechrate é" mittels
einem priméiren und einem sekundiren Anteil (€°"P %), die schidigungsfrei

sind und einem schidigungsinduzierten Anteil £ beschrieben werden. Somit
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ergibt sich fiir die gesamte Kriechrate £°" folgender Ausdruck
écr _ f (E-cr,p7€-cr,s7a;cr,D) ) (51)

Wie sich die gesamte Kriechrate € bei den verschiedenen Materialmodellen
zusammensetzt, wird in den nachfolgenden Kapiteln gezeigt. Im einfachsten
Fall erfolgt die Zusammensetzung additiv.

Die nachfolgenden Modellierungsansétze lassen sich weitestgehend auf die ge-
zeigten Materialmodelle fiir Steinsalz iibertragen. Zur Beschreibung des elasti-
schen Materialverhaltens wird das Hooke’sche Gesetz verwendet, was einen li-
nearen Zusammenhang zwischen der Spannung und der Verformung beschreibt,

o= gtr (EEl) 1+2ue (5.2)
Fiir die elastischen Konstanten, wurde in der Projektgruppe Hampel [2006],
Giinther et al. [2007], Heemann und Schulze [2007], Hou et al. [2007], Pudewills
[2007] und Rokahr et al. [2007] fiir die Querkontraktionszahl der Wert v = 0.265
festgelegt und der temperaturabhingige Gleitmodul p = G(T') ist durch die
folgende Beziehung

(5.3)

B T[K] — 300K
G(T) = 15000 MPa (1 0.73 = 5moe )

gegeben. Im Allgemeinen werden die Kriechraten eindimensional formuliert
(siehe z.B. Gleichung 5.9 und Gleichung 5.24). Die tensorielle Darstellung der

Kriechraten erhélt man durch Nutzung folgender Beziehung (Hampel [2006],
Heemann [2010])

vol v M
écr _ écr,vol 80 + é}cr 30'

oo oo '’

(5.4)

was der dreidimensionalen Darstellung bei der Flieftheorie nach von Mises
entspricht. Auf diesen Sachverhalt wird in Kapital 2.3.4 n&her eingegangen.
Die Spannung ¢¥® in Gleichung 5.4 entspricht dem volumetrischen Anteil des
Spannungstensors (siehe Gleichung 2.30). Die Spannung o"™ entspricht der
Vergleichsspannung nach von Mises und ist wie folgt definiert

v M
O' =

N o

-G (5.5)
Die Vergleichsdehnung nach von Mises ¢*™ kann durch

vM
€ =

(5.6)

™
L

Wl
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bestimmt werden. Bildet man nun die Ableitung aus Gleichung 5.4 mit den be-
kannten Beziehungen, erhilt man fiir die Gleichung folgenden Ausdruck (siehe
Kapitel 2.3.4)

écr _ lécr,vol 14+ 3 zer O

3 2% oM

(5.7)

Da die Verformung von Steinsalz stark von der Temperatur abhingt, was be-
reits im vorherigen Kapitel diskutiert wurde, wird haufig zur Beschreibung
der Temperaturabhangigkeit der Kriechrate die Arrhenius-Gleichung verwen-
det. Diese wird in der Regel multiplikativ mit der Kriechrate verkniipft, Czeslik
et al. [2010] und Kurzweil und Scheipers [2005],
Q

k= AArr exp (*ﬁ) . (58)
Der priaexponentielle Faktor A4, und die Aktivierungsenergie @ sind selbst
von der Temperatur abhingig. Da in den meisten Fillen ein Temperaturbe-
reich von 22°C bis 200°C fiir die Betrachtung des Verformungsverhaltens
ausreicht, kann ein gemittelter Wert fiir den priexponentiellen Faktor A4,
und der Aktivierungsenergie als ausreichend erachtet werden. Bei héheren
Temperaturen miisste gegebenenfalls iiberpriift werden, ob die Arrhenius-

Gleichung modifiziert werden muss, Czeslik et al. [2010] und Kurzweil und
Scheipers [2005].

Bei der Bestimmung der Aktivierungsengergie muss das zugrundegelegte Mate-
rialmodell, welches die innerkristallinen Verformungsmechanismen beschreibt,
beriicksichtigt werden. Aus diesem Grund findet man fiir Steinsalz unterschied-
liche Angaben fiir die Aktivierungsenergie, Hunsche [1994], Giinther [2009] und
Hunsche und Hampel [1999].

5.2. Composite-Dilatanz-Modell

Das Composite-Dilatanz-Modell (CDM) ist ein Verbundmodell, welches von
vielen Autoren im Rahmen einer Kooperation entwickelt und weiterentwickelt
wurde. Partner dieser Kooperation ist die Bundesanstalt fiir Geowissenschaften
und Rohstoffe (BGR) in Hannover, Dr. Andreas Hampel, sowie das Institut fiir
Werkstoffwissenschaften der Universitdt Erlangen-Niirnberg.

Bei dem CDM bilden sechs Differentialgleichungen das grundlegende Glei-
chungssystem zur Beschreibung des Verformungsverhalten von Steinsalz. In
den Gleichungen 5.9, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15 und 5.16 sind die Differentialglei-
chungen dargestellt Hampel [2006],

de“” b1 Q . bAac”
praal v (_ﬁ) sinh (Mk:B T> , (5.9)
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mit der allgemeinen Gaskonstante R, der Boltzmann-Konstante kp und dem
Taylorfaktor M. Die makroskopischen Grofen in der Gleichung werden durch
die Kriechverformung ", der Zeit ¢t und der Temperatur 7' ausgedriickt. Der
Einfluss der Mikrostruktur auf die Verformung wird mittel des mittleren Durch-
messeres der Subkorner der Fraktion wi, we und ws, dem mittleren Verset-
zungsabstandes r und der mittleren Breite der subkornwandnahen Bereiche
der mit lokal iiberhohter Spannung a beschrieben. Wie die Mikrostrukturgro-
fen w1, wa, ws und a mit der Gleichung 5.9 verkniipft sind kann Hunsche und
BGR [1996] und Hampel [2006] entnommen werden. Die Versetzungsbewegung
wird durch den Betrag des Burgersvektors b, der Geschwindigkeitskonstante v,
der makroskopischen Aktivierungsenergie ), der Aktivierungsfliche der Verfor-
mung Aa, der effektiven inneren Spannung o* und der Ratenkonstanten k., 1,
kw2, kw3, kr und kg, welche die jeweilige verformungsabhingige Evolution der
Mikrostrukturgroffen wi, wz, ws, r und a beschreiben, ausgedriickt. Wie die
Grofen Aa und o* bestimmt werden ist in Hampel [2006] dargestellt. Die Glei-
chung 5.9 entspricht der Orowan-Gleichung und beschreibt die Abhéngigkeit
der Kriechrate von der Differenzspannung, der Temperatur und der Kriech-
verformung. Die Differenzspannung Ao, die der Vergleichsspannung nach von
Mises entspricht (sieche Gleichung 5.5), wird in der Gleichung 5.9 durch die
effektive innere Spannung o* ausgedriickt. Die Orowan Gleichung verkniipft
die Scherverformungsrate 4 mit der Versetzungsgeschwindigkeit v und der Ver-
setzungsdichte p, Hampel [2006], Heemann und Schulze [2007] und Gottstein
[2013]

y=bpu. (5.10)

Somit kann der folgende Ausdruck aus der Gleichung 5.9

11 Q . bAac”
p—Mﬁexp< ﬁ) Smh(Mk;gT)’ (5.11)
als die Versetzungsdichte interpretiert werden. Die Entwicklung der Mikrostruk-

tur héngt hauptsichlich von der Kriechverformung ab, welches durch die fol-
genden Gleichungen

d’LU1 Wss — W1 dscr

R T (5:12)
% _ %dziﬁ (5.13)
% _ ws;;gwi dZET7 (5.14)
dr 7o — 7 deer (5.15)

dat k. dt’
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und

@_ass—adecr
dt ~ ke dt

(5.16)

widergespiegelt wird. Der Index S'S beschreibt den Wert der Mikrostrukturgro-
fen w1, w2, w3, 7 und a nach Erreichen des stationdren Kriechens. Wie die
Startwerte der Mikrostrukturgrofen und die Werte der Mikrostrukturgréfien
beim Erreichen des stationdren Kriechen bestimmt werden, ist in Hunsche und
BGR [1996] und Hampel [2006] erldutert. Durch diesen Sachverhalt, wird deut-
lich, dass die beiden Phinomene sich gegenseitig beeinflussen (Hampel [2006]).
Im CDM ergibt sich die totale Kriechverformungrate €“9“® durch eine multi-
plikative Verkniipfung mit verschiedenen Einflussfaktoren. Die totale Kriech-
verformung ist in der nachfolgenden Gleichung dargestellt, Hampel [2006],

€9 = Pp g4 B, £ (5.17)

Die Funktion Fj in Gleichung 5.17 beschreibt den Einfluss der Feuchtigkeit
auf die Verformung des Steinsalzes und setzt sich aus zwei Anteilen zusammen.
Die Funktion fs beschreibt den Einfluss unterschiedlicher relativer Feuchten @,
die zweite Funktion f. beschreibt den Einfluss der minimalen Hauptspannung
o3 und der Oktaederschubspannung 7ox:, Hunsche et al. [2003],

fo = ce18inh (Cq>2 D)

2
o3 )Tt om %ﬁ) (5.18)
= [ ()T s |

Oy

fe =1 sonst,

mit der Normierungsgrofe fiir die Spannung o, und den Konstanten cs1, ca2,
cfe1 und cyeo (sieche Hampel [2002]). Damit ergibt sich fiir die Funktion Fj,
folgender Ausdruck, Hampel [2006],

Fn = 1+f<1> fc. (519)

Die Schidigung des Steinsalzes wird im CDM mittels des Faktors §9°™ und
des Faktors Pr beschrieben. Nihere Informationen zu diesen beiden Faktoren
kénnen Hampel [2006] und Hunsche et al. [2003] entnommen werden.

Aus zahlreichen Kriechversuchen fiir Asse Steinsalz kann man ableiten, dass
fiir die transiente Verformung und bei der stationdren Verformung oberhalb
der Dilatanzgrenze, die Kriechrate ¢°” und die volumetrische Kriechrate £V
in einem konstanten Verhaltnis r, zueinander stehen. Daraus lasst sich ablei-
ten, dass die Auflockerung von Steinsalz mit den Kriechprozess physikalisch
gekoppelt ist. Im CDM wird daher die volumetrische Kriechrate £°™>V°" in Ab-
héngigkeit der Kriechrate £°" formuliert, Hampel [2006],

gemvel — \/grv Fp e, (5.20)
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Das Verhiltnis der volumetrischen zur Kriechverformungsrate ist wie folgt de-
finiert Hampel [2006]

2
Tokt — TD

ry =3 { } fir 7okt > ™D

(5.21)

Ookt

ry =0 sonst,

mit der Oktaedernormalspannung o,x+ und der Oktaederschubspannung der
BGR-Dilatanzgrenze 7p nach Hunsche et al. [2003].

5.3. Stoffmodell von Giinther/Minkley

Das Materialmodell vom IfG beruht auf der Dehnungs-Verfestigungs-Theorie
von Odgvist und Hult [2013]. Daraus folgt fiir das schidigungsfreie Kriechen,
dass die Dehnungsgeschwindigkeit

e=e" e (5.22)

sich additiv aus einem elastischen Anteil £€° und einem Kriechanteil " zu-
sammensetzt. Die elastische Dehnungsgeschwindigkeit ergibt sich durch das
Hooke’sche Gesetz zu

éel 1

o'+ —&, (5.23)

“on o
mit den Materialparametern x und p. Die Kriechdehnungsgeschwindigkeit,
Giinther et al. [2007],

-cro 3Ap (O—UM)HP 6’

T 2(evM VA0 4 goMer )i (guM )T

(5.24)

mit dem Materialparametern A,, n, und p°" und den effektiven Verfor-
mungen e**V0 und <" (siehe Gleichung 5.6). Die Bestimmung der
Materialparameter dieses Materialmodells erfolgt in Salzer [1993], Salzer et al.
[1998], Minkley [2003], Giinther et al. [2007] und Giinther [2009]. Wie bereits
im Kapitel 4.3 erldutert, wird beim Beginn der Belastung die Verformung do-
miniert durch das Wandern der Versetzungen die bereits im Salzgestein vor-
handen sind. Daher wurde die von Odgqvist und Hult [2013] vorgeschlagene
Formulierung fiir die Kriechdehnungsgeschwindigkeit mit der Anfangsverfesti-
gung e"MV:0 erweitert. Beim Fortschreiten der Deformationen werden neue
Versetzungen erzeugt, was dazu fiihrt, dass die Verfestigung immer weiter an-
wichst. Anhand der Abbildung 4.4 wird deutlich, dass bei fortschreitender
Verformung die Kriechrate kleiner wird, was drauf zuriickzufiihren ist, dass
die Versetzungsdichte zunimmt (siehe Kapitel 4.3.2). Dadurch, dass die gesam-
te akkumulierte effektive Kriechdehnung £"*°" in die Gleichung 5.24 eingeht,
wird der Effekt der Verfestigung in der Kriechrate mit beriicksichtigt. Der in
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Kapitel 4.3.5 beschriebene Effekt der Versetzungserholung wird durch folgen-
de Beziehung in der effektiven Kriechdehnungsgeschwindigkeit beriicksichtigt,
Giinther et al. [2007],

oM oM,V | :oM,E
gviher = gvt v 4 gv% (5.25)

Stellt man die Gleichung 5.25 nach der effektiven Verfestigungsrate um, erhélt
man,

évM,V — évIVI,cT _ évM,E' (526)

Giinther et al. [2007] gibt fiir die effektive Erholungsrate die folgende Beziehung
an,

EUM,V

gvME — , (5.27)
to

mit der Erholungszeit

to = t. - exp (f%) . (5.28)

Der Term exp (—+%) (siehe Gleichung 5.8) beriicksichtigt die Temperaturab-
hangigkeit der Erholungszeit und wie die Zeitkonstante t. bestimmt wird ist
in Giinther et al. [2007] und Giinther [2009] dargestellt. Durch Einsetzen der
gesamten akkumulierten effektiven Kriechdehnung £**°" und der Gleichung

5.27 in die Gleichung 5.26 kann diese durch

oMV _ Ap (o_vM)”P E'UIM,V

& _
(6UM,V,0 + €uM,cr)u" to

(5.29)

ausgedriickt werden. Wie die Dilatanz und die Schidigung in diesem Mate-
rialmodell beriicksichtigt werden und weitere Informationen {iber das Modell
kann Salzer [1993], Salzer et al. [1998], Minkley [2003] und Giinther et al. [2007]
entnommen werden.

5.4. Stoffmodell von Hou/Lux

Das Materialmodell von Hou und Lux wurde in Anlehnung an das Material-
modell ,Lubby2“ nach Heusermann et al. [1983] und Lux [1984] unter Anwen-
dung der Schidigungsmechanik entwickelt und durch die Arbeiten von Hou
[1998], Hou [2002] und Hou und Lux [2003] erweitert. Das Materialmodell
ist phdnomenologisch-makroskopisch motiviert und beinhaltet verschiedene De-
formationsmechanismen, wie zum Beispiel Diffusion, Dislokation, Verfestigung
und Erholung. In den nachfolgenden Gleichungen wird die elastische, die visko-
plastische-volumentreue und die schidigungsinduzierte-dilatante Dehnrate vor-
gestellt. Da in diesem Kapitel nur auf bestimmte Verformungsmechanismen
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eingegangen wird, wird fiir eine vollstindige Betrachtung auf Hou [1998], Hou
[2002] und Hou et al. [2007] verwiesen.

Das Stoffmodell von Hou/Lux beruht ebenfalls auf einer additiven Verkniip-
fung der totalen Verzerrungsrate

g=¢" 4P 4t 4", (5.30)

mit der elastischen Dehnrate ¢, der visko-plastischen-volumentreuen Dehn-
rate &P, der schidigungsinduzierten-dilatanten Dehnrate é? und der
verheilungsinduzierten-kontraktanten Dehnrate é". Die elastische Dehnrate er-
gibt sich durch das Hooke’sche Gesetz zu

P 1 &

© TTo-D) T2ma_Dy (5:31)

mit der Schidigungvariablen D. Die Schidigungsentwicklung erfolgt iiber eine
modifizierte Potenzfunktion die in Hou et al. [2007] dargestellt ist und basiert
auf den Arbeiten von Lippmann und Lemaitre [1996] und Kachanov [2013].
Die visko-plastisch-volumentreue Dehnrate ist nach Hou et al. [2007] definiert,

31 etr 1 &
VP T | - - R B,
e =3 |:77k (1 maxgw> + nm] a-D) (5.32)

Die Modifikation des ,Lubby2“ Materialmodells wird dadurch ersichtlich, dass
die Gleichung 5.32 die Verfestigung bei einer Beanspruchungserh6hung und die
Erholung bei einer Beanspruchungsminderung beriicksichtigt. Dieses Verhalten
wird iiber die maximale transiente Kriechverformung

1 O,'UJW

tr .~ Y
maxe’ = o a-D) (5.33)
gesteuert mit Hilfe der Funktion Gy, die nach Hou et al. [2007] durch folgenden
Ausdruck gegeben ist,

—k v M
Gy -exp (k1 - ﬁ) fir &' < maxe®”

Gk - v M

. (5.34)
GkE - exp klE . ((;-77D)

) fir &' > maxe'”

Ist die transiente Kriechverformung kleiner als die maximale transiente Kriech-
verformung €' < maxe' wird das Material verfestigt und die Funktion Gy,
wird durch die erste Beziehung in Gleichung 5.34 bestimmt, mit dem Mate-
rialparametern fiir die Verfestigung G, und ki. Die Erholung des Materials
setzt ein wenn die transiente Kriechverformung grofer ist als die maximale
transiente Kriechverformung €' > maxe'”, was zufolge hat, dass die Funkti-
on Gy, durch die zweite Beziehung in Gleichung 5.34 bestimmt wird, mit den
Materialparametern fiir die Erholung éZE und ki1g. Die Funktionen 7, und
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Nm, die die Abhéngigkeit der visko-plastisch-volumentreuen Dehnrate, welche
in Gleichung 5.32 dargestellt ist, vom stationdren Kriechen

. O_’UM
N = Ny, - €XP <k2 . m) (535)

und dem transienten Kriechen

v M

N = 775, - €Xp (m~ (1_7[))) cexp(l-T) (5.36)

beschreiben sind durch Hou et al. [2007] gegeben. Die Materialparameter 7,
und k- steuern das stationdre Kriechen und die Materialparameter 7, m und [
steuern das transiente Kriechen. Die schidigungsinduzierte-dilatante Dehnrate
¢? wird im Stoffmodell von Hou/Lux durch

(=) og (%) aon
(1-D) o (1-D) oo

.d_ .d .d
e ="+ =a3-

(5.37)
beschrieben, mit den Materialparametern a1, a2 und as fiir den Schidigungs-
prozess und der Normierungsspannung F* = 1MPa. Die Volumenanderung
des Materials wird mit Hilfe der FlieRfunktionen F® und F%* realisiert und
entsprechen einer nichtassoziierten Fliefregel und kénnen Hou et al. [2007]
entnommen werden. Mit den folgenden Fliefbedingungen

as [ 0 fir F¥*<0
F - {Fds fur Fds > O (538)
und
» 0 fir F¥ <0
P = {Fdz fir F9 >0 (5.39)

wird sichergestellt, dass durch die Schidigung visko-plastische Dehnung ak-
kumuliert wird beim Uberschreiten der aktuellen Schidigungsgrenze in Folge
Druck- Schubspannungen ds und oder bei vorhanden sein von Zugspannun-
gen dz. Werden die Flieffunktionen durch den aktuellen Spannungszustand
nicht verletzt wird keine visko-plastische Dehnung in Folge Schidigung akku-
muliert. Mit Hilfe der Potentialfunktionen Q%° und Q%% kann die Fliefrichtung
bestimmt werden, diese konnen Hou et al. [2007] entnommen werden.

5.5. Stoffmodell IUB-MDCF

Das Materialmodell basiert auf dem Materialmodell von Munson und Dawson
[1981] und wurde durch gemeinsame Forschungsarbeit von Chan et al. [1992],
Chan et al. [1996b], Chan et al. [1995], Chan et al. [1996a] und Chan et al.
[1997] erweitert. Die elastische Dehnrate ist durch das Hooke’sche Gesetz (siehe

7
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Gleichung 5.2) gegeben. Die nichtelastische Dehnrate ergibt sich nach Rokahr
et al. [2007] zu

vM,cr vM,w—sh| s
-in -vM,cr 80 oM,w—sh 8(7 lf
g =¢£ c— +€ — +
9 vM,w—te a vM,w—h|y¢ '
€-'L)M,w—te . g + évM,w—h . g

oo do ’

mit der effektiven Dehnrate (siehe 5.6) aus den Versetzungsmechanismen fiir
das schidigungsfreie Kriechen ¢"*°", der schidigungsinduzierten effektiven
Dehnrate aus Schub- "M ~=%" bzw. Zugspannungen £***~** und der effek-
tiven Dehnrate, die durch die Heilung ¢"**~" hervorgerufen wird. Die drei-
dimensionale Erweiterung erfolgt durch die Fliefspotentiale, was im Kapitel
2.3.4 behandelt wurden ist. Die Flieipotentiale ergeben sich aus den jeweiligen
Vergleichsspannungen g?Mer, gvMw=shly guMw=te ypg GvMw=hls ahgeleitet
nach den Spannungen. Wie die einzelnen Spannungsanteile bestimmt werden
ist in Rokahr et al. [2007] dargestellt.

Die Dehnrate fiir das schédigungsfreie Kriechen ergibt sich nach Rokahr et al.
[2007] zu

3
et = Ly el (5.41)
=1

Mit der Funktion F' wird die Verdnderung der internen Struktur beriicksichtigt,
was dem transienten Dehnungsanteil entspricht. Das transiente Kriechen l&sst
sich in drei Teile aufteilen und ist nach Rokahr et al. [2007] folgendermafen
definiert

€tr—mazx

F = 1 fir ¢ = etr—maz (5.42)
2
exp (—6 (1 — < ) > fir ¢ > etr—maz

Etr—max

exp <A (1 - £ >2> fir ¢ <éetr—maa

Mit Hilfe der internen Zustandsvariable des transienten Kriechens ¢ und dem
transienten Endkriechmafl €¢,_maes werden die einzelnen Anteile am transien-
ten Kriechen gesteuert. Das transiente Endkriechmaf ist durch Rokahr et al.
[2007]

O_'u]\l,c’r m
r—mazr — Ko - T) | = 4
£t o-exp(c-T) <G(1—D)) (5.43)
gegeben, mit den Materialparametern Ko, ¢ und m. Wie die Entwicklungsfunk-
tion fiir die internen Zustandsvariablen des transienten Krieches definiert ist
kann Rokahr et al. [2007] entnommen werden. Der erste Pfad in der Gleichung
5.42 beschreibt den Verfestigungsanteil der den Verfestigungsparameter

vM,cr
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und die Materialparamter o, und 8, beinhaltet. Der Gleichgewichtszweig wird
durch den zweiten Pfad in der Gleichung 5.42 beschrieben. Die Erholung des
transienten Kriechens wird durch den dritten Pfad beschrieben. Der Erholungs-
parameter ist durch

vM,cr
5= ar+ B - log (00(17—D)> (5.45)

gegeben, mit den Materialparametern o, und ;. Die drei stationdren Kriechan-
cr

teile £5t,, €5t, und €5y, aus Gleichung 5.41 sind durch

or Ql O_'UM,cr ni
i =ew (~30) (qimw)
or QQ O,'UM,CT na

VC’V‘ 5.46
“3 ‘H( 0= — Uo)‘ - | B1 exp (7%) + ... ( )

(ovlw,cr )
q-\ "=y — %0
Q> )) - sinh A\t 7

RT G ’

Bs exp (

gegeben, sieche Rokahr et al. [2007]. Die Grofien A;, B;, ni, ne und ¢ in der
Gleichung sind Materialparameter wie diese definiert sind kann Rokahr et al.
[2007], Chan et al. [1992], Chan et al. [1996b], Chan et al. [1995], Chan et al.
[1996a] und Chan et al. [1997] entnommen werden. Die Terme exp (— Ql)
und exp (— 22 ) beschreiben die Temperaturabhéngigkeit der Kriechrate (siehe
Kapitel 4.4). Der Wert oo beschreibt den Schwellenwert fiir das Einsetzen des
Versetzungsgleitens, die Funktion H ist die sogenannte Heaviside Funktion.

5.6. Stoffmodell des Instituts fiir Nukleare Entsorgung am
Forschungszentrum Karlsruhe

Das Materialmodell beruht auf einer additiven Zerlegung der Dehnungsrate

g=¢%T e (5.47)
in eine thermoelastische Dehnungsrate €7 und eine visko-plastische Deh-
nungsrate €°P. Die thermoelastische Dehnungsrate ist durch die Gleichung 5.23
gegeben, die durch den Term aT -1 erweitert wird. Dabei beschreibt 7" die
Temperaturrate und o den linearen Warmeausdehnungskoeffizienten.

Fiir die volumentreue Verzerrung ergibt sich die viskoplastische Dehnungsrate
€"P durch mehrere Kriechansétze. Fiir das sekundire und transiente Kriechen
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werden unterschiedliche Materialgleichungen definiert. Das sekundire Kriechen
ergibt sich nach Pudewills [2007] zu

£ — A exp (ﬁ> L (poy 2 (5.48)

RT oo’

mit den Materialparametern A, n, @, R und 7. Mit Hilfe der von Mises Flief-
bedingung F* = +/J2 — F§ kann der Fliefbeginn von Salzgestein berechnet
werden. Da Salzgestein keine definierte Fliefsgrenze hat, wird der Parameter
F§ zu Null gesetzt, was man so interpretieren kann, dass sich das Material bei
Belastungen immer im viskosen Zustand befindet. Fiir das transiente Kriechen
wird nach Pudewills [2007] ein Zeitverfestigungsansatz definiert

& — ao - (O_UJVI)” - exp (%) ) [1 +a - tazfl} . aaFd , (549)

mit den Materialparametern ag, a1 und az. Die Gleichung 5.49 geht nach sehr
langen Kriechzeiten in die Gleichung 5.48 {iber. Die weiteren Kriechanteile
kénnen der folgenden Literatur Pudewills und Droste [2003], Pudewills [2005],
Pudewills [2006] und Pudewills [2007] entnommen werden.

5.7. Zusammenfassung der Materialmodelle

Die hier vorgestellten Materialmodelle zur Beschreibung des Materialverhal-
tens von Steinsalz haben im BMBF-Verbundvorhaben ,Die Modellierung des
mechanischen Verhaltens von Steinsalz: Vergleich aktueller Stoffgesetze und
Vorgehensweisen“ gezeigt, dass die Modelle in der Lage sind das Materialver-
halten von Salzgestein zu beschreiben. Vergleicht man die Materialmodelle mit-
einander so wird ersichtlich, dass die Materialmodelle auf einem additiven Split
des Dehnungstensors beruhen. Der Unterschied zwischen den Materialmodel-
len ergibt sich bei der Beschreibung des inelastischen Anteils des Dehnungs-
tensors. Des Weiteren basieren die Materialmodelle auf Kristallphysikalischen
Ansétzen auf vergleichsweise kleinen Lingenskalen (Mechanismenbasiert). Die
benstigten Materialparameter lassen sich ingenieurpraktisch nur mit immensen
Aufwand ermittelt, da diese naturgemif grofsen Streuungen unterliegen. Auch
steigt die Anzahl der Materialparameter mit jedem Detailmechanismus, der
auf dieser Lingenskala betrachtet wird, iiberproportional an. Fiir die numeri-
sche Behandlung dieser nichtlinearen gekoppelten Differentialgleichungen sind
ferner besondere Mafnahmen (konsistente Linearisierung, entsprechend kleine
Zeitschritte, etc.) durchzufithren, um robuste Algorithmen bereitzustellen.

Aus diesen Griinden wird in dieser Arbeit ein neuer Weg beschrieben und ein
Materialmodell verwendet, was auf rheologischen Modellen (Federn, Dampfer,
etc.) basiert. Das solche Materialmodelle in der Lage sind das mechanische
Verhalten von Salzgestein zu beschreiben, konnte durch Schuppe [1963]; Na-
tau et al. [1986]; Wang et al. [2014] und Grehn et al. [2016] gezeigt werden.
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Dieses Vorgehen hat eine enorme Reduzierung der Materialparameter zufolge,
was sich positiv auf die Sensitivitdtsanalyse (siche Kapitel 6.4) des Material-
modells hinsichtlich der stochastischen Abhingigkeit der einzelnen Materialpa-
rameter auswirkt. Des Weiteren kénnen die Materialparameter aus einfachen
Festigkeits- und Kriechversuchen (siehe Kapitel 6.2 und 6.3) bestimmt werden,
da die Bestimmung der Parameter nicht von der Entwicklung der Mikrostruk-
tur abhéngt. Die stochastische Betrachtung des Materialverhaltens ist ein neu-
er Forschungszweig in den Ingenieurwissenschaften, was zufolge hat, dass nicht
alle vorgestellten Materialgleichungen aus dem Kapitel mit den vorgestellten
Methoden (siehe Kapitel 8) abgebildet werden konnen (siehe Kapitel 10).

5.8. Verwendetes Materialmodell

Das Materialmodell wird auf kleine Deformationen beschriankt, was eine additi-
ve Zerlegung des Verzerrungstensors in seine einzelnen Bestandteile ermdglicht.
Somit ergibt sich die totale Verzerrungsrate als Summe eines elastischen &%,

eines viskosen &” und eines Kriech é°" Dehnungsanteils

6= ﬁ (éel Lty s) . (5.50)

Die schidigungsinduzierte Dehnung ¢” wird iiber die Schidigungsvariable
D multiplikativ mit der Gleichung 5.50 verkniipft. In der Abbildung 5.1 ist
die additive Zusammensetzung der Kriechdehung einer Steinsalzprobe gezeigt.
Die primére Kriechphase wird hauptséichlich mit dem generalisiertes Maxwell-
Modell (siehe 5.2) beschrieben, da die schidigungsinduzierte Dehnung in dieser
Phase gegen Null geht. Anhand der Abbildung 5.1 ist ersichtlich, dass die vis-
kos Dehnung €” nach erreichen der sekundéren Kriechphase konstant ist. Was
darauf zuriickzufiihren ist, dass keine weitere Dehnung iiber das generalisierte
Maxwell-Modell akkumuliert werden kann (siehe Kapitel 2.3.3). Somit wird die
sekundéire Kriechphase primér mittels des modifizierten Norton-Stoffgesetzes
beschrieben. Des Weiteren ist zu erkennen, dass der Einfluss der Schédigung
bei fortschreitender Verformung in der sekundéren Kriechphase immer grofer
wird. Der Mechanismus der Schidigung bewirkt in der tertidren Kriechpha-
se den sogenannten Kriechbruch und wird iiber ein Schiddigungsgesetz nach
Lippmann und Lemaitre [1996] beschrieben.

5.8.1. Generalisiertes Maxwell-Modell

In der Abbildung 5.2 ist das generalisierte Maxwell-Modell dargestellt. Die
Herleitung der Materialgleichung fiir das generalisierte Maxwell-Modell kann
dem Kapitel 2.3.3 entnommen werden. Experimente zeigten, dass das Materi-
alverhalten in der primédren Kriechphase bereits mit einer Feder Fo, und drei
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Abbildung 5.1.: Kriechkurve einer Steinsalzprobe

Maxwell-Elementen Fq, E», Es, m1, 2 und 713 hinreichend genau abgebildet
werden kann (siehe Abbildung 6.2).

5.8.2. Modifiziertes Norton-Stoffgesetz

Um das Kriechverhalten von Salzgestein zu beschreiben muss das Norton-
Stoffgesetz (siehe 2.94) modifiziert werden. In Anlehnung an Heemann [2010],
wird in dieser Arbeit die deviatorische Kriechrate durch den folgenden Aus-
druck beschrieben

. N
ET = By Fy, (Gont, Tokt) (a”M) . (5.51)

Der Term B; beinhaltet den Arrhenius Term (siehe Gleichung 5.8), die Funkti-
on Fj, (siehe Gleichung 5.19) beriicksichtigt den Feuchteeinfluss auf die Kriech-
rate und N ist der Spannungsexponent, der materialabhéngig ist. Die Span-
nung "™ ist in Gleichung 5.5 dargestellt.

Durch zahlreiche Kriechversuche, die fiir das Speisesalz des Typs Asse durch-
gefiithrt worden sind, konnte Hunsche et al. [2003] ableiten, dass wéhrend der
stationdren Verformung oberhalb der Dilatanzgrenze die volumetrische Verfor-
mungsrate emv° ynd die Kriechrate ¢ in einem konstanten Verhiltnis r,
(siehe Gleichung 5.21) zueinanderstehen. Die volumetrische Kriechrate ist als
Produkt der Gleichung 5.21 mit der deviatorischen Kriechrate £ definiert

-cryvol

é =1y (Cokt, Tokt) 7, (5.52)
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Abbildung 5.2.: Generalisiertes Maxwell-Modell
vgl. Heemann [2010].

5.8.3. Schédigungsgesetz

In der Arbeit von Lippmann und Lemaitre [1996] wird ein Schidigunggesetz
fiir das Norton-Stoffgesetz vorgestellt, welches in dieser Arbeit verwendet wird.
Das Schédigungsgesetz hat den Vorteil, dass der Materialparameter N vom
Norton-Stoffgesetz ebenfalls in der Ratengleichung fiir die Schidigung verwen-
det werden kann. Die Ratengleichung fiir die Schidigung ist nach Lippmann
und Lemaitre [1996] folgendermafien definiert

. (UUM)Q Rp

b= SEs KN (1 —pyvetn (5.53)

mit dem Materialparametern Sp und Kp. Die Bestimmung der Materialpara-
meter fiir die Schadigung ist in Kapital 6.3 gezeigt. Die Funktion Rp beschreibt
den Einfluss des Spannungszustandes auf die Evolution der Schidigung und ist
gegeben durch

vol 2
Rp = % (1+v)+3(1—2v) (%) . (5.54)

Die Funktion
Hy =1 firone > D

(5.55)
Hy =0 sonst.

gewéhrleistet, dass die Evolution der Schédigung nur eintritt, wenn der Span-
nungszustand oberhalb der Dilatanzgrenze (Auflockerung des Steinsalzes) liegt.
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5.8.4. Materialgleichung

Die tensorielle Darstellung der Kriechrate erfolgt analog zur Gleichung 5.7,
wobei der Term

o
ov M

=n (5.56)

als verallgemeinerte Flieftnormale aufgefasst werden kann. Nach de Souza Neto
et al. [2008] ergibt sich die verallgemeinerte FlieRnormale unter Beriicksichti-
gung der Schidigung zu
G

(1=D)ogvM’

[N

(5.57)

n =

Durch die Integration der Gleichung 5.7 mittels des alpha-Algorithmus ergibt
sich folgender Ausdruck

t+dt
Ae = / gdt =""%e ("Mo) dt  mit

t

(5.58)
"M =(1-a)"c+a" 0.

Fiir ein numerisch stabiles Materialmodell miissen die Evolutionsgleichungen
mit einem impliziten Algorithmus integriert werden. Ein impliziter Algorith-
mus ergibt sich durch a = 1. Unter Einhaltung des impliziten Algorithmus fiir
die Materialgleichungen kann der deviatorische Anteil des Spannungstensors
durch

: 1
n+l~ n+1 n+1 ~test Zer n+1 ~
6= (1-"""D)""e"" —dt 3ur e g 9 (5.59)
—_———
"tlR; n+14,
mit
7L+1&test = Yoo 2,U/Ln+lé + 2 :’7in+1ili _ QMLnécr (560)
=1
n+cl>o~_
und
1—exp (=%
~ —dt ~ p( Ti ) ~ ~
"Hh, = exp ( - > "hi 4 gt (TTlE - 15) (5.61)

Ti

bestimmt werden. Fiir den volumetrischen Anteil des Spannungstensors ergibt
sich folgender Ausdruck,

n+10_'uol _ (1 _ n+1D) n+10_test,'uol — kdt n+1€-cr,'uol7 (562)
———
ntlp n+l,\/vol

gvol
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mit
n+10_test,'uol . (n+1€vol o nem‘,vol) . (563)
Die Parameter 7o, 7; und 7; und die Indexe i und n kénnen dem Kapitel

2.3.3 entnommen werden. Die volumetrische Verzerrung ¢”°' = tr(e) und die
deviatorische Verzerrung &€ = € — %5”"’1 koénnen bestimmt werden.

5.8.5. Nichtlineare Nullfunktionen
Lost man die Gleichung 5.59 nach "*'& auf, so ergibt sich

"o (14+dt" A ) =" R;
|
ntl4, (5.64)

n+1 ~ 1 n+1 N
4 ATAL R;.

Durch die Gleichung 5.64 ist eine Beziehung gegeben, mit der direkt die devia-
torischen Spannungen zum Zeitpunkt n + 1 berechnet werden kénnen. Bildet
man nun die euklidische Norm || x || = /22, + 22, + ... + 22, fiir die Gleichung

5.64 und multipliziert beide Seiten der Gleichung mit dem Faktor \/g, erhalt
man folgenden Ausdruck

3 g 1 /3.
\@H ol = \/;H R ||. (5.65)
[ ——

ntlgvM

Wird die Gleichung 5.65 mit dem Term "' A; multipliziert und so umgeformt,
dass der Term mit der von Mises Vergleichsspannung auf die recht Seite der
Gleichung gebracht wird, erhdlt man die nichtlineare Nullfunktion fiir die von
Mises Vergleichsspannung zum Zeitpunkt n 4 1

= 3
n+1f _ n+1A6_n+lo_'uM _ \/;Hn+lR6'H~ (566)

Analog zur nichtlinearen Nullfunktion fiir ""o¥™ kénnen die anderen beiden
nichtlinearen Nullfunktionen gebildet werden,

n+1 pvol _ n+1 _wol n+1 _wvol,test wvol
=" =" +77,

(O_'U]\/I)Q RD ot (567)
2ESp KN (1— DN

n+1fD:n+1D_nD
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Anhand der Gleichungen fiir die nichtlinearen Nullfunktionen erkennt man,
dass die innere Newton-Raphson Iteration abgebrochen werden kann, wenn
die Abbruchkriterien erfiillt sind
"< ol
L pol < ol (5.68)
P < ol

Die nachfolgenden Gleichungen beschreiben die Linearisierung der nichtlinea-
ren Nullfunktionen mittels der Jacobi-Matrix

an+1f" 8n+1f7 an+1f7
ontlgvM on+1lgvol on+1p
n+1 pvol n+1 pvol n+1 cvol
Jin=| 2L i AR Sy I (5.69)
on+tlgoM on+1lgvol on+1p
gn+1leD gntiyD gntisD
ontlgvM on+1gvol on+1p

Diese erhélt man durch die Bildung der partiellen Ableitungen der nichtlinearen
Nullfunktionen. Die Herleitung der partiellen Ableitungen erfolgt in Anhang
A. Mit Hilfe der Jacobi-Matrix J;, kann das Update der inneren Variablen
mittels der Gleichung

n+1 oM n v M n+1 ¢

kﬁ—ll ! k419 l 1 +1 l

n vo _|n vo. - n vo

k19 = | k410 —Jin 1f - (5.70)
n n n+
k+1D k+1D f

erfolgen. Die partiellen Ableitungen, auf die nicht n&her eingegangen wurde,
werden numerisch mittels des zentralen Differenzenverfahrens gebildet (siehe
Abschnitt 5.1).

5.9. Berechnung des konsistenten Tangentenmoduls

Um ein numerisch stabiles Materialmodell zu erhalten, wird die Materialglei-
chung linearisiert. Dieses erhilt man, indem man die Materialgleichungen "o

nach den Verzerrungen "*'e ableitet, was einer konsistenten Linearisierung ent-
spricht,
n+1 _vol n+1 ~
1~ 00 "

In den nachfolgenden Gleichungen erfolgt die Herleitung des konsistenten
Tangentenmoduls. Die partiellen Ableitungen ‘r’ngg"wl und ‘r’ng;"v ergeben

sich durch Bildung des totalen Differentials der nichtlinearen Nullfunktionen
n+lfvol ynd " £ nach den Dehnungen "*le.
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Fiir die partiellen Ableitungen ergeben sich folgende Ausdriicke

afvol 6n+1D an+1D

dfvol _ |:an0[ + <

8fvol
+ 6n+1o-vol> !

an+1€ an+1D an+1D an+10-vol
an+1a_vol 8fvol 8n+1D an+1D afvol (5 72)
8n+1€ 8n+1D an+1D 8n+1o-'uM + 6n+10-vM T :
6n+10_'uM
o1 de =0,
mit
vol
% =-(1-"""'D)r1 (5.73)
und
dn+1 - 8n+1f 87L+1f 8n+1D 8n+1D an+1f7
f - ontleg ontlpD an+1D 8n+10-vol an+1o-vol T
an+1o_vol an+1f 8n+1D 8n+1D 8n+1f (5 74)
gntig OnH1D gntip gn+lgvM + gntigvM | " :
8n+10_vM
W de = 0.
Mit
oty n 3 ntl
8"7*120 = —(1— +1D) \/;nR&QML g P, (5.75)

und der Funktion ¢g*, die der Gleichung 2.91 entnommen werden kann, und der
Fliefnormalen der Testspannung ng,. Stellt man die Gleichungen 5.72 und
5.74 nach den gesuchten Ableitungen um und fithrt die Funktionen "**A; bis

ntl g, ein, erhélt man folgende Ausdriicke

an+10_vol B afvol 1 8n+10_'u]\/1
Oe N ontle L ontie
und
8n+1o,'uM 7 87L+1f n+1A 8n+10_v0l
Oe - ontle 2T T gntie

n+1A2

n+1 A4

(5.76)

—1

(5.77)

fiir die partiellen Ableitungen. Da die Funktionen 5.76 und 5.77 voneinander
abhéngig sind, ergibt sich nach dem ineinander einsetzen fiir die erste partielle
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Ableitung der Ausdruck

n+1 _vol vol n+1 ¢
oo |:(9f —n+1A1n+1AZIa f:| .

Oe ontle ontle
. (5.78)
n+1A1 n+1A3 n+1A;l _ n+1A2
und fiir die zweite partielle Ableitung ergibt sich folgender Ausdruck
8n+10_vM _ an+1f- B n+1A2_1 n+1A3 8fvol .
Oe ontle ontle
L (5.79)

n+1A1 n+1A;1 n+1A3 _ n+1A4

Der erste Term des Tangentenmoduls ergibt sich durch die Bildung des dya-
dischen Produktes zwischen der Gleichung 5.78 und des zweistufigen Einheits-
tensors. Leitet man die Gleichung 5.64 nach den Verzerrungen "*'e ab, erhilt
man den zweiten Term des Tangentenmoduls

n+1 ~
0 g 0 ( 1 n+1R5—>

grtle  gntlg \ ntiA,
1 (9n+1R5- ] ~ test n+1D an+1a_vol
= ntiA, | gntle o dt gn+1guol e + o
n+1D an+10,vM B dt 8n+1A& an+10_v0l N (580)
ontlgvM e (n+145)? | Ontlovel  Je
8n+1A& 8n+1o_vM % n+1R&
8n+10-v]VI 85
mit der partiellen Ableitung
an+1R& n n *
S, = (1="TD) 2 "GP (5.81)

Mittels der Beziehungen, die in den vorherigen Kapiteln vorgestellt wurden,
kann der Tangentenmodul "' C zum Zeitpunkt n + 1 bestimmt werden. Die
Erweiterung der Materialgleichungen fiir unsichere Materialparameter beziig-
lich der Polynomial Chaos Entwicklung erfolgt in Kapitel 8.3.



6. Numerische Beanspruchungsanalyse mittels
deterministischer Materialparameter

Mit Hilfe der vorgestellten Materialgleichungen aus dem Kapitel 5.8.4 sollen
das mechanische Verhalten von Steinsalz in diesem Kapitel beschrieben werden.
Durch die Vielzahl an Experimenten und die daraus resultierenden Messdaten,
die in verschieden Arbeiten von Hampel [2006], Heemann und Schulze [2007]
und Hou et al. [2007] veroffentlicht wurden, sollen die Materialparameter
fiir das Materialmodell bestimmt werden. Die Bestimmung der Parameter
fiir das primdre und sekunddre Kriechen erfolgt in Kapitel 6.2 und die
Bestimmung der Parameter fiir die Schidigungsentwicklung wird in Kapitel
6.3 vorgestellt. Bei der Auswertung der Ergebnisse kann man feststellen, dass
die gemessene Verformung der verschiedenen Proben einer Versuchsreihe
stark variieren. Welche Materialparameter als unsicher anzusehen sind, wird
im Kapitel 6.4 gezeigt. Zur Validierung des Materialmodells wird mit den
bestimmten Materialparametern ein weiterer Langzeitkriechversuch berechnet,
was im Kapitel 6.5 erfolgt. Im Kapitel 6.6 wird eine Zusammenfassung iiber
Erkenntnisse gegeben, die durch die Beanspruchungsanalysen erlangt worden
sind.

6.1. FE-Modell der Steinsalzprobe

Die numerischen Experimente werden an einer Steinsalzprobe mit den Abma-
fen ! = 250 mm und r = 50 mm durchgefiithrt. Der Modellaufbau fiir die Versu-
che ist in der Abbildung 6.1 dargestellt. Aufgrund des Versuchsaufbaus kann
das FEM-Modell von einem 3D-Modell auf ein achsensymmetrisches Modell
(2D) reduziert werden, was eine Modifikationen der Verzerrungs-Verschiebungs-
Matrix, des Dehnungs- und Spannungstensors nach sich zieht. Fiir den inter-
essierten Leser des Themengebietes der Rotationssymmetrie wird auf Deger
[2008] verwiesen. Die Simulationszeit liegt im Bereich von 5 bis 1200 Tagen.
Das Gebiet wird mit 100 4-Konten-Scheibenelementen diskretisiert und kann
mit einer Axial- und Radialspannung belastet werden.

Mit diesem Setup lassen sich die Langzeitkriechversuch 04141 bis 04143 und
N2/1 — 95006, N2/2 — 95010, N2/3 — 93212, N2/4 — 95015 und N2/5-94141
und die triaxialen Kriechversuch der TUC Reihe nachrechnen, siche Hampel
[2006], Heemann und Schulze [2007] und Hou et al. [2007].
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— q1
N—

-

T q2

Abbildung 6.1.: Geometrie der Versuchsprobe und Randbedingngen fiir die
Berechnungen der Versuche 04141, N2/4 —95015 und TUC —
313

6.2. Parameter fiir das primére und sekundére Kriechen

Die Parameter fiir das primére und sekundéire Kriechen kénnen mittels des
Langzeitkriechversuches 04141 bestimmt werden, da die Schidigungsentwick-
lung bei diesen Kriechversuchen eine untergeordnete Rolle spielt. Dieser Lang-
zeitkriechversuch wurde ausgewé&hlt, da durch die Vielzahl an Daten, die durch
das Verbundvorhaben des BMBF ,Die Modellierung des mechanischen Verhal-
tens von Steinsalz: Vergleich aktueller Stoffgesetze und Vorgehensweisen“ vor-
liegen, ein Vergleich mit dem verschieden Materialmodellen von Salzgestein
moglich ist. Die Randbedingungen fiir das Experiment ergeben sich aus dem
Versuchsaufbau und kénnen der Abbildung 6.1 entnommen werden. Die Simu-
lationszeit betragt 900 Tage, iiber die gesamte Versuchszeit wurde eine Diffe-
renzspannung Ao von 11MPa aufgebracht, was der Axialspannung entspricht.
Bei diesem Experiment wurde der Manteldruck po vernachlissigt, der die Radi-
alspannung reprisentiert. Fiir die Temperatur wurde der Wert 30°C angenom-
men und fiir die relative Feuchte wurde der Wert 45 % angenommen, da diese
Werte der mittleren Laborraumluft entsprechen.

Die Parameter F, E;, 7; und As; wurden iterativ unter Verwendung von Start-
werten an die Kriechkurve des Langzeitkriechversuches 04141 angefittet. Die
Materialparameter, die hier nicht erwdhnt worden sind, konnten bei diesem Ver-
such vernachléssigt werden, wie z.B. die Schidigungsparameter, oder wurden
bereits von Hampel [2006] bestimmt. Die Abbildung 6.2 zeigt die Gegeniiber-
stellung der berechneten mit der gemessenen Verformung und die Abbildung
6.3 zeigt die daraus resultierende Verformungsrate.
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Abbildung 6.2.: Simulation des Langzeitkriechversuchs 04141 und Gegeniiber-
stellung mit den Messergebnissen

Anhand der Abbildung 6.2 kann man erkennen, dass das vorgestellte Mate-
rialmodell aus Kapitel 5.8.4 fiir Steinsalz das Verformungsverhalten des Lang-
zeitkriechversuches 04141 ausreichend genau abbildet. Die verwendeten Para-
meter fiir die Simulation des Materialverhaltens kénnen der Tabelle 6.1 ent-
nommen werden.

E. in [MPa| | E; in [MPa] | 7 in [1/s] As in [+]
1200 40000
2040 2300 3000000 1.2000F + 13
32328 5

Tabelle 6.1.: Parameter fiir das priméire und sekundére Kriechen

Durch die Messdaten ist der Ubergang zwischen primiren und sekundiren
Kriechen bekannt und liegt bei rund 350 Tagen nach Hampel [2006]. Durch
Auswertung der berechneten Verformungsrate konnte festgestellt werden, dass

91



92

6.2. PARAMETER FUR DAS PRIMARE UND SEKUNDARE KRIECHEN

der Ubergang zwischen priméren und sekundiren Kriechen, bei rund 340 Ta-
gen (siehe Abbildung 6.2) erfolgt, was eine vertretbare Abweichung vom Ex-
periment darstellt. Das kann man daran erkennen, dass die Verformungsrate
nahezu konstant verlduft, was einen linearen Anstieg der Verformung zur Folge
hat.

x10~*

@ Simulierte Verformungsrate
= 15 F -
=
a
<%}
®
= 1 -
3
g
S
g
—

s
= 05 F .
0
0 150 300 450 600 750 900

Laufzeit in Tagen

Abbildung 6.3.: Berechnete Verformungsrate des Langzeitkriechversuchs
04141

Der Verlauf der Verformungsrate spiegelt den erwarteten Lauf wider, wie sie
eine Kriechverformung aufweist, die die primére und sekundire Kriechphase
einschliefen (siche Abbildung 2.5). Die gemessene Verformungsrate fiir den
Langzeitkriechversuch 04141 kann der Abbildung 4.4a entnommen werden. Der
nicht konstante Verlauf der gemessenen Verformungsrate in der sekundéren
Kriechphase kann durch Umwelteinfliisse, wie der Schwankung der Luftfeuchte,
erklart werden. In der priméiren Kriechphase sinkt die berechnete Verformungs-
rate rasch ab, bis sie in die sekundére Phase {ibergeht, was bei rund 340 Tagen
erfolgt, und anschliefsend konstant verlduft. Bei diesem Langzeitkriechversuch
wurde die Probe nicht soweit belastet bis diese in die tertidre Kriechphase iiber-
geht, was dazu fiithrt, dass man aus diesem Versuch keine Information fiir die
Parameter erhilt, die den Kriechbruch steuern.
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MATERIALPARAMETER
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Abbildung 6.4.: Konvergenznorm fiir den Langzeitkriechversuch 04141

In der Abbildung 6.4 ist die Konvergenznorm iiber den Berechnungsschritten
dargestellt. Aus dieser Abbildung lasst sich schlussfolgern, dass die Linearisie-
rung der Materialgleichungen, die im Kapitel 5.8 und im Anhang A vorgestellt
wurden, und die Implementierung des Tangentenmoduls fehlerfrei ist, da qua-
dratische Konvergenz vorliegt. Des Weiteren ist ersichtlich, dass die vorgestellte
Linearisierung der Materialgleichungen fiir das Materialmodell in der Lage ist,
den relativen Fehler nahe der Maschinengenauigkeit anzusiedeln. Der rot um-
randete Bereich in Abbildung 6.4 zeigt ein lineares Konvergenzverhalten, was
drauf beruht, dass der vorletzte Berechnungsschritt der Iteration schon nahe
der Maschinengenauigkeit liegt und somit sich kein quadratisches Konvergenz-
verhalten einstellen kann. Die geringen Abweichungen vom quadratischen Kon-
vergenzverhalten lassen sich auch durch die Verwendung numerisch gebildeter
Ableitungen erkldren (siehe Kapitel 3.3.4). Quadratische Konvergenz ist die
Voraussetzung fiir ein numerisch stabiles Materialmodell und stellt somit eine
wichtiges Kriterium fiir ein Materialmodell fiir Salzgestein dar, mit dem das
Langzeitverhalten von Untertagestrukturen simuliert werden soll. Das Interes-
se am Langzeitverhalten der Untertagestruktur beruht darauf, dass diese als
Lagerstatte fiir Atom- und Giftmiill dienen sollen.
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6.3. Bestimmen der Parameter fiir die Schédigung

Die Bestimmung der Schiédigungsparameter Sp und Kp erfolgt am triaxialen
Kriechversuch TUC-313, der in der Abbildung 6.5 dargestellt ist. Die Endschei-
dung, einen triaxialen Kriechversuch fiir die Bestimmung der Parameter heran-
zuziehen beruht darauf, dass fiir diesen Versuch ein Vergleich mit dem in der
Literatur vorgestellten Materialmodellen mdglich ist und dieser Kriechversuch
die tertidre Kriechphase beinhaltet. Die Randbedingungen fiir das Experiment
ergeben sich ebenfalls aus dem Versuchsaufbau, der dem des Langzeitkriech-
versuches dhnelt, siche Abbildung 6.1.

60

e~ (S
o o

20

Verformung in [%)]
w
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TUC-313
10 Volumendehnung
® TUC-305
® Volumendehnung
0" |
0 1 2 3 4 5

Laufzeit in Tagen

Abbildung 6.5.: Triaxiale Kriechversuche TUC-303 und TUC-313 nach Rokahr
et al. [2007]

Die Simulationszeit betrdgt 5 Tage, iiber die gesamte Versuchszeit wurde eine
Differenzspannung Ao von 38MPa und ein Manteldruck po von 3MPa aufge-
bracht. Fiir die Temperatur wurde der Wert 30°C angenommen und fiir die
relative Feuchte wurde der Wert 75 % angenommen. Die relative Feuchte von
75 % ergibt sich, da bei der Durchfiihrung des Experimentes die Salzsteinpro-
be mit Teflonfolie und Gummimanschette {iberzogen war, dabei schloss die
Gummimanschette die Druckplatten des Priifstandes mit ein. Somit konnte
die eingeschlossene Feuchtigkeit ihre volle Wirksamkeit entfalten.
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Die Parameter Sp und Kp wurden iterativ unter Verwendung von Startwerten
(Sp = 1 MPa und Kp = 1 MPa) an die triaxialen Kriechversuch TUC-313
angefittet. Die Werte der Schiddigungsparameter konnen der Tabelle 6.2 ent-
nommen werden.

Sp in [MPa] | Kp in [MPa]
0.005500 340.0

Tabelle 6.2.: Parameter fiir das schidigungsbehaftete Kriechen

In der Abbildung 6.6 ist die berechnete Verformung und Verformungsrate dar-
gestellt. Durch den Vergleich der Kriechkurven, die in den Abbildungen 6.5
und 6.6 dargestellt sind, wird deutlich, dass das Materialmodell die primire
Kriechphase nicht exakt wiedergeben kann.
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Abbildung 6.6.: Berechnete Verformung und Verformungsrate des triaxialen
Kriechversuches TUC-313.

Dieses ldsst sich durch die Modellbildung fiir das primére Kriechen erkléren.
Das primére Kriechen wird zum grofiten Teil durch das generalisierte Maxwell-
Modell beschrieben, was die Dilatanz des Materials nicht abbilden kann, da die

95



96

6.4. IDENTIFIZIERUNG DER SENSITIVEN PARAMETER

viskose Dehnung ausschliefslich durch den deviatorischen Anteil hervorgerufen
wird. Da diese Spannungszustidnde, die bewirken, dass die dritte Kriechphase
eintritt in der Simulation der Untertagestruktur nicht vorkommen, wird die be-
rechnete Verformung dieses Kriechversuches als hinreichend genau eingestuft.
Die Simulation konnte zeigen, dass die sekundire und tertiire Kriechphase
durch das Modell abgebildet werden kann. Die berechnetet Verformungsrate
(siehe Abbildung 6.6b) weist den erwarteten Verlauf auf, wie er in der Ab-
bildung 2.5 gezeigt ist, bei einer Kriechverformung die alle drei Kriechphasen
beinhaltet.

6.4. ldentifizierung der sensitiven Parameter

Die Abhéngigkeit der Materialparameter wird am Langzeitkriechversuch 04141
(siehe 4.4a) untersucht und am Langzeitkriechversuch N2/4 — 95015 (siehe
4.4b) validiert. Die nachfolgenden Kapitel 6.4.1 und 6.4.4 zeigen die Ergebnis-
se der verschiedenen numerischen Experimente und die daraus resultierenden
Erkenntnisse fiir die stochastische Modellierung. In den nachfolgenden Abbil-
dung 6.7 bis 6.11 repréisentieren die ,roten Linien“ das Materialverhalten bei
der Verringerung des Wertes des Parameters und die ,griinen Linien“ das Ma-
terialverhalten beim Erh6hen des Wertes des Parameters. Die ,blauen Linien“
stellen die Referenzlosung aus der Abbildung 6.2 dar.

6.4.1. Abhdngigkeit der elastischen Konstanten

Die Abbildung 6.7 zeigt das Materialverhalten beim Variieren der elasti-
schen Konstanten E und v. Vergleicht man die Kriechkurven mit einer
Simulationszeit von 900 Tagen in der Abbildung 4.4 mit dem Kriechkurven
aus der Abbildung 6.7a, wird ersichtlich, dass die Annahme, dass lediglich
der Elastizitdtsmodul stochastisch verteilt ist, nicht ausreichend ist. Dieses
ergibt sich dadurch, dass die Kriechkurven in der sekundéren Kriechphase
eine unterschiedliche Steigung aufweisen, was den experimentellen Daten
widerspricht. Die Kurvenverldufe lassen sich durch die Gleichungen 5.62 und
5.59 erkldren, da sich beim Variieren des Elastizitdtsmoduls die Kriechrate
dndert. Allerdings ergibt sich durch die Abhingigkeit des generalisierten
Maxwell-Modells vom Elastizitatsmodul eine Abhangigkeit des Elastizitdtsmo-
duls, die durch den Parameter F, hervorgerufen wird. Dieser Zusammenhang
wird im Kapitel 6.4.2 ndher erlautert. Anders als beim Elastizitdtsmodul
zeigt sich beim Vergleich der Kriechkurven aus der Abbildungen 6.7b mit
den Kriechkurven aus dem Langzeitkriechversuch 04141 bis 04143, dass die
Annahme, dass die Querkontraktionszahl v sensitiv verteilt ist, als anwendbar.
Die gleichbleibende Steigung der Kriechkurven in der sekunddren Kriechphase
lasst sich dadurch erkléren, dass die Materialparameter x und gy in einem
Verhiltnis zueinanderstehen (siehe Gleichung 2.77), was dazu fiihrt, dass die
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Verformungsrate in der sekundéiren Kriechphase konstant bleibt, trotz der
verdnderten Querkontraktionszahl. Die Dehnungszunahme bzw. Dehnungsab-
nahme in der primiren Kriechphase beruht auf derselben Gesetzmafhigkeit
zwischen den beiden Materialparametern. Wird die Querkontraktionszahl
erhoht, hat das eine Minderung des Lame-Parameter p; zur Folge, was die
visko-elastische Dehnung erhéht. Bei der Minderung der Querkontraktions-
zahl ergibt sich dementsprechend eine geringere visko-elastische Dehnung.
Dieser Zusammenhang kann der Gleichung 2.91 entnommen werden. Die
stochastische Modellierung der Querkontraktionszahl birgt auch Gefahren,
da bei einer Querkontraktionszahl von v = 0.5 bei einen isotropen Material
der Kompressionsmodul ~ gegen Unendlich geht. Dieser Fall muss fiir die
weiterfilhrenden stochastischen Berechnungen ausgeschlossen werden und wird
im Kapitel 9.1 gesondert behandelt.
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Abbildung 6.7.: Variation der Kriechkurven in Abhingigkeit der elastischen
Konstanten
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6.4.2. Sensitivitat der Parameter des generalisierten Maxwell-Modells

In der Abbildung 6.8 werden die Kriechkurven gezeigt, die sich beim Variie-
ren der Elastizitdtsmodule fiir das generalisierte Maxwell-Modell ergeben ha-
ben. Anhand der Abbildung 6.8a wird, wie schon erwihnt, ersichtlich, dass der
Parameter E., fiir die parallelgeschaltete Feder mit den einzelnen Maxwell-
Elementen eine Sensitivitit aufweist. Da beim Andern des Parameter Foo der
gesamte Elastizitdtsmodul sich nur minimal &ndert, kann die Steigung in der
sekundéaren Kriechphase fiir die drei Kriechkurven als nahe zu gleich angesehen
werden.

Das unterschiedliche Verhalten in der primiren Kriechphase zwischen den
Kriechkurven lésst sich am einfachsten an der ¢ = co Lésung

e(t = o) (6.1)

o
" B
fiir ein 3-Parameter Modell fiir den eindimensionalen Fall und der Abbildung
5.1 erldutern. Der Parameter E, des generalisierten Maxwell-Modells legt die
Maximaldehnung des Materials unter einer bestimmten Last fest. Daraus lasst
sich schlussfolgern, dass beim Erreichen einer Grenzdehnung keine weitere Deh-
nung akkumuliert wird, was in der Abbildung 5.1 dazu fiihrt, dass die Dehnung
€” beim Erreichen der I1 Kriechphase konstant bleibt. Durch das Vermindern
des Parameters wird die Grenzdehnung erhdht, was dazu fiihrt, dass der Pa-
rameter Fo, die Maximaldehnung fiir den visko-elastischen Anteil bestimmt.
Die anderen Federparameter F; fiir das generalisierte Maxwell-Modell weisen
keine Sensitivitdt hinsichtlich der Kriechverformung auf, da die sich durch die
Variation der Parameter ergebenen Kriechkurven den experimentellen Daten
widersprechen (siehe Abbildung 6.8b und 6.8c).

Durch den folgenden Zusammenhang der Elastizitdtsmodule

E = Fa +zn:Ei (6.2)

i=1

fiir ein generalisiertes Maxwell-Modell ergibt sich eine Sensitivitdt des gesam-
ten Elastizitdtsmoduls. Anhand der Kriechkurven in der Abbildung 6.9 wird
deutlich, dass die Materialparameter 7; fiir die Dampfer der einzelnen Maxwell-
Elemente keine Sensitivitdt aufweisen. Das eine deterministische Betrachtung
der Parameter ausreichend ist, wird deutlich beim Betrachten der Langzeit-
kriechversuche 04141 und N2/4 — 95015. Die viskosen Eigenschaften bleiben
unverindert, da sich der Ubergang zwischen dem primiren zum sekundiren
Kriechen nicht dndert. Auf eine Darstellung der Parameter fiir das dritte
Maxwell-Element wurde darum verzichtet.
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Abbildung 6.8.: Variation der Kriechkurven in Abhéngigkeit der Elastizitats-
module fiir das generalisierte Maxwell-Modell

6.4.3. Sensitivitat der Parameter fiir das Norton Kriechgesetz

Die Kriechenkurven dieser Parameterstudie kénnen der Abbildung 6.10 ent-
nommen werden. Die Parameterstudie zur Untersuchung der Sensitivitdt der
Parameter fiir das Norton Kriechgesetz ergab das erwartete Ergebnis, dass die
Annahme der Sensitivitit der Materialparameter fiir das Norton Kriechgesetz
nicht zutrifft. Diese Erkenntnis wird beim Betrachten der Gleichungen 5.51
und 5.52 deutlich, da beim Variieren der Materialparameter Ay, N und & die
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Abbildung 6.9.: Variation der Kriechkurven in Abhingigkeit der Ddmpferkon-
stanten des generalisierten Maxwell-Modells

Kriechrate gemindert bzw. erhéht wird. An der Abbildung 6.10a ist ersichtlich,
dass der Parameter A; eine lineare Abhangigkeit besitzt. Wird der Wert des
Parameters A, halbiert, halbiert sich die Kriechrate. Wohingegen sich beim
Erhéhen des Parameters A, eine grofere Kriechrate einstellt. Die Parameter
N und & haben einen starken Einfluss auf die Kriechrate. Des Weiteren ist
aus numerischer Sicht zu bedenken, dass eine rationale Zahl fiir den Parameter
N sich ungiinstig auswirken wiirde. Fiir den Parameter ® kann auch aufgrund
des Versuchsaufbaus und des konstanten Klimas innerhalb der Untertagestruk-
tur keine stochastische Verteilung besitzen. Dieses konnte mit dem Experiment
bestétigt werden (siehe Abbildung 6.10c).
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Abbildung 6.10.: Variation der Kriechkurven in Abhangigkeit der Parameter
fiir das Norton Kriechgesetz

6.4.4. Sensitivitéit der Parameter fiir das Schéadigungsgesetz

Die berechneten Kriechkurven dieser Parameterstudie sind in der Abbildung
6.11 dargestellt. An der Abbildung 6.11a wird deutlich, dass die Schidigungsva-
riable D ein sensitiver Parameter ist. Dieses kann so interpretiert werden, dass
innerhalb der Salzsteinprobe Bereiche existieren, die Vorschddigungen durch
den Entstehungsprozess aufweisen und andere Bereiche weisen ein weniger ge-
schidigtes Gefiige auf, als das Referenzgefiige. Gefiige die ein giinstigeres Gefii-
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ge als das Referenzgefiige D = 0 werden durch eine Schidigungsvariable D < 0
ausgedriickt. Eine Schadigungsvariable D > 0 beschreibt ein Gefiige welches
ein ungiinstigeres Gefiige als das Referenzgefiige aufweist.
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Abbildung 6.11.: Stochastische Abhéngigkeit der Schidigung und Parameter
fiir die Schédigungsentwicklung

Die Parameterstudie fir Sp und Kp wurde am triaxialen Kriechversuch TUC-
313 durchgefiihrt, da die /71 Kriechphase bei dem Langzeitkriechversuch 04141
nicht erreicht wird und die Parameter das Fortschreiten der Schédigungsvaria-
ble D und somit auch den Kriechbruch beschreiben, miissen Kriechversuche
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gewihlt werden, die die 771 Kriechphase beinhalten. An den Abbildung 6.11b
und 6.11c wird deutlich, dass die Parameter Sp und Kp erst beim Erreichen
der I1I Kriechphase einen erheblichen Einfluss auf die Verformung haben. Das
zeigt sich dadurch, dass die Simulationszeit um 1 Tag verringert werden musste,
da beim Mindern der Parameter Sp und Kp ein Versagen der Struktur zwi-
schen dem 4 und 5 Tag erfolgte. Da die Anzahl der triaxialen Kriechversuch
sehr gering ist und deswegen keine genaue Aussage getroffen werden kann, ob
die Parameter des Schidigungsmodells sensitiv sind oder nicht, werden fiir die
weiteren Berechnungen im Kapitel 9 nur die Vorschiddigung D als unsicher be-
trachtet, da dieses durch die Langzeitkriechversuche der Serie 0414; und N2/i
nachgewiesen werden konnte.

6.5. Validierung der Ergebnisse am Langzeitkriechversuch
N2/4-95015

Wie schon erwédhnt, wird das Materialmodell am Langzeitkriechversuch
N2/4 — 95015 validiert. Die Simulationszeit fiir diesen Kriechversuch betrigt
1200 Tage und iiber die gesamte Versuchszeit wurde eine Differenzspannung
Ao von 14 MPa aufgebracht. Der Manteldruck wird bei diesem Kriechversuch
ebenfalls vernachldssigt. Die Literatur gibt fiir diesen Versuch die folgenden
Rahmenbedingungen an: Die Temperatur wird mit 22°C angegeben und fiir
die relative Feuchte wird ebenfalls 45 % angenommen.

Durch den Vergleich der Abbildung 4.4 und der ,blauen Linien“ aus der
Abbildung 6.12 wird ersichtlich, dass das Materialmodell auch in der Lage
ist, das Materialverhalten unter den gegebenen Randbedingungen hinreichend
genau abzubilden. Die geringen Unterschiede ergeben sich dadurch, dass
nicht gewéhrleistet werden kann, dass die unterschiedlichen Proben dieselben
Materialeigenschaften haben. Dies ergibt sich durch die natiirliche Entstehung
des Salzgesteins und wurde bereits im Kapitel 4 erldutert. Dieses Experiment
bestétigt die Materialparameter die im Kapitel 6.2 und 6.3 ermittelt wurden.
Die Unterschiede, die sich in der primdren Kriechphase ergeben, sind ebenfalls
aus der Modellbildung fiir das priméire Kriechen zuriick zufithren. Da fiir die
Langzeituntersuchungen der Untertagestrukturen die sekundére Kriechphase
am bedeutendsten ist und diese mit dem vorgestellten Materialmodell zufrie-
denstellend abgebildet werden kann, wird die Modellbildung als hinreichend
genau betrachtet und der Fehler in der primiren Kriechphase als vertretbar
eingestuft.

Des Weiteren konnte gezeigt werden, dass die unsicheren Materialparameter,
die in den Kapiteln 6.4.1 bis 6.4.4 identifiziert wurden, sensitiv sind. Die be-
rechneten Kriechkurven kénnen der Abbildung 6.12 entnommen werden.
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Abbildung 6.12.: Vergleichsrechnung am Langzeitkriechversuch N2/4 — 95015

6.6. Zusammenfassung

Es konnte gezeigt werden, dass die Bestimmung der Materialparameter anhand
von ausgewdhlten Kriech- und Festigkeitsversuchen, wie es im Verbundvorha-
ben des BMBF ,Die Modellierung des mechanischen Verhaltens von Steinsalz:
Vergleich aktueller Stoffgesetze und Vorgehensweisen“ erfolgte, nicht so geeig-
net ist. Da die unterschiedlichen Materialmodelle, deren Materialparameter
an Masterkurven bestimmt worden sind, nicht in der Lage sind, dass gesamte
Spektrum der Kriech- und Festigkeitsversuchen abzubilden. Man kann nicht
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gewidhrleisten, dass die Materialeigenschaften der ausgewdhlten Kriech- und
Festigkeitsversuchen einheitlich sind. Dass die gemessene Verformung bei
gleichbleibenden Setup des Versuches stark streuen, kann den experimentellen
Daten aus Giinther et al. [2007], Hampel [2006], Heemann und Schulze [2007],
Hou et al. [2007], Pudewills [2007] und Rokahr et al. [2007] entnommen
werden. Es wird deutlich bei der Simulation der verschiedenen Kriechversuche,
dass man mit einem Satz von Materialparametern nicht in der Lage ist,
die Kriechkurven mit einer minimalen Abweichung zu reproduzieren. Dass
das nicht alleine auf die Modellbildung fiir das in dieser Arbeit verwendet
Materialmodell zuriick zufithren ist, kann den Arbeiten der Projektgruppe
Giinther et al. [2007], Hampel [2006], Heemann und Schulze [2007], Hou
et al. [2007], Pudewills [2007] und Rokahr et al. [2007] entnommen werden.
Beim Analysieren der Daten kann man feststellen, dass die berechneten
Kriechkurven fiir einige Versuche deutlich von den experimentellen Daten
abweichen. Dieses ist ein weiterer Anhaltspunkt dafiir, dass fiir die Berechnung
der Untertagestruktur ein stochastischer Ansatz aussagekraftigere Ergebnisse
liefern kann. Die Annahme, dass die Einbeziehung von unsicheren Material-
parametern aussagekriftigere Ergebnisse liefern kann, wird beim Betrachten
der Abbildungen 6.7, 6.8, 6.11 und 6.12 noch untermauert. Da gezeigt werden
konnte, dass die Materialparameter v und E. und die Schidigungsvariable
D grofie Sensitivitdt hinsichtlich der Kriechkurven aufweisen, werden diese
Grofen mit der im Kapitel 8.2 vorgestellten Methode entwickelt. Der Vorteil
einer stochastischen gegeniiber einer deterministischen Berechnung liegt darin,
dass die Ergebnisse mehr Informationen enthalten.
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7. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

In den vorherigen Kapiteln wurde davon ausgegangen, dass die determinis-
tische Mathematik zur Beschreibung des Materialverhaltens von Salzgestein
anwendbar ist, was den Kapiteln 4 und 5 enthommen werden kann.

Anders als bei der deterministischen Mathematik wird bei der Wahrschein-
lichkeitsrechnung die Annahme aufgegeben, dass die Werte von Skalaren
und Matrizen fest sind. Dieses Kapitel befasst sich mit dem theoretischen
Grundlagen die benétigt werden um Konzepte einzufiihren, mit dessen Hilfe
sich die stochastischen Parameter und Systemgréfen beschreiben lassen.

Im Kapitel 7.1 wird die Definition des Wahrscheinlichkeitsraumes beschrieben.
Zufallsabhéngige Grofen werden im Kapitel 7.2 vorgestellt und definiert. Wie
diese Grofen verteilt sind, wird in Kapitel 7.3 gezeigt. Ob die vom Zufall
abhéngenden Grofen stochastisch abhéngig oder unabhéngig sind, wird im
Kapitel 7.4 erldutert. Die Charakterisierung der Zufallsgrofen erfolgt mit den
stochastischen Momenten, die im Kapitel 7.5 vorgestellt werden. Das Kapitel
7.6 stellt die Rosenblatttransformation dar, mit der ein Zufallsvektor in einen
anderen Zufallsvektor transformiert werden kann.

Da dieses Kapitel nur einen groben Uberblick auf das Themenfeld der Wahr-
scheinlichkeitstheorie gibt, wird der interessierte Leser auf folgende Literatur
verwiesen, Georgii [2015], Klenke [2013], Tappe [2013] und Gnedenko [1997].

7.1. Wahrscheinlichkeitsraum

Georgii [2015], schldgt fiir die Erstellung eines mathematischen Modells zur
Abbildung des Anwendungsgebietes folgende drei Schritte vor.

7.1.1. Festlegen des Ergebnisraumes

Um den Ergebnisraum zu definieren muss der abzubildene Vorgang hinsichtlich
der Vorgénge analysiert werden und welche von diesen von Interesse sind. In der
Menge 2 werden alle Moglichkeiten, die von Interesse sind, zusammengefasst.
Wie der Ergebnisraum festlegt wird, soll am Beispiel eines mehrmalig geworfen
Wiirfels verdeutlicht werden.
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Bei einem Wiirfel ist man in der Regel an der geworfenen Augenzahl interessiert
und nicht an der Position des Wiirfels auf dem Tisch und an der Handhaltung
beim Wurf. Anhand dieser Uberlegung ergibt sich die Menge eines n-mal ge-
worfenen Wiirfels zu Q = {1, ...,6}" fiir w = (w1, ...,wn) € Q. Dabei ist w; die
Augenzahl des i-ten Wurfes.

Das Vorgehen zur Bestimmung der Menge ) ldsst sich auf beliebig Systeme
iibertragen.

7.1.2. Bestimmen der Ereignis-o-Algebra

In der Regel ist man nicht an der genauen Augenzahl des Wiirfels nach einem
Wurf interessiert, sondern an dem Eintreten des Ereignisses, welches aus be-
stimmten Einzelergebnissen besteht. Die Ereignisse sind eine Teilmenge von
Q. Der Sachverhalt, dass ein Ereignis eine Menge von Ergebnissen ist, kann
am Beispiel einer n-mal geworfenen Miinze mindestens k-mal der Wert Kopf
eintritt erldutert werden. Dieses kann durch die Teilmenge

A= {w = (w1,...,wn) € Q: i w; > k} (7.1)

i=1

mit dem Ergebnisraum Q = {0,1}" beschrieben werden. Das System F von
Ereignissen muss so festgelegt werden, dass jedem Ereignis A € F eine Wahr-
scheinlichkeit P(A) fiir das Eintreten von A zuzuordnen ist. Gemif Georgii
[2015] muss das System F C P(Q) folgende Minimalanforderungen erfiillen,

1.Q € F,
22Ae F= A=Q\A e F,
3.A1,Az,..€ F= | JA € F.

i>1

Der Ereignisraum bzw. der messbare Raum ergibt sich durch das Paar (2, F).
Wie die o-Algebra festzulegen ist, kann z.B. Georgii [2015] entnommen werden.

7.1.3. Wahrscheinlichkeitsbewertung der Ereignisse

Ein wichtiger Punkt in der Stochastik ist es, den Grad der Wahrscheinlichkeit
zu bewerten. Ausgehend davon, dass fiir A; € F ein Maf P(A) € [0,1] ge-
sucht wird, dass die Wahrscheinlichkeit von A angibt. Fiir die Konstruktion
des Wahrscheinlichkeitsmafes schligt Georgii [2015] vor, dass die folgenden
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Rahmenbedingungen sinnvollerweise erfiillt sein sollten

P(Az) >0, VA, eF,

P(Q) =1,
(7.3)
PlUA | =D P

Hat die Funktion P : F — [0,1] die Eigenschaften nach den Gleichungen
7.3a bis 7.3c, ergibt sich der Wahrscheinlichkeitsraum zu (€2, F, P). Der Wahr-
scheinlichkeitsraum beschreibt einen Hilbert Raum, wenn die nachfolgenden
Bedingungen erfiillt sind. Die verwendeten Zufallsvariablen, die in Kapitel 7.2
behandelt werden, besitzen eine endliche Varianz. Wenn das der Fall ist, kann
ein inneres Produkt und eine Norm fiir den Wahrscheinlichkeitsraum definiert
werden.

7.2. Zufallsvariablen

Die Zufallsvariable X stellt in der Stochastik eine Groéfse dar, dessen Wert
vom Zufall abhingt. Die Abhingigkeit vom Zufall wird im Rahmen dieser
Arbeit durch die Schreibweise X (6) ausgedriickt. Des Weiteren wird davon
ausgegangen, dass nur reelle Zufallsvariablen behandelt werden. Fiir reelle Zu-
fallsvariablen erfolgt die Abbildung von 2 in die Menge R durch die Funktion
X : Q — R. Somit kann fiir jedes Ereignis 0 € €2, unter Einbeziehung der
folgenden GesetzméaRigkeit, Georgii [2015]

{6:X(0) <c}teF, VeceR, (7.4)

eine reelle Zahl zugeordnet werden. Anhand eines Beispiels, was in der Ab-
bildung 7.1 gezeigt ist, soll die Zuordnung veranschaulicht werden. Ausgangs-
punkt fiir das Experiment bilden zwei Wiirfel, die paarweise geworfen werden.
Fiir das Experiment lisst sich folgender Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
definieren, mit der Menge €2 die alle 36 moglichen Ergebnisse Q = {(3,)) :
1,7 € {1,2,3,4,5,6}} beinhaltet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ereignis
eintritt kann der Abbildung 7.1 entnommen werden, bzw. der Tabelle 7.1, in
der die Ereignisse nochmal aufbereitet wurden.

X(9) 2 173145 67 89 10]11]12
_ T 2 3 Y 5 [§] 5 IS 3 2 T
P(X=X(®) | 35 | 35 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

Tabelle 7.1.: Verteilungstabelle fiir die Ereignisse aus Abbildung 7.1

Es ist zu erkennen, dass fiir die Definition der Borelschen o-Algebra und der
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Funktion X (6) eine Beschreibung der Abbildung X : © — R notwendig ist.
Dieses erfolgt mittels Verteilungsfunktionen. Da die Verteilung nicht immer so
eindeutig ist wie in Abbildung 7.1 gezeigt, miissen dafiir Verteilungsfunktionen
definiert werden, was in Kapitel 7.3 erfolgt.

Abbildung 7.1.: Verteilung der Wahrscheinlichkeit und die Summe von zwei
gleichzeitig geworfenen Wiirfeln

7.2.1. Zufallsvektoren

In dem vorherigen Kapitel wurde davon ausgegangen, dass die Zufallsgrofe X
eine Abbildung darstellt, die jedem Ergebnis § € © nur eine reelle Zahl X (0)
zuordnet, Hainzl [2013]. In diesem Kapitel wird die Erweiterung der Zufallsva-
riablen X (6) auf einen Zufallsvektor X (0) gezeigt, fiir weiterfithrende Beschaf-
tigung mit diesemn Themengebiet wird auf Braml [2010], Steland [2013] und
Hainzl [2013] verwiesen. Ausgehend vom Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
wird der Zufallsvektor X () mit der Dimension M aus den einzelnen Zufalls-
variablen X1(6) bis X (6) definiert. Formal kann der Zufallsvektor durch

X(0) = [X1(6), ..., Xar (0)]" (7.5)
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ausgedriickt werden. Analog zur Zufallsvariable erfolgt fiir reelle Zufallsvekto-
ren die Abbildung von Q in die Menge R™ durch die Funktion X : Q — R,
Die mehrdimensionalen Verteilungsfunktionen werden im Kapitel 7.3.4 vorge-
stellt.

7.3. Verteilungsfunktion

Wie man der Abbildung 7.2 entnehmen kann, kdnnen Zufallsvariablen stetig
oder diskret verteilt sein. In den nachfolgenden Kapiteln werden die kumulati-
ven Verteilungsfunktionen (CDF) und die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen
(PDF) fiir die jeweilige Verteilung vorgestellt.

® Verteilungsfunktion bei einer stetigen Zufallsvriablen

Verteilungsfunktion bei einer diskreten Zufallsvriablen

.

T1 X2 XT3 L4 Tn

Abbildung 7.2.: Stetige und diskrete Verteilungsfunktion

7.3.1. Wahrscheinlichkeitsverteilung einer stetigen Zufallsvariablen

Die Verteilung einer stetigen Zufallsvariablen X, die auf dem Intervall —oco <
X < oo definiert ist, kann durch die CDF

Fx(z) = P(X < z) (7.6)
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dargestellt werden. Die CDF erhélt man durch Integration fx : R — [0, 00)
der PDF fx, die folgenden Gesetzmaifigkeiten unterliegen,

fx(z) >0,
/ Fx(@) =1,

(7.7)
Plar < X < 22) = /fx(;r)dx — Fx(w2) — Fx(21),

1

0 SFx(x) <1.

Aus diesen Zusammenhéngen ldsst sich ableiten, dass die monoton wachsende
CDF Fx die Stammfunktion der PDF fx ist und kann durch

Fi(x) = fx(a) (7.8)

ausgedriickt werden.

7.3.2. Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsvariablen

Die diskreten Zufallsvariablen X kénnen durch die folgende PDF ausgedriickt
werden,

_ PX =z;) firz=u
fx(@) = {0 fiir ¢ # x; ' (7.9)

Die dazugehorige CDF erhélt man durch die Aufsummierung aller Werte z; < x
und kann formal durch ausgedriickt werden

Fx(z)=P(X <z)= Y fx(x) (7.10)

z; <z

Die CDF und PDF unterliegen den nachfolgenden Eigenschaften,
fx(xi) >0,
> fx(@) =1, (7.11)
i=1
0<Fx(z) < 1.

Durch P(a < X < b) = Fx(b) — Fx(a) kann die Wahrscheinlichkeit aus-
gedriickt werden, dass die Zufallsvariable X im Intervall [a,b] liegt. Da im
Rahmen dieser Arbeit nur stetige Zufallsvariablen vorkommen, wird auf eine
weitere Darstellung von diskreten Zufallsvariablen verzichtet.
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7.3.3. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Im Anhang B sind einige ausgewdhlte PDF’s mit den dazugehorigen CDF’s dar-
gestellt. Ausgangspunkt fiir die weiteren Betrachtungen bildet die Gleichung
B.1, die die PDF fiir normalverteilte N'(u, o) Zufallsvariablen X darstellt. Die
folgende PDF

fx(z) = \/%exp (—%x2> (7.12)
fiir den Sonderfall der Standardnormalverteilung ergibt sich dadurch, dass die
Parameter zu ¢ = 0 und o = 1 gesetzt werden. Mit Hilfe der Gleichung 7.12
erfolgt die Herleitung des Polynomial Chaos in Kapitel 8.2. Aus physikalischer
Sicht eignet sich die Normalverteilung nicht fiir die Beschreibung von Material-
parametern wie zum Beispiel der Elastizititsmodul, da der Definitionsbereich
der Normalverteilung von (—oo,400) geht. Dieses kann dazufiihren, dass der
Elastizitdtsmodul negativ wird, was aus physikalischer Sicht nicht zuldssig ist.
Anhand zweier Beispiele wird gezeigt, dass die Anwendung der Normalvertei-
lung aus ingenieurtechnischer Sicht durchaus gerechtfertigt ist. Die verwende-
ten Systemparameter fiir den Elastizitdtsmodul E und die Schédigung D sind
in der Tabelle 7.2 gezeigt und die daraus resultierenden CDF’s kénnen der Ab-
bildung 7.3 entnommen werden.

E D
n 210000 MPa 0
o 42000 MPa 0,1
a 0 MPa —-0,3
b 420000 MPa 0,3
Pla< E<b) | 99,99994 % | 99,73002 %

Tabelle 7.2.: Systemparameter

Das Experiment fiir den Elastizitdtsmodul zeigt, dass mit einer Wahrschein-
lichkeit von P(a < E < b) = 99,99994 % der Elastizitatsmodul im positi-
ven dem Bereich liegt. Daraus lésst sich ableiten, dass die Wahrscheinlichkeit
P(E < 0), dass der Elastizitdtsmodul einen negativen Wert annimmt, bei rund
2,8665- 1075 % liegt. Da aus heutiger Sicht die Herstellung von Materialien in
einen sehr geringen Toleranzbereich liegt, kann aus Ingenieurssicht ausgeschlos-
sen werden, dass ein negativer Elastizitdtsmodul bei der Berechnung auftritt.
Eine Parameterstudie zu diesem Thema kann dem Kapitel 9.1 entnommen
werden. Das Eintreten von negativen Werten fiir die Schidigung ist aus physi-
kalischer Sicht vertretbar, da diese Bereiche als Bereiche mit einer geringeren
Anzahl an Fehlstellen im Gittergefiige zu interpretieren sind (siehe Kapitel 4.3).
Ein anderer Weg um negative Materialparameter zu umgehen, ist die Wahl ei-
ner anderen Verteilung der Materialparameter. Wendet man die logarithmische
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Normalverteilung auf die Materialparameter an, ist es ausgeschlossen, dass es
zu negativen Werten kommt, da der Definitionsbereich ]0, +00) ist. Im Rah-
men dieser Arbeit erfolgt die Verteilung der Materialparameter sowohl mit der
Normalverteilung als auch mit der logarithmischen Normalverteilung.

1 v v
805t .
X

O 2 2 2 i L

-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

E-Modul in [MPa] z10°

1 T T T T T T = T T
o5} :
i

0 |

-0.5 -04 -0.3-02-01 0 01 0203 04 05
Schidigung in [-]

Abbildung 7.3.: CDF fiir den Elastizititsmodul F und die Schidigung D

7.3.4. Mehrdimensionale Verteilungsfunktion

Nach Braml [2010] kann die CDF Fx eines Zufallsvektors X formal durch
Fx(xl, ,;cM) = P[(Xl < $1) n...N (XM < l'M)] = P(X < w) (713)

ausgedriickt werden. Die PDF fx fiir den M dimensionalen Fall erhdlt man
durch den Zusammenhang, dass die CDF Fx die Stammfunktion der PDF fx
ist und kann durch den folgenden Ausdruck,

OMFx (z1,..., %)

.14
Bxl,...,aacM ’ (7 )

fx(mh ...,3:’]\4) =

beschrieben werden. Die CDF F'x und die PDF fx fiir Zufallsvektoren unter-
liegen den gleichen Gesetzméfigkeiten die bereits in den vorherigen Kapiteln
erlautert wurden. Wie sich die stochastischen Kennwerte fiir Zufallsvektoren
bestimmen lassen, ist in Braml [2010] beschrieben. Anhand eines einfachen
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Beispiels soll die Berechnung der PDF fiir einen Zufallsvektors X mit der Di-
mension M = 2 verdeutlicht werden. Ausgangspunkt bildet die PDF fiir den
Sonderfall der Standardnormalverteilung. Durch die Verallgemeinerung auf den
M dimensionalen Fall kann die Gleichung 7.12 zu

1 1,
Ix(@1, .., om) = Wexp (—2 le> (7.15)

umformuliert werden. Die Abbildung 7.4 zeigt die Verteilung zweier standard-
normalverteilter Zufallsvariablen X (6) und X2(6).

0.2 8

0.15 §
~ //: 8
§ 0.19 //;II;"' (R
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2 ) > §a\\5«1&f‘3“0
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Abbildung 7.4.: PDF einer zweidimensionalen Standardnormalverteilung

7.4. Stochastische Unabhdingigkeit

Gegeben ist eine Urne, in der die gleiche Anzahl an weifien und blauen Ku-
geln enthalten sind. Es ist zu erkennen, dass das Eintreten eines Ereignisses
vom vorherigen Ereignis abhidngt. Anders als beim vorherigen Beispiel, ist das
Beispiel aus Kapitel 7.2 der gleichzeitige Wurf mit zwei Wiirfeln unabhingig
vom vorherigen Ereignis, da sich die Wahrscheinlichkeiten nicht &ndern. Formal
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kann dieser Zusammenhang durch

P(A|B) =P(A) (7.16)
und

P(B|A) =P(B) (7.17)

ausgedriickt werden, wobei A das Ereignis A und B das Ereignis B darstellt.
Die Unabhingigkeit des Eintretens des Ereignisses A, mit der Zufallsvariablen
X1 und der PDF fx,, vom Ereignis B, mit der Zufallsvariablen X2 und der
PDF fx,, hat eine besondere Bedeutung fiir die Beschreibung des Materialver-
haltens.

Durch die Unabhingigkeit der Zufallsvariablen X, ..., X kann die gemeinsa-
me PDF

fx(x) = H fx, (@), (7.18)

als Produkt aus den einzelnen PDF’s gebildet werden. Dieses hat den Vorteil,
dass keine genauen Kenntnisse iiber den gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum vorliegen miissen und daher keine gemeinsame PDF definiert werden
muss. Dieses verringert den Formulierungsaufwand der Gleichungen und den
Implementierungsaufwand. Des Weiteren ist eine experimentelle Bestimmung
der stochastischen Abhéngigkeit der Materialparameter zur Beschreibung des
Materialverhaltens so gut wie nicht moglich. Ausgehend von Gleichung 7.7¢
kann die Wahrscheinlichkeit durch das Produkt der einzelnen Wahrscheinlich-
keiten ausgedriickt werden,

Pla< X <b)=]]Pla: < Xs < by), (7.19)

i=1

dass die Zufallsvariable X im Intervall [a, b] liegt. Der Erwartungswert

(x) =[x, (7.20)

i=1

ergibt sich ebenfalls als Produkt der einzelnen Erwartungswerte (X;).

7.5. Stochastische Momente

Mit Hilfe der stochastischen Momente lassen sich Zufallsgréfen charakterisie-
ren, nach Gnedenko [1997] kénnen die stochastischen Momente allgemein durch

vn(a) = / (z —a)" fodz (7.21)
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beschrieben werden, mit dem Parameter a. Wird der Parameter zu null gesetzt
a = 0, erhdlt man die Anfangsmomente. Die n-ten Anfangsmomente kénnen
allgemein durch

v, =(X") = 7xnf¢dx (7.22)
ausgedriickt Werder:.OODas Anfangsmoment erster Ordnung

v =p=(X)= ]o zfzdz, (7.23)
das im Allgemeinen Er_v:rtungswert genannt wird, stellt den wichtigsten Kenn-
wert fiir die Zufallsvariablen dar. Die Zentralmomente erhalt man dadurch, dass

der Parameter a gleich dem Anfangsmoment erster Ordnung a = (X)) ist. Das
Zentralmoment erster Ordnung,

vi(a) = / (z —a) fodx =0, (7.24)

ist per Definition immer null. Die Varianz
w(a) =o® = / (x — a)? fod, (7.25)

das dem Zentralmoment zweiter Ordnung entspricht, ist das wichtigste Zentral-
moment, da dieser Kennwert die Streuung der Wahrscheinlichkeitsverteilung
angibt. Aus der Varianz kann durch die Beziehung 0 = Vo2 die Standard-
abweichung bestimmt werden. Der Grad der Asymmetrie der Wahrscheinlich-
keitsverteilung wird durch das Zentralmoment dritter Ordnung,

vs(a) = / (x — a)® fod, (7.26)

beschrieben, was auch Schiefe genannt wird. Ist v3(a) kleiner null spricht man
von der Linksschiefe und bei v3(a) grofer null wird von Rechtsschiefe gespro-
chen. Ist das Zentralmoment dritter Ordnung gleich null, ist die Verteilung
symmetrisch (siehe Abbildung 7.3 und 7.4). Die Wolbung,

va(a) = / (x —a)* fodz, (7.27)

welche dem Zentralmoment vierter Ordnung entspricht, beschreibt den Grad
der ,Gipfigkeit“, nach Cleff [2011]. Von ,Steilgipfig* spricht man wenn v4(a)
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grofer null ist und ist v4(a) kleiner null spricht man von ,Fachgipfig®. Ist das
Zentralmoment vierter Ordnung gleich null ergibt sich die Normalverteilung
(siehe Abbildung 7.4). Wie sich die stochastischen Momente fiir die Polynomial
Chaos Entwicklung bestimmen lassen ist im Kapitel 8.2.2 erldutert.

7.6. Rosenblatttransformation

Die Rosenblatttransformation geht auf den US amerikanischer Mathematiker
Murray Rosenblatt zuriick und wurde zuerst in der Arbeit Rosenblatt [1952]
veroffentlicht. Fiir eine ausfiihrliche Beschiftigung mit der Rosenblatttrans-
formation sei auf Keese [2004], Kotulski und Szczepinski [2009], Blatman
[2009], Hurtado [2013] und Riischendorf [2013] verwiesen. Der Zufallsvektor
X = [X1, ..., Xa]", mit dem gegebenen Wahrscheinlichkeitsmafien fx () und
Fx () und mit der Dimension M, soll mittels der Transformation T in einen
neuen Zufallsvektor Y = [V7, ..., Yas]” iiberfithrt werden. Dabei sei die Kompo-
nente des Zufallsvektors Y stochastisch unabhéngig und gleichverteilt auf dem
Intervall [0,1]™. Nach Rosenblatt [1952] erfolgt die Uberfiihrung des Zufalls-
vektors X in den Zufallsvektor Y durch den folgenden Ausdruck

Y =[Vi,...,.Yu|" =Tx =T(z1,....xMm), (7.28)
mit der Transformation T, die durch

Z :p(Xl < 331) = FX1 (561)7
Zy =P (X2 < 22| X1 = 1) = Fx, (z2|21),

(7.29)

Zy =P(Xm < zmlzm-—1=2Tm-1,..,X1 =21) = ...
FXM(33'2|$1V1—1,-..75L’1)

geben ist, und den bedingten Verteilungsfunktionen Fx,(x;|xi—1,...,21), mit
dem Index i = [1, ..., M]. In der Arbeit Rosenblatt [1952] konnte gezeigt werden,
dass durch die Transformation der Zufallsvektor Y = T'x gleichverteilt auf dem
M dimensionalen Hyperwiirfel [0, 1]*ist. In den Arbeiten von Sudret [2007]
und Hurtado [2013] erfolgt die Transformation durch die Inverse und kann
durch

X =[X1,. .. Xu]" =T'2 (7.30)

ausgedriickt werden, mit dem Zufallsvektor Y = [V1,...,Yas]* und der PDF
fx () der gesuchten Zufallsvariablen X = [X1, ..., Xs]7. Es sei noch erwihnt,
dass die Komponenten des Zufallsvektors Y stochastisch unabhéngig und gleich-
verteilt auf dem Intervall [0,1]™ sind. Dadurch lisst sich der Zufallsvektor Y
mit der vorgegeben PDF fx () durch den folgenden Ausdruck

X = fx'(Y), (7.31)



7. GRUNDLAGEN DER WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG 119

in den Zufallsvektors X transformieren. Es ist zu erkennen, dass mit dieser
Transformation den gleichverteilten Realisierungen auf dem Intervall [0, 1]
eine gewiinschte Verteilung zugeordnet werden kann.
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8. Stochastische Finite Element Methoden

In diesem Kapitel werden die verwendeten stochastischen Methoden vorgestellt,
die im Rahmen dieser Arbeit relevant sind. Die Herleitung der stochastischen
Differentialgleichung erfolgt in Kapitel 8.1. Die Zufallsvariablen werden in die-
ser Arbeit mit dem Polynomial Chaos entwickelt, die Vorstellung dieses Ver-
fahrens erfolgt im Kapitel 8.2. Die Erweiterung der klassischen FEM um die
Stochastik wird im Kapitel 8.3 erldutert.

8.1. Stochastische Differentialgleichung

Durch die stochastischen Differentialgleichungen (SDGL) lassen sich Prozesse
beschreiben, die neben den deterministischen auch stochastische Einflussfak-
toren besitzen. Fiir den interessierten Leser dieses Themengebietes wird auf
Behrends [2012], Hackenbroch und Thalmaier [2013], Oksendal [2013], und
Chow [2014] verwiesen, da hier nur an einem Beispiel die Herleitung verdeut-
licht wird und daher nicht auf alle grundlegende Eigenschaften eingegangen
wird.

Die deterministische elliptische partielle Differentialgleichung (DGL), Braess
[2013],

Au(z) = f(z), (8.1)

mit den Bedingungen, dass € B und 9,BU0:B = 0B ist, bildet den Ausgangs-
punkt der Herleitung. Das Feld w représentiert die priméren Variablen und
A(e) ist der Laplace Operator. Um eine eindeutige Losung fiir die DGL 8.1 zu
erhalten, miissen Randbedingungen formuliert werden. Es wird zwischen zwei
Randbedingungen unterschieden. Die erste Randbedingung ist die Dirichlet-
Randbedingung,

u=u auf 0,8, (8.2)
und die zweite Randbedingung ist die Neumann-Randbedingung,
Ba(x) =t auf ;8. (8.3)

Der gesamte Rand des Korpers 0B wird durch die Randbedingungen 0,5 und
0:B beschrieben, wobei sich die Rénder nicht iiberlappen diirfen.
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Ergibt sich nach Analysen, dass der Prozess nicht nur deterministische sondern
auch stochastische Einflussfaktoren hat, miissen diese in die DGL eingebaut
werden. Die Analyse des Systems legt fest, welche Systemgréfien unsicher sind,
da nicht alle Systemgréfsen unsicher sein miissen. Lauft zum Beispiel ein Pro-
zess unter Laborbedingungen ab und die Geometrie der Proben streut nicht,
kann die Geometrie als deterministisch angenommen werden. Um so mehr Sys-
temgrofen stochastisch verteilt sind, um so grofer wird das zu 16sende System
(siehe Kapitel 8.3.2). Die Systemgrofen, Materialparameter, Randbedingungen
und Geometrie konnen je nach Prozess unsicher sein. Die unsicheren System-
grofen konnen Zufallsvariablen (siehe Kapitel 7.2), Zufallsvektoren oder Zu-
fallsfelder sein und ben&tigen einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,R) (siehe
Kapitel 7.1) in dem sie definiert sind. Eine SDGL erhilt man durch Einsetzten
der stochastisch verteilten Systemgrofien in die DGLs 8.1, 8.2 und 8.3. Somit
muss nach Nobile und Tempone [2009] eine Losung fiir w : BxQ — R gefunden
werden, die die nachfolgenden Gleichungen erfiillt,

Au(z,0) = f(x,0), xe€BxQ,
u=1u(f), auf O,BxQ, (8.4)
Bo(z,0) =t(9), auf OB x Q.

An der Formulierung der SDGLs kann man erkennen, dass die Geometrie kei-
ne Unsicherheiten beinhaltet, da das betrachtete Gebiet B keine Funktion von
0 ist. In Nobile und Tempone [2009] ist die Herleitung der schwachen Form
gezeigt, hinsichtlich der Existenz, der Eindeutigkeit und die analytischen Ei-
genschaften der Losung. Wie die Losung durch die Wahl der Systemparameter,
Randbedingungen und Anfangsbedingungen beeinflusst wird, wird in Nobile
und Tempone [2009] diskutiert. Fiir die weitere Betrachtung dieses Themenge-
bietes hinsichtlich der Giite und Existenz der Losung, sei auf Babuska et al.
[2004], Xu und Graham-Brady [2005], Babuska et al. [2007] und Nobile et al.
[2008] verwiesen. Die hier gezeigte Herleitung der schwachen Form geht auf
Xiu und Hesthaven [2005] zuriick.

Das Losen der SDGLs 8.4a bis 8.4c erfolgt mittels des stochastischen Galerkin
Verfahrens, die Losungsschritte sind analog zum deterministischen Galerkin
Verfahrens was in Braess [2013] gezeigt ist. Die mathematische Existenz der
Losung fiir die SDGLs kann der vorgeschlagenen Literatur entnommen wer-
den. Die schwache Form der SDGLs ergibt sich durch die Integration iiber
das Gebiet B und den Wahrscheinlichkeitsraum mit der Dimension M und die
Diskretisierung der Zufallsvariablen X = (X1, ..., Xoo) mit den dazugehorigen
‘Wahrscheinlichkeitsdichten fl : 'y = R;. Es ist zu erkennen, dass eine unendli-
che Anzahl an Zufallsvariablen aus praktischer Sicht nicht h&ndelbar ist, daher
wird der Wahrscheinlichkeitsraum mit der endlichen Dimension M beschrinkt
(siehe Kapitel 8.2). Der Trager I" sei folgendermafien definiert,
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in R fiir ¢ = 1, ..., M. Dadurch kann die Wahrscheinlichkeitsdichte durch
~ AI ~
fx) =11 F(xa) (86)
m=1
ausgedriickt werden, mit dem dazugehorigen Tréger
M
r=J]rcr" (8.7)
m=1

Die stochastisch diskretisierte Form der SDGLs 8.4a bis 8.4c ergibt sich durch
das Einsetzten der Zufallsvariablen X = (X1, ..., Xas), somit ergibt sich folgen-
des SDGLs System
Au(xz, X) = f(z,X), V(x,X)eBxT,
u=u(X), auf 9.,BxT, (8.8)
Bo(x, X) =t(X), auf OB xT.

Mit du wird die Testfunktion eingefiihrt. Fiir die Testfunktion gilt du € Vr C
L3(I), wobei Vi C L3(I') einen endlich dimensionalen Unterraum darstellt.
Dieser Raum beschreibt alle £? integrierbaren Funktionen. Nach dem Doob-
Dynkin-Lemma konnen, wie in Bobrowski [2005], Oksendal [2013] und Rao
et al. [2014] gezeigt ist, die Systemparameter und w(x, X) mit denselben Zu-

fallsvariablen beschrieben werden. Die schwache Form der SDGLs kann wie
folgt ausgedriickt werden

/fo (uv (2, X)) du(X)dX = ...
/fxf(m,X)dX, Vou(X) € Vr,x € B,
/fxBa(:c,X)éu(X)dX _—
F/fxt(X)éu(X)dX, Vou(X) € Vi, x € B.

Fiir die approximierte Losung gilt uy € Vr(X). Unter Einbeziehung des Er-
wartungswertes (X) = [ X fx(X) konnen die Gleichungen 8.9a und 8.9b auch
Q
durch
(A (uv(z, X)) du(X)) = (f(z, X)), VY(z,du(X))e B, (8.10)
(Bo(z, X )ou(X)) = (H(X)ou(X)), V(z,0u(X))eB@Vr,

ausgedriickt werden. Die Gleichungen 8.10a und 8.10b stellen die schwache
Form, die im endlichdimensionalen Wahrscheinlichkeitsraum definiert ist, der
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SDGLs 8.4a bis 8.4c dar. In dieser Arbeit wird das Polynomial Chaos fiir die
Wahl des Unterraumes I' herangezogen.

Abschliefend lésst sich festhalten, dass fiir die Losung der SDGLs zwei Diskre-
tisierungen erforderlich sind, die erste fiir den Wahrscheinlichkeitsraum und
die zweite fiir das geometrische Gebiet 5.

8.2. Das Polynomial Chaos

Das Polynomial Chaos (PC), auch Wiener Chaos Entwicklung genannt, wurde
zuerst von Wiener [1938] publiziert und stellt eine Reihenentwicklung einer
Zufallsvariablen dar.

Ausgehend von der Funktion M, die von Blatman [2009] als ,black-box
function“ bezeichnet wird, beschreibt ein solches mathematisches Modell
das physikalische System als eine deterministische Abbildung von RM auf
R, wobei M die Dimension des Wahrscheinlichkeitsraumes und Q die
Dimension des Outputs darstellt. Die Funktion M ist abhéingig von einem
Set von Input-Parametern & = {z1, ...,xM}T. Im Allgemeinen beschreiben
die Input-Parameter Materialparameter, geometrische Eingenschaften oder
verdnderliche Randbedingungen. Durch die Abhingigkeit der Funktion M ()
ergibt sich ein Set von Output-Parametern y = {y1,...,y0}" .

Fiir jede Komponente des Zufallsvektors X = {Xj, ..., XM}T gilt X;(0) : Q —
Bx. Die Komponenten spannen den Wahrscheinlichkeitsraum mit der Dimen-
sion M auf. Die Varianz der Zufallsvariablen

(xX2) = /Xz?(@)d}—i(@) = /x?fm(;r:)dm < 400 (8.11)
Q By

beschrinkt den Wahrscheinlichkeitsraum £%(Q, F, P;R) mit der Wahrschein-
lichkeitsdichtefunktion fx;(Bx). Durch das innere Produkt, was durch den
Ausdruck

(X1, XKooz = (X0, Xa) = [ (0 (0)aP(6) = ..
Q

(8.12)
/wlwzfxl,XZ(:m,xz)d;rldxg

Bxix,

gegeben ist, ergibt sich mit der Gleichung 8.11 nach Blatman [2009], dass der
Wahrscheinlichkeitsraum £%(Q, F, P;R) einen Hilbert-Raum darstellt. Das
Produkt des inneren Produktes gibt die Norm an und ist durch

1X ez = VX?) (8.13)
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definiert. Der Input Vektor fiir das physikalische Modell ist durch den Zufalls-
vektor X (0) repréasentiert, mit der dazugehdrigen PDF fx (x). Der Output
ergibt sich durch die Beziehung Y (§) = M(X(6)), dieser Sachverhalt ist in
der Abbildung 8.1 dargestellt.

(" Zufallsvektor der ) (" Zufallsvektor der )
Input-Parameter Black Box Output-Parameter
\_ X ) M \_ Y = M(X) )

é Materialparameter\ anal. Formulierung é Verschiebung )
Geometrie FE-Modell Spannungen

kRandbedmgungen) etc. \_ Dehungen, etc. )

Abbildung 8.1.: Ablaufskizze bei stochastischen Prozessen nach Blatman
[2009]

Mit Hilfe von geeigneten Polynomen &;, die eine vorgegebene Verteilung auf-
weisen, und einer Reihe von deterministischen Koeffizienten M; erfolgt die PC
Entwicklung fiir M(X). Wie die deterministischen Koeffizienten fiir die PC
Entwicklung berechnet werden, wird in den Kapiteln 8.2.6 und 8.2.7 erldutert.
In Anlehnung an Ghanem und Spanos [1991], Keese [2004] und Blatman [2009]
kann die PC Entwicklung folgendermafien geschrieben werden,
M(X(0) =) M;®;(0). (8.14)
i=0
Die orthogonalen Polynome ®; werden so definiert, dass sie eine Basis fiir den
Hilbert-Raum bilden,

EB@ =8=/L*Q, F, P;R). (8.15)
1=0

Die so definierte Basis soll ebenfalls fiir die gemeinsame Wahrscheinlichkeits-
dichte der Zufallsvariablen gelten. Anhand der Gleichung 8.14 ist zu erkennen,
dass die Reihenentwicklung fiir die Funktion M (X)) aus einer unendlichen Sum-
me besteht. Aus diesen Sachverhalt wird deutlich, dass aus praktischer Sicht
die Reihenentwicklung nach einen geeigneten Glied abgebrochen wird. Somit
kann fiir die Gleichung 8.14 unter Einbeziehung der Beschrankung folgender
Ausdruck fomuliert werden,

P-1
M(X(0) = > M@i(0), (8.16)



126

8.2. DAs PoryNoMIAL CHAOS

mit der Anzahl der Polynome P, die der Dimension der PC-Basis entsprechen
und

P, e S (8.17)

Die Diskretisierung des stochastischen Raumes muss so erfolgen, dass der Zu-
sammenhang ST C S gilt. In der Versffentlichung von Soize und Ghanem [2004]
konnte gezeigt werden, dass die Reihenentwicklung bzgl. der £? konvergiert,

2

Jim MO0 =3 Mo =
i=0 . c2 ; (8.18)

Traditionell erfolgte die PC Entwicklung der standardnormalverteilten Zufalls-
variablen mit Hermiten Polynomen, Wiener [1938], Ghanem und Spanos [1991],
Blatman [2009] und Maitre und Knio [2010]. Da stochastische Prozesse nicht
ausschliefslich mit standardnormalverteilten Zufallsvariablen beschrieben wer-
den konnen, wurde die PC Entwicklung um weitere Verteilungen der Zufalls-
variablen ergénzt. Die dazugehorigen Polynome konnen den Asky-Schema ent-
nommen werden, was im Kapitel 8.2.4 vorgestellt wird. Im Rahmen dieser
Arbeit werden ausschlieflich Hermite Polynome verwendet.

8.2.1. Grundlagen

Die Entwicklung der Zufallsvariable X mittels des Polynomial Chaos kann nach
Maitre und Knio [2010], Xiu und Karniadakis [2002] und Ghanem und Spanos
[1991] allgemein durch

X(0) = Koo + 3 K1 (64 (0))

i1=1

+ Z Z X¢1¢2‘i)2(§i1 (9)7&2 (9))

i1=1ig=1

2 (8.19)

+ Z ST Kty ®s(&i, (0), €, (081, (0))

i1=11ip=143=1

i1 i i3

+ Z > Z Xiyininia ®a(Ei, (0), €1y (0)Ei5 (0)€:, (6))

11=11ip=143=1144=1
+ ..,

beschrieben werden. Durch eine eindeutige Beziehung zwischen ®() und ()
kann die Entwicklung der Zufallsvariable X in Gleichung 8.19 nach Maitre
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und Knio [2010] in einem kompakteren Ausdruck iberfiihrt werden

X(0) = X, Wi(£(6)), (8.20)
=1
mit den Zufallsvariablen & = [¢1,&2,...]7, den orthogonalen Polynomen W¥;

und den deterministischen PC-Koeffizienten X;. Die vereinfachte Darstellung
der PC Entwicklung in Gleichung 8.20 kann vorgenommen werden, wenn die
Zufallsvariablen & unabhingig und standardnormalverteilt sind. Dieses ist ge-
wihrleistet, wenn der Wahrscheinlichkeitsraum S” fiir die Polynome ®; ein
Unterraum des Wiener Polynomial Chaos ist, Keese [2004]. Werden die Poly-
nome ®; nicht so gewihlt, dass die Zufallsvariablen £ unabhiingig und stan-
dardnormalverteilt sind, ist der Wahrscheinlichkeitsraum ein Unterraum des
generalisierten Polynomial Chaos, Xiu und Karniadakis [2003].

Um die Reihenentwicklung fiir X () in Gleichung 8.20 praktisch nutzen zu kon-
nen, wird die Reihenentwicklung auf P — 1 Terme beschrénkt. Die Dimension
der PC-Basis ergibt sich zu,

P= Z <M +Z_i - 1) : (8.21)

=1

mit der gewdhlten Ordnung r und der Dimension M. In der Tabelle 8.1 sind fiir
ausgewéhlte Dimensionen M und PC-Ordnungen r die daraus resultierenden
Dimensionen der PC-Basis dargestellt. Welche Herausforderung sich aus den
gewahlten Dimensionen M und PC-Ordnungen r ergeben wird in den folgenden
Kapiteln erldutert.

Mit Hilfe der Dimensionen der PC-Basis kann die Reihenentwicklung fiir X (6)
durch

X(0) = ZXNIH(E(Q)) (8.22)

approximiert werden.

M 2 3 6
2| 3 4 | 1| 2 3 4 | 1| 2 3 4
P |36 |10 |15 |4 |10 |20 |35 | 7|28 |84 | 210

<
[

Tabelle 8.1.: Dimension der PC-Basis P in Abhingigkeit von der Dimension
M und der PC-Ordnung r, nach Maitre und Knio [2010].
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8.2.2. Stochastische Momente

Der erste deterministische PC Koeffizient beschreibt das erste stochastische
Moment, somit ergibt sich fiir den Erwartungswert folgender Ausdruck, nach
Sudret et al. [2012],

(X) = X,. (8.23)

Aus diesem Zusammenhang lasst sich ableiten, dass alle weiteren determinis-
tischen PC-Koeffizienten die Schwankungen um den Erwartungswert beschrei-
ben. Sudret et al. [2012] gibt fiir das zweite, dritte und vierte stochastische
Moment folgende Beziehungen an,

(X%) = > K2(w)

P P P

<X3> = ZZZd'ijinXh mit dijie = (¥ V;¥y), (8.24)
i=2 j=2 k=2
P P P P

(X% = ZZZZdWXinXkXZ, mit dijr = (U005 0,).

[V

-
I
N
<.
Il
¥
I
Il
N

8.2.3. Fehlerschdtzer

In diesem Kapitel wird ein grober Uberblick iiber das Themengebiet der Fehler-
schétzer fiir das PC gegeben. Fiir weitere Informationen wird auf die Arbeiten
von Xiu und Karniadakis [2003], Sudret et al. [2012], Wan und Karniadakis
[2006] und Keese [2004] verwiesen.
Um die Giite der PC Entwicklung abschitzen zu kénnen, schlagen Sudret et al.
[2012] zwei Fehlerschitzer vor. Der erste Fehlerschitzer basiert auf dem Ansatz
der kleinsten Fehlerquadrate,
(X = X(9)?)

€1 = <X2> s (825)
mit der Zufallsvariablen X. Setzt man in die Gleichung die Approxmation der
Polynomial Chaos Entwicklung aus Gleichung 8.22 ein, erhélt man

((x -5 Swieon)’)
x7) |

(8.26)

€1 =

Durch einige Umformungen, siehe Sudret et al. [2012], ergibt sich der Ausdruck
in Gleichung 8.26 zu

P
1 o
€1 :1—WZX§J!. (8.27)
j=2
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Der zweite Fehlerschitzer ist der sogenannte CDF Fehlerschétzer und ist defi-
niert als

€2 = sup |Fx () = Fy ()], (8.28)

mit dem Ausdruck Fx(z), der die bekannten Grofen beschreibt und Fy (),
wird durch die isoprobabilistic Transformation Fy(x) = ®(£) berechnet. Ein
Vergleich dieser beiden Fehlerschitzer ist in Sudret et al. [2012] dargestellt.

8.2.4. Wahl der orthogonalen Polynome &,

Mit Hilfe des Askey Schemas, vergleiche Schoutens [2012], Beck et al. [2012],
Koekoek et al. [2010], Temme und Lapez [2001], Ferreira et al. [2003] und
Xiu und Karniadakis [2002], konnen fiir eine Verteilung die zugrunde gelegten
Zufallsvariablen die optimalen orthogonalen Polynome gefunden werden. Mit
Hilfe der Familie der hypergeometrischen orthogonalen Polynome erfolgt die
Entwicklung des PCs. Eine Teilmenge dieser hypergeometrischen orthogonalen
Polynome sind die Hermite Polynome, mit denen sich das homogene Wiener
Chaos entwickeln l4sst, sieche Wiener [1938]. Welche Basis sich fiir welche Vertei-
lung eignet, hingt von der Orthogonalitit bzw. von den Wichtungsfunktionen
ab. Diese entsprechen der Wahrscheinlichkeitsdichte und kénnen nach Ghanem
und Spanos [1991]; Sudret und Kiureghian [2000] und Xiu und Karniadakis
[2002] durch den folgenden Zusammenhang,

(W3 W) = /Wi(ﬁ)‘l’j(ﬁ)fsdé
r (8.29)
= (¥7)di5,
ausgedriickt werden. Das Askey Schema fiir bestimmte Verteilungen ist in Ta-

belle 8.2 dargestellt.

Wie schon erwiahnt, werden im Rahmen dieser Arbeit nur standardnormalver-
teilte Zufallsvariablen vorausgesetzt, daher kénnen Hermite Polynome fiir die
Reihenentwicklung der Zufallsvariablen genutzt werden (siehe Tabelle 8.2). Da-
durch kann die Gleichung 8.22 folgendermafien ausgedriickt werden

X(0) = Zfﬁ'\l’i(ﬁ(@)

= Xi5i(e) (8:30)
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Verteilung von &; Polynome ®; Trager I'
Standardnormal Hermite (=00, 00)
Gamma Laguerre [0, 00)
Stetig Gamma Laguerre (gen.) [0, 00)
Beta Jacobi [a, b]
Uniform Legendre [a, b]
Possion Charlier {0,1,2,...}
. Binomial Krawtchouk 0,1,2,.... N
Diskret | \ogative Binomial Meixner { {0,1,2,..} J
Hypergeometric Hahn {0,1,2,..., N}

Tabelle 8.2.: Askey Schema nach Xiu und Karniadakis [2002]

Wie die eindimensionalen Hermite Polynome h und die multidimensionalen
Hermite Polynome $ definiert sind, kann dem Anhang C.1 entnommen werden.

8.2.5. Bestimmung der PC-Basis

Die multidimensionale Basis kann mittels des Produktes aus eindimensionalen
Basen bestimmt werden,

M
Uy = H Yai(&i),

i=1

(8.31)

da die Zufallsvariablen £ innerhalb des PCs stochastisch unabhéngig sind. In
den Arbeiten von Maitre und Knio [2010] und Sudret et al. [2012] sind Verfah-
ren dargestellt, um die Integer-Folgen bzw. die Multi-Indexe a; zu berechnen.
Mit Hilfe der Verfahren kénnen die multidimensionalen Hermite Polynome W;
deren Grad nicht grofer als die gewdhlte Ordnung r ist, bestimmt werden.
Dadurch kann man die multidimensionalen Hermite Polynome ¥; unter Ein-
beziehung des Multi-Index & = (a1, ... anr) mit M Integern bestimmt werden.
Somit kann die Gleichung 8.31 folgendermafsen ausgedriickt werden,

M
U, = Vo =[] bail&), (8.32)
i=1

mit der Bedingung, dass o > 0 gilt. Die Arbeiten von Sudret und Kiureghian
[2000] und Sudret et al. [2012] stellen dieses anhand des Urnenproblems dar,
was diesen Sachverhalt anschaulich macht. Dem Anhang C.3 konnen eine
Auswahl von ein- bis vierdimensionale PC Basen entnommen werden. Die
Abbildung 8.3 zeigt die ersten sieben Hermite Polynome beo, ..., hes, deren
Definition kann der Gleichung C.5 im Anhang C.1 entnommen werden.

In der Abbildung 8.3 ist das zweidimensionale Hermite Chaos fiir die Ordnung
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Abbildung 8.2.: Eindimensionale Hermite Polynome

0, 1 und 2 dargestellt, die Beziehungen kénnen der Tabelle C.2 im Anhang
C.3 entnommen werden.

Eine ausfiihrliche Darstellung des Themengebietes kann der Literatur Ghanem
und Spanos [1991], Sudret und Kiureghian [2000], Blatman [2009] und Sudret
et al. [2012], entnommen werden.

8.2.6. Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten mittels der
Projektionsmethode

Fiir die Berechnung der deterministischen PC Koeffizienten X, schlagen Puig
et al. [2002], Xiu und Karniadakis [2002], Field und Grigoriu [2004], Maitre
und Knio [2010] und Sudret et al. [2012] die Projektionsmethode vor. Die
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Abbildung 8.3.: Zweidimensionales Hermite Chaos fiir  verschiedene
Ordnungen
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Entwicklung der Zufallsvariablen X mit den Polynomial Chaos erfolgt mit

X = Zszz(g) (8.33)

Unter Betrachtung der PDF fx und der Orthogonalititsbedingung aus Glei-
chung 8.29 folgt nach Sudret et al. [2012] fiir M = 1 die folgende Beziehung

(X i) = Xi (Wi (€)

N 8.34
= X, ( )

Unter Einbeziehung der Transformation in den Standard-Normalraum X —
& : Fx(X) = Fe(€), was der Rosenblatttransformation (siehe Kapitel 7.6)
entspricht, ergibt sich fiir die Zufallsvariable X die folgende Beziehung

Xi(§) = Fx'(Fe(€)). (8.35)

Formt man die Gleichung 8.34 nach den deterministischen PC Koeffizienten
X; um und setzt die Beziehung aus Gleichung 8.35 in die Gleichungen, kann
die Gleichung 8.34 folgendermafsen ausgedriickt werden,

%= S (F5 (Fe©) vi(©)), (5.30)

mit der standardnormal CDF F¢. Wendet man nun auf die Gleichung 8.36 die
Definition des Erwartungswertes (sieche Gleichung 8.26) an, kann die Gleichung
wie folgt umgeformt werden,

“+oo

K= [ B @) w0 £ (0. (8:37)

—o0

In Sudret et al. [2012] findet man fiir die Normalverteilung A (u, o), die loga-
rithmische Normalverteilung LN (), ¢) und die gleichmiRige Verteilung U [a, b]
die analytischen Losungen fiir die Gleichung 8.37,

X=N(wo): Xo=p, X1 =0, X; =0 fir i>2

B _ A__gi 1 5 .
X:[,J\/'(,u,a).Xz—FEXP {M‘*‘gU} fir >0 (8.38)

. a+bd B (=D)'(b—a)
X =Ula,b]: Xo= Xoi =0, Xoij1 = 5=
[,8] : Xo = ——=, X2 2T i mil(2i 1 1)
Es sei angemerkt, dass in den Gleichungen der Index ¢ bei 0 beginnt. In
den Arbeiten von Sudret und Berveiller [2003] und Sudret et al. [2012]
wird vorgeschlagen, dass fiir andere Verteilungen die Integration der Glei-
chung 8.37 mit dem Gaufi-Legendre-Verfahren (siehe Kapitel 3.3.3) moglich ist.
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Die Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten G, fiir die gegebene
Funktion G(X) erfolgt analog zur Bestimmung des deterministischen PC Ko-
effizienten fiir die Zufallsvariable X. Somit kann fiir den deterministischen PC
Koeffizienten G; die Gleichung 8.37 wie folgt angegeben werden

Gi=y [ 6 (B ) wilo) Sty (8.39)

8.2.7. Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten mittels der
Kollokationsmethode

Eine andere Methode zur Berechnung der deterministischen PC Koeffizienten
Xi ist die Kollokationsmethode. Die Kollokatinsmethode wurde in zahlreichen
Arbeiten, wie z.B. Debusschere et al. [2004], Berveiller et al. [2006], Sudret
et al. [2012] und Kewlani et al. [2012] zur Bestimmung der deterministischen
PC Koeffizienten Xl verwendet. Die Kollokationsmethode basiert darauf, dass
mittels der kleinsten Fehlerquadratmethode der Fehler zwischen der Input Va-
riable X und der korrespondierenden PC Darstellung X minimiert werden soll.

Ausgangspunkt fiir die Bestimmung der deterministischen PC Koeffizienten X;
bilden die Gleichungen 8.33 und 8.35 mit der eine beliebige Anzahl an Input
Variablen X = (X, ..., X») generiert worden sind. Der Index n beschreibt da-
bei die Anzahl der Realisierungen. Es sei angemerkt, dass in dieser Darstellung
der Methode die Dimension M = 1 betrdgt, dadurch konnen fiir die Beschrei-
bung der orthogonalen Polynome ; die eindimensionalen Hermite Polynome
b herangezogen werden. Wird hingegen die Basis v; durch die Basis ¥; ersetzt,
konnen mit den gezeigten Gleichungen die Koeffizienten fiir die multidimen-
sionale PC Entwicklung bestimmt werden. Wendet man nun die Methode der
kleinsten Fehlerquadratmethode an, ergibt sich die folgende Beziehung

n n

AX =3 (Xm—Xp)' =Y. (Xm - ZX]-% (&m)) : (8.40)

=1 i=1

Die P Gleichungen fiir die unbekannten X; kénnen in das folgende lineare
Gleichungssystem iiberfithrt werden, Berveiller et al. [2006] und Sudret et al.
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[2012],
S UiEolaEn) - vilE)vr(En)
ﬁfw @@»wa&@) iﬁwP@@»wP@@»
= =t (8.41)
be Z; Xy (&)
Xp é X ve(&w))

Es ist zu erkennen, dass die Matrix nicht von den Input Variablen, sondern
nur von den jeweiligen Realisierungen der Standardnormalverteilung der &’s,
abhidngt. Aus numerischer Sicht hat das den Vorteil, dass die Matrix nur
einmal assembliert werden muss und in bereits faktorisierter Form fiir die
weiteren Rechnungen verwendet werden kann.

Nach Sudret et al. [2012] konnen die Realisierungen &;y mit Hilfe von
Zufallszahlengeneratoren erzeugt werden.

Fiir eine gegebene Funktion G(X) kénnen die deterministischen PC Koeffizi-
enten G; bestimmt werden, in dem man die Gleichung 8.40 folgendermafien
umformuliert,

n P 2
AG = Z (X)) G(i))2 _Z( (X)) Z ¥ () ) . (8.42)

i=1

In Analogie zur Gleichung 8.41 ldsst sich das lineare Gleichungssystem zur
Bestimmung der unbekannten G; formulieren

éw@mw@m . ém@MW@m
Zn: Yp (5@))?/11(&1)) Xn: Yp(&a)Yr(&w))

i=1

.

(8.43)
G(X (5)¥1(&w))

1

s
1

ED>
. Il
= =

Q
]
M:

G(X @))vr(w))

<
Il
-
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8.3. Stochastische Finite Elemente Methode

In diesem Kapitel werden die Erweiterung der klassischen Finite Elemente Me-
thode zur stochastischen Finite Elemente Methode (SFEM) beschrieben. Die
SFEM wurde bereits in zahlreichen Verdffentlichungen vorgestellt, wie z. B.
Ghanem und Spanos [1991], Sudret und Kiureghian [2000], Sudret und Berveil-
ler [2003], Matthies und Keese [2005], Blatman [2009], Maitre und Knio [2010],
Sudret et al. [2012], Jablonski [2014] und Fink [2015].

8.3.1. Stochastische Materialgleichung

Die Uberfilhrung der deterministischen Materialgleichungen (siehe Kapitel
5.8.4 und 5.8.5) in die stochastischen Materialgleichungen soll in diesem Kapitel
erldutert werden. Das allgemeine Vorgehen soll anhand der linearen Elastizitét
gezeigt werden.

e Formulierung der linearen Elastizitit mittels stochastischer Ma-
terialparameter

Unter der Annahme, dass der Elastizitdtsmodul F und die Querkontrakti-
on v stochastisch verteilt sind und mit dem Polynomial Chaos entwickelt
wurden, kdnnen die Grofien mittels der Gleichung 8.22 durch

P
E(0) =) EiVi(€),
=t (8.44)

(8.45)

Fiir die Berechnung dieser Grofien werden iterative Verfahren benotigt,
was verdeutlicht, dass die Verwendung von stochastischen Materialpara-
metern hohe Anforderung an den Anwender hinschlich der numerischen
Methoden stellt. In der Arbeit von Debusschere et al. [2004] werden die
h&ufigsten Rechenoperationen fiir die Polynomial Chaos Entwicklung vor-
gestellt. Setzt man die Gleichung 8.45 in die Gleichung 2.76 ein, erhélt
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man die Polynomial Chaos entwickelte Form der stochastischen Materi-
altangente

P

CHO) =D mVi(E)1@1+2 Y 4ir, Vi(&)P. (8.46)

i=1 i=1

Lost man das System aus Kapitel 8.3.2 mit der vorgestellten Materialtan-
gente unter Einbeziehung des Kapitels 8.3.3, erhdlt man das Polynomial
Chaos entwickelte Verschiebungsfeld in der Form

u(0) = a;Vi(€). (8.47)

e Bestimmen der Materialgleichungen

Wie in Abschnitt 6.4 gezeigt, ist das Kriechverhalten des vorgestellten
Materialmodells beziiglich der drei Materialparameter, Fw, v und D be-
sonders sensitiv. Aus diesem Grund werden im Weiteren diese Material-
parameter als stochastische Variablen formuliert. Unter Verwendung der
Gleichung 8.22 folgt deren PC-Approximation

v(0) = 0:Wi(€), (8.48)

Unter Einbeziehung der Gleichung 8.48 kann der deviatorische Anteil des
Spannungstensors 5.59 durch

P P

P
n+15’k _ z :n+1&§85t\1/7; _ 2 : 2 :Cijkn+1Din+l&§'ESt — .
i=1 i=1 j=1
(8.49)
P
dt
=1

P
n+l 5 n+l2
i=1 j=1
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ausgedriickt werden, mit

112 test U 112
et 225 DijiiYooi i ; "7 €k F ...

m=1 \i=1 j=1 i=1 j=1
(8.50)
nt1f —dt\ — n+in 1 —exp (%ﬁ)
h z=exp<7i); R i 05 + —

und den Tensoren dritter Stufe C;j, und vierter Stufe D;jx;, die nach
Debusschere et al. [2004] folgendermafen

U, U, U
Cijk = (2 2y Te) <‘1,]2> )
4§ (8.51)
Do — (U, U5 Uy )
N (o)

definiert sind. Durch analoges Vorgehen ergibt sich der volumetrische
Anteil des Spannungstensors 5.62 zu

P
1 svol 15 1z vol
gl = ("* Rvot; — "TI4Y0 ) v, (8.52)
=1
Werden in der Gleichung 5.71 die deterministischen Grofen "'e, " !5V
und "*'& durch die stochastischen Grofen "T'é;, "t167° und "*le;

ersetzt, ergibt sich fiir die Materialtangente der folgende Ausdruck,

8n+1(}yol 8n+1 =

— Q1+

nip O O Jd "o
1 ~ ~
ontlg,; ontlg;’

(8.53)
unter Verwendung der deterministischen Ableitungen, aus Kapitel 5.8.5
und 5.9 und einen Operatorsplit in einem deterministen und einem
stochastischen Anteil. Die Ableitung der Terme erfolgt unter Einhal-
tung der Rechenvorschriften aus Debusschere et al. [2004]. Die PC-
Materialtangente ergibt sich durch das Zusammenfiihren der einzelnen
Anteile zu

) = MG (8). (8.54)

Die einzelnen Anteile der PC Materialtangente werden in die Gleichung
8.59 eingebettet.
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8.3.2. PC-SFEM Gleichungssystem

Geht man von dem deterministischen Gleichungssystem der FEM 3.8 fiir ein
nicht lineares Materialverhalten aus und driickt es in der Form

KAu — fezt o fint (855)

aus, ergibt sich fiir das Gleichungssystem unter Beriicksichtigung von unsiche-
ren Materialparametern ein Gleichungsystem der Form

K (0)Au(8) = £(6) — £(0). (8.56)
Fiir den deterministischen Fall wird die Gesamtsteifigkeitsmatrix
K=PK* :@// B'CB dxdydz. (8.57)
el A i

aus den Elementsteifigkeitsmatrizen K¢ assembliert. Setzt man nun die PC
Entwicklung in die Gleichung 3.23 ein, ergeben sich P Elementsteifigkeitsma-
trizen und die Gleichung 3.23 ergibt sich zu

P P
0)=> KiU,(¢) = BTC,BY,(¢) dxdydz. (8.58)

Die B-Matrix B setzt sich in diesem Fall wie im deterministischen Fall zusam-
men, da in dieser Arbeit die Geometrie keine Unsicherheiten beinhaltet (siehe
Gleichung 3.19). Wie sich die B-Matrix bei unsicheren Geometrien zusammen-
setzt, kann z.B. bei Tootkaboni et al. [2009] entnommen werden. Fiigt man
diesen Ansatz in die Gleichung 8.57 ein, konnen die P Gesamtsteifigkeitsmatri-
zen

K, =K = /// BTC;B dzdydz (8.59)
D -D ) Lo

durch die P Elementsteifigkeitsmatrizen K§ assembliert werden. Daraus folgt
fiir die Gleichung 8.56 der Ausdruck

P P

P P
DK (8 Ad,, Z PO ( Z P ( (8.60)
i=1 j=1

Mit Hilfe des beschriebenen stochastischen Galerkin Verfahrens kénnen die
Koeffizienten Aw bis At p bestimmt werden. Nach Ghanem und Spanos [1991]
fordert das Verfahren die Orthogonalitét der Gleichung 8.60 zu den Funktionen
U, (&) in Abhéngigkeit zum Erwartungswert, mit dem Index k = 1, ..., P. Somit
ergibt sich fiir die Gleichung 8.60 der folgende Ausdruck

P P P P
(0T Ki: Y A 05) = (U <Z P — Zﬁ’”%)% (8.61)
i=1 j=1

Jj=1 Jj=1
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wobei der Ubersicht halber auf die Abhingigkeit der PC Basis ¥ von den Zu-
fallsvariablen & verzichtet wurde. Wendet man den Erwartungswertoperator
nur auf die multidimensionalen Hermite Polynome ¥ an, die die Standardnor-
malverteilung enthilt, kann die Gleichung 8.61 unter Anwendung der Ortho-
gonalitdtsbedingung und einigen Umformungen folgendermafien ausgedriickt
werden,

ZZd”kK Ad; = (UR)PE™ — (U3)#i (8.62)

i=1 j=1

mit der Funktion d;j,. Dieses wird mdglich, da die Koeffizientenmatrizen K,
konstant sind. Fiir die Funktion d;;, gibt es eine analytische Losung, wie diese
sich aus dem Erwartungswert dreier multidimensionalen Hermite Polynome ¥
zusammensetzt ist im Anhang C.2 erliutert. Nach Sudret et al. [2012] ergibt
sich das folgende lineare Gleichungssystem

~ ~ . - int
K11 KLP Aul T‘?I T‘in
= | =1 :1, (8.63)
> > -~ ~ext ~int
pr() oo KP,P Aup Tp Tp
—_—— —
Kim wm tm

mit den Funktionen K]k = Z d”kK“ FE7 = (U2)p2 und 7 = (U370

Die Steifigkeitsmatrix im determlmstlschen Fall hat die Dimension (Npodes
Naof) X (Nnodes - Ndoy), die einzelnen Matrizen K]k haben ebenfalls die Dimen-
sion fiir den deterministischen Fall. Somit ergibt sich fiir die PC Steifigkeitsma-
trix die Dimension (Npodes * Naof * P) X (Nnodes * Naoy - P). In der Abbildung
8.4 sind einige Strukturen der PC Steifigkeitsmatrix dargestellt, fiir ein rotati-
onssymmetrisches Modell, dass mit 4 Knoten Scheibenelementen diskretisiert
wurden ist. Die Abbildung 8.4 a zeigt die Besetzung der deterministischen Stei-
figkeitsmatrix und stellt somit das Referenzgleichungssystem dar. Vergleicht
man die Abbildungen miteinander, wird ersichtlich, dass die Dimension des zu
16senden Gleichungssystem pro Zunahme der Dimension der PC Basis zunimmt.
Die Abkiirzung nz in der Abbildung 8.4 steht fiir Elemente die ungleich null
sind. Aus diesem Sachverhalt wird ersichtlich, dass der Rechenaufwand stark
von der Dimension der PC Basis abhéngt. Fiir das daraus resultierende Glei-
chungssystem werden spezielle Losungsverfahren benétigt, die etabliertesten
Losungsverfahren werden im nachfolgenden Kapitel besprochen und im Kapi-
tel 9 wird noch ein Ausblick gegeben, welche neuartigen Losungsverfahren zur
Zeit Forschungsgegenstand sind.
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Abbildung 8.4.: Struktur der PC Steifigkeitsmatrix

8.3.3. Methoden zum Lésen des SFEM Gleichungssystems

e Direkter Loser

Im Rahmen dieser Arbeit wurde zum Losen des Gleichungssystems 8.63
der ,Backslash Solver von MATLAB [2015] verwendet, dieser Solver gehort
in die Klasse der direkten Gleichungsloser. Da die Steifigkeitsmatrix in
Gleichung 8.63 eine positiv definierte (Npodes  Naof: P) X (Nnodes* Ndof - P)
Matrix ist, kann diese mit der Cholesky-Zerlegung gelost werde. Ein er-
heblicher Nachteil dieser Losungsmethode ist es, dass die Struktur der
Matrix £, nicht beriicksichtigt wird. Das fiithrt dazu, dass das gesamte
Gleichungssystem 8.63 vollstdndig assembliert und gelost werden muss.
Da dieser Solver der Klasse der direkten Loser angehort, muss das Glei-

141



142

8.3. STOCHASTISCHE FINITE ELEMENTE METHODE

chungssystem nur einmalig gelost werden. Der Vorteil des einmaligen
Losens des Gleichungssystems kann bei sehr grofen Systemen Probleme
hervorrufen, da fiir die Zerlegung die ganze Matrix R, vorgehalten wer-
den muss. Dieses kann dazu fiithren, dass der Speicher nicht ausreicht,
was bei deterministischen Systemen aufgrund der heutigen Rechentech-
nik vernachléssigbar klein ist. Bei stochastischen Systemen ist dieses Pro-
blem der Speicherauslastung weiterhin présent. Die ansteigende Rechen-
zeit beim Losen grofier Systeme, ist jedoch in Hinsicht der Rechenkosten
fiir deterministische und stochastische Systeme nicht vernachléssigbar.
Aufgrund seiner Einfachheit ist der ,Backslash Solver“ ein sehr verbreite-
ter Loser fiir kleine und mittlere Gleichungssysteme.

Gauss-Seidel PC Loser

Liegt eine Struktur des zu l6sendem Gleichungssystems 8.63 wie in Sudret
et al. [2012], Jablonski [2014] und Fink [2015] gezeigt vor, kann das zu
16sende Gleichungssystem mit dem Gauss-Seidel PC Loser gelost werden.
Dieser hat den Vorteil gegeniiber dem direkten Loser, dass beim itera-
tiven Solver die Struktur des Gleichungssystems ausgenutzt wird. Eine
Gegeniiberstellung der direkten und iterativen Solvern, kann der Litera-
tur Saad [2003], Young [2003], Gould et al. [2007] und Meister [2014] ent-
nommen werden. Fiir ndhere Informationen iiber die Struktur und das
Konvergenzverhalten des Gauss-Seidel PC Losers wird auf Rheinboldt
[1998], Meister [2014] und Jablonski [2014] verwiesen. Dieser Loser stellt
nicht den aktuellen Stand der Forschung dar, kann aber aufgrund seiner
Etabliertheit in klassischen FEM-Programmen einfach um die SFEM er-
weitert werden.

Parallelisierung PC-SFEM Gleichungssystem

Die klassischen Solver kénnen bei hoch dimensionalen Problemen an ihre
Grenzen stofen, da aufgrund der Grofe des zu losenden Gleichungssys-
tems (Nnodes - Naof * P) X (Nnodes - Naos - P) (siehe Gleichung 8.63) die
Rechenkosten den Mehrwert durch den hoheren Grad an Informationen
iibersteigen.

Um die Rechenkosten zu minimieren, die Effizienz des jeweiligen Solvers
zu verbessern und die eingesetzte Rechentechnik optimaler auszunutzen
schlagt Lee [2016] die Parallelisierung des zu l6senden Gleichungssystems
vor.

Zur Einarbeitung in das Themengebiet der Parallelisierung von Glei-
chungssystemen wird auf Schwarz und Kockler [2011], Schwandt [2013]
und Hackbusch [2013] verwiesen. Nach Schwandt [2013] miissen die zu 16-
senden Gleichungssysteme folgende grundlegende Regeln aufweisen: Zum
einen die Aufteilung des gesamten Gleichungssystems in einzelne ausfiihr-
bare Teilgleichungssysteme. Das beruht darauf, dass die Teilgleichungs-
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systeme Unabhidngig von einander sind. Daraus kann man ableiten, dass
diese sich nicht gegenseitig beeinflussen diirfen und dass nicht die Lésung
eines Teilgleichungssystems nicht fiir die Losung eines anderen Teilglei-
chungssystems bendtigt wird. Diese Unabhéngigkeit der Teilgleichungs-
systeme konnte in Lee [2016] nur fiir lineare PC-SFEM Gleichungssystem
gezeigt werden.

e Monte Carlo Simulation in Verbindung mit Model Reduktions
Techniken

Bei hoch dimensionalen Systemen kann die SFEM Steifigkeitsma-
trix (sieche Gleichung 8.63) Dimensionen annehmen, die die heutige
Speichertechnik nicht verarbeiten kann, des Weiteren kénnen die Diffe-
rentialgleichungen, die das Materialverhalten beschreiben Komponenten
beinhalten, die zu Problemen bei Losen fiihren kénnen, z.B. die Fliefs-
normale und das Eigenwertproblem eines Tensors zweiter Stufe (siehe
Kapitel 9.2.4).

Die Monte Carlo Simulation zeichnet sich dadurch aus, dass sie leicht zu
implementieren ist und das sie in den meisten Fillen konvergiert. Fiir die
theoretischen Grundlagen dieser Methode wird auf Ghanem und Spanos
[1991], Maitre und Knio [2010], Binder und Heermann [2013] verwiesen.
Im Kapitel 9.2.3 ist ein Vergleich der Polynomial Chaos Simulation
mit der Mounte Carlo Simulation gezeigt. Anhand dieses Kapitels wird
der Nachteil der Monte Carlo Simulation gegeniiber der PC Simulation
sichtbar, der sich in der deutlich hdheren Simulationszeit zeigt. Um
diesen Nachteil der héheren Simulationszeit zu kompensieren, schliagt
Vidal-Codina et al. [2016] die Monte Carlo Simulation in Verbindung
mit der Model Reduktions Technik vor. Diese Methode bietet sich an,
da das deterministische Gleichungssystem n-mal gelost werden muss.
Die Methode beruht darauf, dass nach dem erstmaligen Losen das
Gleichungssystem reduziert wird und anschiefend mit einem reduzier-
ten Gleichungssystem weiter gerechnet wird. Fiir eine weiterfithrende
Beschiftigung auf dem Themengebiet der Model order reduction wird
auf Schilders et al. [2008] und Qu [2013] verwiesen.

¢ MINRES-Verfahren

In den Arbeiten von Keese et al. [2003], Matthies und Keese [2005],
Ullmann et al. [2012] und Onwunta [2016] wird vorgeschlagen, dass
das SFEM Gleichungssystem mit einem Solver zu l6sen der auf dem
MINRES-Verfahren basiert, was ein Krylow-Unterraum-Verfahren zur
iterativen Losung symmetrischer linearer Gleichungssysteme darstellt.
Fiir die Grundlagen dieser Methode wird auf Gross und Reusken [2011]
verwiesen.
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9. Numerische Beanspruchungsanalyse bei
zufallsverteilten Materialparametern

Das Kapitel stellt eine Erweiterung des Kapitels 6 und der vorgestellten Ma-
terialgleichung aus Kapitel 5.2 um zufallsverteilte Materialparameter dar. Im
Kapitel 9.1 wird aus der Verteilung der Verformung, die durch die experimen-
tellen Daten gegeben ist, auf die Verteilung der Input Gréfen geschlossen. Die
Ergebnisse der numerischen Beanspruchungsanalysen der Langzeitkriechversu-
che werden in Kapitel 9.2 gezeigt. Im Kapitel 9.3 werden die Ergebnisse der nu-
merischen Beanspruchungsanalyse der Untertagestruktur, mit unsicheren Ma-
terialparametern vorgestellt.

9.1. Verteilung der Materialparameter

Aufgrund der beschrinkten Anzahl der Langzeitkriechversuche (siehe Abbil-
dung 4.4), kann keine genaue Aussage iiber die stochastische Verteilung der
Verformung von Salzgestein gegeben werden. Da viele Prozesse in den Natur-
und den Ingenieurwissenschaften sich durch eine Normalverteilung N beschrei-
ben lassen, wird ebenfalls angenommen, dass diese auch fiir die Verformung
von Salzgestein gilt. Durch diese Annahme lasst sich die Verteilung

fX(u):T\l/%eXp (f% (“;“”)2), (9.1)

durch die Parameter p und o beschreiben. In der Abbildung 9.1 ist die Vertei-
lung der Langzeitkriechversuche 0414: und N2/i dargestellt. Fiir die Berech-
nung miissen weitere Annahmen getroffen werden. Die erste Annahme ist, dass
mit einer Wahrscheinlichkeit von 80% die berechneten Verformungen innerhalb
der lavendelfarbigen Linie bzw. schwarzen Linie, welche die obere Grenze dar-
stellt, und der schwarzen Linie bzw. roten Linie, welche die untere Grenze
darstellt, liegt. Das Intervall ldsst sich auch durch p, + 1.2810, ausdriicken.
Dieses ist in der Abbildung 9.1 durch den griin hinterlegten Bereich visualisiert.
Daraus lésst sich ableiten, dass der Mittelwert u, der Verformung nach 300
Tagen rund den Wert 0.4755 % annimmt. Fiir die Standardabweichung o, wur-
de der Wert 0.08495 % ermittelt, was einer Standardabweichung von 17.867 %
vom Mittelwert entspricht. Die nachfolgenden Kapitel stellen die Verteilung
der stochastisch verteilten Materialparameter aus 6.4 dar. Die Mittelwerte er-
geben sich aus den numerischen Experimenten aus Kapitel 6.2 und 6.3 und
durch einige Anpassungen an die stochastische Berechnung.
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Abbildung 9.1.: Uniaxialer Kriechversuch an Asse-Speisesalz mit einer ange-
nommenen Gauf-Verteilung der Verschiebung: Die gemesse-
ne Verformung der Priifkdrper weist die natiirliche Bandbrei-
te des Kriechverhaltens von Steinsalz auf, nach Hunsche und
BGR [1996].
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9.1.1. Parameterstudie Standardabweichung

Die ,rote Linie“ in der Abbildung 9.2 zeigt die angenommene Gauk-Verteilung
der Verformung bei 300 Tagen der Langzeitkriechversuche 0414i aus Kapitel
9.1. Die Wahl, die Verteilung bei 300 Tagen zu vergleichen beruht darauf, dass
das Material sich noch in der I Kriechphase befindet, da alle unsicheren Para-
meter hauptsichlich Einfluss auf das primére Kriechen haben und nur sekundér
Einfluss auf die 17 und I1I Kriechphase nehmen (siehe Kapitel 6.4). Des wei-
teren stellt diese Annahme eine vertretbare Annahme dar, dass die berechnete
Verteilung der Verformung bei 300 Tagen mit den Parametern die in dieser
Parameterstudie gefunden wurden auch fiir andere Zeitschritte gilt. Das die-
ses zutrifft, kann Kapitel 9.2 entnommen werden. Die Simulationszeit von 300
Tagen stellt auch einen guten Kompromiss zwischen der Bestimmung der Ver-
teilung der Verformung und der Rechenzeit dar.

1 T
0.8 | -
0.6 Standardabweichung -
a B | v | D
© o angen. Verteilung
04 =
@ | 358.05 | 0.0570 | 0.0894
327.67 | 0.0572 | 0.0693
02 F 305.97 | 0.0519 ] 0.0548 |
@ | 314.65 | 0.0509 | 0.0608
in MPa
0 i i
0.1 0.35 0.6 0.85 1.1

Verformung in [%]

Abbildung 9.2.: Ausgewihlte Verteilungen der Parameterstudie zur Standard-
abweichung der unsicheren Materialparametern im Vergleich
mit der angenommen Verteilung bei 300 Tagen.

Eine weitere Annahme bezieht sich auf die Input-Parameter, diese weisen eben-
falls eine Normalverteilung N auf. Die Verteilung der Input-Parameter kann
den Abbildungen 9.5, 9.7 und 9.9 entnommen werden.
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Die Abbildung 9.2 zeigt einige ausgewéhlte Verteilungen der Parameterstudie
zur Bestimmung der Standardabweichungen der unsicheren Parameter Fo, v
und D. Es ist zu erkennen, dass die berechneten Verteilungen aus der Abbil-
dung 9.2 die gewihlte Verteilung fiir die Verformung gut widerspiegeln kénnen.
Allerdings ist zu erkennen, dass die berechnete Verteilung der Verformung von
der Normalverteilung A abweicht. Dieses ist der nicht linearen Berechnung ge-
schuldet, dass beim normalverteilten Input der Output eine andere Verteilung
aufweist. Fiir die weiterfithrende Berechnung wurden aus der Parameterstudie
die Standardabweichungen og. = 359.05 MPa, o, = 0.057 und op = 0.0894
gewahlt. Diese Parameter reprisentieren die ,blaue“ Verteilung (siehe Abbil-
dung 9.2) der Verformung. Die Verteilung wurde gewéhlt, da sie den Bereich
mit der groften Wahrscheinlichkeit am besten représentiert und im oberen und
unteren Bereich vertretbare Abweichungen besitzt. Da die Normalverteilung N/
der Verformung fiir Salzgestein nur einen Annahme darstellt, fiir genauere Aus-
sagen iber die Verteilung benétigt man mehr experimentelle Daten von den
Kriech- und Festigkeitsversuchen oder es werden die vorhandenen Kriech- und
Festigkeitsversuche mit stochastischen Methoden analysiert und bewertet. Ein
kurzer Ausblick zu diesem Thema wird im Kapitel 10 gegeben.

Bei der Parameterstudie stellte sich heraus, dass die Querkontraktionszahl v
den groften Einfluss auf die Verformung hat und mit einer Standardabweichung
von 21.5% vom Mittelwert u, die grofte Streuung aufweist.

9.1.2. Parameterstudie homogenes Zufallsfeld und zufdlliges Zufalisfeld

In dieser Parameterstudie wird der Einfluss eines homogenen und eines
zufilligen Zufallsfeldes untersucht. Ein homogenes Zufallsfeld ist dadurch
gekennzeichnet, dass fiir eine Realisierung die unsicheren Materialparame-
ter an allen Gauf-Punkten des Systems denselben Wert aufweisen. Wenn
die unsicheren Materialparameter an allen Gaufl-Punkten des Systems fiir
eine Realisierung unterschiedliche Werte aufweisen, spricht man von einem
zufélligen Zufallsfeld. Drei exemplarische Verteilungen der unsicheren Mate-
rialparameter fiir eine Realisierung kann den Abbildungen 9.6, 9.8 und 9.10
entnommen werden.

In der Abbildung 9.3 ist der Vergleich der beiden Zufallsfelder bei einer
Realisierung an der Stelle x = 30mm iiber die Probenhéhe dargestellt. Die
ygrimen Linien“ (siche Abbildung 9.3) reprisentieren den Mittelwert ug,
uy und pp der unsicheren Materialparameter, die ,blauen Linien “ (siehe
Abbildung 9.3) stellen das homogene Zufallsfeld dar und die ,roten Linien“
(siehe Abbildung 9.3) zeigen die Verteilung der unsicheren Materialparameter
iber die Probenh6he und repréisentieren somit das zuféllige Zufallsfeld. Es ist
zu erkennen, dass die unsicheren Materialparameter beim zufilligen Zufallsfeld
um den Mittelwert streuen. Welchen Einfluss das auf die Berechnung hat,
wird im Laufe dieses Kapitels noch erlautert.

Anhand der Abbildung 9.3 wird deutlich, dass man mit einem homogenen
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Zufallsfeld nicht in der Lage ist, lokale Effekte abzubilden, da fiir eine
Realisierung ein homogenes Spannungs- und Dehnungsfeld unter Verwendung
des vorgestellten Materialmodells vorliegt. Daraus ldsst sich ableiten, dass
ein Versagen der Probe iiber den gesamten Querschnitt eintreten wird, dieses
widerspricht dem natiirlichen Materialverhalten.
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Abbildung 9.3.: Vergleich zwischen homogenem Zufallsfeld und zufilligem Zu-
fallsfeld anhand der unsicheren Materialparameter.

Wie bereits im Kapitel 3 erlautert, ist Salzgestein ein natiirlich entstandenes
Material und weist daher kein homogenes Gefiige auf, dieses inhomogene
Gefiige hat einen erheblichen Einfluss auf das Materialverhalten. Vergleicht
man die Verteilung der unsicheren Materialparameter bei einem homogenen
Zufallsfeld mit einem zufélligen Zufallsfeld, wird deutlich, dass ein zufilliges
Zufallsfeld in der Lage ist, Fehler im Kristallgitter innerhalb der Probe bei
einer Realisierung abzubilden. Durch diesen Modellierungsansatz ergibt sich
ein inhomogener Spannungs- und Dehnungszustand innerhalb der Probe
fiir eine Realisierung. Dieses wird deutlich beim Vergleich der unsicheren
Materialparameter bei der Probenhdhe | = 50mm und ! = 125mm. Es ist
davon auszugehen, dass bei der Probenhdhe von [ = 50 mm die gréfite Ma-
terialbeanspruchung vorliegt und die Probe an diesem Punkt wahrscheinlich
anféngt zu versagen. Diese Annahme ergibt sich dadurch, dass an dieser Stelle
das Material vorgeschadigt ist und der Elastizitdtsmodul den geringsten Wert
aufweist und somit den geringsten Widerstand gegen die Verformung besitzt.
Diese Eigenschaft gewinnt bei Kriech- und Festigkeitsversuchen an Bedeutung,
die bis zur Zerstérung der Probe fiithren, da auch Proben versagen konnen,
die sehr gute Materialeigenschaften bis auf einen Gefiigefehler besitzen, der
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zur Zerstorung der Probe fithrt. Somit kann gesagt werden, dass ein zufilliges
Zufallsfeld die Streuung der Materialeigenschaften innerhalb des Gefiiges eines
Materials am besten beschreibt.

Allerdings sei noch erwihnt, dass die Berechnungen der Langzeitkriechversuche
an einem rotationssymmetrischen Modell durchgefiihrt werden. Somit weist
das Gefiige in Umfangsrichtung an jedem Schnitt dasselbe Gefiige auf, da
das Gefiige um die y-Achse rotiert wird. Fiir eine vollstdndige Abbildung der
Fehlstellen muss eine 3D Simulation der Langzeitkriechversuche durchgefiihrt
werden. Allerdings steht der Zuwachs an Informationen in keinem Verhaltnis
zu der erhdhten Simulationszeit, was die 2D Simulation legitimiert.

Ein weiterer Vorteil eines zufélligen Zufallsfeld gegeniiber einem homogenen
Zufallsfeld ist, dass man fiir das Postprocessing weniger Realisierungen bend-
tigt. Dieser Sachverhalt ist in der Abbildung 9.4 dargestellt.

4
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Abbildung 9.4.: Konvergenzverhalten der unsicheren Materialparameter und
der Verformung bei einem homogenen Zufallsfeld (,,blaue Li-
nien“) und zufilligen Zufallsfeld (,rote Linien‘).

Bei dem Vergleich des Konvergenzverhaltens der unsicheren Materialparameter
und der Verformung beim homogenen Zufallsfeld (,,blaue Linien“) und zufalli-
gen Zufallsfeld (,rote Linien“) wird deutlich, dass die In- und Output-Gréfen
sich bei geringer Anzahl an Realisierungen sich dem Mittelwert anndhern. Die-
ses Konvergenzverhalten war beim Betrachten der Abbildung 9.3 zu erwarten,
da die Parameter um den Mittelwert streuen und die Summe der Parameter
geteilt durch die Anzahl der Gauf-Punkte bei grofsen System schon den Mit-
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telwert ergibt. Es ist zu erkennen, dass die Verformung bei einer Anzahl von
rund 1000 Realisierungen fiir ein zufilliges Zufallsfeld gegen den Mittelwert
konvergiert, wohingegen bei einem homogen Zufallsfeld rund 3000 Realisierun-
gen bendtigt werden, damit die Verformung gegen den Mittelwert konvergiert.
Fiir die Input-Parameter sieht das Konvergenzverhalten dhnlich aus.

Fiir alle folgenden Berechnungen wurde ein zufilliges Zufallsfeld und eine An-
zahl von 1000 Realisierungen verwendet.

9.1.3. Stochastische Verteilung des Elastizitéitsmoduls und des
Parameters E,

Anhand der Abbildung 9.5 ist zu erkennen, dass der Input-Parameter Eo
normalverteilt ist, dadurch kann die Verteilung durch den folgenden Ausdruck

fx(B) = ﬁ exp (; (W){Z) (9.2)

beschrieben werden. Wie bereits im Kapitel 7.3.3 erldutert, muss gewéhrleistet
sein, dass der Elastizitdtsmodul keine negativen Werte annimmt, da dieses
gegen physikalische Gesetzmafigkeiten verstoft. Aus dem Grund, dass der
Elastizitatsmodul nur durch den normal Verteilten Parameter E, stochastisch
verteilt ist, ist es ausgeschlossen durch die geringe Standardabweichung og
vom Elastizitdtsmodul, dass dieser negative Werte annimmt. Allerdings muss
auch sichergestellt werden, dass der Input-Parameter F, stets positive Werte
annimmt. In der Tabelle 9.1 sind einige Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte
Intervalle dargestellt.

Fs E,
WEo 2170.00 MPa 2170.00 MPa
OB 358.05 MPa 358.05 MPa
a 0 MPa 1500.00 MPa
b 4340.00 MPa 2840.00 MPa

Pla< E<b) | 99.99999986 % | 93.8689 %
Pla > E) 6.7804-107° % 3.0655 %
P(E > b) 6.7804-107° % 3.0655 %

Tabelle 9.1.: Wahrscheinlichkeiten fiir den Parameter Eo beziiglich verschie-
dener Intervalle.

Der Tabelle 9.1 ist zu entnehmen, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von
P(0MPa < E < 4340.00 MPa) = 99.99999986 % der Parameter E. in diesem
Intervall liegt, dadurch ist es aus ingenieurtechnischer Sicht gerechtfertigt,
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den Parameter als normalverteilt anzusehen. Die Wahrscheinlichkeit, dass
der wunsichere Materialparameter I, negative Werte annimmt betragt
rund 6.7804 - 1078 %, ist also durch die geringe Wahrscheinlichkeit nahe zu
ausgeschlossen. Experimente zeigten, dass die Annahme, dass der unsichere
Materialparameter F., keine negative Werte annimmt bei einer Standardab-
weichung von rund 600 MPa verworfen werden muss, da die Wahrscheinlichkeit,
dass negative Werte auftreten, bei 0.0149 % liegt. Wenn die Verwendung dieser
Standardabweichung notwendig ist, kann dieses durch eine Abfrage der
Zufallszahlen geschehen und beim Eintreten des Falles die entsprechende
Zufallszahl ersetzt werden kann.

Das zweite Intervall ist in der Abbildung 9.5 als griin hinterlegter Bereich vi-
sualisiert. Die Wahrscheinlichkeit, dass die Werte des Input-Parameters Fo in
diesem Bereich liegen, betragt rund 93.8689 %. Die Abbildung 9.5 zeigt, dass
der verwendete und programmierte Algorithmus in der Lage ist, eine Normal-
verteilung zu generieren.
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F+ anhand der CDF und PDF.

Abbildung 9.5.: Darstellung der Verteilung des unsicheren Materialparameters

In der Abbildung 9.6 ist eine Verteilung des Elastizitdtsmodul iber die Probe
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fiir eine Realisierung dargestellt und zeigt die natiirliche Streuung der Materi-
alparameter. Es ist zu erkennen, dass der Elastizitdtsmodul um den Mittelwert
streut, der bei rund 37868.44 MPa liegt. Da der Elastizitdtsmodul eine Funk-
tion von F ist, betragt die Standardabweichung ebenfalls 358.05 MPa. Der
iiberhohte Wert des Elastizitdtsmoduls von 39440.0 MPa an der Stelle x = 0
und y = 0, geht auf einen Projektionsfehler von den Gaufipunktwerten auf die
Knotenwerte zuriick, da diese nur fiir die Darstellung der Verteilung verwendet
wird und das System an den Gaufpunkten gelost wird, kann der Fehler ver-
nachléssigt werden. Fiir den interessierten Leser wird auf Grundlagenliteratur
wie Bathe [2001], Barth und Rustler [2010] und Braess [2013] verwiesen.

9.1.4. Stochastische Verteilung der Querkontraktionszahl

Werden die stochastischen Parameter fiir die Querkontraktionszahl in die Glei-
chung 9.1 eingesetzt, kann die Verteilung aus Abbildung 9.2 durch

fx(v) = ﬁ exp (—; (” ;V“”)2> (9.3)

ausgedriickt werden, da die Querkontraktionzahl ebenfalls normalverteilt
ist. Wie schon erldutert, ergab die Parameterstudie aus Kaptiel 9.1.1, dass
die Querkontraktionszahl mit einer Standardabweichung von 21.5% vom
Mittelwert p, = 0.265 die grofte Streuung aufweist. Daher muss fiir die wei-
terfiilhrende Berechnung sichergestellt werden, dass die Querkontraktionszahl
nicht den Wert 0.5 annimmt, da bei diesem Wert der Materialtensor gegen
Unendlich geht. Dieses Verhalten wiirde ein inkompressibles Materialverhalten
darstellen, was den experimentellen Daten widersprechen wiirde. Die unter-
suchten Intervalle und deren Wahrscheinlichkeiten konnen der Tabelle 9.2
entnommen werden.

14 14
[is 0.265 0.265
oy 0.056975 0.056975
a 0 0.1
b 05 0.4
Pla<v<b) | 99.997978 % | 98.92032 %
Pla > v) 0.00101 % | 0.5398 %
P(v > b) 0.00101 % | 0.5398 %

schiedener Intervalle.

Tabelle 9.2.: Wahrscheinlichkeiten fiir die Querkontraktionszahl beziiglich ver-

153



154

9.1. VERTEILUNG DER MATERIALPARAMETER
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Abbildung 9.6.: Exemplarische Verteilung des Elastizitdtsmoduls fiir ei-
ne Realisierung einer axialsymmetrisch approximierten
Steinsalzprobe.

Es ist zu erkennen, dass es nicht ausgeschlossen werden kann, dass die Quer-
kontraktionszahl den Wert 0.5 oder &hnlich ungiinstige Werte annimmt, da
die Wahrscheinlichkeit P(a < v < b) = 98.92032 %, dass die Werte innerhalb
dieses Intervalls [0.1 < v < 0.4] liegen, nicht ausreicht um die unzulissigen
bzw. ungiinstigen Werte auszuschliefen. Aus diesem Grund wird fiir diesen
Sachverhalt die vorgeschlagene Losung aus Kapitel 9.1.3 verwendet, dass beim
Eintreten des Falls die Zufallszahl ersetzt wird. Durch diese Experimente
konnte festgestellt werden, dass die Querkontraktion fiir dieses Materialmodell
der stochastische Parameter ist, der dazu fithren kann, dass die stochastische
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Berechnung keine zufriedenstellende Ergebmnisse liefert, da der vorgestellte
Algorithmus bei einer Querkontraktionszahl grofer 0.42 versagt.
Der griin hinterlegte Bereich in der Abbildung 9.7 reprisentiert das zweite In-
tervall [0.1 < v < 0.4,] mit einer Wahrscheinlichkeit von P(a < v < b) =
98.92032 %. Die aus der PDF (siehe Gleichung 9.3) resultierende CDF ist in
der Abbildung 9.7 dargestellt.
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Abbildung 9.7.: Darstellung der Verteilung der Querkontraktionszahl v an-
hand der CDF und PDF.

Die Verteilung der Querkontraktionszahl {iber der Probenhdohe fiir eine repra-
sentative Verteilung, ist in der Abbildung 9.8 gezeigt. Auch fiir diese Verteilung
ist die Streuung um den Mittelwert p, = 0.265 zu erkennen. Des Weiteren ist
zu erkennen, dass der Algorithmus funktioniert, der das Eintreten des Falls,
dass die Querkontraktionszahlen einen ungiinstigen Wert annehmen, verhin-
dern soll. Der Wert von 0.0571 an der Stelle z = 0 und y = 40 ist ebenfalls auf
einen Projektionsfehler zuriickzufithren und kann daher vernachléssigt werden.
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Abbildung 9.8.: Exemplarische Verteilung der Querkontraktionszahl fiir
eine Realisierung einer axialsymmetrisch approximierten
Steinsalzprobe.

9.1.5. Stochastische Verteilung der Anfangsschédigung

Die Verteilung der Schidigung D kann ebenfalls dadurch beschrieben werden,
dass die stochastischen Parameter fiir die Schiddigung in die Gleichung 9.1
eingesetzt werden. Somit ergibt sich folgende Verteilungsfunktion

1 1(D—pup\>
fX(D)*O_D o exp <—2 (7) ) (9.4)
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fiir die Schédigung. Die dazugehorige Verteilung und die daraus resultierende
CDF sind in der Abbildung 9.9 dargestellt.
D D D
UD 0 0 0
oD 0.08944 0.08944 0.08944
a -1 —0.2 -0.3
b 1 0.2 0.3
Pla< D <b) | 100.00 % | 97.465268 % | 99.9204 %
P(a > D) 0 % 1.267365 % 0.0398 %
P(D > b) 0% 1.267365 % | 0.0398 %
Tabelle 9.3.: Wahrscheinlichkeiten fiir die Schidigung beziiglich verschiedener
Intervalle.
1 ] ]
=3
A 05 o
O
0 2 L
-04 0.3 0.3 0.4
6 | ] " " | ] | | " | ]
4 -
e
A
A 2 = -
O A 1l L L '}
—-0.4 -0.3 -0.2 —-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

D

Abbildung 9.9.: Darstellung der Verteilung der Schidigung D anhand der
CDF und PDF.

Durch die Parameterstudie, von der ausgewidhlte Werte in der Tabelle 9.3
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gezeigt sind, konnte gezeigt werden, dass die Schidigung mit einer Wahr-
scheinlichkeit von P(a < D < b) = 100.00 sich in diesem Intervall befindet,
bei einer Standardabweichung von op = 0.08944 und einem Mittelwert von
up = 0. Durch die vorliegende Parameterstudie kann ausgeschlossen werden,
dass die Schidigungsvariable den Wert D = 1 annimmt, da dieses ein Material
reprasentiert, das keinen tragfihigen Querschnitt mehr besitzt und das gleiche
gilt dafiir, dass die Schiddigungsvariabe den Wert D = —1 annimmt, da
dieses dazu fiithren wiirde, dass die Verformung sich bei einem Kriechversuch
verdoppelt.
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Abbildung 9.10.: Verteilung der Schiadigung fiir eine Realisierung fiir eine
Steinsalzprobe.
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Dieses muss ebenfalls ausgeschlossen werden, da dieses Verhalten sich
nicht in den Kriechversuchen gezeigt hat. Mit einer Wahrscheinlichkeit von
Pla < D < b) = 99.9204 % liegen die generierten Werte in diesem Intervall
[-0.3 < v < 0.3], dass diese Annahme zutrifft konnte in der Parameterstudie
zur Standardabweichung im Kapitel 9.1.1 gezeigt werden.

Die Verteilung der Anfangsschiddigung fiir eine Realisierung iiber der Proben-
hohe ist in der Abbildung 9.10 gezeigt.

9.2. Numerische Beanspruchungsanalyse von
Langzeitkriechversuchen

Dieses Kapitel zeigt die Ergebnisse der numerischen Beanspruchungsanalyse
mit unsicheren Materialparametern fiir die Langzeitkriechversuche 04147 und
N2/t und stellt somit die Erweiterung des Kapitels 6 dar. Des Weiteren soll das
Kapitel zeigen ob die vorgestellten Methoden aus dem Kapitel 8 anwendbar
sind fiir diese Art von Problemstellungen.

9.2.1. Langzeitkriechversuch 0414

Die Ergebnisse der numerischen Beanspruchungsanalyse des Langzeitkriechver-
suches konnen der Abbildung 9.11 entnommen werden und die Randbedingun-
gen fiir diesen Versuch sind im Kapitel 6.2 dargestellt. Die , blaue* Kriechkurve
in der Abbildung 9.11a stellt den Mittelwert der Kriechkurven dar und ent-
spricht anndhernd dem Langzeitkriechversuch 04141 aus der Abbildung 6.2.
Die Mittelwerte der unsicheren Materialparameter und die daraus resultieren-
de Verformung kann der Tabelle 9.4 im grau hinterlegten Bereich entnommen
werden.

F E v D u
1 | 2170.00 MPa | 37868.44 MPa | 0.26500 0 0.5862%
2 | 2369.50 MPa | 38067.94MPa | 0.23379 | 0.13829 | 0.6014%
3 | 2383.98 MPa | 38082.42MPa | 0.26679 | -0.04395 | 0.5059%
4 | 2016.24MPa | 37714.68 MPa | 0.24766 | -0.16067 | 0.5302%
5 | 1651.89 MPa | 37350.33 MPa | 0.25914 | -0.05456 | 0.6893%
6 | 2297.18 MPa | 37995.63 MPa | 0.23685 | -0.00755 | 0.5392%

Tabelle 9.4.: Mittelwerte der unsicheren Systemparameter und Materialpara-

Die ,rote* Kriechkurve stellt die obere Grenze und die ,griine“ Kriechkurve

meter und Verformung fiir ausgewihlte Realisierungen.
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stellt die untere Grenze des 80 % Quantils dar. Das bedeutet, dass mit einer
Wahrscheinlichkeit von P(a < uy < b) = 80 % die berechneten Kriechkurven
in diesem Intervall liegen.

In der Abbildung 9.11b ist die Verteilung der Verformung bei 900 Tagen darge-
stellt. Die Punkte repréisentieren ausgewéhlte Realisierungen und sollen zeigen,
dass die berechnenden Kriechkurven mit der CDF iibereinstimmen. Die Materi-
alparameter dieser Realisierungen kénnen ebenfalls der Tabelle 9.4 entnommen
werden.

An der CDF ist zu erkennen, dass die Verteilung der Verformung nicht normal-
verteilt ist, trotz der normalverteilten Input Variablen, was auf die nicht-lineare
Berechnung zuriickzufiihren ist. Da die Normalverteilung der Verformung auf
einer Annahme beruht und es zur Zeit keine Kenntnisse iiber die Verteilung der
Verformung von Salzgestein existieren, wird diese Abweichung als akzeptabel
eingestuft.
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Abbildung 9.11.: Simulation des Langzeitkriechversuchs 0414¢ mit unsicheren
Materialparametern und die daraus resultierende Verteilung
der Verformung bei 900 Tagen.

Vergleicht man die berechnenden Kriechkurven mit dem Langzeitkriechversu-
chen aus der Abbildung 4.4a wird deutlich, dass das vorgestellte Materialmodell
mit der stochastischen Erweiterung, das Materialverhalten von Salzgestein sehr
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gut widerspiegeln kann. Durch den gesteigerten Grad an Informationen kon-
nen Wahrscheinlichkeiten fiir Intervalle angegeben werden, in denen sich die
Verformung befindet. Somit kénnen ebenfalls Wahrscheinlichkeiten angegeben
werden, ob ein Versagen der Salzsteinprobe bei ungiinstigen Materialverteilun-
gen bei diesem Langzeitkriechversuch eintreten kann.

80 T L L L] L} 4

PDF bei t = 900 Tagen

Hiufigkeitsverteilung

0.2 0.4 0.6 0.8 1
Verformung in [%]

Abbildung 9.12.: PDF der Verformung bei 900 Tagen mit der Haufigkeitsver-
teilung der Realisierungen.

Die Abbildung 9.12 zeigt die gemittelte PDF der Verformung des Langzeit-
kriechversuches mit einer Haufigkeitsverteilung an einem Element fiir eine Rea-

lisierung.

9.2.2. Langzeitkriechversuch N2/

Anhand des Langzeitkriechversuch N2/i soll die stochastische Berechnung vali-
diert werden. Die aus der stochastischen Berechnung resultierten Kriechkurven
sind in der Abbildung 9.13 dargestellt, dabei reprasentiert die ,rote Kriechkur-
ve die obere Grenze und die ,griine“ Kriechkurve die untere Grenze des 80 %
Quantils. Die Randbedingungen fiir diesen Versuch kénnen dem Kapitel 6.5
entnommen werden. Die , blaue“ Kriechkurve stellt den Langzeitkriechversuch
N2/4 — 95015 dar. Durch den Vergleich der Kriechkurven aus der Abbildung
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9.13a mit den Kriechkurven aus der Abbildung 4.4b wird ebenfalls deutlich,
dass das vorgestellte Materialmodell mit der stochastischen Erweiterung das
Materialverhalten von Salzgestein fiir die Langzeitkriechversuche sehr gut wi-
derspiegeln kann.

In der Abbildung 9.13 ist die CDF der Verformung bei 1200 Tagen dargestellt,
wobei die Punkte in dieser Abbildung die Verformung ausgewihlter Realisie-

rungen représentieren.

F E v D U
1 | 2170.00 MPa | 37868.44 MPa | 0.26500 0 1.1917%
2 | 1662.54MPa | 37360.99 MPa | 0.17778 | -0.03400 | 1.3821%
3 | 2094.69 MPa | 37793.13MPa | 0.29082 | -0.05974 | 1.1746%
4 | 1968.00 MPa | 37666.44 MPa | 0.32910 | -0.24543 | 1.0471%
5 | 2300.34 MPa | 37998.79 MPa | 0.25285 | 0.10724 | 1.2396%
6 | 1970.52MPa | 37668.97 MPa | 0.30100 | -0.03477 | 1.2724%

Tabelle 9.5.: Mittelwert der unsicheren Systemparameter und Materialparame-
ter und Verformung fiir ausgewédhlte Realisierungen.

Die Materialparameter fiir die ausgewédhlten Realisierungen sind in der Tabelle
9.5 gezeigt. Die gemittelte PDF der Verformung fiir diesen Langzeitkriechver-
such mit der Haufigkeitsverteilung an einem zufilligen Element mit der dazu-
gehorigen Realisierung ist in der Abbildung 9.14 gezeigt.

9.2.3. Vergleich Polynomial Chaos mit Monte Carlo Simulation

In diesem Kapitel wird die PC Simulation mit der Monte Carlo (MC) Simula-
tion verglichen, die Ergebnisse dieser Simulationen kénnen den Abbildungen
9.15 bis 9.17 entnommen werden. Auf eine theoretische Einfithrung in das
Themengebiet der Monte Carlo Simulation wird in dieser Arbeit verzichtet,
fiir eine Einfiihrung in das Themengebiet wird auf z.B. Binder et al. [2013]
und Landau und Binder [2014] verwiesen.

In der Abbildung 9.15 sind die Mittelwerte der PC Simulation (,,blaue* Kriech-
kurve) und MC Simulation (,rote* Kriechkurve) und die daraus resultierende
Verteilung bei 900 Tagen dargestellt. Bei dem Vergleich der Mittelwerte der
beiden Simulation wird deutlich, dass der Fehler zwischen den Mittelwerten
gering ist, was eine vertretbare Abweichung darstellt. Werden hingegen die re-
sultierenden Verteilungen der Verformung bei 900 Tagen aus der Abbildung
9.15b verglichen, ergibt sich ein anderes Bild. Man erkennt, dass die Streuung
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Abbildung 9.13.: Simulation des Langzeitkriechversuchs N2/i mit unsicheren
Materialparametern und die daraus resultierende Verteilung
der Verformung bei 1200 Tagen.

der Verformung bei der PC Simulation deutlich gréfer ist als bei der MC Si-
mulation. Das dieses Verhalten sich nicht durch eine zu geringe Anzahl an MC
Simulationen ergibt, kann der Abbildung 9.16a entnommen werden. In dieser
Abbildung ist der Fehler iiber die Anzahl der MC Simulationen dargestellt.

Durch Experimente konnte die Erkenntnis erlangt werden, dass bei nicht-
linearen Berechnungen nicht mehr sichergestellt werden kann, dass die simu-
lierte Verteilung der Verformung gegen die Verteilung der Verformung der MC
Simulation konvergiert. Dieses wird beim Vergleich einer linearen Berechnung
Sudret et al. [2012] mit einer nicht-linearen Berechnung (siehe 9.15) ersichtlich.
Aus den Simulationen konnte abgeleitet werden, dass dieses durch die Summa-
tion von numerischen Fehlern verursacht wird, da es fiir bestimmte Rechenope-
rationen keine analytischen Losungen gibt und diese somit numerisch bestimmt
werden miissen, siche Debusschere et al. [2004]. Im Anhang ist die Herleitung
des Materialmodells dargestellt, wodurch die Anzahl an numerischen Losun-
gen der Ratengleichungen ersichtlich wird. Eine weitere Fehlerquelle fiir das
nicht konvergieren der PC Simulation gegen die MC Simulation kann in der
Beschreibung des Zufallsfeldes liegen. Wie die Zufallsfelder fiir die PC Simulati-
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Abbildung 9.14.: PDF der Verformung bei 1200 Tagen mit der Hiufigkeitsver-
teilung der Realisierungen.

on beschrieben werden, kann dem Kapitel 9.1 entnommen werden. Fiir die MC
Simulation sind die Materialparametern homogen fiir eine Realisierung iiber
dem Querschnitt verteilt, was der Simulation im Kapitel 6 entspricht. Das die
Abweichung der Verteilung der Verformung nicht auf die zu geringe Anzahl
an MC Simulation zuriickzufiihren ist, wird bei Vergleich der beiden Mittel-
werte der Verformung und des relativen Fehlers ersichtlich. Der Mittelwert der
Verformung der MC Simulation konvergiert bei 1000 Simulationen gegen den
Mittelwert der PC Simulation.

Fiir das Postprocessing der PC Simulation werden 1500 Realisierungen verwen-
det, was den Informationsgehalt von 1500 MC Simulationen entspricht. Die
Anzahl an Realisierungen wird fiir die Berechnung der Hauptspannungen be-
notigt, da diese mittels der MC Simulationen bestimmt wurden. Das ist darauf
zuriick zufiithren, dass es zur Zeit keine Losungsmethode, fiir das Eigenwertpro-
blem eines vom Zufall abhéngigen Tensor zweiter Stufe gibt. Dieses wirkt sich
negativ auf die Simulationszeit aus, allerdings wird beim betrachten der ,,roten“
Kurve in der Abbildung 9.16 deutlich, dass die PC Simulation trotz dem einen
deutlich Vorteil gegeniiber der MC Simulation mit sich bringt. Um demselben
Informationsgrad durch die MC Simulation zu erhalten, benétigt man rund
die 25 fache Berechnungszeit gegeniiber der PC Simulation. Die deutlich ge-
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Abbildung 9.15.: Gegeniiberstellung der Verformung aus der PC- und der MC
Simulation fiir den Langzeitkriechversuch 0414s.

ringeren Simulationskosten der PC Simulation gegeniiber der MC Simulation
rechtfertigen den erh6hten Implementierungsaufwand der Materialgleichungen
und den Einsatz der SFEM.

Die Abbildung 9.17 zeigt das Konvergenzverhalten der unsicheren Materialpa-
rameter in Abhingigkeit der Anzahl der MC Simulationen. Anhand der ,roten“
Linien, die den Fehler zwischen der Verteilung der Input Parameter der PC und
der MC Simulation darstellt, ist zu erkennen, dass die Verteilung der unsiche-
ren Materialparameter gegen die MC Simulation konvergiert. Die Verteilun-
gen der Input-Parameter die mittels des PC entwickelt wurden konvergieren
nach rund 1500 MC Simulationen gegen die daraus resultierende Verteilung der
Input-Parameter. Dieses Verhalten bestédtigt ebenfalls die Erkenntnis, dass das
nichtlineare Materialmodell aus Kapitel 5 die Verteilung der Output-Parameter
beeinflusst. Die ,,blauen“ Linien in der Abbildung 9.17 reprasentieren die Ver-
teilung der Input Parameter nach nur zwei MC Simulationen und die ,,magenta®
farbigen Linien in der Abbildung stellen die Verteilung der Input Parameter
mittels der PC Entwicklung dar.
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Abbildung 9.16.: Konvergenzverhalten der Verformung und der relative Feh-
ler der Verformung in Abhingigkeit der Anzahl der MC
Simulation.

9.2.4. Schlussfolgerung

In diesem Kapitel konnte gezeigt werden, dass die Erweiterung der Salz-
mechanik um unsichere Materialparameter zweckméfig ist und dass die
Erweiterung eine erhebliche Erh6hung des Informationsgehalts pro Simulation
zufolge hat. Allerdings ergeben sich bei der Erweiterung der Materialgleichung
um unsichere Materialparameter einige Probleme die zur Zeit noch nicht
zufrieden stellend geldst sind. In den folgenden Unterpunkten wird auf diesen
Sachverhalt eingegangen und anhand geeigneter Beispiele erldutert.

e Norm eines Tensors

In den meisten nicht-linearen Materialgesetzen wird die Norm eines Ten-
sors bendétigt, als Beispiel dieses Sachverhaltes soll die Vergleichsspan-
nung nach von Mises dienen. Die Vergleichsspannung nach von Mises
kann durch folgenden Ausdruck

v 3 n ~
oM = \/; ") (9.5)
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Abbildung 9.17.: Konvergenzverhalten der Input Parameter in Abhéngigkeit

der Anzahl der MC Simulation.

bestimmt werden. In der Literatur findet sich keine effizientere Methode
um die Vergleichsspannung zu berechnen. Nach Debusschere et al. [2004]
miissen die folgenden Schritte durchgefiihrt werden

P P
122 12 ntlz
"o = E E Cin"lai" e, (9.6)
i=1 j=1

und

"M = \/g\/ +1g2, (9.7)

Wobei fiir die Gleichung 9.7 zur Zeit keine analytische Losung in der
Literatur verfiigbar ist. Dadurch muss die Gleichung mittels Né&he-
rungslosungen, die in Debusschere et al. [2004] gezeigt sind, gelost
werden. Das iterative Losen der Gleichung wirkt sich ungiinstig auf die
Berechnungszeit aus und kann ein Grund dafiir sein, dass die berechnete
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Verteilung von der MC Simulation abweicht.

e Flieinormalen

Eine weitere wichtige Grofe fiir nichtlineare Materialmodelle stellt die
Fliefnormale (siehe Gleichung 5.56) dar, die unter Verwendung der
Gleichung 9.6, 9.7 und 5.56 bestimmt werden kann. Fiir die Berechnung
der Fliefnormale bendtigt man ein weiteres iteratives Verfahren, was in
Debusschere et al. [2004] gezeigt ist.

e Invertieren von Tensoren

Fiir die Berechnung der Quadratwurzel in Gleichung 9.7 benétigt man
die Inverse Jacobi Matrix die eine Funktion von Cjj ist, was dazu
fiihren kann, dass grofie Tensoren invertiert werden miissen, was sich
ebenfalls negativ auf die Berechnungszeit auswirkt.

e Eigenwertproblem eines Tensors zweiter Stufe

Im Laufe dieser Arbeit wurde festgestellt, dass fiir die Losung des Eigen-
wertproblems des Spannungstensors

det(oc —oI)=0 (9.8)

in der Literatur keine Methode existiert, dieses fiir die PC Entwicklung
zu berechnen. Dieser Sachverhalt ist der Grund dafiir, dass die Gleichung
fe (siehe Gleichung 5.18), die den Einfluss der Feuchte auf die Kriechrate
beschreibt, modifiziert werden musste. Nach Hunsche et al. [2003] kann
die Gleichung f. durch den folgenden Ansatz

Tokt

V2 (9.9)

fiir oore >

2
Cfet Tokt]— _ Cfe2
+3 L T,
Ookt Tokt ) ferre :| 1+( gﬁt)

fe= [” <Tu_7\/§au

fe =1 sonst,

ersetzt werden. Da fiir die Auswertung der Maschinenstrecke die
minimale Hauptspannung bendtigt wird, wird diese im Postprocessing
iber die Realisierung berechnet. Das hat aber zu Folge, dass fiir einen
Gausspunkt 1500 mal das Eigenwertproblem geldst werden muss, was
einen enormen Anstieg der Rechenzeit fiir das Postprocessing zufolge hat.

Abschlieffend kann man zusammenfassen, dass die vorgestellte Methode das Ma-
terialverhalten von Salzgestein gut widerspiegeln kann. Allerdings wirken sich
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die vorgestellen Probleme, die sich aus der SFEM mit PC entwickelten Zufalls-
variablen ergeben, negativ auf die Performance der Simulation aus. Wenn in
weiteren Forschungsarbeiten Methoden gefunden werden, die Rechenoperatio-
nen effizienter durchzufithren, stellt die SFEM mit PC entwickelten Zufallsva-
riablen eine gute Methode dar, um das nicht-lineare Verhalten von Materialien
zu beschreiben.

9.3. Numerische Beanspruchungsanalyse einer Untertagestruktur

In diesem Kapitel wird mittels des vorgestellten Materialmodells eine Unter-
tagestruktur, welche in der Abbildung 9.18 dargestellt ist, aus Salzgestein be-
rechnet. Die Untertagestruktur ist die Maschinenstrecke EU1 des Bergwerks
Sondershausen in Thiiringen.

L1l
® Messpunkt a
® Messpunkt b
Messpunkt d
Messpunkt e
® Messpunkt

715m

. 100m

Abbildung 9.18.: Schematische Darstellung der Maschinenstrecke EU1 im
Bergwerk Sondershausen.

Diese wurde gewihlt, da fiir diese Maschinenstrecke In-situ-Messdaten vorlie-
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gen, die in Hampel [2006], Giinther et al. [2007], Heemann und Schulze [2007],
Hou et al. [2007], Pudewills [2007] und Rokahr et al. [2007] verdffentlicht wur-
den. Damit wird ein Vergleich des vorgestellten Materialmodells mit den in
der Literatur verwendeten Materialmodellen moglich. In der Abbildung 9.18
ist eine schematische Darstellung der Maschinenstrecke gezeigt. Die Maschinen-
strecke wurde im Oktober 1969 aufgefahren und im Zeitraum vom 02.12.1998
bis 04.05.1999 wurde eine Extensiometermessung im Stoff und in der First
durchgefiihrt. Dadurch ergibt sich eine Simulationszeit von 36.5 Jahren, die
sich von der Zeit der Auffahrung bis zum Ende der Messung erstreckt. Die Ma-
schinenstrecke befindet sich auf der 715 m Sohle und besitzt einen kreisformigen
Querschnitt mit einem Durchmesser von 3m. Eine detaillierte Darstellung der
Lage des Versuchsverschlussbauwerkes in der EU1 der Grube Sondershausen
kann der Arbeit von Heemann und Schulze [2007] entnommen werden. In der
Teufe von 715m liegt ein hydrostatischer Druck von p = 17.9 MPa vor. Die
Punkte in der Abbildung 9.18 stellen die Auswertungspunkte fiir das Modell
dar und entsprechen den Auswertungspunkten in der Literatur. Die Strecke
zwischen den Messpunkten b und f sowie d und e entsprechen der 5m lan-
gen Extensiometermessstrecke in der First und im Stoff vergleiche, Hampel
[2006]. Das FE-Modell der Untertagestruktur wird im nachfolgenden Kapitel
vorgestellt.

9.3.1. FE-Modell der Untertagestruktur

15.7 MPa \
\ ¥15.7 MPa B (17.9MP&\L
A - <
[a W)
=
N
S ) A N\ =
§ Nl @3m v
Y 4
200m | 20.1MPa | _100m _|20.1 MPa

Abbildung 9.19.: Vorstellung verschiedener FE-Modell fiir die Maschinenstre-
cke EUL.

Durch die Geometrie der Untertagestruktur und der angenommenen Homogeni-
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tat des Versuchsfeldes durch die Projektgruppe ,,Die Modellierung des mecha-
nischen Verhaltens von Steinsalz: Vergleich aktueller Stoffgesetze und Vorge-
hensweisen“ kénnen mehrere FE- Modelle verwendet werden (siche Abbildung
9.19). Ein dreidimensionales FE-Modell der Maschinenstrecke EU1 wire mog-
lich, ist aber aus numerischer Sicht nicht ratsam, da der zusétzliche Gewinn an
Informationen in keiner Relation zur gesteigerten Rechenzeit steht. Aufgrund
der Symmetrie der Maschinenstrecke kann das Modell halbiert werden, was
eine Spiegelung der Zufallsfelder an der Symmetrieebene nach sich sieht. Des
Weiteren wird die Dehnung in Langsrichtung behindert, wodurch die Dehnung
in dieser Richtung gegen Null geht und somit der ebene Dehnungszustand an-
gewendet werden kann. Die Reduzierung des Modells von 3D auf 2D hat zur
Folge, dass das Zufallsfeld sich in Langsrichtung nicht verdndert. Der Verlust
an Informationen iiber die Verteilung der Materialparameter und der Vorsché-
digung des Salzstocks wird durch die enorme Reduzierung der Simulationszeit
kompensiert.

x10%
10 ;tk /A /A £ ASA LA
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75 <
g
g
£ 1>
E 5 I
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2.5 Lo
S
0 Y
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Abbildung 9.20.: FE-Modell fiir die Maschinenstrecke EU1 mit den
Randbedingungen.

Fir die Abbildung der Maschinenstrecke mittels des ebenen Dehnungszu-
standes haben sich zwei Varianten durchgesetzt, siche Rokahr et al. [2007].
Die erste Variante ist ein zweidimensionales FE-Modell mit den Abmafen
100m x 200m und einer Symmetrierandbedingung, einer konstanten Fléchen-
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last von 15.7MPa am oberen Rand, einer linearen verénderlichen Fliachenlast
gegeniiber der Symmetrierandbedingung mit dem Minimalwert von 15.7MPa
und dem Maximalwert von 20.1MPa und einer Verschiebungsrandbedingung
am unteren Rand. Die zweite Variante stellt eine vereinfachte Variante der ers-
ten Variante dar. Die linear verdnderliche Fldchenlast wird gemittelt iiber das
Gebiet und ergibt sich zu 17.9MPa. Aufgrund der verringerten Rechenzeit und
der Tatsche, dass die Unterschiede an den Messpunkten zwischen den beiden
Varianten vernachlissigbar klein sind, was in Rokahr et al. [2007] gezeigt wird,
wurde fiir die Nachrechnung der Maschinenstrecke die zweite Variante gewahlt.
In der Abbildung 9.20 ist das FE-Modell mit den Randbedingungen und den
Abmessungen dargestellt.

9.3.2. Verteilung der Materialparameter

In diesem Kapitel wird die Verteilung der unsicheren Materialparameter der
Realisierung fiir die Maschinenstrecke EU1 und dem umgebenden Steinsalz
gezeigt.
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Abbildung 9.21.: Verteilung des Elastizitdtsmoduls fiir eine Realisierung der
Maschinenstrecke EU1 und dem umgebenen Steinsalz.

In der Abbildung 9.21 ist die Verteilung des Elastizitatsmoduls dargestellt.
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Der ,rot“ umrandete Bereich in der Abbildung 9.21 zeigt die Verteilung des
Elastizitdtsmoduls nahe der Rundung der Maschinenstrecke. Aufgrund der
Vernetzung ergeben sich in den weit entfernten Bereichen vom Querschnitt
groffe Gebiete mit nahezu gleichen Materialeigenschaften. Da in diesen
Bereichen ein hydrostatischer Spannungszustand vorliegt und die Verformung
gegen Null geht, kann auf eine feinere Vernetzung in diesem Bereich verzichtet
werden.

Es ist zu erkennen, dass der Elastizitdtsmodul um den Mittelwert streut. Die
Streuung der Querkontraktionszahl fiir die Maschinenstrecke EU1 ist in der
Abbildung 9.22 dargestellt. Der maximale Wert der Querkontraktionszahl
im oberen Bereich von z = Om bis z = 10m und y = 100m geht auf einen
Projektionsfehler zuriick. Anhand der Verteilung der Querkontraktionszahl ist
zu erkennen, dass diese ebenfalls um den Mittelwert streut.
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Abbildung 9.22.: Verteilung der Querkontraktionszahl fiir eine Realisierung
der Maschinenstrecke EU1 und dem umgebenen Steinsalz.

In der Abbildung 9.23 ist die Verteilung der Schidigung dargestellt. An den
Verteilungen der unsicheren Materialparameter ist zu erkennen, dass sich im
Bereich des hydrostatischen Spannungszustandes kein homogenes Dehungsfeld
einstellen kann, wie es in der Literatur dargestellt ist. Dieses muss beim
Vergleich der berechneten Verformung mit der Verformung aus der Literatur
beriicksichtigt werden. Fiir den Vergleich mit der Literatur werden deshalb
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die Mittelwerte der Verformung herangezogen.
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Abbildung 9.23.: Verteilung der Schidigung fiir eine Realisierung fiir die Ma-
schinenstrecke EU1 und dem umgebenen Steinsalz.

9.3.3. Ergebnisdarstellung der Simulation

Die Entwicklung der Vertikal- und Horizontalverschiebungen der Messpunkte
b, d, e und f kann den Abbildungen 9.25 und 9.26 entnommen werden, wobei
die Kriechkurven den Mittelwert der Verformung représentieren. Auf eine
Darstellung der Vertikal- und Horizontalverschiebung des Messpunktes a
wird verzichtet, da aufgrund der Randbedingungen dieser Messpunkt keine
Verformung erfdhrt. Dasselbe gilt fiir die nicht dargestellten Vertikal- und
Horizontalverschiebungen der Messpunkte b, d, e und f.

Durch den Vergleich der simulierten Verschiebung an den Messpunkten der
Maschinenstrecke EU1, welche in den Abbildungen 9.25 und 9.26 dargestellt
sind, mit den in der Literatur berechneten Verschiebungen an den Messpunk-
ten (sieche Abbildung 9.24) wird deutlich, dass das vorgestellte Materialmodell
das Materialverhalten von Salzgestein Untertage anhand der Maschinenstrecke
EU1 hinreichend genau abbilden kann.
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Abbildung 9.24.: Berechnete Vertikalverformung und Horizontalverformung
der Messpunkte b, d, e und f aus Rokahr et al. [2007]

Des Weiteren ist zu erkennen, dass in der Literatur die simulierte Vertikal-
verschiebung des Punktes b im Bereich vom 30mm bis 62mm liegt, siehe
Hampel [2006], Giinther et al. [2007], Heemann und Schulze [2007], Hou et al.
[2007], Pudewills [2007], Rokahr et al. [2007]. Da nur die Verformungsraten
gemessen wurden, kann keine endgiiltige Aussage iiber den Betrag der
Verformung getroffen werden. Beim Betrachten der Vertikalverschiebung und
der dazugehorigen Verteilung bei 36 Jahren der Messpunkte b und f wird
deutlich, dass die Verschiebung und die dazugehorige Standardabweichung
fiir weit entfernte Gebiete von der Maschinenstrecke gegen Null geht. Dieses
Verhalten wurde vermutet aufgrund der Grofe des betrachteten Gebietes und
dem vorherrschenden hydrostatischen Spannungszustandes.

Anhand der Verteilungsfunktion der Verformung in den Abbildung 9.25 und
9.26 wird ersichtlich, dass das Materialmodell in der Lage ist, die natiirli-
che Streuung der Verformung von Salzgestein zu beschreiben. Um Aussagen
iiber die Giite der Verteilung treffen zu kénnen, bendtigt man weitere In-situ-
Messdaten fiir verschiedene Maschinenstrecken, um diese mit den Berechnungs-
ergebnissen abzugleichen. Da das Materialmodell die Verteilung der Verfor-
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mung bei den Langzeitkriechversuchen zufriedenstellend abbilden konnte, wird
davon ausgegangen, dass die Verformung der Maschinenstrecke ebenfalls hin-
reichend genau abgebildet werden kann.
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Abbildung 9.25.: Entwicklung der Vertikalverschiebung der Messpunkte b und
f und die dazugehorige Verteilung der Vertikalverschiebung
bei 36 Jahren.

Die Extensiometermessungen an den Messpunkten d und e ergaben Verfor-
mungsraten in vertikaler Richtung von 1.09 bis 1.3mm/a und in horizonta-
ler Richtung von 0.365 bis 0.62mm/a, siche Hampel [2006], Giinther et al.
[2007], Heemann und Schulze [2007], Hou et al. [2007], Pudewills [2007], Ro-
kahr et al. [2007]. Die berechneten Verformungsraten der Messpunkte liegen fiir
die vertikale Richtung bei rund 0.8 mm/a und fiir die horizontale Richtung bei
rund 0.2 mm/a. Die Differenz zwischen der gemessenen und berechneten Verfor-
mungsrate lasst sich durch das vereinfachte Materialmodell zur Beschreibung
des Materialverhaltens von Salzgestein erkléren. Da fiir die Beschreibung der
Kriechrate in der stationdren Kriechphase ein modifiziertes Norton-Stoffgesetz
(siehe Gleichung 5.51 und 5.52) verwendet wird, was nicht in der Lage ist alle
Effekte des Salzgesteines abzubilden. Allerdings zeigen die Ergebnisse der deter-
ministischen (siehe Kapitel 6) und stochastischen (siehe Kapitel 9) Berechnung
des Materialverhaltens von Salzgestein, dass die priméren Gréfen, wie die Ver-
formung und die Spannungen, hinreichend genau abgebildet werden kdnnen.
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Abbildung 9.26.: Entwicklung der Horizontalverschiebung der Messpunkte d
und e und die dazugehdrige Verteilung der Horizontalver-
schiebung bei 36 Jahren.

Vergleicht man die Verschiebung der berechneten Verformung der Messpunkte
aus der Literatur, z.B. Pudewills [2007], Hampel [2006] und der Abbildung 9.24,
ist zu erkennen, dass z.B. die Vertikalverschiebung des Messpunktes b von der
Horizontalverschiebung des Messpunktes d abweichen (siehe Abbildung 9.24),
was bei der gezeigten Simulation der Maschinenstrecke nicht der Fall ist. Die-
se Abweichungen der Ergebnisse lassen sich durch die Modellbildung erkléren,
da fiir das gesamte Gebiet ein einheitlicher Gebirgsdruck von 17.9 MPa ange-
nommen wurde. Durch diese Annahme ergibt sich die betragsmifig gleiche
Entwicklung fiir die Vertikal- und Horizontalverschiebungen und der Vertikal-
und Horizontalspannungen (sieche Abbildung 9.29) der Messpunkte b, d, e und
f.

In der Abbildung 9.28 ist der Betrag der maximalen Hauptspannung in Abhén-
gigkeit vom Abstand zur Streckenkontur bei einer Teufe von 715m dargestellt.
Der Vergleich mit der Literatur und der Abbildung 9.27 zeigt, dass die Ent-
wicklung der maximalen Hauptspannung gute Ubereinstimmungen mit den In-
situ-Messdaten aufweist. Des Weiteren kann der Abbildung 9.28 entnommen
werden, dass die maximale Hauptspannung gegen den Gebirgsdruck 17.9 MPa
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Abbildung 9.27.: Berechnete maximale Hauptspannung und Frac Messdaten

aus Rokahr et al. [2007]
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Abbildung 9.28.: Betrag der maximalen Hauptspannung nach einem Jahr und

nach 36 Jahren.
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MATERIALPARAMETERN

konvergiert. Die maximale Hauptspannung konvergiert nach einer Entfernung
von rund 22m gegen den angenommenen ungestorten Gebirgsdruck.

Wie sich der Spannungszustand iiber die Zeit fiir die Messpunkte b, d, e und f
entwickelt, ist in der Abbildung 9.29 gezeigt. In der Abbildung sind die Span-
nungen oy, und oy, dargestellt, auf eine Darstellung der Spannung o.. wird
verzichtet, da diese der Spannung in Dickenrichtung entspricht und iiber die ge-
samte Zeit konstant ist und dem Wert des Gebirgsdruck besitzt. Der Vergleich
mit der Literatur (sieche Abbildung 9.27) zeigte, dass die simulierte Entwick-
lung der Spannungen sehr gute Ubereinstimmung mit der Literatur aufweist
(siehe Pudewills [2007]).

s
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Abbildung 9.29.: Entwicklung der Vertikal- und Horizontalspannungen an den
Messpunkten b, d, e und f.

9.3.4. Schlussfolgerung

Die gezeigten Ergebnisse der Simulation der Maschinenstrecke EU1 mit unsi-
cheren Materialparametern untermauern die Aussage, dass die Erweiterung der
Salzmechanik um die Stochastik anwendbar ist. Es konnte gezeigt werden, dass
der Informationsgrad unter Anwendung der SFEM deutlich héher ist, als es bei
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9.3. NUMERISCHE BEANSPRUCHUNGSANALYSE EINER UNTERTAGESTRUKTUR

der deterministischen Simulation der Fall ist. Um den gleichen Informations-
grad durch die deterministische Simulation unter Verwendung der Monte Carlo
Methode zu erhalten, wird durch einen enormen Zuwachs der Simulationszeit
erkauft. Dieser Sachverhalt kann der Abbildung 9.16 entnommen werden. So-
mit ist der Mehraufwand fiir die Implementierung der Materialgleichungen und
die Erweiterung auf die SFEM gerechtfertigt, da der Mehraufwand bei der Im-
plementierung durch die verringerte Simulationszeit amortisiert wird.



10. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit konnte anhand des vorgestellten Materialmodell gezeigt
werden, dass die Erweiterung der Salzmechanik um die Annahme, dass die
Systemparameter stochastisch verteilt sind, praktikabel ist. Dieses Resultat
wurde durch eine langjahrige Forschungsarbeit auf diesem Themengebiet
erlangt. Der Weg der Forschungsarbeit und die daraus resultierende Erkennt-
nisse sind in der Abbildung 10.1 visualisiert.

Die numerischen Experimente zeigen, dass der Grad der Informationen einer
stochastischen Beanspruchungsanalyse gegeniiber einer deterministischen
Beanspruchungsanalyse um vieles hoher ist, allerdings wird der héhere Infor-
mationsgehalt der Beanspruchungsanalyse durch erhéhten Rechenaufwand
und Implementierungsaufwand erkauft. Der erhohte Rechenaufwand kann
durch immer besserer werdende Rechentechnik kompensiert werden und ist
somit héndelbar. Durch die Implementierung des stochastisch motivierten
Materialmodell ergaben sich weiterfithrende Fragestellungen die in anderen
Forschungsarbeiten geklart werden miissen.

Durch die Zunahme des Informationsgehaltes des Outputs ergeben sich
neue Anforderungen an den Input. Fiir die stochastische Berechnung werden
Systemparameter wie die Standardabweichung, der Mittelwert und die
Verteilungsfunktion bendtigt, dadurch muss eine Vielzahl an auswertbaren
Materialtests unter Laborbedingungen vorliegen. Fiir Salzgestein liegt eine
grofte Datenbasis an Festigkeits- und Kriechversuchen unter Laborbedingungen
vor, die in zahlreichen Forschungsvorhaben erstellt worden sind. Die System-
parameter in dieser Arbeit wurden anhand eines Langzeitkriechversuches der
Reihe 04147 ermittelt und unterliegen daher einer prizisen Stochastik. Fiir die
Verteilung der Verformung wurde eine Normalverteilung angenommenen. Da
diese Arbeit zeigen sollte, ob die Erweiterung der Salzmechanik praktikabel ist,
wurde die Analyse der vorhandenen Daten mit statistischen Methoden nicht
weiter verfolgt, wie sie in Leonard und Hsu [1999] gezeigt ist. Dieses beruht
auf der zu geringen Anzahl der einzelnen Festigkeits- und Kriechversuchs
Serien. Um den Informationsgehalt des Inputs zu steigern, konnte in weiter
fiihrenden Forschungsarbeiten die Datenmenge durch weitere Experimente am
Salzgestein erhoht werden, um Aussagen iiber die Verteilung treffen zu kénnen.

Fiir zukiinftige Forschungsvorhaben auf dem Feld der Salzmechanik unter Be-
riicksichtigung von unsicheren Materialparametern miissen weitere numerische
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Experimente zeigen, ob das vorgestellte Materialmodell, die vorgestellten Me-
thoden und die Annahmen, wie z.B. das die Verteilung der Verformung nor-
malverteilt ist, das Materialverhaltens von Salzgestein unter Einbeziehung von
weiteren Festigkeits- und Kriechversuchen hinreichen genau abbilden kann. Bei
der Erweiterung des Materialmodells um weitere Effekte, wie z. B. die Heilung
des Salzgesteins, mit denn das Materialverhalten realistischer abgebildet wer-
den kann, ist besonders auf die Eignung der Materialgleichungen im Bezug auf
die stochastische Erweiterung zu achten. Als Beispiel hierfiir, soll die Gleichung
5.18 dienen, mit der im CDM der Einfluss der Feuchtigkeit auf die Verformung
des Steinsalzes beschrieben wird. Diese Gleichung ist eine Funktion der drit-
ten Hauptspannung, fiir die die Losung des Eigenwertproblems eines Tensors
zweiter Stufe benotigt wird. Zur Zeit gibt es in der Literatur keine effiziente Lo-
sungsmethode fiir das Eigenwertproblem eines stochastischen Tensors zweiter
Stufe, was dazu fiithrt, dass solche Formulierungen hinsichtlich der numerischen
Effizienz bei der SFEM vermieden werden sollten. Des Weiteren stellt sich die
Berechnung der FlieRnormalen (siehe Gleichung 5.56) als ineffizient dar, da es
zur Zeit fiir die Division von stochastischen Grofien keine analytische Lésung
gibt, siehe Debusschere et al. [2004]. In der Arbeit von Debusschere et al. [2004]
sind alle heutigen Stand der Technik effizienten Losungsmethoden fiir Zufalls-
variablen, die mittels des Polynomial Chaos entwickelten worden, dargestellt.

Aus diesem Sachverhalt, ergibt sich ein erheblicher Forschungsbedarf bei der
effizienten Lisen der Materialgleichungen fiir nichtlineare Materialmodelle. Die-
ses wird ersichtlich beim Vergleich der bendtigen Methoden zum Ldsen der Stei-
figkeitsmatrix eines linear-elastischen mit einem nichtlinearen Materialmodell,
siehe Gleichung 2.76 und 5.71.

Aufgrund der Komplexitét der Unterstagestrukturen hinsichtlich der unsiche-
ren Systemparameter kann die stochastische Dimensionalitédt stark ansteigen,
was sich negativ auf die Rechenzeit auswirkt, da sehr groffe Gleichungssysteme
gelost werden miissen. Dieses kann zum Teil durch die verbesserte Rechen-
technik kompensiert werden, allerdings bendtigt man fiir hoch dimensionale
Systeme effiziente Gleichungsloser, wie sie in den Arbeiten von Lee [2009], Lee
[2016] und Deman et al. [2016] vorgestellt wurden.

Des Weiteren stellt der erh6hte Grad an Informationen Anforderungen an
den Anwender, da er die zusdtzlichen Informationen auffassen, verarbeiten
und visualisieren muss, um die Ergebnisse der stochastischen Berechnung
interpretieren zu konnen. Die Erweiterung der Salzmechanik um unsichere
Systemparameter konnte zeigen, dass der hohere Grad an Informationen einen
wichtigen Beitrag zur Endlagersuche fiir Atommiill liefert.

In der Abbildung 10.1 ist das Forschungsvorhaben zur Erweiterung der Salz-
mechanink um das Feld der Stochastik dargestellt. Der eigene Forschungsweg
ist in den hellgrauen Feldern gezeigt. Daraus wird ersichtlich, dass wir uns
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fiir ein eigenes Materialmodell entschieden haben, was Komponenten der eta-
blierten Materialmodell beinhaltet, sieche Kapitel 5.8. Fiir die Entwicklung der
Zufallsfelder wurde sich fiir das Polynamial Chaos entschieden, da diese gegen
iber der Karhunen Loeve Entwicklung Vorteile besitzt. Fiir eine Karhunen
Loeve Entwicklung bendétigt man einen sehr hochdimensionalen Wahrschein-
lichkeitsraum, was dazufiihren kann, dass die Anzahl an Kollokationspunkten
im Bereich einer Monte Carlo Simulation liegt. Welche Auswirkungen dieses
auf die Berechnungszeit hat ist in der Abbildung 9.17 dargestellt. Um eine
gute numerische Approximation der Karhunen Loeve Eigenfunktionen zu
gewihrleisten benotigt man ein feines FEM Netz, was dazufiihren kann, dass
das verwendetet Netz feiner sein muss, als es fiir die mechanische Antwort
vonndten wire. Anhand der Ergebnisse der Simulation (siehe Kapitel 9)
konnte die eingangs gestellte Frage ,Ist die Erweiterung der Salzmechanik um
unsichere Systemparameter zweckméfig?“ mit ,ja“ beantwortet werden.
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Ist die Erweiterung der Salzmechanik um
unsichere Systemparameter zweckméfig?

Datenanalyse
Material- Material-

modelle tests
I I Erweitern bzw. Verbessen
Eigenes Ma- CDM, der Materialmodelle
terialmodell Hou/Lux, ...
I —
I Effizienteres Losen der
E v E(0), Materialgleichungen
e v(9),
L » I T
_ _ Solver fiir R,
Monte Carlo SFEM Vi j
Simulation
P Input aus anderen . ] . zukiinftiger Forschungsbedarf
Forschungsbereichen Karhunen Polynomial
Forschungsbedarf Loeve Chaos
aus diesem
Forschungsbereich . I } - . Ja
Eigener M=1||M=2||M=3||M=4]ee|M=n
Forschungsweg :
. Nein
| Tl Erweiterung |

Abbildung 10.1.: Zusammenfassung und Ausblick des Forschungsvorhabens zur Erweiterung der Salzmechanik um das
Feld der Stochastik.
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A. Ableitung der nichtlinearen Nullfunktionen

Dieses Kapitel stellt eine Erweiterung des Kapitels 5.8.5 dar. Die Ableitung
der nichtlinearen Nullfunktion " f (siehe Gleichung 5.66) nach der Vergleichs-
spannung ¢’ kann durch

an+lf _ n+1A_ N an-‘rlA& n+lo,v]\/f B §8“n+1R5H (A 1)
an+10-v]bf - o an+1o-1;]\f 2 an+1o-vlw :
mit
an+1A6_ _ dt3 an«kléc’r 1 n+1é'~c'r
ontlgvM - 227 ontlgvM n+lguM B (n+1O_,UM)2 ’ (A )
2
8n+lé'~cr an+1Fh n+l oM N n+1 n+1l oM N-1
87L+10-vM = B1 87L+10-v1\/1 ( g ) + Fh N ( g )
und
n+1lp._ n+lp._ n+1D
6” Ra” — _ Ro n+1&test dt (A3)
an+lo-v]% Hn+1Ra|| 8n+1o-v]%

berechnet werden. Die partielle Ableitung nach dem volumetrischen Anteil des
Spannungstensors ist durch den folgenden Ausdruck

n+1 ¢ n+1 4 _ nt+lp_
a f _ n+1a_1)]W a Ao‘ _ \/ga” Ro‘” (A4)
8n+lo-'uol 8n+lo-’vol 2 8n+1o-vol
mit
an+1 A(} 8n+1 ~cr 1
A e (OTET 1Y
an+1a-vol 8n+10-v0l n+la-'u1\/f (A 5)
ortteer B " Fh (a1 _oan\N .
8n+1a-vol - 1 an+la-vol g
und
8||n+1121:"7|| _ n+1R6 n+1&test dt n+1D (A 6)
an+10-vol - Hn+1R6|| an+10-vol :

gegeben. Leitet man nun die nichtlineare Nullfunktion "*!f nach der Schiidi-
gungsvariable D ab, ergibt sich folgender Ausdruck

oty \ﬁé‘l\”HR&II
ontip —  \ 2 9ntiD (A7)
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mit

8|‘n<‘>:lR6|| 7L+1R5‘ n+1 ~test
= ) A
BLEEY)) "R, | g (A.8)

Fiir die zweite Zeile der Jacobi-Matrix werden die partiellen Ableitungen der
nichtlinearen Nullfunktionen "** f*°! (siehe Gleichung 5.67a) benétigt. Die par-

tielle Ableitung nach "T'o"M ergibt sich zu
8n+1fvol an+1R0vol 8n+1,_Yvol
gntlgod —  gntlgudd + Gntlgodd (A.9)
mit
"' R0 bl _test oo 2
O Mool ni1 test, ldti,
8n+1O-UM 8n+1o-111vf (A 10)
an+1,yvol aécr,vol :
an+1o-vM = dtﬁ: 8n+1 v M
und
as-cr,vol _ a’ﬂ+1rrv n41 zer T n+17” 8n+156r (A 11)
8n+lo-vM - an+lo-vM Uan+lo-vM : :

Die partielle Ableitung nach "*15%°! erhilt man durch folgenden Ausdruck

an+1f’uol _ an+1RUvol an«kl,y'uol A 19
an+10-’vol - 8n+10-’uol 8n+10-vol ( : )
mit
+1 +17
8” Ro’”‘ﬂ _ _n+lavol,test dt " D
8n+1o-vol - an+1o-'uol ’ A 13
an+1,yvol aécr,uol ( : )
an+1a—vol =dtk 8n+1a-vol
und
ag‘cr,vol 7 an+lrv 1 zor 1 an«klécr
-~ T AL (A.14)
an+10-vol 8n+1o-vol v 8n+10—vol ) :

Die Ableitungen der nichtlinearen Nullfunktion nach der Schidigungsvariable
D ist durch

8n+1fuol 8n+le’uol
Ty s aa s (A.15)
mit
n+1
w _ _n+lavol,test (A16)

ortiD
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gegeben. Fiir die partiellen Ableitungen der nichtlinearen Nullfunktion "*! fP

siehe Gleichung 5.67b) nach den Variablen "*'g"M n+15vol ynd "*1D erge-
g g
ben sich folgende Gleichungen

an+1fD _ d = n+1D
an+1o-vM = —dt f an+10-vM7 A 17
6n+1 fD n+1D ( : )
an+lo-vol = —dt Hf 8n+1a—vol
und
n+1 pD n+1D
o f (A.18)

oip — M G
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B. Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Fiir die Normalverteilung A" mit den Parametern p und o ergibt sich die fol-
gende PDF

el = e (-3 (1)), (B.1)

mit der dazugehérenden CDF

Fx(z) = \/12?/36 exp (7%152) dt. (B.2)

Die PDF fiir eine logarithmische Normalverteilung LA ist durch gegeben

1 (n(2)—)?
— {ino)- >0
Fx(z) = { 2ros eXp( 202 ) v (B.3)

0 <0’

mit den Parametern y und o. Die CDF kann durch

Fx(z) = L /xiexp <—W) dt (B.4)

2o
0

bestimmt werden. Die gleichmifige Verteilung U fiir das Intervall [a, b] kann
durch die folgende PDF beschrieben werden

= a<x<b
fx(@) = {"‘“ - (B.5)
0 sonst
mit der dazugehdrenden CDF
0 r<a
Fx(z)=4%2 a<z<b. (B.6)

b
1 r>b
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C. Polynomial Chaos

Dieses Kapitel stellt eine Erweiterung des Kapitels 8.2 dar. Im Kapitel C.1
werden die Hermiten Polynome vorgestellt, mit deren Hilfe die Entwicklung
der Zufallsvariable in dieser Arbeit erfolgt.

C.1. Hermite Polynome

Die Hermiten Polynome, die nach den franzésischen Mathematiker Charles Her-
mite benannt worden sind, gehoren zu der Klasse der orthogonalen Funktionen
nach Brandt et al. [2013]. In der Literatur finden sich verschieden Ansitze zur
Beschreibung der Hermite Polynome, in dieser Arbeit werden die beiden wich-
tigsten Formulierungen fiir die Hermite Polynome vorgestellt nach Maitre und
Knio [2010]. Geht man von den sogenannten Erzeuger Funktionen

w(z) = \/% exp (-%) (C.1)

bzw.
w(z) = €L ex (fatQ) (C.2)

die stetig differenzierbar und iiber das Intervall [—oco, co] definiert sind. Nach
Maitre und Knio [2010] und Sudret et al. [2012] ergeben sich fiir die allgemeine
Form der Hermite Polynome folgende Ausdriicke

ben(z) = (—1)" exp (-?) C%nn exp (-%) (C.3)

und

n

Bu) = (—1)" exp(a®) 5 exp(—2). (C.4)
Fiir eine genaue Herleitung dieses Sachverhaltes wird auf die folgende Litera-
tur Maitre und Knio [2010] und Ghanem und Spanos [1991] verwiesen. Die
nachfolgenden Gleichungen stellen die ersten sieben Hermite Polynome da, die
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sich durch Differenzieren der Gleichungen C.3 und C.4 ergeben.

heo(z) =1

hei(z) ==z

bea(z) = 2% — 1

bes(z) = z° — 3z (C.5)
hea(z) = z* — 62 + 3

bes(z) = 2° — 102° + 15z

bes(z) = ° — 152" + 452° — 15

ho(z) =1

hi(z) =2z

bo(z) = 42® — 2

hs(x) = 8% — 12z (C.6)
ba(x) = 162" — 482% 4 12

bs(z) = 322° — 1602° 4 120z

he(z) = 642° — 480z + 72022 — 120

Die sieben Hermite Polynome heo..¢ konnen der Abbildungen 8.2 entnommen
werden.

C.2. Erwartungswert dreier multidimensionaler Hermite Polynome

Nach Sudret et al. [2012], konnen anhand der Gleichung 8.32 die Erwartungs-
werte (¥; ¥; Uy) fiir die drei Polynome ¥ wie folgt geschrieben werden

M
v; = H ham(f‘m% auf o, > 0,
m=1
M
Uy =[] bem(&m), auf Bn >0, (C.7)
m=1

M
Vi = ] bym(&m), auf ym >0.

m=1

Geht man von dem Erwartungswert

Dijr = (h:(€) h;(£) br(£))
gk wenn (i 4+ j + k) gerade
= § (N )y {kenz’—j,im o

0 sonst,
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dreier eindimensionaler Hermite Polynome fiir normalverteilte Variablen aus
ergibt sich nach Berveiller et al. [2004] und Sudret et al. [2012] fiir den gesuchten
Erwartungswert folgender Ausdruck

diji = (U5 U Ur) = [T (0am(€) bsm (&) h2m(€)) = ] Dampmom (C.9)

C.3. Polynomial Chaos Basis

Die nachfolgenden Tabellen C.1 bis C.4 stellen die PC Basis als Produkt aus
den eindimensionalen Hermiten Polynomen und den dazugehérigen Varianzen
dar und wurden der folgenden Literatur Ghanem und Spanos [1991] und Ja-
blonski [2014] entnommen.

i | PC Ordnung r 1]\_/[[ Dai Polynome &; (U?)
i=1
1 0 ho 1 1
2 1 b1 &1 1
3 2 ho &1 2
4 3 b3 & —3& 6
5 4 b4 T —662+3 24
6 5 Bs & — 10£7 + 156, 120
7 6 be €5 — 1567 + 4567 — 15 | 720

Tabelle C.1.: Eindimensionale PC Basis mit dem Produkt aus Eindimensiona-
len Hermiten Polynomen und den dazugehorigen Varianzen nach
Ghanem und Spanos [1991].

M
i | PC Ordnung r | ] bas | Polynome &; | (¥%)

i=1
1 0 hobo 1 1
2 1 h1bo & 1
3 hob1 &2 1
4 h2ho g-1 2
5 2 hob1 £162 1
6 Bobh2 &1 2
7 h3ho & — 36 6
8 3 h2b1 £i& — & 2
9 h1b2 §é—& 2
10 hobs £ — 3% 6

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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7
i | PC Ordnung r | T] bai Polynome ®; (?)
=1
11 habo & — 68 +3 24
12 Bsb1 El& — 3616 6
13 4 babe | £163 -1 —&5 41 4
14 b1bs 6163 — 3616 6
15 hoba & —6£2+3 24

Tabelle C.2.: Zweidimensionale PC Basis mit dem Produkt aus Eindimensiona-
len Hermiten Polynomen und den dazugehorigen Varianzen nach
Ghanem und Spanos [1991].

i
i | PC Ordnung r | [] bai Polynome ®; (U?)
i=1
1 0 hoboho 1 1
2 h1boho &1 1
3 1 hob1bo &2 1
4 hohob1 &3 1
5 b2bobo & -1 2
6 h1b1bo §162 1
7 5 h1hob1 &1&s 1
8 hobzho &-1 2
9 hoh1h1 £283 1
10 hobob2 & -1 2
11 hzhobo & — 34 6
12 h2b1ho &L -6 2
13 h2bob1 £ — & 2
14 h1b2bo L& - & 2
15 3 h1b1b1 &16263 1
16 h1bob2 L& - & 2
17 hobsbho & — 3% 6
18 hob2b1 £ —¢& 2
19 bob1b2 265 — & 2
20 hohobs £ — 3¢ 6
21 haboho & —66+3 24
22 hsb1bo &6 — 366 6
23 hzhobh1 £ — 36183 6
24 hahoho | €165 — &G — & +1 4
25 4 hab1b1 £1628s — &aés 2
26 hahoha | €165 — & — & +1 4
27 h3b1ho &8 — 3616 6
28 h1b2b1 €1§§§3 —&ié&s 2
29 h1H1h2 L1686 — L& 2
Fortsetzung auf der néchsten Seite
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7
i | PC Ordnung r | [] bas Polynome ®; (U?)
i=1
30 h1bobs L& — 366 6
31 hobabo & — 66 +3 2
32 4 Bobsb1 €3¢3 — 38283 6
33 bobahe | 6363 — &5 — & +1 4
34 hoh1bhs 685 — 36285 6
35 hoboba & — 685 +3 24

Tabelle C.3.: Dreidimensionale PC Basis mit dem Produkt aus Eindimensiona-
len Hermiten Polynomen und den dazugehérigen Varianzen nach
Ghanem und Spanos [1991].

j§
i | PC Ordnung r I1 Yai | Polynome ®; | (¥?)
i=1
1 0 hohobhobho 1 1
2 h1bhohobo 3! 1
3 1 hob1bobo &2 1
4 hobob1bho &3 1
5 hobobob1 &4 1
6 h2bobobo & -1 2
7 h1bh1bhobo §1&2 1
8 hibhob1bo &8s 1
9 h1bobob1 &1& 1
10 9 hob2bobo &-1 2
11 hob1b1bo §283 1
12 hob1bob1 &84 1
13 hobob2bo &G -1 2
14 hobob1b1 &38 1
15 hohobhobh2 &1 2
16 h3bhobobo & —34 6
17 h2b1hobo 6 — & 2
18 h2hob1bo 6 — & 2
19 babobobi | &26e — & 2
20 h1b2bobo a& - & 2
21 hibibhibho §16283 1
22 3 hibibob1 §16284 1
23 h1bob2bho L& - & 2
24 h1bob1b: §18384 1
25 h1bobobe L&l — & 2
26 hobsbhobo & - 3% 6
27 hob2b1bo €363 — &3 2
28 hob2hobr | €364 — & 2
Fortsetzung auf der néchsten Seite
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i
i | PC Ordnung r 1T bai Polynome &; (?)
=1
29 hob1bh2bo 68— & 2
30 hob1h1b1 §28384 1
31 hobihobh2 &8 - & 2
32 3 hobohsho & — 3¢ 6
33 hohobab: €361 — & 2
34 hobob1b2 &8 — & 2
35 hohohobs & — 34 6
36 habobhobho 5? — 66 +3 24
37 hshihobo £& — 3616 6
38 hzhobh1ho 5?53 —361&3 6
39 hzhobob1 £16 — 361& 6
40 bahaboho | &6 — & — & +1 4
41 b2h1bh1bo £1628s — &a&s 2
42 H2b1bob1 £1628s — &6 2
43 hobobaho | €165 -5 —&34+1 | 4
44 H2bob1b1 £1638s — &3éa 2
45 bahobobz | &1€7 — &1 — €& +1 4
46 b1bshobo 6165 — 3616 6
47 h1b2b1bo &858 — &i1€s 2
48 h1b2b0b1 &858 — &4 2
49 h1b1b2bo L1663 — L& 2
50 hihibib1 §1628384 1
51 h1bh1hob2 6168 — 66 2
52 h1bobsho 6183 — 3618 6
53 4 hihobz2b1 L1858 — &ié 2
54 hihob1ba £1€383 — G163 2
55 h1bobobs &&d — 364 6
56 hobabobo & —665+3 24
57 Bohsh1bo £3¢s — 3&ats 6
58 Bohahob1 £3€4 — 3626 6
59 boha2babo | €365 — &5 — & +1 4
60 Hob2b1b1 £3638s — &3éa 2
61 hob2hobs | €763 — €7 —€34+1 | 4
62 hobh1hsho 6285 — 38283 6
63 hoh1h2b1 628384 — &26a 2
64 hoh1h1b2 &8585 — £263 2
65 hob1bhobs 6268 — 3&& 6
66 hohabobo £ — 663 +3 24
67 bobobhshr £3¢4 — 3638 6
68 hohobabz | €367 — & — & +1 4
69 hobob1hs £3€3 — 3638 6
70 hohohoba & —66+3 24

Tabelle C.4.: Vierdimensionale PC-Basis mit dem Produkt aus Eindimensiona-
len Hermiten Polynomen und den dazugehérigen Varianzen nach
Ghanem und Spanos [1991].
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