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Zusammenfassung

Die Beziehung zwischen normalen Proteinen und infektiosen Prionen wird durch
ein Modell beschrieben, das aus einer gewohnlichen Differentialgleichung

o v(t) o0
o(t) = A —0(t) = 5 +v [, ult,w)wde /yo T(y)u(t,y) dy o

22 [Cutts) [ e dsdy

Yo 0

gekoppelt mit einer quasilinearen partiellen Differentialgleichung

v(t)
R TR dx(’?y(T(y)U(t,y))

= —(uly) + B@)u(t.) +2 [ Bty ult, ) ds

atu(ta y)_l_

- 0.2)
ST / nly — = 2ty — 2Jult, 2) dz

Yo
~2utty) [ nfz it ) d:

Yo
fir y € (yo,00) mit yo > 0 und ¢ > 0 besteht. Dabei wird durch u(t,y) die
Dichte von Prionen (Polymeren) und durch v(¢) die Anzahl der normalen Proteine
(Monomere) représentiert. 7, u, ,n stehen entsprechend fiir die polymerlédngen-
abhangigen Verlangerungs-, Polymerabbau-, Fragmentations- und Koagulations-
raten. Die Gleichungen werden durch die Randbedingungen

u(t,yo) =0, t>0 (0.3)
und Anfangswerte

v(0) =v", w(0,y) =u"(y), ¥ € (y.0) (0.4)
vervollstandigt.

Die Existenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir das System (0.1)—(0.4) wurde
in [33,41,46] fiir den Fall » = 0 und v = 0 ausfiihrlich studiert.

Die vorliegende Arbeit ist dem Fall  # 0 und v > 0 gewidmet. Im ersten Teil der
Arbeit wird gezeigt, dass wenn die Raten 7, u, 3, n beschrankt sind, eine eindeutige
klassische globale nichtnegative Losung (v, u) fiir das System (0.1)—(0.4) existiert.
Im zweiten und dritten Teil der Arbeit wird der Fall unbeschrankter Raten 7, i1, 5,7
untersucht. Es wird die Existenz einer schwachen monomererhalten Losung fiir
(0.1)-(0.4) bewiesen, die unter zusétzlichen Voraussetzungen eindeutig ist.

Schlagworter: Prionenmodell mit Koagulation, klassische Losungen, schwache Lo-
sungen.






Abstract

The model considered in this thesis describes the interaction between non-infectious
and infectious prion proteins and consists of an ordinary differential equation

. (1) .
0= A= 2000) ~ ygras f, TO) d -
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coupled with an integro-partial quasilinear differential equation

v(t)
1+v fyzo u(t, )z dxay(T(y)u(t’ v))

= —(uly) + @)t +2 [ Bty ult, ) ds

atu(tu y>+

y—y (0.6)
+ Ly>2y,) / n(y — z, 2)u(t,y — 2)u(t, z) dz

Yo
~2utty) [ nfz it ) d:

Yo
for y € (yo,00) with yo > 0 and ¢t > 0, where u(t,y) and v(t) represent the
density distribution function for the prion polymers and the number of normal
monomers, respectively. 7, u, 3,1 are the length-dependent rates associated with
lengthening, methabolic degradation, fragmentation and coagulation of polymers.
The boundary condition

u(t,yo) =0, t>0 (0.7)

and the initial conditions

v(0)=v", u(0,y) =u’(y) . Y E (y0,%0) (0.8)
complete the system of equations.
The existence and uniqueness of solutions for the system (0.5)—(0.8) is analyzed

in [33,41,46] for n =0 and v = 0.

The present thesis is devoted to the case n # 0 and v > 0. In the first part of the
thesis it is shown that, if the rates 7, u, 3,1 are bounded, the system (0.5)—(0.8)
has a unique classical non-negative solution (v, ). The solution exists globally in
time. In the second and third parts of the thesis the prion model with unbounded
rates 7, u, 3,n is analyzed. The existence of a monomer-preservig weak solution
(0.5)—(0.8) that is unique under some additional assumptions is proven.

Key words. Prion model with coagulation, classical solutions, weak solutions.






1. FEinleitung

1. Einleitung
1.1. Modellbeschreibung

Bei gewissen Krankheiten, die als iibertraghare spongiose Enzephalopathien be-
zeichnet werden, vermutet man, dass sie durch infektiose Proteine (Prionen) entste-
hen konnen. Von verschiedenen Formen dieser Krankheiten konnen sowohl Tiere
als auch Menschen betroffen sein. Menschen, Rinder, Schafe und andere fiir diese
Krankheit anfallige Tiere produzieren in gesundem Zustand das normale Protein
PrPC. Dieses Protein existiert normalerweise in Form von Monomeren. Man geht
davon aus, dass sich die Polymerprionen PrP>° kettenweise an die Monomere an-
schliefen. Dadurch wird PrP® in die infektiose Form PrP> umgewandelt. Ab
einer bestimmten kritischen GréBe wird PrPS¢ sehr stabil und durch Polymeri-
sation konnen schnell Polymerketten entstehen, die mehrere tausend Monomere
enthalten. Diese Ketten kénnen sich aber auch aufteilen (meist die kleineren)
und es wird angenommen, dass sie unterhalb einer kritischen Grole umgehend in
Monomere PrP¢ zerfallen.

Polymerisationsmodelle fiir PrP¢ Monomere und PrP% Polymere wurden erst-
mals in in [35] und [36] im diskreten Fall formuliert und untersucht. Das in
[35] beschriebene Modell besteht aus einem unendlich-dimensionalen System von
gewoOhnlichen Differentialgleichungen der Form

d 00

—U:)\—’yv—ﬂj dYou 28 Y > iy,

dt i=ng j>ng 1<ng

e —pu; — B — Du; — mo(u; —ui—y) + 26 z; iu;  fur i > ng
j>i

und berticksichtigt Polymerisation, Polymerteilung und Polymerabbau sowie die
natiirliche Monomerproduktion und Monomerabbau. Hier repréasentiert v die An-
zahl der gesunden Monomere (PrP®) und u; die Anzahl der infektiosen Polymere
(PrP5¢), bestehend aus i Monomeren. Dabei wird i > ny > 2 vorausgesetzt, wobei
ng die kleinste stabile Polymerlange bezeichnet. A, v, 7, 8, 4 modellieren entspre-
chend die Produktionsrate von PrP®, die Abbaurate von PrPC, die Polymerisa-
tionsrate, den Polymerteilungskoeffizient und die Polymerabbaurate. Polymere
konnen aus mehreren tausenden Monomere bestehen.

Ein darauf basierendes Modell mit stetigen Polymerldngen wurde in [25] eingefiihrt
und spéter in [17,27,39] weiter analysiert. Da biologische Forschungsergebnisse
( [37,40]) darauf hinweisen, dass nur abgeschnittene Polymerformen in der Lage
sind, sich im Rahmen des Polymerisationsvorganges zu verlangern, bzw. dass sich
Polymere mit Langen aus einem bestimmten Intervall am schnellsten verlangern,
wurde das Modell in [26] weiter modifiziert. Es wurde so konzipiert, dass die
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1. FEinleitung

Polymerisation langsamer wird, wenn das Verhaltnis der Gesamtanzahl der in
Polymeren enthaltenen Monomere zu der Polymergesamtzahl grofler wird. Das
bedeutet, dass sich der Polymerisationsvorgang mit dem Wachstum der durch-
schnittlichen Polymerldnge verlangsamt. Auflerdem wurde im Modell in [26] die
Koagulationsméglichkeit fiir Polymere entsprechend [6,10] beriicksichtigt. Es exis-
tieren auch andere Prionenmodelle, welche z.B. die Bewegung von Prionen be-
riicksichtigen (eingefithrt in [9]), oder welche den Verlauf von Alzheimer- oder
Parkinson-Krankheit beschreiben (vgl. [28]).

Im Folgenden stellen wir das in [26] beschriebene Modell vor, das die Vermehrungs-
dynamik von Prionen beschreibt. Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

e v(t) > 0 ist die Anzahl von PrP® Monomeren zum Zeitpunkt ¢ > 0;

e 1o > 0 ist die minimale stabile Polymerlédnge, d.h. die Polymere haben eine
Lange y mit yy < y < 00;

e u = u(t,y) > 0 ist die Dichte von infektiosen PrP5¢ Polymeren der Linge
y € (yo,00) zum Zeitpunkt ¢ > 0. Entsprechend bezeichnet der Ausdruck
fyzo u(t,y) dy die Anzahl der Polymere zum Zeitpunkt ¢ > 0. Der Ausdruck

fyzo u(t,y)y dy entspricht der Anzahl der Monomere, die in allen Polymeren
zum Zeitpunkt ¢ > 0 enthalten sind;

e )\ > 0 ist die Rate von natiirlich produzierten PrP® Monomeren:;
e ~ > ( ist die natiirliche Abbaurate von Monomeren;

e 7(y) > 0 ist die laingenabhéngige Polymerisationsrate;

e v > () ist ein mit der Polymerisation assoziierter Parameter;

e [(y) > 0 ist die langenabhéngige Polymerteilungsrate;

e x(y',y) ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein Polymer der Lénge y >
in zwei Polymere der Lange 1/ < y und y — ¢/ < y aufteilt;

e u(y) > 0 ist die lingenabhiingige Abbaurate von PrP5¢ Polymeren;

e n(z,y) =n(y,z) > 0ist die Koagulationsrate von zwei Polymeren der Lange
z und y.

Die wechselseitige Beeinflussung von PrP® Monomeren und PrP5¢ Polymeren wird
mit dem folgenden gekoppelten System von Differentialgleichungen beschrieben:

12



1. FEinleitung

Der gewohnlichen Differentialgleichung

U(t) =A- fﬂ)(t) N 1+ nyo(?(iztx)xdx /y:OT(y)u(ta y) dy (1 1)

w2 [ Cuttst) [ e dzay

Yo 0

und der hyperbolischen quasilinearen Gleichung

u(t)
1+v fyooo u(t, x)xdxay(T(y)u(t’ v))

= —(uly) + B@)utt.) +2 [ Bty ult, ) ds

atu(ta y)_l_

(1.2)
Y=o
+ Ly>2y,) / n(y — z, 2)u(t,y — z)u(t, z) dz
Yo
_ 2u(t,y)/ n(z,y)u(t, z) dz
Yo
fir y € (yo, 00) mit yo > 0, vervollstéandigt durch die Randbedingungen

und die Anfangswerte

v(0) =1, w(0,y)=u’(y), ¥y < (yo,0). (1.4)

Die Anzahl der PrP® Monomere kann sich durch Absterben (der Ausdruck —vv)
und Polymerisation, entsprechend

o) /OO T(y)u(t,y)dy ,

1+ z/fyzo u(t,z)xdz J,,

verkleinern, oder auf Grund natiirlicher Produktion (A) und Polymerteilung in
Polymere kleinerer Lange als yo (der Ausdruck mit S(y) in (1.1)) und anschliefen-
des Zerfalls in Monomere, vergrofiern. Es ist zu beachten, dass die Polymerisation
im Fall v > 0 umso langsamer wird, je grofler die Anzahl der in Polymeren enthal-
tenen Monomere wird. In der Gleichung (1.2) entspricht der Ausdruck

v(t)
v [Zult, x)x d:cay(Tu>

der Verlangerung der Polymere der Lange y durch Anschliefen von Monomeren,
—u(y)u(y) entspricht der Anzahl der abgestorbenen Polymere und die Ausdriicke

13



1. FEinleitung

mit [ entsprechen der Vergroflerung bzw. Verkleinerung der Anzahl von Polymeren
der Lange y auf Grund von Teilung. Der Riickgang bzw. die Vermehrung von Poly-
meren der Lange y kann auch bei der Polymerkoagulation stattfinden, wenn diese
sich an die anderen Prionen anschlieen (der Ausdruck —2u(y) fyooo n(z,y)u(z)dz)
bzw. wenn sich zwei kleinere Prionen zusammenschlieflen, was dem Ausdruck

/ "y — 2 2uly — 2yulz) d

entspricht.

1.2. Ziel der Arbeit

Wie wir schon erwdhnt haben, wurde das Modell in [26] eingefiihrt und im Fall
von Raten

1
T =const,  Bly) =Py,  k(zy) = ; (1.5)
untersucht. Mit den Bezeichnungen
U(t) ¢=/ ult,y)dy ,  P(t) = / yu(t, y)dy
Yo Yo

erhdlt man in diesem Fall aus (1.1), (1.2) formal das geschlossene System gewohn-
licher Differentialgleichungen

ToU
/:/\_ - 2
v Y 1+Vp+ﬂyoU,
U'=BP — pU —28yoU —nU? , (1.6)
, ToU 9
= — P — )
1+vP a Pyt

Die Autoren haben in [26] gezeigt, dass das System eine eindeutige beschriankte
globale Losung in R? besitzt, wenn die Anfangswerte nichtnegativ sind. In diesem
Artikel wurde fiir die Raten (1.5) auch bewiesen, dass das triviale Equilibrium
A
(v,U,P) = (A\/7,0,0) im Fall v > Byo + p und par < 1 global attrak-
4

o C o Byt T
tiv ist. Wenn der letzte Ausdruck dabei strikt kleiner als 1 ist, ist die statio-

nare Losung dariiber hinaus global asymptotisch stabil. Falls v > SByo + p und
BAT
Y(Byo + p)?
auf R3 \ [R} x {0} x {0}] lokal stabil ist. AuBerdem wurde die Gleichgewichtslésung
fir (1.1), (1.2) in diesem Fall fiir n = 0 explizit konstruiert. Das Langzeitverhal-
ten der Losungen fiir das Problem (1.1)—(1.4) und Stabilitéatsfragen wurden fiir

> 1, existiert eine eindeutige endemische Gleichgewichtslosung, die

14



1. FEinleitung

den Fall n = 0 auch in [7,8,17,23, 24,41, 46] untersucht.

Wir bemerken, dass wenn das System (1.6) gelost werden kann, die urspriinglichen
Gleichungen (1.1), (1.2) nicht mehr gekoppelt sind, weil v fiir ¢ > 0 bestimmt ist.
In [17] wurde gezeigt, dass (1.2) in diesem Fall (mit den Raten wie in (1.5), n =0
und v = 0) fiir v = u(t,y) mit der Charakteristikenmethode kombiniert mit Me-
thoden aus der Halbgruppentheorie gelost werden kann. Die Existenz- und Ein-
deutigkeitsfragen wurden im Fall 7 = 0 auch in [12] und im diskreten Fall in [11]
untersucht.

Der Fall allgemeinerer Raten wurde in [41], [46] und [33] studiert. Es wurde dabei
n = 0 und v = 0 vorausgesetzt. In dieser speziellen Situation hangt die rechte
Seite von (1.2) linear von u ab. Fiir v : [0, 7] — R* wurde in [41,46] der Operator

[Au(t)u](y) = v()dy(Tu) + (1(y) + B(y))uly) — 2 / N B(2)k(y, 2)u(z)dz
wek, tel0,T], y<y<oo

mit geeignetem Definitionsbereich F; definiert und seine Eigenschaften wurden
untersucht, wenn g, 5 beschriankt sind und  die Bedingungen (1.7), (1.8) erfiillt.
Es wurde gezeigt, dass die Familie {—A,(¢) }1epo,7) fiir v € C*([0,T7]) mit

0< R <o) <|vlcrm <R, te[0,T]

im biologisch natiirlichen Raum Ey := L;i((yo,0), ydy) ein hyperbolisches Evo-
lutionssystem generiert, dessen Eigenschaften in [41,46] studiert wurden. Die
Autoren haben mit Halbgruppentheorie bewiesen, dass das Anfangswertproblem
(1.1)-(1.4) im Fall beschrankter Raten u, f und

7€ C([yo,o0)) mit 0<7(y) <7y, y=>wyo

fiir v > 0 und v® € E eine eindeutige klassische Losung (v, u) besitzt, sodass
ve CHRT), v(t) > 0 fiir t >0 und u € CH(RT, Ey) N C(RT, EY).
Die Wahl des Raums Fy = Li(Y, ydy) ist dadurch bedingt, dass die Ausdriicke

/ yu(t,y)dy und / u(t,y)dy

Yo Yo

der gesamten Anzahl der Monomere, die in Polymeren des Systems enthalten sind,
und der Anzahl der Polymere im System zum Zeitpunkt ¢ entsprechen.

In [33] wurde gezeigt, dass im Fall unbeschrénkter Raten 7, u, S und n =0, v =0
eine globale schwache monomererhaltende Losung fiir das Problem (1.1)—(1.4) exis-
tiert, die unter zusatzlichen Voraussetzungen an die Raten eindeutig ist.
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1. FEinleitung

In [13] wurde die Existenz von schwachen monomererhaltenden Losungen fiir das
Problem (1.1)-(1.4) mit n = 0, v = 0 studiert, wobei die Autoren die Resultate
fiir diskrete Modelle aus [4,5] verwendet haben.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang der Begriff “monomererhaltend”. Dies be-
deutet, dass sich die Gesamtanzahl von Monomeren im System nur durch natiirliche
Produktion bzw. durch Absterben dndert. Die entsprechende Identitat fiir ¢ > 0

u(t) — o'+ /oo yu(t, y)dy — /OO yu® (y)dy

Yo Yo

=\t — v/otv(S)ds - /Ot /y:o yu(y)u(s,y)dyds

erhdlt man formal, indem man (1.2) beziiglich des MaBles ydy und beziiglich ¢ unter
Beriicksichtigung von (1.7), (1.8) integriert und mit (1.1) aufaddiert. Fiir die Ein-
deutigkeit scheint diese Eigenschaft kritisch zu sein, weil sich die Gleichung (1.2)
im Fall 7 =0, p =0, n =0 und yy := 0 zur stetigen Fragmentationsgleichung re-
duziert, fiir die die Nichteindeutigkeit von nichtmassenerhaltenden Losungen z.B.
in [14] beobachtet wurde.

Da die rechte Seite von (1.2) im Wesentlichen Koagulations- und Fragmenta-
tionsprozesse beschreibt, welche in Chemie, Physilk, Biologie eine grofie Rolle
spielen, sind viele Arbeiten auf diesem Gebiet auch fiir unser Modell relevant,
z.B. [14,19,20,29,31,32,42,45] und viele andere.

In der vorliegenden Arbeit wird der Fall mit n £ 0 und v > 0 untersucht.

Im ersten Teil der Arbeit (Kapitel 2) wird Existenz und Eindeutigkeit von klas-
sischen Losungen fiir das Problem (1.1)—(1.4) mit beschrankten Raten 7, u, 8,71
nachgewiesen. Dazu betrachten wir (1.2) als eine inhomogene quasilineare hyper-
bolische Differentialgleichung mit nichtlinearer rechter Seite. Zum Nachweis der
Existenz zeitlich lokaler (positiver) Losungen benétigen wir drei Fixpunktiteratio-
nen (siehe Kapitel 2, Abschnitt 2.3). Wir bedienen uns der Resultate aus [41,46]
betreffend der Familie { —A,(t) };co,77. SchlieBlich beweisen wir die zeitlich globale
Existenz der Losung. Die Ergebnisse von diesem Teil der Arbeit werden in Theo-
rem 2.1 vorgestellt.

In den Kapiteln 3 und 4 studieren wir das Problem (1.1)—(1.4) mit unbeschrank-
ten Raten 7, u, 5, n. Wir iibertragen die in [33] beschriebenen Ideen auf unseren
Fall. Um die Existenz einer schwachen monomererhaltenden Losung zu zeigen,
konstruieren wir eine Folge von Problemen mit beschrankten Raten 7, tt,, Bn, -
Unter Verwendung der Ergebnisse aus dem ersten Teil der Arbeit beweisen wir
mit einem Kompaktheitsargument die in Theorem 3.2 formulierte Existenzaus-
sage iiber schwache monomererhaltende Losungen.
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1. FEinleitung

Fiir den Nachweis der Eindeutigkeit von schwachen monomererhaltenden Losungen
untersuchen wir eine Stammfunktion fiir die Differenz zwischen zwei beliebigen
schwachen monomererhaltenden Losungen des Problems (1.1)—(1.4). Geeignete
Abschatzungen fiir diese Stammfunktion implizieren dann die Gleichheit der bei-
den Losungen. Die allgemeinen Eindeutigkeitsresultate sind in den Theoremen 4.5
und 4.6 formuliert. Im Teil (a) bzw. im Teil (b) von Theorem 4.1 wird ein Spezial-
fall von Theorem 4.5 bzw. von Theorem 4.6 dargestellt. Korollar 4.2 prasentiert
danach eine Existenz- und Eindeutigkeitsaussage fiir schwache monomererhaltende
Losungen des Problems (1.1)—-(1.4).

1.3. Voraussetzungen

Im letzten Abschnitt haben wir schon erwéhnt, dass die Arbeit aus drei Teilen
besteht, namlich der Existenz einer eindeutigen klassischen Losung, der Existenz
einer schwachen monomererhaltenden Losung und der Eindeutigkeit der schwachen
monomererhaltenden Losung. Jedes dieser Resultate kann natiirlich nur unter be-
stimmten Voraussetzungen gewonnen werden, die sich von einem Kapitel zum an-
deren unterscheiden. In diesem Abschnitt mochten wir die Voraussetzungen und
Bezeichnungen zusammenstellen, die fiir die ganze Arbeit gelten sollen.

Mit
Y= (y07 OO)

bezeichnen wir die Menge der moglichen Polymerlangen. x > 0 sei eine auf
K:={(29);90 <y<00,0<z<y}
messbare Funktion mit

k(z,y) =k(ly—29), (zy ek, (1.7)

und
Yy

Q/ZH(Z,y) dz=y, firfastalleyeY . (1.8)
0

Die letzte Gleichung bedeutet, dass die Anzahl der Monomere nach der Spaltung
erhalten bleibt. (1.7), (1.8) implizieren

Y
/H(z,y) dz=1, firfastalleyeY . (1.9)

0

17



1. FEinleitung

Ein Beispiel fiir solch eine Funktion ist

1
H(%y):;ko(;), y>y, 0<z<y, (1.10)

wobei kg eine nichtnegative integrierbare Funktion ist, die auf (0,1) definiert ist

und fur die )

o) =ho(1=9) . yE(0.1), [ hafy)dy =1 (111)
0
gilt. Insbesondere erhalten wir fiir ky = 1
1
m(z,y)z;, y>vy, 0<z<y. (1.12)

Firy € Y und v € Li(Y,ydy) definieren wir die Abbildungen

Llul(y) == —(u(y) + Bly))uly) +2 / By u(z)d: (113)

und
Qlu, w](y) = Lyy>ay) / n(y — 2, 2)uly — 2)w(z) dz — 2u(y) /oo n(z, y)w(z)dz

Yo
Yo

(1.14)
mit g, 8 € Lootoe(Y,RT) und 7 € Ly 1oc(Y XY, RT) symmetrisch. Essei ¢ : Y — R
messbar, dann gilt (formal)

/OO o(y)Llu](y)dy = — /OO o(y)u(y)u(y) dy

’ ; / °° u3o) (~o(0) +2 / e(n) ) dy
(1.15)

und

/Oo e(y)Qu, u](y) dy = /:o ©(y) /y_yo n(y — 2z, 2)uly — z)u(z) dzdy

Yo Yo Yo

2 [ ptuty) [ ntegutz) dedy

Yo Yo

[ u) [ ety - =2ty - 2 dyaz

Yo z+Yo

2 / °° / Oo o)z yyuly)u(z) dz dy
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1. FEinleitung

In der letzten Gleichung berticksichtigen wir die Symmetrie von 1 und nach der
Substitution y := y — z erhalten wir

/ " o(y)Qlu u(y) dy = / ) / (ol +2) — oy) — o)y, 2July)u(z) dydz
0 Yo Yo (116)

19



2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Es sel Y = (yp,00). In diesem Kapitel setzen wir stets voraus, dass (1.7), (1.8)
und die folgenden Voraussetzungen erfiillt sind. Es sei

pB € LL(Y) (2.1)

wobei LY (Y) den positiven Kegel in L. (Y') bezeichnet. Ferner gelte

v, \,v>0, (2.2)

T€BCY(Y,RY), O0<7<7(y) <7y, y>w, (2.3)

wobei 19, 7" > 0 Konstanten sind (beachte, dass z.B. 7 = ||7]|~/yo gewahlt
werden kann), und

neBCUY xY,RY),  n(y,2) =n(zy) firyzeY. (2.4)

Dann implizieren (1.15), (2.1) und (1.8), dass der in (1.13) definierte Operator
L: Li(Y,ydy) — Li(Y,ydy) linear und beschrankt ist.
Es sei im Folgenden

Ey = Li(Y,y dy)

und
Ey = {u € Ey: 0y(tu) € Ey,u(yy) = 0}

mit der Norm
ullz, = [lullz, + 110y (Tu)]| 5, -

Unter Ej verstehen wir den positiven Kegel in Fy und E}f := E; N Ej .

Im nachsten Theorem stellen wir das Resultat iiber die Existenz und Eindeutigkeit
von klassischen Losungen fiir das Problem (1.1)—(1.4) vor.

Theorem 2.1. Fs seien die Voraussetzungen (1.7), (1.8) und (2.1)—(2.4) erfillt.
Dann besitzt das Problem (1.1)—(1.4) fiir jedes gegebene v° > 0 und u® € E; eine
eindeutige globale klassische Losung (v,u) mit v € C*(RY), v(t) > 0 firt > 0 und
ue CHRY, Ey) NC(RY, E).

Um diese Aussage zeigen zu konnen, benotigen wir einige Vorbereitungen, sodass
sich am Ende von Kapitel 2 der Beweis fiir Theorem 2.1 ergibt.
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

2.1. Vorbereitungen

In diesem Abschnitt schauen wir uns als erstes einige Eigenschaften des Raumes
E; naher an. Im folgenden Lemma zeigen wir, dass der Raum FE; genau aus den
Funktionen u € W (Y, ydy) mit u(yy) = 0 besteht. Mit D(Y) bezeichnen wir die
glatten Funktionen auf Y mit kompaktem Trager.

Lemma 2.2. Wir definieren die Raume
F = {uec WY, ydy) | u(yo) =0}  wund G := CIW%(YVydy)D(Y) )

Dann ist
E1 - F - G .

Beweis. Es sei v € E;. Dann gilt
u(yo) =0, weE;,, 0,(ru)e€k.

Wegen
TOyu = Oy(Tu) — T'u € Ey
erhalten wir
> ()
[ oatvas < [T oumlyay < oo
Yo v 10
Somit gilt u € F.
Sei nun v € F. Die Bedingung 7 € BC" impliziert dann 7'u + 70,u € Ey und
somit auch 0, (Tu) € Ey, was zusammen mit u(yo) = 0 das Ergebnis u € E liefert.

Es sei w € W} (Y, ydy) mit u(yp) = 0. Dann ist yu € W} (Y,dy) = W}(Y) mit
u(yo) = 0. Wir wissen, dass D(Y) dicht in der Menge {w € W} (Y) } w(yo) = 0}
liegt (Satz [43, 1.5.4]). Somit existiert eine Folge (u,) C D(Y'), sodass u, — yu in
W(Y), d.h.

lim [/ |, —yu|dy—|—/ |8yun—u—y8yu|dy} =0. (2.5)

oo Yo Yo

Da yo > 0, erhalten wir, dass [y — u,/y| € D(Y) und

| Ll
—Up — U = —up —u|ydy
Y Wll(Y,ydy) Yo Y
<11 1
+ —Oyun — —u, — Oyulydy
Yo Y Y

< / fup — yul dy
Yo

o 1 oo
+/ |0yun, — u — yOyul dy+—/ lyu — u,| dy .
Yo Yo Jyo
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Daraus folgt zusammen mit (2.5)

=0

neelly W (Y,ydy)

lim H—un —u

und damit v € G.
Nun sei u € G C W}(Y,ydy). Dann existiert eine Folge (u,) C D(Y') mit

U, —u in WY, ydy) .
Dies impliziert
u, = in - Wi ((yo, 240), dy) — C([yo, 20]) -

Wegen u,(yo) = 0 folgt daraus u(yy) =0, d.h. u € F.

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Normen || - ||, und || - [[wi(yyay) 8quivalent
sind. Dafiir sei u € F;. Dann gilt wegen (2.3)

lullz = llullz + 10y (rw)llz = llulls +/ |0y (Tu)(y)|y dy

Yo

<l + [ (P w)u)] + T w)dyuly) )y dy

Yo
< llullg, + 17 l[ollull 20 + 17 lool 1Oyl £

< MHuHWll(Y,ydy)

fiir ein M > 0. Andererseits gilt

el v = / fu(y)lydy + / 0,u(y)ly dy

Yo Yo

T
<fulss+ [ 2igutlyay

Yo

= [lullz, + Tlo /Oo 10y (Tu)(y) = 7' (y)u(y)ly dy

Yo
1
< lJullz, + T—O(H@y(m)llEg + 17l sollull )
< Mylullg,
fiir ein M; > 0. Somit ist die Aussage bewiesen. O]

Im folgenden Lemma untersuchen wir den in (1.14) definierten bilinearen Ope-
rator Q : Ej X FEy — Ej flll'j S {0, 1}
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Lemma 2.3. Der Operator () besitzt folgende Eigenschaften.
(a) Firje{0,1} ist Q : E; x Ey — Ej; bilinear mit

1Qu, wllls, < cllullglwlle, , wekE;, we k.
(b) Firue Ey, w € Ey ist 0,Q[u,w| € Ey mit

9, Qu, wl(y) = Lpy>24,) /y—yo Oy — 2, 2)uly — 2)w(z)dz

Yo

Yy—1Yo
ST / 0y — = 2)dyuly — 2)w(z) dz

Yo

—20,u(y) / e pu(z)de

Yo

— 2u(y) /OO Oan(z, y)w(z)dz .

Beweis. Zuerst zeigen wir Teil (b). Es sei u € F;. Nach Lemma 2.2 existiert eine
Folge (u;) C D(Y) mit u; — v in F. Fir jedes j € N und jedes t € Jp erhalten
wir aus dem Satz iiber Differenzierbarkeit von Parameterintegralen die Identitét

0y Qlu, w](y) = Liys2y) (Yo, ¥ — Yo) u; (o) w(y — yo)
=0

Y—Yo
ST / Oy — = 2)us(y — 2)w(z) dz

Yo

Yy—yo
TR / 0y — 2 2)0u;(y — 2)w(z) dz

Yo

—20,u;(y) / (=) de

Yo

— 2u(y) / oz, (=) d= .

0
Wegen n € BCHY x Y,R"), w € Ey und u; — u in F folgt daraus Teil (b) der

Aussage.
Um (a) zu zeigen, betrachten wir fiir u € Ej

QL. ], = / " QL wl| dy

Yo

oo Yy—Yo
< / T / 0y — 2 2)uly — 2)|lw(z)| d= dy

Yo Yo

i / T 2yluly) / e w)w(z)| dzdy |

Yo
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Mit
K = [Inllpcr(vxvr)
folgt aus (2.4)

o0 Y—Yo
QL wlley < K [ ooy [ luly = 2wl d=dy

Yo Yo
oK / ylu(y) / w(z)| d=dy .
Yo Yo
Beachten wir

e8] Yy—Yo
/ T / fuly — 2)l|w(z)| d=dy

Yo Yo

_ /:|w<z>| /Z:0y|u<y—z>|dydz
=/:|w<z>|/Z:0<y—z>|u<y—z>|dydz
+ /y:oz|w(z)| /:O lu(y — 2)[dydz

[e.e]

1 o
<2 [ afua)] [ vluty)ldyds,
Yo Yo Yo

so folgt sofort die erste Aussage des Lemmas fiir j = 0. Im Fall j = 1 erhéilt man
die Behauptung, indem man mit 9, vollig analog unter Beriicksichtigung von
(2.4) rechnet. O

Als néchstes mochten wir das Problem (1.1)-(1.4) abstrakt umformulieren, um
es mit den Methoden der Halbgruppentheorie behandeln zu kénnen. In [41]
und [46] wurde im Rahmen der Halbgruppentheorie eine Operatorenfamilie und
das von ihr generierte Evolutionssystem konstruiert und untersucht, sodass wir die
Ergebnisse auf unseren Fall iibertragen konnen. Der Vollstandigkeit halber geben
wir auch hier die Aussagen mit den Beweisen wieder.

Dafiir definieren wir einen Diffeomorphismus © : Y — (0, 00) durch

@(y)::/y%, yey. (2.6)

Nun setzen wir fir f € Fy

(W) f)(y) = Lie0) (O(y))
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

In [46] wurde gezeigt, dass {WW(t);¢ > 0} eine stark stetige positive Halbgruppe
auf Ej ist, wobei der entsprechende Generator —A durch den Operator

Au=0y(tu), we D(A)=FE, ={f¢€ Ey:0,(7f) € Ey, f(yo) =0} (2.8)
gegeben ist. Der Vollstandigkeit halber fiihren wir den Beweis an.

Lemma 2.4. Der in (2.8) definierte Operator —A generiert eine stark stetige
positive Halbgruppe {W(t); t > 0} auf Ey. Sie ist durch (2.7) gegeben und erfillt
die Bedingung

WOl e <e™t, t>0. (2.9)

Beweis. Als erstes bemerken wir, dass
O HO(y) +t) <y, y>yy,t>0. (2.10)
Dafiir sei
2= 07 (O(y) +1)
mit y € Y und ¢t > 0 beliebig. Dann

z dy/ Zdy/
oG -6 - [ L= [
, TW) ), Ty

wobei wir in der letzten Ungleichung (2.3) verwendet haben. Daraus folgt

1 1
—Inz——lhy <t
7—* 7—*

und damit (2.10).

Mit der Substitution

erhalten wir

W) flle =

_ OO 7(2) 2O 1 5
- | eerem e e w0
~ [ 1r@ieer o

Yo

<o [TIpe)ld:

0

f”E'o )

— e‘r*t
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

wobei wir im vorletzten Schritt (2.10) benutzt haben. Somit erfillt {W (¢);t > 0}
(2.9).

Nun zeigen wir, dass (2.7) eine stark stetige Halbgruppe auf Ej definiert. Fiir
f € Ey gilt offensichtlich

WO fl(y)=fy), vo<y<oo.

Die Halbgruppen-Eigenschaft erkennt man anhand der Gleichung
(W(s)W () f1(y)

= Ljt1s,00) (©))
=W(s+0)fl(y), st>0, yo<y<oo.

Um die starke Stetigkeit von {W(t);¢ > 0} auf Ey zu zeigen, sei f € Ey und
e > 0 beliebig. Ferner sei ff : Rt — RT die triviale Fortsetzung der Funktion
f von (yp,00) auf RT. Nach [3, Theorem X.4.14] gibt es ein g € C.(RT) mit
I/ = gllg, < ¢/(2+¢€™). Da der Triger von g kompakt ist, finden wir wegen
(2.3) ein R > 0, sodass supp(W (h)g) C [0, R] fiir alle h € [0,1]. Da g gleichméBig
stetig ist, existiert ein 0 € (0, 1] mit

9
h)g — 5 h<§.

Wegen supp(W (h)g — g) C [0, R] gilt nun offensichtlich
IW(h)g —glle, <e/2+€), 0<h<§.
Da

W (h)f = fllz, = IWER)FT = FFlE,
< [W(h) " = W(h)gllg, + W (h)g = glle, + g = " |l
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

und, wegen (2.10),

W (R) £ = W (h)glle,
/°° (07O

©-1(h) 7(y)
- / F7(2) — g(:)|0 (0 (2) + h) dz

Yo

—M) | (671 (0() - 1) — 9O (Olw) — )|y dy

<t 18 - gz

0

<e |If" gl

gilt, erhalten wir
IW(h)f— fllm <e

fiir 0 < h < 6. Da e beliebig gewahlt wurde, zeigt die letzte Abschétzung die
starke Stetigkeit von {W(t),t > 0}.

Damit ist gezeigt, dass (2.7) eine stark stetige positive Halbgruppe auf Ej definiert,
welche die Bedingung (2.9) erfiillt. Es bleibt noch zu zeigen, dass der entsprechen-
de Generator —A durch (2.8) gegeben ist.

Fir f € C}(Y) (der Raum der stetig differenzierbaren Funktionen mit kompaktem
Trager auf V) gilt f € L1(Y,ydy), 0,f € L1(Y, ydy) und

- ay<rf><y>' ydy

7‘ 1oy (O() (O 1(O(y) — ) F(O(Oy) — b)) — 7() f(v)
10 _ o e pw)| yay

h7(y)
e 1(h)
: /yo —h
N /h°° (O (z =) f(O (2 —h) —T(07'(2)f(O7'(2)) az<7_f)(@—1(z))‘
x 071 (2)dz

h
wobei wir die Substitution z := ©(y) unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass
7(©71(2)) = (671)(2), verwendet haben. Da f € C}(Y) und © ein strikt wachsen-
der Diffeomorphismus mit ©71(0) = y, ist, konvergieren die beiden Summanden
auf der rechten Seite der letzten Gleichung gegen 0 fiir h — 0.
(W) f =)
h

Daraus folgt, dass — 0y(7f) in Ey fiir h — 0 und damit

feDA), Af=0,7f) (2.11)
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

fir f € C1(Y). Der Raum C}(Y') ist offensichtlich invariant unter W (t). Da C}(Y)
eine dichte Teilmenge von Fj ist, ist der Raum C!(Y") nach [16, Proposition 1.7]
dicht in D(A), d.h. fiir jedes f € D(A) existiert eine Folge (f,) € CX(Y) mit
\f — fulle, + |Af — Afullg, — 0 fiir n — oco. Daraus zusammen mit (2.11) folgt
(2.8). O

Im Weiteren sei Jp := [0, 7] fiir 7" > 0. Fiir ein gegebenes R > 1 definieren wir
VT,R = {U € Ol(JT) ) R_l S U(t) S ||UH01(JT) S R} . (212)

Fiir eine Funktion v € Vr g und eine Abbildung 7, welche die Bedingung (2.3)
erfiillt, definieren wir ferner den Operator

Ay,(Du =v(t)0y(tu) — Liu], weE;, tedr. (2.13)

Aus Lemma 2.4 und L € L(E)) folgt mit dem Stérungssatz [38, Theorem 3.1.1],
dass —A,(t) eine stark stetige Halbgruppe auf Ey fir ¢ € Jp generiert. Es gilt
sogar die folgende Aussage iiber die Operatorenfamilie {—A, (%) }cpo77-

Satz 2.5. Es set R > 0,7y > 0 gegeben und 0 < T" < Ty. Dann generiert
{=Au(t) }repo,n fiir jedes v € Vp g ein eindeutiges Evolutionssystem U,(t,s), 0 <
s <t <T, in Ey, und es existiert ein wy := wo(Ty, R) > 0, sodass

U (t, 8) || e < e, 0<s<t<T,veVrp (2.14)

und
||Uv(t,s)||£(El) <wy, 0<s<t<T,veVrp. (2.15)

Ferner gilt fir v,w € Vrpr

”Uv(t’ 3) - Uw(ta S)Hﬁ(El,Eo) < wo(t - S)HU - wHC(JT) , 0<s<t<T. (2'16)

Beweis. Den hier vorgestellten Beweis findet man auch in [41, Proposition 2.2].
Wir geben ihn der Vollstandigkeit halber wieder. Da L ein linearer beschrankter
Operator auf Ej ist, folgt aus Lemma 2.4 und dem Stérungssatz [38, Theorem 3.1.1],
dass fiir jedes feste v € Vrr und jedes s € Jp der Operator —A,(s) eine stark
stetige Halbgruppe auf Ej generiert. Fiir diese Halbgruppe gilt wegen (2.9)

e | gy < €, >0 (2.17)

mit @ = R7* + || L|| (k). Daraus folgt, dass die Familie {—A, () }+cjo,r fiir jedes
v € Vr g im Sinne von [38, Def. 5.2.1.] stabil ist. Ferner ist die Abbildung

t— A,(Du

28



2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

stetig differenzierbar in Ey auf [0, 7] fur v € E; mit der Ableitung
A, (t)u = 0()9,(Tu) .

Der Definitionsbereich D(A,(t)) = FE; ist aulerdem unabhéngig von ¢ € [0,T].
Wir kénnen daher [38, Theorem 5.4.8] anwenden, welches besagt, dass in diesem
Fall fiir jedes v € V(T', R) ein eindeutiges Evolutionssystem U,(t,s),0 < s <t < T,
in Ey existiert, das die Bedingungen (E;) — (Es) aus [38, §5] erfiillt. Es gilt ins-
besondere die Abschitzung (2.14) (mit w anstelle von wp). Dariiber hinaus zeigt
der Beweis von [38, Theorem 5.4.8], dass die Familie {—A(t)}scpo,r) die Bedingun-
gen (Hy), (HY) und (H3) aus [38, §5] erfiillt.

Wir definieren fiir jedes t € Jp den Operator
P,(t) :=w+ A,(t)

mit w := w + 1. Dann folgt aus dem Hille-Yosida Theorem, dass w € p(—A,(t)).
Somit gilt P,(t) € Lis(E1, Ep) und

[Pl ez m) Sw + R+ | L)o@, t€Jr, vEVnR. (2.18)
Fir v € E; gilt dartiber hinaus
P,(-)u € C'(Jr, Ey)  mit P,(t)u := 0(t)d,(Tu) .

Da die Voraussetzungen (H), (H;) und (Hs) aus [38, §5] erfiillt sind, kénnen wir
den Beweis von [38, Theorem 5.4.6] verwenden und eine Zerlegung

Uy(t,s) = Py(t) "W, (t,8)Py(s), 0<s<t<T (2.19)

angeben, wobei W, (t,s) € L(Ey) die Gleichung
t
W, (t, s)u = Uy(t, s)u + / Wy (t,r)Cy(r)Uy(r, s)udr (2.20)

fur 0 < s <t <T und u € Ey erfullt mit
Cy(t) :== P,(t)P,(t) "' € L(Ey) , te€ Jp.
Jetzt wollen wir zeigen, dass eine Konstante Cy(R) > 0 existiert, sodass

1P2,() M eegomy < Co(R), tE€Jr, vEVrp. (2.21)
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Aus dem Theorem von Hille-Yosida und (2.17) folgt
1P () e <1, teJr.
Es gilt aulerdem fiir u € Fy und t € Jp
u= P,(t)P,(t) 'u = (w+v(t)d, (1) — L)P,(t) 'u

und folglich
u— (w—L)P,(t) u

v(t)

Daraus erhalten wir fiir u € Ey und t € Jr die Ungleichung
1P, () ull e, = 1P (1) ull iy + 110y (TP () |y

1 .
< Jlullzo + @Hu = (W= L)P,(t) ullg,

0y (TPy(t)"'u) =

< (T+ R(1+w+ || Ll e vl

woraus sich (2.21) ergibt. Folglich kommen wir auf

”Cv(t)”C(Eo) < Hpv<t>HE(E1,Eo)HPv(t)ilHﬁ(Eo,Eﬂ
< 9l Co(R) < Co(R)
furt € Jrund v € Vp . Aus (2.22), (2.14) und dem Beweis von [38, Lemma 5.4.5]
folgt nun, dass eine Konstante C'(Ty, R) > 0 existiert, sodass

”Wv(t, S)Hl:(Eo) S C(TQ,R) s 0 S S S t S T , VE VT,R . (223)

Jetzt wenden wir die Abschitzungen (2.18), (2.21) und (2.23) auf (2.19) an und
damit ist (2.15) bewiesen.

Um die letzte Aussage des Satzes zu zeigen, wéhlen wir v,w € Vpp und u € E;
beliebig. Ferner definieren wir fir 0 < s <t <T

N =0 — U,(t,o)Uy(o,s)ul .
Dann folgt aus (2.15) und aus den Eigenschaften (F;) und (F5) des Evolutions-
systems, dass N € C([s,t], Ey). Es gilt ferner fir 0 < s <o <t <T

d+N( )= lim Uy(t,o + h)Uy(o + h,s)u — Uy(t,0)Uy(0, s)u

do h—0+ h
, Uy(t,o 4+ h)Uy(o + h, s)u — Uy(t,0 + h)Uy(o, s)u
= lim [ .
Up(t,o + h)Uy(o,8)u — Uy(t,0)Uy (0o, s)u
¥ . ]
Uy(o+h,o)—1
h
I —Uy,(0+h,o)
h

(2.22)

h—0t

(2.24)

= lim |:Uv(t70'+ h) Uy(o,s)u

h—0t+

+ U,(t,oc+ h) Uy(o, s)u} :
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Die Eigenschaft (Ey4) aus [38, §5] impliziert
Uw(o,s)u € D(A,(0)) = D(A,(0)) = Ey

fir0<s<o<t<Tund u € F;. Dann erhalten wir fir 0 < s <o <t < T
aus (2.14), der starken Stetigkeit von U,(t,s),0 < s <t < T, der Eigenschaft (E,)
aus [38, §5] und (2.24) die Gleichung

d+
@N(O’) =U,(t,0)(Ay(0) — Ay(0))Uy(o, s)u . (2.25)

Da die rechte Seite in (2.25) stetig in Ey fir 0 < s < o <t < T ist, gilt auch
N € C'((s,t), Fy) mit

N(o) = Uy(t,0)(Ay(0) — Ap(0)Uplo,s)u, 0<s<o<t<T.

Daraus folgt nun zusammen mit (2.14) und (2.15) die Abschétzung

1Uw(t, s)u = Uy(t, s)ullg, = [N (t) = N(s)l|z, = | /N(U)dUIIEo

t
S/I|Uv(t,0)\lz<Eo>||Av(U)—Aw(U)HaEl,Eo)IIUu(t,U)Hc(El)dUHUHEl

< C(To, R)(t — s)[lv — wlleupllull g,
fir 0 < s <t <7 und damit ist (2.16) bewiesen. O

Bemerkung 2.6. Im Beweis von Satz 2.5 wurde gezeigt, dass das Evolutionssys-
tem U,(t,s),0 < s <t <Tmitwv € Vrg die Eigenschaften (F;) — (E5) aus [38, §5]
hat. Aus (F,) und (E5) folgt insbesondere, dass fir u® € E;

[t — U,(t,00u°] € C(Jr, Ey) . (2.26)

Da U,(t,s)u’ € E; fir 0 < s <t < T (die Eigenschaft (E,)), erhalten wir ferner
fir0<s<t<T

+ 0 _ 0
a—U(t, $)u® = Tim U(t+ h,s)u’ —U(t,s)u
ot ) h
Ult+h,t)—1 (227)
= lfibﬁ)l ’ U(t,s)u’ = —A,(t)U(t, s)u’ .

Dabei haben wir in der letzten Zeile von (2.27) die Eigenschaft (Es) verwendet.
Wir wissen nun, dass t — U(t, s)u® stetig in Fy und ¢ — —A,(t) stetig in L(Ey, Ey)
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ist (im vorherigen Satz wurde gezeigt, dass insbesondere die Bedingung (H3) aus
[38, §5] erfiillt ist). Daraus folgt, dass die rechte Seite von (2.27) stetig in Ej ist.
Folglich ist ¢ — U,(t, s)u® stetig differenzierbar in Ej fir 0 < s <t < T, und die
Ableitung ist gegeben durch

%U(t, s’ = —A, U, s)u’, 0<s<t<T, (2.28)

Damit gilt fir v’ € B, und 0 < s <t < T
[t — Uv(t, S)UO] € Cl(JT, E()) N C(JT, El) (229)

und U,(t,s)u’, 0 < s < t < T, ist die eindeutige klassische Losung des An-
fangswertproblems

t+A,Hu=0 fir0<s<t<T, (2.30)
u(s) = u .
Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus [38, Theorem 5.5.2].
Im néchsten Lemma verwenden wir die Notation —A,(t) = —v(t)0, (7). Es

handelt sich dabei um eine Abschatzung fiir das entsprechende eindeutige Evo-
lutionssystem in L (Y) := Li(Y,dy). Die Existenz des Evolutionssystems zeigt
man vollig analog zum Beweis von Satz 2.5. Die Aussage des Lemmas wird uns in

Kapitel 3 fiir den Nachweis der Existenz einer schwachen Losung fiir das Problem
(1.1)-(1.4) behilflich sein.

Lemma 2.7. Es sei v € C'([0,T],R"), v(t) > 0 fir alle t € [0,T] und es sei
Ua,(t,s), 0<s<t<T, das eindeutige Fvolutionssystem in L,(Y") fir

CA(t) = —u(t)d, (), 0<t<T.

Fur M > yy und 6 > 0 definieren wir

Ay(0) :=7"M sup /g% :

£C(yg,M),
£]<s
Dann gilt
sup /UAU(t,s)fdyS sup /fdy
EC(yo, M), J & FC(yo.M), JF
€< [FI<Xpr(8)

fir alle f € LY (Y) und 0 < s <t < T. Dabei sind & und F messbare Teilmengen
von (Yo, M) und | - | bezeichnet das Lebesque-Maf.
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Beweis. Den hier angefiihrten Beweis findet man in [46, Lemma 4.1]. Es sei £
eine messbare Teilmenge von (yo, M) und f € LT (Y) sei beliebig. Dann gilt

/°° 7071 (O(y) — 1)

1e(y) fO7(O(Y) — 1)) dy

e-1(t) 7(y)

_ / T 16(071(0(2) + 1) £(2) dz

Yo

- / 1o (©@©)-nN(0,.0)) () f(y)dy

Yo

[worray-

mit © aus (2.6). Dabei haben wir die Substitution
=07 (O() — 1)
verwendet und die Tatsache, dass
O 'Ok)+t) el = 207 ((B(&) —1t)N(0,00))
beriicksichtigt. Da ©71(0) = yo, ©~! wachsend ist und & C (yo, M), gilt
O ((B(&) —t)N(0,00)) C (yo, M) .

Sei nun € C (yo, M) messbar mit |E| < §. Wegen 7(y) < 7%y fiir y > g, ergibt sich
die Abschéatzung

-

_ <

—37197 (6 tm(o’”))'—gc?y‘i%,/g
£1<s

dz
7(2)

weil das Lebesgue-Maf} translationsinvariant ist, und somit
071 ((8(&) = 1) N (0,00))] < Au(d) .

Da das eindeutige Evolutionssystem zu {—A,(t)}+cpo,r) durch

t
UAU(t,s)zVV(/ v(r)dr) , 0<s<t<T

gegeben ist, erhalten wir fiir 0 < s <t < 7T

L ([ o000) 0@ = [ 10 e rsera o) @0

Yo

< sup /ff(y)dy-

FC(yg,M),
[FI<Apr(9)

Da die letzte Ungleichung fiir alle messbaren & C (yo, M) mit |E] < § gilt, folgt
daraus die Behauptung. O
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2.2. Abstrakte Formulierung des Problems

In diesem Abschnitt formulieren wir das urspriingliche Problem (1.1)-(1.4) ab-
strakt.
Dafiir definieren wir fiir u € Fy die Abbildung

] Yo
o) =2 [ u(w)stw) [ stz dzdy (231)
Yo 0
und erinnern uns an den in (1.14) definierten Operator () mit
Y—Yo 0o
Qluwl(v) =Lz [ 0l = 5 2)uly = D) ds — 2u) [ (e g)u() ds
Yo Yo

sowie an den in (1.13) gegebenen Operator L mit

Llul(y) = —(uy) + Bw))uly) + 2 / " By, u(z)dz i fast alle y € V.

AuBerdem fithren wir den Operator
Ay(t,u)u u(t) Oy(tu) — Lu] , weE teJ
v ) = T N - ) 1 Y T
Lt vfu(®)lls

ein. Mit diesen Bezeichnungen kénnen wir nun das Problem (1.1)—(1.4) in der
Form

V=A—yv— lTuly +g(u), t>0, v(0)=2", u>0 (2.32)

(%
14 vl jul| 5

und
-+ A (tu)u = Qu,u] , t>0, u(0)=u (2.33)

schreiben, wobei | - |; die Norm in L;(Y) = Li(Y,dy) und || - ||g, die Norm in
Ey = Li(Y, ydy) bezeichnet.

2.3. Strukturelle Vorbemerkung

Zuerst betrachten wir den Fall v = 0 (der Fall v > 0 wird in Abschnitt 2.6
ausfithrlich behandelt).
Dann lésst sich das abstrakte Problem (2.32), (2.33) als

v=A—vyv—v|tul; +g(u), t>0, v0)=2", u>0 (2.34)

und
-+ A,t)u=Qu,ul, t>0, u0)=1u’ (2.35)
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schreiben mit
A,(Du=v(t)0y(tu) — Llu] , weE,, teJr.

Da die rechte Seite in (2.35) nicht linear in u ist, versuchen wir, das Problem lokal
so zu modifizieren bzw. in einige Schritte aufzuteilen, dass wir die lineare Theorie
anwenden konnen.

Wir fixieren nun einige wesentliche Begriffe, die wir im weiteren Verlauf von Kapi-
tel 2 beibehalten:

Xp = {u€ CURE) : llult)]s < 2w0S +1, t € Jr)

und
Wr = {u€ Clr Bf) ; Jult)ls <208 +1, t€ Jr)

fiir S > 0 und wy aus (2.15). Offensichtlich sind dies vollstandige metrische Raume.
Mit ¢(S) werden wir eine generische positive Konstante bezeichnen, die von S
abhéngt, aber nicht von 7" € (0, 1] und die sich von Zeile zu Zeile d&ndern kann.

Die Idee ist, fiir festes u € Xp die gewohnliche Differentialgleichung (2.34) vor-
zuldsen und diese Losung in die Gleichung (2.35) einzusetzen. Linearisiert man
zusétzlich die rechte Seite Q[u, u], so erhdlt man eine inhomogene nichtautonome
hyperbolische Differentialgleichung, die mit Hilfe eines Fixpunktargumentes im
Raum Wrp gelost werden kann, falls 7' > 0 klein genug ist. Ferner wird gezeigt,
dass die entsprechende Losungsabbildung u ~— wu(@) genau einen Fixpunkt im
Raum X fiir ein kleines T' besitzt. Es ist an dieser Stelle zu bemerken, dass die
fiir die letzte Aussage verwendete Abschétzung (2.16) eine Kontraktion nur in Xr
und nicht in Wy garantiert. AnschlieBend wird gezeigt, dass dieser Fixpunkt eine
klassische Losung des Problems (2.34), (2.35) definiert, die dariiber hinaus zeitlich
global existiert.

Fir den Fall v > 0 wird eine zusatzliche Menge

Ly = {U € Xr : / yu(-,y)dy € CI(JT) )

Yo

G [t <) e a0 =)
dt J,,

mit

r(8) 1= (28w + 1 [(S + (25w + 1)1Bllac + N7 + lloc + 181l
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eingefithrt. Nun findet man wie oben fiir ein festes u € Zr eine eindeutige klassi-
sche Losung des Systems

V=A\—yv— lTuly +g(u), t>0, v(0)=2", u>0

v
1+ VH’ELHEO

und
-+ At 4)u = Qu,u] , t>0, u(0)=u".

Im weiteren Verlauf wird gezeigt, dass die Abbildung @ +— w(a) fiir kleine An-
fangswerte (v°, u°) eine strikte Kontraktion auf Zz fiir T > 0 klein genug definiert,
was die Existenz einer eindeutigen globalen klassischen Losung fir (2.32), (2.33)
beweist.

2.4. Lokale Existenz im Fall v =0

Im folgenden Lemma betrachten wir die gewohnliche Differentialgleichung (2.34)
mit u ersetzt durch ein festes w € X1 und zeigen, dass sie eine eindeutige Losung
in der Menge Vr g (wurde in (2.12) definiert) fiir ein R := R(S) > 1 besitzt.

Lemma 2.8. Essei S > 0,u € Xy, S7! <0 < S. Dann existiert eine eindeutige
Losung vy der gewohnlichen Differentialgleichung

D=A—yv—v|tul +g@), 0<t<T<1, v(0)=12". (2.36)

Es gibt ein R := R(S) > 1, das nicht von T € (0,1] abhdngt, sodass vy € Vr g,
wobei die Menge Vr g in (2.12) gegeben ist. Es gilt dariber hinaus

[vg, (t) — va, (t)] < Te(S)||ur — Gallcqomeyy , 0St<ST <1, U, T € Xp.
(2.37)

Beweis. Aus den Ungleichungen

|[7a(t1) |y — |7ata) 1| < |r(u(ty) —u(te)) ) < 7 u(ty) — alts) |z,
tta €[0,T], TeEXp (2.38)

und

Yo

9(a(t)) — g(u(ta))] = |2 / (@t y) — (2 y)) ) / 2h(z,y) dz dy

Yo 0

< 1Bl / (s, ) — Ut y)ly dy

Yo
= |1Bllclluts) — ult2)lle, , t1,t2 € [0, 7], we Xy
(2.39)
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folgt, dass |rul,, g(u) € C(Jr) fir w € X (in der Ungleichung in (2.39) haben
wir (1.8) verwendet und in (2.38) wurden (2.3) und die Positivitdt von @ benutzt).

Diese Funktionen sind auflerdem auf J; beschrankt, weil w € X¢. Nun bezeichnen
wir durch h : Jr x R — R die rechte Seite von (2.36), d.h.

h(t,v) ==X —~yv —o|tu(t)|y + g(u(t)), teJr, veR. (2.40)
Dann gilt h € C(Jr x R,R) und es existiert ein ¢(S) > 0, sodass
|h(t,v1) — h(t,ve)| < c(S)|vy —ve| , t€[0,T], wv,v2 €R.
Folglich besitzt die Gleichung (2.36) eine eindeutige Losung vy € C(Jr), die durch

t
va(t) = e Mo Pl doy 0y / e ==Ll lrH@hdo(\ | a(s)))ds , t € Jp

' (2.41)

gegeben ist. Aus (2.41) erhélt man die Abschétzung
vg(t) > e VT @SEDL0 > (g) L 0<t<T <1, (2.42)

)

weil g(u) nichtnegativ ist. Wenn man beriicksichtigt, dass v* < S, T' < 1,
9(@) < [|Blloo (208 + 1)

und
e~ V(t=s)=f{Irahdo < 4

fir 0 < s <t <7T, kommt man auf
va(t) <e(S), tedr (2.43)
und schliefllich erhdlt man aus (2.36) und (2.43) die Abschatzung
—c(S) < —=(v + |ru(t)1)va(t) < 0g(t) < A+g(u(t)) <c(S), tedpr. (2.44)
Aus (2.42)—(2.44) folgt nun, dass ein R := R(S) > 1 mit vz € Vr i existiert.
Um (2.37) zu zeigen, bemerken wir, dass aus (2.41) zusammen mit v > 0 die
Ungleichung

o (8) = gy (8)] < e B a0 _ o= I rmsoaary
t t

+ / e~ [ m@hdry g / e~ Jo TRl do )\ i

0 0
t t
+] [ ey (s) ds = [ KOk m(s) ds
0 0
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fir 0 <t <7T <1, u,uy € Xp folgt. Ferner benutzen wir T < 1 und die Tatsache,
dass die Exponentialfunktion gleichméflig Lipschitz stetig auf (—oo, 0] ist. Daher
gilt fiir uy, uy € X7 die Abschatzung
|vg, () = v, ()] < 0°T max ||7a, (6| — |782(t)| |
t€[0,T]

+ )\thé%éi’% “Tﬂl(t)h — |Tﬂ2(t)|1|

+ Ttrerf(%(] |71 (8)]1 — [T (t)]:] max lg(u (2))]

T max o(m(0) — g(m(0)] . 01<T <1,
Nun folgt aus (2.38) und (2.39)
|vm, (1) = vg, ()] < Te(S)|m = Ualloqompy , 0<t<T <1, W, 0 cXr
und damit ist die Ungleichung (2.37) gezeigt. O

Auf Grund von Lemma 2.8 ist die folgende Definition sinnvoll: Fiir w € Xp
definieren wir den Operator

A, (Hu = vg(t)0y(tu) — Liu], weky, tedp.
Nun betrachten wir die lineare Gleichung
i+ A, (Hu=Qu,u(t)], teJr, u0)=u’. (2.45)

Im weiteren Verlauf der Arbeit wird gezeigt, dass die Gleichung (2.45) eine ein-
deutige klassische Losung u € W C X fiir uw € X auf Jp besitzt, wenn T klein
genug gewahlt wird. Diese Losung wird dann in (2.36) als neues u € X7 eingesetzt.
Der Banachsche Fixpunktsatz liefert uns dann die eindeutige klassische Losung des
Problems (2.34), (2.35) auf Jr fiir ein kleines 7.

Es ist offensichtlich, dass, wenn u € Wy die Gleichung (2.45) fiir ein festes u € Xr
16st, u auch die Gleichung

A+ A, (Hu+wu = Qu,u(t)] +wu, teJr, u(0)=1u’ (2.46)

fiir jedes w > 0 lost und umgekehrt. Um die Positivitat der Losung v zu gewahr-
leisten, wollen wir w > 0 so wahlen, dass

Qlu,u(t)] +wu >0

und
Qlu,a(t)] + wu + L{u] >0
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firt e Jpr,u € Xrund u € Ear gilt. Wir setzen

K= [[nllsorvxvee)

und wahlen

2
W= y—K- (2woS + 1) + ||pe + Bllos -
0

Fiir dieses w und ein festes © € Xp definieren wir
A (Hu = vg(t)9y(Tu) — Llu] +wu , weky, tecJr.
Wir betrachten die Gleichung

U+ AL (Hu=Qlu,u(t)] +wu, teJr, u(0)=u’ (2.47)

fiir ein festes u € Xp und zeigen, dass unter bestimmten Voraussetzungen an u°

die Differentialgleichung (2.47) eine eindeutige Losung u € Wr besitzt, wenn T
klein genug gewahlt wird.

Satz 2.9. Es sei S > 0 beliebig. Wenn u° € Ef mit |[u°||g, < S undu € Xr,
dann besitzt die Gleichung (2.47) eine eindeutige Losung u € W NC(Jr, Ey) fiir
T =T(S) > 0 geeignet.

Beweis. Es sei u € Xp. Wir definieren
Wy = {ueC(Jr,Ey) ; lul®)||g, <2woS+1, teJr}

und
U (t,s) = Upyl(t,s)e?"™ | 0<s<t<T,

wobei U, (t,5),0 < s <t < T das in Satz 2.5 beschriebene Evolutionssystem fiir
vg € V(T, R) ist. Wegen Satz 2.5 gelten fiir Uy (t,s),0 < s <t <T die Bedingun-
gen (E))-(Es) aus [38, §5]. Daw € C(Jr, Ep), liefert Teil (a) von Lemma 2.3 fiir
w € C(Jr, Ey), dass

Qlw(-),u(")] + ww € C(Jr, Ey) .

Damit sind die Voraussetzungen von [38, Theorem 5.5.2] erfiillt und die Gleichung
u+AY (Hu = Qw(t),u(t)] +ww(t), teJr, u(0)=u’
besitzt daher eine eindeutige Losung

Fg[w] € C(JT7 El) N OI(JT, Eo) , (248)
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die durch

t

Fa[w](t) = Ug (t,0)u’ + / UL (t,s)(Qw(s),u(s)] + ww(s))ds , teJr

gegeben ist. 5
Es sei nun w € Wr C C(Jr, E7). Dann folgt aus (2.15) und Lemma 2.3

IFzlw) ()|, < U3¢ 0) e lu’ e, + /IIU“ (£, 8) || e | QLw(s), u(s)] ||, ds

+w/wﬁwﬁh@ﬂwﬁhﬁs

< e“TwS + (€T + weNwoe(S)T < 2weS +1, te€ Jp
(2.49)

fiir T' gentigend klein. Es gilt auflerdem fiir wy, ws € WT und t € Jp
(| Fa[wi](t) — F*[wﬂ( N e

/IIU (&, 8) || e [ QLwi (s), uls)] — Qlwa(s), u(s)]l| e, ds

+g/wmu@mﬁﬂw@wWM$MAs

IN

(e + weNwoc(S)T ||wr — wa|c(o.17,m1)
1
§le — wal|c(o,1],E1)

wenn 7' klein genug gewahlt wird. Es existiert also nach dem Banachschen Fix-
punktsatz ein eindeutiges u € W N CY(Jr, Ey), sodass u(t) = Fglul(t) fir t € Jr.
Somit 16st dieses u die Gleichung (2.47).

Es bleibt noch zu zeigen, dass u(t) > 0 fiir ¢ € Jr. Dafiir beachten wir, dass
u die Gleichung

W+ (A, (t)+w)w = Qw,u(t)] +ww+ Liw] =: Hw], te€ Jr, w(0)=u" (2.50)

16st, wobei A,_(t) := vg(t)0y, (7).

Auf Grund der Wahl von w gilt H[w] € Ej fir w € Ef. AuBerdem gilt offen-
sichtlich H[w] € L(Ep). Nach Lemma 2.4 generiert —A,_(t) eine positive Halb-
gruppe auf Ey fiir t € Jp, also auch —(A4,.(t) + w), t € Jr. Aus der Konstruktion
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des Evolutionssystems (beschrieben in [38], Beweis von Theorem 5.3.1) folgt dann,
dass auch das von {—(A,,(t) +w)}ie,. generierte Evolutionssystem U (t, s) positiv
ist. Fiir w € C([0,7T], Ep) und ¢t € [0, 7] mit 0 < T' < T definieren wir

Glul(t) = T(t, 00 + / T(t, ) Hlw(s)] ds .

Wenn T € (0,7 klein genug ist und B(T) ein in C ([0, ), Ey) beschréankter abge-
schlossener Ball mit u° € B(T) ist, dann ist G : B(T) — B(T) eine Kontraktion.
Daraus folgt mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Folge (w,), definiert

durch

wo :=u’, wpyi:=Gw,], neEN,

in C([0,T], Ef) gegen die eindeutige Losung w der Gleichung (2.50) konvergiert
mit w(t) = Gw](t), t € [0,7]. Nun wissen wir, dass ulpy 7y mit u(t) € By fir
t € [0,T] die Gleichung (2.50) auch 1ést. Wegen F; < Ej und der Eindeutigkeit
der Losung stimmt G[w](t) mit u(t) fiir ¢ € [0, 7] iiberein, also gilt u(t) € E; fiir
t €[0,T]. Es sei nun

T* :=sup{T" € (0,T):u(t) € By, 0 <t <T'}.

Dann gilt 7* > T. Wenn T* < T wire, kénnten wir den Vorgang mit u(T*) € E;f
statt u” wiederholen und daraus schlieBen, dass ein T** € (T*, T existiert, sodass
u(t) € B fir 0 <t < T**, was der Definition von T* widersprechen wiirde. Es
gilt also T* = T und folglich u(t) € E fiir t € Jp. O

Bisher wurde das Folgende gezeigt: Fiir T > 0 gentigend klein, S > 0, u € X7
und S! <% < S existieren eindeutige vy € C'(Jr) mit vg(t) > 0 fiir ¢ > 0 und
u(w) € Wr N CHJr, Ey), sodass vy die Gleichung

V=A—vyv—v|tul; +g@), 0<t<T<1, v(0)=2° (2.51)
und u(w) die Gleichung
i+ Ay, u=Qu,ut), teJr, u(0)=u (2.52)
16st, wobei u® € Ef, ||u®||g, < S vorausgesetzt wurde.

Nun zeigen wir, dass die Abbildung A : X7 — X7, © +— u(u) eine Kontraktion ist.

Satz 2.10. A : Xp — Xp ist strikt kontraktiv falls T > 0 klein genug ist.
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Beweis. Wir wissen, dass £y C Ey und ||z||g, < ||z||g, fiir x € E,. Folglich gilt
Wr C Xp. Damit folgt aus Satz 2.9 fiir

A@)(t) := U,_(t,0)u’ + /Uvﬂ(t, s)Qu(u),u(s)]ds, teJr, ue Xr, (2.53)

0

dass A(u) € Xr fiir w € X und ein passendes 7' € (0,1). Es bleibt noch zu
zeigen, dass die Abbildung strikt kontraktiv ist. Dafiir betrachten wir fiir ¢ € Jr,
Uy, U € X, uy = u(wy) € Wr, ug = u(tuy) € Wy die Ungleichung

[A(u)(2) — Aw2) (1) || 5

< HUval (t’ O) - Uv@ (tv O) ||E(E1,Eo) HuOHEl

t
+/||Uvi1 (t,8) = Uy, (L, 8) || (221, 0) [ QLua (), T ()] 2, ds
0

+ / Uiy (E, 8) || 222 [| QLun (5), W (8)] = Qua(s), Wa(s)][[ o ds

Aus Satz 2.5 (siche insbesondere die Ungleichungen (2.16) und (2.14)) folgt nun

[A(u)(2) — A(w2) (1) || 2
< woT |l — vyl 4’|l
t

-+/wﬂW%y—%NahMQWKQﬂN@W&dS

0
t

+ [ T1Qhu 6, 1(9) - Qlua(s).ma(s )y ds e €

0
Daraus ergibt sich mit Lemma 2.8 die Ungleichung
[A ) () = AT2) (t) | £

< e(S)woT |[ur — Usllc(sp,z0) 14’ || £,
t

+c(S) /wOTllﬂl = Wallcr ) [|Qlua(s), U (s)]]| 1, ds

0
t

+ [ T1QIu ), 1) - Qlua(s), ma(s) ey ds  t €

0
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Schliefilich verwenden wir Lemma 2.3 und finden

[A@) () — At2) ()] 5y < c(S)woT ||t — sl (gm0 |0° || 5
t
+d$/wﬂm—mMWMmmmmm

0
t

+da/wﬂ@—mMWMmS
0
t (2.54)

() [ T un(s) = ua(s) |, s
0
< (S Te(S)[ — Tallosr s
+ ¢(S)woT?||u — Uzl (r, Eo)
+¢(8)e T Ty — ol ar. )

+¢(S)etT Dax [w(@)(t) — u(@a) ()] &

wobei wir in der zweiten Ungleichung in (2.54) die Tatsache benutzt haben, dass
uy(wy) € Wr und somit [Ju1]|g, < 2woS + 1 gilt. Wegen

c(8)e T <

DN | —

folgt aus (2.54)
1 _ _ L _
5 dnax [|A(@)(t) = A@) (O] g < 71T~ Cllowr.s) (2.55)

fiir T > 0 gentigend klein. Somit ist A : X7 — Xr eine strikte Kontraktion. O

Im folgenden Korollar fassen wir die Resultate dieses Abschnitts zusammen und

untersuchen einige Eigenschaften der maximalen Losung des Anfangswertproblems
(2.34), (2.35).

Korollar 2.11. Flir jedes u® € Ef" und v° > 0 besitzt das Problem (2.34), (2.35)
eine eindeutige mazimale Losung (v,u) € C(J,RT x Ef) N CY(J,R x Ey). Das

maximale Erxistenzintervall J ist offen in RT. Falls t+ = supJ < oo, so gilt
entweder
lim v(t) =0 oder lim (v(t)+ |u(t)||g,) = oo . (2.56)
Veas t ot
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Beweis. Wir zeigen die Aussage analog zu dem entsprechden Beweis in [41, The-
orem 3.1]. Die Gleichung (2.53) garantiert, dass der Fixpunkt im Raum X7 eine
klassische Losung des Problems (2.34), (2.35) definiert. Somit folgt aus den Satzen
2.9 und 2.10 zusammen mit Lemma 2.8, dass das Anfangswertproblem (2.34),
(2.35) eine eindeutige klassische Losung (v, u) € C'(Jr, RT x B/ )NC (J7, R X Ey)
auf Jr = [0,7] hat, wenn T klein genug gewéhlt wird. Es ist klar, dass diese
Losung auf ein maximales Intervall J fortgesetzt werden kann, wobei J offen in
R* ist. Es bleibt zu zeigen, dass im Fall t* := supJ < oo (2.56) gilt. Dafur
nehmen wir an, dass eine Folge ¢;  t* und ein S > 0 existieren, sodass

u(ty) 2 S71 und  o(ty) + [u(ty)]le < S
gilt. Dann gibt es ein T'(S) > 0, das nicht von ¢; abhéngt, sodass das Problem
(2.34), (2.35) mit den Anfangswerten (v(t;), u(t;)) € RT \ {0} x Ef auf [t;, T(S)]
eine eindeutige klassische Losung besitzt. Das gilt auch fiir ein ¢ty mit ty >

tt — T(S). Aber dann konnte die Losung (v,u) auf [0,y + T(S)] fortgesetzt
werden, was der Maximalitat von J widersprechen wiirde. O

2.5. Globale Existenz im Fall v =0

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die klassische Losung aus dem vorherigen
Abschnitt auf das Intervall [0, co) fortgesetzt werden kann, d.h. dass die klassische
Losung des Problems (2.34), (2.35) global existiert.

Wir erinnern an den in (1.14) definierten Operator @, gegeben durch

o0

Q) = Lyoay [ 0y =2 2July = 2u2)dz = 2u(p) [ (s

Yo Yo

und bemerken, dass fiir u € Ey wegen (2.4) und (1.16) die Identitét

/yQ[u,U](y) dy = // ((y+2) —y—2)n(y, 2)uly)u(z)dydz =0 (2.57)

gilt. Nun zeigen wir, dass die Funktion ¢ — v(t) + ||u(t)|| g, hochstens linear auf .J
wachst.

Lemma 2.12. Es sei (v,u) die klassische Lisung des Problems (2.34), (2.35) auf
J. Dann st die Losung monomererhaltend, d.h. es gilt

o)+ 5 [ vty dy=r—vo0) - [ty tes. 259

Yo Y0
Insbesondere gilt furt € J

v(t) + |lu®)|| g, < 0°+ [[ul||g + M (2.59)
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Beweis. Da (v,u) die Losung des Problems (2.34), (2.35) ist, folgt aus (2.35) und
(2.57)

/ Tyt y) dy + o(t) / "0, (ru)(t,y) dy

Yo Yo

~ [t s+ [ vQuu) dy (2.60)

Yo Yo

—/OOyL[u](y)dy, teJ.

Yo

Aus (1.15) und (1.8) ergibt sich

7yL[U](y) dy = —7yu(y)U(y) dy+7U(y)6(y) —y+2/yw(z7y) dz | dy
- —7yu(y)U(y) dy—27U(y)6(y)7Zﬁ(z,y) dzdy .

(2.61)

Ferner erhalten wir mit partieller Integration fiir R > yq

R R

/ y, (r(y)u(y)) dy + / F(y)uly) dy = yr(y)uly)

Yo Yo vo

Wegen u € E; und (2.3) konvergiert die linke Seite und damit auch die rechte Seite
der letzten Gleichung fiir R — oo und wir erhalten wegen u(yg) = 0

o0

/ " 40, (r(y)uly)) dy + / r(y)uly) dy = 0. (2.62)

Yo Yo

Nach Addieren von (2.34) und (2.60) unter Berticksichtigung von (2.61) und (2.62)
erhalten wir

. d o [ee]
o)+ 5 [ vt dy=r—(0 - [ ity te .
Yo Yo

Daraus und aus der Positivitat von u, v, v und p folgt die Behauptung. O]

Bemerkung 2.13. Die Gleichung (2.58) bedeutet, dass die Losung (v, u) monomer-
erhaltend ist, dass also die Anzahl der Monomere sich nur durch den natiirlichen
Abbau bzw. durch die natiirliche Produktion &ndern kann.
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Im néchsten Satz beweisen wir, dass die Losung (v, u) global existiert.

Satz 2.14. Es sei (v,u) € C(J,RT x B )NC'(J,R x Ey) die eindeutige mazimale
Lésung von (2.34), (2.35) und t* :=sup J. Dann gilt t* = oco.

Beweis. Wir nehmen an, dass t* < oo. Mit ¢(tT) bezeichnen wir eine Konstante,
die nur von ¢t abhingt und die sich von einer Zeile zur anderen andern kann.
Aus (2.34) und der Positivitdt von u und v erhalten wir mit Lemma 2.12 die
Abschatzungen

o(t) <A+ g(ut) < A+ 1Bllcllu®)p, < ct™), te,

wobei wir in der zweiten Ungleichung (1.8) benutzt haben, und aus (2.3) folgt
() = =yo(t) = [ru(t)hv(t) = —yo(t) = 7 u®)|go(t) = —c(t™) , teJ.

Dies ergibt
HU”CI(J) S C(t+) . (263)

Aus (2.41) erhalten wir auBlerdem
v(t) > e~ OHIrul®lg, 0 > e~ OFTIEIIT0 S g e T, (2.64)

Folglich existiert ein R = R(c(t")) > 0, sodass fiir jedes 0 < T' < t* gilt v € Vr g.
Nun koénnen wir Satz 2.5 verwenden, insbesondere (2.15). Somit ergibt sich die

Abschatzung
Ut ) oey <ct™), 0<s<t<th. (2.65)

Ferner gilt nach Lemma 2.12
lu@®)p, < ct™), teJ
und folglich mit Lemma 2.3
1Q[u(®), u(®)]llp, < ct)u®)lle, , teJ.
Nun konnen wir die Losung u durch

[u(t) ||, < IIUv(t,O)Hc(El)HuOHEl+/0 10 (¢, $) |l e | QLu(s), u(s)]] g, ds
(2.66)

t
< ety +olt) [ Juls)leds .t
0
abschatzen und mit dem Lemma von Gronwall erhalten wir
lu()|g <c(th), teJ. (2.67)

Es gelten also die Abschitzungen (2.63), (2.64) und (2.67), obwohl t* < oo, was
der Bedingung (2.56) widerspricht. Aus diesem Widerspruch folgt, dass t* = oo,
d.h. dass die Losung (v, u) global existiert. O
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

2.6. Lokale und globale Existenz im Fall v > 0

Nun interessieren wir uns fiir den Fall, wenn der Parameter v > 0 ist. Dann
miissen wir das System (2.32), (2.33) 16sen. Es sei v > 0, u® € Ef" und S > 0 mit

STt<’<S, |Wl|g <SS
Wir definieren

N@?Z@&%+1Wk5+@&m+1wm&+ﬂﬁ*+WMW+HMM

und den Raum

Ip = {u e Xp : / yu(-,y)dy € C'(Jr) ,
? (2.68)

G [ ] <0s) e w0 =)
dt J,,

versehen mit der Metrik

(2.69)

/Ooy(u('ay) - w(ay»dy

Yo

d(u, w) = ||u — wl|¢(o,r,m) +
ci([o,1)

fiir u,w € Zp. Dies ist ein vollstandiger metrischer Raum. Im Folgenden verwen-
den wir die Notation
[ — wllzy = d(u, w)

fir u,w € Zp. Wir halten @ € Zg, fir ein 0 < Ty < 1 fest. Dann folgt wie in
Abschnitt 2.4, dass das System

(t) = —v(t) U U v(0) = °
0(0) = A= 90(0) = e a0 +g(u) .t Jr . o0) =2 (270)
und
w(t) + Ay, (t)u = Qu,u] teJr, u(0)=u" (2.71)
mit

Ay (Hu=Vy(t)0y(tu) — Liu] , vweky, telp,
wobel V; als
t
%ay:——lQ——u te Jr
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

definiert ist, eine eindeutige klassische Losung (v, u) mit v € C'(Jr), v > 0 und
u € Wr N CYJr, Ep) fir ein T := T(S) € (0, Tp) besitzt. Dabei gilt fir ¢t € Jr

o0 = (ot [ i )

. o (2.72)
+ /exp (—'y(t —5) — / : —l-’lT/HEl(?)lHE da) (A + g(u(s))) ds
und .
u(t) = Uy, (t,0)u” +/O Uy, (t,s)Qu(s), u(s)]ds . (2.73)

Hierbei bezeichnet Uy, (t,s), 0 < s < t < T < 1 das von der Operatoren-
familie {Ay, (¢) }1es,. generierte Evolutionssystem. Wegen (2.72) und (2.68) gilt
Va € V(T, R) fiir ein R = R(S) > 1, das nicht von 7" und 4 € Zr abhéngt. Das
bedeutet, dass das Evolutionssystem Uy, (¢,s), 0 < s <t < T < 1 wohldefiniert
ist und alle Eigenschaften aus Satz 2.5 besitzt.

Es ist nun leicht zu sehen, dass die Losung (v, u) fiir (2.70), (2.71) auch monomer-
erhaltend ist, d.h. sie erfiillt die Gleichung (2.58) fiir t € Jr. Aus (2.70) folgt fiir

te Jr (t)
v

L+ vfla(t)]] e
Dies ergibt zusammen mit (2.58) die Identitét
d [~ v(t o
G |ty = o)l twle) — [ttty
dt Yo 1+ VHu(t)HEo Yo (2 74)

— Vilra(®)]: — glu(t)) — / " yulyyult,y)dy

Yo

0(t) +yu(t) = A - [ru(®)l + g(u(t)) -

fir ¢t € Jp. Wie im Fall v = 0 erhalten wir aus (2.73), dass u = u(u) € Xr, und
die Gleichung (2.74) impliziert v = u(a) € Zp. Nun betrachten wir die Abbildung
U':Zpy — Zr, 4 u(u), die durch

T[)(t) = Uy, (£, 0)u® + /0 t Uy, (t, $)Qu(a), u(i)ds , t€ Jr, € Zr

gegeben ist. Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass ein T' > 0 existiert, sodass I' eine
strikte Kontraktion ist. Wir erhalten vollig analog zur Rechnung aus Satz 2.10 die
Abschatzung

sup |[[d](t) — D[ae] (1) 5, < c(S)T[t1 — @z,

0<t<T

(2.75)
+ Cl(S)TOIgfg% [Ju(tn)(t) — u(dz)(t)||&, -
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Wegen (2.74) ergibt sich
%/Ooy<ul(t7 y) - u2<t7y))dy‘
< 1WVa = V) O] [ 7)),y

+ Vﬁ2 (t)

| ) i - rlasle y))dy\ (2.76)

Yo

v [ @l = vl e)ae [ o i

+ , teJp.

/ yir(y) (Tlaa)(t, ) — Tlas)(t, 9))dy

Yo

Da 14,0 nichtnegativ sind, erhalten wir aus (2.72) analog zur Rechnung aus
Lemma 2.8

vi(t) _ va(t)
Lbv [ ain(ta)de 14+ v [ it v)de

[ it -t y>)dy]

Yo

|(Vay, = Va, ) ()] =

< fvi(t) = va(t)| + va(t)v

< c(9)T||tty — ||z, + c1(S)

/wy(ﬁl(t,y) - ﬂz(ty))dy‘

Yo

. A e
= ()T~ s+ ea(S) | [ 5 [ lin(si) — dalsi)duds
0 yo

< ()Tt = dellz,

fur t € Jp, wobei wir in der zweiten Ungleichung (2.59) und im letzten Schritt
(2.69) verwendet haben. Nun folgt aus (2.76) unter Beriicksichtigung von (2.3),
(2.1), (1.8), (2.59) und (2.75)

d [~ . N
G [ ) — )| < S)T1 ~ allzn
Yo

+ ()T max flu(i)(t) — u(i) (@), -
Dies impliziert zusammen mit (2.69) und (2.75) die Abschitzung

T[] = Tlael| 2 < allta — s 2,

fiir ein a < 1, wenn T klein genug gewahlt ist. Dies bedeutet, dass das Problem
(1.1)—(1.4) auch im Fall v > 0 eine eindeutige klassische Losung auf [0, 7] fiir ein
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

T > 0 besitzt. Genauso wie im Fall v = 0 gelten fiir diese Losung die Aussagen
von Korollar 2.11, Lemma 2.12 und Satz 2.14.

Beweis von Theorem 2.1. Die Behauptung folgt aus Korollar 2.11 und Satz 2.14.
O

2.7. Anfangswert mit kompaktem Trager

Das letzte Resultat in diesem Kapitel ist dem Fall gewidmet, wenn die Anfangs-
verteilung u° und die Koagulationsrate n in (1.1)-(1.4) kompakte Trager haben.
Im folgenden Satz zeigen wir, dass der Trager der u-Komponente der eindeutigen
klassischen Losung des Problems in diesem Fall auch kompakt ist.

Satz 2.15. Es seien die Bedingungen (1.7), (1.8) und (2.1)—(2.4) erfillt. Fir
0 >0 und u® € Ef sei (v,u) die eindeutige klassische globale Lésung fiir das
Problem (1.1)-(1.4). Wenn

supp u’ C [yo, So]

fir ein Sy > yo und wenn ein Sy > 0 existiert, sodass n(y, z) =0 fir (y,z) € Y XY
mit z +y > S, dann gilt

suppu(t) C [yo,S(t)], t>0,

wober S die Losung fiir
v(t)

BET IO

ist mit S(0) = max{Sy, S1}.

Beweis. Wir gehen dhnlich vor wie im Beweis von [46, Theorem 2.4] bzw. [41,
Prop. 3.2.]. Zunéchst bemerken wir, dass die Losung der Gleichung

v
= — T
1+ vlull g

(S), S(0) = max{Sy, S}

auf [0,00) gemdfl [1, Satz 5.1] als

s0 =" ([ oo ) oo =[G

gegeben ist. Wir definieren P € C*([0,¢%), L1(Y')) durch

P(t,y)tz/ w(t,y)dy', yeY, t>0.
Y
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

Dann gilt

0
8tp<t Y) —/ Oru(t,

ey + [ Lol ay

= [ QU u)

Nun beachten wir fur ¢ > 0

/S:) /yooQ[% ul(y') dy' dy

:/ / L1y>240] / n(y' — z,2)u(y’ — 2)u(z)dz dy’ dy
St) Jy

Yo

2 [ [Tty [ et dzdy ay.
St) Jy Yo

Fir S; < S(t) <y <y’ < oo und t > 0 folgt aus den Voraussetzungen des Satzes,
dass n(y' — 2, 2z) und n(z,7’) in der letzten Gleichung gleich 0 sind. Damit gilt

/S: /yoo Qlu, ul(y') dy' dy =0

fir £ > 0. Mit (1.2) und (1.9) erhalten wir daraus

o0

1 S(t)P(t,y)dy
:/Ooaat (t,y)dy — S'(¢)P(t, S(t))
:/ . 1+uu$2t>u% ulhy) dy + /Sm / ) dy' dy
- e SO)PE ()
:%/ﬁ()apwdw S(t/ J) dyf dy

L
T SOPS0)
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2. Klassische Losungen fiir beschrankte Raten

_ v
L4 vu(®)]] &

(T(y)P(t,y) - /: T'(y)P(t.y) dy>

5(t) (t)

Q// @@——l@—ﬂWD@ﬂD

L+ vlju(®)] g

= (y)P(t,y) dy + / / y') dy' dy
1+ VHu(t)HEo /S(t)
|wwm/fwm@wfu//xm%wwmwwww@
S(t) s Jy  Jy
00 0o 00 y”
ﬂwww/mwmﬁﬁ"/mwwwﬁfww
S(t) s(t) Jy y

IN

swmwﬁlmw@wwu/Pmm%
S(t) S(t)

Wegen
/ P(0,y)dy =0
5(0)
folgt daraus mit dem Lemma von Gronwall

/ P(t,y)dy=0, t>0,
S(t)

weil u(t, y) nichtnegativ ist. Somit gilt u(t,y) = 0 fiir y € (S(¢),

92

) dy' dy" dy

oo) und ¢ > 0.

]
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

In Kapitel 2 iiber klassische Losungen haben wir gezeigt, dass das Problem (1.1)—
(1.4) im Fall von beschrédnkten Raten u, 3, 7,7, oder, genauer, wenn die Bedin-
gungen (2.1)—(2.4) erfiillt sind, eine eindeutige klassische Losung (v,u) im Pro-
duktraum R* x LT (Y, ydy) besitzt. Aus biologischer Sicht ist es allerdings sinn-
voll, auch unbeschriankte Raten zu betrachten. Beispielsweise ist es verniinftig
anzunehmen, dass die Polymerteilungsrate 5 umso grofier wird, je langer die Poly-
mere sind, als z.B. sich wie §*y fiir ein 5* > 0 verhélt (vgl. [35]).

Nun ist unser Ziel, die Existenz von schwachen Losungen fiir unbeschrankte 7, u,
B und n zu priifen.

Es gelte
Ay, v >0 (3.1)
Statt (2.1), (2.3) und (2.4) setzen wir im Folgenden voraus, dass
b€ L (Y) (32)
T EC C([y()u OO)) ) 0< 70 S T(y) S T*y ) ) Z Yo (33)

n: [yo,00) X [y, 00) — RT stetig mit
1y, 2) = n(z,y) < K(y*2 +y°z7)

fir (y,2) € Y xY, fiir ein K > 1 und ein Paar (a, p) mit 0 < a < p < 1. Dabei ist
die Einschrankung an « und p dadurch bedingt, dass wir eine Losung (v,u) mit
U € Logioc(RT, LT (Y, ydy)) suchen mochten, was, wie schon erwihnt wurde, aus
biologischer Sicht sinnvoll ist. Somit wird mit der Bedingung (3.4) gewéhrleistet,
dass fyooo o(y)Qu(t)](y)dy fir jedes ¢ € Loo(Y) und jedes t > 0 existiert.

Im Weiteren verwenden wir die Bezeichnung

(3.4)

:=a+pel0,2].
Im Fall 6 € (1, 2] formulieren wir noch eine Bedingung fiir 5 und &:

( Es existieren B > 0,(>60—1und 0 <a <1, sodass

(1) PBly)>By*, yeY,
y (3.5)

(17) 2/Zf£(z,y)dz <ay, yevY.

\ Yo
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Die Bedingung (ii) in (3.5) bedeutet aus biologischer Sicht, dass bei der Polymertei-

lung das Verhéltnis der Anzahl der dabei entstehenden Monomeren zur Anzahl der
1—a
> 0.

Partikel, die in den neuen Polymeren enthalten sind, nicht kleiner ist als

a
Wir fordern aulerdem, dass x sowohl (1.7), (1.8) als auch die folgenden Bedingun-
gen erfiillt: Fiir jedes R > y gilt

Y

lim sup esssup B(y )/1E(z)ﬁ(2, y)dz =0, (3.6)
-0 BB ye (yo, )
Y0

wobei E messbar ist und |F| das Lebesgue-Mafl von E bezeichnet, und es gibt
ein y; € Y und ein d; > 0, sodass

y
/ (1 - 5) k(z,y)dz >0, y>2uy . (3.7)

1

Wenn k die Form (1.10), (1.11) besitzt, dann sind die Bedingungen (1.7), (1.8),
(3.6) und (3.7) erfiillt. Dabei folgt (3.6) aus der Identitét

/yoy 15(2)k(z,y)dz = /y: 1E(Z)§k'o (5) dz = /y:/y 11 (2)ko(2)d2

und der Tatsache, dass yop > 0, 5 € Ly10c(Y) und ko integrierbar ist. Um (3.7) in
diesem Fall zu zeigen, betrachten wir die Ungleichung

/yy (1 . 5) K(z,y)dz = /yy (1 - S) ko (y) dz

_ /yl (1= 2)ko(2)dz

1/y

> /1 (1 — 2)ko(z)dx

1/2

1 1/2
_ % </1/2(1 - a:)k:o(a:)da:+/0 xko(x)da:> >0,

wobei wir im letzten Schritt (1.11) verwendet haben. Nun folgt (3.7) aus (1.11)
und der Nichtnegativitat von k.

Wir erinnern wieder an die in (1.13) und (1.16) eingefithrten Abbildungen

Liul(y) = —(u(y) + Bly +2/ B(2)k(y, 2)u(z)dz
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

und
Y—10

Qlusul(y) = Loy / 0y — 2 2)u(y — 2)u(z)dz — 2u(y) / e y)u(2)dz

Yo

fiir fast alle y € Y. In den Kapiteln 3 und 4 verwenden wir stets die Notation
Qlu] = Qlu, u]

fir u € Li(Y,ydy). Man beachte die (formalen) Identitéten

/yo P(y)Qlul(y)dy = / / ey +2z) — oY) — e(2))nly, 2)u(y)u(z)dydz ,

) + /y(i,o u(y)B(y) (—s@(y) + 2/yw(2)ﬁ(37y)dz) dy .

Yo Yo
Nun fiihren wir den Begriff einer monomererhaltenden schwachen Lésung ein

Definition 3.1. Es seien v > 0 und «° € L] (Y, ydy) gegeben. Wir nennen (v, u)
eine monomererhaltende schwache Lésung von (1.1)-(1.4), wenn

(i) v € CY(R™) eine nichtnegative Losung von (1.1) ist,

(i) u € Lojoc(RT, Li (Y, ydy)) so ist, dass fiir alle ¢ > 0 und ¢ € WL(Y)

[(s,9) = (uly) + B(y))uls,y)] € Li((0,£) x V) , (3.8)
[(s,y,2) = n(y, 2)u(s,y)u(s, z)] € L1((0,t) x Y xY) (3.9)
und
/ u(t,y)dy — /Hv\luq(}Sl)h o /w/(y)T(y)U(S,y)dyds
:/ dy+// dyds—i—//g& y)dyds
gilt,
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(ili) (v,u) fiir ¢ > 0 die Gleichung

v@)—-v0+-/£f2ﬂwtﬁﬁdy—-/meuoﬁﬁdy
M~ /0 o(s)ds — /O t /y:oy,u(y)u(s,y)dyds (3.10)

erfiillt.

Die schwache Formulierung der Lésung in (ii) entspricht der Gleichung, die wir
durch Testen von (1.2) mit ¢ € WL (Y) erhalten. Wenn die Bedingungen (1.7),
(1.8), (3.3), (3.4) und (3.8) erfiillt sind, sind alle Terme in (ii) endlich.

Mit der Gleichung in (iii) wird gewéhrleistet, dass sich die Gesamtanzahl der
Monomere im System ausschliefSlich durch die natiirliche Produktion mit der Rate
A steigern und durch das Absterben mit der Rate v verkleinern kann. Wenn diese
Gleichung erfiillt ist, spricht man von einer "monomererhaltenden” Losung. For-
mal erhédlt man die Gleichung, indem man (1.2) beziiglich des Mafles ydy und
beziiglich ¢ unter Beriicksichtigung von (1.7), (1.8) integriert, vorausgesetzt, das
Integral existiert, und danach mit (1.1) aufaddiert (vgl. (2.58)).

Im Weiteren benutzen wir die Notation L; (Y, ydy) fir den Raum L,(Y,ydy),
versehen mit seiner schwachen Topologie.

Das folgende Theorem stellt eine Existenzaussage fiir schwache monomererhal-
tende Losungen dar.

Theorem 3.2. Es gelte (3.1). Esseip, 3 € LT | (Y), s erfiille die Bedingungen

00, loc

(1.7), (1.8), (3.6) und (3.7), 7 erfille (3.3) und fiir n gelte die Bedingung (3.4),
wobet entweder
a+p<i (3.11)

oder
1 <a+p <2 zusammen mit (3.5) (3.12)

erfillt sein soll.

(i) Dann besitzt das Problem (1.1)—(1.4) fiir jeden Anfangswert (vo,ug) mit
v >0, ueLf(Y,ydy)
eine globale monomererhaltende schwache Lésung (v, u) mit

u € C(R+7 Ly w(Y,ydy)) .
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

(ii) Gilt (3.11) und u® € LT (Y,y°dy) fir ein 0 > 1, so gilt dariber hinaus fir
die monomererhaltende schwache Losung u € Lo joc (R*, Li(Y, y”dy)).

Um Theorem 3.2 beweisen zu konnen, benotigen wir einige Vorbereitungen. In
Abschnitt 3.1 konstruieren wir eine Folge von Problemen mit ”abgeschnittenen”
Raten (7, M, fn, B) und Anfangswerten u® € D(Y), von denen jedes nach dem
Resultat aus Kapitel 2 eine eindeutige klassische globale Losung (v, u,) besitzt.
Danach beweisen wir in Abschnitt 3.2, dass die Losungsfolge (v,,u,) schwach
kompakt in C'([0,T],R x Ly (Y, ydy)) fiir jedes T’ > 0 ist. Die Schwierigkeit hier-
bei besteht darin, dass die einzige Erhaltungsgleichung (3.10) nur Abschétzungen
der Folge (u,) in dem nicht-reflexiven Raum L, (Y, ydy) liefert, also keine unmit-
telbare (schwache) Kompaktheit (vgl. [29]). Daher verwenden wir das Theorem
von Dunford-Pettis (Theorem A.4), das die schwache Kompaktheit in L (Y, ydy)
charakterisiert. Der Satz von Arzela-Ascoli (fiir schwache Topologien) garantiert
dann die Existenz eines Haufungspunktes. In Abschnitt 3.3 zeigen wir, dass dieser
Héaufungspunkt tatséchlich eine schwache monomererhaltende Losung fiir (1.1)-
(1.4) definiert. Wir beweisen die Aussage zuerst im Fall v = 0.

3.1. Ratenapproximationen und Abschatzungen

In diesem und im néchsten Abschnitt der Arbeit wird angenommen, dass v = 0.

Es sei im Weiteren T' > 0 beliebig. Wegen u° € L{(Y) konnen wir u’dy als
Ma$ auf Y betrachten. Da auch u® € L (Y, ydy) gilt, garantiert eine verallgemei-
nerte Version des Theorems von de la Vallée-Poussin [34] (siehe im Anhang Theo-
rem A.3) die Existenz einer nichtnegativen, nichtfallenden und konvexen Funktion
® € C*°(R") mit den folgenden Eigenschaften: ®(0) = 0, &’ ist konkav,

lim () = Tim ) — o (3.13)

r—00 T—00 /s

und -
/ ®(y)u’(y)dy < oo .

Yo
Da ®u’ € L;(Y), existiert eine nichtnegative Folge (u2) C D(Y'), sodass

w —u’ in L{(Y) und sup/ (y)ud (y)dy < oo . (3.14)

neN Yo

Nun definieren wir auf [yg, 0o) fiir jedes n € N mit n > yy die Funktion

Ton(y) == min{r(y),7"n} —170 >0,
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

wobei 7 und 7* die Kostanten aus (3.3) sind. Ferner sei

0, 0<y<®
Ty Ry =Ry mit 77(y) =S onlv0), L <y<uw
Ton(y), Y20
Offensichtlich ist 7} € LI (R") stetig auf (%,00). Sei nun ¢ € D(R;) mit
fR+ edy = 1 und ¢y(z) :=t"tp(z/t), * € Ry, t > 0. Dann gilt wegen [21, Theo-
rem 8.14]
orx 75 = fiirt — 0

gleichméfig auf kompakten Intervallen. Dies bedeutet, dass fiir jedes n > y, ein
t, > 0 mit
F F 70
e, * 7" = T e won) < g
existiert. Nun definieren wir fiir jedes natiirliche n > yq die Funktion
= * ) Iy + (1= )
n n 4n

Dann gilt fir n > yo

17 = Toll e o) < 11T = (72 + 7o) | Lo (o) + 17 + 7o — Tl e (o)

= 17— (Tom + T0) | Lo (o) + || T — Pto * T +

il
An Lo (yom))

Da wegen (3.3) und der Definition von 7,
17 = (0.0 + 7o) || Loc (1o, = 0
gilt, erhalten wir fiir n > yq
17 = Tl oo < N7 = Pt * T Nieyor) + 7 < 5 -

Daraus folgt die gleichmaflige Konvergenz 7, — 7 fiir n — oo auf kompakten
Intervallen. Es gilt aulerdem offensichtlich fir n > yq

7. € BUC®(Jyp,0)) ., 0< % <Toly) <TY, Yo (3.15)

Um die Funktionen n,,n > 1o, zu konstruieren, definieren wir fiir jedes n € N mit
n > yo, (y,z) € R% und fiir ein gegebenes 0 < & < 1/2 die Funktion

(y,2) € [yo,n + 1] X [yo,n + 1]

€
-,

Xn(y, 2) = AKn?
0, sonst.
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Es sei np : R2 — R, durch

ne(y, z) =

0, (y,2) € ([0,2) x [0,00)) U ([0,00) x [0, 2))

(o, vo), (y,2) € (%, y0) x [, 00)) U ([, 00) x [£, 1))

n(y,z),  (y,2) € [yo,00) X [yo,00)

gegeben. Es gilt offensichtlich

XnTlP (Y, 2) = <1 - ﬁ) n(y, 2)

fiir (y, z) € [yo, n]x[yo, n]. Ferner sei ¢ € D(R?) symmetrisch und nichtnegativ mit
[ pdx =1 und py(z) :=t2p(x/t), z € R%, t > 0. Dann konvergiert ¢, * (Xn7r)
fir t — 0 wegen [21, Theorem 8.14] gleichméBig auf [yo, n] X [yo, n] gegen x.nr,
d.h. fir jedes n > y, existeiert ein ¢, > 0, sodass

19
106, * (Xn7) = X 1P || Loo (fyo,m] x [yo.n]) < o

Ferner gilt fiir jedes n > vy, wegen (3.4)

[@tn

* (Xnnr)|(y, 2)
— [c1<y Ptn ((y, 2) - ($1, xQ))XnnF(xl, x2) d(l’l, :L,2)

r9<z

<K [ g (0.2) = (r,m2)) (afh + afa$) d(w, o)
z1 <y
o<z

< K(yazp + ypzo‘)/ - Ot ((y, z) — (171, xg)) d(l’l, $2)

z1<
o<z

< K(y*=" +y’=") .

Daher erhalten wir fiir jedes n > yo

0 < [er, * (Xnnr)|(y, 2) < K(y*2" + y°2%)

fir fast alle (y,z) € Y x Y und

¢t, * (XnNE) = N Lo (o) x o)) < €2, * (XnF) — Xn1F || Loc (fyo.n] x [yo,n))

+ IXnF = 1| Loo (fyoun] x [yo.m))

< < —6

< 5 T Iz ol xtvon) 7723
€ €

< — 4+ 2K (n*n”

- 2n + (n*n )4Kn3
€ € €

< — +2Kn? =—

- 2n +ahn 4Kn3 n

29
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

wobei (3.16), (3.4) und die Relation o + p < 2 benutzt wurde. Fiir n € N mit
n > 1o definieren wir Funktion

N i= P, ¥ (XalF) |y <y

und bemerken, dass die Folge (n,) fiir n — oo gleichméflig auf kompakten Teil-
mengen von Y X Y gegen n konvergiert. Fiir n > y, gilt auflerdem

(Y, 2) = ma(2,y) < K(y*2f 4+ y°2%) (3.17)

mit K, o und p aus (3.4) sowie n, € BUC®(Y x Y) und n,(y,z) = 0 fiir (y, 2)
mit y + 2z > R, fir ein R, > 0.
Wir definieren

no:=min{n € N : n >y}

und fiir jedes n > ng

SO = sup{y € (yp,00) : y €supp ul},

H(T) = - (/OT (vo + /yoo gl () dy + /\t> dt)

Puly) = /y 4

max{S9,R,} Tn<2)

mit

wie im Beweis von Satz 2.15. Nun konstruieren wir rekursiv die Folge
Sno (T) := max{H,,(T),no}

und

Su(T) = max{S,_1(T), H,(T),n}, n>ng.
Wir definieren pi,, := 1py, s, (ryp und By, 1= 1y, s, () B fiir jedes natiirliche n > yj.
Dann folgt aus Kapitel 2, dass fiir jedes v° > 0 eindeutige klassische Losungen
(Un, up) € CH(RT,R x Ly (Y, ydy))

fiir (1.1)—(1.4) mit (7, p, B,n, u®) ersetzt durch (7,,, ttn, Bn, Mn, u2) existieren. Es gilt
dariiber hinaus v, (t) > 0, u,(t) > 0, Jyu, € C(R+, Ly (Y, ydy)) und

supp u,(t) C [yo, Su(T)], t€[0,T], (3.18)

wobei (3.18) aus Lemma 2.12, Satz 2.15 und der Konstruktion von §,,(T") folgt.
Man beachte, dass also

SUpp Uy, (t) C supp B, , t € [0,7]
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

gilt, was spater wichtig sein wird, um den Fall § = a + p € (1,2] betrachten zu
koénnen.

Da die klassischen Losungen (uy,, v,) monomererhaltend sind, impliziert Lemma 2.12
zusammen mit (3.14) die fundamentale Abschétzung

on(t) + / "yl y)dy + / / " () a5, y)dyds < e(T) (3.19)

Yo

furt € [0, 7] und n > yo, wobei ¢(T") eine von n unabhéngige Konstante bezeichnet.

Im weiteren Verlauf des Kapitels verwenden wir die Notation
Lolul(9) i= ~(au) + Bu)ulw) +2 [ Aol 2Ju(2)ds
Yy

und

Y—Yo

Qi) == Ly [l = 222ty = () = 2u(y) [z ul):

fiir fast alle y € Y.

In den folgenden Lemmata werden einige niitzliche Eigenschaften von wu,, gezeigt.

Lemma 3.3. Es sei 0 = a+ p € (1,2]. Wenn die Bedingung (3.5) erfillt ist mit
¢ > 0, dann existiert eine Konstante C'y;, die nur von K, 6, B, ( und T abhdngt,
sodass -

/ Y u,(t,y)dy < Coy(1+t7Y¢) ) 1 €[0,T] . (3.20)

Yo

Beweis. Wir modifizieren den Beweis von [18, Lemma 3.2] fiir unseren Fall. Fiir
fyzo y*un(t,y)dy mit s > 0 verwenden wir die Notation M, (t). Hier bemerken
wir, dass auf Grund der Kompaktheit des Trégers von [y — wu,(t,y)] fir n > yp
und ¢ € [0,7] die Momente Mj,,(t) fur jedes s > 0 und jedes n > y existieren.
Mit ¢(T") und ¢1(T") bezeichnen wir positive Konstanten, die nur von K, 0, B, ¢
und 7" abhangen und die sich von einer Zeile zur anderen dndern konnen. Zuerst
bemerken wir, dass wegen (3.17) die Abschitzung

m(y,2) 2K’ +2%) ., (y,2) €Y XY, n>y
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

gilt. Damit erhalten wir aus (1.16) und (3.19) fur ¢ € [0, 7]

/ P Qulun (D] (9)dy

Yo
<ok [ [0 2 = 0 = Pty ey
Yo Yo
:8K/ / YO yzun (t, y)un(t, 2)dzdy (3.21)
yo Yo

=8K n(ty dy/ 2un(t, z)dz
Yo
( M1+9 n( ) :

Andererseits ergibt sich aus (1.9), (1.15) und der Nichtnegativitét von u,, £, und
uy, fur t € 0,77

- / T L fun(0) (9)dy

Yo

= /00 Y2 1 (Y (£, ) dy + /Oo Y Bu(y)un(t, y)dy

Yo Yo

—2 [T haualten) [ etz gpazay
> / T P ra(y)un(t y)dy + / B (y)un(t,y)dy — / "y Bu(y)unlt, y)dy

Yo Yo Yo

_ / T Pt y)dy + (1 a) / B (y)unlt, y)dy

Yo Yo

und somit aus (3.5)

— [ L)y
> /OO Y2 1 (Y (£, y)dy + (1 — a)B/oo Y2y un, (t, y)dy (3.22)

> (1- a)B/OO Y u, (t,y)dy = (1 — a) B May¢a(t) .

Yo
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Die Gleichung (1.2) impliziert

o0 o0

/ Y2 Oyun (t,y)dy + v(t) / Y20y (1o (y)un(t, y))dy
Yo o Yo . (323)
_ / VL[ (1)](y)dy + / Y2Qulun (1) (1) dy

Nun verwenden wir partielle Integration fiir den zweiten Summanden auf der linken
Seite unter Beriicksichtigung von (3.15):

oo o0

/ ¥y (Ta(y)ua(t,y))dy = ¥ (Ta(y)ua(t, y)) :—2 / Y7o (y)un(t, y)dy

Yo . Yo
=0

> 2 M, (t), te[0,T].

Somit erhalten wir aus (3.21), (3.22) und (3.23) die Abschétzung

o0 [e.e]

—dMgg(“ < o(T)Myn(t) + / Y2 Ll (1)) (y)dy + / Y Qulun(D)(y)dy
< o(T)May(t) = (1 = a) B May¢n(t) + o(T) Myign(t)
< —c1 Maica(t) + o(T) Mion(t)

weil 1+ 6 > 2. Dies ist dquivalent zu der Ungleichung

dMs ()

dt +c1 M2+<’n(t) < C(T)M1+9,n(t) , tE€E [0, T] . (324)

Nun bemerken wir, dass ¢ > 6 — 1 und dass fir y € (yp,00) und ¢t € [0,7]
offensichtlich gilt

v un(t,y) = (yua(t,y)) i (yun(t,y)) Ty

Mit der Holderschen Ungleichung und M, ,(t) < ¢(T') (vgl. (3.19)) folgt daraus
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

fir ¢ € [0, 7]

M1+9,n(t>

o0

= / Y, (t y)dy

Yo

VAN
VS
S
<
<
3
)
+
<
N——
N~—
s
+ i~
i
5}
N——
T
Y
4
Q.
VS
—~
<
<
3
—
~+
<
N~—
N—
o
a%
<
S
N——
QF
'Y
(oW
<

Bk 2
= ‘]\41,717L< (t)MZJrLé,n(t) S C(T)M2++é,n<t) :

Somit kann (3.24) folgendermafen umgeschrieben werden:

dMs, (1 Tic
#O +o1 Mayen(t) < o(T)My ¢, (8) . t€[0,T].

Da 6 < 1+ (, erhalten wir daraus mit der Youngschen Ungleichung

dMs ()

o+ a(T) Magea(t) < oT) , t€[0,7].

Wegen ¢ > 0 gilt 2 € (1,24(), und wir kénnen wieder die Holdersche Ungleichung
verwenden, was uns zusammen mit (3.19) die Abschitzung

< _1 _1
Mon(t) < M5 () Mye, (1) < o(T)My e, (1), t € [0,T]

liefert. Dann gilt wegen der vorletzten Ungleichung auch

dMs (1) 1+
— cl(T)My e () < o(T)

Da die Funktion [t — C’M(1+t_%)] mit einer Konstanten Cy, die nur von K, B, 0, ¢
und 7" abhéngt, die entsprechende gewohnliche Differentialgleichung lost, folgt mit
dem Vergleichssatz die Behauptung. O

Lemma 3.4. Es sei 6 € (1,2] und es gelte die Bedingung (3.5). Dann ist

/ Mo (t)dt < o(T)

erfillt, wobei ¢(T) eine Konstante ist, die nur von K, B,0,( und T abhdngt.
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Beweis. Wegen 6 € (1,2] konnen wir die Holdersche Ungleichung verwenden.
Damit erhalten wir

My, (t) < My, (t)* My, ()", t€]0,9].
Nun ergibt sich mit Lemma 3.3
My(t) < M2 CoH (1470 < @) (1447F) | teo,1],

wobei die zweite Ungleichung aus (3.19) folgt. Da wegen (3.5) die Ungleichung
0 — 1 < ( gilt, folgt aus der letzten Abschétzung die Behauptung. O]

Wegen der Kompaktheit des Trégers von u,, diirfen wir die Gleichung (1.2) mit
jedem ¢ € WL, (V) testen, insbesondere mit ®. Damit erhalten wir fiir ¢ € [0, T

Joc

o o0

/ B(y)uun(t, y)dy — / B(y)ul (y)dy

Y0
:/ /CID’ Y)un(s,y)dyds

o

/ B() (1tn(y) + Bu(y))tn(s, y)dyds (3.25)

o~

[e.e]

o[ [uisamo /”W@,y)dzdyds
[ ] [ o2 2w dzdyas

mit ®(y, z) = ®(y + 2) — ®(y) — ®(2) fiir y,z € Y, wobei wir (1.15) und (1.16)
verwendet haben. Wir definieren

In(s) = / °° (5,9 (v) / (% _ E) k(= y)d=dy

Yy z

und

B(s) = [ s y)ﬁn@)? / " on(ery)dedy

Yo
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und benutzen die Tatsache, dass fiir t € [0, T

Yo

—/t]oq)(y)ﬁn(y)un(t,y)dyds+2/tfun(t,y)ﬁn(y)/yq’(Z)/f(Z’y)dzdde

_ / (Tun(s) + Ton(s))ds .
0
Nun schreiben wir (3.25) als
/‘D(y)un(t,y)dy—/@(y)ug(y)dy
Yo Yo

- j onls) 7 ' (y) 7 (y)un(s, y)dyds

Yo
t oo

/ D (y)pn (y)un (s, y)dyds (3.26)

0 wo
t

) / (L (8) + Ion(s))ds

t oo oo

; / / / By, )y, 2)tn(5, y)un(s, 2)dzdyds

Yo Yo

fir ¢ € [0,7]. Da ® > 0, p > 0 und 5 > 0, sind I, und der zweite Term
der rechten Seite von (3.26) nichtnegativ. Wegen ®(0) = 0 und der Konvexitét

D(y)

von @ ist die Abbildung y — — nichtfallend und I; ,, ist somit nichtnegativ.
)

Andererseits impliziert die Konkavitdt von &' zusammen mit ®'(0) > 0 die Un-
gleichungen —®'(y) < ®'(0) — ®'(y) < —yd”(y). Das Integrieren beziiglich y unter
Beriicksichtigung von ®(0) = 0 ergibt y®'(y) < 2®(y) fir y € Y. Aus & > 0,
(3.15) und (3.19) erhdlt man nun

/ 0als) / & (y)7o(y)n(s,y)dyds < o(T) / Y (4)un(s, y)dyds

(3.27)

< ¢(T) O (y)un(s,y)dyds

|
o — .
5 —y S5 —3
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fur t € [0,7] und n > yy. Da ® konvex und nichtfallend ist, gilt

0 < (i)(y’ Z) < QZ(I)(y) —|—yCI)(Z)

) ) ERQ )
= (y+2> (y Z) +

wobei in der zweiten Ungleichung [29, Lemma A.2] benutzt wurde. Analog zum
Beweis in [18, Proposition 3.4] definieren wir

U(y,z) =By, 2)y"2" , (y,2) €Y xY .
Dann gilt fiir (y,2) € Y xY

2®(y) + y®(z)

Uy, z) <2
(y, 2) 2

Yzl < 2(20(y) + y@(2)) ,

wenn 0 = o+ p < 1. Fiir 0 € (1, 2] unterscheiden wir die beiden Félle y > 2z und
y < z. Flr y > z ergibt sich

z2®(y) +y®(2) o
Y+ 2
21022y D (y) + yy© 2P (2)
y+z
y' 2y 0(y) + yy yPe(2)
Y+ 2z
y2"®(y) + yy’ ®(2)
Y+ z
<2("®(y) + '@ (2)) .

U(y,z) <2

=2

<2

=2

Der zweite Fall wird vollig analog behandelt. Wir setzen 6, := max{1,60} und
erhalten fiir ¢ € [0, 7] wegen (3.17) die Ungleichung

t 00 )
L[ [ et 2t asas
0 Jyo Yo

t 00 SIS

<K / / / <I>(y,2)(y°‘2”+y”za)un(s,y)un(s,z)dzdyds

0 Jyo Jyo
t ) [e's)

—2k [ [ s s, 2)dzdyds

0 Jyo Y0
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und somit

// / (Y, 2)1n (Y, 2)un(s, y)ua(s, z)dzdyds
<4K// 2° Y, (s, z)d / ®(y)u, (s, y)dyds

(3.28)
+4K// Y, (s ydy/ D(2)u,(s, z)dzds

8K /O Mo, n(s) /y B(y)un(s, y)dyds -

Aus Lemma 3.4 wissen wir, dass fot My, »(s)ds gleichméfBlig beschrankt fiir alle
n > yo und ¢t € [0,7] ist. Dies erlaubt uns zusammen mit (3.26), (3.27) und (3.28),
die Gronwallsche Ungleichung zu verwenden. Damit erhalten wir fiir ¢ € [0, T]]

/ " b (y)un(ty)dy < o(T) | (3.29)

Yo

/ L a(s)ds < ofT) (3.30)
/t I, (s)ds < ¢(T) , (3.31)
/ / (y)un(s,y)dyds < ¢(T) , (3.32)

wobel

Lt = [ (s / (P - 28 ey

Y z
Irn(s) = /OO un(say)ﬁn(y)¥/0y0 zk(z,y)dzdy

gilt und ¢(7") unabhéngig von n ist. Diese Abschétzungen ermdglichen uns, die
schwache Kompaktheit der Folge (v, u,) in C ([0, T|,Rx Ly(Y, ydy)) zu beweisen.

3.2. Schwache Kompaktheit der Losungsfolge

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass die Folge (v, u,) die Bedingungen einer Ver-
sion des Theorems von Arzela-Ascoli (Theorem A.5) erfiillt und somit schwach
kompakt in C' ([0, T,R x Ly (Y, ydy)) ist. In den nachfolgenden Beweisen bezeich-
hen wir mit ¢(T"), ¢1(T), ¢(T, R), ¢1(T, R) von n unabhingige Konstanten. Wir
nehmen wieder an, dass v = 0. Zuerst beweisen wir eine Hilfsaussage.
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Lemma 3.5. Es sei F eine messbare Teilmenge von R. Wenn
7| < ko

fiir ein § > 0 und ein k € N, dann existieren paarweise disjunkte messbare Mengen

f1,"' ,fk mat
k
j=1

Beweis. Wegen |F| < kd gilt entweder
|F| <o
oder es existiert eine messbare Menge F; C F mit |F;| = §. Dann ist
Ti=F\F

messbar und es gilt entweder
[ Fil <6

oder es existiert eine messbare Menge F, C F{ mit
| Fo| =40 .

Da alle Mengen disjunkt sind, bricht der Prozess nach spatestens k Schritten ab.
Somit wurden die gesuchten Mengen konstruiert. O]

Das néchste Lemma ist der erste Schritt fiir den Beweis der schwachen Kom-
paktheit der Folge (v, u,).
In den Beweisen fiir die Lemmata 3.6-3.8 verwenden wir die in [41], [33], [1§]
beschriebenen Ideen. Einige Abschitzungen, die fiir den Fall n = 0 in [33] bzw.
in [41] konstruiert wurden, iibernehmen wir mit den notwendigen fiir den Fall
1 # 0 Modifikationen.

Lemma 3.6. Es existiert eine schwach kompakte Menge Ky C Ly(Y,ydy), sodass
un(t) € Kp firn >yo und 0 <t <T. Es gilt dariber hinaus

/0 / " By (s, y)dyds < (T) (3.33)

furn > yg.
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Beweis. Es sei n € N mit n > yy. Fir R > yo und ¢ € [0, 7] gilt

/: wn(t,y)ydy < sup {ﬁ} /: Bt

Dies impliziert zusammen mit (3.13) und (3.29)

lim Sup/ un(t,y)ydy =0 . (3.34)
ooty IR

Da sowohl @ als auch y — ®(y)/y nichtfallende Funktionen sind, erhélt man

Za(y) - 0(:) 2 g0

und folglich

—®(R), w<z<R<S<uy,

/SOO un(s,y)ﬁn(y)/ k(z,y)dzdy < yoq)(s)/;_ (I)(R)Il,n(s) (3.35)

Yo

fir S > R und s € [0, 7).
Sei nun U,,(t,s),0 < s <t < oo, das dem Operator —A,, (1) = —uv,(t)0,(T)
entsprechende Evolutionssystem in L;(Y). Dann gilt fiir t € [0,7] und y € Y

%@Z%NMﬁ+/%N@@mMM+%M$m®-

Wir wenden fiir ein gegebenes 6 > 0 Lemma 2.7 an und erhalten damit unter
Beriicksichtigung der Positivitat von w,(t) fir ¢t € [0,T]

sup / un(t,y)dy < sup / un(y)dy

£C(yo,R) FClyo,R)
lEl<s & |FI<An. g (9) F
t '] Yy
—1—2/ sup /un(s,y)ﬁn(y)/1f(z)ﬁ(z,y)dzdyds
FC(yo,R)
0 |FISAn,R() yo Yo

/ sup //nn — 2, 2)un(5,y — 2)un(s, z)dzdyds
FC(2yg,R)

0 IFI<ARG®) F oy
wobei £ und F messbar sind, R > 2y, und
d
Anr(6) :==T"R sup / ©
&

ecwor) Je Ta(2)
£]<5
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Hier bemerken wir, dass wegen (3.15)
2T°R

70

Anr(6) < 5 =: Ap(5) (3.36)

gilt. Dies impliziert zusammen mit Lemma 3.5 und der Additivitat des Integrals

2 *
sup /wmwwg(TR+Q s [ty te0.7]. @3)

FC(yo,R) To £C(yo,R)
|FI<X, R(8) F lE]<s &

Aus (3.35) folgt fiir t € [0, T

sup / uy, (t, y)dy

EC(yo,R)
El<s &£

< sup / up (y)dy

FC(yo,R)
|FISX, R(O) F

t RAy

+2/ S (/Sun (8,9)Bnly / F(2)k(2, y)dzdy (3.38)

0 IFISA R yo
& ! & RI ())
n(s) |ds
Yo ( )/S ( ) :

/ sup //nn 2)un (8, y — 2)un(s, z)dzdyds ,
FC(2y0,R)

0 IFIS R F o

+

wobei S > R > y. Fiir den letzten Summanden in (3.38) ergibt sich fiir ¢ € [0, T

| (T
FC(2yg,R)

0 [FISAq R F  wyo

0 Y—Yo

= / sup / 17(y) / MY — 2, 2)un(8,y — 2)un(s, z)dzdyds
FC(2yg,R)
0 [FI=An,r(8)2yg Y0
t o'} 0
— [ sw [usn) [ 1@ (s y - 2dydads
FC(2yg,R)
0 7120, RO yo z+Yo
t e’} 00
— [ s [us.2) [ 15+ (.2l g)dydads
FC(2yg,R)
0 IFISXx, RO yo 0
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und folglich

t Y—Yo

/ sup / / (Y — 2, 2)un(s,y — 2)uy(s, 2) dzdyds
FC(2yg,R)

0 [FISAq,rO) F  yo

o0

t oo
m//%@a sup [ Lr(y)ua(s,p)dydzds
FC(yg,R)
Yo

1F1<2, R(5) yo

t oo
//un dz  sup /un(s,y)dyds (3.39)
FC(yo,R)

0 |FI<An.R(5) F
t

/ sup / un (s, y)dyds
FC(yo,R)

0 |FISAp RO F

<

t
<clRT/ sup /unsydyds te 0,7,

EC(yg,R)
0 |€]<s

wobei wir (3.17), (3.19) und (3.37) verwendet haben. Nun implizieren (3.38),
(3.39) und (3.36)

sup /un (t,y)dy < sup /ug(y)dy
)
£

E£C(yg,R) FC(yo R
|€1<s [FISAR() F
t S RAy
+2/ sup (/un 8,9)Bn(y / 17(2)r(2, y)dzdy
FC(yo,R)
0 IFISARG®)  yo %o
+ ! I ( ))d
nls S
1®(S)/S —(R)"

/ sup /un(s,y)dy ds, tel0,7T].

EC(yg,R)
0 |€1<8

(3.40)

o) relativ schwach fol-
genkompakt. Daraus folgt mit dem Theorem von Dunford-Pettis

Da (u) gegen wug in Li((yo,0),ydy) konvergiert, ist (ul

lim sup sup /u%(y)dy =0,
=0 n>yy FC(yo,R)
[FISAR(S) F
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wobei wir die Tatsache benutzt haben, dass Ag(d) — 0 fiir 6 — 0. Also existiert
fiir jedes € > 0 ein 0. > 0, sodass

sup sup /ug(y)dy << (3.41)
n>yo FC(o.R) 2
IFISARG) F
fiir 6 < 9.. Wir definieren
t S RAy
P(6,S) :=2 sup {/ sup (/un(s,y)ﬁn(y) / 17(2)k(z,y)dzdy
t€(0,7] FC(yo,R)
n>yq 0 IFISAR()  yo Yo

1
+ I, (s) |ds
stsys a0}
und bemerken, dass P(6,S) wegen (3.6), (3.13), (3.19) und (3.30) gegen 0 kon-

vergiert, wenn man zuerst d gegen 0 und dann S gegen unendlich gehen lasst.
Dabei haben wir wieder Ag(d) — 0 fiir 6 — 0 benutzt. Daher gibt es fiir jedes
e > 0ein . > 0 und ein S. > R mit P(4,95) < g fir 6 <96, und S > S.. Somit
gilt wegen (3.40) und (3.41) fiir ¢ € [0, 7] und n > yo

t
sup /un(t,y)dy <e+c(R, T)/ sup /un(s,y)dy ds (3.42)

EC(yo,R) £C(yo,R)
El<s &£ 0 lEl1<s &

wenn ¢ klein und S grofl genug ist. Hier bemerken wir, dass die Abbildung

0,7] =R, ¢+ sup /un(t,y)dy (3.43)
e

stetig ist. Es gilt in der Tat fiir jede messbare Menge £ C (yo, R) mit || < 4,
0>0

/%ww@s/M@w—%umw+/m@w@,tﬁGMH

£ £ £
und damit auch
sup / A(ty)dy < sup /|un (t,y) (s,y)|dy + sup /un(s,y)dy
EC(yg,R) EC(yg,R) EC(yo,R)
R £]<5 l£|<s £

fir ¢, s € [0,7]. Da wir t und s tauschen kénnen, ist das gleichbedeutend mit

sup /un(t,y)dy— sup /un(s,y)dy < sup /\un (t,y) (s,y)|dy

EC(yo,R) E£C(yo,R) y0,R)
El<s & El1<s & \5\<5

< —||un(t) — Un(8)| L, (vydy)
Yo
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fir t,s € [0,7]. Wegen u, € C'(R", L{(Y,ydy)) konvergiert die rechte Seite
in der letzten Ungleichung gegen 0, wenn s gegen ¢ geht. Damit wurde gezeigt,
dass die Abbildung (3.43) stetig in ist. Nun wenden wir auf (3.42) das Lemma
von Gronwall an und lassen zuerst § gegen 0 und dann S gegen unendlich gehen.
Daraus erhalten wir

lim sup sup /un(tay)dy =0
0—0 n>yg EC(yg,R) JE&
te[0,T]  |£]<s

und folglich

0 <lim sup sup /un(t,y)ydy < (lsim sup  sup R/un(t,y)dy =0.
£ —

020 n>yy £c(yg.R) n>yg  £C(yg,R) £
tel0,T]  |g|<s tel0,T]  |£]<s

(3.44)
Nun folgt aus (3.19), (3.34 ), (3.44) und dem Theorem von Dunford-Pettis ( [15,
Theorem 4.21.2]) die erste Behauptung des Lemmas. Die Aussage des Theorems
von Dunford-Pettis findet man in Theorem A.4.

Um die Abschitzung (3.33) zu zeigen, verwenden wir den in [33, Lemma 4.1]
beschriebenen Beweis. Zuerst bemerken wir, dass wir ohne Beschrankung der All-
gemeinheit €1 := y;9’'(y1) — P(y1) > 0 mit y; aus (3.7) annehmen diirfen. In der
Tat, 1 > 0 gilt wegen der Konvexitidt von ® und der Eigenschaft ®(0) = 0. Im
Fall e; = 0 definieren wir

D1 (y) == D(y) +¥* /1
fir y € [0,y1] und
Pi(y) ==2(y) +2y —

fir y > y; und ersetzen ® mit ®;. Die Funktion ®; besitzt offensichtlich die
gleichen Eigenschaften wie ®, ist aber nur einmal stetig differenzierbar, was in
diesem Fall fiir unsere Zwecke reicht. Aus der Konvexitiat von @ folgt fiir y > 21,
und z € (y1,y)

Da die Abbildung z +— 2®’(z) — ®(z) wegen der Konvexitat von ¢ und der Eigen-
schaft ®(0) = 0 nichtnegativ und nichtfallend ist, erhalten wir aus der letzten
Ungleichung
Oy)  P(z) e (y —2)
Y Z Y=
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fir y > 2y; und z € (y1,y). Daraus zusammen mit (3.7) folgt die Abschétzung

/yj (M - @iz)) zk(z,y)dz > /y €1 (yy—ZZ) zk(z,y)dz > 10

Yy 71

fiir y > 2y;. Daher gilt

T 00 T
6151/ / ﬁn(y)un(s,y)ddeS/ Lin(s)ds < ¢(T) ,
0o Joy 0
wobei wir in der zweiten Ungleichung (3.30) benutzt haben. Die Abschétzung
(3.33) folgt nun aus (3.19) und der Tatsache, dass 8 € Lo joc(Y). O

Lemma 3.7. Die Familie {u,;n > yo} ist schwach gleichgradig stetig in Li(Y, ydy)
in jedem Punkt t € [0,T].

Beweis. Essei ¢ € D(Y). Dann ist auch [y — yo(y)] € D(Y). Nach dem Testen
von (1.2) (mit abgeschnittenen Raten) fiir u, mit y — yp(y) ergibt sich

o0

/ 5o ()un(t, ) — wn(s, y)dy

Yo
t [e¢)

< / 0al0) / Y1/ ()17 () tn(0, ) dydo
n / 0al0) / o) (6 en (0, ) dydo

/ / Y10 (tn(0) + (1)) ttn (0, y)dydor

+2//un 0,Y)Bn(y /z|<p(z)\/<;(z,y)dzdyda
//y|<p )| / My — 2, 2)un(0,y — 2)u, (0, 2)dzdyde

t oo
+2 / / ylo)|un(o,y) / (2, y)tn (0, 2)dzdydo
Yo
S Yo
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fir 0 < s <t <7T. Nun verwenden wir (3.19) und (3.15) fiir die ersten beiden
Terme auf der rechten Seite der letzten Ungleichung, (3.19), (3.2), (3.35), (3.30),
(3.13), (1.9) fiir die néchsten zwei Terme und (3.19) zusammen mit (3.17) fiir die
letzten zwei Terme. Damit erhalten wir die Abschatzung

(e 9]

/ o) ltn(t,y) — un(s.)ydy| < T @)t —s| . ts€0.T].  (3.45)

Yo

Fiir jedes ¢ € Lo (Y) existiert eine Folge ¢; € D(Y) mit ¢; — ¢ fast iiberall und
lille < |l@lloo (siehe [2, S.133]). Es sei ¢ > 0 gegeben. Dann folgt aus (3.34),
aus der Tatsache, dass {u,(t);t € [0,T],n > yo} relativ kompakt in L (Y, ydy)
ist, und aus dem Satz von Egorov die Existenz einer Zahl R > yq, einer messbaren
Teilmenge £ von (yo, R) und eines j € N, sodass

€
/un(t,y)ydy—i— /un(t,y)ydy < W , te[0,T], n>yo
R 5

und
€

P < -
1 = Dl Loo ((wo,RN\E) < 6co(T)

mit ¢o(T") wie ¢(T') in (3.19). Somit erhalten wir aus (3.45)

[e.9]

/ () [ttt ) — n(s, 1)y

Yo
(o]

- / (0(y) — @3(8) + 05)) [un(t,y) — n(s, 9]y

Yo

1 = @il e (o, r0\E) (1t () || L1 (viaty) + Nn (8)]] £ (vigay))

+ (el + l0jlloc) [ (un(t,y) +un(s,y))ydy

IN

+ (lelloo + lejlloc) [ (unlt,y) +un(s,y))ydy

B " —

+ c(T, )|t — 5]
<e+ (T, ¢5)lt = s|
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fir ¢,s € [0,T] und n > yy. Folglich gilt

o0

lim sup / () [un(t, ) — (s, 9)]ydy| = 0
S_>t’ﬂ>y0
Yo

Damit ist die Folge {u,;n > yo} gleichgradig stetig in L (Y, ydy) in jedem Punkt
t€0,T]. O

Lemma 3.8. Die Familie {v,;n > yo} ist relativ kompakt in C([0,T7).

Beweis. Wir testen die Gleichung (1.2) (mit abgeschnittenen Raten) mit p(y) =y
und benutzen die Positivitat von w,(t) und die Tatsache, dass

/ N Qnun)(y)ydy =0 .

Daraus ergibt sich zusammen mit (1.15) und (1.8) fiir 0 < s < ¢t < T die Unglei-
chung

o0

do

Yo

J/

/ " (tn(t, ) — wn(5, )y + [ i) (rm)nto.)

- [ o) [ st i

=0
// un (0, y) pn(y)ydydo
—2/5 /yo un(a,y)ﬁn(y)/o 2k(z,y)dzdydo .

Da uy, fin, B, und s nichtnegativ sind, folgt daraus

Un (0, Y) Bn( )/ k(z,y)dzdydo
/s (@) [ oy +
[ o) | vtopavao] +| [ yuaton - ()
[ ) = wate)as]

Yo

/Ooy(un(s,y) — un(t, y))dy'

Yo

<7

<Dt —s|+
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wobei wir (3.19) und (3.15) benutzt haben. Aus Lemma 3.7 folgt nun

lim sup/ / Un (0, ) B )/ zk(z,y)dzdydo =0 .

s—t n>yo

Aus (1.1) und (3.19) erhalten wir damit

lim sup |v, () — v,(s)] =0 .

s—t n>yo
Das Theorem von Arzela-Ascoli liefert nun die Behauptung. m

Um Theorem 3.2 iiber die Existenz einer schwachen Losung fiir (1.1)-(1.4) zu
beweisen, bendtigen wir noch eine Hilfsaussage, die in [42, Lemma 4.1] implizit
enthalten ist. Wir geben diese Aussage im néchsten Lemma an wie sie in [45,
Prop. A.1] formuliert und bewiesen wurde.

Lemma 3.9. FEs sei Q C R™ mit m > 1 eine messbare Menge mit MafS |Q2| > 0.
Es seien hg,h € Loo(Q2) so, dass ||hi]| < ¢1 fir k > 1 und hy — h fast iberall.
Dann impliziert wy, — w in Ly (Q) die Kovergenz hywy — hw in Ly (£2).

Beweis. Es sei ¢ > 0 und f € Lo(Q2), f # 0 beliebig. Da die Menge (wg)g>1
relativ folgenkompakt in L «(€2) ist, existiert nach dem Theorem von Dunford-
Pettis ein 6 := §(¢), sodass fiir jede messbare Teilmenge A von Q2 mit dem Maf
|A| <6 die Abschétzung

9
|wi.(z)]dz < , k>1
/A (er + [1alloo) 1 oo

gilt. Da hy — h fast iiberall, liefert der Satz von Egorov die Existenz von A C €2
mit |A| < 9§, sodass hy — h gleichméBig auf Q \ A und hy, — h in L (2\ A).

Somit erhalten wir

z)[hg(z)wi(z) — h(z)w(z)]dx

f(@)wi ()b () — h(z)]dz

Q\A

() — w(x)lde

< [ fllse(er + [12lo0) /A [wi(2)[dz 4[| flloo sup [[wyl] Ly @) 1k = Al Lo @)
J

() — w(z)lde
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Fiir £ — oo folgt daraus

0 < limsup
k

/Qf(x)[hk(x)wk(ﬁ) — h(z)w(z)|dz| <e

und somit die Behauptung. O]

3.3. Existenz von schwachen Losungen

Nun verfiigen wir iiber alle notwendigen Voraussetzungen, um die Existenz einer
schwachen Losung des Problems (1.1)—(1.4) nachzuweisen.

Beweis von Theorem 3.2. (i) Es sei v = 0. Wir verwenden eine Variante des
Theorems von Arzela-Ascoli (Theorem A.5) und erhalten aus den Lemmata 3.6,
3.7 und 3.8, dass Teilfolgen (v, ), (uy,) (im Weiteren nennen wir sie wieder (v,,)
und (u,)) und Funktionen v € C(RT) und u € C(RT, L1 (Y, ydy)) existieren mit

v, — v in C([0,T]), (3.46)

u, »u in C([0,T], L1w(Y,ydy)) (3.47)

fiir jedes T' > 0. Es gilt offensichtlich v(¢) > 0. Das Theorem von Mazur impliziert
u(t) > 0, weil der Raum L (Y, ydy) abgeschlossen und konvex ist. Aus (3.47) und
(3.33) folgt mit dem Lemma von Fatou

[(t,y) = By)u(t,y)] € L ((0,T) xY) . (3.48)

Ferner gilt fiir jedes R > g

yﬂn Y)un(s,y dyds—/ / yu(y)u(s,y)dyds

yu(y)(U(s, y) — un(s,y))dyds

+/Ot/ Yt (s, 9)|(y) — pa(y)|dyds (3.49)

t o]
+ / / Yhn(y)un(s, y)dyds
/ / yu(y)u(s,y)dyds .

Der erste Summand der rechten Seite in der letzten Ungleichung konvergiert gegen
0 fiir n — oo wegen (3.47) und der lokalen Beschrénktheit von p . Unter Beriick-
sichtigung der Tatsasche, dass |u— p,| = 0 auf [yo, R], wenn S,,(T") > R, sieht man

79



3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

leicht, dass der zweite Summand in der letzten Ungleichung verschwindet, wenn
n — 0o0. Beachten wir, dass fiir jedes k& > yo wegen (3.32) und (3.47)

// y, s)dyds
Sgl}: / / D (y) i (y)un(y, s)dyds

< sup / / (y)un(y, 5)dyds < c(T)

n>yo

gilt, so erhalten wir mit dem Lemma von Fatou

/ / 5)dyds

< liminf / / y, s)dyds < o(T) .

k—o0

Daraus folgt zusammen mit (3.13) und den Abschétzungen

[ [ttt
Sizg{ S} L somtontpan

/ot /:Wn(y)un(y, s)dyds

<sp{ai) [ L oo

dass wenn wir zuerst n, dann R gegen oo gehen lassen, die beiden letzten Integrale
n (3.49) verschwinden. Dies liefert

li_)rn / / Y (Y)un (s, y)dyds —/ / yu(y)u(s,y)dyds < oo . (3.50)

Weiter zeigen wir, dass (v,u) eine schwache Losung fiir (1.1)—(1.4) ist. Es sei
© € WL(Y) beliebig. Aus (3.47) folgt

[e.¢] [e.9]

im [ ety = [ty tepT). @50

n—00
Yo Yo
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Fir t € [0,7] gilt

/t v(s) 7 ¢ (y)7(y)u(s,y)dyds — /t Un(5) 7 ¢ (Y)Ta(y)un(s, y)dyds

g/ )~ s r/w )7 (y)us, y)dyds

e / vals) / (r(9)uls, 5) — Tu(y)un(s,4))dy| ds

Yo

<Tywoo/\v e \/ (5, y)ydyds

t

11 / / — ra(y)un(s,9))dy| ds

+T*||90’Hoo/ / $,y) + un(s,y))ydy| ds
R

wobei wir (3.3) und (3.15) beriicksichtigt haben. Der erste Summand auf der
rechten Seite der Ungleichung konvergiert wegen (3.46) gegen 0. Wir bemerken,
dass 7, = 7 gleichméBig auf kompakten Intervallen und dass ||7, || .. (yo.5) < 7°R
fiir n > yo. Somit folgt daraus zusammen mit |v,|lcqor) < ¢(T), (3.47) und
Lemma 3.9 die Konvergenz gegen 0 fiir n — oo des zweiten Summanden der
rechten Seite der letzten Ungleichung. Nun lassen wir zuerst n und dann R gegen
oo gehen. Daraus ergibt sich zusammen mit (3.47) und (3.34) fiir ¢ € [0, 7]

t 0 t o)

i [ v,(s) / & (4)7(y)tin(5, y)dyds = / o(s) / & (9)7()uls, y)dyds . (352)

n—o0
0 Yo 0 Yo

Es sei R > yg beliebig. Wir zeigen

T}Lr&// dyds-// (y)dyds (3.53)

fir t € [0,7] und ¢ € WL (Y) mit kompaktem Trager in [yo, R]. Fir ¢t € [0,T]
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erhalten wir

y)dyds — / / ()] (y)dyds

(5,9) = tn(y)un(s,y))dyds

(3.54)
(5,9) = Bn(y)un(s, y))dyds

+ 2

,2) = Bu(2)un(s, 2))k(y, z)dzdyds

Da ou, pf € LOO(Y) und p = p,, B = B, auf [y, R|, wenn S,,(T') > R, konvergieren
die beiden ersten Summanden gegen 0 fiir n — oo wegen (3.47). Fiir den letzten
Summanden gilt

2)B(2) = un(s, 2)Ba(2)) K(y, 2)dzdyds

(s, B — (s, 2)(2) [ ety dydads

Yo

t [e%) R
s 2m(2) / sty 2)dydds

Y

u(s, 2)B() / o)Ay, 2)dydzds

wobei S > R > yo und ¢ € [0,7]. Nun benutzen wir die Tatsache, dass die Ab-
bildung [z — f;j o(y)k(y, z)dy] beschréankt fiir z € Y ist, und erhalten damit aus

(3.47), (3.30), (3.35), (3.13) und (3.48) die Konvergenz des letzten Summanden in
(3.54) gegen 0 fiir n — oo und S — oo. Die Gleichung (3.53) gillt also fiir alle
Testfunktionen ¢ € WL (V) mit kompaktem Tréger.

Als néchstes betrachten wir fir 0 < s < ¢ < T und ¢ € WL (Y) mit kompak-
tem Trager in [yo, R] den Ausdruck

oo

P (y) (Qu(s)(y) — Qulun(s))(y))dy

o+ 2) (05> 2)u(s. 9)u(5, 2) — 1y, 2)1tn (5 3)ins, z))dzdy\

yO

+2

(s, y)us, >—%(y,z)un<s,y>un<s,z>)dzdy'
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

< Gi(s) + Ga(s) + Gs(s) + 2(Hi(s) + Ha(s) + Hs(s)) (3.55)

mit

— /yOR /yOR ey + 2)n(y, z)u(s, z) (u(s, y) — un(s,y))dzdy‘ :

Ga(s) == oy + 2)n(y, 2)un(s, y) (uls, 2) — un(s, 2))dzdy

)

Ga(s) = lolloe / / tn(5,9) 1105, 2) — 1y, 2) un(s, 2)ddy |

/yo /yo Ju(s, z) (u(s, y) — un(s, y))dzdy| ,
/yo /yo 2)un(s,y) (u (572)—Un(8,2))dzdy‘ ,

/ / 11, 2) — 7y, 2)] tns, ) tn(5, 2)ddy

Wir definieren fiir y € (yo, R]

R

M) @) i= [ ely+ 2Dl 2ucs, )=
Yo

Dann implizieren (3.4), (3.19) und (3.47) sowohl hlu(s)] € Le((yo, R]) als auch

hlu,(s)] € Loo((yo, R]) fiir n > yo. Weil u,(s) schwach gegen u(s) in L (Y, ydy)

konvergiert, verschwindet G4 (s) fiir n — oco. Da

Blun(s))(y) = / oy + 20y, 2)un(s, 2)dz < (o, T, R)

Yo

fir n > yo gilt und Alu,(s)] — hlu(s)] fiir n — oo fast tiberall, folgt aus Lemma 3.9
die Konvergenz Go(s) — 0 fiir n — oo. Die Konvergenz Gs(s) — 0 fiir n — oo
erhalten wir aus (3.19) und der Tatsache, dass 1, — 1 gleichméaflig auf kompakten
Teilmengen von Y x Y. Die Abschéatzung

/ o(n(y, 2yu(s, 2)dz

Yo

R
<lollk [ (02 + 5 uls. s
Yo

<cT)(y*+y"), yey
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

liefert uns zusammen mit (3.47)

i) = | [t = s | R Ay, (s, )
</ j<u<s,y> ~ o) | R Aty 2Ju(s )

# [Tt + i) [ el uts. sy — 0

Yo

fir n — oo und S — oo, wobei wir (3.4), (3.47), (3.34) und «, p < 1 beriicksichtigt
haben. Ferner gilt fiir jedes S >

HQ(S) S

/ / jso(Z)n(% () (5 2) — s ) ey

+

[ s / o(2)(y, z)u(s,z>dzdy]

+

/SOO Un(8,y) /R 0(2)n(y, 2)un (s, z)dzdy‘

Yo

R S
| (uls.2) = s, 2)96) |t 2, )t

Yo Yo

<

- 2(T) ol / " n(s, ) (5 + )y

Wir definieren fiir z € (yq, R]

Plu(s)](2) == o (2) / 0y, 2)us, y)dy |

Yo

Dann plu,(s)] — p[u(s)] punktweise auf (yo, R] fiir n — oo und es gilt wegen (3.4),
(3.19) und a, p < 1

1ot ()] 0 < [llloe <(R) / wn(s,9) (5 + ) dy < c(. R, e(T)) .

Yo

Nun liefert Lemma 3.9 wegen (3.19) die Konvergenz

| (6 = w91z - 0

Yo

fiir n — oo. Daraus folgt zusammen mit (3.34), dass Hy(s) gegen 0 konvergiert,
wenn wir zuerst n und dann S gegen oo gehen lassen. Wegen (3.4), (3.17) und
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

(3.19) gilt fiir jedes S > o

S R
9 < ol / / 1909, 2) — 7y )|t (5, )t (5, 2)ddly
Yo Yo

n IIsoHoo< [ ORn(y, (5,55, 2)d=dly
v /:nn<y,z>un<s,y>un<s,z)dzdy) ,

d.h.
S R
$) < lolle / / 10032 2) — 10 (3 )|t (5, ) un (5, 2)ddly
Yo Yo

T 2(T) Il / (s ) (" + ) dy

Da die Folge (n,) gleichméfiig auf kompakten Teilmengen von Y X Y gegen 7
konvergiert, wird Hs(s) wegen (3.19) und (3.34) beliebig klein, wenn n — oo und
danach S — oo. Dies bedeutet, dass fiir jedes s € [0,¢] mit beliebig gewdhltem
te[0,T]

Gi(s) + Ga(s) + Gs(s) + 2(Hi(s) + Ha(s) + Hs(s)) — 0,

wenn n — oo. Da auflerdem sup |G;| < oo, sup |H;| < oo, i € {1,2,3}, gilt,
92[>0?,/%] SZEy,%]

erhélt man aus (3.55) mit dem Satz von Lebesgue fiir ¢ € [0, 7]

Tim / / ) Qultin(s)](y))dyds = / / $)(y)dyds ,  (3.56)

wenn ¢ € WL (Y) einen kompakten Triager in [y, 00) hat. Ferner gilt auf Grund
von (3.47) und (3.4) fir t € [0, 7]

/Ot /y:o /y:o n(y, z)ul(s, 2)u(s,y)dydzds < oo . (3.57)

Da (v, u,) fir jedes n > yq eine klassische und damit auch schwache Losung im
Sinne von Definition 3.1 des Problems (1.1)—(1.4) mit abgeschnittenen Raten ist,
erfiilllt (v, u) wegen (3.51)—(3.53), (3.56) und (3.57) die Bedingung (ii) in Defini-
tion 3.1 fiir alle Testfunktionen ¢ € WL (Y) mit kompaktem Trager.
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3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

Es sei nun ¢ € W, (V) beliebig und ¢ € D(R), 0 < ¢ < 1, ¢|jpp = 1 fir
ein R > 0. Wir definieren ¢, : Y — R mit ¢, := ¢(3-)p fir k& € N. Damit hat
jedes o, € WL(Y) einen kompakten Trager, or — @, ¢} — ¢’ punktweise fiir
k — oo und ||@kl|lw vy < c(¥)|l@llw vy fiir & € N. Dann ist fiir jedes & > 1 die
Gleichung

[e.9] o0

/ or(y)ult, y)dy — / o) (t, y)dy

Yo Yo

= j v(s) ]O @ (Y)7(y)u(s, y)dyds

3

+2/t]OU(&y)ﬁ(y)/ysok(Z)ﬁ(z,y)dzdy
+ /t ]O 7 (er(y + 2) — () — ex(2))n(y, 2)u(y)u(z)dzdyds

erfilllt. Wegen (1.9), (3.48), (3.50), (3.57) und des Satzes von Lebesgue wird die
Giiltigkeit von Definition 3.1 (ii) auf alle ¢ € WL (V) erweitert.

Um zu zeigen, dass v € C(R*) die Gleichung (1.1) 16st, betrachten wir

onlia(t)) =2 [ "t 9)Ba(v) / Y k(zyddy e (0,T)

Yo 0

und
g(u(t) =2 / ult, 9)B(y) / ey y)dady . e [0,7].

Wegen (1.9), (3.13), (3.31) und (3.48) gilt

o0 Yo
lim sup (sup 2 [ unt)ia) [ otz p)dady
0

R=004¢(0,7] \ n>y0 R

+ 2/00 u(t,y)5(y) /Oyo zﬁ(z,y)dzdy) =0. .

R
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Andererseits erhalten wir fiir R > yo und ¢ € [0, 7]

\2 / ju(t, V)5() / " enzdzy -2 [ Yt )ul) |t y)dzdy\

Yo 0

< 2/ un(t,y)|Bn(y |/ zk(z,y)dzdy

Yo

+2

[ttt = uttso) [ onte. gy

Yo 0

R
< 2, / () Bul) — B)|dy

1 / (un(tsy) — ult, 9)B(w) / 2h(z,y)dady |

Yo 0

(3.59)

wobei wir in der letzten Ungleichung (1.9) verwendet haben. Wir bemerken, dass
B = B, auf [y, R] fiir n > o mit S, (T) > R. Nun folgt aus (3.58), (3.59), (3.19),
(3.47), aus der Tatsache, dass [y — B(y) [° zk(z,y)dz] € Los((yo, R)) (dies wird
von (3.2) und (1.9) 1mphz1ert), und aus dem Satz von Lebesgue

lim g, (un(t)) = g(u(t)) , t€[0,T7].

n—oo

To(y unsydyds—// u(s, y)dyds

(Tn(y)un(s, y) — 7(y)u(s, y))dyds

Ferner gilt

+ 7 /Ot /: (un(s,y) + u(s,y))ydyds .

Da 7, — 7 gleichméafig auf kompakten Intervallen und
Tl Lo (o,m) < TR fiir 1>y,

folgt aus Lemma 3.9 zusammen mit (3.47) und aus (3.34) die Konwergenz der
rechten Seite der letzten Ugleichung gegen 0 fiir n — oo. Dies bedeutet

lim// Tn(y unsydyds—// u(s,y)dyds , t€0,7T].
n—oo
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Daraus folgt fir ¢ € [0, T]

()—eXp( vt — // 0ydydo>
+/exp( (t — s) // aydyda)(/\-l—g(u(s)))ds,

weil (v, u,) € C(RT,RT x Ef) N CHRT,RT x Ep) die Gleichung

Un = A — YUn — Un/ Tn(Q)un(y)dy + gn(un) , > 0 5 Un(o) = UO

Yo

16st. (3.48) und (3.47) garantieren, dass g(u) € C([0,7]). AuBerdem gilt

{t r—>/ T(y)u(t,y)dy] e C([0,77) .
Yo

Somit 16st v € C1([0,T]) die Gleichung (1.1). Schliellich benutzen wir die Tat-
sache, dass (v, u,) fir jedes n > gy die Gleichung (3.10) (mit abgeschnittenen
Raten) erfiillt. Nun koénnen wir mit Hilfe von (3.46), (3.47) und (3.50) priifen,
dass (3.10) auch fiir (v,u) gilt. Damit definiert (v,u) eine monomererhaltende
schwache Losung.

Den Beweis der Aussage fiir den Fall v > 0 erhalt man vollig analog zum Beweis
im Fall v = 0, wenn man die Ungleichung

U1 (t) _ (%) (t)
1+ nyzo zup(t,z)de  1+v fyzo zus(t, x)dx

< |[(v1 —v2)(t)]

+ o () |Jur (t) — ua(t) || 2y (viyay)

fiir zwei klassische Losungen fiir das Problem (1.1)—(1.4) mit den ”abgeschnitteten”
Raten 7, p1, B1,m1 bzw. 7o, uo, B2, m2 berticksichtigt. Somit ist der erste Teil von
Theorem 3.2 iiber die Existenz einer schwachen monomererhaltenden Losung fiir
(1.1)—(1.4) mit unbeschriankten Raten bewiesen.

(ii) Es sei v = 0 und u® € Ly (y°dy) fiir ein ¢ > 1 und es gelte (3.11). Genauso
wie im Beweis vom ersten Teil des Theorems verwenden wir das Theorem von de
la Vallée-Poussin, das die Existenz einer nichtnegativen, nichtfallenden und kon-
vexen Funktion ® € C*°(R') mit ®(0) = 0 garantiert, sodass ®" konkav ist und
die Bedingungen (3.13) und

/OO ®(y)u’(y)dy < oo

Yo
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erfiillt sind. Dann existiert eine nichtnegative Folge (u’) C D(Y) mit

w —u’ in Lf(Y) und sup/ ®(y)ul(y)dy < oo .

n
neN Yo

Ferner definieren wir pi,, := 1, 0 und £, := 1, 3 fiir jedes natiirliche n > yo.
Die Folgen 7, € C*([yo, 00)) und 1, € BUC™(Y xY') werden genauso konstruiert
wie im Beweis vom ersten Teil von Theorem 3.2 (offensichtlich werden somit die Be-
dingungen (3.15) und (3.17) erfiillt). Nun ersetzen wir in (1.1)—(1.4) (v°,u°, i, 8, 7)
durch (v2, 42, tin, Bn,nn) und erhalten damit dank Theorem 2.1 eine eindeutige
globale klassische Losung (v,, u,) € C*(RT, R x L;(Y,ydy)) des entsprechenden
Problem.

Es gilt dariiber hinaus v, (t) > 0, u,(t) > 0 und d,u,, € C(R*, L1 (Y, ydy)). AuBer-
dem ist supp u,(t) wegen Satz 2.15 fiir jedes ¢t > 0 eine kompakte Teilmenge von
[y0> OO) :

Es sei T" > 0 beliebig. Da die klassischen Lésungen (v, u,) monomererhaltend
sind, impliziert (3.10) die Abschitzung

onlt) + / Tyt y)dy + / / Yt ()un(s, y)dyds < ofT) (3.60)

Yo
fir ¢t € [0, 7] und n > yo. Wegen der Kompaktheit des Tragers von wu,, dirfen wir
die Gleichung (1.2) mit jedem ¢ € W1 .. (Y) testen, insbesondere mit y”. Damit
erhalten wir fiir ¢ € [0, 7]

d oo oo B
G [t ndy=ou® [ @t
Yo Yo

[e.9]

_ / U (tn () + Bu() (8, 1)y

Yo
o] )

2 / wn(5,9)Bu(y) / k(2 y)dzdy
+ // ((y+2)7 = y7 = 27) 1y, 2)un(t, y)un(t, z)dzdy

wobei die Identitaten (1.15) und (1.16) benutzt wurden. (1.8) liefert uns die Ab-
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schatzung
y

Q/ZUK(Z,y)dZ <y’ .

Yo

Da u,(t) > 0 fiir t € [0,7], erhalten wir aus der Binomischen Reihe, (3.17) und
der Tatsache, dass p + a < 1, die weitere Abschétzung fir t € [0, 7]

[colNe o]

/ / (4 2)° =5 — 2y 2Yun(t, )t 2)ddy

Yo Yo

< ai(o) / / U7 (Y, 2)in(t, 2t y)dody

Yo Yo

T ex(o) / / 2 (Y, 2)un(t, 2, y)dzdy

Yo Yy

<o [ [yemt ot ey

Yo Yo
< o(T) / Wun(t, y)dy |
Yo

wobei wir in der letzten Ungleichung (3.60) verwendet haben. Somit impliziert
(3.3) zusammen mit (3.15) fiir ¢ € [0, 7]

d [e.e] ) o0 i oo i
G [yrutw <oru® [yt +d@) [y
Yo Yo Yo

o0

< o(T) / Yt y)dy |

Yo

wobei wir (3.3),(3.60) und die Positivitdt von w,, p,, B, und 7, beriicksichtigt
haben. Das Lemma von Gronwall liefert uns

[n (Ol s vyeay) < e(T), €[0T, n>yo . (3.61)

Nun sind wir in der Lage, eine schwache monomererhaltende Losung (v,u) von
(1.1)—(1.4) wie im ersten Teil des Theorems zu konstruieren, fiir die wegen (3.61)

90



3. Schwache Losungen fiir unbeschrankte Raten

auch u € Ly 10c(RT, L1 (Y, y°dy)) gilt. Den Beweis im Fall v > 0 erhélt man vollig
analog. Somit ist die Aussage bewiesen. O
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4. FEindeutigkeit schwacher Losungen

4. Eindeutigkeit schwacher Losungen

In diesem Kapitel beweisen wir, dass monomererhaltende schwache Losungen fiir
das Problem (1.1)—(1.4) unter bestimmten Voraussetzungen eindeutig sind. Wir
beginnen mit einem Theorem, in dem die Raten 7, [, 4 zwar unbeschrankt sein

konnen, aber eine bestimmte Struktur besitzen. Die Koagulationsrate n mit

ne Wolo,locqy()v OO) X [y()a OO))

soll eine der folgenden Bedingungen erfiillen:

Es existieren v € (0, 1] und Ky, K7 > 0 mit
(A) § (Y, 2) < Ko(y +2) , (y,2) €Y x Y,
(Y™ A z9)[0yn(y, 2)| < Kiy*te® (y,2) €Y XY
oder
Es existieren a € (1,2] und Ky, K7 > 0 mit
(B) § n(y, 2) < Ko(yz""' +y*7'2) , (y,2) €Y XY,
(A 2)(y 4 22 D)0pn(y, 2)| < Kyl (y,2) €Y XY
In diesem Kapitel wird stets
Ay, v >0

vorausgesetzt. Dann gilt folgende Aussage iiber die Eindeutigkeit.

Theorem 4.1. Es gelte

By) =By, puly)=My", 7(y) =5y

(4.1)

firy > yo mit B,M,S,b,m >0 und 0 < 8 < 1. Ferner sei k durch (1.10), (1.11)

mit [y — yko(y)] € Loo(0,1) gegeben. Es sei
1
£(x) = 2b/ ko(z)dz — b+ 2xko(z) , x € (0,1) .

(a) Es gelte

a:=(sup {x)vmVve) €(0,2].
z€(0,1)

Im Fall o € (0,1] erfille n die Bedingung (A) fir dieses a, andernfalls die

Bedingung (B).

Dann existiert ein o > 1, das groff genug ist und nur von ko, b, m und 6
abhingt, sodass das Problem (1.1)—(1.4) fir jedes Paar von Anfangswerten
(0%, u?) mit v° > 0 und u® € LT (Y,y°dy) hichstens eine monomererhaltende

schwache Losung (v,u) mit u € Logoc (R+, Ly (Y, y”dy)) besitzt.
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(b) Seien bym < 1 und n erfille die Bedingung (A) mit o := m. FEs gelte
auflerdem
{z)=20, z€(0,1).

Dann existiert fiir jedes Paar (v°,u°) € (0,00) x LT (Y, ydy) héchstens eine

monomererhaltende schwache Ldsung.

Wir weisen darauf hin, dass in Abschnitt 4.1 einige allgemeinere Ergebnisse be-
schrieben werden. Dort wird namlich eine grofiere Klasse der Raten 7, u, 5 und
71 betrachtet, sodass die Aussage von Teil (a) von Theorem 4.1 als ein Spezialfall
von Theorem 4.5 und entsprechend Teil (b) als ein Spezialfall von Theorem 4.6
angesehen werden konnen.

Nun konnen wir die Existenzaussage von Theorem 3.2 und die Eindeutigkeitsaus-
sage von Theorem 4.1 miteinander kombinieren, was uns das folgende Korollar
liefert.

Korollar 4.2. (a) Es seien die Voraussetzungen von Theorem 4.1(a) erfillt,
wobei o € (0,1], d.h. fir n gelte die Bedingung (A). Dann existiert ein
o > 1 (groff genug), sodass das Problem (1.1)—(1.4) fiir jeden Anfangswert
(vo, ug) mit v° > 0, u’ € LT (Y,y°dy) eine eindeutige monomererhaltende
schwache Losung (v, u) mit u € Logjoc(RT, L1(Y,y7dy)) besitzt.

(b) Es seien die Voraussetzungen von Theorem 4.1(b) erfillt. Dann besitzt
das Problem (1.1)—(1.4) fir jeden Anfangswert (vo,ug) mit v° > 0, u° €
LT (Y,ydy) eine eindeutige monomererhaltende schwache Losung (v,u).

Der Teil der Arbeit iiber die Eindeutigkeit der monomererhaltenden schwachen
Losung fiir das Problem (1.1)—(1.4) basiert im Wesentlichen auf den in [33] und [22]
beschriebenen Ideen. In [33] wurde das Prionenmodell ”ohne Koagulation” unter-
sucht, d.h. fiir den Fall n = 0. Das Thema von [22] ist dagegen die Eindeutigkeit
und die Existenz einer schwachen Losung fiir die Smoluchowskische Koagula-
tionsgleichung mit homogenen Koagulationsraten. In dieser Gleichung werden
nur Koagulationsterme berticksichtigt. Wir kombinieren die beiden Ansédtze mit
geeigneten Modifikationen, um das Prionenmodell mit Koagulation zu behandeln.
Einige der hierzu benotigten Abschatzungen sind bereits in den oben erwahnten
Arbeiten zu finden. Wir geben diese hier mit den nétigen Anpassungen auf unseren
Fall der Vollstandigkeit halber wieder.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, integrieren wir die Differenz zwischen zwei be-
liebigen monomererhaltenden schwachen Losungen u, @, die demselben Anfangs-
wert (v°,u°) entsprechen, iiber die Menge (y,oc0) mit y € (yo,00). Die in Ab-
schnitt 4.1 fiir die Raten eingefiihrten Bedingungen erméglichen uns, in Abschnitt
4.2 die notwendigen Abschatzungen zu konstruieren. In Abschnitt 4.3 beweisen
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wir, dass diese zusammen mit dem Lemma von Gronwall implizieren, dass das
Integral gleich 0 fiir alle y € (yo, 00) ist, d.h. u = 4.

4.1. Eigenschaften von schwachen Losungen

Wir wollen ein allgemeineres Resultat als Theorem 4.1 beweisen. Wir zeigen im
Folgenden, dass die in [33] geforderten Bedingungen auch im Fall mit Koagula-
tion die Eindeutigkeit von schwachen monomererhaltenden Losungen implizieren.
Daher sei im weiteren Verlauf des Kapitels s eine nichtnegative messbare Funk-
tion, die auf der Menge {(y.,v);y > 20,0 < y. < y} definiert ist und die die
Bedingungen (1.7), (1.8) erfiillt. Zusatzlich setzen wir voraus, dass

Yx

lim K(z,yx)dz =0, y>yo (4.2)
ARy

und
1,8 € Wgoe(Y) mit 1, 8>0. (4.3)

Es wird auflerdem die Existenz einer Konstanten ¢y > 0 und einer strikt positiven
Funktion
g€ W,

vorausgesetzt, sodass

oY) mit ¢'(y) <colgly) +1) . y>wo (4.4)

T E Wolo,loc(Y) ) 0 S T(y> S ¢y , Yy 2 Yo (4 5)
I7'()] < cogly) und  (79)'(y) < cogly) . ¥ > wo '
gilt. Nun definieren wir die Funktion
y
Gly) = [ g2z v
Yo
und verlangen, dass die Ungleichungen
(k+B)(Y) < col(p+ B)(ys) + Gy) +y) , ¥ >y >0, (4.6)
W W)+ 18 W) < cog(y) s v >wo, (4.7)
Yo
0, (5 [ snc)a )|+ Batvecl S qgl) . wE ez (09
0
erfiillt seien, wobei
Yy
Bs(ys,y) := 0y (ﬁ(y)/ H(z,y)d2> fir y>uy.>yo. (4.9)
Y
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Wir fordern auflerdem

/ ) RBalyey) — (B + 1))l < 9@)co+ (14 A)w)  (4.10)

Yo

fir y > yo. Wir bemerken, dass (4.6) die Gleichung
i (e 5)) [ 10l =0 fir o€ L(Yirldy (4.11)
y

impliziert, wenn r(y) :== (u+ 8)(y) + G(y) + y fir y € Y.
Fiir die Koagulationsrate

ne Wolo,loc([y()? OO) X [yOa OO))

existiere ein K > 0 mit

n(y,2) S K(Gy) +y)(G2) +2), (y2) €Y xY, (4.12)
Oyn(y, 2)| < Kg(y)(G(2) +2),  (y,2) €Y xY .
Auflerdem setzen wir voraus, dass fir (y,z) € Y x Y die Bedingungen
(Y, 2)lg(y +2) — g(y)| < Cg(y)(G(2) + 2) (4.13)

n(y, 2) [G(y +2) =Gy Vz)+GyA z)} < C(G(y) + y) (G(z) + z) . (4.14)

(. 2)| [Gly+2) = Glyv =) + Gy A=) < Cgy)(G) +2) (A1)

gelten, wobei C' > 0 eine Konstante ist.

Fiir den Fall (v°,u°) € (0,00) x L (Y,ydy) (vgl. Teil (b) in Theorem 4.1) wird
zusatzlich vorausgesetzt, dass es ein 'y > 0 und ein § > 0 gibt, sodass die Unglei-
chungen

n(y,z) < Cilp(y) + (=), (y,2) €Y xY (4.16)
und
/0 % <1 — %) K(Ye,¥)dys >0, y > yo (4.17)

gelten. Die Bedingungen (4.2) und (4.17) sind offensichlich erfiillt, wenn s wie in
(1.10), (1.11) definiert ist.

Wir werden spater sehen, dass diese Bedingungen insbesondere nach den Voraus-
setzungen von Theorem 4.1 erfiillt sind.
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Lemma 4.3. Es sei (v, u) eine monomererhaltende Losung fiir das Problem (1.1)—
(1.4) mit Anfangswert (v°,u°) € (0,00) x L (Y, ydy). Dann gilt

[(s,y) = y(1+ p(y))u(s,y)] € Li((0,¢) xY) , t>0. (4.18)

Wenn die Bedingungen (4.2)—(4.17) erfillt sind, gilt dariber hinaus

limR// By)u(s,y)dyds =0, t>0. (4.19)
R—oo

Beweis. Die Eigenschaft (4.18) folgt aus Teil (iii) der Definition einer monomer-
erhaltenden Losung, wenn man die Nichtnegativitat von p, v und u berticksichtigt.

Um (4.19) zu zeigen, setzen wir p(y) := R Ay := min{R, y} mit R > y, in Defini-
tion 3.1. Nach der Addition von (1.1) erhalten wir fiir ¢ > 0

o(t) — o+ / TR Ayt y) — () dy

Yo

o [ <>ds—/0t1+yf”fi”)dx/°° (y)u(s, ) dy ds
// (RAy)u(y)u(s, y)dyds
v2 [ [ stutsy [ (2 = 2 vrton gy ayyas
+2// Bly <1—§) /yoy* (Y, y) dy. dy ds
/// (RA(y+2z)—RAy—RAz)

x n(y, z) u(s,y) u(s, z) dydzds ,

wobei wir (1.15), (1.8) und (1.16) verwendet haben. Wegen (4.16) und (4.18) gilt
fir¢ >0

/ot/:/: [RA(y+2) = RAy— RAz[n(y,2)u(s,y) uls, 2) dy dzds
=G /ot /y:O /y:o(y +2) (,u(y) + :“(Z)) u(s,y)u(s,z)dydzds < oo .

Der Satz von Lebesgue liefert dann fiir t > 0

t e8] o0
lim// / (RA(y+2)—RAy—RAz)n(y, z)u(s,y)u(s,z)dydzds =0 .
Yo Yo

R—o0 0
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Daraus folgt zusammen mit (4.5) und (4.18), dass die Gleichung (3.10) genau dann

erfiillt ist, wenn

. boree Y/RAy., R
1 - * *9 d *d d
A [/O/R B(Q)U(s,y)/yo ( m y)y Ky, y) dy, dy ds
toroe R Yo
" /O /R Bly)uls,y) (1—5) /0 yuss () o, dyds] iy

Wegen

R Yo R R
0 0

y
R
RNy, R
—/ ( — —> Yk (Y, v) dy.
Yo Y« Y

erhalten wir daraus

lim /Ot /Rooﬁ(y)U(s,y){(y - R) /OR %Fu(y*,y)dy*
(4.21)

R—o0
y n
+R/ 1 — = |k(ys,y)dys pdyds =0, ¢t>0.
R Y
Fir y > 2R gilt

Ry v y
(y — R)/ =R (Yo, y)dy. + R/ I — = ) 6(¥s, y)dys
o Y R Yy
R/ Y (1 - y—) K(Ye, y)dys + R/ Y (1 - y—) K(Ys, y)dys
0 R Y )

Y Y

0 y Y

wobei die letzte Abschétzung aus (4.17) folgt. Gleichung (4.21) ergibt somit

limR(S// By)u(s,y)dyds =0
R—o0

fiir t > 0, was das Lemma beweist.

Lemma 4.4. Die Bedingungen (4.2)—(4.10) seien erfiullt und (v, ), (0,4) mit
u, (XS Ll,loc (R+> Ll (Y7 G(y>dy>)

v

]
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seien zwei monomererhaltende schwache Liosungen des Problems (1.1)—(1.4) mit
demselben Anfangswert (v°,u°) € (0,00) x LT (Y,ydy). Mit

Bty) = [ Tw—@)(tydy. , (hy) ER XY

gilt dann
v(t)
OE(ty) + T () ()0, E(t,y)
_ v(t) o(t) )
- (1 P PN W o x)dx> T(y)alt,y) — (u+ B W) ERy)

~ [+ ).
y
+2 [ Bl Baly. v
yy Yy . .
[ S+ 90t 2ttt ) — e, )l 2
Yo Y Yo
—/ / (Y, 2)[ult, yu)ult, z) — Gt y.)a(t, 2)]dy.dz .
y Jy
(4.22)
Beweis. Wir argumentieren zunéchst formal. Da
u, @ € L joc (R, L1 (Y, G(y)dy)) ,

folgt aus der Definition von E und G, dass E € Lo (R*,Ll(Y, g(y)dy)) und
OyE = 4 — u. Da die Losungen u, & monomererhaltend sind, gilt auch

U, U € Ly joc (R+, Ly(Y, r(y)dy))

mit r(y)

= (u+P)(y) + G(y) +y fir y € Y. Durch Integrieren von (1.2) erhalten
wir fur ¢ > 0

atE<t7 y) +

r(yg( Uy

1+v fyio zu(t, r)dz

a(t) ) Yu =00
14 [ waft, :zr)dycu@7 y*)>]

Yx=y
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4. FEindeutigkeit schwacher Losungen

= [+ DI = [+ BB,

22 [T 50.) [ ele =y
+ /Oo /Oo [L1y00) (2 + %) = Loy (2) = Loy ()] 12, %)

x (u(2)u(y) — a(y.)i(z))dzdy. ,
wobei wir partielle Integration und (1.16) verwendet haben. Aus (4.5) folgt
Tu(t, ) € L1(Y) und somit

T(y*) ( U<t) u(t, y*) - @(t) )dxﬁ(t, y*)) —0

L+ v [ zu(t, z)de L4 [ za(t,«

fir y, — o0o. Der erste Term auf der rechten Seite der letzten Gleichung ver-
schwindet wegen (4.11) fiir y, — o0o. Wir verwenden erneut partielle Integration
und erhalten damit

v(t) .
AE(t,y) — Y xu(t,x)de(y)(“ —a)(t,y)

B v(t) 0(t) X
B <1 + nyzo zu(t,z)dr 1+ I/fyzo xu(t, a:)dx) m(y)alt,y)

(i B)WE(t,y) — / i+ B) () Bt .)dy,

Yx=00

~2[Bstn) [ rteae] 4o / " Bt ) Baly, ).

Y«=y

. / / Lo (2 922 ) (=) () — 0y )(2)) A=y
_/ / n(z, ys) (w(z)u(y.) — a(ys)a(z))dzdy, |

wobei wir (4.9) verwendet haben. Wenn wir nun fiir die Terme, die die Grenz-
werte beinhalten, die Ungleichungen (1.9), (4.2) und (4.11) benutzen, stellen wir
fest, dass diese Terme verschwinden. Wir bemerken, dass die rechte Seite von
(4.22) wegen (4.7), (4.8) und (4.12) wohldefiniert ist. Dies liefert die Behauptung.
Fiir einen rigorosen Beweis betrachten wir die Differenz zwischen den schwachen
Formulierungen fiir v und @ in Definition 3.1. Dabei wahlen wir als Testfunktion
die Abbildung
(Y« — )+

gpe(y*)::TAl, y« €Y
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4. FEindeutigkeit schwacher Losungen

fiir gegebene y € Y und ¢ € (0,1). Es gilt offensichtlich ¢ € WL (V) und . —
1(y,0) punktweise fiir ¢ — 0. Nach dem Rechnen wie im formalen Beweis erhalten
wir die entsprechende Gleichung, indem wir ¢ gegen 0 gehen lassen. O

An dieser Stelle geben wir die prizisen Formulierungen unserer Eindeutigkeits-
resultate an. Analog zu [33] verallgemeinern wir die Bedingungen von Theorem 4.1
folgendermaflen. Fiir das erste Ergebnis, das als eine Verallgemeinerung von The-
orem 4.1(a) betrachtet werden kann, benétigen wir zusétzlich zu (4.2)—(4.10) die
Voraussetzungen

/ Nt )z <l BE) . y>u>w  (423)

und
Y
/ |Bo(y, y)|dye < c1(X4+ (n+8)(w) , v>y >wo, (4.24)
y/

wobei ¢; > 0 eine Konstante ist.

Theorem 4.5. Es gelte v = 0 und es seien die Bedingungen (4.2)—(4.10), (4.12)—
(4.15), (4.23) und (4.24) erfillt. Dann existiert fiir jeden Anfangswert (v°, u®) mit
0" >0 und u® € LT (Y, ydy) N Ly (Y, (u + B)(y)G(y)dy) héchstens eine monomer-
erhaltende schwache Lésung (v,u) des Problems (1.1)—(1.4) im Sinne von Defini-
tion 3.1, sodass

u € Loo,loc (R+a Ll (Ya G(y)dy>) N Ll,loc <R+7 Ll (K (/L + B) (y)G(y)dy)) :
Fiir v > 0 bleibt die Aussage wahr, wenn g(y) > const > 0 firy €Y gilt.

Obwohl Theorem 4.5 fiir eine ziemlich grofie Klasse von Funktionen (, u, 7 und
r anwendbar ist, wird die Eindeutigkeit der monomererhaltenden Losung im Fall
der Raten

n=const, T=const, p=const, Bly)=Py, y>uyo

und wie in (1.12) definiertem s nur fiir u € Ly jo¢ (R*, Ly (Y, y2dy)) gewéhrleistet
und nicht im aus biologischer Sicht sinnvollen Raum L, (Y, ydy). Dennoch kann
unter zusatzlichen Annahmen die Eindeutigkeit von monomererhaltenden Losun-
gen auch in L, (Y, ydy) garantiert werden. Dazu seien die Bedingungen (4.2)—(4.17)
fiir

g=1 (4.25)

erfiillt. Ferner gelte fiir 4 und 8

— it u, il >0, uheLi(Y),
{u p A pp it gy, gy > py € Li(Y) (4.26)

B=p1+B mit f,8 >0, py€Li(Y).
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Es existiere auflerdem eine Konstante Cy > 0 mit

1 R
E/ |Ba(y, y)|dys < Coffi(y) , y>R>wyo . (4.27)
Yo

Die néchste Aussage entspricht einer Verallgemeinerung von Theorem 4.1(b).

Theorem 4.6. Es seien die Bedingungen (4.2)—(4.10), (4.12)—(4.17) und (4.25)—
(4.27) erfiillt. Dann besitzt das Problem (1.1)—(1.4) fiir jeden Anfangswert (v°, u°)
mit v° > 0 und u® € Li(y,ydy) hichstens eine monomererhaltende schwache
Losung im Sinne von Definition 3.1.

Um die Eindeutigkeitsresultate aus diesem Abschnitt zu zeigen, bendtigen wir
einige Hilfsaussagen, die wir im nachsten Abschnitt formulieren und beweisen.

4.2. Relevante Abschatzungen

In diesem Abschnitt seien die Bedingungen (4.2)-(4.10), (4.12)—(4.15) erfiillt. Es
seien (v,u) und (0, ) zwei monomererhaltende schwache Losungen des Problems
(1.1)-(1.4) mit demselben Anfangswert (v°,u%) € (0,00) x L (Y, ydy), sodass

u, 4 € Ly joc(RT, L1 (Y, G(y)dy)) . (4.28)

Wir definieren wieder die Abbildung
Bty = [ (- )(tu)dn . (L) €RT Y
Yy

und bemerken, dass dann offensichtlich
E € Lijoc(RY, L (Y, g(y)dy)) (4.29)
gilt. Hier fixieren wir auch ein 7" > 0.

Lemma 4.7. Es existiert ein c¢(T) > 0, sodass

|E(t,y0)| < (T // Y| E(s,y)|dyds , 0<t<T.

Beweis. Wir wihlen ¢ = 1 in Definition 3.1 und verwenden (1.8). Da

oE=1—u,
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erhalten wir mit Hilfe partieller Integration

Bt y0)] = / (= )(t, )y
" (200 / o )dy*—(ﬁ+u)(y)) (u— @)(s, y)dyds
/ | @ ~ Qlids, ))) dyds
<|[ (-2 / o)+ (5 +0))) Bls.)] s

Y=Yo

" / /yo (2Ba(yo, y) — (8" + 1) (y)) E(s,y)dyds

' /0 /yo [uls, )](y) = Qlals, )](y))dyds

wobei @ der in (1.14) definiertre Operator ist. Wegen (1.9), (3.8), (4.11) und (4.28)
verschwindet der Term mit den Grenzwerten fiir y — co. Daraus folgt zusammen
mit (4.3), (4.7) und (4.8) die Abschétzung

tyg|<c/\E3y0\ds+c// Y)|E(s,y)|dyds

Y

(4.30)
Qla(s, )](y))dyds| .
Fiir den letzten Summanden verwenden wir (1.16) und erhalten
i (Qluls, )](y) — Qlals, )](y))dyds
- ’_/0 /OO /Oon(y,z)[u(s,y)u(s, z) — a(s,y)u(s, z)|dzdyds
<[] w2t — s, w)uts, 2)azdyds
o (4.31)

n(y, 2)(u(s, 2) — a(s, z))u(s, y)dzdyds

Yo

n(y, )0y E (s, y)u(s, z)dzdyds

Yo

n(y, 2)0.E(s, z)u(s,y)dzdyds| .
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Partielle Integration liefert uns fiir 0 <t <T'

/t /OO /OO n(y, 2)0yE(s,y)u(s, z)dzdyds
< [ ] s 2
_/0 /yo /yo oyn(y, z)E(s,y)u(s, z)dzdyds .

Da u und @ monomererhaltende schwache Losungen sind und G monoton wachsend
ist, folgt aus (4.28) fir0<s<t<T undy ey

(v+GW)|E(s,y)| < /OO (s« + G(y) [u(ys) — (ys)|dy, = 0 fiir y — oo .

Daraus erhalten wir zusammen mit (4.12) und (4.28)

n(y, )0y E(s, y)u(s, z)dzdyds

<c/ |Esy0|ds+c// y)|E(s,y)|dyds

fir 0 < ¢t < T. Aus der letzten Abschétzung, (4.30) und (4.31) folgt mit dem
Lemma von Gronwall die Behauptung, wenn man noch die Symmetrie von 7
berticksichtigt. O]

Als néachstes konstruieren wir die entsprechende Abschatzung fiir die Differenz
zwischen v und 9.

Lemma 4.8. Es existiert ein ¢(T) > 0, sodass

(v —0)(t)] <e(T // Y)|E(s,y)|dyds , 0<t<T,

wenn v =0 oder g(y) > const > 0 gilt.

Beweis. Wir modifizieren den Beweis fiir [33, Lemma 3.4] fiir unseren Fall. Wir
integrieren (1.1) beztiglich ¢ und verwenden partielle Integration beziiglich y. Somit
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erhalten wir wegen der Nichtnegativitat von v, 7 und u, dass

(v —2)(1)] < C(T)/O [v(s) —0(s)lds

t o0
+wwmﬁmy/ / 20— u)(s, 2)dz
0

Yo
t
ol [
0

/
0

(v =0)(#)] < C(T)/O [v(s) — o(s)[ds

t T=00 oo
vlilon [ |[eBe0] - [ B
0

T=Yo Yo
t
+HMhmmI{/
0

X/Oof(y)U(S,y)dyds
+2/0t [—ﬁ(y) /Oy0 y*%(y*,y)dy*E(&y)Lyo

Yo
+2 [ AJ%(M@Z:%MMWM%>E@wM4%

y=00
Wegen (1.9), (3.8), (4.5) und (4.11) verschwinden die Terme, die die Grenzwerte
beinhalten, fiir y — oo bzw. = — oco. Somit folgt aus (4.5) und (4.8), dass die

Abschatzung

(v — 8)(8)] < (T /|E3y0|ds—|—c// )|E(s,y)|dyds
YUAIM@—@@WB

erfiillt ist, wenn v = 0 oder g(y) > const > 0 fir y € Y gilt. Dies liefert uns
zusammen mit dem Lemma von Gronwall und Lemma 4.7 die Behauptung. O

/ N 7(y)u(s,y)dyds

Yo

/wﬂwm—m@wmﬂw

Yo

/mw—ﬂﬂawmw/%%dwwﬁw®

Yo 0

ds

ds

+/wﬂwﬂ&w®

Y=vo %0

|~ W) E(s)]

y=00

ds
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Im Folgenden definieren wir fir 0 <t < T und y € Y

—v(t)

Hlu,)(t,y) =TT o = 2ult x>dx7(y)3yE(t>y)
. ( u(t) - i(t) )
1+ nyzo zu(t,x)dez  1+v fyzo xu(t, x)dz
< T(y)alt,y) (432)
—(n+B)YERy) - / (1 + B) () E(t, y.)dy.
+ 2 /Oo E(t7 y*)BZ(ya y*)dy*
und

Fluil(tg) = [ [ Voo e 2iult, 2)u 2) = ittt e

- / N / s 2ty Jult, 2) — it )il )dyads
b (4.33)

Dann folgt aus Lemma 4.4, dass

t t
E(t,y):/o H[u,ﬁ](s,y)ds+/o Flu,al(s,y)ds, yeY, 0<t<T, (4.34)

wobei wir beriicksichtigt haben, dass F(0,y) = 0 fiir alle y € Y.
Esgilt fir 0 <t < T

/ o(y) | Flus)(t, )| dy
Yo
o0 Yy Yy
< / o(y) / / Loy (2 -+ 9015, 2)ult, g2 ult, 2)dy.d
Yo Yo Yo
Yy Yy R .
T / / Ly ooy (2 + 505, 2)it(E, )i, 2)dy.d
Yo Yo
4 / / 0y, 2ult, . )ult, =)dy.dz
Y Y
4 / / n(y*,zm(t,y*)a(t,z)dy*dz] ay
Y Y

= [ 9w (1Bt )l + Rl )]+ 1Eslule)] + Bl )] dy

Yo
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mit
Yy Yy
Filul(t,y) r=/ / Liy00) (2 + 50 (Y, 2)ult, yo)ult, z)dy.dz
Yo Y Yo

dt.o) = [ [ vt putt,2)dpds

DafirO<t<T
/ o) 1Pty
= [0 [ [ et vt 2Jute s, 2)azay
_ /y OO /y OO n(y.. 2) ( /y j:zg(y)dy> u(t, g ult, 2)dy.dz
_ /y °° /y °° D 2) [G e + 2) — Gl v 2)]ult, g)ult, 2)dyedz

und

/ " g(y) | Baful(t, )] dy

= / o) / ) / " e, 2)ult, g ult, 2)dy.dzdy
SR ( [ sty ) ute vute 2y

/ / 0y, 2) [G(ya A 2)]ult, ya)ult, 2)dy.dz

gilt, erhalten wir wegen (4.14) und (4.28)

/OO o(y) |Flual(t,y)] dy < e(T), 0<t<T. (4.35)
Daraus folgt insbeysoondere
/ / ) sign(E(s,y)) Flu,u)(s,y) dyds <oo, 0<t<T. (4.36)
Es gilt auflerdem offensichtlich
| ot sien(E@ ) By = [ o) IE@ulay<oe a3

fur fast alle 0 <t < T.
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Lemma 4.9. Es sei R > yg beliebig. Dann gilt fir 0 <t <T

/ / ) sign(E(s,y)) Hlu, d](s,y) dyds

7) / (s, y0)]ds
b (T // )| E(s,y)|dyds

/ v(s) 0(s)

+c 50 - o0 A~

o |1+ nyo zu(s,x)dz 1+ nyo xu(s, x)dx
+V(t,R),

x/ (14 G(y))u(s,y)dyds

Yo

wobes

V(t,R) = G(R) / / TN+ )| 1B (s, v)|dyds

t poo R
= [ 1Bs ) [ o) Bt plandvas
0 JR Yo

Beweis. Hier folgen wir den Uberlegungen aus [33, S.253-254]. Wegen (4.32)
erhalten wir

/ / ) sign(E(s,y)) Hlu,u](s,y) dyds
< [+ s Es ] s

1+ nyo zu(s, x)dz Y=yo

" /ot 1+ yfy%)fi(& z)dx /:(QT)'(y)IE(S, y)|dyds
" /0 t

(4.38)

v(s) B 0(s)

1+ nyzo zu(s,z)de  1+v fyzo xu(s, r)dx

x / o(y)T(y)is, y)dyds

Yo

//yo )+ B)(W)IE(s, y)|dyds
// y)sign(E sy)/oo(u’+6’)(y*)E(87y*)dy*dde

R
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+2/ /yo y)sign(E)(s y)/ B (y, y.) E(s, y.)dy.dyds
- / y)sign(E) (s, 1) / (1 + ) () E(s.9.)dy.dyds
+2/ / y)sign(E)(s,y) /yR By (y, y.) E(s, y.)dy.dyds .

Nun benutzen wir ) und wenden den Satz von Fubini auf die letzten zwei
Integrale an. Damlt erhalten wir

/ / ) sign(E(s, ) Hlu, @l(s,y) dyds
< 9(yo) @) Wllom 01 / B (s, y0)lds + colloll oo / / W)IE (s, )\dyds

P E——

1+v fyzo ru(s,z)dr 1+ I/fyzo ri(s, z)dx

R
< [ (7)) + Gl pidyds
—/t/ |E(s,y)l9(y) (1 + 8) (y)dyds

// I +6) )

></ g(y)sign(E(s,y) E(s, y.))dy.dyds
. " Yo
+9 / /
0 Jyo

)
></ 9(y+) Ba(y., y)sign(E(s, y) E(s, y.) ) dy.dyds
Yo

+V(t,R) .
Nun folgt aus (4.10) die Behauptung des Lemmas, weil g, 1, 8 nichtnegativ sind.
Il
Lemma 4.10. Es gilt fur 0 <t <T
/ / ) sign(E(s,)) Flu,i(s,y) dyds
(4.39)

< (T /|E3y0 |ds + (T // Y)|E(s,y)|dyds .
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Beweis. Wir definieren

G(t,y) == /yg(z)sign(E(t,z))dz . Y€ (yo,0), 0<t<T.

Yo

Wegen (4.33) und (4.35) erhalten wir mit dem Satz von Fubini fiir 0 <t < T

/ / ) sign(E(s,y)) Flu, @l(s, y) dyds

//OaGSy// Lyo0) (2 + 4:)n0(2,92)

x (u(s, 2)u(s, ys) — (s, y.)u(s, 2))dzdy.dyds

_ /Ot i 8,G(s,y / / (z,y4) (uls, 2)u(s, ye) — (s, yu)a(s, z))dzdy.dyds

[ ([ ac0m)

x (u(s, 2)u(s, ys) — (s, y.) (s, z))dzdy.ds

/// 0z, ) (/ZAy*ﬁé(s,y)dy)

x (u(s, 2)u(s, ys) — (s, y.) (s, z))dzdy.ds
[ G 0 = s 2V 0 = s 2 ) + G
x (u(s, z)u(s, ys) — a(s, y)u(s, z))dzdy.ds .

Da G(yo) = 0, folgt aus der letzten Gleichung fiir 0 < ¢t < T

/ / ) sign(E(s,y)) Flu,d](s,y) dyds

/// (2. |G(s, 2+ y.) — G(s, )—@(say*)]

x (u(s, 2Ju(s, ) — s, y.)i(s, =))dzdy.ds

x (u(s,z) — a(s, 2))u(s, ys)dzdy.ds

/// (210) [ G2+ ) = Gls,2) = G|
2) (ul

u(s,y.) — (s, ys))dzdy,ds .
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Nun liefert uns die Symmetrie von 7

/ / ) sign(E(s,y)) Flu,d](s,y) dyds

_/0 /y /y 1z, 9)[Gls, 2 +9.) = G(s,2) = Gls, 2]

x (u(s,y.) — a(s, ys))u(s, z)dzdy.ds

[ e [6 ) - 6s.2) - Gl
2) (ul

u(s, y«) —ﬁ(s,y*))dzdy*ds

[ e sz+y*>—é<s,z>—é<s,y*>]

x (u(s, z) + (s, 2))dz (u(s, y.) — (s, y.))dy.ds
fiir 0 <t <T. Wir definieren flir 0 < s <tund y, € Y
[(37 y*) = / 77(3/*7 Z) |:é(87 z+ y*) - é(‘ga Z) - é(‘ga y*)] (u(37 2) + a(57 Z))dZ :
Yo

Dann gilt wegen der letzten Gleichung

/ / ) sign(E(s,y)) Flu,d](s,y) dyds
(4.40)

= / / I(s,y*)(u(s,y*) — ﬁ(s,y*))dy*ds , O0<t<T.
0 Jyo

Die Definition von G impliziert |G(s,y,)| < G(y.) fiir y. € [yo,00) und 0 < s < T
und damit auch

G(s,2+y.) — G(s,2) — Gls,5.)| < |Gz +y.) — G2V y )| + |Gz Ay

(4.41)
=[Gz +y.) = G(zVy) + Gz Ay
fir 2z, y« € [yo,00) und 0 < s < T. Somit folgt aus (4.14) und (4.28)
I(s,y)| < c(T)(Gys) +vys), ye€Y, 0<s<T. (4.42)

Nun méchten wir fiir die rechte Seite von (4.40) partielle Integration verwenden.
Es ist aber noch unklar, ob I beziiglich y, differenzierbar ist. Aus diesem Grund
fithren wir fiir ein festes S > yo und fiir y, € Y, 0 < s < T den Operator

S ~ ~ ~
Is(s,ys) := / (Y, 2) [G(s, z+y.) — G(s,z) — G(s, y*)} (u(s, z) + u(s, z))dz

Yo
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ein. Wir bemerken, dass (4.14) und (4.28) genauso wie vorher die Abschétzung
Is(s, )| < e(T)(G(ys) +u.) . y €Y, 0<s<T (4.43)

implizieren.
Es gilt nach Voraussetzung n € W, ..([40, 00) X [y0,00)). Ferner gilt nach Defini-

tion von G, dass |é(s,y*)| < G(y4) und lay*é(s,y*)] < g(y«) fiir y. € [yo, 00) und
0 < s < T . Dies impliziert zusammen mit (4.4), dass Is(s, ) € WL ([yo, R)) fiir
jedes R > yo und 0 < s < T" mit Ableitung

Oy Is(s,ys) = / Oy (Yss 2 )[ (5,2 +1,) — G(s,2) — é(s,y*)] (u(s,z) +a(s, 2))dz

G
/ (Y, 2 ( (8,2 4 y.) — 0, G (s, y*)> (u(s, z) +a(s, z))dz .
(4.44)

Dann folgt aus (4.40) unter Verwendung partieller Integration die Gleichung

/ / ) sign(E(s,y)) Flu,d](s,y) dyds

- [ ( [ 0= )00 alss) — sy = [1s(s.0) B )]
+/OO ay*IS(Say*)E(S7y*)dy* )ds
(4.45)

fir 0 < ¢ < T. Ferner gilt wegen (4.43) und der Tatsache, dass G eine nichtfallende
nichtnegative Funktion auf Y ist und w, @ nichtnegativ sind, die Abschatzung

(5. B3] < e(T) (G0 +30) [ (w+)(s,2)d

Yx

< ¢(T) /Oo (G(2) + 2) (u+ a) (s, 2)dz .

Yx

Da die Lésungen monomererhaltend sind, ergibt sich daraus zusammen mit (4.28)

lim |Is(s,y)E(s,y.)| =0, 0<s<T.
Yx—00
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Somit impliziert (4.45) fiir 0 < ¢ < T und jedes S > gy, die Gleichung

/ / y)sign(E(s, y)) Fu, @](s, y)dyds

-/ ( [0 19060 (5,90 — i), (4.46)

Yo

+/ 6’y*ls(s,y*)E(s,y*)dy*+Ils(s,yo)E(s,yoN)dS-
Yo

Nun liefert uns (4.43) die Abschétzung
|25 (s, 90) E(s, 40)| < c(T)|E(s,90) , 0<s<T. (4.47)
Aus (4.41) und (4.14) erhalten wir

/ = I5) () (uls, ) — s )

Yo

</OO|(I Is) (s, y) | (u(s, y.) + (s, y.))dys
< [* [ w26 ) - 0V 1 6l )

x (u(s, 2) + (s, 2)) dz (u(s,g.) + als, 5.)) dy,
< C/ / G(y) + 1) (G(2) + 2)

< (u(s, =) + (s, 2)) d (u(s, g2) + (s, ) d.
< eT) [ (G)+ 2) (s 2) + s 2)) s

Wegen (4.28) bedeutet dies

lim (I = Is)(s,ys) (u(s,ye) —a(s,y.))dys =0, 0<s<T. (4.48)

S—o00 %o

SchlieBlich verwenden wir (4.15), (4.41), (4.28) und (4.29) und erhalten mit dem
Satz von Lebesgue

i [ e G 4 = Gos) = Gl
x (u(s, z) + (s, 2))dzE(s, y.)dy.
= [ [ ountae 96002 )~ 65,2 = Glove)
x (u(s, z) + (s, 2))dzE(s, y.)dy. .
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Ferner gilt

limsup/ / (Y, 2 (8 G(s,z+1.) 8y*G S, Ys) >

X (u(s, 2) + (s, 2))dzE(s, y.)dy.

= lim sup /yoo /ysn(y*, 2) (g(z + . )sign(E(s, 2 + 4. ) E(s, 1)) — g(y*)>

S—00
X (U(S, Z) + 7}’(87 Z)>dZ|E(S7 y*)|dy*
und somit wegen (4.13)

o9 S
imsup [ [ 0.2)(0,.Gls. 2+ 9) = 0,650
Yo Yo

S—o00

X (u(s, z) +a(s, 2))dzE(s, y.)dy.
9] S
< lim sup /yo /yo 1(Ys, 2) (g(z + ) — g(y*)>
x (u(s, z) + (s, 2))dz|E(s, y.)|dy.

— [ e (a0 = 900 (uls.2) + s, 2) | s,
R (4.49)

fiir 0 < s <T. Nun lassen wir in (4.46) S gegen oo gehen und erhalten damit aus
(4.48), (4.44), (4.2), (4.49), (4.41) und (4.47) die Abschiitzung

/ / ) sign(E(s,y)) Flu,d](s,y) dyds
< / / 0 / 02 oty +2) 9] (s, 2) + i 7)) d= B, 9)ldyas
- /yoo/yoo 0m(0.2)|[Gs.y + 2) — Gls.y v 2) + Gls,y A 2)]

X (u(s, z) + u(s, z))dz E(s,y)dyds

+c(T)/O |E(s,y0)|ds .

Die Ungleichungen (4.13) und (4.15) liefern zusammen mit (4.28) die Behauptung.
[

4.3. Eindeutigkeitsresultate

Beweis von Theorem 4.5. Hier setzen wir voraus, dass zusétzlich zu (4.2)-
(4.10) und (4.12)—(4.15) die Bedingungen (4.23), (4.24) erfiillt sind. Wir betrach-
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ten schwache monomererhaltende Losungen (v, u) und (0,4) des Problems (1.1)—
(1.4) mit demselben Anfangswert (v°, u®) € (0,00) x L (Y, ydy), sodass

U, U € Lioojoc(RT, Li(Y, G(y)dy)) N Lijec(RT, Ly (Y, (1 4 B)(y)G(y)dy)) . (4.50)

Sei F wieder definiert als
E(t,y) ;:/ (u—a)(t,y)dys, (ty) eERT xY .
y

Hier bemerken wir, dass mit (4.50) auch die Bedingung (4.28) erfiillt ist. Wir multi-
plizieren (4.34) mit g(y)sign(FE(t,y)) und integrieren tiber (yo, 00). Nun definieren

WIT' R = gX(yo,r) Mib

17 y e (y07R) )

X(yo,R)(y) - {0’ y 6 [R,OO) )

Dann konvergiert gr fir R — oo punktweise gegen ¢g. Das Lemma von Fatou
liefert

[ sty < timint [ gat) )y

Yo Yo

gmwﬁ ()| E(t,y)ldy

R—o0

R—o0

:mMJ// y)sign(E(t, y)) Hu, @](s, y)dyds
// y)sign(E(t, y)) Flu, il (s, y)dyds
= lim sup / / y)sign(E(t,y))H [u, @](s, y)dyds

/ / y)sign(E(t, y)) Fu, @](s, y)dyds

fir 0 <t < T, wobei wir (4.34), (4.35) und (4.37) verwendet haben. Aus den
Lemmata 4.9 und 4.10 folgt nun fir 0 <t < T

/WQ@HE&yWMSCUU/|E@w®HS

Yo
/ / y)|E(s,y)|dyds
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t

+c /

0

+ limsup V (¢, R)

R—o0

v(s) 0(s)

1+v f;;o zu(s,z)de  1+v fyzo zu(s,x)dx

« / T (14 Gly)als, y)dyds

Yo

(4.51)

mit der in (4.38) definierten Abbildung V' (¢, R). Unser néchstes Ziel ist zu zeigen,
dass V(t, R) — 0 fiir R — oo. Wir verwenden den Satz von Fubini und benutzen
(4.23). Dies liefert

G(R) / /R T+ B)w)||E (s, y) | dyds
< G(R)/O /Roo(u + ) (s, y) /Ry* (1 + B8')(y)|dydy.ds

< 01/ /:(u +a)(s,y) (1 + (4 B)(ye))G(y)dysds , 0<t<T, R>yp,
0

wobei im letzten Schritt die Tatsache verwendet wurde, dass G eine monoton
wachsende Funktion ist. Wegen (4.50) konvergiert die rechte Seite der letzten
Ungleichung gegen 0 fiir R — oo. Im nachsten Schritt benutzen wir wieder den
Satz von Fubini unter Beriicksichtigung von (4.24). Damit erhalten wir

t 00 R
/ / B (s, )] / 9(92) Ba(ye )|y dyds
0 R Yo

/

t 00 R Y
< / / (ut)(s. ) / o(y.) / B (y.. )| dydy.dy/ds
0 R Yo

R

§01/ /Oo(u+ﬁ)(s,y’)G(y’)(1+(u—l—ﬂ)(y’))dy'ds, 0<t<T. R>y.
0 R

Auch hier konvergiert wegen (4.50) und fiir R — oo die rechte Seite gegen 0.
Folglich gilt
Rlim V(it,R)=0, 0<t<T. (4.52)
—r 00

Auflerdem impliziert (4.50), dass

/ (14 G)als. y)dy < o(T)

Yo
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fir 0 < s <T. Wegen

v(s) B 0(s)
L+v [Zau(s,z)de 14w [ ¥ zu(s,z)de

< (v = 0)(s)]

+ 0]l v

/Oo (u — @)(s, 2)dx

Yo

fir 0 < s < T folgt daraus zusammen mit (4.52), (4.51) und den Lemmata 4.7
und 4.8

/ d) B y)ldy < (T // DIE(s,y)ldyds, 0<t<T, (453)

wenn v = 0 ist oder wenn v > 0 und ¢(y) > const > 0 ist. Das Lemma von
Gronwall liefert E = 0, weil g strikt positiv ist. Somit gilt « = 4, und Theorem 4.5
ist bewiesen. ]

Beweis von Theorem 4.6 . Nun seien die Bedingungen (4.2)-(4.10), (4.12)—
(4.17) und (4.25)—(4.27) erfillt, d.h. es gelte insbesondere g = 1 und somit G(y) =
y — yo. Ferner seien (v,u) und (0,4) zwei monomererhaltende Losungen im Sinne
von Definition 3.1, die demselben Anfangswert (v°,u°) € (0,00) x Lf(Y,ydy)
entsprechen. Dann ist (4.28) offensichtlich erfiillt und wir erhalten die Ungleichung
(4.51) gleich wie zuvor. Um ]%1_{1;0 V(t, R) abzuschitzen, bemerken wir, dass auf

Grund von (4.26)

Yx
/ py dy < pa () < p(ys) + [p2(ye)] < pulye) + llp2lliweyy s v« >R
R

gilt, und somit
t o0
B[ [ WwlEeylds
0 JR
t [e¢) Y
<h [ [ @i [+ ) dydy.ds
0 JR R
t ]
< [ ot 0 (060) + il + i) e s
0 JR

< C/Ot /ROO (y* + y*u(’y*))(u + 1) (s, ys) dy. ds ,

wobei wir im ersten Schritt den Satz von Fubini und (4.26) benutzt haben. Nun
impliziert (4.18) die Konvergenz der rechten Seite der letzten Ungleichung gegen
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0 fiir R — oo. Vollig analog erhalten wir
t 00
GR) [ [ 13 IEG )] dyds
0o JR
t o] Ysx
<k [ [ s [ @0+ 150 dydy. ds
0o JR

R

<R / / (u+ @) (5, ) () + 1 Bellcrr + 185l acry) g ds
0 R

<R / / Bly)(u+ i)(s,5.) dy. ds

—l—c/O/R Ve (U + 1) (8, ys) dys ds .

Die rechte Seite der letzten Ungleichung konvergiert wegen (4.19) und (4.18) gegen
0 fiir R — oo. Ferner gilt

t oo R
| [ 6wl [ Byl v dyas
0 JR Yo

t o] Ysx
<G [ [ i) [ 8 dydy.ds
0 R R
t %)
< CQR/ / B(ys)(u+ 0)(s, yx) dy. ds
0 R
t )
+0/ /zMu+®@w0®ub,
0 R

wobei wir den Satz von Fubini und (4.27) verwendet haben. Wegen (4.19) und
(4.18) konvergiert auch hier die rechte Seite gegen 0 fiir R — oo. Folglich erhalten
wir

lim V(t,R) =0, 0<t<T.

R—o0

Wenn R nun gegen oo geht, ergeben die Lemmata 4.7 und 4.8 zusammen mit (4.51)
die Abschétzung (4.53) fiir ¢ = 1. Somit folgt aus dem Lemma von Gronwall, dass
u = 1, und dies beweist Theorem 4.6. O

Unser weiteres Ziel ist, Theorem 4.1 zu beweisen. Zunachst zeigen wir das
folgende Lemma.

Lemma 4.11. 7 erfille die Voraussetzungen von Theorem 4.1 (d.h. es gilt ent-
weder Bedingung (A) oder Bedingung (B)). Fir a aus der entsprechenden Bedin-
qung sei

gly) =y*", yey
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und

Q| r

Gy) =

Dann sind die Bedingungen (4.12

(ya - yg) RS Y.
—(4.15) erfiillt.

~—

Beweis. Die Aussage zeigen wir analog zum Beweis von [22, Lemma 3.4.]. Wir
betrachten zwei Félle. Es sei die Bedingung (A) erfiillt. Dann ist o € (0, 1], die
Abbildung [y — y®] ist daher subadditiv und g ist monoton fallend. Dann gilt fiir
Y,z €Y

n(y, 2)lgly +2) — g(y)| < Ko (ya + Za> (9(y) — gy + 2))
< Ko y*(9(m)! “g)* — gy + 2)" gy + 2)*) + Koz"g(y)
< Ko y%g(y)'“(9()* — gy + 2)%) + Koz"g(y)

() —9y+2)" + Koz"g(y)

z

Y [0
/ (1-— a)xo‘_2dx) + Koy® 12*
v

Z)a(oz—Q)(l . a/)ozza + Koyo‘_lzo‘

Daher gilt (4.13). Andererseits folgt aus der Subadditivitat von y — 3

y+z

YNz
2 Yz + / x> Y
0

=a H(y+2)* = (V) + YAz
<2a My Az)".

G<y+z>—c<yvz>+e<ym>\g/

yVz

Daraus folgen unter Berticksichtigung der Bedingung (A) sowohl (4.14) als auch
(4.15). Nun gelte die Bedingung (B). Dann ist « € (1, 2] und entsprechend

n(y, 2)lg(y + 2) — g(y)| < Ko (yza’l + ya*lz) (9(y+2) —g(v))
< Koyz®! /erZ z*2dx

4 Koyaflz(yafl + Zafl o yCM*l)
S Koyza—lzya—Q 4 Koya—lza _ 2K0ya—lza '

Damit wurde (4.13) in diesem Fall gezeigt. Nun benutzen wir die Subadditivitét
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von g und erhalten

Gly+2)—GlyVz)+GyAz)

y+z YNz
§/ xo‘ldx—i-/ 2t
yVz 0

<
<

(y+2)""y+z—yVz)+(yAz)°
2yNz)y+2) <2y Azt 20

Daraus folgt wegen der Bedingung (B) sofort (4.15). Fiir y, z € Y gilt auflerdem

1. 2)|Gly+2) = Gy v 2)+ Gly A 2)]
< 2K, (yz‘k1 + yo‘*lz> (y A 2) <ya71 + za’l)

S 2KO <yaza—1 + yzaza—Q + yazya—Q 4 ya—12a> (y A Z)

< 2K, (y‘“za‘l +yz (Y A2)* Py 2y A2) TP+ y“‘lz“> (yAz)

< 2K, (yo‘za +yz®(y A 2)* Fytz(y A2) T+ yazo‘)
S SKOZ/aZa ’

woraus (4.14) im Fall der Bedingung (B) folgt. Da (4.12) in beiden Féllen offen-

sichtlich erfiillt ist, ist die Aussage bewiesen.

]

Nun verwenden wir die Resultate aus dem letzten Lemma und Theorem 4.5, um

Theorem 4.1 zu beweisen.

Beweis von Theorem 4.1. Als erstes bemerken wir, dass wenn s von der Form

(1.10), (1.11) mit [y — yko(y)] € Loo(0,1) ist,

Bs(ys,y) = 0, (ﬁ(y) /y H(Z,y)dz)

Ysx

) ()

(o ) - 22) [ )

2wy, (@)

Y

und

(4.54)

(4.55)

fir y > y. > yo gilt. Die Bedingung (4.2) ist offensichtlich auch erfiillt. Wir

erinnern an die Voraussetzungen an die Raten

Bly) =By, wly)=My™, 7(y) =5y
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fir y > yo mit B, M,S,b,m > 0 und 0 < # < 1 sowie an die Abbildung
1
£() = zb/ ko(2)dz — b+ 2wko(z) , z € (0,1) .

Nun definieren wir
9(y) =y fir y € [yo, )
mit
v:=(sup £(z)VmVOV])=aVl,
z€(0,1)
wobei a € (0,2] nach der Voraussetzung des Theorems. Hier bemerken wir, dass
€(0) = b wegen (1.11), d.h. a > b. Es ist klar, dass die Bedingungen (4.3)—(4.7)
und (4.23) in diesem Fall erfiillt sind. Ungleichungen (4.8), (4.24) folgen aus (4.54)
und (4.55) wegen (1.11) und der Tatsache, dass die Abbildung [y — yko(y)] auf Y
beschrénkt ist. Aus (4.54) erhalten wir auerdem

s _ -
12Bs(ys,y) — (B + 1) (y)| < ‘5 (?) ’ By '+ mMy™ (4.56)
fiir y > y. > yo. Dies liefert uns

/ 9(0)12Balyer y) — (B + ) (9) |y

Yo

Yy
<[ () e
Yo Y

0

v
<Yt sup &(z)By" ' +mMy™!
v z€(0,1)

<y (B(y) + 1(y)) + coy’
= g(y)(co+ (1 + B)(y))

fir y € Y. Somit ist die Bedingung (4.10) auch erfiillt. Lemma 4.11 impliziert die
Giltigkeit von (4.12)(4.15).

Nun sei (v°,u%) € (0,00) x L (Y,y°dy) mit o := ¢ + (b V m) gegeben. Dann
garantiert Theorem 4.5 die Eindeutigkeit von monomererhaltenden Losungen (v, u)

mit
U € Loojoc (R, Li(Y,y"dy)) N Lijoc (RY, L (Y, y7dy)) -

Wegen

Loo,loc (R+7 Ll (Y> yady)) - |:Loo,loc (R+> Ll <Y7 yﬁdy)) N Ll,loc (R+7 Ll (Y> yady))]
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folgt die Behauptung von Theorem 4.1 (a).

Wir bemerken, dass im Fall v > 0 die Bedingung ¢(y) > const > 0 fir y € Y
erfiillt sein muss. Deswegen haben wir 9 als a VvV 1 definiert. Im Fall » = 0 konnen
wir statt ¥ einfach @ nehmen. Dann gilt entsprechend o := o+ (b V m).

Fiir den Beweis von Theorem 4.1(b) setzen wir voraus, dass b,m < 1 und &(x) > 0
fir z € (0,1). Ferner sei g = 1. Wegen (1.10) gilt

LG5 = [fens
= 2b/01 /m: ko(z)dzdx — b+ 2/01 zko(z)dx
- 2b/01/0 ko(z)dxdz—b+2/0 rho(z)da

1
= 2b/ zko(z)dz — b+ 2/ zko(z)de =1 .
0 0

Daher folgt aus (4.56) sofort (4.10). Die Bedingungen (4.2)-(4.8) und (4.17) sind
klar erfiillt, sowie (4.26) und (4.27) mit o = ps = 0. Theorem 4.6 garantiert
nun die Eindeutigkeit von monomererhaltenden schwachen Losung des Problems
(1.1)—(1.4) mit Anfangswerten (v°, u%) € (0,00) x L (Y, ydy). Das beweist Theo-
rem 4.1(b). O
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A. Hilfsmittel

Die beiden folgenden Lemmata werden in Kapitel 2 verwendet. Da die Beweis-
methoden klassisch sind, geben wir hier die Aussagen ohne Beweise. Vorher fiihren
wir noch einige Notationen ein.

e F ist ein Banachraum mit Norm || - ||;

e J C R" ist ein Intervall mit 0 € J, J # {0};

o Ay :={(t,s) e J x J|0 <s <t}

o A% :={(t,s) € Ajls < 1)}
Lemma A.1. Es sei b € C(A% E) und € Li(J,R") fallend mit ||b(t,s)| <
B(t —s) fir (t,s) € A%. Dann gilt

B = {tn—> /Otb(t, s)ds] € C(JE) .

Lemma A.2. Es sei b € C(A,E), 0b € C(A%, E) und § € Li(J,RY) fallend
mit ||0;b(t, s)|| < B(t — s) fir (t,s) € A%. Dann gilt

B = {tr—> /Otb(t, s)ds} e CY(J,E)

t
B(t) = b(t, 1) +/ ob(t,s)ds, teJ.
0

Im Beweis von Theorem 3.2 spielt das Theorem von de la Vallée-Poussin ( [34])
und das Theorem von Dunford-Pettis ( [15, Theorem 4.21.2]) eine zentrale Rolle.

Theorem A.3. (de la Vallée-Poussin Sei (), B, 1) ein o-endlicher Mafiraum
und F sei eine beschrankte Teilmenge von Li(Q2). Die folgenden Aussagen sind
aquivalent:

(i) lim sup /!fldu:fef,AeB,u(A)Se =0;
A

(i1) Es existiert eine konvexe Funktion ® € C*([0,00)) mit ®(0) = &'(0) = 0,
O’ ist konkav,
®'(r) > 0 firr >0,
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P
lim () = lim ®'(r) = o0

r—oo T r—o0
und
sup [ @(1]dp < oo
feF
Q
Beweis. Vgl. [34]. O

Theorem A.4. (Dunford-Pettis) Sei (2, B, u) ein o-endlicher MafSraum und
F eine Teilmenge von L1(S2). Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) F ist relativ schwach folgenkompakt in L1(S2);
(ii) F ist eine beschrinkte Teilmenge von L,(Q2), die die folgenden zwei Figen-
schaften erfullt:

olirr(l)sup /|f|d,u:f€]-",AEB,,u(A)§5 =0;
A

o Ve >0 30, € B mit u() < oo und sup /|f|du§a.

feFr
Q\Q.

Beweis. Vgl. [15, Theorem 4.21.2]. O

Wir benoétigen auch folgende Version des klassischen Satzes von Arzela-Ascoli
fiir schwach stetige Funktionen in L; (Y, ydy).

Theorem A.5. (Arzela-Ascoli) Eine Teilmenge K C C([0,T], L1 (Y, ydy)) ist
genau dann relativ folgenkompakt, wenn K schwach gleichgradig stetig in L1(Y, ydy)
ist und es eine dichte Teilmenge D von [0,T) existiert, sodass

K(t) :={f(t) : feK}
schwach relativ kompakt fiir jedes t € D ist.

Beweis. Vgl. [44, Theorem 1.3.2]. ]
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