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1 Einleitung

Das Fach Technische Mechanik, so wie es heutzutage tiblicherweise im Grundstudium Ma-
schinenbau gelehrt und in zahlreichen Lehrbiichern (z.B. Szabd 1964, Pestel & Wittenburg
1981 o. Magnus & Miiller 1990) beschrieben wird, ist durch die breite deduktive Entfal-
tung und technische Anwendung einer Basis physikalischer Axiome charakterisiert. Diese
Axiome, wie z.B. der Impulserhaltungssatz, zeichnen sich besonders dadurch aus, daf sie in
zahlreichen tagtéglichen Erfahrungen wiedererkannt und auf diesem Weg weitgehend intuitiv
verstanden werden konnen. Dies tragt entscheidend dazu bei, dafl das Fach im Rahmen einer
ganzen Reihe von Beschrankungen, z.B. auf lineare Zusammenhange oder kleinste Verfor-
mungen, den Eindruck der Eindeutigkeit und der Geschlossenheit erweckt. Dieser Eindruck
erstreckt sich sogar auf den Bereich der Nachbildung von Materialeigenschaften in Form des
Hookeschen Gesetzes, wo er durch die Beschrankung auf elastisches und isotropes Materi-
alverhalten und auf kleine Verformungen entsteht. Allerdings hat diese Beschrankung nicht
den Charakter einer mathematisch besonders einfach zu erfassenden (linearen) Ndherung
der Realitat, sondern stellt stattdessen eine drastische Einengung des Blickfeldes dar. In
ahnlicher Weise erzeugt auch bei Problemstellungen mit Reibeinfliissen erst die radikale ge-
dankliche Beschrankung auf eine Spezialfall (Coulombsche Reibung) wiederum den Anschein
von Eindeutigkeit.

Die Kontinuumsmechanik, insbesondere die nichtlineare Kontinuumsmechanik, 16st sich von
vielen der Beschrankungen, denen die Grundlagenmechanik unterworfen ist. Ein teilwei-
ser Abschlufl dieses Wissensgebiets wurde in dem Moment erreicht, in dem es gelang, die
axiomatisch basierten Bilanzgleichungen in einer insbesondere fiir grofie Deformationen hin-
reichenden Allgemeinheit prazise zu formulieren. Damit ist die Kontinuumsmechanik als
ganzes aber durchaus nicht als abgeschlossen zu betrachten, denn sie ist eng verkntiipft mit
der Materialtheorie und den numerischen Naherungsverfahren und hier vor allen anderen der
Methode der finiten Elemente (FEM) zur Analyse inhomogener Strukturbelastungen.

Bei den numerischen Verfahren lassen sich infolge der seit geraumer Zeit rapide zunehmen-
den Rechnerleistungen die Simulationsmodelle immer mehr ausweiten und immer detaillier-
ter gestalten. Mit der Grofle des Modells wéchst aber der zur Losung der resultierenden
Gleichungssysteme erforderliche Berechnungsaufwand tiberproportional und damit sehr viel
schneller an als die Arbeit, die zur Bereitstellung dieser Gleichungssysteme (bei gleichblei-
bender Materialbeschreibung) erforderlich ist. Auf diese Weise werden mit anwachsender
Modellgrofle immer komplexere Verfahren auch unter wirtschaftlichen Gesichtspunkten in-
teressant. Ein Beispiel hierfiir waren aktuelle Uberlegungen, bei plastischen Materialien in
jedem GauBlpunkt ein Vielkristallmodell mit einer statistisch hinreichend grofien Anzahl von
Einzelkristalliten zu berechnen.

In der Materialtheorie sind die zum Einsatz kommenden Forschungsverfahren induktiv ge-
pragt. Ausgangsbasis fiir die Entwicklung eines Stoffgesetzes fiir eine bestimmte Material-
klasse ist zum einen eine zwangslaufig beschrankte und damit unvollstandige Kenntnis der
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Ubersicht: Abgrenzung der Arbeitsgebiete und Methoden der Kontinuumsmechanik ge-

geniiber der Festigkeitslehre in der Grundlagenmechanik




1.1 Motivation und Ziele der Arbeit 3

Phénomenologie des Materialverhaltens aus mefitechnischen Befunden unter ausgewahlten
Belastungsprozessen. Hinzu kommen eine zumeist nur bruchstiickhaft vorhandene Kenntnis
der grundlegenden physikalisch-chemischen Vorgiange auf atomarer Ebene und die den Rah-
men des Moglichen absteckenden thermodynamischen Hauptsatze. Aus diesen unvollstandi-
gen Daten werden in der Kontinuumsmechanik allgemein formulierte Stoffgesetze abstrahiert,
die Vorhersagen fiir beliebige Belastungsprozesse gestatten und damit die Mindestanforde-
rung fiir den Einsatz innerhalb der FEM erfiillen. Diese Arbeitsweise erfordert ein hohes Maf
an Kreativitat.

Trotz wichtiger Arbeiten zur standardisierten Suche nach Materialbeschreibungen (z.B: Kra-
wietz 1986) ist in der Materialtheorie beziiglich der Entwicklung und Anwendung neuer Me-
thoden mit einem Abschlufl auf lange Sicht nicht zu rechnen. Die Ursache hierfiir liegt im Wi-
derstreit einer Vielzahl von Interessen bei der Entwicklung eines Materialmodells begriindet.
Neben dem Interesse an einer moglichst realitatsnahen Materialbeschreibung sind hier vor
allem wirtschaftliche Gesichtspunkte beziiglich der Bereitstellung einer hinreichend breiten
Datenbasis fiir die Anpassung des Modells an das jeweilige Material und der Verwendung
des Materialmodells innerhalb der FEM zu nennen. Folglich ist ein generell optimales Materi-
almodell nicht denkbar. Die Fignung eines Modells richtet sich viel mehr nach der jeweiligen
Problemstellung, den wirtschaftlichen Rahmenbedingungen, den zeitlichen Ressourcen, den
zur Verfiigung stehenden Verfahren, dem vorliegenden Datenmaterial usw. Dementsprechend
wird sich auch in Zukunft nicht nur bei neuen Materialien, sonder auch bei neuen Produk-
ten, neuen Produktionsverfahren oder neuen Simulationsmoglichkeiten und -techniken immer
wieder Bedarf an neuen oder modifizierten Materialmodellen ergeben.

Die Kontinuumsmechanik ist somit zumindest in den genannten Teilgebieten weder als ge-
schlossenes Wissensgebiet anzusehen noch ist in absehbarer Zeit mit einem Abschluf§ zu rech-
nen. Vielmehr wird hier neben der Anwendung bereits erschlossenen Wissens auch weiterhin
die kreative ErschlieSung neuen Wissens eine wesentliche Rolle spielen. Hierfiir wiederum ist
eine moglichst grofle methodische Freiheit wichtig, die Raum fiir neue Denkansétze, Inter-
pretationen und Herangehensweisen 1afit.

1.1 Motivation und Ziele der Arbeit

Die Arbeit richtet sich an den in der Kontinuumsmechanik bereits geschulten Leser. Fiir
das Erlernen der Grundlagen sind die beiden mit Grundlagen befalten Kapitel sicher nicht
empfehlenswert. In den Abschnitten, in denen Neuerungen eingefiihrt werden, nehmen Her-
leitungen und Beweise den grofiten Platz ein und verleihen der Arbeit damit zwangslaufig
einen ausgeprigten mathematischen Akzent. Hauptséachlich richtet sich die Arbeit an solche
Leser, die sich mit komplexen kontinuumsmechanischen Materialmodellen beschéaftigen, diese
verstehen, anwenden, an ihre Bediirfnisse anpassen und in die Methode der Finiten Elemente
implementieren wollen oder miissen. Dieser potentielle Leserkreis wird in der Regel ohne we-
sentliche Einbuflen die zur Verfligung gestellten Herleitungen tibergehen und sich direkt der
Anwendung der Resultate zuwenden konnen. Die Angabe der Herleitungen und Beweise dient
natiirlich zunéchst dem Nachweise der Stichhaltigkeit und der Uberpriifbarkeit der Resul-
tate. Vor allem aber sind die Herleitungen und Beweise fiir den (kleinen) Kreis von Lesern
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vorgesehen, der die resultierenden Methoden und Algorithmen erweitern, weiterentwickeln
oder auf andere Bereiche tibertragen will. In diesem Fall ist eine genaue Kenntnis der aus
den Herleitungen zu erkennenden Einschrankungen und Einsatzmoglichkeiten notwendig.

In der Kontinuumsmechanik existieren eine ganze Reihe verschiedener Grundkonzepte und
Darstellungsformen, die wiederum Anlafl zu ganz unterschiedlichen Denkansatzen, Interpre-
tationsweisen und Arbeitsmethoden geben. Dies ist fiir ein offenes Forschungsgebiet sicher
nicht ungewdhnlich, die Unterschiede sind aber bei der Kontinuumsmechanik besonders aus-
gepragt. Ein charakteristisches Beispiel hierfiir sind die verschiedenen Beschreibungsmoglich-
keiten fiir die zentrale Klasse von Groflen in der Kontinuumsmechanik, die Tensoren 2. Stufe.
So kann ein solcher Tensor aufgefafit werden als:

e cin Element einer Klasse physikalischer Grofien, wie z.B. ein Spannungszustand in einem
Punkt oder die Verformung eines infinitesimalen Korperausschnitts,

e cine Abbildungsvorschrift fiir Vektoren,

e cine Kurzschreibweise fiir eine Matrix,

e cine verallgemeinerte Matrix,

e der Gradient eines Vektorfeldes,

e die Beschreibung eines Ellipsoids (vorrangig bei positiv definiten Tensoren),
e eine Transformation zwischen zwei Vektorraumen,

e cin mathematisches Konstrukt mit bestimmten (die Tensoren definierenden) Transfor-
mationseigenschaften,

e die Metrik eines verallgemeinerten Raumes oder
e cin geometrisches, unter Koordinatentransformationen invariantes Objekt.

Dabei schliefen sich die meisten Elemente dieser sicher nicht vollstandigen Liste durch-
aus nicht gegenseitig aus und eine Diskussion dariiber, welches die (einzig) richtige Auf-
fassung von Tensoren ist, ist wenig erfolgversprechend (siehe hierzu das bemerkenswerte
Diskussionsprotokoll zum Tensorbegriff in der freien Internetenzyklopadie Wikipedia —
www.wikipedia.de). Die Varianten unterscheiden sich allerdings teilweise in ihrem Giiltig-
keitsbereich und sie weisen je nach Kontext unterschiedliche Vor- und Nachteile auf.

Eine solche Vielfalt in Konzepten und Methoden ist bei einem Forschungsgebiet wie der Kon-
tinuumsmechanik, wo es gerade in den Bereichen der Materialtheorie und der numerischen
Verfahren nach wie vor auf die kreative ErschlieBung bisher unbekannter Zusammenhange
ankommt, prinzipiell durchaus wiinschenswert. Eine Einengung auf einen einzelnen besonders
eleganten und kompakten Zugang zu einer Thematik ist zwar geeignet, eine bereits bekannte
Gesetzmafigkeit zu belegen, bei der Suche nach Neuem, z.B. einem neuen Stoffgesetz ist eine
solche Reduktion hingegen hinderlich.

Die Entwicklung von Stoffgesetzen verlangt die Umsetzung von Kenntnissen aus Experimen-
ten oder aus den das Materialverhalten bestimmenden molekularen Zusammenhangen in ein
mathematisch ausformuliertes generalisiertes Konstrukt. Somit entsteht bei dieser Tatigkeit
fortwéhrend die Notwendigkeit, die mathematischen Werkzeuge mit Elementen der unmittel-
baren Anschauung in Verbindung zu bringen, z.B. mit Meflergebnissen, die einen bestimmten
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Aspekt des Materialverhaltens aufzeigen. Fiir dieses Unterfangen ist die Interpretierbarkeit
der verwendeten mathematischen Begriffe und Methoden in Begriffen der Mechanik von exi-
stentieller Bedeutung. Dementsprechend wird in dieser Arbeit der Versuch unternommen, die
diskutierten Anséatze, Modelle und Methoden moglichst anschaulich darzustellen. In bezug
auf die genannten Interpretationen von Tensoren ist somit fiir diese Arbeit die Aussage: ”Ein
typisches Beispiel fiir einen Tensor zweiter Stufe ist die vollstdndige Beschreibung eines (mo-
mentanen) Spannungszustands in einem Punkt” richtungsweisend. Fiir Vektoren gilt analog:
”Ein typisches Beispiel fiir einen Vektor ist die vollstandige Beschreibung einer Einzelkraft”.
Alle vorgestellten Darstellungsformen orientieren sich an dieser Vorgabe.

Sowohl Spannungszustande als auch Krafte sind der unmittelbaren Erfahrung zuganglich und
damit Elemente des Euklidischen Raums eben dieser unmittelbaren Erfahrung. Aus diesem
Grund wird in dieser Arbeit auf Interpretationen im Rahmen mathematischer nichteuklidi-
scher Theorierdume verzichtet, ohne solchen Interpretationen ihre Bedeutung oder Berech-
tigung absprechen zu wollen.

Zweck der Arbeit ist es einerseits, bestehende Darstellungsformen und Arbeitsmethoden
gemaf} ihrem jeweiligen Geltungsbereich in den gesteckten Rahmen einzuordnen und sie in
ihren Uberschneidungsbereichen gegeniiberzustellen. Desweiteren werden eine Reihe neuer
Methoden und Interpretationen eingefiihrt, detailliert vorgestellt und in ihrer Darstellung
in den gemeinsamen Rahmen eingegliedert. Hinzu kommen neue Moglichkeiten, Ergebnisse
aus unterschiedlichen Betrachtungsweisen ineinander zu iiberfiihren. Auf diese Weise wird
versucht, eine moglichst grofle methodische Freiheit bei der Entwicklung von Stoffgesetzen
und der Implementierung solcher Stoffgesetze in numerische Naherungsmethoden wie die der
finiten Elemente zu erreichen.

Eine besondere Bedeutung kommt den speziell in der nichtlinearen Kontinuumsmechanik in-
tensiv verwendeten Beobachterkonzepten zu. Erstaunlicherweise existieren in diesem Bereich
parallel sehr unterschiedliche Denkweisen, ohne daf§ dies immer in vollem Umfang erkannt
bzw. zu erkennen gegeben wird. Teilweise lassen sich diese Unterschiede in den Denkwei-
sen auf fundamentale Zusammenhange zuriickfiihren. Eine wichtige Rolle spielt hierbei bei-
spielsweise die trivial erscheinende Frage, unter welchen Bedingungen zwei Tensoren (oder
Vektoren) als gleich anzusehen sind.

1.2 Inhalte der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in drei Hauptsegmente. Das erste Segment mit den Ka-
piteln 2 und 3 umfafit die Beschreibung und Analyse der verschiedenen Darstellungsformen
und Beobachterkonzepte. Daran schliefit sich das zweite, mit Kapitel 4 tibereinstimmende
Segment mit Methoden zum Wechsel zwischen verschiedenen Betrachtungsweisen der Kon-
tinuumsmechanik an. Das Thema des dritten Segments mit den Kapiteln 5 und 6 ist die
Anwendung der vorgestellten Beschreibungsformen und Umrechnungsmethoden im Rahmen
der Implementierung von Stoffgesetzen in die Methode der nichtlinearen finiten Elemente.

Ausgangspunkt des ersten Segments sind die Darstellungsformen der Tensoralgebra in Ka-
pitel 2. Den herkommlichen Darstellungen werden hier die sogenannten koeffizientenfreien
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Darstellungen sowie eine redundanzfreie, aber vollstandige Darstellungsmoglichkeit symme-
trischer Tensoren und schliellich Ellipsoidreprasentationen gegeniibergestellt. Einen weite-
ren Schwerpunkt bilden Relationen tensorieller Groflen. In diesem Zusammenhang werden
analog zu skalaren Groflen Formen der Ungleichheit unterschieden und sogar Maximum-
und Minimum-Funktionen fiir tensorielle Argumente eingefiihrt - beides allerdings mit der
Beschrankung auf symmetrische und positiv definite Tensorargumente zweiter Stufe. Sol-
che Funktionen erlangen in Kapitel 6 im Zusammenhang mit belastungsinduzierter An-
isotropie bei der Aufsummierung von Richtungsinformationen entscheidende Bedeutung.
Eine anschauliche Deutung dieser Zusammenhénge gelingt wiederum mit Hilfe von Ellip-
soidreprasentationen der beteiligten Tensoren.

Der Schwerpunkt von Kapitel 3 sind Beobachterkonzepte und die Auswirkungen dieser Kon-
zepte auf die Denkweise und Vorstellungen in bezug auf kontinuumsmechanische Grofien
wie Spannungen, Verzerrungen, substantielle Zeitableitungen und Leistungen. Hinzu kom-
men raumliche und materielle bzw. Eulersche und Lagrangesche Betrachtungsweisen. Fa-
vorisiert wird hier ein Konzept, dem die Vorstellung von sogenannten Standardbeobachtern
zugrunde liegt. Diesen Beobachtern werden, entsprechend einem realen Beobachter in ei-
ner typischen Laborsituation, keinerlei aulergew6hnliche Fahigkeiten (wie zum Beispiel die
Féhigkeit zwei Konfigurationen gleichzeitig wahrnehmen zu kénnen) oder ausgezeichnete Be-
wegungszustinde (z.B. eine Fixierung in einem Inertialsystem) zugesprochen. Dementspre-
chend leicht fallt es, sich mit einem solchen Standardbeobachter zu identifizieren und dessen
Beobachtungen nachzuvollziehen. Interessanterweise existieren durchaus etablierte Beobach-
terkonzepte, deren Vorhersagen nicht durchgehend mit den Beobachtungen von Standard-
beobachtern tiibereinstimmen. In diesem Zusammenhang spielt die in Kapitel 2 diskutierte
Frage, unter welchen Bedingungen zwei Tensoren als identisch angesehen werden, eine wich-
tige Rolle.

Das vierte Kapitel umfafit das zweite Hauptsegment der Arbeit. Schwerpunkt ist hier die
Ubertragung tensorieller Relationen, z.B. von Stoffgesetzen, zwischen verschiedenen Darstel-
lungsformen. Vorgesehen sind dabei solche ﬁbertragungen, bei denen sich zwar die beteiligten
GroBlen und die Gestalt der zueinander in Relation stehenden mathematischen Konstrukte
andert, die Relation selbst aber identisch erhalten bleibt. Fiir diese Aufgabe wurde der
sogenannte Ubertragungsoperator entwickelt. Im einfachsten Fall sind die beiden in Frage
kommenden Darstellungsformen die mit der aktuellen Konfiguration als Basis arbeitende
Eulersche Darstellungsweise und die mit der Referenzkonfiguration verkniipfte Lagrangesche
Darstellungsweise. In dieser Form wurde der Ubertragungsoperator bereits (Thlemann, 2003a)
beschrieben. Durch die Erweiterung des Konzepts auf Zwischenkonfigurationen wurde der
Anwendungsbereich nochmals drastisch vergrofiert. Beispielsweise ist so ein sehr vielseitiger
Einsatz bei Stoffgesetzen der Plastizitat moglich geworden. Dartiber hinaus gelingt auch die
Ubertragung von Tensoren vierter Stufe. Dies findet im fiinften Kapitel Anwendung.

Thema des dritten Segments ist die Anwendung der in den vorhergehenden Kapiteln erar-
beiteten Konzepte und Methoden am Beispiel der Implementierung komplexer Stoffgesetze
in die FEM. Schwerpunkt ist hierbei das fiinfte Kapitel mit der Be- und Umrechnung der
zu verschiedenen Beobachtersystemen gehorenden Formen von FEM-Steifigkeitsmatrizen.
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Dabei werden auch gemischte Formulierungen mit 1. Piola-Kirchhoff-Spannungen und dem
vollstandigen Deformationsgradienten einbezogen. Dariiber hinaus werden in Kapitel 6 exem-
plarisch einige Simulationsergebnisse von Implementierungsbeispielen gezeigt und in bezug
auf die jeweiligen Besonderheiten diskutiert.

Fiir die konsistente Steifigkeitsmatrix ergeben sich ausgehend von dem jeweiligen Beobach-
tersystem verschiedene Formulierungsvarianten und damit einhergehend verschiedene Be-
rechnungsvorschriften. Je nach Art des verwendeten Materialmodells ist die Eignung die-
ser Formulierungsvarianten sehr unterschiedlich, so daf auch in diesem Zusammenhang die
Schwierigkeit besteht, eine 'beste’ Variante zu bestimmen. Dementsprechend uneinheitlich
sind die Formen der Steifigkeitsmatrizen, die in den bestehenden kommerziellen und wissen-
schaftlich motivierten FEM-Programmen zur Anwendung kommen. Bei der Implementierung
eines Stoffgesetzes in ein bestehendes FEM-Programm entsteht somit haufig die Notwendig-
keit, eine bestehende Berechnungsvorschrift fiir die Steifigkeitsmatrix an die neue Schnitt-
stelle anzupassen oder das zu implementierende Stoffgesetz iiberhaupt erst in eine Form zu
iibertragen, in der sich die bendtigte Steifigkeitsmatrix ableiten lafit. In beiden Fallen tragen
die in den beiden ersten Segmenten vorgestellten Methoden zur Effizienz bei.



2 Darstellungsformen in der Tensoralgebra

Den herkommlichen Darstellungsformen von Tensoren werden die aus der Summe
von drei Vektordyaden bestehenden koeffizientenfreien Darstellungen, die redun-
danzfreien Darstellungen symmetrischer Tensoren in symmetrischen Basisdya-
den und FEllipsoidreprdsentationen gegentibergestellt. In diesem Rahmen werden
die benotigten Grundlagen der Tensoralgebra bereitgestellt. AufSerdem werden die
Ellipsoidreprasentationen fiir eine anschauliche Definition von Mazimum- und
Minimum-Funktionen von Tensoren herangezogen. Wahrend die symmetrischen
Basisdyaden fir die Behandlung von Ableitungen nach symmetrischen Tensoren
in Kapitel 5 verwendet werden, sind die Ellipsoidreprasentationen das Kernele-
ment der Anisotropieformulierung in Kapitel 6.

2.1 Schreibweisen, Benennungen, Vereinbarungen

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Vektoren und Tensoren entgegen dem in der Li-
teratur weit verbreiteten Fettdruck durch Unterstriche gekennzeichnet, deren Anzahl zugleich
die Stufe des jeweiligen Tensors wiedergibt.

5 Tensor 0. Stufe (Skalar)

w=w, €, Tensor 1. Stufe (Vektor)

X=X, e, 0¢ Tensor 2. Stufe (2.1)
€ = €ape €4 © €O E. Tensor 3. Stufe

C = Clped € ° €p © € © €4 Tensor 4. Stufe

Diese z.B. bei Besdo (z.B. 1974 o. 1998) oder Riemer (1993) zu findende Technik hat den
Vorteil der handschriftlichen Reproduzierbarkeit und ist fiir Textsatzsysteme auf dem aktu-
ellen Stand der Technik unproblematisch. Wichtig ist aulerdem, dafl hierbei keinerlei Ein-
schrankungen bei der Symbolwahl fiir bestimmte Tensoren nétig sind (z.B. Kleinbuchstaben
nur fiir Vektoren oder dhnliches).

Fiir indizierte Groflen ist zwischen Indexvariablen und direkten Wertangaben zu unterschei-
den. Eine Variable steht fiir drei Indexwerte, sofern nicht explizit auf eine Ausnahme hinge-
wiesen wird. Die Angabe v, mit der Indexvariablen a steht beispielsweise fiir die drei Werte:
Uz, vy und v, die ihrerseits jeweils einen konkreten Wert repréasentieren. Die Indexvariablen
werden zu Gruppen zusammengefafit, um zwischen unterschiedlichen Koordinatensystemen
oder Basisvektorvereinbarungen unterscheiden zu konnen.

Indexgruppen: Indexwerte:
a,b,e,d,..., h — x o,y , Z
ABCD, ...H — X ,Y . Z (2.2)
0,9, k0. w — 1, 2 , 3
I,JKL,....W — I II I11
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Die ersten beiden Indexgruppen werden fiir kartesische Koordinatensysteme x, bzw. X, und
die zugeordneten orthonormierten Basisvektoren e

or :
oz, o mit: ¢, - €, = Opq =

2 €, und e, genutzt.

0 wenn: b#a

2.3
1 wenn: b=a (23)

Die beiden unteren Indexgruppen stehen fiir allgemeine Systeme mit krummlinigen Koordi-
naten £ und zugeordnete schiefwinklige angepaBte Basen g; zur Verfigung.

_or
gz_agi

Krummlinige Koordinaten werden hier verwendet, um die Vorteile des Konzepts der Materi-

(2.4)

alkoordinaten voll ausschopfen zu konnen, das einen sehr anschaulichen Zugang zur Beschrei-
bung von Deformationen von einer Referenzkonfiguration I zur aktuellen Konfiguration IC
ermoglicht.

~ P — \\\
IC .

Abbildung 2.1: Inhomogene Verformung von ~ Abbildung 2.2: Die sich mitverformenden
der Referenz- zur aktuellen Konfiguration. Materialkoordinatenlinien erlauben die Be-
urteilung der lokalen Verzerrungen.

Die den Materialkoordinaten & gemifl Gleichung 2.4 zugeordneten Basisvektoren g; sind im
allgemeinen schiefwinklig und nicht normiert.

Abbildung 2.3: Die g, sind tangential zu den
Koordinatenlinien ausgerichtet. Ihr Betrag
andert sich mit der Streckung bzw. Stau-
chung der Linien.

Sofern die Koordinaten & jeden Punkt des Raumes eindeutig kennzeichnen, spannen die
g;-Vektoren den gesamten dreidimensionalen Raum auf und sind somit linear unabhéngig.

g1 (92 % g3) #0

Dies ist eine wichtige Voraussetzung fiir die Verwendung dieser Vektoren als Beschreibungs-
basis. Ebenfalls linear unabhangig sind die Vektoren gi, die der g;-Basis als duale Basis

gemaf

gl . g] — 52_] — { wenn J 7é ? (25)

1 wenn: 7 =1
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Abbildung 2.4: Die Vektoren gi bilden die
duale Basis beziiglich der Basis der g;. Die gi
sind orthogonal zu denjenigen g, mit k # 1.
Je langer ein Vektor g, ist, desto kiirzer ist q'.

zugeordnet werden.

Fiir eine noch weitergehende Verkiirzung der Schreibweise wird wie iiblich die Einsteinsche
Summationskonvention angewendet. Alle Terme, die mehrere Summen enthalten, werden
derart umgestaltet, dafl alle Summenzeichen an den Beginn des Terms gesetzt werden kénnen.
Danach kann auf die explizite Angabe der Summenzeichen ohne Verlust der Eindeutigkeit
vollstandig verzichtet werden, sofern generell beim Auftreten von zwei gleichen Indizes in
einem Produkt die entsprechende Summe gebildet wird. Zum Beispiel:

W= Wy €, :wx§z+wy§y+wz§z

Diese Konvention wird hier dahingehend erweitert, dafy auch dann summiert wird, wenn sich
die beiden Indizes in der Grof-/Kleinschreibung unterscheiden. Damit lassen sich zum Bei-
spiel Drehtensoren (oder Tensoren, die einer Spiegelung entsprechen) sehr kompakt darstellen
(vergl. hierzu Abschnitt 2.2).

R=¢,0ey=¢0ex+e0eyteoey
(Um Mifiverstdndnissen vorzubeugen, sei darauf hingewiesen, daf§ der Austausch einer der
Vektorgruppen, z.B. der Austausch der Vektoren e, gegen irgendwelche anderen Vektoren
e, einen ganz anderen Tensor ergibt: R = e, o e, # Q=¢,0 €4-)

Ausgenommen von der Summationskonvention sind lediglich unterstrichene Indizes. Dies
wird zum Beispiel benotigt, um die Komponenten eines Vektors als Vielfache von Einheits-
vektoren darzustellen.

—w (2.6)

IS

afa = WaEq

Desweiteren sind Grofen innerhalb von eckigen Matrizenklammern von der Summationskon-
vention ausgenommen, da eine Matrix stets alle Elemente, die im Rahmen der angegebenen
Indexgruppen existieren, umfafit.

X' X2 xp?
] = ] = o) - | ! e
Xt X X2
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2.1.1 Komponenten, Koordinaten, Koeffizienten

Tensoren konnen als Summen dyadischer Produkte von Basisvektoren mit skalaren Vorfak-
toren dargestellt werden. Zum Beispiel (vergl. Gl. 2.1):

w=uwg ; X=XYgog

Aus dieser Art der Darstellung ergeben sich unmittelbar die fiir Tensoren typischen Trans-
formationseigenschaften, z.B.:

X =Xge0e=Xy (e g) (e d) g0y
i

Durch Multiplikation mit Basisvektoren lassen sich die skalaren Vorfaktoren isolieren.

w-g=w ; g X g =X

Beziiglich der Benennung dieser Skalare herrscht in der Literatur keine Einheitlichkeit. Haufig
finden sich sogar innerhalb einer Abhandlung unterschiedliche Bezeichnungen. Bei Vektoren
werden diese Skalare zumeist als Koordinaten (z.B. Klingbeil 1966, Besdo 1974, Zurmiihl
& Falk 1984, Bronstein et al. 1995, Hiersig 1995, Betten 2001) oder Komponenten (z.B.
Klingbeil 1966; Krawietz 1986, Hiersig 1995, Wellerdick-Wojtasik & Besdo 2004) bezeichnet.
Teilweise findet sich auch die Bezeichnung Koeffizienten (de Boer 1982, Bronstein et al.
1995). Bei Tensoren hoherer Stufe und Matrizen findet sich die Bezeichnung Koeffizienten
hingegen haufiger (de Boer 1982, Zurmiihl & Falk 1984, Hiersig 1995), aber auch hier sind
die Bezeichnungen Koordinaten (Besdo 1974, Betten 2001) und Komponenten (Klingbeil
1966, Krawietz 1986, Hiersig 1995, Betten 2001, Wellerdick-Wojtasik & Besdo 2004) héufig.
In der englischsprachigen Literatur scheint hingegen klar die Bezeichnung components zu
dominieren (z.B. Truesdell & Noll 1965, Green & Zerna 1968, Ogden 1984, Sussmann &
Bathe 1987, Salencon 2001).

Die typischen Angaben in Enzyklopéadien und allgemeinen Nachschlagewerken werden durch
die Kurzbeschreibungen im Duden recht gut zusammengefa3t. Demnach ist ein Koeffizient
eine Vorzahl der veranderlichen Groflen einer Funktion. Eine Komponente ist Bestandteil
eines Ganzen und eine Koordinate ist eine Zahl, die die Lage eines Punktes in der Ebene
oder im Raum bestimmt.

Demnach sollte die Bezeichnung Vektorkomponente den Teilvektoren @m, @y und QZ in den
jeweiligen Koordinatenrichtungen vorbehalten bleiben, die in der Summe den vollstandigen

Vektor w ergeben (s. Abb. 2.5).
g)
w=w+w+w
Passend dazu bezeichnet de Boer (1982) die w, als Koeffizienten der Komponenten.

Bei einer Zerlegung des Ortsvektors r in Komponenten in Richtung eines kartesischen Koor-
dinatensystems z, ist die Bezeichnung Koordinaten des Ortsvektors fiir die r, sehr sinnvoll,
denn diese stimmen mit den Lage- oder Ortskoordinaten x, iiberein.

=T, e, = Ty, (2.8)
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z
1 /| o7
& / w,
€. ‘
Yy
Y «' v,
’cj T Wy *

Abbildung 2.5: Zerlegung eines Vektors in  Abbildung 2.6: Zerlegung der Komponenten
Komponenten. in Basisvektoren und skalare Vorfaktoren.

Insofern legt die Bezeichnung Koordinaten fiir die w, eines allgemeinen Vektors w eine Ana-
logie zum Ortsvektor nahe. Aus dieser Analogie 1488t sich allerdings keine Motivation dafiir
ableiten, auch die X ;-Werte eines Tensors X als Koordinaten zu bezeichnen.

Erschwerend kommt hinzu, daf3 die Basis der Analogie vollig zusammenbricht, wenn auch
krummlinige Koordinaten & in die Betrachtung einbezogen werden. Solche krummlinigen
Koordinaten sind namlich nicht mehr Koordinaten des Ortsvektors.

r%&igi

Vielmehr gehéren die & gar nicht zu einem Tensor. Bei unterschiedlichen krummlinigen
Koordinaten gilt namlich im allgemeinen:

K Or i Or

K _ Yo T =

Somit sind die krummlinigen Koordinaten &' keine Koordinaten des Ortsvektors. Vielmehr
sind sie sogar generell keine Vektorkoordinaten.

Dies ist die Motivation daftr, die Werte X, eines allgemeinen Tensors, insbesondere bei
der Verwendung krummliniger Koordinaten, weder als Komponenten noch als Koordinaten
des Tensors zu bezeichnen, sondern eine neutralere und nicht irrefithrende Bezeichnung zu
wahlen. Hierfiir bietet sich Koeffizienten an, denn skalare Vorfaktoren sind die X;; ohne
Zweifel.

Aus den gleichen Griinden wird auch darauf verzichtet, den Ortsvektor mit x zu bezeichnen.
Dies ist zwar bei ausschlieflicher Verwendung kartesischer Koordinaten sehr naheliegend, bei
krummlinigen Koordinaten wiirde dann aber wiederum die Bezeichnung x, suggerieren, daf
es sich dabei um Ortskoordinaten handelt, was nicht zutrifft.

2.1.2 Symbolische Darstellung und Koeffizientendarstellungen

Neben der symbolischen Darstellung eines Tensors in der Form X, die auch als koeffizien-
tenunabhangige Darstellung bezeichnet wird, existiert eine Vielzahl sogenannter Koeffizien-
tendarstellungen. Die einfachsten Varianten sind kartesische Darstellungen.

X =Xpea0e mit: Xy =¢, X ¢ (2.9)
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Fiir die Dyaden e, o e, kann eine weitere Abkiirzung eingefiihrt werden, die eine besondere
Rolle bei der Behandlung von symmetrischen Tensoren spielen wird.

Jab =€ = X =XyJjw (2.10)

Die j,, weisen (jeder fiir sich) die fiir Tensoren typischen Transformationseigenschaften auf,
z.B.0

Jee = €20 €, = (€, €4) (€, - €p)€g0€p
Fiir die Tensoren j,, bietet sich die Bezeichnung Basisdyaden an. Um mit Hilfe dieser Ba-
sisdyaden die Koeffizienten X o aus X zu extrahieren, bedarf es eines doppelten Punktpro-
dukts. In der Literatur werden hierfiir zwei Varianten verwendet, die beide auf das einfache
Punktprodukt zurtickfithrbar sind. Fiir Tensoren mindestens 2. Stufe gilt:

:y:(w.ea).eboea.<eb.y>

.eboeb.<ea.y

=

)

Allein die zweite Form lat sich aus einem zunéchst ermittelten einfachen Punktprodukt
berechnen. Dies wird an einer Umformulierung des einfachen Punktprodukts deutlich.

v=(ee)e (a0 y)

Fiir Tensoren zweiter Stufe ergeben beide doppelten Punktprodukte skalare Ergebnisse.

=
e
I
A~
s
e
S
~
~_
I
A~
=
I8
e
~—
VRN
I8
S
e

=

):(:X:Xabyab ! ):("X:Xaby})a

Ist einer der beiden Tensoren X, Y symmetrisch, so stimmt das Produkt tiberein.

S
Y=X.y

<t

Das Produkt ’--” hat den Vorteil, dal bei einem Produkt von mehr als zwei Tensoren ohne
Anderung des Ergebnisses zyklisch vertauscht werden darf und auflerdem das Doppelpunkt-
produkt verschoben werden darf:

A-B)-(C-D)=A-(B-C-D)=

ISy

IS
S
N
I
(@)
IS
Ity

) =

Bei dem Produkt ;" mufl hingegen partiell transponiert werden.

(A-B):(C-D)=A:(C-D-B")=B: (4" C D)

:<A~B-DT-CT):E

Deswegen wird im Rahmen dieser Arbeit ausschliefllich das Produkt ’--” verwendet.
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Fiir die Koeffizienten X ; eines Tensors X folgt mit diesem Produkt:

Xp=¢ X-g=¢-(e X)=goe X =]y, X=Xj, . (211)
Und damit fiir den gesamten Tensor:
X = (X o) dup  avalogan  w=(w-e,)e,
Fiir Tensoren 4. Stufe ergibt sich als Koeffizientendarstellung;:
K = Kopea €a © € © € © €4 = Kopea Jab © Jea ™I Kopeg = Jpa = B Jac

Neben den kartesischen Koeffizientendarstellungen gibt es fiir jedes System schiefwinkliger
Basisvektoren g; und die zugeordnete duale Basis gi bei Tensoren 2. Stufe vier verschiedene
Koeffizientendarstellungen.

X = X% gi © g; kontravariante Darstellung mit: X W= g - X- gj
= Xz-j‘ gZ: o gj kovariante Darstellung mit: XZJ =g, X~ gj. (212)
T X g' oy } gemischtindizierte mit: X/ =g;- X - ¢
=X Z'j giog Darstellungen mit: XZ:]- =g X 9

Werden schliellich verschiedene Basissysteme simultan verwendet, ergeben sich vielfaltige
Moglichkeiten von Koeffizientendarstellungen in gemischten Basen, z.B.:

X =XMggog, mit: XM =g". X.¢ . (2.13)

2.1.3 Identitaten von Skalaren, Vektoren und Tensoren

Eine wichtige Fragestellung im Zusammenhang mit Beobachterkonzepten, aber auch mit
GrofBlenvergleichen von Tensoren, betrifft die Gleichheit tensorieller Grofien. Unter welchen
Bedingungen stimmt beispielsweise ein durch é gekennzeichneter Spannungszustand mit
dem Spannungszustand é iiberein? Dabei moge hier zunéchst offen bleiben, ob es sich um
Spannungszustande in unterschiedlichen Punkten oder zu unterschiedlichen Zeiten oder um
Beschreibungen des gleichen Spannungszustands durch zwei Beobachter handelt.

Im Rahmen des bisher Gesagten erscheint die Beantwortung der Frage trivial: é stimmt mit
é iiberein, wenn é = é erfiillt ist. Allerdings wird die Frage auch gegenwértig durchaus kon-
trovers diskutiert. Beispielsweise werden Einschrankungen beziiglich der Gleichheit zweier
Tensoren X und ¥ = X gemacht, wenn den beiden Tensoren unterschiedliche natiirliche
Basen (s.a. Abschnitt 3.3) zugeordnet werden oder wenn die beiden Tensoren unterschied-
lichen Radumen (z.B. Tangential-, Kotangentialraum) oder Morphismen zugeordnet werden
(s. z.B. Barthold 2002, Bertram 1989, Rieger 2004). Weitere Bedenken werden vorgebracht,
wenn X und Y mit unterschiedlichen Betrachtungsweisen, Metriken, Bezugsrahmen oder
Abbildungseigenschaften in Verbindung gebracht werden.
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In Anbetracht dieser Kontroverse und aufgrund der Wichtigkeit der Frage fiir entscheidende
Abschnitte dieser Arbeit erscheint eine griindliche Untersuchung dieser Frage und die Ein-
nahme einer eindeutigen Position notwendig.

Im Bereich skalarer physikalischer Groflen ist fiir eine Verstandigung zweier Beobachter le-
diglich die Kenntnis des vom jeweils anderen Beobachters verwendeten Mafistabs, bzw. Mef3-
instruments notwendig. Im Hinblick auf die nachfolgenden Uberlegungen ist von Interesse,
daBl zwei Beobachter ihre Messungen bei jeweils unbekanntem Mafistab des anderen nur dann
vergleichen konnen, wenn sie beide auf eine gemeinsam verflighare Vergleichsgrofle Zugriff
haben. Ein weiterer Aspekt im Hinblick auf die folgenden Uberlegungen ist die Frage, ob
zwei Groflen gleich sein konnen, wenn sie an unterschiedlichen Orten oder zu unterschiedli-
chen Zeitpunkten auftreten. Ublicherweise werden diesbeziiglich bei skalaren Grofen keine
Einschrankung gemacht. Bei Vektoren hingegen wird teilweise der Angriffspunkt als Teil
der Vektordefinition angesehen, so dal zwei Vektoren mit unterschiedlichen Angriffspunkten
grundsatzlich nicht identisch sein kénnen.

Im Rahmen dieser Arbeit wird hingegen — so wie bei Skalaren auch — bei Vektoren der
Angriffspunkt nicht als Teil der Definition angesehen. Ein Vektor ist somit lediglich eine
(einfach) gerichtete Grofle, wie beispielsweise eine Kraft oder eine Geschwindigkeit. Der Be-
trag eines Vektors ist lediglich eine skalare Grofle und es gilt das oben Gesagte beziiglich
gleicher skalarer Groflen. Fiir die Beurteilung der Gleichheit der beiden Richtungen sind —
ahnlich wie beim skalaren Mafistab — wiederum entweder der direkte Vergleich oder geeignete
vektorielle Vergleichsgrofien erforderlich.

Registrieren also zwei fiir einander blinde Beobachter jeweils einen Vektor, so konnen sie
die Gleichheit der beiden Vektoren nur dann beurteilen, wenn sie beide etwas beobachten
konnen, daff zur Vereinbarung eines g¢,-Basissystems geeignet ist. Sind die Erlebniswelten
der beiden Beobachter hingegen Véllié entkoppelt, und es steht keine gemeinsame g,-Basis
zur Verfiigung, so konnen lediglich Koeffizienten verglichen werden, und dementsp}echend
sollten die jeweiligen Beobachtungen beobachterspezifisch markiert werden (z.B. 0, ﬁ}) Ein
Vergleich kann dann hochstens partiell, in bezug auf die Lange erfolgen.

Selbst wenn beiden Beobachtern ein gemeinsames g,-Basissystem zugénglich ist, entstehen
weitere Probleme bei Beobachtungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten, da beide Beobachter
und auch die gemeinsam beobachtete g;-Basis unterschiedlich rotieren kénnen. Die Gleichheit
zweier zu unterschiedlichen Zeitpunkten existierenden Vektoren ist somit nur relativ zu einem
Inertialsystem definierbar. Ist dem Beobachter ein solches System nicht zugénglich, ist auf
einen Vergleich vektorieller Groflen zu unterschiedlichen Zeitpunkten zu verzichten.

Diese Art der Definition von Gleichheit berticksichtigt nicht die Entwicklungsgeschichte der
verglichenen Vektoren. Die Gleichheit zweier Vektoren setzt also beispielsweise nicht voraus,
daB sich diese beiden Vektoren im Zuge einer Deformation in gleichartiger Weise verandern.
Wire z.B. v ein Vektor normal zur Oberflache eines Korpers und w hingegen ein Vektor
tangential zu einem anderen Gebiet der Oberfliache, so wiirden die beiden Vektoren dennoch
als gleich betrachtet, sofern sie zum betrachteten Zeitpunkt den gleichen Betrag und die
gleiche Richtung aufweisen.

eo - u(t) = e, w(t) Ve, = o) =uw)
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Diese Vereinbarung steht im Kontrast zu anderen Vereinbarungen, bei denen solche Vektoren
unterschiedlichen mathematischen Rdumen (Tangential- und Kotangentialraum) zugeordnet
werden. Hingegen werden im Rahmen dieser Arbeit — im Hinblick auf die Anforderungen
einer ingenieurtechnischen Simulation von Bauteileigenschaften — samtliche physikalischen
Vektoren als Elemente des Euklidischen Raums der erlebten Realitat aufgefafit. Dieser Erfah-
rungsraum weicht prinzipiell von der Realitat des physikalischen, relativistisch gekriimmten
Raumes ab. In den typischen Anwendungsbereichen der Kontinuumsmechanik sind diese Ab-
weichungen aber extrem gering und deshalb vernachléssigbar. Somit sind Vektoren beziiglich
der Raumeigenschaften uneingeschrankt vergleichbar.

Bei Tensoren ist die Situation ahnlich. Auch hier wird die Frage nach Gleichheit der vollstan-
digen GroBlen nur dann als sinnvoll erachtet, wenn die beiden Groflen gleichzeitig registriert
werden und entweder ein direkter Vergleich oder ein Zugriff auf eine gemeinsame g;-Basis
moglich ist. Auch die physikalischen Tensoren wie Spannungs- und Verzerrungstensoren wer-
den als Beschreibungen realer Groflen im Fuklidischen Raum angesehen. Dementsprechend
wird auch hier die Zuordnung zu unterschiedlichen mathematischen Raumen im Rahmen
einer mathematischen Interpretation nicht als Kriterium fiir die Gleichheit anerkannt. Die-
ser Diskussionspunkt ist eng verkniipft mit dem Gedanken der natirlichen Basis. Dabei
wird bei jedem Tensor jeweils einer Koeffizientendarstellung (vergl. Gl. 2.12) eine groBere
physikalische Bewandtnis zugesprochen als allen anderen. Haufig werden in diesem Zusam-
menhang mehrere Metriktensoren unterschieden (z.B. Nasdala 2000, Barthold 2002, Rieger
2004). In der vorliegenden Arbeit wird hingegen nur ein Metriktensor verwendet, ndmlich
wiederum derjenige des Euklidischen Raums, in dem sich praktisch alle ingenieurtechnischen
Anwendungen der Kontinuumsmechanik abspielen.

Mit der Beschrankung auf die Euklidische Metrik sind auch die Begriffe Eigenwert und Eigen-
richtung eindeutig. Die Gleichheit zweier Tensoren a3t sich damit auch auf die Gleichheit der
skalaren Eigenwerte und der vektoriellen Eigenrichtungen zuriickfiihren. Ein Tensor ist so-
mit durch seine Eigenwerte und Eigenvektoren vollstandig wiedergegeben. Dementsprechend
werden im Rahmen dieser Arbeit Begriffe wie kartesischer Tensor, ko- oder kontravarianter
Tensor (z.B. bei Doll 1998, Nasdala 2000) nicht verwendet.

2.2 Koeffizientenfreie Tensordarstellungen
2.2.1 Motivation

Viele physikalische Zusammenhange fithren auf spezielle Zerlegungen der beteiligten Tenso-
ren in einzelne Dyaden, die sich von den gewohnlichen Koeffizientendarstellungen dadurch
unterscheiden, dafl explizite Angaben skalarer Koeffizienten géanzlich fehlen.

Gut bekannt sind derartige Darstellungen beispielsweise beim Deformationsgradienten F'.

T
E:(YOT) = —2¢€,°¢ (2.14)
= oz,
In den Basisvektoren g; und g;, die zu unterschiedlichen Konfigurationen gehoren, aber dem
gleichen System von Materialkoordinaten £¢ zugeordnet sind, entsteht eine koeffizientenfreie
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Darstellung von F'.

or _ or -

gi:(?—fi ; gizﬁ_fi = L=y o7 (2.15)
Diese Darstellung erlaubt die anschauliche Interpretation des Deformationsgradienten als
das verbindende Element zwischen Referenz- und aktueller Konfiguration oder auch als ein
durch die Deformation entarteter Einheitstensor.

E=gog =gog

Gleichzeitig wird hieran unmittelbar die Wirkungsweise des Deformationsgradienten auf ma-
terielle Linienelemente deutlich.

L-gi=g9; = E'dﬁjgjzdﬁjgj = F-ds =ds

Viele Umformungen und Beweisfithrungen sind in der koeffizientenfreien Darstellung beson-

A
ders einfach. Fiir zwei aufeinanderfolgende Deformationen mit der Zwischenkonfiguration K
und den zugehorigen Basisvektoren ﬁl ergibt sich beispielsweise unmittelbar:

>

[ES
[ESpe
[ESpe
Iy

!

Iy »
=g;0og9" = F=gog = (2.16)

~i .
i°9 )

I

Auch bei Spannungen sind derartige Darstellungen sehr anschaulich interpretierbar. Bei der
Betrachtung eines infinitesimalen Materialausschnitts konnen die Verteilungen der Schnitt-
krafte auf ebenen Teiloberflachen als konstant angesehen, bzw. durch Mittelwerte ersetzt
werden, und die mit der dreifachen Potenz der Langenskala abnehmenden Volumen- und
Tragheitskrafte konnen vernachlissigt werden. Fiir den in Abbildung 2.7 dargestellten Te-
traeder ist somit zu fordern, dafl die Summe der Oberflichenkréfte verschwindet.

Fo+F,+F,+F, =0

Diese Krafte werden auf die jeweiligen Flacheninhalte bezogen. Es entstehen die Spannungs-
vektoren o~ und o,.
F
=C
9c = T
dAC

dA,
A, %

und o, = a=xY2 = 0o =

Die Flachenverhaltnisse gﬁa entsprechen gerade den Betragen der in allen drei Fallen ne-
gativen Produkte e, - ¢, dgr zugehorigen Fléachennormalen (s. Abbildung 2.8). Daraus re-
sultieren koeffizientenfreie Darstellungen des Cauchy-Spannungstensors in Normaleins- und
Spannungsvektoren, die gleichzeitig die Unabhéngigkeit vom gewéhlten Koordinatensystem
belegen.

oc=(ec"€)0, = €co00c=2¢€,00,= (2.17)

IS
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Abbildung 2.7: Spannungen an einem in- Abbildung 2.8: Die Flachenverhéltnisse han-
finitesimalen Tetraeder mit drei zueinander gen mit Skalarprodukten der Normalenvekto-

. dA
senkrechten Begrenzungsflachen. ren zusammen: —eg - e, = dAz .
C

2.2.2 Mathematische Eigenschaften

Die gewohnliche Darstellung eines Tensors 2. Stufe stellt eine Summe von neun Dyaden dar.
X = Xep €0ty

Eine Reduktion auf eine einzelne Dyade ist nicht immer mdglich. Dies wird daran deutlich,
daBl bei einer einzelnen Dyade immer ein Vektor existiert, der im Produkt mit der Dyade

einen Nullvektor ergibt.
(vow)-(vxw) =0 (2.18)

Dies ist aber durchaus nicht bei allen Tensoren so. Bei einem derartigen Spannungstensor
existierte mindestens eine Schnittrichtung, in der keinerlei Kréfte auftreten. Dies trifft aber
nur in speziellen Fallen zu. Somit ist ein Tensor im allgemeinen mehr als eine einzelne Dyade,
wenn auch einzelne Dyaden immer Tensoren sind.

Allerdings ist jeder Tensor 2. Stufe auf eine Summe von nur drei Dyaden reduzierbar, denn
die neun Tensorkoeffizienten lassen sich in jedem Fall als jeweils drei Koeffizienten dreier
Vektoren interpretieren.

X=X;g00 =(X;9)0g =90 (X;¢) (2.19)

Diese SchluBifolgerung gelingt auch ohne Koeffizientendarstellungen mit Hilfe der Multipli-
kation mit dem Einheitstensor.

X=E-X=(go0g) X=go(g X) (2.20)



2.2 Koeffizientenfreie Tensordarstellungen 19

Es existieren vier derartige Formen.

X=go(g-X)=go(g-X)=(X-g)og=(X -g)og (2.21)

Diese Ausdriicke weisen zunéchst keinerlei Koeffizienten auf (bzw. ausschliellich Koeffizien-
ten mit dem Wert Eins). Deshalb wird hier fiir diese Darstellungen die Bezeichnung koeffi-
zientenfrei eingefiihrt.

GemaB der Interpretation der Tensorkoeffizienten X, ; als Koeffizienten dreier Vektoren ergibt
sich automatisch als Bezeichnung fiir diese Vektoren: X .

X; = X gj analog: X' = XV 9j

Dementsprechend gilt: ‘
X. ‘o

=1

xi i

>

=

I

©

< [1><
I

g

7 )

(2.22)

[

= Z‘O t

|
I

|
I
[

Fiir das Produkt X - g; ist die Bezeichnung X; hingegen nicht geeignet, denn geméaf der
vereinbarten Darstellungsweise w = w, gj entsteht auch: Y, = Yz-j gj , also:

X -9 Xz‘:Yz‘ij

. . = X, =Y.#X,
k Jt ) L)
Xing'og" 9 =X ¢’ }
Stattdessen gehoren die beiden verbleibenden Darstellungen aus Gleichung 2.21 zum trans-

ponierten Tensor.

< (1<

y =XT = {Yigi'

@
[
h.<
O

I

(2.23)
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Anhand der Vektoren X; lassen sich alle Vektoren X ;- des gleichen Tensors beziiglich alter-
nativer Basisvektorgruppen g berechnen.

Xp=gx X=(9x-9)9 X=(9x-9)X, (2.24)

Diese Gleichungen dhneln zwar formal den Transformationsgleichungen fiir Vektorkoeffizien-
ten (wy = (gK . gi) w;), hier werden aber nicht Skalare, sondern ganze Vektoren miteinander
in Beziehung gesetzt.

Bei kartesischen Koordinaten schliefllich fallen mehrere koeffizientenfreie Darstellungsformen
zusaminen.

):(ZQaOXa mit: X :ga’):(:):(T'ga

a

Koeffizientenfreie Darstellungen erweisen sich haufig gerade dann als besonders niitzlich,
wenn die beiden Vektorgruppen, z.B. g; und X' (Gl. 2.22), in ihrer Bedeutung nahezu oder
auch vollstandig austauschbar Werden.iBeispielsweise sind bei einem Tensor X mit linear un-
abhéngigen linksseitigen Eigenvektoren (diagonaldhnlicher Tensor, s. Abschnitt 2.2.5) auch
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stets die rechtsseitigen Eigenvektoren linear unabhangig. Solche Gruppen von Eigenvektoren
kommen somit prinzipiell als zwei unterschiedliche Basen g, bzw. g" in Frage, mit denen un-
ter anderem koeffizientenfreie Darstellungen erzeugt werden konnen. Wie in Abschnitt 2.2.5
gezeigt wird, sind die Vektoren X, bzw. X L die dabei entstehen, wiederum Eigenvektoren
des Tensors X. Damit entstande eine Darstellung der Form:

gK - gk ) i( bzw.: 9 = ):( "Ik - (2.25)

):( :gkogK mit:

In dieser Darstellung kommt treffend die dhnliche Bedeutung der Vektoren g, und g%, im
gewahlten Beispiel der links- und rechtsseitigen Eigenvektoren von X zum Ausdruck. Statt-
dessen deklarieren Formen wie in Gleichung 2.22, bei denen die Vektorgruppen unterschied-
lich benannt werden, stets eine Vektorgruppe als die von der Bedeutung des Tensors losgeloste
Basis und die andere Vektorgruppe als die den Tensor charakterisierende Gruppe.

Um die Vorteile beider Beschreibungsformen ausschopfen zu kénnen, werden neben den ko-
effizientenfreien Darstellungen gemafl Gleichung 2.22 auch Darstellungen in der Form der
Gleichung 2.25 zugelassen. Dies wird sogar noch dahingehend erweitert, dal die Vektoren
nur einer der beiden Vektorgruppen linear unabhangig sein miissen. Dementsprechend ist zu
beachten, daf} in solchen Fallen entweder die Vektoren gz oder aber die gk gemafy Gleichung
2.25 unendliche Langen annehmen, also nicht mehr gebildet werden konnen. Dementspre-
chend werden im Zusammenhang mit koeffizientenfreien Darstellungen nur dann Umrech-
nungen zwischen dualen Basen durchgefithrt, wenn zuvor sichergestellt wurde, daf die duale
Basis auch tatsachlich existiert.

Dies alles verursacht keinerlei Einschrankungen beziiglich der Transformationseigenschaften
der dargestellten Tensoren. Da eine koeffizientenfreie Darstellung den Tensor ausschliefSlich
durch Vektoren beschreibt, die jeweils die typischen Transformationseigenschaften aufweisen,
iibertragt sich dies unmittelbar auf den Tensor.

X = giog" = (g ea) (9% ) caoey

A

'

Xab

a

Desweiteren ist zu beachten, dafl zwar die Wahl der einen Gruppe linear unabhéngiger Vekto-
ren prinzipiell frei ist, daf sich aber die zweite Gruppe geméafl Gleichung 2.22 aus der ersten
Gruppe und dem darzustellenden Tensor berechnet. Dementsprechend sind beispielsweise
sowohl gL o g, als auch g, o gk koeffizientenfreie Darstellungen von Tensoren, sofern die g,
oder die g, oder sogar beide linear unabhéngig sind, es sind aber im allgemeinen keinesfalls
Darstellu}lgen desselben Tensors.

In diesem Zusammenhang ist auch zu beachten, dafl die gz keineswegs den X, entsprechen,
denn:

=0 : gK:;(’l * G aber:

In einigen Fallen spiegeln die koeffizientenfreien Darstellungen unmittelbar den physikali-
schen Sinngehalt des dargestellten Tensors wider. Handelt es sich bei dem Tensor beispiels-
weise um einen Deformationsgradienten, so lassen sich die verwendeten Vektoren gemaf§
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Gleichung 2.15 mit materialfesten Linienelementen in unterschiedlichen Stadien des Ver-
formungsvorganges in Verbindung bringen. Bei allen physikalisch sinnvollen Deformationen
tibertragt sich aulerdem die lineare Unabhéngigkeit stets auf beide Vektorbasen. In anderen
Fallen hangt es von der Wahl der Gruppe der linear unabhéngigen Vektoren ab, inwieweit
eine koeffizientenfreie Darstellung den physikalischen Sinngehalt des dargestellten Tensors
wiedergibt.

In der koeffizientenfreien Darstellungsweise lassen sich viele Operationen besonders kompakt
darstellen (zu € s. Gl. 2.36).

):(T:gKoQk ):(é’:gk:gK

X=gog" = (X'=ggod X-e=gKxg (226
-1 1T . B - .
XT :gkogK:)zfl QZ‘):(‘QJ:(SZJ'

Auch das Doppelpunktprodukt mit einem allgemeinen Tensor Y zweiter Stufe nimmt eine
interessante Form an.

X=giogh = Y -X=(Y g) ¢°=Y5 (2.27)

Die verschiedenen Sonderformen von Tensoren, wie beispielsweise symmetrische oder deviato-
rische Tensoren, haben auch beziiglich der koeffizientenfreien Darstellungen charakteristische

Eigenschaften.
Charakteristika,
Bezeichnung Symbolische Koeffizienten- Koeffizientenfrei:
Darstellung schreibweise X =gio gK
Symmetrischer T - Ik - 95 = 95 " Ik
Tensor X=X Xij o in K _
g x g =0
Antisymmetrischer _ T . ) o
Tensor A =-X Xij - in 995 = 795 Ik
Deviatorischer o i K
Tensor X-E=0 X =0 Ik " 9 =0
Hydrostatischer N i1 ; .
Tensor X=/E [Xi]] =f [5‘72'} 9 =1 9
Orthogonaler T -1 1T i1-1 .
Tensor X =X [xy = [X7] 9k 95 = 9x " 9s

2.2.3 Invarianten

Die Hauptinvarianten, die Vorfaktoren innerhalb der charakteristischen Gleichung, entspre-
chen bei einer gemischtindizierten Koeffizientendarstellung der Spur, der Hauptunterdeter-
minante und der Determinante der Koeffizientenmatrix.

LX) =X+ X2+ X7

LX) =X'X2 - X2 X+ X2 X% — X3 X2 4+ X2 X — Xt X8 (2.28)

I3(X) = det [X;7]
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Ausgedriickt durch die Eigenwerte des Tensors gilt weiterhin:

L(X) = X1+ X1+ Xm =Xk
2
_ _ L(X)” - (X?)
I(X) = X1 X171 + X Xy + X X1 = 5 (2.29)
LX) —1,(x3
I3(X) = X1 X1 X = 1,(X) I,(X) - 1) (&)

= = 3

Zur Ermittlung der Berechnungsvorschriften fiir die Hauptinvarianten anhand von koeffizien-
tenfreien Tensordarstellungen werden diese in gemischtindizierte Koeffizientendarstellungen
tiberfiihrt (beziiglich der linearen Unabhéngigkeit der beiden Vektorgruppen siehe die An-
merkungen zu Gleichung 2.25).

K k K K ]
g =9 X = X=goy Z(g -gj)gkogj
1 1 1
9 -9 99 993 (2.30)
xk. | = II | I, II |
= j 9 9 9 "9 9 93
gIII . 91 gIII 92 gIII 93

Die Determinante einer solchen Matrix entspricht laut Bronstein et al. (1995) dem Produkt
der Spatprodukte der beteiligten Vektorgruppen. Fiir die dritte Hauptinvariante ergibt sich

I(X) = det [ X5, = { (" x g") - g™} {01 x 92) - 95} - (@31)

Daran wird im Zusammenhang mit Gleichung 2.15 erkennbar, dafl im Fall des Deformations-

somit:

gradienten die dritte Hauptinvariante dem Dichteverhéltnis zwischen Referenz- und aktueller
Konfiguration entspricht (mit: I3(E) = 1 = I;(gj o g™)).

Fiir I, ergibt sich ausgehend von Gleichung 2.28 unter Ausnutzung der Lagrangeschen Iden-
titat (vergl. Gl 2.41):

I(X) = (QI ' 91) (QH ' 92) - (QI ' 92) (gH : gl) + ...
- (gI « gII) g1 % g0) + (gII « gm) (g % g5)

X (gm % gI) _ (gg y 91)

I, ist wieder die Spur.

]1(X) ZQI‘Q1 +gII'g2+gIII'g3

Stattdessen kann auch geschrieben werden:

)
L =g" g
Lo, K
X=giogt = <12:§<9 Xg)'(nggk)

\13:é{(ng9K) 'gL} {(gj ng)'gz}
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2.2.4 Koeffizientenfreie Darstellungen isotroper Tensoren

Isotrope Tensoren konnen anhand koeffizientenfreier Darstellungen besonders leicht identifi-
ziert werden. Um der Forderung nach Isotropie zu geniigen, miissen diese Tensoren vollstan-
dig durch ein einzelnes Basissystem darstellbar sein. Im einfachsten Fall sind dies orthonor-
mierte Basen e, . Isotrope Tensoren 2. Stufe sind der Einheitstensor £ und seine Vielfachen.

L=e¢,0¢, (2.32)

Bei den Tensoren 3. Stufe gibt es den Ricci-Permutationstensor.

= e, 0 (e X ;) 0 &

en

Werden die beiden enthaltenen Summen zum Beispiel fiir ein Rechtshandsystem ausgeschrie-
ben, so wird deutlich, daf§ es keine weiteren unabhéangigen isotropen Tensoren 3. Stufe gibt.

= e, 0¢

N

ce, +e,0e,0e,+e,0€,0¢

Y Y

_gzog O@m_ggpogzog — € O§x0§z

Y Y Y

Hingegen gibt es offensichtlich drei voneinander unabhéngige Mdoglichkeiten, zwei Basenpaa-
rungen miteinander zu Tensoren 4. Stufe zu verkniipfen.

e,0¢,0¢,0¢,=LEok

€0 °€°C = Jab© Jab (2.33)

lMeqeo Megro Mieg—
I

T
€aCCCE° Ly = Jab© (Jab)

Der Ubergang auf schwiefwinklige Basen gestaltet sich bei solchen koeffizientenfreien Dar-
stellungen wegen der innerhalb eines Terms moglichen Umformungen (... kennzeichnen
beliebige, bei den angegebenen Umformungen unveréndert bleibende Produktelemente):

€ €,
(eq gi) gi - €, 2.3

i o €u g ey

9; g

besonders einfach.

Damit ergibt sich fiir den Einheitstensor die Form, die bereits in Gleichung 2.19 bei der
Einfiihrung der koeffizientenfreien Darstellungen verwendet wurde.

E=gog =gogy
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Diese koeffizientenfreien Formen eignen sich sehr gut fiir kompakte Herleitungen, z.B. (*...
kennzeichnen beliebige, bei den angegebenen Umformungen unverandert bleibende Produkt-

elemente):
(X)) (6Y) = (med X ) o (dY g gy
— o (Xgog Y -gl) (91)
- (x-v-g) ()
N (91) (¢ X giog-Y)
- (9¢) (¢-xv) ..
(2.35)

Fiir den Ricci-Permutationstensor ergibt sich beispielsweise mit schiefwinkligen Basen:

e=go(dxg)oa={(*d) d}gogoan - 3

An der koeffizientenfreien Darstellung ist die Bedeutung dieses Tensors fiir das Kreuzprodukt
von Vektoren unmittelbar zu erkennen.

v-e-wzv-giO(g Xgi)ogk'w=(gk-w)g’“Xgi(v-gi)=w><v (2.37)

AuBlerdem zeigt diese Form, daf} sich der Ricci-Permutationstensor mit dem isotropen Tensor
2. Stufe in Verbindung bringen laf}t.

€=9i0(9kxgi)09k=—gi0(9 Xg’“)ong—ExE

Anhand der zyklischen Eigenschaften des Spatprodukts
(9 ><9Z) g = (9” X g ) g = (9’X9’) 9
ergeben sich weitere koeffizientenfreie Darstellungen des Permutationstensors.

= (¢ xg") egiom=giog° (s x o)

N

Diese lassen zusatzliche Ubersetzungen fiir das Kreuzprodukt erkennen.

e (vow)=(vow)e=wxu (2.38)

Der erste Teil dieser Gleichung gilt nicht nur fiir einzelne Dyaden wowv, sondern offensichtlich
auch fiir Summen von Dyaden, also allgemein fiir Tensoren.

X -

"i(T — _xT..

(2.39)

hen
I
hen

..):(:_

e
llkq)
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Daraus wiederum ergeben sich charakteristische Beziehungen fiir symmetrische und antisym-
metrische Anteile von X.

(- xT)emx

X - - (2.40)
— T .o pu—

2(X+X ) e=1

Da der Permutationstensor isotrop ist, mufl das einfache Produkt zweier Permutationsten-
soren ein isotroper Tensor 4. Stufe sein. Fiir dieses Produkt ergibt sich in kartesischen Ko-

ordinaten zunachst:

e

re=€,06,9(eq X &) (e X €g) 0 €0 €q

Das Skalarprodukt der beiden Kreuzprodukte ist nur dann ungleich Null, wenn die Ergebnisse
der beiden Kreuzprodukte parallel sind. Also mufl entweder a mit ¢ und b mit d tiberein-
stimmen oder a mit d und b mit c. Mit diesen Forderungen ist automatisch auch erfiillt, daf3
das Gesamtergebnis bei @ = b oder ¢ = d verschwindet.

(ﬁa X §b) ) (ﬁc X §d) = 6ac 5bd - 6ad 5bc
Dies ist die Basis fiir die sogenannte Lagrangesche Identitét:
(@axb)-(cxd)=(a-c)(b-d)—(a-d)(b-c) - (2.41)

Mit diesen Beziehungen kann das einfache Produkt zweier Ricci-Permutationstensoren iden-

tifiziert werden.

1]/ NS
I
1]/ NS

€ €=6,06,0€,0€6, —€,0€,0€,0¢, = (2_42)

Das doppelte Punktprodukt zweier Permutationstensoren ergibt unweigerlich ein Vielfaches
des isotropen Tensors 2. Stufe.

e
Ien

- 2E

Die isotropen Tensoren 4. Stufe sind besonders interessant in ihrer Wirkung auf Tensoren
2. Stufe.

1 1
J-X=EoE-X=1LX)E — X J
2 2
J-X=¢e,0¢0e,0¢ X :gaogb(§b~;{-§a):):(71:§..i (2.43)
3 3
JoX=¢ogogoe - X=¢oE- (¢ -X) =X =X-J
Dariiber hinaus folgt mit Gleichung 2.35 die Beziehung:
3 3
X-J=X eo0e060¢ =¢€ogogoe, X=J-X
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Produkte isotroper Tensoren 4. Stufe kénnen natiirlich wiederum nur isotrope Tensoren

ergeben.

/[N

— = = X pr—

)

/[N
HH;M
1[[NS3
1[N
HH;.C,J
/[N
HH:KN
/[N
g eo
HH;w

3
Die Multiplikation eines allgemeinen Tensors K mit dem isotropen Tensor J lafit den Tensor
unverandert. Dieses Produkt kann analog zu der Gleichung 2.20 ebenfalls als eine koeffizien-

tenfreie Darstellung interpretiert werden.

Tensoren 2. Stufe

[l[l>=
llleqeo
I

[l[>=
I
g eo
>
I
I
s
o
N
I
g
>

Mit solchen Darstellungen lassen sich wiederum in besonders einfacher und eleganter Weise

Umformungen durchfiihren.

[[<
I~

'ab)ojba"(X'Y) :(K' )
'ab) © Jap - (yT.XT) — <K .YT> ..):(T

Sk;;lar

=

VO
=
Hh’
e

So laBt sich auch eine zu Gleichung 2.35 dquivalente Aussage fiir Tensoren 4. Stufe herleiten
(’..." kennzeichnen beliebige, bei den angegebenen Umformungen unverindert bleibende

Produktelemente).

(& dan) - (daL) - =

2.2.5 Kaoeffizientenfreie Darstellungen in Eigenrichtungen

Die Elemente einer in vielen Zusammenhéangen besonders wichtigen Teilgruppe der Tensoren
2. Stufe zeichnen sich durch die Eigenschaft aus, dafl zu diesen Tensoren jeweils drei linear
unabhéngige rechtsseitige Eigenvektoren g existieren. (Der Unterstrich bei X signalisiert,

daB dieser Index von der Summationskonvention ausgenommen ist (s.S. 10).)

X -9k = Xk 9k
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Solche Tensoren werden als diagonaldhnliche Tensoren bezeichnet (Zurmiihl & Falk 1984).
Die Existenz dreier linear unabhangiger Eigenvektoren ist durchaus nicht selbstverstandlich.
Dies belegt der folgende nicht diagonalahnliche Beispieltensor.

s#0

X =X,e, oe, mit: X | =
= ab La =0 [ b] p?éq

a

o O3

s 0
p O
0 ¢

Zu diesem Tensor existieren lediglich zwei linear unabhangige linksseitige Eigenvektoren 1}
II C 1. . L. . I 1
und v und zwei linear unabhangige rechtsseitige Eigenvektoren w und w.

1}:5@ e, mit: Ha] = f[001] I

I | 17 zugeordneter Eigenwert: X = ¢
w=uw,e, mit: |w,| =f[001]

U=10,e, mit: |0, =f[010] I
0o LT zugeordneter FEigenwert: X = p
w=w,e, mit: |w,| =f[100]

Mit der Definition der diagonaldhnlichen Tensoren tiber die Forderung nach jeweils drei linear
unabhéngigen Eigenvektoren wird nicht ausgeschlossen, dafl weitere rechtsseitige Eigenvek-
toren zu X existieren (z.B. bei £). Die drei Vektoren g, aber sind durch ihre Eigenschaft der
linearen Unabhéngigkeit geeignet, als Basissystem g, von koeffizientenfreien Darstellungen
(und natiirlich auch Koeffizientendarstellungen) verwendet zu werden.

X = (X gg)og" = (Xggx)og" (2.45)

Diese Darstellung macht bereits deutlich, daf3 die zu den g dualen Vektoren g% links-
seitige Eigenvektoren von X sind. Zu einem diagonaléihnlicﬂen Tensor existieren also auch
drei linear unabhéngige linksseitige Eigenvektoren. Auflerdem gehoren zu den rechtsseitigen
Eigenvektoren dieselben Eigenwerte X, wie zu den linksseitigen Eigenvektoren.

gL-X:gL-X gKogK:X gL (2.46)

Da Eigenvektoren keine bestimmte Lange haben, sind die Vektoren X g ebenso rechtssei-
tige Eigenvektoren wie die gz selbst und entsprechend sind die Vektoren X K gK ebenso wie
die ¢®-Vektoren linksseitige Eigenvektoren. Die charakteristische koeffizientenfreie Darstel-
lungg diagonalahnlicher Tensoren in Gleichung 2.45 besteht somit aus links- und rechtsseitigen
Eigenvektoren. Dabei weisen diese koeffizientenfreien Darstellungen von X gegeniiber allen
anderen koeffizientenfreien Darstellungen die Besonderheit auf, daf§ die Vektoren der beiden
Dreiergruppen bei unterschiedlichen Indexwerten stets senkrecht zueinander sind.

(Xk gx) - 9" = Xp 05"
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Die zugehorige Koeffizientendarstellung weist somit Diagonalgestalt auf, wobei die Diagonale
mit den drei Eigenwerten von X: Xy, Xy und Xy besetzt ist. Obwohl diese Matrix somit
symmetrisch ist, ist damit die Symmetrie des Tensors X keineswegs gezeigt.

X; 0 0
[XJ K} 0o xq 0 (2.47)
0 0 X

Aufgrund dieser Darstellungsmoglichkeit werden Tensoren mit drei linear unabhéngigen Ei-
genvektoren als diagonalahnliche Tensoren bezeichnet. Die koeffizientenfreie Darstellung in
Gleichung 2.45 1ait besonders einfach erkennen, bei welchen Operationen die Diagonalahn-
lichkeit iibertragen wird. Fiir das Quadrat eines diagonaldhnlichen Tensors gilt beispielsweise:

X? =X -X=Xgggog" Xpgrog" =X gxog”

Dies kann auch auf tensorielle Potenzreihen erweitert werden.

n n
S o X1 0 0 (2.48)
= PR = 0 X, X| 0
0 0 DonDn X 1?1

Damit sind auch bereits tensorwertige analytische Funktionen, also solche Funktionen, die
lokal durch eine konvergente Potenzreihe gegeben sind, erfaf$t. Die Tensorwertigkeit des Funk-
tionswerts werde durch eine enge doppelte Klammerung des Arguments signalisiert.

X =Xgggog® = [=f(X)=F(Xg)gxog" (2.49)

Dies sind die von Truesdell & Noll (1965) als polynominale isotrope Tensorfunktionen be-
zeichneten Funktionen (dort allerdings nur fiir symmetrische Argumenttensoren eingefiihrt),
z.B.:

o0 oo
1 ., 1
eXp((é)):zE):(' = (ZEXKH> QKOQKZGXP (XK)QKOQK
n=0 n=0

Da die Potenzreihen und Funktionen in den Eigenrichtungen jeweils mit dem Argument tiber-
einstimmen, tibertragt sich eine Diagonaldhnlichkeit des Arguments auch auf die Funktion.

Dies gilt ebenso fiir das Transponieren eines Tensors, wenn sich auch bei dieser Operation
links- und rechtsseitige Eigenvektoren austauschen, wie wiederum den koeffizientenfreien
Darstellungen unmittelbar zu entnehmen ist.

):(:XKQKOQK = ):(T:QKOXigK:XigKOQK
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Dariiber hinaus sind bei Diagonaléhnlichkeit von X auch alle Produkte Y- XY (mit einem
invertierbaren Tensor Y') diagonaléhnlich, wie an der koeffizientenfreien Darstellung mit den
dualen Vektorgruppen gK - Y und X’l * gg» die damit wiederum links- und rechtsseitige
Eigenvektoren von z’l - X - Y sind, zu erkennen ist.

X=Xggrogt = YXY=Xe(¥og)o (s Y) @0

Auflerdem zeigt sich hieran, dafl X’l - X - Y stets die gleichen Eigenwerte wie X hat. Solche
Abwandlungen sind besonders bei symmetrischen Argumenttensoren von Interesse.

Symmetrische Tensoren sind stets diagonaldhnlich. Bei diesen Tensoren fallen wegen

wX=w-gog X=(wg)g X=g Xogrw=X"w (25

die rechts- und linksseitigen Eigenvektoren zu den einzelnen Eigenwerten stets zusammen.
Mit der Dualitat von links- und rechtsseitigen Eigenvektoren diagonaldhnlicher Tensoren
(Gl. 2.46) folgt daraus, dafl jeder Eigenvektor eines symmetrischen Tensors zu einem System
dreier orthogonaler Eigenvektoren gehort. Aufgrund der beliebigen Langen der Eigenvektoren
kann ein solches System von Eigenvektoren als orthonormiertes Basissystem wiedergegeben
werden. Somit existiert fiir symmetrische Tensoren als Spezialfall der Gleichung 2.45 eine
spezielle koeffizientenfreie Darstellung in Eigenrichtungen mit drei zueinander senkrechten
Vektoren X, e, und den zugehorigen Einsvektoren e 4.

X=X" 1 ex-Xllea = X=Xjyeq0ey (2.52)

Eine weitere wichtige Eigenschaft der symmetrischen Tensoren besteht darin, dafl ihre Ei-
genwerte durchgehend reell sind (Zurmiihl & Falk 1984).

Wird nun ein symmetrischer Tensor X geméafl Gleichung 2.50 mit einem beliebigen, aber
invertierbaren Tensor Y verkniipft, so entsteht ein im allgemeinen unsymmetrischer Tensor
mit den reellen Eigenwerten von X. Die Elemente dieser Untergruppe der diagonaldhnlichen
Tensoren, die alle symmetrischen Tensoren beinhaltet, werden in Anlehnung an Zurmiihl &
Falk (1984) als symmetrisierbare Tensoren bezeichnet. Jeder dieser Tensoren 148t sich wegen

YL X Yy Xy Ty - (v x ) (v y)

stets als ein Produkt eines im Falle der Symmetrie von X ebenfalls symmetrischen Tensors

-1
<Y’1 - X XT ) und eines weiteren symmetrischen und auflerdem positiv definiten Tensors

(i/T . Y) darstellen.

Werden diese beiden Tensoren koeffizientenfrei in den Eigenvektoren des Ergebnistensors
dargestellt, so ergeben sich zwei auflergewohnliche Ausdriicke, bei denen ausnahmsweise
iiber Indizes auf gleicher Indexposition zu summieren ist.

g:ZKgKogK: (ZKQKOQK)'(QLOQL)
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2.3 AngepaBte Basisdyaden fiir symmetrische Tensoren

Die meisten tensoriellen physikalischen Gréflen entsprechen symmetrischen Tensoren. Fiir
solche Tensoren stellen gewohnliche Koeffizientendarstellungen gemaf3 Gleichung 2.9, aber
auch die koeffizientenfreien Darstellungen, redundante Beschreibungen dar. In vielen Zusam-
menhangen wird deshalb nicht erst zur Berechnung konkreter Zahlenwerte, sondern bereits in
wesentlich fritheren Stadien der Bearbeitung zu Matrizendarstellungen der sechs unabhangi-
gen Koeffizienten in Form von Spalten- oder Zeilenmatrizen iibergegangen (s. z.B. ABAQUS
2004 o. Bertram 1985). Haufig werden dabei die drei Nebendiagonalelemente, je nachdem ob
es sich um Verzerrungen oder um Spannungen handelt, mit unterschiedlichen Vorfaktoren
versehen (ABAQUS 2004), damit die typischen Arbeitsbegriffe direkt aus einem Skalarpro-
dukt solcher Matrizen berechnet werden konnen. Werden nun mit solchen Matrizen, deren
Elemente zu unterschiedlichen Koeffizientendarstellungen der beteiligten Tensoren gehoren,
weitere Umformungen durchgefiihrt, so kann eine Riickfiihrung des Endergebnisses in eine
symbolische Darstellung duflerst schwierig sein. Sehr stark ausgeprigt treten derartige Pro-
bleme bei Ableitungen nach symmetrischen Tensoren auf (vergl. Abschnitt 5.3.2).

Zur Vermeidung solcher Schwierigkeiten kommen im Rahmen dieser Arbeit wie z.B. schon
bei Bohlke (2001) sechs spezielle Dyaden j g zum Einsatz, die fiir symmetrische Tensoren
anstelle der j,, (Gl 2.10) verwendet werden konnen. Die hier verwendeten speziellen Indizes

a®, b0 . sind gegebenenfalls iiber alle sechs vorhandenen Indexwerte aufzusummieren.
. . . 1 jyz + jzy
£1<6>:§x0§x=gm ; ]4(6)=E(eyoez+ezoey) :T
] ) ; 1 jzx + sz
Joo T Cy Oy Ty ¢ s T TR (e.oe, +e,0¢€,) = 7% (2.53)
. . . 1 ny +J -
!3(6) =€,0€, = gzz ; £6(6) = E (gw o gy + §y o gw) = T

Bei Jy6)s Jseo und Jjge ist der Begriff Basisdyade streng genommen nicht zutreffend, da
es sich um Summen von jeweils zwei Dyaden handelt. Zur Betonung der Analogie zu den
Basisdyaden j, wird im Rahmen dieser Arbeit aber auch fir die j_ ¢ die Bezeichnung
Basisdyaden beibehalten.

Die Basisdyaden j_« sind symmetrische Tensoren:

. . T
Ja6) = (Ja<6>> =

“Ja® = Jae)

Il ro
Il ro

Zu diesen Basisdyaden konnen analog zu Gleichung 2.11 die zugehorigen Koeffizienten von
Tensoren berechnet werden.

Xoyo) = Jgo) - X =X Jo

X +X
L T _ ) ) . Dyz ) . Doy yx
mit: [Xa@} = | Xpws Xy Xoss 7 : 7 : 7

(2.54)
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Dies sind offensichtlich Vielfache von Koeffizienten des symmetrischen Anteils von X, die
einen Tensor in einem gegebenen kartesischen Koordinatensystem somit nur dann vollstandig
beschreiben, wenn der Tensor symmetrisch ist.

X X6(6) X5(6) ]
192 V2
| s [s X,
Xa(6) ga(ﬁ) = g mit: Xab = X2(6) \j(i) (255)
(sym.)
B X3(6) i

Die Motivation fiir die Vereinbarung der j_-Dyaden in der vorgestellten Form (mit den
Faktoren 1/2) ist: 5
Jaw = Jpo = Ogoper = XY =X 6 Yo

a a

2.3.1 Symmetrien von Tensoren 4. Stufe

Aus den neuen Dyaden j ¢, allein lassen sich nur Vielfache eines einzigen isotropen Tensors
4. Stufe bilden. B

= 2

Die Multiplikation dieses Tensors mit einem Tensor X 2. Stufe ist gleichbedeutend mit der

: : . : /2 3
0465 Ja© © Jp© = Ja© © Jo® = (J + J) (2.56)

Symmetrisierung von X.

s
Ja© © Ja© "X =X Jue © Juo = X (2.57)

Auch zu Tensoren 4. Stufe ergeben sich mit den neuen Basisdyaden alternative Koeffizienten.

Jaw = B Jye = Kyepe (2.58)

Diese ergeben zusammen mit den Dyaden wiederum nur unter Voraussetzung bestimmter
Symmetrieeigenschaften den urspriinglichen Tensor. Ein Tensor K 4. Stufe ist:

2
e (1,2)-symmetrisch, wenn gilt: K, , = K;,.; bzw. K =J-

[lll=

= Jaw© © Jae

Ja© © Jg

e NI

e (3,4)-symmetrisch, wenn gilt: K, , = K, ;. bzw.

li=
li=
li=N

Bertram (1985) bezeichnet diese Symmetrien als left /right-subsymmetric. In einigen wich-
tigen Fallen, z.B. bei Materialsteifigkeiten rein elastischer Materialmodelle, tritt im Zusam-
menhang mit diesen beiden Symmetrien zusatzlich eine Symmetrie gemafl K, ., = K_;,;
auf (Bertram 1985: symmetric tetrad).

Ist ein Tensor K (1,2)-symmetrisch, so ist jeder Tensor X = K -- Y (unabhéngig von Y)
symmetrisch uer jedes Produkt K -- L ist (1,2)-symmetrisch.:Entsprechendes gilt fir die
(3,4)-Symmetrie von K und L - }:(: und die Symmetrie von X = Y - K.
Aber diese Logik ist chht ur;keh?bar. Ein Tensor K mit h =

- K ist auch bei symmetri-
- b

o~

schen Tensoren h und b nicht unbedingt (3,4)-symmetrisch. (Entsprechend bei h =

[lf==
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auch nicht (1,2)-symmetrisch.) Dies 1a8t sich gut veranschaulichen, indem zu zwei symme-
trischen Tensoren b und ¢ einerseits das symmetrische Produkt b - b und andererseits das im
allgemeinen unsymmetrische Produkt ¢ - b betrachtet werden. Beide Produkte konnen mit
Hilfe des gleichen Tensors K =7,6°Ju0 " b beschrieben werden.

(2.59)

[Ie
Hé.“

=T Jo® © Jgo

\ I~

= Y

b-b="D" Jue ©Jge

I~

> <
> <

Dieser Tensor K ist (1,2)-symmetrisch, da jeder der Tensoren J a0 symmetrisch ist. Wiirde
zusatzlich aus der Symmetrie der Tensoren b und b- b zwangslaufig folgen, dafl der Tensor K

auch (3,4)-symmetrisch ist, so ware damit unweigerlich auch das Produkt ¢ - b symmetriscﬂ.
Dies muf3 aber keinesfalls immer der Fall sein. Vielmehr entsteht die Symmetrie des Produkts
b - b erst bei der Multiplikation von b mit dem nicht (3,4)-symmetrischen Tensor K infolge

der Addition einander teilweise neutralisierender, jeweils unsymmetrischer Anteile.
Die Koeffizienten K g, in Gleichung 2.58 reprasentieren nur dann den vollstandigen Tensor
K, wenn dieser sowohl (1,2)-symmetrisch als auch (3,4)-symmetrisch ist, also

K =Ju0 0 Jaw = B Jyo 0 Jyer = B = Kepe Jao © Jyo

erfitllt. Selbstverstandlich konnen die Koeffizienten K ), aus den K, ., berechnet werden.

K o160 Koo Kioze Kieso Kieoseo Kiogo ]
K2(6)1(6) K2(6)2(6) K2(6)3(6) K2(6)4(6) K2(6)5(6) K2(6)6(6)
K3(6)1(6) K3(6)2(6) K3(6)3(6) K3(6)4(6) K3(6)5(6) K3(6)6(6)
K4(6)1(6) K4(6)2(6) K4(6)3(6) K4(6)4(6) K4(6)5(6) K4(6)6(6)
K5(6)1(6) K5(6)2(6) K5(6)3(6) K5(6)4(6) K5(6)5(6) K5(6)6(6)
L K6(6)1(6) K6(6)2(6) K6(6)3(6) K6(6)4(6) K6(6)5(6) K6(6)6(6) .
B meyz+Kxxzy Kzzzz+Kzzzz Kxxxy+wayac T
Ka:xxx Kam?yy K:m?zz \/5 \/5 \/§
Kyyyz+Kyyzy KyyerrKyymz Kyyzy+Kyyyz
Ky’yﬂm Kyyyy Kyyzz \/§ \/ﬁ ﬂ
Kzzyz+Kzzzy Kzzz1+Kzzzz Kzzxy+Kzzyx
Kyzyz+Kyzzy+ I{yzzz4>l{yzzz+ Kyzzy+Kyzyz+
Kyzzz—"_szwz Kyzyy+szyy Kyzzz—"_szzz szyz—"_szzy szzz+szxz szzy—"_szyz
V2 V2 V2 2
szy2+Kzzzy+ szzx+szxz+ Kza:zy+szym+
szmm"_Kzzzm szyy+Kzzyy szzz+szzz szyz+Kzzzy Kzzzx+szzz Kzzzy+Kzzyz
V2 V2 V2 2 2 2
Kwyyz+Kacyzy+ nyzx+nyxz+ K:cyxy+nyyac+
szzz+Kyzzm szyy+Kyzyy szzz+Kyzzz Kymyz+Kyzzy Kyzzm+Kyzzz Kymzy+Kyzym
| V2 V2 V2 2 2 2

(2.60

)
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2.3.2 Eigenschaften der angepaB3ten Basisdyaden

Bereits die Gleichung 2.59 zeigt, dal das Produkt j_e) - b fast immer unsymmetrisch ist.
Ausnahmen gibt es bei b = £, b = 0 und je nach Kombination bei bestimmten b= J.o-

Solche einfachen Produkte j ) - J o von Basisdyaden sind im Gegensatz zum doppelten

Punktprodukt (j ) * Jue) = 0,40, 5:0-) eher umstindlich zu bilden.

- e,o0e €r0€ T
j 0 0 0 = m—
SUE - . NG V2
e, oe e, oe
0 . 0 =y Zz O =y =x
g Jo@) 2 NG U NG
e, 0¢e€ e, o0e
0 0 m— S 0
o - - 130 V2 V2 =
[ga«» Iy } = 0 e.0e, €06, Jyo T J30 €y © &y €, 0 €&
= V2 2 2 2 2
e, 0e, 0 €,0¢€, €06y J3© T Jie €, 0¢€,
V2 = V2 2 2 2
€,0¢€, €,0¢€, 0 €,0¢€, €, 0¢€, J1o T Joe
L V2 V2 = 2 2 2 |

Héufig werden davon wiederum (Skalar-)Produkte mit symmetrischen Tensoren 2. Stufe
benotigt.

X=x" = [X - (jaw) '%(6))} =
[ 2 X 0 0 0 X o) Xs |
X X

1 6(6) 5(6)

5 0 X4(6) X4(6) X2(6) + X3(6) \/5 \/5

X 0 X Koo X, +X X0

5(6) 5(6) i 3(6) 1(6) i

Xs0) Xy
Xeo  Xgo 0 \;5 NG X0 T Xy

] (2.61)

Mit zwei sowohl (1,2)- als auch (3,4)-symmetrischen Tensoren m und n gilt auch die zu

Gleichung 2.44 analoge Gleichung unter Verwendung der Dyaden j

9

... kennzeichnen
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beliebige, bei den angegebenen Umformungen unveréndert bleibende Produktelemente).

. g’b«s) ° gbw) =

=

= Ja®© © Ja® " Jyo © Jye  und D= Joe © Jaw

(ja(6) n) .. =

s

(2 oo

. (m “ Ja® © Jg n- jb<6)) e ( b(e))

(w2 jpo) - (o)

Dartiber hinaus gibt es einige sehr niitzliche Umformungen fiir bestimmte Konstellationen
von allgemeinen (nicht unbedingt symmetrischen) Tensoren X oder Y in Produkten mit den
neuen Dyaden (. ..” kennzeichnen beliebige, bei den angegebenen Umformungen unveréndert
bleibende Produktelemente).

~~
IS
Hb..
S
2
~—

Iy,

—l—Il=

Iy,

(X oo XT) oo (X Gy XT)

L (X Ja<6> : ) jb(ﬁ) og’b(@ (Y - 2“(6) -YT)
= ... Jb@ <Y {]a<6> © Qa(ﬁ) o (XT ' gb<6> X)} 'YT)
:,,-jb(@...(Y.X 'jb(6>'X-YT)

(X YT o Y- XT) e

2.3.3 Spezielle aus nur zwei Tensoren 2. Stufe gebildete Tensoren 4. Stufe

2.3.3.1 Unsymmetrische Basisvarianten

Eine wichtige Klasse von Tensoren 4. Stufe sind solche, die sich durch eine Verkniipfung
zweier beliebiger Tensoren 2. Stufe ergeben. Im allgemeinen (im weiteren werden allerdings
vor allem (1,2)- und (3,4)-symmetrisierte Varianten dieser Tensoren von Interesse sein) gibt

es 24 unabhangige Varianten solcher Verkniipfungen, z.B.:

€aO0€Ep0CEC. 0€C5 ; €,0€6,0€50€E, ; €,0€E.0€6,0¢€;
XapYeqg § €a©€0€50€, 5 €,0€70€,0€6. ; €,0€50€.0€ ; (2.62)
€, 0€,0€,0€; | €,0€,0€50€. ;

I
IN
i~
9

Von besonderem Interesse ist die Variante, mit der sich aus einem Produkt
mittlere Tensor Z in der Form X -Z-Y = (...) - Z isolieren laft.

X ZY =X Zpe Yeaa© i T Xap Yea€a ©€a© €0y Zef e ©ty
auch: = Zpe oep Yo Xypecoe,0¢e,0¢
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Die hier gebildeten Tensoren 4. Stufe entstehen offensichtlich aus X o ¥ bzw. ¥ o X durch
Austausch der Vektoren e, und e, (2. und 4. Position). Diese dem Transponieren ahnliche
Operation wird wie folgt symbolisiert:

(XoX)™ = XyYueoeoeee = X Z-Y=EoY)™-2Z
- = - - = - = — (2.63
=Z-(YoX)™
Dies wird auch fiir allgemeine Tensoren vierter Stufe eingefiihrt.
[:(TM = Kabcd €a €O E:O 8 (2'64)

Bei der hier primér betrachteten Verkniipfung zweier Tensoren 2. Stufe 13t sich der Basen-
austausch auch ohne volle Expansion der Koeffizienten in einer der symbolischen Darstel-
lung naheren Art und Weise beschreiben. Anschaulich wird hierbei die benotigte Basenfolge
1,4,3,2 erzeugt, indem zunéchst die beiden Basen 2 und 3 durch das Produkt X - j, - Y

extrahiert werden und anschlieBend hinter den verbleibenden Basen 1 und 4 in umgekehrter
Reihenfolge wieder erganzt werden.

(XoY)™ =X jp-Yojg
Stattdessen konnen auch zunachst die Basen 4 und 1 extrahiert werden.

(i(OX)TM :gadoz'gda'X

Gleichung 2.35 eroffnet weitere Darstellungsmoglichkeiten.

(i(oz) 24:):('2abo¥'£ba:£ab'zo ba *

[

Sofern der Einheitstensor als Argument auftritt, ergeben sich wiederum besonders einfache

Zusammenhéange.

~—
—
~—

J

[

O

lley

o I

|
Mleges
[

I

[

Weitere Rechenregeln sind:

r-(XoY)™ .y

1=
[
Hk.u.
Q
S
&3
O
S
)
llee
|
s
1<
Il
Hk:,
Q
S
&3
O
e
S
)

1=
[
e
o)
I
—
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36
und:
T4 Taa . . )

(X oY) - (l’oy) =X Jab X OoJpaJea®¥ Jac' L = X Jap- YOy Jpa 2
To4
=Xz ja Yy YOJbaz(X zoy Y) '

(2.66)
Daraus folgt wiederum:
T4 -1 1\ 24 3
(XoY)™ - (X oY )" =J (2.67)
Auflerdem sind noch Wechselwirkungen mit isotropen Tensoren von Interesse.
2 Tou _ 3 T T
g():(‘)!) :g (X Jbe Yojcb)_y Jeb X © Jeb
Tou 2 2 2
— (YT ox™) " d=J (G Yoju-X)=Y" J-X
(2.68)
Dementsprechend gilt auch:
T 2 T 2
(XoX)*=(X-J-X" )]
3
Mit J ergibt sich hingegen:
3 T T 33
X-J- Y=X-(EoE)" Y=(X-YoE)"=X-Y -J=J XY

2.3.3.2 Ubertragungen
Die Gleichung 2.63, mit der aus einem Produkt von drei Tensoren der mittlere Tensor isoliert

werden kann, ist fiir Ubertragungen der Art, wie sie bei pull-back / push-forward-Methoden

verwendet werden, von Interesse.

T24 T2
2 F' = (FoF") " z=2-(F"oF)"

F-z
Bz p=(ETor) "z =z (ForT)" -
Auch bei Tensoren 4. Stufe lassen sich damit Ubertragungen bequem schreiben.
(For™) " (xoy) (FToF) " =F-X FToF .y . I
(For™) " K o (ET0F) " =F (K- jy) EToF -y £
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Bei einer Ubertragung einer Thy-Modifikation darf die Bearbeitungsreihenfolge vertauscht
werden (Gl. 2.66).

(e 7)™ oy (5708

Die Ubertragung eines symmetrischen Anteils eines allgemeinen Tensors Z laBt eine Be-

sonderheit des Tensors (E o ET)TM erkennen. Entscheidend dabei ist, daB die Ubertragung
mit /' und £ T die Symmetrie erhélt. Mit Hilfe von Gleichung 2.57 kann zunéchst gefolgert
werden:

S S
Z#Z" aber: Z =27 jue 0 juew =2

S
Z'FT:F'<Z"ja(6)oja(6))'FT: [F

N

=

Il

T
.FT]

S
GemaB Gleichung 2.69 folgt fir diesen symmetrischen Tensor F'- Z - F T

) . T T2
(Z “* J o]a(e)) .. (F OF)

. . T Tos
Z N\ Ja® © Jao - (F © F)

Aus der Tatsache, dafl dieser Tensor bei beliebigem Z stets symmetrisch ist, folgt offen-
bar, dafl die geschweifte Klammer stets (3,4)-symmetrisch ist. Bei der geschweiften Klam-

mer handelt es sich aber lediglich um den (1,2)-symmetrisierten Tensor (F o F T)T24. Eine

F. (Z = Jq® Oja(6>) . ET

(1,2)-Symmetrisierung des vollstdndig unsymmetrischen Tensors (]:TT o ]:7) * bewirkt also
automatisch auch eine (3,4)-Symmetrie dieses Tensors. Diese Besonderheit ist allerdings nur
fiir den speziellen Fall zweier zueinander transponierter Tensoren moglich, wie eine Kontroll-

rechnung zeigt.

ga(s) © ga(fi) . (FT ) jbc ) F) Ozcb

3
— za(s) o) (F . J(L(G) . FT> .. g

. . T Tos
Ja® © Jg© (F OF)

LR Foja = (FToF) :
n Ja©® "L O Jue = (L ©L Ja© © Jq®

. . T Toa .
= Jpe © Jpe) (F © F) " Ja® © Jg®

Toy

Derartige (1,2)- und (3,4)-symmetrisierte Varianten eines (X o Y)"**-Tensors werden in der

Folge mit (X o X)S% bezeichnet.

S . . T :
(X 0 Y)™ = Jye 0 Jpe = (X oY) Juo 0 Jue (2.70)
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Fiir die Ubertragung eines symmetrischen Tensors o muf} also nicht mit dem vollstandig
. T: NI
unsymmetrischen Tensor (]:TT o E) ** multipliziert werden, sondern es kann der (1,2)- und

(3,4)-symmetrische Tensor (]:7 ToF ) %1 Gerwendet werden.
524 524
(ETeE) T = (EoET) T 0

Auch bei einem (1,2)- und (3,4)-symmetrischen Tensor 4. Stufe kann die Ubertragung analog

=

IS}
s}
liny
IS}

vereinfacht werden.

[[[}=N

= Ja® © Ja® " B Jye © Jye
1> 1> Sa Sa
= (EoE") " K- (FToF) "= (FoF") " vk (EToR) ™

Um den Vorteil der symmetrisierten Varianten voll nutzen zu koénnen, werden die Koef-
fizienten dieser Tensoren zu den neuen Basisdyaden j_ bendtigt. Den Symmetrien von

[lf==N

(X o X)S“ entsprechend sollte eine Definition allein anhand der neuen Basisdyaden j

gelingen.

S , : T . .
(X oY) =j,0 0 Ja© = (X oY) ™ - Jp©) © Jpe

Ja® © Jg@ (X *Jde Yo jcd) Iy © Jpo

60 (Y G -X) .

J J zdcogcd"gb(ﬁ)ogb(ﬁ)

I—1—I—1
<

Ja(6) © (Y “Ja® X> b6 © Jp©) = Jq(6) © Ja© (X " Iy Y) ° Jp

Im Falle der Ubertragungstensoren vereinfachen sich diese Ausdriicke wegen den diesen Ten-
soren innewohnenden Symmetrien.

Sa24
T . . T T . .
(F °© F) = Ja® © E- Ja® - F=F- Ja® Eo Ja®

Damit lassen sich die Koeffizienten von (Zj T F ) S2s ermitteln.

[ja(ﬁ) - (ET 0 F)™ - jb“j)} b [(F ' ja<6>) ) (jb<6> F” B

i FZQZ Fy2z Fz%s \/inxFyx \/inszm ﬂFyzFxm i
szy Fy%y FZ?U \/i Fzy Fyy \/i Fwy Fzy \/i Fyy Fzy
Foc2z Fy?z Fz2z \/inszz \/iFaczez \/iFyzsz

\/iszFzy \/§Fyszy \/QFzzey Fzszy+Fyzey Fzzey+Fzzey Fyzny+Fzszy

ﬁFxxez \/iFnyyz ﬁszFzz szFyz+Fnyzz Fxszz+szsz Fnyxz+FxxFyz

_\/innyx \/ﬁFnyyz \/inszz FzyFyx+Fnyzz Fzszm+Fznyz Fnyzz+Fzy(Fym7_)
2.71
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Diese Matrix erhdlt man z.B., indem man bei der Matrix der K ), als Funktionen der
K .4 (5. GL 2.60) zunéchst bei jedem K, die Indexpositionen 2 und 4 vertauscht und
danach jedes K, durch ein Fy F,, ersetzt.

Die Koeffizientenmatrix von (5 oF T) S ist die transponierte der vorhergehenden.

(FT . ja(6>) . (jb(ﬁ) -FT) _ (jb(ﬁ) -FT) . (FT . ja(6>) = (F . jb(6)) . (ja(6> F)

Solche (1,2)- und (3,4)-symmetrisierten Tensoren (X o X)S” sind nicht nur fiir Ubertragun-

gen von grofiem Interesse.

2.3.3.3 Symmetrisierte Varianten

Von den 24 Moglichkeiten, zwei Tensoren X und Y zu Tensoren 4. Stufe zu verkniipfen,
stimmen jeweils vier in ihren (1,2)- und (3,4)-symmetrisierten Varianten tiberein. Es ver-
bleiben somit sechs Moglichkeiten, die sich allesamt durch So4-Modifikationen und einfache
dyadische Produkte beschreiben lassen.

: (X o Y)SQ4 : (X o X)SM ; (XT . Y) S24 ; <Y . XT) Saq

(2.72)
Im folgenden werden die mathematischen Eigenschaften der Sa4-Modifikationen vorgestellt.
Wichtig in diesem Zusammenhang ist die Identitat:

<

OX; XO

<

Soy

(X o X)S24 — JQ(G) o) za(6) .. (X . gb(ﬁ) . Y) Ozb(ﬁ) — (YT o XT>

3
Die Verkniipfung zweier Metriktensoren ergibt einen symmetrisierten J-Tensor, den fiir die
neuen Dyaden j . typischen isotropen Tensor 4. Stufe (vergl. Gl. 2.56).

1/2 3
i+ 3)

S . .
(o)™ = Juw © Jaw = 5 (

Das Doppelpunktprodukt mit einem Tensor zweiter Stufe ergibt ein symmetrisiertes (einfa-
ches) Produkt der drei beteiligten Tensoren (vergl. Gl. 2.63).

S. . ) ) )
(X oY) Z = Ja©® © Jae) (X " Jp® 'Y) © Jyw L
= Ja® © Jg© (X " Jpe) © (jbw) - Z) 'Y>
(s ;
s (xZoyeytZoam)
1 S S
Z-Xoyy™ =3 (Y Z-x+x" 7 y7)
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Fiir einfache Produkte mit Tensoren zweiter Stufe ist ausgehend von Gleichung 2.70 zunéchst

2
ein Zwischenschritt mit den Regeln fiir Produkte mit J (s. Gl. 2.68) notig:

1

2 T
Y>524=‘{<X0Y>T24+YT-J-X+X- YT+ (xT o xT) }

g ro

= 4 = =

IS 1 T24 T 2
r-(XoY)™ . y=d(z- X oyoy) 4z ¥ X oy+

Solche Produkte treten in der Regel wiederum in symmetrisierter Form auf.
: e (x o)yl T
Ja©® © Jq® z-(XoY) Y1 Jpe © Jpe
1
=— |z - X-
4 ( =

Dabei ist nur der erste Term #quivalent zu dem Ergebnis bei (...)"*-Tensoren (vergl. GL
2.65).

Mit jedem Tensor, der in diesem Ausdruck durch den Einheitstensor ersetzt wird, erniedrigt
sich die Zahl unterschiedlicher Tensoren im Ergebnis. Z.B.:

S
Yoy X4z KXoy Y4z YT yox”)

oi/—i—

1=
[l
|

Il
1=

Sou ) ' 1 T So4
{(EOY) ?J} " Jpe) © Jpo :§<?JOY‘|‘E03J 'Y)

T24
()"

Hingegen ohne Symmetrisierungen: (£ o X)TQ“ .

Il

Das Doppelpunktprodukt zweier (. . .)524—Tensoren ergibt:

524 524
(X oY) . (a: ) y) =

= Ja® © Ja© = Iy Y) O Jpt) * Jet6) © Jeo) (93 " Jae© y) © Jaq®

)

" Jpo) Y) © Jpw (35 “Ja® y) © J g

- Jyo © {jb@ . (x o y)} .Y) 0 jgeo

1 . . .
2 (x'3d<6> Yy Jaw 'xT) 'Y> © Jaw

T

= Ja® © Jge

)

= Ja® © Ja©

A~
[

= Ja® © Jge

524
-y od” - Y)

I~

_|_

<

1
=3 (X'l"o :
(2.73)
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Dabei ist wiederum nur der erste Term dquivalent zu dem Ergebnis bei (.. .)T24—Tensoren
(vergl. Gl. 2.66). Der zweite Term hingegen enthélt ganz neue Produkte. Dementsprechend
kann hieraus auch keine vollstandige Analogie zu Gleichung 2.67 gewonnen werden. Dazu
miifte das Ergebnis einem isotropen Tensor entsprechen, wotlir an dieser Stelle nur j g o

Jae = (Eo Q)S“ in Frage kommt. Offensichtlich sind nur die speziellen Fille, bei denen
sowohl z also auch ;yT invers zu X und gleichzeitig auch zu !T sind. Dies entspricht zwei

entgegengesetzten Ubertragungen.

(xox7)™ o (xtox™)™ — (&

s : .
EoE)™ = j, © Ju®

Mit Hilfe von Gleichung 2.73 kann gezeigt werden, daB bei einer Ubertragung einer Sas-
Modifikation wie auch bei derjenigen einer Thy-Modifikation die Ubertragung in die Soy-
Klammer hineingezogen werden kann. Dies funktioniert so allerdings nur bei einer Ubertra-
gung mit zwei zueinander transponierten Tensoren F' und F' T

(F o FT)T24 (X o i/)sm - (FT . F>T24 T

Sofern zusétzlich X und Y symmetrisch sind, kénnen von diesen Tensoren j g © J, -

Tensoren abgespaltet werden, so dafl in diesem Fall die (.. .)T24-Tensoren durch (.. .)524—
Tensoren ersetzt werden diirfen.

T . Q:QT

)

(FoET)™

=

e eret)* (o0

g:

IS

oh- (FT . F)S24)S24

Bei symmetrischen Tensoren g, b verbleiben von den 24 Moglichkeiten, zwei Tensoren zu

19

unterschiedlichen Tensoren 4. Stufe zu verkniipfen (s. Gl. 2.62), bzw. den 6 verbleibenden
Méglichkeiten (1,2)- und (3,4)-symmetrisierte Tensoren aufzustellen (s. Gl. 2.72), nur noch
die drei Moglichkeiten g 0 b, bo o und (go l:))S * | um unterschiedliche (1,2)- und (3,4)-
symmetrische Ergebnisse zu erzeugen. Dementsprechend fallen viele Varianten zusammen.

(@ob)™ = (g0 = (g0b)* = (g0b)" = (boa)™ =

IS}
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Die Koeffizientenmatrix von (g o Q)S24 ergibt sich in &hnlicher Weise wie bei (F7 o F) o2 (s.

S. 38), nur daB hier abschlieBend die K, durch o, b_; ersetzt werden und schlieBlich von
den 0, und den b, zu o und b, (mit den zugehdrigen Faktoren geméfl Gleichung 2.55)
iibergegangen wird.

)524

Jaw = (@0 b)™" - e
. g6 bs 05 bs 05 bg+0g bs 0, bs+05 b, 06 b1+01 bg
10y p p 2 V2 2 2
og bg b 040y o4 byt0oy by 06 by +0, bg 09 bg+0g by
D) 02 0o 2 2\/5
o5 bs 04 by oub 05 byt0, by 05 by+0s by 04 bs+05 by
9 3 b3 2v2

05 bgt+0g bs

04 byt0, byt05 by
2

22

06 batoy bg

05 by+03 by

01 bs+05 by
2

22

05 bgt+0g by

04 bs+05 by

og bi+0, bg
2

22

05 by +0, by

03 bg+0g bs

22

04 bg+06 by
4

05 by+05 by

05 b, +0, b5
7 +

0g by 03 bg

22

05 bs+05 b1+0, by
2

0 bs+05 bg
1 +

o1 b,+0, b

04 bg+06 by
7 +
0y bs+05 by
22
06 bs+05 bg
7 +

4b1+01 by

22

0g b+ by+04 by
2

B 22 22

(2.74)
= Ja®°Jg© <2b(6> ' Q) © Jpte) €1-

Zur Kontrolle kann hier durch ¢ = E der Tensor (£ o 1:3)524

<ja<e> 'jb(G)) bereits in Gleichung

zeugt werden, dessen Koeffizienten ga(@-) - <gb<6> b)) =D~

2.61 angegeben sind.

Wird schliellich ein symmetrischer Tensor mit sich selbst zu Tensoren 4. Stufe verkniipft,
ergeben sich nur noch 3 unabhéngige Moglichkeiten, und bei der Beschrankung auf (1,2)-
und (3,4)-symmetrische Ergebnisse reduziert sich die Zahl weiter auf 2, ndmlich:

und

o~
(0]
o~

S . .
(0o b)™ = Juo © b Joo -

2.4 Ellipsoidreprasentationen von Tensoren

Bei der Nachbildung belastungsinduzierter Anderungen von Materialeigenschaften, wie zum
Beispiel bei den fiir viele Materialklassen charakteristischen Entfestigungs- und Verfesti-
gungsvorgangen, mufl die Entwicklung geeignet gewahlter Kenngroflen wahrend des Bela-
stungsvorgangs verfolgt werden. Haufig werden hierfiir skalare Kenngroflen, wie zum Bei-
spiel eine Verzerrungsinvariante oder eine spezifische Energiedichte, genutzt und die entspre-
chende Materialeigenschaft wird dementsprechend isotrop modelliert (z.B. bei Besdo 1981,
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Simo 1987, Miehe 1995, Besdo & Thlemann 1996, Ogden & Roxburgh 1999 oder Nasdala
2000). Anhand der Entwicklung der Kenngrofle wird wiederum der aktuelle Wert der zu
beschreibenden Grofle, also z.B. der aktuelle Entfestigungs- oder Verfestigungsgrad, berech-
net. Hierfiir wird haufig ein einfaches Maximum aller Werte der Kenngrofie in der Vorge-
schichte berechnet (z.B. bei Holzapfel et al. 1999, Kaliske & Rothert 1999 oder Ihlemann
2003a). Es finden sich aber auch Ansétze mit komplizierteren Evolutionsgleichungen (z.B.
bei Miehe 1995, Govindjee & Simo 1992), mit denen beispielsweise eine Erholung von den
Einfliissen weit zurtickliegender Belastungsphasen nachgebildet werden kann. Die isotrope
Nachbildung mit Hilfe skalarer Kenngrofien stellt sich allerdings in wichtigen Féllen als zu
ungenaue Naherung heraus (Mullins 1948, Lion 1996, Pawelski 1998, Muhr et al. 1999). Fiir
eine entsprechende Erweiterung der Materialmodelle um die Richtungsinformationen zuriick-
liegender Belastungen mufl somit zu tensoriellen Geschichtsvariablen tibergegangen werden.
Um die Maximalwertbildung als den einfachsten Fall einer Evolutionsgleichung fiir solche
Tensoren tibernehmen zu kénnen, mufl zunachst die Maximumfunktion fiir Tensoren minde-
stens zweiter Stufe derart vereinbart werden, dafl die Richtungsinformationen der einzelnen
Argumente sich in geeigneter Art und Weise auf den Ergebnistensor einer solchen Funktion
auswirken. Diese Aufgabe ist keineswegs trivial.

Maximum- und Minimumfunktion basieren auf den Ordnungsrelationen <, >. Somit bietet
es sich an, mit der Verallgemeinerung auf tensorielle Argumente bei diesen Relationen an-
zusetzen und zu tiberpriifen, ob eine physikalisch sinnvolle und gleichzeitig zweckdienliche
Definition gefunden werden kann. Dies gelingt mit Hilfe von Ellipsoidreprasentationen der
beteiligten Tensoren. Mit der Bewéaltigung dieser Aufgabenstellung an dieser Stelle wird ein
vielseitiges und weitreichendes Werkzeug zur Nachbildung anisotrop belastungsinduzierter
Effekte verfiigbar.

2.4.1 Positiv definite Formen

Fiir den Vergleich von Tensoren in Abschnitt 2.4.2.3 sind spezielle Eigenschaften sogenannter
positiv definiter Formen wichtig. Zur Untersuchung richtungsspezifischer Eigenschaften von
Tensoren 2. Stufe werden Einsvektoren n (n - n = 1) beliebiger Ausrichtung herangezogen.
Die wichtige Gruppe der sogenannten positiv definiten Tensoren ist durch die Eigenschaft:

n-X-n>0 Vn

gekennzeichnet. Haufig wird diese Bezeichnung nur auf symmetrische Tensoren angewandt
(z.B. Bronstein et al. (1995)). Da aber, wie noch gezeigt werden wird, bei den symmetrischen
Tensoren diese Eigenschaft aquivalent zu dem Merkmal ausschliellich positiver Eigenwerte
ist, bietet sich eine Erweiterung des Begriffs positiv definit zumindest auf die gréflere Gruppe
der symmetrisierbaren Tensoren (vergl. Abschnitt 2.2.5) an. Dementsprechend wird hier
verfahren.

Das charakteristische Produkt n - X - n eines positiv definiten Tensors X mit den Vektoren

n wird auch als positiv definite Form bezeichnet (Bronstein et al. 1995).

Von besonderer Bedeutung ist der prazise Zusammenhang zwischen positiv definiten Formen
und dem moglichen Wertebereich der zugehorigen Tensoreigenwerte. Das Resultat dieser
Untersuchung ist schliellich Gleichung 2.77.
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Bei durchgehend positiven Eigenwerten X, eines symmetrisierbaren Tensors X gilt z.B. fiir
alle rechtsseitigen Eigenrichtungen gz von X:

2
X gk =Xggx = 9k X 9x = Xk |9k

Hieran wird ersichtlich, daf§ (zumindest) alle symmetrisierbaren positiv definiten Tensoren
ausschliellich positive Eigenwerte aufweisen.

n-X-n>0 Vn = Xg>0 VK

Der Umkehrschluf gilt allerdings nicht: Bei einem symmetrisierbaren Tensor spannen sowohl
die links- als auch die rechtsseitigen Eigenvektoren den gesamten dreidimensionalen Raum
auf (s. Abschnitt 2.2.5). Jeder beliebige Vektor n la8t sich also als Linearkombination von
Eigenvektoren auffassen.

n-X-n=nbg - X n" gy

Zwar ist der Teil dieser Summe, der aus den Summanden mit K = L besteht, stets positiv,
es existieren aber auch Summanden mit K # L, da gj - g; nicht unbedingt verschwindet.
Dies tritt erst beim Sonderfall symmetrischer Tensoren ein (s. Gl. 2.52).

Nicht verschwindende Summanden mit K # L konnen zwar ausgeschlossen werden, indem
sowohl links- als auch rechtsseitige Eigenvektoren von X verwendet werden, um die Vektoren
n darzustellen (Gl. 2.46):

L L
):('QK:XKQK = g 'X'QK:XKfSK 3

Fiir die Form n - X - n ergibt sich damit:

n-X-@:nLgL-):(-anK:nKnKXK

K sind keine Quadrate.

Aber auch dies ist nicht unbedingt positiv, denn die Ausdriicke n ;- n
Stattdessen sind n® und n i Produkte des Vektors n mit im allgemeinen nicht parallelen

Vektoren JK und gK )

Tatsachlich gibt es Konstellationen, in denen eine Form n - X - n einen negativen Wert
ergibt, obwohl alle Eigenwerte von X positiv sind. Dies wird im Rahmen des konkreten
Zahlenbeispiels auf Seite 51 belegt. Im folgenden (bis zur Gleichung 2.76) wird zusétzlich
anhand eines komplexeren, eine grof3e Gruppe von Tensoren einbeziehenden Beispiels gezeigt,
dafl die belegte Situation — nicht positiv definit trotz durchgehend positiver Eigenwerte —
nicht nur ein extremer Sonderfall ist. Anstelle eines Einsvektors n wird in diesem Beispiel
ein Vektor w mit von Eins abweichender Lange verwendet. Diese Substitution hat keinen
Einflufl auf die entscheidende Frage, ob w - X - w negativ sein kann, da die Lange von w in
diese Form quadratisch eingeht.

11 .
w=gy+g mit: gy L g und gy L gy aber gp-gp #0 . (2.75)
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Fiir das Produkt w; w! (vergl. Gl. 2.75) ergibt sich damit:

Der Term gH : gI ist eingehender zu untersuchen. Zunachst folgt gemafl Gleichung 2.5:

m 1 Jiir X 91 I > 9m
g . g o .
g1 - (QHI X QI) 9y (911 X QIH)

Mit Hilfe der Lagrangeschen Identitéat (Gl. 2.41) folgt daraus:

gl gl = (9 - 9u) (91 9u0) — (9w - 91) (91 - 9u1)
2
(91 (gu % 9m))

Unter den oben genannten Voraussetzungen gilt gr; - gip = 0 und damit zeigt sich, daf} in
diesem Beispielfall wy w' negativ ist.

2
I m I 91" 911
= wIw:(gII'gI)(g '9>91H‘9HI< ) <0
91 (QH X QIH)

Wenn nun noch der Eigenwert X; deutlich grofier als die beiden anderen Eigenwerte ist
(aber dennoch alle drei positiv), fallt tatsichlich die Form w - X - w (vergl. Gl. 2.75) trotz
durchgehend positiver Eigenwerte von X negativ aus. Bei symmetrischen Tensoren ist dies
hingegen - wie bereits belegt - ausgeschlossen. Dies zeigt sich am gewahlten Beispiel darin,
dafl bei einem symmetrischen Tensor stets gy - giy = 0 gilt und somit das Produkt wy w!
ebenfalls verschwindet.

S S "
Es gilt also nur fiir symmetrische Tensoren mit e, - X = X, e, eine Aquivalenzbeziehung
der Form: a

S S
Xy>0 VA & n-X-n>0 Vn . (2.76)

Zusammenfassend 143t sich sagen, dafl positiv definite Tensoren stets durchgehend positive
Eigenwerte aufweisen. Umgekehrt sind zumindest symmetrische Tensoren mit durchgehend
positiven Eigenwerten stets positiv definit. Unsymmetrische Tensoren sind hingegen selbst
bei durchgehend positiven Eigenwerten nicht in jedem Fall positiv definit.

ﬂ'):('ﬂ>0 Vn = X1>0 ; Xiu>0 ; X >0

X1>0 5 Xpg>0 3 Xm>0 # n-X-n>0 Vn
(2.77)
Uber diese Erkenntnisse hinaus, sind fiir die nachfolgenden Abschnitte einige mathematische
Eigenschaften positiv definiter Tensoren wichtig. Insbesondere ist von Bedeutung, welche
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Auswirkungen positiv definite Tensoren als Argumente von Operationen (Summen, Pro-
dukte) auf das Ergebnis der jeweiligen Operation haben. Diese Untersuchungen, die viele
wichtige Zwischenergebnisse umfassen, fiihren schliefllich zu den Relationen 2.86, in denen
die Ergebnisse fiir Produkte zusammenfafit sind.

Die Summe von positiv/negativ definiten Tensoren ist wiederum positiv/negativ definit.

n- (a2§+b2¥) ﬂ:a2ﬂ):(ﬂ+b2ﬂ/¥ﬂ
Ist ein Tensor X positiv/negativ definit, so gilt dies auch fiir den transponierten Tensor und
damit auch fiir den symmetrischen Anteil von X, denn:

n-X-nzn-(X-n)Z(X'n)-nz(n-XT)-n

Demnach liefern antisymmetrische Tensoren in einem zweifachen Produkt mit einem Vektor
somit immer den Wert Null. Im einfachen Produkt mit einem Vektor liefert ein antisym-
metrischer Tensor somit immer entweder den Nullvektor oder einen zum Ausgangsvektor
senkrechten Ergebnisvektor.

Ist ein Tensor X positiv/negativ definit, so gilt dies (wie oben gezeigt) auch fiir seinen
symmetrischen Anteil. Auch der RiickschluB ist giiltig.

1 >
0 ¥n & n-3(X+X7)-nZ0 Vn (2.78)

NIV

ﬂ .

<

"n

Gemaf Gleichung 2.76 existiert somit die im Gegensatz zu den Relationen 2.77 vollstandige
Aquivalenzbeziehung (mit den Eigenwerten des symmetrischen Anteils von X):

S S S
n>0 Vn & X;r>0 ; Xipg>0 ;3 Xyqp>0 . (279

<

B .

Fiir die Untersuchung der Produkte von positiv definiten Tensoren sind wiederum Vorar-
beiten beziiglich der Invarianten solcher Tensoren notwendig. Zunéchst ist zu zeigen, welche
Charakteristika der Hauptinvarianten einen Tensor mit durchgehend positiven Eigenwerten
anzeigen. Die drei Eigenwerte seien an dieser Stelle zugunsten der Ubersichtlichkeit mit den
Buchstaben A, B und C' bezeichnet.

Sind die drei Eigenwerte durchgehend grofler als Null sind, so gilt dies auch fiir die drei
Hauptinvarianten.

A>0 L =A+B+C > 0
B >0 = I, =AB+BC+CA>0
C >0 I, =ABC > 0
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Den Riickschlufl zu belegen, ist aufwendiger. /5 kann nur grofler als Null sein, wenn wie
oben alle drei Eigenwerte grofler als Null sind oder wenn genau zwei Eigenwerte negativ sind
und der verbleibende (z.B. A) positiv. Dieser Fall wird néher untersucht. Dabei wird die
Forderung I; > 0 einbezogen und die Auswirkungen auf I, ermittelt.

A>0

C,B<0 | 2 2

. SN(B+C) =B —2BC-C*+BC

3

2o ~ —1,(1B| +|C)) - B>~ |B||C] - C°
= [, <0

In diesem Fall (C, B < 0) kann [, also nicht positiv sein, und damit kommt dieser Fall nicht
in Frage. Damit ist der Riickschluf (und somit die Aquivalenz) bewiesen.

A>0 I; >0
B >0 & I, >0 (2.80)
C >0 I3 >0
Sind hingegen alle drei Eigenwerte negativ, so sind die Invarianten nicht alle negativ.
A <O L =A+B+C <0
B <0 = I,=AB+BC+CA>0
C <0 Is=ABC <0

Die Argumentation beziiglich des Umkehrschlusses verlauft ahnlich wie im ersten Fall. Fiir
I; < 0 gibt es wiederum zwei Moglichkeiten. Neben dem Standardfall, daf alle drei Eigen-
werte negativ sind, kénnte auch nur ein Eigenwert (z.B. A) negativ, die anderen beiden aber
positiv sein.

A<O

C,B>0 B 9 9
I <0 I,=—-|L| (B+C)—-B°"-—BC-C
I; <0 = [, <0

Damit ist auch hier die Zuordnung eindeutig (die Aquivalenz nachgewiesen).

A<O I, <0
B <0 & I, >0 (2.81)
C <0 I3 <0

Sind schliefllich alle drei Eigenwerte Null, so gilt dies auch fiir die Invarianten. Umgekehrt
folgt aus dem Verschwinden von 75, dafl mindestens ein Eigenwert ebenfalls Null ist. Damit
verbleibt von I, nur noch das Produkt der beiden restlichen Eigenwerte. Da I, ebenfalls Null
ist, muf} somit ein weiterer Eigenwert Null sein. Dann kann aber /; nur dann auch noch Null
sein, wenn auch der dritte Eigenwert verschwindet.

A:O 11:0
C:O [3:0



48 2 Darstellungsformen in der Tensoralgebra

Neben den nun verfiigharen Eigenschaften der Invarianten werden weitergehende Erkennt-
nisse iiber bestimmte Koeffizientendarstellungen benotigt.

Werden bei der Form n - X - n anstelle der normierten n-Vektoren andere Vektoren v be-
liebiger (aber nicht verschwindender) Lénge eingesetzt, so geht die Lange dieser Vektoren
quadratisch in das Ergebnis ein. Dies adndert also keinesfalls etwas an der Eigenschaft der

positiven/negativen Difinitheit.
@-):(-@20 Vn = y-g-yéo Vu#0

Da dies somit fiir alle Vektoren v gilt, gilt es auch fiir alle denkbaren Basisvektoren e,, g;
und ¢'. Daraus wird ersichtlich, da8 in jeder beliebigen einheitlich indizierten Darstellung
(beid;} Indizes oben oder beide unten) eines positv/negativ definiten Tensors alle Hauptdia-
gonalelemente positiv/negativ definit sind, obwohl es sich hierbei keineswegs um Invarianten

des Tensors handeln muf.

o X ea=XaaZ0 Ve,
v-X-vZ0 YuA0 = g -X-g=X; 20 Yy, (2.82)
¢ X gi=X"Z0 ¥y
Weiterhin kénnen anstelle der Vektoren v auch Vektoren w - Y (V w) verwendet werden.

Um dabei die Allgemeingiiltigkeit zu erhalten, muff Y invertierbar sein (I3(Y) # 0). Dann

gehort iiber w - Y = v zu jedem w ein v und iiber yi- g’l = w auch zu jedgm v ein (nicht

verschwindender) Vektor w.
@.):(.néo vn} = (W Y)- X (w-Y)
Iy(Y) # 0 = wo (Y -x-YT)w

Wird hingegen die quadratische Form nicht mit Null, sondern mit einem anderen Wert s # 0
verglichen, so muf} die Lange der Vektoren w - Y berticksichtigt werden.

ﬂ-é-ﬂ%s Vn} N w -
I3(Y) #0

-1
Wird insbesondere fiir ¥ ein Orthogonaltensor @ = QT verwendet, so sind die Vektoren

n - Q wiederum Einsvektoren. Folglich sind diese Vektoren in ihrer Gesamtheit identisch mit
den Vektoren n. Somit gilt fiir beliebige verdrehte Tensoren und beliebige Zahlen s:

0 Vw#0
(2.83)
0 Vw#0

NIV AV

X'X'ZT)'E

w-Y YT w

s Yw#0

AVIAY

Die Gleichung 2.83 1afit auch Riickschliisse auf den inversen Tensor zu, indem Y = X -1

verwendet wird. Daraus folgt, dal der zu einem positiv/negativ definiten Tensor inverse
Tensor stets ebenfalls positiv/negativ definit ist.

-1
XT on

,1B

n-X-nz0 Vn =

IS

IS
<l

IS

0V
0V

AV AV

=

IS
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Auch die Hauptdiagonalelemente aller einheitlich indizierten Koeffizientenmatrizen des zu
einem positiv definiten Tensor inversen Tensors sind also stets positiv (vergl. Gl. 2.82).
Anhand dieses Befundes kann eine zusatzliche Aussage tiber die Unterdeterminanten zu den
Hauptdiagonalelementen belegt werden.

X - X'=E = XV(g-X"-g)=0) = [Xi]}fl = loi- X" gj]

Gemaf der Adjunktenregel zur Inversion einer Matrix entsprechen somit die Hauptdiagonal-
elemente der Matrix der unten indizierten Koeffizienten des inversen Tensors den zugehorigen
Hauptunterdeterminanten der oben indizierten Koeffizienten des Argumenttensors geteilt
durch die Determinante der gleichen Matrix.

g -X1.og = UdL(XM)

Gitd 9T gy (X

mit:  Udet(X™) = X797 XM — XIF Xk mit: i £j £k #

Die Determinate det [X J kj} entspricht zwar nicht der dritten Hauptinvarianten von X, stimmt
aber mit dieser im Vorzeichen tiberein, da sie sich lediglich um det [E,, | = (det [Em])2 von
dieser unterscheidet.

In der Zusammenfassung ergibt sich nun: Ist ein Tensor positiv/negativ definit, so ist er inver-
tierbar und der inverse Tensor ist gleichermaflen positiv/negativ definit. Dabei entspricht jede
Koeffizientenmatrix in einheitlicher Indizierung des inversen Tensors der invertierten Koeffi-
zientenmatrix des Argumenttensors in der jeweils anderen einheitlich indizierten Darstellung.
Folglich sind die Hauptdiagonalelemente des inversen Tensors (wie auch die des Argument-
tensors) in jeder einheitlich indizierten Darstellung durchweg positiv/negativ. Diese entspre-
chen aber den jeweiligen Hauptunterdeterminanten des Argumenttensors geteilt durch dessen
Gesamtdeterminate, die bei einem positiv/negativ definiten Tensor positiv/negativ ist. Die
Hauptunterdeterminanten sind somit sowohl bei einem positiv als auch bei einem negativ
definiten Tensor stets alle positiv (Von der Summe, der 2. Hauptinvarianten I,, wurde dies
schon festgestellt: s.o.).

X,, 20, Udet(X,,) >0 Va; det[X,] 20

n-X-nz0 Vn = X;; 20, Udet(X;;) >0 Vi ; da[ﬂ]zo
X% 20, Udet(X?) >0 Vi; det[X*] 20

(2.84)

Damit sind alle Voraussetzungen geschaffen, um Riickschliisse auf Produkte symmetrischer
positiv/negativ definiter Tensoren zu ziehen.

Die Vektoren e, seien die Eigenvektoren eines symmetrischen Tensors X.
Xy 0 0
§:XA§A°§A:§T = [Xypl=|0 Xy O
0 0 Xy
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Das Produkt Z = Y - X mit einem ebenfalls symmetrischen Tensor ¥ hat dann die Koeffi-

zientenmatrix:

XI YXX XH YXY XHI YXZ
[ZAB] = XI YYX XII YYY XIH YYZ
XI YZX XII YZY XIII YZZ
Die Vorzeichen der Hauptdiagonalelemente, Hauptunterdeterminanten und der Determi-
nante dieser Matrix sind festgelegt, wenn X und Y beide positiv definit sind.

Zya = X, Y4a

Udet(Z44) = Xp X Udet [Yy,] mit: A#£B#C#A (2.85)

det [Z45] = X4 Xp X det [Yy5]
Sind beide Tensoren positiv definit oder beide negativ definit, so sind sowohl Z , , als auch
Udet (Z A A) und auch det [Z AB} positiv. Ist hingegen einer der beiden Tensor;n X und
Y positiv und der andere negativ definit, so sind Z, A und det [Z 7 B} negativ, wahrend

Udet (Z N A) auch in diesem Fall positiv ist. Diesen Vorzeichenkonstellationen kann allerdings
nicht entnommen werden, dafl das Produkt Z positiv bzw. negativ definit ist, da die Relation
2.84 keine Aquivalenzbeziehung ist, sondern nur Riickschliisse in einer Richtung zuléBt. Sicher
ableiten lassen sich hingegen die Vorzeichen der Hauptinvarianten von Z, die jeweils den
Summen der drei in Gleichung 2.85 dargestellten GroBen entsprechen (Vorzeichen von a und
b steuern die verschiedenen Kombinationen von positiv/negativ definit).

( S S
ab[1<Y-X> >0

n>0 Vn S S
= X IQ<Y-X>>O

n>0 Vn -

\
< [Ib<en

S S
abI3<Y-X> >0

Mit den Relationen 2.80 und 2.81 folgt schlielich, dafl Z ausschliellich positive Eigenwerte
hat, wenn X und Y beide symmetrisch und beide positiv oder beide negativ definit sind. Ist
hingegen einer der beiden symmetrischen Tensoren positiv und der andere negativ definit,
so hat Z ausschliellich negative Eigenwerte.

Z=X-Y mitt X=X wd: Y=Y =

n-X-n>0, n-Y - n>0 Vn = Z1>0, Zpu>0, Zm>0
n-X-n<0, n-Y-n<0 ¥Vn = Z;>0, Zy>0, Zy >0 (286
n-X-n>0, n-Y-n<0 Vn = 7Z1<0, Zn<0, Zm<o0
n-X-n<0, n-Y n>0 Vn = Z1<0, Zpn<0, Zm<o0

Positiv oder negativ definit ist das Produkt Z damit allerdings nur dann sicher, wenn X und
Y identische Eigenrichtungen haben und damit Z ebenfalls symmetrisch ist. Ansonsten 1aft
sich nur die Symmetrisierbarkeit von Z feststellen.
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Das folgende Beispiel (bis Gl. 2.87) beweist, dafl Z nicht positiv definit sein mu8.

1 0 O 3 0 -2
[(Xapl=10 1 0 Yugl=1 0 1 0
0O 0 7 -2 0 3

mit: [ )(Y) =7 ; L(Y)=11 ; L(Y)=5

und dementsprechend: Yy =1 ; Yy =5

S

Beide Tensoren sind somit symmetrisch und positiv definit. Fiir das Produkt Z = Y -

ergibt sich:

3 0 —-14
(Z4p] = 0 1 0
-2 0 21

mit: I,(Z) =25 : L(Z)=59 ; I3(Z)=35

und dementsprechend: 2y =1 ;  Zppp = 12+ V109

Somit sind die Eigenwerte wie erwartet durchgehend positiv. Um zu zeigen, dafl Z tatsachlich
nicht positiv definit ist, wird der symmetrische Anteil berechnet. Dieser ist in gleicher Weise
wie Z selbst positiv definit oder nicht. Beim symmetrischen Anteil ist positiv definit aber
gleichbedeutend mit durchgehend positiven Eigenwerten.

g 3 0 =8
-8 0 21

S S S
mit: I (Z) =25 ; I2(Z) =23 ; I3(Z) = -1

S S
und dementsprechend:  Z; =1 ;  Zpqp =12 £ V145

Hier ist nun der kleinste Eigenwert negativ.

S
Zyp = 12 — V145 = V144 — /145

Der zugehérige Eigenvektor vy hat die Koeffizienten (nicht normiert):
v ea] = |23 = V55 05 —44 + 4V185)|

Mit diesem Vektor liefert nun auch Z selbst (der unsymmetrische Ausgangstensor) im Pro-

S S
dukt vy - Z - vypp das gleiche negative Ergebnis wie Z, namlich vy - vy Zypp- Auch bei dem
sehr dhnlich ausgerichteten (numerisch handlicheren) Vektor w:

[wal =[5; 05 2
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ergibt sich fiir die Form w - Z - w ein negatives Ergebnis.

0 5
0 1 0
(2.87)
—2 0 2
(5 0 2][11 0 —28 —1]

Somit beweist dieses Beispiel, dafl einerseits ein Tensor mit durchgehend positiven Eigen-
werten (Z) nicht immer positiv definit ist, und daf andererseits das Produkt zweier symme-
trischer positiv definiter Tensoren nicht in jedem Fall ebenfalls positiv definit ist!

Eine Erweiterung erfahren die Aussagen der Relationen 2.77 und 2.79 durch die Betrachtung
des moglichen Wertebereichs einer Form n - X - n.

n-X-n — Extr. ; Nebenbed.: n-n=1

Die Nebenbedingung wird mit Hilfe eines Lagrangeschen Parameters in die Extremalaufgabe
integriert.

0 |
= —{@-X~@—>\(@-@—1)} =0 Va
on, =
Nur n hangt von den Koeffizienten n, ab.

on B ony e,
on,  On

:QCL

a a

Folglich ergibt die Ableitung:

|

= 0 Va

<

n+n-X-e,—2Xe,'n

€q -

= ea-l{%(X+XT —/\E} 1L

Somit fiithrt die Suche nach den Richtungen, in denen n - n extreme Werte annimmt, auf

X-n
X.

das Eigenwertproblem fiir den symmetrischen Anteil von
1 T !
= 5(x+xT)-aEpn=0

Die extremen Werte von n - X - n finden sich also in den Eigenrichtungen des symmetri-
schen Anteils von X und entsprechen somit den Eigenwerten des symmetrischen Anteils
(nicht denen von X selbst). Dies kann kaum iiberraschen, da bereits bekannt ist, daf8 der
antisymmetrische Anteil keinen Einflufl auf das Produkt n - X - n hat.

S
min(XK) n- X-ngmaX(XK> Vn
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Fiir den inversen Tensor kann hieraus im allgemeinen Fall nicht auf den Wertebereich von
n-X -1 . n gefolgert werden, da Symmetrisierung und Invertierung nicht frei vertauschbar
sind.

1 -1 1 -
x#x7 =5 S(x+XT) #Ag(xt+x")

Ist aber bereits der Argumenttensor symmetrisch (und invertierbar), so gilt:

- Uu

S 1 s\t 1
u<n-X-n<o = —Sn-(X> -n < : (2.88)
- (0]

2.4.2 Ordnungsrelationen

Nach der Bereitstellung der benotigten Grundlagen beziiglich positiv definiter Formen wird
im folgenden die zu Beginn von Abschnitt 2.4 auf Seite 42 motivierte Suche nach geeigne-
ten Ordnungsrelation fiir Tensoren 2. Stufe aufgenommen. Hierfiir erweist sich eine Vor-
abbetrachtung der Interpretationsmoglichkeiten von Ordnungsrelationen bei Skalaren und
Vektoren als hilfreich.

2.4.2.1 GroBenvergleich von Skalaren

Bei skalaren Argumenten konnen alle denkbaren Vergleiche zwischen zwei Werten auf den
(Standard-)Vergleich eines einzelnen Werts mit der Null (neutrales Element der Addition)
reduziert werden.

a>b wenn a—0b>0

a<b wenn b—a>0

Es reicht also aus, angeben zu konnen, ob a —b bzw. b — a positiv ist. Damit kann auf weitere
Relationen geschlossen werden.

ac? Zbe? sofern ¢ # 0
> <
a ? b = >
a+c=b+
<
Bemerkenswert ist auflerdem, dafl sich die drei Relationen '<’, '=" und ">’ gegenseitig aus-

schliefen, aber eine immer zutrifft.

Werden ausschliellich positive Werte behandelt, so kann anstatt des Vergleichs mit 0 als
Standardvergleich auch auf den Vergleich mit Eins (neutrales Element der Multiplikation)
zuriickgegriffen werden.

a>b>0 = %>1

Uberdies ergeben sich bei durchgehend positiven Argumenten mannigfaltige Folgerungsmog-
lichkeiten.

a? > b’
a>b>0 = va > Vb allg. (r>0): a" >b" ; a" <b"
1 1

e =3
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2.4.2.2 GroBenvergleich von Vektoren

Wahrend eine Definition der Identitat von Vektoren keine grundsétzlichen Schwierigkeiten
aufwirft (s. Abschnitt 2.1.3), treten bei dem Versuch, aussagekriftige Vergleiche von Vektoren
nach <’ oder ">’ aufzustellen, erhebliche Probleme auf. Schon eine eindeutige Zuordnung
nach "positiv’ oder megativ’ ist bei Vektoren nicht gegeben. Auch die einzige Invariante der
Vektoren, der Betrag, beinhaltet keine Vorzeicheninformation. Anhand des Betrages konnen
Vektoren allerdings durchaus verglichen werden. Dies ist allerdings nur ein Vergleich von
Teilinformationen, da die Richtungen keinerlei Beriicksichtigung finden. Einen vollstandigen
Vergleich bieten die Betrage nur dann, wenn die verglichenen Vektoren parallel sind und die
gleiche Orientierung haben.

2.4.2.3 GroBenvergleich von Tensoren 2. Stufe

Auch beim Vergleich von Tensoren 2. Stufe ist eine geeignete Einbeziehung der die Argumente
charakterisierenden Richtungen das Kernproblem. Allerdings gibt es hier im Gegensatz zu
der Situation bei den Vektoren einige Elemente, die intuitiv und ohne Einschrankung der
Allgemeingiiltigkeit als 'positiv’ bzw. 'negativ’ angesehen werden konnen. Beispiele hierfiir
sind der ’positive’ Einheitstensor £ und sein negatives Gegenstiick —FE. Diese Tensoren
konnen nun mit Tensoren unterschiedlicher Eigenrichtungen verglichen werden.

Ahnlich wie beim Vergleich der Betriige von Vektoren kénnte man sich auf den Vergleich "par-
alleler’ Tensoren beschrinken. Als ’parallel’ konnte man einerseits ausschlieflich Tensoren
ansehen, die Vielfache voneinander sind, oder symmetrische (oder auch nur symmetrisier-
bare) Tensoren mit identischen Eigenrichtungen. Ein Tensor konnte dann als grofer als ein
anderer definiert werden, wenn in jeder Eigenrichtung der zugehorige FEigenwert des grofie-
ren Tensors grofler als derjenige des kleineren Tensors ware. Zu beachten ist hier, dafl es
im Gegensatz zu der Situation bei skalaren Argumenten selbst bei der Beschrinkung der
Vergleiche auf solche "parallelen” Tensoren Paarungen gibt, fiir die weder <’ noch ">’ noch
'=" zutrifft. In jedem Fall sollte eine Vereinbarung fiir die Relation ">’ gewahrleisten, daf3
jeder Tensor A, der sich lediglich in einem skalaren Faktor f mit f > 1 von einem weiteren

Tensor B unterscheidet, als grofier als B definiert ist.

|
A=fB mit: f>1 = A>B (2.89)

Interessanterweise stellen gerade die hydrostatischen Tensoren ein potentielles Bindeglied
zwischen Tensoren mit unterschiedlichen Eigenrichtungen dar, da bei den hydrostatischen
Tensoren jede Richtung eine Eigenrichtung ist. Auf einem solchen Weg wiére ein Vergleich
zwischen zwei Tensoren unterschiedlicher Eigenrichtungen moglich, wenn ein Vergleich mit
einem hydrostatischen Tensor zwischengeschaltet wird. Ist zum Beispiel der gréfite Eigenwert
des ersten Tensors kleiner als f, so wiirde dieser Tensor als kleiner als f E angesehen werden.
Ist wiederum der kleinste Eigenwert des zweiten Tensors grofler als f, so ware dieser grofier
als f £ und konnte dann auch als grofier als der noch kleinere erste Tensor angesehen werden.

Unabhangig von den Eigenrichtungen ware somit ein Tensor grofler als ein anderer, wenn
der kleinste Eigenwert des ersten grofier als der grofite des zweiten ist. Bemerkenswerterweise
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ist diese Regel in einigen Fillen strenger als die Vielfachen-Regel (z.B. bei der Eigenwert-
konstellation: 4, 1, 1 <+ 8, 2, 2) und somit mit dieser inkompatibel. Die formulierte Regel ist
somit in bestimmten Fallen offensichtlich noch zu streng, da die Erfiilllung von Gleichung
2.89 als unabdingbar gelten diirfte. Die Eigenrichtungen miissen einbezogen werden (Auch
fiir die praktische Anwendung (Anisotropietensor) stort die bisherige vollige Unabhéngigkeit
von der relativen Ausrichtung der Eigenrichtungen).

S
Die weiteren Betrachtungen werden auf symmetrische und positiv definite Tensoren A und

Eq beschrankt (die damit auch stets invertierbar sind), da allgemeinere Aussagen im Rahmen
dieser Arbeit nicht benotigt werden. Mit diesen Beschrénkungen soll keineswegs behauptet
werden, eine weitergehende Verallgemeinerung sei unmoglich oder sinnlos.

Fiir eine detailliertere Betrachtung wird mit Hilfe von Einheitsvektoren n beliebiger Orien-
tierung (skalare) Information aus den zu vergleichenden Tensoren gezogen (extrahiert). Bei
einer Multiplikation der zu vergleichenden Tensoren mit solchen Vektoren entstehen zunachst
wiederum Vektoren w und v.

[[SNS
lwu]

w=n:- ) v=n-

Wenn fiir einen Vergleich der Tensoren von diesen Vektoren Parallelitdt verlangt wiirde,
kamen wie beim Vergleich von Vektoren wiederum nur Vielfache Tensoren fiir Vergleiche in
Frage. Da hier aber bei jedem einzelnen Tensor zu jedem der unendlich vielen denkbaren n
auch ein w bzw. v gehort, besteht keine Notwendigkeit, die Parallelitat der zu einem einzelnen
n gehorenden Vektoren w und v zu fordern.

Im folgenden sollen zunachst drei Vereinbarungsalternativen fiir ’>’, ’<’-Relationen in ihren
Auswirkungen untersucht und danach im Vergleich beurteilt werden. Alle drei Vereinbarung-
salternativen (A1), (A2) und (A3) sind mit der Vielfachen-Regel in Gleichung 2.89 vereinbar.
Bei der Vereinbarungsalternative (A1) werden die Anteile der Vektoren w und v in Richtung
des jeweiligen n verglichen. Bei Spannungstensoren ware dies ein Vergleich der Normalspan-
nungsanteile.

S S
(A1) A>DB wenmn w-n>v-n Vn

Dies entspricht offensichtlich der Forderung, daf3 die Differenz der beiden Tensoren positiv
definit ist.

(e
[vu]

S S
(A1) > wenn n - (A — B) n>0 Vn (2.90)

Statt nur die Langen der Normalanteile zu vergleichen, werden bei der Vereinbarungsalter-
native (A2) die Lingen der vollstdndigen Vektoren w und v verglichen.

S S
(A2) A>B wemn w-w>v-v Vn

(Bei nicht symmetrischen Tensoren miifite hier unterschieden werden, ob es sich um rechts-
oder linksseitige Vektoren handelt. Mit w = n - A entsténde w - w = n - éT -A-n)

S S s S
w-w:<n-A)-(n-A):n-A-AT-n:

2'@

IS
[
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Die Alternative (A2) ist gleichbedeutend mit der Forderung, daf die Differenz der Quadrate
der beiden Argumenttensoren positiv definit sein muf.

[
(low]

S S
(A2) > wenn n - <A2 - B2> n>0 Vn (2.91)
Als dritte Moglichkeit konnten jeweils Vektoren w und v in ihrer Lange verglichen werden,
die nicht aus dem gleichen n hervorgehen, sondern die zueinander parallel sind. Um diese
Vereinbarungsalternative mathematisch zu fassen und in eine zu den beiden ersten Alter-
nativen vergleichbare Form zu iiberfithren, wird zunachst als Vektor w das f-fache von v
angesetzt. Daraus resultiert eine Beziehung zwischen den zugehorigen Normaleinsvektoren n

(fiir w) und n* (fir v = w/f).

|
—_

=
I
4

n n =

IS

ST

*

* . B —

[lowivy H:J;o;
—l

U
IS
8NN
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V= 7w=n w -

~| =
~| =

Die Vereinbarungsalternative (A3) erkldrt dementsprechend den Tensor A als grofler als
Tensor B, wenn der Faktor f fiir alle Richtungen n grofler als Eins ist.

Aus der Beziehung zwischen n und n* kann wiederum das Verhaltnis f zwischen den paral-
lelen Vektoren w und v berechnet werden.

Von diesen Faktoren f wird nun gemafl der dritten Vereinbarungsalternative verlangt, daf3

S S
sie bei A > B stets grofler als 1 sind.
S S s S 9 S
(A3) A>B wemn n-|(A-B“-A)]-n>1 Vn (2.92)

Dies 148t sich mit
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Die Vektoren links und rechts von der Klammer konnen ohne Anderung der Relation wie-
derum normiert werden.

S S
n-A S S n-A
= -(BQ—A2)- =7 >0 Vo (2.93)
n-A n-A
5 nA
Wegen der vereinbarten Invertierbarkeit von A entspricht jedem n ein —=.
n-A
A s | s
n .
n = = - = n=n"-A'|n-A (2.94)
n-A

Somit kann Gleichung 2.93 vereinfacht dargestellt werden.

S99
= n-(B*-A n>0 Vn

Allerdings ist auch in dieser Form ein Vergleich mit (A1) oder (A2) kaum moglich (vergl.
Gln. 2.90 u. 2.91). Hierfiir bietet es sich an, bereits Gleichung 2.92 umzuformen. Aufgrund
der Symmetrie des Produkts A - §’2 - A kann Gleichung 2.88 angewendet werden.

S S, S S, Sy, S,
Nach einer Umformung analog zu den Umformungen von Gleichung 2.92 ergibt sich:

99 82 §a So 99
n-(A7-B"-A n<l Vn = n-(B°—A°)-n<0 Vn
(2.95)

S99 89
= n-(A°=B°)-n>0 Vn

Also resultiert aus der Vereinbarungsalternative (A3) die gleiche Relation wie bei (A2) in
Gleichung 2.91. Die beiden Forderungen (A2) und (A3) sind somit gleichbedeutend. Zu kléren
ist die Frage, ob sie eindeutig schirfer oder eindeutig schwécher als (A1) sind oder in einem
mehrdeutigen Verhéltnis zu (A1) stehen.

S S
Der Ausdruck A2 — B? in Gleichung 2.95 entspriiche im Skalaren: a® — b* = (a — b) (a + b).
Fiir Tensoren folgt bei einer solchen Aufteilung:

s S\ (5 S s, S S S s s,
X=\4-B)|(4+B)=A4"+4-B-B-4-8
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S S
Dieser Tensor ist nicht mit éz — §2 identisch. Da aber die Differenz antisymmetrisch ist,
sind die symmetrischen Anteile identisch.

s AN\T 5 s Sy S,
A-B)] =B-A = =A"-B

I><en

s S
Dies ist von zentraler Bedeutung. Die Summe A + B ist positiv definit, da beide Summanden

vereinbarungsgemaf positiv definit sind. Ist nun die Differenz i —é ebenfalls positiv definit
(Forderung (A1), Gl. 2.90), so folgt daraus zwar, dafl das Produkt X ausschlielich positive
Eigenwerte hat (vergl. Gl. 2.86). Da aber X in der Regel nicht symmetrisch ist, ist X damit
nicht zwangsweise positiv definit (vergl. Gl. 2.77). Folglich ist dann auch der symmetrische
Anteil von X nicht zwangsweise positiv definit (vergl. Gl. 2.78), und dieser Tensor hat dann
auch mindestens einen nicht positiven Eigenwert. In diesen Fallen ist demnach Forderung
(A3) verletzt (s. Gl. 2.95), obwohl Forderung (A1) erfiillt ist.

S )
n- A n>0Vn
s s, S
n- B -n>0 Vn>7é>n-(A2—Bz>-n>0 Vn
S S
n-<A—B>-n>0 Vn
V

S
Ist im umgekehrten Fall Forderung (A3) erfiillt, so ist X positiv definit und damit auch
der Tensor X selbst (Gl. 2.78). Dann hat das Produkt der positiv definiten Tensoren X

s S\
und (A + B) ausschlielich positive Eigenwerte (Gl. 2.86). Dies ist aber die Differenz

der vereinbarungsgeméafl symmetrischen Tensoren 5 und é Damit ist auch die Differenz
symmetrisch und somit bei ausschlieflich positiven Eigenwerten auch positiv definit (vergl.
Gl. 2.76). Somit ist die Forderung (Al) immer erfiillt, wenn Forderung (A3) erfiillt ist.
Forderung (A3) umfat also Forderung (A1) vollstandig.

\

n- n>0 Vn

I3 sty

B .

S
n - (A2

Dariiber hinaus ist Forderung (A3) offensichtlich mit der Vielfachen-Regel (Gl. 2.89) ver-
traglich.

S S
n>0 Vn ) = n-(A—B)-n>O Vn

n>0 Vn

|
llow]o
[\]
N—

V

Aus diesen Griinden wird im Rahmen dieser Arbeit der Vergleich zweier Tensoren anhand
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der dquivalenten Forderungen (A2) und (A3) definiert.
\

n- n>0 Vn

(o] eSS
s

V

llon]o

n- n>0Vn } =

S S
n-(A2—B2)-n>0 ¥ n

Ist also ein Tensor A grofler als Tensor B, so ist die Differenz A — B in jedem Fall positiv

(2.96)

/

definit. Eine positiv definite Differenz A — B ist aber noch kein sicheres Zeichen dafiir, da8
der Tensor A grofler als B ist. Das bedeutet auch, dafl die Summe zweier positiv definiter
Tensoren nicht in jedem Fall grofler als die einzelnen Summanden ist. Natiirlich ist die Summe
dabei trotzdem nicht kleiner als der betreffende Summand. Es handelt sich in solchen Fallen
um zwei Tensoren, von denen keiner eindeutig kleiner oder grofler ist.

2.4.2.4 Analogie Tensor - Ellipsoid

Der Gedankengang, der der Vereinbarungsalternative (A3) zugrunde lag (Gl. 2.92), fiihrt
unmittelbar zu einer sehr anschaulichen Interpretation der '>’-; '<’-Relationen bei sym-
metrischen Tensoren 2. Stufe. Wird namlich eine Form 1 = w - C° 2 . w in demjenigen
Koordinatensystem berechnet, das zu den Eigenrichtungen e;, e;; und ey von C' = CT
gehort, so ergibt sich die charakteristische Form einer Ellipsoidgleichung (vergl. Altenbach
& Altenbach 1994, S. 54).

2 2 2
Wi Wy WL
w=n-C = nn=1l=w-02w=|—) +(=] +[ = 2.97
- = - =T (CI> (CII> <CHI> (2.9

IS

Abbildung 2.9: Ellipsoidreprésentation eines
Tensors C'. Bei den Vektoren n handelt es sich
um Einheitsvektoren (n - n = 1) beliebiger
Richtung.

Die Hauptachsen dieses Ellipsoids entsprechen in der Lange den doppelten Eigenwerten Cf,
Crr und Chyp von €' und in der Richtung dessen Eigenrichtungen e ,. Alle Vektoren w, die
sich durch Multiplikation eines Tensors 2. Stufe mit Vektoren n der Lange Eins ergeben,
gehoren somit in der in Abbildung 2.9 gezeigten Weise zu einem einzigen Ellipsoid.

Die Betrachtung paralleler Vektoren w = n - €' und v = n* - X, die zur Vereinbarung
(A3) fir die Relation X > C' (vergl. Gl. 17) fiihrte, besagt nunmehr, daf ein Tensor X dann
grofler als ' ist, wenn das zu X gehorende Ellipsoid das zu C' gehorende Ellipsoid vollstandig
umfangt.
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2.4.3 Maximum-/Minimumfunktion von Tensoren

Die anschauliche Interpretation des ">’-) "<’-Vergleichs von Tensoren zweiter Stufe anhand
sich umschliefender Ellipsoide eroffnet die Moglichkeit, auch die Maximum- und die Mini-
mumfunktion in der Anwendung auf tensorielle Argumente in mathematisch und physika-
lisch sinnvoller und gleichzeitig der Anschauung leicht zugénglicher Weise zu vereinbaren.
Die zugehorigen Herleitungen erweisen sich allerdings als deutlich komplexer als bei skalaren
Argumenten. Zwar lielen sich z.B. fiir den Spezialfall von Tensorargumenten mit identischen
Eigenrichtungen eventuell einfache Regeln ableiten, dies reicht aber fiir die hiermit ange-
strebten Anwendungen, wie z.B. tensorielle Geschichtsvariablen, keinesfalls aus. Vielmehr
taucht das zentrale Problem auf, dafl beispielsweise das Maximum einer Gruppe von Tenso-
ren, die lediglich gegeneinander verdreht sind, in der Regel nicht mit einem der Argumente
iibereinstimmt. Das Maximum ist also nicht mehr wie im Skalaren unbedingt ein Element
aus der Gruppe der Argumente. Hilfreich ist an dieser Stelle eine Umdeutung der Maximum-
funktion, die deren Wirkung im Skalaren unverandert 1at. Das Maximum einer Gruppe von
Argumenten ist danach der kleinste Wert aus der Menge derjenigen Elemente, die jeweils
groffer als alle Argumente sind.

1 2 n k
maX{C,C’,...,C’} :minHX‘X>C;kzl,Q,...,n}}

Auf den ersten Blick wird hier méglicherweise kein Fortschritt erkennbar, da nun statt einem
Maximum ein Minimum gesucht wird. Der entscheidende Unterschied ist aber, daf hier das
Minimum in jedem Fall ein Element der Argumentgruppe ist, so dal der Vergleich einer
geeigneten (skalaren) Invarianten der einzelnen Tensoren ausreichen wird, um ein derartiges
Minimum aufzufinden (s. Gl. 2.98).

2.4.3.1 Kleinstes umbhiillendes und groBtes einbeschriebenes Ellipsoid

Auf diese Weise und mit Hilfe der vorgenommenen Definition der ">’-Relation 148t sich nun
unmittelbar auch das Maximum einer Gruppe von Tensoren leicht veranschaulichen:

Das kleinste Ellipsoid, das die Ellipsoide der symmetrischen positiv
definiten Tensoren A, B, C', ... vollstandig umbhillt, gehort zu dem
Tensor M = max[A, B, C',.. ]

Es ist lediglich noch zu prézisieren, was unter dem ’kleinsten’ Ellipsoid der (unendlich grofien)
Gruppe dieser umhiillenden Ellipsoide zu verstehen ist. Als mafigebliche Invariante bietet sich
unmittelbar das Ellipsoidvolumen an. Mit den Bezeichnungen aus der Gleichung 2.97 fiir das

Ellipsoid betragt es:

4 4
VElipsoid = 3™ C1CnCmr = 3T I(C) . (2.98)

und ist damit proportional zur dritten Hauptinvarianten des zugrundeliegenden Tensors, die
wiederum der Determinante der Koeflizientenmatrix des Tensors (bei einer Darstellung in
kartesischen Koordinaten) entspricht.
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Damit ist die Verallgemeinerung der Maximumfunktion auf symmetrische positiv definite
Tensorargumente zweiter Stufe vollstandig. In analoger Weise 143t sich auch die Minimum-
funktion verallgemeinern:

Das grofite Ellipsoid, das von allen Ellipsoiden der symmetrischen
positiv definiten Tensoren A, B, C', ... umhiillt wird, gehort zu dem
Tensor m = min[A, B, C,...].

Die Eigenschaften der neu definierten Maximum- und Minimumfunktion fiir tensorielle Ar-
gumente unterscheiden sich in einigen Aspekten von denen der skalaren Gegenstiicke. Ein
wichtiger, bereits angesprochener Unterschied besteht in der (Nicht-)Zugehorigkeit des Funk-
tionswerts zu der Gruppe der Argumente. Ein weiterer wichtiger Unterschied besteht darin,
daB bei den tensoriellen Varianten die Vorausberechnung von Teilmaxima/-minima einen
Einfluf auf das Endergebnis haben kann. Im Skalaren gilt beispielsweise uneingeschrankt:

max|max|a, b] , ¢] = max]a, b, ¢] = max|a, max/b, c|]

Bei tensoriellen Argumenten lassen sich hingegen Beispiele finden, bei denen diese Regel ver-
letzt wird. Wird beispielsweise ein Ellipsoid/Tensor A mit den Hauptachsenldngen a, b und b
mit a > b um z.B. 15° um eine der beiden kiirzeren Hauptachsen gedreht und wird dann zu
dem gedrehten Ellipsoid/Tensor A* und A selbst das kleinste umbhiillende Ellipsoid ermittelt,
so ist die grofite Hauptachsenlidnge dieses Ergebnisellipsoids grofler als a. Wird zu diesem
Ellipsoid und einer Kugel mit Radius a (zugehoriger Tensor: a £) anschlieBend wiederum
ein umbhiillendes Ellipsoid gesucht, so hat auch dieses die gleiche grofite Hauptachsenlange.
Werden hingegen die gleichen drei Argumentellipsoide in einer anderen Reihenfolge mitein-
ander verkniipft, so stimmt das Endergebnis immer mit der Kugel mit Radius a iiberein, da
die beiden anderen Argumentellipsoide vollstandig in die Kugel passen.

max(max[4, A*],a E] # max[4, max[A*,a E]] = a £ (299
Die Kugel ist in diesem einfachen Beispiel offensichtlich die Losung mit dem kleinsten Vo-
lumen. Das Beispiel stellt somit insofern einen Sonderfall dar, als daf§ das Ergebnis der
Maximumfunktion ein Element der Argumentgruppe ist.

ag - max[év é*’ ag]

Im folgenden wird ein Algorithmus vorgestellt, mit dem es moéglich ist, zu zwei Argumenten
das kleinste umbhiillende Ellipsoid bzw. das grofite einbeschriebene Ellipsoid direkt (ohne
Iteration) zu berechnen. Um mit diesem Algorithmus zu einer Argumentgruppe mit mehr
als zwei Elementen das Maximum zu finden, mufl somit zunéachst fiir zwei Argumente das
Maximum berechnet werden, dann von diesem partiellen Maximum und einem weiteren Ar-
gument wiederum das Maximum und so fort, bis alle Argumente berticksichtigt sind. Bei den
Problemstellungen, auf die hier abgezielt wird (z.B. tensorielle Geschichtsvariablen), haben
die Argumente eine vorgegebene natiirliche Reihenfolge (im einfachsten Falle die zeitliche
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Abfolge des Auftretens der Argumente) und das Maximum wird in der Regel nicht erst
abgefragt, wenn alle Argumente vorliegen, sondern das Maximum wird immer dann aktuali-
siert, wenn ein neues Argument verfiighar wird. Fiir derartige Aufgabenstellungen stellt der
in Gleichung 2.99 dargestellte Einflufl der Bearbeitungsreihenfolge keinerlei Einschrankung
dar.

Bei einer Aufgabenstellung, bei der die Abarbeitungsreihenfolge wahlbar ware und somit
Einfluf auf das Endergebnis nehmen konnte, mifiten, um das absolut kleinste alle Argumente
einhiillende Ellipsoid zu finden, prinzipiell alle denkbaren Reihenfolgen berechnet werden.
Dieser Aufwand stiege mit der Zahl der Argumente stark an. Eine Alternative bestande in
dem Versuch, einen allgemeineren Algorithmus zu finden, der eine direkte Berechnung des
Maximums von mehr als zwei Argumenten erlaubt. Da aber bereits der Algorithmus fiir
zwei Argumente nicht trivial ist, ist nicht sicher, ob ein allgemeinerer Algorithmus zu finden
sein wird. Fiir die hier behandelten Aufgabenstellungen besteht aber, wie bereits ausgefiihrt,
ohnehin kein Anlaf fiir eine solche Entwicklung.

Es verbleibt nunmehr lediglich der mathematische Aspekt, eine Berechnungsmoglichkeit fiir
das zwei gegebene Ellipsoide umhiillende volumenkleinste Ellipsoid anzugeben. Die Qualitat
dieses Algorithmus und der damit verbundene numerische Aufwand sind von entscheidender
Bedeutung fiir die Effizienz von Ellipsoidreprasentationen bei der Modellierung induzier-
ter Anisotropie. Erfreulicherweise ist es gelungen, den im folgenden beschriebenen, direkten
(nicht-iterativen) und schnellen Algorithmus zu entwickeln.

2.4.3.2 Ellipsoidverzerrungen

Von entscheidender Bedeutung fiir die Ellipsoidberechnung ist die Tatsache, dafi ein Ellip-
soid nach einer geometrischen Verzerrung (entsprechend einem linearen Ansatz mit einem
Deformationsgradienten F') wiederum ein Ellipsoid ergibt. So wie die Vektoren v = n - X
ein Ellipsoid bilden (s. Abb. 2.9 u. Gl. 2.97), so ergibt sich auch fiir die verzerrten Vektoren
F' - v die charakteristische Form einer Ellipsoidgleichung.

Zu dem mit [ verzerrten Ellipsoid gehort der Tensor X

—zerr-

F.v= @* ’ ):(zerr mit: )Z(zerr - E - X2 FT (2'100)

Zur Berechnung des kleinsten umhiillenden Ellipsoids H zu zwei Argumentellipsoiden X und
Y werden nun zunachst beide Argumenttensoren gleichermafien verzerrt. Die Verzerrung er-
folgt derart, da8 X zum Einheitstensor und das zugehorige Ellipsoid damit zur Einheitskugel
wird (vergl. Abb. 2.10).

-1

Xew =E = —

=—= Zerr

I~
[

Mit diesem speziellen [’ wird auch Y verzerrt.

Xzerr: \/F'YQ'FT:\/XI'Yg'Xl (2.101)
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Aufgrund der Kugelform hat X
eine Eigenrichtung von X

X, or keine ausgezeichneten Richtungen. Jede Richtung ist

Richtungsinformationen liegen somit nur noch in Y vor,

—zerr- zZerr

speziell in dessen Eigenrichtungen, die hier durch die drei orthogonalen Einheitsvektoren

e 4 reprasentiert werden. Die verzerrte Variante H ... des gesuchten kleinsten umhiillenden

== zerr
Ellipsoids H wird mit den gleichen Eigenvektoren e 4 ausgestattet. Damit dann das zu diesem
H,.., gehorende Ellipsoid die zu X

die einzelnen Eigenwerte von H

X,orr und Y, gehorenden Ellipsoide umbhiillt, miissen

H, .., mindestens so grof§ sein wie die jeweils zur gleichen

Eigenrichtung gehérenden Eigenwerte von X ... (alle Eigenwerte gleich Eins) und Y

folgt damit (vergl. Abb. 2.10):

Zerr -

Fiir die Eigenwerte H, serr, A VOIL H

== zerr

Hyra = max (1, Y, 4) - (2.102)

Zerr,

Abbildung 2.10: Einfache Konstruktion des kleinsten umhiillen-
den Ellipsoids H zu zwei Ellipsoiden X und Y. In einer verzerrten

Darstellung, in der X, einer Einheitskugel entspricht, ergibt
sich H . aus Y o1, ‘indem jeder Eigenwert auf den Mindestwert
Eins gebracht wird. AbschlieBend wird die Verzerrung riickgéngig
gemacht.

AbschlieSlend muf3 lediglich die Verzerrung von H .., aufgehoben werden.

—= Zerr

Hyerr =/ E - o*. rt = H = \/;( : (gzerrf’g (2.103)

Es verbleibt zu belegen, dafl auf diesem Weg tatsédchlich das umhiillende Ellipsoid mit dem
kleinsten Volumen gefunden wird. Hierfiir ist als erstes zu beachten, dal gemaf3 Gleichung
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2.98 das Volumen proportional zur dritten Hauptinvarianten und damit zur Determinante der
Koeffizientenmatrix des zugehorigen Tensors ist. Die Determinante eines Matrizenprodukts
entspricht dem Produkt der Einzeldeterminanten, also folgt aus der Verzerrungsvorschrift in
Gleichung 2.100:

1(X o) = \/I(E) 1(X?) L(ET) = I(E) I(X)

Demnach wird sich bei der Verzerrung das Volumen aller beteiligten Ellipsoide in gleicher
Weise um den Faktor I5(F') dndern. Die Verhéltnisse der Volumina untereinander bleiben

aber erhalten, und insbesondere behalt das umhiillende Ellipsoid mit dem kleinsten Volumen
diese Eigenschaft auch in der verzerrten Form bei.

Abbildung 2.11: Nachweis des minimalen Volumens des gemaf3
Abb. 2.10 ermittelten umhiillenden Ellipsoids. Diinne durchgezo-
gene Linien: Ellipsen, die durch Drehungen aus der H . .-Ellipse

== zZerr

hervorgehen (und die Y, -Ellipse schneiden); unterbrochene
Linien: Verdrehte Ellipsen mit (in jedem Fall) vergréfiertem ma-
ximalem Eigenwert, so dafl die Y, -Ellipse wieder tangiert und

— Zerr
damit umhillt wird.

Abbildung 2.11 belegt anhand von gedrehten Versionen des gemafi Gleichung 2.102 berech-
neten umbhiillenden Ellipsoids, dafl dieses das kleinste Volumen hat. In Frage kommen dabei
nur solche Drehungen, bei denen noch immer beide Argumentellipsoide tangiert werden
kénnen. In diesem Winkelbereich fithrt aber offensichtlich jede Drehung zu Uberschneidun-

gen zwischen dem jeweiligen verdrehten H . .-Ellipsoid und dem Y, -Ellipsoid. Um ein

umbhiillendes Ellipsoid mit diesen verdrehten Hauptrichtungen zu erzeugen, miifite also in
jedem Fall das Volumen vergroflert werden. Somit hat das H ... -Ellipsoid tatsachlich das

—= zZerr

minimale Volumen.

Mit den Gleichungen 2.101, 2.102 und 2.103 liegt somit der Algorithmus zur Berechnung des
zwei gegebene Ellipsoide umhiillenden volumenkleinsten Ellipsoids bereits vollstandig vor.
Dabei kann zur weitergehenden Vereinfachung auf die Berechnung der Wurzel in Gleichung
2.101 verzichtet werden, da der Eigenwertabgleich in Gleichung 2.102 ohne weiteres auch mit
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den Quadraten der beteiligten Tensoren durchfiihrbar ist, und in Gleichung 2.103 wiederum

nur das Quadrat von H,... verwendet wird.

Der damit vollstandig beschriebene Algorithmus wird in Abschnitt 6.2 zur Berechnung eines
Anisotropietensors fiir belastungsinduzierte Anisotropie verwendet. Die Argumenttensoren
fiir die Maximumfunktion sind dort die sich im Laufe eines Belastungsprozesses einstellenden
rechten Cauchy-Green-Tensoren. Die diese Argumenttensoren keine sprunghaften Anderun-
gen aufweisen konnen, entstehen auch bei dem umbhiillenden Ellipsoid keine sprunghaften

Anderungen.

2.4.4 Polarzerlegung von Tensoren

Ellipsoidreprasentationen existieren nicht nur zu symmetrischen Tensoren. Bei unsymmetri-
schen Tensoren stehen die Ellipsoidreprasentationen in engem Zusammenhang mit dem Po-
larzerlegungssatz. Wird ein unsymmetrischer, aber invertierbarer Tensor F' mit Normaleins-
vektoren n multipliziert, so entsteht analog zu Gleichung 2.97:

w=n- = n-n=1l=w-

1T (2.104)

Iy
Iy

Dabei ist der entstehende Tensor [/ 1. F ! genau wie der Tensor Q’z in Gleichung 2.97
symmetrisch und auch positiv definit. Letzteres zeigt sich an dem Spezialfall der Gleichung
283 mit X = E:

n- (Y- YT) n>0 Vn
we (Y-¥T) w0 v

Dementsprechend ergibt sich auch in diesem Fall ein Ellipsoid, das allerdings in seinen Haupt-
achsenrichtungen und -langen nicht mit den Eigenrichtungen und Eigenwerten von F' iiber-
einstimmt, sondern geméafl der Analogie zwischen den Gleichungen 2.104 und 2.97 mit den
Eigenrichtungen und Eigenwerten desjenigen symmetrischen und positiv definiten Tensors,
der in Begriffen der Gleichung 2.97 dem Tensor C' zu Q’2 entspricht, also gemafl Gleichung

1
2.104 der Wurzel aus dem Inversen Tensor zu F -1, ET .

-2
Tl.w:w.< FT-F) W

n-n=1=w-F"-

Il
Il

Sofern F' als Deformationsgradient interpretiert wird, so entspricht dieser Tensor /FT - F
bekanntermaflen dem rechten Strecktensor U. Da das Quadrat von U positiv definit ist, trifft
dies auch auf U selbst zu. Die beiden Tensoren U und F liefern also das gleiche Ellipsoid,
sofern die Einsvektoren n gemafl Gleichung 2.104 mit F' multipliziert werden. Dies schliefit
allerdings nicht die Behauptung ein, daf sich bei den Produkten jedes einzelnen Vektors n
mit den beiden Tensoren jeweils der gleiche Vektor ergibt. Ein Vektor w, der dem Produkt
n - I entspricht, wird sich vielmehr aus U durch die Multiplikation mit einem anderen
Einsvektor n* ergeben.

w=rn:-

I
!
\3*
=

= nf=n-F-U! (2.105)
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Das Tensorprodukt £’ - U -1 i{iberfiihrt somit jeden beliebigen Einsvektor n in einen Vektor
n* gleicher Lange. Dies legt die Vermutung nahe, dafl es sich um einen Orthogonaltensor

R = }:%Tfl handelt, denn (mit Gl. 2.51):

w=n-R = w-w=m-R)-m-R=n-RR n=n-n=1

Diese Vermutung kann bestéatigt werden.

I
liny

= F.U"?

F~(U1-U1)-U:F~(F1~FT1 U

I
I

=L

B U - (Ul | FT)l — (F- gfl)T’l

Somit wird vereinbart:

— RT’l

[l=v
I
Il

-U1:F-(FT-F)

Eine Umstellung dieser Gleichung liefert die Polarzerlegung des invertierbaren Tensors F' in
einen symmetrischen positiv definiten Tensor U und einen Orthogonaltensor R.

F=R-U (2.106)

Auch der Tensor R erhalt im Rahmen der Ellipsoidreprasentationen eine sehr anschauliche
Bedeutung, die im folgenden erklart werden soll. Aufgrund seiner Symmetrie hangt bei dem
Tensor U das Ergebnis einer Multiplikation mit einem Vektor nicht davon ab, ob der Vektor
links oder rechts vom Tensor steht.

”l/ .

I

—U-n

Somit formen die Vektoren U -n das gleiche Ellipsoid wie die Vektoren n - U und damit auch
n - F (vergl. Gl 2.105). Im Gegensatz zu den symmetrischen Tensoren macht es im Fall des
im allgemeinen unsymmetrischen Tensors F' einen Unterschied, ob die n-Vektoren von links
oder von rechts in den Tensor einmultipliziert werden.

Fon=n-F'#n-F

Dieser Unterschied 1a8t sich sehr gut mit Hilfe der Polarzerlegung von F'in Gleichung 2.106
untersuchen.

Iy

U-n)=R-(n-U)y=R-(n"-F)

.B:

1=

1=

Diese Gleichung zeigt, daf} die Vektoren F'-n ein Ellipsoid formen, das gegeniiber demjenigen
aus n - F' lediglich um R verdreht ist (vergl. Abb. 2.12). Beide Ellipsoide haben somit exakt
dieselbe Form.
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NN

Abbildung 2.12: Multlphkatlon des Deformationsgradienten F' mit Ein-
heitsvektoren n von links und von rechts. Die Ergebnisvektoren ergeben
zwei zueinander verdrehte Ellipsoide identischer Form, die zu den beiden
Strecktensoren U und V' gehoren. Die Verdrehung entspricht dem in der
Deformation enthaltenen Drehanteil R.

Analog zu dem Vorgehen bei der Herleitung des Tensors U anhand von n - F' wird nun auch
fir den Fall F' - n verfahren. Zunéchst wird der zu dem von den Vektoren F' - n geformten

-2

Dieser Tensor y/F - FT wird mit V bezeichnet. Sofern F' als Deformationsgradient interpre-
tiert wird, so entspricht dieser Tensor dem linken Strecktensor. Auch dieser Strecktensor ist

Ellipsoid gehorende symmetrische Tensor ermittelt.

Il
Il
Il

-1
.B:w/ é E-B:l:w/-ET .Fl-w/:w/.(

symmetrisch, hat ausschliellich positive Eigenwerte und ist somit auch positiv definit.

V=\E-ET=\/R-U U-R'=\/R-U-R' R U-R =R-U R
(2.107)
So wie die zu U und V gehorenden Ellipsoide sich lediglich um eine Drehung unterscheiden,
so sind auch die beiden Tensoren selbst lediglich zueinander verdreht, haben aber demnach
stets die gleichen Invarianten und Eigenwerte.

In Kombination mit Gleichung 2.106 ergibt sich die zweite Moglichkeit einer Polarzerlegung.

F=R-U=R-(R"-V-R)=V-R

Die beiden formgleichen Ellipsoide, die sich aus der Multiplikation eines unsymmetrischen
Tensors F' mit Einsvektoren n ergeben, lassen sich somit den symmetrischen und positiv
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definiten Tensoren U und V zuordnen, die sich durch Multiplikation von F' mit dem Or-
thogonaltensor }:%T ergeben. Dieser Orthogonaltensor beschreibt dartiber hinaus die relative
Ausrichtung der beiden Ellipsoide, woraus auch die Eindeutigkeit der Polarzerlegungen er-
sichtlich ist.

Im Gegensatz zu den Verhaltnissen bei symmetrischen Tensoren sind bei einer Ellipsoiddar-
stellung eines unsymmetrischen Tensors die Extremwerte des Ellipsoids im allgemeinen nicht
die Eigenwerte des Tensors und die Hauptachsen des Ellipsoids sind auch keine Eigenrichtun-
gen des Tensors oder seines symmetrischen Anteils, sondern der zugehorigen Strecktensoren
U und V aus der Polarzerlegung. In diesen Richtungen fallen auch n und w nicht zusammen.
Werden die gemeinsamen Eigenwerte von U und V' mit A, bezeichnet und die Eigenvektoren
von U mit e,, so ergibt sich mit Gleichung 2.107:

(:]:)\anoga , ‘:/:)\ ﬁ'ﬁaoﬁa'}:%T

a
Darin sind die Vektoren R - e, offensichtlich die Eigenvektoren e, von V' (Der Grund fiir die
Unterscheidung der Darstellungen der beiden Vektorgruppen e, und e, durch zwei verschie-
dene Indexgruppen besteht wiederum darin, z.B. die Koeffizienten F,, und F,; problem-
los unterscheiden zu kénnen. Vergl. Abschnitt 2.2). Die beiden Eigenvektorgruppen werden
durch R ineinander tiberfiihrt.

Roe,=eq4 = V=D>Nejoes, = LF=Xeyq0¢, (2.108)

Offenbar handelt es sich bei dieser neuen Darstellung von F' um eine koeffizientenfreie Dar-
stellung gemafl Gleichung 2.25, also der Summe dreier Dyaden mit jeweils einem der e,-
Vektoren und einem der A, e ,-Vektoren. Da bei dieser besonderen Form beide Systeme
orthogonal sind, entsteht eine Ahnlichkeit mit der Gleichung 2.52 fiir symmetrische Tenso-
ren. Im vorliegenden Fall allerdings sind weder die Werte A\, Eigenwerte von F', noch sind
die Vektoren e, oder ¢, Eigenvektoren von [, es sei denn, der Teiltensor R wird zum Ein-
heitstensor und die Vektoren e, und e, fallen zusammen. In diesem Ausnahmefall ist F
symmetrisch und identisch mit V' und U.

Zu jedem invertierbaren Tensor existieren somit immer zwei orthogonale Basissysteme, die
durch diesen Tensor ineinander iiberfiihrt werden. Im Unterschied zu einem orthogonalen
Tensor konnen allerdings nicht beide Systeme normiert sein.

Fr=Xegoe, , ex-I'=Xe;

[i=olllies!

L= eqoe, , exB= e , Breg= ¢y
Auflerdem iiberfiihrt ein orthogonaler Tensor samtliche orthogonalen Systeme wiederum in
orthogonale Systeme, wahrend dies bei einem allgemeinen Tensor nur fiir zwei bestimmte,
den Tensor charakterisierende Systeme gilt.

Abschlieflend seien die grundlegenden Beziehungen des Polarzerlegungssatzes noch einmal

zusammengefafit.
F=Xejoce, = V-R=R-U
V=2XNegoey , V- V=F F"
U=X¢oc, . U-U=F"-F 210
R= eyo0e, , R'=R"'



69

3 Beobachterkonzepte der Kontinuumsmechanik

Im Rahmen einer Gegentberstellung unterschiedlicher Beobachterkonzepte wird
die kontinuumsmechanische Basis fur die nachfolgenden Abschnitte bereitgestellt.
Der Schwerpunkt liegt in der Charakterisierung der Fulerschen und der Lagrange-
schen Betrachtungsweise mit den jeweiligen Spannungs- Deformations- und Lei-
stungsmaflen sowie geeigneten Zeitableitungen. Den klassischen Konzepten des
Fulerschen und des Lagrangeschen Beobachters wird das der Anschauung beson-
ders weitreichend zugangliche Konzept der sogenannten Standardbeobachter ge-
gentbergestellt, bei dem die Wahrnehmungen mehrerer beliebig bewegter Beobach-
ter verglichen werden. Hinzu kommen spezielle Beobachterkonzepte zur Definition
Fulerscher Zeitableitungen.

Beobachterkonzepte werden im Rahmen der Kontinuumsmechanik haufig verwendet, um
Zusammenhange und Besonderheiten zu veranschaulichen. Um beispielsweise den Einflufl
von Drehungen, die einer allgemeinen Deformation vor- oder nachgeschaltet sind, auf Euler-
sche und Lagrangesche Tensoren zu charakterisieren, werden fiktive Beobachter in einer der
dem Verformungsprozess zugeordneten Konfigurationen plaziert und ihre Beobachtungen der
jeweils anderen Konfiguration werden analysiert. Typischerweise ordnet beispielsweise ein so-
genannter Eulerscher Beobachter einen Verschiebungsvektor dem Ort zu, an dem sich das
verschobene Partikel nach der Verschiebung befindet, also dem Ort in der aktuellen Konfigu-
ration. Ein sogenannter Lagrangescher Beobachter ordnet den gleichen Verschiebungsvektor
dem Ort zu, von dem aus das Partikel verschoben worden ist, also einem Ort in der Refe-
renzkonfiguration. Somit verwendet der Eulersche Beobachter die aktuelle Konfiguration als
Referenz und beobachtet von dort aus die Startkonfiguration. Der Lagrangesche Beobach-
ter nutzt hingegen die Startkonfiguration als Referenzkonfiguration und beurteilt von dieser
Warte aus die aktuelle Konfiguration.

Bei den Konzepten des Eulerschen und des Lagrangeschen Beobachters wird in der Re-
gel stillschweigend davon ausgegangen, dafl der jeweilige Beobachter zwei Konfigurationen,
namlich die Start- und die aktuelle Konfiguration, unmittelbar (simultan) miteinander ver-
gleichen kann. Im Gegensatz dazu kann beispielsweise ein realer Laborant, der mit Hilfe
einer Zugmaschine einen Probekorper aus einem bestimmten Material verformt, um das
Kraft-/Verformungsverhalten zu untersuchen, zu jedem Zeitpunkt trivialerweise nur eine
Konfiguration des Probekorpers registrieren. Um diesen aktuellen Zustand mit einem friithe-
ren Zustand zu vergleichen, ware dieser reale Beobachter auf seine Erinnerung angewiesen.
Ein solcher Beobachter wird im folgenden als Standardbeobachter bezeichnet. Ein Standard-
beobachter ist weder ein Eulerscher noch ein Lagrangescher Beobachter. Entsprechend einer
typischen, alltaglichen Laborsituation hat ein Standardbeobachter folgende Eigenschaften
und (Un-)fdhigkeiten, die trivial anmuten, aber fiir den Vergleich mit anderen Beobachter-
konzepten von grofler Bedeutung sind.
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e Ein Standardbeobachter registriert zu jedem Zeitpunkt die aktuelle Konfiguration. Fiir
den Vergleich mit zuriickliegenden Konfigurationen ist er auf seine Erinnerung angewie-
sen.

e Ein Standardbeobachter empfindet sich selbst als unbewegt. Er versucht nicht, seinen
eigenen Bewegungszustand gegeniiber einem Inertialsystem zu ermitteln und dement-
sprechend seine Beobachtungen zu korrigieren. Beispielsweise weicht eine alltagliche La-
borsituation bereits durch die Erdrotation von einem Inertialsystem ab. Eine Korrektur
dieser krummlinigen Bewegung findet selbst bei langandauernden Experimenten wie
zum Beispiel Relaxationsmessungen in aller Regel nicht statt.

e Ein Standardbeobachter ist gegeniiber anderen, anders bewegten Standardbeobachtern
nicht ausgezeichnet.

e Ein Standardbeobachter registriert stets nur Koeffizienten von den gemessenen vektori-
ellen, bzw. tensoriellen Gréflen. Wenn er sich an frithere Zustande erinnert, erinnert er
sich an diese registrierten Koeffizienten.

Mit diesen Eigenschaften ist ein Standardbeobachter leicht vorstellbar und seine Beobach-
tungen sind damit der Anschauung gut zuganglich. Aus den gleichen Griinden weicht das
Konzept der Standardbeobachter aber grundsétzlich von solchen Konzepten ab, bei denen
andersartige, gegeniiber dem Laboranten fiktive Beobachter verwendet werden, die beispiels-
weise zwei Konfigurationen eines Verformungsprozesses simultan in Augenschein nehmen und
damit unmittelbar vergleichen kénnen, wahrend diese bei einem realen Experiment nur zu
unterschiedlichen Zeitpunkten existieren.

Wiederum andere Beobachterkonzepte werden herangezogen, um objektive Zeitableitungen
fiir Eulersche Tensoren zu beschreiben. Hier wird den Beobachtern eine durch den Verfor-
mungsprozess determinerte Bewegung auferlegt, und die Anderungen der Tensorkoeffizien-
ten, die sich in einem derart bewegten Koordinatensystem ergeben, werden als Koeffizienten
der tensoriellen Zeitableitung interpretiert. Hierzu wird diesen Beobachtern ahnlich wie den
oben beschriebenen Standardbeobachtern unterstellt, dafl sie ihre Eigenbewegung nicht re-
gistrieren. Andernfalls wiirden sie neben den zeitlichen Anderungen der Koeffizienten auch
Anderungen ihrer Basisvektoren bei der Bildung der Zeitableitung beriicksichtigen. Der we-
sentliche Unterschied zu den Standardbeobachtern besteht in diesem Fall darin, daf§ hier die
Beobachterbewegung durch den Verformungsprozefl determiniert ist, wahrend die Bewegung
der Standardbeobachter (absichtlich) unbekannt bleibt.

Einen Sonderfall stellen die Oldroyd-Zeitableitungen dar. Will man diese Ableitungen eben-
falls mit Beobachtern in Verbindung bringen, so entsteht das Bild eines sich mitverformenden
Beobachters, bzw. eines Beobachters, der den Verformungsvorgang durch eine sich mitver-
zerrende Optik verfolgt.

Ahnliche Beobachterkonzepte wie bei den Eulerschen Zeitableitungen werden herangezo-
gen, um das Postulat der materiellen Objektivitat zu veranschaulichen. Hierbei werden in
der Regel die Beobachtungen desselben Prozesses durch unterschiedlich bewegte Beobachter
verglichen. Haufig wird dies auch mit dem Wechsel des Bezugsrahmens (”Changes of frame
of reference”, Truesdell & Noll 1965) in Verbindung gebracht. Erstaunlicherweise finden sich
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diesbeziiglich in der Literatur bei Konzepten mit scheinbar gleichen Voraussetzungen trotz-
dem widerspriichliche Schluifolgerungen (s. z.B. Konig 2002, Salencon 2001, Truesdell &
Noll 1965). Deswegen soll hier das oben bereits motivierte Konzept der Standardbeobachter
entwickelt werden, das mit besonders einfachen und der Anschauung zuganglichen Begrif-
fen arbeitet, die somit auch einfach, klar und eindeutig vereinbart werden kénnen. Dem
Konzept wird die in Abschnitt 2.1.3 vorgestellte Auffassung beziiglich identischer Tensoren
zugrunde gelegt, wonach eine Vergleichbarkeit zweier Beobachtungen beziiglich aller Rich-
tungen Vorbedingung fiir die Untersuchung auf Identitat ist. Dies erscheint moglicherweise
trivial, es gibt aber durchaus andere (oftmals fiir Herleitungen oder konkrete Berechnungen
sehr praktische) Vorstellungsweisen, die implizit auf anderen Grundannahmen basieren.

3.1 Standardbeobachter

Die behandelten Beobachter sollen als Standardbeobachter bezeichnet werden, da sie in ihren
Wahrnehmungen und Fahigkeiten den gleichen Beschrankungen unterliegen sollen wie ein
realer Experimentator in einer alltaglichen Laborsituation. Eine solche Situation stellt allein
durch die Erdrotation bereits ein beschleunigtes Bezugssystem dar und ist somit gegeniiber
allen anders bewegten Beobachtungssystemen in keiner Weise ausgezeichnet. Es wird nicht
vorausgesetzt, dafl das jeweilige Bezugssystem einem Inertialsystem im Rahmen der Genau-
igkeitsanforderungen hinreichend nahe kommt. Vielmehr wird das Sich-Zuriickziehen in ein
Inertialsystem im Rahmen dieses Konzepts konsequent vermieden. Damit entfallt die Not-
wendigkeit, sich gedanklich in die fiir alltdgliche Verhéltnisse fiktive Position innerhalb eines
echten Inertialsystems zu versetzen. Es wird stattdessen ausdriicklich und vollstandig darauf
verzichtet, die Bewegungen der Beobachter oder deren Lagen zu bestimmten Zeitpunkten
von vornherein im Bezug auf den beobachteten Vorgang oder relativ zueinander in irgend-
einer Weise festzulegen. Trotzdem empfindet sich jeder Standardbeobachter wie vereinbart
durchgehend als unbewegt und beschreibt dementsprechend relative zeitliche Anderungen
(vergl. GL. 3.10). Dariiber hinaus wird realistischerweise davon ausgegangen, daf§ zum Zeit-
punkt der Beobachtung nur der aktuelle Zustand zuganglich ist. Um diesen Zustand mit
zuriickliegenden Zustianden vergleichen zu kénnen, ist der Beobachter auf seine Erinnerung
angewiesen, die, wie noch gezeigt werden wird, von der Eigenbewegung des Beobachters
abhangt. Mit diesen Vereinbarungen sollte es moglich sein, sich problemlos und ohne Ein-
schrankungen mit den Standardbeobachtern zu identifizieren und anschauliche Riickschliisse
zu ziehen.

Kernaspekt des Konzepts ist nicht etwa der Vergleich verschiedener Verformungsprozesse,
beispielsweise mit unterschiedlichen vor- oder nachgeschalteten Drehungen, sondern der Ver-
gleich der Beobachtungen ein und desselben Vorgangs in einem einzigen materiellen Arbeits-
punkt durch zwei beliebige Standardbeobachter. Diese Vorstellung zweier durchaus als real
denkbarer Beobachter, die den gleichen Vorgang im materiellen Arbeitspunkt registrieren,
impliziert einige grundsatzliche Eigenschaften solcher Beobachter. Diese Eigenschaften wer-
den hier der Definition der Standardbeobachter hinzugefiigt: Beide Beobachter miissen die
gleiche Wahrnehmung haben, d.h. sie miissen Einigkeit iiber den betrachteten Materialpunkt
erlangen kénnen. Aulerdem miissen beide Beobachter gleiche Groflenmafstibe haben und
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diese miissen richtungsunabhéangig sein, d.h. die Beobachter diirfen nicht selbst “verzerrt*
werden. Unter diesen Umstanden erlangen die beiden so definierten Standardbeobachter iiber
skalare Materialeigenschaften, wie z.B. die Dichte, iibereinstimmende Aussagen.

Hingegen kénnen die beiden Standardbeobachter aufgrund der jeweils defintionsgeméf (s.o.)
fehlenden Information iiber die Eigenbewegung weder absolute Richtungen identifizieren
noch Richtungsanderungen effektiv beschreiben. Dementsprechend ist damit zu rechnen,
daB die Beobachter beispielsweise beziiglich der Anderung Ekin der kinetischen Energie (und
sogar E\, selbst) oder der Leistung P,  der duBeren Kréfte keine eindeutigen Ergebnisse

erlangen konnen.
! A

. ‘ a A
Ekin 7£ Ekin ) Pex 7& Pex (3'1)
Allerdings sollten die Forménderungsarbeit (oder auch Spannungsarbeit, Lion 2000a) W,
und ihre zeitliche Anderung Py, fiir alle Standardbeobachter in iibereinstimmender Weise
feststellbar sein, denn jedem Beobachter sind alle Vorgange am Material auch fiir einzelne
Materialrichtungen durchaus zuganglich.
! A
PSp - PSp - PS

. (3.2)

Dieses einfache und intuitiv erfaBbare Axiom (vergl. Besdo 1974), die Beobachterunabhéngig-
keit der Forméanderungsleistung, bildet den kontinuumsmechanischen Ausgangspunkt des
Konzepts der Standardbeobachter und reprasentiert in diesem Rahmen das Postulat der ma-
teriellen Objektivitat (vergl. Truesdell & Noll 1965, Krawitz 1986, Betten 1998 oder Haupt
2000).

Die Beobachter sollen zunachst anhand ihrer Standorte identifiziert werden. Der eine Be-
obachter befinde sich am Ort “a“, der andere in “A“. Eine Ubereinstimmung der beiden
Standorte ist nicht notwendig. Die Bewegungen der beiden Orte o und A werden im Bezug
auf Geschwindigkeit und Beschleunigung ausdriicklich nicht festgelegt, es sei lediglich an-
gemerkt, daf jede natiirliche Bewegung stetig erfolgt. Dies gelte auch fiir die Bewegungen
der Standorte der beiden Beobachter und ihre jeweilige Rotation. Beide Beobachter sollen
dariiber hinaus vollig blind fiir einander und fiir die Beobachtungen des jeweils anderen sein.
Dies ist zwar prinzipiell nicht notwendig, dient aber als Absicherung fiir alle diesbeziiglichen
Folgerungen. Unter diesen Voraussetzungen soll nun untersucht werden, welche Informatio-
nen die beiden Beobachter benotigen, um zu dquivalenten Aussagen tiber das wahrgenom-
mene Materialverhalten zu gelangen.

Basissystem Urspr. Ableitung (Gl. 3.9)
A d
1. Beobachter: e, mit: e, e =0, o () - &‘a( ) (3.3)
A d
2. Beobachter: eq mit: ey -ep = 5AB A ( ) — E‘A( )

Zur Vereinfachung der folgenden Betrachtungen kann ohne Einschrankung der Allgemeingiil-
tigkeit vorausgesetzt werden, dafl beide Beobachter zur Beschreibung gerichteter Grofien, wie
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Vektoren oder Tensoren hoherer Stufe, jeweils ein orthonormiertes Basissystem wahlen, das
ihnen als unbewegt erscheint, und das sich somit genauso bewegt wie der Beobachter selbst.
Dies sei fiir den Beobachter in o das e,-System und fiir den 4-Beobachter das e ,-System
(vergl. Gl. 3.3). Zur Festlegung dieser Systeme konnten die Beobachter z.B. die Wande eines
Laborraums, geographische Richtungen oder auch den Fixsternhimmel benutzen. Die Wahr-
nehmungen der beiden Beobachter entsprechen somit bei tensoriellen Groflen zugehorigen
Koeffizienten, die jeweils zu einer beobachtereigenen Vektorbasis gehoren. Dementsprechend
muf differenziert werden zwischen unterschiedlichen Wahrnehmungen identischer Grofien ei-
nerseits und andererseits solchen Grofien, die selbst von der Beobachtung abhangen und sich
somit nicht nur in der Wahrnehmung von Beobachter zu Beobachter unterscheiden.

Damit die von den verschiedenen Standardbeobachtern registrierten Verzerrungen sinnvoll
verglichen werden konnen, wird dartiber hinaus vereinbart, dafl beide Beobachter die gleiche
Referenzkonfiguration wahlen. Auflerdem wird wiederum zur Vereinfachung der folgenden
Betrachtungen, aber ohne Einschrankung der Allgemeingiiltigkeit vereinbart, dafl beide Be-
obachter die gleichen Materialkoordinatenlinien und -flachen im beobachteten Korper regi-
strierten und dementsprechend das gleiche System von Materialkoordinaten verwenden.

Referenzkonfiguration Materialkoordinanten angepafite Basis
~ : or
. (3 - —
a-Beobachter: K 13 9% = 5e z
- , or
. 1 _ —
A-Beobachter: K & g; = 0_52

Zur Beschreibung des Materialverhaltens werden im allgemeinen neben Spannungs- und

Verzerrungsgrofien auch Aussagen iiber die zeitlichen Anderungen dieser GroBen benotigt.

Eine Moglichkeit der Beschreibung zeitlicher Anderungen sind lokale Zeitableitungen.
X(r,t+ At) — X(r,t — At)

V
X = lim == =
= Ago 2 At

(3.4)

Um die fiir das Materialverhalten relevanten zeitlichen Anderungen zu erfassen, ist allerdings
die Entwicklung der betreffenden Gréfe bei gleichbleibenden Koeffizienten &7, also am stets
gleichen Materialpunkt, von groflerem Interesse. Eine solche als substantiell oder auch ma-
teriell bezeichnete Zeitableitung ergibt sich formal aus dem Grenzwert des auf diesem Weg
entstehenden Differenzenquotienten.

X (&t + At) — X(&,t — At)
At—0 2 At

(3.5)

Typische Beispiele substantieller Zeitableitungen sind Geschwindigkeiten v und Beschleuni-
gungen a.

IS8

v="r ; a= (3.6)

Die gesonderte Symbolik eines iiber das Argument gesetzten Dreiecks fiir diese substanti-

A .
elle Zeitableitung dient der Unterscheidung zwischen Koeffizienten X"; der substantiellen
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Ableitung ):A( des vollstandigen Tensors X und ebenfalls substantiellen Ableitungen X ij der
skalaren Koeffizienten X*; von X. Um diese Unterscheidungsmoglichkeit sicherzustellen, wird
im Rahmen dieser Arbeit der Punkt als Ableitungssymbol ausschliefllich bei skalaren Ablei-
tungsargumenten verwendet.

A A . X0 (&t + At) — X5(E,t — At)
Xi=g¢-X-g ; X,= lim —1> 1 3.7
i=9 2 g T At—0 2 At (3.7)
Der Zusammenhang zwischen lokaler und substantieller Zeitableitung ist:
s 0X (9X Ox v
):(:_: a :):(_’_y.zoi( . (3.8)
ot r=const. 8$ t=const. ot &'=const.

Fiir den Vergleich der von verschiedenen Beobachtern wahrgenommenen Zeitableitungen
wird zunéchst eine entsprechend differenzierte Schreibweise eingefiihrt (vergl. Gl. 3.3). Jeder
Beobachter hat vereinbarungsgemafl sein Basissystem so gewahlt, dal es ihm als unbewegt
und somit zeitlich konstant erscheint.

d
dtl () il 41

Fiir den a-Beobachter ergibt sich damit fiir die Ableitung eines Tensors X, dafl bei einer

Darstellung in der e,-Basis lediglich die Koeffizienten abzuleiten sind.

1 (X) =
dt‘a(:) X dt‘ ab Ca Oeb) 0 0
— ——
d T Xoy | (ea) 00yt X (c,)
= € o e — e o e e, 0O — (&
dt‘ =b T “ab dt‘a =a/ T =b T hab Za dt‘a =b
:Xabﬁaoﬁb

Fiir den A-Beobachter folgt gemafl Gleichung 3.9 vollig analog:

= X
dt‘A* dt‘A AB €4.° ¢5) 0 0
—— ——
:dt‘A Xap)eaoep + Xap dt‘ 0§B+XAB§AOEA( B)

—XABGAOGB

Bei der Zeitableitung desselben Argumenttensors X kommen die beiden Beobachter somit
im allgemeinen zu unterschiedlichen Resultaten.

—| (X) = X, €40 &
il 510,

&‘A():Q = Xyp€aoep
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3.1.1 Beobachterunabhdngige Spannungen

Sofern die Standorte o und A der Standardbeobachter nicht zusammenfallen, kommen diese

P AP
tiber den Ortsvektor zu einem beobachteten Materialpunkt P (r fiir den a-Beobachter, r
fiir den A-Beobachter) unweigerlich zu unterschiedlichen Auffassungen.

aP oA AP
r=r+r

Umgekehrt fallen diese beiden Vektoren unabhangig von den zur Berechnung von Koeffizi-
enten verwendeten Basissystemen oder den unterschiedlichen Bewegungen der beiden Beob-

oA . .
achter zusammen, wenn der Vektor r zumindest momentan dem Nullvektor entspricht.

aP AP
=0 = r=r

\ﬁi

Die unterschiedlichen Standorte verlieren ihre Bedeutung, sobald Vektoren zwischen zwei
Punkten beschrieben werden. Auch in diesen Féllen stimmen allerdings die Vektorkoeffizi-
enten, die zwei Beobachter registrieren, im allgemeinen nicht tiberein, da Produkte mit den
individuellen Basisvektoren gebildet werden (vergl. Abb. 3.1).

Abbildung 3.1: Bei der Beschreibung der re-
lativen Lage zweier Punkte B und P erhalten
die beiden Beobachter in o und in A aufgrund
der Verwendung der individuellen Basisvek-
toren e, und e, unterschiedliche Koeffizien-
ten des Abstandsvektors A.

Sofern die Beobachtungen eines Abstandsvektors aber simultan erfolgen, so unterscheidet
sich die Situation, in der ein Beobachter das e,-System und der andere Beobachter das
e 4-System zur Berechnung von Koeffizienten nutzt, im Ergebnis in keiner Weise von der
Situation einer Koordinatentransformation, bei der beide Basisvektorsysteme von ein und
demselben Beobachter verwendet werden.

PB PB PB . PB B
ro=Tr,€,= Tq€q mit: 1, F 1y (3.11)

Die Kombinationen der unterschiedlichen registrierten Koeffizienten mit den individuellen
Basisvektoren zu vollstandigen Vektoren fiithrt somit zu einem beobachterunabhéngigen Er-
gebnis.
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Das iiber Abstandsvektoren Gesagte gilt ebenso fiir die iiber Gleichung 2.4 den Material-
koordinaten zugeordneten Basisvektoren g;, bei denen infinitesimale Abstande beschrieben
werden, und die daraus berechnete duale Basis gi.

=5 =g = §O=7'01=4 (312)
Der Cauchy-Spannungstensor setzt sich gemafi Gleichung 2.17 aus Dyaden von Normaleins-
vektoren zu Schnittflichen und zugehorigen Spannungsvektoren (flachenbezogene Kraftvek-
toren) zusammen (vergl. auch Abb. 2.7). Die beobachterunabhéngigen Vektoren gi entspre-
chen Normalvektoren zu &'~-Koordinatenflichen.
Auch Kraftvektoren sind beobachterunabhéngig. Dies 148t sich am Vorgang der Kraftmes-
sung durch eine Federwaage veranschaulichen. Zum Zeitpunkt der Kraftmessung beschreibt
der jeweilige Beobachter den Abstandsvektor zwischen zwei Punkten auf der Skala, also
einen beobachterunabhéangigen Vektor wie in Gleichung 3.11. Somit registrieren beide Be-
obachter (bei gleichem Materialpunkt und zum gleichen Zeitpunkt) den gleichen Cauchy-
Spannungstensor (genauer: sie registrieren Koeffizienten des gleichen Tensors). Sie bendtigen
dafiir keinerlei Informationen tiber ihre Ausrichtung oder ihre Bewegung.

=0 (3.13)

Qe
Qo

Diese Eigenschaft ist kennzeichnend fiir Groflen der sogenannte Eulerschen Darstellungs-
weise. Wird eine Eulersche Grofle von verschiedenen Beobachtern registriert, so ergeben alle
Beobachtungen identische Ergebnisse. Diese Aussage gilt nur fiir die vollstdndigen (tensoriel-
len) Gréflen. Die durch verschiedene Beobachter registrierten Koeffizienten eines Eulerschen
Vektors oder Tensors sind in der Regel verschieden.

3.1.2 Beobachterindividuelle Deformationsgradienten

!

Abbildung 3.2: Wihrend des Verformungsprozesses von der Referenzkonfiguration
KC zur aktuellen Konfiguration K bewegen sich die Standardbeobachter in nicht
festgelegter Art und Weise relativ zueinander.
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Wenn neben der beobachterunabhéngigen Forménderungsleistung (Gl. 3.2) mit den Euler-
schen Cauchy-Spannungen auch eine beobachterunabhangige Spannungsdarstellung existiert,
miissen auch die Verzerrungen beobachterunabhangig beschrieben werden konnen.

Um die Verzerrungen des Materials zu erfassen, registrieren die Beobachter die Abstands-
und Winkeldnderungen der Koordinatenlinien zu den Materialkoordinaten & beim Ubergang
von der Referenzkonfiguration K zur aktuellen Konfiguration K. Diese Anderungen wiederum
werden durch die Entwicklung der diesen Koordinaten zugeordneten Basen g; (vergl. Gl. 2.4)
erfaft.

Der Vergleich zwischen Referenz- und aktueller Konfiguration kann erst zum aktuellen Zeit-
punkt ¢ stattfinden. Somit muf jeder Beobachter die aktuellen Vektoren g,(t) mit seiner
Erinnerung an die g; (f) vergleichen. Da aber jeder Beobachter sein eigenes Basissystem als
unverdnderlich empfindet, konnen diese Erinnerungen durchaus unterschiedlich sein (vergl.
Abbn. 3.2 - 3.5).

Abbildung 3.3: Der Deformationsprozefl aus  Abbildung 3.4: Der gleiche Proze3 wie in

Abbildung 3.2 aus der Perspektive des mit  Abbildung 3.3 aus der Perspektive des mit
der e, -Basis verbundenen Beobachters in a.  der e 4-Basis verbundenen Beobachters in A.

Die Vektoren g;, die zum Zeitpunkt t beobachtet werden oder wurden, werden im folgen-
den mit einer Tilde gekennzeichnet. Zu dem Zeitpunkt ¢, zu dem diese Vektoren beobachtet
werden, ist die zugehorige K-Konfiguration die aktuelle Konfiguration. Demnach registrie-
ren zu diesem Zeitpunkt alle Standardbeobachter die gleichen Vektoren g;. Eine Beobach-
terabhangigkeit entsteht erst beim Erinnern zu einem spateren Zeitpunkt, wenn der jeweilige
Beobachter die zum Referenzzeitpunkt registrierten Koeffizienten mit seiner als unverandert
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Abbildung 3.5: Deformationsvorgang aus Abbildung 3.2 mit den unterschiedlichen Erin-
nerungen der beiden Beobachter an die Referenzkonfiguration zum aktuellen Zeitpunkt.

empfundenen Basis e, (t) wieder zu einem Vektor kombiniert.

Gia = 0i(t) ea(t) = {% _ .
gz(t) = Yiq §a(t)
Das gleiche tut der Beobachter in A in seinem e -Beobachtersystem. Er registriert zum
Zeitpunkt ¢ die Koordinaten G;4» die zum gleichen Vektor g; (f) gehoren, wie die g;, des
Beobachters in . Zum Zeitpunkt ¢ erinnert er sich dann an:

(07

(t) - [ep(t) -ealt)] ep(t) o ealt) = g;(t) -

(0 T@A ea(t) mit: gy = g;(f) - ea(t) = Gip [es(F) - ea(f)]
= ;‘%(t) -eb(t)] {eb(f) -GA(%V)] ea(t) (3.14)
|

iy

E\,QRQ

aA
Der Tensor @ kann als Produkt zweier Orthogonaltensoren dargestellt werden und ist somit

selbst auch ein Orthogonaltensor.

o a. A . . o _
' =508 = [ealt) o ealD)] - [en(®) oen] = GT (315)
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Die zum aktuellen Zeitpunkt vorliegenden Erinnerungen der einzelnen Standardbeobachter

aA
an die g;-Vektoren unterscheiden sich also um eine durch ¢ beschriebene Drehung (vergl.
auch Abb. 3.5). Dementsprechend unterscheiden sich auch die von verschiedenen Beobachtern
ermittelten Deformationsgradienten durch eine vorgeschaltete (vergl. Gl. 2.16) Drehung.

1

‘éi @
g =9°9 -

108
I

Mo

108

(3.16)

s

:g’lo

3.1.3 Beobachterunabhdngige Verzerrungstensoren

Eine Moglichkeit fiir die verschiedenen Beobachter, aus ihren individuellen Deformations-
gradienten (Gl. 3.16) beobachterunabhéngige Verzerrungstensoren zu extrahieren, besteht
darin, die Beobachtung eines fiir alle Standardbeobachter identifizierbaren, ausgezeichneten
Beobachters zu rekonstruieren. Eine Umformung der Gleichung 3.14 zeigt, dafl eine solche
Rekonstruktion prinzipiell moglich ist.

A a aA ) aA ~ ~

gi(t) = gi(t) - Q  mit: Q = [e,(F) - ea(t)] [ealt) - ec(t)] ey(t) o ec(t)
Sofern der Beobachter im e,-System zu den Zeitpunkten ¢ und ¢ neben dem sich deformie-
renden Korper auch das e ,-Vektorsystem des anderen Beobachters erkennen konnte, ware
er in der Lage, die Skalarprodukte e, () - €4 (¢) und e ,(t) - e.(t) zu berechnen und somit zu

rekonstruieren, welche Vektoren g,(t) der Beobachter im e ,-System benutzt. Er benotigte
hierfiir keinerlei Kenntnis iiber seinen eigenen Bewegungszustand. Wenn demzufolge alle
denkbaren Beobachter ohne Kenntnis anderer Beobachter ein bestimmtes Beobachtersystem
identifizieren konnten, so konnten sie auch die zu diesem ausgezeichneten System gehoren-
den g;-Vektoren und den Deformationsgradienten berechnen und damit die Verzerrung des
Materials eindeutig und tibereinstimmend angeben.

Die einzige Informationsquelle, die allen Beobachtern ohne Kenntnis ihrer eigenen Bewegung
zur Bestimmung eines solchen ausgezeichneten Beobachtersystems zur Verfiigung steht, ist
der ablaufende DeformationsprozefS. Dabei ist nicht entscheidend, dafl alle Beobachter den
gleichen Ursprung und die gleiche momentane Ausrichtung des ausgezeichneten Systems
ermitteln, es mufl lediglich sichergestellt sein, dafl die von unterschiedlichen Beobachtern
ermittelten Systeme zwischen ¢ und ¢ keine Relativrotationen ausfiihren. Als Kriterium fiir
das ausgezeichnete System ist die Forderung nach der Rotationsfreiheit des dort beobachteten
Verschiebungsfelds geeignet. Dieses System ist im Hinblick auf seine Rotation, wie gefordert,
fiir alle Beobachter eindeutig identifizierbar.

Obwohl der Verschiebungsvektor die Differenz zwischen zwei Orten beschreibt, ist er im

PB
Gegensatz zu dem Vektor r in Gleichung 3.11 von der Bewegung des jeweiligen Beobachters

abhangig, da die beiden verglichenen Orte beim Verschiebungsvektor zu unterschiedlichen
Zeitpunkten registriert werden.

u(e,,8%,1) = (¢, 2,85, 1) —r(¢', 64, 8%.7) (3.17)
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Gemaf den Gleichungen 2.38 und 2.40 entspricht dies einem symmetrischen Gradienten des

Verschiebungsfelds.
!

Vxu=0 & Vou=(Vou) (3.18)

Dieser Gradient hangt unmittelbar mit dem Deformationsgradienten zusammen.

i 0 ~ i or or i ~ r-1
cu=g gD =go(gh- o) =g ol -5) ~E-F

<

Das gesuchte Beobachtersystem zeichnet sich also durch die Besonderheit aus, dafl der in
diesem System registrierte Deformationsgradient symmetrisch ist. Diese Symmetrie ist nur
in dem gesuchten ausgezeichneten Beobachtersystem gegeben.

! r_ S
Vxu=0 & F=F=F

Dieser symmetrische und iiberdies stets positiv definite Deformationsgradient des ausgezeich-
neten Beobachters, der infolge seiner auf den Deformationsprozef3 abgestimmten Eigenbewe-
gung ein rotationsfreies Verschiebungsfeld registriert, ist der linke Strecktensor V. Gemaf
Gleichung 3.16 gewinnt ein beliebiger Beobachter diesen speziellen Deformationsgradienten
durch Polarzerlegung seines eigenen in der Regel unsymmetrischen Deformationsgradienten.

A
N

llesp
=92
159 o

<

(3.19)

Der linke Strecktensor und alle Tensorfunktionen dieses Tensors sind Eulersche, beobachter-
unabhéngige Deformationsmafle.

3.1.4 Beobachterunabhangige Zeitableitungen

Die von den Standardbeobachtern gemaf Gleichung 3.5 registrierten zeitlichen Anderungen
sind selbst bei einem Eulerschen Argument unterschiedlich, da zur Bestimmung der Differen-
zenquotienten wiederum Erinnerungen der Beobachter an zurtickliegende Zustéande benotigt
werden. Diese Unterschiede werden bereits in Gleichung 3.10 deutlich. Véllig analog zu dem
bei den Deformationsmaflen gewahlten Vorgehen konnen auch hier beobachterunabhangige
Tensoren bestimmt werden, indem die Beobachtungen in speziellen, anhand des beobachteten
Deformationsprozesses identifizierbaren Beobachtersystemen rekonstruiert werden. Zur Er-
mittlung der zugehorigen Rekonstruktionsvorschriften werden die von zwei beliebigen Stan-
dardbeobachtern registrierten zeitlichen Anderungen eines beobachterunabhéngigen Vektors
z untersucht (vergl. Gl. 3.10).

d d ) d d d
a‘a(@ = E‘a(l’A eq) =Tyeqt Ty E‘a(gA) = a‘A(lf’) +x-eyo0 a‘a(ﬁfﬁ
(3.20)
Offensichtlich unterscheiden sich diese Zeitableitungen um einen additiven Term. Der darin

d
enthaltene Tensor e 40 a‘ ( e A), der die Bewegung des (vom a-Beobachter zu rekonstruieren-
den) A-Beobachters aus der Sicht des a-Beobachters beschreibt, hangt mit der Zeitableitung
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A
des Tensors i@ (vergl. Gl. 3.14) zusammen.

_ - d aA d
ey (t) ~eal®)] elt) o 3l (ea®)) = @ -ealt) o 7| (eal?))
d aAT d aA
= t N=0". —
catt o G (ea) = G- G (
d / d . . ) .
Dieser Tensor ist wegen T (Q Q) = E@]) = 0 antisymmetrisch. Fiir den transponier-
aA

ten Tensor wird die Abkiirzung W eingefiihrt.
iw-d (B¢ %T 3.21
:_dt‘ag Q= dt‘ ea)oes=— I (3:21)

aA
Da W eine Beobachtung aus dem e,-System ist (s. Gl. 3.21), empfiehlt sich eine Umstellung

der Gleichung 3.20.
d

E‘A@ dt‘

In dieser Form entspricht die Gleichung 3.22 der auf zwei bewegte Systeme verallgemeinerten
Eulerschen Differentiationsregel (vergl. Magnus & Miiller 1990). Mit Hilfe koeffizientenfreier
Darstellungen (s. Gl. 2.25) 148t sich dieses Ergebnis besonders einfach auf Tensoren 2. Stufe

)+ - W (3.22)

erweiltern.

« A
;f:;f:?:f:gkogf( =
d

Ty )
a4 &) dt‘ °g" + g0 dt‘Ag
aA d K Kk A
= dt‘ gr) + gx W ogh + g0 EQ(Q )+9 "W (3.23)
dg dK « aA

aA oA
z—\ X)-W - X+X W
dtla = - - = =
Die Gleichung bestatigt, dafl die Ableitung eines Fulerschen Tensors in einem beliebigen
Beobachtersystem im allgemeinen keine Eulersche Grofie ist. Allerdings konnte der Beobach-
ter im e,-System, sofern er neben der Deformation auch das e 4-System beobachten konnte,
die von einem Beobachter im e 4-System wahrgenommenen zeitlichen Anderungen Euler-
scher Groflen vollstédndig rekonstruieren (s. Gl. 3.21), ohne seine eigene Bewegung kennen zu
mussen.
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Damit kann wiederum, dhnlich wie in Abschnitt 3.1.3, ein fiir alle Standardbeobachter iden-
tisches Maf} ermittelt werden, indem jeder Beobachter mit Hilfe der Gleichung 3.23 diejenige
Zeitableitung rekonstruiert, die in einem ausgezeichneten System, das von allen Beobachtern
gleichermaflen identifiziert werden kann, beobachtet wird. Als ausgezeichnetes System kann
hier wiederum jenes genutzt werden, in dem das Verschiebungsfeld rotationsfrei erscheint
(vergl. Gl. 3.19). Auf diesem Weg ergibt sich die Zeitableitung nach Green und Mclnnis
(Haupt, 2000) bzw. nach Naghdi (Meyers et al. 2000).

My

%am - {% (R) -I%T} X+ X {% ) <R> .fz”T} (3.24)
“al i (B) By x x5, (2) A7)

Das hierbei genutzte spezielle Beobachtersystem hat allerdings den Nachteil, dafi es durch

=9 2
QO
I
=9 o
N
|3
1=
I
|
Q
N\
oy
N—
=
~

den Vergleich der aktuellen mit der Referenzkonfiguration definiert ist (Dies duflert sich
auch in dem Auftreten von R), und damit von der Wahl der Referenzkonfiguration abhéngig
ist. Dies ist fiir Zeitableitungen unbefriedigend, die durch den momentanen Zustand mit den
aktuellen Geschwindigkeiten beschrieben werden sollten. Naher liegt insofern ein System, das
dadurch ausgezeichnet ist, dafl ein Beobachter in diesem System ein rotationsfreies Feld der
zeitlichen Anderungen der Verschiebungen wahrnimmt. Diese Forderung ist gleichbedeutend
damit, daf das Geschwindigkeitsfeld rotationsfrei ist (vergl. Gl. 3.17).

£
—r=v

=D

>

Aus der verschwindenden Rotation folgt wiederum die Symmetrie des zugehorigen Gradi-
enten (s. Gl. 3.18). Dieser Geschwindigkeitsgradient &8t sich koeffizientenfrei durch die den
Materialkoordinaten zugeordneten Basen g; und deren Zeitableitungen ausdriicken.

! VN T
Vxv=0 = G=Vov=g'0g5=G (3.25)

Im Vergleich der beiden Beobachter ergibt sich mit Gleichung 3.22 eine addltwe Zerlegung.
Dabei entsteht zunachst eine koeffizientenfreie Darstellung des Tensors W (Gl 2.21).

Q

i)

A . d aA aA « aA
:glola (gi)+gi'W] Q+g (gi-W>:G+W (3.26)
(0%

Das e 4-Basissystem moge nun voriibergehend das ausgezeichnete System sein, in dem die

Rotation des Geschwindigkeitsfelds verschwindet und in dem somit der Geschwindigkeits-
aA

gradient symmetrisch sein mufl (Gl. 3.25). Aufgrund der Antisymmetrie von W (Gl. 3.21)

A aA o a

kann G nur dann symmetrisch sein, wenn W sich mit dem antisymmetrischen Anteil von G

aufhebt.
A AT aA o o 1/« an
G=GT = W=-0 nit Q:§(G—G) (3.27)
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Damit ist das gesuchte System bereits hinreichend spezifiziert, insofern sich die gesuchte
aA
Zeitableitung mit diesem speziellen W' von jedem beliebigen Beobachtersystem aus mit Hilfe

von Gleichung 3.23 berechnen 1afit. Diese Ableitung ist als Zaremba-Jaumann-Zeitableitung
bekannt und wird hier durch einen Stern iiber dem Ableitungsargument gekennzeichnet. Fiir
nunmehr wiederum beliebige Beobachtersysteme ¢, und e, gilt also:

«o A * « o

¥oX = -4 x40 x-x.0

==< ST @l S TEE TS
) ) ) (3.28)
S (X402 X-X-0
G+ 2 x-x

Die Zaremba-Jaumann-Zeitableitung und die Ableitung nach Green und Mclnnis (Gl. 3.24)

sind zwei der unendlich vielen %—Ableitungen, die von unterschiedlich bewegten Beobachtern
registriert werden. Es sind somit normale Zeitableitungen von in besonderer Weise beweg-
ten Beobachtern, also genau wie alle anderen echte Tensorableitungen! Dies gilt auch fiir
die vergleichsweise neue, sogenannte logarithmische Zeitableitung, die derart definiert ist,
daB ihre Anwendung auf den Fulerschen Hencky-Tensor den symmetrischen Anteil des Ge-
schwindigkeitsgradienten liefert. Die Definition dieser Zeitableitung und Anwendungen in der

Materialmodellierung finden sich bei Meyers et al. (2000) und Xiao et al. (2000 u. 2001). Bei
aA
dieser Art der Zeitableitung ist allerdings die Berechnung des zugehorigen W -Tensors (s. Gl

3.23) vergleichsweise aufwendig. Auerdem weist diese Zeitableitung beziiglich des Einflusses
der Referenzkonfiguration ein ahnliches Verhalten wie die Green-McInnis-Zeitableitung auf.

Neben den Eulerschen Zeitableitungen wurde eine weitere Eulersche Grofle gefunden, denn

aA
aufgrund der generellen Antisymmetrie von W folgt aus Gleichung 3.26 die Gleichheit der
symmetrischen Anteile der Geschwindigkeitsgradienten fiir alle Beobachter.

_1 e an _1 A AT
D-5(G+cn) - 5(Gc 320

Der auch als Formanderungsgeschwindigkeitstensor bezeichnete Tensor D ist somit ebenfalls
eine Eulersche Groie und in allen Beobachtersystemen identisch.

Somit stehen nunmehr neben dem Cauchy-Spannungstensor ¢ und dem linken Strecktensor
V und daraus abgeleiteten Verzerrungstensoren auch Eulersche Beschreibungsmoglichkeiten
fiir zeitliche Veranderungen zur Verfiigung. Wird mit Hilfe dieser Groflen das Verhalten von
Materialien beschrieben, so gelangt jeder Beobachter zu identischen Schlufifolgerungen in
Bezug auf das Materialverhalten, unabhangig von seiner individuellen Eigenbewegung.

3.1.5 Leistungsbilanzen

Mit dem Einflufl der Bewegungen der Standardbeobachter auf die verschiedenen Leistungsan-
teile in den Gleichungen 3.1 und 3.2 kntipft das prasentierte Konzept der Standardbeobachter
an die Axiomatik von Besdo (1974) an, die sich unter anderem durch eine sehr weitgehende
Anschaulichkeit auszeichnet. Die Aussagen dieses Abschnitts orientieren sich sehr eng an
dieser Axiomatik.
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Leistungen auflerer Krafte entstehen mit den beobachterabhangigen Geschwindigkeiten (13

A
bzw. v) zum einen durch verteilte Oberflachenkrifte dF’, wirksam auf einem Flachenab-
schnitt dA,

— — 'Oé — . 'Oé
d—A-ydA—§ vdA=n-og-vdA (3.30)

und zum anderen durch iiber das Volumen verteilte Feldkrafte f (z.B. in Folge eines Gravi-

dF -0 =

b
tationsfelds) und Fithrungs- und Coriolis-Trégheitskréfte Q(abgs — E{ >, die bei einer beschleu-

nigten Eigenbewegung des jeweiligen Beobachters auftreten.

ﬁex:?n'a'gdAJr?(f—@(acltos—g))-5dV (3.31)

Allein anhand ihrer Wirkung sind die Feld- und Tragheitskréfte fiir die Standardbeobachter
nicht unterscheidbar. Beispielsweise wiirde ein Beobachter, der sich im freien Fall befindet,
anhand der von ihm beobachtbaren Krafte kein Indiz dafiir finden konnen, dafl er sich be-
schleunigt einer Gravitationsquelle nahert.

Ein Teil der Leistung der duBeren Krifte fithrt zu Anderungen der ebenfalls beobachterab-
hangigen kinetischen Energie.

& 1BOé (8] Oé Ba le% g o Ie%
Ekin:_/v'vdm = Ekin:/a'vdm: oa-v dV (3.32)

Der neben der Anderung der kinetischen Energie verbleibende Teil PSp der Leistung der
aufleren Krafte hangt ausschliefSlich mit Formanderungen zusammen und sollte somit geméaf
Gleichung 3.2 beobachterunabhangig sein, obwohl er sich aus der Differenz zweier beobach-
terabhangiger Leistungen ergibt.

Mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes werden alle Integrale in Gebietsintegrale umgewandelt
und zusammengefaflt.

a @ g a abs\ « | A A
PSp:Pex—Ekin:/(V‘U‘U)+(f—Qa)'U dV' = Pox = Eygn - (3.33)

Demnach muf} die Differenz der beiden Beobachtungen verschwinden und auflerdem muf dies
bereits fiir den Integranden allein gelten, da die Leistungsbilanz auch fiir beliebige Teilkorper

= (Too (T-0)+ (o) (7 -8) =0 (3.34)

Der erste Term wird mit Hilfe von v- X -w = X --wov = ):(T - vow weitergehend analysiert.

zu erfillen ist.

Vigv=(-0)-v+ag (Vo) (3.35)

A
Fiir die Differenzgeschwindigkeiten v — 13 folgt gemaf Gleichung 3.22:

aA
y—ﬁzép-ﬂ/—d— (aA>
7 dtoe
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Der Gradient dieser Geschwindigkeitsdifferenz ist wegen der Ortsunabhangigkeit sowohl von
aA A
W (Gl 3.21) als auch von %" sehr einfach.

A aA
—E = Vo(v-1)=-W
Von der Forderung nach Beobachterunabhéngigkeit (vergl. Gl. 3.34) verbleibt somit:

UT“%Jr(f—QactL)SJrV-U)-(éP-%—d— (O‘TA)>LO . (3.36)

- dtla

aA
Da bei der Wahl der Beobachter die Groflen W' und O;;A unabhangig voneinander variiert

A
werden konnen, a[ aber nur in dem zweiten Term in Gleichung 3.36 auftritt, mufl der
beobachterunabhangige Vorfaktor dieses Terms stets Null ergeben.

|
f-0d +V-0=0 (3.37)

Dies ist die lokale Gleichgewichtsbedingung. Unter ihrer Beriicksichtigung und Beachtung
aA
der Antisymmetrie von W (s. Gl. 3.21) verbleibt als zweites Resultat aus Gleichung 3.36 die

Forderung nach Symmetrie des Spannungstensors.

aA |

aA aA ]
o W=0; W=-W' = g=g (3.38)

I}
I}

Mit der Beriicksichtigung dieser Folgerungen aus der Beobachterunabhangigkeit der Form-
anderungsleistung (auch: Spannungsleistung, z.B. Lion 2000a) nimmt diese nunmehr eine
stark vereinfachte Form an.

g g
PspZ/U-'<V05)dV:/o--DdV (3.39)

Damit gilt fiir die Gesamt-Leistungsbilanz:
g g abs
g-DdV=¢s-vdA+ (f—ga)-vdV . (3.40)

3.2 Eulerscher und Lagrangescher Beobachter

Neben der Untersuchung unterschiedlicher Beobachtungen des gleichen Vorgangs ist auch der
Vergleich ahnlicher Deformationen von Interesse. So 1afit die Polarzerlegung des Deformati-
onsgradienten in den Eulerschen Strecktensor V' und den Drehtensor R (Gl 3.19) erkennen,
dafl Deformationen, die sich untereinander lediglich durch vorgeschaltete Drehungen () un-
terscheiden, den gleichen linken Strecktensor liefern. -

159 o
I
13—

2 1 11 2 1
F=r-Q=VvV-R-Q = V=V,

'
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Eine nachgeschaltete Drehung iibertragt sich hingegen auf die linken Strecktensoren.

2 1 1 1 2 1 2 1
F=Q - F=Q-V-R = V=Q-V-Q" , R=Q-R

Diese Zusammenhange werden haufig so interpretiert, dal V' eine Beobachtung eines so-
genannten Eulerschen Beobachters ist, der fest mit der aktuellen Konfiguration verbunden
ist und von dieser Warte aus die Referenzkonfiguration beobachtet. Diese Vorstellung unter-
scheidet sich insofern von dem Konzept der Standardbeobachter, als dal hier unterstellt wird,
die beiden Konfigurationen waren gleichzeitig definiert und einer Beobachtung zuganglich.
Besonders interessant an dem Konzept des Eulerschen Beobachters ist die Erweiterungsmog-
lichkeit um den Lagrangeschen Beobachter, der von der Warte der Referenzkonfiguration aus
die aktuelle Konfiguration beobachtet. Das grundlegende Lagrangesche Verzerrungsmaf ist
der rechte Strecktensor U, der sich aus der alternativen Polarzerlegung (s. Gl 2.109) des
Deformationsgradienten ergibt.

F=V-R=R-B-V-R=R-U=\[EF"-F = U-RE -V R ()
Dementsprechend zeigen die Lagrangeschen Verzerrungsmafle vorgeschaltete Drehungen an,
nachgeschaltete hingegen nicht.

.Q:

[[=vPs
N
<
N
=~

Iy~ I~

@ = Q
= = (342

IS = 1D

Il
I 1330
== 1D

I 1S
I~ [

o 1M
(ESPR

Q- =@ =
Gemaf ihrer Plazierung werden die Beschreibungen durch den Eulerschen und den Lagran-
geschen Beobachter auch haufig als raumliche und materielle Beschreibung bezeichnet. Al-
lerdings mufl bei diesen Bezeichnungen der Trugschlufl vermieden werden, eine materielle
Beschreibung mit Fulerschen Grofien sei mit Einschrankungen verbunden.

Dariiber hinaus hangt das Konzept mit FEulerschem und Lagrangeschem Beobachter eng
mit dem in der Literatur ebenfalls haufig zu findenden Konzept der Bezugsplazierungen
zusammen. Eine Abgrenzung zwischen der Beschreibung verschiedener Prozesse wie in Glei-
chung 3.42 einerseits und andererseits verschiedener Beobachtungen desselben Prozesses 3.16
scheint in diesem Kontext allerdings mit grofleren Schwierigkeiten verbunden zu sein als bei
den Standardbeobachtern.

Im folgenden werden die Lagrangeschen Grofien in den Rahmen des Standardbeobachter-

konzepts eingefiigt.
3.2.1 Verzerrungstensoren der Lagrangeschen Betrachtungsweise

Mit Hilfe der Gleichungen 3.19, 3.16 und 3.41 1ait sich zeigen, dafl der rechte Strecktensor
U im Gegensatz zum linken Strecktensor V' beobachterabhéngig ist. So wie beim Deformati-
onsgradienten auch registriert also jeder Standardbeobachter seinen individuellen U-Tensor.

A 1 A ;@ aA a oA a oA

R=V' F=V'. F-Q=V"'"V-R-Q=R-Q =
ﬁ :éT-V-}% (3.43)
T4 :l N :A aA « a aA aA a oA
U=R""V-R=Q" RV R-Q=0"-U-¢
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AT

F=V- R
K _— K
—R-U

Abbildung 3.6: Anschauliche Deutung der Strecktensoren als
Teildeformationen. Zusétzlich sind die Eigenrichtungen der
beiden Tensoren angedeutet.

aA
Da @ ein Orthogonaltensor ist, stimmen allerdings die Eigenwerte aller Varianten iiberein.

oA
Wenn ) gemafl Gleichung 3.14 in Gleichung 3.43 eingesetzt wird, zeigt sich eine bemerkens-

werte Eigenschaft der von unterschiedlichen Beobachtern registrierten rechten Strecktenso-

remn.
«

aA
Q7 U

~

\

U = [en(F) - ea(D)] ent) o calt) - Urlt) ealt) o calt)

Die Gegentiberstellung zeigt, dafi die Koeffizienten U_; und U, tibereinstimmen, sofern die
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beiden Beobachtungssysteme zum Zeitpunkt ¢ identisch waren.

~ . o! A
€a (t ) = €4 (t ) = Uad(t) = UAD (t) (3‘44)

Diese Eigenschaft ist zur Charakterisierung der Lagrangeschen Groéflen geeignet. Demge-
geniiber stimmen die Koeffizienten der beobachterunabhangigen Eulerschen Tensoren iibe-
rein, wenn die Beobachtungssysteme zum aktuellen Zeitpunkt tibereinstimmen.

Q A
ea(t) = eqlt) = Zad(t) B iAD(t) (3.45)
Vaa(t) = Vap(t)

Um iibereinstimmende Koeffizienten iiber einen ganzen Zeitraum zu gewahrleisten, miifiten
somit die Bewegungen der Beobachter identisch sein. Bei den Lagrangeschen Grofien reicht
hierfiir die Ubereinstimmung zu Beginn des Prozesses aus. Diese Zusammenhénge stiitzen
die Bezeichnung materiell fiir die Lagrangeschen Grofien versus raumlich fir die Eulerschen
GroBen. Allerdings treffen die Gleichungen 3.44 und 3.45 nicht fiir die vollstandigen Tensoren,

sondern nur fir bestimmte Koeffizientenmatrizen zu.

Um die Lagrangesche Betrachtungsweise fiir die Formulierung von Stoffgesetzen nutzen zu
konnen, miissen Spannungsmafle und Zeitableitungen gefunden werden, die einer der Glei-
chung 3.43 entsprechenden Beziehung geniigen:

A aAT a oA
X=Q7 X -Q . (3.46)

Verkniipfungen von Tensoren mit dieser Eigenschaft fithren in praktisch allen relevanten

Fallen wiederum zu Lagrangeschen Tensoren.

Dies gilt sowohl fiir die Addition

A A aA a oA aA a oA aA « «@ aA
X+Y=0"-X0+Q"Y 0=0"(X+Y)-Q

als auch fiir die Multiplikation

und damit fiir beliebige Potenzreihen und Tensorfunktionen.

i g o (8)-T ) F

Der Metriktensor £ kann sowohl als Eulersche als auch als Lagrangesche Grofle aufgefaft

werden.

O
~
Iy
Fatd
I
Iy

aA aA
G-gr
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3.2.2 Lagrangesche Zeitableitungen

Die Suche nach Zeitableitungen, die zu einem Lagrangeschen Argument wiederum eine La-
grangesche Grofle liefern, setzt bei den von den einzelnen Beobachtern direkt ermittelten

. aA
zeitlichen Anderungen an. Hierbei wird eine Darstellung des Tensors @ (vergl. Gl. 3.14) in
aA -
gemischten Basen gewahlt, bei der die Koeffizienten @),; dem Beobachter im e 4-System als

zeitlich konstant erscheinen (s. ebenfalls GL. 3.14).

A aAT a oA

U=Q -U-Q =

aA(U> EA(QaBeBoea'Ucdecoed' ereeoeF>
d

aA a oA
at A(QaB Upa Qar € © €F>

aA
Der Beobachter im e 4-System empfindet neben den Koeffizienten @, auch die Dyaden e o

e als gleichbleibend (Gl. 3.9). Als einziger abzuleitender Term verbleiben somit die skalaren
a

Koeffizienten U, ;. Die Anderung dieser Skalare wird von allen Beobachtern in gleicher Weise

wahrgenommen.

d A aA a aA
EA<U> = (uB a(Uad> Qur €B © EF

aA d soe aA
- QaB € %€y a(UCd) €.0¢4 " QEF €, 0 €Ep (347)
iy d g o
T
LG4 (D)
g dta( Q

Dies entspricht bereits der Forderung fiir eine Lagrangesche Grofie (Gl. 3.46). Somit ist die
zeitliche Anderung, die ein beliebig bewegter Beobachter an den von ihm registrierten La-
grangeschen Groflen wahrnimmt, bereits wieder eine Lagrangesche Grofle. Eine Rekonstruk-
tion der Wahrnehmungen anderer Beobachter wie bei der Eulerschen Betrachtungsweise ist
somit weder notwendig noch zweckmaflig. Damit zeigt sich ein wesentlicher Vorteil der La-
grangeschen Betrachtungsweise: Die eindeutige und einfach zu berechnende Zeitableitung. In
Bezug auf Verzerrungen und Zeitableitungen erscheint die Lagrangesche Betrachtungsweise
somit einfacher als die Eulersche Betrachtungsweise, da ein beliebiger Beobachter hierbei
nicht darauf angewiesen ist, die Wahrnehmungen spezieller Beobachter zu rekonstruieren,
um zueinander passende Groflen zu erlangen. Die Tatsache, dal jeder Beobachter dabei die
einzelnen Groflen mit unterschiedlichen Tensoren identifiziert, ist unkritisch, solange aus-
schliefllich Lagrangesche Gréflen miteinander zu Stoffgesetzen kombiniert werden.

3.2.3 Spannungen der Lagrangeschen Betrachtungsweise

Wiéhrend sich die Lagrangesche Beschreibungsweise durch ihre einfache und gut verwend-
bare Zeitableitung auszeichnet, fehlt ihr ein natiirlicher Spannungsbegriff, da die Spannungen
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allein in der aktuellen Konfiguration beobachtet werden kénnen. Folglich muf fiir die La-
grangesche Betrachtungsweise ein geeigneter Spannungsbegriff (kiinstlich) konstruiert wer-
den. Der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor :T entsteht, indem der beobachterunabhangige
Cauchy-Spannungstensor derart mit dem Deformationsgradienten verkniipft wird, dafl das
Ergebnis die fiir Lagrangesche Groflen typische Eigenschaft geméfl Gleichung 3.46 aufweist.

~ 0 1 -1 A 0 (2 ad -1 o aAd Tt
I'=-F"-0-F = T=—<F-Q> -0-<F-Q)
- 0~ - - o\~ = N =
5 ad a o, A A @ oA
zgoégT.Fl.g.FTl.oég:OfQT E'C;Q
(3.48)

Dieser Tensor ist genau wie der Cauchy-Spannungstensor symmetrisch, im Unterschied zu o
ist 1" aber nicht unmittelbar physikalisch interpretierbar, da fiir eine Ermittlung der tatsach-
lich im Korper wirksamen Spannungen aus 7' die vollstandige Kenntnis der Deformation
notig ist.

Im Produkt mit der Lagrangeschen Zeitableitung des Greenschen Verzerrungstensors 7 ergibt

:T die Forméanderungsleistung Psp.

G G

Zwei weitere Spannungstensoren werden im Rahmen dieser Arbeit verwendet. Es handelt
sich um den Kirchhoff-Spannungstensor 7, der wie der Cauchy-Spannungstensor zur Euler-
schen Betrachtungsweise gehort, und um den 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor 7', der in
ahnlicher Weise wie der Deformationsgradient weder zur Eulerschen noch zur Lagrangeschen

AV mit: g = %(FT P E) (3.49)

I}
lw
[YS

Betrachtungsweise gehort.
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(3.50)

T o _9 A
1= 0=T-F = Py,=[T-FdV

ISRESY
Il

Dartiber hinaus wird in Kapitel 4 ein weiterer Spannungstensor beziiglich einer Zwischen-
konfiguration eingefiihrt (vergl. Gl. 4.9).

3.3 Lie-Ableitungen und Oldroyd-Beobachter

Alternativ zu den in in Abschnitt 3.1.4 angegebenen beobachterunabhangigen Zeitableitun-
gen laBlt die Gleichung 3.48 eine weitere Berechnungsmoglichkeit fiir beobachterunabhangige,
also Bulersche Beschreibungen zeitlicher Anderungen erkennen. Soll beispielsweise die zeit-
liche Anderung eines Tensors o der Eulerschen Betrachtungsweise beschrieben werden, wird
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zunachst mit Hilfe des Deformationsgradienten eine verwandte Grofle erzeugt, die der Defi-
nitionsgleichung 3.46 fiir Lagrangesche Groflen gentigt.

A A A « o A
(Etg £7) =T (£ 0 £77). 0

Dieser Vorgang wird haufig als pull-back bezeichnet, teilweise (z.B. Rieger 2004) wird diese
Bezeichnung aber auch direkt fiir das Ergebnis des Vorgangs verwendet. Fiir das Lagrange-
sche pull-back-Ergebnis kann nunmehr die einfache Lagrangesche Zeitableitung (vergl. Gl.
3.47) gebildet werden.

d A A aA d o o A
= (Fl.a.FT1>:QT._Q(Fl.a.FTl).o@

E‘A dt

Abschlielend wird aus dieser Zeitableitung durch nochmalige Multiplikation mit dem Defor-
mationsgradienten wieder eine Eulersche, fiir beide Beobachter gleiche Grofle gebildet. Dieser
Vorgang wird mit push-forward bezeichnet.

A q A A A a a o, _ o
= F-—‘ Fl.g. T .FT:E._‘ (Fl.J.FTl).FT
dtla - = = dtla\= = =

Ein auf diese Weise gewonnenes beobachterunabhéngiges Ma8 fiir die zeitliche Anderung von
o wird als Lie-Ableitung bezeichnet. Allerdings beschreibt die Lie-Ableitung offensichtlich
nicht allein die Anderung von o, sondern auch die von F'.

Es gibt eine zweite, vollig aquivalente Umformung mit den gleichen logischen Forderungen
an die einzelnen Schritte, die allerdings ein abweichendes Ergebnis liefert.

A d A A A o d « o o
> P GL(E e B) BB (B B B
o

Auch in diesem Fall wird von pull-back, push-forward und Lie-Ableitung gesprochen. Wel-
che dieser beiden Berechnungsalternativen zu wéahlen ist, wird im pull-back/push-forward-
Konzept von dem jeweiligen Argument abhangig gemacht. Dabei wird jedem moglichen Ar-
gument eine natiurliche Basis zugeordnet. Die Bedeutung dieser Basis fiir das Konzept laf3t
sich an einer Darstellung der beiden Zeitableitungen in Materialkoordinaten, bzw. den zu-
geordneten Basisvektoren g;, zeigen. Mit I - g, = g; ergibt sich:

AN A
E(E g £ T B (B o g0y ET)
=r (UZ]%O%)'FT:F'f'fwgz'ogj'FT:d”giogj
(3.51)
und: .
——
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Die obere Ableitung wiirde dementsprechend auf Tensoren mit der natiirlichen Basis g, o 95
die untere hingegen auf Tensoren mit der natiirlichen Basis gi o gj angewandt werden.

Das Konzept der natiirlichen Basis ist unvereinbar mit dem dieser Arbeit zugrunde liegenden,
in Abschnitt 2.1.3 dargestellten Standpunkt beziiglich der Identitdat zweier Tensoren. Denn
selbst wenn zwei Tensoren mit unterschiedlicher natiirlicher Basis zu jedem Zeitpunkt eines
Zeitraums die gleichen Eigenwerte und Eigenvektoren hatten, wiirde ihnen geméfl den Lie-
Ableitungen eine unterschiedliche zeitliche Anderung zugeschrieben werden. Mit der natiirli-
chen Basis wird den Tensoren somit ein zusatzliches Unterscheidungskriterium zugeordnet,
das im Rahmen dieser Arbeit nicht als Unterscheidungskriterium fiir tensorielle Grofen,
sondern als Unterscheidungskriterium fiir Koeffizientenmatrizen, die nach einer zusétzlichen
Regel ausgewahlt werden, aufgefaflit wiirde.

Nichtsdestotrotz sind die Resultate der Lie-Ableitungen beobachterunabhingige Beschrei-
bungen zeitlicher Anderungen. Im Rahmen des hier aufgestellten theoretischen Rahmens muf
lediglich von der Auffassung Abstand genommen werden, jedem Argument sei eindeutig eine
Zeitableitung gemaf einer der Gleichungen 3.51 und 3.52 zugeordnet. Vielmehr miissen diese
beiden Gleichungen als Anwendungen unterschiedlicher Zeitableitungen verstanden werden.
In diesem Kontext werden die Ableitungen allerdings nicht als Lie-Ableitungen, sondern als
Oldroyd-Ableitungen bezeichnet. Zwar ist jede Lie-Ableitung eine Oldroyd-Ableitung, aber
nicht immer die gleiche. So konnen z.B. gleichartige Lie-Ableitungen zweier unterschiedlicher
Argumente den Anwendungen unterschiedlicher Oldroyd-Ableitungen entsprechen.

Die Oldroyd-Zeitableitungen lassen sich wiederum als Wahrnehmungen spezieller Beobach-
ter interpretieren. Allerdings handelt es sich in diesem Fall um eine Gruppe rein fiktiver und
der Anschauung nur sehr eingeschrankt zuganglicher Beobachter, bei denen die rdumliche
Wahrnehmung selbst einer sich verandernden Verzerrung unterworfen ist, die dem jeweili-
gen Beobachter allerdings verborgen bleibt. Am ehesten liele sich dieser Vorgang anhand
einer sich im Laufe der Zeit verandernden Optik veranschaulichen, durch die alle Beobach-
tungen getatigt wiirden. Demgegentiiber wurden bisher nur Wahrnehmungen von solchen
Beobachtern untersucht, die mit starren Basissystemen identifiziert werden konnen. Solche
Beobachter sind allerdings prinzipiell in der Lage, auch Beobachtungen in anderen, sich selbst
deformierenden Systemen, zu rekonstruieren, um auf diesem Wege zu weiteren beobachter-
unabhéingigen MaBen fiir zeitliche Anderungen zu gelangen. Dieses Vorgehen ist allerdings
insofern kritisch, als solche Mafle verschiedene typische Eigenschaften herkémmlicher Zeit-
ableitungen nicht aufweisen und somit nur mit Einschrankungen verwendbar sind. Dies soll
im folgenden naher erlautert werden.

Im einfachsten Fall empfindet ein derartiger Beobachter die Vektoren g, als unveranderlich
iiber der Zeit und registriert folglich in Einklang mit Gleichung 3.51 von den Anderungen
eines Tensors X lediglich die Anderungen der Koeffizienten X, die er mit den als konstant

(o]
empfundenen Vektoren wiederum zu einem Tensor zusammensetzt, der nunmehr mit X"
bezeichnet werden soll.

%(:Xijgiogj ) ):(DD:XijQiogj (3.53)

Eine koordinatenunabhéangige Berechnungsvorschrift fiir diesen Ausdruck erhalt man mit
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A
Hilfe einer geeigneten Zerlegung von X.

(<>

><oH><o

Xijgz'o,gj+Xij§z’°9j+Xij9i°§j
Pt grogt - XV giog+ XU gioggtog,
wrql  X+X-G

Alternativ zu einem Beobachter in den g; kann die Beobachtung auch aus den kontrava-

rianten Vektoren gi erfolgen. Dies fithrt zu dem Ausdruck X, (vergl. Gl. 3.52). Daneben
motiviert Gleichung 3.53 zu zwei weiteren Oldroyd-Ableitungen, bei denen jeweils die ge-

mischtindizierten Koeffizienten abgeleitet werden. Die sich dabei ergebenden Tensoren X*©,

und ):% .7 sind einer anschaulichen Deutung anhand fiktiver Beobachter allerdings kaum noch

zuginglich. . N
X =X-G" X-X-G ZXijQz'ogj
%DD:%_GT'X+X'GT:XiJ9iogj (3.54)
Xow=X+G -§+§-QT:Xz‘jgi°9j
):?-Du:):?+g - X-X -G —X 9091

Die Oldroyd-Ableitungen haben aufgrund der fehlenden Starrhelt der Beobachtersysteme

verschiedene Nachteile. So sind die beiden Ableitungen X %, und X ? auch bei symmetri-
schem Argument X im allgemeinen unsymmetrisch, sie sind dabei zueinander transponiert.

Hingegen sind die beiden Typen X und X, bei symmetrischem Argument stets symme-

trisch.
( A A * A
@ i)
T o o T o o T
yoxToe § o ame (i) = (X))
o o T o o T
aber: Y©°, # (XDD) , Y. " # (qu)

Die beiden Typen ):% “® und X, erfiillen hingegen die Produktregel nicht.

A
([ X=f% y+a-§
* * *
X=x-y+az-y
i(:%n'y =\ o T o
il Xo=8% y+a- g aber  XTEIT.oytg- T
| X =28yt g Xoo # o Y+ 2+ Yoo

Hinzu kommt, daf§ die Ableitungen £ und E_, des Einheitstensors im allgemeinen nicht
verschwinden. Stattdessen hangen sie mit den Formanderungsgeschwindigkeiten zusammen
(Gln. 3.54 u. 3.29).

—Ee (3.55)
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4 Darstellungswechsel kontinuumsmechanischer Relationen

Das in Ihlemann (2003) entwickelte Konzept des Ubertragungsoperators wird auf
Anwendungen mit Zwischenkonfigurationen und auf Tensoren 4. Stufe erweitert,
womit sich das Einsatzgebiet des Ubertragungsoperators vervielfacht. Der Ubertra-
gungsoperator ermoglicht die standardisierte Erzeugung daquivalenter tensorieller
Relationen in unterschiedlichen Darstellungsweisen. Das Potential des Operators
wird am Beispiel thermodynamaisch konsistenter rheologischer Modelle mit elasti-
schen, viskosen und plastischen Grundelementen belegt. Die rheologischen Modelle
werden mit dem Ziel eines maglichst einfachen Austauschs einzelner Grundele-
mente entwickelt.

Gerade bei der Entwicklung neuer Stoffgesetze und bei Kombinationen bereits bestehender
Modelle entsteht héaufig die Notwendigkeit, die Darstellungsweise solcher aus tensoriellen
Relationen aufgebauter kontinuumsmechanischer Modelle zu &ndern, beispielsweise von einer
Eulerschen zu einer Lagrangeschen Darstellungsweise tiberzugehen.

Idealerweise bleibt bei einem solchen Wechsel der Darstellung die eigentliche Relation iden-
tisch erhalten, das nachgebildete Materialverhalten also unverandert. Sofern dieses Ziel er-
reicht wird, findet an den physikalischen Inhalten und Aussagen der Relationen keinerlei
Veranderung statt. Somit diirfen physikalische Interpretationen derartige Umformungen auch
nicht verbieten. Allerdings ist es natiirlich moglich, dafl das Ergebnis einer mathematisch
zulassigen Operation einer physikalischen Interpretation nicht zuganglich ist und somit, wenn
auch nicht falsch, so dennoch wertlos ist.

Folgt aber beispielsweise aus einer mathematisch zulassigen und mathematisch korrekt durch-
gefithrten Umformung einer mit den verwendeten Axiomen vertriglichen Relation eine neue
Relation, von der zumindest die eine Seite physikalisch interpretierbar ist, so dafl sich daraus
Riickschliisse auf die andere Seite der Relation ergeben, so ist dieser Riickschlufl auch dann
nicht falsch, wenn die Art der Umformung einer physikalischen Interpretation im Rahmen
des verwendeten Konzepts nicht zuganglich ist.

4.1 Der Ubertragungsoperator

Zur Durchfiihrung des Darstellungswechsels kontinuumsmechanischer Relationen wird der
sogenannte Ubertragungsoperator verwendet, der in seiner Grundfunktion bereits ausfiithrlich
beschrieben wurde (Thlemann 2003a). Auflerdem wurde die grofie Leistungsfihigkeit dieses
Operators an der Ubertragung des MORPH-Stoffgesetzes fiir inelastische Gummiwerkstoffe
(s.a. Abschnitt 6.1) demonstriert (ebenfalls Thlemann 2003a). Ziel der Entwicklung und der
hier zu zeigenden Erweiterungen des Ubertragungsoperatorkonzepts ist eine moglichst groBe
methodische Freiheit bei der Entwicklung kontinuumsmechanischer Relationen. Der Zweck
des Operators besteht in der standardisierten Ubertragung komplizierter Relationen von
einer Darstellungsweise in eine andere, wobei die Relation selbst in jedem Fall identisch
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erhalten bleibt. Die bearbeiteten Relationen konnen beispielsweise tensorwertige Funktionen
tensorieller Argumente, substantielle Zeitableitungen und Operationen mit Eigenwerten und

Invarianten enthalten.

Der Sinn der Anwendung des Ubertragungsoperators liegt somit ausdriicklich in der Ubertra-
gung ganzer Relationen. Nur zu diesem Zweck werden Ubertragungen der Einzelelemente
solcher Relationen ermittelt. Eine Verfahren wie die Berechnung der Lie-Ableitungen mit
Hilfe des pull back/push forward-Konzepts ist dem Ubertragungsoperatorkonzept hingegen
vollig fremd. Der physikalische Sinngehalt einer Relation, z.B. eines Stoffgesetzes, kann so-
mit durch die Anwendung des Ubertragungsoperator keinesfalls eingeschriinkt oder erweitert
werden. Es ist lediglich méglich, daB die Ubertragung neue Verwendungsméglichkeiten oder
Interpretationsweisen eroffnet. Eine Deutung oder Modifikation des physikalischen Inhalts
der betroffenen Relation wird nicht vorgenommen.

4.1.1 Mathematische Eigenschaften

Die Anwendung des Ubertragungsoperators S(...) auf ein tensorielles Argument zweiter
Ordnung entspricht einer Multiplikation von rechts mit dem Deformationsgradienten und
einer weiteren Multiplikation von links mit dem inversen Deformationsgradienten.

S(X)=F' X-F (4.1)

Die Umkehrung des Ubertragungsoperators wird als inverser Ubertragungsoperator S71(. . .)
eingefiihrt.
SHX)=F-X-F1 = SH(S(X) =X

Zusatzlich konnen ein transponierter und ein transponiert inverser Ubertragungsoperator
vereinbart werden (vergl. [hlemann 2003a). Diese stellen allerdings keine eigenstéandigen Ope-
rationen dar, sondern kénnen durch S(...) und S7!(...) ausgedriickt werden.

Die Anwendung von S(...) auf Eulersche Argumente liefert Lagrangesche Resultate, wih-
rend umgekehrt S7'(...) fiir Lagrangesche Argumente Eulersche Resultate erbringt. Die
weiteren denkbaren Kombinationen liefern Mischergebnisse und werden daher nicht weiter
verfolgt. Mit den Kirchhoff-Spannungen 7 = ;g o als Eulersches Spannungsmaf:

. pt
- (4.2)

H
)
(@)
=

|
IS

S(z)=T-Cc 5 SYT) =
C S

Die groBe Flexibilitit beim Einsatz des Ubertragungsoperators und seine vielseitige Ver-
wendbarkeit resultieren aus seinen einfachen, aber sehr weitreichenden mathematischen Ei-
genschaften. Die folgenden Rechenregeln fiir S gelten in analoger Weise auch fiir S™' (Her-

leitungen, s. Thlemann 2003a).

S(X) +5(Y) =S(X +Y) S(E) = E
S(X) - S(¥Y) =s(X-Y) 5 EW[S(X)] = EW[X] (4.3)
S(X) -S(¥)=X-Y ; S(F(X)) = F(S(X)
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Da die Eigenwerte EW[S(X))] des Argumenttensors mit denen der zugehdrigen Ubertragung

stets iibereinstimmen, sind auch die Hauptinvarianten (s. Gl. 2.28) und alle anderen allein
aus den Eigenwerten berechenbaren Invarianten von S( X)) und X identisch.

Beziiglich der Ubertragung von Tensorfunktionen f(...) ist anzumerken, daff S(X) stets
diagonalahnlich und damit als Argument einer Tensorfunktion geeignet ist, sofern diese For-
derung fiir X selbst erfiillt ist (vergl. Gl. 2.50). Dies gilt, obwohl S(X) selbst bei einem
symmetrischen Tensor X im allgemeinen unsymmetrisch ist.

Alle genannten Rechenregeln und Eigenschaften gelten uneingeschrankt auch fiir unsymme-
trische Tensoren. Fiir die Ubertragung von Tensorfunktionen ist allerdings die Diagonalihn-
lichkeit des Arguments zu fordern. Zu beachten ist jedoch, daf die Ubertragungen eines
Tensors und seines transponierten Gegenstiicks nicht zueinander transponiert sind, die Rei-
henfolge von Transponieren und Ubertragung ist somit fiir das Ergebnis von Bedeutung. Die
Ubertragbarkeit wird hierdurch allerdings in keiner Weise eingeschréankt.

4.1.2 ﬂbertragung transponierter Argumente

Bei der Vertauschung der Reihenfolge von Transponieren und Ubertragen tritt zusitzlich ein
Cauchy-Green-Tensor und der dazu inverse Tensor auf.
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ctosx)” = (s(x)- ¢ - C

Nichtdestoweniger bleibt die Relation natiirlich identisch erhalten, lediglich die Struktur
andert sich in einer fiir die Wechselwirkung von Transponieren und Ubertragungsoperator
typischen Weise.

Sofern X symmetrisch ist, iibertriigt sich diese Symmetrie auf S(X) - C!, und Gleichung
4.4 vereinfacht sich zu der in diesem Fall trivialen Identitit: S(X7T)) = S(X):
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Natiirlich gilt auch:

S(x7) =t s o - sy -ct(s(x) ¢

Analog treten bei der entgegengesetzten Ubertragung von der Lagrangeschen zur Eulerschen
Darstellung der Eulersche linke Cauchy-Green-Tensor b und sein inverses Gegenstiick auf.

()=t

A xT. FT) bl (Sfl(@)))T !
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Auch Invarianten, zu deren Berechnung neben X auch X T benotigt wird, kénnen uneinge-

schrankt tibertragen werden.

X - X7 =8(x) -8(x7) 2 (8x)- ¢ S(x)"-C) - E

[[><
=
Iy

4.2 Konzepterweiterung auf Zwischenkonfigurationen

Das Konzept des Ubertragungsoperators wird im folgenden auf mehrstufige Prozesse erwei-
tert, bei denen auf eine tatsachlich durchlaufene oder auch fiktive Zwischenkonfiguration

A
KC Bezug genommen wird. Basis fiir derartige Zerlegungen der Gesamtdeformation ist die
multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten (vergl. Gl. 2.16).
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Zu beiden Teildeformationen kénnen formal separate kontinuumsmechanische Grofien be-

rechnet werden, z.B.:
n
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Abbildung 4.1: Die gedankliche Zerlegung

9 des Deformationsprozesses in zwei aufein-
—F— K anderfolgende Teildeformationen entspricht
mathematisch der multiplikativen Zerlegung

/ des Deformationsgradienten F' in die als er-
1
1
F

stes ausgefiihrte Teildeformation /' von der
Referenzkonfiguration I zur Zwischenkonfi-

A
/ guration K und die anschlieSfend durchlau-
2

A
fene Teildeformation F' von K zur aktuellen
Konfiguration .

— I — L

N

Zu beiden Teildeformationen werden zugehorige Ubertragungsoperatoren definiert.

)= £ X - S(w) —s

H".q v Mg~

,1.

Mo |

2
S(X) =

Auch die zwei inversen Operatoren werden vereinbart.

<

S xy=rF-x- P §YX)=F.x P

Da die neuen Operatoren die gleiche Struktur wie der urspriingliche Ubertragungsoperator
S(...) aufweisen, gelten auch fiir sie die umfassenden Rechenregeln in Gleichung 4.3.
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4.2.1 Anwendung auf Verzerrungstensoren

Ubertragungen, bei denen der Operator und das Argument zum gleichen TeilprozeB gehoren,
sind vollstandig analog zu den bekannten Ubertragungen der Groflen des Gesamtprozesses.
GemafB 4.2 gilt somit z.B. fiir die Grolen der ersten Teildeformation:

(1) -¢ s ()1

Bei rheologischen Modellen, bei denen Teildeformationen mit unterschiedlichen Materialei-
genschaften verkniipft werden, entsteht der Bedarf, die Grofien einer Teildeformation durch
Grofen der Gesamtdeformation und der anderen Teildeformation auszudriicken, bzw. die
Groflen des Gesamtdeformation durch Groflen der Teildeformationen zu beschreiben. Dieser
Ubergang ist haufig anspruchsvoll. Hier entfalten die neuen Varianten des Ubertragungsope-
rators ihr ganzes Potential. Die Gleichungen 4.5 eréffnen zusammen mit den Anwendungs-
beispielen des urspriinglichen Operators in den Gleichungen 4.2 einen Zugang hierzu.

c-sw=3(3w) =3 v r) (e (£or £ 17) 1)
Seem i) =50)=+(0) (9)

2
Hieran ist zundchst einmal bemerkenswert, dafi sowohl die Anwendung von S(. . .) auf eine

(=)

2
Eulersche GréBe des Gesamtprozesses (S(b)) als auch die Anwendung von S7(...) auf

1
eine Lagrangesche GréBe (S71(C) ein Ergebnis liefern, in dem ausschlieflich Grofien von

Teilprozessen auftreten.
2

S(b) = $Y(C) =

Dariiber hinaus umfafit S(b) in Gleichung 4.7 neben der auf den ersten Teilprozefl beschrank-
. 1/ 1 1/ 2
ten Ubertragung S ((b)) (vergl. Gl. 4.6) noch die gemischte Operation S ((C))

o~
(@Y

(4.8)

S(0) =¢

(0)-¢j - ) -ene

Schliefflich liefert die Umkehrung von Gleichung 4.8 zusatzlich:

=S @) (@) =) e = ()

Die nutzbringenden Anwendungen der verschiedenen Varianten des Ubertragungsoperators

(@}

sind in Abbildung 4.2 zusammengefaft.
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I~ 1O

Abbildung 4.2: Zusammenstellung der Uber-
tragungen von Cauchy-Green-Tensoren der
Teilprozesse und des Gesamtprozesses. Bei-

2 1 2
spielweise gilt: S ((b )) =b-b!

Die Zusammenhénge der Operatorvarianten (vergl. Gl. 4.5) fiihren bei der Aufstellung in
Abbildung 4.2 automatisch zu einer Zuordnung der einzelnen Gréflen zu jeweils einer der
drei Konfigurationen. Die Lagrangeschen Groflen des Gesamtprozesses und des ersten Teil-
prozesses sind mit der Referenzkonfiguration verbunden, Eulersche Groflien des Gesamtpro-
zesses und des zweiten Teilprozesses hingegen mit der aktuellen Konfiguration. Groflen vom
Eulerschen Typ des ersten Teilprozesses und Groflen vom Lagrangeschen Typ des zweiten
Teilprozesses sind der Zwischenkonfiguration zugeordnet.

IIS¥
IS0 o 1S
|
L

Wihrend der Ubertragungsoperator in seiner urspriinglichen Form bei den Verzerrungsmafen
stets symmetrische Ergebnisse lieferte, treten bei den neuen Varianten auch hier schon un-

1 1 2
symmetrische Resultate auf, z.B.: S1(C) = b - C.

GeméiB den fiir alle Varianten geltenden Rechenregeln 4.3 lassen sich anhand dieser Ubertra-
gungen problemlos die Ubertragungen aller Verzerrungsmafle angeben, die als Tensorfunk-
tionen der Cauchy-Green-Tensoren aufgefalt werden konnen.

4.2.2 Anwendung auf Spannungstensoren

Gemaf der in Abbildung 4.2 deutlich werdenden Zuordnung der Tensorgruppen zu den
drei Konfigurationen, ist der Cauchy-Spannungstensor o der aktuellen Konfiguration, der
2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor hingegen der Referenzkonfiguration zugeordnet. Der 1.
Piola-Kirchhoff-Spannungstensor fallt aus diesem Schema heraus, da er weder der Eulerschen
noch der Lagrangeschen Darstellungsweise angehort. Fiir die neu eingefiithrte Zwischenkon-

A
figuration empfiehlt sich die Konstruktion des zusatzlichen Spannungsbegriffs 7T'.
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Entsprechend dieser Definition ergeben sich die Ubertragungen des neuen Tensors. Z.B.:

2 A 2
S(e) =31-C
o éi 1 (4.10)
Y(£)-Lr-d

Abbildung 4.3: Zusammenstellung der Uber-
tragungsmoglichkeiten der drei Spannungs-
tensoren. Diese ergeben sich aus Umformun-
gen der Gleichungen 4.10.

4.2.3 Ubertragung elastischer Stoffgesetze

Anhand der in den Abbildungen 4.2 und 4.3 zusammengestellten Ubertragungen von Verzer-
rungs- und Spannungsmaflen lassen sich bereits elastische Stoffgesetze zwischen den Konfigu-
rationen tibertragen. Als Beispiel diene ein Stoffgesetz flir physikalisch lineares Materialver-
halten beztiglich der zweiten Teildeformation. Als Verzerrungsmafl wird der insbesondere im
Zusammenhang mit einer linearen Modellierung physikalisch besonders gut interpretierbare

1
Eulersche Hencky-Tensor h = 5 In ((b)) verwendet.

) ) D

Dieses Stoffgesetz wird zunachst innerhalb der zweiten Teildeformation von der gegebenen

Eulerschen Darstellung in die zugehorige Lagrangesche Darstellung iibertragen. Trotz der
enthaltenen Tensorfunktion bereitet der Ubergang keinerlei Schwierigkeiten. Das Ergebnis
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enthalt wiederum eine Logarithmusfunktion, die als der Lagrangesche Hencky-Tensor H =

1
3 In g identifiziert werden kann.

A
Die Auflosung nach T liefert:

v (@) (@) - 2)

Soll das Stoffgesetz ausschlieflich in Groflen der Referenzkonfiguration dargestellt werden,

. 2
so ist statt der Ubertragung S(...) der vollstdndige Operator S(. . .) anzuwenden.

=310 d-c) - Zlblc) )

Dieser Ausdruck ist zundchst im allgemeinen unsymmetrisch. Erst die Auflosung nach
stellt auf beiden Seiten der Gleichung die Symmetrie wieder her.

r-3c{n(é ) oo Zgm (v o) -)e)

Da sich die Logarithmusfunktion als Potenzreihe wiedergeben lafit, kann die Symmetrie von

1
In ((Cl . C’)> . g’l anhand von

>
I

I

—
HQH
[}
\\QH
(@)
[}
\\QH
(@)
\\QH
1
N
<
=

belegt werden.

4.2.4 Anwendung auf Zeitableitungen

Fiir Ubertragungen von Stoffgesetzen fiir inelastisches Materialverhalten miissen auch Zeit-
ableitungen iibertragbar sein. Fiir die Herleitung fiir allgemeine Argumente wird eine Kom-
bination von einem Lagrangeschen Tensor X und dem zugehorigen Eulerschen Tensor z

herangezogen.
-1 .-

& z=5(X)

Anhand dieser Ausdriicke wird nun die Lagrangesche Zeitableitung von X gebildet.

X =5S(z) =

I
(=3

71 . . .

1 1. A - . £\
+FY 3 - F+F'g-F mit: F'= (Fl) % (F)

(<>
Il
My >
=
liny
I3
llny



102 4 Darstellungswechsel kontinuumsmechanischer Relationen

. A
Die Ubertragung von X liefert die zugeordnete Eulersche Grofien.

A

eSS

_|_

=

_|_

1=
=

SU&) —p-X-pt-F B

In dieser Gleichung ist mehrfach der Geschwindigkeitsgradient G enthalten (s. Gl. 3.25). 1
einer koeffizientenfreien Darstellung in Materialkoordinaten wird der Zusammenhang mit

dem Deformationsgradienten (s. 2.16) und dessen Zeitableitung deutlich.

AuBlerdem gilt:

A AN
= E-F'HEF-Fl=0 =

[les]
I
=

N .

1
T A; 1L A A
G = (902 g)diegt o @y

Dieser Tensor ist beziiglich der ersten Teildeformation vom Eulerschen Typ und pafit damit

in das Schema, das der Abbildung 4.2 zugrunde liegt.

Als Kurzschreibweise fiir diesen Tensor wurde gewéhlt:

. \ it 1
(- hjhodt -0 = 4

Schwierigkeiten ergeben sich bei einem entsprechenden Vorgehen bei der zweiten Teildefor-
2 2 2 B 2
= S ((X)) und: QT = F - F"! noch analog

1= —

SN

mation. Die ersten Schritte kénnen mit:

durchgefiihrt werden.
T. T (4.14)

[IST™
[[Y®

+

IS

oo
L
—
(BTN
N——rt
I
1R rop>
|
([T

Eine Umformung ahnlich derjenigen am Ende von Gleichung 4.13, deren Existenz die Iden-

2
tifikation als Eulersche Grofile ermoglichte, gelingt in diesem Fall allerdings nicht, da F' die
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2 .
koeffizientenfreie Darstellung F' = g; o é\l hat, und somit beide beteiligten Basen im allge-

meinen zeitlich nicht konstant sind.

A
2 o 2 o
F=§iog +gog = G =gog+gog gogd
. Aoa
=G +gog' -
‘ 2 1 2 2 1
s QT . E . QT . E*l _ QT . Sfl ((GT))
(4.15)
Also entsteht auf der rechten Seite der Gleichung 4.14 keine Eulersche Grofle, was aber von

JAN
einer %’1((. ..)-Ubertragung gefordert werden muf. Demnach ist X auch keine Grofle, die
zur Zwischenkonfiguration gehort. Dies leuchtet insofern ein, als das fiir die A-Ableitung die
Referenzkonfiguration die Basis darstellt. Ausgangspunkt fiir die zweite Teildeformation ist
aber die Zwischenkonfiguration.

VN
2

Ein geeigneter Ersatz fiir X ergibt sich, wenn die Kombination der Gleichungen 4.14 und
4.15 so aufgelost wird, dafl auf der einen Seite eine zur aktuellen Konfiguration gehorende
Grofle entsteht, wihrend auf der anderen Seite eine Ubertragung einer Grofle der Zwischen-

konfiguration verbleibt.
2 % 1 2 2
Sl(XGT-X X )) =

Mit den eingefithrten Schreibweisen kann hierfiir kurz geschrieben werden:

10

Die im Abschnitt 3.2.2 definierten a-Ableitungen haben sich somit als ungeeignet fiir die
zweite Teildeformation erwiesen. Stattdessen ist zu verwenden:

1S3 rop>

el

ISV

_|_

1S ro

HQH

—_ar.

IR0
[}

. (4.16)

[

1 2
-G X+

<00
o>
H>< rol>

G = (40X G )dedt
Die Koeffizientendarstellung zeigt, dafl es sich dabei um eine Ableitung handelt, bei der
die Basen der Zwischenkonfiguration in der Art einer Oldroyd-Ableitung (s. Abschnitt 3.3)
als zeitlich unveranderlich gehandhabt werden, obwohl sich diese bei einer fortschreitenden
ersten Teildeformation in ihren relativen Winkeln und Langen durchaus andern konnen. Die
~-Ableitung 1aft sich beziiglich der ersten Teildeformation analog darstellen.

1 1 ol N L L
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2
Bestatigt wird X4 als geeignete Zeitableitungsgrofle fir die Zwischenkonfiguration durch die
A

. 2
Untersuchung der Ubertragung von X in die Referenzkonfiguration. Dies fiihrt nach einigen

3 .
Umformungen ebenfalls auf X°4 und dessen Ubertragung in die Referenzkonfiguration (s.
Gl. 4.18).

1// 2
S((X )) ist eine Lagrangesche Grofle, also ist auch die direkte Zeitableitung davon eine

Lagrangesche Grofle. Wenn diese Grofie auf einer Gleichungsseite isoliert wird, muss somit

auch die andere Seite eine Lagrangesche Grofie sein.

- FENHE) - H4E) @)
(Fv(ee) s-20(g)

Lagrangesch!
JAN
Statt des Geschwindigkeitsgradienten QT =F-F I steht in den Zusatztermen das Produkt

My —

A
F~1. F. Diese beiden Tensoren hiingen zusammen iiber:

L _]::‘fl.]::’: E—I.QT.F: S((GT)) und:

=t g" = -s(c")

Damit entsteht auf der linken Gleichungsseite wiederum der bereits aus Gleichung 4.17 be-

() - S((X LR G)) . S((X)) i)

A
1

Damit liegen die Ubertragungen von X in die aktuelle Konfiguration (Gl. 4.12), von X in

[leS
Il
[les

L. ]::*1 :

,1.

lleS]
&>

R

(RSP
I
Il

_FL.

kannte Term.

2
die Zwischenkonfiguration (Gl. 4.13) und von X4 sowohl in die aktuelle Konfiguration (Gl.
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4.16) als auch in die Referenzkonfiguration (Gl. 4.18) vor.

&) - s (@) - sl

Zusammen mit den Ubertragungen aus der Abbildung 4.2 folgen hieraus die Beispieliibertra-

gungen in Abbildung 4.4.

A 1 2 ’ A o

¢ fecph i

AN ) ¢}

1 1A 2 1

Q bué {b ’ bi } DD %

- - -7 Abbildung 4.4: Zusammenstellung der Uber-

A o o tragungsmoglichkeiten einiger Zeitableitun-

L 28 2 der Cauchy-Green-T Eine ph
cl. o P b, gen der Cauchy-Green-Tensoren. Eine phy-
= = = = sikalische Deutung dieser Groflen sollte erst

im Kontext der vollstandigen Relation ver-
sucht werden, da zum Beispiel erst in der
Gesamtiibertragung die einer Relation eige-
nen Symmetrien wieder zutage treten.

Bei der Betrachtung der Ubertragungen in Abbildungen 4.4 im Zusammenhang mit den
Ubertragungen der Spannungstensoren in Abbildung 4.3 tritt ein scheinbares Symmetrie-

problem auf. Beispielsweise konnte in einem Stoffgesetz die Paarung i, é auftreten. Nach
einer ﬂbertragung entsteht daraus die dquivalente Paarung 7 - Q’l, 5 “o. Da i , é und 7
symmetrisch sind, sollte dies auch fir 5 5 - b gelten, wenn dies auch nicht unmittelbar zu
erkennen ist. Darum wird diese Produkt naher untersucht.

10
m|
[}
[—1
130>
|
)
~
1=
+
1=
I
~
Il
—
1
IS8
S
L
——
I
~
153
IS8
I~
~
+
1S3
1S3
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Wird dies in go‘ju eingesetzt, so wird daran die erwartete Symmetrie von :I;) " - b erkennbar.
o A O
#o={z- by b —zob Qb+ (<G b) b = b

Ahnliche Herleitungen fiihren auf:

O
- }DD und:

A
I
IIS3
ISt

(]
2% = {z -

=

{
O
émmzéil'{ =l {g'éil}mm'g

Damit und unter Zuhilfenahme der Gleichung 3.55 kénnen die Elemente der Abbildung 4.4
in diejenigen der Abbildung 4.5 umgeformt werden.

S~

s~ 70
[}
(]

——0 I~

L

1 —p 1O
o

Abbildung 4.5: Umformungen der in Abbil-
dung 4.4 angegebenen Ubertragungen einiger
Zeitableitungen der Cauchy-Green-Tensoren.

; 1
Darin sind wiederum Ubertragungen der Formanderungsgeschwindigkeiten D und D zu er-

150

! !
2 2

1 1 % 1 1 %
() sv(ene)

(0]
2
Eine Sonderrolle nimmt wieder die zweite Teildeformation ein. Hier steht bereits gég stell-

kennen.

IS~
I

AN
vertretend fiir C. Dementsprechend tritt an die Stelle von D:

L Aa 2, 12, ;
- O = 27t pe
28 ((C g D)) 2= = 0
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Sofern demnach beziiglich der zweiten Teildeformation Zeitableitungen auftreten, so sind

JAN
2 2
weder C' noch D verwendbar. Stattdessen miissen diese gegen geeignete Ersatzgrofien aus-

getauscht werden:

1 4 ° o A o_
£ — D=3b"-b% ;b , C=C"%
o o VAN )
1 1 11, Ia 1A 1 1.
F — D=gb by 5 bs 5 C=C% (4.19)
2 1 2 1 S g 3/\
Eo— gbtbn b o
Lot 6 Lo c% D
9= = 9= ~0oo L
11, 1 1 12 2
—ct.cC D e
2= = = 2= =
1
—o!
2:

Abbildung 4.6: Zusammenstellung der Ubertragungsmoglich-

keiten fiir die Formanderungsgeschwindigkeitstensoren D und

1
D und die Ersatzgrofie fiir den Formanderungsgeschwindig-

keitstensor zur zweiten Teildeformation.

Die Ubertragungen der Forméanderungstensoren, bzw. der Ersatzgrofe fiir die zweite Teilde-

formation, konnen anhand der in Abbildung 4.5 angegebenen Beziehungen bestimmt werden.
. 2 1
Fiir die Ubertragung S ((D)) empfiehlt sich wiederum die Umformulierung der Ableitung

eines invertierten Tensors.

mit: bib —5 = &N =ti.(pr) -1
]k k = 2: Z oo 2
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Weitere Eulersche Zeitableitungen konnen gemafl den Gleichungen 3.54 aus :I;) "> und D be-

rechnet werden.

Too =2%+2D z

g =2 +2D -z -2z D
T = 1" ~2z-D
t =2+ D-z— z-D

Fiir die Gesamtdeformation fithrt dies beispielsweise auf:

( o A N N
S(z") =X+ B-C-X-X-B-C
Lo ) S(E) =X ~x - B-C
z=5(X) ) qre ) - % A (4.20)
(z) =X+ B C-X
* PAN 1 JA A
(S(@) =X+5(B-C-x-Xx-B-C)

Gemaf Gleichung 4.3 lassen sich z.B. auch Tensorfunktionen solcher Zeitableitungen iibertra-

gen.

4.3 Rheologische Materialmodelle

Bei Reihenschaltungen von eindimensionalen Elementen wie Federn, Dampfern und Reib-
elementen ist bekannt, dafl sich die Léngendnderungen Al der Einzelelemente zur Gesamt-
langenanderung addieren und dafl die Krafte F' in allen Elementen der Reihe gleich grof3

sind.
1 2

1 2
Al=Al+Al ; F=F=F

Bei einer Umsetzung auf das dreidimensionale Kontinuum tritt bekanntermaflen an die Stelle
der Summation von Léngendnderungen das Produkt von Deformationsgradienten (s. z.B.
Lion 2000b, Haupt 2000, Sedlan 2001, Heimes 2004).

T

T T = é—l '571 Tt éT’l . }%T

Y

Iy
I

I v
[
Iy
1 v

=

I

Bei den Spannungen hingegen ist die Umsetzung nicht sofort klar. Die Gleichsetzung unter-
schiedlicher Spannungstensoren ist nicht gleichbedeutend, und teilweise ist nicht klar, wie
die Spannungen zu den Teildeformationen zu definieren sind.

Abhilfe kann geschaffen werden, indem bereits im eindimensionalen Modell als Basis fiir die

1 2
Gleichsetzung der Krifte F' und F' die verlustfreie (additive!) Aufteilung der Forménderungs-
leistung auf die beiden Unterelemente postuliert wird. Fiir die Formanderungsleistungen gilt:

| 1

) 12 2 11 29
Psp:Fl:F<l+l>iPSerPSp:FlJrFl
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1 2
Hieran wird klar, daf§ im eindimensionalen Modell F' und F' mit dem Gesamt-F iiberein-

stimmen maussen.

Dementsprechend wird nun auch die Forménderungsleistung im allgemeinen Fall aufgeteilt.
Dabei wird die Ersatzgrofle fiir die Forménderungsgeschwindigkeit der zweiten Teildeforma-
tion aus Gleichung 4.19 verwendet. Die dabei auftretenden Spannungstensoren der Einzelele-
mente sind mit ihren Ubertragungen in Abbildung 4.7 zusammengestellt. Sowohl Spannun-
gen vom Eulerschen Typ der ersten Teildeformation als auch Spannungen des Lagrangeschen

Typs der zweiten Teildeformation gehoren dabei zur Zwischenkonfiguration.

IIS)
Q) —

193 0o

Abbildung 4.7: Spannungstensoren der Ein-
zelelemente einer Reihenschaltung.

( g - g ~ 1 &
A o A o
2 95 1 2, 2 A 92 12, A
Po = [ Fegletbn)ab= [ T-5¢hab
\

(4.21)

Die Ubertragung aller Elemente der Gleichung 4.21 in die Referenzkonfiguration mit Hilfe
der Abbildungen 4.5 und 4.7 und unter Berticksichtigung der zunachst unterschiedlichen
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Integrationsgebiete liefert:

1 2
Fsp Psp Fsp
— /S 7 % N
_ 121 X 11 5 1 1 1
T.._CA’iT.._C_f_g\S((?—)).._Cl.C. cl.c
- 2= = 2= ) = 2 = = = =
e JAN
A 1 1
¢l g-ctococ?
Die Sortierung nach den Zeitableitungen fithrt auf:
= 02 1 A = 1 0 (2
= (2-8s(2)-ct) e (1-crc8s(2) ¢
0 0

A
1

I

!

0

(4.22)

In dem Vorfaktor zu C' treten Spannungstensoren aus beiden Teildeformationen auf. Deshalb
wird dieser Term in die Zwischenkonfiguration iibertragen, wo beide Spannungsanteile auf-
treten. Dabei ist die typische Arbeitsweise mit dem Ubertragungsoperator gut zu erkennen:
Zunachst wird formal die gesamte Relation tibertragen, dann der Operator bis auf die unter-
ste Argumentebene hinuntergezogen und die verbleibenden Ubertragungen aus den Tabellen
abgelesen. Abschliefend wird das Ergebnis zusammengefafit.

I

55

1
_ Qfl

1 1
<T01'C-

o

an {2-25(2) <)

erfullbar.

193 o
IS
I

o

(4.23)
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Die zweite Gleichung fithrt auf eine Bestimmungsgleichung fiir die Zwischenkonfiguration
(vergl. z.B. Gl. 4.26), die erste dient der abschlieBenden Berechnung der Gesamtspannungen.

Die zweite Bedingung 1afit weitere Riickschliisse zu:

—on{é 7 —am {6} - {3(2))

Dies ist besonders einfach zu erfiillen, wenn der zweiten Teildeformation ein isotrop elasti-

sches Materialmodell zugeordnet ist.
2 2 2 2 2 ] 2
-r(2) = z-s(C) e = 1-81(C)
0
Im Rahmen viskoelastischer Modelle treten Reihenschaltungen rein elastischer und rein vis-

4.3.1 Viskoelastizitat

koser Elemente auf (Lubarda et al. 2003, Haupt 2000, Lion 2000a u. 1998, Bergstrom &
Boyce 1998, Kaliske & Rothert 1997). Diese werden wiederum héufig parallel zueinander
und zu durchgehend elastischen Elementen angeordnet.

) IR>
93—

19 o
19—

Bei einer Reihenschaltung eines linear viskosen (Viskositat 1) und inkompressiblen (1, (D) =
0, @ = 0) Elements beziiglich der ersten Teildeformation und eines elastischen Elements

beziiglich der zweiten Teildeformation entsteht gemafl Gleichung 4.24:
1 1 L1 /1 o, 1
r=nD+qE = D:—(T—qE) =D = g=-71-F . (425)

Als Bestimmungsgleichung fiir die Zwischenkonfiguration resultiert daraus:

- b

Eine Ubertragung in die Referenzkonfiguration liefert:

(2)-4(2))

11 1 1 1 !
= gote-ti(cc))
o (4.26)
I 91 1 !
Lot fe)

A

- ()T e) e
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4.3.2 Elastoplastizitat

In der Elastoplastizitat ergeben sich in einfachen Féllen ganz dhnliche Zusammenhénge wie
in der Viskoelastizitat. Wiederum sei das Materialverhalten wahrend der zweiten Teildefor-
mation rein elastisch gemafl Gleichung 4.24.

Die gebrauchlichste FlieBbedingung besagt, daf plastisches FlieBen unabhangig von der De-
formationsart immer bei der gleichen Vergleichsspannung o,,, nach von Mises auftritt (s.
z.B. Besdo 1993).

Die Vergleichsgrofie nach von Mises kann gemafl Gleichung 2.29 durch die Hautpinvarianten
des Argumenttensors ausgedriickt werden.

:¢5u%—5uj 3X X—EM'E)

X1 — X1)® + (Xu — Xm)® + (X — X7)°
M }

2
X + (X)) + (XIH) — X; Xy — X X — X X (4.27)

An dem ersten Ausdruck ist erkennbar, daf fiir den Deviator das gleiche Ergebnis wie fiir
den vollstandigen Argumenttensor zu erwarten ist.

3
XUM :X\//M = 5):(/

I

Ist die Fliespannung Y fiir eine einachsige Zugbelastung bekannt, so kann die Grenzver-

gleichsspannung berechnet werden.

Y 0 0
_ . _ /1 2 2 2\
ol =10 0 0| 5 Oymgren: = S =07+ (0-07+(0-Y)p =Y
0 0 0

(4.28)
Die Fliebedingung besagt dann:

1 31, 1, 9 L, 1, 2_5
JVMSUVM,GT’GTLZ = Eg"g <Y = g:zg--a—gy <0

Natiirlich konnen statt einer einachsigen Zugbelastung auch andere Belastungsarten als Re-
ferenz herangezogen werden. Beispielsweise leitet Sedov (1997, S. 1159 ff) die entsprechenden
Beziehungen fiir eine Scherbelastung her.

Bei linear elastischem isotropem Materialverhalten mit dem Schubmodul G und unter der
gebrauchlichen Annahme der Volumenkonstanz der plastischen Deformation entsteht mit
Gleichung 4.24:

I _

2 2 9
ngC’--g—gY (4.29)

I ro
H\]\[\')
I
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1S 1o
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Diese FlieBbedingung stimmt mit der von Besdo (1981 u. 1998) im Rahmen der Dehnungs-
raumformulierung angegebenen iiberein, so dafl die dort auf der Basis des Ilyushins-Postulats
entwickelte Fliefregel, die dann wiederum zur Bestimmung der Zwischenkonfiguration heran-
gezogen wird, iibernommen werden kann.

1A o
-1y g
(C )_ Yac (4:30)

Um diese Ableitung von ¢ durchzufithren, wird ¢ in die Referenzkonfiguration iibertragen
(vergl. Abb. 4.2, fiir anisotrope FlieBbedingungen s. Besdo et al. 2004 u. 2005b).

2 2 172\ 1/ 2\’
ob it al() (E) -
1 ! 1 !
G <Cl -C) . (Cl .C) _ gy
Fiir die Ableitung nach C' wird das Tensorprodukt aufgelost.
1 ! 1 ! 1 ! 1 1
(ctc)-(crc) = (cte) (¢t
1 1 1 /1 2
<01 . C- Ol> - O - 3 (Cl . C>

Im Vorgriff auf die Gleichungen 5.54 und 5.55 und in Ubereinstimmung mit Besdo (1998)
ergibt sich daraus:

%«C <) - (CC)) —2(¢ o) &

Fir die Entwicklung der Zwischenkonfiguration ergibt sich somit gemafl Gleichung 4.30:

JAN
1 1 I 1 1 "1
(@)= mo(@ v ()

Diese Gleichung ist bemerkenswerterweise vollig aquivalent zu der Gleichung 4.26 fiir die
Entwicklung der Zwischenkonfiguration des viskoelastischen Modells, wenn auch dort das

g

w

lineare elastische Stoffgesetz aus Gleichung 4.29 eingesetzt wird.

Allerdings ist y im elastoplastischen Modell im Gegensatz zu der Viskositat 7 im viskoelasti-
schen Modell natiirlich nicht konstant, sondern nimmt, sofern Flielen tiberhaupt stattfindet,
jeweils denjenigen Wert an, der dafiir sorgt, daf§ g = 0 erfiillt ist. x konnte mit einer vari-
ablen Viskositat verglichen werden, die stets so hoch ist wie im Rahmen von g < 0 moglich
(auch unendlich).
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4.4 Konzepterweiterung auf Tensoren 4. Stufe

In kontinuumsmechanischen Relationen treten an verschiedenen Stellen Tensoren vierter
Stufe auf, insbesondere im Zusammenhang mit Materialsteifigkeiten und mit Anisotropie-
formulierungen (s. z.B. Besdo 1998). In der Regel handelt es sich um Doppelpunktprodukte
solcher Tensoren mit Tensoren zweiter Stufe oder anderen Tensoren vierter Stufe. Dement-
sprechend soll die Ubertragung eines Tensors 4. Stufe derart vereinbart werden, daf gilt:

X=M-Y = $(X)=s(u)-sx) . (4.31)

Um dies zu erreichen, wird fiir die Anwendung des ﬂbertragungsoperators eine alternative

Formulierung gewahlt (vergl. Gl. 2.63).

<

T~y
(@]

Iy

S(X) = F' X F = (Flop)™ . x

Fir X = M -+ Y folgt daraus:

S(X) =S(M-Y) = (£ or) MY

3
Die Einfiigung eines isotropen Tensors K geméafl Gleichung 2.67 fiihrt auf:

O Eten)™ v 2s(u) -s(y)

= ., =

=
(—
=
@)
I~y

1[[NSER

Darin kann die Ubertragung des Tensors M vierter Stufe gema Gleichung 4.31 identifiziert

werden.

To4

= e p ey o S() L en™ g o

=

Eine koeffizientenfreie Darstellung von M ermdglicht eine alternative Schreibweise (s. Gl.

2.33).
e o (1) <52 ) o5()

Damit ist auch eine Ubertragung von Relationen mit enthaltenen Tensoren vierter Stufe

=
I
=
s
I
=

moglich.
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5 Beobachtersysteme fiir konsistente Linearisierungen

Anhand einer groben Skizze der FEM und eines kompakten Modellalgorithmus fiir
homogene Belastungen werden Anforderungen an die Formulierung der Steifigkeit
fur inelastische Materialien erarbeitet. Auferdem werden hocheffiziente numeri-
sche Ableitungen eingefihrt. Zur Ermittlung Lagrangescher und Eulerscher Ma-
terialsteifigkeiten werden mit Hilfe der Basisdyaden fur symmetrische Tensoren
(Abschnitt 2.3) Ableitungen nach symmetrischen Tensoren bereitgestellt. Im Rah-
men einer detaillierten Analyse der ABAQUS-Benutzerschnittstelle UMAT wer-
den verschiedene Varianten Fulerscher Materialsteifigkeiten verglichen. Schliefs-
lich werden mit Hilfe der in vorhergehenden Kapiteln entwickelten Methoden
Ubertragungen zwischen verschiedenen Formen von Materialsteifigkeiten erschlos-
sen (Wegweiser, s. Abb. 5.06) und fir die numerische Umsetzung aufgearbeitet.
Die Resultate werden am Sonderfall isotroper Elastizitdt detailliert validiert und
bilden die Grundlage fir die in Kapitel 6 prdasentierte ABAQUS-Implementierung.

Um mit Hilfe eines Stoffgesetzes Voraussagen iiber das mechanische Verhalten technischer
Bauteile, also ganzer Strukturen mit kontinuierlich verteilten Materialeigenschaften, zu ge-
nerieren, empfiehlt sich die Implementierung des Stoffgesetzes in ein geeignetes numerisches
Néherungsverfahren. Haufig wird hierfiir die Methode der Finiten Elemente (FEM) genutzt.
Fiir die Implementierung mufl zum einen fiir die Berechnung der Spannungen das Stoff-
gesetz zur Verfligung stehen. Dartiber hinaus wird fiir eine Linearisierung der Spannungs-
/Verzerrungsbezichungen im jeweiligen Arbeitspunkt eine Materialsteifigkeit benétigt. Vor
allem die Materialsteifigkeit, in Teilaspekten aber auch die daraus aufgebauten Element-
und Systemsteifigkeiten, sind das Thema dieses Kapitels. In Abhangigkeit vom verwende-
ten Beobachtersystem kommen fiir die Berechnung der Materialsteifigkeit unterschiedliche
Spannungs- und Verzerrungstensoren in Frage. Infolgedessen unterscheiden sich die Beob-
achtersysteme auch in den jeweils zugeordneten Steifigkeiten voneinander.

5.1 Motivation: Anforderungen der nichtlinearen FEM

Der Zweck dieses ersten Abschnitts des Kapitels 5 beschrankt sich ausdriicklich darauf, eine
Motivation fiir die intensive Auseinandersetzung mit den verschiedenen Formen von Material-
steifigkeiten zu liefern. Dementsprechend wurden kompakte Darstellungsformen ausgewahlt,
die speziell fiir die Beurteilung und den Vergleich der verschiedenen Formen von Material-
steifigkeiten (fiir andere Zwecke hingegen weniger) geeignet sind. Der Abschnitt ist hingegen
weder als Einfiihrung in die Methode der Finiten Elemente oder deren numerische Um-
setzung vorgesehen noch geeignet. Fiir die intensive und umfassende Beschaftigung mit der
FEM als Ganzem und ihren speziellen Varianten stehen eine ganze Reihe ausgezeichneter und
ausfiihrlicher Biicher zur Verfiigung (z.B. Zienkiewicz 1984, Bathe 1986 oder Wriggers 2001).
Zusétzlich bietet das (bisher unverdffentlichte) Vorlesungsskript von Wellerdick-Wojtasik &
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Besdo (2004) eine leicht versténdliche Darstellung - allerdings explizit beschrankt auf sowohl
geometrisch als auch physikalisch lineare Fragestellungen und auf zweidimensionale Pro-
blemstellungen.

In Anbetracht seines Zweckes als Motivation fiir das Nachfolgende ist dieser Abschnitt be-
reits sehr umfangreich. Dementsprechend wird im Sinne eines groben Uberblicks fiir alle
Teilaspekte der Methode der Finiten Elemente, die hier nicht im Fokus stehen, z.B. der
Wahl der Elementform und der Ansatzfunktionen oder der numerischen Integration, von
einfachen Standardmethoden ausgegangen. Auch Methoden, bei denen die finiten Elemente
nicht materialgebunden sind, werden ausgeklammert. Aulerdem werden, wo immer méoglich,
Vereinfachungen vorgenommen, sofern diese nicht beziiglich der Materialsteifigkeit wesentli-
che Aspekte beriihren. Beispielsweise werden Tragheits- und Volumenkrafte auler Betracht
gelassen.

In der einschldgigen Literatur (s.o.) finden sich ausfithrliche und sorgfiltige Darstellungen
der mathematischen Basis der FEM als eine spezielle Art von Ritz-Ansétzen. Fiir den hier
verfolgten Zweck einer Motivation reicht allerdings eine (héufig zutreffende) anschauliche In-
terpretation aus, nach der die Basis der FEM in einer Einteilung des Kontinuums in gedachte
Teilvolumina, die Finiten Elemente, besteht, die lediglich an vorgegebenen Knotenpunkten
miteinander verbunden sind und auch nur dort wechselwirken konnen. Die Knotenverschie-
bungen werden an dieser Stelle mit U, die Knotengeschwindigkeiten mit V ;- und die tiber
die Knoten ausgetauschten Krafte mit (), bezeichnet. Sofern im Zusammenhang mit Fi-
niten Elementen grofie Indizes auftretenj so wird hier ausnahmsweise nicht wie sonst tiber
drei Indexwerte, sondern iiber die Knotenzahl des jeweiligen Elements summiert. Fiir die
einzelnen Elemente werden in Abhangigkeit von den Knotenverschiebungen und -geschwin-
digkeiten moglichst realitatsnahe und physikalisch sinnvolle Verschiebungs- und Geschwin-
digkeitsverteilungen als kinematische Zwénge festgelegt. Dies geschieht mittels sogenannter
Ansatzfunktionen Ny, die geméf Wellerdick & Besdo (2004, S. 96) sowohl als Funktionen
des Ortes als auch als Funktionen von Elementkoordinaten £¢ aufgefaBt werden konnen. Die
Elementkoordianten folgen in volliger Analogie zu Materialkoordinaten den Verformungen
des jeweiligen Elements.

u(€') = Nk (&) Uk (5.1)

Durch diese kinematischen Zwange wird die Gesamtstruktur in jedem Fall steifer abgebildet
als sie tatsachlich ist, d.h. bei Deformationsvorgaben werden die resultierenden Krafte eher
zu grofl und bei Kraftvorgabe die Verschiebungen zu klein wiedergegeben. Im Idealfall sind
die Ansatzfunktionen so flexibel und die Elemente so klein, daf§ die durch diese raumliche
Diskretisierung verursachte Versteifung gegeniiber der abzubildenden Struktursteifigkeit von
untergeordneter Bedeutung ist.

Die Ansatzfunktionen N sind iiber der Zeit unverdanderliche Eigenschaften des jeweiligen
Elementtyps. Bei der Berechnung der Geschwindigkeiten durch substantielle Ableitungen der
Verschiebungen nach der Zeit treten sie somit lediglich als konstante Vorfaktoren auf. Daraus
resultiert dieselbe Abhangigkeit zwischen der Geschwindigkeitsverteilung und den Knotenge-
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schwindigkeiten wie zwischen der Verschiebungsverteilung und den Knotenverschiebungen.

u(¢') (5.2)

Damit ergeben sich fiir die Ortsableitungen der Verschiebungen und der Geschwindigkeiten
gegeniiber der Referenz- und der aktuellen Konfiguration die folgenden charakteristischen

Beziehungen.

Vov=G = (YNK>OL/K

Vor==%

Vor=F"=F— (YNg)oUg

_ R o _ (5.3)
YOQZET = (VNg)o Vg

Vor=F' =E+ (VNg)oUg

VoF=E

Infolge der Festlegung 5.1 und der daraus resultierenden Beziehung 5.2 ergeben sich aus
dem Stoffgesetz anhand der Knotenverschiebungen und Knotengeschwindigkeiten und ggf.
deren Verlauf in der Belastungsvorgeschichte die zugehorigen Spannungen fiir die einzel-
nen Punkte des Elements. Das primare Problem besteht nun darin, einen Zusammenhang
zwischen dieser Spannungsverteilung und den aufleren Lasten des Elements zu ermitteln. Da-
bei sollen (s.o0.) Tragheitskrifte und sonstige Volumenkréfte unberiicksichtigt bleiben. Da die
Methode verlangt, dal an den Randern der Finiten Elemente zwischen den einzelnen Knoten
keine Wechselwirkungen stattfinden (s.o.), kommen als Tréger duflerer Leistungen lediglich
die in den Knotenpunkten konzentrierten, auf das jeweilige Element wirkenden Elementkno-
tenkrafte () - in Frage. Stoflen an einem Knoten mehrere Elemente zusammen, so summieren
sich die Elementknotenkrifte dieser Elemente zur resultierenden (dufleren) Knotenkraft.

5.1.1 Leistungsbilanz am Einzelelement

Die Untersuchung des Zusammenhangs zwischen der Spannungsverteilung im Element und
den Elementknotenkriften setzt bei der Formanderungsleistung an. Um dabei die Gleichung
5.3 ausnutzen zu konnen, empfiehlt sich an dieser Stelle eine Formulierung der Formande-
rungsleistung mit dem vollstandigen Geschwindigkeitsgradienten anstatt dessen symmetri-
schen Anteils. Das Integral erstreckt sich in diesem Fall iiber das Gesamtvolumen & des
betrachteten Elements.

) £
Pex_Ekin:/O-"(vov) dVv

Da die Knotengeschwindigkeiten V - keine Funktionen des Ortes sind, folgt beim Einsetzen
der Gleichung 5.2 mit Hilfe von Gleichung 2.27:

. £ &
Pex_Ekin:/U“{(VNK)OVK} dV:/(U'VNK)'VK dV
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Zusétzlich kann hier die Reihenfolge von Integration und Summation tiber K vertauscht
werden.

' E
Pex—Ekin:/(U'VNK) dvV - Vg

Da Tragheits- und Volumenkréfte unberiicksichtigt bleiben sollen (s.o.), verbleibt von der ex-
ternen Leistung lediglich ein die Spannungen in den Oberflachen erfassendes Randintegral,
und Anderungen der kinetischen Energie treten nicht auf. Hinsichtlich des Randintegrals
kommt nun weiterhin zum Tragen, da lediglich die Elementknotenkrafte @, (jeweils am
Knoten K') zu d&uBeren Leistungen beitragen konnen, da nur an den Knoten ‘Wechselwirkun-
gen stattfinden.

P, :? s-vdA hier Qg - Vi und Ekin =0 (5.4)

Aus der Leistungsbilanz folgt somit mit den hier festgelegten Einschriankungen:

7

Eine Umstellung dieser Gleichung liefert:

IS

VNg)dV - Vi = Qg - Vi

&

Sofern aus der Gleichung 5.5 geschlossen werden konnte, dafl die einzelnen R jeweils ver-
schwinden miissen, so ware damit bereits eine Bestimmungsgleichung fiir die gesuchten Ele-
mentknotenkrifte gefunden. Um eine derartige Schlufolgerung zu rechtfertigen, steht wie-
derum die Betrachtung mehrerer Beobachter zur Verfiigung, denn die Knotenkraftvekto-
ren sind wie auch die Formanderungsleistung beobachterunabhéangig. Die zu beantwortende
Frage ist also, ob die Variationsmoglichkeiten in den V', durch Wechsel des Beobachters
ausreichen, um aus Ry - V- = 0 zu schlieflen, dafl B, = 0 fiir jeden einzelnen Knoten
gelten mufB. Dies fiithrt zunéchst auf (vergl. Gl. 3.22):

(6%
Ry - V=0 A @ d o
Kook mit: V- V= To W- S (rA) . (5.6)
=" dtla

A
EK -V K — 0
Dabei sind die Vektoren 7, vom Ursprung A des e -Beobachter-Systems zum jeweiligen
Knoten natiirlich fiir jeden Knoten verschieden, wahrend der Tensor W, der die Relativ-
drehung zwischen den beiden Beobachtersystemen beschreibt (vergl. Gl. 3.21) und der Ver-

bindungsvektor der beiden Beobachter-Systemurspriinge O;: sowie dessen Zeitableitung im
a-System fiir jeden Knoten identisch sind.
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Aus Gleichung 5.6 geht hervor, daf§ die Vektoren R, auch im Produkt mit den Differenzge-
schwindigkeiten verschwinden miissen.

Ry - (éK_&K> LO:EK' (J;YDKW) _;(RK)'%Q(O}A)

aA . . .. .. .
Da W und r unabhéngig voneinander von Beobachter zu Beobachter variieren, miissen die
einzelnen Terme jeweils verschwinden.

B (T W) 20 Y (Re)- %a(%) Lo (5.7)
K

Die zweite Bedingung ist aufgrund der im allgemeinen nicht verschwindenden Anderung des
A

Vektors 0;: nur durch das Verschwinden der Summe der R zu erfiillen. Dies entspricht dem

Kraftegleichgewicht zwischen inneren und aufleren Kraften fiir das Gesamtelement.

SRy 20

K

Die erste Bedingung in Gleichung 5.7 besteht aus einer Summe von drei Skalarprodukten. Um
diese Bedingung leichter auswerten zu kénnen, wird auf Gleichung 2.42 zuriickgegriffen. Aus
dieser Gleichung folgt fiir den Tensor W wie fiir jeden anderen antisymmetrischen Tensor
auch:

W .

W' W= 2 W

N
N

Mit Hilfe dieses Zusammenhangs 1483t sich auch die erste Bedingung in ein einzelnes Skalar-

me (B (A (wo) o))
_%(RK'E'V;‘"PK)'(W-- )LO

Da wiederum einer der Vektoren, namlich W -- € von der Relativbewegung der beliebig

produkt zweier Vektoren umformen.

Ry - (VZ?‘ZDK'W)

Hen
Hen

N

wiahlbaren Beobachter abhéngt, muB zur Erfiillung dieser Bedingung gefordert werden, daf
der erste Vektor stets verschwinden muf}. Nach Umformung erkennt man in dieser Forderung
unmittelbar das Momentengleichgewicht fiir das gesamte Element. Fiir das gesamte Element
ist somit unter den hier getroffenen Voraussetzungen der Drallsatz stets erfiillt.

AP |
(RK'G'J;EPK): T X R =0

Die Beobachterunabhéngigkeit schrankt die moglichen Vektoren R also neben der Summen-
Bedingung R - V ;- = 0 auf solche Kombinationen ein, die sowohl das Krafte- als auch das
Momentengleichgewicht am Gesamtelement erfiillen. Damit ist allerdings das Ziel noch nicht
erreicht, zu zeigen, ob fiir alle Vektoren R, die Gleichung R, = 0 gefordert werden darf.
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Zur weiteren Untersuchung waren Aussagen iiber Teile des Elementes notig. Diese sind aber
sehr aufwendig, da dann Spannungen auf den entstehenden Schnittflachen auftreten wiirden
und beriicksichtigt werden miiiten. Daher wird eine andere Strategie verfolgt. Das Problem
ware einfach losbar, wenn bei Einhaltung der Leistungsbilanz eine noch groflere Variierbarkeit
der Geschwindigkeiten als in Gleichung 5.6 gefordert werden diirfte. Ob dies der Fall ist, soll
nun nicht an dem speziellen Fall eines Finiten Elements, sondern in allgemeinerer Form
untersucht werden.

5.1.2 Relation der virtuellen Leistung

Beim Riickblick auf die Herleitung der Formanderungsleistung aus der Leistung der aufleren
Krifte und der Anderung der kinetischen Energie (s. Gl. 3.33ff.) fillt auf, daf die Zusam-
menhange zwischen den Kraft- und Geschwindigkeitsgrofien nur an einer einzigen Stelle
ausgenutzt wurden, namlich bei der Ableitung der kinetischen Energie in Gleichung 3.32.
Dies motiviert zu dem Versuch, zur Steigerung der Variabilitat der Geschwindigkeiten mit
modifizierten Geschwindigkeitsfeldern zu arbeiten und zu iiberpriifen, ob auch hierfiir eine
Bilanz geméfl Gleichung 3.40 Giiltigkeit besitzt (Die folgende Herleitung der Relation der
virtuellen Leistungen entstammt dem unverdffentlichten Skript von Wellerdick-Wojtasik &
Besdo (2004)). Bei diesen modifizierten, als virtuell bezeichneten Geschwindigkeiten handelt
es sich ausdriicklich nicht mehr um die realen Geschwindigkeiten, die iiber das Stoffgesetz die
Spannungen bedingen. Zur préizisen Unterscheidung realer und virtueller Grofien sollen die
verbleibenden realen Gréfen durch einen Stern gekennzeichnet werden. Der Spannungstensor
o wird nun beispielsweise durch ¢* gekennzeichnet. Im Gegensatz dazu werden die virtuellen
Geschwindigkeiten und alle daraus abgeleiteten Groflen durch zwei Sterne gekennzeichnet,
z.B. v**. Von diesen virtuellen Geschwindigkeiten wird lediglich verlangt, daf sie den Axio-
men des Abschnitts 3.1.5 geniigen und somit als reales Geschwindigkeitsfeld bei zugehorigen
Spannungen durchaus denkbar waren. D.h., diese Geschwindigkeiten sollen den realen Rand-
bedingungen gentigen und stetig verteilt sein. Gegeniiber z.B. virtuellen Verriickungen, die
als infinitesimal definiert sind, haben diese virtuellen Geschwindigkeiten somit den Vorteil,
daBl sie sich in ihren Eigenschaften in keiner Weise von realen Geschwindigkeiten unter-
scheiden, was in einfacher Weise einen sicheren, flexiblen und der Anschauung zuganglichen
Umgang mit diesen Groflen ermaglicht.

Fiir die virtuelle Formanderungsleistung gilt unter Ausnutzung der Symmetrie des Cauchy-
Spannungstensors und der lokalen Gleichgewichtsbedingungen (Gl. 3.37), die ausschliefllich
reale Kraftgroflen in Beziehung setzen:

g g abs

Mit Hilfe der Gleichung 3.35 und dem Gaufischen Integralsatz ergibt sich schlief3lich:

g g abs
/a*--D**dV: s*-v**dA—i—/(f*—ga*)-v**dV . (58)

Der Vergleich mit Gleichung 3.40 zeigt, da} diese Beziehung zwischen den virtuellen Lei-
stungen mit identischen Definitionen wie bei den realen Leistungen exakt die gleiche Form
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hat wie die Bilanz der realen Leistungen. Dies ist dabei keineswegs ein neues Axiom. Der
gefundene Zusammenhang stellt also prinzipiell keinerlei neue Information dar.

Der hergeleitete Zusammenhang in Gleichung 5.8 wird gemeinhin als Prinzip der virtuel-
len Leistungen bezeichnet. In dem hier vorgestellten Kontext einer Herleitung ist diese Be-
zeichnung allerdings eher mifiverstéandlich (s. Gramann 1997 im Zusammenhang mit der
Unschérferelation). In diesem Sinne wére es vielleicht empfehlenswert, von der Relation der
virtuellen Leistungen zu sprechen. In der Literatur hingegen wird diese Relation oder an-
dere aus ihr ableitbare Aussagen héufig als grundsétzliches Axiom eingefithrt (Siehe z.B.
Haupt 2000, Pestel & Wittenburg 1981 oder Szab6 1964). In diesem Zusammenhang be-
merken Pestel & Wittenburg beziiglich des Prinzips der virtuellen Arbeit: ” Die angegebene
Formulierung des Prinzips ist wenig anschaulich. Welche weitreichenden Konsequenzen es
hat, wird erst die ausfihrliche Darstellung der folgenden Abschnitte zeigen. Das Prinzip ist
ein unabhdngiges Naturgesetz.”. Damit ergeben sich haufig Schwierigkeiten bei der anschauli-
chen Deutung und bei der Ubertragung auf besondere Probleme, z.B. bei auBergewohnlichen
Beschreibungsformen kinematischer Grofien.

Das hergeleitete Prinzip der virtuellen Leistungen ist exakt und gilt sowohl fiir virtuelle
Geschwindigkeits- als auch Lastgrofien. Statt der Geschwindigkeiten konnen namlich auch
die Lastgrofien, also die aufleren, die Volumen- und die Tragheitskrafte als die virtuellen
GroBlen angesehen werden. Damit die Gleichung 5.8 und deren Herleitung ihre Giiltigkeit
behalten, ist lediglich die Symmetrie von ¢* einzuhalten und das lokale Gleichgewicht zu
erfiillen.

Die Relation der virtuellen Leistungen ist somit sehr weitreichend anwendbar, sie umfafit
z.B. virtuelle Krafte, passive Formanderungsarbeiten und beinhaltet auch das Prinzip der
virtuellen Verriickungen der Statik durch Integration der Geschwindigkeiten tiber infinitesi-
male Zeitraume. Durch eine derartige Integration der weitgehend beliebigen virtuellen Ge-
schwindigkeiten entstehen die charakteristischen Eigenschaften der virtuellen Verriickungen.
Sie sind infinitesimal klein, vertraglich mit den realen Randbedingungen, aber dariiber hin-
aus beliebig. Die virtuellen Kraftgrofien werden dabei durch die realen Gréflen ersetzt. Ein
entscheidender Punkt fiir die nutzbringende Anwendung virtueller Verriickungen ist, dafl
die LastgroBen wihrend des infinitesimal kurzen Integrationszeitraums keine Anderung er-
fahren. Umgekehrt ist gerade hierfiir der infinitesimale Zeitraum notwendig. Dies bringt
andererseits zumindest fiir die Anschauung den Nachteil mit sich, dafl sich virtuelle und
reale Verriickungen durch ihre Gréfle prinzipiell voneinander unterscheiden. Diesen Nachteil
weisen die virtuellen Geschwindigkeiten nicht auf.

5.1.3 Elementknotenkrafte

Mit Kenntnis der Gleichung 5.8 kann nun tiber Gleichung 5.5 hinausgehend gefordert werden,
daB die R, auch im Produkt mit virtuellen Knotengeschwindigkeiten V ,.** Null ergeben
miissen. Zur Erfiillung dieser Gleichung miissen aufgrund der freien Variierbarkeit dieser zwar
virtuellen, aber nicht infinitesimal kleinen und damit problemlos vorstellbaren Geschwindig-
keiten tatsdchlich die einzelnen Vektoren R, jeweils Nullvektoren sein.

Ry Vg™ =0 = Rrp=0 VK



122 5 Beobachtersysteme fiir konsistente Linearisierungen

Damit ergibt sich aus Gleichung 5.5 eine noch vollstandig koordinatenunabhangige Bestim-
mungsgleichung fiir die Elementknotenkrafte.

&
Qi = /(U -V Ng) dV (5.9)

Da die Integration tiber das aktuelle Volumen haufig, z.B. bei materialgebundenen Element-
grenzen (insbesondere im Zusammenhang mit der Gaufipunktintetration), fiir die Anwen-
dung ungiinstig ist, empfiehlt sich der Ubergang auf andere Spannungsgrofien. Mit den 1.

Piola-Kirchhoff-Spannungen 7' = 2 F - o folgt:
=T = 2

Qx = 7 (TT : 6NK) dv (5.10)

und mit den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen i :

5 ~ ~ ~
Qi = /(F- T -V Ng)dvV . (5.11)

Fiir die eindeutige Bestimmung der Elementknotenkrafte aus der Spannungsverteilung im
Element war somit lediglich die Relation der virtuellen Leistungen notwendig, deren Herlei-
tung ohne zusatzliche axiomatische Vereinbarungen aus der vorgestellten Axiomatik heraus
gelang.

Damit sind nun einerseits die Zusammenhange bekannt, die notig sind, um aus Knotenver-
schiebungen und Knotengeschwindigkeiten die Verschiebungen und Geschwindigkeiten jedes
einzelnen Punktes des Elements zu bestimmen und anhand dessen Verzerrungen und de-
ren Anderungen zu berechnen. Zum anderen kann anhand der sich aus diesen Vorgaben
ergebenden Spannungen innerhalb des Elements auf die zugehorigen Elementknotenkrafte
geschlossen werden.

5.1.4 Zeitdiskretisierung

Die Unterteilung des Korpers in finite Elemente entspricht einer raumlichen Diskretisie-
rung der Wechselwirkungen innerhalb des Kontinuums. Damit wird eine Reduktion der
unbekannten Groflen auf eine endliche Zahl von Knotenverschiebungen, -geschwindigkeiten
und -kraften erreicht. Dariiber hinaus ist fiir die naherungsweise Erfassung der zeitlichen
Abhangigkeiten dieser unbekannten Groflen wéhrend eines Belastungsprozesses auch eine
zeitliche Diskretisierung der Prozefldauer notig. Dementsprechend werden die unbekannten
Groflen nur noch zu einzelnen Zeitpunkten berechnet, wahrend fiir die dazwischenliegenden
Zeitintervalle analog zu den raumlichen Ansatzfunktionen wiederum standardisierte Annah-
men getroffen werden.

Eine Annahme tiber den zeitlichen Ablauf des Prozesses wéahrend eines Zeitintervalls von
t — At bis t legt die Beziehungen zwischen den Knotenverschiebungen und den Knotenge-
schwindigkeiten fest, von der zunachst nur

t

Uk(t) - Uglt=80 = [ Vgln)dr
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bekannt ist. Bei einer linearen Anderung der Verschiebung U i innerhalb von At entspricht
die Geschwindigkeit dem zugehorigen Differenzenquotienten.

Vil(t) = Uselh) = Zf(t ), (5.12)

Die bisherige Geschwindigkeit hat bei diesem Ansatz keinen Einflufl auf die weitere Entwick-
lung. Dies ist anders, wenn ein linearer und damit sprungfreier Ubergang der Geschwindig-
keiten gefordert wird. In diesem Fall ergibt sich der Zusammenhang aus der Trapezregel.

Vi) + Vi (t — At)

Ug(t) = Ug(t — At) = At 5

Eine Umstellung liefert eine Bestimmungsgleichung fiir die Geschwindigkeit V. (t) zu einer
Verschiebungsschitzung U (t) und den Daten des letzten Zeitschritts.

Uelt) = Upelt — Ab)
At

V() =2 — Vit — At) (5.13)

Eine Interpolation zwischen den beiden Ansétzen fiir V- (¢) in den Gleichungen 5.12 und
5.13 erlaubt auch Mischformen (vergl. Bathe 1986: a-Methode der Zeitintegration).

Vo) = n {2 RS0y )

- w) {UK(“ ~ Ll =20 } (514
(t) — Ug(t — At)
At

Dies entspricht mit x = 0 der Gleichung 5.12 und mit x = 1 der Gleichung 5.13. Diese beiden
Fille sollten als Grenzfalle aufgefalit werden, womit fiir x der Wertebereich 0 < k < 1 in
Frage kommt. Die Wahl des x-Werts beeinflufit sowohl die Fahigkeit des Verfahrens zur
numerischen Stabilisierung als auch die Schnelligkeit des Gesamtverfahrens. x-Werte nahe

:(1+H)QK — RVt — Ab)

bei 1 konnen zu andauernden Schwingungsphanomenen fithren, deren Ursprung allein in der
Numerik liegt (Bei k-Werten grofier Eins kommt es sogar zu instabilem Verhalten). Derartige

Storungen klingen bei kleineren Werten fiir x schneller ab, dafiir nimmt die Performance des

Verfahrens ab. Bewéhrt hat sich der Wertebereich % <k < ;

5.1.5 Linearisierung

Fiir jeden Knoten der Netzstruktur wird zu jedem Zeitpunkt als Randbedingung entweder
die Verschiebung U ;- oder die Summe der Elementknotenkréafte, also die von auflen auf die-
sen Knoten wirkende Kraft vorgegeben. Diese Vorgehensweise ist nicht zwingend, bietet sich
aber aufgrund des Zusammenhangs mit der Leistung der dufleren Kréfte an (vergl. Gl. 5.4).
Experimentell lassen sich Randbedingungen praktisch nur auf diesem Wege direkt vorge-
ben. Beispielsweise kann fiir einen Ort immer nur entweder die belastende Kraft oder aber
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die Verschiebung vorgegeben werden. Sollen dennoch fiir beide Groflen bestimmte Werte
realisiert werden, so geschieht dies, indem an anderen Stellen geeignete Belastungen aufge-
bracht werden, mit deren Hilfe sich die gewiinschten Bedingungen indirekt einregeln lassen.
Typischerweise ist in den meisten Fallen, namlich bei allen Knoten, die lediglich den Zusam-
menhalt der Struktur gewéhrleisten, als Kraftrandbedingung eine Nullkraft zu fordern, da
keine auflere Kraft angreift.

Die Berechnung der Verschiebungen derjenigen Knoten, fiir die Kraftvorgaben existieren,
stellt das zentrale Problem dar. Hingegen werden die resultierenden Krafte an den Knoten mit
vorgegebenen Verschiebungen fiir die Berechnungen in den nachfolgenden Zeitschritten nicht
benotigt. Sofern sie als Ausgabegrofien von Interesse sind, konnen sie im Nachgang, nach
der Ermittlung der unbekannten Knotenverschiebungen direkt berechnet werden. Die unbe-
kannten Verschiebungen konnen hingegen aufgrund der nichtlinearen Zusammenhange nicht
direkt berechnet werden. Somit wird zu jedem Zeitpunkt zunachst eine Schatzung vorgenom-
men, die dann iterativ verbessert wird. In jedem Iterationsschritt werden zu den geschatzten
Knotenverschiebungen die zugehorigen Knotengeschwindigkeiten bestimmt (Gl. 5.32). Uber
die Ansatzfunktionen ergeben sich daraus die Verzerrungen und Verzerrungsanderungen in-
nerhalb der einzelnen Elemente. Hierzu wiederum liefert das jeweilige Stoffgesetz die zu-
gehorigen Spannungen, die geméfl den Gleichungen 5.9, 5.10 oder 5.11 Elementknotenkréfte
Q) ;' hervorrufen. Die Summe dieser Krafte iiber alle Elemente, die den Knoten K enthalten,
addieren sich zu der resultierenden Knotenkraft in der Gesamtstruktur. Von dieser Knoten-
kraft ist zu fordern, daf} sie der jeweiligen Kraftvorgabe hinreichend genau entspricht.

Als Kriterium fiir die Giite der bisherigen Schatzung wird an allen Knoten mit Knotenkraft-
vorgabe die Differenz zwischen der Summe der aus der Schatzung resultierenden Element-

knotenkrafte @)z und der Vorgabekraft @O i herangezogen.

Z Qg soll ergeben EQOK (5.15)
&

Sofern die erreichte Genauigkeit nicht den jeweiligen Anforderungen geniigt, mufl die bis-
herige Schatzung verbessert werden. Dies geschieht durch eine Linearisierung der Berech-
nungsvorschrift fiir die Knotenkrafte in dem durch die momentanen Schatzwerte fiir die
Knotenverschiebungen und -geschwindigkeiten gegebenen Arbeitspunkt. Als Basis fiir die
verwendeten Koeffizientenschreibweisen wird hier der einfachste Fall eines ortsunabhéngigen,
orthonormierten Basissystems gewahlt. Zur kompakten Darstellung im Zusammenhang mit
verschiedenen Iterationsstufen werden die Koeffizienten der verschiedenen Vektoren zunachst
in Spaltenmatrizen zusammengefaf3t.

Knotenverschiebungen: U — U

Knotengeschwindigkeiten: Via — V

Elementknotenkrifte (pro Element): Qe — @ (5.16)
(0.9 (0. 9]

globale Kraftvorgaben: Qre, — @
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Ausgehend von einer (noch nicht ausreichend genauen) n-ten Schétzung mit U, und V,
entsteht als Naherungsgleichung fiir die Forderung 5.15 die konsistente Linearisierung:

0 0Q, 0 Q,
Q:Zg:{@nJra—gn'(Qn+1—gn>+a—yn'(l/n+1—l/n)}5 . (517)

Darin stellt U, ; die gesuchte verbesserte (n+1)-te Schatzung dar. Sowohl U,, alsauch U, 4
stellen Schatzungen der Knotenverschiebungen zum gleichen Zeitpunkt ¢ dar. Die ausiterier-
ten Knotenverschiebungen des letzten Zeitschritts ¢ — At werden stattdessen durch die mit
U ;. bezeichnete Spaltenmatrix reprasentiert. Gleichung 5.14 nimmt in dieser Schreibweise
die folgende Form an:

~U
S VA A (5.18)

Im Hinblick auf spitere Uberlegungen beziiglich Eulerscher Grofen ist der Hinweis von Be-

U
V= (0+nr) =

deutung, dafl diese Schreibweise die Gleichung 5.14 nur dann korrekt wiedergibt, wenn die
verwendeten Koeffizienten (S. Gl. 5.16) zu einem Basissystem gehoren, das in sich starr ist
und keine Relativgeschwindigkeit gegeniiber dem Basissystem hat, in dem die Verschiebun-
gen und Geschwindigkeiten ermittelt werden.

Der gleiche Zusammenhang gilt natiirlich auch fiir die (n+1)-te Schitzung,.

U -U
~n+l1 < al
Vi = 1+ k) nTtat — &V
Die Differenz der beiden Gleichungen
1+ kK
Vier = Vu = A—t(gn—i—l - U,) (5.19)

ermoglicht es, in der Linearisierung 5.17 die Geschwindigkeiten vollstandig zu eliminieren.
Damit entsteht ein Gleichungssystem, das neben Grofien aus dem letzten, n-ten Iterations-
schritt und den Kraftvorgaben nur noch die noch unbekannten, verbesserten Knotenverschie-
bungen U, . enthalt.

20 0Qn 14k 0Qy
Q o Z {Qn}g - Z {aa + At,{ 8’{/ }8 ’ (gn—i—l - Qn) (5-20)
£ E -t RN _

£
AQ M AU

~ ~

Vv

Die sich aus der Summe der Elementsteifigkeitsmatrizen M ergebende Gesamt- oder Sy-
stemsteifigkeitsmatrix ist zundchst singular. Erst nach der~Ber1’iCksichtigung der Verschie-
bungsrandbedingungen ist das Gleichungssystem invertierbar, und die verbesserte Schéatzung
U, fiir die unbekannten Knotenverschiebungen kann berechnet werden. Nachdem dies
geschehen ist, werden mit Gleichung 5.19 die zugehorigen Knotengeschwindigkeiten V' 4
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ermittelt, womit gemafl den Gleichungen 5.1 und 5.2 die Verschiebungen und Geschwindig-
keiten jedes Punktes der Struktur festgelegt sind. Daraus ergibt sich mit Hilfe des gewéhl-
ten Stoffgesetzes die Spannungsverteilung, aus der gemafl Gleichung 5.9, 5.10 oder 5.11 die
zugehorigen Knotenkréfte (), pro Element folgen. Sofern die Summe dieser Krafte pro

Knoten den Knotenvorgaben 820 hinreichend nahe kommt, kann die Iteration beendet und
die Berechnung des néchsten Zeitschritts begonnen werden. Ansonsten wird die laufende
Iteration mit der Aufstellung eines neuen Gleichungssystems geméfi Gleichung 5.20 zur Be-
rechnung einer nochmals verbesserten Schitzung U, 5 fortgesetzt.

0 0
Die Ableitungen 8% =~ und 8% = der Elementknotenkriifte nach den Knotenverschiebungen
~1n ~n

und -geschwindigkeiten hédngen mit Ableitungen von Spannung nach Verzerrungen zusam-

men. Diese bilden die sogenannte Materialsteifigkeit.

5.2 Materialsteifigkeit in gemischter Darstellung

Um die in Gleichung 5.20 angegebene Elementsteifigkeit ]ﬁ mit den Groflen des jeweili-
gen Stoffgesetzes, also Spannungen, Verzerrungen und ggf. \N/erzerrungsgeschwindigkeiten in
Verbindung zu bringen, ist eine Riickkehr von der Schreibweise mit den in Gleichung 5.16
vereinbarten Spaltenmatrizen zur Koeffizientenschreibweise empfehlenswert, da so einerseits
die Herleitungen einfacher fallen und andererseits nicht mehr zwischen verschiedenen Itera-
tionsschritten unterschieden zu werden braucht.

& 0Q 1+k 0Q
M — Ka Ka
Kalb = 50, T AL 9V,

(5.21)

Die weitere Auflosung fallt am leichtesten, wenn die Koeffizienten @, gemafl Gleichung
5.10 mit den 1. Piola Kirchhoff-Spannungen in Verbindung gebracht werden. Hierzu miissen
allerdings zunéchst die Ableitungen der Ansatzfunktionen Ny diskutiert werden. Die An-
satzfunktionen werden in der Regel als Funktionen der Elementkoordinanten & eingefiihrt:
Nk = Nk (f’) Gemafl Wellerdick-Wojtasik & Besdo (2004, S. 96) kénnen sie aber ebenfalls
als Funktionen der Orte in der Referenzkonfiguration aufgefafit werden, da Elementkoor-
dinanten und Orte sich eindeutig zugeordnet sind. Bei der Umrechnung der entsprechenden
Ableitungen treten die Elemente der inversen Jacobi-Matrix auf (vergl. Wellerdick-Wojtasik
& Besdo 2004, S. 93).

ONkg  ONg o€

or, 0 or,

In Koeffizientenschreibweise nimmt die Gleichung 5.10 damit folgende Gestalt an:

or,

C

E
N ~
Qpy = /Tca ONE 7 (5.22)

Da iiber das Elementvolumen in der Referenzkonfiguration integriert wird, konnen die zu bil-
denden Ableitungen nach den Knotenverschiebungen und -geschwindigkeiten in das Integral
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hineingezogen werden.

£ ) ONk\ 14k 0 ONK\ -~
Mo — 7 9K 7 9NEY g
KaLb /6ULb( ca 6Fc)+ At aVLb( ca a”r;) v

_‘76NK 0T,  1+5 0T 4o
) or \oU, At 0V,

(5.23)

Die Ankniipfung an Deformationsmafle gelingt, indem die Ableitungen erweitert werden.
Hierzu liefern die Gleichungen 5.3 die Abhangigkeiten des Deformationsgradienten und des-
sen Zeitableitung von den Knotenverschiebungen und -geschwindigkeiten.

ON
F, =0+ Uy —&
ed = Oed T UKe T oF., OF, ON ON,
= = — = — 5KL 56() — — 66() ——_ (524)
ed Ke o
d

Neben der vollstandigen Unabhéngigkeit dieser Ableitungen von der ablaufenden Deforma-

JAN
tion ist hieran bemerkenswert, daf§ die Koeffizienten von F' nicht von den Knotenverschie-
bungen abhangen.

Mit Hilfe der vorgefundenen Zusammenhange 1ait sich Gleichung 5.21 weiter auflosen.

& :78NK aTcaaFed+1+maTcaaﬁed s
KalLb O \OF, 0Uy = At gp 0V,

& ONg ONp (0T, 14k 0T, \ ~
= — + — dVv

(5.25)

Die Integration tiber das Elementvolumen wird in der Regel mit Hilfe des numerischen Ver-
fahrens der Gauflpunktintegration berechnet. Dabei wird das Integral durch eine Summe

Nk
or,

feste Werte an, die sich von Zeitschritt zu Zeitschritt nicht andern und somit prinzipiell

mit wenigen Summanden ersetzt. An jedem dieser Gaulpunkte nehmen die Ausdriicke

zur Rechenzeitersparnis abgespeichert werden konnen. Zu berechnen sind dann in jedem
Zeitschritt nur noch die Koeffizienten der sogenannten Materialsteifigkeit.

oT,, 1+k 0T,
O0F, * At -
bd 8de

Materialsteifigkeit: (5.26)

Die Materialsteifigkeit enthalt ausschliellich lokale Informationen und repréasentiert damit
reine Materialeigenschaften. Die Tatsache, daf sich die Ableitungen der Spannungen 7,
nach F,;, und ﬁbd vollstandig von den die Elementgeometrie betreffenden Termen isolieren
lassen (Gl. 5.25), ist, wie noch gezeigt werden wird, keineswegs selbstverstandlich, sondern
eine Besonderheit der hier verwendeten gemischten Darstellungsweise.
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5.2.1 Modellalgorithmus fiir aligemeine homogene Zustande

Der beschriebene Algorithmus 148t sich in einer reduzierten Variante sehr gut zur schnel-
len und robusten Simulation einer sehr grofien Klasse von Prozessen mit rein homogenen
Belastungen verwenden. Dies entspricht im Prinzip einer FEM-Berechnung mit nur einem
einzigen GauBpunkt. Die reduzierte Variante gestattet tiberdies einen leichteren Uberblick
iiber den Algorithmus.

Wahrend fiir die Berechnung inhomogener Belastungen innerhalb technischer Bauteile ein
aufwendiges numerisches Verfahren wie die FEM unentbehrlich ist, sind fiir die Beurteilung
und Anpassung von Stoffgesetzen homogene Belastungen haufig besser geeignet. Diese Be-
rechnungen lassen sich zwar prinzipiell auch mit einem geeigneten FEM-Programm anhand
eines einzelnen Elements und passend gewahlter Randbedingungen durchfiihren, damit wird
aber sinnbildlich 'mit Kanonen nach Spatzen geschossen’. Daraus erwéchst ein Nachteil, so-
bald sehr viele solcher Rechnungen an sehr kleinen Systemen benctigt werden, wie es z.B.
bei der Identifikation von Stoffgesetzparametern der Fall ist.

Die Klasse der hier behandelten homogenen Zustande und Zustandsanderungen umfafit samt-
liche Prozesse, deren einzelne Zustande sich durch separate Randbedingungen fiir Koeffizi-
enten des 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors und des Deformationsgradienten beschreiben
lassen. Die genutzten Koeffizienten gehoren dabei zu den Darstellungen [Tab} und [Fab] T der
beiden Tensoren in demselben kartesischen, als unbewegt empfundenen Koordinatensystem

mit den zugehorigen Basen e,,.

Zunachst sollen zur Veranschaulichung dieses Vorgehens zwei einfache Beispiele vorgestellt
werden. In Gleichung 5.27 sind die Randbedingungen fiir einen zyklischen einachsigen Zug-
versuch in y-Richtung angegeben.

T,,=0 Fl =0 FL =0
Fl.=0 T, = g(l — cos (wt)) FL =0 (5.27)
Fl.=0 FlL =0 T,, =0

Die Zugspannung schwankt periodisch zwischen 0 und f, wahrend die x- und z-Richtungen
normalspannungsfrei bleiben. Samtliche Scherverformungen in den e,-Richtungen werden
ausgeschlossen. Entsprechend diesen Randbedingungen stellen sich in Abhéngigkeit von dem
verwendeten Stoffgesetz die Langungen in x-, y- und z-Richtung ein. Sofern das Stoffgesetz
isotrop ist, werden sich verschwindende Scherspannungen einstellen. Bei einem anisotropen
Stoffgesetz hingegen entsprechen die angegebenen Randbedingungen nicht unbedingt einem
einachsigen Zugversuch.

Im Vergleich dazu zeigt Gleichung 5.28 die Randbedingungen fiir einen symmetrischen Scher-
versuch in y-Richtung. In diesem Fall ist die Scherdeformation periodisch schwankend mit
der Scheramplitude k vorgegeben. Der Querschnitt senkrecht zur y-Achse ist durch die in
F' gegebenen Randbedingungen in seiner Form und seiner Ausrichtung zur y-Achse festge-
legt. Die einzige verbleibende Verformungsfreiheit neben der Scherung besteht in der sich
einstellenden Hohe in y-Richtung. In dieser Konstellation gibt die Hohenanderung direkt
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die Anderung des Volumens wieder, so dafl bei einem nahezu inkompressiblen Material wie
Gummi die Hohe annahernd unverandert bleiben wird und der Verformungszustand somit
einer einfachen Scherung (simple shear) nahekommt.

Fr =1 Fl,=0 FL=0
Fl =ksin(wt) T, =0 FL =0 (5.28)
FL. =0 Fl.=0 FL =1

Statt der Scherdeformation kann mit den in Gleichung 5.29 vorgegebenen Randbedingungen
auch die Scherspannung bei ansonsten unveranderten Bedingungen vorgegeben werden.

Fr =1 Fl,=0 FL =0
T, = fsin(wt) T,, =0 FL =0 (5.29)
FI =0 Fl. =0 FL =1

Wie die Beispiele zeigen, werden die Randbedingungen stets derart vorgegeben, dafl zu jedem
Element einer 3 x 3-Matrix jeweils entweder der zugehorige Koeffizient des 1. Piola-Kirchhoft-
Spannungstensors oder stattdessen des transponierten Deformationsgradienten vorgegeben
wird. Dieses Vorgehen ist aus der Forménderungsarbeit (vergl. Gl. 3.50) heraus motiviert
(Kurvenintegrale, s. Bronstein et al. 1995).

KK
Da die Ingenieurspannungen 7, den Bezug von Kraftanteilen auf die zugehorigen Flachen-
elemente der Referenzkonfiguration herstellen und deshalb haufig mit mefitechnisch realisier-
baren Belastungen eng zusammenhangen, ist mit ihrer Hilfe die Vorgabe von Spannungsrand-
bedingungen vergleichsweise anschaulich und einfach, aber dennoch sehr vielseitig mdoglich.
Auch die Koeffizienten des Deformationsgradienten kommen der Anschauung entgegen und
erlauben einen sehr flexiblen Einsatz.

Die Tatsache, dal hier zwei unsymmetrische Tensoren verwendet werden, zu deren eindeu-
tiger Charakterisierung folglich jeweils neun Zahlen notwendig sind, scheint zunéachst einen
tiberméafig groBen Aufwand darzustellen. Effektiver erscheint eine Randbedingungsvorgabe
in Eulerschen oder stattdessen in Lagrangeschen Groflen. Tatsachlich ist im Fall eines iso-
tropen elastischen Gesetzes die Vorgabe von nur sechs Eulerschen Randbedingungen ausrei-
chend, um die Cauchy-Spannungen und die Verzerrungen festzulegen. Dafl dabei der Dreh-
anteil des Deformationsgradienten unbestimmt bleibt, braucht nicht zu stéren, sofern nur die
natiirlichen Spannungen ¢ von Interesse sind, die von diesen Drehanteilen unbeeinflufit blei-
ben. Erst fiir eine Umrechnung in 1. oder 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen wird der vollstandige
Deformationsgradient benotigt (s. Gl. 3.48). Diese Zusammenhénge gelten allerdings nicht
mehr fiir inelastische Stoffgesetze, in denen Zeitableitungen auftreten. Fiir die Berechnung
Eulerscher Zeitableitungen wird bereits der vollstandige Deformationsgradient benétigt (Gl.
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3.28 und 3.54). Andererseits konnen in der Lagrangeschen Darstellung zwar Zeitableitungen
auch ohne Kenntnis der Drehanteile des Deformationsgradienten berechnet und somit auch
die Spannungen bestimmt werden. In der Lagrangeschen Betrachtungsweise sind dies aller-
dings 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen, die sich ohne Kenntnis der vollstandigen Deformation
physikalisch nicht vollstandig deuten lassen. Fiir die Umrechnung in Cauchy- oder 1. Piola-
Kirchhoff-Spannungen ist aber wiederum der vollstandige Deformationsgradient notwendig.
Somit zeigt sich, dafl zwar fiir die Modellierung des Materialverhaltens durch ein Stoffgesetz
die symmetrischen Tensoren entweder der Eulerschen oder aber der Lagrangeschen Darstel-
lungsweise ausreichen, daf3 aber fiir die vollstandige Erfassung eines Belastungszustands im
allgemeinen zusatzlich der Drehanteil der Deformation bekannt sein mufl. Folglich enthalt
eine Angabe von neun Randbedingungen keinerlei Uberschuf.

Bei der FEM wird vor der Einarbeitung der Randbedingungen zunéchst die Gesamtsteifigkeit
aus der Summe der Elementsteifigkeiten gebildet (vergl. Gl. 5.20). Folglich werden bei der
Berechnung der Ableitungen der Elementknotenkréfte nach den Knotenverschiebungen und
-geschwindigkeiten die Verschiebungsrandbedingungen noch nicht berticksichtigt. Der hier-
durch betriebene prinzipiell iberschiissige Rechenaufwand ist in aller Regel, wenn die Zahl
der Knoten mit Verschiebungsrandbedingungen sehr viel kleiner als die Gesamtknotenzahl
ist, unbedeutend. Dies trifft auf die homogenen Belastungen nicht zu, so daf in diesem Fall
eine selektive Berechnung der Ableitungen eine wesentliche Rechenzeitersparnis erbringt.

Die zum Zeitpunkt ¢t durch die Randbedingungen bereits bekannten Koeffizienten F gl; des
Deformationsgradienten werden fiir eine kompakte Darstellung in der Spaltenmatrix f7 zu-

JAN
sammengefafit, die zugehorigen, noch unbekannten Werte von T, und F, ;‘II; in den Spalten-
yAN
matrizen ¢ und f7. AuBerdem werden die durch Randbedingungen festgelegten T, ,-Werte

. . T A’1” . 0 T A7“
und die zugehorigen Werte aus F,, und F;; zu den Spaltenmatrizen 7', F'* und F* zusam-
mengestellt.
T T T
3 ab " E I

A A A
F%—>ET jT
00
Tab — I i

Die Bezeichnungen sind derart gewahlt, daf§ alle mit Groflbuchstaben benannten Matrizen
die gleiche Grofle haben und ebenso die Matrizen mit Kleinbuchstaben.

o0

A
vorgegeben: iT, jT,I

A
zu berechnen: FT FT ¢

Die Linearisierung (vergl. Gl. 5.17) wird somit nur mit den mit Grobuchstaben versehenen
Matrizen durchgefiihrt.

T orT A A
ot (Ela - E0) + 22 (EL - £7) - o
~n
~n
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A
Die Zeitableitungen F'I werden auch in diesem Fall mit dem in Abschnitt 5.1.4 beschriebenen
Zeitintegrationsverfahren mit den F'I'in Zusammenhang gebracht (vergl. Gln. 5.14 und 5.19).

A FT —FT A
Fy o= (14 m) =7 = n Foy -
1+ «k .

= ﬁgﬂ—ﬁf: <E§+1—Ef) mit: 0< k<1

At
Da die Randbedingungen in diesem Fall bereits berticksichtigt wurden, ist das aus der Kom-
bination der letzten beiden Gleichungen resultierende Gleichungssystem bereits invertierbar,
sofern denn die Randbedingungen geeignet gewahlt wurden und jede Starrkérperbewegung

ausschlieflen.
o0 oT 1+x 0T T T
T -7 — %o < n (F —F) 5.33
= ~Zn (aEIj; + At aﬁT> L n+1 ~n ( )
A\ 7 N ~~ ~ _/ NG ~~ _J/
AT m AFT

Die Struktur der Matrix m ist wie erwartet identisch mit der in Gleichung 5.26 angegebenen
Materialsteifigkeit. Die Umkehrung des erhaltenen Gleichungssystems liefert die gesuchten
Frys

Fop = Fy+m™ AT (5.34)

Um die Qualitat dieser Néherung beurteilen zu konnen, mufl als néchstes das neue AT
berechnet werden. Hierzu werden die Spannungen T’ ; bendtigt, deren Berechnung anhand

des Stoffgesetzes wiederum die Bestimmung von ]N*é T 1 erfordern kann. Hierzu steht Gleichung
5.32 zur Verfiigung.

BT = T4 128 Apr (5.35)

At

Damit werden T’ ; und AT berechenbar. Entspricht AT noch nicht den Genauigkeitsan-
forderungen fiir die Iteration, so werden fiir den néchsten Iterationsschritt zunachst die
Ableitungen der Spannungen nach den Deformationen und deren Anderungen berechnet,
um schliellich mit Gleichung 5.33 erneut verbesserte Werte fiir die gesuchten Koeffizienten
des Deformationsgradienten berechnen zu konnen. Auf diese Weise schreitet die Iteration
fort, bis die Losung mit der erforderlichen Genauigkeit genahert wurde und der nachste Zeit-
schritt begonnen wird. Zuvor kénnen noch abschliefend die unbekannten Spannungswerte ¢

A
anhand der nun vollstandig bekannten Tensoren F' und [’ bestimmt werden, falls diese als
Ausgabegrofien benotigt werden.
Wiéhrend die Gleichungen 5.34 und 5.35 eine Korrektur der jeweils vorhergehenden Schatzung
A
fiir £7 und Fl' darstellen, mu8 zu Beginn jedes Zeitschritts im Rahmen eines sogenannten

Prediktorschritts eine geeignete Startschatzung gefunden werden.

Zu Beginn eines Zeitschritts liegt keinerlei Information dariiber vor, wie sich die unbekann-
ten Elemente des Deformationsgradienten und deren Zeitableitungen entwickeln werden. Le-
diglich die zuletzt berechneten Deformationsgeschwindigkeiten lassen sich fiir Vermutungen
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dariiber heranziehen, was im kommenden Zeitschritt passieren wird. Auch wenn eine auf
diesem Wege erzielte Startschatzung idealerweise fiir viele Situationen bereits als geeignet
betrachtet werden kann, so gibt es unweigerlich auch die Moglichkeit, daf sich aufgrund der
vorgegebenen Randbedingungen Entwicklungen ergeben, fiir die eine solche Startschatzung
eher ungeeignet ist. Sofern die dem Algorithmus innewohnenden Stabilisierungsmoglichkei-
ten in derartigen Situationen nicht ausreichen, miissen zuséitzliche Mafinahmen getroffen
werden. Eine relativ einfache Moglichkeit dieser Art liegt z.B. darin, dafl bei der Detektion
einer divergierenden Iteration innerhalb der mit Gleichung 5.33 durchgefiihrten Korrektor-
schritte die Berechnungen fiir den aktuellen Zeitschritt mit alternativen Startschatzungen
wiederholt werden. Die Notwendigkeit solcher Eingriffe sollte allerdings aufgrund des hohen
Zeitbedarfs auf ein Minimum reduziert werden. Insofern empfiehlt es sich, die Startschatzung
vor allem moglichst robust auszulegen, statt fiir die wahrscheinlich haufigsten Situationen
eine besonders gut geeignete Startschatzung zu realisieren. So werden z.B. in der iiberragen-
den Zahl der Zeitschritte die gesuchten Geschwindigkeiten ]N*é T(t) den Geschwindigkeiten des

AN A
letzten Zeitschritts F glt = FT(t — At) dhneln. Fiir diese Situationen wire es folglich nahe-
liegend, fiir die Startschatzung von der Gleichheit dieser Geschwindigkeiten auszugehen. Fiir
die Startschatzung F %F ergabe sich somit aus Gleichung 5.32:

FT = FL = pT = ph 4y AtET (5.36)

Dariiber hinaus konnten die Geschwindigkeiten sogar noch préziser abgeschatzt werden,
indem zusatzlich die Geschwindigkeiten von weiter zuriickliegenden Zeitschritten in die Ab-
schitzung mit einbezogen wiirden. Alle diese Abschéitzungen waren allerdings in Situationen,
in denen der aktuelle Zeitschritt z.B. der erste Schritt nach einer Belastungsumkehr ist, sehr
weit von der tatsachlichen Losung entfernt, so daf es durchaus moglich ist, dafi dies innerhalb
der Korrektorschritte nicht mehr ausgeglichen werden kann.

Eine robustere Startschatzung ergibt sich stattdessen, wenn diese unter der Annahme ermit-
telt wird, daf3 die unbekannten Geschwindigkeiten innerhalb des aktuellen Zeitschritts auf
Null abfallen. Gleichung 5.32 liefert unter diesen Bedingungen:

a7 T
=0 = F=r+ae—— i (5.3)

Diese Abschatzung ist zwar in Standardsituationen der Abschatzung in Gleichung 5.36 un-
terlegen und erfordert somit mehr Rechenzeit fiir die Korrektorschritte, sie ist aber in aller
Regel noch gut genug, um ein Auffinden der gesuchten Losung zu gewéhrleisten. Thr grofier
Vorteil aber liegt darin, daf3 sie auch in Ausnahmesituationen, z.B. nach einer Belastungsum-
kehr, in der Regel auch ohne Zusatzmafinahmen ein Auffinden der Losung ermoglicht. Aus
diesem Grund wurde fiir die Berechnung der hier vorgestellten Ergebnisse die Startschatzung
geméafd Gleichung 5.37 verwendet.

Fiir den allerersten Zeitschritt liegen im allgemeinen keinerlei Informationen vor, die eine

konkrete Abschatzung erlauben. Deshalb kann hier nur von dem entspannten Anfangszustand
A

mit /' = E, I'= 0 und T = 0 ausgegangen werden.

Der gesamte Algorithmus ist noch einmal auf Seite 133 zusammenfassend dargestellt.
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Algorithmus zur Berechnung homogener Belastungszustinde (schematisch)

HC)
I~

I
o

Anfangszustand: F'= E, Zj

Prozeffithrung

%4—( Zeitschrittschleife >—————

A
Stoffgesetz: t = ( fT s Ens fT Lo talt)

Startwerte: T, = I v Lag =L

aktuelle Randbedmgungen i

— TN T A ?

—

Prediktor: FT:O , FT-l—AtT FT

n=1

'

—— < Iterationsschleife >———m *

NS
Stoffgesetz: T', = T, (EgafT7 Egaijzaltvzalt)

(0.9]
Defekt: AT =T -T,

Ja (néchster Zeitschritt)

erf | -

Uberpriifung der er-

AT < AT
reichten Genauigkeit: AT |

Nein (weiterer Korrektorschritt)

-1
or, 1+4+x 0T
Korrektor: EEH = ]jg + <3E¥; + A7 aﬁ;) - AT

A A 1
Zeitintegration: [L | = FI 4 e (Fn+1 FT)
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5.2.2 Simultane numerische Variationen

Ein zentraler Punkt in diesem Algorithmus ist die Berechnung der Steifigkeitsmatrix m
aus Gleichung 5.33. Die dort angegebene Berechnungsvorschrift resultiert aus Gleichung

JAN
5.31, die wiederum darauf beruht, da 7', neben nicht variierbaren Grofen von FX und FL
abhangt. Diese beiden wesentlichen Variablen werden als unabhéngig variierbar gehandhabt:

T,=1, (E I EA Z) Folglich gilt fiir die Berechnung der Steifigkeitsmatrix in ausfiihrlicher

Schreibweise:

T, 1+ & aT
My = 8FT anc YV L#J T A At a Fl=c. VL (5.38)
FT—c VL IU'FQ:CVL¢J

Diese Zusammenhange konnen allerdings auch in einer alternativen Weise interpretiert wer-
den, indem beriicksichtigt wird, daf die unabhingige Variierbarkeit von F. und EA I ywar
mathematisch durchaus vereinbar ist, tatsdchlich aber im Rahmen des vorgestellten Algo-
rithmus durch die Zeitintegration in der Form von Gleichung 5.32 unterbunden wird. So-
mit konnen die Spannungen auch als Funktion der Deformationen allein aufgefalt werden:
T,=1T, (ET) FT FT (FT) Der Ubergang zu dieser Interpretationsweise kann auch un-
mittelbar an der Steifigkeitsmatrix vollzogen werden. Hierzu wird zunéchst die Abhéngigkeit
zwischen fT und FT herangezogen (s. Gl. 5.32).

aﬁT

1+ kK
=0 —— (5.39)
OF nJ At
FL =c VLAJ
Eingesetzt in Gleichung 5.38 folgt daraus:
T
8Tn1 OF 5 8THI
mry = T +
aFT FL—c YV L#J OF J a FnL—c VL
Mgy F Fl=c VL#] nk FT = Y LAK

Dies entspricht einer vollstandigen Ableitung der Spannungen 77 ; nach den Deformationen
FT -y unter Berticksichtigung der Zeitintegrationsvorschrift.

orT.
“ nl
m =
1J = aFT Fl=c VL#J
FnTch V L#J
FJ % T 1.

(5.40)

Obwohl die Begriffe 5.38 und 5.40 fiir die Steifigkeitsmatrix analytisch vollig identisch sind,
gibt es fiir den Fall, daf§ die Ableitungen numerisch gebildet werden, gravierende Unter-
schiede. Fiir die numerischen Ableitungen werden die zu berechnenden Ableitungen durch
die zugehorigen Differenzenquotienten ersetzt. Fiir die Ableitungen in Gleichung 5.38 ist dies
in den Gleichungen 5.41 und 5.42 am Beispiel vorderer Differenzenquotienten gezeigt. Die
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Abhéangigkeiten der Spannungen von den Elementen F 1}4 und F; T mit L # J, die nicht
variiert werden, wurden hier zugunsten einer verbesserten Ubersmht ausgelassen. Auflerdem
wurden Variationen nicht wie tiblich mit Az, sondern mit dx bezeichnet, um Verwechslun-
gen mit Differenzen zwischen zwei Iterationsschritten auszuschliefen (vergl. z.B. AFT in GL
5.33).

yAN A
T, <FnTJ +dF], Fﬂ) — Ty <FnTJ» FZ})

8TnI

= lim 5.41
6FHTJ Fh=c VL dFT -0 dr7, (5:41)

Fl=c VL#AJ
JAN

or., Ty (B, B+ abn) - 1, (FL, BL)
SAr | Fh=cvVL T Lim oy (5.42)
or,; dFT —0 dF,;

oT
Fp=c VL#J

Bei der Bildung der fiir Gleichung 5.40 bendétigten Ableitungen wird hingegen die Abhangig-
JAN
keit der T von FT' unmittelbar beriicksichtigt. Eine Verdnderung von F'7 zieht somit gemis

. AN
Gleichung 5.32 automatisch auch eine Anderung von F nach sich.

1+ kK 1+k

FJ—C—i— A FJ mit: C = A FaltJ /fFltJ
1 1

= o+ X“(FJ+dFIlTJ) Jo XﬁdF

Folglich ergibt sich in diesem Fall fiir die Differenzenquotienten:

8FT TL_C VLA dﬁ%}m_)O{T (F +dF7, FJ+ A7 anJ>
FTL_c Y L#JT (5.43)
FT_Lirpr o 1
JTAL tuT G <FnJ, FHJ)
dr7,

Besonders giinstig ist hierbei, daB die GréBe der vorzunehmenden Anderungen der Elemente
von f’T sich direkt aus den Anderungen der FT ergibt. Im Gegensatz zu den Gleichungen
5.41 und 5.42 miissen in diesem Fall also nur geeignete Variationen der Elemente von F'7,
aber nicht von f’ T gefunden werden. Gerade das Auffinden geeigneter Variationen fiir die
Elemente von ﬁ T in Gleichung 5.42 die in jeder Situation ein hinreichend gutes Ergebnis
liefern, erweist sich aber als schwierig.

Ein weiterer leicht einzusehender Vorteil der Gleichung 5.40 gegentiber 5.38 bei der Verwen-
dung numerischer Ableitungen liegt natiirlich darin, daf§ nur halb so viele variierte Span-
nungszustande mit Hilfe des Stoffgesetzes berechnet werden miissen.

I~

Dementsprechend empfiehlt sich der Einsatz der simultanen Variationen von F' und
natiirlich auch bei der Bildung der Materialsteifigkeit innerhalb der FEM, sofern diese mit
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Hilfe numerischer Ableitungen gebildet wird. An die Stelle der Gleichung 5.25 tritt damit:

£ & ONg ONp 9T, _
MKaLb:/ o7 8’Fd 8de FAef:c.Vef;ébd dv . (5.44)
F,;=c Vef#bd
ﬁbdzlz__bed+C'

Der Einbau eines Stoffgesetzes in die FEM erfordert somit prinzipiell zwei Berechnungsalgo-
rithmen. Zum einen das Stoffgesetz, das die Berechnung von Spannungen 7" in Abhéngigkeit

JAN
von Vorgaben fiir F' und F' erlaubt, um daraus (stoffgesetzunabhéngig) geméafl der Gleichung
5.22 die Knotenkréfte zu berechnen. Als zweites wird ein Algorithmus zur Berechnung der
Materialsteifigkeit m (Gl. 5.38) benétigt, um daraus - wiederum stoffgesetzunabhéngig - die

Elementsteifigkeit und schlieflich die Gesamtsteifigkeit aufzubauen.

5.3 Ableitungen nach Tensoren und nach Tensorkoeffizienten

Die Definition von Ableitungen nach vollstandigen Tensoren zweiter Stufe anstatt nach spe-
ziellen Tensorkoeffizienten bietet sich bereits bei der Beschaftigung mit Gleichung 5.26 an.
Besonders wichtig wird eine eindeutige Definition im Zusammenhang mit Ableitungen nach
symmetrisch definierten Tensoren wie den typischen Spannungs- und Verzerrungstensoren,
da bei diesen Tensoren nicht alle Koeffizienten separat variierbar sind.

5.3.1 Ableitungen nach unsymmetrischen Tensoren

In diesem Abschnitt werden zunachst Ableitungen nach allgemeinen Tensoren, die nicht sym-
metrisch definiert sind, behandelt. Haufig verwendete Beispiele aus der Kontinuumsmechanik
sind der Deformationsgradient oder der 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor. Solche Tenso-
ren sind im allgemeinen unsymmetrisch, sie konnen aber momentan bzw. lokal durchaus
symmetrisch sein. Entscheidend ist, dafi es die Definition dieser Tensoren nicht ausschlief3t,
daB sich beispielsweise der Koeflizient F,, andert, wahrend F,, unverdndert bleibt. Genau
solche Anderungen werden durch partielle Ableitungen beschrieben.

Als einfiihrendes Beispiel sei das skalare Produkt s zweier allgemeiner Tensoren 7' und F
zweiter Stufe betrachtet. Die Ableitung von s nach den Koeffizienten des einen Tensors
ergibt die Koeffizienten des zweiten Tensors, sofern die beiden Tensoren nicht voneinander
abhangen und wie im Beispiel 1" wahrend der Anderung von [ konstant bleiben kann.

0
S:FI:FG,bTbG, = i

7 = Oqc %d Toa = T
= = 6ch ac (e} C

T

Die Ableitung nach dem vollstandigen Tensor /' wird nun derart vereinbart, daf die hinzu-
kommenden Basisvektoren als Ergebnis den Tensor T (und nicht T7) liefern.

a(...) _8(...) _(‘3(...) . ds
—T—aTboebo%—aTbona = @ =1 (5.45)

a a

1~
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Mit dem fiir das Beispiel (aber nicht generell) gleichen Ergebnis wére prinzipiell auch die

o...), . a(...)
= Jab ©

85 ‘ T - OF ba

Vereinbarung moglich. In diesem Fall ergébe sich allerdings bei

aTcd . . . .
Jab © Jeqr dessen Umsetzung in eine Ma-

OF, =
ba
trizenschreibweise eine uniibliche Zuordnung von Zeilen und Spalten erforderte. Auch die

einer entsprechenden Ableitung der Tensor

beiden zusatzlichen Varianten mit den transponierten j_,-Tensoren waren denkbar. Diese

b

sind insbesondere dann interessant, wenn als Standardprodukt ” : 7 statt 7 -- 7 verwendet

wird.

Eine weitere Motivation fiir die getroffene Ableitungsdefinition, insbesondere fiir die Rei-
henfolge der Basen, die zu der Grofle gehoren, nach der abgeleitet wird, ergibt sich aus der
Kettenregel. Bei einem Tensor F', der im Beispiel ausschliellich von einem weiteren Tensor
X abhange, ergibt sich gerade das von skalaren Grofien gewohnte Verhalten.

o(..) OF 9(.) OF, o )OFy, . 9.

OF " 0X ~ OF, {7 ax fd°lreT BF "X, "4 Tox

Auch in allen anderen kartesischen Systemen gilt:

aC.)  a.)

Dies liegt daran, daf sich jede tensorielle Grole in verschiedenen kartesischen Systemen in
genau der gleichen Form darstellen laBt. Dieser Ubergang ist insofern rein mathematisch.
Bei Anisotropie kann es beispielsweise sein, dafl bei einer solchen Ableitung Koeffizienten ei-
nes Anisotropietensors (mathematisch) als konstante Grofen gehandhabt werden, die sich in
dieser Darstellung bei einer Deformation aber durchaus éndern. Wird somit ein Ableitungs-
ausdruck in einer Darstellung ermittelt, so kann er in alle anderen kartesischen Darstellungen
iibernommen werden.

Uniibersichtlicher wird die Situation, wenn eine tensorielle Ableitung durch Ableitungen nach
Koeffizienten ausgedriickt werden soll, die wiederum zu schiefwinkligen und Materialkoordi-
naten zugeordneten Basisvektoren gehoren.

OL-E) _p OF -~ BE) _ 9(Fy E™)
or = oF,; OF,

Dabei miissen offensichtlich die Koeffizienten E' als konstant gehandhabt werden. Auch
dann, wenn F' der Deformationsgradient ist, und sich die E'® bei Materialkoordinaten durch-
aus andern, wenn sich /' andert.

Es gibt aber noch andere Ableitungen in Materialkoordinaten. Beispielsweise gilt fiir elasti-

sche Modelle:
.(6) 0P 0P

T =2 =
8Ej(6) 85].(6)
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Die Metriken der aktuellen Konfiguration diirfen hierbei (im Gegensatz zu oben) natiirlich
nicht als konstant betrachtet werden. Vielmehr ist eine Formulierung zu suchen, in der neben
den €5 keine Metriken der aktuellen Konfiguration auftreten.

In Anbetracht dieser Probleme und des fehlenden Bedarfs wird im Rahmen dieser Arbeit
auf die Ermittlung der Koeffizienten einer Ableitung aus den Koeffizienten der an der Ab-
leitung beteiligten Groflen verzichtet. Zur Berechnung der Koeffizienten des Ergebnistensors
ist es somit stets notig, eine kartesische Darstellung der beteiligten Tensoren heranzuziehen
(GL 5.45). Dies beeintrichtigt keineswegs die Tensoreigenschaften solcher Ableitungen. Es
ist auch ohne Kinschrankung moglich, das Ableitungsergebnis wiederum in allen anderen
Koordinatensystemen darzustellen.

Im Hinblick auf kompliziertere Zusammenhénge wird im Rahmen der vorliegenden Arbeit
eine Arbeitsweise favorisiert, bei der innerhalb von Herleitungen moglichst lange die kom-
pakte und damit tibersichtlichere symbolische Schreibweise beibehalten wird. Dementspre-
chend wird angestrebt, Ableitungen zusammengesetzer Ausdriicke noch innerhalb der sym-
bolischen Schreibweise moglichst weit zu reduzieren. Im folgenden werden Hilfsmittel fiir
diese Vorgehensweise erzeugt.

In einem nach X abzuleitenden Term sei ein Tensor Y das einzige Element, das sich mit
X andert oder Y sei dasjenige Element, das im Rahmen einer Produktregel momentan als
einziges zu variieren ist. Wenn in einem solchen Fall der abzuleitende Term entweder die
Form (...) - Y oder die Form Y - (...) hat (Dabei sei (...) ein von X unabhéngiger Tensor
mindestens zweiter Stufe) oder sich in eine dieser Formen umwandeln 1a8t, so kann die
Ableitung gemaf§ der getroffenen Definition in folgender Weise reduziert werden.

o.)-Y O0(.)Yyuiw _ [ S
0X ox,  Cde=()rgx s e e =)0

0X 0X_, Jab () © Jae = aX  Jab @ dge Jea ] " () © Jac

V| @
H><‘H~<

oy . _ . oy
(5.46)

Stimmt Y mit X iiberein, so tritt die Ableitung eines allgemeinen Tensors nach sich selbst

auf.

0X  0X, .
—_— = o)
0X — 0x,, db " e

In diesem Fall vereinfachen sich die Ableitungsregeln aus Gleichung 5.46 zu:

g o

= 5ac 5bd gab © gdc = (5'47)

—::() und: :—“:gcd"(---)ogdc

Bei der Ableitung eines Skalars entspricht die Grofle (. . .) einem Tensor zweiter Stufe. In den
Gleichungen 5.46 féllt damit der Ausdruck j_, - (...) o j,; mit (...) selbst zusammen. Ist
(...) hingegen ein Tensor héherer Stufe, so gilt dies im allgemeinen nicht. Bei der Ableitung
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eines Skalarprodukts stehen somit bei der Produktregel die Ableitungen in beiden Termen

am Schluf.
oY

oY - Z ) oy
0X

_v. %2
ox = *

N

Z
oY

Tritt ein solcher Skalar in einem groferen Produkt auf, so mufl der Skalar (gedanklich) ans
Ende geschoben werden, um unmittelbar die gewohnten Ableitungsregeln zu erhalten.

oY - Zo (...
0

)oaz..g
i, 5

—

+a((9...)oy“

N

1<
1<

Héufig treten Ableitungen mit ¥ = X auf, bei denen zusétzlich Z nicht von X abhangt.
Fiir diesen einfachen Fall folgt:

2z 0Z -X 90X Z
0xX

nmo
NS
I
I
\
I
N

Beispiele hierfiir sind Ableitungen von Invarianten, z.B. den Hauptinvarianten (vergl. Ab-
schnitt 2.2.3).

ol
I,=X-F —L=F
1 s = = aé =
[225(11 — ,(X7)) = @:[15_):(
1 1
13=1112—§([13—11(§3)) = a_)?' —LE+L(LE-X)-1L2E+ X?

=X~ L X+ LE=1X"
(5.48)
Handelt es sich bei der GroBe (. . .) in den Gleichungen 5.46 um einen Tensor K vierter Stufe,

so ist das Objekt der Ableitungen jeweils ein Tensor 2. Stufe. Die Gleichungen lauten dann:

oY - K
’ 0X

5 (5.49)

ed "

<
>
SRS
HN‘\N
I
I
>
Q|
H><‘H<

Derartige Konstellationen entstehen aus einfachen Produkten von Tensoren 2. Stufe. Der
Gleichung 5.49 entsprechende Formen koénnen daraus mit Hilfe der isotropen Tensoren er-
zeugt werden.

XY Z= (X juwoin) Y Z=(doY Zojn) X
— X (Y Jwodn) Z= (X dw-Zoju) Y
:):( Y(Z ]abojba):(X'Y'jbaojab) g
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Fiir die vollstandige Ableitung des Produkts zweier Tensoren zweiter Stufe ergibt sich damit:

3 3

oy -z 0Y-J-J-Z 3 3\ 0Z 3 3 oY
= £ _ = = (YT J) =ty ST Z) oy =—

0Z oY 0z T oY

=Y. = A = V.= E o 7)) =
(5.50)

3

Eine Formulierungsvariante mit: Y- J =Y - jy 0j, =Y j,.-Eoj, = (¥ o g)TQ“ fithrt

zu einer Darstellung, bei der die Ahnlichkeit der beiden Summanden deutlich wird.

oY - Z _ Toa a_g T4 a_Z

(5.51)

Ein interessantes Anwendungsbeispiel dieser Zusammenhéange ist die Bestimmung der Ab-
leitung von X I nach X selbst.

ag —J= a;( : ):(71 — ag—l 1\ 124 a):(

ox ~Y” Tax & ox tEXT) gy

7 78X71 5 T 3 B . (5.52)
= S =X (Eex) g = (X ex )™

5.3.2 Ableitungen nach symmetrischen Tensoren

Wird nach symmetrisch definierten Tensoren (nicht solche, die nur momentan zufillig sym-
metrisch sind) abgeleitet, so sind die Koeffizienten b,,. und b, bei a # ¢ physikalisch nicht
unabhangig voneinander variierbar. Fiir eine Berticksichtigung der sich hieraus ergebenden
Besonderheiten sind Koeffizientendarstellungen in den angepafiten Basisdyaden fiir symme-
trische Tensoren (s. Abschnitt 2.3) von grolem Vorteil, da sie direkte und sichere Definitionen
und Herleitungen ermoglichen. Bei der Definition der Ableitung mit diesen Koeffizienten
treten die gekoppelten Groflen nur einfach auf und verursachen somit keinerlei Probleme.
Trotzdem bleibt der Zugang zu symbolischen Darstellungen voll erhalten.

o) o)

= O J At6)
ob 86,4(6) =A%

Das Ergebnis einer Ableitung kann davon abhéngen, ob der Tensor, nach dem abgeleitet
wird, symmetrisch definiert ist oder nicht. Im Unterschied zu Gleichung 5.47 ergibt sich z.B.:

ob  Ob,e . . . 172 3
22 o o = o o = 5 ()

AON
In diesem Abschnitt sind h und o stets Beispiele fiir symmetrische Tensoren. Fiir isolierte

Abhéangige lassen sich wiederum Ableitungsregeln angeben (vergl. Gl. 5.46).

d(...)h o(...) ha(fs) ja(ﬁ) oh
= O jC(G) — (. . .) D
6@ abc(G) - 8Q

. ) aha(s) ja(s) a ( : )

b © g’c«s) - gaw) w ()0 Qam) -
c(6)

(5.53)

5
I

Q| -
S~ — |
Q3| o5
o= IS
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Fiir den Sonderfall mit h = b ergibt sich hier:
a(..) b - )

o~

= ( . ) .. Ja(fi) o JCL(G) ; —_ 7 — ja(G) .. ( . ) (e} ja(e)
b s s 0 -

o= | —~

In den Féllen, in denen die Ableitungen von Skalaren gebildet werden, stimmen die Ergeb-

nisse mit denen bei den unsymmetrischen Tensoren iiberein.

g -1 dg g dg~b 0
b ab 7 db

+ 2 _ 5 (5.54)

Q3| o))
o= (IS
[y
|H
I
nmo
U
\

I

Die fiir die Ableitungen der Invarianten gewonnenen Ergebnisse in Gleichung 5.48 gelten
somit auch fiir Invarianten symmetrischer Tensoren.

Bei der vollstdndigen Ableitung des Produkts zweier symmetrischer Tensoren existieren hin-
gegen wieder Unterschiede.

8g . LL o 0g h 2a<6> © Za(e') 'gb(e') © 2b<6) . LL
ob | db
. . oh . . . do
n <U " Jpo © Jb<6>) T + Jew (Ja<6> © Jy) 'h) °Je® " oy (5.55)
o t

"9 T Jew 00 Jue b

Diese Ableitung ist in jedem Fall (3,4)-symmetrisch und sofern das Produkt ¢-h symmetrisch
ist, so ist die Ableitung auch (1,2)-symmetrisch. Dies ist in der letztendlich erreichten Form
allerdings kaum erkennbar, da bemerkenswerterweise die beiden Summanden diese Symme-
trie ithrer Summe im allgemeinen nicht aufweisen. Sie sind (1,2)-unsymmetrisch. Dies wird
zum Beispiel an dem Produkt j Q der beiden symmetrischen Tensoren j oo und 0 1
deutlich, die sich bis auf Sonderfille in ihren Eigenrichtungen unterscheiden.

Dieser Effekt tritt zum Beispiel auch bei der Ableitung von b - b L

OF ob-vt avl
2T T Uy Tt gy
ob1 ) ) 1 1\ Ss
= —5b =-b! Jew b7 0 Jue = —(Q ! ob 1) !

und bei derjenigen von b - b nach b auf.

ob - b
81) =

Q“

a(s) o ]a<6> + JC<6> bo ]c<6>

Erst in der Zusammenfassung der zwei Terme des letzten Beispiels entsteht wieder eine
(1,2)-Symmetrie.

M:(

S

0 Jue T Jeo 'b) © Jewr = 2 Jpe) © Jpo (b : JC<6>) 0 Jotw) = 2 (Eob)™
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Die (merkwiirdige) Unsymmetrie der Summanden tritt allerdings nicht auf, wenn einer der
Summanden zu Null wird. Das abzuleitende Produkt zweier Tensoren kann némlich (bis auf
Ausnahmen) nur dann einen symmetrischen Tensor liefern, wenn die beiden Tensoren in
geeigneter Weise zusammenpassen und somit voneinander abhéngen. (Bei den Ausnahmen,
wenn z.B. der eine Tensor der Metriktensor ist, ist die Ableitung nicht unsymmetrisch.)
Dementsprechend existieren in den allgemeinen Féllen stets beide Summanden der Ableitung
und die vollstandige Ableitung ist dann wieder symmetrisch.

Die Unsymmetrie der einzelnen Summanden la83t sich vermeiden, indem eine ggf. vorhandene
Symmetrie des abzuleitenden Tensors explizit angegeben wird, also z.B. statt g - h jetzt
(g-h)- Jou® © J e bzw. statt K - b jetzt <L{ - }:1) “ Ja® © J - In diesem Zusammenhang
erweisen sich zwei weitere Ableitungsregeln als niitzlich.

Mit Hilfe der bereits vorliegenden Gleichungen 5.53 (hier mit (...) = K):

OK - h oh -

b

und:

|I
(llf=
Qv| o))
o~ IS
Hg')h\%‘)

= Jaw© K 0 oo -

und der Umformung Jpo) B T © Jae © Jpe) = Ja© © <f§( - ga(ﬁ‘)) = Jpe © Jye) folgt:

[l

o (K . h) . 2a<6> o ga(ﬁ.) B aga(ﬁ) o 2a<6> .- é )

(l>
Q3| o))
o= (IS

= Ja© © Jg6)

ab - ab
52a<6> Ojam) T (hK) 32--§-ga(6> Oga(e)) ) ) 6]:1
BT = % = ga(G) o (K .. ]a(G)) .. %
Die beiden neuen Ableitungen sind offensichtlich stets (1,2)-symmetrisch.
Fiir das symmetrische Produkt zweier symmetrischer Tensoren ergibt sich damit:
Juis) ©Juw) "2 -0 0J 6 © Jot) - (U “ Ja® © Ja® " Jye) © Jye h)
ab T ab
: . . : . . oh
T Je® © Jee) (U “Ja® © Ja© " Jpe) © Jb<6>) Y +
: . . : . . dg
Jeto) © {(Jaw) © Jaw® " Jp6) © Jpe) h) a ]C(e)} B
S, Oh . . . do
— (g o g) 24 | ab + ]C(G) {]a(ﬁ) O (‘70,(6) . h) .. ]0(6)} _z
IS 8h . . do
— (g o g) 24 .. ({9() + J (6) 30(6) .o (]a(6) . h) (@) ga(G) .o a_z
Daraus folgt schliellich eine zum unsymmetrischen Fall (Gl. 5.51) dquivalente Formulierung,.
Jo - h kS oh S. Oo
b=b" . o=’ |h = === (co B)™ - =+ (ho )™ .. =
b= =o' | = e B Gl (o ™ -
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Eine weitere Umformung mit:

(goB)™ - 22

g G Ja® © Ja© (0 " Jp® E) © Jyo) 3

. : . . oh : . oh
= Ja® © Ja© "\ 2 Jp © Jpe T G ) T Ja© © Ja® 7\ 27 Gy

liefert schlie3lich:

Q
Q

h Oh do
T 7 g-h . . 0 g
b=>bl ; o=d" ||h = b —Jam)o]a(ﬁ)“(a'%Jrh'%)

In dem bereits diskutierten Beispiel sind jetzt beide Anteile (1,2)-symmetrisch und sogar

identisch.
0

ab . + ([:)OE)SQAL . £ — 2 (QOE)SQAL

o~

sou OO
aé - (:OE) aé

Schlielich seien die vereinfachten Formen der neuen Ableitungsregeln fiir den Fall der Iden-
titdt von Ableitungsargument b und isolierter Abhéngiger (bisher h) angegeben.

OK b - oh-K |
:(‘9b —= ]:;( .o QG(G) O QG/(G) ; ab: —= QQ(G) .o }g{ o) ;:70/(6)
aja(m © Ja<6> " é b 8<K o b) v 2a<6> © Qam) ) , _ .
i 78[; — - b = Ja® © Jq® ]g( " Jpe) © Jpo)
0b K jo ©Juw  Odaw © Jaw <b . K) . , ' .
= éb = = 9 = ga(ﬁ) Ogb(G) .. Ig{ .. ga(G) o gb(ﬁ)

5.4 Lagrangesche Materialsteifigkeit

Die Knotenkrafte und -verschiebungen in Gleichung 5.20 konnen statt mit dem 1. Piola-
Kirchhoff-Spannungstensor 7' und dem Deformationsgradienten F' in Verbindung gebracht
zu werden (vergl. Gl. 5.25) auch aus der Warte eines Lagrangeschen Beobachters, also mit
dem 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensor j und beispielsweise dem Greenschen Verzerrungs-
tensor 7, beschrieben werden. Diese Methode findet sich im Gegensatz zu der Darstellung
der Materialsteifigkeit in der gemischten Darstellungsweise hiufig in der Literatur (s. z.B.
Sussmann & Bathe 1987, Warnecke 2002). Statt die Knotenkrifte der Gleichung 5.11 zu
entnehmen, ist es in diesem Fall leichter, von den Leistungsbegriffen in den Gleichungen 5.4

und 3.49 auszugehen:
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und von dort auf eine Bestimmungsgleichung fiir die Knotenkrafte zu folgern.

E P
~ Vb ~
Qr, = | T dVv
Ka / be B HKa

Da hier symmetrisch definierte Tensoren verwendet werden, empfiehlt sich der konsequente
Gebrauch der in Abschnitt 2.3 eingefiihrten reduzierten Koeffizientendarstellung zu den an-
gepafiten Basisdyaden.

€ 0
QKa = /Tc< ) —— dV
Y O Uy,

Fiir die Elementsteifigkeitsmatrix gemafl Gleichung 5.21 ergibt sich damit:

0 ~ 070 1+r O ~ 07, ~
7o e® g (7. 21O g7
oUp, ( ) UKa) N OV, ( ) UKa)
g a Tc(ﬁ) a Pyc(G) + T 6270(6) 1 + K a TC(G) a ’)/C(G)
(6)

E
MKaLb -

~—

(5.56)

dv

Im Gegensatz zu Gleichung 5.23 entsteht hier ein zusatzlicher Term mit den zweiten Ablei-
tungen der 7, die im Gegensatz zu den zweiten Ableitungen der Koeffizienten des Deforma-
tionsgradienten nicht verschwinden (vergl. Gl. 5.24). Fiir die weitere Auflésung werden nun
analog zu Gleichung 5.24 die Ableitungen der Koeffizienten von ~ und f nach den Knoten-
freiheiten bendtigt. Hierbei tritt wiederum ein zusétzlicher Term gegeniiber der alternativen
Formulierung mit 7" und F' auf, da die Koeffizienten y 4 Bicht nur von den Knotengeschwin-
digkeiten, sondern zusatzlich auch von den Knotenverschiebungen abhéangen.

d TC<6> _ 0 TC@ 9 Vo) d Tcw) 9 %(6)
OUy, 070 Uy 04, 9Uy

d Tc(fi) _ J Tc(ﬁ‘) d %(6)
0 VLb 0 '%d(a) 9 VLb

Das Einsetzen dieser Zusammenhange in Gleichung 5.56 fithrt zu:

& g 0 Tc(f)') 9 Vq©) 0 V(o) = a2'70(6)
Myary = +T ) =7
0740 Uy OUg, ¢ Ol OUL

(5.57)

n aTC(es) a'?d(e) n 1+~ a’ﬁd(s) a'Yc(e) av
05 o\ U, A 9V, ) Ol

Diese Gleichung ist allerdings noch nicht fiir den Vergleich mit Gleichung 5.25 geeignet,
da hier noch keine vollstandige Separierung von Termen, die reines Materialverhalten be-
schreiben, gegentiber solchen, die lediglich die Elementgeometrie wiedergeben, ohne von der
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Deformation abzuhéngen (Ableitungen der Ansatzfunktionen nach Referenzorten), erreicht
ist. Stattdessen stellen diesbeztiglich die Ableitungen der 7, und der ’% 4 nach den Knoten-
verschiebungen und -geschwindigkeiten noch Mischgrolen dar. Die Auflosung dieser Terme
gelingt erst, indem eine Kettenregel mit dem Deformationsgradienten und dessen Ableitun-
gen aufgestellt wird. Allerdings sind fiir diesen Schritt die reduzierten Koeffizientendarstel-
lungen gemafl Gleichung 2.54 ausnahmsweise weniger geeignet. Stattdessen wird die tibliche

Indizierung verwendet.

1 1
J= §<g_g) - §(FT'F_E) - _<FacFad_5cd>§cO§d
(5.58)
1/ & A 1/2 A
e R R Lo
Daraus ergeben sich die folgenden Ableitungen:
07, 1
0—Fcf = 50y Fea + Fec Oy)
e
0.4 175 A
e
04y 1 0 Veq
aﬁcf = 5(50]0 Fed + Fecédf) - aF:f
e

Zusammen mit den Gleichungen 5.24 folgen daraus die gesuchten Ausdriicke.

a,-)/cd _ a,-)/cd 0F€f ]‘(F 8NK F aNK)

0Ug, OF,;0U, 2\ 0z~ “ 0%,

afﬁcd a%cd 8F€f LA a]VK 2 aNK
= =35 Fac—~ +Fad—~

N
a§cd _ a§cd aF@f — 1<FdaNK +F aNK) _ a,chl
Wia ok, Vi 2\ 0%, 0T, ) Ol

Darauf aufbauend kann schlieflich mit Hilfe von Gleichung 5.24 auch die zweite Ableitung
der v,, bestimmt werden.

2
8”YCd B 1<8NL 6NK+8NL 8NK> 5., (5.60)

U, 00U, 2\ 0z, 0z, 07, 07,

Damit liegen alle Beziehungen fiir einen Vergleich mit der Formulierungsvariante fiir die Stei-
figkeitsmatrix in Gleichung 5.25 vor. Hierzu kann noch anhand der Identitéat der Ausdriicke in
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der ersten und letzten Zeile von Gleichung 5.59 die Gleichung 5.57 fiir die Steifigkeitsmatrix
in eine der Gleichung 5.25 dhnlichere Form iiberfiihrt werden.

]\%K . :g/ Vo) Vg O Tc(e') . l1+k 0 Tcm)
! Uk, OUL, \ 9740 At 99

(5.61)
o JAN
7 82%@ 0T0 OV OVgo | 5
+ T 6 = dv
T OU, OUy, 0740 OUxa 9Up,

Zu vergleichen ist nun die letzte Zeile der Gleichung 5.25 fiir den Ansatz in der gemischten
Darstellungsweise mit den Gleichungen 5.61, 5.59 und 5.60 fiir den Lagrangeschen Ansatz.
Auffallend ist zunéchst der wesentlich gréfere Darstellungsaufwand beim herkémmlichen
Ansatz. Prinzipiell werden natiirlich die Elemente der gleichen Matrix beschrieben und die
beiden Formulierungen lassen sich somit analytisch ineinander iiberfiihren, wenn dies auch
recht aufwendig ist. Unterschiede bestehen allerdings in den bendtigten Berechnungszeiten
und den zur Verfiigung stehenden Moglichkeiten bei der numerischen Umsetzung.

Oberflachlich betrachtet erscheint es zunéchst vorteilhaft, dal in Gleichung 5.61 die Ab-
leitungen der Spannungen nach den Verzerrungen aufgrund der Symmetrie der beteiligten
Lagrangeschen Tensoren lediglich zu 6 x 6-Matrizen fithren, wahrend die entsprechenden
Ausdriicke in der alternativen Formulierung 9 x 9-Matrizen darstellen. Die Ausnutzung die-
ses scheinbaren Vorteils wiirde es allerdings erfordern, die Ableitungen in den Gleichungen
5.59 ebenfalls als separate Matrizen aufzustellen. Diese Matrizen waren aber sechs mal so
grofl wie die Matrizen [ONy /07|, die in Gleichung 5.25 benétigt werden. Statt diese grofien
Matrizen aufzustellen, empfiehlt es sich somit dringend, die in den Gleichungen 5.59 auftre-
tenden Koeffizienten F,, und I3 e zunachst in die Spannungsableitungen hineinzumultiplizie-
ren, bevor mit Matrizen multipliziert wird, die von der Zahl der Elementknoten abhéngen.
Damit entstehen allerdings ebenfalls 9 x 9-Matrizen, die zusammengefafit analytisch sogar
wieder identisch mit derjenigen 9 x 9-Matrix aus Gleichung 5.25 sind.

Ein entscheidenderer Unterschied zwischen den beiden Formulierungen tritt auf, wenn nume-
rische Ableitungen gebildet werden. Bei dem Ansatz in 7" und F' ist dann der Ubergang auf
Gleichung 5.44 empfehlenswert, da dann von den sehr robusten numerischen Ableitungen mit
simultanen Variationen geméafl Gleichung 5.43 Gebrauch gemacht werden kann. Eine entspre-
chende Umformung der Gleichung 5.61 ist hingegen nicht moglich, da hier die Ableitungen
der Spannungen nach den Verzerrungsgeschwindigkeiten zusatzlich in einem separaten Term
auftreten. Auflerdem impliziert die numerische Zeitintegration der Knotenverschiebungen
gemafl Gleichung 5.19 zwar eine gleichartige Integrationsgleichung fiir die Koeffizienten des
Deformationsgradienten (Gl. 5.39), dies gilt aber nicht fiir die Koeffizienten von .

yAN
faFab _ 5 5bd1+/<;
1 OF ac At
AV = EAy s T
At Y o) 25 1+k
\ a/yb((j) a(6)p(6) At
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Somit 1a83t Sich das Verfahren der numerischen Ableitung mit simultanen Variationen nicht
auf v und 7 iibertragen, solange an Gleichung 5.19 festgehalten wird. Dies bringt aulerdem
den Nachteil mit sich, da$ fiir die numerischen Ableitungen im Fall der Lagrangeschen Dar-
stellung die Spannungen insgesamt 12-mal zu variieren sind, wahrend fiir die Berechnung
der Gleichung 5.25 neun Spannungsvariationen pro Gaufipunkt ausreichen.

Umgehen lassen sich diese Nachteile nur, indem die Zeitintegration direkt auf die Koeffizi-

JAN .
enten von v angewendet wird.

14+~
Aﬁ i At AQ/
4 ]\% _ g a’yc(ﬁ) a’}/d(ﬁ) aTC(G) + T 8270(6) dv
fakh Uy, 0U, an(ta) f(6> =c. Vf#d 9 Uk, 0 U,
= f(G)— c. Vf;éd
+c.
1 d<6> —A_MG)
AV £ Ay

(5.62)

Damit vereinfacht sich die Bestimmungsgleichung fiir die Steifigkeitsmatrix erheblich und es
verbleibt im Vergleich zu Gleichung 5.44 lediglich ein zusétzlicher Term. Auflerdem miissen
fiir die numerischen Ableitungen nunmehr nur noch sechs Spannungsvariationen pro Gauf-
punkt berechnet werden.

Mit dieser Zeitintegration ergibt sich fiir homogene Belastungen analog zu Gleichung 5.33:

© oT 1+x OT
T T = |==2 ~n |, _
((9111 + At 6§n> (jn—i-l jn)

~

oT,

87 ’ (1n+1 - jn)

1&’? YntcC.

Fiir eine kompakte, aber préazise symbolische Schreibweise empfiehlt sich die Betrachtung der
zeitlichen Anderungen der Spannungen. Da sowohl die Spannungen als auch die Verzerrun-
gen und auch die Ableitungen des letzten Iterationsschritts beziiglich der Zeit als konstant

anzusehen sind, entsteht:

[YS

Ohne den Zusammenhang abzuéndern, kann statt v auch der rechte Cauchy-Green-Tensor

C verwendet werden.

3 T 1 T T
z [:( é mit: Kza_A + +/ia_:A :a_A (563)
= = ocC C=c. At aC e ocC QZH—:;QW‘C
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Im Vergleich dazu nimmt Gleichung 5.33 in der symbolischen Schreibweise die folgende Form
an.

. or 1+k 0T
mit: m= -= —

OF ﬁzc.+ At gfp

[ES]S
!

B

Iy

—a—z 5.64
= 5r (56

Iy

=cC.

Die letzten beiden Gleichungen sind allerdings im allgemeinen nicht dquivalent. Eine Aus-
nahme hiervon ergibt sich bei solchen Stoffgesetzen, bei denen die Spannungen unabhangig
von den Verzerrungsanderungen sind, die also elastisches Materialverhalten beschreiben. In
allen anderen Fillen entsprechen die unterschiedlichen Zeitintegrationsverfahren unterschied-
lichen Verzerrungsiibergangen zwischen den einzelnen Arbeitspunkten. Erst im theoretischen
Grenzfall infinitesimaler Zeitschrittlingen ist auch im allgemeinen Fall Aquivalenz gewdhr-
leistet.

Das von Gleichung 5.32 abweichende Intgrationsverfahren bei der direkten Zeitintegration
fiir die Koeffizienten von ~ ist im Rahmen der FEM als Nachteil zu sehen, da damit eine
von Gleichung 5.19 abweichende Integration der Knotenverschiebungen impliziert wird, die
aber die eigentlichen Systemfreiheiten darstellen. Dies ist insbesondere im Hinblick auf die
im Zusammenhang mit Gleichung 5.14 diskutierten Mafinahmen zur Stabilisierung und Op-
timierung des numerischen Verfahrens und die damit verbundenen Einschrankungen zu se-
hen. Beziiglich dieses Aspekts erscheint es eher empfehlenswert, im Rahmen des herk6mm-
lichen Ansatzes mit Lagrangeschen Groflen auf den Ansatz 5.61 zuriickzugreifen und den
gegeniiber der Gleichung 5.62 grofleren Berechnungsaufwand in Kauf zu nehmen. Allerdings
miissen dann vom Material neben dem Stoffgesetz zwei separate Matrizen fiir die FEM zur
Verfligung gestellt werden, und auf die Vorteile der simultanen Variation bei der Berechnung
numerischer Ableitungen mufl verzichtet werden.

Die Verkniipfung der beiden wesentlichen Vorteile, namlich der gleichzeitigen Variation der
Koeffizienten des Deformationsmafles und seiner Zeitableitung fiir die Bildung numerischer
Ableitungen und zum zweiten die direkte Zeitintegration der Knotenfreiheiten als System-
freiheiten, ist nur mit dem modifizierten Ansatz mit dem Deformationsgradienten als zu
variierender Grofle zu erreichen, worin sich der wesentliche Vorteil dieses Ansatzes zeigt.

5.5 Eulersche Materialsteifigkeit

Die Ableitungen der Knotenkrafte nach den Knotenverschiebungen und -geschwindigkeiten in
Gleichung 5.20 lassen sich auch auf Ableitungsbegriffe mit Tensoren der Eulerschen Darstel-
lungsweise zuriickfiihren. Hierbei treten allerdings einige Besonderheiten auf, die vor allem
auf den Umstand zurtickzufithren sind, dafl die Ermittlung Eulerscher Zeitableitungen auf
die Verwendung spezieller, sich mitbewegender Beobachtersysteme angewiesen ist. Dement-
sprechend tritt an die Stelle der Gleichungen 5.63 und 5.64 in diesem Fall eine Beziehung
zwischen Eulerschen Zeitableitungen Eulerscher Spannungs- und Verzerrungstensoren.

5.5.1 Auswahl geeigneter Tensoren

Als Spannungstensor wird meistens der Kirchhoff-Spannungstensor 7 verwendet, der sich
vom Cauchy-Spannungstensor lediglich durch ein Dichteverhaltnis unterscheidet und damit
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zu Gebietsintegralen iiber der Referenzkonfiguration fiihrt (vergl. Gln. 3.49 u. 5.9).

5 E N g _
T R T, (R

Als Verzerrungsmafl kdme beispielsweise der linke Cauchy-Green-Tensor und als Zeitablei-

tung die Zaremba-Jaumann-Ableitung in Frage. Die Zeitintegration lautet in diesem Fall:

1+ k&
At

A (5.65)

Ab =

=yl

und fithrt auf die Materialsteifigkeit:

@ N 1+~ 2
bl At ¥
af b=c. (9Q b=c.

l*— — 5 = = 5 . (5'66)

An die Stelle von b wird aber haufig der Tensor D der Formanderungsgeschwindigkeiten
gesetzt (z.B. ABAQUS 2004). Die entsprechende Umformung ergibt:

(v}

und im Produkt unter Berticksichtigung der Symmetrien von b und

@)~§:{p»-h+@)~3w}n :{(J~<3+})W}~D

Aufgrund der (3,4)-Symmetrie von Ableitungen nach symmetrischen Tensoren vereinfacht
sich dieser Zusammenhang bei der Anwendung auf die Materialsteifigkeit noch weiter.

- b> D (5.67)
5 14k T -

Wegen dem Doppelpunktprodukt mit D kann hierbei ohne Einschrénkung eine (in der Regel
nicht von vornherein vorhandene, s. Abschnitt 5.6.3) (3,4)-Symmetrisierung ergénzt werden.

IS

=

1%
|
)
N
QJ| Q
SO

9 %

nas

0
~D mit: k=2 (—T : b) * Jo®) © J o) (5.68)

Bei dieser Formulierung verbleibt allerdings noch der stérende Effekt, dal das Produkt in der
Klammer aufgrund seiner fehlenden (3,4)-Symmetrie nicht in Basisdyaden J e dargestellt
werden kann, obwohl dies sowohl bei der Ableitung als natiirlich auch bei b allein moglich ist.
Abhilfe hiervon schafft eine weitergehende Umformung, die eine durchgehende Darstellung

in ga(@—Dyaden erlaubt.

or . . : . or S
k=2 (a " Ja® © Jg© 'b> e © Juw =2 B iy (bo E)7** (5.69)
= = :—E: .
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Auch diese Gleichung basiert auf der Zeitintegration gemaﬁ Gleichung 5.65, obwohl diese
Steifigkeit die Spannungsidnderung 7' nicht mehr mit b sondern mit D in Beziehung setzt.
Stattdessen kann auch der Ansatz verfolgt werden, D direkt zu integrieren. Wie bereits in
Abschnitt 3.1.4 thematisiert, entspricht D der logarithmischen Zeitableitung des Eulerschen
Hencky-Tensors i. Dementsprechend kann

1+~ (log)

AD = A7 Ah mit: h =D (5.70)
als Zeitintegration genutzt werden. Daraus ergabe sich:
x 0 1 0 *(log) 0
jloo) _ )OI, 1K OF h = ~D . (571)
a}:l D=c. At aD h=c. ai:l l:)zlj_TtK“f:H-c.

Stattdessen wird z.B. in dem kommerziellen FEM-Programmpaket ABAQUS (ABAQUS 2004)
im Rahmen der Benutzerschnittstelle UMAT der Tensor D der Formanderungsgeschwindig-
keiten als Zaremba-Jaumann-Zeitableitung einer als ” Total integrated strain measure” (nicht
identisch mit der logarithmischen Ausgabegroe im Postprocessor) bezeichneten Gréfie in-
terpretiert. Innerhalb der Programmdokumentation wird dieser Tensor mit € bezeichnet. Da
er aber mit keinem Fulerschen Verzerrungsmafl iibereinstimmt, soll er im Rahmen dieser
Arbeit zur Vermeidung von Verwechslungen mit x bezeichnet werden.

X =D (5.72)

Damit 148t sich wiederum die zugehorige Zeitintegration
AD = 155 A (5.73)

== A 2 '
und die Materialsteifigkeit angeben.
0 1 0 0
g e, e o
i D=c. X=¢ X 1j_T’%X—H:.

or
Dabei bleibt allerdings noch zu klaren, wie die Ableitungen 8_: zu bestimmen sind und wie
X
gegebenentfalls die Kopplung zwischen D und y zu realisieren ist.
Von Meyers et al. (2000) wurde gezeigt, dal D als Zeitableitung nur eines einzigen Ver-
zerrungsmafes, namlich des Eulerschen Hencky-Tensors A, in Frage kommt. Die zugehorige
Zeitableitung ist die logarithmische Zeitableitung. Folglich kann x kein Verzerrungsmalf3 sein,
obwohl x bei vollstindig rotationsfreien Deformationsprozessen, wie z.B. einachsigen Zug-
oder Druckversuchen, sogar identisch mit h ist, da bei solchen Prozessen alle Beobachter Eu-
lerscher Zeitableitungen gleichermaflen nicht rotieren. Bei Prozessen mit Drehanteilen, also
nicht verschwindenden Rotationstensoren R ergeben sich hingegen Unterschiede. Dies 1aft
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sich am Beispiel einer homogenen einfachen Scherung bei konstantem Volumen gut unter-
suchen, da bei dieser einfachen Deformationsart die Koeffizienten der beteiligten Tensoren
noch analytisch erfafit werden kénnen.

Die Scherung wird beschrieben durch die Koeffizienten des Deformationsgradienten F

1 k

a

Der ProzeBablauf wird durch die Anderung k des SchermaBes k bestimmt. Fiir die Form-
anderungsgeschwindigkeiten als dem symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgradienten
folgt damit:

I

T-1 Z%T)

(5.75)
Die Polarzerlegung von [F'ist analytisch aufwendig, liefert aber schliefilich den linken Streck-

1 0

k 1
D] = B [O 1] aus: D = sym(gradv) = 3 (Z*é’ - 1:771 +

tensor V und den Drehtensor R.

2 -3 1+ K 2 -3 1 K

k< 2 - k< 2 5

val = (1+5) 7|2 = (14 5) | 2] e
- —— 1

2 2

— N

Die durch R beschriebene Drehung 14t sich durch den Drehwinkel ¢, wiedergeben. Offen-
sichtlich tiberschreitet der Betrag dieser Drehung niemals den Grenzwert /2.

cos pp Singp

) = —sinpp  Cospp

k
] = Qg = arctan 5 (5.77)

Der Rotation des Zaremba-Jaumann-Beobachters sind hingegen bei der Scherung prinzipiell

keine Grenzen gesetzt. Der Drehwinkel ergibt sich aus der Integration des anti-

¥ Jaumann
symmetrischen Anteils des Geschwindigkeitsgradienten.

k

Y Jaumann — 5 (5.78)

Aus der Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren von V' ergeben sich die Eigenwerte

k k2
hy = —hyyp =1 — 1+ —
I I Il<2—|- —|‘4>

und dessen Koeffizienten im e,-System.

1
L2\ 2 k k2
[hab] = (1 + I) ln (5 + 1 + Z)

des Hencky-Tensors

— N
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I A e e 1
k k

hit

Abbildung 5.1: Simulation einer homogenen Abbildung 5.2: Simulation einer homogenen
einfachen Scherung bei konstantem Volumen. einfachen Scherung bei konstantem Volumen.
Koeffizienten des Eulerschen Hencky-Tensors — Eigenwerte von h tiber k.

h iiber dem Schermaf k (F,).

Die Integration von D in dem mit ¢, . rotierenden Basissystem ergibt die Koeffizienten

von Y
.k k
‘ L S111 5 COS 5
Xl =sing | 22 (5.79)
cos — —sin —
2 2
und die zugehorigen Eigenwerte.
k

= —Xy; = Sin =
X1 X11 5

Abbildung 5.3: Simulation einer homogenen
einfachen Scherung bei konstantem Volumen.
Aufgetragen sind {iber dem SchermaB k (F},))
die relevanten Koeffizienten des aus der In-
tegration der Formanderungsgeschwindigkei-
ten gewonnenen Tensors x. Bei k& = 27 ver-

schwinden alle Koeffizienten (y = 0).

In dem Verlauf des Koeffizienten h,, tiber dem Schermafl k& in Abbildung 5.1 zeigt sich ein
zunachst iberraschendes Maximum, ab dem die Werte trotz steigendem k allméahlich gegen
Null streben. Dieser Effekt ist eine Eigenart des fiir die Berechnung der Koeffizienten ver-
wendeten Koordinatensystems. Dies wird an den Eigenwerten von h deutlich (Abb. 5.2), die
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beide (der dritte, nicht dargestellte Eigenwert ist konstant Null) monotone Verlaufe aufwei-
sen. Die Verlaufe der Koeffizienten von x in Abbildung 5.3 zeigen ebenfalls Extremwerte und
sogar Vorzeichenwechsel. Bei einer sehr:groﬁen Scherung mit k£ = 2 7 schliellich haben alle
Koeffizienten von y und damit der vollstandige Tensor y selbst einen Nulldurchgang.

Einfache volumenkonstante Scherung: = X(ny =k=2m) =

o

Tatsachlich verschwindet der Tensor x in periodischen Abstinden von 2 7. Daran zeigt sich
eindeutig, daf x als Mafe fiir grofe Verzerrungen nicht in Frage kommt.

Dartiber hinaus ist x sogar pfadabhingig, ist also anhand der Verzerrung allein nicht be-
stimmbar und damit aus echten Verzerrungsmafen allein auch nicht berechenbar. Die Pfad-
abhéngigkeit 148t sich anhand einer speziellen Deformationsabfolge (s. Abb. 5.4) eindeutig

ez

|
Einfache Scherung Reine Streckung
Reine Drehung

Abbildung 5.4: Geschlossene Deformationsschleife zur Untersuchung von Pfad(-un)-
abhangigkeiten. Auf eine Scherung mit k& = 27 folgt eine Drehung derart, dafl an-
schlieBend mit einer reinen Streckung in die Ausgangslage zuriickgekehrt werden kann.

1
Als erste Teildeformation /' wird eine einfache Scherung bis k¥ = 27 durchgefithrt. Wie

bereits ausgefiihrt, entspricht y nach dieser Deformation dem Nulltensor.

EEEE

Die zweite Teildeformation ist eine reine Drehung, die transponiert zu dem Drehanteil der

lle<
I
o

ersten Teildeformation ist. Wahrend dieser reinen Drehung findet keine Formanderung statt,
so dai D verschwindet und damit auch das Integral y.

T
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I
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[
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I
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2
Die beiden Teildeformationen /' und /' ergeben zusammen den Strecktensor der ersten Teil-

deformation.
T .
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My —
I
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[i=v]on
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Die dritte und abschlieende Teildeformation ist eine reine Streckung, die den Korper wieder
in seine Ausgangskonfiguration zuriickfiihrt.

02
[¢]
w0

-1 N

[ESP®

I
[l
I

Il
1N oo
[ESP
[ES

I
Iy

(5.80)

Diese dritte Teildeformation enthalt keinen Rotationsanteil.

153es
Il
[les!

3

™ co
|
[Seo

Infolgedessen entspricht der Tensor der Forméanderungsgeschwindigkeiten wahrend dieser
Teildeformation dem vollstandigen Geschwindigkeitsgradienten. Dessen antisymmetrischer
Anteil, der die Bewegung des Zaremba-Jaumann-Beobachters bestimmt, verschwindet so-
mit, und der Zaremba-Jaumann-Beobachter dreht sich relativ zum e,-System nicht. Auch
der Beobachter der logarithmischen Zeitableitung rotiert in dieser Situation nicht, sofern er
als Referenzkonfiguration eine Konfiguration wahlt, die wahrend der dritten Teildeformation
durchlaufen wird, so daf§ die Deformation zwischen der Referenz- und der aktuellen Kon-
figuration vollstandig rotationsfrei ist. Von dieser Referenzkonfiguration aus entspricht der
FEulersche Hencky-Tensor demnach dem Zuwachs des Tensors y. Da y zu Beginn der drit-
ten Teildeformation gerade gleich Null ist, entspricht somit der Hend:{y—Tensor der dritten
Teildeformation dem y-Tensor des gesamten Prozesses.

S

ge
aber: 0=h =

(=%
I

<o
I

<%

Damit steht bereits fest, dafl %ES nicht verschwindet, obwohl der Korper am Ende des Ge-
samtprozesses wieder exakt seinen Ausgangszustand erreicht.

Eine einfache Scherung um das Mafl £ wird gerade von einer nachfolgenden einfachen Sche-
rung um das Mafl —k wieder neutralisiert.

Daraus folgt, dafi der linke Strecktensor einer Scherung um —k dem inversen rechten Streck-
tensor einer Scherung um £ entspricht.

I
19—
IS

1
R

(—k) = U\(k) und: R(—k) = BT (k)

|
—

-1 BT

I 1
S,
]
<

159~

Demnach entspricht der linke Strecktensor der reinen Streckung im letzten Prozeabschnitt
dem linken Strecktensor einer einfachen Scherung, die derjenigen im ersten ProzeBabschnitt
genau entgegengerichtet ist (vergl. Gl. 5.80).
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Dieser Zusammenhang tibertragt sich auch auf die Hencky-Tensoren.

1=~ co
—~
=N
I
(N}
3
N—
I
1=

(k=—-2m)

Damit konnen die Koeffizienten von x angegeben werden.

[geS } o 1,775 —0,565
Xab| = —0,565 —1,775
Am Ende der in Abbildung 5.4 skizzierten Deformationsfolge nimmt x somit die gleichen
Eigenwerte an wie der Tensor h bei einer Scherung mit k = 2, obwohl in Abbildung 5.4

der Korper zuletzt wieder seinen Ausgangszustand annimmt. Damit ist die Pfadabhéangigkeit
des Tensors y belegt. Bei diesem Tensor handelt es sich somit nicht um ein Verzerrungsmaf3.
Die Ursache fiir die Besonderheiten des Tensors y wird aus der Kombination des zweiten
Teils der Gleichung 5.70 mit der Gleichung 5.72 deutlich.

_ g(log)

lle< %

Diese Gleichung zeigt, dafl an der Berechnung von x aus dem exakten Verzerrungsmaf h zwei
Beobachter, nimlich ein Beobachter im Zaremba-Jaumann-Bezugssystem und ein weiterer
im Bezugssystem der logarithmischen Zeitableitung, beteiligt sind. Der zuletzt genannte Be-
obachter leitet zunéchst die Koeffizienten von h in seinem eigenen Basissystem nach der Zeit
ab. Diese Koeffizienten sind in das Basissystem des anderen Beobachters zu transformieren,
der sie danach wieder iiber der Zeit integriert und mit seinen Basen wiederum zu dem Tensor
X zusammensetzt. Der Unterschied zwischen h und y entspricht in dieser Interpretation der
zeitlichen Anderung der Transformation zwischen den beiden Beobachtersystemen, also der
Relativbewegung der beiden Beobachtersysteme. Diese Relativbewegung zeigt sich in dem
Unterschied zwischen der Rotation des Zaremba-Jaumann-Systems (vergl. Gl. 5.78) und:

1
k2 2
1 K\ 1 g (1 i Z)
Plog = 7 arctan| - | — = dk

2 8 L L2
| — 1+ —
n 2—1— + 1

Anschaulich riihren die periodischen Schwankungen der €, somit daher, dafl ein Beobachter

ableitet und ein anders rotierender Beobachter wieder integriert. Ahnliche Effekte sind bei
Modellen anisotroper Plastizitit seit langem bekannt (s. Lehmann 1972).

Ausgangspunkt der detaillierten Untersuchung von y war die Gleichung 5.74. Um die dort
angegebenen Ableitungen der Spannungen nach y und D direkt ausfiihren zu konnen, miifite
das entsprechende Stoffgesetz in der Form 7 = z(z, l:)> vorliegen. Da aber y in seinen FEi-

genschaften von denen eines Verzerrungsmafles sigﬁiﬁkant abweicht, wird eine solche Stoff-
gesetzformulierung in der Regel nicht in Frage kommen. Somit muf die Ableitung nach x
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auf andere Ableitungen zuriickgefithrt werden. Hierfiir kommen wiederum Ableitungen nach

b und 5 oder auch nach b und D in Frage.

oT ob 0
. + ——

D=c. 8: Q*:Q a):< D=c. 0

=2

—C. =

k=]

Zu kldren ist noch die Ableitung von b nach x. Dies gelingt mit Hilfe der Zaremba-Jaumann-

Zeitableitungen. Offensichtlich ist eine Anderung von b ohne eine Anderung von X unmoglich.

*

. . 9 . b b 5. b
b=»- b = b=—=- = —=—==2(boE)’*" =—=
PoEATES S ® or ~ap BTGy
Gleichung 5.74 fithrt auf diesem Weg zu:
X 1
p=2{% 90 pemy LA OT L o p
B aé b=c aé b=c. - Al 81:) b=c. - B
bzw:
X ot S 1+k O1
— — E 24 [ .. D
. { o), BT AT D } £

In beiden Fallen ist eine simultane Variation der Verzerrungs- und der Verzerrungsande-
rungsgroffen fiir eine numerische Ableitung wie in Gleichung 5.69 nicht moglich. Insofern ist
die Gleichung 5.69 zu bevorzugen, da auch die Zeitintegration gemafl Gleichung 5.73 keinen
Vorteil gegeniiber derjenigen gemafl Gleichung 5.65 erkennen laft.

Eine simultane Variation zusammen mit der Zeitintegration geméafl Gleichung 5.73 gelingt
erst, wenn die Variationen selbst ineinander umgerechnet werden. Abermals sollen die fiir
die Bildung einer numerischen Ableitung einer Gréfle x zu bildenden Variationen mit dz
bezeichnet werden. Dementsprechend werden z.B. die fir die Ableitungen benotigten sechs
Variationen von y mit dy e bezeichnet. Damit lautet die Gleichung 5.73:

I+~
dD e = NE dx,e - (5.81)

Fiir Variationen von b ergibt sich:

o~
I
1S3
IS
+
I
1Y
\

dbye = b dxye +dx,e <0 - (5.82)
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Das zugehorige Verfahren gestaltet sich hierbei derart, daf} fiir die numerischen Ableitungen
Variationen fir die einzelnen Koeffizienten von x gewahlt werden. Jedes dy e hat damit in
der Darstellung, in der die Ableitungen gebildet werden, jeweils nur einen von Null abwei-
chenden Koeffizienten. Zu dem jeweiligen dx g werden gemafi den Gleichungen 5.81 und
5.82 die Variationen dZ:)CL(G) und dQCL(e) berechnet. Wahrend bei dZ:?a(6) genau wie bei dxa(@
nur ein Koeffizient von Null abweicht, wird ein db ) im Normalfall in mehreren (moglicher-
weise sogar in allen) Koeffizienten von Null abweichen. Durch Addition der jeweiligen dD
und db mit den aktuellen Werten werden die gemaf dy variierten Tensoren D und b ermittelt
und zur Berechnung der variierten Spannungen herangezogen. Die Differenz dg ) zu den
Originalspannungen in Relation zu den dy e ergibt schlieBlich die gesuchte Naherung fiir
die Ableitung.

ot

o {3 e =20+ brdhe) —22. D~ 5
dl:)a(G) -

(5.83)

Die so gebildete numerische Ableitung stellt bereits ein Aquivalent zu dem Tensor k aus
Gleichung 5.69 dar, ohne dafl noch mit einem weiteren Tensor multipliziert werden mu$.
Dementsprechend ist diese Methode besonders schnell.

5.5.2 Auswahl eines geeigneten Beobachtungssystems

Alle drei angegebenen Varianten Eulerscher Materialsteifigkeiten (Gln. 5.69, 5.71 und 5.74)
unterliegen der Voraussetzung, dafl sich die Spannungen 7 als Funktionen von b und D
darstellen lassen. Bei der Bildung numerischer Ableitungen spiegelt sich dies darin wider,
dafl sich aus den aktuellen (ggf. variierten) Werten von b und D und den Informationen aus
dem letzten Zeitschritt die aktuellen Spannungen berechnen lassen miissen. Aktuelle Grofien,
die sich nicht aus den (ggf. variierten) Werten von b und D berechnen lassen, stehen fiir die
Spannungsberechnung nicht zur Verfiigung.

Es sind aber ohne weiteres durchaus sinnvolle Stoffgesetze denkbar (und bereits existent),
fiir die diese Bedingung nur eingeschrankt erfiillbar ist. Dies betrifft alle Stoffgesetze, in
denen Groflen nach der Zeit abgeleitet werden, bei denen es sich nicht um Verzerrungsmafle
handelt. Ein haufig anzutreffendes Beispiel hierfiir sind Zeitableitungen von Spannungsan-
teilen im Rahmen von Evolutionsgleichungen. Eine Eulersche Formulierung des Stoffgesetzes
erfordert an dieser Stelle natiirlich auch eine Eulersche Zeitableitung, zu deren Berechnung
Zusatzterme (vergl. Gl. 3.23) erforderlich sind, die im allgemeinen aus b und D nicht bere-
chenbar sind. Fiir die Zaremba-Jaumann-Zeitableitung der Kirchhoff-Spannungen folgt bei-
spielsweise:

~ lim T(t 4+ At) — 7(t — At)

At—0 2 At

Darin ist der Tensor {2 kein Eulerscher Tensor, er ist also beobachterabhangig. Dementspre-

%

+Q.l-_

14
(IS}

chend kann er im allgemeinen allein anhand Eulerscher Grofien wie b und D nicht berechnet
werden. Ausnahmen hiervon bilden lediglich die Beobachtersysteme Eulerscher Zeitableitun-
gen. Insbesondere bei dem System, in dem die Zaremba-Jaumann-Zeitableitung beobachtet
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wird, ist dies offensichtlich, da in diesem System der Tensor {2 verschwindet und damit iﬁ
und f identisch sind. Ein Beobachter in einem solchen System kann in einem ihm unbewegt
erscheinenden Basissystem e, von der Beziehung

*

* . * .
ea=0 = Jao " I=T40 =Ty

Strenggenommen ist somit die tensorielle Form der Gleichungen 5.69, 5.71 und 5.74 nur fiir
solche Stoffgesetze zuléssig, bei denen die beschriebenen Schwierigkeiten nicht auftreten. Bei
allgemeinen Stoffgesetzen ist hingegen die Giiltigkeit dieser Gleichungen auf Darstellungen in
bestimmten Basissystemen beschrankt, gilt also nicht fiir die vollstandigen Tensoren, sondern
nur fir bestimmte Koeffizienten.

Um die Berechnung der Materialsteifigkeiten auch fiir Stoffgesetze mit Evolutionsgleichungen
zu ermoglichen, miissen somit alle Tensoren durch deren Koeffizienten in dem Basissystem
eines Beobachters einer Eulerschen Zeitableitung reprasentiert werden. Hierfiir bietet sich
das System an, in dem die Zaremba-Jaumann-Zeitableitung der direkten Beobachtung ent-
spricht. Um alle Tensoren in diesem Bezugssystem darstellen zu konnen, mufl zunachst eine
Annahme iiber den Deformationshergang wahrend des aktuellen Zeitschritts, also zwischen
F(t — At) und F(t) getroffen werden, die wiederum die Identifikation des Zaremba-Jaumann-
Basissystems ermoglicht. Eine mdgliche Annahme hierfiir, die ein sehr komfortables Arbei-
ten erlaubt, besteht darin, dafl sich die Teildeformation des aktuellen Zeitschritts aus einer
reinen Drehung zu Beginn und einer nachfolgenden reinen Streckung in gleichbleibenden
Eigenrichtungen zusammensetzt. Verzerrungen des Materials finden somit nur wahrend der
zweiten Phase statt. Der praktische Vorteil dieser Phasenseparierung im Zeitschritt besteht
darin, daf} sich der Zaremba-Jaumann-Beobachter wahrend der zweiten Phase relativ zum
Lagrangeschen Beobachter nicht bewegt. Diese Annahme liefert aus der Anschauung heraus
Zusammenhéange, die im wesentlichen dem Algorithmus von Hughes & Winget (1980) ent-
sprechen, der auch die Basis fiir die ABAQUS-Benutzerschnittstelle UMAT (vergl. ABAQUS
2004) bildet.

(t — At)
(1)

F
F

4
|

ABAQUS
Ax
= |— %\ Umar
- ™ |1 0z| Abbildung 5.5: Ubersicht iiber die Ein-/Aus-
/l Jy Ox| sgabegrofien der Benutzerschnittstelle UMAT
—  des FEM-Programmpakets ABAQUS zur Im-
AR x(t— Ab) - A ET plementierung von allgemeinen Stoffgesetzen

(vergl. ABAQUS 2004).
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Ausgangspunkt ist die aus den Deformationsgradienten F(¢) und F(t — At) berechnete ak-
tuelle Teildeformation AF'.
F(t) = AP-F(t— A = AF = F(#t)- F(t - A)

Die Polarzerlegung dieser Teildeformation liefert:
AF = AV -AR mit: AV = /AF -AFT — AR=(AV)"'-AF

Wird ausgehend von F'(t — At) in der ersten Phase zunéchst nur die Drehung R ausgefiihrt,

A
so wird eine Zwischenkonfiguration mit dem Deformationsgradienten F' erreicht.

A
F(t-At)  —  E=AR-F(t-A) —  E()=AV-AR-E(t - Ar)

Am Ende dieser ersten Phase ergibt sich fiir den linken Cauchy-Green-Tensor:

A A A
b=F-F"=AR bt —At)- AR

Unter der Voraussetzung, dafl sich wahrend der Drehung an den Spannungsverhaltnissen im
Material nichts édndert, gilt die Beziehung auch fiir die Spannungstensoren, da sowohl die
Normalenvektoren zu beliebigen Schnittflachen als auch die Spannungsvektoren in diesen
Schnittflachen der Rotation folgen.

T=AR-z(t - Af)- AR"

Dies entspricht der Handhabung im Rahmen der ABAQUS-Benutzerschnittstelle, bei der fiir
die Berechnungen im aktuellen Zeitschritt statt der zum letzten Zeitpunkt berechneten (au-
siterierten) Koeffizienten der Tensoren g und y die Koeffizienten der mit dem aktuellen AR
gedrehten Tensoren zur Verfiigung gestellt werden. (vergl. Abb. 5.5).

Nach der reinen Drehung mit R findet in der zweiten Phase des aktuellen Zeitschritts die
Streckung AV statt.

AN
F(t) = AV - F

Diese Streckung erfolgt derart, daf§ auch alle Teildeformationen dieser Phase rotationsfrei
sind. Dazu mufl die Deformation in allen Teilen einen reinen Streckungscharakter haben
und die Eigenrichtungen miissen wahrend der gesamten Phase unverandert bleiben. Damit
kann das System der Eigenrichtungen zur Berechnung Lagrangescher Zeitableitungen ge-
nutzt werden, womit sich diese Eigenrichtungen unweigerlich auch auf die Zeitableitungen
der ablaufenden Streckung iibertragen. Unter diesen Bedingungen ist der Geschwindigkeits-
gradient wahrend der gesamten Phase symmetrisch und damit identisch mit dem Tensor der
Formanderungsgeschwindigkeiten.

AN
AV [ (AY)

My >0>
I

o

I|—l
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Ein {2-Tensor existiert hingegen in dieser Phase nicht. Daraus folgt fiir die Zaremba-Jau-
mann-Zeitableitung eines Eulerschen Tensors x in dem momentanen Beobachtungssystem
%

Q:g = Q:Q = i‘:g&:l"abjab

Mit einer solchen Phasenseparierung ergibt sich somit ale Zeitintegration einer Zaremba-

Jaumann-Zeitableitung:

t
+ Az = AR - z(t — At) - ART + / Tapdtja, - (5.85)
/ J

IES)
=
I
s>

Dementsprechend gilt fiir die Grofie x:

t
x(t) = AR - x(t — At) - ART + Ay mit: Ay, = /A D, dt . (5.86)
- - - t

Damit ist der Algorithmus gefunden, nach dem innerhalb von ABAQUS der Tensor x berech-
net wird. Prinzipiell miifite allerdings fiir die Berechnung von Ay aus D derjenige Tensor D
benutzt werden, der zu der zweiten Phase der Teildeformation, also zu der reinen Streckung
um V' gehort (s. Gl 5.84). Wird hingegen fiir dei Berechnung von D das gesamte AF' als
variabel angenommen, so resultiert daraus ein anderes D als in Gleichung 5.84. Dazu sei
zunachst der vollstandige Geschwindigkeitsgradient untersucht.

F(t)=AF-F(t—At) = GT(t) = (AF) - F(t— At) - F'\(t — At) - AF™!
L sy ap

Die bereits abgeschlossene Teildeformation F(t — At) hat somit erwartungsgeméf keinerlei
EinfluB auf die aktuellen Formanderungsgeschwindigkeiten. Einsetzen der Polarzerlegung

liefert:
AN AN

T ((AV) AR+ AV - (AR)) "ART - AV

I

. -1 o T -1
(AV)-AY™ + AV - (AR) - AR" - AY

A
Mit (AR) = 0 folgt hieraus wiederum die Gleichung 5.84. Wahrend der reinen Drehphase
A
zu Beginn ist hingegen V = E und (AV) = 0.

AV = E .
A = G =(AR)-AR'
(AV) =0
Dieser Tensor ist wegen
T
R-B'=E = E=0=R-R"+R-R"=R R+ (R B")
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antisymmetrisch. damit bestatigt sich, daf§ wahrend einer reinen Drehung keine Formén-
derungsgeschwindigkeiten auftreten und aulerdem das Basissystem des Zaremba-Jaumann-
Beobachters der Drehung exakt folgt. Dariiber hinaus ist die gefundene Antisymmetrie aber
auch bezliglich kleiner Zeitschritte interessant. Mit kleiner werdenden Zeitschritten werden
AV, A\:/’l und AQT dem Einheitstensor immer dhnlicher, wihrend die zeitlichen Anderun-

JAN AN
gen (AV) und (AR) ihre GroBenordnung beibehalten. Daraus folgt fiir die Forménderungs-

geschwindigkeiten:
T 4 2 T
G' = (AV)- AV + (AR) - AR
At -0 = AF—-FE = A ~
= = 1
D = {(Ar)-art+ Ay AV}

Demnach geht mit kleiner werdenden Zeitschritten der anhand der vollstindigen Anderun-
gen von AF berechnete Tensor der Forméanderungsgeschwindigkeiten in denjenigen Tensor
D iiber, der sich fiir die reine Streckungsphase ergibt, was die Gleichung 5.86 zumindest
fiir kleine Schritte rechtfertigt. Dariiber hinaus wird anhand dieser Betrachtung erkenn-
bar, daf} eine Integration geméafl Gleichung 5.85 auch dann als eine gegen die exakte Form
strebende Naherung fiir die Integration innerhalb des Bezugssystems des Zaremba-Jaumann-
Beobachters interpretiert werden kann, wenn gar keine Separierung in reine Dreh- und Streck-
anteile vorgesehen ist, sofern von kleinen Zeitschritten ausgegangen wird.

Das Beispiel der einfachen Scherung lat eine analytische Bestimmung der Koeffizienten von
4x gemafl Gleichung 5.86 selbst bei infinitesimaler Zeitschrittweite zu, so dafl die Identitat
mit dem Ergebnis aus Gleichung 5.79 iiberpriift werden kann.

Werden mehrere gleichartige Scherungen nacheinander ausgefiihrt, so ergibt sich die Gesamt-
scherung aus der Addition der Einzelscherungen.

Dementsprechend ergibt sich bei einer Unterteilung eines Scherungsprozesses in n gleiche
Teilschritte ein AF" von:

_(AF)" mit: [AF,] = |

Iy

= 3

0

Der Drehanteil AR aus der Polarzerlegung von AF ist bereits aus Gleichung 5.77 bekannt.

= arctan —
YA 5

AF = AV - AR mit: [ARab]l NG Sm%] mit:
- - - n

— SNy COS YA
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Die Forménderungsgeschwindigkeiten (s. Gl. 5.75) liefern des Zuwachs Ay von x wihrend
eines At-Zeitschritts. B B

0 1

1 0

ko 1 b k
[Da]_§ ll O] = [AXab]_ l - Dabdt:| _%
Gemaf Gleichung 5.86 ergibt sich damit fiir das Ende des zweiten Schrittes:
X =Ax+AR- Ay AR'

und das Ende des dritten Schrittes:

¥ = Ax+AR- (Ax+ AR Ax- AR") - AR"

= Ax+AR-Ax - AR" + AR- AR - Ax - AR" - AR

und schliefllich das Ende des letzten (n-ten) Schrittes:

n—1 .
+ Y (ARY - Ay (ART)] : (5.87)
=1

X:A

lle<
<

Fiir die Berechnung der in der Summe auftretenden Produkte von x mit zwei Drehtensoren

k
werden zunéchst die Koeffizientenmatrizen ausmultipliziert (der Vorfaktor o der D, wurde
n

hier ausgelassen):

—_

0 CoS —sin
1 sin ¢ Cos

@)

cosp sing | |sinp COS 2 cosp sing  cos? o — sin? ¢
—sing cosy | |cosep —sing | |cos?p — sin? ©  —2 cosp sin

Daraus ergeben sich nach Einbeziehung der Zusammenhange:
2 cosp sinp =sin2p ; cos? Y — sin’ © = COos 2¢p (5.88)

die Koeffizienten der Tensorprodukte.

. i1k [sin(25pn)  cos (2 )
s {ea - (AR) - Aé' (RT> -ebl ~ o [COS (2]- gpi) — sin (2j goi)

Damit liegen die Koeffizienten von y fiir eine n-stufige einfache Scherung vor (vergl. Gl.
5.87). B

n—1 n—1
Zsin (27 7)) 14 Zcos (27 o)
k j=1 j=1
[X@d - 5; n—1 n—1
1+ Zcos (27 ¥n) —Zsin (27 )
i J=1 J=1 i
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Mit dem Ubergang zu unendlich vielen (n — co) und somit infinitesimalen Zeitschritten
wird auch der Teildrehwinkel @A infinitesimal und unterscheidet sich damit nicht mehr von

tan a.

n—1 . n—1 ]

k k

Z sin I 1+ Z cos kil

k j=1 " j=1 n

n—oo = P = — = [Xab]:2— b ‘ 1 .

! 1+ Z Ccos ‘ﬁ — sin ‘ﬁ

: n . n
j=1 J=1 J

In der Matrix stehen auf jeder Position Summen aquidistanter Werte von sin x bzw cos x
innerhalb des Intervall von Null bis k. Zusammen mit dem Vorfaktor 1/n stellt dies eine
Mittelwertbildung der jeweiligen Funktion in dem betreffenden Intervall dar. Die gleichen
Mittelwerte konnen auch durch Integrationen in dem gleichen Intervall und nachtragliches
Teilen durch die Intervallgrofie £ bestimmt werden.

k k
/ sin x dx / cosx dx )
. 0 0 111 —-cosk sin k
tn (1] = - 3

1
n—00 2 k k
/ cosz dz —/ sin x dx
0 0

Die aus der Integration gewonnenen Ausdriicke fiir die y ,-Koeffizienten sind gemafl Glei-
chung 5.88 tatséchlich vollig identisch mit dem FErgebnis aus Gleichung 5.79.

5.6 Ubertragung von Materialsteifigkeiten

In den vorhergehenden Abschnitten wurden Materialsteifigkeiten fiir unterschiedliche Beob-
achtersysteme ermittelt (vergl. Gln. 5.64, 5.63 u. 5.68 mit 5.69).

A A 0T
gemischt: ~ T'=m-F  mit: m= —|,
2 A . 0T
Lagrange: T =K - C mit: K= = (5.89)
* . 0
Euler: F =k ~D omitt k =22 (bo B)%
= = i = aé 5:1_‘_15’{@4'_0 = =

Diese Formulierungen sind im allgemeinen nicht aquivalent, da ihnen unterschiedliche Arten
der Zeitintegration und damit unterschiedliche Annahmen iiber den Verlauf der Deformation
zwischen zwei Zeitpunkten zugrunde liegen. Nur bei elastischen Stoffgesetzen, bei denen die
Spannungen ausschliefllich von den Verzerrungen abhangen, sind die Gleichungen aquivalent.
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Unabhéangig von diesen Unterschieden ist es in vielen Fallen erforderlich oder zumindest sehr
zweckdienlich, zwischen den Betrachtungsweisen zu wechseln. Beispielsweise kann die For-
mulierung eines Stoffgesetzes die Art der Ableitungen festlegen, gleichzeitig aber das zu ver-
wendende FEM-Programm eine andere Art der Materialsteifigkeit erfordern. Fiir solche Falle
sollen in diesem Abschnitt Ubertragungen zwischen den verschiedenen Betrachtungsweisen
ermittelt werden. Dabei werden die in Gleichung 5.89 ausfiihrlich symbolisierten Ableitun-
gen im folgenden zugunsten der Ubersichtlichkeit durch einfache Ableitungsangaben ersetzt.
Gemeint ist aber stets eine vollstandige Ableitung unter Berticksichtigung der jeweiligen

Zeitintegrationsmethode.

hier 0T hier _
" oF ©ooc b

Die Ergebnisse werden auf verschiedenen Wegen bestatigt, um einerseits die Methoden in

ihren Moglichkeiten und Einschrénkungen vergleichen zu konnen und andererseits die Aqui-

‘H%z

}ﬂ 9T (bo g)s%

(I~
[ll==
IES

valenz der Methoden zu belegen.

Als erstes soll eine Lagrange-Euler-Umrechnung anhand einer direkten Umrechnung unter
Zuhilfenahme der pull-back- und push-forward-Abbildungen erfolgen. Gesucht ist also ein
aus K berechenbarer Ersatz £* fiir £. Dabei steht, wie oben begriindet, von vornherein fest,
daB 7:{:* und £ fur allgemeine Stoffgesetz nicht identisch sein koénnen. Allerdings wird fiir
Beschreibungen elastischen Materialverhaltens Identitit gefordert.

Um die Lagrangesche und die Eulersche Variante in Gleichung 5.89 in Beziehung zu setzen,
miissen Zeitableitungen von i und 7 in Beziehung gesetzt werden. :T ist die pull-back-
Abbildung von 7.

T:Eil.T.ETil

Somit sollte die push-forward-Abbildung der Lagrangeschen Zeitableitung von i’ eine Euler-
sche Zeitableitung von 7 sein. Fiir diese Umrechnung wird benoétigt:
AN

(Y =

Damit ergibt sich die kontravariante Oldroyd-Zeitableitung von 7.

.Efl und: é — (Yoy)T = E.E’l

|
|
[les

>

_T.FT’l.ﬁT

I

F .

A

|
B>
&

=

I~
S

I— I
~- -
IS I

|
B8]
b(
~
Il
[EYe)

AN
Dariiber hinaus wird eine Beziehung zwischen €' und D benotigt.

FTI.CAf.FIZFTl_(ﬁ’T,F+FT.FA’).F1:LT+L:2D

Da K sowohl (1,2)- als auch (3,4)-symmetrisch ist und auBerdem D symmetrisch ist, ergibt
sich:

er (G 0) B (o) G (2 20 )
@ N = (5.90)
Lo (porn)™ 2 (7o r)™ . p
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Dies ist noch nicht der gesuchte Zusammenhang, da hier noch die Oldroyd-Zeitableitung lO'DD
anstelle der Zaremba-Jaumann-Zeitableitung (vergl. Gl. 5.89) auftritt. Der gefundene Zu-
sammenhang ist aber in mehrfacher Hinsicht interessant. Zum einen zeigt er, dal auch f””
und D eine sinnvolle Paarung zur Definition einer Materialsteifigkeit darstellen. Dies erklart
sich aus der Tatsache, dal D ebenfalls als Oldroyd-Ableitung interpretierbar ist, namlich in
der Form D = gg‘j‘j. Gleichung 5.90 verdeutlicht desweiteren, dafl die Lagrangesche Zeitablei-
tung eines Lagrangeschen Arguments nicht adquivalent zu einer Eulerschen Zeitableitung in
einem starren Beobachtersystem, sondern stattdessen zu einer Oldroyd-Ableitung ist.

Der Ubergang auf die Zaremba-Jaumann-Zeitableitung erfolgt mit Hilfe der Kombination

der Gleichungen 3.54 und 3.28.

i_DD +Q . I—’_Z . Q — i—DD + 2;@(6) Oga(ﬁ) .. (7- . gb(G) ogb(m .. D)

1%

lO_DD+2(ZO§)S24 Q

Damit liegt der gesuchte Zusammenhang zwischen K und £* vor.

R

0
0

=

o (o) B (o)) s o)

(NS
I
I
%
!
HH?TQ;
Hb

(5.91)

mit:

I HQ_

Natiirlich konnen bei IE{:* die Ubertragungen (E o ET) S auch nach aulen gezogen werden.

S T ~
=2 (porm) " S+ (@och)™ ) (£ 8)
Diese Beziehungen lassen sich auch umkehren:

1\ S
(Fl OET 1) 2 . %k* . (FT 1 oE*l

s~
*

Wird hierbei wiederum auf der linken Seite £* gegen k ausgetauscht, so ergibt sich auf der

rechten Seite im allgemeinen nicht mehr K sondern ein K*.

« L A

r=k-D = I=K"-(C
R A 7l o a\%H s 1S

mit: K= (F o F7) T ke (BT o E) T < (To 0™ (s
-1\ 9 S
vy - o} (om0 )

Diese Ergebnisse sollen mit Hilfe des Ubertragungsoperators bestatigt werden.

bt o (1) -5 (6)- (@)
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Das Auslesen der Ubertragungstabellen fithrt zu:

SUD) =16 > (20— (Fo F) ™ K~ (F o F)™ - (2b- D)

HHN
N
Iy

~
O
&S
N—
I

:2(FOF )

Aus der Definition der Oldroyd-Ableitung auf der linken Seite ergibt sich:

o

(-0 = (77 b]k) ogh =7 bt 41 (Y mit: (b7

I
o

Daraus folgt bei Berticksichtigung der vorhandenen Symmetrien bereits die Bestatigung von
Gleichung 5.90.

Um auch Umrechnungsbeziehungen zur gemischten Darstellung zu erhalten, bietet sich die
direkte Umrechnung der Ableitungen an. Analog zu den bisher ermittelten Ubertragungen
wird auch in diesem Fall derart gerechnet, als wenn die Spannungen ausschliellich von Ver-
zerrungen abhéngen. Dementsprechend ist auch hier mit Unterschieden beziiglich der jeweils
implizit verwendeten Zeitintegrationsart zu rechnen. Aus dem gleichen Grund sollten die
Ergebnisse aber den bisherigen Ubertragungen vollkommen entsprechen.

Ausgangspunkt sind die Beziehungen zwischen den verwendeten Spannungstensoren.

T=T-F'=F'.1

Daraus ergibt sich mit den Ableitungsregeln gemafl Gleichung 5.50 fiir die Ableitungen der
1. Piola-Kirchhoff-Spannungen:

EoF +(Eor) . 0L 593

Eofl +I-

oT (

Q

H"ij‘\
HHK.[\;
an

Von diesen Ausdriicken sollen zunachst die Ableitungen der Spannungen :T und 7 naher

untersucht werden.

Q

0
0

(5.94)

=SSN
Q

QJ.

I~ IO

o))
[[@Y[IESH

Hierzu wiederum werden die Ableitungen der beiden Cauchy-Green-Tensoren nach dem De-

formationsgradienten benotigt.

ag 8£ T E T ag Toy aE T T 3 Toy 2
3 2 1> 3 2 3
“ET g L (ETeB) = L B L E =20 0 e
oC 0b 2
—_—= g

oC 2 , . 2 . .
_:a_F..JZQ(ja(G)o]a(G)-FT) g = aF:2(ja(6)oja(6)'F) v
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Damit konnen die Gleichungen 5.94 weiterentwickelt werden.

8;_ 0T 7 . or or 2 01 T
9F oct R (ab'F>“J—Qab"(EOF) (5.95)
oT

Unter Ausnutzung der (1,2)-Symmetrie von _C' folgt damit aus dem rechten Teil der Glei-

chung 5.93 die Umrechnungsvorschrift von der Lagrangeschen zur gemischten Darstellung.

8T_ TT24 al—’ T ~ 2_ TT24 2 82 T ~ 2

8_F(EOF) 2@]:? +T.J_2(EOF) é@]j +T-J
2 T ~ 2 2 T

afeopGE AT S (20 G5 ET 4 (B0 D)™

(5.96)
Diese Gleichung 148t sich umkehren. Im Endergebnis ist allerdings weder die (1,2)- noch die
(3,4)-Symmetrie der rechten Seite unmittelbar erkennbar und auch erst in der Summe, nicht
aber in den einzelnen Summanden vorhanden. Uberdies ist eine exakte Symmetrie nur bei
Stoffgesetzen fiir elastisches Materialverhalten zu erwarten, bei denen keine Abweichungen

durch unterschiedliche Zeitintegrationsarten auftreten.

1 ort 1

- -1 ET ( C- 1
2 aF = 2
Aufgrund der Symmetrien der linken Seite konnen aber ohne Einschrankungen fiir die Glei-
chung beide Summanden jeweils (1,2)- und (3,4)-symmetrisiert werden.

oT 1 . oTT ' ‘ <
aC — 24a®° Ja) (F . 8F ya ) “ Jpe) © Jpe) — (C Lo ) ' (5.97)

Eine entsprechende Beziehung zwischen der Eulerschen und der gemischten Darstellungs-
weise wird wiederum aus Gleichung 5.93 (diesmal aus dem zweiten Teil) abgeleitet. Zusam-

men mit Gleichung 5.52 folgt:

) T54

H"ij

Q|
HQ“H%

-1 -1
g_z; _ 571 . g_; + (g o Z)TM ajF mit aaan (E 571)T24
= Ft. g_; - (1:?*1 o g)TM (5.98)
P Toa
—2F'. % .. (E o FT) (5*1 o l)TM

Auch in diesem Fall ist die Umkehrung moglich.

aT T- T24 1 T,]_ T24
EoF ) —(E r -T)
o (Ee L1 CLY A

Qv| Q
<SIES
H"ij

N~ N~

oT Tos _ 1 -1 S24
Ja® © Jg® <F (‘)F) (EOFT ) --gb<e>ogb<6>+§ (EOFT 'T>
(5.99)
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Eine wirksame Kontrolle der entwickelten Gleichungen besteht in dem Versuch, durch Ein-
setzen der Gleichung 5.96 in Gleichung 5.99 den bereits bekannten Zusammenhang zwischen

0 oT
2z und K== gemaf Gleichung 5.91 zu bestéatigen.

k:
= Oy ocC
82 . 2 aj T 1 ~\ Toa T*l 124 1 T*l 124
o T (F%F +3(E0D) ) (Bo ") "+ 5(BoE" 1)
2 T . 4 N\ B} T.
—F.J E.ﬁ_:T (FTOET1> 24+1<EOFT 7) “ +1<E0FT1 7) -
2 8f r N\ 1 ~ 1 Ty 2 1 -1 Tos
(e dr) G (o) e e T E o)™ - 4GB
2 e 8T’ T2 1 T 2 1 T
— . T e — .. T 71. — -1 2 . — -1 2
T (EeET) g (BTt E) T (s o B) M e L4 g (Eeb )
T oT 2 Tos 2 3 2
= (Eo k") gg L (ET 0 E) T L a0 e+ (8o B)™
oT
Unter Ausnutzung der (1,2)- und (3,4)-Symmetrien sowohl von 8_%)— als auch von f lassen

sich daraus zwei Formulierungsalternativen ableiten, wobei die zweite Variante insbesondere

fiir den Ubergang auf den Tensor k geeignet ist:

Sy
. <FT OF> . [:)*1 + 2@(6) o ga(G) .. (l- o E)TM . Qfl
(5.100)

Die Umrechnung auf k£ bestéatigt tatsachlich das bereits auf anderem Wege ermittelte Ergeb-

nis (vergl. Gl. 5.91).

ot . .
- s o7 . (5.101)
= T\ = . T ! S24
a{(£or”) T G (7o E) ™ (o By

Die Tabelle auf Seite 169 fafit die bisher vorgestellten Umrechnungsméglichkeiten zusammen.
Es stehen allerdings noch die wichtigen Bezichungen zwischen k£ und m aus. Aus Gleichung

ot
2 (205).

5.95 folgt zunachst:

0
0

\]

P! (5.102)

I
e ro
J
H%?|HSJ
Il
N | —
Q|
=S

Megro
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Funk- = ~
A tion mza_l K:a_z ;:{;:@ % ﬁ 3_2
gument = 0£ = ag - aé 3@ 8£ (9£
_ orT Inversion
m = OF Gl 5.97 ||GL 5.105|| GI. 5.99 [||Gl. 5.104 Gl 5.93
0T
IE( = % Gl. 5.96 Gl 591 |Gl 5.100 Gl 5.95
97 ||Gl. 5.106 Gl. 5.106
L = = . 0. . 0.
= Jx [|GL 5.109 Gl 5.92 al. 5.108|[| S 2109
or Inversion | GIl. 5.68
ab | G129 1 an 5100 Gl 5.69 Gl 5.95
9z
oF GIl. 5.98 Gl. 5.103|||GI. 5.102
5i Inversion
@ Gl. 5.93 Gl 5.95

Abbildung 5.6: Ubersicht iiber die vorgestellten Umrechnungsméglichkeiten zwi-
schen verschiedenen Materialsteifigkeiten. Sofern eine Inversion einer Gleichung an-
gegeben ist, so ist fir die betreffende Paarung nur eine der beiden Abhangigkeiten
explizit angegeben, eine Inversion ist aber direkt und ohne Einschrankungen moglich.
Die durch separate Rahmungen hervorgehobenen Abhangigkeiten werden erst im
folgenden vorgestellt.

und daraus wiederum geméafd Gleichung 5.68:

ot ' | o
- (% 'b> “Ja® © Ja® = (8_F ..

=

/[N

T . .
- E ) “ Ja® © Jow - (5.103)

a5~

Der Ubergang auf m erfolgt iiber die Inversion der entsprechenden Zeile von Gleichung 5.98.

2
(EoX)™ . J-F"
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Damit ergibt sich schliefilich der gesuchte Zusammenhang zwischen k und m.
oT 2 , _
= ]g = (F . a_? . g . FT) “ Ja® © Ja + (g o 2)324 (5.105)

Eine unmittelbare Inversion dieser Gleichung ist aufgrund der enthaltenen Symmetrisierung
nicht moglich. Trotzdem sprechen die bisher vorgefundenen Zusammenhénge dafiir, dafl eine

T
eindeutige Beziehung von 3_1:7 aus k moglich sein sollte. Dies ist auch tatsdchlich der Fall,

erfordert allerdings eine sepafrate Herleitung. Das vorgefundene Inversionsproblem existiert

letztlich bereits fiir die Gleichung 5.68 zur Berechnung von k aus 2 I diesem Zusammen-

b

hang laBt sich das Problem allerdings mit Hilfe der Formulierungs:alternative in Gleichung
5.69 umgehen, sofern ein zu dem Tensor (b o g)s“ inverser Tensor B beziiglich des doppelten
Punktprodukts existiert. B

Sou . . . IS . -1
(Lo B) = Juw 0 Juw = [Buene] = [Jaw) ~(bo E)7* - Jb<e>]

0
Mit Hilfe dieses Tensors konnte Gleichung 5.69 nach 6_:2 aufgelost und in Gleichung 5.98

[llien

eingesetzt werden.

ot Toy - Tou
b - - (EOFT) —(FtoI)™ (5.106)

2

Ss
\’
Q|
H"q‘H’ﬂ
Il
Hﬁq
s
[lffeN

Die Existenz eines (endlichen) Tensors B setzt voraus, daff die Determinante der Koeffi-

S24

zientenmatrix [ Jo@ (Do B)7* - jb(‘i)} von Null abweicht. Die Koeffizientenmatrix eines

(X o Q)S **_Tensors wurde bereits als identisch mit derjenigen Matrix in Gleichung 2.61 er-
kannt. Die Determinante muf3 in allen kartesischen Koordinatensystemen identisch sein, also
auch in einer Darstellung in den Eigenrichtungen e, von b mit den Eigenwerten by, byy und
brrr. Die Koeffizientenmatrix vereinfacht sich damit zu:

—bI 0 0 0 0 0 _
0 by O 0 0 0
0 0 bm 0 0 0
bir + b
j S - i + b
[JA(G) " (Qog) o JBe | = 0 0 0 T 0 0
b b
0 0 0 0 bm o,
b b
0 0 0 0 0 1+ 0n

(5.107)
Offensichtlich ist die Determinante dieser Matrix fiir einen stets positiv definiten Tensor wie

b immer von Null verschieden.

. 24 . 1
det | j 4  (bo E)% . ]B(G)} = by br1 bt g(bn + brrr) (brrr + br) (b1 + brn)
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Damit ist gezeigt, dal sich der Tensor B stets berechnen lafit. Die Koeffizientenmatrix in
Gleichung 5.107 zeigt aber auch, daB sich dieser Tensor nicht auf eine einfache Konstruktion
wie (Q’l o 5) St # B zuriickfithren 1ait, sondern sich tatsachlich erst iiber die Invertierung
einer 6x6-Matrix erschliefit (Stickforth (1983, S. 3-50) bietet diesbeziiglich eine interessante
Berechnungsvorschrift an).

Eine Alternative zu dieser Matrixinvertierung léiﬁj sich erreichen, wenn in die Gleichung

0 oT
5.100 fiir die Abhéangigkeit des Tensors 8_%5- von f die Gleichung 5.92 eingesetzt wird, die
0T . . o | |
ETel wiederum mit é: in Verbindung bringt. Somit wird das Problem, eine der Gleichungen
N o . oT
5.68 oder 5.69 zu invertieren mit dem Umweg iiber Yol umgangen.
or Saa QT Soa , _ Toi -
g5 T (EoET) " Gg e (ETE) T E  duw  duw (o B 1
1 s . . T ,
= {gk— (20 E)™ + Jgo © Jaw = (20 E) 24} b
1 . . T . . T -
T {Ek_ﬂa@ © Jaw - (20 B~ jyo © o + (0 B)™ ) } I
1 1 (3 2 1 (3 2

(5.108)
Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dafl diese Formeln exakt nur fiir
Stoffgesetze fiir elastisches Materialverhalten gelten. Dies wird beispielsweise daran deutlich,
daf die rechte Seite der letzten Gleichung im allgemeinen nicht symmetrisch ist, wahrend
die linke Seite dies aber definitionsgemafl sein mufl. Somit wird zumindest bei Stoffgesetzen
jenseits der Elastizitat die linke Seite zu symmetrisieren sein. Wird aber eine solche Symme-
trisierung hier explizit durchgefiihrt, so ergibt sich beim Einsetzen in die Gleichung 5.68 fiir k
keine Identitat mehr, sondern es verbleibt eine Beziehung zwischen der Steifigkeit & und den
Spannungen 7, die wiederum nur im Fall der Elastizitat erfiillt ist. In allen anderen Fillen
zeigen sich in dieser und ahnlichen widerspriichlichen Beziehungen die in den Ableitungen

implizit enthaltenen unterschiedlichen Zeitintegrationsarten.

Einsetzen der Gleichung 5.108 in die Gleichungen 5.95 und 5.98 liefert schliellich eine Alter-
native zu Gleichung 5.106 beziiglich der Umrechnung zwischen k und m.

oT or T.
= _ F*]. L= _ F*l T 24
oF — L oF (£ o 1)
o 3 2 T4
mit: a—; = {k +2a<6> Ojaﬂﬁ) .. (IOE)TQ“ . [J _ J] } . (bl oFT)
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5.6.1 Programmierungsbeispiel

Die in der Tabelle auf Seite 169 (Abb. 5.6) genannten Gleichungen zur Umrechnung verschie-
dener Materialsteifigkeitsformulierungen dienen der Kopplung von zunachst inkompatiblen
Formen eines Stoffgesetzes und eines FEM-Programmes. Bei der konkreten Programmierung
einer solchen Koppelroutine sind in der Regel zusétzliche Anpassungen beziiglich der Eigen-
schaften der verwendeten Koeffizientenschreibweisen erforderlich. Dies soll exemplarisch an
einer Routine fiir den Einsatz innerhalb der in Abbildung 5.5 auf Seite 158 skizzierten Be-
nutzerschnittstelle des Programmpakets ABAQUS durchgefiihrt werden. Das Stoffgesetz liege
beispielsweise in einer Lagrangeschen Formulierung vor (dies ist der wohl haufigste Fall), so
daf3 gemafl der Tabelle in Abbildung 5.6 die Gleichung 5.91 umzusetzen ist.

In ABAQUS werden nicht die zu den angepafiten Basisdyaden (Gl. 2.53) korrespondierenden
Koeffizienten 7_ = 1 - Ja® und X6 = X Jyo (vergl. Gl. 2.54) verwendet, sondern fiir
Spannungsgroffen die Koeffizienten:

hier: [7_ (6) ] = [me Tyy Tzz \/§Tyz \/§sz \/iTaty]

a

ABAQUS [Ta(AQ)] = [me Tyy Tyy Txy Trz Tyz]

und fiir Verformungsgrofien die mit anderen Vorfaktoren versehenen Koeffizienten:

hier: [Xa(ﬁ) ] = [Xxx Xyy Xzz \/§Xyz \/§sz \/§Xa:y]
ABAQUS:  [X,aa)] = [Xaw Xgy Xaz 2 Xay 2 Xaz 2 Xy

Die in ABAQUS verwendeten Koeffizienten von Spannungs- und Verformungsgréfien gehoren
somit nicht zu einer einheitlichen Koeffizientenschreibweise und sind deshalb fiir Herleitungen
und Manipulationen tensorieller Zusammenhange nur eingeschrankt geeignet.

Fiir die Umstellung einer [ka(ﬁ)b“") }—Matrix auf eine [/{;a( AQ)B(AQ) ]—Matrix miissen demnach:
e die Zeilen 4 und 6 vertauscht werden und die Spalten 4 und 6,

e die Zeilen 4 bis 6 durch v/2 geteilt werden, weil die zugehorigen Gleichungen jetzt nicht
mehr fiir z.B. v/2 Tyy» sondern nur noch fir 7, angegeben sind,

e die Spalten 4 bis 6 durch /2 geteilt werden, weil die betroffenen Elemente jetzt nicht

mehr nur mit z.B. v/2 Eyz sondern jetzt mit 2 e,, multipliziert werden.

yz
Diese Operationen kénnen durch Multiplikationen mit der Matrix [6 — @] und der dazu
inversen Matrix [(Q — 6] durchgefiihrt werden.

1 0 0 0 0 07
001 0 0 0 O 1 0 0 0 O
1 001 0 0 0
60l—|000 0 0 — L6l =
[Q] 1\/§ [Q ] 00000\/§
OOOOﬁO 0000\/50
000 — 0 o L0 0 0v2 0 0.
i V2 ]
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Die Umstellung von [k:a(m b(s)} auf [/{;a( AQ) e | lautet mit diesen Matrizen:

[ka(AQ)b(AQ)} = [6 — Q] : [ka(e)b(e‘)} . [6 — Q] (5.110)
Die Matrix [@ — 6] wird fiir die Umkehrung bendétigt.
ka66 :Q_>6'ka Q—>6
[kyope | = |- [Eymapae ]| - | ] (5.111)

mit:

(@ — 6] =

6 — Q"

Gegeniiber der Belegung von [ka<6)b<6> } (GL. 2.60) bietet die ABAQUS-Formatierung den Vor-
teil, dafl beim Ubergang von einer 3 x 3 x 3 x 3-Matrix, bzw. einer 9 x 9-Matrix auf eine
6x 6-Matrix ausschlieBlich Mittelwertbildungen (Symmetrisierungen) vorgenommen werden,
aber keine formatierungsbedingten zusétzlichen Vorfaktoren wie in Gleichung 2.60 auftre-

ten.

[ka(AQ)b(AQ) } =

[ Kacmyz+Kxxzy Kzzz:+Kzzzz Kmxxy+Kxxym ]
Kxxxx Ka:xyy Ka:xzz 2 2 2
Kyyyz+Kyyzy Kyyzz+Kyymz Kyyly_'_Kyny
Kyyﬂm Kyyyy Kyyzz 2 2 2
Kzz z+Kzzz Kzzzz+Kzzzz Kzzz +Kzz T
Kyzyz+Kyzzy+ Kyzzx+Kyzmz+ Kyzxy+Kyzyx+
Kyzzz+szzz Kyzyy+szyy Kyzzz+szzz szyz+szzy szzz+szzz szzy+szyz
2 2 2 4 4 4
szyz+szzy+ szzx‘f'szxz‘i‘ szmy+Kzzyz+
Kzzzw"_K:czmz Kzzyy+Kzzyy szzz"_Kzzzz Kzzyz+szzy K:czzz_'_Kzza:z Kzzzy+K:Ezyz
2 2 2 4 4 4
Kmyyz+szzy+ szzz+szwz+ szwy+Kmyyz+
Ka:ywx;nyxx nyyy;Kya:yy Kmyzz;nyzz nyyz+4Kywzy nyzx+4Kya:xz nyxy+Kywyx
R 4 _

Um die ABAQUS-Koeffizienten zweier Beispieltensoren

m

und M, die gemaf3

(5.112)

= (FoFT o .]::To]:?524
(£oLT) " -y (70 E)

=

zusammenhéngen, ineinander umzurechnen, muf nicht zu dem a(®-Format zurtickgekehrt
. . . S

werden. Stattdessen werden geeignete Koeffizientenmatrizen von (ET o E) * verwendet.

Zunichst wird als Abkiirzung eingefiihrt:

SQ4
— T 1
Japo = Ja®) (F © F) " Iy

Damit folgt fiir die zu Gleichung 5.112 aquivalente Matrizengleichung;:

[ma(ﬁ)b(fi)} = [fa(fi)b(ﬁ) }T ) [Ma(@')b(ﬁ)] ) [fa(fi)b(ﬁ)}
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Mit Hilfe der Gleichungen 5.110 und 5.111 ergibt sich die Beziehung der ABAQUS-Koeffizien-
ten der beiden Tensoren.

T 6 — Q] - [faw)bw)}T' [Ma«s)bw)} : [fa(mb(ﬁ)} (6 = Q]

6 — Q] - [faw)b(e)}T -[Q — 6] - [Ma(AQ)b(AQ)] - [Q — 6]
: [fa(fs)b(e)} (6 — Q]

Dabei sind auf der rechten Seite die Produkte vor und hinter [Ma( AQ)B(AQ) } zueinander trans-

[ma(AQ)b(A@ ]

poniert.

[mamQ)b(AQ)} = [fa(AQ)b(AQ)}T' [Ma(AQ)b(AQ)] : [fa(AQ)b(AQ)}
mit: [fa(AQ)b(AQ)] =[Q — 6] - [fa(e‘)b(ﬁ)} -6 = Q]

Mit der aus Gleichung 2.71 bekannten Matrix [ J .0 b<6)} kann die neue [ f @ pa }—Matrix

(5.113)

berechnet werden.

[f a(AQ) p(AQ) ] =

2 2 2
FI?J Fyy FZy FnyIy FZ?JFI?J FZyFyy
Fac2z Fy2z Fz2z Fyzez Fzszz Fzszz

2F,, Foy 2F, F, 2F.,F., F, Fop+FoyF,y F.yFotFyyF.p F.yFyu+F,, F.,

2F:czez 2Fyszz 2Fzzez Fyzez+Fzszm Fzzez_'_Fzzez Fzszz+Fyzez

_2F$ZF

zy

2 F,

yz

F

v 2F..F

2y

Fyszy+F:cszy FzzFa:y+Faczey Fzszy+Fyzey_
(5.114)

Die Matrizen [6 — @] und [Q) — 6] sind auch fiir Umrechnungen von Tensoren 2. Stufe
geeignet. Hier muf} aber (in der ABAQUS-eigenen Weise) zwischen Spannungs- und Verzer-
rungstensoren unterschieden werden.

[T = [T,e] - [6 = Q] =[6 = Q] [T0]
[%(6)] = [Ta(AQ)] [Q = 6] =[Q —6]- [Ta(AQ)]

Bei den Verzerrungstensoren passen die Bezeichnungen der Umrechnungsmatrizen nicht mehr
zu deren Wirkungsweise.

Xoaa] = Xeo] - [Q = 6] =[Q — 6] - [X,0]
Xo0] = Xpaa] - [6 = Q] =[6 = Q] - [X 0]

Fiir die Umrechnung der Lagrangeschen Spannungen :T in das Eulersche Gegenstiick 7 folgt
zunéchst im (6)-Format:

P T —F (FT o) ~T
T = L-£ =41 o = Tu0 = Ly Jyo 40

= |Tue] = [Ta@] : [faw)b(e)}
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Daraus wiederum ergibt sich die Beziehung zwischen [7 1q)] und [T 1 ]-

[Ty 0] = [Ta«s)] : [fa(mb(s)] = [T,ue] = [i(m] : [faw)b(m} (6 — Q]
= [T,uel = [TQ(A@] Q= 6] [fuope] - [6 = Q] (5.115)

= [Tue] = [TQ(A@] : [fa(AQ)b(AQ)}

Bei einer entsprechenden Umrechnung fir ein Verzerrungsmafl wére das Ergebnis ein anderes.
oT

Mit der Matrix [fa<AQ)b(AQ>} kann der Teilausdruck (F o FT) . f - (FT o E)SM der

Gleichung 5.91 umgesetzt werden. Fiir die vollstandige Umsetzung fehlen lediglich noch die

ABAQUS-Koeffizienten des Tensors ¢ = (7 o Q)SQ‘*. Im (6)-Format liegen die Koeffizienten

fiir einen allgemeinen Tensor X anstelle von 7 bereits vor (s. Gl. 2.61 auf Seite 33).

M. S .
[tarapaa ] = [6 = Q] Jaw (70 E)7 %(6)] 6= Q] =
r27,, 0 0 Tay Toz 0 T
0 2 Tyy 0 Toy 0 Ty
0 0 21, 0 Toz Tyz
1 Tex T Tyy Tyz Trz
5| T w0 Ty B}
T, T,, + T T,
Tz Tﬂﬁy Tyy + T2z
LY T e Y ) )
(5.116)

Damit stehen alle Komponenten fiir die Umsetzung der Gleichung 5.91 in eine Programm-
routine zur Verwendung innerhalb der ABAQUS-Benutzerschnittstelle UMAT zur Verfiigung.

[ka(AQ)b(AQ)} =2 { [fa(AQ)b(AQ) }T ’ [KQ(AQ)b(AQ) } ’ [fa(AQ)b(AQ)} + [ta(AQ)b(AQ) } }

Die Programmierung erfolgt in der Programmiersprache Fortran. Zunéchst werden die Uber-
gabeparameter definiert.

subroutine Lagrange_Fuler(F,detF,PK,dPKdC,cauchy,dtaudchi_detF)
real*8 F(3,3),detF,PK(6),dPKdC(6,6),cauchy(6),dtaudchi_detF(6,6)

Die Routine erhalt als Eingabegrofien den Deformationsgradienten F und dessen dritte Haup-
tinvariante detF, die symmetrischen 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen PK und die Lagrangesche
Materialsteifigkeit dPKdC. Die Routine gibt die Cauchy-Spannungen cauchy und eine Fu-
lersche Materialsteifigkeit dtaudchi_detF zurtick. Dabei handelt es sich um die durch Js

)
dividierte Ableitung k = == (vergl. Abb. 5.5).

ox
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Nach der Vereinbarung der lokalen Variablen und der Einfithrung der Abkiirzung Kehr_detF
fiir den Kehrwert von J5 wird im ersten Block des ausfiihrbaren Teils die Matrix | [ ]
(FFT_T24) mit den aktuellen Koeffizienten des Deformationsgradienten belegt (vergl. Gl
5.114).

real*8 Kehr_detF,FFT_T24(6,6),arb(6,6)

Kehr_detF = 1.d0 / detF

FFT_T24(1,4)
FFT_T24(1,5)
FFT_T24(1,6)
FFT_T24(2,4)
FFT_T24(2,5)
FFT_T24(2,6)
FFT_T24(3,4)
FFT_T24(3,5)
FFT_T24(3,6)

F(2,)*F(1,1)

= F(3,1)*F(1,1)
= F(3,1)*xF(2,1)
= F(2,2)*F(1,2)
= F(3,2)*F(1,2)
= F(3,2)*F(2,2)
= F(2,3)*F(1,3)
= F(3,3)*F(1,3)

F(3,3)*F(2,3)

Covviii i Ubertragungsmatrix
FFT_T24(1,1) = F(1,1)%x2
FFT_T24(1,2) = F(2,1)%x2
FFT_T24(1,3) = F(3,1)*x*2
FFT_T24(2,1) = F(1,2)%%2
FFT_T24(2,2) = F(2,2)*x2
FFT_T24(2,3) = F(3,2)%%*2
FFT_T24(3,1) = F(1,3)%x2
FFT_T24(3,2) = F(2,3)*x2
FFT_T24(3,3) = F(3,3)%%*2

FFT_T24(4,1) = 2.D0* F(1,2)*F(1,1)
FFT_T24(5,1) = 2.D0* F(1,3)*F(1,1)
FFT_T24(6,1) = 2.D0* F(1,3)*F(1,2)
FFT_T24(4,2) = 2.D0* F(2,2)*F(2,1)
FFT_T24(5,2) = 2.D0* F(2,3)*F(2,1)
FFT_T24(6,2) = 2.D0* F(2,3)*F(2,2)
FFT_T24(4,3) = 2.D0* F(3,2)*F(3,1)
FFT_T24(5,3) = 2.D0* F(3,3)*F(3,1)
FFT_T24(6,3) = 2.D0* F(3,3)%*F(3,2)

FFT_T24(4,4)
FFT_T24(4,5)
FFT_T24(4,6)
FFT_T24(5,4)
FFT_T24(5,5)
FFT_T24(5,6)
FFT_T24(6,4)
FFT_T24(6,5)
FFT_T24(6,6)

F(2,2)*F(1,1)

= F(3,2)*F(1,1)
= F(3,2)*xF(2,1)
= F(2,3)*F(1,1)
= F(3,3)*F(1,1)
= F(3,3)*F(2,1)
= F(2,3)*F(1,2)
= F(3,3)*F(1,2)

F(3,3)*F(2,2)

+

+ + + + + + + o+

F(1,2)*F(2,1)
F(1,2)*F(3,1)
F(2,2)*F(3,1)
F(1,3)*F(2,1)
F(1,3)*F(3,1)
F(2,3)*F(3,1)
F(1,3)*F(2,2)
F(1,3)*F(3,2)
F(2,3)*F(3,2)
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Als nachstes erfolgt die Umrechnung der Spannungen geméfl Gleichung 5.115.

Covr Umrechnung der Spannungen
dok=1,6
* Initialbelegung
cauchy (k) = PK(1) * FFT_T24(1,k)
do j=2,5
cauchy(k) = cauchy(k) + PK(j) * FFT_T24(j,k)
enddo
* 2PK -> Cauchy
cauchy(k) = (cauchy(k) + PK(6) * FFT_T24(6,k)) * Kehr_detF
enddo

Als letzter Schritt verbleibt die Belegung der Steifigkeit. Das Ausgabefeld dtaudchi_detF

wird zunachst mit den Koeffizienten von 7 geméf Gleichung 5.116 belegt.

Covnin i Startbelegung der Steifigkeit
dtaudchi_detF(1,1) = 2.d0* cauchy(1)

dtaudchi_detF(2,2) = 2.d0* cauchy(2)
dtaudchi_detF(3,3) = 2.d0* cauchy(3)
dtaudchi_detF(1,2) = 0.d0
dtaudchi_detF(1,3) = 0.d0
dtaudchi_detF(2,3) = 0.d0
dtaudchi_detF(1,6) = 0.d0
dtaudchi_detF(2,5) = 0.d0

dtaudchi_detF(3,4) = 0.d0

dtaudchi_detF(1,4) = cauchy(4)
dtaudchi_detF(2,4) = cauchy(4)
dtaudchi_detF(1,5) = cauchy(b)
dtaudchi_detF(3,5) = cauchy(5)
dtaudchi_detF(2,6) = cauchy(6)
dtaudchi_detF(3,6) = cauchy(6)

dtaudchi_detF(4,4) = .5d0* (cauchy(2)+cauchy(1))
dtaudchi_detF(5,5) = .5d0* (cauchy(1)+cauchy(3))
dtaudchi_detF(6,6) = .5d0* (cauchy(3)+cauchy(2))

dtaudchi_detF(4,5) = .5d0* cauchy(6)
dtaudchi_detF(4,6) = .5d0* cauchy(5)
dtaudchi_detF(5,6) = .5d0* cauchy(4)

* Erganzung der symmetrischen Anteile
dok=1,6
do j =1, k-1
dtaudchi_detF(k,j) = dtaudchi_detF(j,k)
enddo

enddo
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SchlieBlich erfolgt die zweifache Multiplikation der Lagrangeschen Steifigkeit auf dem Ein-
gabefeld dPKAC mit der Ubertragungsmatrix auf dem FFT_T24-Feld geméB Gleichung 5.113.

Co e Umrechnung der Lagrangeschen Steifigkeit
dok=1, 6
do j=1,6
arb(k,j) = dPKdC(k,1) * FFT_T24(1,j)
doi=2,05
arb(k,j) = arb(k,j) + dPKdC(k,i) * FFT_T24(i,j)
enddo
arb(k,j) = 2.d0/detF * (arb(k,j) + dPKdC(k,6) * FFT_T24(6,j))
enddo
enddo
dok=1, 6
do j=1,6
doi=1,686
dtaudchi_detF(k,j) = dtaudchi_detF(k,j) +
+ FFT_T24(i,k) * arb(i,j)
enddo
enddo
enddo
END

5.6.2 Sonderfall: Isotrope Elastizitat

In dem besonders einfachen Fall isotrop elastischen Materialverhaltens und isothermer Pro-
zeBfithrung stellt die Formanderungsarbeitsdichte @ beziiglich jedes Verzerrungstensors eine
Invariante dar. Fiir die Formanderungsleistung kommen demnach in diesem Fall die folgen-

den Formulierungen in Frage.
Elastizitat
O(t) = const. = &=

Isotropie

Q>
I
IS~ 5

[les]
I
Hg‘:)‘ %D

= 3
Dl @
HQ‘ iS)

Fiir die Eulersche Variante empfiehlt sich als Vorbereitung fiir das weitere Vorgehen eine

*
Isolierung der in b enthaltenen Formanderungsgeschwindigkeiten D.

mlt EZQ-Q+Q.Q:2(§09)S24”D

Die Ableitung einer Invarianten nach dem Argumenttensor der Invarianten ergibt stets einen
Tensor, der die gleichen Eigenrichtungen wie der Argumenttensor aufweist. Somit hat der

Tensor — die gleichen Eigenrichtungen wie b selbst.
Elastizitat 96 96 96
O(t) = const. = d=—-2(FEob)®™ - D=(=— -b+b —
(1) 'COIIS a5 (Eob) D <3b b+b 86) D
Isotropie N
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Aus der Gegentiberstellung mit der allgemeinen Gleichung 3.49 fiir die Formanderungslei-
stung folgen Aussagen iiber die verschiedenen Spannungstensoren.

Elastizitit T=2 o?

O(t) = const r_% - %K 5.117
I —‘cons. = :—@ ; L, 8@_28@ ( b>524 (5.117)
sotropie T =20 8119 =290 LoD

m=-==-—— ; K===2_— (5.118)

Diese Tensoren weisen die fiir elastisches Materialverhalten charakteristische Symmetrie der
Materialsteifigkeit auf.
O’ O’

m = — =m ; K =2 — =K 5.119
abed OF. F cdab a(8)p(6) aCa(G) Ob(e) b(6) ¢(6) ( )

Diese Symmetrie tibertragt sich auch auf die Element- und Gesamtsteifigkeitsmatrix (vergl.

Gl. 5.25).

Elastizitat c < ONw ON 92 <
I ) a or, or, 0F,.0F,, a
sotropie

Fiir die Berechnung der Eulerschen Materialsteifigkeit % ist zunachst die Ableitung von 7

nach b zu bestimmen (vergl. Gl. 5.68).

. . 0P b 0*d
=240 © Jo® * %'a—BJFQ‘W

0P 524 b 5, 0%
r2(GpoE) g reeen™ G

Ob Sa4 , ‘ 92
L) o o 22)

Daraus folgt fiir £ unter Verwendung von Gleichung 5.117:

oT . .

0P T , . 0°“P . .
’ <% °b+ Eo 5) 4400 dqw - <” a7 b) “ Jew g

) oder, Formulierungsvariante:

H%‘D|HSJ

s~

(5.121)
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Dieser Zusammenhang ist gut geeignet, die Notwendigkeit der konsequenten Beachtung von
Symmetrieeigenschaften der Ableitungen nach symmetrischen Tensoren zu demonstrieren.
Zum Vergleich sei die Berechnung eines £* durchgefiihrt, wobei gegeniiber dem Original-£
der symmetrische Tensor b durch einen “allgemeinen Tensor X ersetzt wird und erst das
Endergebnis wiederum symmetrisiert wird.

. . ot . .
* 2£a<6) e} ga(ﬁ) .. (8_)( . X) .. gb(G) o gb(ﬁ)

s

Bei den Spannungen wird die Abkiirzung P fiir die einfache Ableitung von ¢ eingefiihrt.

: : . 0P
Top = Xge Py mit: X - Ja® © Jae = b und: P=2 a5

Die Berechnung der Koeffizienten von k erfordert dann als ersten Berechnungsschritt:

. 0T : O et |
gba“@'i{"!dcz aXic XedZPcbXad+XafaTechd (5.122)
ot oF |

= X=Xop)™+X-

0x = 0X

<

Wird nun abschlieend symmetrisiert und X wieder durch b ersetzt, so verbleibt abweichend
von Gleichung 5.121:

. o\ > 2P -
— 4 (b o %) +4 (b- e -b) Ja © duer (5.123)

s

Die Differenz von k und k™ betragt:

So4 Sos
*:(EOT—Qg—gZOb) :2(Eob-a—¢—a—¢ob)

e
IES
IES

und ist damit keineswegs Null. Dies ist unmittelbar aus dem Vergleich der viele Nullen
enthaltenden Koeffizientenmatrix eines Produktes (£ o X )524 (Gl. 2.61) mit der voll besetzen
Matrix eines Produktes (g o Q)S“ (Gl. 2.74) zu entnehmen.

Somit ist das Ergebnis gemafl 5.123 widerlegt. Ein Einwand gegen diese Wertung konnte in
der Frage bestehen, ob man die Symmetrie von b beim Ableiten tatsachlich berticksichtigen
muf. Dieser Einwand kann auf zwei Wegen entkraftet werden. Zum einen konnte 7 statt
aus X - P genausogut aus 7 = P - X berechnet werden. In diesem Fall ergibe sich fiir
die Gleichung 5.122 statt dem Term (X o ]:3)T24 ein Term (E o X - ]:3)T24, womit sich fiir die
Gleichung 5.123 wiederum eine Abweichung um A ergabe. Das zweite Argument gegen den
Einwand besteht darin, daB fiir die Herleitung der Gleichung 5.68 fiir k bereits die (3,4)-
Symmetrie von 2 vorausgesetzt werden mufite (s. Kommentar zur Gleichung 5.67). Ohne

ob
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diese Voraussetzung ware in dem Zusammenhang eine explizite Symmetrisierung enthalten
geblieben, womit wiederum das richtige Ergebnis reproduziert wiirde.

Die gleiche Differenz A tritt auch bei der Umrechnung der Lagrangeschen Steifigkeit auf
(vergl. GL. 5.91).

l4 (FoFT)S24 % - (FTOF)SQ4 Ly l-og)gm

o~

Sa 92 S24 . , 0*P . .
= <F o FT> . —_— .. <FT OF> e 20/(6) Oga(G) .. (b . W . ) .. ]c(G)Ogc(G)

HG"
[y
[©)
o~

o

524 G J
1) =20 (gol ~poE-Eo

>

H%)‘ %J

NGHIEN

,10

B g o g)szzx

o
o

Beispielsweise ergibt sich beim Neo-Hookeschen Stoffgesetz (vergl. Abschnitt 5.6.3) beziiglich
des Gestaltanderungsanteils fiir A (vergl. Gl 5.133 auf Seite 187):
S24

2 (E o >

2a

—J

3N

Die zugehorige Matrix kann aus der allgemeinen Angabe fiir eine (g o Q)SQ“—Matrix (s. GL
2.74) entnommen werden, indem fiir o jeweils —b™! eingesetzt wird und auf zu jedem Element
der Hauptdiagonalen Eins addiert wird. Schliefllich miiite noch mit 2« .J; /3 multipliziert
werden. Daran zeigt sich, daf§ die Ergebnismatrix im allgemeinen voll besetzt ist, und ihre
Elemente nicht vernachlassigbar klein sind.
Fiir den Sonderfall, in dem das Koordinatensystem den Eigenrichtungen von b entspricht,
vereinfacht sich die Matrix drastisch, da dann b, = by, = by = 0 gilt. Die einzigen von
Null verschiedenen Elemente von A ), sind dann:

;

2
A L (62(6) o b3(6)>
46)46) = T
2 b2(6) b3<6>
b4<6> =0 (b b )2
beey = 0 = Agese = _3<26>b 113(6) ;alle anderen A g6 = 0
bge) =0 3© 1(6)2
A _ (b1(6) - b2(6))
6(6)6(6) —9 bl(e) b2(6)

\
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5.6.3 Kontrollbeispiel: Neo-Hooke-Materialsteifigkeit

Da die Spannungen bei den elastischen Stoffgesetzen lediglich von den Verzerrungen, nicht
aber von den momentanen Verzerrungsanderungen abhéangen, ist fiir die numerische Umset-
zung solcher Stoffgesetze keine Zeitintegration notwendig. Somit sollten die Abweichungen,
die innerhalb der in Abbildung 5.6 genannten Gleichungen bei allgemeinen Stoffgesetzen
aufgrund unterschiedlicher Zeitintegrationsarten auftreten, bei elastischen Stoffgesetzen ver-
schwinden. Solche Stoffgesetze sind deshalb zur Kontrolle der hergeleiteten Zusammenhange
besonders gut geeignet.
Eine solche Kontrolle soll hier anhand des besonders einfachen Neo-Hooke-Stoffgesetzes
durchgefiihrt werden. Es handelt sich um ein Stoffgesetz fiir nahezu inkompressible Mate-
rialien. Bei solchen Modellen empfiehlt sich eine Aufteilung der Formanderungsarbeitsdichte
in einen Gestalt- und einen Volumenénderungsanteil. Der Gestaltanderungsanteil des Neo-
Hooke-Stoffgesetzes enthalt lediglich eine einzige an das jeweilige Material anzupassende
Konstante a (beztigl. J; s. Gl 5.125).
G |4 G

=0 +¢ mit: & =a(J; —3) (5.124)
Fiir die Handhabung und numerische Umsetzung des Volumenanderungsanteils solcher na-
hezu inkompressibler Materialien stehen eine Reihe von Methoden zur Verfiigung (s. z.B.
Besdo & Mehrenholtz 1993, Cescotto & Fonder 1979, Sussmann & Bathe 1987). Hier soll
nur der Gestaltanderungsanteil untersucht werden. Trotzdem wird unter anderem das Volu-
menverhaltnis J; benotigt.

Jy = 2 = I(F) = [ Iy(b) = \/I5(C)

0
Sofern keine explizite Angabe erfolgt, sind im folgenden mit /;, I, und I5 die drei Hauptin-

varianten von b bzw. C' gemeint.

G G
Die Gestaltanderungsanteile von b und C' sind derart vereinbart, daf I <b ) =1 (C ) =1

erfullt ist.
G G
Jy = [1(b> = 11(0> = J3 3
== J3_2/3 C mlt

= ' G G
Jy = 12(b> = 12(C> = J374/3]2

(5.125)
Die Berechnung der Kirchhoff-Spannungen 7 gemaf Gleichung 5.117 erfordert die Ableitung

10

G
b =J3 b

von @ nach b.

G
00 _ 01,
ob b
Hierzu werden einige Teilableitungen benotigt.
Ol 1 0Jy 2% o113 Lo 43, 5 Lo 93,1
—=2 =1.0 = = =—-1 L =—=1J b
aé 3= aé ag 3 3 3= 3 3 2
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5.6 Ubertragung von Materialsteifigkeiten

G

0b _ . . 1 i}
= s {jb@ © Jyo — g bob }
1} :J3_2/3 {E—%bl}

o~

G
8J,  dJ, b _ . : 1
1__1.._::§--J3 2/3 {]b(ﬁ)ojb(fi)_gbo

9y G
T T
Daraus ergibt sich, daf§ der Gestaltanderungsanteil der Kirchhoff-Spannungen einem Devia-

tor entspricht.
agb I G, G
=20 J;7 23 ). {E S bl} =20 J;7 2BV =2ab’ = 7' (5.126)

20 -
= 8b
Der Volumenanderungsanteil der Formanderungsarbeitsdichte hangt ausschlieSlich vom Vo-

H\]Q

lumenverhéltnis J5 ab.

v v v 6@ 0J
¢ =d(J3) = 1=2b" —
= T 9J; 0b
0, 01 Loy 1,0 Jya
2J, 5= 2 =

=

it: = =
Yo T oy 2T ob

Damit wird erkennbar, da3 der Volumenénderungsanteil der Spannungen hydrostatisch ist
Folglich entspricht der rein deviatorische Gestaltanderungsanteil dem vollstandigen Deviator

=7 =7 (5.127)

G
I

1IN0
IS

VOHl’.
8@

J3E =
T oJy 8

Als erste (beim Neo-Hooke-Stoffgesetz einfachere) Moglichkeit zur Berechnung der Materi-
alsteifigkeit werden gemafl der ersten Zeile von Gleichung 5.121 die Spannungen abgeleitet

M<

mit 2b multipliziert und abschlieBend (3,4)-symmetrisiert

_ . . 1 ,
}..J3 2/3 {]b(ﬁ) O=:7b<6) — g[:)O[:) 1}

o o of 1
0 o e e GEE
1 1 1
= Jy 3 g ojue —zbobl—-EoE+ - Eob!
a® ©da® T 3292 73202 T 202
1
Eob+ = ]1EOE}

or' 2/3 | . , 1
= b b=2al; ga«s)Oga(G)‘Q_g
b tatsdchlich (3,4)-unsymmetrisch! Die explizite Symme-

Dies allein ist wegen Jo© © Jgw -0
trisierung innerhalb von k ist also auch bei elastischen Stoffgesetzen keineswegs redundant

) 0(6) o JC<6>
1

< (5.128)
24 1 G G
4a{(EOb> ——(boE+Eob>+§ Lok

G
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Die einzelnen Teiltensoren haben die folgenden Koeffizienten.

' G S24 ) G
Ja© (E0b> e | T {b "

(jaw) ’ jb<6>) }

(vergl. Gl. 2.61)

e a G
G G G
G G G
| b b
a G G a ) ©)
B} 0 by byey Do T bg \6/5 \5/5
b b
G G G G
(6) 4(6)
beo) 0 bes) \6/§ by + by /A
b b
G q G a
5(6) 4(6)
bewy  Dgeo 0 2 2 by + boe
i (5.129)
G G G Iel
Jaw QLo L+ Eob e [b © L) T Ly by | ~
- G G a G G G a G 1
20, by T bye bie T b3<6> byo bse by
G G G G a a G
by + b2<6> 2 b2(6) by + b3(6) byo bsey by
G G e G G
bye + b3<6> bow + 63(6) 2 bg(s) byo bsw by
q G a
be byo b 4(6) 0 0 0
a G a
bes) beo) b o) 0 0 0
G G G
| by bgo) bo) 0 0 0 ]
(5.130)
r1 1 1 0 0 01
1 1 1 0 0 O
) . 1 1 1 0 0 0
[Jao "{ECE} - Jyo | = [Eye By ] = (5.131)
- - 0O 0 0 0 0 O
0O 0 0 0 0 O
LO O 0 0 0O O-
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Daraus ergeben sich in der Summe die Koeffizienten [ /f } =
a(6)p(1-3)
B G 1 1 G G 1 G G T
bie + 3 Ji 3 Ji = by — by 3 Ji = by — b3
G G G 1 1 G G
g Jl - b1(6) - b2(6) b2(6) + § Jl g Jl - b2(6) - b3(6)
G G 1 G G G 1
4 317 e — b0 51— b — by bio + 30
3¢ G 16 16
_b4(6> 5 b4(6) 5 b4(6)
1G G 16
5 b5 D56 5 b5
1G 1G G
| 5 b6(6) 5 b6(6) _b6(6) i
i G 1G 16 .
_b4(6) 5 b5(6) 5 b6(6)
1G G 16
5 b 40) —b5) 5 Do)
1G 1 G G
=b b —b
A() (©) (©)
Eol=ta| ap’ 3 ¢ ¢
= -«
a(6) p(4—6) 3 By gy S b — b — )}
5 < 26) T 3(6)) Wkl Wokia
3 @ 3/G G 3 @
22 Do) 5 (b3<6> + b1<6>) 23 by
3 @ 3 G 3/G G
22 b 22 by B (bue) + b2(6>)

Die Umrechnung in das ABAQUS-Format ergibt eine vollstandige Ubereinstimmung mit der
im ABAQUS-Handbuch angegebenen Beispielimplementierung (ABAQUS 2004).

B G J J G G J G G 7
bxaj_{_gl 2 - mx_byy El_bxm_bzz
Jl G G G Jl Jl G G
E_bm_byy yy+§ E_byy_bzz
Jl G G Jl G G G ‘]1
G 4 g_bxx_bzz E_byy_bzz bxx_‘_?
] =4
a(AQ) p(1-3) 3 1 G 1 G G
1 G G 1G
5 bxz _bxz 5 bxz
G 16 16
b, 5 by 5 by _
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— % gxy % gxz _gyz |
T )
G 4 O
|:/€a(AQ)b(4—6) } - § @ . Z(Z?m + gyy) 2 gyz 2 gxz
TR (RTAT1
LB, (E,E)

Zur Uberpriifung der zweiten Zeile von Gleichung 5.121 wird die Steifigkeit alternativ zu
G
dem oben geschilderten Vorgehen unmittelbar aus der 1. und 2. Ableitung von @ berechnet.

G
Dazu ist zunachst die 2. Ableitung von @ zu ermitteln.

G
0P — o J 3 { _ % bl} _ an—z/sE Ca Jy bt

G
9P —9 0J. « aJ, b J. ob!
I — E’ _ *5/3 _3 _ bil _1 = _ _1 =
gz T CLkegz s g, T3 ey, 3 ob
2 z ob z
b bt
— _2/3E bfl _gb*1 E .= - =
J L O Y 3 [% O L ag Jl 8Q
=3 {—J ot o (J3‘2/3E — < bl) (e 51)524}
o { Jy PP (Eobt + b o E) + %bl ot 4+ (b o)™
(5.132)

Der dazu gehoérende Anteil der Steifigkeit ist:

: . *® : .
1= 4 {JG(G) O 2(1,(6) . (b . W . b) . 26(6) @) JC(G)}

4 G J 5 Ji . .
gof-(Fozveel)+ FEor+ o)™ + L oo

M=y

= 2:

w
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Der verbleibende Anteil der Steifigkeit ergibt:

(5.133)

Sa4
4 G J o Jy . .

Tatsachlich entspricht die Summe der beiden Anteile exakt dem bereits auf anderem Wege
ermittelten Ergebnis (vergl. Gl. 5.128).

A\ 1 /a G Ji
24a{(Eob) ~3(EoprEol)+ o E}

Zur Uberpriifung der Gleichung 5.91 zur Berechnung einer Eulerschen aus der Lagrangeschen
Materialsteifigkeit miissen zunachst fiir den Fall des Neo-Hooke-Stoffgesetzes die Lagrange-
schen Spannungen und Steifigkeiten gemafl den Gleichungen 5.117 und 5.118 berechnet wer-
den. Dazu werden die erste und zweite Ableitung der Formanderungsarbeitsdichte @ nach
dem rechten Cauchy-Green-Tensor C' bendtigt. Da aber alle Invarianten von b und (' iden-
tisch sind, kénnen diese Ableitungen einfach aus den Ableitungen nach b (Gl. 5.132) durch

Austausch von b gegen C' gewonnen werden.

1+

JETo
ETo
JETo

G
aﬁ :aJ3—2/3 {E—%C’l}:an)_W?’E chl

ocC = =
520 J
Q _ _ _ _ B _ 1\ S
w:g{—Jg 2/3(§ogl+glo§)—I—Elglogl—FJl(glogl) 24}
Einsetzen in Gleichung 5.91 bestatigt wiederum das Ergebnis aus Gleichung 5.128.
G G S24
G S24 2P oD Sa24
_ T -1 T
—2/3 Ji Ji Sas
=4« ——J3 (boE+ Eob)+ Egog—f—?(gog)
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Fiir die Lagrangesche Darstellung selbst bietet sich der Ubergang auf Gestaltinderungs-

groflen an.
9i 2« G71 G71 Jl G*l G71 G71 G71 So4
803J34/3{(EOC +g OE>+§C Og +J1 Q Og
s 2« 1 G71 ‘]1 9 G,l 3 G,l

1 G
Die Koeffizienten von K konnen aus Gleichung 5.130 entnommen werden, indem b durch

G 1 )
C™ ersetzt wird.

2
Die Koeffizienten von K entsprechen dem einfachen Produkt X ) X ).

Jao) féf(é) - Jb<6>] = [Jaw "X 0 X} Jyo | = [Xoo Xyo | =
i Xl(ﬁ) X1(6) Xl(ﬁ) XQ(G) X1(6) X3(6) X1(6) X4(6) Xl(ﬁ) X5(6) Xl(ﬁ) Xﬁ(ﬁ) i
XQ(G)Xl(G) X2(6)X2(6) XQ(G)XS(G) XQ(G)X4(6) XQ(G)XE)(G) X2(6)X6(6)
X3(6)X1(6) X3(6)X2(6) X3(6)X3(6) X3(6)X4(6) X3(6)X5(6) X3(6)X6(6)
X4(6)X1(6) X4(6)X2(6) X4(6)X3(6) X4(6)X4(6) X4(6)X5(6) X4(6)X6(6)
X5(6)X1(6) X5(6)X2(6) X5(6)X3(6) X5(6)X4(6) X5(6)X5(6) X5(6)X6(6)
_X6(6) Xl(ﬁ) XG(G)XQ(G) X6(6) X3(6) X6(6) X4(6) Xﬁ(ﬁ) X5(6) XG(G)XG(G) _

3
Die Koeffizienten von K stellen einen Sonderfall der in Gleichung 2.74 angegebenen Koeffi-
zienten dar. B

. 3 . ) IS .
2@(6) .o [g{(é) .o ]b(ﬁ)j| = |:Ja(6) .o ():( O ):() 24 . jb(6):| =
[ X2 X2 X. X 7
X2 76 75 3/56 X, X5 X X,
X¢ X/ X. X
76 Xy 74 X4 X2 % Xo Xg
X5 X7 X, X5
2 2 X3 Xy Xy X5 X3 R
X X, X2 XX, XgX; X, X X, X
o506 XX, XoX, XX, + + +
\/5 4 “*2 3“4 3“2 2 9 \/§ 9 \/§
X. X X: X X. X X2 X. X X, X
X1 X5 6 “*4 X5 X3 5“4 3“*6 Xl X3 + 5 6 “*5H + 4 1
V2 2 V2 2 2 NG)
X, X X, X X: X, X. X X, X X2
X. X, X.X 4 5 4 6+ 5“2 6 “*5 + 14 X. X +_6
R 2 V2 9 NG 24t 5|
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6 Anwendungsbeispiele

Das Potential und die Breite der Anwendungsmaoglichkeiten der in den vorher-
gehenden Kapiteln erarbeiteten Methoden und Algorithmen wird anhand zweier
FEM-Implementierungen des komplexen MORPH-Stoffgesetzes fiir inelastisches
Materialverhalten bei grofien Deformationen und der Entwicklung eines anschau-
lichen kontinuumsmechanischen Modells belastungsinduzierter anisotroper Mate-
rialentfestigung demonstriert.

Ein Anwendungsbeispiel fiir eine ganze Reihe der in den vorhergehenden Kapiteln vorge-
stellten Techniken und Zusammenhénge ist die Nachbildung der fiir technische Gummi-
werkstoffe typischen belastungsinduzierten Entfestigung. Dies gilt insbesondere im Hinblick
auf die FEM-Implementierung entsprechender Stoffgesetze und die Erfassung der durch die
Entfestigung im Material entstehenden ausgepragten Anisotropie. Die beziiglich des Entfe-
stigungsaspekts im folgenden zusammengestellten Ergebnisse sind einer Reihe umfassenderer
Veroffentlichungen mit abweichenden Schwerpunkten entnommen.

Die in den Abbildungen 6.2 und 6.17 gezeigten Messungen wurden im Rahmen einer Koope-
ration (Besdo et al. 2003) am Forschungszentrum TARRC in Hertford (UK) durchgefiihrt.
Die ABAQUS-Simulationen eines rollenden Vollgummirads (Abbn. 6.5 bis 6.7) stammen aus
Besdo et al. (2005a). AuBerdem werden sie Teil einer detaillierten Darstellung in der vom
Autor mitbetreuten Dissertation von Hohl (Hohl 2006) sein. Die FEM-Berechnungen am ge-
kerbten Modellkérper (Abbn. 6.8 bis 6.14) stammen von Besdo (Besdo & Ihlemann 2001).
Weitere, hier nicht gezeigte FEM-Berechnungen mit dem MORPH-Stoffgesetz (vergl. Thle-
mann 2003a) finden sich in Besdo & Thlemann (2003b). Schliefllich finden sich weitergehende
Informationen beztiglich der anisotropen Entfestigung in den Arbeiten Besdo & Ihlemann
(2005b) und Ihlemann (2005).

6.1 FEM-Implementierungen des MORPH-Stoffgesetzes

Technische Gummiwerkstoffe stellen durch ihre starke Verformbarkeit, ihr ausgepragt nicht-
lineares Materialverhalten und durch komplizierte inelastische Effekte besonders hohe An-
forderungen an eine effiziente kontinuumsmechanische Nachbildung. Dementsprechend ist
die Entwicklung geeigneter Modelle und deren Implementierung in die Methode der finiten
Elemente kompliziert.

Das typische Materialverhalten wurde bereits ausfiihrlich (Ihlemann 2003a) anhand von ein-
achsigen Zug-/Druck- und einfachen Schermessungen an unterschiedlichen Materialvarianten
beschrieben und diskutiert. Erganzend dazu zeigt Abbildung 6.2 das Verhalten eines weite-
ren Materials bei einfacher Scherung. bei dem der Probekérper (Abb. 6.1) iiber mehrere
Zyklen hinweg nur zu einer Seite geschert und zwischenzeitlich immer wieder in seine Aus-
gangsgeometrie zuriickgefithrt wurde. Dabei wurde jeweils nach einigen Zyklen die grofite
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Tyx [MP3]
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Abbildung 6.1: Probekorpergeometrie und  Abbildung 6.2: Messung (TARRC): Einsei-
Belastungsart flir die einfache Scherung. tige einfache Scherung (vgl. Abb. 6.15) an
ruBgefiilltem (oben) und ungefiilltem (un-
ten) Gummimaterial auf Naturkautschukba-
sis (Materialrezepturen s. Besdo et al. 2003).

im Zyklus erreichte Scherung erhoht (vergl. Abb. 6.15). Die Verformungsvorgabe erfolgte
zickzackformig mit einer moderaten Schergeschwindigkeit von +1% st (F oy = £0.01 s71).

Die Messungen am gefiillten Material ergeben mit den stark nichtlinearen Verlaufen, der
deutlichen Hysterese und den markante Entfestigungserscheinungen, die sich mit jeder Erho-
hung des maximalen Scherwerts intensivieren, ein fiir Gummiwerkstoffe typisches Bild (vergl.
Harwood et al. 1965, Muhr et al. 1999, Kliippel & Schramm 1999). Das ungefiillte Mate-
rial hingegen zeigt auf dem realisierten niedrigen Spannungsniveau eine erwartungsgemafl
schwache Nichtlinearitat ohne nennenswerte Hysterese- oder Entfestigungseffekte.

Die auch als Mullins-Effekt bezeichnete Entfestigung wird oft als unwichtiger, nur bei der
ersten Belastung eines neu hergestellten Bauteils relevanter Effekt verkannt. Tatsachlich ist
dieser Effekt bei den typischerweise inhomogenen Belastungsverteilungen in Bauteilen aber
zu allen Zeitpunkten des Betriebs relevant. Die inhomogene Belastungsverteilung verursacht
namlich eine ebenfalls inhomogene Verteilung der Entfestigungsintensitat und damit der
Steifigkeiten und zum Beispiel auch der Energiedissipationskapazitdaten. Dies fiihrt haufig
sogar zu einer besseren Lastverteilung innerhalb des Bauteils (vergl. Abbn. 6.8 bis 6.14).
Somit ist die Nachbildung der Entfestigung im Stoffgesetz von primarer Bedeutung fiir eine
effiziente Simulation technischer Bauteile.

Fiir die Nachbildung derartiger Gummiwerkstoffe mit der beschriebenen belastungsinduzier-
ten Entfestigung, den starken Nichtlinearitaten und der Hysterese ist das MORPH-Stoffgesetz
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(MORPH al Model of Rubber Phenomenology) konzipiert. Dieses Stoffgesetz und die zu-
grunde liegende physikalische Motivation (Besdo & Ihlemann 2003a, Thlemann 2003b) wur-
den bereits detailliert beschrieben (Ihlemann 2003a). Ebenfalls vorgestellt wurden die nume-
rische Umsetzung und Anpassungsergebnisse (Besdo & Thlemann 2003c) fiir unterschiedliche
Materialien und Belastungsarten. Deshalb soll an dieser Stelle nur ein kurzer Uberblick iiber
das Stoffgesetz — speziell im Hinblick auf die Modellierung der Entfestigung — gegeben wer-
den. Hierzu reicht ein vereinfachtes Modell fiir ideal inkompressibles Materialverhalten aus.

Das MORPH-Stoffgesetz wurde urspriinglich in einer Eulerschen Formulierung entwickelt,
1iBt sich aber mit dem Ubertragungsoperator (vergl. Kapitel 4) in standardisierter Form
identisch in eine Lagrangesche Darstellung iiberfiihren (Ihlemann 2003a). Diese Fassung wird
hier verwendet, da die Erweiterungen auf anisotrope Entfestigung im Abschnitt 6.2 auf eine
Lagrangesche Formulierung angewiesen ist.

Alle Spannungsanteile unterliegen der Entfestigung. Diese wird (bei isotroper Entfestigung)
durch einen einzelnen skalaren Wert, den sogenannten Schleppzeiger C3., beschrieben. Dieser
wird in einfacher Weise aus den wahrend des Deformationsprozesses durchlaufenen rechten
Cauchy-Green-Tensoren C' berechnet. Dazu wird zunéchst zu jedem Zeitpunkt eine Inva-
riante des aktuellen C-Tensors bestimmt. Bei der Invarianten Cp handelt es sich um die
betragsgrofite Eigenwertdifferenz.

Cr = mBLX{|C'I — Cnl,[Cn = Cml, [Cm — CI!} (6.1)

Diese Invariante ist in der unverzerrten Lage Null und sonst immer positiv. Sie entspricht in
der Anwendung auf einen Spannungstensor der Vergleichsspannung nach Tresca.

Der Schleppzeiger C’% entspricht wiederum dem Maximum aller im zuriickliegenden Bela-
stungsprozel durchlaufenen C'p-Werte.

CR(t) = max[Cp(7) ; 0 < 7 < 1] (6.2)

Die Lagrangeschen 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen :T setzen sich additiv aus einem dem Neo-
Hookeschen Stoffgesetz dhnlichen Grundanteil und den Zusatzspannungen i Z zusammen

(vergl. Abb. 6.3).

T- {(2040+TZ-C)/—10E}-C1 (63

Fiir die Berechnung der Zusatzspannungen wird unter anderem der Tensor L benotigt, den
der Ubertragungsoperator gemafi den Gleichungen 4.20 als Lagrangesches Aquivalent zu
einer Zaremba-Jaumann Zeitableitung des linken Cauchy-Green-Tensors liefert.

1 4 A PN 1
L=5(ct-C+C-c)-C (6.4
Die grofite Eigenwertdifferenz L, dieses Tensors geht in eine Differentialgleichung ein, die

L
die zeitliche Entwicklung zz der Zusatzspannungen beschreibt.

A

B (T 1% 4 L (17 0) & 65
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YX

—— Grundspannungen

------ Grund- und Hull-
spannungen

— Gesamtspannungen

V4

Abbildung 6.3: Prinzipieller Aufbau des MORPH-Stoffgesetzes. Die Gesamt-
spannungen setzen sich additiv aus einem nur schwach nichtlinearen Grund-
anteil und Zusatzspannungen zusammen, die wiederum den sogenannten Hiill-
spannungen zustreben. Beide Spannungsanteile hdngen von der Vorreckung ab.
Das Stoffgesetz enthalt insgesamt acht an das jeweilige Material anzupassende
Konstanten.

Bestimmendes Element dieser Differentialgleichung fiir i Z ist der Tensor EH der sogenann-
ten Hiillspannungen. Die Zusatzspannungen entwickeln sich stets in Richtung der aktuellen
Hiillspannungen, die wiederum als eine Tensorfunktion geméf Gleichung 2.49 von L (Gl. 6.4)
berechnet werden. Dabei ist L zwar im allgemeinen unsymmetrisch, aber als Ergebnis einer
Anwendung des Ubertragungsoperators in jedem Fall diagonalihnlich (s. S. 95) und damit
als Argument einer Tensorfunktion gemafl Gleichung 2.49 geeignet.

~ L C L
H _ = T = L. ol
g B {7 o ((p7 LT C’%)) s LT} g (6.6)

Die Hiillspannungen enthalten den Quotienten aus dem aktuellen C:-Wert und dem Schlepp-
zeiger CS., der die Entfestigung représentiert. Dariiber hinaus geht der Schleppzeiger in die
drei skalaren Vorfaktoren a, f und v (s. Abb. 6.3) ein und beeinfluit auf diesem Weg alle
Teile des Stoffgesetzes.

o =Py +p2f(p3c%)
B =py f(p3 O%) e mit: f(z) = Vo (6.7)
v = ps C} (1 = f(C%/pa)) )
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Damit ist das MORPH-Stoffgesetz mit seinen acht an das jeweilige Material anzupassenden
Konstanten py, py, . .., pg bereits vollstandig.

Dieses Stoffgesetz zielt bereits in seiner Grundkonzeption auf den Einsatz innerhalb der Me-
thode der Finiten Elemente ab und wurde sowohl in das kommerzielle FEM-Programmpaket
ABAQUS als auch in spezielle FEM-Forschungsprogramme implementiert. Bei der Entwick-
lung wurde besonderes Augenmerk auf die Erfassung inhomogener Spannungs- und Ver-
zerrungsverteilungen im Inneren technischer Bauteile und auf die Simulation periodischer
Prozesse gelegt.

Abbildung 6.4 zeigt das Ergebnis einer automatischen Anpassung der acht Stoffgesetzpara-
meter an die in Abbildung 6.2 gezeigten Schermessungen. Zur Paramteroptimierung wurden
hierbei (standardgeméf) nur die besonders wichtigen, sogenannten stationéren Zyklen, die
sich nach mehreren Wiederholungen der gleichen Dehnungsgrenzwerte einstellen, herangezo-

gen.

Abbildung 6.4: Stationire Zyklen der einsei-
tigen Scherung am gefiillten Material (Punk-
te, s. Abb. 6.2) und MORPH-Simulation des
gleichen Prozesses mit entsprechend ange-
paBten Materialparametern (durchgezogene
Linien).

Das MORPH-Stoffgesetz wurde mit Hilfe einer geeigneten Adaptionstechnik (Besdo & Thle-
mann 2005a, vergl. Abschnitt 5.5, insbesondere die G-In. 5.81 - 5.83) von Hohl (Hohl 2006)
in die Benutzerschnittstelle UMAT des FEM-Programmpakets ABAQUS implementiert. Ein
einfaches Beispielsystem zeigt die Abbildung 6.5. Ein Vollgummirad aus zuvor unbelastetem
Material auf einer starren Felge wird durch eine vertikale Achslast, beispielsweise das Gewicht
eines Fahrzeugs, auf den Untergrund gedriickt. Im Kontakt zwischen Rad und Untergrund
wird einfache Coulombsche Reibung simuliert. Die vorgenommene Unterteilung der Bauteil-
geometrie in Elemente ist recht grob und laft nur qualitative Riickschliisse zu. Deshalb wird
auf die Angabe von Zahlenwerten zu den verteilten Gréflen verzichtet.

Die dargestellten Grauténe geben die Verteilung der Entfestigung (Schleppzeiger C’%) wie-
der. Erwartungsgemaf treten nennenswerte Verformungen und damit einhergehend Material-
entfestigungen nur in dem Bereich zwischen Felge und Untergrund auf. Die Verformungen
bleiben allerdings vergleichsweise klein, extreme lokale Uberhéhungen treten nicht auf. Bei
profilierten Reifen mit im Gummi eingelagerten Festigkeitstragern ist unter normalen Be-
triebsbedingungen (lokal) mit wesentlich gréfieren Verzerrungen zu rechnen.

Dem Rad wurde im weiteren Verlauf der Simulation unter gleichbleibender vertikaler Achs-
last eine konstante Horizontalgeschwindigkeit der Felge aufgezwungen. Durch die Reibung
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Abbildung 6.5: ABAQUS-Simulation (Hohl 2006) eines stillstehenden
Vollgummirads unter vertikaler Achslast. Die als Starrkorper modellierte
Felge wurde ausgeblendet. Aufgetragen ist die Verteilung der Entfestigung
des zuvor unbelasteten Materials.

zwischen Rad und Untergrund setzt unter diesen Bedingungen eine Rollbewegung ein, ob-
wohl weder ein Antriebs- noch ein Bremsmoment aufgebracht wird. Diese als freies Rollen
bezeichnete Betriebsart entspricht der Situation eines nicht angetriebenen Rades eines grad-
linig, mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Fahrzeugs. Bei einem angetriebenen Rad
ware hingegen zur Aufrechterhaltung der konstanten Geschwindigkeit gegen Verluste durch
Luftwiderstand und Reibung ein Antriebsmoment notig. Bei Kurvenfahrten kdmen Bela-
stungskomponenten parallel zur Achse hinzu.

Abbildung 6.6 zeigt die Entwicklung der Entfestigungsverteilung wéhrend der ersten Um-
drehung beim freien Rollen. Dieser Vorgang ist technisch von untergeordnetem Interesse,
laBt aber eine gute Kontrolle der Funktionsweise des Simulationswerkzeugs zu. Wahrend
das Rad nach rechts abrollt, treten immer neue Materialbereiche in den stark verformten
Bereich zwischen Felge und Untergrund und werden dabei entfestigt. Andererseits behalten
die bereits entfestigten Materialbereiche, die den stark verformten Bereich verlassen haben,
dennoch den erreichten Entfestigungszustand bei.

Bei den vergleichsweise kleinen Verzerrungen in diesem Beispiel stellt sich bereits nach wenig
mehr als einer vollen Umdrehung ein stationarer, gleichbleibender Zustand ein. Sobald dieser
Zustand erreicht ist, andert sich somit die Entfestigung der einzelnen Materialpunkte nicht
mehr. Die Positionen, die im stationaren Zustand wahrend einer Umdrehung von einem Ma-
terialteilchen durchlaufen werden, bilden eine geschlossene Linie, die eine Analogie zu den
Stromlinien der Stromungsmechanik darstellt. Alle Teilchen, deren Stromlinien zusammen-
fallen, weisen die gleiche Entfestigung auf. Die Entfestigungen unterschiedlicher Stromlinien
weichen aber durchaus voneinander ab.

Abbildung 6.7 verdeutlicht diesen sehr wichtigen Aspekt. Bereits in der Seitenansicht sind
Entfestigungsunterschiede auf unterschiedlichen Radien erkennbar. Noch weit groflere Inho-
mogenitaten der Entfestigungsverteilung werden aber im Querschnitt erkennbar. Die ange-
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Abbildung 6.6: ABAQUS-Simulation (Hohl 2006): Entwicklung der Entfestigungsverteilung
zu Beginn des freien Rollens.

zeigten Werte des Schleppzeigers entsprechen einem Wertebereich von etwa C’% = 0, 33 bis
C% = 0, 55, wobei sich die hochsten Werte in der Mitte des Querschnitts finden. Die auf-
fallend niedrigen Werte in der Nahe der Felge und in der Nahe des Kontakts zur Fahrbahn
erklaren sich aus den in diesen Bereichen sehr eingeschrankten Moglichkeiten des Materials
zur Gestaltdnderung. Die vertikale Achslast fiihrt in diesen Bereichen stattdessen zu einem
iiberhohten hydrostatischen Druck, der allerdings im Modell keinerlei Einflufl auf die Ent-
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wicklung der Entfestigung hat.

Umgerechnet auf einachsige Belastungen entspricht der untere Grenzwert der Entfestigung
von C'p = 0, 33 einer Langung um 23%, bzw. einer Stauchung um 21%. Der Maximalwert von
Cp = 0,55 entspricht hingegen einer Léngung um 40%, bzw. einer Stauchung um 33%. In
Anbetracht dieser sehr stark differierenden Entfestigungen ist auch im stationaren Betrieb
mit sehr unterschiedlichen lokalen Steifigkeiten und Dampfungseigenschaften zu rechnen.
Gleichzeitig verdeutlichen die wenig entfestigten Bereiche in der Néahe der Felge, dafl selbst
eine gezielte, wie auch immer geartete Vorreckung des Bauteils kaum zu einer annahernd
gleichmafligen Entfestigung fithren kann. Derartige hypothetische Vorreckungstechniken wer-
den manchmal als Argument gegen die Notwendigkeit der Nachbildung der Entfestigung im
Stoffgesetz angefiihrt.

Abbildung 6.7: ABAQUS-Simulation (Hohl 2006): Entfestigungsverteilung im sta-
tionaren Zustand. Besonders im Querschnitt wird die charakteristische Inhomoge-

nitat der Verteilung deutlich. Die Schleppzeigerwerte liegen hier im Bereich zwischen
C% = 0,33 und C3 = 0, 5.

Die Bedeutung einer solchen inhomogenen Entfestigung fiir die Belastungsverteilung im Bau-
teil 1aBt sich sehr gut an der in Abbildung 6.8 dargestellten Kerbprobe untersuchen. Die
Inhomogenitéat tritt infolge der halbkreisformigen Kerbe auf, wobei die Intensitat der zu er-
wartenden Inhomogenitaten im Vergleich zu den Verhaltnissen in den meisten technischen
Bauteilen relativ gering ist.

Die Berechnungen an der Kerbprobe (Besdo & IThlemann 2001) wurden mit Hilfe eines von
Besdo entwickelten FEM-Programms durchgefiihrt. Dieses Programm verwendet eine La-
grangesche Materialsteifigkeit (vergl. Abschnitt 5.4).

Abbildung 6.9 zeigt die in der Simulation erreichte Verformung der Kerbprobe. Dabei haben
sich die beiden Endquerschnitte um etwa 55% ihres urspriinglichen Abstands voneinander
entfernt. Wahrend sich im Kerbgrund die starksten lokalen Verzerrungen einstellen, bleiben
die Kerbrander nahezu unverzerrt.
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7

Abbildung 6.8: Netzeinteilung, Belastung und Lagerung ei-
nes einfachen Modells einer Kerbprobe. Die Berechnungen
erfolgten unter der zusétzlichen Bedingung ebener Forméande-
rung.

Abbildung 6.9: Inhomogene Verformung der Kerbprobe unter Maximallast. Die
starksten Verzerrungen treten im Kerbgrund auf.

? 177
Abbildung 6.10: Vergleichsspannungen nach von Mises in der Kerbprobe bei Maximallast.

Dies zeigt sich ebenfalls in der Verteilung der Vergleichsspannungen nach von Mises in Abbil-
dung 6.10. Wahrend im Bereich der Kerbe starke Spannungsunterschiede auftreten, gleichen
sich diese Unterschiede mit zunehmendem Abstand von der Kerbe schnell aus (Prinzip von
Saint-Venant), so dafl die Spannungsverteilungen in den beiden Endquerschnitten bereits
nahezu perfekt konstant sind.

Diese Ergebnisse sollen nun mit einer Simulation mit einem modifizierten Stoffgesetz vergli-
chen werden. Die Modifikation besteht darin, dafl die Beeinflussung des Entfestigungsgra-
des durch die Belastung unterbleibt, und stattdessen der die Entfestigung représentierende
Schleppzeiger fiir die gesamte Struktur und den gesamten Belastungsprozef$ auf einen gemein-
samen konstanten Wert festgelegt wird. Fiir den ersten Vergleich wird der in der Originalbe-
rechnung erreichte Maximalwert des Schleppzeigers genutzt. Dieser abermals im Kerbgrund
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auftretende Maximalwert betrigt C% = 5, 8 und entsprache einer einachsigen Dehnung um
etwa 150%. Das entfestigungsfreie Modellmaterial ist folglich auler im Kerbgrund in allen
Bereichen weicher als das Originalmodell. Dementsprechend stellt sich bei gleicher duflerer
Last eine deutlich stérkere Verformung der Kerbprobe ein (s. Abb. 6.11).
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Abbildung 6.11: Verformung der Kerbprobe bei fixiertem Schleppzeiger: C% = 5,8 (dicke
Linien) im Vergleich zur Orginalverformung aus Abbildung 6.9 (diinne Linien).
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Abbildung 6.12: Spannungsverteilung bei fixiertem Schleppzeiger: C’% = 5, 8. Die Skalierung
ist identisch mit derjenigen von Abbildung 6.10.

Die starkere Gesamtverformung allein kann allerdings nicht die wesentlich héheren Maximal-
spannungen bei gleicher auflerer Last erklidren, die bei der Rechnung mit fixiertem Schlepp-
zeiger auftreten (vergl. Abbn. 6.12 und 6.10). Die Maximalspannung im Kerbgrund ist bei
fixiertem Schleppzeiger um mehr als 65% grofier als bei der Rechnung mit Entfestigung, ob-
wohl gerade im Kerbgrund die verwendeten Schleppzeigerwerte iibereinstimmen. Der Grund
hierfiir liegt in den weniger belasteten Bereichen des Querschnitts unterhalb der Kerbe, die
durch den dort zu hohen Schleppzeigerwert eine zu geringe Steifigkeit aufweisen und somit
nur einen geringeren Teil der Gesamtlast tragen konnen. Zusammenfassend liefert somit die
Simulation mit fixiertem Schleppzeiger neben stark abweichenden Gesamtverformungen und
Spitzenspannungen auch eine falsche Charakteristik der Spannungsverteilung.
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Um ein besseres Ergebnis zu erhalten, kann der Versuch unternommen werden, den Schlepp-
zeiger auf einem anderen, niedrigeren Wert zu fixieren. Abbildung 6.13 zeigt das Resultat
eines solchen Versuches mit einem beziiglich der Verformung der Auflenkontur optimierten
Schleppzeigerwert.
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Abbildung 6.13: Verformung der Kerbprobe bei fixiertem Schleppzeiger: C’% =
2,5 (dicke Linien) im Vergleich zur Orginalverformung aus Abbildung 6.9 (diinne
Linien).

Trotz dieser Optimierung, die bei praktischen Problemstellungen natiirlich nicht moglich ist,
da dort die auere Verformung erst als Teilergebnis der Simulation verfiighar wird, weichen
die resultierenden Spannungen abermals stark von der Originalrechnung ab (vergl. die Abbn.
6.14 und 6.10)
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Abbildung 6.14: Spannungsverteilung bei fixiertem Schleppzeiger: C% = 2, 5. Die Skalierung
ist identisch mit denjenigen der Abbildungen 6.10 und 6.12.

Der verwendete Schleppzeigerwert betragt in diesem Fall C’% = 2,5 und entsprache einer
einachsigen Dehnung um etwa 75%. Dementsprechend wird das Material im Kerbgrund we-
sentlich zu steif abgebildet. Daraus resultiert eine Spannungsverteilung, die derjenigen mit
dem hoheren, fixierten Schleppzeigerwert sehr ahnlich ist und damit ebenso drastisch von
der Originalverteilung abweicht. Somit sind fiir beide Varianten mit fixierten Schleppzeigern
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die Maximalspannungen wesentlich zu hoch und die Charakteristik der Spannungsverteilung
verfalscht.

6.2 Belastungsinduzierte Anisotropie

Eine zuséitzliche Schwierigkeit bei der Erfassung des mechanischen Verhaltens von Gummi-
materialien stellt die Abhangigkeit des Mullins-Effekts von der relativen Ausrichtung der
Vorreckung und der aktuellen Deformation dar. Diese Eigenschaft ist mit einer ausgepragten
belastungsinduzierten Anisotropie verkniipft. Dies wird bereits bei einfachen Scherbelastun-
gen deutlich, sofern das Experiment in der in Abbildung 6.15 beschriebenen Weise durch-
gefithrt wird. Diese Versuchsdurchfithrung bietet eine zuverlassige und einfach durchfiihrbare
Gelegenheit, die Richtungsabhangigkeit der Entfestigung experimentell zu belegen und zu
analysieren. Dies zeigt auflerdem, dafl die Anisotropieeffekte auch in vielen industriellen
Anwendungsféllen von entscheidender Bedeutung sein kénnen, da beim Design technischer
Bauteile innerhalb von Gummiwerkstoffen bevorzugt Scherbelastungen generiert werden.

Einseitige Scherung Symmetrische Scherung
_A— _A—

Abbildung 6.15: Scherversuchsfiihrung nach Muhr (s.a. Besdo et al. 2003) zur Untersuchung
(an)isotroper Entfestigung. In der Anfangsphase wird mit wachsenden Amplituden stets in
die gleiche Richtung (F},, > 0) geschert. Im Anschluff daran finden auch Scherungen in die
Gegenrichtung statt. Bei einem isotrop entfestigenden Material ware in dieser zweiten Phase
kein Entfestigungsfortschritt zu erwarten.

Die Ergebnisse des ersten Teil des Experiments wurden bereits in Abbildung 6.2 dargestellt.
In diesem ersten Teil wird bereits der hochste Betrag des Schermafles F,, = 3 erreicht.
Bei einer verzerrungsgesteuerten isotropen Modellierung der Entfestigung wie im MORPH-
Stoffgesetz ist somit nach Abschlufl der ersten Versuchsphase die Entfestigung bereits abge-
schlossen (vergl. Abb. 6.16).

Das reale Material zeigt hingegen ein ganz anderes Verhalten (s. Abb. 6.17). Hier werden zu
den einzelnen Grenzwerten ahnliche Spannungsspitzen erreicht wie bei der vorhergehenden
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Abbildung 6.16: MORPH-Simulation (isotrope Entfestigung) des gesamten
Scherversuchs gemdfi Abb. 6.15 (grau: 1. Phase - einseitige Scherung,
schwarz: 2. Phase - beidseitige Scherungen). Nach dem ersten Erreichen der
maximalen Scherung ist die Entfestigung abgeschlossen.

einseitigen Scherung. Offensichtlich findet eine weitergehende Entfestigung statt. Die ein-
seitige Scherung zu Beginn hat hingegen nur einen geringen Einflufl auf die Reaktion auf
Belastungen in der Gegenrichtung (— Anisotropie).

Diese deutlichen Diskrepanzen machen deutlich, dafl in vielen technisch relevanten Fallen fiir
die realitatsnahe Simulation eine Berticksichtigung der anisotropen Entfestigung im Stoffge-
setz notwendig sein wird. Fiir eine Beschreibung der Anisotropie ist die Verwendung der
Invarianten C als alleinige Basis fiir den Schleppzeiger ungeeignet. Statt dessen miissen
Anisotropietensoren herangezogen werden, und die Entwicklung dieser Tensoren mit dem
ablaufenden Belastungsprozef mufl geeignet beschrieben werden.

Sofern ein Material durch eine innere Struktur eine gleichbleibende Anisotropie aufweist,
kann die Richtungsabhéangigkeit in einer Lagrangeschen Beschreibungsweise durch einen
konstanten Anisotropie- bzw. Strukturtensor beschrieben werden. Fin Beispiel hierfiir ist
das von Kaliske et al. (2003) vorgestellte elastische Stoffgesetz fiir den Verbund eines Ma-
trixmaterials mit eingelagerten Festigkeitstragern. Elastische Modelle kommen nur fiir rein
strukturbedingte Anisotropie in Frage. Eine belastungsinduzierte Anisotropie ist hingegen
immer mit inelastischen Vorgangen verbunden.

Zur Beschreibung belastungsinduzierter Anisotropie schlagen Holzapfel et al. (1999) einen
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Abbildung 6.17: Messung (TARRC): Vollstandiger Scherversuch geméfl
Abb. 6.15 (grau: 1. Phase - einseitige Scherung, vergl. Abb. 6.2) am gefiillten
Material. Die zweite Phase zeigt einen ahnlich starken Entfestigungsfort-
schritt wie die erste. Mit jeder Absenkung des unteren Grenzwerts steigt
die Entfestigung sprunghaft. Somit zeigt das Material eine ausgepragt
anisotrope Entfestigung.

Ansatz mit drei Schadigungsvariablen vor, die in den drei Verzerrungseigenrichtungen jeweils
eine ahnliche Funktion erfiillen wie der Schleppzeiger im MORPH-Stoffgesetz. Fiir die Falle
sich sprunghaft d&ndernder Eigenrichtungen oder voriibergehend zusammenfallender Eigen-
werte scheint eine Erweiterung dieser Modellierung notwendig zu sein. Einen ganz anderen
Ansatz verfolgen Pawelski (1998 u. 2001) und Miehe et al. (2004). Diese Autoren verzichten
auf eine tensorielle Darstellung ihrer Stoffgesetze und berechnen statt dessen die Reaktion
eines eindimensionalen Stoffgesetzes in einer den Genauigkeitsanforderungen gentigenden
Vielzahl repréasentativer Raumrichtungen. Eine weitere Modellierungsalternative deutet Bol
(2005) als Ausblick an. Er sieht vor, innerhalb spezieller Einheitszellen, deren Kanten Biindel
von Polymerketten reprasentieren, den einzelnen Ketten oder Kettenbiindeln eine individu-
elle Entfestigungsentwicklung zuzuordnen. Bereits etablierte Modelle anderer Materialien
mit belastungsinduzierter Anisotropie, inshbesondere solche der Plastizitatstheorie, enthalten
Anisotropietensoren nicht nur zweiter sondern sogar vierter Stufe (z.B. Besdo 1998). An ei-
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nigen Stellen werden sogar Tensoren sechster Stufe angedacht. Besonders groflen Aufwand
erfordert es hierbei, geeignete Entwicklungsgleichungen fiir die Tensorkoeffizienten zu finden
und die zugehorigen Materialparameter eindeutig zu identifizieren.

Um derartige Probleme im vorliegenden Fall auf einem moglichst niedrigen Niveau zu hal-
ten, wird eine Formulierung angestrebt, die zunachst moglichst wenige zusatzliche Freiheiten
(und damit zusétzliche Materialkonstanten) einbringt, die aber die wichtigsten Aspekte der
zu beschreibenden Effekte bereits wiedergibt. Je nach Bedarf kénnen dann Generalisierun-
gen dieses Ansatzes vorgenommen werden. Das modifizierte Stoffgesetz soll in seiner Struktur
dem vorliegenden Stand mit isotroper Entfestigung moglichst ahnlich sein, damit der vor-
liegende Erfahrungsschatz weiterhin genutzt werden kann. Dementsprechend soll lediglich
der Schleppzeiger C% durch einen Wert ersetzt werden, der bereits den bendtigten Vergleich
zwischen den Richtungen der Vorreckung und den aktuellen Verformungsrichtungen enthalt.

Ausgangspunkt hierfiir ist das Verhaltnis von Cp zum Schleppzeiger C S das in der Gleichung
6.6 fiir die Hiillspannungen enthalten ist. Dieser skalare Quotient wird nun durch eine noch
naher zu bezeichnende, ebenfalls skalarwertige Funktion von C' und dem Kehrwert eines
"Schlepptensors’ H ersetzt.
-1
% —Cr-(C]) — f(C.HY (6.8)
T
Hier tritt somit der vollstandige Tensor C' an die Stelle seiner eigenen Invarianten C'p. An
allen Stellen im Stoffgesetz, an denen nicht das Verhaltnis von C, zum Schleppzeiger, sondern
der Schleppzeiger allein auftritt, wird der Ausdruck f(g, H ’1) in angepafiter Form zum
Einsatz kommen.

C C
CS = T — T 6.9
=T, O, HD (69)
C3

Bei der Berechnung des Schleppzeigers (Gl. 6.2) wurde der Maximalwert des zeitlichen Ver-
laufs von C gebildet. Entsprechend der Substitution von C durch den vollstandigen Tensor
C in Gleichung 6.8 sollte dann der Schlepptensor H (Anisotropietensor) das Maximum aller
bisher durchlaufenen C-Tensoren sein.

bisher: C3(t) = max[Cp(7) ; 0 < 7 < {]

(6.10)
= H(t) =max[C(r) ; 0< 7 < 1]

Hierfiir bietet sich die in Abschnitt 2.4.3 eingefiihrte verallgemeinerte Maximumfunktion auf
der Basis von Ellipsoidreprasentationen an. Der rechte Cauchy-Green-Tensor ist aufgrund
seiner Definition stets symmetrisch und positiv definit und eignet sich somit als Argument
fiir diese Funktion.

C=C" ;i n-C-n>0 VYn#0

Als konkretes Beispiel zeigt Abbildung 6.18 die Ellipsoidreprisentationen einiger rechter
Cauchy-Green-Tensoren, die wahrend eines symmetrisch zu beiden Seiten ausgefiihrten ein-
fachen Scherversuchs durchlaufen werden.
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Abbildung 6.19 zeigt die Umsetzung der Gleichung 6.10 fiir eine Folge konkreter Zeitschritte
gemaf den in Abschnitt 2.4.3 getroffenen Vereinbarungen.

C(ty) ﬁ H(t))

Abbildung 6.19: Entwicklung des Anisotropietensors H zu einer zeitlichen Folge
von C-Tensoren. Der H-Tensor zum Zeitpunkt ¢, entspricht dem volumenkleinsten
Ellipsoid, das die Ellipsoide zu H(t;) und C(t,) beide vollstandig umhiillt. Fiir die
Berechnung von H zu spateren Zeitpunkten werden H(t¢;) und C(t,) nicht mehr
benétigt, nur der symmetrische Tensor H (t,) mufl gespeichert werden.
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In Abbildung 6.20 ist die aus diesem Prozefl resultierende Entwicklung des Schlepptensors
wahrend des bereits in Abbildung 6.18 vorgestellten symmetrischen Scherprozesses dar-
gestellt. Nach Beendigung der einseitigen Scherung weist der Anisotropietensor eine aus-
gepragte Richtungsabhangigkeit auf und ist somit gut geeignet, die Belastungsvorgeschichte
zu beschreiben.

Abbildung 6.20: Entwicklung des Anisotropietensors H bei einfacher Scherung (vergl. Abbn.
6.18 u. 6.19). Aus der unverformten Lage heraus (kreisformiges Ellipsoid) erfolgt zunéchst eine
Scherbelastung nach rechts. Dabei vergroflert sich das Hiillellipsoid kontinuierlich. Bei der
nachfolgenden Entlastung bleibt es hingegen unveréndert (mittleres Bild). Schon mit Beginn
der entgegengerichteten Scherung nach links setzt wieder eine Anderung ein (— Anisotropie).
Zuletzt ist das Hiillellipsoid nahezu symmetrisch zur Vertikalen, aber nicht kreisformig.

Nachdem mit den vorgenommenen Definitionen der Schlepptensor H gemafl Gleichung 6.10
aus den wahrend des Belastungsprozesses durchlaufenen C-Tensoren berechnet werden kann,
ist nun ein beziiglich Gleichung 6.8 geeigneter Ausdruck f (g . H ’1) als Ersatz flir den Quoti-
enten von Cp und C’% zu formulieren. Um die Ahnlichkeit zum bisherigen Ansatz zu gewéhr-
leisten, wird fiir den Wertebereich dieses Ausdrucks gefordert:

|
o< f(c,HHY <1 . (6.11)

Hierfiir scheint sich zunéchst eine Invariante des Tensorprodukts C'- H -1 anzubieten. Dieses
Produkt ist im allgemeinen unsymmetrisch, hat aber gemafl Abbildung 2.12 eine formgleiche
Ellipsoidreprasentation wie der gemafl der Polarzerlegung zugeordnete Tensor

Crow = \{C-HNW - {C-HYy = [ 2 1
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Die Bezeichnung C ... wurde gewahlt, da dieser Tensor gemafl Gleichung 2.101 auch als Ver-

= Zerr

zerrung von (' interpretiert werden kann. Die Verzerrung hatte in diesem Fall die Wirkung,
dass das H-Ellipsoid zur Einheitskugel wird. Die Abbildung 6.21 enthalt solche verzerrten
Versionen der C-Tensoren des symmetrischen Scherprozesses, der bereits Gegenstand der
Abbildungen 6.18 und 6.20 war. Samtliche Schlepptensoren sind in dieser Abbildung durch
den umschlieBenden Kreis reprasentiert. Folglich kann ein Entfestigungsfortschritt immer

nur dann stattfinden, wenn in dieser Darstellung die aktuelle C,..-Ellipse den Auflenkreis

beriihrt. Die Nahe zum Auflenkreis beschreibt somit die Nahe zur Entfestigung.
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Abbildung 6.21: Verzerrte C-Ellipsen einer symmetrischen Sche-
rung. Die Verzerrung erfolgte jeweils so, daf3 die Hiillellipsen aus
Abb. 6.20 zu Einheitskreisen wurden. (1): Startlage: C = H = E;
(2): maximale Scherung nach rechts; (3): Startlage; (4): maximale
Scherung nach links. Ab hier H = const.; (5): Startlage; (6): wie-
derum maximale Scherung nach rechts. Nachfolgende Zyklen: (5) —
(4) - (5) = (6) > (B) — ...

Allerdings enthalten diese verzerrten Tensoren keine Informationen mehr dariiber, wie stark
die aktuellen Verzerrungen in den einzelnen Richtungen sind. Es kann also beispielsweise
nicht entschieden werden, ob sich die aktuelle Deformation in einer stark oder gering ver-
formten Richtung der Vorreckung annahert. Dies ist aber offensichtlich fiir das Materialver-
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halten von entscheidender Bedeutung. Hieran wird deutlich, dass C,... allein nicht ausreicht,

um ein geeignetes Mafl f (g , H ’1) fiir die Gleichung 6.8 zu ermitteln.

Stattdessen muf} die im Produkt C-H ! enthaltene Information iiber die Nihe zur Vorreckung
mit dem rechten Cauchy-Green-Tensor der jeweils aktuellen Deformation geeignet verkniipft
werden. Dies geschieht, indem aus den Tensoren C' - H -1 und C' durch Multiplikation ein
skalares Mafl gewonnen wird. Dabei stellt sich die Reihenfolge der Tensoren in diesem Ska-
larprodukt als beliebig heraus.
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Im Hinblick auf Gleichung 6.11 lassen sich fiir diesen Wert eine untere und eine obere
Schranke ermitteln. Zunachst ergibt sich mit den Eigenrichtungen e, von C' und den zu-
gehorigen Eigenwerten C'y:

111
(C-HY-C=) Ches-C-H' ¢4
A=I
Die die Betrdage der Vektoren e, - C - H I nicht gréBer als Eins sein kénnen (vergl. Abb.
6.21), kénnen auch die Produkte e, - C'- H Loe 4 nicht grofier als Eins sein. Daraus folgt die

obere Schranke.
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Weiterhin kann aus Gleichung 6.12 gefolgert werden:
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A=I

Da H ein symmetrischer und positiv definiter Tensor ist, kann keines der Produkte e 4- A “le A

negativ sein. Daraus folgt die untere Schranke.

(C-H')-C=0

Fiir ein beziiglich Gleichung 6.8 geeignetes Maf3 f ( C,H ’1) miissen abschliefend diese beiden
Schranken mit der Forderung in Gleichung 6.11 in Einklang gebracht werden.

Dieses richtungsabhéangige Entfestigungsmafl wurde gemafl den Gleichungen 6.8 und 6.9 in
das MORPH-Stoffgesetz implementiert. Weitere Anderungen wurden nicht vorgenommen.
Auch die Materialparameter wurden nicht neu angepaft.
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Die Abbildung 6.22 zeigt die Simulation des gesamten Experiments. Das Ergebnis kommt
dem Verhalten des realen Materials wesentlich naher als die Ergebnisse mit isotroper Entfe-
stigung. Nach der Phase der einseitigen Scherung reagieren Modell und Material in der ent-
gegengesetzten Scherrichtung zunachst nahezu mit der Festigkeit des unbelasteten Materials.
Erst mit zunehmender Amplitude kommt es dann auch beziiglich der neuen Scherrichtung
zu fortschreitender Entfestigung. Auflerdem tritt interessanterweise durch die Modifikation
des Stoffgesetzes ein zusatzlicher Krimmungswechsel in den Entlastungslinien auf, der ty-
pisch fiir Schermessungen an gefiillten Gummiwerkstoffen ist (vergl. Abb. 6.2). Das Modell
mit isotroper Entfestigung ist nicht in der Lage, dieses Charakteristikum abzubilden (vergl.

Abb. 6.16).

Abbildung 6.22: MORPH-Simulation (anisotrope Entfestigung) des ge-
samten Scherversuchs geméafl Abb. 6.15 (grau: 1. Phase - einseitige Sche-
rung, schwarz: 2. Phase). In Einklang mit den experimentellen Befunden
(Abb. 6.17) und im Gegensatz zur Simulation mit isotroper Entfestigung
(Abb. 6.16) bewirken die negativen Scherungen in der zweiten Versuchs-
phase einen Entfestigungsfortschritt. Parameterwerte der urspriinglichen
(isotropen) Stoffgesetzvariante.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die Simulation von Bauteilbelastungen mit der Methode der finiten Elemente (FEM) er-
langt in der industriellen Anwendung eine immer vielfaltigere und umfassendere technische
und wirtschaftliche Bedeutung. Dementsprechend werden auch immer mehr Materialgruppen
in die Simulation einbezogen, und gleichzeitig steigen die Anforderungen an die Prizision
der innerhalb der FEM die Materialeigenschaften reprasentierenden Stoffgesetze. Sowohl die
Neuentwicklung von Stoffgesetzen als auch die Erweiterung oder Modifikation bestehender
Stoffgesetzkonzepte auf neue Materialgruppen sind thematische Schwerpunkte der Kontinu-
umsmechanik. Solche Tatigkeiten erfordern neben Fachwissen und Erfahrung ein hohes Maf
an Kreativitat. Damit sich diese moglichst ungehindert entfalten kann, ist beziiglich der
theoretischen mathematisch/physikalischen Basis eine moglichst groe methodische Freiheit
und Vielfalt erstrebenswert, die Raum fiir neue Denkansatze, Interpretationen und Heran-
gehensweisen 1aft.

Ganz dhnlich ist die Situation bei den numerischen Néherungsverfahren der Kontinuumsme-
chanik. Das Anwendungspotential dieser Methoden wird immer breiter, und es entsteht ein
Bedarf an immer komplexeren Modellen und Algorithmen. Ursache hierfiir sind die anhaltend
rapide Leistungszunahme der verfiigharen Computer und der mit grofler werdenden Modellen
iiberproportional wachsende Leistungsbedarf fiir die Losung der resultierenden Gleichungs-
systeme. Dementsprechend werden die Limitierungen fiir den Berechnungsaufwand der zur
Aufstellung dieser Gleichungssysteme verwendeten Verfahren immer schwécher.

Sowohl im Bereich der Materialmodellierung als auch bei den numerischen Verfahren wer-
den somit standig neue Verfahren und Methoden benotigt und entwickelt. Dies verleiht
der Kontinuumsmechanik den Charakter eines offenen Forschungsgebiets, in dem neben der
Anwendung bereits erschlossenen Wissens auch weiterhin die kreative Erschliefung neuen
Wissens eine wesentliche Rolle spielen wird. Hierfiir ist die existierende Vielfalt der Darstel-
lungsformen und Arbeitsmethoden der Kontinuumsmechanik, die in der vorliegenden Arbeit
zusammen mit den damit verbundenen Denk- und Interpretationsweisen gegeniibergestellt,
verglichen und um mehrere Neuerung erganzt wurden, durchaus vorteilhaft und erhaltens-
wert.

Von zentraler Bedeutung sind in diesem Zusammenhang die in der Kontinuumsmechanik
verwendeten Beobachterkonzepte. Als besonders vorteilhaft hat sich das Konzept der Stan-
dardbeobachter erwiesen. Im Gegensatz zu einigen anderen gebréauchlichen Konzepten ist hier
haufig eine Kontrolle der vorgefundenen Zusammenhinge anhand der Anschauung maglich.
Das Konzept liefert einen sehr vielseitigen Rahmen fiir eine Reihe die vorliegende Arbeit
priagender, sich teilweise durchdringender Themenstringe mit neu entwickelten Ansatzen
und Methoden. Die wichtigsten vier dieser Strange sind:

e Der sogenannte Ubertragungsoperator dient der standardisierten Erzeugung dquivalenter
tensorieller Relationen, z.B. von Stoffgesetzen, in unterschiedlichen Darstellungsformen.
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Beziiglich einer einzelnen Deformation entspricht dies wechselseitigen Ubertragungen zwi-
schen Fulerschen und Lagrangeschen Darstellungen der entsprechenden Relation. Dartiber
hinaus kann die Relation auch in Darstellungen iibertragen werden, die mit Zwischenkon-
figurationen verkniipft sind. Bei allen Ubertragungen bleibt die Relation identisch erhal-
ten, lediglich die beteiligten GroBlen und die Gestalt der zueinander in Relation stehen-
den mathematischen Konstrukte indern sich. Die Ubertragungsmoglichkeit erstreckt sich
von Spannungs- und Verzerrungstensoren iiber Invarianten und Eigenwerte bis zu kom-
plizierten Gebilden wie tensorwertigen analytischen Funktionen tensorieller Argumente,
substantiellen Zeitableitungen und sogar Tensoren vierter Stufe. Dabei bleibt die grund-
legende Struktur der Relation erhalten, so dafl eine Entwicklung auch mit dem Ergebnis
einer Ubertragung problemlos fortgesetzt werden kann. Eine Einschrinkung beziiglich
transponierter Argumente wurde aufgehoben.

Der Ubertragungsoperator bietet einerseits die Moglichkeit, Stoffgesetze jeweils in dieje-
nige Formulierung zu iibertragen, die fiir die Berechnung einer Steifigkeitsmatrix in der zu
dem verwendeten FEM-Programm passenden Form geeignet ist. Andererseits erlaubt die
Erweiterung des Ubertragungsoperatorkonzepts auf Tensoren vierter Stufe nun beispiels-
weise auch die Umrechnung verschiedener Typen von Steifigkeitsmatrizen ineinander. Da-
mit eroffnet das Konzept eine grofie Freiheit in der Wahl der zur Stoffgesetzentwicklung
genutzten Darstellungsweise. Seit der Erweiterung auf Zwischenkonfigurationen gilt dies
beispielsweise auch fiir Stoffgesetze, die plastisches Materialverhalten beschreiben.

e Die angepafiten Basisdyaden fiir symmetrische Tensoren liefern redundanzfreie Darstel-
lungen symmetrischer Tensoren. Damit erweisen sich solche Darstellungen als besonders
vorteilhaft, wenn Ableitungen nach symmetrischen Tensoren zu bilden sind. Diese Not-
wendigkeit tritt bei der Berechnung von Steifigkeitstensoren héaufig auf. Die angepafiten
Basisdyaden liefern hierbei eine besonders kompakte Schreibweise und einfach und sicher
zu handhabende Umformungsregeln. Auflerdem lassen sich mit diesem Hilfsmittel Ablei-
tungen von Tensorprodukten derart formulieren, dal auch die auftretenden Teilergebnisse
symmetrisch sind, was wiederum fiir die numerische Umsetzung interessant ist. Mit die-
ser Kombination von Eigenschaften stellen die angepafiten Basisdyaden ein wertvolles
Werkzeug bei der Umrechnung verschiedener Formen von Steifigkeitsmatrizen dar.

e Ellipsoidrepréasentationen von Tensoren 2. Stufe liefern eine in vielen Zusammenhangen
sehr niitzliche Interpretationsmoglichkeit insbesondere fiir symmetrische und positiv de-
finite Tensoren. Im Zusammenhang mit unsymmetrischen Tensoren ergibt sich eine an-
schauliche Deutung der Polarzerlegung eines Tensors. Dariiber hinaus gelingt es mit Hilfe
von Ellipsoidreprésentationen eine sinnvolle und der Anschauung zugangliche Vereinba-
rung fiir die Relationen ”>" und ”<” in Bezug auf Tensoren zweiter Stufe zu treffen.
Darauf aufbauend lassen sich auch eine Maximum- und eine Minimumfunktion fiir Ten-
sorargumente vereinbaren. Anschaulich sind diese Funktionen mit dem kleinsten, alle Ar-
gumentellipsoide vollstandig umhiillenden Ellipsoid und dem grofiten, von allen Argu-
mentellipsoiden vollstdndig umhillten Ellipsoid verkniipft. Fiir das Auffinden dieser spe-
ziellen Ellipsoide bei gegebenen Argumentellipsoiden wurden kompakte, nicht-iterative
Algorithmen gefunden. Die beiden Funktionen ermoglichen wiederum einen anschauli-
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chen Zugang zu einer vergleichsweise einfachen Erfassung einer Strukturtensorevolution
und zur Modellierung belastungsinduzierter Anisotropie.

e Die sogenannten koeffizientenfreien Darstellungen von Tensoren zweiter und vierter Stufe
ermoglichen auflerst kompakte Darstellungen und Herleitungen und haben sich als sehr fle-
xibles und niitzliches Hilfsmittel erwiesen. Sie erlauben ein einfaches Arbeiten mit den an-
gepafiten Basisdyaden fiir symmetrische Tensoren und liegen der Erweiterung des Ubertra-
gungsoperators auf Tensorargumente vierter Stufe zu Grunde. Dariiber hinaus wurden sie
zur Umrechnung verschiedener Formen von Steifigkeitsmatrizen herangezogen.

Die Inhalte dieser Themenkomplexe wurden exemplarisch dazu genutzt, Umrechnungsvor-
schriften fiir die verschiedenen, zu unterschiedlichen Beobachtersystemen gehorenden Formen
von Materialsteifigkeiten zu ermitteln. Damit konnen die Steifigkeiten, die fiir die Implemen-
tierung von Stoffgesetzen in unterschiedlichen FEM-Programmen bend6tigt werden, ineinander
tiberfiihrt werden. Neben den rein Eulerschen und Lagrangeschen Formulierungen wurden
an dieser Stelle auch gemischte Formulierungen unter Verwendung von 1. Piola-Kirchhoff-
Spannungen und dem vollstandigen Deformationsgradienten einbezogen. Als Anwendungen
wurden zum einen einige FEM-Ergebnisse aus Beispielimplementierungen gezeigt und zum
anderen ein Ansatz zur Modellierung belastungsinduzierter Anisotropie mit Hilfe von Ellip-
soidreprasentationen im Zusammenhang mit einer tensoriellen Maximum-Funktion.

Im Hinblick auf weiterfiihrende Arbeiten erscheint vor allem eine noch intensivere Verflech-
tung der neuen Techniken und Methoden sowohl untereinander als auch mit den etablierten
Formen wiinschenswert. In diesem Zusammenhang ware beispielsweise eine sorgfaltige Un-
tersuchung der Wirkungsweise des Ubertragungsoperators auf Ableitungen nach Eulerschen
oder Lagrangeschen Verzerrungstensoren und die damit einhergehenden Rechenregeln bei
der Ubertragung solcher Ableitungen interessant. Diese Zusammenhénge sind nicht offen-
sichtlich, da der Ubertragungsoperator Multiplikationen mit dem Deformationsgradienten
beinhaltet, der aber wiederum Basis fiir alle Verzerrungsmafe ist. Beziiglich tensorieller Ab-
leitungen nach Tensoren ware aulerdem eine Prazisierung der Darstellung solcher Tensoren
beziiglich schiefwinkliger, der Deformation folgender Basen wiinschenswert.

Ein weiteres interessantes Beispiel ware die Anwendung des Ubertragungsoperators auf ten-
sorielle Maximum- und Minimumfunktionen, die mit Hilfe von Ellipsoidreprasentationen
sowohl der Argumente als auch der Funktion selbst definiert wurden. Mit dieser Ubertra-
gung wére es beispielsweise moglich, ein typischerweise in Lagrangeschen Grofien formuliertes
Stoffgesetz fiir ein Material mit belastungsinduzierter Anisotropie in die Eulersche Darstel-
lungsweise zu iibertragen.

Schliefflich zeichnet sich fiir die vergleichsweise anschauliche Beschreibung induzierter Aniso-
tropie mit Hilfe von Ellipsoidreprasentationen ein wichtiges Anwendungsfeld ab. Bestehende
Modelle fiir derartige Phanomene sind einerseits oft nicht flexibel genug, um die experimen-
tellen Daten zu reproduzieren, andererseits sind umfassendere Modelle oftmals mit einer
Vielzahl von Parametern verbunden, die einer anschaulichen Deutung kaum noch zuganglich
und teilweise auch nicht mehr eindeutig zu identifizieren sind. Mit Hilfe der Ellipsoidreprasen-
tationen und den damit verkniipften Tensoroperationen lassen sich moglicherweise spezielle
Effekt separat und damit mit einer vergleichsweise geringen Parameterzahl nachbilden.
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